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ПРЕДИСЛОВИЕ

Предлагаемый вниманию читателя учебник написан на основе курсов лекций 
по космической геодезии, читаемых авторами в течение многих лет студен
там геодезических специальностей. С момента издания учебного пособия по 
космической геодезии (И. И. Краснорылов, Ю. В. Плахов «Основы космиче
ской геодезии», 1976 г.) прошло достаточно много времени, и это учебное 
пособие в известной степени устарело. Кроме того, ограниченный объем по
собия не позволил достаточно полно изложить основные проблемы космиче
ской геодезии.

Начиная с 60-х годов и до настоящего времени издан также целый ряд 
монографий как советских, так и зарубежных авторов, посвященных косми
ческой геодезии в целом и отдельным ее вопросам. Однако монографии и 
по стилю изложения, и по содержанию служат научно-исследовательским 
целям и предназначаются в первую очередь для научных работников. По
этому использовать монографии для обучения студентов по меньшей мере 
затруднительно.

Примерно с середины 70-х годов в космической геодезии главное внима
ние стало уделяться так называемым динамическим методам, дающим об
щие решения возникающих задач по сравнению с частными геометрическими 
методами, хотя последние не менее важны: они определили в свое время весь 
ход развития космической геодезии. К настоящему времени качественно из
менились методы наблюдений в космической геодезии; вопросы теории также 
заметно усовершенствованы.

Перечисленные обстоятельства, а также то, что космическая геодезия для 
студентов геодезических специальностей является обязательным предметом 
(она входит в учебные планы более 15 лет), вызвали необходимость напи
сать данный учебник. Было бы довольно трудно представить себе современ
ного геодезиста, не знакомого с космической геодезией и с кругом решаемых 
ею задач.

Авторы выражают признательность коллективу кафедры астрономии и 
космической геодезии Московского ордена Ленина института инженеров гео
дезии, аэрофотосъемки и картографии за содействие в работе над учебником.

Введение и раздел 1 написаны проф., д-ром техн. наук М. С. Урмаевым, 
раздел 2 — доц., канд. техн. наук В. Н. Барановым, раздел 3 и § 78, 79 — доц., 
д-ром техн. наук С. Н. Яшкиным, раздел 4 и § 73—77 — проф., д-ром техн. 
наук Ю. В. Плаховым, раздел 5 — проф., д-ром техн. наук Е. Г. Бойко, 
§ 80—96 — проф., д-ром техн. наук М. М. Машимовым, раздел 7 — доц., 
канд. техн. наук И. И. Краснорыловым.
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ВВЕДЕНИЕ

К о с м и ч е с к о й  г е о д е з и е й  называется р азд ел  геоде
зической науки, в котором изучаются вопросы использования 
наблюдений искусственных и естественных спутников Зем ли  
и планет д л я  решения научных и научно-технических зад ач  
геодезии. П ри этом в космической геодезии используются как  
результаты наблюдений спутников с поверхности планеты, так  
и результаты  наблюдений, выполненных непосредственно на 
спутниках.

Космическая геодезия является самым новым и наиболее 
быстро развиваю щ имся разделом геодезии. Она использует 
весь арсенал  измерительных средств, предоставляемых совре
менной физикой и техникой, а обработка результатов изм ере
ний, ввиду огромного количества информации, поступающей 
от современных измерительных средств, возможна сейчас 
только с использованием мощных электронно-вычислительных 
машин, обладаю щ их быстродействием порядка м иллиона и 
более операций в секунду и большим объемом внешней и опе
ративной памяти.

4 октября 1957 г., когда первый советский искусственный 
спутник Земли  (И С З) открыл космическую эру в исто
рии человечества, можно считать и датой возникновения косми
ческой геодезии, так  как  у ж е  первые фотографии советских 
И С З на фоне звездного неба использовались для реш ения гео
дезических задач.

З адачи  космической геодезии совпадают с зад ач ам и  геоде
зии в целом, но космическая геодезия дает возм ож ность  
получать решения в более сж аты е сроки и с большей точно
стью, чем традиционные методы. Кроме того, сущ ествует ряд  
задач, решение которых вообще невозможно без использования 
искусственных спутников или требует столько времени и 
средств, что д елает  их практически невыполнимыми.

Первой и основной задачей  космической геодезии является  
определение ф ундаментальных постоянных, характеризую щ их 
форму, разм еры  и суточное вращение Земли, Луны и планет, 
а т ак ж е  изменений этих фундаментальных постоянных во 
времени.

Второй, тесно связанной с первой, является за д а ч а  со зд а 
ния геоцентрических и планетоцентрических систем координат, 
решение которой сводится к построению сетей опорных точек 
в единой д ля  Земли (или планеты) системе координат, имею 
щей начало в центре масс, а направление осей определенным 
образом фиксированными для  различных эпох.

Решение этих двух задач  невозможно, если неизвестно
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внеш нее гравитационное поле исследуемой планеты. О пределе
ние параметров, характеризующих гравитационное поле, осно
в а н о  на исследовании эволюции элементов орбит искусствен
ных: спутников во времени. По результатам  измерений с высо
кой точностью определяют элементы орбит на эпохи, р азд ел ен 
ные небольшими промежутками времени, и представляю т их 
ф ункциями параметров гравитационного поля планеты, о т р а 
ж аю щ его  закономерности распределения масс в ее теле.

Космическая геодезия решает ряд  прикладных задач , имею 
щ и х  важное народнохозяйственное значение. К числу этих 
з а д а ч  относится прежде всего координатно-временная при
в я з к а  результатов космических съемок Земли и планет, вы 
полняемы х в интересах исследования природных ресурсов и 
космического картографирования.

В есьм а важны  такж е результаты, полученные методами 
космической геодезии для решения задач  геофизики и, прежде 
всего, задач  геодинамики. Повышение точности измерений 
в космической геодезии и совершенствование методов м атем а
тической обработки позволят в будущем получить количест
венны е данные об эволюции фигуры и гравитационного поля 
З е м л и  во времени и тем самым установить характер  и особен
ности движения материков, закономерности протекания тек 
тонических процессов, получить данные для прогноза поиска 
полезных ископаемых и эффективного предсказания сейсмиче
с к и е  процессов, в том числе сильных землетрясений.

С ледует  отметить, что уверенное количественное опреде
лен и е  характеристик геодинамических явлений требует зн ачи 
тельного  повышения точности измерений, поскольку геодинами- 
ческие вариации имеют порядок 10- 8 — 10~9 в год, т. е. необ
ходим о регистрировать линейные смещения с точностью 0,6— 
€ см ,  угловые — с точностью до 0,002— 0,0002", а изменения 
с и л ы  тяжести — с точностью до 10-9 м/с2 (10 м кгал ) .  О днако 
у ж е  сейчас необходимо учитывать некоторые короткопериоди
ческие геодинамические процессы, к числу которых относятся 
дви^кения полюсов, приливные деформации и неравномерности 
суточного вращения Земли.

Е сл и  рассматривать методы космической геодезии в после
довательности  развития, то первым следует считать г е о м е т 
р и ч е с к и й  метод. Он основан на синхронном ф отограф иро
ван и и  И С З на фоне звездного неба минимум с двух пунктов 
поверхности Земли. Т акая  организация наблюдений позволяет 
опр еделить направление вектора, соединяющего эти пункты. 
М ножество  таких векторов образует  векторную пространствен
ную  сеть — к о с м и ч е с к у ю  т р и а н г у л я ц и ю .  У равнивание 
и о бработка  ее даю т возможность определять координаты но
в ы х  пунктов в системе координат опорных.

П р и  этом, конечно, необходимо каким-то образом оп реде
л и т ь  масштаб этой сети, поскольку по результатам  ф о то гр аф и 
ческих наблюдений определяются лишь направления. М асш таб



можно определить, измерив, например, в синхронный момент 
расстояние от фотографической камеры до И С З при помощи 
лазерного дальномера. Можно такж е получить расстояние 
(длину хорды) между пунктами путем обычных геодезических 
измерений, однако при больших длинах сторон космической 
триангуляции это является трудной технической задачей .

Р азр аб о тка  геометрического метода д ал а  новый ка чествен- 
ный скачок в развитии геодезии. В силу больших высог наблю 
даем ы х И С З оказалось  возможным создание сетей космиче
ской триангуляции со сторонами порядка 1500—2000 км, что, 
в свою очередь, позволило связать материки и острова Земли 
единой геодезической сетью, т. е. установить глобальную  гео
дезическую связь.

Достоинством геометрического метода космической геодезии 
является  возможность исключить из рассмотрения теор ию дви
ж ения И С З  и вместе с ней трудноучитываемые ф акторы , н а
пример, возмущения орбит, вызванные аномальным гр ав и т а 
ционным полем планеты, сопротивлением атмосферы, гтритяже- 
нием спутника Луной и Солнцем и др.

Таким образом, в геометрических методах спутник является  
очень высокой визирной целью, перемещающейся со значитель
ной скоростью (до нескольких градусов в секунду). В резуль
тате  определяются лишь относительные положения новы х пунк
тов, т. е. на практике в системе исходных координат, и ри этом 
вопрос о привязке космической триангуляции к центру  масс 
Земли  остается открытым.

Поэтому наиболее общим методом космической геодезии 
следует считать д и н а м и ч е с к и й  метод, который, в  проти
воположность геометрическому, основан на изучении эволюции 
орбиты И С З во времени. Д ля  реализации динамического 
метода необходимо располагать  адекватной моделью движ ения 
И С З. М атематическая модель движения И С З в инерц^иальной 
системе прямоугольных координат записывается в вид е  си
стемы трех нелинейных дифференциальных уравнений второго 
порядка. В йх правых частях содержатся члены, учиты ваю щ ие 
ускорения от всех сил, действующих на И С З в полете. Таким 
образом, точность результатов, получаемых динамическим ме
тодом, в значительной степени зависит от точности у ч ета  воз
мущ аю щ их ускорений, вызываемых всеми силами, действую 
щими на ИСЗ. К ним относятся: сила тяжести, сопротивление 
атмосферы, притяжение И С З  Луной, Солнцем и планетам и , 
давление солнечного излучения, а такж е ряд  других сил , учи
ты ваем ы х сравнительно редко. В самой общей постановке ди
намического метода предполагается совместное определение 
координат наземных пунктов, элементов орбит И СЗ, а  такж е  
уточнение параметров моделей возмущающих сил. П р и  этом 
получается своего рода замкнутый круг: для того чтоб ы точно 
проинтегрировать дифференциальные уравнения дви ж ени я , 
необходимо заранее  знать параметры моделей возмущ аю щ их 
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сил, в то же время эти параметры необходимо уточнить в ре
зультате  применения динамического метода. Выход из поло
ж ен и я  заклю чается в применении метода последовательных 
приближений, в процессе которого закрепляю тся определенные 
группы параметров и уточняются другие параметры, которые 
затем  также закрепляю тся, и на их основании уточняются р а 
нее закрепленные параметры и т. д. Этот процесс неизбежно 
сходится к истинным значениям уточняемых параметров, по
скольку непрерывно возрастают точность и состав орбиталь
ных измерений.

Динамический метод космической геодезии позволяет полу
чить положения пунктов в единой для  всей планеты системе 
координат с началом в центре масс Земли  и определить внеш 
нее гравитационное поле Земли в этой ж е  системе координат. 
Т ак и м  образом, именно совершенствование и развитие динам и
ческого метода позволит в будущем успешно решить главные 
зад ач и  геодезии и геодинамики.

О днако  динамический метод космической геодезии намного 
слож нее  геометрического, поскольку он связан  с трудными з а 
д ач ам и  создания адекватных моделей движения И СЗ, моделей 
измерений и моделей сил, действующих на И С З  в его ор б и тал ь 
ном движении.

Р еали зац и я  динамического метода требует наличия совер
шенных алгоритмов и гигантских комплексов программ для 
са м ы х  современных ЭВМ, на разработку  которых необходимы 
больш ие затраты  труда целых коллективов квалиф ицирован
ных математиков и программистов.

П о  мере уточнения моделей сил, действующих на И С З 
в полете, все большее значение приобретает о р б и т а л ь н ы й  
метод, который является частным случаем динамического, если 
предположить, что модели сил, действующих на И С З, постро
ены с необходимой точностью и не уточняются в процессе ре
шения.

В  орбитальном методе на основании измерений, выполнен
ных на наземных пунктах или непосредственно со спутника, 
совместно определяются координаты пунктов и элементы орбит. 
Н аконец, часто полагают, что элементы орбиты на моменты 
измерений так ж е  известны. В этом случае неизвестными я в л я 
ю тся  только координаты пунктов, которые и определяю тся 
путем обратных пространственных засечек.

Э т а  процедура получила название упрощенного о рбиталь
ного метода и применяется при решении навигационных задач.

Остановимся коротко на основных этап ах  развития косми
ческой геодезии.

Задолго  до появления искусственных спутников Земли  
геодезисты и астрономы пытались использовать в геодезиче
ских целях естественные небесные объекты, имеющие зн ач и 
тельный суточный параллакс. Конечно, единственно возмож ны м 
д ля  практического использования объектом являлась  Л ун а ,



суточный п ар ал л ак с  которой составляет 61,5'. О днако д а ж е  
при наличии совершенной теории геоцентрического д ви ж е н и я  
Луны ошибка в определении положения пункта на поверхности 
Земли по наблю дениям Луны составляет 1 км, если измерить 
направление на центр Луны с ошибкой 0,2". Понятно, что д о 
стижение таких точностей измерения направления н а  центр 
Луны является исключительно сложной научно-технической з а 
дачей. Были разработаны  специальные методы определения 
топоцентрических направлений на Луну путем ее непосредст
венного фотографирования на фоне звездного неба. П р и  этом 
возникли большие трудности получения на одном негативе к а 
чественных изображений звезд и Луны, так  как Луна намного 
ярче звезд и о б ладает  большой скоростью движения относи
тельно звезд. Были созданы специальные камеры, конструкция 
которых позволила осуществить компенсацию движения Л уны 
и ослабление ее яркости. Лучшим результатом определения н а 
правления на центр видимого диска Луны является резу л ьтат  
М арковица, который в период М еждународного геофизического 
года получил это направление с ошибкой порядка 0,15". Тем 
не менее, достигнутая точность не могла удовлетворить требо
вания геодезистов. Создание лунных камер являлось важны м 
шагом на пути совершенствования фотографических методов 
наблюдения близких небесных объектов. Элементы их кон
струкций потом были использованы для создания специальны х 
спутниковых камер, а сами лунные камеры находят п ри 
менение при определении эфемеридного времени. Относительно 
использования Л уны  в геодезических целях академик А. А. М и 
хайлов писал в 1957 г., буквально накануне запуска в С С С Р  
первого искусственного спутника Земли, что удаленность Л уны  
от Земли и вы званная  этим малость суточного п ар ал л ак са  Л уны  
делаю т геодезическое использование Л уны трудным, если не 
сказать  неблагодарны м делом. Может быть, в будущ ем Л у н у  
заменит искусственный спутник, движущ ийся ближе к Зем ле,  
наблюдение которого позволит решать геодезические задачи  
точнее.

В 1945 г. финский ученый Вяйсяля предложил метод опре
деления направления между двумя пунктами, основанный на 
одновременном фотографировании с этих пунктов световых 
вспышек на фоне звездного неба. Вспышка выполняется при 
помощи ‘взрывных снарядов, выбрасываемых с самолетов или 
поднимаемых маленькими баллонами. Вяйсяля подсчитал, что 
источник света в 6000 кд будет виден под углом; 2,5° на 
расстоянии в 200 км как  звезда 6-й величины. П ервы е экспе
рименты были проведены в 1946 г. в обсерватории г. Турку 
и показали, что направления определяются с высокой точ
ностью.

В сущности метод, предложенный Вяйсяля, уже яви лся  ос
новой для развития геометрических методов космической гео
дезии, однако в то время он не нашел широкого применения,
8



так  как  высоты вспышек не позволяли существенно увеличить 
сторон ы  триангуляции по сравнению с обычными методами.

З а п у с к  в Советском Союзе 4 октября 1957 г. первого искус
стве иного спутника Земли сделал  возможным широкое исполь- 
зова ние ранее появившихся принципов и идей для  решения 
з а д а ч  геодезии.

П е р в ы е  опыты синхронных фотографических наблюдений 
И С З  для целей геодезии были выполнены в С СС Р в мае  1961 г. 
Н абл ю д ен и я  выполнялись на четырех стан ц и ях — в Пулково, 
Х арькове , Ташкенте, Николаеве. Объектом наблюдений был 
ам ериканский  спутник «Эхо-1». З а  пять прохождений И СЗ 
б ы л о  получено 34 синхронных негатива. По результатам  обра- 
ботк и этих негативов координаты станций наблюдений были 
определены  с ошибками порядка 70 м. С 1961 по 1966 г. вы 
полнялось  значительное число экспериментов по совершенство- 
вани ю методик наблюдений и обработки их результатов.

В- начале 1966 г. по инициативе ученых Смитсонианской об
серватории  (СШ А) был организован международный совмест
ный сеанс наблюдений американского спутника типа Геос, 
в котором  принимали участие ССС Р, США, Англия, Г оллан 
дия, Франция, Ш веция и ФРГ.

В результате этой работы положение всех станций, участ- 
вуюицих в наблюдениях, были определены в системе «С тан
д а р т н а я  Зем ля 11» с ошибками не более 20 м.

В С СС Р и социалистических странах  в рам ках  сотрудниче
ства по выполнению программ космических исследований ве
д у т с я  работы по проекту «Б ольш ая хорда». По результатам  
ф отограф ических и лазерных наблюдений И С З будут проло
жены: два векторно-триангуляционных хода «Арктика — Ан
тар к т и к а»  и «Восток — Запад»  (от Японии до Боливии).

П о с л е  1969 г. работы по космической геодезии стали  р а з 
виваться  очень быстро, поскольку стали очевидны во зм о ж 
ности; быстрого и эффективного решения многих зад ач  геоде
зии з  исключительно короткие сроки и с высокой точностью.

С а м а  специфика задачи требует при этом организации уси
лий у'ченых различных стран. С 1970 г. ученые 14 стран выпол
няли работы по международной программе ISA G EX  (М еж ду
н ародны й эксперимент спутниковой геодезии), в этой про
гр а м м е  приняли участие советские станции в Ужгороде, Риге и 
Звенигороде. П рограмма ISAGEX состояла из двух частей: 
наблю дения с целью решения динамических зад ач  спутнико
вой г«одезии и синхронные наблю дения для определения в з а 
имного положения станций. Одновременно велись наблю дения 
на 5& станциях, расположенных в различных частях земного 
ш ара; из них 11 станций имели лазерны е спутниковые д ал ьн о 
меры, 17 — советские камеры АФУ-75, 16 — американские к а 
меры Бейкер-Н анн и 2 станции имели камеры  SBG (Г Д Р ) .

В результате выполнения программы  ISAGEX было полу
чено 14  орбитальных дуг, равномерно покрытых наблю дени



ями, содержащих, помимо фотографических, более 2 0 0  ООО л а 
зерных измерений.

Эти данные позволили значительно уточнить па раметры 
гравитационного поля Земли  и единую геоцентрическую си
стему координат.

В настоящее время в различных странах, о р ган и зац иях  и 
ведомствах ведутся разработки  аппаратуры для  наблю дений 
И С З , совершенствуются методы математической обработки  ре
зультатов наблюдений.

Р азр аб о тан  ряд совершенных автоматических ф отокамер 
для наблюдений И С З на фоне звездного неба, р азр або тан ы  и 
внедрены спутниковые лазерны е дальномеры, получили  широ
кое распространение системы слежения за И С З, основанные 
на эффекте Доплера. Все это делает космическую геодезию 
передовой областью геодезической науки, быстрое развитие 
которой позволит в недалеком будущем р азр е ш и т ь  многие 
важ ны е проблемы геодезии и геодинамики.



Р а з д е л  1 .

СИСТЕМЫ КООРДИНАТ И СИСТЕМЫ 
ВРЕМЕНИ В КОСМИЧЕСКОЙ 
ГЕОДЕЗИИ

Г л а в а  1.
СИСТЕМЫ КООРДИНАТ В КОСМИЧЕСКОЙ  
ГЕ ОДЕЗИ И

§ 1. ИНЕРЦИАЛЬНАЯ СИСТЕМА ОТСЧЕТА

С и с т е м о й  о т с ч е т а  в физике и астрономии назы вается 
геометрическая система координат, дополненная часами, нахо
дящ и м и ся  в каждой  точке геометрически твердой среды. При 
это м  г е о м е т р и ч е с к и  т в е р д о й  с р е д о й  назы вается 
бесконечное множество точек, расстояния между которыми 
фиксированы. В классической механике предполагается, что 
вре мя течет независимо от положения часов, т. е. часы синхро
низированы  и, следовательно, время течет одинаково во всех 
си стем ах  отсчета. Таким образом, в классической механике 
пространство предполагается евклидовым, а время представ
л я е т с я  евклидовой прямой. Среди вводимых таким образом 
сист ем отсчета можно выделить системы, которые благодаря  
у ч ету  ряда специальных динамических свойств отличаются от 
остальных.

С истема отсчета, по отношению к которой свободная м ате
р и ал ьн ая  точка движется равномерно и прямолинейно, н азы 
в ает с я  и н е р ц и а л ь н о й  или г а л и л е е в о й .

Ф а к т  существования инерциальных систем невозможно про
в ерить  экспериментально, поскольку в реальных условиях 
н ел ьзя  выделить часть материи, изолировать ее от остального 
м и р а ,  так чтобы движение этой части материи не подвергалось 
возд-ействию иных материальных объектов.

Ч тобы  установить в каждом конкретном случае, может ли 
систем а отсчета быть принята за инерциальную, проверяют, 
сохраняется  ли скорость материального объекта, который при
бли ж енн о  считают свободной материальной точкой. Степень 
этого  приближения определяет степень идеализации задачи  [1].

В астрономии при изучении движения небесных тел за 
инерциальную систему отсчета часто принимаю т декартову си
сте м у  координат, начало которой находится в центре масс 
какой-нибудь «неподвижной» звезды, а оси направлены  на д р у 
гие «неподвижные» звезды или галактики. П онятие «неподвиж
ная» звезда условно, в действительности звезды движ утся 
с большими скоростями относительно других материальных
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объектов. Однако в силу гигантских расстояний м еж д у  звез
дами такое предположение оказывается достаточным д л я  целей 
практики.

Если поместить начало координат в центре Солнца, а оси 
направить на удаленные звезды или галактики, то т а к а я  г е 
л и о ц е н т р и ч е с к а я  система отсчета будет вполне ад е к в а т н а  
инерциальной системе при описании движения м атери альн ы х

объектов в пределах наш ей  С о л 
нечной системы.

Предположим далее, что н ач ал о  
координат О совпадает с ц ентром  
масс Земли (рис. 1), а ось О х0 н а 
правлена в среднюю то ч ку  весен
него равноденствия Y 0 некоторой 
эпохи Т0 и леж ит в плоскости э к в а 
тора Земли, ось Oz0 совп адает  со 
средней осью вращения З е м л и  и н а 
правлена к северу, ось 0 у о д опол
няет систему до ортогонального  
триэдра правой ориентации и поло
жительна к востоку. Если р а с с м а т 
ривать движение ИСЗ в этой  си 
стеме координат, то очевидно, что 
гелиоцентрическое движ ение Зем ли  
не отразится на движении И С З ,  

так  как он сам вместе с Землей участвует в гелиоцентрическом 
движении. С другой стороны, в силу суточного вращ ения Зем ли  
координаты точек ее поверхности есть некоторые функции в р е 
мени. Такую  г е о ц е н т р и ч е с к у ю  систему отсчета н азы в а ю т  
и н е р ц и а л ь н о й  при изучении движения ИСЗ. Д л я  точек 
поверхности Земли  эта система не является инерциальной. О д 
нако и при рассмотрении движения И С З эту систем:у мож но 
считать инерциальной лишь в некотором приближении. В след 
ствие наличия лунно-солнечной прецессии и нутации э к в а т о р и 
альной плоскости Земли в основные динамические ур авн ен ия ,  
описывающие движение ИСЗ, входят члены, отраж аю щ и е э ф 
фекты прецессионного и нутационного движения системы от
счета Oxyz.

Поэтому введенную систему O xyz  правильнее было бы н азы 
вать к в а з и и н е р ц и а л ь н о й .  П редполагая, что в каж д о м  
отдельном случае учет прецессионно-нутационных членов  в д и 
намических уравнениях теории И С З выполняется отдельно, 
будем в дальнейш ем рассмотренную систему н азы вать  инерци
альной.

Л ю б ая  система отсчета реализуется на практике  м н ож е
ством точек, координаты которых определены в зад ан н о й  си
стеме или могут быть приведены (редуцированы) к н ей с необ
ходимой степенью точности.

И нерциальная  система координат O xyz  в настоящ ее время
12
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ре-ализуется при помощи фундаментального каталога  FK.-4 яр- 
ки_х звезд, созданного на основании высокоточных меридиан
н ы х  наблюдений.

К аталог  FK.-4 был опубликован в 1963 г. Он содерж ит п ря
м ы е  восхождения а  и склонения 6 1535 ярких звезд, а такж е 
собственны е движения звезд \ia и ц.б.

П р я м ы м  в о с х о ж д е н и е м  светила а  назы вается дву
гр ан н ы й  угол между небесным меридианом, проходящим через 
т о ч к у  весеннего равноденствия Y , и небесным меридианом 
св ет и л а .  П рямое восхождение измеряется в плоскости экватора 
от точки у  против движения часовой стрелки и вы раж ается  
в ч а со в о й  мере. Оно изменяется от 0 до 24h.

С к л о н е н и е м  6 называется угол между направлением 
на светило из центра масс Земли и проекцией этого нап равле
н и я  на плоскость экватора. Склонение отсчитывается к северу 
и ю г у  от плоскости экватора вдоль небесного меридиана. Соот
ветствен н о  имеются северные (от 0 до 90°) и ю жные (от 0 до 
— 9 0 °)  склонения.

В каталоге FK-4 координаты звезд  отнесены к равноден- 
ств ию и эпохе 1950,0 и 1975,0 гг.

К ак правило, в космических исследованиях в качестве стан
д а р т н о й  эпохи принимается Т0=  1950,0. Она соответствует 
начталу Бесселева тропического года, или 22h05m42s 31 декабря 
194-9 г., этой эпохе соответствует ю лианская д ата  JD  =  
=  2 433 282,4234. Д л я  удобства вычислений иногда используют 
так  называемые модифицированные юлианские дни (M JD ),  ко
т о р о м  соответствует дата 1858, ноябрь, 17,0 или JD  =  2 400 000,5, 
п о это м у

MJD =  JD  — 2400000,5. (1.1)

Н ап о м н и м , что Бесселев (фиктивный) год имеет продолж и
т ел ьн о сть  среднего тропического года, т. е. 365,2422 средних 
солн ечны х  суток, и начинается в тот момент, когда средняя 
д о л г о т а  Солнца Lp, уменьшенная на коэффициент годичной 
а б ер р а ц и и ,  т. е. на 20,495", будет равна  280°00/00".

ЕЗсе вычисления в космической геодезии выполняю тся в пря
м оугольной  системе координат. Введем единичный вектор гта 
н ап р ав л ен и я  на светило в системе координат ф у н дам ен таль
н о г о  каталога:

0̂ cos а 0 cos 60
/По = sin а 0 cos б0 (1-2)

- «0 - То s in 6 0 т„

где « о  и 60— координаты светила, отнесенные к равноденствию 
эпох и каталога ,  но исправленные поправками за собственное 
д в и ж е н и е  светила за промежуток Т  — Г0, где Т  — момент н а 
блю дений . Р асполагая  математическими моделями прецессии
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и нутации, можно воспроизвести систему отсчета для  любой 
эпохи Т, на основании соотношения

r r =  Qr7v (1.3)
где Q — ортогональная матрица, учитывающая совм естное дей
ствие прецессии и нутации за промежуток Т — Т0. М а т р и ц у  Q 
можно рассматривать  как  оператор, действуя которым на век
тор г°0, осуществляют переход от прямоугольной системы  
координат эпохи каталога  Т0 к системе координат эпохи наблю 
дений Т.

Элементами этой матрицы qtk ( t = l ,  2, 3; k = \ ,  2, 3 )  явл я
ются направляю щ ие косинусы углов между осями систе м коор
динат на эпоху Т и эпоху Т0

Qvi Я\з 
<?2i  Ц22 Цгз
Яз1 Я 32 Язз

(1.4)

Д ев ять  направляю щ их косинусов связаны шестью уравне
ниями:

2 , 2 . 2  i 
Ч п  +?12+<?13= 1,

421 +  Ч22 +  2̂3 =  1.

Фп +  <7з2 +  <7зз =  1, (1-5)
Я п Я 2 \  I - Я12Я22 +  Я13Я23 =  О,

Я21Я31 4" ?22<7з2 +  Я23ЯЗЗ =  О,

Я п Я ы  4- Ц\2Чъ% 4~ Ям Язз  —  О,

поэтому независимых из них только три, и, следователь но, к а ж 
дый из девяти элементов может быть представлен в ви де нели
нейных функций трех независимых углов Эйлера:

4ik =  qik{^>, ф, О)- (1-6)
Определитель матрицы Q равен единице при условии , что 

обе системы координат правые.
Кроме того, для  ортогональных матриц сп р ав ед л и во  соотно

шение
Q _1 =  QT, (1.7)

т. е. для  того, чтобы получить обратную матрицу Q~ ’, доста
точно транспонировать матрицу Q, поэтому

QQ T =  Q Q - i  =  E, (1.8)
где Е — единичная матрица. Обратный переход от сис-темы ко
ординат эпохи наблюдений Т к системе эпохи к а т а л о г а  сво
дится к транспонированию  матрицы Q

Гт =  QTr° . (1.9)
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Матрицу Q представим в виде произведения двух ортого
нальн ы х  матриц

Q =  Nfl. (1.10)

Матрица П учитывает действие прецессии за промежуток 
Т —  Го. Действуя ею как оператором на вектор г°0, осущ е
ствляю т переход от среднего равноденствия эпохи каталога  Т0 
к среднему равноденствию эпохи наблюдений Т, т. е. в резу л ь
т а т е  такого ортогонального преобразования ось Ох  н ап р ав 
л яется  в среднюю точку весеннего равноденствия Т г ср эпохи 
наблюдений Т, а ось Oz  в средний полюс. М атрица N учитывает 
действие нутации. Действуя ею на вектор Пг70, осуществляют 
переход от средней точки весеннего равноденствия эпохи н а 
блюдений Т г Ср к истинной точке весеннего равноденствия 
ТГист эпохи наблюдений. В результате совместного действия 
м атриц  П и N ось Ох  системы координат на эпоху Т н ап р ав 
л яется  в истинную точку весеннего равноденствия этой эпохи, 
а о сь  Oz  — в ее истинный полюс. Заметим , что в отличие от 
прецессии, носящей вековой характер, нутация носит периоди
ческий характер, при этом максимальное значение нутационных 
эф ф ектов не превосходит 10~4.

Переход от средних координат а 0 и б0 стандартной эпохи 
Т0 к истинным координатам at и 6t на эпоху t наблюдений вы 
полняю т в следующей последовательности.

1. Если редуцированию подлежит направление на звезду, то 
катал о ж н ы е значения координат звезды а 0 и й0 исправляю т по
правкам и  за собственное движение звезды на интервале t — Т0\

а  =  а 0 +  &а =  а 0 \- \ia ( t— T 0),

& — =  4'1*6 — Т 0). (111)

Д л я  близполюсных звезд, а так ж е  звезд, имеющих зн ач и 
тельное собственное движение, иногда учитывают члены вто 
рого  порядка: d^  ■ -( t ' ~ Jn) и - d^ 6 • —— . причем про

изводные вычисляют по формулам:

d\lg _  2ца |Хб tg б
dt р

d H  >4 sin 26 , j  12)
dt 2р

где р  =  206 264, 8062".
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2. Вычисляют компоненты единичного вектора г° н ап р ав л е 
ния на звезду, исправленные поправками за  собственное д в и 
жение,

3. Вычисляют эйлеровы углы матрицы прецессии П ■ф =  £о, 
ср =  2 , 0 — 0, назы ваемы е прецессионными параметрами Нью- 
кома — Андуайе (см. рис. 1):

при этом величина Х 0М  =  90° — Со равна прямому восхождению  
точки М  экватора эпохи t на экваторе Q0 эпохи Т0, отсчи ты вае
мому от точки весеннего равноденствия у 0, величина Х \М  =  
=  90° +  Z есть прямое восхождение точки М,  отсчитываемое от 
точки весеннего равноденствия эпохи t У*, а угол О — угол 
между плоскостями экваторов для эпох Т0 и t\.

Теперь элементы матрицы прецессии можно вы разить  к а к  
функции параметров Ньюкома — Андуайе:

где элементы p ih имеют вид:

Pi 1 =  — sin t 0s in z  +  cos £0 cos z cos 0,
Pi2 =  — cos — sin £ 0 cos г cos 0,
Pi3= —cos z sin 0,
p 21 =  sin C0 cos г +  cos t Q sin z cos 0,
Pu =  cos t 0 cos z — sin t 0 sin г cos 0, (1-15)
Piз =  — sin г sin 0,
Psi =  cos t 0 sin 0,
Pz-i =  — sin f0 sin 0,
Рзз — cos 0.
Прецессионные парам етры  £0, z  и 0 впервые были введены 

Ньюкомом (1895 г.) ,  впоследствии они были уточнены Андуайе 
в соответствии с новыми значениями астрономических постоян
ных, принятыми в Системе астрономических постоянных 
М еж дународного астрономического союза (MAC) в 1976 г.
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to =  M Y 0 =  AoXo, 
z  =  Y 1M  =  A 1X 1, 

в = Р о Р и

Р 11 Р12 Р13
^  =  P il P il Pi3

- Р31 Рз2 РЗЗ -

(1.14)



Д л я  стандартной эпохи Т0=  1950,0 уточненные в соответст
вии с Системой постоянных 1976 г. разлож ения £0, z  и 0 
имею т вид:

Г0 =  2304,952'Т +  0,3022'Т2 +  0 ,0180 'Т3, 
z =  2304,952'T +  1 ,095ГТ2 +  0,0183'Т3, (1.16)
0 =  2004,257'Т — 0,4268"Г2— 0,0418'Т3, 

где T = t — То и выраж ается в юлианских столетиях:
j  __ JD (/) — JD  (1950,0) , j j уч

~  36 524,22

причем  стандартной эпохе Т0=  1950,0 будет соответствовать 
ю лианская  дата  JD  (1950,0) = 2  433 282, 4234.

В  соответствии с резолюцией №  2 XVI Генеральной ассам б 
леи  MAC 1976 г. новой стандартной эпохой, обозначаемой 
J  2000,0 следует считать дату 2000 январь  1,5, совпадающ ую 
с юлианской датой JD =  2 451 545,0.

Д л я  новой стандартной эпохи точные разлож ения £0. z  и
0 имеют вид:

=  (2306,218Г Ч -  1,39656" Т  -  0,00013 9 'Т 2) т -1-
+  (0,30188"— 0,000345'Т) т2-| 0,017998"т:!; (1.18)

г  =  (2306,2181" | 1,39656'Т— 0,000139"Г2)т - | -
+  (1,09468" +  0,000066'Т) т2 +  0,018203"т3; (1.19)

е  =  (2004,3109"— 0,85330 'Т— 0,000217 'Т 2) т +
- f  ( — 0,42665"— 0,00021 Т'Т)  т2— 0,041833"т3, (1.20)

где
T  =  I J D ( £ f ) — JD (E 0)]/36 525; (1.21)
x  =  [ JD ( /)— J D ( £ f )]/36 525. (1.22)
В формулах (1.21) и (1.22) JD  (Е0) — ю лианская д ата  для 

стандартной  эпохи J 2000,0; JD  (£],•)— ю лианская д ата  неко
то р о й  произвольной фиксированной эпохи; JD  ( t ) — ю лианская 
д а т а  эпохи наблюдений t.

Аргументом во всех приведенных ф орм улах  для вычисления 
прецессионных параметров является ю лианская  д ата  JD. 
З а  начало  отсчета юлианских дней принято 1 января  4713 г. 
д о  н. э.; при этом юлианский день отсчитывают от среднего 
гринвичского полудня до полудня следую щего дня, поэтому 
полночь делит юлианский день пополам. В табл. 1 содерж атся  
необходимые данные для перехода от календарной  даты  к ю ли
ан ск и м  дням.

П р и м е р .  Сколько юлианских дней пройдет к моменту всемирного вре
мени 1985, январь, 1, 6h 48m?

Решение. Так как юлианские дни измеряются от полудня до полудня, то 
полночь, начало 1 января, настанет через 12 ч после 31 декабря. Из табл. 1 
для 31 декабря 1985 (январь 0) выбираем
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JD (полдень) = 2  446 066,0.
К этому числу добавляем 12 ч, т. е. 0,5 суток, тогда

JD (полночь) = 2  446 066,5.
Переводим 6h48m в доли суток:

А =  6/24 +  48/60 X 24 =  0,283 333
и, прибавляя к ранее полученному результату, получаем

JD =  2 446 066,783 333.
На любую гринвичскую дату можно вычислить JD по следующему алго

ритму.

1. Обозначим:
у —  номер года, i/ =  1985,
т  — номер месяца, /и=1,
d —  число суток. d. =  1,283 333.

2. Если m =  1 или 2, положить:
У ' = У —  1, (/'=1984,
т '= т +  12. т'=  13.

Если т > 2, положить:
У ' =  У. —
т '= т . —

3. Вычислить:
А (целую часть от у'/100), А =[1984/100]= 19,
В = 2— А +  целая часть от Л/4. В = 2—19 +  [19/4]=—13.
4. Вычислить С (целую часть от

365,25«/')- С =  [365,25 -1984] =  724
5. Вычислить D (целую часть от

30,6001 (т '+  1)). £> =  [30,6001 • 14] =  428.
6. Найти JD =  1 720 994,5 +  В +  С +  £> +

+ d. JD = 2  446 066,783 333.

Таким образом, обоими методами получен один и тот же результат. 
Приведенный алгоритм удобен для составления программы вычисления JD 
на ЭВМ.

Д л я  вычисления матрицы нутации N представим см еш ени е 
истинного полюса эпохи t относительно его среднего зн ач ен и я  
в виде составляю щ ей нутации по долготе A»|is, которая  изм е
няет положение точки весеннего равноденствия Y/ и состав
ляю щ ую  в наклоне Aes-

Теория вращ ения несферической Земли в поле тяготения 
Солнца и Л уны  позволяет разлож ить компоненты нутации 
в ряды по косинусам и синусам фундаментальных аргум ентов  
теорий движ ения Л уны и Солнца.

М атрица нутации, элементы которой выражены ч ерез  со
ставляю щ ие нутации Aoj3s и Aes, обычно представляется с уче
том членов первого порядка в виде:

N =
1 — Ai|:s cose — A\|)s s in e

Ai|)s c o s e  1 — Aes
AiJ>s sin e Aes 1

(1.23)

где e — наклон эклиптики к плоскости экватора в эпоху н аб лю 
дений t. П оскольку нутация всегда меньше 10~4, то пренебре- 
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Т а б л и ц а  1. Число юлианских дней от гринвичского полудня 1 января 4713 г. 
для периода с 1984 по 1995 г.

Год Я н в а р ь Ф ев р ал ь М ар т А п р е л ь Mail И ю н ь

1984 244 5700 5731 5760 5791 5821 5852
1985 6066 6097 6125 6156 6186 6217
1986 6431 6462 6490 6521 6551 6582
1987 6796 6827 6855 6 8 8 6 6916 6947
1988 7161 7192 7221 7252 7282 7313
1989 7527 7558 7586 7617 7647 7678
1990 7892 7923 7951 7982 8012 8043
1991 8257 8288 8316 8347 8377 8408
1992 8622 8653 8682 8713 8743 8774
1993 8988 9019 9047 9078 9108 9139
1994 9353 9384 9412 9443 9473 9504
1995 9718 9749 9777 9808 9838 9869
1996 245 0083

П р о д о л ж е н и е  т а б л .  1

Год И ю ль Август С ен тяб рь О к т я б р ь Н о я б р ь Д е к а б р ь

1984 5882 5913 5944 5974 6005 6035
1985 6247 6278 6309 6339 6370 6400
1986 6612 6647 6674 6704 6735 6765
1987 6977 7008 7039 7069 7100 7130
1988 7343 7374 7405 7435 7466 7496
1989 7708 7739 7770 7800 7831 7861
1990 8073 8104 8135 8165 8196 8226
1991 8438 8460 8500 8530 8561 8591
1992 8804 8835 8866 8896 8927 8957
1993 9169 9200 9231 9261 9292 9322
1994 9534 9565 9596 9626 9657 9687
1995
1996

9899 9930 9961 9991 0022 0052

ж ен  ие членами второго порядка приведет к ош ибкам не бо
лее 10~8 или 0,002".

Д л я  нутации по долготе на основании теории В уларда 
м о ж н о  написать следующее выражение:

Aips =  Ai\> +  d y  =  [— (17,2327" +  0 ,0 1 7 3 7 Т ')  sin Q +
+  (0,2088" +  0 ,0 0 0 0 2 т ')  sin 2Q — (1,2729" +  0 ,0 0 0 1 3 'Т )  sin 2L +  
+  (0,1261"— 0,0003 Г Т )  sin {L — it) +  0,0214" sin (L +  я) —
—  0,0497" sin (3L — л) +  0,0124" sin (2L  — S2)] —
—  0,2037 'sin 2 ([ +0,0675" sin g i— 0,0342''sin (2([ — Q) —
— 0,0261" sin  (2 ([ + g i )  +  0,0114" sin (2([ — f t )  —
—  0,0149" sin  ( 2 L + g x— 2(f) .
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Формула (1.24) содержит долгопериодические Дг̂ > и к о р о тк о 
периодические d\р члены, обеспечивающие точность вычислений 
с ошибкой менее 0,01" до 2100 года. Аргументы Q, L, тс, ( [ ,  g i ,  
входящ ие в выраж ение (1.24), вычисляются по ф о рм улам  
Б р ау н а  и Ныокома:

тропическая долгота восходящего узла Л уны Q

Q =  259,18328° — 1934,14201'с Т '  +  0,00208 J[{T')2 '-Q ,000002 (Г ) 3;
(1-25)

средняя тропическая долгота Солнца L

L  =  279,69668° +  36000>76892оГ / +  0,00030° (Т ')2; (1-26)
тропическая долгота перигея Солнца я  

л  =  281,22083°+1,71902°Г +  0,00045° (Т ')2 -| 0,000003° ( Т ' ) 3;
(1.27)

средняя тропическая долгота Луны ([

(Г =  270,43416°+  481267,883147°7' + 0,00198° ( Г ) 2-г  
+  0,000002° ( Г ) 3; (1.28)

средняя аномалия Л уны g\

g x =  296°06' 16,59" +  477198°50/56,79 'Т/ +  33,09" (Т' )2 +
+  0,0518" ( Г ) 3. (1.29)

Н аклон эклиптики к плоскости экватора е, входящ ий в эле
менты матрицы нутации, вычисляется по формуле

е =  23,45229444° — 0,13012500°. 10~17v —
— 0,16388889 • 10-5 ( Г ) 2. (1.30)

Совершенно аналогично определяется со став л яю щ ая  нута
ции по наклонению:

Aes =  Ае +  d t  ^  [(9,2100" +  0,0009Г Т ')  cos Q —
— (0,0904"— 0,00004 'Т ')  cos 2Q +  (0,5522"— 0,00029'Т ') cos 2L — 
+  (0,0216"— 0,00006"Г) cos (3L — л)1 +  (0,0884" —
— 0,00005"Г) cos 2 ( Г  +  0,0183" cos (2 ([ — Й) +  (0,0113'—
— 0 ,0 0 0 0 1 " r ) c o s (2 ( r  + g l). (1.31)

Во всех ф орм улах  для  учета нутации аргумент Т г вычис
ляется  по формуле

т , _ JD (t) — 2415020,0
36525 ’ ( • >

где 2 415 020,0 — ю лианская  дата ,  соответствующая к а л е н д а р 
ной д ате  1900 январь  0,5 всемирного времени.
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В формулах (1.24) и (1.31) 
д л я  вычисления А\|з и Ае 
члены , заключенные в квад 
р а т н ы е  скобки, являются дол
гопериодическими с периодом 
от 180 до 6800 сут, все осталь
н ы е  члены учитывают корот
копериодическую часть нута
ц и и  с периодом от 10 до 28 
сут .

§ 2 .  ГЕОЦЕНТРИЧЕСКИЕ 
СИСТЕМЫ КООРДИНАТ, 
ВР-АЩАЮЩИЕСЯ ВМЕСТЕ 
С ЗЕМ ЛЕЙ

Г р  инвичская система координат

Рис. 2. Инерциальная Oxyz и Грин
вичская OXYZ  системы координат

Гринвичская система координат X Y Z  определяется следую 
щ и м  образом. Ее начало лежит в центре масс Земли; ось Z 
н ап р ав л ен а  к среднему северному полюсу Зем ли  1900— 1905 r r .v 
определенному М еждународной службой движения полюсов 
(А \С Д П );  ось X  параллельна геоцентрическому меридиану Грин
в и ч а  и лежит в плоскости среднего эквато р а  Земли 1900 — 
1905 гг., т. е. в плоскости, перпендикулярной к средней оси 
в р ащ ен и я  и проходящей через центр масс Зем ли  (рис. 2).

Переход от истинной инерциальной системы координат на 
эп о х у  наблюдений к Гринвичской осущ ествляется в два этапа. 
На первом этапе истинная система координат на эпоху t пово
рач и вается  вокруг оси Z на угол, численно равный истинному 
звезд н о м у  времени S в Гринвиче:

R?' =  Sr?, (2.1)

где S — матрица вращения на угол, равный истинному зв езд 
н о м у  времени в Гринвиче на эпоху t. Она имеет вид:

(2-2)

И стинное звездное время в Гринвиче можно определить по 
по ф орм уле

5  =  S Cp +  N a,

где S cp — среднее звездное время в Гринвиче; N a — нутация па 
пря мому восхождению.

Н а  втором этапе необходимо направить  ось Z  в средний по
л ю с  эпохи 1900— 1905 гг. Д л я  выполнения этого преобразова-
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ния необходимо располагать  координатами мгновенного лолю са 
на эпоху наблюдений t относительно среднего полюса эпохи 
1900— 1905 гг.

Вычисление координат истинного полюса выполняют по на
блюдениям пяти широтных станций М С Д П  (в К арлоф орте ,  
Гейтерсбурге, Ю кайе, Мидзусаве, Китабе),  располож енны х на 
одной параллели  <р =  39°08', такое расположение стани и й  ис
ключает влияние ошибок звездных положений.

Движение истинного полюса изучается в системе п рям о
угольных координат OXY,  начало которой О совпадает с о  сред
ним положением полюса 1900— 1905 гг., ось ОХ  н ап р ав л ен а  по 
касательной к меридиану Гринвича, ось OY  — по касательн ой  
к меридиану, отстоящему от Гринвича на 90° к западу. М С Д П  
■определяет положение среднего полюса в этой системе (коор
динаты х, у  в угл. с) по наблюдениям, выполненным в течение 
шести лет. Это положение называю т средним полож ением  
полюса за данный шестилетний период.

Наблю дения показывают, что средние полюсы им ею т веко
вую тенденцию смещения в направлении меридиана с долготой  
Я, =  285° со скоростью 0,003— 0,006" в год.

Среднее положение полюса 1900— 1905 г. определено номи
нальными значениями широт пяти широтных обсер ваторий 
М С Д П , принятыми в качестве абсолютных постоянных, это 
среднее положение полюса назы вается М еж дународны м услов
ным началом (М У Н ). В табл. 2 приводятся координаты  сред
него полюса за шестилетие относительно М еж дународного  
условного начала.

Определим элементы матрицы Р, осуществляющей переход 
от мгновенного гринвичского геоцентрического в ек то р а  Rf° 
к вектору Rg° на эпоху 1900— 1905 гг.:

Rc =  PR?. (2.4)

Очевидно, что матрица Р получится как  результат д в у х  вра
щений:

P =  q (  — * р )Р (  — Ур),

Т а б л и ц а  2. Координаты среднего полюса

С р е д н я я
э п о х а *0 Уо

С ред н яя
э п о х а Xо Уо

1903 0,000 0,000 1938 0,031 0,139
1909 —0,007 0,043 1952 0,074 0,142
1915 0,001 0,076 1957 0,071 0,178
1927 0,039 0,080 1962 0,060 0,218
1932 0,027 0,130
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где

q ( — х Р) =

Р ( — Ур) =

COS Х р

О

— sin Х р

1 О
О cos у Р 
О sin у Р

sin Х р  

О

cos;кР 

О
— sin у Р 

cos у Р

(2.5>

(2.6)

Поскольку х н у  меньше 0,3", можно заменить синусы з н а 
чениями самих углов в радианах, а косинусы принять равными 
единице. Тогда

1 0 Хр
q (— хр) = 0 1 0 ; (2-7)

_ —~ X р 0 1

' 1 0 о ■

Р ( — Ур ) = 0 1 — Ур (2.8)

. 0 Ур 1

Перемножая матрицы (2.7) и (2.8), получим

~ 1 0 х Р
0 1 — у Р 

— х р  У р  1

(2.9)

П е реход  от системы координат фундаментального каталога  
к Гринвичско й  системе координат

Основным преобразованием координат в космической геодезии 
является  переход от системы координат ф ундаментального 
каталога  к Гринвичской системе координат. Пусть единичный 
геоцентрический вектор г“0 задан  средними координатами 
а 0 и 60 на эпоху фундаментального катал о га  Т0. Требуется 
определить направление этого вектора Rg° в Гринвичской си 
стеме координат.

Если объект — звезда, то координаты ао и б0 исправляю т 
за составляющие собственного движ ения ца и jx6 за проме
ж у то к  t — Т0, где t — эпоха наблюдений. По исправленным за 
собственное движение координатам вычисляют компоненты 
вектора Гг0:

'  1 - cos a  cos б

ГГо = m = sin a  cos б
- п sin 6

N
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Затем  вычисляют элементы матрицы прецессии П и у м н о
ж а ю т  ее на вектор г°0, получают направление на объект, отне
сенное к средним равноденствию и экватору эпохи н а б л ю д е
ний t:

г "ср = П г  V  (2.10)

Вычисляют элементы матрицы нутации N. Д ействуя этой 
матрицей на вектор г?ср, получают направление на объект, 
отнесенное к истинным экватору и равноденствию эпохи t :

r°t =  Nr? . (2.11)
ист ср v '

Вычисляют элементы матрицы S поворота вокруг мгновен
ной оси Z на угол, численно равный истинному звездному в р е 
мени в Гринвиче на эпоху наблюдений t. Действуя этой м атр и 
цей на вектор г°ист, переходят к мгновенным гринвичскому 
экватору и меридиану на эпоху t :

R.? =  Sr°, . (2.12)

Вычисляют элементы матрицы Р учета движения полю са. 
Д ей ствуя  этой матрицей на вектор R<°, переходят к средним 
гринвичскому экватору  и полюсу на эпоху 1900— 1905 гг.:

Rc =  PR°. (2.13)

Объединяя операции (2.12), (2.13) в одну, получают а л г о 
ритм перехода от инерциальной системы координат ф у н д ам ен 
тального каталога  к Гринвичской системе координат:

Rg =  P SN Ilr°0. (2.14)

Пр еобразование  координат и составляющих скорости п р и  п ере 
ходе  от ин ерциальной  системы координат к Гр инвичс кой  и 
наоборот

При решении динамических задач  космической геодезии возни
кает необходимость преобразования координат и составляю щ их 
скорости спутника из инерциальной системы координат в Г рин
вичскую и наоборот. Д л я  решения этой задачи введем вектор q, 
составленный из координат И С З  х, у, z  и составляю щ их скоро
сти х = - ^ - ;  у  =  ; 2 = - ^ -  в инерциальной системе коор- 

dt dt dt
динат:

ЧТ =  [*. у,  z, х ,  у,  г], (2.15)
где т — символ, обозначаю щий операцию транспонирования.

Тогда преобразование координат и составляющих скорости  
И С З из инерциальной системы координат в Гринвичскую 
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мож но представить в виде соотношения: 
Q =  Gq, (2 . 16)

гд е  QT=  (X, Y, Z , X, Y, Z)  — вектор координат и составляю щ их 
скорости в Гринвичской системе координат, a G — матрица 
преобразования размера 6 X 6 ,  элементы которой требуется 
определить.

Обратный переход от координат и составляющих скорости 
в Гринвичской системе к их значениям в инерциальной системе 
координат выполняется на основании соотношения

q =  G - 1Q, (2.17)
где  G-1 — обратная  матрица.

Вращение Гринвичской системы координат происходит 
против часовой стрелки вокруг положительного направления 
оси  Z с угловой скоростью

<оэ =  —  =0,729211508-10~4 рад/с, 
dt

которую мы будем считать практически постоянной.
Если звездное время в Гринвиче S уж е приведено к сред

нему полюсу 1900— 1905 гг., то связь гринвичских и инерци- 
ал ьны х  координат ^устанавливается матрицей вращ ения на 
угол , численно равный S:

- X  - cos S sin S 0  ' X X

Y = — sin S cosS 0 У =  S У , (2.18)
_ Z 0 0 1 г _ z

S = dS
dt

гд е  S — м атрица вращения.
Д ифф еренцируя матрицу связи S,  получим

— sin S cos S 0
— co sS  — sin S 0 • (2-19)

0 0 0 .
Теперь  для  составляющих скорости в Гринвичской системе 

коо рдинат будем иметь:

(2 .20)

или

X  “ X X

Y =  S] У +  s У

.  Z  _ _ z .. _ z _

“ X  ' cos S sin S 0 " X

Y = — sin S cos S 0 У +

_ Z  . 0 0 1 . _ 2 ..
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+

- sin S 
-cos S 

0

cos S 
— sin S 

0

0
Г
0
0

*
У
Z

С учетом выражений (2.18) 
в  следующем виде:

(2.20) получим матрицу  G

(2 .21)

cos S sin S 0 0 0 0

— sin 5 cos S 0 0 0 0

G =
0 0 1 0 0 0

— (|)ф sin S +  (о® cos S 0
iiiit cos 5 sinS 0

— со® cos S — (o0 sin S 0
tiIi — sin S cos S 0

- 0 0 0
iiii 0 0 1

(5

Д л я  получения обратной матрицы G- 
нировать каж дую  из подматриц матрицы

_1 достаточно г р а н  
G:

cos S — sin S 0 ; 0 0 0

sin S cos S 0 ! 0 0 0

G- 1  =
0 0 1 i 0 0 0

— « 0  sin S — 0)0 cos S o cos 5 — sin S 0

(00 cos 5 — (Оф sin S 0 sin S cos S 0
0 0 0 ! 0 0 1

(2 .22)

(2.23)

Геодезические системы координат

Геодезические системы координат, которые используются при 
обработке  астрономо-геодезических сетей, определяю тся п ар а 
метрами а н е  (больш ая полуось и эксцентриситет) принятого 
референц-эллипсоида, а т ак ж е  исходными геодезическими д а 
т а м и — геодезическими координатами исходного пункта. Ориен
тировка  осей геодезических систем задается астрономическими 
наблюдениями, поэтому можно положить, что оси геодезиче
ской системы координат практически параллельны о сям  Грин
вичской системы координат, однако, в зависимости от порядка 
учета движения полюсов и установления начала счета долгот, 
различны е референцные геодезические системы могут иметь 
взаимный перекос на небольшие углы, порядка угловой се
кунды и менее.
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Н ачал о м  прямоугольной геодезической системы координат 
O X r Y TZr является  центр принятого эллипсоида, который распо
л о ж е н  вблизи центра масс Земли, ось OZr совпадает с осью 
вращ ения и положительна к северному полюсу, ось О Х г л еж и т  
в плоскости экватора и направлена в точку пересечения э к в а 
т о р а  с геодезическим меридианом Гринвича, ось O Yr дополняет 
систему до тройки правой ориентации и положительна к вос
току.

П олож ени я  точек в пространстве такж е часто задаю тся  
эллипсоидальными геодезическими координатами В, L, Н.

Д л я  некоторой точки j пространства геодезическая ш и 
р о та  В  есть угол между нормалью к эллипсоиду в точке / и 
плоскостью экватора, геодезической долготой L  является д ву
гранны й  угол между плоскостью начального (Гринвичского) 
м еридиана и меридиана точки / ' .  Высота точки над эллипсои
дом отсчитывается вдоль нормали от поверхности эллипсоида.

П рям оугольны е геодезические координаты связаны  с элли п 
соидальными координатами В, L, Н  соотношениями:

где F4 = j ' j "  — радиус кривизны первого вертикала, т. е. длина 
внутренней нормали к поверхности эллипсоида (нормаль пере
секается  с осью вращения OZr на расстоянии Oj" =  N e 2s\n В  
от ц ен тр а  эллипсоида О); е — эксцентриситет меридианного 
элли лса .  Н ормаль N . является функцией широты и оп ределя
ется по формуле

где а — большая полуось эллипсоида вращения.
В общем случае обратный переход от прямоугольных коор

д и н а т  Хг, Уг, Zr к эллипсоидальным В, L, Н  выполняется м ето
дом последовательных приближений, поскольку геодезическая 
ш ирота  В не мож ет быть связана  замкнутыми вы раж ен и ям и  
с прямоугольными координатами Х т, Уг, Z T.

С ущ ествует много вариантов решения этой задачи . И з них 
наиболее удачным является следующий алгоритм, не требую 
щий приближений:

вычисляется радиус параллели  R  по формуле

X r =  (N \ H) cos В cos L, 
Y r =  (N +  H) cos В sin L, 

Z r =  (N  ~\~H — N  e2) sin B,

(2.24)

(2.25)



вводится вспомогательная функция по формуле 

t g 6  =  -Zr 1
л/ i  -

(2 . 27)

вычисляется геодезическая широта В  по формуле 

tg В =  -

~ 2 ~ 2
Z r Ч-----— -—  sin3 0

V i (2.28)
R — а е2 cos31

Н аибольш ая погрешность определения широты по указан 
ному алгоритму имеет место при Н = 2 а  и д а ж е  в э то м  случае 
не превосходит 0,002".

Геодезическую долготу L  и высоту Н  вычисляют по ф ор
м улам

tg L =  Y T!X T, (2.29)
Х г „  Y гН -N - =  - Ъ - -------N ( 1 —  ? )  ■ (2.30)

cos В sin L sin Вcos В cos L

Д л я  перехода от геодезической системы координат к Грин
вичской следует воспользоваться общей формулой п р ео б р азо 
ван ия  координат

R0 =  Rr +  SRr +  n a6R 0, (2.31)

X
вектор положения в Гринвичской системегде Rc Y

Z

координат; Rr =
Х г

Z r
вектор положения в геодезической

системе координат; 6 R r =

вичской системы; 6 R 0 =

6Х Г 
6У Г 
6Zr J

геодезической системы координат относительно н а ч а л а  Грин-
dA
dt  
dy}

ности ориентировки геодезической системы координат; Па =

— вектор сд ви га  начала

■ единичныи вектор погреш-

#11 #12 #13
а 2 1 #22 #23 матрица перехода к Гринвичской системе

-  #si #32 #33 -
координат.

Компонентами вектора 6Ro являются составляю щ ие ошибки 
ориентировки геодезической системы координат в ази м у те  dA,  
наклоне dg в плоскости меридиана и наклоне в плоскости пер
вого вертикала  dr] (в р ад ) .
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Элем енты  матрицы П получают по формулам:

<3ц =  sin B 0A Y — cos В 0 sin L 0AZ,
— COS jLqAZ,

■й13 =  — cos B0A Y  — sin B0 sin L 0AZ,
<a-21=  — sin B 0A X  -f-cos B 0 cos L0AZ,
&22 =  sin L0AZ,  (2.32)
a 23 =  cos B 0Ax +  sin B0 cos L 0AZ,
a 3i =  cos B 0 sin L0A x — cos B 0 cos L 0A Y ,
a 32 =  cos L0AX sin L0A Y ,
«зз =  sin B0 sin L0AX — sin B 0 cos L 0A Y ,

где  A X = X r— X 0; A Y = Y r— Y0; AZ =  Zr—Z 0, a X 0, Ко и Z 0 — коор
д и н а т ы  начала геодезической системы.

К а к  уж е было сказано выше, ошибки астрономической ори
ен тац и и  осей геодезических систем координат невелики и не 
превы ш аю т ошибок современных астрономических измерений. 
В большинстве случаев величины dA,  dt, и dr\ неизвестны. П о 
э т о м у  часто полагают, что оси геодезической системы п а р а л 
л ел ь н ы  осям Гриивичской системы координат, т. е. что dA =  
= d£> = dv] =  0 и имеется только сдвиг. В этом случае переход 
к  Гринвичской системе выполняется по формуле

R G= R r - f S R r. (2.33)

§  3. ТОПОЦЕНТРИЧЕСКИЕ И ОРБИТАЛЬНЫЕ 
СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

Топоцентрические системы координат

В топоцентрических системах координат начало  совпадает 
с  точкой физической поверхности Земли, которой чащ е всего 
б ы в а е т  пункт наблюдений И С З, а оси п араллельны  соответ
ствую щ им осям заданной геоцентрической системы. По резуль
т а т а м  измерений на пунктах наблюдения мож но получить з н а 
чения топоцентрических координат И С З. Т ак  из ф отограф иче
ских наблюдений в результате обработки спутниковых негативов 
оп ределяю т топоцентрическое прямое восхождение а '  и склоне
ние д '  И С З, из лазерных наблюдений получают топоцентриче
ское расстояние р.

Н а ч а л о  i топоцентрической инерциальной системы коорди
нат i x ' y ' z '  (рис. 3) находится в точке физической поверхности 
З е м л и ,  а оси параллельны осям инерциальной геоцентрической 
систем ы  координат.

П лоскость  ix'y' ,  параллельная  плоскости экватора ,  н а зы в а 
ется топоцентрическим экватором; топоцентрическим прямым
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восхождением является угол а',  отсчитанный от п оло ж и тел ь 
ного направления оси ix '  до проекции ij' топоцентрического 
расстояния р на плоскость топоцентрического экватора ;  топо- 
центрическим склонением б' является угол между топоцентри- 
ческим расстоянием р и его проекцией ij' на плоскость топо
центрического экватора.

Д л я  некоторого момента t на рис. 3 изображены геоцен
трический вектор И СЗ г, топоцентрический вектор И С З  р и 
геоцентрический вектор R пункта наблюдений.

Из векторного треугольника oij получаем
R =  г — р. (3.1)

Это соотношение является основным при решении многих 
задач  космической геодезии. И з него следует, что д л я  опреде
ления геоцентрических координат пункта наблюдений И С З  не
обходимо д л я  одного и того ж е  физического момента опреде
лить геоцентрические и топоцентрические координаты  И С З. 
При этом геоцентрические координаты И С З получаю тся на ос
новании теории движ ения относительно центра м асс  Земли, 
а топоцентрические — по результатам  наблюдений на пунктах.

Запи сы вая  уравнение (3.1) в координатной форме, получим
х  — г cos a  cos б — p c o s a '  cos б',
?/ =  r s i n a c o s 6  — p s i n a ' c o s 6 ' ,  (3.2>
z =  r s i n 6  — p s in  б'.
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В  настоящее время существуют измерительные системы, ко
т о р ы е  позволяют получить для  данного момента все три компо
н е н т ы  а ',  б', р топоцентрического вектора р. Если известна ор 
б и т а  И С З, то д л я  этого ж е  момента можно вычислить компо
н ен т ы  геоцентрического вектора И С З  г, а, б и определить по 
ф о р м у л а м  (3.2) координаты пункта наблюдений.

Е с л и  известны геоцентрические координаты пункта наблю 
д е н и й  и измерен ряд топоцентрических координат р ь си', б / ;  
рг', аг ', б г ' . . . ,  то можно определить орбиту И СЗ.

Н а  рис. 3 iX'  и ОХ  — направления абсцисс Гринвичской то- 
поцентрической и геоцентрической систем координат. Поэтому 
у р а в н е н и я  (3.2) для Гринвичской системы координат будут 
следую щ им и:

К. — г cos (а — S) cos б — pcos (а ' — S)  cos б',
У  =  г sin ( а — S)  cos б— p s i n ( a '— S)  cos б', (3.3)
Z  =  r sin б — р sin б'.

П р и  использовании теодолитов и других угломерных прибо
ров, вертикальную ось которых устанавливаю т по уровню, опре
д е л я ю т  угловые координаты — астрономический азимут Л а и 
зе н и т н о е  расстояние га, отсчитываемые относительно отвесной 
л и н и и ,  т. е. направления нормали к геоиду в точке установки 
инструм ента .  Астрономическим азимутом Л а назы вается  угол, 
отсчитанны й  в плоскости астрономического топоцентрического 
э к в а т о р а  Q'  от северного конца астрономического меридиана 
по ч асо в о й  стрелке до проекции г/ топоцентрического нап равле
ния на плоскость топоцентрического астрономического э к в а 
т о р а ,  а астрономическим зенитным расстоянием г а — угол 
м е ж д у  отвесной линией и топоцентрическим вектором р.

И з  курса высшей геодезии известно, что переход от астро
номического  азимута А а и астрономического зенитного расстоя
ния г а к геодезическому азимуту А г и геодезическому зенит
ному расстоянию zT можно выполнить по формулам

А  г =  А а- ( Я — L) sin Ф +  ■ -  Е sin V  f
tg Z

(3.4)
Zr == za ~b 5 cos A a t) sin A a,

где <p и Я — астрономические ш ирота и долгота пункта, а |  и 
•г) — со став л яю щ и е  уклонения отвеса в меридиане и первом вер 
т и к а л е  относительно поверхности принятого эллипсоида. После 
вы числения  по формулам (3.4) получим азимут и зенитное р а с 
сто ян и е ,  отнесенные уже к направлению  нормали N  к поверх
ности принятого эллипсоида.

Ч а с т о  вводится еще одна система топоцентрических коорди
нат i t i v w ,  связанная  с направлением нормали N  к поверхности
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эллипсоида, которая назы вается г о р и з о н т н о и (р и с .  4).  Н а 
чало этой системы / находится в точке физической п о вер х н о 
сти Земли, ось и направлена по касательной к север н о м у  концу 
геодезического меридиана, ось w  — по нормали к эллипсоиду , 
а ось v леж ит в плоскости геодезического горизонта и допол
няет связку uvw  до правой.

Координаты и, v, w  связаны  с азимутом Л г и зенитны м  рас
стоянием 2Г (рис. 5) формулами:

и =  р s in z r cos А г,
u =  p s in z r sin Л г, (3.5)
W =  pcos 2Г.
Если отнести индекс /  к координатам И СЗ, а и н д ек с  i — 

к координатам  пункта, то горизонтные координаты И С З  будут 
связаны  с геодезическими координатами сл ед у ю щ и м  вы раж е
нием:

Uj — sin Bi cos Li — sin Bi sin Li cos G  i

v i == — sin Li cos Li 0

_  w i — __ cos Bi  cos Li cos Bi sin Li sin B i  _
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Рис. 5. Геодезические зенитное рас- Рис. 6. Элементы орбиты и орбиталь- 
стояние и азимут ные системы координат

-  х l - х  t -

X Y  j -— Y  i 

_  Z i - Z i  _

(3.6)

В ы разив  разности прямоугольных геодезических координат 
в правой части формулы (3.6) через координаты В,  L,  Н,  по
лучим выражения для горизонтных прямоугольных коорди
нат и,  v, w как  функций эллипсоидальных координат:

и,- — (N  j +  H j ) [cos Bi  sin В,- — sin В,- cos Bj  cos (L , —

Wj =  (N j -\ - H j) [sinB; sin Bj-\- cos Bi  cos В j cos (Lj — L t)] —
—  Hi) — e2 (Nj  sin Bj  — A\- sin B,) sin B,-.

Элементы орбиты и орбитальные координаты

Элементы орбиты И СЗ являю тся параметрами, которые х а р а к 
теризую т ориентацию орбиты в пространстве, ее форму и р а з 
меры, а такж е  положение И С З  на орбите. Элементы орбиты 
м ож но задавать  различным образом, однако наиболее распро
страненной системой элементов являю тся к е п л е р о в  ы эл е 
менты.

Элементы орбиты задаю тся относительно плоскости Оху  
инерцнальной системы координат и точки весеннего равноден
ствия у .

П р я м а я  £20£У (рис. 6),  по которой пересекаю тся коорди
н атн ая  плоскость Оху  и плоскость орбиты, назы вается  л и н и е й  
у з л о в .  При этом точка Q пересечения орбиты с плоскостью
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экватора  назы вается в о с х о д я щ и м  у з л о м  орбиты (когда 
движение И С З  происходит против часовой стрелки, если  смот
реть из полюса орбиты Pi ) ,  точка Q' называется н и с х о д я 
щ и м  у з л о м .  Д уга  большого круга Y Q  обозначается через 
£2 и назы вается д о л г о т о й  в о с х о д я щ е г о  у з л а .  Угол, 
под которым плоскость орбиты пересекает плоскость О ху,  н а 
зы вается н а к л о н о м  орбиты и обозначается через i. Д о л 
гота восходящего узла и наклон орбиты являются элементами, 
определяю щими ориентацию орбиты в пространстве.

Д уга  большого круга £2П, отсчитываемая в плоскости ор
биты от восходящего узла  до перигея орбиты П, т. е. точки 
орбиты, ближайш ей к центру масс Земли, называется а р г у 
м е н т о м  п е р и ц е н т р а  и обозначается через со. Т ри  угло
вых элемента орбиты £2, t и со являются эйлеровыми углами 
при преобразованиях координат.

Б о л ьш ая  полуось а и эксцентриситет е орбитального эллипса 
определяют форму и разм ер орбиты. Шестым элементом ор
биты является  время прохождения ИСЗ через перигей tn. П о
ложение И С З  в плоскости орбиты задается полярными коорди
н а т а м и — радиусом-вектором г и углом между линией узлов 
и радиусом-вектором. Этот угол обозначается через и и назы 
вается а р г у м е н т о м  ш и р о т ы .

Система н е п о д в и ж н ы х  орбитальных координат вво
дится следующим образом (см. рис. 6). Н ачало  совпадает  
с центром масс Земли О; ось |  направлена в восходящий узел 
Q; ось £ направлена  в полюс орбиты Pf, ось г] леж ит в  плоско
сти орбиты и дополняет систему 0\т\С, до правой.

С вязь  неподвижных орбитальных координат с инерциаль- 
ными координатами устанавливается формулой

X '  1  "

У II > гЭ Т)

__ Z  __ _  с  _

где м атриц а  А п р е о б р а з о в а н и я

(3.8)

cos Q — sin Q 0 ~ "  1 0 0

Ап; = sin Q cos Q 0 0 cos i — sin i

0 0 1 _ _  0 sin i cos i _  
(3.9)

имеет следующие элементы:
a n  =  cosQ; Ci 2=  — sin Q cos i\ ^13 =  sin Й sin i
а , 1 =  sin Q; a 32 == cos Q cos i ; a 2 з — — cos Q sin i (3.10)

a3i — 0; a 32 — sin i; a33 =  cos С
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Систему в р а щ а ю щ и х с я  орбитальных координат со
ставляю т: ось £, направленная в полюс орбиты Pi, ось н а 
правленная  по геоцентрическому радиусу-вектору, ось г|, д о 
полняю щ ая систему до правой. _  _  _

Неподвижные орбитальные координаты т], £ связаны  
с подвижными £, г), t, координатами соотношением

(3.11)

I cos и — sin и 0 '  I  '

л = sinw cos и 0 Г|

1 _ 0 0 1 _ _ £ _

а с  инерциальными геоцентрическими координатами — соотно
шением

~ X cosQ — sinQ 0 ' 1 0 0

У = sin Q cos £2 0 0 cos/ sin i X

Z _ 0 0 1 .. - 0 sint cos i -

" COS и — sin и 0 - " I I

sinu cos и 0 Ц = Aqiu Ц ■ (3.12)

0 0 1 _ - £ .  s

П ерем нож ая матрицы вращения, в правой части получим 
элементы матрицы AQlu:

a n  =  c o s  и c o s  Q  — s i n  и s i n  Q  c o s  £, 
а 12  =  — s i n  и c o s  Q —  c o s m  s i n  Q c o s  i, 
a 13 =  s i n  Q  s i n  i ,

a 21  =  c o s  и  s i n  Q  +  s i n  и  c o s  Q  c o s  i ,

a 2 2 =  — s i n u s i n Q - f  c o s  « c o s  Q  c o s t ,  ( 3 . 1 3 )

a 3 2 =  — c o s  Q  s i n  i ,  

a 31 =  s i n u s i n t ,

« 3 2  =  c o s  и  s i n  i ,

# 3 3  =  c o s  i.

H a  основании формул (3.12) и (3.13) получим в ы раж ен и я  
для  инерциальных геоцентрических координат И С З  к ак  ф у н к 
ций элементов орбиты и полярных координат в плоскости о р 
биты.
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Т ак  как £ =  г, т| =  0, £ = 0 ,  то формулы д ля  инерциальных гео
центрических координат И С З будут иметь вид:

х  =  г (cos и cos Q — sin и sin Q cos i),

z  =  r sin и sin t.

Г л а в а  2.
СИСТЕМЫ ВРЕМЕНИ В КОСМИЧЕСКОЙ ГЕОДЕЗИИ  

§ 4. СИСТЕМЫ ЗВЕЗДНОГО И ВСЕМИРНОГО ВРЕМЕНИ

М е с т н о е  з в е з д н о е  в р е м я  s, т. е. время на м еридиане 
наблюдений, определяется и измеряется часовым углом точки 
весеннего равноденствия

а промежуток времени между двумя последовательными одно
именными кульминациями точки весеннего равноденствия н а 
зы вается  з в е з д н ы м и  с у т к а м и .

В зависимости от выбора точки весеннего равноденствия 
звездное время м ож ет быть истинным, квазиистинным и 
средним.

Д л я  отсчета и с т и н н о г о  звездного времени использую т 
истинную точку весеннего равноденствия Уист, которая  у част
вует в прецессионном и нутационном движениях.

П ри отсчете к в а з и и с т и н н о г о  звездного времени не 
учитывается короткопериодическая часть нутации.

П ри  отсчете с р е д н е г о  звездного времени исклю чается  
полностью нутационное движение и учитывается только п р е 
цессия.

Местное звездное время на меридиане Гринвича н азы вается  
гринвичским звездным временем S, оно связано с местным 
звездным временем соотношением

в котором долгота I места наблюдений считается п о ло ж и тел ь 
ной к западу  от Гринвича и отрицательной к востоку’.

Среднее звездное время 5 сред отличается от истинного з в е з д 
ного времени на величину полной нутации по прямому во сх о ж 
дению  N a :

S ИСТ == *5Сред -+- N a  =  S q ред - j -  COS E. (4 * 3 )

Местное звездное время s можно определить, измерив  п р я 
мое восхождение звезды  в момент ее верхней кульминации, т. е.

y  =  r (cos и  sin Q -f  sin и cos fi cos t), (3.14)

(4.1)

s =  S — /, (4.2)

s =  a. (4.4)
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Вследствие прецессии средние звездные сутки короче пе
р и о д а  полного оборота Земли вокруг своей оси на 0,0084s. И с 
тинные звездные сутки такж е отличаются от периода оборота 
З е м л и  на переменную величину, которая зависит от нутации 
зем ной оси вращения.

Поскольку истинное звездное время неравномерно, то оно 
непригодно д л я  измерения промежутков времени, его приме
няю т только д л я  определения моментов времени, т. е. эпох.

Аналогично звездному времени вводится и с т и н н о е  с о л 
н е ч н о е  в р е м я  v, которое измеряется часовым углом Iq  
ц ен тр а  видимого диска Солнца, при этом часовой угол отсчи
ты вается  от мгновенного меридиана места наблюдения. П р о 
меж уток  времени между двумя последовательными одно
именными кульминациями центра видимого диска Солнца на 
одном  и том ж е  меридиане назы вается и с т и н н ы м и  с о л 
н е ч н ы м и  с у т к а м и .  Истинное солнечное время не образует 
равномерной шкалы, так  как  изменения часового угла истин
н ого  Солнца зависят от эллиптичности орбиты Земли  и угла 
м е ж д у  эклиптикой и экватором.

На основании теории движения Земли вокруг Солнца вме
сто  истинного Солнца вводится ф иктивная точка — среднее э к 
ваториальное Солнце, переход к которому требует введения 
е щ е  одной фиктивной точки — среднего эклиптического Солнца. 
Среднее  эклиптическое Солнце равномерно движется по эклип 
т и к е  со средней угловой скоростью истинного Солнца и при 
э т о м  одновременно с истинным Солнцем проходит через пе
ригей  и апогей. Среднее экваториальное Солнце движ ется р а в 
номерно в плоскости экватора и одновременно со средним 
эклиптическим Солнцем проходит через истинную точку весен
н его  равноденствия. Среднее солнечное время т  измеряется ч а 
совы м  углом среднего экваториального Солнца, а связь меж ду 
истинным солнечным временем v и средним солнечным вре
менем  т  устанавливается посредством уравнения времени Е:

v — т =  Е,  (4.5)

причем уравнение времени Е  можно представить формулой

Е  =  460s s i n g — 592s sin 2 (Г +  g), (4-6)

где g — средняя аномалия истинного Солнца, а Г — средняя 
д о лго та  перигея геоцентрической солнечной орбиты.

Уравнение времени в смысле «истинное солнечное время 
минус среднее», увеличенное на 1 2 \  публикуется на 0h к а ж 
ды х суток в разделе «Солнце» Астрономического еж егодника 
С С С Р .

Местное среднее время Гринвичского меридиана н а з ы в а 
ется всемирным временем и обозначается через М.  С оответ
ствую щ ая система времени назы вается всемирным временем 
и обозначается через UT (Universal  T ime) .
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И з обработки астрономических наблюдений суточных д ви 
жений звезд непосредственно получается всемирное в р ем я  UT0, 
которое тоже не образует  равномерной шкалы вследствие 
трудно предсказуемых изменений положения оси вр ащ ен и я  
Земли в теле Земли, которые проявляются в движении земных 
полюсов.

Введение поправки АХ  за  смещение мгновенного полю са о т 
носительно среднего полюса дает переход к более равномерной 
ш кале  UT1:

и Т 1 = 1 Ш )  +  ДЯ. (4.7)
О днако ш кала  UT1 такж е  не является равномерной, по

скольку имеют место сезонные вариации угловой скорости су 
точного вращения Земли, которые обусловлены метеорологи* 
ческими факторами и повторяются более или менее регулярно 
из года в год.

Если учесть поправку ДГс за сезонные неравномерности 
вращ ения Земли, то получим систему времени UT2, н а з ы в а е 
мую квазиравномерной:

и Т 2  =  и Т 0  +  АЯ +  А Г с. (4.8)
П оправку АГС можно представить в виде тригонометриче

ского ряда.
AT'c =  a s i n 2 n / - f  b co s 2 n t  +  csin4n^ +  d co s4 ji / - |-  . . . , (4.9)

коэффициенты a, b, с, d . . .  которого определяют эмпирически, 
на основе разностей времени UT0 и атомного времени.

Бюро времени B IH  (Bureau  Internat ional  de t ’H e u re )  пуб
ликует значения A7'C =  UT2—UT1 с пятисуточным интервалом  
на год вперед в первом выпуске «Butletein Horaire».

Тем не менее, ш кала  UT2 не является идеально р ав н о м ер 
ной, поскольку не учитывает других эффектов, влияю щ их на 
изменение угловой скорости Земли,— векового зам едления в р а 
щения Земли, вызываемого приливными трениями, а т а к ж е  
флуктуациями угловой скорости, вызванными солнечной актив
ностью.

Д л я  любой из ш кал  UTO, UT1 или UT2 связь м еж д у  грин
вичским звездным временем и всемирным временем М  у ста 
навливается формулой

S  =  S 0+  Л 1 + 0,002 737 909 ЗМ, (4.10)
где S 0 — истинное звездное гринвичское время в среднюю грин
вичскую полночь: (в 0h всемирного времени), которое опреде
ляется из выраж ения

S 0 =  6h38m45,836s +  236,555 360 49sd +  0,0929s7 2 +  N a, (4.11)

где d  — число суток и их долей, прошедших от ф у н д ам ен тал ь 
ной эпохи 1900, ян варь  0,12h= J D 2 4 15020,0 до гринвичской по
луночи рассматриваемой даты  t0 [ JD ( /0) — 0,5d], а Т  — проме- 
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ж у т о к  d, выраженный в юлианских столетиях по 36 525 сут, 
N a — полная нутация по прямому восхождению, которая вы 
числяется по формуле

N a =  Ai)3s cos е.

§ 5. ЭФЕМЕРИДНОЕ ВРЕМЯ

Системы звездного и всемирного времени связаны с суточным 
вращ ением Зем ли  и движением Земли  по орбите вокруг Солнца. 
Но в силу неравномерности этих движений обе рассмотренные 
ш калы  времени не являются равномерными. Это приводит к  не
обходимости введения другой временной шкалы, определяе
мой динамикой орбитальных движений тел Солнечной системы 
и представляю щ ей собой ш калу независимой переменной, фигу
рирующей в дифференциальных уравнениях гравитационных 
теорий движения небесных тел. Н аиболее удобным д л я  этих 
целей небесным телом является Л у н а  вследствие ее быстрого 
геоцентрического движения. Но на движение Луны оказы ваю т 
влияние и приливные ускорения, которые не поддаются точ
ному количественному учету. Поэтому в основу эфемеридного 
времени ЕТ проще положить геоцентрическое движение Солнца.

В  качестве параметра, который зад ает  ш калу эфемеридного 
времени ЕТ, положена средняя тропическая долгота Солнца 
L,  определяемая по Ньюкому выражением

L  =  279°41'48,04" +  129 602 768,13 'Т  +  1,089'Т2, (5.1)

где Т  измеряется в юлианских столетиях по 36 525 эфемерид- 
ных суток от фундаментальной эпохи 1900, январь 0,12h эф е 
меридного времени.

В качестве эталонной единицы измерения эфемеридного 
времени выбрана продолжительность тропического года D  
в ф ундаментальную  эпоху 1900, январь  0,12h эфемеридного вре
мени. Эта эпоха и является нуль-пунктом ш калы эфемеридного 
времени и соответствует такому физическому моменту времени, 
когда  средняя долгота Солнца, отсчитанная от средней точки 
весеннего равноденствия даты, была равн а  279°41 '48,04".

Д лительность  тропического года D  в ф ундаментальную  
эпоху  составляет 365,24219879 эфемеридных суток и определя
ется коэффициентом при Т в формуле (5.1), поэтому тропиче
ский год в фундаментальную эпоху содерж ит 31 556 925,9747 
эф емер идных секунд.

П ринятое М еждународным комитетом мер и весов опреде
л ен и е  эфемеридной секунды гласило, что одна эф емеридная се 
ку н д а  составляет 1/31 556 925,9747 тропического года эпохи 
1900 январь 0,12h ЕТ.

К ак  видим, в этом определении удалось  обойти трудность, 
связан ную  с неравномерностью ш калы  UT, поскольку в сде
л ан н о м  выше определении эф ем еридная  секунда связан а  с оп
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ределенным моментом времени. Неудобством шкалы эфеме- 
ридного времени является то, что она определяется после про
ведения астрономических определений. Внутренняя точность 
ш калы  эфемеридного времени не ниже 10-8 .

Теоретически эфемеридное время в любой момент всемир
ного времени можно найти, непосредственно сравнивая полож е
ния Солнца, Луны и планет, полученные путем наблюдений 
в системе всемирного времени UT, с положениями этих ж е  тел, 
вычисленными на основании интегрирования диф ф еренциаль
ных уравнений движения и отнесенных к эфемеридному вре
мени ЕТ. Таким образом, можно получить поправку А Т  за 
эфемеридное время:

А Т =  Е Т — UT. (5.2)

Н а  практике поправка АТ  определяется из наблюдений 
Луны, которая движ ется по геоцентрической орбите в 13,4 раза 
быстрее Солнца. При этом используются классический метод 
определения положения Луны, основанный на покрытиях звезд 
краем лунного диска, и способ фотографирования Л ун ы  на 

^фоне звезд.
И з обработки таких наблюдений определяется поправка АТ:

А Т  =  24,349s +  72,3185Г  +  29 .950Т 2 +  1,821 44В, (5.3)

где В — флуктуация долготы Луны, т. е. разность м еж ду  на
блюденным и вычисленным на основании теории движ ения зна
чениями долготы Луны (в угл. с).

Основным условием при определении эфемеридного времени 
является совершенство используемой теории движ ения Луны. 
Решением М еждународного астрономического союза установ
лен номенклатурный индекс / для используемой эфемериды 
Луны.

Если / =  0, то в основу вычисления эфемериды Л уны  поло
жена теория Б рауна,  из которой исключен эмпирический член, 
но введена поправка за вековое ускорение среднего движ ения 
Луны. Этой теории соответствует эфемеридное время ЕТО.

Введение в теорию движения Луны некоторых и справле
ний и переход на систему астрономических постоянных MAC 
1964 г. приводит к теории движения Луны с индексом / = 1 ,  
которой соответствует время ЕТ1.

С 1972 г. введена новая теория движения Луны, в которой 
даны более точные выраж ения для возмущений в движении 
Луны, вызванных Солнцем. Этой теории соответствуют индекс 
/ =  2 и время ЕТ2.

С 1986 г. в АЕ в качестве основного аргумента эф емерид 
используется земное динамическое время TDT, которое сов
п ад ает  по физическому содержанию с ЕТ и связано с IAT со
отношением: TDT =  IAT +  32,184S.
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§ 6. АТОМНОЕ ВРЕМЯ

Ш к ал а  атомного времени АТ реализуется путем использования 
высокостабильных атомных и молекулярных эталонов частоты 
в сочетании с высокоточными кварцевыми часами. Атомное 
время обладает большой равномерностью на длительных про
межутках  времени. К аж д ая  ш кала атомного времени опреде
ляется  конкретным атомным или молекулярным эталоном, при 
помощи которого регулируется ход кварцевых часов.

Единицей измерения в системе АТ является атомная се 
кунда, которая определена резолюцией X III конференции М е ж 
дународного комитета мер и весов как  промежуток времени, 
в течение которого совершается 9 192 631 770 колебаний, соот
ветствующих частоте излучения, поглощаемого атомами цезия 
C ss133 при резонансном переходе между энергетическими уров
нями сверхтонкой структуры основного состояния 2S i/3, которые 
характеризуются квантовыми магнитными числами F =  4, m F =  0 
и F =  3, m F =  0, при отсутствии возмущений от внешних магнит
ных полей.

Все шкалы атомного времени имеют различные нуль-пункты, 
при этом разности нуль-пунктов не являю тся постоянными. Ц е 
зиевые эталоны частоты обеспечивают относительную точность 
хранения времени порядка 10-10— 10-11 в течение нескольких 
лет, еще большую точность порядка 1 • 10-13 обеспечивает во
дородный генератор.

Решением XIV Общей конференции по мерам и весам (П а 
риж , 1971 г.) принято следующее определение ш калы М еж ду
народного атомного времени IAT ( In ternat ional  Atohi ic  Time) .

М еждународное атомное время является временной опорной 
координатой, устанавливаемой М еж дународным бюро времени 
на основе показаний атомных часов, функционирующих в р а з 
личных учреждениях, в соответствии с определением секунды 
к а к  единицы времени в М еждународной системе единиц SI.

Поскольку ш калы АТ и UT не согласуются между собой 
из-за неравномерности UT, введена промеж уточная ш кала  все
мирного согласованного времени UTC ( Universal  Coordinated  
T im e ) .  Ш кала UTC связана с атомным временем IAT таким 
образом , чтобы всемирное согласованное время UTC с м акси
мальной точностью представляло время UT.

П о решению М еждународного консультативного комитета 
по радиосвязи CCIR, начиная с эпохи 1972, январь  1,0, в си
стем е согласованного времени UTC в качестве единицы при
н ята  секунда SI, т. е. секунда атомного времени IAT. П ри этом 
разность показаний часов в системах UTC и UT1 не долж на 
превышать 700 мс.

В настоящее время радиостанции передаю т поправки к р а 
диосигналам времени в форме разности U T 1 — UTC, иначе 
говоря, система UTC долж на быть близкой к UT1.

Если разность UT1 — UTC по модулю больше 0,7 с, то
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в системе UTC делается скачок в I8, т. е. пропускается или 
вводится лиш няя секунда в серии секундных сигналов в з ав и 
симости от зн ака  разности UT1 — UTC.

Связь систем времени IAT и UTC определяется выражением
IA T — UTC =  Л + Б  ( J D — Т 0), (6.1)

где А  и В — числовые коэффициенты, Т0—-некоторая н ач ал ь 
ная эпоха.

Решением CCIR введение скачка или пропуска в I s при 
подаче сигналов точного времени осуществляется в последнюю 
секунду 31 д ек а б р я  или 30 июня, а в случае необходимости 
в обе даты. П олож ительная  секунда начинается в 23h59m60s 
UTC и оканчивается в 0h0m0s UTC первых суток следую щего 
месяца. В случае отрицательной секунды после момента 
23h59m58s через одну секунду следует момент 0h0m0s первых су
ток следующего месяца.

Общее соотношение между ш калами эфемеридного и атом 
ного времени представляется в виде полинома

АТ =  Е Т  +  a +  bt +  ct2, (6.2)
где t отсчитывается от начальной эпохи  ̂=  0, когда

АТ =  ЕТ  +  а. (6.3)
Коэффициент а в формуле (6.2) задает  нуль-пункт ш калы  

атомного времени АТ на ш кале эфемеридного времени ЕТ. 
Атомная секунда соответствует эфемеридной секунде с точ
ностью до 2 • 10-9 .

Связь атомного времени IAT с системой эфемеридного вре
мени ЕТ устанавливается с использованием всемирного вре
мени UT1:

АТ (Л) =  IAT +  32,18s— UT1. (6.4)
Разности всемирного времени и всемирного координирован

ного времени, а т ак ж е  атомного времени, измеряемых в систе
мах Государственной службы времени и частоты С С С Р (ГСВИ  
С С С Р ),  публикуются в специальном бюллетене «Всемирное 
время». Бю ллетени серии «Е» содерж ат данные о всемирном 
времени UT1, в них даю тся разности UT1 ( S U ) — U T C (S U )  и 
UT1 (SU) — A T (S U ) ,  где SU обозначает шкалу, формируемую 
ГС ВИ  СССР. Эти разности даю тся для  моментов передач р а 
диосигналов. В этом ж е  бюллетене публикуются значения ко
ординат хР и у Р земного полюса в системе М еж дународного 
условного начала .

Кроме того, приводятся значения разностей одноименных 
времен, для  ш кал , формируемых в СССР (S U ),  и ш кал  в си
стеме М еж дународного  бюро времени (B IH ) ,  а т а к ж е  ш калы, 
формируемой службой времени обсерватории З и-К а-В эй  
(Б П Ж ) ,  расположенной в Ш анхае (К Н Р ) .

Системы UT1 (SU) и UT1 (B IH ) практически совпадаю т, их 
разность в среднем не превосходит 1 мс.



Р а з д е л  2.
АППАРАТУРА И МЕТОДЫ 
НАБЛЮДЕНИЙ ИСЗ

Г л а в а  3.
МЕТОДЫ НАБЛЮДЕНИЙ ИСЗ  

§ 7. ОСОБЕННОСТИ НАБЛЮДЕНИИ ИСЗ

При наблюдениях И СЗ фиксируются, регистрируются или из
меряются некоторые величины, используемые в дальнейш ем 
д л я  определения положения или скорости движения И С З  в м о
мент измерения. Процесс измерения или регистрации выполня
ется с помощью специальных технических средств и зак л ю ч а
ется в определении опытным путем параметров сигналов, по
ступающ их на станцию наблюдений от И С З.

В зависимости от приемов наблюдений, измерительных 
средств, совокупности физических явлений, леж ащ и х  в основе 
измерений, выделяют различные методы наблюдений ИСЗ.

Характеристики ИС З как  объекта наблюдений имеют осо
бенности, требующие разработки соответствующих методов и 
аппаратуры  для  наблюдений. Спутники, наблю даемы е д ля  р е
шения геодезических задач, назы ваю т а к т и в н ы м и ,  если на 
И С З  имеется бортовая аппаратура , и злучаю щ ая или р етр анс
лирую щ ая сигналы, посылаемые наземным передатчиком. Если 
спутник выполняет роль пассивного о тр аж ател я  сигнала, н а 
пример излучения Солнца или лазерного  луча, то такие И С З  
назы ваю т п а с с и в н ы м и .

Очевидно, что возможное время наблюдения И С З опреде
л яется  различными условиями в зависимости от длин волн, 
используемых при наблюдениях, и того, каким является  спут
ник: активным или пассивным.

Скорость движения И С З относительно звезд  м ож ет дости
гать  1 — 1,5°/с, поэтому в случае фотографических наблюдений 
требуется высокая точность регистрации моментов экспониро
вания, соответствующая высокой точности углового р азр еш е
ния современной аппаратуры.

При большой скорости движ ения И С З  условия получения 
фотографического изображения И С З  и звезд  различаю тся, а по
лож ения изображений И С З и звезд  на негативе могут соот
ветствовать различным моментам фотограф ирования. В р езу л ь 
тате  возникают обстоятельства, при которых влияние отдель
ных факторов, вызывающих изменение положений объектов на 
негативе, проявляется по-разному д л я  звезд  и И С З. Н апример, 
турбулентные явления в атмосфере при определенных усло
виях  наблюдений могут смещ ать положение И С З  относительно
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звезд. Это требует тщательно продуманной организации наблю 
дений, позволяющей свести к минимуму неблагоприятные яв 
ления, вызванные характером движения ИСЗ.

Особенно сильно влияние турбулентности атмосферы на по
ложение И С З  мож ет сказаться при использовании лазерных 
импульсов для подсветки с Земли пассивных ИСЗ. И сследова
ния показали, что влияние турбулентности атмосферы в сред
нем равно 0,4—0,5".

Р азнообразие орбит, видимых скоростей и яркостей И С З, 
а т ак ж е  характер  реш аемых задач привели к тому, что в на
стоящее время существует несколько десятков различных ти
пов фотографических камер. Подробнее особенности фотогра
фических наблюдений будут рассмотрены ниже.

Особенностью лазерной локации И С З является необходи
мость оборудования лазерны х установок следящими устрой
ствами для наведения и удерживания в ходе измерений узкого 
лазерного луча в направлении станция наблюдения — И С З. Н е
обходимо учесть, что эта  задача  долж на быть решена как  для 
ночных, так  и для  дневных наблюдений. Последние вполне 
возможны, поскольку спектральная яркость лазерного излуче
ния значительно превыш ает аналогичную яркость фоновых ис
точников света, а существующие средства наблюдений позво
ляю т выделить лазерны й сигнал в дневное время.

Технические трудности реализации метода лазерной л о к а 
ции И С З заклю чаю тся в необходимости генерации мощных и 
очень коротких импульсов излучения лазера ,  приеме слабых 
отраж енны х от И С З  сигналов и в измерении с высокой точ
ностью времени прохождения импульса излучения до И С З  и 
обратно.

Радиотехнические средства наблюдений требуют оснащения 
как  наземных станций, так  и И С З специальной радиоэлектрон
ной аппаратурой. Практическое воплощение принципов радио
технических измерений расстояний, разностей расстояний или 
радиальны х скоростей И С З  привело к созданию специальных 
спутниковых систем, например, таких как  «Транзит». Такие 
системы в целом состоят из станций слежения, размещенных 
в различных точках земного шара, серии И С З, оборудованных 
специальной аппаратурой, станций ввода информации, службы 
времени и единого вычислительного центра. Систематические 
наблю дения, выполняемые доплеровскими системами, обеспе
чиваю т решение ф ундаментальных задач геодезии.

§ 8. КЛАССИФИКАЦИЯ МЕТОДОВ НАБЛЮДЕНИИ ИСЗ 
И ИХ КРАТКАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА

М етоды наблюдений И С З  делят  на оптические и радиотехни
ческие в соответствии с диапазоном длин волн электромагнит
ных колебаний, используемых в процессе наблюдений.
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К о п т и ч е с к и м  методам наблюдений относятся ф ото
графические, лазерные, телевизионные, фотоэлектрические, н а 
блю дения с кинотеодолитами, а т ак ж е  наблюдения ап п ар ату 
рой , в которой используется комбинация перечисленных средств, 
например, фотоэлектрических и телевизионных.

Оптические методы наблюдений используются при наличии 
непосредственной видимости в направлении пункт-спутник. О п 
тические методы (исключая лазерные далы ю м ерны е наблю де
н и я )  можно применять лишь в ночное время при определенных 
условиях взаимного положения И С З, Земли  и Солнца.

К р а д и о т е х н и ч е с к и м  методам относятся радиодаль- 
померные, доплеровские и радиоинтерференционные наблю де
н и я  ИСЗ.

Ф о т о г р а ф и ч е с к и й  метод впервые обеспечил требуе
м у ю  точность решения геодезических задач. Б лагодаря  этому, 
а т а к ж е  небольшим затратам , связанным с эксплуатацией и 
производством аппаратуры, фотографический метод с успехом 
применяется для решения задач космической геодезии. К недо
ста тк ам  следует отнести трудность автоматизации процесса 
обработки  материалов фотографических наблюдений.

Л а з е р н ы е  наблюдения характеризую тся высокой точ
ностью измерения расстояний при сравнительной простоте обо
рудования. Л азерная  техника уже в настоящее время дает  воз
мож ность измерять расстояния в тысячи километров с ош иб
кой менее метра. Л азерны е установки позволяют выполнять 
наблю дения в дневное время.

Т е л е в и з и о н н а я  техника сравнительно недавно стала  
применяться для наблюденный космических объектов. Ее основ
ные: достоинства заключаются в высокой проницающей способ
ности и возможности полной автоматизации процесса н аблю 
дений и получения координат. Точность результатов наблю де
ний может достигать 1—2".

Ф о т о э л е к т р и ч е с к и е  наблюдения обычно использу
ю тся  в комбинации с другими средствами оптических н аб лю 
д ений  ИСЗ. Например, камерами с фотоэлектрической регист
рацией  можно получать временные отметки на следе и зо бр аж е
ния И СЗ без подвижного прерывателя, что повышает точность 
результатов. Фотоэлектрические наблю дения в сочетании с д р у 
гими позволяют существенно улучш ать технические х ар а к т е 
ристики системы в целом.

К и н о т е о д  о л и т ы  предназначены д ля  измерения и ф о 
тографической регистрации координат объектов с целью опре
деления траектории объекта на больших дугах. Ш ирокого р а с 
пространения в практике космической геодезии кинотеодолиты 
не получили вследствие сложности процесса обработки резу л ь
тат о в  и получения координат.

Н аибольш ее применение при решении геодезических задач  
н аш л и  доплеровские и фазовые дальномерны е методы н аб лю 
д ен и я  ИСЗ. В настоящее время совершенствование доплеров-
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ских методов привело к созданию спутниковых систем, успеш но 
реш аю щ их геодезические и специальные задачи.

Точность решения геодезических задач с применением радио
технических систем в настоящее время не уступает точности, 
достигаемой при фотографических наблюдениях.

Радиоинтерференционные методы наблюдений успешно р а з 
виваются в последнее время и позволяют, за  счет сущ ествен
ного повышения точности результатов измерений, р еш ать  к а 
чественно новые задачи.

Г л а в а  4.
ФОТОГРАФИЧЕСКИЙ МЕТОД НАБЛЮДЕНИЯ

§ 9. ОСОБЕННОСТИ ПРИМЕНЕНИЯ ФОТОГРАФИЧЕСКОГО 
МЕТОДА ПРИ НАБЛЮДЕНИЯХ ИСЗ

П ри создании фотографических камер для  наблюдений И С З  
необходимо иметь в виду его быстрое движение относительно 
звезд, в среднем 1 °/с. Если яркость спутника велика и его  изо
браж ение на фотоматериале оставляет хорошо видимый след, 
то относительное положение спутника среди звезд п олучаю т 
кодированием его следа. Д л я  фотографирования сл аб ы х  спут
ников применяется способ слежения камеры за ИСЗ. Очевидно, 
что светосила оптической системы камеры имеет очень важ ное 
значение при наблюдении как ярких, так  и слабых спутников. 
Наиболее мощными современными спутниковыми к ам ер ам и  
можно ф отограф ировать спутники до 7-й звездной величины  
без отслеживания. Слежение за И СЗ позволяет получить в ы 
игрыш в яркости И С З  до 4—5 звездных величин.

Таким образом, выявляю тся основные требования к: оптике 
фотографических камер. По возможности должно б ы ть  увели
чено входное отверстие объектива для доступа большего ко 
личества световой энергии к фотоматериалу. Увеличение р а з 
решения снимка требует роста фокусного расстояния оптиче
ской системы, формирующей изображение. Камера, очевидно, 
см ож ет поставлять доброкачественный материал, если б у дет  г а 
рантирована достаточная жесткость конструкции, обеспечиваю 
щей неизменное взаимное расположение объектива и фотома
териала. Очевидно, что основные требования к вы бору  п а р а 
метров фотографических камер являются противоречивыми, по
скольку увеличение входного отверстия вызывает рост аб ер р а
ций и снижает точность результатов, а возрастание фокусного  
расстояния уменьш ает жесткость конструкции.

Значимость аберраций различна в зависимости от и х  вел и 
чины и х ар актер а  воздействия на изображение о бъекта .  Т ак , 
например, дисторсия совершенно не сниж ает резкости изобра
жения точечных объектов, но ее влияние д л я  центрированной 
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оптической системы, вы раж аю щ ееся в нарушении подобия 
м еж ду  предметом и его изображением, растет пропорционально 
кубу угла наклона пучка лучей к оптической оси w.

Следующими по значимости аберрациями являю тся астиг
матизм и кривизна поля, они снижаю т резкость изображения, 
но при м алы х полях зрения проявляются слабо, так  как  дей
ствуют пропорционально w 2.

Значительно сильнее проявляется действие комы и хром а
ти зм а увеличения, растущих пропорционально w,  а потому 
сказы ваю щ ихся д аж е при ограниченных полях. Кома наруш ает 
осевую симметрию преломленного пучка, и изображение точеч
ного объекта получается в виде несимметричного пятна. В р е 
зультате хроматизма увеличения изображение точки вы тягива
ется в радиальном направлении и окрашивается.

Сферическая аберрация и хроматизм положения не позво
ляю т наблю дать резкое изображение точечного объекта д аж е  
на оси. Их влияние не зависит от поля, но возрастает  с увели
чением относительного отверстия объектива. Геометрическая 
природа этих аберраций одинакова. Сферическая аберрация 
вы зван а  несовпадением фокусов для разных зон объектива, 
при хроматизме положения лучи разных длин волн собираются 
в разны х фокусах.

При расчете линзовой оптики стремятся получить наиболь
ш ее относительное отверстие и добиваются максимального 
уменьшения комы и хроматизма объектива. Кроме того, для 
улучш ения астрометрических качеств негатива добиваю тся 
уменьшения дисторсии объектива.

Зеркальная  оптика имеет в ряде случаев преимущества по 
сравнению с линзовой, так  как  д ает  возможность при боль
ших входных отверстиях избеж ать  некоторых аберраций, сни
ж аю щ и х  качество изображения. Ее использование наиболее це
лесообразно при фотографировании слабых спутников 9— 12 
звездной величины.

В астрономических зеркальны х телескопах (реф лекторах) 
свет  от наблю даемых объектов падает  на вогнутое главное 
зеркало , образующее действительное изображ ение объекта 
в фокальной плоскости. Д л я  получения резкого (стигматиче
ского) изображения на оптической оси телескопа главное з е р 
к а л о  должно быть параболическим. О днако параболическое 
зер к ал о  обладает  свойством строить внеосевые изображ ения, 
сильно искаженные комой, что д елает  очень малы м пригодное 
д л я  работы поле зрения. Одно из существенных преимуществ 
зеркального телескопа — полное отсутствие хроматической 
аберрации, кроме того, зеркало  можно сделать больше линзы, 
т ак  как  оптические неоднородности в толще стекла д ля  з е р 
к а л а  не имеют значения.

Таким  образом, преимущества зеркальной оптики могут 
бы ть реализованы в полной мере при увеличении полезного 
п оля  зрения зеркальной оптической системы.
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Значительное увеличение поля можно получить с помощью 
зеркальной  системы, предложенной в 1930 г. Шмидтом и ус
пешно применяемой в настоящее время.

Ш мидт применяет главное зеркало А  (рис. 7) сферической 
ф ормы , а его сферическую аберрацию исправляет пластиной В, 
у  которой одна из плоскостей деформирована. В результате 
в фокусе F получается стигматическое и практически ахром а
тическое изображение.

П ластина расположена на расстоянии A =  R  от зер к ал а  А,  
где R  — радиус кривизны зеркала  А.  Т акая  оптическая система 
кроме исправления сферической аберрации исправляет кому и 
астигматизм, при этом введенный пластинкой В  остаточный 
хроматизм будет мал д а ж е  при значительных относительных 
отверстиях системы. Неустраненной аберрацией в этой системе 
оказы вается  кривизна поля, т. е. геометрическое место точек 
резких изображений представляет собой сферу P F P '  с цент
ром кривизны в точке О. На этой поверхности располагаю т 
светочувствительный слой фотопленки. Возможно включение 
в оптическую систему Ш мидта так  называемой полеспрям ляю 
щей линзы, устанавливаемой непосредственно перед ф отом ате
риалом. При этом становится возможным выполнять ф о то гр а 
фирование на плоские стеклянные фотопластинки.

В настоящее время построены более сложные оптические 
системы, использующие принцип камеры Ш мидта. Н апример, 
кам ера  Ш мидта— Кассегрена имеет меньшую длину, чем к а 
мера Ш мидта, и плоское поле изображения (рис. 8 ) .

Суперкамера Б е к е р а — Ш мидта состоит из сферического зер
кала ,  двух менисков С и корректирующей пластины В  (рис. 9). 
Главное ее достоинство — большая светосила.

К ак  известно, при определении топоцентрического н ап рав 
ления на И С З снимок долж ен содержать изображ ения звезд  и 
спутника в момент, фиксированный с высокой точностью. Речь, 
естественно, мож ет идти лишь о так называемых измеримых 
изображениях, т. е. об изображениях звезд  и И СЗ, характер  
которых позволяет получить точные координаты звезд  и ИСЗ.

Существуют специальные высокоточные затворные системы, 
позволяющие получить кодированные следы спутника или 
звезд , содерж ащ ие измеримые изображения объектов в фикси
рованны е моменты.

Д л я  получения изображ ения требуемого качества затвор 
долж ен  обеспечивать заданны е значения выдерж ек и их посто
янство д ля  всего поля изображения, не и скаж ать  снимок 
и не ухудш ать на нем светораспределение. В конструкции з а 
твора долж на быть предусмотрена возможность дистанцион
ного управления его работой.

В аж ны м парам етром  является о п т и ч е с к и й  к о э ф ф и 
ц и е н т  п о л е з н о г о  д е й с т в и я  з а т в о р а ,  т. е. отношение 
количества световой энергии, прошедшей через реальный з а 
твор в данную точку светочувствительного слоя, к количеству 
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Рис. 7. Зеркальная система 
Шмидта

Рис. 8. Зеркальная система 
Шмидта — Кассегрена

С

Рис. 9. Оптическая система 
суперкамеры Бекера — 
Шмидта

световой энергии, которое пропустил бы в данную точку за 
это  время идеальный затвор (рис. 10):

где Ft — величина светового потока, прошедшего через затвор 
в текущий момент; Fn — величина светового потока при пол
ностью открытом затворе; /ф =  /о +  п̂ +  ^з— ф актическая  вы 
д ер ж к а ;  t0, tn, t3 — длительность, соответственно, ф азы  откры 
тия, фазы полного открытия и ф азы  закры тия затвора.

Работу затвора характеризую т т ак ж е  эффективной в ы д ер ж 
кой, как временным интервалом £0ф, в течение которого и деаль
ный затвор пропустил бы на данную точку светочувствитель
ного слоя то ж е  количество световой энергии, что и реальный 
затвор  за время /ф. Идеальный затвор открывает и зак р ы вает  
полезного действия затвора необходимо уменьшить t0 и t3.

Очевидно, что для увеличения оптического коэффициента 
полезного действия затвора необходимо уменьшать t0 и ts.

Анализ динамики работы затворов позволяет сделать  вывод 
о непостоянстве скоростей движ ения рабочих элементов з а 
твора  для различных выдерж ек почти на всех ф а за х  работы  
затвора . Это приводит к изменению значений т1опт д л я  разны х 
вы держ ек и их непостоянству по полю изображ ения. В аж н о  
т а к ж е  иметь значения /0 =  ^з, так  к ак  в противном случае сред 

I Fidt

Л олт  ---

Fu I dt 
%

49



нее из моментов подачи импульсов при открывании и закры 
вании затвора не соответствует серединам вытянутых изобра
жений спутника. Следует отметить, что влияние неравенства 
времени открывания и закрывания затвора значительно сни
ж ается  при увеличении г |0пт.

Ш ирокое распространение получили обтюраторные затворы 
непрерывного действия, которые используются почти во всех

современных камерах при наблю 
дении ИСЗ. С помощью этих затво
ров либо задается  серия кратковре
менных экспозиций, либо преры
вается след спутника в п родолж е
ние длительной экспозиции.

Конструкция обтюраторного з а 
твора может быть различной. Иног
д а  его выполняют в виде системы 
дисков с вырезами и располагаю т 
либо перед объективом, либо в 
междулинзовом пространстве объ 
ектива. Во многих камерах они пе
рекрывают световой поток непо
средственно перед фотоматериалом, 
т. е. вблизи фокальной плоскости, 
и представляют собой подвижный 

экран, перекрывающий поле зрения. К ак  показывает практика 
фотографических наблюдений ИСЗ, обтюраторные затворы  поз
воляю т получать наилучшее качество изображений И С З  при 
высокой точности регистрации моментов наблюдений.

Монтировки фотокамер для наблюдения И С З могут быть 
двухосными, трехосными и четырехосными. Возможно азиму
тальное или экваториальное их исполнение.

А зимутальная двухосная монтировка камеры имеет гори
зонтальную и вертикальную  оси для наведения камеры в тре
буемую точку небесной сферы. В процессе экспонирования 
звезд  и И С З кам ера  неподвижна.

В экваториальном варианте двухосная установка позволяет 
отслеживать суточное вращ ение небесной сферы, что необхо
димо для получения на снимке изображений слабых звезд.

Трехосная монтировка позволяет ориентировать камеру  для 
сопровождения спутника в процессе наблюдения. П р и  этом 
одна из осей монтировки фотокамеры с помощью двух других 
устанавливается в полюс видимой траектории спутника, счи
таемой большим кругом. Таким образом, вращением камеры 
вокруг этой оси можно отслеживать движение спутника, полу
чая  его точечное изображение на астронегативе. В эквато р и 
альном варианте трехосной монтировки можно отслеживать 
суточное движение звезд.

В четырехосной монтировке фотокамер имеется четвертая 
ось, перпендикулярная к третьей и к оптической оси камеры, 
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вращ ение вокруг которой позволяет повысить точность сл еж е
ния за спутником, движущимся в общем случае на небесной 
сф ер е  по малом у кругу.

В зависимости от использования в том или ином реж им е 
наблюдений спутниковые камеры делятся  на камеры с непо
дви ж н ой  при фотографировании визирной осью — н е с л е д я 
щ и е  и отслеживающие движение И С З  — с л е д я щ и е  (табл. 3). 
Неследящ ие камеры  имеют либо азимутальную, либо экватори
альную  монтировку. Они должны иметь большое поле зрения 
д л я  «захвата» наблюдаемого объекта. К амеры  такого типа м о
гут быть включены в измерительный комплекс, т. е. выполнять 
фотограф ирование во взаимосвязи с другими аналогичными 
камерами. Следящие камеры имеют трехосную или четырех
осную  монтировку.

Осевые системы этих монтировок снабж аю тся специаль
ными синхронно следящими приводами и выполнены с высо
кой точностью, обеспечивающей требуемое положение визир
ной оси в пространстве. Следящие камеры  позволяют фото
граф ировать  более слабые спутники. Кроме того, они, к ак  п р а 
вило , позволяют получить большее количество снимков за одно 
прохождение ИСЗ.

Следящие камеры для фотографических наблюдений можно 
лоделить  на два  типа:

камеры, в которых отслеживание И С З  осуществляется пе
ремещением кассетной части либо с помощью оптических ком
пенсаторов сдвига изображения;

камеры, осуществляющие слеж ение вращением вокруг од
ной или двух осей опорно-поворотного устройства.

При наблюдении ярких спутников кодирование следа спут
ника позволяет определить координаты И С З непосредственно 
в экваториальной системе, так как  кам ера  неизменно ориен
тирована  по отношению к звездам.

В случае неподвижной камеры ориентировка ее в звездной 
систем е координат непрерывно изменяется, что при экспони
ровании звезд и спутника в разные моменты вызывает необ
ходимость учета этого обстоятельства. П ри этом моменты ф о 
тограф ирования звезд можно регистрировать с ошибкой 3— 5м с.

Наблю дения слабых спутников выполняю т отслеживанием, 
а изображ ения опорных звезд получают кодированием их сле
дов. При отсутствии ярких опорных звезд  используется попере
менное слежение за спутником и звездами.

Точность определения направления на спутник при кодиро
ван ии  его следа (яркий спутник) по одному снимку может 
достигать  1—2".  При наблюдении в реж им е слежения точность, 
к а к  правило, ниже и составляет 2—4".

Наблю дение спутников требует привязки моментов ф о то гр а
ф ирования  к единой ш кале времени. М оменты кодирования 
сл ед а  спутника или звезд регистрируют с помощью хронографа 
или осциллографа. Синхронизацию кварцевы х часов станции
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Рис. 11. Высокоточная астро
номическая установка ВАУ:
1 — фотограф и ческая  к а м е р а  ВАУ;
2 — труба  гида; 3 — опорно-пово
ротное устройство

Рис. 12. Оптическая система 
объектива ВАУ:

1, 2, 3 — ахроматический мениск;  
4 — п лата ,  на которую н а т я ги в а 
ется пленка; 5 —  главное  з е р к а л а

1 2 

У

наблю дения производят по сигналам точного времени. Точ
ность  момента в единой шкале времени не ниже 0,0005— 
0,0010 с.
§ 10. АППАРАТУРА ДЛЯ ФОТОГРАФИЧЕСКИХ НАБЛЮДЕНИИ

Высокоточная астрономическая установка В А У

К ам е р а  предназначена для высокоточных фотографических н а 
блюдений И С З и далеких искусственных космических о б ъек 
тов (рис. 11).

В ней используется практически бездисторсионный свето
сильный зеркально-линзовый объектив «Астродар» с фокусным 
рассгоянием 700 мм и радиусом кривизны поля изображения» 
равны м  фокусу (рис. 12).

Характеристика объектива
Действующее отверстие (диаметр апертурной диа
фрагмы) ................................................................................... ...... 500 мм
Э лективное входное отверстие .................................. ...... 390 мм
Относительное о т в е р с т и е .................................................. ...... 1 : 1,4
Эффективное относительное о т в е р с т и е ......................... ...... 1 : 1,8
Диаметр основного зеркала .......................................... ...... 1070 мм
Диаметр кружка рассеивания изображения точечного
объекта в поле з р е н и я ...................................................... ...... 0,03 мм
Поле зрения камеры прямоугольное (в линейной мере
60X 360 мм) ................................................................................. 5X30°

53



Конструкция фотокамеры и ее кинематическая схема обес
печивают натяжение фотопленки на фокальной поверхности 
с  минимальным допускаемым усилием в пределах линейного 
участка  деформации фотопленки. Ф отографирование произво
дится  на пленку шириной 70 мм.

К ам ера  ВАУ имеет два  затвора — створчатый и обтю ратор
ный. Створчатый затвор (время срабатывания 0,02 с) обеспе
чивает заданную  выдерж ку при фотографировании и д а е т  воз
можность определить разры в следа звезды, соответствующий 
фиксированному моменту. Обтюраторный затвор позволяет по
дучить изображение прерывистого следа объекта или звезд. 
Оптическая проекционная система фотокамеры производит экс
понирование на снимке момента фотографирования.

О бтюратор имеет два диапазона частот вращения от 0,15 
д о  1,5 с-1 и от 1,5 до 15,0 с-1. Перемотка фотопленки в кас
сете осуществляется после закрытия затвора. Емкость кас
сеты 120 м (около 240 кадров). Скорость отслеживания 
объектов делится на четыре диапазона и леж ит в пределах  
0 —6000 "/с.

Д л я  текущего визуального контроля слежения, а такж е  
фиксирования момента появления спутника ВАУ сн аб ж ен а  
трем я визирами. В зависимости *от ориентации камеры н аб лю 
дател ь  может пользоваться любым из них. Каждый и з  визи
ров имеет диаметр входного отверстия объектива 200 мм, фо
кусное расстояние объектива 1700 мм, сменное увеличение 
равно 25, 50 и 100 х с полем зрения 2°40', 1°24' и 52' соответ
ственно. П роницаю щ ая сила визиров не менее 12-й звездной 
величины. Д л я  автоматической коррекции движения ВАУ по 
часовой оси кам ера  снабж ена фотоэлектрическим гидирую- 
щим устройством.

Опорно-поворотное устройство ВАУ обеспечивает необходи
мую ориентацию камеры в пространстве и скорость слеж ен ия  
в процессе наблю дения (рис. 13). Монтировка кам еры  трехос
ная, параллактическая , позволяющая отслеживать д ви ж ени я  
спутника из любой точки в любом направлении. При этом  оси 
параллактической монтировки ориентируются следующим об
разом:

первая ось — часовая — направляется в полюс м ира, вто
р а я — ось отклонения — ориентирует третью ось (орбитальную) 
в полюс орбиты ИСЗ.

В процессе фотографических наблюдений кам ер а  в р а щ а 
ется вокруг часовой оси со скоростью суточного вращ ения не
бесной сферы, а вокруг орбитальной оси со скоростью д ви ж е
ния спутника. В зависимости от реж има работы камеры 
установка мож ет отрабаты вать  либо два движения (часовое и 
орбитальное),  либо одно (часовое).

Д л я  установки и перемещения визирной оси кам еры  по 
каж дой  из трех осей, задания требуемой скорости движения 
оси камеры, обеспечения срабатывания затворов по определен
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ной программе имеется центральный пульт управления, рас 
положенный в отдельном помещении, примыкающем к наблю 
дательной площ адке, из которого имеется хороший обзор всей 
установки ВАУ. С центрального пульта можно ориентировать.

оси опорно-поворотного устройства камеры  и вводить про
грам м у  наблюдений, автоматически отрабаты ваем ую  ВАУ.

П рограм мное устройство обеспечивает ф отограф ирование 12 
точек  траектории за одно прохождение наблю даемого  объекта.
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Оно состоит из 12 блоков, причем каж ды й блок зад ает  угол 
положения, скорость отслеживания и момент съемки. П о л о 
жение полюса орбиты для каждой из 12 точек ф отограф ирова
ния может быть выбрано различным. В каждой  точке ф о то гр а 
фирования программное устройство управляет  движением к а 
меры и скоростью обтюраторного затвора.

ВАУ снабж ена службой времени, включающей: два  квар ц е
вых генератора частоты, дублирующих друг друга и обеспечи
вающих относительную стабильность сигналов не х у ж е  10-8 
за  48 ч работы; аппаратуру формирования и хранения местной 
ш калы  времени; аппаратуру для создания стабильной частоты 
50 Гц, служащ ей для  питания привода часовой оси, и р ад и о 
приемного устройства для привязки местной шкалы к сигналам  
единого времени. Точность привязки ш калы к системе единого 
времени не грубее 0,3 • 10^3 с. Блок электронной ш калы  вре
мени формирует импульсы подсветки шкалы и отметки вре
мени.

В момент совпадения оси ламели обтюраторного затвора  
с оптической осью камеры происходит вспышка импульсной 
лампы , освещающей циферблат механических часов камеры. 
Одновременно с фотографированием показаний этих часов на 
краю кадра происходит запуск развертки электронно-лучевой 
трубки (Э Л Т ),  при этом изображения меток на экр ан е  ЭЛ Т 
н аряду  с изображением механических часов позволяют ф икси
ровать момент до 1,0- 10~4 с.

В зависимости от скорости и яркости наблю даемого объекта 
применяется один из четырех режимов работы. П ервый режим 
используется для  получения фотографий слабых спутников, 
имеющих скорость движ ения относительно звезд от 1 до 10 '/с.

В начале цикла кам ера наводится в нужную точку небесной 
сферы и разгоняется до скорости движения наблюдаемого о б ъ 
екта. При этом отслеживание спутника орбитальным д в и ж е 
нием сопровождается отслеживанием звезд по часовой оси. 
В момент открытия створчатого затвора начинается экспозиция 
спутника и звезд. Н аблю даемый спутник изображ ается  точкой, 
а звезды — в виде прерывистого следа вследствие работы  об
тюраторного затвора. С лабые звезды при этом могут не изо
бразиться на кадре. В изображении ярких звезд имеется пять 
разрывов. Р егистрация времени происходит в момент среднего 
разры ва следа звезды, находящейся на оси кадра.

После закры ти я  створчатого затвора камера о ста н а вл и в а 
ется по орбитальной оси, створчатый затвор вновь откры вается  
и на том ж е  кадре  экспонируются теперь уж е точечные и зо б р а
жения звезд. Т ак  получаются изображения не только ярких, 
но и слабы х звезд. Спутник благодаря его малой яркости  мо
ж ет  совсем не изобразиться.

Процесс наблюдений может происходить как при участии, 
так  и без участия наблю дателя, т. е. без дополнительной кор
рекции направления и скорости движения камеры.
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Второй режим работы камеры предусматривает наблю де
ние ярких спутников, которые можно не отслеживать  камерой 
в процессе фотографирования. В этом режиме установка в р а 
щ ается  только по часовой оси. И зображ ения звезд  получаются 
в виде точек, а спутник изображ ается в виде прерывистой ли
нии. Обтюраторному затвору придается скорость, пропорцио
н ал ьн ая  скорости видимого движения спутника, для  того, 
чтобы на следе спутника были хорошо видны разрывы. Время 
регистрируется в момент, близкий к центральному разрыву 
в следе спутника.

Третий режим используется для получения фотографий 
спутников малой яркости, имеющих скорость до 10 /с (медлен
ные спутники). Опорно-поворотное устройство камеры  о тр аб а
ты вает  часовое и орбитальное движение. О бъект на кадре по
л учается  в виде точки, а изображение звезд  — в виде линий 
с разры вами. Дополнительного впечатывания звездного поля 
при этом не требуется, поскольку вблизи изображ ения спут
ника на кадре получается достаточное количество и зображ е
ний слабы х опорных звезд.

Применение четвертого реж им а целесообразно при отсле
ж и ван ии  объектов малой яркости, имеющих малую  видимую 
скорость относительно звезд (например, космические зонды). 
Д л я  получения изображения объекта требуется длительная 
вы держ ка , поэтому объект отслеживается орбитальным дви
жением, а звезды-— часовым ведением. Обтю раторный затвор 
не вращ ается  (фиксируется в положении «О ткрыт»), и регист
р ац и я  моментов срабатывания створного затвора  осущ ествля
ется цифропечатающим хронографом на ленте. При этом изоб
р аж ен и я  звезд на кадре получаются в виде коротких штрихов, 
а объект изображается в виде точек. В этом реж им е работы 
в ы д ер ж ка  затвора задается оператором и регистрируются 
только  показания электромеханических часов.

Н а  каждом кадре впечатываются показания регистрацион
ных приборов, включающие номер кадра, номер объекта, дату  
съемки, показания электромеханических часов (до 0,01 с), 
показани я  электронных часов (до 0,0001 с) ,  метка полож е
ния лам ели  обтюратора в момент впечатывания показаний 
часов.

Результаты  исследований камеры и опыт работы на ней 
п озволяю т считать ее полностью удовлетворяющей требова
ниям высокоточного определения топоцентрических координат 
объектов. ВАУ благодаря возможностям монтировки, боль
ш ом у диаметру рабочего отверстия объектива, его широко
угольное™  и бездисторсионности обеспечивает т ак ж е  точность 
определения координат слабы х спутников. М етодом накопле
ния световой энергии с помощью ВАУ можно ф отограф ировать  
объекты  слабее 12-й звездной величины. Точность определения 
координат  с помощью ВАУ составляет 1,0— 1,5" при точности 
регистрации времени 0,0001 с.
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Возможности ВАУ позволяют использовать ее для решения 
широкого круга задач космической геодезии и астрономии, 
а т ак ж е  задач, возникающих при изучении и освоении косми
ческого пространства.

Астрономическая фотографическая установка АФУ-75

Установка АФУ-75 (рис. 14) предназначена для  ф отограф и 
рования И С З  с последующим определением их координат и мо
ментов фотограф ирования по снимкам. АФУ-75 широко исполь
зуется в С С С Р д ля  наблюдений И СЗ и позволяет ф о то гр аф и 
ровать И С З  с импульсными лампами-вспышками н а  борту, 
яркие И С З  (1— 3 звездной величины) в отраж енном свете, 
слабы е спутники (3—8 звездной величины) в отраж енном  
•свете.

Ф отографирование ярких пассивных спутников произво
дится методом прерывания следа спутника (рис. 15) и отсле
живанием суточного вращения небесной сферы. С л аб ы е  п ас
сивные спутники фотографируются попеременным о т сл е ж и в а 
нием спутника и звезд.

Ф отографическая камера АФУ-75 1 состоит из объектива 
с междулинзовым центральным затвором, корпуса и кассет
ной части. О бъектив «У ран-16» с фокусным расстоянием 735 мм 
п светосилой 1 :3,5. Р азр еш аю щ ая  способность объектива 
в центре поля зрения 30 лин/мм при удалении н а  5° от 
центра — 20 лин/мм, объектив ахроматизирован. П о л е  зрения 
составляет  10x14°,  длинная сторона ориентируется вдоль  следа 
спутника. Ф отографирование производится на пленку шириной 
190 мм. О бъем кассеты — 29 м пленки (110 негативов). П ер е
мотка пленки автоматическая. Кассетная часть вклю чает под
вижный стол для  прижима пленки, механизм перемещения 
стола д ля  компенсации скорости перемещения и зображ ения 
ИСЗ, механизм перемотки пленки, обтюраторный затво р  для 
прерывания следа изображ ения объекта с системой реги стра
ции времени и фотохронограф д л я  регистрации момента съемки 
на пленке. Ц ентральный затвор служит для  зад ан и я  общей 
длительности экспозиции и перекрывает свет на врем я  .пере
мотки пленки. К амера АФУ-75 позволяет фотограф ировать  
спутники до 9— 10 звездной величины в пределах 120° види
мой дуги орбиты.

АФУ-75 имеет азимутальную  четырехосную монтировку 2, 
позволяю щую  отслеживать спутник по дуге малого круга . О р
б итальная  ось направляется в полюс орбиты И С З с помощью 
вертикальной и горизонтальной осей. Если видимая н а  небес
ной сфере орбита является большим кругом (станция н аб лю 
ден ия  находится в плоскости действительной орбиты), то, у ста
новив оптическую ось камеры  перпендикулярно к орбитальной 
оси, мож но у держ и вать  изображ ение спутника в поле зрения 
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камеры поворотом ее только вокруг орбитальной оси. Если 
станция не лежит в плоскости орбиты ИСЗ, то удерживать 
спутник в поле зрения камеры можно, изменяя угол между ор
битальной и оптической осями. Для этого в монтировке ка
меры предусмотрена четвертая ось вращения. Угол поворота 
по этой оси называется углом широты видимой орбиты.

Вся камера устанавливается на экваториальной платформе, 
позволяющей отслеживать суточное вращение небесной сферы 
в течение 2—3 мин и таким об
разом обеспечивающей возмож
ность получения точечных изо
бражений звезд на снимке.

Д л я  контроля наведения фо
токамеры на спутник с учетом 
скорости видимого движения 
ИСЗ относительно камеры име
ется телескоп-гид 3 (D=120 мм, 
увеличение сменное 8 и 20х, поле 
зрения соответственно 6 и 2,5 %).

Телескоп-гид и фотографиче
ская камера установки могут не
зависимо вращаться на орби
тальной оси, для чего установка 
снабжена специальным приводом.
В процессе наблюдения телескоп- 
гид непрерывно поворачивается 
вокруг орбитальной оси со ско
ростью движения ИСЗ. Камера 
при фотографировании неподви
жна, ее поворот происходит 
в промежутках между фотогра
фированием и согласуется с вра
щением телескопа-гида. При на
блюдении слабых спутников требуемое точное соответствие на
правления и скорости сопровождения ИСЗ телескопом-гидом 
достигается визуально применением коррекции.

В фокальной плоскости камеры установлен механизм ком
пенсации сдвига изображения спутника, обеспечивающий сдвиг 
фотографической пленки с необходимой скоростью. При этом 
пленка зажимается между выравнивающим стеклом и прижим
ной плитой и перемещается вдоль прямолинейных направляю
щих приводом, работающим от синхронного двигателя. Этот 
двигатель и синхронный двигатель привода телескопа-гида пи
таются от общего генератора переменной частоты. Таким обра
зом, достигается соответствие скорости перемещения фотома
териала (пленки) и скорости вращения телескопа-гида. Пол
ное согласование скорости гида со скоростью пленки по 
большому и малому кругам в пределах снимка осуществляется 
приводом гида.

Рис. 14. Камера АФУ-75



Полное перемещение пленки вдоль направляющих состав
ляет 36 мм. Этот интервал может быть разбит иа 12 отрезков 
по 3 мм, 6 по 6 мм, 3 по 12 мм и 2 по 18 мм. После прохож
дения каждого отрезка механизм компенсации останавлива
ется для экспозиции звезд. Главной задачей наблюдателя яв
ляется точное согласование направления и скорости движения

Рис. 15. Снимок, сделанный камерой АФУ-75:
/  — звезды ; 2 — след спутника; 3 — метки времени; 4 — момент впечатывания метки 
времени; 5 — показание фотохронографа

контрольного телескопа-гида с направлением и видимой ско- 
ростью спутника. Для обеспечения такого согласования камера 
имеет систему управления, которой может пользоваться на
блюдатель, не отрывая глаз от телескопа-гида. Процесс фото
графирования можно начинать, только если изображение спут
ника расположено неподвижно на кресте нитей поля зрения 
подвижного гида.

Камера АФУ имеет автономную службу времени: кварце
вые часы, осциллограф и радиоприемник. Кварцевые часы 
служат для хранения точного времени в перерывах между се
ансами приема радиосигналов, а также для обеспечения рабо
тающей установки стабильной частотой. Осциллограф исполь
зуется для сравнения показаний кварцевых часов с радиосиг
налами точного времени.
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Блок управления установки необходим для согласования 
действий различных узлов и для переключения режимов ра
боты камеры. Его основными узлами являются: генератор 
с программированной частотой для изменения скорости вра
щения телескопа-гида и перемещения подвижного стола кас
сеты; привод телескопа-гида с вариатором для согласования 
скорости вращения телескопа-гида с перемещением стола; 
контрольная система, определяющая углы поворота и упреж
дения камеры, интервалы поворота; механизм поворота ка
меры; пульт управления с переключателями режимов работы. 
Установка имеет пять режимов работы.

Р е ж и м  «П». Он используется при съемке на неподвижную 
пленку спутников, имеющих лампу-вспышку на борту. Во время 
экспозиции происходит отслеживание суточного вращения не
бесной сферы. Затвор камеры открывается наблюдателем с по
мощью тумблера.

Р е ж и м  «А». Он отличается от режима «П» только авто
матической перемоткой пленки.

Р е ж и м  «Я». Его применяют при фотографировании ярких 
спутников с применением обтюраторного затвора для преры
вания следа спутника и с отслеживанием суточного вращения 
небесной сферы.

Д л я  определения момента прерывания следа спутника на 
пленку автоматически впечатываются метки времени и показа
ния фотохронографа.

Экспонирование спутника и опорных звезд происходит от
1,5 до 25,5 с каждой минуты, чем достигается синхронность 
наблюдений ИСЗ с различных пунктов.

Наведение фотокамеры в нужный участок неба осуществля
ется автоматически с помощью телескопа-гида. Затвор откры
вается автоматически с помощью фотохронографа. Пленка пе
рематывается после каждого отснятого снимка.

Р е ж и м  «СС». Предназначается для съемки пассивных 
■спутников малой яркости с компенсацией скорости перемеще
ния изображения в фокальной плоскости.

Затвор открывается в 1,5 с каждой минуты. После откры
тия затвора происходит экспонирование звезд, прижимной стол 
с пл енкой неподвижен, суточное движение звезд компенсиру
ется движением экваториальной платформы. Затем прижимной 
стол начинает двигаться со скоростью перемещения изображе
ния спутника.

Затем стол с пленкой останавливается для экспонирования 
звезд. Такое чередование экспонирования звезд и спутника 
происходит несколько раз. Продолжительность экспонирования 
звезд может быть установлена равной 0,5; 1,0; 3,0; 10,0 с. 
Д лина пути одного перемещения стола с пленкой может быть 
равной 3, 6 , 12, 18 и 36 мм. При перемещении стола через каж 
дые 1,5 мм на пленке регистрируется показание фотохроно
графа.
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Скорость компенсации непрерывно контролируется телеско- 
пом-гидом и может меняться в пределах 0,05—1,5°/с. После 
каждого снимка автоматически происходит перемотка пленки, 
и фотокамера ориентируется с упреждением по отиошенш» 
к телескопу-гиду на участок неба, через который должен про
ходить спутник.

Р е ж и м  «С». Тот же, что и режим «СС», однако начало 
съемки определяется наблюдателем нажатием тумблера 
«съемка» после появления изображения спутника в поле зре
ния камеры.

Комплект установки снабжен всеми необходимыми для ра
боты приборами. Общий вес ее 350 кг, размеры 1 ,5x2  м. По
требляемая мощность 2 кВт.

Точность определения положения спутника зависит от подго
товки наблюдателя и составляет 1,5—2,0" при точности реги
страции времени 0,001 с.

Камера ФАС

Камера ФАС предназначена для фотографирования активных 
спутников. В связи с более узкой специализацией ее конструк
ция сравнительно проста. Камера установлена на экваториаль
ной платформе, которая работает по принципу, аналогичному 
принципу действия платформы камеры АФУ-75, но отличается 
от последней повышенной стабильностью. Монтировка камеры 
ФАС на экваториальной платформе двухосная высотно-азиму- 
тальная.

Объектив камеры (рис. 16) зеркально-линзовый системы 
Шмидта. Главное зеркало сферическое. Поверхности: мениска 
и зеркала имеют общий центр кривизны. Передняя линза пло
ско-выпуклая. Диаметр входного отверстия 250 мм. Фокусное 
расстояние 480 мм, относительное отверстие 1 : 1,9. Фокальная 
поверхность плоская благодаря действию полеспрямляющей 
линзы.

Оптическая система обеспечивает хорошее качество изо
бражений благодаря отсутствию всех первичных аберраций 
кроме дисторсии. Область ахроматизации 400—700 ммк.

Фотографирование производится в главном фокусе на 
пленке или пластинках размером 6,5x9 см. Размер поля 
снимка 7Х 10°.

Предусмотрена возможность применения двух режимов 
фотографирования.

В первом режиме включают экваториальную платформу, 
и изображение звезд на снимке получается в виде точек. Не
большое дискретное перемещение камеры по высоте и допол
нительная экспозиция звезд на том же кадре позволяет 
сдваивать изображения звезд и облегчают поиск изображений 
вспышек.
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Во втором режиме фотографирование звезд и спутника про
исходит при неподвижной экваториальной платформе. Изобра
жения звезд получаются в виде черточек. Начало и конец экс
позиции необходимо фиксировать во времени, для чего затвор 
камеры снабжается специальными контактами, замыкающими 
цепь печатающего хронографа. Во втором режиме наблюдений 
приборы службы времени необходимы.

Рис. 16. Оптическая схема камеры 
ФАС:
J — главное зеркало; 2 — полеспрямляю- 
ддая линза; 3 — мениск; 4 — плоско*вы- 
л ук л ая  линза; 5 — фокальная поверхность

Результаты работы с камерой ФАС выявили ее высокую 
точность: ошибка в координатах 1,5—3,0" и ошибка регистра
ции времени 0,001 с. Камеры ФАС используются на многих 
станциях наблюдения ИСЗ в СССР.

Камера  SBG (ГДР)

Камера разработана Народным предприятием «Карл Цейсс» 
(ГДР) для наблюдения слабых ИСЗ.

Объектив камеры (рис. 17) системы Шмидта с диаметром 
входного отверстия 425 мм и фокусным расстоянием 760 мм. 
Имеется полеспрямляющая линза диаметром 150 мм. Камера 
снабжена телескопом-гидом с диаметром объектива 150 мм, 
увеличением 21,3х и полем зрения 3°. Фотографирование спут
ников выполняется на пластинку размером 9 x 1 2  см.

Монтировка камеры четырехосная азимутальная. Две пер
вые оси служат для направления оси отслеживания в полюс 
орбиты ИСЗ. Четвертая ось позволяет отклонять оптическую 
ось камеры от перпендикуляра к третьей оси для отслеживания 
ИСЗ по малому кругу. Скорость слежения спутника задается 
перфолентой, выдаваемой специальной ЭВМ, и меняется для 
каждого прохождения ИСЗ. Наблюдатель корректирует ско
рость отслеживания по наблюдениям спутника в поле зрения 
гида. При хорошем отслеживании возможно фотографировать 
спутники до 12 звездной величины.

Система регистрации моментов наблюдения позволяет ра
ботать без быстродействующего затвора. На одной пластинке 
получают несколько изображений спутника и звезд. В ходе от
слеживания изображение спутника получается на пластинке 
в виде точки, а изображение звезды в виде штриха. В некото
рый момент кассета с пластинкой начинает движение, компен
сирующее движение камеры за спутником, при этом изображе
ние звезд получается в виде коротких штрихов вследствие
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движения небесной сферы. Моменты начала и конца экспозиции 
звезд (моменты начала движения и остановки пластинки) или, 
что все равно, моменты окончания экспозиции спутника и на
чала экспозиции следующего его изображения регистрируются
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Рис, 18. Снимок, сделанный камерой SBG:
1 — изображ ение спутника; 2 — изображ ения ярких звезд; 
оптического центра и номера съемки

- метки для определения

датчиком ускорения кассеты. На рис. 18 показан снимок ИСЗ, 
полученный камерой SBG.

В настоящее время такие камеры с успехом работают 
в СССР и других социалистических странах.
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Камера создана в 1957 г. для фотографических наблюдений 
ИСЗ (рис. 19). Оптика камеры — зеркально-линзовая системы 
Шмидта, диаметр входного отверстия 51 см, светосила равна 
единице. Поле снимка 30x5°, масштаб на пленке 1":2,46 мкм.

Камера Бейкера  — Нанна  (США)

Рис. 19. Оптическая схема камеры Бейкера —  Нанна:
/  — главное зеркало; 2 —* трехэлементная коррекционная система; 3 — затворы; 4 — ф о
кальная поверхность; 5 — система транспортировки пленки

Перед фокальной плоскостью установлен обтюратор, преры
вающий следы спутника или звезд. Дополнительный затвор 
регулирует начало экспозиции. Для регистрации времени ис
пользуются часы, обеспечивающие точность 0,0001 с.

Камера имеет трехосную монтировку, позволяющую отсле
живать спутник по дуге большого круга со скоростью от О 
до 2°/с. Фотографирование спутников производится в двух 
режимах. При фотографировании ярких спутников камера от
слеживает звезды, которые на снимке фиксируются в виде то
чек. При наблюдении слабых спутников происходит отслежива
ние спутника, и его изображение получается в виде точки.

Точность определения координат спутника характеризуется 
ошибкой около 3", ошибка моментов наблюдений не грубее 
0,001 с.

Камера Бейкера — Нанна была первой высокоточной сле
дящей камерой. Результаты, полученные по наблюдениям 

с этой камерой, успешно использовались для целей космической 
геодезии.
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Камера была разработана в начале шестидесятых годов специ
ально для наблюдения ИСЗ.

Оптическая система камеры — система Шмидта с диаметром 
зеркала 800 мм и диаметром коррекционной пластинки 630 мм.

Камера  Хьюита (Великобритания)

Рис. 20. Оптическая схема камеры Хьюита:
/  — зеркало; 2 — коррекционная пластинка Ш мидта; 3 — фотографическая пластинка; 
4  — обтюратор; 5 — ирисовый затвор

Светосила камеры равна единице, поле зрения 10x10°. В фо
кальной плоскости установлена полеспрямляющая линза. Хро
матическая аберрация исправлена. Фотографирование произ
водится на пластинки размером 200x150 мм (рис. 20).

Для прерывания следа спутника около полеспрямляющей 
линзы установлен обтюратор, положение которого впечатыва
ется на фотопластинку с помощью фототранзистора и импуль
сной лампы. Впечатывание происходит один раз за период вра
щения обтюратора. Регистрация момента прерывания следа 
спутника производится с точностью 0,0001 с. Используются 
кварцевые часы. Камера позволяет фотографировать звезды 
до 14-й и спутники до 7,5 звездной величины (скорость движе
ния ИСЗ Г/с).

Фотографирование звезд выполняется до и после прохож
дения изображения ИСЗ через поле зрения камеры. Экспони
рование звезд осуществляется вспомогательным ирисовым за
твором, расположенным перед входным отверстием камеры.

Точность определения положения звезд 0,9", следа спут
ника 1,1".

Камера Хьюита участвовала в работе по программе Смит- 
сонианской астрофизической обсерватории, по программе созда- 
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ния западноевропейской триангуляционной сети. В настоящее 
время камера используется в международных работах по кос
мической триангуляции.

§ И .  ИЗМЕРЕНИЯ КООРДИНАТ НА СНИМКЕ.
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ И ЗМ ЕР ЕНИ Й

После фотолабораторной обработки экспонированного фото
материала фотоснимок участка звездного неба измеряют. При 
этом точность окончательного результата в большой степени 
зависит от выполненных операций в ходе лабораторной обра
ботки снимков.

Нарушения нормального процесса обработки фотоматери
ала вызывает искажения в положении изображений на снимке.

Наибольшее влияние на точность результатов оказывает 
деформация фотоматериалов. Деформация сильно возрастает 
при применении процессов фотолабораторной обработки, со
провождающихся значительной механической нагрузкой на 
материал (натяжения, перегибы, многократная перемотка 
ленты и др.).

Деформация фотоматериала может быть учтена при мате
матической обработке результатов наблюдений, если она вы
зывает изменение масштаба снимка в целом ( р а в н о м е р н а я  
деформация), либо в определенном направлении ( а ф ф и н н а я  
деформация).

Деформация, меняющаяся по полю и не подчиняющаяся 
аналитической зависимости, приводит к искажениям случай
ного характера, называется с л у ч а й н о й  или н е р е г у л я р -  
н о й.

Наименьшим образом нерегулярная деформация проявля
ется на фотопластинках. Так, например, при правильно орга
низованном фотолабораторной процессе среднее квадратическое 
смещение изображений, обусловленное нерегулярной деформа
цией, может быть в пределах 0,5—2,5 мкм. Как правило, к краю 
пластинки деформации возрастают.

Фотоматериалы на пленочной основе имеют значительно 
большие нерегулярные деформации; в среднем они составляют 
6 мкм. При сокращении обработанных участков снимка, ис
пользуемых при измерениях, до величины менее 4 см2, воз
можно уменьшение нерегулярных деформаций примерно в два 
раза.

Для измерения астронегативов используются различные 
приборы. В зависимости от конструкции прибора можно выпол
нять наблюдения либо одной, либо двух координат одновре
менно. Более удобны и перспективны координатно-измеритель
ные приборы, позволяющие одновременно измерять координаты 
изображения объекта сразу по двум осям. С развитием тех
ники в практику фотографических наблюдений начинают вхо
дить автоматические измерительные машины. Наиболее широко 
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в СССР применяется полуавтоматическая измерительная ма
шина «Аскорекорд».

При полуавтоматическом процессе измерения отсчеты по 
мерным шкалам и их запись производятся автоматически, роль 
наблюдателя сводится к наведению измерительной марки на 
изображение объекта.

В случае полностью автоматических измерений весь про
цесс измерения, включая поиск измеряемого объекта, автомати
зирован. Точность измерения координат на «Аскорекорде» со
ставляет 1,5—2,0 мкм и обусловлена в основном ошибками на
ведения.

Поскольку изображения объектов, как правило, не имеют 
правильной геометрической формы, наведение визирной марки 
на изображение сопровождается систематической личной 
ошибкой, вызванной субъективной оценкой наблюдателем по
ложения центра изображения. Эти систематические ошибки 
могут достигать значительных величин. Применение автомати
зированных измерительных приборов исключает личные ошибки, 
но оно возможно только при хорошем качестве снимков.

Для получения направлений на ИСЗ в топоцентрической си
стеме координат необходимо измерить координаты звезд и 
ИСЗ на снимке и затем перейти от них к экваториальным 
топоцентрическим координатам ИСЗ на момент наблюдения. 
При этом экваториальные координаты опорных звезд должны 
быть известны. Таким образом, возникает необходимость в оп
ределении математической зависимости между измеренными 
на снимке координатами изображения фотографируемого объ
екта и соответствующими топоцентрическими экваториальными 
координатами.

Изображение фотографируемого участка небесной сферы на 
негативе является центральной проекцией в плоскости снимка 
из второй главной точки объектива. Из геометрической оптики 
известно, что каждое направление из второй главной точки объ
ектива на изображение параллельно направлению из первой 
главной точки объектива на объект. На рис. 21 О — вторая 
главная точка объектива; 0\  — оптический центр снимка, опреде
ленный как основание перпендикуляра, опущенного из второй 
главной точки объектива на плоскость снимка; 0 2 — точка на 
небесной сфере с координатами а= Л , 8 = D, проектируемая 
в оптический центр.

При решении задачи введем: 1) систему экваториальных 
координат фотографируемых объектов; 2 ) систему прямоуголь
ных координат | ,  г] в плоскости снимка (система идеальных 
или стандартных координат), причем ось г] является проекцией 
круга склонения точки 0 2(AD),  а ось £ перпендикулярна к г] 
в точке Оь положительное направление осей соответствует 
возрастанию склонения и прямого восхождения; 3) систему 
прямоугольных измеренных координат х, у в плоскости снимка, 
задаваемую измерительным прибором.
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Последняя система координат, называемая рабочей, уста
навливается, как правило, близкой к идеальной системе. От
личие координат звезд и ИСЗ, измеренных на снимке, от иде
альных обусловлено многими причинами. Главные из них: 
несовпадение начала отсчета в координатно-измерительной ма
шине с оптическим центром снимка; несовпадение направления 
осей х, у с направлением осей т]; 
нарушение принципа центрального 
проектирования существующими 
аберрациями оптической системы; 
наличие нерегулярной деформации 
фотоэмульсионного слоя; различие 
масштаба идеальной системы коор
динат от масштаба по осям х и у.
Эти причины приводят к сложным 
зависимостям между идеальными и 
измеренными координатами, имею
щими нелинейный характер. Най
дем соотношения, позволяющие вы
числять по координатам а и б коор
динаты |  и г) и наоборот, а также 
определим связь между координа
тами х, у  и | ,  Г|.

Рассмотрим проекцию произ
вольной звезды а на плоскость 
снимка а' (см. рис. 21).

Идеальные координаты точки 
о ' можно получить с помощью сле
дующих выражений:

I  =  /  tg / sin р; r) =  / tg /c o s p ,
( 1 1 . 1)

где / =  0 2ст — угол между направле
ниями на звезду о и точку Ог; р — 
позиционный угол светила относительно 0 2(Л, D)\ f — фокус
ное расстояние объектива.

Напишем основную группу астрономических формул для 
треугольника Р 0 2в:

eos I =  sin б sin D-\- cos 6 cos D cos (a — A),
sin / sin p =  cos 6 sin (a—- A),
sin I cos p =  sin 6 cos D —cos 6 sin D cos ( a —А)- (П.2)

Разделим вторую и третью формулы (11.2) на первую и 
подставим значения tg / sin р и tg / c o s p  из ( 11.1), в результате 
найдем

Рис. 21. Схема изображ ения  
участка небесной сферы в пло
скости снимка
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ctg  б sin  (а  — А ) 

ctg  б cos (а  — A )  cos D  - f  sin  D

(11.3)
__  ̂ cos D  —  ctg  6 cos (a — A ) sin  D

ctg  6 cos (a  — A )  cos D  +  sin  D

Обратная связь, определяющая переход от идеальных коор
динат к сферическим, задается выражениями:

а =  a r c tg f—----- — i — — - Л  +  Л;
V f  cos D  — i| sin  D  J

(11.4)
6  =  a r c t g Гp c o s D  +  / s i n D  \  cos(a_ Л)1

LV f  cos D  — Г) sin  D  J J

Связь между идеальной и измеренной системами координат- 
значительно сложнее, что очевидно из перечня причин, вызы
вающих различие координат точек в этих системах. При мате
матической обработке можно только частично учесть причины,, 
вызывающие различие х, у и | ,  ц, т. е. измеренных и идеаль
ных координат звезд и ИСЗ.

Наиболее удобной формой связи этих координат в случае 
ограниченного поля снимка является выражение идеальных 
координат в виде ряда по степеням х и у:

\  =  (1q ахх -\- а2ху -)- а3у \ ■ а^х2 -f- аьуг
(11.5)

Л =  bo +  biX +  b2xy +  bsy +  btx2 +  Ьъуг
Эти формулы выражают поворот и сдвиг системы х, у  отно

сительно идеальных | ,  rj, разномасштабности по осям х, у г 
а также частично искажения взаимного расстояния между на
правлениями на звезды. Степень полиномов (11.5) определяется 
особо в зависимости от характера искажений, требуемой точ
ности, количества измеряемых направлений на звезды и усло
вий фотографических наблюдений.

Таким образом, установление зависимости между х, у  и rj 
сводится к определению коэффициентов рядов (11.5). Эти коэф
фициенты называются постоянными снимка или пластинки.

На практике обычно используют разложения, включающие 
полиномы не выше третьей степени. Следовательно, каждая 
опорная звезда, рабочие координаты которой измерены и иде
альные координаты вычислены, дает два уравнения, в которых 
неизвестными являются коэффициенты щ, Ь,- Для надежного 
определения коэффициентов необходимо иметь достаточное 
число звезд (обычно не менее 10—12). Коэффициенты опреде
ляются по способу наименьших квадратов из решения системы 
нормальных уравнений.
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После определения коэффициентов a,, bi по формулам (11.5) 
находят идеальные (стандартные) координаты ИСЗ. Пользуясь 
далее формулами ( 11.4 ), находят экваториальные координаты 
ИСЗ. По остаточным уклонениям Ug и вычисляют ошибки 
единицы веса, веса неизвестных и средние квадратические по
грешности координат ИСЗ.

Для снижения влияния ошибок, искажающих положение фо
тографируемых объектов, желательно фотографирование вы
полнять так, чтобы изображение ИСЗ располагалось вблизи 
оптического центра обрабатываемого снимка. Желательно 
также, чтобы опорные звезды в количестве 10— 12 располага
лись по полю равномерно, окружая изображение ИСЗ.

Формулы (11.3), (11.4), связывающие идеальные и эквато
риальные координаты, являются точными. При определении 
связи между идеальными и измеренными координатами перво
начально необходимо выбрать степень полинома, описываю
щего соотношения между идеальными и измеренными коорди
натами. При обработке наблюдений, когда опорные звезды и 
ИСЗ находятся вблизи оптического центра, достаточно ограни
читься линейными членами разложения:

^ =  &о aix  ~Ь &зУ\ Л — +  biX +  b3y. (11.6)

Этот способ обработки называется л и н е й н ы м  с п о с о 
б о м  Т е р н е р а .  При использовании членов с высшими сте
пенями он называется обобщенным способом Тернера [10].

Возможны и другие варианты определения связи между 
идеальными и измеренными координатами. Например, суще
ствует способ определения координат ИСЗ по измерениям 
координат трех опорных звезд и ИСЗ, причем опорные звезды 
подбираются так, чтобы объект (ИСЗ) находился примерно 
в центре тяжести треугольника, образованного звездами [11].

В этом способе вычисляются коэффициенты Di(i=  1, 2, 3), 
по измеренным координатам звезд и объекта (х\У\ ,  х%у2, Хзуз,  
х 0уо ) -  Пользуясь этими коэффициентами и имея идеальные 
координаты опорных звезд ль можно вычислить идеальные 
координаты ИСЗ по формулам:

£ _ D \%1 -Ь D2I2 "Ь§0_  -------------.

„  +  D2II2 +  0 3ri3Г,0_  -------------,

£>1 =  (Х2 — Х0) (У з— Уо) —  (У2— Уо) (Хз —  Хо)-,

А  =  (*з—*о) (У1— Уо) — (Уз— Уо) (*i— *о);
(11.7)

D 3 =  ( x i — x 0) (г/2— У о)— (г/i —  г/о) {х2— х 0)\

D  =  (х2— х г) (у3— ух)— (х3— Ху) (г/а— Уд-
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Описанный вариант является частным случаем более об
щего метода, применяющегося в фотографической астрометрии 
и основанного на измерениях координат более чем трех звезд
[П ] .

Если в измеренных координатах отсутствуют нелинейные 
искажения, то связь между идеальными и измеренными коор
динатами выражается дробно-линейной зависимостью:

g _ а11< Ч~ а12У Ч~ а13 . _  а 21х ~Ь а12У Ч <*23 (11
а 31х  +  ° 3 2 У  +  1 O s iX  - г  а 32У ~ Г  1

Уравнения погрешностей в этом случае имеют вид:

vl =  й,цХ +  а12у ~т а13—а3\Х%—а32у \  — I ,
v =  а21х  +  а22у +  а23—а31х ц —а32ух\— т].

Здесь неизвестными являются коэффициенты a,-ft(i=l, 2, 3; 
k = \ ,  2, 3). На использовании этих зависимостей основан спо
соб Дейча [19].

Рассмотренные методы математической обработки учиты
вают искажения, связанные с построением изображения на ре
альном снимке с использованием принципа классической фото
графической астрометрии [20]. При этом используются ограни
ченные угловые поля изображения (менее 5°) с соответствующим 
ограничением длины следа спутника. Такой метод решения 
задачи носит название астрометрического. Определяемые 
коэффициенты при этом не имеют реального геометриче
ского смысла и определяются по методу наименьших квадра
тов для лучшей компенсации всех имеющихся систематических 
искажений. Преимуществом такого метода является надеж
ность получаемых результатов при ограниченном числе опор
ных звезд, не превышающем тридцати.

Существует и другой, так называемый ф о т о г р а м м е т 
р и ч е с к и й  метод решения задачи, основанный на использо
вании широкого поля изображения (20—30°) и обеспечиваю
щий достаточную жесткость геометрических построений. Прин
цип базируется на совместном определении элементов внеш
него и внутреннего ориентирования спутниковой камеры и па
раметров, учитывающих деформацию связки проектирующих 
лучей. В этом случае связь между идеальными и измеренными 
координатами выражается аналитическими зависимостями, па
раметры которых имеют геометрический смысл. Таким образом, 
в фотограмметрических методах определяются элементы внеш
него ориентирования: A, D — координаты оптического центра, 
х — угол между осями т) и х  (разворот снимка) и элементы 
внутреннего ориентирования: положение оптического центра 
снимка в системе измеренных координат, фокусное расстояние 
камеры, коэффициенты дисторсии и коэффициенты, учитыва
ющие различие масштабов измеренных и идеальных коорди- 
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нат. Это требует наблюдений порядка 100 опорных звезд на 
снимке.

Системы уравнений связи хорошо обусловлены, благодаря 
большому количеству избыточных измерений. Неизвестные эле
менты внешнего и внутреннего ориентирования вплоть до коэф
фициентов шестого порядка определяются вполне надежно.

§ 12. ВЫ ЧИСЛЕНИЕ ТОПОЦЕНТРИЧЕСКОГО  
Н А П РА ВЛ ЕН И Я  НА ИСЗ

После получения фотоматериала в готовом для использования 
виде выбирают на снимке опорные звезды. Для этого необхо
димо установить соответствие изображений звезд на снимке 
действительным звездам, координаты которых даются в ката
логе. Определение такого соответствия называется о т о ж д е 
с т в л е н и е м  з в е з д .  Оно осуществляется либо визуально 
с помощью звездных атласов, либо на ЭВМ с применением спе
циальных алгоритмов сравнения координат звезд, записанных 
в память ЭВМ, и прямоугольных координат изображений звезд, 
полученных из измерений.

После отождествления опорных звезд на координатно-изме- 
рительной машине измеряют координаты их изображений и 
координаты точек следа спутника.

Для получения направления на ИСЗ с высокой точностью 
необходимо на снимке иметь изображения достаточного коли
чества звезд, координаты которых известны. К сожалению, фун
даментальные звездные каталоги, характеризующиеся высокой 
точностью, включают явно недостаточное число звезд для ре
шения поставленной задачи. Например, каталог FK-4 — наибо
лее точный в настоящее время содержит 1535 звезд. В прак
тике фотографических наблюдений пользуются каталогами, со
держащими значительно большее число звезд, однако их ко
ординаты уступают по точности координатам фундаментальных 
каталогов.

В 1966 г. Смитсонианская астрофизическая обсерватория 
(SAO) выпустила звездный каталог для фотографических спут
никовых наблюдений, содержащий 258 997 звезд обоих полу
шарий. Координаты звезд этого каталога даны в системе FK-4 
на эпоху 1950 г. Средняя систематическая ошибка каталога 
SAO составляет 0,5", для отдельных зон систематическая 
■ошибка может достигать 2,5". Для сравнения можно отметить, 
что систематическая ошибка каталога FK-4 оценивается в 0,1". 
Главным достоинством каталога SAO является большое число 
звезд (не менее четырех звезд на каждый квадратный градус).

Прежде чем пользоваться экваториальными координатами 
звезд для вычисления идеальных координат, необходимо их 
привести в соответствие измеренным плоским координатам 
на снимке. Для получения координат, соответствующих их вза
имному положению на небесной сфере в момент наблюдений,
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необходимо в экваториальных координатах звезд, приведенных 
на момент наблюдений, учесть рефракцию и годичную аберра
цию. Поправку за рефракцию в зенитные расстояния звезд Аг  
вычисляют по формулам, известным из сферической астроно
мии, учитывая второй член разложения. Составляющие реф
ракции по прямому восхождению и склонению имеют вид:

Аа =  Az sec б sin q,
A6 =  Azcosq,

где q — параллактический угол светила.
Для исключения влияния рефракции в направление на ИСЗ 

поправку следует вводить со знаком, противоположным знаку 
поправки, введенной в координаты звезд. Необходимо отме
тить, что рефракция иначе действует на положение спутника, 
который в отличие от звезд находится на конечном и сравни
тельно небольшом расстоянии. По этой причине рефракцион
ная поправка в зенитное расстояние ИСЗ состоит из двух ча
стей: поправки за астрономическую рефракцию Яй и поправки 
за рефракционный параллакс ДR.

Действие рефракции на зенитное расстояние ИСЗ показано 
на рис. 22. Здесь О — точка стояния наблюдателя, Os" —  на
правление на ИСЗ и звезду, искаженное влиянием рефракции; 
Os' — направление на ту же звезду, свободное от влияния реф
ракции; Os — направление на спутник, тогда поправка в зенит
ное расстояние спутника будет

R s = R a — A R -
Можно отметить, что рефракционный параллакс AR  зави

сит от изменения показателя преломления воздуха с высотой. 
Действительно, зависимость п от высоты ведет к изменению 
вида рефракционной кривой и, следовательно, к изменению I 
и AR.

Если принять закон изменения показателя преломления 
с высотой в виде п— 1 = klaH, где k = n0—1; п0 — показатель пре
ломления в точке наблюдения; а — эмпирически определяемый 
коэффициент; Я — высота ИСЗ, то формула для вычисления 
рефракционного параллакса имеет следующий вид [20]:

AR  =  435,0" tg £ sec £,CPCt, (12.1)

где СР= 1+0,0013125 (Р— 760); Ct= 1—0,0037/ — поправочные 
коэффициенты, учитывающие отклонение действительного сос
тояния атмосферы в точке наблюдения (давления Р и темпе
ратуры /) от нормального (Ро =  760 мм рт. ст. / =  0°С).

При учете аберрации необходимо отметить следующее. По
скольку ИСЗ движется совместно с Землей, направления на 
ИСЗ не искажаются годичной аберрацией, следовательно, ко
ординаты ИСЗ, вычисленные с видимыми координатами звезд, 
есть истинные координаты, искаженные влиянием рефракции. 
74



Движение ИСЗ относительно наблюдателя учитывается вве
дением поправки либо в момент наблюдений, либо в коорди
наты. Направление, соответствующее положению изображения 
И СЗ на снимке, отнесено к моменту фотографирования ми
нус. т, где т — время прохождения световой волны от спутника 
до станции (аберрационное время). Таким образом, для полу
чения направления, соответствующего положениям спутника и 
станции в один момент, следует в по
лученное на снимке направление вве
сти поправку, равную смещению спут
ника по координатам а  и 6 за аберра
ционное время т:

Аа =  ат;
Л8 = Ьх. (12.2)

Скорости спутника по а  и 6 легко 
получить по фотографическому снимку, 
на котором имеется хотя бы два изо
бражения спутника. Расстояние до 
И СЗ для вычисления т в момент фо
тографирования должно быть из
вестно.

Более удобно вместо введения по
правок ( 12.2 ) просто отнести направ
ление ИСЗ к моменту Т—т.

При наблюдении активных спутников момент вспышки при
нимается за момент наблюдения. При наблюдении пассивных 
И С З с регистрацией времени на станциях вычисление коорди
нат производится не на синхронный момент Тс, а на момент 
Тс + 'т=Те, а полученное направление относят к синхронному 
мом енту.

При обработке результатов фотографических наблюдений 
для каждого снимка определяется одно направление, соответ- 
ству ющее заранее принятому моменту. Для определения этого 
направления используют все измеренные положения ИСЗ на 
снимке. Для получения прямоугольных координат в требуемый 
момент Тс обычно применяют аппроксимацию измеренных ко
ординат полиномами третьей степени:

х i =  flo ~\~ й-iTi -f- a2Ti -f- a3T t-,
y i = b0 +  b1T i ± b 2T 2i + b3T l  (12.3)

И з решения системы (12.3) находят коэффициенты aj и bj 
(/ =  О, 1, 2, 3) и, подставив в (12.3) вместо Т момент Те, опреде

ляю т координаты Хе ,  Уе-

Рис. 22. Влияние рефрак
ции на зенитное расстояние 
ИСЗ
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Т Е Л Е В И З И О Н Н Ы Й  М Е Т О Д  Н А Б Л Ю Д Е Н И Я

§ 13. ВОЗМОЖНОСТИ ПР ИМЕНЕНИЯ ТЕЛЕВИЗИОННОЙ 
ТЕХНИКИ Д Л Я  НАБ ЛЮ ДЕ НИ Я  ИСЗ 
И КОСМИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ

Телевизионная техника применяется в астрономии сравни
тельно недавно, но благодаря своим возможностям получила 
большое распространение. К числу достоинств астрономических 
телевизионных систем следует отнести их высокую чувстви
тельность, определяемую в первую очередь квантовым выхо
дом фотокатода передающей трубки, который значительно пре
вышает квантовый выход фотографической эмульсии. При этом 
большие возможности автоматизации процесса наблюдения от
крываются с использованием методов непосредственной обра
ботки информации, содержащейся в видеосигнале, с помощью 
современной вычислительной техники. Телевизионный метод 
позволяет ввести автоматику как в процесс наблюдений, так и 
в обработку полученных данных. Высокая эффективность ис
пользования светового потока требует существенно более ко
ротких экспозиций, чем при фотографическом методе. Следует 
особо подчеркнуть, что на современном уровне развития науки 
и техники фиксировать перепад яркости в деталях оптического 
изображения в единицы процента позволяют лишь человече
ский глаз, телевидение и электронная фотография.

Комплекс телевизионного устройства включает: передаю
щую аппаратуру, с помощью которой оптическое изображение 
преобразуется в электрические сигналы, канал связи и прием
ную аппаратуру, задачей которой является преобразование 
электрических сигналов в оптическое изображение.

В передающей телевизионной трубке (например, суперор- 
тиконе) оптическое изображение преобразуется в электриче
ский сигнал, называемый видеосигналом, который характери
зует процесс поэлементного преобразования оптического изо
бражения в электрические сигналы (рис. 23). Иными словами, 
оптическое двухмерное изображение преобразуется во времен
ную последовательность электрических импульсов.

Наиболее широко используемый вид развертки оптического 
изображения — развертка по линиям равной длины, в совокуп
ности образующим прямоугольник или квадрат. Лин ии назы
ваются с т р о к а м и ,  а их совокупность — телевизионным р а с 
т р о м .

Телевизионным к а д р о м  называется однократная раз
вертка всех элементов оптического двухмерного изображения. 
Длительность развертки одного кадра th связана с кадровой 
частотой соотношением fh= 1 /^*; строчная частота есть вели
чина, обратная длительности разложения изображения по 
строке tc, т. е. fc= l / t c.
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Развертка спроектированного на фотокатод передающей 
трубки изображения управляется развертывающим устрой
ством с синхрогенератором.

Видеоусилитель передающей части усиливает видеосигнал 
до величины, необходимой для передачи по каналу связи. Ви
деоусилитель в приемной части фильтрует от помех видеосиг-

Р и с . 23. Блок-схема телевизионной системы

нал  и усиливает его. В приемной телевизионной трубке (кине
скопе) сигнал с помощью развертывающего устройства преоб
разуется в оптическое изображение на экране. Астрономиче
ские телевизионные системы, как правило, замкнутые, т. е. пе
редача видеосигнала в эфир отсутствует и осуществляется по 
кабелю. При этом развертывающее устройство для передающей 
и приемной частей аппаратуры может быть одно.

В соответствии с программой наблюдений видеосигнал мо
жно закодировать по амплитуде и времени с последующей об
работкой на ЭВМ. Накопление полученной информации в ЭВМ 
может длиться очень долго, что позволяет повысить точность 
регистрации положения слабых космических объектов.

В качестве недостатка телевизионного метода наблюдений 
сле_цует отметить ограниченные размеры фотокатодов, вслед
ствие чего телевизионный метод неприменим, когда требуется 
пол:учать информацию с большого участка неба с хорошим уг
ловым разрешением. Высокое угловое разрешение в небольшом 
пол е можно достигнуть только соответствующим увеличением 
фокусного расстояния телескопа. К недостаткам телевизионной 
апп аратуры необходимо отнести наличие дисторсионных иска
жений. В некоторых передающих трубках дисторсионные 
ошибки могут составлять единицы и десятки процентов, осо
бенно на краю кадра. Однако эти ошибки можно сравнительно 
легко учесть.

Методика наблюдения ИСЗ различается для низких и вы
соких ИСЗ. К первой группе относят ИСЗ, которые находятся 
на высотах до 1500 км. Эти спутники имеют большую угловую 
скорость, их звездная величина лежит в пределах 0—9^. Дале
кие ИСЗ и космические объекты, расстояние до которых пре- 
выплает 1500 км, имеют небольшую угловую скорость, их види
мые величины лежат в пределах 10— 14т .
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При наблюдении низких ИСЗ применение телевизионной 
аппаратуры позволяет существенно (на 4—5т ) повысить про
ницающую способность оптической телевизионной системы по 
сравнению с фотографической и, следовательно, проводить 
наблюдения ИСЗ с более простой оптикой. Для поиска и обна
ружения спутника используют объективы с фокусным расстоя
нием 150—500 мм. Передающая телевизионная камера уста
навливается на параллактической или азимутальной монти
ровке. Поиск и обнаружение объекта производятся визуально 
или автоматически при обработке сигнала на ЭВМ. Д л я  реги
страции времени наблюдения в состав аппаратуры вводится 
дополнительное импульсное устройство, синхронизированное 
кадровыми синхроимпульсами, управляющими работой печа
тающего хронографа. Получение измеримых изображений ИСЗ 
достигается применением затвора. Учет дисторсионны х иска
жений осуществляется с помощью калибровочной сетки. При 
необходимости получения координат ИСЗ с высокой точностью 
используют две параллельные системы на одной монтировке. 
Широкоугольная камера служит для опознавания объекта, 
а определение координат осуществляется камерой с б-олыиим 
фокусным расстоянием. Возможно объединение системы камер 
в единую «веерную» сборку, где соседние участки контролиру
ются отдельными камерами.

Особенностью наблюдений далеких ИСЗ является примене
ние телескопов с большой проницающей способностью. Раз
меры поля зрения ограничиваются входным фотокатодом и со
ставляют десятки минут. Визуальный контроль дает возмож
ность увеличивать проницающую способность уменьшением 
видимой скорости перемещения ИСЗ по экрану движением 
телескопа.

§ 14. АП П АРАТУРА, М ЕТОДИКА Н АБЛЮ ДЕНИЙ  
И ОБРАБО ТКИ  РЕЗУЛЬТАТО В

Применение телевизионного метода наблюдений позволяет 
создать полностью автоматизированную наблюдательную си
стему для определения координат ИСЗ. Поскольку телевизион
ная система является высокоскоростным датчиком информа
ции, которую несет видеосигнал, требуется согласовани е скоро
сти поступления информации со скоростью ее ввода в ЭВМ. 
Как правило, при автоматической обработке приходится опус
кать часть поступающей информации.

Наиболее важной является информация о положении объ
екта в растре и об изменении положения во времени. Коорди
наты объекта преобразуются во временные интервалы на ос
нове интервалов, задаваемых строчными и кадровыми синхро
импульсами.

Блок ввода информации, служащий для согласования ра
боты телевизионной системы и ЭВМ, включает кодирующее 
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устройство и устройство для ввода дополнительных данных 
(момента наблюдений, координат области неба и т. д.). Алго
ритмом обработки координатной информации предусмотрено: 
вычисление координат звезд по положению их изображения 
в растре, фиксация положения растра на небесной сфере, 
а также анализ информации для выявления положений объек
тов наблюдения и отбраковки шумовых выбросов.

Известно, что при телевизионной передаче по каналу связи 
необходимо кроме сигналов изображения передавать синхро
низирующие импульсы для синхронизации генераторов раз
вертки приемной трубки. Синхроимпульсы служат основой те
левизионного растра, и следовательно, их нужно использовать 
при построении координат внутри кадра. Для этого удобно 
воспользоваться прямоугольной системой координат с началом 
в верхнем левом углу растра (рис. 24).

Длительность каждой строчки в растре tc и число строк по
стоянны. Целесообразно координатам х н у  поставить в соот
ветствие временные интервалы tx и tv, получаемые с помощью 
следующих выражений:

Г dx
J v x (t)

ty — (k— + (14.1)

где vx (t) — скорость считывающего луча, являющаяся функ
цией времени, вследствие нелинейности развертки передающей 
трубки вдоль строки; k — номер строки, на которой находится 
изображение объекта.

В устройствах кодирования видеосигнала временные интер
валы, соответствующие х  и у, преобразуются в двоичный код. 
Строчный синхроимпульс поступает на вход счетчика коорди
наты у и меняет его состояние на единицу после начала каж 
дой строки. Появление импульса от объекта в видеосигнале от
крывает схему совпадений (схема И), после чего содержимое 
счетчика поступает в ЭВМ. В начале кадра кадровый синхро
импульс приводит счетчик в исходное состояние. На вход счет
чика координаты х подается текущая координата считываю
щего луча путем заполнения временных интервалов по каждой 
строке счетными импульсами стабильной частоты. В момент 
появления в видеосигнале импульса от объекта, поступающего 
на схему совпадения (И), текущая координата счетчика пере
дается в ЭВМ. Необходимо отметить, что начало временного 
аналога координат соответствует положению на временной оси 
задних фронтов строчных и кадровых гасящих импульсов 
(рис. 25). Схемы ввода в ЭВМ данных для определения коор
динат х, у  (рис. 26, 27) содержат счетчики, содержимое кото
рых поступает на ЭВМ через схему совпадений.
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Рис. 24. Система координат те
левизионного кадра

Рис. 25. Схематическое изображ ение видео
сигнала, строчного и кадрового синхроим 
пульсов:
/  — видеосигнал; 2 — кадровый синхроимпульс; 
3 — строчный синхроимпульс

Как отмечалось выше, наличие шумовых выбросов сигнала 
на строке следует учитывать при составлении логических схем 
и алгоритмов обработки информации.

В общих чертах телевизионная измерительная система функ
ционирует следующим образом. Телевизионное изображение, 
преобразованное в цифровую форму, вводится в ЭВМ синх
ронно с телевизионной разверткой. ЭВМ по мере накопления 
информации с заданного числа кадров выполняет ее обработку 
вплоть до получения координат астрономических объектов. 
Возможно также использование ЭВМ для управления всей 

системой, т. е. управления приводом телескопа, контроля ре
жимов работы узлов аппаратуры и др.

При кодировании и вводе информации в ЭВМ быстродей
ствие ЭВМ должно соответствовать скорости развертки теле
визионного растра. При этом для каждого объекта на строке

Сигнал в ЭВМ
Сигнал в ЭВМ

Рис. 26. Схема ввода данных для Рис. 27. Схема ввода данны х для  
определения координаты у  определения координаты х
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требуется отдельный счетчик, что ограничивает возможное 
число приходящихся на одну строку разложения объектов на
блюдения. Работа счетчиков управляется специальным элект
ронным коммутатором. Координаты середины сигнала от объ
екта на видеоимпульсе получаются с помощью счетчика, уп
равляемого передним и задним фронтами полезного сигнала, 
в результате чего показания счетчика соответствуют удвоен
ному расстоянию от центра сигнала до начала строки.

Геометрические искажения изображений, возникающие 
в оптике телевизионной аппаратуры, могут привести к большим 
ошибкам в координатах. Исключение этих искажений осуще
ствляется калибровочными измерениями с применением эта
лонных решеток. Заранее калиброванная 100-точечная решетка 
проецируется на фотокатод телевизионной трубки. Координаты 
узлов решетки заранее закладываются в память машины. Из
меренные координаты их изображений на экране определяются 
на ЭВМ, что позволяет рассчитать коэффициенты аппроксими
рующих полиномов и оценить точность результатов. Необхо
димо отметить в этой связи, что благодаря малому полю зре
ния телевизионной системы (обычно 30—10') в кадре бывает 
недостаточное количество опорных звезд, что делает невозмож
ным применение способа Тернера в его традиционном виде.

При аппроксимации искажений полиномами в обработке 
участвуют: хр, у Р — координаты изображений узлов решетки, 
измеренные телевизионной системой и искаженные ошибками 
измерений и геометрическими ошибками системы; £', г)'— из
меренные прямоугольные координаты; | ,  г] — идеальные прямо
угольные координаты, вычисляемые по измеренным для данной 
телевизионной системы.

Обычно координаты нормируются так, что их значения ле
жат в пределах [0, 1]. Редуцирование координат Xij, уц  в r),-j 
выполняется с помощью полиномов до 3, 5, 7 степеней, содер
жащих соответственно 10, 21, 36 неизвестных коэффициентов 
k, подлежащих определению. Например, для 6 =  21 имеем:

1ц =  а0 -I - а^хц + а2уц . . . +  а19хцу*,- +  а20у5ц,

После нахождения коэффициентов а и b эти зависимости 
можно использовать для редукции дисторсионных искажений 
любых измерений х, у в пределах массивов хр, у р. Ошибки оп
ределяются по невязкам уравнений (14.2):

Цц = Ь0 +  Ь1хц-\-Ь2у ц +  . . . + Ь 19хцу4ц +  Ь20у5ц, (14.2)
i = l ,  , 10; / =  1, . . . , 10.
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В качестве примера результатов уравнительных вычислений 
ниже приведены ошибки, которые характеризуют результаты 
калибровочных измерений телевизионной системы с телескопом 
АЗТ-8 (диаметр главного зеркала 0,7 м, фокусное расстояние
11,0 м, поле зрения 10X10'):

k Ч (Jt| а
3 7,61" 5,62" 6,69'

10 0,92 2,19 1,66
21 0 ,65 0,62 0,63
36 0 ,56 0,42 0,50

Измерение координат квазистационарных ИСЗ на этом теле
скопе в режиме часового ведения характеризуется точностью 
аж= 2 ,0" (измерения вдоль строки); ау= 1,2" (измерения попе
рек строки).

При обработке телевизионной информации алгоритмы про
цесса обнаружения и измерения координат строятся по прин
ципу распознавания образов в соответствии с классификацией 
совокупностей возможных положений небесных тел. Каждый 
класс описывается на языке словаря отдельных признаков. Кри
терии оценки меры близости с заданным классом связаны с н а 
хождением отношения правдоподобия

Л =  P(YIS) /P  (Y10),

где P ( Y I S ) — вероятность получения данной реализации (ре
зультата измерения) при условии, что полезный сигнал в ней 
присутствует; P ( Y I O ) — вероятность получения данной реали
зации при отсутствии полезного сигнала.

Алгоритмы выделения полезной информации могут синтези
роваться как для одного кадра (однокадровая фильтрация), так 
и сразу по нескольким кадрам (многокадровая фильтрация).

Координаты изображения объекта от строки к строке и от 
кадра к кадру считаются совпадающими, если разность между 
ними не превосходит наперед заданного значения. Синтез алго
ритма селекции (распознавания) подвижных объектов основан 
на использовании характеристик смещения положения центра 
изображения подвижного объекта относительно неподвижных 
объектов, получившихся на соседних кадрах.

Отождествление звезд выполняется также автоматически 
с применением корреляционных критериев распознавания об
разов. Допустим, что положения звезд в каталоге описываются 
функцией:

т
ф ( £ ,  п ) =  1 6 ( ^ - 1 0 6 ( 1 1 - ^ 0 ,  (14.3)

-Loo
где 6 (х) =  0 (хфО); S S ( | ) d |= l ;

— эо

£2



■б ( л ) — дельта-функция, позволяющая формально представлять 
преобразование /(£)-»-/(X) как интегральное преобразование:

Ж1)6(*, l ) d l  =  f{xy,
V

!»■> л» — тангенциальные координаты звезды в каталоге; т — ко
личество звезд в каталоге.

Положение звезд в телевизионном кадре опишем формулой
П

F  О.  У ) = Т ,  l ex  ( x  —  Xj )  f Ey ( y  —  l j j ) ,
/=1

где x, у — текущие координаты точек кадра, приведенные к од
ному масштабу с | ,  rj; Xj, г/j, п — координаты и число звезд 
в кадре;

fBx (x— Xj) = - у  [sign (л:—х-, +  е*)—sign (х— Xj— ех)];

h y  (У— У!) =  - j -  [sign (У— УI +  еу)— sign ( y — y j  —  z y)Y,

Ну— максимальные ошибки в координатах х, у, вызванные 
ошибками масштабов, непараллельностью осей и ошибками из
мерения центров объектов по осям х, у.

[ 0 л: < 0
sign (л:) = |  j х > о —еДиничная функция.

Взаимная корреляционная функция для Ф ( | ,  т|) и F(х, у) 
имеет вид

т й) == J J Ф (1 ,  T ] ) F ( | - ( - v ,  I) 1 - T v) d l d r \  =  
s

т п
=  Е  E f e x  (If + b  — Xj)-fey(r)i- Ту +  £/<); (14’4)1=1 /•=1

Tx =--X — h-, ry = y — rU-

Тх, Ту — смещение осей координат кадра относительно осей ка
талога; 5 — область интегрирования, совпадающая с выбран
ным участком кадра.

Алгоритм отождествления предусматривает нахождение двух 
значений хх, ху, соответствующих максимуму функции взаимной 
корреляции (14.4).

Расчет экваториальных координат объекта по его измерен
ным координатам и координатам отождествленных звезд выпол
няется известными в астрономии способами. Перед расчетом не
обходимо компенсировать дисторсионные искажения.
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§ 15. К ОМ Б ИН ИР О ВА НН ЫЕ  СИСТЕМЫ О П Р ЕД ЕЛ Е НИ Я  
К ОО РД И НА Т

Как уже отмечалось, развитие телевизионной техники позволила 
определять координаты наблюдаемых объектов в реальном мае 
штабе времени. Это стало возможным путем применения 
средств автоматизации в наблюдательной технике, позволяющих 
полнее реализовать возможности телевизионного метода. Иска
жения телевизионного растра и его малый размер затрудняют 
наблюдения. Поэтому часто используют телевизионный метод 
в комбинации с другими методами наблюдений.

При наблюдении дальних космических объектов применение 
телевизионной техники вызвано ее высокой проницающей спо
собностью. В качестве примера можно отметить, что фотогра
фирование объектов 13—16-й звездной величины возможно на 
50-сантиметровом телескопе с часовыми экспозициями. Высоко
чувствительная телевизионная система позволяет наблюдать 
такой объект визуально на экране. Очевидно, что при движении 
такого объекта на фоне звезд его фотографические наблюдения 
затруднены. Непосредственное применение телевизионной си
стемы для измерения координат невозможно, так как в поле 
зрения телевизионного кадра ввиду его малых размеров (10Х 
X 10') редко попадают опорные яркие звезды.

Для исключения этого недостатка использовалась следую
щая методика измерений. На телевизионном телескопе устанав
ливалась фотокамера с большим полем зрения, оптические оси 
камеры и телескопа устанавливались параллельно и их взаим
ное положение контролировалось. Привязка положения наблю
даемого объекта в поле зрения телевизионного телескопа к опор
ным звездам на астронегативе фотокамеры выполняется с по
мощью специальной марки, изображение которой проецируется 
на телевизионный экран и астронегатив. По измерениям аст
ронегатива можно определить экваториальные координаты 
изображения марки; измеряя взаимное положение марки и наб
людаемого объекта на телевизионном экране, получают коорди
наты космического объекта. Определение постоянных, характе
ризующих взаимное расположение осей камеры, телескопа и 
системы, передающей изображение марки, производится по ка
либровочным наблюдениям звезд. Опытные наблюдения пока
зали, что на 50-сантиметровом телескопе можно наблюдать объ
екты до 18-й звездной величины с ошибкой определения коор
динат 1—2" [19]. На рис. 28 изображена схема подобной уста
новки для наблюдения дальних космических объектов.

Очевидно, что данная методика наблюдений не предполагает 
оперативного определения координат космических объектов. 
Путем установки на телевизионном телескопе автоматического 
фотоэлектрического следящего устройства (АФСУ) устраняется 
этот недостаток рассмотренной системы (рис. 29). Угломерный 
комплекс, позволяющий решить задачу оперативного определе
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Рис. 28. Схема установки для на
блюдения дальних космических объ 
ектов: ^
J — телескоп; 2 — фотокамера; 3 — телеви
зионная система; 4 — телевизионный эк
ран; 5 — коллиматор; 6 — призма; 7 — 
блок обработки

Рис. 29. Схема установки для опера
тивного определения координат 
дальних космических объектов:
1 — телескоп; 2 — труба-гид; 3 — АФСУ; 
4 — оптическое сканирующее устройство 
(ОСУ); 5 — механизм управления ОСУ; 
6 — датчики положения; 7 — система реги
страции объекта; 8 — телевизионный эк
ран; 9 — система обработки информации; 
10 — устройство выдачи результатов

*  Звезда

ния координат, имеет поле зрения 3X3°, ограниченное допусти
мой величиной используемого оптического устройства сканиро
вания в АФСУ. В таком поле зрения всегда имеются звезды до 
6-й звездной величины. Методика измерений заключается в ре
гистрации космического объекта и опорной звезды раздельно те
левизионной камерой и системой АФСУ. При этом угол между 
ними (Да и Дб) измеряется автоматически с помощью датчиков, 
установленных на оптическом устройстве сканирования АФСУ. 
Погрешности, возникающие вследствие несоосности телескопа и 
АФСУ систематически определяются по наблюдениям звезд. 
Точность однократного измерения разностей экваториальных ко
ординат звезда — наблюдаемый объект составляет 2—3".

Известны и другие методы оперативного определения коор
динат объектов, например, с применением фотоэлектрических 
методов регистрации звезд и гидирования объекта. В заключе
ние необходимо отметить, что опыт применения описанных си
стем в основном ограничен наблюдением медленных объектов.
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П Р И М Е Н Е Н И Е  Л А З Е Р Н О Й  ТЕХНИ КИ  
Д Л Я  Н А Б Л Ю Д Е Н И Й  ИСЗ

§ 16. ОСОБЕННОСТИ И в о з м о ж н о с т и  
Л А З Е Р Н О - Д А Л Ь Н О М Е Р Н Ы Х  ИЗМЕРЕНИЙ

Лазерные наблюдения ИСЗ позволяют получать высокоточные 
расстояния пункт наблюдения — ИСЗ. Разработка и создание 
лазерных дальномеров и сопутствующей им аппаратуры были 
связаны с решением ряда физических и инженерных проблем. 
Например, генерирование мощных лазерных импульсов (сотни 
мегаватт) короткой длительности (несколько наносекунд) с ма
лой расходимостью пучка, создание системы регистрации вре
мени прохождения импульсом удвоенного расстояния пункт на
блюдения — ИСЗ с точностью 1—2 не и системы высокоточной 
привязки момента наблюдения к шкале единого времени.

В настоящее время созданы лазерные дальномеры, позво
ляющие измерять расстояния в тысячи километров с ошибкой 
от нескольких сантиметров до одного метра.

Большие трудности возникли при регистрации слабых отра
женных от ИСЗ сигналов и их фильтрации от помех.

В лазерных дальномерах, применяемых в космической геоде
зии, используется импульсный принцип измерения расстояния. 
Лазерный передатчик посылает в направлении ИСЗ световой 
импульс, который, отразившись от специальных отражателей, 
установленных на борту ИСЗ, возвращается обратно и фикси
руется приемником на станции. Измерение временного интер
вала между посылкой и приемом сигнала т позволяет вычис
лить расстояние до ИСЗ в средний момент между посылкой и 
приемом сигнала:

р =  ст, (16-1)

где с — скорость света.
На спутнике устанавливаются уголковые отражатели, пред

ставляющие собой трехгранные пирамиды, образованные сече
нием куба по диагональной плоскости. Отражатели изготавли
вают из сплошного куска кварца, специального стекла или по
лыми, состоящими из трех плоских зеркал. Отражательные 
грани могут быть зеркальными или работать на принципе пол
ного внутреннего отражения. Основное свойство уголковых от
ражателей заключается в отражении падающего излучения 
в направлении, противоположном направлению падающих 
лучей.

Максимальная измеряемая дальность R может быть полу
чена по формуле 
86

Г л а в а  6.



PrArasAsT* (16.2>

где W t — энергия излучения передатчика дальномера; Wr — ми
нимальная энергия, регистрируемая приемником; А г — площадь 
апертуры приемного устройства; рг — коэффициент передачи 
световой энергии в оптике приемного устройства; a s — коэффи
циент отражения отражателей на борту ИСЗ; Л д— площадь 
зоны отражения; Т — коэффициент передачи энергии в земной 
атмосфере; со* — угловая апертура луча лазерного дальномера; 
ws— угловая апертура отраженного луча.

Для повышения эффективности регистрации слабых отра
женных сигналов используются следующие средства: интерфе
ренционные фильтры, настроенные на частоту излучения пере
датчика и применяемые при наблюдениях в дневное время; 
фотоумножители, имеющие малые собственные шумы и позво
ляющие выполнять детектирование сигнала на уровне одного 
электрона; временные электронные затворы, открывающиеся на 
короткое время предполагаемого прихода отраженного сигнала 
(момент прихода сигнала рассчитывается по эфемеридным 
данным).

Точность определения расстояния лазерными дальномерами 
определяется: ошибками приема ослабленного и искаженного 
в атмосфере сигнала, которые зависят от энергии длительности 
импульса (с увеличением длительности и уменьшением энергии 
ошибки растут); разрешающей способностью и стабильностью 
счетчика, применяемого для измерения временного интервала т; 
нестабильностью запаздывания сигнала в аппаратуре; ошиб
ками учета влияния атмосферы на измеряемую дальность, ко
торая изменяет скорость прохождения световой волны и искрив
ляет путь следования лазерного импульса;

ошибками привязки результатов измерений дальности 
к шкале единого времени; неопределенностью положения угол
ковых отражателей относительно центра масс спутника и др.

В спутниковых лазерных дальномерах часто применяются 
оптические квантовые генераторы на рубиновых кристаллах, 
обеспечивающие генерацию мощных импульсов с длиной волны 
измерения А, =  0,6943 мкм. Длительность импульсов находится 
в пределах от десятков до единиц наносекунд, энергия импульса 
составляет несколько джоулей.

В последнее время имеются дальномеры с оптическими ге
нераторами на неодимовом стекле. Такие лазеры позволяют по
лучать более короткие импульсы, что повышает эффективность 
системы и устраняет проблему оптической прочности элементов 
за счет снижения энергии сигнала в импульсе.

Лазерный передатчик и приемник, оптические оси которых 
согласованы, наводятся на ИСЗ. Наведение на ИСЗ или непре
рывное слежение может выполняться автоматически или наблю
дателем. Очевидно, что точность наведения на ИСЗ имеет прин-
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ципиальное значение, поскольку позволяет уменьшить угол рас
ходимости лазерного луча и соответственно увеличить дальность 
действия и точность работы дальномера.

В момент посылки в направлении ИСЗ импульса «Старт» 
сигнал включает счетчик временного интервала т и обеспечи
вает привязку момента посылки к системе единого времени. Оп
тическая система приемника излучения подает на фотоумножи
тель сигнал, отраженный от установленных на борту ИСЗ отра
жателей. Электрический сигнал с выхода фотоумножителя после 
усиления и формирования подается на электронный счетчик вре
менного интервала т и останавливает его.

Для снижения вероятности остановки электронного счетчика 
случайными шумовыми импульсами вход электронного счетчика 
открывается только на малый временной интервал, соответ
ствующий времени прихода отраженного сигнала.

Разрешающая способность счетчиков составляет 1 —10 не, 
что соответствует разрешению по дальности 0,15— 1,5 м. Час
тота генерации импульсов передатчиками лежит в пределах 1 — 
30 Гц. При тщательном учете инструментальных постоянных, оп
ределяемых из регулярной калибровки дальномеров, уровень 
инструментальных ошибок не превосходит 20 см. В перспективе 
имеется возможность снизить их уровень до 5 см. Поправ
ка за влияние атмосферы имеет ошибку 0,10—0,15 м, что 
вызывается отклонением принятой модели атмосферы от дей
ствительной.

§ 17. Л А ЗЕ Р Н Ы Е  УСТАНОВКИ Д Л Я  Н АБЛЮ ДЕНИЙ ИСЗ

В рамках сотрудничества ученых социалистических стран по 
программе «Интеркосмос» (рис. 30) был создан передвижной л а 
зерный спутниковый дальномер.

Диаметр главного зеркала приемника системы Кассегрен — 
Мэнджинг 320 мм, диаметр объектива телескопа-гида 120 мм. 
Лазерный генератор на рубине с Х =  0,6943 мкм. Энергия на вы
ходе 1,5 Дж, мощность импульса на выходе 100 МВт. Длитель
ность импульса 10—2 не, частота повторения 1 Гц. Привязка 
к системе единого времени с точностью 2 мс. Расходимость ла 
зерного пучка на выходе может меняться от 3 мрад до 0,5 мрад. 
Часть передаваемого импульса детектируется и открывает «во
рота времени» 3 счетчика 5 для измерения временного интер
вала т.

Приемник состоит из телескопа / интерференционного филь
тра с полосой пропускания 2- 10~9 м и фотоумножителя 2. Сиг
нал с выхода фотоумножителя проходит через «ворота времени» 
3 и останавливает счетчик 5. Показания счетчика и хроног
рафа 7 записываются печатающим устройством 8. Разреше
ние электронного счетчика 2 не. Точность привязки времени 
электронного хронографа 100 мке, стабильность хода 10~9, ре
гистрация моментов автоматическая.
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Установка наведения четырехосная, работающая в полуавто
матическом режиме с ручной коррекцией в 3-й и 4-й осях. Кон
струкция прибора рассчитана на экспедиционные условия и поз
воляет перевозить дальномер на большие расстояния, сохраняя 
его в рабочем состоянии.

Лазерный дальномер «Интеркосмос» характеризуется сред
ней квадратической ошибкой наблюдения по внутренней сходи-

к т

Рис. 30. Принципиальная сх е 
ма спутникового дальномера  
«Интеркосмос»:
/  — телескоп с интерференциэн- 
ным фильтром; 2 — ф отоум нож и
тель; 3 — блок настройки «времен
ных ворот»; 4 — о с ц и л л о с к о п ; 5 — 
электронный счетчик; 6 — служ ба  
времени; 7 — хронограф; 8 — печа
таю щ ее устройство; 9 — блок пи
тания; 10 — блок дистанционного 
управления; 1 1 — газоразрядны е- 
лампы; 12 — система охлаж дения; 
13 — лазерный генератор

8

мости 1,5 м. При фотографическом анализе принятого сигнала 
точность может быть повышена. Реальная точность наблюдений 
лежит в пределах 0,6—2,0 м. Радиус действия дальномера 
3000 км.

В Потсдаме передатчик на рубине (энергия 1—2 Дж, дли
тельность импульса 15—25 не) установлен на камере SBG так„ 
что камера совместно с передатчиком попеременно использу
ется как лазерный дальномер и как фотографическая камера. 
В ЧССР разработан лазерный дальномер с радиусом действия 
10 000 км и точностью измерения расстояния 0,5 м. Он имеет 
приемное зеркало диаметром 630 мм, счетчик с разрешением 
1 не, фильтр с шириной полосы пропускания 10-10 м, лазерный
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передатчик на рубине, длительность импульса 15 не, расходи
мость пучка на выходе передатчика 0,5 мрад.

Лазерные дальномеры в настоящее время получили широкое 
распространение во всем мире. Основные характеристики лазер
ных локационных установок приведены в табл. 4.

В Годдардовском космическом центре США создана ла
зерно-локационная обсерватория, задачей которой является ис
следование проблем лазерной локации космических объектов и 
совершенствование аппаратуры и методов лазерной локации 
ИСЗ и Луны. На станции используется один телескоп для ги- 
дирования ИСЗ, приема и передачи сигнала, применяются фото
умножители с большим квантовым выходом и повышенным вре
менным разрешением, используются методы приема сверхсла
бых сигналов. В настоящее время достигнута точность 15 см 
с лазером на гранате с энергией импульса на два-три порядка 
меньше обычного уровня.

Т а б л и ц а  4. Лазерны е установки для наблюдений ИСЗ

Страна Н азнач ение
Энергия

импульса,
Д ж

Д ли тель
ность им

пульса, НС

Р асходи 
мость пучка, 

10—3 рад
Тип

м онтировки

Австралия Л уна 3 3 —7 3 Полярная
ВНР ИСЗ 1— 2 10— 15 3 Четырех

осная

ГДР » 1—2 1 5 - 2 5 1 То ж е
Нидерланды » 1— 2 4 3 А зимуталь

ная
Греция » 0,75 7 7 »

Италия » 1,0 5 3 »

Боливия » 1 15 3 Ч еты рех
осная

СССР » 1 15 3 »
СССР,
ФИАН

Л уна 2,5 10 2 П олярная

США, Кос
мический

ИСЗ 0,75 5 4 А зимуталь
ная

центр,
Годдард Л уна 0,75 5 4 То же

США, ИСЗ 0,75 5 4 »
НАСА
США,

Гавайский
Л уна 0,25—

0,35
0,75 1,5 »

университет
ФРГ ИСЗ 0,25

1
0,2 3 »

Финляндия » 20 3 Полярная
Япония » 0,4 2,5 5 Азимуталь

ная
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Для решения задач высшей геодезии и геодинамики перспек
тивным является использование результатов лазерной локации 
Луны. Впервые лазерная локация Луны осуществлена в 1963 г. 
учеными Физического института АН СССР и Крымской астро
физической обсерватории. Аппаратура для лазерной локации 
устанавливалась на телескопе с диаметром зеркала 2,6 м. Ру
биновый лазер излучал энергию в импульсе 3 Дж  длитель
ностью 20 не. Частота повторения импульсов '/з Гц. Расходи
мость пучка на выходе телескопа 5", полоса пропускания интер
ференционного фильтра 1• 10-9 м. Относительная стабильность 
стандарта частоты 5- 10~п. Точность измерения расстояния 1,2м. 
На Крымской астрофизической обсерватории ведутся регуляр
ные лазерно-локационные измерения расстояний до отражате
лей, установленных на Луноходе-I и Луноходе-П, лоцируются 
также американские отражатели Аполлон-11, Аполлон-14, Апол
лон-15. Большие перспективы имеет синхронное измерение рас-

Точность  
наведения, 

у г л . с

Д иам етр
приемного
телескопа,

м

С луж ба времени
У среднение

по
изм ерениям

Н аведение
м етод

точность.
мс

_ 1,5 Через ИСЗ 1 _
2 0,32 Визуаль

ное, полу
автомати

ческое

2 50— 100

— 0,32 То же Лоран-С 4 50— 100
20 0,5 — ТВ-канал 1 15—30

90 0,36 Визуаль
ное, ТВ- 
система

Лоран-С 10 30—50

15 0,5 Визуаль
ное

Лоран-С,
ТВ-канал

1 20

— 0,32 То же Лоран-3 2 10&

— 0,32 » ТВ-канал 2 100
— 2,6 » Лоран-С

ТВ-канал
2 60

5 3,2 » ТВ-каналы 5 5,30

5 3,2 » Лоран-С 5 5,3&
5

3

3,2

0,8

» ТВ-канал

Лоран-С

5

1

5,30

7

5 0,61 ЭВМ То же 1 5
20 0,63 _ » 2 100

0,5 » 5 15

9 1



стояний до лунных отражателей с двух станций на земной по
верхности.

Высокая точность измерений позволяет обнаружить состав
ляющие взаимного движения Земля — Луна, не учитываемые 
современными существующими теориями.

К задачам геодинамики, решение которых облегчается при
менением локационных наблюдений Луны, можно отнести изу
чение приливов, кручений и сдвигов в земной коре, вариаций 
скорости движения земной оси, неравномерностей движения по
люсов и др. Лазерная локация дает материал для исследования 
фигуры, собственного вращения и орбитального движения Луны. 
Первичная обработка выполненных наблюдений к настоящему 
времени уже позволила уточнить некоторые константы системы 
Земля — Луна.

Установки для лазерной локации Луны созданы также во 
Франции, США, Австралии и Японии. В настоящее время 
в США проектируются передвижные установки для локации 
Луны.

Лазерные дальномеры расширяют временные рамки наблю
дения ИСЗ. В настоящее время разработаны программы ис
пользования лазерных дальномеров для наблюдения спутников 
в дневное время.

Французский институт аэрокосмических исследований разра
ботал и экспериментально исследовал метод определения по
ложения ИСЗ с одной станции, основанный на определении 
расстояния лазерным дальномером, а направления — фотогра
фированием спутника в лучах мощного импульсного лазера. 
В комплекс аппаратуры, служащей для определения расстояния 
и направления, входит фотографическая камера. Ось камеры на
правляется в зону предполагаемого прохождения ИСЗ. Два ру
биновых лазера используются для измерения расстояния и под
светки ИСЗ. Лазер дальномера генерирует импульсы длитель
ностью 28 не с энергией в импульсе 1 Дж. Частота импульсов 
1 Гц. Расходимость излучения 1 мрад. Лазер подсветки излу
чает серию коротких импульсов длительностью 650 мкс с энер
гией в импульсе 30 Дж. Расходимость излучения 0,7 мрад.

Для слежения за ИСЗ служит телескоп (поле зрения 3°, уве
личение 23х , входной зрачок 125 мм). Телескоп дальномера по
строен по типу системы Кассегрена с входным зрачком 600 мм. 
Временная синхронизация осуществляется цезиевым задающим 
генератором.

Анализ результатов испытаний системы показал следующее. 
Получены измерения дальностей до 3200 км. Точность опреде
ления расстояния равна 1,2 м. Угловая точность измерения на
правления составляет 1,0" [11].
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Р А Д И О Т Е Х Н И Ч Е С К И Е  М Е Т О Д Ы  Н А Б Л Ю Д Е Н И Й

§ 18. РА Д И О Д А Л Ь Н О М Е Р Н Ы Е  Н АБЛ Ю ДЕН И Я ИСЗ

При измерении расстояний до ИСЗ возможно применение как 
временных, так и фазовых методов наблюдения.

Временные методы реализуются в импульсных системах из
мерения дальностей. В основе их лежит измерение времени про
хождения импульсным радиосигналом удвоенного расстояния 
ИСЗ —  станция наблюдения при работе системы в ретрансля
ционном и пассивном режимах. В беззапросном режиме на 
борту ИСЗ работает независимый генератор и измеряется время 
прохождения радиосигнала от ИСЗ до наземной станции. В этом 
случае на наземной станции должна иметься информация о мо
менте излучения импульса передатчиком ИСЗ.

Фазовый метод измерений также используется в дальномер- 
ных и  разностнодальномерных системах. Измеряемой величиной 
в этом случае является либо фазовый сдвиг, приобретенный сиг
налом на пути ИСЗ — пункт наблюдения, либо относительная 
фазовая задержка двух сигналов, прошедших расстояния раз
личной длины.

Рассмотрим реализацию фазового метода на примере геоде
зической системы SECOR (последовательное сопоставление 
далысостей). Система SECOR разработана для Инженерного 
корпуса армии США. Это запросная радиодальномерная си
стема . Наземные станции системы SECOR излучают радиочас- 
юты, модулированные по фазе. Приемопередатчик на ИСЗ 
ретра нслирует эти сигналы, изменяя несущую частоту. На на
земной станции измеряется разность фаз на частоте модуляции 
излуч аемого и принятого ретранслированного сигналов. По из
меренной разности фаз вычисляется расстояние.

Система имеет четыре наземные станции и спутник с прие
мопередатчиком. Три станции располагаются в пунктах, коор
динаты которых известны, четвертая — в определяемом пункте. 
Расстояния между ними могут достигать 4000 км. Работа си
стемы SECOR полностью автоматизирована. При появлении 
ИСЗ в зоне радиовидимости системы его приемопередатчик 
включается по сигналу одной из станций. Расстояние от каждой 
станции до ИСЗ измеряется последовательно с применением 
четырех модулирующих частот на несущей частоте 420,9 МГц, 
сигналы ретранслируются на несущих частотах 450 и 225 МГц. 
Работа на нескольких модулирующих частотах позволяет разре
шать неоднозначность в расстоянии. Применение двух раз
личных несущих частот необходимо для исключения влияния 
ионосферной рефракции.

Ра зность фаз и метки времени записываются на магнитной 
ленте. Последовательные измерения на четырех наземных стан
циях позволяют выполнять все наблюдения на одной несущей

Г л а в а  7.
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частоте, что упрощает бортовую аппаратуру ИСЗ и ведет к ис
ключению взаимных помех радиопередатчиков.

Время измерений разностей фаз до четырех станций состав
ляет около 50 мс. Наблюдения на станциях выполняются непре
рывно в течение всего времени нахождения ИСЗ в зоне радио
видимости. Поскольку циклы измерений повторяются с высокой 
частотой, всегда имеется возможность вычислить с инхронные 
дальности на выбранный момент.

Результаты наблюдений, фиксированные на магнитной 
ленте, обрабатываются на ЭВМ в вычислительном центре. В за
висимости от расположения станций наблюдения возможны раз
личные методы определения координат четвертой станции. Эти 
методы основываются как на чисто геометрических построе
ниях, так и на привлечении теории движения И С З . Система 
SECOR позволяет определять координаты с точностью 5—Юм.

§ 19. Д О П Л Е Р О В С К И Е  СИСТЕМЫ НАБЛЮ ДЕНИЯ ИСЗ

Среди радиотехнических методов наблюдений ИСЗ наиболее 
широко в настоящее время распространен метод, основанный на 
использовании эффекта Доплера. Он проявляется а  том, что 
принимаемая частота радиосигнала изменяется при движении 
источника сигнала относительно приемника (наблюдателя). Это 
изменение частот (сдвиг) называется доплеровской частотой.

Физическая сущность эффекта Доплера объясняется тем, что 
при движении источника излучения к приемному устр ойству ча
стота радиосигнала, принимаемая приемным устройством, 
больше частоты излучения источника вследствие набега фазы 
синусоидального сигнала, обусловленного перемещением источ
ника.

Таким образом, при сближении источника и приемника при
нятая частота будет больше, а при удалении источника от при
емника — меньше излучаемой частоты.

Точное соотношение между частотой передатчика на борту 
ИСЗ сои и принимаемой частотой шп имеет вид

“и л / 1 -(“Т
« , „ = ----- *------- (19.1)

1 +  - ^  
с

где vr = p — радиальная скорость перемещения передатчика; с— 
скорость света; со„ — частота излучения неподвижного борто
вого передатчика.

Обычно пользуются приближенной формулой для вычисле
ния доплеровской частоты:

А (Од - СОп СОц — (|)(| —  *
с
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Поскольку vr — проекция полной скорости движения ИСЗ v 
на топоцентрический радиус-вектор ИСЗ, то при постоянных сон 
и v изменение Асод определяется изменением косинуса угла 
между радиусом-вектором и вектором скорости ИСЗ. Если угол 
равен 90°, то доплеровская частота До)д=0, такое положение 
ИСЗ называется траверзным. График изменения доплеровской 
частоты в функции времени называется доплеровской кривой 
(рис. 31).

При технической реализации доплеровских методов измере
ния сводятся не к определению частоты <в„, поступающей на 
вход приемного устройства, а к определению разностей частот 
<■)„—сооп, где Шоп — частота опорного генератора, устанавливае
мого на станции наблюдения.

Возможны три варианта построения доплеровских систем на
блюдения ИСЗ.

П а с с и в н ы й  способ основан на использовании сигнала, 
излучаемого передатчиком наземной станции и отраженного от 
поверхности спутника. Достоинства данного способа: простота 
технической реализации и низкая стоимость ИСЗ. Недостатком 
является малая мощность полезного (принимаемого наземным 
приемником) сигнала и необходимость борьбы с взаимными по
мехами, возникающими при одновременных облучениях ИСЗ не
сколькими наземными станциями.

З а п р о с н ы е  или р е т р а н с л я ц и о н н н ы е  доплеровские 
системы включают, как и в первом случае, один наземный ге
нератор стабильной частоты. На борту ИСЗ устанавливают 
приемоответчик, который ретранслирует принятые сигналы на
земного генератора. Принятые на Земле ретранслированные 
сигналы используются для определения радиальной скорости.

Б е з з а п р о с н ы е  системы построены по принципу сравне
ния частот двух высокостабильных генераторов — бортового и 
наземного. Разность частот принимаемого сигнала и наземного 
опорного генератора зависит от разности частот двух генерато
ров и доплеровской частоты.

В настоящее время беззапросные системы являются основ
ными. В беззапросных системах предъявляются повышенные 
требования к стабильности генераторов, поскольку их неста
бильность вызывает дополнительную ошибку измерения допле
ровской частоты.

Практическое значение имеют два способа измерений в без- 
запросном варианте реализации доплеровского метода наблю
дений: дифференциальный и интегральный.

В дифференциальном способе (рис. 32), измеряют разность 
частот в течение всего времени нахождения ИСЗ в зоне радио
видимости пункта наблюдения.

Антенна радиоприемного устройства наземной станции при
нимает сигналы с частотой <ип. В смесителе частота озп смеши
вается с частотой опорного генератора, при этом на выходе сме
сителя выделяется сигнал с частотой биений
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Рис. 31. График изменения доплеров- 
ской частоты в функции времени

Рис. 32. Блок-схема установки для доп- 
леровских наблюдений дифференциаль
ным методом:

1 — радиоприемное устройство; !  — смеситель; 
3 — опорный генератор; 4  — измеритель час
тоты; 5 — часы; в — ЭВМ и регистратор

05ъект

К»б — —  (£>п ~Ь ® оп —  —  ® и —  ~Ь ® оп — ( • СОи СОоп) —  А СО д .

Частота (со0п—сои) называется частотой подставки, она при
нимается подбором Won, заведомо большей доплеровской час
тоты Д©д, для того, чтобы измеряемая Мб всегда была положи
тельной. Очевидно, что в момент траверза на входе смесителя 
появляется частота подставки.

В измерителе частоты определяется число периодов п сиг
нала (Об за некоторый временной интервал АТ:

(Об =
2 лп 
А Т

Если временной интервал АТ  невелик (0,5—3,0 с), то изме
нение ©б внутри него можно считать линейным, а полученное 
значение о)б относится к середине этого интервала.
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Д ля привязки результатов к системе единого времени на 
станциях имеются кварцевые или атомные часы. Результаты из
мерений подаются на ЭВМ и в блок регистрации, где произво
дится их запись на бумажную или магнитную ленту.

В интегральном способе наблюдений, который реализуется 
по той же схеме, что и дифференциальный (см. рис. 32), с той 
разницей, что измеритель частоты заменяют интегратором, вы
полняющим за некоторый временной интервал подсчет числа 
циклов частоты биений сое. Это позволяет определять разность 
расстояний станция наблюдений — ИСЗ за принятый временной 
интервал.

Например, в интегральном приемнике доплеровской системы 
Transit в качестве интегратора установлен счетчик периодов ча
стоты (об. Спутник системы Transit передает двухминутные 
метки времени, первая принятая метка выводит счетчик из ну
левого положения, после чего осуществляется счет периодов сиг
нала we. Любая последующая метка приводит к регистрации 
данных, зафиксированных счетчиком, при этом показания счет
чика не обнуляются.

Разность показаний счетчика в моменты приема соседних 
двухминутных меток есть интеграл частоты:

j  ^+i+A,i+i
Л /  f. j 4- i  =  — N t = -------  I (со 0 п —  (о и — A ( f > p ) d t  =2я

^+1+д*,-+1 <f+1+A<i+1
J (o0„dt---—- J ((0„ +  А(0д )dt, (19.2)

2я tt+ м. 2n

где A t — время прохождения радиосигнала от ИСЗ до станции 
набл юдения.

В силу равенства количества циклов, принятых станцией за 
время (fi+i +  A/z+i) — (ti—Atj) и излученных передатчиком ИСЗ 
за время ti+i—U, напишем:

<;+1+Д',.+1 ^+1
f ((ои +  Л(Од) dt = ----  J a>„dt. (19.3)

2 л  t i + A t i  2 л

После подстановки (19.3) в (19.2) и интегрирования, учи
тывая, что Ati =  pi/c, найдем:

Л ^ , +1 =  - ^ ( р , +1 - р < Ж ю о п - < о и)Д772л, (19.4)
2я с

где сооп—(Ои — частота подставки; A T —t u i —U—интервал между 
соседними метками; р,- — расстояние спутник — станция в мо
мент ti.

Частота подставки включается в число определяемых пара
метров. Ее можно считать постоянной за время одного прохож
дения ИСЗ.
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Результаты доплеровских наблюдений ИСЗ отягощены ошиб
ками приборного характера и влиянием атмосферы на прохож
дение радиоволн.

Приборные ошибки складываются из ошибок нестабильно
сти частоты бортового и наземного генераторов, ошибок дис
кретности счета числа периодов в счетчике при измерении ча
стоты, ошибок, вносимых шумами и помехами от внешних ис
точников и измерительной аппаратуры. Методикой наблюдений 
и обработки результатов достигается значительное уменьшение 
влияния приборных ошибок. Так, например, ошибка за  кратко
временную нестабильность частоты может быть исключена, если 
разность частот наземного и бортового генераторов считать не
известным параметром, подлежащим определению. Ошибка дис
кретности в измеряемой Дсод проявляется меньше, если увели
чивать интервал, в котором производится счет числа периодов 
колебаний, однако значительное увеличение этого интервала не
допустимо, поскольку изменение доплеровской частоты проис
ходит по нелинейному закону. Необходимо отметить, что изме
рения интегральными доплеровскими приемниками практически 
свободны от ошибок дискретности и осреднения частоты. Недо
статком интегральных систем является уменьшение числа изме
ренных интегралов частоты, вызываемое случайными переры
вами в приеме сигнала спутникового передатчика.

Влиянием релятивистского эффекта, вызывающего уменьше
ние частоты движущегося генератора, в существующих допле
ровских системах можно пренебречь.

Действие атмосферы проявляется в изменении скорости рас
пространения радиоволн в процессе прохождения их через ионо
сферу и тропосферу, а также в искривлении их траектории. Наи
большей является ошибка, вызванная влиянием ионосферы. 
Влияние ионосферы, как показали исследования [12], можно су
щественно снизить, если выполнять наблюдения на двух коге
рентных частотах. В основе этого метода, называемого методом 
двухчастотной коррекции, лежит частотная зависимость иска
жения ионосферой частоты принимаемого сигнала. В ИСЗ се
рии Transit используются две несущие частоты— 150 и  400 МГц. 
Наземная станция принимает частоты

0>400 =  соГ +  ДсоГ +  ; (19.5)

150 150 , А 150 , a  ( t)со = с о „  + Д с о д + —

Здесь (Ои50, cot00— круговая частота излучаемых спутником радио
сигналов; АсОд50, Дсод00 — доплеровские сдвиги частот; a(t)  — 
параметр, характеризующий состояние ионосферы в момент 
наблюдения.

Учитывая, что частоты излучения находятся в отношении %, 
напишем соотношение: •
98



Нетрудно видеть, что в разности ю400 — 3/8(о150 влияние ионо
сферной рефракции исключается:

(19.6)

Полученная частота, свободная от ионосферной составляю
щей, используется в дальнейшем для формирования частоты 
биений ©б. Практически полное исключение влияния ионосфер
ной рефракции достигается при передаче спутником трех коге
рентных частот.

Влияние тропосферной рефракции на частоту принимаемых 
сигналов максимально при наблюдениях ИСЗ вблизи горизонта 
и равно нулю, когда спутник в зените доплеровской станции 
наблюдения. В этой связи наблюдения ИСЗ выполняют на 
зенитных расстояниях не более 75°. Для исключения влияния 
тропосферной рефракции в рабочей зоне зенитных расстояний 
вычисляют поправку в измеренное значение частоты, пользуясь 
параметрами стандартной модели атмосферы. При этом для ис
правления измеренного числа периодов доплеровского сигнала 
пользуются формулой

где z\ и 22 — зенитные расстояния ИСЗ в моменты начала и 
конца мерного интервала.

В качестве примера практического воплощения доплеров
ского метода рассмотрим спутниковую навигационную систему 
Transit, разработанную в США. Она включает космический ком
плекс, состоящий из нескольких ИСЗ, которые параллельно ре
шают ряд научно-технических задач, и наземной службы. По 
результатам наблюдений на станциях слежения вычисляются 
элементы орбит ИСЗ с учетом возмущений на каждую четную 
минуту в единой временной шкале UTC.

Результаты вычислений, совместно с другой необходимой ин
формацией для организации наблюдений, передаются на стан
ции ввода информации. В спутниковой навигационной системе 
имеются две станции ввода информации. Дважды в сутки при 
прохождении спутника в зоне радиовидимости станции ввода 
информации производят ввод информации в запоминающее уст
ройство ИСЗ, который длится несколько секунд. Прежде зало
женная информация стирается. Для контроля правильности 
ввода информации имеется специальное устройство. Парал- 
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лельно с вводом орбитальных данных в бортовую память ИСЗ 
корректируется бортовая шкала времени. Четыре наземные 
станции слежения расположены на территории США. Их дан
ные используются для прогнозирования орбит, решения динами
ческих задач космической геодезии и изучения геопотенциала.

В настоящее время в составе системы Transit имеется пять 
навигационных ИСЗ. Спутники выведены на почти круговые ор
биты с большими полуосями порядка 7450 км, период обраще
ния ИСЗ равен 106,8 мин, наклон орбиты около 90°.

Передатчик ИСЗ излучает в течение двухминутных циклов 
сигналы на двух когерентных частотах: 149,988 и 399,968 МГц. 
Стабильность излучаемых частот не хуже 10-11 за время про
хождения ИСЗ зоны радиовидимости наблюдателя. Информа
ция, хранящаяся в бортовой памяти ИСЗ, для передачи потре
бителям представляется в двоичном ходе и излучается в эфир. 
Для повышения надежности передаваемой информации эфеме- 
ридные параметры ИСЗ передаются не только на текущий двух
минутный интервал, но и на три предыдущих и четыре после
дующих.

В настоящее время разработано большое число типов прие
моиндикаторной аппаратуры, предназначенной как для исполь
зования в геодезических работах на суше, так и для морской 
геодезии и морской навигации. По количеству принимаемых от 
ИСЗ частот приемоиндикаторную аппаратуру можно разделить 
на двухканальную и одноканальную. Двухканальные комплекты 
приемоиндикаторной аппаратуры применяются для решения гео
дезических задач, поисково-разведочных, гидрографических и 
т. д. Одноканальные комплекты оборудованы приемником, ра
ботающим на частоте 399,968 МГц, и предназначены для реше
ния навигационных задач.

Наиболее типичным комплектом аппаратуры для решения 
геодезических задач является доплеровский приемник Geoceiver 
(США). Аппаратура Geoceiver не требует специальной квали
фикации обслуживающего персонала, связь с объектом пол
ностью автоматизирована, доплеровский сдвиг частоты зано
сится в память специального устройства. Geoceiver спроектиро
ван для создания космической геодезической сети сгущения на 
территории США.

Точность определения координат пунктов характеризуется 
совместным влиянием рассмотренных источников погрешностей, 
а также ошибками синхронизации шкал времени. Средняя квад
ратическая погрешность определения координат пункта состав
ляет 5—6 м. Погрешность определения радиальной скорости 
равна 1—3 см/с.

§ 20. Р А Д И О И Н Т Е Р Ф Е Р Е Н Ц И О Н Н Ы Е  МЕТОДЫ Н А Б Л Ю Д Е Н И Й

Системы, реализующие радиоинтерференционные методы наб
людений ИСЗ, построены на использовании интерференции ра
диосигналов, излучаемых передатчиком ИСЗ и принимаемых ан-
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Объект

5 0  оии

Р ис. 33. Геометрическая интерпрета
ция соотношений измеряемой разно
сти фаз Дф и угла 0

Рис. 34. Графическое представление 
зависимости сигнала на выходе ин
терферометра от разности хода вол
нового фронта от ИСЗ до  двух ан
тенн

теннами наземных станций (рис. 33). Очевидно, в- случае при
ема излучения передатчика ИСЗ двумя антеннами разность фаз 
колебаний будет определяться разностью расстояний в момент 
приема от пунктов наблюдения до ИСЗ. Поскольку расстояния 
до ИСЗ значительно превышают удаление между приемными 
антеннами, сдвиг фаз, определяющий интенсивность сигнала, 
образованного в виде суммы принятых сигналов каждой антен
ной в отдельности, можно записать в виде (рис. 34)

фг—Ф1 —
2nd s in0 =  £dsin0 , (20.1)

где k — волновое число, т. е. скорость изменения фазы сигнала 
в направлении вектора скорости распространения волны; d — 
расстояние между приемными антеннами (базис интерферо
метра); 0 — угол между направлением на ИСЗ и плоскостью, 
нормальной к базису интерферометра (угол между поверх
ностью фронта волны и направлением базиса d).

Как известно, £ =  2яД=<й/с, где X — длина волны; со — угло
вая частота сигнала; с — скорость света.

Таким образом, на основании уравнения (20.1) можно сде
лать вывод, что измерение разности фаз фг—<pi позволит вычис
лить угол 0, характеризующий направление на ИСЗ в системе 
координат базиса интерферометра, т. е.

0 =  arcsin (ф2~ ф1)изм 
kd

(20 .2)

Здесь необходимо заметить, что формула (20.2) верна лишь 
в случае, если Д/=Дср/£ не превосходит длину волны радиопе
редатчика. Поскольку фазометр может измерять лишь разность
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фаз сигналов, соответствующих отличию АI от некоторого це
лого числа волн, укладывающихся по длине А/, необходимо 
иметь информацию о количестве длин волн, укладывающихся 
в А/, т. е. если 6l = Al—пХ, то требуется знать п. При этом пол
ная разность фаз двух сигналов равна

Число п можно определить, либо используя эфемеридные 
данные о положении ИСЗ в момент наблюдения, либо поль
зуясь наблюдениями на другом интерферометре с меньшей ба
зой и соответственно меньшим разрешением.

Поскольку разность фаз может быть измерена однозначно 
в пределах от 0 до ±  180°, зона однозначного определения угла
0 (ширина одного лепестка диаграммы направленности радио
интерферометра) определится подстановкой в (20.2) разности 
фаз, равной 2я:

Очевидно, что зона однозначного определения А0тах умень
шается с увеличением d и уменьшением X. Эти же соотношения 
сохраняются между ошибкой определения угла 0 и величинами 
d и X, что следует из дифференцирования выражения (2 0 .2 ):

60 =  —  • —  ■ -6'(ф2 ~ ф1) , (20.5)
2 л  d  cos 0

где 6 (ф2—<pi)— погрешность измерения разности фаз. Анали
зируя выражение (20.5), следует отметить также, что точность 
определения 0 зависит от ориентации базиса относительно ра
диуса-вектора ИСЗ. Наиболее точные результаты будут полу
чены при малых углах 0. Для получения направления радиуса- 
вектора ИСЗ, очевидно, надо иметь две угловые координаты, ко
торые можно определить, используя два базиса, ориентирован
ных под прямым углом друг к другу.

Очевидно, что направления, вычисленные по измерениям раз
ности фаз, относятся к системе координат радиоинтерферо
метра. Определение ориентировки базисов интерферометра и 
постоянных аппаратуры выполняется на основе дополнительных 
калибровочных данных.

Рассмотренный метод определения направлений на ИСЗ об
ладает всеми положительными свойствами радиотехнических 
способов наблюдений, однако он имеет низкую точность и тре
бует больших затрат.

Сущность изложенного радиоинтерференционного метода, 
построенного по классической схеме, позволяет глубже понять 
возможности радиоинтерферометрии со сверхдлинными базами.

Как было показано ранее, угловое разрешение интерферо
метра определяется отношением X/d. При увеличении базы по
грешности, определяющие точность работы интерферометра, 
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обусловлены нарушением фазовых соотношений сигналов в ли
ниях передачи сигналов от точки наблюдения до фазометра (см. 
рис. 33). Нестабильность электрической длины пути носит слу
чайный характер и разрушает интерференционную картину. Тем 
не менее, применение несколько иного подхода при постановке 
наблюдений и обработке информации, позволяет значительно 
повысить точность, используя для наблюдений большие базы,

Рис. 35. Принципиальная схема радио
интерферометра со сверхдлинной базой

сравнимые с диаметром Земли. Такие интерферометры назы
вают радиоинтерферометрами со сверхдлинными базами, гло
бально-базовыми интерферометрами или радиоинтерферомет
рами с независимыми гетеродинами, независимым приемом 
и г. д.

В 1965 г. был предложен радиоинтерферометр, база кото
рого может быть как угодно большой [5]. Для этого приемные 
пункты непосредственно не связывались между собой, однако на 
каждом пункте велся прием сигналов общего радиоисточника 
с записью их на магнитную ленту. На эту же ленту записыва
лись временные метки часов, синхронизированных с высокой 
точностью. После наблюдений магнитные ленты перевозятся на 
пункт обработки и обрабатываются на ЭВМ. Такая схема на
блюдений позволяет устранить передачу сигнала по линии связи 
и создать произвольно большую базу наблюдений.

Использование этого принципа стало возможно благодаря 
записи широкополосных сигналов на магнитную ленту, совер
шенствованию методов хранения времени и частоты, наличию 
быстродействующей электронно-вычислительной техники.

К вышеизложенному необходимо добавить следующее. По
лученные из наблюдений радиоисточника сигналы позволяют 
находить амплитуду, разность фаз, период радиоинтерференци- 
онного сигнала и временную задержку т. Амплитуда не несет 
информации о положении наблюдаемого источника, остальные 
параметры можно использовать для координатных измерений. 
Разность фазы используется для определения положения источ
ника в классических радиоинтерферометрах, но не может быть 
использована в интерферометрах со сверхдлинными базами 
вследствие недостаточной фазовой стабильности стандартов ча
стоты. Период радиоинтерференционного сигнала слабо зависит
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от направления на источник. Наиболее целесообразно использо
вать временную задержку х.

При наблюдениях на радиоинтерферометрах со сверхдлин- 
ными базами используются излучения точечных радиоисточни
ков. Если рассматривать радиоизлучение как функцию времени, 
то оно когерентно само себе только на интервале <Ат=1/Д/, 
где Д f — ширина полосы частот принимаемого излучения. В на
правлении распространения когерентность характеризуется от
резком А1ь = сАх, где с — скорость света.

На рис. 35 приведена схема радиоинтерферометра с базой D. 
Заштрихованные участки характеризуют области, внутри кото
рых сохраняется когерентность излучения радиоисточника. Оче
видно, что сигналы, принятые на концах базы, могут быть неко
герентными.

Для обеспечения когерентности сигналов необходимо запись 
одного из приемников сместить на величину х = В/с. Это дости
гается смещением магнитных лент при обработке. Очевидно, что 
т непосредственно зависит от направления на радиоисточник. 
При этом чем шире полоса сигнала, тем меньше интервал коге
рентности Дт и тем точнее можно измерить временную за 
держку, а значит, и направление на источник.

Оценка возможностей радиоинтерферометрии с большой ба
зой характеризуется погрешностями в определении координат 
радиоисточников та =  0,01 -=-0 ,001", т6 =  0 ,001".

При построении спутниковых геодезических сетей целесооб
разно включать в качестве хорды базу радиоинтерферометра, 
с помощью которого регистрируется радиоизлучение внегалак
тических объектов. Такие наблюдения позволяют уточнить ком
поненты векторов хорд, что повышает точность построения гео
дезических сетей.



Р а з д е л  3.
НЕ ВОЗМУ ЩЕННО Е Д В И Ж Е Н И Е  ИСЗ

Г л а в а  8 .
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  
Н Е В О З М У Щ Е Н Н О Г О  Д В И Ж Е Н И Я ,
ИХ И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е  И И С С Л Е Д О В А Н И Я

§ 2 1 . ВЫ ВО Д ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л Ь Н Ы Х  У РАВН ЕНИ И  
Н ЕВО ЗМ У Щ ЕН Н О ГО  ДВ И Ж Е Н И Я

Движение ИСЗ в околоземном пространстве определяется сле
дующими факторами: притяжением Земли, Луны, Солнца и 
других планет Солнечной системы, атмосферным торможе
нием, световым давлением, действием магнитного поля Земли 
и др. Из перечисленных факторов притяжение Земли является 
главным, определяющим, а все остальные имеют второстепен
ный характер. Поэтому при рассмотрении задачи о движении 
И СЗ в первом приближении действием вышеуказанных вто
ростепенных факторов пренебрегают.

Введем еще одно упрощение: будем полагать, что Земля 
имеет строго сферическую форму и равномерное распределение 
платности вещества. В этом случае поле притяжения Земли 
совпадает с полем притяжения материальной точки М, масса 
которой равна массе Земли.

В такой постановке движение ИСЗ строго подчиняется за
конам Кеплера, и его принято называть н е в о з м у щ е н н ы м  
или кеплеровым.

Зададим систему координат следующим образом: начало — 
в центре масс Земли М, ось Mz  — вдоль средней оси вращения 
Земли, ось Мх  — в направлении точки весеннего равноденствия, 
ось Му  дополняет систему до правой, плоскость хМу  лежит 
в плоскости среднего экватора (рис. 36, 37).

Вывод дифференциальных уравнений невозмущенного дви
жения упрощается, если принять во внимание, что масса спут
ника т в сравнении с массой Земли М пренебрежимо мала. 
В этом случае можно не учитывать ускорение Земли, вызывае
мое притяжением спутника.

Вывод с использованием законов ньютоновской механики. 
Н а основании второго закона Ньютона имеем

F =  тт, (21.1)

где г — ускорение ИСЗ; модуль силы F в соответствии с зако
ном всемирного тяготения будет
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Рис. 36. Взаимное расположение Рис. 37. Вектор интеграла площадей
Зем ля —  спутник в инерциальной си- в невозмущенном движ ении
стеме

|F |  =  f ~ ~ ,  (21 .2)

причем f — постоянная тяготения, а г — расстояние от спутника 
т до Земли М.

Выразим силу тяготения в векторной форме:

F =  —f JO™- . -L-. (21.3)
г2 г

Приравнивая правые части (21.1) и (21.3), получим диффе
ренциальное уравнение невозмущенного движения в векторной 
форме:

г = - - ^ г ,  (21.4)
г3

где ii = fМ.
Дифференциальные уравнения в проекции на оси координат 

имеют вид

'y= z — y,JL ,  z = — (21.5)
г3 г3 г3

Вывод на основании принципов лагранжевой механики. На
помним некоторые положения лагранжевой механики. Пусть 
q — обобщенные координаты, которые однозначно задают по
ложение механической системы в пространстве. Тогда вели
чины q =  -^~  называют о б о б щ е н н ы м и  с к о р о с т я : м и .  

dt ^
Разность кинетической и потенциальной энергий принято на

зывать ф у н к ц и е й  Л а г р а н ж а  или л а г р а н ж и а н о м  си
стемы, т. е. при U < О

L =  T + U ,  (21.6)

где Т — кинетическая, a U — потенциальная энергии системы. 
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Производную - ^ -  = F называют обобщенной силой, а про-
dq

dL -  -изводную — г- о б о б щ е н н ы м  и м п у л ь с о м .
dq

Интеграл

(21.7)

принято называть д е й с т в и е м .  Если движение системы осу
ществляется под условием s =  min, то говорят, что для данной 
системы выполняется принцип наименьшего действия — прин
цип Гамильтона.

Из вариационного исчисления известно, что в этом случае 
первая вариация функционала (21.7) должна равняться нулю, 
т. е.

рой член (21 .8 ) по частям, получаем общую форму уравнения 
движения — уравнение Лагранжа II рода:

Рассмотрим теперь кинетическую систему Земля — спутник 
при сделанных выше предположениях: x = q\, у=Цг, z=q%, 
a x  — q\, y = qz и z=qz. Кинетическая энергия ИСЗ равна

Составив лагранжиан L = T + U и подставив его в (21.9), на
ходим

Аналогично получаем и два других уравнения. Оконча
тельно имеем

(21 .8)

где 6q, dq — вариация координат и скоростей. Интегрируя вто-

(21.9)

т =  {х2 +У2 +  22) , (21. 10)

а потенциальная —

U = (21 . 11)
г

d ( х—  \тх) — u m ----------- =  — am —
d t дх г 3



§ 22. И Н ТЕГРИ РО ВАН И Е Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А ЛЬН Ы Х  
УРАВН ЕН И Й  Д В И Ж Е Н И Я

Интегрирование системы трех уравнений второго порядка дает 
следующее общее решение:

X =  x(t,  CiCzCs),

=  Ci,c2c3),
z = z(t, CiC2Cg), (22.1)
x =  x(t,  c1c2c3c4c6c6),
У = У{*, C^CgC^Ce),
z — Z (i, c&cac&ce),

где / — время, a ci, C2, . . Сб — произвольные постоянные, кото
рые определяются начальными условиями движения, т. е. х0, 
Уо, Zo, Хо, уо, z0 на момент to.

Интегрирование уравнений (21.4) или (21.5) производят 
методом разделения переменных, выполняя при этом некото
рые алгебраические преобразования.

Интегралы площадей. Умножим векторно уравнение (21.4) 
на г:

г X г = ------— (г X г) =  0 . (22 .2)
г®

Это уравнение тождественно следующему:

— — (г х  г) = 0 .  (22.3)dt

Таким образом, проинтегрировав (22.3), получим
г х г  =  с, (22.4)

где с — постоянная интегрирования. Это и есть искомый ин
теграл площадей в векторной форме. Запишем это векторное 
произведение в матричной форме:

/ '  * j
k ^

X У z — *ci Л~ jc2 +  kc3,

V х У z J
где С \ ,  С2 со— — компоненты вектора с, a i, j, k — единичные
векторы — орты соответствующих осей координат.

Раскрывая определитель матрицы и приравнивая выраже
ния при одинаковых ортах, получим три интеграла площадей 
в координатной форме:

yz—zy =  Ci, z x —xz =  c2, x y —ух — с3. (22.5)
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Из свойства векторного произведения вытекает, что мо
дуль  с равен площади параллелограмма со сторонами |г | и 
| г | , откуда следует название интеграла.

Интеграл энергии. Умножим дифференциальные уравнения 
невозмущенного движения (21.4), записанные в векторной 
форме, скалярно на 2г, получим

2r . r = - i t r .r.  (22.6) '
г3

Левая часть этого уравнения тождественна следующим вы
ражениям:

^ (У^ ( г У = 2 , ,  (22.7)
at a t

Вследствие того, что 
г г  =  г2,

продифференцировав, имеем тождество 
г г  = г - г .

Подставляя полученные выражения в (22.6), будем иметь

_А-(У2) = ---- %Lr. (22 .8)
d t г2

Правая часть (22.8) тождественна следующему выраже
нию: 2 |а ^ , что легко проверяется дифференцированием.
Подставив это выражение в правую часть (22.8) и проинтег
рировав, имеем

V* = ^ L  +  h, (22.9)
Г

где h  — постоянная интегрирования.
Величина V2 пропорциональна кинетической энергии сис

темны, а 2[х/г характеризует потенциальную энергию. Таким 
образом, V2—2|я/г=Л характеризует постоянство алгебраиче- 
ско й суммы кинетической и потенциальной энергий для данной 
сис темы.

Интегралы Лапласа. Умножим векторно дифференциальные 
уравнения невозмущенного движения (21.4) на вектор инте
грал а  площадей с:

г  х  с = ----- ^ ( г х с ) .
г®

В правой части заменим вектор с его выражением на осно
ван ии (22.4):

т  х  с +  —И- [г х  (г х  г)] =  0 .Г3
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Выполним замену векторного произведения скалярным на 
основании свойств произведений векторов:

а х  (Ь х  с) =  Ь (а с )— с ( а - Ь ) .

В результате получим

-£-[г-(г-г) —г-(г-г)] +  г Х с =  0 .Г3

Заменим г • г =  г2, г • г = г- г и сократим на г:

—  (г -г— г - г) +  г X с =  0./•2 4 У 1

Полученное выражение тождественно следующему: 

^ ( - f -  +  r x c )  =  °, (22.10)

что легко проверяется дифференцированием его по t, п ри этом 
следует иметь в виду, что вектор с от t не зависит.

Интегрируя (22.10), получим интеграл Лапласа в векторной 
форме:

- ц  — +  r x c  =  f, (22.11)
Г

где f — постоянная интегрирования.
Выражение (22 .10) можно записать иначе:

— у- (*• +  У) +  zk) +  (  х у z ''j =  fiS + /a j  + f s ^ -
\  Ci Ca c3 J

Раскрывая определитель и приравнивая выражения при 
равных ортах, получим

— -^-хЦ-Сзу— с2г =  /!,

---- — y +  ciz— c3x = f2, (22.12)Г

----- Z - j - C 2X  —  С \ У =  / 3 .

Таким образом, выражение (22.11) в векторной форме, 
а (22 .12) — в координатной дает три интеграла, которые назы
вают и н т е г р а л а м и  Л а п л а с а .

Итак, мы нашли семь первых интегралов уравнений невоз
мущенного движения — три интеграла площадей, тр и  интег
рала Лапласа и интеграл энергии.

Однако они не могут составить общее решение, т а к  как, 
во-первых, яе содержат явно времени; во-вторых, не являются
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независимыми. На зависимость интегралов Лапласа от инте
гралов площадей указывает то обстоятельство, что при выводе 
интегралов Лапласа использовались интегралы площадей.

Докажем зависимость интегралов площадей и Лапласа, 
умножив скалярно (22.4) на (22.11):

— (г х  r)-r  +  c-(r X с) =  f c .  (22.13)
г

Из свойства смешанного произведения 
( a x b ) -c  =  a b c  =  c-a-b =  ( c x a ) b

следует

(г x r ) - r  =  ( r x r ) - r  =  0 ,
(г х  с) • с =  — (с х  с) ■ г =  0.

Таким образом,
f c  =  0, (22.14)

что говорит об ортогональности этих двух векторов. Приведем 
еще одно соотношение, связывающее все семь постоянных ин
тегрирования:

/*=(!« + Ас*, (22.15)
которое можно получить, если умножить вектор интеграла 
Лапласа скалярно на этот же вектор и произвести некоторые 
преобразования.

§ 23. И ССЛЕДО ВАН И Е НЕВОЗМ УЩ ЕННОГО Д В И Ж Е Н И Я .
ЗА К О Н Ы  КЕПЛЕРА

Умножим интеграл площадей (22.4), заданный в векторной 
форме, на г:

г - ( г  х  г) =  г-с.
Используя свойство смешанного произведения, можно по

казать, что
г-(г х  г) =  —г-(г х  г) =  0 .
Тогда получим выражение
г с  =  0, , (23.1)

которое представляет собой уравнение плоскости. В коорди
натной форме оно имеет вид

CiX- \ - с % у CgZ = 0. (23.2)

Таким образом, невозмущенное движение осуществляется 
в плоскости, ортогональной вектору с, как это следует из (23.1).
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Умножим теперь скалярно на г вектор Лапласа (22.11), 
получим

— W с2 =  f хХ +  /гУ +  /з2- (23.3)

Это уравнение описывает поверхность, на которой нахо
дится спутник т во время движения. Но уравнение (23.3) опи
сывает поверхность второго порядка. Чтобы убедиться в этом, 
необходимо в левой части (23.3) г выразить в координатной 
форме и избавиться от радикала.

Рассмотрим плоскость, задаваемую вектором /, а именно
f-r =  d, (23.4)

где d — некоторая постоянная. Решив совместно уравнение 
поверхности (23.3) и плоскости (23.4), получим

\xr-c2—d, 

что приводит к уравнению окружности

x2 +  y2 +  z2 =  R 2 (23.5)

с радиусом R = ( c 2—d)l\i. Следовательно, (23.3) есть поверх
ность вращения вокруг оси, задаваемой вектором f, один из 
фокусов которой совпадает с началом координат. Это может 
быть эллипсоид, параболоид или гиперболоид вращения, а 
в вырожденном случае — цилиндр или конус. Очевидно, что 
решение системы

CiX +  сгу  +  с32 =  О,
fir — с2 -f- f ix  +  f%y -f-f 3z =  0 (23.6)

геометрически представляет собой сечение поверхности вра
щения плоскостью. В результате получается плоская кривая 
второго порядка.

Первый закон Кеплера. Невозмущенная орбита спутника 
есть плоская кривая второго порядка (окружность, эллипс, па
рабола, гипербола), в одном из фокусов которой находится 
притягивающее тело М.

Прямая, соединяющая фокусы, совпадает с направлением 
вектора Лапласа, а вектор площадей перпендикулярен к плос
кости орбиты (рис. 38).

Прямая, соединяющая фокусы, в астрономии получила на
звание л и н и я  а п с и д  по той причине, что она соединяет 
наиболее удаленную от притягивающего тела точку А — а п о 
ц е н т р  (для Земли — апогей) и ближайшую к притягиваю
щему телу точку П — п е р и ц е н т р  (или для Земли — пери
гей) .

Введем орбитальную систему £-Мг}£, жестко связанную 
с плоскостью орбиты и с ее основными точками (рис. 39).
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Рис. 38. Орбита И СЗ со взаимным 
расположением векторов г, с и f

Рис. 39. Связь систем координат  
\M x\t, и x M yz

Связь между системами xMyz  и |Мт]2; можно представить 
в матричном виде:

- 1 -
11 =

_  с J

cos(£х) 
cos (т|л:) 

. cos (£х)

cos (ly)
COS (Т1«/) 

COS (£*/)

COS ( lz)  
COS (Г)2)

X
У

_ 2
(23.7)

Так  как оси Mg и М£ направлены вдоль векторов f и с, то 
направляющие косинусы, выраженные через модули и компо
ненты этих векторов, получаются по формулам

cos (|д) =  /У/; cos (ly) =  f 2/f; cos (|г) =  / 3//; 
cos (£х) =  cjc\ cos (£г/) =  с2/с; cos (£2) =  с3/с. (23.8)

Направляющие косинусы для третьей оси Mr) можно найти 
следующим образом. Образуем векторное произведение fXc,  
которое дает третий вектор, совпадающий с осью Мц:

i j k -
f х с  = /1 h f ,

-  Cl c2 C3 -

Если нормировать этот вектор, то направляющие косинусы 
единичного вектора будут иметь вид:

/гсз — /зс2 . / „ , д  __ fs P  1 — f i c 3 .СО S (T]x) =  

COS (т]2) =  -

fc
f l C2 ---/2е!

COS (Til/)
fc

(23.9)

Обратная зависимость получается на основании (23.7) про
стой заменой систем и транспонированием матрицы направ
ляющих косинусов.

Запишем интегралы площадей в орбитальной системе ко
ординат:
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- V j ' к' -
Г X Г = 1 Л 0

. 1 Л 0
=  [i'-0  +  j'-0  +  k'.c],

где i', j7, к' — орты соответствующих осей орбитальной системы 
координат. Раскрывая определитель и приравнивая выражения 
при одинаковых ортах, получаем

|т| — |т! =  с. (23.10)
Введем посредством радиуса-вектора г и угла v полярную 

систему координат и выразим интеграл площадей (23.10) в по
лярной системе координат. Имеем

i  =  r cosy, t  =  r cosy— г sin v-v,
г) =  r sin v, т) =  г sin v +  г cos v -v. (23.11)

Подставив (23.11) в (23.10), получим интеграл площадей 
в полярной системе координат:

r2-v = c. (23.12)
Введем понятие секториальной скорости. Пусть положение 

ИСЗ за некоторый небольшой промежуток времени A t  измени
лось на угол Да (рис. 40). Тогда площадь, описанная радиусом- 
вектором ИСЗ, будет

Г2As т  — Av.
2

Переходя к бесконечно малому промежутку времени dt, мы 
имеем

s = J - A > .  (23.13)

Производная от площади по t получила название с е к т о 
р и а л ь н о й  с к о р о с т и .  Сравнивая (23.12) и (23.13), полу
чают

s =  с/2, (23.14)
что выражает в т о р о й  з а к о н  К е п л е р а  — в невозмущен
ном движении секториальная скорость спутника постоянна.

Уравнение орбиты в полярных координатах. Запишем урав
нение орбиты (23.6) в орбитальной системе координат:

£ =  0 ,
\ir— с2 +  Д  =  0. (23.15)
Перейдем к полярной системе координат. Подставив £ =  

=  r cos v в (23.15), получим следующее выражение:

r =  — !-li L _ _ .
1 +  (f / p)  cos v

114



Обозначив
с2/ц =  р\ fl\i =  е, (23.16)

окончательно имеем известное из аналитической геометрии 
уравнение кривой второго порядка в полярных координатах

(23.17)
1 +  е cos v 

где р — параметр кривой; е эксцентриситет.

Рис. 40. Геометрическая интерпрета
ция второго закона Кеплера

Параметр орбиты р можно выразить через большую полу
ось:

р =  а( 1—е2). (23.18)
Из аналитической геометрии известно, что при е — 0 кривая 

является окружностью, при 0 < е < 1 — эллипсом, при е = 1 — па
раболой, при е > 1 — гиперболой.

Рассмотрим, какие значения при этом принимают постоян
ные интегрирования f, с и Н. Для этого воспользуемся соотно
шением (22.15), которое с учетом (23.16) можно привести 
к виду

е2 — 1 =  к(с/ц)2, (23.19)

а интеграл энергии (22.9) представим следующим образом:
h — V2—2ц/г. (23.20)
В э л л и п т и ч е с к о м  движении 0 < е < 1 ,  и на основании 

(23.19) h < 0. А из интеграла энергии (23.20) следует
y 2< 2 ji/r.

Это означает, что кинетическая энергия движущегося спут
ника меньше его потенциальной энергии. В частном случае, 
когда е = 0, из (23.19) имеем

h = — iL/p. (23.21)

При круговом движении Го =  р. Учитывая это и подставляя 
(23.21) в интеграл энергии, получим

Vl =  |i/r0. (23.22)
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Если радиус сферической Земли принять равным 6370 км, 
а ц =  3,986- 105 км3/с2, то VK =  7,91 км/с.

В п а р а б о л и ч е с к о м  движении е = \ ,  поэтому h = 0 и, 
следовательно,

В параболическом движении кинетическая и потенциальная 
энергии спутника равны. Для Земли это произойдет при ско
рости спутника Уп= 11,2 км/с.

В теории движения ИСЗ и в астродинамике принято круго
вую скорость спутника называть п е р в о й  к о с м и ч е с к о й  
с к о р о с т ь ю ,  а параболическую — в т о р о й  к о с м и ч е с к о й  
с к о р о ст ь ю.

В г и п е р б о л и ч е с к о м  движении е> 1 и h > 0 и, следо
вательно,

Здесь определяющую роль играет кинетическая энергия 
спутника, она преобладает над потенциальной энергией.

Г л а в а  9.
Э Л Е М Е Н Т Ы  О РБИ ТЫ , ИХ С В Я З Ь  
С П О С Т О Я Н Н Ы М И  И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Я ,  
К О О Р Д И Н А Т А М И  И К О МП О Н Е Н ТА МИ  
С К О РО С Т И  ИСЗ

§ 24. ЭЛЕМ ЕН ТЫ  ОРБИТЫ  И ИХ СВЯ ЗЬ  
С ПОСТОЯННЫ М И И НТЕГРИРОВАН ИЯ

Положение орбиты в пространстве определяется во введенной 
ранее орбитальной системе координат. Как это следует из
(23.7), положение орбиты задается девятью направляющими 
косинусами, которые, в свою очередь, на основании (23.8) и
(23.9) выражаются через постоянные интегрирования с и f.

Из математики известно, что ортогональная матрица на
правляющих косинусов может быть выражена тремя углами 
Эйлера, которые являются линейно независимыми. Их принято 
называть углами прецессии, нутации и чистого вращения. В не
бесной механике эти углы имеют другие названия: долгота 
восходящего узла, наклон орбиты, аргумент перицентра соот
ветственно.

Рассмотрим системы координат xMyz, и орбиту спут
ника спроектированными на небесную сферу произвольного 
радиуса (рис. 41).

Линия пересечения плоскостей хМу  и £Мт] называется ли
нией узлов NN'. Причем, если движение спутника осуществля- 
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ется, как показано на рисунке, то 
точка N  — это восходящий узел, 
a N '  — нисходящий узел орбиты.
Угол xMN  имеет название долготы 
восходящего узла и обозначается 
буквой Q. Угол t,Mz обозначается 
буквой i и имеет название н а к л о н  
орбиты. Он же представлен и сфе
рическим углом YINy. Угол ПММ 
называют а р г у м е н т о м  п е р и 
ц е н т р а  и обозначают буквой со.

Выразим теперь направляющие 
косинусы через углы Q, со и i. При
меняя к сферическим треугольни
кам xN£, yNt, и zNt, теорему коси
нусов, получаем

сг =  дДхр sin i sin £2; Ca =  V W  sin 1 cos Ф  

Сз =  V w 3 cos *•
И з  треугольников xN%, yN% и z N \  следует: 

fx =  ^ie(cos со cosQ — sin со sinQ cos i);
/а =  це (cos co sin Q +  sin со cos Q cos i); 
fs =  [iesin co sin i,

а из треугольников xNr\, yNy\ и zNr\ (на рисунке не показаны) 

СаГз— c j 2 =  ц3/!е д/р (— sin со cos Q —cos со sin Q cos i); 

c / i — c j a— |a3,!e - \ j p (— sin co sin Q + c o s  cocos Q cos t); (24.3) 

Cjfi— Ci/2 =  (J.3/jC д/ p cos co sin i.

В формулах (24.1) — (24.3) с и f заменены на основании
(23.16).

Формулы (24.1) — (24.3) позволяют, с одной стороны, пред
ставить связь между орбитальной системой координат 
и системой х М уг  тремя углами Q, со и i, а с  другой стороны, 
выразить постоянные интегрирования сь Сг, сз, f\, f-г, /з через 
постоянные величины а, е, Q, i, со, которые принято называть 
элементами к е п л е р о в о й  о р б и т ы .  Таких произвольных 
постоянных должно быть шесть. В качестве шестой постоянной 
вводят обычно момент прохождения ИСЗ через перицентр т.

Элементы орбиты можно разделить на три группы, харак
теризующие:

1) положение орбиты в пространстве и ориентировку ли
нии апсид — С2, i, со;

2) размер и форму орбиты — а , е;
3) прохождение спутником перицентра т.
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Рис. 41. Элементы орбиты ИСЗ 
и их связь с постоянными ин
тегрирования



Элементы первой группы относятся к геометрическим и, как 
это следует из (24.1) — (24.3), связаны с направляющими ко
синусами векторов с и f. Элементы второй группы являются 
скалярными величинами и, согласно (23.16), связаны с моду
лями векторов с и f. Элемент третьей группы т связан с дина
микой движения ИСЗ по орбите, и его иногда называют д и н а 
м и ч е с к и м  элементом.

Помимо основных шести элементов Q, со, i, а, е и т приме
няют и другие. Так, вместо большой полуоси можно использо
вать параметр орбиты р, среднее движение ИСЗ п, период об
ращения ИСЗ Т. Вместо аргумента перицентра со можно исполь
зовать д о л г о т у  п е р и ц е н т р а :

3x  =  Q  +  c o ,

вместо т часто используют угол v в начальный момент о̂, кото
рый называют и с т и н н о й  а н о м а л и е й  в начальный момент 
vo. Можно такж е употреблять значение средней аномалии М 
в начальный момент to, которая определяется соотношением

М 0 — п (t0— т).

§ 25. ДИНАМИ ЧЕС КИЙ  ИНТЕГРАЛ.
ТРЕТИЙ ЗАКОН КЕПЛЕРА

Общее решение системы дифференциальных уравнений не
возмущенного движения мы не можем составить, так как полу
ченные интегралы не содержат времени в явном виде. Перей
дем к выводу последнего интеграла, который даст нам  в явном 
виде зависимость положения ИСЗ на орбите от времени t.

Подставим уравнение орбиты (23.17) в выражение инте
грала площадей (23.12) и, интегрируя, найдем

Вычисление интеграла в левой части (25.1) зависит от того, 
какое значение принимает эксцентриситет орбиты е.

Эллиптическое движение ( 0 < е < 1 ) .  Для вычисления инте
грала в этом случае введем новую переменную на основании 
тангенса половинного угла по формуле

V

р

dv (25.1)
(1 +  е cos у)2

о

(25.2)

Дифференцируя соотношение (25.2), находим

1 6  9 £ j p  ——  sec2 —  аЕ.
1 —  е 2

(25.3)
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С учетом того, что

sec2 =  1 +  t g2 =  1 + -  tg2 —г- > (25.4)
2, 2 1 — В £

из (25.3) найдем

d o =  л//1~ е2 dE- -  (25.5)
1 — е cos Е

Используя формулу косинуса половинного угла, получаем 

l + e c o s u = ----- —̂ --------  (25.6)
1 — е cos Е

Подставим (25.5) и (25.6) в формулу (25.1) и заменим р  
по формуле (23.18):

J  (1— ecos Е) dE =  —-3̂ — ( i— т),
о

откуда

Е — e s i n £ =  - ^ —(/—т). (25.7)
а и

Введем среднее движение и среднюю аномалию по форму
лам

л =  (25.8)

M  =  n ( t — т). (25.9)
Уравнение (25.7) с учетом (25.8) и (25.9) принимает окон

чательный вид:

E — e s i n E  =  M.  (25.10)

В небесной механике это уравнение получило название 
у р а в н е н и е  К е п л е р а .  Оно связывает вспомогательную 
переменную Е, среднюю аномалию М,  момент прохождения 
спутника через перицентр т и время /. Три перечисленных эле
мента М, Е, х и связанная с Е  посредством (24.5) истинная 
аномалия v относятся к группе динамических элементов. По
строим окружность радиусом, равным большой полуоси эл
липса орбиты а (рис. 42). Тогда угол HFitn есть истинная 
аномалия v. Опустим перпендикуляр из точки т. на ОП  и про
долж им его вверх до пересечения с окружностью в точке т'. 
Угол П О т '  есть эксцентрическая аномалия Е.

Из рисунка следует
аr2 =  F ^  +  mK?-, тК =  т ' К л / \ — е  

т ' К  = a s i n £ ;  F1K  =  a c o s E — ае,
и»



откуда
r =  a (  1 — ecos E).

Приравняем это выражение к правой части уравнения ор
биты (23.17) и выполним некоторые преобразования, в резуль
тате приходим к соотношению

Рис. 42. Связь динамических эле- Рис. 43. Элементы движения И СЗ по
ментов ИСЗ в эллиптическом дви- гиперболе
жении

которое совпадает с выражением (25.2), так что действительно 
угол т'ОП =  Е.

Согласно формуле (25.9) М возрастает прямо пропорцио
нально времени и определяет положение некоторого фиктив
ного спутника т", который движется равномерно по окруж 
ности радиуса а с периодом, равным реальному. Реальный 
спутник движется по эллипсу и в соответствии со вторым з а 
коном Кеплера имеет максимальную скорость в перицентре и 
минимальную в апоцентре. Отметим важное обстоятельство, 
вытекающее из формул (25.1) и (25.10): в перицентре и апо
центре углы М, Е и v совпадают и они равны соответственно
О и 180°.

Обратимся теперь к уравнению Кеплера. Положим, что 
спутник имеет период обращения Т. Тогда, как это следует из
(25.9) и (25.10), при полном обороте ИСЗ получим 360° =  п7’, 
откуда

п =  360°/7\ (25.11)
Следовательно, п есть средняя угловая скорость движу

щейся точки. В небесной механике ее и называют с р е д н и м  
д в и ж е н и е м .

Подставляя в формулу (25.11) вместо п выражение (25.8), 
после несложных преобразований получим

0 Е F. П

ГГ

t

7*2
а3

(25.12)

120



что отражает т р е т и й  з а к о н  К е п л е р а :  в эллиптическом 
невозмущенном движении отношение квадрата периода обра
щения ИСЗ к кубу его большой полуоси есть величина посто
янная.

Параболическое движение (е = 1 ) .  В этом случае, заменив 
в выражении (25.1) е на 1, приходим к табличному интегралу, 
который имеет вид

t g Y ~ l T tg3i r  =  n ( ' - T ) - (25-13)

Уравнение (25.13) подстановкой tg  (Ь/2) =лс приводится 
к полиному третьей степени вида

—  Xs— х =  п (  х — t), (25.14)

который имеет всего один вещественный корень в интервале 
[—°о, +оо].

Гиперболическое движение (е > 1 ) .  При помощи подста
новки

проинтегрируем (25.1) и получим уравнение, аналогичное урав
нению Кеплера, в котором роль эксцентрической аномалии иг
рает угол F (рис. 43):

e t g F —In tg +  45°^ =  д/(д, ( i—т)/ |а |3/2. (25.15)

В связи с тем, что, как это следует из соотношения а =  
=  р / (  1—е2),  большая полуось гиперболы есть величина отри
цательная, то в формуле (25.15) а берут по абсолютной вели
чине.

§ 26. О СН ОВ Н Ы Е ФОРМУЛЫ НЕВО ЗМ УЩ ЕН НО ГО  Д В И Ж Е Н И Я

При интегрировании, исследовании и установлении связи ме
жду элементами орбиты и постоянными интегрирования были 
получены первые интегралы дифференциальных уравнений не- 
возмущенного движения ИСЗ. Используя полученные формулы 
этих интегралов, составляют общее решение дифференциаль
ных уравнений невозмущенного движения.

Общее решение удобно иметь в виде координат и компо
нентов скорости ИСЗ, как это определено формулами (22.1). 
Обозначим направляющие косинусы радиус-вектора спутника 
г через а х, а у и a z и направляющие косинусы прямой, перпен
дикулярной к радиусу-вектору г и лежащей в плоскости ор
биты,—  через а х , a v' и а / .  Тогда можно записать:

х  =  гах\ у  =  ray\ z =  г а г. (26.1)
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Используя величину
ы =  со +  у, (26.2)

которую называют а р г у м е н т о м  ш и р о т ы ,  и основную 
теорему сферической тригонометрии, на основании рис. 44 по
лучим явные выражения для направляющих косинусов:

Рис. 44. Связь элементов орбиты с направляющими косинусами радиуса- 
вектора ИСЗ

<хх =  cos и cos Q — sin и sin Q cos i ;
a y =  cos и sin Q +  sin и cos Q cos i; (26.3)
a 2 =  s in u s in i .
Явные выражения для a*', а /  и а /  находят из дифферен

цирования (26.3) по и, а именно:

=  =  — s in u c o s Q — cos и sin Q cos i ;
du i

a y — | — 1v— =  — sin и sin £2 -f- cos и cos £2 cos i ; (26.4)
du

' d a , . .a z =  — — =  c o s u sm i .
du

Таким образом, с учетом выражений (23.17), (26.1) и
(26.3) имеем

х = -------- ------ (cos и cos Q— sin'u sin Q cos /);
l 1 +  e'cos v

у  = -------- ------ (cos"u sin Q +  sin и cos Q cos t); (26.5)
1 +  e cos v

z = -------- -------sin и sin i;
1 +  e cos v
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Дифференцируя (26.5) по  ̂ и заменяя г  из дифференциро- 
ва ния по t  уравнения орбиты, a v — из интеграла площадей, 
получаем выражение для компонентов скорости:

х =  [a*esinp-|-a*(l +  е cos f)];

у =  д  j  —  [ а уе sin и +  (1 +  ecosu)]; (26.6)

- г =  / \ J [ a 2esiny  -\-аг (1 +  ecosy)].

.Алгоритм вычисления координат спутника и компонентов 
скорости, если заданы элементы орбиты ИСЗ на некоторый 
мо\сент времени t, заключается в следующем.

I .  Вычисление средней аномалии М  по формуле
M4 =  n ( t — т). (26.7)
2 . Решение каким-либо способом (например способом ите- 

рацмй) уравнения Кеплера
ЕГ— esin Е =  М  (26.8)

и нахождение эксцентрической аномалии Е.
3. Определение радиуса-вектора г по формуле
r =  a (  1— ecos Е), (26.9)

а тактже значения истинной аномалии по формуле

(26Л0)
4. Определение координат и компонентов скорости по фор

мулам! (26.5) и (26.6).

Г л а в а  10.
О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Э Л Е М Е Н Т О В  О Р Б И Т Ы  
ИЗ Н А Б Л Ю Д Е Н И Й

§ 27. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  П РЕД В А РИ Т Е ЛЬН Ы Х  ЭЛЕМЕНТОВ 
О Р Б И Т Ы  ИСЗ ИЗ НАБЛЮ ДЕНИИ

Задача вычисления координат спутника и компонентов скоро
сти на некоторый момент времени t по заданным элементам 
орбиты Q, со, а, е, i, т в небесной механике решается в боль
шинстве случаев как часть общей задачи вычисления эфеме
риды И С З ,  под которой понимают таблицу значений видимых 
коордилат небесного тела на заданные моменты времени. 
В этом случае, кроме элементов орбиты Q, со, i, а, е, т и
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момента времени t, обычно задают еще и геодезические коор
динаты пункта земной поверхности X, Y, Z. Д ля  данного пункта 
на момент времени t вычисляют топоцентрические экватори
альные координаты а'  и 6' и топоцентрический радиус-вектор 
ИСЗ г'. Вычисление координат и компонентов скорости ИСЗ 
выполняют по формулам (26.5) — (26.10). Затем находят  топо
центрические прямоугольные координаты спутника:

топоцентрические экваториальные координаты и топоцентриче
ский радиус-вектор ИСЗ:

Приступим теперь к рассмотрению обратной зад ач и  — вы
числению элементов предварительной орбиты из наб людений.

При наблюдениях ИСЗ могут быть измерены следующие 
величины: топоцентрические направления на спутник а', 6'; 
топоцентрические расстояния до спутника г', одновременно на
правления и расстояния, т. е. г', а', б', скорости и ускорения 
ИСЗ в заданном направлении.

Следует иметь в виду, что так как формулы невозмущен
ного и возмущенного движения инварианты, то определения 
элементов невозмущенной и возмущенной орбит бу дут отли
чаться только учетом возмущений в последней.

Определение орбиты обычно разбивают на два этап а :  1) из 
совокупности всех наблюдений ИСЗ выбирают минимально 
необходимое число измерений и определяют так называемую 
п р е д в а р и т е л ь н у ю  орбиту; 2) уточняют элементы предва
рительной орбиты, используя всю совокупность наблюдений.

Рассмотрим подробно первый этап — определение предвари
тельной орбиты. Пусть а'и, bk { k = \ ,  0, 2) наблюденные топо
центрические экваториальные координаты ИСЗ на моменты 4- 
Наблюдения выполнены с пунктов земной поверхности с извест
ными геоцентрическими координатами в инерциальн:ой системе 
XkYkZk (k =  0, 1, 2). Полагают, что все координаты отнесены 
к некоторой единой стандартной эпохе инерциальной системы, 
а наблюдения исправлены за спутниковую рефракцию и абер
рацию.

Вычисления обычно производят в следующем порядке. Оп
ределяют топоцентрические расстояния ИСЗ гъ! (k — \, 0, 2) из 
следующих формул. На основании (23.2) в невюзмущенном 
движении должно выполняться равенство

Необходимым условием существования решения этой линей
ной однородной алгебраической системы являете я равенство
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х' =  х — X; у' =  у — У\ z' = 2—Z; (27.1)

(27.2)

Xkci  +  Уксг +  г*с3 =  0 . (27.3)



нулю  определителя системы. Разложим определитель системы 
по элементам первого, второго и третьего столбцов:

* i  (уг2— у&) =  0;
Ух (2глг2— лгг2) =  0; (27.4)
Zi(xy2— yx2) =  0.

Отметим, что выражение в круглых скобках можно з а 
писать:

у г 2— у 2г  =  2 [/-га] cos Jyz,
z \ ;2— xz2 =  2 [rr2\ cos Jxz, (27.5)
x y 2— yx2 =  2 [rr2] cos Jyx,

где  [ r r2] — площадь треугольника, составленного из геоцентри
ческих радиусов-векторов г2 и г; Jxz, Jyz и Jyx — углы между 
треугольниками и соответствующими осями, а выражения, 
стоящ ие в левых частях, есть проекции этих треугольников на 
соответствующие плоскости. В формулах (27.4) и (27.5) Хк, Ун, 
z h — геоцентрические координаты k-то положения спутника, 
а ^  —  соответствующие геоцентрические радиусы-векторы ИСЗ.

Подставляя (27.5) в (27.4), получим

Х]_ [rr2] +  х2 [ rs]  =  х  [ / у г ] ;

Ух [гг2] +  у 2 [гхг] =  у  [ггг2]; (27.6)
Zi [rr2]- \-z2 [гхг] =  z [ггг2].

Отношение площадей треугольников (рис. 45) в дальней
шем заменяют отношением площадей эллиптических секторов, 
при этом интервалы времени выбирают такими, чтобы пло
щ ади  треугольников как можно меньше отличались от площа
дей соответствующих эллиптических секторов.

Используя второй закон Кеплера и введя обозначения, 
им еем

А _  [ГЛа] _  h  —  t

[г\гг\ t2 — /i Л ;

В =  А 2. (27.7) 
lrirt] — h

Обозначим направляющие косинусы каждого из моментов:

trik =  cos bk cos o,k\ tik — cos 6ft sin ccfc; p*. =  sin 6*. (27.8)

Запиш ем  связь между топоцентрическими и геоцентриче
ским и координатами й>ч

x k = - r ’km'k +  X k\ Ук =  г'кп'к +  Ук\ Zk =  r'p'k +  Zk- (27.9)
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Принимая во внимание (27.7) — (27.9), систему (27.6) мо
жно представить в виде

ffiiAjr 1 -(- =  МоГо— -^о ~Ь AiXi  -)- Л2Х 2;

П\АХГ\ -)- щ А гГ2 =  ПоГо— Y 0 +  A i Y 1 A 2Y 2; (27.10)

P \ A i r i +  Р 2 А 2г2 == РоГо— Z 0 +  A r f i  -р A 2z 2 .

\
\

Рис. 45. Схема определения ор- Рис. 46. Связь элементов о р б и т ы  ИСЗ 
биты ИСЗ с использованием пло- с прямым восхождением и склонением 
щадей треугольников и эллипти
ческих секторов

Из (27.10) исключают г0' и находят в первом приближении 
г\ и /У для моментов t\ и tz. Для дальнейших вычислений вы
бирают такие два уравнения, у которых определитель левых 
частей максимален.

Д алее по формулам (27.1) вычисляют в первом приближ е
нии геоцентрические координаты х и у и z\ и дг2, г/2» z 2 и при
ближенные сферические экваториальные координаты И С З:

tga* =  - ^ ;  tg бА =  —  (27.11)
у 4  +  у1

rk — л / %k +  у \  +  ?k ,
где k = \ ,  2.

Из решения прямоугольного сферического треугольника 
N S S '  (рис. 46) находят

t g ( « i - a ) -  , (2712)
tg  б2 — tg Oi cos (a 2 — aj)

tg f =  tg cosec ( a ,— Q) =  - tg 62 ~ tg 61 cos (" 2 ~  ai) ■. (27.13)
cos («! — Q) sin ( a 2 — a i )
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Кроме того, имеем 

cos Uk =  cos 6fe cos (a* — Й). (27.14)

Вычисляют в первом приближении фокальный параметр р. 
Гауссом введено понятие отношения ri площади эллиптического 
сектора к площади соответствующего треугольника. В нашем 
случае

^  =  (27.15)
/Va sin (и2 — Ui)

Если разность t2—1\ достаточно мала, то можно принять 
11 =  1. В противном случае необходимо т] вычислить независимо 
из решения специальной системы уравнений Гаусса:

г]3— гf  =  mE  (я);
Jt =  mr]-2— I, (27.16)

где

* =  Sin2 .f o ~ .f r  • Е(х) =  ^ — sinVh— Ej)_ 
4 ’ —

s inJ
2

Ц (h — к)_____ . i 1 / _______ ri — r2т  = ---------^ ----------------- ; I =  —
COS8 (rfof1* COS — ----—  2 I 2 V V ! """ Ui Ul

Систему (27.16) решают методом последовательных при
ближений. В первом приближении достаточно использовать 
приближенную формулу:

т) =  1 + - ^ - / п ^ 1 — 1,1 — 1,2/J. (27.17)

Определив г), на основании (27.15) находят фокальный па
раметр

р  _ ~2 [/~ir2 sin (и2 — “ i)]2 (27 18)
l i t t - f i ) *

После этого приступают к вычислению второго приближе
ния. Находят два остальных отношения площадей эллиптиче
ских секторов к площадям треугольников. Зная эти отношения, 
вместо приближенных значений Ль Л2 (27.7) находят уточ
ненные значения отношений площадей треугольников А к В, 
которые подставляют в систему (27.10), и проводят все вычис
ления во втором приближении, начиная с (27.10) и кончая 
(27.18). Аналогично можно выполнить третье и последующие 
приближения. На практике обычно достаточно двух-трех при
ближений.
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На основании уравнения орбиты (23.16) находим истинные 
аномалии

вычисляют эксцентрическую аномалию Е. А при помощи урав
нения Кеплера

определяют момент прохождения ИСЗ через перицентр.
Найденные элементы относят к моменту t o = ( t i  +  t2) /2  и вы

числяют начальное значение средней аномалии М 0 на эпоху t 0

Если при наблюдениях ИСЗ измеряют и топоцентрические 
расстояния, так что на моменты t\ и t2 известны все компо
ненты топоцентрических векторов гь г2, то все вычисления н а 
чинают с формулы (27.11), что значительно сокращает объем 
вычислений предварительной орбиты.

§ 28. ПОНЯТИЕ О М ЕТОДЕ УТОЧНЕНИЯ О РБИ Т  ИСЗ

Метод уточнения орбит ИСЗ применяется не только для того, 
чтобы уточнить элементы предварительной орбиты, но такж е 
и для того, чтобы определять возможно более точные значения 
элементов возмущенной орбиты на различные моменты вре
мени. В настоящее время для уточнения первоначальной ор
биты наиболее распространенным является дифференциальный 
метод исправления элементов орбиты. Он особенно эффективен 
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—-----—  COS («2 — Hi) Р — Г 2

(27.19)
р — ?г——------ Sin (и2 — Hi)

Vi =  Vi -\- («2— иг), 
эксцентриситет орбиты 

„ ... р —п  р —т2 (27.20)
Г1 COS Ui r2 COS tl2

и аргумент перицентра 
со =  иг — 1>! =  u2— v2. 
Используя формулы

a — p!( 1 — e2); n =  д/fx / a !\ (27.21)
вычисляют большую полуось а и среднее движение п. 

На основании формулы

tg (27.22)

т =  tx------- {Ег— esin Ei) =  t2---------{Е2— esinfg) (27.23)
п п

M 0 =  n ( t 0— T). (27.24)



при использовании современной вычислительной техники, так 
как  позволяет привлекать совокупность больших массивов на
блюдений ИСЗ.

Пусть имеются п топоцентрических экваториальных наблю
дений ИСЗ на заданные моменты: а к ,  Ьк, th (&=1, 2, . . . ,  п).  
Кроме того, известны элементы предварительной орбиты 3 i  
( i = l , . . . ,  6), на момент времени ( t \ < t o < t n ) .  Пусть также 
на основании элементов предварительной орбиты по формулам 
вычислена эфемерида (26.5) — (27.2) и для каждого из мо
ментов 4  найдены топоцентрические экваториальные коорди
наты ИСЗ аь(в), 6ь(в).

Предположим, что по формулам теории возмущенного дви
жения для всех интервалов времени 4 —10 вычислены величины 
возмущений каждой координаты баи ,  66//, тогда

c x f r  =  a'k — ba'k\

в Г  =  в ; - 6 б ; .  (28.1)
В  этом случае разность наблюденных и вычисленных коор

динат ИСЗ является только функцией искомых поправок к эле
ментам предварительной орбиты. Представляя эту разницу 
в виде ряда и ограничиваясь линейными членами, получим 2п  
уравнений погрешностей:

а <°>'_с£>' =  Л а ; =  У - ^ Д Э , ;I
S = 1

6

дЭ$

б Г ' - б ! в)' =  as ; =  V  3 -  ДЭ„ (28.2)
<7 С/s

s= I
где Э — любой из шести элементов орбиты, а Д Э — искомые 
поправки к элементам орбиты. Производные по элементам, яв
ляющиеся коэффициентами в (28.2), могут быть вычислены 
следующим образом:

<3а' д а '  дх да '  ду
*)3S дх ' дЭ$ д у ’ дЭ s
<Э8' _ дб' дх  56 ' ду  36 ' dz оч
(ЭЭ5 ~  дх' дЭ, ду' ~ д э Г +  dz' 3 3 s

Следует иметь в виду, что в силу (27.1) получаем 
Э х' _  ду '  _  дг' =  1 (2 8  4 )
дх ду дг

Формулы для вычисления производных от топоцентрических 
экваториальных координат по топоцентрическим прямоугольным 
могут быть получены дифференцированием соотношений (27.2), 
для получения производных от геоцентрических координат по
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элементам орбиты необходимо выполнить дифференцирование 
выражений (26.5).

Можно учитывать возмущения позже, в процессе решения 
уравнений (28.2), не вычисляя (28.1). Тогда свободными чле
нами в этих уравнениях будут величины а* — о4в)’, б£в)’, 
а формулы для коэффициентов (28.3) следует домножить на
производные , где Э5 — возмущенные элементы, a 3 0S — 

дЭ os
невозмущенные. Эти производные получили название изохрон
ных и их находят дифференцированием формул, учитывающих 
возмущения. Если уточнение орбиты выполняется в процессе 
реализации орбитального метода космической геодезии, то ста
раются учитывать весь набор факторов, влияющих н а  движе
ние ИСЗ.

Уравнения (28.2) решают по методу наименьших квадратов 
и находят поправки АЭ3 к элементам предварительной орбиты. 
Элементы окончательной орбиты представляют в виде Эв =  
=  Э08 +  ДЭ8, где s =  1 , 2 , . . . ,  6.



Р а з д е л  4.
ВОЗМУЩЕННОЕ Д В И Ж Е Н И Е  ИСЗ

Г л а в а 11
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  
В О З М У Щ Е Н Н О Г О  Д В И Ж Е Н И Я  ИСЗ

§ 29 . ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Предположим, что кроме центральной силы на спутник дей
ствует некоторая дополнительная сила произвольного харак
тера. В этом случае движение спутника отличается от движения 
по законам Кеплера. Такое движение называется в о з м у 
щ е н н ы м ,  а орбита, по которой движется спутник,— в о з м у 
щ е н н о й  о р б и т о й .  Разности между одноименными пара
метрами, например элементами возмущенной и невозмущенной 
(кеплеровой) орбиты в один и тот же момент времени, назы
ваются в о з м у щ е н и я м и .

Дифференциальные уравнения возмущенного движения от
личаются от уравнений невозмущенного движения тем, что 
в правых частях вместо нулей стоят проекции ускорений, вы
зываемых возмущающей силой:

х  +  ц ~  =  wx\ 
г3

y  +  v-J$ r = wy> (29Л) 

z +  № —Г3

где w x, w y, w z — возмущающие ускорения. Такая форма урав
нений возмущенного движения следует из того, что ускоре
ния —  величины векторные, и их проекции должны склады
ваться. Уравнения возмущенного движения ни в конечной 
форме, ни в квадратурах обычно не интегрируются, за исклю
чением немногих частных случаев, в природе почти не встреча
ющихся. Поэтому для интегрирования уравнений (29.1) при
ходится применять различные приближенные методы.

Предположим, что уравнения (29.1) с той или иной степенью 
точности проинтегрированы каким-либо приближенным мето
дом. Это означает, что получены выражения, позволяющие 
вычислить возмущенные значения составляющих скорости спут
ника х, у, z  и возмущенные значения его геоцентрических коор
ди н ат  л:, у, z. Если через х„, у н, zH, хв, у а, z a обозначить невоз- 
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мущенные значения скоростей и координат, то для текущего 
момента времени можно написать:

х =  хн +  8х; у  =  у н +  б у\ г  =  2„ +  б г;
х =  х н+ 8х\ у  =  у а +  .8у\  z =  2„ +  6z. (29.2)

Здесь 6 л:, by, bz, 6х, б у, 6z —  возмущения составляющих скоро
сти и координат, представляющие собой очень сложные функ
ции времени и постоянных интегрирования. В отличие от не
возмущенного движения элементы кеплеровой орбиты посто
янными интегрирования здесь являться не могут, так как под 
действием возмущений они сами непрерывно меняются с те
чением времени. Обозначив через Э любой из элементов ор
биты, по аналогии с (29.2) можно написать:

Э =  Э0 +  6Э. (29.3)

Здесь Эо — невозмущенное (начальное) значение элемента ор
биты в принятый начальный момент времени t0; Э — возмущен
ное значение элемента в текущий момент t\ 6 Э — величина 
возмущения элемента за промежуток времени t— to-

Возмущения элементов орбиты бЭ — функции, меняющиеся 
с течением времени гораздо медленнее, нежели возмущенные 
координаты и составляющие скорости. Поэтому в ряде  случаев 
удобнее пользоваться возмущенными элементами орбиты. Для 
этого дифференциальные уравнения (29.1) методом вариации 
произвольных постоянных преобразуются к шести дифферен
циальным уравнениям первого порядка:

э i =  Эь  Э2, . . . , Э6), / =  1, 2, . . . , 6, (29.4)

определяющим изменения элементов орбиты под действием 
возмущающих сил. Интегрирование уравнений (29.4) каким- 
либо приближенным методом позволяет найти с той или иной 
степенью точности возмущенные элементы орбиты (29.3).

Таким образом, основной задачей теории возмущенного 
движения ИСЗ является возможно более точное определение ве
личин возмущений 8х, 6у, б г; бх, б у, б г  или 63j, / =  1, 2, . . . ,  6 
из интегрирования дифференциальных уравнений движения
(29.1) или (29.4) существующими приближенными методами.

Основные факторы, определяющие возмущения в движении 
спутников:

возмущающая часть внешнего гравитационного поля Земли 
(геопотенциал);

возмущающее действие Луны и Солнца;
световое давление;
возмущающее действие, вызванное деформациями уровен- 

ной поверхности геопотенциала, возникающими из-за  прилив
ного влияния Луны и Солнца;
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эффект переизлучения Землей солнечной радиации; 
возмущающее действие, возникающее вследствие прецес

сионно-нутационного поворота сфероидальной Земли в инер
циальной системе координат;

атмосферное торможение — для спутников, движущихся 
в верхних слоях атмосферы (на высотах до 2000 км).

Кроме указанных факторов на движение спутников дей
ствуют следующие: гравитационное влияние неравномерностей 
в распределении плотностей внутри атмосферы; электромаг
нитные возмущения, возникающие при пересечении спутником, 
несущим электростатический заряд, соответствующий электро
движущей силе не менее 100 В, силовых линий магнитного поля 
Земли. Эти два фактора малы и изучены пока недостаточно, 
поэтому их обычно не учитывают. Следует также упомянуть 
возмущающее действие, которое оказывают на движение ИСЗ 
эффекты общей теории относительности. В первую очередь эти 
эффекты приводят к дополнительному смещению перицентра 
орбиты. Это смещение крайне мало — несколько секунд дуги 
в год. При современной точности наблюдений и уровне раз
работки теории движения спутников эта величина выявлена 
быть не может и ее не учитывают.

Перечисленные возмущающие факторы определяют анали
тическую форму возмущающих ускорений wx, w v, w z, входящих 
в уравнения (29.1) или (29.4).

Последовательность операций для определения величин воз
мущений в движении ИСЗ заключается в следующем:

выбор системы переменных для описания возмущенного 
движения и выбор формы дифференциальных уравнений воз
мущенного движения;

представление правых частей уравнений возмущенного дви
жения в явном виде с учетом всех возмущающих факторов че
рез избранные переменные;

выбор метода интегрирования и выполнение операций ин
тегрирования— вычисление величин возмущений в избранных 
переменных.

Методы приближенного интегрирования делятся на два ос
новных класса: а н а л и т и ч е с к и е  и ч и с л е н н ы е .  Первые 
позволяют получить приближенные аналитические формулы, 
описывающие возмущенное движение ИСЗ, вторые— числовые 
значения возмущений в движении спутника на заданные мо
менты времени.

§ 30. АНА ЛИ ТИ ЧЕСКИ Е ОСНОВЫ ТЕОРИИ 
ВОЗМ УЩ ЕН Н О ГО  ДВИЖ ЕНИ Я

С начала напомним основные понятия аналитической механики. 
О б о б щ е н н ы е  к о о р д и н а т ы  qj, / =  1, 2 , . . . ,  п — независи
мые величины, однозначно определяющие положение механиче
ской системы в пространстве. Д л я  материальной точки в пря
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моугольной системе координат xyz,  в частности, можно поло
жить:

Ях =  х\ qt =  y; q3 =  z. (30.1)

О б о б щ е н н ы е  с к о р о с т и  ? — производные вида

Я = - ^ г .  (30-2)
at

где t  — независимая переменная, в частности время.
Ф у н к ц и я  Л а г р а н ж а  L или л а г р а н ж и а н  механи

ческой системы — разность ее кинетической Т и потенциальной 
U энергий. В астрономии имеют дело с потенциалом притяже
ния, которому приписывают знак минус. Поэтому указанную 
разность записывают в виде

L =  T — (— U) =  T +  U.  (30.3)

Производную от лагранжиана по обобщенной скорости

Р = ^ ~  (30.4)
dq

называют о б о б щ е н н ы м  и м п у л ь с о м .
Производная

F = —  (30.5)
dq

называется о б о б щ е н н о й  с и л о й .
Интеграл вида

и
5 = j L ( < 7, q, t ) d t  (30.6)

и

называется д е й с т в и е м .
Всякая механическая система с заданным лагранжианом L  

перемещается в пространстве из точки с координатами <71 (мо
мент t i) в точку с координатами q2 (момент t2) так, что дейст
вие S принимает экстремальное значение. Это так называемый 
принцип Гамильтона, представляющий собой основной принцип 
динамики.

Принцип Гамильтона позволяет получить наиболее общие 
дифференциальные уравнения движения, описывающие поведе
ние любых механических систем с заданным лагранжианом.

Эти уравнения называются уравнениями Л агранж а II рода. 
Они представляют собой следствие, вытекающее из условий 
реализации экстремума интеграла (30.6). С математической 
точки зрения выражение (30.6) представляет собой функцио
нал — величину, определяемую выбором функции, в данном 
случае — выбором лагранжиана.
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К ак известно из вариационного исчисления, необходимым 
условием для достижения функционалом экстремума при фик
сированных границах t\ и t% является равенство нулю его пер
вой вариации

определяемой следующим образом. Пусть б<7, b q — приращения 
координат и скоростей внутри интервала причем на
концах интервала

Линеаризуя подынтегральное выражение в первом интеграле
(30.9), с учетом условия (30.7) получим

Интегрируя второй член в (30.10) по частям с учетом (30.8), 
получим искомые уравнения Лагранжа II рода:

Д л я  упрощения записи мы использовали одномерное про
странство, характеризуемое одной координатой q. Вывод не 
изменится, если пользоваться пространством п измерений 
Яи <72, • • ■, Цп. Тогда, записывая уравнение вида (30.11) для к а ж 
дой из координат, получим систему уравнений Л агранжа II 
рода:

описывающих движение в n -мерном пространстве.
Получим уравнения движения материальной точки (спут

ника), движущейся под действием гравитационного поля с по
тенциалом U. За обобщенные координаты примем прямоуголь
ные геоцентрические координаты х, у, z, массу точки обозначим 
через т. Тогда кинетическая энергия ИСЗ будет равна

65  =  0, (30.7)

6<7i(*i) =  0 ; bq2 (t2) =  0 -, 

&7i(M =  0; bq2 (t2) =  0. 

Первая вариация равна

(30.8)

t.
b S  =  f L ( q  +  bq, q + b q ,  t ) d t  — $ L ( q ,  q, t ) d t . (30.9)

ti

(30.10)

(30.11)

(30.12)

(30.13)
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а лагранжиан примет вид

L =-!!1-(хг +  у* +  22) +  и^х,  у,  г). (30.14)

Подставляя (30.14) в уравнения (30.12), с учетом условий
(30.1) получим следующие уравнения движения:

Это общие уравнения движения материальной точки в поле 
с потенциалом U. Пусть на механическую систему кроме неко
торого потенциала U, входящего в лагранжиан, действует также 
и непотенциальная сила F (не являющаяся градиентом неко
торой скалярной функции). Примером такой силы может слу
жить какая-нибудь диссипативная сила, в частности, сила ат
мосферного торможения, действующая на спутник. Тогда урав
нения Л ангража II рода примут вид

где Fq или Fx, Fy, Fz — проекции непотенциальной силы на 
оси q или х, у, z.

Уравнения Лагранжа II рода в форме (30.12) или (30.16) 
являются основой так называемой л а г р а н ж е в о й  м е х а 
н и к и — теории движения механических систем, представляю
щей собой результат интегрирования этих уравнений.

Нетрудно, в частности, заметить, что уравнения Л агранж а
II рода обобщают второй закон Ньютона на случай произволь
ных механических систем. Из уравнений (30.12) или (30.16) 
на основании определений (30.4) и (30.5) следует, что обоб
щенная сила равна производной по времени от обобщенного 
импульса, в частности, массе, умноженной на обобщенное ус
корение.

Техника составления дифференциальных уравнений движе
ния ИСЗ на основе уравнений Лагранжа II рода заключается 
в следующем. Выбирают систему переменных и принимают их 
за обобщенные координаты. Составляют в этих переменных вы
ражения для кинетической энергии ИСЗ, потенциальной энер
гии системы Зем ля— спутник, а также, если это необходимо,— 
выражения для непотенциальных сил. Составляют выражение 
для лагранжиана и подставляют лагранжиан и непотенциаль
ные силы в уравнения (30.16). Пример применения этой техники 
был приведен при составлении уравнений движения (30.15).

диту =  —— ; mz 
ду дг

(30.15)

dL v

а уравнения движения спутника (30.15) — вид

(30.16)
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§ 31. КАНОНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ ГАМИЛЬТОНА

Ф у н к ц и е й  Г а м и л ь т о н а  Н  или г а м и л ь т о н и а н о м  
механической системы называется ее полная энергия — сумма 
кинетической и потенциальной энергий. Потенциалу притяже
ния в данном случае приписывается знак минус. Поэтому га
мильтониан Н  записывают так:

Уравнения Лагранжа II рода (30.12) (без непотенциальных 
сил) ,  каждое из которых — второго порядка, путем замены 
обобщенных скоростей q обобщенными импульсами р могут 
бы ть преобразованы в 2п уравнений первого порядка, имеющих 
более простую симметричную форму, нежели уравнения (30.12).

Лагранж иан L в данном случае преобразуется в гамильто
ниан Н. Запишем пока это преобразование так:

Оно основано на так называемом преобразовании Лежандра, 
которое заключается в следующем. Пусть дана некоторая функ
ция

с положительной второй производной. Такие функции называ
ются в ы п у к л ы м и .  Преобразованием Лежандра для функции
(31.3) называется новая функция cp(z) вида

и пр итом такая, что каждое значение ф соответствует значе
ниям x =  x ( z ) ,  для которых ф ( г ) = г - х —f (x)  имеет максимум по 
х. И з  условия экстремума функции ф(г) следует, что

с непрерывно меняющимся угловым коэффициентом z,  то 
в (31 .4) имеются в виду лишь такие значения х, для которых 
разности ординат у  между (31.3) и (31.6) максимальны. Но
вая переменная z  называется с о п р я ж е н н о й  со старой пе
ременной х.

Пусть теперь под х понимаются обобщенные скорости q, 
под 2  — обобщенные импульсы р, а под исходной функцией 
} ( х ) — лагранжиан L =  L(q,  q) ,  не содержащий времени t 
в явном виде (это наиболее характерный случай). Обобщен
ные координаты q рассматривают как параметры и никаким 
преобразованиям их не подвергают.

H  =  T — U. (31.1)

|<7, q \ - + [ q ,  р). (31.2)

У = f ( x ) (31.3)

Ф (г) =  Ф(г, x(z)) — z - x —f(x) (31.4)

(31.5)

Геометрически это означает, что если даны прямые
y  =  z-x (31.6)
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Тогда, выполняя над лагранжианом преобразование Ле
жандра вида (31.4), находим, что преобразование переменных
(31.2) дает следующий результат:

pq— L (q ,  q )  =  H (p ,  q). (31.7)

Так как выражения для полных дифференциалов от левой 
и правой частей (31.7) должны совпадать:

л и  дН , , дН ,dH  =  —■— dp +  — — dq; 
op dq

d (pq— L) — qdp-----(31.8)
dq

то на основании определения обобщенного импульса (30.4) за 
пишем

дН дН dL (31.9)
dp dq dq

Из уравнений Л агранжа II рода следует, что 

Р = - | ^ .  (31.10)
dq

Тогда вместо (31.9) окончательно получим

- дН р = ---- — . (31.11)
dp dq

Это и есть канонические, или гамильтоновы, уравнения дви
жения, соответствующие уравнениям Лагранжа II рода (30.11).

Установим, что функция Н  есть полная энергия системы. 
Найдем для этого полную производную по времени t от л а 
гранжиана, заменив на основании уравнений (30.11) лроизвод-

dL d. (  dL \ную -----  на -----( —— I :
dq dt \  dq )

dL d /  dL \  dL ■■ d /  dL ■ \  /01 io\

Отсюда следует, что:

~ t r O i t - L ) = 0 - (3113)

Интегрируя это выражение, найдем

q - ^ ---- L — const. (31.14)
dq

Сравнивая (31.14) и (31.7), на основании закона сохранения 
энергии для консервативной системы заключаем, что функция 
Н (р ,  q) есть полная энергия этой системы — гамильтониан.
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Как и в предыдущем параграфе, мы пока использовали од
номерное пространство. В пространстве п измерений преобра
зование  Лежандра (31.7) будет иметь вид

П
Z  Р/<7/—  £ ( f l i ,  <7ь =

/ = 1

=  Н (рь  . . . , рп; qu . . . , qn). (31.15)
Повторение перечисленных выкладок дает систему 2п ка 

нонических уравнений Гамильтона, аналогичных (31.11):

i]/ =  Р! = ---- / = 1 , 2 ,  . . . , п. (31.16)
др/ <5<7/

Сравнения для импульсов — уравнения, сопряженные с урав
нен иями для координат.

Составление дифференциальных уравнений движения ИСЗ 
на -основе канонических уравнений Гамильтона (31.16) анало
гично применению уравнений Лагранжа II рода; выбираем 
систему обобщенных координат q, составляем лагранжиан L,
находим обобщенные импульсы p — составляем гамиль-

dq
тоннан Н =  Н (р, q) и, наконец, подставляем q, р и Я  в уравне
ния вида (31.16).

В  частности, если q\ =  x, q2 =  y, qz =  z  — геоцентрические пря
моугольные координаты спутника с массой т, движущегося 
в потенциальном поле U, то применение перечисленных опера
ций дает следующий результат: уравнения для qj приводят 
к тождествам х = х ,  у  =  у, z = z ,  уравнения pj для импульсов 
прев-ращаются в уравнения движения вида (30.15).

Подчеркнем, что канонические уравнения движения могут 
быть, составлены лишь при отсутствии непотенциальных сил.

Предположим, что канонические уравнения ИСЗ вида 
(31.L 6) каким-либо способом проинтегрированы. Тогда полу
чим формулы, позволяющие предвычислять положения и со
ставляю щ ие скорости спутника в пространстве, характеризуе
мом 2п независимыми величинами: п обобщенными координа
тами q \ , . . . , q n и п обобщенными импульсами р [ , . . . , р п- Такое 
просхранство координат и импульсов называется ф а з о в ы м  
п р о с т р а н с т в о м .

Канонические уравнения Гамильтона являются основой так 
называемой г а м и л ь т о н о в о й  м е х а н и к и  — теории дви
ж ения механических систем в фазовом пространстве.

§ 3 2 .  УФ АВН ЕН ИЯ ВОЗМУЩЕННОГО Д В И Ж Е Н И Я  
ИСЗ R  КООРДИНАТАХ

В качестве исходных примем уравнения (30.15) и (30.17). Р а с 
смотрим уравнения (30.15). Пусть в этих уравнениях U — 
потенциал, описывающий внешнее гравитационное поле Земли;
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х, у, z — геоцентрические прямоугольные координаты ИСЗ 
в инерциальной системе. Запишем потенциал U  следующим об
разом:

fm M  m
U =  г Ф- +  6U,  (32.1)

где /  — гравитационная постоянная; vW® — масса Зем ли; г — 
геоцентрический радиус-вектор спутника с массой т\  первый 
член — потенциал материальной точки (или однородного шара) 
с массой М ф  на точку т; второй член бU примем з а  возму
щающий потенциал. Обозначим:

bU =  mR.  (32.2)
Так как

r =  ^ x 2 +  y 2 +  z2 , (32.3)
то, подставляя (32.1) в уравнения (30.15) с учетом обозначе
ния (32.2) и формулы (32.3), получим уравнения возмещенного 
движения в следующей форме:

■ , х dR ■■ у  dR . г dR
х +  р —г  =  - г "’ у +  р - Z+ Vих г3 ду г3 dz

(32.4)
где ц = / М ф — геоцентрическая гравитационная постоянная.

Дифференциальные уравнения (32.4) описывают возмущ ен
ное движение ИСЗ под действием потенциальных сил . Вели
чина R, входящая в правые части уравнений, называется в о з 
м у щ а ю щ е й  или п е р т у р б а ц и о н н о й  функцией. Таким 
образом, величины возмущающих ускорений w x, w y, w z — урав
нения (29.1) — при движении под действием лишь потенциаль
ного поля (в частности гравитационного) равны частиым про
изводным от возмущающей функции по координатам .

Если к потенциальным силам добавляется действие непо
тенциальных сил, то исходят из уравнений вида (30.1 "7). Тогда 
уравнения возмущенного движения записывают так:

I х dR  . 1 r-i ** у dR  - 1 р
x + , l — = i r + — F"  г'+ > ‘ — = — + —  е >-

г +  ^ Г  =  ~  +  — Л .  (32.5)
г6 dz т

где — Fx, —— Fu, —— F, — проекции возмущающих ускорений 
т т т

на координатные оси х, у,  z, вызванных суммой всех: непотен
циальных сил F.

Уравнения возмущенного движения в к о о р д и н а т о й  форме 
обычно удобно использовать, когда их решение ищется мето
дами численного интегрирования. В этом случае часто  состав
ляют уравнения, определяющие возмущения координат. Основа
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методики составления таких уравнений заключается в следую
щем. Обозначим невозмущенные значения координат через хи, 
Ун, zH; невозмущенный радиус-вектор — через г„. Правые части 
уравнений (32.5) обозначим, как в уравнениях (29.1):

wx =  wx {X, у,  Z ,  0; wy =  wy (x, у,  z, t y  w2 =  wz (x, у, z, t).
(32.6)

Под возмущениями координат понимаются разности:
8х =  х —Хн, Ьу =  у — у«\ bz =  z — zH. (32.7)
Тогда разности возмущенных и невозмущенных ускорений 

равны
d*(Sx) •; d*(6y) ■■ ■■ d*(  Sz) _ ” fqo

~ ~ d F ~ ~ X ~ ~ d ^ ~ y  J " '  d fi  * (d  )

Подставляя в (32.8) правые части уравнений возмущенного 
и невозмущенного движений, получим

j +  wx (х„ +  8х, у н +  8у,  z„ +

I -f  М»и(Хн+бл:, Ун +

d2 (6x) Г x„ 1 Sx x H

dt2 L ( гн ! ®r )3 d

-)-6z, ,0 ;
d2 (6y) Г Ун +  by Ун

dt2 L ( rH +  s.)3 rl
+  6г/, z„ +  6z, ty,
d2 (62) Г г„ - f  бг гн

d t2 L К + «о3 rl

(32.9)

-wz (x„ +  8x, у„ +

\ by, z„ -f Sz, t).

Здесь под б г понимаются возмущения радиуса-вектора, опре
деляемые как

б  г — д / (jch "Ь 6 л:)2 - |-  (г/н +  6г/)2 +  (2» +  Sz)2 —

- л Л к + 1/ н + г 2„ . (32.10)

Затем уравнения (32.9) вместе с выражением (32.10) могут 
преобразовываться различными способами, в основе которых 
леж ат разложения правых частей (32.9) по степеням малых воз
мущений дх, 6 у, б z.

В ряде случаев бывает удобно интегрировать уравнения 
движения не в прямоугольных, а в каких-нибудь других коор
динатах: сферических, цилиндрических и др. Общее правило 
преобразования уравнений (32.5) к новым координатам <71,
<7з заключается в следующем. Пусть

<7/ =  <7/(*. у, z, t), 7 =  1, 2, 3 (32.11)
и X j  =  Xj (qly q2, q3, t)\ j =  1, 2, 3; х2 =  г/, x3= s z  (32.12)
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■— взаимно однозначные прямые и обратные преобразования 
старых и новых координат. Эти преобразования должны быть 
также непрерывно дифференцируемы. Время t  в эти преобра
зования может явно и не входить.

Последовательное дифференцирование указанных преобра
зований по времени t  дает выражения

qi = ^ r + - ~ - x +  ~ - y  +  ~ z> (32.13)dt dx д у  дг

дх; дх,- ■ дх,- ■ . дх,- ■
Х< =  qi +  “Г  ?2 +  %;ot oqx dq2 dqz

q i = * ! L _ + - x ° 5 L  + - y * L + z J 2 L  +  
dt2 dx *  dy dz

I „2 &q\ ! y% d2gt  , ^  d2q,- ,
dx2 dy2 dz2

+  2 ( - ^ х у + - ^ п г х г + ^ 1г У 2) -  (32Л4)V dxdy dxdz dydz J

В формулу (32.14) вместо x, у, z  подставляем правые части 
уравнений (32.5). Затем  вместо х, у, z  в ту же формулу под
ставляем их значения в соответствии со второй формулой

dR(32.13). Производные ------  заменяем на производные по но-
дх/

вым переменным: 
dR  __ dR  dqi
дх/ dqi dxj ' dq2 dxj ' dq3 dxj
dR____dR  dqi  ̂ d R  dq2 dR dq3 (32 15)

Выражения для производных вида dq д q
dx dx2

дх
, . . .н а х о д и м ,  дифференцируя формулы (32.11) и (32.12).

Наконец, все координаты х, у, z, входящие в (32.14), после пе
речисленных преобразований заменяем их выражениями по 
формулам (32.12). В результате получим уравнения возмущен
ного движения в новых координатах:

„ ( ( „  ■ ■ ■ dR dR  dR
9 i — 1 п Я ъ  <7г> <7з> Я ъ  <72, <7з, —— > —— , —— >

V dqi dq2 dq3

—  Fx, — Fu, —  Ft \ ,  / =  1 , 2 , 3 .  (32.16)
n n n J

В зависимости от конкретного вида формул (32.11) и (32.12) 
в целях упрощения последовательность указанных преобразо
ваний может быть различной. В качестве упражнения читателю 
полезно самостоятельно получить уравнения возмущенного дви-
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жения ИСЗ в сферических координатах: г — геоцентрический 
радиус-вектор, а — геоцентрическое прямое восхождение, б — 
геоцентрическое склонение. Формулы связи (32.11) в данном 
случае имеют вид

r2 =  x2 -\-y2 +  z2] t g a =  ——; tg б = ----  г — ; (32.17)
Х V*2 -1- У2

х =  г cos б cos а; у  =  г cos б sin a ; 2 =  г sin б. (32.18)

В гл. 14 показано, что все перечисленные в § 29 возмущаю
щие факторы, за исключением атмосферного торможения, яв
ляются потенциальными. Поэтому под общей возмущающей 
функцией R, входящей в уравнения возмущенного движения, 
следует понимать следующую сумму:

я  =  я ®  +  R C +  R o + R . p  +  R , + +  * ............  <3 2 - 1 9 >

где нижние индексы дают указания на возмущения от ф  — 
геопотенциала, (Г — Луны, О — Солнца, с —светового давле
ния, пр — приливного действия, пс — переизлучения, рг, nut — 
прецессии и нутации.

§ 33. УРАВНЕНИЯ ЛАГРАНЖ А Д Л Я  О СКУЛИРУЮ Щ ИХ 1
ЭЛЕМЕНТОВ О РБИ ТЫ

Сначала введем понятие оскулирующей орбиты. Впервые это 
понятие применил Лагранж. Предположим, что в процессе дви
жения материальной точки по возмущенной орбите в какой-то 
момент времени t\ возмущения перестали действовать. Тогда 
после этого момента материальная точка будет двигаться по 
некоторой кеплеровой орбите с элементами S>i (рис. 47). В мо
мент t\ эта кеплерова орбита будет иметь общую точку с воз
мущенной орбитой. Таких точек на возмущенной орбите можно 
выбрать сколь угодно много и как угодно близко друг к другу, 
всякий раз полагая, что возмущения исчезают. Тогда получится 
бесчисленное множество кеплеровых орбит с разными элемен
тами, каждая из которых имеет общую точку с возмущенной 
орбитой.

Таким образом, возмущенную орбиту можно представить 
кеплеровой орбитой с переменными элементами, во всякий мо
мент времени имеющей с возмущенной орбитой одну общую 
точку. Такая кеплерова орбита называется о с к у л и р у ю щ е й ,  
общая точка двух орбит — т о ч к о й  о с к у л я ц и и ,  соответ
ствующий этой точке момент — э п о х о й  о с к у л я ц и и .

Так как возмущенная орбита — непрерывная кривая, то су
ществуют непрерывные производные

lim 3 j " -31 (33. t)
tr+ti h  —  t \  dt

от элементов орбиты по времени. Отсюда следует существова-
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ние дифференциальных уравнений вида (29.4), определяющих 
возмущения элементов орбиты. Если на любой заданный мо
мент времени из интегрирования уравнений типа (29.4) из
вестны элементы оскулирующей орбиты, то положение матери
альной точки для данного момента может быть вычислено по 
формулам кеплерова движения. Подчеркнем, что в отличие от 
теории невозмущенного движения в упомянутые формулы вся

кий раз нужно подставлять новые 
возмущенные значения элементов 
(оскулирующие элементы), соответ
ствующие текущему моменту вре
мени.

Обозначим через г вектор с ком
понентами х, у, z  и запишем урав
нения возмущенного движения
(32.3) так:

г dR
Р - г = - г -г3 дг

(33.2)

Рис. 47. Возмущенная и ос- 
кулнрующая орбиты

В каждый момент времени поло
жение точки на оскулирующем эл 
липсе определяется формулами кеп
лерова движения:

Г =  г (/, Э); г ' =  !•'(*, Э), (33.3)

где вектор элементов орбиты Э (компоненты Эь . . Эе) также 
является функцией времени t. Понизим порядок уравнений
(33.2):

г = г : ■и--
dR
дг

(33.4)

Дифференцируя (33.3) по t, получим

• дт , дт d3  ■, дг' . дг’ d3
dt дЭ dt dt дЭ dt

(33.5)

Подставив теперь (33.5) в (33.4) и учитывая, что в любой 
фиксированный момент времени верны уравнения

dr
dt

- r '  =  0:
dr'
dt + (33.6)

наидем

dr d3  
дЭ
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dR
dr
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Каждое из уравнений (33.7) имеет три составляющие — 
по х, по у  и по z. В скалярной форме эти уравнения, напри
мер по х, записываются так:

Е дх 

~дЭ̂
1 =  1

дх d3
dt

— =  0; Z dx 
~d3j

/= i

дх' d3 j  __ dR
dt дх

(33.8)

Чтобы получить остальные уравнения, здесь х надо заменить 
соответственно на у  и на г.

Таким образом, уравнения (33.7) можно рассматривать 
как систему шести линейных алгебраических уравнений с ше
стью неизвестны ми", /  > / = 1 »  2, . . . , 6. Коэффициенты этой 

at
системы и "д -̂- вычисляются путем дифференцирования по

элементам орбиты формул невозмущенного движения. Произ
водные от возмущающей функции нужно также выразить через 
производные по элементам орбиты:

d R
дг

dR
дг

дг
дЭ

(33.9)

После вычисления коэффициентов дг
дЭ

дг'

уравнений (33.7) относительно производных d3j
dt

дЭ
и решения

искомые диф

ференциальные уравнения для оскулирующих элементов орбиты 
можно записать в следующей компактной форме:

с а ^ (  R m ^ (  М Л /  Ra \

е =  L Rsi » Q =  — LT Re (33.10)

к . R а ^ V со / I  R ’t )

где матрица L имеет вид

L =
1

0

О

о

V 1 — е2

е Vlxa 
ctgt

-vVa л/ 1 —е% "vVa л/ 1 —е2

(33.11)
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Индекс «т» означает транспонирование. Кроме того,

Я э ^ - g - ;  (33.12)
дЭ

М =  п +  М 0, (33.13)

где п — среднее движение.
Уравнения (33.10)— уравнения Лагранжа для оскулирую- 

щих элементов орбиты. Эти уравнения пригодны для описания 
возмущенного движения только в потенциальных полях. 
Матрицу (33.11) называют м а т р и ц е й  Л а г р а н ж а .

Из формулы (33.13) следует, что после того, как из интег
рирования уравнений Лагранжа найдены возмущенные значе
ния элементов орбиты, текущее возмущенное значение средней 
аномалии следует вычислять по формуле

t
М  =  М 0+  J ndt. (33.14)

Д ля описания возмущенного эллиптического движения вме
сто элементов со и М 0 часто применяют элементы я  и е, опре
деляемые формулами

я  =  а>-|-й; е =  я  +  М 0. (33.15)

Переход к соответствующим уравнениям Л агранж а осу
ществляется путем однократного дифференцирования по t фор
мул (33.15) в соответствии с правилами, описанными в § 32. 
Аналогичным образом могут быть получены уравнения для фо
кального параметра р =  а (  1— е 2) ,  среднего движения гг и любых: 
других комбинаций исходных кеплеровых элементов.

§ 34. УРАВНЕНИЯ НЬЮТОНА Д Л Я  ОСКУЛИРУЮЩИХ 
ЭЛЕМЕНТОВ О РБИТЫ

Уравнения Ньютона в отличие от уравнений Л агранж а при
годны для описания возмущенного движения, происходящего 
под действием возмущающих сил любой природы. Поэтому они 
являются более общими, нежели уравнения Л агранж а. Раньше 
уравнения Ньютона часто называли уравнениями Эйлера, 
уравнениями Гаусса; позднее выяснилось [6], что приоритет 
здесь принадлежит именно Ньютону — эти уравнения в неяв
ном виде содержатся в его фундаментальном труде «Математи
ческие начала натуральной философии».

Правые части уравнений Ньютона зависят от составляющих 
возмущающего ускорения. Эти составляющие обычно распола
гают по следующим направлениям (рис. 48): вдоль радиуса- 
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вектора орбиты, вдоль трансвер- 
■сали, т. е. по перпендикуляру 
к  радиусу-вектору в плоскости 
■оскулирующей орбиты в направ
лении движения, и вдоль бинор
м а л и — перпендикулярно к двум 
предыдущим направлениям. Обо
значения и названия перечислен
ных составляющих: S — радиаль
ная составляющая, Т — трансвер- 
сальы ая  составляющая, W — би
нормальная составляющая.

С зязь  этих составляющих 
с  составляющими w x, w y, w z 
вдоль  направлений, параллель
ных геоцентрическим осям х, у, г, 
заклю чается в преобразовании 
поворота:

w.

Рис. 48. Взаимное расположение 
составляющих возмущающего ус
корения

(34.1)

Здесь  a, j3, у — направляющие косинусы радиуса-вектора от
носительно геоцентрических осей х, у, z\ а', р', у'  и а", р", у" — 
направляющие косинусы трансверсали и соответственно бинор
мали: относительно тех же осей. Все эти величины определя
ются формулами теории невозмущенного движения:

а  = = cos и cos й — sin и sin Q cos t;

$ =  — =  cos и sin Q +  sin и cos Q cos i\
Г

(34.2)

7 = -----=  sin и sint.
r

C6 =

a  =

da  
du ’

1
sin i 

1
sin i

P' =

da
di

dy_
di

du

г -

du

.i
di

(34.3)

(34.4)

Методика получения уравнений Ньютона аналогична опи
санной  в предыдущем параграфе. В уравнениях (33.2), (33.3)
(33.7) частные производные нужно заменить

дх ду дг
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на составляющие возмущающего ускорения, соответственно, w x* 
w y, w z, которые затем выразить через составляющие 5, Т, W  
по формулам (34.1). Решение видоизмененной указанным об
разом линейной алгебраической системы (33.7) относительно
производных —Э/ дает следующие дифференциальные уравне- 

dt
ния:

/ а  

е

\  I '
( М Л  

Q

V ю J

(s л
т >

V  w
( S \

2 т

V  w J
где

Ni =

2еа2 sin v 

Р

sin

2 а2 
г

in и |^cosi;+ (cosy +  e) —— J 

О О

(34.5)

О 

О

-cos(o +  to)
)

(34.6)

г sin (u + w ) 
р  s in t

• sin (и -J- ш) c tg  i

(34.7)

Уравнения (34 .5 )— уравнения Ньютона для оскулирующих 
элементов орбиты. Так же, как и в уравнениях Лагра нжа, эле
менты со и М о при описании возмущенного эллиптического дви
жения часто заменяют на элементы я  и е по формулам (33.15).

§ 3 5 .  ОСОБЕННОСТИ УРАВНЕНИЙ Л АГРАН Ж А  И НЬЮТОНА

Сначала укажем принятую в теории возмущенного движ ения 
терминологию: элементы а, е, i называются п о з и ц и о н н ы м и ,  
элементы М 0 (или М ),  Q, w (а также я, е) — у г л о в ы м и .
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В  уравнениях как Лагранжа, так и Ньютона содержатся 
делители е и sin t, приводящие к появлению особенностей при 
е-*-0 и i-*~0°. Правые части уравнений в этих случаях могут 
стать существенно большими, что приведет к заметным не
удобствам при вычислениях.

Делитель е содержится в уравнениях е, ш, М 0 (уравнения 
Л агр а н ж а ) ,  и, М 0 (уравнения Ньютона); делитель sin i — 
в уравнениях Лагранжа Q, i, в уравнении Ньютона Q. Для 
исключения делителей из перечисленных уравнений нужно пе
рейти к уравнениям для новых элементов орбиты. Эта про
цедура аналогична описанной в § 32.

Д л я  исключения делителя е сначала необходимо заменить 
элемент М й на элемент е; соответствующее уравнение находится 
по правилу

е  =  Л1о +  ® +  ^ .  (35.1)

Затем  сопряженные позиционный и угловой элементы е и 
аз или  е и я  заменяют на величины, линейно связанные с ком
понентами вектора Лапласа (рис. 49), по формулам

& =  esin<iv, q =  е cos со, (35.2)
или

fe' =  es inn;  q' — e cos я. (35.3)

Дифференцирование этих соотношений по t дает уравнения

k2 ■ j - ql

q  = ---- - q ■ e—ko),
V *2H- q2

(35.4)

или

fe' =  —-—k--------e +  q'n,
V a,2 +  9'® (35.5)

q ' — — - q e — k'n-
V * '2 +  «'2

Вместо e, со или я  в правые части (35.4) или (35.5) под
ставляются правые части соответствующих уравнений Л а 
гранж а или Ньютона, причем «старые» элементы выражаются
через «новые» по формулам (35.2), (35.3). Производные -  и
dR dR  ,или ------  выражаются следующим образом:
дш dn



dR______dR dk dR  dq
de dk de dq de ’

dR dR d k ( k ’)
diо (тс) 

где производные

dk (k') da> (я) 

dk

dR dq (q') 
dq (qr) дсо (л)

'(35.6)

dq
de

dk
ды

dq
ИЛИ

dk ' d q ' нахо-
de de ды ды дп ’ д л

дят путем дифференцирования формул (35.2) или (3 5.3).

Рис. 49. Составляющие вектора Лапласа 
k  и q

Д ля исключения делителя sin i сопряженные позиционный и 
угловой элементы i и Q заменяют на элементы Р  и Q  по фор
мулам

P  =  tg£sinQ ; Q =  tg tc o sQ . (35.7)

Правило перехода к уравнениям Р  и Q аналогично описан
ному выше.

В заключение укажем, что если для изучения возмущенного 
движения в потенциальном поле применяются уравнения Нью
тона, то составляющие возмущающего ускорения могут быть 
найдены по формулам

S = - ^ - ; 7 = - - ^ - ;  W =  — l-— (35.8)
dr г d  со AsinM di

получаемым приравниванием правых частей соответствующих 
уравнений Лагранжа и Ньютона.

Г л а в а  12
М Е Т О Д Ы  П Р И Б Л И Ж Е Н Н О Г О  И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Я  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  
В О З М У Щ Е Н Н О Г О  Д В И Ж Е Н И Я  ИСЗ

§ 36. О СН ОВ Н Ы Е М ЕТОДЫ  П РИ Б Л И Ж Е Н Н О ГО  
А НА ЛИ ТИ ЧЕСК О ГО  И Н ТЕГРИ РОВ АН ИЯ  УРАВНЕНИЙ 
Д В И Ж Е Н И Я  ИСЗ

Уравнения возмущенного движения в координатах, или в ос- 
кулирующих элементах орбиты представляют собой нелиней
ную систему обыкновенных дифференциальных уравнений. 
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В курсах теории дифференциальных уравнений доказывается, 
что решение такой системы в некоторой окрестности начальных 
условий существует, если правые части системы в этой окрест
ности являются ограниченными функциями. Кроме того, реше
ние оказывается единственным, если в той же окрестности 
частные производные от правых частей по искомым перемен
ным:— также ограниченные функции.

Во всех случаях достаточно рассматривать дифференциаль
ные уравнения первого порядка, так как путем замены пере
менных всегда может быть выполнена операция понижения по
рядка.

Через хj, / = 1 ,  2 , . . . ,  п обозначим любую из искомых пере
менных, будь то координаты, составляющие скорости или эл е 
менты орбиты.

Будем рассматривать решение задачи Коши для системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений, записанной в ска
лярной форме так:

/q, JCV  . . . , х„о— начальные условия; требуется найти xj для
о- Здесь через а обозначен некоторый малый параметр, так 

как уравнения возмущенного движения обычно содержат один 
или несколько таких параметров. Если t в правые части (36.1) 
явно не входит, то такая система называется д и н а м и ч е 
с к о й .

Опишем некоторые основные аналитические алгоритмы при
ближенного интегрирования, применяемые в небесной меха
нике.

Метод последовательных приближений (метод Пикара). 
Запишем формальное решение (36.1) так:

В  каждом приближении подынтегральные функции — из
вестные функции времени, так что интегралы, по крайней мере 
форгмально, могут быть вычислены.

ж/ =  а / / (хъ х2, . . . , хп, t)\ / =  1, 2, . . . , п. (36.1)

х,- =  xio -г а  j fj (xlt . . . , Хп, t)dt . (36.2)

Первое приближение находится по формуле
t

(36.3)

второе приближение

(36.4)

k-e приближение

(36.5)
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Метод Пикара является наиболее общим. В курсах теории 
дифференциальных уравнений доказывается, что описанный 
процесс при условиях существования и единственности реше
ния равномерно сходится к точному решению системы (36.1). 
Однако в небесной механике этот метод удобен лишь для на
хождения первого приближения.

Метод малого параметра. Этот метод, разработанный А. Пу
анкаре и А. М. Ляпуновым, облегчает нахождение второго и 
в ряде случаев последующих приближений. Решение системы
(36.1) здесь ищется в виде ряда

который сходится для достаточно малых значений параметра 
о, если правые части системы (36.1) удовлетворяют условиям 
существования и единственности решения и, кроме того, могут 
быть разложены в ряд по степеням а, сходящийся внутри об
ласти существования решения.

Функции в (36.6) 8xjx, bxj2, . . . , бXjk называются возму
щениями первого порядка, второго порядка и т. д. Способ оп
ределения этих функций заключается в следующем. Дифферен
цируем (36.6) k раз (последовательно, полагая сначала k = l ,  
затем k =  2 и т. д.) и приравниваем после этого все а нулю. 
Подставляем результат в интегральное уравнение (36.2). Член, 
пропорциональный ah, и даст формулу для определения 6xjk- 
Нетрудно заметить, что возмущения первого порядка с точно
стью до множителя а  совпадают с первым приближением по 
Пикару:

Возмущения же второго порядка отличаются от второго при
ближения по Пикару. Они определяются формулой

Эту же формулу можно получить и так. Возьмем первое 
приближение в виде

подставим его в формулу второго приближения (36.4) и раз
ложим подынтегральное выражение в ряд по степеням вели
чины c6^ ji . Коэффициент при ст2 даст формулу (36.8). Анало
гично могут быть получены формулы для возмущений третьего, 
четвертого и последующих порядков. При этом исходное при
ближение типа (36.9) должно включать соответственно возму- 
152

X j  =  X j o | - сгбл:^ ст26 х ',2 —  . . . -4-а * 6 л с / . . (36.6)
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t  П

(36.8)
to s  = 1

(36.9)



щения второго порядка, третьего и так далее; разложения же 
соответственно следует вести по степеням величин аЬх^ +  а2бдг/,;. 
<j8xf1 j r 028xj2 j t-03&xj3 и т. д.

Мы видели, что на спутник действует не менее семи возму
щающих факторов. Поэтому уравнения возмущенного движе
ния ИСЗ должны иметь форму

X j —  ^  ^ m / / m (^-1, • » О ,  / —  1» 2 ,  . . . , /2 ( t l  6 ) ,_1 Ш

где N > 7 ,  так как только одно разложение геопотенциала со
держит столько возмущающих параметров, сколько членов 
в этом разложении удерживается.

Рассмотрим методику решения уравнений (36.10) на при
мере уравнений с двумя малыми возмущающими параметрами:

x /  =  o1f j i (x1, . . . , х„, t) +  a2f/2{xj .................хп, t). (36.11)

Решение (36.11) следует искать в виде

Возмущения, зависящие от произведений возмущающих па
раметров а 102, oi2o2, Oi022. .., называются перекрестными чле
нами второго порядка о\о2, третьего порядка a i2a 2, o 2a x2 и т. д..

Способ получения формул для вычисления функций 
в (36.12) здесь тот же, что и в случае решения уравнений с од
ним параметром. В частности, возмущения первого порядка 
определяются формулами, аналогичными (36.7):

N

т = 1

(36.10)

X j  =  Х ] о I С Г ^ Х / '0* - ь  сг26 аг/°1) (- ат’б х / ; ’0) f  

4 -  С26 4 “2) +  O i <j 2&x ) U) +  o f y x /™1 +

-f- агбх203> + aia26xj2,) + <зуа\Ьх)Х2) +  . . . (36.12)

t

(36.13>

возмущения второго порядка
t п

t  п

(36.14)

t o  S = 1
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перекрестные члены второго порядка
п

Вследствие малости возмущающих факторов основную часть 
возмущений обычно описывают возмущения первого порядка. 
При вычислениях высокой точности нужно учитывать и возму
щения второго порядка. В частности, возмущения, вызываемые 
в движении ИСЗ полярным сжатием Земли, всегда должны 
учитываться с точностью до второго порядка включительно. 
Иногда приходится учитывать и наиболее крупные члены 
третьего порядка. Следует заметить, что при увеличении по
рядка возмущений громоздкость выкладок и формул сущест
венно увеличивается. В последнее десятилетие разрабатываются 
методы машинного вывода подобных формул.

О применении методов осреднения. Основная идея методов 
осреднения состоит в том, чтобы упростить процесс нахожде
ния решения заданной системы дифференциальных уравнений, 
заменив мелкие периодические члены их некоторыми средними 
значениями, и, если это окажется возможным, разделить пере
менные, сведя интегрирование к вычислению отдельных ин
тегралов, каждый из которых зависит от одной переменной, 
т. е. к квадратурам. Сделать это можно лишь приближенно. 
Подробная теория методов осреднения содержится в  [5]. Мы 
опишем наиболее простой и вместе с тем наиболее часто упот
ребляемый прием применения этих методов.

Если дана аналитическая функция f { y i , . . . , y n ) от п пери
одических переменных у \ , . . . , у п с периодами соответственно 
Т) , . . . ,  Тп, то выражение

определяет среднее значение F функции /. В этом случае го
ворят, что выполнено осреднение функции /  по переменным 
У) > • • • у Уп‘

В астрономических задачах осреднение обычно производится 
по так  называемым б ы с т р ы м  переменным, периоды которых 
не превышают периода обращения небесного тела. Остальные 
переменные называются м е д л е н н ы м и .  Так, лю бая из ано
малий М, Е, v, аргумент широты и, прямоугольные координаты 
х, у, z, составляющие скорости х, у, z  — быстрые переменные; 
элементы орбиты или их функции — медленные переменные.

Обозначим через х  любую из медленных переменных, через 
у  — любую из быстрых переменных и рассмотрим наиболее 
часто встречающийся пример.

г,
F

о
(36.16)
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x = ' L A k {x)s \n(aky  +  a k); (36.17)к
у  =  В0 (х) +  Z  Bk (х) cos (bky  +  pft),

где ah, ah, bn, P& — любые вещественные числа. Правые части
(36.17) могут зависеть либо не зависеть от малого параметра. 
Осредняя с помощью формулы (36.16) правые части уравнений
(36.17) по переменным аиУ и bky, полагая все периоды равными 
2я, получим осредненную систему

х = 0 ;  у  =  В0 {х). (36.18)

Пусть to, *о, уо — начальные условия. Переменные в (36.18) 
разделяются и точное решение осредненной системы имеет вид

х = х 0; y  =  y 0 +  qt) ( q = B 0(x0y, t =  0). (36.19)

Подставим (36.19) в (36.17) и проинтегрируем результат 
в первом приближении:

х^1 * =  х0— у 1 — cos [a^qt -\- {а.кУо -Ь а*)] +  Сх; (36.20) 
l—t akq
к

y w  =  Уо -  qt Jr  У  S in [bkqt +  (bky 0 +  P*)] ~rCy,
l—i bkq
k

где C x, Cv — постоянные интегрирования, определяемые по на- 
чальным условиям. Дальнейшее уточнение (36.20) может быть 
выполнено, например, методом приближений или методом ма
лого параметра.

Описанный прием применяют при аналитическом интегриро
вании уравнений для оскулирующих элементов орбиты ИСЗ.

§ 37. И Н ТЕГРИ РО В А Н И Е КАНОНИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
Д В И Ж Е Н И Я

Канонические уравнения движения могут быть приближенно 
проинтегрированы любым из описанных способов. Однако для 
таких уравнений существует и специальный способ интегриро
вания, называемый методом Гамильтона — Якоби. Этот метод 
основан на теореме о канонических преобразованиях, заклю 
чающейся в следующем.

Пусть дана каноническая система

Пусть дана система дифференциальных уравнений:



Д ля упрощения записи индексы k ниже опустим. Пусть 
также осуществлен переход к новым переменным Q, Р  по не
которым формулам:

Ц -*-Q =  Q(f,  Я. • • • , Р,  - - -  У,
p - > P  =  P { t ,  q, . . . , р, . . . ); (37.2)

Система (37.1) в новых переменных будет иметь канониче
скую форму:

Q =  — Р = ---- — , (37.3)
дР dQ к

если связь (37.2) такова, что выражение

2  pdq— 2 PdQ =  d'W  (37.4)
есть полный дифференциал по q и Q (но не по времени) от 
некоторой функции W,  причем новый гамильтониан К  равен

Л: =  Я + — . (37.5)
dt

Пусть решение системы (37.1) есть

q =  q(t ,  у ъ  . . . ), (37.6)

P =  P(t ,  Yi. ■ • • )- 

где yi. • • — постоянные интегрирования. Тогда система

-iry>’T— r T ' ’-% - -Jr  < 3 7 '7 )at Z - i  dy dy L u  dt ду

эквивалентна системе (37.1). Действительно,

J L y  p J l ____ д Y  р dq _ Y  дР dq
dt ду ду  /L j  dt dt dy

E dp dq _ _ y  dH dq V"» dH dp  _  d H  g*
dy dt l__t dq dy £_j dp dy d y

что и требовалось установить. Это вспомогательное утвержде
ние называется л е м м о й  П у а н к а р е .  Так как

W =  W (t ,  Q, . . . , Р,  . . .  ) =  W (t ,  у,  . . . ) (37.9)
и

dW =  d'W +  —  dt, (37.10)
dt

то

=  (37.11)
La dt L j dt dt dt
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Дифференцируя (37.11) по у ,  а (37.12) по t  и выполняя,, 
почленное вычитание, на основании леммы Пуанкаре и выра
ж ения для К  получим

дО______д у  р  dQ
ду ду Z -i  dt 

_ _ д _  \  __ _  _дК_дН
ду ду  V dt )  ду

(37.13)

что и  требовалось доказать.
Новые канонические переменные можно ввести и по форму

лам вида

— произвольная функция, называемая п р о и з в о д я щ е й  
ф у н  к ц и е й  к а н о н и ч е с к и х  п р е о б р а з о в а н и й .  Это 
другой вариант указанной выше теоремы.

П усть теперь требуется проинтегрировать систему (37.1). 
Предположим, что мы выполнили каноническое преобразова
ние так , что новый гамильтониан обратился в нуль:

Тогда преобразованная система (37.3) сразу же проинтегри
руете я:

где а ,  р — постоянные интегрирования. Из условия (37.16) сле
дует уравнение для определения функции W:

Э го  нелинейное дифференциальное уравнение первого по
рядка с частными производными называется у р а в н е н и е м  
Г а м и л ь т о н а  — Я к о б и .  Проинтегрировав это уравнение
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(37.14)

где
5 = S ( P ,  q) (37.15)

К =  0. (37.16)

Q = a ;  Р = _ р , (37.17)

dt
(37.18)

dq
определения W принимает вид

Т а к  как на основании (37.4) р  — ------ , то уравнение для



каким-либо способом и найдя тем самым функцию W ,  общее 
решение системы (37.1) на основании (37.4) и (37.17) найдем 
по формулам (теорема Якоби):

3 W  г. d W  onv
Р*; — —  =  Рк- (3 /  .2 0 )

dctk dqk

В этом и заключается метод Гамильтона — Якоби. Основ
ная проблема реализации данного метода — интегрирование 
уравнения (37.19).

Если гамильтониан Я  явно от времени не зависит, то можно 
положить

W =  — a 1t +  W 1. (37.21)

Тогда уравнение Гамильтона — Якоби примет вид

dWt dWtЯ (<7ь f c ,  • • • , • • • )  =  « , .  ( 3 7 .2 2 )
V dqx dq2 )

Это закон сохранения энергии; ai =  h — постоянная энергии. 
Общее решение канонической системы тогда запишется так:

dWx , , „ dWi я 9W1
~ ‘ +  Pi; —— - =  Рг. • • • ; i— = p k ,  • • •<?ai da2 dqk

(37.23)

Здесь первый интеграл — кинематический, задающий закон 
движения по орбите; интегралы, зависящие от а и р, — геомет
рические, определяющие форму орбиты; формулы д л я  импуль
сов позволяют определить составляющие скорости, это — ди
намические интегралы.

Уравнение Гамильтона — Якоби в подавляющем большин
стве случаев ни в конечном виде, ни в квадратурах проинтегри
ровать нельзя. В астрономических задачах это можно сделать 
лишь при решении задач двух тел (в сферических координа
тах) и двух неподвижных центров (в сфероидальных коорди
натах). Кроме того, уравнение Гамильтона — Якоби всегда ин
тегрируется, если гамильтониан зависит только от импульсов. 
Это позволяет для реализации метода Гамильтона — Якоби 
применить метод вариации произвольных постоянных следую
щим образом.

Пусть гамильтониан Я  системы (37.1) поделен на две части 
F и R:

H =  F — R.  (37.24)
Отбросив возмущающую функцию R, систему вида

dF dF tvr  25)



проинтегрируем методом Гамильтона — Якоби в конечном виде 
или в квадратурах и найдем ее общее решение:

q =  q{t,  а ,  0); p =  p ( t ,  а ,  0), (37.26)
где а  и р — постоянные интегрирования. Д ля учета влияния 
отброшенной функции R примем эти постоянные за новые ка
нонические переменные. Проверим их каноничность; имеем

p d q — асф =  pdq +  pda— d (aP) =  dq +
dq

+  —  d a — d(a$) =  d ( W  — ap). (37.27)
da

Таким образом, новые переменные а и р  действительно яв
ляются каноническими; новый гамильтониан примет вид

K  =  F — Я +  - ^ = — R,  (37.28)

та к  как  по предположению решение (37.26) получено под усло
вием

=  0. (37.29)
dt

Канонические уравнения для а и р  будут такими:

р = ---- (37.30)
др да

Решив (37.30), подставляем значения а  и р в (37.26) и по
лучаем  решение исходной системы (37.1). Конечно, нельзя 
рассчитывать, что уравнения (37.30) легко проинтегрируются. 
Здесь  опять-таки придется гамильтониан R делить на две части 
аналогично только что описанному, затем нужно проделать 
указанные процедуры; при этом очередной новый гамильтониан 
нужно будет опять поделить на две части и так далее. В ре
зультате получится бесконечная последовательность канониче
ских преобразований, которую следует обрывать лишь по до
стижении заданной точности.

§  38. О СН ОВ Н Ы Е МЕТОДЫ ЧИ СЛ ЕНН ОГО  И НТЕГРИ РОВАН ИЯ 
У Р А В Н Е Н И Й  ВОЗМУЩЕННОГО Д В И Ж Е Н И Я

Описанные в предыдущих параграфах методы приближенного 
аналитического интегрирования позволяют получить формулы, 
описывающие возмущенное движение. Методы численного ин
тегрирования, в отличие от аналитических, позволяют полу
чать значения возмущенных координат небесного тела или са
мих возмущений.
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Сущность численного интегрирования любых обыкновенных 
дифференциальных уравнений заключается в следующем. Пусть 
дано дифференциальное уравнение

x =  f {x ,  О (38.1)

с начальными условиями t0, х0. Требуется найти числовые зна
чения х в моменты t\, t2, ■ . . ,  t j . . .  Разность

называется ш а г о м  и н т е г р и р о в а н и я ,  который может 
быть как постоянным, так и переменным — задаваться заранее 
или выбираться машиной автоматически по отдельной про
грамме в целях достижения наибольшей точности вычислений.

Предположим, что шаг h постоянен и задан заранее. Р а з 
ложим на интервале [ t j - 1, tj) правую часть (38.1) в ряд  по 
степеням h и проинтегрируем. В результате получим

При этом порядок первого отброшенного члена в (38.3) дол
жен быть согласован с заданной точностью вычислений так, 
чтобы модуль остаточного члена был меньше заданного малого 
положительного числа. Часто этого достигают выбором вели
чины шага при фиксированном п. Далее вычисляют коэффи
циенты (при / = 1 )  со значениями to, Хо и находят х х для 
момента t\. Затем t u х\ принимают за новые начальные условия, 
вычисляют с этими значениями сл(1) (при / =  2) и находят х г 
для момента t2 и так далее. Чаще всего коэффициенты 
вычислять, пользуясь точным выражением (38.4), невыгодно 
из-за чрезмерной сложности аналитических формул для выс
ших производных. Поэтому коэффициенты а ^ ~ 1) обычно вычис
ляют, пользуясь тем или иным приближенным способом. Таких 
способов довольно много. В настоящее время известно большое 
количество методов численного интегрирования, все они отли
чаются друг от друга либо способом приближенного вычисле
ния коэффициентов, либо способом приближенного вычисления 
всего выражения (38.3).

Существующие методы численного интегрирования можно 
разделить на две основные группы: м н о г о ш а г о в ы е  и о д 
н о ш а г о в ы е .  В многошаговых методах, чтобы начать про
цесс интегрирования, кроме to, х0 нужно заранее знать еще не
сколько значений t u х и t2, х2. В одношаговых методах доста
точно знать одни начальные условия to, х0.

t f - t j _ 1 =  hj; } =  1, 2, 3 . . . (38.2)

П
Xj  =  X j - 1 + ' Z l с& l)hk, (38.3)

где

(38.4)
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Так как методы численного интегрирования достаточно 
полно и подробно описаны в учебниках вычислительной мате
матики и аналогичных руководствах, мы ограничимся лишь све
дениями справочного характера, упомянув несколько наиболее 
употребительных методов.

Основные многошаговые методы. Эти методы являются так 
называемыми конечно-разностными. Пусть для некоторой функ
ции f ( t )  известны ее числовые значения для значений аргу
мента tj, j —0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . .  Эти значения аргумента называются 
у з л а м и  таблицы значений функции. Пусть также шаг таб
лицы h =  tj+1— tj постоянен. Можно ввести следующие конеч
ные разности. Первые разности:

. . . ;  AV_v, =  / o - / - i ;  A Y - .= / i—/о; • •
(38.5)

Вторые разности:

. . A2/_ x =  A Y - . , - A 1/-%; a 2/ o =  a 1/ v - a 1/ - v2;
А2/ 1 == А1/»/,— А1/'/»: • • • (38.6)
Аналогично строятся третьи, четвертые и остальные разно

сти. Эти понятия позволяют вычислять приближенные значе
ния функции для значений t, не совпадающих с узлами таб
лицы, по известным из курсов вычислительной математики ин
терполяционным или экстраполяционным формулам. Так как 
каж дая  из таких формул — степенной полином относительно h 
с коэффициентами, выражающимися через конечные разности, 
то дифференцирование выбранной формулы по h нужное число 
раз даст приближенные выражения для первой, второй и дру
гих производных функции f. Наиболее часто в астрономических 
задачах применяют следующие методы интегрирования.

Экстраполяционный метод Адамса—Башфорта для урав
нения

x — f(x,  t). (38.7)
Обозначение:

cp(*, i) =  hf(x, t). (38.8)
Формула интегрирования ( /= 0 ,  1, 2, 3, . . . ) :

*/+1 =  Xj -{- ф/ +  —  А'ф/-./, +  А2ф/_! +  А3ф/—з/я +
1 \2 о

. ■ • <м 9 >

Часто ограничиваются разностями четвертого порядка.
Метод Штермера (аналог предыдущего метода) для урав

нения

* =  /(* , t). 
6 Заказ № 2580

(38.10)
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Обозначение:
Ф(*, t ) = m { X, t). (38 .li)
Формула интегрирования ( /= 0 ,  1, 2, 3, . . . ) :

х/+1 =  2Х/ — x / - i  +  Ф/ +  -jy- д2Ф/-1 +  “  А3ф/-’/, +

■ • • ^ 12)

Здесь также часто ограничиваются разностями четвертого 
порядка. Чтобы начать процесс интегрирования, т. е. вычис
лить Х \  при использовании разностей п-го порядка, нужно 
знать я + 1  значений х в соответствующие моменты t : х0, Х \ ,  

х2, . . . ,  хп, хп+\ для to, t\, t%, . . tn, tn+1. Эти значения обычно 
находят путем интегрирования данного уравнения каким-либо 
другим методом, в частности, одним из одношаговых методов.

Основные одношаговые методы. Исходными здесь являются 
так называемые РК-методы (методы типа Рунге— Кутта). 
В этих методах коэффициенты выражаются через правые
части (38.1) путем введения некоторых числовых коэффициен
тов. Условие определения коэффициентов: разложение реше
ния (38.1) должно точно совпадать до заданного порядка про
изводных с (38.3).

Приведем классические формулы РК-метода 4-го порядка 
для системы уравнений вида

X j = f f { x  1, 0; /  =  1, . . . , п (38.13)
с начальными условиями Xjo, to- Обозначение:

Ф/ =  А//. (38.14)
Решение на первом шаге имеет вид:

*/. =  */= +  ^ -{ф /(*1„. • - . ,  хп,, 9  +  3<p/[*i0 + - g - « p i( ( * i,+

Н jj- ЧН С^о * • , *0) ,  . , Х п  ̂ ~ г

+  ~ ф п ( ^ 1 01 • • • > ХПа, о̂). <̂Н--- • • • > Л'«о +

Н ~  фп Ч ~  ф1 (х\0, . . . , Х п „ , t o ) ,  . . . , Х п 0 “Н

~з~ Ф" (Xl°’ ' ’ ’ Хп“’
(38.15)

Недостатком этого метода является громоздкость вычисле
ний и недостаточная для астрономических целей точность фор
мул 4-го порядка. Более точные формулы 6-го или 8:го порядка 
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применяются редко из-за еще большей громоздкости, хотя для 
ЭВМ  последующих поколений это, возможно, будет и мало су
щественно.

В  последние 10— 15 лет появилось несколько модификаций 
классического РК-метода, из которых наиболее удачной явля
ется модификация, разработанная Эверхартом [13]. В этом ме
тоде коэффициенты а^-1 определяются и уточняются с ис
пользованием метода приближений в процессе самого интегри
рования. Достаточно подробное изложение этого метода можно 
найти в [13, 16].

Процесс численного интегрирования любым методом сопро
вождается накоплением ошибок, имеющих две составляющие: 
ошибки округления и ошибки самого метода (влияние остаточ
ного члена, приближенное вычисление коэффициентов). 
Ошибки округления практически исключаются путем вычисле
ния н а  ЭВМ с двойной точностью. Иногда к ошибкам интегри
рования необоснованно причисляют совокупность ошибок ис
ходных данных, т. е. начальных условий. Но это совсем дру
гое влияние, исключение или определение которого является 
сущностью задачи уточнения орбит или в более общей поста
н о в к е — орбитального метода космической геодезии. Поэтому 
основное значение имеют ошибки самого метода интегрирова
ния. Изучение их влияния — сложная задача, связанная с вы
полнением численных экспериментов. К настоящему времени 
установлено, что методические ошибки численного интегриро
вания уравнений первого порядка накапливаются пропорцио
нально корню квадратному из числа шагов, для уравнений вто
рого порядка — пропорционально числу шагов в степени три 
вторых.

Д л я  контроля величины накопившейся ошибки чаще всего 
сравнивают результаты интегрирования при заданном шаге 
с результатами интегрирования с половинным шагом.

П ри  численном интегрировании уравнений движениня ИСЗ 
в зависимости от метода и заданной точности вычислений шаг 
интегрирования обычно колеблется в пределах примерно от 0,1 
до 2— Зш.

Г л а в а  13.
Р А З Л О Ж Е Н И Я  Г Е О Ц Е Н Т Р И Ч Е С К И Х  
К О О Р Д И Н А Т  И СЗ  И ИХ Ф У Н К Ц И Й  В Р Я Д Ы

§ 39. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Назначение разложений геоцентрических координат спутника 
и функций этих координат в ряды заключается в необходимо
сти представления с помощью таких рядов правых частей урав
нений возмущенного движения ИСЗ также в виде некоторых 
рядов, степенных или тригонометрических, облегчающих выпол-
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нение операций приближенного аналитического интегрирования 
данных уравнений.

Разложения обычно ведутся либо по степеням эксцентриси
тета орбиты, либо в виде тригонометрических рядов относи
тельно средней аномалии.

Пусть q — любая из координат (или функция координат) 
эллиптического движения. Разложение q по степеням эксцен
триситета выполняется в виде ряда Маклорена:

оо

(39Л)
fe=i

разложение q в тригонометрический ряд — в виде ряда  Фурье: 
00

q =  —  А 0 4- 2  (^ c o s & M  f  Bk sinkM),  (39.2)
2  fe=i

где
JT _ Я

A k — —  \ q  cos kMcLM\ Bk =  — \ q sin kMdM; k =  1 , 2 , 3 ,  . . .
. Jt 0 n o

(39.3)
Если q — функция четная, то все £ * > i= 0 ,  если же q — 

функция нечетная, то все Ль>о = 0 .
Например, пусть q = E  —эксцентрическая аномалия. Выпол

ним ее разложение до е 2 включительно. За  исходное выраже
ние берем уравнение Кеплера:

£  =  M +  e s in £ .  (39.4)
На основании (39.1) и (39.4) находим: £ ’е= о = М ;

/ d £ 4  ------ s i n £ ----- \  = s i n M ;
V de Л = о  V 1 — е cos Е  Л =  о

= ( 2 cos Е — -----e f s i n E f “ Y -
V de2 Л = о  1 de L V de J

— cos £ - ^ - 1 1  = s in 2 M ,  (39.5)
* 2 J U o

тогда

E =  M  +  e s i n M +  -^-e2s in 2 M -f  0(e3). (39.6)

Аналогичным способом можно получить разложения следую
щих основных величин:

—  =  1 -f- е cos М  +  е2 cos 2М  +  0 (е3);
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—  = 1 -------е2 -f  е cos М -\-------е2 cos 2М  -f  0 (е3);
а  2  2

(39.7)

v== М~  г 2е sin УИ -f —  е2 sin 2Л1 +  0 (е3).
4

Д л я  получения первых двух разложений следует использо
вать формулу

для получения разложения истинной аномалии v — формулу

вместе с уравнением Кеплера. Разложение истинной аномалии 
называется у р а в н е н и е м  ц е н т р а .

Современная точность наблюдений такова, что в теории не
обходимо сохранять члены разложений порядка е1—е8 и даже 
выше. Степенные разложения в данном случае оказываются не 
слишком удобными, так как коэффициенты при ек — тригоно
метрические многочлены. Более удобными являются тригономе
трические ряды, коэффициенты которых — функции эксцентри
ситета, вычисляемые по некоторым общим формулам.

§ 40. ТРИГОНОМ ЕТРИЧЕСКИЕ Р А ЗЛ О Ж Е Н И Я

Эти разложения находят на основе (39.2) и (39.3). Общие 
формулы для коэффициентов Л*, В к выражают через бесселевы 
функции первого рода от эксцентриситета орбиты.

Напомним сначала основные соотношения для бесселевых 
функций первого рода. Обозначение: / „  (х )  — бесселева функ
ция 1-го рода п-го порядка. Эти функции могут быть опреде
лены как коэффициенты разложения производящей функции 
F ( z )  по степеням комплексной переменной z следующего вида:

После перемножения разложений двух экспоненциальных 
функций, входящих в (40.1), может быть получена общая фор
мула для Jn {x) в виде ряда

сходящегося при |х ]< о о .  Так как замена z на z_1 функцию 
F (г)  не меняет, то

r  =  a ( l  — ecos £); (39.8)

(39.9)

4-00

/ 7(z) =  exp —  (г—г-1) =  £  J n(x)zn.
2  п = —ос

(40.1)

«/ п (х) 1
я! 1 • ( « + ! )  1 - 2 (я  +  1) (п  - |-  2)

(40.2)

J - n ( x )  =  ( — 1 )"  J „ ( X ) . (40.3)
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Дифференцируя (40.1) по z  и соответственно по х и прирав
нивая коэффициенты при одинаковых степенях z  слева и 
справа, можно получить следующие рекуррентные формулы:

tiJп (х) =  [J л—х (х) +  Jп+1 (*)]; (40.4)

dJn (х) =  J'n (х) - 4 -  Уп - 1  ( x ) - J n+1 (*)]■ ’ (40.5)
dx  2

Таким образом, с помощью ряда (40.2) достаточно вычис
лить лишь функции J0(x) и / i  (л:); остальные функции вычисля
ются по рекуррентной формуле (40.4); производные ж е  Jn'(x)  
выражаются через сами функции Jn (x).

Положив в (40.1)

z =  ex р У — 1 ф, (40.6)

умножая обе части (40.1) на е х р [ —д / — 1 яф] и интегрируя
(40.1) по ф в пределах от 0 до 2я, получим интегральное пред
ставление бесселевых функций:

Я

nJn (х) =  J cos (пф—х в ш ф ^ ф .  (40.7)
о

Получим теперь некоторые общие разложения. Найдем сна
чала разложение cos тЕ.  Так как эта функция четная, то

ОО
cos тЕ  = —  А т0-\- 2  A mkcoskM,  (40.8)

2  k = l

где

9 "
А тк =  —  | cos тЕ  cos k M d M . (40.9)

л о
Вычисляя э т о т  интеграл по частям, находим

я
А тк =  —— j cos [(k — т) Е — ke sin Е] d E — 

kzi о
Я

-----—  | cos [(k +  m) E — &esin E]dE.  (40.10)
кл, о

Сравнивая (40.10) и (40.7), заключаем, что 

^ т * = -2 - [У * _ т (й е)-У *+ т (Лв)], (40.11)
R

причем
. 0 при / п >  1 

Л т „ =  , (40.12)1 — е при т = 1 .
166



Поступая таким же способом, можно получить разложение 
s i n пгЕ (нечетная функция):

sin
оо

тЕ =  т  ^  - ~ [ J k+m{ke) +  Jk. m{ k e ) \ ^ k M , (40.13)

k=i
причем при т =  1 на основании (39.4) будем иметь

ОО

s i n £ =  —  —  Jk (ke)s inkM.  (40.14)
е /  , k  

k=\
Указанных разложений достаточно, чтобы почти автомати

чески получить общие разложения остальных основных 
функций.

Приме ры.
1. Для получения разложения Е  ряд (40.14) подставляют в уравнение 

Кеплера (39.4).
2. Для получения разложения г/а р я д  (40.8) при т =  1 подставляют 

в выражение (39.8). Чтобы найти разложение обратной величины а/г, до
статочно продифференцировать разложение Е  по средней аномалии М, так 
как

ЛЕ 1 а (40.15)
Л М  1 — е cos Е  г

3. Полученные разложения радиуса-вектора позволяют найти ряды для 
cos v и  sin у. Из интеграла орбиты

c o s d  = —  £ (1 —  е2) — ------ l j  (40.16)

получают производную
(  r \  . с  dE е sin Е  е . . . .-------- I —  ) =  e s i n £ ---------= ----------------------= ----------------- s i n p ,  (40.17)

d  М  \  а )  dM  1 — е cos Е  ^ __g2

откуда

V 1 — е2 d (  г \  (40.18)s i n  V
е dM (i>

Гораздо чаще используются разложения более общих функ
ций, включающих в себя перечисленные. Коэффициентами та 
ких разложений являются функции эксцентриситета, назы вае
мые к о э ф ф и ц и е н т а м и  Г а н з е н а .

§ 41. Р А З Л О Ж Е Н И Я  ПО КОЭФФИЦИЕНТАМ ГАНЗЕНА

Функциями общего вида являются функции

^ - J ' c o s  mv  и у  sin mv, (41.1)

где п  и т  — любые целые числа, положительные и отрицатель-
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ные, включая нуль. Первая функция четная, вторая— нечетная. 
Разложения этих функций записываются в виде

( — Y  cos mv — Com (е) +  X  С™ (е) cos k M ; (41.2)
Ч а )  А=1

( т Х
sin mv — 2  S*m (е) sin kM.

fc=i

Чаще вместо двух разложений (41.2) рассматривают одно 
в комплексной форме:

___  +оо ___
( — У е х р У — 1 mv =  2  .X£m(e)expд/ — 1 kM.  (41.3)
\  a J  /г=-оо

Сравнение (41.2) и (41.3) дает

С Г ( ё )  =  Х Т к (е) +  Х пЛ ( е ) ,

5 Г  (е) =  Х птк ( е ) - Х пЛ ( е ) .  (41.4)
Кроме того, по определению имеем

X n+t m =  X - k m. (41.5)
Коэффициенты разложений (41.2) и (41.3) называются к о 

э ф ф и ц и е н т а м и  Г а н з е н а .  Чаще применяют коэффициенты 
Ганзена X kn'm{e).  Вычисление коэффициентов Ганзена — одна 
из наиболее трудоемких операций в теории возмущений. Введем 
обозначения средней и эксцентрической аномалий в комплекс
ной форме:

z =  e x p ^ /— 1 М;  г/ =  ехр д/ — Г £. (41.6)
Формула для вычисления коэффициентов Ганзена наиболее 

просто выводится с помощью так называемого 1-го правила 
Коши. Это правило заключается в следующем. Пусть дана не
которая функция f (M )  средней аномалии и требуется найти ко
эффициенты Pk ее тригонометрического разложения в комп
лексной форме:

+°°
f ( M ) =  Z  PkZk- (41.7)

—оо

Тогда искомые коэффициенты Р к равны коэффициентам при 
y k в разложении функции

F* =  / [  1 ----- ^-(г/4-гГ1)] exp (41.8)

по степеням у. Это правило выводится так. Формулы (39.3) 
в комплексной форме объединяются в одну:

2л

2лР* =  J f { M ) z - kdM.  (41.9)
о
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Д а л е е  с помощью (41.6) записываем в комплексной форме 
уравнение Кеплера

: ехр | - - ^ - ( у — у  *)] (41.10)
2

и производную 
dM l _ J _ ( 0  +  r i). (41.11)dE  2 v »  I »  /

Зам еняя  в (41.9) с помощью (41.10) и (41.11) независимую 
переменную с М  на Е, получаем

2л
2 л Р к =  (' Fhy ~ kdE,  (41.12)

о
где F k определяется формулой (41.8). Отсюда и следует ука
занное правило Коши. Суть его использования в том, чтобы 
избежать вычисления интегралов (39.3) или (41.9) и свести 
выкладки к чисто алгебраическим операциям.

П оложим в (41.8)

/  =  (41.13)

где

х  = е х р д / — 1 v. (41.14)
С  учетом формул (40.16), (40.17), (41.10) и (41.11) подста

новка (41.13) в (41.8) после преобразований дает

F k =  (1 -} р2) -" -1 i f  (1 — рг/)"-т+1 (1 _ р г/- ‘)п+т + 1 х  

X  е х р [ - у - ( 0 —У-1) ] .  (41.15)

где

р. = -------- !.............  (41.16)
1 -1 У 1 — е2

Таким образом, разложение функции Fu. в данном случае 
сводится к перемножению двух биномиальных разложений и 
двух  экспоненциальных. Выполнение этих действий после при
ведения подобных членов и расположения всех членов по воз
растающим степеням р позволяет получить общую формулу 
для коэффициентов Ганзена как коэффициент при у к:

оо

X I ' т (в) =  Р<-*> (1 Н Р2) - ” - 1 £  fs+max (о. ( т ,  V) X
s=0

- V ) - P 2S, (41.17)
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где

1 +  Р2

а коэффициенты при р2*— многочлены вида

(41.18)

Р / 'О » .  » ) =  V < —  +  ;— ■>' ■ (41.19)
Z -I  ri (S —  Л)!
/■=0

( min(s, п —/п + 1 ) ,  при п— т-4-1 > 0
9 =  Т ,  п (41-20>I s, при п—т + 1 < с 0 ;
(— п - \ - т — 1)̂  =  (— п - \ - т — 1) ( — п +  т ) ( — п +  т +  1) . . .
• • • ( - п +  т - 1  + ( / • - ! ) )  (41-21)

— обобщенный факториал. При нижнем нулевом индексе неко
торые коэффициенты Ганзена обращаются в ноль:

Х о ’т =  0, при п =  — 2, — 3................ — \т\  — 1. (41.22)
К ак следует из формулы (41.17) коэффициенты Ганзена 

имеют порядок относительно эксцентриситета

\ Х 1 ' т \ ~ е ' т- к \  (41.23)
Эту оценку можно использовать для предварительного оп

ределения необходимого числа коэффициентов Ганзена при за 
данной точности вычислений относительно эксцентриситета ор
биты.

Существуют таблицы коэффициентов Ганзена. Подробное 
описание этих таблиц содержится в книге М. Ф. Субботина 
«Введение в теоретическую астрономию» (М., Наука, 1968).
§ 42. СХОДИМОСТЬ Р А З Л О Ж Е Н И Й

Как следует из формул невозмущенного движения, лю бая  из 
рассмотренных функций координат эллиптического движения 
может быть представлена через неотрицательную степень sin Е  
или cos Е,  т. е. выражена через некоторую последовательность 
целых функций. С другой стороны, поскольку

s i n E  =  E ------ — I- • • • , c o s £ = l -  Е ' Е
3! 2! 4!

(42.1)
где Е  может быть представлена в виде ряда по степеням экс
центриситета, либо в виде тригонометрического ряда, коэффи
циенты которого — ряды по степеням эксцентриситета, то на 
основании общих теорем о сложении и перемножении абсо
лютно сходящихся рядов можно утверждать, что радиус схо-
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димости разложения эксцентрической аномалии является общим 
радиусом сходимости всех разложений.

К а к  известно из теории функций комплексного переменного, 
радиусом сходимости разложения аналитической функции явля
ется расстояние на плоскости независимой переменной от на
чала координат до ближайшей особой точки, в которой функ
ция и ее первая производная имеют разрыв (полюс функции).

dEТ ак  как производная -----  имеет вид
de

d E  sin Е
de 1 — cos E

(42.2)

то все полюсы функции E на комплексной плоскости е должны 
удовлетворять уравнению

1 — e c o s£  =  0, (42.3)
которое следует решать совместно с уравнением Кеплера

Е  =  М -\ -е  sin Е (42.4)
с учетом комплексных значений величин. Тогда модуль наи
меньшего из корней системы (42.3) — (42.4)

| в! | =  min f (М ) (42.5)
будет искомым радиусом сходимости.

Обозначим через Е\ значение эксцентрической аномалии, со
ответствующее в\. Тогда из (42.3) следует

=  — !— , (42.6)
d M  sin Е !

а из (42.3)

e i = ----- (42.7)
cos Е х

Обозначив комплексное значение Е

E  =  E r +  ^ J ~ \  Е „  (42.8)
найдем с учетом (42.6) и (42.7) производную от квадрата
функции f ( M) :

dj2 ______4 sin 2Е к
dM  s in2 2Е ц  +  sh2 2 £ /

(42.9)

Из (42.3) следует, что модули максимумов и минимумов 
функции f 2 равны, а из (42.9) по изменению знаков производ
ной можно заключить, что m a x /2 имеют место при ER—kя,
& =  0, 1, 2, 3, . . . ,  m in /2 — при ER =  kn +  я/2. Поэтому для 
m in  f2 будем иметь

£ i = - ^  +  V ^ l '  Е1г  (42.10)
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Исключая из (42.3) и (42.4) эксцентриситет и подставляя 
результат в (42.10), для вещественных значений средней ано
малии найдем

ReMi =  я/2;
Ex, sh E i j — ch £ 1; =  0. (42.11)

Приближенное значение корня второго уравнения равно:

^ i / =  1,1996786 . . . (42.12)

Наконец, из (42.7) найдем значение (42.5) с учетом (42.10) 
и (42.11):

| e i | =  m in /  =  / ( ^ )  =  —- * —  =  0,6627 . . . (42.13)
\  2 J sh Е

Таким образом, рассматриваемые ряды абсолютно сходятся 
при любых вещественных значениях средней аномалии М  в ин
тервале изменения эксцентриситета

0 <  е < 0,6627 . . . (42.14)

Правый предел в (42.14) называется п р е д е л о м  Л а п 
л а с а .  В интервале

0,6627. . . < е < 1  (42.15)

ряды могут оказаться расходящимися.
Практическое значение данного результата заключается 

в следующем. Так как в интервале (42.14) ряды абсолютно 
сходятся, то над ними можно выполнять алгебраические дей
ствия (кроме деления) и в результате снова получать сходя
щиеся ряды. Кроме того, существование области сходимости
(42.14) указывает на то, что для каждого из разложений в этой 
области может быть построено сходящееся усиливающее (ма
жорирующее) разложение. Поэтому в области (42.14) вместе 
с абсолютной сходимостью реализуется равномерная сходи
мость. А тогда в области (42.14) каждое из разложений можно 
почленно дифференцировать и интегрировать, получая в ре
зультате снова сходящиеся ряды. Поэтому для всех значений 
эксцентриситета от нуля до предела Лапласа разложения ко
ординат эллиптического движения и их функций могут быть 
использованы для представления правых частей уравнений воз
мущенного движения в виде сходящихся рядов с целью прибли
женного аналитического интегрирования этих уравнений. В ин
тервале эксцентриситетов (42.15) этого делать нельзя.
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В О З М У Щ А Ю Щ И Е  ФУНКЦИ И И В О З М У Щ А Ю Щ И Е  
У С К О Р Е Н И Я ,  Д Е Й С Т В У Ю Щ И Е  НА ИСЗ

§ 43. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Как было указано в § 32, на спутник действует целый ряд воз
мущающих факторов, имеющих потенциальный характер и 
в силу этого обладающих возмущающей (пертурбационной) 
функцией R. К ним относятся: возмущающая часть геопотен
циала, притяжение Луны и Солнца, приливное действие Луны 
и Солнца, световое давление, переизлучение Землей солнечной 
радиации, прецессионно-нутационный поворот Земли в инерци- 
альном пространстве. Сюда можно добавить гравитационное 
действие атмосферы. Влияние перечисленных возмущающих 
факторов на движение ИСЗ наиболее просто может быть изу
чено путем интегрирования уравнений Лагранжа для оскули- 
руюпдих элементов орбиты, либо на основе интегрирования ка
нонических уравнений возмущенного движения. Это, конечно, 
не исключает использования более общих уравнений Ньютона 
или уравнений Лагранжа II рода вида (30.12).

Н а  спутники, двигающиеся в верхних слоях атмосферы, дей
ствует также и диссипативная возмущающая сила, приводящая 
к уменьшению общей энергии системы Земля—спутник,— сила 
атмосферного торможения. Возмущающее действие этой силы 
на движение ИСЗ может быть изучено лишь на основе инте
грирования общих уравнений возмущенного движения — урав
нений Ньютона (34.5) либо уравнений вида (32.5).

Интегрирование уравнений может выполняться любым из 
методов, указанных в гл. 12,— аналитическим или численным. 
В связи  с этим укажем соотношение между областями приме
нения методов интегрирования обоих типов в космической гео
дезии.

Основным фактором, определяющим движение ИСЗ, явля
ется геопотенциал, возмущающая часть которого задает об
щ ую  эволюцию орбиты спутника. Эволюция орбиты под 
действием остальных факторов накладывается на эво
люцию под действием геопотенциала, причем количественно 
действие этих факторов примерно в 1000 раз меньше возму
щающего действия геопотенциала. Формулы для возмущений, 
которые получаются в результате аналитического интегрирова
ния уравнений возмущенного движения, обычно играют роль 
уравнений поправок для определения и уточнения числовых 
параметров, характеризующих возмущающую часть геопотен
циала. Поэтому при решении задач космической геодезии ана
литическое интегрирование в первую очередь необходимо для 
изучения геопотенциала по возмущениям орбит ИСЗ. Д л я  по
лучения аналитических формул для возмущений необходимо

Г л а з а  14.
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выразить возмущающую часть геопотенциала через элементы 
орбиты ИСЗ. Такая операция называется р а з л о ж е н и е м  
в о з м у щ а ю щ е й  ф у н к ц и и .

Остальные, негеопотенциальные, факторы целесообразнее 
учитывать путем численного интегрирования. Поэтому сущест
венной необходимости в разложениях возмущающие функций 
этих факторов при решении задач космической геодезии не воз
никает. Тем не менее эти разложения могут быть выполнены 
по тем же правилам, что и разложение возмущающей функции 
геопотенциала.

§ 44. ВОЗМУЩАЮЩАЯ ФУНКЦИЯ ГЕОПОТЕНЦИАЛА

Запишем гравитационный потенциал Земли — геопотенциал — 
на внешнюю точку (спутник) в виде

г/ =  -!5- +  Де, (44.1)
Г

где (.1= / М ф — геоцентрическая гравитационная постоянная (/ — 
постоянная тяготения, М®— масса Земли); г — геоцентрический 
радиус-вектор внешней точки (спутника); Р®— возмущающая 
функция (возмущающая часть) геопотенциала. Первый член 
в (44.1) определяет невозмущенное движение ИСЗ, второй — 
возмущения в движении ИСЗ.

Исходное выражение для Р 0 обычно задается в фюрме из
вестного из теории фигуры Земли разложения по сферическим 
функциям:

ОО П

# © = у -  ^  (~ 7 ~ )2 (C"*cosfeM-S„AsinU )P„*(sin(p). (44.2)
п = 2 /г=0

Здесь: ф, К — геоцентрические широта и долгота внешне й точки; 
ае — средний экваториальный радиус Земли; Спк, S nk —  безраз
мерные параметры, характеризующие внешнее гравитационное 
поле Земли; P nk (эшф) — функции Лежандра. Эти функции де
лятся на два типа:

k =  0; Р яо (sin ф) — полиномы Лежандра,
3 1P i  0 =  sin ф; Р 20 =  —  бш2ф ---- — ;

Р п+ю  (sin ф) =  — -+ 1 sin (pP/to ( э т ф ) --------—  P n_10( s i r ^ ) ;
п  +  1 л  +  1

— cos2 Ф — ~'т ŝin ф) =  п [sin фР„0 (sin ф)— Р „_х 0 (sin ф)]; (44.3) 
a (sin ф)

О< & <  п, Р „* (зтф ) — присоединенные функции Л еж андра:

P nk (sin ф) =  (— 1)* cos2 ф d'-/-',° (sin ф) • (44.4)
d (sin ф)"
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Если выразить угловое расстояние г|) между двумя точками 
со сферическими координатами фь Хь фг> 2̂ по теореме коси
нусов

cos гр =  sin ф! sin ф2 +  cos фх cos ф2 cos (Я2— Ях), (44.5)
то для  Р по (cos if)) справедлива теорема сложения сферических 
функций

П

Р „ о (cos 1))) =  Pno (sin фа) Р п0 (sin ф2) +  2 V f  7  k~  X
/  i (п-\ k)\ 
fe=l

X Pnk (sin фх) P nk(sinф2) cos k (X2— Xx). (44.6)
Разложение (44.2) можно интерпретировать как разложение 

потенциала в ряд Фурье относительно долготы X.
При к =  0 разложение (44.2) характеризует отличие потен

циала сфероида от потенциала однородной сферы (или мате
риальной точки). Это так называемая з о н а л ь н а я  часть 
геопотенциала:

оо

К © Ф = - P n o i s m y ) ,  (44.7)
п ~  2

где —Jno =  C no• Каждый член ряда (44.7) называется з о н а л ь 
н о й  г а р м о н и к о й ,  а коэффициенты Jn — коэффициентами 
зональных гармоник. Наиболее крупный — первый член (п =  2):

R j2=  — \ iJ2- ^ - P 20 (sin у )  (44.8)
г3

— вторая зональная гармоника. Ее коэффициент /г характери
зует полярное сжатие Земли ае и связан с ним формулой, из
вестной из теории фигуры Земли,

= [l + -f J .  +  ±  •
(44.9)

где со®— средняя угловая скорость вращения Земли. Порядок 
коэффициента / 2 — 10—3; остальные коэффициенты I п>г имеют 
порядок по крайней мере /г2 : 10~с, 10-7 и т. п. Четные коэффи
циенты J n характеризуют потенциал сфероида, симметричного 
относительно плоскости экватора, нечетные — несимметрию сфе
роида относительно плоскости экватора.

При 0 разложение (44.2) характеризует отличие по
тенциала реальной Земли от потенциала сфероида. Это — дол
готная часть геопотенциала, содержащая т е с с е р а л ь н ы е  
(клеточные) г а р м о н и к и  k=£n и с е к т о р и а л ь н ы е  г а р 
м о н и к и  k =  n. Как известно, полином Л еж андра / \ i 0(sin ф) — 
полином п-й степени и в соответствии с основной теоремой а л 
гебры имеет ровно п корней. Поэтому такой полином, заданный
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на сфере, делит сферу п параллелями, на которых он обраща
ется в нуль, на я + 1  широтных зон, причем в двух соседних зо
нах полином имеет разные знаки. Аналогично, присоединенная 
функция / ’„„(s in  ф) делит сферу меридианами, на которых она 
обращается в нуль, на я/га меридиональных секторов. Наконец, 
присоединенная функция P„*(sin ф) обращается в нуль на л — k 
параллелях и 2k меридианах. В результате сфера делится на 
клетки, образованные указанными меридианами и параллелями. 
Распределение знаков « +  » и «—» функции P nk по клеткам 
шахматное.

Физический смысл представления возмущающего потенциала 
в виде ряда (44.2) заключается в том, что реальный возмущаю
щий потенциал равномерно аппроксимируется потенциалом, ко
торый создается совокупностью различных дополнительных 
масс, распределенных по указанным зонам, секторам и клеткам.

Часто в разложении (44.2) коэффициенты С„&, заме
няют на нормированные коэффициенты Спъ., S nk, а функции Л е
жандра P„*(sin ф ) — на нормированные функции Л еж андра

P nk (sin ф) =  v„kP nk (sin ф); (44.10)

где

= V -
2 (п — k)\ (2п +  1) 

(п +  А)!
(44.11)

Это делается для удобства числового представления коэффи
циентов; для теории это не имеет значения.

§ 45. Р А З Л О Ж Е Н И Е  ВОЗМУЩАЮЩ ЕЙ ФУНКЦИИ 
ГЕО ПО ТЕН ЦИ А ЛА

Запишем (44.2) в виде
ОО П

(45.1)
/1=2 *=0

и разложим Rnk в тригонометрический ряд:

R n k =  yhQnkifl* б, i) cos (осп̂  -f- Ря£(о -|- бп̂ /И0 4- Snk)* (45.2)
nk

где a„fc, Pnft, yn k ,  6n k ,  Sn k  — произвольные вещественные числа 
(они могут быть и целыми). Такие ряды называют рядами Пу
ассона.

Прежде всего аргумент широты и в формулах связи между 
прямоугольными геоцентрическими координатами и элементами 
орбиты заменим на истинную долготу в орбите до по формуле

w =  Q Jr u (45.3)
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и запишем эти формулы в комплексной форме:

-/у/— 1 —  =  е х р д /— 1 w - \ - 2 sin2-—- s in (w— Q) X

X exp д /— 1 (Q—90°) =  cos ф exp д/ — 1 (A, +  S); (45.4)

—  =  sin i sin (w— Q) =  sin ф, 
r

где X +  S  =  u — геоцентрическое прямое восхождение; S — угол, 
численно равный среднему гринвичскому звездному времени 
в текущий момент:

S  =  со® (f- Л ) +  S«»; (45.5)
t o — начальный момент; S (0) — начальная фаза — значение S 
в момент, соответствующий и  =  0 .

Д алее  используем следующие соотношения [9], [13]:
1) представление целой степени косинуса тригонометриче

ским полиномом:
П

cosn р == У* (  П )  ехР V — — ŝ) Р; (45.6)
s—0

^  ^ =  «(» — !) (п — 2 ) . . . ( n  — s -j- 1) у^

— биномиальные коэффициенты. Аналогичная формула для 
sin^p  получается заменой в (45.6) р на 90°—р;

2) связь функции Лежандра с ультрасферическими полино
м а м и — полиномами Гегенбауэра — C„_ft(sin ф),определяемыми 
ка к  коэффициенты разложения производящей функции:

ОО
( l - f a 2— 2 а 8 т ф ) -л,=  £  а 'С п ^ т ф ) ;  | а | < 1 ,  (45.8)

л=0

где v — любое вещественное неотрицательное число,

P nk (sin ф) =  2* cos* фC£±ft2 (sin ф); (45.9)

( т ) , = т ( т + 0 ( т + 2)  • • ( Т + * - 1)
— обобщенный факториал;

3) явное выражение ультрасферических полиномов
Е (п/2)

„ V, .  л 1 V  ( — l)m2" - 2mr(v  +  n - m )
Сп (sin ф) = -------  /  --------------------------;------------Sin ф,

Г (v) L u  m!(n—2т)!
т —0

(45.11)
где Г (л:; — гамма-функция; здесь будут встречаться ее вы раж е
ния, когда х  =  п > 0 (п — целое) и х = п  +  1/2-
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Тогда

Е ( п / 2) означает, что суммирование ведется до наибольшего це
лого, содержащегося в п/2 .

Д ля  получения искомого разложения выполняют следую
щие операции. Выражают через элементы орбиты величину

по формуле бинома. Находят выражение для ехр д / — I kXPnk 
(sin ф), для чего последовательно применяют формулы (45.9),

степень sin (w  — Q) при помощи (45.6). Используя разложение- 
по коэффициентам Ганзена [формула (41.3)], получают вы раж е
ние для аеп/ г п+ п р е д с т а в и в  предварительно в предыдущем вы
ражении истинную долготу в орбите через истинную аномалию» 
w  =  £2 +  ю +  V. Разделив затем в полученном выражении: действи
тельную и мнимую части, окончательно получают:

/С * /  (е, Эу) =  X J n- 1 - п+ 2 (m+s+?) (е) {Спк cos 0 пк +  S nk sin fl„A);
(45.15)

соэ^фехрд/ — Ikk,  возводя первую формулу (45.4) в ^-ю степень

(45.11), формулу для cos* ф ехр д / — I kK и выражают целую*

Л-

X (45.13)

где Эу — вектор угловых элементов;

I sin —  X 
2

X ctg2m
2

(45.14)

+  k  — Л40 +  [ti —  k —  2 ( s  +  <7)] 90°,
n
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гд е  п  —  среднее движение. Средняя аномалия по формуле М  =  
=  M 0 +  n ( t — tQ) выражается через время t. Д л я  получения раз
л ож ения  только от зональной части геопотенциала в формулах 
(45.13) — (45.16) следует положить: k =  m  =  0 ; 5„* =  0 ; С по = —Jn-

§  46. НЕКОТОРЫЕ ДРУГ ИЕ ФОРМЫ ПР ЕДСТАВЛЕНИЯ 
ГЕОПОТЕНЦИАЛА, ПРИМЕНЯЕМЫЕ В КОСМИЧЕСКОЙ 
Г Е О Д Е З И И

Попытки упростить процесс предвычисления возмущенного дви
ж ения ИСЗ привели к необходимости поиска других форм пред
оставления геопотенциала.

Потенциал задачи двух неподвижных центров. На оси z  гео
центрической инерциальной системы координат, x y z  (рис. 50) 
расположены две материальные точки с массами ты (северная 
точка) и m s  (южная точка). Пусть массы точек комплексно co
in ряжены:

, ,------  ч м
m N = • —  0  +  У — 1 а ); tns =  —тг- ( 1  — У — 1 а )> (46Л )2 ^  2 

тде  М ® — масса Земли; расстояния точек S n  и  S s  о т  начала ко
о рд и н ат  пусть также комплексно сопряжены:

s w =  c (ct +  V — 1 ); ss =  c ( a — У — 1 ), (46.2)
где  с и а — некоторые вещественные константы.

Потенциал V, создаваемый этими массами во внешней точке 
{(ИСЗ), по определению равен

fm ^  . fm s  ц . /  1 - | -  (т  У  —  1 1 —  ст V  —  1.У
ц /  1 -|- ст у  — 1 1 —  ст у  — 1 \

2 V rN r S  ) 'l~N l~S

(46.3)
Разложив rN~l и /-s-1 в ряды по полиномам Лежандра, абсо

л ю тно  сходящиеся приг- 1с У 1 +сг2 < 1, получим

V  =  —- ! -  ( ^ ) Ч ( з т б )г __
k —2

(46.4)

где  коэффициенты равны

Л  =  -  - i -  ( - £ - )  [(1 +  с  У = Г )  ( ° + V = r )‘

+ (1_„у_1 )(„_^ГГ)4]. (46.5)
Эти коэффициенты вещественные, так  как при натуральных 

k  величины (сг +  У  — 1 )* и ( а — У  — 1 )* комплексно сопряжен
ные. Поэтому потенциал V, создаваемый двумя центрами (точ
кам и) m N и ms , также вещественный. Поставив условие

Л  =  У а ; 4  =  У з ,  ( 4 6 . 6 )

179



Рис. 50. Расположение двух 
неподвижных центров с мас
сами т я  и та

динат

Рис. 52. Взаимное положение спутника 
и текущей точечной массы (система ко
ординат гринвичская)

константы о и с можно определить через известные значения
a e, j 2, J s '

C =  ae^ / J 2— [J3 (2J2)~1]2 ; a — J 3 (2J2)~1 {J2—
__ i_

- [ J 3(2J2) - ' } 2} 2 • (46.7)
При таком определении всех параметров потенциал (46.3) 

есть потенциал некоторого сфероида, сплюснутого у полюсов, 
у которого первые три члена совпадают с классическим р аз 
ложением зональной части геопотенциала, причем если

=  =  V +  (46.8)
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то разница между двумя возмущающими функциями имеет по
рядок — -R ® |^10-6 .

Смысл введения потенциала V  двух центров заключается 
в следующем. Отбросим пока возмущающую функцию /?© и 
будем иметь в виду движение ИСЗ в поле V. Исходные урав
нения; пусть заданы в геоцентрических координатах х, у,  z; 
форма уравнений — гамильтонова. Перейдем от системы x y z  
к системе сфероидальных координат |т)до. Последние представ
ляют собой следующее (рис. 51): положение ИСЗ определя
ется линией пересечения софокусных эллипсоидов г) =  const и 
гиперболоидов g =  const (фокусами служат неподвижные центры 
с массами m N и m s ) и углом положения до, отсчитываемым от 
направления на точку весеннего равноденствия. Между x y z  и 
|г)Ш существует взаимно однозначное непрерывно дифференци
руемое соответствие [6], [7]:

j f - b V — 1 У =  У (£2 +  с2)(1— л2) е х р д /— 1 до; г  =  са +  1ц\
(46.9)

£ =  ^ - ( ' n  +  ''s); ti =  ~ r - ( rs —  r N); tg w = - 2 ~ ,  (46.10>
Z  Z  ■у — 1 X

позволяющее проинтегрировать уравнения движения в сферои
дальных координатах, а затем перейти к исходным прямоуголь
ным. Канонические уравнения движения ИСЗ в сфероидаль
ных координатах £, г), до интегрируются методом Гамильтона — 
Якоби в квадратурах. Такое решение задает промежуточную 
орбиту ИСЗ, более близкую к истинной возмущенной орбите, 
нежели невозмущенная кеплерова, определяемая потенциа
лом ц/r. Учет влияния возмущающей функции /?© и всех ос
тальных возмущений потенциального характера выполняется 
методом вариации произвольных постоянных. Это, однако, при
водит к уравнениям для возмущений параметров промежуточ
ной орбиты задачи двух неподвижных центров, которые ничуть 
не проще классических уравнений Л агранж а для кеплеровых 
элементов.

Точечное представление геопотенциала. В целях экономии 
машинного времени при вычислении правых частей уравнений 
возмущенного движения ИСЗ в процессе их численного инте
грирования в последние годы уделяется внимание [13, 16] ап
проксимации возмущающего геопотенциала суммарным потен
циалом ряда материальных точек. Вторую зональную гармо
нику аппроксимировать нецелесообразно (точек будет слишком 
много).

Если UT — рассматриваемая аппроксимация, то

2 N
U T =  - £ -----^ 4 p 20( s i n 6 ) + y  (46.11)

г г3 /  j Д.-
/=1
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причем

где ь — малое заданное положительное число; SjXj =  f 8 m ,  бrtij — 
значение j -й массы; N  — число масс; Д,-— взаимное расстояние 
j -я масса — ИСЗ (рис. 52); р;-, Ф3-, А)  — сферические коорди
наты /'-й массы (радиус-вектор, широта и долгота). Из рис. 52

\ U — U T \ < * ,  (46.12)

Д/
V ' + ( Jr ) " _ 2 ( Jr ) cos'l’i

ОО
=  ■- у  £  ( - 7 - ) " р п (cos %).  (46.13)

п=О

Так как по теореме косинусов

cos %  =  sin б sin Ф/ +  cos б cos Ф/ cos (А,—Л/), (46.14)

то, выразив полиномы Лежандра по теореме сложения (44.6), 
подставив (46.13) в (46.11) и сравнив результат с обычным 
разложением геопотенциала по сферическим функциям (44.2) 
с учетом (44.10), (44.11), можно получить выражения; для нор
мированных коэффициентов С пп, Snh. через параметры точеч
ных масс:

(4б15>\  nk J  /=1 \  sin дЛу* J

Обратного однозначного соотношения не существует. П о
этому задача аппроксимации геопотенциала точечными мас
сами в принципе неоднозначная и может выполняться разнооб
разными способами.

Если «точечную» часть в (46.11) обозначить через

Z ^ T '  <4 б л 6 >
/='

расстояние А,-

А/2 =  (х Xj)2 +  { у - у  j f  +  ( z— Zjf,  (46.17)

где
Xj =  р/ cos Ф j cos (А/ +  5); /// =  р/ cos Фу sin (А/ +  S);
2 =  р;-sin Ф/; (46.18)

182



5  —  гринвичское звездное время, то составляющие возму
щающего ускорения от R t в уравнениях движения вычисляются 
просто:

Это и определяет экономию машинного времени при числен
ном интегрировании уравнений движения ИСЗ. Д л я  аналити
ческого интегрирования точечное представление неудобно, так 
как приводит к более сложному разложению возмущающей 
функции геопотенциала, нежели разложение (45.13).

В дальнейшем будем исходить из разложения геопотенциала 
по сферическим функциям.

§ 4 7 .  Н ЕГЕОП ОТЕНЦ ИА ЛЬН Ы Е ВОЗМУЩАЮЩИЕ ФУНКЦИИ

Возмущающие функции Луны и Солнца. Землю, спутник, Луну 
и Солнце примем за материальные точки. Ввиду малости массы 
спутника можно считать, что он не оказывает гравитационного 
действия на другие небесные тела. Такую материальную точку 
называют п а с с и в н о  г р а в и т и р у ю щ е й  или н у л е в о й  
м а с с о й .  Можно отдельно рассматривать две системы трех 
материальных точек: Земля — спутник — Луна, Земля — спут
ник—  Солнце. Тогда, принимая ИСЗ за нулевую массу, мы 
будем иметь дело с двумя совершенно одинаковыми задачами, 
к а ж д а я  из которых в небесной механике называется о г р а 
н и ч е н н о й  з а д а ч е й  т р е х  т е л  (материальных точек).

Возмущающая функция в такой задаче определяет возму
щения нулевой массы (ИСЗ) и имеет вид (рис. 53)

причем ni =  f m u где т х — масса возмущающего тела (Луны 
или Солнца); А — взаимное расстояние. Для спутникового дви
жения всегда соблюдается условие

которое позволяет преобразовать исходное выражение R\  сле
дующим образом. Из треугольника М ® тт.\ имеем:

N N

/=1 
N

(46.19>

/=1

(47.1)

г / г  i< l , (47.2)

А  =  " \ /  г? +  г2 — 2 rxr cos т|з (47.3)
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п =О

Тогда при условии (47.2) величина А-1 разлагается в схо
дящийся ряд по полиномам Лежандра:

оо
А-1  =  гГ1 £  Р п (cos ар). (47.4)

Подставив (47.4) в (47.1), получим
ОО

R i  =  И1 у  Рп (cos^l). (47.5)

п —2

Здесь первый член при п = 0 отбро
шен, так как он не зависит о т  коорди
нат ИСЗ и обращается в нуль при диф
ференцировании по координатам спут
ника; второй член при п =  1 взаимно 
уничтожается со вторым членом в (47.1).

Пусть а, б и cti, 61— геоцентрические 
прямые восхождения и склонения ИСЗ 
и возмущающего тела. По теореме кону
сов

cos г|з =  sin 6 sin бх -f cos б cos б2 cos (а2— а х). (47.6)
Представив /^(cosij))  с учетом (47.6) по теореме сложе

ния сферических функций (44.6) и подставив результат в (47.5), 
получим

Рис. 53. Система трех 
материальных точек

P i  — Ц-i п+1 (c \ k  (t) cos ka  +

n = 2  k — 0

Snk (0 sin ka) P nk (sin 6), (47.7)

где C nkx(t)  и S nkx{t) — медленно меняющиеся функции коорди
нат возмущающего тела:

41 * . а. I \
(п — k)\

X

=  (2 - б * . 0)

(  cos/га, \

(,п +  k)\ ( v f *

(47.8)

f 1, k =  0
6*,0 =  j 0 ^ __г_q — символ Кронекера.

Ускорения, вызываемые этими функциями, меняются мед
леннее ускорений ИСЗ от геопотенциала более чем в 300 раз 
для Луны и более чем в 4000 раз — для Солнца. Поэтому их 
удобно вычислять отдельно.
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П ри вычислениях в разложении (47.7) достаточно учиты
вать о т  2 до 5 членов для Луны и от 1 до 3 членов — для 
Солнца.

Возмущающая функция лунно-солнечного прилива. Прилив
ные возмущения в движении ИСЗ — вторичное возмущающее 
действие Луны и Солнца. Оно заключается в том, что приливная 
деформация уровенной поверхности геопотенциала вследствие 
притяжения Луны и Солнца приводит к изменению значения 
геопотенциала в любой фиксированной внешней точке. Это 
изменение геопотенциала можно рассматривать как дополни- 
тельн ый возмущающий потенциал, действующий на ИСЗ. В тео
рии приливов этот потенциал представляется в виде разложе
ния п о  сферическим функциям. В теории движения ИСЗ пока 
доста_точно учитывать первый член этого разложения:

Здесь  й2«0 ,3  — так называемое второе число Лява, харак
теризующее деформацию уровенной поверхности по высоте; углы 
Ф о vj)0 имеют тот же смысл, что и угол (см. рис. 53); Ai|’c 
и А г^ о — запаздывания приливного «горба» относительно под
лунной и подсолнечной точек. В силу того, что полином Р ц у  
имеет два корня, каждому приливному «горбу» соответствует 
прот ивоположный приливной «горб». При численном интегри- 
рова нии уравнений движения ИСЗ запаздывание приливного 
горб а можно принимать равным 5°. Возникающая при этом 
ошибка около 2" на точность учета возмущений не повлияет.

Возмущающая функция светового давления. Теория электро
магнитного излучения дает следующую формулу для силы све
тового давления:

где величины г© и 4  указаны на рис. 53; S — площадь попе
речного сечения ИСЗ в направлении А, т. е. на Солнце; S © — 
среднее значение солнечной постоянной (для границы атмо
сферы); с — скорость света; k — коэффициент отражения (k =  0  
для абсолютно черного тела, для спутника — 0 < £ < 1); а  — угол 
падения солнечных лучей на поверхность спутника, для сфери
ческого ИСЗ в среднем а = 0 .

Если обозначить

3
■Рио (cos -фс + А“Фс) +

(47.9)

(47.10)

(47.11)
т с
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где т  — масса спутника, а %с — релейная функция, принимаю
щ ая значения

( 1— вне земной тени,
п (47Л2)I 0 — внутри тени, 4

то на основании второго закона Ньютона возмущающее ускоре
ние равно

ад,=  ас ( - ^ - ) .  (47.13)

Так как световое давление действует вдоль взаимного рас
стояния в сторону от Солнца, то составляющие возмущающего 
ускорения вдоль геоцентрических осей x y z  равны

v  *© “ х  v  у® — УX c =  — W c - ^ - -----; Y c= - w c- ^ - ------;
д д

Zc =  — wc г° ~ г , (47.14)
[А

где вторые сомножители — направляющие косинусы Л  относи
тельно осей xyz .  Так как

дг =  (*0  _  xf  +  (Уо _  yf  _[_ (Z0 _  г)2; (47.15)

т© =  •*© +  «/© +  г®, 
то с учетом (47.13) находим, что

Х с = =  z e =  J * £ _ ,  (47.16)
дх ду дг

где

R c = - a cr2Q - i -  (47.17)

— возмущающая функция, характеризующая световое дав
ление.

Разлагая Д-1 по формуле (47.4) и ввиду малости эффекта 
сохраняя в разложении один член, окончательно получим

R e = - 2 £ - ( J - \ c О5г|>0 ; цс=  — 0^ 0 . (47.18)
а© V a© y

Существование функции R c отражает физический смысл дей
ствия светового давления: источник излучения — Солнце — со
здает поле, обладающее градиентом вдоль гелиоцентрических 
направлений; в отличие от тяготения здесь мы имеем де-ло с от
талкиванием.

При численном интегрировании уравнений движения ИСЗ 
определение значений релейной функции удобно выполнять по 
отдельной подпрограмме, основанной на следующих соображе- 
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ниях. П усть 180°±£ (рис. 54) — угол между направлениями на 
Солнце и на спутник в момент пересечения спутником границы 
тени ( тень вблизи от Земли считают цилиндрической). Из ри
сунка находим

£ =  arccos ^  +  V 1 - ( ■ £ ) ' ) •  (47Л9)

Рис. 5 4 . Условие входа ИСЗ в тень /

О-----------

где р — средний радиус Земли; г г  — геоцентрический радиус- 
вектор ИСЗ в момент пересечения границы тени. Угол гр© вы- 
числя ется по формуле (47.6). На основании рисунка заключаем:

180°— Ч’© < ^ — ИСЗ вне тени Хс= 1, (47.20)
180°—гр© S* £— ИСЗ внутри тени %с =  0.
Возмущающая функция переизлучения Землей солнечной ра

диации. Здесь следует различать действие коротковолновой 
(в оптическом диапазоне) и длинноволновой (инфракрасной или 
тепловой) радиации. В тепловом диапазоне эта сила действует 
все врем я, пока спутник находится на орбите, в оптическом ди
а п а зо н е — лишь когда на спутник попадает излучение с осве
щенной Солнцем части земной поверхности. По величине дей
ствие переизлучения примерно в три раза меньше прямого 
свето вого давления — оно зависит от альбедо (коэффициента 
отражения) Земли, равного примерно одной трети.

Т а к  как физический смысл действия переизлучения тот же, 
что и  у прямого светового давления, то на основании формулы 
(47.1 1) возмущающий параметр а„ можно записать так:

(  I — I J S L  ( 1 + * > « * « « (  Т* ) ,  (47.21)
V сгпт / т с  \  ут /

где уо — значение альбедо в оптическом диапазоне; ут — в теп
л о во з .  В среднем действие переизлучения в обоих диапазонах 
оказывается одинаковым, поэтому два разных альбедо часто 
можно заменить на их среднее значение v =  0,36.

О бщ ее действие переизлучения можно определить возму
щающей функцией вида

+  (47.22)
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где первый член — радиальная часть, ослабляюща я действие 
центральной части геопотенциала. Второй член м ож ет быть раз
ложен в ряд по сферическим функциям, как и геопотенциал. 
При вычислении (47.22) нужно также учитывать, что  на спут
ник попадает лишь излучение от зоны прямой видимости, а не 
от всей поверхности Земли. Поэтому в R n нужно ввести так на
зываемый коэффициент экранирования к, который в первом при
ближении можно принять равным отношению площади зоны 
прямой видимости к площади всей сферы радиуса ае :

— (47.23)

Дадим без вывода формулы для составляющих выражения
(47.22):

Rn =  — (0noc o s %  +  CTnr) a 2x, (47.24)

где гр© — среднее значение угла (см. рис. 54) для заданной ор
битальной дуги от ее пересечения с эклиптикой до терминатора;

N  ^

Y  ( _ J 2ns) ^ _ P 2s0(s in 6). (47.25)
Г /  J Г

s = l

Значения безразмерных коэффициентов / 2S" имек>т порядок 
10-9, т. е. порядок третьей степени сжатия Земли. П о к а  доста
точно уверенно определяются коэффициенты: J % = —0 ,2 0 7 -Ю-9, 
Д =  + 0 ,1 3 5 - К Г 9, У?2= + 0 ,1 4 9 - 10“ 9[13].

Прецессионно-нутационная возмущающая функция. Физиче
ская сущность возмущений от прецессии и нутации в  том, что 
вследствие пространственного поворота земного сфероида 
в инерциальной геоцентрической системе координат геопотен
циал на любую внешнюю фиксированную точку в указанной 
системе меняется. Это изменение можно отождествить с допол
нительным возмущающим потенциалом. Один из путей учета 
этого явления — интегрирование уравнений движения И С З в си
стеме координат, вращающейся из-за прецессии и нутации. Од
нако, несмотря на малость эффекта, это приводит к ааметному 
усложнению уравнений движения. Удобнее поступать так. Обо
значим: х, у,  z —координаты ИСЗ в инерциальной (невращаю- 
щейся) системе координат; х в, у в, z B — координаты И С З  в си
стеме, вращающейся из-за прецессии и нутации. П усть

х в =  х  +  Ахв\ t/в =  г/ +  Дг/В; zB =  z +  AzB, (47-26)

где прецессионно-нутационные поправки AxB, А у в, A z B вычисля
ются методами, описанными в разделе 1. Геопотенциал на внеш-
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нюю точку в данном случае следует записать так:
U  (хв, ув, zB) =  U (х, у, г) +  бR pr, nut =

=  -у— у , z) -j- SRpr, nut , (47.27)

где 6 R Pr, nu t — изменение геопотендиала из-за прецессии и нута
ции. Это изменение — искомая возмущающая функция. Она 
может быть вычислена путем разложения потенциала по степе
ням Дхц, А г/в, AzB с учетом того, что геоцентрический радиус- 
вектор г  при повороте системы координат не меняется:

dRa, dRa, dRa,
6ЯрГ, nut =  Дхв — +  Аув — ^  +  Дгв — ^ . (47.28)

дх ду дг

Вследствие малости эффекта в (47.28) достаточно использо
в а т ь  лишь вторую зональную гармонику:

+  S R рГ, nut =  —  Р г о  ( s >n  (б  +  Р б  +  n u t{ ) )  =

2

=  я® . — ЗцУ г (р6 +  nutj) —  sin б cos 6 , (47.29)3 r3

где р 6 — прецессия по склонению; t6 — нутация по склонению.
Нели в (47.29) учитывать даже только прецессию, то, как из

вестно из курса сферической астрономии,
р 6 « 2 0 ,0 4 " cosa - t .  (47.30)
Выразив t  в сутках, а коэффициент в (47.30) — в радианах 

в сутки, возмущающую функцию запишем в виде

6Ярг= — З^У2’(2 ,6548- (47-31)

Отсюда следует, что возмущающий параметр (имеющий раз
мерность) J 2 (2,6548-10-7 имеет в данном случае порядок

10~10. Это и позволяет в (47.28) ограничиться второй зональной 
гармоникой.

§  48. СОСТАВЛЯЮЩИЕ ВОЗМУЩАЮЩЕГО УСКОРЕНИЯ, 
В Ы ЗВА НН ОГО  АТМОСФЕРНЫМ Т О РМ О Ж Е Н И Е М

Вектор силы атмосферного торможения, действующего на спут
ник, задается аэродинамической формулой

Р л =  - ^ - C AS Ap V 'V \  (48.1)

где С д — аэродинамический коэффициент, равный примерно 2 ,2 , 
если размеры спутника меньше 50 м (средняя статистическая 
длина свободного пробега молекул воздуха на высотах полета
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ИС З); S A — площадь поперечного сечения ИСЗ, перпендикуляр
ного к вектору скорости V' спутника относительно атмосферы; 
р -— плотность воздуха на высоте полета. Если ввести возму
щающий параметр сгА по формуле

a » = 4 - c ^ ’ (48-2>
где т  — масса спутника, то на основании второго закона Нью
тона вектор возмущающего ускорения будет

wA= — OapV'V'. (48.3)
Рассмотрим проекции вектора wa на оси геоцентрической 

инерциальной системы координат x y z  (рис. 55). В первом при
ближении обычно принимается, что угловая скорость вращения 
атмосферы равна угловой скорости вращения Земли. Вектор 
скорости вращения атмосферы VA направлен по касательной, 
к параллели в текущей точке. Длина этого вектора

Va =  ^w®cos6 . (48.4)
Векторы V и VA складываются по правилу параллелограма. 

Тогда, если Рд — угол между векторами V и VA, то для длины* 
вектора V' получим формулу

у 2 =  у 2 +  у* _|_2у у А cospA. (48.5)
Проекции V' на оси геоцентрической системы можно запи

сать так:

Ух =  ХЛ -У кх \  У у = У~\-У Ау\ Уг =  ^Л-Укг< (48.6)
причем проекция Уд2 =  0 , так как вектор Va лежит в плоскости* 
параллельной плоскости экватора. Проекции Va* и  Уду равны

У а  х  =  г а ®  cos б cos (а +  90°) =  — г /(о $ ;

У \  у — cos б sin (а +  90°) =  д:(ое . (48.7)
Тогда на основании формул (48.3), (48.6) и (48.7) составляю

щие возмущающего ускорения от атмосферного торможения 
вдоль геоцентрических осей можно записать так:

w k у =  --- а АРУ' (48.8)y  +  xiо©

V wAz J V г J
где V  вычисляется по формуле (48.5), в которой V2 определя
ется интегралом энергии, a cospA — суммой произведений на
правляющих косинусов векторов V и VA:

-®s рд == cos ( а +  90°)+  sin (a  +  90°) +  - у -  •0 =

=  У-1  ( — х  sin а  +  у  cos а). (48.9)
190



Рис.  55.  Геометрические связи между век
тор ам и  орбитальной скорости ИСЗ V, 
«скорости вращения атмосферы VA и ско
рости ИСЗ V относительно атмосферы

Высота, над поверхностью Земли, ш

Рис. 56. Изменение плотности 
атмосферы и шкалы высот 
с высотой над поверхностью 
Земли

Формулы (48.8) удобно использовать при численном интег
рировании уравнений движения ИСЗ в координатах.

Если предполагается интегрировать уравнения для оскули- 
рующ их элементов орбиты, то по формуле (34.1) составляющие
(48.8) следует преобразовать в составляющие S, Т, W, входя
щие в уравнения Ньютона (34.5).

Если необходимо лишь приближенное интегрирование урав
нений Ньютона для орбит с очень малыми эксцентриситетами, 
то  можно считать, что возмущающее ускорение wA действует 
главны м  образом вдоль трансверсали Т. Тогда приближенно 
м ож н о  положить:

S ^ 0 =  0; Тг_и)= — a ApV'2, W ê  0= 0 .  (48.10)

Наиболее сложным вопросом при вычислении составляющих 
возмущающего ускорения wA является вопрос вычисления плот
ности атмосферы на высоте полета ИСЗ.

В  первом приближении обычно принимают экспоненциаль
ный закон изменения плотности, считая атмосферу идеальным 
газом:

р х =  р0е хр (— ЫН)\ (48.11)

где ро — плотность воздуха на уровне перицентра;
h  =  r — a {  1 — е) (48.12)

—  высота полета над уровнем перицентра; Н  — «шкала высот»,

/ / = - £ L ;' (48.13)
mgi

Л = 1,38*10-23 Дж/градус — постоянная Больцмана; Т — абсо-
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лютная температура; т  — средняя статистическая масса части
ц ы — молекулы воздуха; g  — среднее ускорение силы тяжести 
на данной высоте.

Полное значение плотности р можно представить так:
Р =  Pi +  Арф +  Api;2<i +  Apd -f Apj 2g +  Apg 4- ApUg -S- ApQ e  -(-

+  АрХИм- (48.14)
Поправки Ар здесь имеют следующий смысл (перечислим 

в том порядке, в каком записаны слагаемые в ф орм уле): поп
равка за эллиптичность атмосферных слоев, полусуточные в а 
риации плотности, суточные, полугодичные, годичные, 11-летние 
вариации плотности; поправка, вызванная вариациями солнеч
ной активности и влиянием магнитных бурь; поправка за изме
нение химического состава атмосферы. Современные модели ат
мосферы учитывают в основном все перечисленные виды попра
вок. Значения плотности в них даются как в виде таблиц, так  
и в виде формул. Основными аргументами в этих моделях для 
учета перечисленных поправок являются: высота точки над по
верхностью Земли, широта точки, местное солнечное время, 
склонение Солнца, экзосферическая температура, индексы, ха
рактеризующие поток солнечного излучения на волне 10,7 см, 
геомагнитный индекс. Одной из наиболее широко применяемых 
сейчас моделей атмосферы такого типа является модель С IRA- 
72 (химический состав воздуха не учитывается) [13, 16]. Сущест
вует несколько более новых моделей, разработка которых была 
направлена на уточнение предыдущей модели.

За верхнюю границу атмосферы можно условно считать вы
соту около. 2000 км над поверхностью Земли. Общий характер  
изменения плотности и шкалы высот указан на рис. 56. Не- 
учет поправок в формуле (48.14) может привести к: ошибке 
в значении плотности до двух порядков. Наиболее существенны 
значения возмущающих ускорений в диапазоне высот от  150 до 
1000 км. Ниже 150 км сила торможения существенно увеличи
вается и качественно меняется — появляются нелинейные эф 
фекты вследствие возникновения ударной волны перед спутни
ком. В результате время существования ИСЗ оказывается очень 
малым. Поэтому движение ИСЗ на высотах, меньших 150 км, за 
редкими исключениями обычно не рассматривается. Точность ж е 
имеющихся моделей атмосферы пока не позволяет в диапазоне 
от 150 до 1000 км учитывать атмосферное торможение с точ
ностью, соответствующей наивысшей современной точности наб
людений спутников. Поэтому для решения динамических задач 
космической геодезии предпочтительнее заатмосферные спут
ники либо спутники не ниже 1000 км с очень малым отноше
нием поверхности к массе, приводящим к малым значениям воз
мущающего параметра, — так называемые тяжелые спутники. 
Более низкие спутники целесообразнее использовать дл я реше
ния геометрических задач космической геодезии, когда И С З  ис-
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пользуется как высокая визирная цель, одновременно видимая 
с нескольких пунктов, и высокоточного учета возмущений не 
требуется.

§ 49. М АЛЫ Е ВОЗМУЩАЮ Щ ИЕ ФАКТОРЫ

Существует ряд факторов, влияние которых находится на пре
деле или за пределами современной точности наблюдений. Рас
смотрим некоторые из них.

Возмущающая часть гравитационного потенциала атмос
феры имеет порядок 10- 9— 10-10. Нестационарность атмосферы 
приводит к малоизученным вариациям указанных величин. На 
большинство высоких геодезических спутников этот фактор 
практически не влияет. Гравитационный же параметр атмос
феры jlxa — 0,9 * 10-6 (х, определяющий центральную часть грави
тационного потенциала атмосферы, обычно включается в гео
центрическую гравитационную постоянную.

Электромагнитные возмущающие ускорения возникают, 
когда заряженный ИСЗ пересекает силовые линии магнитного 
поля Земли. Вектор возникающей в данном случае возмущаю
щей силы — обобщенной силы Лоренца — определяется выра
жением

Fji =  рэ [(V х  В) +  Еэ] +  j X В -(- (Хэ (Еэ X В), (49.1)
где рэ — плотность электростатического заряда на поверхности 
спутника; В — вектор магнитной индукции; Еэ — вектор напря
женности электростатического поля в магнитосфере Земли; j — 
плотность индуцированного тока в контуре ИСЗ — магнито
сфера; (тэ — электропроводность среды; V — вектор орбитальной 
скорости. Расчеты показывают, что сила Рл может вызвать з а 
метные возмущения, если спутник несет заряд, соответствующий 
потенциалу относительно нейтральной плазмы по крайней мере 
около сотни вольт. Наблюдения показывают, что в большинстве 
случаев этот потенциал, по-видимому, гораздо меньше. Однако 
иногда — во время геомагнитных суббурь, когда при замещении 
в магнитосфере холодной плазмы горячей поверхность ИСЗ бом
бардируется частицами высоких энергий и жесткими ультра
фиолетовыми квантами, — спутник на короткое время может по
лучить потенциал до 2- 104 В. Это может привести к дополни
тельному смещению спутника вдоль орбиты со скоростью
0,2 м/сут. Однако сразу по окончании суббури спутник быстро 
теряет этот потенциал и происходит своего рода короткое замы
кание на магнитосферу. Эти возмущения целесообразно выяв
лять из наблюдений.

Эффекты общей теории относительности приводят к смеще
нию перицентра орбиты спутника не более чем на 15" в год. Из 
наблюдений такие величины не выявляются, а потому и не учи
тываются.
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Г л а в а  15
ВОЗМ УЩ ЕНИЯ В Д В И ЖЕ Н И И  ИСЗ

§ 50. КЛАССИФИКАЦИЯ ТИПОВ ВОЗМУЩЕНИИ,
ВЫ ЗЫ ВАЕМ Ы Х ПОТЕНЦИАЛЬНЫ М И ФАКТОРАМИ

Д ля изучения потенциальных возмущающих факторов, дей
ствующих на ИСЗ, достаточно использовать уравнения Л аг
ранжа (33.10). Обозначим

— векторы позиционных Э„ и угловых Эу элементов орбиты. 
Матрицу Лагранжа обозначим так:

L — L (Эп). (50.2)
В этих обозначениях решение уравнений Лагранжа в первом 
приближении (см. § 36) можно записать следующим образом:

t
Э п - Э П0= :6Эп=  L(3n0) Г ( dt ; (50.3)

° ' П д э у ; э УоэПо 
*0

t
ЭУ- Э У0 =  6ЭУ = - L T (Эп ) \  ( J g - )  dt ,

у  дэ п ; э УоэПо

где Э„0, ЭУо— начальные значения векторов элементов орбиты; 
6 ЭП, 6 ЭУ — возмущения векторов элементов орбиты в первом 
приближении.

Так как потенциальные возмущающие факторы обладают 
качественно одинаковыми физическими свойствами, то возму
щающая функция любого из них разлагается в тригонометриче
ский ряд Пуассона относительно угловых элементов орбиты 
с коэффициентами, зависящими от позиционных элементов, как 
и возмущающий геопотенциал (45.2). Исходя из (45.2), запи
шем разложение произвольной возмущающей функции:

R  — (яб/) +  2  Ak (aei) cos (akt -j- Р^ш -f- -f- 8^М0 +  е*); (50.4)
k

где k — целые числа; ан, Рй, уи, б*, г к — произвольные вещест
венные числа (они могут быть и целыми). Производные от R 
обозначим:

= — Z (P .  Y. 6) Л* (aei) sin (afcf +  Pftto+YftQ +  M f o  +  e*);
дэу к

(50.5)
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=  А'оэ (aei) +  Y j А'кэ (aei) cos (akt +  р*со +  y kQ +  6ftM 0 +  eA), 
дЭп k

где p, у. б — любой из коэффициентов Рь, ук, 6*; A'  — производ
ные коэффициентов разложения R. Полагая в первом прибли
жении элементы орбиты равными их постоянным начальным 
значениям, на основании формул (50.3) получим выражения для 
возмущений позиционных и угловых элементов:

6ЭП =  L (aei) V  Ф’ У» 6M fe(aet)_ CQS ^  _|_
Z-j a tk

'Ь-б*М0 +  е*) |"СП, (50.6)

6ЭУ =  — L T (aei) Л0э (aei) t — L T (aei) V  - - - - — - sin (akt -j- pftw 4-
Z_j a fe 

k
+  ЬкМ 0 ек) +  Cy,

где Сп, Су — векторы постоянных интегрирования.
Из формул (50.6) следует, что возмущения элементов ор

биты в первом приближении содержат члены, пропорциональ
ные времени t, — так называемые в е к о в ы е  возмущения, и 
члены, периодические относительно времени t, — п е р и о д и ч е 
с к и е  возмущения. Периодические возмущения делятся на три 
типа в зависимости от величины делителя a*: 1) а * > 1  — к о 
р о т к о п е р и о д и ч е с к и е  возмущения, период которых не пре
вышает периода оборота спутника; 2 ) а * < 1 — д о л  го  п е р и о 
д и ч е с к и е  возмущения, период которых больше периода 
оборота ИСЗ; 3) а*->0— р е з о н а н с н ы е  возмущения — воз
мущения с существенно большими амплитудами и периодами, 
являющиеся предельным случаем долгопериодических возму
щений.

Отметим, что при движении в потенциальных полях вековые 
возмущения содержатся лишь в угловых элементах орбиты. Вы
пишем уравнение Лагранжа для большой полуоси орбиты:

a  =  -ЁЕ- , (50.7)
па дМ

или

i  (50.8)
п2а dt

где п  — среднее движение.
Подставим в (50.8) разложение (50.4) и проинтегрируем 

в первом приближении, получим

б а =  ——  ГЛ0 +  2-<4fc cos (a kt  -|- p̂ co -f- ykQ -f- б*.М0 e*) — Ro\\  
n2a L к J

(50.9)
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где R 0 — значение возмущающей функции в начальный момент. 
В (50.9) нет ни членов, пропорциональных /, ни членов, содер
жащих делитель а*. Отсюда следует, что при движении в потен
циальных полях в большой полуоси орбиты в первом прибли
жении содержатся лишь короткопериодические возмущения. Это 
обобщенная формулировка теоремы Лапласа об отсутствии ве
ковых возмущений первого порядка в большой полуоси. Во вто
ром приближении в большой полуоси также нет вековых возму
щений. Это было доказано Пуассоном.

Интегрирование уравнений Лагранжа во втором, третьем и 
последующих приближениях приведет, очевидно, к появлению 
дополнительных вековых и периодических возмущений, уточ
няющих возмущения первого порядка. Кроме того, прямое при
менение метода Пикара или метода малого параметра приведет, 
начиная со второго приближения, к появлению членов, завися
щих от / s in / ,  /cos / и т. п. Такие возмущения называются сме
шанными.

Так как возмущающие параметры — величины малые, то 
возмущения 1-го порядка ( 1-го приближения) обычно описы
вают более 90 % полных возмущений. Поэтому в космической 
геодезии в большинстве случаев достаточно пользоваться ана
литическими выражениями для возмущений именно 1-го по
рядка. Как уже отмечалось, все остаточные возмущения и воз
мущения, не связанные с геопотенциалом, целесообразнее учи
тывать путем численного интегрирования.

§ 51. ВОЗМ УЩ ЕНИЯ В Д В И Ж Е Н И И  ИСЗ 
ОТ ПОТЕНЦ ИА ЛЬН Ы Х  ФАКТОРОВ

Приняты обозначения: Э — любой из элементов орбиты,

6Э =  Э /— вековые, 6Э —долгопериодические, 6Э -|-----резонан
сные, 6Э — короткопериодические возмущения этого элемента.

Здесь Э — скорость векового изменения элемента, определяемая 
коэффициентом при / во второй формуле (50.6).

Воз м ущ ения ,  вы зы в а е м ы е  геопотенциалом
Вековые возмущения. Для получения формул, определяющих 
вековые возмущения, нужно сначала осреднить возмущающую 
функцию по быстрой переменной М  в соответствии с правилами, 
описанными в § 36, положив k =  m  =  j —0; n =  2 ( s  +  q ) . Тогда все 
периодические члены обратятся в нуль, и осредненная возму
щающая функция примет вид

(51.1)

g = i

оо

s = 0
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(51.2)

Отсюда следует, что вековые возмущения в угловых элемен
тах вызываются четными зональными гармониками геопотен
циала. Это объясняется тем, что осреднение приводит к отбра
сыванию периодических членов. Таким образом, выражение 
(51.2) — это свободный член Ao (a e i )  ряда Пуассона (50.4). Но 
свободные члены в разложении /?© (45.2) дают лишь функции 
Л еж андра  P„*(sin ф), начинающиеся с sin ф в нулевой степени. 
Такими функциями являются лишь четные полиномы Лежандра.

Основную эволюцию орбиты определяют вековые возмуще
ния, вызываемые второй зональной гармоникой геопотенциала. 
П олагая  в (51.2) g = l ,  подставляя результат во вторую фор
мулу (50.6), с учетом явного выражения для матрицы Лагранжа 
и формулы (33.14) после интегрирования по t с постоянными 
начальными значениями элементов орбиты получим:

где п — среднее движение, а коэффициент Ганзена равен

Но—  начальное значение R j2. Здесь приводится возмущение не 
начального 6Мо (это — первый член в третьей формуле (51.3), 
а текущего 6М  значения средней аномалии, так как на практике 
именно с этим значением приходится иметь дело.

Эволюция орбиты, определяемая формулами (51.3): 
линия узлов движется в сторону, противоположную орби

тальному движению, причем 6QJ2 =  0° при i =  90°; S Q ^ -^ m a x  
при t->0 ;

бсоj 2 = 0  при 5 cos2i — 1= 0 , т. е. при ~ 63,4°; тем самым ли
ния апсид имеет прямое движение при 0 ^ л < 6 3 ,4 °  и обратное — 
при 63 ,4< t '^90° .  При высоте ИСЗ над поверхностью Земли 
около 1000 км, наклоне орбиты i ~ 65° и эксцентриситете е ~ 0,01

8 Q j 2 =  Q j 2 {t — fо) = ----- y  J 2 У  cos in (t t0) ;

6 ^ J2 =  wy2 ( t - t 0) =  -L -  Л ( - ^ ) 2 (5 cos21- 1) n ( t - t 0)-

X ( t  — t0), (51.3)

AiT3-0 (e) =  ( l  — e2)_3/2; (51.4)
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скорости движения линии узлов и линии апсид следующие:

Из формул (45.2) и (45.1) следует, что структура каждого 
из членов ряда (51.5) та же, что и формул (51.3). Поэтому 
можно записать:

где a 2g — функции а, е, i. Явный вид коэффициентов сц, аб • . • 
может быть получен по только что описанному правилу.

Долгопериодические возмущения от зональной части геопо
тенциала. Долгопериодическая часть возмущающей функции от 
зональной части геопотенциала получается, если в общем раз
ложении положить k =  m  =  0 ; / = 0 , п ф 2 ( з  +  д ) ф 0  осреднить 
по М  и подставить в результат вместо со его возмущенное зна
чение с учетом главного векового члена

Ho°qo =  X o n~ h ~ п+2 {s+q) (е) cos {[л— 2 (s +  q)] (90° — w)} • (51.10)

Подстановка R ф в (50.3) после интегрирования и введения 
упрощающих обозначений дает формулы для долгопериодиче
ских возмущений во всех элементах орбиты, кроме большой по
луоси. Приведем первые члены этих формул для элементов е,
i, Q, о . Формулу для текущей средней аномалии опустим ввиду 
ее большой громоздкости; она имеет ту же структуру. Кроме 
того, для изучения геопотенциала применяются именно перечис
ленные элементы, а среднюю аномалию выгоднее использовать 
для изучения атмосферного торможения и свойств верхней ат
мосферы.

Qy2 ~  — 2,7°/сут, (й/2~  — 0,5°/сут.

Суммарные вековые возмущения можно записать так:
ОО Г 00 ”1

б э у _ (51.5>

Эу — a 2J 2 -|- а 4/ 4 -f- cceJ в +  . . . , (51.6)

(О — <Д0 - f -  СО J2 (t — 10)

по второй формуле (51.3). Тогда

(51.7)

где

А™ (0 =  [2 (п—s) — 1]! (Л—s)!}-1  sin"_ 2st; (51.9)

(Я
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- ---------/ ? 2 C O s 2 ( D - | - i ? 4 C O S 4 c O —  • • ] ,

/  c o s e c  i

(  ~ S£! - )\  e (бсо +  cos i8Q) /e (8 ю +  cos i8Q) /  Vn«
л/ i

V V i-

1 — 1 R 21 . —
cos 3®— . . . — ~ТГ ~ , sin 2(0 +

3 R 3e 2 R 2e

1 R u  -  1
- y - ~ r sin 4(0 — . . . • (51.11)

4 R 4V4e
где

—  ( J  3 [й з о  (* 3 0 1  +  * 302)  +  a 3 l ( * 3 1 0  +  * 3 1 l ) ]  +  Л  [a i0  (* 5 0 2  +  * 5 0 з )  +

+  а ы  (* 5 1 1  +  * 5 1 г )  ~\~а Ь2 ( *  520 4 -  * 6. i ) ] +  • • • } ;

=  {«^3 [ ° 3 0  (* 3 0 0  +  * 3 0 з ) ]  +  j 5 [а 50 (* 5 0 1  +  * 504)  +

+  a5i (*5м +  *513)] +  • • • ); (51.12)

. . . (^ > 5 начинается с 7б и т. д.)

R 2 === I J l  [ ^ 2 0  (* 2 0 0  +  * 202) ]  +  J 4 t a 40 (* 4 0 1  +  * 4 0 з )  +

+  a4i (*4Ю +  *412)] +  • • • }; (51.13)

R 4 =  1*^4 [^ 4 0  (* 4 0 0  +  * 404) ]  +  J в [ а в 0 (* 8 0 1  +  * 005)  +  a e l ( * e lO  +

+  *eu)l +  • • • );

(51-14)

а я, =  ^;,°(0; * » „ =  (  П q  S ^ Х о п- и - п + и 5 + ч ) (еУ, (5 Ы 5 )

R'ni и R'ne — производные от R n по наклону i и эксцентри
ситету е. Четные функции 'Rig иногда могут быть отброшены, 
так  как их величины малы по сравнению с нечетными, а неко
торые обращаются в нуль. Ограничимся этим указанием, так 
как доказательство его весьма громоздко — оно связано с неко
торыми специальными свойствами коэффициентов Ганзена, что 
выходит за рамки данного учебника.

Д л я  нас главным в этих формулах является следующее. Д о л 
гопериодические возмущения в угловых элементах могут быть 
записаны так:

6Э =  F3 cos (о +  F9y cos Зсо +  . . . +  ФЭуа sin 2ю . . . ,
(51.16)
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а в позиционных —

6ЭП — F gn  ̂sin (о -(- F sin 3 оэ —|— . . -|- Фэп cos 2 со ,
(51.17)

где F и Ф — амплитуды возмущений, которые, в свою очередь, 
можно записать следующим образом (индексы Эу и Эп опу
стим) :

+  • • • ;  Fa =  № j s +  № j 6+  . .

^5= Р 5 5)Л +  • • • ; . . .  (51.18)

Фгй =  +  P2g+2̂ 2g+2 +  • • • ; g = l ,  2 , 3, . . . ,

где коэффициенты (3 — известные функции элементов а, е, i. По
этому амплитуды F и Ф — известные функции а, е, i, которыми 
пользуются для составления уравнений поправок при изучении 
геопотенциала по возмущениям орбит ИСЗ (см. раздел 6 ).

Формулы (51.11) содержат делитель соу , появляющийся при

вычислении интегралов от cos{[«—2(s +  <7)](90°— со0—a t ) } .  Этот 
делитель обращается в нуль при наклоне орбиты i =  63,43494°..., 
и вблизи этого значения наклона долгопериодические возмуще
ния имеют особенно большие амплитуды и периоды. Поэтому 
наклон г =  63,43494° .. . называется к р и т и ч е с к и м .  Не следует 
думать, что возмущения в этом случае станут бесконечно ве
лики. Формулы (51.11) содержат возмущения лишь первого по
рядка. Если к ним присоединить возмущения во всех остальных 
приближениях, то совокупность делителей в возмущениях выс
ших порядков может ослабить или вообще погасить возникаю
щий резонанс. Заметим, что математически в применении к ИСЗ; 
данный вопрос пока исследован недостаточно. Кроме того, на
личие делителя с п о к а з ы в а е т ,  что независимо от наклона ор
биты долгопериодические возмущения имеют порядок 
~ 10_3, т. е. амплитуды этих возмущений того же порядка, что 
и скорости вековых движений угловых элементов под действием 
второй зональной гармоники.

Можно заключить, что наиболее крупными возмущениями 
являются вековые возмущения от четных зональных гармоник, 
так как они растут с течением времени, и долгопериодические 
возмущения от нечетных зональных гармоник. Поэтому перечис
ленные возмущения оказываются удобными для определения ко
эффициентов указанных гармоник геопотенциала.

Долгопериодические и резонансные возмущения от долгот
ных гармоник геопотенциала. Долготная часть геопотенциала 
вековых возмущений не вызывает, так как вещественный мно-

житель / — k ——  перед быстрой переменной М  в разложении 
п

R $  (§ 45) при k=£0,  вообще говоря, число иррациональное. Фи-
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зически это означает, что действие любой долготной гармоники 
на одну и ту же внешнюю точку вследствие вращения Земли 
оказывается периодическим.

В соответствии с правилами осреднения (§ 36) подставим 
в разложение R® (§ 45) вместо угловых элементов их возму
щенные значения с учетом вековых членов:

Выделим в Я® члены, пропорциональные t—10, записав дол
готную часть R ® так:

где R nk — коэффициенты разложения R q  при 6# 0 , а коэффици
енты  А Пк и Впк имеют вид

Здесь М 0/ — первый член в третьей формуле (51.3). Подста
новка (51.20) в формулы (50.3) после интегрирования по t для 
любого позиционного элемента Э„ (кроме большой полуоси) и 
углового Эу дает:

где под Z-э понимаются соответствующие элементы матрицы 
Л агран ж а . Подстановка в (51.22) явных значений всех коэффи-
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Q  —  Q0 -f- Qy' ( t — t0); ю — (o0 - j - ( ^ — /0) ;

M  =  M 0 +  n ( t — 10) т  M Jt ( t - t 0). (51.19)

(51.20)

A « k = ( i - k  -^1  (n+ < ) + kbJt+ k M
\  n  J  n

—  [/г— 2( m  -f-s -j- <7)] coy ;

&nk — k (йо — S(0)) +  /M 0— [n— 2 (m -f-1 +  q)\ a>0 +  
- f  [n — k — 2 (s-^q)]  90°.

(51.21)

— sin [Ank ( t — ^о)~\~ВПк\ c o s [ ^ nft(  ̂ ô) Bnk\

cos [A nk ( t— t0) +  Bnk] sin [Ank i f — ô) +  Bnk\
(5 1.22)



циентов даст конкретные формулы для возмущений 1-го по
рядка в элементах орбиты от долготной части геопотендиала.

Долгопериодические возмущения мы будем иметь при 
\ А пк \ < \ .  Д ля космической геодезии наибольший интерес пред
ставляют резонансные возмущения, возникающие при

A nk =  0. (51.23)
Эти возмущения используются в космической геодезии для 

определения и уточнения коэффициентов долготных гармоник 
геопотенциала. Д ля определения условий резонанса отбросим 
в формуле для А Пк члены порядка / 2~ 10-3. Тогда из (51.23) 
следует:

j / k — a^ /n.  (51.24)
Это означает, что для возникновения резонансных возмуще

ний угловая скорость вращения Земли и среднее движение спут
ника должны относиться как взаимно простые числа ( представ
лять собой несократимую дробь). По формуле (51.24) можно 
установить величину большой полуоси орбиты, чтобы заданная 
долготная гармоника вызывала резонансные возмущения. 
Нужно, однако, иметь в виду, что строгое выполнение условия
(51.23) вряд ли возможно хотя бы из-за действия других возму
щений, которые это условие будут нарушать. Тем не менее, если 
специально выбирать значения больших полуосей орбит для за 
данных гармоник по условию (51.24), то по крайней мере пер
вое время после вывода ИСЗ на орбиту мы будем иметь возму
щения, весьма близкие к резонансным. При выборе резонансных 
значений больших полуосей в формуле (51.24) целесообразно 
заранее положить / >  1, чтобы амплитуды возмущений были наи
большими из возможных. При / >  1, если эксцентриситет орбиты 
мал, амплитуды возмущений могут оказаться малыми;, так  как 
они пропорциональны эксцентриситету в некоторой положитель
ной степени. Если же орбита сильно вытянута, то ограничение 
/ =  1 можно снять. Заменив в (51.24) среднее движение его вы

ражением п — и положив / =  1; (и, =  398 600,5 км3/с2; со®= 
а V а

=  7,292115Х Ю 5, получим формулу для определения резонанс
ных значений большой полуоси:

а* =  42164,174fe—2/3 км. (51.25)
Эта формула пригодна лишь для значений второго индекса 

долготных гармоник 2< & < 16 . Поэтому для реализации резо
нансов от гармоник с &>17 целесообразно использовать орбиты 
с большими эксцентриситетами, чтобы в формуле (51.24) имело 
смысл задавать значения / =  2, 3, 4, . . .  В качестве примера при
ведем величины а* для некоторых значений второго индекса: 

k 2 6 10 14 16
а*, км 26 561,8 12 769,6 9084,0 7258,7 6640,4

Период обо- 11,9673 3,9891 2,3934 1,7096 1,4959
рота, ч
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Геодезических спутников с резонансными значениями боль
ших полуосей пока специально не запускалось, за исключением 
12-часовых и 24-часовых спутников связи. Д о настоящего вре
мени коэффициенты долготных гармоник геопотенциала опреде
лялись и уточнялись по долгопериодическим возмущениям, 
близким к резонансным, возникающим в произвольных орбитах 
ИСЗ. Любой произвольной спутниковой орбите всегда соответ
ствует некоторая долготная гармоника геопотенциала, вызываю
щая долгопериодические возмущения с амплитудами и перио
дами, намного большими (в среднем примерно в 300 раз), чем 
амплитуды и периоды других долгопериодических возмущений. 
Это означает, что делитель А пи для данной гармоники заметно 
меньше делителей, соответствующих другим гармоникам. Такие 
возмущения можно назвать п с е в д о р е з о н а н с  н ы ми  или 
почти резонансными. При значениях периодов обращения ИСЗ 
от 1,5 до 2 ч резонансные возмущения вызывают гармоники со 
значениями второго индекса 1 2 < £ < 1 5 ;  для периодов от 3 до 
4 ч —  6< & < 9; для 12-часового спутника — 2 < & < 3 .

Короткопериодические возмущения. Эти возмущения вызы
ваются всеми гармониками геопотенциала во всех элементах ор
биты ИСЗ. Короткопериодические возмущения — периодические 
функции средней аномалии и могут быть выражены по общим 
формулам (50.6); делитель | ctft | >  1 в этих формулах больше 
едииицы. Периоды возмущений меньше периода обращения 
И С З (точнее, не превышают периода оборота), амплитуды не 
превышают амплитуд (коэффициентов) исходных выражений 
для производных возмущающей функции по элементам орбиты. 
Поэтому влияние короткопериодических возмущений на орбиту 
по величине обычно меньше влияния вековых и долгопериоди
ческих возмущений. По этой причине короткопериодические воз
мущения при обработке наблюдений ИСЗ лишь учитываются, 
для изучения же геопотенциала их не применяют.

В о зм ущ е н и я  от др у г и х  потенциальных факторов

По величине возмущения от других потенциальных факторов 
примерно в 1000 раз меньше возмущений, вызываемых второй 
зональной гармоникой. Они имеют порядок по крайней мере 
квадрата второй зональной гармоники. Характер действия этих 
факторов аналогичен действию геопотенциала: вековые возму
щения содержат долгота узла, аргумент перицентра и средняя 
аномалия; долгопериодические возмущения — все элементы ор
биты, кроме большой полуоси; короткопериодические возмуще
ния содержат все элементы орбиты. Аналитические выражения 
для возмущений от любого из факторов могут быть получены по 
формулам (50.6), в которые перед вычислением интегралов 
нужно подставить разложение возмущающей функции, характе
ризующей данный фактор. Вековые возмущения не возникают 
в двух случаях: при действии лунно-солнечного прилива и при
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действии прямого светового давления, если спутник периоди
чески заходит в земную тень. Здесь по своей физической при
роде действие указанных факторов является чисто периоди
ческим. При решении задач космической геодезии применять 
аналитические формулы для учета возмущений от негеопотен- 
циальных факторов чаще всего нецелесообразно из-за громозд
кости этих формул. Это удобнее делать путем численного интег
рирования. Основные аналитические формулы в явном виде от 
ряда негеопотенциальных факторов содержатся, например, 
в справочнике [15].

§ 52. ЭВО ЛЮ ЦИ Я О РБИ Т Ы  ИСЗ ПОД ДЕЙСТВИЕМ 
АТМОСФЕРНОГО ТО РМ О Ж ЕН И Я

Атмосферное торможение—диссипативный возмущающий ф ак 
тор, приводящий к уменьшению общей энергии системы Земля— 
спутник. Д ля  геодезических целей целесообразно использовать 
либо внеатмосферные спутники, либо тяжелые спутники с высо
тами не ниже 1000 км, чтобы атмосферное торможение либо от
сутствовало совсем, либо было весьма мало и его можно было 
бы относительно легко учесть. В последнем случае атмосферное 
торможение целесообразно учитывать путем численного интег
рирования, включив в правые части дифференциальных уравне
ний возмущенного движения составляющие возмущающего ус
корения вида (48.8). Однако главную часть атмосферных возму
щений иногда удобно учесть по аналитическим формулам. Под 
главной частью атмосферных возмущений будем понимать воз
мущения, определяемые возмущающими ускорениями (48.10), 
без учета вращения атмосферы и без учета факторов, меняющих 
плотность воздуха.

В качестве исходных уравнений движения следует применить 
уравнения Ньютона (34.5). Обращаясь к этим уравнениям, 
прежде всего заметим, что так как в рассматриваемом прибли
жении е =  0 , то долгота узла и наклон орбиты содержать атмос
ферных возмущений не будут. Если исходить из физической 
сущности явления •— уменьшения общей энергии системы Зем 
ля — спутник, то можно утверждать, что атмосферное торможе
ние в первую очередь приведет к уменьшению размеров орбиты. 
Тем самым большая полуось будет иметь отрицательное вековое 
возмущение, а это, в свою очередь, приведет к отрицательному 
вековому возмущению эксцентриситета—орбита будет не только 
уменьшаться в размерах, но и округляться. Вековое возмуще
ние в большой полуоси приведет также к вековому возмущению 
среднего движения, а отсюда — к вековому возмущению средней 
аномалии. Рассмотрим эти возмущения.

Если выразить в (48.12) радиус-вектор по формуле г =  а(1 —
— e c o s Е ) ,  то высота h над уровнем перицентра примет вид

h =  ae (  1— cos Е).
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Если также обозначить

^ __ ае

~7Г’
(52.2)

то экспонента, входящая в формулу плотности (48.11), может 
быть разложена в ряд Фурье относительно эксцентрической ано
малии:

коэффициенты которого 1п>о (£) — так называемые бесселевы 
функции чисто мнимого аргумента. Действительные значения 
функций / о и /1 могут быть вычислены с помощью ряда

а последующие значения / 2, / з , . . .  — по рекуррентной формуле

Д алее подставляют (52.3) в формулу для трансверсальной 
составляющей

V2 в первом приближении представляют через интеграл энергии 
кеилерова движения, разлагают его в ряд Фурье относительно 
эксцентрической аномалии и перемножают ряды для V2 и 
exp (—h/ H ) .  Затем подставляют Т в уравнения Ньютона для о 
н е ,  в которых S =  О, W = 0 :

разлагают 1 / г  и (cos u +  cos Е)  в тригонометрические ряды п о £ ,  
перемножают эти ряды с рядом для Т и выполняют осреднение 
по Е.  После интегрирования осредненных уравнений для а н е  
получают формулы для вековых возмущений:

e x p f - - ^ - )  =  e x p (— Q ехр(Сcos Е) =

оо

=  /„(£) +  2 X  I n i l )  COS пЕ, (52.3)

ОО
(52.4)

(52.5)

Т  =  — адРоехр^— у 2. (52.6)

(52.7)

б a A =  a A ( t — t0); SeA =  eA ( t — t 0), (52.8)
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где

“ =  H r  H r  ( i + 2 e + i e'  +

1 — 6e
8£ 128£*

___ 11 (D a a

) ;  (52.9)

eA /o(D +  e / i (0 a 
Возмущение среднего движения:

6«A= n A(*-*o) =  - - ^ n —  (*-*„)■ (52.10)
3 a

При вычислении вековых возмущений во втором приближе
нии методом малого параметра (возмущения 2 -го порядка) 
в долготе узла и аргументе перицентра появляются перекрест
ные вековые члены (§ 36), возникающие вследствие совместного 
действия второй зональной гармоники геопотенциала и атмос
ферного торможения. Эти члены имеют вид

6Q " " ,Ч 2
Р

А =  _  JL J 2 р _ у  -(Ц ^ - cos 1бЯА (f- f„ ) ;  (52.11)
2 V р J  6

бсоЛ =  4 -  J 2 (  ——У (4 — 5 sin2 0 Ь~пА ( t - t 0).
4 \  р /  6

По величине эти возмущения примерно в тысячу раз меньше 
возмущений (52.8) — (52.10).

Наибольшие вековые возмущения содержит текущее значе
ние средней аномалии. Так как 

t
8М =  6М 0 +  I b n d t ,  (52.12)

*0
ТО

6 M A =  - i - n A( * - g 2 +  6MoA) (52.13)

где при малых эксцентриситетах на основании уравнений Нью
тона можно положить S M oa =  — лЛ — е2 6соА+  . . .

Из сказанного, в частности, следует, что при решении дина
мических задач космической геодезии с использованием внутри- 
атмосферных ИСЗ во все уравнения поправок следует вводить
члены вида A eA( t — 10), A Q A(t — t0)2, A<oA( t—£0)2, A M A(t— t0)2, где
A eA, A Q a , A coa, A jWa дополнительные неизвестные, характеризую
щие недостаточный учет атмосферного торможения.
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ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ  
КОСМИЧЕСКОЙ ГЕОДЕЗИИ  
И МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ

Р а з д е л  5.

Г л а в а  16
СХЕМЫ ПОСТРОЕНИЯ СПУТНИКОВОЙ  
ТРИАНГУЛЯЦИИ И ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ ;

§ 53. ОБЩ ИЕ П РИ Н Ц И П Ы  И СПОЛЬЗОВАНИЯ ИСЗ 
Д Л Я  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  КООРДИНАТ НАЗЕМНЫХ ПУНКТОВ

Методы определения координат

К геометрическим задачам космической геодезии относят з а 
дачи определения положения точек земной поверхности или око
лоземного пространства в некоторой системе координат при з а 
данной модели гравитационного поля Земли.

В настоящее время существуют и вполне отчетливо разде
ляются два направления применения ИСЗ для решения геоде
зических задач. Первое направление основано на использовании 
законов движения спутников и включает группу способов для 
совместного определения геофизических параметров Земли и ко
ординат наземных пунктов. Его часто называют д и н а м и ч е 
с к и м  м е т о д о м  космической геодезии.

Построение пространственных геодезических сетей с по
мощью синхронных наблюдений ИСЗ, при которых точное зна
ние законов их движения не обязательно, составляет содержа
ние второго направления, за которым утвердилось название 
г е о м е т р и ч е с к о г о  м е т о д а  космической геодезии.

Связь положения ИСЗ с некоторым наземным пунктом опи
сывается выражением, которое легко установить из рис. 57:

R =  г— р,-, (53.1)
где р,- — измеренный топоцентрический вектор; г — радиус-век
тор ИСЗ; R, — радиус-вектор наземного пункта. Выражение
(53.1) показывает, что если известны векторы г и р, то по ним 
можно найти вектор R, т. е. положение наземного пункта. Н а 
оборот, располагая координатами наземного пункта и измерен
ным вектором, нетрудно найти положение ИСЗ. Поэтому 
выражение (53.1) часто называют основным уравнением косми
ческой геодезии. Несмотря на внешнюю простоту, его практиче
ская реализация далеко не тривиальна и возможна в двух ос
новных вариантах: 1) положение ИСЗ наблюдается синхронно 
с двух наземных пунктов или более; 2) данное положение ИСЗ 
наблюдается только с одного наземного пункта.
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Для первого случая будем иметь:
Ri =  r — рх; R2 =  r — р2,

или
AR =  R i — R2 =  рг— Pi, (53.2)

где AR — так называемый хордовый вектор, соединяющий два 
наземных пункта. Нетрудно представить сеть из хордовых век

торов, распространенную на всю поверх
ность Земли или значительную ее часть. 
При этом реализуется в чистом виде гео
метрический метод ее изучения. По своей 
природе этот метод является относитель
ным, поскольку с его помощью устанав
ливается лишь взаимное положение н а 
земных пунктов. Система координат в 
данном случае задается произвольно на
значением конкретного радиуса-вектора 
Ro некоторому наземному пункту, при
нятому за начальный. Ясно, что положе
ние любого другого пункта в этой же си
стеме координат может быть получено 
с помощью хордовых векторов из оче
видного выражения 

R i Ro - j-  2  Д Rt-.
Если начальный пункт отнесен к определенному референц- 

эллипсоиду, то и вся система хордовых векторов будет связана 
с ним.

Необходимо указать, что поскольку радиус-вектор спутника 
не входит в выражение (53.2), то метод синхронных наблюде
ний не нуждается в точных сведениях об орбите и динамике по
лета ИСЗ.

Полезно также отметить, что в литературе геодезические 
сети, построенные по синхронным наблюдениям космических 
объектов, получили название к о с м и ч е с к о й  т р и а н г у л я 
ц и и .  В том случае, если объектами визирования служат только 
ИСЗ, то используется термин с п у т н и к о в а я  т р и а н г у -  
л я ц и я.

Положение существенно изменяется, если наблюдения ИСЗ 
были несинхронны или выполнены только с одного наземного 
пункта. В этом случае для реализации уравнения (53.1) необ
ходимо располагать радиусом-вектором спутника г, который 
обычно определяют с использованием теории движения ИСЗ.

Д ля  каждого измеренного в некоторый момент топоцентри
ческого вектора можно составить уравнение поправок

Ро +  d p  =  ризм +  v 
или, с учетом (53.1),

dr  dR +  [(r0 — R0) — ризм] =  v - (53.3)
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В этом уравнении вектор d R будет постоянным (вектор по
правки к радиусу-вектору наземного пункта), вектор dr,  вслед
ствие движения ИСЗ по орбите, каждый раз новым. Следова
тельно, задача совместного определения векторов d R и d r  из 
системы уравнений вида (53.3) не имеет решения. Поэтому в ка 
честве необходимых неизвестных принимают не координаты век
тора г, а параметры орбиты. Из теории движения известно, что 
вектор г можно определить, если заданы элементы орбиты и мо
мент времени t. Обозначим обобщенно параметры орбиты через 
<7ь Q2, Qz, <74, Ц5, <?б, тогда радиус-вектор г можно представить не
которой функцией

В последнее выражение входит девять неизвестных: шесть 
поправок к элементам орбиты и три поправки в координаты на
земного пункта. Таким образом, казалось бы достаточно выпол
нить девять или более наблюдений на спутник, чтобы получить 
систему уравнений, решение которой даст значения искомых па
раметров. Однако такая постановка задачи оказывается упро
щенной. Дело в том, что ньютоновская сила, действующая на 
спутник, является главной, но не единственной. Кроме нее на 
спутник воздействуют сжатие Земли, аномалии гравитацион
ного поля, лунно-солнечное притяжение и т. д. Следовательно, 
все элементы орбиты будут функциями возмущающих сил и, 
в конечном счете, функциями времени сложного вида. Выражая 
поправки в элементы орбиты dqi, входящие в (53.6), через па
раметры, создающие возмущения, получим систему уравнений 
динамического метода космической геодезии, из решения кото
рой определяются совместно и система параметров, и коорди
наты наземных пунктов.

Однако если модели гравитационного поля Земли и других 
действующих сил известны или заданы, то дело сведется к оп
ределению элементов орбиты (более точно — к определению н а 
чальных условий мерных дуг) и координат наземных пунктов. 
Этот частный случай динамического метода, при котором геофи
зические параметры считаются известными и выступают как ис
ходные данные, получил название о р б и т а л ь н о г о  м е т о д а  
построения спутниковых геодезических сетей. В такой поста
новке описанный метод является разновидностью геометриче

(53.4)
и

6
(53.5)

С учетом (53.5) выражение (53.3) запишется в виде

(53.6)
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ского. Сравнивая его со спутниковой триангуляцией, полезно от
метить, что последняя характеризуется высокой точностью отно
сительного положения наземных пунктов в некоторой референц- 
системе координат. Напротив, в орбитальном методе относи
тельные положения пунктов определяются с несколько меньшей 
точностью, но зато в геоцентрической системе координат, в ко
торой задан земной потенциал. Для решения геометрических 
задач геодезии находят применение оба эти метода и их целесо
образные комбинации.

Принцип иал ьны е схемы построения спутниковой триангуляции

Спутниковой триангуляцией называют пространственную геоде
зическую сеть, элементы которой получены по измеренным син
хронно с разных наземных станций сферическим координатам 
направлений на ИСЗ. Для задания масштаба и повышения точ
ности спутниковой триангуляции в разных ее частях должны 
быть выполнены линейные измерения (т. е. определены расстоя
ния, разности расстояний или радиальные скорости).

Отличительной особенностью спутниковой триангуляции яв 
ляется то обстоятельство, что исходные и определяемые назем
ные пункты не имеют непосредственной связи между собой. 
Связь между ними осуществляется через некоторые фиксиро
ванные положения ИСЗ на орбите. Очевидно, что для определе
ния положения неизвестного наземного пункта необходимо' 
установить несколько таких связей. В соответствии с этим р а з 
личают схемы построения спутниковой триангуляции с синхро
низацией на двух пунктах и схемы с синхронизацией на трех и 
более наземных пунктах.

При спутниковой триангуляции с синхронизацией на трех 
пунктах по наблюдениям с исходных пунктов А, В (рис. 58) 
сначала определяются координаты ИСЗ из решения прямых 
пространственных засечек. Далее положения ИСЗ Si и S2 рас 
сматриваются как исходные пункты, используя которые, опре
деляют положение пункта Р  обратной засечкой. Поэтому изло
женный способ называют с п о с о б о м  з а с е ч е к .

Вариант построения спутниковой триангуляции, в котором 
синхронные группы состоят только из двух направлений, в орга
низационном отношении является самым простым. Здесь  воз
можны следующие случаи:

1) для каждой пары пунктов, включающей в себя один ис
ходный и один определяемый, наблюдается два положения ИСЗ 
(рис. 59). Наименьшее число исходных пунктов, позволяющее 
определить точку с неизвестным положением, равно двум;

2 ) для каждой пары пунктов наблюдается только одно по
ложение ИСЗ (рис. 60); минимальное число исходных пунктов 
равно трем.

В первом случае направления Л«1 и P s ь измеренные син
хронно, зафиксируют в пространстве плоскость Qb которую на- 
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Рис. 58.  Метод засечки Рис. 59. Способ хорд

Рис. 60. Способ плоскостей Ад С

, / i h

.зывают п л о с к о с т ь ю  с и н х р о н и з а ц и и .  Направления, из
меренные на спутник s2, позволяют получить в пространстве 
плоскость Q2. В с в о ю  очередь, пересечение двух плоскостей оп
ределит линию (хорду) АР ,  которая лежит в теле Земли и сое
д иняет  исходный пункт А  с определяемым Р. Из наблюдений 
ИСЗ на пунктах В  и Р  будет получена вторая хорда В Р .  Поло
жение пункта Р  может быть определено засечкой из хорд А Р  и 
В Р .  В соответствии с этим данный способ построения спутнико
вой триангуляции называют с п о с о б о м  х о р д .

В фигуре спутниковой триангуляции (см. рис. 60) с исход
ного и определяемого пунктов наблюдается только одно поло
жение ИСЗ. Эти наблюдения дают возможность составить урав
нение плоскости. Наблюдения на двух других исходных пунк
тах, выполненные синхронно с измерениями на определяемом 
пункте, позволяют составить еще два уравнения плоскостей. П о
ложение пункта в пространстве определяется как точка пересе
чения трех плоскостей. Этот способ получил название с п о с о б  
п л о с к о с т е й .

Возможны и другие схемы построения спутниковой триангу
ляции, но все они, как это нетрудно показать, будут некоторыми 
комбинациями из описанных выше.

Связи измеренных величин и координат определяемых пунк
тов. Для построения спутниковой триангуляции в качестве из
меренных принимают величины, полученные из наблюдений 
И С З с наземных пунктов, а также некоторые их функции. 

Непосредственно измеренными величинами являются: 
топоцентрические склонения 8hs ИСЗ;
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Рис. 61. Измеряемые величины 
в спутниковой триангуляции

топоцентрические прямые восхождения ИСЗ в звездной а** 
или общеземной системе координат yhs =  aus—5, где 5  — звезд
ное гринвичское время, k —наземный пункт (рис. 61); 

топоцентрические расстояния phS;
разности расстояний от пункта k до двух положений ИСЗ — 

Si и s2 или от спутника s до двух наземных пунктов k \  и k2\ 
радиальные составляющие скорости ИСЗ, т. е. проекции мо

дуля вектора скорости на направление ks  (рис. 62);
высота ИСЗ над уровнем моря Н а. Эти величины не связы

вают положения ИСЗ с какими-либо конкретными пунктами, но 
позволяют уточнять орбиты.

Связь угловых измеренных величин у  и б с координатами 
пунктов и ИСЗ легко установить из рис. 61:

arctg -ys~  ; (53.7)Y ks'-

JftS ' arctg - V(*i -  Xk)2 +  (ys -  Ykf  
Д л я  линейных измерений p и Ар имеем соотношения 

P*s =  — X k f  -j- (y s — Yk)^ ~b (zs— Zkf  ;
=  p*Sl P*s2‘

(53.8)

(53.9' 

(53.10)

Д ля  вывода уравнения связи радиальной скорости с коор
динатами пункта k, координатами и составляющими скорости 
спутника s обратимся к рис. 62, из которого видно, что модули 
радиальной составляющей и полной скорости связаны соотно
шением

р =  и cos р.
Учитывая далее, что

cos р .— pv •
pw
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P =  (xs— x k) i +  (г/s— Уk) j - Г -  (zs— Zk) k; 
v  =  x i + y ]  +  zk,

где i, j, к — орты координатных осей общеземной системы, по
лучим

Р =  —  [(*s— Х к) x +  (ys — Y k) y  +  (zs— Zk) z  ]. (53.11)
Р

Угловые измерения в спутниковой геодезической сети у  и б 
обладают той особенностью, что они независимо получены в еди
ной системе координат. Поэтому именно этими измерениями ус
танавливается ориентирование сети. Масштаб спутниковой сети 
задается линейными (лазерными — р и радиотехническими — р, 
Др, р) измерениями.

Кроме непосредственно измеренных величин для построения 
спутниковых сетей, как это вытекает из анализа принципиаль
ных схем, могут быть использованы их некоторые функции: 
плоскости синхронизации и компоненты хордовых векторов.

§ 54. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ СИН ХРО НИ ЗА ЦИ И  
И Х О РД Ы

Уравнение плоскости синхронизации. В общем случае уравнение 
плоскости имеет вид

A x  +  B y  +  Cz +  D  =  0. (54.1)

Плоскость синхронизации, как известно, задается двумя на
правлениями на спутник, измеренными с двух наземных пунк
тов. Пусть первое направление характеризуется единичным век
торам (см. рис. 59)

a i  =  / i i+ m i j  +  «ik, (54.2)

второе — единичным вектором

<*2=  М ~t ^ к ,  (54.3)

где I, т, п — направляющие косинусы направлений на ИСЗ, ко
торые связаны с измеренными сферическими координатами из
вестными соотношениями:

I =  cos 7 cos б,
т  =  sin у cos б, (54.4)
n  =  s in 6 .

Коэффициенты уравнения (54.1) можно трактовать как ко
ординаты нормального вектора плоскости

N =  4 i  +  fij +  Ck. (54-5)'
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(54.6)

С другой стороны, нормальный вектор представим в виде 
векторного произведения

N =  &х X а2,
или в координатной форме

к
ГПх

т 2
N п 1

1

h

12 т 2 n 2 J

. . Г

Л  т г

J

ГПх

т 2

Г«1 Г /
U 2 12\ ] 1 Ь

- [

til
П2 ]■

(54.7)

Сравнивая выражения (54.5) и (54.7), получим формулы для 
вычисления коэффициентов уравнения плоскости синхронизации

А =  т хп2— т 2пъ  

В — Пх12—
С — 1хт 2— 12т х.

(54.8)

Иногда возникает необходимость выразить коэффициенты А,  
В, С  через сферические координаты у  и б. Д ля  этого подставим 
в формулы (54.8) выражения для направляющих косинусов 
(54.4).

После несложных преобразований будем иметь

-4 =  tg б ^ т у х  — tg бхэтуг ,  
В  =  tg бх cos y2— tg 62 cos уь

C =  sin(v2— Yi)-

(54.9)

Уравнение хорды. Уравнение прямой, проходящей через 
точку А,  имеет вид

У - У  А г  —  1 А

Следовательно, задача составления уравнения хорды сво
дится к отысканию ее направляющих косинусов, которые обо
значим через L, М,  N.  Вектор D  (см. рис. 59), совпадающий 
с линией пересечения двух плоскостей синхронизации, опреде
ляется как векторное произведение нормальных векторов этих 
плоскостей:

i j к -

D = N 1X N2 = А г Вг Сх (54.10)

- а 2 в2 с 2 _
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Повторяя все выкладки предыдущего подпараграфа, полу
чим следующие выражения для направляющих коэффициентов 
хорды:

L =  В 1С2— B%Ci,
М  =  СХЛ2— С2ЛЬ (54.11)
N  =  А^В^— A 2B i -
Направляющие косинусы хорды можно выразить через ее 

сферические координаты Л и Ф, которые имеют тот же смысл, 
что и  величины у и б для направления на спутник. В соответ
ствии с выражениями (54.4) будем иметь:

L =  cos Л cos Ф,
M  =  s inA cos® , (54.12)
W =  э т Ф .

Для обратного перехода легко получить

А. =  arctg - у -  ,

ф  =  arctg ' t54,13>

Величины Л и Ф  обычно рассматриваются как измеренные 
при обработке спутниковых сетей, построенных методом хорд. 
Но, как это видно из приведенных выше формул, в действи
тельности они являются функциями непосредственно измерен
ных величин.

§ 55. ФОРМУЛЫ ДЛ Я  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  КООРДИНАТ ВЕРШ ИН 
Н ЕК О ТО РЫ Х  ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФИГУР СПУТНИКОВОЙ 
Т РИ А Н Г У Л Я Ц И И

Элементарной фигурой называется такое геодезическое построе
ние, в котором для определения координат его вершин выпол
нены, в основном, только необходимые измерения. Следует от
метить, что определяемыми пунктами в элементарной фигуре 
могут являться как положения ИСЗ, так и наземные пункты.

Полярная засечка. Пусть в один и тот же момент были 
измерены топоцентрические координаты у и б и расстояние до 
некоторого исходного пункта k. Координаты спутника можно 
получить по вполне очевидным формулам:

х  — X k -j- р/ =  X k +  р cos у  cos б,
£/ =  >^~гряг =  К*-)-р8шусо5б, (55.1)
z  =  Z k +  рп =  Z k +  р sin б.
Пространственная угловая засечка. Пространственная за 

сечка по измеренным у и б является простейшим элементом
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в схеме построения спутниковой триангуляции методом засечек, 
она же используется для вычисления координат наземного 
пункта в методе хорд.

Пусть на пунктах 1 и 2  с известными координатами изме
рены направления на спутник (рис. 63). Выражения для коор
динат точки s имеют вид

X =  -Xi +  PlA =  Xj -р P2/2.

y  =  Y L-'r p1m 1 =  Y o Jr p 2m 2, (55.2)

z — Zi~\~ =  Z2 -f- Р2П2.

Система (55.2) имеет некоторые особенности. 
Для ее решения необходимо знать  расстоя
ния от исходных пунктов до спутника pi и р2. 

_  Запись системы (55.2) верна только в том слу- 
В 2 чае> если прямые Is  и 2s  в пространстве пе- 

Рис 63 У п овая  ресекаются. В общем случае, вследствие оши- 
лространствённая бок измерений, эти прямые скрещивающиеся, 
засечка поэтому система (55.2) примет вид

х  = - X i _rPiA> х" =  Х%-\- P2I2,

У — ^1 Н~ Pi/^i. у  =  У 2 Рг^2> (55.3)
2 —Zi  +  Pi^i. z" =  Za +  Р2П2 ,

где x', у' ,  z '  и x", у", z"  — координаты точек встречи прямых 
Is  и 2s.

В системе (55.3) по-прежнему неизвестны расстояния pi 
и р2. Д л я  их определения можно использовать то обстоятель
ство, что расстояние между точками встречи

d 2 =  (x"— x ' f  -  (if — y ' f  +  (;f — z ’f  (55.4)

является кратчайшим. Условие минимума запишется в виде 
системы уравнений

=  0; —  =  0. (55.5)
dpi ф 2

Д ля решения системы (55.5) необходимо величину d 2 пред
ставить в функции расстояний pi и р2. Найдем разности коор
динат точек встречи из формул (55.3) и подставим в (55.4):

d 2 =  [ (Х2 X i )  -г- р2/2— P1/1]2 +  [(V72 — ̂ 1) р2т 2—Pimi]2
+  [(Z2 — Z i)-f  р2«2— Pi/ii]2. (55.6)

С учетом (55.6) для (55.5) получим
дсР
др1

=  Pi— Р гс о эа — Fx =  0, (55.7)
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dd2 , с n92—  Pi COS a -t-F 2 =  0,
Фа

где a — угол засечки при спутнике;

F L =  ( Х 2--- -^ l)  1̂ +  {У2---- У  l)  Ml  +  (Z 2---- Zl)  n h

F 2 =  (X2--Xl) /2 “Ь (У2---У l) m2 “f" (^2---%l) n2-

И з решения системы (55.7) найдем искомые расстояния:
F\ — F2 cos a  F i c o s a  — F 2 /ec: o\Px = -----------P2 — -------------------------- — » (.00.o;

sin2 a  s in2 a

подставив которые в формулы (55.3), получим координаты 
точек встречи, а затем и координаты вершины пространствен
ной засечки. Если направления на спутник измерены равно
точно, то

х" +  х'  у" +  у'  г" +  г'
х  = — ? — у =  Z  ; z = — п— •

Д л я  вычисления координат вершины угловой засечки в про
странстве можно использовать другой способ. Если спроекти
ровать измеренные на спутник направления на плоскость эква
тора, то координаты х и у  вычисляются по известным форму
лам Гаусса:

У2 — Vi  +  Xl  tg Vi — X 2 tgy2X :

У

tg Vi — tg ъ  

x 2 — X l  +  V'l ctg Yi — Y 2 ctg V2
ctgV i — ctg y2

Третья координата z  найдется из выражений 

z  = 2 1-Ьд/(-' -— — ^ i )2 tg 6Ь
z  —Z2 +  V (x — -\-(y— У •if' tg 62.

Окончательное значение z  будет: 
z  =  (z" +  z')/2 .
Пространственная линейная засечка. Д ля определения ко

ординат спутника с помощью линейной засечки необходимо 
измерить три дальности с трех исходных пунктов. Существует 
много вариантов решения этой задачи. Наиболее простым яв
ляется решение системы нелинейных уравнений вида

л/ i x - X t f  +  ( у - Y i f  +  ( z - Z i f  =  Pis t =  l ,  2, 3 (55.9)
итерационным методом Ньютона — Рафсона.

Определение координат наземного пункта по измеренным 
сферическим координатам и разностям расстояний (расстоя
ниям). Пусть на исходном пункте А и определяемом Р  (рис. 64)
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были измерены сферические координаты направлений на два 
положения ИСЗ и разности расстояний Др[ =  р2—pi, Д р2 =  р4—рз- 
По этим данным требуется определить координаты пункта Р.

Прежде всего отметим, что в данной фигуре девять неиз
вестных и десять измеренных величин. Следовательно одно из
мерение является избыточным, что позволит определить коор
динаты пункта Р  с контролем.

Рис. 64. Комбинированная засечка

A D р

Д ля вычисления координат ИСЗ используем формулы по
лярной засечки с пункта А

r i =  Кл Piai> г2 =  Кл +  Раа2 (55.10)
и пункта Р

гг =  Rp +  рзЯз, Г2 =  Rp +  р4а4, (55-11)

где г, — радиус-вектор спутника s,; R, — радиус-вектор назем
ного пункта; р — расстояние от наземного пункта до спутника; 
а * — единичный вектор направления на спутник.

Вычтем из уравнений (55.11) соответствующие уравнения
(55.10):

AR =  R p — R^ =  рха.1— рза3,
AR =  RP— R^ =  p2a2— p4a4. (55-12)

Учитывая далее, что pi =  p2—Арь р3 =  р4—-Дрг, можно запи
сать:

Pi (ai аз)— Рз (а3— а4) — Apxa2 -j- Др2а4 =  0. (55-13)

Проектируя векторное равенство (55.13) на оси координат, 
получим следующую систему уравнений:

(/i — /2) p i— (Is— /4) Рз— ^Apj +  /4Др2 =  0,
(mx— т 2) p i— (m3— m4) p3— m2Ap1 +  m4Ap2 =  0, (55-14)
(«1 fii) p i— (03— n4) p3— n2Api n4Ap2 =  0 -

Таким образом, получены три уравнения с двумя неизвест
ными pi и рз. Одно из уравнений является избыточным и может 
быть использовано как контрольное.
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Получив из решения системы (55.14) pi и рз, координаты пункта 
Р  находят по формулам, образованным из уравнений (55.12):

X  р  — Х А +  P i/ i— Р3/3,

Y p  =  Y а ~\~ pim i — Рзт з> (55.15)
Z p  — Z A -)- Pi/ljL--Р3П3.

В случае если измерена только одна разность расстояний, 
например Лрь решение задачи целесообразно разделить на две 
части: вначале определить направление хорды, затем ее длину. 
Направляющие косинусы хорды находят, последовательно при
меняя формулы (54.9), (54.11). Д ля  вывода формулы, связы
вающей длину хорды D  с результатами фотографических и доп- 
леровских измерений, обратимся к рис. 64. Из него следует:

Значения углов определяют по известной формуле (Р -̂ — 
любой из углов)

Р,7 =  arccos (/,■// +  mittij +  ninj).

Координаты пункта Р  находят из выражений

Если вместо разностей измерены расстояния, то вычисления 
существенно упрощаются и сводятся к последовательному при
менению формул полярных и угловых засечек.

Рассмотренные выше схемы геодезических построений не 
исчерпывают всех возможных вариантов элементарных фигур 
спутниковых сетей. Особенность этих фигур заключается в том, 
что для их построения используются в основном только необ
ходимые измерения. В сплошных сетях число измерений, как 
правило, превосходит число необходимых неизвестных и воз
никает задача уравнивания спутниковых геодезических сетей.

откуда легко получить

X P =  X A +  DL,  
Y P =  Y A + D M ,  

Z P =  Z A + D N .
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Г л а в а 17
УРА ВН И ВАН И Е СПУТНИКОВЫХ  
ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЕТЕЙ

§ 56. ВИДЫ  УСЛОВИИ, ВОЗНИКАЮЩИХ 
В СПУТНИКОВОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ

В качестве измеренных величин в геометрическом методе мо
гут использоваться топоцентрические радиусы векторы р, хор
довые векторы AR, нормальные векторы плоскостей синхрони
зации и их отдельные компоненты.

При обработке р и их компонент у, б, р, а также разностей 
расстояний и радиальных скоростей мы будем иметь дело с не
посредственно измеренными величинами, поэтому уравнивание 
сведется к уравниванию по методу наименьших квадратов. 
В тех случаях, когда в качестве измеренных используются ком
поненты хордовых (Л, Ф, D )  и нормальных векторов (А,  В, С) 
плоскостей синхронизации, строгое уравнивание должно вес
тись под условием VTQ_1V, выражающим обобщенный принцип 
наименьших квадратов, где Q — корреляционная матрица функ
ций результатов измерений. Эта особенность должна обяза
тельно учитываться при разработке конкретных способов урав
нивания спутниковых геодезических сетей. Как известно, при 
уравнивании геодезических сетей коррелатным способом исход
ной является система условных уравнений, при уравнивании па
раметрическим способом — система уравнений поправок. Кон
кретный вид этих уравнений и особенности их составления из
лагаются ниже.

При уравнивании спутниковой триангуляции необходимо 
считаться с рядом особенностей, которые присущи данному виду 
геодезических сетей. Напомним, что направления на пунктах 
спутниковой триангуляции определяются в единой (звездной 
или общеземной) системе координат независимо друг от друга. 
Поэтому в такой сети принципиально не могут возникнуть ус
ловия подобные условиям сумм, разностей, или дирекционных 
углов. Иными словами, в спутниковой триангуляции не возни
кает ни одно из тех условий, которые в обычной геодезической 
сети объединяются под общим названием угловых условий.

Базисные, полюсные и координатные условия в спутниковой 
триангуляции сохраняются полностью, но поскольку плоские 
связующие углы здесь заменяются углами между прямыми 
в пространстве, которые, в свою очередь, являются функциями 
сферических координат, то вычисление коэффициентов этих 
уравнений существенно усложняется. Кроме них в пространст
венных геодезических сетях появляются специфические геомет
рические условия, которые не имеют каких-либо аналогов 
в плоских сетях.

Условие компланарности трех векторов (условие плоскости). 
Плоскость в пространстве однозначно можно провести через 
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три точки, через две точки параллельно некоторой прямой и, 
наконец, через одну точку параллельно двум данным прямым. 
Добавление одного элемента (точки или прямой) к перечис
ленным ведет к возникновению одного условного уравнения.

В наиболее общем виде условие компланарности трех топо
центрических векторов, соединяющих три точки 1, 2, 3 ) ,  запи
сывается в следующем виде:

где R ,0 — предварительные значения радиусов-векторов; d R ;— 
поправки к ним, определяемые из уравнения. Если начала и 
концы векторов AR,j не закреплены в пространстве (dR; =  0), 
то после нормирования (56.2) получим

Уравнение (56.3) целесообразно называть условием ком
планарности трех свободных векторов. В координатной форме 
оно имеет вид

где I, т, п — направляющие косинусы вектора AR. Расклады 
вая определитель по элементам первой строки и учитывая
(54.8), получим

где А ,  В, С  — коэффициенты уравнения плоскости, которая па
раллельна векторам ARi3 и AR23.

В случае если векторы AR соединяют наземные пункты, то
(56.5) выражает условие компланарности хорд D, D u D 2 (см. 
рис. 59)

где L , М, N  — направляющие косинусы хорды D; А,  В,  С  — ко
эффициенты уравнения плоскости, образованной хордами D i

A R 12A R13A R03 — О (56.1)

или

[ ( R? -  dRi) -  ( R° -г dR,)] [ ( R? +  dRx) — ( R§ +  dRs)] x  

X [(RS +  dR2) - ( R 3  +  dR3) ] =  0, (56.2)

F  — a12a13a23 — 0, (56.3)
где

/l2 till 2 rt12 
F  =  î3 nis = 0 ,

_ /23 m23 n23 _
(56.4)

F  — li^A -f- m v2B -[- n^C  —■ 0, (56.5)

F  =  LA +  M B  +  N C  =  0, (56.6)



и D 2, которые вычисляются по формулам, аналогичным вы ра
жениям (54.9), т. е.

A  =  tg ® 2sinA 1— tg CDiSinAa,
B =  tg®!CosA2— tg ® 2cosA1, (56.7)
С  =  sin (Л2—Ax).

Если один вектор AR соединяет наземные пункты, два дру
гих соединяют наземные пункты со спутником, то уравнение 
для этого случая имеет тот же вид, что и (56.6), но коэффици
енты А, В, С  вычисляют по формулам (54.9).

Д ля  уравнивания спутниковой триангуляции условные урав
нения необходимо привести к линейному виду относительно из
меренных (или выбранных в качестве измеренных) величин. Вы
ведем вначале условное уравнение поправок компланарности 
хорд. Приводя выражение (56.6) к линейному виду относи
тельно поправок к величинам Л,- и Фг, будем иметь

Z w % + I ^ r s + ll!' = 0’ (56-8>

где
ая aL шА +  _ а л _ 1 +  ш _ в + _ д в _ м  +

dAi  ал,- dAi  ЗЛ,- dAi

+  - ^ - C + ^ ~ N ’ <5 6 9 > дА[ дА i

аФ,- a®£ a®£ аФ.- аФ,-

• d N  г  , dCЛ--------- С Н-----------N.
dOi дФ{

Из выражений (54.12), после несложных преобразований,, 
получим

dL = — М dL LN
ал <зф  cos ф

dM dM M N
ал ’ a® cos ф ' (56.10)

d N  1 — N 2dN = 0 ,
ал аФ cos ф

Далее, дифференцируя выражения (56.7), будем иметь 

дЛ = t g ® acosA1, — tg® !CosA2,
ал, ал2
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дВ  :tga>2s inA b —  =  — tg O lSinA 2, (56.11)
д Л 1 °  дЛ2

дС - - — cos(A2—Aj), дС -  = co s(A 2— Ax),
а л х <ЭЛ2

д Л  sin Л2 дА s in A i
(90)! COS2 Ф] <ЗФ2 cos2 Ф2

д В cos Л 2 дВ cos At

дСГ>х cos2 Фх <ЗФ2 cos2 Ф 2

а с  о, - * - = о .

(56.12)

д  Фх дФ2

Подставляя (56.10) — (56.12) в (56.9), получим 

- ^ = а = — M A  +  LB,  (56.13)
дЛ.

д*  = ь =  с
д<3> cos Ф

дГ
аЛх

d F

д<Х>!

d F
дЛ. г

6F
а<»2

=  аг =  t g 0 2(L cosAx +  M sin Ах) — N  cos (Л2— Ax),

== 61 =  sec20 1( — L s inA 2 +  Af cosA2), (56.14)

=  a2 =  — tgO j(L  cosA2 -| M sin A2) +  N  cos (A2— Aj),

=  Ьг =  sec2 ®2(Lsin Ax — M  cosAx).

Окончательно для условного уравнения поправок компла
нарности трех хорд будем иметь

Sa(t;Aj- f S 6(o +Ц7 =  0. (56.15)

Условие плоскости с дополнительными неизвестными. Рас
смотрим теперь вариант, когда плоскость включает в себя 
хорду и два направления на спутник. В этом случае в уравне
нии ( 56.15) останутся без изменения члены с поправками V\  и 
^ф. Поправки иЛ иф1, 1>л г'Фа необходимо заменить поправ
ками к измеренным топоцентрическим координатам направле
ний н а  ИСЗ, а коэффициенты при них вычислять по форму
лам (-56.14), но с заменой в них символов Л и Ф на у  и 6 . В ре
зультате получим следующее уравнение:

( M A - sr L B ) v A ~\--------2 a iuv i+  XI biv6i +  W  =  0.
COS Ф 1 1

(56.16)
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Несмотря на формальное сходство уравнений (56.15) и
(56.16), между ними имеется существенное различие: если 
в уравнении (56.15) сферические координаты всех трех хорд 
выступают в качестве измеренных величин, то в выражении
(56.16) непосредственно измеренными величинами являются 
сферические координаты направлений на ИСЗ у  и б. Следо
вательно, величины vA и иф в уравнении (56.16) будут допол
нительными неизвестными. В связи с этим данное уравнение 
следует называть условным уравнением компланарности трех 
свободных векторов с дополнительными неизвестными.

Свободный член уравнения (56.16) вычисляется п о  формуле

W  =  L A  +  M B  +  NC, (56.17)

т. е. он равен скалярному произведению вектора хорды D (L, М,  
N )  и нормального вектора плоскости синхронизации № (А, В, С):

№ =  D-N. (56.18)

В формулах (56.17) и (56.18) все величины вычисляются 
по измеренным значениям сферических координат на правлений 
на ИСЗ.

Если в процессе уравнивания спутниковой триангуляции по
явится необходимость определить поправки d R д л я  концов 
хорды — наземных пунктов 1 и 2, то уравнение (56.3) примет 
вид (для упрощения записи принято a i 2 =  a, а.\з= & ь  а2з =  а2

или
F  — [(Ri -j-dRx) — (R 2 -Ь g(R2)] aia2 =  О,
[

F — ( Ri — R2) &1&2 dRiaia2— dR2£i]a2 =  0 -

(56.19)

(56.20)

Уравнение (56.20) можно назвать условием компланарности 
трех связанных векторов. Представляя это уравнение в коор
динатной форме, получим

'  ЛХ?2 ЛУ?2 a z °12 ~

F = h m-i «1 +

h т 2 п2 _
- d X x d Y x dZ x ~ ~ d X 2 d Y  2 dZ 2

mi «1 — m x rii

-  h m 2 n2 _ -  h m 2 n2 _

=  0 . (56.21)

Геометрическое условие того, что хорда и направления на 
И С З леж ат в одной плоскости, выражает лишь первый член 
этого уравнения. Приведем его к линейному виду относительно 
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поправок к измеренным сферическим координатам направле
ний на  ИСЗ. Легко заметить, что выражение

ДХ?2 Д Г ?2 Ы п  

l\  mi  пг 

12 т 2 «2

=  ДХ12Л +  АУ12В +  Д2?2С

отличается от (56.6) только постоянным множителем D,  где 
D — длина хорды, соединяющей наземные пункты 1 и 2.

Следовательно, для нахождения частных производных можно 
использовать выражение (56.14), заменив в них символы Л 
и Ф на у  и б, а направляющие косинусы хорды L, М,  N  — на 
соответствующие разности координат концов хорды АХ, A Y, 
AZ.  В  результате получим следующие выражения для частных 
производных:

- ^ -  =  a1 =  t g 62 (ДХ cos Yi4~ A Y  s in y i)— AZ cos (72 — Yi)>
<?Yi

:*i =  sec2 61(— ДХ sinv2+  АУ  cosy2)> (56.22)

-a2 =  — tg 6 i(A X  C0SY2 +  &У sin 72) +  A Zcos(y2— Yi)>

= b2 =  see3 б2 (ДХ sin Yi — AF cos Yi) •

d F
9 8 1 

9 F
d y 2
d F
ЭЪг

Теперь уравнение (56.21) после приведения его к линейному 
виду примет форму

2  2

a tvy, 4~ 2  btv61 4~ A (dX  1— d X 2) 4- 
1 1

- { - B ( d Y 1— d Y 2) +  C( dZ 1— dZ2) +  W 1 =  0. (56.23)

Выражение (56.23) представляет собой условное уравнение 
плоскости синхронизации с дополнительными неизвестными — 
поправками в координаты определяемых наземных пунктов. 
Из него легко получить как частные случаи условные уравне
ния плоскости, проходящей через один исходный пункт ( d Ri =  
=  0 ) и два исходных пункта (cfRi =  cfR2 =  0 ).

Свободный член уравнения (56.23) находится по формуле
I F ^ A R - N ,  (56.24)

или в  координатной форме
W i  =  A X - A  + A Y - B  +  AZ-C.  (56.25)
Д л я  уяснения геометрического смысла свободных членов 

уравнений (56.16) и (56.23) умножим выражения (56.17) и
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(56.25) на нормирующие множители Xi и Лг. В результате по
лучим хорошо известные выражения для угла меж:ду прямой 
и плоскостью и для кратчайшего расстояния между скрещи
вающимися прямыми:

sin ф =  ЯхЯ2№, (56.26)
d =  X*Wi,

где ф — угол между прямой и плоскостью синхронизации; d  — 
кратчайшее расстояние между синхронными направлениями на 
спутник;

^ _  _______ j_______   ̂ ________ j_______
1 л / Ь г + М *  +  N* ’ 2 ~  У Л 2 +  В2 +  С2

Таким образом, свободный член условного уравнения плос
кости выражает (в угловой или линейной мере) погрешность по
строения данной плоскости синхронизацйи.

Условие пучка плоскостей. Прямая, соединяющая два на
земных пункта (хорда), однозначно определяется к а к  резуль
тат пересечения двух плоскостей синхронизации. К аж д ая  но
вая плоскость, присоединенная к двум первым, будет избы
точной, и следовательно, приведет к возникновению одного ус
ловного уравнения.

Пусть три плоскости заданы  своими нормальны ми векто
рами Nf (At ,  Bi ,  Ci ) .  Составим смешанное произведение этих 
векторов

V =  N1N2N3. (56.27)
Смешанное произведение численно равно объему паралле

лепипеда, построенного на векторах Nj, N2 и N3. Однако если 
плоскости принадлежат одному пучку, то параллелепипед вы
рождается и, следовательно, V =0. Переходя к координатной 
форме смешанного произведения, получим условное уравнение 
пересечения трех плоскостей по одной линии

А 1 Вх Сх -

V = А% В г ^2 =  L A 1 +  M B 1 +  N C 1 =  0,  (56.28)

-  Аз В з С3 -

где L, М,  N  — направляющие косинусы хорды, полученной из 
пересечения второй и третьей плоскостей.

Сравнение выражений (56.28) и (56.6) показывает, что ус
ловие пучка плоскостей является частным случаем условия ком
планарности трех свободных векторов. Поскольку предвари
тельные сферические координаты хорды обычно известны, то 
с точки зрения последующей математической обработки целе
сообразно условное уравнение пучка плоскостей (56.28) заме
нить тремя условными уравнениями плоскостей вида (56.16) 
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с дополнительными неизвестными — поправками в сферические 
координаты хорды.

Условие связи плоскостей. Пересечение трех плоскостей 
в пространстве однозначно определяет точку; каждая дополни
тельная плоскость, полученная по измеренным топоцентриче- 
ским направлениям на ИСЗ, ведет к возникновению одного ус
ловного уравнения.

Известно, что четыре плоскости проходят через одну точку 
только тогда, когда определитель четвертого порядка, состав
ленный из коэффициентов и свободных членов уравнений плос
костей, равен нулю, т. е.

Очевидно, что условное уравнение (56.29) можно (и прак
тически целесообразно) заменить четырьмя условными урав
нениями плоскости вида (56.23) с дополнительными неизвест
ны м и— поправками в прямоугольные координаты центра 
связки.

Базисное условие. Условное уравнение базиса возникает, 
если в сети спутниковой триангуляции содержится две исходные 
(или измеренные) стороны или более, причем между этими сто
ронами существует непосредственная связь через цепочку про
странственных треугольников. В более общей формулировке 
это условие возникает, когда в сети определено две величины 
или более, задающие масштаб (длины хорд, расстояния до 
ИСЗ, разности расстояний и т. д.).

Рассмотрим составление уравнения базиса для фигуры, изо
браженной на рис. 65. Решая пространственные треугольники, 
легко получить выражение, совершенно аналогичное условному 
уравнению базиса для плоских фигур:

в котором углы р, — углы, образованные топоцентрическими на
правлениями. Приведем (56.30) к линейному виду

где W  определяется по формуле (56.30) и по значениям уг
лов, вычисленным по измеренным сферическим координатам у  
и б, если фигура составлена из направлений на ИСЗ, и по 
сферическим координатам хорд Л  и Ф, если фигура составлена

A i  В 1 Ci D x

F =  0 (56.29)

P i  sin p2 sin __j _  q
D 2 sin Рз sin |35 ’

(56.30)

(56.31)



из хорд. Частные производные из (56.31) можно представить 
следующим образом

дл дл
ду

дл

ар

дл
дб ар

^р_
д1

д$_
д1

а/
ду

д1

дл ар дт дл
ар  дт ду

дл ар dm
аб ар dm as

ар

дл

"ар-

_ар_

дп

J L
дп

дп
ду

дп
"аб"

(56.32)

Выполнив дифференцирование в соответствии с (56.32), по
лучим условное уравнение базиса в линейном виде

А=1

fe+1 ctg fife 

sin pfe
(CkVy; + ГЦ — rtj COS Pfc 

COS 6;, ’«в,,,) +  ^  =  0, (56.33)

где k — номер уравнения плоскости, проходящей через направ
ления I  и /.

В том случае, когда стороны нельзя рассматривать как ис
ходные, в условное уравнение (56.33) войдут члены с поправ
ками в измеренные расстояния.

Базисные условия в синхронном треугольнике. Совместное 
использование лазерных дальномеров, радиотехнической аппа
ратуры и фотокамер при построении спутниковых сетей дает 
возможность определить не только направление сторон, но и 
их длины. В этом случае базисные условия могут возникать и 
в отдельных синхронных треугольниках (рис. 66) при условии, 
что предварительные значения сферических координат и длины 
хорды, соединяющей наземные пункты, известны. Вид базисных 
условий будет зависеть от состава измерений, выполненных на 
станциях слежения. При одном расстоянии и двух направле
ниях на ИСЗ условное уравнение запишется следующим об
разом:

я Pi sin р3 
D sin р2

■1=0: (56.34)
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при двух расстояниях и двух направлениях 

п  =  D  — pi— р2 -f- 2р^ра cos Рз =  0 ; (56.35)

при двух направлениях и разности расстояний от наземных 
пунктов до спутника

После приведения уравнений (56.34), (56.35) к линейному 
виду все они принимают стандартную форму:

Различаться будут лишь выражения для частных производ
ных, конкретный вид которых можно найти в монографии [10]. 
Выражение (56.37) показывает, что базисные условные урав
нения, возникающие в синхронном треугольнике, по необходи
мости будут условными уравнениями с дополнительными не
известными — поправками в сферические координаты и длину 
хорды.

Полюсное условие. Полюсное условие возникает в сетях 
спутниковой триангуляции в том случае, если в них имеются 
замкнутые цепи треугольников, которые начинаются и закан
чиваются на одной и той же стороне. Пространственные по
люсные условные уравнения составляются совершенно анало
гично тому, как это делается в геодезических сетях на плоско
сти. Вид условного уравнения полюса формально в точности 
совпадает с выражениями (56.30) и (56.33), полученными для 
условного уравнения базиса.

Координатные условия. Они возникают в том случае, если 
в сети спутниковой триангуляции имеются изолированные ис
ходные пункты или их системы. Д ля разностей исходных коор
динат должны соблюдаться равенства, которые являются ус
ловными уравнениями для координат:

срх =  2/,-pi— ДХ,

ф2 =  2ягр<— AZ.

В дальнейшем будем оперировать с условным уравнением 
только для абсцисс, поскольку другие уравнения будут совер
шенно аналогичны. Приводя функцию <рх к линейному виду, 
получим

V* а<Рх I V1

D  sin р2 — sin Pi (56.36)
Др sin Рз

(56.37)

=  Smjpf— ДК, (56.38)



где

* t x -  =  J L p +  J p . i )
ду ду ду

(56 .40)

дф х _  д1 , ар  ̂
as аб р аб

Определив частные производные, входящие в (56.39), будем 
иметь

где символы г, /, k  имеют тот же смысл, что и в выражении

Выбор условий в спутниковой триангуляции. Большинство 
условных уравнений, возникающих в обычных геодезических се
тях, обладает свойством эквивалентности или взаимозаменяе
мости, которое позволяет из нескольких соотношений, связы
вающих ту или иную группу измеренных величин, выбрать 
наиболее простое по своему виду. Условные уравнения, возни
кающие в сети спутниковой триангуляции, также обладают 
свойством эквивалентности.

Условное уравнение связки плоскостей является наиболее 
универсальным. С одной стороны, плоскости синхронизации 
обязательно пройдут через исходные пункты (именно с таким 
требованием вычисляются свободные члены уравнений этих 
плоскостей). С другой стороны, после уравнивания плоскости 
синхронизации образуют собственную связку с центром в оп
ределяемом пункте (спутнике).

Таким образом, при удовлетворении условий связок плоско
стей в данной сети автоматически должны удовлетворяться ко
ординатные, базисные и полюсные условия. Иными словами, 
условие связки плоскостей эквивалентно любому другому усло
вию, за исключением условия базиса для непосредственно из
меренных сторон.

Однако условное уравнение связки плоскостей можно соста
вить только в том случае, если каждая из плоскостей данной 
связки проходит через пункт с известными координатами (иначе 
будет невозможно вычислить свободные члены уравнений плос
костей). В сплошной сети спутниковой триангуляции плоскости 
синхронизации, как правило, будут проходить через определяе- 
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мые пункты. Поэтому в общем случае условное уравнение 
связки плоскостей целесообразно заменить эквивалентной ему 
системой условных уравнений плоскостей с дополнительными 
неизвестными, как это показано выше. Таких уравнений будет 
столько, сколько плоскостей синхронизации содержится в дан
ной сети.

По-иному обстоит дело с оценкой точности. Величины сво
бодных членов условных уравнений с дополнительными неиз
вестными зависят как от ошибок измерений, так и от выбора 
предварительных значений неизвестных. Ясно, что свободные 
члены этих уравнений нельзя использовать для оценки точ
ности результатов измерений по невязкам геометрических ус
ловий.

Д л я  оценки точности необходимо использовать условные 
уравнения без дополнительных неизвестных. При этом нужно 
иметь в виду следующее. Такие условия, как базисные и коор
динатные, характеризуют точность исходных данных (и даже 
различий систем координат, если исходные пункты относятся 
к разным системам) и точность собственно измерений. Поэтому 
предварительную оценку точности по невязкам условных урав
нений целесообразно выполнять по условным уравнениям плос
костей и полюсным уравнениям.

В заключение отметим, что введение дополнительных неиз
вестных эффективно только при уравнивании сферических ко
ординат направлений на ИСЗ. В том случае, если уравниваются 
сферические координаты хорд, введение дополнительных неиз
вестных бесполезно, так как уравнение плоскости, проходящей 
через три точки, удовлетворяется при любых значениях коор
динат этих точек. Поэтому при уравнивании спутниковой три
ангуляции, образованной хордами, необходимо использовать 
условные уравнения плоскостей для трех свободных векторов, 
а такж е полюсные, базисные и координатные условные урав
нения.

§ 57. У РА ВНЕНИ Я ПОПРАВОК В СПУТНИКОВОЙ 
Т РИ А Н Г У Л Я Ц И И

В качестве необходимых неизвестных при уравнивании спутни
ковой триангуляции целесообразно выбрать координаты на
земных пунктов и наблюденных положений ИСЗ (в некоторых 
случаях к ним добавятся составляющие скорости). К непосред
ственно измеренным величинам относятся сферические коорди
наты направлений на ИСЗ, наклонные дальности, разности рас
стояний и радиальные скорости. Кроме того, в качестве изме
ренных величин могут быть приняты некоторые их функции: 
сферические координаты хорд и плоскости синхронизации.

Уравнение поправок для у- Функциональная связь угла v 
с геоцентрическими координатами устанавливается вы раже
нием (53.7). Приведя его к линейному виду относительно
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поправок к координатам наземного пункта k и спутника s, по
лучим

---------- (sin y d X k— cos y d Y  k— sin ydxs +
p cos 6

+ cos ydys) + 1? =  vY с весом Рт (57.1)

Веса измеренных величин устанавливают в соответствии 
с общим правилом метода наименьших квадратов. Учитывая, 
что в результате астрометрической обработки снимков ИСЗ со
блюдается равенство me =  mv cos 6 , веса уравнений поправок 
для величин б и у будут

если наблюдения выполнялись однотипными установками, 
то их можно считать равноточными, тогда, полагая Р е = 1 ,  по
лучим ГП6 = \ 1 \ Р у =  cos2 б.

Коэффициенты уравнения поправок (57.1) являются функ
циями сферических координат у и б. В некоторых случаях их 
целесообразно выразить через направляющие косинусы. Учи
тывая соотношения (54.4), найдем

sin 7 = — , sin 8 =  л, (57.2)
г УР +  т а

cosv =  — 71_ .. .... -| cos6 =  a/1 — я2 •
r V /2 +  m2

Подставим (57.2) в уравнение (57.1) и приведем его к весу 
Р =  1 умножением на cos б, тогда получим

(m d X k — IdY k— mdxs +
p У  /а +  m2

+  ldys) - f  ly cos 6 =  Vy cos 6 . (57.3)

Уравнение поправок для склонения б. Угол в функции пря
моугольных координат описывается выражением (53.8). При
водя его к линейному виду, получим

— (cos у sin b d X k +  sin 7 sin M Y k— cos 6 dZ*— cos 7 sin  6 dxs—
P

— s in 7 s in 6 d y s -f- cos6dzs) Z6 =  ue с весом P 6 =  1. (57.4)
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Если коэффициенты из (57.4) выразить через направляю
щие косинусы, то уравнение (57.4) примет вид

-----  1 (ln d X k +  mncLYk) —  dZk—
р -у/ P +  m2 р

-------- 1 (lndxs +  mndys) -\— ^  dzs +  /б =  v6. (57.5)
p V /a +  m2 P

Уравнение поправок для расстояния. Приводя (53.9) к ли
нейному виду, получим

I (dxs— d X k) - | -т (dys— d Y k) +  п (dzs— dZk) +  lp =  vp

с весом Р р =  - L .  (57.6)
т1

Уравнение поправок для разности расстояний. Использова
ние доплеровских систем позволяет определить разность рас
стояний до двух положений ИСЗ Si и s 2 относительно назем
ного пункта k. Из выражения (53.10) вытекает, что уравнение 
поправок для разности расстояний можно получить как раз
ность уравнений поправок вида (57.6) для двух расстояний p*s 
и pkS2. В результате получим

(t/lSl dXfc {p^ks\ fflks2) dY k  ^ks2} dZ/E -f-

lks\dXs\ ~f" m ksA'h\ ^ks\dzs  ̂ ^ks^yS2 “Ь
-Ь/др =  идр С весом Р Др. (57.7)

Уравнение поправок для радиальной скорости. С помощью 
доплеровской аппаратуры могут быть измерены радиальные 
составляющие скорости полета ИСЗ относительно наземного 
пункта k. Функциональная связь радиальной скорости с необ
ходимыми параметрами задается выражением (53.11). После 
приведения его к линейному виду получим

а - -  о  < * - “ • > + ( - ? -  -  i t  о  +

+  ( - ------р )  (d z ~ d z k) +  —  dx  +V Р р2 )  Р

+  — — dy  +  d z +  I . =  v .  свесом  Р . .  (57.8)
р р р  р  р

Уравнение (57.8) показывает, что в отличие от других изме
ренных величин радиальная скррость выражается через девять 
параметров: две тройки координат (наземного пункта и спут
ника) и три составляющих скорости полета ИСЗ.

В заключение напомним, что во всех уравнениях поправок 
величина свободного члена вычисляется по известной общей
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формуле l=T0— Т, где Т — измеренная величина; То=Т (Х0, Y0, 
Zo, х 0, уо, го, Хо, Уо, z 0) —  ее предварительное значение, точно 
соответствующее предварительным координатам и составляю
щим скорости ИСЗ.

Уравнение поправок для плоскости синхронизации. Запишем 
условное уравнение плоскости синхронизации с дополнитель
ными неизвестными (56.23) в виде

F  = А № — dX2) + В (dY! — dY2) +  С (dZx— dZ2) +  W  =
=  —  ( 2 a , i> v . + 2 6 fu6 .). ( 5 7 .9 )

Выражение (57.9) имеет типичный вид уравнения поправок 
для некоторой функции результатов измерений. Своеобразие 
этого уравнения состоит в том, что величина F  фактически не 
измеряется и представляет собой геометрический образ (плос
кость), построенный на основе непосредственных измерений. 
Тем не менее выражение (57.9) может рассматриваться в ка
честве уравнения поправок как формально, так и по существу, 
поскольку его правая часть выражает погрешность построения 
данной плоскости. Д ля совокупности уравнений (57.9) в матрич
ной записи будем иметь

АПХ — W = — aV с весом Р ^ .  (57.10)

В соответствии с теоремой об уравнивании функций резуль
татов измерений [4] весовая матрица для системы (57.10) вы
числяется по формуле

Pw =  (aqa1')-1 . (57.11)

Если наблюдения велись с синхронизацией на двух пунк
тах (практически наиболее частый случай), то направления, 
участвующие в построении данной плоскости, будут незави
симы от других, и матрица (57.11) превращается в диагональ
ную. Каждый ее элемент находим из выражения

. <57-12)2 ajqyi +

где а,- и bi вычисляются по формулам (56.22); д,- — обратные 
веса измеренных у и б; с — произвольный нормирующий мно
житель.

Уравнения поправок для сферических координат хорды.
Уравнения поправок для углов Л и Ф, характеризующих на
правление хорды, составляются совершенно аналогично урав
нениям поправок для у и б. Однако эти уравнения не являются 
независимыми, поскольку углы Л и Ф вычисляются по одним и 
тем же измеренным величинам. Поэтому при строгом уравни
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вании сферических координат хорд спутниковой триангуляции 
необходимо для каждой хорды ввести весовую матрицу

элем енты которой вычисляются в процессе предварительного 
уравнивания хорд за условие пучка плоскостей. Д ля  этого пред
ставим условное уравнение компланарности вектора хорды и 
двух векторов направлений на ИСЗ (56.16) в виде уравнения 
поправок для некоторой функции

(— A M  +  BL)  vA +  C $,есФиф + W  =  — (2a(-t>v. +  2Ь£ив(). (57.14)

В  уравнении (57.14) величины vA и иф выступают в каче
стве необходимых неизвестных. Д ля  пучка плоскостей, прохо
дящ их через ту же хорду, получим систему уравнений поправок

Нормальная система, соответствующая (57.15), имеет вид

а весовая матрица уравнений поправок для величин А и Ф ,  
в соответствии с обобщенным принципом наименьших квадра
тов, будет

т. е . она равна матрице нормальных уравнений, получаемой 
при уравнивании хорды за условие пучка плоскостей.

§ 58. УРАВНИВАНИЕ СПУТНИКОВОЙ ТРИА НГУЛЯЦ ИИ  
П А РА М ЕТРИ ЧЕСК И М  СПОСОБОМ

Уравнивание сферических координат направлений на ИСЗ.
Этот способ реализует без каких-либо изменений идею хорошо 
известного метода поправок координат, поэтому ограничимся 
общим описанием порядка уравнивания.

Вычисляют предварительные координаты наземных пунктов 
и положений ИСЗ, используя формулы § 55, и составляют урав
нения поправок для величин у и б. Система уравнений поправок 
запи шется в виде

(57.13)

&-D -}-W =  AdD [ W = — aV с весом Р ^ . (57.15)

/WbP^AoD + AbP^W = 0. (57.16)
Отсюда

D  =  — (ATDP u,AD) " 1A b P ^ W =  — Q0AbP^W , (57.17)

=  Q d ' =  А д Р ^ А о , (57.18)

A X + L = V  с весом P. (58.1)
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ATPAX +  ATPL =  0. (58.2)
Оценку точности выполняют по общим правилам метода 

наименьших квадратов.
Число нормальных уравнений системы (58.2) составит 

3(& +  s) ,  где k — число наземных пунктов, s — число наблюдений 
ИСЗ. Поскольку последних существенно больше, а конечным 
интересующим нас результатом являются координаты назем
ных пунктов, то систему (58.2) целесообразно реш ать груп
повым способом [14]. Разделим неизвестные, входящие в си
стему (58.2) на две группы. К первой отнесем координаты по
ложений ИСЗ (вектор Х8), ко второй — координаты наземных 
пунктов (вектор Xft). Тогда система (58.2) запишется

AXs +  BXft +  L =  V, (58.3)
где А и В — частные матрицы коэффициентов уравнений по
правок.

Уравнение (58.3) можно переписать в виде

[АВ] [  х !  ] + L = v - (58-4>
Нормальная система

Затем составляют и решают нормальные уравнения

[АВ]Т [A B ] [ * J  +  [AB]TL =  0

после выполнения матричных операций может быть представ
лена в виде двух систем уравнений с двумя неизвестными век
торами:

ATAXs +  ATBX* +  ATL =  0, (58.5)
BTAXS +  ВТВХ* +  BTL =  0.
Найдем вектор Xs из первого уравнения
Х5 =  — (АТА)-1 (АТВ) Ха— (АТА)-1 ATL

и подставим его во второе уравнение. После приведения по
добных членов получим

Вт [Е— А (АТА)~Х Ат] BXft +  Вт [Е— А (АТА)-1 Ат] L =  0. (58.6)
Если обозначить Р д = Е —А (АТА)_1АТ, то выражение (58.6) 

примет вид системы нормальных уравнений с одним неизвест
ным вектором

ВтРл ВХ* +  ВтРл Ь =  0. (58.7)
Система (58.7) имеет существенно меньший порядок по срав

нению с (58.2) и может быть решена любым известным спо
собом.

Уравнивание плоскостей синхронизации. Выше было уста
новлено, что плоскость, образованную парой синхронных на- 
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правлений, можно рассматривать как геометрический элемент, 
определенный с погрешностью d. Такая точка зрения дает воз
можность оперировать с уравнениями плоскостей в форме
(57.9) как с уравнениями поправок и, следовательно, приме
нять для уравнивания алгоритм параметрического способа. 
Ниже приводятся порядок и особенности вычислений.

Вычисляют коэффициенты уравнений плоскостей синхрони
зации по формулам (54.9) и находят предварительные коорди
наты наземных пунктов. Затем определяют веса уравнений по
правок плоскостей синхронизации по формуле (57.12). Вычис
ляют свободные члены уравнений поправок

По уравнениям поправок вида (57.9) составляют и решают 
нормальные уравнения. Выполняют оценку точности. Формула 
для вычисления ошибки единицы веса имеет вид

где М  — число плоскостей синхронизации; k — число наземных 
определяемых пунктов; P w  — веса плоскостей синхронизации; 
Vw — правые части уравнений поправок (57.9). Размерность ц 
совпадает с размерностью свободного члена уравнения поправок 
для плоскости синхронизации.

Уравнивание сферических координат направлений хорд. 
Уравнивание выполняется в два этапа. На первом этапе хорды 
уравниваются за условие пучка плоскостей.

Вычисляют предварительные сферические кооодинаты н а
правлений хорд Л ' и Ф', последовательно применяя формулы
(54.9), (54.11) и (54.13). Затем находят веса плоскостей син
хронизации, участвующих в построении данной хорды, по фор
муле (57.12). Составляют и решают нормальные уравнения от
носительно неизвестных чл и s® в соответствии с вы раже
ниями (57.16) и (57.17). Находят уравненные на первом этапе 
сферические координаты хорд

На этом первый этап заканчивается.
Вычисления второго этапа ведут в следующем порядке. Вы

числяют предварительные координаты наземных пунктов Х°, 
Y°, Z 0. Определяют значения углов Л° и Ф°, соответствующие 
предварительным координатам наземных пунктов:

W  =  А (х £ — X?) +  В ( Y ° — Y°i) +  С (Z°— Zi). (58.8)

(58.9)

A" =  A'  +  v a , Ф "  =  Ф '  +  уф .
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Ф« =  arctg — ■ - .......  1 * .
д / ( х ° - х “)2+ ( к ° - г ° ) 2

Составляют систему уравнений поправок AXft +  L = V , ис
пользуя для этого выражения (57.1) и (57.4) и заменяя в них 
символы у, 6 на Л, Ф. Системе в соответствии с (57.18) припи
сывается весовая матрица, полученная на первом этапе: Рв =  
=  Adt P ^ A d. Свободные члены уравнений поправок вычисляют 
по формулам

/Л = А ° — Л", /ф =  Ф°— Ф".
Составляют и решают нормальные уравнения
AtPdAX* +  AtPd L =  0.
Выполняют оценку точности. Ошибка единицы веса вычис

ляется по формуле 
„ 2_  УтРдУ
^  2 L — 3fe

где L — число хорд в сети; k — число наземных пунктов; V — 
вектор поправок vA и уф, полученный после второго этапа 
уравнивания.

Уравнивание комбинированных сетей. В тех случаях, когда 
в космических сетях кроме сферических координат у  и б изме
рены расстояния до положений ИСЗ или разности расстояний, 
возникает задача совместной обработки разнородных величин. 
Приведем некоторые возможные варианты решения этой з а 
дачи.

Достаточно просто осуществить уравнивание измеренных 
расстояний или их разностей со сферическими координатами 
направлений на ИСЗ. Д ля  этого к исходным системам урав
нений поправок (57.1) и (57.4) необходимо присоединить си
стемы уравнений поправок (57.6) и (57.7). Дальнейший поря
док вычислительных операций не отличается от изложенного 
выше.

Уравнивание непосредственно измеренных наклонных даль
ностей возможно и совместно с плоскостями синхронизации и 
сферическими координатами хорд. В этом случае к уравнениям 
поправок для измеренных расстояний (57.6) необходимо при
соединить уравнения поправок для плоскостей (57.9) или урав
нения поправок для величин Л и Ф с их весовыми матрицами. 
Некоторые особенности и различия между двумя группами 
уравнений поправок дают возможность для составления и ре
шения нормальных уравнений применить известный прием Пра- 
нис-Праневича. Уравнения поправок для измеренных расстоя
ний будут содержать поправки координат как наземных пунк
тов, так и положений ИСЗ. По уравнениям этой группы может 
быть составлена частная система нормальных уравнений, из 
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которой затем исключаются поправки координат положений 
ИСЗ. Таким образом, первая частная система будет заменена 
преобразованной системой нормальных уравнений, в которую 
войдут поправки координат только наземных пунктов. Вторая 
группа уравнений поправок (для плоскостей или сферических 
координат хорд) содержит поправки координат только назем
ных пунктов. По этим уравнениям составляется вторая част
ная система нормальных уравнений, коэффициенты которой 
суммируются с преобразованными коэффициентами первой ча
стной системы. В результате получают так называемую свя
зующую систему нормальных уравнений. Решение этой системы 
выполняется обычными приемами. Совместное уравнивание из
меренных расстояний с плоскостями или хордами может вестись 
и в рамках общей схемы параметрического способа.

Кроме наклонных дальностей до положений ИСЗ в прост
ранственных сетях могут быть измерены стороны между на
земными пунктами. В этом случае к уравнениям поправок для 
плоскостей или сферических координат хорд необходимо при
соединить уравнения поправок для измеренных наземных ба
зисов. Вид этих уравнений формально полностью совпадает 
с выражениями (57.6). Веса измеренных наземных базисов 
должны быть установлены из специальных исследований.

В том случае, когда некоторые наземные базисы рассмат
риваются как исходные, т. е. поправки к ним не отыскиваются, 
можно использовать прием, согласно которому исходный базис 
рассматривается как измеренный. Д ля  него составляется урав
нение поправок с весом настолько большйм, что поправка ве
личины базиса, находимая из совместного уравнивания, прак
тически близка к нулю.

Краткое изложение вопросов совместной обработки угловых 
и линейных величин показывает, что никаких затруднений 
принципиального характера при общем уравнивании измерен
ных расстояний, их разностей, сферических координат направ
лений на ИСЗ или их функций не встретится. Наиболее акту
альным вопросом в этой области, несомненно, является проб
лема правильного установления весов измеренных величин.

§ 59. УРАВНИВАНИЕ СПУТНИКОВОЙ ТРИА НГУ ЛЯЦ ИИ 
КОР РЕ ЛАТ НЫМ  СПОСОБОМ

Уравнивание сферических координат направлений на ИСЗ 
по способу условий с дополнительными неизвестными. Реализа
ция коррелатного способа в его каноническом виде при урав
нивании сферических координат у  и б сопряжена со значи
тельными трудностями. Прежде всего это относится к составле
нию наиболее общего условного уравнения связки плоскостей. 
Введение дополнительных неизвестных — поправок к коор
динатам наземных пунктов — упрощает составление условных 
уравнений, число которых равно R =  r + 3 k ,  где г — число
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независимых условий, возникающих в данной сети; k  — число оп
ределяемых наземных пунктов.

Ниже приводится порядок уравнивания спутниковой триан
гуляции по способу условий с дополнительными неизвестными:

вычисляют коэффициенты уравнений плоскостей синхро
низации по формулам (54.9);

находят предварительные координаты наземных пунктов;
вычисляют коэффициенты и свободные члены условных 

уравнений вида (56.23) по формулам (56.22) и (56.25);
составляют и решают нормальные уравнения коррелат с до

полнительными неизвестными

aqaTK +  AX +  W =  0,
АТК =  0,

из решения которых находят поправки к координатам назем
ных пунктов.

Оценка точности элементов уравненной сети выполняется 
по общим правилам метода наименьших квадратов.

Уравнивание сферических координат направлений хорд. 
Если каждая хорда получается на основе отдельной группы 
независимых синхронных наблюдений (случай, наиболее часто 
встречающийся на практике), то условные уравнения целесо
образно разбить на две группы.

В первую группу входят условные уравнения пучков плос
костей, их число составляет г̂  =  М —2L, где М  — число плоско
стей синхронизации; L  — число хорд, образованных этими пло
скостями.

Остальные условные уравнения образуют вторую группу, их 
число составляет r2 =  2 L —3k.

Уравнивание хорд за условие пучка плоскостей эквивалентно 
определению неизвестных v& и иф параметрическим способом. 
Поэтому первый этап уравнивания ничем не отличается от по
рядка, изложенного в предыдущем параграфе.

На втором этапе составляются полюсные и базисные услов
ные уравнения плоскости для трех свободных векторов, при
чем в качестве измеренных величин принимают сферические 
координаты хорд А и Ф ,  уравненные на первом этапе. Подсчет 
числа условий каждого вида выполняется по тем же правилам, 
что и для плоских сетей. Добавим, что полюсные и базисные 
условия в спутниковой сети, образованной хордами, восприни
маются «на глаз» как аналогичные условия в плоской сети, 
а условия компланарности трех свободных векторов — как 
условия треугольников с измеренными углами.

Вычисления на втором этапе ведутся в следующем порядке.
Вычисляют коэффициенты и свободные члены условных 

уравнений по формулам, полученным в § 56, и составляют си
стему условных уравнений

aV +  W =  0,
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где V вектор поправок к величинам Л и Ф, уравненным на 
первом этапе.

Составляют и решают нормальные уравнения коррелят 

aQaTK +  W =  0,

где Q d и Рв_1=  (ADTPw Ar>)— обратная весовая матрица, полу
ченная на первом этапе уравнивания.

Находят поправки к сферическим координатам А и Ф

V =  QDaTK-
По уравненным величинам Л и Ф определяют координаты 

наземных пунктов.
Выполняют оценку точности. Ошибка единицы веса нахо

дится по формуле

2 =  V ^ p - W  =  _  KTW
2L — 3ft 2 L — 3k

Уравнивание комбинированных сетей по способу условий 
с дополнительными неизвестными. При совместных измерениях 
угловых и линейных величин возникает задача уравнивания 
разнородной информации, относящейся к отдельному синхрон
ному треугольнику или группе таких треугольников (см. 
рис. 66). Количество и вид условных уравнений в синхронном 
треугольнике зависит от того, какие его элементы измерены. 
Возможны четыре варианта сочетания измерений: 2 направ
ления на ИСЗ, 1 направление и 2 расстояния, 2 направления 
и 1 расстояние, 2 направления и 2 расстояния. Возникающие 
при этом условные уравнения представлены в табл. 5.

Углы синхронного треугольника определяются выражениями

cos рх =  Lli  +  Мгпх -|- N n u  

cos р2=  — L/2— М т 2 — N n 2, 
cos Рз =  Ш j Ш -2 -|- tlxtX2-

Т а б л и ц а  5. Условные уравнения в синхронном треугольнике

Состав измерений Условные уравнения
Ч исло

условий

7i, Si; 7а. 6 2 л х =  AL  +  BM  +  C N  =  0 1

Vi» 6 il Pi> Рг л 2 =  Pi — Pi — D 2 +  2 D p 1cosp1 =  0 1

Yi> Si- Pi; 72 , S2 я 3 =  pi sin p3 — £) sin p4 =  0 2

7i> Si, pi; 7 2, 62, P2 я^ =  DL  -j- P2̂ 2 — Pi^i ~ 0 
я 5 =  D M  -j- p2m2 — Р1/Я1 - 0 
n e =  D N  +  p2ra2 — p i« i  =  0

3
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Линеаризация условных уравнений приводит к системе 
(56.37), которую в матричной форме запишем следующим об
разом

" =  [AB1[ / d ]  +  W“ °-

где V — вектор поправок к непосредственно измеренным ве
личинам; d D — вектор дополнительных неизвестных — поправок 
в сферические координаты хорды и ее длину.

Выражения для коэффициентов в матрицах А и В приво
дятся в работе [11]. Далее используется процедура способа 
условий с дополнительными неизвестными. Некоторые особен
ности определения хорд из синхронных треугольников позво
ляют ее несколько упростить. Нормальная система для отдель
ного синхронного треугольника имеет вид

ГAQAT ВТ Г К 1 , r W l
[ J U M o H -

где К — вектор коррелат, так как коррелаты в данной системе 
независимы от коррелат в других системах, они могут быть 
исключены. В результате получим частную систему нормаль
ных уравнений дополнительных неизвестных

Вт (AQAT)_1 BdD  +  Вт (AQAT)_1W =  О 
или, введя обозначение 

PD =  (AQAT) - \  
получим

BTPo BdD +  BTP DW =  0.

Суммирование матриц коэффициентов и векторов свобод
ных членов частных систем нормальных уравнений, составлен
ных для всех синхронных треугольников, опирающихся на дан
ную хорду, дает общую систему нормальных уравнений по
правок к компонентам хордового вектора, из решения которой 
они и определяются.

§ 60. ПОНЯТИЕ ОБ УРАВНИВАНИИ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ 
СЕТЕЙ, П ОСТРОЕНН Ы Х  О РБИ Т А Л ЬН Ы М  МЕТОДОМ

Основы орбитального метода. Геометрический метод позволяет 
получить на земной поверхности положение системы связанных 
между собой точек. Такая сеть выступает как единое целое; 
утрата (например, неудачные наблюдения) хотя бы одной из 
них ставит под угрозу определение остальных. Орбитальный 
метод в этом отношении более автономен. Спутниковая сеть, 
полученная орбитальным методом, представляет собой совокуп
ность точек, определенных в общеземной системе координат 
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почти независимо друг от друга. Связь между ними (довольно 
слабая) осуществляется через общие параметры, характеризую
щие земной потенциал и другие эффекты. Если бы положение 
спутника было известно точно, то после выполнения несколь
ких измерений определение координат наземного пункта све
лось бы к решению пространственной (угловой, линейной или 
комбинированной) засечки.

Действительно, пусть движение спутника происходит в цен
тральном поле сил. В этом случае элементы орбиты а, е, i, £2, 
<о, t n (или М 0) постоянны и координаты положений ИСЗ на 
заданные моменты времени можно вычислить по формулам

х'  =  г  (cos и cos Q — sin и sin Q cos г),
у '  =  г  (cos и sin Q +  sin и cos Q cos i), (60.1)
z' = r s i n « s i n t ,

где r — модуль радиуса-вектора спутника; и — угловое расстоя
ние ИСЗ от восходящего узла орбиты.

Полученные таким образом координаты относятся к мгно
венной звездной системе координат. Учитывая, что коорди
наты геодезических пунктов необходимо получить в системе, 
жестко связанной с вращающейся Землей (т. е. в общеземной 
системе или в системе, отнесенной к некоторому референц-эл- 
липсоиду), координаты ИСЗ также нужно преобразовать к дан
ной системе. Это преобразование задается выражением

(60.2)

где Ri и R2 — матрицы, с помощью которых учитывается суточ
ное вращение Земли и перемещение земных полюсов.

В развернутом виде выражение (60.2) запишется следую
щим образом

sin S

"X

У — R1R2 у'

_z_ _z'

~х

У =

_ z ..

cos 5 

— sin S cos S

х р ~ -х?~

Ур У' 9

1 „ _ z' _
(60.3)

где S — гринвичское звездное время; x P, y P — координаты 
мгновенного полюса. Координаты положений ИСЗ, полученные 
по формуле (60.3), относятся к общеземной системе и могут 
быть использованы как исходные при определении координат 
наземных пунктов.

В качестве измеренных величин в орбитальном методе мо
гут быть использованы те же величины, что и в геометриче
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ском, т. е. топоцентрические координаты у  и б, расстояния до 
ИСЗ р, разность расстояний Ар и радиальные скорости р. 
Кроме того, обязательно должен быть известен момент времени 
наблюдений t . Запишем в общем виде уравнения поправок

AXS +  BX* +  L =  V, (60.4)
где Xs — вектор поправок координат ИСЗ; Хй — вектор попра
вок координат наземных пунктов. Например, для измеренного 
расстояния согласно (57.6) будем иметь

-  dxs " ле
X43i

[1тп\ dy s — [Imn] d Y k

- dzs .. •i*1

4 > = v p. (60.5)

Конкретный вид выражения (60.4) в сильной степени за 
висит от используемой модели движения ИСЗ. В том случае, 
если движение спутника происходит в центральном поле сил, 
то элементы орбиты являются постоянными, а кординаты по
ложений ИСЗ, полученные по формулам (60.1), рассматрива
ются как точные. Поэтому, естественно, поправки к ним в про
цессе уравнивания не отыскиваются. В этом случае система 
уравнений поправок (60.4) принимает особенно простой вид: 

BX* +  L =  V, 

а система нормальных уравнений 
ВТВХА +  BTL =  0

содержит всего три неизвестных — поправки в координаты дан 
ного наземного пункта. Однако воздействие на спутник разно
образных сил значительно усложняет задачу.

Под влиянием возмущений кеплеровский эллипс непрерывно 
изменяется, все элементы орбиты становятся функциями вре
мени

4i =  qi (0. i = l ,  2, • , 6, (60.6)

где qi — любой элемент орбиты.
Изменение параметров орбиты dqt приводит к изменению 

координат ИСЗ, например, для абсциссы можно записать

dx дх
да

da дх
—  d e + b L d i + b L d Q + ^ L d a + _ b L  
де di dQ да> d U

<Ш0;

(60.7)

точно в такой же форме получим дифференциалы d y  и dz.  Под
ставив их в выражение (60.4), получим

AG1d ^ + B X ft+ L  =  V, (60.8)
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или
д (х ,  у, г) -d<7+BX* +  L =  V. (60.9)

д(а ,  е, i, Q, ш, М 0)

Д л я  конкретного уравнения поправок (60.5) будем иметь

l imn]

дх дх дх дх дх дх

да де dt dQ дк> дМ 0

ду ду ду ду ду ду
да де di д(1 д а дМ 0

дг дг дг дг дг дг
_  да де di dQ д а д М 0

~  da ~
de
di

dQ
d<a

_  d M 0 _

■ [Imn]

d X k 

d Y  k 

dZk

+  L =  V0 (60.10)

В  уравнения (60.9), (60.10) входят девять неизвестных — 
три поправки в координаты наземного пункта и шесть попра
вок в элементы орбиты. Однако эти уравнения в той форме, 
в которой они получены, еще не могут быть использованы в про
цессе математической обработки, так как поправки в оскули- 
рук>щие элементы орбиты d q i , входящие в уравнения (60.8) — 
(60. 10), отнесены к разным моментам времени и в силу (60.6) 
име ют различные значения, а следовательно, число неизвестных 
в этом  случае всегда больше числа измерений. Д ля  того чтобы 
избежать неопределенности, отыскивают поправки к элементам 
орбиты q о, отнесенные к некоторому начальному моменту вре
мен и to. В этом случае выражение (60.9) примет вид

VkGjG 2dq ВХд. -)- L =  V, (60.11)
или

д(х ,  у , г) д (а, е, i, й ,  «в, М 0)
д (а, е, i, Q, со, М 0) д (а0, е0, i0, Q„. “ о. Moo)

X

lо

de0 - d X h
di0

dftio в d Y  k

О3 - dZk

dMoo

+  L =  V. (60.12)

Частные производные координат по текущим параметрам 
орбиты [матрица Gi, в выражениях (60.8), (60.11), (60.12)]
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можно найти, продифференцировав (60.1). После некоторых 
преобразований получим:

dx
да

ду
да

dz
да

дх
де

ду

х
а

У
а

z
а

де
dz
де
дх
di

f(
t ( -

f ( -

ae s in2 E
1 — e cos E 

ae sin2 E 
1 — e cos E 
ae sin2 E 

1 — e cos E

= zsin  Q;

гД  . dx /  sin v-a cos E  I -|------ ( ---------------
/  d(o \  1 — e cos E

гЛ  , du /  s i n o-a cos с  И ---- — ( ----------
/  Зсо V 1 — e соcos E

- ^ - =  — ZCOSQ; 
di

dz
di

dx

■ r COS l Sin и;

dQ

dy

— y\

dQ

dz
dSl

dx
<5(o

dy
dco

dz
3(o

dx

=  X \

= 0;

=  r (— sin и cos Q — cos и sin Q cos i); 

=  r  ( —  sin и sin Q +  cosm cos Q cos t); 

=  r cos и sin t;

x ae sin E , dx sin v
dM

dy
dM

r 1 — e cos E d a  s i n £ ( l — ecos E) 

у  ae sin E dy  _______ sin v_______
r 1 — e c o s E da> s i n £ ( l — ecos E) ’

sin v \  _ 
1 — e2 )  ’ 
sin V \
1 — e2 )  ’

,-Д . dz f  s in o  . s ino  \
-acos £ )  +  - — ( - ---------- r  +  ----- r ) :J  5(0 V. 1 — e cos E 1 — el J
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дг ae sin E 
1 — e cos E +

dz
ды sin £  (1 — e cos E)dM

где E  и v  — эксцентрическая и истинная аномалии.
Элементы матрицы G2 из (60.11) и (60.12) представляют 

собой частные производные текущих параметров q по началь
ным параметрам орбиты qo (иногда их называют изохронными 
производными). Элементы матрицы G2 можно получить чис
ленными или аналитическими методами.

Среди численных методов наиболее простым, но не эконо
мичным (о более эффективных методах см. [22]) является так 
называемый разностный метод, существо которого заключается 
в следующем. Пусть qt — элемент орбиты, вычисленный на мо
мент времени t  с использованием начальных параметров ор
биты а0, е0, г0, Йо. «о, М 0, т. е. q i = f i { a o ,  во, г0, йо, а>о, Мо)- 
Придадим теперь какому-либо элементу qo, например ао, при
ращение А а. Тогда частную производную dqi lda  можно найти 
по следующей приближенной формуле:

dqi fi (ао Н-  Аа, е0, i0, ®о> M o )— f { (e<>> ео> *'о> ^о> ®о> Мо)———  1 1 ' » 
dan Д а

Таким же образом можно вычислить шесть частных произ
водных, образующих г'-й столбец матрицы G2 из (60.11) и 
(60.12). Ясно, что для полного определения этой матрицы не
обходимо вычислить кроме исходной еще шесть варьирован
ных орбит, что составляет большую вычислительную задачу.

Аналитические методы определения изохронных производ
ных основаны на использовании уравнений Лагранжа, которые 
устанавливают связь между возмущающей (пертурбационной) 
функцией, элементами орбиты и временем. Конкретный вид 
производных текущих параметров по начальным зависит от при
нятой модели возмущающих сил и формы задания элементов 
орбиты (прямоугольная, кеплеровская и т. д.). Например, в ра
боте [10] для определения производных учитывается только сж а
тие Земли, т. е. земной потенциал записывается в виде

V = _ ^ _  |^1----- (1 — 3sin2(f)/j, (60.13)

где С 2о— второй зональный коэффициент в разложении по
тенциала; ае — большая полуось земного эллипсоида; <р — гео
центрическая широта. Тогда матрица изохронных производных 
будет иметь вид

д  (а, е, t, Я, со, М)
12 —

д (°о> ео> *о> ^о> Мо) 

д (а ,  е, t) d ( a ,  е, t) Y

д(<в0, Л4о)3 
d(a>, Я, М)

д ( а 0, е, »0)

д(а>, Q, М )  
д(а0, е0, t'o) д(со0, Й0, М 0)

- [

Е
К

0
Е

(60.14)
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где Е — единичная матрица; 0 — нулевая матрица;

К = д(а>, Й, М)
3 ( а 0, е0, iо)

( 3 — 7 у ) п Зп cos Е„
2 а0 1 — е0 cos Е

7а> 4е0а)
2а0

СЧ О 

1

7Q 4 вцй
2 а0 1 - 4

Ф
6п ctg i sin Фо 
1 — 3 sin2 Фо

5Q sin i 

— Q tg t

(60.15)

В последнем выражении п — среднее движение спутника; 
Е о — эксцентрическая аномалия; символы ю, Q — обозначают 
производные этих же величин по времени, а величина у  нахо
дится из выражения

7 =  - | -  С20 ( “ ) 2 (1 -  3 sin2 фо). (60.16)

Формулы (60.12) — (60.16) решают задачу совместного оп
ределения координат наземного пункта и дифференциального 
уточнения орбит для принятой (весьма приближенной) модели 
возмущающих сил. Учет и совместное определение других чле
нов: гармоник разложения земного потенциала более высокого 
порядка, параметров, отражающих эффекты лунно-солнечного 
притяжения, сопротивления атмосферы, светового давления и 
т. д .-— приведет к тому, что система уравнений (60.12) допол
нится новыми неизвестными. В этом случае мы приходим к ос
новному уравнению динамического метода спутниковой гео
дезии.

В заключение приведем последовательность обработки изме
рений в орбитальном методе.

1. Если начальные условия <7о неизвестны или известны очень 
приближенно, то прежде всего из массива измерений Т ij, tj — 10 
выбирают ряд необходимых измерений, по которым определяют 
предварительную работу <7о-

2. На все моменты времени tj  ( j — 1, 2, . . . ,  п) ,  для которых 
произведены измерения Тц, выполняют точное интегрирование 
уравнений движения с возможно более полным учетом возму
щений. В результате получают приближенные (предваритель
ные), но точно соответствующие принятым начальным условиям 
координаты (Хо, уо, 2о) и составляющие вектора скорости (Хо, 
У о, zq)  спутника на моменты измерений tj,

3. По предварительным координатам определяемых пунктов 
и координатам спутников, полученным из интегрирования, вы- 
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числяют предварительные, точно соответствующие приближен
ным координатам (Х 0, Fo, Z 0) i  и (* о ,  уо ,  z 0 ) j  расчетные значе
ния измеренных величин Тц°.

4. Вычисляют свободные члены Uj =  Tij°— Г??м уравнений по
правок (60.12) и выполняют отбраковку грубых измерений в со
ответствии с общими правилами метода наименьших квадратов.

5. Для всех измерений Тц, принятых в обработку, вычисляют 
матрицы производных: от измеренных величин Tij по коорди
натам и скорости ИСЗ

А _  Э Т „
д(х ,  у, г, х, у ,  г)

от измеренных величин по координатам определяемых пунк
тов

В = ---- ^ ---- ;
д ( Х ,  Y ,  Z)

от текущих координат и составляющих скорости по элемен
там орбиты

д(х ,  у , г, х, у ,  г)С 1 =
д (а, е, i, Q, to, М ) ’

от текущих элементов орбиты qt по их начальным значе
ниям qo

г  д (а ,  е, i ,  Q, о), М)
V>2 — ------------\------------------♦

д (а0, Cq, i0t О0, (Og, М о)

6. Д ля  каждого измерения Тц составляют уравнения попра
вок вида (60.12)

AG]G2<i<7o +  ВХ* + 1{/ =  Vij.

7. Составляют, решают нормальные уравнения и выполняют 
оценку точности в соответствии с общими правилами метода 
наименьших квадратов.

Метод коротких дуг. При сгущении сети пункты опорной вы
сокоточной спутниковой сети принимаются за исходные, т. е. 
поправки к их координатам не отыскиваются. Как правило, сгу
щение выполняется в некотором ограниченном районе. Поэтому 
длины мерных дуг ограничиваются участками видимости в этих 
районах. Таким образом, длины дуг будут короткими. Практи
чески действительный путь спутника распадается на многие ко
роткие дуги, и каждую такую дугу можно рассматривать как 
независимую орбиту. В соответствии с этим сам метод получил 
название метода коротких дуг.

Он обеспечивает высокоточное определение взаимного поло
жения пунктов. Однако в отличие от орбитального созданная 
с его помощью сеть относится не к общеземной системе коорди
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нат, а к системе, заданной исходными пунктами. С этой ж е точки 
зрения метод коротких дуг близок к геометрическому. Однако 
структура уравнений связи между координатами отдельных 
положений ИСЗ и координатами определяемых пунктов прибли
жает его к орбитальному методу.

Принципиально метод коротких дуг можно реализовать, ис
пользуя формулы орбитального метода, исключив только в урав
нениях поправок коэффициенты при координатах исходных 
пунктов. Существует большое число модификаций метода, на
пример, если в уравнениях (60.12) положить G2 =  E, где Е — 
единичная матрица. Объясняется это тем, что на коротких ду
гах существенно уменьшается действие всех возмущающих сил, 
поэтому уравнения движения можно представить в упрощенном 
виде.

Разновидность метода коротких дуг применяется, в частно
сти, в американской навигационной системе Transit для опера
тивного определения координат точек. При этом с исходных 
пунктов определяется орбита спутника, т. е. составляются и 
решаются уравнения для измерения одной дуги, а уточняемыми 
неизвестными являются только параметры орбиты. По уточнен
ным значениям начальных условий выполняется прогноз поло
жения и скорости ИСЗ. По измерениям с определяемых пунк
тов, принимая прогнозируемую орбиту за опорную, определяют 
координаты последних.

§ 61. С РАВН ИТЕЛЬНА Я ХАРАКТЕРИСТИКА МЕТОДОВ 
ПОСТРОЕНИЯ СПУТНИКОВОЙ ГЕО ДЕЗИЧЕСКОЙ  СЕТИ

Независимо от того, орбитальным или геометрическим методом 
построены геодезические сети, целью их создания является полу
чение координат наземных пунктов. Поэтому основными неиз
вестными при любом методе построения сети будут векторы по
ложения пунктов этой сети.

Промежуточными неизвестными, нужными лишь для опреде
ления с их помощью основных неизвестных, являются: в орби
тальном методе — векторы начальных условий движения ИСЗ 
qо в момент времени t о, а в геометрическом •— вектор отдельных 
положений ИСЗ x s.

Как в первом, так и во втором методе используются одни и 
те же виды непосредственных измерений, поэтому с точки зре
ния применения аппарата метода наименьших квадратов нет 
принципиальных различий в обработке сетей, полученных двумя 
этими методами.

Разница заключается лишь в том, как исключаются проме
жуточные неизвестные: вектор начальных условий qo и вектор 
поправок координат положений ИСЗ xs в орбитальном и геомет
рическом методах соответственно. Различными оказываются и 
системы координат, в которых получаются координаты пунктов. 
В результате построения сети орбитальным методом она оказы- 
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вается в системе координат, отнесенной к центру масс Земли, 
а ось аппликат системы строго совпадает с осью вращения 
Земли. Следовательно, только этот метод позволяет решить 
одну^ из основных задач высшей геодезии в полной мере, тогда 
как сеть, построенная геометрическим методом, остается в си
стеме исходных пунктов референц-эллипсоида.

Сравнивая орбитальный метод с геометрическим, следует 
отметить, что точность полученных орбитальным методом ре
зультатов зависит от ошибок геофизических параметров, при
нимаемых в качестве исходных данных при вычислении правых 
частей дифференциальных уравнений движения ИСЗ. Она ока
зывается меньшей, чем точность взаимного положения пунктов 
спутгниковой триангуляции, не зависящей от того, с какой точ
ностно известны параметры, выражающие законы движения 
ИС!5. Поэтому в тех случаях, когда необходимо сохранить за 
данную систему координат, определяемую исходными пунктами, 
должен быть использован геометрический метод построения сети 
или метод коротких дуг.

Необходимо также отметить, что хотя для построения сетей 
геометрическим и орбитальным методами состав измерений оди- 
наков, требования к распределению измерений во времени раз
ные, и для каждого из методов в этом вопросе имеются свои 
прей мущества и свои недостатки.

Д л я  применения орбитального метода необходимым является 
точнее знание момента наблюдений для вычисления наблюдае
мого положения ИСЗ интегрированием уравнений движения от 
начальной точки на данный момент. Очевидной является при
годность для орбитального метода как синхронных, так и не
синхронных наблюдений ИСЗ, попадающих на мерные дуги. 
Поэтому орбитальный метод включает существенно больше из
мерений.

О днако не все синхронные наблюдения могут быть исполь
зованы в орбитальном методе, так как синхронизация наблюде
ний может осуществляться, например, вспышками оптического 
м аяка  на спутнике. При этом время вспышки нужно знать лишь 
для приведения наблюдений в земную систему координат (для 
определения угла поворота у  =  а  — 5 ) ,  т. е. менее точно, чем для 
прим енения орбитального метода. Кроме того, для орбиталь
ного метода малопригодны и наблюдения легких спутников — 
баллонов, для которых возмущения орбит от влияния атмосферы 
и светового давления трудно поддаются учету.

Вместе с тем, в геометрическом методе могут быть исполь
зованы и такие наблюдения, которые непригодны для орби
тального. В первую очередь это относится к синхронным наблю
дениям легких спутников — баллонов. Кроме того, для геомет
рического метода могут быть использованы отдельные группы 
синхронных наблюдений тяжелых ИСЗ, которые из-за малого 
количества наблюдений не обеспечивают построения мерной 
дуги.
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Отметим и различный характер количественного р аспреде- 
ления измерений, связанных с промежуточными неизв-естными 
орбитального и геометрического методов. Если для надежного 
определения начальных условий <70 практически всегда можно 
определить такой начальный момент времени и такой интервал 
его, определяющий протяженность дуги, чтобы она бы ла  обес
печена достаточным числом избыточных измерений, то  отдель
ные положения ИСЗ будут обеспечены только измерениями, 
оказавшимися синхронными в данный момент и совокупность 
которых может не содержать избыточных. Поэтому дл я геоме
трического метода процесс отбора измерений имеет особое зна
чение и требует определенного искусства. Он сводится к  отбору 
тех положений ИСЗ и наземных пунктов, из которых можно со
ставить элементарные фигуры, подлежащие включению :в общую 
спутниковую геодезическую сеть.

Особенности методов построения спутниковой сети позволяют 
говорить о некоторых преимуществах орбитального метода. Он 
не ставит ограничений для расстояний между пунктами, в то 
время как в спутниковой триангуляции расстояния меж^ду пунк
тами ограничиваются общей зоной видимости ИСЗ хотя  бы для 
двух пунктов. Пункты сети при орбитальном методе могут, 
с одной стороны, располагаться локально, по одному на взаи- 
моудалениях, как угодно превышающих предельные расстояния 
между пунктами в спутниковой триангуляции; с другой стороны, 
отдельные пункты орбитального метода могут располагаться так 
близко друг к другу, как не могут размещаться пункты спутни
ковой триангуляции из-за геометрических ограничений для фи
гур сети.

Орбитальным методом можно осуществить связь м еж ду ря
дом локальных сетей спутниковой триангуляции, а та к ж е  ас- 
трономо-геодезических сетей, построенных в различных рефе- 
ренцных системах.

При построении спутниковой геодезической сети закономерно 
использование как геометрического, так и орбитального мето
дов, а в общем случае — их целесообразных комбинаций.

Г л а в а  18.
ТОЧНОСТЬ О П РЕД Е Л Е Н И Я  ПУНКТОВ 
В ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФИГУРАХ И СЕТЯХ 
СПУТНИКОВОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ

§  62. ЗАДАЧИ И М ЕТОДЫ  А П РИ О РН О Й  ОЦЕНКИ ТОЧН ОСТИ

Априорные исследования закономерностей распределения оши
бок положения пунктов в геодезических сетях и отдельных фи
гурах являются теоретическим фундаментом для решен ия целой 
группы вопросов геодезии. К ним относятся разработка прин- 
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ципиальной схемы построения геодезических сетей, составление 
и сравнение предварительных проектов, выяснение выгодней
шей формы геодезических построений, разработка технических 
требований к минимальным и максимальным величинам элемен
тов геодезических сетей и др.

Д л я  априорной оценки точности положения пунктов спутни
ковой сети целесообразно получить достаточно простые и н а
глядные выражения, даже если для этого потребовалось опре
деленное упрощение строгих формул за счет некоторого сниже
ния точности получаемых результатов.

Из обзора различных способов построения спутниковой три
ангуляции, описанных в гл. 16, видно, что проблема оценки 
точности ее типовых фигур в значительной степени осложняется 
тем обстоятельством, что положение пунктов определяется с по
мощью некоторых вспомогательных геометрических элементов 
(плоскость, хорда), представляющих собой функции измеренных 
величин. Поэтому изучение вопросов априорной оценки точно
сти естественно начинать с установления связей между ошиб
ками непосредственно измеренных величин и ошибками опреде
ления вспомогательных геометрических элементов.

К выражениям для ошибок положения пунктов и ИСЗ в от
дельных фигурах целесообразно предъявить требования, чтобы 
они были инвариантны относительно преобразования систем 
координат и содержали лишь параметры, характеризующие гео
метрию этих фигур.

Д ля  рядов спутниковой триангуляции желательно отраже
ние зависимости ошибки положения пункта от продвига фигуры 
и зависимости возрастания ошибки от увеличения длины ряда.

Выражения для ошибок положения пунктов сплошной сети 
спутниковой триангуляции должны показывать зависимость 
ошибок от удаления от исходных пунктов, средних расстояний 
между пунктами и геометрической формы сети.

Во всех случаях основным критерием точности считают 
ошибки уравненных координат и ошибку положения опреде
ляемого пункта.

Как известно, в общем случае средняя квадратическая 
ошибка функции уравненных координат

F  =  F ( X lt Х 2, . . . Х к) (62.1)
описывается выражением

М% =  h2Ft (АтРА)—1 F =  [i2FTQF, (62.2)
где |д — ошибка единицы веса; FT — вектор частных производ
ных функции (62.1):

р т _ Г dF OF dF  "j

~  L дХ!  ’ д Х г ' ' ’ д Х к ]  ’

А — матрица коэффициентов уравнений поправок; Р — матрица 
весов измеренных величин; Q =  (АТРА )- 1 — матрица весовых
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коэффициентов (обратная матрица системы нормальных урав
нений) .

При оценке ошибок уравненных координат функция (62.1) 
принимает простейший вид F  =  X i .  В этом случае согласно
(62.2) получим

m l l =  ^ q Xr  (62.3)

где q4  — диагональный элемент обратной матрицы, соответст
вующий неизвестному Xi .

Более полной характеристикой точности является ошибка 
положения пункта. Положение точки в некоторой системе коор
динат задается ее радиусом-вектором:

R =  Xi +  F j  +  Zk.
Неточное определение координат приведет к смещению р а 

диуса-вектора на величину

d R  =  d X i + d Y j  +  dZk.

Под ошибкой положения будем понимать среднее квадрати
ческое значение длины (модуля) вектора смещения

М ц  — Шх +  triy +  niz , (62-4)

где т х , niY , m z  — средние квадратические ошибки уравненных 
координат. С учетом (62.3) получим следующее выражение для 
ошибки положения некоторого пункта:

M r =  Ц V<7x + ‘?у +<7z- (62.5)
При более детальных и тонких исследованиях общая ошибка 

положения раскладывается на составляющие — полуоси так  на
зываемого эллипсоида ошибок. Их величина и положение в про
странстве определяются с помощью тензора ошибок М% —
=  цС1яг где QR{ — диагональная подматрица общей обрат
ной весовой матрицы Q, соответствующая вектору неизвестных 
поправок координат i -го пункта. Подробное изложение этого 
вопроса можно найти в работе [10].

Известную простоту и наглядность выводам априорных оце
нок придает геометрическая интерпретация ошибок элементов 
спутниковой триангуляции. Действительно, каждой измеренной 
величине можно сопоставить некоторую поверхность, которая 
описывается определенным уравнением Т —Т (X, У, Z ) .  Д л я  из
меренного расстояния — это сфера, для разности расстояний — 
двухполостный гиперболоид, для склонения — конус и т. д. 
Ошибки измерений приводят к смещению поверхностей. Это 
можно трактовать как перемещение касательных плоскостей 
к данным поверхностям.

Д ля  определения величины смещения касательной плоско
сти используем понятие градиента. Градиент функции есть век- 
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тор, имеющий направление нормали к поверхности Т и длину, 
равную производной функции Т по нормали т. е.

| grad Т | =  g  =  . (62.6)
an

Поверхность Т, как было принято выше, соответствует неко
торой измеренной величине, тогда dT  будет ошибкой измерений 
этой величины, a dn  — линейным смещением касательной пло
скости. Из выражения (62.6); получим

d n = — , (62.7)
g

где g  — модуль градиента поверхности положения (в дальней
шем в целях краткости мы будем называть его просто гради
ентом), который вычисляется по известной формуле

« -  л / Ш ь Ш й М -  ^
Легко заметить, что частные производные в (62.8) равны 

коэффициентам уравнений поправок измеренных величин.
Д ля средних квадратических ошибок выражение (62.7) при

мет вид
m n =  m Tlg.  (62.9)

В некоторых случаях целесообразно привлекать другие гео
метрические представления, например рассматривать смещение 
точки или линии как некоторый случайный вектор в трехмер
ном пространстве.

В дальнейшем будем применять методы априорной оценки 
точности, которые наиболее эффективно приводят к решению 
данной конкретной задачи.

§ 63. ОШИБКИ О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  О ТД Е Л ЬН Ы Х  ЭЛЕМЕНТОВ 
СПУТНИКОВОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ

Ошибка направления. Точность определения направления 
на ИСЗ будем характеризовать модулем вектора смещения 
| я а | ,  который располагается в плоскости, перпендикулярной 
к данному направлению и проходящей через спутник, или уг
ловой величиной

М  р

которую в дальнейшем будем называть ошибкой направления 
(р — расстояние от пункта наблюдений k  до спутника s ) .
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Д л я  средней квадратической ошибки направления т и будем 
иметь

Р
(63.2)

где таа — среднее квадратическое значение модуля вектора сме
щения. Д ля установления связи между ошибками сферических 
координат v и б и ошибкой направления продифференцируем 
выражения для направляющих косинусов направления ks:

по переменным х а, у а, z s, у  и б. Переходя далее к средним квад
ратическим ошибкам и учитывая формулы (62.4) и (63.2), по
лучим

Ошибка положения плоскости синхронизации. Ее характери
зуют смещением нормального вектора. Однако представляет 
интерес не столько общее изменение положения плоскости, про
исшедшее вследствие ошибок измерений топоцентрических на
правлений, сколько отклонение данной плоскости от определяе
мого пункта. Линейная величина d  этого смещения в соответ
ствии с формулой (62.7) равна

где v„ — правая часть уравнения поправок (57.9) (ошибка «из
мерения» плоскости),

a,-, bi вычисляются по формулам (56.22); g n — градиент плоско
сти, для которого согласно (62.8) и (57.9) получим g„ —

плоскости. Смещение плоскости инвариантно по отношению 
к координатным преобразованиям, поэтому введем систему ко- 
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I - — — —  =  cos V cos б,
Р

У к —  У  k • ст  _  ------к_ =  sin у cos б,
р

п =  - s- ~ Zfe- - =  sin б
Р

(63.3)

(63.4)

d  =  v„/gn, (63.5)

1>п =  —  ( 2 a , - y v . + (63.6)

=  V /42 +  ^ 2+  С2, т. е. он равен модулю нормального вектора



Рис. 6 7 . Ошибка положения плоско- Рис. 68. Ошибка направления хордь» 
сти синхронизации

динат так, чтобы плоскость синхронизации была совмещена 
с плоскостью X O i Y  (рис. 67). В этой системе

6а =  62 =  0; Yi =  Pi5 y2=  180° — р2; AX =  D; A r =  AZ =  0l

Кроме того, определим модуль нормального вектора как 
модуль векторного произведения ортов направлений Is  и 2s, 
тогда gn =  s in p 3. Теперь выражения (56.22) и (63.5) принимают
вид

« 1  =  <h =  о,
b^ =  D  sin y 2 — D  sin (32. 
b<s, =  D  sin Yi — D  sin p1(

Переходя к средним квадратическим ошибкам и полагая 
т й1 ^ / л в2 =  |л, после очевидных замен получим

Ошибка направления хорды. Пусть линия 12 определяется 
пересечением двух плоскостей синхронизации 12st и 1 2 s t  
(рис. 68). Выберем систему координат так, чтобы ось Y сов
пала с направлением хорды 12, а плоскость Z Y  делила попо
лам двугранный угол у, образованный плоскостями синхрони
зации.

В такой системе сферические координаты хорды и ее на
правляющие косинусы будут иметь следующие значения: А-- 
=  90°, Ф =  0°, L =  0, М =  1, N  =  0. С учетом этих значений уравне
ние поправок для плоскости (57.14) примет вид

—  Л;УЛ +  С^Ф +  W ( =  — v„{. (63.9)

Коэффициенты Ai  и Ci есть направляющие косинусы нор
мальных векторов плоскостей 12s\  и 12ч%. В выбранной системе
9 З а к а з  № 2580 2 5 7

d  =  -— (sin p2d6! +  sin Pid62). (63.7)

rrz2d =  M-2(pi I pi)- (63.8)



координат будем иметь -4i =  cos (у/2), Ci =  sin (у /2 ) ,  А 2 =  
=  cos (у/2), С2= —sin (у/2). Подставляя эти значения в выра
жение (63.9), придем к следующей системе уравнений поправок:

Г V У — cos—1— s in —1—
2 2 " "

+ —
у  . у— cos —-— ■—s in —1—
2 2 J _ W , v „ 2

(63.10)

Веса уравнений (63.10) можно найти по формуле (57.12), но 
проще для этих целей использовать выражение (63.8), из ко
торого следует, что

Р  п =
1

P2l + Р 2

Д ля удобства вычислений нормируем величину Р„',  умно
жив обе части последнего равенства на квадрат длины хорды:

Рп =  & Р п - D 2 (63.11)

Если положить равными расстояния до ИСЗ и учесть, что 
D 2 =  4p2sin2 (а/2) (а  — угол засечки при И С З), то получим

Р п=  2sin2 - ^ .
2

(63.12)

Матрица нормальных уравнений с учетом (63.10) и (63.12) 
примет вид

ATPA =  2s in2
2 cos2 —  

2
0

2sin;2 У

Обратная матрица имеет вид

Q =  (АТРА)-1 =

4 sin2

sec

Яа Улф 

ЯфА Уф 

2 V

О cosec

0

.2 У

2 5 8



Отсюда согласно формуле (62.3) получим выражения для 
ошибок сферических координат хорды

т А =  И У<7л a у
2 s i n ----- cos —

2 2

(63.13)

ГПф =  [Д, У
а 7

2 s i n ----- sin —
2 2

(63.14)

и в  соответствии с (62.5) — ошибку направления хорды

Если выразить sin (а/2) через длину хорды D  и среднее рас
стояние до спутников р, то выражение (63.15) примет вид

§ 64. ОШИБКА П ОЛ О Ж ЕН И Я  ВЕРШ ИН Ы  УГЛОВОЙ 
П РОСТРАН СТВЕНН ОЙ  ЗАСЕЧКИ

П усть на исходных пунктах 1 и 2 были измерены сферические 
координаты у и б. Поскольку ошибки положения инвариантны 
относительно координатных преобразований, то без нарушения 
общлости положим, что наземные пункты и спутник располага
ются в координатной плоскости Z Y  (рис. 69), а направление Is  
совп адает с осыо Z. Для этого случая сферические координаты 
у  и б направлений на ИСЗ имеют значения: 71 =  90°, 61 =  90°, 
72 =  270°, 62 =  90°— а, где а — угол засечки при спутнике. Тогда 
матрица коэффициентов уравнений поправок (57.1) и (57.4), 
приведенных к весу р =  1, примет вид

т к  — [х У 9 л  <7ф (63.15)
ос

s i n ----- sin у
2

(63.16)

0 0
Pi

о о
Pi

А =
о о

о s i n a

Составив матрицу нормальных уравнений АТА и обратив ее, 
получим
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Q =  (ATA)-1 =

P1P2 

Pi +  P2 

0

0

Puc. 69. Ошибка положения вер
шины угловой засечки в простран
стве

2
Pi

-pi c tg а РЗ'

- pi ctg а
2 9 Г Pi COS СХ

sin2 а
(64.1)

В соответствии с (62.5) фор
мула для оценки точности угло
вой пространственной засечки 
примет вид

M s =  [i (qx +  qy -f- qz) =

=  jx2 pi P2 X

X 1 +
2 2 

P1P2

(p? +  p^)2
sin2 a

(64.2)

Формулу (64.2) можно заменить приближенным равенством, 
которое при равных расстояниях до спутника переходит в стро
гое:

М 2=  2 Р? +  Р 1 
sin :

+  Р2 /
in2 a  Ч

1 . 2 > —  sin a  
4 J

(64.3)

§  65. ОШ ИБКИ П О Л О Ж Е Н И Я  ВЕРШ ИНЫ 
ЗАСЕЧКИ ПЛОСКОСТЕЙ

Координаты точки пересечения трех плоскостей опрелеляют из 
решения системы уравнений

A ix - sr B iy- \ -CiZ =  Di ,  i = l ,  2, 3. (65.1)
Будем полагать, что в этих уравнениях коэффициенты нор

мированы, т. е. подчинены условию А 2 +  В 2 +  С 2 =  1. В м атричном 
виде система (65.1) запишется следующим образом

АХ =  D, (65.2)
отсюда

X =  A“ 1D. (65.3)
Матрицу ошибок координат вектора X в соответствии с вы

ражением (62.2) найдем по формуле

Мх =  A_1Md(AT)_1, (65.4)
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где A\rf2 — матрица ошибок плоскостей, аппроксимирующих по- 
верхлости положения в точке касания.

М атрица коэффициентов уравнений системы (65.2) имеет вид

A i В 1 Cl 1
А. = А % в 2 С2 (65.5)

-  А 3 в  з Сз .

О б р а щ а я  матрицу А, получим

А.- 1 :

В2 С2 В 1 С, Вх Сг
Вз Сз Вз Сз В 2 с 2
А 2 С 2 Аг Сг Аг Сг
A 3 Сз A 3 Сз • А 2 с 2

А 2 В 2 А г В г | А г В г

Аз Вз A 3 Вз | Л 2 В 2

(65.6)

где |  А | — определитель матрицы (65.5).
Йспользуя выражение (54.11), нетрудно показать, что алге

браические дополнения, входящие в (65.6), являются направ
ляю щ ими коэффициентами Ьц, Mij,  Nij  прямых, образованных 
пересечением соответствующих плоскостей. Например, величины

В 2 С2 
Вд Сз 
А 2 В 2
А з  В з

=  и
А 2 С2
Аз Сд

=  N.23 (65.7)

относятся к прямой, образованной пересечением второй и тре
тьей плоскостей. Поэтому матрицу А-1 можно записать в виде

.-1 .
L 23 1-13 L 12
М. 23 Мгз м 1а (65.8)

-  N 23 N ls N n  .

В  выражениях (65.6) и (65.8) остается неизвестной вели
чина |А . Разложим определитель матрицы (65.5) по элемен
там первой строки, тогда с учетом (65.7) будем иметь

I -А | =  A-J-23 B i M 23 -j- CijV23 =  - ~— sin<pb (65.9)

где c f i — угол между первой плоскостью и прямой, образованной 
пересечением двух других плоскостей; к 2з — нормирующий мно
житель 0-23 — l /Д/^23 +  +  А̂23 )•
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Если определитель разложить по элементам второй и третьей 
строк, то аналогично найдем

| А | =  —— sin ф2 =  —5— sin ф3. (65.10)
-̂13 1̂2

Выполнив теперь умножение матриц в (65.4) с учетом (65.8), 
(65.9) и (65.10), получим следующее выражение для матрицы 
ошибок засечки плоскостей:

L 12m d + i 13'n l + Z -23m d 3 "12  " l *

?21 M 12m d 1+ M L m d !1+iV123m d ,

9 31 <?32 W 12m d , + W 13m  1 + Л ,23т 1

(65.11)

Выражения для недиагональных элементов не раскрыты, 
поскольку в дальнейшем они не используются. Отсюда, учи
тывая (62.5), получим формулу для ошибки положения вер
шины засечки плоскостей

М 2=  +  +  (б5л2> 
sin2 cpi sin2 ф2 sin2 93

Если линейные смещения плоскостей m d. вы разить через 
ошибки измерений в соответствии с формулой (62.9), то выра
жение (65.12) принимает вид

2 2 2 т Т m T т т
м \ =  - ..■+■■, г;  ■+ — ■ (65.13>

g lS in -ф !  g 2 sln ф2 £ 3 sin Фз

где тт — ошибка измеренной величины Т ; g — градиент функ
ции Т.

Последнее выражение является весьма общим и м ож ет быть 
использовано для оценки точности нескольких видок засечек 
в пространстве.

§ 66. О Ш И БК И  П О Л О Ж ЕН И Я  В ЕРШ ИН Л ИНЕЙНЫ Х, 
Р А ЗН О С ТН О -Д А Л ЬН О М Е РН Ы Х  И КОМ БИНИРОВАННЫХ 
ЗА СЕЧ ЕК

Линейная засечка. Для определения положения спутника 
линейной засечкой необходимо измерить расстояния д о  него не- 
менее чем с трех исходных пунктов. Функциональная связь  из
меренного расстояния с координатами описывается выражением
(53.9). Градиент функции (53.9) будет

1 .
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О тсю да, с учетом (65.13), получим

(66.1)
sin2 <Pi sin2 фг sin2 ф3

где я г р — ошибка измерения расстояния; ср — угол между пря
мой, вдоль которой измерено расстояние, и плоскостью, содер
ж а щ е й  две другие прямые. Из формулы (66.1) видно, что 
М  имеет минимальное значение, когда ф, =  90° и при условии, что 
исходные пункты не лежат на одной прямой. Если положить, 
что измерения равноточны и ф; =  <р, то выражение (6 6 .1) примет 
вид

Линейно-угловая засечка. Пусть с некоторого наземного 
пункта ki были измерены сферические координаты 7 , 6 спут
ника, с другого k 2 — расстояние до этого же положения ИСЗ. 
С в я зь  измеренных величин с координатами выражается функ
циями (53.7), (53.8) и (53.9). Найдем градиенты этих функций

Обозначим углы между прямыми, образованными пересече
нием двух касательных плоскостей с третьей плоскостью, через 
<Ру Фе и Фр> где индекс указывает вид поверхности, к которой 
проведена третья касательная плоскость. Если выразить углы 
<р через угол засечки а при спутнике, то получим фг =  90°; фв =  
=  90*— а; фр =  90° — а. С учетом этих значений и (66.3) выра
ж ен и е  (65.13) примет вид

П олагая , что ошибки измерений подчинены условию туcos 6 =

И з  формулы (66.5) следует, что положение спутника опре
деляется  с наибольшей точностью, когда угловые и линейные
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М  = л / з ' — р-
sin ф

(66.2)

(66.3)

g P = 1 -

M 2 =  m 2v cos26p? +  тУх +  т292 _ (66.4)
cos2 а

=  т 6 =  - тр =  ц, получим более простую формулу:

(66.5)



измерения выполняются на одном пункте (полярная засечка). 
В этом случае выражение (66.5) принимает вид

М 2 =  Зц2р2.

Разностно-дальномерная засечка. Для определения положе
ния спутника разностно-дальномерной засечкой долж ны  быть 
измерены три разности расстояний с четырех исходных пунктов. 
Связь измеренной величины с координатами задается  выраже
нием (53.10). Найдем градиент функции (53.10)

где I, т,  п — направляющие косинусы прямых, соединяющихна- 
земные пункты со спутником.

Выполнив все необходимые операции для (66.6), будем 
иметь

£дР =  У  2 11 — (^ 2  +  m im 2 +  пфъ)] =  У 2(1 — cos а) = 2  s in - у - ,

где а — угол засечки при спутнике. Подставив (66.7) в (65.13), 
получим следующую оценку для ошибки положения вершины 
пространственой разностно-дальномерной засечки:

Аналогично по данной методике можно оценить ошибку по
ложения вершин и других видов засечек.

§ 67. О Ш И БК И  П О Л О Ж ЕН И Я  КОНЕЧНЫХ ПУНКТОВ РЯДА 
КОСМИЧЕСКОЙ Т РИА НГУЛ ЯЦ ИИ

Пусть 1, 2, . . . ,  2k +  l ,  2k- \-2  (рис. 70) — свободный р я д  косми
ческой триангуляции, состоящий из равносторонних треуголь
ников, стороны которых являются хордами. Будем полагать, что- 
сферические координаты хорд определены равноточно и не кор- 
релированы между собой, т. е. т ф =  т л соэФ =  р,. Примем, что’ 
длина исходной стороны 12 равна D  и ряд содержит 2k  тре
угольников. В каждом треугольнике ряда возникает условие 
компланарности трех свободных векторов. Если ввести систему 
координат, как это показано на рис. 70 (ось Z направлена на 
читателя), то направляющие косинусы нормальных векторов 
плоскостей, в которых располагаются хорды, будут им еть зна
чения: Л =  В =  0, C =  c o s O = l .  Кроме того, в этой системе коор
динат Ф, =  0, jVt- =  sin Ф; =  0. С учетом этих значений коэффи-
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циенты условного уравнения компланарности трех хорд (56.14) 
запишутся а г =  0, b i =  1, а само уравнение примет вид

1:ф kl +  vG>kj Jr v<i>tjJr ^ / =  (67.1)
Ошибки координат конечного пункта ряда будем вычислять 

по формуле

М  р — р * J l / P F,

Рис. 70.  Ошибки конечных пунктов 
ряда спутниковой триангуляции

(67.2)

2к

где 1 / Р р  — обратный вес функции уравненных величин,
[ b f - \ y -  [ c f -  2]»

P f [аа] [bb — l] [сс — 2]
(67.3)

Д л я  вычисления координат пункта 2k +  2 служат следующие 
выражения: 

k
ЛГ =  Z) Z-21*4-2»

1

У = d Z m 21+2,
1

z  = D Z N 2i+2,
i

где JL, М, N  — направляющие косинусы хорд 2 —4, 4 —6,
2 k — 2& +  2. Дифференцируя последние выражения по перемен
ным А и Ф и учитывая, что в данной системе координат

i - 2t+2 =  0, dL =  sin AdA =  dA,
M 2i+ 2 =1 ,  d M  =  cos A d A  =  0, (67-4)
A/ 2£+2 =  0, d N  =  c o s O d O  =  dO ,  

получим следующие выражения для весовых функций:

F 1 =  d X  =  D  (dA2i +  dA4e +  . . . ),
F 2 =  d Y  =  d D 2i +  d D i6+  . . . , (67.5)
F 3 =  dZ =  D ( d 0 2i +  d 0 ifl +  . . . ).

П о  аналогии с обычными триангуляционными рядами 
можно сказать, что функция F x характеризует поперечный сдвиг 
р яд а ,  F 2 — продольный и F 3 — вертикальный.
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Весовую функцию F2 нужно выразить через измеренные ве
личины. В соответствии с рис. 70 можно написать

£) _  £  sin 213 sin 234 
24 sin 132 sin 243

г,  т-ч sin 213 sin 423 sin 435 sin 456i^48 — L)--------------------------------------  • (o7.6)
sin 132 s in 243 sin 453 sin 465

Дифференцируя (67.6) по переменной А и учитывая, что 
(fih) =  Ahj — As/=  60°; ctg 60°= 1 /V 3 , получим

dZ324 =  ■— — (— dA±2' ! 2dA13— 2dA24 -f- d A 3i) , (67.7)
л / з

d D i6 =  ——  ( — d A 12 2dA13 — 2dA3i— 2dAib - j- 2dA&e— d A i6) .
л/з

Таким же образом можно получить выражения д л я  диффе
ренциалов других сторон Dij. Подставив выражения (67.7) 
в функцию F 2, будем иметь

F2 =  [— Ы Л 12 +  2kdA13— 2kdAM +  dAi3 f 2 (k — l } d A 3b—
V  3

2 (k 1) d A 5i — 2 (k— l)dA 56— dA64 +  . . . ]. (67.8)

Д ля  определения обратных весов функции Fit F 2, F 3 выпи
шем матрицу коэффициентов условных уравнений (67.1). Учи
тывая, что уф*,= — иф .к для ряда, изображенного н а  рис. 70, 
будем иметь

“  1 1 1 0 0 0 0 . . . 0 0 0

0 0 — 1 1 1 0 0 . . . 0 0 0

А = 0 0 0 0 — 1 1 1 . . 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 . . . — 1 1 1

Матрица коэффициентов нормальных уравнений з апишется 
следующим образом:

3 —  1 0 . ,. . 0
—  1 3 —  1 . . 0

0 —  1 3 . .. . 0

0 0 0 . ., . 3
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Отсюда получим
1

\ ш ]  =  3; [ЬЬ —  1] = 3 ------[сс— 2] =  3
3 — 1/3

Таким образом, знаменатели в формуле (67.3) в данном слу
чае описываются цепной дробью, для которой последователь
ность подходящих дробей имеет вид

[З ;  _8_. —~ . . . ]  ~  [3; 2,67;
L 3 8 21 55 144 J

2,63; 2,63; 2,62; 2,62. . . ].

Поскольку весовые функции F\ и F 2 не зависят от поправок 
г>Ф, то  [af] =  [bf— l] =  [cf— 2] =  0. Отсюда

(67.9)

* f2 “ 3

. . . 1] -i-fe} =  D 2 4k3- ' r ^ l -\-3k ' (67.10)

Д л я  весовой функции Fg будем иметь 
И з ] = 0 ;  [bf3— 1] =  D;
И з - 2 ]  =  0; [df3— 3] =  D.

С учетом значений подходящих дробей получим 

k
:kD2— 0,38 Z  £>2 =  0,62£D2. (67.11)

Р е з

Подставляя выражения (67.9) — (67.11) в (67.2), получим 
формулы для ошибок координат конечного пункта ряда косми
ческой триангуляции:

/И х =  |л£>уГ; (67.12)

M y  =  \.vD^Jk д / j - k 2 +  k + \  ; (67.13)

M z =  0,8\ iD ^ ] k .  (67.14)

Выражение (67.13) показывает, что продольный сдвиг ряда 
спутниковой триангуляции М у в большой степени зависит от 
числа фигур и подчиняется тем же закономерностям, что и про
дольный сдвиг в ряде обычной триангуляции. Характер накоп
л ен и я  поперечных смещений М х  существенно иной, нежели
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в обычном ряде, для сравнения приведем формулу поперечного 
сдвига ряда обычной триангуляции:

Рассматривая (67.12) и (67.15), приходим к заключению,что 
поперечный сдвиг ряда спутниковой триангуляции гораздо 
в меньшей степени зависит от числа фигур по сравнению с рядом 
обычной триангуляции.

Вертикальный сдвиг M z  получился несколько меньше попе
речного, но это справедливо только для выбранной системы ко
ординат, поскольку в ней после уравнивания хорд за условие 
компланарности трех свободных векторов поправки получают 
только величины Ф.

Напомним, что формулы этого параграфа предполагают сво
бодный ряд, т. е. ряд с одним исходным базисом. Если в ряде 
измерить один или несколько промежуточных базисов, то это 
будет эквивалентно уменьшению числа k в формуле (67.13). 
Кроме того, уравнивание ряда спутниковой триангуляции за воз
никшие базисные условия еще более снизит величину продоль
ного сдвига ряда.

§ 68. ФОРМУЛЫ  П Р И Б Л И Ж Е Н Н О Й  ОЦЕНКИ ТОЧНОСТИ 
П О Л О Ж Е Н И Я  ПУНКТОВ В СПЛОШ НЫ Х СЕТЯХ 
СПУТНИКОВОЙ ТРИ А Н ГУЛ ЯЦ И И

Наиболее полная оценка точности элементов геодезических се
тей выполняется с помощью весовых коэффициентов, т. е. с ис
пользованием обратной матрицы нормальных уравнении. Полу
чение априорных оценок по элементам обратной матрицы и их 
анализ в общем виде — задача сложная. Однако, учитывая, что 
априорная оценка носит приближенный характер, естественно 
предъявить пониженные требования к точности определения эле
ментов обратной матрицы. Основные тенденции накопления 
ошибок могут быть вскрыты по приближенным выражениям для 
весовых коэффициентов.

Приближенные значения диагональных элементов обратной 
матрицы можно получить методом, известным в литературе под 
названием метода возмущений [10]:

где bij — элемент исходной матрицы нормальных уравнений.
Если расстояния до спутников примерно равны р ^ р г ^  

=  . . .  = р ,  то по уравнениям (57.3), (57.5) и (57.6) легко полу
чить для сети с измеренными у, б и р матрицу

(67.15)

(68.1)

X
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X

N x 0 0 — 1

0 Nj. о О

О 0 О

—  1 0  О N 2

0 0 — 1 . . .  — 1 О 

- 1 0  0 — 1 . . .  О 

0 — 1 0 0 — 1 . . .

О О 1 о о

о

- 1  о

0 0 — 1 

. . — 1 о о

(68.2)
Диагональные элементы матрицы (68.2) равны числу на

правлений, сходящихся на данном пункте (положений И С З ) .  
В каждой строке матрицы будет столько единиц, сколько на 
данном пункте имеется связей с окружающими его положе
ниями ИСЗ. Остальные элементы равны нулю.

Если космическая геодезическая сеть строится только по из
меренным углам у  и б, то матрица нормальных уравнений будег

В„

X

X

( N i  — 2/?) - 2  l i tnc  — 2/,72i ( - 1 + / ? )

— 2 mth ( N i —2m?) —2 mini  rriiU

— 2 m u  —2 mrtii ( n i —2/i?) m li

(68.3)

где trii, tii — направляющие косинусы направлений на ИСЗ; 
Ni — число направлений, сходящихся на данном пункте или 
спутнике.

Д л я  сети с измеренными расстояниями до ИСЗ матрица нор
мальных уравнений имеет вид

в Р = ^ хр

X

2/?

— 2  rriili

— 2  /ij/j

— 2  littii 
vi 2
2/П;

— 2 riiirii

— 2  k m

— 2 гтт  

2 /г?

/?
triih

ndt

(68.4)

Располагая конкретными выражениями элементов матриц 
нормальных уравнений, возникающих в космических сетях 
с разным составом измерений, можно получить формулы для 
приближенного вычисления весовых коэффициентов в соответ
ствии с выражением (68.1).
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Для сетей с измеренными у, б, р формула (68.1) прини
мает вид

N,

Ян =  ЯХ1 =  ЯУ! =  Ягс =  -~7 ^
' 1

Г —L i  NiNj
(68.5)

где Ni  — число направлений, измеренных на данном пункте; 
N,- — число направлений на соседних пунктах, имеющих связи 
с пунктом J. Если оперировать со средним числом направлений 
в сети (Ni =  N j ), то будем иметь

Ян N
(68.6)

Рассмотрим теперь сеть, в которой были измерены только 
угловые величины — сферические координаты у  и б. Подста
новка конкретных значений коэффициентов нормальных урав
нений в формулу (68.1) после незначительных упрощений при
водит к выражениям:

Чх,

%

Яг,- =

P2 [
N t 2 / f  | 

P2

— 2  m?

P2 Г

1
N,- — 2/т

N j - M

292) _

N i - Z n j

(N i - X n 2) ( N j - 2 q2)

(68.7)

в которых 2 q2 — среднее значение суммы квадратов направляю 
щих косинусов измеренных направлений относительно какой- 
либо координатной оси.

В сети, в которой измерены расстояния до ИСЗ, формулы 
для приближенных значений весовых коэффициентов имеют вид:

%

%

ЯЧ

_2

1
2 'L l j— 'S.n

Р' •[
г[

1 г

XlfZq2 

22m ? — 2  m] 

2 т ? 2 д 2 

22 га? — 2/г  ̂ “ 

2n?2<72

(68 .8)
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С ВЕДЕНИЯ О ПРОЕКТИРОВАНИИ  
СПУТНИКОВОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ

§ 69. ОСНОВЫ ПРОЕКТИРОВАНИЯ СПУТНИКОВОЙ 
ТРИ А Н ГУЛ ЯЦ И И

Проектирование геодезических сетей заключается в определе
нии местоположения пунктов на земной поверхности при усло
вии соблюдения общих требований, справедливых для любых 
сетей.

Главными из них являются:
плотность пунктов, которая должна соответствовать назна

чению сети и целям ее дальнейшего использования;
взаимное расположение пунктов (форма сети) должно быть 

таким, чтобы обеспечить определение элементов сети с необхо
димой точностью;

построение сети должно выполняться с минимальными тру
довыми и материальными затратами.

Геодезические сети, построенные с помощью наблюдений 
ИСЗ, — сети спутниковой триангуляции — обладают рядом осо
бенностей. Прежде всего в сплошные сети спутниковой триангу
ляции входят как наземные пункты, так и фиксированные по
ложения ИСЗ на орбите, т. е. точки пространства, наблюдав
шиеся с нескольких наземных пунктов синхронно. Число изме
ренных величин, принадлежащих наземным пунктам, как пра
вило, отличается от числа измеренных величин, составляющих 
ту или иную синхронную группу, т. е. принадлежащих данному 
положению ИСЗ. Число последних ограничено тем количеством 
наземных пунктов, с которых возможно наблюдать данное поло
жение спутника. Число же измерений, сходящихся на каком- 
либо наземном пункте, теоретически не ограничено.

Проектирование спутниковой триангуляции не сводится 
только к выбору мест расположения наземных пунктов. Не 
менее важно обеспечить оптимальное расположение наземных 
пунктов и наблюдаемых положений ИСЗ относительно друг 
друга. Это значит, что проектирование спутниковой триангуля
ции включает в себя выбор параметров орбиты ИСЗ.

Другая особенность спутниковой триангуляции заключается 
в отсутствии непосредственных связей между наземными пунк
тами. Связи между ними осуществляются через положения спут
ника. Причем вследствие значительной удаленности соседних 
наземных станций условия наблюдений ИСЗ могут резко отли
чаться. Возможны случаи, когда оптимальная по своим точност
ным характеристикам фигура спутниковой триангуляции физи
чески не может быть реализована из-за нарушений условий ви
димости ИСЗ. Понятие «видимость между пунктами» в спутни
ковой триангуляции существенно сложнее, нежели в обычных

Г л а в а 19.
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геодезических сетях. При наблюдениях на всех пунктах необхо
димо соблюдать следующие условия:

— угловая высота спутника над горизонтом не может быть 
яиж е определенного предела;

— между пунктами наблюдений и ИСЗ должна существо
вать прямая (геометрическая) видимость;

— взаимное расположение Солнца и Земли, спутника и н а
земного пункта должно обеспечивать наблюдение спутника на 
фоне звезд (для фотографических наблюдений).

Таким образом, проектирование спутниковой триангуляции 
обязательно включает расчеты оптимальных условий наблю де
ния и их сопоставление с реальными условиями наблюдения на 
пунктах.

Научной основой составления проектов спутниковой триан
гуляции являются изученные закономерности действия ошибок 
в такой сети и ее отдельных фигурах.

Характер распределения и поведения ошибок обусловливает 
самые общие требования, которые должны выполняться при 
построении сетей и фигур спутниковой триангуляции. Это 
относится к составу измерений и их точности, геометрической 
характеристике сети, распределению и точности исходных 
пунктов.

Конкретное проектирование всегда связано с выбором опти
мального варианта построения сети при некоторых ограничи
вающих условиях. Ими могут быть: физико-географические ус
ловия, заданная величина некоторых элементов сети, необходи
мость использовать уже запущенные ИСЗ и др.

Как правило, при проектировании всегда подразумевается 
выполнение наблюдений определенной аппаратурой, обеспечи
вающей заданную точность наблюдений. Кроме того, использо
вание данной аппаратуры накладывает конкретные ограничения 
на угловую высоту наблюдаемого ИСЗ над горизонтом пункта 
наблюдения.

Задача проектирования спутниковой триангуляции может ре
шаться в широких или узких рамках. Наиболее общим случаем 
является создание проекта на основе задания общей цели. При 
этом приходится определять оптимальные с точки зрения полу
чения необходимой точности данные: взаимное расположение и 
удаление пунктов наблюдения, количество ИСЗ и параметры их 
орбит (главным образом, высоту, наклонение и время запус
ков), зоны наблюдения ИСЗ с каждого из пунктов.

Если положение пунктов задано проектом, то определяют оп
тимальные параметры орбиты ИСЗ и зоны его наблюдения. 
Если задана орбита ИСЗ, выбирают оптимальные расстояния 
между пунктами, их расположение, а затем — зоны наблю де
ния. Когда задают положение пунктов и орбиту ИСЗ, проекти
рование сводится к установлению границ оптимальных зон н а
блюдений ИСЗ и их числа. В результате проектирования полу
чают в числовом или графическом виде документы, в которых 
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у казан ы  места расположения наземных станций, параметры ор
бит И С З ,  подсчитаны априорные ошибки элементов сети, ука
заны области подспутниковых точек, на которых выполняют 
наблю дения ИСЗ. Кроме того, выполняют расчеты условий на
блюдений ИСЗ на каждом пункте и составляют приближенный 
долгосрочный прогноз наблюдений ИСЗ, который необходим для 
орган изации и планирования синхронных наблюдений на группе 
наземных станций, входящих в данную сеть.

П е р в ая  часть данных составляет собственно проект. Вторая 
часть включает расчет эфемерид }ЛСЗ  для наблюдений с кон- 
кретнгых наземных пунктов.

§ 70. О П Т И М А Л Ь Н Ы Е  ФОРМЫ О ТД Е Л ЬН Ы Х  ФИГУР 
СПУТШ ИКОВОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ

Д л я  определения положения уединенных пунктов и для построе
ния ряд ов  и сетей спутниковой триангуляции используются со
четания отдельных фигур. Взаимосвязь различных геометриче
ских параметров и их влияние на точность результата наиболее 
просты  и наглядны в элементарных фигурах.

Установление оптимальных геометрических параметров эле
мент арных фигур спутниковой триангуляции является основным 
вопросом, решение которого способствует правильному проекти- 
рова нию сетей космической триангуляции.

Д л я  построения элементарных фигур, содержащих измерен
ные направления с пунктов наблюдения на положения ИСЗ, ж е
л ательно , чтобы эти направления измерялись по кратчайшим 
линшям, т. е. оптимальными для фотографических наблюдений 
являгются низкие ИСЗ, причем предпочтительно наблюдение тех 
из н~их, трассы которых проходят через пункт наблюдения. Для 
всех видов засечек направлений и плоскостей оптимальной яв
л я е т с я  величина угла засечки, близкая к 90°, а для линейно-уг- 
ловшй засечки — равная нулю.

Э ти  общие требования, непосредственно следующие из при
веденных формул, в принципе подтверждаются детальным ана
л и зо м  каждой из формул.

О днако  большинство выражений для ошибок элементарных 
ф игур является функциями нескольких геометрических парамет
ров, и не всегда сразу по виду формулы можно судить об опти- 
малъной величине всех геометрических параметров.

Оптимальные величины геометрических параметров можно 
найти, если выразить формулы априорной оценки точности через 
независимые геометрические параметры v; и решить систему 
уравнений d M /d v i  — Q. Решение данной системы позволит полу
чить  оптимальные значения параметров, минимизирующих вели
чину  ошибки положения определяемого пункта. Однако в боль
шинстве случаев выражения для ошибок оказываются весьма 
громоздкими, а решение систем делом сложным. Это удается 
с д е л а т ь  лишь для отдельных фигур. В остальных же случаях
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оптимальные значения геометрических параметров, входящих 
в формулы априорной оценки точности элементов и фигур спут
никовой триангуляции, можно определить численными методами.

Определение направления хорды. Формула для ошибки на
правления хорды позволяет сделать несколько заключений. Во- 
первых, ошибка минимальна при равенстве расстоян ий от пун
ктов до положений ИСЗ, т. е. положения ИСЗ долж ны  распола
гаться в плоскости, перпендикулярной к хорде, п роходящей 
через ее середину, симметрично относительно центра зсорды. Во- 
вторых, из формулы следует, что оптимальным является  угол 
засечки при ИСЗ, равный 180°, т. е. практически невозможный 
случай наблюдения положения ИСЗ, находящегося на самой 
хорде.

В действительности же сочетание этих условий говорит о це
лесообразности наблюдений ИСЗ на минимальных у гл а х  возвы
шения их над горизонтом пункта наблюдения, допустимых в це
лях ослабления влияния рефракции.

Представляет интерес вопрос о влиянии числа плоскостей 
синхронизации на точность определения сферических координат 
хорды А и Ф .  Пусть хорда (см. рис. 68) определяете» из пере
сечения п плоскостей, которые образуют симметричный веер. 
Углы между плоскостями равны у, 2 у , , ky  =  ny/2,  уг~ол между 
крайними плоскостями составляет W =  ky  =  ny/2.  В этом  случае 
матрица коэффициентов уравнений поправок в соответствии 
с (63.10) имеет вид

— cos I

— cos t

sin г

• sin i •
1, 2 . k. (70.1)

Полагая расстояния до ИСЗ равными и учитывая (63.12), 
получим следующее выражение для матрицы весов:

Р =  2

sin"1

sin*

(70.2)

Матрица нормальных уравнений будет

АТРА =  2 sin2
2  cos2 i —  

2
(70.3)

2  sin2 1 —
2
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О братная  к ней матрица имеет вид

1

Q =  (АТРА)~
2 sin2

2  cos2 i —  
2

(70.4)

Отсюда в соответствии с формулой (62.5) получим выраже
ния д л я  ошибок сферических координат хорды Л и Ф:

=  (Ал
2 sin2 - I COSz I  ■

. У

2  2 =  ;i <7ф
2 sin2 ■ I sirr I ■

Учит ывая, что
гг k

^  sin2 i - ~  =  2 sin2 i ~  =  k — d,
L  1

4

FI k
cos2 i =  2 ^  cos2 i -~- =  k Jr d,

(70.5)

(70.6)

(70.7)

где

<£
cos (k -j- 1) —  sin k2______ 2_

. Ysin —
2

вы раж ения (70.5) и (70.6) можно записать в виде

2т А -
2 s in 2 ——- (k +  d)

ГПф =
2 s in 2 ----- ( k — d)

2

(70.8)

(70.9)
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Ошибку направления хорды находят по формуле

т к =  л / т 2А +  пг2Ф = -----£-----л / ' Т г Ч г  > (70.10)
а  V & — ds i n -----
2

или

=
а

s i n ----- sin Ф
2

= m 0 / ^ s i n ^  01
V fe2 — d* V £a — d2 V

где m / ' — ошибка направления хорды, определенной из пересе
чения только двух крайних плоскостей. Следовательно, величина

F =  (70.12)

выражает влияние числа плоскостей синхронизации н а  точность 
определения хорды (табл. 6).

Т а б л и ц а  6. Ошибки положения в зависимости от угла засеч ки и числа 
плоскостей синхронизации

ч|5, угл. градус
к

1 3 10 15

30 1 0,80 0,50 0,42
60 1 0,74 0,46 0,40
90 1 0,65 0,40 0,32

120 1 0,50 0,30 0,24
150 1 0,28 0,16 0,13

В табл. 6 за единицу принята ошибка направления хорды, 
определенной из пересечения только двух крайних плоскостей 
при заданном значении угла XF.

Данные табл. 6 позволили предложить взамен выражения
(70.11) следующую эмпирическую формулу:

т к = —^ -  т, (70-13)

в которой т°к  означает то же, что и в формуле (70:11); k — 
число углов между плоскостями синхронизации, участвующими 
в построении данной хорды; т — некоторый коэффициент, зави
сящий от угла ЧЛ-

i | \  угл. градус 
т ......................

30 60 90 120 150 
1,60 1,45 1,25 0,95 0 .5 0



Формула (70.13) удобна для определения числа плоскостей 
синхронизации, необходимого для достижения заданной точно
сти. Например, при достаточном количестве пересекающихся 
плоскостей можно достичь точности определения углов А и Ф  
в космической сети около 1". Для этих условий ошибка направ
ления: хорды согласно формуле (63.4) составит m,k— 1,4". Под
считаем, какое количество плоскостей синхронизации необхо
димо получить для достижения такой точности. Учитывая, что 
числа k и п связаны соотношением n =  2k, из формулы (70.13) 
найдем

k =  —  та. (70.14)
2 т2к

П ри  [1— 1", а =  30°, Т  =  60°, в соответствии с (63.15) т°к  — 
=  4,5Л/, т=1,45. Подставляя эти конкретные значения в формулу
(70.14), получим « =  42.

Однако, учитывая, что при выводе формул для ошибки на
правления хорды модель фигуры космической триангуляции 
была в значительной мере идеализирована (расстояния до спут
ников считались равными, плоскости синхронизации располага
лись равномерно), оценку, получаемую по формуле (70.14),сле
дует рассматривать как минимальную.

Засечки различного вида. В § 65 было показано,что в смысле 
оценки точности все виды линейных, разностно-дальномерных и 
комбинированных засечек могут быть сведены к засечке плоско
стей. В общем случае согласно формуле (65.13) весовая функ
ция имеет вид

3
F -  У  , . (70.15)

v  £ i sin <Pf

где qp,- — угол между линией пересечения двух плоскостей, каса
тельных к данным поверхностям положения, с третьей плоско
стью; gi  — модуль градиента функции, описывающей данное из
мерение. Из формулы (70.15) видно, что при всех условиях 
выгодно иметь величину угла q>, близкую к 90°. Однако в тех 
случаях, когда g  также является функцией угла засечки при 
спутнике, одной характеристики <р оказывается недостаточно. 
Например, если для линейной засечки оптимальные условия q> =  
=  90°, а= 90°  по сути являются эквивалентными, то для линейно
угловой засечки a opt =  0 или a opt=180°. Д ля  всех видов р а з 
ностно-дальномерных комбинированных засечек a opt=180°.

В  заключение дадим сравнительную характеристику различ
ных методов определения координат ИСЗ с помощью засечек 
(табл. 7). Любую из оценок, полученных в § 66, можно предста
вить  в виде
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м ,  =  ( 1 р д / - j -  =m-pV^S’

где P s — вес определения данного положения спутника; р— сред
нее расстояние до него.

Т а б л и ц а  7. Обратные веса засечек

Засечки
а .

угл.
линейная разностно-

дальномерная
комбинир оваиная

градус угловая
7. 6, р у ,  6, Ар

15 5 ,5 7 ,8 51 ,5 1,8 2 9 ,0
30 2 ,8 4 ,0 12,7 1,9 8 ,5
60 1,7 2 ,6 3 ,5 3 ,0 3 ,0
90 1,4 1,7 1,8 — 2 ,0

120 1,6 2 ,6 1,2 3 ,0 1,7
150 2 ,8 4 ,0 0 ,9 1,9 1,5

Данные таблицы* показывают, что для угловой и линейной 
засечки лучшие результаты получаются при углах засечек, близ
ких к 90°.

При использовании разностей расстояний или их комбина
ций с угловыми величинами следует стремиться к м аксим аль
ному значению угла а. Линейно-угловая засечка выгодна для 
углов 0—60° и 120— 180°. Лучший результат получается при 
а =  0°, т. е. при совмещении линейных и угловых измерений на 
одном пункте.

§ 71. О ПТИМ АЛ ЬНЫ Е СОЧЕТАНИЯ ИЗМ ЕРЕН И Й  
В СПЛОШ НЫ Х СЕТЯХ СПУТНИКОВОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ

Влияние геометрической формы фигур спутниковой триангуля
ции наиболее существенно в сетях, в которых измер ены или 
только угловые, или только линейные величины. Оценивают 
влияние геометрической формы сети по величине ошибки поло
жения

М( --- ц д / qx. q y. +  qz i , (71-1)

где qXi, qyi, qzi вычисляются по формулам (68.6) — (68.8).
Д ля дальнейшего анализа полагают, что все направления, 

измеренные с данного пункта, равномерно распределены отно
сительно координатных осей. Тогда S /2 =  Sm 2 =  Srt2 =  S ^ 2 и, сле
довательно, учитывая, что 'Zl2 +  I ,m 2 +  I ln2 =  N,  получим '£,q2 =  N/3.  
С учетом этого предположения формулы (68.7) примуг вид

- f - S - 0 + т - )
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Сравнивая (71.2) с (68.6), мож
но сделать вывод, что если направ
ления в сети с измеренными сфери
ческими координатами распределе
ны равномерно относительно коор
динатных осей, то точность опреде
ления пунктов в такой сети пони
ж ается  примерно в Vl>5 раза по

t \  z

сравнению с сетью, в которой изме- *
рены все три элемента, т. е. у. б и р.

П усть теперь какой-либо пункт рш  7/ 0шибки положеяия
в сети определен таким образом, в спутниковой триангуляции 
что все направления, измеренные 
с данного пункта, оказались близки
друг к другу. Введем систему координат так, чтобы направле
ния оказались близко расположенными к оси X,  а начало коор
динат совпало с определяемым пунктом k (рис. 71). Обозначим 
углы, составленные направлениями 1, 2, . . . , i  с осью X,  через 
схь а.2, Тогда будем иметь

1 — /2 =  sin2 а ь

Углы, составленные этими же направлениями 1, 2 . .  Л  
с осями У и Z, ввиду малости углов а, можно принять равными 
90°. В этом случае т ,  =  л ,=  0 и, следовательно,

С  учетом этих предположений формулы (68.7) можно запи
сать  в виде

1 — /2 =  sin2 а.г,

1 — /2 =  sin2a,-;

N i — 2 / 2 =  2  sin2 а,-; (71.4)

(71.3)

полагая  ai =  ci2=  • . - =  a,-, получим

N t —  2 / ?  =  JV iSin2 a . (71.5)

N i  — 'Ltni ^  Ni — 'Ltif ss Ni. (71.6)

но Z4 =  (1—sin2a ) 2=  1—2sin2a +  sin4a, поэтому

(71.7)

4 y i - q t i -  I  ( 1 +  23̂ ) - (71.8)
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В дальнейшем не будем учитывать в числителе члены, со
держащие синус малого угла во второй и большей степени 
(а также в знаменателе, если синус будет входить к а к  слагае
мое). Формула для ошибки положения пункта k, полученная по 
весовым коэффициентам (71.7) и (71.8), будет иметь вид

Л42 =  р* (qx -^qy +  qz) =  ^  - - ....( l + ^ - V  (71.9)
Л 'sin2 а  V N J

Рассмотрим теперь случай, когда хотя бы одно направление, 
например kp  (см. рис. 71), составляет с каждым из остальных 
угол, близкий к 90°. Полагая а*р =  90°, получим следующие вы
ражения для весовых коэффициентов:

Ях ---------- Р?----------[ l  +  — -----------------!----------- 1; (71.10)
1 +  (N — l ) s in 2 a  L 2N  1 +  (N — 1) sin2 a  J

qy = — —  f l  +  — ' ( 7 1 . 1 1 )
y N — \ \  2N ) '

<7*=— f l - r — V  (7Ы2)
N \  2N )

Предположим далее, что два направления (на рис. 71 — на
правления kp  и ki)  составляют с остальными «хорошие» углы. 
Это будет означать, что а*Р =  а «  =  90°, тогда формулы д л я  весо
вых коэффициентов примут вид

qx = ------— !----------- [ l + — ---------------- !----------- 1 , (71-13)
2 +  (N  — 2) sin2 a  L 2N 2 +  (N — 2) sin2 a  J

qy =  qz =  — f l +  - 5 _ V  (71.14)
N  — 1 \  2N )

Расчеты (табл. 8) позволяют сделать заключение, что если 
хотя бы два направления образуют с остальными «хорошие» 
углы, то потери точности практически не произойдет. В  сплош
ных сетях невозможен случай, когда все углы, составленные н а
правлениями, измеренными с данного пункта, малы, а  именно 
в этом случае точность понижается. Таким образом, если из 
пяти-шести направлений данного пункта два-три образуют м а
лые углы между собой, точность определения такого пункта не 
снижается *.

Влияние формы сети сказывается более сильно в сетях  с из
меренными расстояниями до ИСЗ. В этом случае необходимо

* Следует иметь в виду, что малые углы при пунктах есть следствие 
неравномерного распределения их на земной поверхности, а это я вл яется  не
желательным.
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Т а б л и ц а  8. Ошибки положения пунктов в сплошной сети в зависимости 
от ее геометрической формы

а ,
у гл .

градус

Число направлений, образующих малые 
углы при данном пункте Равномерное

распределение
направлений

N —6 N = 1 N = 2

В сетях измеренными направлениями
15 2,04 1,24 1,08 1,00
10 2,90 1,26 1,10 1,00

В сетях с измеренными расстояниями
15 3,12 2,53 1,80 1,65
10 4,70 3,10 1,95 1,65

иметь как минимум три стороны, пересекающиеся под «хоро
шими» углами.

Результаты, полученные в данном параграфе, совместно с ре
зультатами § 68 позволяют сделать еще несколько заключений 
относительно оптимальных геометрических характеристик сети 
космической триангуляции.

Если в сети измерялись все три элемента у, б и р, то фор
мула для вычисления ошибки положения пункта k согласно 
(68.6) будет иметь вид

Из выражения (71.15) видно, что ошибка положения в таких 
сетях пропорциональна расстоянию между пунктами, обратно 
пропорциональна корню квадратному из числа направлений, из
меренных на данном пункте, и не зависит от углов засечек.

Если в сети измерялись только угловые величины у  и б, то 
в соответствии с формулами (68.7) выражение для ошибки по
ложения пункта k запишется следующим образом

1

(71.16)

Формулу (71.16) можно упростить, если положить, что все 
направления, измеренные с данного пункта, распределены рав
номерно относительно координатных осей. Тогда в соответствии 
с (71.2) будем иметь

+  - £ - ) ■  (7М7)
231

Ai‘ = i ipV f c Щ  N , — Ът]

(71-15)



Выражение (71.17) показывает, что в сетях с измеренными 
сферическими координатами у  и б определенное влияние на точ
ность получения пунктов начинает оказывать и форма сети.

Особенно заметно это влияние, как это вытекает из вы р а
жения (71.9), в фигурах с малыми углами засечек и при неболь
шом числе измеренных направлений.

Отсюда следует, что при организации синхронных наблю де
ний необходимо стремиться получить «хорошие» углы засечек 
при спутниках. Расчет точности в этом случае нужно вести по 
формулам гл. 18.

Аналогично обстоит дело с определением положения хорд. 
При малом числе плоскостей синхронизации необходимо сле
дить, чтобы они пересекались под «хорошими» углами.

С другой стороны, величина углов засечки почти не влияет 
на точность определения наземных пунктов, ибо, как было вы яс
нено, если число направлений пять и более, и хотя бы два н а 
правления пересекаются с остальными под «хорошими» углами, 
все пункты сети будут получены примерно с одинаковой точ
ностью. Следовательно, при выборе мест расположения назем 
ных станций можно руководствоваться, главным образом, орга 
низационными, экономическими и другими соображениями.

§ 72. С О О БРА Ж ЕН И Я  ПО ПРОЕКТИРОВАНИЮ  
СПУТНИКОВОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ

Основные характеристики проекта спутниковой триангуляции 
можно разделить на две группы. Первую группу составляют по
казатели точности:

— ошибки непосредственных измерений ту, т 6, т р, т Др;
— ошибки элементов спутниковой сети, например, такие как 

ошибки направлений хорд т к  или ошибки наземных базисов;
— ошибки положения наземных пунктов М.
Вторая группа содержит геометрические характеристики 

проекта:
— среднее расстояние между пунктами или их плотность;
— высоту ИСЗ;
— максимальные зенитные расстояния для наблюдений 

ИСЗ;
— форму и размеры зон синхронной видимости И С З 

с пунктов;
— расположение и число плоскостей синхронизации для оп

ределения хорд;
— углы между направлениями на ИСЗ, хордами и плоско

стями;
— расположение базисов и исходных пунктов.
Содержание работ по составлению проекта зависит от того,

какие из его характеристик известны до начала проектирова
ния. Наиболее типичными представляются две задачи:
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априорный расчет точности положения пунктов в сети по не
которому составленному проекту;

выбор оптимальных характеристик для составления проекта 
при заданной точности положения пунктов.

В первом случае предполагаются известными все геометри
ческие показатели проекта и ошибка направления на ИСЗ т н, 
величина которой обусловлена достигнутым уровнем средств и 
методов астрометрической обработки фотоснимков ИСЗ. Рас
четы здесь сводятся к последовательному применению формул 
оценки точности положения пунктов, полученных выше. Для 
более  строгой оценки проекта можно также использовать чис
ленное обращение матриц нормальных уравнений на ЭВМ.

Б о л ее  сложной является вторая, по существу, обратная за 
дача — расчет оптимальных характеристик проекта в соответ
ствии с заданной точностью. Рассмотрим два наиболее интерес
ных ~в практическом отношении варианта этой задачи.

В первом предполагаются известными плотность и необходи
мая точность определения пунктов М , которые обусловлены на
значением данной сети. Известна также средняя квадратиче
ская ошибка определения экваториальных координат ИСЗ ц. 
Поскольку плотность всегда можно выразить через среднюю 
длин у сторон между наземными пунктами D,  то для определен
ности в дальнейшем будем полагать известными величины D, 
М  и ц.

ГГо этим данным нужно найти необходимую точность опре
деления хорд, число плоскостей синхронизации, максимальные 
расстояния до ИСЗ и величину большей полуоси орбиты (в пер
вом приближении — радиус круговой орбиты).

В о  втором варианте исходными данными служат ц, М  и Н  — 
высо та ИСЗ, т. е. рассматривается довольно частая ситуация со 
спутником, находящимся на орбите.

З д е сь  дело сводится к определению такой средней длины 
хордъ1 и такого числа плоскостей синхронизации, которые обес
печивают заданную точность М.

У читывая эквивалентность различных методов построения 
спутниковой триангуляции, составление проекта удобно вести 
для метода хорд, для которого формула (71.17) имеет вид

Отсю да найдем необходимую точность направления хорды 
т к . Комбинируя далее формулы (63.16) и (70.13), получим ряд 
значений для числа плоскостей синхронизации п и расстояний 
(высот) до ИСЗ при фиксированном D. При заданной высоте 
спутника варьируются число п и средняя длина хорды D.  Все 
полеченные значения составляют некоторую оптимальную об
лает ь решений, из которой с учетом других факторов и выбира
ется основной вариант.
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Следует помнить, что основные характеристики пр оекта, най
денные описанными выше способами, будут получены при неко
торых геометрических ограничениях, которые в ход« конкрет
ного проектирования и реализации проекта неизбежно изме
няются в ту или другую сторону. Таким образом, выбранные 
характеристики носят предварительный характер.

После того как средняя длина хорд (и, следовательно, сред
няя плотность наземных пунктов) будет установлена и на карту 
нанесены конкретные места расположения пунктов, а т а к ж е  гра
ницы зон видимости используемых ИСЗ, расчеты по о ценке точ
ности элементов и пунктов сети повторяются, но теперь уже 
в них используются конкретные геометрические показатели дан
ного проекта. На заключительной стадии составлени я проекта 
для строгой его оценки необходимо .использовать численное об
ращение матриц уравнений связи исходных и определяемых 
величин.



ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ  
КОСМИЧЕСКОЙ ГЕОДЕЗИИ  
И МЕТОДЫ ИХ РЕШЕНИЯ

Р а з д е л  6.

Г л а в а  20.
О Б Щ И Е  ДИНАМИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ  
КОСМИЧЕСКОЙ ГЕОДЕЗИИ

§ 73. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧ

Динамические задачи космической геодезии — это задачи, реше
ние которых основано на интегрировании уравнений динамики, 
т. е. дифференциальных уравнений возмущенного движения 
ИСЗ. Аналогично геометрические задачи, описанные в разделе
5, — задачи, решение которых основано на реализации геомет
рических соотношений.

В общие динамические задачи космической геодезии входит 
определение координат пунктов в общеземной системе коорди
нат, связанной с центром масс Земли, и определение и уточне
ние параметров внешнего геопотенциала в той же системе коор
д и н а т  по возмущенному движению ИСЗ. Методы решения этих 
за д ач  в зависимости от различного состава измерений основаны 
на преобразованиях векторного соотношения между геоцентри
ческим вектором ИСЗ, получаемым путем интегрирования урав
нений возмущенного движения спутника, топоцентрическим век
тором ИСЗ г', получаемым из наблюдений, и геоцентрическим 
вектором положения пункта рп:

г = - г ' - г р п. (73.1)

Современная аппаратура позволяет измерять следующие со
ставляющие тоноцентрического вектора ИСЗ: топоцентрическое 
прямое восхождение а ' и склонение б', топоцентрическое рас
стояние г' и радиальную скорость г'.

Ьчак принято в динамике, обозначим любую из этих величин 
через q (включая радиальную скорость г ' ) .  Пусть тогд аq — век
тор, составляющие которого — соответствующий набор вели
чин q. Обозначим также: р — вектор, составляющие которого — 
геоцентрические координаты наблюдательных пунктов; о — век
тор параметров геопотенциала; р0, сг0 — заданные (приближен
ные} значения этих векторов, подлежащие уточнению.

Пусть на ряд моментов времени из наблюдений получены 
значения дНабл, образующие вектор Янабл. Предположим также, 
что при известных сг0 и параметрах других негеопотенциаль- 
ных возмущающих факторов проинтегрированы уравнения воз
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мущенного движения ИСЗ с точностью, соответствующей точ
ности наблюдений, и с помощью р0 вычислены на каж ды й из мо
ментов наблюдений значения ^Выч, образующие вектор qBbi4. 
Тогда разность Янабл—Чвыч есть функция поправок в вектор на
чальных элементов орбиты й Э 0, в вектор координат пунктов- 
dp =  p—ро и в вектор параметров геопотенциала d o  =  o —Сто- 
Можно написать:

Чнабл =  q (3 o  +  d 3 o ,  po +  rfp , cr0 —j- d o ,  t)\

Чвыч =  Q (Э0, Po, &o, fy- (/3.2)
Линеаризация qHa6.4 дает:

Если обозначить l =  qBbi4—qHae.i, v — вектор поправок, то вы
ражение (73.3) можно записать в форме вектора уравненийпо-

минимизация которых по методу наименьших квадратов поз
воляет получить искомые поправки йО0, dp, da  и тем самым 
уточнить начальные элементы орбиты, координаты пунктов и 
параметры геопотенциала. Существенно, что уточненные поло
жения пунктов в данном случае получаются в одной и той же 
системе координат, начало которой находится в центре масс 
Земли — общеземной гринвичской системе. Это—следствие того, 
что уравнения (73.4) основаны на уравнениях движения И С З 
относительно центра масс Земли. Уравнения вида (73.4) состав
ляют основу о б щ е г о  д и н а м и ч е с к о г о  м е т о д а  космиче
ской геодезии.

На практике часто приходится иметь дело с обработкой на
блюдений, выполненных в интервале времени, в котором влия
нием погрешностей в принятых значениях параметров геопотен
циала можно пренебречь. Обычно этот интервал меньше одного 
периода оборота ИСЗ. Положив тогда d o  =  0, вектор уравнений 
поправок перепишем так:

Уравнения вида (73.5) составляют основу орбитального ме
тода космической геодезии, позволяющего уточнять начальные- 
элементы орбиты и координаты пунктов.

Предположим, что орбитальным методом обработаны ре
зультаты наблюдений на нескольких интервалах времени и 
в итоге получены уточненные векторы начальных элементов ор
биты Эоь Э02, ■ • • , отнесенные к моментам времени i \ ,  t2, . . .  
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Тогда разность Э02—Э01 =  бЭ2, i можно интерпретировать как 
возмущение вектора элементов орбиты за интервал времени 
/ 2— Такие возмущения, очевидно, являются в первую очередь 
функциями параметров геопотенциала. Эта идея положена в ос
нову определения и уточнения параметров геопотенциала по 
возмущениям орбит ИСЗ. Наиболее рациональная последова
тельность применения перечисленных методов следующая: 1) ор
битальный метод; 2) определение геопотенциала по возмуще
ниям орбит; 3) окончательная обработка всего массива измере
ний общим динамическим методом. Тем не менее каждый из 
методов может рассматриваться как самостоятельный.

В настоящее время применяются также два специальных 
частных случая общего динамического метода космической гео
дезии. В первом случае измеряется относительная скорость двух 
спутников (доплеровским методом вдоль расстояния между 
спутниками). При этом не возникает проблема введения атмос
ферных поправок, поэтому точность измерения взаимных скоро
стей гораздо выше, нежели измерение доплеровских скоростей 
с поверхности Земли. А так как измеренная разность взаимных 
скоростей двух спутников в силу интеграла энергии есть функ
ция геопотенциала, то подобные системы спутник — спутник 
позволяют выполнить дальнейшее уточнение геопотенциала.

Во втором случае топоцентрическое расстояние измеряется 
спутниковым высотомером по нормали к водной поверхности. 
Тогда, если из интегрирования уравнений движения ИСЗ в з а 
данной системе координат возмущенная орбита определена, то, 
приняв водную поверхность (после введения, конечно, всех ап
паратурных и геофизических поправок) за уровенную поверх
ность геоида, вдоль подспутниковой трассы может быть опре
делен профиль геоида.

Обязательное условие решения любой динамической з а 
дачи — выполнение всех вычислений в одной и той же системе 
координат, связанной с фиксированной на один и тот же момент 
времени точкой весеннего равноденствия.

§ 74. ВЫ ЧИ СЛЕНИ Е СВОБОДНЫХ ЧЛЕНОВ УРА ВНЕНИИ 
П ОПРАВОК В О РБИТАЛЬНОМ  И ОБЩ ЕМ  ДИ НА М И Ч ЕС К ОМ  
МЕТОДАХ

Пусть для ряда моментов времени

*о. *i. ■ ■ ■ , tj, ■ ■ ■ , tn (74.1)

из наблюдений получены значения q (для удобства здесь q — 
с к а л я р ) :

Ф 0, qtv qtv . . . .  qtj, . . . .  qta, (74-2)

в которых аппаратурные поправки и поправки за внешние ус
ловия будем считать введенными и каждое из которых отнесено
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к положению точки весеннего равноденствия у <;., соответствую
щему текущему моменту наблюдений tj. Будем считать, что мо
менты t j  даны либо в системе Международного атомного вре
мени IAT, либо в системе Всемирного согласованного времени 
UTC. Напомним, что q — любая из измеряемых величин, харак
теризующих топоцентрические положения или скорость И С З.

Выберем момент Т0, к которому отнесем фиксированную 
точку весеннего равноденствия у  о, определяющую положение 
инерциальной геоцентрической системы координат ( Т 0 — фунда
ментальная эпоха). Д ля удобства изложения положим:

Вообще это необязательно, можно, например, положить 
7’0=  1900, 0 январь, 12h ЕТ, или 2000, 0 январь 12\ ЕТ, или 1950, 
0 январь, 12h ЕТ в зависимости от удобства обработки конкрет
ных наблюдений.

Заданными величинами будем считать также следующие: 
для пунктов наблюдений — их геодезические широты В ,  дол

готы L  и высоты Я  над принятым эллипсоидом с большой по
луосью ае и эксцентриситетом меридианного эллипса е\

геоцентрическая гравитационная постоянная р, параметры 
геопотенциала С Пк, и параметры негеопотенциальных возму
щающих факторов;

прецессионно-нутационные параметры и координаты мгно
венного полюса на интервале наблюдений.

Опишем поэтапно последовательность вычислений.
П е р в ы й  э т а п .  По формулам (2.24) преобразуем геоде

зические координаты пунктов В, L, Н  в гринвичские координаты 
Х п, У„, Z n. Затем, преобразовав моменты tj  из системы UTC 
в систему UT1, находим истинное гринвичское звездное время 
S j  относительно точки весны У о для каждого из моментов t j . n o  
формуле (2.3). Д алее вычисляем координаты пунктов в геоцен
трической инерциальной системе, отнесенной к У 0*

о® — угловая скорость вращения Земли.
В т о р о й  э т а п .  По формулам учета влияния прецессии, ну

тации и движения полюсов (§§ 1, 2) редуцируем наблюденные 
топоцентрические величины q j = q j Y j  к точке весны Уо-

(74.3)

(74.4)

и составляющие скоростей пунктов:

<7/ =  ? lY /^< 7 /Y o- (74.6)'
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Редуцированные значения q , \ .  обозначим
Т о

P i  Y o  s  набл- (74.7)

Т р е т и й  э т а п .  Методами, описанными в § 27, используя
q набл ( а 'н а б л ,  б 'н а б л  ИЛИ а 'н а б л ,  б 'н а б л ,  г ' н а б л ) ,  ВЫЧИСЛЯЮТ ЭЛеМеНТЫ
предварительной орбиты. Целесообразно также выполнить пред
варительное уточнение элементов орбиты, отнеся их к моменту 
U —То. Обозначим теперь эти элементы через Эо*, k — 1, 2,. . . ,  6. 
Выполняем преобразование [формулы (26.5), (26.6)]:

Эо*=1, г....... г/о. г0; х 0, у 0, z0. (74.8)

Ч е т в е р т ы й  э т а п .  С начальными условиями

численно интегрируем уравнения возмущенного движения ИСЗ

с учетом всех заданных возмущающих факторов. В целях га
рантирования высокой методической точности численного интег
рирования целесообразно применить неявный одношаговый ме
тод Эверхарта. Если интервал [f0, tn] достаточно мал, то может 
быть использован какой-либо более простой метод, например, 
Адамса. Вопрос о выборе метода численного интегрирования 
должен решаться, исходя из конкретного набора измерений, их 
точности, целей дальнейшего использования конечных резуль
татов. В результате интегрирования уравнений (74.10) вычис
ляются значения координат и скоростей Xj, yj ,  zy, Xj, г/j, Zj на 
моменты наблюдений tj.

П я  т ы й  э т а п .  Используя полученные из интегрирования 
координаты и скорости ИСЗ, а также координаты пунктов и со
ставляющие их скорости, находим вычисленные значения топо
центрических координат и скоростей спутника для каждого из 
моментов и каждого пункта:

х '  =  х — х„; у '  — у — у п\ z' =  z — zn\ (74.11)

х '  — х — х„; У' =  У— Уп, z ’ — z.

Затем  находим «вычисленные» значения qBbl4'.

(  Х° \  
г0 =  Уо

V г0 /
(74.9)

(74.10)

ос' =  arctg (у' /х'); б' =  arctg ( z 7  х '2 +  у ’2); (74.12)
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Наконец, находим свободные члены уравнений поправок
(73.4) или (73.5)

1 =  Увыч ?набл- ( 7 4 .1 3 )

§ 75. В Ы Ч И С ЛЕ Н И Е  КОЭФФИЦИЕНТОВ УРАВНЕНИЙ 
ПОПРАВОК В О РБИ ТА Л ЬН О М  И ОБЩ ЕМ ДИ НА М И ЧЕСКОМ  
МЕТОДАХ

Ш е с т о й  э т а п .  Вычисление коэффициентов при поправках 
в начальные элементы орбиты. Член -  ^  d 3 0 в уравнениях

(73.4) и (73.5) в скалярной форме может быть записан так:

дд/ дЭ к

дЭк дЭ0кfe=i
с&ок• (75.1)

Коэффициенты —-t-  могут быть вычислены по правилу (ин- 
дЭ к

дексы опустим):
dq __ dq dx' дх . dq ду' ду dq дг' дг
5Э _  dx' dx дЭ ду' ду дЭ дг' дг дЭ '

Первые сомножители в (75.2) определяют путем дифферен
цирования первых трех формул (74.12).

Вторые сомножители вследствие параллельности осей гео
центрической и топоцентрической систем равны единице:

д ( х ' , у ' , г ' )  = 1  ^? 5 3 )
д (х ,  у ,  г)

Если q =  r', то на основании (74.11) и (74.12) с учетом (75.3) 
производная (75.2) принимает вид

дг' дг' дх . dr' dy  . dr’ dz' ,
дЭ дх' d 3  d y ’ ЭЭ dz' d3

+ — 4 г + — - 4 г + ^ 4 г '  <7 5 -4 >dx' дЭ Qy’ аэ Qi дЭ

где первые сомножители находят путем дифференцирования чет
вертой формулы из (74.12).

dx dxТретьи сомножители в и д а ------ , . . . , ------ , . . . вычисляют
дЗ  дЭ

путем дифференцирования формул (26.5) и (26.6), связы ваю 
щих координаты и составляющие скорости с элементами ор
биты.

Существенно, что при вычислении значений - во все ука
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занные соотношения подставляются возмущенные значения ко
ординат ИСЗ или элементов орбиты.

Коэффициенты -  называются и з о х р о н н ы м и  п р о - 
дЭ0 k

и з в о д и  ы ми  — производными от текущих (возмущенных) эле
ментов орбиты по начальным (невозмущенным) элементам. 
В данном случае чаще всего достаточно учитывать вековые воз
мущения от второй зональной гармоники геопотенциала и ат
мосферы, если спутник движется в верхних слоях атмосферы. 
Тогда

£2 =  £20 - | - £2̂ ;  ®  =  ®о +  М 0 =  Л10о +

+  0 „у2 +  ЛГоа) t +  ~  прР"'

а  =  а 0 +  a Kt ; e =  e0 +  eAt ,  (75.5)

где скорости вековых движений Qj2, соJt, M 0j 2 определяются

формулами (51.3), а скорости М 0А, аА, /А — формулами (52.8),
(52.12). Так как скорости вековых движений элементов зависят 
только от позиционных элементов орбиты, то мы будем иметь 
следующие изохронные производные:

да -  1 4 - даА да да а
да0 да

Л

о

де
да0

d e ^ i
да0

де

~ д й
=  1 +  деА t- 

де

dQ dQj^ dQ < ^ 2  , dQ
да0 да„

дш d ®J2
да0 да0

д ( ‘д М в \

де0 де0

t: дш к

din
dQ J 2 

di0

дш
де0 де0 

U j 2 ~Ь М 0а +

<Эв0 да0

д “г Л̂ оА +  ntS^

duj .
di0 di0 

у. д М 0
де0

dQ

дш

d(00

=  1:

(75.6)

дМ о 
di„

т "а0
din t;

ю *

дМ  о 
дМ  по

1.
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Производные в правых частях вычисляются путем дифферен
цирования формул для вековых возмущений (51.3), (52.8),
(52.12). Остальные производные здесь равны нулю. Заметим, 
что в тех случаях, когда уточняются не начальные элементы 
орбиты, а начальные условия движения, изохронные производ
ные заметно усложняются. Поэтому выгоднее уточнять элементы 
орбиты.

С е д ь м о й  э т а п .  Вычисление коэффициентов при поправках 
в координаты пунктов. Член ~ ~ d p  в уравнениях (73.4) и (73.5) 

запишем в скалярном виде:

- ^ ~ d X „  +  - ^ - d Y n +  - ^ - d Z B. (75.7)
д Х п 3 Y  п dZn

Обозначив для краткости через (р) любую из гринвичских 
координат Хп, Yu, Zn, любой из коэффициентов при поправках 
запишем так:

dq __ dq dx' dxu___ dq dy' d yn , dq dz' dz„
d(p) dx' dx n d(p) dy' d yn d i p ) dz' d z„ d (p) '

(75.8)

причем на основании (74.4)

dzn _  dzn _  dz„ _  dxn _  dy„ _  Q ^ g
dZ n d X n d Y  n dZa dZ„

Остальные производные дх" , дх" , ~ Уп , дуп- вычис- 
F а х п dY  п d X n dY  п

ляются путем дифференцирования преобразований (74.4). Вто
рые сомножители равны единице:

< L . =  — 1. (75.10)
д  (*П> Уп> г п)

г ,  dq dq dqПервые сомножители вида —— , —— , -----вычисляются так
dx' dy' dz’

же, как и в шестом этапе. Кроме того, если q = r ' ,  то к (75.8) 
следует добавить члены вида

dr' dx' d x n dr' dy' d yn

dx' dxn d (p) dy' dyn & (P)
(75.11)

где под (p) понимаются только X n, Уп; вторые сомножители 
равны — 1; первые сомножители ищутся из дифференцирования 
четвертой формулы (74.12).

В о с ь м о й  э т а п .  Этот этап относится только к общему ди
намическому методу и заключается в вычислении коэффициен
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тов при поправках в параметры геопотенциала. Пусть скаляр 
Опк— любой из параметров геопотенциала Спк, S nh■ Тогда член
в (73.4) вида ~ ^ ~ d a  в скалярной форме в соответствии с раз

ложением геопотенциала мы должны записать так:

У У - т 1- ^ ’ (75Л2)и—j  L—t donk 
п= 2  k=0

причем бесконечный верхний предел суммирования по п  заме
няется некоторым конечным числом N.  В соответствии с совре
менными знаниями о геопотенциале максимальное значение N  
больше 30. Коэффициенты в (75.12) при d o nu можно предста
вить к а к  производные неявной функции:

dq = у  дд дЭВ ' (75.13)
JL-л d3s donkd&nk s= l

Т а к  как возмущенные значения элементов орбиты в соответ
ствии с методом малого параметра можно представить в виде

оо п
Э 5 =  Э5о -j- X  -f- (члены высших порядков),

п = 2  k =0

(75.14)

то
дЭs

а о „ ,  ' 6 Э ^  ( 7 5 ' 15)

где в Э — возмущения первого порядка от параметра ank, 
определяемые по формулам вида (36.7). Вычисление производ
ных dq ■ было объяснено выше. Таким образом 

дЭ«

п= 2 ft=0 n=2A=0 s = l

§ 76. О  Р Е Ш Е Н И И  УРАВНЕНИЙ ПОПРАВОК ОБЩ ЕГО 
Д И Н А М И Ч Е С К О Г О  И ОРБИ ТАЛЬНО ГО  МЕТОДОВ

Сумм:ируя все результаты, запишем уравнения поправок общего 
динамического метода космической геодезии в следующей 
форме:
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+ - T t dZ-+
n = 2 Л=0 s =1

+  +  (<7/ выч — Qj набл) =  Vj.  (76.1)

Уравнение (76.1) записано для /-й измеряемой величины <7j 
в случае наблюдения одного спутника с одного пункта. Неизве
стными являются шесть поправок в элементы орбиты с?Э05, три 
поправки в гринвичские координаты пункта dX„, d Y u, d Z n и 
( Af +l )  (N  +  2 ) /2—-3 поправок в параметры геопотенциала. Всего 
(N + 1) (JV +  2)/2 +  6 неизвестных. Очевидно, что если число изме
ренных величин <7j превышает число неизвестных, то уравнения
(76.1) могут быть решены по методу наименьших квадратов 
под условием [tw]=min или \pvv] = min, где р — веса измерен
ных величин.

Если наблюдения одного и того же спутника выполнялись 
с т  пунктов, то уравнения вида (76.1) следует дополнить та 
кими же уравнениями для каждого из пунктов. Число неизве
стных в этом случае станет равным (N + 1) (iV +  2 ) /2 - f - 3 ( m + 1). 
Если же с каждого из т  пунктов наблюдалось / спутников, то, 
составляя уравнения вида (76.1) для каждого пункта и  каждого 
спутника, мы будет иметь дело с ( N + \ )  ( N + 2 )  /2 +  3 ( т  +  21— 1) 
неизвестными. Пусть, например, наблюдалось пять спутников 
с десяти пунктов; положим, что N  = 30. Тогда нужно определить 
517 неизвестных. Как показывает практика, при столь большом 
числе неизвестных число уравнений поправок долж но быть не 
менее чем в два раза больше, так как небольшая пе реопреде
ленность системы уравнений вида (76.1) обычно не позволяет 
получить достаточно уверенных результатов. Однако д а ж е  при 
существенно большой переопределенное™ в решении столь гро
моздких систем уравнений могут возникать значительные кор
реляции между различными неизвестными. При разном составе 
измерений, распределений измерений во времени, распределении 
пунктов на земной поверхности упомянутые зависимости могут 
оказаться самыми разнообразными. Отметим, что этот  вопрос 
к настоящему времени полного решения не имеет из-за  чрез
мерной громоздкости задачи.

Дело значительно упрощается, если от общего динамического 
метода перейти к орбитальному методу космической геодезии. 
Как уже отмечалось, интервал времени, на котором выполня
ются наблюдения, в большинстве случаев должен быть меньше 
одного периода оборота ИСЗ так, чтобы {N +  1) ( N + 2 ) / 2 —3 не
известных поправок в параметры геопотенциала в уравнениях 
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(76.1) можно было отбросить. Тогда уравнения будут содер
жать только 3 ( т  +  2/) неизвестных. Если взять предыдущий 
пример, то вместо 517 неизвестных мы будем иметь дело лишь 
с 30 неизвестными и решение уравнений (76.1) заметно упро
щается. Тем не менее проблема выявления зависимостей между 
неизвестными остается и в данном случае. Ее решают в про
цессе практической реализации орбитального метода на кон
кретном наблюдательном материале.

§ 77. О П РЕ Д Е Л Е Н И Е  ПАРАМЕТРОВ ГЕОПОТЕНЦИАЛА 
ПО ВОЗМ УЩ ЕНИЯМ  О РБИ Т СПУТНИКОВ

Пусть дана некоторая последовательность орбитальных дуг 
ИСЗ, каждая из которых меньше одного витка настолько, что 
любыми ошибками в значениях возмущающих параметров 
можно пренебречь. Предположим, что по данным наблюдений 
каждой орбитальной дуги реализован орбитальный метод: уточ
нены начальные элементы орбиты и координаты пунктов, с ко
торых выполнялись наблюдения. При этом каждая система уточ
ненных элементов отнесена к некоторому моменту — эпохе 
оскуляции, содержащемуся внутри интервала времени, соответ
ствующего данной орбитальной дуге. Каждую эпоху оскуляции 
считаем отнесенной к одной и той же точке весны. Последова
тельность уточненных систем элементов расположим в следую
щем виде:
Номер орбитальной дуги . . .  0 1 2 . . . .  j . . . .  q
Момент оскуляции .................  t0 ti t2 . . . .  // . . . .  tq
Вектор уточненных элементов Э0 Эх Э2 . . . .  Э,- . . . .  Эч

Предполагают, что t o < t \ < t 2< . . .  Любую разность Э*.— Э т 
можно рассматривать как возмущение вектора элементов ор
биты за интервал времени 4 — tm. Будем считать, что разность 
любых двух соседних моментов оскуляции всегда больше лю
бого из интервалов времени, соответствующего той или иной 
орбитальной дуге. Тогда на всяком промежутке времени между 
двумя любыми эпохами оскуляции при предвычислении возму
щенных элементов орбиты пренебрегать ошибками в значениях 
возмущающих параметров нельзя. Это позволяет на основании 
сравнения наблюденных и вычисленных элементов орбиты уточ
нить значения возмущающих параметров. Основой для состав
ления уравнений поправок в данном случае являются аналити
ческие формулы для возмущений элементов орбиты ИСЗ. Д а л ь 
нейшие вычислительные операции заключаются в следующем.

Приняв эпоху оскуляции t 0 за начальный момент, а Э0 — 
за начальный вектор элементов орбиты, интегрируют дифферен
циальные уравнения для оскулирующих элементов орбиты с уче
том всех заданных параметров геопотенциала и всех остальных 
заданных возмущающих параметров: 

г.
Э/ =  Э0 +  (' Эd t ,  / =  1, 2 , . . . , q. (77.1)

f|>
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Через Э мы обозначили вектор правых частей уравнений 
Лагранжа или Ньютона (§ 33, 34). Здесь опять-таки целесооб
разно использовать один из современных численных методов, 
в частности метод Эверхарта, в целях обеспечения наивысшей 
методической точности интегрирования.

Для удобства записи теперь будем использовать скаляр Э 
для обозначения любого из элементов орбиты. Любой элемент, 
полученный после интегрирования (77.1), будем считать «вы
численным» — Эвыч, а любой уточненный элемент — «наблюден
ным» — Энабл*

Для каждой эпохи оскуляции tj составляют разности «вы
численное минус наблюденное»

/ /Э  =  Э /в ы ч  —  Э / набл> (7 7 .2 )

которые рассматривают как свободные члены уравнений по
правок.

Установим вид уравнений поправок, используя указанные 
в § 51 обозначения для вековых ■6Э, долгопериодических 6 Э и
короткопериодических 6Э возмущений. Д ля каждой эпохи оску
ляции можно написать:

Э/ =  Э0 +  6Э/0  +  йЭ/е -f бЭ/ф +  6Э/, (77.3)

где знаком ®  обозначены возмущения, вызванные геопотенциа
лом; 53 ; — суммарное возмущение, вызванное остальными воз
мущающими факторами. На основании (77.3) напишем:

Э /  набл Э j выч — (Э 0 Эо) (бЭуф набл ^ Э /ф  выч) "f"

(бЭ/0  набл---6Э/® выч) -f- [(бЭ/ф +  бЭ/)набл — (®/® +  бЭ/Хыч]-
(77.4)

Так как влияние вековых и долгопериодических возмущений 
значительно больше влияния короткопериодических и негеопо- 
тенциальных возмущений, то последний член в квадратных скоб
ках в (77.4) в первом приближении можно отбросить. Первый 
член (Э 0—Эо),  который формально обращается в ноль, следует 
заменить на поправку АЭ0 элемента в начальную эпоху оскуля
ции t0. Разности наблюденных и вычисленных вековых и долго
периодических возмущений зависят от поправок в параметры 
геопотенциала. Обозначим, как в § 51

6Э =  5  (f _ * 0); б Э = Е ^ т  “ ! /ЛЮ, (77.5)т  Sill

где Э — скорость векового движения элемента; Fm— амплитуды 
его долгопериодических возмущений. Тогда (77.4) можно пере- 
296



писать так:
_l. _  cos

Э / н а б л  — Э / в ы ч  =  Д Э 0 +  Д Э ( *  — f 0) +  Z  Д F m _ ;n  «1(0, (77.6)
т  Ь1Н

где ДЭо — поправка начального значения элемента; ДЭ и AFm — 
поправки в скорость векового движения и в амплитуды долго
периодических возмущений, вызванные поправками в параметры 
геопотенциала. На основании формул (51.6) и (51.18) можно 
написать

A3 =  a 2AJ2 +  a 4A/ 4 +  a eAye+  . . . , (77.7)

Д ^ т  =  рГ>Д/ 3 +  Р5т )Д Л +

где Д / — поправки в зональные коэффициенты геопотенциала; 
коэффициенты а , р определяются теорией возмущений и явля
ются известными функциями позиционных элементов орбиты.

Поскольку все возмущения действуют совместно, в уравне
ния вида (77.6) мы обязаны включить члены, зависящие от по
правок в амплитуды предельных долгопериодических возмуще
ний— резонансных или псевдорезонансных. На основании фор
мул (51.22) обозначим эти члены так:

ДбЭф =  Z  (тя*ДСп* +  ynkbSn*); (77.8)
nk

— 1э ~~А^~ S*n ^ nft ^  ^  B nk]
где у'пк =  : (77.9)

( — а )  — cos [A nk (t — to) В nk]
Ank

\ nk ' cos \.Ank {t— 10) -f- Bnk\
= .  A nk
Ynk— d'

( — L I )  nk sin [Ank ( t— ô) +  Bnk]
A nk

Знак  «*», как и в § 51, означает, что принимаются во вни
мание лишь члены с делителями A n h <  1, A n k-+-0. При этом де
лители A n h определяются формулой вида (51.21). Величины 
ДCnh и ASnh — поправки к коэффициентам долготных гармоник 
геопотенциала, вызывающих резонансные возмущения (вклю
чая долгопериодические) в орбите данного ИСЗ.

Уравнения поправок для произвольного элемента орбиты 
одного и того же спутника имеют вид

„  cos
Д Э *  +  Д Э ( < — g + Z  Д ^ т  • т < в  +  Д 6 Э е  +  / э  =  0. ( 7 7 .1 0 )

т  S in
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Неизвестными здесь являются: ДЭо — поправка элемента ор
биты для начальной эпохи оскуляции; ДЭ — поправка к скоро
сти векового движения элемента; ДFm — поправки к амплиту
дам долгопериодических возмущений, вызванных нечетными 
зональными гармониками; поправки к амплитудам долгопериоди
ческих и резонансных возмущений, входящих в ДбЭф , вызван
ных коэффициентами долготных гармоник геопотенциала.

Предположим, что задана переопределенная система уравне
ний поправок вида (77.10), которая решена под условием [vv] =  
=  min или [puu] =  min известными методами математической об
работки наблюдений. Считая тем самым, что перечисленные не
известные найдены, по формулам вида (77.7) — (77.9) можно 
найти соотношения для определения поправок в четные и не
четные зональные и в некоторые долготные коэффициенты. Од
нако если использовать лишь один спутник, то по возмущениям 
его орбиты можно уточнить весьма ограниченное число коэффи
циентов геопотенциала. Это объясняется тем, что коэффициенты 
в перечисленных выше формулах при поправках в параметры 
геопотенциала — функции медленно меняющихся элементов 
орбиты; в результате получим уравнения с почти не меняю
щимися коэффициентами. Это, в частности, означает, что к а ж 
дой конкретной орбите ИСЗ соответствует своя, наилучшим об
разом подходящая, система параметров геопотенциала. Поэтому 
для уверенного определения достаточно большого числа попра
вок в параметры геопотенциала уравнения вида (77.10) дол
жны быть составлены по орбитальным данным многих спутни
ков с разными элементами орбиты.

Д ля заатмосферных спутников с высотами по крайней мере 
больше 2000 км формула (77.1) означает интегрирование урав
нений Лагранжа, для внутриатмосферных спутников — уравне
ний Ньютона. В последнем случае в уравнения поправок (77.10) 
следует включить члены, содержащие неизвестные поправки за 
остаточное влияние атмосферного торможения, которые необхо
димо искать совместно с поправками в параметры геопотен
циала.

Под элементами Э в уравнениях поправок (77.10) понима
ются только элементы Q, со, i, е. Большая полуось а не исполь
зуется, так как она содержит только короткопериодические воз
мущения. Среднюю аномалию обычно не используют, так как 
этот элемент удобен для изучения верхней атмосферы, когда 
геопотенциал на заданном уровне точности уже известен.

Тогда из решения уравнений (77.10) определяются: AQo, Дсоо, 
At'o, А^о — поправки к начальным значениям указанных четырех
элементов; Д£2, Aw — поправки к вековым движениям узла  и пе
рицентра; AFm3 — поправки к амплитудам долгопериодических 
возмущений в Q, со, t, е и поправки к амплитудам долгопериоди
ческих и резонансных возмущений в тех же элементах от дол
готной части геопотенциала.
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Пусть по орбитальным данным одного ИСЗ найдены только
величины AQ, Асо и наибольшие значения AFa , A Fa , A Ft,  A Fe. 
Тогда формулы (77.7) дадут две системы уравнений вида

(77.11)

позволяющие уточнить лишь параметры / 2, /4  и / 3, / 5, / 7, / 9. 
На результаты определения этих параметров окажут влияние 
неопределяемые отброшенные члены, обозначенные в (77.11) 
многоточием. Орбитальные данные I спутников с разными эле
ментами орбиты дадут нам / пар уравнений вида (77.11), что 
позволит определить 21 четных и 41 нечетных зональных коэф
фициентов. Аналогичным образом каждый из спутников позво
лит определить на основе формул (77.8), (77.9) соответствую
щую ему подходящую пару почти резонансных коэффициентов 
Cnk, S nh-

Следует учитывать, что на спутниковых высотах геопотен
циал оказывается сглаженным. Как показывает более чем 25- 
летний опыт изучения геопотенциала по возмущениям орбит 
спутников, он достаточно уверенно определяется примерно до 
14— 16-й гармоники. Следующие гармоники целесообразно оп
ределять совместно по спутниковым и наземным данным с при
влечением спутниковой альтиметрии и с использованием систем 
спутник — спутник. Однако гармоники низких порядков по спут
никовым данным определяются и уточняются с наибольшей воз
можной точностью.

Возникает вопрос, каков должен быть интервал времени, со
держащий орбитальные данные, чтобы современные значения 
параметров геопотенциала могли быть уточнены? Это значит, 
что з а  данный интервал времени в предвычисляемых элементах 
орбиты должна накопиться значительная погрешность из-за не
точного знания геопотенциала, что, в свою очередь, приводит 
к определению с достаточной надежностью свободных членов 
уравнений (77.10), а отсюда к уверенному определению искомых 
неизвестных. Следует иметь в виду, что математически строго 
однозначного ответа на этот вопрос пока дать нельзя. Тем не 
менее, исходя из опыта, можно оценить нижнюю границу т а 
кого интервала времени. Современные модели геопотенциала
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получены с использованием орбитальных дуг, распределенных 
на промежутках времени в среднем в несколько месяцев. Исходя 
из сказанного, следует считать, что искомый интервал времени 
должен превышать наибольший из интервалов, использованных 
при построении модели геопотенциала, которую мы собираемся 
уточнять. В противном случае нельзя будет гарантировать до
статочно надежного определения разностей «наблюденное ми
нус вычисленное».

§ 78. Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  СВЕДЕН ИЯ О СУЩНОСТИ 
РЕЗОН А НСНЫ Х  ВОЗМ УЩ ЕНИЙ

Используя выражение (51.20), возмущения в элементах орбиты 
можно представить в виде

йЭ0х =  ^  ^ nk {Cnk sin [ А (t— 10) -f- Bnk] —
nk

— Snk cos [Ank {t— ô) +  Bnkl} > (78.1)

где бЭФх —■ произвольное возмущение от долготной части гео
потенциала; Rnh/Anh — амплитуда возмущений; А пи —  частота 
колебательного движения; В пи — фаза, являющаяся произволь
ной постоянной; Спи и S nu — параметры гравитационного поля 
Земли.

Частота А пи входит в знаменатель амплитуды и в случае, 
если Anh->~0 , амплитуда R n k /A nk и период колебаний 2 n / A nh бу
дут стремиться к бесконечности. Это и определяет математиче
скую сущность резонанса.

Знаменатель A nh имеет следующий вид:

A nk =  — k  ^  (п  -|- М С2 о) -\-k ® М 0 С20 +  Ш С20—

[/I— 2 ( т  +  s -J- <?)] а>с20. (78.2)

где п, k , т, s, q, j  — целочисленные индексы суммирования; 
и е — угловая скорость Земли; п  — среднее движение спутника; 
М С20, М Ос20. Qc2o и ®С2о — вековые изменения соответствую
щих элементов, обусловленные второй зональной гармоникой.

В соответствии с принятой классификацией различают три 
типа резонансов:

I — резонанс между средним движением ИСЗ п и угловой 
скоростью вращения Земли со©:

A n l =  j (п  + М С20 +  й С20 +  (oC20J — k(oe  ^1 Н 20 ~ —)  ~  °-

(78.3)
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Отметим, М С20> ^ с 2о’ wc2о по отношению к п  имеют 
порядок 10_3.

II — резонанс, при котором в угловой скорости вращения 
Земли учитывают движения линии узлов. А именно

- й С2аж 0. (78.4)

Этот резонанс принято называть резонансом «t-типа» в связи 
с тем, что величина регрессии линии узлов непосредственно з а 
висит от наклона орбиты i. Отметим, что для экваториальных 
спутников резонанс «i-типа» не отличается от резонанса I типа.

III — при этом резонансе в угловой скорости Земли учиты
вают как движение линии узлов, так и линии апсид:

—  QC2 0— ®C20] « 0 - (7 8 -5)

Резонанс этого типа принято называть резонансом «е-типа».
Выражения (78.3) — (78.5) с точность до 10_3 сводятся к об

щему выражению

A nkt t j n — k со0 л;О. (78.6)
С этим упрощенным знаменателем мы и рассмотрим более 

подробно структуру возмущений (78.1).
Пусть в (78.6) / =  0, тогда для близких ИСЗ члены с таким 

знаменателем дают возмущения, на порядок превосходящие по 
амплитуде короткопериодические возмущения, и общий период 
таких возмущений составляет около суток. Максимальные ам 
плитуды и периоды дают низкие гармоники со вторым индек
сом k = \ ,  2. С увеличением порядка гармоники для низких ИСЗ 
и с увеличением высоты спутника над поверхностью Земли воз
мущения рассматриваемого типа по величине амплитуды и по 
периоду приближаются к короткопериодическим. Большая полу
ось орбиты рассматриваемого типа возмущений не имеет. Воз
мущения этого типа чаще всего классифицируют как долгопе
риодические, иногда их называют резонансными возмущениями 
I типа.

Пусть в любом из (78.3) — (78.6) ]'ф0. В этом случае наряду 
с короткопериодическими возмущениями от всей совокупности 
гармоники у некоторых спутников от вполне определенных гар 
моник со вторым индексом k  появляются резонансные возму
щения, когда А пи становится малой величиной, т. е. на основа
нии (78.6) это происходит, когда

k/j «  я/со®. (78.7)
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Более строгие условия можно записать с использованием 
выражений (78.3) — (78.5). Такие условия возникают тогда, 
когда среднее движение ИСЗ и средняя угловая скорость в р а 
щения Земли соизмеримы. Назовем основной резонансной по
следовательностью отношения средних движений ИСЗ п  и сред
ней угловой скорости Земли соф в правой части (78.7) равными

15, 14, 13, . . . , 2, 1. (78.8)

Эта последовательность соответствует спутникам с вполне 
определенными периодами, равными соответственно 2я/15ш©; 
2я/14сое; . . . ;  2я/со0 . Основная последовательность дает вто
рой индекс гармоники k. В самом деле, равенство (78.7) вы
полняется при фиксированном / =  1, если второй индекс гармо
ники k  =  15, 14... Если же мы будем перебирать индекс / =  2, 3 . . . ,  
то второй индекс гармоники должен удваиваться, утраиваться 
и т. д.

Равенство (78.7) не изменится, если мы его умножим на 
любое целое число /, а именно

k / l j «  п//(оф. (78.9)

В правой части (78.9) отношение п//о>е можно рассматри
вать как соизмеримость среднего движения ИСЗ п с I оборо
тами Земли. В этом случае индекс / умножается на число обо
ротов I, а индекс k  при этом остается фиксированным.

Последовательность (78.8) соответствует вполне определен
ным большим полуосям орбит, которые и определяют среднее 
движение ИСЗ п.

При определении резонансных возмущений можно строго до
казать, что множеству орбит, заданных большой полуосью а, 
вблизи основной резонансной последовательности соответствует 
определенная последовательность малых чисел

615. £14> • • • ) £2> ei (78.10)

такая, что если

\ A nk\<.Zm, (78.11)

то задача по определению возмущений с применением класси
ческих аналитических методов становится некорректной по от
ношению к переменной а, т. е. небольшим изменениям Да соот
ветствуют большие возмущения во всех элементах орбиты.

С л а б ы м  (shallow) резонансом называют такой, при кото
ром выполняется неравенство

|Л я* | > е т . (78.12)
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О с т р ы м  (deep) резонансом называют такой, при котором

(78.13)

В дальнейшем, при изложении проблем определения коэф
фициентов долготных гармоник по резонансным возмущениям, 
будем иметь в виду только слабый резонанс. При определении 
резонансных амплитуд и периодов в этом случае пригодны вы
ражения (78.1), полученные на основании классической тео
рии.

Д л я  определения амплитуд и периодов резонансных гармо
ник при остром резонансе необходимо создавать специальные 
резонансные теории, т. е. выражения (78.1) в этом случае не
пригодны. Ввиду отсутствия общности в резонансных теориях 
и слабой изученности явления острого резонанса определения 
коэффициентов долготных гармоник с использованием явления 
острого резонанса здесь рассматриваться не будут.

Рассмотрим физический смысл резонансных явлений. Пусть 
имеются две физические системы L n и L m с набором частот соп 
и (От- Они связаны между собой некоторой функцией /, которая 
может из одной системы в другую передавать частоту, а следо
вательно, и энергию. Система Ьт резонирует с системой L n, 
если вынужденные колебания системы L n при помощи функции 
/ возбуждают колебания с такими же частотами (или кратными 
им) в системе L m. При этом с помощью функции f происходит 
передача энергии из системы L„ в систему L m.

Пусть Lm —  орбита с движущимся по ней спутником, L n — 
аномалии гравитационного поля Земли, f  — гравитационные 
силы. Предположим, что Земля не имеет вращательного движе
ния вокруг оси, т. е. сое =  0. Кроме того, предположим, что ли
нии узлов и апсид не перемещаются, т. е. £2с2о =  ®С2о =  На ос
новании (78.6) в этом случае при / =  0 знаменатель А пк =  0 , т. е. 
члены этого типа дают возмущения с бесконечно большими амп
литудами и периодами. Физически это означает, что след ор
биты ИСЗ на поверхности Земли представляет собой замкну
тую линию. Следовательно, аномалии гравитационного поля 
Земли действуют на орбиту ИСЗ строго периодически, возбуж
дая в ее элементах возмущения с периодом, кратным периоду 
замыкания следа орбиты ИСЗ.

В действительности, в связи с тем, что Земля вращается и 
линии узлов и апсид перемещаются, следы спутников на по
верхности Земли имеют вид спиральных разомкнутых траекто
рий. Но в некоторых случаях он может замыкаться. Это проис
ходит тогда, когда среднее движение ИСЗ п и средняя угловая 
скорость Земли близки к соизмеримости, а точнее, когда выпол
няется одно из условий (78.3) — (78.5).

Так, например, след спутника с периодом обращения 7’ =  2h 
через каждые 12 оборотов будет строго замыкаться. Тогда ясно,
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что через каждые 12 оборотов спутник занимает одно и то же 
положение относительно Земли. В этом случае на фоне хаоти
чески действующих возмущающих ускорений от гравитацион
ного поля Земли выделяются строго периодические возмущ аю
щие ускорения, вызванные периодичностью повторений одного и 
того же положения системы Земля — спутник. Эти периодиче
ски повторяющиеся возмущающие ускорения и вызывают в эл е 
ментах орбиты резонансные возмущения с периодом, кратным 
периоду замыкания следа орбиты спутника.

Слаборезонансные ИСЗ, как показывают наблюдения, имеют 
периоды резонансных возмущений в несколько суток и ампли
туды, достигающие сотен метров.

§ 79. Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  СВЕДЕНИЯ ОБ О П РЕД ЕЛ ЕН И И  
КОЭФФИЦИЕНТОВ ДО ЛГОТН Ы Х  ГАРМОНИК ГЕОПОТЕНЦИАЛА 
ПО РЕЗОН А НСНЫ М  ВОЗМ УЩ ЕНИЯМ

Первые успешные'попытки определения коэффициентов долгот
ных гармоник геопотенциала по резонансным возмущениям были 
предприняты еще в середине 60-х годов. За последние двадцать 
лет существенно повысилась точность наблюдений ИСЗ, накоп
лен значительный опыт использования спутниковых данных при 
изучении тонкой структуры гравитационного поля Земли, в оп
ределении коэффициентов долготных гармоник геопотенциала 
по резонансным возмущениям. Такие определения стали систе
матическими, и они позволили получить коэффициенты довольно 
высоких гармоник потенциала Земли.

Однако использование резонансных возмущений при изуче
нии гравитационного поля Земли в широких масштабах натал
кивается на ряд существенных трудностей как теоретического, 
так и практического характера. Преодоление этих трудностей — 
дело ближайшего будущего. Поэтому здесь излагаются только 
твердо устоявшиеся приемы и положения методики использова
ния резонансных явлений при определении коэффициентов гео
потенциала.

Как это следует из § 78, в резонансе с элементами данной 
орбиты находятся все гармоники, имеющие второй индекс k, 
реализующий одно из соотношений (78.3) — (78.5). Поэтому при 
определениях коэффициентов гармоник используют такие ИСЗ, 
у которых на фоне всей совокупности резонирующих гармоник 
явно выделяются одна-две резонансные гармоники. Это легко 
обнаруживается из предварительного теоретического анализа 
резонансных возмущений конкретного ИСЗ. В противном слу
чае проблема разделения влияния гармоники (проблема сепа
рации) остается такой же сложной, как и при использовании 
короткопериодических возмущений.

Коэффициенты гармоник, полученные по резонансным воз
мущениям, характеризуют реальную структуру гравитационного 
поля Земли только в случае, если резонансные определения про- 
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изводятся на основании орбит с различными наклонами i, раз
ными значениями эксцентриситета е и большой полуоси а.

В противном случае значения коэффициентов представляют 
собой некоторые согласующие коэффициенты, позволяющие для 
этой же орбиты предвычислять положения ИСЗ.

Любая орбита ИСЗ, на первый взгляд далекая от соизмери
мости, на практике почти всегда имеет ряд резонансных возму
щений от гармоник, соответствующих ближайшим соизмеримо
стям. Поэтому практически для любого спутника необходим 
предварительный анализ наличия в элементах его орбиты сла
бого резонанса, если наблюдения такого спутника производят 
с высокой точностью.

Таким образом, выполнив предварительный анализ резонанс
ных возмущений и установив порядок гармоник, вступающих 
в резонанс для данного ИСЗ, по формулам (78.1) с учетом 
выражений для знаменателей (78.2) вычисляют значения резо
нансных возмущений. Зная начальные элементы ИСЗ, из наблю
дений вычисляют коэффициенты Rnk, зависящие от a, i, е, зна
менатель А„и и фазу B nh. Используя (78.1),составляют уравне
ние погрешностей в виде (76.1), где неизвестными являются 
коэффициенты гармоник d C nh и d S nk, 6 Э — поправки в началь
ные значения элементов орбиты S-ro спутника, 6XP, •бУр и бZp — 
поправки в гринвичские координаты станций Р, из которых про
изводят наблюдения. На практике определения по резонансным 
возмущениям не выделяют из общей задачи уточнения коэф
фициентов геопотенциала по всей совокупности возмущений, 
а решают задачу совместно. Такой вариант учета резонансных 
возмущений называют о с н о в н ы м .  Возможны и другие в а 
рианты. В одном из них при определении коэффициентов зо
нальных гармоник в уравнения вида (76.1) включают в качестве 
дополнительных неизвестных амплитуды резонансных возмуще
ний. Резонансные возмущения учитывают при вычислении сво
бодных членов, принимая некоторые приближенные значения 
искомых коэффициентов гармоник.

В другом варианте в уравнениях вида (76.1) отбрасывают 
все нерезонансные члены и в первом приближении из решения 
упрощенной системы, где присутствуют только резонансные воз
мущения, определяют значения коэффициентов только резонанс
ных гармоник. А далее во втором приближении решают си
стему (76.1) с применением основного варианта.

Н а  практике при определении коэффициентов гармоник гео
потенциала применялись все перечисленные варианты. Какому 
из них следует в настоящее время отдать предпочтение, ска 
зать трудно, так как пока не существуют критерии для незави
симого сравнения различных вариантов.



Г л а в а  21.
СПУТНИКОВОЕ НИВЕЛИРОВАНИЕ

§ 80. СУЩНОСТЬ СПУТНИКОВОГО НИВЕЛИРОВАНИЯ

Радиовысотомер, установленный на борту ИСЗ, измеряет раз
ность высот двух поверхностей: средней уровенной поверхности 
морей и океанов и уровенной поверхности ИСЗ. Радиовысото
мер с помощью параболической антенны передает вертикально 
вниз высокочастотные импульсы электромагнитных волн санти
метрового диапазона, продолжительностью 100 не. Сферический 
фронт волны, распространяемый от радиовысотомера, достигает 
поверхности океана по кратчайшему расстоянию и в течение 
почти 100 не подспутниковая точка поверхности океана покрыта 
освещенной площадкой. Отраженный сигнал в идеальных усло
виях прохождения тем же кратчайшим путем вернется в  прием
ник радиовысотомера. Специальное устройство детектирует и 
осредняет большое число сигналов. Пик сигнала нормируется 
до постоянного значения, и за момент приема отраженного сиг
нала принимается момент, когда его мощность впервые оказы
вается больше нормированного ее значения. Реш ающ ая цепь 
выводит время прямого и обратного прохождения сигналов по 
кратчайшему расстоянию.

Геометрию спутникового нивелирования поясним с помощью 
рис. 72, в котором приняты следующие обозначения: г, ф — гео
центрические радиус и широта спутникового радиовысотомера 
Q; го, фо — геоцентрические радиус и широта подспутниковой 
точки Qo на геоиде; В  — геодезическая широта спутникового р а 
диовысотомера; g — составляющая уклонения отвеса; отрезок 
QoQ =  h — высота спутникового радиовысотомера над геоидом; 
отрезок QeQo =  £ — высота геоида над отсчетным эллипсоидом.

Сумма углов v и vo для фиксированной высоты равна разно
сти геодезической В  и геоцентрической ф широт точки Qo. На 
широте 6  =  45° при h =  1000(1500) км эти малые углы имеют сле
дующие значения: v =  10,92' (9,34'); \>0=1 ,52 ' (2,20').

Пользуясь рис. 72, запишем векторное уравнение спутнико
вого нивелирования:

r =  r0 +  h. (80.1)

Из этого векторного уравнения следует: если известен гео
центрический радиус-вектор г спутникового радиовысотомера и 
измерен вектор h, то определяется геоцентрический радиус-век
тор г0 геоида; если задан геоид и измерен вектор h, то опреде
ляется геоцентрический радиус-вектор г спутникового радиовы
сотомера.

Особый практический интерес представляет вариант, когда 
известны геоцентрические радиусы-векторы геоида г0 и радио
высотомера г. В этом частном случае можно будет предвычис- 
лить вектор h и сравнить с измеренным его значением h'. Имея 
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статистику генеральной совокупности разностей вычисленных и 
измеренных значений высот радиовысотомера над океаном, 
можно решать разнообразные геодезические и геофизические 
задачи: эталонирование радиовысотомера, исследование метео
условий над океаном, определение амплитуды волн океана, 
оценка точности прогноза орбиты ИСЗ и др.

В спутниковом нивелировании измеряется высота ИСЗ над 
геоидом — вектор h. Главными источниками ошибок измерения 
h являются: радиовысотомер, про
хождение импульсов и геометрия 
океана.

Систематические приборные по
правки радиовысотомера могут 
быть определены метрологически на 
эталонных полигонах океана. Слу
чайная часть приборной погреш
ности высотомера может быть сни
жена до 0,5 м.

Ошибка определения прохожде
ния импульса из-за неучета тропо
сферной рефракции фронта радио
волны может достигать 5 м. Боль
шую часть этих ошибок можно ис
ключить, определяя температуру, 
давление и влажность над океаном 
вблизи района нивелирования. При 
тщательно отработанной методике 
учета метеофакторов ошибку определения прохождения им
пульса можно снизить до 0,08 м.

Д л я  ослабления влияния топографии поверхности океана ис
пользуют статистику высот волн на различных акваториях оке
ана по временам года. Выявлено, что при эффективной высоте 
волн / = 1 2  м высота ИСЗ от среднего уровня океана уменьша
ется на 1,8 м. Статистика показывает, что эффективная вы
сота волн 1 = 8 м зимой в Северной Атлантике наблюдается 
один раз в неделю. Летом волны высотой 1 = 2 м наблюдаются 
40%  времени, а с высотой 1 = 6 м — 1 % времени. Таким обра
зом, наиболее точные определения геоида могут быть выполнены 
по летним наблюдениям.

З а  сутки можно отнивелировать два профиля геоида, а за 
год океан можно покрыть нивелировкой 20 раз. Поэтому плани
рование и выполнение глобального спутникового нивелирования, 
периодическая калибровка спутниковых радиовысотомеров от
носятся к классу крупных научно-технических и производствен
ных задач, решаемых в государственном масштабе.

В заключение отметим, что в зарубежной и отчасти в совет
ской литературе спутниковое нивелирование, которое представ
ляет идеальный способ прямого нивелирования высот геоида, 
называют спутниковой альтиметрией.
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Рассмотрим уравнения, связывающие геоид, измеренную высоту 
ИСЗ над геоидом и его геоцентрическое положение.

Из рис. 72, применяя известную формулу, имеем

/i2 =  r2 +  r<j— 2rr0 cos v0. (81-1)
Как было выявлено ранее, угол v0 мал по величине, а для 

высот ИСЗ он составляет около 2'. Погрешность его оценки 
в 0,001" приводит в вычислении косинуса угла к ошибке 0,3 • 10~п .

Д ля удобства в последующих операциях формулу (81.1) 
представим в виде следующего уравнения:

Ф =  (г2 +  г2 — /г2) — гго cos v„=0. (81.2)

Вычислим частные производные функции Ф (81.2) по г и г0:

ЭФ ЭФ /01 о\ =  г — r0 cosv„; ------ =  г о— rco sv 0. (81.3)

§ 81. УРАВНЕНИЯ СПУТНИКОВОГО НИВЕЛИРОВАНИЯ

дг дг0

Пользуясь рис. 72 и формулами (81.3), находим

= / j c o s v ; _дФ_ _ — /iCos(v +  v0). (81-4)
дг дг0

Частная производная функции Ф (81.2) по h равна 

ЭФ

dh
=  — h. (81.5)

Пусть измерена величина

h =  h' +  Ah +  v, (81.6)
где h'  — результат измерения; Ah  и v — поправки за системати
ческую и случайную ошибки измерения.

Известное значение геоцентрического расстояния г° спутника 
необходимо уточнить поправкой

А г =  dx0 cos ф cos X +  dyQ cos ф sin % -f  dz0 sin ф (81.7)

за несовпадение начала системы координат с центром масс 
Земли и поправкой

dr =  J l - d V  
d V

за погрешность определения гравитационного поля Земли. Т а
ким образом геоцентрический радиус спутникового радиовысото
мера будет

дгr =  r° +  dx0 cos ф cos к  4 - dy0 cos ф sin X +  dz0 sin ф -\---------dV.  (81.9)
dV
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Геоцентрический радиус геоида представим суммой предвы- 
численного его значения г0° и поправкой dr0, т. е.

r0 =  r°0 +  dro, (81.10)
дггде второй член dr0=  — — dV  представляет поправку за по-

6V
грешность определения гравитационного поля Земли.

Полагая поправки Ah, v, dV,  А г, dr, d r 0 малыми по величине 
и учитывая формулы (81.4) — (81.10), функцию (81.2) запишем 
в линейной форме:

V — —  М  +  (dx0 cos ф cos X -f  dy0 cos <p sin X +  dz0 sin cp) cos v0 +

+  [ - ^ - c o s v 0 -----cos (v +  v„) j  dV + 1, (81.11)

где свободный член

l =  h°— h'-, (81.12) 

h° =  (г02 +  r 02— 2rV0 cos v0)Va. (81.13)

Высота h° вычисляется по счислимым значениям геоцентри
ческих расстояний спутникового радиовысотомера и подспутни
ковой точки геоида. При этом счислимые значения геоцентри
ческих радиусов г° и г0° соответствуют известному значению па
раметра V0 гравитационного поля Земли.

§ 82. ВКЛАД СПУТНИКОВОГО Н ИВЕЛИ РОВАН И Я 
В РЕ Ш Е Н И Е  ЗАДАЧ ГЕО ДЕЗИИ

Спутниковое нивелирование решает задачу нивелирования гео
ида и изучения топографии Мирового океана. Имея аномалию 
высот, представительную по всему земному шару, можно н а
дежно решить задачу о внешнем гравитационном поле Земли 
и определить рельеф дна Мирового океана в единой системе 
отсчета высот. Повторные нивелировки дают обширную стати
стику изменения геоида во времени и данные для установления 
на каждую эпоху планетарной системы геодезических координат 
и для определения модели внешнего гравитационного поля 
Земли, ей соответствующей и адекватной геогравитационному 
полю. Геодезия впервые получает возможность оперативно вы
полнять нивелирование высот уровенной поверхности в плане
тарном масштабе и периодически уточнять параметры внешнего 
геогравитационного поля. В этом заключается основной вклад 
спутникового нивелирования в решение фундаментальных задач 
геодезии.

В уравнении спутникового нивелирования (81.2) искомыми 
параметрами являются координаты центра масс Земли или,
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иначе говоря, составляющие радиуса-вектора А г точки отсчета 
координат относительно центра масс Земли. Равномерно р а с 
полагая районы нивелирования по всей планете, можно оценить 
вектор Л г с точностью порядка 0,1 м и затем следить за  веко
вым движением центра масс Земли в ее теле.

Если известны вариации силы тяжести на гравиметрических 
пунктах, равномерно размещенных на поверхности Земли, то 
положение центра инерции Земли можно определить с точно
стью 0,03 м.

Зная параметры геоида, можно решить задачу определения 
параметров уровенного эллипсоида, наилучшим образом ап 
проксимирующего его в планетарном масштабе.

Указанная группа задач отчасти относится к планетарным 
задачам геодинамики.

Прецизионное спутниковое нивелирование позволяет изучить 
уровенные поверхности для отдельных районов и их временные 
изменения, необходимые для решения задач региональной гео
динамики. При этом в сочетании с данными наземных и морских 
гравиметрических съемок местный геоид можно изучить д е 
тально по площадкам 1 км2 с оценкой высот в пределах не
скольких сантиметров, фильтруя морские волны атмосферного 
и приливного происхождения.

Из основного уравнения спутникового нивелирования (80.1) 
следует, что, сравнивая высоту ИСЗ, прогнозируемую по его 
элементам орбиты, и измеренное значение высоты ИСЗ, полу
чаем обширный статистический материал для оценки и повы
шения точности прогноза движения ИСЗ и для эталонирования 
их орбит над акваториями Мирового океана, где практически 
отсутствуют наземные станции слежения за космическими объ
ектами. Решение этой задачи особенно важно для навигацион
ных и других ИСЗ специального назначения (космические 
съемки, исследование и охрана природы, тематическое картиро
вание и другие задачи).

С помощью спутникового нивелирования решают задачу опе
ративного определения быстрых изменений кривизны и высот 
геоида, проявляющихся перед или в момент моретрясений (зем
летрясений), вулканических извержений и тайфунов или других 
метеоизменений регионального масштаба.

С привлечением материалов спутникового нивелирования 
можно надежно определить вековые изменения динамической 
фигуры Земли.

Решение указанных выше задач актуально как для  плане
тарной геодезии, так и для геологии, геофизики, океанологии 
и других наук о Земле.

В заключение отметим, что формулы (81.9) (81.13) связы 
вают те параметры, в определении которых большую инф орма
тивность имеют данные спутникового нивелирования. П о  этому 
принципу в уравнениях спутникового нивелирования отсутствует 
поправка геоцентрического радиуса ИСЗ за погрешность уста
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новления начальных условий движения ИСЗ, которая может 
быть определена из обработки угловых, лазерных и доплеров- 
ских наблюдений ИСЗ с наземных обсерваторий совместно 
с данными спутникового нивелирования.

Г л а в а  2 2 .
СВЕТОЛОКАЦИЯ ЛУНЫ
И РАДИОИНТЕРФЕРОМЕТРИЧЕСКИЕ НАБЛЮДЕНИЯ  
КОСМИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ

§ 83. О БЩ И Е СВЕДЕНИЯ О СВЕТОЛОКАЦИИ ЛУНЫ

Светолокадия космических объектов стала возможной после 
открытия оптических квантовых генераторов (ОКГ) благодаря 
работам, выполненным в Физическом институте АН СССР под 
руководством лауреатов Ленинской и Нобелевской премий ака
демиков Н. Г. Басова и А. М. Прохорова. Под руководством 
Ю. Л. Кокурина в том же институте проводились работы по л а 
зерной светолокации Луны. В Крымской астрофизической об
серватории АН СССР в 1963 г. впервые было получено отраже
ние лазерного импульса от поверхности Луны, а в 1964 г. изме
рено расстояние до Луны с точностью около 200 м.

Лазерный пучок, проходя толщу земной атмосферы, расхо
дится на 5—7" и образует на Луне пятно радиусом около 6 км. 
Рельеф этой освещенной площадки и сферичность Луны, обу
словливая размытие отраженного лазерного сигнала во времени, 
ограничивают точность измерения расстояния до Луны. Повы
шение точности измерения расстояния можно достигнуть, лока
лизуя точку наведения телескопа с помощью уголковых отраж а
телей. К настоящему времени на Луне установлены 5 уголковых 
отражателей, доставленных туда советскими и американскими 
летательными аппаратами (табл. 9).

Луна, обращенная к Земле всегда одной и той же стороной, 
является удобным космическим объектом для лазерных наблю
дений благодаря медленному изменению экваториальных коор-

Т а б л и ц а  9. Селенографические координаты лунных отражателей

Селенографические координаты
о т р а ж а т е л ь ,  дата доставки на Л у н у

широта
•

долгота

«Луноход-1», 
«Луноход-2», 

«Аполлон-11», 
«Аполлон-14», 
«Аполлон-15»,

17.11.1970 
16.01.1973 
21.07.1969

5.02.1971
31.07.1971

-_34°47' 
+  30 24 
+ 2 3  27 
— 17 25 

+ 3  40

+  38°24' 
+  26 07 

+  0 41 
—3 36 

+  26 05
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динат точек ее поверхности. С помощью лазерного телескопа, 
непрерывно отслеживая отражатель, удается интегрировать 
сигналы целой серии импульсов, в пределах которой с высокой 
точностью учитываются изменения расстояния от телескопа до 
лунного отражателя. Скорость изменения расстояния телескоп-— 
лунный отражатель составляет 100 м/с. Если временная при
вязка измерений выполняется с точностью 0,1 мс, то ошибка 
привязки составит 0,01 м. Однако когда решается задача совме
стной обработки наблюдений, накопленных на протяжении не
скольких лет, стабильность часов, задающих шкалу времени, 
должна быть не хуже 10-13. Такую стабильность могут обеспе
чивать атомные стандарты частоты.

Регулярные наблюдения лунных отражателей ведут Крым
ская астрофизическая обсерватория АН СССР, М акдональдская 
обсерватория в США и австралийская обсерватория Оррорал 
вблизи г. Канберра.

В настоящее время точность одного измерения расстояния до 
Луны составляет несколько дециметров. В перспективе ожида
ется, что, применяя лазеры с очень узким пучком и продолжи
тельностью импульса 0,1 не, можно измерять расстояния до 
Луны с точностью 0,03 м.

§ 84. УРА ВНЕНИ Я СИСТЕМЫ ЗЕ М Л Я  — ЛУНА

Д ля изучения принципа использования измеренных расстояний 
от наземной обсерватории до лунного отражателя обратимся 
к рис. 73 и 74, представляющим геометрию системы Зем ля — 
Луна. На этих рисунках приняты следующие обозначения: Q — 
обсерватория, лоцирующая лунный отражатель S*  на момент 
гринвичского звездного времени 5; О и ([ — центры масс 
Земли и Луны; Р  и P g  — северные полюсы Земли и Луны; Y и 
Ge — точки весеннего равноденствия и отсчета геоцентрической 
долготы; R, ср, %— геоцентрические радиус, широта и долгота 
обсерватории; г ( г ц ) ,  а ( а ^ ) ,  б (б с ) — геоцентрические радиус, 
прямое восхождение и склонение лунного отражателя (центра 
масс Луны); R 0, bQ, l0— селеноцентрические радиус, широта и 
долгота лунного отражателя; D  и Z  — расстояния обсерватории 
от оси вращения и экватора Земли; 6о и £0 — расстояния отра
жателя от оси вращения и экватора Луны; b, I — селеноцентри
ческие широта и долгота Земли или либрация Луны по широте 
и долготе; р — топоцентрическое расстояние от обсерватории до 
лунного отражателя.

На основании рис. 73 и принятых обозначений имеем
р2 =  +  —  2jR r COS4j3. ( 8 4 .1 )

Д ля косинуса угла между векторами

R =  D  cos (S -f  A,) i +  D  sin (S +  A) j +  Zk,
r =  *i +  i/j +  zk,
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где х, у, z  — геоцентрические координаты отражателя, запишем 
формулу

cos гр =  [Dx cos (S -f Ц  +  D y  sin (S +  Я,) +  Zz].

Подставив значение cosij) в формулу (84.1), получим

р - у  R 2+ r 2— 2 (Dx cos s + D y  sin s +  Zz), (84.2)

где R 2 = D2 + Z 2, r2= x 2 + y 2+ z 2, s = S  +  X.
Теперь геоцентрические координаты x, у,  z  лунного отраж а

теля представим через параметры системы Земля—Луна и селе
ноцентрические координаты отражателя.

Селеноцентрические прямолинейные т), £ и цилиндрические 
б0, £о> /о координаты отражателя связаны следующим образом:

£ =  go sin b +  б0 cos b cos (/<>— I),
ri =  6o sin (/„— /), (84.3)
£ =  £o cos 6 — 60 sin b cos (/0— /) •
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Исключив в формуле (84.3) 6o = R 0c o s b Q, l 0 = R 0 sin b0, по
лучим

,̂ — Ro [sin b0s'mb + c o s  b0 cos & cos (/0— /)],
r] =  i?0cosfc0 sin(/o — 0, (84.4)
t, =  Ro [sin b0 cos b —  cos b0 sin b cos (l0— /)].
Если перенесем начало координат в центр масс Луны ([ 

(х([, У([, Zg) и повернем оси координат на угол 6 ([ вокруг оси т} 
и на угол a g  вокруг оси, параллельной оси z, то получим

W*1ч1

У— Уч -
- Z— ч  -

cos S£ cos 
cos sin 

— s in 6 (£

—s in a ^  
cos 

0

sin 6 (£ cos a<£ 
s in 6c s inac  

cos б,г
Г]

L Б
(84.5)

где
x € =  r<c cos cos a c , 
y<t =  r€ cos6c s i n a c ,

zC = r <L sin Те
тании образом, геоцентрические координаты х, у, z  лунного 

отражателя в формуле (84.2) с помощью полученных соотноше
ний (84.4) и (84.5) представлены через параметры rg ,  a g ,  6 <[ 
b, I системы Земля—Луна и селеноцентрические координаты 
До, Ь0, /о лунного отражателя.

? 85. П РИ Н Ц И П Ы  РЕШ ЕН И Я УРАВНЕНИЙ 
СВЕТОЛОКАЦИИ ЛУНЫ

Обозначим правую часть формулы (84.2) через р (s, D, Z,  г<[, 
<X(j, 6 (j, b, I, R q, b0, to) как функцию времени х =  5+ Я , геоцентри
ческих координат D, Z  обсерватории, параметров г <[, a g ,  8$,  b, 
1 системы Земля — Луна, селеноцентрических координат Ro, bo, 
to лунного отражателя и запишем ее в виде нелинейной функции

ф  =  р _ р  =  0. (85.1)
Разложим эту функцию в ряд Тейлора. Пользуясь тем, что 

аргументы ее известны или могут быть вычислены с малыми 
ошибками, ограничимся линейными разложениями и запишем 
формулу (85.1) в виде уравнения поправок

5Ф А . дФ А п  . дФ л 7 , дФ л .As -1------- AD -\--------- - AZ -1---------Аг  ,  +

+

— Ар +

дФ

ds

da(L
дФ

A a ,  + дФ
дЬгг

dD 

■ Аб- + дФ
дЬ

д1

АЬ ■ дФ
д1

дгс

А1 +

dRo АД о+ — — Д6<Н-----;т~ А̂ о +  Р°— р7,дЬ0 dU
(85.2)
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где р', Ар, v — результаты измерения топоцентрического рас
стояния и поправки за систематическую и случайную ошибки 
его измерения; р° — вычисленное значение топоцентрического 
расстояния по счислимым значениям аргументов s°, D°, Z°, r ^ ,  

b0°, l0°, Ro°, b°, /°; As, AD, A Z, A rg ,  A aG, A6 G, Ab, A I, A R 0, 
АЬ9, Alo— поправки соответствующих аргументов. Заметим, что 
поправка времени As складывается из поправки гринвичского 
времени и поправки долготы обсерватории. Как видно из фор
мулы (85.2), поправка долготы обсерватории не разделяется, и 
поэтому можно определить разность долгот двух обсерваторий, 
син хронно или квазисинхронно лоцирующих лунный отраж а
тель.

Составляя уравнение поправок (85.2) для каждого измере
ния топоцентрического расстояния p i ( i = l ,  2 , . . . ,  п) ,  получим 
неопределенную и несовместную систему п линейных уравнений, 
которую можно решить методом наименьших квадратов, и най
дем поправки к результатам измерений и счислимым значениям 
аргументов. При этом, конечно, поправку за систематическую 
ошибку будем полагать пренебрегаемо малой величиной или 
постоянной для большой группы измерений.

В  общей постановке можно совместно искать все параметры. 
О дкако  полезно их определить групповыми приближениями. На 
первом этапе, полагая известными геоцентрические координаты 
обсерватории, по наблюдениям отражателей, определенным об
разом  размещенных на Луне, уточняются геоцентрические ко
ординаты и либрация Луны, а также селеноцентрические коор
динаты отражателей. На втором этапе уточняют геоцентриче
ские координаты обсерваторий, используя дифференциальные и 
периодические изменения координат отражателей и сведя к ми
нимуму влияние ошибок их определения.

В  формуле (84.2), заменив прямоугольные координаты отра
ж ателя  через его сферические координаты

лг =  г cos 6 cos a ,  
у  =  г cos б sin a , 
z = r s i n 6 ,

послс несложных преобразований получим

p =  -у/г2 D 2 Z 2— 2r [Z sin 6 +  D  cos 6 cos ( a —s)]- (85.3)
H a  малых интервалах времени в приращениях расстояния 

можно выделить периодическую составляющую

A pffl= ------— D  cos б sin ( а — s) As, (85.4)
Р

обусловленную суточным вращением Земли, амплитуда и фаза 
которой соответствуют радиусу суточной параллели и долготе 
обсерватории.
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Требования к точности определения геоцентрического ра
диуса отражателя невелики, поскольку

(mD)r =  т г. (85.5)

Ошибку прямого восхождения можно считать постоянной, и, 
наблюдая отражатель симметрично относительно меридиана, ее 
влияние можно свести до минимума. Момент звездного времени, 
когда изменение в расстоянии р, обусловленное суточным вра
щением Земли, равно нулю, соответствует кульминации о т р а ж а 
теля.

Ошибку склонения также можно считать постоянной. Влия
ние ее на вывод радиуса суточной параллели обсерватории бу
дет носить систематический характер с периодом, равным пе
риоду обращения Луны, и оно может быть исключено методиче
ски по месячному ряду наблюдений.

Выяснено, что ошибка определения радиуса суточном парал
лели обсерватории приблизительно равна удвоенной ошибке из
мерения топоцентрического расстояния отражателя. Ожидается, 
что точность измерения топоцентрического расстояния составит
0,05 м. В этом случае точность определения радиуса суточной 
параллели обсерватории будет около 0,1 м.

При вычислении разности долгот АХ обсерватории п о  наблю
дениям кульминации отражателей ошибки систематичес кого ха
рактера исключаются, и поэтому разность долгот обсерваторий 
можно определить с точностью 0,07 м.

Синхронно лоцируя Луну с двух обсерваторий, можно опре
делить разность их расстояний от экватора (AZ =  Z2— Z x) с та 
кой же точностью, с какой установлены радиусы их суточных 
параллелей.

§ 86. Д Л И Н Н О БА ЗИ С Н А Я  РА ДИ О И Н ТЕРФ ЕРО М ЕТРИ Я

Принцип использования радиоинтерферометрических наблю де
ний далеких радиоисточников (квазаров) заключается в сле
дующем. Сигналы от квазара ст (рис. 75) на антенны ра_диотеле- 
скопов Q1 и Q2, разнесенных на большое расстояние, поступают 
не одновременно, а с некоторым относительным временным з а 
паздыванием т, обусловленным разностью расстояний о т  базис
ных пунктов Qi и Q2 длиннобазисной радиоинтерферометрии 
(Д Б Р И ) до квазара. Причем эта разность будет меняться со 
временем от изменения угла <р между базой Д Б Р И  и направле
нием на квазар, вызванного суточным вращением Земли. Н а
блюдения квазара синхронизируются либо с помощью перевози
мых часов, либо по сигналам Службы единого времени, шкала 
которой задается с помощью стандарта частоты. Обычно в каж
дом пункте базы, составляющей несколько тысяч километров, 
имеются свои стандарты частоты, обеспечивающие эгалониро-
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вание местных атомных часов. С помощью гетеродинов высоко
частотное излучение, принимаемое от квазара, понижается до 
видеочастоты, усиливается и записывается на магнитофонную 
ленту вместе с определенными отметками времени местных 
атомных часов. Эти магнитофонные записи транспортируются 
в пункт обработки, где они сопоставляются и совместно обраба
тываются.

Пусть а =  с х — разность расстояний от базисных пунктов Qi 
и Q2 д о  квазара ст, с — скорость распространения электромаг
нитных волн, т — относительное 
временное запаздывание радио
сигнала, поступающего от ква
зара на пункты Qi и Q2.

Углы 6 и ■б' — склонение и 
гринвичский часовой угол ква
зара.

Используем векторы:
а  =  a (cos б cos fti -f cos 6 sin ftj +
+  sin 6k),

b  =  Xi +  F j  +  Zk,
где i, j, k — единичные орты орто
гональной топоцентрической эк
ваториальной системы координат РиЦ- 75- Геометрия длиннобазнс- 
Q X Y Z  нои РадиоиитеРФеРоме’гРии

Очевидно, топоцентрические 
координаты Х = Х 2—Х и Y = Y 2— Y u Z = Z 2—Z\ представляют раз
ность геоцентрических экваториальных координат обсерваторий 
Qi и  Q2.

Скалярное произведение этих векторов

ab — а ( Х  cos б cos ft +  У  cos б sin ft +  Z  sin б) =  ab cos ф =  а2.

Отсюда уравнение связи измеренной величины т, топоцентри
ческих экваториальных координат X Y Z  обсерватории Q2, скло
нения б и гринвичского часового угла ■0 квазара ст имеет вид

ст =  Х cos б cosft +  ^  cos б sin f t +  Z sin 6 . (86.1)
Часовой угол квазара ft вычисляют как разность прямого 

восхождения а  и гринвичского звездного времени 5  момента 
наблюдения квазара.

Производная ст по времени

ст =  (— X  cos б sin 0  +  Y  cos б cos ft) (оф, (86.2)
обусловленная суточным вращением Земли с угловой скоростью 
о®, представляет второе уравнение базы.

Поскольку экваториальные координаты квазара а, б посто
янны, а шкала атомных часов в высшей степени равномерна, то, 
изучая в течение одних или нескольких суток уклонения функ-
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ции сх (8 6 .2 ) от периодической функции, можно определить не
равномерность вращения Земли.

Измеряемую величину т представим суммой трех величин: 
т' — результат измерения, Дт — поправка за несинхронность ча
сов и ошибку представления модели ионосферы и атмосферы на 
концах базы, и — поправка за случайную ошибку измерения 
временного запаздывания.

Влияние погрешности модели атмосферы и ионосферы можно 
ослабить путем наблюдения квазаров на различных диапазонах 
частот, а также зондированием атмосферы в районах обсерва
торий Q, и Q2. Выяснено, что эффект ионосферы и атмосферы 
на оценку сх можно учесть с точностью порядка 0,1 м.

Наблюдения для учета влияния являются весьма важной и 
ответственной задачей при геодезическом использовании Д Б Р И . 
В значительной степени точность учета атмосферы отдельно над 
каждой обсерваторией будет решающим фактором в улучшении 
предельных возможностей решения геодезических задач с по
мощью Д Б Р И .

Формулу (86.1) представим в виде уравнения поправок

и = — Д т +  - с°- 6 cos d (6Х 2 — 6X x) +  - C0S(<i Sin & - (6У2— 8Y  г) +
С с

+  Jtae. (6Z2—6Zi) + 1. (86.3)
С

Свободный член вычисляют по формуле

I =  _1_ [ (* 2  — X?) COS б cos +  0 1  — У?) cos б sin ф +
с

+  (Zg— Z?) s in 6] —т'.

В этой формуле через ЬХ, 8Y, 6Z  обозначены поправки 
к предварительным значениям геоцентрических экваториальных 
координат Х°, К0, Z0 обсерваторий.

Постоянные наблюдения из нескольких обсерваторий за ква
зарами дают большую систему уравнений (86.1) — (86.3), решая 
которые можно определить искомые параметры.

С помощью формулы (86.1) можно решить задачу определе
ния экваториальных координат квазаров. Ожидается, что при 
длинах баз РИ в несколько тысяч километров и использовании 
стандарта частоты стабильности порядка 10-13 можно составить 
каталог прямых восхождений и склонений квазаров, внутреннее 
согласие которых будет лежать в пределах тысячных долей уг
ловых секунд. Такой каталог, к которому можно будет привязать 
звездные каталоги, может служить основой для построения вы
сокоточной системы геодезических координат. Конечно, для об
легчения понимания сущности длиннобазисной радиоинтерферо
метрии мы пользовались простейшей моделью явления. В дей-
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ствительности принимаемый в момент t обсерваторией Qi фронт 
волны радиоизлучения от квазара достигнет обсерваторию Q2 
в момент t u когда база QiQ2 займет другое положение Q i'Q2 
в пространстве из-за суточного вращения и орбитального дви
жения Земли. Что касается координат системы XYZ,  то она за 
сеансы наблюдения тоже изменит свое положение из-за прецес
сии и нутации в пространстве и колебания оси вращения Земли 
в ее теле. Таким образом, возникает задача редукции измерений 
с учетом указанных выше геодинамических факторов. Так, на
пример, поправка за суточное вращение может составить около 
30, а за орбитальное движение — около 2000 не.

В уравнении (86.3) поправки обсерватории можно предста
вить в топоцентрической горизонтной системе [13], [14]

v =  — Ат-------- - (6316X 1 -f- b\28 Y i -f- b l $ H i )  +
с

+  —  (6316X2 +  Ь\2ЬУ2 +  6233бЯ2) +  /, (86.4)
С

где
&з1 =  sin б cos Bi  — cos б sin Bi  cos (L i— ft),

632= — cos 6 sin (Lt — ft), (86.5)

633 =  sin 6 sin Б Н - cos 6 cos Вг cos ( L i— ft), (t =  l ,  2).

Поправки в топоцентрической горизонтной системе могут 
быть заменены поправками широт и долгот обсерваторий по 
формулам

6X'i =  (Mi +  Hi)8Bi, (86 .6)

dY't =  (Ni +  Hi) cos B f iL i ,
где Mi, N i — радиусы кривизны сечения меридиана и первого 
вертикала земного эллипсоида.

Формулы (86.4) и (86.5) полезны как для уравнительных 
вычислений, так и для оптимизации наблюдений квазаров под 
условием равенства составляющих ошибок положения обсерва
торий по осям топоцентрических горизонтных координат.

§ 87. ОСОБЫЕ СЛУЧАИ РА Д И О И Н ТЕРФ ЕРО М ЕТРИ ЧЕС КИ Х  
Н А БЛЮ Д ЕН И Й  КОСМИЧЕСКИХ ОБЪЕКТОВ

Радиоинтерферометрия ИСЗ. Если радиоисточник поместить 
в спутник, то, во-первых, уменьшается длина базы Q1Q2; во-вто
рых, из-за близости к Земле радиомаяка ст направления Q10 и 
Q20? будут не параллельны между собой; в-третьих, спутниковый 
радиомаяк, обращающийся вокруг Земли, обладает переменным 
собственным движением. Поэтому в отличие от квазарной р а 
диоинтерферометрии в спутниковой радиоинтерферометрии тре-

319



буется выполнить сложные редукционные вычисления и необ
ходимо знать теорию движения ИСЗ.

Если на короткой дуге накоплен большой объем измеритель
ной информации, то можно достаточно полно исключить влия
ние ошибок элементов орбиты ИСЗ на оценку параметров базы 
наблюдения.

Имея несколько баз радиоинтерферометрии, пространствен
ные положения которых известны, можно эталонировать орбиту 
ИСЗ, несущего на себе радиомаяк. В то же время радиомаяк 
с известными элементами орбиты можно использовать как 
транслятор для определения пространственных положений но
вых баз спутниковой радиоинтерферометрии. Таким образом, 
можно построить сеть хорд, пространственные положения кото
рых будут определены в единой системе отсчета.

Квазарная радиоинтерферометрия с базой Земля—спутник.  
В этом случае радиоинтерферометрические наблюдения достав
ляют условные уравнения, дополняющие уравнения движения 
спутника в поле тяготения Земли.

Особый интерес представляет случай, когда одна обсервато
рия является наземной, а другая — лунной. При этом возможно 
уточнение параметров системы Земля—Луна в инерциальной 
системе отсчета, закрепляемой каталогами координат квазаров. 
Этот проект позволяет решить задачу определения положения 
центра масс системы Земля—Луна относительно центра масс 
Земли на каждый момент и ориентировку хорды, соединяющей 
эти два центра, в инерциальной системе отсчета.

Г л а в а  23.
МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ГЕОДИНАМИКИ

§ 88. ГЕО ДИН А М ИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ В ГЕО ДЕЗИИ

Задачи геодинамики. Г е о д и н а м и к а  — научная дисциплина
о динамических процессах, происходящих в системе «планета 
Земля», и о силовых полях, обусловливающих эти процессы. Ос
новная теоретическая задача геодинамики состоит в том, чтобы, 
зная силовые поля, определить характер динамических процес
сов, происходящих под их воздействием, в теле, литосфере и ат
мосфере Земли. Геодинамика, изучая динамику Земли, отчасти 
решает задачу определения характера силовых полей и измене
ний их во времени.

Исходным материалом для изучения динамики Земли слу
ж ат  данные о фигуре (физической, гравитационной и динамиче
ской), внутреннем строении, литосфере, гидросфере и атмосфере 
Земли, солнечно-земные и лунно-земные связи, геогравитацион- 
ное, геомагнитное, геотермическое и другие геофизические сило
вые поля, суточное вращение и годовое движение Земли.

Д ля решения геодинамических задач требуется единая си
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стема отсчета — система геодезических координат и отсчета вре
мени.

Геодинамика как самостоятельная научная дисциплина раз
вивается на стыке астрометрии, геодезии, геологии, геофизики, 
океанологии и других наук о Земле.

В настоящее время совершенно ясно, что твердая, водная и 
воздушная оболочки Земли и Космос должны рассматриваться 
к а к  единая динамическая система Земля—Космос, непрерывно 
изменяющаяся во времени. Наиболее стабильная часть этой си
с т е м ы — твердая оболочка Земли — тоже заметно меняет во вре
мени свою форму, в особенности на дне Мирового океана.

Динамическая система Земля — Космос.
Все планеты имеют фигуры, близкие по форме к шару. Ха

рактеристики планет приведены в табл. 10. Между орбитами 
М арса  и Юпитера открыто около двух тысяч малых планет, 
имеющих неправильные формы, размеры которых колеблются от 
нескольких сотен до 1 км и меньше.

Т а б л и ц а  10. Планетные характеристики

Планета

Радиус 
экватора, км

•
Масса, 10*-' г

Средний 
радиус орбиты, 

10‘ км Период
обращения,

суткиПолярное
сжатие

Средняя 
плотность, г/см3

Эксцентриситет
орбиты

М еркурий 2432 33,126 57,91 87,869
0,0000 5,52 0,20562

Е енера 6052 486,844 108,21 224,7000
0,0000 5,22 0,00680

З ем л я 6378 597,333 149,60 365 ,257
0,0034 5,52 0,01673

М арс 3408 64,184 227,94 686,980
0,0052 3,97 0,09336

Ю питер 70850 18 982,36 778,34 ' 4 332,587
0,0607 1,30 0,04842

С атурн 60 000 56 855,66 1427,2 10 759,21
0,1092 0,68 0,05572

У р ан 25 400 8723,11 2869,3 30 685
0,028 1,32 0,04718 £

Н ептун 24 300 10 291,68 4498,5 60 188
0,020 1,84 0,00857

П лутон 3000 66,0 5900 90 700
Н е известно 5,5 0,24864

11 Зака з № 2580 321



Земля среди больших планет Солнечной системы — пятая  по 
размеру и массе, третья по расстоянию от Солнца планета. 
Среди планет земной группы, в которую входят Меркурий, Ве
нера, Земля и Марс, она является самой крупной. М асса  Земли 
составляет 1/447 массы больших планет и 1/332 958 массы 
Солнца.

Естественный спутник Земли — Луна имеет массу, равную 
1/81,3022 массы Земли. Отношение массы Луны к массе Земли 
наибольшее среди всех планет и их спутников в Солнечной си
стеме, поэтому систему Земля—Луна в космической геодезии 
часто приходится рассматривать как двойную планету.

Земля обращается вокруг Солнца по эллиптической орбите 
со средней скоростью 29,765 км/с. Орбитальная скорость Земли 
колеблется от 29,27 км/с — в афелии на расстоянии 152 083 000 км 
от Солнца до 30,27 км/с — в перигелии на расстоянии 
147 117 000 км от Солнца.

Притяжения Луны, Солнца и планет вызывают длительные 
периодические изменения эксцентриситета орбиты и наклона 
плоскости экватора Земли. В современную эпоху угол между 
плоскостью экватора и эклиптикой составляет 23°26,5/.

Площадь Земли равна 540 млн. км2, объем 1083 млрд. км3. 
Из общей площади земной поверхности на долю океанов прихо
дится 361 млн. км2 (70,8 % ), а суша занимает всего 149 млн. км2 
(29,2 % ). Размеры материков и океанов приведены в табл . 11, 12. 
Наибольший размах рельефа земной поверхности составляет 
19,9 км. Средняя высота материков равна 840 м. На суш е пре
обладают высоты менее 1000 м (75% площади).

Облик Земли в главных чертах определяет Мировой океан. 
Воды океана покрывают слоем толщиной около 4000 м 3Д по
верхности твердой оболочки Земли.

Тихий океан, покрывая 35 % поверхности Земли в северном 
и южном полушариях, образует меридиональную асимметрию 
фигуры Земли.

Планетарный рельеф дна Мирового океана характеризуется 
котлованами его ложа, глобальной системой срединных океани
ческих хребтов, разломами и глубоководными желобами. Пло
щадь ложа Мирового океана равна 283,7 млн. км2, а его сред
няя глубина около 4000 м.

Система срединных океанических хребтов и поднятий делит 
ложе каждого океана на две (Тихий, Атлантический, Северный 
Ледовитый) или три (Индийский) чаши. Кроме того, крупные 
поднятия, вулканические хребты, островные дуги и цепи под
водных гор делят ложе океанов на ряд более или менее изоли
рованных котловин. В пределах Мирового океана насчитывается 
более 50 таких котловин.

Срединные океанические хребты представляют единую цепь 
линейных поднятий дна океана общей протяженностью свыше 
60 тыс. км и являются наиболее значительными горными соору
жениями не только океанического дна, но и планеты в целом.
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Их относительная высота на некоторых участках достигает 3—
4 км, ширина 1000—2000 км.

В целом можно заключить, что рельеф планеты в основном 
определяется планетарным рельефом Мирового океана. Д и н а
мику фигуры Земли в планетарном масштабе в основном опре
деляют процессы, обусловливающие изменения рельефа Миро
вого океана.

Т а б л и ц а  11. Размеры материков

Материки Площадь, 
млн. км2

Высота, м

наибольшая наименьшая

Е вразия 54,00 8848 —392
Африка 30,13 5895 — 150
Северная Америка 24,23 6193 —85
Ю ж ная Америка 17,76 6960 —40
А встралия и Океания 8,97 5029 — 12
Антарктида 13,98 5140 0

Т а б л и ц а  12. Размеры океанок

Океаны
Площадь, 
млн. км2

Глубина, м

преобладаю
щая наибольш ая средняя

Тихий 179,68 3500—6000 11 022 3950
Атлантический 92,54 3400—5300 8 428 3750
Индийский 74,90 2000—4500 7 450 3870
Северный Ледовитый 13,92 1000—4000 5 449 1330
Мировой 361,04 3000—6000 11 022 3720

В общем очертании Земли отметим ее экваториальную асим
метрию. Так, две трети всей суши Земли находится в северном 
полушарии и лишь треть ее расположена в южном. Большая 
часть островных дуг, океанических хребтов и глубоководных 
впадин расположена к северу от экватора. На южном полюсе 
Земли расположен самый высокий континент планеты — Ан
тарктида, тогда как на ее северном полюсе простирается Север
ный Ледовитый океан. При этом площадь Антарктиды равна 
площади Северного Ледовитого океана.

Фигура и внешнее гравитационное поле Земли. Физическая 
фигура Земли ограничена поверхностью материков, морей и 
океанов. В настоящее время объектом изучения является и фи
зическая фигура твердой оболочки Земли — поверхность суши, 
дна морей и Мирового океана. Физическая фигура Земли имеет 
сложную форму. Поэтому фигуру Земли, тем более ее твердую 
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оболочку, в деталях можно описать, только разделив ее поверх
ность на отдельные элементарные площади. В первом прибли
жении рельеф поверхности Земли в планетарном масштабе 
можно представить, применяя аппарат сферических функций. 
Более точно рельеф твердой Земли можно описать в цифровой 
форме, присваивая i-й площадке значение ее высоты Я, над 
отсчетной поверхностью. В общем случае i-ю площадку можно 
маркировать пространственными координатами Xi, Yi, Z*. Р а з 
меры каждой элементарной площадки зависят от характера 
рельефа и точности представления фигуры Земли. Если мы 
представляем поверхность Земли равновеликими площадками 
в один гектар, то придется иметь дело с 51 млрд. элементарных 
площадок.

Д ля решения теоретических и прикладных геодинамических 
задач, а также для изучения фигуры Земли применим фигуры 
сравнения — эллипсоид вращения, трехосный эллипсоид и геоид. 
Когда возникает необходимость изучения Земли как планеты, то 
фигура сравнения, наряду с геометрическими характеристиками, 
должна обладать гравитационными параметрами (массой, угло
вой скоростью вращения, потенциалом притяжения, потенциа
лом силы тяжести и т. п.), равными или близкими по величине 
соответствующим параметрам Земли.

Фигуру сравнения (геоид, двухосный или трехосный эллип
соид), обладающую гравитационными параметрами Земли и за 
дающую уровенную поверхность, назовем гравитационной фигу
рой Земли.

Планетарные динамические свойства Земли, зависящие от 
распределения масс в ее теле, можно изучать наглядно, введя 
образ трехосного эллипсоида инерции. Квадраты полуосей а0, 
Ь0, с0 этого эллипсоида — величины, обратные значениям глав
ных центральных моментов инерции Земли Л0, В 0, С0 относи
тельно этих же осей. Д ля  определенности примем Л0< Б о < С 0-

Трехосный эллипсоид, представляющий главные централь
ные моменты инерции Земли, назовем динамической фигурой 
Земли.

Использование искусственных спутников Земли и других кос
мических объектов, астрономо-геодезических и гравиметрических 
материалов существенно продвинуло вперед решение проблемы
о фигуре Земли и ее внешнем гравитационном поле. В  послед
ние 10 лет основные параметры фигуры и внешнего гравитаци
онного потенциала Земли определены так надежно, что теперь 
речь идет об оценке их изменений во времени и о строгом согла
совании всех фундаментальных постоянных Земли.

XVII Генеральная Ассамблея Международного союза геоде
зии и геофизики (МСГГ), которая состоялась в декабре 1979 г. 
в Канберре, рекомендует: размеры двухосного эллипсоида а = 
=  6378 137 м, а = 1 : 298,257; скорость света в вакууме С = 
=  299792458±  1,2 м/с; угловая скорость вращения Земли со® — 
=  0,7292115- 10- 4 рад/с.
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Последние определения геоцентрической гравитационной по
стоянной fM  (км3 -с-2), включая атмосферу, приведены ниже:

По наблюдениям космических аппаратов:
Маринер 9 ........................................................  398 600,55 ±  0,2
Маринер 1 0 ........................................................  45 ±  0,2
Викинг 1 .............................................................  50 ±  0,1
Викинг 2 ............................................................. 65 ±  0,2
Вояжер 1 ............................................................. 57 ±  0,1
Вояжер 2 ........................................................  52 ±  0,1

По лазерной локации Луны ..............................  49 ±  0,1
То же .......................................................................... 46 ±  0,03

51 ±  0,03 
46 ±  0,03

По наблюдениям «спутник — спутник»
ATS-6—G E O S - 3 .......................... ' ........................... 35 ± 0 ,1 5
Уравненное значение ............................................ 398 600,48 ±  0,03

XVII Генеральная Ассамблея МСГГ рекомендует значение 
/уМ =  398 600,50 км3 -с-2 и для атмосферы f M A = 0 ,35±  
± 0 ,03км 3• с-2. Таким образом, отношение массы атмосферы 
к массе Земли составляет f M A/fM =  0,878072• 10-в.

В 1970 г. М. Бурша вывел параметры трехосного эллипсоида:
Средний экваториальный радиус ае ..................................6 378 139 м
Среднее полярное сжатие а р ...............................................1 : 298,257
Максимальное полярное сжатие а™а х .......................... ...1 : 297,787
Экваториальное сжатие а е ................................................ ...1 : 90 000
Долгота наибольшего меридиана Я0 ...............................14,8° з. д.

Современные гравитационные модели Земли дают надежную 
оценку параметров динамической фигуры Земли [13]:

Л 0 =  8,01602055298- 10“  г - с м 2;
£ 0 =  8,01619595712- 1044 г - с м 2;
С 0 =  8,04242790440- 1044 г - с м 2; 
а Р =  0,0016376320; 
а в =  0,0000109407; 
к 0=  14,9° з. д.
Точность и представительность моделей внешнего гравита

ционного поля в последние годы резко возросли благодаря мас
совым спутниковым наблюдениям и в первую очередь примене- 
.нию спутникового нивелирования.

В разложении гравитационного потенциала

V  =  - & - 1 — У  ( - y - y ’( /nmcosmA,+ /Cnmsin/nA)P„msirnp)
п = 2 т —0

где г , ф, X — геоцентрические координаты; fM  и ае — геоцентри
ческая гравитационная постоянная и экваториальный радиус 
Земли; Р П7П( з т ф ) — сферическая функция степени п  и порядка 
т\ I пт, Кпт — гармонические коэффициенты, надежно опреде
лены гармоники до 25-й степени.

Гармонические коэффициенты наиболее представительной 
геогравитационной модели GEM -10 и изолинии высот геоида 
над  земным эллипсоидом (ае =  6 378 139 м, а =  1:298,257) при
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ведены в обозрении [14]. Высоты геоида в планетарном мас
штабе не коррелированы с рельефом, а отражают неоднородно
сти масс на больших глубинах земных недр. Большая часть 
Азии и Антарктиды характеризуется отрицательными высотами,, 
тогда как Атлантический океан имеет положительные высоты.

Динамика Земли. Современная наука разделяет литосферу 
Земли, включая земную кору и субстрат, на шесть крупных 
плит: Евразийскую, Американскую, Африканскую, Тихоокеан
скую, Индийскую и Антарктическую. Взаимные подвижки лито- 
сферных плит вызывают землетрясения, четко оконтуривающие 
их границы. Изучая траекторию движения землетрясений (мо
ретрясений), внутри каждой крупной плиты можно выделить 
ряд крупных микроплит. Границам плит в океанах соответ
ствуют рифтовые зоны срединных океанических хребтов, на кон
тинентах^—системы континентальных рифтов, например, в Во
сточной Африке. На рис. 76 показано взаимное расположение 
плит: 1 — Евразийская, 2 — Североамериканская, 3 — Африкан
ская, 4 — Тихоокеанская, 5 — Индийская, 6 —-Антарктическая, 
7 — Южноамериканская.

Изучение срединных океанических хребтов показало, что 
рифтовые долины разорваны на отдельные участки трансформ
ными разломами, направленными перпендикулярно к рифтовым 
долинам (рис. 77). Как правило, этим участкам разломов сопут
ствуют моретрясения, приводящие к сдвиговым деформациям. 
Обычно смещения по трансформным разломам не превышают 
несколько десятков километров, но в некоторых районах встре
чаются значительные смещения. Так, например, в районе дейст
вующего трансформного разлома Сан-Андреас в Калифорнии,, 
протянувшегося по западному побережью Северной Америки 
почти на 1000 км, смещение составляет 500 км. На дне Тихоп> 
океана вдоль некоторых разломов, сейчас не действующих, сме
щения осей рифтовых долин превышают 1000 км. В рифтовых 
долинах происходят слабые моретрясения, приводящие к раз
рывам литосферы.

Мощность земной коры под океаном меняется от 7— 10 км, 
под гребнями срединных океанических хребтов до 80—90 км под 
наиболее древними участками дна океана [13]. Мощность конти
нентальной литосферы, видимо, изменяется под молодыми плат
формами от 150—200 км, под древними щитами до 250— 400 км.

Планетарные движения литосферных плит происходят за 
счет их потенциальной энергии и наличия аномальной мантии 
под срединно-океаническими хребтами и на активных окраинах 
континентов. Литосферные плиты дрейфуют относительно оча
гов аномальной мантии. Появление новых очагов восходящего 
потока легкого материала изменяет напряжение в литосфере и 
направления горизонтальных перемещений литосферных плит.

Дрейф плит обусловлен их взаимодействием с нагретой ано
мальной мантией и стремлением земной массы восстановить рав
новесие при минимальной величине потенциальной энергии. 
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К ора и аномальная мантия в области поднятий стремятся рас
течься в сторону, чтобы уменьшить потенциальную энергию. Сре
динные океанические хребты могут постоянно расширятся, если 
к ним из глубины периодически поступает аномальная мантия. 
Литосферные плиты симметрично удаляются от рифтовой до
лин ы, где поднимается аномальная мантия. При этом вязкость

астеносферы настолько мала, что не оказывает сильного проти
водействия скользящим по ней литосферным плитам.

Надежную оценку взаимного движения плит дают повторные 
геодезические измерения в зонах разломов на границах плит. 
Скорость смещения Американской плиты относительно Тихо
океанской близка к 4 см/год. Она установлена геодезическими 
измерениями вдоль системы разломов, главный из которых Сан- 
Андреас. На Гармском полигоне в Таджикистане выявлен н а
двиг Памира на Тянь-Шань со скоростью 1,7 см/год. В пределах 
Алыгийско-Гималайского горного пояса скорость сжатия увели
чивается с запада на восток: в районе Гибралтара от 1,5 до
2 см^/год, а в районе Гималаев до 5,6— 6 см/год. Из обработки 
астрометрических данных получается, что скорость раздвижения 
Североамериканской и Евразийской плит близка к 10 см/год, 
а сближение Японии с Евразией идет со скоростью 1 см/год.



Имеются данные, что озеро Байкал разрастается в ширину со 
скоростью 1 см/год.

Повторное нивелирование и уровнемерные наблюдения на 
различных геодинамических полигонах дают надежную оценку 
современным вертикальным движениям земной коры. В  СССР 
эти работы проводятся главным образом в сейсмической зоне 
вблизи Алма-Аты, Ашхабада, Душанбе, Ташкента и Фрунзе. З а 
регистрированы максимальные вертикальные движения земной 
коры 10 см/год в районе Алма-Аты. Повторным нивелированием 
на Алма-Атинском геодинамическом полигоне обнаружены под
нятия 2—5 см/год тектонического блока в зоне Предгорного р а з 
лома. На Центрально-Тургайском плато вертикальные движ е
ния составляют 1,2— 1,6 см/год. В центральной части К ы зы л ку
мов выявлены участки, имеющие вертикальные движения 1,6— 
2,0 см/год и более. В Речицком районе Белоруссии поднятие 
земной поверхности составляет 0 ,6—0,8 см/год.

Скорость перемещения Тихоокеанской плиты вдоль Курило- 
Камчатского желоба изменяется от 7,5 см/год на севере до
8,5 см/год на юге. Побережья арктических морей в азиатской 
части СССР испытывают колебательные вертикальные движ е
ния амплитудой 10— 12 см с периодом около 20 лет.

Ежегодно на Земле происходит 10— 15 девятибалльных, 100— 
500 восьмибалльных и 300—500 семибалльных землетрясений. 
Разрушительные землетрясения сопровождаются горизонталь
ными и вертикальными движениями земной коры. 16 июня 
1819 г. расположенный к востоку от дельты р. Инда бассейн 
р. Синдры площадью 1,2 тыс. км2 внезапно опустился. О дновре
менно по северному краю опустившегося района образовалась 
двенадцатиметровая плотина длиной 45 км и шириной 7 км. 
В 1906 г. по разлому Сан-Андреас произошло внезапное смеще
ние на участке протяженностью 450 км. Смещение вдол ь трассы 
разлома было горизонтальным. Восточный участок разлом а пе
реместился к северу относительно западного участка в  некото
рых местах на 7 км. Чилийское землетрясение 1907 т. сопро
вождалось поднятием почти на 1 м чилийского побережья на 
участке протяженностью 300 км. В эпицентральной зоне Ашха
бадского землетрясения 5 октября 1948 г. горизонтальные сме
щения достигли 2 м.

Современные исследования показали, что техногенные про
цессы вызывают своеобразные движения земной коры. Для изу
чения вертикальных движений на Апшеронском полуострове 
в 1910— 1912 гг. была создана нивелирная сеть. В настоящ ее 
время на Апшероне длина линий нивелирования I и I I  классов 
превышает 500 км. Многолетние наблюдения Апшеронских неф 
тепромыслов показали, что наибольшие скорости опускания зем 
ной поверхности достигают 3—5 см/год. За 1912— 1972 гг. общее 
опускание земной поверхности составило 2,4 м. Зем ная  поверх
ность оседает при откачке грунтовых и артезианских вод. О т
дельные районы Токио за последние 50 лет осели на 4 м, Ме- 
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хико за последние 90 лет — до 8,5 м. В разных частях Калифор
нии откачка подземных вод в течение 25—30 лет привела к осе
данию земной поверхности на 2,7—4,5 м. На р. Колорадо в США 
под водохранилищем с объемом воды около 35 млрд. м3 проги
бание земной коры достигло 20 см. Значительное движение зем
ной поверхности отмечается в районах добычи твердых полезных 
ископаемых.

Современный прогресс в мировом производстве приводит 
к глобальным изменениям облика Земли. Техногенные измене
ния будут значительными в ближайшие десятилетия в связи 
с реализацией проектов использования недр Земли, континен
тального и регионального водораспределения, освоения мор
ских шельфов и Мирового океана. При этом техногенные про
цессы изменяют направления и интенсивность естественных дви
жений земной коры.

Динамика Земли проявляется в движениях земного полюса и 
неравномерностях ее вращения. Изменение положения оси вра
щения Земли в пространстве очень велико. Это изменение имеет 
вековую составляющую — прецессию, открытую Гиппархом во
II в. до н. э.

И. Ньютон в своих «Математических принципах натураль
ной философии» (1687 г.) дал динамическое объяснение явле
нию прецессии и оценил составляющую прецессии, обуслов
ленную лунно-солнечным притяжением эллипсоидальной Земли. 
П олагая полярное сжатие Земли равным 1/230, И. Ньютон по
лучил лунно-солнечную прецессию, равную 68" в год. Как позд
нее замечал И. С. Лаплас, для полярного сжатия на величину 
1/300 формулы Ньютона дают прецессию, равную 53,6", что 
в пределах точности расчетов совпадает с ее действительной ве
личиной 50,3".

В 1727 г. Дж. Брадлей, наблюдая звезду у  созвездия Д р а 
кона, заметил дополнительные к аберрационным изменения ее 
координат. Подобные же изменения координат он обаружил и 
у других звезд. Дж. Брадлей в 1748 г. правильно объяснил это 
явление как следствие нутационного движения земной оси с пе
риодом 18,6 года, который точно совпадает с периодом движ е
ния лунных узлов. В свою очередь, нутация земной оси обуслов
лена периодическим изменением взаимного положения лунной и 
земной орбит. Ж- Даламбер в 1749 г. разработал динамическую 
теорию нутации. Открытие явления нутации стимулировало раз 
витие динамики твердого тела. В 1765 г. Л. Эйлер разработал 
теорию движения абсолютно твердого тела около неподвижной 
точки. Допуская отсутствие действия внешних сил, он показал, 
что мгновенная ось должна описывать конус около главной оси 
инерции, относительно которой Земля имеет максимальный мо
мент инерции. Если принять за эллипсоид инерции эллипсоид 
вращения, то уравнения твердого тела будут иметь вид

Асох +  (С— Л) ®г/(ог =  0,
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А(х)у— (С— Л) =  О,
Сюг =  О.
Из третьего уравнения вытекает, что угловая скорость отно

сительно полярной оси инерции постоянна, т. е. ®2 =  соо- Введя 
обозначение Н 0= (С — А ) / А ,  запишем первые две строки ис
ходной системы в виде

to* -j- / / 0Юо®(/ == О,

соу— Н  0(00(0* =  0 .
Решая эти два уравнения, определяем интегралы

=  С1 COS (/ / 0(00̂  -j- С2),

(о у =  Ci sin (H 0a>0t +  с2).

Поделив члены уравнений на а>о, получим координаты мгно
венного полюса относительно полярной оси инерции в момент t

х  =  (oiT'c! cos (H 0(O0t +  C<i)>

IJ =  (0^‘c! Sin (tf0(00£ +  c2).

Из последних уравнений видно, что мгновенный полюс Земли 
движется по окружности около полюса инерции и описывает по
лярную окружность за период Т = # 0~1- Этот период, равный 305 
звездным суткам, получил название период Эйлера.

Для экспериментального подтверждения теории Эйлера аст
роном X. И. Петерс в 1842— 1843 гг. выполнил наблюдения ш и
рот и определил угол между осью вращения и полярной осью 
инерции Земли, оцененный им в 0,08". Из наблюдений X. И. П е 
терса и своих астроном М. О. Нюрен вычислил средние значения 
широты Пулкова для разных эпох: ф184з =  59°46' 18,727", cpi866 =  
=  59°46' 18,654", ф,872-1875 =  59°46' 18,501".

Реальность движения полюсов была доказана такж е наблю 
дениями в Берлине, начатыми в 1884 г. Незначительные рас 
хождения в значениях широт были получены для Гринвича, В а 
шингтона, Парижа, Рима и Неаполя. Анализируя эти резуль
таты, астрономы заметили вековое изменение и периодические 
колебания широты с периодом, близким к годовому.

Международная геодезическая ассоциация организовала спе
циальные наблюдения в ряде обсерваторий. Эти наблюдения 
подтвердили реальность движения полюсов в недрах Земли и 
показали, что это движение отличается от движения, предска
занного эйлеровой теорией вращения абсолютно твердого тела 
вокруг центра масс. В 1892 г. С. Чандлер, обработав длинные 
ряды наблюдений широт, получил эмпирическую формулу

ф —  Фо =  Гг COS [(/ —  Т)  ft] —  Г2 COS (L q --- L2).
Первый член в правой части формулы Чандлера имеет пе

риод 430,7 сут (по современным данным — примерно 428 сут), 
а второй член — годовой период; L q — долгота Солнца; L2 — 
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долгота Солнца на эпоху Т2, когда второй член достигает отри
цательного минимума. С. Чандлер установил, что амплитуда 
постоянна, а амплитуда г2 изменяется с течением времени. Че
тырнадцатимесячный период движения полюса, открытый 
С. Чандлером, получил название период Чандлера. Возникла не
обходимость пересмотра исходного допущения об абсолютной 
твердости Земли. Вместе с тем у ученых оказался хороший кри
терий для оценки правомерности других гипотез о механических 
свойствах Земли: теоретическое значение периода движения по
люсов должно равняться 14 мес. С. Ньюком в 1895 г., рассмот
рев влияние упругих деформаций Земли на ее вращение, дока
зал, что эти деформации действительно увеличивают период дви
жения полюсов, и объяснил четырнадцатимесячный период эф
фектом упругости Земли.

В  1893 г. вышла в свет монография С. К. Костинского «Об 
изменении астрономических широт», в которой обсуждались все 
работы, освещающие проблему изменения широт, изданные 
к этому времени. С. К. Костинский ввел понятие среднего по
люса, фиксируемого средними значениями широт всех обсер
ваторий. Он показал возможность определения полюса на лю
бую эпоху относительно среднего полюса по наблюдениям двух 
станций, расположенных на одной широте и удаленных друг 
от друга на 90° по долготе.

Наблюдения широт на различных обсерваториях показали, 
что движение полюсов относится к тем планетарным явлениям, 
ход которых не удается предсказать с точностью, необходимой 
для теории и практики. Поэтому для детального изучения дви
жения полюсов были организованы специальные широтные стан
ции, ведущие наблюдения широты с осени 1889 г.

В  1895 г. на II Международной геодезической конференции 
в Берлине было высказано пожелание об организации М ежду
народной службы широт (МСШ) для систематического изуче
ния движения полюсов.

Подразумевалось организовать несколько обсерваторий на 
одной параллели, равномерно распределенных по долготе и ве
дущих наблюдения звезд по одинаковой программе. При этом 
должна соблюдаться однотипность приборов, павильонов, стол
бов и др. Такими наблюдениями можно исключить многие си
стематические ошибки и получить материал для изучения не 
только периодических, но и вековых движений полюсов. Однако 
эта идея не была реализована, и возможности изучения веко
вого движения полюсов оказались ограниченными.

В  1899 г. в северном полушарии было организовано шесть 
широтных станций на широте 39°8': Карлофорте (Италия) — 
8,3° в. д.; Чарджоу ( Р о с с и я * ) — 63,5° в. д.; Мидзусава

* Станция существовала до 25 мая 1919 г.; на ней определено околв 
35 000  широт. С 14 ноября 1930 г. в системе МСШ действует К итабская об
серватория СССР, расположенная на широте 39,8° вблизи г. Ч ардж оу.
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(Япония) — 141,2° в. д.; Гейтерсберг (США) — 77,2° з. д.; Юкайя 
(США) — 124,4° з. д.; Цинциннати (США) — 84,4° з. д.

С 1961 г. Международная служба широты называется М еж
дународной службой движения полюсов (М СДП ). О на объеди
няет работу пяти широтных станций: Карлофорте, Китаб, Мид- 
зусава, Гейтерсберг и Юкайя. Для выводов параметров движе
ния полюсов, кроме наблюдений международных широтных 
станций, используются наблюдения 70 других обсерваторий. 
Главная астрономическая обсерватория АН УССР по резуль
татам всех систематических наблюдений широт издала «Ката
лог координат полюса Земли с 1890,0 по 1969,0».

Вопрос о вековом движении полюсов еще в конце XIX в. об
суждался астрономами, обратившими внимание на систематиче
ское уменьшение с течением времени широты в Пулкове, Грин
виче, Париже, Милане, Риме, Неаполе и увеличение широт не
которых американских обсерваторий.

Значительные исследования выполнил А. Я. Орлов, внеся оп
ределенную ясность в понятие о «среднем полюсе». Основные 
положения А. Я. Орлова об учении движения полюсов сводятся 
к следующему:

мгновенный полюс есть пересечение мгновенной оси враще
ния Земли с ее поверхностью. Все наблюдения дают широту от
носительно этого мгновенного полюса;

измеренная широта подвержена вековым и периодическим 
изменениям. Средней широтой в данный момент называется ши
рота, которая была бы в этот момент, если бы не было ее пе
риодических изменений. Таким образом, средним полюсом эпохи 
называется такое положение полюса, каким оно было бы для 
этой эпохи, если бы не было в его движении периодической со
ставляющей. Средним положениям полюсов в заданный момент 
соответствуют и средние широты в этот момент всех точек зем
ной поверхности;

вычислять координаты полюса нужно по отклонениям мгно
венной широты от средней на одну и ту же эпоху. Если предпо
ложить, что средний полюс неподвижен, то вычисленные таким 
образом координаты полюсов относятся всегда к одному и тому 
же среднему полюсу;

наблюдения широты на станциях МСШ поставлены так, что 
они не дают надежного материала для суждения о вековом дви
жении полюсов. Д ля этого нужна специальная организация на
блюдений. Если в будущем будет обнаружено и надежно опре
делено вековое движение полюсов, то все вычисления широт 
можно легко привести к одной эпохе.

Д л я  изучения векового движения полюсов А. Я. Орлов обра
ботал наблюдения широт за 51 год на станциях М СШ  Мидзу- 
сава, Карлофорте и Юкайя. Из всех наблюдений (Мидзусава — 
79 590, Карлофорте — 94 200, Юкайя — 84 882) были вычислены 
средние широты. После поисков и испытаний разных вариантов 
обработки А. Я- Орлов нашел простое решение задачи, привед- 
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шее к выводу о вековом движении полюсов Земли: а  =  0,004" 
в год вдоль меридиана 69° з. д.

Исследования векового движения, исключительно актуаль
ные для современной теории и практики, продолжаются. 
А. А. Михайлов в 1971 г., обработав многолетние наблюдения 
широт, оценил вековое движение полюсов 0,102  м в год вдоль 
меридиана 72° з. д. Л. Д. Костина и В. И. Сахаров в 1974 г. из 
обработки обширных широтных наблюдений определили веко
вое движение полюсов 0,1 м в год вдоль меридиана 69° з. д. 
Ж . С. Ержанов в 1974 г. теоретически показал возможность ве
кового движения земного полюса и получил формулу для вы
числения его величины и направления.

Новые возможности в изучении движения полюсов откры
вают наблюдения с ИСЗ и других космических объектов. Во 
всех уравнениях движений ИСЗ участвует матрица полюса. Ко
ординаты полюса как систематическую составляющую можно- 
отыскивать из лазерных, доплеровских и фотографических на
блюдений ИСЗ. Наиболее оперативную и объемную информа
цию дают доплеровские наблюдения ИСЗ.

Задаваясь геоцентрическими координатами обсерваторий 
слежения на определенную эпоху и накапливая наблюдения л а 
зерных отражателей Луны, космических летательных аппаратов 
и радиоинтерферометрии, можно фиксировать положение мгно
венной оси вращения Земли на любую эпоху. Разместив эти об
серватории определенным образом в Северном и Южном полу
шариях и организовав на них наблюдения по международной 
программе, можно задачу о полюсе решить наилучшим образом. 
Значительным будет вклад ИСЗ и других космических объек
тов в изучение движения полюсов. Совместное определение ши
рот и долгот на станциях Международной службы движения 
полюсов, наблюдения с ИСЗ и других космических объектов по
зволяют решить задачу о полюсе Земли настолько полно, что 
полученные при этом данные удовлетворяют самым высоким 
требованиям фундаментальной астрометрии, геодезии, геофи
зики и прогнозирования ряда планетарных процессов.

Земля вращается неравномерно, вызывая изменение продол
жительности суток. И хотя колебания продолжительности- су
ток очень малы, изучение их имеет большое научное и практи
ческое значение. Наблюдаются три вида изменения скорости 
вращения Земли: вековое замедление, периодические сезонные 
колебания и нерегулярные скачкообразные изменения. Вековое 
замедление вращения Земли обусловлено действием приливных 
сил притяжения Луны и Солнца. В настоящее время считают, 
что продолжительность суток увеличивалась за последние 
2000 лет в среднем на 0,0023 с в столетие. Астрометрические 
данные за 250 лет показывают, что скорость векового замедле
ния составляет 0,0014 с в столетие, которая не согласуется с ве
личиной 0,0023 с, вычисленной по всем наблюдательным данным 
за последние 2000 лет. По подсчетам Н. Н. Парийского, кроме
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приливного замедления, имеет место увеличение скорости вра
щения на 0,001 с в столетие из-за изменения момента инерции 
Земли.

Периодические годовые и полугодовые колебания скорости 
вращения Земли объясняются периодическими изменениями мо
мента инерции Земли из-за сезонной динамики атмосферы и 
планетарного распределения осадков. По современным данным, 
продолжительность суток в течение года меняется на 0,001  с. 
Вращение Земли быстрее всего в июле— августе, медленнее 
в март. Обычно периодические колебания суток представляют 
в виде суммы годового и полугодового составляющих

АГ =  a sin (t - f  н-i) +  ^ sin (2̂  +  щ),

параметры которых а, Ь, |д,ь |я2 вычисляют из длительного ряда 
наблюдений. Амплитуды примерно равны: а =  0,0005 с; Ь =  
=  0,0003 с.

Через неравномерные промежутки времени, почти кратные 
одиннадцати годам, происходят случайные изменения скорости 
вращения Земли. Абсолютная величина относительного измене
ния угловой скорости достигла в 1898 г. 3,9 -10-6, а в 1920 г.—
4,5 • 10-8. Характер и природа случайных колебаний скорости 
вращения Земли мало изучены. Можно дать только механиче
ское объяснение флуктуациям скорости вращения Земли, по 
амплитуде превышающей ее столетние приливные изменения. 
Столь большие и быстро протекающие колебания можно объяс
нить взаимодействием мантии и ядра и возникновением им
пульсных моментов, равных примерно 2 * 10-7 общего момента 
движения Земли.

Гравитационная дифференциация вещества и вековое замед
ление вращения Земли могут приводить к постепенному умень
шению ее объема и полярного сжатия. С другой стороны, умень
шение гравитационной постоянной должно вызвать расширение 
Земли и других планет. Если вековое изменение объема и по
лярного сжатия имеет место, то они будут открыты с помощью 
фундаментальных геодезических определений длин и простран
ственных положений хорд, охватывающих всю планету, и тогда 
появятся новые возможности в развитии теории эволюции 
Земли и других планет.

В геодинамике на передний план выдвигается задача изуче
ния динамической фигуры Земли методами геодезии. Фунда
ментальные определения параметров динамической фигуры 
Земли на каждую эпоху могут дать необходимые данные для 
изучения векового изменения земной фигуры. Так, например, ве
ковое уменьшение объема и полярного сжатия Земли проявится 
в уменьшении главных моментов инерции Земли во времени. По 
этой же причине будет постепенно уменьшаться абсолютная р аз 
ность моментов инерции относительно полярной и экваториаль
ной осей Земли.
334



§ 89. ОП Р Е ДЕ ЛЕ НИ Е  ПАРАМЕТРОВ ДИНАМИЧЕСКОЙ 
ФИГУРЫ ЗЕМЛИ

Тензор и эллипсоид инерции Земли. Планетарные динамические 
свойства Земли, зависящие от распределения масс в ее теле, 
можно изучать наглядно, введя образ трехосного эллипсоида 
инерции. Как известно, момент инерции твердого тела относи
тельно некоторой оси зависит от распределения масс относи
тельно этой оси. При изменении системы координат изменяются 
значения моментов инерции тела, в частности, и значения вто
рых моментов инерции А,  В, С, D, Е, F, характеризующих си
стему и распределение масс в пространстве.

Симметричную матрицу

- А —  F — Е -

/  = —  F В — D (89.1)

—  Е —  D С .

представляющую полный спектр вторых моментов инерции 
Земли, назовем т е н з о р о м  и н е р ц и и  Земли; это важнейшая 
характеристика Земли в системе отсчета, относительно которой 
он определен. Тензор инерции Земли будем определять на эпоху, 
на которую установлена система координат и принят закон рас
пределения масс в теле Земли. В действительности, достаточно 
изменить ориентацию системы координат или закон распреде
ления масс в теле Земли, тогда соответственно изменятся все ее 
моменты инерции, включая вторые моменты А, В, С, D, Е, F, 
составляющие тензор инерции Земли.

Для Земли гармонические коэффиценты геопотенциала опре
деляются в геоцентрической системе координат OXYZ,  установ
ленной на среднюю эпоху 1900— 1905 гг. Поэтому тензор инер
ции Земли будет определен относительно этой системы. Однако 
распределение масс в теле Земли мы можем принять на уровне 
наших знаний, допустим, на начало 1980 г. Тогда тензор инер
ции Земли будет определен на эпоху 1980 г. относительно си
стемы координат OXYZ.

Известно, что момент инерции относительно произвольной 
оси |

/ £ =  РА  +  т2В 4  п2С— 2 (tnnD +  InE +  ImF),  (89.2)

I, т ,  п  — направляющие косинусы оси | .  Отложим от начала 
координат OX Y Z  вдоль оси £ отрезок ОА^ =  /g”12, при этом х, 
у , г  — координаты точки N%. Направляющие косинусы оси £ 
в системе O XYZ  будут:

I =  х  л / /]='> m =  y - \ ] l ti — z -\] 1^- (89.3)
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Исключая в формуле (89.2) направляющие косинусы (89.3), 
получим уравнение

A x 2 +  B y2 +  Cz2— 2 Fxy— 2Exz— 2Dyz =  1, (89.4)
отображающее геометрическое место точек N g для всевозмож
ных осей g.

Момент инерции для тела конечной массы имеет величину, 
конечную и отличную от нуля. Следовательно,' уравнение (89.4) 
есть уравнение эллипсоида конечных размеров. Таким образом, 
тензор инерции второго ранга (89.1) однозначно определяет 
трехосный эллипсоид. Геометрический образ тензора инерции 
второго ранга называется э л и п с о и д о м  и н е р ц и и  твердого 
тела. В частном случае тензор инерции второго ранга (89.1), со
ставляющими которого служат вторые моменты инерции Земли 
в геоцентрической системе отсчета, есть тензор инерции Земли, 
и он же определяет эллипсоид инерции Земли.

Главные оси, главные моменты и тензор инерции Земли. 
Любой эллипсоид имет главные оси. В частном случае трехмер
ный эллипсоид имеет главные оси и, v, w, относительно кото
рых его уравнение

и2 Id2 +  v2/b2 +  w2lc2 =  1. (89.5)
Если квадраты полуосей эллипсоида a 2 = I u~\  b2 = I v~ 1, с2 =

— то его уравнение в главных осях

1ии2 +  I vx 2 +  I ww2 =  1. (89.6)
Сравним это уравнение с выражением (89.4). Центробежные 

моменты D, Е, F относительно главных осей равны нулю.
Систему осей, относительно которых центробежные моменты 

равны нулю, назовем г л а в н ы м и  о с я м и  и н е р ц и и ,  а мо
менты инерции относительно этих осей — г л а в н ы м и  м о м е н 
т а м и  и н е р ц и и  тела. В геодезической задаче главные оси 
проходят через центр инерции Земли. Поэтому их назовем гл ав
ными центральными осями инерции Земли. Моменты инерции 
относительно этих осей назовем главными центральными момен
тами инерции и обозначим их через Л0, В 0, Со-

В общей постановке для я-мерного эллипсоида поиск его 
главных осей сводится к проблеме определения корней веко
вого уравнения. В нашей элементарной задаче, раскрыв опре
делитель

I  — E l  | =

A  — X 

— F

—  F 

B — X

—  E  

— D =  0 , (89.7)

—  E —  D C —  X
получим вековое уравнение

Xs— {А +  В  +  С)Х2 +  (A B  +  АС  +  ВС  — F2— Е 2— D 2) X—
— ( A B C — 2 D E F — A D 2— B E 2 -  СF2) =  О, (89.8)
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иорнями которого и являются главные центральные моменты 
инерции Л о, В 0, С0.

Вековое уравнение (89.8) для Земли настолько чувстви
тельно к ошибкам округления, что приходится оставлять до 20 
значащих цифр и более, чтобы получить его корректное реше
ние. Вековое уравнение (89.8) планетарных тел настолько плохо 
обусловлено, что от вычислителя требуется искусство при со
ставлении его и в процессе решения относительно главных осей 
инерции Ао, В 0, Со- При вычислениях искомых параметров А 0, 
В  о, С0 процесс последовательных приближений неизбежен.

Тензор инерции второго ранга в главных осях есть диаго
нальная матрица, составленная из главных моментов инерции. 
Этот тензор обозначим через / 0=  (Л0, В  о, Со). Главный тензор 
инерции / 0 не зависит от принятой системы координат и явл я 
ется фундаментальным параметром планетарного тела. Он з а 
висит только от распределения масс внутри тела. Определение 
главного тензора инерции, одного из фундаментальных парамет
ров планетарного тела, является особой задачей планетарной 
геодезии.

Динамическая фигура планетарного тела. Параметры дина
мической фигуры Земли по современным данным. За  динамиче
скую фигуру планетарного тела примем трехосный эллипсоид 
инерции с полуосями a0— \ l ^ j A 0, b0 = M - \ j B <), c0 = l / V ^ o -  По- 
.лурное и экваториальное сжатие динамической фигуры плане
тарного тела определим соответственно:

сср =  1 — 2 с0/(а0 +  Ь0); а е =  \ — Ь0/а0. (89.9)
Большая полуось ао динамической фигуры совпадает с осью 

и, относительно которой главный момент инерции тела Л0 ми
нимален; малая полуось с0 совпадает с полярной осью w, отно
сительно которой главный момент инерции С0 максимален.

Таким образом, если известны моменты инерции планетар
ного тела относительно принятой системы координат OXYZ,  то 
можно определить его динамическую фигуру в образе трехос
ного эллипсоида инерции и ориентацию ее главных осей. По в а 
риациям главных моментов инерции и изменению ориентировки 
осей эллипсоида инерции во времени можно судить о планетар
ных изменениях фигуры и перемещениях масс внутри планетар
ного тела.

К ак мы уже обсудили ранее, если задан исходный тензор 
инерции (89.1) в планетоцентрической системе координат, то 
главный тензор инерции /о, определяющий динамическую ф и
гуру планетарного тела, есть решение векового уравнения
(89.8).

Теперь мы рассмотрим ориентировку главных осей динами
ческой фигуры планетарного тела. Положим, что ее главные оси 
и, v, w ориентированы относительно планетоцентрической си
стемы эйлеровыми углами ф, г|), v (рис. 78). Положим, что 
O X Y Z ^ O x y z  и O u v w - ^ O l r |£. Хотя в нашем случае обе системы
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отсчета вращаются относительно мгновенной оси вращения п л а 
нетарного тела, однако углы Эйлера этих систем остаются ста 
бильными во времени. Поэтому мы будем исходить из геометри
ческих предпосылок.

Моменты инерции А, В, С, D, Е, F выражаются через вторые
hi ,  Кы (t =  0 , 1, 2 ) геогравитаци- 
онного поля таким образом [13], 
[14], что

С - А  = ( / 2- 2 / 22)а2М;

С — В  =  ( / 2 +  2 /22) а2еМ\  (89.10) 

D = — K n a 2eM; Е =  — 121а2еМ ;  

F = — 2/С22а2М;

А — В  =  4122Q.pM,

где М, ае — масса и экваториаль
ный радиус Земли.

Введя динамическое сжатие 
Н  как функцию моментов инер
ции

Я = 1  — (Л-| В)'2С,  (89.11) 

получим явные выражения для моментов инерции:

С =  a2eM I J H ;  В =  С ( \  —  Н — 2 /22/ / 2);
А =  С ( \  —  Н +  2 I 2J I 2). (89.12)

Таким образом, если из спутниковых и наземных астрономо
геодезических данных известны коэффициенты второй гармо
ники геогравитационного потенциала, а из астрометрических оп
ределений — динамическое сжатие Земли Н,  то можно вычис
лить вторые моменты инерции Земли и главный тензор инерции 
Л) =  {Ло, В 0, С0}. При этом особую задачу представляет решение 
кубического уравнения (89.8), которое чувствительно к ошиб
кам округления. Это решение должно выполняться самым тщ а 
тельным образом, чтобы надежно оценить главный тензор инер
ции / 0.

Задачу определения эйлеровых углов q>, г|з, •& отделим от з а 
дачи поиска главного тензора / 0.

Запишем формулу [13]

и =  Х  cos А0— Y  sinA0 - f Z ( |  sinA0— ricosA0), 
v =  X  sinA0 +  F  cosA0— Z (|co sA 0-f r)sinA0), 
w =  Xr] +  Y l  +  Z,  (89.13)

где |  =  sini[>cos<p, r ^ s i n f r s i r ^ .
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Для главных осей инерции центробежные моменты равны 
нулю, т. е. соблюдаются условия

j  uvdm =  О, J uwdm =  О, J vwdm =  0 . (89.14)
м м  м

Ввиду малости угла #  и центральных моментов инерций, по
л а г а я  Dsinft =  0 , £'sinfl' =  0 , f 's in '0 =  0 , преобразуем формулы
(89.13) под условием (89.14):

sin 2̂ -0 J ( ^ 2 — Y 2) dm ~г 2 cos 2к0 f X Y d m =  0, 
м м

I  f ( Y 2—Z2) dm +  f YZdm =  0,
м м

■nS (X2— Z * ) d m +  f X Z d m  =  0. (89.15)
м м

С  учетом соотношений (89.10) из гравнений (89.15) получим 
формулы для вычисления эйлеровых углов:

tg2X0= — К И-7И; (89.16)
^  2/гг); Tl =  ^2i^(^2 — 2/гг); (89.17)
t g  ф =  2̂1 (^2 2 / м)//Сг1 ( / 2 — 2 / 22);
«|з =  А0— ф, (89.18)

выр аженные через вторые гармонические коэффициенты разло
жен ия гравитационного потенциала планетарного тела. Фор
м улу для долготы Ао, аналогичную формуле (89.16), получил 
М. Бурш а [13].

Задаваясь  тензором инерции Земли в фиксированной в теле 
Зем ли  системе отсчета на определенную эпоху, можно вычис
л и т ь  главный тензор инерции Земли и ориентацию главных осей 
ее динамической фигуры. Наблюдая за этими фундаменталь
ными параметрами, можно судить о планетарных изменениях 
фигуры Земли и геофизических процессах в ее теле.

Периодические планетарные изменения динамической фи
гуры Земли обусловлены деформациями от сил притяжения 
в системе Солнце — Земля — Луна. Эти изменения с необходи
мой точностью могут быть предвычислены и учтены в геодези
ческих и астрометрических расчетах. До сих- пор планетарные 
измеиения, связанные с перемещением масс в теле, на поверх
ности и в воздушной оболочке Земли, геодезически не изучены. 
Эта зад ач а  примыкает к геодинамическим проблемам планетар
ной геодезии.

Теория определения параметров динамической фигуры Земли 
нами рассмотрена применительно к абсолютно твердому телу. 
В действительности, перемещение масс в ее теле должно при
водить к изменению тензора инерции и, следовательно, к изме
нению значений главных центральных моментов Ао, В 0, Соинер-
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ции Земли и ориентации ее главных центральных осей инерции 
и, v, w в теле Земли.

Конечно, имеет значение для планетарной геодезии оценка 
взаимного положения инерциальных, средних и мгновенных по
люсов Земли. Под инерциальным полюсом мы понимаем пере
сечение с телом Земли ее главной центральной оси инерции w,  
относительно которой Земля обладает максимальным главным 
центральным моментом инерции.

Устанавливая параметры уровенного эллипсоида, наилуч
шим образом аппроксимирующего планетарный геоид к  во мно
гих задачах теории и практики приложения геодезических дан 
ных представляющего фигуру Земли, необходимо ось вра
щения уровенного эллипсоида точно совмещать с главной 
центральной осью инерции Земли w, а ее центр — с центром 
инерции Земли.

Достигаемые точности и требования к исходным геодезиче
ским параметрам таковы, что приходится изучать эллипсоид 
инерции Земли и его ориентировку относительно уровенного эл
липсоида Земли. Если центры двух эллипсоидов не совмещены, 
то прибавляются еще параметры Ди, Av,  A w  взаимного положе
ния центров двух эллипсоидов. В общем случае для л юбой з а 
данной точки в теле Земли можно построить эллипсоид, 
инерции.

За динамическую фигуру Земли принимают центральный эл 
липсоид инерции Земли, оси которого совмещены с главными 
центральными осями инерции, а центр его совпадает с центром 
инерции Земли.

Известно, что динамическое сжатие геоида Н  отличается от 
гравитационного сжатия а уровенного эллипсоида, т а к  как ди
намическая и гравитационная фигуры Земли отличаются друг 
от друга.

Существует фундаментальная проблема, касающа яся вра
щения Земли вокруг мгновенной оси, при изучении которой 
нужно использовать различие обеих фигур в полном спектре. 
Близость инерциальных и средних полюсов упрощает изучение 
их движения. По существу, в этом случае движение полюсов 
отождествляют с движением мгновенного полюса относительно 
полюса инерции Земли. Уточнение коэффициентов гжервого и 
второго порядков незональных гармоник притяжения Земли 
приблизит нас к решению задачи.

Если оси земной системы координат совпадают с главными 
центральными осями инерции Земли, то из выведенных формул 
следует, что все незональные коэффициенты первого л  второго 
порядков, кроме / 22, должны отсутствовать, т. е. должно соблю
даться условие /21 =  /<2i =  /Сг2 =  0. Во всех моделях Землей указан
ные коэффиценты незональных гармоник первого и второго по
рядков отличаются от нуля. Следовательно, оси земной системы 
координат не совпадают с главными центральными ос^ми инер
ции, а средний полюс не совпадает с полюсом инерции.
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Однако коэффициенты /21 и /С21 настолько малы, что по су
ществу центробежные моменты D и Е  каждый по модулю в 108 
раз  меньше, чем главные моменты. Это признак близости сред
них и инерциальных полюсов, т. е. f t — малый угол. Следова
тельно, во многих случаях практики можно мириться с несовпа
дением полярных осей динамического и гравитационного эллип
соидов. Из-за малости угла -0- долготу >,0 главной центральной 
оси инерции, относительно которой Земля обладает наименьшим 
главным центральным моментом инерции, можно вычислять как 
сумму двух эйлеровых углов ф И 1|).

Параметры динамической фигуры и тензор инерции Земли.  
Приложение теории динамики Земли проиллюстрируем на при
мере вычисления параметров динамической фигуры Земли, ис
пользуя формулы (89.12), (89.16) — (89.18) и модели внешнего 
гравитационного поля Земли GEM-6 , -9, -10 определенные по 
спутниковым и наземным гравитационным данным (табл. 13).

В табл. 13 Л0, В 0, Со — главные моменты инерции Земли; ft, 
ср и г|) — эйлеровы углы, которые составляют главные оси и, v 
w инерции Земли с осями O X Y Z  земной системы геодезических 
координат; Я0 — долгота плоскости меридиана оси и, относи
тельно которой Земля обладает наименьшим главным моментом 
инерции Л0; Кю— долгота полюса инерции Земли относительно 
начального меридиана и среднего полюса; ае и ар — экватори
альное и полярное сжатия эллипсоида инерции Земли.

Вычисления показывают, что основные параметры динамиче
ской фигуры Земли достаточно надежно определяются по моде
лям  ее внешнего гравитационного поля. Расхождения абсолют
ных значений главных моментов инерций в моделях GEM-6 , -9, 
-10 получаются из-за отличия масштабов, принятых в этих мо
делях (а, .= 6  378 155 м — GEM-6 ; ае =  6 378 140 м — GEM-9, -10). 
П ри равном масштабе относительные ошибки определения глав
ных моментов инерций для моделей составляют: GEM -6 и 
GEM-9 — 1 : 1 ООО ООО; GEM-9 и GEM -10 — 1 : 4 000 000.

Обнаружено систематическое изменение основных парамет
ров, которое, видимо, объясняется планетарной эволюцией 
Земли. Во всяком случае геодезические определения парамет
ров динамической фигуры Земли имеют достаточно надежную- 
©ценку и позволяют следить за временными вариациями этих 
параметров.

Н а  эпоху 1975 г. за тензор инерции Земли можно принять 
тензор ранга 1 (89,1), элементами которого являются вторые 
моменты инерции Земли Л =  0,329729778, D =  —0,418ХЮ-8, В =  
=  0,329736063, £  =  —0,043хЮ -8, С = 0,330815546, F =  — 90,270Х 
Х Ю “8, масштабированные на ае2М.  За  главные моменты инер
ции Земли на эту эпоху можно принять их средние значения, оп
ределяемые по моделям GEM-9 и GEM -10, т. е. Л0=0,329729296, 
В 0 =  0,329736544, С0 =  0,330815547.

Повышение точности математических моделей Земли не
избежно требует стандартизации параметров динамической
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Т а б л и ц а  13. Параметры динамической фигуры Земли 
М =  5,973327588-Ю27 г; Н =  3272,6-10-»

Параметры GEM-6 GEM-9 GEM-10

/ 2- 10е 1082,6283 1082,62708 1082,62684

/ 22- 10е — 1,5654 — 1,57114 — 1,57117

/<22* Ю6 0,8961 0,90231 0 ,90310

/*!• Ю6 0,0012 0,00027 —0,00134

/С и-10* 0,0041 0,00524 +  0,00314

а, м 6 378 155 6 378 140 6 378 140

А 0/а 2еМ 0,329729721 0,329729334 0,329729258

В 0/а 2еМ 0,329736936 0,329736581 0,329736507

С0/а 2еМ 0,330815957 0,330815585 0,330815509

а е 0,0000109407 0,0000109894 0,0000109919

а р 0,0016376320 0,0016362821 0,0016362821

Х0 — 14°53,7' — 14°56,Г — 14°56,7'

Е 0,783 1,001 0 ,6 0 0

и 0,228 0,051 —0,2 5 5
ft 0,82 1,100 0 ,6 4

Ф 16°14,Г 2°56,0' — 22°59,4'

г|> — 31°07,8' — 17°52,Г 8°02,7'

h'W — 73°45,9' — 87,°04,0' — 112°59,4'

А о - 10 44, г-см2 8,012435863 8,012388772 8,012386925

В о-Ю -44, г-см2 8,012611188 8,012564873 8,012563075

С о -1 0 -44, г-см 2 8,038831410 8,038784559 8,038782712

Во — Ав 
2Со — (Л0 -г  Во)

0,00333217 0,00334695 0,00334695

фигуры и тензора инерции Земли, устанавливаемых на  опреде
ленную эпоху. Вывод таких фундаментальных параметров 
Земли на каждую эпоху и определение их изменений во времени 
становится одной из главных задач геодезии.

Как видно из данных таблиц, эллипсоид инерции Земли 
имеет меньшее сжатие, чем ее гравитационный эллипсоид.

Вычисленные параметры динамической фигуры Земли, хотя 
и нуждаются в уточнении ориентации ее осей из-за ошибок оп
ределения гармонических коэффициентов /21 и Ка,  но их можно 
использовать для интерпретации данных астрономии, геодезии, 
геофизики и других наук. Они будут полезны в изучении д ви 
жения полюсов Земли, теории прецессии и нутации. Заметим, 
что модель с параметрами /С21 ~ З /21 > 0  дает наилучшее согласо- 
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вание наземных и спутниковых определений. Существенно улуч
шая оценку параметров /2, / 21, К21, /22, К22 и их вариаций во 
времени, можно надежно определять ориентацию главных осей 
инерции и фиксировать эффект перемещения масс в теле Земли 
на каждую эпоху.

Следует обратить внимание на задачу, связанную с опреде
лением фундаментальных параметров Земли — главного тен
зора инерции и эйлеровых углов главных осей динамической фи
гуры Земли. Как следует из наших выводов, эти параметры 
нужно устанавливать на эпоху, на которую определены вторые 
гармонические коэффициенты геогравитационного потенциала. 
При этом они должны быть согласованы с масштабом, в смысле 
Н  и ае2М, принятым в смежных науках о Земле и космическом 
пространстве. Только в этом случае указанные параметру 
можно использовать в общем комплексе с другими постоянными 
Земли, других планет и тел космического пространства и изу
чать изменения указанных параметров во времени.

§ 9 0 . И ЗУЧЕНИЕ Д В И Ж ЕН И Я  ПОЛЮ СОВ ЗЕМ ЛИ

Из-за колебания Земли относительно своей оси вращения по
люсы Земли движутся по ее поверхности, описывая сложную 
спиралевидную кривую относительно некоторого среднего поло
жения Р 0. Как показывают исследования [13], радиус суточного 
вращения мгновенного полюса Земли относительно фиксирован
ном точки составляет 0,05 м, а 14-месячное движение полюса от
носительно полюса инерции имеет радиус около 15 м. В свою 
очередь, полюс инерции имеет суточное вращение с радиусом 
около 15 м вокруг мгновенного полюса Земли.

Вековые изменения строения Земли вызывают соответствую
щее изменение ее динамической фигуры и как следствие приво
дят к вековому движению полюса инерции Земли. Вековое дви
жение полюса инерции проявляется как вековое движение по
люса вращения Земли.

Кроме того, имеются факторы метеорологического и сезон
ного характера, обусловливающие изменения динамической фи
гуры Земли и проявляющиеся как непериодические движения 
пол юса вращения Земли.

Перемещение полюса вращения Земли также связано с дви
жением литосферных плит, землятрясений и моретрясений, дру
гих геодинамических процессов.

В целом движение полюсов вращения Земли отражает эф
фект всего комплекса внутренних и внешних геодинамических 
прощессов, который теоретически не может быть определен так 
строго и полно, чтобы удовлетворить требования современной 
геодезической практики. Основным способом оперативного оп
ределения параметров движения полюса вращения Земли явля
ется наблюдение за изменениями координат наблюдательных 
пунктов ИСЗ во времени.

3 4 i



Рассмотрим вывод формул преобразования прямоугольных 
геоцентрических координат с одной эпохи на другую с учетом 
движения полюсов Земли. На рис. 79 изображены системы де
картовых геоцентрических координат Х 0, Уо, Z 0 на эпоху Т0 и X,  
Y, Z  на эпоху наблюдения Т. Оси координат соответственно на
правлены: ОХ0 — в точку Х 0 пересечения линии среднего эква
тора E qE q' и гринвичского меридиана PoG\ OZ0 — в точку север

ного полюса Р 0 эпохи 7У, 
OY0 лежит в плоскости 
среднего экватора, допол
няя правую декартову си
стему координат; ОХ  — 
в точку X  пересечения ли
ний мгновенного экватора 
Е Е '  и гринвичского мери
диана P G  эпохи Т \  OZ  — 
в точку мгновенного по- 

£ люса Р  эпохи Т\ О У лежит 
в плоскости мгновенного 
экватора, дополняя пра
вую декартову систему ко
ординат. На рис. 79 гео- 

„  „ центрическая широта Грин-
Земли 3 УЧ6Та движення полюсов вича обозначена буквой Ф.

Пусть положение мгно
венного полюса задано 

сферическим расстоянием ст и азимутом w Q (см. рис. 7'9). Для 
перехода от координат эпохи Т0 к координатам эпохи Т необ
ходимо выполнить три вращения: на угол wo вокруг оси  OZ0; 
на угол а вокруг новой оси ординат; на угол w  вокруг оси OZ. 
При этом получим следующие матрицы вращения координат:

' COStiy0 sinay0 0 "

P l = — sinay0 cos w0 0

_ o 0

~ C O S 0 0 — s in a  "

p 2 = 0 1 0 у

sin а 0 cos a _

“ cosoy — sin w 0

p 3 = sin w cos w 0

0 0 1
Сферическое расстояние а настолько мало, что можно при

нять cos а —1, sin о =  о, c o s (w—ш0) =  1, s in ( w —w 0) = ш — w g. 

344



Тогда, умножая вышеприведенные матрицы, получим результи
рующую матрицу

P =  P8P2Pi

1

(w— Wo) 

a cos w0

—  (w— w0) 

1

cr sin w0

— a cos w0

— osin w0

1
(90.1)

Пользуясь рис. 79, напишем
sin w0 sin  a  sin (uj — tti0)

S i n  Ipo — ------------------------— ---------------------------- •
cos Ф sin Ф

Отсюда
w — w0 =  о sin w0 tg Ф. (90.2)
Введем обозначения:
x p =  a c o s w 0, y p = — CTsina)o, (90.3)

где xp, yp — координаты полюса, публикуемые в бюллетенях 
М СДП.

С учетом формул (90.1) — (90.3) имеем

1

1/р tg Ф 

х„

УР tg Ф — х р

1 УР

— У р  1

(90.4)

~ X  - - * 0 "

Y =  P

_ Z _ -  Z0 -

П о определению матрицы Р как оператора преобразования 
координат от эпохи Т0 на эпоху Т

(90.5)

Откуда разность координат разных эпох с учетом (90.4)

X  — Х 0 =  Г 0 tg O y p— Zoxp,
У - У 0= - Х 0 1ё Фур +  г 0у р, (90.6)
Z — Z q =  X qXp— Y  оУр-
В частном случае, если начальные меридианы фиксируются 

одной и той же точкой на экваторе начальной эпохи, т. е. Ф = 0 ,  
то получим более простую формулу:

X  — Х 0 =  — Z 0x p,
Y  — Y 0 — Z0y p, (90.7)
Z Zo =  X 0Xp Y  оУ p.
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Если из спутниковых наблюдений определяются геоцентриче
ские координаты наблюдательных станций на эпохи Т0 и Т, то 
ло формуле (90.6) или (90.7) можно вычислить координаты по
люса эпохи Т относительно полюса Земли эпохи Т0.

Формулы (90.6) и (90.7) позволяют вычислить изменения 
геоцентрических координат из-за движения земных полюсов.

Спутниковые наблюдения позволяют организовать службу 
оперативного определения и учета движения полюсов Земли.

Если введем обозначение g0 =  ocosw0, rio =  0 sint«o, vo =  w — w 0, 
то формула (90.4) получается как частная от общей формулы 
преобразования координат [13], [14]:

При этом малый угол vo =  r]otg(D представляет долготный 
разворот одной системы координат относительно другой. Если 
начальные меридианы эпох проходят через одну и ту ж е  точку 
на экваторе начальной эпохи, то долготный разворот будет р а 
вен нулю.

§ 91. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  ВЫСОТ ГЕОИДА И ИЗУЧЕНИЕ 
ТОПОГРАФИИ МОРЕЙ И МИРОВОГО ОКЕАНА

Уравнение планетарного геоида и высота геоида над уровен- 
ным эллипсоидом. Самая обширная и полная информация о про
филях геоида получается при спутниковом нивелировании, при 
этом нивелирование можно выполнить многократно и в корот
кие сроки. Спутниковое нивелирование в сочетании с назем
ными и спутниковыми астрономо-геодезическими и гравиметри
ческими данными позволяет определить высоты геоида над уро- 
венным эллипсоидом с точностью порядка 0,05 м.

Рассмотрим строгий вывод уравнения планетарного геоида. 
Положим, известны стоксовы постоянные / пт, Кпт, параметры 
}М, ае, to, геоцентрические координаты г,-, ер,-, Ki пространствен
ных точек Qi ( i=  1, 2 , .  . . ,  ti) и их высота hi над уровнем моря. 
Требуется определить потенциал W 0 на поверхности геоида, 
уравнение геоида и его высоту над уровенным эллипсоидом. П о
тенциал силы тяжести на поверхности геоида определяется по 
формуле

- t o  1

— Ло (90.8)

>0

оо п

-+- К п т  s in  rrik) Р пт  (sin ф) - f  —  q ( — Y COS2 ф] ,
2 V, ае )

q =  a3e(»)2/fM.
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Геоцентрический радиус проекции точки Q на геоид по р а 
диусу-вектору находят из выражения

rg =  r — h sec (г, h). (91.2)
Д ля  каждой точки вычисляют геоцентрический радиус rgi и 

значение потенциала W0(- ( t=  1, 2 , . .  . ,  п) ,  определяют средневе
совое значение W 0. Затем вычисляют масштабный множитель

R g =  f M / W 0 (91.3)
и радиус-вектор любой произвольной точки геоида по формуле

ОО П
Га —  Ro 1 — ^  ^  (“Г ”) (/nmC0Sm̂ +

п = 2 т =О

\3
- f  К п т sin mk)P„m (sin ф ) Ч ~  cos2 ф J . (91.4)

Таким образом, геоид представляется семейством точек с гео
центрическими координатами rg, ф, А,. При этом геоцентриче
ский радиус каждой точки геоида вычисляется по формуле
(91.4) по исходным параметрам fM, ас, со, 1пт, Кпт-

В правой части этой формулы стоит определяемая величина 
rg. Исключим rg, подставляя rg= r 0 +  ̂ , где

Го =  ае (1 - f e /2s i n ^ )  2 — (91.5)

— геоцентрический радиус точки на поверхности уровенного эл
липсоида; £ — высота геоида, по величине не превышающая 
100— 120 м.

Оценим главные члены в разложении (91.4): 

бr  — y - R g  £<7 со52ф — ( З з т 2ф— l ) / 2j>

подставив rg= r 0 +  £. Остальные члены разложения (91.4) на
столько малы по отношению ко второму члену, что для них 
можно принять rg = r0.

Заметим, что R g^ a e^ r 0,

X ,
V г g J  \  +  £ /  \  ro )  ro' e y  \  fo +  S 

\ 3 (  'o +  С
—  i ~  i — —  I

r0

Тогда главный член будет:

1 -  V ^ 2 ([)_ j j L j ( 3 sin! ■



2 R ‘ [ ’  ( x j « * ‘ < P - ( - ^ - ) ' ( 3 s i n 4 -

l ) h ]  - r ( rg — r0) q cos2 Ф +  (3 sin2 ф — 1) / 2].

Обозначим

4 = R g 1 — ^  Y j ( ~ 7 ~ )  (7«mCosmA4-
n= 2 m= 0

f  Knm sin m l)  P nm (sin ф) +  q cos2 ф j  ;

■v =  —  q cos2 ф -j- / 2 (3 sin2 ф — 1).

(91.6)

(91.7)

Подставим значение 6r в формулу (91.4), получим

re =  R,
UO II

' - Ё  Z ( ^ ) ”(/"” cos
rnk

п = 2 m= 0

+  Д'пт sin mA)Pnm (sin ф) + - у  с о э 2 ф ^ +  ( r g — r 0)  V. (91.8)

Положим /2 =  0,00108, <7 =  0,00346, rg°—г0 =  100 м, тогда по
правочный член (rg°—Го) v равен 0,4 м. Ясно, что когда требу
ется высокая точность оценки высот геоида, поправочный член 
необходимо учитывать.

Высоту геоида вычисляют по формуле £ =  (rg—r0) c o s ( r0, п) .  
Поскольку | rg—Го | ?» 100 м, |1—cos(r0, п)  I «0,000005, то можно 
принять

S =  rt - r 0. (91.9)
Значения геоцентрических радиусов геоида и уровенного эл

липсоида вычисляют по формулам (91.8) и (91.5). Рассмотрен
ным способом можно наиболее просто и строго вычислять гео
центрический радиус rg и высоту £ геоида над уровенным эл 
липсоидом.

Если требуется предельно достижимая точность вычисления 
геоцентрического радиуса rg геоида, то рекомендуется исполь
зовать уравнение геоида (91.4), представленное непосредственно 
через rg, как итерационную формулу или в правую часть урав
нения (91.4) подставлять счислимое значение (91.6), известное 
с точностью 0,4 м, т. е.

re — Re , cos trik -j-

n—2 m =0
348



-i- / (nm sin тЛ.) P nm (sin ф) +  ^  7 ^ - ^ - j  c o s ^ j .  (91.10)

Выведенные формулы позволяют вычислять геоцентрический 
радиус rg геоида с точностью, удовлетворяющей самым высоким 
требованиям практики. Однако точность определения геоцентри
ческого радиуса геоида ограничена точностью определения гар
монических коэффициентов 1пт , К п т  и сходимостью разложе
ния (91.4).

В перспективе указанная задача более строго может быть 
решена, если представить геогравитационный потенциал через 
потенциалы планетарных точечных масс, расположенных на эл
липсоидальных поверхностях и на различных глубинах. При 
этом: для детального изучения отдельных регионов и акваторий 
океанов систему планетарных точечных масс можно будет до
полнить эллипсоидальными слоями различной плотности в этих 
изучаемых областях [13].

Изучение топографии поверхностей морей и Мирового 
океана. Разность геоцентрических радиусов соответствующих 
точек поверхности геоида rg и водной поверхности г представ
ляет рельеф поверхности моря или океана, т. е.

ho =  r — rg.

Спутниковое нивелирование в сочетании с другими спутни
ковыми геодезическими данными позволяет оперативно опреде
лять геоцентрические радиусы точек водной поверхности в лю 
бом районе. Сравнивая геоцентрические радиусы соответствую
щих точек водной поверхности и геоида, можно вычислить 
рельеф поверхности морей и океанов. Если при этом будут от
фильтрованы постоянные волны, амплитуда которых превышает 
точность измерения высот, то можно внести необходимые кор
рективы в высоты геоида в этом районе. Конечно, рельеф по
верхности морей и Мирового океана целесообразно изучать та 
ким образом, чтобы можно было бы надежно оценить волнения 
водной поверхности, обусловленные метеорологическими факто
рами, в особенности в аномальных районах, где необходимо изу
чать природу геодинамических процессов, происходящих в зем 
ных недрах.

Если это необходимо, то можно описать рельеф поверхности 
морей и океанов в период приливов, отливов, моретрясений, тай
фунов и других волнений водной поверхности.

Детально сравнивая топографию водной поверхности и дна 
морей и океанов, можно надежно вычислять тесноту их корре
ляции  и вскрывать причинно-следственные связи для познания 
строения литосферы и мантии Земли.

349



О П Р ЕД Е ЛЕ Н И Е  ОСНОВНЫХ ПАРАМЕТРОВ З Е М Л И

§ 92. ПАРАМ ЕТРЫ  НОРМ АЛЬНОЙ ЗЕМ ЛИ  
И СОГЛАСУЮ Щ ИЕ ФОРМУЛЫ

За Нормальную Землю принимают двухосный эллипсоид, масса, 
центр инерции, ось и угловая скорость вращения которого со
впадают с соответствующими параметрами реальной Зем ли, а по 
форме и размеру наилучшим образом аппроксимируют геоид 
в планетарном масштабе. Приняв за основные параметры эква
ториальный радиус геоида ае, планетоцентрическую гравитаци
онную постоянную fM,  коэффициент нулевого порядка J 2 второй 
зональной гармоники гравитационного потенциала и угловую 
скорость (00  вращения Земли, все другие параметры Н орм аль
ной Земли можно вычислить по согласующим формулам. По су
ществу Нормальная Земля представляется двухосным эллипсои
дом, все элементы которого строго согласуются с основными па
раметрами fM, ае, h ,  to®, называемыми ф у н д а м е н т а л ь 
н ы м и  г е о д е з и ч е с к и м и  п а р а м е т р а м и  Земли.

Фундаментальные геодезические параметры как фундамен
тальные параметры Земли совместно с астрометрическими и 
геофизическими параметрами используются всеми науками
о Земле. При этом для некоторых геодезических, астрометриче
ских и геофизических параметров также имеются согласующие 
формулы [13].

В этой главе нас будут интересовать согласующие формулы 
параметров Нормальной Земли. Вывод их выходит з а  рамки 
курса, и поэтому они приводятся здесь в окончательном виде*:

3  г  . 1 . О  / 2  1 1 - 2  ^  1 п  Iа  — —  I  о “I- —  q Ч----- 12--------- Q --------- * 2<7 М-
2 2 8 56 14 4

т2 I 27 гЗ I 9 з I 93 г 2 /л л  * v
h q +  —  Лг +  — - q  + —— h q \  (92.1)

Г л а в а  24.

98 16 98 784

2 9 , . 1 2 | 3 , , 27 .2 , 
a  — —— / 2 +  —  q +  ~~ hq~\— —  h  +

4 4 2 8

—  i l q — —  — — q3
56 56 56

3 27 , з  | 1 3 , 27 f 2 , 9 r 2

„  i l q - ^ r h f - ^ - q * - ,  (92.2)
56 56 56

а n  +  ^ - q \  +  ^ r n q  +  ~  V ;  (92 • 3)

1, — —  a q ------- a 2-\------ a 3--------- a 2q
7 5 5 49

5 35 35 245

* Подробный вывод согласующих формул приведен в [13].
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162

245
I\q-

27 , „2
h q ;

- a

245

20 2 - a  q-
7 21

12 ,2 1 , 2  2

27 ,з
—  /2 +

21

W'0
- 0  +  т “a* V 3 

ae V 2

H— — h q  
70

_1_
2

135

T q +  15

, , 27 , 212"

112
,3 , 141 ,2
/21-------

490

40

Hq-

280 

17 <73-

35

9 q2 +

a 3^  =

13
1470 3930

Ye - й  +  a - f  a 2----- — a q  +  a 3—
2 7

125
294

, 27 /2
-1----— ' 2"

56 14
- 12<J

135 ,з
------- 12~

16

588
123 Ilq-

83
49 784

h q 2) ;

e
2 / , 3 , . „ 9 ,2 , 65 2 

f M  =  OeYe П -----2~ 2 ^---- 8~ ~5б"

51
14

4831

/г<7-
27 f3 

*2
16 294

57 / 2? —
98

784

n - T ?

2 / ,  , 3  18 . aeye[ \ — a  +  —  q-----— aq +

a q y ,2 ® W + - ^28 147

To =  Ye 0  +  p2 Sin2 В +  p4 s in 4 В +  p6 sin® В +  

=  Y eU  - г P2s i n 2 ф +  P4s in 4 ф +  P e s in 6 ф +  .

15—  q— a  -f 
2 14

87

45 q3— \2aq2

Я2-----—  «<7 + '14

241 2 — — a q \

-a*

) =

) ;

(92.4)

(92.5)

(92.6)

(92.7)

(92.8)

(92.9) 

(92.10)
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В формулах (92.1) — (92.14) приняты следующие обозначе
ния: / 2, / 4, / 6 — коэффициенты гармоник гравитационного потен
циала Нормальной Земли; fM, ае, <о®— геоцентрическая грави
тационная постоянная, экваториальный радиус и угловая ско
рость вращения Земли;

Wo, у е, у Р — потенциал, ускорения силы тяжести на экваторе 
и на полюсе уровенного двухосного эллипсоида, принятого за 
Нормальную Землю;

Рг<, Р'и ( t = l ,  2, 3 ) '— коэффициенты разложения д л я  уско
рения силы тяжести на поверхности уровенного эллипсоида по 
четным степеням синуса геодезической В  и геоцентрической ф 
широты;

R о — линейный масштабный коэффициент, используемый при 
вычислениях параметров планетарного геоида.

По этим же согласующим формулам можно вычислить нор
мальные параметры любого планетарного тела (Луны и планет 
Солнечной системы), если зафиксированы фундаментальные па
раметры fM, ае, / 2, со.



Параметры Нормальной Земли и Нормальной Луны, вычис
ленные по согласующим формулам (92.1) — (92.14), представ
лены  в табл. 14.

Т а б л и ц а  14. Параметры Нормальной Земли и Нормальной Луны

П арам етры Земля G1 Земля G2 Л уна SI

ае, м 6 378 140 6 378 137 1 738 000
fM ,  км3/с2 398 600,5* 398 600,5* 4902,709
SM a, кы3/с 2 0,35 0,35 0

/о- 106 1082,63 1082,63 210,00
<в, рад/с 0,7292115-10—* 0,7292115-1 0 -4 0,26616955-10"6

/ 4-ю 9 —2370,971 —2370,972 —79,92
/«•Ю 9 6,017 6,017 0,04
а  -106 3352,814639 3352,812199 318,842436

а - 1 298,25687 298,25709 3136,3454
о-10° 3461,399315 3461,394431 7,586322

Уе, Ю -3 978 030,8904 978 031,8153 162 356,6661
см -с -2

Ур, 1 0 -3 983 216,8565 983 217,7767 162 307,9776
с м -с -2
W n, м2/с 2 62 636 776,6362 62 636 805,9451 2 821 198,2130

Ro, м 6 363 675,965 6 363 672,987 1 737 810,885
fV10« 5 279,057297 5 279,047546 —299,840614
V i o e 23,271937 23,271884 —0,044773
V i o 6 0,127071 0,127070 —0,000013
З-Ю 6 5302,456305 5302,446500 —299,885400
а 2 0,1124136600-10—4 0,1124134964-10 " 4 0,101660-ю - 6
а  а 0,1160543029-10 - 4 0,1160540547-10 - 4 0 ,2419 -10 -8
q2 0,119828521-10 - 4 0,1198125140-10-“ 0,58-10—10
а ? 0,376902-10“ 7 0,376901 -10—7 0,32- Ю -1»
a?q 0,389109-10—7 0,389107-1 0 -7 1 -10—12
<хф 0,401710-10—7 0,401709-1 0 -7 I - 10—12

0,414720-10“ 7 0.414718- 1 0 -7 1 -10—12

* В клю чая  атмосферу.

П р и  вычислениях относительная масса атмосферы Земли 
принята равной [ха =  0,898356 • 10~б, а относительная масса 
Л уны  — (.1 =  0,012299794.

В табл. 14 приведены малые величины второго и третьего 
порядков полярного сжатия Земли и Луны, которые будут по
лезны для оценки согласия параметров Нормальной планеты, 
выводимых указанными выше формулами.

М одели G l, G2 и S1, аппроксимирующие гравитационные 
фигуры Земли и Луны, современным определениям, видимо, со
ответствуют наилучшим образом, и их можно рекомендовать 
планетодезическим, планетофизическим и другим наукам, зани
мающимся изучением планет и их естественных спутников.
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§ 93. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  ГЕОЦЕНТРИЧЕСКОЙ 
ГРАВИТАЦИОННОЙ ПОСТОЯННОЙ

Геоцентрическая гравитационная постоянная fM  и скорость 
света в вакууме с относятся к фундаментальным постоянным, 
определяющим масштаб околоземного пространства. В настоя
щее время скорость света в вакууме настолько точно опреде
лена, что ее значение с =  (299 792 458± 1,2) м/с стандартизовано 
международными соглашениями на долгие годы.

Гравитационную постоянную fM можно надежно определить 
из обработки траекторных измерений КА, направляемых к дру
гим планетам, на пассивном участке траекторий на значитель
ном удалении от Земли, где удается достаточно точно учесть 
все гравитационные и негравитационные эффекты и теорию дви
жения КА свести к задаче двух тел.

В этом случае интеграл энергии

будет исходным уравнением. При этом отношение массы КА 
к массе Земли можно принять равным нулю. Рассмотрим спо
соб определения геоцентрической гравитационной постоянной 
при принятом значении скорости света. Пусть известны скорость 
движения V и геоцентрическое расстояние г космического аппа
рата. Тогда, пользуясь интегралом энергии, пишем систему урав
нений

б[ М  и бh — поправки к счислимым значениям^ fM°  и /г°; бг; и 
6V, — поправки к измеренным значениям г,° и Vi2.

Полагая известными веса измеренных величин р ?  и p tv , урав
нение (93.3) можно заменить эквивалентным уравнением [14]

(93.1)

гдe h  — —— ■. Систему (93.2) представим в линейной форме 
2 а

Vi — 8 f M — r°bh +  Wi (93.4)
с весом



гд е  Vi =  (й° +  - L  V?*) бг,- +  W i W i .

Р е ш а я  систему (93.4) методом наименьших квадратов, полу
чим нормальные уравнения

[ р] бf M  — [pr°] bh +  [p W ] =  О,
—  lpr°]6fM +  lpr°] bh +  [pr»W) =  0 (93.6)

относительно искомых параметров bfM  и бh, записанные в сим
вол ах  Гаусса. Из решения уравнений (93.6) определяем иско
м ы е параметры с полной их оценкой. Отметим важные для прак
тики  частные случаи приложения теории.

Д л я  параболической орбиты (а =  оо) решение (93.6) всегда 
имеется и поправка в геоцентрическую гравитационную посто
янную

6 /М  =  -  - И - ; P i =  [  g  v?‘/4 t f + (r°v?) V  ] " ' ;

W i = f M ° ---- (93.7)

Д л я  гиперболической и вытянутой эллиптической орбит на
деж ное  решение возможно при больших разбросах г,- по вели
чине.

Д л я  круговой орбиты (ri =  a) коэффициент корреляции 
K(fsM,  h) равен единице и решение возможно в форме (93.1)

П р и  этом

5  f M = J I L .  W t = f M ° — r4v?.  (93.8)
П

Д л я  квазикруговой орбиты коэффициент корреляции в нер
вом приближении K(fM ,  h)  =  1—е2 и близок к единице. Поэтому 
при уточнении fM  с начальными условиями и координатами 
станций наблюдений могут возникнуть непреодолимые трудно
сти, связанные с плохой обусловленностью нормальных урав
нений.

В  случае квазикруговой орбиты можно использовать зави
симость fM,  среднего движения п и большой полуоси а  орбиты 
небесного объекта. Так, например, по лазерной светолокации 
Лун ы можно определить fM,  используя известное соотношение

4 ( H - v ft)3 
1 +  р,

вытекающее из третьего закона Кеплера. В этой формуле пц  — 
среднее движение Луны; ц, — отношение массы Луны к массе 
Зем ли; а<[ — большая полуось вариационной орбиты Луны; 
Oq —  параметр, учитывающий возмущения от Солнца.

П о  лазерной светолокации Луны, выполненной обсервато
рией Макдональд (США), значение /М =  (398 600,48±0,1) км3/с2 
i / 212*= 355



определено, исходя из заданного геоцентрического положения 
обсерватории. Это значение точно совпадает с уравненным зна
чением fM,  полученным из обработки 11 определений fM  пос
ледних лет.

Геоцентрическую гравитационную постоянную fM  м ожно оп
ределить по наблюдениям ИСЗ, обращающихся на кв азикруго- 
вых орбитах, используя формулу, подобную формуле (S3.9) лун
ной светолокации. Однако при этом из-за близости И С З  к Земле 
необходимо более точно учитывать возмущающее влияние гео- 
гравитационного потенциала на движение ИСЗ, в первую оче
редь на среднее движение п и большую полуось а  орбиты ИСЗ. 
Д ля априорной оценки примем

fM
a = v ’

n* =  J W _ = ( J L _ Y y .  (93.10)
a3 \  f M J

где V — геогравитационный потенциал. Из этих формул следуют 
следующие оценки:

та mv тп 3 \mv mfM ^ /т-j- т у
а ~  V ’ п ~  2 V ’ f M  ~  ^  U

(93.11)

Если, например, m v / V =  10~6, то т^м ~  1,6 км3/< 2 (fM =  
=  398 600 км3/с2).

Таким образом, точность определения fM  по наблюдениям на 
квазикруговых орбитах будет сравнима с точностью определе
ния fM  по наблюдениям КА и лазерной локации Луны [14] в том 
случае, если относительная ошибка определения геогравитаци- 
онного потенциала будет в пределах 0,3* 10-7 .

§ 94. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  ВТОРОГО ГАРМ ОНИЧЕСКОГО 
КОЭФФИЦИЕНТА ГЕОГРАВИТАЦИОННОГО ПОТЕНЦИАЛА 
ПО ВОЗМ УЩ ЕНИЯМ  ЭЛЕМ ЕНТОВ ОРБИТЫ  ИСЗ

Запишем дифференциальное уравнение Лагранжа

1 dRQ =
V pfM sin i di

w = — ( 9 4 - l )

для долготы Q узла и углового расстояния w  перигея орбиты 
ИСЗ, претерпевающих вековые и долгопериодические возмуще- 
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ния от второй зональной гармоники геогравитационного потен
циала (главной пертурбационной функции):

<94-2>

где г2 =  х2+ у 2 +  z 2.
Д ля вывода частных производных, содержащихся в диффе

ренциальных уравнениях (94.1), используем следующие фор
мулы:

х  =  r (cos и cos £2—■sin и sin £2 cos i),
у  =  r (cos и sin Q -f sin «cos Qcos t), (94.3)
z =  r s \ n u s i n i ,
г =  а (  1 — ecos Е). (94.4)

dR  _  dR - dr 1 dR dz
d i дг di dz di

dR dR dr , dR dz
de dr de 1 дг de

О1 dr
de

j ,  dz= — a c o se ;  -----= r s i n « c o s i ,
di

dz dz dr _ г dr

<*>

i
Qj de r de

dR  3 
dr 2

1 fM 
r r - о - к * :  O ' -

dR  -  1 ifM
дг

- y h .  (94.5)

Применяя формулы (94.5), находим искомые частные произ
водные пертурбационной функции R  (94.2) по наклонению i и 
эксцентриситету е орбиты:

=  — з J : VI. ( —е-Л / 2(1— cos2 и) sin i cos i, 
di r \  r J

(94.6)
dR 3 cos E fM
de 2 1 — e cos E

/ 2(1 — 3sin2u s in 2t)-

Затем подставляем в уравнения (94.1) найденные значения 
частных производных (94.6) и получаем уравнения



правые части которых представлены через элементы орбиты и 
фундаментальные постоянные Земли Щ ,  ае и / 2.

Рассматривая уравнения (94.7), заключаем, что вторая гар
моника (94.2) обусловливает вековые и периодические возму
щения долготы £2 узла и углового расстояния w  перигея орбиты

Имея наблюдательный материал и фиксируя значения фун
даментальных параметров Земли fM  и ае, решаем систему урав
нений (94.7) относительно искомого параметра / 2. Длительный 
ряд наблюдений большого числа ИСЗ с различными элемен
тами орбит дает оценку второго гармонического коэффициента 
/ 2 геогравитационного потенциала с такой точностью, что пред
ставляется возможным определение его изменений во времени.

Если известны второй гармонический коэффициент / 2 и па
раметр <7 =  (o®2ae3//M, то по формуле (92.1) можно вычислить 
точно полярное сжатие земного эллипсоида.

§ 95. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  ПАРАМЕТРОВ ЗЕМ НОГО 
ЭЛЛ И П СО И ДА  ВРАЩ ЕНИЯ

Пусть для точек Q t ( i =  1, 2 , ,  п) земной поверхности и около
земного пространства с известными геоцентрическими коорди
натами Xi, Yit Zi заданы нормальные высоты НУ. При этом если 
за точку Q принять наземный пункт, то предполагается, что его 
нормальная высота определена методами наземной геодезии. 
Если же за точку Q принят ИСЗ, то предполагается, что его 
нормальная высота определена спутниковым нивелированием.

Искомые поправки к предварительным значениям большой 
полуоси а 0 и полярного сжатия а0 земного эллипсоида вращения 
обозначим соответственно через б а  и 8а. Геоцентрическую вы
соту точки Qi над общим земным эллипсоидом вращения с па
раметрами а =  а° +  8а, a =  a° +  8a можно представить таким об
разом, что

где Я ,0 — геодезическая высота; N p — радиус кривизны нор
мального сечения; В;0 — широта точки Q, относительно земного 
эллипсоида с параметрами а 0 и а 0. Теперь геодезическую высоту 
Н  представим как сумму нормальной высоты НУ и высоты гео
ида £ над общим земным эллипсоидом, т. е.

ИСЗ.

Hi =  H ° ------—  8 а +  №t sin2 В % а, (95.1)

(95.2)
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Используя приведенные выше формулы (95.1) и (95.2), для 
высоты геоида £,• каждой точки Q,- получим формулу

U = ----- —  б a  -f  N° sin2 £?6а +  Н°— HJ.

Заметим, что свободный член в этой формуле представляет 
собой высоту геоида l°i =  H ° — H j  над земным эллипсоидом 
с параметрами а 0 и а0. Поэтому запишем ее в виде

-----—- 6а +  N° sin2 В°8а  -f  £?. (95.3)
N°i

Так как каждая точка Q,- доставляет одно уравнение (95.3), 
то получим систему п уравнений. Решая их под условием 
[р£2] =  mi п, получим искомые величины б а, 8а  с полной оцен
кой. При этом если совокупность точек Q; ( t=  1, 2, . . . , я) рав
номерно размещена на поверхности планеты, то будет выпол
нена наилучшая оценка искомых величин. В настоящее время 
наибольший вклад в решение этой задачи вносит спутниковое 
нивелирование, представляющее геоид на каждую эпоху в пла
нетарном масштабе.

Сжатие земного эллипсоида практически выгодно определять 
как производную постоянную, используя формулы, приведенные 
в § 92.

Следовательно, в уравнении (95.3) можно исключить по
правку ба, полагая известным полярное сжатие а  земного эл
липсоида. Тогда для обработки примем уравнение

Ь = - А 018 а + &  (95.4)
где £,-° — высота геоида над земным эллипсоидом с парамет
рами а0 и a; A 0i =  a0/Ni°.

Искомая поправка большой полуоси будет
б а = = _[МоС°] _ (95 5)

И  о2]

Если геоид аппроксимируется земным эллипсоидом таким 
образом, чтобы сумма высот геоида была бы равна нулю, то 
с учетом весов уравнений (95.4) поправка большой полуоси та 
кого земного эллипсоида

ба = _М !1_ . (95.6)
[рА0]

Затем по уточненному значению большой полуоси земного 
эллипсоида по соответствующим формулам (§ 92) вычисляют 
согласованные значения полярного сжатия а  и уровенного по
тенциала Го земного эллипсоида.

Зафиксировав фундаментальные параметры Земли на эпоху, 
можно приступить к новой обработке данных наземной геоде- 
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зии и спутниковых наблюдений с целью вывода параметров пла
нетарной геоцентрической системы геодезических координат и 
внешнего гравитационного поля Земли [13].

Имея уточненные значения параметров внешнего гравитаци
онного поля Земли, можно вычислить геоцентрический радиус 
rei геоида для каждой элементарной площадки с координатами 
фI. Я/, (§ 9 1 )  и высоту геоида по формулам:

$ - - = г й1- г о1; (95.7)
__1_

r0i — a°Ar, А с =  (1 - f e ,2sirr^i) 2 .

Решая (95.7) под условием [p£2] =  min, находим 
значение большой полуоси земного эллипсоида 

_  [pA rg]
[РАЦ

уточненное

(95.8)

или

a==J P ^ L  (95.9)
[рА\

если отыскивается эллипсоид под условием [р£] =  0.
Затем по соответствующим формулам можно вычислить но

вые согласованные значения полярного сжатия а и уровенного 
потенциала Wo земного эллипсоида вращения. Таким образом, 
определение параметров земного эллипсоида основано на ис
пользовании данных наземной геодезии и спутниковых наблю
дений с учетом формул, согласующих параметры земного эл 
липсоида с фундаментальными параметрами. Так как большая 
полуось земного эллипсоида представляется как среднее значе
ние экваториального радиуса геоида ае и входит в список фун
даментальных постоянных Земли, то процесс последовательных 
приближений в определении параметров земного эллипсоида не
избежен.

Если гравиметрические определения дают независимую 
оценку ускорения силы тяжести у е на экваторе, то при выводе 
большой полуоси можно использовать формулу (92.9). Напри
мер, можно применить формулу [14]

f M  =  \ ,00183636a2Ye (95.10)
с учетом массы земной атмосферы для согласования независи
мых определений трех постоянных или вывода значения одной 
постоянной по известным значениям двух других постоянных.
§ 96. О П РЕ Д Е Л Е Н И Е  ПАРАМ ЕТРОВ ТРЕХОСНОГО 
ЗЕМ Н О ГО  ЭЛЛ И П СО И ДА

Принципиальные положения. Определение параметров трехос
ного земного эллипсоида, наилучшим образом аппроксимирую
щего планетарные волны геоида, основано на изучении пара- 
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метров динамической фигуры Земли и планетарного геоида. 
Большая ось трехосного эллипсоида является одной из главных 
осей инерции, относительно которой экваториальный момент 
инерции Ао Земли имеет наименьшее значение. Относительно 
малой экваториальной оси эллипсоида Земля обладает наиболь
шим экваториальным моментом инерции В 0. Очевидно, поляр
ная ось земного эллипсоида совпадает с осью вращения Земли, 
относительно которой Земля обладает наибольшим моментом 
инерции С0.

Меридиан большой оси экватора трехосного эллипсоида, со
впадающий с меридианом главной оси инерции Земли «о, может 
быть определен по формуле (89.16) и для современной эпохи 
его долгота =14,9° з. д. Таким образом, можно однозначно ори
ентировать экваториальный эллипс и полярную ось трехосного 
эллипсоида.

Фигуру и форму трехосного эллипсоида (экваториальные и 
полярный радиусы, полярное и экваториальное сжатия) можно 
определить, изучая соответствующие параметры планетарного 
геоида. При этом, очевидно, параметры трехосного эллипсоида, 
аппроксимирующего планетарные волны геоида, должны совпа
дать с соответствующими параметрами планетарного геоида. От
сюда ясно, что второй этап в определении параметров трехос
ного земного эллипсоида заключается в вычислении соответ
ствующих параметров планетарного геоида.

Параметры планетарного геоида. Д ля полярного радиуса 
геоида, подставляя в формулу (91.10) <р=±90°, имеем следую
щую формулу:

Г  оо оо 2 П— 1 " |

rp =  R o \  1 -  S  ( 1 + « ' T / 2» t Z  ( l  + е ' 2) 2 h n - i  ■ (96.1)
1. /1 =  1 /1=2 J

Верхний (нижний) знак соответствует северному (южному) 
полюсу геоида.

Среднее значение полярного радиуса геоида

1 -  £  ( l + e ' 2) " / J .  (96-2)
л=1 J

Полярная асимметрия геоида

оо 2/1—1
/"сев— Гюжн =  — Л  )  2 /2/1—1*

/1 = 2

На современную эпоху полярная асимметрия геоида состав
ляет 42,7 м.

Экваториальные радиусы геоида вычисляют, подставляя 
в формулу (95.1) ф =  0°. При этом Р пт (sin <р)=0 для всех зна
чений индексов (п +  т )  — нечетное.
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Тогда экваториальный радиус геоида

[ ,  оо п
1 +  — q — Y  V  U пт cosтХ-\-

1  п = 2  т  =0

+  Knm^mmK) Р пт (sin ф)], (96.4)
только когда (п +  т )  — четное.

Для вычисления экстремальных значений экваториальных 
радиусов достаточно в формулу (96.4) подставить А, =  Ло (>« =  
=  90° +  ̂ o) и получим значение максимального (минимального) 
экваториального радиуса геоида.

Параметры трехосного эллипсоида.
Как известно, планетоцентрический радиус трехосного эл

липсоида можно представить в виде разложения по сфериче
ским гармоникам. При этом в разложении отсутствуют все не
четные гармоники, а четные гармоники представлены только 
четными порядками [13]. Поэтому полярный ридаус трехосного 
эллипсоида b равен среднему значению полярного радиуса гр 
геоида, т. е.

й = / ? о [ 1 - п? 1( 1 + в'2)п / *"]- <96 -5)

Экваториальные радиусы трехосного эллипсоида вычис
лим, используя четные гармоники разложения (96.4). Зам е
тив, что cos 2т  (90° +  Х,0) =  (— l ) mcos2mA,0, sin 2m(90° +  ?to) =  
=  (— l ) msin2mA,o, формулу (96.4) для трехосного эллипсоида 
запишем в таком виде:

Ятах =  Ro  Г 1 +  —  Я +  У" е2т1 >
L 2 т=0 J

Omin =  R o l l  +  - L q +  f ;  ( - l ) me2J ,  (96.6)
L Z m —0 J

oo

2̂m “  Z ( h n  . 2m cos 2mA,0 +  K 2n-2m sin 2mX0) P 2n- 2m. (sin ф).
П— 1

Разность максимального и минимального значений эквато
риальных радиусов эллипсоида составляет

оо

Qmax Omjn =  2R 0 ^  e4m—2- (96.7)
m= 1

Экваториальное сжатие эллипсоида

а е = 2  ^  E4m_ 2l f l - \ --- e2mV (96.8)
m =  1 I \  1 m= 0 /

Полярное сжатие эллипсоида

a p ax =  (amax — b)/amax, (96.9)



Д л я  примера приведем значения егт, вычисленные с учетом
гармоник до 10-й степени*:

1 г , 3 г 5 , , 35 т 63 г .  е° =  _ _ / 2 +  т / 4— _  / . +  _ _ / 8_  25б / 10,

/ о  1 15 Г , 105 г 315 j  ,
* 2  =  \ o l 2 - 2 ------------ —  U - 2 ~ \ ---------~ —  ‘ 6 - 2 -------------/ 8-2  +

2 8 16 

3465 ,  Л . . .  15
128

105 315 1 3465

Ло-2 ^ cos 2А0 4- ( З К 2 2 ----- --- Ki-2  4

/Сб-2---- ------ Ks-2 +  - ^ Г  W " )  Sin 2V .
1Ь 128 /

Л ЛГ 7 945 г . 10 395 r 
e 4 =  f IO 0 / 4.4-------- -—  /б -4  H--------------- '8 - 4 -----

-  3465-13 / 10.4s) COS 4A0 4  ( 105/С4.4 -  Kb.4 +
16 /  v  2

. 10 395 3465-13 „  \  . . .
H------------- /Cs 4 ------------—  /С10.4 ) sin 4^0;

8 lb J

Л п о г ч : /  135 135 , , 51 975■ 39 , 4/£„ =  I I 0 395/ 6.6--------- ------  J8-61--------- -------  110-6 J X

X COS 6k0 +  (10 395/Сб.б-----K8.6 4

. 51 975-39 ту \  ■ c \4 - -------------Кю б) Sin 6A0;

e8 =  (2 0 2 7 0 25/8.8-----^5 925-221 / I08 )  cos 8-\0 +

+  (2  027 025ЛГ8.8 -----155925'2---- /Ci0.8)  sin 8A0;

e10 =  654 729 075 ( / 1 0 . 10 cos 10Ao 4  К10 ■ 10 sin 10Xo). (96.10)
В заключение приведем параметры трехосного эллипсоида, 

вычисленные по модели GEM-6 с учетом гармоник до 10-й 
степени включительно с исходными данными: д =  3461,413750Х 
X 10 6; е/2 =  6739,4998• 10-в; # 0 =  6363690,95 м; Х0=15° з. д.

Параметры трехосного эллипсоида
Полярный радиус b ................................................  6 356 764,90 м
Экваториальный радиус a min ...............................  6 378 097,00 м

а тах  ........................... 6 378 185,74 м
ас р ...................................  6 378 141,37 м

Полярное сжатие а™ах ............................... 1 : 297,756
a min ............................... 1 : 298,990
ар ...............................  1 : 298,373

Экваториальное сжатие а е ...............................  1 : 71 875

* Значения сферических функций Р пт (sin ф) приведены в [13].
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ,  
ПОЛУЧЕННЫЕ В КОСМИЧЕСКОЙ  
ГЕОДЕЗИИ, И ПЕРСПЕКТИВЫ  
ЕЕ РАЗВИТИЯ

Р а з д е л  7.

Г л а в а  25.
ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ, ПОЛУЧЕННЫЕ  
ИЗ НАБЛЮДЕНИЙ ИСЗ ПРИ РЕШЕНИИ ЗА ДА Ч  
ГЕОДЕЗИИ И ТЕОРИИ ФИГУРЫ ЗЕМЛИ

§ 97. М ЕЖ Д У Н А РО Д Н Ы Е И НАЦИОНАЛЬНЫ Е ПРОГРАМ М Ы  
ГЕО ДЕЗИ ЧЕСКО ГО  П РИ М ЕН ЕН И Я ИСЗ

Сразу же после запуска в СССР 4 октября 1957 г. первого 
советского искусственного спутника возникла необходимость 
в организации и проведении его наблюдений для определения 
координат, прогнозирования движения. Одновременно стали 
разрабатываться основы использования наблюдений спутников 
для решения геодезических задач. Возникла и стала разви
ваться спутниковая геодезия как раздел космической геодезии. 
Па первых порах теории движения ИСЗ не отличались совер
шенством, не была достаточно высокой точность наблюдений, 
поэтому основные усилия при получении геодезических выво
дов были направлены на разработу и реализацию геометриче
ских методов космической геодезии и прежде всего сннхронных 
и квазисинхронных фотографических наблюдений.

Следует отметить, что внедрению в практику синхронных 
наблюдений ИСЗ предшествовал период (1958— 1960 гг.) , когда 
применялись в основном визуальные наблюдения сначала с по
мощью простейших астрономических телескопов (астрономиче
ская трубка АТ-1 в СССР), а в дальнейшем с использованием 
теодолитов (АУ-2"/10", Вильд Т-3, Аскания, TPR, ДК.М-3, 
ДКМ-ЗА) и кинотеодолитов (Аскания). К 1 октября 1957 г. 
Астрономический совет АН СССР организовал и подготовил 
к работе 66 станций на территории Советского Союза, оснащен
ных астрономическими телескопами, которые использовались 
для наблюдений первых советских спутников. Аналогичная сеть 
станций была создана в США, а затем и в некоторых других 
странах. Общее число станций, ведущих регулярные визуаль
ные наблюдения в разных странах, превысило 300. Однако упо
мянутые наблюдательные средства не обеспечивали точность 
результатов, необходимую для решения геодезических задач. 
Так, например, использование астрономической трубки АТ-1 и 
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аналогичных телескопов в США позволяло определять коорди
наты спутника с ошибкой 0,2—0,3° и обеспечивало точность 
временной привязки 0,1—0,3s. Применение теодолитов и кино
теодолитов позволяло определять положение спутника, как 
правило, с ошибкой 10—20" (есть кинотеодолиты, с помощью ко
торых направление на спутник определяют с ошибкой 2")„ 
а время наблюдений — с ошибкой 0,01—0,02s.

В Советском Союзе синхронные фотографические наблюде
ния спутника Echo-1 были осуществлены впервые в мае 1961 г. 
на пунктах Пулково, Николаев, Харьков и Ташкент.

В синхронных наблюдениях спутника Echo-1 в мае — июне 
1963 г. принимали участие станции Астрономического совета 
АН СССР, расположенные на территории всей страны, а также 
станции ГДР, ПНР, СРР, ЧССР. Поскольку наблюдения вы
полнялись камерами типа НАФА Зс/25 и носили пробный ха
рактер, ошибка в определении взаимного положения пунктов 
составила 60—70 м. Вместе с тем, наблюдения показали воз
можности метода космической триангуляции, позволили усо
вершенствовать методику работ при синхронных наблюдениях,, 
ускорили работы по созданию новых более совершенных фото
графических камер. Стало ясно, что особую ценность спутни
ковые методы будут представлять при изучении гравитацион
ного поля и формы Земли в целом как планеты, что потребует 
применения динамических методов, базирующихся на знании 
с высокой степенью точности теории движения ИСЗ. Стремле
ние получить важные геодезические выводы, исследовать тон
кие геодинамические эффекты обусловило совершенствование 
аппаратуры и методов наблюдений, повышение точности изме
рительной информации. Стала ясна целесообразность создания 
спутников, пригодных для решения геодезических и геодинами
ческих задач. Изучение Земли как планеты в целом методами 
космической геодезии потребовало объединения усилий ученых 
разных стран.

Особенно плодотворным при проведении космических иссле
дований является сотрудничество социалистических стран, осу
ществляющееся с 1968 г. в рамках программы «Интеркосмос» 
при участии НРБ, ВНР, ГДР, Республики Куба, М НР, ПНР,. 
С РР, СССР и ЧССР. Программа предусматривает, в частности,, 
выполнение исследований по космической геодезии. В составе 
рабочей группы «Космическая физика» действует секция № 6 
«Использование оптических наблюдений спутников для целей 
геодезии и геофизики». Координатором работ этой секции яв
ляется Астрономический совет АН СССР. Секция ведет работы 
по трем основным направлениям: спутниковая геодезия и гео
динамика, исследования верхней атмосферы, совершенствование 
и создание новой аппаратуры для оптических наблюдений ИСЗ. 
В результате были созданы высокоточные фотографические ка 
меры для наблюдений спутников: АФУ-75 (СССР), SBG (ГД Р), 
ВАУ (СССР) и лазерный светодальномер (ЛСД) «Интеркос

365-



мос». В создании первого Л СД «Интеркосмос» в 1972 г. при
нимали участие ученые ВНР, ГДР, ПНР, СССР и ЧССР.

В настоящее время в системе Астрономического совета ра
ботает 25 станций, предназначенных для наблюдений спутни
ков и размещенных в Европе, Азии, Африке и Антарктиде. 
В их числе: Байя и Пенц (ВН Р), Боровец (ПНР), Бухарест 
(СРР), Д алан-Д задагад и Улан-Батор (МНР), Звенигород, 

Симеиз, Рига, Ужгород, Южно-Сахалинск (СССР), Ондржейов 
(ЧССР), Плана (Н РБ ),  Потсдам (ГД Р), Пхеньян (К Н Д Р ), 
Сантьяго-де-Куба (Куба) и др. На 20 станциях наблюдения 
ведутся камерами АФУ-75. В Звенигороде и Душанбе установ
лены камеры ВАУ. Ряд станций оснащен лазерными дально
мерами «Интеркосмос».

Астрономический совет АН СССР систематически органи
зует и проводит синхронные и квазисинхронные наблюдения 
спутников с целью создания космических геодезических по
строений. Точность этих построений повышается по мере внед
рения совершенной техники наблюдении. Так, например, на
правления 17 хорд, соединяющих пункты наблюдений рас
положенные в Европе, были получены из фотографических 
наблюдений вспышек спутника GEOS-2, проведенных в 1968— 
1971 гг., со средними квадратическими ошибками <̂х>средн =  
=  2,05" (Шфт1п =  0,35", Шфтах =  5,89") и mA cos Фсред.< =  
=  1,20'' (тА cos<Dmin =  0,35, тА cosФтах =  2,64") [И]. Приведенные 
результаты получены с применением «круга одновременности». 
Число синхронных пар наблюдений составляло для отдельных 
хорд от 11 до 95.

Обработка тем же методом [11] результатов одновременных 
фотографических и лазерных наблюдений спутника GEOS-2, 
выполненных на европейских станциях в 1963 г., позволила по
лучить направления и длины хорд Сан-Фернандо— Ница 
(1400 км) и Сан-Фернандо — От-Прованс (1306 км). В случае 
первой хорды для выводов использовались 10 пар синхронных 
фотографических наблюдений и 9 измерений расстояний со 
станции Сан-Фернандо. Результаты характеризуются средними 
квадратическими ошибками тА cos Ф =  1,1"; т® =  1,2";m D =  6,1 м. 
Для определения хорды Сан-Фернандо — От-Прованс имелось
14 пар синхронных фотографических наблюдений и дважды из
мерялось расстояние со станции Сан-Фернандо. Результаты ха
рактеризуются средними квадратическими ошибками т л соэФ =  
=  0,639"; гпф =  0,325"; m D =  3,0 м.

С 1971 г. ведутся работы по проложению векторных ходов 
«Арктика — Антарктика» и «Восток — Запад». Инициаторами 
этой международной программы, называемой «Большая хорда», 
являются советские ученые И. Д. Жонголович, А. Г. Масевич 
и другие, координацию осуществляет Астрономический совет 
АН СССР. Как видно из названия, векторный ход «Арктика — 
Антарктика» проходит в меридиональном направлении. Другой 
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векторный ход «Восток — Запад» прокладывается вдоль эква
тора  от Латинской Америки через Африку на Дальний Восток. 
Станции, участвующие в работе по программе «Большая хорда», 
оснащены фотографическими камерами и лазерными дальноме
рами. Отдельные хорды ходов имеют протяженность 2,5—3 тыс. 
км. Результирующая хорда имеет длину порядка диаметра 
Земли. Ожидается, что точность ее определения составит 
1 • 10-6.

В 1971 г. проводился Международный эксперимент по спут
никовой геодезии ISAGEX, в котором участвовали также стан
ции Астрономического совета АН СССР. В ходе эксперимента 
наблюдения велись на 53 станциях, расположенных на терри
тории разных государств по всему земному шару. На 17 стан
циях были установлены фотографические камеры АФУ-75, на
16 — камеры Бейкера-Нанна, на 2 — камеры SBG; 11 станций 
•были оснащены лазерными дальномерами. С целью решения 
динамических задач космической геодезии и определения вза
имного положения пунктов велись отдельные и синхронные на
блюдения спутников GEOS-1, GEOS-2, Explorer-22 (ВЕВ), Ex
plorer-27 (ВЕС), Diademe-1 (D1A), Diademe-2 (DIC), Peole, не
сущих лазерные отражатели, и двух пассивных ИСЗ — Midas-4 
и PAGEOS.

Результаты, полученные в рамках программы ISAGEX, ис- 
пользовались для вывода параметров гравитационного поля 
Зем ли  (модель SE-III), определения резонансных гармоник 
геопотенциала, изучения вращения Земли и приливных яв
лений.

Руководителем программы являлся Национальный центр 
космических исследований (Франция). В числе 5 подцентров, 
осуществлявших руководство работой групп станций, был Аст
рономический совет АН СССР.

В 1975 г. Астросоветом АН СССР была создана экспери
ментальная станция в Симеизе, на которой выполняются комп
лексные работы по использованию наблюдений ИСЗ для реше
ния геодинамических задач. С помощью астролябии Данжона 
OPL-23 на станции выполняются систематические определения 
времени и широты. Начато также наблюдение 20 радиоисточ
ников, отождествленных с оптическими объектами. Наблюдения 
спутников осуществляются с 1977 г. лазерным дальномером 
«Интеркосмос» (GEOS-1, GEOS-З) и лазерным дальномером 
второго поколения, установленным на фотографической камере 
SBG (Lageos, Starlette). На станции проводились также доп- 
леровские наблюдения спутников с использованием доплеров- 
ского приемника СМА-722В.

Среди национальных программ зарубежных стран можно 
отметить Национальную геодезическую спутниковую программу 
США (NGSP), работы по которой начались с 1964 г. при коор
динации NASA. Основные задачи NGSP заключались в созда
нии единой Мировой геодезической системы координат из 86
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пунктов (ошибка в положении не более 10 м), осуществлении 
связи между различными геодезическими системами, определе
нии параметров гравитационного поля Земли, по крайней мере- 
до 15-го порядка, исследовании вариаций гравитационного поля 
протяженностью порядка 1000 км. По этой программе были з а 
пущены геодезические спутники Explorer-22 (ВЕВ), Explorer-27 
(ВЕС), GEOS-1, -2, -3 и PAGEOS. Наличие на борту G E O S-5  
спутникового радиовысотомера позволило решать не только 
геодезические, но и океанографические задачи.

Известны национальные французские программы «Diapa- 
sone», «Diademe» и RCP-133. Частично эти программы перекры
ваются. Самой обширной из них является объявленная в 1967 г. 
программа RCP-133 (Recherche cooperative sur p ro g ram m e).  
Цель этой программы — установление геодезической связи Ев
ропы с Африкой, а в дальнейшем через Африку Европы с Аме
рикой.

§ 98. РЕЗУЛЬТА ТЫ , ПОЛУЧЕННЫ Е 
ГЕОМ ЕТРИЧЕСКИМ  МЕТОДОМ

Как уже отмечалось в предыдущем параграфе, работы по соз
данию спутниковых геометрических построений проводились, 
с 1961 г. в СССР и других социалистических странах. На ос
нове наблюдений ИСЗ Echo-1 и Echo-2 в 1963 г. со станций 
в Звенигороде, Николаеве, Риге, Ужгороде, Бухаресте, Познани, 
Праге была построена экспериментальная сеть космической три
ангуляции, протяженность которой составила более 10 тыс. км.

Практические результаты в решении геометрических задач 
космической геодезии были получены на основе синхронных и 
квазисинхронных наблюдений камерами Бейкера — Нанна со- 
станций, расположенных в США, Перу и на о-ве Кюрасао. Из- 
наблюдений с мая по ноябрь 1962 г. американскими специали
стами были определены направления линий, соединяющих со
седние станции, с ошибкой порядка 1".

Примерно в это же время во Франции из наблюдений спут
ника Echo-1 была установлена геодезическая связь между че
тырьмя пунктами, удаленными друг от друга на несколько со
тен километров. Полученные результаты характеризовались 
ошибкой 50 м на расстоянии в 2000 км.

В результате наблюдений в 1963— 1964 гг. спутника Echo-I 
была создана геодезическая сеть на востоке США, на Бермуд
ских островах и острове Антигуа. При проведении этих работ 
использовались фотографические камеры ВС-4.

В дальнейшем в соответствии с программой N G SP (США) 
из наблюдений камерами ВС-4 спутника-баллона PAGEOS 
была построена Мировая сеть космической триангуляции, со
стоящая из 45 пунктов (рис. 80) с расстояниями м еж ду пунк
тами 2— 5 тыс. км. Сеть образована 174 сторонами, в ней из
мерено 7 космических базисов. Два из этих 7 базисов измерены 
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в  Европе: Тромсё — Хохенпайсенберг— Катания. Первый базис 
протяженностью 2458 км определен с ошибкой 3- 10~7, второй 
б ази с  протяженностью 1195 к м — 1 • 10_6. В среднем по сети 
•средняя квадратическая ошибка определения положения пункта 
составила 4,5 м. Ошибки направлений на звезды и спутник 
е  среднем составили соответственно 1,57 и 1,61". Сравнение

120° 160° 160° 120° 8 0 °  4 0 °  0 °  В Д "  8 0 °

Рис. вО. Космическая геодезическая сеть, созданная на основе наблюдений 
И С З  PA G EO S

координат 30 пунктов упомянутой сети с результатами, полу
ченными в США динамическим методом по доплеровским на
блюдениям спутников навигационной системы Transit, дало 
среднее квадратическое расхождение 4,4 м.

С 1966 г. спутник PAGEOS регулярно наблюдали на стан
циях ряда западноевропейских стран с целыо реализации от
дельных региональных программ.

Станции с камерами АФУ-75, размещенные в СССР и на 
некоторых пунктах в Африке, и станции Великобритании, Гре
ции, США, Франции в 1968— 1969 гг. участвовали в совместных 
наблюдениях ИСЗ PAGEOS в связи с реализацией междуна
родной программы по обеспечению геодезической связи Ев
р о п а —  Африка. В рамках программы Европа — Африка на
блюдались также и другие геодезические спутники, причем на 
станциях Верхний Прованс (Франция), Сан-Фернандо (Испа-
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ния) и Дионисос (Греция) использовались лазерные дально
меры.

Радиодальномерная система SECOR (США) успешно при
менялась для наблюдений ИСЗ такого же наименования при 
создании геометрической экваториальной сети CEN. Ранее эта 
система использовалась для установления геодезической связи 
между пунктами в Японии и США через острова в северной 
части Тихого океана, включая Гавайские острова. Точность си
стемы SECOR характеризуется ошибкой определения положе
ния пункта порядка 5— 10 м.

Спутниковым геометрическим методом была осуществлена 
в 1966 г. по наблюдениям ИСЗ GEOS-1 связь между стан
циями, образующими сеть Смитсонианской астрофизической об
серватории (SAO), и пунктами в Европе, в Центральной и Се
верной Америке. Средние квадратические ошибки координат 
пунктов составили 7— 12 м.

Как отмечалось в предыдущих разделах, широкое распрост
ранение при решении геодезических и геодинамических задач 
получили доплеровские наблюдения искусственных спутников. 
Одним из возможных методов использования доплеровской ап
паратуры является метод синхронных наблюдений, при котором 
положение неизвестной станции определяют при одновремен
ных наблюдениях как минимум с пяти станций. Координаты че
тырех станций должны быть известны. Параметры орбиты знать 
не требуется. Метод синхронных доплеровских наблюдений при
меняется крайне редко. Тем не менее, в мае 1975 г. пять стан
ций в Западной Европе в соответствии с программой EDOC 
(European Doppler Observation Compaign) осуществляли син
хронные доплеровские наблюдения.

В основном для определения координат пунктов из допле
ровских наблюдений применяют орбитальный метод и метод 
транслокации. Оба этих метода основываются на знании эле
ментов орбит спутников. В орбитальном методе, помимо коор
динат пунктов, в качестве неизвестных вводят параметр час
тоты А/о и тропосферную рефракцию. Таким образом, с точки 
зрения получаемых результатов в этих случаях можно считать, 
что решение имеет геометрический характер.

Доплеровские наблюдения для создания спутниковых геоде
зических построений, для целей навигации, для обеспечения 
координатной привязки геологоразведочных работ широко при
меняются во многих странах мира. Например, в Канаде доп- 
леровским методом выполнялось создание опорной геодезиче
ской сети из 40 пунктов и заполняющей сети из 80 пунктов.

Соответствующие наблюдения в 70-х годах проводились 
в США. Наиболее крупной работой является создание на тер
ритории США сети из 140 доплеровских станций с расстоя
ниями между ними 150—300 км.

Согласно опубликованным в [16] данным, в случае исполь
зования бортовых эфемерид из 25—30 прохождений ИСЗ мо
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жно определить положение пункта наблюдений орбитальным 
методом со средней квадратической ошибкой порядка 3,5 м. 
Знание точных эфемерид уменьшает ошибку до 1 м. В методе 
транслокации взаимное положение пунктов получают со сред
ней квадратической ошибкой порядка 1 м независимо от ис
пользуемых эфемерид. Сравнение результатов, полученных ме
тодом транслокации на 7 базисах, определенных из синхронных 
фотографических наблюдений камерой ВС-4 (геометрическим 
методом), показало, что относительная ошибка, вычисленная по 
соответствующим разностям, составляет 1,1*10-6. Ошибка оп
ределения положения методом транслокации не зависит от рас
стояния между пунктами наблюдений D ,  по крайней мере для 
D^IOOO км. Доплеровские приемники на кораблях обеспечи
вают точность определения местоположения судна в несколько 
десятков метров.*.

§ 99. РЕЗУЛЬТАТЫ , ПОЛУЧЕННЫ Е ДИ НАМ ИЧЕСКИМ  
М ЕТОДОМ

С начала 70-х годов основное внимание специалистов по кос
мической геодезии и смежных областей науки обращено к ди
намическому методу. О больших возможностях этого метода 
было известно и раньше, однако для их реализации требова
лось повышение точности наблюдений спутников и совершен
ствование теории их орбитального движения. Повышенные тре
бования предъявляются при решении динамических задач 
к электронной вычислительной технике. Совершенствование 
доплеровской и лазерной аппаратуры обеспечивает повышение 
точности наблюдений. Большие возможности открывают новые 
методы космической геодезии: спутниковая альтиметрия, спут
никовая градиентометрия, наблюдения но линии «спутник — 
спутник», лазерная локация Луны и радиоинтерферометрия со 
сверхдлинной базой (РС Д Б ). Значительный прогресс достиг
нут в теории движения ИСЗ и в области электронной вычисли
тельной техники. Все это обусловило успешное решение дина
мических задач космической геодезии.

Следует отметить, что сразу после запуска первых искус
ственных спутников Земли ученые разных стран начали прово
дить эксперименты по определению параметров геопотенциала. 
В первую очередь удалось уточнить значение полярного с ж а 
тия Земли из определений зонального коэффициента / 2.

В дальнейшем была подтверждена эллиптическая форма эк
ватора и обнаружена асимметрия северного и южного полуша
рий («грушевидность» Зем ли).

Наибольший интерес представляют полученные отдельными 
исследователями и научными коллективами параметры грави-

* Чуров Е. П., Суворов Е. Ф. Космические средства судовождения.— М.: 
Транспорт, 1979.
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тационного потенциала Земли (модели Г П З). Из моделей ГПЗ, 
полученных зарубежными учеными, известностью пользуются 
модели Земли SE-I, SE-II, SE-III, SE-IV («Стандартная 
Земля»), полученные в Астрофизической обсерватории Смит- 
сонианского института в США. В Центре космических полетов 
им. Годдарда NASA (США) была получена серия моделей 
GEM. Объединенной группой исследователей Франции и ФРГ 
получены модели с шифром GRIM. В большинстве случаев при 
выводе этих моделей, наряду с уточнением незональных гар 
монических коэффициентов С„т и S nm, определялись поправки 
к координатам пунктов наблюдений. Некоторые модели ГПЗ 
являются чисто спутниковыми, другие помимо спутниковой ин
формации основываются на результатах наземных гравиметри
ческих определений. Комбинированные модели являются более 
представительными.

Как правило, зональные гармонические коэффициенты опре
делялись отдельно от незональных. Для их получения исполь
зовались вековые и долгопериодические возмущения соответ
ствующих элементов, полученные на основе длительных рядов 
наблюдений, по продолжительности близких к периоду полного 
оборота линии апсид. Вагнер, например, определил зональные 
гармонические коэффициенты до « =  21. Исследования показали, 
что их нормированные значения до « ^ 1 6  получены с ошибками 
Л==С0,03- ю - 6.

В рамках модели SE-III, используя дополнительные (по 
сравнению с SE-II) наблюдения спутников Dial, Peole и л азер 
ные наблюдения по программе ISAGEX, Козаи вывел зональ
ные гармонические коэффициенты до и =  23 и несколько коэф
фициентов более высоких степеней.

Если Кинг-Хили и Кук [16] для вывода нечетных зональных 
гармонических коэффициентов до « = 1 7  использовали наблю
дения 2 спутников с широким диапазоном наклонений — от 3 
до 90°, то группа французских исследователей использовала 
такж е наблюдения ИСЗ с малым наклонением орбит. Они оп
ределили до « =  21 все значения зональных гармонических ко
эффициентов. Средние квадратические ошибки нормированных 
зональных гармонических коэффициентов при этом получились 
равными 4,5 • 10-9.

В моделях GEM-5, -6 определены зональные гармонические 
коэффициенты до « =  22, а в моделях GEM-7, -8, -9, -10 — до 
л =  29. Средние квадратические ошибки нормированных зональ
ных гармонических коэффициентов составили для модели 
GEM-6 5 • 10~э, а для модели GEM-9 от 1 • Ш-9 (при « =  2, 3, 
4) до 9- 10~9 (при « =  28) (табл. 15).

Наиболее точно значения зональных гармонических коэффи
циентов получены в моделях GEM-7, -8, -9, -10. Они определены 
непосредственно из уравнений поправок для измеряемых вели
чин совместно с незональными гармоническими коэффициен
тами с использованием недельных орбитальных дуг.
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Т а б л и ц а  15. Зональные гармонические коэффициенты (нормированные)

С п - 10»

п Вагнер,
1972

SE-III,
1973

GEM-6,
1973

GEM-7,
1975

GEM-8,
1975

GEM-9,
1977

GEM-I0,
1977

2 — 484 169 — 484 170 —484 166 — 484 165 —484 165 — 484 166 - 4 8 4 1 6 5
3 + 960 + 960 + 961 + 959 + 959 + 958 + 958
4 ч - 533 + 539 + 536 + 540 + 540 + 541 + 541
5 н - 69 + 68 + 66 + 68 + 68 + 68 + 69
6 147 153 145 151 — 151 — 151 — 151
7 ч - 94 + 91 + 96 + 94 + 93 + 93 + 93
8 н - 49 + 50 + 43 + 50 + 50 + 51 + 50
9 - ь 19 + 35 + 26 + 26 + 26 + 27 + 28

30 - ь 49 + 52 + 61 + 54 + 54 + 53 + 53
11 29 65 53 45 — 44 — 49 — 49
12 42 + 38 + 31 + 36 + 38 + 38 + 39
а з ■+ 19 + 65 47 + 39 + 36 + 44 + 44
14 31 20 --- 21 22 25 — 21 — 23
15 - + 13 --- 19 --- 5 + 8 + 10 + 1 + 1
.16 1 __ 6 __ 8 5 --- 3 — 8 — 7
.17 т 34 + 37 + 19 + 12 + 11 + 16 + 17
18 -+ 14 + 17 + 9 + 8 + 8 + 11 + 10
19 8 16 + 4 + 2 + 2 + 1 0
20 13 + 19 + 14 + 19 + 18 + 26 + 24
‘21 2 + 13 10 + 1 + 2 — 1 0
22 14 __ 14 2 + 1 — 4 — 2
.23 __ 21 __ 23 24 — 18 — 19
24 _ - 1 __ 3 _ 2 — 6
2 5 __ 3 __ 3 0 0
2 6 + 9 + 8 + 4 + 6
2 7 + 4 + 4 + 10 + 11
28 9 5 — 21 — 21
2 9 + 2 + 3 --- 9 10

Зональные гармонические коэффициенты низкой степени, по
лученные разными авторами, практически одинаковы. Особенно 
точно  определена величина коэффициента С 2о (/г)-

В  70-х годах в рамках программы NGSP проводились опре
деления параметров гравитационного поля Земли, которые при
ве л и  к получению спутниковых моделей Земли GEM-1, -3, -5, -7 
и -9, содержащих как зональные, так и незональные гармони
ческие коэффициенты. Одновременно с параметрами гравита
ционного поля при этом определялись поправки к геоцентри
ческим координатам пунктов наблюдения.

Рассмотрим некоторые характеристики моделей GEM-5, -7, 
-9, которые широко использовались в разного рода исследова
ниях. Д л я  получения этих моделей использовались результаты 
фотографических, радиотехнических и лазерных наблюдений. 
О бъем  лазерных и радиотехнических (в основном доплеров
ски х )  наблюдений непрерывно увеличивался от модели к мо
дели:. Д ля вывода модели GEM-5 использовалось 10 000 лазер
ных наблюдений, для вывода GEM-7 — 76 000, а для вывода
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GEM-9 — 213 000. Увеличение объема лазерных наблюдений 
связано с использованием ИСЗ Lageos, Starlette  и GEOS-3. 
Объем радиотехнических наблюдений составил соответственно 
274 тыс., 332 тыс. и 477 тыс. Результаты в каждой модели были 
получены с использованием наблюдений 27—30 И С З , число 
станций наблюдения достигало 100 и более. В модели GEM-5 
был определен 241 гармонический коэффициент, в модели 
GEM-7 ■— 400 и в модели GEM-9 — 566.

Спутниковые модели Земли были получены в С Ш А  для 
обеспечения расчета точных эфемерид навигационных спутни
ков (модели NWL-10, NWL-10E, NWL-1G NSWC-10E-1). Спут
никовую модель GRIM-1 на основе наблюдений 11 И С З  с 35 
пунктов получили в 1976 г. специалисты Франции и Ф Р Г  (про
граммы RCP-133, Diademe, ISAGEX).

Поскольку результаты, полученные из фотографических, 
доплеровских и даже лазерных наблюдений не могут обеспе
чить точность, необходимую для изучения тонкой структуры гра
витационного поля, особый интерес представляют модели 
Земли, для вывода которых наряду со спутниковыми исполь
зовались гравиметрические данные. К комбинированным моде
лям относятся GEM-2, -4, -6, -8, -10, SE-III, серия моделей 
SE-IV, GRIM—2. При получении комбинированных выводов на
ряду с данными, используемыми для получения спутниковых 
моделей, была введена гравиметрическая информация в виде 
аномалий силы тяжести в свободном воздухе для трапеций 
5x5° ,  что соответствует площадкам 550x550 км2 вблизи эква
тора. Число таких трапеций составило 1654. Эти данные полу
чали в результате обработки первичной гравиметрической ин
формации в виде аномалий силы тяжести в свободном воздухе 
для трапеций размером 1X1°.

В модели геопотенциала SAO SE-III определено 4 17 гармо
нических коэффициентов (зональные до 23-й степени, незональ
ные до 18-й степени, отдельные резонансные коэффициенты). 
В модели «Стандартная Земля III» определены такж е  геоцент
рические координаты 104 пунктов наблюдений.

В модели SE-IV.3 получено 298 незональных гармонических 
коэффициентов геопотенциала. Уточнение зональных гармоник 
не производилось. Незональные гармонические коэффициенты 
определены полностью до 24-й степени и отдельные коэффици
енты до 27-й степени. Получены также поправки к геоцентри
ческим координатам 114 пунктов наблюдений со средней квад
ратической ошибкой 3—5 м.

В модели GEM -10 получено 592 гармонических коэффици
ента (зональные до 29-й степени, незональные до 22-й степени 
и 58 резонансных коэффициентов более высоких степеней). 
В этой модели были уточнены геоцентрические координаты 146 
пунктов наблюдений (табл. 16).

В модели GRIM-2 результаты наземных гравиметрических 
измерений использовались в виде значений аномалий силы 
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Т а б л и ц а  16. Незональные гармонические коэффициенты
{нормированные) Сп, т- 109 и S n, m-109

с л, т ' 10' Sn .m '10'
п т

GEM-9 GEM-10 GEM-9 GEM-10

2 1 0 + 1 4 2
2 2 +  2434 +  2434 — 1398 — 1399
3 1 + 2 0 2 8 +  2029 + 252 + 252
3 2 + 892 + 893 — 622 — 623
3 3 + 703 + 700 + 411 +  1412
4 1 533 535 465 — 469
4 2 + 353 + 352 + 663 + 664
4 3 + 989 + 988 — 203 — 202
4 4 197 195 + 299 + 299
5 1 — 49 --- 51 — 92 — 94
5 2 + 650 + 651 + 325 — 328
5 3 —. 470 --- 467 — 208 — 203
5 4 — 291 --- 288 + 50 + 50
5 5 + 161 + 156 662 — 660
6 1 75 73 + 16 + 23
6 2 + 48 + 49 — 349 — 354
« 3 + 59 + 57 + 1 + 3
€ 4 — 105 --- 101 — 46! — 462
€ 5 — 256 --- 258 — 539 — 537
6 6 + 2 + 3 — 242 — 242
7 1 + 267 + 270 + 96 + 102
7 2 + 328 + 324 + 105 + 108
7 3 + 240 + 231 — 218 — 216
7 4 286 285 — 127 — 130
7 5 + 17 + 15 + 44 + 43
7 6 363 362 + 132 + 131
7 7 _ 9 __ 7 + 27 + 17
8 1 + 25 + 21 + 63 + 55
8 2 Н" 73 + 71 + 51 + 55
8 3 10 11 88 — 86
8 4 _ 246 _ 244 ____ 75 + 75
8 5 ____ 13 ____ 16 + 82 + 82
8 6 _ 75 ____ 75 1~r 326 + 320
8 7 + 68 J-1 66 _h 77 + 77
8 8 121 123 -j- 127 + 129
9 1 + 161 + 158 + 17 + 8
9 2 + 24 + 27 25 — 36
9 3 174 162 ____ 97 — 91
9 4 ____ 11 ------- 10 + 11 + 14
9 5 + 5 ------- 7 64 — 56
9 6 + 37 + 40 + 218 + 217
9 7 105 103 74 — 75
9 8 + 194 + 199 — 16 — 12
9 9 58 55 + 92 + 91

10 1 + 82 + 88 136 — 130
10 2 84 .— 85 ____ 4 — 13
10 3 _ 21 — 19 — 169 — 161
10 4 — 101 ____ 97 ____ 69 — 77
10 5 ____ 62 — 65 ____ 36 — 32
10 6 — 39 — 39 — 86 — 85
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П р о д о л ж е н и е  т а б л .  16

n m
Cn ,m -W Sn, ■10"m

GEM-9 GEM-10 GEM-9 GEM-10

10 7 0 + 4 + 16 +  18
10 8 + 40 + 43 — 72 — 69
10 9 + 124 + 124 — 51 — 49
10 10 + 106 + 101 — 20 — 22
11 1 0 + 5 — 14 —  2
11 2 + 40 + 31 — 100 —  91
11 3 — 29 — 51 — 136 —  12»
11 4 — 45 — 48 — 61 —  74
11 5 + 45 + 47 + 79 +  71
11 6 + 3 — 4 + 38 +  3.1
11 7 + 11 + 14 82 —  8S
11 8 + 8 + 11 + 23 +  25.
11 9 — 29 — 33 + 34 +  38
11 10 — 67 — 65 3 —  1
11 11 + 41 + 49 —• 79 —  70'

тяжести в свободном воздухе для трапеций размером 1X1°. Эта 
модель включает 949 гармонических коэффициентов геопотен- 
циала (зональные до 23-й степени, незональные до 30-й сте
пени) .

Обработка более 300 тыс. лазерных наблюдений И С З La- 
geos за 2,5 года в сочетании с данными, использованными в свое 
время для получения GEM-9, привели к выводу новой, более 
точной модели GEM-L2*. В рамках этой модели были опре
делены гармонические коэффициенты до я =  20, а такж е гео
центрические координаты 20 станций слежения за ИСЗ со сред
ней квадратической ошибкой 6 см.

При определении параметров некоторых из перечисленных 
выше моделей на отдельных этапах обработки применялся ме
тод коллокации.

Точность определения незональных гармонических коэффи
циентов в модели GEM-9 характеризуется средними квадрати
ческими ошибками 3- 10-9 (п , т  =  2); 6• 10—9 (п , т =  4);  8*10-9, 
(п, т  =  6) и далее 10ч-20- 10-9 , в модели GEM-10 эти ошибки 
на 10—20 % меньше. Резонансные гармонические коэффициенты 
определены с большей точностью.

Результаты, полученные динамическим методом, могут быть 
представлены в виде карты высот геоида, которая используется 
при разных геофизических исследованиях.

Важным показателем качества этих данных является ошибка, 
с которой при использовании в той или иной модели вычисля
ются высоты геоида (табл. 17).

* Lerch F. ]., Klosko S. М., Patel G. В, A refined g rav ity  m odel from  
L ag eo s  (GEM-L2).— “Geophys. Res. Lett.” , 1982, 9, No 11, p. 1263— 1266.
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Имеющиеся в настоящее время результаты, полученные ди
намическими методами, позволяют сделать некоторые общие 
выводы, касающиеся соотношения спутниковых и гравиметри
ческих определений, при изучении ГПЗ, представительности 
моделей. Кратко они сводятся к следующему [9].

Начиная с п =  14 гравиметрические определения незональ
ных коэффициентов, исключая резонансные, точнее спутнико
вых.

Т а б л и ц а  17. Точность вычисления высот геоида

Модель
Средняя квадратическая ош ибка 

высоты геоида, м

SE- IV.3 3
GE.M-6 2— 10*
GE.M-8 4
GEiVi-9 1,9
GE2M-10 1,5

* 2 м на континентах, 2—5 м в северных районах Тихого и Атлантического океано", 
Е—Ю  м в районах, где отсутствует достаточное количество спутниковой информации.

Рис. 81. Средние квадратические ошибки нормированных гармонических коэф 
фициентов геопотенциала для моделей GEM -9 и GEM-10:
/ — незональны е нерезонансные коэффициенты (GEM-9); 2 — незональные нерезонанс
ные коэффициенты (GEM-10); 3 — незональные резонансные коэффициенты (GEM-9); 
4 — незональны е резонансные коэффициенты (GEM -10); 5 — зональные коэффициенты; 
6 — резу л ьтат , полученный по гравиметрическим данным
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Зональные и резонансные коэффициенты в моделях GEM-9, 
-10, по крайней мере для « ^ 2 5 ,  получены с большей точностью, 
чем на основе гравиметрических данных.

Д ля  прогнозирования движения ИСЗ наиболее эффектив
ными являются чисто спутниковые модели. Например, использо
вание модели GEM-7 для прогноза движения ИСЗ дало  резуль
таты в 1,4 раза точнее, чем модели GEM-8. Комбинированные 
модели более представительны для характеристики Г П З  у по
верхности Земли.

Коэффициенты гравитационного поля, особенно с большими 
значениями индексов п, в различных моделях играют рол ь  пара
метров согласования и отличаются от истинных значений С п,т 
и S„,m. По этой причине в разных моделях они существенно от
личаются друг от друга по величине, за исключением резонанс
ных коэффициентов.

Наглядное представление о точности определения гармони
ческих коэффициентов спутниковым, комбинированным и гра
виметрическим методами дает рис. 81 [9, с. 55—63].

§ 100. О П РЕ Д Е Л Е Н И Е  О РИЕНТИРОВАНИЯ СИСТЕМ 
ГЕО Д ЕЗИ ЧЕС К И Х  КОО РДИН А Т ОТНОСИТЕЛЬНО 
ГЕО Ц ЕН ТРИ ЧЕСКО Й  СИСТЕМЫ

Наблюдения спутников позволили определить элементы ориен
тирования разных геодезических систем относительно геоцент
рической системы координат. Строго говоря, упомянутые эле
менты характеризуют положение геодезической системы относи
тельно координатной системы соответствующей модели Земли.

В [15] приведены результаты определения разными авторами 
в 70-е годы положения центров эллипсоидов (ДХ, ДУ, AZ)  ос
новных систем геодезических координат относительно систем 
координат моделей Земли SE-1II, GRIM-2, WN-14 и др. Для 
каждой геодезической системы приведены выводы 5—6 авторов, 
т. е. использовано 5—6 моделей Земли. Мы вычислили средние 
значения координат АХ,  А У и AZ для каждой геодезической си
стемы (табл. 18).

В табл. 18 приведены также средние квадратические ошибки 
величин Д-Хср, ДУСр, AZ cp, вычисленные по уклонениям от сред-

Т а  б л и ц а  18. Координаты центров референц-эллипсоидов (в м)

Геодезическая система *СР т А Х у ср т А Y z c p m AZ

Североамериканская —21,3 0,91 +  157,8 1,40 +  176,0 0,93
Европейская —82,7 1,34 — 111,0 6,88 — 126,2 2,63
Австралийская — 122,6 0,40 - 4 2 ,8 1,93 +  137,4 4,58
Токийская — 142,6 1,72 + 5 1 4 ,2 3,32 + 6 7 5 ,2 1,11
Ю жноамериканская —78,5 4,11 + 2 ,3 2,06 —42 ,6 2,95
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него отдельных значений АХ,  AY  и AZ. В большинстве случаев 
эти ошибки не превышают 3 м, что свидетельствует о правомер
ности примененного приема. При этом надо еще иметь в виду, 
что при достигнутом к тому времени уровне точности наблюде
ний вряд ли можно было получить положение центра модели 
Земли относительно центра масс с ошибкой менее 5— 10 м.

Приведем также элементы ориентирования четырех геодези
ческих систем, полученные при выводе модели Земли GEM-6 
[15]. В этом случае, кроме координат центров референц-эллип- 
соидов, были получены угловые элементы ориентирования гр, ft 
и у  и масштабный коэффициент т. Средние квадратические 
ошибки элементов ориентирования получены по внутренней 
сходимости (табл. 19).

Т а б л и ц а  19. Элементы ориентирования геодезических систем координат, 
полученные при выводе QEM-6

Элементы
ориентиро

вания

Система координат

Северо
американская Австралийская Южно

американская Европейская

А Х , м —24 — 135 —63 - 8 3
т&х 2 4 4 5

A Y ,  м +  151 —39 0 — 116
гпау 2 4 4 5
д Z, м +  187 +  133 —32 — 120

m \ z 2 4 4 6
угл.с —0,2 — 1,0 +  0,6 + 0 ,6

/Лф 0,5 0,7 0,3 0,6
О, угл.с —0,1 — 1,2 —0,2 +  0,4

0,3 0,6 0,3 1,0
V, угл.с —0,8 +  0,4 0,0 —0,6

ту 0,3 0,5 0,4 0,4
т, 10-е +  1,7 +  2,4 — 1,3 —0,3

тт 1,2 2,2 1,2 1,6

В работе [9, с. 200—204] выполнена оценка смещений систем 
координат, реализованных методами спутниковой геодезии, от
носительно центра масс Земли (табл. 20).
Т а б л и ц а  20. Геоцентрические координаты начал различных 
спутниковых систем

Система 
(сеть станций)

Число
станций А Х ,  м ДУ, м д г , м Д 10‘

S E -II I 103 2,3 ±  1,1 —2,0 +  0,9 12,2 ±  1,0 —0,38
SE -IV .3 97 5,5 ±  0,3 —3,7 ±  0,5 7,9 ±  0,9 +  0,07
GR IM-2 30 3,7 ±  1,5 —9,2 ±  1,4 —8,6 ±  0,8 —0,16
W N-14 65 22,4 ±  0,7 1,6 ±  0,5 —3,8 ±  0,5 —0,05

Коэффициент A L  отражает ошибки параметров W„, GM и масштаба принятой 
спутниковой системы координат.
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§ 101. ОПЫТЫ ПО БАЛЛОННОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ

Исследования показывают, что на основе наблюдений спутни
ков, целесообразно создавать континентальные геодезические 
сети со сторонами порядка 1000—2000 км. Дальнейшее умень
шение расстояний между пунктами, как правило, делает спут
никовые геодезические построения мало эффективными. С дру
гой стороны, невозможно напрямую осуществить связь между 
континентальными геодезическими сетями и традиционными 
наземными геодезическими построениями (триангуляция, поли- 
гонометрия). В качестве промежуточного построения со сторо
нами 100—300 км целесообразно использовать метод баллон
ной (звездной) триангуляции. Этот метод представляется также 
эффективным в случае необходимости быстрого развития опор
ной геодезической сети на какой-либо территории.

Успешные работы по использованию метода баллонной три
ангуляции проводились в Финляндии, СССР, ГДР, ЧССР, ВНР. 
В 1974— 1977 гг. в соответствии с планами сотрудничества со
циалистических стран по программе «Интеркосмос» проводился 
эксперимент по баллонной триангуляции в МНР. В его осу
ществлении вместе с монгольскими специалистами приняли уча
стие специалисты из ГДР и СССР. Целью программы «Бал
лонная геодезия», осуществляемой в МНР, является создание 
высокоточной геодезической сети в стране.

На практике методом баллонной триангуляции определены 
направления хорд, длина которых составляет 150— 250 км, 
с ошибкой 0,5— 1,5". Для обеспечения такой точности надо было 
выполнить порядка 20 синхронных наблюдений. В качестве 
конкретного примера можно привести выполненные в Финлян
дии в 1969— 1971 гг. определения хорд, образующих треуголь
ник со сторонами 158, 229 и 149 км. После уравнивания ошибка 
направления составила 0,3", а невязка в треугольнике 0,7" [11]. 
Приведенные данные свидетельствуют о том, что метод баллон
ной (звездной) триангуляции даст высокую точность и при 
определении координат пунктов.

В ЧССР проводились исследования по сочетанию в баллон
ной триангуляции фотографических наблюдений с лазерными, 
для чего на самолете помимо лампы-вспышки устанавливались 
также отражатели [11].

§ 102. Н А БЛЮ ДЕН И Я  ГЕОСТАЦИОНАРНЫ Х ИСЗ

С 1975 г. в СССР стали проводиться фотографические на
блюдения геостационарных ИСЗ с целью разработки научно 
обоснованной методики наблюдений и оценки реально дости
жимой точности. Интерес к проблеме возник в связи с необхо
димостью осуществления геодезической связи на расстояния, 
превышающие 5—6 тыс. км. Как показал опыт работ по про
грамме «Большая хорда», использование для геодезических 
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связей на такие расстояния даже достаточно высоких спутников 
(PAGEOS, Midas-4 и Midas-7) связано с существенными труд
ностями из-за крайне непродолжительных периодов синхрон
ной видимости и существенного различия погодных условий 
в пунктах, разнесенных на 5—6 тыс. км и более. Несмотря 
на малую яркость геостационарных ИСЗ (14— 15“ ), как пока
зали экспериментальные наблюдения в Звенигороде и Симеизе, 
с помощью камер АФУ-75, ВАУ и SBG можно обеспечить опре
деление положений этих спутников со средней квадратической 
ошибкой порядка 1". При такой точности наблюдений, как 
показывают расчеты, можно определить направление протя
женной хорды с ошибкой в несколько секунд дуги. Для этого 
надо наблюдать спутник на высоте h ^ 2 0 ° ,  определять положе
ние каждой синхронной плоскости из 25 наблюдений. Наклон 
хорды к экватору должен быть достаточно большим. Резуль
таты показали [11], что фотографические наблюдения геостацио
нарных спутников можно использовать для глобального (со 
сторонами до 100°) геодезического построения вдоль земного 
экватора.

Если удастся обеспечить повышение яркости геостационар
ных ИСЗ, то их можно будет с успехом использовать для вы
сокоточных азимутальных определений.

Г л а в а  26.
РЕЗУЛЬТАТЫ, ПОЛУЧЕННЫЕ ПО НАБЛЮДЕНИЯМ  
ИСЗ И ДРУГИХ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ  
В ГЕОФИЗИКЕ И АСТРОНОМИИ

§ 103. СВЕДЕНИЯ ОБ О П РЕ Д Е Л Е Н И И  ФУНДАМ ЕНТАЛЬНЫ Х 
ГЕО ДЕЗИ ЧЕС К И Х  ПОСТОЯННЫХ

Одним из важнейших результатов, получаемых методами кос
мической геодезии, является уточнение фундаментальных гео
дезических постоянных. Речь идет об экваториальном радиусе 
Земли ае, геоцентрической гравитационной постоянной (грави
тационном параметре) fM  и зональном гармоническом коэффи
циенте второй степени / 2. Эти параметры входят также в си
стему астрономических постоянных.

Впервые система фундаментальных астрономических посто
янных, созданная трудами Ньюкома, была введена в 1896 г. 
Ею пользовались почти 70 лет. В 1964 г. XII Генеральная ас
самблея MAC приняла новую систему астрономических посто
янных. Бурное развитие космических исследований требовало 
дальнейшего уточнения системы астрономических постоянных. 
Одновременно космические исследования предоставляли обшир
ный наблюдательный материал, необходимый для теоретиче
ских и практических разработок в этой области.
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В 1976 г. XVI Генеральная ассамблея MAC приняла новую 
систему астрономических постоянных, которая представляет со
бой дальнейшее уточнение по сравнению с системой 1964 г.

Что касается фундаментальных геодезических постоянных, 
то рекомендации по этому вопросу принимались Генеральными 
ассамблеями МАГ. В 1967 г. на XIV Генеральной ассамблее 
МАГ в Люцерне в полном соответствии с Системой астрономи
ческих постоянных MAC (1964 г.) была принята Геодезическая 
референц-система 1967 г. В соответствии с решениями XVI Ге
неральной ассамблеи МАГ, проходившей в Гренобле в 1975 г., 
были подготовлены рекомендации о значениях параметров с, 
fМ , ае и /г, которые вошли в дальнейшем в Систему астроно
мических постоянных MAC (1976 г.).

Уже в 1979 г. XVII Генеральная ассамблея, состоявшаяся 
в Канберре, рекомендовала дальнейшее уточнение фундамен
тальных геодезических постоянных. Одновременно рассматри
вался вопрос о введении Геодезической референц-системы 
1980 г.

В обзоре [15] приведены результаты определения экватори
ального радиуса Земли с использованием как геометрического, 
так и динамического методов при разном составе измерений, 
включая фотографические, доплеровские, лазерные наблюдения, 
метод спутниковой альтиметрии, а также наземные гравиметри
ческие измерения. Все 17 значений ае получены при допущении, 
что fM =  398 600,5 км3 • с-2. Максимальное значение ае из этих
17 выводов равно 6 378 142 м, минимальное — 6 378 129 м. Сред
нее значение величины ае из приведенных в упомянутом обзоре 
данных составило 6 378 136,7 м. Средняя квадратическая 
ошибка этого значения, видимо, находится на уровне 1 — 1,5 м. 
Напомним, что в системе постоянных MAC (1976 г.) а е =  
=  6 378 140 м, a XVII Генеральной ассамблеей МАГ, происхо
дившей в 1979 г. в Канберре, рекомендовано значение а е =  
=  6 378 137+2 м. Специалисты считают, что наиболее надеж
ными являются результаты, полученные на основе спутниковой 
альтиметрии, при которой измерения производятся с большой 
частотой.

Следует отметить, что значение а,. =  6 378 137 м меньше, чем 
значения экваториального радиуса Земли, полученные в раз
личных геодезических системах. Причина этого кроется в том, 
что параметры референц-эллипсоидов получали на основе ис
пользования только наземных данных, как правило, для  огра
ниченной территории.

Весьма ценные результаты были получены в космической 
геодезии по уточнению геоцентрической гравитационной посто
янной (гравитационного параметра) f M ( G M ) .  Для этой цели 
использовались лазерные наблюдения ИСЗ ВЕ-С, GEOS-3, 
Lageos, Starlette, а также радиотехнические наблюдения дале
ких космических аппаратов типа «Венера», «Mariner», «Vi
king», «Voyager». Кроме того, для выводов fM использовались 
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результаты лазерной локации Луны, РС Д Б, слежение по ли
нии «спутник — спутник» (ATS-6 — G EO S-З). Если до 1975 г. 
надежные выводы fM  получали из наблюдений далеких косми
ческих объектов, то во второй половине 70-х годов положение 
изменилось. Не менее точные результаты получаются на основе 
анализа возмущений в движении ИСЗ. Это стало возможным 
в связи с повышением точности наблюдений и совершенствова
нием теории движения.

XVII Генеральной ассамблеей МАГ рекомендовано fM =
=  398 600,5+0,05 км3-с-2. Такое же значение МАГ рекомендо
вал  в 1975 г., что и было принято MAC в 1976 г. Однако точ
ность величины геоцентрической гравитационной постоянной 
характеризовалась тогда средней квадратической ошибкой 
0,3 км3 • с-2.

Как отмечалось выше, динамический коэффициент формы 
Зем ли /г определен с высокой степенью надежности. XVII Ге
неральная ассамблея МАГ рекомендовала принять его зна
чение в Геодезической референц-системе 1980 г. равным 
1082,63 - 10-6± 0 , 005- 10-6. В модели GEM -10 / 2=  1082,627 • 10~6±  
± 0 ,002  • 10_6. В Геодезической референц-системе 1980 г. реко
мендуются в качестве фундаментальных геодезических посто
янных также значения зональных гармоник / 3 =  —2,54 • 10—6; 
У4=  — 1,62 - 10-6; / 5 =  —0,23 • 10-6; / 6 =  0,55 • 10-6. Точность этих 
величин характеризуется средней квадратической ошибкой
0,01 • ю - 6.

По результатам обработки длительного ряда (2,5 года) л а 
зерных наблюдений ИСЗ Lageos получено значение С2о =  
=  — 484,16499 со средней квадратической ошибкой 0,0005- 10_б.

§ 104. ДАНН Ы Е О ВРАЩ ЕНИИ ЗЕМ ЛИ

Д л я  решения многих фундаментальных и прикладных задач 
в навигации, геодезии, геофизике, астрометрии и других науках 
необходимо с высокой степенью точности знать параметры 
вращения Земли: данные о положении полюсов Земли и скоро
сти ее вращения вокруг оси. Классические методы определения 
параметров Земли к настоящему времени исчерпали резервы 
повышения точности. В связи с этим все большее внимание 
уделяется применению для решения данной задачи новых ме
тодов, которые основываются на доплеровских и лазерных на
блюдениях ИСЗ, лазерной локации Луны и радиоинтерферомет
рии со сверхдлинной базой.

В 1979 г. Международный астрономический союз и М ежду
народный геодезический и геофизический союз одобрили меж
дународный проект MERIT (Monitoring of Earth Rotation and 
Intercomparison of the Techniques of observation and analysis). 
Целью проекта является разработка новых методов изучения 
вращения Земли, выработка рекомендаций по созданию новой 
международной службы вращения Земли, сравнение новых
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методов с классическими, выполненными с наивысшей дости
жимой точностью, а также проведение ряда геофизических ис
следований.

В августе — октябре 1980 г. в рамках проекта MERIT про
водилась первая наблюдательная кампания с использованием 
как традиционных, так и новых средств измерений. В период 
с 1 сентября 1983 по 31 октября 1984 г. была проведена основ
ная наблюдательная кампания.

В первой наблюдательной кампании принимали участие 22 
страны, в том числе и СССР. Классические определения вре
мени выполнялись по результатам наблюдений 62 инструмен
тами, широты — 56 инструментами. В числе применявшихся для 
реализации классических методов инструментов были 20 зенит- 
телескопов, 19 астролябий, 28 пассажных инструментов, 14 фо
тографических зенитных труб, 2 циркумзенитала и 2 визуаль
ные зенитные трубы. Наивысшая точность определения времени 
была достигнута фотоэлектрическими пассажными инструмен
тами (среднее квадратическое отклонение среднегрупповых по
правок часов от их среднемесячных значений составило 0,009s). 
Широта точнее всего определялась в Пулкове ЭТФ-135 (анало
гичная ошибка составила 0,07").

В табл. 21 приведены средние квадратические ошибки опре
деления среднемесячных параметров вращения Земли класси
ческими методами по разному составу измерений*. Из нее 
видно, что в 1980 г. координаты полюса х и у  выводились с при
мерно одинаковой точностью как по наблюдениям широты, так 
и по определениям времени. Средние квадратические ошибки 
пятисуточных значений координат полюса и всемирного вре-

Т а б л и ц а  21. Средние квадратические ошибки определения координат 
полюса х, у  и времени UT1

Год х, угл. с. у, угл, с UT1, с

По определениям времени
1979 0,015 0,018 0,0010
1980 0,012 0,015 0,0008

По определениям широты
1979 0,013 0,011 —
1980 0,012 0,010 —

По определениям времени и широты
1979 0,010 0,009 0,0010
1980 0,008 0,008 О 0008

* Яцкив Я. С. М еждународный проект M ERIT.— Препринт ИТФ — 81— 
124 Р  — Киев: АН УССР, 1981, с. 44.
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м еня составляли в 1980 г. соответственно 0,01—0,02" и 0,0009— 
0 ,0 0 16s.

Определения координат полюса на основе доплеровских на
блюдений ИСЗ систематически ведутся с 1970 г., когда была 
создана  Дальгреновская служба движения полюса (DPMS). 
В связи с совершенствованием доплеровской аппаратуры и ме
тодики измерений повышалась точность определения этим ме
тодом координат полюса (по внутренней сходимости от т х =  
=  0,75 м и т ;/ =  0,59 м в 1969 г. до т х =  т у =  0,20 м в 1974 г.).

Во время первой наблюдательной кампании проекта MERIT 
в  разных программах доплеровских наблюдений проводились 
работы  на 20 станциях. В программе MEDOC средняя квадра
тическая ошибка определения координат полюса составила 
0,04", в программе DMA, соответственно, 0,008—0,01". Средние 
квадратические отклонения координат полюса, вычисленных по 
доплеровским наблюдениям ИСЗ с использованием разных мо
делей гравитационного поля, от координат полюса, полученных 
на основе астрономических измерений приведены в табл. 22.

Т а б л и ц а  22. Средние квадратические отклонения координат 
полю са, вычисленных по доплеровским наблюдениям, от результатов, 
полученных Международной службой времени

Программы Модель грави та
ционного поля

Среднее квадратич*

X

:ское отклонение, м 

У

DMA NWL 10Е-1 0,38 0,44
MEDOC GEM-10 1,06 1,53
MEDOC NWL.10E-1 0,37 0,83

Данные, приведенные в табл. 22, свидетельствуют о том, 
что ошибки используемой модели гравитационного поля Земли 
могут привести к значительным ошибкам в координатах полюса 
X И у .

При определении UT-1 доплеровские наблюдения не могут 
конкурировать с традиционными методами.

Впервые возможность использования лазерных наблюдений 
И С З для вывода координат полюса была установлена в резуль
тате работ, проведенных в 1970 г. на станции Годдардского 
центра (NASA) в Гринбелте (США). В этом эксперименте вы
полнялась лазерная локация ИСЗ Explorer-27. В 1978 г. л а 
зерные наблюдения спутника Lageos позволили определить ко
ординаты полюса на пятисуточном интервале со средней квад
ратической ошибкой 0,01—0,03". В августе — октябре 1980 г. 
в соответствии с проектом MERIT выполнялись лазерные на
блюдения ИСЗ Lageos, G EO S-З и Starlette со станций «Интер
космос» и др. Средние квадратические ошибки определения ко
ординат полюса составили для пятисуточных интервалов от
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0,002 до 0,01", а определения продолжительности суток 0,2— 
0,3 мс. Приведенные ошибки получены по внутренней сходимо
сти. Реальная же точность определения координат полюса со
ставляет т х =  т у =  0,008 н- 0,01".

Как сообщается в упомянутой выше статье * были обрабо
таны систематические лазерные наблюдения ИСЗ Lageos, вы
полнявшиеся в течение 2,5 лет в соответствии с международ
ной программой, выдвинутой COSPAR в 1976 г. Высокая точ
ность лазерных наблюдений в сочетании с тщательным учетом 
возмущений позволили для пятисуточных интервалов получить 
координаты полюса со средней квадратической ошибкой 10 см.

По проекту MERIT осуществлялись также лазерная локация 
Луны и наблюдения с использованием фазостабильной радио
интерферометрии.

В настоящее время обоснована возможность использования 
наблюдений ИСЗ для определения параметров векового дви
жения полюса. Однако для уверенного решения этой задачи 
необходимо уточнение значений С21, S 2i.

§ 105. ГЕО Ф И ЗИ ЧЕС К И Е ВЫВОДЫ, ПОЛУЧЕННЫ Е 
ПО Н А БЛ Ю Д ЕН И Я М  ИСЗ И ДРУГИ Х  КА

Результаты, полученные в космической геодезии динамическими 
методами, являются основой для геофизических выводов, имею
щих важное значение для изучения внутреннего строения Земли, 
проливающих свет на ее развитие как планеты.

Среди работ в этой области, помимо изучения параметров 
гравитационного поля Земли и параметров вращения Земли, 
о чем шла речь выше, следует отметить: исследование плот- 
ностных неоднородностей Земли, определение положения ис
точников аномалий силы тяжести в теле Земли, изучение зави
симости между различными физическими полями (например, 
гравитационным полем и рельефом, гравитационным полем и 
тепловым), исследование упругих свойств нашей планеты, по
лучение информации о континентальном дрейфе. Сюда надо еще 
добавить исследования физики атмосферы и океана, исполь
зование спутников с целью получения информации для  прог
ноза землетрясений.

Не менее важное значение имеет использование искусствен
ных спутников Луны и планет, а также других КА для  полу
чения выводов относительно физических и геометрических ха
рактеристик этих небесных тел.

Основой для полу.чения геофизических выводов служили 
в первую очередь полученные по наблюдениям спутников ха
рактеристики гравитационного поля. Удобной формой представ
ления исходной информации при этом являлись карты изоано- 
мал, высот и ондуляций геоида (рис. 82—86).

* См. сноску на с. 376.
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120”  6 0 “  0 “  6 0 °

Рис. 82. Карта аномалий силы тяжести, полученных по спутниковым данным 
(использованы гармоники до п =  8)

Рис. 83. Карта высот геоида

Н а  рис. 82 сплошные линии (1) соответствуют районам кай
нозойской вулканической и тектонической активности, а пунктир
ные линии (2) — океаническим котловинам. Можно видеть, что 
для первых районов (сплошные линии) характерны положи
тельные аномалии, а для океанических котловин — отрицатель
ные. К такому выводу специалисты пришли на основе исполь
зования параметров Стандратной Земли SAO 1966 г.*

* Пеллинен Л. П. Исследование гравитационных полей и формы Земли, 
други х  планет и Луны по наблюдениям космических аппаратов. Итоги науки. 
И сследование космического пространства. М., 1972, с. 180.
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Рис. 84. Ондуляции геоида, полученные из фотографических наблюдений И СЗ

Рис. 85. Ондуляции геоида, полученные из доплеровских наблюдений ИСЗ

Детальное районирование аномального гравитационного поля 
Земли осуществлено Каула. Он предложил подразделить ано
мальное гравитационное поле на 11 основных типов. В класси
фикации Каула положительным аномалиям соответствуют ма
териковые области кайнозойского горообразования, области 
кайнозойских базальтовых излияний в океанах, островные дуги 
и глубоководные желоба. Отрицательные аномалии характерны 
для областей современного горообразования, областей четвер
тичного оледенения, океанических котловин и континентальных 
впадин. В областях докайнозойского горообразования, докай- 
нозойских базальтовых излияний в океанах, крупных океани
ческих поднятий имеют место аномалии силы тяжести, близ
кие к нулю.
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Детальное районирование глобального аномального гравита
ционного поля на основе значений аномалий силы тяжести, 
отнесенных к центрам трапеций размером 1X 1°, выполнили 
Ю. М. Нейман и С. В. Лебедев*. Согласно их исследованиям, 
аномальное гравитационное поле подразделяется на 12 типов 
регионов. Каждый регион стационарен по дисперсии. По по-

Рис. 86. Ондуляции геоида, полученные на основе совместного использования 
фотографических наблюдений ИСЗ и гравиметрических данных

верхности Земли регионы расположены в относительном бес
порядке.

При использовании для статистической интерпретации ано
мального поля средних значений аномалий силы тяжести [9, 
с. 78—85] выявлены шесть регионов ГПЗ, стационарных по дис
персии. Исследования показали, что аномальное гравитацион
ное поле (при разбиении 5x5°)  является нестационарным и 
анизотропным. Д ля  большей части земной поверхности (84% ) 
значение поля дисперсий не превышает 4- 10-8 м2 с-4 (400 мгл2). 
В южном полушарии распределение земной поверхности по пло
щади между разными регионами более равномерное, чем в се
верном. Поле дисперсий аномалий силы тяжести более конт
растно на материках, чем в океанах.

Причина особенностей структуры аномального гравитаци
онного поля кроется в наличии плотностных неоднородностей 
в теле Земли. Исследования с использованием гармонических 
коэффициентов модели SE-III вопроса о положении плотност
ных неоднородностей в теле Земли [9] показывают, что глубина 
1000 км является предельной для залегания плотностных неод

* Лебедев С. В., Нейман Ю. М. М етодика определения корреляционной 
функции аномального гравитационного поля Земли для локальных участков. 
«Геодезия» — Новосибирск, 1977, т. 1/41, с. 87—91.
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нородностей, к которым еще чувствительны гармонические ко
эффициенты геопотенциала третьего порядка. Гармоники гео
потенциала второго порядка обусловлены, по-видимому, нали
чием плотностных неоднородностей в нижней мантии на глу
бинах порядка 2000 км. Гармоники более высоких порядков 
(л > 4 )  обусловлены коротковолновыми аномалиями плотности, 
находящимися в верхних слоях мантии (выше 1000 км) и в ли
тосфере.

Если сопоставить карты ондуляций геоида, приведенные на 
рис. 84, 85, 86, с гипсометрической картой, то это еще раз 
подтвердит вывод об отсутствии корреляции между крупномас
штабными вариациями гравитационного поля и рельефом. Вме
сте с тем можно считать установленным, что гармоники гео
потенциала высокого порядка коррелируют с разложением вы
сот рельефа по сферическим функциям. Это позволило Каула 
установить предельную величину нормированных коэффициен
тов геопотенциала

С (S  ) <  °-0710~6W ,  т  V °n , т )  '= п о,5

Он также установил, что по крайней мере до л = 1 5  нормирован
ные коэффициенты близко следуют эмпирическому закону

1 V  ( г 2 4 -S 2 ) -- 10~10„ , . L a  У - 'п т  О п т ) ~2п +  1 т п4

Оказалось, что фактические аномалии гравитационного поля 
не соответствуют таковым для состояния изостатической ком
пенсации. Это в первую очередь выражается в отличии факти
ческого сжатия Земли (1:298,25) от сжатия, соответствую
щего гидростатической Земле (1:299,6). По мнению Каула,
15 млн. лет тому назад гидростатическая Земля имела бы сж а
тие, соответствующее 1 : 298,255.

Анализ спутниковых наблюдений позволил заключить, что 
в мантии существуют конвективные течения со скоростью 
~ 1 см/год.

Важное значение для изучения Земли как планеты имеют 
определения числа Лява k2, характеризующего ее упругие свой
ства. Это число по Ньютону получилось равным 0,34zt0,03, по 
Козаи 0,29+0,03. Расхождения значений k 2 обусловлены при
ливными явлениями в океанах. Учет этого обстоятельства 
уменьшает разброс величин k2.

Повышение точности наблюдений привело к активизации 
работ, направленных на решение геодинамических задач. 
С 1977 г. COSPAR осуществляет международную программу 
по лазерным наблюдениям спутников LAGEOS и S tarle tte  для 
решения задач геодинамики и геодезии. На основе лазерных 
наблюдений ИСЗ LAGEOS удалось найти угол фазовой за-
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держки земных приливов 2,018° при значениях чисел Лява и 
Шиды /i2 =  0,60, /2 =  0,75, =  0,29. По пятнадцатисуточным орби
тальным дугам определены длины баз между 8 станциями 
слежения. Среднее квадратическое расхождение длин баз, по
лученных из разных определений, составляет от 1,8 до 4,1 см. 
Наблюдения такой точности с успехом можно использовать для 
определения годичного перемещения литосферных плит.

Г л а в а  27.
Н ОВЫ Е СРЕДСТВА КОСМИЧЕСКОЙ ГЕОДЕЗИИ  
И ПЕРСПЕКТИВЫ  ЕЕ РАЗВИТИЯ

§ 106. Р О Л Ь  НОВЫХ СРЕДСТВ В РЕШ ЕНИ И  ЗАДАЧ 
Г Е О Д Е ЗИ И , ГЕОДИНАМ ИКИ, АСТРОМ ЕТРИИ

В 70-х годах интенсивно велись и продолжают вестись сейчас 
работы в области применения новых средств и методов для 
решения задач геодезии, геодинамики и астрометрии. К новым 
методам относят спутниковую альтиметрию, градиентометрию, 
измерения по линиям спутник — спутник, лазерную локацию 
Луны и радиоинтерферометрию со сверхдлинной базой.

В  качестве примера успешного использования результатов 
спутниковой альтиметрии для уточнения параметров гравита
ционного поля Земли, изучения фигуры геоида, динамики оке
ана, топографии поверхности морей и океанов, движения льдов 
можно привести выводы, полученные на основе наблюдений 
И С З  GEOS-З и Seasat.

З а  период с 1975 до 1978 г. со спутника G E O S-З были из
мерены высоты ИСЗ над всеми акваториями между 65° с. ш. 
и 65° ю. ш. Осреднение высот для изучения фигуры геоида про
водилось с интервалом 30—80 км. В основном на таком же 
расстоянии находились друг от друга подспутниковые трассы.

Всего по данным спутниковой альтиметрии с G E O S-З вы
числили средние значения высот геоида и аномалий силы тя
жести в свободном воздухе для 27465 трапеций размером 1 X 1° 
и 957 трапеций размером 550X550 км2.

Средние аномалии для трапеций 550X550 км2 получились 
в' три  раза точнее, чем полученные гравиметрическим спосо
бом.

Объединив результаты спутниковой альтиметрии и грави
метрические данные для трапеций 1x1°. Рапп Р. [15] получил 
52 917 средних значений аномалий силы тяжести (охвачено 
85 °/о земной поверхности). По этим данным он выполнил раз
ложение силы тяжести в ряд сферических функций до л=180 .

Результаты спутниковой альтиметрии стали использоваться, 
таким образом, при выводе комбинированных моделей гравита
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ционного поля Земли. К таким моделям относятся, например, 
GEM-10B и GEM-10C. В первой из этих моделей получены 
все гармонические коэффициенты геопотенциала до  п =  36. 
В G EM -ЮС были получены коэффициенты геопотенциала до 
п=180. Полученная при этом карта высот геоида Мирового 
океана имеет высоту сечения 2 м. Средняя квадратическая 
ошибка высот геоида составляет 0,5—2,0 м.

Важное значение имеет вывод о том, что существует соот
ветствие между формой поверхности морского дна и топогра
фией геоида. Это было установлено в результате сравнения 
альтиметрических высот геоида с данными батиметрии [15, 
с. 53].

С помощью радиовысотомера, установленного на  борту 
GEOS-З, измерялась скорость приводного ветра, оценивались 
высоты и длины волн в океане. Как показали результаты спут
никовой альтиметрии, скорость приводного ветра в интервале 
1—21 м/’с определяется со средней квадратической ошибкой 
2,6 м/с.

Было обращено внимание на зависимость топографии по
верхности океана и областей температурных аномалий, кото
рые регистрировались спутником Nimbus-6.

Исследования показали, что спутниковая альтиметрия мо
жет использоваться для изучения рельефа суши, высоты ледо
вых поверхностей и уровней внутренних водоемов.

За рубежом исследуются теоретические аспекты проблемы и 
проводятся экспериментальные наблюдения по ^линиям спут
н и к — спутник. Их целью является получение аномалий силы 
тяжести с высоким разрешением, эквивалентным определению 
гармонических коэффициентов от л =  50 до д==150.

Экспериментальные работы проводились, в частности, с ис
пользованием наблюдений по линиям стационарный И С З  ATS-6 
и спутник Nimbus-6; ATS-6 и GEOS-3, ATS-6 и «Аполлон» — 
«Союз».

Исследования показывают, что для определения высот гео
ида с ошибкой 1 м необходимо измерять относительную скорость 
двух спутников, движущихся на высоте 200—300 км и н а  таком 
же расстоянии друг от друга, с ошибкой 0,01 мм/'с.

Если вывести на низкую орбиту пару небольших спутников, 
так чтобы расстояние спутников друг от друга составляло 100— 
200 км, то их относительное перемещение позволит изучать 
тонкую структуру гравитационного поля, соответствующую раз
ложению потенциала до степени n ^ a d d ,  где ае — экваториаль
ный радиус Земли; d  — расстояние между ИСЗ [15, с. 65].

Большие перспективы в изучении тонкой структуры грави
тационного поля Земли сулит также метод спутниковой гра- 
диентометрии (для п > 40), поскольку градиенты силы тяжести 
изменяются под действием аномалий силы тяжести гораздо 
больше, чем гармонические коэффициенты геопотенциала. Для 
реализации метода надо обеспечить высокую точность измере- 
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ния вторых производных геопотенциала, так чтобы средняя 
квадратическая ошибка не превышала 0,01 Е. Как показали 
модельные расчеты [15, с. 71] для спутника с высотой орбиты 
300 км, измерения градиента силы тяжести с ошибкой 0,01 — 
0,03 Е дают возможность определить для трапеций 2 x 2 °  ано
малии силы тяжести со средними квадратическими ошибками 
1,5* 10- 6 — 1,0» Ю-5 мс-2 (0,15— 1,0 мгал) и высоты геоида со 
средними квадратическими ошибками 0,9— 1,3 м.

Выдающиеся работы академиков Н. Г. Басова и А. М. Про
хорова в области квантовой электроники обусловили рождение 
и развитие нового метода космической геодезии — лазерной ло
кации Луны. Работы в этой области проводятся в СССР и США 
с 1962 г. В 1965 г. в Крымской астрофизической обсерватории 
с помощью телескопа диаметром 2,6 м впервые удалось полу
чить отраженный лазерный импульс от поверхности Луны, что 
позволило измерять расстояние до Луны с ошибкой ~  100 м.

Как отмечалось выше, лазерная локация Луны позволяет 
успешно решать широкий круг задач геодезии, астрометрии, 
небесной механики и геодинамики. На основе лазерной лока
ции Луны можно определять с высокой степенью точности 
геоцентрические координаты наземных пунктов и селеноцент
рические координаты отражателей на Луне, изучать движение 
земных полюсов и неравномерности вращения Земли, уточнять 
параметры физической либрации Луны и теорию ее орбиталь
ного движения и т. д.

Однако решение таких задач стало возможным только после 
доставки и установки на поверхности Луны лазерных уголко
вых отражателей. В настоящее время на Луне имеется 5 лазер
ных уголковых отражателей. Два из них доставлены вместе 
с  советскими самоходными аппаратами «Луноход-1» и «Луно
ход-2», остальные три — американскими астронавтами на кос
мических кораблях «Аполлон-11, 14 и 15». Схема расположения 
лазерных уголковых отражателей на поверхности Луны изоб
ражена на рис. 87.

Исследования показывают, что расположение на видимой 
стороне Луны ~ 1 1  отражателей позволит оптимально решать 
(при необходимой точности лазерных дальномеров) любые из 
перечисленных выше задач.

В настоящее время расстояния до отражателей, установлен
ных на Луне, измеряются со средней квадратической ошибкой 
от 3 м до 8— 15 см. Точность единичного измерения после учета 
поправок за атмосферные влияния и аппаратурных, как пра
вило, не превышает 30 см. Несколько измерений образуют так 
называемую «нормальную точку», при этом обеспечивается 
точность получения расстояний 8— 10 см.

Приведем примеры практического использования лазерной 
локации Луны. В 1973— 1974 гг. было определено расстояние 
между Крымской астрофизической обсерваторией и обсервато
рией Макдональда (США). Оно получилось равным 9 453 356 м



[15, с. 77]. Длина этой хорды, полученная ранее, составляла 
9 453 373 м. На обсерватории Макдональда была достигнута 
точность определения скорости вращения Земли при использо
вании лишь суточных сеансов наблюдений, характеризуемая 
относительной ошибкой 0,6- 10-8. Получены более точные эфе
мериды Луны: сначала выполнено уточнение LE-16, а затем

созданы эфемериды LURE-1 
и UTIE-10. Новые эфемериды 
позволяют определить разно
сти D 0—Dc с ошибкой 3— 10 м. 
(D 0 — измеренное расстояние 
до Луны, Ь с — предвычислен- 
ное). В дальнейшем эта раз
ность была уменьшена до 
70 см. Кроме СССР и США 
лазерные дальномеры для ло
кации Луны установлены на 
обсерваториях Франции, Япо
нии, Австралии. Ряд обсерва
торий участвовал в первой на
блюдательной кампании про
екта MERIT.

Потенциальные возможно
сти метода лазерной локации 
Луны чрезвычайно высоки. 
Уже при измерении топоцен

трических расстояний до Луны со средней квадратической ошиб
кой 0,5 м можно определить геоцентрические координаты назем
ных пунктов со средней квадратической ошибкой 0,2 м. Селено
центрические координаты отражателей можно получить со 
средней квадратической ошибкой 5 м, постоянную физической 
либрации Луны /  с относительной ошибкой 1 • 10~4, координаты 
полюса Земли со средней квадратической ошибкой 0,5 м [15]. 
Точность получаемых результатов зависит не только от точности 
лазерного дальномера и учета поправок, но также от продолжи
тельности сеанса наблюдений. Д ля  разных параметров в зави
симости от их физической сущности оптимальная продолжитель
ность будет разная. Использование лазерных дальномеров треть
его поколения позволит определять координаты полюса за  сутки 
со средней квадратической ошибкой 0,2 м. Предельная достижи
мая точность, видимо, будет характеризоваться средней квадра
тической ошибкой mx= m y =  2-f-3 см. Таким образом, лазерная 
локация Луны может оказаться весьма эффективным средством 
для изучения тектоники плит.

В отличие от лазерной локации Луны метод радиоинтерфе
рометрии со сверхдлинной базой является всепогодным, может 
применяться в любое время суток, не предъявляет к выбору 
места для антенн специальных требований с точки зрения кли
матических условий. Идея метода РС ДБ была разработана со- 
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ветскими учеными Л. И. Матвеенко, Н. С. Кардашевым и 
Г. Б .  Шоломницким и опубликована в 1965 г. [5].

Потенциальные возможности метода РСДБ чрезвычайно вы
соки. Они характеризуются данными, приведенными в табл. 23*.

Т а б л и ц а  23. Точностные возможности метода РСДБ

Параметр

Возможная точ
ность определе

ния за 3—5- 
летний цикл 
наблюдений, 

угл. с

Параметр
Возможная точ
ность определе

ния за сутки

СС 0,01 Длина 15 см
б 0 ,01-0 ,001
Разность 0,001-0,0001 ф, X 0,005"
П рецессия 0,001 Положение полюса 15 см
Н утация 0,006
И зменение угла на 0,001 П родол жи тел ь ность 0,01 —0,05 мс
к л он а  эклиптики суток
к эк ватору

Синхронизация 1 НС
шкал времени

Достигнутые на сегодня результаты выглядят гораздо скром
н е е . Точность определения абсолютных положений радиоисточ- 
h u ic o b  характеризуется средними квадратическими ошибками 
0,0т7—0,3". Относительные определения характеризуются мень- 
ши1ми средними квадратическими ошибками та и т6 : 0,02— 
0,08".

„Для осуществления ряда научных экспериментов в конце 
60-х — первой половине 70-х годов было создано несколько ин
терферометров с межконтинентальными базами (рис. 88). 
Д л и н а  базы Хайстэк— Грин Бэнк (845 км) была определена 
со средней квадратической ошибкой, меньшей 1 м. Длина 
хорды Хайстэк— Голдстоун (3900 км) была определена в 1972— 
197 3 гг. со средней квадратической ошибкой 0,16 м. На концах 
базиса в этом случае находились антенны диаметром 37 и 64 м 
соответственно. Отличие вероятнейшего значения длины этой 
хорды от результата, полученного по наземным геодезическим 
данным, составило 1,6 м.

В качестве примера использования РС Д Б для вывода пара
метров вращения Земли (ПВЗ) приведем результаты работы 
четырех обсерваторий (три в США и одна в Швеции) в рамках 
проекта MERIT в сентябре — октябре 1980 г. Из наблюдений 
14 радиоисточников в течение 14 дней координаты полюса полу
чили со средними квадратическими ошибками m* =  0,0013",

* Троицкий В. С., Алексеев В. А., Никонов В. Н. Новые возможности 
реш ения задач астрометрии, геодинамики и геодезии методами радиоинтер- 
ф ерометрни со сверхдлинной базой.— «Успехи физических н ау к » — 1975, №  2.

395



m y =  0,0016", а разность UT1—UTC с ошибкой 0,07 мс (все 
ошибки получены по внутренней сходимости). При высокой 
формальной точности было, однако, обнаружено, ч:то имеет 
место систематическое различие полученных с помощью РСДБ 
данных с результатами BIH. Линейный тренд в разностях 
РС Д Б  — BIH составил для х 0,035", для у  0,020"; .для UT1

Рис. 88. Схема размещения радиотелескопов для проведения экспериментов 
по Р С Д Б

0,002s. По внутренней сходимости была также выполнена 
оценка точности определения длин 10 базисов. Средняя квадра
тическая ошибка m D получилась равной 2—3 см ,для D <  
<6000 км и mD =  5—7 см для D  от 6000 до 8000 км.

Следует особо подчеркнуть, что большой вклад в разработку 
теоретических основ применения метода РС Д Б  для решения 
задач геодезии, астрометрии и геодинамики внес И. Д,. Жонго- 
лович. Им, в частности, было выдвинуто предложение о созда
нии международной интерферометрической службы и з  10— 12 
радиотелескопов с расстояниями между ними 6—8 тыс. км. 
Радиотелескопы следовало разместить по 2 на каж дой из ак
тивных тектонических плит. Систематические наблюдения на 
пунктах такой сети, наряду с изучением континентального 
дрейфа и определением ПВЗ, позволили бы построить инер
циальную систему координат радиоисточников (ИСКР И) и ре
шить ряд других задач астрометрии и геодезии.

Специалистами в разных странах разработан ряд проектов 
глобальных радиоинтерферометрических систем, предназначен
ных для решения фундаментальных и прикладных задач . В Со
ветском Союзе это проект «Полигам»*[5].

Помимо РС Д Б  широко применяются радиоинтерферометры 
со связанными элементами. Длина базы в этом случае состав
ляет от нескольких километров до нескольких десяткгов кило
метров. Такими интерферометрами определены в большинстве 
случаев координаты радиоисточников. С использовани ем фазо- 
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стабильной радиоинтерферометрии получены также геодезиче
ские и геодинамические выводы.

Как следует из зарубежных материалов, целесообразно при 
реализации радиоинтерференционного метода использовать ис
кусственные радиоисточники (радиомаяк на ИС З). Таким об
разом наблюдался с использованием трехэлементного интерфе
рометра (Массачусетс— Грин-Бэнк — Овенс Вэлли) радиомаяк 
на стационарном спутнике. Положение последнего было опре
делено со средней квадратической ошибкой порядка 5 см.

Метод радиоинтерферометрии применялся также для обес
печения навигации лунного вездехода «Аполлон-16».

§ 107. ПЕРСПЕКТИВЫ  РАЗВИТИЯ КОСМИЧЕСКОЙ 
ГЕ О Д Е ЗИ И

Перспективы развития космической геодезии в первую очередь 
связаны с дальнейшим повышением точности наблюдений. Осо
бенно это относится к доплеровским и лазерным наблюдениям. 
Лазерные наблюдения в случае измерения топоцентрических 
дальностей до спутника со средней квадратической ошибкой 
3— 5 см позволяют не только с высокой степенью точности 
определять координаты пунктов, но и дают материал для изу
чения тонких геодинамических эффектов. Совместно с данными 
лазерной локации Луны и РС Д Б лазерная дальнометрия ИСЗ 
явится мощным средством для определения параметров вра
щения Земли, изучения дрейфа литосферных плит, исследова
ния приливных явлений, получения данных, ьозволяющих ре
шать другие геофизические задачи. Доплеровские наблюдения, 
хотя и не отличаются такой высокой точностью, обладают 
несомненными достоинствами. Они реализуются портативной 
аппаратурой, обеспечивают получение за одно прохождение 
большого количества измерительной информации, легко подда
ются автоматизации. Они обеспечивают решение как геодези
ческих, так и геодинамических задач.

Фотографические наблюдения достигли, как показывает 
опыт, предела точности, но продолжают сохранять важное зна
чение при определении ориентировки космических геодезиче
ских построений.

Во всех случаях дальнейшее повышение точности наблюде
ний связано с совершенствованием аппаратуры, разработкой 
методов учета влияния внешней среды, созданием надежных 
способов калибровки аппаратуры.

Важное значение имеет дальнейшее развитие теоретических 
основ и применение на практике новых методов космической 
геодезии: спутниковой альтиметрии, спутниковой градиентомет- 
рии, измерений по линии спутник — спутник, лазерной локации 
Луны и РСДБ.

С начала 70-х годов наиболее существенные в научном и 
практическом отношении выводы получают на основе динами-
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ческих методов космической геодезии. Применение методов, 
перечисленных выше, открывает новые перспективы. Н а основе 
спутниковой альтиметрии, спутниковой градиентометрии, изме
рений по линии спутник— спутник можно будет уточнить све
дения о тонкой структуре гравитационного поля. Спутниковая 
альтиметрия при измерении расстояний от ИСЗ до водной по
верхности со средней квадратической ошибкой 10 см явится 
мощным средством решения задач океанологии, позволит де
тально изучить топографию поверхности океана, океанические 
течения и вихри, приливно-отливные явления, ветровые волны, 
уклоны водной поверхности вблизи берегов.

Наряду с дальнейшим развитием измерительной техники и 
повышением точности наблюдений, важное значение имеет со
вершенствование теоретических основ методов спутниковой гео
дезии и, в первую очередь, теорий движения ИСЗ. Должно быть 
обеспечено соответствие теории движения спутника и‘ точности 
результатов наблюдений. Как подчеркивается в работе [18], 
должны развиваться как аналитические теории движения ИСЗ, 
так и численные методы.

Необходимо продолжение исследований по сопоставлению 
различных способов представления гравитационного поля Земли 
(с помощью сферических функций, выборочных функций, муль- 
типольного представления, системы точечных масс, эллипсо
идальных гармоник и т. д.) с точки зрения легкости построе
ния теории движения спутников, точности, наблюдаемости, уни
версальности, затрат машинного времени и т. д. Подобные 
исследования особенно важны, если учесть, что методы косми
ческой геодезии в связи с их общностью пригодны не только 
для изучения Земли, но и для геодезических исследований Луны 
и планет Солнечной системы.

Назовем еще некоторые важные направления дальнейшего 
развития космической геодезии и задачи, которые необходимо 
при этом решать:

— дальнейшее совершенствование способов определений ко
ординат пунктов как геометрическим, так и динамическим ме
тодами;

■— уточнение элементов ориентирования координатных си
стем референц-эллипсоидов относительно центра масс Земли и 
осей геоцентрической системы координат;

— совершенствование метода баллонной триангуляции как 
средства для соединения глобальных космических геодезических 
построений с наземными рядами и сетями триангуляции и по- 
лигонометрии, построенными в пределах отдельных ограничен
ных территорий;

— уточнение параметров геопотенциала с использованием 
разнообразных космических средств и методов и с привлече
нием наземных гравиметрических и геодезических данных;

— изучение вариаций параметров геопотенциала во вре
мени;
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— выявление зависимостей между различными физическими 
полями Земли, например, гравитационным полем и рельефом,, 
гравитационным полем и тепловым полем;

—  определение пространственного распределения в недрах 
Земли плотностных неоднородностей, следствием которых явля
ются аномалии гравитационного поля;

—  изучение упругих свойств Земли, приливных явлений 
в океанах и в твердой оболочке;

—  исследования по вопросу организации мониторинга гео- 
дин амических явлений. В первую очередь это относится к оп
ределению параметров вращения Земли с использованием 
лазерной локации ИСЗ и Луны, РС Д Б  и других методов,. 
целесообразность применения которых подтвердит проведе
ние международного проекта MERIT. Одновременно следует 
развивать работы по применению методов космической геоде
зии для изучения дрейфа континентов и механизма земле
трясений;

—  более широкое привлечение спутниковой информации для 
изучения внутреннего строения Луны и планет Солнечной си
стемы;

—  дальнейшее уточнение фундаментальных постоянных гео
дезии и астрономии;

—  построение с использованием спутниковых данных моде
лей атмосферы, необходимых, в частности, для редуцирования 
наблюдений и учета возмущающего действия на движение 
И С З;

—  обеспечение орбитальных расчетов ресурсных спутников 
и координатно-временной привязки результатов космических 
съемок;

—  установление оптимального соотношения между объемом 
спутниковых наблюдений и наблюдениями, которые выполня
ются традиционными наземными методами. Это относится как 
к геометрическим построениям, так и к динамическим мето
дам;

—  совершенствование инструментов и методов для экспе
диционных наблюдений ИСЗ с целью определения как относи
тельных, так и абсолютных координат пунктов;

—  исследования по вопросам уравнивания космических гео
дезических построений;

— обеспечение оперативной обработки больших массивов 
информации, получаемых, например, в процессе реализации 
спутниковой альтиметрии;

—  разработка методов проектирования космических геоде
зических построений и исследований в области космической 
геодезии. Оптимизация разрабатываемых проектов.

Как видно из приведенного перечня проблем, наиболее цен
ные результаты следует ожидать на стыках таких научных 
дисциплин, как геодезия, геодинамика, геофизика, физика ат
мосферы, океанология, геоморфология, геология. Это обстоя



тельство является мощным стимулом для эффективного разви
тия космической геодезии.

К этому надо еще добавить, что такие методы, как  лазер
ная локация Луны и РСДБ, позволяют успешно решать ряд 
важных задач фундаментальной астрометрии, небесной меха
ники и астрофизики.

Таким образом, существует широкий класс научных и прак
тических задач космической геодезии, которые имеют важное 
значение для прогресса науки и развития народного хозяйства 
и которые ждут энергичных, целеустремленных исследователей. 
В руках этих исследователей будущее геодезической науки, 
создающей, наряду с другими отраслями знаний, реалистиче
скую картину окружающего нас мира, приближающей к рас
крытию многих тайн природы.
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