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П Р Е Д И С Л О В И Е

Учебное пособие «Динамика ракет» посвящено сравнительно 
узкому классу летательных аппаратов — баллистическим раке
там и ракетам-носителям космических аппаратов.

Курс динамики баллистических ракет и ракет-носителей кос
мических аппаратов можно разделить на две части. В первой из 
них рассматриваются траектории и программы полета р а к е т 1, 
во второй — устойчивость и управляемость ракет. Д анное учеб
ное пособие охватывает задачи второй части курса динамики 
ракет и включает уравнения движения ракеты как  деф орм и
руемой материальной системы, динамические свойства р а 
кеты как объекта автоматического регулирования, методы 
исследования эффективности исполнительных органов системы 
управления и возможные пути стабилизации движ ения ракеты.

В отличие от имеющейся учебной литературы по динам ике л е 
тательных аппаратов в «Д инамике ракет» при исследовании 
движения ракет значительное внимание уделено учету упругости 
ее корпуса и подвижности топлива в б а к а х 2, а при исследовании 
устойчивости и управляемости наряду с методами, основанными 
на замораживании коэффициентов уравнений, излагаю тся  инж е
нерные методы исследования с учетом влияния переменности ко
эффициентов.

В процессе проектирования современных баллистических и 
космических ракет на первом этапе ракета рассматривается  как  
недеформируемая материальная система. Н а  этом этапе р еш а
ется вопрос о рациональной аэродинамической компоновке р а 
кеты, о потребной эффективности исполнительных органов си 
стемы управления и рассматривается вопрос о стабилизации  
движения ракеты как недеформируемого тела.

Н а следующем этапе приближенно рассчитываю тся частотны е 
характеристики ракеты как объекта автоматического регулиро

1 Этой части курса  посвящена книга Р. Ф. А п п азо ва ,  С. С. Л а в р о в а ,  
В. Г1. Мишина [1].

2 При учете подвижности ж идкостей  и упругости конструкции  п р е д п о л а 
гается малость колебаний ж идкостей и м алость  упругих  колебани й,  б л а г о д а р я  
чему задачи реш аю тся в линейной постановке.



вания с учетом упругости ее конструкции и подвижности жидко
го топлива.

В дальнейш ем осуществляется расчет частотных характери
стик ракеты как  объекта регулирования, точный в рам ках приня
той ее динамической модели. Н а основе этих частотных характе
ристик проектируется автомат стабилизации.

При распределении материала по главам авторы старались 
по возможности придерж иваться указанной последовательности 
выполнения динамических исследований ракеты.

П редполагается ,  что читатель знаком с основами теории ав
томатического управления, аэродинамики, а такж е с разделами 
высшей м атематики, изучаемыми в объеме втузов. В соответст
вии с действующ ими учебными программами все эти дисциплины 
предшествуют курсу динамики летательных аппаратов.

Главы I, II и приложение написаны К. А. Абгаряном, главы 
[II и IV — И. М. Рапопортом.



Г л а в а  I

УРА ВНЕН ИЯ Д В И Ж Е Н И Я  РАКЕТЫ

В полете главным образом вследствие работы двигателей  
часть массы, заключенная внутри корпуса ракеты, с течением 
времени непрерывно отделяется от ракеты. В связи с этим воз
никает необходимость определить, какие частицы следует вклю 
чать в состав ракеты и какие считать уже отделивш имися от нее. 
В этом вопросе имеется некоторая неопределенность: не ясно, в 
какой именно момент частица, движ ущ аяся  в струе газов, вы те
кающих из камеры сгорания двигателя, «покидает» ракету. Эту 
неопределенность можно устранить введением контрольной по
верхности,  условно рассматриваемой как граница ракеты. В каче
стве такой поверхности, которую далее будем н азы вать  такж е 
оболочкой  ракеты, удобно принять замкнутую поверхность, о б р а 
зуемую наружной поверхностью ракеты и выходными сечениями 
сопел двигателей. В состав ракеты включаются только те части
цы, которые в данный момент находятся внутри этой поверхности.

Через некоторую часть контрольной поверхности происходит 
истечение массы, что приводит к изменению состава закл ю ч ен 
ных в ней материальных частиц. Поэтому при изучении движ ения 
ракету необходимо рассматривать как материальную систему пе
ременного состава.

Классические теоремы динамики систем постоянного соста
в а — теоремы об изменении количества движения и изменении 
кинетического момента — к системам переменного состава непо
средственно не применимы. Однако, используя эти теоремы, м о ж 
но вывести аналогичные теоремы для  систем переменного состава 
и сформулировать принцип составления уравнений д виж ения  для 
таких систем, и в частности для ракет.

§ 1. ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДИНАМИКИ СИСТЕМЫ 
ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА

Рассмотрим замкнутую поверхность S 0 (рис. 1 .1 .) ,  которая 
ограничивает объем V, заполненный разнообразными (тверды-



ми, жидкими, газообразными) частицами. С течением времени 
одни частицы выходят из объема V, а другие, наоборот, входят в 
него. Совокупность материальных частиц, заключенных в объеме 
V, является  системой переменного состава. Обозначим эту систе
му через 2.

Пусть поверхность 5 0 и материальные частицы перемещают
ся относительно некоторой системы координат OXYZ.  Поверх
ность S 0 при этом может и деформироваться. Количество движ е
ния и кинетический момент системы 2 относительно точки О обо
значим соответственно через К  и L.

Н ар яд у  с системой 2  введем в рассмотрение систему постоян
ного состава 2*, состоящую из тех и 
только тех материальных частиц, ко
торые в некоторый фиксированный мо
мент времени t заполняли объем V.
Через К* и L* обозначим количество- 
движения и кинетический момент си
стемы 2*  относительно точки О.

Системы переменного состава 2  и.

о -

Рис. 1. 1.
постоянного состава 2*  в момент 
мени t совпадают. Поэтому

вре-

K*(t )  =  K ( t ) ,  b ( t )  =  L(t).  (1.1.1)

П ри t i ^ t  системы 2  и 2*  будут состоять, вообще говоря, и$ 
разны х частиц. Вследствие этого количество движения и кине
тический момент системы 2  будут отличаться от количества 
д ви ж ени я  и линетического момента системы 2*, а именно:

£ * ( * 1 ) = > О Д + В Д ,
( 1.1.2 )

Векторы k(tx) и l ( t j) представляют изменения количества 
д виж ения  и кинетического момента системы 2 ,  связанны е с из
менением ее состава за время A t = t \ — i.

Вычтем (1.1.1) из (1.1.2) и разделим полученную разность на 
At.  П ереходя далее к пределу при t ^ t  и учитывая при этом, что

Л (0  =  0, Г ( 0 = 0 ,

получим

dK* dK  | d j  d t *  _ dL , d l  
dt  d t  d t  ’ d t  d t  d t

(1.1.3)

(1.1.4>



Производные dk/dt, dl /dt  представляю т собою секундные рас
ходы количества движения и кинетического момента через по
верхность S 0 в момент времени t.

Соотношения (1.1.4) имеют кинематический характер  и спра
ведливы для любой системы координат (инерциальной или не- 
инерциальной).

Допустим теперь, что O X Y Z  — инерциальная система коорди
нат. К системе 2*, как к системе постоянного состава, примени
мы теоремы классической динамики об изменении количества 
движения и изменении кинетического момента, которые форму
лируются так:

1. Производная по времени от количества движения  системы 
равна сумме всех действующих на систему вн е ш н и х  сил.

2. Производная по времени от кинетического момента систе
мы относительно какого-либо неподвижного центра (в данном 
случае, относительно точки О) равна сумме моментов всех внеш
них сил,  действующих на систему относительно того же центра.

Н а основании этих теорем в фиксированный момент време
ни t.

^ * -  =  F ,  (1.1.5)
dt dt

где F  и М  —  соответственно главный вектор и главный момент 
всех внешних сил, действующих в момент времени t на систему 
2*, а-значит, и на систему 2 .

И з  равенств (1.1.4) и (1.1.5) следуют равенства:

dK J p ---- dk_  ̂ dL_ ---- (1.1.6)
dt dt dt dt

Соотношения (1.1.6), полученные для  данного момента вре
мени t, остаются справедливыми и для  любого другого момента
времени t', если считать, что F  и М  — главный вектор и главный
момент всех внешних сил. действующих на систему 2 ,  a dk /d t  и
dl/dt  — секундные расходы количества движения и кинетическо
го момента через поверхность 5 0 в рассматриваем ы й момент вре
мени t ' .

Формулы (1.1.6) представляю т математическую запись тео
рем об изменении количества движ ения и кинетического момента 
системы переменного состава.

§ 2. ПЕРЕНОСНОЕ ДВ ИЖЕ НИ Е СИСТЕМЫ 
ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА

Н ар яд у  с основной системой O X Y Z  введем ещ е систему коор
динат A x y z  (рис. 1.2) и представим абсолютное движ ение м ате
риальной частицы с массой d m  как  сложное, состоящ ее из отно



сительного движ ения (движения частицы относительно системы 
координат A x y z ) и переносного (движения частицы вместе с ося
ми A x y z  относительно инерциальной системы OXYZ).  
Абсолютную, переносную и относительную скорости
частицы обозначим через v, ие, vr, а ускорения— соответствен
но через w, w e, w r. Через w K обозначим кориолисово ускорение 
частицы. Наконец, производную по времени по отношению к си
стеме A x y z  (относительную производную) обозначим символом 
6/dt.

Количество движения системы постоянного состава 2* в си
стеме O X Y Z  можно пред
ставить в виде

K* =  § v d m .  (1.2.1)
2*

Символ J обозначает

суммирование по всем ча- 
стицам системы 2* . Д иф 
ференцируя (1 .2 .1 )  по ty 
получим

ак*
Рис. 1.2.

По теореме сложения ускорений,

w  =  w r Jr w e - \-wK.

d t
w d m .  (1.2.2)

Поэтому

dK1
d t

- = 5  w rd m - \ -  \  w ed m - \ - \ w Kdm .  (1.2.3)
8* E* E*

Отсюда д л я  момента времени t, когда системы 2  и 2*  совпада
ют, используя (1.1.5), получаем

J  w ed m  =  F  — j* w rd m  -f- F K, (1.2.4)

где F K=  — j  w Kd m  — главный момент кориолисовых сил  инер-  
2

ции;  действующих в момент времени t на систему 2 .
Количество движ ения системы 2 *  в системе координат A x y z  

равно:

К* =  J v rdm.
2*



Отсюда, учитывая, что 

будем иметь

—► bvrw r rrrr ■
d t

в*;' т =  \  w .dm
d t i r

2*

ЬК* f  —*•г =  \ w rdm
d t J

а в момент времени t

j  — ------- ,  - v ™ »  С - 2 . 5 )

С другой стороны, для этого момента времени справедливо 
кинематическое соотношение (1.1.6), которое в системе A x y z  з а 
пишется так:

^  ( 1.2.6)
d t  d t  d t

Здесь  K r — количество движ ения системы переменного соста
ва S  в системе Axyz;

—►
5 к — относительный секундный расход количества д ви ж е

ния через поверхность S 0 в момент времени t.
С учетом (1.2.6) и (1.2.5) из (1.2.4) находим

s

Аналогичный результат можно получить и из теоремы об из
менении кинетического момента системы переменного состава.

Кинетический момент системы 2* относительно точки О р а 
вен (см. рис. 1.2):

L* —  § r X v d m .  (1.2.8)

Отсюда 

(IL*  ̂ г  X v d t n  -  ^ X v d tn  -f- X  w d m .
d t  d t E* E* 2*

В правой части последнего равенства первый интеграл рав
няется нулю, так  как



^ r X w d m = r ' X w d m - j -  ̂ r A X w d m .  (1.2.9)
I* I* 2*

Но, учиты вая  (1.2.2),

/ » « ♦ —*. л —► -*■ rfK*
J гдХ w d m  =  r A X  \ w d m  =  r A X-^ j-  ■
2* 2*

Поэтому ^

✓//* —*■ p -»• —» n -+ -> rJK*
—— =  \ г' x  w rdm -г \ г' X -Wgdm \ г' X  w dm -f- r - X —— •

</< J J  ‘ d t2* 2* j*
( 1.2.10)

Отсюда в момент времени t, учитывая (1.1.5), получаем

\ г '  X 'W ed m  — M  — r A X F — | г'  X  w rd m  М кЛ, (1.2.11)
2 а

где .V кл=  — J г ’ X  w Kd m — главный момент кориолисовых сил

инерции, действующих в момент времени t на систему 2.
Главный момент внешних сил относительно точки А,  дейст

вующих в момент времени t на систему 2  (и на систему 2 * ) ,  
равен:

1$A =  M - 7 A X F .

Поэтому (1.2.11) можно представить в виде

j г ’ X  w edm--=MA — J г' X w rdm + W KA. (1.2.12)
а а

Кинетический момент системы 2 *  относительно точки А в систе
ме A x y z  равен:

=  J r ' X v rdm, 

а его относительная производная

ь Т"г А — - | г'  X  v rd m  =   ̂ v r X  v rdm.  ̂ г'  X  w rd m  =  
2* 2* 2*

=  I г '  X  w rdm.



В фиксированный момент времени t
—*■ j. 

ы"г А

d t
^  г ' X n ' r d m .  (1.2.13)

С другой стороны,

® гА ^ L rA ^'IrA 

d t  d t  d t
(1.2.14)

где L ta — кинетический момент системы переменного состава от
носительно точки А в системе Axyz ;

- lr~  — относительный секундный расход кинетического м о

мента через поверхность So-
И з  (1.2.12), (1.2.13) и (1.2.14) получаем

р х Я ^  =  ̂  +  ( - ^ )  +  4 л + ( - ^ - ) -  (1-2.15) 
i

Равенства (1.2.7) и (1.2.15) описывают переносное движение 
среды 2  и представляют собой другую запись теорем о количе
стве движения и кинетическом моменте системы переменного со 
става.

§ 3. СИСТЕМЫ ПЕРЕМЕННОГО СОСТАВА С ТВЕРДОЙ  
ОБОЛОЧКОЙ. ПРИНЦИП ЗАТВЕРДЕВАНИЯ

Ф ормулам (1.2.7) и (1.2.15) можно придать другой вид. Р а с 
смотрим для этого некоторое фиктивное твердое тело S, которое 
получилось бы, если бы система переменного состава 2  в момент 
времени / как бы затвердела, т. е. прекратилось бы движ ение 
частиц относительно системы Axyz .  Переносные ускорения ч а 
стиц системы 2  равны абсолютным ускорениям частиц получен
ного таким образом фиктивного твердого тела. Поэтому, обозна
чая через у(5) скорость частицы твердого тела S,  будем иметь

d v
=  w . .

d t

В момент времени t распределение масс в фиктивном твердом 
теле и в системе 2  одинаково. Поэтому

d v (S) , d  г ~ , c WС w dm =  [ w.dm =  \ ---- dm = --- [ v^dn i-
J J J d t  d t  J d t
S 5  5  S



где / \ — количество движения фиктивного твердого тела. А н а 
логично

^ г '  X чюей т  =  ^ r f X тсу/та =   ̂ г ' X ——  dm
ъ s s

— \  X v <-s '>dm,
,1 с//

dt dt
s

dr'

где =  J  r '  X ^ (S) d m  — кинетический момент фиктивного 
s

твердого тела относительно полюса А.
С учетом полученных соотношений равенства (1.2.7) и (1.2.15) 

можно заменить равенствами:

dK<S) +  ( i .3 . i )
dt \  dt j  \ dt 

^ - л Г л + ( _ А . ) + Я д + ( - ^ ) + ^ х > Л ,

(1.3.2)

Центр масс твердого тела S  обозначим через С. Точку С м о ж 
но принять за начало А  системы координат Axyz .  В этом случае 
вместо (1.3.2) будем иметь

dt = ^ + ( - % ) + ^  + ( “ % ) •  <b 3 '3>

Действительно, так  как  г'  —г— гА (см. рис. 1.2) и д ля  частиц 
фиктивного твердого тела

dt
то

[ ------ X v i-S)d m  =  \  v X  v {S)d m —  ̂ — — X v<-s )dm  =
J dt J i  dt
s s  s

— — X  \  v t~S)d m  =  — X \  d m  —> 0 при A  -» C.  
dt j  dt dt j 

s s

М еняя момент затвердевания t, получим различные твердые 
тела S,  которые отличаются друг от друга величиной и р аспре
делением массы в пространстве. Различные тела S можно р а с 



сматривать как одно фиктивное твердое тело, у которого с тече
нием времени возникают или исчезают м атериальны е частицы, 
неподвижные относительно системы координат Axyz .

Рассмотрим теперь систему переменного состава, ограничен
ную твердой оболочкой S 0. Систему координат A x y z  неизменно 
свяж ем с твердой оболочкой S 0. При этом абсолютное движение 
оболочки S 0 и фиктивного твердого тела S совпадают. Поэтому 
уравнения (1.3.1) и (1.3.2) [или (1.3.3)], представляя  абсолютное 
движение фиктивного твердого тела, в то ж е  время представляю т 
движение твердой оболочки S 0.

Относительные производные в правых частях уравнений
(1.3.1), (1.3.2), (1.3.3) в этом случае имеют следующий физиче
ский смысл.

Пусть d a  — элемент поверхности S 0.
Секундный расход массы через этот элемент в момент вре

мени t  равен QVrndo ,  где q — плотность среды, a v rn — н орм аль
ная составляющая относительной скорости среды. Секундный 
расход количества движения через элемент d a  в системе, неиз
менно связанной с оболочкой, равен v rQVrnd a .  Относительный се
кундный расход количества движ ения через поверхность S 0 
равен:

ность S 0;
—►
и  — некоторая средняя скорость среды (относительно обо

лочки) .
Вектор v rQVrnd a  имеет размерность силы и направлен  по от

носительной скорости частицы. Вектор — v rQVrnd a  имеет проти
воположное направление и является элементарной реактивной

силой.  В соответствии с этим вектор — бk r/ d t  представляет собой
главный вектор всех реактивных сил, а — 6h c ld t  — главный мо
мент всех реактивных сил относительно полюса С.

Д ал ее  допустим, что в каж дой  точке, неподвижной относи
тельно оболочки, плотность среды q и скорость среды v r с течени
ем времени не меняются. Тогда система переменного состава
имеет постоянную массу, постоянное количество движения К г и

(1.3.5)(1.3.5)

где /исек =  Л  k v rnd ?— секундный расход массы через поверх-
So



постоянный кинетический момент L rC относительно системы коор
динат Cxyz .  Значит,

^  =  0 , ^ = 0 .  
dt dt

В общем случае, если внутри оболочки меняется плотность 
среды и скорость частицы относительно оболочки, возникают
так назы ваем ы е вариационные  силы.  Векторы — dKrldt  и
—bLrcldt  представляю т собой главный вектор и главный момент 
этих вариационных сил.

И з выш еизложенного вытекает следующий принцип.
П р и н ц и п  з а т в е р д е в а н и я  д л я  с и с т е м ы  п е р е 

м е н н о г о  с о с т а в а  с т в е р д о й  о б о л о ч к о й .  У равнения  
движения твердой оболочки системы переменного состава 2  в 
прои звольный момент времени t могут быть записаны в виде  
уравнений движения твердого тела (постоянного состава), если  
представить себе, что система переменного состава 2  затвердела 
в момент времени t и что к пол ученному таким образом фиктив
ному твердому телу приложены: 1) внешние силы, действующие  
на систему 2 , 2)  реактивные силы, 3) силы Кориолиса и 4 )  вариа
ционные силы.

§ 4. ПРИНЦИП ЗАТВЕРДЕВАНИЯ ДЛЯ РАКЕТЫ

Будем считать, что корпус ракеты в полете не деформируется 
Тогда принцип затвердевания, сформулированный в предыдущем 
параграфе, мож ет быть применен и к ракете. Однако для  ракеты 
формулировку этого принципа целесообразно несколько изме
нить.

Д ело  в том, что реактивную силу — 6krjdt  непосредственно из
мерять не удается, поэтому ее обычно объединяют с силами, воз
никающими вследствие атмосферного давления на корпус ракеты 
и давления в струе газов в выходном сечении сопла двигателя, а 
также с вариационными силами. Целесообразность такого объе
динения можно проследить на следующем примере.

Рассмотрим ракету с твердой оболочкой и работающ им дви
гателем, установленную неподвижно в горизонтальном полож е
нии на испытательном стенде.

Т ак как  система координат Cxyz,  связанная с твердой обо
лочкой, неподвижна, то

К &  =  0, F K, 0

' В действительности  в полете  под действием внешних сил корпус  ракеты 
д еф орм ируется  и, значит,  деф о р м и р у е тс я  и введенная выше к онтрольная  по
верхность (оболочкг  ракеты ) .  Учет в л и я н и я  деформации конструкции ракеты 
на хар ак тер  ее д в и ж е н и я  приводится  в гл. IV.



и уравнение (1.3.1) в данном случае принимает вид

^ )  =  0- (1-4.1)
dt / ' \  dt

Н а  ракету действуют следующие внешние силы: 1) силы ве
са, 2) реакция опор, на которых закреплена ракета, 3) силы а т 
мосферного давления и давления в выходном сечении сопла, при
ложенные к оболочке ракеты.

Пусть G — вес ракеты, а Р — равнодействующая сил, возни-

Рн____________
f f u u u u  и  I it t j’TT

с
X

т ж ш ж ж ж ж ж ж ц Ш

Рис. 1. 3.

кающих при работе двигателя. Ракета  давит на опоры с силой 
G +  P. Реакция опор, приложенная к ракете, равна:

/е =  - ( с + я ) .

Равнодействующую сил атмосферного давления и давления
в выходном сечении сопла обозначим через F%. По величине эта 
равнодействующая (рис. 1.3) равна:

F*=-- (Pa— Pl l)Sa,

где р а — давление на срезе сопла;
Рн — атмосферное давление;
S a — площадь выходного сечения сопла.
Таким образом, в рассматриваемом случае главный вектор 

всех внешних сил равен:

F  =  G+~R +  F , - : - P + ~ F , .

П одставляя это выражение в (1.4.1), получим

М - ^ Н + М - ^ ) -  “-4'2)
Приборы на стенде измеряют силу давления ракеты  на опо

ру. так что в результате стендовых испытаний можно определить 
силу Р, которая, как видно из полученного вы раж ения, яв л яет 
ся равнодействующей реактивных сил, вариационных сил и внеш



них сил, вызванных атмосферным давлением и давлением газа в 
выходном сечении сопла.

Силу Р, определенную равенством (1.4.2), принято называть 
силой тяги двигателя,  или просто тягой двигателя.

П од разум евая  теперь под F и М с соответственно главный 
вектор и главный момент всех внешних сил, кроме сил атмо
сферного давления и давления в выходном сечении сопла, урав
нения (1.3.1) и (1.3.3) можно записать так:

Щ(8) ~-F +  P  +  F K, (1-4.3)dt

d V S) -н»
- ± -  =  М с +  М рс +  М кС. (1.4.4)

at

Здесь М рс =  ( — ; через М *с обозначен
\ dt / dt /

главный момент сил, обусловленных атмосферным давлением на 
корпус ракеты и давлением газа  в выходном сечении сопла дви
гателя, относительно центра масс С.

Н а основании уравнений (1.4.3) и (1.4.4) можно сформулиро
вать следующий принцип составления уравнений движения р а 
кеты.

П р и н ц и п  з а т в е р д е в а н и я  д л я  р а к е  т ы.  Уравнения  
движения твердой оболочки ракеты в произвольный момент вре
мени t могут быть записаны в виде уравнений движения твердо
го тела ( постоянного состава), если представить себе, что ракета 
затвердела в момент времени t и что к полученному таким обра
зом фиктивному твердому телу приложены: 1) внешние силы,
действующие на ракету ( кроме силы F%), 2) тяга реактивного 
двигателя,  3) ,силы Кориолиса.

§ 5. УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЦЕНТРА МАСС РАКЕТЫ

Количество движения фиктивного твердого тела S,  которое 
получается в результате затвердевания ракеты в момент време
ни t, равно:

==\ v (S)d m  =  т У \ ? \  (1.5.1)
s

где т — масса фиктивного твердого тела, равная массе ракеты 
в момент времени t\

— скорость центра инерции фиктивного твердого тела. 
Согласно принципу затвердевания в уравнении (1.4.3) произ-



водную от количества движения K (-S) по времени следует вычис
лять, как в случае твердого тела  с постоянной массой, так  что

d V - ,  с>
----------= т ----- - —  =  m w c  , (1.5.2)

d t  d t

где w^S) — ускорение центра м асс  твердого тела S.
П одставляя  (1.5.2) в (1.4.3), получим 1

=  ?  +  £  +  ?„•  (1-5-3)
С  расходом топлива центр м асс  ракеты перемещается отно

сительно корпуса с некоторой скоростью VСт и ускорением w Cr- 
Р ассм атри вая  движение центра масс  вместе с корпусом ракеты 
как переносное движение, а д ви ж ен и е  относительно корпуса —
как относительное движение, д л я  абсолютных скорости Vc и ус
корения w c центра масс будем иметь  следующие выражения:

l / c =  l / c e -f-l/cr, w c =  w Ce-\ -w Cr-{-2w X V Cr, (1.5.4)

где VCe, w Ce — соответственно переносные скорость и ускорение 
центра масс ракеты; со — у гл о вая  скорость корпуса ракеты.

В момент времени t (в момент затвердевания ракеты) цен
тры масс ракеты и тела S совпадаю т. Поэтому в этот момент

V Ce =  V \ ? \  w Ce =  w {cS). (1.5.5)

И склю чая в уравнении (1.5.3) с помощью равенств
(1.5.4) и (1.5.5), будем иметь

m w c ^ F  ~tr P J r F K- \ - m w C r ^ 2 m w X  V Cr- (1.5.6)

Последнее соотношение представляет  собой уравнение дви
жения центра масс ракеты в векторной форме. С лагаем ы е m w Cr —*• —>
и 2 т ш Х У с г  обусловлены движ ением  центра масс относительно 
корпуса и имеют размерность силы.

В дальнейшем для удобства уравнения (1.5.6) будем писать 
в виде

m w c =  ̂ F , (1.5.7)

или

d V cm (1.5.8)
d t



обозначая через HF правую  часть равенства (1.5.6) — сумму 
всех сил, приложенных к ракете.

При практических исследованиях векторные уравнения дви
жения ракеты заменяют эквивалентной системой трех скаляр
ных ураинений, проектируя векторное уравнение на какие-ни

будь три взаимно перпендику
лярные оси.

Спроектируем уравнение
(1 .5 .8 ) на оси прямоугольной 
системы координат Cxyz ,  на
чало которой (точка С) совпа
дает с центром масс ракеты.

Если da/dt  есть производ
ная какого-либо вектора а от
носительно системы OXYZ,
da/dt  — производная этого век
тора относительно системы
Cxyz  и со— угловая скорость 
вращения системы Cxyz  в си
стеме OXYZ,  то

Рис. 1. 4.

da
d t

Ьа
d t

(1.5.9)

а проекции вектора da/dt  н а  оси Сх, Су, Cz  определяются фор
мулами:

da  \  __
d t  ) ~

da

( — )
\  'It /г

d a .
d t

d a y

d t  j  у d t

d a
d t

- Wyaz wzay,

(1.5.10)

где ax, ay, az — проекции вектора  a;
Wjc, aiy, со2 — проекции вектора  со на оси Сх, Су, Cz  (рис. 1 .4).
Действительно, диф ф еренцируя выражение 

а  =  a j .  -j- a yj  -j- azk ,

ПОЛУЧИМ



П оскольку i, j, k  — единичные векторы, то их производны е оп
ределяют скорости концов этих векторов, так что

—  =  « X ( ,  —— = (I|X ; ,  — - = ® x idt

Учитывая еще, что относительная производная в ек т о р а  а равна

dt dt dt dt

из (1.5.11) непосредственно получаем  формулу (1.5.9).
По известному правилу вы числения векторного произведения

(и X  а  —

i j  k
(»„ О),, со̂ (wy d z w2( iy) i-\ -(ioza x wx(iz ) j  |

{ ^ x ^ y  —  V)u a x )  k-

З ам ен яя  в (1.5.9) векторное произведение приведенным вы
ражением и объединяя члены, содерж ащ ие один и тот  ж е  еди
ничный вектор, получим

а г ) У +
da  /  da  v , /  dau  , „  \

—  \ ~ d t  ^ wya z mza y )  1 4 \~u)za x  wx a z \

-j-  ̂ 4" ̂ x a y — wya x̂ j k.

Отсюда вытекают равенства (1.5 .10).
Используя формулу (1.5.10), векторное ур авн ен и е  (1.5.8) 

можно заменить следующими т р ем я  скалярны ми уравнениями:

т  \ ^ + « y V C z - « z V Cydt

т

d t

d V c z
dt

П г v С х — " ' x v Czc » J / ,

)-S
*)=E t VI (1.5.12)

Здесь V Cx, VCv, Vcz — проекции вектора скорости  центра 
масс ракеты на оси Сх, Су, Cz;

Z F X, HFy, 2,FZ — проекции всех  сил, прилож енны х к ракете, 
на оси Сх, Су, Cz.



§ 6 УРАВНЕНИЯ ВРАЩАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ

О п у с к а я  индекс «С» и записы вая правую часть в виде 
п редстави м  уравнение (1.4.4) в виде

d  [ S S  ̂ ^= v  М.  (1.6.1)
d t

С проектируем уравн ен ие  (1.6.1) на оси подвижной системы 
координат.

П у с т ь  L̂ys \  HzS) —  проекции кинетического момента 
ф иктивного  твердого тела  на  оси подвижной системы, а 2 Мх, 
2 М у, 2 М 2 — проекции м оментов  сил, действующих на ракету, на 
оси подвиж ной  системы. Т о гд а ,  используя формулы (1.5.10), вме
сто векторного  уравнения (1.6.1) получим следующую эквива
лентную  систему трех ск ал яр н ы х  уравнений:

d L i S)  ^

' „/.</>- < a ! . S)= £  м л ,dt

d i s *
dt

d i S *

dt

Е сл и  в качестве осей системы координат выбраны главны е 
оси инерции, то, как известно,

LSXS) =  J ^ X, L (yS)= J ^ y, U-S)= J 2wz,

где Jx , J y, Jz — моменты инерции фиктивного твердого тела 
(«отвердевш ей» ракеты) относительно главных осей инерции. 
При это м  уравнения (1.6.2) принимают вид

+  =  2  м д.

J y J~  +  ( J x  ~  Jz)  V ,  =  Y t  ( 1 -6.3>

J z  f  ( Л -  j x ) « Л = Y i  М г '

(С огласно  принципу затв ер д ев ан и я  производные от кинетиче
ского момента и его проекций вычисляются, как для твердого 
тела с постоянными м ом ентам и  инерции.)

З а м ет и м , что твердое тел о  S и корпус ракеты имеют относи
тельно инерциальной системы  одну и ту ж е  угловую скорость
в р ащ ен и я  со, поскольку д ви ж ен и е  твердого тела S совпадает с 
дви ж ени ем  корпуса ракеты .



Уравнения (1.6.3) записаны д л я  произвольного, н о  фиксиро
ванного момента времени t. В различные моменты в р е м е н и  будем 
иметь твердые тела S с различной ориентацией г л а в н ы х  осей 
инерции относительно корпуса ракеты  и с р а з л и ч н ы м и  момента

ми инерции относительно этих осей. Поэтому у р а в н е н и я  (1.6.3) 
представляю т собой проекции векторного у р а в н е н и я  (1.6.1) на 
оси координат, различным образом о р и ен т и р о в ан н ы е  относи
тельно корпуса ракеты. Можно было бы учесть в р а щ е н и е  гл ав 
ных осей инерции относительно корпуса ракеты и з а п и с а т ь  ск а 
лярн ы е уравнения вращательного движения в о д н о й  и той же 
системе координат. Однако в полете направления г л а в н ы х  осей 
инерции ракеты изменяются незначительно, поэтому' в дальней
шем, пользуясь уравнениями (1.6.3), мы просто будезм предпола
гать, что направления главных осей инерции о т н о с и т е л ь н о  кор
пуса ракеты остаются неизменными.

§ 7. СИСТЕМЫ КООРДИНАТ

При исследовании движения ракеты п р и м е н я ю т с я  прямо
угольные правые системы координат. В дальнейших р а з д е л а х  ис
пользуются стартовая и связан н ая  системы к о о р д и н а т .  С други
ми системами координат, применяемыми на п р а к т и к е ,  можно по
знакомиться, например, по книге [10].

Рис. 1. 5.

С т а р т о в а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т  A x 0y 0z 0 ( р и с .  1.5, а) 
Оси стартовой системы координат неподвижно с в я з а н ы  с зем

лей. Н ачало координат А  совмещ ается с  точкой с т а р  т а .  Ось А у 0 
направляется  вверх по вертикали — прямо п р о т и в о п о л о ж н о  силе 
тяжести. Д в е  взаимно перпендикулярные оси А х 0, A  z 0 р аспо л а
гаю тся  в горизонтальной плоскости так, чтобы с и с т е м а  коорди
нат была правой. Обычно ось А х 0 направляется по линии при
цел ивания.



С т а р т о в а я  система осей координат в дальнейшем р ассм атри 
в ает с я  к а к  инерциальная система.

С в я  з а н н а я  с и с т е м а  к о о р д и н а т  Cxyz  (рис. 1 .5 , б) 
Н а ч а л о  связанной  системы координат С совмещ аю т с цен

тром м а с с  ракеты. Три взаимно перпендикулярные оси системы 
Сх, С у ,  Cz  образуют правую систему. В качестве осей координат 
с в я з а н н о й  системы примем три взаимно перпендикулярные глав 

ные о с и  инерции ракеты, предполагая, что направления главных 
осей и н е р ц и и  относительно корпуса ракеты остаются неизменны
ми. О д н а  из главных осей инерции ракеты обычно совпадает  или 
очень б л и з к а  к продольной оси ракеты. Будем считать, что про
д о л ь н а я  ось ракеты является  главной осью инерции, и направим 
ось С х  по продольной оси ракеты.

Н а  стар те  ракета устанавливается вертикально и ось С х  в мо
мент п у с к а  совпадает по направлению с осью А у 0 стартовой си
стемы. Ось Cz  направим так, чтобы она в момент пуска б ы ла  па- 
р а л л е л  ьна оси A z 0. Ось Су  при этом будет направлена по оси А х а 
в п р о ти в о п о л о ж н у ю  сторону. Взаимное расположение стартовой 
и с в я з а н н о й  систем координат в момент пуска показано на рис. 
1.5, а.

Р а с п о л о ж е н и е  связанной системы координат по отношению к 
с т а р т о в о й  системе в произвольный момент времени полета раке
ты м о ж н о  определить шестью координатами: тремя координата
ми х0с, Уос, с начала связанной системы координат и тр ем я  уг

л о в ы м и  координатами.
Н а  р и с .  1. 6 показаны оси связанной системы Cxyz  и О'си стар

товой с  истемы A x 0y 0z 0, начало  А  которых посредством п ар ал л ел ь 
ного п е р е н о с а  совмещено с началом С связанных осей. "Три угла



О, яр, у  однозначно определяют направления осей Сх, Су, Cz  от
носительно стартовой системы координат.

Угол г') (угол между осью Сх0 стартовой системы и пло
скостью Cxz0) называется угл о м  тангажа-, угол тр (угол между 
осью Сх  и плоскостью СхоУо) назы вается углом рыскания-,  нако
нец, угол у (угол между осью Су и линией пересечения плоско
стей Суг  и Схйуъ) называется уг лом  крена.  С трелкам и  указаны 
положительные направления отсчета этих углов.

Косинусы углов между связанными и стартовыми осями коор
динат численно равны соответствующим проекциям единичных
векторов i, j, k, направленных по связанным осям, н а  стартовые 
оси. Эти проекции легко вычисляются по рис. 1. 6; значения про-
екций единичных векторов i, j ,  k  сведены в табл. 1 . 1 .

Т а б л и ц а  1.1
~ 2 О с и
=  о
S  о  н  
<  2  ^ А х  о Atio A z ( ,

i COS ft COS ф sin ft cos ф — sin ф

j cos ft sin ф sin Y —  sin ft cos y sin ft sin ф sin y +  cos ft co sy cos ф sin Y

k cos ft sin ф cos Y +  sin ft sin у sin ft sin ф cos Y —  cos ft sin y cos ф cos у

§ 8. КИНЕМАТИЧЕСКИЕ СООТНОШЕНИЯ

Во время полета ракета, а вместе с нею и оси связанной си
стемы координат непрерывно поворачиваются относительно стар 
товой системы, что приводит к непрерывному изменению углов 
тангажа, рыскания и крена. Скорости изменения этих углов р а в 

ны соответственно ф, яр, у. Вектор угловой скорости ф направлен 
по оси Cz0 (см. рис. 1.6); при повороте связанных осей вокруг 
оси CzQ углы яр, у остаются неизменными и изменяется только 
угол #, причем плоскость, в которой производится отсчет этого 
угла, перпендикулярна оси вращ ения Cz0. Вектор угловой скоро

сти тр направлен по промежуточной оси Су'; при повороте 
связанных осей вокруг оси Су'  угол Ф, у  остаются неизменными 
и изменяется только угол тр, причем плоскость, в которой произ
водится отсчет угла яр, перпендикулярна оси вращ ения Су'.  В ек

тор угловой скорости у направлен по связанной оси Сх; при по
вороте связанных осей вокруг оси Сх  углы О, тр остаются неиз
менными и изменяется только угол y> причем плоскость, в кото
рой производится отсчет этого угла, перпендикулярна оси в р а 

щения Сх. Произвольное угловое перемещение связанной систе



мы осей координат относительно стартовой системы вокруг 
иси, проходящей через начало связанных осей, можно предста- 
ьить к а к  результирующее перемещение от вращательных движ е
ний вокруг  трех осей Сг0, Су'  и Сх. Поэтому, если ю — угловая 
скорость  вращения связанных осей относительно стартовой си
стемы координат, то

(o-~§ +  i|)+Y- ( 1.8.1)

Спроектируем векторное равенство (1.8.1) на связанные оси 
Сх, Су, Cz.

Н аправляю щ ие косинусы вектора О в связанной системе коор
динат равны — sin\|), cos гр sin у, 
cos г); cos у;

вектора г|з — 0, cos у, —sin у,

вектора у — 1, 0, 0.
Учитывая это, получим следую

щую группу кинематических урав
нений, устанавливающую связь 
между проекциями на оси связан
ной системы угловой скорости вра
щения ракеты с угловыми парамет
рами, характеризующими положе
ние и движение ракеты относи-

х 0

Рис. 1 7.

тельно стартовой системы координат:

м_г= у  — Ь sin ф,

( 1.8 .2 )<0  ̂=  ф cos у - f  & cos ф sin у,

<о2 =  — <bsiny--j -&cos<l)cosy.

Скорость какой-нибудь частицы ракеты в стартовой системе —> —> 
координат v склады вается из переносной скорости ve (скорости 
движения частицы вместе со связанными осями) и относительной
скорости vr (скорости движ ения частицы относительно связан
ных о с е й ) :

^ = z'veJr v r- (1.8.3)

Переносная и относительная скорости соответственно равны:

Ьг
: '/ с +  “ Х г ,  v T =  —r rdt

где г — радиус-вектор рассматриваемой точки (рис. 1 .7).  
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Отсюда

v  — V c -f- w X г -|- —— . (1.8.4)
a t

Проектируя векторное равенство (1.8.4) на связанны е оси, 
получим вторую группу кинематических уравнений:

т г I , d X
v x ^  V Cx-r"hj-Z —  юг у - [ — ,

d t

Vy =  V си +  “>r* — -!- —f- , (1.8.5)d t

v z =  V Сг +  шхУ  —  ‘V е -I - >d t

где x, у, z  — проекции радиуса-вектора г на оси Сх, Су, Cz.

§ 9. СИЛЫ, ДЕЙСТВУЮЩИЕ НЛ РАКЕТУ В ПОЛЕТЕ

В правые части уравнений движ ения центра масс ракеты вхо
дят внешние силы, тяга двигателя, силы Кориолиса, связанные 
с относительным движением частиц внутри вращ аю щ егося  кор
пуса ракеты, и силы, вызванные перемещениями центра масс р а 
кеты относительно корпуса. Под внешними силами подразуме
ваются силы тяжести и аэродинамические силы.

Имея в виду, что в последующих р азд ел ах  динамические 
уравнения, представленные системами (1.5.12) и (1.6.3), будем 
записывать в проекциях на связанны е оси, все силы и моменты 
этих сил тоже будем проектировать на оси связанной системы 
координат.

9.1. Тяга двигателя

В целях общности допустим, что двигатель  ракеты (двига
тельная установка) представляет собой связку некоторого числа 
сравнительно небольших двигателей. Эти двигатели, являясь  
маршевыми двигателями, в то ж е  время могут использоваться и 
для управления полетом ракеты. Будем считать, что все у п р ав 
ляющие органы, связанные с работой двигательной установки, 
занимают нейтральное положение '.

Тягу, создаваемую у-ым двигателем, обозначим через P j , а 
ее проекции на связанные оси — через PjX, Pjy, PjZ. Осевые л и 
нии двигателей с продольной осью ракеты образую т углы, обыч
но не превышающие нескольких градусов. П оэтому косинус угла
между вектором Pj  и осью Сх  связанной системы практически

1 Силы, возникаю щ ие при отклонении о р ган о в  у пр авл ен и я ,  р а с с м а т р и в а 
ются в п. 9.4.



равняется единице. Через r\j и обозначим соответственно ко
синусы углов меж ду вектором Pj  и осями Су  и Cz. Тогда

Рix ~  Р  h  Pjy —  'c\jl~>U P  iz =  \jPj-  (1.9.1)
П олная тяга  двигателя  ракеты равна:

(1.9.2)
}

Проектируя равенство (1.9.2) на связанные оси, получим

j

Р у = Ъ  (1.9.3)
j

Р г = 2  IjP j -
J

Радиус-вектор точки пересечения линии действия вектора Pj
с плоскостью среза сопла j -го двигателя обозначим через Qj. Мо
мент тяги двигателя  относительно центра масс ракеты равен:

М р = 2 ъ х Р , -  п - 9-4)
j

П роектируя векторное равенство (1.9.4) на связанные оси, бу
дем иметь

(У}'1 z i^))Ph
j

M Py = ^ { Z j  Х]\])Р],  (1.9.5)
j

M p z = 2  (х 3*\] У]} Pj> 
j

где Xj, yj,  Z j .— проекции радиуса-вектора Qj на связанные 
оси.

9.2. Сила тяжести

Сила тяжести, или вес ракеты, G выражается известной фор
мулой

G =  m g ,  (1.9.6)

где т  — м асса ракеты;
g  — ускорение земного притяжения.



Если g x, g y, g z — проекции ускорения земного притяж ения g  
на оси Сх, Су, Cz, то проекции веса аппарата на те  ж е  оси бу
дут равны:

Gx =  m g x, Gy =  m g y, Gz =  m g z. (1 .9 .7)

Вектор G проходит через центр масс ракеты, поэтому момент 
этой силы относительно центра масс равен нулю.

9.3. Аэродинамические силы

Аэродинамические силы возникают при движении л ета тел ь 
ного аппарата в воздушной среде как результат взаимодействия 
между поверхностью аппарата и средой.

В данном случае предполагается, что внешняя поверхность 
ракеты симметрична относительно плоскостей Сху  и Схг,  а аэр о 
динамические рули, если таковые имеются, занимаю т н ей тр ал ь 
ное положение.

Допустим сначала, что ракета движется поступательно, т. е.
со =  0, и что воздушная среда, в которой совершается полет, не
подвижна относительно стартовой системы координат. В этих у с
ловиях аэродинамические силы определяются формой и р а з м е р а 
ми ракеты, параметрами воздуха и скоростью ракеты (корпуса) 
относительно воздуха. Пренебрегая скоростью центра масс р а 
кеты относительно ее корпуса, будем считать, что скорость кор
пуса ракеты относительно воздушной среды равна скорости ее
центра масс Ус-

Равнодействующую всех аэродинамических сил, приложенных 
к ракете, будем называть полной аэродинамической си лой  и обо
значать через R a.

Если скорость Vc лежит в плоскости симметрии ракеты, с к а 
жем в плоскости Сху, то полная аэродинамическая сила будет 
леж ать в той же плоскости. Точкой ее приложения (центром д а в 
ления) условно можно рассматривать точку пересечения векто
ра Vc с осью Сх.  При малых углах атаки ввиду предполагаемой 
симметрии внешней поверхности корпуса центр давления будет 
совпадать с аэродинамическим фокусом ракеты, который, как 
известно, определяется как точка продольной оси, об ладаю щ ая  
тем свойством, что при закрепленных рулях момент аэр о д ин а
мических сил относительно оси, проходящей через эту точку пер
пендикулярно плоскости симметрии (плоскости Сху) ,  не зависит 
от угла атаки. Таким образом, в данном случае центр давления 
и фокус совпадают друг с другом и расположены на продольной 
оси ракеты.

При наличии у ракеты оперения (стабилизаторов и воздуш 
ных рулей) вектор скорости Vc мож ет и не л еж ать  в плоскости



симметрии ракеты и тогда, строго говоря, вектор R a может не
л еж а т ь  в одной плоскости с вектором Vс и продольной осью р а 
кеты. Однако и в этом случае вектор лишь незначительно
уйдет из плоскости, проходящей через вектор Vc и ось Сх, тем 
более, что управление баллистическими ракетами обычно строит
ся так, что в плотных слоях атмосферы угол между вектором Vс 
и плоскостью симметрии ракеты не бывает большим. Учитывая 
это, мы будем считать, что и в этом случае центр давления л е

ж ит на продольной оси ракеты и совпадает с аэродинамическим 
фокусом, а вектор полной аэродинамической силы лежит в пло
скости, проходящей через ось Сх и вектор V c -

П о л н у ю  аэродинамическую силу R a разложим на две состав
ляю щие: на силу лобового сопротивления X, направленную по
линии действия вектора скорости Vc, и подъемную силу У 
(рис. 1.8). Эти составляю щ ие по модулю можно представить так:

где сх — коэффициент лобового сопротивления;
Су — коэффициент подъемной силы; 
q — плотность воздуха;

5  — площ адь миделя корпуса ракеты.
Спроектировав аэродинамическую силу на связанные оси, по

лучим (рис. 1. 8 и 1.9):

Рис. 1.8. Рис. 1.9.

R aX—  — A 'co sa-J -K  sin a,

А?а y = ( X  sin a - | - К cosa)cos '/ . ,  

R.dZ= ( X  s i n a - ( - ^ c o s a ) s in x -



Здесь  а — угол между вектором скорости Vc и осыо Сх; будем 
назы вать  его угл о м  атаки;

—>
X —  угол между проекцией аэродинамической силы R a на 

плоскость Cyz  и осью Су.
И з  очевидных равенств

V си =  — V с sin a  cos х, V Cz =  — V с sin а sin /

имеем

VСи • гCOS • / = ----------—----, s i l l / — ------
V c  sin а ' V c  sin а

11оэтому
R a y =  — ( X  sina-}^K co sa )  

R aZ —  — (A' sin a  -J- К cos a)

VCiу
V c  sin a 

V Cz
Vq s :n a

П одставляя  значения X  и Y, получим

R.dX =  ■— (Cj-Cosu — Cy s inu) 5.51/^,,

R^y — ------- (cx sin « +  с.у cos «X S  VcyVc , (1.9.8)
2 sin a

R. .z = -----— (cx sin a- \ -c y cos a) i S  Cz- C- .
2 sin a

М омент аэродинамических сил относительно центра масс р а 
кеты равен векторному произведению радиуса-вектора центра
давления гд (хд, о, о) на вектор полной аэродинамической силы:

Л а= г д х 4 .
или, так как в рассматриваемом случае центр давления и аэр о 
динамический фокус совпадают,

М Л =  г Р х Н Л-

Здесь  rF (л>, о, о) —  радиус-вектор ф окуса аппарата. 
Проектируя это векторное произведение на оси Сх, Су, Cz, 

получим
жа,= о ;

Л/а у =  — x PR  z — — x F (сх sin a  - f  cy cos a) qS  - Vcz^ — ;
2 sin a

z ~ x FR llU = -----— x F (cx s ;n a - fC ( /C O sa )c S . VcyVc-  . (1.9.9)
2 sin a



Допустим теперь, что воздушная среда, в которой соверш ает
ся полет ракеты, сам а  движется относительно стартовой системы
координат со скоростью VB. Тогда центр масс ракеты будет дви
гаться относительно воздуха со скоростью Vc— VB (рис. 1. 10). 
Аэродинамические силы определяются как раз скоростью ракеты 
относительно воздушной среды. Поэтому при учете движения 
воздушной среды относительно стартовой системы в ф ормулах
(1.9.8) и (1.9.9) скорость Vc долж на быть заменена_ модулем
скорости Vс— У-я, а проекции на связанные оси скорости центра

масс относительно старто
вых осей должны быть зам е
нены проекциями скорости 
центра масс относительна 
воздуха.

Если ракета движется не 
только поступательно, но и> 
вращ ается вокруг центра: 
масс, то возникают дополни
тельные аэродинамические 
силы. Проекции равнодейст- 
вующей этих сил на оси Сх, 

Су, Cz  обозначим AR a x , A R ay, AR az, а проекции соответствую
щего (демпфирующего) момента на те ж е  о с и —- А М а х , А М а у „ 
АА1а г.

Таким образом, проекции аэродинамических сил и моментов 
на связанные оси в общем случае могут быть представлены фор
мулами:

я . (сх cos а  — Су sin а) (.S | V с — V K |2;

^ SLy =  ^ R , y - ~ { c x +  C y C i g a ) i S { V cu- V By) \ V c - V H\\ (1.9.10)

М .

Я . ,  =  Д ^ а , ------- {сх +  су c t g a ) i S (V Ct- V HZ) \ V C-  V„ | ;

=  ДМ„ •

у-  ДМ л у ^  (cx +  cu c t g a ) (V Ct-  V B z)| V c -  !; (1.9.11 >

уИаг =  д Ж аг— - x F (cx ~i-CyCtga)QS(VCy - V Ry)l V c — V„\ •

В этих ф орм улах  a  — угол между вектором Vc — VB и осью Сх  
(см. рис. 1. 10). Д л я  ракет  рассматриваемого класса характерно 
то, что в полете угол а  и угловая скорость вращения со малы. И с
пользуя это обстоятельство, можно значительно упростить фор
мулы (1.9.10) и (1.9.11).



При малых а  коэффициент подъемной силы

си= с ' а ,  (1.9.12)

коэффициент лобового сопротивления

сл =  см -\-Аа?,  (1.9.13)

где с* — производная от коэффициента подъемной силы по у г 
лу а при а = 0 ;

схо — коэффициент лобового сопротивления при а = 0 ;
А — величина, не зависящ ая от угла а  при малых а.

Далее, при малых ю проекции равнодействующей аэродина
мических сил, вызванных вращением аппарата, и соответствую
щего момента на связанные оси пропорциональны проекциям уг
ловой скорости to на эти оси, а именно:

A R-dy =  R'"^>z, =
ДМ ЛХ =  М%ШХ, ДМа1/ =  Л Г > , ,  дЛ*а ,  =  М а> „  (1.9.14) 

где пм r  d R a у „юи__ d R a z Мтх _^ м ах
db>z  ’ а г  ды у  ’ д<*х  ’

У д М а г

*У дшу ’ аг дшг

Если точка приложения равнодействующей аэродинамичес
ких сил, вызванных вращением аппарата, расположена впереди 
центра масс, то R^uz.> 0. Если же эта точка располо
жена позади центра масс, то А’̂ . 'Х Э ,  Ншяуг < 0 .  Во всех случаях 
каждая из величин /VT’-f, М™у, M t z меньше нуля.

Подставим значения сх, су, AR a x , AR ay, AR &z, АМ л х , АМ ау, 
АМаг, определенные формулами (1.9.12) — (1.9.14), в формулы
(1.9.10) и (1.9.11) и исключим \ V C— Ув| с помощью равенства 

\ У С- Ъ Я\ = ( У СХ- У ЯХ) — !— . (1.9.15)
cos а

Тогда, полагая s i n a ~ a ,  c o s a ^ l  и пренебрегая членами, со
держащими а  в степени, выше первой, получим

“Ь' СУ) ^  п Xt Y СУ Vя у)' (1 -9.16)

Яа z =  K ^ y — ^(CxO +  C;)QS(VCx- V RX) ( V C2- V nzy,



у— М^уЫу-^-—  x F (сх0-{- с’)е 5 (1 /Сл— V  яХ) ( У  Cz V nz); (1.9.17) 

М л z =  K \ " z - \ х Р (**> +  f y Q S ( V c x -  \ / в, ) ( V c y - V ny), 

где VB х, VB у,  VBZ — проекции вектора VB на связанные оси.

9.4. Управляющие силы

Д л я  обеспечения полета ракеты по заданному закону необ
ходимо иметь возможность нужным образом изменять в полете 
величину скорости центра масс ракеты и ориентацию ее осей в 
пространстве. Д л я  этой цели используются различные органы 
управления. При отклонении органов управления от нейтрально
го положения возникают необходимые для управления силы и 
моменты.

По выполняемым функциям органы управления удобно раз
бить на следующие 4 группы:

1. Органы управления величиной скорости центра масс р а 
кеты.

2. Органы управления вращением ракеты вокруг поперечной 
оси Cz.

3. Органы управления вращением ракеты вокруг попереч
ной оси Су.

4. Органы управления вращением ракеты вокруг продольной 
оси Сх.

Рассмотрим силы и моменты, которые возникают при откло
нении органов управления той или иной группы.

Органы управлен и я  величиной скорости центра масс ракеты

Изменение величины скорости центра масс ракеты требуе
мым образом можно реализовать с помощью регулирования т я 
ги двигателя и применения специальных тормозных устройств. 
Обычно на практике применяется регулирование тяги. В этом 
случае управляю щ ая сила, направленная по оси Сх, равна изме
нению тяги двигателя:

А Х = р

( р > 0 при увеличении тяги по сравнению с номинальной тягой 
и р < 0 в противном случае).



Управляющую силу представим так:

А Х  =  СхЬ̂ х>

г д е  сХ8 — коэффициент, равный в данном случае номинальной 
тяге двигателя Р\

&х—р/Р  — величина, характеризую щ ая относительное измене
ние тяги.

Органы управления вращением ракеты вокруг поперечной оси Cz

Управлять вращением ракеты вокруг оси Cz  можно с по
м о щ ью  воздушных рулей, газовых (газоструйных) рулей, вспомо
гательн ы х  (верньерных) двигателей; путем поворота маршевых 
двигателей , изменения тяги марш евы х двигателей; с помощью 
поворотных сопел двигателей, дефлекторов и т. д.

Несмотря на разнообразие средств, применяемых для у п р ав 
л е н и я  вращением ракеты вокруг поперечной оси, во всех случаях 
с и л ы  и моменты, возникающие при отклонении органов уп р авл е
н и я ,  могут быть записаны одинаково. Рассмотрим для примера 
н екоторы е типы органов управления.

В о з д у ш н ы е  р у л и  представляю т собой сравнительно не
бо льш и е несущие поверхности, устанавливаем ы е либо непосред
ственно на корпусе ракеты, либо на неподвижных поверхностях, 
подобных крыльям, — стабилизаторах. При отклонении рулей 
симметрично плоскости Сху  (рис. 1. 11) возникает аэродинами
ч е с к а я  сила, л еж а щ ая  в плоскости Сху.  Составляющ ую аэродина
мической силы по оси Су можно представить так:

г д е  6» — угол отклонения руля;
с ьу — производная от коэффициента подъемной силы руля в 

связанной системе координат по углу отклонения руля;

<7 =  0 —----- скоростной напор;

S p — площ адь воздушных рулей.
Другая составляющая при небольших углах  отклонения руля 

и малых углах атаки ракеты пренебрежимо мала , и мы будем в 
дальн ей ш ем  полагать ЛХ==0.

Момент аэродинамических сил относительно оси Cz, возни
каю щ и й  при отклонении воздушных рулей, равен:

A M Z= — L PAY,

г д е  Lp — расстояние от центра давления рулей до центра масс 
ракеты .



Итак, при отклонении воздушных рулей симметрично пло
скости Сху  возникают сила и момент, проекции которых на свя
занные оси могут быть записаны в виде

A ^  =  0, дК — д £ = 0 ,

/±Мх =  к М у  — 0, =
где

Су 5 —  C y tfS  р, —  LpCyb.

Рис. 1.11.

Г а з о в ы е  р у л и  во многом подобны воздушным р у л ям . С у 
щественным отличием является лишь то, что газовые р у л и  уста
навливаю тся в потоке газов  из двигателей. Силы и моменты, воз
никающие при отклонении газовых рулей, можно представить  
формулами такого ж е  вида, что и для воздушных рулей, с той 
разницей, что коэффициент должен быть определен д л я  тех 
условий, в которых находятся газовые рули; под q сл ед у ет  под
разум евать  скоростной напор газов в сопле двигателя в рай о н е  
расположения газовы х рулей.

П о в о р о т  д в и г а т е л я  вокруг оси, параллельной оси  Cz 
сопровождается появлением следующих сил и момента:

k .X =  Р  со$, \  — Р  =  — 2 P s in 2 — , д К = P s i n 8 a,

ДМ г =  — LVP  sin 8&.



Обычно, углы поворота двигателя малы. Поэтому м о ж н о  ^ п р и 
нять

а
sin8a ;=s8&, , cos 8» 1.

Тогда, отбросив величины второго порядка малости, б>—^дем 
иметь

д А ^ О ,  д Y  =  cybh,  д М г =  (’» А .
где

суь = Р ,  св-s = — L P .

Если двигатель ракеты состоит из нескольких камер, т о  у п 
равлять  движением вокруг оси Cz  можно с помощью р а с с -  ог -  
л а с о в а н и я  т я г .  Допустим, что для  этой цели и с п о л ь з у к п э т с я  
две камеры двигателя. Если тягу одной из камер у вели чи т  ь ,  а 
другой — уменьшить на р, то сум м арная тяга двигателя не и з м е 
нится, и в то же время появится момент относительно оси Cz,  
равный

Д М г =  — а р =  — a P f y ,

Ясно, что и в данном случае мы можем записать

д М г =  г^8а,

имея в виду, что — a P t .

Аналогичные выражения имеют место и для других т и  пов 
органов управления.

Таким образом, при отклонении органов управления в р а щ ^ ^ н и -  
ем ракеты вокруг оси Cz  возникают силы по осям Сх, Су  и м о 
мент по оси Cz, которые в общем случае при одновременном и с
пользовании нескольких типов органов управления можно п£ зед- 
ставить в виде

S  Д * /  «  о.
i

2 д  ̂ = 2 ^ / 8 » , ,  (1 .9  -1 8 )
/ /

2  a m z 1 = 2  •
i 1

Формулы (1.9.18), разумеется, являю тся приближенными, ^ п о 
тому что они получены без учета скорости изменения в е л и « -^ и н  
8»/ и некоторых других факторов, влияющих на силы и м о м  ен - 
ты, создаваемые органами управления. Однако влияние неучт ^ н -
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Рис. 1. 12.

Рис. 1. 13.

Рис. 1. 14.



ных факторов невелико, и д л я  летательных аппаратов  рассм ат
риваемого -класса вы раж ения (1.9.18) вполне приемлемы.

Органы управления вращением ракеты вокруг поперечной оси Су

Д л я  управления вращением вокруг оси Су  применяются те 
же органы управления, что и д л я  управления вокруг оси Cz. В со
ответствии с этим силы и момент, возникаю щ ие при отклонении 
органов управления, можно представить следующим образом:

/

(1.9.19)
/ /

2  Д M y i  = 2
i i

Коэффициенты сгы, c ^ t  аналогичны коэффициентам суы, 
c m  в формулах (1.9.18), и в каж дом  конкретном случае их вы 
раж ения легко могут быть найдены.

В третьем равенстве (1.9.19) в отличие от соответствующего 
равенства (1.9.18) коэффициенты c ^ i  положительны, потому 
что в данном случае при положительном 6ф/ возникает полож и
тельная сила AZi  и положительный момент A M yi (рис. 1. 15).

Органы управления вращением ракеты вокруг продольной оси Сх

Управлять вращением вокруг оси Сх  можно с помощью воз
душных и газовых рулей, п о 
воротных двигателей или д в и 
гателей, установленных под не
которыми углами к продольной 
оси ракеты, с помощью вспо
могательных двигателей и т. д.

При отклонении органов 
управления возникает момент 
по оси Сх, который можно 
представить в виде

2 = 2 c ^ (с о),
i i

(1.9.20)
Рис. 1. 16.

и сила



Н апример, при отклонении воздушных рулей на угол 
(рис. 1. 16) возникает момент, пропорциональный углу 6 Т.. При 
положительных 6 7 возникает отрицательный момент относитель
но оси С х .  Поэтому СТ8 < 0 .

Силы, возникающие при отклонении органов управления от
нейтрального положения, приводятся к главному вектору F yap 
(приложенному в центре масс ракеты) и главному моменту
Мупр- Проекции силы F yuv  и момента Мупр на связанные оси ко
ординат обозначим соответственно через Fyu-px,  F уПр у, F уПр г> 
Мупр.-v, М упр у , М упр г. Н а основании вышеизложенного

^  упр X = =  ^  J t ^XI

^  ynp У i
i i

^ у п р г - S  (1-9.22)
i i

■ ^ у п р  X & M x i = 2  C1bt^ t l ,
i i

^ у п р  У ==S  ==S  ф̂8|®ф/>
i i

^ y n p z  = 2  =  2  CUlhl-
i i

Если между отклонениями органов управления каждой груп
пы существует пропорциональная зависимость, то, приведя эти 
отклонения к отклонению какого-нибудь руля из этой группы, 
можно формулы (1.9.22) представить в более простом виде, а 
именно:

^"упр х  —  с х£>х,

Fynp у =  Су&\, ^упр 2 =  (1.9.23)

^ у и р х  ^ у п р  У - ^ у п р  z
где



9.5. Силы Кориолиса

При вращении ракеты вокруг центра масс и движении топли
ва и газов относительно корпуса возникают кориолисовы силы, 
главный вектор и главный момент которых представляю тся ф о р 
мулами:

F K =  — j) w Kd m ,  М к = — \ г '  x w ^ d m .
s £

Кориолисово ускорение

w K =  2<о X  v r .

Поэтому

^ к=  — 2 j* «) X v rdm,  М к=  — 2 j* г '  X  “  X v rd m .  (1.9.24) 
is s

Проектируя векторы (1.9.24) на связанны е оси, получим: 

F KX^= — 2«>г,| v rzd m - |-2«>г J  v ryd m ,
2 S

F Ky =  — 2rnz \ v rxd m j - 2шх j  v rzd m ,  (1.9.25)
Е Е

F KZ =  — 2«>х j  v rVdm-\-2u>y j* v rxdm:
E E

M KX=  — 2шх I y ' v ryd m — 2<»x j  z ' v rzd m  j-
E E

-|-2(oу f y ' v rxd m - \ -  2<»г j* z ' v rxdm ,  
i £

-^ k y = ~ [ z ' v rzd m  — 2ov J x ' v rxd m -|-
ii £

+  2шг |  z ' v rUd t n Jr 2wx x ' v ryd m ,  (1.9.26)
a ii

-Икг=  — 2»jz j x ' v rxd m — 2wz j  y ' v rUd m  -)- 
is я

-\-2wx j" x ' v rzd m  -(- 2шу [ y ’v rzd m .  
s j]

Здесь v rx, v ry, vrz и л/, y \  z '  — соответственно проекции отно-
сительной скорости иг и радиуса-вектора г ' частицы на св язан 
ные оси.



Если считать, что течение газов и жидкостей внутри корпуса 
ракеты обладает  осевой симметрией, то

| v ryd m ~ 0, j v rzdm =  0, j  y 'v rxdm =  О, J z 'v rxdm =  О
S S L  S

и тогда
F  = 0 ,  F K, , = F m̂ z, F KZ= F u’vwu,к х  К У к У  z ’ KZ  к Z У ’

(1.9.27)
м к х = м : ^ х , M KU= M 2 ^  м к = м ; ^ ,

где

F “l = —  2 j^ ^ r f ira ,  /=■"* =  2  ̂ г>г.га?/и,
S а

Л Г *  =  - 2  J ( y ' vru +  z ' v „ ) dm,  м у  = — 2 f ( г 'в „  +  Л м )</от,
а а

^ " f ==—2 J  +
а

Более подробное изучение вопроса показывает, что 
пренебрежимо мал и можно принять

Л Г * = 0 ,К X  ’

а коэффициенты -/И“» и УИ“|  в основном определяются зн а 
чением интеграла

j* x 'v rxdm.
ъ

Кориолисовы моменты могут быть как раскачивающими, так 
и демпфирующими. Д л я  частиц, которые движутся к центру 
масс, x'vTX< 0, и, значит, при движении этих частиц возникают 
раскачиваю щ ие моменты. Д л я  частиц, движущихся от центра 
масс, x'vrx>0, и, значит, соответствующие моменты направлены 
против вращ ения ракеты, т. е. являются демпфирующими. В це
лом при расположении двигателей позади центра масс дем пф и
рующие моменты превалируют над раскачивающими, и тогда

М 0,у, М ш*<г 0.
К у  ’ К  Z

9.6. Силы, обусловленные перемещением центра масс 
ракеты относительно ее корпуса

Силы, обусловленные перемещением центра масс ракеты от
носительно ее корпуса, определяются суммой (см. § 5) :

F r — m w Cr -j- 2mm X V  ст-



Первое слагаемое пренебрежимо мало. О тбрасывая эго с л а 
гаемое, приближенно будем иметь

F r =  2 m Z x V ' c r -  0 -9 .2 8 )

Спроектируем равенство (1.9.28) на оси Сх, Су, Cz, получим:

F r x = (2 o tw  X  V Cr)x = 2 т  (<*y V Crz —  шг У  CrU),

F rV={2m m  х  ~VCr)y =  2m {mzV Crx — mx V Crz), (1.9.29)

F rz= { 2 mw  x  V Cr)z =  2m  («>,1/ CrU — v„ V Crx),

где 1fcrx, Very, Vcrz — проекции относительной скорости центра 
масс на оси Сх, Су, Cz.

Считая, что течение газов и жидкостей в корпусе ракеты осе
симметрическое, будем иметь

F rx= 0, F r„--=2mVCrxv>z, F TZ= — 2 m V Critay. (1.9.30)

§ 10. ДИНАМИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ РАКЕТЫ 
В РАЗВЕРНУТОМ ВИДЕ

Уравнения движения центра масс ракеты и уравнения в р а 
щения вокруг центра масс совместно представляю т систему д и 
намических уравнений пространственного движ ения ракеты.

Динамические уравнения ракеты в проекциях на оси св я за н 
ной системы координат, которые совпадаю т с главными осями 
инерции ракеты, вращаю щимися в пространстве вместе с корпу
сом с одинаковой угловой скоростью, представляются в следую 
щем виде:

т  (  C z ~  Cy ^  —  ^ x ^ ~ f >x ~\r R. i X - \ - F K X -\r F r X -\r F ynp х ,

т  ^ ^  +  (0г ^  С х ~  » X V  С г |  =  Сг/ +  Р ( /  + А ? а < / +  ^"к  V Л~ ^  гУ~\~ ^  уп$ у ,

т  [ — ~ ~  +  шл ^ С У ~  lny V c x j  —  G z +  R  z - j-  R z z - ^  F  k z ~\- F  r z ^ T  F  y n V z>

( 1. 10. 1)

J  X —  J y ) Mywz ==M p x -\- M KX - f  M ynpx ,

J  у — j j -  -|- {JX— Jz) MZWX —М рг/ +  Л/аг/+ 7 И к//-|-УИуп?;/,

J  z -j- ( Jy  — J  x ) m xWy =  M pz  - f  M a z -f- M K z - |-  УИупр z .



Подставим в правые части уравнений (1.10.1) приближенные 
выражения сил и моментов, приведенные в § 9. Получим:

т  J j x  ~ h my V c z  wz ^ c y j  —  т ё х ~ \ ~  Р —

—  сд0е5  (V  Сх— V BXf  -|- Cjcs

т  [ r d t L + w*v  с х  ~  w* v  c z ) = m g v + ~
)

(cxo~l~cy) QS ( V cx j.) ( V СУ V яУ)

— v//(0z 2 tn V  Crx<>\ -j- с ytfy,

( 1. 10.2)

/  dVcz I tTl I ----------r- U>,
V dt xУ СУ Wy V C x j  —  т ё г  "Ь ^  ч Р )  —

i

j -  (cxо +  c l ) QS ( V Cx- V BX) ( V Cz- V nz) -

— ^гшу — 2 tnV  Cr xu>y -)- сгг8ф,

где

V„ =  —  F mz  v  =  —  Р тУ — И ШУУ a y  ку  г  a z  к z

J х — * ~\-{Jz Jy) wywz — — ! ^ A  i -  (yfij  — z ir\j) P)  ~b
1

J y ^ +  ( J x - J z ) * J » X =  ~ W y +  Y j  (z i ~ x ^ l ) p r  '-
)

—  Y X r ^CjeoJrCl ) Q S { V c x ~ V n x ^ V c z ~ VBZ ^ c^ b b  ( L 1 0 -3 >

J  z ~d * "f {Jy — J  x )  юх шУ — — IV0* +  ̂  (x i^i yi )  Pj  —
j

— — Xf ^ jcq-^-c^ qS  ( У Сх— У ях) { V Cy l/ gy) '-f&sS»,

где

и. =  - л г * — л г л  и.и= — м аи — м л», (».--=- ж '  i - м у .а х  к х ’ ~У а у  к у '  ~г  а г к гг у к у '



Несмотря на упрощения, допущенные при составлении д и н а 
мических уравнений ракеты, эти уравнения, будучи нелинейными 
и с переменными коэффициентами, остаю тся все еще довольно 
сложными. Поэтому на практике, в зависимости от характера р е 
шаемой задачи, динамические уравнения подвергаются д о п о л 
нительным упрощениям.

Так, при определении траектории центра масс считают, что 
параметры ракеты и системы управления имеют номинальные 
значения и полет происходит в атмосфере, параметры которой в 
точности соответствуют так называемой «стандартной атм о сф е
ре». Помимо этого, нередко пренебрегают колебаниями ракеты 
вокруг центра масс, исключая из рассмотрения уравнения в р а 
щения ракеты вокруг центра масс, т. е. отбрасываю т все те ф а к 

торы, которые либо мало влияют на траекторию  центра масс, либо 
по своей природе носят случайный х ар актер  и не могут быть у ч 
тены при построении траектории центра масс. В результате п о 
лучают некоторую новую, упрощенную систему уравнений, и н 
тегрированием которой находят соответствующую принятым 
идеализациям траекторию центра масс.

Полученная таким путем траектория центра масс, конечно, 
будет отличаться от действительной, реализуемой в конкретной 
обстановке, но при определенных условиях теоретическая и д ей 
ствительная траектории будут близки друг к другу.

Д вижение ракеты, описываемое упрощенной системой у р ав н е
ний, при номинальных значениях парам етров  аппарата и систе
мы управления, стандартных значениях параметров атмосферы 
и заданных начальных значениях парам етров  движения принято 
называть н е в о з м у щ е н н ы м  движ ен ие м,  а соответствующую т р а е к 
торию центра масс — н е в о з м у щ е н н о й  траекторией.  В отличие от 
этого движение ракеты, описываемое исходными уравнениями 
при действительных значениях парам етров  аппарата и системы 
управления, параметров атмосферы и т. д., назы вается в о з м у 
щ енным дви жением;  траектории в возмущенном движении н азы 
ваются в о з м у щ е н н ы м и  траекториями.

При исследовании устойчивости движ ения летательных а п п а 
ратов обычно предварительно уравнения движения подвергают 
преобразованию, суть которого рассмотрим на следующем при
мере.

Допустим, что возмущенное и невозмущенное движения опи
сываются соответственно системами дифф еренциальных у р а в 
нений:

d y  j , ,
~ f  \{У\'У2' '"'У п' Z V Z 2 

........................................ (1Л1.1)



d y n
d t

<iy\
d t f  \ ( У11У21 • • ">У ti' z l i z 2i’ '">Z t;i)'

..............................................  ( 1.11.2 )

- ^ = / п ( У 1 ’У 2 , - - ; У п '  Z l t Z 2 t . . . , Z m),

где y u г/2, ■ • Уп — параметры движения, a z u z2, ..  ,,zm — некото
рые постоянные или переменные параметры (аэродинамические, 
геометрические, весовые и другие параметры аппарата, парамет
ры атмосферы и т. п.), которые в невозмущенном движении счи
таются известными. Здесь и в дальнейшем величины в возмущен
ном движении отмечаются штрихами.

Д л я  удобства изложения далее будем применять компактную 
запись систем уравнений. Так, системы (1.11.1) и (1.11.2) пред
ставим в виде

d y t ,

- J f = f i { y v - ^ n ^  Zv - ’ZJ  U‘= l . . . . , « )

и

, f  I i y i ’• • -’Уп'  z y,...,z m) (i 1,...,/?). 
d t

Пусть нам известно соответствующее некоторым заданным н а 
чальным условиям невозмущенное движение рассматриваемого 
объекта, которому отвечает частное решение г/° =  г/9 (t) 
( г =1 , . .  , п) уравнений (1.11.2).

При подстановке частного решения y°s (t ) ( i = l ,  . . . ,  п) в ур ав 
нения (1.11.2) последние обращаются в тождества:

= / г  («/?>•••,«/“; z u . . . ,zm) (i =  \ , . . . ,n).  (1.11.3)

Положим

y'i =  y°i +  Ayi (г == 1 ( 1 . 1 1 . 4 )  

z ^ z j - ^ ^ z j

Вычитая из (1.11.1) тождества (1.11.3) и учитывая (1.11.4), 
получим



—  - f t  [У\  +  &У1т --уУ°п +  &Уп’ z i~sr  &z u - - - , z m Jr  & г т) —dt

(г/],...,гу®, z i , . . . , z m) (i = 1,...,я).

Отсюда, разл агая  в правых частях последних равенств ф у н к 
ции / '  в ряды Тейлора, будем иметь

п т

У  P i j ( t ) b y j  +  J ^  n u (t) +  
j - i  ;=1 

Jr K i ( t ^ y w - , A y n', k z u .. . ,Az m) ( i = \ , . . . , n ) ,  ( 1 . 1 1 . 5 )
где

d f i
P i r = — —

d y )

d f .

ДУ\,.. *4 ДУп> Д-̂ l» ■..,&z m

4 1  —  —  d z i Д^/l»*• • >Д^/л, -^'^'1’ • * • >̂ Z m

i f  [(У\’ш • •’У n’ Z1i'",Zm) t i  (.V?> • • • > У̂п' ~1

a /?г- — совокупность членов, имеющих относительно воз iviy- 
щений Ауи ■ ■ ■, А у п, A z u . . . ,  Azm порядок выше первого.

В преобразованных уравнениях возмущенного д в и ж е н и я
(1.11.5) искомыми функциями являю тся возмущения Ayi  (г =  1,
. .  ., п).  К аждому движению данной механической системы с о о т 
ветствует некоторое частное решение уравнений (1.11.5).

В задачах об устойчивости движения обычно р а с с м а т р и в а ю т 
ся решения системы (1.11.5) при м алы х  начальных з н а ч е н и я х  
возмущений. При этом естественно ож идать ,  что характер  р е ш е 
ний в основном определяется линейной частью у р а в н е н и й
(1.11.5). И действительно, часто о казы вается  достаточным р а с 
смотрение линейной системы

п т

=  ЛМ’ОДУ/ +  ^  n tj{t) Дгу +  Д / ,  (/) (г =  1,...,«), (1.1 1.6) 
j - \  j - i

называемой системой уравнений возмущ енно го движения п е р в о 
го приближения.  Пренебрежение нелинейными членами з н а ч и 
тельно упрощает исследование уравнений.

§ 12. ЛИНЕАРИЗАЦИЯ УРАВНЕНИЙ 
ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯ
12.1. Основные предпосылки

При выводе дифференциальных уравнений в о з м у щ е н н о г о  
движения ракеты в качестве невозмущенного движения р а с с м а т 
ривают ее программное движение, определяемое в ходе б а л л и -



стического расчета, когда считается, что параметры ракеты и си
стемы управления имеют номинальные значения, а параметры 
атмосферы соответствуют СА (стандартной атмосфере).

Все те ф акторы , которые в ходе баллистического расчета не 
учитываются и вы зы ваю т отклонение действительного движения 
от программного, рассматриваются как возмущения. Возмуще
ния могут быть разбиты  на следующие группы.

1. В е с о в ы е  в о з м у щ е н и я .  В ходе баллистического рас
чета считается, что масса ракеты и ее моменты инерции изменя
ются с течением времени определенным, известным образом. И с
тинные значения массы  ракеты и ее моментов инерции по разным 
причинам отличаю тся от расчетных значений этих параметров. 
Пусть m ' ( t ) ,  J'x ( t ) ,  J'y ( t ), J'z ( t ) — истинные значения массы и 
моментов инерции, a m ( t ) ,  Jx (t),  Jv (t ),  Jz ( t ) — программные 
значения. Тогда возмущ ения этих величин равны:

дm ( t )  =  m '  (t) — m  (t ), U  х ( t ) = J ' x (t) — J x (t),

AJу (t) =  J'y (t ) — J v (t), a J z =  it) — J z (t ).

2. А э р о д и н а м и ч е с к и е  в о з м у щ е н и я .  Основным 
аэродинамическим возмущающим фактором является ветер. С у
щественное значение имеет такж е юложение аэродинамического 
фокуса. Расчетное значение координаты фокуса xF (t) из-за не
точностей в определении положения центра масс и положения 
фокуса ракеты отличаю тся от истинного значения х'р (t) на

д x F { t )= x 'F {t) — x F (t).

Р азброс  аэродинамических коэффициентов сх, с* от изделия 
к изделию не имеет существенного значения. Однако определя
ются эти коэффициенты со значительными погрешностями. Воз
мущения аэродинамических коэффициентов равны:

Ьсх =  с'х- с „  Д
Истинное значение плотности воздуха отличается от расчет

ного значения, принимаемого по СА, на

д е = е ' — е-
Отклонения площ ади  миделя S такж е приводят к ошибкам в 

расчетах аэродинамических сил. Однако эти отклонения при из
готовлении изделия незначительны, и ими можно пренебречь.

3. В о з м у щ е н и я ,  с в я з а н н ы е  с т я г о й  д в и г а т е л я .  
При определении программного движения считается, что тяга 
двигателя н аправлена  по продольной оси ракеты и что центр 
масс леж ит на этой оси. Поэтому составляющие тяги двигателя 
по поперечным осям Су, Cz, а такж е  момент относительно цен
тра масс ракеты равны  нулю. В действительности из-за особен



ностей компоновки и различных технологических погрешностей 
имеют место перекос и эксцентриситет тяги относительно центра 
масс ракеты. Поэтому составляющие тяги по поперечным осям  и 
момент тяги относительно центра масс, вообще говоря, не равны 
нулю. Кроме того, истинное значение тяги Р'} будет отличаться  
от расчетного Pj  на некоторую величину

д P }( t ) = P ' } ( t ) - P , ( i ) .

4. В о з м у щ е н и я  о с н о в н ы х  п а р а м е т р о в  д в и ж е 
н и я .  К основным параметрам движения отнесем углы т а н г а ж а
О, рыскания гр, крена у, скорость центра масс Vc . Возмущ енны е 
значения этих величин, как и выше, будем отмечать ш трихом. 
Возмущения основных параметров равны:

д & (t) =  &' (t) -  ft (t), дб ( / )= -У (/) — <|> (/),

A Y  ( 0  =  Y '  ( 0  —  Y  {t),  А  V  c (t)  =  V c ( i ) — V  с  ( * ) ■

Пусть в момент времени t согласно баллистическому расчету 
связанная система координат занимает некоторое п олож ение в 
пространстве. Истинное положение этих осей будет иное 
(рис. 1. 17).
Проекции вектора Д Vc на невозмущенные оси связанной систе
мы обозначим так:

( д ! / с ) д .  =  a I / j . ,  { \ V o ) y  =  \ V  у,  ( д 1/ с ) г  =  A V Z.

5. В о з м у щ е н и я к о э ф ф и ц и е н т о в  v y, xz, \ix, j l i z, схц , 
с&а, Гфв, с-j6 . Эти коэффициенты зависят от геометрических па
раметров ракеты, относительного движения частиц внутри кор
пуса, параметров движения ракеты. Возмущения перечисленных 
коэффициентов обозначим через Ах у, Ах z, Дц,ж, . . . Эти в о зм у щ е
ния определяются погрешностями (возмущениями) соответст
вующих геометрических, кинематических и других параметров.

При выводе дифференциальных уравнений возмущенного дви
жения ракеты условимся рассматривать  как малые:

— возмущения основных параметров движения ДФ, Aip, Ay,  
ДУ*, ДУу, ДУ2 и их производные по времени;

— возмущения массы А т  и моментов инерции AJX, A J у, A Jz;
— скорость ветра VB, возмущение плотности воздуха Дд, а 

также возмущения аэродинамических коэффициентов Асхо, А с® ;
— возмущения, связанные с работой двигателя, а именно: 

ДPj, проекции тяги двигателя на оси Су и Cz  и момент тяги  от
носительно центра масс;

— производные по времени от углов тангаж а, рыскания, 
крена;



— угол атаки а и его производная по времени;
— отклонения органов управления;
— возмущения коэффициентов Avv, Avz, .. AcTs .
, ,  da , г dVru d V r ?Из малости ы и----- следует малость V СУ , V Cz, — —  , — — .

dt dt dt 
Э то  легко  видеть из равенств

V  c v =  — V  с sin a cos х, У сг— ~ У С s inas in - / ,  
приведенных в § 9.

Рис. 1. 17.

Обычно в программном движении углы рыскания и крена 
равны нулю. Мы т ак ж е  будем считать, что в невозмущенном 
движении

op, Y=0. (1.12.1)

Наконец, в силу условия (1.12.1), проекция ускорения земно
го притяжения g  на невозмущенную ось Cz  в момент старта рав
на нулю, а вообще — является малой величиной.

12.2. Вспомогательные соотношения

Подготовим некоторые вспомогательные соотношения, опре
деляю щ ие связи меж ду величинами в невозмущенном и возму
щенном движениях с точностью до членов второго порядка м а 
лости.

Пользуясь равенствами (1.8.2), будем иметь:

, d (v +  Av) d ($ +  Д&) : /, | 1Ч
v  =  I ----------- Z  sin (Ф +  дф).и t  d t

ш, =  c o s (Y-)- ду) - | - c o s ( t - f A t ) s in ( Y - f  ду),
J dt dt

ш’ _  _d. cos (ф _|_ cos _|_ Ду) _  d ^ ...+  sin (y -j- ay), 
dt dt



или, учитывая (1.12.1),

dAy d (ft +  ДЙ)
dt

dAi/
dt

d (ft +  48)

COS Ay -

dt
d (ft +  Aft)

sin  Дф,

dt
cos Дф sin Ду,

COS Дф cos Ay —
dAty sin Ay.

* dt dt 

Отсюда с точностью до величин второго порядка малости
d A y

х ' dt
г/ДФи , •

У dt
db

( 1 . 12 .2 )

^Дй

г dt dt 

Д ифференцируя равенства (1.12.2), получим:

rf<V  d?Ay
dt

rf«V

dt2 

^2Дф

dt

du>.

dt2 

rf2ft

(1.12.3)

dt dt2
d 2ДЙ
Л72

Из равенств (1.12.2) и (1.12.3) видно, кстати, что проекции 
угловой скорости на связанные оси и их производные являются 
малыми величинами.

-  >
М ежду проекциями произвольного вектора а  на оси двух р а з 

ных систем координат имеют место следующие соотношения:

а х> =  а х  cos (х ' , х ) - j -  cos ( х ' ,  у )  +  а г  cos ( x ' , z ),

а у' = а х c°s  (у ' ,х)  +  a-у cos ( у ' , у )  а г cos (y ' , z ) ,  (1.12.4')

a Z' = a x c os ( z ' , a : ) 4 '^ c o s  (z ' , y ) - \ -a z z o s ( z '  ,z ).

Как видим, для  перехода от одной системы осей к другой до
статочно знать матрицу (таблицу) перехода

М  =
cos(x',a:) cos ( х ' , у )  cos ( x ' , z )  
cos ( y ' ,x )  cos ( у ' , у )  cos ( y ' , z )  
cos ( z ’,x)  cos ( z ' , y )  cos { z ' , z )



Зн ачен ия  косинусов углов между осями можно определить 
как скал яр н ы е произведения единичных векторов, направленных 
по соответствующим осям.

П усть  г', k'  — единичные направляющие векторы осей С'х 'г —*■ ^  —►
С'у',  C'z' ,  а г, /, k — единичные направляющие векторы осей Сх,  
Су, Cz.  Тогда

i '  -i f  •j V k

j ' - i / ■j J ■ k

k '  -i k' ■j k' ■ k

К а к  известно, скалярное  произведение двух векторов равняет
ся сумме произведений их соответствующих составляющих. Н а 
пример,

i ' - i =  iXoiXa +  iyJvo +  г'*<А<>-

С оставляя  скалярные произведения, используя для этого табли
цу 1.1, легко вычислить элементы матрицы М :

V - i  =  co s  дф co s  (&-)— д ^ )  c o s  ^  -f- cos дф sin  ( f t - |-  Aft) s in  & =

=  COS ДфСОЭ Дft,

i '  • j =  — cos д ф со з(& -|-  Aft) sin ft-}-cos Дф s in (f t- |-A ft)c o s  ft =

=  c o s  д ф эш  Д&, 

i r - k  =  — sin  дф,

j '  -i  =  —  c o s  д \  s in  (ft 4- Aft) c o s  & +  s in  ду sin  дф c o s  (ft 4- Aft) co s  & -)- 

-f- c o s  д у  co s  (ft +  Д&) s in  ft - |-  s in  д у  sin дф sin  (f t- |-  Aft) s in  ft =

=  s in  д у  s in  дф c o s  Aft — cos Ду sin  Aft,

j '  ■ j  =  cos Ду sin (ft -f- Д&) sin  ft — sin Ду sin дф cos (ft -f- Aft) sin ft -)- 

-j- COS Ду COS (ft -}- Aft) COS ft 4 - sin Ду sin Дф sin  (ft -)- Aft) COS ft —

=  c o s  Ду c o s  Дft ~\- s in  Ду sin Дф sin  Aft, 

y ' . £ r = s i n  Ay cos дф, 

k '  ■ i  c o s  Ду sin  дф c o s  (ft -j- Aft) c o s  ft -(- sin Ду s in  (ft -j- Aft) co s  ft —

— s in  A y co s(ft-{ - Aft) s in  f t - |- c o s  Ду sin  Дф sin  ( f t -f- Aft) s in  & =

=  s in  Ду s in  A & -(-cos Ay sin  Дф c o s  Aft,



k '  • j  —  — c o s  Ду sin  Дф co s  (S--|- A ft)sin  ft — sin  A y  s in (S  -f- Д&) s in  & —

—  sin A y  cos(& -f д9)соэ & -f-cos Ду sin A<j)sin(&-j- A&)cos t> =

=  — sin Aycos Д в-f-cos Ду sin дф sin д$ ,

k'  • k  = = c o s  д у  COS Дф.

О тсю да с точностью до величин второго порядка малости

i ' - i  =  1, i'  • j  =  д&, V - k — — дб,

j ' - i =  — д», j ' - j = -  1, / '■ £  =  Ду,

k ' - i  =  Дф k ' - j  —  — ду ,  k ' - k  =  \.
Значит, с этой точностью

/ 1  Д» — дф \
М  =  — д& 1 ду . (1.12.5)

\  ДФ — ду \ )

Н а основании равенства (1.12.4)), используя выражение
(1.12.5), получаем:

V  Сх'  =  V C x  +  V C y ^ ~ V  Сгд ф>

К у - ~ ^ с х ^  +  У СуУ У СхАу,

V ’cz'  =  V ' c x ^ - V ' c y ^ + V ' Cz-

Учитывая, что

V ' c x  =  V c x  +  b V x , V ’c = V c y  +  A V y , V ' c = V Cz +  b V g

и удерж ивая  величины порядка малости не выш е первого, бу
дем иметь:

У Сх’ =  ^  с .г “Г & V х,

УСу'=  “Ь V  СУ~\~ &Уу< (1.12.6)

У Cz'  =  ^ С - * Д Ф ~Ь У  Cz~\~ к У  Z-

И з равенств (1.12.6) путем дифференцирования находим:

d V Cx' d V c x  I dUVx  
d t  d t  d t  ’ 

dVC y ' ------dVCx, д в _ у - с ^ dbVy_^ (Ы 2 .7 )
d t  d t  ^ d t  d t  d t

j t * ± _ + dV cz_  
d t  d t  d t  d t  d t



Д л я  проекций ускорения земного притяжения и скорости вет
ра получаем следующие соотношения:

gy' =  — g x^  +  gy +  g zA\,  

g z ' = g xAty — g ybV +  g z;

V  пх’ =  v  пХ- ^ \ /  ByAb— V  nzAi),

У к «’ = - У в х ^  +  У в У + У » г А у ,

V , Z> =  V  BA * - V R«Ay +  V BZ.

Отбросив члены второго порядка малости, находим

^ ' = ^  +  ^ Д &. g y '  =  —  g x ^ - r g y ,  g z ' = g x ^  —  g y i \  +  g z ,

( 1.12.8 )

^ в х - = 1 / в^, V By. =  V aU, V RZ' = V BZ. (1-12.9)

12.3. Линеаризация уравнений возмущенного движения

Упростим систему уравнений (1.10.2) путем ее линеаризации.. 
Рассм атр и вая  эти уравнения как  уравнения действительного 
движения, входящие в них величины отметим штрихами, чтобы 
отличить их от соответствующих величин в невозмущенном дви
жении. К а к  указывалось выше, невозмущенным движением раке
ты будем считать ее программное движение.

П е р в о е  у р а в н е н и е  с и л .  Имеем

1 ̂ r '  +  " V 1/o -  V a ) = m ‘H '  +  

+ r - ± < J S ( V e , - V „ y + c J ! ;,  ( 1 . 1 2 . 1 0 )

Соответствующее уравнение в программном движении имеет 
вид

т  ( ~ ' d t --------w*V c v ) =  т ё х  +  Р --------I f C x o Q S V 2Cx  +  СЛ ЪХ . ( 1 . 1 2 . 1 1 )

М ож но сразу  упростить уравнения (1.12.10) и (1.12.11), от
бросив члены второго порядка малости:

т ' ^ 7 Г “ = 'm ' g x ’ +  Р ' -  Т  c ' mQ' s  ( - 2 V C X ' V ° * ’ )  +  г ' Л ’
( 1 . 12 . 12)

m  ^ Т Г  =  т ^ х Л - р  см QSV2 сх&Ьг. (1.12.13)
clt Л



Используя соотношения, полученные в п. 12.2, запишем
(1.12.2) в виде

(т  4- д/га) - f  =  (т  +  т ) {gx +  &,Д») +  Р  +  Д Я -
V dt dt j

— \  (см -+  Дс,0)(у +  ДО5  4 - 2 V Схь У х +  Д1 / 2 - 2 1 / cxV в

— 2a1/^1/b д.) 4- (сл8 4- Д̂ л-б) (8^ +  Д8дг).

Снова отбросим члены второго и более высокого порядка м а 
лости. Будем иметь

Производную d V cx/dt  исключим с помощью уравнения
(1.12.13). Получим

т ^ г + ^ ( р -  Т  c*oQs  П х ) = -  ^ S V CXA V X+

+ cxoQSVCxa V x ~  т ^ Д ^ д / ^  +  ^ Д й , ,  (1.12.14)

Этим ж е  путем произведем линеаризацию  остальных уравнений 
системы (1.10.2). Не оговаривая особо, при написании тех или 
иных соотношений в случае надобности будем отбрасы вать  чле
ны второго и более высокого порядка малости.

В т о р о е  у р а в н е н и е  с и л  в действительном и программ
ном движениях с точностью до членов второго п орядка  малости 
соответственно может быть записано так:

+  +  m ^ ~  =  m S x +  m g y ^  +  ^ m g x +  p  +  ^ p ~

— l— cx0qS V 2Cx -  cx0qS V Cxi V x ■■-cxl)QSVCxV n х— cxrA‘:S V l.x -  

Y  -\-схь (8д. 4- Д8*).

+ Cxv „ д — — с Ms v 2c л де  — -  e S i / 2 ,  ь с х0+ сл  д»*.

или окончательно

где

т ' (



(1.12.15)

m  { ^ ? L +  V c x  " r f f )  =  m g v —  \  ( Cm  +  c l )  q S V c * V  С у  -

- v „  —  +  ^85a. (1.12.16)
d t

И з (1.12.15) имеем 

( m  I \ m \  \  d ^ Cy 1 d!iVv d V Cx .q.  у  d i /  d^ \ v
tm  +  A m ) [ d t  ~  d t  d t  A d t  +  U *  ' d t  l X

X  ( V c x +  A V x )\ = ( m  - f  A m )  (g y  — g xД&) - f  2  Л ;Л - +  2  ^ P ]  —
j  J

----- — ( cxo 4-  ^ cx ~ V c l ~ r  Ac*)  ( q 4 -  AQ) S  ( V Cx 4- A V x ){Vcv~\~ & У v

— У  c^A^) +  -^-(c^o +  &cxj r cl  -(“ A ^ ) ( 6 f  А е )5 (К Сдг+  Al/jf) V a y —

—  (vy 4 -  Avy) + ( ^ 5  +  ACf)s)(8fr' -f- ASb-).

Отсюда

т ( ^ 7 ^ + ^ 7 ^ ~ ^ 7 ^ л & +  у с х ^ г ]  =  т ( ё у - ё х ^ ) - \ -  \  d t  d t  d t  d t  j

~b A t n g y - \ -  ^ j P  j ----- — (Cxo ^ г с°у) Q S V c x W  си~\~ Ь У  v ^ c - tA ^ )  +  
j

+  Y  ( c M  +  c l )  q S V CxV b у -  Vy  ( ■ ^ ) ■+ cyi (8 H - л а д -

п роизводны е dVcx/dt,  d V cy /d t  исключим с помощью равенств
(1.12.13) и (1.12.16). Тогда

Ш ^ / 7 ^  +  Vy ~ { Р  — Г  ^ ° е 5 И с^)д{} =  ^mgv +  J j  Ц)Р} ~
j

----- ( CX Q - \ - c I ) qS V Cx ( a V у  — V C x A '(>) +  —  ( Cx0 +  c l )  qS V c x V rv +

-j-  CyoAftfr,

m J ^ + ^ J ^ .  +  ± ( c a + ^ S V Cjc A V „ -

- ( P  +  -i - c J t o S I / y i » . . .  i f ,  +  c , i 4 »«, (1. 12. 17)



г д е

Д/7 y =  Amgy +  '^ 'n jP ;-i - [c ^ -^ -c ^ Q S V c ^ y  nlJ — возмущающая
j

с и л а  в н а п р а в л е н и и  о с и  С у .

Т р е т ь е  у р а в н е н и е  с и л  в д е й с т в и т е л ь н о м  и п р о г р а м м 
н о м  д в и ж е н и я х  с  т о ч н о с т ь ю  д о  ч л е н о в  в т о р о г о  п о р я д к а  м а л о с т и  
м о ж н о  з а п и с а т ь  т а к :

т ' { - ' т г -  v  ) 1= ' m 'e *  +  S  i l P i  - Т  +  < )  e's | / c , '  X
j

X (V'cz, - v . , ) -  v v , + r ; 4s;, ( 1 . 1 2 . 1 8 )

т ^ -  =  т е * ~ ( с *о +  C l )  i } S V C x V Cz  +  c 288+. ( 1 . 1 2 . 1 9 )  

К а к  и р а н е е ,  и з  ( 1 .1 2 . 1 8 )  п о л у ч а е м

( т  4 -  д т ) 0 ^  Дф+ l /  ^  +
d t  ‘ L x  d t  1 d t  ‘ </< d t  Cx

+  Д ^ ) ]  = ( m  +  д/и) (.^ДФ -|- g z  — g-^Av) +  2  +  ЛЯ,) —

1 . '
2 ( г дго +  Д с л-о +  С1 +  А с “ ) (у  4 -  Дд) 5  ( 1 / Сл. -j- Д1/.*.) ( I / с х А ф - ) -  +

>у Д |Ji
— а!/ г — V R г )— (vz -J- Дгг) — f -  -f- (Сг8 +  ДСгб)(8ф+ Д^ф),

(i t

и л и  

т  ( -
^ д ф + + ^ г ) = т  (gx^ + gz ~  + £ %}Pi ~

j

~ ( c xo +  c l )Q SVCJ( V Cx^ ^ V Cz +  A V z - V „ z) - v / ^  i2 \  xu I ^у CJf V С-г^т 1 * Сг I * г '  вг/ dt  !

гг5 (8ф Д8ф).

П о д с т а в и м  с ю д а  з н а ч е н и я  d V Cx / d t t d V cz/ d t . Т о г д а

— J- CjfoĈ V L )  Дф -г  т =  — m gybу  +  ^  IjP j ~
j

— 4 "  (см  +  CJ) eSK Сдг ( I/с^дф- f  Д V ,  — v n z) — V, ^  Д8+. 

О т с ю д а  

^  + V ‘ 7 T + T  !-,51 /c, a ^ +  

— ( я  4 - ^ - ф 5 1 /с ж ) д ф  +  /и^Д у =  Д/гг +  СгвДВф, (1. 12.20)



где

\ F Z =  —  ( ^ 0 +  С ) е 5 1 / с^ в2 + V ,  4}Pj — возмущающая сила в
2 4 и ' /-4

i

направлении оси Cz.
П е р в о е  у р а в н е н и е  м о м е н т о в  без членов второго по

рядка малости имеет вид

J  х — —— — — ' z i ^ i )  Р  т- ( 1 .1 2 .2 1 )

Отсюда

(Jx +  Д-/,) ^  +  Д^ )  ^  +

—  z f t j )  ( Р } ~\~ & Р  j )  \ { C t f  Ф  ( 8 т - | -  Д 8 7) ,

1

или, учитывая, что в программном движении = 0 ,

J x ^ Т Г =  д М * +  с^ ’ П - 12.22)a t 2 a t
где
д M x ~ ' ^ ( y ] \ j  — z f ‘\ j )P j  — момент возмущающих сил в проек- 

1
ции на ось Сх.

Преобразуя в т о р о е  у р а в н е н и е  м о м е н т о в

а?о>
•—  IXntOfi' —1— ( Z i ----- X * i

dt j

- | -----—  X p  ( c x o~\~ Cy  )  Q ' S V  Cx ' ( . V  Cz'  —  V  b z ' )  ~\~

получим

j

*f х р ( сМ~\~сау ) £ $ У Cx СлгМЧ'" ^ Сг4" & V  z ~  (8ф + Д йф ).

В программном движении

—  x f (cxq-\-с*) Q s v cxv c t + c ^ = 0 .



J y ^  +  ̂  г  cl)  qS V cA a V z4- V CxW ) =a t 1 d t  2 y

=  Д/V'/ -̂ j - д8ф, (1. lL?.i23)

где

AM u = — ± - x F (cM +  с * )  t ) S l / c ^ l / R г ^  (Zj — Xj'j) P j
j

— возмущающий момент в проекции на ось Су.

Наконец, т р е т ь е  у р а в н е н и е  м о м е н т о в  

, rfco' ' ' V 1
Jz ——  -  — ! W  4 Z j  (X j 4 ) — yj) P j  — 

dt

~ 1 T X'F (С'-*0 +  Су ) (V 'cy' ~~ +

приводится к виду
,  I  d 4  . d 1 \ b \  ■ f d b  . d l b  \  V I  , , ,  ч n  1 , [ ri \  \ /o-r C/I) X

j

X t>Sl/Cx ( — ^ C-t-^ “Г V СУ "Ь & У  и V в у )  "l- 4" ДЙ»).
В программном движении

— ~ Y XF (CM +  CV ^S V c*V си +  см 8» =-0.

Учитывая это, будем иметь

Jz ^  ^  ^  +  Т  Хр cV qS V cx ^ v у - v с*д0) = :

=  ДМ , +  П»Д8*, ( 1 . 1 2 . 2 4 )
где

ДЛ*г =  -^ -* ''(сл  +  г £ )с 5 '/ ' c xv »v г J ]  (xj i ] ,  — y j ) P }  — J z ^  —
1

— ^ — возмущающий момент в проекции на ось Cz.

Таким образом, система линеаризованных уравнений возм у
щенного движения имеет вид

т С~~ГГ +  V с *д v x — mgyb® =  схъ\ЪХ +  А^'х,at



dAVy , rfAft 1 , , . . .
m ^ - y ( ^ o - ^ ) ^ ^ S l / c.rД l ^ -

_  ( P  +  Cl QSVCx) A& =  ^AS» +  ДF y,

m  ^ f £ + v^ + T (c-r o + ^ ) e 5 l / ^ A l/* +

r ( p  - r 4 ~ ^ eiS V c J  А ф - 4 - т ^ Д т  =  ̂ 5Д8ф +  Д г 2,
\ ■* /

,  <*2ду , rfAY « I »„ 
~ ^ 5  Ь I1-»? — стзД^ -f- A M X,

j  d2Д̂  ; ц __ Lv- (c -!-ca)o9V \l-' —rf<2 ^  2 *0 1 Сг/'У^К СжД' г

—  - у  ■*> ( ^ 0 + с “) qS I / 2 ^ д б  =  с ф5Д8ф -4- д Л ^ ,

J г — ^^z ~dt ^—2~ Л''р ^ д;0_̂ СР ^ ^  ’

—-J- * Л с*о+ сре5^с.«-А&==с*8д8& +  дУИг . (1.12.25)

В уравнениях (1.12.25) искомыми являются функции A V X, 
A V y, ДУ2, Дф, Дф, Ду, Аб.х, Аб& , Дбф , Абт . Коэффициенты при 
этих функциях и их производных, так называемые динамические 
коэффициенты, определяются конструктивными и геометрически
м и  параметрами ракеты, ее аэродинамическими характеристи
ками и различными параметрами программного движения, кото
рые находят в ходе баллистического расчета; при анализе си
стемы (1.12.25) параметры невозмущенного (программного) 
движения рассматриваются как известные функции времени. 
Функции AFx, AFv, AFz, АМ х, АМ у, ДУИ2 зависят, кроме того, от 

различных возмущений (весовых, аэродинамических и т. д.), 
зависимость которых от искомых функций AVX, AVy, . ..  очень 
сл аб ая ,  поэтому, пренебрегая влиянием искомых функций, 
возмущающие силы и моменты AFx, AFy, AFz, АМх, АМ у, АМ 2 
рассматривают как функции времени, не зависящие от AVx, AVv. 
A V Z, Aft, A-ф, Ау, Абж, Аб, Аб » * , Д6-..

§ 13. Р А С Щ Е П Л Е Н И Е  Л И Н Е А Р И З О В А Н Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И И
В О З М У Щ Е Н Н О Г О  Д В И Ж Е Н И Я

Легко видеть, что система линеаризованных уравнений воз
мущенного движения (1.12.25) распадается на две независимые 
группы уравнений. Одна из них описывает изменение парамет
ров A V X, AVy, А-д:



m ~ VJ  +  cxx^V x — mgyAb  =  г , 8 д8х - f  д F x, at

m ----- --— h v</---------- l~ C y t)b .V y  4- с а̂Д®' — с у ъ ДS®. —j- д / 7y , ( 1 . 1 3 . 1 )dt dt

Л  ^  ^  +  с&уЛ V у +  ew д» =  сn  АЧ +  ДM z.dt~ dt

Здесь

C x x  =  ('m q S V C x , c u u = y  ( c .v 0 +  ^ ) e 5 l / c ^ ,  

c „ b = - { P  + Y cJe5 V ’̂ ) >  Съ« =  \ - Х р (.с «> +  ^ ) е 5 ^с-г. ( 1 . 1 3 . 2 )

С 68 = -------—  X F  ( c v0 +  СЛу )  e ^ ^ C j f

Другая группа описывает изменение AVZ, Aip, Ay:

т  — 4" vz 4" czz^Yz 4" сгфДФ 4" mgykY =  сг8фД̂ф 4" &-Fz,

+  =  +  ( 1 . 1 3 . 3 )
atL at

J  у —̂  f- î y —j j- c ẑAV  z -|- СффДф =  СфгД8ф -{- Д My,
dtL dt

где

с г г = ~ { с х0 +  c'y )  QS V C x , c zф =  P  -f- - L  c;q51/2Cjc,
2 ^

Сфг=  ~  (C.vO +  ’̂y) Q*Sl/c.r, Сфф = ----- ( C-fO 4" C°y) У ^ ^ сл :

(1 .13 .4 )

При изменении параметров AV^, AVv, АтО параметры AV’Z, Аг|з, 
Ау, как это видно из уравнений (1. 13. 1) и (1. 13. 3), не изменяют
ся, и наоборот. Значит, в условиях, когда возмущенное движение 
ракеты достаточно верно описывается линеаризованными урав
нениями, т. е. когда отброшенные члены, содержащие произве
дения и высшие степени возмущений, не оказывают существен
ного влияния на характер возмущенного движения, это движе
ние можно рассматривать как суперпозицию двух движений, 
представленных двумя независимыми системами (1.13.1) и
(1.13.3), исследование которых может быть проведено раздель
но. Расщепление системы (1. 12.25) на независимые подсистемы 
значительно упрощает решение задач, так как при этом рассмат-



риваются системы, порядок которых значительно меньше, чем по
рядок исходной системы.

Обычно линеаризованные уравнения возмущенного движения 
разбивают на более мелкие группы, считая, что каналы управ
ления, определяющие отклонения Д6Ж, Л6&, Д 6 ф и  Д6т , работа
ют независимо. В системе (1.13.1) второе и третье уравнения мо
гут рассматриваться отдельно от первого уравнения, т. е. из си
стемы (1.13.1) может быть выделена независимая подсистема

т  — " Ь  VV - \ - с и у к У  +

J  Z - ----- Ь у~\- =  -|- ДЛ1г,
a t1 a t

( 1 . 1 3 . 5 )

которая описывает возмущенное движение ракеты по тангажу. 
Что касается первого уравнения системы (1.13.1), то оно также 
может рассматриваться самостоятельно, если из системы (1.13.5) 
уже определена ДФ как функция времени. Слагаемое m g yДФ в 
этом случае целесообразно включить в состав возмущающей си
лы AFX. Тогда будем иметь

т  dbVx с  ( j .  1 3 . 6 )  
dt

где

А-Fх — [р ---- cxoQSVcx) “Ь & . Р сX&SVCxV в х —
т \  2 u )

— - 7f C x o S V l x AQ------х-  Q S V l xAcx0 +  m gy Ab .  (1.  1 3 . 7 )

Уравнение (1.13.6) описывает продольное возмущенное дви
жение ракеты.

Из системы (1.13.3) может быть выделено и рассмотрено от
дельно уравнение

( 1 . 1 3 . 8 )dt* at 1 1 1  *
описывающее возмущенное движение ракеты по крену.

Оставшиеся два уравнения системы (1.13.3) можно также 
анализировать отдельно от остальных групп уравнений, если от
бросить слагаемое m g yДу, мало влияющее на характер возму
щенного движения ракеты, или же рассматривать здесь Ду как 

известную функцию времени, определенную из уравнения
(1.13.8); в последнем случае удобно слагаемое m g vДу включить 
в состав возмущающей силы. Тогда последняя группа уравнений 
предстанет в виде

т  —f L +  Vz ~  Jr C zzA V z - \ - c Zi/A.^==cZbAbi/Jr  a F z ,
a t  a t

J  у ------—— I-  Py — — ~(- c^zA V  2-|-£ффДф —  Д8ф~Ь Ь.Му,
dt2 dt

(1.  1 3 . 9 )



Уравнения (1.13.9) описывают возмущенное движение ракеты 
по рысканию.

§ 14. З А К О Н Ы  У П Р А В Л Е Н И Я

При исследовании возмущенного движения ракеты как управ
ляемого объекта нужно к уравнениям, описывающим движение 
ракеты как объекта управления, добавить уравнения, определяю
щие закон формирования управляющего воздействия на объект.

Входное воздействие на регулятор (автомат стабилизации), 
называемое далее управляющим сигналом регулятора, форми
руется обычно как линейная комбинация регулируемых величин 
и их производных. Пусть регулируемыми величинами являются 
q 1, q2, . . . ,  qn — некоторые обобщенные координаты рассматри
ваемой механической системы (например, углы тангаж а, рыска
ния и т. д.). Тогда управляющий сигнал регулятора

v  =  '2 l (bti‘?] +  b2jqj). (1 .14.1)
} - i

Коэффициенты Ьц, b2j могут быть как постоянными, так и 
функциями от времени i.

Иногда в формировании управляющего сигнала участвуют и 
вторые производные ст обобщенных координат qj.

Выходным сигналом регулятора может рассматриваться от
клонение Лб органа управления (руля).

Между управляющим и выходным сигналами регулятора в 
реальных системах имеет место обычно нелинейная связь.

Для упрощения анализа часто, идеализируя регулятор и на
кладывая некоторые ограничения на его работу, рассматривают 
его как линейную систему.

Связь между управляющим и выходным сигналами линейно
го регулятора с параметрами, зависящими от времени, представ
ляется в виде (см. [11]).

t
д 8 =  j  g ( t —  t', t ' ) v ( t ' ) d t ' ,

—  оо

где g ( t — t', t') — импульсная переходная функция регулятора, 
которая представляет реакцию предварительно невозбужденной 
системы на управляющий сигнал в виде дельта-функции.

В частности, если параметры регулятора в рассматриваемом 
промежутке времени неизменны, то

t
д 8 =  j  g { t - t ' ) v { t ’) d t f.



Линейные законы управления могут быть представлены и в 
форме линейного дифференциального уравнения, например урав
нением

9 й2Д8о й?Д5п jia
т \ ------ * +  7^ -----*- +  Д8» =  Ад& +  Л1 —  .

<m d t  ' dt

В символической записи в общем случае эти дифференциаль
ные уравнения можно представить в виде

P ( D ) M  =  ^ Q } (D) qj,
)

где P ( h ) ,  Qj (к) — многочлены от X, коэффициенты которых, во
обще говоря, являются функциями от t;

D =  — — символ дифференцирования. 
dt

§  15. О Б Щ И Й  В И Д  У Р А В Н Е Н И Й  
В О З М У Щ Е Н Н О Г О  Д В И Ж Е Н И Я

При выводе уравнений (1.12.25) были отброшены члены, со
держащие произведения возмущений или их степени выше пер
вой. Если этого не делать, то после перехода к новым перемен
ным A V X, .. ., Ay  (к возмущениям основных параметров) в пра
вых частях уравнений появятся функции, нелинейные относи
тельно этих переменных и остальных возмущений.

Д л я  удобства представления системы уравнений возмущен
ного движения в таком виде перейдем к другим обозначениям.

Пусть хС', у с , z C' — координаты центра инерции ракеты в 
возмущенном движении в системе координат Cxyz.  Тогда, оче
видно,

d x r , dur , d z r ’
Ь У Х =  —  , ЬУ  д К г =  - ^ .

d t  и d t  dt

Параметры движения х с <, У с ,  z с  , ДФ, Агр, Ау, если извест
но положение связанных осей в невозмущенном движении, опре
деляют положение корпуса ракеты в пространстве и могут рас
сматриваться как обобщенные координаты ракеты. Уравнения 
возмущенного движения, написанные относительно этих обоб
щенных координат, представляются в виде системы нелинейных 
дифференциальных уравнений второго порядка. Обозначая че
рез qj обобщенные координаты, через |лк — прочие возмущения 
и опуская для удобства символ А при 6, уравнения возмущенно
го движения ракеты можно представить в следующем общем 
виде:



si-1
dt2 ■ruit)

dqj
dt

~ a i U) 8,- -г Л/ {t, Vk)-vfi  \ t, Я), dl L
dt

f t j  (i =  l , (1.  15.  1)

Здесь под q u q2, . . qn подразумеваются координаты x C', у с , 
z C’, Д&, Д\|), Ду или часть их в зависимости от того, рассматрива
ется ли полная система уравнений или же какая-нибудь отщеп
ленная подсистема (например, подсистема, описывающая возму
щенное движение ракеты по тангаж у); символами тц, гц, пц, а г- 
заменены принятые в § 13 обозначения для коэффициентов урав
нений возмущенного движения (т, Jx, Jy, Jz, схх, суу, czz, суь 
и т. д.); функции hi(t,  цк) представляют возмущающие силы и 
моменты; наконец, через fi обозначены те нелинейные члены 
которые в процессе вывода уравнений (1.12.25) были отбро
шены.

Линеаризованная система уравнений получается из (1.15.1), 
если отбросить члены, нелинейные относительно q j, dqj/dt,

s
у- i

d1q ! d q ,
m ll  (0  “Ь r i> ( )̂ ~~ГГ “b n i)  (0  Я) d t* d t

= « / ( 0 8/ +  Л|(Л ftt) =  n ) . (.1. 15.2)

Возмущения ць (например, Дсх0, Aq, A c ' , . . . )  незначительно 
зависят от возмущений основных параметров, так что этой зави
симостью можно пренебречь. Рассматривая возмущения как 
функции только от времени t, мы можем уравнения возмущенно
го движения (1.15.1) представить в виде

m i) (0 ~ ~  4" r i1 (0  ~ г  “Ь п й (0 Я)
сi t 1 a t

j - 11

— a i ( 0  - \ ~ h i  f  i Я ) ,  ^ — 1, • • •> # ) •  ( 1 .1 5 .3 )

В соответствии с этим линеаризованная система уравнений 
возмущенного движения запишется так:

d 2
( 0  7 7  +  Я) dp- dt

— a>i (t) 81~\~ hi( t)  (i — 1, . .  . ,  n).

(1. 15.4)



Каж дая  из систем (1.15.3), (1.15.4) совместно с уравнениями 
системы управления образует замкнутую относительно перемен
ных qj, 6; систему уравнений, описывающую возмущенное дви
жение ракеты как системы автоматического управления.

Замечание. Форма записи уравнений возмущенного движения 
ракеты, принятая в настоящем параграфе, носит общий харак
тер в том смысле, что уравнения возмущенного движения ракеты 
с учетом подвижности жидкостей в баках и упругости конструк
ции при некоторых упрощениях тоже могут быть представлены в 
форме системы обыкновенных линейных дифференциальных 
уравнений вида (1.15.3), (1.15.4).



Г л а в а  II

УСТОЙЧИВОСТЬ И УПРАВЛЯЕМОСТЬ РАКЕТЫ  

§ 1. П О Н Я Т И Я  ОБ У С Т О Й Ч И В О С Т И  И У П Р А В Л Я Е М О С Т И

При отклонении органов управления или воздействии внеш
них возмущений ракета, как и любой другой летательный аппа
рат, совершает некоторое возмущенное движение, характер ко
торого зависит от динамических свойств аппарата — управляе
мости и устойчивости.

Управляемость летательного аппарата характеризуется его 
реакцией на отклонение органов управления путем изменения па
раметров движения (скорости, угла тангажа, угла крена и т. д.). 
Органы управления ракеты должны обладать достаточной эф
фективностью для парирования различного рода возмущающих 
факторов (ветра, перекоса и эксцентриситета тяги двигателя 
и т. д.).

Выбор параметров и определение эффективности органов уп
равления связаны с интегрированием уравнений движения раке
ты. Обычно получение точного аналитического решения этих 
уравнений не представляется возможным, поэтому широко при
меняются методы приближенного интегрирования уравнений, 
электромоделирование и интегрирование уравнений с помощью 
быстродействующих электронно-вычислительных машин дискрет
ного счета.

Понятие об устойчивости движения является одним из наибо
лее важных понятий в динамике ракет.

Можно сказать, что ракета, как механическая система, устой
чива, если малые воздействия приводят к малым эффектам, и 
неустойчива, если это имеет место не всегда.

Такое определение устойчивости носит интуитивный характер 
и, разумеется, непригодно для решения конкретных задач. Оно 
должно быть заменено математически строгим определением, 
пригодным для установления количественных критериев устой
чивости и неустойчивости движения механической системы. Оп
ределение устойчивости, с одной стороны, должно как можно 
полнее характеризовать устойчивость как объективное качество 
системы, а с другой стороны — предоставлять возможность по-



строения удобного рабочего аппарата для исследования устой
чивости движения конкретных объектов.

В настоящее время в литературе можно встретить большое 
число разнообразных определений устойчивости. Это можно 
объяснить тем, что трудно, а может быть, и невозможно сформу
лировать такое универсальное понятие устойчивости, которое 
всегда и полностью удовлетворяло бы потребностям жизни и 
было бы принято всеми как единственно верное. Ниже приво
дятся некоторые определения устойчивости, завоевавшие попу
лярность и признание при решении различных задач математиче
ской физики, механики и техники.

1.1. Статическая устойчивость

Некоторое представление об устойчивости движения ракеты 
можно получить, исследуя движение ракеты с неподвижными ор
ганами управления (т. е. при 6 = 0 )  при малых отклонениях па
раметров движения от их значений в равновесном состоянии, ког
да сумма моментов всех внешних и реактивных сил, действую
щих на ракету, равна нулю.

Рассмотрим, например, движение ракеты в плоскости танга
жа, считая, что продольная ось ракеты и скорость центра масс 
лежат в одной вертикальной плоскости. Сумму моментов относи
тельно оси можно представить так:

% М г =  М аг +  М пр2, (2 .1 .1)

где M a z — момент аэродинамических сил (без аэродинамического 
момента, создаваемого отклонением воздушных рулей, если та 
ковые имеются); M npz — момент всех прочих сил (внешних и реак
тивных), действующих на ракету.

Согласно (1.9.9)

р г= ^ » + Л лр!, (2-1.2)

где R a y — составляющая аэродинамической силы по оси Су, оп
ределенная формулой (1.9.8). Так как в данном случае

V cy=  — V c s\na,
то

у с
у — ( с х  sin a cos а) S q —  . (2. 1 .3 )

Рассматривая малые углы атаки, когда можно принять 
s in a s ^ a ,  c o s a s t ; l  и cv =  caha, вместо (2 .1 .3 )  будем иметь

# 4 = ( c x +  c l ) a S Q ^ - .  (2 .1 .4)



При изменении угла атаки в выражении (2.1.2) изменяется 
только Ray.  Если момент Afnpz не слишком велик, то при некото
ром значении а  =  абал наступает балансировка летательного ап
парата, когда сумма всех моментов, действующих на аппарат, 
равна нулю, т. е.

^ ^ (2 .1 .5) 

Вычитая из (2.1.2) равенство (2.1.5), получим

^  M z —  x F (R.d y  — R.d у  |*-*6ал)> (2.1 .6)

или, в силу равенства (2.1.4),

Y l M t  =  x F ( c jL +  c l ) S Q Y  ( « - « б а л ) -  ( 2 .  1 . 7 )

Рис. 2 .1

Возможны следующие три случая.
1. x F< 0  (аэродинамический фокус расположен позади цен

тра масс аппарата).
Если а>абал> то в этом случае 2 М 2< 0 ,  т. е. на ракету дей

ствует момент, который направлен в сторону уменьшения разно
сти а —абал (рис. 2. 1, а).

Если а<абал, то 1 , М г > 0 и снова момент, действующий на ра
кету, стремится приблизить а к абал (рис. 2. 1 ,6).

Таким образом, если л.><0, то при нарушении балансировки 
летательного аппарата моменты, действующие на аппарат, на
правлены в сторону уменьшения | а —абал|- В этом случае гово
рят, что летательный аппарат обладает статической устойчи
востью.

2. xF =  0 (аэродинамический фокус совпадает с центром масс 
аппарата).

Как видно из выражения (2.1.7), при любом малом изменении 
угла атаки никакого момента не возникает. Летательный аппа
рат находится в состоянии безразличного равновесия.



3. JCjr>0 (аэродинамический фокус расположен вперед цен
тра масс аппарата).

В данном случае знак момента совпадает со знаком разности 
а —абал- Это означает, что при отклонении в любую сторону от 
положения равновесия возникает момент, направленный в сторо
ну увеличения | а —абал| (рис. 2.2, а, б).  Говорят, что имеет ме
сто статическая неустойчивость.

Понятие статической устойчивости нельзя отождествлять с 
понятием устойчивости движения. Наличие статической устойчи
вости лишь свидетельствует о том, что в данный момент времени 
на летательный аппарат действуют силы, стремящиеся вернуть 
его в положение равновесия. Но это не исключает и такой воз
можности, при которой аппарат в своем стремлении к положе
нию равновесия будет колебаться относительно положения рав
новесия и при этом максимальное отклонение его от равновесно
го положения будет с течением времени увеличиваться. Далее, 
статическая устойчивость является характеристикой летательно
го аппарата с неподвижными органами управления. Управление 
движением посредством отклонения органов управления карди
нально изменяет динамические свойства аппарата. Ракета, пусть 
даже статически неустойчивая, благодаря системе управления 
может совершать движение, мало отличающееся от желаемого. 
И наоборот, если система управления спроектирована неверно, 
то ракета, даж е обладающая статической устойчивостью, будет 
недопустимо сильно отклоняться от заданной траектории.

Понятие устойчивости движения ракеты, как и любой другой 
механической системы, должно отражать характер ее реального 
движения во времени.

1.2. Устойчивость по Ляпунову

Пусть дана механическая система, движение которой описы
вается системой дифференциальных уравнений, приведенной к 
нормальному виду



d̂ j  =  Y l (t, y u . . . ,  y n) (i 1 . . . . / / ) ,  (2 .1 .8 )
at

где i/i — некоторые параметры движения (координаты, ско
рости и т. п .) .

Каждое решение системы (2.1.8) представляет некоторое ч а 
стное движение нашей механической системы. Рассмотрим какое- 
нибудь частное движение системы, которому отвечает решение 
y ° = fi (t )  ( i=  1, • • •, «) уравнений (2.1.8). Это частное движение 
Ляпунов называет невозмущенным в отличие от других, возму
щенных движений данной механической системы.

В уравнениях (2.1.8) произведем замену переменных

Х1~ У 1 ~  f  i (0  (г 1, 2, . . . ,  /г). (2 .1 .9 )
Получим следующую систему дифференциальных уравнений от
носительно возмущений xf.

d-Zj =  X l ( t , x l, x 2, . . . , х п) (/ 1 , 2 , . . . ,  п), (2 .1 .10 )

где
X ,• (t , Хь Х2, , х п) =  Yi( t ,  X1- \ - f l, X2- \ - f 2, ■ • ■ , х п -\- / я) —

Каждому движению рассматриваемой механической системы 
соответствует, в силу (2.1.9), частное решение уравнений (2.1.10). 
В частности, невозмущенному движению системы соответствует 
тривиальное (нулевое) решение xi =  x2 =  . . , = х п =  0 уравнений
(2.1.10).

Ляпунов дает следующее определение устойчивости невозму
щенного движения (тривиального решения уравнений (2.1.10)) 
[12].

Пусть Li, . . . ,  L„ суть произвольно задаваемые положитель
ные числа. Если при всяких Li, как бы они малы ни были, могут 
быть выбираемы положительные числа Е и . . . ,  Е п так, чтобы при 
всяких вещественных х^,  удовлетворяющих условиям

(/ =  1, 2 , . . . ,  «), (2 .1 .11 , 

и при всяком t, превосходящем о̂, выполнялись неравенства

\xt\ < L t (/ =  1, 2 , . . . ,  я), (2 .1 .12 ;

то невозмущенное движение по отношению к величинам Xi устой
чиво; в противном случае — неустойчиво.

Определению устойчивости по Ляпунову можно дать следую
щее геометрическое толкование.

В «-мерном пространстве величин Х\, х2, . ■ ■, х п задается па
раллелепипед с центром в начале координат и с гранями, парал
лельными координатным плоскостям. Величина граней опреде-



ляется числами 2L\, .. ., 2L n. Эти числа задаются произвольным 
образом и могут быть как угодно малыми (но не равными нулю). 
Если для данного параллелепипеда возможно построить другой 
параллелепипед с гранями, определенными положительными 
числами 2 Е Х, . .  ., 2Е п, а именно такими, что начиная с момен
та времени t0 функции Xi (t) остаются внутри первого паралле

лепипеда, если их начальные значения, т. е. Хго, находились

внутри второго параллелепипеда, то невозмущенное движение по 
отношению к величинам xi  устойчиво (на рис. 2. 3, а  показаны 
сечения этих параллелепипедов плоскостью двух осей координат 
Xi и Xj и изменение этих координат по времени в случае устойчи
вого нулевого решения). Другими словами, невозмущенное дви
жение устойчиво, если все возмущения Xi ( i— 1 , . . . ,  п),  значения 
которых в начальный момент времени t0 достаточно малы, ни 
при каких t, больших t0, не выходят за пределы, определенные 
заданными, сколь угодно малыми числами Li (рис. 2.3, б).

Определение устойчивости по Ляпунову не содержит каких- 
либо конкретных количественных ограничений на величины х^ 
Устойчивость движения по Ляпунову является некоторой харак
теристикой прочности и неподатливости движения к действиям 
возмущений. В этом заключается механический смысл понятия 
устойчивости, который вкладывает в него Ляпунов.

1.3. Устойчивость на конечном промежутке времени.
Техническая устойчивость

Существенным моментом в определении устойчивости по Л я 
пунову является ограничение отклонений Xi на бесконечном ин
тервале времени условием (2.1.12). Если перейти к ограничениям 
на конечном промежутке, даж е сколько угодно большом, всякий 
смысл в определении Ляпунова теряется, поскольку на любом 
конечном промежутке времени любое движение, в том числе и не 
обладающее механической устойчивостью, удовлетворяет усло
виям (2.1.11) и (2.1.12). Между тем реальные объекты представ



ляют интерес в течение конечного промежутка времени и поэто
му весьма целесообразно введение понятия устойчивости в пре
делах конечного промежутка времени. Понятие устойчивости 
движения приобретает смысл и значение для конечного проме
жутка времени, если ввести зависимость между областями, огра
ничивающими Xi ( / = 1 , 2 , . . . ,  п) при t = t 0 и t > t 0.

Приведем два различных определения устойчивости движе
ния на конечном промежутке времени, предложенных Г. В. К а
менковым и Н. Д. Моисеевым.

Г. В. Каменков, сохраняя механический смысл понятия устой
чивости, который вкладывает в него Ляпунов, ставит задачи об 
устойчивости движения на конечном промежутке времени сле
дующим образом [6].

Если дифференциальные уравнения возмущенного движения
(2.1.10) таковы, что при достаточно малом положительном чис
ле А величины xs, рассматриваемые как функции времени, удов
летворяют условию

П
2  (а $\Х1 Г̂ as2X2~Г • • • 4  a snXn)2 А  (2. 1. 13)
5—1

на конечном промежутке времени [to, /0 +  А/], если только началь
ные значения этих функций х*0 удовлетворяют условию

П

2  a s2X20~\~ • • • +  a snXno)2 ^  (2. 1. 14)
s-1

а па ]2. . ■аи

причем числа a sU as2, . . . таковы, что а 21а 22 • • а 2 „

а п\а п2 • • ■а пп

то невозмущенное движение будет устойчиво на промежутке вре
мени Дt\ в противном случае — неустойчиво, т. е. Д /= 0 .

Приведенное определение устойчивости допускает следующую 
геометрическую интерпретацию.

Пусть в некоторый момент времени t =  t0 система получила 
некоторые, отличные от нуля, произвольно малые отклонения 
Хю, . . ., х-по и эти отклонения находились внутри или на поверх
ности /г-мерного эллипсоида:

П

2  (a slXl~\- a s2x 2JT • • ■-\-a snXn)2 — A-  (2. 1. 15)
s- 1

Если затем отклонения xs (t) ( s = l ,  2, . . . ,  п) оставались внутри 
или на поверхности этого эллипсоида по крайней мере до момен



та времени t=t \>t -o ,  то движение устойчиво на промежутке 
[/0, t{\\ в противном случае — неустойчиво.

Число А, посредством которого вводится ограничение на ве
личины x s, не предполагается наперед заданным: для устойчиво
сти системы требуется лишь выполнение неравенств (2.1.13),
(2.1.14) при достаточно малом значении А. Благодаря этому 
сравнительно легко устанавливаются условия устойчивости и не

устойчивости системы и оцени
вается промежуток времени 
'A t= t i— to, в пределах которого 
эти условия соблюдаются.

Понятие устойчивости на ко
нечном промежутке времени, 
предложенное Г. В. Каменковым, 
носит локальный характер. Обыч
но требуется исследовать пове
дение механической системы в 
пределах определенного задан
ного промежутка времени. Чтобы 
-иметь возможность судить об 
устойчивости движения в преде
лах заданного промежутка вре

мени, требуется проведение некоторого числа однотипных иссле
дований при различных «начальных» значениях to из рассмат
риваемого промежутка.

Рассматривая механические системы, возмущенное движение 
которых описывается уравнениями

fi Y
~ r = x s(t, Xi, х 2, ■ ■ • , x n)- \ - p s {t) (s =  l, 2, . . . ,  n), (2.1. 16)
a t

где p s ( t ) — возмущающие силы, действующие на систему,
Н. Д. Моисеев следующим образом определяет так называемую 
техническую устойчивость тривиального решения уравнений:

г1 у
^ -  =  X s (t, Хи х 2, . . . ,  х„) (s =  l, 2 , . . . ,  п). (2.1.17)

a t

Нулевое решение x t —x2 =  . . . = х п =  0 уравнений (2.1.17) на
зывается обладающим технической устойчивостью относительно 
заданных верхних пределов начальных отклонений x so>0, за
данных верхних пределов возмущающих сил p s> О и заданных 
верхних пределов последующих отклонений xs> 0  на заданном 
сегменте значений O ^ t ^ t  в том и только том случае, если вся
кое решение xs — xs (t) системы уравнений (2.1.16) при всяких на

чальных значениях x s0, удовлетворяющих условию |-xso| и 
при произвольных всзмущающих силах, ограниченных единст
венным условием |p s (/) \ : p s при 0 будет удовлетворять 
условию.



(̂ )l 2 , . . . ,  n )
для всех значений t, не превышающих t.

Здесь, в отличие от определений устойчивости по Ляпунову 
и Каменкову, предельно допустимые значения возмущений пред
полагаются конечными и наперед заданными. Вследствие этого 
«техническая устойчивость» является в большей мере субъектив
ной характеристикой движения механической системы: любое 
движение, в зависимости от заданных значений предельных от
клонений, может оказаться как устойчивым, так и неустойчивым. 
Определенные неудобства проистекают из необходимости зада
ния предельных отклонений: рациональные значения этих вели
чин обычно неизвестны и трудно определимы.

Тем не менее постановка задачи устойчивости, предложенная
Н. Д. Моисеевым, позволяя в каждом конкретном случае наибо
лее приемлемым образом оценить саму механическую систему, 
исходя из ее потребительских качеств является очень привлека
тельным для технических приложений, и в частности для задач 
динамики ракет.

С методами исследования технической устойчивости механи
ческих систем можно ознакомиться по книге [7].

1.4. Локальная устойчивость

Возмущенное движение ракеты описывается системой уравне
ний, состоящей из уравнений возмущенного,движения аппарата 
как объекта регулирования (1.15.3) или линеаризованных урав
нений (1.15.4) , и уравнений системы управления. В полете на ра
кету постоянно действуют различные возмущения (ветровые, ве
совые и др.). Вследствие этого в уравнениях возмущенного дви
жения фигурируют возмущающие силы. Так, в линеаризован
ных уравнениях возмущенного движения (1.15.4) эти возмущаю
щие силы представлены функциями hi( t ) .

Каждому частному решению уравнений возмущенного дви
жения соответствует некоторое возмущенное движение ракеты. 
Невозмущенному же движению ракеты соответствует тривиаль
ное (нулевое) решение уравнений, которые получаются из урав
нений возмущенного движения, если в них отбросить все возму
щающие силы. Устойчивость и неустойчивость невозмущенного 
движения эквивалентны устойчивости и неустойчивости указан
ного тривиального решения, а устойчивость этого тривиального 
решения определяется поведением частных решений уравнений 
возмущенного движения, в которых фигурируют постоянно дей
ствующие возмущения.

Таким образом, как и в постановке Н. Д. Моисеева, решение 
задачи устойчивости невозмущенного движения ракеты связано 
с исследованием решений системы уравнений при наличии воз
мущающих сил, в то время как исследуемое движение представ-



ляется частным решением другой системы уравнений, не содер
жащ ей возмущающих сил. Исследование устойчивости движе
ния в этих условиях является трудной задачей, и ее рассмотрение 
выходит за рамки учебной литературы.

В данной книге мы ограничимся упрощенной постановкой за 
дачи, которой, кстати, широко пользуются и на практике.

Предположим, что в течение некоторого конечного проме
жутка времени на летательный аппарат действовали возмущаю
щие силы и их действие в момент времени t0, который будем на
зывать начальным моментом, прекращается. Как следствие воз
действия возмущающих сил, кинематические параметры движе
ния летательного аппарата при t = t 0 будут отличаться от их зна
чений в невозмущенном движении: l/ / (/0)= V ( /o ) ;+ A l / (/o) =  
='б,(М  +А'б'(/о) и т. д.

Решение задачи устойчивости невозмущенного движения_при 
t > t 0 связывают с характером изменения возмущений AF(£), 
Д # ( / ) ,  Дг|э(/), . . . .  Ракета считается устойчивой или неустойчивой 
при t > t 0 на некотором промежутке [£о, î] в зависимости от того, 
как изменяются возмущения кинематических параметров на этом 
промежутке.

Поскольку изменение возмущений ДV(t) ,  ДФ(/), Дф(0> • • • ПРИ 
t > t 0 происходит в условиях, когда возмущающие силы отсутст
вуют, то возмущения кинематических параметров представляются 
как соответствующее начальным значениям этим параметров 
(ДК(^о), Д-б(/о), Дг|)(^о),...) частное решение уравнений возму
щенного движения ракеты, в которых все возмущающие силы от
брошены. Таким образом, в приведенной постановке предметом 
исследований становятся более простые уравнения, благодаря че
му задача устойчивости существенно облегчается.

Возмущающие силы, приложенные к ракете, в действительно
сти и при t > t 0 продолжают оказывать влияние на возмущения 
кинематических параметров движения. Но если рассматривать 
достаточно малые промежутки времени [/0, t{\, то, скорее всего, 
эффект от действия возмущающих сил в течение этого промежут
ка по сравнению с эффектом от действия этих сил за длительное 
время, предшествующее моменту t0, будет небольшим.

Устойчивость при указанной схематизации возмущенного дви
жения ракеты будем называть локальной устойчивостью.

1.5. О методах решения задачи устойчивости

Все способы решения задачи устойчивости движения могут 
быть разбиты на две категории. К первой категории относятся те 
способы, которые основаны на определении общего или частного 
решения уравнений возмущенного движения. Совокупность всех 
способов первой категории Ляпунов назвал первым методом. 
При исследовании устойчивости по первому методу центральным



является вопрос об интегрировании уравнений возмущенного 
движения. Если удается проинтегрировать эти уравнения в замк
нутом виде, то исследование устойчивости далее уж е  не пред
ставляет серьезных трудностей.

Ко второй категории относятся те способы, которые не тре
буют нахождения частных или общих решений уравнений возму
щенного движения. Совокупность всех способов второй катего
рии Ляпунов назвал вторым методом.

При решении задачи устойчивости и по первому и по второму 
методам обычно прибегают к различным приемам, упрощающим 
исследование уравнений возмущенного движения. Так, задача 
значительно упростится, если ограничиться рассмотрением ли
неаризованных уравнений возмущенного д виж ения— уравнений 
первого приближения.

Уравнения возмущенного движения ракеты первого прибли
жения представляются в форме линейных уравнений, коэффици
енты которых зависят от кинематических параметров невозму
щенного движения (скорости, высоты полета и т. п.) и конструк
тивных параметров аппарата (массы, моментов инерции и т. п.). 
Так как невозмущенное движение происходит в условиях, когда 
быстро изменяются скорость и высота полета, масса и моменты 
инерции, то оно носит явно выраженный неустановившийся ха
рактер. Вследствие этого коэффициенты уравнений возмущенно
го движения являются функциями от времени t. Исследование 
систем с переменными коэффициентами, пусть д а ж е  линейных, 
все еще является очень сложной задачей. Поэтому на практике, 
идя на дальнейшее упрощение задачи, сводят ее к исследованию 
систем линейных уравнений с постоянными коэффициентами по
средством так называемого приема замораживания коэффициен
тов, получившего в настоящее время широкое распространение.

§ 2. М Е Т О Д  З А М О Р О Ж Е Н Н Ы Х  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В

Метод замороженных коэффициентов — это метод исследова
ния уравнений возмущенного движения, основанный на приеме 
замораживания коэффициентов уравнений. Суть приема замо
раживания коэффициентов заключается в следующем.

Пусть уравнения возмущенного движения представлены в 
форме

7-1

d2Qi dq>
—  +  r l) (*) —  +  И,) (0  qj — a i ( 0  (t)

(i =  \ ,  2 , . . . ,  n). (2 .2 .1 )

Коэффициенты уравнений ni ij (t ) ,  ri } ( t),  riij(t),  a i ( t ) ,  h i( t )  з а 
висят от кинематических параметров невозмущенного движения 
и параметров летательного аппарата и являются известными



функциями времени. На невозмущенной траектории выбирают 
некоторое число характерных точек tu . . . ,  th, . . . ,  tm так, чтобы 
по поведению аппарата в окрестностях этих точек можно было 
бы с достаточной достоверностью судить о его поведении на всей 
траектории. Д ля  изучения движения ракеты в окрестностях точ
ки th вместо системы уравнений (2.2.1) с переменными коэффи
циентами рассматривают систему уравнений с постоянными ко
эффициентами, равными значениям этих коэффициентов в фик
сированный момент времени th, т. е. систему

|] I m i) (h)  ^  -  ГЧ (/*) +  п 1} (4) qi 
=1 L-

( / = 1 ,  2 , . .  . ,  п). (2. 2. 2)
Новая система уравнений, как система с постоянными коэф

фициентами, может быть легко проинтегрирована. О поведении 
решения исходной системы (2.2.1) судят по решению системы 
(2 .2 .2 ).

Ясно, что решения этих двух систем не будут совпадать, но 
если коэффициенты уравнений изменяются достаточно медленно, 
то с некоторой уверенностью можно утверждать, что в малой ок
рестности точки tu решение исходной системы будет мало отли
чаться от решения системы с замороженными коэффициентами. 
В качестве меры «медленности» изменения коэффициентов урав
нений иногда принимается их изменение за время переходного 
процесса летательного аппарата как регулируемого объекта. 
Коэффициенты уравнений считаются медленно меняющимися, 
если их изменение за время переходного процесса не превыша
ет 10— 1 5 % — точности определения динамических коэффици
ентов.

Надо сказать, что судить о законности применения приема за
мороженных коэффициентов только по поведению коэффициен
тов уравнений на некотором отрезке времени можно лишь с из
вестной осторожностью. Этот прием может оказаться допусти
мым при быстром изменении коэффициентов и, наоборот, недо
пустимым при более слабом их изменении. Законность примене
ния приема замораживания коэффициентов в каждом конкретном 
случае нуждается в обосновании. Использование приема замо
раживания коэффициентов вполне оправдано на начальном этапе 
создания летательного аппарата для предварительного выбора 
параметров аппарата и системы управления. Окончательная про
верка устойчивости и управляемости летательного аппарата дол
жна производиться на основе более строгих методов с учетом 
переменности коэффициентов уравнений возмущенного дви
жения.

В практике конструкторских бюро и научно-исследователь
ских организаций широко применяется прием замораживания



коэффициентов, так как это дает возможность воспользоваться 
хорошо разработанными инженерными методами исследования 
линейных стационарных систем автоматического управления.

§ 3. К Р И Т Е Р И И  У С Т О Й Ч И В О С Т И  Д В И Ж Е Н И Я  ПО М Е Т О Д У  
З А М О Р О Ж Е Н Н Ы Х  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В

Допустим, что возмущенное движение описывается следую
щей системой линейных дифференциальных уравнений:

t [j - i L
df1 dt

= / , ( / )  ( г = 1 ,  2 , . . . , л ) .

(2 .3 .1)
Такой вид имеют линеаризованные уравнения возмущенного 

движения ракеты в случае, когда отклонения органов управле
ния заданы как функции времени или когда связь между управ
ляющим и выходным сигналами регулятора такж е задана ли
нейным дифференциальным уравнением. В последнем случае 
отклонения органов управления 6v рассматриваются, наряду с qj 
как обобщенные координаты данной механической системы.

Невозмущенному движению соответствует тривиальное ре-
dq ,

шение У) =  0, — - = 0 ( / —-1, 2 , . . . ,  п) уравнений 
dt

ъ
1-1

d^q j dq,
dt- dt

=  0 (/ =  1 , 2 .........п). (2 .3 .2)

Зафиксируем момент времени t =  tk и исследуем локальную 
устойчивость тривиального решения системы (2.3.2) при значе
ниях t, близких к th. Для этого нужно изучить поведение част
ных решений уравнений возмущенного движения при t > t k в 
предположении, что действие возмущающих сил в момент вре
мени th прекращается, т. е. нужно исследовать решения однород
ной системы (2.3.2).

Следуя методу замороженных коэффициентов, далее вместо 
уравнений (2.3.2) введем в рассмотрение уравнения с заморо
женными коэффициентами

=  0 ( / = 1 ,  2 .........п), (2 .3 .3)

где

и исследуем сначала поведение решений этих уравнений.



Частное решение системы линейных дифференциальных урав
нений с постоянными коэффициентами (2.3.3) будем искать в 
виде

qj =  kjext ( /==  1 , . . . ,  п), (2 .3 .4)

где X, kj — постоянные величины, которые определяются сле
дующим образом.

Подставим (2.3.4) в уравнения (2.3.3). После сокращения на 
е получим

П

г  ц'к-\-ni j ]k j  =  0 ( i — 1, 2 , . . . ,  «). (2 .3 .5)
) -г

Система алгебраических уравнений (2.3.5) обладает триви
альным решением ki =  k2=  . .  . = k n =  0, которое, как это видно из
(2.3.4), определяет тривиальное решение системы уравнений
(2.3.3). Система линейных однородных уравнений (2.3.5) имеет 
и ненулевое решение, если только определитель системы

D(X) =

m nX2- | - r +  . .  • m lrp - \ - r ]„к-\-п]п

т1\к2 4 “ г 21̂  4 “ П2\ • • • т2гР “Ь Г2/1̂  “Ь п2а

т п\к2 +  Г п ̂  Т « , 1 -  +  r nnL -  Ппп

(2 . 3 . 6)

равен нулю.
Раскрыв этот определитель, получим многочлен

D(X) =  a0k2 п - ахА 4- +  а 2Я- 1^ ' г2л’ (2.3.7)

называемый характеристическим многочленом системы. Коэффи
циент при Х2п равен определителю, составленному из коэффи
циентов уравнений (2.3.5) при X2:

ап =

т п т  12 . ■т \п
т 21 т 22 • . т 2п

т пХ т п2 ■
Будем считать, что а0=И= 0, и потому многочлен (2.3.7) являет

ся многочленом степени 2п относительно X.
Из высшей алгебры известно, что многочлен степени 2п с ве

щественными коэффициентами имеет 2п корней, вещественных 
или комплексных. Среди этих корней, вообще говоря, могут быть 
и равные между собой. Д ля  простоты будем предполагать, что 
все корни характеристического многочлена разные.



Пусть %i — один из корней характеристического многочлена. 
Так как

£>(>,) =  О,

система (2.3.5) при h =  Я,- имеет ненулевое решение

k ) = k ) l  ( j  =  , п ) .  ( 2 ,3 .8 )

Это решение с точностью до произвольного постоянного мно
жителя, отличного от нуля, является единственным решением си
стемы (2.3.5), ибо hi есть простой корень характеристического 
многочлена.

Таким образом, корню hi соответствует частное решение си
стемы дифференциальных уравнений (2.3.3)

=  U  =  1 , 2 , . . . ,  я), ( 2 . 3 . 9 )

или в развернутом виде

Ч\t = k u e x‘‘ ,
и М

v  1 (2 .3 .10)

4nl =  knle l ‘‘ .

Вводя в рассмотрение вектор qW с компонентами qu, q n , • • •. 
q n% и вектор kW с компонентами k l{. &2i, . . . ,  k ni, представим част
ное решение, соответствующее корню hi, в следующей компакт
ной форме:

q (i) =  k {i) е х‘1. (2 .3 .11)

Каждому корню характеристического многочлена отвечает 
частное решение вида (2.3.11). Рассматриваемая система диффе
ренциальных уравнений является линейной, поэтому справедлив 
принцип суперпозиции, согласно которому любая линейная ком
бинация частных решений является также решением этой систе
мы. Общее решение системы уравнений (2.3.3) представляется 
линейной комбинацией

2л 2л

9 = ^ f , 9( / ) = V  (2 .3 .12) 
/-! /-1

содержащей 2п произвольных постоянных с\, с%, ■ ■ ■, сщ. Про
извольные постоянные определяются из начальных условий
( по начальным значениям возмущений q(th)  и —  ).
V (it

Если h — комплексный корень характеристического многочле
на, т. е. 2w=a, +  iPi (Эi =И= 0), то компоненты вектора &(i), как ре
шение алгебраических уравнений (2.3.5) с комплексными коэф



фициентами, такж е будут комплексными числами. Поэтому 
есть вектор вида pM+iqW,  где и — векторы с веществен
ными компонентами. Среди остальных корней непременно имеет
ся корень Хи, комплексно сопряженный корню Xi. Соответствую
щий вектор есть вектор, комплексно сопряженный вектору

т. е.

k W =  k(t)^ p ^ - i q w .

Таким образом, паре комплексно сопряженных корней Xi и 
Xh =  Xi соответствует частное решение системы (2.3.3)

д и . * ) =  kO)e xif с, - \ - V n ex>l ck. (2 .3 .13)

Д ля того чтобы это частное решение было вещественным, не
обходимо, чтобы Ci и Ch были бы комплексно сопряженными чис
лами.

Считая, что Ck—Ci и представляя комплексное число с,- в виде
Ci =  ciQe lt‘, 

можно это частное решение записать так: 

qV.») —  ( p ( t ) /д (О ) e (°-i+ i?:)‘cioelf‘ 4  (/?(i) — t<?(/))

Отсюда, используя соотношение

e ±lx =  c o s x  +  i sin jc,

получим

q u,k) =  2 c i0e*‘‘ \ p (i) cos +  — 9 (°  s in(3^-f  «,.)]. (2 .3 .14)

Значения C{0 и ф* определяются начальными условиями.
Приведенные соотношения позволяют легко получить условия 

устойчивости и неустойчивости тривиального решения уравнений 
с постоянными коэффициентами (2.3.3).

Вычислим модуль вектора qV\ представляющего частное ре
шение (2.3.10). Используя (2.3.11), находим

\qV)\ =  V  k (!) ./fe(W e V  ==|^(/)|eReX; ' = | ,
(2 .3 .15)

Отсюда видно, что модуль вектора фЪ при t-^-oo неограничен
но растет, если а г> 0 ,  уменьшается, асимптотически приближаясь 
к нулю, если а г < 0 ,  и остается неизменным, если а, =  0 (см. рис. 
2 .5).

Аналогичным образом ведут себя модули компонентов вектора 
qW. Имеем

qh =  k Sie ^ lW  ■



Отсюда, так как

то
1 ^ ' М .  

\ Ы = \ Ы е'1‘ > ( 2 .3 .  16)

и, значит, модуль компоненты q ^  вектора q W  при t - > o о  н е о г р а 
ниченно растет, когда а г > 0 ,  
асимптотически стремится к |?ш| 
нулю, когда a.i <  0, и остается  
неизменным, если а г =  0.

Положим

А п = к и е л‘1 .

Тогда

ЧН =  А }1е 19‘ ‘ . ( 2 . 3 . 1 7 ) Рис. 2. 5.

Множитель A j i  можно рассматривать как комплексную а м п л и 
туду с модулем

и аргументом

\ Ы  =  Ы е ' 1*

a r g  A ) t =  a Tg  k j t .

I m q jV

п
( \

V
^  a  i >0

а )



На рис. 2. 6 показано поведение компоненты qji на комплекс* 
ной плоскости в зависимости от знака вещественной части корня 
ki. Приведенные рисунки соответствуют случаю, когда |3t>0.

Характер изменения вещественной части координаты qa  (ког
да Рг=й=0) при а г> 0 ,  а г< 0  и ai =  0 показан на рис. 2.7.

Если Xi вещественный корень, то в этом случае qц изменяется 
по экспоненте (рис. 2. 8).

Дифференцируя (2.3.10), получим 
d q u

dt
1 "V ^  ,* fku \ e  ‘ ,

dqnl
dt

>knlh e x‘‘ .

Отсюда видно, что поведение аЧЦ
dt

qyi'. если ReX;^>0, то 

d4h

dqh
dt

аналогично поведению

— возрастающая функция; если

d t
убывающая функция, а если ReX, =  0, тоR eA ,<;0 , то

dqh I-----• =  const. Точно так же ведет себя и модуль вектора
d t  I dt

dq (О



Допустим, что все корни характеристического многочлена име
ют отрицательные вещественные части. В этом случае все частные 
решения qW и их производные по времени при неограниченном 
возрастании t стремятся к нулю. Каковы бы ни были постоянные 
С{, общее решение (2.3.12) и его производная по времени такж е 
стремятся к нулю при t-> оо. Следовательно, тривиальное реше
ние системы (2.3.3) устойчиво по Ляпунову, и притом при любых 
начальных возмущениях.

Если исследуемое частное решение не только устойчиво, но 
и обладает тем свойством, что все возмущения, начальные зна
чения которых достаточно м а
лы, при неограниченном возра
стании t стремятся асимптоти- fy 
чески к нулю, то говорят, что 
данное частное решение устой
чиво асимптотически. В рас
сматриваемом случае, как м ы ___________
видим, тривиальное решение t K t
уравнений (2.3.3) не только
устойчиво, но устойчиво асимп- Рис- 2.8.
тотически.

Если имеется хотя бы один корень с положительной вещест
венной частью, то из любой сколь угодно малой области началь
ных значений выходит решение, неограниченное при t -+oo .

Действительно, пусть, например, ReXj>0 и

|<7(**)|<8, (2 .3 .18 )

где 6 — сколь угодно малая положительная величина. Положим 

Г/ =  0 (/ ф  j ) ,  С ) ф  0.
При этом будем иметь

q (t) —  k U)e xJ‘ С) .  (2 .3 .19)
При t =  tk q ( t k) =  kU)ex1tbc}.

Ясно, что Cj всегда может быть выбрана так, чтобы условие
(2.3.18) выполнялось. Но, независимо от этого, решение (2.3.19) 
при t ->оо не ограничено; условия (2.1.11) и (2.1.12) не соблю
даются, и, значит, тривиальное решение уравнений (2.3.3) не
устойчиво по Ляпунову.

Наконец, допустим, что, наряду с корнями с отрицательными 
вещественными частями, имеются корни с нулевыми веществен
ными частями и нет корней с положительными вещественными 
частями. В этом случае все решения системы (2.3.3) и их произ
водные по времени при f > t k  ограничены, но имеются решения, 
модули которых остаются постоянными. В самом деле, пусть, на
пример, Xj=i$j .  Тогда таким решением является

q<» =  kl V p̂ 7. (2 .3 .20)



Решения вида (2.3.20) не нарушают устойчивости тривиаль
ного решения уравнения (2.3.3), но устойчивость этого решения 
уж е  не является асимптотической.

Таким образом, для того чтобы тривиальное решение системы 
уравнений с постоянными коэффициентами (2.3.3) было асимпто
тически устойчивым, необходимо и достаточно, чтобы все корни 
характеристического многочлена имели отрицательные вещест
венные части. Если среди корней характеристического многочле
на имеется хотя бы один с положительной вещественной частью, 
то тривиальное решение неустойчиво. Это остается справедли
вым и в том случае, когда имеются кратные корни.

Если среди корней характеристического многочлена нет кор
ней с положительными вещественными частями, но имеются 
простые корни с нулевыми вещественными частями, то тривиаль
ное решение устойчиво, но неасимптотически. Устойчивость три
виального решения сохраняется и при наличии кратных корней 
с нулевыми вещественными частями, если только число групп ре
шений, соответствующих этим корням, равно их кратности.

Таким образом, вопрос об устойчивости тривиального реше
ния уравнений (2.3.3) решается знаками вещественных частей 
корней характеристического многочлена (2.3.7).

Итак, мы установили условия устойчивости и неустойчивости 
тривиального решения уравнений (2.3.3) на бесконечном интер
вале времени. Но нас интересует поведение решений не при 
£->оо, а в пределах конечного промежутка времени, начиная с 
момента th-

Поскольку (2.3.3) является системой дифференциальных 
уравнений с постоянными коэффициентами, то поведение его 
частных решений на бесконечном интервале времени, за исключе
нием случаев кратных корней характеристического многочлена, 
вполне определяет их поведение на любом конечном промежут
ке времени, и наоборот. Действительно, если тривиальное реше
ние уравнений (2.3.3) устойчиво по Ляпунову, то все частные ре
шения этих уравнений вида (2.3.11) являются по модулю невоз
растающими функциями при t> tk .  Если ж е тривиальное решение 
уравнений (2.3.3) неустойчиво по Ляпунову, то непременно име
ется по крайней мере одно частное решение вида (2.3.11), кото
рое при t ^ t h  на любом сколь угодно малом промежутке вре
мени является возрастающей по модулю функцией. К этим рас
суждениям добавим следующее. Можно было бы показать, что 
если в момент времени 4  вещественные части всех корней х а 
рактеристического многочлена отрицательны, то имеет место ус
тойчивость на конечном промежутке времени по Г. В. Каменко
ву, т. е. начиная с момента времени th имеется конечный проме
жуток времени, в течение которого все возмущения, заключенные 
в начальный момент 4  внутри некоторого эллипсоида, не вы
ходят за пределы этого эллипсоида. Если же имеется хотя бы



один корень с положительной вещественной частью, то исследуе
мое движение не обладает устойчивостью на конечном проме
жутке времени в смысле Г. В. Каменкова.

Учитывая сказанное и исключая из рассмотрения случай 
кратных корней характеристического многочлена, м ожно сфор
мулированные выше условия устойчивости тривиального реше
ния уравнений (2.3.3) по Ляпунову рассматривать и как  условия 
устойчивости этого решения на конечном промежутке времени с 
началом в фиксированной точке t £ .  Тем самым вопрос об устой
чивости тривиального решения уравнений с замороженными ко
эффициентами (2.3.3) как на бесконечном, так и на конечном 
промежутке времени решен.

Если бы решения системы (2.3.2) и системы с замороженны
ми коэффициентами (2.3.3) совпадали, то сформулированные 
условия устойчивости тривиального решения системы (2.3.3) не
посредственно можно было бы перенести на тривиальное реше
ние уравнений. (2.3.2), которое представляет исследуемое невоз
мущенное движение. На самом деле системы (2.3.2) и (2.3.3) 
разные и их решения могут рассматриваться как близкие, если 
ограничиться малыми окрестностями точки tk. Поэтому знаки 
вещественных частей корней характеристического многочлена 
могут рассматриваться лишь как приближенные критерии устой
чивости невозмущенного движения [тривиального решения урав
нений (2.3.2)] в пределах небольшого промежутка времени.

Поскольку возмущенное движение при t > t k  изучалось в 
предположении, что действие возмущающих сил при t =  tk пре
кратилось, то эти критерии являются по существу приближен
ными критериями локальной устойчивости.

Для исследования уравнений возмущенного движения не 
обязательно определение корней характеристического многочле
на. Достаточно получить характеристический многочлен систе
мы, а затем воспользоваться каким-нибудь критерием, позво
ляющим по коэффициентам характеристического многочлена су
дить о его корнях, например,критерием Гурвица.

Для характеристического многочлена

D  ( / . ) = =  а 0Х - j - a j X  : - f -  • • • - | -  (1т —Л  а т

условие отрицательности вещественных частей всех корней ха
рактеристического многочлена сводится к тому, что при а 0> 0  
должны быть больше нуля все т  определителей Гурвица, полу-

1 Заметим, что понятие «асимптотическая устойчивость» им еет смысл 
лишь для бесконечного интервала времени, поэтом у при рассмотрении конеч
ного промежутка времени в формулировках условий устойчивости термин 
«асимптотическая устойчивость» долж ен  быть заменен термином «устойчи
вость».



чаемых из определителя, составленного из коэффициентов харак
теристического многочлена

а именно:

а , : а , ! 0  : 0

&Q CL<y\ а 4

оо

0  а х а 3 . . .

оо

о а о а 2 , . .
оо

0  0 0  . . . a m- i \ 0

0  0 0  . . . т т - 2 а т

Дг

Да —

Aj — a, j О,
а х а3
(Zq CL<2

« 1  а 3 а 5 
а 0 й2 о4 
О а х а 3

> 0 ,

> 0 ,
(2.3.21)

=  > 0 .
При анализе возмущенного движения ракет широко приме

няется критерий Найквиста. Формулировка критерия Найквиста 
приводится ниже (§ 5), где этот критерий используется для уста
новления предельно допустимых значений частотных характери
стик автомата стабилизации из условия устойчивости системы ав
томатического управления ракеты.

Обоснование критерием Гурвица, Найквиста и другими кри
териями устойчивости стационарных систем дается в курсах 
теории автоматического управления.

§ 4. Р А К Е Т А  К А К  Л И Н Е Й Н Ы Й  О Б Ъ Е К Т  
А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

Возмущенное движение ракеты как замкнутой системы авто
матического управления описывается системой уравнений, со
стоящей из уравнений возмущенного движения ракеты как объ
екта управления, и уравнений, описывающих работу системы уп
равления. Неизвестными функциями в этой системе уравнений 
являются возмущения параметров движения АУЖ, AVy, AVZ, Ad, 
Аф, Ay и отклонения органов управления Абж, А6&, Абф, Аб^

Д л я  исследования замкнутой системы автоматического уп



равления нужно знать динамические свойства отдельных ее 
звеньев и, в частности, динамические свойства ракеты как  объ
екта управления. Знание динамических свойств аппарата необ
ходимо также при выборе рациональных значений его парамет
ров и параметров системы управления. Д ля  выявления динами
ческих свойств аппарата рассматривают отдельно уравнения 
возмущенного движения ракеты как объекта управления, пола
гая в них отклонения органов управления известными функция
ми времени.

Система «летательный аппарат — регулятор» является, вооб
ще говоря, нелинейной: и аппарат, и регулятор описываются не
линейными уравнениями. В задачах динамики нелинейными 
членами уравнений возмущенного движения ракеты как объекта 
управления обычно пренебрегают, ограничиваясь рассмотрением 
линеаризованных уравнений возмущенного движения (1.13.5), 
(1.13.6), (1.13.8), (1.13.9). В большинстве случаев линейное при
ближение оказывается достаточным и по отношению к регулято
ру. Однако нередко возникает необходимость в исследовании 
системы с учетом нелинейности регулятора, например при иссле
довании автоколебаний в системе «летательный аппарат — ре
гулятор».

Линейные системы (1.13.5), (1.13.6), (1.13.8) и (1.13.9) со
стоят из неоднородных дифференциальных уравнений, правые 
части которых при заданных значениях отклонений Абх, Аб&, 
Абф, Аб; представляют собой некоторые функции времени, не 
зависящие от неизвестных функций ДУ*, AVj,, AVZ, Ай, Aij), Ay.

Общее решение неоднородной линейной системы, как извест
но, складывается из общего решения однородной системы и част
ного решения неоднородной системы.

Общее решение однородной системы описывает свободное, 
или собственное, движение летательного а п п а р а т а а  частное 
решение неоднородной системы — его вынужденное движение. 
В соответствии с этим возмущенное движение, возникающее при 
отклонении органов управления или воздействии на аппарат 
внешних возмущающих сил, складывается из свободного и вы
нужденного движений.

Динамические свойства ракеты как объекта управления оп
ределяются характером возмущенного движения, возникающего 
при отклонении органов управления или при воздействии возму
щающих сил. Обычно исследуются реакции аппарата на ступен
чатое отклонение органов управления и отклонение органов уп
равления по гармоническому закону.

Реакция аппарата на ступенчатое отклонение органов управ
ления описывается переходными функциями летательного аппа
рата, которые являются решениями дифференциальных уравне-

1 Собственное движение соответствует закрепленным органам управления.



ний при нулевых начальных условиях и в предположении, что 
возмущающие силы отсутствуют, а отклонения органов управле
ния (Дб*, Дб& , Дбф , Абч ) дс зафиксированного момента време
ни t0 (начального момента) тождественно равны нулю, а при 
t > t o  имеют постоянные ненулевые значения.

Реакция аппарата на отклонение органов управления по г а р 
моническому закону описывается частотными характеристиками 
летательного аппарата. Эти характеристики являются составны
ми частями решения дифференциальных уравнений возмущен
ного движения при отсутствии возмущающих сил и отклонении 
органов управления по гармоническому закону.

Исследование возмущенного движения аппарата, возникаю
щего при воздействии внешних возмущающих сил, например ат
мосферных возмущений, часто проводят по следующей схеме.

Предполагают, что в течение некоторого промежутка времени 
вплоть до момента времени t0 на аппарат действовала возмущаю
щая сила, вследствие чего кинематические параметры движения 
летательного аппарата при t =  t0 отличаются от их значений в 
невозмущенном движении, т. е. Д1/Ж(4)=И=0, ДVv (t0) ФО,  
AVz(^o)¥=0 и т. д. Дальнейшее поведение аппарата изучается в 
предположении, что отклонения органов управления Дб; равны 
нулю и возмущающие силы отсутствуют. Тем самым задача сво
дится к изучению собственного движения аппарата, вызванного 
начальными возмущениями параметров движения (возмущения
ми при t = t o ) .

При анализе возмущенного движения ниже используется при
ем замораживания коэффициентов. Следовательно, этот анализ 
надо рассматривать как приближенный, ибо фактически изуча
ются динамические свойства летательного аппарата в искусст
венных условиях, когда коэффициенты уравнений возмущенного 
движения, начиная с момента времени to, остаются неизменны
ми. В действительности коэффициенты уравнений являются пе
ременными величинами, а переменность коэффициентов иногда 
может быть причиной таких динамических эффектов, которые в 
рамках метода замороженных коэффициентов не могут быть вы
явлены.

4.1. Характер свободного возмущенного движения 
по тангажу и рысканию

Свободное возмущенное движение летательного аппарата по 
тангажу описывается системой уравнений (1.13.5) при нулевых 
правых частях:

(i AV!1 I ( I I т г  I л  л

т  —  У у У ~~77 ~\~c y y A V y - \ - C y b A b = 0 ,  a t  at
(2 .4 . 1), й?2д& , dД» . , ,  , „ _ '



Пусть
Д /̂ ДА))== к У  уй, Дй(^0) =  д&0,

(2 .4 .2 )
Д<Н*„)=По

требуется построить решение системы (2.4.1) при начальных 
условиях (2.4.2).

Считая коэффициенты уравнений замороженными, будем ис
кать частное решение системы (2.4.1) в виде

д V y = A e xt, д b - ^ B e kt. (2 .4 .3 )

После подстановки (2.4.3) в (2.4.1) и сокращения на общий 
множитель ext получим систему алгебраических уравнений

(шА-\-суи) A- \ - ( \ yk - \ -cy )̂ В =  0, <2 ^
СьуА -4- (J ZX2 -j- u.2X -j- <"&») В =  0.

Однородная система линейных алгебраических уравнений
(2.4.4), кроме тривиального решения А =  В =  0, имеет и ненуле
вые решения, если только определитель системы равен нулю, 
г. е.

гпк-\- суу Vyk -J- Су э.
СЬу

=  0. (2 .4 .5 )

Раскрыв определитель, представим характеристическое урав
нение (2.4.5) в виде

D  (к) =  (т'к +  Суу) (УгА2 - f  с&а) — VyCbyl  — сЬисуъ =  0. (2 .4 . 6)

Пусть Хь Х2> Хз — корни характеристического уравнения. 
Обычно все три корня получаются различными. При этом каж 
дому корню Xi ( i =  1, 2, 3) отвечает частное решение системы
(2.4.1):

д У и =  А 1е1‘‘ , Д дг =  / ^ А' г, (2 .4 .7)

где Ai, Bi — решение алгебраической системы (2.4.4) при X =  Xi.
Общее решение системы (2.4.1) представляется в виде линей

ной комбинации частных решений:

t \V у ^ с ^ А ^ ' 1 -\-с2А 2е c.zA zeXst, ^  ^

=  c2B 2eK*t -f-с3В 3еХз<.

Здесь с 1 , с2, с3 — произвольные постоянные, которые опреде
ляются начальными условиями (2.4.2).

Коэффициенты характеристического уравнения являются ве
щественными величинами. Поэтому при анализе свободного воз
мущенного движения могут представиться следующие два 
случая:



1) все три корня вещественные;
2) один вещественный корень и два корня комплексные со

пряженные.
В первом случае каждое частное решение (2.4.7) имеет апе

риодический характер, функции AVVi, ЛУ* по модулю воз
растают со временем, если соответствующий корень положи
тельный, и уменьшаются, если этот корень отрицательный. Сво
бодное движение летательного аппарата складывается из трех 
апериодических движений. Если среди корней характеристиче
ского многочлена будет хотя бы один положительный корень, то 
возмущения AVv, ДФ при любых ненулевых начальных условиях, 
начиная с некоторого момента времени t [ ( t0< t l < o o ) , будут воз
растающими функциями.

Во втором случае паре комплексно сопряженных корней Х2 =  
=  а  +  г‘Р, А,з=а—г'р соответствует частное решение

Д»2 .з- с 2В2е(а+т ‘ +  c3V ““ ,?) '• (2- 4. 9)
Аналогичную форму имеет и выражение для Д VV2, з [см.

(2.4.8)].
Так как начальные возмущения AVy0 и ДФо представляются 

вещественными числами, то с2В2 и с3В3 будут комплексными со
пряженными величинами, т. е. если

c2B 2= a  — ib,
то

с3В 3 =  а +  ib.

Учитывая эго и имея в виду, что e±,|3i =  cos |3/±г sin |3/, будем 
иметь

д&2 з= ( а  — /й)е(“+,|3) 1 -(-(a -f i b ) e (ci~ l?) * =

— [(а — ib) (cos $t +  i sin Й/) (а +  ib) (cos §t — i sin $t)\ =

— 2eat (a cos $t-\-b sin $t).
Отсюда

Ab3A =  Beat sin (p/-{- <p), (2 .4 .10)
где

5 = ^ 2 ] / a 2 +  62, <? =  arctg —  .
b

Как видим, паре комплексно сопряженных корней соответст
вует колебательное движение с частотой р, фазой ф и перемен
ной амплитудой В е л возрастающей по экспоненте при а > 0  и 
убывающей при а < 0 .

Корни характеристического уравнения (2.4.6) легко находятся



в случае, когда полет совершается вне атмосферы ( q = 0 ) .  При 
этом с»» = с ъ у = с у у = 0, и поэтому

D(X) =  mX(y,X2 +  ^X).

Отсюда находим: Ха= 0 ,  >-2= 0 ,  Х3= — — .
]  Z

Корни характеристического уравнения определяются просто и 
в том случае, когда q=̂ =0, но аэродинамический фокус аппарата 
совпадает с центром масс (х*-=0). При этом с&»=с&г/= 0 ,  и по
тому

D  (X) =  (ml  -+- Суу) (Jzl 2- f  j»4X).

В соответствии с этим >ч= — —— , ^ 2 = 0 ,  ^з= — ^  ■
т J z

В общем случае корни характеристического многочлена мо
гут быть приближенно определены путем разложения многочле
на на множители следующим образом.

Введем в рассмотрение числа Z\, z2, z 3 и определим их так, 
чтобы выполнялось равенство

( f f Z A  - | -  Суу)  ( У г Х 2 ~ | -  * "& & ) —  VyCbyX  —  C ^ C fr y  =

= (/тгХ —}— —J— 2тх) [УZX2 — ({л̂. — 2г2)X —{— гг3]. (2. 4.11)

Приравнивая в этом равенстве коэффициенты при одинако
вых степенях К, получим систему уравнений

J 2z l -\r m z 2 =  0,

P*z i +  cvvz 2 +  m z 3 - f  z :z 2=  — хусъу,

CbbZi  -j- C yyZz  -(- z lz z — — CbyCyb  

относительно г ь z 2, z 3.
Полученную систему нелинейных алгебраических уравнений 

перепишем так:
J zz 1- \ -m z2 =  0,

W  +  (cM+ Z i ) z 2 -'r mz3 =  -  vycH , (2 .4 .12)

<'bbz l J r ( c y y - { '  z l ) z 3 =  — СЪуСуЪ-

Решая (2.4.12) формально как систему линейных уравнений, 
коэффициенты которых зависят от параметра суу +  г ь будем 
иметь

—  т 7 Ч у с у й +  у Ут с Ьу  ( C W +  * i )z , =
Jz  (суу +  zi)°- +  m i c bb—  \xz m (с у у  +  г ,)

___  /  Zz 2 = -------z u (2 .4 .13)
l

т ------ ( % " Ь г i)т
1

'''ис^ут



Таким образом, задача сводится к определению z x из первого 
уравнения системы (2.4.13). Определение Z\ удобно провести ме
тодом последовательных приближений. Положим

z l? ] =  - c uy. (2. 4. 14)

Подставляя значение Z\ в первое уравнение (2.4.13), по
лучим уточненное значение Z\:

z \ l] =  — е- * £ ± .  (2.4.15)

Учитывая, что cbu =  x Fcyy, с п =  — x FV Cxcl/y, а <г,<а =
(  1 V Cx \=  — Я - | -----с* qS ------ , будем иметь
V 2 “ 2 /

2 Ш _  с*& — _ („ \ р  —
Vr

+  (2.4.16)
\  Vex

1 2где Х 0= — CjfoQSJ/ct —сила лобового сопротивления при угле 
2 атаки а = 0 .

Следующее приближение дает
Р - Х  о

— 1Н у с у Ь —  х Ус Ьу у
г[21 = ------------------------------- _ (2.4.17)

1 / Р  — Хг, \ 2 Р — Х о
М I/ +  М-2 .. +mVCx ! mVCx

За  исключением тех участков траектории, где произведение 
QXj, Vcx близко к нулю, обычно, как показывают числовые рас
четы,

+  (2.4.18)
\ mVcx J ™VCx

Кроме того,
Р - Х  о

\Cyb\ »
mVCx

Поэтому при условии (2.4.18) так что можно огра
ничиться приближением (2.4.16).

Наконец, можно пренебречь и величиной z 3 по сравнению с
. Действительно, если Хр=0, то сьу = 0  и, значит, z x =  Q, z 2= 0 ,  

z 3= 0 (см. (2.4.13)). Если же хРФ 0 ,  то, как показывают расчеты, 
обычно |с&& | »  |г3|.

Итак, характеристический многочлен приближенно можно 
представить в виде

D ( X ) ^ ( m \ - \ - C y y - ,~ z 1) , (2 .4 .19 )



где Z\ определяется приближенными формулами (2.4.16) или 
(2.4.17).

Многочлен (2.4.19) имеет такие корни:

>ч = -----L  (суу +  гг), (2 .4 .20)
т

Если qxf V Сх = 0 ,  то z {~ 0 и Х , = — — <"0. Если же qxf V Cjĉ 0
т

и выполняется условие (2.4.18), то

Суу +  z  1% —  Р -~  —  <  о
* С х

Р _Xи, значит, X js s ---------— > 0 .  Во всяком случае, действительный
mVCx

корень Хь как показывают расчеты, мал по абсолютной вели
чине, так что этому корню отвечает медленное апериодическое 
движение ракеты.

Два других корня (Х2 и Хз) в зависимости от знака могут 
быть как вещественными, так и комплексными сопряженными.

1. Если < 0  (xF> 0 ,  т. е. ракета статически неустойчива), 
то корни Х2 и Х3 вещественные, причем один из них положитель
ный, а другой отрицательный. Положительному корню отвечает 
апериодическое движение, в процессе которого соответствующие 
составляющие возмущений Дф, AVv по модулю возрастают; отри
цательному корню отвечает апериодическое движение, в про
цессе которого соответствующие составляющие возмущений ДФ, 
AVy по модулю уменьшаются.

2. Если 0 ( л > < 0 ,  ракета статистически устойчива),
то — — — > 0 ,  так как ^«С О . Поэтому когда 

Jz т

(2 .4 .21)
4 I l z m ) J z  ’

то корни Хо и Хз вещественны и отрицательны; соответствующие 
движения аппарата носят апериодический затухающий характер. 

Пусть теперь

_ L ( 2. 4. 22)  
4 \ Jz  т J Jz

В этом случае корни Хг, Хз удобно представить в виде

^ , з ~ ( - е ±  * / ! = « ) ,  (2 .4 .23)



где

(2. 4.24)

6 =
2

(2.4.25)

В силу условия (2.4.22) 1—12> 0  и, значит, %2, Я3 — комплекс
ные сопряженные корни. Соответствующее этим корням движе
ние носит колебательный характер. Так как вещественные части 
корней Х2, А.3 всегда отрицательны, то этот колебательный про
цесс является затухающим.

Отношение

определяет скорость затухания и называется коэффициентом 
демпфирования  (или затухания) , а £ называется логарифмиче
ским декрементом.

Угловая частота свободных колебаний определяется мнимой 
частью корней Х2, з'-

На частоту свободных колебаний наибольшее влияние оказы
вает степень статической устойчивости, мерой которой служит 
координата аэродинамического фокуса xF. Чем больше | jjCjt [ 
(х ^ < 0 ) ,  тем больше и, значит, больше а».

Частота свободных колебаний при отсутствии демпфирова
ния сос называется частотой собственных колебаний аппарата. 
Частота собственных колебаний в гц равна:

Свободное возмущенное движение ракеты по рысканию опи
сывается уравнениями:

(2 .4 .26)

У'1— 
(0 =  ------------

Т

При отсутствии демпфирования имеем

(2 .4 .28)

(2.4.29)

Период собственных колебаний определяется формулой
2тсТс =  — =  2я7\



т ^ ^ 7 £ +  л’г ^ 7 '  +  ^ Д ' / г +  ^ Д ф  =  0,
a t  d t

(2 .4 .3 1 )

при начальных условиях:

AV z {t0) =  AV г0, Дф(/0) =  Дф0, Дф(4,)=Дфо-

Система уравнений (2.4.31) с точностью до обозначений не 
отличается от системы (2.4.1), описывающей свободное возму
щенное движение ракеты по тангажу, так что весь предшествую
щий анализ уравнений (2.4.1) непосредственно может быть пе
ренесен на уравнения (2.4.31).

4.2. Передаточные функции аппарата по тангажу 
и рысканию

Прием замораживания коэффициентов делает возможным ис
пользование удобных методов исследования стационарных си
стем автоматического управления при проектировании и иссле
довании систем управления ракет. Применение этих методов ос
новано на знании передаточных функций или частотных характе
ристик ракеты как объекта управления.

Как известно, передаточной функцией линейного звена систе
мы автоматического управления называется отношение изобра
жения Лапласа выходной величины к изображению Лапласа 
входной величины при нулевых начальных условиях [23]. Для 
ракеты, как звена системы автоматического управления, вход
ными величинами являются отклонения органов управления, а 
также возмущающие силы и моменты; выходными величинами 
являются приращения параметров движения (Aft, Ay, AVy 
и т. п.).

Передаточные функции можно получить из уравнений возму
щенного движения ракеты путем их преобразования по Лапласу 
при замороженных коэффициентах.

Д ля преобразования по Лапласу уравнений возмущенного 
движения ракеты по тангажу при начальных условиях

умножим левые и правые части уравнений (1.13.5) на е~р* и про
интегрируем их по t в пределах от t0 до оо. Тогда, обозначая че
рез Vy (p),  Ф(р ), 6ъ(р) ,  Fv (p) ,  M z (p) соответственно изображе
ния по Лапласу функций Д*>, Д8&, ДF y, д M z\

д 1 / , ( 4 > ) = д » ( /о ) = Д & ( * о ) = 0 (2 .4 .32)

о о о



Fy(p)  =  § bFye-P'dx,  М г ( р ) = ^  ь М ге~рЧх  (т= t  — t0)
о о

и учитывая, что при условии (2.4.32)

 ̂ Д$ye~ptd t — e~pt° |  k&ye~pxdx =  e~pt°ft(p), 
t0 о

со со

J ~м~ 6~Pt^  =  Л-Р J Дbye~ptd t  =  e~pt°pb (p)f

dU$_ 
d t 2

и точно так же

|  Ь У ye - ptdt  =  e - p ^ v у {р),  ^ dAVy
dt

e~p‘d t = e~pl° p V  у (p),

\ k h e - ptd t  =  e~pt° \ { p ), f b,F be - ptdt=--e-pt*F y (p),
h ‘о

 ̂ A M ze~Pld t  — e~pt<>Mz (p),  
h

получим
( m p - \ - C y y ) V y { p )  +  { \ up  +  c l>b) b { p )  =  C y b \ { p ) Jr Fy {p),

CbyVу (p)  +  (Jzp 2 +  v-zP +  cm) 8 ( P ) = c w h ( p ) - h M z(p)-(2-  4- 33)
Разрешая систему алгебраических уравнений (2.4.33) отно

сительно ■Q (p) и Vv (p) ,  получим
тр  +  суу суЪ\  (р) +  Fv (р)

с98®& (Р) +  (Р)Ь(р) = Ььу

V y { p ) -

(тр  +  Суу) (Угр* +  \}.zp  +  — vyc$yP —  Су^с

СУЪЬЬ (P) +  F« (P) У̂Р + Cyb
CK S& ( P ) +  M г (P) JzP2 +  V-zP +  Cft|

, (2.4.34)

_ (2 4 35)
(m p  +  Cyy) (Jzp 2 +  [J-zP +  C&g.) —  VyC^yP—  Cy^Cfry

Раскрыв определители, стоящие в числителях, будем иметь 

& (p) =  W l  ( р ) h  (p) +  W [  {р) F y { p ) +  Wg1 (р) M z (р),  (2 .4 .36) 

V y(p )  =  W sv (p) h  (p) +  W £  (p) F tj { p ) Jr W v { p )  M r (p).  (2.4.37)

Здесь W b {p), W v (p),  W b {p), W v ( p )> (p), W v (p)

— передаточные функции ракеты, отвечающие различным па
рам входных и выходных сигналов.



w U P) = ---------------  4 , - 4 1 * ----------------- (2, 4 38)
( т р  +  Суу)  ( J z P 9- +  V-zP +  —  V y C ^ y P —  С!,Ъс Ьу

В знаменателе передаточных функций стоит характеристиче
ский многочлен системы уравнений (1.13.5). Этот многочлен, как 
было показано выше, можно приближенно представить в виде
(2.4.19). Заменяя характеристический многочлен приближенным 
его выражением, будем иметь

W \ { p )  = __________ ( ^  +  ^ )  си - Ч ус ^ _ ---------- _  ( 2 Л . 3 9 )

( т р  +  СууАг  z \ )

Передаточную функцию (2.4.39) удобно представить так:

№»!/?) = ----------- k ----------• (2.4.40)
(х2р + \ ) ( Т 2р2+ 2П р + \ )  К

Здесь

k = - -—b—°Ьу иЬ— передаточный коэффициент аппарата;
(Суу +  *\)

Tl5 т2, Г — постоянные времени, причем

тс и  т т: = ------------------- , т ,—
с УУс П — сЬуСуЬ СУУ +  г 1

а Т определяется формулой (2.4.24).
Коэффициент £ (логарифмический декремент), как и выше, 

представляется формулой (2.4.25).
Используя передаточную функцию (2.4.40), можно построить 

переходную функцию, представляющую реакцию аппарата по 
углу ДФ на отклонения органов управления.

При ступенчатом отклонении органов управления

Д8.
8& Ы = —  • 

р
Учитывая это, из (2.4.40) находим

& (Р)_________£ (т ,р  +  1)__ _____ (2 4 4 1 -)
А6» Р ( Ъ Р +  1) (Г2/>2 +  2Пр +  1) ' ' ;

Отсюда, произведя обратное преобразование Л апласа, мож
но определить переходную функцию ДО( 0 / Дб» , которая пред
ставляет закон изменения угла ДФ при ступенчатом отклонении 
рулей и начальных условиях (2.4.32).

Тем же путем можно построить переходную функцию 
ДУу(^)/Дб& , представляющую закон изменения возмущения ско-



рости AVy при ступенчатом отклонении рулей и начальных усло
виях (2.4.32).

Явные выражения переходных функций будут приведены в 
следующем пункте после некоторых упрощений уравнений возму
щенного движения.

Передаточные функции ракеты по рысканию по виду анало
гичны передаточным функциям ракеты по тангажу. Так, на
пример,

У / > )  (X2p+ \ ) (T 2 p 2 + 2Tip +  1) ’ 

только теперь

^ _ с?гсф8 ~ Ci/zCzb ______ тсфо
( C z z  +  Z \ )  Сфф ’ с гг^ф 5— с фг с г8

Ш „

Т2= ----- ;----- , Т = -
с г г  +  Z  j ( » - - * ■ ) ■

a Z\ определяется приближенными формулами

V "  ' IV,

Р  — Х
c <Sfzc z ф +  у г с ф г  _ , 7  

г [2] _ ___________________________ m V C x

1 , / Р  —  -^О \ 2 Р  — Х  о
Jy ( ) +  М-0 _.тг +  с<фф

4.3. Упрощенные уравнения возмущенного движения 
и передаточные функции по тангажу и рысканию

Переходный процесс, который начинается при отклонении ор
ганов управления, имеет следующую особенность.

В первые секунды после отклонения органов управления ва
риация скорости A V v, которая была равна нулю в начальный мо
мент t0, изменяется очень медленно, оставаясь малой по величи
не. Поэтому на первом этапе возмущенного движения влияние 
вариации скорости центра масс аппарата на его вращение вокруг 
центра масс мало. Учитывая это, можно упростить уравнения 
возмущенного движения (1.13.5), полагая во втором уравнении 
системы (1.13.5) ДУу =  0 и отбрасывая первое уравнение. Тогда 
возмущенное движение ракеты на первом этапе приближенно бу
дет представлено дифференциальным уравнением

J z ^ 7 Г  +  С№Д0 =  СМД8» +  LMZ. (2. 4.42)at- dt



Целесообразность такого упрощения системы (1.13.5) д икту
ется еще и тем, что поскольку мы пользуемся приемом за м о р а 
живания коэффициентов, то можем рассчитывать на надежность 
получаемых выводов применительно лишь к малым отрезкам в р е 
мени.

При указанном упрощении уравнений передаточные функции 
W \ ( p )  и W ^  представляются в виде

1 ^ ( /; )  = -----— ^ ---------- , ( 2 . 4 . 4 3 )
J zP2 +  f>-zP +  c&g.

=  (2 .4 .4 4 )
J гр 2 +  |J,z p  +

Полагая

T = l / r — , k =  ( ^  =  — , ( 2 . 4 . 4 5 )
у 2 !/ J

будем иметь

W l ( p )  = ------------------- , (2 .4 .4 6 )
T i p i  +  2TZp +  1

W$l ( p ) - - ------- ----------- . (2 .4 .4 7 )
7-2^2 +  ‘2 T i p  +  \

После аналогичного упрощения уравнений возмущенного д в и 
жения по рысканию будем иметь

J у ■ , 4" Ри “ ГГ" -f- ^  А,Му. (2. 4. 4-8)
a t 1 a t

Отсюда получаем следующие выражения для передаточных 
функций:

л.----- ' (2 .4 .4 9 )
J уР2 +  РуР +

W ^ { p )  =  — - L —----- . (2 .4 .5 0 )
т ]уРг +  РуР+ сп  '

Исследуем реакцию аппарата по углу тангажа на ступенча
тое отклонение органов управления.

При ступенчатом отклонении органов управления

b {p )  =  w l ( p ) h ( p )  =  — — ^ - ^ - ------ •  (2 .4 .5 1 )
Р {JгР2 +  PzP +  £;>&)

Отсюда, разлагая трехчлен

F>(p) =  y zp 2 +  \>‘zp  +  cn  

4* 99



на множители, получаем

& (р) С»5 1
J r р ( р  —  Pi) ( р — Рч)

Здесь р\, p i  — корни трехчлена D (р ) :

(2.4.52)

„  _______ L  : 1 / " „  __  1 v-z 1 [  СМ
1 2 > г Т  К 4]\ 'Jz ’ Р2 2 ]z V 4j\ Jz '

(2.4. 53)

Применим к (2.4.52) обратное преобразование Лапласа; по
лучим переходную функцию

д*НО= 2_ Г f*» --------- -------------  d  (2.4.54)
2я i J  J z Р ( Р — Р\ )  (р — Р-)

С — 1 эо

Здесь с — произвольное вещественное число, превосходящее 
вещественные части корней (2.4.53).

Правая часть соотношения (2.4.54) равна сумме вычетов 
подынтегральной функции. Вычет функции f (p ) ,  отвечающий по
люсу р }  кратности к, как известно, определяется так:

J ___  | i m dX~ l \ f  ip){p - p i ) %]
Р = Р - /  ' ( * — 1) 1 р-*р,  d P %

R t =  Выч /  (р) =  - — Пт  ------L т PD I , (2 .4.55)

В частности, если р,- простой полюс функции f {p ) ,  то 

Ri  =  Выч/(/?) =  Н т [ f ( p )  (р  — р ,)\•
р=р . p -*pi

Рассмотрим следующие возможные случаи.
С т а т и ч е с к и  н е у с т о й ч и в ы й  л е т а т е л ь н ы й  а п п а 

р а т  (xF> 0 ) .  В этом случае с&&<0, поэтому p i> 0 ,  а р2< 0. 
Подынтегральная функция в выражении (2.4.54) имеет три про
стых полюса: р\, р 2, 0. Соответствующие вычеты подынтеграль
ной функции равны:

с&5 ер e p, i  ~П & о е т) ~&о с ft -ро
— ~  — ;------------ г *  ^ 2 — :---------- ;------------ г »  ------ Г"

J z  P \ { P \ — Pl )  J z  P l ( P 2  —  P\ )  J z  Р\Рч

1 Точка p • является %-кратным полюсом функции f ( p ) ,  если она является
1

х-кратным нулем функции ——  =  ср( р) .  В свою очередь, %-кратный нуль функ-
f i P )

ции ф (р) характеризуется соотношениями



Так как р \ р 2 = ---- > то вычет R3 в точности равняется пере-
У Z

даточному коэффициенту k (см. 2 .4 .4 5 )) .
Учитывая это, получаем

=  E ----- |_f“ -----— ------- \-k.  (2 .4 , 56)
• i 8 »  l  J z  P \ ( P 1 — P ? )  ' J z  P 2 ( P 2 — P  l )

Переходная функция (2.4.56) определяет закон изменения 
возмущения Ад (0  при ступенчатом отклонении органов управ
ления и нулевых начальных значениях возмущений Ad и ДФ. 
Так как p i> 0 ,  а р 2< О, то первая составляющая переходной 
функции с течением времени возрастает, а вторая составляю
щая — убывает, приближаясь к нулю.

С т а т и ч е с к и  н е й т р а л ь н ы й  л е т а т е л ь н ы й  а п п а 
р а т  (xF= 0 ) .  В этом случае с&& =  0, поэтому pi — О, а р 2—— —'

J  z

Подынтегральная функция имеет двукратный полюс 0 и про
стой полюс р-2. Соответствующие вычеты равны:

п  __ с&5 1 +  tpo п  __ сн  е Рг‘
К г —  - —2 , К г ----- - -2".

J Z  Р2 J  2  Р2
Значит

(2-4>57)
Д&& J  Z  Р 2  j  Z  р 2

Как видим, и в этом случае переходная функция имеет со
ставляющую, возрастающую по модулю с течением времени, од
нако теперь этот рост происходит по линейному закону.

С т а т и ч е с к и  у с т о й ч и в ы й  л е т а т е л ь н ы й  а п п а 
р а т  ( ; ^ < 0 ) .  В этом случае > 0 ,  и возможны следующие ва 
рианты.

^  ^  спа) —  >  — . При этом корни р i и р 2 отрицательны и различ-
J z J z

ны. Переходная функция А ^  представляется снова формулой
Д5&

(2.4.56), но теперь и первая, и вторая ее составляющие являются 
по модулю убывающими функциямщсс увеличением t  возмуще
ние Дф(/) стремится к установившемуся значению, равному 
&А6& ;

2
б) ■ 5̂ = - ^ - .  Из (2 .4.53) имеем Р\ =  Р ч = -----— — ■. Для пе-

1 4} \  J z ’ h i  2 J z

реходной функции получаем следующее выражение:

да (О
_2 _2 
Р 2 Р2

(2 .4 .58) 
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С ростом t Д&(/)-
J zp\

4 J  гС<л

V-z
2

в) —̂  <^ —  • В этом случае корни р ъ р 2— комплексные со- 
41 J z

пряженные 

Р

/ /1 /1\ V, XXII D1V, •

Y t + Ф Р г =  —
1

J z  4 J  z  2 J

В обозначениях (2.4.45) будем иметь

,аг • -1 f  СШ >цг 
J z  *  J z  4 / Г

. У  1 — £2 £
P 2 = - — - (2 .4 .59)

Так как p i¥ = p 2, Р\Ф®, Р г Ф 0 и, значит, полюсы подынтеграль
ной функции простые, то переходная функция определяется фор
мулой (2.4.56) при значениях р\ и р определенных формулами 
(2.4.59).

Подставляя значения р\ и р2 в (2.4.56), получим после неко
торых преобразований

Д» (О
Д5 l - T ^ ' U s  П = Ё _ , . / ГS111

& L \ Т ' У  1 — 52 ~ "  т

Последнее соотношение можно привести к виду

Д9 (А
Д5„ 1 —

—  £2
/ 1 Л — £2 

COS I ------------- t -

(2 .4 .60)

(2.4.61)

где
tgcp =

v  1 — 52
Из (2.4.61) видно, что переходный процесс является колеба

тельным, причем колебания затухающие, так как —у = — ^ ^ < 0 -

Чем больше коэффициент демпфирования £/7\ тем быстрее зату
хает колебательный процесс. С течением времени возмущение 
Дb{ t )  стремится к установившемуся значению, равному Мб&. 
Передаточный коэффициент k в данном случае можно тракто
вать как отношение установившегося значения выходной вели
чины Д# к величине входного сигнала Д6&.

4.4. Передаточные функции аппарата по крену

Преобразуя уравнения возмущенного движения по крену
(1.13.8) по Лапласу при нулевых начальных условиях, получим

U  ХР 2 +  РхР)  Y (Р)  =  (Р)  +  м х (Р)- (2 .4 .62)



где

=  |  Aye ~ ptdt ,  8T(/?) =  j  д8^e~Pfdt,  М х (р) = j" д M xe~ptdi.

Отсюда

У(Р) : PUxP +  Р-х) Р U x P  +  V-x)
М х {р) .  (2 .4 .63)

Коэффициенты при 6Т (р) и М х ( р) являются передаточными 
функциями аппарата по крену W * и W™ . Эти передаточные 
функции можно представить в виде

w '-Лр У-
Р (Тр  +  1)

гм
Р (Тр  +  1)

(2 .4 . 64)

Здесь
С j  ]

k = ~ ,  kM = ----- -передаточные коэффициенты,
f*r

Т = —  — постоянная эремени.
V-x

Реакция аппарата на ступенчатое отклонение органов управ
ления по крену описывается переходной функцией Ау(^)/Дб 
которую можно полечить, используя передаточную функцию 

(р ), путем обратного преобразования Лапласа. При ступен
чатом отклонении рулей

Отсюда

Ау_(()
1 ь

г  4 * 1 с

(О = J _  Г
5Т 2я/ J Р2 ( Т р +  1)

ept d p (2 .4 , 65)

и после вычисления интеграла

■*Y (О
ли. t — T  11— е (2. 4. 66)

Дифференцируя (2.4.66), получим выражение для угловой 
скорости аппарата по крену как функцию ст времени:

(t)
AS, \ - е  0 . (2 .4 .67 )

С увеличением I угловая скорость Ay, изменяясь апериоди
чески, стремится к значению этой скорости в установившемся 
режиме, равному £Д6Т. От значения постоянной времени Т за-



висит скорость протекания этого апериодического переходного 
процесса: чем больше Т, тем медленнее происходит этот процесс, 
и наоборот.

Передаточный коэффициент k можно трактовать как отноше
ние установившегося значения выходной величины Ау к величи
не входного сигнала Л6Т.

4.5. Передаточные функции ракеты в продольном 
движении

Преобразование по Лапласу уравнения возмущенного про
дольного движения ракеты (1.13.6) при нулевых начальных 
условиях приводит к равенству

(,mp  +  схх) V x (р) =  схЪЬх (p)4r F  х (р),  (2 .4 .68)

где Vx(p) ,  бх {р),  Fx (p)  — изображения Лапласа функций AVX, 
Адх, AFx.

И з (2.4.68) находим передаточные функции ракеты в про
дольном движении:

W v ( p )  = ---- —  , W Fv {p) = ----- l------. (2 .4 .69)
т р + с хх mp  +  схх

В более удобной записи

W b ( p ) =  -4 w v ( p )  =  ̂ - ~ .  (2 .4 .70)Тр  +  1 Тр +  1

с хЪ 1Здесь  £ = — , k P — -------передаточные коэффициенты;
с х х  с х х

7’= - ^ — постоянная времени аппарата.
сх х

При ступенчатом отклонении входного сигнала начинается 
переходной процесс, который описывается переходной функцией

W * y L  =  k { l - e ~ T ) .  (2 .4 .71)
AS*

Как видим, динамические свойства аппарата по отношению 
к A V X совпадают со свойствами апериодического звена. При уве
личении t  выходной сигнал AVX стремится по экспоненте к уста
новившемуся значению возмущения AVX. От величины постоян
ной времени Т зависит скорость протекания этого апериодиче
ского процесса: чем больше Т, тем медленнее происходит этот 
процесс.

Из (2.4.71) видно, что передаточный коэффициент k можно 
трактовать как отношение установившегося значения выходной 
величины AVX к значению входной величины Абх.



Аналогичный физический смысл имеет и передаточный ко
эффициент kF: он равен отношению установившегося значения 
выходной величины АУХ к значению входной величины AFx.

4.6. Частотные характеристики ракеты

Процессы в системе управления ракет часто трудно описать 
простыми дифференциальными уравнениями, достаточно удобны
ми для анализа. Поэтому на практике широко применяются ме
тоды исследования, использующие частотные характеристики си
стемы. Частотные характеристики элементов системы, уравнения 
которых неизвестны, могут быть получены экспериментально. 
Применение частотных методов особенно целесообразно для си
стем высокого порядка, так как в этом случае решения диффе
ренциальных уравнений и алгебраические критерии устойчивости 
становятся очень громоздкими.

Для применения частотных методов надо знать частотные 
характеристики ракеты как объекта управления и частотные ха
рактеристики системы управления. Частотные характеристики 
ракеты как объекта управления могут быть получены из выра
жений для передаточных функций ракеты путем замены пара
метра р  на но. Однако для большей наглядности мы получим 
частотные характеристики непосредственно из уравнений возму
щенного движения. Что касается частотных характеристик си
стемы управления, то их обычно определяют экспериментально.

Частотные характеристики ракеты представляют ее вынуж
денное движение при отклонении органов управления по гармо
ническому закону и отсутствии возмущающих сил.

Рассмотрим д в и ж е н и е  по  т а н г а ж у .  Для построения 
частотных характеристик в уравнениях (1.13.5) положим

д / ^  =  0, AM2 =  0, b h = e M  (2 .4 .72)

и, считая, что коэффициенты уравнений заморожены, будем ис
кать неизвестные функции A Vy, ДФ в виде

b Y y = V yeM , д& =  0е'“*. (2 .4 .73 )

После подстановки (2.4.72) и (2.4.73) в уравнения (1.13.5) 
получим систему алгебраических уравнений

(суи- \-Ыт)Уу-\ -(суЬ-{-т\у)% =  сui ,  (2. 4.74)

сЬуУ у -}-/^(0 — 10 2У г ) Q =  Cfr 5 .

Систему (2.4.74) разрешим относительно 0. Получим частот
ную передаточную функцию

g ___ __________________________________ (сиись & — сьусуь) +  1штси __________________________________

' с у у ( с п —  й>2/г ) —  —  Су Ь СЬу +  I [ ю т  (Cb b —  u>2Jz ) -f- u - z U C y y — CfrytaVy]

(2 .4 . 75)



Сравнивая с (2.4.38), можно видеть, что

0 ( / « . ) = П И , - , и -

Запишем 0 в виде

0 =  01(<B) +  ie2(o>), ( 2 . 4 . 7 6 )

где 0 ь  0 2 — соответственно вещественная и мнимая составляю
щие частотной передаточной функции, определяемые форму
лами:

с\ (суусю — сЬус ъ) +  c2u>mc^

--------------- ф Л I ----------------’ ‘ *
с,<от<?в5 — cs (сууС^ — c ,  t  j )

09 = ---------- ' ‘
с? +  с?

З д е с ь

(2. 4. 78)
Ci'—с ijy (г»» с)“У г) м~\хгт у

С 2 — иJ Ml (̂ !>[> z) ~I" ^Pz^yy & У •

Частотную передаточную функцию можно представить и так:

0 =  £ ( to)e,i’<m) (2 .4.79)
где

^(co) =  |9 ( i« , ) |= y  02(т ) +  0^««) (2 .4 .80)

— амплитудная частотная характеристика объекта (коэффици
ент усиления);

® =  arg 0(/m) (2 .4 .81)

— фазовая частотная характеристика объекта (фазовый сдвиг).
В соответствии с этим функция Д§, являющаяся выходной ве

личиной для объекта как линейного звена системы автоматиче
ского управления (и входной величиной для автомата стабили
зации), представляется формулой

д» =  А(<о)с* M+f(-)l (2 .4 .82)

Как видим, гармонические колебания органов управления вы
зывают гармонические колебания выходной величины объекта с 
той же частотой, но с измененными амплитудой и фазой. Эти из
менения характеризуются коэффициентом усиления и ф а
зовым сдвигом ф(со).

Подставив (2.4.77) в (2.4.80), будем иметь

£(«>) =
( 2 - 4 - 8 3 )



Если управление осуществляется путем рассогласования тяг, 
то Губ =0 , и в этом случае

ы<и) = -----J----------- у г г ( 2 . 4 . 8 4 )
'  1 /  2 . 2 УУ ' У

У С-у +  с 2

При управлении с помощью воздушных или газовых рулей 
или путем поворота маршевых двигателей с&о = — Lvcvi.  При 
этом формула (2.4.83) принимает вид

2

| г т  /  ( ’ (2 - 4 - 85)

Фазовый сдвиг ф(со) представляется как разность аргумен
тов числителя и знаменателя частотной передаточной функции. 
Перейдем к рассмотрению д в и ж е н и я  р а к е т ы  п о  к р е н у .  
В уравнение возмущенного движения (1. 13.8) положим

± М Х =  0, д8т =  *'«■'. (2 .4 .86)

Снова считая коэффициенты уравнения замороженными, бу
дем искать неизвестную функцию Ау в виде

ду =  Г£ги><. (2 .4 .8 7 )

После подстановки (2.4.86) и (2.4.87) в уравнение (1.13.8)
ПОЛУЧИМ

Отсюда

или

где

( — X Ь г  =

Г = ---------- ^ ------- , (2 .4 .88)
—  J хи>- +  /(Л

Г =  Г,(0)) +  /Г2( Ч  (2 .4 .89)

=  Га(«и) =  .....• (2-4.90)
]x ^  +  v-x +

Здесь Г 1 (со), Г2(ш) — соответственно вещественная и мнимая 
составляющие частотной передаточной функции.

Частотную передаточную функцию можно представить и в 
форме

Г =  £(с»)ег? (2 .4 .91)
где

к И  =  |Г(Д»)| =  J 4  , (2 .4 .92)
у  ^">4 + к У



<p(w) =  arg Г (i(o) =  arg^ — —arg ( l  — i —
\ Jx^-j \  lxa

Так как < 0 ,  то

? =  — a rg f l  — i =  — a r g tg {— —  W a r g t g  —  . (2 .4 .93)
\  Jj-ш J \  Jxo> j  JxШ

Функции k (ш) и ф(со) представляют соответственно ампли
тудную частотную и фазовую частотную характеристики ракеты 
как объекта управления.

§ 5. Т Р Е Б О В А Н И Я  К Ч А С Т О Т Н Ы М  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К А М  
АВ ТОМАТ А С Т А Б И Л И З А Ц И И  И З У С Л О В И Я  
У С Т О Й Ч И В О С Т И  С И С Т Е М Ы  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  
У П Р А В Л Е Н И Я  Р А К Е Т Ы

Если частотные характеристики ракеты как объекта управ
ления и частотные характеристики автомата стабилизации из
вестны, то можно определить частотные характеристики разомк
нутой системы автоматического управления.

Пусть &0(со) и ф0 (со) — соответственно коэффициент усиле
ния и фазовый сдвиг объекта, а &а («) и фа (со) — коэффициент 
усиления и фазовый сдвиг автомата стабилизации. Тогда, как из
вестно, коэффициент усиления и фазовый сдвиг разомкнутой си
стемы автоматического управления определяются соотноше
ниями:

А (,о) =  £0(<о) £„(«>), ( 2 . 5 . 1 )
? W  =  cPq W - T ' P a H -

Если 9оь 0о2 — соответственно вещественная и мнимая со
ставляющие частотной передаточной функции объекта, a 0ai, 
9 аг — вещественная и мнимая составляющие частотной переда
точной функции автомата стабилизации, то вещественная и мни
мая составляющие частотной передаточной функции разомкну
той системы определяются равенствами:

e i ( u)) = S o ’l ( (0) 9a l ( (u) —  0o2(u)) 9a 2 W ,  ^  5  2 )

92 И  =  6 о1 ( “ )  fia2 И  +  б 0 2 Н  0 а1 ( Ш)-

По соотношениям (2.5.1) или (2.5.2) можно построить ам
плитудно-фазовую частотную характеристику (годограф) разом
кнутой системы. По виду этого годографа, руководствуясь 
критерием устойчивости Найквиста, можно судить об устойчиво
сти движения ракеты.

Критерий устойчивости Найквиста формулируется следую
щим образом.

Пусть W0 ( p ) — передаточная функция ракеты как объекта 
управления, a Wa (p) — передаточная функция автомата стаби



лизации. Тогда передаточная функция разомкнутой системы  а в 
томатического управления, к ак  известно, равна:

W(p) =  W 0 { p W A P )  =  ̂ r \ '  (2 -5 .3 )Q(p)
где R(p) и Q(p) — многочлены от р; степень многочлена R(p) 
не выше, чем степень многочлена Q (р).

Из (2.5.3), кстати, при подстановке p =  i{a)  получается  ча
стотная передаточная функция разомкнутой системы:

W  (йо) =  8 (<м) =  k (<») е1* =  Sj («о) +  /62 («о). ( 2 .5 .4 )

К р и т е р и й  у с т о й ч и в о с т и  Н а й к в и с т а .  Пусть зна
менатель передаточной функции разомкнутой системы автомати
ческого управления (2.5.3) содержит I корней в правой полупло
скости комплексной плоскости и п—/ корней — в левой. Тогда 
при изменении частоты w от —оо до -(-сю для устойчивой в замк
нутом состоянии системы результирующий поворот конца векто
ра частотной передаточной функции 6 (7со) разомкнутой системы 
относительно точки ( + 1, 0) против часовой стрелки должен со
ставить угол, равный 2п1, т. е. амплитудно-фазовая частотная ха
рактеристика должна охватывать точку ( + 1, 0) столько раз, 
сколько корней в правой полуплоскости содержит знаменатель 
передаточной функции разомкнутой системы.

Замечание. Приведенная формулировка критерия устойчиво
сти Найквиста справедлива в предположении, что вы хо д н ая  ве
личина объекта с тем ж е знаком является и входной величиной 
или частью входной (управляющей) величины регулятора. 
В теории автоматического управления обычно при формирова
нии управляющей величины регулятора регулируемый п ар а 
метр— выходная величина объекта к ак  звена си стем ы  авто м а
тического регулирования берется с противоположным знаком. 
В этом случае характерной точкой, относительно которой рас
сматривается вращение конца вектора 0 (ш ) ,  становится точка 
( - 1, 0).

На начальном этапе проектирования ракеты, к о гд а  п арам ет
ры автомата стабилизации еще не определены, но у ж е  известны 
частотные характеристики ракеты к ак  объекта управления , с по
мощью критерия устойчивости Найквиста можно установить  не
обходимые ограничения на частотные характеристики автомата 
стабилизации из условия устойчивости системы, что позволит 
уточнить диапазон возможных значений параметров  автом ата 
стабилизации и, тем самым, упростит задачу выбора их рацио
нальных значений.

Ниже мы ограничимся рассмотрением движ ения ракеты  по 
тангаж у и крену, имея в виду, что соответствующий анализ по 
другим каналам  управления проводится аналогичным путем.



5.1. Требования к частотным характеристикам автомата 
стабилизации по каналу тангажа

Д л я  простоты и наглядности анализа воспользуемся уравне
нием (2 .4 .42), описывающим приближенно возмущенное дви ж е
ние р акеты  по тан гаж у . В этом случае для  передаточной функ
ции р акеты  как  объекта управления имеем следующее вы ра
жение:

W 0 (p )^ W \ (p )  =  — — ^ — ------• ( 2 .5 .5 )
J z P 2 +  VzP  +

П о д ставл яя  в (2.5.5) iсо вместо р, получим частотную пере
даточную  функцию объекта

W 0 (ш) =  0о (ш) =  — 9 . . ( 2 .5 .6 )Jz<S)l -- Сэд — /{А,ш

Р а з д е л я я  действительную и мнимую части частотной переда
точной функции, будем иметь

® o ( i't° )  =  ® o l ( tu) ' 4 " ,'® o 2 ( (0)»  ( 2 -  5 . 7 )

где
— с&5 (^z“2 — Cftft )

0..1 W  =  - ( J  zi o2 — - Caa -4" U2 (i)2
'  ( 2 .5 .8 )

(1 zCO- )2 + (J.2(1)2

Ф орм улы  (2.5.8) удобно записать так:

- (м3— си  )
ео1 W  =  - (ш2— С̂ ) 2 + а2 ш2

6о2С(Ф

(2. 5. 9)

Здесь
(а>2— с66)2 + , 2

с п = ^ - ,  cK =  f p .  (2 .5 .1 0 )
*Z Jz Jz

Возможны  следующие три случая.
1. Р а к е т а  с т а т и ч е с к и  у с т о й ч и в а ,  т. е. xF<0. При 

этом
F n >  О (2 .5 .1 1 )

и поэтому знаменатель передаточной функции (2.5.5) не имеет 
корней в  правой полуплоскости.

При изменении со от —оо до -|-оо конец вектора частотной 
передаточной функции 9 0 (/си) описывает, к ак  это следует из ана-



лиза формул (2.5.9) с учетом того, что си < 0 ,  jir> 0 ,  кривую, 
изображенную на рис. 2. 9. Из условия устойчивости Найквиста 
так  как  знаменатель передаточной функции не имеет корней в 
правой полуплоскости, следует, что годограф разомкнутой систе
мы не должен охватывать точку ( +1 ,  О)1. Ж елательный вид го-

Рис. 2 .9 .

дографа разомкнутой системы показан на рис. 2. 9 пунктирной 
линией. В этом случае будет иметь место запас устойчивости по 
фазе, измеряемый величиной угл а  ф3ап м еж ду  осью абсцисс и л у 
чом, проведенным из начала координат через точку пересечения 
годографа разомкнутой системы с окружностью единичного ра 
диуса. Д л я  создания такого зап аса  устойчивости необходимо, 
чтобы автомат стабилизации на частотах, близких к частоте со*, 
на которой коэффициент усиления разомкнутой системы равен 
единице, имел фазовое опережение. Фазовый сдвиг автомата 
стабилизации должен удовлетворять условию

2£л<сра +  ср0 < ( 2 £ + 1 ) л  (А = 0 ,  1 , 2 , .  . . )  ( 2 .5 .1 2 )
2. Р а к е т а  с т а т и ч е с к и  н е й т р а л ь н а ,  т. е. xF=0.  При 

этом
г*» =  0 (2 .5 .1 3 )

и поэтому

м ео2Ы - >-' ..у .- . ( 2 .5 .1 4 )

1 Здесь и далее  предполагается, что знаменатель передаточной функции 
автомата  стабилизации не имеет корней в правой полуплоскости.



Конец вектора 0 о(гш) описывает кривую, изображенную на 
рис. 2. 10.

Знаменатель передаточной функции (2.5.5) снова не имеет 
корней в правой полуплоскости. Поэтому, так  ж е  как  и в случае 
xF< 0 , автомат стабилизации должен иметь фазовое опережение 
согласно условию (2.5.12).

3. Р а к е т а  с т а т и ч е с к и  н е у с т о й ч и в а ,  т. е. xF>0. 
При этом

(2.5.15)

Рис. 2. 10. Рис. 2. 11.

и поэтому знаменатель передаточной функции (2.5.5) имеет один 
корень в правой полуплоскости. В данном случае частотная пе
редаточная функция объекта управления представляется кривой, 
изображенной на рис. 2. 11. Согласно критерию Найквиста, для 
устойчивости системы в замкнутом состоянии конец вектора ча
стотной передаточной функции разомкнутой системы при измене
нии со от •—оо до 4 -оо должен повернуться на угол 2л. Из рис. 
2. 11 видно, что для  обеспечения устойчивости с некоторым зап а 
сом по фазе необходимо, чтобы фаза сра автомата стабилизации 
удовлетворяла условию (2.5.12). Но этого в рассматриваемом 
случае недостаточно. Нужно еще, чтобы годограф разомкнутой 
системы пересекал ось абсцисс при ы = 0 правее точки ( + 1, 0) . 
Поэтому необходимо выполнение еще одного условия:

6 о( 0 ) М 0 ) > 1 .  (2 .5 .1 6 )

Т ак  к а к  коэффициент усиления объекта

M«>) =  V e 20lM + W  = V ( « 2— с&»)2+ 0)2
(2 .5 .1 7 )



то при (о=0 имеем

ko( 0 ) = J ± - .  (2 .5 .1 8 )

Учитывая (2.5.18), из (2.5.16) находим нижнюю границу до
пустимых значений коэффициента усиления автом ата  стабили
зации:

Ла ( 0 ) > ^ .  (2 .5 .1 9 )
c&s

Таким образом, во всех рассматриваемых случаях  требуется 
фазовое опережение автомата стабилизации на частотах, близ
ких к частоте м*, а если ракета статически неустойчива, то, кро
ме того, коэффициент усиления автом ата стабилизации при ш=0 
должен удовлетворять условию (2.5.19).

Частота w*, вблизи которой должно выполняться условие 
(2.5.12), определяется равенством

(<■>•) =  1. (2 .5 .2 0 )
Эту частоту можно найти так . Подставим в равенство (2.5.20) 

значение k0 (со*) согласно (2.5.17). Получим

Ы  *.<"•)= !■
У  (“*— c&ft)2+ f^“*2

Ввиду малости отсюда следует приближенное равенство

®*2« Г » »  +  |7и |Аа («>*) ( 2 . 5 .2 1 )

Если известна зависимость коэффициента усиления автомата 
стабилизации k& от частоты со, то из (2.5.21) нетрудно графиче
ски или путем последовательных приближений определить иско
мую частоту (о*.

Так к ак  обычно ф0 (со*)«*0 (а при ц2= 0  ф0 ( (о * )= 0 ) ,  то усло
вие фазового опережения автом ата  стабилизации можно упро
стить, записав его так:

2Ая<<ра < (2 А - 'г 1 )я  (* =  0 , 1 , 2 , .  . . ). (2 .5 .2 2 )

Наконец, оценим максимально допустимое значение коэффи
циента усиления автомата стабилизации при больших (о.

Пусть (о0 — частота, на которой автом ат стабилизации не д а 
ет сдвига фазы. Примерно при этой частоте годограф разом кну
той системы автоматического управления пересекает ось абсцисс, 
так  к ак  фазовый сдвиг, создаваемый объектом, очень мал. Пре
небрегая значением ф0((о0), д л я  координаты точки пересечения



годографа разомкнутой системы автоматического управления с  
осью абсцисс будем иметь следующее выражение:

01 (о>0) =  k  (со()) =  6о1 (м0) k a (вд0) =  

с »о ( " о  —
/ 2 — \2 I — 2
(.“ о -

К ) -  (2 .5 .2 3 )

Из условия устойчивости системы годограф разомкнутой си
стемы должен пересекать ось абсцисс (на частотах, близких к  
(0о) левее точки ( + 1, 0) и, значит, коэффициент усиления авто
м ата стабилизации должен удовлетворять неравенству

-  * а К ) <  1. (2 . 5. 24)
( “ о -  с »&). +  V o

Отсюда, предполагая, что w2 > с&& , и учитывая, что с&8<0, 
получаем

■ (юо ~~ с&&)2+ ^ 0
~ см (“о —

и< \ ^  V о ^  о /п В г>с\
т ) <  — =г ~П— (2- 5.  25)

Ввиду малости коэффициента отношение (2.5.25) можно> 
упростить, отбросив слагаемое ^  i»g. Тогда будем иметь

А . К Х — ■ (2 .5 .2 6 )
—

5.2. Требования к частотным характеристикам автомата 
стабилизации по кан алу  крена

Передаточная функция ракеты как  объекта управления для 
пары входного и выходного сигналов Дбт—Ду представляется в; 
виде [см. (2.4.64)]

W 0{ p ) = W 4 p )  =  ? £ --------—  . (2. 5. 27>
Т Jx / , !*Л

Вещественная и мнимая составляющие частотной передаточ
ной функции представляются формулами (2.4.90), которые мож
но записать так :



При изменении со от —оо к -f-oo конец вектора частотной пе
редаточной функции Г0 (1со) описывает кривую, изображенную  на 
рис. 2. 12. Так как  знаменатель передаточной функции (2.5.27) 
не имеет корней в правой полуплоскости, то из усл о в и я  устойчи
вости Найквиста годограф разомкнутой системы не д о лж ен  ох
ватывать точку ( + 1, 0), а для  этого нужно, чтобы а в т о м а т  ста 
билизации на частотах, близких 
к частоте со*, при которой коэф
фициент усиления разомкнутой Г02(си) 
системы равен единице, имел фа
зовое опережение; точнее, чтобы 
на этих частотах выполнялось 
условие 0

2kzi <  эа +  <  (2k 4 1) л
{к =--(), 1, 2, . . . ). (2. 5 .2 8 )

Частоту со* можно определить 
следующим образом.

Пусть /г0 (со) И & а(ю ) — COOT- Рис. 2. 12.
ветственно коэффициенты усиле
ния объекта и автомата стабилизации. Тогда, по условию ,

Г0,(шТ!

М » * )  * > * )  =  ! •
Учитывая, что

С7«|
Y  ( “2+ Рх) 1

(2 .5 .2 9 )

(2 .5 .  30)

из (2.5.29) получим

Ы  (<->*2 4 - Й К 2.

Ввиду малости (хт отсюда следует приближенное равенство

о,*2 =  |гт8| £ > * ) .  ( 2 .5 .3 1 )

Если коэффициент усиления автомата стабилизации как  
функция от о) известен, то из (2.5.31) можно, по крайней мере 
приближенно, определить значение со*.

§ 6. ОБЛАСТИ УСТОЙЧИВОСТИ. D-РАЗБИЕНИЕ

При расчете и проектировании системы уп равлени я  ракеты 
обычно проводится исследование влияния различных конструк
тивных параметров ракеты и параметров регулятора н а  устойчи
вость системы. С этой целью строятся области устойчивости в 
плоскости одного параметра или в плоскости двух  параметров  
при фиксированных значениях всех прочих парам етров . Плос
кость исследуемых параметров подвергается так  н азы вае м о м у  D-



разбиению путем построения линии, разделяющей области с оп
ределенным распределением корней характеристического много
члена замкнутой  системы (с одним и тем ж е  числом корней с от
рицательными вещественными частями и с положительными ве
щ ественными частями). Практический интерес представляет 
часть кривы х D-разбиения, являющ аяся границей области с 
наибольшим числом корней с отрицательными вещественными 
частям и . Д л я  выделения этой области, которая и может оказать
ся областью  устойчивости, вводится штриховка линий D-разбие
ния по правилу, приводимому ниже. Чтобы установить, является 
ли на с а м о м  деле выделенная область областью устойчивости или 
нет, необходимо для одной (любой) точки этой области прове
рить устойчивость с помощью какого-нибудь критерия.

Н и ж е  в качестве примера проводится построение области 
устойчивости в плоскости д вух  параметров. Рассматривается воз
мущ енное движение ракеты по тангажу. Построение областей 
устойчивости по рысканию и крену проводится вполне анало
гично.

Возмущ енное движение ракеты по тан гаж у  описывается диф
ференциальными уравнениями:

---Cf>5 (ty Д-Мг .

К уравнениям  (2.6.1) нужно добавить еще уравнение связи 
м е ж д у  Д6 и регулируемыми величинами. Примем следующий за 
кон управления :

Д л я  друго го  закона управления соответствующие расчетные фор
мулы нетрудно получить, повторяя приводимые далее  выкладки.

С л е д у я  методу замороженных коэффициентов, зафиксируем 
в рем я  t и рассмотрим систему однородных уравнений с постоян
ными коэффициентами

т(() — f  +  vy(t)—-Ar cyy{t)AVv r̂ cljb(t)\b =  
a t  at

=  Cyb(t) Д84- a F у. (2 .6 .1 )
J z (t) +  V-г (0  ~  (О Д& +  Cby (0  A Vy =a t i  at

m -------
dt

f-v^ —— -f- cyyAVy-\- Cy§ Д& — СуьАЬ — 0,

dt



Построим линии D-разбиения в плоскости д в у х  параметров 
k и k\, предполагая, что Т\\\Т\ — заданные величины.

Характеристическое уравнение системы (2.6.3) имеет вид

D(X) =  а07 jX5 -j— (iZjT'l —)— a QT j) X4 —[— (л0 -j- a{l cl{T i)X3-}-

“  (a l ~\~ “Г 1 ~  ^1^\) ^ ~ т (а 2~\~а зГ 1 T  ~“Ь ^2^l) X

- f  ( a 3-j-&2Jfe) =  0, (2 .6 .4 )
где

a0 =  mJz, 
a [ =  tn^z -j- CyyJ 2,
<X2 == —  \*-zC у у Cfry \'y

=zCyyC$b с yfyĈ y, ( 2 .6 .5 )

bx= — m c n ,

Ь<21:=  C ybCfyy CyyCbl-

Уравнение (2.6.4) можно переписать так :

A/>(A)-fife1Q(X) +  5(X) =  0, ( 2 .6 .6 )
где

P(/.) =  V  +  *2,
Q iA) =  (bi  ̂~г ^2)

5  ('К) =  а 0Т$* +  { а хЦ  +  а 07\) X* +  (а 0 +  а 2 Г* +  а{Г{) X3 +

- f  (a j +  а3 Т\ ~  а 2Т х) X2 -Ь (а2- f  а3Тх) X +  а3.

Введем подстановку л=цо. Будем  иметь 
Р  (/(о) =  P j  (oj) -j- /Ро (oj),

Q  ( / o j ) = Q j  ( o j )  -|— iQ2 (o j ) ,

5 (im) =  S l ( t » ) - { ~ i S 2 ( o j ) .

Здесь
P 1(w) =  b2, P 2(«j) =  ̂ i«>,
Q j  (o j )  = — bx UJ2 , Q 2 (o j )  =  ft2OJ,

5 ,  ( o j )  =  (a{T\ - f  a 0 r , )  u>4  -  ( a ,  +  а 3 Г 2 +  a2Tx) w 2  +  a 3 ,

S2 ( (u )  =  ^ o ^ 2 u)5 —  " t *  а 2^2~У 1 )  ^  +  (a2 ~ Ь  « з ? '  1 ) 0 ) ’

Приравнивая в уравнении (2.6.6) нулю отдельно действитель
ную и мнимую части, получим параметрические уравнения линий 
D-разбиения плоскости параметров k и k\\

kP\ (m) +  ^ iQ i(U)) +  5i(uj) =  0 , 1 (2 6 7 )
k P 2(w)-J- A1Q2(oj)-|->52(oj):= 0 .  j



Р авен ства  (2.6.7) разрешим относительно k и k\. Тогда
— S j ( со) Q 1 Н Я , (со) -  S i  (<■>)
— S 9 (“ ) Q2 (“ ) h --- р 2 (“ ) — S 2 (со)

Р \  (“ ) Q i  И
, n, j • -

P i (со) Q i(“ )
Р 2 (<о) О2 (<*>) Р 2 (со) 02Н

или, р аскр ы вая  определители 
1

, 2  9  , , 2  ( ^  1 6 С° 6  " Ь  ^  I40 j4  “ Г  ^ . 1 2 ш 2 ^  ш)->

к -
1

(2 .6 .8 )
( Л24104 ^22(°2 4~ Л20),

где
л -  аф хт\,

(2 .6 .9 )

1 6 -------  2 ’

А Ы =  ЬХ (а0 -j- й27'2 -j- & {Г у) — Ь2{агТ\ -|- а0Тг),

Л 12 =  Ь2(аг -\-а^Г\4г а 2Т i) bx ( я 24~ а3Тг),

Л JO =  ®3̂ 2i
A 24 =  b1(a1T l + a 0T1) - a 0b2Tl,

Л 22 ==^2(й 0 _Ь <г2^2_Ь а 1 ^ l)  — (Й1 "ba 3^2 4" ^2?"l)>

Л 2о =  я 3Й1 — b2{a2 4~ а 3Т i).

К аж д о м у  значению со соответствуют определенные значения 
к и ku т. е. точка в плоскости kk\. Придавая различные значе
ния со (от —оо до оо), можно в плоскости kk1 построить кривую 
.D-разбиения. При этом следует k откладывать по оси абсцисс, 
&k\ — по оси ординат.

Д а л е е  производится штриховка кривой D-разбиения по сле
дую щ ему правилу. Если при движении по этой кривой в сторо
ну возрастания © (т. е. от со=— оо до со=оо) главный определи
тель системы (2.6.7) положителен, то кривую штрихуют слева. 
Если ж е  при этом главной определитель отрицателен, то кривую 
штрихуют справа. В нашем случае главный определитель равен:

Я ,  (со) Q,(co)

Л г ( “ ) Q 2(w)

П оэтому при возрастании со от 0 до оо Д > 0 , и, значит, кривую 
■следует штриховать слева.

Поскольку в формулах (2.6.8) со входит в четной степени, то 
к а ж д а я  точка кривой соответствует двум  значениям со: +|со|, 
т. е. при возрастании со от ■—оо до оо наша кривая пробегается 
д в а ж д ы :  от —оо до 0 и от 0 до оо. При возрастании со от —оо 
до О Д < 0 ,  поэтому кривую следует штриховать справа. В ре-

Д = =  ( & У 4 - ^ ) СО,



зультате кривая окажется заштрихованной д ва ж д ы  с одной и той 
ж е  стороны.

При (о=0

M 0 j  = &̂Ь-\ — 6f;(̂ 2 *4“ Дз 74]) (2 .6 .1 0 )

Точка с координатами &(0), &i(0) является  особой, так  как  
при (о = 0 обращаются в нуль к ак  главный определитель системы
(2.6.7), так  и определители:

— Si(w) Qi (<о) Я , («>) — («>)
— S2 (со) Q2(m) >

Р 2(с») — S 2(w)
При (о =  0 система (2.6.7) приводится к одному уравнению

(2 . 6 . 11)
Ьп

Это уравнение прямой, проходящей через особую точку (2.6.10). 
Прямую следует штриховать так , чтобы вблизи особой точки 
штриховка прямой и кривой были направлены в одну и ту ж е  
сторону. Область, покрытая наибольшим числом штриховок, бу
дет областью устойчивости, если таковая  в рассматриваемый мо
мент времени вообще имеется.

На рис. 2. 13 приведена линия D-разбиения и область устой
чивости для ракеты с законом управления (2 .6 .2). Подобное по
строение областей устойчивости проводят для  различных фикси



рованных моментов времени с интервалом 10—20 сек. Общая 
часть всех полученных таким путем областей устойчивости пред
ставляет  собой область тех значений параметров k и k\, при ко
торых устойчивость обеспечивается на всей траектории.

§  7. УТОЧНЕНИЕ МЕТОДА ЗАМОРОЖЕННЫХ 
КО ЭФФИЦИЕНТОВ. УЧЕТ ПЕРЕМЕННОСТИ КОЭФФИЦИЕНТОВ 
УРАВНЕН И И

В § 3 был сформулирован приближенный критерий локальной устойчиво
сти невозмущенного движения, которому отвечает тривиальное решение у р а в 
нений (2 .3 .2 ),  основанный на приеме «зам о раж и ван и я»  коэффициентов. В д ан 
ном р аздел е  вы водятся  критерии локальной устойчивости невозмущенного 
движения [тривиального решения уравнений (2.3.2)], учитывающие перемен
ность коэффициентов уравнений.

Д л я  удо б с тв а  дальнейшего изложения систему дифференциальных у р а в 
нений (2.3.2) представим в нормальном г.иде. С этой целью, рассматривая в 
качестве дополнительных обобщенных координат обобщенные скорости, вве 
дем новые переменные

Определитель, составленный из коэффициентов т , -3- при старших произ
водных в системе (2.3.2).  можно показать ,  отличен от нуля, поэтому не ра
вен нулю и определитель

составленный из коэффициентов при производных в уравнениях (2.7.2). Зна
чит, система (2.7.2) разрешима относительно производных dxj/dt. Решая ее 
как  неоднородную алгебраическую систему относительно производных 
dxi/dt, получим систему дифференциальных уравнений в нормальном виде

(2.7 .1)
q i - n( i = n  +  1 , . . . , 2  п).

В новых переменных система (2.3.2) принимает вид
п  п. п

(2 .7 .2)

т Пт \2 • • ■ т \«О • • • •  0
т 2 1 т 9.2 • • • m 2 r f i  . . . .  0

т п\ т п2 . . . т пп0 . . . . 0
0 0 0 1 . . . .  0

0 0 . . . . 0  0 . . . . 1

т
dX:
• =  У ,  U[j (t) х  j  (г =  1 ,2 ,  . . . , т ;  т  =  2 п). (2 .7 .3)

1-1



Д ал ее  предполагается, что иц(()— любое, нужное число раз  дифференци
руемые функции.

7.1. Асимптотическое интегрирование уравнений
Если коэффициенты уравнений (2.7.3) — постоянные величины, то их ре

шение строится так  же, к а к  н решение системы (2 .3.3).  Так, если
тп

=  1 ' 2 '" • (2-7.4)
1-1

где U j j= cons t ,  то частное решение ищется в виде

x i ~ k i e xt (i = 1 , 2 .........т ) .  (2 .7 .5 )

Подстановка (2.7.5) в уравнения (2.7.4) приводит к  системе алгебраиче
ских уравнений

т

^  u i jk j  — k{K~ 0 ( / = 1 , 2 ........ т ) .  ( 2 .7 .6 )

1-1
Система алгебраических уравнений (2.7.6) имеет ненулевые решения 

только при тех значениях к, при которых определитель системы обращ ается  
в нуль. Определитель системы есть многочлен (характеристический много
член) степени т  относительно К. Этот многочлен имеет от корней Хь 
А.2, . . . ,  Хт- Простому корню Ха соответствует с точностью до произвольного 
ненулевого множителя единственное ненулевое решение алгебраической си
стемы (2.7 .6):  k2a, . . . ,  kma. Корню Я , и ненулевому решению алгебраи
ческих уравнений (2.7.6) при Х=Х0 отвечает частное решение дифференциаль
ных уравнений (2.7.4).

x i a = kh e^ ‘ ( * = 1 . 2 ............. т ) .  (2 .7 .7 )

Если все корни характеристического многочлена простые, то общее ре
шение уравнений (2.7.4) представляется  так :

т

* i = Y l c°k^ ° t ( '  =  1 . 2 ........т ) ,  ( 2 .7 .8 )
а— 1

где са ( а =  1, 2, . . .  т )  — произвольные постоянные.
З адач а  устойчивости тривиального решения уравнений (2.7.4) определяет

ся  в зависимости от знаков вещественных частей корней характеристического 
многочлена. По методу замороженных коэффициентов знаки вещественных 
частей корней рассматриваются к а к  критерий устойчивости и в том случае, 
к о гда  коэффициенты уравнений являю тся  переменными величинами.

Чтобы получить более точные критерии устойчивости тривиального реше
ния уравнений (2.7.3), следуя  первому методу Л яп ун ова ,  нужно получить ре
шение уравнений (2.7.3), более точное, чем то, которым пользуются в методе 
замороженных коэффициентов.

Ниже указы вается  способ построения приближенного решения уравнений
(2.7.3) с учетом переменности коэффициентов уравнений. Этот способ основан 
на идеях асимптотического интегрирования дифференциальных уравнений с 
использованием понятия «медленное время» ,  введенного в математическую  
физику Н. М. Крыловым и Н. Н. Боголюбовым [8].



Вместо системы (2.7.3) введем в рассмотрение систему

т

=  J  ии  (т )  Xj ( / = 1 , 2 ,  . . .  , т ) ,  (2 .7 .9 )

)-1
где  т= е/  — т а к  называемое «медленное время» ;  е — параметр.

При е = 1  системы (2.7.3) и (2.7.9) совпадают, так  что если удастся  по
строить решение уравнений (2.7.9), то, полагая в этом решении е= 1 .  получим 
решение и интересующей нас системы (2.7.3).

Частное решение уравнений (2.7.9) будем искать в виде

Xi (t,i)  =  k-t (т,  е )  dt ( г- _ ]  2 .......... т ) .  ( 2 .7 .1 0 )

П о дставляя  (2.7.10) в (2.7.9), получим после сокращения на общий мно
ж итель exp J Х(х, z)dt

~  ~ ~ dk;  ( т ,  е )
иц (х) kj (г, в) —ki (т, г) X (т, е )  — е -------------  (г =  1,2,  . . . ,т ) .

d т
( 2 .7 .1 1 )

Функции kj(x. е ) и  Х,(т, е ) определим так, чтобы равенства (2.7.11) вы
полнялись тождестьенно относительно параметра е. Будем строить эти функ
ции в форме рядов по степеням в:

М т ,  е) = ^ ( т ) + е ^ ] 1) (т)  +  Е2^ 21 (т ) + . . .  ( г-=- 1 , 2 ..........т ) ,

Х (т ,  е)  =  X (т) +  е Х[1]  ( т )  +  е2Х [2) ( т ) + .  . .  ( 2 .7 .1 2 )

П одставим (2.7.12) в (2.7.11):

^ u tj ( k j  +  E f e j 11 + е 2 А ) 2 1 +  еА | Ч  +  . . . )  (Х +  еХ '1 , 1 + . . . )  =

j

( / = 1 ,2 .......... яг) .  ( 2 .7 .1 3 )

В равен ствах  (2.7.13) приравняем члены, содержащие е в одинаковых сте
пенях. В результате  получим следующие системы равенств:

^ ? u {j  (xykj (т)  — (т)  X (т )  =  0 ( / = 1 . 2 .......... т ) ;  (2 .7 .1 4 )
j

^  чц  (т )  ^ ' ( т ) — (т)Х (т)  =  ki (т)  ХП> (т)  +  dk‘j J -  (* = 1 . 2 , . . .  .ту,

( 2 .7 .1 5 )

^  и/i (т) ^-2) (т) — k? ] (т) 1 (т) = ki (т) х[2] (т) + 
j

dkV] ( Т )
+ *{Ч  (т )Х 'Ч  (т) +  — — ------  (/ = 1 ,2 ,  . . ./и ) ;  ( 2 .7 .1 5 а )

' dx

г Л  j — е I , + £\d X

dky]
dx

+ е2
dk\l]

dx +

которым д олж н ы  удовлетворять  члены рядов (2.7.12). 
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Прежде чем приступить к  решению полученных алгебраических систем, 
рассмотрим некоторые общие свойства систем линейных алгебраических у р а в 
нений.

7.1.1. Некоторые сведения из теории систем линейных 
алгебраических уравнений

Рассмотрим алгебраическую систему линейных неоднородных уравнений

(ц„, —X) ki + un f2 + ■ • .иХтЬт  =■ / ь
ui\k\ + (и22 — X) к2 + . .  . + Щт кт — /2, (2 7 16)

и т\^1 +  Mm2fc2 +  • • • +  ( и т т ^ т —  X) =  / „  

и соответствующую ей однородную систему

(а 11 — X) &1 + И (2̂ 2 + • • • + и\ткт  — О* 
и21̂ 1 + (ц22 — X) £2 + • • • + ц2т^т ~ О, ( 2 . 7 . 1 7 )

и т\к\  +  ц т 2 ^ 2 +  • ■ • + ( а ш я  —  X) = 0 .

Д л я  того, чтобы однородная система (2.7.17) имела ненулевое решение, 
необходимо и достаточно, чтобы определитель системы

( 2 .7 . 1 8 )

«и  — A - * t t \m

Щ\ И 29 X . • ■ т

и т  1 2 • •• U-mm— ^

был равен нулю. Определитель (2.7.18) в раскрытом виде представляет  собой 
многочлен (характеристический многочлен) степени т ,  который имеет т  кор
ней: Яь Х2...........Хт (Uij— вещественные величины). Б удем  далее  предпола
гать, что все эти корни различны.

Пусть Х3 — один из корней характеристического многочлена. При Я = Х а> 
поскольку X, — простой корень характеристического многочлена, ранг опре
делителя (2.7.18) равен т — 1 и поэтому система (2.7.17) имеет с точностью до 
произвольного ненулевого множителя единственное ненулевое решение. Это 
значит, что если

* 2 , ..........К ,  (2.7.19)

— ненулевое решение системы (2.7.17),  то все другие  решения этой системы 
имеют вид

cku , ck2a, . ckmc.

Решение (2.7.19) можно представить вектором Ка с компонентами 
k2a, . . . ,  kmtJ. Имеющийся произвол позволяет вы брать  решение (2.7.19) т а  
ким образом, чтобы выполнялось условие

N - 1 .  ( 2 . 7 . 2 0 )

Напомним, что модуль вектора А с компонентами а\, . .  ., ат  определяет
ся  к а к  корень квадратный из скалярного  произведения вектора А на себя:

Ml = VU7A).



а скалярное произведение вектора А на вектор В с компонентами Ь\, Ь2____ Ьт
в случае, когда  компонентами векторов с л у ж а т  числа из поля комплексных чи
сел, представляется  равенством

т

(Л,В) = 2  ajbh  
j =i

Сопряженная однородная система

(U  И —  /.) (А] +  “ 21{*2 — ■ • • +  ит =  0 ,

“ 12,“ 1 +  ( “ 22 —  Ц  Н-2+ • • • +  .и т 2 Р-т =  0 . ^ 7  2 1 )

“ 1 т !*1 +  “ 2mt*2 +  ■ ■ • +  ( и тт  —  * )  ,а .л — 0

при X=XS (Xs — корень характеристического многочлена) тож е имеет с точ
ностью до произвольного ненулевого множителя единственное ненулевое ре
шение, которое запишем так :

M\sl, P-S2 • • • • • P s m  ■ ( 2 .7 .2 2 )

М е ж д у  решениями однородной системы (2.7.17) и сопряженной системой 
(2.7.21) имеют место соотношения

ТП л / ч
( S = 0 ) ’ ( 2 .7 .2 3 )

S1 1° = 0  (S *  с ) ./-1 у ■ >
Это можно показать  следующим путем.

Имеем

(“ 11 — К) ^ld+K12̂ 2cr+ • • - + “ 1
“ 21 *1о + (“22— <̂j) *2cj+ • • • + a2mkm<,—0 ,

“ m l ^ i o + a m 2 * 2 ( j+  • • • +  ( “ m m —  0

( “ 11 —  ^ s )  J^sl +  u nP - s 2 +  • • • +  UmlV-sm =  0 .  

“ I2,a ^ l +  ( “ 22 —  ^ s )  P s 2  +  • • • +  “ m2t a  =  0 ,

“ lm K s l ■+" u 2 m P s 2  +  • • ■ +  ( “ mm —  ^ j )  p s m  — 0  •

( 2 .7 .2 4 )

( 2 .7 .2 5 )

К аж д ую  i -ую строку в системе (2.7.24) умножим на Цп, а в системе 
(2.7.25) — на —kla, и результаты  сложим. Получим

Q-S— К) (^1^1и+ ^42^2®+■ • • +  P-sm̂ mo) =  0- ( 2 . 7 . 2 6 )

Отсюда непосредственно следуют соотношения (2.7.23).
Ненулевое решение (2.7.22) сопряженной системы (2.7.21) т а к ж е  опреде

ляется  с точностью до произвольного ненулевого множителя, поэтому его 
всегда можно вы брать  так ,  чтобы первое равенство (2.7.23) выполнялось сле
дующим образом:

J-i 
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В дальнейшем будем предполагать, что решения системы (2.7.17) и со
пряженной системы (2.7.21) выбраны в соответствии с условиями (2.7 20) и 
(2.7.27).

Наконец, отметим одно условие разрешимости неоднородной системы
(2.7.16).

Д л я  того чтобы системы линейных неоднородных уравнений (2.7.16) при 
>.=>.„ была разрешимой, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось р а 
венство

т

2 ^ / ' / у = 0 ' ( 2 . 7 .2 8 )
)-1

где цо1, , . . . ,  ца т — любое решение сопряженной системы (2.7 .21).
Д окаж ем  это. Необходимость. Предположим, что система (2.7.16) разре 

шима (совместна) и [до1, ,иа2.......... цат — какое-нибудь решение сопряженной
системы. Равенства (2.7.16) сложим др уг  с другом , предварительно умнож ив 
каж дое  i-e равенство на ца/. Получим

[ ( « 1 1  —  X ) + “ 2 1 ^ 2 + •  • ■ +  u m i\> a m ) +

+  [ “ 1 2 ^ 1 +  ( “ 22 —  ^ )  ! * о 2 +  • • • +  u m 2lJ a m ] к 2 +

+  \и \т M-al +  “ 2m!J-<,2 + -  • • +  ( “ mm —  X) km =  ^  V'aj f  ] '
J - 1

При все квадратны е скобки обращаю тся в нуль, т а к  к а к  ц.з1!
р.а2, . . . .  \iam есть соответствующее корню решение сопряженной однород
ной системы, и, следовательно,

т

Достаточность. Пусть условие (2.7.28) соблюдается. Д о к аж ем , что тогда 
система (2.7.16) совместна.

Согласно теореме Кронекера—Капелли система линейных уравнений
(2.7.16) при тогда и только тогда совместна, ко гда  ранг матрицы

U  =

“11 — Ха и12

“21 “22 — К
т̂\ ит2

и \т 

и 2 т  

* т т

равен рангу расширенном матрицы

“ 11 — “ 12 • • • ^1 m f  1

Ux=
“ 21 “ 22— u 2 m f  2

и т] и т 2 и т т  ^в/ т

В рассматриваемом случае ранг матрицы U равен т — 1, т а к  к а к
есть простой корень характеристического многочлена. П о каж ем , что ранг рас
ширенной матрицы Uj тож е  равен т — 1.



Без ущерба д л я  общности допустим, что неравный нулю минор м атри 
цы U занимает левый верхний угол. У этого минора в матрице имеются 
д в а  окаймляющих минора: один из них—это определитель матрицы U, ко 
торый равен нулю, а другой — определитель

Определитель (2.7.29) тож е  равен нулю. В самом деле, если строки э то го  
определителя ум н сж и ть  соответственно на цз1, ^ 2‘< • ■ ■> И-™ и затем  их сло
ж ить , то, в силу условия (2.7.28), в результате  получим нуль, что означает 
линейную зависимость строк определителя. Отсюда следует, что определитель 
(2.7.29) равен нулю.

Итак, миноры матрицы Vь  окаймляющие не равный нулю минор р ан га  
т — 1, равны нулю. П оэтому ранг матрицы Ui равен т — 1, т. е. равен р ан гу  
матрицы U. Значит, система (2.7.16) при Я=Ла разрешима.

Вернемся к системам уравнений (2.7.14), (2.7.15) и т. д. Рассмотрим сна
чала систему (2.7 .14).  В развернутом виде эта  система имеет вид равенств
(2.7 .17). К аж д о м у  корню Яа характеристического многочлена соответствует

решение системы £ ]а, £2а km i , которое, будем считать, удовлетворяет
условию (2.7.20). Т ак  к а к  коэффициенты ыг,- есть функции от времени, то 
корни Ль Я2..........а т  т о ж е  являю тся  функциями времени /. Далее  будем пред
полагать, что на рассматриваемом промежутке времени все корни остаются 
простыми, т. е.

При л =  Л„ и ki=&,•„ равенство (2.7.14) выполняется тождественно, а  
остальные алгебраические системы (2.7.15), (2.7.15а),.. . можно записать т а к :

“ 11 — “ 12 и\т—1 /1

“ 21 1122 — а̂ и2т—1 /2 ( 2 . 7 . 2 9 )

ит  2 ит т —1 f  т

7.1.2. Рекуррентные соотношения

| М * ) ~  М 0 |  > с > 0 ( s ^  а ) . ( 2 . 7 . 30>

2  и ц  (т )  (т )  -  Afcl (т)  (т) ( т ) +  *  j ' " 1! (т)
J

( 2 .7 .3 1 >

Здесь

( 2 . 7 . 32>

и т. д.

Д о п усти м , что , А*1! .......... Jfelj Ч , Ч у ж е  о п о е д е л е н ы . Т о гд а
g'}”- Ч я в л я е т с я  известной  функцией, и величины следую щ его  п р иб л и ж е
ния м о г у т  б ы т ь  о п р едел ен ы  из v -й с и ст е м ы  (2 .7 .3 1 )  с л едую щ и м  
о б р а з о м .

П у ст ь



есть  решение однородной системы, сопряженной системе (2 .7 .17),  при Х=к„  
т .  е. решение системы

^  ujil' j — — 0 (г г -  1, 2 , . . . ,  т ) .  ( 2 . 7 . 3 4 )
j

Будем предполагать, что все решения вида (2.7.33), соответствующ ие кор- 
« я м  >.[, Л.2, . . . .  кт  и удовлетворяющие, конечно, равенствам (2 .7 .23),  выбраны 
из  условия (2.7.27).

Условие разрешимости v-й линейной системы (2.7.31) запиш ется  т ак :
тп

2 “.»
/-1

Отсюда, учиты вая  (2.7.27), находим
т

(2 -7 -35 )
/-1

Д л я  определения k к аж до е  i-e равенство v -й системы (2.7 .31) умно
ж и м  на н и  и результаты сложим. Получим

или, меняя порядок суммирования,

2  Ul^ si ~  ^  ■ 
j  i I I i

Отсюда, учитывая ,  что

^  uUV-si= 'f-ulJsj,
1

{c m . (2.7.34)], получаем

( }'s 11 - ( 2 . 7 . 3 6 )
I l l

При s ф a ^  0, 10 и мы и меем  из ( 2 . 7 .3 6 )
I

m
2  r f - 11 

Psl k\l] =  \ \ (S Tt a ) '

/ = l
При s = a  правая  часть равенства (2.7.36) равна нулю в силу (2.7.35) и 

%S=X(S, т ак  что можем  принять

т

/-1



где с [v] -произвольная, нужное число раз дифференцируемая функция.

И та к ,  искомые величины k\l' удовлетворяют следующей системе алге 
браических уравнений:

V  . и  1*“ ' " ( 2 .7 .3 7 )

г д е

т

‘ ! г "  -  J
/-I

-1]

Определитель системы (2 .7 .3 7 )  равен:

(41 {*12 • • (*1 т

д = {*21 (*22 • ■ М-2 т

Р'т 1 №т 2 • • (*mm

(2 .7 . 38)

К а к  видим, строками этого определителя с л у ж а т  ненулевые решения си
стемы (2.7.34) при Х=Ль -̂2, • • •, кт . Так  как  все корни Я< различны, то все т  
ненулевые решения системы (2.7.34) линейно независимы и, значит, определи
тель Д отличен от нуля. Учитывая это, по правилу Крамера из (2.7.37) на
ходим

(/ =  1 , 2 ..........т ) .

З десь  Д„• — алгебраическое дополнение элемента определителя Д.
Д s i

М ож но  показать , что отношение —  Учитывая это, будем иметь
Д

11+*/чс«,) (г'=1>2 ........т )- ( 2.7 . 39)

Произвол, имеюший при определении kty , используем следующим об
разом.

П у ст ь  К а — векто р  с компонентами ku , 62я, . . . ,  &mtJ; — векто р  с
компонентами  к\£..........k^a\ — вектор  с компонентами £lo , £2о, . . . ,

kmv- Т о гда  т  п е р в ы х  р я д а  ( 2 .7 .1 2 )  можно записать  так:

(Т. * ) = * „ ( * ) +  (Т) +  е2К ™  (т) +  . . .  (2 .7 . 40)

Члены этого р яда  ( v = l ,  2, . . . )  в соответствии с (2.7.39) определя
ются по формуле



Выбор произвольных функций с Г 1 (v =  1, 2 , . . . )  подчиним условию равен
ства единице модуля  вектора К„. К ва д р а т  модуля  вектора Ка равен:

\К'\2 = {Ка, *„ )= (*„ ,  Кв) + «[(*„ . k J ’O + U J 11. К„)] +

+  l(Af„, K l2]) +  (Af'1[, /С'11) +  (К™,  * 0 1  +  « з . . .  (2 .7 .42 )

В силу (2.7.20)

( * , . * „ ) =  1. (2-7.43)

Далее ,  учитывая (2.7.41) и (2 .7 .43), находим

( * . .  - ^ о + к 1'. о =  ( * . .  2  ^ 1 + ^ 1|) +  

+  ( 2  ^  +  К ° С° Ц ' К ' )  =  2  ( K ' J К яЬ » )  +  2  К а )  +  * 1 "-
Sf-o s=ta s=f-a

Отсюда видно, что если принять

- - у  J ]  [ ( * . .  к ,»К |) + ( * . . * А “1)] .
S’tO

то слагаемое в (2.7.42), содержащее е в первой степени, обратится в нуль.

Тем ж е  способом можно с в ы б р а т ь  так ,  чтобы в (2 .7 .42 )  обратилось 
в нуль с л а га е м о е ,  с о д е р ж а щ е е  е2 и т. д. Таким  образом, при с о о т в е т с т в у 
ю щем вы боре  с 14 , с£21, б у д е м  и меть

|К 0 | = 1 .  (2 ,7 .44 )

Не оговаривая особо, далее  будем  предполагать , что выбор функций 
подчинен условию (2.7.44).

Полученные рекуррентные формулы (2.7.35) и (2.7.39) позволяют после
довательно определять члены рядов (2.7.12) [и, следовательно, р яда  (2.7.40)],  
посредством которых частное решение дифференциальных уравнений (2.7.9), 
соответствующее корню Ха (т) характеристического  многочлена, п р едставляет 
ся в форме (2.7 .10).  К аж до м у  корню Я«(т)  (s =  1, 2, . .  ., т )  соответствует 
частное решение такого  вида.

П олагая  в (2.7.12) е = 1 ,  получим частные решения исходной системы
(2.7.3):

■*/„(*) =  Х° (t)dt ( I — 1 .......... т\ о ==1 ........... т ) ,  (2 .7 .45 )

отвечающие корням A,i(0 , М О .  • • •. ^ т ( 0  характеристического многочлена. 
Здесь

*/«(0 = Уо(т . О |,_i. ^ ( 0  = ^ ( т . 0  |«_1-
В векторной записи частные решения (2. 7. 45) имеют вид

X'(.t) =  K o ( t ) e * K (t ) d t  (о =  1 , 2 ..........т ) ,  ( 2 .7 .4 6 )

где  Ха — вектор с компонентами х1а, х 2<1......... х та .



Построенные частные решения являю тся формальными решениями системы
(2.7.3), т а к  к а к  не до казан а  сходимость рядов (2.7.12). Д л я  практических це
лей в  этом и нет надобности, ибо трудоемкость расчетов резко возрастает  с 
ростом номера v, и практически м о ж ет  быть определено лишь некоторое чис
ло первых членов рядов (2.7.12).

У д е р ж и вая  в р ядах  (2.7.12) конечное число первых членов, будем иметь 
приближенные решения уравнений (2.7.3). Расчеты показывают, что при рас
смотрении уравнений возмущенного движения ракеты достаточно ограничить
ся лишь первыми д в у м я  членами разложений (2.7.12). Учет последующих 
членов не вносит в результат  существенной поправки.

7.2. Критерии устойчивости
И сследуем  поведение частных решений в окрестности фиксированного мо

мента времени to.
М о дуль  частного решения дифференциальных уравнений (2.7.3) равен:

\Ха \ =  У ( Х а, Х„) =  V {К" К.) е * * 1Х (°  "  
или, учи ты вая  (2.7.44),

| * в | =  е 5 ReX° ( 0  dt. (2 .7 .47)

Дифференцируя (2.7 .47),  получим 

d \ X J
dt

=  R e l e (t)e$  ReT° (<)d< . (2 .4 .48)

П усть  Re i 5f (0J<O. Тогда по непрерывности неравенство X,a ( f ) < 0  имеет 
место и в пределах некоторого конечного п ромежутка  времени. Согласно 
(2.7.48) на этом п ромеж утке  м о дул ь  частного решения Ха является  убываю 
щей функцией.

Если Re (tо )> 0 ,  то, по крайней мере в достаточно малой окрестности 
точки t0, Ха есть возрастаю щ ая по модулю  функция.

Отсюда вытекаю т следующие условия устойчивости и неустойчивости 
невозмущенного движ ения [тривиального решения уравнений (2.7.3)].

Если все функции Л„(/) удовлетворяю т неравенствам

R eT a (t0) < 0  ( а  =  1 , 2 ..........т ) ,  (2 .7 .49)

то невозмущенное движ ение [тривиальное решение уравнений (2.7.3)] обла
д ает  устойчивостью на конечном промежутке  времени [t0, /0+А^]; если ж е  
среди функций К, имеется хотя бы одна функция т а к а я ,  что

-. '•? Re X; (t0) > 0 ,
то невозмущенное движ ение неустойчиво (Д<=0).

Подставим значения функций в (2.7.49). Тогда условие устойчивости 
запишется так :

R e ( x t, +  x ' 4  +  x(2l +  . . . ) < 0  (а =  1 , 2 ..........т ) .  (2 .7 .50 )

У д ер ж и вая  в левы х  частях  неравенств (2.7.50) только первые члены, по
лучим критерий устойчивости в простейшем виде, совпадающий с критерием 
устойчивости по методу  замороженных коэффициентов:

Re 1а < 0 ( о — 1 , 2 ..........т ) .  (2 .7 .51)



Сохраняя д в а  первых члена в разложениях  получим уточненный 
критерий устойчивости, учитывающий у ж е  переменность коэффициентов у р а в 
нений:

R e ( X o +  X>1l ) < 0  ( а = 1 , 2 .......... т) .

Подставив сюда значения будем иметь

т

Re ( x° ~ S 0 ( o = i ’2........т ) - (27 -52)

Следующее приближение дает

R e j ^ + A l ' l  +  A f l )  < 0
и т. д.

7.3. О применимости приближенных критериев 
устойчивости

Устойчивость и неустойчивость невозмущенного дви ж ени я ,  к а к  было по
казано выше, определяются в зависимости от знаков функций

Re( ? - 0 + A ' 4  +  . . .  +  x j l l )  ( 0 = 1 , 2 ..........т ) .  (2 .7 .53 )

Трудоемкость расчета членов р яда

X, +  Х'Ч +  X™ +  . . .  (2 .7 .54 )

с увеличением порядкового номера резко возрастает ,  поэтому приведенными 
критериями устойчивости удобно пользоваться при небольших I. Посколь
ку  эти критерии не являю тся точными, то в тех  случаях ,  к о г д а  среди функ
ций (2.7.53) имеются очень близкие к  нулю, приближенные критерии устой
чивости становятся  сомнительными. П оэтому важ н о , с одной стороны, пра
вильно определить число /, а с другой — ум еть  оценить достоверность приб
лиженных критериев устойчивости при выбранном I. Строгое решение этих 
вопросов очень трудно. Можно рекомендовать  следующий практический спо
соб выбора I и оценки достоверности приближенных критериев устойчивости. 
Будем считать, что число I выбрано правильно, а соответствующий критерий 
устойчивости о бладает  достаточной достоверностью, если в  кач естве  / в ы 
брано наименьшее целое положительное число или 0, при котором

| Re Х'г+1> (t0) |
------------------------ ----------------------- ------------------------- < 1 ,  ( о = 1 , 2 .............т ) ,

| Re[X 0 (<o) +  X‘ 1] ( * о )+  . . . + Х ' /< « о ) ]  |
(2 .7 .55 )

понимая усиленное неравенство в том смысле, что л ев а я  ч асть  его по к р а й 
ней мере на один порядок меньше правой части.

Условием (2.7.55) можно пользоваться, в частности, д л я  определения при
менимости метода замороженных коэффициентов. Так, при выполнении не
равенств

I Re Х1Ч (4,) I
' ' « 1  ( - = 1 . 2 .......... т )  (2 .7 .5 6 )

Re Х„ (t0)

приближенное условие устойчивости будет  иметь вид
Re Хо < 0 (о =  1 , 2 , . .  . т ) .



что в точности совпадает  с условием устойчивости по методу замороженных 
коэффициентов. Невыполнение условия  (2.7.56), хотя бы при одном а, озна
чает неприменимость метода замороженных коэффициентов.

Критерии устойчивости, установленные выше, справедливы при условии, 
что все  корни характеристического многочлена простые. При наличии равных 
корней эти критерии неприменимы, т а к  к а к  в этом случае  рекуррентные соот
ношения д л я  и теряют смысл.

В заключение — несколько слов о влиянии переменности коэффициентов 
уравнений на устойчивость дви ж ени я  системы.

А н али зируя  соотношения, определяющие Х̂ 2 J , . . . ,  можно ожидать, 
что влияние  переменности коэффициентов уравнений возмущенного дви ж е 
ния, вообще говоря, будет  больше на тех  участках траектории, где производ
ные dkla/dt велики, т. е. где  происходит резкое изменение компонентов ре
шения уравнений (2.7 .14).  Расчеты  конкретных систем подтверждаю т это пред-

I Рис. 2. 14.

положение. Д л я  примера приведем результаты расчетов, связанных с иссле
дованием свободных колебаний механической системы, движение которой опи
сы вается  системой уравнений ви да

S  Лт ~ +  S  ” ,/ (/ )9У = = 0 (/ = 1 -2 .......... т )• (2-7 .58)
1 1

где т ц  = т а ,  пи = лу,.
Н а рис. 2. 14 показано изменение трех ненулевых корней характеристиче

ского многочлена дифференциальных уравнений, полученных в результате пре
о бразования уравнений (2.7.58) к нормальному виду. Эти и другие ненулевые 
корни чисто мнимые и поэтому ReXa = 0 .  Согласно простейшему критерию у с 
тойчивости система находится  на границе области устойчивости. Этот резуль
тат  с о в п адает  с вы водам и , получаемыми по методу замороженных коэффи
циентов, и в ы р а ж а е т  тот физический факт, что если коэффициенты уравнений 
были бы постоянными величинами, то колебания системы происходили бы с 
постоянными амплитудами . Переменность коэффициентов не только количест
венно, но и качественно мен яет  картину. На рис. 2. 15 представлены функции 
X '11. Расчет  последующих поправок локазал , что на всем рассматри-



ваемом диапазоне времени имеют пренебрежимо м ал ы е  значения, так  
что влияние переменности коэффициентов уравнений, по крайней мере в д а н 
ном примере, практически полностью учитывается  функциями Я ^  .

Из рис. 2. 15 видно, что переменность коэффициентов м о ж ет  о казы вать  как  
демпфирующее влияние, так  и, наоборот, мож ет  быть причиной возбуж дения 
колебаний в системе. В данном случае переменность коэффициентов приводит 
к  демпфированию колебаний второго тона и раскачке колебаний третьего то-

Рис. 2. 15.

на. Наиболее сильно эти эффекты проявляю тся на участке  гд е  происходит 
сближение корней Яг и Аз друг с другом . Вместе  с тем сближение и д а ж е  пе
ресечение корней Яз и Яг не изменило заметным образом х а р ак т е р а  протека
ния кривых R e ( A „ + X ^ ) .  Это значит, что сближение корней характеристиче
ского многочлена не обязательно влечет за  собой увеличение влияния пере
менности коэффициентов.

Более подробный анализ показывает ,  что влияние переменности коэффи
циентов уравнений возмущенного движ ения на устойчивость невозмущенно
го движения велико на тех участках  траектории, где происходит резкое изме
нение компонентов векторов К„, сост ,тленны х из решений системы (2.7.14).  
В свою очередь, резкое изменение компонентов этих векторов можно о ж и д ать  
гам, где происходит сближение корней характеристического  многочлена друг  
с другом. На тех участках  траектории, где  среди корней характеристического  
многочлена нет близких корней, влияние переменности коэффициентов на ха-

Yi; ■



рактер д ви ж ен и я  объекта мало, и поэтому может  оказаться  достаточным ис
следование устойчивости в р ам к а х  метода замороженных коэффициентов, ес
ли, конечно, промежуток времени, в пределах которого рассматривается  дви 
жение системы, не слишком велик: з а  большой промежуток времени, д а ж е  при 
малом эффекте от переменности коэффициентов, амплитуда колебаний может 
возрасти до недопустимо больших значений.

§ 8. ЭФФЕКТИВНОСТЬ И ПРЕДЕЛЬНО ДОПУСТИМЫЕ 
ОТКЛОНЕНИЯ ОРГАНОВ УПРАВЛЕНИЯ

Эффективность и предельно допустимые отклонения являются 
основными показателями органов управления.

Эффективность органов управления характеризуется отноше
нием управляющего момента, возникающего при единичном от
клонении органа управления, к соответствующему моменту инер
ции летательного аппарата. Так, эффективность органов управ
ления тангаж ом  определяется динамическим коэффициентрм

/Jz, эффективность органов управления рысканием определя
ется динамическим коэффициентом c+s /Jv\ эффективность орга
нов управления креном определяется динамическим коэффици
ентом с $ь/Jx-

Эффективность и предельно допустимые отклонения органов 
управления определяют максимальные управляющие моменты, 
которые могут быть созданы органами управления. М аксималь
ные моменты, создаваемые органами управления тангажом, ры
сканием и креном, отнесенные к соответствующим моментам 
инерции ракеты, равны:

гд е  8а ,„ах, 8Ф тах, 8 Ттах , — соответственно предельно допу

стимые отклонения органов управления тангажом , рысканием и 
креном.

Требования к эффективности и предельным отклонениям ор
ганов управления вырабатываю тся при формировании системы 
управления ракеты в зависимости от задач, возлагаемых на эти 
системы, и условий их работы. Требования эти обычно могут 
быть удовлетворены при различных комбинациях эффективности 
и предельных отклонений органов управления, и задача кон
ст р у к т о р а— определить оптимальнее соотношение м еж ду этими 
характеристиками. При прочих равных условиях эффективность 
органов управления прямо пропорцлональна площади воздуш
ных и газовы х рулей, тяге двигателей, используемых для созда
ния управляющ его момента, и т. п. Поэтому естественное стрем
ление конструктора к экономии веса вызывает тенденцию к 
уменьшению эффективности органов управления. Однако умень
шение размеров и веса органа управления не обязательно при
водит к уменьшению веса всей ракеты. Необходимость увеличе

н а  „ с ф5 &A# max* ”
J  z J у

'Т max?



ния предельно допустимого отклонения органа управления в св я 
зи с уменьшением ее эффективности в конечном итоге м ож ет  при
вести к увеличению веса всей ракеты , так  к ак  при больших от
клонениях органов управления происходит уменьшение их 
эффективности, увеличение аэродинамического сопротивления 
воздушных рулей и потерь тяги поворотных двигателей, исполь
зуемых для  создания управляющих моментов. Кроме того, увели 
чение предельных отклонений органов управления может о ка
заться затруднительным по различным конструктивным сообра
жениям.

Таким образом, задачи по определению потребной эффектив
ности и предельных отклонений органов управления находятся 
в тесной взаимосвязи и должны реш аться совместно д л я  оты ска
ния оптимальных решений.

Решение этих задач удобно провести путем сравнения не
скольких вариантов, отличающихся различными значениями пре
дельных отклонений органов управления. Расчет к аж до го  в а 
рианта сводится к  определению потребной эффективности орга
нов управления при заданных значениях предельных отклонений 
и условии, что аппарат обладает необходимыми динамическими 
качествами, например при воздействии на аппарат в полете р аз 
личных возмущающих факторов возмущения параметров дви 
жения в конце активного участка  траектории не вы ходят  за  опре
деленные пределы. В такой постановке для  определения потреб
ной эффективности органов управления необходимо знать, как 
изменяются параметры возмущенного движения аппарата  при 
наличии ограничений на отклонения органов управления, т. е. 
при условии, что

1*'(0| < 8 тах. ( 2 .8 .1 )

Таким образом, выбор основных параметров органов уп р ав 
ления (эффективности и предельных отклонений) связан  с опре
делением возмущений параметров движения ракеты при условии
(2.8.1). Д л я  определения ж е  возмущений параметров движения 
необходимо проинтегрировать уравнения возмущенного д ви ж е 
ния совместно с принятым законом управления.

Условие (2.8.1) может быть несколько упрощено. Учитывая,
что

5'(0=5(0+Д 8(0,

гд е  6 ( 0  — отклонение органа управления, потребное для  полета 
по программной траектории, согласно (2.8.1) имеем

|8(0 +  Д8(0|<8тах- (2-8.2)
Баллистическая ракета является  маломаневренным л ета 

тельным аппаратом, и потребные отклонения органов управления



при полете по программной траектории малы. Поэтому условие
(2.8 .2), которое должно удовлетворяться на всех участках уп рав
ляемого полета, можно заменить приближенным условием

т О К Ъ ш г  (2 -8 .3 )

8.1. Эффективность органов управления тангажом
и рысканием

Возмущенное движение ракеты в плоскостях т ан гаж а  и рыс
кания описывается подобными уравнениями, поэтому исследова
ние эффективности и выбор рациональных параметров органов 
управления тангаж ом  и рысканием могут быть проведены одина
ковыми методами. Учитывая это, ограничимся здесь рассмотре
нием только движения по рысканию.

Возмущенное движение ракеты по рысканию описывается си
стемой уравнений (1.13.9). Закон управления в достаточно об
щем случае имеет вид

п  ~ l £  +  т ' - J T  + д v =  k ^  к  М ~  ky^ V z ~  kzKZ- (2 -8 - 4)

Таким образом, з ам кн утая  система уравнений возмущенного 
движения ракеты по рысканию представляется так :

т  ——--)~vz —-j^--\-czz£^Vг -\-сг^ ^ = с гъЬ.Ь̂ , 4 - Д/7г, 
at at

j  У ~ ~ ~  ~ Ь  С ф г Д 1 /  г 4 - С ф ф Д ф  =  Сф 5Д 8ф  +  А М у ,dt* (It

k 1 d~ 7T - kv £ V Z +  m - k zLz =  T\ а̂ г  +  Тг ^ -  +  Д**. dt z dt2 dt
—  =  LVt . ( 2 .8 .5 )dt

Неизвестными функциями являются Az{t),  AIfz{t), Ая|э(0 и 
А б ф ( / ) .  Д л я  того чтобы судить об эффективности органов уп рав 
ления ракеты , надо знать, к а к  изменяются эти функции на тр а 
ектории при заданных начальных значениях и воздействии на 
ракету  всевозможных возмущающих факторов.

Таким образом, з ад ач а  исследования управляемости ракеты 
по рысканию приводит к необходимости интегрирования системы 
уравнений (2.8.5) при заданны х начальных условиях:

A z ( t 0) =  A z 0, = Ь У г0, Дф(̂ 0) =  Дф0,
at

dAty
dt

dA Sj,
Дфо» Д2ф(^о) =  Д̂ Фо> ~77dt

( 2 .8 .6 )
=  Д8й

= t о

и ограничении
|ДМ01 <  8* max • (2 .8 .7)



Ограничение отклонений органов управления вводит в з а д а 
чу нелинейность. Это затруднение можно преодолеть следующим 
путем.

Допустим, что Д6ф=А6ф(£) есть решение системы (2.8.5) при 
начальных условиях (2.8.6) без учета условия (2 .8 .7). Это реше
ние, начиная с начального момента t0, остается справедливым и 
при условии (2.8.7) пока

ш ах

МЛН

|д8ф (/)] =  Зф тах ,

но в последнем случае — если |Дбф(/)|— невозрастающ ая 
функция.

Пусть в некоторый момент времени t\ отклонение органа уп 
равления достигает предельного значения и при этом |Д6ф (£) | — 
возрастающая функция.

Тогда начиная с этого момента возмущенное движ ение ра 
кеты будет описываться другими уравнениями, а именно: у р а в 
нениями

\г  — СггЬУ z 4" Сг <!/ дф= i  ш ах  4" г >т d\Vz , dAii 
r vz —dt * dt

J y
di\^
dP

■ dbif 
J m ax +  Ш у ,

dAz ь У г ( 2 .8 .8 )
dt

при начальных условиях:
Л  А ~» и \ . dkzAz(*i) =  AZi, —
at

ДФ(Л)=Д4*1. ~ -dt

l - t ,

=  дф„
t - t ,

где Az\, AVz\, Дгрь Агрх — значения в момент времени 11 соответ
ствующих функций, представляющих решение системы (2.8.5) 
при начальных условиях (2.8.6). Перед коэффициентами сгъ и 
Сф5 следует принять знак « + » ,  если Д б ф (^ )> 0 ,  и « —», если 
Дбф(/)) < 0 .

Система (2.8.8) описывает возмущенное движ ение ракеты 
вплоть до момента времени t2, когда

|&Д4 +  ^Дф—kVz\ V z — Агдг| =  8ф тах, (2. 8 . 9)

причем левая  часть равенства (2.8.9) в момент t2 — убы ваю щ ая 
функция.



Н ачи ная с момента времени t2 вновь возмущенное движение 
описывается системой (2.8.5) и т. д.

Т аки м  образом, искомые величины Az(t), A Vz(t), Лг|)(0 мож 
но получить к ак  решения систем (2.8.5) и (2.8.8), «сшитые» друг 
с д ругом  в граничных точках ti, t2, . . . .

Д опустим , что из тех или иных соображений заданы  предель
но допустимые значения возмущений Az, ДУ2, Дг|), Дгр (или на 
всей траектории, или на отдельных участках ее). Тогда, решая 
системы уравнений возмущенного движения при различных фик
сированных значениях параметров органов управления, можно 
выбрать  рациональные значения параметров органов управления 
при условии, что ограничения, накладываемые на параметры дви
жения, не нарушаются.

Интегрирование уравнений следует производить раздельно, 
предполагая каж ды й  раз, что на аппарат действуют возмущаю
щие силы и моменты, связанные с одним из возмущающих фак
торов. Д ействие всевозможных возмущений можно суммировать 
по среднеквадратичному закону, если предположить, что эти воз
мущения независимы и к аж д о е  из них подчиняется нормальному 
закону распределения. Пусть, например, хи . . . ,  хп — значения 
п арам етра  движения х при воздействии п независимых возмуще
ний. Тогда выбор параметров органов управления должен быть 
подчинен условию

где х  — предельно допустимое значение параметра движения х.
Основными возмущениями, влияющими на выбор эффективно

сти органов управления, являю тся ветер и возмущения от двига
тельной установки.

Системы уравнений (2.8.5) и (2.8.8) в общем случае могут 
быть проинтегрированы численным методом. При некоторых до
полнительных упрощениях возможно построение решений этих 
систем в квадратурах .

Д опустим , что начиная с момента времени /0 на аппарат дей
ствуют постоянные возмущающие силы (A/7z=const, AMy=const) 
и что возмущенное движение описывается дифференциальными 
уравнениями, коэффициенты которых т ак ж е  постоянны. В мо
мент времени to начинается переходный процесс, в котором вна
чале происходит быстрое изменение угловых параметров дви
жения. Если ракета устойчива, то вскоре угловые параметры при
нимают значения, равные, или, точнее, близкие к их значениям 
в установивш емся режиме. В дальнейшем эти параметры остают
ся постоянными или ж е , медленно изменяясь, асимптотически 
приближаю тся к установившимся значениям величин, т а к  что их 
производные близки к нулю. Поэтому возмущенное движение ап
парата  после окончания этапа быстрого изменения угловых па



раметров приближенно можно описать уравнениями, которые 
получаются из исходных, уравнений возмущенного движения, ес
ли в последних пренебречь производными от угл овы х  величин.

Если возмущающие силы и коэффициенты уравнений изменя
ются медленно, то после первого этапа возмущенного движения, 
когда происходит быстрое изменение угловых параметров д ви ж е
ния, наступает некоторый квазистатический режим полета, в ко
тором угловые величины изменяются, но медленно, т а к  что и в 
этом случае производные угловых параметров остаются малыми 
величинами. Учитывая это, уравнения возмущенного движения 
можно упростить, отбросив производные угловых параметров 
движения и производные углов отклонения органов управления.

Что касается первого этапа возмущенного движ ения, то и 
здесь уравнения возмущенного движения можно значительно уп
ростить. Если ракета устойчива, то первый этап возмущенного 
движения заканчивается относительно быстро и за  это время ди 
намические коэффициенты уравнений изменяются мало . Поэтому 
при анализе эффективности органов управления на первом этапе 
возмущенного движения, которое начинается в результате  воз
действия возмущающих сил по ступенчатому закону, или кратко
временного воздействия возмущений, как , например, при разде
лении ступеней и т. д., переменностью коэффициентов можно пре
небречь. Тогда задача сводится к интегрированию линейных диф
ференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, что 
у ж е  не представляет труда.

На первом этапе возмущенного движения быстрое изменение 
претерпевают угловые параметры, а скорость AVZ и координата 
Дz изменяются незначительно. Поэтому можно уравнения (2.8.5) 
подвергнуть дальнейшему упрощению, отбросив первое и четвер
тое уравнения и пренебрегая влиянием возмущений AVZ, Az на 
вращательное движение ракеты вокруг центра масс.

Итак, в тех случаях, когда рассматриваемое возмущенное 
движение устойчивой ракеты имеет квазистатический характер , 
уравнения возмущенного движения можно упростить, отбросив 
члены, содержащие производные угловых величин; при анализе 
же процессов на первом этапе возмущенного движ ения, которое 
наступает в результате воздействия различных возмущений, м ож 
но пользоваться приемом замораж ивания коэффициентов, а т а к 
ж е  можно пренебречь влиянием возмущений AVZ, Д г  на вр ащ а
тельное движение ракеты.

8.1.1. Интегрирование уравнений в случае медленного изменения 
возмущающего воздействия при отсутствии регулирования 
движения центра масс (kz= kv =̂Q)

Отбрасывая в уравнениях (2.8.5) производные от угловых ве
личин и учитывая, что в данном случае kz= k Vz = 0, получим сле-



цующую систему уравнений, описывающую приближенно возму
щенное движение ракеты в квазистатическом режиме:

т  —^ czza V  г -\- cZty Дф =  сг{Д8ф -f- a F  г , 
at

Ctyz Д V г-\- СффДф =  Сф5 Д8ф -)- ДуИ ,̂

/гДф =  Л8ф. (2 .8 .1 0 )

В случае  когда рули занимают предельные положения, имеем

т  ^ р  +  ^ гД'/ г +  сгфДф =  ± с 288фгаах +  д F z, ^  8 ^

Cif,2 А V  z -|- СффД<|> =  ;+ ; Сфб8ф тах - ( -Д Му.

Система (2.8.11) действует до того момента времени, когда 
впервые (после того, к ак  рули стали на упоры) одновременно 
выполняются соотношения:

|̂ Дф| =  8ф щах » 4 г М < 0 .  (2 .8 .1 2 )
и t

Здесь I обозначает наименьший порядок не равной 0 произ
водной от | /еЛгр |.

Рассмотрим сначала систему (2.8.10).
П редполагая , что Сфф— /Сф ^ 0 ,  из второго и третьего ур а в 

нений находим

Л Ф =----- --— (Д Л ^-С ф гД К Д  (2 .8 .1 3 )

Д 8 = ----- —  (A M y -c ^ A V z). (2 .8 .1 4 )
сфф ^сф5

Подставив значения Дф и Аб в первое уравнение системы
(2.8.10), получим

~ ^ -  +  P ( t ) b V ,= Q W ,  (2 .8 .1 5 )
at

где p=l-(czz-f А’Сфг-г8-~С.гфСфг ■ V (2 .8 .1 6 )
сфф *сф5 /

1 / ~ kczb сгфQ =  _  AF z ,
т  \ сфф ^еф8

Общее решение линейного дифференциального уравнения
(2.8.15) имеет вид

-  5 pat I J pat I 
ь У , = е  '• l c  +  JQ e '°  dt' I. (2 .8 .1 7 )

f о



Произвольная постоянная с определяется начальным значе
нием AVV Полагая в (2.8.17) t = to, получим

г У й )  — г 0  =  С.
Итак,

-  \pdt( ( J pat
AVz =  e '« +  dt' J .  (2 .8 .1 8 )

Формулы (2.8.13) и (2.8.14) вместе с выражением (2.8.18) 
представляют решение системы (2.8.10).

Тем ж е  путем можно определить параметры движения АУг 
и Д-ф в случае, когда органы управления занимают предельные 
положения.

Из второго уравнения системы (2.8.11) имеем

дф ==------■ (Ь.Ми+ тах  ГфгД1/г ) .  (2 .8 .1 9 )

П одставляя (2.8.19) в первое уравнение системы (2.8.11), сно
ва  получим линейное дифференциальное уравнение вида (2.8.15), 
только теперь

1
Q= —т

т \

&.F z± ( c z&----- — 'W max----- — Д Му
\ с <№ / с и

. (2 .8 .2 0 )

8.1.2. Учет регулирования скорости центра масс  (kt =0 ,  kv ^ 0 )

Из (2.8.5) в этом случае вытекают приближенные уравнения, 
описывающие движение ракеты в квазистатическом режиме:

т  - (-с„дУ '2 +  сгфДф=сг5Д8ф +  AF2,
 ̂ (*f 8 21) 

СфгД^ г "~Ь СффД'}*^  ̂ Д8ф -j- ДУИ^,
— kVzAVz -|- kAty =  Д8ф.

Эта система такж е  приводится к линейному дифференциаль
ному уравнению первого порядка

=  (2 . 8 . 22)

Здесь
| k c i/zc zb —  r Vz  ( сгфсфа+сффсг 8 ) ~  сгфсфг

т  [  "

Q = - ( aF z -\- кСгЬ Сгф д Ми
т  \



Отклонения Дг|) и Дбф определяются формулами:

Лф = -------- “7-----[ЬМу — (сфг +  ky Сф) AV,\, (2. 8. 24)
сфф

Д 8  = --------------5-----------[kAMy —  (kCifz -\-kv Сфф) AVz],  (2. 8 .  25)
с ф ф ~  Ч к  г

которые следуют из второго и третьего уравнений системы
(2.8.21) .

8.1.3. Учет регулирования скорости и бокового смещения центра масс

Квазистатический режим возмущенного движения в этом слу
чае описывается уравнениями:

т  ------- — - j-  С z z t ^  z~\~ С zty Д']> =  С г 5 Д8ф -j- A f  г ,at

( 2 .8 .2 6 )
Сфг Д V z -j- Сфф Д<]> =  Сф8 Д8ф -|- ДУИу,

— kzA z — kyzA V z +  kAty =  Д8,

^ £  =  д К г. 
dt z

Из второго и третьего уравнений имеем 

^  =  Z----- 7 Г ~  [ЬМ у~(с1/* + СФ« kvz) AVZ ~  kzĉ i А г], (2. 8 .27)

Д8 ==------ -------[kAMy — tkc ẑ +  k y C ^ A V z  — kzCwAz]. (2.8.28)

Подставив значения Дг|з и Аб в первое уравнение системы 
(2.8.26), получим

^ +/>(*) Д ^« +  О Д Д *  =  <г(*), ( 2 .8 .2 9 )

где Р и Q определяются формулами (2.8.23), а

/? = -------------------- . (2 .8 .3 0 )
т  (сфф—^сфг)

Учитывая четвертое уравнение системы (2.8.26), будем иметь

^ r  +  P ( t ) ^ - \ - m A z  =  Q(t). ( 2 .8 .3 1 )dt‘ dt
Таким образом, в рассматриваемом случае задача  сводится 

к  построению решения уравнения (2.8.31) при начальных усло
виях

Д2(4>) =  Д20, AV z(i0) =  AV z0. (2 .8 .3 2 )



Это уравнение может быть проинтегрировано численным м е 
тодом. Определив Дz и затем ДУ2, можно у ж е  вести расчет Дф 
и Дб по формулам (2.8.27) и (2.8.28).

8.1.4. Интегрирование уравнений на яервом  этапе возмущенного 
движения

К ак  уж е  было сказано, при исследовании эффективности ор
ганов управления на первом этапе возмущенного движения м о ж 
но пренебречь переменностью коэффициентов уравнений, а т а к ж е  
влиянием возмущений ДУг и Аг на вращ ательное движение р а 
кеты. При этом система уравнений (2.8.5) принимает вид

Здесь J v, Сфф и Сфб и все остальные коэффициенты — постоян
ные величины. Уравнениями (2.8.33) можно пользоваться к а ж 
дый раз, когда исследуется управляемость при больших н ачаль
ных возмущениях параметров движения или скачкообразном 
воздействии внешних возмущений. Д л я  интегрирования ур авн е
ний удобно пользоваться преобразованиями Л апласа .

Начальные условия:

( 2 .8 .3 4 )
Преобразуя уравнения (2.8.33) по Л ап л асу ,  получим

UyP2 +  ЪР +  Aw) Ф (Р) — (Р) =
— М у (р) +  {p.Jy -(- (1̂ ) Д1фо -)- J y Дфо»

~  (k\P~\- к)$(р)-\-(Т\р2-\-Т 1 Р~\" 1)&ф(/0 =

— Т\ (рк\о -f- Д8ф0) -f- Т j Дйфо — ^Дфо»

где ч|з(р), бф (р), Му(р) — соответственно изображения Л ап л аса  
функций Дг|з, Дбф, ДМу.

Разреш ая полученную систему, например относительно 6ф (р), 
будем иметь

8ф(/^):= -------------------------- —о----------------- \--------------------  \\.Му{р')-\~
(jyp*+ v-yp + CW) (T’sV  + TlP +1) -  сф5 (klP + к) 1

+  {pjy +  Ы Ato +  Jyдфо] (*1 /» +  *) +  (JyP2 +  ЪР +  Ги) [^(/>д8+о +

Jy  — -\-^у —-у-  - f  СффДф —СфбД̂ ф--- Д М у ,
at2 dtdt

(2 .8 .33)

и j y  .
Д'М^о) =  Афо, ~ — =  Дфо- Д̂ ф (^о)= А̂ фо, dt t - t 0

d\<\i



Если теперь произвести обратное преобразования Л апласа , 
то найдем функцию Д64,:

Интеграл (2.8.36) вычисляется при помощи вычетов подынте
гральной функции. Построение Дбф^) проводится в следующей 
последовательности.

1. Д ля  заданного возмущения AMv (t) определяется изобра
жение Му(р):

Д л я  большинства встречающихся на практике типов возму
щений соответствующие изображения можно найти в таблицах, 
которые приводятся в учебниках по теории автоматического уп 
равления.

2. Выражение (р) представляется к ак  отношение двух  по
линомов М(р) и N (р):

3. Определяются нули полинома N(p), т. е. те значения ри 
при которых N {pi) = 0 .

4. Определяются вычеты функции 6ф(р). Вычет функции, со
ответствующий простому полюсу pi (полюсом функции бф(р) я в 
ляется нуль полинома N(p), если pi не является т ак ж е  нулем, и 
функции М (р)),  в данном случае равен:

5. П равая  часть выражения (2.8.36) равняется сумме всех в ы 
четов подынтегральной функции. Таким образом,

д8* (0 = - Х-  ^ М p ) e P ‘ d p . (2 .8 .3 6 )

M y { p ) = \ j A M y ( t ) e ~ pt dt.
о

Этим ж е  путем можно построить и функцию А-ф (/).



Пользуясь выражением (2.8.37), нетрудно определить м ак си 
мальные значения |А6ф(г)|. Д ля  этого приравняем нулю произ-

Определяя из этого равенства t* и подставляя в (2 .8 .37), б у 
дем иметь

Поскольку процесс колебательный, то равенство (2.8 .38), во
обще говоря, будет выполняться при нескольких значениях а р г у 
мента. Однако, зная, что аппарат устойчив, можно ожидать , что 
наибольшее отклонение руля будет иметь место при наименьшем 
значении t*, но нужно иметь в виду, что не исключены и другие 
возможности.

Аналогичным образом можно построить функцию Аг|з в усло 
виях, когда рули занимают предельные положения.

В этом случае из (2.8.8) имеем приближенное соотношение

водную ------- .  Получим, обозначая через t* значения аргумента ,
d t

при которых эта производная равна нулю,

(2 .8 .3 8 )

( 2 .8 .3 9 )

Jy ^  ^  4 т -  +  = ± С* Ь* +  Ш у  V - 8 - 40>a t 2 a t

В результате преобразования Л апласа  получаем

U у Р 2 ~г V-yP +  С н Ж / 0  —  ±  Н- М у  ( р )  -f-
Р

+  U  иР +  V-у) J  У А'} о-

ш а х

(2 .8 .4 1 )

Отсюда

Р ( h P -  +  Р«Р  +
■ [  l b  m a x  J  Р М у ( р )



Обратное преобразование Л апласа функции о|з(р) дает
c+i°°

Л<̂  =  2я/ S *t(p)eptd p - ( 2 .8 .4 3 )
C—i o

Д ал ее  вычисляется правая  часть соотношения (2.8.43) по при
веденной выше схеме.

8.2. Эффективность органов управления по крену

Возмущенное движение ракеты по крену описывается у р а в 
нением

+  Д8Т+ Д М Л. ( 2 .8 .4 4 )

Закон управления примем, например,-в виде

„ d2ДВ̂  dAЪу d\y
п ----- Т +  Л ----- -t +  A8t =  £AY +  £ i — ( 2. 8 . 45)2 d& 1 1 dt 1 1 1 dt '

Квазистатический режим движения ракеты по крену описы
вается  уравнениями, которые получаются из (2.8.44) и (2.8 .45), 
если отбросить производные угловых величин:

с75Д87 +  ДЛ1^=0, ( 2 .8 .4 6 )
Д87 =  А:Д\'.

Отсюда
д 5 А Л 1 Х  b M xI J x

т =  — 7 " ^ =  — 7 Т Г ' <2■8 - 4 7 >l Jx

т. е. угол отклонения руля прямо пропорционален возмущающе
му моменту и обратно пропорционален эффективности руля.

Установившееся значение у гл а  крена равно:

АЬУ АМХ13Х
Ду —— = ------- — . ( 2 .8 .4 8 )

k k c lSJ J x

При исследовании эффективности органов управления по кре
ну в переходных реж имах коэффициенты уравнения (2.8.44) 
можно рассматривать к ак  постоянные. Тогда решения уравнений 
(2.8.44) и (2.8.45) при начальных условиях

AY (A))— AYoi Д8Т (^о) =  Д8то 
dA у

=  ДУо ——1 = Д 8 тоt=t0 dt H - t a



можно получить так. Преобразуя эти уравнения по Л ап л асу ,  по
лучим

( J XP 2 ~f~РхР)  ( р)  —  М х р  \- (p j у 4- ц , )  Д'уо +  Л А У о .

~ ( k }p +  k)у(р) +  (Цр>-+ 7 > + 1 )  5Т (р) =

— {Т\р +  Т х) Д5То - f  7Цд8Тв -  k ^ % .  (2. 8. 50)

Здесь у ( р ) ,  6Т (Р ), М х (р)  — изображения функций Ду, Д67, 
AM* по Л апласу .

Разреш ая систему алгебраических уравнений (2.8.50) отно
сительно 6Т (р)  и у ( р ) ,  можно затем определить искомые функ
ции Абт(/) и Д у ( 0  в соответствии с выражениями:

С + 1 оо  С+ /< »

Д8т(0 = ^ г   ̂ 8ЛР)ер‘ d p ,  =  ±   ̂ \ ( p ) e P ‘ d p .  ( 2 . 8 . 5 1 )
С —/ос С—/ зо



Г л а в а  III

СТАБИЛИЗАЦИЯ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ 
С УЧЕТОМ ПОДВИЖНОСТИ ЖИДКОСТЕЙ 
В ТОПЛИВНЫХ БАКАХ

§  1. ОСНОВНЫЕ ПОЛОЖЕНИЯ О ФИЗИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ 
Ж ИДКОГО ТОПЛИВА. ПОТЕНЦИАЛ СКОРОСТЕЙ

При выводе дифференциальных уравнений движения ракеты , 
учитывающих подвижность жидкостей в топливных баках, будем 
рассматривать жидкие компоненты топлива как  идеальные и 
несжимаемые жидкости. Вопрос об учете вязкости жидкостей в 
уравнениях движения ракеты  будет освещен ниже, в § 22. Если 
движения, совершаемые жидкостями в начальной стартовой си
стеме координат х0, уо, z0, в какой-либо момент времени будут 
безвихревыми, то, к а к  известно из курса гидродинамики (см. [8]), 
они будут оставаться безвихревыми и в дальнейшем в соот
ветствии с предполагаемой нами идеальностью этих жидкостей. 
Будем считать, что в некоторый исходный момент времени ж и д 
кости находятся в состоянии покоя по отношению к начальной 
стартовой системе координат Хо, Уо, z0. В этом случае все после
дующие движения жидкостей, совершаемые ими в системе коор
динат х0, у0, z0, будут безвихревыми, так  к ак  состояние покоя я в 
ляется  частным случаем безвихревого движения.

Установив для  топливных баков ракеты определенную нуме
рацию, обозначим через vj вектор, определяющий скорости, с 
которыми дви ж утся  в начальной стартовой системе координат 
частицы жидкости, находящейся в баке с номером j. Так как  
движения, совершаемые жидкостями в начальной стартовой си
стеме координат, предполагаются безвихревыми, ротор вектора
Vj в любой момент времени должен удовлетворять условию

rot Vj = 0 (3. 1. 1)

в области, занимаемой жидкостью в баке с номером j. В соответ
ствии с этим поле скоростей жидкости, определяемое вектором 
—► —►

Vj, должно быть потенциальным, иными словами вектор Vj дол- 
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жен вы раж аться  градиентом своего потенциала. Таким  образом, 
должно иметь место равенство

Vj =  graA<bj, (3.1.2)

где Ф ;- — потенциал скоростей для  жидкости, находящ ейся в ба
ке с номером j.

Дивергенция вектора Vj в любой момент времени t должна 
удовлетворять условию

div Vj =  0 (3. 1 ■ 3)

в области, занимаемой жидкостью в /-ом баке, в соответствии с 
предполагаемой несжимаемостью жидких компонентов топлива.

Согласно (3.1.2) и (3.1.3) потенциал скоростей Ф ;- должен 
удовлетворять уравнению Л апласа

d iv g rad  Фу =  \72Ф; =  0 ( 3 .1 .4 )

в области, занимаемой жидкостью в баке с номером у. В следую
щем параграфе рассматриваются краевые условия, которые дол
жны выполняться на границе этой области.

§ 2. КРАЕВЫЕ УСЛОВИЯ Д Л Я  ПОТЕНЦИАЛОВ СКОРОСТЕЙ

Скорость Vj, с которой частица жидкости дви ж ется  в началь
ной стартовой системе координат х0, уо, z0, можно представить 
в виде суммы переносной скорости, порождаемой движением свя 
занной системы координат х, у, г, и относительной скорости
Ujoth, с которой данная частица жидкости дви ж ется  в коорди
натной системе х, у, z. Пользуясь известной из теоретической ме
ханики формулой для переносной скорости, получим соотно
шение

V) =  v 0 +  u X r  +  V)om, ( 3 . 2 .1 )

где у0 — скорость, с которой дви ж ется  начало координатной си
стемы х, у, г;

со— угловая  скорость вращения связанной системы коорди
нат;

г — радиус-вектор рассматриваемой частицы жидкости в под
вижной координатной системе х, у, z

1 Будем в дальнейшем считать, что начало подвижной системы коорди
нат совпадает с центром масс ракеты  в том случае, если ж идкости  в топлив
ных баках  ограничены плоскими свободными поверхностями, нормальными к  
продольной оси ракеты. В связи с этим в отличие от гл. I начало подвижной 
системы координат будем обозначать буквой О. При колебаниях  свободных 
поверхностей жидкостей центр масс С б удет  отклоняться от точки О и ско

рость Vo будет  отличаться от скорости vc.



Согласно (3.1.2) и (3.2.1) должно иметь место равенство

grad <&j =  v 0 + w X r  +  V j0TH. ( 3 .2 .2 )

В соответствии с формулой (3.2.2), установив краевые усло
вия д л я  относительной скорости » 3-0Тн> можно получить из них 
искомые краевы е условия для  потенциала скоростей Ф 3. Рассмот
рим условия , которым долж на удовлетворять относительная ско
рость Vjoth на смачиваемой поверхности бака  и на свободной по

верхности жидкости.
Обозначим через Sj внут

реннюю поверхность /-го бака 
и через aj — плоское сечение 
этого бака, нормальное к оси х 
и построенное таким образом, 
чтобы объем области Vj, огра
ниченной поверхностями Sj  и 
Oj, был равен объему жидко
сти, находящейся в баке (рис. 
3 .1 ) .  Если x = x j ( t ) — уравне
ние плоскости Oj, то уравнение 
свободной поверхности ж идко
сти, которую мы будем обозна
чать в дальнейшем через Oj*, 
можно представить в виде

x= X )(t)A r f j { y ,  z, t), (3 .2 .  3

где  fj(y, z, t) — функция, определяющая отклонения точек сво
бодной поверхности жидкости a j  от плоскости Oj.

Рассмотрим сперва движение частицы жидкости, обтекающей 
смачиваемую  поверхность Sj. Вектор относительной скорости
движения этой частицы Vj0тн будет всегда л еж ать  в плоскости,
касательной к поверхности Sj. Обозначим через п единичный 
вектор внешней нормали к поверхности S j  (см. рис. 3. 1). В рас-
сматриваемом случае векторы v j 0TH и п должны быть взаимно 
ортогональными, их скалярное произведение должно быть равно 
нулю и, таким образом, на смачиваемой поверхности должно вы 
полняться условие

VjJ отн •п—0 на S). ( 3 .2 .4 )

Рассмотрим далее  относительное движение частицы ж идко
сти, остающейся в процессе этого движения на свободной по
верхности o*j . Обозначим через А точку, в которой находится 
эта  частица жидкости в момент времени t, и через А\ — точку, в



которую она перемещается к моменту времени t-j-dt (рис. 3 .2 ) .
Перемещение А А ь совершаемое частицей жидкости  в связан 
ной системе координат за  элемент времени dt, будет равно 
—►

Ujothdt. Точка А\ будет л еж ать  на свободной поверхности ж и д 
кости, соответствующей моменту времени t-\-dt и показанной на 
рис. 3. 2 пунктиром. В соответствии с уравнением свободной по
верхности (3 .2 .3 )  точка этой поверхности 
с координатами у, z в момент времени 
t+ dt  будет иметь координату x + dx, 
определяемую соотношением

х-|-dx= xj(t-\ -d t)A - f j ( y ,  z, t-\-dt).
(3 .2 .5 )

Согласно (3 .2 .3 )  и ( 3 .2 .5 )  будет 
иметь место равенство

dx, d f ;
d x = —j-d t  + —L d t.  (3 . 2 . 6) 

dt dt

К ак  видно из рис. 3. 2, проекция перемещения АА\ на направ
ление внешней нормали п* к поверхности a*j будет равна 
dx cos (я*, х), или согласно (3.2.6)

/dx, d fj  \
( —77 +  —гг  ) co s (п*, х ) dt. ( 3 .2 .7 а )у dt dt I

В то ж е  время эту проекцию можно отыскать, скалярно умно
ж ая  перемещение АА\ на единичный вектор внешней нормали к 
поверхности а *| , который мы обозначим через п*. В этом случае 
для рассматриваемой проекции получим выражение

v J o n -n'd t.  ( 3 .2 .7 6 )
Сравнивая выражения (3 .2 .7 а )  и (3 .2 .7 6 ) ,  прийдем к кр ае 

вому условию

х) на о*. ( 3 .2 .8 )

Согласно (3.2.2), (3.2.4) и (3.2.8) потенциал скоростей <J>j 
должен удовлетворять краевым условиям

grad.®j-ti=VQ-п-\- ( ш х г)-п на Sj, 

g r a d <&j-n* =  v 0- п* +  (со Х О ' йЧ  ( 3 . 2?9)

+ ( ^ + ^ ) соз('1‘ ' х ) "а °: '

*



П ользуясь  равенствами:
-*■ дФ/ дФ, 

grad  Ф у-я =  —-c o s ( r c ,x ) - j ----- - c o s  [п, г/)4-
дх ду

дФ• дФ,- 
-!------ cos(/z, z) — —-

dz дп (3 .2 .1 0 )
-*■ с)Ф,- дФ,

£ ^ Ф ; -/г* = —-  co s («* , х)-\----- - cos(п*, у) 4 -
дх ду

дФ: дФ,
Ч----- - c o s (/г*, z) =  —^

dz J дп

и равенствами:

(ш X г ) - п  =  [ г Х  « )  •«), ( » Хг ) - / г *  =  ( г  X л*) •<«, (3 .2 .1 1 )

вытекающими из возможности циклической перестановки мно
жителей в смешанном произведении векторов, можно привести 
краевы е  условия (3.2.9) к виду

дф. ч.
——= v 0 -/г +  ш. (г X п) на 5/,
(7/г

. —► —► —+■ —*■ —*■

—4 = D 0 -«* +  co -(rX rt* )-f  (3 .2 .1 2 )
on

+ ( i t + d{ f ) coH n"-x] на

Если на исследуемом участке  полета ракеты бак с номером j 
ие опорожняется, плоскость ст,-, показанная на рис. 3. 1, не меняет 
своего положения в связанной системе координат х, у, z и функ
ция X j( t )  сохраняет постоянное значение. В этом случае краевые 
условия (3.2.12) принимают вид

. -+ -+
- ^  =  т10 ' »  +  « ) ' ( г Х я )  на S j,дп

—2r==z,0. /I* -{ -(o .(rX «*)-f -  (3 .2 .1 3 )Oft

-f- cos(n*, х) на а*
1 dt 1 1

Д л я  опорожняющихся баков краевые условия (3.2.12) долж 
ны быть дополнены краевы м  условием, которое должно выпол
няться во входных сечениях расходных топливных магистралей. 
В этом случае потенциал скоростей будет склады ваться  из по
тенциала Ф ;, удовлетворяющего краевым условиям (3.2.13), и 
дополнительного потенциала скоростей, определяющего процесс



слива жидкости из неподвижного бака, в ходе которого свобод
ная поверхность жидкости остается плоской и перпендикулярной 
к оси х. Так как  слив жидкости практически не отраж ается на  
колебаниях, совершаемых жидкостью в топливном баке, мы ог
раничимся учетом потенциала скоростей Ф 3, определяемого к р а е 
выми условиями (3.2.13), и в связи с этим во всех дальнейших 
рассуждениях мы будем отправляться от дифференциального 
уравнения (3.1.4) с краевыми условиями (3.2.13).

§  3. МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЖИДКОСТЕЙ В ТОПЛИВНЫХ 
БАКАХ

К ак  было уж е  указано в предисловии, при рассмотрении воп
роса о стабилизации движения ракеты с учетом подвижности 
жидкостей в топливных баках  мы ограничимся исследованием 
м алых колебаний жидкостей, в процессе которых свободные по
верхности о* остаются близкими к плоским поверхностям a j (см. 
рис. 3. 1). В этом случае краевую  задачу д л я  потенциала скоро
стей Ф 3, полученную в предыдущем параграфе, можно упростить, 
что в дальнейшем существенным образом облегчит исследование 
устойчивости движения.

Введем в рассмотрение функцию xF j, связанную с потенциа
лом скоростей 0>j соотношением

Wj^<t>/- v 0 -r  =  Oj — v 0xx  — v ouy — v 0zz. ( 3 .3 .  1>

Дифференцируя обе части соотношения (3 .3 .1), получим р а 
венства:

y 24?‘7- = v 2(J)j,
дФ,

-—- — -г1—  cos («> х ) — v oy co s ( я ,  у) — v 0z c o s (n,z) =  on dn
дФL — v Q-ti на Sj,
dn

дФ* дФ1
—  ^ —  V0 x COS («* , x) — v oycos(n , y) —

( 3 .3 .2 )

dn dn
дФ,

В соответствии с формулами (3 .1.4), (3.2.13) и (3.3.2) функ
ция 'F j должна удовлетворять уравнению Л ап л аса

У2Ч^ =  0 ( 3 .3 .3 )

1 5 3



и краевым условиям :
dWj -  -* -*

_ ^ -  =  о ) . ( г Х « )  на Sj,
д* ( 3 .3 .4 )дхр -  -  -  df /

•— - = ш - ( г  X п*)-\------ cos (и*, х) на а*
а«* '  1 a* v '  J

Согласно (ЗЛ .2) и (3.3.1) будет иметь место соотношение

'o/= 'a0- j - g r a d vf'j. ( 3 .3 .5 )

Из формул (3.2.1) и (3.3.5) вытекает равенство

“ Х г-{- D j0TH= g r a d « r/. (3 .3 .6 )

В соответствии с предположением о медленности вращения 
ракеты и о малости колебаний жидкостей в топливных баках,
скорости и)Хг+г^отн будут всегда  малыми и, допуская  при оп
ределении их потенциала относительно м алы е погоешности, 
мы получим погрешности второго порядка малости при отыска-
нии абсолютных скоростей движения частиц жидкости Vj. При 
малых колебаниях жидкости в баке с номером j  свободная по
верхность жидкости будет оставаться близкой к плоскости Gj. 
Таким образом, пренебрегая при исследовании движения ж ид
кости малыми величинами второго порядка малости, можно пе
ренести второе из краевых условий (3.3.4) с поверхности а} на 
близкую поверхность о,, зам ен яя  при этом направление норма
ли п* к  поверхности о*. направлением нормали п к поверхнос
ти aj. Краевы е условия (3.3.4) в этом случае примут вид

(г X п) на Sj,
(3 .3 .7 )дп

3W. -  -  -  d f f
- « ) - ( г Х й )  +  - -  на о}дп dt

(на поверхности сг;- co s (п, х) =  \, так  к ак  направление внешней 
нормали п к плоскости Gj совпадает с направлением оси х).

Вопрос о построении решения уравнения Л ап л аса  (3.3.3), 
удовлетворяющего краевым условиям (3.3.7), подробно рассмат
ривается нами в следующих параграфах этой главы.

§  4. ПОТЕНЦИАЛЫ Ж УКОВСКОГО

Рассмотрим сперва тот случай, когда поверхность жидкости, 
находящейся в ;-м  баке, закры та  крышкой, расположенной в се
чении бака  Gj. К ак  видно из рис. 3 .1 ,  в этом случае функция 
fi(y> z, t) в процессе движ ения будет оставаться тождественно



равной нулю и в соответствии с этим краевы е условия (3.3.7) 
примут вид

Введем в рассмотрение векторную функцию <pj, удовлетво
ряющую уравнению Л апласа

будет удовлетворять дифференциальному уравнению (3.3.3) и 
краевому условию (3.4.1). Таким образом, в рассматриваемом 
случае задача о движении жидкости, находящейся в баке с но
мером j, сводится к решению дифференциального уравнения
(3.4.2) с краевым условием (3.4.3).

З адача  об отыскании функции ср, удовлетворяющей ур авн е 
нию Л апласа

в области, ограниченной поверхностью S, и удовлетворяющей 
краевому условию

где F — функция, заданная на граничной поверхности S, носит 
название задачи Неймана для  уравнения Л апласа .  Д л я  разре
шимости задачи Неймана необходимо и достаточно, чтобы функ
ция F удовлетворяла условию

(см. [21]). Таким образом, необходимые и достаточные условия 
разрешимости дифференциального уравнения (3.4.2) с  краевы м  
условием (3.4.3) в векторной форме могут быть выражены  р а 
венством

м- ( г X п) на S] и ( 3 . 4 .1 )
дп

( 3 . 4 . 2 )

и краевому условию

д<о j
г Х п  на S)  и а;. ( 3 . 4 . 3 )

дп

Согласно (3.4.2) и (3.4.3) функция

W}— (o-tpy ( 3 . 4 .4 )

v 2? = o (3 .4 .5 )

дп
—  =  F  на S, ( 3 . 4 .6 )

( 3 .4 .7 )

S j + a J
( 3 . 4 .8 )



П окажем , что условие (3.4.8) всегда выполняется. Преобра
зуя  поверхностные интегралы в объемные посредством формул 
Гаусса-Остроградского, найдем:

 ̂ [ y c o s ( « ,  z) — zcos(n,  ;/)]fifs =   ̂^ — ~^-jdv =  0,
S  .-f- a  . V  .

J  J  J

 ̂ [ гсоэ (/ г ,X) — x c o s ( « , 2) ]a fs=  — =  (3 . 4. 9)

Sr cj vs
[xcos(/z, y ) — ycos(n, x ) ]d s  =  C (——  — ) dv =  0

«> ,) \dy  dx  J
SJ + ° i  V1

( Vj — область, л еж ащ ая  внутри замкнутой поверхности S j  + crj).
С калярные равенства (3.4.9) эквивалентны векторному ра

венству (3 .4 .8). Таким образом, краевая  задача , образуемая 
дифференциальным уравнением (3.4.2) с краевым условием
(3.4.3), всегда разрешима, что и требовалось доказать.

Согласно (3.3.5) и (3.4.4) скорости движения частиц ж идко
сти в рассматриваемом случае будут определяться формулой

V] =  v  о- f  grad  (<0 •<£>;). (3 .4 .1 0 )

Дифференциальное уравнение (3.4.5) с краевым условием
(3.4.6) определяет искомую функцию ср с точностью до произ
вольного постоянного слагаемого. В соответствии с этим уравне
ние (3.4.2) с краевы м  условием (3.4.3) определяет векторную
функцию ф3- с точностью до произвольного постоянного векторно
го слагаемого. Согласно (3.4.10) вид векторной функции Vj, оп
ределяющей поле скоростей, не зависит от выбора этого постоян
ного слагаемого  и оно может быть взято любым.

При ч>х — 1, «>2 =  0 формула (3 .4 .1 0 )  принимает вид

v j  =  v 0-i~grad<pjs, (3 .4 .1 1 )

случаю Юд. =  0 , 0̂ = 1, шг =  0 соответствует равенство

®j =  ®0 +  g r a d <fjy (3 .4 .1 2 )

=  0, (0̂  =  0, и>г =  1 скорость Vj будет определятьсяО)
формулой

v j  =  v 0 +  grad. <?}г. (3 .4 .1 3 )

Таким образом, проекции ф^, ф^, q>jZ вектора ф3- представля
ют собой потенциалы скоростей, возникающих при вращении 
корпуса ракеты с единичной угловой скоростью соответственно



вокруг осей х, у, z. Потенциалы скоростей фзж, q>jy, <pjz впервые 
были введены в рассмотрение Н. Е. Ж уковским, поэтому функ
ции q)jX, cpjy и фjZ будем именовать в дальнейшем потенциалами 
Жуковского.

§ 5. МАЛЫЕ КОЛЕБАНИЯ ЖИДКОСТИ В НЕПОДВИЖ НОМ 
БАКЕ. ПОТЕНЦИАЛ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ

Рассмотрим теперь малы е колебания жидкостей, которые мо
гут иметь место в топливных баках  неподвижной ракеты, зани
мающей вертикальное положение (случай стоянки ракеты  на
старте).  Полагая в (3.3.5) и (3.3.7) 0о=О, со = 0, получим д л я  в ек 
тора Vj формулу

■o/=grad Ч1'; ,  ( 3 . 5 .1 )

где 'Fj — решение уравнения Л апласа  (3 .3 .3), удовлетворяющее 
краевым условиям:

дЧГ, d'Vf d f ,
— — =  0 на Sj,  — —= —— на а]. ( 3 . 5 .2 )

дп дп dt ’

Введем в рассмотрение функцию % , удовлетворяющую у р а в 
нению Лапласа

V%  =  0 ( 3 .5 .3 )
и краевым условиям

^ = 0  на S), d- p - = f l  113 =;• ( 3 .5 .4 )дп дп

Согласно (3.5.3) и (3.5.4) функция

дЬ,
^ } = - т г  ( 3 . 5 .5 )01

будет удовлетворять дифференциальному уравнению (3.3.3) и 
краевым условиям (3.5.2) в соответствии с равенствами:

± ( д± \ ± ( д± \  п  -  m  
dt dt ' dn ' dt ' dt \dn '

вытекающими из возможности изменения порядка дифференци
рования функции, зависящей от нескольких независимых пере
менных. Таким образом, в рассматриваемом случае задача  о д ви 
жении жидкости, находящейся в баке с номером /, может быть 
сведена к решению дифференциального уравнения (3.5.3) с к р ае 
выми условиями (3.5.4) . Д ля  разрешимости этой задачи Неймана



необходимо и достаточно, чтобы функция fj удовлетворяла у с 
ловию

l f } d s = 0 . (3 . 5 . 7 )
”}

К ак  видно из рис. 3. 1, при малых колебаниях жидкости в  
/-м топливном баке интеграл, фигурирующий в левой части р а 
венства (3.5.7), определяет разность м еж ду  объемом области, 
ограниченной поверхностями S j  и 0*. , и объемом области Vj, ог
раниченной поверхностями S j  и Oj. Сечение бака Gj было построе
но выше с таким расчетом, чтобы эти д ва  объема были равны 
м еж д у  собой. Таким образом, условие (3.5.7) будет выполняться.

Введем теперь в рассмотрение вектор щ(х, у, г, t), определя
ющий перемещения, которые совершает в /-ом баке частица ж и д 
кости, имеющая в состоянии покоя координаты х, у, z. Скорость 
движения частицы жидкости, имеющей в момент времени t коор
динаты х, у, z, определяется вектором Vj(x, у, z, t). Таким обра
зом, скорость движения частицы, имеющей в состоянии покоя ко-
ординаты х, у, z, будет определяться вектором Vj(x + UjX, y + UjV, 
z+Ujz, t), так  к а к  в момент времени t эта частица жидкости бу
дет иметь координаты x-\-u.jX, у  + UjV, z+Ujz, где UjX, UjV, UjZ —
проекции вектора перемещений ы,-. Отсюда вытекает равенство 

ди / -<•
— *- =  v)fx-\-u]x, у +  Ujy, z-\-U)z, t). ( 3 .5 .8 )at

При малых колебаниях жидкости, допуская погрешности вто
рого порядка малости, можно заменить равенство (3.5.8) прибли
женным соотношением

- ^ -  =  V)(x, у, z, t), ( 3 . 5 .9 )
dt

или согласно (3.5.1) и (3.5.5)

i -  =  e r a d ^  (3 .5 .1 0 )
dt dt

М еняя порядок дифференцирования функции i|)j, получим от
сюда равенство

-£■ (u j  — g r a d ^  j = 0 .  (3 .5 .1 1 )

Допустим теперь, что в некоторый момент времени t = t0 ча
стицы жидкости, находящейся в j -м баке, занимают положения, 
соответствующие состоянию покоя, т. е.

Uj =  0 b V j при * =  *о. f j ( y , z , t o )  =  Q ( 3 .5 .1 2 )



<см. рис. 3. 1). Согласно (3.5.12) при t = tQ кр аевая  задача , обра
зуем ая  дифференциальным уравнением (3.5.3) и краевыми усло
виями (3.5.4), будет представлять собой однородную задачу  Ней
мана и будет иметь место соотношение

^  =  с/ при t = t 0, ( 3 .5 .1 3 )

где  Cj — некоторая константа. В соответствии с равенством
(3.5.11) разность и}—grado^- не должна зависеть от времени t, в 
то ж е  время согласно (3.5.12) и (3.5.13) при t= t 0 эта разность 
должна быть тождественно равна нулю. Таким образом, должно 
иметь место тождественное равенство

U j= gradt]^ в V j,  ( 3 .5 .1 4 )

Как видим, в случае малых колебаний жидкости в неподвиж
ном баке перемещения, совершаемые частицами жидкости, об
ладаю т потенциалом % , определяемым дифференциальным у р а в 
нением (3.5.3) с краевыми условиями (3.5.4). В соответствии с 
этим решение уравнения Л апласа  (3 .5 .3), удовлетворяющее к р ае 
вым условиям (3.5.4), будем назы вать  в дальнейшем потенциа
лом перемещений, имея в виду перемещения, вызы ваемы е коле
баниями свободной поверхности жидкости в баке с  номером ].

Зная потенциалы Жуковского q>jX, (pjV, ср3-z и потенциал переме
щений i|)j, можно построить общее выражение для  потенциала 
скоростей V j,  фигурирующего в формуле (3.3.5) и определяемого 
дифференциальным уравнением (3.3.3) с краевыми условиями
(3.3.7). Согласно (3.4.2), (3.4.3), (3.5 .3), (3.5.4) и (3.5.6) функ
ция

vp (3 .5 .1 5 )

будет удовлетворять дифференциальному уравнению Л апласа
(3.3.3) и краевым условиям (3.3.7). Таким образом, согласно
(3.3.5) и (3.5.15) в общем случае скорости, с  которыми дви ж утся  
в стартовой системе координат частицы жидкости, находящейся 
в j -м баке, будут определяться соотношением

V ] = v 0 +  gTad ( 3 .5 .1 6 )

Потенциал перемещений i|)j можно отыскать из дифферен
циального уравнения (3.5.3) с краевыми условиями (3.5.4), зная 
функцию fj, определяющую колебания, которые совершает сво
бодная поверхность жидкости в баке с номером j. Вопрос об оты
скании функций fj рассматривается нами в следующем п ар а 
графе.



§ 6 .  КОЛЕБАНИЯ СВОБОДНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
Ж ИДКОСТЕЙ В ТОПЛИВНЫХ БАКАХ

Давление в области, занимаемой жидкостью в баке с номером 
/, которое мы будем обозначать в дальнейшем через Pj(x, у, z, t ) , 
на свободной поверхности сг! должно совпадать с давлением г а 
за, находящегося над свободной поверхностью, иными словами с 
давлением наддува . Исходя из условия

p} =  pW на з*., (3 .6 .  I)

где р I01— давление наддува  в у-м топливном баке, мы получаем 
ниже краевую задачу , определяющую колебания свободной по
верхности жидкости в баке с номером у по заданным векторным
функциям времени v0(t) и со(t), характеризующим движение, со 
вершаемое корпусом ракеты в стартовой системе координат 
Хо, У о, z0.

В соответствии с принципом Д алам бера давление pj будет 
удовлетворять уравнению равновесия

grad  Pj =  Q)Qj, ( 3 .6 .2 )

где  Qj — плотность жидкости в баке с номером у; Qj — массовая 
сила, действующая на эту жидкость (см. [8] ) ,  если включить в
силу Qj массовую силу инерции. Таким образом, давление р} 
можно определить, положив в (3.6.2)

Q j= g  — Wj, ( 3 .6 .3 )

где g  — ускорение силы тяжести, действующей на жидкость;
W j— вектор, определяющий ускорения, с которыми движ утся 

в стартовой системе координат х0, у0, z0 частицы жидкости, нахо
дящейся в у'-м баке.

Согласно (3.3.5) должно иметь место равенство

~ d. ( g r a d i rj)
wj =  w0-i-----------— ( 3. 6. 4)

dt
—*■ 

dvnг д е ® 0 = — — — ускорение, с которым движется начало связан- 
dt

ной системы координат х, у, z.
Потенциал скоростей Ч',- будем предполагать найденным в ви

де функции времени t и пространственных координат х, у, г. В ы 
числяя ускорение какой-либо частицы жидкости по формуле
(3.6.4), необходимо учитывать зависимость от времени координат 
этой частицы х, у, z, кроме того, при дифференцировании в е к 
тора grad  ^  следует учитывать вращение координатной систе
мы х, у, г, добавляя  к локальной производной по времени t от



вектора g r a d V j  векторное произведение coX grad 'F j .  Обозначая
через ех, еу, ez единичные векторы, направления которых соот
ветствуют положительным направлениям координатных осей 
х, у, z, найдем

d ( g r a d  Wj) d (dWj -  , dWj -  dVj -*
— " 1 ey +  —  ez

dt dt \ dx x 1

- (
' d2¥ y | d W ) dx d W }
1v dx dt dx* dt dx dy

+ (
' d W J  ,
v dy dt

d ^ j  

dx dy

dx

dt

d ^ j

dy*

+(
' d24fj d'iWj dx d W j

j d z d t ^ dx dz dt dy dz

) -dy * dz

dJL  +  ^ h . d± Y e  +
dt dx dz dt J  x

dy , -
dt dy dz dt ' 1/1

<7(/ д2Ч  ̂ </г

- f  о» x  grad Ф-;==grad

dt dz2 dt 

d4'j dVj dx dWj dy

dt dx dt dy dt
dWj dz

a —  + U)X g r a d 4 r/, 
dz dt

ИЛИ
r f ( g r a d ¥ y ) ,dWj

grad - f  +  ^ 0TH- g r a d Wj) - f  o > x g rad W}, ( 3 . 6 .5 )
dt \  dt

где и5отн — скорость, с которой дви ж ется  р ассм атри ваем ая  час
тица жидкости в связанной системе координат х, у, z. Ввиду
предполагаемой нами малости скоростей о,-0тн, со и g rad  фор
мулу (3.6.5) можно заменить приближенной формулой

r f ( g r a d ir f) «ЭФ-,
^  = g r a d  - f ,  ( 3 . 6 .6 )

at dt

пренебрегая малыми величинами второго порядка малости. Со
гласно (3.6.3), (3.6.4) и (5.6.6) уравнение (3.6.2) можно привести 
к виду

/•* ■*
g r a d p )  =  Qj [ g  — w 0 —  grad  - ± у  ( 3 . 6 .7 )

В соответствии с равенством 

Щ  — g  =  g r a d  [ ( ® o i  — g x ) x  +  (Щу — g u) у +  (®о* — gz)  * ]  =

=  grad [(«/„ — ) ? ) - r ]  ( 3 .6 .8 )



уравнению (3.6.7) можно придать вид

-  , <Э¥
g r a d b / 4 - e i \Wq =  0. (3 .6 .9 )

Согласно (3.6.9) долж на иметь место зависимость

P ) = —Qi \Щ —g) - r  +  —L
dt

где Cj(t)  — некоторая функция времени t, которая в дальнейшем 
будет исключена из рассмотрения.

Пользуясь формулой (3.5.15), найдем

ЭФ-, tfco -► -► d<fi д2Ф,-- L = -----w  +  u .-L L  ^— 11,
dt dt dt dt'2

(3 .6 .1 1 )

Если на исследуемом участке  полета ракеты бак с номером /
не опорожняется, векторная функция <р;-, определяемая уравне
нием (3.4.2) с краевым условием (3.4.3), от времени t не зави 
сит и равенство (3.6.11) в этом случае принимает вид

dt

d<j>
dt dt 2

( 3 . 6 . 12)

д у ,
В случае опорожнения /'-го бака производная практически

может быть отнесена к числу малых величин и в соответствии
с предполагаемой малостью угловой скорости ш можно заменить 
соотношение (3.6.11) приближенным соотношением (3.6.12), до
пуская погрешности второго порядка малости.

Согласно (3.6.12) формуле (3.6.10) можно придать вид

P J= —Q)

В соответствии с уравнением свободной поверхности (3.2.3) 
условие (3.6.1) можно представить в виде

или
РА-*) + / л  у, г, t) =  p f \

Р)(Х), у}, г, t ) + ( d-p-) \ ( f j ?  +
\ д х  }х - х ;  2 у дх ? ) х= х]

+  . . . =  pf).



При малых колебаниях свободной поверхности условие 
(3.6.14) можно заменить приближенным условием

p j( x j ,  у, z, t) -f [ ^ f^ x х f i  =  Pl°)> (3- 6 -

цопуская погрешности высших порядков малости. П одставляя 
Pi из (3.6.13) в (3.6.15), получим равенство

№ о х  —  ё х ) Х Г т  ( ™0у - £ у ) У  +  ( Щ г  —  Р г ) 2  +  ^ -  { ' f ) ) x - x j

[■ rj(t) — Qj
+  Л Л  ]

у df2 Jx-xj

d t

- g x  +

d<tj +  l
dt \ dx j X - X j  \ d fid x jx= x j

( 0 ) ( 3 .6 .  16)

В соответствии с предположением о малости колебаний сво
бодной поверхности и о малости углового ускорения d(x>ldt р а 
венство (3.6.16) можно заменить приближенным равенством

— £j [ ( ® 0*  — gx) X) 4 -  (Щу — gy) У +  (™0z — Fz)Z +

+  cj(t) — G)(w0x — g x ) f ) = P f ,  ( 3 .6 .1 7 )
d w L
ijt — j , у  J x -Xj

допуская погрешности второго порядка малости. 
Введя обозначение

■(W0 x — gx)Xj, ( 3 . 6 .  18)

можно придать соотношению (3.6.17) вид

{Щх ~  g x) f i - H w o u  ~ g v ' y  +  (wo z — gz)z-

+
d t ' l  / Х - Х ]

или

(™ox — g x ) f }  +  (woу — gy) У +  (™oz — gz) г  +  - 3 7  • <fj +dt

+  2 = C ; ' ( 0  Ha ° 3' ( 3 . 6 . 1 9 )

так как  уравнение плоскости <jj имеет вид x = xj.

6 *  1 6 3



П одставляя fj из (3.6.19) в (3.5.4), получим для потенциала 
перемещений краевые условия:

дф
-  — О на Sj,on

д2ф, dtyi
+  {™ 0х~ g x )  ^  +  ( Щ у - g e )  У +  ( Щ г — g z )  Z +  

-*■

- г - ^ - Т j =  Cj(t) на о].
d t

(3 .6 .2 0 )

Согласно (3.5.4), зная потенциал перемещений %, можно оп
ределить функцию fj(y, z, t) по формуле

/г- д х  )х
(3 . 6 .2 1 )

(на плоскости Oj направление внешней нормали п совпадает с 
положительным направлением оси х). Таким образом, функцию 
fj(y, z, t), определяющую колебания свободной поверхности ж и д 
кости в баке с номером j, можно отыскать, решив уравнение 
Л апласа  (3.5.3) с краевыми условиями (3.6.20).

В заключение этого параграфа покажем, что решение задачи 
о колебаниях свободной поверхности жидкости, находящейся в 
/-м баке, не зависит от вида функции Cj(t), фигурирующей в 
краевы х условиях (3.6.20). Введем в рассмотрение функцию вре
мени y(t) ,  удовлетворяющую дифференциальному уравнению

= c , ( t ) - C * ( t ) .  d t i  1
(3 .6 .2 2 )

П олагая  в уравнении (3.5.3) и в краевых условиях (3.6.20)

b = f j i - y ( i ) ,  (3 .6 .2 3 )

получим согласно (3.6.22) дифференциальное уравнение

v 2t;=

с краевыми условиями:

дЬ*
—  ̂=  0 на Sj,
д п

^ J ±  +  (W g ) ^ 1 ^ (щ ,ог/_
д Р  д п

Л~~77 '? i =  G*j(t) на а}' 
d t  '

= 0 (3 .6 .2 4 )



Таким образом, подстановка (3.6.23) переводит краевую  з а 
дачу для  функции i|)j, образуемую дифференциальным уравнени
ем (3.5.3) с краевыми условиями (3.6.20), в аналогичную крае 
вую задачу для функции -ф} , содержащую вместо функции Cj(t) 
другую функцию С*) (t ). При этом согласно (3.6.23) будет иметь 
место равенство

и в соответствии с формулой (3.6.21), осуществляя переход от 
функции Cj(i) к функции Cj(t),  мы получим в итоге одну и ту 
ж е функцию fj(y, z, t), определяющую колебания свободной по
верхности в баке с номером j. Выбор функций Cj(t), /= 1, 2, 
мы осуществим в дальнейшем исходя из удобства проведения не
обходимых расчетов.

§  7. К О Л Е Б А Н И Я  Ц Е Н Т Р А  М А С С  Р АК Е Т Ы ,
У Р А В Н Е Н И Е  СИЛ

Перейдем теперь к исследованию влияния, которое оказывает 
подвижность жидкостей в топливных баках  на движение, совер
шаемое корпусом ракеты.

По предположению начало подвижной координатной систе
мы О совпадает с центром масс ракеты С, если жидкости, нахо
дящиеся в топливных баках , ограничиваются плоскими свободны
ми поверхностями, нормальными к оси ракеты. Рассмотренные 
выше малые колебания свободных поверхностей жидкостей вы 
зывают малые колебания центра масс ракеты относительно н а 
чала связанной системы координат х, у, z  и влияют, таким обра
зом, на движение, совершаемое этой координатной системой.

Положение, занимаемое центром масс ракеты в связанной си
стеме координат, будет определяться векторной формулой

где г с — радиус-вектор центра масс; 
т  — общая масса ракеты ;
N — число топливных баков;
V0 — область, занимаемая твердыми элементами конструк

ции;
V*— область, занимаемая жидкостью в /-ом баке;

г — радиус-вектор элемента объема dv, 
q — плотность твердых элементов конструкции;

€>ь Q2. • • • Qn — плотности жидкостей, находящихся в топливных 
баках .

( 3 .7 .1 )



Область V*. ограничивается смачиваемой поверхностью бака 
Sj и свободной поверхностью жидкости a*j . Если F(x, у, z) — к а 
кая-либо функция пространственных переменных х, у, г, то, к ак  
видно из рис. 3. 1, при м алы х отклонениях свободной поверхно
сти О* ОТ ПЛОСКОСТИ Oj можно положить

j  F  dv =  j  F  dv  -f-  ̂F f jd s ,  ( 3 .7 .2 )
V) v i  '}

где Vj — область, ограниченная поверхностями Sj  и о , 1. В соот
ветствии с равенством (3.7.2) формулу (3.7.1) можно преобра
зовать к виду

При отсутствии отклонений fj свободных поверхностей ст* от 
плоскостей Oj центр масс ракеты должен совпадать с началом 
связанной системы координат х, у, z. Таким образом, согласно
(3.7.3) должно иметь место равенство

N

 ̂ +  Q)  ̂r d v  — O. ( 3 .7 .4 )
Vo ) - 1  V j

Пользуясь зависимостью (3 .7.4), можно преобразовать формулу
(3.7.3) к виду

N

Гс Q}\ r f }dcs' ( 3 .7 .5 )

Ф ормула (3.7.5) определяет колебания центра масс ракеты, 
вы зы ваем ы е колебаниями свободных поверхностей жидкостей в  
топливных баках .

К ак  указы валось  у ж е  в гл. I, уравнения движения ракеты 
можно составить, как  уравнения движения материальной систе
мы постоянного состава, присоединив к внешним силам, дейст
вующим на ракету , реактивные силы. В соответствии с теоремой

1 Ф ормула  (3.7.2) точна лишь д л я  топливного б ака  цилиндрической 
формы.



о движении центра масс материальной системы должно иметь ме
сто равенство

m w c =  F -\ -m g ,  (3 .7 .6 )

где wc — абсолютное ускорение центра масс ракеты , найденное 
без учета переменности ее состава;

F — главный вектор аэродинамических и реактивных сил, 
действующих на ракету;

g  — ускорение силы тяжести '.

Представляя абсолютное ускорение wc в виде суммы пере
носного, относительного и кориолисова ускорений, найдем 

—►

®с =  ® о + ^ х ':с +  “ Х (" Х гс) +  7 ^ -  +  2соХ ^ Г -  • (3-7.7)

Д опуская погрешности высших порядков малости, можно з а 
менить равенство (3.7.7) приближенным равенством

®c =  ® o + ^ f .  (3 .7 .8)

т ак  как  вращение ракеты предполагается нами медленным и ко
лебания, совершаемые центром масс ракеты, должны быть м алы 
ми в соответствии с предполагаемой нами малостью колебаний 
свободных поверхностей жидкостей.

Согласно (3.7.5) ускорение b2rc/dt2, найденное без учета пе
ременности состава ракеты, будет определяться соотношением

— N
1 V-»^  =  Q j i r - J J d * .  ( 3 .7 .9 )

d t ' 2 т  J  d t 2
}-  1 Oj

В соответствии с формулами (3.7.8) и (3.7.9) уравнению 
(3.7.6) можно придать вид

N <Э2 f  -
m (w 0 - } ) - \  ( 3 .7 .1 0 )

1-г

Уравнение (3.7.10) представляет собой уравнение сил, по
строенное с учетом подвижности жидкостей, находящихся в топ
ливных баках  ракеты.

1 В гл. 1 для  главного вектора и главного момента сил, действующих на
р акету ,  применялись обозначения "ZF и ИМ. Знаком 2  подчеркивалось при
соединение к внешним силам реактивных и кориолисовых сил. В дальнейшем, 
д л я  сокращения записей, знак 2  будет  нами опускаться.



Переходя к построению уравнения моментов, выведем сперва 
формулу, определяющую момент количества движения ракеты 
относительно ее центра масс, учитывая при выводе подвижность 
жидких компонентов топлива.

С учетом подвижности жидкостей, находящихся в топливных
баках ракеты , искомый момент количества движения Lc должен 
быть найден из соотношения

где Vj — вектор, определяющий скорости, с которыми движутся 
в стартовой системе координат частицы жидкости, находящейся
в баке с номером /. П одставляя Vj из (3.3.5) в (3.8.1), получим 
равенство

(г  — r c )x (® o + < “ X r)e r f®  +  2 ^  | ( г  — г с ) х

X  V j  dv, ( 3 .8 .1 )

£ с =  f ( r  — r c ) x ( w 0 + i o x r ) e < f t j + j ? e /  f [ r — r c ) x  
К  Ы  v)

или

£ c =  j  ( r  — r c ) e fl,'l, +  2  Qj ^ {r — rc ) dv X^o +  
y. J - l  v *

-Г [ [r — г с )  (шХ ^ ) е ^  +  2  Qj  j  {r — r c) X g r a d Wjdv. (3 .8 .2 )
V '  J - l  V )

Пользуясь формулой (3.7.1) и равенством



определяющим общую массу ракеты т ,  найдем

\ ( r ~ r c ) ^ d v - j - ^  q j  j  ( r  —  r c ) d v = : j  T Q d v - j -  

Vo J- l  v * V0

N _  / Л' __ \  _

- f V c j  I* r  dv — j | Qdv-]- ^  qj j  dv  \rc =  0. ( ,3 .8 .4 )
J - 1

Согласно (3.8.4) формуле (3.8.2) можно придать вид 

=  j  ( г — ' с )  X X г)  Q d v  +
Vo

А
" ^ 2  Q} I  1Г — Гс)  XgradW /^D . ( 3 .8 .5 )

к ;

Учитывая малость векторов гс , со и g r a d ^ j  и близость обла
стей V*j и Vj, можно с погрешностями высших порядков м ало
сти заменить формулу (3.8.5) приближенной формулой

-  -* .* N -  
1 с = ^ г  X y u X ^ Q d v  +  ^ Q j  j r  X grad 'F jr f 'u .  ( 3 . 8 .6 )

i -1 Vj

Осуществляя преобразование объемного интеграла в по
верхностный посредством формул Гаусса-Остроградского, най
дем:

С -  Г ( №.\-\ г X gra d  * l jd v =  \ у —J-  — z — <
V, i/ i\ д г  дУ 1

дЧ~, дЧг

дх
— х — L\eu +

dz

+  P  =  j  { £ - | ( « » - ^ W  +
vi

+  ^  4  +  5 7  [ ( ^  -  * ev) W']} dv  =

=  j  W)[(zeu — уег) co s (n,x) +  (xe2 — zex) co s («,*/) +
Sj + cj

+  {уех— xey )cos(n,z)]d<3= \ W } \[y co s ( « ,  z) —



zcos(/z, y)\ex -\-[zcos(n, x) — jc c o s(aj, г)] ey

4- [x co s  (ti, у) — у cos(n , jc)] ez\do=  | W jr X n d z ,
i s j + ' j

или согласно (3.4.3)

г X grad W jd v — \ W t—- j d з. ( 3 . 8 .7 )
J  dn

Sj +°j
->

Функции и ф3- являются решениями уравнений (3.3.3) и
(3.4.2), и, таким образом, в соответствии с формулой Грина дол
жно иметь место равенство

cb Г д Г ,
1Y ) 2 h _ d a =  Zj —  da. ( 3 . 8 .8 )

дп J  дп
sJ b°J Sj + °j

Согласно (3.3.7) и (3.8.8) формуле (3.8.7) можно придать 
вид

Р -  ч.., f  -  (J/
rXgrad'F./d'Z) — I <?p>-\rXn}d3-r  \ v ) —L d

dt

или, если воспользоваться зависимостью (3.4.3)

г  X gradW jdv=:  I <?j u>- —  Л 4 -  I v j -^ - d s .  ( 3 .8 .9 )  
„ J  дп 1 J
V * i  °i

П одставляя (3.8.9) в (3.8.6), получим для момента количест
ва движения Lc формулу

N

 ̂ Г Х  (1» х / ' ) д ^  +  2   ̂ ' ~ihi~

N

4 - V «  j w ^ - Л .  

i - 1  ° j
ИЛИ

Л’ ^



гд е

Zc =  j * r X ( “ Xr ) gr f i »  +  V 1 Vj j  ( 3 . 8 . 11 )

V0 )=.\ S ] + ° j

В формуле (3.8.10) вектор L°c определяет момент количества 
движения ракеты относительно ее центра масс, соответствующий 
тому случаю, когда в процессе движения свободные поверхности 
жидкостей не совершают колебаний и остаются плоскими и нор
мальными к оси ракеты. Второе слагаемое в правой части фор
мулы (3.8.10), определяет дополнительный момент количества 
движения, порождаемый колебаниями свободных поверхностей 
жидкостей, находящихся в топливных баках .

§  9. УЧЕТ П О Д В И Ж Н О С Т И  Ж И Д К И Х  К О М П О Н Е Н Т О В  
Т О П Л И В А  П Р И Р АС Ч Е Т Е  М О М Е Н Т О В  И Н Е Р Ц И И  Р А Б О Т Ы

Рассмотрим детальнее момент количества движения , оп
ределяемый формулой (3.8.11). Осуществляя в векторной форму
ле (3.8.11) проектирование векторов на оси связанной системы 
координат х, у, z , получим формулы:

Lcl =  1 1У(шхУ ~  «V*) — ^ К *  — co,z)] q dv  -f-
v„

N

- i - V f t i  5 +
j - 1 S j + ’ j  

Lcl “  ,f iz °yz — т*У) — x  (шхУ — «V е)] Qdv +
Vo

N

( 3 . 9 .1 )

d ? jx  , d H>Jy  , ^
«V — —l шг ’ — Ida,дп дп dn

j - 1  s}+*} '

Щ  =  f [х(шгх  — Wxz) — у (0>yz — СОгу)} Q dv  +JCz
V,



Формулам (3.9.1) можно придать вид

^Сх ~  ^ххтх “Ь J XI/ШУ 4" Jxz"‘z>
Lcl — J ухшл J уушу ~Ь J уzl0z> ( 3 .9 .2 )

^Cz =  ^zxwx f  ' JzUwy~\~ Jzz^zi

гд е
N d

■ Л м = ^ ( « / 2 + * 2)е<*® +  2 с '  5  ( ? )x~ ^ L d ^'
Vo J = 1 S j +  " j

N d-a
J xu =   ̂ХУ Q  dv  4 -  Q) \ ?Jx d*,

V 0 j - 1 S ) + ° )

N ds
Jxz=  ~  j *xz $ dv  +  2  6;  [  9h

Vo ) - 1  S ] + ° ]

N d?
J VX =  — j  xye dv  +  ^  Qj j  ®ju -Ite- da,

Vo j - 1 5 ] + ° ]

J y v =  I" (х 2 -f г 2) e - i - 2 ] Cj J  ( 3 . 9 .3 )
V'o ; - l  S; +ai

Л'
Juz =  — f 0*6 dv  +  V ,  6; j  <PA, da,

V  о / - 1

^  . (b 
J z x = -  j" rfu +  V C; 1 %  da,

Vo j — 1 V ”;

N

Jzu =  — j yz<2 dv  +  Qj
Vo  7 - 1

Л' d
Jzz =  j* ( * 2 +  .v2) e rfu +  2  f da.

Vo ) - l  S j + ° )

Согласно (3.4.2) функции q>jx, q>jy и cp;z являются решениями 
уравнения Л ап л аса ,  и, таким образом, в соответствии с форму
лой Грина должны иметь место равенства:

<?Jz дЬу
д п

d a ,



( 3 .9 .4 )

Из формул (3.9.3) и (3.9.4) вытекают соотношения:

( 3 .9 .5 )

В соответствии с равенствами (3.9.2) и (3.9.5) момент коли
чества движения Lc(0) равен моменту количества движения твер 
дого тела, у которою моменты инерции относительно осей х, у, 
z — J xx, Jyy, Jzz и центробежные моменты инерции J xy, JXz, Jyz 
имеют значения, определяемые формулами (3.9.3).

Пользуясь соотношениями (3.9.2) и (3.9 .5), можно придать 
равенству (3.8.10) вид

—  ( J X X 1" X  ~Ь J ХУШУ Г J X 2 M z )  & х  “f” (•/„<’>, “Ь J УУШУ “Ь J y z mz^ ^ у  +

Согласно (3.9.6) при отсутствии колебаний свободных по
верхностей жидкостей, т. е. при 0, /= 1, 2 , ,  N, момент ко
личества движения ракеты относительно ее центра масс можно 
определить к ак  момент количества движения твердого тела, вы 
числив моменты инерции ракеты относительно осей связанной си
стемы координат х, у, z — J xx, J yy, J zz и центробежные моменты 
инерции ракеты Jxy, J X2, J u.. по формулам (3.9.3).

§ 10. У Р А В Н Е Н И Е  М О М Е Н Т О В .  Т Е О Р Е М А  Ж У К О В С К О Г О

В § 7 мы получили уравнение сил (3.7.10). Перейдем теперь 
к выводу уравнения моментов. В соответствии с теоремой об из-

N

+  (-/x z w x  -j- J Vzw U J zzU)z )  e z У  Q j   ̂ *?} da. ( 3 .9 .6 )
J- 1 ° j



менении момента количества движения, в любой момент времени 
должно иметь место равенство

^ -  =  м с . (3 .1 0 .1 )
-* dt

dL
гд е  — £. — производная по времени от момента количества 

dt
движения Lc , вычисленная без учета переменности состава ра
кеты ;

Мс — главный момент аэродинамических и реактивных сил, 
действующих на ракету  (главный момент сил тяжести относи
тельно центра масс ракеты всегда будет равен нулю). 

Уравнению (3.10.1) можно придать вид

— т  ш X Z-c =  М с• (3 -1 0 .2 )at

Согласно (3.9.6) векторное произведение соХ Ь С является м а 
лой величиной второго порядка малости в соответствии с пред
полагаемой нами малостью колебаний свободных поверхностей
жидкостей и малостью угловой скорости со. Таким образом, пре
небрегая малыми величинами второго порядка малости, можно 
заменить уравнение (3.10.2) приближенным уравнением

(3 .1 0 .3 )dt

Вычисляя по формуле (3.9.6) локальную производную по вре
мени 6Lc/dt без учета переменности состава ракеты, получим 
соотношение

-*■
bL„

N

T

У - 1

( 3 .1 0 .4 ,

Обозначим д ал ее  через М главный момент аэродинамических 
и реактивных сил относительно начала связанной системы коор



динат х, у, z. Моменты М и Мс будут связаны м еж ду  собой з а 
висимостью

lfic =  M - 7 c x~F, ( 3 .1 0 .5 )

где гс — радиус-вектор центра масс ракеты; F — главный 
вектор аэродинамических и реактивных сил, действующих на р а
кету.

Согласно (3.7.6) и (3.7.8) формулу (3.10.5) можно преобра
зовать к виду

— >  — > - * — > - * ■  — * -*■ - » - * ■  г

M c =  M — m rc X (w с —g) =  M — mrc X {w 0 — g )— т г с X  — f  .(It1
(3. 10. 6 )

Предполагаемая нами малость колебаний свободных поверх
ностей жидкостей влечет за собой малость колебаний, соверш ае
мых центром масс ракеты в связанной системе координат х, у, z. 
Таким образом, пренебрегая малыми величинами второго поряд
ка малости, можно заменить равенство (3.10.6) приближенным 
равенством

~Мс =г.М — т г с X {Wo — #)»
или согласно (3.7.5)

N

Л4с =  м  — § r f ) c h x ( w 0 —g)- ( 3 .1 0 .7 )  
J - 1 °1

Подставляя (3.10.4) и (3.10.7) в (3.10.3), получим уравнение
(1мг , J (1iOU , r d i \ - f t  d°*X 1 r doiy ,I  ” Mx  i г  “ 10У | / d<bz  \ \ f r  (*Ь)х  i / 

Jj!X dt * xv dt +  xz dt +  dt + УУ ^  dt
I

z I

+  ^  Gi j  j  ^  U j  j r f  j d i X  (w0 — g) — M. (3. 10 .8)

l - i  ° j  1 - 1 "]

При отсутствии колебаний свободных поверхностей ж и дко 
стей, т. е. при fj = 0, /= 1, 2, . . ., N, уравнение сил (3.7.10) и у р а в 
нение моментов (3.10.8) переходят в уравнения движения твер
дого тела, от которых мы отправлялись в гл. I и II, с той лишь 
разницей, что при учете относительных движений, совершаемых 
жидкостями в топливных баках , моменты инерции ракеты д о л ж 
ны рассчитываться не по формулам динамики твердого тела , а 
по формулам (3.9.3).

В работе [5] Н. Е. Жуковский рассмотрел задачу о движении 
твердого тела с полостями, полностью заполненными идеальной



жидкостью, и показал, что т ак а я  материальная система движется 
под действием заданной системы сил, к ак  эквивалентное твердое 
тело той ж е  массы, обладающее моментами инерции, определяе
мыми формулами (3.9.3) (в этом случае поверхности oj, /=1, 
2, . . .  ,N, фигурирующие в формулах (3.9.3), отсутствуют) .Таким 
образом, при отсутствии колебаний свободных поверхностей ж и д 
костей уравнения сил и моментов (3.7.10) и (3.10.8) непосредст
венно вытекают из указанной нами работы Жуковского. Форму
лы (3.9.3) мы будем назы вать  в дальнейшем формулами Жуков
ского.

§  11. У Р А В Н Е Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я  Р АК Е Т Ы ,  У Ч И Т Ы В А Ю Щ И Е
П О Д В И Ж Н О С Т Ь  Ж И Д К О С Т Е Й  В Т О П Л И В Н Ы Х  БАКАХ

Уравнения сил и моментов (3.7.10) и (3.10.8) содержат систе
му функций fj(y, г, t ) , j  =  1, 2, . . . ,  N, характеризующую колеба
ния свободных поверхностей жидкостей в топливных баках. В то 
ж е  время краевая  задача , образуемая дифференциальным у р а в 
нением (3.5.3) с краевыми условиями (3.6.20) и определяющая 
функцию fj(y, z, t) в соответствии с формулой (3.6.21), содер
ж ит ускорения w0x, w0y, w0z, d a x/dt, d<ay/dt и d a jd t,  характери
зующие движение, совершаемое корпусом ракеты. Таким обра
зом, задача  о движении корпуса и задача о колебаниях жидко
стей в топливных баках  могут быть решены только в результате 
совместного их рассмотрения. Чтобы получить полную систему 
уравнений, определяющую движение корпуса ракеты и движения, 
соверш аемые жидкостями, находящимися в топливных баках, 
следует исключить из уравнений сил и моментов (3.7.10) и
(3.10.8) функции fj(y, z, t) посредством соотношения (3.6.21) и 
присоединить к полученным зависимостям уравнения (3.5.3) с 
краевыми условиями (3.6.20). Получим систему уравнений

X (wQ — g) =  M, 

V2(k/ - 0 ,  У =  1, 2, . . . , 7 V ,



j - ^ = 0  на Sj,  у ' = 1 , 2 , .  . . ,7V,

д- ^  +  (Щ х -ё х )  d̂ -  +  (™ ov-gv)y +  (™ oz-Z z)z+  (3 .1 1 .1 )

- f - ~ cP/=-QW на aj, 7 = 1 , 2 , .  . . , 7 V .
at

Уравнения (3.11.1) определяют движение, соверш аемое кор
пусом ракеты, и систему функций гр-j(дс, у, г, t), j —\, 2, . . . ,  N. 
Пользуясь формулой (3.6.21), можно отыскать по функциям i|>j 
систему функций fj(y, z, t), /= 1, 2, . . . ,  TV, определяющую коле
бания свободных поверхностей жидкостей в топливных баках.
Зная векторные функции времени v0(t) и а>(() и функции ipj(*, у, 
z, t ) , ; '= 1, 2, . . . ,  N, можно построить по формуле (3.5.16) систе
му векторных функций Vj(x, у, z, t), / = 1, 2, . . . ,  TV, определяю
щую поля скоростей жидкостей, находящихся в топливных баках. 
Таким образом, уравнения (3.11.1) полностью определяют дви
жения, совершаемые корпусом ракеты и жидкостями , находя
щимися в ее топливных баках , и эти уравнения можно рассм ат
ривать как  уравнения движения ракеты , учитывающие подвиж
ность жидкостей в топливных баках .

Д ля  построения уравнений движения (3.11.1) необходимо 
отыскать предварительно потенциалы Ж уковского q>jX, <р3-„, ф,г, 
/= 1, 2, . . . ,  N, явно входящие в уравнения (3.11.1) и фигурирую
щие в формулах Жуковского (3 .9.3). Вопрос о расчете потен
циалов Жуковского рассматривается в следующих параграф ах 
этой главы.

§  12. В Ы Ч И С Л Е Н И Е  П О Т Е Н Ц И А Л О В  Ж У К О В С К О Г О

При рассмотрении вопроса о расчете потенциалов Ж уковско
го (pJX, фjy, фjZ будем предполагать, что все смачиваемые поверх
ности Sj, /=1, 2, . . . ,N, являются поверхностями вращения. При 
наличии внутрибаковых устройств, нарушающих это свойство 
смачиваемой поверхности, расчетное определение потенциалов 
Жуковского весьма усложняется, исследование динамических 
эффектов, возникающих при установке таких внутрибаковых 
устройств, проводится обычно экспериментальными методами.

Потенциалы Жуковского ф^, ф;-„, ф;г представляю т собой про
екции на координатные оси х, у, z вектора ф̂ , определяемого 
уравнением (3.4.2) и краевым условием (3.4.3). Обозначим через
rj радиус-вектор центра плоской свободной поверхности ж и дко 
сти aj в связанной системе координат х, у, z (рис. 3. 3) и вместо



векторной функции <р,- введем в рассмотрение векторную функ
цию ф̂ , определяемую соотношением

ср(°)=-=ср j — r j X r .  ( 3 .1 2 .1 )

Согласно (3.12.1) будут иметь место равенства:

-*■ -*■ -*• -* д<$^ ду 1 -*■ дг
V2?i°) =  V2? ; - r ;-X V 2r , — ■ -----О Х — . (3 .1 2 .2 )

1 дп дп дп

Рис. 3. 3.
П ользуясь дифференциальным уравнением (3.4.2), краевым 

условием (3.4.3) и соотношениями:

V2 г =  V2 (хех +  уеу +  zez) =  О,

j ^  =  —  {xex + y e y +  zez) =  cos{n, x ) e x +cos{n, у)еи+  (3- 12 .3 ) 

-► —>
-j- cos (п, z) ez — n , 

получим из (3.12.2) дифференциальное уравнение

V*p<°> =  0 (3 ,1 2 .4 )
и краевое условие

д<?\°) -* -* —
— — — (r — r i)X n  на S j  и з). ( 3 .1 2 .5 )
дп

Построим дал ее  систему цилиндрических координат г, а ,  
показанную на рис. 3. 3. С вязь  м еж ду прямоугольными координа



тами х, у, z и цилиндрическими координатами г, а будет оп
ределяться формулами:

X =  Xj-f-Z,
У =  У)-\-г cos а , 
z =  zj-\-r sin а ,

(3. 12. 6 )

где х,, yj и Zj — проекции вектора г,- на координатные оси х, у, z 
(см. рис. 3 .3 ) .  Дифференциальное уравнение Л ап л аса  (3.12.4) в 
цилиндрических координатах г, а будет иметь вид

&ф°> 6 ( 0) 1 д?}'( 0) ( 0 )

<Э£2 dr2 дг
_L
/■2 da2 = 0 (3. 12 .7 )

(см. [21]) .  Согласно (3.12.5) и (3.12.7) проекции вектора <р° на 
координатные оси х, у, z — <р(°>, ср<°> должны удовлетворять 
дифференциальным уравнениям:

d ^ ;j | d2vfx I 1 *p<°> , 1 д Ж 0)W • JX
dr2 1 r dr 1 /-2 da?

, d2^
+  '

1 d<nWT)U
d& 1 dr2 r dr ' Г2 da2

d
+

1 d ^jV < > 40)
dV dr2 r dr da2

0 ,

(3. 12. 8 )

и краевым условиям: 

dtf)
дп =  (y — yj) nz- y z  — Z))ny

-\z — zj)tix — (x — x j)n z
дп 

df(£)
- ^ -  =  (x — xj)na — (y — yj) пл

на и oj. (3 . 12.9 )

Обозначим далее  через % угол м еж ду  направлением внешней 
нормали п к поверхностям S j  и Oj и направлением отрицательной 
полуоси £ (рис. 3 .4 ) .  Как видно из рисунка, проекции пх, пу и п2
единичного вектора внешней нормали п будут определяться фор
мулами:

П-Х— — cos х, 
tiy =  sm у cos a , 
nz — sin /_ sin a .



Согласно (3.12.6) и (3.12.10) краевым условиям (3.12.9) мож
но придать вид

дп
=  0

=  —(г cos х~И sin х) sin а
дп 

д ^
——  =  (г cos х +  % s in '/) cos а

дп

на S j  и з]. ( 3 . 12. 11)

Рис. 3. 4.

Первому из дифференциальных уравнений (3.12.8) и первому 
из краевы х условий (3.12.11) мы удовлетворим, положив

ф<«> =  0 .

Д л я  определения функций ф( 0 )
)у и ф( 0 )

J*

(3. 12. 12) 

введем в рассмотре
ние решение двумерного дифференциального уравнения

%i - . 0 ,  (3. 12. 13)
дЧ)  1 дъ}

д& дг2 г 'Иг /-2
регулярное на оси г = 0, иными словами неограниченно диффе
ренцируемое в точках этой оси, и удовлетворяющее краевому ус 
ловию

дв j
—-  =  г cos -/[4-1 sin у на l j ,  (3 .1 2 .1 4 )
дп

где /,• — образующая замкнутой поверхности вращения S j  + Oj. 
Согласно (3.12.13) и (3.12.14) мы удовлетворим второму



и третьему из дифференциальных уравнений (3.12.8) и второму 
и третьему из краевых условий (3.12.11), положив

— S^s ina ,  e(°) =  0 jco sa  (3 .1 2 .1 5 )

(на внешней нормали п полярный угол а  сохраняет постоянное 
значение, и, таким образом, да/дп = 0).

Осуществляя в равенстве (3.12.1) проектирование векторов 
на координатные оси х, у, z, получим формулы:

Таким образом, решив двумерную краевую задачу , образуе
мую дифференциальным уравнением (3.12.13) и краевым усло
вием (3.12.14), можно отыскать затем потенциалы Ж уковского 
cpjx, Фл, и фзг по формулам (3.12.16). Д л я  решения дифференци
ального уравнения (3.12.13) с краевы м  условием (3.12.14) извест
но много расчетных методов; можно воспользоваться, в частно
сти, методом, изложенным в книге [22]. В отдельных случаях 
функция (j j может быть найдена в виде разложения по тем или 
иным специальным функциям. Д в а  таких случая подробно рас* 
сматриваются нами в следующем параграфе.

§  13. П РО С Т Е Й Ш И Е  П Р И М Е Р Ы  Р А С Ч Е Т А  П О Т Е Н Ц И А Л О В
Ж У К О В С К О Г О

13.1. Цилиндрический топливный бак
В этом случае образующая lj замкнутой  поверхности S j+ O j  представля 

ет собой ломаную линию, показанную на рис. 3 .5 .  Угол %, фигурирующий 
в краевом условии (3. 12. 14), на контуре lj при- -
нимает значения, определяемые формулами: 1

. X =  0 п р и £  =  —Н , 0 < г < R,

? h  =  '?% ) +  y } Z  —  z j y ,  <ра, =  <р$ + Z J X  —  X J Z ,  Ч}г =  Ч $  +  Х ) у  —  у } Х ,

или согласно (3.12.12) и (3.12.15)

при r — R, — Н < 5 < 0 , (3 .13 .1 )  

Х =  я  п р и 5 =  0 ,  0 < г < R , . У ,

п

где R — радиус  бака ;
Н — глубина его заполнения.



вид

дву
--------=  —г при $ =  — Н , 0 < г < R,

dZ 

дву 
дг 

с>0 у

=  Z при г =  R, —Н < £ < 0 , (3 .13.2)

=  —г при 5 =  0 , 0 < г < R.
dZ

П о л агая  в (3.12.13) и (3.13.2)

by =  Zr +  6*., (3 .13 .3)

получим д л я  функции 0 дифференциальное уравнение

дЦ) <320*. j дв) 0*
- + • ----- -  + ------------(3 .13 .4)

^  дг* г дг /-2 ’

с  краевыми условиями: 

дв-

дЦ
дв"

— — —2г при 5 =  —Н , 0 < г < /?,

—  — О при г =  R, —H < Z <  0 ,  (3 .13 .5)
дг

дв)
—  =  —2г при £ =  0 , 0 < г < R.dt

Построим сперва частное решение дифференциального уравнения (3.13.4)
вида

е ; = / ( 6) * (/•) .  (3 .13 .6)

регулярное на оси г = 0 и удовлетворяю щ ее второму из кр аевы х  условий 
(3.13.5).  П о д ст ав л я я  (3.13.6) в (3 .13.4), получим равенство

d*f
-g + f  Г +  —  —!L _  _JL j =0

J \ dr* г dr  r 2 )dZ 2
или

d2f  1 dg __ g
dZ 2 dr* r  dr  /-2

— —  =  -  ---------------------------------------------- . (3 .13 .7)
/  g

Л е в а я  часть р авенства  (3.13.7) не зависит от переменной г, а правая  часть 
этого р авен ства  не зависит от переменной Таким образом, отношения, фи
гурирующие в равенстве  (3.13.7), д олж н ы  представлять собой некоторую кон
станту . Обозначая э т у  константу через X2, получим дл я  функции /(g) диффе
ренциальное уравнение

d * f
■— i - _ X 2 /  =  0 (3 13.8)

dZ * J '



dr2 г dr 

П олагая  в (3.13.9)

+ ------- f +  l 2 - - T K = a  (3.13.9).

(3 .13.10).

получим дл я  функции g  дифференциальное уравнение Бесселя

+  — - г -  +  ( 1 - ^ - ) ^  =  °. (3 .13.11).
&g 1 dg 
dQ2 Q dq ' \ q2

Решение дифференциального уравнения (3.13.11),  регулярное в точке <j = 0, 
определяется функцией Бесселя первого рода и первого порядка  — Л (о )-  
Таким образом, дифференциальное уравнение (3.13.9) согласно (3.13.10) обла
дает  решением

g = - - h & r ) ,  ( 3 . 1 3 . 1 2 )
регулярным в точке г =  0.

Общее решение дифференциального уравнения (3.13.8) имеет вид

f  =  AeX' +  Be_Х5, ( 3 .1 3 .13>

где А и В — произвольные постоянные. Согласно (3.13.6),  (3.13.12) и (3.13.13) 
дифференциальное уравнение (3.13.4) имеет решение

ъ) =  (Аех(- +  Ве~и ) /, (кг), (3 .13.14).

регулярное на оси г —0 и содержащ ее три произвольные константы  А, В и %.
П о дставляя  (3.13.14) во второе из кр аевы х  условий (3 .13.5),  получим для  

параметра X уравнение

]\ (IR) =  0. (3 .13 .15 ;

Согласно (3.13.15) функция О* , о п ределяемая  формулой (3.13.14), будет 
удовлетворять второму из краевых условий (3.13.5).  при

Х =  —~  (Л = 1 , 2 , . . . ) ,  (3.13.16).

где vi,  v 2, . . .  — последовательность решений трансцендентного уравнения

(v ) =  0. (3 .13 .17).

Будем  теперь искать решение краевой задачи , образуемой дифференциаль
ным уравнением (3.13.4) и краевыми условиями (3.13.5),  в виде р я д а

Ake R + B ke R I h ( ^ ) -  ( 3 .13 .1 8 ) .

Мы показали выше, что каж ды й из членов р я д а  (3.13.18) п р едставл яет  собой 
решение дифференциального уравнения (3.13.4),  регулярное на оси г = 0 и 
удовлетворяющее второму из краевых условий (3.13.5).  Таким образом, остает
ся отыскать те значения коэффициентов A h и Bh (fe =  1 , 2 , . . . ) ,  при которых 
ряд (3.13.18) будет  удовлетворять первому и третьему  из этих кр ае вы х  усло-



вий. П о д ст а в л я я  ряд  (3.13.18) в эти д ва  краевые условия, получим равен
с тв а :

/г-1 \ R - н
О < r < R .  (3 .13 .19 )

А-1

Д л я  функции Бесселя первого порядка имеют место интегральные соот
ношения:

Г , . ч , /а ч /фЛ(а/г)У; (ЗЯ)-а/ ,(3/?)/, (аЛ)]
I rJ\(ar) 1  j (3г) d r— --------------------------- -------------------------------—,
о

R
j  r3\(a r)  d r  = ^ -  |[/i(a/?)]2 +  —

a W  /

I
R2

r 2J j ( a r) dr  =  —  
a

— Jx (aR)

(3 .13 .20 )

( c m .  [27 ]) .
П олагая  в ( 3 .1 3 .2 0 )  a — vi/R, 3 = v ft//?, получим равенства :

: 0 . k Ф I
0

0
R

J\ ( v / ) ,

(3 .13 .21 )

т а к  к а к  числа Vi, v2, . . .  я вляю тся  решениями уравнения (3.13.17). Умножив
/ Ч1Г \

обе части соотношений (3.13.19) на r J } I I и проинтегрировав их по г в 

пределах  от 0 до R, получим согласно (3.13.21) уравнения:

А{е
1[Н

Bie R =-
4Д2

v» (v;—0  J '
4/?2



Из уравнений (3.13.22) найдем
/

4 R? \\—е R
At —

Bt =

I  j i H  - v , Я '  -

V1 (tf—I) ^  U л - e  л /

/ - 4 /Л
4^2 l i - e  s

( 3 . 1 3 .2 3 )

' ’г К - l)^i(v/)\e
,jH - * f/A •
*  - e  *  J

П о дставляя  (3.13.23) в (3.13.18), получим формулу

,6 vft£ ,>(я+Е) ,ft(/f+e)'

0* =  4Д2 Г
—e 'Ji Y£\ 

R )

f t - i

uH

l * = 4 # 2

v* ( vfc—! ) ^  R — 

h f -

И

с Ь М * Ш 1 Ц ^

V * ( V|— l)sll V /
/?

(3 .1 3 .2 4 )

1̂ (Vft)

Согласно (3.12.16), (3.13.3) и (3.13.24) в рассматриваемом примере потен
циалы Ж уковского  будут  определяться соотношениями:

<fix =  У)г ~  z jy<

'flu - \r  +  ARP-

1

. ,v* (// + £)
ch —— — c h -------------

R R R )

* - 1

s in  a +

+  Z j X  —  X j Z , ( 3 .1 3 .2 5 )

VJz'- 5r +  4R*

L

Г . VftS
Г Т ~

ch
V* ( Я + 6) 

R
v*£\' 
/? /

* - 1
v* (VI—0  sh^  J ' (v*>

+  Х)У — У) Х-

cos a+

13.2. Наполовину заполненный сферический бак
В этом случае образующая /j замкнутой поверхности S j + ^ j  п р едставл я 

ет собой контур, показанный на рис. 3.6. Перейдем в дифференциальном у р а в 
нении (3.12.13) от прямоугольных координат г к полярным координатам
Q, Р, ПОЛОЖИВ



<30; <301 1 <90 з
—-— = — ------cos В +  — ■------- sin ,3,

<3£ (3q q <33

<30;  dBj 1 <30;-
------ = ------- s in  3 4 - --------------cos 3,

dr d Q q <33

d*6j <320y d2fij 1 dBj j d̂ dj 
<3£2 dr2 <5q2 q dg g2 dp

(3.13.27)

дифференциальное уравнение (3.12.13) примет вид

d2Aj  2 £8^ i d4j  ̂ ctg? d%} 
dq* q dg q2 drp  q2 <33 q2 s in2 Э

0 . (3.13.28)

Контур lj в рассматриваемом случае  склады вается  из дуги окружности 
q =R  и из отрезка прямой Р=я/2 (рис. 3 .6 ). Угол х, фигурирующий в крае 

вом условии (3. 12. 14), на контуре lj будет 
определяться равенствами:

Рис. 3. 6.

Х = Р  при q ^=R, 0 < 3 < — ,

Х =  я  при Э =  - ^ - ,  0 < q  < R.
(3.13.29)

Согласно (3.13.27) производная <30 jldn 
б удет  определяться на контуре lj формулами:

дЬ дв1 о  „ я— при Q =  /?,  О < Э < —  , 
on 0 Q 2

(3.13.30)

___ i- sin3 =
dn <3£ dq C° S б <3|3 ‘ p

1
------------ s i r
e a?

0 < q < R.

1 dti) л 
-  при ? = - y .

В соответствии с равенствами (3.13.26), (3.13.29) и (3.13.30) краевое ус 
ловие (3.12.14) в рассматриваемом примере будет иметь вид

*30 * д:
------ = 0  при д =  R, 0 < 3 < — ,
dg ' 2

<30)

<33
=---62 ПрИ 3 : , о < е <  R.

(3.13.31)



д20, 2 д в ,  j <?20у ctg В дв/ О/

+  =  ° ( З Л З '3 3 >

с краевыми условиями:

dQj л
----- ' = — R sin 23 при о — R, 0 < S < — ,6q 2
«к«*д®] я

—  = 0  при , ? = — • О < Q < R-

( 3 .1 3 .3 4 )

Построим сперва частное решение дифференциального уравнения (3.13.33) 
вида

Оу = / ( 0 ) £ ( 3 ) .  (3 .13 .35)

регулярное на отрезке Р = 0, O-Cq^C/? и  удовлетворяю щее второму из условий
(3.13.34). П одставляя  (3.13.35) в (3.13.33),  получим равенство

t * L + ± Щ  + + с 18? й _ _ * _ \
\ d e 2 в rfe/ е2 W ? 2 rfP sin2 р /

или
а!2/ 2 d f  d 2g  d g  g- J -  • —  / - +  c l g f
d Q 2 q  d Q  (/p2 d 3 s in2 3

Z . 8
О2

( 3 .1 3 .3 6 )

Л е в а я  часть равенства (3.13.36) не зависит от переменной {5, а п р а ва »  
часть этого равенства не зависит от переменной Q. Таким образом, отноше
ния, фигурирующие в равенстве (3.13.36),  долж ны  п редставлять  собой неко
торую константу. Обозначая эту  константу через К, получим дл я  функции 
f(q) дифференциальное уравнение

d i f  2  d f  f
—  + ---------i - _ X - ^ -  =  0 (3 .1 3 .3 7 )
d  Q2 q  d Q  Q2

и для функции g(|3) — дифференциальное уравнение

— + c t g ? — +  ( x  — -----—  W  =  0 .  (3 .1 3 .3 8 )
rfp2 s  d?, \ s in 2 p / s  '

П о лагая  в (3.13.38)

cos  p =  i), ( 3 .1 3 .3 9 )

получим дл я  функции g дифференциальное уравнение Л е ж а н д р а

+  ( х _ — 1 - 2) * =  0 . ( 3 .1 3 .4 0 )
d

di \

d g

df\

Д л я  того чтобы функция 0 ^ ,  определяемая  формулой (3.13.35),  была 
регулярной при (5=0 и удовлетворяла  второму из краевы х условий



(3.13.34), функция g  согласно (3.13.39) долж на быть регулярной при т] = 1 1 
д о л ж н а  удовлетворять  условию

dg
—  =  0 при т] =  0 .  (3 .13 .41
di\

Дифференциальное уравнение (3.13.40) имеет решение, удовлетворяюще! 
условию (3.13.41) и регулярное в точке т) =  1; при

А =  2* (2^ — 1) (3 .13 .42

<6=1, 2, .. .) это решение определяется присоединенной функцией Лежандрг 
первого рода P$ _ i  (г|). Таким образом, согласно (3.13.39) исходное диффе 
ренциальное уравнение (3.13.38) при X=2k(2k— 1) имеет решение

( c o s ? ) ,  (3 .13 .4 3

регулярное в точке Р = 0  и удовлетворяющее условию

dg  я
- г - = - 0  при 3 =  — . (3 .13 .44d} ' 2 '

П о д ставляя  (3.13.42) в (3.13.37),  получим для функции }(q) дифферен 
«иальное уравнение Эйлера

d *f 2 d f  f
- r - r + ----------  — 2k(2k — 1) —  =  0. (3 .13 .45dq2 Q dQ q2

Решение дифференциального уравнения (3.13.45), регулярное в точке q= 0 
имеет вид

/ = е 2*- 1 . (3 .13 .46

Согласно (3.13.35), (3.13.43) и (3.13.46) дифференциальное уравненш
(3.13.33) имеет бесконечную последовательность частных решений

9* =  ( c o s ? )  ( * = 1 , 2 , . . . ) ,  ( 3 .13 .4 7

регулярных на отрезке [3=0, 0 < q<R  и удовлетворяющих второму и з  уело 
вий (3.13.34).

Будем теперь искать решение краевой задачи, образуемой дифференци 
альным уравнением (3.13.33) и краевыми условиями (3.13.34), в виде ряд;

6} =  2  1 (cos Р). (3 .13 .48
k=\

К аж ды й  из членов р яд а  (3.13.48) удовлетворяет дифференциальном; 
уравнению (3.13.33) и второму из краевых условий (3.13.34). Таким образом 
остается отыскать те значения коэффициентов сь Сг,. . . ,  при которых pя^ 
(3.13.48) будет  удовлетворять первому из этих краевых условий. Подставля; 
ряд  (3.13.48) в первое из условий (3.13.34), получим равенство

^  (2k — 1) (co s  Р) = — sin  2(3 Го < р < -£■

ИДИ

2

2  (2А — V ckR2k- 3p £ l_ x (rj) = — 2т) У Т ^ 2  (0 < г] < 1 ). (3 .13 .4 9
Л-1



р П )  (,)) =  Зг) ) / T = ^ j r  ( 3 .1 3 .5 0 )

можно преобразовать равенство (3.13.50) таким образом:

J ] ( 2 f e - l ) c ^ 2ft- 3P ^ L i  ( l ) = -  (ч) (0 < к) < 1 ) .  ( 3 .1 3 .5 1 )
&-1

Д л я  присоединенных функций Л е ж а н д р а ,  фигурирующих в (3.13.51), имеют 
место интегральные соотношения (см. [27]):

1
j  (ij) Я^/Li ( l )  di\ =  О при k Ф I.
0

(21 — 1) 21
j  № i O l )]2 d-n =
0 
1

j  / f > (1) p JJL, (ti) ^

4/ — 1 ( 3 .1 3 .5 2 )

3 ( — 1);7 1 . 3 . . .  (21 — 1) 

( / +  1) (2/ — 3) 2 . 4 . . .  21

Умножив (3.13.51) на P^iL\ (Л^ и проинтегрировав по г] в пределах  от 0 
до  1, получим согласно (3.13.52) равенство

(21- m i  2г_ з  2 ( — 1) / 1 . 3 . .  .(2/ — 1) 
' C i  К  —

4/ — 1 ‘ ' (/ +  1)  (21 —  3)  2 А . . . 2 1
в соответствии с которым коэффициенты сь Сг. . . ,  долж ны  иметь значения, 
определяемые формулой

ct =  -
(— 1)г—1 (4/ — 1) 1 . 3 . .  .(21 1)

( 3 .1 3 .5 3 )
(/ + 1) (21 — 3) (21— 1)2 2Л...21  

Подставляя  (3.13.53) в (3.13.48), получим дл я  функции 0у разложение

(— l ) i - 1 ( 4 t — 1) 1 . 3 . . . ( 2 f e — 1) - n \2f t - i -

f t -1
( A + l )  (2k—3) (2'г— 1)2 2 . 4 . .  .2k

( 3 .1 3 .5 4 )
Согласно (3.12.16), (3.13.32) и (3.13.54) в данном примере потенциалы 

Ж уковского будут  определяться соотношениями:

Ъ х г1У’

V j y -
о2 sin 23 +  R2

(— 1)д—1 (4fe — 1) 1 .3 . .  . ( 2 » — 1)

ft-i
( 6 + 1 )  (2k—3) (2k— 1)? 2 . 4 . .  .2k X

X ( у )  ^ JL i(cosP )

q2
- J -  S i n 2 p  + Д 2

s in  a  +  г j  x  — x jz ,

(— l )ft"~1 (4t> — 1) 1 . 3 . . . ( 2 * - 1 )

(3 .1 3 .5 5 )

ft-i
( * + 1 )  (2k—3) (26— 1)2 2 . 4 . .  .2k X

X  I ^ 2ft- l  ( c0s  P) cos a  +  Xjy  — у jx .



§  14. В Ы Ч И С Л Е Н И Е  М О М Е Н Т О В  И Н Е Р Ц И И  Р АКЕТ Ы

Согласно (3.9.3), с учетом подвижности жидких компонентов 
ю плива моменты инерции ракеты выражаю тся соотношениями:

--JiS  + i  + 2  ■ '«v .W ™  + i
J - 1 )-1
jV N

+  2 =  (ЗЛ4Л>
j - 1 J - l

yV

1 W  IJZ >
) - l

гд е  JWJ, JW>, У<°), y w ,  y w ,  У№— моменты инерции незаправ
ленной ракеты; J(JJ, J\py , У (Я, У<̂ >, J<JJ, JW  (1 < у  < 7V ) — момен
ты инерции жидкой массы, находящейся в баке с номером j , 
которые могут быть найдены по формулам:

S j  + y
(3 .14.2)

У  У ?XZ = w S ' f, ' i s £<, i ' y « = o 5 « '
+ 5; +t7

dn

В соответствии с равенством (3.12.1) векторная функция <р> 
может быть представлена в виде

— +  f j l\ (3 .14 .3 )
где (p(j0) — векторная функция, определяемая дифференциаль
ным уравнением (3.12.4) с краевым условием (3.12.5);

?У> =  г , Х г  (3 .14.4)
— векторная функция, удовлетворяющая согласно (3.12.3) диф
ференциальному уравнению

YV.’^ O  (3 .14.5)
с краевым условием

дуу
——  —r j X n  на S j  и з}. (3 .14.6)

дп
Пользуясь соотношениями (3.12.12) и (3.14.3), можно преоб

разовать формулы (3.14.2) таким образом:



S j + O j

J  O') — g -
x y

rm > №  + №  dr
o n  ’

dnSj+°j

(3 .14.7)

Sa) =  i]УУ ^ J
cpd)4v

S j  + c}
dn

- cp<°) ‘ fly dn

S j  +  ° j

y z

5/+0;
On ■h? ( 0 )

l y dn

+  QJ
dfV!)

SJ+’ J

do -j-

( i )

do -f-

cpd) d^fz1+ ^lV)

sJ+°j
dn

-cp(0) iz—
dn

do -j-

W  j  сf W J L I ^ d o .  

sJ+°j

* w
dn

(3 .14.8)

Согласно (3.12.4) и (3.14.5) функции ср̂ >, <р̂ >, «р̂ > у д о в 
летворяют уравнению Л апласа  и в соответствии с формулой 
Грина должны иметь место равенства:

п(О)
i  г »  а» " — J  т*  “ *ГS/+o;. +

d<p №
<р(°> —1 —  do =

an
Sy + cy

<p
a?<0)(1) u4)u _

dn
do , (3 .14.9)

J■J
s /+11/

a? °>
tpd) _Z2 *_ ofa . 

an



Ч п, = ч \  ? Я  ( \  * + < *  j  ~ ^ г
S j  + zj  Sj + °j

Г д(  «(.0) + «(!)) Г* <Ь<°>
^  = W J ^  ( ;г, п V j  *  + fii j  ^  *  +

5; '+аУ 5;'+‘,i
Г Ле<°)

+ e' i ?™ ^  ‘,0 - 

У»-. J ф apTi;l+tg) л+w J л.
5y + Oy 5  ̂+ CTy

Пользуясь соотношениями (3.12.5), (3.14.4) и (3.14.6), можно 
преобразовать формулы (3.14.7) и (3.14.10):

(3.14.10)

J x x = ^  j (У)г — Z)y)[y} cos (n,z) — zj cos (п,у)} do,
Sj + ej

Jxy ~  Q) J (yjZ — Zjy) [z cos {n,x) — x  cos {n,z)\ ds,
S j  +  ° j

J x z = t) J (yjz — Zjy)[xcos(n,y)— ycos{n,x)\da,
S j + O ]

J{J y = Qi i  (z)x ~Xjz)[(2z — Z])cos(n,x) —
S j  + ' j

f  (M0)
— (2x — X)) cos (n,z)] d o +  i)  j

s J + ° ]
r*

J $  =  Qj \ {(zjx — xjz)[xcos(n,y) — ycos(n,x)\
S j  + Oj

+  (xjy — yjx) [ (г  — z}) cos (n,x) —

— (x  — X j j c o s i n ^ l l j d a - j - Q ,  j  cp(0) — 1—  dcs,

sj+°j

(3 . 14 . 11)

JiJz = 0; j  (xjy —у} X )  {(2X — X))cos(n,y) — 
sJ+°j

— (2y — tjj) cos {n,x)\d3-\~Q} j*



Преобразуя в формулах (3.14.11) поверхностные интегралы в 
объемные посредством формул Гаусса-Остроградского, получим 
соотношения:

JlJ l = V  f (u)-\-z))dv, 
у i

JlJ 2 = - u §  x yid v ' 
v i

u j  x z jd v ,  
v j

JiJy =  Q} 1 №x ~  Х)У>X} + — Z} Ẑ}1dv ^  
v i 

Г d<f(0)
_LC, vW flH L d c ,
^  U J  'Jy dn 

sJ + °j

J yz)==- ® ] . f [yzl-\-(z - z l)y)\d v J r

(3.14.12)

]л°1
j  [ ( 2 x  —  Xj) Xj-\-(2y  —  yj) yj\ dv  -f-

P d'i?z +  W j  TJ S > - ^ - r f a .
S j  + a j

М асса жидкости, находящейся в баке с номером /—m.j и ко
ординаты центра масс этой жидкости у^\ z ^  будут опре
деляться формулами:

rn)= Q )<\dv, хУ'> =  - ^ - [  xdv , уф  = \ ydv, 
т  ] J  ̂ mj  .)

Vi Vi Vi
1 1 1 (3.14.13)

z p =  zdv.
mi  J 

v )
Центр масс жидкости, находящейся в /-м баке, должен ле

ж ать  на оси этого бака в соответствии с предположением об осе
вой симметрии топливных баков. Таким образом, должны иметь 
место равенства:

Ус}) =  УЬ zlc» = z ) .  (3.14.14)



JiJi = т) (У) +  г% JiJy = ~ "ЧхфУЬ Jl£ = ~m^z),

J yy =  m'' f(2хс}) ~ х >) x > +  z)\ +  с'  j  da'
S j  + oj

J{J z =  — m jym  +  QJ f  f ' f f —t 1 - do’ (3.14.15)

sJ+°j

J(JJ  =- mi [(24 л -  x i) x i Г  y)\ -f qi <?$ d3-
Sj + ej

Интеграл от какой-либо функции / по осесимметричной по
верхности S j—|— crj может быть найден по формуле

2к
{ f d o = \ j  frd sda ,  (3.14.16)

■S j  + о j  I j  0

где lj — образующая поверхности интегрирования S j + 0 j. Поль
зуясь  формулами (3.12.15) и (3.14.16), найдем

2*

о(0) da =  f  Sin2 a d o =  Г Г б ^ ^ х
_ '*« dn J  dn J  J  J dn
+ Sj + oj lj 0

2*
X r  sin2 adsda =  \ sin2 ada [ 6> rds — л \ rds,

J  J  dn J dn
4  4

Г w[0) d'fJz_ d a =  — Г 6; sina-cosaflfa =
J  ' Jy dn J  dn

Sj + ° j  S} + ° ]
2ж 2it

=  — ^  6  ̂ г  sin a  cos adsda — —  ̂ sin a  cos a  X 
l j  о 0

X  da \ 6/ rds =  0 ,
J  dn

4

(3.14.17)



Подставляя (3.14.17) в (3.14.15), получим для моментов инер
ции У<£>, У< ,̂ У») формулы:

уу> =

ddj 
д п

И
дв  j

(3.14.18)

: т j [(2хф — x j ) x j  +  y j ]  +  nci   ̂ в) rds

и для центробежных моментов инерции У^>, У(£, У<£— форму
лы:

У ^  — — rrijx^hyi, J (£ -=  —mjx^Z), J\/J= — mjyjz). (3 .14.19)

Согласно (3.14.1) и (3.14.19) центробежные моменты инерции 
ракеты определяются соотношениями:

J xv =  J{? )y - ' 2 i mjx c )yi'
J -  1
N

J x z - J ^ - ^ t n i x ^ Z j ,  (3.14.20)
)- i

J  У z ~  J fz  2  т )У)г 1'
i-у

Так же, к ак  и в гл. I, будем предполагать ниже, что плоско
сти у =  0 и 2 = 0  являются плоскостями симметрии ракеты . В этом 
случае главные оси инерции незаправленной ракеты совпадаю т с 
осями х, у, z, иными словами



При yj ф  0 массе жидкости  mj с центром масс в точке л :=  
= х у \  у — у), z =  zj в силу симметрии всегда будет  соответ
ствовать  та же масса жидкости mj с центром масс в точке 
х = х с )' У =- —Уь z — z). Аналогично при г ;ф О  массе ж и д ко с
ти trij с центром масс в точке х  =  ху\ у =  у), z  = z )  в силу сим
метрии всегда  будет соответствовать та ж е масса жидкости т j 
с центром масс в точке х = х у \  y =  yj, z = —zj. Таким обра
зом, всегда  будут  иметь место равенства

А' N  А’

V  т]Х.\ру, =  V  mjxy^Zj=  У  myj)zj =  0. (3.14.22)
j - 1  JZ1

Согласно (3.14.20), (3.14.21) и (3.14.22) при учете подвиж
ности ж идких  компонентов топлива равенства

Jxy =  Jxz =  Juz =  0 (3.14.23)
сохраняются и оси связанной системы координат х, у, z остают
ся главны ми осями инерции ракеты. Моменты инерции ракеты 
Jxx, Jyy, Jzz сохраняют роль главных моментов инерции Jx, J v, J z:

JXX~ JX> J  yy~ J  yi Jzz~^z' (3.14.24)
Перейдем к рассмотрению моментов инерции J<JJ, JW , j v \  

определяемых формулами (3.14.18). Пользуясь тождеством

(2x y ) — xj) X] — х у)1 — [X} — ху>)2, (3.14.25)

можно придать формулам (3.14.18) вид

J{£ = mi ( y ) + Z%

J yy =  т 3 ( * с }’ +  **) +  У*  (3.14.26)

J i »  =  m j ( x y r  +  y2) +  J j ,  

гд е  J )  — nQ)\^6) rds — гп](х) — ху>у. (3.14.27)

Ч
Разность  Xj—ху> определяет глубину, на которой располо

жен центр масс жидкости, находящейся в баке с номером /; от 
расположения /-го бака  эта  разность не зависит. Функция в j, оп
р едел яем ая  дифференциальным уравнением (3.12.13) с краевым 
условием (3.12.14), тож е не зависит от расположения этого бака. 
Таким образом, величина /5-, фигурирующая в формулах (3.14.26), 
зависит лишь от конфигурации бака с номером /, от уровня з а 
полнения этого бака  жидкостью и от плотности жидкости, нахо
дящ ейся в баке; от расположения бака величина Jj  не зависит. 
При х у ) =  0, г/j = 0, Zj = 0, т. е. в том случае, когда центр тяжести 
жидкой массы, находящейся в баке с номером /, совпадает с на



чалом связанной системы координат х, у, г, формулы (3.14.26) 
принимают вид

^ = 0 ,  7 £ - / j .  (3.14.28)
Согласно (3.14.28) величина Jj определяет момент инерции 

жидкости, находящейся в у'-м баке, относительно поперечной 
оси, проходящей через центр масс этой жидкости. Момент инер
ции жидкости относительно продольной оси бака  согласно 
(3.14.28) равен нулю, что соответствует исходным предположе
ниям об осевой симметрии топливных баков и об идеальности 
жидких компонентов топлива.

По своему физическому смыслу величина J j  неотрицательна, 
и, вводя в рассмотрение радиус инерции hj, можно положить

J j  =  m}h). (3.14.29)
В соответствии с формулами (3.14.27) и (3.14.29) радиус инер

ции hj может быть найден по формуле
1

дЪ]
ИГ-

Ч

(3.14.30)

гд е  V) = —------объем жидкости, находящейся в у'-м баке.
с1

Согласно (3.14.1), (3.14.24), (3.14.26) и (3.14.29) моменты 
инерции Jx, J y, Jz могут быть вычислены по формулам:

у * = 4 х ) + 2 ш' 0 ' ? + г 5)’
J - 1

J y =  J{yy +  '2 imi (х с У +  z) +  А?)' (3.14.31)
J -1

Л = ^ ) + 2 1, ^ ( 4 Л2+ У у + Л?)-
3-1

Зам ен яя  в (3.14.31) моменты инерции незаправленной ракеты 
J®], JW , их развернутыми выражениями, получим для
главных моментов инерции ракеты J x, J y, J z расчетные формулы:

А'
J x--= j  W  + z^Qdv -{-У^гп3( у ^ г 2),

Vo j -  1

J y-= | ( х 2 +  г 2) е ^ + ^ ]  m j( x ^ ^ r z ) \  h)), (3.14.32)
Vo j - 1

J z =  f (x2 +  y2)Qdv +  Y i m }(x{c)y +  y2j +  h2j).



Согласно (3.14.30) определение радиуса  инерции h} сводится к  решению 
краевой задачи , образуемой дифференциальным уравнением (3.12.13) и крае
вым условием (3.12.14). Рассчитаем в качестве примера радиус инерции ж и д 
кой массы , находящейся в цилиндрическом топливном баке. В данном случае 
контур lj с кл ады вается  из трех прямолинейных отрезков: | = —Я , 0< г< /? ;  
r=R,  —Я < | < 0 ;  1 = ° .  0 < г < Я  (см. рис. 3 .5 ) .  Согласно (3.12.14) и (3.13.1) 
в рассматриваем ом  случае производная дв j/дп будет определяться на конту
ре lj р авенствам и '

dfliЛ
дп

— г при £ = — Н, 0 < r < R ,

df)j
~дп ■ = £  при г =  R , —H < i <  0 , ( 3 .1 4 .3 3 )

<50 j 
дп

— —г при £ — 0 , 0 < r < R .

В соответствии с равенствами (3.14.33) контурный интеграл, фигурирую
щий в формуле (3.14.30), может  быть представлен в виде

\ 6у i > i r d s = \ (0^ — н r<ldr+  ̂ (6у')г"; IRdt-
—Я

Пользуясь  формулами (3.13.3) и (3.13.24),  найдем

vt,H
Ж I сп

(0Д _ _ л = - ^ ' '  + 4^ 2
1

K f - H f )
V *  (у\— l ) s h ^  Ji Ы

( 3 .1 4 .3 4 )

(»j)r-R = &  + 4/Р

эо

I
&-1

, , vk(H  4* £)
ch — — c h -------------------

R R

vk K — l ) s h
vkH ( 3 . 14.35>

oo

L
ft- 1

1 . J (vkr ''-'"ХГ'Ьг
v* (v*~ 0  sh ^7T (v*)

П о дставл яя  (3.14.35) в (3.14.34),  получим разложение 

R

дв)
bj  —  rds - - — H 

дп
гЫг + 8/?2

I

ch
У/.-Я
я

vk {vl — l )  s h ^ T  У 1 (vt )



Вычисляя определенные интегралы, фигурирующие в формуле (3.14.36), 
найдем

R R
(* /?“* (* ( чкг\ /?3г аг~т-
о о

о о

I — ?• я—я - я
^  , Ч* (Н 4- £)c h -----— ch --------------------
R R

2R4- f  чкН 
ch , 1 HR и ^ HI I  — sh — (3 .1 4 .3 7 )

R J k

{c m . (3.13.21)]. Подставляя (3.14.37) в (3.14.36) и применяя тождество

(3 .1 4 .3 8 )
ch и — 1 и
---------------=  th — ,

sh и 2

получим разложение 

дА)
Г а

J  дп I,
г ds

H3R2 HR 4
1 +  16 2 -

*-1 ^ К - 1)

+ 1вУ?5 I
к- 1

til '
Vft//
2 R

v|(v2* - l )  •

Пользуясь таблицами Бесселевых функций, найдем

V ______ -_____
£  О

( 3 .1 4 .3 9 )

(3 .1 4 .4 0 )

{напомним, что vj, v 2, . . .  — последовательность решений уравнения  (3.13.17)]. 
Согласно (3.14.40) формуле (3.14.39) можно придать вид

df*j Н ‘№ 3///?4
0 , —— г d s =  — -— --------------+  1б/?5
1 дп 3 4 I

fc-1

th
2 R



Vj—nHRi, Xj — х ^  =
Н_
2

( 3 .1 4 .4 2 )

П од ставляя  (3.14.41) и (3.14.42) в (3.14.30), получим дл я  радиуса  инер
ции hj вы раж ен и е

2

hj ~
т  ж -  1б^з
12 4~ +  Н

th V /
2 R

а д - 0
(3 .1 4 .4 3 )

Согласно (3.14.4-0) в пределе, ко гда  отношение Н/R стремится к  нулю, ра
венство (3. 14.43) вы рождается  в предельное 
равенство

hr - y  (3 .1 4 .4 4 )

l i m — Л .  При - »  0 из (3. 1-1.43) 
Н-0 и J  п

в ы т е к а е т  пр едельн о е  гоотношение

h I ~
Н

^ 2 / 3 *
( 3 .1 4 .4 5 )

В рассматриваемом примере радиус инер
ции «замороженной» жидкой массы опреде
ляется  формулой

№  R1
12 +  4

(3 .1 4 .4 6 )

Согласно (3.14.44),  (3.14.45) и (3.14.46) при расчете радиуса  инерции 
жидкой массы , находящейся в цилиндрическом топливном баке, эффект, ко
торый д а е т  учет  подвижности жидкости , исчезает при #/#_>.О и при H/R-* оо- 
На рис. 3 . 7  сплошной линией показана  зависимость м е ж д у  отношениями 
hj/R и HfR, найденная по формуле (3.14.43),  т. е. с учетом подвижности ж и д 
кости. Д л я  сравнения на том ж е  рисунке пунктирной линией показана зави
симость м е ж д у  отношениями hj/R и Н/R, найденная без учета  подвижности 
жидкости по формуле (3.14.46),

§  15. К О Л Е Б А Н И Я  С В О Б О Д Н О Й  П ОВ ЕР ХНОСТ И 
Ж И Д К О С Т И  В О С Е С И М М Е Т Р И Ч Н О М  Т О П Л И В Н О М  Б АКЕ

З адача  о колебаниях свободной поверхности жидкости, на
ходящейся в топливном баке с номером j, в § 6 была сведена на
ми к отысканию функции удовлетворяющей уравнению Лап
ласа (3.5.3) и краевым условиям (3.6.20). В случае осевой сим
метрии бака  краевую задачу , образуемую дифференциальным 
уравнением (3.5.3) и краевыми условиями (3.6.20), можно суще
ственно упростить.



Осуществляя переход от прямоугольных координат х, у, z к 
цилиндрическим координатам £, г, а ,  мы получили в § 6 формулы
(3.12.16) для потенциалов Ж уковского ф;х, ф^, ф^. В соответст
вии с формулами перехода (3.12.6) соотношениям (3.12.16) м о ж 
но придать вид

<f)x=  r (y js m a  — zjcosa),
wjy =  zj\ — (xjr -(- 0_/)sina, [ (3 .15.1)
cph  =  — yjl +  ( x jr  - f  6j) cos a .

На поверхности <jj координата g обращ ается в нуль (см. рис.
3 .3 ) .  Таким образом, согласно (3.15.1) должны иметь место р а 
венства:

9}x =  r (yJs’lna  — zjcosa) )
<о)у=  — [x jr  +  (6;)£_0] s in a  I на oj. (3 .15.2)
9h — [x F  “Ь (®;)г-о] c o s a  J

Координаты у,, Zj центра плоской свободной поверхности 
можно представить в виде

yj — r jcosa j,  Z j = r j  s in a j ,  (3 .15.3)

где r.j — расстояние от оси /-го б ака  до оси at; a,j — угол м еж ду 
плоскостью z = 0  и плоскостью, проходящей через ось этого б а 
ка  и ось х (см. рис. 3. 3 ) .

В соответствии с равенствами (3.15.3) первую из формул
(3.15.2) можно преобразовать так :

<?}х — г/ г-sin (a — aj) на oj. (3.15.4)

Функция 6 j представляет собой решение дифференциального 
уравнения (3.12.13), регулярное на оси £. Согласно (3.12.13) при 
г - » - 0  отношение f l j / r  стремится к  конечному пределу, определяе
мому равенством

Ит_еу_ _ (3.15.5)
г—о г \ дг Л-о

Отсюда, в частности, вытекает конечность в точке г =  О отно
шения

k j = -  (Яу)* - ! - . ( 3 .1 5 .6 )
г

Вводя в рассмотрение функцию kj, определяемую соотноше
нием (3.15.6), можно преобразовать вторую и третью из формул
(3.15.2):

w = - ( * , - * , ) r s l n a |  на ( 3  15  7|

<?h =  (x) — kj)rcos a  J



Согласно (3.12.6), (3.15.4) и (3.15.7) краевым условиям 
(3.6.20) можно придать вид

— —= 0  на S],
дп

(3 .1 5 .8 )

. di,
-|- (Щх — g x ) - ^ -  Н- (Щу — gy) (У) +  г COS а) +

+  (™oz — gz) (Z) +  Г sin а) 4- r j r  sin (а — а}) —dt

— (Xj— kj) r  sin (X) — kj) r  cos a  =  Cj(t) на о/.dt dt

Представив уравнение Л апласа  (3.5.3) в цилиндрических ко
ординатах г, а , получим для функции краевую задачу, об
разуемую дифференциальным уравнением

+  J _ ^ = 0  (3 . 15. 9)
д& дг? г дг  1 л2 д а 2 ’

и краевыми условиями (3.15.8).
В § 6 мы показали, что решение задачи о колебаниях свобод

ной поверхности жидкости, находящейся в /-ом баке, не зависит 
от вида функции Cj(t), входящей в краевые условия для  потен
циала перемещений % . Д л я  упрощения краевых условий (3.15.8) 
положим

C)(t) =  y](w0y — gy) +  Z)(w02 — gz). ( 3 . 15. 10)

В этом случае краевы е условия (3.15.8) примут вид

— -  =  0 на S),
дп

(3 .1 5 .1 1 )

) дф; На
------- \-(w0x — рх) — --\-Г) —-  г  sin (а — а^) -j-
№ х дп 1 dt

+  — gy +  (*J — */> г cos a  - f

- f ^ o z  — gz — (x ) — r  sln а  =  0 на Zj.

Образующая lj поверхности вращения 5 ,  + а,- скл ад ы 
вается из образующей смачиваемой поверхности Sj  (эту обра
зующую мы будем обозначать в дальнейшем через V. ) и из пря
молинейного отрезка |= 0, 0 < r< R j,  где Rj — радиус плоской
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свободной поверхности oj (см. рис. 3 .3 ) .  Введем в рассмотрение 
решение ipj* двумерного дифференциального уравнения

, 1 Wjx
дг~< г

r ix _ =0 , (3. 15. 12)
d ;2 dr* г дг г 2 

регулярное на оси г= 0 и удовлетворяющее краевым условиям

^  =  0 на Г„
дп 1

дЧ)х da (3 .1 5 .1 3 )
— -  +  (ЩХ- g x) - f  +  r r , - £ -  =  0 

osдР- ' л dl dt

при ' = 0 ,  0 < Г < / ^ ; ,

функцию регулярную на оси | и удовлетворяющую диффе 
ренциальному уравнению

^ ) у  , ™>}у
дяГ- дг2 

и краевым условиям

д'Ьи

_ L ^  H _ Q
/■ дг г~

(3 .1 5 .1 4 )

дп

д )̂у , ^ } у  ■
----  -\-№ax—gx )  — i - r№ к 0х &х} di '

0 па l j ,

®<w — +  — dt
=  0 (3 .1 5 .  15)

при Xr= 0 , 0 < r <^Ru 

и решение дифференциального уравнения

d - * h  , д '2^ ] г  , 1 ° ' b z  Ъ *
+ - - ^ = 0 , 

Г дг /*2Й/-2

регулярное на оси | и удовлетворяющее краевым условиям

(3. 15 .16)

- = 0  на lj,

dty j дф .
^ z —gz — iXJ — k } ) ^ -  at

=  о
(3 .1 5 .1 7 )

при ? =  0 , 0 < г < / ^ .

(3.15.12), (3.15.13), (3.11 
кция

<1^=6^ sin (а — ад)-+- ф ^ с о в а - } - ^  sin а

Согласно (3.15.12), (3.15.13), (3 .15.14), (3.15.15), (3.15.16) и 
(3.15.17) функция

(3 .1 5 .1 8 )
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будет представлять собой решение уравнения Л апласа (3.15.9), 
регулярное внутри замкнутой поверхности S j—(— стj и удовлетво
ряющее краевым условиям (3.5.11) (на поверхности ст, направ
ление нормали я  совпадает с направлением положительной по
луоси |).

Таким образом, в случае осевой симметрии /-го бака трех
мерную задачу, образуемую дифференциальным уравнением
(3.15.9) и краевыми условиями (3.15.11), можно свести к д в у 
мерным краевым задачам  для функций o|),y,

В соответствии с формулами (3.6.21), (3.12.6) и (3.15.18) 
функция fj(r, a, t), определяющая колебания свободной поверх
ности жидкости в /-м баке, будет иметь вид

Л = ( Щ  s i n ( a - a })+ ( dM  co sa  + s ina .
1 \  К  / Е _ о  V Л-0 \ / Е « 0

(3. 15.19)
К аж ущ ееся  осевое ускорение wQx—gx фигурирует в краевых 

условиях (3.15.13), (3.15.15) и (3.15.17) в качестве коэффициен
та при частной производной по £ от искомой функции. Из попе
речных каж ущ ихся ускорений wQy—gv, w0z—gz и угловых уско
рений dax/dt, d a vldt, d a jd t  краевые условия (3.15.13) содержат 
одно лишь ускорение da>x/dt. В краевые условия (3.15.15) входят 
ускорения w0y—g y и dcojdt, а в краевые условия (3.15.17) — 
ускорения wCz—gz и dioy/dt. Таким образом, функция опреде
ляет колебания свободной поверхности, вызываемые колебания
ми корпуса ракеты в плоскости крена, функция определяет 
колебания свободной поверхности, порождаемые колебаниями 
корпуса в плоскости тан гаж а ,  функция г|з;-г определяет колебания 
свободной поверхности, вызываемые колебаниями ракеты в пло
скости рыскания.

В соответствии с формулой (3.15.19) колебания свободной по
верхности жидкости в /-м баке, вызываемые вращением ракеты 
вокруг ее продольной оси, характеризуются линией узлов, л е ж а 
щей в плоскости a  = a , ;  вдоль этой линии функция fj всегда ос
тается равной нулю. К ак  видно из рис. 3. 3, плоскость a  =  a j про
ходит всегда через ось л:. Колебания свободной поверхности 
жидкости, порождаемые колебаниями корпуса ракеты в плоско
сти т ан гаж а ,  согласно (3.15.19) характеризуются линией узлов, 
леж ащ ей в плоскости а = я / 2 , т. е. в плоскости y = y j  (см. рис.
3 .3 ) .  Колебания свободной поверхности, вызываемые колеба
ниями ракеты в плоскости рыскания, характеризуются линией у з 
лов, лежащ ей в плоскости z=zj.

Согласно (3.15.6) величину kj, фигурирующую в краевых ус
ловиях (3.15.15) и (3.15.17), можно отыскать, решив краевую за 
дачу, образуемую дифференциальным уравнением (3.12.13) и 
краевы м  условием (3.12.14). Пока бак с номером / не опорож
няется, величина kj от времени t не зависит и представляет со



бой функцию одной лишь переменной г. В процессе опорожнения 
/-го бака возникает зависимость величины kj  от времени t, так 
как  вид функции dj зависит от уровня заполнения бака.

В качестве примера определим величину kj дл я  жидкости, находящейся 
в цилиндрическом топливном баке. В рассматриваемом случае  согласно 
(3.13.3) и (3.13.24) будет иметь место равенство

I 'л >)sh у А Ы
k-\

П одставляя (3.15.20) в (3.15.6) и пользуясь тождеством (3.14.38),  полу
чим для величины kj разложение

L

к̂н  , / v \  Rtli J1 —  —
Л, = 4 / ?  у  2R ‘ ( r ) у  ( 3 .1 5 .2 1 )

(v|  — l ) / l  (vA)

£-1 "

В пределе, когда  отношение H/R стремится к бесконечности, равенство 
(3.15.21) вы рождается  в предельное равенство

I

, l^L\ J L .
I *  ) V

* , =  ■*/? 7  — ------- --------------- - ( 3 .1 5 .2 2 )
'  '  ( Vft — 1) J\ Ы

к- 1

При H/R-). О функция kj вы рож дается  в тождественный нуль. На рис. 3.8 
для  различных значений отношения H/R показана зависимость м е ж д у  отно
шениями kj/R и r/R, найденная по формуле (3.15.21).

Д л я  сферического бака, наполовину заполненного жидкостью, согласно 
(3.13.32) и (3.13.54) будет  иметь место равенство

,0  ̂ -  V V  ( - 1 ) * - 1 ( 4 * - 1 )  1 . 3 .  ■ - ( 2 6 - 1 )  / М 2* - *
( j)Z-o (/? +  1 ) (26  — 3 ) ( 2 6 — 1)2 2 - 4 .  . ,2 k  \ R j

к-\
X P ^ f O )  ( 3 .1 5 .2 3 )

Я
[в соответствии с формулами перехода (3.13.26) р =  — и Q=r при £—0]. Под- 

а а в л я я  (3.15.23) в (3.15.6) и пользуясь соотношением



(см. [27]),  получим дл я  величины kj разложение

2 *  ( 4*  —  1)
КГ ■R

X

(*+  1) (2k— 3) (2k— 1)2 
ь-\

1 .3  . . . (2k— 1)

kj =

2 .4  .

3

. 2k
r  \2 A — 2

- * t - 2

Ш
4 k — 1

k-1 2k ( k +  l)(2k — 3)

X \1±  
L 2 -4

. (2k— 3) ] 2 / r  \2A—2

, ( 2 k -2 ) (тП- ( 3 .1 5 .2 5 )

Рис. 3. 8. Рис. 3. 9.

На рис. 3. 9 показана зависимость м еж д у  отношениями kj/R и r/R, най
денная по формуле (3.15.25).

§  16. У Р А В Н Е Н И Е  П Р О Д О Л Ь Н О Г О  Д В И Ж Е Н И Я ,
У Р А В Н Е Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я  В П Л О С К О С Т Я Х  Т А НГАЖА,  
Р Ы С К А Н И Я  И К Р Е Н А

Вернемся теперь к рассмотрению уравнений движения 
(3.11.1). Осуществляя в первых двух  уравнениях (3.11.1) проек
тирование векторов на координатные оси х, у, z и пользуясь при 
этом формулами перехода (3.12.6) и соотношениями (3.14.23) и 
(3.14.24), получим три уравнения сил:

m ( ® o x - & r 1 +  5 ]  Qj\xj  ̂ д }̂ 
j - i  °j

д' ^  1 d a = F y, (3 .16 .1 )

d t 2 / е « о  

+  (w  +  r c o s a )

do —  F x,

m (®o* — g*) +  J ]  +  r  sin a )

dZ dfi /5-0 

дЦ>;

d id P  / 5=0
da = / • '



и три уравнения моментов:

j - i  °}
TV

X ^ j C j ^  (У) +  г cosa ) da — (woy — gv)X
j - 1 aj  '  " 5  /Е-0

x j e ^ t o + r s l n a ) ^  ^dc =  Mx,

j -  1 CĴ

^ - 1

X ^ e ^  +  r s i n a ) ^  da — {wQz — gz)X  (3 .1 6 .2 )
^-1 Cj

. 7 - 1  ° ]

■/' 7 f + S  c4 w -
У- l  Oy

l - l  3j

X £ ° S  ( w + r c o s a ^ ( ' ^ ' ) , _ 0af3=yW^
1-1 nj

В § 15 мы получили равенства (3.15.4) и (3.15.7) для потен
циалов Жуковского (pjX, фjy, <pjZ и формулу (3.15.18) для  потен
циала перемещений \|)j. Пользуясь этими формулами, преобра
зуем поверхностные интегралы, фигурирующие в уравнениях
(3.16.1) и (3.16.2).



Интеграл от какой-либо функции / по плоской свободной по
верхности жидкости Oj может быть представлен в виде

RI 2*
J / r f 3 = = j  ^ f r d r d a , (3. 16.3)

о о

где Rj — радиус свободной поверхности Oj. 
Преобразовав формулу (3.15.18):

Ь = (Ь и  — bx  sin a ;)  cos а  +  (<|у, 4- cos а ;)  sin а , ( 3 .16.4)

найдем

а * = х , \  
I  \ ‘* ‘> '4  .-о  i

^ s i n a ; )
dl dt2

cosa -
6 - 0

-h
С)3('Ьг + ^ cos« j)

di dt2
sin a  I do =  Xj i \ c o s a ^ a  X

£-o J U

"2lZ

R3 1 ^ s i n a j )
dZ dt*

2%
rdr  4-

£ -0
d a X

X
? [ ■П L

d3(4^ + ^ cosaj) 
di dP £-0

r d r  1 =  0 , (3. 16.5)

55 (W +  r c o s a )  (W +  ^ o s a )  X

X
dẐ )y—'^ ^ Sin aj)

dt dt2
/2тс Я

У) I  ̂ cosarfa  ^

cos a-f-
£ - 0

(33(<b^+ ^ c o s  a^y
d£ dt'1

дъ(Ь)у — ^ s i n  aj)
di dt2

£ - 0

2it

sin a  do —

rd r  -f- \ sin a da X 
£ - 0  "

x $
0

RJ

*

д3(Ф;г+ ^ cos a}) 
dt dt2

d3(+%+ <l^cos a.))

!

2 k

-f- \ s in a c o s a a 'a  X 
"

dt dt2

2«

£ -0
r 2dr-\- \ cos2a d a X



Я,-
& W }y-*Jxs inai)

dc dt2 6 - 0

R,
r 2dr — n ^

j dz(i/jy ^j^sin ctj)' 
as a<2

r 2dr =
5—0

= л ( ' № \  Л , л _ „ з т а Д  ' №  
.1 Usdtf h_„ ’ ) WE й

o ' 5 o '

^ {zj-\-r sin a) =  J (z j  +  r s in a )

-dt(<bjz+ ф^со.ч a^)

i  r 2dr, (3. 16 .6)
dP '£ -0

^ (Ф ^ ~  ^ sin «Д  
di dt2 X

e-o

X cos a  -f-
dk dt2 £ - 0

sin a  I dc =  Zj И
2it

cosa^/a X

X s'l:n *-

singly
d/2 rd r

5—0
-f-^ sin a r f«X

X
) I аЗ(ф^+ Ф^гоя a,y 2*

0

'д3(Ф^~ Ф^в»п «Д  
did#

rrfr|4-\  s in a c o s a r f a X
«-0 J ' о

2jc
r 2dr  -j-  ̂ sin2 ш/a X

-о

R i

A
<?3(Ф^+ Ф^сояаЛ 

as dt 2
r 2d r  =

1 - 0 л \
<Э3 (Фуг +  ’3i‘) x c o s a ) )

<95 dt2
r 2dr —

£-0

Д,-
=  „ f 7 ^ * _ \  r 2dr-\ п cosа} \3 ( — r 2dr .  ( 3 .1 6 .7 )J \ as a<2 Д_0 1 j \as dt2 )f5-0

Согласно (3.16.5) первому из уравнений (3.16.1) можно при
дать  вид

m(wox-gx) = F X. (3.16.8)

Уравнение продольного движения (3.16.8) ничем не отличает
ся от уравнения, положенного нами в основу исследования про
дольного движения ракеты в гл. I. Таким образом, колебания 
жидкостей в топливных баках на продольное движение ракеты 
не влияют.



Согласно (3.16.6) и (3.16.7) второе и третье из уравнений
(3.16.1) могут быть приведены к виду

N  R ,

m ( w w  — g y )-\-n г Ч г -
у- i  о

N

r*dr =  F y,
'  \de<wvt_0

— я  Q] S in  а ,

j - 1 О

т (® о«-^ )^ -"У ]сЛ .  ( S - ) .  ! Чг
1,3.16. 9>

N

j - 1 О 

Я,-
- Я  V  Q j C O S d j  

lUj - 1 о

\de^ / E_0

; r 2dr =  Fz.( Ш ь Л
) [dtidP )i_c

Перейдем к преобразованию уравнений моментов (3.16.2). 
Пользуясь формулами (3.15.4), (3.15.7), (3.16.3) и (3.16.4), най
дем

\ /—■—О  da — п  \ (s ina  cos a,- — co sa  sin a>) X 
J I <5£ dt? ) c_ 0a j  \ / -  u о  j

X d*^)y—'bxsin a})
dt dtn-

cos a  -f
5 - 0

<P(̂ )Z+ +^cos aj)
dt dt2

&H b„-*jxslnal) 
didt  2

sin a [  rda —
:-o

— s in a ;  X
; - 0

X

X

r <53 « ; )

[  d £ d t 2 J t -o

I д3(Ф/г+ }̂xcosa})

2 *

r 2dr  4- cos a ;   ̂ sin2 a d a X

[ dt dt-

2*
r 2dr — s in a ;  \ cos2a t ia X  

s-o )

)  [  d i  (5/2 5 - 0
r 2dr\ =  nr j  | c o s a ; X

X 11 dẐ h + 'hxc0* °j)
Я d; dt°-

r 2dr
S-0

— s'n дг{̂ )и~ ^ s in a i)
dl dt2

r 2dr\



=яг,Г ( S l L r,<ir-"r' sina,f  ( s '&\j’dr+

--лг,со8с , у  ( Щ ^ г- ( 3 . 1 6 .1 0 )

д3(Ф^~ fy^sin a})
dt dt*

cos a +
£-0

+
д3 (Ф^ +  fyjfCOs a  j) 

dt* e-o

2it
sin a  l г da =  —  ̂ sin a  cos a  da  X

Ri
d3^jy~ l̂x sin ai)

dtdt*

2ic
(xj — kj) r 2dr  — \ sin2 a  da X 

s-o *

*s'
°3tt]2+'bxC0Saj)

dt dt2
(Xj — kj) r 2dr-

Js-o

=  —л

0

f  j I d%̂y.

д3(ф^+ ^COSQj)' 
dt* e-o

(Xj — kj) r 2dr =

dt dt- Д_
(xj — k j) r2dr — я с о э а Д  / ° '; >x\ (xj — k})r2dr,

03^ \
rjz I

°] /4̂ ” ai 

<Э3(ф^ + +^cos aj )

\ ( x j - k j ) c o s a

dt dt*

д3(ф^— Ф ^ я‘п аД
5S (3̂ 2

2it

(3 .16 .11 )

cosa-{-
£ - 0

s i n a l  rds — \ s in a c o s a r f a X  
E-o J )

^ (Ф^+Ф^соб a,)
dt dt2

2it
[Xj — kj) r 2dr   ̂ cos2cu/(x X

5-0 „■>

X
<̂3(Ф^—Ф^ s ina^  

dt dt'1
(X) — kj) r 2dr —



d3( ^ - ^ s in a/)' 
<?$ dt2

(л:; — £/) r 2dr -.

° (3 .1 6 .1 2 )

Заменяя в левых частях формул (3.16.5), (3.16.6) и (3.16.7) 
производную d^jjd^dt2 производной получим соотно
шения:

do =  О,И ?
° j  v

 ̂ (W +  r c o s a ) ^ ) ^ * » ^ г Ч г  —

-я  sm a.- Jx
£■=0

1 ) ‘ l я A-o

г Ч г - -
-0

+  „ c o s a , ^ № ^  гЧг.

(3 .1 6 .1 3 )

Согласно (3.16.10), (3.16.11), (3.16.12) и (3.16.13) уравнениям 
моментов (3.16.2) можно придать вид

N
г doix

J x - ~ + п dt S С,Г'Гy-1 0 Д - 7-1
Cyrysmayx

X +

+ я  ( w 0,  — g g)
r лг Rj

E»'SL j -х  о

d ' b y  \
N

di / 5 - 0
r 2d r  — 2 j e y sin о/ X



X
R j -j,iO'J; ,■АП r 2rfrH I0 J __ 1 Л '  4
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-л(та70у- . ^ )

/̂ 61
i  i r0 N

r 2dr M.
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- Л £
. 7 - 1
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r 2d r  - ! -

IM  Ш - 0r2t/r̂ S ^ cosu,x
; - l  0 ' “ ° ;=1

/56,

* 5  И -
r 2̂ /r

, rf“.  Г 1 ? '  /d3'

7-1 0

Jy
dldt"-
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£ - 0

-1 0 4 ' 

$ ш _ . гуг=л*-

; - i

—п ( щ х—е х
■ j - 1 о 

TV л
— ^ C j s i n a ;

• ( 3 .1 6 .1 4 )

j - 1

При co sc i j^O  топливному баку  с номером / всегда  будет со
ответствовать в силу симметрии ракеты точно такой ж е  топлив
ный бак с некоторым номером k, симметрично расположенный 
по отношению к плоскости у = 0 (см. рис. 3 .3 ) ,  и будут  иметь ме
сто равенства:

Фк *  =  Ь х, 'hz =  Ьг, Qk =  Q), г ъ - г j ,  R k =  R j,  Xk =  X),



Отсюда вытекаю т соотношения:

N

Q j C O S U j
J ( д ц 1х

-По1
1V R

e/rycosay

dt dfi
гЧг =  0,

Е-о

;-1
Л'

r 2dr =  О,

^ e y c o s a ^  I
.*1  п '7-1
N

— I гЧг =  О,
£ - 0

£  c ' co so ' ^
7 = 1

(3 .1 6 .1 6 )

Аналогично при sin a j =̂ =0 топливному баку с номером / всегда 
будет соответствовать точно такой ж е  топливный бак с некото
рым номером k, симметрично расположенный по отношению к 
плоскости 2 = 0 , и будут иметь место зависимости:

=  %у =  'hv> Qk =  Qh г к =  П, Rk =  Rh x k^=xj,

k K =  k j ,  s inaA= — sinay. (3.16.17)

Равенства  (3.16.17) влекут за собой соотношения:

N
*Ъх
аг ар гЧг =  О,

£ - 0

£ е « з т а ^ ' р ^ _ Л / г = 0 ,

N

о

/дЬ.
(3 .16 .18 )



Согласно (3.16.16) и (3.16.18) уравнения сил (3.16.9) можно 
преобразовать так :

N R 1

dtafl о
r 2d r  =  F  и

j - 1 о

( S ' ) .  l 4 r = F "
j - 1 о '

(3. 16. 19)

и уравнениям моментов (3.16.14) можно придать вид

у - > ^ 4  Я 2 > Г' Г  ( | д а ) ,; —1 О V ' 4-0

х  5 2 °  \ ( i i ? ) £ t d r  ~ л х

Л ^ ~ Л 1 ! С' Г ( Ш ,  У > - * Л М г +  ( 3 . 1 6 .2 0 )
;-1  О 

yv
+  я(то0:г- & г) У ] е Д  r 2dr =  М у,

и  \ \ dt Д _0

)-\ о

■ л/,.
j -\  О

Объединяя первое из уравнений (3.16.19) с третьим из у р а в 
нений (3.16.20) и присоединяя к этой системе уравнений диффе-



ренциальные уравнения (3.15.14) с краевыми условиями (3.15.15) 
получим уравнения:

т
j - 1 О 

1 / 0Н)у
д- дП

( X ] ~ k ) ) r 2d r  —
Е-0

А' Rj / д ,

 ̂ 1 —  1 г Ч г ^ М
J-1 о

д^}у , д^)у | 1 
552 ^  дг* г дг

d'hu

/■2

^  /£—о 

=  0, у =  1, 2 , . . . ,  N,

дп
О на l j ,  j  — l, 2 , . . . ,  N,

+  (® 0 *  — g x ) —,
VJu Woy-gy +  ( X ) - k j ) ^ T  atdo 1 4 ^  ол/ ae

=  0 при s =  0, 0 < /■ < Rj, 7 =  1, 2 , . . . ,  N

(3 .1 6 .2 1 ;

Уравнения (3.16.21) определяют движение, совершаемое кор 
пусом ракеты в плоскости тан гаж а , и возникающие при эток 
движении колебания свободных поверхностей жидкостей в топ 
ливных баках , которые согласно (3.15.19) характеризуются 
функциями

/ ’ =  ( - ¥ - )  co sa ,  у =  1, 2 ..........N. (3 .1 6 .2 2
\  di /е_о

Таким образом, уравнения (3.16.21) представляют собой урав 
нения движения ракеты в плоскости тангажа, учитывающи( 
подвижность жидкостей, находящихся в топливных бака> 
ракеты.

Аналогично, объединяя второе из уравнений (3.16.19) со вто 
рым из уравнений (3.16.20) и присоединяя к этой системе урав 
нений дифференциальные уравнения (3.15.16) с краевыми уело 
виями (3.15.17), получим уравнения движения ракеты в плоско 
сти рыскания:



(3 .1 6 .2 3 )

=  0  при  ̂=  0 , 0 < г < / ? у ,  у =  1 , 2 , . . .  , N .

Уравнения движения в плоскости рыскания (3.16.23) можно 
получить из уравнений движения в плоскости тан гаж а  (3.16.21),
заменяя величины 'Woy — gy, —^ , F y, M z, J z и tyjy соответст-

образом, уравнения движения в плоскости т ан гаж а  и у р а в 
нения движения в плоскости рыскания имеют совершенно 
одинаковую структуру и так  же, к ак  и в гл. I, мы ограничимся 
в дальнейшем рассмотрением уравнений движения в плоскости 
тангаж а, имея в виду применимость всех полученных результатов 
к уравнениям движения в плоскости рыскания.

Присоединяя к  первому из уравнений моментов (3.16.20) диф
ференциальные уравнения (3.15.12) с краевыми условиями 
(3.15.13), получим уравнения:

-------------------------------- — ’ а» а 1 <. »at
венно величинами w Qz — g z, -----— , F z, — М у, J y и $)г. Таким

dt

(3. 16 .24)

N R ,



<м<» *
— = 0  на I), y =  l ,  2 , . . . , N ,

Уравнения (3.16.24) определяют вращение корпуса ракеты 
вокруг его продольной оси и возникающие при этом вращении 
колебания свободных поверхностей жидкостей в топливных ба
ках, которые согласно (3.15.19) характеризуются функциями

Таким образом, уравнения (3.16.24) представляют собой 
уравнения движения ракеты в плоскости крена, учитывающие 
подвижность жидкостей, находящихся в топливных баках  р а 
кеты.

Уравнения (3.16.24) содерж ат величины w0y—gy, w0z—gz, 
и характеризующие движение, совершаемое ракетой в пло
скостях тан гаж а  и рыскания. Слагаемые, содержащие эти в е 
личины, определяют влияние, которое оказывают колебания р а 
кеты в плоскостях т ан гаж а  и рыскания на вращение ракеты во
круг ее продольной оси. Этот эффект возникает вследствие того, 
что колебания свободных поверхностей жидкостей, вызываемые 
колебаниями корпуса ракеты в плоскостях т ан гаж а  и рыскания, 
приводят к колебаниям центра тяжести ракеты относительно ее 
оси и влияют, таким образом, на осевую составляющую главного 
момента внешних сил относительно центра тяжести ракеты. Вви
ду  относительной малости поперечных кажущ ихся ускорений 
w oу—ё у  и w0z—g z указанный эффект является  практически весь
ма слабым и им обычно пренебрегают. Опуская в (3.16.24) сл а 
гаемые, характеризующие данный эффект, получим уравнения:

0 < r < R }, У — 1» 2 , . . . ,  N.



В уравнениях (3.16.26) г,- — расстояние от оси /-го топливно
го бака до продольной оси ракеты х. При ri = r2=  ••• —f N= 0 ,  
т. е. в том случае, когда оси всех топливных баков совмещены 
с продольной осью ракеты, уравнения (3.16.26) распадаю тся на 
уравнение

J  х  —— = М  х (3 .1 6 .2 7 )
dt

и однородные дифференциальные уравнения для  функций с 
однородными краевыми условиями. Согласно (3.14.32) в данном 
случае

J x = $ ( y 2-}-z*)Qdv ( 3 .1 6 .2 8 )
Ко

{у)  +  z )=  г))• Таким образом, при г 1 =  г2= . . .  = r N =  0 наличие 
жидкостей в топливных баках не влияет на вращение ракеты во
круг ее продольной оси, что согласуется с исходными предполо
жениями об осевой симметрии топливных баков и об идеально
сти жидких компонентов топлива.

Непосредственное исследование устойчивости движения р ак е 
ты на основе уравнений движения, построенных в этом п ар агр а 
фе, весьма затруднительно из-за наличия в этих уравнениях дви 
жения дифференциальных уравнений в частных производных. 
В связи с этим уравнения движения ракеты , учитывающие под
вижность жидких компонентов топлива, мы преобразуем ниже 
в системы обыкновенных дифференциальных уравнений, по отно
шению к которым применимы обычные методы исследования 
устойчивости движения. Это преобразование основывается на 
понятии о собственных колебаниях свободных поверхностей ж и д 
костей, к рассмотрению которых мы переходим в следующем п а 
раграфе этой главы.

§  17. С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  К О Л Е Б А Н И Я  С В О Б О Д Н Ы Х  
П О В Е Р Х НО СТ Е Й Ж И Д К О С Т Е Й  В Т О П Л И В Н Ы Х  Б А К А Х

В § 15 мы получили для функций % ж, -ipjy и дифференци
альные уравнения (3.15.12), (3.15.14) и (3.15.16) с краевыми у с 
ловиями (3.15.13), (3.15.15) и (3.15.17). Д л я  этих трех краевых 
задач можно установить единую запись, введя  в рассмотрение 
функцию fr,-, удовлетворяющую дифференциальному уравнению

— Н ----- }- +  - ------- -------- *-= о 3 . 1 7 . 1 )
<Э£2 1 д г 2 г  д г  г *



регулярную на оси г = 0  и удовлетворяющую краевым условиям

Л ) *

— -  =  0  на lj,
^ дп (3 .1 7 .2

- У г - И ^ о x — gx) ^ -  +  G )( r , t )  =  0 при 5 =  0 , 0 < r < R ) ,01- OZ

где Gj(r, t) — некоторая заданная функция. При

G j = r r ‘j ^  (3 .1 7 .3
dt

решение краевой задачи, образуемой дифференциальным урав  
нением (3.17.1) и краевыми условиями (3.17.2), будет определят! 
функцию при

G) =  г \̂ wQV — g y +  (x j  — kj) 

G} =

dt

Щ z —  g z  — {X)~ kj)
dt

— функцию ty]y и при (3. 17.4

— функцию ф/2. (3 .1 7 .5

Согласно (3 .17.3), (3.17.4) и (3.17.5) при отсутствии попереч
ных каж ущ ихся ускорений w0y—g y, w0z—g z и угловых уекоренш

doix dm» d<az , ^ „
■---- , ------ , — - во всех трех случаях функция иЛг, t) будет тож

dt dt dt
дественно равна нулю и краевые условия (3.17.2) будут вырож 
даться  в однородные краевы е условия:

<№} *

—- =  0 на lj , ( 3 .1 7 .6
дп

^ Jr('^ox — g x ) - ^ - := 0  при 5 =  0 , 0  < г < / ? ; .
dt- dZ

Дифференциальное уравнение (3.17.1) с краевыми условиям 1
(3.17.6) имеет очевидное или, как  принято говорить в таких слу 

чаях, тривиальное решение •&,•==(). Этому тривиальному решении 
соответствует тождественное равенство нулю функций \

а следовательно, и функции fj, определяющей в соответствщ 
с формулой (3.15.19) колебания свободной поверхности жидкое 
ти в /-м баке. Таким образом, при отсутствии поперечных к а ж у  
щихся ускорений и угловых ускорений одним из возможных дви 
жений жидкостей, находящихся в топливных баках, является та 
кое их движение, при котором свободные поверхности жидкостей 
не колеблются, о ставаясь  в процессе движения плоскими и нор 
мальными к продольной оси ракеты х. Однако, к ак  видно буде! 
из дальнейшего, н ар яду  с тривиальным решением {К, = 0  диффе 
ренциальное уравнение (3.17.1) с однородными краевыми уело 
виями (3.17.6) имеет бесконечную последовательность линейнс



независимых нетривиальных решений, отличных от решения 
S y= 0 . Колебания свободной поверхности жидкости в /-м баке , 
соответствующие этим нетривиальным решениям дифференци
ального уравнения (3.17.1) с краевыми условиями (3.17.6), н а зы 
вают собственными колебаниями этой свободной поверхности.

Задача о собственных колебаниях свободной поверхности 
жидкости может быть решена методом разделения переменных, 
который в математической физике принято назы вать  методом 
Фурье. Будем искать нетривиальное решение дифференциально
го уравнения (3.17.1), регулярное на оси г = 0 и удовлетворяющ ее 
краевым условиям (3.17.6), в виде произведения двух  функций

ft ,u ,  г, t) =  k)}{%, г ) Ш -  ( 3 .1 7 .7 )

Подставляя (3.17.7) в (3.17.1) и (3.17.6), получим дифферен
циальное уравнение

^  +  ̂ + - ^ - ^  =  0, ( 3 . 1 7 .8 )' дА г дг /-2

краевое условие

и краевое условие

^ -  =  0 на /*• ( 3 . 1 7 . 9 )
дп

ox — gx) при 6 =  0, 0 < r < R ) .  (3. 17. 10)
dt2 di

Условие (3.17.10) можно преобразовать так :

Ж
в/ £-0

rf2 Р 
dt 2

(wox— gx) Рj
(3 .1 7 .  11)

Л евая  часть равенства (3.17.11) не зависит от переменной t, 
а правая часть этого равенства не зависит от переменной г. Т а 
ким образом, отношения, фигурирующие в равенстве (3 .17.11), 
должны представлять собой некоторую константу. Обозначая 
константу через Kj, получим для функции 0 3- краевое условие

^ - = А у в ;  при 5 =  0, 0 < r < / f r  ( 3 .1 7 .1 2 )

и для функции pj дифференциальное уравнение

^ - + Ы * > о х - е * ) Ь = о .  ( 3 .1 7 .1 3 )
dt~

Таким образом, задача о собственных колебаниях свободной 
поверхности жидкости, находящейся в /-м топливном баке, сво 
дится к отысканию тех значений числового параметра Kj, при



которых дифференциальное уравнение (3.17.8) имеет нетривиаль
ные решения, регулярные на оси £ и удовлетворяющие краевым 
условиям  (3.17.9) и (3.17.12). Эти значения параметра Xj назы
ваю т собственными значениями краевой задачи, образуемой диф
ференциальным уравнением (3.17.8) и краевыми условиями
(3.17.9) и (3.17.12); нетривиальные решения этой краевой з а д а 
чи называют ее собственными функциями. Основные свойства 
собственных функций и собственных значений дифференциаль
ного уравнения (3.17.8) с краевыми условиями (3.17.9) и
(3.17.12) находятся нами в следующем параграфе.

§  18. Ф О Р М Ы  И ЧА СТО ТЫ С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  К О Л Е Б А Н И Й  
С В О Б О Д Н О Й  П О В Е Р Х Н О С Т И

Чтобы исследовать собственные функции и собственные з н а 
чения краевой задачи, образуемой дифференциальным уравне
нием (3.17.8) и краевыми условиями (3.17.9) и (3.17.12), введем 
в рассмотрение функцию Uj(\, г, а ) ,  определяемую равенством

Согласно (3.17.8), (3.17.9) и (3.17.12) функция Uj должна 
удовлетворять уравнению Л апласа

(напомним, что контур /* является образующей смачиваемой 
поверхности вращения S j, а прямолинейный отрезок g= 0 , 
0 < r < R j — образующей плоской свободной поверхности aj).

Д о каж ем  сперва, что дифференциальное уравнение (3.17.8) 
может иметь нетривиальные решения, удовлетворяющие краевым 
условиям (3.17.9) и (3.17.12), только при вещественных и притом 
положительных значениях параметра Xj. Допустим, что некото
рое комплексное значение параметра Xj является собственным 
значением краевой задачи, образуемой дифференциальным ур ав 
нением (3.17.8) и краевыми условиями (3.17.9) и (3.17.12). Соот
ветствую щ ая собственная функция 0 j будет комплексной, функ
ция Uj, найденная по формуле (3. 18. 1 ), тоже будет комплексной. 
Согласно (3.18.3) будет иметь место равенство

Uj — S j  cos а. (3. 18. 1 )

dm j  , dWj
дг2 г дг /-2 да2

L  dJL i _L d2Ui — о (3 .1 8 .2 )

и краевым условиям:
дЦ]
дп

О на Sj,

^LL — \]U} на о) 
дп 1 1  1

(3 .1 8 .3 )



Преобразуя поверхностный интеграл в объемный посредством 
формул Гаусса-Остроградского, найдем

dUj

Sj +'j

dU j  77 . —-  U jdz--
дп 1

\ u [ ^ J - c o s ('t< x ) - i - ^ - c o s ( / t ,  y) 
.1 L dx on

S j  +  o j
dy

dUj 
’ dz

+ £ № ) M  + 3 ^ + ^ + № ) ' -

- И dx I dy + аг )
dv. (3. 18.5)

т а к  как  согласно (3.18.2)y 2U j= 0 .
Функция 0 j  является нетривиальным решением дифференци

ального уравнения (3.17.8) и, таким образом, в соответствии с 
формулой (3.18.1) функция U, не может сохранять постоянное 
значение в области Vj. Отсюда вытекает неравенство

dUj 2
+

dUj ч dUj
Ох dy dz

=0 в V)

и неравенство
U 0  на с;

(3. 18 .6)

( 3 .1 8 .7 )

(при ^ = 0  на О] краевая задача , образуемая дифференциаль
ным уравнением Лапласа (3.18.2) и краевыми условиями
(3.18.3), вырождается в однородную задачу  Неймана, общее ре

шение которой имеет вид t/j = const) .  Согласно (3.18.4) и (3.18.5) 
должно иметь место равенство

ИdUj 2 dUj •} dUj
дх дУ dz

d v

С \UjPda 
•У

(3 .1 8 .8 )

В соответствии с неравенствами (3.18.6) и (3.18.7) интегра
лы, фигурирующие в формуле (3.18.8), вещественны и положи
тельны. Таким образом, предположив, что краевая  задача , обра
зуемая дифференциальным уравнением (3.17.8) и краевыми у с 
ловиями (3.17.9) и (3.17.12), имеет комплексное собственное 
значение, мы пришли к противоречию, тем самы м до казав  в е 
щественность собственных значений данной краевой задачи. По
путно, установив равенство (3.18.8), мы доказали т а к ж е  положи
тельность этих собственных значений.



Учитывая положительность собственных значений kj и поло
жительность осевого каж ущ егося  ускорения w0x—gx, можно при
дать  дифференциальному уравнению (3.17.13) вид

d- ^ l  + ш ^ = 0 ,  (3 .1 8 .9 )dt 2 ' V ’
где

“ / =  У'Ч{Щ х — 8х)- (3 .18 .10 )
Р еш ая  задачу о собственных колебаниях свободной поверхно

сти жидкости методом Фурье, мы установили возможность воз
никновения собственных колебаний, в процессе которых функции 

'Фзу и принимают значения, определяемые формулой
(3.17.7). Рассмотрим в качестве примера собственные колебания 
свободной поверхности жидкости в плоскости тан гаж а . Полагая 
в соответствии с формулой (3.17.7)

< Ь = е д е ,  г у ш ,  (3 .18 .11 )
исследуем функцию fj(r, a, t), определяющую отклонения точек 
свободной поверхности жидкости от плоскости Oj. Согласно 
(3.16.22) и (3.18.11) в рассматриваемом случае будет иметь ме
сто равенство

f j  =  ^j(t)F}{r)Q.osa, (3 .18 .12 )
где

F  }(г ) =  ( д' ~ )  • (3 .18 .13 )Ч dt /£-о

В соответствии с равенством (3.18.12) в сечении свободной 
поверхности произвольной плоскостью, проходящей через ось ба
ка, отклонения точек свободной поверхности от плоскости Oj, оп
ределяемы е функцией fj, в любой момент времени t пропорцио
нальны значениям, принимаемым функцией F j( r ) .  Коэффициент 
пропорциональности зависит от положения секущей плоскости 
и от значений, принимаемых временным множителем М О - Со
гласно (3.18.12) наибольшие отклонения точек свободной поверх
ности от плоскости Oj возникают в полуплоскостях а = 0  и а = я ,

я
в полуплоскостях а  = перемещения fj отсутствуют, через эти
полуплоскости проходит линия узлов. Временной множитель 
рj( t)  определяется дифференциальным уравнением (3.18.9), ве
личина (Oj, входящ ая в это уравнение, характеризует частоту рас
сматриваемы х нами колебаний свободной поверхности. Таким 
образом, функция F j( r ) определяет форму собственных колеба
ний свободной поверхности, величина со3- определяет частоту ко
лебаний.

Согласно (3.18.10) частота собственных колебаний пропор
циональна корню квадратном у из кажущ егося осевого ускорения



Wax—g x, иными словами пропорциональна корню квадратном у из 
осевой перегрузки. Изменения, претерпеваемые осевой перегруз
кой в процессе полета ракеты, влекут за собой изменения часто
ты собственных колебаний wj. Пока /-й топливный бак не опо
рожняется, числовой множитель Xj и функция F j(r)  не претерпе
вают изменений. В процессе опорожнения /-го б ак а  меняется 
контур I* , фигурирующий в краезом  условии (3 .17.9), и радиус 
Rj плоской свободной поверхности Oj, входящий в краевое усло
вие (3.17.12). В связи с этим возникает зависимость от времени t 
собственного значения Xj и собственной функции 0 j краевой з а 
дачи, образуемой дифференциальным уравнением (3.17.8) и крае 
выми условиями (3.17.9) и (3.17.12). Согласно (3.18.13) зависи
мость от времени функции 0 j влечет за собой зависимость от 
времени функции Fj, определяющей форму собственных колеба
ний свободной поверхности жидкости.

В случае зависимости от времени t функции 6 j решение
(3.17.7) дифференциального уравнения (3.17.1) с краевыми у с 
ловиями (3.17.6) становится у ж е  приближенным, так  как  при 
подстановке функции ftj из (3.17.7) во второе из краевы х  усло
вий (3.17.6) следует дифференцировать по времени не только 
функцию р3-, но и функцию ©j. Однако проводившиеся в этом воп
росе теоретические и экспериментальные исследования свиде
тельствуют о несущественности возникающих в данном случае 
погрешностей.

Формы собственных колебаний свободных поверхностей ж и д 
костей обладают интегральным свойством, которое принято назы 
вать свойством ортогональности. Чтобы установить это свойство, 
рассмотрим две  собственные функции ©j и ©  ̂ , соответствующие 
двум различным собственным значениям Xj и Х*} краевой задачи, 
образуемой дифференциальным уравнением (3.17.8) и краевыми 
условиями (3.17.9) и (3.17.12). Н аряду  с функцией (3.18.1), удов
летворяющей дифференциальному уравнению (3.18.2) и краевым 
условиям (3.18.3), будем рассматривать функцию

U *=  ©}cosa, 

удовлетворяющую уравнению Л апласа

(3 .1 8 .1 4 )

дР ' дг-2 г дг г2 <?а 2
(3. 18.15)

и краевым условиям:

UU t
— 1 =  0  на S j ,
дп# (3 .1 8 .1 6 )



ство

 ̂ U  j д-^~ da =   ̂ u * j ^ - d a .  (3 .18 .17 )
S j  + a j  д п  S j + o j  0 "

П ользуясь  краевыми условиями (3.18.3) и (3.18.16), можно 
привести равенство (3.18.17) к виду

Xj J UjU)da =  l} j  UjU)da,

или 0/ Л ’ * (3 .18 .18 )
j  UjU)da= 0.

Отсюда вытекает зависимость

f UjUjdo=0, (3 .18 .19 )

так  к а к  по условию Xj*=^=Xj.
Согласно (3.16.3), (3.18.1) и (3.18.14) равенство (3.18.19) 

можно привести к виду

Rj4.it
j" j* (0 ; 0 *)е^о г cos2adr da — 0 ,

о о
или

RJ
j  cos2ada  j* ( 0 ; 0 y ) e_o r d r  =  0. (3 .1 8 .2 0 )
о о

Соотношению (3.18.20) можно придать вид 

Ri
j  (0 у  0 j ) e„o r d r  =  0, (3 .18 .21 )
о

так как
 ̂TZ
j cos аг/а== л ф  0 . 
о

В соответствии с краевым условием (3.17.12) должны иметь 
место равенства:

( в д . 0  =  у -  , (е ;)£=о =  ̂  ( ^ )  (3. 18.22)\-j \ 6=0 AJ \ <9$ /{-О

при 0 < r < R j .  
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Подставляя (3.18.22) в (3.18.21), получим зависимость

о
или согласно (3.18.13)

R]
j  F j { r ) F ] (г ) r d r  =  0, (3 .1 8 .2 3 )
о

где

=  (3 .1 8 .2 4 )
\ dt ч=0

— функция, определяющая форму собственных колебаний, соот
ветствующую собственному значению X*j краевой задачи, обра
зуемой дифференциальным уравнением (3.17.8) и краевыми 
условиями (3.17.9) и (3.17.12).

Таким образом, любые две  формы собственных колебаний 
свободной поверхности, соответствующие различным собствен
ным значениям Xj и , связаны м еж ду собой интегральной з а 
висимостью (3.18.23), выражающей так  называемое свойство ор
тогональности форм собственных колебаний.

Мы показали в этом параграфе, что формы и частоты собст
венных колебаний свободной поверхности жидкости, находящей
ся в /-м баке, можно определить, отыскав собственные значения 
и собственные функции краевой задачи, образуемой дифферен
циальным уравнением (3.17.8) и краевыми условиями (3.17.9) 
и (3.17.12). В качестве простейшего примера мы указы ваем  в сле
дующем параграфе решение этой краевой задачи для  случая ци
линдрической конфигурации топливного бака.

§  19. С О Б С Т В Е Н Н Ы Е  К О Л Е Б А Н И Я  С В О Б О Д Н О Й  
ПОВ ЕР Х НО СТ И Ж И Д К О С Т И  В Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О М  
Т О П Л И В Н О М  БАКЕ

В рассматриваемом случае контур l*j складывается из двух прямолиней
ных отрезков | = —Н, 0< г < Я  и r=R, —Я < £ < 0 (см. рис. 3 .5 ) .  Таким обра
зом, краевые условия (3.17.9) и (3.17.12) в данном случае будут иметь вид

д в ,
—— =  0 при £ =  — Н, 0 < r < R ,  
dt

д в ,
— — =  0 при r  ^ R ,  — / / < £ <  0, (3 .1 9 .1 )

д г  

д в ,
——  =  Х(в ,  при 5 = 0 ,  0 < г < R 
dt J 1

дву
dt

дв;



(радиус Rj плоской спободной поверхности ст3- в рассматриваемом примере ра
вен всегда радиусу цилиндрического бака R). В § 13 мы показали, что диффе
ренциальное уравнение (3.13.4) имеет частное решение (3.13.14), регулярное 
на оси | и содержащее три произвольные константы А, В и X. В соответст
вии с этим будем искать решение дифференциального уравнения (3.17.8), регу
лярное на оси | и удовлетворяющее краевым условиям (3.19.1) в виде

Для того чтобы функция 0 j ,  определяемая формулой (3.19.2), удовлетво
ряла первому и третьему из краевых условий (3.19.1), константы А и В дол
жны удовлетворять уравнениям:

Приравнивая нулю определитель однородной системы уравнений (3.19.3), 
получим уравнение

которому должен удовлетворять параметр kj для того, чтобы уравнения 
(3.19.3) имели нетривиальное решение. Определяя kj из уравнения (3.19.4), 
найдем

Подставляя (3.19.2) во второе из краевых условий (3.19.1), получим урав
нение

Решая уравнение (3.19.6), получим для константы к бесконечную после
довательность значений

где vi, V2 . . .  — последовательность решений трансцендентного уравнения

Подставляя (3.19.7) в (3.19.5), найдем бесконечную последовательность 
собственных значений рассматриваемой краевой задачи

где С — произвольная константа. Подставляя (3.19.10) в (3.19.2), получим 
для  функции 0 j  выражение

ву= ( А е ^  +  Ве~к ) /г (Хг). (3 .19 .2 )

Ае- Хн — BeUI =  0,
— — + Х .)В =  0 . (3 .19 .3)

(Х +  Х; ) е ~ х я  — (Х — Х^)ехя  = 0 , (3 .19 .4 )

еШ _ е-ХН
(3 .19 .5)

j\(kR) =  0. (3 .19.6)

(3 .19 .7)

(3 .19 .8

(3 .19 .9)

Уравнениям (3.19.3) мы удовлетворим, положив

В =  —  е~ш  
2

(3.19.10)



Согласно (3.19.7) и (3.19.11) собственные функции рассматриваемой крае
вой задачи должны иметь вид

где Сь С2:

6 ;- =  Ck ch k =  1,2,

— произвольные константы.

(3 .19 .12)

Рис. 3.10.

Подставляя (3.19.9) в (3.18.10) и (3.19.12) в (3.18.13), получим для ча
стот собственных колебаний свободной поверхности значения

(3 .19 .13 )

и для форм собственных колебаний выражения

F^ r)ssC l‘ ~ R ab:T ~ J t ^ j ) ’ k =  ■ ■ (3 .19 .14 )

Придавая постоянным Сь С2, . . .  значения, определяемые соотношением

R
Ск =

vftsh '•кЧ
R

(3 .19 .15 )

получим для форм собственных колебаний свободной поверхности выражения

F,(r) * = 1 , 2 , (3 .19 .16)

Согласно (3.19.13) при H/R-*оо собственные частоты Wj стремятся к ко
нечным пределам си*?* , определяемым формулой

<о<°> = | /  " 7 Г ( и 'Пдг —  g x ) k =  1 ,2 , . . . (3 .19 .17 )

На рис. 3. 10 показана зависимость между отношениями и H/R
для  первых трех частот собственных колебаний (й=1, 2, 3).



В соответствии с формулой (3.19.16) в рассматриваемом случае формы 
собственных колебаний от глубины заполнения топливного бака не зависят. 
На рис. 3.11 показан вид сечения свободной поверхности жидкости пло
скостью, проходящей через ось бака, для первых трех тонов колебаний’ 
(*=1 . 2, 3).

§  20.  В Ы Н У Ж Д Е Н Н Ы Е  К О Л Е Б А Н И Я  С В О Б О Д Н Ы Х
П О В Е Р Х Н О С Т Е Й  Ж И Д К О С Т Е Й  В Т О П Л И В Н Ы Х  Б А К А Х

Перейдем теперь к рассмотрению вынужденных колебаний 
свободных поверхностей жидкостей, т. е. тех колебаний, которые 
вызываются поперечными кажущ имися ускорениями w 0y—g y* 
w0z—g z и угловыми ускорениями d a x/dt, da>y/dt, d a z/dt, возни
кающими в процессе полета ракеты. Функции и х а 
рактеризующие эти колебания, определяются дифференциаль
ным уравнением (3.17.1) с краевыми условиями (3.17.2), в кото
рых Gj ( r ,  t) — функция, возможный вид которой указан  в фор
м улах  (3.17.3), (3.17.4) и (3.17.5). Краевую задачу, образуе
мую дифференциальным уравнением (3.17.1) и краевыми усло
виями (3.17.2), можно решить, построив для функции Gj ( r ,  t) 
разложение в ряд  по формам собственных колебаний жидкости 
F k]{r). Пусть (оу\ . . .  — частоты собственных колебаний 
жидкости, находящейся в у'-м топливном баке, и F y> (r ) ,  F j2* (r)> 
. . .  — функции, определяющие соответствующие формы собствен
ных колебаний (собственные частоты будем считать перенумеро
ванными в порядке их возрастания). В соответствии со свойства
ми ортогональности форм собственных колебаний, которое было' 
установлено выше в § 18, будут иметь место равенства

Коэффициенты разложения функции Gj ( r ,  t) в ряд по фор
мам собственных колебаний Fj ( r )  будут зависеть от времени L 
Таким образом, искомое разложение будет иметь вид

Д л я  отыскания коэффициентов ряда (3.20.2) выполним в; 
обоих частях равенства (3.20.2) умножение на F {j kH r)r  и инте
грирование по г  в пределах от нуля до Rj .  Согласно (3.20.1) по
лучим соотношение

j  1 ) ( r ) F ] 1'* ( r ) r d r  =  0 при l ^ k .  ( 3 .2 0 .1 )
о

G} (r, t ) = ^ c ) l\ t ) F ^ { r ) . (3 . 20 . 2)



В соответствии с равенством (3.20.3) разложению (3.20.2) 
можно придать вид

C j( r ,  t ) = 1
j  G ^ r ^ F f H ^ r d r F ^ H r )
0________________________

jJ  [F<jk > ( r ) f  rdr
(3 .2 0 .4 )

Будем теперь искать решение дифференциального уравнения
(3.17.1) с краевыми условиями (3.17.2) в виде ряда

г ) ’
(3 .2 0 .5 )

гд е  г), ву  (5, г),... собственные функции краевой з а 
дачи, образуемой дифференциальным уравнением (3.17.8) и кр ае 
выми условиями (3.17.9) и (3.17.12), т. е. функции, удовлетворяю
щие дифференциальным уравнениям

дв(]к)
dr* дг

= 0, k = A ,  2 , . . .  ( 3 .2 0 .6 )

к  краевым условиям

= 0  на l j
дп

=  при ' =  0 , 0 < r < R j
Л = 1 ,  2 .......... ( 3 .2 0 .7 )

в  которых л Ф ,  Н у — собственные значения данной краевой з а 
дачи. Согласно (3.20.6) и (3.20.7) ряд (3.20.5) будет удовлетво
рять дифференциальному уравнению (3.17.1) и первому из кр ае 
вы х  условий (3.17.2), второе из краевых условий (3.20.7) будет 
выполняться, если будет иметь место тождественное равенство

+

+  G ;(r ,  /) =  0 при 0 < г < / ? ; .  ( 3 .2 0 .8 )

В соответствии с формулами (3.18.13) и (3.20.7) соотношению 
<(3.20.8) можно придать вид

Ь _  1 L- *

d^jk) 
<*> dt-

(f t)

(3. 20. 9 
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где  F lj '\ r ) ,  F {p  ( г ) — функции, определяющие формы собствен
ных колебаний свободной поверхности жидкости, находящейся в 
j - u  баке. З ам ен яя  в (3.20.9) функцию G,(r, t) ее разложением
(3.20.4), получим равенство

I
£ - 1

К j
f G) (г, t) F fH r ) r d r

I f dn *■) [ F f  ( r ) ] 2 rdr
F (/ \ r )  =

=  0  при 0  <  r  <  Rj,

которое будет иметь место, если функции ( t), k= 
д ут  удовлетворять дифференциальным уравнениям

я,-

(3 .2 0 .1 0 )  

: 1 , 2 , . .  . бу-

dP

Ri
j' G j ( r , t ) F f \ r ) r d r

[ p f  (z-)]2 rdr
0 , A =  l ,  2 , . . .

(3 .2 0 .1 1 )

Согласно (3.18.10) уравнениям (3.20.11) можно придать вид
Rj
J  Gj (г, t) F(jk)(r)rdг

+  «,<*>><*>+ X j‘ )0-
3<*>
dt2

] } [ F f \ r ) f r d r
о

= 0 ,  k =  l ,  2 , . . .

(3 .2 0 .1 2 )
Основываясь на разложении функции Gj(r, t) в бесконечный 

ряд  (3.20.4), мы получили для  решения дифференциального ур а в 
нения (3.17.1) с краевыми условиями (3.17.2) бесконечный ряд
(3.20.5), в котором p j1* ( t) ,  р^2) (£), . . .  — функции, определяе
мые дифференциальными уравнениями (3.20.12). Практически, 
заданную  функцию Gj(r, t ) всегда можно с достаточной точ
ностью представить конечный суммой ряда (3.20.4). В этом слу
чае решение дифференциального уравнения (3.17.1) с краевыми 
условиями (3.17.2) будет определяться суммой соответствующего 
числа членов р яд а  (3.20.5).

Построим сперва функцию фигурирующую в уравнениях 
движения в плоскости крена (3.16.24). В рассматриваемом слу
чае функция Gj(r, t ) определяется формулой (3.17.3). Согласно
(3.17.3) в данном случае  будет иметь место равенство



■LV *F j(r ) r n-dr
Gj ( r , n  =  r ) ‘̂  J  -------------------- F?> {r).  (3 .2 0 .1 4 )

) { F ? \ r ) \ 2 rdr

К ак видно из рис. 3. 11, для первого тона собственных коле
баний свободной поверхности жидкости, находящейся в цилинд
рическом топливном баке, сечение свободной поверхности пло
скостью, проходящей через ось бака, мало отличается от прямо
линейного, иными словами

F (p { r ) ^ C , r .  (3 .2 0 .1 5 )

Согласно (3.12.6) и (3.18.12) функция fj, определяющая от
клонения свободной поверхности жидкости от плоскости Oj при
ближенно может быть выражена в этом случае соотношением

f }  =  C ) h ( t ) r c o s a  =  C fi} (t)(y  — yj). (3 .2 0 .1 6 )

В соответствии с равенством (3.20.16) первый тон колебаний 
свободной поверхности жидкости в цилиндрическом топливном 
баке характерен тем, что в процессе колебаний свободная по
верхность сохраняет конфигурацию, близкую к плоской. Много
численные расчеты, а т ак ж е  экспериментальные исследования 
показали, что первый тон собственных колебаний свободной по
верхности обладает этой особенностью независимо от конфигу
рации топливного бака. Пользуясь приближенной зависимостью
(3.20.15), найдем

R ; R j

 ̂ F ? \ r ) r 4 r ^ ± ^  F (}h) ( r ) F j u { r ) r d r .  (3 .2 0 .1 7 )
0 0

Согласно (3.20.1)

R)
J  F j k) ( r ) F j l\ r ) r d r -  0 при k^>2. (3 .2 0 .1 8 )
U

В соответствии с равенствами (3.20.17) и (3.20.18) в разло
жении, фигурирующем в правой части соотношения (3.20.14), 
практически можно ограничиться первым членом. В этом случае



Перейдем теперь к построению функции \|3jy, фигурирующей 
в уравнениях движения в плоскости тан гаж а  (3.16.21). В данном 
случае функция G3 (r, t) определяется формулой (3.17.4). Сог
ласно (3.17.4) в рассматриваемом случае будет иметь место ра-

Мы показали выше, что в первом из рядов, фигурирующих в 
правой части соотношения (3.20.22), практически можно ограни
читься первым членом этого ряда. Рассмотрим второе из разло
жений, входящих в формулу (3.20.22). Вернемся к примеру ци
линдрического топливного бака . На рис. 3. 12 показана для  это
го случая зависимость отношения FW  /kj от переменной г, рас
считанная по формулам (3.15.21) и (3.19.16) при различных зна
чениях отношения Н/R. В рассматриваемом примере отношение

(6, г), ( 3 .2 0 .1 9 )

где  рУ' (^)— функция, определяемая дифференциальным уравне
нием

венство

~ ] / ’ ,, П (г)И гЧ г ( 3 . 2 0 . 2 1 )
о

и разложение (3.20.4) будет иметь вид

<» R j
[  F (}k) (г) rU r[  F (.n) (r) rU r

ft-1  о

(3. 20. 22)

ft-1  о



F^pjkj представляет собой функцию переменной г, близкую к 
линейной, иными словами

р (о (г\
-У-----— *  С*г. (3. 2 0 . 23)

kj  (г) 1

Расчеты, проводившиеся для  баков весьма разнообразных 
конфигураций, свидетельствуют о том, что приближенное равен
ство (3.20.23) соблюдается независимо от формы топливного ба
ка .  Пользуясь приближенной зависимостью (3.20.23), найдем

/? • R j
k j r * d r ^ ± - ^  F {f \ r ) F (P  (г) rd r .  ( 3 .2 0 .2 4 )  

о 3 о

В соответствии с равенствами 
^3.20. 18) и (3 .2 0 .2 4 )  во втором 
из рядов, фигурирующих в пра
вой части соотношения (3 .2 0 .2 2 ) .  
т ак  же, к ак  и в первом из этих 
рядов, практически можно о гра
ничиться первым членом разло
жения. В этом случае согласно
(3 .2 0 .5 ) ,  (3 .20 .12 )  и (3 .20 .21 )  
искомая функция tyjV будет вы 
раж аться  произведением

=  ) в Г и , / - ) ,  (3 .2 0 .2 5 )
где Pj(1)( 0  — функция, определяе
м ая  дифференциальным уравне
нием

Рис. 3. 12.

f  F^Ur) гЧг
-щ---------------------  = 0 ,
1\ р у Н г)}*  rdr  
о

(3 .2 0 .2 6 )

(3 .2 0 .2 7 )

в котором
R]
[ F^\r) k jr idr

6> = т ,J  F ^  (г) r idr
о

Введя различные обозначения для  временных функций, фигу
рирующих в формулах для и г^-у, и опустив верхние индексы



в соотношениях (3.20.19), (3.20.20), (3.20.25), (3.20.26)., придадим 
для  удобства последующих выкладок формулам, определяющим 
функции t y j x  И % ! , ,  В И Д

г ) ,

<i>i,=aj(/)ej(&, г),
(3 .2 0 .2 8 )

где $ j( t)  и a }{t) — функции, определяемые дифференциальными 
уравнениями

™0y - g y  +  { X } - b ) ) ^ f  dt

F jr^dr

Rj
J  F ) rdr  
о

“piJ  F jrtd r
d2a j  
d& 0 )a i +  XJr J dax

d t

= 0, (3 .2 0 .2 9 )

Ri
j  F2}rd2r 
o

= 0 ,

bj — величина, определяемая соотношением

VJ Fjkjr-dr
(3 .2 0 .3 0 )

Fjr?dr

Пользуясь в дальнейшем формулами (3.20.28), (3.20.29) и 
(3.20.30), будем иметь в виду, что в этих формулах Kj и 0 3- —

первое собственное значение и 
первая собственная функция 
краевой задачи, образуемой диф
ференциальным уравнением
(3 .17 .8 )  и краевыми условиями
(3 .1 7 .9 )  и (3 .1 7 .1 2 ) ,  и соответ
ственно со j и Fj — первая частота 
и первая форма собственных ко
лебаний свободной поверхности 
жидкости в /-м баке.

Пока топливный бак  с номе
ром / не опорожняется, величина
(3 .20 .30 ) ,  остается неизменной; 

в процессе опорожнения /-го бака  возникает зависимость вели
чины bj от времени t. На рис. 3 .13  показана зависимость м еж ду  
отношениями f t JR  и Н/R, рассчитанная для цилиндрического 
топливного бака  по формулам (3 .1 5 .2 1 ) ,  (3 .19 .16 )  и (3 .2 0 .3 0 ) .

определяемая формулой



§  21.  Р А С Ч Е Т  Ф О Р М  И ЧАСТОТ С О Б С Т В Е Н Н Ы Х  К О Л Е Б А Н И И  
С В О Б О Д Н Ы Х  П ОВ ЕР Х НОС ТЕ Й М Е Т О Д О М  
П О С Л Е Д О В А Т Е Л Ь Н Ы Х  П Р И Б Л И Ж Е Н И Й

В предыдущем параграфе мы свели отыскание функций г|%, 
ipjjc, фигурирующих в уравнениях движения ракеты в плоскостях 
тан гаж а  и крена, к интегрированию обыкновенных дифференци
альных уравнений (3.20.29). Построение этих дифференциальных 
уравнений требует расчета первой формы и первой частоты соб
ственных колебаний свободной поверхности жидкости, н аходя
щейся в j-u  топливном баке, иными словами расчета первого 
собственного значения и первой собственной функции краевой 
задачи, образуемой дифференциальным уравнением (3.17.8) и 
краевыми условиями (3.17.9) и (3.17.12) [формы и частоты соб
ственных колебаний определяются соотношениями (3.18.10) и
(3.18.13)]. В этом параграфе мы приводим процесс последова
тельных приближений, позволяющий относительно просто рассчи
тывать первое собственное значение и первую собственную функ
цию этой краевой задачи для топливного бака  произвольной осе
симметричной конфигурации.

Зная собственную функцию краевой задачи 0 ;-, можно опре
делить соответствующее собственное значение Xj, воспользовав
шись краевым условием (3.17.12). Согласно (3.17.12) должно 
иметь место равенство

Rl Ri
\ ^ )^ - ° r d r ' ( 3 .2 1 .1 )
o ’ " о

в соответствии с которым собственное значение Xj может быть 
найдено по формуле

Ri(' t dbj \
J  ( - w 4 . o

^  =  °— ^ -------------------- • (3 -2 1 .2 )
j  о rdr
о

В соответствии с дифференциальным уравнением (3.17.8) и 
краевыми условиями (3.17.9) и (3.17.12) будем определять k +  1-е 
приближение для собственной функции 0 j, ь+i по k-uy  прибли
жению 0 jft, решая дифференциальное уравнение

о 20 у  ( k 1 , j , к -4- 1 I 1 д Ь  j , k. 1 __ В  j , k 1 ___ q  . ^

д& дГ- г дг г2



с краевыми условиями:
dQj, k + 1 п .*— ----------- =  0  на lj,

дп 1

й в л Л + 1 - = Х Л 0 Л  при Ц = 0 ,  0 < r < R }.
да

k-oe приближение Xjh для искомого собственного значения Kj, 
фигурирующее в краевы х условиях (3.21.4), согласно (3.21.2) бу
дем вычислять по формуле

( (тг в4 - / ‘"
Ч , = - ----- 5-----------------------• (3 .2 1 .5 )

j  (ву*)2_0 rd r
о

Д л я  построения исходного приближения 0 j i  можно восполь
зоваться приближенной зависимостью (3.20.15). Согласно
(3.18.13) и (3.20.15) для первой собственной функции 0 3- должно 
иметь место приближенное соотношение

^ С , г . (3 .2 1 .6 )
V di /t-о

T jk  к ак  собственные функции определяются с точностью до 
произвольных постоянных множителей, для  первого приближе
ния ©л можно установить зависимость

=  г. (3 .2 1 .7 )
<ЭЕ J  5—0

Согласно (3.17.8), (3.17.9) и (3.21.7) первое приближение ©я 
можно отыскать из дифференциального уравнения

дЩ)\ . дЮц .__1_ а е л _ _ в /1 =  0  21  8 )
<Э£2 дг? г дг л2 

с краевыми условиями:

деЛ — О *г,*— -----и н а А^; ,
дп

д- ^  =  г  при $ =  0 , 0  < r < R j -  
dt

( 3 .2 1 .9 )

В соответствии с формулами (3.18.10) и (3.18.13) k-e прибли
жение (Oj/t для частоты собственных колебаний будет опреде
л яться  соотношением



и k-e приближение Fj h( r )  для функции Fj ( r ) ,  определяющей 
форму собственных колебаний свободной поверхности, — соотно
шением

Согласно (Л.21.4) и (3.21.9) формулу (3.21.11) можно з ам е 
нить формулами

F  h (r) =  r ,  Н )к(г) =  1},к̂  (0m_i)(:_o при А > 2 .  (3 .2 1 .1 2 )

Расчет каждого из последовательных приближений &jk сво
дится к решению дифференциального уравнения

^ e z +  ^ + J _ a e L _ e y _  =  0  (3 .2 1 .1 3 )
дгъ 1 г дг /-2

с краевыми условиями:

^  =  0  на /у,
дп 1

О - 21 - 14)
— L =  F j ( r )  при 5 =  0, 0
dz

где Fj ( r )  — заданная функция. Такого рода краевая  задача  под
робно рассмотрена в [22]. В этой книге показано, что данная 
краевая задача всегда разрешима и имеет единственное решение, 
указан  один из возможных расчетных методов для решения этой 
краевой задачи.

Чтобы проиллюстрировать изложенный в этом параграфе ме
тод последовательных приближений, рассмотрим два  примера.

21.1. Цилиндрический топливный б ак

В рассматриваемом случае контур l*j складывается из двух прямолиней
ных отрезков 5 = —Н, 0<г</? и r=R, —# < £ < 0  и в соответствии с этим 
краевые условия (3.21.9) принимают вид

50 1̂
------= 0  при S =  — Н, 0 < r < R ,
dZ

- Г -  =  0 при /•=/?, — Ж  £ < 0, (3 .21 .15 )
д г

ддп
—— — г при £ =  О, 0 < г < R.  
дк



В § 13 мы показали, что решение дифференциального уравнения (3.13.4), 
удовлетворяющее второму из краевых условий (3.13.5), может быть представ
лено в виде ряда (3.13.18). Таким образом, положив

f t - 1
А,е R + B ke R h i ( j ^ y  (3 .21 .16)

мы удовлетворим дифференциальному уравнению (3.21.8) и второму из крае
вых условий (3.21.15). Для того чтобы ряд (3.21.16) удовлетворял первому и 
третьему из краевых условий (3.21.15), должны иметь место равенства:

R — Bhe R j Jj  =  0, 0 < r < R  (3 .21 .17)

° < Г < Я -  (3 .21 .18)
ft- 1

Умножив обе части соотношения (3.21.18) на пРоинтегРиРовав

их по г в пределах от 0 до R, получим согласно (3.13.21) уравнение

2 R*
—  —о-----ч - (3 .21.19)

— yi ( v«)

Зависимость (3.21.17) будет иметь место, если при любом целом положи
тельном / коэффициенты Лг и Bi будут удовлетворять уравнению

vz я  цН
л ----- в п (3.21.20)Aie — Bie = 0 .

Решая систему уравнений (3.21.19) и (3.21.20), получим для коэффици
ентов Ai и В; выражения:

2/?2

( Ъ1Н\ 
Ч — l ) y!(^ )\ l  —в R )

(3.21 .21)

о
2 v ,W .

( v/~ 0  h M y  — e

Согласно (3.21.16) и (3.21.21) в рассматриваемом случае функция 0 л  мо
жет быть представлена рядом

*Й(Я+Е) ^(Я+Е)
*  +  е j



чк(Н+  5) ( i kr
■ r — \ СП -------

v* ( vl  — ! ) h  (^*)sh * - i  *
Пользуясь разложением (3.21.22) и третьим из краевых условий (3.21.15), 

получим зависимость
R  оо R rk ___ чип ft

ла V *  2/?2 cth

-  Ь_1 4 ' t/
О О

или согласно (3.13.21)
Я

ъ нГ  х.—■ ^
1 'дВп \ \  с '
\ ( —— е „ )  r d r  =  2R5 /  ------------ --J  [ d i  J h - o  Z-I — 1

Л- 1

В соответствии с формулами (3.13.21) и (3.21.22) в данном случае 

* -  -  ъ н  v,tf

(en)L 0rd r = 4 R i  /  ----- —------ -----XI
^  ^  c t h —— cth

"vOs-o1
о

R
n  °° Cth2 -~-

X у, -7Г W
h 1А Л ™ 1

cth*

X »  T 7 T Г Т 7 •
f t - 1

VftH_ 
R

( v S - l )

Согласно (3.21.5), (3.21.23) и (3.21.24) в рассматриваемом случае первое 
приближение Хц для искомого собственного значения Xj может быть найдено 
по формуле

vfc Нc th  —
У
г ?  М Л - ' )

X --------------------------------- . (3 .2 1 .25 )
чкН

c th 2 —̂—
R

I



В соответствии с формулами (3.21.12) и (3.21.22) функция F j 2( r ) ,  приб
лиженно определяющая искомую форму собственных колебаний, в данном 
случае будет определяться рядом

V  " h i F  '■ C f )
«3.2 , . » >

приближение <оя для искомой частоты собственных колебаний согласно
(3.21.10) будет определяться соотношением

Ш)\= У 1П (w°x — gx)- (3 .21.27)
В § 19 мы получили точное решение задачи о собственных колебаниях 

свободной поверхности жидкости в цилиндрическом топливном баке, в соот
ветствии с этим точным решением функция F j ( r ) ,  характеризующая форму 
собственных колебаний, и частота для первого тона собственных колеба
ний свободной поверхности определяются формулами [см. (3.19.13) и
(3.19.14)]:

/ Vi г \ , f  v, vi Н
^ ( г )  =  СУ, c o j ^ y  - j . t h - L - ( Vo x_ g j r h  (3 .21 .28)

где С — произвольный множитель, не зависящий от переменной г.
В приведенной ниже таблице для нескольких значений отношения H/R 

указаны рассчитанные по формулам (3.21.25), (3.21.26) и (3.21.27) частные зна
чения функции Fj2 (r), приближенно определяющей форму собственных коле
баний, и приближенные значення coji для частоты собственных колебаний сво
бодной поверхности жидкости coj. Для сравнения в той ж е таблице указаны 
рассчитанные по формулам (3.21.28) частные значения функции F j ( r ) ,  точно 
определяющей форму собственных колебаний, и точные значения частоты соб
ственных колебаний о>;- (множитель С определялся таким образом, чтобы сов
падали средние значения функций F , ( r )  и Fj 2( r )  в интервале 0< г< Л ).

Н jR-= 0 ,2 HjR--= 0 ,5 HjR—-1,0 Ff/R=  oo

r/R Fh(r) F j  (г) Fj?(r) F j  (r) F) 2(r) Fj (r) Fh(r) Fj (r)
R R R R R R R R

0 0 0 0 0 0 0 0 0
0,1 0,127 0,132 0,123 0,130 0,121 0,129 0,120 0,129
0 ,2 0,250 0,258 0,242 0,255 0,237 0,254 0.236 0,254
0 ,3 0,369 0,379 0,357 0,375 0,350 0,374 0.349 0,374
0 ,4 0,480 0,490 0,466 0,484 0,460 0,483 0,458 0,483
0 ,5 0,582 0,589 0,569 0,583 0,563 0,581 0,561 0,581
0 ,6 0,670 0,674 0,660 0,666 0,655 0,664 0,654 0,664
0 ,7 0,742 0,741 0,736 0,734 0,735 0,731 0,735 0,730
0 .8 0.801 0,790 0,800 0,783 0,803 0,780 0,804 0,779
0 ,9 0,839 0,819 0.846 0,812 "■,852 0,809 0,853 0,808
1.0 0,855 0,831 0.867 0,823 0,878 0,820 0,880 0,819



H/R=0,2 HjR= 0 ,5

u>j\\ R oj j  У R ш y1 V  R <■) j  v r

I w0x~gx V tt'Ox~ gx V W()x—gx V W(\x—gx

0,807 0,806 1,157 1,156

Продолжение
H/R—] ,0 ////?=- oo

“ ;'i V R oij V  R coy,]/ R ‘■>j v  R

1 v>0x—g x V Wpx—gx V ^ 0 x — g x V Wox—gx

1,323 1,321 1,359 1,357

Из приведенной таблицы видно, что для достижения точности, приемле
мой при инженерных расчетах, в рассматриваемом случае достаточно вычис
лить первые приближения для собственного значения Xj и собственной функ
ции 0 j .

21.2. Сферический топливный бак, наполовину  
заполненный жидкостью

При рассмотрении этого примера перейдем от прямоугольных координат 
г к полярным координатам £>, 0 в соответствии с формулами перехода 

(3.13.26). В § 13 мы показали, что дифференциальное уравнение (3.12.13) в 
этом случае принимает вид (3.13.28), для  дифференцирования функции по 
нормали п к контуру I, мы получили формулы (3.13.30). Таким образом, пе
реходя к полярным координатам в формулах (3.21.8) и (3.21.9), мы получим 
дифференциальное уравнение

2 двп 1 дюп ctgp ае„ еп 
---- }± + ----------L1 , ----------------------------------------------- 11—  =  о (3 .21 .29)

d e 2 Q d Q  g 2  d(32  Q-  d p  o 2  s i n 2  p

с краевыми условиями

дв,Л
dQ

ddj,
д§

=  0 при q  — R,
(3 .21 .30)

Q2 при 0 < о  < R.

В § 13 мы получили для дифференциального уравнения (3.13.28) с крае
выми условиями (3.13.31) решение, определяемое формулами (3.13.32) и



(3.13.54). В соответствии с этими формулами решение дифференциального 
уравнения (3.21.29) с краевыми условиями (3.21.30) должно иметь вид

e , i  = — -^ -s in 2p + Д2 (— 1) (4£ — 1)

f t -1
(6 +  1) (26 — 3) (26 — 1)2 X

1.3 . . . (2k — 1)
x  ^ r . : .  2 * x ^ L i ( c o s 6 ) . (3.21.31)

Согласно (3.21.31) будет иметь место равенство

)£ 0=/?2 у  — ( - в ^ - в
W U 5 - 0  jL J  (k+\)(2k — 2,)(2k — 

ft=l

1 .3 ■ ■ . ( 2 6 - 1 )  ( l _ \ 2k~ Xp W  (0) 
X 2 .4  . . .  2k [ r )  P ^ - ' (0)

1)2
X

(3 .21 .32)

(в соответствии с формулами перехода (3.13.26) Q = r ,  (3=— при |=0). 

Пользуясь формулой

/>&_,«)) -== ( -  1)ft—1 2k
1.3 . . . (2* — 1)
2 .4  . .  . 2k

(см. [27]), можно преобразовать равенство (3.21.32) к виду

(3 .21 .33)

(eyi){-o = - ^ 2
2k (4k — 1)

ft- 1
(6 +  1) (2Jfe — 3) (2k — 1)2

X

1.3 . . . (2k — 1)
2 .4  . .  . 2k

Г \2ft—1

' ( f
(3 .21 .34)

Пользуясь разложением (3.21.34) и вторым из краевых условий (3.21.9),. 
получим зависимости:

as г dr =  — R'i
5 - 0 2

ft-i
R

2k (4k — 1)
(6 +  1) (2k — 3) (2 6 — 1)2

X

X
1.3 . ■ . (2k— 1)
2 .4  . .  . 2k

Г \2ft—1

V k ( i k — 1)

/-2 dr =

1.3 . . . ( 2 6 — 1)



- « • 2 2
А=1 /-1

■ +  1) (2k — 3)(2* — 1)2 (/ + 1 )  (21 — 3) (2/ — 1)2

R

X
1 .3  . . (2k — 1) 2Г 1.3 . • (2/— 1) I

. 2 .4  . . 2k . 2 .4  . • 21
r d r —

2k (4b— \) l ( 4 l — 1)
^ 6 y v --------- --

jL ,(k  +  1) (2* — 3) (2k — 1)2 (/ + 1 )(2l—3)(2/— 1 )2(£-f/) 
f t - i  г - i

X

1.3  . • ( 26— 1)1 2 1.3 . ■ (2/ — 1)
2 . 4  . . 2k 2 . 4  . . 21

(3 .21 .3 5 )

Осуществляя суммирование числовых рядов, фигурирующих в формулах 
(3.21.35), найдем

— в,,
t-o

r d r  z= 0,1592Д5, (® л)е _ 0Г dr == 0,1007/?^.

О о
Согласно (3.21.5) и (3.21.36) в рассматриваемом случае

. 1,581 
1П~ п ■

(3 .21 .36 )

(3 .21 .37 )

В соответствии с формулами (3.21.12), (3.21.34) и (3.21.37) функция 
приближенно определяющая искомую форму собственных колебаний, 

в данном случае будет определяться рядом

Fn (r) =  -  1,581/?
2k (4k — 1)

X

i - 1
1.3 . . . (2k — 1)

(k +  1) (2k — 3) (2k — 1 )2
X

!_ 2 .4  . . . 2k
1 ( Г \ 2Л—1

~R
(3 .21 .38 )

приближение to л для искомой частоты собственных колебаний со;- согласно 
(3.21.10) будет определяться соотношением

‘ Л=  1,257 - Ох — g x (3 .2 1 .39 )

Расчет дальнейших последовательных приближений в рассматриваемом 
примере приводит к функции Fs(r) ,  график которой показан сплошной лини
ей на рис. 3. 14, и к формуле



для  частоты собственных колебаний свободной поверхности жидкости. Пунк
тирной линией на рис. 3. 14 показан график функции F j i ( r ) ,  построенный в 
соответствии с формулой (3.21.38). Как видно, и в данном примере для до-

Рис. 3. 14.

стижения точности, приемлемой при инженерных расчетах, достаточно опре
делить первые приближения для собственного значения Xj и собственной функ
ции 0,-.

§  22.  У Ч ЕТ  Р А С С Е Я Н И Я  Э Н Е Р Г И И  В У Р А В Н Е Н И И  
К О Л Е Б А Н И Й  С В О Б О Д Н О Й  П ОВ ЕР ХН ОСТ И Ж И Д К О С Т И

Исследуя в § 18 собственные колебания свободной поверхно
сти жидкости, мы получили для  функции времени р; (^) дифферен
циальное уравнение (3.18.9). Если осевая перегрузка сохраняет 
постоянное значение и уровень жидкости в топливном баке не 
меняется, частота собственных колебаний со3- согласно (3.18.10) 
остается постоянной и общее решение дифференциального ур а в 
нения (3.18.9) в этом случае может быть представлено в виде

|3j = C cos(a),-f+<p), (3.22.1)
где  С и ф — произвольные постоянные.

Согласно (3.22.1) в рассматриваемом случае свободная по
верхность жидкости будет совершать гармонические колебания, 
что находится в соответствии с исходным предположением об 
идеальности жидкости, на основе которого проводились выше все 
рассуждения. В реальных условиях, из-за внутреннего трения и 
трения жидкости о смачиваемую поверхность бака, собственные 
колебания свободной поверхности жидкости всегда будут з ату 
хающими. Многочисленные экспериментальные исследования по
казываю т, что рассеяние энергии колебаний можно учесть, з а 
меняя дифференциальное уравнение (3.18.9) дифференциальным 
уравнением

dt2 dt
(3.22.2)

где  sj — положительный коэффициент, определяющий быстроту 
затухани я собственных колебаний свободной поверхности ж ид
кости.



Определение коэффициента демпфирования е,- расчетным пу
тем является весьма сложной задачей, и, к а к  правило, для его 
нахождения используют экспериментальные методы. Вопрос
об экспериментальном определении коэффициента демпфирова
ния подробно рассмотрен в книге [14].

Коэффициент демпфирования зависит от амплитуды колеба
ний свободной поверхности жидкости, по мере возрастания амп
литуды колебаний коэффициент демпфирования растет. В вопро
се о стабилизации колебаний свободных поверхностей жидкостей 
это обстоятельство играет важную  роль. Д л я  бака с гладкими 
стенками зависимость коэффициента демпфирования от ампли
туды колебаний проявляется слабо, однако при наличии специ
альных демпфирующих внутрибаковых устройств эта зависи
мость становится весьма существенной.

В процессе экспериментального определения коэффициента 
демпфирования попутно устанавливается экспериментальное зна
чение частоты собственных колебаний жидкости.

§  23.  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е  У Р А В Н Е Н И И  Д В И Ж Е Н И Я  
В С И С Т Е М Ы  О Б Ы К Н О В Е Н Н Ы Х  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  
У Р А В Н Е Н И Й

Определение функций ^ ( Е ,  t) и г, t) было сведено
нами в § 2 0  к интегрированию обыкновенных дифференциальных 
уравнений (3.20.29). Отыскав из этих уравнений функции <Xj(0 
и P j (0 > можно определить дал ее  функции (S, f, t) и 1рд,(£, г, t) 
по формулам (3.20.28). Пользуясь формулами (3.20.28), мы пре
образовываем ниже уравнения движения ракеты в плоскостях 
т ан гаж а  и крена, построенные в § 16, в системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений.

Согласно (3.20.28) первым двум  из уравнений (3.16.21) м ож 
но придать вид

Ё/ l \ m - l . o r , d r  =  F t '
j - i  о

- т г + я  t Qi f 3 -2 3 ' 1*
j - l  о

N R j

— — g x )  J] Q l h   ̂ (“|r)( r 4 r  =  M z
j - l  0

(в процессе опорожнения бака  с номером / возникает зависи
мость собственной функции в  j от времени, однако при дифферен
цировании функций i|3jX и г|лjy этой зависимостью можно прене
бречь, т а к  как  скорость изменения функции Н; в этом случае



■очень м ала  по сравнению со скоростью изменения функций о,-
«  Pj ) •

Введя обозначения:
Л/

а )и

(3.23.2)

можно привести уравнения (3.23.1) к виду
N

m ( w 0y -

j - 1

л
rfo).

А’ А (3.23.3)

dt LA dt* 
j - 1 i - i

Согласно (3.18.13) формулам (3.23.2) можно придать вид

a jy=--nQj j’ F ) { r ) r 2 d r ,

R.iRj j  J F j(r)k jr*d r  
ajb — Щ) ( F j{ r ) { x j  — k j ) r 2d r  =  a jy I x j ------ -̂------------------

J F j( r ) r ld r

или, если воспользоваться обозначением (3.20.30),

CL)y =  я^ \ F j ( r ) r 2d r , a j b = ( X ) ~ b j ) a j y . (3.23.4)

С учетом демпфирования первое из уравнений (3.20.29) при
нимает вид

Л;
d^j , d;ij

----- г) Idt'i dt } Щ y — gu +  ix i — bj)
duiz
dt

j  Fjr^dr
o

j ' F)rdr
■0,

или

du>z



Введя обозначение

j
ЛМ-  ̂ F y d r  (3 .23.6)

1 о
и пользуясь обозначениями (3.23.4), можно привести уравнение
(3.23.5) к виду

W ^  +  4 ^ - \ - ^ h ) + a jy( W o u - g y ) + a ]!> - ^  =  0. (3 .23.7)

Согласно (3.23.3) и (3.23.7) уравнения движения ракеты в  
плоскости тан гаж а могут быть представлены в виде

N

m ( w 0y ~ g y) - a } y ^ L  =  F y, 
j - 1

N N

J Z -^ 7-  +  У ,  a , b ^ - { w ox- g x) у .  ajyQ}= M z,
dt £  dt2 (3 .23.8)

W — Яу) +

~i~ a ft ~ZT'=  0 » 7 =  1 , 2 , . . . ,N .at

Система дифференциальных уравнений (3.23.8) определяет 
движение, совершаемое корпусом ракеты в плоскости тан гаж а ,  и 
функции времени (М О. М О ,  ■ ■ •> Pjv(0> характеризующие коле
бания свободных поверхностей жидкостей в топливных баках .

Функции F i(r) ,  F2(r), . . FN(r ) t фигурирующие в формулах
(3.23.4) и (3.23.6), в процессе расчета форм собственных колеба
ний жидкостей определяются с точностью до произвольных мно
жителей, не зависящих от переменной г. Чтобы придать одно
значность коэффициентам дифференциальных уравнений (3.23.8), 
установим для функций F j( r ) ,  /= 1, 2, . . . ,  N, дополнительное у с 
ловие

dFi =  1 при г =  0, (3.23.9)
dr

при наличии которого система функций F i( r ) ,  F z { r ) , . . . ,  FN( r ) 
будет определяться у ж е  однозначно. Согласно (3.18.12) в этом 
случае функции fj(r,  a , t), определяющие отклонения точек сво
бодных поверхностей жидкостей от плоскостей a j, будут  всегда 
удовлетворять условию

( ^ i - \  = p j ( f l c o s a .  (3 .23.10)
\ дг /г-о



В частности в полуплоскости а = 0 ,  нормальной к линии узлов, 
будет иметь место равенство

dfj_ 
дг У г—о

(3.23.11)

При малых колебаниях свободной поверхности жидкости в 
j -м баке правая  часть равенства (3.23.11) представляет собой 
угол м еж ду  плоскостью, касательной к свободной поверхности Oj*

в точке г —0, и плоскостью а,. Таким 
образом, при выполнении условия
(3.23.9) функция $j{t) будет опреде
лять угол поворота свободной поверх
ности жидкости в у'-м баке вокруг ее 
линии узлов в сечении свободной по
верхности, нормальном к этой линии 
(рис. 3. 15).

Перейдем к преобразованию ур ав 
нений движения ракеты в плоскости 
крена. Согласно (3.20.28) первому из 
уравнений (3.16.24) можно придать 
вид

Рис. 3.15.

или

где

Л
» d to у

dt

N

S
dm.

QJr J-
rf2cy_ Г
dt2 J

dQj
dt

r 2d r  =  M .

N

dt
d2a j
dt2

J- 1

- - M ,

r 2dr.
t-o

(3.23.12)

(3.23.13)

В соответствии с формулами (3.23.2) и (3.23.13) коэффици
енты cijy и cijy связаны м еж ду  собой зависимостью

ajy. (3.23.14)

С учетом демпфирования второе из уравнений (3.20.29) при
нимает вид

d2а г
j  F j r 2dr

Г
0

К /
f F^rdr



или

JTQ/
R, Rj

'-L  ̂ F 2r d r ( ----- — — +  <“/*/) “b nQ)r ) —  \ F j r 2d r = 0 .Is J 1 \ dfi ' 3 dt ' } dt i  J
о o

(3 .23.15)
Согласно (3.23.4) и (3.23.14) должно иметь место равенство

RJ
а.]1 = Щ )Г ) !\ F j ( r ) r 2d r .  (3.23.16)

•j о
В соответствии с формулами (3.23.6) и (3.23.16) уравнению

(3.23.15) можно придать вид

Р3 (■ ^ ±- +  £ 1 —  +  ">2« ^  +  a h  = 0 . (3.23.17) \ d t ?  d t  ' 1 п  d t

Согласно (3.23.12) и (3.23.17) уравнения движения ракеты 
в плоскости крена могут быть представлены в виде

- d ^  у
х d t  ' U  п  d& х 

J - 1

w  I +  ч  + ) + а  =  о,
\ dp 1 rf/ 1 1 J л  dt

j =  1, 2 , ...,7V.

(3 .23.18)

Система дифференциальных уравнений (3.23.18) определяет 
вращение корпуса ракеты вокруг его продольной оси и функции 
времени a i(/ ) ,  a 2 ( 0 , • • •> aw (0 > характеризующие колебания сво
бодных поверхностей жидкостей, вызываемые этим вращением. 
При выполнении условия (3.23.9) функция a,j(t) определяет угол 
поворота свободной поверхности жидкости в j - м баке вокруг ее 
линии узлов в сечении свободной поверхности, нормальном к этой 
линии.

§  24. У Р А В Н Е Н И Я  В О З М У Щ Е Н Н О Г О  Д В И Ж Е Н И Я ,  
У Ч И Т Ы В А Ю Щ И Е  П О Д В И Ж Н О С Т Ь  жидких 
К О М П О Н ЕН Т ОВ  Т О П Л И В А

Перейдем теперь к построению дифференциальных уравн е
ний возмущенного движения ракеты, учитывающих подвижность 
жидких компонентов топлива. Рассмотрим сперва движение р а 
кеты в плоскости тан гаж а .

Пусть P i ( 0 ,  Рг(0> • • •. P j v ( 0 — функции, характеризующие 
колебания свободных поверхностей жидкостей, совершаемые ими 
при невозмущенном движении ракеты в плоскости тан гаж а ,  и 

( 0  > Р2 ( 0  > ■ ■ ■’ P./V (t) — функции, характеризующие колебания 
свободных поверхностей, возникающие при возмущенном д ви ж е 



нии ракеты. Согласно (3.23.8) функции рj (/), f P jv( 0  
должны удовлетворять дифференциальным уравнениям

W 4  ^dt~ +  +  а ,у ^Щ у~ gy^^  =  ° ’
7 =  1» 2 , . . . ,N , (3.24.1]

и функции — уравнениям

( ЫЦ, d}\ \ da>'

'4 \ 1 F  + & ) + a j y  ~  g y ' )  +  = ° -
7 =  1» ‘2 , . . . ,N , (3.24.2)

где  w'0 , —gy'—  каж ущ ееся  поперечное ускорение в плоскости 
тан гаж а , возникающее в процессе возмущенного движения ра
кеты; ы'г — угл овая  скорость вращения ракеты вокруг оси г, со
ответствующая возмущенному движению [ввиду предполагаемой 
нами малости колебаний свободных поверхностей жидкостей, в 
уравнениях (3.24.2) можно пренебречь малыми изменениями ко
эффициентов этих дифференциальных уравнений, которые могут 
возникать при переходе от невозмущенного к возмущенному дви
жению ракеты]. В соответствии с уравнениями (3.24.1) и (3.24.2) 
разности

Д в  =  — в ,  у' =  1, 2,...,ЛГ, (3.24.3)
полжны удовлетворять дифференциальным уравнениям

W +  4  Д^ )  +  а}у (® V  — ё “' ~  +  * « )  +

-\-ар d{Mz~ M2) =  0 , j = \ , 2 , . . . , N .  (3.24.4)
at

Пользуясь матрицей перехода (1.12.5), найдем:

W 0y'  -  ё ' у  =  Ч у  —  g y  —  ( w 0 x -  g x )  =  ™ 0 У - g y -

V ч. I dAVy
— (Wox— g x ) ^  +  —̂ - ,  (3.24.5)

db' d§ . , dAb

z dt dt dt dt

(с погрешностью второго порядка малости v Q̂ V c = = V с -\- с ).
Согласно (3.24.5) дифференциальным уравнениям (3.24.4) 

можно придать вид
/йГ2др агдр \ dhV d2Ab

[хЛ— — +  e j ----- —+  U),A m - f - a j « ------—-------------------
J \ dt* dt 1 I y dt dt‘1



Первые два  из уравнений (3.23.8) можно представить в виде 

m(w0y - g y )  =  F y -]-F  жУ,

rfco (3.24.7)
at

где

^  „ л , ____£  ,F * y = ~ ^  ajy и М Жг = -  а 1ь d t 2
j - 1

- г  (®о* -  &r) >] (3.24.8)
i - 1

— соответственно сила и момент, возникающие вследствие под
вижности жидкостей.

В гл. I, не учитывая в уравнениях (3.24.7) силу Fmy и момент 
Л1жг, мы получили уравнения возмущенного движения:

т  ~~7Г~ +  -̂ ТГ +  с«у№и +  суъЬЪ =  суъЬЧ -|-ДF у ,at at
, rf2Aft , , Al. . л„ . д , ,  (3.24.9)

J  z ...— г Н' г-—;— —с»8Д8^-(-дУИг.at2 at

С учетом силы Fmy и момента Mmz уравнения (3.24.9) примут

—— \~ cyy^Vу~\~ — суьД8j> |-&Fу-\-&Fму,
d t

d *  (3 ,24Л0)--------Ь£»;/ЛУ’1/+с&&Дв =  с&5Д8& | дУИг -|-дЛ4ж г,
d t

где AFm у и АМж г — изменения силы F m у и момента Мт  г, возни
кающие при переходе от невозмущенного движения ракеты к 
возмущенному ее движению.

Согласно (3.24.8) будут иметь место равенства:
Л’

. с- I I  d W j
Ь Р жУ—  2 j  ajV d t 2 ’

1
Л' <V

А ^ * г =  - У ,  ajb - ^ -  +  (w o x - g x )  J ]  ajyb^j (3.24.11) 
j - i  j - i

[ввиду предполагаемой малости колебаний свободных поверхно
стей жидкостей, можно пренебречь малыми изменениями коэф
фициентов дифференциальных выражений (3.24.8), которые мо
гут  возникать при переходе от невозмущенного к возмущенному 
движению ракеты].

вид
dAVy

dt 

, d W

1 'V

«  *
dt2 1 Гг



Подставляя (3.24.11) в (3.24.10) и присоединяя к полученным 
уравнениям дифференциальные уравнения (3.24.6), получим си
стему уравнений

N
dAV у . d&b . . .  a i d  с?2ДЯ J

m - ^ f -  +  vy — + c y^ V y  +  cbb̂ i - 2 J а ! у —̂ ~
i -1

—  AS» —|— Д-̂ 7 у,

г . . 1 / 1  .  Q  I d^Ap]
z ~1lF  +  *** ~ d T + Cbŷ Vy д а + 2 j

j - 1
N

- ( W o x — g x )']?  а д , Д ^ = с м Д 8 »  +  Д Л 1 „  

j - i
dlAS] dAHj v d h V y  | rf2Aft

(3.24.12)

!l i ----------r s) -----  +  “ 1 ДРЛ +  <4u ----- - +  « » ----------\ dt2 dt ' i  V1) Г  lu dt ~  1 dP-
~ a jy ( w Qjc — g x) Д& =  0, y =  l ,  2 , . . . ,N .

Уравнения (3.24.12) представляют собой дифференциальные 
уравнения возмущенного движения ракеты в плоскости тан гаж а , 
учитывающие подвижность жидких компонентов топлива.

Перейдем к рассмотрению вращения ракеты вокруг ее про
дольной оси. Согласно (3.23.18) возмущения Да,-, возникающие 
при переходе от невозмущенного к возмущенному движению ра
кеты, должны удовлетворять дифференциальным уравнениям:

{ d^Aai dДа I \ и
4 V + e' i r + eH + a*£i^= 0* /=1>2’- ’̂

или
/ rf24 a i  . dAa> \ . « a v

^ \ ^ Г - + £ 3 - 7 Г +ш> а}) + а ^ ~ ^ = 0 ’ у = 1 ’ 2 '~ 'N '
(3.24.13)

d у
dt

Первому из уравнений (3.23.18) можно придать вид

^ Х ~ ^  =  М Х+ М ЖХ, (3.24.14)

где



В гл. I, не учитывая в уравнении (3.24.14) момент М т х , мы 
получили уравнение возмущенного движения

J x ^ - \ - V - x ^ -  =  c,b A h +  \М Х. (3.24.16)

С учетом момента А1Ж* уравнение (3.24.16) примет вид

j x L + ъ  (3 -24-17>
где

N d^Ad:
(3.24.18)

j - 1
согласно (3.24.15). Подставляя (3.24.18) в (3.24.17) и присоеди
няя к полученному уравнению дифференциальные уравнения
(3.24.13), получим систему уравнений

fd U a j  , d\aj , 2 \ , dUy _  n (3.24.19)
j  [ --------------1- -------------- j-  ш Д (2 ; ) - p  Cl j f --------------- " 0 ,

\ dt2 dt 1 V  1 л  tf*2

7  =  1 , 2 ,...,/V.

Уравнения (3.24.19) представляют собой дифференциальные 
уравнения возмущенного движения ракеты в плоскости крена, 
учитывающие подвижность жидких компоненнтов топлива.

§  25.  Р А С Ч Е Т  К О Э Ф Ф И Ц И Е Н Т О В  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  
У Р А В Н Е Н И И  В О З М У Щ Е Н Н О Г О  Д В И Ж Е Н И Я

Вопрос о расчете коэффициентов суу, су&, суц, с»у, с-ы,
сТ8, vv, цх, fx2, фигурирующих в уравнениях возмущенного д ви ж е 
ния (3.24.12) и (3.24.19), был рассмотрен нами в гл. I. Н иже мы 
приводим сводку расчетных формул для  вычисления остальных 
коэффициентов этих дифференциальных уравнений — а ;у, а 3&, а  
(Xj, coj, J x, Jz (расчет моментов инерции J x и J z в гл. I рассматри
вался без учета подвижности жидких компонентов топлива).

Основой необходимых расчетов является  решение дифферен
циальных уравнений

d20 j  д'2 dj \ dftj
<?52 дг2 г дг /-2

с краевыми условиями

— =  0, у =  1, 2 , ...,7V (3.25.1)

д в ,
-~ - =  r  cosx  +  Ss lnx  на l }, j  — 1, 2 , ...,7V (3.25.2)
on



и отыскание первых собственных значений и первых собственных 
функций краевых задач , образуемых дифференциальными ур а в 
нениями

дЮ j дв
дгч Г

UV 3 0  1
— 1 -------*- =  0, У =  1, 2 , ...,7V (3.25.3)
а/- Г2

и краевыми условиями:

— ^ =  0  на I, 
дп i
дв
on

- = Х 7-0 ;-при Е =  0, 0 < г  </?/
у =  1, 2,...,vV (3.25.4)

(см. § 12 и 17). Применяя для  расчета собственных значений Ку 
и собственных функций 6 j  метод последовательных приближе
ний, изложенный в § 2 1 , можно свести все указанные выше вы
числения к решению дифференциальных уравнений (3.25.1) с 
краевыми условиями вида

дв )
д п

на Iи j  =  1, 2 , ...,7V, (3.25.5)

где f j(s)  — заданные функции длины дуги s контура lj.
З н ая  функции 6j и ©j, 7 =  1, 2 , . . . ,  TV, и числа Яь Яа, . . . ,  kjW, 

можно рассчитать коэффициенты дифференциальных уравнений 
возмущенного движения a jv, щ, utj, /х, Jz по формулам:

Ri
a )y=nQ) [ F } ( r ) r 2d r ,

•j
О

W =  - V ^ -  5 F ) i r ) r d r ’
о

(3.25.6)

Ко 7-1
N

где

A = j  (-^2 +  г/2) е ^  +  2  mJ(x<!)2 +  y2j Jr ,l))>
Vo j - l

™ - G r )  •\ /£-0

7 Г I Ь ^ - г ^ - ( х , - х у > у
} li

h] =

( c m . § 14, 18 и 23).

256



Зная коэффициенты aiy, /= 1, 2, . . можно рассчитать ко
эффициенты a.js и , /= 1, 2, . .  N по формулам:

djb — = ( X j  8;) CLjy, Cljt — Г  jdjy, (3.25.8)
где

( 6Д~о (3.25.9)
г

о

(см. § 15, 20 и 23).
Во всех рассуждениях, проводившихся в этой главе , мы пред

полагали для  простоты, чго ось топливного бака пересекает всег
да жидкую массу, находящуюся в этом баке. Если б ак  с номером 
/ имеет форму тора, во втором из краевых условий (3.25.4) ин
тервал 0 < r < R j  должен быть заменен интервалом R ^ K r K R j ,  где 
АИ0) — внутренний радиус плоской фигуры aj, имеющей в д ан 
ном случае форму кольца. При этом отпадает требование регу
лярности решений дифференциальных уравнений (3.25.1) и
(3.25.3) на оси топливного бака  г— 0. В формулах (3.25.6) и
(3.25.9) для  cijy, т  и 6 j  интервал интегрирования (0, Rj )  в рас
сматриваемом случае следует заменить интервалом ( R f }, Rj ) -

До тех пор, пока бак с номером j  не опорожняется, коэффи
циенты cijy, cijb, а зт и jLtj- сохраняют постоянные значения. В про
цессе опорожнения j -го бака возникает зависимость этих коэф
фициентов от времени t.

К ак было указано выше, в § 22, в процессе эксперименталь
ного определения коэффициентов демпфирования е,- достигается 
попутно экспериментальное определение частот собственных ко
лебаний свободных поверхностей жидкостей со,. Зная  частоты 
соь «г ,  . . солг, можно приближенно рассчитать остальные коэф
фициенты дифференциальных уравнений возмущенного д ви ж е
ния, не прибегая к решению дифференциальных уравнений 
(3.25.1) и (3.25.3) с краевыми условиями (3.25.2) и (3.25.4). Сог
ласно (3.20.15) для  первого тона собственных колебаний свобод
ной поверхности можно приближенно положить

Д ля  того, чтобы выполнялось условие (3.23.9), константа С, 
должна быть равна единице. П олагая  в формулах (3.25.6) для 
коэффициентов и |л,-

F j ( r ) = C j r . (3.25.10)



получим приближенные соотношения:

Ri
а)у =  Щ) [ r*dr = -^-q j№ ,  

4 j

о 1
Согласно (3.25.6) должно иметь место равенство

(3.25.12)

СО .
Х/=-------- }------- . (3.25.13)

WOx — gx
Пользуясь зависимостью (3.25.13), можно привести формулы

(3.25.12) к  виду

a h =  nQ}R) , V-) =  -n- R~ - (Щх— gx)- (3.25.14) 4

Расчет момента инерции J x без учета подвижности жидких 
компонентов топлива приводит к завышенным результатам. Т а 
ким образом,

N

J z < l  (* 2 +  */2) +  еа^ + 2  Ю J {x2-\-y2) d v .  (3.25.15)
Vo J - 1 V j

С другой стороны, согласно (3.25.6)

J z >  j  ( * a +  ^ ) ed® +  2 > ; W  +  05). (3.25.15а)
Vo j - 1

В соответствии с неравенствами (3.25.15) и (3.25.15а) прибли
женная формула

N

J z = Y x 2 J r y ^ Q d v J r ~T J ]  (x* +  y2)d v  +  mj
Vo j - 1 V j

(3.25.16)

дает  погрешность по абсолютной величине, не превышающую 
суммы

N

т  £  lQ) I W + » ? ) ]*  (3.25л 7)
J - l  V j

С ум м а (3.25.17) составляет обычно лишь несколько процен
тов от приближенного значения момента инерции J z, определяе



мого формулой (3.25.16). З ам еняя  в (3.25.6) точную формулу 
для момента инерции J z приближенной формулой (3.25.16), по
лучим расчетные формулы для  моментов инерции:

(«/2+ z 2) e ^  +  2  mj ( y 2j + z2j )•
v0 J- 1 (3.2,

N

J z= \ (-«2 + 2 / 2) e ^ + Y  J ]  [ e ^  (x2 + y 2)dv -\ -m j(xy^-{-y2J)^
Vo ) - i  v ,

При существенном удалении свободной поверхности ж идко
сти з  /-м баке от плоскости х = 0 ,  проходящей через начало свя 
занной системы координат, величина 6 ;- обычно м ала  по сравне
нию с абсолютной величиной координаты х}. Если ж е  свободная 
поверхность жидкости в /-м баке близка к плоскости х = 0 , коэф
фициент ввиду своей малости не играет существенной роли 
при исследовании устойчивости движения ракеты. Пренебрегая 
в (3.25.8) величиной 6 ,-, получим расчетные формулы:

a jb =  x }a)y, а п  =  г}а }у. (3.25.19)

Таким образом, получив экспериментальные значения коэф
фициентов демпфирования t'j и частот собственных колебаний Wj, 
можно осуществить ориентировочное исследование устойчивости 
движения ракеты, пользуясь при вычислении остальных коэффи
циентов дифференциальных уравнений возмущенного движения 
простыми расчетными формулами (3.25.14), (3.25.18) и (3.25.19).

§  26.  Ч АСТО ТНЫЕ Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  Р А К Е Т Ы
К А К  О Б Ъ ЕК Т А  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  Р Е Г У Л И Р О В А Н И Я

В гл. II при исследовании устойчивости движения ракеты мы 
описывали связь между входным сигналом автом ата  стабилиза
ции и выходным его сигналом простейшими линейными диффе
ренциальными уравнениями. При учете подвижности жидких 
компонентов топлива в процессе исследования устойчивости д в и 
жения ракеты приходится рассматривать колебания ее корпуса в 
существенно большем диапазоне частот; д л я  такого широкого 
диапазона частот описание «закон а управления» дифференциаль
ными уравнениями становится у ж е  весьма сложным. В связи с



этим д л я  исследования устойчивости движения ракеты с учетом 
подвижности жидких компонентов топлива используются обычно 
частотные методы теории автоматического регулирования.

В этом параграфе мы рассматриваем вопрос о расчете этих 
частотных характеристик, в последующих двух  параграфах 
нами указы ваю тся  возможные пути обеспечения устойчивости 
движ ения ракеты с учетом подвижности жидких компонентов 
топлива.

Так  ж е , к а к  и в гл. II, при исследовании устойчивости движ е
ния ракеты  будем «зам ораж и вать»  коэффициенты дифференци
альных уравнений возмущенного движения, считая, что в рас
сматриваемом интервале времени эти коэффициенты сохраняют 
значения, соответствующие некоторому фиксированному началь
ному моменту времени t = т.

Рассмотрим сперва движение ракеты в плоскости тангажа. 
Д л я  построения искомых частотных характеристик положим в 
уравнениях возмущенного движения (3.24.12)

&Fy — 0, \ М 2 =  0, Ah =  eimt (3.26.1)

и, считая коэффициенты этих дифференциальных уравнений по
стоянными, будем искать неизвестные функции A V y, Дд, Aft, / = 
= 1, 2, . .  ., N, в виде

А У у =  У е ш , =  Дh = * B je iat, j =  1, 2 , . . .N .  (3.26.2)

П одставляя  (3.26.1) и (3.26.2) в (3.24.12), получим для мно
жителей V, © и Bj, ;= 1 ,  2, . . . ,  N систему алгебраических ур а в 
нений

N

( 'C y y - \ - b m ) V  - f  ( е ^ - j - h y o )  0  —  a ) y B j  —  C y b ,
7-1

N

CbyV +  (С»» +  i№  — <о2Л )  0 -  2  [{Щх -  gx) а )у +  „  Q4
/•i (о.2Ь.о)

-|-(u2a,jb\ В} =  см,
14 (m) — w2 +  B j  f  i a j ywV — {{wQx — g x) a j y -f-

- f  («2a^]S==0, j  =  \ ,2 , . . . ,N .

Согласно (3.26.3) должны иметь место равенства

В 1 =  - iajywV + Ы  ° }У + М2̂ ] у =  1, 2,...,/V. (3.26.4)
fjLj (ш2. — ш2 +  j <•>)



Подставляя (3.26.4) в первые два  из уравнений (3.26.3), по
лучим для неизвестных V и 0  систему двух  алгебраических у р а в 
нений

Д <£j„<o3
'УУ~ - ы т +  -----~ 2— —---------- -- V  +  (суъ +  iVyio —

(mj  — <»i2 _|_ ге^ш) J 1

N
[ ( w 0 x —  g x )  а )У +  “ 2<zj & ]  Ш~&]У ] й ^

-----^  ------------------------------------------------------------------- > О----- СуЬ ,

j l г ^  (ю5~ “'2 + 'Vм) ^
JV

•( , V i  [ ( w 0j t —  S x )  a ;u  +  “ 2 й ; а ]  ‘ а ; уы I ,  ,  , t . .
Л--------- 7 1 — ---------  -....- K i - { c M +  f|*2a>-

J “2+ и 1ш) >

_ 0)2 J z _  у  [ ( « Q r - g x ) ^  + ^ ] 2 . )  fl =  CM>
—J  + /*/*)

(3.26.5)

Введя обозначения:

Л  га;и“3
+  — — ------——— — = a n («o) f  ibn (rn),

jT t  ~  +  u -?w)
N

i • \ 1  —  £ jr )  а ]У  +  “ 2 д /(>1 м 2 а ;</ ,  . , . ,  . ,
■£(/&-М'уо— N  ----------— ---------------- -------- — ̂ i2(‘u )4 -^ i2 (№)*

j i t  “2+ Uf*)

. х л  \(wox — gx)a]y + т2а]ь]1а}уш , . , ., . (3 .26.6) 
-------------71 ---------------- \-----------— a21 ш̂) 21 (UJ)’

^ ( “y — “2 + г'е/°)
N

. . 4̂ 71 [ ( ™ 0 д т ---- g x )  a ] y  +  “ 2 a ; & ] 2.Г№ +  (Ц2Ш-Ш2У2 -  X  -L ------— ----------------- J - !—  =
^ ( “y — “2 + isi “ l

=  «22 (“ ) “Ь г'̂ 22 ((u)>

можно привести уравнения (3.26.5) к  виду

(a u -\-ibu) V  —(— (^12 Ч— lb\2)ft — Cyb,
(«21 “Ь ^ 2l) ^  ~Ь («22 “Ь ^ 22) ® =

(3.26.7)

Отделяя действительные и мнимые части в левы х  частях  со
отношений (3.26.6), получим для  функций Ojft((0 ) и bjh(o)), j — 
=  1 , 2 , k= \,  2 , расчетные формулы:



а £ ]'°4а )и
и  ( “ )  =  с уу +  ^  ,

хг^ (°4 — « 2) шЗai
M «0 =  « ° m + V ------ \-L------l— l  ,

^  ^  ( " 5  —  м 2 )  Ui'a^ij [(w-'O jr —  / ?jr) а ]У +  м 2 а у а ]

^12 (со 

#21 

&2l(< 

а  22 О 

2̂2 (ш

^  и  + ■>*]
N

^  £}ш3Я)У [(®0jc-- g>) a ;i/ + м2а/&]

’ ^  ^ [ Н - “2)2 + еН
N

tf i,<2a)y [(®fijг — £jr) а)У + “2в/&]
=съу^-  > ;

(3.26.8)

у- i
N

V] [(w2. — (02)2 + E20)2j

( “ } —  “ 2 )  “ а У</ [ ( а ’0л-----£дг) а ;У +  (о2ау&]

N

„;. [ ( ш2 _о)2)2 + е2ш2]

_ 2 . — о>2) [ (re'oj. — g-j.) aj y  + <*2a f̂tj2
^  [ ( со2.  — 0 ) 2 ) 2 + e 2 co2 ]

J- 1
лг

. e ^'0 [(ze ’Oj: —  g x )  а ] У  +  w20 / fr]2

Ы И — ! >5+ - И  '
Определяя в из уравнений (3.26.7), найдем

П с&8 (яп + 1&п) — сиъ (а21 + 2̂\)
( f l j l  - j -  i 6 ] ] )  ( а 22 +  /Й22)  — ( a I2 +  ^ 22)  ( a 21 +  * ^ 2 l )

__ ______________________ g &6g H — cy la 21 +  * ( g &56 l 1 — cyb&2l)______________________

a l l a 22 —  й 1'?й 21 —  ^11^22 +  ^12^21 +  г ( a l !^ 2 2  —  a 12^21 +  ^11^22 —  ^12a 21
И Л И

0 — 01 (<*>) -(- /62 (<“), (3.26.9)
гд е  0X (tu) и 02 (<e) — функции частоты ш, определяемые форму
лами:

д  __  С1 ( с &5а И —  c [/5a 2 l )  +  С2 ( С95*П  —  суЬЬ2\)

1 г2 -L- г2 'С1 +  2

_ cl ( c&5*11 — суЬЬ2\)— с2(см аи — ci/8a2l)
2 — j--------------------- =-------

с \ +  е 2

С1 =  ®иа 22 а 12й21 — 1̂1̂ 22 ~f~ 1̂2̂ 21»



гд е

=  У  0? И +  02 И  • ?„(«■>) =  a r c t g i ^ I l i L .  (3 .26.12)
01 (<■>)

Согласно (3.26.2) и (3.26.11) в рассматриваемом случае воз
мущение ДО, являющееся входным сигналом для  автомата стаби
лизации, будет определяться зависимостью

Таким образом, при отсутствии возмущающих сил и момен
тов гармонические колебания исполнительных органов систе
мы управления вызывают гармонические колебания входного сиг
нала автомата стабилизации, характеризуемы е коэффициентом 
усиления &о((о) и фазовым сдвигом фо(со). Функции k0(ш) и 
<р0 (со), для которых мы установили расчетные формулы (3.26.8),
(3.26.10) и (3.26.12), определяют амплитудно-частотную и фазо

во-частотную характеристику ракеты к а к  объекта автоматиче
ского регулирования для  случая колебаний ракеты в плоскости 
тангаж а.

Перейдем к рассмотрению вращения ракеты вокруг ее про
дольной оси. Положив в уравнениях возмущенного движения
(3.24.19)

и считая коэффициенты этих дифференциальных уравнений « з а 
мороженными» в некоторый момент времени t= x ,  будем искать 
неизвестные функции Ay и До,-, /= 1, 2 , . . . ,  N в виде

Ay =  Tela,i> Да/= A je la,t, j  — 1 , 2 , .  . . N. (3 .2 6 .1 5 )

Подставляя (3.26.14) и (3.26.15) в (3 .24.19), получим для  мно
жителей Г и А}, /= 1, 2„ . . . ,  N систему алгебраических уравнений

дд =  k0 (<и) е1 1ш<+,р° (ш)1. (3 .26.13)

дУИЛГ =  0, Д8Т (3.26.14)

N

J=i
[д./((о2 — ш2 -{- iejio) A j — ш2а Л Г =  0,

(3 .2 6 .1 6 )



Исключая из уравнений (3.26.16) неизвестные Aj,  /= 1, 2, . . . ,  
N,  получим уравнение

N

to2 J % — ~ а7Тю4

7-1 — “2 + гЕ/ “)
Г =  ст

или

где
[C j (<u) -f- /С2 («о)1 Г  —  C f 8 ,

Ci((0) = » v ,

jv

C2 (“ ) = ‘« ^ 2 ] е;м5а;'т
^  [(“2—» 2)2 + e2“2] 

Согласно (3.26.17) будет иметь место равенство

или

где

Г х («») =

С1 + iC2 

Г  == T j (w) -j- гГ2 (ш), 

с 6С , (ш)
, Г2 (ш)= —

с 7 8 С 2 ( « )

С 2((0)+С^<0)

Придав формуле (3.26.19) вид

С2И+фо>)

Г =  Л0 («о)е,,,о(“) .
гд е

г 2 ПК П  =  / Г »  +  1» ,  ?„((») =  arc tg -f-'
l j  (ш)

получим согласно (3.26.15) и (3.6.21) зависимость

д у = £ о(со)е/[(ш'+?о(‘“>].

( 3 . 2 6 .  1 7 )

( 3 .2 6 .1 8 )

(3 .2 6 .1 9 )  

(3. 26. 2 0 )

(3 .2 6 .2 1 )

(3 .2 6 .2 2 )

(3 .26 . 23)

В соответствии с равенством (3.6.23), функции £0 (со) и ф0 (ю). 
для которых мы получили расчетные формулы (3.26.18), (3.26.20) 
и (3.6.22), определяют амплитудно-частотную и фазово-частот- 
ную характеристику ракеты к а к  объекта автоматического регу 
лирования д л я  случая вращения ракеты вокоуг ее продольной 
оси.

Определив для  какого-либо из каналов управления частотные 
характеристики ракеты  к ак  объекта регулирования и задавш ись 
частотными характеристиками автомата стабилизации, можно 
построить годограф разомкнутой системы автоматического регу-
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лирования и, пользуясь частотным критерием устойчивости, сде
лать  вывод об устойчивости либо неустойчивости движ ения р а 
кеты при заданных частотных характеристиках  автом ата стаби 
лизации. Если коэффициент усиления и фазовый сдвиг автом ата  
стабилизации определяются функциями £а (м) и фа (со), то коэф
фициент усиления k и фазовый сдвиг ф разомкнутой системы 
автоматического регулирования будут определяться зависимо
стями:

Соотношения (3.26.24) определяют уравнение годографа в 
полярных координатах k и <р. В прямоугольных координатах X 
и Y уравнение годографа будет иметь вид

Построив годограф разомкнутой системы в соответствии с 
расчетной схемой, изложенной в этом параграфе, можно сделать 
вывод о локальной устойчивости, либо неустойчивости движения 
ракеты в момент времени t= x ,  воспользовавшись критерием Най- 
квиста.

§ 2 7 .  Ф А З О В А Я  С Т А Б И Л И З А Ц И Я  К О Л Е Б А Н И Й  К О Р П У С А  
Р А К ЕТ Ы  И С В О Б О Д Н Ы Х  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й  Ж И Д К О С Т Е Й  
В Т О П Л И В Н Ы Х  БА КА Х

При рассмотрении вопроса об отыскании частотных х ар ак те 
ристик автомата стабилизации, обеспечивающих устойчивость 
движения ракеты, будем исходить из приближенного расчета ч а
стотных характеристик ракеты, к ак  объекта автоматического ре
гулирования, основываясь на следующих упрощениях уравнений
(3.26.3) и (3.26.16).

1. Гармонические колебания исполнительных органов системы 
управления с частотой со возбуждаю т колебания свободной по
верхности жидкости в топливном баке  с номером k практически 
лишь при значениях частоты со, весьма близких к частоте соб
ственных колебаний этой свободной поверхности со̂ . Если среди 
остальных частот собственных колебаний соь 002, . •., соь- i .  Wfc+i,. .  
cojv отсутствуют частоты, близкие к частоте соь, то при расчете ч а 
стотных характеристик ракеты как  регулируемого объекта д л я  ч а 
стот со, близких к частоте соь, практически можно не учитывать ко
лебания свободных поверхностей жидкостей в топливных баках  с 
номерами 1 , 2 , . . . ,  k— l, k + 1, . . . ,  N. В этом случае  в сумм ах , фи
гурирующих в уравнениях (3.26.3), сохраняются лишь слагаем ы е , 
содержащие неизвестную величину Bh, и в сумме, фигурирующей 
в уравнениях (3.26.16), сохранится лишь одно слагаемое, содер
жащ ее неизвестную величину A h.

(3 .2 6 .2 4 )

х  =  k 0 ( ш )  k a ( со )  C O S  [<р0 (<о)  +  Т а  ( « ) ) ] ,  

К =  k0 ( ш )  ka ( со )  sin [ср0 (<й) +  сра  ( о , ) ] .
(3 .2 6 .2 5 )



2. При определении неизвестных V и 6 из первых двух  у р а в 
нений системы (3.26.3) для  частот со, близких к частотам собст
венных колебаний свободных поверхностей жидкостей, основную 
роль среди слагаемых, содержащих эти неизвестные, играют с л а 
гаем ы е  iam V  и со2/г 6 . В связи с этим при приближенном расчете 
частотных характеристик ракеты как  регулируемого объекта для  
частот со, близких к частотам собственных колебаний жидкостей 
в топливных баках , в уравнениях (3.26.3) и (3.26.16) можно пре
небречь слагаемыми, содержащими в качестве множителей коэф
фициенты С у у , 1 V y , JAz И |Хх*

Таким образом, приближенный расчет частотных характери
стик ракеты к ак  объекта автоматического регулирования для ч а 
стот со, близких к частоте со к, можно осуществить, заменяя систе
му уравнений (3.26.3) уравнениями:

( 3 .2 7 .1 )

m m V ~  щ2аыВь =  Суг>,
— и)2/г0 — [{wQx — gx) a ky +  о)2 a nb]Bk =  cu ,

Ь  (“I —oj2 -f *4W) B k Jr i a ^ V  —
— [(®ox — Rx) а м  -b «Л*»] 9 =  0

и систему уравнений (3.26.16) — уравнениями:

ш2/хГ ш2а,}ЦА 1г=с-$, /о ny 9 v
^  ( « о * а д   ̂ ;

Рассмотрим сперва вопрос о стабилизации движения ракеты  
в плоскости т ан гаж а .  Исключая из уравнений (3.27.1) неизвест
ные V и 0 , получим уравнение

I1* (“I 0)2 "М 6*®) +  ~  (Сг/5“Ь U)2a w^*)4"т

СО * J  z

ИЛИ

+  [ ( «W  — 8х) а ы +  w!W ]  В к} =  0,

[{т а 1ь +  J za \y — HmJz) “4 h +  2 т  ( щ х -

— £*) а куйы ] о)2 +  m (w0x — gxf  а\у +  i^ m J zг*ш3} B k =

=  — { т а *ос&5 +  J za MCyb) о)2 — т  (w 0x — gx) а ысм . ( 3 . 2 7 .3 }  

Биквадратное уравнение

( т а \ ь - f  J za\y -  pkm J z) <.»4 +  \v-km j^ \  +

-j- 2 т  (w0x — gx) а ша кЬ\ ш2 +  т  (w0x — gxf a \y = 0  (3 .27 .  4 >



имеет всегда положительное вещественное решение со£ , близкое 
к  частоте юь. Д л я  его приближенного отыскания положим в 
(3.27.4)

(0  =  COfc +  T l. (3.27.5)

Пренебрегая при этом высшими степенями малой величины т], 
получим уравнение

{4 {т а т  + J 2 a l y ~  +  2 -г
+  2 т  (w0x- g x) а м а и ] Ч +  ( т а \ ь +  J  za\y) со< 4 -

+  2 т  (w Qx- g x) а ы а т ы\ +  m ( w 0x- g x)2 а\у =  0. (3 . 27. 6)

Согласно (3.18.10) и (3.23.4) уравнение (3.27.6) м ож ет быть 
приведено к виду

-  2\ikm J 2 +  а\у \4т(хк -  8ft)2 +  47, 4 т  (х к — Ьк)
]}-> +

ку y ,  +  m ( j f , - 8*)2 +
2 т  (х к — 5*) , т

>о,

или

fик т

j  I ' т  (хк — Ьк) . т  (хк — ЪкР
. 4 J *  J z

шЬа \ у  

2  а кт 1 + ^ h - s* + v
(3 .2 7 .7 )

^ ики
Отношение — — всегда мало по сравнению с единицеи и в 

V-k'n
соответствии с равенством (3.27.7) можно приближенно поло
жить

т х ь

■где

ч = ^ ( \
2цкт \

x k — x k — k̂ +  Т"

(3 . 27. 8)

(3 .2 7 .9 )

Согласно (3.27.5) и (3.27.8) решение со* биквадратного урав- 
иения (3.27.4) может быть приближенно вычислено по формуле

а 1 у  (  
2и.кт  \



При значениях частоты со, близких к частоте со̂  , величину Вь 
можно приближенно определить из уравнения (3.27.3), полагая 
в уравнении (3.27.3)

(3 .2 7 .1 1 )

и пренебрегая в левой части этого уравнения малыми величинами 
порядка малости б2 и е&6 и в правой части уравнения — м алы м » 
величинами порядка малости 6. Уравнение (3.27.3) в этом слу
чае примет вид

{{4  {т а ы +  J za \y ~  “V +  2  [ i V ^ V *2 +

+  2m (w0x -  gx) а ыа»\  8 +  ipkm J zekc«;3 j  B k =

=  — (таъъСп-\- J  za kyCyb)w** — m (w Qx~  g x)a kycr* (3 .2 7 .1 2 )

[напомним, что со* — решение уравнения (3.27.4)]. Пренебрегая 
в левой части уравнения (3.27.12) малыми величинами порядка 
малости 6т) и еы1 (г] =  ю^—со&) и в правой части этого уравне
ния — малыми величинами порядка малости rj, можно заменить- 
в уравнении (3.27.12) частоту со* частотой Согласно (3.18.10) 
и (3.23.4) в этом случае уравнению (3.27.12) можно будет при
дать  вид

2 а ky
fj.km i bJ

=  a bV J . '■k - j  Cn j  • (3 .27 . 13;)

Т ак  к ак  отношение l ky

Vkm
мало по сравнению с единицеи, ураа-

нение (3.27.13) можно заменить приближенным уравнением

(28 — isk) B h а кУ JzCyb-\~m \Xk ~

или согласно (3.27.9)

a k v { J z Cub + т х * к с95)

Z
(3 .2 7 .1 4 )

В соответствии со вторым из уравнений (3.27.1) функция 0 (со) 
может быть найдена по формуле



Подставляя из ) 3.27.14) в (3.27.15), получим соотношение

0 = ------ 5 — г — +  Xu f l u k u.km J  г (2Ъ —  i t k )  1

X а „у (J zCyb -f mx*kcu ) -f- i»k^km Jzcu  (28 — гей) j . (3. 27. 16)

Учитывая предполагаемую нами близость частоты со к часто
те сой и малость величин 6 и е&, можно заменить равенство
(3.27.16) приближенным равенством

е _  \{wXx — gx)aw  +  о-ьу^гСуь +  mx*hcbb) (3  2 7  17)
— U k)

В соответствии с формулами (3.18.10) и (3.23.4) соотношению
(3.27.17) можно придать вид

0 =
MkHmJlWh — Uk)

или, если воспользоваться обозначением (3.27.9),

,\] zCbb +  тх\  си ) а\у

^kHmJU 2b — ик)
е = _  * к \ ' ' ^ " “ * у Г к Л' (3 .2 7 .1 8 )

Согласно (3.26.11) и (3.27.18) будут иметь место равенства: 

, , , , ч „„г, ^'k {Jze ^ m x \ c w )a\ b
k0 (») cos =  Re 6 = ----------------W y2 (482+E| у - -

2 (3 .2 7 .1 9 )
, , . . , ч  , „ x\(J*c*  + mxkcw)a\f*
К  H  sm <p0 («>) =  /m = ----------w ,2 (452 Щ --------*

В соответствии с формулами (3.26.25) и (3.27.19) в рассм ат
риваемом случае уравнение годографа разомкнутой системы ав 
томатического регулирования будет иметь вид

2

(4S2+ &к)
X [28 cos ? а (<•>) — е* sin <ра («>)], 

x l { J zcyb +  тх*к сы )а\у 

akHmj2z (482 + 6*)
X 128 sin ?а («>) +  ей cos ? , ( « ) ] .

У  _  л к У  » ^ - г  - “ у  ' - и ,  ~ к у  ^  (<„} х
(3 .2 7 .2 0 )



У чаты вая  предполагаемую нами близость частоты (.» к часто
те озп, можно заменить равенства (3.27.20) приближенными ра
венствами:

х*ъ ( J zC„ t  +  тх*ъ а\„
х  = -------------- ач К  (“а) [28 cos <ра К )  -  е* sin <ра (в»*)],

У =  -  ** НУ k& f28 S‘n т- ^  +  4  C 0 S  ? а  

И Л И

где

У  _ 2 f28 c o s  Та Ы  —  8ft s in  <pa ( о>а-)Э
4 5 2 + 4

v^_. 2g*£fe[2S sina„(o>6) + eftcosya ((o»)]
462+  , J

=  *a K )  (-^ г  +  mx\ Cu ) a\y 

* 2еЛ<о*(хйтУ^

Согласно (3.27.21) должны иметь место равенства: 

X  cos «р. («О*) +  У sin сра (<0̂ )=  * ^ * V - .
4oz+

2сЛ i\
X  Sin сра («>*) -  У cos сра (<«*) =  — — ,

4 S -+  tb

(3 .2 7 .2 1 )

(3 .2 7 .2 2 )

(3 .2 7 .2 3 )

в соответствии с которыми параметр б может быть выражен че
рез координаты годографа X, Y соотношением

g _ _Ч\х cos У а К )  +  У sin (nift)]  ̂ yj'  2 4 )
2 [A" s in  <ра (<оА) — Y cos ? а ( u j ]

П одставляя  (3.27.24) во второе из равенств (3.27.23), можно 
привести уравнение годографа к виду

— 2с k =  [X  sin сра К )  — Y cos сра («о*)] X
х  | j  I [A- COS Уа (о>к) +  У sin  <ра (h))]2 )

1 [A1 Sin <ра ((О*) — Y cos <ра (о)А)]2 J 

Л-2 +  / 2

AT sin 9а (шА) — У cos иа (шА)
или

^ 2  +  К 2 +  ^  sin ?а К ) -  Y cos % К ) ]  =  0. (3 .2 7 .2 5 )

ше (3.27.25) представляет собой уравнение окружно- 
хение этого уравнения к каноническому виду



показывает, что координаты центра данной окружности ^ 0. 
соответственно равны:

A’o = -^ s in < p a («oft), K0 =  cAcoscpa (a)J, (3 .27 .27)

радиус окружности равен |с/г|, окружность проходит через на
чало координат.

При Ао<0 годограф разомкнутой системы при значениях ча
стоты и, близких к частоте оли, будет иметь вид, показанный на 
рис. 3. 16 сплошной линией для случая 
У о > 0  и пунктирной линией — для слу
чая К0<0. В обоих случаях независимо 
от радиуса окружности на частотах ш, 
близких к частоте шд, годограф разомк
нутой системы не может охватывать 
точку Х =1, У=0. Согласно (3.27.27) 
при внесенных нами упрощениях усло
вия

sin ?>>*)> О (3 .27 .28)

являются достаточными условиями ус 
тойчивости колебаний корпуса ракегы 
и свободных поверхностей жидкостей 
в топливных баках Условие (3.27.28) 
называют условием фазовой стабилиза
ции, так как выполнение его обеспечи
вается созданием в автомате стабили
зации фазового опережения на частоте со = о)ь при си> 0 либо фа
зового запаздывания на этой частоте при с&<0; значение, при
нимаемое на частоте ш=о)л коэффициентом усиления автомата 
стабилизации, в данном случае роли не играет. В соответствии с 
формулой (3.27.22) условию фазовой стабилизации (3.27.28) 
можно придать вид

К  {J zcyi +  rnx*kcu ) sin <ра (<«*) <  0. (3. 27.29)
Если система управления не создает управляющей силы и ее 

исполнительные органы формируют только управляющий момент 
(управление рассогласованием тяг) ,  условие (3.27.29) принима
ет вид

sin сра (шА) >  0, (3 .27 .30)

так как  в этом случае ^ 5 = 0 , с »5 <0. Таким образом, в рас
сматриваемом случае фазовую стабилизацию колебаний можно 
обеспечить, реализуя в автомате стабилизации фазовое опере
жение в диапазоне частот, охватывающем все частоты собствен
ных колебаний свободных поверхностей жидкостей wi, сог,. . . ,  u>n-

1 После упрощений, сделанных в начале этого параграфа, передаточная 
функция не может  иметь полюсов в правой полуплоскости.



Если исполнительные органы системы управления создают 
управляющую силу, то

c&s=-—Icyi, (3 .27.31)
где / — расстояние от линии действия управляющей силы до пло
скости х = 0 .  В этом случае условие (3.27.29) принимает вид

/ тх*к1 \

kV ------7 ^ j s in ' ? a K ) < 0  (3 .27 .32)

(коэффициент суь всегда положителен). Согласно (3.27.32) для 
фазовой стабилизации колебаний требуется фазовое опережение 
на частоте соь при

< < 0  и (3 .27.33)
ml

и фазовое запаздывание — при

0 О 1 <  —  • (3 .27.34)ml

Координата x*k обычно мало отличается от координаты хь. 
Таким образом, реализуя в автомате стабилизации фазовое опе
режение в диапазоне частот, охватывающем частоты собственных 
колебаний свободных поверхностей жидкостей соь сог, . •., ojjv, мы 
осуществим фазовую стабилизацию колебаний для топливных 
баков, у которых свободные поверхности жидкостей лежат ниже 
центра масс ракеты. Д ля остальных топливных баков условия 
фазовой стабилизации, как  правило, будут при этом нарушать
ся. Реализация в автомате стабилизации фазового опережения 
для одних топливных баков и фазового запаздывания для других 
баков практически невозможна, так как частоты собственных ко
лебаний coi, сог, • • •, cojv леж ат обычно в небольшом частотном 
диапазоне и, кроме того, меняются в процессе полета ракеты. 
В связи с этим в автомате стабилизации для всего диапазона ча
стот собственных колебаний свободных поверхностей жидкостей 
реализуют обычно фазовое опережение и в верхних топливных 
баках, для которых на первой ступени полета условие фазовой 
стабилизации нарушается, устанавливают перфорированные 
крышки, практически исключающие возможность колебаний сво
бодных поверхностей жидкостей в этих баках до тех пор, пока 
эти бак.и не начинают опорожняться. К тому времени, когда топ
ливо в этих баках начинает расходоваться, поверхности жидко
стей в них, как  правило, оказываются уже ниже центра масс ра
кеты и устойчивость движения не нарушается. Места для уста
новки крышек выбираются с учетом минимального допустимого 
уровня заправки баков.

Указанным выше путем удается обычно добиться стабилиза
ции колебаний для большей части активного полета ракеты, од-



нако на конечных участках активного движения условия устой
чивости сплошь и рядом нарушаются. Этот случай рассматри
вается нами в следующем параграфе данной главы.

Перейдем к рассмотрению вращения ракеты вокруг ее про
дольной оси. Исключая из уравнений (3.27.2) неизвестную вели
чину Г, получим уравнение

fc'1 a/nc-lsz 0.

Полагая в (3.27.35)

К '
можно преобразовать это уравнение:

1 -

J xl*-k
K * - “a) + V

а*Тст8
Jx\4

При значениях частоты и, близких к частоте со! , где

/ - г

(3 .27 .35 ) 

(3. 27.36)

(3 .27 .37)

(3 .27 .38)

JxV-k
в соответствии с равенством (3.27.36), величину Ah можно при
ближенно определить из уравнения (3.27.37), полагая в этом 
уравнении

_f-8 (3 .27 .39 )

и пренебрегая в левой части уравнения малыми величинами по
рядка малости б2 и 8*6. Уравнение (3.27.37) в этом случае при
мет вид

„2

2 1
*ЛТ <- 1 8 
* .
Ь-J х Iх ft

(3 .27 .40 )

Отношение *ky
JxPk

всегда мало по сравнению с единицеи, и

согласно (3.27.38) частота со* всегда будет близка к частоте со&. 
В соответствии с этим уравнение (3.27.40) можно заменить приб
лиженным уравнением

(28 — u k) A k-r-
лк]хН

(3 .27 .41 )

Подставляя Ak из (3.27.41) в первое из уравнений (3.27.2), 
получим для величины Г выражение



Учитывая малость 6 и ей, можно заменить формулу (3.27.42) 
приближенной формулой

г==--------_ W j b -------_ (3 .27 .43)
(25 — Щ)

Согласно (3.26.21) и (3.27.43) будут иметь место равенства: 

. , „  2 а1 с̂уЛ
&0(io)cos<p0(w) =  R e r —-- - --------------2 \ *(452+ е2)

A0 (a.)sin«p0(a.) =  I m r = ------ -IT ' (З-27 - 44)
(4»2+ ел)

В соответствии с формулами (3.26.25) и (3.27.44) в рассмат
риваемом случае уравнение годографа разомкнутой системы ав
томатического регулирования будет имегь вид

Х = ----------,'2 , 2 \ *а(ш)[28 COS Та(ш) — ЕЛ Sin <ра («о)],
v , M 482+ eft)

2 (3. 27.45)

У = ------- l * **! м л .  П W t 25 s in cp »  +  eftc o stp » ].^xV-k (482+Sft)

Учитывая предполагаемую нами близость частоты со к часто
те сой, можно заменить равенства (3.27.45) приближенными ра
венствами:

х ^  — ,2 2ч k&k i i 28c° s ?« w  -  
V i M 48 +е*)

(3.27.46)

Y ” ------- i> (“») l2S sln T* (“*) +akJXH (482+ £*)
+  e* COS <p, («»*)].

Полагая в данном случае

kB (trih) J,v C„[
= ----- .2 . (3.27.47)

можно привести уравнение годографа разомкнутой системы 
(3.27.46) к виду (3.27.26), установленному нами ранее при рас
смотрении движения ракеты в плоскости тангажа. В рассматри
ваемом случае всегда будет иметь место неравенство



так  как коэффициент ста всегда отрицателен. В соответствии с 
неравенством (3.27.48) условия фазовой стабилизации (3.27.28) 
для случая вращения ракеты вокруг ее продольной оси будут 
иметь вид

sin ^ К ) > 0 ,  Л =  1 , 2 , .  . . N. (3 .27 .49 )
Таким образом, в рассматриваемом случае фазовую стабили

зацию колебаний можно обеспечить, реализуя в автомате стаби
лизации фазовое опережение в диапазоне частот, охватывающем 
все частоты собственных колебаний свободных поверхностей 
жидкостей ©1, со2, • • •, солг-

В заключение этого параграфа отметим, что указанные в нем 
критерии устойчивости основываются на упрощениях расчетной 
схемы, сделанных в начале параграфа, и в отдельных случаях 
могут оказываться неверными. Строгое заключение об устойчи
вости движения может быть сделано лишь на основе точного по
строения годографа.

§ 28. АВТОКОЛЕБАНИЯ РАКЕТЫ  В ПЛОСКОСТИ ТАНГАЖА

Рассмотрим теперь тот случай, когда для топливного бака с 
номером k условие фазовой стабилизации колебаний в плоскос- 
сти тангажа (3.27.28) не может быть обес
печено. Согласно (3.27.27) при 
£h sin фа (cos) < 0 координата Х0 центра ок
ружности, приближенно определяющей 
вид годографа разомкнутой системы для 
частот о, близких к частоте Wh, будет по
ложительной. В данном случае эта окруж
ность будет иметь вид, показанный на рис.
3. 17 сплошной линией для случая Уо> 0  
и пунктирной линией — для случая Уо<0.
В соответствии с уравнением рассматри
ваемой окружности (3.27.26) точки ее пе
ресечения с прямой У = 0 будут опреде
ляться квадратным уравнением

[X  +  ck sin <ра К ) Р  +  с\ cos2 сра Ю  =  с\, 
или

X  [А” 4- 2с k sin <ра (wft)] =  0. (3 .28 .1 )
Таким образом, окружность будет пересекать ось X в точках 

с координатами
X  =  0 И X  =  — 2сk sin tpa (mft)

и условие устойчивости колебаний k-то топливного бака будет 
иметь вид

Рис. 3 .17 .



или
< 1.

(3 .2 8 .3 )
где

*а К )  sin уа К )  х* (JzCyb + сн ) а\у
(3 .28 .4 )

Величина e (ft0) определяет то минимальное значение коэффи
циента демпфирования еь, при котором колебания остаются еще 
устойчивыми. В частности, при ей=е^0) годограф разомкнутой си
стемы автоматического регулирования на некоторой частоте (ô 0)r 
близкой к частоте сод, проходит через точку Х=1, У=0, и в дан
ном случае колебания приобретают гармонический характер.

Как было уж е  отмечено выше, в § 22, коэффициент демпфи
рования зависит от амплитуды колебаний свободной поверхности 
жидкости в топливном баке и возрастает при возрастании ампли
туды этих колебаний. Предел, к которому стремится коэффици
ент демпфирования ей, когда амплитуда колебаний свободной 
поверхности жидкости в k-м баке стремится к нулю, как  прави
ло, оказывается недостаточным для выполнения условия устой
чивости (3.28.3). В этом случае равенство е̂ .— выполняется 
лишь при некотором конкретном значении амплитуды колебаний 
свободной поверхности жидкости в k-м топливном баке, которое 
можно рассчитать, располагая для этого бака эксперименталь
ными данными о зависимости коэффициента демпфирования от 
амплитуды колебаний свободной поверхности. Значение ампли
туды колебаний свободной поверхности жидкости в k-м топлив
ном баке, при котором коэффициент демпфирования еъ. принимает 
значение е̂ 0), определяемое формулой (3.28.4), будем обозначать 
ниже через р̂ 0)'. В рассматриваемом случае одним из возмож
ных движений ракеты будет такое ее движение в плоскости тан
гажа, при котором свободная поверхность жидкости в k-м топ
ливном баке совершает гармонические колебания с амплитудой 
Pi0 )- При значениях амплитуды колебаний свободной поверхно
сти жидкости в k-м топливном баке, не достигающих критиче
ского значения будет иметь место неравенство еь<е£0), коле
бания будут неустойчивыми и их амплитуда будет возрастать.

1 При расчете амплитуды следует  учитывать зависимость частотных 
характеристик а вто м ата  стабилизации, фигурирующих в формуле (3.28.4), 
от амплитуды  входного сигнала авт о м а т а  стабилизации. Учет нелинейности 
авто м ата  стабилизации подробнее рассматривается  в конце параграфа.



При значениях амплитуды колебаний свободной поверхности, 
превышающих будет иметь место неравенство е&>е40) и ко
лебания будут затухающими. Таким образом, указанное выше 
движение ракеты в плоскости тангажа, при котором свободная 
поверхность жидкости в k-ж топливном баке совершает гармони
ческие колебания с амплитудой (^0), является устойчивым автоко
лебательным движением, которое неизбежно будет возникать в 
разобранных нами условиях.

В § 26 мы показали, что при A6& = fc?t0(, \FV= 0, АМг = 0 диффе
ренциальные уравнения возмущенного движения (3.24.12) имеют 
решение, определяемое формулами (3.26.2). В соответствии с 
этим при

\Ъь =  \ еш , l F y =  0, AMZ =  0 (3 .28 .5 )
дифференциальные уравнения возмущенного движения будут 
иметь решения
LVy= \ V e imt, д9 =  806егш<, дВ^ =  80Bjelmt, у ~  1 , 2 .  . . ,7V,

(3 .28 .6 )
так как эти дифференциальные уравнения линейны. Таким обра
зом, колебания исполнительных органов системы управления, 
обладающие амплитудой 60, вызывают колебания свободной по
верхности жидкости в k-u топливном баке, имеющие амплитуду 
6o|Bh|. Согласно (3.27.11) и (3.27.14) должно иметь место ра
венство

аьу UzcV5+У 4 ( ш — (»*)-f  г\ |B k\ =  JLLUHJi------ (3 .28 .7 )
u>ky.kmj2

В соответствии с этим равенством амплитуда колебаний сво
бодной поверхности жидкости в й-ом топливном баке будет оп
ределяться выражением

Льи \ j z C „ ,  +  m x l  Си, ]  5n
-----  1 уЬ-~ — * Р?-"-...... (3 .28 .8 )

г  V  4  (  <0 — “ f t ) 11 +  г \

где (о — частота колебаний исполнительных органов системы уп
равления; 6о амплитуда этих колебаний. Полагая в этом выра
жении (о=со^0), где < > — частота исследуемых нами автоколеба
ний, и приравнивая полученный результат амплитуде автоколе
баний свободной поверхности жидкости в k-u топливном баке 
Ŝ 0) , получим для амплитуды автоколебаний исполнительных ор
ганов системы управления формулу

1 Л К ° > - М1)2 + г<0)2 
ъа=  ,  ̂ k-------, k---------- m ,  (3 .2 8 .9 )

а ы \JzCyb +  m x k

где е<,0) — значение коэффициента демпфирования соответст
вующее рассматриваемому нами автоколебательному режиму ко
лебаний.



Точка годографа разомкнутой системы, соответствующая ча
стоте автоколебаний имеет координаты ^ = 1 ,  7= 0. В соот
ветствии с формулой (3.27.11) и второй из формул (3.27.21) дол
жно иметь место равенство

2 („,(0) _  ш*) Sin Та (о,4) - f  ejW cos сра (o,ft) =  0. (3 .28. 10)

Согласно (3.28.10) формулу (3.28.9) можно преобразовать 
так:

k̂V-ktnl 2е I0'
So =  — 77------, . *, .------т— г ?i0)- (3 .28. 11)ам  \>zCyb +  m x k с&?| jsin <ра Ю |

В рассматриваемом нами случае величина, фигурирующая в 
правой части равенства (3.28.4), положительна и формуле 
{3.28.4) можно придать вид

I а\: ,т  К  Ю  [s in у а К ) 1  \хЦ jZzcy6 +  mx*k c j  „ку ' ( 3 . 2 8 . 1 2 )

к

Подставляя (3.28.12) в (3.28.11), получим для амплитуды а в 
токолебаний исполнительных органов системы управления фор
мулу

80= *а(<в*) М Д*1' р(<». (3 .28 .13)
IZ

В автоколебательном режиме амплитуда колебаний входного 
сигнала автомата стабилизации Ф0 будет связана с амплитудой 
колебаний исполнительных органов системы управления 6о соот
ношением

8o =  M 4 0)) V  (3 .28 .14 )

Учитывая близость частоты автоколебаний ю(й0) к частоте соь, 
можно заменить равенство (3.28.14) приближенным равенством

8o =  M O V  (3 .28 .15)
Согласно (3.28.13) и (3.28.15) амплитуду автоколебаний 

входного сигнала автомата стабилизации можно определить по 
формуле

а„ =  1**1а*у р«». (3 .28 .16 )
J  г

Посредством формул (3.28.4) и (3.28.16) можно определить 
амплитуду автоколебаний свободной поверхности жидкости в 
к-ом топливном баке и амплитуду автоколебаний входного 
сигнала автомата стабилизации #0, располагая эксперименталь
ными данными о зависимости коэффициента демпфирования от 
амплитуды колебаний свободной поверхности в k-om баке.



Большие амплитуды автоколебаний свободных поверхностей 
жидкостей в топливных баках являются недопустимыми, так  как 
они вызывают быстрое падение давления наддува Большие 
амплитуды автоколебаний входного сигнала автомата стабили
зации также являются недопустимыми, так как из-за этих коле
баний помехи на входе автомата стабилизации могут превысить 
допустимый их уровень. Снижение амплитуд автоколебаний до 
допустимого их уровня достигается подбором достаточно эффек
тивных внутрибаковых устройств, повышающих коэффициенты 
демпфирования. Повышение коэффициента демпфирования мо
жет быть достигнуто, в частности, путем уста
новки в топливном баке продольных перфори
рованных ребер. Поперечное сечение бака, 
снабженного такими продольными демпфи
рующими ребрами, показано на рис. 3. 18. Чис
ло демпфирующих ребер и их профиль подби
раются таким образом, чтобы потребный ко
эффициент демпфирования достигался в дан
ном баке при допустимой амплитуде колеба
ний свободной поверхности жидкости.

При наличии продольных ребер, показанных на рис. 3 18, 
смачиваемая поверхность бака перестает быть поверхностью 
вращения, что предполагалось нами в большей части этой главы. 
В этом случае момент инерции жидкости, находящейся в топ
ливном баке, относительно оси этого бака становится 
отличным от нуля, так как в этом случае в процессе вращения 
бака вокруг его продольной оси жидкость вовлекается во враще
ние захватывающими ее ребрами. Кроме того, при наличии ре
бер колебания бака вокруг его продольной оси вызывают колеба
ния свободной поверхности находящейся в нем жидкости, кото
рые не учитывались нами при рассмотрении устойчивости дви
жения ракеты в плоскости крена. Расчетное исследование у к а 
занных выше эффектов связано с большими вычислительными 
трудностями; для учета этих эффектов в вопросе о стабилизации 
вращения ракеты вокруг ее продольной оси применяются обычно 
экспериментальные методы. Описание этих экспериментальных 
методов содержится в книге [14].

Как отмечалось выше, коэффициент усиления автомата ста
билизации fea(fflfc) и фазовый сдвиг фа (сой) зависят от амплитуды 
колебаний входного сигнала Ф0. При расчете амплитуд автоколе
баний эту зависимость учитывают следующим образом. В первом 
приближении при определении потребного демпфирования е<,0) 
подставляют в формулу (3.28.4) предельные значения, к кото
рым стремятся величины /га (со̂ ) иф^оц) при Оо- -0. Отыскав д а 

1 Влияние колебаний свободной поверхности жидкости в топливном баке 
на давление н ад д у ва  подробно р ассматривается  обычно в кур се  проектиро
вания ракет.



лее амплитуду колебаний свободной поверхности жидкости 
определяют по формуле (3.28.16) первое приближение для ампли
туды  колебаний входного сигнала автомата стабилизации Ф0- 
В следующем приближении для определения потребного демпфи
рования e(ft0) подставляют в формулу (3.28.4) значения коэффи
циента усиления fea(wft) и фазового сдвига фа (соь), соответствую
щие первому приближению для амплитуды колебаний входного 
сигнала автомата стабилизации -&о, рассчитывают далее второе 
приближение для амплитуды колебаний свободной поверхности 
жидкости pjj,0) и для амплитуды колебаний входного сигнала ав 
томата стабилизации Ф0 и т. д. Этот процесс последовательных 
приближений оказывается обычно хорошо сходящимся и быстро 
приводит к цели.

Методы исследования, изложенные в этой главе, применяются 
для предварительного выбора частотных характеристик автома
тов стабилизации и для разработки внутрибаковых устройств, 
необходимых для стабилизации колебаний жидких компонентов 
топлива. Дальнейшую проверку устойчивости движения и окон
чательный выбор частотных характеристик автоматов стабили
зации осуществляют обычно методом электромоделирования с 
реальной аппаратурой системы управления.



СТАБИЛИЗАЦИЯ ДВИЖЕНИЯ РАКЕТЫ С УЧЕТОМ 
УПРУГОСТИ ЕЕ КОНСТРУКЦИИ

§ 1 ПРОСТЕЙШАЯ ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ОБ И ЗГИ БН Ы Х  
КОЛЕБАНИЯХ КОРПУСА РА КЕТЫ

При исследовании упругих колебаний ракеты, возникающих в 
процессе ее полета, мы ограничимся рассмотрением изгибных 
колебаний корпуса ракеты в плоскости тангажа. В вопро
се о стабилизации изгибных колебаний ракеты все расчетные 
схемы для плоскости рыскания практически ничем не отличают
ся от соответствующих расчетных схем для плоскости тангажа. 
Заменяя в расчетных схемах, построенных для плоскости тан
гажа, уравнение изгиба уравнением кручения, можно получить 
расчетные схемы для решения вопроса о стабилизации крутиль
ных колебаний ракеты.

Расчет деформаций различных элементов конструкции раке
ты, возникающих под действием заданных нагрузок, представ
ляет собой весьма сложную задачу строительной механики и в 
связи с этим при составлении уравнений движения ракеты, учи
тывающих упругость ее конструкции, исходят всегда из замены 
реальной конструкции ракеты некоторой упрощенной ее механи
ческой моделью. Вопрос о стабилизации изгибных колебаний кор
пуса ракеты мы рассмотрим, отправляясь от простейших исход
ных предположений, которые нами формулируются в этом па
раграфе.

При выводе уравнений движения ракеты в плоскости танга
жа, учитывающих упругость ее конструкции, будем исходить ни
же из следующих допущений.

1. Будем предполагать, что корпус ракеты деформируется, как 
полый упругий стержень, и при расчете его изгибных деформа
ций будем исходить из соответствующих уравнений сопротивле
ния материалов.

2. Будем пренебрегать взаимным влиянием деформаций с ж а 
тия (растяжения), сдвига, изгиба и кручения и в соответствии 
с этим при рассмотрении изгибных колебаний ракеты будем поль
зоваться уравнениями чистого изгиба.

3. Будем предполагать, что частицы ракеты, лежащие в на
чальный момент времени в каком-либо ее плоском поперечном



сечении, в процессе движения ракеты не меняют своего взаимно
го расположения. Применительно к корпусу рачеты это предпо
ложение совпадает с гипотезой плоских сечений, лежащей в ос
нове сопротивления материалов. Для жидких компонентов топ
лива данное предположение исключает возможность волнообра
зования на свободных поверхностях жидкостей. Это предположе
ние исключает также возможность учета реальных деформаций 
элементов конструкции, крепящихся к несущему корпусу, и де
формаций узлов крепления.

4. Будем предполагать, что крайние поперечные сечения раке
ты свободны от нагрузок. В соответствии с этим при рассмотре
нии изгиба ракеты будем считать, что перерезывающая сила и 
изгибающий момент в концах ракеты обращаются в нуль.

В предыдущих главах  мы предполагали, что оси связанной 
системы координат л:, у, z совпадают с главными центральными 
осями инерции в том случае, когда свободные поверхности жид
костей имеют форму плоскостей, нормальных к продольной оси 
ракеты. В дальнейшем, учитывая при выводе уравнений движе
ния ракеты упругость ее конструкции, мы по-прежнему будем 
предполагать, что оси подвижной системы координат х, у, z всег
да  совпадают с главными центральными осями инерции ракеты.

Изгиб корпуса ракеты в плоскости тангажа оказывает влия
ние на аэродинамические и реактивные силы, действующие на 
ракету. В каждом поперечном сечении корпуса ракеты будем рас
сматривать так называемый «местный» угол атаки, складываю
щийся из угла а, образуемого положительным нагоавлением оси 
х и направлением вектора скорости центра масс ракеты, и из у г 
ла поворота данного сечения, возникающего в процессе изгиба 
корпуса. Поперечную погонную аэродинамическую нагрузку бу
дем считать пропорциональной этому местному углу атаки 
Влияние изгиба корпуса на вектор суммарной силы тяги двига
телей Р  будет заключаться в повороте этого вектора, вследствие
которого в подвижной системе координат х, у, z у  вектора Р бу
дет возникать поперечная составляющая. Эту поперечную силу 
мы будем рассматривать, как  сосредоточенную силу, приложен
ную к корпусу ракеты в месте крепления к нему двигательной 
установки. Кроме того, изгиб корпуса ракеты будет вызывать
смещение линии действия продольной составляющей вектора Р, 
вследствие которого будет возникать дополнительный момент ре
активных сил относительно оси г. Влиянием изгиба корпуса ра
кеты на управляющие силы будем пренебрегать.

1 Такого рода учет влияния изгиба корпуса ракеты  на аэродинамические 
силы я вл яется  весьма приближенным, однако им пользуются в динамических 
расчетах, т а к  к а к  колебания аэродинамических сил, вызы ваемы е изгибными 
колебаниями корпуса, оказы ваю т незначительное воздействие на движение 
ракеты.



В следующем параграфе, основываясь на сформулированных 
выше исходных предпосылках, мы выводим дифференциальное 
уравнение изгибных колебаний корпуса ракеты в плоскости тан
гажа, пользуясь которым мы исследуем далее устойчивость дви
жения ракеты в этой плоскости с учетом упругости ракетной кон
струкции.

§ 2. Д И ФФЕРЕН Ц И А ЛЬН О Е УРАВН ЕН И Е И ЗГИ БН Ы Х  
КОЛЕБАНИЙ

В соответствии с предположениями, сформулированными в 
предыдущем параграфе, дифференциальное уравнение изгибных 
колебаний корпуса ракеты в плоскости тангажа можно полу
чить, построив уравнение колебаний упругого полого стержня, 
претерпевающего в процессе колебаний чистый изгиб в плоско
сти z = 0. Исходя из принципа Даламбера уравнение колебаний 
упругого стержня можно вывести из уравнений его упругого 
равновесия, добавив к внешним силам, действующим на стер
жень, силы инерции. В случае чистого изгиба в плоскости 2= 0  
уравнения равновесия упругого стержня имеют вид (см. [25])

dQ  d M  „  п d^v , ,—Г~— Ууь ~  =  Q — tnz, В у — = М ,  ( 4 . 2 . 1) 
d x  d x  d x 2

где qy — поперечная погонная сила, действующая на стержень;
Q — перерезывающая сила, возникающая в упругом стержне;

mz — погонный момент внешних сил, действующих на стер
жень;

М — изгибающий момент;
v — прогиб стержня;

Ву — изгибная жесткость.
Чтобы получить из уравнений равновесия (4.2.1) уравнения 

изгибных колебаний стержня, надо добавить к поперечной погон
ной силе qv поперечную погонную силу qyu, создаваемую силами 
инерции, и к погонному моменту mz — погонный момент сил 
инерции mzu. Кроме того, в уравнениях (4.2.1) символы обыкно
венного дифференцирования следует заменить символами част
ного дифференцирования, так как  в процессе колебаний неиз
вестные функции v, М и Q будут зависеть от двух независимых 
переменных — координаты сечения х и времени t. Получим в ре
зультате систему уравнений

d£ -  =  Q — mz- m zu, В у д̂ = М .  (4 .2 .2 )

Чтобы определить погонную силу qyu и погонный момент 
mzu, рассчитаем силы инерции, возникающие в процессе движе
ния, совершаемого корпусом ракеты в стартовой системе коорди
нат XoyoZo. В качестве координатах осей х, у, z нами были вы-



браны в § 1 оси, совмещенные с главными центральными осями 
инерции ракеты. В этом случае относительное движение частиц 
ракеты в подвижной координатной системе х, у, z может возни
кать только в результате деформаций ракеты, так как  поступа
тельное ее перемещение в системе координат х, у, z меняет поло
жение, занимаемое центром масс ракеты в этой координатной 
системе, а поворот ракеты относительно подвижных координат
ных осей нарушает равенство нулю центробежных моментов 
инерции J xy, J xz, J yz. В связи с предполагаемой нами малостью
упругих колебаний относительные скорости частиц ракеты у0тн 
можно считать малыми. Вращение ракеты предполагается нами 
медленным и, таким образом, при определении абсолютных уско
рений частиц ракеты w можно пренебречь переносным ускоре
нием о>Х (соХг) и кориолисовым ускорением 2(соХ у0пн) ( со — 
угловая скорость вращения подвижной системы координат х, у, z,
г — радиус-вектор частицы ракеты в этой координатной систе
ме). Д л я  абсолютных ускорений частиц ракеты w получим приб
лиженную формулу

w =  w 0 + - ^ X r 4 - w OTH, (4 .2 .3 )
dt

где wo — абсолютное ускорение начала подвижной системы ко
ординат х, у, z;

Woth — относительные ускорения частиц ракеты.
Согласно (4.2.3) в случае плоского движения ракеты, т. е. 

при cox= « ^ = ^ 02= 0 , будут иметь место равенства:

wx =-' Щл — У 4“ ®„тн .о at

Wy =  W йу +  х
d&z
dt

(4 .2 .4 )
-w отн У •

Определим теперь относительные ускорения ау0тнж и глотну, воз
никающие в процессе изгибных колебаний ракеты в плоскости 
тангажа. Рассмотрим относительное движение частиц ракеты, ле
жащих в плоском ее поперечном сечении, имеющем координату х 
при недеформированном состоянии корпуса. В соответствии с 
предположениями, сделанными в § 1, в процессе изгибных коле
баний эти частицы не будут менять своего взаимного располо
жения и, таким образом, частица, имеющая координаты х, у  при 
недеформированном состоянии корпуса ракеты, в процессе изги-



ба будет принимать положения, определяемые координатами 
х', у', где в соответствии с рис. 4. 1

х ' —х^ -и  — г/sin с?, у '=  y-\-v — у (1 — cos<p), (4 .2 .5 )
Здесь и, v — поступательные перемещения сечения в направле
нии осей х н у ,  ф — угол поворота сечения вокруг его оси, парал-

Рис. 4. 1.

лельной оси z. Угол ф будет связан с прогибом корпуса v соот
ношением

(4-2 .6 )
дх

В соответствии с предположением о малости упругих колеба
ний ракеты, пренебрегая малыми величинами высших порядков 
малости, можно положить

sincp=— , costp— 1. (4 .2 .7 )
дх

Согласно (4.2.7) соотношения (4.2.5) можно заменить прибли
женными соотношениями:

х ' = х \ и - у ^ - ,  y ’ =  y-{-v.  (4 .2 .8 )
дх

Пользуясь формулами (4.2.8), найдем
д^х' д^и d3v

"̂ ОТН X ,п У

W

дР д& dxdfi
(4. 2. 9)

отн и ' дР дР
Подставляя (4.2.9) в (4.2.4), получим для абсолютных уско

рений wx, wy формулы:
, й2м fdu>z . \

дР ~ У \ ~ itf дх dt~ / ’

d̂ v , du>z
-------b-*‘—— •dfi 1 dt

Wv =  Woy +  -^— +  X-



Построим теперь два плоских поперечных сечения ракеты S  
и S', имеющие координаты х и x+ d x  при недеформированном 
состоянии корпуса (рис. 4. 2). На элементарный цилиндр (на ри
сунке заштрихован) с площадью основания ds и высотой dx бу

дет действовать сила инерции, 
проекция которой на ось х рав
на wxQdsdx, проекция этой си
лы на ось у равна wyqdsdx (q— 
плотность рассматриваемого- 
элементарного цилиндра). Та
ким образом, поперечная на
грузка qyudx и моментная на
грузка mzudx, создаваемые си
лами инерции, которые дейст
вуют на частицы ракеты, за
ключенные между сечениями S 
и S', будут определяться соот
ношениями:

Рис. 4. 2.

Ят d x =  — ^WyQdsdx, mzudx=\j wx yQdsdx. (4 .2 .11 )

Согласно (4.2.11) погонная сила qyu и погонный момент т г 
могут быть найдены по формулам:

Яуи =  — I'WuQds, т 2а =  § wxyQds. (4 .2 .12 )

Подставляя (4.2.10) в (4.2.12), получим соотношения:

, diо2Яуи =  - [ Щ у  +  — + Х -
дР

(4 .2 .13 )

Мы предполагаем везде, что плоскости у = 0 и z = 0 являются 
плоскостями симметрии ракеты. Таким образом, должно иметь 
место равенство



(4 .2 . 15)

где
(J.= j e ^s, j t = = ^ y 2 Q d s .  (4 .2.16)

s s

Подставляя (4.2.15) в (4.2.2), получим уравнения: 

dQ / . d*v  . дм 2dQ / , d*v , \

dM „  , . /rf<o2 . dsv  \— = Q - m , +  /, M - + —  , (4.2.17)
cbr \ d t  dx t x *

B ,  ^ - = M .
y dx  2

Пользуясь вторым и третьим уравнениями из (4.2.17), найдем

Q =  —  ( Я , — ) +  m2- y ,  (4 .2 .18 )
v  дх  V дх* )  ' г  J z  V d t  ^  d x d t * )

Подставляя перерезывающую силу Q из (4.2.18) в первое 
уравнение системы (4.2.17), получим для функции v(x, t) диффе
ренциальное уравнение в частных производных

д* I р d*v \ д  1 . d3v  \ . d " v __
дх* ( и д х * )  d x \ J z d x d t * )  d t * ~ qy  

dm г
дх

(4 .2 .19)
\ d x J  d t

В соответствии с предположениями, сформулированными в 
§ 1, должны иметь место равенства

Af =  Q = 0 при л:=а и х = Ь, (4.2.20)

где а и b — абсциссы крайних поперечных сечений ракеты. Со
гласно (4.2.17), (4.2.18) и (4.2.20) решение дифференциального 
уравнения (4.2.19) v(x, t) должно удовлетворять краевым усло
виям:

д ( d д*v \ d̂ v . . do>
у Т х*)~ Jzdxdt* ~ ~ m*^~Jz~dt

при х  =  а  и при х — Ь.

(4 .2 .21)



Таким образом, при заданных нагрузках qy и mz и при задан
ном движении подвижной системы координат х, у, z определение 
прогиба корпуса v(x, t) сводится к решению дифференциально
го уравнения изгибных колебаний (4.2.19) с краевыми условиями
(4.2.21). Вопрос о движении, совершаемом подвижной коорди
натной системой х, у, z, рассматривается нами в -следующем па
раграфе этой главы.

§ 3. УРА ВН ЕН И Е СИЛ И УРА ВН ЕН И Е МОМЕНТОВ

Уравнения движения, совершаемого подвижной системой ко
ординат х, у, z в начальной стартовой координатной системе 
*о, г/о, zQ, можно построить, воспользовавшись теоремой о дви
жении центра масс материальной системы и теоремой об изме
нении момента количества движения, так как оси координат 
х, у, z совмещены нами с главными центральными осями инерции 
ракеты. Если к внешним силам, действующим на ракету, при
соединить реактивные силы и обозначить через Q главный век-
гор полученной системы сил и через М — главный момент этих 
сил относительно начала подвижной системы координат х, у, z, 
будут иметь место равенства:

где /2 — момент инерции ракеты относительно оси z (напомним, 
что вращение ракеты предполагается нами медленным). В § 2 
при рассмотрении изгиба корпуса ракеты в плоскости тангажа 
мы обозначили через qy погонную поперечную силу, действую
щую на ракету, и через mz — погонный момент внешних -сил. Та
ким образом, внешние силы, действующие в плоскости тангажа 
на участок ракеты, заключенный между ее поперечными сече
ниями, имеющими абсциссы х и x+dx,  будут приводиться к силе 
qydx и моменту mzdx. Момент этой системы сил относительно 
оси z  будет равен (qvx + m z)dx . В соответствии с этим проекцию 
главного вектора внешних сил Qv и проекцию главного момента 
Mz можно определить по формулам:

mwoy—Qy, J z — 7 7  =  м .at (4 . 3. 1)

(4 .3 .2 )
а а

Согласно (4.3.2) уравнениям (4.3.1) можно придать вид
ь

а

b

а

ш



Уравнения сил и моментов (4.3.3) совместно с дифференци
альным уравнением изгибных колебаний (4.2.19) и краевыми 
условиями (4.2.21) определяют движение подвижной координат
ной системы в плоскости тангажа и изгибные колебания корпу
са, возникающие в этой плоскости в процессе движения ракеты.

Покажем теперь, что функция v(x, t), найденная из диффе
ренциального уравнения (4.2.19) с краевыми условиями (4.2.21), 
всегда будет удовлетворять интегральным условиям:

ь ь
[ г ,1хо'х=0, | (xvp  j z jd x  — 0 ( 4 . 3 . 4)

а а

в соответствии с уравнениями (4.3.3), определяющими ускорения 
d<& г

w°y и 1 Интегральные соотношения (4.3.4) играют важную 
роль при исследовании изгибных колебаний корпуса ракеты.

Интегрируя обе части равенства (4.2.19) по переменной х 
в пределах от а до Ь, получим соотношение

ъ
д  / о d̂ v \ . 1х-ь р ,

—  ■#//------  — J z ---------  +  1 ------ v - d x =
д х  \ дх?  )  д х  д№ х - а  J  д№

а

=  ^qudx — w oy j* \xdx--j- (  —т г +  уг ^ J f ) ~ ba
a  a  a

или согласно (4.2.21)

ь ь ь ь
^ ^ ^ . d x =  | Qyd x - Wou\ p d x  — ̂  J jqx/ jr .  (4 .3 .5 )

a  o  a  a

Умножив обе части уравнения (4.2.19) на х  и проинтегриро
вав по х в пределах от а до Ъ, получим равенство



Проинтегрировав это соотношение по частям, можно преоб
разовать его следующим образом:

( в , \ ч х + { х \ Л .  ( в , ^ - \
J дх  V дх% } дх d f i  j \ дх  \  дх * )

d3i/
д х  d f i

x=b

х~а

o d d

J  х  p d x = ^ x q y dx — wQy j "xpdx —

dw.
^ x ^ d x  - j -  —  J z  ^ j f ) d x +  x ^ — m z +  j

d t

или согласно (4.2.21) 

b

du>z

d t

x —b
1

x—a

— I' -^2—
J  d x  \ ( 5x2 J  d x  d t 2

d?vdx  4- I X \s.dx =

= j  xqy dx — woy J xp dx — ~  j  dx  +  j  (mz — jz  d- J f ) d x '
a a a a

(4 .3 .6 )

В соответствии с первым из краевых условий (4.2.21) должно 
иметь место равенство

и

I dx =  {By ^ ) X- b
У д х 2 )х - а

(4 .3 .7 )

и, таким образом, соотношению (4.3.6) можно придать вид

£ ^ ) d x - a (xq- + m.) ^  -

ь ь
— Wot, |  JC(t dx — j* (л:2(х - f  у z) dx.

a  a



Пользуясь уравнениями (4.3.3), можно преобразовать равен
ства (4.3.5) и (4.3.8):

Полная масса ракеты т ,  координата ее центра масс хс и мо
мент инерции Jz могут быть выражены интегралами:

где V — область, занимаемая ракетой при недеформированном 
состоянии ее корпуса (деформации корпуса на координату цен
тра масс Хс не влияют вследствие сделанного нами выбора под
вижной координатной системы х, у, z; влиянием деформаций 
корпуса на момент инерции /2 мы будем везде пренебрегать, так 
как в уравнения (4.3.3) этот момент инерции входит с малым
множителем ■ Интегрирование какой-либо функции по обла

сти V можно осуществить, проинтегрировав сперва эту функ
цию по поперечному сечению области 5  и выполнив затем инте
грирование полученного результата по переменной х в пределах 
от а до Ь. Таким образом, формулам (4.3.10) можно придать 
вид

J ~№ *а Х = 'В0'ш\ т ~ )  ^ ПХ I---- dt~) Х^аХ'J UL“ \  ̂ I “ *• •)
а  \ а  } а
Ъ Ь

<4 - з - 9 >
а  аа а

Ь
- | J  z— J  j z)dx

а

ь

а  \ S S

j* ( х 2  ̂q ds +   ̂ у2Q ds dx,
a  S

или согласно (4.2.16)



В соответствии с равенствами (4.3.11) соотношения (4.3.9) 
могут быть приведены к виду

{ ^ М х= = 0, +  =  0 (4 .3 .12 )
J д& ’ И  д& r ' J z d x d P  j
а  а

(хс= 0 , так как  начало координатной системы х, у, z совмещено 
нами с центром масс ракеты). Согласно (4.3.12) должны иметь 
место равенства:

ь _ *
xvp - d v

dx J
= 0  (4 .3 .13 :

[при выполнении дифференцирования по времени в левых частях 
соотношений (4.3.13) медленным изменением вида функций |л и 
>z, возникающим в процессе полета ракеты, можно пренебречь, 
так как эти функции фигурируют в (4.3.13) с малыми множите- 

dt;,лями v и — .
дх

Предположим, что перед начальным моментом времени по
лета ракеты t = t 0 прогибы ее корпуса v(x, t) отсутствуют. В этом 
случае будут иметь место соотношения:

ь ь
 ̂v p d x  — 0, - f  у'г -p-j dx =  0,

a  a

d
d t

при t = t Q (4. 3. 14]

Дважды  интегрируя левые и правые части равенств (4.3.15) 
по времени t в пределах от t0 до t, получим согласно (4.3.14) ин
тегральные соотношения (4.3.4).

§ 4. Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Е УРАВНЕНИЯ Д ВИ Ж ЕН И Я  
РАКЕТЫ  В ПЛОСКОСТИ ТАНГАЖА,
УЧИ ТЫ ВАЮ Щ И Е УПРУГОСТЬ КОРПУСА РАКЕТЫ

Построим теперь развернутые выражения для погонной по
перечной силы qy и погонного момента т г, которые входят в 
уравнения сил и моментов (4.3.3) и в уравнения изгибных коле
баний (4.2.19). Последовательно рассмотрим погонные силы и 
погонные моменты, порождаемые силой тяжести, аэродинамиче
скими силами, реактивными силами и управляющими силами и 
моментами.



1. С и л а  т я ж е с т и .  В соответствии с первой из формул
(4.2.16) функция |х(л:) представляет собой массу ракеты, прихо
дящуюся на единицу ее длины в поперечном сечении S, имеющем 
абсциссу л:. В связи с этим функцию ц(х) принято называть по
гонной массой ракеты. Вектор погонной силы q, порождаемый 
силой тяжести, будет равен p-g, где g  — вектор ускорения силы 
тяжести. Проектируя вектор q на ось у, получим зависимость

qv = \igv (4.4.1)
Центр масс любого поперечного сечения ракеты будет лежать 

на ее продольной оси, так как ракета предполагается нами сим
метричной относительно плоскостей у —0 и 2=0. Таким образом, 
погонных моментов сила тяжести порождать не может и в дан
ном случае будет иметь место равенство

т г = 0. (4.4.2)

2. А э р о д и н а м и ч е с к и е  с и л ы .  В данном случае попереч
ную погонную силу будем считать пропорциональной местному 
углу атаки в соответствии с исходными предпосылками, сформу
лированными в § 1. Обозначая коэффициент пропорционально
сти через с(х, t), получим равенство

qv=ca*,  (4.4.3)

где а* — местный угол атаки. Как видно из рис. 4. 1, угол ср, на 
который поворачивается поперечное сечение ракеты в процессе 
изгиба, при малых изгибных колебаниях можно считать равным 
производной dvjdx. В этом случае местный угол атаки а* будет 
определяться равенством

a *= a  +  J *  (4 .4 .4 )
д х

где а  — угол атаки, соответствующий недеформированному со
стоянию корпуса ракеты, т. е. угол между направлением вектора 
скорости центра масс ракеты и положительным направлением 
оси х. Подставляя (4.4.4) в (4.4.3), получим соотношение

g y = z c {a + B j -  ( 4 , 4 , 5 )

В рассматриваемом случае можно положить

mz=0, (4.4.6)

так как при исследовании устойчивости движения погонными 
аэродинамическими моментами практически можно пренебре
гать.



3. Р е а к т и в н ы е  с и л ы .  Погонную поперечную силу qv, со
ответствующую действию на упругий стержень сосредоточенной 
силы Qy, приложенной в сечении стержня с абсциссой х=\, в 
сопротивлении материалов рассматривают, как  предел, к кото
рому стремится при е-^0  погонная поперечная сила q* (л:), оп
ределяемая равенствами:

q*y { x ) = ~ -  при 6—

<7*(л:) =  0 при а  <>:<;£— г— и при Н — < л : < 6 .
(4 .4 .7 )

График функции q* (х ) показан на рис. 4.3. Формулам (4.4.7) 
можно придать вид

<?*Jix) =  Quf(x ,k ) ,  (4 .4 .8 )

где f(x, |) — функция, определяемая в интервале а < х< Ь  соот
ношениями:

— при \ ,
(4 -4 .9 )

— и при s +  —  < * < 6 .

f i x ,  S)

/(,v, ;) =  0 при а<^х<^£

Предел, к которому стремится функция f(x, |) при е->-0, на
зывают дельта-функцией и обозначают через 6(х, £). Таким об

разом, согласно (4 .4 .8 ) ,  в рассматри
ваемом случае поперечная погонная 
сила qv (x) может быть выражена 
соотношением

<?i/(x) =  lim^*(x) =  Q;/8(^,^). (4 .4. 10)
s-►О

В соответствии с формулами 
(4 .4 .9 )  при любом сколь угодно м а 
лом е соблюдается равенство

ь £+Т
^ / ( х Л ) а х = —   ̂ dx — \.(AA.\\)

Согласно (4.4.9) и (4.4.11) дельта-функция 6(л:, |) обладает 
свойствами

ь



В случае действия на упругий стержень сосредоточенного мо
мента Mz, приложенного в сечении стержня, с абсциссой х —% со
ответствующий погонный момент т г(х) может быть выражен ра
венством

т г{х)= М г Ь{х,1), (4.4.13)

аналогичным равенству (4.4.10).
Обозначим теперь через хт абсциссу сечения ракеты, в кото

ром к несущему корпусу крепится двигательная установка. Сум
марная сила тяги Р будет иметь линию действия, показанную на

рис. 4. 4. Проекции вектора Р на координатные оси х  и у  будут 
определяться равенствами:

РХ = Р cos ф, Р У = Р sin ф, (4.4.14)

где ф — угол между направлением вектора Р и положительным 
направлением оси х. В соответствии с приближенными равенст
вами (4.2.7), установленными для угла ф в § 2, формулам (4.4.14) 
можно придать вид

р ‘ - р ' ( £ ) , . , /  (4 ' 4 - 15'

Как видно из рис. 4.4, реактивные силы, действующие на 
корпус ракеты в его сечении, имеющем абсциссу х=л;т, будут 
приводиться к поперечной сосредоточенной силе Q, и к сосредо
точенному моменту М2, которые согласно (4.4.15) могут быть 
найдены по формулам:



В соответствии с равенствами (4.4.10) и (4.4.13) для погон
ной поперечной силы qy и погонного момента mz в рассматри
ваемом случае будут иметь место соотношения:

(4.4.17)
т г =  — Р (у )Хш.ХгЦх,хТ).

При этом необходимо сделать следующее замечание. В про
цессе вывода формул (4.4.17) мы в качестве точки приведения ре
активных сил пользовались точкой х = х Т недеформированной оси 
ракеты в соответствии с тем смыслом, который вкладывается 
обычно в погонную силу qv и погонный момент mz в исходных 
уравнениях равновесия (4.2.1). Учет влияния, которое оказывают 
на изгибные колебания корпуса ракеты изменения линии дейст
вия суммарной силы тяги Р посредством формул (4.4.17), явля
ется весьма приближенным. Однако в задаче об устойчивости из
гибных колебаний данный эффект играет сравнительно несуще
ственную роль и в связи с этим приближенный учет его посред
ством формул (4.4.17) практически является вполне достаточ
ным.

4. У п р а в л я ю щ и е  с и л ы  и м о м е н т ы .  Обозначим че
рез % абсциссу поперечного сечения ракеты, в котором на ее 
корпус действуют управляющая сила, или управляющий момент. 
Если для движения ракеты в плоскости тангажа система управ
ления создает управляющую силу Fyyuр, соответствующая погон
ная поперечная сила qy согласно (4.4.10) может быть определе
на выражением

Если система управления формирует сосредоточенный управ
ляющий момент jWzynp (случай управления рассогласованием 
тяг) ,  соответствующий погонный момент т г согласно (4.4.13) мо
жет быть представлен соотношением

Д ля того чтобы в дальнейшем не расчленять всякий раз у к а 
занные выше два случая управления движением ракеты в пло
скости тангажа, будем предполагать ниже, что система управле
ния порождает одновременно погонную поперечную силу qy и 
погонный момент mz, выражаемые равенствами:

условившись считать, что Щ 0)УЩ)—0 в том случае, когда система 
управления формирует управляющую силу, и полагая Fyyпр = 0, 

Л ^ у п р —Мг упр для того случая, когда исполнительные органы

Qy Fy ynp6(x, Xy). (4.4.18)

tTlz Mz упрб {X, Xy) . (4.4.19)

Q y  =  F  у  у п р  ® ( x t x y ) t  ' П г = ~ - ^ (г % , р ^ { х , х у ) ,  (4.4.20)



системы управления создают сосредоточенный управляющим мо
мент.

Объединяя погонные поперечные силы, определяемые форму
лами (4.4.1), (4.4.5), (4.4.17) и (4.4.20), получим для полной по
перечной погонной силы <7У выражение

<7y =  Wry +  c ( a  +  ( ^ j x_x H xtx T)-\-Faynvb(x,xy).

(4.4.21)

Согласно (4.4.2), (4.4.6), (4.4.17) и (4.4.20) полный погонный 
момент mz в общем случае может быть выражен соотношением

mt =  —P\.v)x- x b(x,xT)-]r MWn1p(x,xY). (4.4.22)

Подставляя (4.4.21) и (4.4.22) в уравнения сил и моментов
(4.3.3), получим уравнения:

ь ь ъ

т Щу =  ё y j  ^  +  J r ^ ) cdx +  P (~J7)<-x $ <>{x,xT)dx-\-
а  а  а

b
+ ^i/ynpj 8(X,xy)dx,

а

е ,  (  Г .ХИ Х+  (  («  + - % ) с * Л х +  X
, d ш 

•'г dt
а  а

Ь
X j  b{x,x,)xdx — P (v)x_xt  ̂ 8 (x ,x T)d .x + / ;'yynp j' b(x,xy)xdx^r

a  a  a

+  j  *(x,xy)dx,
a

или согласно (4.3.11) и (4.4.12)

( » » - « v H  (“ Н■ - t ) cdx +  p ( - £ ) ,
a

J ‘  ^7Г =  \ (“ + £ H * + ' > ( £ ) « ' ,  (  Н Х Л ) Х  ( 4 -4-23>

X x d x - P  (v )x„Xt +  F y ynp j  В (X,xy) xdx  +  Ж<^пр
a

(напомним, что координата центра тяжести ракеты Хс всегда 
остается равной нулю).



В соответствии с формулами (4.4.12) для любой функции 
f(x ) ,  заданной в интервале а< х< Ь ,  при любом сколь угодно м а
лом положительном е должно соблюдаться равенство

ь ь ь
\ b{x,X)f{x)dx =  f($ )  Г b{x£)dx +  [ b{x£)[f{x) — fiX)\dx=

= / (* )  +  (x,\) [ / ( * ) - / (£ ) ]  dx. (4.4.24)
E -e

Если функция f(x) непрерывна в точке х=%, при любом 
сколь угодно малом т] можно отыскать такое достаточно малое 
е, чтобы имело место неравенство

|/(*)—f (£) I <Т1 при е< х< |4-е . (4.4.25)
В этом случае получим оценку

1J 8 (хЛ) [ / (х ) - / (£ ) ]  dx  I <  П j  8 (х,\) dx  =  v\. (4.4.26)
5- «

Неравенство (4.4.26) может иметь место при любом сколь 
угодно малом т) лишь в том случае, если

j  *8 (*,$) [/ (х) -  /  (5)1 d x = 0. (4.4.27)
e-s

Из соотношений (4.4.24) и (4.4.27) вытекает равенство 
ь
\ 8 (xt\ ) f ( x ) d x = f { * \  (4.4.28)

а

•справедливое для любой функции f(x), непрерывной в точке 

Согласно (4.4.28) уравнениям (4.4.23) можно придать вид 

т  <ч» -  g,) =  (  ( «  +  ■£•) c d x +  Р  х_ +  Г ,  „пр,
а

J’ J7T = i (а +lk}cxdx+p[xJk-'°),- ,+
а

+  ̂ у„р +  ̂ (0)пр. (4.4.29)

Введя обозначения
ь ь

F v= a ^  cdx +  F eyn; ,M ,  =  a j  cxdx +  X j F J ^  +  MM^, (4.4.30)
a  a



ь

а

ь

а

Уравнения (4.4.31) представляют собой уравнения сил и мо
ментов, учитывающие упругость корпуса ракеты. В этих уравне
ниях согласно (4.4.30) сила Fv представляет собой проекцию на 
ось у главного вектора аэродинамических и управляющих сил, 
действующих на ракету при отсутствии изгибных колебаний ее 
корпуса, момент Мг представляет собой проекцию на ось z глав
ного момента этих сил.

Непосредственная подстановка погонной силы qy и погонно
го момента mz, определяемых формулами (4.4.21) и (4.4.22), в 
уравнение изгибных колебаний (4.2.19) приводит к необходимо
сти дифференцирования дельта-функции. Чтобы избежать этой 
операции, заменим уравнение (4.2.19) системой двух  дифферен
циальных уравнений в частных производных для прогиба v(x, t) 
и перерезывающей силы Q(x, t), которая определяется форму
лой (4.2.18). Получим систему двух уравнений

В соответствии с формулой (4.2.18) краевые условия (4.2.21) 
приведем к виду

Подставляя qy и т 2 из (4.4.21) и (4.4.22) в (4.4.32), получим си
стему уравнений

(4.4.32)

Ви---- =  0, Q =  0 при х  =  а  и при х  — Ь. (4.4.33)

d̂ v dQ 
“  1 7 7  "Т"Т~дх M w „ ~ gy) ~ ^ ^ f - + c  ( « + - £ • )  +

(4.4.34)

ХЪ(х,хТ) — МЮвр 5 (х,ху).



Объединяя уравнения сил и моментов (4.4.31), дифференци
альные уравнения в частных производных (4.4.34) и краевые ус
ловия (4.4.33), получим уравнения:

m №o» — g,^ =  +  [ - f - c d x  +  P  f ~ )
y  J dx \ dx ] x - x r

a

=  \ сxd x  +  P  (x  — v )J dx \ dx !x- xt
doi2
dt

d^v , dQ
dt  2 dx — Р(Щи~  gu) — V-x-

dm.
dt

( * • £ ) -

(4.4.35)

d
dx dxdt* dt
- f  P  И * - * т8 (x ,xr) — M w np8 (x,xy\

B u o>v
dx2

0, Q =  0 при л: — а  и при x = b .

Уравнения (4.4.35) представляют собой уравнения движения 
ракеты в плоскости тангажа, учитывающие упругость корпуса 
ракеты. Эти уравнения определяют движение, совершаемое в 
плоскости тангажа подвижной системой координат х, у, z, и 
функции v(x, t), Q(x, t), характеризующие изгибные колебания 
корпуса ракеты в плоскости тангажа.

В систему уравнений (4.4.35) входят дифференциальные урав
нения в частных производных. Как мы покажем ниже, уравне
ния движения ракеты в плоскости тангажа, приведенные в этом 
параграфе, можно преобразовать в бесконечную систему обыкно
венных дифференциальных уравнений. Это преобразование осно
вывается на исследовании так называемых собственных изгибных 
колебаний корпуса ракеты, к рассмотрению которых мы перехо
дим в следующем параграфе.

§ 5. И ЗГИ БН Ы Е СО БСТВЕННЫ Е КОЛЕБАНИЯ КОРПУСА 
РАКЕТЫ  В ПЛОСКОСТИ ТАНГАЖА

Изгибные колебания корпуса ракеты в плоскости тангажа, 
происходящие при отсутствии погонных поперечных сил qy и по
гонных моментов mz, называют собственными колебаниями кор
пуса в плоскости тангажа. Согласно (4.3.3) в рассматриваемое
случае ускорения w0y и d<°z отсутствуют и, таким образом, диф-

dt



ференциальное уравнение изгибных колебаний (4.2.19) в данном 
случае принимает вид

(4.5.1)

Краевые условия (4.2.21) переходят при этом в краевые ус 
ловия:

При рассмотрении дифференциального уравнения (4.5.1) с 
краевыми условиями (4.5.2) будем предполагать ниже, что функ
ции р и jz зависят от одной лишь переменной х, пренебрегая мед
ленным изменением вида этих функций, возникающим в рассмат
риваемом интервале времени за счет опорожнения топливных 
баков.

Однородное дифференциальное уравнение (4.5.1) с однород
ными краевыми условиями (4.5.2) обладает очевидным решени
ем и(х, t)== 0, которое принято называть тривиальным решением 
этой краевой задачи. Нетривиальные решения дифференциаль
ного уравнения (4.5.1), удовлетворяющие краевым условиям
(4.5.2), будем искать в виде произведения двух функций

применяя в рассматриваемом случае метод, называемый методом 
Фурье, или методом разделения переменных. Подставляя (4.5.3) 
в (4.5.1), получим равенство

.Левая часть равенства (4.5.4) не зависит от переменной t, 
п равая  часть этого равенства не зависит от переменной х. Та
ким образом, отношения, фигурирующие в левой и в правой ча
стях равенства (4.5.4), должны представлять собой некоторую 
,константу, которую мы обозначим через к. В соответствии с этим

(4.5.2)

v(x, t)=: V(x)g(t), (4.5.3)

которое может быть приведено к виду

g
(4.5.4)



функция V (х) должна удовлетворять дифференциальному урав
нению

dxi V dx2 I ' L dx \ dx ' 
а функция g(t)  — дифференциальному уравнению

d’tg

=  0 , (4.5.5)

d t  2
-f  X£ =  0. (4.5.6)

Согласно (4.5.2) и (4.5.3) должны выполняться краевые ус
ловия:

В у
d.W 
d x  2

0IIb-o

d
d x ( B y

d W  \ 
d x 2 ) g — Jz

dV d ? g
d x  d t 2

при х = а  и 
при х  — Ь,

которым можно придать вид 
dWВ у

d
d x

d x  2
■ g = 0

В„ d W  
d x  2

.  . rfV
l j z —  d x g — o

при лг= а  и 
при x = b (4.5.7)

в соответствии с дифференциальным уравнением (4.5.6). Для того 
чтобы условия (4.5.7) выполнялись в любой момент времени t, 
функция V(х) должна удовлетворять краевым условиям:

Ви
dW 
d x  2

= 0

—  ( 5 # — ) +  =  0d x  V d x i  I d x

при х — а  и 
при x  =  b. (4.5.8)

Дифференциальное уравнение (4.5.5) с краевыми условиями
(4.5.8) при любом значении числового параметра л имеет три
виальное решение V(.v)=0. Те значения параметра X, при кото
рых краевая  задача, образуемая дифференциальным уравнени
ем (4.5.5) и краевыми условиями (4.5.8), имеет нетривиальные 
решения, называют собственными значениями этой краевой зада
чи. Нетривиальные решения дифференциального уравнения
(4.5.5) с краевыми условиями (4.5.8), соответствующие собст
венным значениям данной краевой задачи, называют ее собствен
ными функциями. Покажем, что собственные значения краевой 
задачи, образуемой дифференциальным уравнением (4.5.5) и 
краевыми условиями (4.5.8), вещественны и неотрицательны.

Рассмотрим две собственные функции рассматриваемой крае
вой задачи V(х) и V*(x), соответствующие собственным значе
ниям К и К*. Функция V (я) будет удовлетворять дифференциаль-



ному уравнению (4.5.5) и краевым условиям (4.5.8), функция 
V*{x) — дифференциальному уравнению

d x * \ dx2 / [ d x  \ d x
=  0 (4.5.9)

и краевым условиям:

в и^ = о
J  d x 2

) + V j \
dV*
d x

= 0

при x = a  и 
при x  =  b. (4.5.10)

Согласно (4.5.5) должно иметь место равенство 
ь ь
\ v - ^
' d x М В, —dx  I d x 2

dV
XJz —d x

dx d x = 0.

(4.5.11)
Выполняя в (4.5.11) интегрирование по частям, получим соот

ношение 
ь

~ \
dV*
d x d x  V d x 2 I dx ] d x + { v ' [ i b  [ B‘

d*V 
d x 2

i i -  dV +  l Jz —d x
x - b

J | W r f ; c = 0 ,

или согласно (4.5.8) 
ъ

4 -p W * ')  dx  =  0.
rfjc rfjc

(4.5.12)
Равенство (4.5.12) путем интегрирования по частям можно 

привести к виду 
ь
\в. d W  d*V*

d x 2 d x 2 

ь

dx — l В dV* d*V \JC-b\ x —b

’ У — n

rfK dV*

d x  d x 2 /ж-а

rf.*: d*

или в  соответствии с краевыми условиями (4.5.8) 
ь ь

dV dV*
у  dx* dx* иЛ  S ( / г d x  d x

pV V *^ dx .  (4.5.13)



Аналогично, умножив обе части уравнения (4.5.9) на V и про
интегрировав их по переменной х в пределах от а до b,  получим 
равенство, которому путем интегрирования по частям можно бу
дет придать вид

\ в .
d-V dW *
d x - d x  2

d x = r
u

H '
dV
d x

dV*
d x

\iV\/*) dx. (4.5.14)

Если при некотором комплексном значении параметра % диф
ференциальное уравнение (4.5.5) имеет нетривиальное решение 
V(x), удовлетворяющее краевым условиям (4.5.8), то при = А 
краевая задача, образуемая дифференциальным уравнением 
(4.5.9) и краевыми условиями (4.5.10), будет иметь нетривиаль

ное решение V* (х) = V (x ) . В рассматриваемом случае равенство 
(4.5.13) примет вид

В„ d W  d.W
d x -  d x 2

dx

или

B u d W
d x 2

dx= иJ z

dV
dx

dV

dV
dx

-(A 1/1/ ) dx,

d x ■ +  Ml/|2) dx. (4.5.15)

В соответствии с формулами (4.2.16) всегда должны соблю
даться неравенства:

Р- >  0, j z >  0. (4.5.16)

Согласно (4.5.16) равенство
ь

dV
d x

V d x = 0

может иметь место лишь для функции V(x), тождественно рав
ной нулю в интервале а< х< Ь .  По предположению функция 
V (х) представляет собой нетривиальное решение дифференци
ального уравнения (4.5.5), и, таким образом, интеграл, фигури
рующий в правой части соотношения (4.5.15), не может быть ра
вен нулю. Из (4.5.15) вытекает равенство

В у
dW
d x  2

dx

dV
d x



в соответствии с которым собственное значение X должно быть 
вещественным. Предположив, что краевая задача, образуемая 
дифференциальным уравнением (4.5.5) и краевыми условиями
(4.5.8), имеет комплексное собственное значение, мы пришли к 
противоречию. Таким образом, нами доказана вещественность 
собственных значений рассматриваемой краевой задачи; из ра
венства (4.5.17) вытекает такж е неотрицательность этих собст
венных значений, так как знаменатель дроби, фигурирующей в 
правой части соотношения (4.5.17), положителен, числитель этой 
дроби неотрицателен.

Из формул (4.5.13) и (4.5.14) вытекает равенство

^ - Г )  \ ( Л —  — +  | * W W  =  0 » (4 .М 8 )
)  \ d x  d x  J
а

в соответствии с которым собственные функции рассматривае
мой краевой задачи V(x) и V*(x), соответствующие различным 
ее собственным значением X и X*, всегда должны удовлетворять 
условию

\ [ j z ^ T  ^ - + V - W * ) d x = 0 .  (4.5.19)
J \ d x  d x  j
a

Свойство собственных функций, выражаемое интегральным 
соотношением (4.5.19), принято называть свойством их ортого
нальности.

При Х=0 дифференциальное уравнение (4.5.5) вырождается 
в уравнение

dl , и d \ Г> -А " г п.----  \ВУ------  = 0 ,  1,4л. i О
d x  \ y d x 4 - j  

краевые условия (4.5.8) при А, = 0 принимают вид

Ву 0, —— ( Ву = 0  при х  — а  и при .*; = Ь. (4.5.21)
у  dx i  d x  V J  dxz J ' '

Согласно (4.5.20) должно иметь место равенство

Вц ^ -  =  Сг +  С2х, (,4.5.22)
V d x 2 1 • г '

где Ci и С2 — произвольные постоянные. В соответствии с крае
выми условиями (4.5.21) обе постоянные С i и С2 должны быть 
равны нулю. Полагая в (4.5.22) Ci =  C2= 0 , получим дифферен
циальное уравнение, имеющее два линейно независимых ре
шения:

V — 1 и V = x .  (4.5.23)



Оба эти решения удовлетворяют краевым условиям (4.5.21),
и, таким образом, краевая задача, образуемая дифференциаль
ным уравнением (4.5.5) и краевыми условиями (4.5.8), имее1 
собственное значение X, равное нулю. Этому собственному зна
чению соответствуют две собственные функции краевой задачи, 
определяемые формулами (4.5.23). Все остальные собственные 
значения рассматриваемой краевой задачи должны быть поло
жительными. Эти положительные собственные значения будем 
обозначать через "kj, j =  1 , 2 , . . . ,  условились нумеровать их в по
рядке возрастания, соответствующие им собственные функции — 
через V j ( x ) ,  j =  1, 2 , . . .

Согласно (4.5.3) первой из собственных функций (4.5.23) со
ответствуют одинаковые перемещения поперечных сечений кор
пуса, второй из этих собственных функций — перемещения, про
порциональные абсциссе поперечного сечения х. В первом слу
чае функция v(x, t) определяет поступательные перемещения 
корпуса ракеты в плоскости тангажа, второму случаю соответ
ствует вращение корпуса вокруг оси 2 . Оба эти движения не со
провождаются деформациями корпуса и, таким образом, собст
венное значение рассматриваемой нами краевой задачи, равное 
нулю, изгибных собственных колебаний корпуса ракеты не опре
деляет.

Положительному собственному значению краевой задачи Kj 
согласно (4.5.3) и (4.5.6) будет соответствовать функция v(x, t), 
определяемая формулой

v ( x , t )  =  (4.5.24)
где gj(t) — решение дифференциального уравнения

+  (4 -5 -25> 

Полагая 0̂  =  |/л; , (4.5.26)

можно привести уравнение (4.5.25) к виду

+ 1=0■ (4.5.27)
Общее решение дифференциального уравнения (4.5.27) может 

быть представлено в виде
g j{ t ) = C } cos(co^+<pj), (4.5.28)

где Cj и cpj — произвольные постоянные.
Подставляя (4.5.28) в (4.5.24), получим для прогиба корпуса 

ракеты v(x, t) выражение

v(x, t) =  CjKj-(A:)cos((o^+cpj). (4.5.29)

Согласно (4.5.29) в рассматриваемом случае в любой момент 
времени t перемещения поперечных сечений корпуса пропорцио



нальны соответствующим значениям функции Vj(x). Таким об
разом, функции Vj(x), /= 1, 2, . . .  определяют формы изгибных 
собственных колебаний корпуса ракеты, числа coj, / = 1 , 2 , . .  в со
ответствии с формулой (4.5.29) определяют частоты этих собст
венных колебаний. Дифференциальное уравнение (4.5.27) приня
то называть дифференциальным уравнением собственных коле
баний.

Мы показали выше, что дифференциальное уравнение (4.5.5) 
с краевыми условиями (4.5.8) имеет две собственные функции 
V— 1 и V=x, соответствующие собственному значению К=0, и 
последовательность собственных функций V ^x),  / = 1 , 2 , . . . ,  соот
ветствующих положительным собственным значениям Я,;-=со^, 
1=1, 2, . . .  Полагая в (4.5.19) V=Vj, У* =  1, получим для функ
ций Vj(x), / =1 , 2 , . .  интегральные соотношения:

»
j  V w d x — O, j  — 1 , 2 , —  (4.5.30)
а

При V=Vj, V*=x из равенства (4.5.19) будут вытекать инте
гральные зависимости:

ь
\ [ x V ^ + j z d̂ d x = 0, / =  1, 2,....  (4.5.31)
а

При coj^cofc, полагая в (4.5.19) V = V }, V* =  Vh, получим для форм 
собственных колебаний условия ортогональности

\ (■/'« d x  =  0  ПРИ (4-5.32)J \ d x  d x  J
а

При выводе дифференциального уравнения изгибных колеба
ний корпуса ракеты мы не учитывали рассеяния энергии, неиз
бежно сопровождающего всякий реальный колебательный про
цесс. В соответствии с этим полученное нами дифференциальное 
уравнение собственных колебаний (4.5.27) предопределяет гар 
монический характер рассматриваемых нами собственных коле
баний корпуса ракеты. Для того чтобы учесть затухание собст
венных колебаний, надо заменить уравнение (4.5.27) дифферен
циальным уравнением

d 4 i  ' +  =  (4.5.33)d t  d t

Неоднократно проводившиеся натурные динамические испы
тания различных ракет, а такж е динамические испытания кон
структивно подобных ракетных моделей (см. [14]), свидетельст
вуют о том, что для упругих колебаний корпуса ракеты логариф



мический декремент собственных колебаний практически не з а 
висит от номера их тона, обозначенного в уравнении (4.5.33) че
рез /. Логарифмический декремент собственных колебаний про
порционален отношению коэффициента демпфирования гj к ча
стоте колебаний coj. Таким образом, для уравнения (4.5.33) мож
но приближенно положить

— (4. 5. 34)

где г) — безразмерный коэффициент, независящий от номера то
на j. Коэффициент г| обычно лежит в пределах от 0,01 до 0,02. 
Согласно (4.5.34) дифференциальному уравнению (4.5.33) мож
но придать вид

S '+П(0;‘ ~7 Г+“̂ =о- (4-5-35)
В заключение этого параграфа отметим, что дифференциаль

ное уравнение (4.5.5) с краевыми условиями (4.5.8) определяет 
функции Vj(x), /= 1, 2, . . .  с точностью до произвольных посто
янных множителей. Для устранения этой неопределенности функ
ции Vj(x), / = 1 , 2 , . . .  подчиняют всегда некоторому дополнитель
ному условию. В качестве такого дополнительного условия поль
зуются обычно начальным условием

Kj(x')==l при х=а. (4.5.36)

§ 6. РАСЧЕТ ФОРМ И ЧАСТОТ И ЗГИ БН Ы Х СОБСТВЕННЫХ  
КОЛЕБАНИЙ МЕТОДОМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ  
П РИ БЛ И Ж ЕН И И

Д ля расчета форм и частот изгибных собственных колебаний 
можно воспользоваться излагаемым в этом параграфе методом 
последовательных приближений.

Пусть (х) — (k — 1)-е приближение для /-й формы собст
венных колебаний Vj{x). Относительно функции У(*-1 )(%) будем 
предполагать, что она удовлетворяет условиям:

J V f ~ ^ d x =  0,

(■ d x
dx — 0, (4.6.1)

— i ПрИ x = a ,

в соответствии с интегральными соотношениями (4.5.30) и 
(4.5.31), и начальному условию (4.5.36), которого мы будем при

зов



держиваться везде в дальнейшем изложении. Следующее приб
лижение Vy>(x) для функции Vj(x) условимся определять из 
дифференциального уравнения

</? aw™  
В,  1 ХС*)j<1х- \ " (1х- 

■с краезымп условиями:

d  I .
~ T \ J * — н-----d x  \ d x

=  0

в„ d'.’V(j k)

dx -
= 0

/
d x

d W ^  \ dV^-V 
B „-- i_).f.xc*)y,— I-- = 0

dx'1 d x

при x  =  a  и 
при x = b

(4.6.2)

(4.6.3)

{c m . (4.5.5) и (4.5.8)], потребовав при этом, чтобы искомая функ
ция Vik)(x) удовлетворяла условиям:

j' V ^ d x = 0,
а

а

V\k) — \ при х  — а

d x = 0, (4.6.4)

{см. (4.6.1)]. Как видно будет из дальнейшего, дифференциаль
ное уравнение (4.6.2) с краевыми условиями (4.6.3) и дополни
тельными условиями (4.6.4) однозначно определяет функцию 
У(*Цх) и числовой параметр , фигурирующий в дифферен
циальном уравнении (4.6.2) и в краевых условиях (4.6.3).

Согласно (4.6.2) и (4.6.3) должно иметь место равенство

—  I В
d x

dWf'* 
d x 2 d x

(ft) J v y - 'h x d x .  (4.6.5)

В соответствии с первым из соотношений (4.6.1) краевое ус 
ловие

В и
div\k) dV<}f t - i )

d x  \ ‘  dx* J  

будет выполняться.

d x
= 0 при х = а  и при х  — Ь



d
d x \ в * ) — x/ft) \ v f ~ l)V - d x - =

dvV-V
d x  

ИЛИ

[B n — --- ------V y-V p d x
( о (,-у{,к)

v/x
a

( d v ? - »  \
_  _  ).< *) ( +  j z _ _ Z _ _  j  . (4 .6.6)

Согласно (4.6.6) и (4.6.3) должно иметь место равенство

d--V(P  с  р / dV\*-*) \

а  а
(4.6.7)

Краевое условие

d'‘V\k)
В,  -—- =  0 при х  =  а и при х  — Ь

rf.v2
будет выполняться в соответствии с зависимостями (4.6.1). 

Уравнение (4.6.7) можно привести к виду

d?VKk'> (х~\------ 1—  =  цк) } (4.6.8)
d x 2 1 В у  (х)  '

где

Х п I \
д у >  (х) =  х  \ v y - V p d x — \ (x V y -V p  +  j z — J—— J dx. (4.6.9)

a  a

Полагая в (4.6.8)

V ^ { x )  =  lW F W {x ),  (4.6.10)

получим для функции Fik) (х ) дифференциальное уравнение

d ^ F \ k) m W  ( х )
------ J-— =  '  . 4.6.11)

dx* Ву ( х )



г р/  \\ F f ) ] x d x =  0, х Ы ^  +  У ,— J— \ d x = 0. (4.6.12)
Я Л

Дифференциальное уравнение (4.6.11) имеет частное решение 
F f )= f f ){x), где

/(.*) (х )= л : j  —̂ — d x —  ̂ —1— xdx, (4.6.13)
а  а

в чем можно убедиться, дважды дифференцируя по х  обе части 
равенства (4.6.13). Таким образом, общее решение дифференци
ального уравнения (4.6.11) может быть представлено в виде

F f )  (*)=/}*> (х) +  С, +  С2х, (4.6.14)

где Ci и С2 — произвольные постоянные.
Подставляя (4.6.14) в (4.6.12), получим для постоянных Ci 

и С2 систему уравнений
ь ь ь

С,  ̂ |xdx-\-C2 j  \?.xdx= — j* fW p d x ,
a

b
C)  ̂y.xdx-\-C2 \ (̂px2-\-jz) d x =  —  ̂ (^УУ’Р + У * " ^ " - ]  d x '

a  a  a

или согласно (4.3.11)
b

m C i=  —j  fW ^dx,
a

» d f w \ (4 .6 .15)

a

(напомним, что координата центра масс ракеты хс всегда равна 
нулю).

Подставляя Ci и С2 из (4.6.15) в (4.6.14), получим для функ
ции Fik) (.v) выражение

ъ



Согласно (4.6.4) и (4.6.10) должно иметь место равенство

X(")/7'* ) ( a ) = l .  (4.6.

Из формул (4.6.13) и (4.6.16) найдем

d f \ k y/•'<.*) 1й) 
j  ' И / у  V (Jz +  >™х) -j- m a j2 dx

dx. 14.6.

В соответствии с р а ве н ствам и  (4.6.17) и (4.6.18) числовой mi 
ж и т е л ь  а '-"1 должен  иметь  значение, определяемое формулой

Х(*> = _______
J ь

/;* V  Uz  +  m a x ) +  m a h
d f )(*)

(4.6.:

d x
d x

Подставляя (4.6.16) и (4.6.19) в (4.6.10), получим для иск 
мой функции (х ) выражение

V W {x) =

ь ь
I z ^ f ^ n d x  +  т х

а а
^ +  j z  — ^ — } d x  — m l zf (p  ( х

f ^ p U z  +  m a x )  +  m a j z
d f )(ft)

d x
d x

(4.6.S

Таким образом, зная (к—1)-е приближение l/j*-1 ) (х) д  
функции Vj(x), можно рассчитать следующее приближен 
V (j k) (х ) по формулам (4.6.9), (4.6.13) и (4.6.20). Д ля определе 
ния первой формы собственных колебаний в качестве исходно 
приближения t/<0) {х) может быть взята произвольная функщ; 
удовлетворяющая согласно (4.6.1) условиям:

j  К < 0 ) ^ = 0 ,

ь /ь ' d v ^
xVW>? +  j t — ±— ) d x = 0,

dx

(4.6.5

1/<°) =  1 при х =  а.

Можно положить, например,

У [°Ц х )= С 0 +  С1х +  С2х\



определив коэффициенты С0, С i и С2 из условий (4.6.21). После
довательность функций (.v), &=1, 2, . . .  всегда будет схо
диться к функции Vi{x), определяющей первую форму собствен
ных колебаний, а числовая последовательность Я{й) , k=\,  2, . . . ,  
построенная в соответствии с  формулой (4.6.19), всегда будет 
иметь предел Яь определяющий согласно (4.5.26) квадрат  первой 
частоты собственных колебаний корпуса ракеты. Д л я  нахожде
ния второй формы собственных колебаний в качестве исходного 
приближения V̂ 0) (х) должна быть взята функция, удовлетво
ряющая согласно (4.6.1) условиям:

в соответствии со свойствами ортогональности (4.5.32). Зная 
функцию Vi(x), можно построить исходное приближение для 
функции V2(x), положив

Согласно (4.5.30), (4.5.31), (4.5.36) и (4.6.21) первые два усло
вия из (4.6.23) будут выполняться при любых значениях коэффи
циентов С1 и С2, третье условие будет выполняться, если кон
станты Ci и С2 будут удовлетворять уравнению

Подставив (4.6.25) в (4.6.24), получим для коэффициентов 
C i и С2 уравнение

Определив константы С\ и С 2 из уравнений (4.6.26) и (4.6.27), 
найдем по формуле (4.6.25) функцию V̂ 0) (х), удовлетворяющую 
всем необходимым условиям. Последовательность функций

а
J V%»\uix=О,

(4.6.23)

а

|/(0)_ ]  При х  =  а

и, кроме того, условию

(4.6.24)
а

1/(°)(д0=С,1Т>(;0-|-С21М-к). (4.6.25)

Ci + C2— 1. (4.6.26)

. dV,
J z  1 ------------- T—z d x  d x

f  \>.Vl V[0̂ d x  +
a

(4.6.27)
a



w  (x ) ,  k = l ,  2 , . . .  будет сходиться к функции V2{x), опреде
ляющей вторую форму собственных колебаний, а числовая после
довательность , k —\, 2, . . .  будет иметь предел к2, опреде
ляющий вторую частоту собственных колебаний. В качестве ис
ходного приближения (х) для функции V$(x) может быть 
взята функция

V<°> (х) =  С у р  (х) +  C2V 2 (х), (4.6.28)

где С1 и С2 — константы, определяемые уравнениями:

Ci~{-C2 =  l,

(4.6.29)

+ 4 1 4 ^ ) ’ + ^
d x = О

и т. д.
Отметим два особых случая, которые могут представиться в 

процессе проведения указанных выше расчетов.
Если точка х = а  окажется узловой для у'-й формы собственных 

колебаний, условие (4.5.36) при этом значении индекса / станет 
невыполнимым. Тогда определенный интеграл, играющий роль 
знаменателя в формулах (4.6.19) и (4.6.20), при k-+oo будет 
стремиться к нулю и процесс последовательных приближений 
станет расходящимся. В рассматриваемом случае условие 
(4.5.36) следует заменить каким-либо другим дополнительным 
условием для функции Vj(x).

Если функция 1/{0) (я) случайно окажется ортогональной к 
функции Vj(x), т. е. если при некотором / возникнет равенство

г  I  dV,  dV\|0) \

\ V 2 i t  ~ 1 Г ~ Л̂ У }У Ч  dx==0' (4-6,30)

j -я форма собственных колебаний в процессе указанных вы
ше вычислений окажется пропущенной. В связи с этим; при рас
чете форм и частот собственных колебаний рассмотренным нами 
методом последовательных приближений полезно проводить вы
числения дважды , отправляясь от двух различных исходных 
приближений V[0> (х).



§ 7. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ УРАВНЕНИЙ Д ВИ Ж ЕН И Я  РАКЕТЫ  
В ПЛОСКОСТИ ТАНГАЖА В БЕСКО НЕЧНУЮ  СИСТЕМУ 
ОБЫ КНО ВЕННЫХ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Х УРАВНЕНИ Й

Зная формы и частоты изгибных собственных колебаний кор
пуса ракеты, можно преобразовать уравнения (4.4.35), содержа
щие дифференциальные уравнения в частных производных, в 
бесконечную систему обыкновенных дифференциальных урав
нений.

Мы показали выше, что краевая задача, образуемая диффе
ренциальным уравнением (4.5.5) и краевыми условиями (4.5.8), 
обладает двумя собственными функциями 1 и х, соответствую
щими собственному значению Я, = 0, и последовательностью соб
ственных функций V j (x ) ,  /=1, 2, . . . ,  соответствующих положи
тельным собственным значениям данной краевой задачи. После
довательность собственных функций

1,Х, V,{x), v 2{x), . . .  (4.7.1)

обладает так называемым свойством полноты, которое выра
жается в том, что любая функция f(x),  непрерывная в интерва
ле а<х<Ь, может быть разложена в ряд по собственным функ
циям (4.7.1)

/ ( x ) = C 1 +  C2A r + V ^ l/i(x ))  (4.7.2)
ft-i

сходящийся в любой точке интервала а<х<Ь к соответствую
щему частному значению функции f(x).

Вследствие опорожнения топливных баков функции [л и jZf 
фигурирующие в дифференциальном уравнении (4.5.5) и в крае
вых условиях (4.5.8), меняют свой вид в процессе полета ракеты. 
В соответствии с этим различным моментам времени t будут со
ответствовать различные формы изгибных собственных колеба
ний корпуса ракеты, иными словами собственные функции V} 
краевой задачи, образуемой дифференциальным уравнением
(4.5.5) и краевыми условиями (4.5.8), будут зависеть от време
ни t. В любой момент времени t последовательность функций

\ , x , V x{ x , t ) , V 2{ x , t ) , . . .  (4.7.3)

будет обладать свойством полноты, и, таким образом, в каждый 
момент времени t прогиб корпуса ракеты v(x, t) может быть 
представлен рядом

'v{x,t) =  C\(t)-\-C2(t)x-\-''^ g k ' \ . t ) (4./.4)
k-1

сходящимся в любой точке интервала а < х < й  к соответствующе
му значению прогиба v.



Определим сперва коэффициенты разложения (4.7.4) Ci(t) 
C2(t). В § 3 мы показали, что функция v(x, t), найденная из диф
ференциального уравнения (4.2.19) с краевыми условиями
(4.2.21), всегда будет удовлетворять интегральным условиям
(4.3.4). Подставляя (4.7.4) в (4.3.4), получим равенства:

b b  оо ь

С1 j  [id x  +  c 2 j + j  ^ к ^ = 0 .
ft«=l a

b b b

Cj  ̂{I.xdx +  C2  ̂ ( ^ ^ - j ^ d x A -  ^  gK  ̂ j^ j d x = 0
cl a  ft—1 a

или согласно (4.3.11), (4.5.30) и (4.5.31)
mCi = 0, J ZC2—0 (4.7.5)

(xc = 0 ) .  Таким образом, в разложении (4.7.4) коэффициенты 
Ci(t) и C2(t) всегда будут тождественно равны нулю и в соот
ветствии с этим прогиб корпуса ракеты v(x, t) будем искать е 
виде ряда

со

v i x ^ y . g M V A ^ t ) .  (4.7.6;
А= 1

Подставляя ряд (4.7.6) в первые два из уравнений (4.4.35) 
получим уравнения:

оо Ь

m (w oy — ^  \ ^ cd x^ P  i dV'

•/* ^ = л , ‘ + 2 ч 1  j t c x d x + p { x ^ tд х

V д х  J jc- x.

Vk

или

m (W Qy - g y ) - r ^  Cyhgk-— F  у,
k=\

j ,
(4.7.7;

где
„ _  * dVk „  (  dV,
cyk —

Cbk

=  ° l ^ c d x ~ P
J  д х  V d x  J x = x T
a

b

=  ~ \  ~ ^ c x d x + p ( v * ~ x d x  J x - x T



Подставим теперь ряд (4.7.6) в дифференциальные уравнения 
в частных производных, содержащиеся в уравнениях движения
(4.4.35). В процессе движения ракеты формы изгибных собствен
ных колебаний ее корпуса меняются медленно и в связи с этим 
при вычислении частных производных по времени t от прогиба 
v(x, t) практически можно пренебрегать зависимостью от време
ни t функций Vh(x, t), k—\, 2, . . .  В этом случае, подставляя ряд
(4.7.6) в дифференциальные уравнения в частных производных, 
указанные в (4.4.35), получим соотношения:

Iх "V1 V к d~8 - -|- =  — (х (щ'оу — gy) — (J-x d°>z -j- с (a -f- 
jL J  dt2 ' dx  M  r  d t
b~ 1

2  T 7*■*)'+ p  2  ( 1 7 ) — / * 8 l x ’x ' ] +  F ‘  >™'S*-1 ' r

V "i d I D d?vk \ d v k d i g k n  _  . (/<■>«

(4.7.9)

дх  \ У дх% } Л R J z dx d№ ^ J 2 dt
t - i  k-i

Ф Я  V  ( К ^ , Л.^8(д :,хт)-У К дапр8(л:,д:у). 
k-i

Выполняя в обеих частях первого уравнения из (4.7.9) умно
жение на Vj(x, t) и интегрирование по переменной л: в пределах 
от а до Ь, получим равенство

00 I) b Ь

а
V   ̂ V \ V } d 7 dX^ ~  ) V JPd x (w ov — gy) —

a  a

b b b 
 ̂ x V j p d x a   ̂ V)cdx~\-'y,  ̂ V j - ^ - c d x g k T

a a  k — 1 a

b b 
-  V j b i x ^ d x - ^ F y ^   ̂ V }b{x,xy)dx.

ft — 1 a

b b
4

k - 1  a
(4 .7 .10 )

Умножив обе части второго уравнения из (4.7.9) на —dVj/dx 
и проинтегрировав их переменной х в пределах от а до Ь, полу
чим соотношение



, n  dV) , t W ,  . du>\ Q ---- - d x  =  — \ ---- - j  ,dx-
)  o x  i  dx J

d V u v
X ] ~ d t  8 (х ’* т )^ £ *  +  Л ^ пр \ - ~ r  b{x,xy)dx.  (4.7.1

<z a

Согласно (4.7.10) и (4.7.11) должно иметь место равенство

d t

ь dV,

•во Ь
dVj д

Л«=1 а

х WVk
дх*

д х  дх  

ь
k — 1 а

dxgk +  \ (V ]  ' U  +  <5 ' 5 ' )  d x =  ~  ) v  №dx(woy —

-1
2 U  у < ^ ы * + р [ ( г £ 1 ~ ,  \ v ^ d x ~
* - » l  a  a

b dV b
— {Vk)x. x  ̂  ̂ 8 ( x ,x T)d x  | ^ - г ^ г / Улр  ̂ V)b(x,xy)dx +

a  a

+  M f ' „ \ ^ - 4 ^ , ) d x .  (4.7.1!

Согласно (4.5.5) и (4.5.8) функция Vh(x, t) должна удовле- 
ворять дифференциальному уравнению

дх?
В и

дх2 + х * Ы г (
д  I . dVk , .0 (4.7.1;

и краевым условиям:

В и^  =  0,
dxi

dWk
при х = а  и 
при х  =  Ь.



Выполняя в (4.7.13) интегрирование по переменной х в пре
делах от а до х и принимая во внимание при этом краевые усло
вия (4.7.14), получим равенство

дх 1 ^ )  i  V kV.dx =  0. (4.7.15)

В соответствии с равенством (4.7.15) должно иметь место со
отношение

[ H i t  J L  ( в  а х =  _ Х И ' Л „ д - ; -
дх  дх  \ dxi  ,1 г’х  дх

а

- fA  \, \ v & d x d x .  (4.7.16)
а  а

Интегрируя обе части тождества

х dV х
j - [ V ,   ̂ I/ ^ х ) = — ±  J  V k\uix ■ У »

а  а

по переменной х в пределах от а до Ь, получим равенство

h Ь dV х Ь
( v & d x ^  \ V # dxdx +  \ V jV ^ d x .  (4.7.17)

а

Согласно (4.5.30) и (4.7.17) должно иметь место соотношение 

b dV- х ь
\ — -  \ V $ .d x d x =  — \ V jV k\i-dx, (4.7.18)
i  дх  j  j
а п  а

в соответствии с которым формула (4.7.16) может быть приведена 
к виду

\ дУ1 <> I d 62КК \ , , * , ,  , dV) dVk . \ .\ )"•< =  -> ,,  Ц I jl/,:. . ,—  - z r ! . ) “ *■
а  а

(4.7.19)

Пользуясь краевым условием, указанным для функции Q в 
уравнениях движения (4.4.35), найдем

ь
= 0 -  (4.7.20)

х-=а



Г а
ь  0 у _ Ь

X (Wfu, — \xVff. +  j z ] dx  f  V }cdx - f

/г —1 a

f t - l  a

dV,

d t

ь
>Vk
dx x~x.  ̂ Vfi {x, XT) dx ■

+

) ^ Hx’xy)dx'
a

или в соответствии с равенствами (4.5.30), (4.5.31) и (4.5.32)

\ [‘>+(-̂ -),л]Л(да!'+Н “в \v , c d x *

Y>\V>
k = \ a

_5Ук
дх

dV ■ -n
— ( V„)x^Xt  ̂ 8 (jf, jct ) dt j  gk -j- F у упр ̂  V jb (X,x3) dx  -

cdxA -P

d f 2

dVb
\ v ?‘ ^ d x-

(4 .7 .21;

Пользуясь формулой (4.4.28) и равенством (4.5.26), можно 
привести уравнение (4.7.21) к виду

ii [ v > + { i f f  i - V x { ^ - + ^ , ) = a  \ v , c d x +

+±\\v>^«x+nv’
Л—1 а

- f  ( V })x=xy F у  упр - j -  ^

дх

dV,

■vt dVj 
d x  J x - x .

M <  °)
дх )x=xy *  Упр*



dn~
tn ) ^ г - + « > 5 & ) = а 5 Cjkg k - f ( V  j)x - xyf uyup 4-

a  fe — 1

dV> ч
(4.7.22)Ч -^ -M  a ;<°>1 1, dx )*- X y  г У"Р’

где

m>=\
a

/ dVi \* 
V 2.\x j- ( — '

1 l  dx Jz dx,

(4.7.23)

C h = P  t V,
dV,

V j
дУк
dx )* - x T

\ I/j^ZL-cdx.
)  dx

Уравнение (4.7.22) можно трактовать, как  дифференциаль
ное уравнение вынужденных колебаний корпуса ракеты, вызы
ваемых аэродинамическими силами, управляющими силами и н а
грузками, возникающими вследствие влияния изгиба корпуса нч 
аэродинамические и реактивные силы, действующие на ракету 
Если не учитывать влияние изгиба корпуса ракеты на линию 
действия суммарной силы тяги двигателей, дифференциальное 
уравнение вынужденных колебаний (4.7.22) при отсутствии аэро
динамических и управляющих сил будет вырождаться в диффе
ренциальное уравнение собственных колебаний (4.5.27).

Уравнение вынужденных колебаний (4.7.22) получено нами 
без учета рассеяния энергии, возникающего в процессе колеба
ний. В § 5 мы указали, что рассеяние энергии, сопровождающее 
собственные колебания корпуса ракеты, можно учесть, заменяя 
уравнение собственных колебаний (4.5.27) дифференциальным 
уравнением (4.5.35). В соответствии с этим рассеяние энергии 
можно учесть в уравнении вынужденных колебаний (4.7.22), з а 
меняя это уравнение дифференциальным уравнением

т> )==U \ V ic d x - ' y i ci*g*+
a  ft—1

<4 J -24>

Объединяя уравнения вынужденных колебаний корпуса раке
ты, соответствующие различным тонам этих колебаний, и при-



соединяя к этой бесконечной системе дифференциальных уравне
ний уравнения сил и моментов (4.7.7), получим уравнения

во

- gy) +  2  суъЯк =  F и,

(4.7.25)

f t - l  аа

Бесконечная система обыкновенных дифференциальных ур ав 
нений (4.7.25) определяет движение, совершаемое подвижной 
координатной системой х, у, г, и бесконечную последователь
ность функций gi(t) ,  g2( t ) , . . .  Прогиб корпуса ракеты v(x, t), 
возникающий в процессе изгибных колебаний в плоскости танга
жа, можно определить по функциям gj(t), /= 1, 2, . . . ,  суммируя 
ряд (4.7.6).

§ 8. Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Е  УРАВНЕНИЯ ВОЗМУЩ ЕННОГО  
Д ВИ Ж ЕН И Я  В ПЛОСКОСТИ ТАНГАЖА, УЧИТЫВАЮ Щ ИЕ  
УПРУГОСТЬ КОРПУСА РАКЕТЫ

Переходя к построению дифференциальных уравнений возму
щенного движения, обозначим через gi, g2, . . .  функции време
ни, определяющие изгибные колебания корпуса ракеты, соответ
ствующие невозмущенному движению, и через g',, g'2, . . .  обозна
чим функции времени, определяющие изгибные колебания кор
пуса, возникающие в процессе возмущенного движения ракеты.. 
В гл. I, исходя из уравнений сил и моментов:

мы получили уравнения возмущенного движения ракеты в пло
скости тангажа:

<n(w0l/~ g y) = F u, (4.8.1)

d\Vu , rfift , , г , n „ , г*
т  х'и ' +  Гм/Д ^ у  А- —  с уь ^ ‘ь - f  у ,

Ц1Г
•г --------------Ь =  -{- АЛ12 .



Таким образом, первым двум уравнениям системы (4.7.25) 
будут соответствовать уравнения возмущенного движения:

dt dt k- 1
=  Cy?,&\ -)- &Fу,
, d^b , d\b , Al/ , Ali . (4.8.3)
z 7*---- \~сЪуЬУуЛd№ dt

ОС

л- i

bg* =  g'b — gk (4.8.4)

(малыми изменениями, которые могут претерпевать коэффициен
ты Cyk и ськ при переходе от невозмущенного движения к возму
щенному, можно пренебречь, так как  эти коэффициенты в уравне
ниях (4.7.25) умножаются на функции gk, являющиеся малыми 
в соответствии с предполагаемой нами малостью изгибных коле
баний корпуса ракеты).

Согласно (4.7.25) функции g\, /= 1, 2, . . .  будут определяться 
уравнениями:

т  j '-2 y- w
А —1 а

(4.8.5)

где а ' ,  с', V), F yfyiip и М<°Гр — функции, определяющие уго.г 
атаки  а, коэффициент с, форлу изгибных колебаний Vj, управ
ляющую силу Fyy„p и управляющий момент М^упр для слу
чая возмущенного движения ракеты (ввиду предполагаемой на-

dg, dig]
ми малости функций gj, и ■■ - , j  =  1 ,2 , . . .  малыми измене

ниями, которым могут подвергаться коэффициенты при этих 
функциях в случае перехода от невозмущенного движения к воз
мущенному, можно пренебречь). Полагая в (4.8.5)

g'j =  g}-cbgj, 7 =  1, 2 ......а' = а  -|- Да, с' =с-\- Дс,,



d\V,
и пренебрегая произведениями малых величин Да, д1/у, ----- -  ,

дх
У =  1 ,2 , . . . ,  bc,F'y, ynp- F yynp и получим уравнения.

^  ! Г . » .  ^  I ...2 „ Л  ' „  I I d 2A g 1 ' « . . .  d ^ }  Iт.)
dtft-1

h b
^  O jiA ^ = (a  +  i a j jV jc c / i - f  a  f A l/ jcd x -fa  \ К уД са'л-j-
ft —I a  a  a

+ W j ) * - x yF m \ U l'O W j/’l-yup-'r -̂ ^7‘) J_^yHiynp +

+  ( - v U 5 W = W . " .  (4.8.7)
У

Согласно (4.7.25) уравнениям (4.8.7) можно придать вид

I'd^Agj d&g]
m , { ~ d r ^ +Цш} T 7 ^ + 0 ^ a ^ ) ‘^ 5 j  с« д £*= д а $ v J c d jc +

ft = l a
b

+  (1 0 ) ,  _ ynp +  \£LL )^_ M f U  +  a j  д V, cd x  +
a

a   ̂ Vjk.cdx-\-[{hV j ) x  = x y (У ) ) x =xy \ F у  ynp 4 -  ^  j

■ - n  _\ d x  jx>X-Xy
M™„p, J =  1 , 2 , . . .  (4 .8.8>

Пользуясь матрицей перехода (1.12.5) и приближенными ра

венствами а = —_^у_( а ' — — 0у' , т)0(/ — найдем:
^0* О̂л:

= д 8 - ^ ,
О̂д- О̂д:

(4 .8 .9 )
В соответствии с равенством (4.8.9) уравнения (4.8.8) можно при
вести к виду

т }  ( ~ ^ Г  +  X]W} + WJ A g}) :  J j  C’kLgk Ar Ĉ V »  +
ft-1

/dV,
+  £ 7 » Д й  —  { V } ) x - x y F ' u , y ^ - \ - { —^ ^  ^  ^ W z y n P +  & . F ) ,  j  — 1 , 2 , . . .

У (4 .8 .10)-



где

C)y  =  — [V jc d x ,  С]ъ-- 
Vox j

a

± F ) = a  j  д К jcdx-f  a  j ’ V j^ c d x  - f  [(\V))x = Xy —

(V})x-  JTy] ^ у пр“Ь
d w ) \ 

dx )x~x  \ dx J x -
M f l np. ( 4 . 8 . 1 2 )

В  том случае ,  когда  исполнительные органы с и с т е м ы  у п р а в  
л ен и я  формируют управляю щ ую  силу,

F" у ’ у п р —  С|/8Д8&, М г у п у  —  0 . ( 4 . 8 . 1 3 )

Если исполнительные органы создаю т сосредоточенн ый у п р а в 
ляющий момент, то

f '  у  упр  —  0 ,  у п р ------ ^ z y n p  ----- C j s A S j .

гд е

( 4 . 8 . 1 4 )

Т аки м  образом , ур авнениям  (4 .8 .10) можно п р и д а т ь  ви д

I +  +  ch ^ S k Ar c3 y ^ y  +
ft-1

f  CjbL \ +  b F }, у  =  1 , 2 ...........  ( 4 . 8 . 1 5 )

с1ь =  су ь ( У ] \ - х у ( 4 . 8 . 1 6 )

l i t ,  J

в том  случае ,  ко гд а  исполнительные органы системы у п р а в л е н и я  
создаю т управляю щ ую  силу, и

dV,
Cj& =  Cu [ — ( 4 . 8 . 1 7 )

в том случае ,  ко гда  исполнительные органы с и с т е м ы  у п р а в л е 
ния создаю т сосредоточенный уп равляю щ и й  момент, т .  е. в с л у 
ч ае  уп равлен и я  рассогласованием  т я г .



О б ъ е д и н я я  уравн ен и я  (4.8.3) и (4 .8 .15), получим бесконеч
ную с и с т е м у  дифференциальных уравнений

d\ V y  ,т  -------  -] ху -----
d t  J  d t

-\~c y y b V y  + С ^ д 9  - j -  C yk ^ g k z

— СуьАоъ -р a F у,

(4 ,8 .  18)

, dAi , т г I а  .

a t г a t

+  ^]г»йД ^а =с»8Д8» +  Д Мг, 
ft-i

/ d 2\ g  г d A g i \
m 1 ( ~dP + (,)уА ^Я  +  0!/Д1Л/-|“ 0&Д&-1-

- f  V  cjkAgk =  CjsAh -Г AF j, j--= 1, 2, . . .

Д и ф ф ер енц и альн ы е ур авн ен и я  возмущ енного дви ж ен и я
(4 .8 .1 8 )  определяю т возм ущ ени я AVy, ДО и Agj, /= 1, 2, . . .  по з а 

д а н н о й  функции Дб» ( t ) ,  описывающей работу  исполнительных 
о р г а н о в  системы уп р авлен и я ,  и по заданн ы м  функциям AFy (t), 
ДM z (t)  и ДFj(t) ,  /= 1, 2, . . . ,  определяющим возмущ аю щ ую  си
л у ,  во зм ущ аю щ и й  момент и последовательность т а к  н а з ы в а е 
м ы х  п р и веден н ы х  возм ущ аю щ и х сил.

З н а я  формы изгибных собственных колебаний корпуса р а к е 
ты , м о ж н о  определить т а к  н азы ва ем ы е  приведенные м ассы  т.), 
/ = 1 ,  2 , . . .  и коэффициенты дифференциальных уравнений воз
м у щ е н н о го  дви ж ен и я

Су]-* Cfyj, сjy, £_/&, у -1, 2, . . .  и сjfc, j  1, 2 , . .  . ,  k 1, 2 , . .  .

по ф о р м у л а м  (4 .7 .8 ) ,  (4 .7 .23) и (4 .8 .11). В том случае , ко гд а  ис
п о л н и тел ьн ы е  органы системы  управлен ия формируют уп р авл яю 
щ ую  си л у ,  д л я  расчета  коэффициентов Cj g, /=  1, 2 , . . .  следует 
п о л ь з о в а т ь с я  формулой (4 .8 .16 ) ,  в случае  управлен ия  р ассо гл а 
со в а н и е м  т я г  коэффициенты сys, j =  1 , 2 , . . .  сл едует  рассчитывать 
по ф о р м у л е  (4 .8 .17).

§  9. Р А С Ч Е Т  Ч А С Т О Т Н Ы Х  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  Р А КЕ Т Ы,
К А К  О Б Ъ Е К Т А  А В Т О М А Т И Ч Е С К О Г О  Р Е Г У Л И Р О В А Н И Я  
М Е Т О Д О М  С У М М И Р О В А Н И Я  Р Я Д О В

П р и  исследовании устойчивости движ ен ия  ракеты  с учетом 
у п р у го с т и  ее корпуса  применяю тся обычно те ж е  частотные м е 
тоды , что и в вопросе о стабилизации колебаний ж и дки х  компо
н ен то в  топлива.



П ереходя к  рассмотрению частотны х х ар актер и сти к  ракеты , 
учитываю щ их упругость ее ко р п уса ,  определим сп ерва  влияние, 
которое о казы ваю т изгибные колебани я ракеты  на входной сиг
нал ав т о м ат а  стабилизации. В следствие  изгибных колебаний 
корпуса гироприбор, предназначенный д л я  измерения во зм ущ е
ния у гл а  т а н г а ж а  А#, в действительности реги стрирует  угол 
Л-0*, склады ваю щ ий ся из во зм ущ ен и я А#, соответствую щ его  не- 
деформированному состоянию корп уса  ракеты , и дополнительно
го у гл а  поворота гироприбора, возникаю щ его при изгибе кор
пуса.

К а к  видно из рис. 4. 1, при м а л ы х  изгибных ко л еб ан и ях  этот 
дополнительный угол поворота м ож но считать р авн ы м  частной 
производной dv/dx, вычисленной д л я  поперечного сечения р а 
кеты, в котором расположен гироприбор. О бозначая  абсциссу 
этого сечения через хг, получим д л я  входного си гн ал а  авто м ата  
стабилизации Ад* вы раж ен и е

д Г  =  д »  +  ( - ^ Л  .  ( 4 .  У .  1 )
V дх ) * - х т

При рассмотрении возмущ енного  дви ж ен и я  р ак еты  в разло 
жении (4.7.6) функции g i ( 0 >  g 2 (t), • • ■ надо  зам ен и ть  функциями 
S'lCOb £2 соответствую щ ими случаю  возмущ енного  д ви 
ж ения. П о л а г а я  в (4.9.1)

v (x ,  / ) = 2 * *  W  У к(х, t), ( 4 . 9 . 2 )

получим д л я  входного си гн ала  а в т о м а т а  стабилизации А д* р а з 
ложение

*-1

или согласно (4.8.4)

* * + Ё  ( £ ) - , * ■  < 4 - 9 - 3 )ft—1 г й-1

(вви ду  предполагаемой нами м алости  функций g'h, k = \ ,  2, . . .  в 
разложении (4.9.2) можно пренебречь м ал ы м и  изменениями 
функций Vh, k= \,  2, . . ., которы е м огут  возн икать  при переходе 
от невозмущенного д ви ж ен и я  р акеты  к во зм ущ ен н о м у ) .



В соответствии с формулой (4.9.3) входной сигнал ав то м ата  
стабилизации , п о р о ж даем ы й  возмущ ениями ДФ, A g i,  Ag2, • • •> м о
ж е т  бы ть  представлен  в ви де  р я д а

а ** =  Д» +  £ ( ! г ) , _ , г ^ ,  ' 4 -9 ' 4 >
А-1

(в  ф орм уле (4.9.3) р яд

£ - 1

о п ределяет  входной сигнал  ав т о м ат а  стабилизации, п о р о ж дае 
мый изгибом конструкции р акеты  при невозмущенном ее д ви 
ж ении) .

При исследовании устойчивости движ ен ия  ракеты  в окрест
ности м ом ен та  времени t =  х б удем  по-прежнему пользоваться 
методом  зам орож ен н ы х  коэффициентов, з ам ен я я  переменные ко 
эффициенты диф ференциальных уравнений возмущенного д ви 
ж ен ия  (4.8.18) их частными значениями, соответствующими м о 
менту времени / = т. В ф ормуле (4.9.4) переменные коэффициен
ты  I— - )  , k = l ,  2, . . .  т о ж е  заменим их значениями, рассчи- 

\ дх ]х=хт
танными д л я  момента времени t = т. Д л я  определения частотных 
х ар ак тер и сти к  р акеты  к а к  о бъекта  автоматического  регулиро
ван и я  надо  положить в ур ав н ен и ях  возмущенного движ ен и я
(4.8.18)

д/7г/ =  0, дЖ г =  0, Д/^ =  0, у =  1, 2 , . . . ,  Д 8 » = е ‘ш<, ( 4 . 9 . 5 )
о ты скать  из полученных уравнений  возмущ ения AVy, ДО, Agu  
Ag2 , . . .  и определить з а т е м  по формуле (4.9.4) входной сигнал 
а в т о м а т а  стабилизации ДФ*, соответствующий случаю (4 .9 .5). 
П о д с т а в л я я  (4.9.5) в (4 .8 .18) и оты ски вая  решение полученных 
уравнений  в виде

ь У у =  У уеш , &b =  deiwt, A g j= G je lu,t, j =  1, 2 , . . . ,  ( 4 . 9 . 6 )
получим д л я  коэффициентов Vv, 0 и Gj, /' = 1, 2 , .  . .  бесконечную 
систему ал гебраи ческих  уравнений

оо

( с иу~\~1ш т ) V  у -] -{ш У у-\г  Суь) CukGk= c ybi
к- i

ос

Cb y V у  +  —  « А / ,)  е -Г  У  CbkGk —  С&8,
( 4 . 9 . 7 )

оо

т ] “Ь 0J2) 6’_/+ CjyV'y'+'Cj&Q -j- 2  cJk^k —
Л-1

== ^ > J  ==  ̂* 2,  . . .



д»*  =  0* (а .)е '“ ‘ , ( 4 . 9 . 8 )
где

оо

0* (со) =  6(со)-Ь £  ’G* W -  4̂ - 9 - 9 )
ft-1 г

О бозначая через 9* (со) и 6* (ш) действительную  и мнимую 
части комплекснозначной функции 0* (со) и п о л а га я

(ш) =  £ „ ( « > )  cos ®0 ( ( » ) ,  02 ( « j )  =  A0(oj) sin «р„ («>), ( 4 . 9 . 1 0 )  

можно привести равенство (4 .9 .8) к  виду

д{У =  &0 (с»)е '[1”' +'Ма>)1. ( 4 .9 .  11)

Функции ко (со) и фо(со) оп ределяю т соответственно а м п л и т у д 
но-частотную и фазово-частотную хар актер и сти ки  р ак еты  как  
объекта автоматического  регули рован ия . С огласно (4 .9 .10) ф унк
ции k0 (со) и фо(со) могут бы ть найдены  по ф о р м улам :

k M - - = V [  е* И 2+ [  02И 2- ? o 'H  =  a rc tg  . ( 4 .9 .  12) 
r 9i(“ )

Т аким  образом, расчет частотны х х ар ак тер и сти к  р а к е т ы  к а к  
регулируемого  объекта сводится к  определению функций 0 (со) и 
Gj ( со) ,  у'=1, 2 , . . .  из бесконечной системы  ал геб р аи ч ески х  у р а в 
нений (4.9.7) и к  суммированию  р я д а  (4 .9 .9 ) .  Р еш ение бесконеч
ной системы уравнений (4.9.7) м ож но о ты скать  и з л а г а е м ы м  ниже 
методом последовательных приближений, об ладаю щ и м  быстрой 
сходимостью.

В вед я  обозначения:
оо

Су Ь ~ СуЬ ^  cyfik'> 
k -l

( 4 - 9 * 13)

оо

— — cjyVy j  =  1, 2 , . . . ,
*-1

можно привести уравнения (4 .9 .7) к  виду

(суу “Ь lwm) Vу  +  (£<,» +  favy) % =  суь,

CbyVУЛ, (cn +  ivV-z — ^ J z )  б =  ( 4 . 9 . 1 4 )

mi ( “ у-Ь i ’loxo;— си2) G} =  c*j t , j  =  1, 2, . . .



у  _ _  ----- ( С |;& +  Ы у у )  CU  +  ( ~  a 2 J  Z ) CyS
v ~  (Суд +  i "Ш) Ыр-z — иУг) — СЬу ( СуЬ +  Ы\у)'

g _____________(CW + lwm) с&{, ~  сЪусу5
( суу 4  Ы т )  (е& &  +  /со^.г  —  ш2/ г ) —  f » i / ( c i/ 9 +  ia )V '/) ’

С } = — ----------2\'Ttlj ( (0у+ *Т)'0Шу—0)2}

П о д с т а в л я я  (4.9.15) в (4 .9 .13 ) ,  получим уравн ен ия :

Ofc *
сУкскЬf  уЪ — С уЬ

сп  сы,
________ c kh
mb ( “* + h ml*k — k-\ 4 ’

,  _  _  [ c i& ( СУУ + i<*m)  —  c h l y c y b  +  /f>v</)j C9S ___

J b ~  ( C y y  +  m m )  ( c 6ft+ / 0(iz —  U>'-]Z) —  с Ь у ( с у Ь +  т \ у )

___________ [Cj j  ( C» » +  г )  —  cjbcby\ суъ____________

(суу +  т т )  ( с а ^ +  г ofx2 —  ыУ г) —  сЬу(сlb+ m v у)

С)к СкЬ . < 9
у  —  А , Z ,  . . .

U  даЛ( - 4 + “2)

Ф о р м у л у  (4.9.9) согласно (4.9.15) можно преобразовать  сл 
д ую щ и м  образом :

g *  /(|)ч __________________ ( c w  +  i»>rn) си — сЬу суЪ_______________________

J  _  (Суу+ ium) ^  +  / о ц г  —  H>yz) — сЬу(суЬ Ычц)
ос

I т, 
к - 1

(дУк 
I дх

• ( 4 . 9 . 1
■ ( “ * +  ‘ г1,оюк —  с°2 )

К о э ф ф и ц и е н т ы ^ ,  г&8, с%, 7 =  1, 2 . . . ,  оп ределяем ы е бесю 
печной системой ал геб раи ч ески х  уравнений (4 .9 .16),  обычно м, 
ло  отличаю тся  от коэффициентов суь, сы, Os, j — 1 , 2 , . . .  Полага 
и первом приближении



и п о д ста вл я я  (4.9.18) в правы е  части уравнений (4 .9 .16 ) ,  п олу
чим д л я  к о э ф ф и ц и е н т о в ^ ,  г*6, г*6, у' =  1, 2 , . . .  р яды , опреде
ляющ ие уточненные значения у к а з а н н ы х  коэффициентов. Эти 
уточненные значения коэффициентов будем  р ас см ат р и ват ь  ка к  
вторые их приближения. Р ассч и тав  д л я  заданного  значения ч а 
стоты (о вторые приближения д л я  коэффициентовс*уЪ, г^5, с*6, 
/=1, 2, . . .  и подставив их в п р авы е  части уравнений (4 .9 ,16 ) ,  по
лучим д л я  искомых коэффициентов новые ряды , сум м и рован и е  
которых при исходном значении частоты со д а с т  третье  прибли
жение д л я  этих коэффициентов, и т. д. Определив у к а за н н ы м  
методом последовательных приближений коэффициенты г * 8, 
с*ь, / = 1 ,  2, . . ., можно построить согласно (4.9.17) разлож ен и е , 
определяю щ ее д л я  принятого в расчете значения частоты  со соот
ветствую щ ее частное значение функции 0* (со) . О тделив у этого 
частного значения функции 0* действительную  часть 0* и мни
мую часть  ()*, можно определить д а л е е  по ф ормулам  (4 .9 .12) ко 
эффициент усиления k0 и ф азовый сдвиг ср0 д л я  исходного з н а 
чения частоты со. О сущ ествляя  у к азан н ы й  расчет д л я  р я д а  после
до вательны х  значений частоты, можно построить, т аки м  о б р а 
зом, искомы е частотные хар актер и сти ки  р акеты  к а к  объекта  
автомати ческого  регулирования.

Описанный в этом параграф е м етод  расчета частотны х х а р а к 
теристик требует  суммирования числовых рядов , фигурирующих 
в ур авн ен и ях  (4.9.16) и в ф ормуле (4 .9 .17) . В следую щ ем  п а р а 
граф е мы у к а з ы в а е м  другой м етод  расчета частотных х а р а к т е р и 
стик р ак еты ,  не требующий определения форм и частот  изгибных 
собственных колебаний р акеты  и сум м и рован ия  числовых рядов.

§ iO. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  ЧАСТО ТН Ы Х Х А Р А К Т ЕР И С Т И К  Р А К Е Т Ы  
К А К  РЕГУ Л И РУ ЕМ О ГО  О Б Ъ Е К Т А  ИЗ О БЫ К Н О В Е Н Н О ГО  
Д И Ф Ф Е Р ЕН Ц И А Л Ь Н О ГО  У Р А В Н ЕН И Я

П ереходя  к изложению второго метода  расчета  частотны х х а 
рактеристик ракеты  ка к  регули руем ого  объекта зам ети м  п р ед в а 
рительно, что в вы р аж ен и ях  со̂  +  irio)coj— со2, /= 1, 2, . . ., ф игури
рующих в ур авнениях  (4 .9 .7 ) ,  к а ж д о е  из с л а г а е м ы х  M'looooj в ви ду  
малости коэффициента г| и грает  роль лишь при значениях  ч а 
стоты со, близких к соответствую щ ей частоте coj. В свя зи  с этим 
практически без ущ ерба д л я  точности определения искомы х ч а 
стотных характери сти к  можно зам ен и ть  в ур авн ен и ях  (4 .9 .7) в ы 
раж ен и я

«>2 -)- г'Пшсоу — у)2, у =  1, 2 , . . .  ( 4 . 1 0 . 1 )
выражениями

Ojj - f  /Г1сц2 _  (о2, у =  1, 2 , . . .
или



где

У равнен ия (4.9.7) перейдут при этом в уравн ени я

(суу 4 '  iwtn) Vу-\-  (C j/ 0  -f- iwVy) 0  - j -  ^  cu f ik  - Cj_s,
k=i

оо

съуУу-\-{сп  -{-i^z — uPJ^bAr- V  cbkGk= c u ,  ( 4 . 1 0 .4
*=i

оо

т)(ш*2 — v2)G )+ C )yV uAr Cjbfi+ ^ C j kGk =  Cjb, 7 =  1 , 2 , . . .
ft-1

К а к  мы н и ж е  п о казы ваем , частотные хар актер и сти ки ,  опреде
л яе м ы е  уравн ен и ям и  (4 .10.4) и ф ормулами (4.9.9) и (4.9.12). 
можно построить, не при бегая  к  решению бесконечной системы 
ал геб раи ч ески х  уравнений (4 .9 .16) и к  суммированию  ряда ,  фи
гурирую щ его  в формуле (4 .9 .9 ) .

При отсутствии демпф ирования, т. е. при г| =  0, фиктивные 
ком плексны е частоты со ,̂ вхо дящ и е в уравнения (4 .10 .4 ) ,  со глас
но (4 .10.3) переходят в р еал ьн ы е  вещественные частоты  изгиб
ных собственных колебаний корпуса ракеты  со3-. М ето д  расчета 
частотных хар актер и сти к ,  и зл агаем ы й  в этом п ар агр аф е , мы р аз 
берем сп ерва  д л я  частного сл уч а я  т) =  0, после этого м ы  у каж ем  
прием, позволяющий учесть  при определении искомы х частотные 
хар актер и сти к  демпфирование, х ар актер и зуем о е  зад ан н ы м  зн а 
чением коэффициента г|.

Диф ф еренциальные ур авн ен и я  возмущенного движения
(4.8 .18) мы получили, п р еобразовав  уравнения д ви ж ен и я  ракеты 
в плоскости т а н г а ж а  (4 .4 .35) в бесконечную систему обыкновен
ных дифференциальных уравнений , образуемую  уравнениями
(4.7.7) и (4 .7 .22 ) ,  и уч тя  за т е м  демпфирование путем переходя 
от уравнений  (4.7.22) к  ур авн ен и ям  (4 .7 .24). Без у ч е т а  демпфи
рования дифф еренциальные уравн ен и я  возмущ енного движ ения 
р акеты  в плоскости т а н г а ж а  можно получить, непосредственно 
о сущ еств л яя  переход от невозмущенного дви ж ен и я  к  возм ущ ен 
ному в исходных ур авн ен и ях  дви ж ен и я  (4 .4 .35).

Обозначим через v'(x, t) прогиб корпуса ракеты , соответст
вующий возм ущ енн ому ее движению , и через kv{x , t) — р а з 
ность м е ж д у  прогибом v'(x, t) и прогибом v(x, t), соответствую 
щим н евозм ущ енном у движ ению ,



Согласно (4.4.35) при уч ете  упругости  корп уса  р акеты  у р а в 
нения сил и моментов (4 .8 .2 ) ,  построенные в гл. I на основе у р а в 
нений д ви ж ен и я  (4 .8 .1), п ерей дут  в ур авн ен и я :

йЬУ и , . о

at  at

\  ^ - c i x - р ( ^ )  = С „ И „  + A F , , ,  
J  dx \ д х  ) х - х Т

а

, a m  , <ш . д , / , , <v 
dt -  dt

( 4 , 1 0 . 6 )

ь
— ^ ^ l L Cxdx — P ( x — — ДгА = г » б Д ^ + д Ж г. 

J  dx \  dx }x -

П ри переходе от невозмущ енного д ви ж ен и я  р акеты  к в о зм у 
щ енному к р а е в а я  задача  д л я  функций v и Q, у к а з а н н а я  в (4 .4 .35),  
перейдет в краевую  зад а ч у ,  о б р азуем ую  дифференциальными 
ур авн ен и ям и :

d W  , dQ' , ,  , \ f d '»z , , , ,JA------ fw g Л — , y x -------------------- ^га ~f-
r ) f 2  r ) Y  1 V 0 У  1 1dV- dx 4 u-v "  > dt

+  r  " T — г  P  ( Г~)  8  ( x > x t ) - r F 'y y » P  8  (-*>  х у) .  ox \dx ) x - x T ( 4 . 1 0 . 7 )

dx \ ~ u d x i ) ~  Jz  dxdP- "  "  rf/  1 >x~ x

X (̂- -̂> -£т) '^гупр^(-^> Xy) 

и кр а евы м и  условиями:

В ц ^  = 0 ,  Q' =  0  при x  — a  и при x--=b. ( 4 . 1 0 . 8 )

Ш три хам и  у  зн ака  функций мы обозначили принадлеж ность 
этих  функций возмущ енному дви ж ени ю  ракеты . Д л я  коэффици
ентов при функции и' и при ее частн ы х  производных мы сохрани
ли в е з д е  их значения, соответствую щ ие н евозм ущ енном у д в и ж е 
нию, в соответствии с предположением  о малости  изгибных коле
баний ракеты .

П о л а г а я  в (4.10.7) и (4.10.8)

v ’ =z>-j- дг>, Q '= Q  +  Дф, IA' =  !i  +  ДР) с' =  cAr  Lc, а ' = а 4  д« ,

X



пользуясь  ф ормулами (3 .24.5) и (4.8.9) и пренебрегая м алы м и  
величинами высш их п орядков  малости , получим зависимости :

d ? v  , d Q  , d?Av , dAQ , .

-\-c ( a  + d v
~dx

o ( X ,  X T) —  [X
(it

d2Д» , I .. AVi
- p . x —  + c  д » -

d t 2 \ t/0jr.. I ' dx  ' I A X

du>.
X 8 (J f ,  л:т) — Д[л(да0// — Ы — ^ - т Г  +  Ara  +  /V yn p s (■*.at

(33iit/
dx2 / •/г dxdt'i

■ аыг \-P{v)x- x b{x, x T) +  j z d̂  +  P {b v )x. XyXaQ ./ dt

X b ( x ,  Хт) +  ДJ ^Игупр § (•*, ^ ) ,dt

■“ ■ +  ^ 1/^^■ =  0. Q + A Q  =  0 при x  =  a  и при x  — b, 

или согласно ( 4 . 4 . 3 5 )

[dbV y  , с/зда-б2Дг/ , ^до
<̂ 2 — V- dt dt 2

+  ‘ (' dx 1 v 0x J ' \ d x  ]x - x.

+  F y ’ ynp8 (x, Xy) -f- Дqy,

(® 0X - £*) 

8(jf, X T) -p

+

d / „  (?2Ду \ . дзДу ,, . d'Aft
- AQ=sy« —

( 4 .1 0 .  9)
dx 5̂ 2 ' ' ‘  d t2 

- ^ ( Д г О х - ^ С * .  X j  — . M W p 8(jr , Ху) — Ш 2,

d2Av
6x2

: 0) aQ =  0 при x  =  a  и при x ~ b ,

гд е

Дq „ =  — Д|* — £ * + * ^ - )  +  Д«*-

^"г/упрМ-*, •*#)

Дmz=  — Дуг — 7 -/Игупр8(Х, X ).
or J



Объединяя уравнения (4 .10.6) и (4 .10 .9 ) ,  получим ур авн ен и я  
возмущ енного движ ения :

ь
dAV„ , . dAb , . ч Г V.

а

- P ^ t ) x - x r CÛ 4 A r ^Fv'
ь

, d ? ^  , d Д» . 17 , Л с Р d l v  _  .
J z  ■ -j- —— ^rCby\ V у-\- г»&Д^ \ — — c x d x

d t -  d t  J  o x

- P ( x ^ - - A v )  = C u A 4 - r b M z,
V dx jx-x-t

V„ , (/2ДЙ ]
— -Л-Х-----------{'Wax — Sx) —H dt2 J

/dit; . 0 &Vи\ , ,  /дДк \ „ , .
— С -------Нд &--------- — 7 К — Ъ{Х, x r ) =\ д х  v 0x j  \ д х  ) х ~ х Т

d̂ Av , d\Q .
* " ^ Г +  д +1*й/2 dx

( 4 . 1 0 .1 1 )

— F  у’ упр 8 (х ,  JCj)-4- Д ^ ,  
д  [  D d?Av \ . d3Av А , л . <̂2да

X Ь (х ,  Хт) =  у Пр  S (X,

(■}2Д
-------=  0, a Q = 0  при х  — а  и при х  =  Ь,
dx-

определяю щ ие возмущ ения А0 ( 0 ,  AVy (t) и Да (я , /) по зад ан н ы м  
уп равляю щ и м  воздействиям  и возм ущ аю щ им  силам  и мом ентам .

Согласно (4.9.1) возмущ ения AVv {t), A v(x , t) б у д у т  п о рож 
д а т ь  входной сигнал а в т о м а т а  стабилизации , оп р едел яем ы й  фор
мулой

д »* =  д » 4 ( — ) . ( 4 . 1 0 .1 2 )
I дх /-* = •»>

Т аки м  образом, зам енив зави сящ и е  от времени коэффициенты 
уравнений (4.10.11) их значениями , соответствую щ ими моменту 
времени t =  т, можно р ассчитать  д л я  этого м ом ента  времени ис
к о м ы е  частотные характери сти ки  ракеты , полож ив в (4.10.11)

Д ^  =  0, Д/Иг =  0, Д ^ - = 0 ,  Д т г =  0 , Д 8& = е/ш',  ( 4 . 1 0 .1 3 )
определив из полученных уравнений во зм ущ ен и я ДО и Ди и под
с т а в и в  их в (4.10.12).

В соответствии с ф ормулами (4.8.13) и (4 .8 .14) функции Д6&, 
указан н ой  в соотношениях (4 .10 .13 ),  б у д ут  со о тветство вать  р а 
вен ства :



в том сл уч ае ,  если исполнительные органы системы уп р авлен и я  
формируют уп р авляю щ ую  силу, и равенства :

/ V  УПР= 0 ,  М ^'пр= с и еш  ( 4 . 1 0 .1 5 )

в том случ ае ,  если исполнительные органы создаю т сосредото
ченный уп равляю щ и й момент. О бъединяя эти д в а  с л у ч а я ,  поло
ж и м  в у р ав н е н и ях  (4 .10 .11)

К 'у п р = с уьеЫ1, M (z0)ynp= c lV e imt, ( 4 . 1 0 .1 6 )

условивш ись, что в первом сл у ч ае

^  =  0, ( 4 . 1 0 .1 7 )

а во втором  сл уч ае

^  =  0. <&0)= < м - ( 4 . 1 0 . 1 8 )

Реш ение уравнений (4 .10 .11) будем  искать в виде

дг>(л\ t) =  V {х)е1«<, aQ (x , t)= Q (x)eM , м  ю 19v 
д b{t) =  beiwt, Д Vy =  V veia,t.

П о д с т а в л я я  (4 .10 .13 ),  (4 .10.16) и (4.10.19) в (4 .10 .11 ) ,  полу
чим д л я  функций V{x), Q(x) и д л я  констант 0 и Vy у р ав н ен и я :

ь
(.с у у +  f a m )  V  у - 1 -  {Сф  +  iuiVy ) 0  —  [  —  c d X  —J  d x

- P ( — ) =\ d x ) x - * T
b

CbyVy-\-{cn-{-i^z— ш2Л ) 9 — \ — cxdx —J d x

~ p ( x ^ ~ v )  = c u ,
\ d x  J x - x T

_  +  —  ( ® 0 J T  —  g x  +  0 ]  —a x

- c ( £ + 15 -  - p  Ш , - , :Ц х - х ' )= с“ * (x• х л

( 4 . 1 0 . 2 0 )

d i r ,  d W  \ . „ . dV n  ' ■ a
7 1  (B > 7 * )  + " J - ~  Q + “ ' ' 8 -

- P ( V ) x ~ x T 8 ( JC , * T) =  — 8 ( j f ,  X y ) ,



Согласно (4.10.12) и (4 .10 .19) в р ассм атр и ваем о м  с л у ч а е  
входной сигнал авто м ата  стабилизации будет  о п р едел яться  р а 
венством

ДГ  =  0*£‘'Ш<, ( 4 .1 0 .2 1 ) '
где

0* =  6 +  (— ') . (4 .1 0 .2 2 >
V d x  }х = * г

Т аки м  образом, без учета  демпф ирования, свойственного из- 
гибным колебаниям  корпуса р акеты , т. е. при т) =  0, функцию-
О * (to ) , определяющую искомые частотные хар актер и сти ки  р а к е 
ты, можно построить по ф ормуле (4 .10 .22 ),  о ты скав  функцию- 
V(х) и константу 0 из уравнений (4 .10 .20 ) .

П о ка ж ем  теперь, что наличие демпф ирования, определяемого- 
заданны м  значением коэффициента ri, можно учесть ,  зам ен и в  в 
уравн ен и ях  (4.10.20) реальную  изгибную ж е стко сть  корпуса  р а 
кеты Ву (х) фиктивной комплексной ж есткости  В * (х ) ,  опреде
ляемой соотношением

В 1 ( х ) = { \ - г Ш)Ву {х). (4 . 1 0 .23>

Д л я  этого нам  достаточно д о к а з а т ь ,  что функция 0* (со), н ай 
д ен н ая  из соотношений (4 .10 .20) и (4 .10 .22 ),  при зам ен е  ж е с т 
кости Ву фиктивной ж есткостью  В у становится тождественной 
функции 0 * (со), найденной из бесконечной системы ал ге б р а и ч е 
ских уравнений (4.10.4) путем  сум м и р о ван и я  р яд а  (4 .9 .9 ) .

М ы  показали  выше, что функция v(x, t), н ай ден н ая  из ис
ходных уравнений дви ж ен и я  (4 .4 .35 ) ,  в се гда  м о ж ет  бы ть пред
ставлен а рядом  (4.7 .6). В соответствии с этим функция V(x)„  
н айденная из уравнений (4 .10 .20 ) ,  м о ж ет  быть п р ед ставл ен а  в ви
де р я д а

У {х)  =  ̂ 0 , у к{х ,т )  ( 4 .1 0 .2 4 ) .
* - i

[уравнения (4.10.20) получены из уравнений возмущ енного  д ви 
ж ения (4.10.11) после зам ены  зави сящ и х  от времени коэффици
ентов системы (4.10.11) их значениями , соответствую щ ими мо
менту времени t —т].

П о д с т а в л яя  р яд  (4.10.24) в п ер вы е д в а  ур авн ен и я  из (4 .10 .20),  
получим согласно (4.7.8) ур авн ен и я :

оо

(Cyy +  iwm) Vу-'\-{суъ-тШЧу) 0 +  V  cvkGk =  cyb, (4 . 1 0 .25>
Л = 1



cbyV у ( с и  i -  — “ 2Л )  6 +  ^  CbkGk =  Cu,
ft-1

г д е  под сук и с»* , k= \ ,  2, . . .  следует  понимать значения этих 
коэффициентов, соответствую щ ие моменту времени t = т.

П о д с т а в л я я  р яд  (4 .10 .24) в дифференциальные уравнения , 
у к а з а н н ы е  в (4 .10 .20 ),  и з а м е н я я  жесткость  Ву ж есткостью  В*, 
получим соотношения:

— « f y  У  с л1/* + ^  +  [m Vy — {w0x — g x +  ^x)t)] —
ах

L j  д х  v Gx
k-.-\

=  Xy).  ( 4 . 10 .26 )
k=\

Q +  ̂ /,0 -

73 (■*"’ ''■T' == ~  (•*»
f t - 1

в  которых д л я  всех функций, зависящ их от времени t, имеются 
в  ви д у  их значения, соответствую щ ие моменту времени t —x.

У мн ож ив обе части первого уравнения из (4.10.26) на Vj и 
проинтегрировав  их по х  в пределах  от а до Ь, получим соотно
ш ение

* ь
dQ

л- i

— 2 £  Gk  ̂ V , V # d x +   ̂ V } g  d x  +  [ t o V „ -
A=*l a a

b b b

— (w 0x — gxW ] ^ V jp d x  — <«2e ^ V jpxdx — ^  Gk  ̂ V ) ~ - c d x  —
a a k= 1 a

~  ( “ _  vt )  ( v , c d x - p  S a> ( 1 9 , - , T \ 17,8 ( x - d x -
a k = 1 a

b



dVi
дх

и проинтегрировав их по х  в пределах  от а до Ь, получим соот
ношение

ft — 1 а
' J  д х  д х  
а

(• OV; PV ,  fdV,
+ ! ® ~ д 7  d X  ~  “20 \~ d ^ J z d X ~'r P ^  G k ( V k )x -x T Х т ) ^ Х  =

a a f t— 1 а

n a V ,

=С®> J xy)dx- ( 4 . 1 0 . 2 8 )

В соответствии с ф ормулами (4 .10 .23 ) ,  (4 .10 .27) и (4.10.28) 
долж но иметь место равенство

оо о

f t— 1 а 

Ъ

д х  д х  

d v l  д  ( D d*Vb',

' dV} dV* j , ) d x  —

ft =  1 а а

ь b y
+  [i«>Vy— ( щ х — ё * ) 61  ̂ VjpdX — тЧ  | [ V  )\>.х + ~ ^  / г )  d x  —

а а

iv>cdx-'tG’‘\\v>d-tcdx+
+ р

/?=* 1 * а

i-dV, с
( V k ) x - x T x r ) d x  | =  c yb j  V f i ( x ,  X y ) d x - \ -

f* 1
+  <$» Xy )d X ’

a



'x> b 
J G *[( 1 4- ir\) Kk -  o>2)] \ ( ^ V >  -

aa

V  j cdx —

b

Л — 1 a
dx )x = xT

У

(4.10.29)

П о льзуясь  соотношениями (4.5.26) и (4.5.32) и обозначения
м и  (4 .7 .23) и (4 .8 .11 ) ,  м о ж ем  привести равенство (4 .10.29) к  виду

В соответствии  с кр а евы м и  условиями , указан н ы м и  д л я  функ
ции Q в ф о р м ул ах  (4 .10 .20 ),  до лж н о  иметь место равенство

С огласно  (4.8.16) и (4 .10 .17) в том случае , ко гда  исполнитель
н ы е органы системы  уп р авлен и я  создаю т управляю щ ую  силу,

Р авен ство  (4 .10.32) будет  им еть место и в том сл уч ае ,  когда 
исполнительные органы системы  управления создаю т сосредото
ченный уп р авляю щ и й  момент, т а к  к а к  в этом случае  б у д у т  иметь 
место зави си м ости  (4 .8 .17) и (4 .10.18). Согласно (4 .10.3),
(4 .10 .30 ) ,  (4 .10 .31) и (4 .10 .32) коэффициенты р яд а  (4 .10 .24) дол 
ж н ы  уд о в л е т в о р я т ь  ур авн ен и ям

[(1 +  й )  «>;■ — со2] m-fij +  ^ V j ^  +  Qd̂ ^dx-i-CjyVy-{-
а

H V j ^  +  Q ^ ) d x = l £ ~ (QVj)d jc =QVj  = 0 ,  <4 л а 3 1 )
■а а х=а

(4.10.32)

W ( t» ?  — <>>2)G) +  C)yVy +  cjbej r  у =  1, 2 , .  . .



Бесконечная система алгебраических  уравнений , о б р а з у е м а я  
ур авн ени ям и  (4.10.25) и (4 .10 .33),  с о в п а д а ет  с бесконечной си 
стемой уравнений (4 .10 .4 ) .  П о д ставл яя  р я д  (4 .10 .24) в ф о р м улу  
(4 .10 .22 ) ,  получим д л я  функции 0 * (со) р а зл о ж ен и е  (4 .9 .9 .) .  Т а к и м  
образом , з ам ен я я  в (4.10.20) ж естко сть  В у ж есткостью  В*, р е 
ш а я  уравнения (4.10.20) и определяя  д а л е е  функцию 0* (со) по 
ф орм уле (4 .10 .22), мы получим тот ж е  р е зул ьт а т ,  что и в с л у ч а е  
построения этой функции путем решения бесконечной системы  
уравнений  (4.10.4) и сум м ирован ия р я д а  (4 .9 .9 ) ,  что и т р е б о в а 
л о сь  доказать .

Д л я  определения функции V(x) и константы  9 из ур авнен и й  
(4 .10 .20) можно воспользоваться  следую щ ей расчетной схемой. 
Диф ф еренциальным уравн ени ям , у к а з а н н ы м  в (4 .10 .20 ) ,  после  
з а м ен ы  жесткости В у жесткостью  В*, м о ж н о  придать  вид

К р аевы е  условия д л я  функций V и Q, у к а з а н н ы е  в (4 .1 0 .2 0 ) ,  
при зам ен е  жесткости Ву жесткостью  В* принимаю т вид

В ведем  в рассмотрение функции Vj(x) и Qj(x), j  =  0, 1 , . . . ,  4, 
удовлетворяю щ ие дифференциальным у р ав н е н и ям :

с 2 L  +  = / 0 (X) - v yf x ( * )  - f  Of 2 (х) 4-
d x  d x

(4 . 1 0 .3 4 )

^ { B *y i ¥ ) + i "2jzJ^ ~ Q~ g o { x ) + V y g i { x ) +

г д е

f o =  — cu&{x, x y), f x =  i«>(J.4-- c

( 4 . 1 0 .3 5 )

♦ /У21/
B y —— =  0, Q =  0 при x  =  a  и при x — b. (4 . 1 0 .3 6 )

/ =  0 , 1 , .  . . , 4  ( 4 . 1 0 .3 7 )



и кр аевы м  у с л о ви ям :

» dW]В *и — — =  0, Q  ̂=  0, j  =  О, 1, . . . , 4 , при х = а  и при х  =  Ь.иХ*
( 4 . 1 0 .3 8 )

Согласно (4 .10 .37) и (4.10.38) функции:

V (х) =  V0 (х) -)- V yV j (jc) -j- 0 V 2 (х) 4-

-\ -(V )x -x T V z(x)-\-  ̂ V 4(x),

Q (x) =  Q0 (jc)-j- VxjQ\ (jc)-f- 0 Q2 (*̂ 0 "b 

4- ( K b . , TQ3U ) + f — ) Q4(X)
V d x  J x - x T

(4 .1 0 .3 9 )

б уд ут  о б р азо вы ват ь  решение системы дифференциальных у р а в 
нений (4 .10 .34 ) ,  удовлетворяю щ ее кр а евы м  условиям  (4 .10 .36).  
П о д ст авл яя  функцию V(х) из (4.10 39) в первые д в а  уравн ени я  
системы (4 .10 .20 ) ,  получим уравнения :

■ UV
dV]
d x

4- iwtn — [ ----- с d x  — Р
J  d x  
a

b
1 • f dVn , r>/dV2 \ift +  M>v„ — \ — 2- С d x  — P( —

J  d x  \ o x  /.

V% +

[ dJ j L c d x  +  P  (d-^~)
J  d x  \ d x  /х-л
a

\ ^ c d x  +  P ( ^ )
J dx  V dx J x—x

^ - c d x  V P  ( — )
d x  \. d x  jx~

(V)x. r  -

dV_\
Kd x  x~x„

Суь “l-  } (4* 10 .40)

сьу— f  c x d x  — P  [ x ^ -  — 1/']')
J  d x  \ d x  j x - x rT
I

b
<"(>!> -(- ic«(A — со2У — \ — -  cx d x  — 

. d x

Vy-h



Согласно (4.10.39) долж ны  иметь место р авен ства :

( V \ ) х —х г V  2 ) х - х т 0 [ (1/3)л-_дгт —  1 ]  ( V ) x - JfT “Ь

/dV, \ , r , /dV9 \ „ , (dV* \ /T74 , ( 4 . 1 0 . 4 1 )
\ d x

+

)  V y + i ^ r )  e +  ( f ^ )  ( ^ w T/ х—хт V dx Jx—xT \ dx )x—xT

- l
V d x  ) x - x „

{ ____ j dVо \
)x -x ,  V, dx )x -x T

У равнения (4.10.40) и (4.10.41) о б р азую т  систему четырех 
линейных алгебраических уравнений д л я  четырех неизвестных

констант Vу, 6, {V)x-x1 и (
1 \ dx  ' х - х т

Т аким  образом, расчет искомых частотных х ар актер и сти к  сво 
дится к интегрированию системы обыкновенных дифф еренциаль
ных уравнений

с — -I-, - — = / ( * ) .d x  d x
( 4 . 1 0 .4 2 )

d  /' d  » d W  \ . 9 . dV , 4

с краевы м и  условиями :

=  0, 0 при х  =  а  и при х = Ь .  ( 4 .1 0 .4 3 )

При заданном значении частоты ш, последовательно п о лагая  
в (4.10.42) f(x) = f j (x ) ,  g (x) = g j( x ) ,  j = 0 .  1...........4, найдем ф унк
ции Vj(x) и Qj(x) ,  j  =  0, 1, . . . ,  4, удовлетворяю щ ие уравнениям



'(4.10.37) и к р а евы м  условиям  (4 .10 .38). Определив д а л е е  ко н стан 
т ы  Vv, 6, ( 1 / ) * .^  и из уравнений (4.10.40) и (4 .10.41)

и подставив их значения в первую из формул (4 .10 .39 ),  найдем  
функцию V(x).  О ты скав  затем  действительную  часть 6* и м ни
мую  часть 0 2* комплексного  числа 0*, определяемого соотнош е
нием (4 .10 .22),  м ож н о  вычислить д а л е е  по ф ормулам (4 .9 .12) 
коэффициент уси л ен и я  ka и фазовый сдви г  ф0 д л я  исходного р а с 
четного значения частоты  со. О сущ ествляя  указан н ы й  р асчет  д л я  
р я д а  п оследовательны х значений частоты со, можно построить, 
таким  образом, амплитудно-частотную  и фазово-частотную х а 
рактеристики р ак еты  к а к  объекта автоматического  р егули ро
вания.

Решение неоднородной системы дифференциальных у р а в н е 
ний (4 .10 .42),  удовлетворяю щ ее кр а евы м  условиям  (4 .10 .43 ),  
можно о ты скать ,  построив четыре линейно-независимых частных 
реш ения однородной системы дифференциальных уравнений

П ользуясь  методом  вариации произвольных постоянных, м о ж 
но построить по этим частным решениям системы (4.10.44) о б 
щ ее  решение системы  дифференциальных уравнений ( 4 . 1 0 . 4 2 ) ;  
произвольные постоянные б уд ут  определяться  кр аевы м и  у с л о 
виями (4 .10 .43).

М етод  расчета  частотных хар актер и сти к  ракеты  к а к  р е г ул и 
руемого  объекта ,  изложенный в этом параграф е, я вл яе т с я  менее 
трудоем ким , чем метод, у к а зан н ы й  в § 9, и обеспечивает более 
высокую  точность расчетов. К методу , описанному в §  9, прихо
дится  прибегать  при решении вопроса о том или ином «ук о р о ч е 
нии» бесконечной системы дифференциальных уравнений в о з м у 
щенного д ви ж ен и я  (4.8.18) д л я  исследования устойчивости д в и 
ж ения путем электр о м о дели р о ван и я  с реальной апп аратурой  си
стемы  уп р авлен и я .  Укорочение уравнений возмущенного д в и ж е 
ния (4.8.18) м ож но считать допустимы м , если частотные х а р а к 
теристики, най денны е из соответствую щ им образом укороченных 
уравнений (4.9.7) и из соответствую щ ей частной сум м ы  р я д а  
(4 .9 .9 ) ,  д л я  и сследуемого  д и ап азо н а  частот даю т погрешности, 
которые в вопросе об устойчивости дви ж ен и я  можно считать  д о 
пустимыми.

S 11. С Т А БИ Л И ЗА Ц И Я  Д В И Ж Е Н И Я  Р А К ЕТ Ы  С УЧЕТО М  
УП РУ ГО С Т И  Е Е  КО Н С Т РУКЦ И И

При рассмотрении вопроса о стабилизации изгибных к о л е б а 
ний корпуса  р акеты  будем  исходить из приближенного построе

(4. 1 0 .4 4 )



ния частотных хар актер и сти к  р ак еты ,  к а к  регули руем ого  объ
ек та ,  д л я  частот со, близких к  часто там  изгибных собственных 
колебаний корпуса со*, &= 1, 2, . . . При частотах  со, близких  к  ч а 
стоте со,, в разложении (4.9 .9) основную роль и гр ает  с л агаем о е  
/dV,\ п  ч-  ' Uj(co), остальными членами этого ряда  в рассматри-
\ д х  }*-=*т
ваемом  сл уч ае  практически м ож но пренебречь. В свя зи  с этим 
д л я  частот со, близких к  частоте  со3-, приближенно мож но поло
жить

1дУ i \
0 » = ( - т Ч  Gj(w). ( 4 . 1 1 . 1 )

\ д х  )х~хт

К а к  у к а зы в ал о с ь  у ж е  в §  9, коэффициенты с*ъ , j =  1, 2, . . . ,  
фигурирующие в ф ормулах (4 .9 .15 ) ,  близки к соответствую щ им 
коэффициентам ср , / = 1 , 2 ,  . . .  и приближенно мож но положить 
c*jb =  cj'a . В этом случае согласно (4 .9 .15) будет  иметь место р а 
венство

G) И  =  - р г - ” ------------^  • (4. 11. 2)
m i  \ J + . i r l a K 0 7  —  “  )

П о д ставл яя  (4.11.2) в (4 .11 .1 ) ,  получим д л я  функции 0* (со) 
приближенную формулу

10 \ д х  ___
6 » = ..... , ■> . ------( 4 . 1 1 . 3 )

О тделяя  в (4.11.3) д ей стви тельн ы е и мнимые части ком п
л ексны х вы раж ений , получим соотношения:

е>) =

/ dV, \
с п (--  ) (“ / — “2)^  V д х  /х~хт \ )  > 

—  ш~У -f- T)2u>2<o2J

О*

( 4 . 1 1 . 4 )

г j  [(<oJ — м 2 ) “ + T |2w 2a> ? J ’

г д е  в соответствии с принятыми р ан ее  обозначениями 0* (со) — 
действительная  и 0* (со) — м н и м ая  части комплекснозначной 
функции 0*(со). Согласно (4.9.10) и (4.11.4) в р ас см атр и вае м о м  
сл уч ае  б удут  иметь место р авен ства :

dV,

k 0 (w) cos ®a (со):
С]Ь I —  0 5 - “ 2)V d x  J x - x r \ J !



В соответствии с ф орм улам и  (3.26.25) и (4.11.5) уравнение 
годограф а разомкнутой  системы  автоматического  регулирования 
в дан н ом  сл уч ае  будет  иметь вид

с,* i dVi

Х--
ka  H f ( » 5 - . o 2 ) c o S ? a  ( (o ) - fr i (om ys in  <ра (<а)]

4j [(o)j — со2̂ 2 -f T)2<ri2b>2.J
j dV j  \ r s (4 - 1 1 .6 )

C ,J  I — —  ) k& (“ ) [ ( « у  —  w2)  S in  <fa(w )— T1<0(0;. C 0 S ? а ( м ) ]
Y __  \ ax  ' Л~ хг

1j [(«"у — ш2у  + r)2w2m|j

гд е  ^а(ш) и фа (со) — функции, определяющие амплитудно-частот
ную и фазово-частотную  характери сти ки  ав т о м а т а  стабилизации. 

П о л а г а я  в (4.11.6)

oo=coj +  6 (4.11.7)

и прен ебрегая  в числителях полученных дробей величинами вто
рого п о р яд ка  малости и в их зн ам ен ател ях  величинами третьего 
п о р ядка  малости по сравнению  с малостью величин 6 и г], полу
чим д л я  частот со, близких к  частоте  со3-, приближенное уравнение 
годограф а

/<31/,

Х = - -
СР>

1дУ) \ ,■5 \~^)х- х М"Л [25 cos Ь (“;) — sin <ра (Шу)]
nijMj (452 4. Г]2о)у̂

(дУ1 \
Cl b\ d 7 lx -X  *а ("^ )[28 *■"*.(» ,)  + Л», COS * . ( » , ) ]

7HjOij (482 +  Г|2м^)

С огласно (4.11.8) д о л ж н ы  иметь место р авен ства :

- ( 6У> У  „•> ,
Х 1 .i у ,

(4. 1 1 . 8 )

т

X  sin сраК 0 —Kcos ®a(oV)

У )  ( 4 R 2  +  П 2 Ш 2 )

. г .  ,
д х  J  х - х г

r 'V.  \ J '
(4. 1 1 .9>

в соответствии с которыми уравнение годограф а м ожет быть 
п редставлено в виде

( 6Vi \
сЛ ~ ^ ) х - х  Ч <•>,•'[* s iп,?Л<»))— У cosTa(^ )J  

А'24- У 2= ---- ^ ^ ------------------------------------------------ . (4. 11. Ю).
т) т }т}.



В вед я  обозначения

можно привести уравнение (4.11.10) к  в и д у

или

Х* +  У* =  2 ( Х Х 0 +  У У 0), 

( Х - Х 0Г +  { У - У 0у * = ф , ( 4 . 1 1 .  12)

г д е (4. 1 1 .1 3 )

Уравнение (4.11.12) п р едставл яет  собой уравнение о к р у ж н о 
сти радиуса  R с центром в точке с ко о р ди н атам и  Х = Х 0, Y— Yq. 
Эта окружность проходит через н ач ал о  координат, т а к  к а к  
X% +  Y\=R*. Согласно (4.11.11) при

центр этой окружности не вы ходит за  п ределы  левой п о л уп л о ско 
сти и в данном сл уч ае  на частотах , бли зки х  к  частоте coj, г о д о 
граф разомкнутой системы авто м ати ческо го  регули рования им еет  
вид, показанный на рис. 4. 5 сплошной линией д л я  с л уч ая  Ко> 0  
и пунктирной линией д л я  сл уч ая  Ко<0. В р ассм атр и ваем о м  с л у 
чае  окружность, о п р ед ел яем ая  ур авн ен и ем  (4 .11 .12 ) ,  не м о ж е т  
о х ва ты ва ть  точку Х = 1 ,  У = 0 ,  к а ки м  бы большим ни был ее  р а 
ди ус  R. Таким образом , условия  (4 .11 .4) я вл яю тся  достаточны м и 
условиями устойчивости изгибных колебаний корпуса  р а 
кеты *. Н еравенство (4 .11 .14) не со д ер ж и т  коэффициента 
усиления авто м ата  стабилизации, и в с в я зи  с этим его принято  
н азы вать  условием фазовой стабилизации  /-го тона изгибны х 
колебаний.

Согласно (4.11.11) при

центр окружности, определяемой ур авн ен и ем  (4 .11 .12), л е ж и т  в 
правой полуплоскости и в данном с л у ч а е  на частотах , б л и зки х  к

1 При сделанных нами упрощениях передаточная функция не имеет полю
сов в правой полуплоскости.

Г

sin 'fa (w ; ' !< ;0 (4. И .  14)

( 4 . 1 1 . 1 5 )



частоте coj, годограф  разомкнутой  системы автоматического р е 
гули рования и м еет  вид, показанный на рис. 4. 6 сплошной лини
ей д л я  сл уч ая  F o > 0  и пунктирной линией д л я  случая  Уо<0. С о г 
ласно (4.11.12) то ч к а  пересечения годографом положительной 
полуоси х  имеет ко о р ди н ату  х, равную  2Х0. Д л я  того чтобы на 
частотах , близких к  частоте  coj, годограф не охваты вал  точку

Х = 1 ,  У = 0 , д о л ж н о  вы п олн яться  неравенство  2Л'0< 1 .  С огласно  
(4.11.11) это м у  н ер а в ен с т ву  можно придать  вид

* , н < ----------------- --------------------- . ( 4 . 1 1 . 1 6 )
а ' [dVj \

С'* ( “I T

Условие (4 .11 .16) в р ассм атр и ваем о м  сл уч ае  я вл яе т с я  необ
ходимым условием  устойчивости д л я  /-го тона изгибных к о л е б а 
ний корпуса  р а к е т ы ;  это условие  н азы ваю т  обычно условием а м п 
литудной стабилизации .

Т аки м  образом , д л я  /-го тона изгибных колебаний корпуса  
ракеты  устойчивость  м о ж ет  быть обеспечена либо выполнением 
условия фазовой стаби ли зац и и  (4 .11 .14 ),  либо выполнением у с л о 
вия амплитудной стаби лизац ии  (4 .11 .16 ) .  Коэффициенты т ,  и cjt>,
производные и частоты  изгибных собственных ко л еб а -

\ дх  / л = х г
ний корпуса  coj, ф игурирую щ ие в у сл о ви ях  устойчивости (4 .11 .14) 
и (4 .11 .16 ),  в процессе полета р акеты  претерпевают сущ ествен 
ные изменения. В свя зи  с этим д л я  всех  активны х участков  п оле
та р акеты  ф азовую  стабилизацию  обычно уд а е т с я  р еал и зо ва ть  
лишь д л я  первого тона изгибных колебаний. Обеспечение ам п л и 
тудной стабилизации  изгибных колебаний т о ж е  о к а зы в ается  ч а 
сто трудно вы полним ы м . В т аки х  сл уч аях  на р акете  приходится 
у с т а н а в л и в а т ь  дополнительны е чувствительны е элементы систе



мы управлен ия , в качестве  которых прим ен яю тся  обычно датч и ки  
у гл о в ы х  скоростей. Удачно комбинируя си гналы  этих д а т ч и к о в  
с основным входным сигналом а в т о м а т а  стабилизации , м о ж н о  с у 
щ ественным образом  облегчить стаби ли зац и ю  изгибных к о л е б а 
ний корпуса ракеты .

П осле  предварительного выбора ч асто тн ы х  х ар актер и сти к  а в 
т о м а т а  стабилизации устойчивость и згибны х колебаний ко р п у с а  
р а к е т ы  контролируется расчетным путем  посредством точного по
строения годограф а разомкнутой  си стем ы  автом ати ческого  р е г у 
лирования и эксперим ентальны м  путем  посредством  эл е к т р о м о 
делировани я с м акетом  реальной а п п а р а т у р ы  системы у п р а в 
лен и я .



КАНОНИЧЕСКИЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
УРАВНЕНИЙ ВОЗМУЩЕННОГО ДВИЖЕНИЯI • •

Н а п р акти ке  обычно устойчивость и у п р а в л я е м о с т ь  р а к е т ы  
окончательно п р о вер яется  на моделирую щ их у с т а н о в к а х —э л е к 
тронных вы числительны х маш инах  непрерывного д е й с т ви я  в к о м 
бинации с реальной  ап п аратурой  системы управления. Н а  т а к и х  
у с т а н о вк а х  восп рои зводится  поведение р а к е т ы  при з а д а н н ы х  н а 
ч альны х  усл о ви ях .  Д л я  полной гарантии  требую тся однотипные 
исследования при р азличны х комбинациях начальных усл о ви й , 
минимально необходимое число которых резко в о з р а ст а е т  с р о 
стом п о р ядка  си стем ы  уравнений возмущ енного д ви ж ен и я  р а к е 
ты и обычно столь велико , что рассмотрение всех в ар и ан то в  по д 
ч ас  не п р е д с т а в л я е т с я  во зм ож н ы м . Кроме того, с ростом п о р ядка  
системы  уравнений при использовании машин непрерывного д е й 
стви я зам етн о  во зр а с т а ю т  погрешности в р е зул ьта тах  и с л о ж 
ность отладки .

Эти затр уд н ен и я  в значительной мере м о гут  быть сн яты , если , 
используя  бы стродействую щ ие маш ины дискретного сч ета ,  п р е д 
варительно  произвести  «ди аго н али зац и ю » исходной системы 
уравнений возм ущ енн ого  дви ж ен и я  р акеты  к а к  объекта у п р а в л е 

ния. Н асто ящ ее  при лож ен ие  посвящено изложению а л го р и т м о в  
подобного п р ео б р азо ван и я  уравнений. В §  2 приводится а л го р и т м  
преобразован и я  ур авн ен и й  к виду, удобном у д л я  м одел и р о ван и я ,  
при « з а м о р о ж е н н ы х »  коэффициентах уравнений, а в п о сл е д у ю 
щих п ар а гр аф а х  у к а з ы в а е т с я  способ такого  п рео б р азо ван и я  с 
учетом переменности коэффициентов уравнений; даны т а к ж е  с о 
ответствую щ ие п рео б р азо ван и я  вы р аж ен и я  уп р авляю щ его  с и гн а 
л а  а в т о м а т а  стабилизации .

И злож ение в е д е т с я  на удобном и экономном я з ы к е  теории 
матриц. Н еобходи м ы е сведения из теории матриц п р и во д ятся  
в §  1.

В общем с л у ч а е  р ассм атр и ваю тся  линеаризованные у р а в н е 
ния возмущ енного  д в и ж е н и я  ракеты

,  m i№  ^ + r i} (0  4 f + n i} (*) 41
У- 1
= a f ( 0 » + A / ( 9  (/ =  1 , 2 , .  (А )



В матричной записи эти уравн ен и я  имею т вид

/" ^ ) ^ - + r W ^ -  +  « ( 0 ^ = = e( 0 *  +  A (0 .
где

т  =

~Я\~ а Г hi
Яг а  2 h<i

<7=

-Яп~

, а  =

_а„_

, h =

А , -

( А ’)

т п mi2 . . . Г12 • • • г и
т 21 m22 • • • т 2п Г = Г2\ Г22 • • • Г2п

-™п\ т п2 • • • .Jn\ Гп2 • • ■ Гпп ..
пи «12 • • • «1л

Л = «21 «22 • • • щ„ *

_«л1 Пп2 . . • Ппп

Управляю щ ий сигнал а в т о м а т а  стабилизации р а сс м а т р и в а е т  
ся  в виде

dqv = b v
dt

-b2q, (Б)

гд е  Ь\ и bz — строчные матрицы .

§ 1. Э Л ЕМ ЕН Т Ы  М А ТРИ ЧН О ГО  И С Ч И С Л ЕН И Я

1.1. Основные определения и обозначения

П усть  дано некоторое числовое поле К, т. е. совокупность чи
сел, в пределах  которой все гд а  выполнимы и однозначны четы ре 
операции: сложение, вычитание, ум н о ж ен и е  и деление на число, 
отличное от н уля , например, поле ком п лексн ы х  чисел.

Матрицей н аз ы ва е т с я  п р ям о уго льн ая  таб л и ц а  чисел из поля 
К , состоящ ая из m строк и п столбцов:

а ,  1 а \2 ■ ■ • а 1п
а 21 «22 • • • а 2п

а т 2 ■ • О'тп —

Если т = п ,  то м атрица н а з ы в а е т с я  квадратной, а число т ,  р а в 
ное п, — ее порядком. В общем сл уч ае  м атр и ц а  н а з ы в а е т с я  пря
моугольной типа т Х п .  Ч исла , из которых со ставлен а  м атр и ц а ,



н азы ваю тся  ее элементами. Сокращенно матрицу обозначаю т 
т а к :

(aih) ( t = l ,  . . m; k = l ,  . . . ,  n),

или ж е  одной буквой  (заглавн ой  или строчной); например, м а т 
рица А, имея в ви ду , что А =  (a ih).

П р ям о уго л ьн а я  м атр и ц а ,  со стоящ ая  из одного столбца

н а з ы в а е т с я  столбцевой матрицей . П р ям о уго л ьн ая  м атр и ц а ,  со 
с то ящ ая  из одной строки (*[ . . .  х п), н а з ы ва е т с я  строчной м а т р и 
цей. С толбцевые и строчные матрицы иногда н азы ваю т векто
рами.

М атр и ц а  н а з ы в а е т с я  нулевой, если все ее элементы  равн ы  
нулю.

М атрицы  A = ( a i j )  и B = ( 6 , j )  равны  д р у г  д р угу ,  если они о д 
ного и того ж е  типа т Х п  и, кром е того,

ац=Ьц  ( i = l , . . . ,  т\ j = l , . . . ,  п).

1.2. Слож ение и умножение прямоугольных матриц

1. Операция сложение матриц  применима только к  м атр и ц ам  
одного и того ж е  типа. Суммой д в у х  прямоугольных м атриц  
А = ( а ц )  и B = ( b i j )  типа т Х п  н а зы ва ется  матрица С =  (сц) ти 
па ту^п,  элементы  которой равн ы  су м м а м  соответствую щ их э л е 
ментов матриц А и В, т. е.

С = А  +  В,
если

сц = а ^  + Ьи ( t ' = l ,  . . . ,  /га; / =  1,  . . . ,  п).
Операция слож ен и е  м атриц  о б л ад ает  переместительным и 

сочетательн ым  свой ствам и :
1) А + В ^ В + А ,
2) (Л +  В ) + С  =  Л + ( В  +  С ).
2. Произведением матрицы  Л = ( а г;) на число а из К н а з ы 

в а е т с я  м атриц а  C = ( c , j ) ,  элементы  которой получаются из соот
ветствую щ их элем ен то в  м атрицы  А умножением  на число а , 
т. е.

С = а А ,
если

C ij= a a i} ( t = l ,  . . . ,  m\ /= 1,  . . . ,  п).



Операция ум нож ен ие  матрицы на число о б л ад ает  следую щ и
ми свойствами :

1) а (Л + б) = аЛ +сф,
2) (а + р)А — аЛ + рЛ,
3) (ар)Л = а(рЛ).
З д е с ь  Л и В — прям оугольные м атри ц ы  одного и того ж е  ти 

па, а ,  р — числа из поля К-
3. Разность А — В д в у х  п рям оугольн ы х  м атр и ц  одного и того 

ж е  типа определяется  равенством

А —В = А + ( — \)В.

4 . Произведением двух матриц А и В  типа соответственно 
п гХ п  и т ' Х п '  и т аки х ,  что п —пг', н а з ы в а е т с я  м атри ц а  С, у  ко то 
рой элемент Сц, стоящий на пересечении i -й строки и /-го с то л б 
ца, равен  «произведению » г-й строки первой матрицы Л на /-ый 
столбец  второй матрицы В, т. е.

С = А В ,
гд е

Л = ( а г7,) ( t = l ,  . ..m; k = \ ,  . .  п),

B = ( b ih) (г =  1, . т'\ к =  1, . . . ,  п'), 

причем я = т ' ,  если

П
(i  =  l ,  • . - , т ;  j  =  1 ,  . .

к- 1

М атр и ц а  С имеет столько строк, с к о л ьк о  строк в м атр и це  А, и 
сто л ько  столбцов, сколько столбцов в м атр и ц е  В, т. е. С есть м а т 
р и ц а  типа т Х п ' .

О перация ум нож ение  д в у х  матриц , в в е д е н н ая  выш е, неприме
нима, если число столбцов первой м атр и ц ы  не равно числу строк 
второй матрицы. Д л я  к в а д р а т н ы х  м атр и ц  одного и того ж е  п о р яд 
к а  ум н ож ен и е  все гд а  выполнимо.

У множение матриц  о б л а д а ет  сочетательн ы м  и р асп р ед ели 
тел ьн ы м  свойствами:

1) (АВ) С = А  (ВС ) ;
2 )  ( А + В ) С = А С + В С ,
3 )  Л (£  +  С ) = Л £ + Л С .
П ереместительны м свойством ум н о ж е н и е  м атриц  не о б л а д а 

ет. Если А В = В А ,  то матрицы  Л и В  н аз ы ва ю т ся  перестановоч
ными или коммутирую щ ими м е ж д у  собой.



1.3. Блочные матрицы

П рям оугольную  м атр и ц у  А = ( а ^ )  типа т Х п  при помощи го 
ризонтальных и вер ти кал ьн ы х  линий можно рассечь н а  прям о
угольные блоки:

А  = --
--

--
--

--
--

--
--

1

ь
.

. А и -

_ ^ s l  • • • A s t  -

Здесь  A {j — п рям оугольн ы е матрицы или числа. В частности 
м атрицу можно рассечь  только горизонтальными линиями или 
только вер ти кал ьн ы м и  линиями. При этом будем  иметь соответ
ственно

"Л Г

А  = или A = { A X . . . A t).

Сокращ енно блочную  м атриц у  можно обозначить т а к :

А =  (А а?) (а  =  1, . . . , s; р = 1 ,  . . . , t) .

Операции сложение и умножение н ад  блочными м атр и ц ам и  
формально п р о и зво дятся  по тем ж е  п р ави лам , что и в случае , 
ко гда  вместо  блоков с то ят  числовые элементы.

Д в е  п р ям о уго льн ы е  м атрицы  одинаковых размеров и с о дина
ковым  разбиением на блоки с к л а д ы ва ю т с я  т а к :

А-\~В— ( А ^ -\ -В а )̂ ( а = 1 ,  . . . , s; Р =  1, . . . , t).

Д л я  возм ож ности  ум н о ж ен и я  д в у х  блочных матриц  д р уг  на 
д р у г а  нужно, чтобы при разбиении на блоки все  горизонтальные 
разм еры  блоков в первом сомножителе совп адали  с соответст
вующими вер ти кал ьн ы м и  р азм ер ам и  во втором. П усть

А  =
А п . . ■ А и -

, В =
В  и • . . в  1и

-Asi • • А .,\ В t j . . . B ta _

и число столбцов б ло ка  А аь 
( а =  1 , . .  . ,  s ;  р =  1, . . . ,  ы; 6 = 1 ,

А В  = С
г д е

t
С^ — ^АаьВъу  (а  =  1, .

5 - 1

равно числу строк б л о ка  В  so. 
. ,  t). Тогда

=(С«р),

• , s; р =  1, и).



1.4. Квадратные матрицы

1. К в а д р а т н а я  м атрица, у  которой все  элементы  кром е , быть 
м ож ет , тех, что расположены на главной  ди агонали , р авн ы  нулю, 
н аз ы ва е т с я  диагональной матрицей . Д и а го н а л ь н а я  м ат р и ц а ,  т а 
ким образом, имеет вид

а п 0 . . . 0
0 -г22 • . . 0

0 0 . • а пп
Д и а го н а л ь н ая  матрица по р ядка  п, у  которой все д и а го н а л ь  

н ы е элементы  равн ы  единице, н а з ы в а е т с я  единичной матрицей  
и обозначается через Еп, или просто Е.

Д л я  любой прямоугольной м атрицы  А типа т Х п  имею т м е 
сто  равен ства

Ет А = А Е п =  А.

К в а д р а т н а я  матрица Л = ( а гй) н а з ы в а е т с я  симметрической, 
если  aih= a hi.

2. Определителем квадратной  матрицы  Л = ( а гз) н а з ы в а е т с я  
определитель, составленный из . элем ентов  матрицы  А. О бозн а
ч ается  этот определитель так :  |аг;)| или |Л|.

К в а д р а т н а я  матрица А н а з ы в а е т с я  вырожденной (или осо
бенной), если |Л|=0. В противном с л уч ае  к в а д р а т н а я  м а т р и ц а  А 
н а з ы в а е т с я  невырожденной (или неособенной).

Если А —■ невы рож денная  м атр и ц а ,  то сущ ествует  един ствен 
н а я  н евы р о ж ден н ая  матрица В, уд о вл етво р яю щ а я  р а ве н с т ва м

АВ =  ВА =  Е.
Т а к а я  м атрица н азы вается  обратной матрицей д л я  м атр и ц ы  А 

и обозначается через А~1.

1.5. Собственные векторы и собственные числа  
квадратной матрицы

1. С толбцевая  матрица х=£0 и число К н а зы ва ю тся  со о тветст 
венно собственным вектором и собственным числом к в ад р атн о й  
м атр и ц ы  А, если

А х = \ х .  (1 . 1)

М атричному равенству (1.1) со о тветствует  си стема а л г е б р а и 
ч ески х  уравнений

(Ял .̂) X] -}- а  12-К2 ®1лХл О,

a 2l-*i-(-(#22 Х2 ~~Ь • • • а 1пХп— ®'

a nlXl~\~CLiOX2~\~ • • • +  (а пп — М Хп — О*

( 1. 2)



Д л я  того чтобы си стем а  линейных однородных уравнений
(1 .2 ) и м ела  ненулевое решение, необходимо и достаточно, чтобы 
определитель этой системы  был равен нулю:

а и X а , 2 . ■ « ! Л
а 2\ #22 — X . • а 2п

п̂\ а п2 ■ ■ а пп~ \

=  0 . (1-3)

У равнен ие (1.3) п р ед ста вл яет  собой алгебраи ческое  у р а в н е 
ние п -й степени относительно к и н азы ва ется  характеристическим 
уравнением  матрицы  А.

П усть  в ур авн ен и ях  (1 .2) К есть корень характеристического  
ур ав н ен и я  (1 .3 ) .  Т о гда  си стем а  (1.2) имеет ненулевое решение

Хи ■ ■., х„, т. е. числу X о твечает  собственный вектор

Собственный вектор  определяется  с точностью до произволь
ного м н о ж и теля ,  не равного  нулю.

С обственны е векторы  м атрицы  А, отвечаю щ ие попарно р а з 
личным собственным числам , в се гд а  линейно независимы.

2. М а тр и ц а  А  п о р яд к а  п н азы ва ется  матрицей  простой струк
туры, если она имеет ровно п линейно независим ы х собственных 
векторов .

М а т р и ц а  А п о р яд к а  п имеет простую стр уктур у ,  если его х а 
рактеристическое  ур авн ен и е  имеет п различных корней. Э то  у с 
лови е  я в л я е т с я  достаточны м , но не необходимым. Сущ ествую т 
м атри ц ы  простой стр уктур ы , характеристические ур авн ен и я  ко 
торы х  имеют к р а тн ы е  корни. М ожно п о казать ,  что симметриче
с к а я  м атр и ц а  им еет  простую структуру . Простую с тр ук тур у  им е
ет  т а к ж е  м атр и ц а  и =  пг~]п, г д е  m и п —  симметрические м а т 
рицы.

1.6. Р азлож ен ие  матрицы  простой структуры  
на составляю щ ие и приведение ее к ди агональн ом у виду

1. П усть  А — м атр и ц а  простой стр уктур ы  по р ядка  п, а  /Сь 
. .  . , К п — ее собственные, векторы , т а к  что

I A K j^ k jK j  (/=1, . . . ,  я ) .  (1 .4)

К в а д р а т н а я  м атр и ц а  К =  (Ki . . .  К п), составлен н ая  из п л и 
нейно н езави си м ы х  собственных векторов матрицы А,  я в л я е т с я  
невырожденной  м атри цей  и потому имеет обратную  м атр и ц у  К~К 
которую  д л я  у д о б с т в а  б уд ем  обозначать через М (К~^=М).



И так , имеем

Строки матрицы М обозначим через М\, . . . ,  М п:

- м г

М =

М е ж д у  строками  матрицы М и столбцами м атрицы  К  имеют 
место следую щ ие соотношения:

(1 (s =  o)
М.Ка

Н а основании (1.4) и (1.5)

( 1. 6)

Л =  АЕ„ =  А К М  =  А (К 1 . . . К п) М = { \ К ,

м „< = '

=xI/cIyw1-f- . . . -)- \ К пМ п.
М атрицы

Aj=kjJ(jMj  ( / = 1 ,  п)
н азы ваю тся  составляющими матрицы  А. Эти составляю щ и е в з а 
имно ортогональны, т. е.

A i - A j = 0  (i=£j),
что следует  из свой ства  (1 .6 ).

2. Ч ерез К обозначим диагональную  м атри ц у
}

О'

0 - х

у  которой диагональн ыми эл ем ен там и  с л у ж а т  собственные числа 
матрицы А. И спользуя  (1 .4 ),  получим

А К = К А ,  ( 1 . 7 )

а после ум н ож ен и я  равенства  (1 .7) с п р ав а  на /С-1 будем  иметь

А =  КАК~\ (1 .8)

3 5 7



Д в е  м атри цы  В я С н азы ваю тся  подобными, если существует 
н евы р о ж д ен н ая  м атрица Т, т а к а я ,  что

в=тст-к
Т аки м  образом , м атриц а  А, имею щ ая простую стр уктур у ,  по

добна диагональн ой  матрице.

1.7. Дифференцирование матриц

1. М атр и ц а ,  элем ен ты  которой являю тся  функциями от к а к о 
го-нибудь п а р ам е тр а ,  н а з ы в а е т с я  функциональной:

A (t)  =  ( a i j ( t ) )  ( i = l , . . . ,  m ;  / = 1 , . . . ,  п ) .

2. П роизводная  матрицы  А ( t ) по п ар ам етр у  t н аз ы ва ет с я  м а т 
рица, эл ем ен там и  которой с л у ж а т  производные от соответствую 
щих элементов  м атрицы  A (t), т. е.

dA  / d a {j

d t  \ d t

П роизводная  матрицы  о б л ад ает  следующ ими свойствами : 
1) если С —  постоян ная  м атри ц а , то

d [ C A ( t ) ] _ c  dA ( t )  d  [A ( t )  C] _ dA ( t )  g  
d t  d t  ' d t  d t

и вообще
d [ C A ( t ) ]  d  [A ( t )C]

2)

d t  '  d t  

d \ A ( t )  +  B ( t ) ] _ _ d A ( t )  , d B ( t )  . 
d t  ~  d t  d t  ’

d\  A ( t ) В  (/)] _  d A ( t l  .
d t  d t  V ; V '  d t

§ 2. П Р И В Е Д Е Н И Е  У Р А В Н ЕН И И  ВО ЗМ УЩ ЕН Н О ГО  
Д В И Ж Е Н И Я  Р А К Е Т Ы  К  ВИДУ, УД ОБН О М У  
Д Л Я  М О Д ЕЛ И РО В А Н И Я , ПРИ  З А М О Р О Ж ЕН Н Ы Х  
К О Э Ф Ф И Ц И ЕН Т А Х  У РА ВН ЕН И И

Рассм о тр и м  ур авн ен и я  возмущенного дви ж ен и я  р акеты  к а к  
объекта  уп р авл ен и я  при зам орож енн ы х  коэффициентах

m  l m J r r 7 i J r n q = a b J r k ^ '  ( 2Л)

З д е сь  пг, г, п, а  — матрицы  с постоянными элементам и .



Д л я  простоты отбросим члены, пропорциональные обобщ ен
ным скоростям , которые определяю т демпф ирование в си стем е  и 
обычно м ал ы . В этом случае  б удем  и м еть

т  - n q = a b 4 - h . (2.2)

Д а л е е ,  б удем  предполагать , что м атр и ц а  и = т - ' п  им еет  про
стую стр уктур у .

П усть, v i ,  . . . ,  v „ — собственные числа  матрицы  и. Этим соб
ственным числам  отвечают соответственно п линейно н езави си 
мых собственных векторов х ь  х 2, . . х п. П оэтому к в а д р а т н а я  
матрица

яв л я е т с я  невырожденной матрицей  и, значит, имеет обратную  
матрицу

Строки м атрицы  fx и столбцы м атр и ц ы  к с в я з а н ы  м е ж д у  со
бой соотношениями

Напомним, что элементам и  столбцевой  м атриц ы  q с л у ж а т  
обобщенные координаты  qь  . . qn■ В вед ем  в рассм отрени е  но
вые координаты  Zi, . . z„,  с в я з а н н ы е  с обобщенными коорди 
н атам и  соотношениями

П одставим  (2 .4) в (2 .2 ) ,  пр едвар и тел ьн о  ум н о ж и в  обе части 
равен ства  (2 .2) на т ~ 1. Получим

х =  (x i  . . .  Х п )

( 2 . 3 )

у.------- 1- u t z = m ~ 1ab-\-m~1h.
dt 2 1

( 2 .5 )



З д е сь

или

гд е

мх =  м (х , . . . хл)= (и х , . . . ихя)=

= (Vi*i . • • V„x<I) = ( x 1 . . . Хя)

Их =  х\', (2.6

.0

У ч и ты вая  (2 .6 ) ,  из (2 .5 ) ,  после ум н ож ен и я  обеих частей это 
го р авен ства  слева  на ц., получим

d^z
d&

4- vz =  jxm-1 (ab-\-h). ( 2 . 7

П оследнее  соотношение в развернутом  виде запиш ется т а к

m~'l(ab -j- Л),

_  dt г

dt 2 Vl 'О- * 1 "

d2z„ - 0 v« - _z„_ -  И-i. -

или
dtz\

+  v i* i (a 8 - f Л)
d t '2

d l Zn
+  V/!Z /I_  d t 2

О тсю да видно, что матричное уравнение (2.7) эквивалентно  / 
ур авн ен и ям

а ' d^z
— !  +  ' 0г а =  [1с, т ~ 1(д8-|-Л) ( з = 1 , .  . . , п). •. ( 2 .S  
dt 2

Л е в ы е  части эти х  ур авнен и й  со д ер ж ат  только  по одной коор 
динате ,  и с в я з ь  м е ж д у  ур авн ен и ям и  остается  лишь через их пра

зео



вые части, содерж ащ ие общ ую  функцию б (t). В т а к о м  виде  з н а 
чительно проще реализовать  электр о м о дели р о ван и е  уравнений.

При h =  В = 0  система ур авн ен и й  (Л) о п и сы вает  свободное 
движ ение  ракеты . В этом сл у ч а е  пр ео б р азо ван н ая  си стем а  (2.8) 
р а с п а д а ет с я  на п независимы х уравнений

=  о ( з = 1 , .  . . ( 2 .9 )
dt2

к а ж д о е  из которых определяет  изменение соответствую щ ей  коор
динаты %а. В случае  ко гд а  т  и п — сим м етрически е  м атрицы , 
собственные числа \а матрицы  и =  т - 'п ,  можно п о к а з а т ь ,  — в е 
щ ественные числа. При этом , если v o > 0 ,  то ко о р д и н ата  совер 
ш ает  гармонические колебани я с частотой У  Vc; при v „ = 0  коор
дин ата  Za изм еняется  по линейному закону . Н ако н ец , при v a < 0  
z z п р ед ста вл яется  в виде линейной комбинации функции exp V vat 
и е х р (— Y^ot). К а ж д а я  из обобщенных координ ат  qa есть  линей
н ая  комбинация координат z a. Координаты  z„ н а з ы в а ю т с я  нор
м альны ми координатами системы , a ]/v„ (при va > 0 )  — собствен
ной или нормальной частотой. В связи  с этим ч асто  операцию 
приведения уравнений (2.2) к ви д у  (2.8) н а з ы в а ю т  приведением 
уравнений возмущенного д в и ж е н и я  к  норм альн ы м  ко о р ди н атам .

Управляю щ ий сигнал р е гу л я т о р а  т а к ж е  н уж н о  вы р ази т ь  че
рез координаты  (0 = 1, . . . ,  п). С этой целью п о д стави м  в ы р а 
ж ен и е  (2.4) в равенство (Б). Т о гд а

(2. 10)

( 2 . 11)

§ 3. П Р И В Е Д Е Н И Е  У Р А В Н Е Н И Й  С ВО БО Д Н Ы Х  К О Л ЕБ А Н И Й  
К  КА Н О Н И ЧЕС КО М У ВИ Д У

С и стем у уравнений

m (t)d̂  +  r ( t ) dJ L  +  n (t)q  =  0, ( 3 .1 )

описывающую свободные ко л еб ан и я  ракеты , п р ео б р азуем  т а к ,  
чтобы получить систему из н езави си м ы х  д р у г  от д р у г а  линейных 
дифференциальных уравнений второго п о р яд ка .  Н а ш а  цель — 
перейти от обобщенных координ ат  q\, . . . ,  qn к  н о вы м  ко о р ди н а

. . .  dr,
v

о 1 а »  I

или в другрй  записи

v  (Л =  Ь,ж —  4- b2̂ z.
'  1 dt 1



там  Z\, . .  ., zn, относительно которых уравнения свободных коле
баний им ею т ви д

d * z .  ~  d z .  ~
'■ai* —̂ - +  a 2oz , = 0  ( о = 1 , .  . . ,п).  ( 3 .2 )

dt 2 dt

С в я з ь  м е ж д у  стары ми и новыми координатами будем  искать 
в форме

(3 .3 )

где  Kic , %2а — некоторые столбцевы е матрицы.
В в е д я  т а к  н азы ва ем о е  «м едленн ое  в р ем я»  т  =  et, рассмотрим 

си стему

т (х) ^ + е г (х)^ 7 Т + п (т)Я==° (* =  « 0 .  (3 -4 )a t 1 a t

ко то р ая  при е = 1  переходит в си стему (3 .1).
К в и д у  (3.2) приведем сн ач а л а  систему (3 .4 ) ,  р ассм атр и вая  

*1о, а,•» ( t = l ,  2) к а к  функции от медленного времени т  и п а р а 
метра  е.

Д и ф ф еренцируя  (3 .3) по t и исклю чая к а ж д ы й  р аз  с помощью
d*Za

р авен ств  ( 3 . 2 ) ----- , будем  иметь
d t 2

dt jL i
0 —  1

d4 __х  ̂
dp- Z u  

0 — 1

I dxl a ---------------  \dz (  dr.
e —------- xiea i„ + x 2, l — - +  e

\ dx J dt \ dx
2»

rf2x

dx*- + * ( 2
dx ,'2a d%lo da

dx dx

“I 2̂oCti(j 1̂оС&2о

da~„ \

£ f l
dt

rf2%_

lo
dx 1 +

rfT2

/ dxu ~ da2a \ --------- ~ ~
- f -  ~  I —  2  -----------  a 2a —  * l a ------------ I - f -  ^1оИ1яЯ2з —  *2o02i

\ dx dx J

П оставим  значения g . —  vi —L  в (3 .4 ) :
dt dt2 !



В полученном равенстве приравняем коэффиценты при z„ и

d t

Б у д е м  иметь

т
~ ~ ~ -------------- / dv.r-a dXj„ ~ ~ \

*2ааь  — х1„а2»-|-й 2 — ------- 2 ---------а 1о — х1а —- —
1 \ dx  d r  dx  j

4 - e2
dx2

m

“1“ 6Г  ( X2cj — ^loCtlo -j- e --- 0  ( o ----  1 ,  . . . > fl),
(3 .6 )

I---------- -------------  (  d Z u  ~  ~ d a 2„ \ „ d H 0,
l̂oCtioCt2o 2̂aO>2a ® I 2  — —— Ct2c “ I *j

\ dx  d t  J d x 2

-j- £/•  ̂--- *1сС&2а “f" ® —-----J  ~\~ ^*2a == 0  (<3 =  1, • • • » ^). (3- 7)

С толбцевы е матрицы Xi«, и с к ал я р н ы е  функции a/„ , которые 
до л ж н ы  обращ ать  в т о ж д е с т в а  р авен ства  (3 .6) и (3 .7 ) ,  будем  
строить в форме рядов:

* , . ( г ,  0 = 2  б*х£](т), а/, (т ,  0 =  2  л т ( ^ ) -  (3 -8 )  
к- 0 к-0

П одставим  (3.8) в р аве н ства  (3 .6 ) ,  (3 .7) и п р и р авн яем  коэф
фициенты при 8°. Получим

ях|01= x|oia|oi _  xjej ajoi a |o,.  j

П оложим
a| ° '= 0 ,  *12 '=0. (3 .1 0 )

Т огда  л е в а я  и п р ав ая  части  первого р авен ства  (3 .9 ) о б р а щ а 
ю тся в нуль, а второе равенство  принимает вид

“  2a 2a 2a *



П о следн ее  соотношение б уд ет  выполняться , если а|°] я в л я е т 
ся к а ки м -н и б уд ь  собственным числом матрицы и, например v e, 
а —  соответствую щ им собственным вектором  этой м а т р и 
цы. И т а к ,

< J e=V0) х101=хо. ( 3 . 1 1 )

Д а л е е ,  в р авен ствах  (3 .6) и (3.7) приравняем  коэффициен
ты при eh ( k = l ,  2 , . . . ) .  П олучим , принимая во внимание (3 .10 ) 
и (3 .11 ) ,

d х
«Ч*1 +  х,а{>) — m-Vx0 — 2— а,

“ x2cI= 4 i lv- +  x^ ).

«*!? -  т ~ ^  + х ш а т  +хП1а ш -

- 2 - ^
dx ’ '

ях£1 = « g 'v ,- j-  x.agl +  m -1 r  («,1'Iv. — — «IJ'n li'v . +

I
и вообще

( f t = i , 2 , . . . ) ,  (3 -1 2 )

„ x [* i= x m Va+Xaam + flftft-i] (k — 1 , 2 , .  . . )• (3 -1 3 )

З д е с ь

dio l = 0 ,

dll' =  -  m - ' r * +хШ а{П + * Ш а т  - 2  , (3 . 14)

. ... aTv„

И T .  Д .



Предположим, что x j ' l ,  a j j l  ( i  =  l ,  2; r = 0 ,  1, 2 ,  . . . , k — 1) 
у ж е  найдены. Т огда  равенства

ax j* l=xJJJVe +  (/ =  1 , 2 ) ,  (3 .15)

г д е  d j* - 1 )—у ж е  известные столбцевы е матрицы, вполне опре
д ел яю т  величины следую щ его приближения. П о к а ж е м  это.

Р авен ство  (3.15) ум н о ж и м  с л ева  на м ат р и ц у  ц. Получим, 
п ри н и м ая  во внимание (2 .6 ) ,

'vH ? 1 = H ? 1Ve +  Px<̂ J£I +  Pd i£_11 (г’ = 1 > 2 )-

В вед ем  в рассмотрение столбцевую  м атри ц у

я\\У

я №

определенную  равенством 

Т о гд а

VJixj *1 =

*1Я_

Vj г t 0
v2

1*2. «5
 

5? 
'

1

V2<7|2*J

V
0 . C i - _V« ^ i  -

(J.2*a

V.xift'v, - f iA ^ a }*1 + 1W ' * - 11 = • +
■

+

1*1
H*2 +H'ixoa {^ ~t V-\d\ka~^

+ rf£-U = M j $  +1A2xH * 1-!

(3 .1 6 )

(3 .1 7 )



Из последнего  соотношения видно, что матричное равенст»з> 
(3 .16) экви вал ен тн о  п ал гебраически м  (не м атричны м) р авен 
ства м

При =  a vs^ v a. Поэтому s-e равенство  (3. 18)
разреш имо относительно q\ksl :

Н еопределенной о стал ась  лиш ь ск а л я р н а я  функция . К а к  
видно из (3 .1 9 ) ,  в к ач е стве  можно принять произвольную ,
достаточное число р аз  дифференцируемую функцию.

Т еперь л е гко  определить к}*1 . Д л я  этого обе части  р авен 
ства  (3 .17) нуж н о  ум н о ж и ть  с л ева  на х. Тогда

q — произвольная , достаточн ое  число раз диф ф еренцируе
м а я  ф ункция от т.

При k =  1

(3 .1 8 )

( 3 .1 9 )

О тсю да находи м

(3 .2 0 )

(3.21)

"  *1S  “
п

( 3 .2 2 )

г д е (3. 23)



П о л а га я  <7̂ 1 = 0 ,  будем  иметь т а к ж е  и

* т = 0 .  ( 3 .2 6 )

У ч и ты вая  последние соотношения, получаем  [см. (3 .14 )]

< ' = о ,

“' Л  , „ "*1"

В  соответствии с этим, величины следую щ его  приближения 
о п р еделяю тся  т а к :

«1с1= 0 ,  ( 3 .2 8 )

+  а \ч =  — М й 1- ( 3 .2 9 )

З д е с ь  произвольная функция q \Ц принята равной  нулю.
Э тим  путем последовательно м огут  быть определены  все  чле

ны р яд о в  (3 .8 ) .  У д е р ж и в ая  в этих р я д а х  конечное число первых 
членов, получим приближенно преобразованную  систем у  у р а в 
нений. Т ак ,  если ограничиться только  первыми членами рядов , 
го б уд ем  иметь

d̂ z„
------- |-VaZc=0 ( о = 1 ,  . . . , п). ( 3 .3 0 )
d t  2

У д е р ж и в а я  по д в а  первых члена, получим 

dz„
--------г 150! ! 1 --------[- vCT̂:CT= 0  ( о = 1 ,  . . . , П). ( 3 .3 1 )
d V  и  d t  '

С л ед ую щ ее  приближение д а е т

d%z dz
+  ^ -  +  K  +  e2“ ^ = °  (° =  1, • • ■ , « )  (3 -3 2 )

И т. д .
Д л я  применения этих р езул ьта то в  к  исходной си сте м е  (3.1) 

н уж н о  во всех  соотношениях положить е = 1 .



§ 4. П Р И В Е Д Е Н И Е  У Р А В Н ЕН И Й  ВО ЗМ УЩ ЕН Н О ГО  
Д В И Ж Е Н И Я  РА К ЕТ Ы  К  ВИ Д У, УДОБНОМ У  
Д Л Я  М О Д ЕЛ И РО ВА Н И Я

Д л я  приведения уравнений (А') к  виду, удобном у д л я  м о де
лирования , в в ед ем  в рассмотрение систему

т  +  л ( ‘0 ?  =  е я ( т ) 8 +  А ( * )  ( t  =  s*) ,  ( 4 . 1 )a t 1 dt

совпадаю щ ую  с {А') при е = 1 .
В ц ел ях  у д о б с тв а  вы к л а д о к  запиш ем систему (4.1) в  ви де

m (T) г  s r (T) +  /г( 0 ‘7 = /г (0  +  £ЛiU. *) ( t  =  Eif), ( 4 .2 )  d t- dt
гд е  h-l (t,%) =  a{x)b(t). ( 4 .3 )

В си стем е  (4 .2) выполним подстановку
П

ч = 5 ](Ха(т’ е)^7+ Х:<,(т’ e)*eJ* (4-4>
сг= 1 ' '

п р ед п о л агая ,  что с к ал яр н ы е  функции г а удо влетво р яю т ур а в н е 
ниям

~ d?Q ~
— - +  a i , (T ,  е ) -—r -L a 2,(T , e)z„=ty0,( t ,  т , е) +  гф1а(/, т ,  г) 
dt1 dt

(«==1.................. )• ( 4 . 5 )
И меем



П одставив полученные вы р а ж е н и я  в (4 .2) и приравн яв  коэф 
фициенты при Za, dzs/dt и свободные члены, получим снова р а 
в ен ства  (3 .6 ) ,  (3 .7 ) ,  которые, к а к  мы видели , обращ аю тся  в т о ж 
д ес т в а ,  если члены рядов (3 .8) определены ф ормулами (3 .20) и
(3 .2 2 ) ,  и равенства

П
т  £

<з — 1
2s

dr.,
x loCtla *2о I .dx I V dt

0a

dx

+  s r  2  o =  A,
Gw.1

a —1

2s
dx,

dx xlaCtlo -4- I ']>lc -j-
-  / d<\>
*la dt

la  , e
dx

( 4 . 6 )

+  sr 2  *ioti« =  Ai. (4.  7)

Т аки м  образом, з а д а ч а  сводится  к  построению функций ^оз и 
<!>1» ( а — 1, . . . , « ) ,  удовлетворяю щ и х соотношениям (4 .6) и (4 .7 ) .  

Эти функции будем строить в виде  рядов

фос (t, Т, е) = 2  (Л X), <МЛ т, е)= 2  e*W т)- (4‘ 8>
Л-0 А -О

Соотношения (4.6) и (4 .7) с точностью до обозначений со в 
п ад а ю т  д р уг  с другом , поэтом у достаточно п о ка зать ,  к а к ,  н ап ри
мер , из (4.6) определить фоз в зависим ости  от h.

В ведем  кв ад р атн ы е  м атрицы

0



и столбцовые матрицы

Ь  =

'b i

-Ь„-1

(У =  0, 1).

П осредством  этих  м атри ц  равенство  (4.6) можно зап исать
т а к :

т ,2е̂ ~Х1а1+*2Г0+Ч̂ °+е̂ 0 +

гд е

+  ег*1<1>0= Л .
В соответствии с (3 .8) и (4 .8) имеем

оо

х/(г » £) =  2  еМ * ] (т )*
ft-О

«м 00

а Д т ,  е) =  ^  efta l* l (x ) ,
« -о

оо

т ,  в ) =  2  e ^ j * 1 (г1, т) (/ =  0 , 1),
*=о

v-iftI==(x{fJ • • • « i ; 1) ( * = i . 2 ) .

( 4 . 9

(4 .1 0 )

а { «  =

-  а1*1 un 0 “ -¥}Г

• •

о,1 ’  «К1 «■}?

( 7 = 0 ,  1).

П о дстави м  р яды  (4 .10) в матричное уравнение (4 .9 ) .  П олу
чим, у ч и т ы в а я ,  что х [0)= 0 ,  а{°1 = 0 ,

т
^{к  1 -  ~ \ -  

2s Е  Е  еМ * ] Е £*a l*' +  Е  “М ч Е  « т  +
А-1

+  Е  e*x! ftI ( Е  е*

*=i

dt "

ft-о Г*-о

* ft«0 *-о
+

- f  вг 2  £**{*' 2  ейФо*1==^' 
* - i  *-о



В равенстве  (4.11) п р иравн яем  члены, не со д е р ж ащ и е  е в ви де  
м н ож и теля . Получим, и м ея  в ви ду , что х£01= х  [см. (3 .11 )] ,

т х ^ ° 1 = й .   ̂ ( 4 .1 2 )
О тсю да

фо°1=1с- 1 т ~ 1А = р .т ~ 1/?. ( 4 .1 3 )

В соответствии с этим

ф!01 = ^ / п - 1 А . ( 4 .1 4 )

П риравняем  теперь в  р авен стве  (4 .11) коэффициенты при е 
в первой степени. Будем  иметь

тхфП 1 =  - т  ^П ^'О ] + * Ш  . ( 4 .1 5 )

Отсюда

^ 1 =  - ^ ( х№ ) + * 1 11 ^ ) -  ( 4 Л 6 )

П одставляя  сюда значение и у ч и т ы вая ,  что

д  г / \ _1 d h
~ ~ d r ^ ~ d i ^ ^ m ^ 7 *

а х|11:==0 [см. (3 .2 6 ) ] ,  получим

ф т  =  _ ^ П ,| х т -1^  ( 4 . 1 7 )

и соответственно

( 4 - 18)

Этим путем последовательно м о гут  бы ть определены  все  чле
ны р азло ж ен и я  гр0о ( t , т , е ) .

Члены разлож ен ия  функции -ipio (t, т, е) в ы р а ж а ю т с я  теми 
ж е  ф ормулами, что и члены р азл о ж е н и я  функции г|5о® (t, т, е ) ,  
только  в последних вместо  h нуж н о  п о дстави ть  функцию (4 .3 ) .  
Т аки м  образом,

(1»{0]=Рвт - 1а8 ,  ( 4 .1 9 )

ФЦ'1 =  — ^  ( 4 . 2 0 )

и т . д .
И так ,  систему уравнений  (4 .1 ) мож но привести к  ви д у  (4 .5 ) .  

Коэффициенты уравнений преобразованной системы  п р ед ст а в 
л яю тся  в форме рядов  по степеням  е. У д е р ж и в а я  в коэффициен-
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тах  члены, с о д ер ж ащ и е  е в  степени не выш е первой, будем 
иметь

-е а !1 1 --------1- vaZa =  *ao-f-
d t  2

+  ( т _1Л---£х{4 ]Xtn~ { d h  
d t

(а =  1, . . . , п). (4.21)

М о ж н о  уточнить преобразованную  систему, у д е р ж и в а я  
в  коэф ф ициентах уравнений  члены, содерж ащ и е и е2. Одна
ко расчеты  п о казы ваю т , что при этом значения коэффициентов 
изм ен яю тся  незначительно, и потому вполне можно ограничиться 
рассм отрен и ем  систем ы  (4 .21 ) .

Ч тобы  полученные р е зу л ь т а т ы  применить к  исходной систе
ме (А'), н уж н о  во всех  соотношениях положить е = 1 .  П о л агая  
е = 1  в (4 .21 ) ,  б уд ем  иметь

dl? dza
' - a m ------- |-vaz CI= j v n -1 a8-}-dP 1<J d t

dh-rt*a ( m ~ lh  — xt’ lji.m- 1 —  ) (o =  l ,  . . . , t i ) .  (4 .2 2 )

§ 5. П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е  У П Р А В Л Я Ю Щ Е Г О  С И ГН А Л А  
А ВТО М А ТА  С Т А БИ Л И ЗА Ц И И

В вы р аж е н и и  уп р авл яю щ его  си гн ал а  а в то м ата  стабилизации 
(Б) п ерейдем  к  новым переменным z h . . . ,  z„ посредством  под

стан о в ки  (4 .4 ) :

V -= b i  d-yA-b<1q = b l
d t

lo~i

dx la
dx d t  '

dr. о
dx

Обозначим

У-1аСЕ2а j
/ £ > “ h ^2  \ l a ^ d t ------(- X 2 f f 2 ' a  )  *

a  =  1 o—l

d z n

Vi0 =  bi S
dx la

v 2c =  b1 I e

dx

dx,2a

(5 .1 )

X]0Ct2o I ~\~ Ьу&Чъ' 
dx  J

Т о гда
n j  - d z „



л,'*1
V\„ =  bi г V

*-1 dx

Л - 0 Л - 1

V<2*
*-о ft-i ft-0 ft-0

О бъединяя  в правых ч а ст ях  последних р авен ств  члены, содер 
ж а щ и е  е в одинаковых степенях , п редставим  функции v u  и т *
в ви д е

З д е с ь

v h = ^ t kv\^ (/==1,2). ( 5 .3 )
ft-о

^ = ь ^ ,  ®й1 = *2*«.
/dr. \ ( 5 . 4 )

и т . д . В ф ормулах  (5.4) учтены  р аве н ства  (3 .11) и (3 .26 ) .
Н а  основании полученных соотношений имеем

d z „
^ W .  +  ^ + s 2 - • • ]

а- i
dt

+
[dr .

b ^ b U • x { ]4  J 4 -  e2 . ( 5 .5 )

О тсю да, у д е р ж и в а я  лиш ь члены, со д ер ж ащ и е  е в степени не 
вы ш е первой, получим приближенно

« = ] £ ] { [ » , 1 ^ 7 - +
0 - 1

+ <Iv« j *«J- (5 -6 )

Соотношение (5.6) при е = 1  п р ед ста вл яет  приближенное в ы 
р аж ен и е  управляю щ его  с и гн ал а  а в т о м а т а  стабилизации  через 
новы е координаты  z u . . . ,  z„ , которое д о л ж н о  р а с с м а т р и в а т ь с я  
вм есте  с преобразованными ур авн ен и ям и  возм ущ енн ого  д ви ж ен и я  
р акеты  к а к  объекта управлен ия .

+
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