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Предисловие

Дальнейшее укрепление минерально-сырьевой базы нашей 
страны, на необходимость которого указано в Основных направ­
лениях экономического и социального развития СССР на 1981 — 
1985 годы и на период до 1990 года, требует повышения эффек­
тивности геофизических исследований. Успешному решению этой 
задачи во многом должно способствовать усиление фундаменталь­
ной подготовки геофизиков-разведчиков.

Курс «Теория полей, применяемых в разведи шой геофизике» 
для студентов вузов, обучающихся по специальности 0105 «Гео­
физические методы поисков и разведки месторождений полезных 
ископаемых», является связующим звеном между общетеоретиче­
скими дисциплинами — физикой и математикой и специальными 
предметами — гравиразведкой, магниторазведкой, »пектроразвед- 
кой, сейсморазведкой и каротажем. Главное содержание курса 
составляет рассмотрение общих физико-математических законо­
мерностей полей разной физической природы, изучение связей 
между причинами, порождающими поле, и величинами, характери­
зующими его, изучение методов построения теории полей. Данный 
курс является основой для более детального и глубокого изуче­
ния теории отдельных методов геофизической разведки.

От книги Л. М. Альпина «Теория поля», изданной в 1966 г., 
настоящий учебник отличается наличием глав, посвященных тео­
рии упругости и распространению упругих колебаний; значитель­
но расширены разделы, посвященные переменному электромаг­
нитному полю; иначе изложены вопросы, касающиеся возбудителей 
поля, его геометрии, пространственных производных, магнитного 
поля постоянного тока. Некоторые особенности изложения связа­
ны с переходом от системы СГС к СИ. В книге излагаются з а ­
кономерности поля, создаваемого магнитными массами. Д л я  маг­
нитной массы, рассматриваемой как  фиктивное, но удобное поня­
тие, используется внесистемная единица.

В отличие от вышедшего в 1979 г. второго издания учебника 
«Теория поля» И. К. Овчинникова в данной книге уделяется зн а­
чительно больше внимания вопросам обоснования единственности 
решения прямой задачи, совместно рассматриваются закономер-
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ности гравитационного, электростатического и магнитостатическо­
го полей, подробнее написаны разделы, посвященные распростра­
нению упругих колебаний.

В данной книге в ссылках опускаемся номер главы, когда идет 
речь о параграф ах той же главы, а также номер параграфов, когда 
имеется в виду раздел того же параграфа.

В ряде случаев под одним номером дается группа формул. 
При ссылках на ту или иную из них номер группы дополняется 
нижним индексом — номером формулы в группе.

Первые пять глав написаны Л. М. АЛьпиным, шестая — 
Л. М. Альпиным и А. Д. Каринским, седьмая — А. Д. Каринским, 
восьмая и девятая — Д. С. Даевым.



Глава первая 

Поле

Если каждой точке а области V соответствует некоторое зн а ­
чение величины ЗГ, то имеем в этой области поле величины 
или, короче, поле ЗГ. В общем случае разным точкам а области 
V соответствуют разные значения величины ЗГ, т. е. поле явля­
ется ф у н к ц и е й  (положения) т о ч к и .  Точка а, в которой н а­
блюдают (рассматривают) поле, т. е. фактически или мысленно 
определяют значение величины , называется т о ч к о й  н а б л ю ­
д е н и я  п о л я ;  она является его аргументом: З Г ( а ) .

Физическим является поле когда величина (а) описы­
вает некоторое физическое явление в пространстве (и времени); 
например, поле сил, действующих на электрические заряды, на- 
зывают э л е к т р и ч е с к и м  п о л е м .

Д л я  исследования недр в разведочной геофизике применяют 
физические поля, распределенные в земной коре и над ней: гра­
витационное, магнитное, электрическое, электромагнитное, упру­
гих колебаний и др. Геофизик создает поля для своих исследо­
ваний или пользуется полями, существующими независимо от его 
деятельности. Он наблюдает эти поля в доступных областях про­
странства: на земной поверхности, над ней (в атмосфере) или 
под ней, на глубине (в море, в скважинах и т. д .) . По результа­
там наблюдения он должен судить о геологических образованиях, 
недоступных для непосредственного изучения. Их исследование 
на расстоянии при помощи физических полей возможно благода­
ря зависимости распределения полей в пространстве и времени 
от физических свойств среды: ее плотности, электропроводности, 
упругости и т. п. При этом важно, что свойства среды (горных 
пород) в какой-либо области пространства влияю т на поле не 
только в этой области, но и на расстояниях от нее.

Д л я  оптимальной постановки исследования недр с помощью 
физических полей и для правильного истолкования результатов 
наблюдения этих полей необходимо знать закономерности их свя­
зей со свойствами среды, овладеть физико-математическим аппа­
ратом, выражающим эти связи и позволяющим рассчитывать поля 
по заданным геофизическим условиям.

§ 1. с к а л я р н ы е  и  в е к т о р н ы е  п о л я

Будем рассматривать поля скалярные Т(а)  и векторные,М  (а) . 
В этой главе будем изучать закономерности этих полей вне зави­
симости от их физической природы. Определяя положение точки 
а радиусом-вектором Loa (с началом в некоторой точке О) или 
координатами g2, Ез этой точки, можно считать иоле функци­
ей радиуса-вектора или координат точки а. Систем^ координат



будем считать п р а в о й ,  п р я м о ­
у г о л ь н о й ,  в общем случае к р и ­
в о л и н е й н о й ,  образованной тре­
мя взаимно ортогональными семей­
ствами координатный линий 1и /г, 
4 , по которым отсчитываются ко­
ординаты | ь  12, 1з (рис. 1).

I. Определение поля. Значение 
скаляра Т в какой-либо точке а 
определяется его абсолютной вели­
чиной | Г( а ) |  и знаком, а вектора 
М — его абсолютной величиной 
М(а)  и направлением: М = 1  мМ (а) ,  
где 1м — единичный вектор по н а­
правлению вектора М. Примерами 
скалярных полей являются: поле 

давления в атмосфере, поле температуры или плотности вещества 
в литосфере, поле концентрации ионов в электролитической ванне 
или содержания какого-либо минерала в горной породе. Примера­
ми векторных полей являются: поле скорости воды в реке, поле 
плотности потока тепла в земной коре, поле плотности электриче­
ского тока в проводнике. Если М — сила, приложенная в точке а, 
топ ол е  называется силовым. Примерами силовых полей являются: 
поле сил тяжести, поле земного магнетизма, электромагнитное 
поле в земле — естественное или искусственно создаваемое с по­
мощью электродов или других «задающих» устройств (петель, 
индукционных рамок, антенн)

Соответствие между точками области V и значениями, которые 
принимает функция в этих точках, устанавливается различ­
ными способами.

1. Аналитическим выражением функции (а) в области V, 
которое может быть представлено совокупностью различных вы­
ражений для  разных частей области V.

2. Таблицами значений величины ЗГ, соответствующих значе­
ниям координат точки а, взятым с достаточно малыми интерва­
лами.

3. Графиками, изображающими зависимость величины ЗГ от 
положения точки а.

4. Построениями, иллюстрирующими распределение величины
в пространстве, например, поверхностями равных значений

этой величины.
Полезно представлять себе поле ЗГ в области V пространст­

венно, в виде воображаемого множества точек этой области и со­
ответствующих им значений величины ЗГ{а) ,  указанных в этих 
точках (числами в поле Т и стрелками в поле М).

1 В ектор М иногда назы ваю т напряженностью поля М. Силовое поле М 
иногда определяю т как  пространство, в котором действую т силы М. Сущ ество­
вание этих сил поля иногда мож но рассматривать к ак  свойство, приобретаемое 
пространством  при определенных условиях.

Рис. 1. К риволинейная ортого­
нальная система координат



Р и с .  2. Компонента М( поля М в топ­
ке р  линии I по направлению этой линии

Р и с .  3. Компоненты вектора М (а) по 
л и н и ям  I/,, т. е. по координатным на­
п равлениям

•
I I .  Компоненты векторного поля. С к а л я р н а я  и в е к т о р ­

н а я  к о м п о н е н т ы  в е к т о р а  М по направлению / определя­
ются формулами

jV^==MC0S(M, 1;), М ; = 1/М;,
где 1 г — единичный вектор (орт) по направлению I (рис. 2). Знак  
компоненты Mi — положительный, когда угол (М, 1г) м еж ду 
вектором М и направлением I — острый, и отрицательный, когда 
этот у го л  тупой.

Вектор М будем определять его векторными или скалярными 
компонентами по координатным направлениям l\, h, h'-

М =  Mi-f-M2~|-M3=  1 \M\-\-\2M 2 -\r I 3M31 (1 • 1)!

где Mft==lftAfA;M ft=A lcos(M , l fe) ( £ = 1 , 2 , 3 ) ;  ( 1 1 ^
Ц — единичные векторы по координатным направлениям /& 
(рис. 3). Абсолютная величина вектора М и его направление: 
определяются через его компоненты 7И*. формулами

M =  +  cos (М, 1*) =  - ^ -  (* =

П о л а га я  М = 1;, получаем из (1.1), ( Ы 7):

1г== 11 cos ( 1г, l j)  +  l 2cos ( 1г, 12) +  1з cos ( 1г, 13).
П р и  изучении поля М в точ­

ке р  какой-либо интересующей 
нас поверхности S (рис. 4) или 
в точке  а, расположенной вбли­
зи этой  поверхности у точки р, 
будем часто разлагать вектор М 
на н о р м а л ь н у ю  и т а н г е н ­
ц и а л ь н ы е  к поверхности S 
к о м п о н е н т  ы:

М = М я+ М т= М „ + М 4, +  Мг~.
(1.3)

Рис. 4. Компоненты  п оля  М в точке р на 
поверхности S

1, 2 , 3).

( 1-2>



Здесь

М „ = п Мп и Мп— (nM) = М  cos (М, п) (1.3')

— векторное и скалярное значения нормальной компоненты век­
тора М;

Мт= тЛ 1т=  [ [nM ]n ]  и М.-— М cos (М, т) (1.3")

— п о л н а я  т а н г е н ц и а л ь н а я  к о м п о н е н т а  в е к т о р а  М 
(его проекция на плоскость Р, касательную к поверхности 5  в 

точке р) и абсолютная величина этой компоненты;

М , = Ш ,  и M t =  (tM) = М  cos (М, t) =  (Mtt) =  ([ [tiM] n] t) =  
=  ( [ n M ] [ n t ] )  (1.4)

— векторное и скалярное значения его компоненты по произволь­
но взятому тангенциальному направлению t\ М(- и Мг>' —  его век­
торные компоненты по двум взаимно перпендикулярны м танген­
циальным направлениям t' и t"\ п и т = [ [ п 1м ] п ] — единичные 
векторы по нормали к поверхности S и по направлению проекции 
вектора М на плоскость Р\ t — единичный вектор по направлению 
t. Очевидно, что [nMT] =  [n M ] , [n t]M t =  [п1м ]Л4-

Угол а  между полем М и нормалью п к поверхности 5  опре­
деляется формулой

Нормаль п к поверхности S, разграничивающей д а е  области 
пространства V\ и V2, будем в общем случае считать н а п р авл ен ­
ной от Vi к Уг. В случае замкнутой поверхности S [V ] ,  ограничи­
вающей область V, обычно направляют нормаль н а р у ж у  относи­
тельно области 1 V.

III. Замечания, дополнения. 1. Место элемента об ъем а, по­
верхности, линии будем определять некоторой его точкой — 
«средней» точкой элемента или точкой, которую вн содержит. 
При этом будем оставлять неопределенным положение этой точки 
в элементе. Имеется в виду, что достаточная м алость размеров 
элемента позволяет пренебречь следствием любых перемещений 
этой точки в нем (или даж е в ближайшей его окрестности). А на­
логично следует понимать выражения «средняя линия», «среднее 
сечение» элемента.

Поверхность или линию будем обычно считать гладкой  в ок­
рестности рассматриваемой ее точки. Гладкой называем поверх­
ность (линию), в любой точке которой однозначно определяется 
нормаль (нормальная плоскость, касательная).

1 Если зам кнутая линия I (или поверхность S) ограничивает некоторы й уча­
сток поверхности S (или область пространства V),  то  будем приписы вать спра­
ва от I (или 5 ) ,  обозначение этого участка (или обл асти ), взятое в квадратны е 
скобки.

t g a — M x/ M n. к 1.5)



2 .  Ориентированный элементарный отрезок dl  линии I опре­
д еляется  вектором

d l = l i d / = d l I+ d l 2-f-dl3=

=  \ i d h + \ 2dl2+ U d h ,  ( 1-6)

г-де d l — абсолютная величина вектора dl, равная длине отрезка; 
dlk и  d l * = l kd h  — скалярные и векторные компоненты вектора dl 
по координатным направлениям. Ориентированная площадка dS  
определяется вектором

d  S = n d 5 = d S i + d S 2-f-dS3=

===1  ̂ ( 1-6 )

где d S  — абсолютная величина вектора dS, равная площади пло­
щ а д к и ;  п — единичный вектор по ее нормали п\

d S k = d S  cos(dS, Ь )  и dS ft= l kd S k 1(1.6")

— скал ярн ы е  и векторные компоненты вектора dS по координат­
ным направлениям.

Координатные элементы поверхностей Sk, т. е. площ'адки dSk, 
ограниченные координатными линиями, определяются векторами

d S i = l i d l 2dl3, dS2= l 2 d l 3dl\, dS2=lzdl \dl2,  ( 1.6 )
а координатный элемент пространства, т. е. элемент dV,  ограни­
ченный координатными поверхностями, имеет объем d V — dh'X.

Будем пользоваться тремя системами координат: декар­
тов ой  х, у , z; цилиндрической г, ф, z; сферической R, 0 , ф.

3. Элементарное перемещение сЩ точки по координатной ли­
нии Ik связано с приращением координаты 1* этой точки соотно­
ш ением  dlk=hkd%k [k— \, 2, 3), где hk — коэффициент Л ам э.

В декартовой системе h —x, 1г— у, | з = 2,

hi = h x= l ,  h2—hy= \ ,  hb=hz— \. (I-7)

' В цилиндрической системе £ i = r ,  £2= 9 , £3= 2:,

h i — hr— l, h2= h v= r ,  Ii3= h z =  1. (1-7')

В сферической системе h = R ,  £2= 6, £ з= ф ,

hl= h R= \ ,  h2= h e = R ,  h3=h<p=R  sin 0. (1-7")

П оэтом у элементы координатных линий, координатные эле­
менты координатных поверхностей и пространства вы раж аю тся  
через дифференциалы следующими формулами.

В системе х, у, z

dlx = d x ,  d i y ~ d y ,  dlz= d z ,  d V = d x d y d z ,

dS jc=dydz ,  d S y= d z d x ,  dSz= d x d y .  (1-8)



Рис. 5. Стороны поверхности S  и о б х о д  по ее 
контуру I'. Линии I, пронизывающие поверхность 
5  (обхватываемые контуром V)
Рис. 6. П равовинтовая система н аправлений  р,
Ц , V

\

’В системе г, tp, z
d l r= d r ,  dl<f=rdq>, dlz— dz, dV=rdrdq>dz,
d S r=rd<$dz, dS<p=dzdr, dSz— rdrd<p. ( 1-8')
В системе R. О, ф

d l R= d R ,  dle—RdQ, dl<p=R sin Qdq,
d V = R 2 sin QdRdQdy, ' ( 1.8")
d S R = R 2 sin QdQdff, d S e = R  smQdydR, dSq=RdRdQ.

4. Ориентация заданной в пространстве линии / определяется 
■выбором направления (положительного) по ней, а поверхности 
-S — ориентацией ее нормали 1 п.

Различаю т две условно выбираемые стороны поверхности — 
- л и ц е в у ю  и о б о р о т н у ю ;  нормаль (положительную) считают 
.направленной от оборотной стороны к лицевой.

Если I — ориентированные линии, пронизываю щ ее поверх­
ность  5 ,  то при определении числа их прохождений через, эту по­
верхность будем различать прохождения с разными знакам и : по­
лож ительны е— от оборотной стороны к лицевой и отрицатель­

н ы е — в противоположном направлении (рис. 5). Аналогичного 
правила знаков будем придерживаться при определении числа 

^поверхностей S,  пересекающих линию I, т. е. пронизываемых ею.
5. Три направления р, ц, v (рис. 6) и, в частности, три коор­

д и н атн ы х  направления образуют п р а в о -  или л е в о в и н т о в у ю  
■ с и с т е м у ,  если соответственно правый или левый винт, вращае-

1 Н еориентируемые (односторонние) поверхности здесь и в  дальнейшем 
■исключаются из рассмотрения.
ао



мый около первого из этих направлений (по порядку их з,аписи) 
от второго из них к третьему (по меньшей из двух дуг между 
ним:и), перемещается по первому направлению. Аналогична 
определяются тройки векторов, образующие правые и левые си­
стемы (правые и левые тройки векторов). П равая система пре-' 
образуется в левую перестановкой (инверсией) двух рядом напи­
санных направлений. В дальнейшем будем говорить, что направ­
ление р образует с направлениями ц и v правовинтовую 
(левовинтовую) систему, если тройка направлений р, ц, v обра­
зу ет  такую систему.

6 . Обход по замкнутому контуру (контур, направление па 
контуру, ориентация по контуру) образует правовинтовую или 
левовинтовую систему с каким-либо направлением, если, смотря 
по это м у  направлению, мы видим обход по ходу стрелки часов 
или против ее хода соответственно. На рис. 5 обход по контуру 
I' [5 ] образует правовинтовую систему с нормалью п к поверхно­
сти S,  которую он ограничивает.

Д в а  замкнутых контура охватывают друг друга (сцеплены) „ 
е сли  каждый из них пронизывает нечетное число раз любую по­
верхность, опирающуюся на другой контур. Линию, не ограни­
ченную с обеих сторон, часто следует считать замыкающейся на 
бесконечности.

7 .  Векторное поле М изображают с помощью в е к т о р н ы х  
л и н и й  Iм, всюду направленных по полю: cos(M , dlM) =  l, где 
dlM= l MdlM — элемент линии Iм . Линия Iм может быть замкну­
той или ограниченной точками обрыва g M: началом g M+ и кон­
цом g M— Если линия Iм продолжается до бесконечности, то в  
зависимости от обстоятельств можно считать, что ее точки об­
р ы в а  g M находятся на бесконечности или что она замыкается на 
бесконечности.

Совокупность линий Iм , проведенных через точки некоторой 
(невекторной) линии /, образуют в е к т о р н у ю  п о в е р х н о с т ь .  
Е сли  I — замкнутая линия (не расположенная на векторной по­
верхности), то получающаяся таким способом векторная поверх­
ность ограничивает некоторую часть пространства, называемую 
в е к т о р н о й  т р у б к о й .  Если вектор Ж означает скорость те­
чения (жидкости, электричества), то векторные линии и трубки 
называю т т о к о в ы м и  л и н и я м и  и т о к о в ы м и  т р у б к а м и *  
Векторные линии силового поля называют с и л о в ы м и  л и н и ­
я м и .

8 . Поле о д н о р о д н о  в области V, если во всех точках этой 
области оно имеет одно и то же значение. Д л я  векторного поля 
это означает одно и то же направление и одну и ту ж е абсолют­
ную величину. В системе х, у, z  однородное векторное поле

N \ ^ \ XCX+ \ VCV+ \ ZCZ, (1.9)

где С х, Су, Сг —  постоянные.



В однородном поле М векторные линии — параллельные пря­
мые, а векторные поверхности — цилиндрические.

Поле, заданное на поверхности S (на линии I) как функция 
положения точки на ней, является д в у х м е р н ы м  ( о д н о м е р ­
н ы м ) .  Поле в пространстве часто называют двухмерным (одно­
мерным), если оно не зависит от одной (двух) из трех коорди­
нат.

П л о с к и м  называют поле, не меняющееся по направлению 
некоторой прямой I. В случае векторного поля часто к  этому 
определению добавляют требование равенства нулю ком поненты 
поля по направлению I — поле .лежит, в плоскости, нормальной к 
направлению I.

9. З а  исключением оговариваемых случаев, будем считать по­
ле однозначной функцией точки ‘. Будем считать поле непрерыв­
ным за исключением отдельных особых точек, линий или поверх­
ностей разрыва поля. Непрерывность поля Т в некоторой точке 
а\  означает, что любому, бесконечно малому смещению Л1 точки 
л  с положения а\ по любому направлению I соответств ует бес­
конечно малое приращение величины Т. Если смещениго Д/ по 
некоторому направлению I соответствует конечное или бесконеч­
но большое приращение величины Т, то мы говорим, что по 
этому направлению поле Т в точке а\ терпит разрыв, конечный 
или бесконечно большой соответственно.

Точка, при приближении к которой величина |Г |  неограни­
ченно возрастает, является точкой бесконечно большого разрыва 
поля Т, так  как разность значений Т между этой точкой и со­
седней, приближающейся к ней точкой, является бесконечно 
большой.
К ром е особых точек можно выделить иные необычные точки. Такой, например, 
явл яется  экстремальная точка, в которой величина Т имеет значение, большее 
или меньшее, чем в любой соседней точке. Экстремальной будем наз ывать так ­
ж е точку «минимакс», в которой величина Т имеет и минимум и максимум в 

зависим ости  от направления линии, на которой определяю т поведен ие поля Т.

Поверхность S является п о в е р х н о с т ь ю  р а з р ы в а  с к а ­
л я р н о г о  п о л я  Т, если бесконечно малому перемещению точ­
ки наблюдения, переводящему эту точку с одной' стороны по­
верхности 5  на другую ее сторону, соответствует конечное или 
бесконечно большое приращение величины Т. Иначе говоря, раз­
ность значений величины Т в двух сливающихся, но рас положен­
ных с обеих сторон такой поверхности точках не р а в к а  нулю 2. 
По поверхности или линии разрыва поля Т величина Т может 
меняться непрерывно.

1 Н еоднозначность поля нельзя смешивать с его неопределенностью ; сово- . 
купность различных значений поля в одной и той ж е точке может б ы ть  вполне 
определенной.

2 Р азр ы в  поля Т иногда полезно рассматривать к ак  результат, мысленного 
сж ати я  области, в пределах которой величина Т  меняется очень интенсивно, но 
в се  ж е  непрерывно (см. § 4).



Р азр ы в  векторного поля М сводится к разрывам скаляров, 
которыми определяется вектор М, например, его скалярных ком­
понент *.

10. Поле п е р е м е н н о е ,  если величина 9Г зависит от вре­
мени t. В общем случае 9r =ST{a ,  t ), причем зависимость вели­
чины ZF от t может быть различной в различных точках а. Ниже, 
до пятой главы включительно, будет идти речь только о посто­
янном поле, за  исключением § 1 главы четвертой.

Дифференцирование по времени t  будем обозначать точкой 
над дифференцируемой величиной. Например, запись # " = 0  озна­
чает, что поле 2F постоянно.

11. Характер изменения поля при малых перемещениях точки 
а в различны х направлениях / (поведение поля в малой окрест­
ности точки а) определяется п р о с т р а н с т в е н н ы м и  п р о и з ­
в о д н ы м и  (градиент, дивергенция, ротор, лапласиан и др.) 
аналогично тому, как поведение функции у(х)  на малом интер­
вале изменения аргумента х определяется производной от этой 
функции по аргументу х. О пространственных производных и их 
применении для характеристики скалярных и векторных полей 
будех идти речь в следующих параграфах этой главы.

12. Можно ограничиться рассмотрением некоторой, достаточ­
но обширной области пространства 0, ограниченной со всех сто­
рон замкнутой поверхностью 5  [0]. Взяв в средней части этой 
области  некоторую точку О в качестве начала отсчета расстоя­
ний, можно было бы ограничиться рассмотрением только «конеч­
ных» точек пространства, т. е. точек, находящихся на ограничен­
ных расстояниях от точки О. Однако часто бывает удобно 
считать размеры области 0 бесконечно большими, а ее границу 
5[0]  бесконечно удаленной поверхностью 2. Точки, находящиеся 
на поверхности 2  и вне ее, будем рассматривать как бесконечно 
удаленные (достаточно далекие) от начала отсчета О. Обычно 
будем  представлять себе бесконечно удаленную поверхность 21 в 
виде сферической поверхности с центром в точке О, с радиусом R 
и с площ адью  4л/?2, где /?->оо.

§ 2. П РОИЗВОДНАЯ СКАЛЯРНОГО ПОЛЯ

Изменение скаляра Т в окрестности точки а по направлению 
1 характеризуется производной от Т по этому направлению. Эта 
производная

1 В  точке, к оторая  по существу не является особой, м ож ет возникнуть р а з­
рыв и л и  появиться неопределенность той или иной компоненты поля М в связи 
с  характером  применяемой системы координат. Возьмем системы х, у , z  и г, ф, z  
имеет компоненты М г (<р) = с  cos <р иуМф (< р )=  — csin<p,' значения которых ста­
н овятся  неопределенными на оси z  ввиду неопределенности координаты  <р на 
этой оси . На плоскости л := 0 при i /= 0  имеем разры в М г (0 )— М г (п )  =  2с, на пло­

скости у = 0 при дг= 0  — разрыв



где AT — приращение скаляра Т, соответствующее перемещению 
А/ точки а по направлению /. Производная является мерой

интенсивности («быстроты») изменения величины Т п о  направ­
лению /; она равна приращению величины Т на единицу длины по 
этому направлению или, точнее приращению АТ на пути А/, от­
несенному к единице длины этого пути Ч

Д л я  определения значений производной от Т по лю бому на­
правлению I в какой-либо точке а и, следовательно, д л я  харак­
теристики поведения поля Т в окрестности этой точки достаточ­
ны значения производных от Т по трем произвольно взятым 
взаимно перпендикулярным (координатным) направлениям 1\, 
h, h-

Действительно, величина Т является функцией координат 
точки наблюдения а, а эти координаты меняются при перемеще­
нии точки а  по направлению / и, следовательно, являю тся  функ­
циями положения точки а на линии I. Поэтому

дТ дТ  д?! | дТ д ъ  , дТ дТ  1 dlk
dl —  dl <■ dl ' d t a dl ~~ 2 j  hk dl *

l

Ho === cos (If, 1A), следовательно,

-r-Silr™8'1'-1*>- ( U 0 ' )l

При изучении поля T у какой-либо поверхности S рассматри-
dT

вают нормальную и тангенциальные к ней прризводные и
dT
dt • т. е. производные по нормали п к поверхности S  и по на­

правлениям t(i'.  t") в плоскости, касательной к этой поверхности.
I. Градиент. Правую часть (1.10') можно рассматривать как 

скалярное произведение единичного вектора 1;, определяемого
формулой (1 .2), на вектор с компонентами . Обозначая

hk

1 Т акое уточнение необходимо потому, что в пределах одной единицы  длины 
д Т

производная - щ -  мож ет иметь различные значения. О бойтись без это го  уточне-

. дТ
ния мож но, условивш ись, что при определении- ^ -  мы имеем в в и д у  вспомога­

тельную  (дольную ) единицу длины столь малую, чтобы мож но бы ло  пренебречь 
изменением на ней значения этой производной. В аналогичных случаях , которые 
месьма часто будут в дальнейш ем встречаться, будем иногда для простоты  изло­
жения опускать соответствующ ие уточнения.
14



этот вектор через grad Г, имеем согласно (1.10')

-s r  =  ( l , g r a d T )  =  &adl T, ( 1. 10" )

где

(1.11)

— градиент скаляра 7\
Согласно (1.10") производная от Т по любому направлению 

р авн а  компоненте вектора grad Т по этому направлению. В част­
ности,

Н з  изложенного следует, что значение вектора g rad  Т в какой- 
л и б о  точке определяет поведение поля Т в окрестности этой точ­
ки п о  всем направлениям.

Полный дифференциал функции 7

& соответствии с этим приращение А.Т=Т"— Т' скаляра ’Г(а)  
при перемещении точки а из положения а' в положение а" по 
напр авлению / на малое расстояние А/ определяется формулой

которая следует непосредственно из определения ( 1.10) произ- 

водной ~Щ~-

П усть 1ар — произвольно выбранный путь от точки а  до точ­
ки р, dl  — малые отрезки этого пути, a d T — соответствующие им 
приращения величины Т. Согласно (1.1 Г) и (1.11")

где Та  и Тр — значения Т в точках а  и |3.
Считая скаляр  Т однозначной функцией положения точки а, 

имеем на замкнутом пути 1аа согласно ( 1. 12) приращение Та— 
— Та= 0 ,  т. е. сумма приращений однозначной функции Т(а)  на 
замкнутом пути равна нулю. Из этого следует, что знаки всех

( 1. 10'" )

з 3

1 1
П оэтому согласно (1.6), (1.10") и (1.11) 

d T  — (grad Т dl) =  grad tTdl — dl. ( 1.11')

( 1. 11" )

(1 .12)



этих приращений не могут быть одинаковыми и, следовательно, 
изменение однозначной функции Т на замкнутом пути не может 
быть монотонным.

Согласно (1.7) — (1.7") и (1.11) имеем в системах; -*> У, z; г, 
Ф, z; R, 0 , ф соответственно:

p a d  Г =  +  '  (1.13)

grad 1Г ^  + 1, - т - S " +  (1-13')

z™d T  =  h . ^  +  h ^  +  h i d n r - w -  • (1ЛЗ")

Правые части этих равенств можно рассматривать как про­
изведения символического вектора

з
V  -  1А  +  1А + УгК =  ••• =  £  . (1.14)

I

называемого набла, на скаляр Т и представить вектор g r a d  Т как 
результат применения этого дифференциального оператора (Га­
мильтона) к скаляру Т:

grad  7 =  V7. (1.14’)
Если скаляр Т является функцией T(t,) скаляра %(а),  то

Ж  =  - £ - £ ( л =  1- 2 * 3>; * (1Л5)
где I* — координаты точки а.

Следовательно,согласно (1.15)

grad Т (С) grad С. (1.15')

В точке, в которой по направлению I поле Т терпит разрыв, 
имеем — оо. Поэтому в особых для поля Т точках и на осо­

бых линиях и поверхностях вектор grad Т теряет смысл *. Пове­
дение поля Т у  особой поверхности S характеризуется разрывом 
функции Т, т. е. разностью Т(2)— Т(1> значений скаляра Т на сто­
ронах Si и S 2 поверхности S, причем индексом 2 отмеч_аем лице­
вую сторону поверхности S.

II. Поверхности уровня. Поверхностью уровня, или уровенной 
поверхностью скаляра Т, называют поверхность 5 УР, во всех точ­
ках которой величина Т имеет одно и то же значение2.

1 О чевидно, что в особых точках направления рассматриваемых ниже линий 
градиента стан овятся  неопределенными.

2 В поле сил тяж ести  уровень спокойной воды совпадает с поверхностью 
равны х значений скаляра, называемого потенциалом этого поля.
16



Через каждую обычную точку (не являющуюся в поле Т осо­
бой или экстремальной) можно провести уровенную поверхность,, 
положение которой определяется однозначно. Нормали лУР к по­
верхностям уровня будем направлять в сторону увеличения ска­
л я р а  Т.

Производная от Т по любому направлению, касательному к 
поверхности уровня, очевидно, равна нулю, следовательно, век­
тор grad  Т направлен по нормали пур к поверхности уровня. Со­
гласно ( 1.11)

Согласно (1.16), (1.16') градиентом скаляра Т является век­
тор, имеющий направление наиболее интенсивного возрастания 
скал яр а  Т, и абсолютную величину, равную приращрнию 7 на 
единицу длины по этому направлению. Линии, проведенные по 
направлениям нормалей л ур, т. е. векторные линии Iм поля М =  
= g r a d  Г, называют л и н и я м и г р а д и е н т а .

И з  изложенного следует, что вектор grad Т заменяет совокуп­
ность производных от Т по трем координатным направлениям.

В области V, в которой grad 7 = 0 ,  имеем Т = С ,  где С — по­
стоянная, т. е. величина, не зависящая от положения точки в об­
л а ст и  V. Вектором grad Т поле Т определяется с точностью д а  
постоянной С:

З н а я  векторное поле g rad  Т в какой-либо области V, ограни­
ченной поверхностью S [V ], и значение Т в некоторой точке ао 
этой области, можно согласно ( 1.12) определить скалярное поле 
Т во всей области V.

III .  Двухмерный градиент. При изучении поля Т, определяе­
мого на  некоторой поверхности 5 , т. е. двухмерного поля, можно 
пользоваться двухмерным градиентом, который будем обозначать. 
g rads7\ Аналогично ( 1.11), (1.16) и (1.16') имеем

где vyp, t, t', t" — единичные векторы, тангенциальные к поверх­
ности S,  причем вектор vyp нормален к линии уровня /УР скаляра 
Т на поверхности 5, t имеет произвольное направление, a t '  и t" 
взаимно перпендикулярны.

(1.16).

откуда  в соответствии с ( 1. 10")

(1-16')-

g ra d ( 7 ’+ C ) = g r a d 7 ’. (1.17)

(1.18)



Векторное поле М характеризуют двумя пространственными 
производными — д и в е р г е н ц и е й  и р о т о р о м ,  которые выра­
жаются через девять производных по координатным направле­
ниям от трех скалярных компонент вектора М по этим направ­
лениям. Дивергенция вектора М — скаляр, обозначаемый div М, 
а ротор (вихрь) вектора М — вектор, обозначаемый ro t  М. Д и­
вергенцию и ротор называют соответственно скалярной и век­
торной производными векторного поля. Как будет показано в 
§ 6, дивергенция определяет характер изменения поля М по его 
направлению, а ротор — по поверхности, нормальной к  направ­
лению этого поля (точнее, его вихревой части; см. разд . 1 § 6). 
К  выражениям для ротора и дивергенции придем исходя из рас­
смотрения работы в поле М и потока вектора М.

I. Поток вектора. Потоком вектора М через площ адку dS  
называют произведение 1

(М d S ) = A l„ d 5 = A ld 5 c o s (M ,  dS),
в котором М — поле в средней точке а этой площадки; п — нор­
маль, направленная от оборотной стороны площадки к  ее лице­
вой стороне; М„ — компонента вектора М по нормали п.

Произведение (М dS) имеет положительное значение, когда 
•угол (М, dS) острый, и отрицательное, когда этот угол тупой. Следо­
вательно, поток вектора М через площадку dS положителен, ког­
да векторные линии проходят через эту площадку от оборотной 
стороны к лицевой стороне и отрицателен когда, они проходят 
через нее в обратном направлении.

Обозначая поток вектора М через поверхность S буквой гр, 
имеем

Ф =  J (MdS) =  J MndS, dty =  (MdS). (1.19)
s s

Поток § представляет собой алгебраическую сумм у потоков 
через отдельные участки поверхности S, и его знак, т а к  же как 
и знак каждого из этих потоков, зависит от выбора лицевой сто­
роны на поверхности S. Очевидно, что поток вектора М через 
векторную поверхность (поверхность векторной трубки) равен 
нулю.

При определении потока §  (М dS) через замкнутую поверх­
ность (с наружной нормалью) положительные слагаемы е соот­
ветствуют элементам поверхности, на которых вектор М направ­
лен наружу.

1 Если в скалярном произведении (M dS) вектор М есть скорость течения 
ж идкости, то оно определяет поток жидкости через площ адку, т. е. количество 
ж идкости , проходящ ей через нее в единицу времени. Отсю да н азван и е поток 
(скалярны й поток) вектора для произведения (M dS), а такж е н азван и я в е к ­

т о р н ы й  п о т о к  в е к т о р а  и п о т о к  с к а л я р а  для произведений [M dS] 
«  TdS.



II. Напряжение, циркуляция. Скалярное произведение
(М  dl)=7W d/cos(M , dI)=Afi<W=
= h lM ld b + h 2M2d l 2-\ -hMsd b  ( 1.20>

вектора М в точке 'а на элемент пути dl, содержащий эту точку, 
будем называть р а б о т о й 1 в поле М на пути dl. Работа (М dl) 
положительна, когда угол (М, dl) между направлением поля М 
и элемента пути dl острый, и отрицательна, когда этот угол ту­
пой.

Работу  в поле М на пути 1аь от точки а до точки Ь будем н а­
зывать н а п р я ж е н и е м  поля М на этом пути. Обозначая это 
напряжение через 8 аъ, имеем

ь ь
ШаЪ =  J  (Mdl) =  J Mtdl, d$ =  (Mdl). (1.21)

a a

В общем случае это напряжение зависит не только от поло­
ж ения точек а и Ь, но также от всего пути 1аь между этими точ­
ками. Работы на различных участках пути 1аь могут иметь раз­
ные знаки, и величина &аъ равна алгебраической сумме этих 
работ. Знаки слагаемых и их суммы зависят от выбора направ­
ления на пути 1аь, которым определяется ориентация векторов dl 
по линии lab. Если путь 1аь совпадает с векторной линией, то р а ­
боты (М dl) на всех его элементах dl  имеют один з)нак — поло­
жительный, если направления пути 1аь и векторной линии одина­
ковы, и отрицательный в противном случае. Поэтому работа 
на любом отрезке векторной линии не может быть равна нулю.

Р аб оту  в поле М по замкнутому контуру /, обозначаемую 
ф (М dl), называют ц и р к у л я ц и е й  в е к т о р а  М п о  к о н т у ­
р у  /. Очевидно, что циркуляция по (замкнутой) векторной линии 
Iм отлична от нуля.

I I I .  Ротор. Ротор вектора М в точке а представляет собой 
вектор, компонента которого по любому направлению р опреде­
ляется  формулой

rot М =  Нш-^- (£ (Mdl), (1-22)
* s. •* о j  

р MV

где /[£р] — замкнутый контур, расположенный на плоскости Яр  ̂
проходящей через точку а нормально к направлению р, и обра­
зующий правовинтовую систему с этим направлением; S p — пло­
щадь участка плоскости Р р, ограниченного контуром /[Sp] и со­
держ ащ его точку а; стремление площади S p к  нулю происходит 
при стягивании контура / [ 5 Р1 (и ограничиваемого им участка

1 Е сли  М — сила, с которой поле действует на единичную точечную  массу 
(см. вторую  главу ), то  (JW dl)— работа в поле М при перемещ ении такой  массы 
по пути dl. Отсю да название работа для  произведения (M dl) при лю бом век­
торе М.



плоскости) к точке а. Взяв в качестве участка плоскости Р р эле­
мент dSp этой плоскости, содержащий точку а, получаем

rotPM =  l ^ -  (jj (Mdl), rotft M =  ф  (Mdl) ( A = l ,  2, 3).

Формула (1.22' ) 2 соответствует случаю, когда направление р 
•совпадает с направлением координатной линии h. Умножая ком­
поненты, определяемые этой формулой, на единичные векторы Ь и  
складывая эти произведения, получаем вектор rot М. П о  направ­
лению L этого вектора его компонента, очевидно, имеет наиболь­
шее значение, равное его абсолютной величине. Следовательно, 
если вращ ать площадку dSp около точки а, в которой определя­
ется компонента rotpM, то правая часть ( 1.22') ] долж на принять 
наибольшее значение, равное | r o tM | ,  когда направление р сов­
падает с направлением L вектора rot М. Считая, что контур 
./[dS i]  образует правовинтовую систему с L, имеем

где / [ 5 ] — замкнутый контур, ограничивающий поверхность i>'.
Действительно, разделим поверхность S  на элементы d S (, ограниченные кон­

турами Границы /,•_ г краевы х элементов dS,-_ г, располож енны х у границы
■f[S], содерж ат участки Д /1>г, совокупностью' которых является эта граница 
(рис. 7). Составим для всех элементов d S i  равенства вида (1 .2 2 ') i . Суммируя 
эти равенства, умноженные на dS ,, получим

Д е в а я  часть (1 .23 '), очевидно, равна левой части (1.23). Что же касается 
правой части (1 .23 '), то в ее состав работа на линии /а р, разграничиваю щ ей 
смеж ны е элементы d S a и dSp, входит дваж ды  с разными зн акам и, так  как 
в равенствах (1 .22 '), соответствующ их этим элементам, обход п о  линии 1аъ 
получается по взаимно противоположным направлениям. П оэтом у ненулевые 
вклады  в правую  часть (1.23') вносят только работы  по тем участкам  г 

. контуров г , которые образую т контур /[S ] поверхности S. С ледовательно, 
п равая  часть (1.23') совпадает с правой частью (1.23).

Согласно теореме Стокса поток вектора rot М через поверх­
ность S  равен циркуляции вектора М по контуру / [ 5 ] .  Из (1.23) 
следует, что если на какой-либо поверхности S всюду rot М = 0, 
то по контуру / этой поверхности циркуляция равна нулю.

В правой части (1.22' ) 2 можно взять в качестве dSk  коорди-

ных линий, ортогональных к линии /*. Возьмем такую площадку 
:20

( 1.22")

Из ( 1.22')!  можно получить т е о р е м у  С т о к с а :

(rot MdS) =  ф (Mdl),
l [SJ

(1.23)

(1 .2 3 ')

' h

натную площадку с контуром, состоящим из отрезков координат-



Рис. 7. Схема, поясняю щ ая вывод 
теоремы Стокса.
Элементы dl  [S] совпадают с участками 

кон туров l t г краевых элементовДI,

Рис. 8. Полосы 2 и 3 на координатной 
поверхности S i и их общ ая площ адка 
dSi

на координатной поверхности Si (рис. 8). На этой поверхности 
вы делим  двумя парами координатных линий Г2, /"г и / '3, /"з две 
взаи м н о  ортогональные полосы 2 и 3 элементарной ширины 
dl3 и d l 2 со средними линиями /2 и /3 соответственно. В общем 
случае ширина полосы и компонента поля М по ее ширине (по /з 
или ЬУ меняется вдоль полосы и, следовательно, напряжения 
(М dl 3 ) и (М dl2) на поперечниках! cf/3 и d h  полос 2 и 3 явля­
ются соответственно функциями координат | 2 и | 3. Пусть dS\  — 
общ ая площадка полос 2 и 3 с контуром / [d S i] ,  состоящим из 
следую щ их друг за другом элементов dl'2 , dl"$, — d/"2, —dl'3; 
тогда, согласно ( 1.22')

rot, М  =  [(Mdl,)' +  (Mdl,)" -  *Mdl2) "  -  (Mdl,)'], (1.24)

где (M_ dl2) '  и (M dl2)"  — значения функции (M dl2) на элемен­
тах  dl 'z  и dl"2\ (М dl3) '  и (М dl3) "  — значения функции (М dl3) 
на элем ентах  dl'z и dl"z.

П ринимая во внимание, что

(Mdl2)" -  (Mdl,)' д (Mdl,) ,  _  a (Mdl,) м 
«Ь s~  dl, а »’

(M dl,)" -  (Mdl,)' =  д (̂ -dl,) =  a ^ ls)- dl,

(1.24')

(1.24” )

получаем 

rot, M  = 1 Г d (M d l,) м  _  д (M d l,) .. 1 _  
[  d l ,  2 d l ,dl

д (MJi,)
дЬ

(1.25)



/*• и аналогично

rot, М : 1 г ^ ( M d y  ^  a  (M dl,) т
dlsdit [ dl, dlt a<»J =

____ ! _  r ^ W i )  . 1
M l [ d&s db J*

rot M — - 1 . d (Md|.) dl  1
x*m dljdl, [ dh 1 д1ш й1г\ —

_____ 1 Г d ( M j i j  д ( M ^ )  1
hih t  [  di;4 д%j J '

Следовательно,
lxAj l 2̂ a 1sh3

rotM : 1

(1.25')

(1.25")

(1.26)

В системах x, у, z\ г, ф, z; R, 0, <p имеем соответственно

д М ,  д М иro tM  =

+ ̂ [

д д 
дх ду

д
дг

М х М у М г

_ 1  Г дМг QMy I .
— ^  dz J Т

+  ! , [

ч д М г

L дг дх.
V

__ 1 д
' г дг

М г

Г д М г д М г

(1.27)

dz

гМч Mz

1 д М ,
д г 1-ь

1 , 1  Г «1 (  д (гМу) дМг
J ' z L г V idr ду

ro tM  =

дг дг

iR h 1* UR sin 8
1 д д д

R2 s in  0 dR дЬ ду

M R R M B R  sin 0Л4ф

1* | - t > ( s in 8 A y  dM„ ]  , 1 , Г 1 d M K

(1.27')

]+±[;^sin0|_ d0 d<f J "T-  R [sin0 дч
* (RM*) 1 *, Г d (RM») dMR 1 .

J +  R [ dR dB JdR
(1.27")

Правую часть (1.27) можно рассматривать к а к  векторное 
произведение

[ ( » , - £ -  +>■» + 1- - £ ■ ) ( 1 А + 1»м » + У‘М ‘Я =  I v « i



символического вектора V  на вектор М; следовательно, 

r o t  М== [ V M ] . (1.28)

И з  (1.25) — (1.27") следует, что нормальная компонента век­
тора rot М теряет смысл (обращается в бесконечность) на по­
верхности 5, на которой терпит разрыв тангенциальная компонен­
та вектора М.

IV. Дивергенция. Дивергенция поля М в точке а определяет­
ся фофмулой

в которой V — объем произвольно взятой области V, содерж а­
щей точку a; S [ V J — замкнутая поверхность, ограничивающая 
о б л а с т ь  V. Стремление объема V к нулю совершается стягивани­
ем поверхности 5 [V]  к точке а, а нормаль п к этой поверхности 
считается направленной наружу. Согласно (1.29) в средней точке 
а  объемного элемента dV,  ограничиваемого поверхностью

т. е. дивергенция вектора М в точке а представляет собсгй поток 
векто р а  М через замкнутую поверхность S [d K ] ,  ограничивающую 
окрестность dV  точки а, отнесенный к единице объема этой окре­
стности.

И з  (1.29') можно получить т е о р е м у  Г а у с с а  — О с т р о -  
г р а д  с к о г о 1

где 5 [ К ] — замкнутая поверхность, ограничивающая область V.
Р азд ел и м  область V  на элементы d V t,  ограниченные поверхностями S t .  

Г р ан и ц ы  S i  краевых элементов dV t,  расположенных у границы S[V], содерж ат 
участки: dS,  совокупностью которых является эта граница. Составим для  всех 
эл ем ен тов  dV i  равенства вида (1.29 '). У м нож ая их на d V i  и суммируя, полу­
чаем равен ство

в  к о то р о м  левая часть совпадает с левой частью (1.30). Что ж е касается п ра­
вой ч а с ти  (1.30'), то  в ее состав поток вектора М через границу Sop (аналогич­
ную л и н и и  /ар на рис. 7) меж ду соседними элементами d V a и dV$  входит 
дваж ды ; при разных направлениях нормали к поверхности 5 ар (н аруж у из об ­
ластей  d V a и dV$).  Получаются два потока, сумма которых равна нулю. П о ­
этому ненулевы е вклады  в правую часть (1.30') вносят только потоки через уча­
стки d S  границ S {, образующие границу S[V] области V. С ледовательно, п ра­
вая ч а с т ь  (1.30') совпадает с правой частью (1.30).

1 В дальнейшем будем ее называть теоремой О строградского.

d i v M  =  lim-;i- (f) (MdS) =  lim (ft MndS,
t/_^n V Л 1'_ьП V  Л

(1.29)
SlK! ■S IVI

(1.29')
S [dV]

(1.30)
V S  IK)

(1 .3 0 ')
i S.



Рис. 9. Схема, поясняю щ ая вывод выражения (1.32') для дивергенции:
а — общий элемент d V  трех взаимно ортогональных координатных трубок; 6  — грани dS  
элемента d V  и векторы М в их центрах

Согласно теореме Остроградского (1.30) поток вектора  М че­
рез замкнутую поверхность S[V] равен интегралу дивергенции 
этого вектора, взятому по области V, ограниченной поверхностью 
S [ l / ] ,  если во всех точках этой области div М имеет смы сл.

Из (1.30) следует, что если в какой-либо области V всюду 
d i v M = 0, то поток вектора М через поверхность S[V] , ограничи­
вающую эту область, равен нулю.

В правой части (1.29') в качестве области dV  м о ж н о  взять 
координатный элемент пространства, ограниченный координатны­
ми площадками dSk.

Координатными поверхностями S2 , S 2", S 3', S 3" вы делим  из 
пространства координатную трубку со средней линией т1] и с по­
перечным сечением d S i (рис. 9). Площадь этого сечения и нор­
мальная компонента вектора М на нем меняются вд о л ь  трубки,
и, следовательно, поток (MdS,) является функцией координаты

Аналогично можно представить потоки (M d S 2) и ( M d S 3) че­
рез поперечные сечения координатных трубок со средними линия­
ми /2 и /3 как функции координат и |з. Пусть d V — общий эле­
мент объема трех таких взаимно ортогональных координатных 
трубок, а его грани — площадки dS'k, dS"k ( k = l ,  2, 3 ) .

Применяя к элементу dV  формулу (1.29') и учитывая, что при 
этом нормали на его поверхности 5 [dF] следует нап равл ять  на­
ружу, имеем

з

d iv M = = ^ 7- $ ]  [ ( m s ky - ( m s ky], - 0 .3k)

где (M d S * ) '  и (MdSfc)" — значения функции (M d S * ),  соответст­
вующие сечениям dSk и dSk" трубки со средней линией lh. При­
нимая во внимание, что

(M d S j"  -  (M d S j '  =  д ■(.̂ s*) Л к =  д (^ k)- d l k,



получаем из (1.31)

d iy  м  =  - L .  ? (У 1}- + - ^ _ а (“ dS,). + - 4 -  - - (# dS,) (1-310dS^ ul  i  u«bj ul 2 u i j  ol$

или

d i v  M =  „  J  Jt-  dl , +C/fl ul 2dl ĉt Iz l̂s
_<? (d l id l fM g) ^  

d l3 *
(1.32)

т. e.
div M =  -r7 L — Г d (W*-Ml) +  -f. 1, (1.32)

h\h%h$  ̂ o^a dE*s J

В системах ж*у, z; г, ф, z; /?, 0, ф имеем соответственно

« 4 + ? + ? ,  0.33»

< , , * = ± [ 1 ™ + ^ + , * * ] .  - 0 . 3 3 ,

di v м = т а г - [ sin “ ж  W Л ж  <sin ш *> +  

+ * - £ - « , ] .  - С -33")

Правую часть (1.33) можно рассматривать как скалярное произ­
ведение -А -  +  1у -А- +  1г j [IJW, + l / f ,  +  1.гМг]) символи­

ческого вектора V  на вектор М. Следовательно,
div М =  (V M ) . (1.34)

§ 4. НЕКОТОРЫЕ СООТНОШЕНИЯ

Выведем соотношения, аналогичные теореме Остроградского, 
и некоторые выражения для объемных, двухмерных и поверхно­
стных производных.

I. Градиент и поток скаляра. Пусть S[dK] — поверхность ко­
ординатного элемента объема dV — dxdydz  с нормалями, направ­
ленными наружу. Ее грани в векторизованном виде

dSxx=  — 1 xdydz, d S / =  — 1 vdzdx, d S / =  — 1 zdxdy,  dSx" =
=  1 xdydz, dSv" = \ ydzdx, d S / ' =  l zdxdy.
Обозначив через T'(x), T'(y),  T'(z) ,  Т"(х), Т"(у),  T"(z)  зна­

чения Т  в центрах этих граней, имеем
ф  Т dS =  1Х (Т" (X) -  Г  (X,) dydz  +  t у (Г" (у) -  Т  (у)) dzdx  +

S  Id V \

■■ +  1 g (T" (г) -  Г  (z)) dxdy  =  \ x ^ d V  +  l y - g - d V  +  

+  U ~ d V .



Следовательно, согласно (1.13)

g r a d T ^ - ^ -  (j) Т dS или grad Т — \ m  - i -  (j) TdS. (1.35)
S \d.V\ S  [V]

От равенства (1.35) можно перейти к аналогичному (1.30) 
равенству

J g r a d 7 W =  ф TdS, (1.36)
V S  iVi

правая часть которого является потоком скаляра Т через поверх­
ность S[V ],

Д ля получения (1.36) мы, как и при выводе (1.30), р азд ели м  область V 
на элементы dV i,  ограниченные поверхностями Si.  Границы S i  к р аевы х  элемен­
тов d V i  (расположенных непосредственно у границы S[K] о б ласти  V) содер­
ж ат  элементы dS,  совокупность которых составляет эту границу. С остави м  для 
всех элементов d V t  равенства (1.35) [. Сложив эти равенства, ум нож енны е на 
соответственные объемы dV i,  получим

2  grad TdV  =  2  ф  Т  dS. - (1 .3 6 ')
I i s . I

Л евая часть (1.36') равна левой части (1.36). Что ж е к ас а е тс я  правой 
части (1.36 '), то в ее состав поток скаляра Т через границу S ap м е ж д у  сосед­
ними элементами d V a и dV$ входит дваж ды : один раз как поток ч ер е з  участок 
поверхности £ [^ У а] с нормалью, направленной в область dV^,  а другой — как 
поток через участок поверхности S[dVp] с нормалью, направленной в область 
d V а. Сумма таких двух потоков, очевидно, равна нулю. И з этого следует, что 
ненулевой вклад в сумму потоков через поверхности S i  вносят т о л ь к о  потоки 
через участки поверхностей краевых элементов dV i,  являю щ иеся элементами 
границы 5[К ] области V. Но совокупность этих потоков п ред ставляет  собой 
поток через поверхность S[V], следовательно, равенство (1 .3 6 ')  сводится 
к (1.36).

II. Ротор и векторный поток. Обозначая через М '^д:), М' ( у ) ,  
М' ( z ) ,  М' (х),  W'.(y),  М"(z)  значения вектора М в центрах  гра­
ней dSx', d S y ,  dSz', dSx", dSy", dSz" координатного элемента объ­
ема d V — dxdydz,  имеем ,

ф  [MdS] =  [(М" (x) -  M' (x)) l x] dydz  +  [(М" (у) -
S [dV J

— M' {y)) l,y\ dzdx  +  [(M" (z) — M' (z)) l z] dxdy  =

=  (П [ M ” y  ( x )  -  M ' y  (jc)] +  [1*1,] W ' z  (■*) -
-  M'z {x)])dydz +  ([lz \ y) [M”z (y) -  M'z (y)] +

+  [ M J  [M"x (y) -  M'x (y)]) dzdx  +  ([1. A ]  [M"x (z) -  M ' x (г)] +
/  д М х д М и \

+  [1Л 1 Iм " У (г) -  М'у Ш  =

-И,(4£ -4£)-И,(4£~£Ж



Следовательно, согласно (1.27) 
I

dVro tM  =  - , - i r -  ф  [MdS], rot М =  H m - p -  ф  [dSM], (1.37)
S  \dV J S [V]

где [dS M] — векторный поток вектора M через площадку dS.
И з (1.37) можно получить аналогичное (1.30) соотношение
J  rot MdV —  <§ [dSM]. (1.38)
V S  lVJ

Д л я  этого, повторяя вывод соотношения (1.30), надо заменить 
равенства вида (1.29') равенствами вида (1.37) ь

III. Двухмерные производные. От выражений (1.29), ( 1.35) 2 и 
(1.37) 2 для трехмерных производных divM , g rad  Г и ro tM  можно 
перейти к аналогичным выражениям для- двухмерных производ­
ных div*MT, g ra d 8?  и rot8Mt , т. е. для дивергенции, градиента и 
ротора, от величин, рассматриваемых как функции точки а на 
поверхности 5 . Заменяя в (1.29) трехмерную область V участ­
ком AS поверхности S, на которой задано поле тангенциального 
к ней вектора Мт, а границу S [V]  области V — контуром /[AS] 
участка AS, получаем определение д в у х м е р н о й  д и в е р г е н ­
ц и и :

div*M, =  U m - ^ -  £  ( M » d /  =  Hmo^ -  (j) M d l ,  (1.39)
/[AS] I [AS]

где v — единичная нормаль к линии /[AS], леж ащ ая  на поверх­
ности S  (в плоскости Р, касательной к этой поверхности) и н а ­
правленная наружу относительно участка AS;

MT= M V+ M ,,  Mv=  (vMT) , M [ =  (1,MT) , * (1.40)
а 11 —  единичный вектор по касательной к линии /[A S].

И з (1.35) 2 аналогично получаем определение д в у х м е р н о г о  
г р а д и е н т а  (см. разд. III § 2):

g ra d  Г =  lim -гтг- (ft vTdl,
AS-vO j

l [AS]

[n g rad4 T) — lim *(ft T dl. (1.41)
AS-cO ^  j  

t IAS]
В (1.41)г предполагается, что обход по контуру /[A S] образу­

ет  правовинтовую систему с нормалью п к поверхности S и, сле­
довательно,

[nv] =  l ;. (1.40’У
Из (1.37)2 получаем определение д в у х м е р н о г о  р о т о р а ;

rots М =  lim ~го~ (ft [vM laf/.— lim (ft M tdl,  (1-42)
AS-*-0 ^  j  a.s-»o ac> л

l [AS] / [AS]



потому что согласно (1.40) i

[vMT] =  [VMV] +  [VM,] =  [vl;] Mt= n M u (1.40")

От (1.39), (1.41), (1.42) можно перейти к соотношениям вида
(1.30), (1.36), (1.38) для поля на поверхности. Например, из 
(1.39) и (1.41) получаем

J d iv * M Td S =  § ( M T[dIn]). f [ d S V n =  §  Тд  1.
S t [S] S I [S]

(1.41')

так как [dS grad Г] =  [n g rad 3 7]iiS.
IV. Поверхностные производные. Вернемся к полю в трехмер­

ном пространстве и допустим, что точка а находится на поверх­
ности S, на которой возможен разрыв вектора .М, причем пока 
допустим, что обе компоненты этого вектора имеют ограничен­
ные значения. Пусть V{ и V2 — области пространства, разделяе­
мые некоторой поверхностью S, а п — нормаль к ней, направлен­
ная от Vi к V2. Проведем в областях V\ и У2 поверхности S |  и 
S 2 на малых расстояниях /г/2 от поверхности 5 , взятых по норм а­
ли к ней, и обозначим через и М<2> значения вектора М на 
поверхностях Si и S 2 (рис. 10). Выделим на поверхности S учас­
ток AS, ограниченный контуром /[AS] и, взяв этот контур в каче­
стве направляющей, а нормаль п в качестве образующей, постро­
им прямой цилиндр Ц  с основаниями Si и s2 на поверхностях S] 
и S 2, с боковой поверхностью se, проходящей через контур / [A S ],  
с малой высотой h и с объемом AV— hAS. Через замкнутую по-

\

О'

4S-
—  М(2)

Рис. 10. Построение, поясняю щ ее вывод выражения дл я  поверхностных произ­
водных:
а — р азрез по нормали п  к поверхности S; б  — вид (сбоку) из области V2- Контур /[AS] об­
разует правовинтовую систему с нормалью п , а нормаль v  к этому контуру и к поверх­
ности s 6 леж ит в плоскости S



верхность s этого цилиндра, состоящую из поверхностей s b s2 и 
se, имеем поток вектора М:

§  (MdS) =  J (MdS) +  J (MdS) +  J(MdS). (1.43)
s s> s6
Считая нормаль на поверхности s всюду направленной нару­

жу относительно цилиндра Ц, имеем:
ds j  = —ndS, ds2= n dS, ds6= v d s 6= v d « d / .  (1-44)
Кром е того,- имеем в дополнение к (1.40), (1.40'), (1.40")

[ v M „ ] =  — \ ,Мп, (vM„) =  (nMv) =  (пМг) =  (vM/) = 0 . (1.40"')
Следовательно,

J (MdS) + J ( M d S ) =  ^ (n  [M<2> - M <’>])g?S =
•S’а Д5

f (Mi2) -  M w )dS,  (1.45)-
J  ■” **AS

+

J  (MdS) =  A ф (Mh x)dl,  MA, =  -±- j  m %dn, (1.45')
*6 MAS] _ \ _ h

2
где JAhx — усредненное по образующей цилиндра Ц значение тан­
генциальной к поверхности 5  компоненты поля М. Ввиду малости 
высоты Л цилиндра Ц  обычно можно заменить величину М \  
значением Мт в средней точке образующей цилиндра, т. е. на 
контуре /[AS] его среднего сечения AS. Разделив обе части 
(1.43) на объем цилиндра S.V, имеем

_ l _  X .  /1.»л - ,  l *  Г Л1<п2) —  м п }
AV

& &S I [AS]

П о л агая  А-»-0 и стягивая контур /[AS] к точке а на поверхно­
сти S, получаем в левой части (1.46), согласно (1.29), диверген­
цию вектора М в точке а. В правой части во втором члене под­
ынтегральная функция имеет ограниченное значение, так  как мы 
полагаем, что Мхф оо .  В первом же члене правой части подын­
тегральная функция при h-*~0 обращается в бесконечность, если 
при эгом  разность М {2) — М (1) не стремится к нулю. Но при 
А-Ю поверхности Si и S 2 представляют собой стороны поверхно­
сти S, и разность М (2> — М (1) есть разрыв компоненты Мп на 
этой поверхности. Следовательно, на поверхности, на которой 
М ^  ^  , дивергенция вектора М теряет смысл.

В этом случае будем характеризовать поведение поля М 
у точки а на поверхности S пределом (при А—>-0 и AS~->-0) отно­
шения потока вектора М через поверхность s не к объему АУ

2 9 '



цилиндра Ц, а к площади AS его поперечного сечения. Обозна­
чая эту величину Div М, т. е. полагая

D i v M =  H m - ^ - ^ ( M d S ) ,  (1.47)
А->0 s

имеем согласно равенству (1.46), умноженному на h,
:lim -

AS-*0
Div M =  lim j ( M d S ) - f  |  (M*v)dl

l  [AS]

(1.47')

где

J(MdS) =  J (M™ - M ^ ) d S ,  M‘ = T l im A M * f (1.45” )
Sq a S  ^  ^

a  s0 — совокупность сторон Si и s2 участка AS.
Считая, что Мхф о о  и, следовательно,, .МЛТ= 0, получаем 

из (1.47')

Div М =  lim - i -  Г (MdS). (1.48)
AS-* 0 ^  J

•S'o

Принимая во внимание (1.45") i и учитывая, что при  малых 
размерах площадки AS правая часть (1.45")i равна ( М <2) — М ^ )  
AS,  получаем из (1.48)

Div М =  Л^2) -  = ( п [ М (2) -  М(1)]). (1.49)

Величину Div М будем называть п о в е р х н о с т н о й  д и в е р ­
г е н ц и е й  в е к т о р а  М. Она отличается от объемной диверген­
ции divM , тем, что замкнутая поверхность, через которую берет­
ся поток вектора М, содержит вместо трехмерной области  с объ­
емом А У двухмерную область с площадью AS, и в соответствии 
с этим поток делится не на объем ДУ, а на площадь A S. Соглас­
но (1.48) имеем для любой поверхности S

ф (MdS) =  J Div MdS, (1.48')
So S

где S 0 — замкнутая поверхность, обтягивающая поверхность S и 
состоящая из сторон Si и S 2 поверхности S.

Тождество (1.48') аналогично теореме Остроградского (1.30) 
лля  объемной дивергенции.

Векторный поток вектора М через поверхность s цилиндра Ц 
(см. рис. 10)

ф  [dSM] =  j  [dSM] +  j  [dSM] +  j  [dSM], (1.50)
s  s i Sg

причем согласно (1.44), (1.45')

J [dSM] +  J [dSM] =  J [n (M<2> -  M<‘>)] dS,



где Mhn — усредненное по образующей цилиндра Ц значение- 
компоненты вектора М, нормальной к поверхности S. Разделив 
обе части (1.50) на объем AV =hA S  цилиндра Ц, получим:

(j)[dSM| =  - ^ - j  . |n(M (l')~ M|1,)1 d S -
s  A 5

j  ЛГЛ„ d l + - ^ -  j )  (M \d l). (1.52).
/ [AS] I IASI

П олагая  h-*-0 и стягивая контур /[AS] к точке а, получаем 
согласно (1.37) в левой части (1.52) ротор вектора М в этой точ­
ке. В  правой части, во втором и третьем членах, подынтеграль­
ные функции имеют ограниченные значения, так как Мп-фоо и 
Мх=^оо.  В первом же члене подынтегральная функция обращ ает­
ся в  бесконечность при /г—>-0, если разность [пМ<2>] — [пМ<‘>] при 
этом  не стремится к нулю. Но эта разность при Л-»-0 представля­
ет собой разрыв компоненты [пМ] =  [пМт] на поверхности S,, 
следовательно, если тангенциальная компонента вектора М тер­
пит разрыв на поверхности S, то ротор вектора М иа ,этой  по­
верхности теряет смысл.

В  этом случае будем характеризовать поведение поля М у 
какой-либо точки поверхности S пределом, к которому при А—►О1 
и A S —>-0 стремится отношение векторного потока вектора М через 
поверхность s не к объему АК цилиндра Ц, а к площади AS его' 
поперечного сечения. Обозначая эту величину Rot М, т. е. пола­
гая в  соответствии с (1.37)

_1_
ASRot М =  lim ^V-(^[dSM],

AS-*>0 
h-¥ 0

(1.53)

R o tM  =  lim
AS-*0 AS

(1.53')
имеем согласно равенству (1.52), умноженному на А,

1 Г J [dSM] — j) М* dl + n ф (М̂ dl/
_S 0 I IAS] I [AS]

где
f [dSM] =  С [n(M(*) — M<‘>)]dS, M* =  l imhMhn. (1.51” )
J J " А-» оAS

Считая, что M hn^ o o ,  Mhx=/=oo и, следовательно, МЛП =  0Г 
0, получаем из (1.53')

Rot М =  lim
AS-+0

(1.54)



(1.1 O'") для компонент вектора grad Т, убеждаемся, что все ком­
поненты вектора rot grad Г обращаются в нуль. Так, например, из
(1.25) получаем

(rot grad7 ')1= - ^ - | ^ -  j — j=0.
Следовательно,
rot grad T =0 .  (1.60)
Применяя преобразование (1.23) к вектору M = g r a d  Т, имеем 

согласно (1.60) для любого замкнутого контура I
(j) (gradTdl) =  0 , (1.61)
/

т. е. циркуляция вектора grad Т равна нулю.
II. Потенциал. Согласно (1.60), если M = g r a d  Т, то rot М = 0. 
Справедливо также обратное положение:
если rot М = 0 , то M = g ra d  Г. (1.62)
Действительно, в области V, в которой rot М = 0 , циркуляция 

по любому замкнутому контуру I, согласно (1.23), р авн а  нулю, из 
чего следует (1.62). Д ля  доказательства проведем м еж ду  точками 
1 а 2 два пути 1, 3, 2 и 1, 4, 2 через произвольно взяты е точки 3 
и 4 (рис. 11). Работа по замкнутому контуру 1, 3, 2, 4, 1, состоя­
щему из путей 1, 3, 2 и 2, 4, 1, представляет собой сумму работ по 
этим путям. Допуская, что циркуляция в поле М по л юбому з а ­
мкнутому контуру равна нулю, имеем

1̂, 3, 2, 4,1 ~  *°1, 3, 2~ Ь $ 2, 4 , 1 т. е. ^2,4, 1 1̂, 4, 2 ■
Таким образом, работа <g\2 на пути 1, 2 зависит только от по­

ложения точек 1 и 2. В частности, работа @фа на пути; от фикси­
рованной точки ф до переменной точки а является функцией поло­
жения точки а:

J(Mdl) =  < ^ » .  (1-63)
Ф
Дифференцируя обе части этого равенства, получаем

(Mdl) = d 8 „  =  (1.63')

Следовательно, согласно (1.11) и (1.6) (Mdl) =  (grad dl), т. е. 
M =  grad(g^a, поэтому, полагая &фа — Т - \ - С ,  где С — постоянная,

имеем M = g r a d 7 .
Каждому скалярному полю Т соответству­

ет векторное поле M = g r a d  Т, но не каждый 
вектор М является градиентом какого-либо 
скаляра Т. Если ro tM  =  0, то согласно (1.62) 
вектор М может, быть представлен как гра­
диент некоторого скаляра  Т. В таком  случае

D„„ ,,  и поле М называется п о т е н ц и а л ь н ы м ,  г и с . 11. Д в а  пути. гг. /
соединяющие точки 1 а скаляр Т (или — Т) называют п о т е н ц и а -
и 2 л о м п о л я М и  обозначают и. Обычно по-



J[dSM] =  - A  ^  M hn& \ + h n  j> (1ft* dl), (1.51).
I [AS| I [AS]

+ T ft
■ „ = 4 -  j  Mndn, (1.51')

где M hn — усредненное по образующей цилиндра Ц значение- 
компоненты вектора М, нормальной к поверхности S. Разделив 
обе части (1.50) на объем AV =  hAS цилиндра Ц, получим:

у А 5

dS -

1 & Mh„ dl ■ (j) (M \d l). (1-52),AS J  п 1 AS
/ [AS] I [~AS]

Полагая A-»-0 и стягивая контур /[AS] к точке а, получаем 
согласно (1.37) в левой части (1.52) ротор вектора М в этой точ­
ке. В правой части, во втором и третьем членах, подынтеграль­
ные функции имеют ограниченные значения, так как М пф о о  и 
Mx=jt=oo. В первом же члене подынтегральная функция обращ ает­
ся в бесконечность при А—>-0, если разность [пМ<2)] — [пМО] при 
этом не стремится к нулю. Но эта разность при Л—>• 0 представля­
ет собой разрыв компоненты [пМ] =  [пМх] на поверхности S,. 
следовательно, если тангенциальная компонента вектора М тер­
пит разрыв на поверхности 5 , то ротор вектора М на. этой по­
верхности теряет смысл.

В этом случае будем характеризовать поведение поля М у 
какой-либо точки поверхности S пределом, к которому при А-»-О’ 
и AS—>-0 стремится отношение векторного потока вектора М через 
поверхность s не к объему AV  цилиндра Ц, а к площади AS  его» 
поперечного сечения. Обозначая эту величину Rot М, т. е. пола­
гая в соответствии с (1.37)

д5->0
Л-*0

Rot М =  lira - JL  с£ [dSM], (1.53)
as->o ^  J

(1.53').
имеем согласно равенству (1.52), умноженному на Л, 

1Rot М ; lim „
AS-+0

J  [dSM] — ф  M *dl +  n j )  ( M t d l ) l
So t [AS] / [ASl J

где
f [dSM] =  С [n(M<!> — М<’>)]dS,  MA =  l im A M \. (1 .51")J L ĥ°

Считая, что МкпФ oo, M hx=фоо  и, следовательно, М л„ =  0,. 
М \ = 0 ,  получаем из (1.53')

Rot М =  lim Г fdSMl. (1.54)
AS->0 J



Принимая во внимание (1.51") и учитывая, что при малых раз­
мерах площадки AS правая часть (1.51") i равна [n(M<2>—M(*))]AS, 
получаем вместо (1.54)

Rot М— [п (Ш2)—МО) ]. (1.54')

Вектор Rot М будем называть п о в е р х н о с т н ы м  р о т о р о м  
в е к т о р а  М.

Согласно (1.54) для любой поверхности S имеем равенство

j\ [dSM] =  jR o tM d S ,  (1.54")
S 0 S

аналогичное равенству (1.48').
Таким образом, на любой поверхности S, на которой компонен­

ты вектора М имеют ограниченные значения, можно определить 
поверхностную дивергенцию и поверхностный ротор этого вектора. 
Если поверхность S не является особой, то на ней поверхностные 
производные равны нулю и в точках этой поверхности могут быть 
определены объемная дивергенция и объемный ротор вектора М.

Р аздели в поток скаляра Т через замкнутую  поверхность s на площ адь AS, 
получим при h — >-0, AS— >-0 произведение п(Г(2)— Л 1)). И мея в виду  опреде­
ление (1.35) вектора grad  Г, можно назвать это произведение п о в е р х н о с т ­
н ы м  г р а д и е н т о м  скаляра Т и пользоваться обозначением

G rad T = n ( T m —  Г<‘>). (1.53")

Иногда удобно представить разры в Г<2>—Г*1> скаляра Т как нормальную 
компоненту этого вектора (см. конец § 2 третьей главы).

Поверхностные производные являются вырождениями объемных 
производных, получающимися на особой поверхности поля, кото­
рую можно рассматривать как результат сжатия тонкого слоя {см. 
ниже). Что же касается двухмерных производных, о которых шла 
речь в разд. II, то они являются двухмерными аналогами трехмер­
ных объемных производных и характеризуют поведение двухмер­
ного поля (см. замечание 8 в § 1).

V. Производные у предельно тонких слоев. Полагая, что значе­
ние М ограничено, мы отбрасывали второй член в правой части 
(1.47') и последних два члена в правой части (1.53'). Там, где 
компонента Мх— оо или Мп— оо на поверхности S, производная 
Rot М или Div М теряет смысл. Но встречаются особые случаи, 
косда при Мт—оо или Мп= о о  члены, которые мы отбрасывали, 
имеют конечные значения. В таких случаях R o tM  и Div М имеют 
смысл, но выражения, полученные для них, несправедливы. По­
стараемся получить для поверхностных производных выражения 
более общего вида, которые применимы и в этих особых случаях.

Будем рассматривать поверхность S как результат сжатия слоя, 
ограниченного поверхностями Si. и S2, в которых лежат основания 
цилиндра Ц, показанного на рис. 10, и выделим полоску, являющу­
юся поперечным сечением слоя, нормальным вектору Мт. Интеграл 
в (1.51') представляет собой напряжение <ffi2 на толщине h слоя, 
а интеграл в (1.45 ')2—поток вектора М через полоску, приходя- 
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щийся на единицу ее длины I. Поэтому

М н — 1 (1.55)
* h dl п h v '

где I—линия пересечения полоски с поверхностью 5.
С уменьшением h компоненты Мх и Мп стремятся к своим сред­

ним значениям Мнх и Mhn в слое.
При достаточно малом h
M \ = h M hx= h M x, MAn = h M hn= h M n. (1.55')
Поэтому, считая, что при сжатии слоя сохраняется конечное 

значение потока г|зт или напряжения <§Ti2, имеем на поверхности S

М^ — оо, ф о о  или М п =  оо, М* =  <§12ф о о .  (1.56)

Определим Div М для первого из этих случаев и Rot М для 
второго из них.

В первом случае в правой части (1.47') второй член в квадрат­
ных скобках не равен нулю и согласно (1.45") и (1.39) получаем 
вместо (1.49)

Div М=ЛК2)„—AfWn+div* М \ ,  (1.57)
где d ivs Млт—двухмерная дивергенция вектора М \  на поверхно­
сти S.

Во втором случае в правой части (1.53') второй член в квад­
ратных скобках не обращается в нуль и вместо (1.54) имеем

1 Г j  [dSM] -  ф  ffIf d f
So I |4S]

Поэтому согласно (1.53') и (1.41 ) 2 п олучаем 1 вместо (1.54')
Rot M = [ n  (M<2>—M<1>) ] — [n g rad3<fT,2], (1 -59)

где g ra d s^Ti2—двухмерный градиент от напряжения & 1 2  между 
сторонами поверхности 5. Из (1.59) следует, что

R o t( M = ((M ( 2>—МО)—grads<rI2) [ tn ] ) .  (1.59')

§ 5. ВТОРЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ ПОЛЯ

Вторыми являются производные от градиента скаляра и от ро­
тора и дивергенции вектора. Начнем со вторых производных ска­
лярного поля: rot grad Т и div g rad  Т. Затем перейдем ко вторым 
производным векторного поля: div rot М, grad  div М, ro t  rot М. 
Попутно коснемся некоторых тем, связанных со вторыми произ­
водными поля.

I. Ротор градиента. Подставляя в (1.25) — (1.25") вместо векто­
ра М вектор grad  Т и вместо компонент вектора М выражения

1 Ф ормулы (1.48), (1.48') и (1 .54), (1.54") при определениях (1.57) и (1.59)
остаю тся справедливыми, но в состав поверхностей s0 и S 0 при этом вклю чаю т­
ся  соответственно контуры /[AS] и / [S ] .
3 —48 33
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( 1.10" ')  для компонент вектора g rad  Г, убеждаемся, что все ком­
поненты вектора rot grad Г обращаются в нуль. Так, например, из
(1.25) получаем

(rot grad Г), =  |"аЁ7 а 1 г ( й 1 7 ) ] = 0 ’
Следовательно,
rot grad 7 = 0 .  (1.60)
Применяя преобразование (1.23) к вектору M = g r a d  Т, имеем 

согласно (1.60) для любого замкнутого контура I
(j) (gradTdl) =  0 , (1.61)
1

т. е. циркуляция вектора grad  Т равна нулю.
II. Потенциал. Согласно (1.60), если M = g ra d  Т, то rot М = 0 .
Справедливо также обратное положение:
если rot М—0, то M = g ra d  Т. (1.62)
Действительно, в области V, в которой rot М = 0 , циркуляция 

по любому замкнутому контуру /, согласно (1.23), равна нулю, из 
чего следует (1.62). Д ля  доказательства проведем между точками 
1 и 2 два пути 1, 3, 2 и 1, 4, 2 через произвольно взятые точки 3 
и 4 (рис. 11). Работа по замкнутому контуру 1, 3, 2, 4, 1, состоя­
щему из путей 1 , 3 , 2  и 2, 4, 1, представляет собой сумму работ по 
этим путям. Допуская, что циркуляция в поле М по любому за ­
мкнутому контуру равна нулю, имеем

^ 1 ,  3 , 2 ,  4 , 1  ~ ^ 1 , 3 , 2 ~ ^ ' ^ 2 , 4 , 1 = = ^ ’ Т - е - $ 1 , 3 ,  2 ~  ^ 2, 4, 1 ~  ^ 1 , 4, 2 •

Таким образом, работа на пути 1, 2 зависит только от по­
ложения точек /  и 2. В частности, работа &фа на пути от фикси­
рованной точки ф до переменной точки а является функцией поло­
жения точки а:

(Mdl) == $ фа (а). (1.63)
Ф
Дифференцируя обе части этого равенства, получаем 

(Md!) dl,. (1.63')

Следовательно, согласно (1.11) и (1.6) (Mdl) — (grad '<Вфа dl), т. е. 
M =  grad(g0a, поэтому, полагая $ фа- Т ~ \ - С ,  где С — постоянная,

имеем M = g r a d T .
Каждому скалярному полю Т соответству­

ет векторное поле M = g r a d  Т, но не каждый 
вектор М является градиентом какого-либо 
скаляра Т. Если r o t M = 0 ,  то согласно (1.62) 
вектор М может, быть представлен как гра­
диент некоторого скаляра Т. В таком случае 

Р и с  11 л  поле М называется п о т е н ц и а л ь н ы м ,
соединяющие точки 1 а скаляр Т (или Т) называют п о т е н ц и а -  
и 2 л о м п о л я М и  обозначают и.  Обычно по­



тенциалом поля М считают скаляр U, удовлетворяющий равенст­
ву 1 М ——grad U. Поверхности равных значений скаляра U назы- 
вают э к в и п о т е н ц и а л ь н ы м и  п о в е р х н о с т я м и 2 в е к т о р ­
н о г о  п о л я  М = —grad U. Линии пересечения этих поверхностей 
с какой-либо поверхностью, например с поверхностью земли, на­
зывают э к в и п о т е н ц и а л ь н ы м и  л и н и я м и .

Д л я  определения векторного поля М = — grad  U достаточно 
знать скалярное поле его потенциала U, так как  значение компо­
ненты вектора grad U по любому направлению I определяется со­
гласно (1.10") дифференцированием скаляра U по этому направ­
лению.

‘III .  Дивергенция градиента. Производную div grad  Т называют 
л а п л а с и а н о м  с к а л я  p -а Т и обозначают АТ:

div grad Т=АТ,  т. е. ( V(V7’) ) = V 27’= A 7 \  .  (1.64)
а символ A = V 2 называют о п е р а т о р о м  Л а п л а с а .

Подставляя в (1.32) (1.32') M = g r a d 7 \  имеем согласно (1.10"')

^ т =  и г Ь г \  ' ■» " "  <«■+ '  , ,  " ‘ х Д . +d l r f l a d l a

dIL
з

d U
(1.65)

или
А Г  _  д Г д ( Ь,н, дТ \ , д ( hsh1 от \ ,

М Из [ [ hi дЪ ) '  дЪ ^ Аа dU ) ~г

+£№-&)]■ <L66,) 
В системах х, у , г; г, <р, г; R, 0, <р имеем соответственно

Д Г  =  ( 1 . 6 6 )
дх2 ду* dz* ’

1 д Ч  , d 4  д Ч  , 1 дТ  .

д ^ъ d z 2 dr* г дг
д Ч  , д Ч  

’ д dz* ’
( 1.66 ')

Д Г  =  - ------------------------------- !---------^ _ f s i n 6 —  ) - { -
R* dR \  dR I  R2 sin  8 Й8 V d b )

' Д л я  однородного поля (1.9) r o t M = 0  и, следовательно, М = — g ra d  U, 
в чем убеж даем ся, полагая

и = — Схх — Суу — Сгг  (1.63")

и применяя к этому скаляру  U формулу (1.13).
2 Они являются неориентированными поверхностями уровня поля ск ал я ­

ра U.



1 д*Т 
R 2 sin3 0 d<f2 

1 d*T

д 2Т
dR2

j - А  _ ^ 4 - _L d%T -1 cfg 8 dT
R dR ' R* d№

R2 sin2 0 d<g2

Согласно (1.66) оператор

A  =  V 2 =  ( V V ) =  дгу 1 ^
дх2 di/2 d z 2

(1.66” )

(1.67)

IV. Гармоническая функция, уравнение Пуассона— Лапласа.
Перейдем в (1.66) от производных к конечным разностям. При до­
статочно малом Ах

( J: +  T L ’ я ' гУ Т {х - - ^ ~ -  ' ) ] •  (1'68)
д2Т  д I  дТ \  1 Г дТ Г  , Дх
д х2

_  д I  дТ \ ____ 1_ Г _ ^ _  А ,

дх \  дх )  Дх [ дх  V
Т (  Ах \"|

. У .  *)

У , г
) -

где согласно ( 1.68)

67 ("* 2 ~ ’ У’ 2) = _ Ь ” ^  Ад:’ у ’ Ẑ ~ T (х ' у 'дх

“£-(•*- - у - >  У ' г) = ~ ^  lr  (х'у■ z) -  т  ( х  ~  й х ' у ' г)1 •

( 1.68')

(1.69)

(1.69')

Обозначая Т(х, у, z ) —Ta, Т (х ^ А х ,  у, z ) = T ' x, Т(х-\-Ах, у, z ) 
= Т " Х, получаем из ( 1.68') согласно (1.69) и (1.69') 

д*т 1
■(Г"х - 2 Т а +  Т'х).

д х2 (Дх)2 
Аналогично

 ̂ I ' Г и  О Т  I Т> \ 
д у2 “  ( Ау) 2 1 «>'

1

де* (Az)*
(Т"г

(1.70)

2 Та +  Т'г),

(1.70')
где

Т'У= Т  (х, у —Ау, г ) , Т"У= Т  {х, у + А у ,  г ) ,
Т'г= Т  (х, у, z —A z), T"Z= T  {х, у, z + A z ) .
Склады вая эти выражения для вторых производных от Т по х , 

у  и z  и полагая Ax=,Ay— A z = h ,  получаем 
1

А2
(Т'х +  Т"х +  Т'у +  Т " у +  Т'г + Т " г -  6 Та) =

~ ( Т СР- Т а),

где
г ср =  - L  {Г Х + Т"х+ Т ' у + Т " и+ Т'г +  Т"г).

о

(1.71)

(1.72)



т

Рис. 12. Геометрическая ин­
терпретация лапласиана ска­
ляра Т :
а — куб с центром в точке а ; б»— 
развертка поверхности куба; в  — 
сопоставление значений скаляра. Г  
в центрах граней и среднего иэ. 
этих значений Гср со значение** 
Т в центре куба

а 1 2 3 4 5 6

И з  (1.71) следует, что если лапласиан поля Т равен нулю, то- 
Та—Т Ср. Функция Т, удовлетворяющая условию У2Г = 0  в какой- 
либо области пространства V, называется г а р м о н и ч е с к о й  в 
этой области. Таким образом, значение гармонической функция 
в точке  а есть среднее арифметическое из значений этой функции, 
в шести точках a'k, a"h ( k = l ,  2, 3), расположенных на одинаковых, 
(м а л и х )  расстояниях h от нее на любых трех взаимно перпенди­
кулярных прямых Ik, пересекающихся в этой точке. Иначе говоря* 
значение гармонической функции в центре любого, достаточно м а­
лого куба равно среднему арифметическому из значений этой функ­
ции в  центрах шести его граней (рис. 12).

Выполняя операцию V2 над заданным полем Т, мы определяем- 
некоторую функцию р (а) ,  которая является мерой отличия поля Т  
от п о л я  гармонической функции. Но можно, наоборот, задаться  
некоторой функцией р(а) и определять поле Т, удовлетворяющее, 
требованию, чтобы его лапласиан в любой точке а был равен р( а) ~ 

.В  таком  аспекте равенство
у 2 Г = р ( а )  (1.73>

представляет собой уравнение поля Т. Оно называется у р а в н е- 
н и е м  П у а с с о н а. При |3 ( а ) —0 уравнение Пуассона (1.73) пере­
ходит в у р а в н е н и е Л а п л а с а

V27 = 0, (1.73х)
любое решение которого согласно сказанному выше н азы вается  
гармонической функцией. Если Т' и Т" —решения уравнения П уас­
сона (1.73), т. е. если V2T ' = $ ( a )  и У2Г " = ( 3(а ) ,  то ввиду линейно-

’ср
. S .  _  -



сти этого уравнения поле Т'"=Т"—Т ,  очевидно, удовлетворяет 
уравнению i/2T"'=0,  и, следовательно, поле Т" может отличаться 
от  поля Т' только гармоническим слагаемым. Таким образом, урав­
нение Пуассона (1.73) определяет поле Т с точностью д о  произ­
вольной гармонической функции.

Мы видели, что значение лапласиана У2Т в точке а с коорди­
натами х, у, г  определяет отличие значения Т (х, у, z)  функции Т 
от среднего из ее шести значений: Т (х±Ах ,  у, z), Т(х, ydrAy ,  z ) ,
Т(х, у, г ± Д г ) .  Д ля  производной — — получаем аналогично (1.71),

дх2
<1.72)

(х ) =  ^ 7  [^°р ~  ^ y<:P =z'Y  [ у { х +  Ьх) +  у { х  — Дх)].
(L 7 1')

-При ? у = 0  имеем согласно (1.7Г) у ( х ) = у ср, а ордината  
д х2

у ( х )  прямой у =А х- \ -В  (А и В —постоянные), соответствующей ре- 
д 2У пшению уравнения — — =  0 , очевидно, равна полусумме ординат 
дх2

у ( х ±  Ах) этой прямой. Следовательно, производная д у опреде-
дх2

л я е т  отличие функции у(х)  от линейной зависимости у  о т  х, т. е. 
отклонение кривой у (х )  от прямой у=Ах-\-В.  Эта кривая выпукла

д гУ ^  д2ц ^ л  ^при - - "  ■ <  0 и вогнута при > -0 . Сравнивая это с изложен­

ным выше, мы видим, что лапласиан и гармоническая функция яв-
дгу  ,ляю тся пространственными аналогами производной ——  и функ-
дл2

ции Ах-\-В.
Очевидно, что если в интервале функция у  (х) удов­

летворяет уравнению у=Ах- \ -В ,  то достаточно знать два ее значе­
ния на этом интервале, например, у{х\)  и у { х 2) в краевы х точках 
интервала, чтобы определить значения у(х)  на всем этом  интерва­
ле. В частности, если y ( x i) —y ( x 2) = y u  то функция у ( х )  при лю ­
бом х на интервале х\, х2 равна у \.-Аналогичным свойством обла­
дает  гармоническая функция: если функция Т(а ) в области V 
удовлетворяет уравнению V2T—0, то, как будет доказан о  в § 8, 
значениями этой .функции на поверхности S, ограничивающей об­
л а ст ь  V, т. е. во всех краевых точках области V, определяются ее 
значения во всех точках этой о б л а с т и В  частности, если  скаляр Т 
имеет во всех точках поверхности одно и то же значение, то он 
имеет такое ж е значение во всех точках области V.

V. Дивергенция ротора, векторный потенциал. Составив по 
ф ормулам  (1.25) — (1.25") выражения для компонент ro t]  A, rot2 A,

1 М ож но сказать, что гармоническая функция зависит от коорди нат х, у , z  
«в среднем линейно», а лапласиан поля Т  является мерой «нелинейности в сред­
а м »  его изменения по трем взаим но перпедикулярным направлениям . При 
V 7 " < 0  имеем «выпуклость в среднем», а при V 27 "> 0  — «вогнутость в сред­
нем».



а(М .) \ I д (  ^(Ма) d(M i) дъ ) дЪ V дЬ дь J
и, следовательно,

d iv  r o t A = 0 ,  т. е. ( V [ V A ] ) = 0 . (1.74)

Если вектор М является ротором какого-либо вектора А, то  
вектор А называют в е к т о р н ы м  п о т е н ц и а л о м  п о л я  М. • 
Э тот  потенциал аналогичен скалярному потенциалу Т поля М =  
= g r a d  Т в том смысле, что если известно поле А, то можно от нега 
перейти к полю M = ro t  А с помощью производных по координат­
ным направлениям от компонент вектора А.

Термин «потенциал» (без прилагательного) часто применяют в  
смысле скалярного потенциала (U, Т), и, говоря «потенциальное 
поле» или «поле, имеющее потенциал», имеют в виду этот (обыч­
ный) потенциал.

Согласно (1.74) необходимым условием существования вектор­
ного потенциала А поля М является равенство нулю дивергенции 
вектора М: если M = ro t  А, то div М = 0 .  Справедливо такж е обрат­
ное положение ([9], с. 172):
если d iv M = 0 , то M = ro tA .  (1.74')i

Е сли  А0—векторный потенциал поля М, т. е. если rot А0= М ,  т а  
вектор

где 7 —произвольный скаляр, очевидно, такж е является потенциа­
лом этого поля, так как согласно (1.60) rot A = r o t  А0.

Таким образом, векторный потенциал А - поля М определяется 
этим полем с точностью до градиента произвольного скаляра К 

М ож но в выражении (1.75) подобрать скаляр Т так, чтобьг 
дивергенция вектора А была равна некоторой функции 0. С огласна 
(1.75) и (1.64) div A = d iv  A0+ d iv  grad 7 = d iv  A0-(- V27\ следова-

Таким образом, задание d i v A = 0  равносильно додчиненик> 
функции Т в выражении (1.75) для А уравнению (1.76)г.

1 Д л я  однородного поля M = l x d i v M = 0  и, следовательно, M =  ro t Ао, в чем- 
убеж даем ся  согласно (1.27), полагая А о=1 гу.  Н о кроме того M =  ro tA , где А = . 
div М ' =  0, M '= r o t  A '0= r o t  А ', где А '0= — \ z \ n r \  A '= l  Tz r ~ l ; А '— А '0=  \ Tz r -  Ц -  
= — Ьу2 , причем А—AQ =  grad Т. где Т =  — г/г. Д л я  поля М '=  l ^ r - 1 согласно (1 .33 ')
+  l z In г = у Т ' ,  где T ' = z \ n r .  П оля М и М ' имеют так ж е скалярны е потен­
циалы 1 ж =  grad х, I (pr - i  =  grad ф.

A = A 0+ g r a d  Т, (1.75>

тельно,

d iv  А—0 при y 2T=Q—div А0. (1.76>



VI. Градиент дивергенции и ротор ротора. Подставляя в выра­
ж е н и е ^ ! . 13) для градиента скаляра Т вместо Т выражение (1.33) 
д л я  дивергенции вектора М, получаем

л л: ™ * 1д%м« , д*Мг \  . t  (д*Мг , д*Мх \  ,
grad  div М _  +  дхдг / - \ -*«\дудг  +  дудх /  +

-4 -1  (  д 2М х . д»Мд \  д Ч Л ^  ^  (1 .7 7 )
г \  dzdx  I d z d y ) '  х d x 2 у ду2 'т-  г d z2

Если в (1.27) подставить вместо вектора М вектор rot М, то 
получим:

_1_ 1 /  ( d 2M x м л
г \  dxdz ”г  d</dz /  * V dy2 ' <te2 /

( ,.78,
\  (Эг2 ■ d x 2 

И з (1.78) и (1.77) следует равенство
grad  div М—rot rot M = l , V 2A l« + lvV2Af1, + l I V2Af,. (1.78')
Принимая во внимание, что
l*V2M * + l yV2Mv+ l zV2Mz= V 2M, (1.79)

получаем из (1.78')
rot rot М — drad div М— V2M, (1.80)
[V [V M ]]  =  V ( V M) — V2M. (1.80')
Д л я  простоты излож ения мы при выводе формул (1.77) — (1 .8 0 ') пользо­

вали сь декартовыми координатами. П рименяя криволинейные коорлинаты , по­
лучаем вместо (1.78')

g ra d d iv  М — r o t r o t M =  2  V 2Mft(fc =  1, 2,  3) ( 1 .7 8 " )

м  приходим опять к ф ормуле (1.80). Однако для общего случая в отличие от 
(1.79)

V 2M = V 2 (1 ,M ,) +  V 2 (12ЛГ2) +  V 2 (13м 3) , (1.79')
г д е  в соответствии с (1.65') оператор 
V s =  Л --------- ------ V I  _ d  h i + 1hi + 2 _ d
V  А  -  А Л А »  д !» Лг ^  ( 1 ' 79  >

(1= 1 , 2, 3; i + 1  = 2 ,  3, 1; /+ 2 = 3 ,  1, 2 ) .
Встречаю щ ееся утверж дение о неприменимости оператора A = V 2 к  вектору 

«  о необходимости ограничиться в соотношении (1.80) декартовы м и коорди­
натами является ошибочным. О днако при дифференцировании вектора , пред­
оставленного компонентами по координатным направлениям криволинейной си­
стем ы , нельзя забы вать дифференцировать орты 1*. Векторы 1*. 1„, 1г не з а ­
в и сят  от х, у, z, поэтому их производные по этим координатам равны  нулю. 
В  системах r, <p, z; R, 0, ср имеем

d д д , . d



О стальные первые производные от ортов каж дой из этих систем по координа­
там той ж е системы равны нулю. Вывод приведенных формул и переход ко  
вторы м производным см. в [2] (с. 8, 9).

В качестве определения лапласиана вектора, т. е. V2 М, мож но принять со­
отношение (1.80), (1 .80 '). Но этот лапласиан мож но такж е непосредственно 
определить в любой ортогональной системе координат формулами (1.79')» 
(1 .79").

§ 6. ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ И ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ 
ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ИХ ПРОИЗВОДНЫХ

Любое векторное поле М можно ([9 ] ,  с. 192) выразить через 
три скалярных поля Л, Т, Ф по формуле

М = Л  grad 7-f-grad Ф, (1-81)

из которой следует, что

ro t  М = [  VAVT], (М к й М )  =  (УФ [V A V T ]). (1.82)

В  общем случае, когда ни один из векторов VA, V7\ УФ не 
коллинеарен другому (и не равен нулю), имеем согласно (1.82)

rotJVMO, (М rot М)=^0. (1.83)

I. Квазипотенциальное поле. Менее общим является векторное 
поле

M = A  grad Т, (1.84)

для которого, очевидно, также справедливо (1.82) i. Будем назы­
вать это поле квазипотенциальным. Потенциальное поле M = g r a d  Т 
является частным видом квазипотенциального поля. Оно получает­
ся и з  (1.84) при [V A V 7 ]= 0 .  Исключая этот случай, получаем для 
квазипотенциального поля, согласно (1.82),

r o t  М=5̂ 0, но (М rot М) = 0 .  (1.85)

И наче говоря, квазипотенциальное поле перпендикулярно к сво­
ему ротору. Условие (1.85)2 не только необходимо для справедли­
вости выражения (1.84), оно такж е достаточно ([9 ] ,  стр. 190) для 
этого, т. е. выражение M = A g r a d r  следует из равенства нулю 
произведения (M ro tM ) .  Из (1.81) следует, что любое векторное 
поле за вычетом некоторого потенциального слагаемого является 
квазипотенциальным *. Обычно (но отнюдь не всегда) приходится 
иметь дело с квазипотенциальными или потенциальными полями» 
т. е. с векторными полями, в которых ротор вектора перпендикуля­
рен к этому вектору или равен нулю.

Семейство векторных линий Iм (см. замечание 7 в § 1) квази­
потенциального поля определяет ортогональное к нему семейство 
«нормальных поверхностей» S M (рис. 13). Эти поверхности соот-

1 О днако квазипотенциальное поле мож ет отличаться от чисто вихревого
(см. разд . III) коллннеарным ему потенциальным слагаемы м . Так, например, по­

л агая  в  (1.84) А = Л Ч - С , имеем М = М '+ М " , М '= Л ' g rad  Г, M " = C g r a d T ,  
ro t М " = 0 . (М ro t М) =  (М ro t М/) = Л ( у Т [ у Л / у Г ] ) = 0 .



Рис. 13. Спектры линий Iм  и поверх- 
ностей 5 м в системе г, ф , г.
Полл: а — ламелларное с кривыми по­
верхностями S a t , 6 — соленоидальное с 
кривыми линиями 1М, в — ламелларное, 
коллинеарное оси z; спектры а , б —в 
плоскости г —const (жирными линиями по­
казаны поверхности г= а ), спектр в — в 
полуплоскости <p=const (жирными линия* 

_ „  7. ми показаны плоскости \ г \  —а)К* - а  о а

гветствуют поверхностям уровня скаляра Т, так как векторы grad Т 
и Л  grad  Т коллинеарны На поверхностях SM будем брать норма­
л и  по полю М:

cos (М, dSM) =  l, d S M= \ MdSM. (1.86)

Очевидно, что поток вектора М через любой участок поверхно­
сти  S M всегда положителен. Ниже будем применять поверхности 
S M, имея при этом в виду квазипотенциальное поле М, которое 
может, в частности, оказаться потенциальным.

II. Источники поля и нарушение его соленоидальности. Д ля то­
го чтобы векторными линиями Iм иллюстрировать не только на­
правление поля, но такж е его абсолютную величину, считают век­
торные линии проведенными с густотой хМ, пропорциональной М. 
Будем считать, что через любую площадку dS проходит x(M dS) 
линий Iм (см. замечание 4 в § 1). Таким образом, поток т|з вектора 
■М через какую-либо поверхность определяется числом векторных 
•линий Iм , пронизывающих эту поверхность, т. е. он равен этому 
числу, деленному на к. Поток через замкнутую поверх­
ность 5  [V] определяется разностью чисел линий, выходящих из 
области V и входящих в нее. Считая вхождение отрицательным

1 О бозначение 5 м  будем иногда применять к эквипотенциальным поверхно­
с т я м , так  как в поле М =  — у и  поверхности t /= c o n s t  являются неориентирован­
ными нормальными поверхностями S M.



выходом, скажем, что поток определяется числом линий
Iм , выходящих или расходящихся из области V.

Если векторные линии проходят через область V насквозь, та  
поток вектора М через поверхность 5  [V], очевидно, равен нулю, 
следовательно, поток через замкнутую поверхность определяется 
только теми линиями Iм, которые либо начинаются, либо кончают­
ся в области V, разностью чисел этих линий.

И з изложенного следует, что правая часть (1.29') определяется 
числом векторных линий, расходящихся из элемента объема d V % 
деленным на этот объем или, короче, числом линий, расходящихся 
из единицы объема. Поэтому дивергенцию вектора М называют 
его р а с х о ж д е н и е м  или р а с х о д и м о с т ь ю .  Значение произ­
водной div М в точке а является мерой расхождения поля М (его 
линий Iм ) из единицы объема со средней точкой а.

Сечение векторной трубки нормальной поверхностью S M будем 
называть поперечным (нормальным) сечением или (иногда, для 
краткости) сечением трубки, а поток вектора М через поперечное 
сечение трубки — потоком в трубке.

Поток ^  через замкнутую поверхность 5  [V12] отрезка V12 
векторной трубки, ограниченного поперечными полю сечениями Si 
и S 2, равен трб— где чрб — поток через боковую поверхность 
векторной трубки, равный нулю, a ifi и ^  — потоки через сечения 
Si и S2. Знак  минус при взят, считая на Si нормаль направлен­
ной внутрь отрезка трубки, т. е. по полю, а при определении потока 
через S [V12] нормаль берут всюду направленной наружу относи­
тельно Vj2. Таким образом,

<1>,г =  ф} — откуда J div MdV — <J>, — ф/1 (1-87)
V..

согласно (1.30). Заменим область V \2 элементарным отрезком 
d V Tp = d l MdSMTp элементарной векторной трубки с поперечным се­
чением dSMTV, причем условимся, что в пределах этого отрезка 
ориентация векторных линий не меняется. Вместо -фг—i|>i получим

приращение- "17^^ * потока ^xp^-MdS^Tp в трубке на элемен-
дфтР ^ , м
д1М

те d lM ее длины, а вместо (1.87) 2— 
d l M д 1d i v M  =  ^ -  J!— (MdSM) = —j r - ^ -  (1-88)
dV4> d lM Tp d S «  д1м

Таким образом, дивергенция вектора М равна производной по 
направлению поля М от потока в трубке единичного среднего се­
чения.

Если в некоторой области 9 d i v M = 0 ,  то согласно (1.87), (1.88) 
в пределах этой области потоки через все поперечные сечения к а ­
кой-либо векторной трубки имеют одно значение, т. е. поток в труб­
ке всюду одинаков, все сечения трубки пронизывают одни и те ж е  
линии Iм, эти линии нигде не обрываются. В таком случае поле 
в области 0 называют с о л е н о и д а л ь н ы м, т. е. трубчатым, так  
к а к  оно разделяется на трубки постоянного (вдоль них) потока.



О бласть называется а п е р и ф р а к т и ч е с к о й ,  если в ней лю бая зам к­
н у тая  поверхность мож ет быть стянута в точку; в противном случае имеем 
п е р и ф р а к т и ч е с к у ю  область. Такой становится лю бая аперифрактическая 
область, если из нее изъять некоторую внутреннюю часть или хотя бы^ одну 
точку. Примером перифрактической области является сферический слой. Но 
если из этого слоя изъять хотя бы одну линию, соединяющую его границы, 
то  от него останется аперифрактическая область. Если в аперифрактической 
области в  поле М соленоидально, то поток вектора М через любую замкнутую  
поверхность S{V] в этой области равен нулю, так как во всей области V, охва­
ты ваем ой этой поверхностью, div М = 0 . Если же область 9 перифрактическая, то 
в  ней возмож ны  замкнутые поверхности, потоки вектора М через которы е от­
личны  от нуля, потому что часть V' области V может не принадлеж ать области 
в  и м ож ет оказаться, что в V' div М # 0 .  Если поле М соленоидально во всем 
п ространстве, то его линии Iм  нигде не обрываются: к аж д ая  линия I м  долж на 
бы ть замкнутой или продолж аться в обе стороны до бесконечности, где она, 
•можно считать, замыкается.

Если правые части (1.87), (1.88) не равны нулю, т. е. если 
поток в трубке меняется от сечения к сечению, то между сечениями 
в ней имеются обрывы линий Iм (их концы или начала). Места, 
в которых начинаются и кончаются векторные линии называются 
соответственно и с т о к а м и  и с т о к а м и  п о л я ,  его в о з б у д и ­
т е л я м и .  Считая стоки отрицательными истоками, называют и те 
;и другие возбудители поля его и с т о ч н и к а м и .  Физически ими 
могут, например, быть электрические заряды, на которых начина­
ются и кончаются силовые линии электрического поля. Плотность 
источников поля М определяется густотой точек обрыва g M век­
торных линий Iм, т. е. числом этих точек в единице объема, считая 
начала  g M+ со знаком плюс и концы g M~-— со знаком минус. По­
ток  вектора М через поверхность 5  [ V], ограничивающую область V, 
•определяется числом точек g M в области V. Таким образом, дивер­
генция вектора М определяется п л о т н о с т ь ю  и с т о ч н и к о в  
.поля — числом точек g M в единице объема.

Из сказанного следует, что дивергенцию поля М, плотность его 
'.источников можно рассматривать как меру нарушения соленоидаль- 
-ности поля М. Соленоидальность—геометрическая интерпретация 
•отсутствия источников.

III. Вихревые возбудители поля и нарушение его ламелларно- 
сти. Поле М можно изображать нормальными поверхностями S M, 
проведенными с густотой х'М, пропорциональной М и равной чис­
лу поверхностей S M, пересекающих единичный отрезок линии Iм. 
Область С Л, заключенную между двумя поверхностями S M, назо­
вем н о р м а л ь н ы м  с л о е м .  Элементарным нормальным слоем 
сл будем называть слой, ограниченный очень близкими поверхно­
стями S M. Расстояние d lMcл между его границами по линии Iм 
'будем называть толщиной элементарного слоя сл, а напряжение 
M d l Mсл на слое сл (на его толщине, между его границами S M) 
•обозначим <Гсл. Н апряжение с? на слое сл получается интегриро­
ванием  произведения MdlM по линии Iм между границами S M это- 
:го слоя. Оно согласно сказанному выше определяется числом по­
верхностей S M, заключенных в слое. Там, где вдоль слоя меняется 
напряж ение  на нем и, следовательно, такж е меняется число по­
верхностей S M в нем, эти поверхности должны обрываться. В таких



местах должны быть линии LM обрыва поверхностей S M. Линии 
LM— замкнутые, но они могут замыкаться на бесконечности. Н а ­
правление на линии LM, ограничивающей поверхность S M, выберем 
так, чтобы эта линия образовала правовинтовую систему с нор­
малью к поверхности SM.

В общем случае напряжение <§сл на элементарном нормальном 
слое сл можно считать функцией положения точки а  на средней 
поверхности SMcp этого слоя. Будем рассматривать часть этого 
слоя в малой окрестности точки а и будем считать, что в пределах 
этой окрестности ориентация линий Iм не меняется. Поведение 
функции <^сл(а) на поверхности S Mcp будем характеризовать век­
тором

g rad s ^  =  vyp- ^ - ^ ,  & л =  М / £ ,  (1.89)
0УУР

где vyp—единичная нормаль к линии уровня скаляра & Сл на S MCр, 
направленная в сторону увеличения Mdlcn. Направления векторов 
Vyp, М, LM образуют правовинтовую систему (см. [1], стр. 51—54). 
В этой же работе доказывается, что

rot М =  “ 7Г W m I  I &rad* ^сл I =  Пм gra-d '<gj. (1 -90)
. ^сл <*1СЛ

Следовательно, ротор вектора М равен двухмерному градиенту 
напряжения на нормальном слое единичной средней толщины, ум­
ноженному векторно на единичный вектор по направлению поля М.

И з  изложенного выше следует, что ротор вектора М имеет на­
правление линий LM, которые, следовательно, являются векторны­
ми линиями поля rot М. Векторные трубки в этом поле (век­
тора rot М) имеют формы колец.

Если в области 0 rot М = 0 , то согласно (1.90) в пределах этой 
области поверхности SM, содержащиеся в слое сл, нигде не обры­
ваются. В этом случае поле М в области 0 является л а м е л л а р -  
н ы м, т. е. слоистым, так как оно разделяется на слои неизменного 
(вдоль слоя) поперечного напряжения ё ’сл-

О-д н е с в я з н о й  называется область, в которой любой зам кнуты й контур 
/[S] мож ет быть стянут в точку без выхода контура из этой области, т. е. 
без пересечения им ее границы. М н о г о с в я з н о й  оказы вается лю бая одно­
св язн ая  область, если из нее и зъять кольца или линии, не обры ваю щ иеся, 
в частности замыкающиеся внутри области. В случае и зъяти я одного кольца 
или одной замкнутой линии получается д в у х с в я з н а я  область.

Если в односвязной области 0 поле М ламелларно, то, согласно (1.23), цир­
куляц ия вектора М по любому контуру /{5] в этой области равна нулю, так  
как поверхность S  может быть проведена полностью внутри области G, т. е. 
там , где  ro t М = 0 . В неодносвязной области, несмотря на лам елларность поля 
М в ней, могут быть контуры, по которым циркуляция отлична от нуля, и, 
в  частности, замкнуты е линии Iм . В такой области поле М имеет многозначный 
потенциал (см. разд . III, § 3 главы пятой).

Там, где поверхности S M обрываются, вектор rot М отличен от 
нуля; он направлен по линиям L M их обрыва и пропорционален 
густоте этих линий. Вокруг этих замкнутых векторных линий lTOt 
поля ro tM  (т. е. вокруг линий LM) и определяемых ими кольцевид-



ных векторных трубок этого поля образуются замкнутые линии Iм 
поля М. Линии Iм и L M взаимно сцеплены. В кольцевидных обла­
стях пространства, занятых линиями LM, т. е. в векторных трубках 
поля вектора rot М, находятся возбудители поля М с замкнутыми 
линиями Iм . Такие поля и их возбудители называют в и х р  е в ы м и .  
Вихревые возбудители поля называют также вихрями или источ­
никами вихревого типа *.

Из сказанного следует, что ротор поля М, плотность его возбу­
дителей вихревого типа можно рассматривать как меру наруше­
ния ламелларности поля М. Ламелларность—геометрическая ин­
терпретация отсутствия возбудителей вихревого типа.

IV. Замечания. 1. В области 0, в которой поле М коллинеарно 
некоторой прямой, имеем, согласно (1.88) и (1.90),

d iv M  =  - ^ - .  rotM=[Vyp 1^] - g L s - I l j ^ g r a d ' M ] .  (1.91)

В этом поле проявляются с наибольшей простотой представле­
ния о дивергенции и роторе как  о производных, характеризующих 
поле по его направлению и в поперечных к нему направлениях. 
Действительно, согласно (1.91), дивергенция определяет изменение 
величины М  вдоль прямых Iм, а ротор—ее изменения в  плоско­
стях S M.

2. В поле М с кривыми линиями Iм или поверхностями S M зна­
чения М  меняются от точки к точке и там, где нет возбудителей 
поля. При этом изменение густоты линий Iм и поверхностей S M 
происходит не за счет обрывов некоторых из них, а з а  счет их 
веерообразной формы, благодаря которой расстояния между со­
седними линиями Iм меняются по направлению поля, а между со­
седними поверхностями 5 м — по направлениям, нормальным полю 
(см. рис. 13,а, б).

3. В общем случае согласно (1.88) и (1.90) дивергенция и ро­
тор вместо изменений величины М определяют изменение вдоль 
линий Iм  потока M dSM в векторной трубке и изменение по поверх­
ностям S M напряжения MdlM между ними. Благодаря множителям 
d S M и d lM производные div М и rot М определяют только те изме­
нения поля М в окрестности точки а, которые отражаю т присут­
ствие в этой окрестности возбудителей поля.

4. Н а  рис. 13 показаны  в системе г, <р, г  спектры линий Iм  и поверхностей 
S M д л я  трех полей М: а) М = 1 ,г  при r ^ a ,  М = 1 га 2г-1 при r ^ a ,  ro t М = 0 ;

б) М =  l^ r  при г < : а, М =  1 —\п р и  r ^ a ,  d iv  М =  0;
в) М = 1*2 при |г |з= :а , M = l za s g n 2 при |z |> a ,  r o tM = 0 .
В примере «а» поверхности S M (цилиндрические, / '= c o n s t)  нигде не обры­

ваю тся, линии Iм  располагаю тся по лучам т. При г > а  линии Iй  не обрываю тся,

1 Говоря о поле М во всем пространстве (о «полном поле»), часто назы ­
ваю т его вихревым, если где-либо ro t М=й=0 и чисто вихревым, если всю ду div М =  
=  0. Р ассм атри вая  поле М в отдельной области V, назы ваю т его (в более узком 
смы сле) вихревым в этой области, если в ней ro t М^=0, и чисто вихревым, если 
в ней, кроме того, d iv M = 0 .

В аналогичном смысле мож но пользоваться термином «дивергентное поле» и, 
в частности, назы вать поле чисто дивергентным в области V, если в ней div 
=7*=0 , а ro t М = 0 .



но их густота уменьшается по н а­
правлению поля М за счет веерооб­
разной формы их спектра. В обла­
сти r < a  (div М > 0 )  равномерно рас­
пределены начала g M + линий Iм  
(источники поля М ).

В примере «б» линии Iм  (ок­
руж ности r= c o n s t ,  2 —const) нигде 
не обрываю тся, а поверхности 5 м 
располагаю тся по полуплоскостям 
<p =  const. При г > а  поверхности S m 
не обры ваю тся, но *их густота умень­
ш ается по направлениям г, нор­
мальным полю М, за счет веерооб­
разной формы спектра поверхностей 
S Af. В области r< a ,  ( [ rot ЛЛ| > 0 )  
равномерно распределены линии L M 
обры ва поверхностей 5 м (вихревые 
возбудители поля М ), параллельные 
оси z.

В примере «в» поле М — одно

S
_ А _

Рис. 14. Плоскости S M и линии I м  вих­
ревого поля, коллинеарного оси z  систе­
мы X, у, Z

мерно, поверхности 5 м (плоскости z = c o n s t)  нигде не обры ваю тся, а линии Iм  
коллинеарны оси г. При | г | > а  линии Iм  не имеют обрывов и их густота не 
меняется. В области | г |< а  (d iv M > 0 )  равномерно распределены начала ли­
ний 1 I м .

5. Вихревое поле, коллинеарное некоторой прямой, мож но иллю стрировать 
следую щим примером. Пусть М — скорость течения воды с юга на север 
в средней (по ширине) части широкого канала глубиной ft. Возьмем декартову 
систему с началом О на дне канала и с осями х, у, г, направленными вверх, 
на восток и на север соответственно. П усть М =М (д:) =  i zcxa, где а > 0 ,  с > 0, 
0<jt5=S/i (рис. 14). Скорость равна нулю на дне канала, а с уменьшением глу­
бины h-*-x увеличивается до cha у поверхности воды. В этом поле векторные 
линии I м — неограниченные прямые, направленные на север, поверхности S M — 
полосы разной ширины с горизонтальными краями, леж ащ им и в вертикальных 
плоскостях z = c o n s t. Края каждой полосы, смы каясь при у = ± о о, образую т ли­
нию L M. Ее верхняя половина леж ит на поверхности воды и направлена на 
восток, а нижняя — на некоторой глубине и направлена на зап ад . В соответ-

ЛМ
ствии с (1.27) ro t М =  — 1 , — , что согласуется с (1.91)2, так  как  вектор

vyp направлен вверх и, следовательно,
дМ

Ь\-р1м] =  П А ] =  - Ч dvур

д М
дх

Т аким образом, r o t M = — l vcaxa~ [. Это квазипотенциальное поле M = A g r a d 7 \  
где A  — сха, T = z ,  (M ro tM )= 0 , так как (121V) = 0 .

6. Теперь учтем дополнительную скорость М '= 1 „ с ' движ ения воды, свя­
занную  с вращением Земли, и получим суммарную  скорость М " =  М +  М ' =  
— lzCJCa + l vc '= A  g r a c t r+ g r a d  Ф, где Ф = с 'у .  Очевидно, что (М " ro t М " )# 0 ,  
т. е. поле М " не квазипотенциальное. Действительно, ro t M " = ro t  1W, поэтому 
<М "[V М "]) =  (M [V M J) +  (М '[VM ]) = — (1 у 1 у) сс ' <**“ - > = —сс 'аха~ 1.

7. Ввиду большой технической трудности задачи и зображ ения поля М 
линиями Iм  или поверхностями S M от фактического выполнения этой задачи  
обычно приходится воздерж иваться, за  исключением очень простых случаев 
(плоских полей вне областей заняты х их возбудителям и). П ри div М=^=0 или 
ro t М ф О  необходимо было бы как-то изобразить непрерывное изменение гу­
стоты  линий Iм  или поверхностей S M, что крайне трудно д а ж е  в случае плос»

1 Примеры «а» и «в» соответствуют полям f однородных масс, заполняю щ их 
области  г < а  и | z | < a ,  а пример «б» — полю В постоянного тока  в цилиндре 
г< а .  В этом мож но убедиться, пользуясь ф ормулами (2.78) и (5 .26).



кого поля. Н о идея изображ ения векторного поля с помощью линий Iм  и по­
верхностей S M весьма полезна для выработки конкретного (геометрического) 
представления о производных поля (div М и ro t М) и их связи с возбудите­
лями поля.

8. Так  как существование полей М обусловлено наличием их 
возбудителей (источников, вихрей), которые, как выяснится в сле­
дующих главах, определяются массами, токами (и их носителями, 
например, поляризованными телами, токовыми контурами), то го­
ворят, что массы, токи (их носители) создают, порождают, возбуж­
дают поля М, а также их потенциалы U и А.

§ 7 УРАВНЕНИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ
Д л я  заданного поля М дивергенция и ротор вектора М явля­

ются некоторыми функциями w(a)  и W (а), которые определяются 
этим полем по формулам (1.32') и (1.26). Можно, наоборот, искать 
поле М, дивергенция и ротор которого равны заданным функциям 
ш(а) и W(а). В таком аспекте равенства

I. rot M = W (а),  II. d i v M = t 2>(a) (1.92)
представляют собой уравнения поля М. Любое векторное поле, 
обращающее эти уравнения в тождества, при заданных функциях 
W (a) и w (а), является решением системы уравнений (1.92). П ра ­
вые части уравнений (1.92), определяющие влияние возбудителей 
поля, находящихся в области V, на решения этих уравнений, на­
зывают ф у н к ц и я м и  в о з б у ж д е н и я .

I. Системы уравнений безвихревого и чисто вихревого полей. 
Система (1.92) упрощается для области V, в которой поле М не 
имеет вихрей или источников. В первом случае имеем в области V 
ламелларное поле, удовлетворяющее системе

I. rot М = 0 ,  II. d iv M = n y (a ) ,  (1.93)

а во втором случае — соленоидальное поле, удовлетворяющее си­
стеме

I. rot M = W ( a ) , И. div М = 0 .  (1.94)
Согласно (1.62) и (1.74') решениями уравнений ( 1.93) i и 

(1.94)2 являются соответственно

М = — grad  U, М—rot А. (1.92')
Подставляя (1.92'Ь в (1.93) 2, а (1.92')г в (1.94)ь получаем 

вместо систем (1.93) и (1.94)

y 2U = — w (a ) ,  (1.93')

[V [ V A ] ] = W ( a ) .  (1.94')

Принимая во внимание (1.80') и полагая d i v A = 0, (см. разд. VI* 
§ 5) имеем вместо (1.94')

V2A==_ W (a) (194„ j



Таким образом, каждая из систем (1.93), (1.94) уравнений пер­
вого порядка для поля М сводится к одному уравнению второго* 
порядка для потенциала (U, А) этого поля.

Наиболее простой вид

I. rot M = 0 , II. div М = 0  (1.95)

принимает система (1.92) для области V, в которой нет ни вихрей,, 
ни источников, т. е. для области, в которой поле является и ламел- 
ларным, и соленоидальным.

Рассматривая систему (1.95) как частный вид системы (1.93) 
или (1.94), приходим соответственно к уравнению V2U= 0 или 
V2A = 0 .

II. Прямая и обратная задачи. Будем различать две задачи 
теории векторного поля М: прямую и обратную. П р я м а я  з а  д а -
ч а состоит в определении поля вектора М по заданным его возбу­
дителям, а о б р а т н а я —в определении возбудителей заданного 
поля М. Задание или определение возбудителей означает задание 
или определение плотностей источников и вихрей поля М, т. е. 
функций w(a)  и W(a) и величин, заменяющих эти функции там,, 
где они теряют смысл (см. разд. IV, § 4).

Посмотрим, в какой же мере поле М определяется заданием его- 
ротора и дивергенции, т. е. функций W (a) и w(a )  в области V. 
Иначе говоря, выясним, в какой мере поле М определяется систе­
мой (1.92). Допустим, что М' и М "—два векторных поля, каждое 
из которых удовлетворяет этой системе. Ввиду ее линейности из 
этого следует, что поле М " '= М " —М' должно удовлетворять систе­
ме ro t  JVr"=0, d iv M " '= 0 .  Следовательно, система (1.92) опреде­
ляет  поле М с точностью до произвольно взятого частного решения 
однородной системы (1.95). Таким образом, система (1.92) опре­
деляет только ту часть поля М, которую создают возбудители, на­
ходящиеся в области V, т. е. она определяет поле М с точностью 
до любого поля, создаваемого в области V какими-либо возбуди­
телями, произвольно распределенными вне области V. В частности, 
это справедливо для систем (1.93) и (1.94). В соответствии с этим 
уравнения (1.93') и (1.94') для потенциалов U и А определяют эти 
потенциалы с точностью до потенциалов полей, создаваемых каки­
ми-либо возбудителями, произвольно размещенными вне области
V. Н иж е будет сказано о дополняющих условиях, с помощью кото­
рых устраняется указанная неполнота определения поля М систе­
мами (1.93) и (1.94) и уравнениями (1.93') и (1.94'). Но следует 
иметь в виду такж е несущественную (не связанную с возможным 
присутствием возбудителей вне области V и не отраж аю щ ую ся на 
поле М) неполноту определения потенциалов [U,  А ], обусловлен­
ную тем, что соотношениями (1.92') потенциал U определяется 
с точностью до постоянной, а потенциал А—с точностью до гради­
ента произвольного скаляра.



Решение обратной задачи теории поля не вызывает затрудне­
н и й 1. Д л я  нахождения плотности возбудителей поля там, где оно 
известно, достаточно выполнить соответствующие дифференциро­
вания его компонент согласно (1.26) и (1.32'). Прямая задача 
осложняется обычно возникающей необходимостью решить ее при 
отсутствии непосредственных данных о возбудителях поля или их 
части. Данные о возбудителях, находящихся вне области V, в ко­
торой определяется поле, заменяются сведениями о поле у  грани­
цы этой области, а вместо находящихся внутри области V  возбу­
дителей, зависящих от поля и среды, задаются некоторые функции 
Л [е, (1, 7 ], являющиеся параметрами этой среды. Применению 
дифференциальных уравнений поля к решению прямой задачи 
в такой постановке будет уделено внимание здесь и в следующих 
главах.

Учет влияния среды приводит к замене уравнений (1.93') и 
(1.94') уравнениями более общего вида:

( V  (Л\ 7 U ) ) = - w v (а), у  [ V A ] = \ Г ( а ) ,  (1.96)

где Л = Л ( а ) — параметр, характеризующий среду, a w v (a) и 
W v ( a ) — функции возбуждения, аналогичные функциям w(a)  и 
W ( а ) .

III. Выбор частного решения. Применение уравнения в частных 
производных (1.96) I или (1.96) 2 для решения прямой задачи тео­
рии поля сводится к определению потенциала U или А к а к  одного 
из частных решений этого уравнения. Бесчисленное множество ча­
стных решений этого уравнения соответствует множеству полей, 
получающихся в области V при различных совокупностях возбу­
дителей поля, находящихся вне этой области, и одинаковых воз­
будителей— внутри нее. Предполагается, что задана некоторая фи­
зическая ситуация (совокупность физических условий) и требуется 
определить то поле, которое мы фактически имели бы в области V 
при осуществлении этой ситуации. Заданная физическая ситуация 
включает функцию w v или W® и параметр среды Л в области V, 
а такж е сведения о потенциале в некоторых точках этой области 
и на ограничивающей ее поверхности S [ V ] .  Этими сведениями 
можно воспользоваться для формулировки условий, которым, кро­
ме соответствующего дифференциального уравнения, должен удов­
летворять искомый потенциал. Без таких «дополняющих» уравне­
ние условий формулировка задачи была бы неполной, та к  как это

1 В теории геофизической разведки обратная задача ставится иначе: по дан ­
ным о поле в точках некоторой области, поверхности или линии требуется опре­
д ел и ть  возбудители  поля или свойства среды, от которых они зависят, в области 
п ространства, в которой поле нам неизвестно. В такой постановке обратная з а ­
д ач а  является  очень трудной. Реш ение ее обычно оказы вается многозначным, 
и з-за отсутствия сведений, достаточны х для единственности этого реш ения (см. 
н иж е). Зд есь  имеется в виду принципиальная многозначность, а не практиче­
с к а я , связан н ая  с погрешностью результатов наблю дения и неустойчивостью 
реш ения задачи .



уравнение (с подстановкой функции wv или W® и параметра сре­
ды Л) допускает бесчисленное множество частных решений. Нам 
же нужно только одно из них, а именно потенциал того поля М, 
которое мы фактически имели бы в области V при осуществлении 
заданной физической ситуации.

В общем случае из физических условий задачи можно извлечь 
больше условий, касающихся искомого решения U или А, чем не­
обходимо для его определения. Тем не менее вопрос о совместно­
сти дополняющих условий, т. е. о существовании удовлетворяюще­
го им частного решения уравнения, можем не рассматривать. 
В существовании такого решения мы может быть уверены, так как 
предполагается, что задаваемая физическая ситуация является ре­
альной, т. е. практически осуществимой, а каждой такой ситуации, 
очевидно, соответствует некоторое вполне определенное поле. По­
этому, если решение задачи определяется частью дополняющих 
условий, то функция U или А, удовлетворяющая этой части усло­
вий, будет удовлетворять такж е остальным дополняющим усло­
виям.

Весьма важным является вопрос о достаточности поставленных 
дополняющих условий, так как может оказаться, что их совокуп­
ностью решение задачи определяется не полностью, неоднозначно. 
Иначе говоря, может оказаться, что существуют различные част­
ные решения уравнения, удовлетворяющие сформулированной со­
вокупности дополняющих условий и, следовательно, определив по 
этим условиям некоторую функцию U или А, мы не можем утверж­
дать, что именно она представляет собой искомый потенциал, т. е. 
потенциал того поля, которое существовало бы при заданной фи­
зической ситуации. Отсюда следует необходимость теоремы един­
ственности, устанавливающей типы дополняющих условий, доста­
точных для обеспечения единственности решения уравнения (1.96) i 
или (1.96)г. Такие теоремы практически необходимы в качестве 
опоры при решении поставленной выше задачи потому, что обычно 
мы ищем ее решение, по существу, подбором. Совокупность допол­
няющих условий должна служить гарантией, что именно то частное 
решение, которое им удовлетворяет, является потенциалом иско­
мого поля. Д ля  этого годится только такая  совокупность дополня­
ющих условий, относительно которой известно, что ей может удов­
летворить только одно из частных решений, т. е. что две функции, 
удовлетворяющие уравнению и такой совокупности условий, дол­
жны совпадать по всей области V, для  которой решается постав­
ленная задача. В следующем параграф е будут выведены «доста­
точные» в указанном здесь смысле совокупности дополняющих 
условий для уравнений (1.96). Некоторые из этих условий задаю т­
ся у границы (на краях) области, т. е. на поверхности S [V]. З а ­
дачи с такими («краевыми») условиями называют к р а е в ы м и  
з а д а ч а м и .  Особым является случай, когда функция возбужде­
ния равна нулю и A = co n s t  в области V, т. е. когда уравнения
(1.96) вырождаются в уравнения Л апласа  и прямая за д ач а  сво- 
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дится к поиску гармонической функции, удовлетворяющей крае­
вым условиям.

В качестве примера решения прямой задачи для этого особого случая при­
ведем определение по «методу сеток» функции U, гармонической в области V 
и принимающей заданные значения на поверхности S [V ] (реш ение задачи 
Д ирихле, см. замечание 14 в § 8 ). Согласно (1.71), функция U  в точке а имеет 
значение, равное среднему из ее значений, в шести соседних точках а\, а2, . - ае 
достаточно детальной кубической сетки. Д ля приближенного численного опре­
деления функции U в области V  заменим ее совокупностью значений U в N  
точках кубической сетки и составим дл я  них N  линейных уравнений:

6

=  2  U4  <i =  ' • 2....... *>• ( L93">
/ = 1

тде  индексом / = 0  отмечается значение U, соответствующее какому-либо не­
краевому элементу сеточной модели области V, а индексами j—  1, 2........ 6 —
значения U, соответствующие шести соседним элементам.

В уравнениях (1.93") некоторые члены с разными индексами соответствуют 
•одним и тем ж е элементам сетки, а члены, соответствующие краевым элементам 
модели области V, считаются известными (по значениям U на S IK ]). Остаю­
щ иеся неизвестными N  значений Uij  определяются системой (1 .9 3 ') .

IV. Замечания. 1. То, что решение находят подбором функций, 
ли в какой мере не умаляет строгости полученного результата.

2. Поиски нужной функции фактически осуществляются на ос­
нове физических соображений, опыта решенных ранее задач  и с 
применением разработанных методов, имеющих более или менее 
общий характер (метод разделения переменных, метод изображ е­
ний, применение функции Грина и т. д.).

3. Нужное частное решение обычно намечают в неокончатель­
ном виде, с множителями, подлежащими определению с помощью 
дополняющих условий, применение которых сводится к получению 
уравнений, позволяющих определить эти множители.

4. Процессу построения решения обычно придают весьма строй­
ный вид. Наводящий характер некоторых доводов не подчеркива­
ется. В связи с этим становится незаметной важная роль теоремы 
единственности, решающее значение необходимости удовлетворе­
ния построенным решением условиям единственности. Это может 
привести к недоразумениям и к ошибочному распространению спо­
собов решения за пределы их применимости, основанной на тео­
реме единственности ([2 ] ,  с. 244, 245).

5. Д л я  искомой функции можно получить интегральное уравне­
ние, эквивалентное дифференциальному уравнению и условиям, 
обеспечивающим единственность его решения. Найти решение это­
го интегрального уравнения в принципе можно, не прибегая к под­
бору (см. гл. четвертую). Применение интегральных уравнений для 
определения поля приводит к весьма сложным выражениям и гро­
моздким вычислениям. Но при современной технике счета это об­
стоятельство не имеет столь решающего значения.

6. Соответствие некоторого частного решения дифференциаль­
ного уравнения в частных производных (1.96) конкретным услови­
ям решаемой прямой задачи гарантируется выполнением соответ- 
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ствующих условий единственности, независимо от способа, кото­
рым найдено это частное решение (пусть оно взято наугад).
§  8. УСЛОВИЯ ЕДИНСТВЕННОСТИ

Выведем отдельно условия единственности для уравнений
(1.96), и (1.96)2.

I. Условия единственности решения уравнения скалярного по­
тенциала. Представим себе, что мы ищем для области V потенци­
ал U, удовлетворяющий уравнению (1.96) х- Допустим, что, исходя 
из заданной физической ситуации, мы не только знаем функции 
w v (a)  и Л  (а),  входящие в это уравнение, но можем такж е извлечь 
некоторую совокупность дополняющих его условий, содержащую 
в общем случае «краевые» условия, касающиеся функции U у гра­
ницы S [У] области V, а также некоторые условия для этой функ­
ции внутри области V. Допустим, что какие-либо две функции 
U ' (а) и U"(а) удовлетворяют в области V уравнению (1.96) i 
с подстановкой заданных функций w v (a) и Л (а) , а такж е задан­
ным Дополняющим условиям.

Рассмотрим функцию
U'" (a) — U" (а) — U' (а) . т (1.97)
Т ак  как в области V

( V  (AVf/')) =  -  w\a)  и (V  (A V tf"))  =  -  of («)• (I-98)
то (ввиду линейности уравнения (1.96)i) в этой области функция 
U"' удовлетворяет однородному уравнению

( 'V (Л V £ / ' " ) ) =  0.' (1.98')
Полагая, что скаляры Л и (У и вектор V U непрерывны в обла­

сти V и, следовательно, в ней непрерывно также произведение
U A V U = X ,  (1.99)

будем считать, что скаляр U"', вектор VU"'  и произведение
U"'А V U " '= \'"  (1.990

такж е  непрерывны в этой области и дивергенция вектора X"7 не 
теряет в ней смысла. Имея это в виду, применим к вектору X'" 
в этой области теорему Остроградского (1.30) и, получим

§  f / " 'A ( W " 'd S )  =  С A { y U ' " Y d V  +  f U"’ { У  { k \ /U " ' ) ) d V . 
s m  v  v  

( 1.100)
Принимая во внимание (1.98') и учитывая, что 

( ' \ /U A S ) ~ ( n \ / U ) d S  — (gradU)nd S =  -^ -d S ,
дп

получаем из ( 1. 100)

(^)U"’A ^ ~ d S = ^ { A ( ^ 7 U " ' ) 2dV. ( 1. 100')

а д  V



Если из краевых условий следует, что

С /" 'Л — dS =  0, (1.101)
dn

то интеграл в правой части (1.100') обращается в нуль. Величины 
Л и (VU'")2 не могут иметь отрицательных значений, поэтому из 
равенства нулю этого интеграла следует, что в области V

ч и " ' = о, и " '= с , и " = и ' + с ,  ( 1.Ю2);

где С— постоянная, т. е. величина, не зависящая от положения точ­
ки наблюдения а в области V. Если бы из заданных условий м ож ­
но было бы еще заключить, что в какой-либо точке а\ внутри об­
ласти V или на ее границе 5 [V]

U " ' ( a i ) =  0, (1.103)
то из этого следовало бы, что С = 0  и, следовательно, U "= U ',  т. е. 
функции U" и U' полностью совпадают во всей области V.

М ожно видеть, что левая часть (1.101) обращается в нуль, если 
функция U"' удовлетворяет одному из следующих трех условий:

U "'= 0  на 5  [V],  (1.104)

=  0 на S [V], (1.105)

$ Л ------ dS =  0, причем -------= 0  на S[V], (1.106)
on dt

s  IV]

где t—любое тангенциальное направление на поверхности 5  [V].
Таким образом, условие (1.101) может быть заменено любым 

из трех условий (1.104) — (1.106). Условие (1.106) представляет 
собой совокупность двух условий, из которых второе позволяет вы­
нести множитель U"' подынтегральной функции в левой части 
( 1. 101) за  знак интеграла, после чего получаем интеграл, который, 
в силу первого из этих условий равен нулю:

дп 3" дп
S  [V1 S  [V]

Условие (1.104) содержит условие (1.1,03).
Представим себе, что из физических условий задачи следует, 

что искомая функция U должна удовлетворять одному из следую­
щих трех краевых условий:

I. U { p ) = t { p ) ,  (1.104')

И- =  (1.105')
дп

III. (j) Л - ^ -d S  — Q, причем [nV ^(Z 7)] — 0 , (1.106')
s |V4



где р —точка на границе S [V] области V\ £(р), <р(р) некоторые 
известные нам из физических условий задачи функции поло­
жения точки р на поверхности S [У]; Q —известное нам из этих 
ж е  условий значение потока вектора A g r a d t /  через поверхность
S  [V]. Очевидно, что если функции U' и U" удовлетворяют усло­
вию (1.104'), (1.105') или (1.106'), то функция £/'" удовлетворяет 
соответственно условию (1.104), ^1.105) или (1.106), так  как если, 
например, t / ' (P )= E (P )  и и " ( р ) = $ ( р ) ,  то U ' " ( p ) =  0. Таким обра­
зом, условиям (1.104), (1.105), (1.106) для U"' соответствуют усло­
вия (1.104'), (1.105'), (1.106') для U. Условию (1.103) для U"' 
соответствует задание значения U\ функции U в какой-либо точке
а.\ области V или ее границы 5  [V]:

C/(ai)*=t/,. (1.103')

Условие (1.104') содержит (1.103'). Следовательно, любого из 
условий (1.104') — (1.106') достаточно на поверхности 5  [У] для 
обеспечения однозначности решения уравнения (1.96)i с точностью 
до постоянной С, которая обращается в нуль, когда удовлетворя­
ется условие (1.104') или одно из условий (1.105'), (1.106'), до­
полненное условием (1.103'). Следует иметь в виду, что однознач­
ность решения уравнения (1.96) i с точностью до постоянной озна­
чает полную однозначность определения поля М = — grad U.

Выше мы полагали, что функции Л, U и V U непрерывны в об­
ласти V и поэтому векторы X и X"' также непрерывны в этой 
области. На этом основании мы применяли теорему Остроградско­
го к вектору X"' и области V. Но в общем случае в области V мо­
гут находиться особые точки qoc, линии 10С и поверхности S 0c, 
у которых непрерывность функций U , VU  и Л (хотя бы некоторых 
из них) нарушается. При этом справедливость предположения о не­
прерывности векторов X и X"' в области V не является очевидной 
и может даже не соответствовать действительности. Д л я  того что­
бы изложенный вывод условий единственности оставался справед­
ливым, несмотря на указанное осложнение, окружим особые по­
верхности, линии и точки «поверхностями безопасности» S [5 0с].

[ / о с ]  , 5  [<7 о с ]  и будем вместо области V рассматривать область 
V*, совпадающую с областью V без ее частей, заключенных внутри 
поверхностей безопасности. В соответствии с этим мы должны в 
(1.100), (1.100'), (1.101) подставить вместо области V область V*, 
а вместо поверхности S [V] границу S [V*] области V*, состоящую 
из поверхности 5  [V] и совокупности поверхностей безопасности, 
на которых нормали п должны быть направлены наружу относи­
тельно области V*. Стягивая поверхности безопасности к особым 
точкам, линиям и поверхностям, которые они окружают, сведем 
к нулю объемы областей, исключаемых из области V, и поэтому 
объемное интегрирование будем по-прежнему производить по об­
ласти V. Что ж е  касается поверхностного интегрирования, то его 
надо будет распространить не только на поверхность 5  [V] ,  но 
такж е на совокупность стянутых поверхностей безопасности. Таким



§  (X'"dS) +  §  (X'"dS)-j- §  (X'"dS) +
S[vi s[soc] suoc]

+  $  (X'"dS) =  j* Л dV; (1.100")
SHocl *

для того, чтобы из него следовало нужное нам равенство (1.102), 
достаточно, чтобы, кроме краевых условий, обращающих в нуль 
первый из интегралов в левой части (1.100"), было соблюдено усло­
вие обращения в нуль потока вектора X'" через любую из поверх­
ностей безопасности:

§  (X '" d S )= 0 ,  §  (X"'dS) =  0, ф (X'"dS) =  0. (1.107)
5  ‘S ocl S  i 'o c l  5  Woe1

Подставляя в (1.48') вектор X'" вместо вектора М, имеем 

$  (X"'dS) =  J Div X ’"dS  =  Г Div {U"'ASJU'")dS.  (1.108)
S iSocl Soo S oc

Следовательно, первое из условий (1.107) удовлетворяется, 
если

Div (£/'"AVC/"')=0 на Soc (1.109)
Будем полагать, что на поверхностях S oc функции U, V U, Л 

имеют ограниченные значения, и поэтому тангенциальная компо­
нента Х " \  вектора X"' также ограничена. Согласно (1.49), полу­
чаем из (1.109) требование

£/"'(2>A2 (n V  t/"'<2> )= £ /" '< ‘>Ai (n  V £/'//(1)) на Soc, (1 .1 0 9 ')
для выполнения которого достаточно, чтобы на каждой поверхно­
сти S oc удовлетворялась совокупность условий:

£/'"<“> А - дН."'(%) =  д  (1. 110)
2 дп 1 дп

Представим себе, что из физических условий задачи известны
разрывы функций U и Л на поверхности S 0c и, следователь-

дп
но, для этих функций имеем совокупность условий1:

1. £ /<■>-i/o  =  £ „ ( ,) ,  2. A l i ^  —Л , ^ = с р  12(р), (1.110')
дп дп

где р —точка на поверхности S oc; £iз(р) и ф1 г (р )—некоторые изве­
стные из физических условий задачи функции положения точки р  
на этой поверхности. Очевидно, что, если каждая из функций U' и 
U"  удовлетворяет условиям (1.110'), то их разность V'"  удовлет­

1 Если в каком-либо из условий (1.110') правая часть равна нулю, то его.
называют однородным, в противном случае — неоднородным.



воряет условиям (1.110) и, следовательно, условию (1.107)i на 
поверхности S oc.

Функцию U обычно представляют в областях V,i и V2, разде­
ляемых поверхностью S oc (внутри области V),  различными анали­
тическими выражениями (UW и t/<2)), которые должны «сопрягать­
ся» на поверхности 5 0С в Соответствии с у с л о в и я м и  с о п р я ­
ж е н и я  (1.110').

Для того чтобы функция U"'  удовлетворяла условиям (1.107)г 
и (1.107)з, достаточно, чтобы левая часть каждого из этих равенств 
принимала одно и то же значение при подстановке в нее вместо 
X " '  векторов U 'A V U '  и U "A V U " .  Но величины U и V£/ у точек 
<7ос и линий /ос принимают бесконечно большие значения. Поэтому 
здесь следует иметь в виду стремление функций U'  и U" к совпа­
дению при приближении точки наблюдения к этим точкам и ли­
ниям. Следовательно, в качестве условия для функции U у особых 
точек и линий достаточно задание выражений для нее у этих точек 
и линий («особенностей» функции U).

Таким образом, получаем т е о р е м у  е д и н с т в е н н о с т и  
р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1.96)ь согласно которой решение опре­
деляется в области V с точностью до постоянной С краевым усло­
вием одного из трех типов (I, II, III) на границе 5  [К] области V, 
двумя условиями сопряжения (1.110') на любой особой поверхно­
сти S 0c, находящейся внутри области V, и выражениями для U 
у  всех особых точек и линий, находящихся в этой области, причем 
постоянная С определяется заданием значения потенциала в ка­
кой-либо точке области V.

II. Замечания к теореме единственности решения уравнения 
скалярного потенциала.

1. Для обеспечения однозначности решения можно на разных 
участках поверхности S [V] задавать краевые условия различного 
типа. Но ни один из ее участков не должен остаться без какого- 
либо из этих условий.

2. Условие III типа, как и условия других типов, применимо не 
только ко всей поверхности S [V], но также к ее отдельному уча­
стку.

3. Если хотя бы на одном участке поверхности S [V] выполня­
ется условие I типа, то потенциал U определяется полностью ( С =  
= 0 ).

4. Участками поверхности 5  [К] могут быть отдельные поверх­
ности, например две сферические поверхности, образующие грани­
цу сферического слоя.

5. Дополняющие условия нельзя задавать произвольно, они 
должны следовать из физически осуществимых условий задачи. 
Произвольно наложенное на искомое решение условие может ока­
заться несовместным с другими дополняющими условиями и с урав­
нением (1.96) 1 при заданных функциях Л и  w°.

6. Граница 5  [К] области V может полностью или частично 
совпадать с бесконечно удаленной поверхностью. Иначе говоря, 
область V может быть неограниченной (по всем направлениям или



по некоторым из них). В этом случае вместо тех или иных вели­
чин, например U, на поверхности 5 [У] задаются асимптотические 
выражения этих величин, соответствующие удалению точки наблю­
дения на бесконечность (регулярность на бесконечности).

7. Выбор области У, для которой решается уравнение (1.96)ь 
определяется не только частью пространства, в которой нас инте­
ресует поле М. Необходимо эту область выбирать так, чтобы иметь 
возможность задать на всей ее границе S [V] краевые условия. Это 
обстоятельство может нас заставить включить в область У часть 
пространства, в которой нас поле не интересует.

8. Решение может быть представлено для разных частей обла­
сти У различными аналитическими выражениями. Обычно поверх­
ности, разграничивающие эти части области У, совпадают с по­
верхностями, особыми для искомого поля. Но они могут быть так­
же не особыми. Бывают и такие случаи, когда для смежных частей 
области У, разграниченных особой для искомого поля поверхно­
стью 5 ос, функцию U представляют одним аналитическим выраже­
нием (функцией разрывной или имеющей разрывную нормальную 
производную).

9. Если части области У, для которых функция U представлена 
различными аналитическими выражениями, разграничены поверх­
ностью, не являющейся особой, то для обеспечения единственности 
решения следует потребовать, чтобы на этой поверхности (как и на 
любой другой поверхности в области У) удовлетворялись условия 
сопряжения

получающиеся из ( 1 . 1 1 0 ' )  при Л 2= Л ь  t,l2( p ) =  0, ф 12( р ) = 0 .
10. Условия сопряжения (1.110') и краевые условия (1.104') — 

(1.106') обычно объединяют под общим названием г р а н и ч н ы х  
(пограничных, краевых) у с л о в и й .

11. Если w v—0 во всей области У и в ней нет особых линий, 
точек и поверхностей, кроме поверхностей разрыва параметра Л, 
то в этой области, за исключением этих поверхностей, потенциал 
Ц должен удовлетворять однородному уравнению

причем условия сопряжения (1.110') также становятся однород­
ными:

12. Допустим, что в области У, о которой шла речь в замеча­
нии 11, функция U имеет значения U', а на ее границе 5  [У] вели­
чины £, ф и Q, входящие в краевые условия, имеют значения 
£ , ф' и Q'. Если вместо V  потенциал U примет значения 
U " = U ' m ,  где т —постоянный множитель, то на поверхности S [У] 
величины £, .ф и Q вместо значений £', ф' и Q' примут значения 
£ '= т £ ' ,  ф"=Шф', Q "= m Q ' .  Согласно теореме единственности из

£ / < 2 >
б и т  дЩ 1)

дп дп
(1.110")

(V (A V C/))=0, ( 1.111)

дп дп
( 1.112)



этого следует также обратное, т. е. что когда величины £, ср, Q на 
поверхности S [V] вместо значений ф', Q'  принимают значения 
т £', т ф', tnQ', то функция U должна во всей области V вместо 
значений U' иметь значения mU'.  Следовательно, пропорциональ­
ные изменения значений правых частей краевых условий на гра­
нице 5  [V] такой области V вызывают пропорциональные им из­
менения потенциалов всех точек внутри этой области.

13. Из изложенного выше следует, что если в области V нет 
особых точек, линий и поверхностей и в ней всюду w v= 0  и УЛ=0, 
то поле в ней полностью определяется краевыми условиями на по­
верхности S [У]. Но в такой области ( V (A V U )  ) = A V 2U=0,  т. е. 
V 2U = 0.  Следовательно, функция, гармоническая в области V, 
определяется в ней полностью значениями, которые она имеет на 
границе 5 [V], и с точностью до постоянной С значениями нор­
мальной производной этой функции на поверхности S [V].

14. Задачи определения гармонической функции в области V 
по ее значениям или значениям ее нормальной производной на 
границе S [V] этой области называют соответственно з а д а ч а м и  
Д и р и х л е и  Н е й м а н а .

15. Если в области V функция U ( a ) = C ,  то в этой области она 
удовлетворяет уравнению Лапласа, а на ее границе 5  [V]—крае­
вым условиям

Следовательно, согласно теореме единственности функция, гар­
моническая в области V и удовлетворяющая на ее границе 5  [F] 
хотя бы одному из этих условий, равна постоянной С во всей об­
ласти V. В частности, функция, гармоническая в области V и об­
ращающаяся в нуль на ее границе 5  [V], равна нулю во всей об­
ласти V.

III. Условия единственности решения уравнения векторного по­
тенциала. Представим себе, что мы ищем для области V вектор­
ный потенциал А, удовлетворяющий уравнению (1.96) 2- В соответ­
ствии с обозначением, применяемым в пятой главе, будем полагать 
Л=[г. Допустим, что, исходя из заданной физической ситуации, мы 
не только знаем функции Wu и ц, входящие в уравнение (1.96)2, 
но можем также извлечь некоторую совокупность дополняющих 
его условий: краевые условия, касающиеся функции А у границы 
<S[V] области V и некоторые условия для этой функции 
внутри области V. Допустим, что две функции А ' (а)  и А "(а)  
удовлетворяют в области V уравнению (1.96)2 с подстановкой за ­
данных функций (х hWu, а также заданным дополняющим усло­
виям. Рассмотрим функцию

U(p)  =  c ,  ^ - ( р )  =  0 .
дп

(1.113)

А " '  (а) — А" (а) —А ' ( а ) , (1.114)
Так как в области V

(1.115)



то в этой области функция А'" удовлетворяет уравнению

V  [УА" ' ] j =  0. (1.115')

Полагая, что векторы А и [VA] и скаляр jj, непрерывны* в об­
ласти V и, следовательно, в ней непрерывен вектор

Х =  Га ^ Л ,  (1.116)
L К-

Уюжем считать, что вектор
Х "' =  [а ' "  [УА" ' ] (1.116')

также непрерывен в этой области. Применяя к вектору X'" в обла­
сти V теорему Остроградского, получаем

S[V]

А ' » Ш Щ М  =
к-

= j _ [ V p i d V + ^ A„, | v J V p _ j ^ v  ( 1 . 1 1 7 )

v v
или, принимая во внимание (1.115'), имеем

(6 (n [A'" [V A"']])—  = Г  —  [VA'"]2rfV. (1.117')
J м- J н-

5 IV] V

Если из краевых условий следует, что
(6 (n [A " '[V A " '] ] ) -^ -  =  0, (1.118)
J  н-

S[V]

то согласно (1.117') во всей области V
[V A " ']= 0 ,  т. е. ro tA '" = 0 ,  (1.119)

а это означает, что

A '" = g r a d  Т, т. е. A " = A '+ g r a d  7, (1.119')
где Т— Т ( а ) —произвольная скалярная функция точки а в обла­
сти V. Если, кроме того, считать, что

div А '"= 0 ,  (1.120)
то согласно (1.119')] У2Г = 0  и, следовательно, Т—функция, гар­
моническая в области V.

Можно видеть, что левая часть (1.118) обращается в нуль, если 
функция А (а) удовлетворяет одному из следующих двух условий:

[п А " ']= 0  на 5  [V],  (1.121)
[n [ V A " '] ] = 0  на 5  [V],  (1.122)

т. е. если на границе S [V] области V полная тангенциальная ком­
понента (А"'х или [V A '"]X) вектора А"' или [ VA"'] и следователь- 
60



но, компонента этого вектора по любому тангенциальному к по­
верхности 5 [V] направлению t обращается в нуль. Действительно, 
вектор [A '"[V A "']]  нормален к плоскости, в которой лежат век­
торы А'" и [VA'"], поэтому, если один из этих векторов нормален 
к поверхности S [ V I  то вектор [A '"[VA"']] лежит в плоскости, 
касательной к этой поверхности, т. е. его нормальная к этой по­
верхности компонента [А '" [VA///] ] n= ( n  [A"' [V A " '] ] )= 0 .  Таким 
образом, если в любой точке поверхности S [V] [пА"']— 0 или 
[n [V A " '] ]= 0 ,  то подынтегральная функция в (1.118) обращается 
в нуль на всей этой поверхности.

Теперь представим себе, что из заданной физической ситуации 
мы для искомого потенциала А получили одно из следующих двух 
условий *:

где р —точка на границе 5  [V] области V\ N(p) и Р (р )—некото­
рые известные нам из физических условий задачи функции поло­
жения точки р на этой поверхности. Очевидно, что если функции 
А '( а )  и А "(а)  удовлетворяют условию (1.121') или (1.122'), то- 
функция А ' "(а)  удовлетворяет соответственно условию (1.121) или 
(1.122). Ясно также, что если функции А' и А" удовлетворяют тре­
бованию divA=ap(a), то d iv A '"= 0  и, следовательно, V2T= 0 .  Та­
ким образом, если функции jx, A, [VA] непрерывны в области V,. 
то любого из краевых условий (1.121'), (1.122') достаточно для 
обеспечения однозначности решения уравнения (1.96) 2 в этой об­
ласти с точностью до градиента произвольной скалярной функции 
Т, которая при заданной дивергенции вектора А должна быть гар­
монической.

Допустим теперь, что в области V имеются особые линии /ос и- 
поверхности Soc, на которых непрерывность функций A, [VA] и 
(хотя бы некоторых из них) нарушается. Тогда вместо (1.117')» 
будем иметь равенство

аналогичное равенству (1.100"), и для обращения в нуль вектора 
[VA"'] потребуем, чтобы функция А'" удовлетворяла условиям

которые соответствуют условиям (1.107). Первое из этих условий,, 
согласно (1.48'), можно свести к условию

IV. [n A (p )]= [nN (p )  ],
V. [n[V A(p)]] =  [n P (p ) ] f

(1.121'> 
( 1. 122' }

S[V]
(1.117")

§  (X'"dS) = 0 ,  $  (X"'dS) = 0 , (1.123>

■j = 0  на S0C. (1.123'}

1 Условия I—III (для скалярного потенциала U) были получены в разд. I.
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Полагая, что фукдии A, [VA], ц -1 имеют на поверхности Soc 
ограниченные значения, заменим (1.123') условием

( п  |^А'"<а> [VA,,f(2)l ] ) = ( n  [>'<*> -[v y " (1)] (1.123")

для выполнения которого достаточно удовлетворить совокупно­
сти условий 1

[пА','<,)] =  [пА,,,(1)]> —  [n [V A '"(2>]]^  —  [ntVA'"*1)]]. (1.124)
К‘2 Н-1

Отсюда получаем для вектора А на поверхности S 0c совокуп­
ность условий сопряжения2:

1) [n (A (2> _A (»)] =  [nN 12 (/>)],

2) —  [п [VA<2)]]---- - [n [VA(’>]] =  Р12 (Р)- (1-124')
{J-2 Р-1

где р — любая точка на поверхности S oc, a N12(p) и Pi2(p) — 
векторы, являющиеся заданными функциями положения точки р 
на этой поверхности. Обычно N12( p ) = 0  и Div А=0.

Условие (1.123)г, очевидно, удовлетворяется, если выражения 
для функций А' и А" стремятся к совпадению при приближении 
точки наблюдения к линии /ос. Следовательно, в качестве усло­
вия для вектора А на такой линии достаточно задать выражения 
для вектора А у этой линии (задать «особенности» функции А).

Таким образом, получаем т е о р е м у  е д и н с т в е н н о с т и  
р е ш е н и я  у р а в н е н и я  (1.96)2, согласно которой это решение 
определяется в области V с точностью до градиента произволь­
ной скалярной функции Т (гармонической, если задана дивер­
генция вектора А) краевым условием IV или V типа на границе 
«S [ V] области- V, двумя условиями сопряжения (1.124') на лю­
бой особой поверхности S oc внутри области V и выражениями 
для вектора А у всех особых линий в этой области.

IV. Замечания к теореме единственности решения уравнения  
векторного потенциала. Из замечаний, приведенных в разделе II, 
здесь уместны замечания 1, 4—8, 10 с подстановками A, W”,

1 Переход от (1.123") к (1.124) основан на том, что нормальная компонента 
векторного произведения двух векторов определяется их тангенциальными компо­
нентами; от их нормальных компонент она не зависит.

2 Из вывода достаточных условий сопряжения (1.124' ) i,2 на поверхности Soc 
не следует их необходимость. Легко также видеть, что для единственности ре­
шения уравнения (1.96) 2 достаточно задать разрыв произведения 1 (п [А [ V А] ]) 
на Soc или интеграла этого произведения по 5 0с- Аналогичное справедливо для

dU
уравнения (1.96)ь условий (1.110') il2 и произведения Л и  ^  . Но условия

(1.110') и (1.124') соответствуют обычно встречающимся случаям.
В следующих четырех главах для разных видов (f, Е, В, . . . )  поля М будут 

получены условия на особой поверхности 5 0с, необходимые в силу физических 
закономерностей этих полей. В § 8, 6, 7, 5 глав второй, третьей, четвертой, пятой 
соответственно будут даны указания об использовании этих, необходимых по 
физической сути дела условий в качестве условий, достаточных для единствен­
ности решений соответствующих уравнений.

•62



ц, (1.96)2, (1.124'), (1.121') — (1.122') вместо U, ш®, А, (1.96)^  
(1.1 10'), (1.104') — (1.106'). К ним надо добавить следующие за­
мечания.

1'. Если условие IV или V типа дополняется условием
A n ( p ) = N n {p)  на S[V] ,  ’ (1.125)

где N n ( p ) — некоторая известная из физических условий задачи 
функция положения точки р на поверхности 5'[У], то согласно 
(1.119') на ней д Т / д п — 0. Если, кроме того, задается диверген­
ция вектора А и, следовательно, имеем V2/"—0, то согласно за­
мечанию 13 Т = С ,  grad Г = 0 , А "= А '.  Таким образом, сочетание 
условия IV или V типа с условиями (1.125) и выражением для 
div А  определяет потенциал А полностью.

2'. Сочетание условия IV типа с условием (1.125) равно­
сильно краевому условию

IVa. A(p) =  N(p) на S [ V ] ,  (1.125')
где N (p )— некоторая функция точки р на поверхности S[V],

3 '. Если V — все пространство, то условие IVa заменяется 
асимптотическим выражением для вектора А, соответствующим 
удалению точки наблюдения на бесконечность.

§ 9. Д О П О Л Н Е Н И Я  К ПЕРВОЙ ГЛАВЕ

I. Производные поля, зависящего от расстояния L qa. - Часта 
приходится рассматривать поля скалярных или векторных вели­
чин Т (Lqa), М {Lqa), зависящих от расстояния Lqa=^Laq —

—  V  <х а — •*,)* +  (уа — у /  - f  (za ~  гчУ между двумя точками а и q,. 
т. е. от абсолютной величины вектора Lqa= — Lag=I*(X a x q)-\- 
К(Уа— yq) + h ( z a—z q). Такая величина Т или М является функ­
цией двух точек: а и q. В более общем случае величина Т или JW. 
может зависеть, кроме того, отточки а или q (или от обеих точек) 
не через расстояние L qa, например T(q, L qa).

Дифференцируя функцию точек а и q, мы должны условить­
ся, какую из них считаем переменной, указать, по какой из них 
мы дифференцируем. Эту точку называем аргументом функции,, 
а другую — ее параметром. Аргумент будем указывать буквой (а

а
или q) над обозначением производной, например div A (a, q)

ч
или grad7’(a, q).  Аналогичное касается функции координат g*a 
и \ k!r точек а и q. Ниже следуют сведения о пространственных 
производных функций расстояния L qa.

a q
1. Направления векторов grad Lqa и gradL(/a, очевидно, совпада­

ют соответственно с направлениями векторов Lqa и Laq, так как 
при перемещении точки а расстояние L qa увеличивается наиболее 
интенсивно, когда это перемещение происходит по направлению 
вектора L?a, а при перемещении точки q расстояние L qa увеличи­
вается наиболее интенсивно, когда это перемещение происходит
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по направлению вектора Laq = —Lqa. Абсолютная же величина
а . q

к а ж д о г о  из векторов \ 7  L4a и \7^«.а равна единице, т а к  к а к  л ю ­
бому перемещению т о ч к и  а по направлению вектора Lqa и л и  т о ч ­
к и  q п о  направлению вектора Laq соответствует такое ж е увели­
чение р а с с т о я н и я  Lqa — Laq. ТаКИМ 0бра30М,

=  V L ,e =  ^ .  v ^ = - V V  (1-126)

Справедливость (1.126) легко проверить, подставив (1.13) L qa 
вместо Т и выполнив дифференцирование по координатам точки
а, а затем по координатам точки q.

2. Принимая во внимание (1.15'), имеем из (1.126) для  функ­
ции T {L qa):

а дТ а дТ Laa
( и г е . ,

’b T = S — ' r L - v r = - v rUL̂ qa *̂ aq
.я, в частности,

V T L- = - T ^ ’ V - TL- = ^ .  (1-127)^qa u qa и ща
Но для функций T(q,  L qa), T(a, L qa), T (a, q, L qa) формулы 

(1.126 ') в общем случае несправедливы.
3. Определение-дивергенции вектора grad L~*, т. е. лапласи­

ана  от . Дифференцировать будем по точке а , но индексы а 
для упрощения письма опустим. По формулам (1.64) и (1.33) 
имеем

' v’̂ =dî adi:=(v(vt))= (̂v'y+ 
+ - 3 r ( v « ^ ) + i r ( v . r r ) '

Но согласно (1.127) xL^a =  (xa — х ч) L ^  и, следовательно,

—  ( V ^ - 1) ^ ^ - 3 ( xa - x , Y ] L - 5a .дх
Поэтому при Lqa>  О

v a 7 ^ = 3 L"5 [ L \ a -  (ха -  *,)■ -  (уа -  yqy  -  (za -  zqy  =  0.

(1.127')
Такой же результат получился бы при дифференцировании 

ло  q.
4. Ротор от Lqa и градиент от скалярного произведения век­

тора Lqa на постоянный вектор В, т. е. на однородное (в окрест­
ности точки, по которой берется градиент) поле В.
<64



Согласно (1.126') VL2qa= 2 L qa V Lqa= 2 L qa> следовательно, 
Ц в =  поэтому в соответствии с (1.60)

rot Ц а= - ^ - rot grad Lsfa =  0. (1.127")

Взяв ось х  по направлению поля В, имеем
( L a f fB )  COS ( L>agi x )  = = /?  (X q  Л"а) ,

следовательно,

V  (Laq В) =  в V  (X„ -  xa) =  В'$ХЧ =  ВЪХ =  В. (1.127'")
5. В (1.23), (1.30), (1.36) и аналогичных им тождествах, по­

лученных в § 3 и 4, имеем производные rot М, div М, grad Т и 
др. под знаками интегралов. Подразумевается дифференцирова­
ние и интегрирование по одному и тому же переменному. За вы­
полнением этого условия справедливости тождеств надо следить 
в случае функции (М или Т) нескольких переменных и, в част­

ности, функции точек aw q, определяющих вектор L9a.
II. Угол видимости. Т е л е с н ы м  у г л о м  м пр« вершине кону­

са определяется ограничиваемая его поверхностью1 часть про­
странства. Конические поверхности с общей вершиной в точке q 
делят пространство пропорционально площадям S cn вырезаемых 
ими участков сферической поверхности произвольного радиуса 
Ren с  центром в точке q (рис. 15). Эти площади при заданном 
радиусе R cn являются мерой телесных углов, соответствующих 
различным конусам. Но, применяя различные радиусы R cп, мы 
для одного и того же конуса получаем различные площади 5 СП, 
пропорциональные квадратам этих радиусов, поэтому телесные 
углы определяют отношениями площадей 5 СП к квадрату радиуса, 
т. е. полагают2 m — Sc„R~2.cu СП

У г л о м  в и д и м о с т и  п л о щ а д к и  dS  из некоторой «точки 
зрения» q называется телесный угол при вершине конуса, обра­
зующее которого проходят через эху точку и через контур пло­
щадки dS.  Пусть а — центр площадки dS,  а dS '  — ее проекция 
на сферическую поверхность с центром в точке q и с радиусом 
Lqa. Г1лощадки dS  и dS'  являются сечениями одного и того ж£ 
конус а с вершиной в точке q и, следовательно, видны под одним 
и тем же углом d(aqa■ Принимая во внимание, что dS '| |L3a. а пло­
щадь d S ' = d S  | cos (dS, dS') |, имеем

, d S ’ dS  (dS L?a) 1 ой\ cos(dS, Ц ) =  jj------  (1.128)
^  qa ^  qa ^  qa

1 Говоря о конусе или его поверхности, будем иметь в виду только одну из 
его полостей или ее границу»

1 Развернув поверхность конуса до плоскости, получаем угол <0 =  211, под ко­
торым видно полупространство. Все пространство видно под углом 4я. Часть про­
странства внутри двугранного угла с плоским углом а  при ребре образует конус 
с телесным углом to= 2a при вершине, которой можем считать любую точку 
ребра.



Рис. 15. Телесный угол 
видимости элемента . dS 
(с центром в точке а) из 
точки q:
а — площ адка d S  и ее про­
екция d S r, видны е под од­
ним и тем ж е углом аа>; 
б — разрез через Lfle, нор­
мальный к линии пересече­
ния площадок d S  и dS

Знак модуля при косинусе угла (dS, Lga) =  (dS, d S ')  в (1.128) 
опущен, вследствие чего величина dti>qa приобрела более общий, 
алгебраический смысл; она отрицательна, когда угол (.dS, h qa) — 
тупой, т. е. когда к точке q обращена лицевая сторона площад­
ки dS.

Согласно (1.128) и (1.127) поверхность 5  видна из точки <? 
под углом

=  j =1 ( dS V  ^ ) - . f  ( n  V  j ^ )  dS, (1 .128 ')
•b s s

равным алгебраической сумме углов видимости частей поверх­
ности S,  обращенных к точке q разными сторонами этой поверх­
ности. Понятно, что знаки этих углов и их суммы зависят от вы­
бора ориентации нормали п.

В дальнейшем нам часто будет удобно считать а «точкой зре­
ния», а q — центром площадки, угол видимости которой опреде­
ляется. При этом вместо углов й щ а, Ща будет идти речь об уг- 
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лах

(dSL„,> f (d 3 L e,) „  , № n  
d(% = —Та----- ’ * 0 ,=  “ Ti-------  (1.128")L «t i  ^ ащ

Согласно (1.128') угол (oqa есть поток вектора LiaL =
(зависящего от точки а) через поверхность S,  а в соответствии с 
(1.127') дивергенция этого вектора в любой точке а, не совпадаю­
щей с q, равна нулю. Поэтому по теореме (1.30) угол co<7a= 0 ,  
если поверхность S замкнутая, а точка q находится вне ее. Если 
же точка q находится внутри замкнутой поверхности 5, то она 
окружает точку q со всех сторон и модуль угла ее видимости из 
точки q, очевидно, равен площади сферической поверхности лю­
бого радиуса L qa, деленной на L 2qa, т. е. со<7а=гЬ)4я, где знак ми­
нус соответствует случаю, когда (вопреки обычному) нормаль к 
поверхности 5  направлена внутрь. Таким образом, обозначив че­
рез и соя углы, под которыми видна замкнутая поверхность из 
точек q, произвольно взятых внутри и вне этой поверхности, име­
ем

о>е= 0 ,  о)‘==±4л, (о‘« = ± 2 п .  ',(1.129)
Угол (о‘е соответствует промежуточному случаю, когда точка 

q находится на замкнутой поверхности S. В этом случае плоский 
элемент dS,  содержащий эту точку, виден из нее под нулевым 
углом, а угол видимости остальной части поверхности 5’ содер­
жит половину пространства.

Формулы (1.129) справедливы также для поверхности, зам­
кнутость которой нарушается бесконечно далеким окном, видным 
под бесконечно малым углом из конечных точек пространства. 
Примером такой почти замкнутой поверхности является неогра­
ниченная цилиндрическая поверхность с замкнутой направляющей 
и с конечной площадью поперечного сечения.

Угол со видимости замкнутой или почти замкнутой поверхно­
сти 5  из точки q не меняется при перемещении этой точки в пре­
делах какой-либо одной из двух областей Vi и Ve, разделяемых 
поверхностью 5; на ней ш терпит разрыв, равный ± 4 я .

Сказанное о замкнутой поверхности справедливо также для более общего 
случая неограниченной поверхности S. Бесконечно удаленный контур такой по­
верхности делит бесконечно удаленную поверхность 2 (с наружной нормалью) 
на части 2 а и Sp, принадлежащие областям Vt и V2, разделяемым поверхностью
5 (рис. 16). Поверхности 2 а и 2ц видны отовсюду под углами <о“ и <вр (не 
зависящими от положения точки зрения). Эти углы и утлы w(1> и чв(2), под ко­
торыми видна поверхность 5 из областей Vi и Vs, связаны соотношениями 
<0<|>+{|>“ = 4 я , —<о<2> +  о#=4л. Но ш“ +о)р= 4 я , следовательно,

(1)(<>=4я—(оа=<о®, <й(2>=о)Р—4я =  —<oa . ( l . ^ y )

Если 5 — неограниченная плоскость, то

оэ«=й>е=2я, ш(‘)=2я, ш<2>=— 2я. (1.129")
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Рассмотрим поведение 
угла видимости поверх­
ности S из точки а при 
приближении этой точки 
к поверхности S. Пред­
варительно разберем слу­
чай, когда эта поверх­
ность представляет собой 
ограниченный контуром 
/ участок плоскости Р, 
разделяющей полупро­
странства Vi и V 2. Пусть 
р — точка на плоскости 
Р, расположенная внутри 
контура /. Возьмем точ­
ку а на нормали к пло­
скости Р, проходящей 
через точку р, на рас­
стоянии Lap от нее. 

При расстоянии L ap, достаточно малом сравнительно с наи­
меньшим расстоянием Lai от точки а до контура /, коническая 
поверхность с центром в точке а и направляющей I оказывает­
ся почти плоской и угол со при ее вершине приближ!ается к 2я, 
если точка а находится в области V'i, и к —2я, если она нахо­
дится в области V2. Таким образом, отмечая индексами 1 и 2 
обозначения, относящиеся к областям V\ и V2, имеем

ш(1)(а) » 2 я ,  а><2> ( а ) « —2я при L aP<^Lai. (1.130)
Для точки, почти совпадающей с точкой р, но находящейся 

на стороне 5 1 или 52 поверхности 5 (и принадлежащей области 
V'i или V2), знак приближенного равенства в (1.130) заменяется 
знаком равенства, а в точке р самой поверхности S  утол со об­
ращается в нуль, так как из всякой точки плоскости любая часть 
этой плоскости видна под нулевым углом. Следовательно,

© 0>(р )=2я , ®(р) =  0, ю<2> ( р ) = — 2я. (1.130')
Формулы (1.130') справедливы при любых размерах участ­

ка 5  плоскости Р  и остаются справедливыми и для элементарной 
площадки со средней точкой р.

В случае поверхности 5  произвольной формы выделим из нее 
элементарную площадку d S p со средней точкой р, вблизи кото­
рой мы определяем поведение угла видимости поверхности 5. 
Обозначим через S* остальную часть этой поверхности и пред­
ставим угол видимости поверхности S  из произвольно взятой 
точки а в виде суммы двух углов

ш (а)=а)*(а)4~м р(а), (1.131)
из которых сор( а ) — угол видимости площадки dSp, а со* (а) — 
угол видимости поверхности 5*. Очевидно, что угол м*(а) при 
прохождении точки а через точку р не терпит разрыва, так как 
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Рис. 16. Угол видимости поверхности S, про­
стирающейся до бесконечности



точка р не находится на 5*: со*(2)(р )= (1)*(1)(р)=а>*(р). Что же 
касается угла ыр, то, согласно (1.130'), © ^ ( р )  = 2 я ,  сор(2)(р) =  
=̂ ~—2я, (ор(р ) = 0 .  Таким образом,

(о<1)(р )= о )* (р )+ 2л ,  ц><2>(р)=со*(р)—2я, (1.132)
ш(р) =со* (р) . со(2)(р)—ш<1>(р) = —4я.

Допустим, что на один контур / опираются две поверхности: 
S '  и S "  с нормалями п' и я", направленными от S '  к S",  и пусть. 
(£>' и со" — углы видимости этих поверхностей из точки а. Сово­
купность поверхностей S '  и S "  образует замкнутую поверхность,, 
следовательно, согласно (1.129), если точка а находится в про­
межутке AV между поверхностями S '  и S",  то мы должны 
иметь —(о'+(о//= 4 я ,  а если эта точка находится вне этого про­
межутка, то —со'+(1)"=0. Знак минус при о/ получается потому,, 
что при включении поверхности S '  в состав замкнутой поверх­
ности, к которой применяется формула (1.129), мы должны из­
менить ориентацию нормали п'  для того, чтобы она стала на­
ружной. Таким образом,

о)"=со'±4л в области ДУ, (1.132')-
со"=(о' вне области AV.

Знак минус соответствует случаю, когда нормали п'  и п" на­
правлены от S "  к S'. Из сказанного выше можно сделать два 
вывода.

1. Опирающиеся на контур / поверхности, нормали которых 
одинаково согласованы с обходом по этому контуру, видны из 
точки, не лежащей между ними, под одним и тем же -углом, а из 
точки, лежащей между ними, под углами, отличающимися на 4я. 
Иначе* говоря, угол видимости поверхности определяется (с точ­
ностью до 4я) ее нормалью и краем (контуром I ) .

2. Если опирающуюся на фиксированный контур I поверх­
ность S  перемещать (меняя ее форму и размеры) как угодно, то 
углы видимости ее из всех точек пространства при этом будут 
оставать'ся без всяких изменений, за тем лишь исключением, что' 
в результате перехода поверхности 5  через какую-либо область 
пространства АУ углы видимости поверхности S из всех точек 
этой области получают приращение ± 4 я .

III. Симметрия поля. Рассмотрим симметрию поля трех ви­
дов: зеркальную, цилиндрическую (осевую) и сферическую (цен­
тральную) .

1. З е р к а л ь н а я  с и м м е т р и я .  Пусть q' и q"  — какие-ли­
бо две точки, симметричные относительно некоторой плоскости 
Р. Тогда будем считать зеркально симметричным относительно) 
этой плоскости скалярное поле Т, удотвлетворяющее условию

T ( q " ) = ± T ( q ' ) ,

и векторное поле М, удовлетворяющее условию (рис. 17)
М, (q") = ± М ,  ( q ' ) , M n(q") = + М п (q ' ) ,
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Рис. 17. Зеркальная симметрия векторного поля:
а — четная; б — нечетная. Оси х и г взяты по направлениям / и л

в котором М п и Mt  —— компоненты вектора М; нормальная и лю­
бая тангенциальная к плоскости Р. Плоскость Р называют плос­
костью зеркальной симметрии поля

Ч е т н о й  является зеркальная симметрия, если указанные 
условия выполняются при верхних знаках, и н е ч е т н о й  — если 
они выполняются при нижних знаках. Нечетная симметрия полу­
чается из четной симметрии обращением знака скаляра Т и на­
правления вектора М в одной из каждых двух симметричных то­
чек.

Из сказанного следует, что плоскость четной симметрии поля 
М является плоскостью четной симметрии поля Mt  и нечетной 

симметрии поля М п, а плоскость нечетной симметрии поля М яв­
ляется плоскостью нечетной симметрии поля Mt  и четной сим­
метрии поля М п.

Если плоскость симметрии Р скаляра Т совпадает с плоско­
стью ,г = 0  систем х, у, z  и г, ф, z, а ее нормаль п =  1г, то либо 
T = f ( \ z \ ) ,  T ( — z ) = T ( + z ) ,  откуда Г(2) (0) —7(1) (0) = 0 ,  либо

T  —  r - J  (l2 l)> T ( — z ) = — T{+ 'z ) ,  откуда 7<2>(0) — Г<1>(0) =
I ^ I

=27 '(2>(0). В первом случае симметрия четная и скаляр Т на 
плоскости Р  непрерывен или обращается в бесконечность (оди­
наково с обеих сторон этой плоскости). Во втором случае сим­
м етрия— нечетная и скаляр Т на плоскости Р терпит разрыв, 
равный 2 Г(2>, или обращается в нуль.

1 Будем часто говорить короче — плоскость симметрии. Аналогично будем 
говорить ось или центр симметрии, имея в виду цилиндрическую или сферическую 
симметрию.



Сказанное о зеркальной симметрии поля Т можно применить 
к компонентам М п и Mt  зеркально симметричного векторного 
поля М. В частности, компонента М,  на плоскости нечетной сим­
метрии поля М и компонента М п на плоскости его четной сим­
метрий должны быть равны нулю, если они на ней непрерывны-

2. Ц и л и н д р и ч е с к а я  с и м м е т р и я .  Если скаляр Г име­
ет одинаковые значения во всех точках любой окружности с осью 
по некоторой прямой L, то поле Т цилиндрически симметрична 
относительно оси L (ось симметрии). Если поле Т симметрична
относительно оси 2 системы г, ш, г, то T = T ( r , z ) , ---- — 0. Д ля

Of
симметрии поля Т относительно прямой L необходима и доста­
точна его четная симметрия относительно любой плоскости, про­
ходящей через эту прямую. Из этого следует, что на оси симмет­
рии скаляр Т непрерывен или принимает бесконечно большие 
значения. Поле Т, нечетно симметричное относительно любой 
плоскости, проходящей через прямую L, равно нулю; поэтому 
цилиндрическая симметрия поля Т может быть только четной. 
Если векторное поле М четно или нечетно симметрично относи­
тельно любрй плоскости, проходящей церез прямую L, то это по­
ле является соответственно четно или нечетно симметричным от­
носительно оси L.

Если ось z  системы г, ср, z  является осью четной симметрии, 
поля М, то М,р=0, М =1 гМг\г,  z) - \- \гМ г (г, г).

Если симметрия поля М относительно оси z  нечетная, то М г=-  
= 0 ,  M z= 0, М=1фМф(г, z).

3. С ф е р и ч е с к а я  с и м м е т р и я .  Скалярное поле Т сфери­
чески симметрично относительно точки О (центр симметрии), ес­
ли величина Т имеет одинаковые значения во всех точках любой 
сферической поверхности с центром в этой точке. Взяв эту точку

о дТ дТ п ... в качестве центра системы R, 0, ф, имеем  = —— — 0 ,1  =
(70

= Т ( R ) . Для симметрии поля Т относительно точки О необхо­
дима его симметрия относительно любой прямой, проходящей 
через эту точку, а также его четная симметрия относительно лю­
бой плоскости, проходящей через нее. Каждое из этих условий 
достаточно для сферической симметрии поля. Из сказанного сле­
дует, что в центре симметрии скаляр Т непрерывен или обраща- 
?тся в бесконечность.

Если векторное поле М четно симметрично относительно лю­
бой плоскости (любой оси), проходящей через точку О, то она 
сферически симметрично относительно этой точки. Взяв центр 
симметрии поля М в качестве центра R —0 системы R,  0, ф,  име­
ем: M q— 0, M v= 0, M = 1 rMr (R).

IV. О применении оператора V.  Во многих случаях формулы, полученные 
для обыкновенных векторов, остаются справедливыми при замене части этих, 
векторов символами набла. Таким способом можно было бы получить формулу 
(1.74) из известной формулы (N{NMJ)=0. Однако допустимость подстановки 
V вместо обыкновенного вектора должна быть обоснована для каждой кон-



также доказать справедливость формул
(V[M N])= (N['VM ])-(M [VN]), (1.133)
V ( v n = v * r ,  rv (y r ) ]= o , (VCVM])=o, (1.134)
У (Л 7')=Л У 7’ +  ГУЛ, (V (A M ))=A (V M ) +  (M (VA)), (1.134')
tV(AlW )]=A[VM ]—{M(VA)]. (1.134")
Ho (M [NM])=0, а произведение (M[VM]) может отличаться от нуля. Та­

ким образом, заменить в формуле, (Af[NM]) = 0  второй вектор символом V нель­
зя, а два первых вектора в ней же заменить символами V согласно (1.134)3 
можно.

Формула /  ( M ( V T ) ) d V = f ( V ( M T ) ) d V — J (\JM)TdV  (1.135)
аналогична формуле интегрирования по частям J wdv= j  d(wv )— / vdw. Но 
/  d(wv) =uv + C, а выполнить аналогично интегрирование в первом члене пра­

вой части (1.135), очевидно, нельзя, так как с выражением div (MT)dV  нельзя 
обращаться как с полным дифференциалом d(wv).

Согласно (1.134"), (1.127") и (1.126')i ротор сферически симметричного 
поля T(Lqa) L qa равен нулю:
если М = Г (Lqa) Lga, то rot М =0 (Lqa> 0). (1.136)
Действительно,

- j i l  дТ
[VM] — Т [VL|ja] =  ~L^~ dLqa l^ijaLqa] =  0>

где верхний знак получается, когда переменной считается точка а.
V. О фазе периодически меняющейся величины. Изучая явле­

ние, зависящее периодически от времени, мы за каждый период 
Т прослеживаем серию состояний явления, которые называем его 
фазами. Наблюдая изменения лика Луны, мы говорим, что за 
(лунный) месяц Луна проходит через все свои фазы от новолу­
ния до исчезновения лунного серпа в конце месяца. Положения 
моментов t наступления фаз определяются в периоде Т проме­
жутками ' времени ta отсчитываемыми от условного начала taо 
этого периода. Доли ta/ T  периода Т, соответствующие моментам 
наступления фаз, можно также называть фазами явления.

В аналогичном смысле будем говорить о состояниях и фазах 
скалярного поля P(a, t) , меняющегося во времени с периодом Т. 
(Для определенности можно считать, что состояние величины 

;P(a, t) в момент t характеризуется совокупностью значений, при­
нимаемых в этот момент ею и ее производными по времени.) Со­
стояние величины р зависит от относительного положения мо­
мента t на интервале t a o ^ t ^ T + t a o ,  т. е. от ta/T ,  где ta= t —taо 
(значение tao может зависеть от а).  Для общности введем в вы­
ражение для P(a, t) множитель Ро(а), не зависящий от времени. 
Иначе говоря, положим (5(а, /) = $ 0(a)R {a, t ) , где R(a,  t ) — пери­
одический множитель, зависящий от отношения ta/T .  Кроме того, 
возьмем в качестве аргумента функции R  это отношение, умно­
женное на число т ,  и будем подбирать п% так, чтобы период 
аналитического выражения функции R оказался равным Т.

Итак, имеем

p(a, t) =  ро (a) R (a, t). R(a,  *) =  * ( - f - ' a) . (1.137)



ta-- 1—tao, tao---^ao(^),
R (a ,  t - \ -nT )= R {a ,  t) (n — целое число). (1.138)

Аргумент m ta /T  функции R  будем называть ф а з о й  в е л и ­
ч и н ы  Р(а, t ) . Обозначая этот аргумент через Ф, имеем

(3(а, 0 = М а )Я (ф )> Ф = ( 'л * /7 ’) ± ф ( « ) = Ф ( а .О. (1.139)
где ф(а) = + mtao/T=Q>(a, 0) (1.139')

— н а ч а л ь н а я  ф а з а  ф у н к ц и и  [3(а, t ) . Выбор знака перед 
ф(а) — условный.

Таким образом, фаза Ф величины (3(а, t) — это безразмерный 
аргумент периодического множителя R(a,  t ),  определяющий от­
носительное положение момента t в периоде Т и удовлетворяю­
щий условию (1.138).

В качестве примера возьмем случай зависимости величины R  
от времени по закону косинуса:

R(a, t) =  c o s ^ = Co s ^ L - ^ y  (1.139")

Полагая для выполнения условия (1.138) ш = 2 п ,  получаем 

R (a, t) =  cos Ф, Ф — -<р (a), f  (а) =  +  , (1. НО)

где угол Ф — фаза величины f)(a, t) —  (a) cos —̂ г2-, а Угол ? — ее

начальная фаза.
Аналогичное сказанному о скаляре р справедливо для век­

торной величины N(a, /). Непосредственно применять сказанное 
выше можно к скалярным компонентам Nk векторной величины 
N. При этом надо помнить, что taо может иметь для разных ком­
понент N k разные значения.

В случае периодической зависимости величины Р от простран­
ственной координаты можно ввести понятие о фазе в геомет­
рическом смысле. Вместо промежутка времени ta можно взять 
расстояние по координатной линии 1к, а вместо Т — длину вол­
ны X (см. § 3 главы шестой).



Глава вторая

Статическое поле в вакууме 1

§  1. МАССЫ

Будем рассматривать массы т,  взаимодействующие по зако­
ну обратной пропорциональности квадрату расстояния: гравита­
ционные по закону Ньютона, электрические (заряды) и магнит­
ные— по законам Кулона2.

Практически мы непосредственно наблюдаем не заряды, а з а ­
ряженные тела, но это не должно нам мешать рассматривать 
электричество в отдельности. Можно представить себе заряды, 
сплошь занимающие объемы или образующие тонкие (но все же 
объемные) слои на поверхностях тел, отвлекаясь от существова­
ния самих тел и от атомистической структуры электричества, не­
ощутимой при макроскопическом изучении электрических явле­
ний.

Аналогично электрическим зарядам мы можем представить 
себе магнитные массы, вводимые как понятие физически фиктив­
ное, но удобное при изучении закономерностей взаимодействия 
намагниченных тел. Взаимодействие магнитов (магнитных стре­
лок) или электромагнитов происходит так, как если бы каждый 
из них был носителем «магнитных зарядов» разного знака, вза­
имодействующих по закону обратной пропорциональности квад­
рату расстояния. С наибольшей конкретностью мы воспринимаем 
понятие гравитационной массы. Тяжесть тела мы непосредствен­
но ощущаем, и гравитационную массу тела, пропорциональную 
его весу, мы ассоциируем с его веществом. Но при изучении сил 
взаимодействия по закону Ньютона мы можем отвлечься от всех 
свойств тел, кроме их способности взаимно притягиваться.

В дальнейшем изложении, говоря о массах, будем иметь в 
виду массы любого из трех указанных видов:

/П—~/Пгр, Н1эл, ГПмгну ( 2 . 1 )

где т гр — гравитационная масса; т эл— е — электрический заряд 
(количество электричества); т мгн— магнитная масса. Но все

1 Практически имеется в виду поле в пространстве, заполненном телами, не 
влияющими на рассматриваемое поле. Например, для гравитационного поля это 
любые тела, а для магнитного поля — все тела, кроме магнетиков. Но выраже­
ния, получаемые для поля в вакууме, принципиальнее применимы также в при­
сутствии тел, влияющих на поле; надо только учесть дополнительные возбуди­
тели поля, носителями которых являются эти тела. Основой теории поля в про- 
стралстве, заполненном любыми телами, является теория поля в вакууме.

2 В геофизической литературе принято магнитные заряды, как и источники 
гравитационного поля, называть массами. Для общности изложения здесь это 
название часто применяется сугубо условно также для источников электрическо­
го поля.



Puc. 18. Массы:
a  — объемная; б  — поверхностная; в  —  линейная; г  —  точечная

массы, о которых идет речь в одной формуле или в одном кон­
тексте, следует считать одной (какой-либо) природы. Исключение 
имеем в разд. I, §7 третьей главы.

I. Объемные массы. Условимся считать, что реальные массы 
являются объемными (рис. 18,а), т. е. они заполняют непрерыв­
но области пространства V с некоторой объемной плотностью

Величина б является функцией положения точки, ее коорди­
нат. Значение б в какой-либо точке характеризует массу в до­
статочно малой окрестности этой точки. Согласно (2.2) масса яд, 
находящаяся в области V, определяется формулами

Формула (2.3)2 соответствует случаю, когда в области V м а с ­
с а  о д н о р о д н а ,  т. е. когда во всех точках области V функция 
б имеет одно и то же значение.

Будем считать функцию б ограниченной за исключением от­
дельных мест (точек, линий, поверхностей) нахождения вводи­
мых ниже необъемных масс с плотностью б, формально считае­
мой бесконечно большой. Функция б может терпеть конечные 
разрывы на отдельных поверхностях и, в частности, на грани­
цах объемных масс. К у с о ч н о - о д н о р о д н о й  называют массу,

6 = d m / d  V. (2.2 )

(2.3)
V



'если ее плотность б меняется (разрывно) только на поверхностях, 
разграничивающих ее части.

Масса (и ее плотность) может быть положительной или от­
рицательной за исключением гравитационной массы, которая 
всегда положительна. Иногда рассматривают формально вводи­
мые отрицательные гравитационной массы. Положительную маг­
нитную массу часто называют северной, а отрицательную — юж­
ной. Равенство нулю плотности б в какой-либо точке q означает, 
что заключенная в элементе объема d,V, содержащем эту точку, 
масса dm =  8 d V = 0 ,  т. е. что в этом элементе объема массы нет. 
Но это не всегда следует понимать буквально, так как элемент 
объема может содержать две одинаковые по абсолютной величине 
массы разного знака: *

где б+ и б-  — абсолютные величины объемных плотностей поло­
жительной и отрицательной масс. Плотность б представляет со­
бой алгебраическую сумму плотностей 6+ и — положительных 
.и отрицательных масс:

II. Необъемные массы. Введем в рассмотрение необъемные 
массы как понятия, имеющие (в силу принятого условия) фор­
мальный характер, но удобные " при некоторых расчетах 
(рис. 18,6, в, г ) .

При достаточно малых геометрических размерах объемной 
массы т  результаты интересующих нас расчетов, например по 
формуле (2.15)г, не меняются при любых изменениях формы 
массы, ее геометрических размеров и плотности, если остается 
постоянной величина т.  При этих условиях для удобства расче­
тов мысленно сжимают массу, т. е. уменьшают ее геометрические 
размеры, соответственно увеличивая ее плотность б так, чтобы 
величина т  оставалась неизменной, и в пределе, когда область
V, занимаемая массой, стягивается к некоторой точке q, получа­
ют вместо объемной массы т  т о ч е ч н у ю  м а с с у  niq такой же 
величины (см. рис. 18,г). Практически'точечная масса представля­
ет собой массу конечной величины, но очень малых геометриче­
ских размеров. Сжимая массу т,  мы неограниченно увеличиваем 
ее плотность 6. Если, например, придать области V форму куба 
с ребром h и считать массу т  однородной, то будем иметь: V =  
= h 3, m = h 38. Полагая V—*0, имеем h-*-0 и, следовательно, счи­
тая т  конечной величиной, получаем

б->оо, как /г-3 при /г-Ю. »( -̂5)
Представим себе массу, имеющую форму слоя с малой тол­

щиной h  и с объемной плотностью б. Выделим мысленно пло­
щадку d S  поверхности слоя и расположенный против этой пло­
щадки элемент слоя с объемом hdS,  в пределах которого будем 
считать массу однородной. Масса элемента слоя d m — hbdS,  а эта

dm+=6+dV, d m ~ = —б~dV, (2.3')

б = б + —б- , 6 ^ 0  при б + ^ б - . (2.4)



же масса, рассчитанная на единицу занимаемой ею площади,— 
двухмерная плотность слоя

d m ' / d S = h 8 = a .  ' (2.6)

При достаточно, малой толщине слоя /г результаты интересу­
ющих нас расчетов обычно зависят только от общей массы dm  
элемента слоя, поэтому мысленно сжимают слой, т. е. уменьша­
ют его толщину Л, соответственно увеличивая его плотность б 
так, чтобы масса dm сохранялась без изменения. В пределе при 
ft—v0 получают вместо объемной массы п о в е р х н о с т н у ю  м а с ­
с у  с п о в е р х н о с т н о й  п л о т н о с т ь ю  а, определяемой по 
формуле (2.6). Поверхностная плотность а представляет собой 
массу элемента поверхности, рассчитанную на единицу его пло­
щади (см. рис. 18,6). Сжимая слой до нулевой толщины, мы не­
ограниченно увеличиваем его объемную плотность б. Согласно 
(2.6) б=ст/г_| и , следовательно, считая ст конечной величиной, 
имеем

8-voo, как h~l при Л-*0. 1 (2.5')
Величина а может быть функцией координат | i ,  системы, 

вз ятой на поверхности S. Величина т  поверхностной массы опре- 
деляется формулой

т =  f (3dS. (2 .3” )

Если плотность о не меняется на поверхности S, т. е. если 
g ra d s<r=0, то имеем однородную поверхностную массу m = a S .

Рассмотрим еще нитевидную массу с объемной плотностью б 
и с площадью поперечного сечения AS. Мысленно уменьшая по­
перечное сечение нити и соответственно увеличивая ее плотность 
так, чтобы масса d m = A S 6 d l  элемента dl  длины нити / остава- 
ла сь без изменения, получаем в пределе при AS— >-0 л и н е й н у ю  
м а с с у  (см. рис. 18,в) с л и н е й н о й  п л о т н о с т ь ю

d m / d ! = A S 5 = l .  ( 2 .6')

При этом объемная плотность становится бесконечно боль­
шой. Полагая, что поперечное сечение нити является квадратом 
с о  стороной h, получаем AS = h 2 и, следовательно,

б >-оо, как h~2 при h-+ 0. ((2.5")
Линейная плотность X в общем случае является функцией ко­

ординаты £, отсчитываемой вдоль линейной массы, т. е. Я ,=Ц£). 
Величина т  линейной массы определяется формулой

m = \ x d l .  (2.3"')
i

Если плотность К не меняется вдоль линии /, т. е. если про­
изводная <?X/dg=0, то имеем однородную линейную массу т —  
= Х 1 .



Переход от объемных масс к точечным, поверхностным и ли­
нейным массам, не занимающим объемов, упрощает нашл расче­
ты, но вместе с тем допущение нереальной (по нашему условию) 
массы с бесконечно большой объемной плотностью б может при­
вести к некоторым столь же нереальным следствиям (см. разд. I, 
§ 7). Необъемные массы определяются в пространстве точками q, 
линиями I и поверхностями S,  по которым они распределены, ве­
личинами m q точечных масс и функциями а(£ь  |г) и А(£) ко­
ординат на поверхностях 5  и линиях /. Величины m q, а  и Л,.как 
и величина б, определяют массы, остающиеся не нейтрализован­
ными, и поэтому аналогично (2.4) имеем

m q= m + q—т~д, а = а + — о~, К=%+— Х~, (2.4')

где m+q и т~ч, а+ и а~, и — величины, аналогичные б+ и б- .
Элементы dm  объемных, поверхностных и линейных масс, 

равные б dV,  adS  и Kdl, при расчетах часто заменяют мысленно 
точечными массами, учитывая малость линейных размеров эле­
ментов dV,  dS  и dl, содержащих эти массы. Однако надо иметь 
в виду различие между элементарной массой и точечной массой-. 
Э л е м е н т а р н а я  м а с с а  является бесконечно малой величи­
ной (не только геометрически, но и как масса), а точечная мас­
са, имея нулевые геометрические размеры, не является бесконеч­
но малой величиной. Элементарная масса отличается от точечной 
массы также порядком величины плотности б.

III. Замечания. 1. Согласно-сказанному выше заданием функ­
ций 6(g), a(q) ,  'k(q),  значений тj,, поверхностей S и линий /, на 
которых расположены поверхностные и линейные массы, и точек 
q, в которых находятся точечные массы, определяется поле масс. 
Имея в виду, что необъемные массы фактически представляют 
собой сильно уплотненные объемные массы, можно сказать, что 
массы, находящиеся в пространстве, определяются функцией 
б (q).  Эта функция точки образует некоторое скалярное поле б, 
в котором могут быть особые точки, линии и поверхности, т. е. 
места, в которых б-»-оо (точечные, линейные и поверхностные 
массы), а также поверхности конечного разрыва (границы масс) 
и области, в которых 6 = 0 .  Это поле можно называть полем 
масс. Но так называют поле, создаваемое массами (см. •§ 2), по­
этому вместо «поля масс» в указанном выше смысле мы обычно 
будем говорить «совокупность масс», а также «распр еделение 
масс», имея в виду совокупность масс и их распределение в про­
странстве, т. е. поле 6(q)  с его особыми точками, линиями и 
поверхностями, в которых оно характеризуется величинами т ц, 
h(q ) ,  o ( q ) .  Симметрия масс есть симметрия этого поля.

2. Введенные согласно (2.1) индексы «гр», «эл», «мгн» отно­
сятся также к другим величинам, определяющим массы, напри­
мер б, а, Я,. Но эти индексы будем опускать там, где без них 
можно понять, о массах какой природы идет речь.

3. Совокупность масс в области V является н е й т р а л ь н о й ,  
если сумма масс, находящихся в этой области, равна нулю.



4. Совокупность масс в общем случае может меняться со вре­
менем. В частности, плотность б может быть функцией точки и 
времени, т. е. четырех аргументов х, у, z, t. Здесь и в следующих 
трех главах будем предполагать, что совокупность масс во всем 
пространстве является постоянной, т. е. не меняется со време­
нем. Это означает, что производные по времени от плотностей 
масс и от величин точечных масса равны нулю

а точки, линии и поверхности, по которым распределены массы, 
фиксированы в пространстве. Только по мере необходимости мы 
будем в этих главах затрагивать общий случай, когда массы ме­
няются со временем. Но постоянство совокупности масс не ис­
ключает их движения. Так, например, для того чтобы в некото­
рой точке q выполнялось условие б—0, достаточно, чтобы масса 
8dV,  находящаяся в элементе объема dV,  содержащем эту точку, 
не менялась со временем. Для этого требуется только, чтобы 
прибывающая в элемент объема d V  в течение любого промежут­
ка времени масса была равна массе, убывающей из него за этот 
же промежуток времени. Но в главах второй и третьей будем 
предполагать, что массы находятся в статическом состоянии, т. е. 
что движения масс нет.

5. Вместо магнитных масс иногда говорят о магнитных по­
люсах. Поверхностные и линейные магнитные массы называют 
п о л ю с н ы м и  п о в е р х н о с т я м и  и л и н и я м и ,  а точечную 
магнитную массу — т о ч е ч н ы м  п о л ю с о м  или просто п о л ю-  
со  м.

6. Области, поверхности, линии, занятые электрическими объ­
емными, поверхностными, линейными массами, называют заря­
женными, а если эти массы однородны — равномерно заряжен­
ными.

§ 2. ПОЛЯ КУЛОНОВЫХ И Н ЬЮ ТОН ИАН СК ИХ сил

I. Взаимодействие точечных масс. Согласно законам Кулона 
и Ньютона точечная масса ш ь находящаяся в точке 1, действует 
на точечную массу т2, находящуюся в точке 2, с силой

пропорциональной массам tni и т 2, обратно пропорциональной 
квадрату расстояния L\2 между ними и направленной по линии, 
соединяющей эти массы. Множитель пропорциональности v, опре­
деляющийся выбором единиц измерения величин (см. приложе­
ние), входящих в равенство (2.8), различен для масс различной 
природы:

v =  —Y> 1/4лво, Цо/4л (2.9)

6 = 0 ,  а — 0, А,=0, тя= 0, (2.7)

(2 .8)



для гравитационных, электрических и магнитных масс соответ­
ственно;

6,67 и» 10-» Ф __4п__Гн_ „ q,.
1011 кг-с* * 36л м 0 107 м

— постоянные: гравитационная, электрическая, магнитная.
Направление силы F[2 совпадает с направлением вектора L]2 

при v m im 2> 0 и вектора L2i — —LI2 при v m lm 2< 0. Первый случай 
(отталкивание) соответствует взаимодействию одноименных элек­
трических или магнитных масс, а второй (притяжение) — взаимо­
действию гравитационных масс, а также разноименных электриче­
ских или магнитных масс. Масса т 2 действует на массу тп\ с си- 
лои F21 = —f*i2*

Единицей гравитационной массы является килограмм, а элек­
трического заряда — кулон1. Согласно (2.8) — (2.9') сила взаимо­
действия единичных точечных масс на расстоянии 1 м .равна 
6,67-10_и Н (ньютонов) для гравитационных масс и 9 -109 Н для 
электрических зарядов. Единицей магнитной массы будем считать 
магнитную массу m D, отталкивающую такую же массу на рас­
стоянии в 1 м с силой, равной 10-7 Н.

Полагая в (2.8) m l — m 2— m I), F  12=  10-7 Н, получаем, согласно 
(2.9), (2.9'):

т*п ' =  — 1°~7 мг- Н =  —  Н =  Аг-м2,
Но Гн

так как Н-м =  Гн-А2. Таким образом, единица m D магнитной мас­
с ы 2 равна 1 ампер-метру.

II. Действие масс на точечную массу. Закон Кулона — Ньюто­
на (2.8) непосредственно применим также к неточечным (объем­
ным, поверхностным и линейным) массам т\  и т 2 при условии, 
что их линейные размеры достаточно малы сравнительно с мини­
мальным расстоянием между ними. В частности, формулой (2.8) 
можно воспользоваться для определения силы F, с которой эле­
ментарная масса действует на другую элементарную массу или 
на точечную массу. Согласно этой формуле элементарная масса 
d m q =  8qdV,  oqdS,  %qdl с центром в точке q действует на точечную 
массу т а, находящуюся в точке а, с силой

dF =v/rca ^ L „ a. (2.8')
^  qa

1 Для единицы гравитационной массы определяющим является второй закон 
Ньютона, а для единицы электрического заряда — равенство количества электри­
чества (проходящего через поперечное сечение цепи тока) произведению силы 
тока на время. Единица магнитной массы в применяемой нами системе единиц 
СИ не предусмотрена ввиду фиктивности понятия магнитной массы.

2 При таком выборе единицы магнитной массы получаем предусмотренную 
в системе СИ единицу дипольного магнитного момента (см. сноски в разд I, 
§ 5 и в разд. II, § 1 главы пятой).



В соответствии с (2.8) и (2.8') совокупность точечных или эле­
ментарных масс, находящихся в точках q, действует на точечную 
массу т а с силой

F (а) =  vot0E Ца или F (а) =  хта Г p L  L (2.10)
^ J fa

соответственно. В общем случае, когда в пространстве имеются 
различные массы т,  на точечную массу та, находящуюся в точ­
ке а, действует сила

F (a)  — v m j ( a ) ,  (2.11)
пропорциональная вектору

f —  J ]  L*4a L «a + 1  L \ a L ia d V + \  Ls4a L 4adS  +  j  L3^  L,, adl.

(2 . 12)

Вектор vf(a) согласно этим формулам не зависит от массы 
гца, а если совокупность масс т,  действующих на массу т а, фикси­
рована, то этот вектор меняется только при изменении координат 
точки а (перемещение которой вызывает изменения абсолютных 
величин и направлений векторов Lga) и, следовательно, зависит 
только от положения точки а.

III. Кулоново поле. Из сказанного следует, что в простран­
стве, в котором присутствуют массы, мы имеем векторное поле 
vf(a), определяемое формулами (2.11), (2.12). Это кулоново поле, 
т. е. поле сил, определяемых законом (2.8). Оно является грави­
тационным, электрическим или магнитным в зависимости от при­
роды масс.

Будем пользоваться обозначениями
vf(a) =  F (a ) /m a= r ( a ) ,  E (a), ц0Н(а) (2.13)

соответственно для гравитационного, электрического и магнитного 
полей

Вектором vf(a) определяется сила F (a) ,  с которой находящие­
ся в пространстве массы т действуют на массу т а, помещаемую 
в какую-либо точку пространства. Иначе говоря, массы т  создают 
в пространстве поле vf(а),  которое действует на массу т а с силой 
F (a) ,  пропорциональной этому полю. Физический смысл этого 
выражения состоит в том, что в присутствии масс пространство 
приобретает некоторое свойство, благодаря которому помещенная 
в любую точку а масса та подвергается действию силы, завися- 

. щей от положения этой точки. Но для обнаружения этого свойства

1 В развернутом виде для магнитного поля, создаваемого в вакууме магни­
тами (влияние тел которых не учитывается) следовало бы вместо (2.13) писать:

vf {а) =  F (а) =  Б (а) -  fi0J° (a) =  (о ) , (2.13')

где В и J0 — векторы, которые будут введены в третьей главе-
6—48



«стить в него массу т а.
Точечную массу т а, с помощью которой можно обнаружить 

поле v f(a), называют п р о б н о й  м а с с о й .  Условимся считать 
пробную массу положительной. Имея в виду более общий случай 
ноля в присутствии среды, надо абсолютную величину пробной 
массы брать достаточно малой для того, чтобы она не вызывала 
изменений наблюдаемого поля, но при изучении поля в вакууме 
это ограничение не нужно и пробную массу можно, в частности, 
брать единичной.

Вектор vf(a) есть сила, с которой поле действует на единич­
ную пробную массу, или, точнее, сила, с которой поле действует 
на точечную массу, отнесенная к единице этой массы. Вектор Е 
называют н а п р я ж е н н о с т ь ю  э л е к т р и ч е с к о г о  п о л я  или 
просто э л е к т р и ч е с к и м  п о л е м .  М а г н и т н ы м  п о л е м ,  
а также н а п р я ж е н н о с т ь ю  м а г н и т н о г о  п о л я  по истори­
чески сложившейся традиции называют вектор H =  (v/|Xo)f. Для 
того чтобы освободиться от множителя v, имеющего различные 
значения для полей разной природы, в этой главе удобно вместо
поля —  F (а) изучать поле f (a) = ^ -F _ (a ) ,  определяемое форму­

лой (2.12) как сумма полей1

f ( а ) = Ц г  =  (2Л9)
создаваемых точечными массами тд и элементарными (объемны­
ми, поверхностными, линейными) массами d m q (рис. 19). Сумми­
руя поля, определяемые формулами (2.14), получаем выражения 
для полей, создаваемых точечными, объемными, поверхностными,

1 Вектор f будем иногда называть напряженностью поля f.



линеиными массами соответственно:

f ( a > = S T ^ T L<- '<a) =  I ^ 7 L<-
Щ V

(2.15)

f ( a > =  f i r -J  LS4a J  L- qa

Складывая правые части (2.15), получаем общее выражение
(2.12) для поля f(a),  создаваемого разными массами. Переход от 
(2.14) к (2.15) и (2.12), соответствующий переходу от (2.8), (2.8') 
к (2.10), основан на принципе суперпозиции. Этот подтверждае­
мый опытом принцип (наложения) сводится к тому, что действие 
массы в присутствии других масс не отличается от ее действия 
в их отсутствии.

Компоненты fh поля f по направлениям I, /й(£й) определяют­
ся формулами

f i = f  cos (f, 1г), } h = f  cos (f, l ft).
Д ля поля точечной массы m q имеем согласно (2.14)

cos(f’ Ь) =  j ^ j C o s ( L , a, 1,),

а для поля элементарной массы
I dma I dma

J f(a )= = ~ ^ ’ cos(f’ l '> =  r 3 ^ i C0S(L*» , )̂-
Поэтому получаем для полей точечной и элементарной масс:

ft —  - £ r - c o s ( L  , 1|), cos(L,a, 1,). (2.16)
^  qa 4 *- (fa ^

Для направления х  имеем

cos (L,e, х)  =  (ха — х ч) L J  . (2.17)

Следовательно, для поля точечной массы m q

f x  =  т а (* а  -  X q )  ( 2 . 1 8)

Подставляя у  или z  вместо х  в (2.17), (2.18), получаем анало­
гичные формулы для направлений у  и z. В общем случае поля,, 
создаваемого различными массами, имеем согласно (2.12)

L* I  C 0 S ( L <?a’ L* а C 0S  i^qa’
, qa v ча

+  l , ) r f S + f - 7 r - c o s ( L , e. 1 t)dl .  (2.19)
J  L- qa ■> L- qa.



fx =  £  ~  Хч) " ^ 7 (Xa ~  x *)dV  +
4 v

+ J - Z ? 7 (^ - ^ )^S 4 - ^ - ^ ( x a - x q)dl  (2.19')
s /

:и аналогично для fy и fz.
IV. Замечания. Сказанное выше о поле f дополним следующи­

ми замечанийми.
1. В поле f под действием сил vfm =  F положительные массы т  

должны двигаться параллельно силовым линиям, отрицательные— 
антипараллельно им. Но в настоящей главе предполагается, что 
массы являются неподвижными, закрепленными.

2. В случае гравитационного поля сила vf антипараллельна 
вектору f и силовые линии имеют направления, противоположные 
векторным линиям V\ но для общности изложения будем назы­
вать силовыми векторные линии V, не делая исключения для гра­
витационного поля.

3. Поле, создаваемое точечной массой m q, согласно (2.14) i 
сферически симметрично относительно точки q. В этом поле век­
тор f всюду параллелен вектору m qLqa и имеет одинаковую абсо­
лютную величину на одинаковых расстояниях от точки q. Силовые 
линии — лучи, расходящиеся от точки q или сходящиеся к ней 
с одинаковой густотой по всем направлениям. Величина / обратно 
пропорциональна квадрату расстояния от массы m q.

4. Если все массы находятся в пределах некоторой области 
пространства Ф, ограниченной по всем направлениям, то при 
достаточном удалении точки а от этой области зависимость векто­
ра Lqa от положения точки q становится незаметной и любой из 
векторов Lqa в выражении (2.12) можно заменить вектором L„a, 
где о — некоторая точка, произвольно взятая в области О в каче­
стве начала отсчета расстояний. Поэтому на расстояниях от обла­
сти #  (от ее точки о), достаточно больших сравнительно с любым 
из ее линейных размеров, будем иметь согласно (2.12)

f И  =  "ЕГ7 L-  Щ  =  J  щ +  f  MV +  f  o d S +  J  Xdl, (2.20)
q ■& S /

где — сумма масс, находящихся в области ft; q, S  и /  — точки, 
поверхности и линии, расположенные в области д.

5. Обычно будем полагать, что все массы, создающие поле f. 
•.находятся на ограниченных расстояниях от начала отсчета о (см 
замечание 12 в § 1 главы первой) и согласно сказанному выше 
будем считать, что поле f в достаточно удаленных областях про­
странства совпадает с полем, которое мы имели бы, если бы все 
массы, фактически создающие поле, находились в какой-либс 
конечной точке, например, в точке о. При этом поле f на доста 
точно больших расстояниях от точки о убывает не медленнее, чел 
£~ 2, оно регулярно на бесконечности. При т»=^= 0 поле f npt



Рис. 20. Нормальная компонента поля плоской массы

■больших значениях L oa совпадает с полем, которое создавала бы 
точечная масса, равная We. если бы она находилась в точке о. 
Это означает, что во всех точках сферической поверхности доста­
точно большого радиуса с центром в конечной точке абсолютная 
величина вектора f имеет одно и то же значение, а его направле­
ние нормально к этой поверхности; по всем направлениям вели­
чина / убывает с расстоянием как обратная величина квадрата 
этого расстояния.

6. Исключениями являются случаи, когда массы простираются 
в каком-либо направлении до бесконечности или когда их сумма 
равна нулю. В этих случаях поле / может вести себя на бесконеч­
ности иначе, чем поле точечной массы. Оно при больших удале­
ниях может убывать медленнее или быстрее, чем L~2, и притом
различно по разным направлениям.

7. Формулой (2.12) устанавливается соответствие между по­
лем f и распределением создающих его масс в пространстве 
(полем плотности этих масс). Необходимым и достаточным усло­
вием постоянства поля f является постоянство совокупности со­
здающих его масс. Любое ее изменение должно вызвать некото­
рое изменение поля. Поэтому до тех пор, пока у нас идет речь
о постоянном поле, следует считать, что совокупность масс в про­
странстве не м'еняется со временем, т. е. что выполняются условия 
постоянства совокупности масс (2.7).

V. Поле плоской массы. На участке 5  плоскости Р, разделяю­
щей полупространства V\ и V2, задана поверхностная масса, 
в общем случае неоднородная, с плотностью a{q)  (рис. 20). Опре­
делим нормальную к плоскости Р компоненту f n напряженности 
поля f, создаваемого этой плоской массой в произвольно взятой 
точке а. Нормаль п по обыкновению направим от V\ к V2. Соглас­
но (2.14)2 элемент массы dm =  adS,  занимающий площадку dS  со



средней точкой q, создает в точке а поле d \ — adSLqa~zbqa с ком­
понентой:

dfn =  df cos (f, n) =  °dSL~2a cos (Ца, dS) =  — о (La,dS) ZT3 =  — odw,

где £?(o — угол видимости площадки dS  из точки а, определяемый 
формулой (1.128")]. Суммируя элементы dfn , соответствующие 
всем площадкам dS,  составляющим участок S,  получаем формулы

)'п —  — J oda>, fn —  — aw, (2.21)
s

из которых вторая формула соответствует случаю однородной 
плоской массы, видной из точки а под углом со. Из (2.21 )2 видно, 
что поле скаляра /„ в случае плоской однородной массы отли­
чается от поля угла видимости плоской поверхности S ,  несущей 
эту массу, только постоянным (не зависящим от положения точ­
ки а) множителем —ст. Следовательно, с помощью этого множи­
теля можно перейти от результатов, полученных в § 9 первой гла­
вы для второго из этих двух полей, к аналогичным результатам 
для первого из них. Отмечая индексами 1 и 2 обозначения, отно­
сящиеся к областям V] и V2, имеем в соответствии с (1.130') для 
некрайней точки р участка 5  формулы

f nV ( p ) = — 2no,  Ы р ) =  0, /п(2)(р )= 2 я а ,  (2.22)
справедливые при любых размерах участка 5 и, в частности, для 
элементарного участка dS.

Если участок S,  на котором задана масса, занимает всю пло­
скость Р, то в соответствии с (1.129")

/ ( a ) = 2 j t | a | ,  /п(1)(а) — —2по,  /„<2> (а )= 2 я а  (2.22')
для точек а, произвольно взятых в полупространствах V\ и V2. 
Пользуясь системой х, у, z, или г, ср, z  с осью z  по нормали п 
и с началом в плоскости Р, можно вместо (2.22') написать

f =  2 itasgnzl, =  2TO—  1г. (2.23)
М

Формулы (2.22') и (2.23) также справедливы для ограничен­
ного участка 5, содержащего проекцию р точки а при условии, 
что расстояние L pa достаточно мало по сравнению с расстояниями 
от р до точек границы участка 5.

Допустим, что на плоскостях z ~ z \  и z = z 2 (z2> z i )  имеем 
однородные поверхностные массы с плотностями 0 ] и а2. Тогда 
согласно (2.23) при z < z u z > z 2 и z i < z < z 2 имеем порознь одно­
родные поля f, равные соответственно

—2n(o i  +  a2) l z, 2n(oi  + o2) l z, 2п(о \—а2) U- (2.23')
Если z i — —Л/2, z 2= Jr h/2 ,  a t= —а, cr2= a  (рис. 21 ) ,  то

f — О при | г | > - ^ - / г ,  f —  —- 4то1г при | z | < - i - / j .  (2.23")



7

Рис. &1. Поле двух неограниченных 
параллельных однородных разноимен­
ных плоских масс

Рис. 22 .  Построение, поясняющее вывод 
выражений для компонент поля, созда­
ваемого» прямолинейной массой (прямо­
линейным током, см. главу пятую)

П р и  /г—>-оо поле однородно во всем пространстве:'! 

f= —4яо1г. (2.23'")

VI. Поле прямолинейной массы. Пусть линейная масса с плот­
ностью к расположена на отрезке 112 некоторой прямой 1. Возьмем 
эту прямую и перпендикулярную к ней плоскость, проходящую 
через точку а, в качестве оси z  и плоскости z = 0 системы г, <p, z  
(рис. 22) .  Согласно (2.15)4 в данном случае вектор f лежит 
в полуплоскости q>=const и не зависит от координаты ф, т. е. 
f = l r f r - ( r , z ) - j - l zf z ( r ,  z) .  Определим компоненты f T ( r ,  z)  и f z ( r ,  z)  
в точке а. Масса l d l q элемента dlq (отрезка /]2) с центром в точ­
ке q согласно (2.14)2 создает в точке а поле df— k L qa~3Lqad z q 
с компонентами



где Lqa — V г г ггч\ r =  ra и zq — координаты точек а  и q\ cos aq—

=  rLql  ; sin a« =  z4L , l  • tg =  4 "
Суммируя элементы dfr и dfz, получаем

z 2 z„

fr = \ x ^ L d z q , / г = - Г я 4 ^ 1 й г г  (2.24')
J  ^  qa J  qa

где Zi и z2 — координаты кондов qx и q2 отрезка ll2\ dzq =  rd t g a g=  
=  r cos-2 aqd a q, следовательно, для случая однородной; прямоли­
нейной массы

и = lr J  cos “«*“* =  г (sin *■ “  si" ■,) =
«I ax

<2 -25>

f8 ==  -  *r f [ sin eufa. =
.) Z.2 a COS2 «о /• J  4- q

= — (cos a2 — cos a,) =  Я(L2q — Lia), (2.25')

где L la= Y r i J r - z \  ; L la ~  V  r 1 +  z% .
Пусть z2> 0 > z b т. е. пусть проекция о точки а н-а прямую I 

совпадает с некрайней точкой р отрезка 1\2. При этом  условии,
полагая г-*-0, получаем ai->— л /2 ,  а2->-я/2, L lâ >-----Z \ ,  L2a-+z2.
Следовательно, если р  — некрайняя точка отрезка l i2, т о  при а->~р

fr =  — . fz =  * ( - + - —) =  ------ i—). (2.26)
r  V z2 Z j  /  v Z2 Z j  / ;

Если Z \  —  — z 2 , т. e. если точка a  находится на равных расстоя­
ниях от концов и q2 отрезка /12, то

«. =  — «1 =  ®, L ia —  L M, fr =  —  sin a, / г = 0 .  (2.26')
Г

Если Z, > • ( ) ;> £ ,  И Г < с |2 , |,  r < ^ z t , то

f =  | r — . (2.27)
Г

Эта формула справедлива при любом размере отрезка /12 и, 
в частности, для элементарного отрезка dl  с центром в точке р, 
когда точка а-+р. Она также справедлива при любом положении 
точки а для поля однородной прямолинейной массы, не ограни­
ченной с обеих сторон.
88



Выше предполагалось, что координата z a точки а равна нулю. 
В более общем случае, когда г афО,  надо вместо zq, z it z2 подста­
вить Zq---Za, Z\—Za, Z2— Za.

§ 3. У Р А В Н Е Н И Я  ПОЛЯ

В соответствии с изложенным в § 7 первой главы поле векто­
ра f характеризуется уравнениями вида (1.92), и нам остается 
определить в общем виде свободные члены этих уравнений для 
поля Иначе говоря, надо найти выражения для ротора и дивер­
генции; поля f при произвольно заданном распределении масс 
в пространстве.

I. Первое уравнение. Согласно (2.14) поле f точечной массы 
или поле df элементарной массы определяется произведением
£~ 3Ц а_ Поэтому в соответствии с (1.136) r o t f = 0 .  Это первое

дифференциальное уравнение поля f. Из него, согласно теореме 
Стокса (1.23), следует равенство нулю циркуляции вектора f. 
М ожно идти обратным путем: доказать, исходя из физических 
соображений, равенство нулю циркуляции вектора f и на этом 
основании заключить, что ro t f= 0 .  Действительно, в результате 
обхода массы т а по замкнутому контуру /[S] она оказывается 
в исходном положении, а массы т,  создающие поле f, согласно 
условию постоянства поля (2.7) при этом не меняются. Таким 
образом, вся система (масс в пространстве) после обхода нахо­
дится в исходном состоянии. Следовательно, согласно принципу 
сохранения энергии, работа, совершаемая при обходе, должна 
быть равн а  нулю. А из этого по теореме Стокса получаем равен­
ство ^  (rot f dS) =  0, из которого ввиду его справедливости для

любой поверхности S следует равенство нулю вектора rotf. Таким 
образом, в кулоновом поле
<§(fdl) =  0, rotf =  0. (2.28)
i

Равенство (2.28)2 равносильно совокупности равенств нулю 
трех жомпонент вектора rotf, выражаемых формулами (1.25) — 
(1.27">. Например, в декартовых координатах

d fx —  dfz dty д{х tO 9Я’\
ду д г '  dz —  дх ’ дх ~ ~ д у "  к ’

Равенство (2.28) i является интегральной формой первого урав­
нения поля (2.28) 2.

II. Второе уравнение. Согласно (2.14)! и (1.128') в поле f, 
создаваемом точечной массой m q, поток вектора f через поверх­
ность .5



где соqS — угол видимости поверхности S из точки q\ а —  средняя 
точка элемента dS  этой поверхности.

Следовательно, согласно (1.129) в поле точечной массы поток 
вектора f через замкнутую поверхность 5 [У], ограничивающую 
область V, определяется формулой

Если поле f создается совокупностью точечных м асс  т я, то 
согласно (2.29) массы m q, находящиеся бне области V', создают 
потоки 'Fgs, равные нулю, а массы m q, расположенные в нутри этой 
области, — потоки, равные 4лm q. Следовательно, в поле, созда­
ваемом совокупностью точечных масс т д, поток через замкнутую 
поверхность S[V]

где суммирование производится только по тем точкам q ,  которые 
находятся в области V. Очевидно, что формула (2.29' ) остается 
справедливой при замене в ней точечных масс m q элементарными 
массами 6 dV, odS,  Xdl. Таким образом, получаем для поля объ­
емных масс и для общего случая различных масс соот ветственно

где m v —  сумма масс, находящихся в области V, определяемая 
формулой (2.20)2 с подстановкой V вместо ■&.

Формулы (2.30) выражают т е о р е м у  Г а у с с а ,  согласно 
которой в кулоновом (ньютонианском) поле поток напряженно­
сти (Г, Е, Н) через замкнутую поверхность пропорциокален мас­
се, находящейся внутри этой поверхности.

Применяя теорему Остроградского (1.30), получаем из (2.30) i 
для поля объемных масс равенство

из которого (ввиду его справедливости для произвольной обла­
сти V) следует равенство подынтегральных функций. 'Раким обра­
зом, имеем для поля f дифференциальное уравнение

интегральной формой которого является теорема Гаусса (2.30) х. 
Применяя (1.32'), можно представить уравнение (2.32) в коорди­
натной системе £2) | 3:’

4т.тг  если q находится в области V, 
0, если q находится вне ее.

(2.29)

(2.29')
5  [V]

5  [V] . V S[V]
ф (f dS) =  4* J SdV, <§ (f dS) =  AvmVt (2.30)

(2.31)
v v

divf(a)  —4яб ( a ) , (2.32)



В частности, в декартовых координатах получаем

jfjc ; l llL I df* —4 ^
дх: • dy i dz

I I t .  Система уравнений. Итак, для поля f имеем систему диф­
ференциальных уравнений (2.28)2 и (2.32):

Согласно первому уравнению этой системы поле f всюду ла- 
мелларно; в нем нет замкнутых силовых линий. Из этого следует, 
что, е ели поле f не равно всюду нулю и, следовательно, линии V 
имеются, то они должны быть разомкнутыми, должны существо­
вать точки обрыва gf, т. е. поле f должно иметь источники. Второе 
уравнение системы (2.34) определяет место и количество (плот­
ность, обильность) этих источников. По этому уравнению поток 
вектора f через границу 5[dV] малой окрестности d V  точки а, 
отнесенный к единице объема этой окрестности, равен 4яб(а). 
И наче говоря, число силовых линий V, расходящихся из окре­
стности dV  точки а (считая схождение отрицательным расхожде­
нием) , пропорционально массе, находящейся в этой окрестности.

П р и  6 ^ 0  имеем согласно (2.32) d iv f^ O ,  следовательно, сило­
вые линии расходятся из мест, где масса положительна, и схо­
дятся к местам, где она отрицательна. Они начинаются на поло­
жительных массах и кончаются на отрицательных. Истоками 
поля ~f и его стоками служат места, занятые соответственно поло­
жительными и отрицательными массами.

Согласно (1.38) из (2.28) 2 следует, что

Э тот  вид интегральной формы первого уравнения аналогичен 
интегральной форме (2.30) второго уравнения поля f.

Ур авнения поля f мы получили в двух формах: дифференци­
ально*! и интегральной. Интегральная форма (2.30) второго урав­
нения поля f представляет собой соотношение между напряжен­
ностью поля f в точках поверхности S[K] и плотностью массы 
в точках области V, т. е. соотношение между величинами, отно­
сящимися к различным точкам пространства. Что же касается 
дифференциальной формы (2.32) этого же уравнения, то она 
является соотношением между величинами div f и б, относящимися 
к одной и той же точке и характеризующими поле и массу в окре­
стности этой точки1. Аналогичное можно отметить, сопоставляя 
интегральную и дифференциальную формы (2.28) t и (2.28)2 пер­
вого уравнения поля f.

1 Л  юбое из уравнений (законов) в дифференциальной форме, с которыми мы 
встретимся, представляет собой соотношение между величинами, относящимися 
к одной и той же точке, между их значениями, характеризующими окрестность 
этой точки (поле, массу, среду и т. д. в окрестности этой точки).

I. r o t f—0, II. divf =  4n6. (2.34)

§ [ d S f ]  =  0. (2.28” )
s



Подставляя в (2.32) функцию б (а), заданную для какой-либо' 
области V, получаем уравнение для этой области. В области V,. 
в которой масс нет, поле f удовлетворяет системе однородных 
уравнений:

I. r o t f = 0 .  II. div f= 0 .  (2.34')
Прямая задача теории статического поля в вакууме состоит 

в определении поля f по заданным массам. Эту задачу для обла­
сти V, в которой задана плотность объемных масс 6, можно решать 
с помощью системы дифференциальных уравнений (2.34), о чем бо­
лее подробно будет идти речь в§  8. Определить поле, создаваемое 
заданными массами, можно по формуле (2.12), согласко которой 
расчет этого поля сводится к суммированию полей, порожденных 
элементарными и точечными массами. При таком прямом расчете 
поля могут встретиться затруднения только сугубо технического 
характера (громоздкое интегрирование), которое легко преодоле­
ваются с помощью сравнительно простых технических средств. Но 
этот простой способ решения прямой задачи годится только тогда, 
когда известны все массы, 'создающие поле, где бы они н и  находи­
лись. Пользуясь указанной формулой, надо подставить »  нее вели­
чины ( m q, 6, ст, А), определяющие все эти массы, д а ж е  в том 
случае, когда нас интересует поле только в отдельно й области 
пространства V. Между тем поле f часто приходится рассчитывать 
в таких случаях, когда нам не все источники этого поля; известны. 
При расчетах по.7я в вакууме (о которых идет речь в этой  главе) 
все массы, создающие поле, могут быть заданы произво льно, и мы 
будем считать их в области V известными полностью. Но массы, 
находящиеся вне области V, могут не быть заданными при рас­
чете поля в этой области.

Особенность способа расчета, опирающегося на систему (2.34), 
состоит в том, что поле f в области V определяется бе з сведений 
о массах, находящихся вне этой области. Система (2.34) сама по 
себе определяет поле f только с точностью до поля любых масс, 
находящихся вне этой области. Но эта недостаточность системы 
(2.34), как будет показано в § 8, восполняется некоторыми допол­
няющими условиями..

§ 4. П О Т Е Н Ц И А Л

Согласно (1.62) из первого уравнения ( r o t f = 0 )  системы (2.34) 
следует, что вектор

f — —grad U, (2.35)

где U — потенциал поля f. Для любого из векторных полей f, 
создаваемых всевозможными совокупностями масс, долж но суще­
ствовать некоторое скалярное поле U, связанное с векторным 
полем f соотношением (2.35).

Согласно изложенному в § 2 главы первой из (2.35) следует, 
что вектор f всюду имеет направление наиболее интенсивного па­
дения потенциала U. Это же направление имеют векторные линии 
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V поля f, отличающиеся от линий градиента потенциала только» 
противоположной ориентацией. Эквипотенциальные поверхности 
нормальны к силовым линиям. Абсолютная величина f  напряжен­
ности поля f равна падению потенциала на единицу длины по 
силовой линии или, точнее, падению потенциала на элементарном 
отрезке силовой линии, отнесенному к единице длины этого от­
резка.

I. Выражения для поля f через его потенциал U. Согласно 
(1.10") и (2.35) компонента поля f по любому направлению I

f, =  -  grad, U =  -  \ J tU =  -  . (2.36)

В частности, для нормальной и тангенциальной компонент 
вектора f на какой-либо поверхности 5

— —  (2.36').
дп at

где dU/d t i  и d U fd t  — нормальная и тангенциальная производные 
потенциала U на этой поверхности.

Принимая во внимание (1.10'"), имеем согласно (2.36) для 
компонент поля f по координатным направлениям /ь /2, h  выра­
жения

fk = - - L ^ -  ( k = l ,  2,-3) (2.37)
hk

и, в частности, в системе х, у, z

f dl/ г dU ( dU /о 07
L  '■ '
Из сказанного следует, что расчет поля f можно заменить рас­

четом поля U. От него по полученным выше формулам можно 
перейти к полю f дифференцированием функции U по точке на­
блюдения а (в которой определяются U и f) по координатам этой 
точки. Практический смысл такого применения потенциала U 
состоит в том, что рассчитать и исследовать скалярное поле U 
проще, чем векторное поле f, определяемое совокупностью трех 
скалярных полей его компонент / ь f,2, /з- На эквипотенциальной 
поверхности

t / =  const, /, =  0, f =  - п —  (2.38)
дп

Возможны эквипотенциальные области. Во всех точках такой 
области grad U = 0, £/=const, f = 0 .

Встречаются отдельные точки, в которых f = 0  и направление 
поля становится неопределенным. В таких точках потенциал U 
имеет максимум, минимум или «минимакс» (см. §1 главы пер­
вой) .

II. Выражения для потенциала U через напряженность поля f.
Умножая обе части равенства (2.35) скалярно на вектор dl и

93'-



интегрируя по линии 1аь от точки а до точки Ь, получаем соглас­
но (1.12)

ь ъ ь
J (ffdl) =  -  J (grad Udl) =  -  J  dU =  Ua -  Ub (2.39)
a a a

и в соответствии с обозначением (1.21)

<3«6=J(fdI) =  t /e - £ / b. (2.39')
а

Равенство (2.39) является интегральной формой соотношения 
'(2.36) между полем f и его потенциалом U. Вектор f под интегра­
лом представляет' собой напряженность поля в точке а',  пробе­
гающей путь 1аь- Таким образом, в постоянном поле f напряжение 
между любыми точками а и Ь, работа на любом пути между эти­
ми точками, равняется разности потенциалов этих точек.

Взяв в качестве точки b некоторую фиксированную точку ф, 
получаем, согласно (2.39), выражение для потенциала U  в точке а 
как функцию положения одной только этой (переменной) точки:

(2.40)

Таким образом, потенциал U в точке а представляет собой 
работу, которую произвела бы сила f при перемещении единичной 
пробной массы от точки а по какому-либо пути до точки ф, плюс 
потенциал этой точки.

Очевидно, что результат применения формул (2.36) — (2.37') 
к потенциалу U (а ) , определяемому формулой (2.40), не зависит 
от постоянной U (ф) . Он не зависит также от положения точки ф, 
так как в этих формулах имеется в виду дифференцирование по 
точке а. Следовательно, положение точки ф и значение U (ф) 
в формуле (2.40) могут быть выбраны произвольно. Любое изме­
нение положения точки ф или ее потенциала U (ф) вызывает изме­
нение значения потенциала U (а) во всех точках пространства на 
одну и ту же величину, оно не влияет на характер изменения 
потенциала U в окрестности какой-либо точки и поэтому не отра­
жается на результате дифференцирования функции U в этой точ­
ке по какому-либо направлению. Значение постоянной И(ф)  
в (2.40) можно при расчетах поля оставить неопределенным, т. е. 
можно обозначить и ( ф )  =  С и представить определение потенциа­
л а  (2.40) в следующем виде:

U (а) —  J  (f dl) -j- С. (2.41)
а

Удобно положить и { ф ) =  0 и таким образом освободиться от 
несущественного для определения поля f слагаемого в выражении 
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для потенциала. Выбирая точку ф на бесконечности, имеем со­
гласно (2.40)

U ( a ) =  J ( f d l ) +  £/(«>). (2.41')
а

Чащ е всего так поступают и, полагая U (оо )= 0 ,  определяют 
потенциал по формуле

!/(<*) =  J( fdl ) .  (2-42)
" а

Умножая обе части (2.42) на т а, получаем

таи  (а) =  та f (f dl). (2.42')
а

П равая часть (2.42') есть работа, которую выполнило бы поле,, 
если бы  массе т а была предоставлена возможность двигаться под 
его действием. Этой работе, деленной на т а, равен потенциал U 
в точке а.

Подставляя (2.36) и (2.36') в уравнения (2.28) i и (2.30), по­
лучаем

§ ^ T dl =  Q' §  l ^ d S = - 4 *Jm V , §  -%rdS  =  - 4 * m v.
I S IV] V 5  [V]

(2.43)
Согласно (2.43) i сумма приращений потенциала на замкнутом 

пути равна нулю. Иначе говоря, сумма падений потенциала на за­
мкнуто м пути равна сумме его подъемов на этом пути. Из этого 
следует, что изменение потенциала на замкнутом пути не может 
быть м онотонным.

Формулами (2.39) — (2.42) можно воспользоваться для расчета 
потенциала U по известному полю f. Зная или задавая произволь­
но потенциал какой-либо точки Ь, можно по формуле (2.39) опре­
делить его в любой точке а, если нам известно поле f на пути 1аь, 
соединяющем эту точку с точкой Ь. Удобно выбрать этот путь по- 
отрезку силовой линии lf между эквипотенциальными поверхностя­
ми, преходящими через точки а и Ь. При этом cos (f, d l ) = ± U  
(fd l)= ± ifd /,  где знак минус получается, когда направление пути 
интегрирования противоположно направлению векторной линии IL 
Сказанное о выборе пути 1аь относится также к случаю, когда Ь 
есть фиксированная точка ф и, в частности, когда эта точка берет­
ся на бесконечности и потенциал вычисляется по формуле (2.41') 
или (2.42).

Выбирая точку ф на бесконечности, мы придаем одинаковое 
значение U (ф) потенциалу во всех точках достаточно удаленной 
части пространства, предполагая, что там напряжения (работы) 
между различными точками незаметны. Вполне понятно, что для 
этого мы должны быть уверены, что напряженность поля f в этой
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части пространства мало отличается от нуля, т. е. что величина 
f ( a )  при неограниченном удалении точки а убывает и притом не 
слишком медленно. Интегралы в (2.41') и (2.42)—несобственные, 
путь интегрирования 1аао имеет бесконечно большую длину, но при 
достаточно быстром (интенсивном) уменьшении напряженности 
поля с удалением точки а до бесконечности падение потенциала 
U (а) — U (оо), т. е. работа на бесконечно длинном пути /аоо, имеет 
ограниченное значение, интегралы сходятся, потенциал «регуля­
рен на бесконечности». При этом условии, выбирая точку ф на 
бесконечности, мы можем иметь в виду совокупность всех доста­
точно далеких точек. Если же это условие (регулярности потенци­
ала на бесконечности) не выполняется, то брать точку ф на бес­
конечности неудобно. Для регулярности потенциала на бесконеч­
ности надо, чтобы там поле f удовлетворяло условию {2.20), для 
чего достаточно, чтобы все массы, создающие поле, находились на 
ограниченных расстояниях (см. разд. IV § 2).

III. Выражения для потенциала через массы, создающие поле. 
Согласно (2.42) и (2.14) i в случае поля, создаваемого точечной 
массой m q> находящейся в точке q, имеем в точке а потенциал

Такое же выражение, но с подстановкой d m q вместо m q, полу­
чаем для потенциала dU  поля df, создаваемого элементарной мас­
сой d m q. Индекс а'  при L  под интегралом обозначает переменную 
точку (аргумент функции L qa), по которой производится криволи­
нейное интегрирование от точки а до бесконечности. В сферической 
системе координат R, 0, <р с центром в точке q имеем L , —  R 

Перемещая точку а'  по силовой линии, т. е. по лучу R, 
получаем dI=dR, (L , dl) =  (R dR) =  RdR, следовательно:

т. e. потенциал поля, создаваемого точечной или элементарной 
массой, обратно пропорционален расстоянию от нее. Из (2.44') 
суммированием и интегрированием получаем для потенциалов 
U (а) полей, создаваемых различными массами: точечными, объем­
ными, поверхностными, линейными—соответственно выражения

(2.44)

00

Таким образом,

U (д) —̂ffiqlL.qai dU ( a ) = d m q/L qa, (2.44')



а для общего случая поля, создаваемого совокупностью различных 
масс,

U(a)  =  Г1 (2.45)
/  } Lqa J Lqa J Lqa J Lqa
“ I V S I

hihjl9
и, в частности, в декартовых координатах 

d*U , d*U , d*U

Сопоставляя это выражение для потенциала с выражениями 
вида (2.19') для компонент вектора f, мы видим, что (в общем 
случае) расчет потенциала скалярного поля U проще расчета каж­
дого из трех скалярных полей fk, определяющих векторное поле f. 
Но -для расчета потенциала U в какой-либо области пространства 
по формуле (2.45), так же как для определения поля f по формуле
(2.12), необходимо знать все массы, создающие поле, где бы они 
ни находились.

IV. Уравнение Пуассона—Лапласа- Подставим во второе урав­
нение системы (2.34) решение (2.35) первого уравнения этой си­
стемы и получим (V ( V i / ) ) = —4лД т. е.

V 2U = — 4яб (2.46)
или согласно (1.65')

S [ ^ r ( ^ L ^ - ) ] = - 4”S (2.46',

гартовых координатах

=  — 4тг5. (2.46")
д х 2 ду* дг2

Уравнение (2.46) эквивалентно системе уравнений (2.34). Для 
области V, в которой 6=0, уравнение (2.46) превращается в урав­
нение Лапласа V'2U— 0. Таким образом, вместо трех неизвестных 
/*, f v , fz имеем одно искомое U, которое должно удовлетворять 
уравнению Пуассона—Лапласа.

V. Замечания. Сказанное о поле f в замечаниях, приведенных 
в § 2, дополним замечаниями о потенциале U этого поля.

1. В соответствии с (2.20) i
U ( a ) = . m ^ L oa при Loa» Z * ,  (2.47)

где т«  определяется согласно (2.20)2; Ь»—максимальный линей­
ный размер области ■&. За исключениями, указанными в замечании
6, § 2, потенциал убывает с расстоянием L oa, как L~*.

2. Условие постоянства, во времени потенциала U, очевидно, 
совпадает с условием (2.7) постоянства поля f.

3. В случае поля плоской массы, определяемого формулой 
(2.23), имеем массы на бесконечности. Полагая U= 0 при z — 0, т. е. 
выбирая точку ф на плоскости 2 = 0  и считая потенциал U(<p)=0,  
имеем согласно '(2.40)

о о
U (г) =  J fzdz  =  2™ j  =  — 2™ | г |. (2.48)

г  г
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В случае поля двух плоских масс, определяемого формулой 
(2.23"), положим опять U= 0 при 2= 0, т. е. на средней плоскости 
между массами, и будем иметь в промежутке между ними, т. е.
при | z \ < ^ ~ h ,  согласно (2.40) 

о о
U (z) =  ^ f / i z  =  — 4ro j* d z  =  47гог. (2.48')

* *
4. В случае однородного поля f, коллинеарного оси г, получаем 

согласно (2.37')

U =  - f sz  +  C, где f , =  ± f ,  (2.49)
az

а при произвольном направлении поля

U = — fxX— fvy — f z Z + C .  (2.49')
5. В поле прямой, определяемом формулой (2.27), имеем, по­

лагая U—0 при г = г 0, согласно (2.39),
Го

U ( r ) - U ( r<1) =  ^ frdr  =  2 X l n - ^ -  (2.50)
Г

или, не определяя точку ф и потенциал U((p)>

U ( r ) =  — 2Я f — =2Я1п — , (2.50')
dr г J г г

где С—постоянная. Это выражение для потенциала U такж е спра­
ведливо в тех случаях, для которых согласно сказанному в конце 
§ 2 справедливо соответствующее выражение (2.27) для поля f.

§ 5. П О Л Е  н е й т р а л ь н о й  с о в о к у п н о с т и  МАСС

I. Поле диполя. Допустим, что в точках q\ и q2 прямой I нахо­
дятся соответственно массы т.\=—т. и т 2= т ,  и пусть L i2—рас­
стояние от точки qi до точки q2, a q— точка, делящая пополам это 
расстояние (рис. 23). Потенциал U точки а в поле f, создаваемом 
совокупностью масс т и т2, согласно (2.44") i определяется фор­
мулой

U(a) =  m ( - ± ------ Ц .  * (2.51)
\  L ta  let /

Рассмотрим случай, когда расстояние Li2< l L qa, т. е. будем изу­
чать поле на расстояниях от точки q, достаточно больших по срав­
нению с расстоянием между массами mi и т 2. При этих условиях 
совокупность масс т.\, т 2 называют д и п о л е м ,  а точки qi и <72— 
его п о л ю с а м и .  Иногда полюсами называют массы т х и т 2. Точ­
ку q будем называть центром диполя, расстояние Ь \2—его длиной, 
прямую I—его осью, а нормальную к ней плоскость, проходящую 
через центр диполя,—его экваториальной плоскостью. П о л я р ­
н о с т ь  д и п о л я  определяется указанием знаков его полюсов.
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Рис. 23. Диполь

Разность в скобках в (2.51) можно представить как прираще­
ние функции L~lqa, соответствующее перемещению точки q по на­
правлению I из точки <71 в точку q2 на расстояние d l= L j2, следова­
тельно, согласно ( 1.1Г) и (1.127) 2

Таким образом, получаем из (2.51) для потенциала U поля fv 
создаваемого диполем, выражения

Вектор р, которым согласно (2.53) 2 полностью определяется 
поле диполя, называют м о м е н т о м  д и п о л я 1. Для большей 
общности выводимых формул оставляем знак массы т  неопреде­
ленным, т. е. оставляем нефиксированной полярность диполя. При 
т >  О вектор р так же, как и вектор L12, направлен от точки q i 
к точке qe, а при т < 0 он имеет противоположное направление. 
В том и другом случае он направлен в сторону положительной 
массы. Абсолютная величина \ m \ L \2 момента диполя р равна про­
изведению массы положительного полюса на- длину диполя. Она 
не изменится, если будем варьировать значения \т\  и L\2 так, 
чтобы их произведение сохранялось неизменным. Но чем меньшим 
мы возьмем значение L\% тем меньше будет окрестность Q точки q, 
в которой выражения (2.53) согласно (2.54) 2 неприменимы. Чтобы 
ее размеры свести к нулю и таким образом добиться применимости 
выражений (2.53) во всем пространстве, выберем из всех пар зна­
чений \т\  и L\2, произведения которых равны р, предельные зна­
чения этих величин

1 В соответствии с (2.54) единицей момента электрического диполя является 
Кл-м, а магнитного — А-мг. В этих единицах выражаются также дипольные мо­
менты других нейтральных совокупностей масс.

(2.53)

где
p =  mdl =  mL12, Li2< L 9a. (2.54)

L 1S — 0 , \т \  — (2.55)



Возьмем сферическую систему координат R,  0, <р с центром 
в центре диполя и с лучом 0 = 0  по направлению момента диполя. 
В этой системе имеем Lga= R ,  (р, Lga) = 0  и, следовательно,

U _ _  (Р В А .  c o s  0. ( 2 .5 6 )
R* R*

Из (2.56) легко получаем по формулам (2.37) и (1.13") выра­
жения

г dU 2р я г 1 dU р  . 0
/ „  = -------------= — *—  C O S 0 , / „ = --------------------= — s i n 0 ,
R dR R* 16 R дб R*

f  = ------ —  —  =  0. (2.57)
Я sin 9 df ' ’

Вектор f, его абсолютная величина и направление определяют­
ся формулами

l= -£ - ( l:* 2 c o s l l  +  l tsme), f =  i j / l  +  3cos4 , (2.57')

tg p =  A = - i - t g e, tg(p +  « ) = j ^ r . (2.57")
TR S

где p—угол отклонения вектора f от исходящего из центра диполя 
луча, на котором находится точка а, а р~Ь0—угол отклонения век­
тора f от луча 0 = 0 ,  т. е. от направления'момента диполя (см. 
рис. 23).

Таким образом,.в отличие от поля точечной массы, поле диполя 
(его напряженность) убывает с расстоянием L qa от него, как  L ~ \  
а потенциал этого поля—как L T 2. Кроме того, напряженность и 
потенциал поля зависят от угла отклонения радиуса-вектора Lqa 
от направления момента диполя.

II. Нейтральная совокупность точечных масс. Если совокупность 
масс состоит из нескольких диполей с моментами р* (А = 1 , 2, . . .  
. . . , «) ,  то аналогично (2.53)2 имеем

U (а) =  • м  =  ZP*. (2.58)^ <?аЗ

где М = 2 р к—дипольный момент совокупности масс; q—точка в до­
статочно малой окрестности Q, в которой они находятся. Если в 
этой окрестности находится очень много диполей и они располо­
жены в ней хаотично (в равномерном беспорядке), то согласно 
(2.58) 2 М =0. Поэтому дипольный момент совокупности диполей 
можно рассматривать как некоторую меру ее упорядочения, т. е. 
существования в ней преимущественного направления дипольных 
моментов (по числу и величине). Впоследствии увидим, что такое 
упорядочение может возникнуть под влиянием поля.
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Каждая совокупность точечных 
масс т { ( i = l ,  2, 3, . . N)  при 
2 m j= 0  может быть представлена 
как совокупность диполей. Напри­
мер, если заданы три массы т\ —
=  —т, т2= 2 т ,  т г= —т,  то, раз­
бивая мысленно массу т 2 на 
массы т'2= т  и т " 2— т, получа­
ем два диполя: т и т'2 и т 3, т "2.
Таким образом, формулы (2.58) 
применимы и в общем случае 
нейтральной совокупности точечных 
масс, причем момент М равен сум­
ме моментов диполей, к которым 
сводится совокупность масс. Одна­
ко можно обойтись без ’ перехода 
к диполям. Суммируя потенциалы 
полей точечных масс т и можно 
получить (2.58)! с другим, но равносильным (2.58) 2 определением 
дипольного момента М ([1], с. 174):

M = S m iL ei, 2 / ^ = 0 ,  (2.59)
где Lqi—расстояние от точки q до массы т,-. Правая часть (2.59) i 
не зависит от выбора точки q в силу равенства (2.59)2.

Так, например, в случае диполя при положении точки q, пока­

занном на рис. 23, имеем Ц , = ---- М =

= -----L,j (—/га)-|— L12ot =  L12/re =  р, а при q в точке qx имеем

Ц 1 =  0. L̂ a =  L,2, М =  \-1гт  =  р.
Дипольный момент является мерой сдвигов положительных 

масс нейтральной совокупности относительно е$ отрицательных 
масс; его направление определяет среднее направление этих сдви­
гов, а его абсолютная величина характеризует эти сдвиги произ­
ведением количества сдвинутых масс на среднее значение их сдви­
гов.

III. Двойной слой. Представим себе две поверхности Si и S 2, 
расположенные с обеих сторон некоторой поверхности S на малых
расстояниях от нее, отсчитываемых по нормалям к ней

(рис. 24). Каждой точке q поверхности 5 соответствуют на поверх­
ностях Si и S2 точки 1 и 2, находящиеся на одной нормали с точкой 
q. Допустим, что на поверхностях Si и S2 расположены поверхно­
стные массы Ш\ и т 2 с плотностями a 1= — о и сг2= а  в точках 1 и
2. Такая совокупность поверхностных масс представляет собой 
д в о й н о й  с л о й ,  находящийся на поверхности1 S. В отличие от

Рис. 24. Двойной слой

1 Двойной магнитный слой называют м а г н и т н ы м  л и с т к о м .



двойного слоя отдельно взятую поверхностную массу называют 
иногда ординарным, п р о с т ы м  с л о е м .  Поверхности Si и S2— 
стороны двойного слоя с массами гп\ и т2—будем называть его 
обкладками, а расстояние Li2 между ними—его толщиной. Пусть 
d S —элемент поверхности S с центром в точке q, a dSi и d S 2— эле­
менты поверхностей Si и S 2 (с центрами 1 и 2), являющиеся про­
екциями элемента dS.  Совокупность масс

dmx— o \ d S \ = — adS  и dm2— a2dS2— adS  (2.60)

площадок dS\  и d S 2 образует элемент двойного слоя с центром 
в точке q и создает в соответствии с (2.51) и (2.52) поле df с по­
тенциалом в точке а:

dU(a) =  d m J - l ------(2.60’)
\ а ь  qa ь  qa

где dS = ndS ; ti—нормаль, направленная от Si к S2.
Вектор

d M =  d m 2L l2= o L l2d S = n o L l2d S , (2.61)
аналогичный вектору р, является дипольным моментом элемента 
d S  двойного слоя; он параллелен вектору L12, когда сг>0, и при 
любом знаке а  направлен от отрицательной обкладки двойного 
слоя к его положительной обкладке. Согласно (2.61)

=  щ1г, dM =  Tj12dS, (2.62)

где rj 12—плотность дипольных моментов 1 двойного слоя; rii2^ 0  
при ст^О. Из (2.60') согласно (2.62), (1.128") имеем для  dU(a)  
два выражения:

dU(a) =  (- ^ L ,  d U ( a ) = - - n ^ ,  (2-63)
^  qa

где da)= (dSL a, )L aij -3—угол видимости площадки dS  из точки а, 
положительный, когда к точке а  обращена сторона S i двойного 
слоя.

Часто бывает удобно вместо алгебраической величины rji2, знак 
которой зависит от выбора знака о и направления нормали п, 
пользоваться положительной величиной

Ч =  К* 1= =1 a I =  Чи sSn °2- (2-62')

а вместо угла d a  со знаком, зависящим от произвольного выбора 
направления нормали п, применять угол dQ, знак которого связан

1 Элемент двойного'слоя можно представить как совокупность диполей, по­
лучившихся разбиением его на части системой нормальных к нему поверхностей.
Величина nrji2 представляет собой сумму моментов диполей, приходящихся на 
единицу площади двойного слоя.
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с полярностью двойного слоя:

rffl =  i z i « ! b i 2 L = _ j ! ! ! ^ r f S = _ d(Dsgnoe, (2.64)
L а‘> L*aq

где dSd и nd —векторы, направленные от отрицательной обклад­
ки двойного слоя к его положительной обкладке, т. е. по направле­
нию дипольного момента dM.

Согласно (2.64) угол dQ положителен, когда видна оборотная
сторона площадки — dSa, т. е. лицевая сторона площадки 
dSd = = n ddS. Следовательно, угол dQ положителен, когда к точке 
а обращена положительная обкладка двойного слоя: dQ = —Ло 
при сг2> 0  и dQ— -\-da при а2<0.

Применяя величины rj и dQ, получаем вместо (2.62)г, (2.63)2

dM =  i)dSa =  пат]dS, dU (а) =  ijdQ. (2.63')

Согласно (2.63')2 знак потенциала dU (а) совпадает со знаком 
обкладки двойного слоя, обращенной к точке а. Такое же правило 
знаков следует из (2.63).

И з  сказанного выше следует, что поле, создаваемое двойным 
слоем, расположенным на заданной поверхности, зависит от про­
изведения oLi2= r i i2 и не изменится, если как угодно варьировать 
множ ители ст и Li2, но так, чтобы это произведение оставалось без 
изменения. Удобно полагать Li2->-0, т . е. считать, что массы т х и 
т2 ра сположены на сторонах Si и S2 поверхности S и двойной слой 
не занимает объема. При этом следует допустить, что

) о |  —»-оо как при L1S—*-0. (2.65)

Величину г) 12 в общем случае следует считать функцией поло­
жения: точки q на поверхности S, так как расстояние Ь\2 между 
обкладками Sj и S2 и плотность а (включая ее знак) могу^ 
меняться по поверхности S. О д н о р о д н ы м  на каком-либо участ­
ке поверхности S называют двойной слой, если величина г|i2 имеет 
во все;х точках этого участка одно и то же значение, иначе говоря, 
если н а этом участке поверхности S grads r)i2= 0 .

Выражения для дипольного момента М двойного слоя получа­
ются и з  (2.62) 2 интегрированием по S. В частности, для однород­
ного двойного слоя получаем формулы

dS =  7J J  dSd, M =  T)12S =7)Sa, (2.61')

из которых вторая соответствует случаю плоского однородного 
двойного слоя.

Согласно (2.63) получаем для потенциала U поля f, создавае­
мого двойным слоем, расположенным на поверхности S,  выраже-
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ния

U ( a ) = — | Ti.2d(°  =  J^  = J -dÂ a)
S S s  qa

(2 .66)

В случае однородного двойного слоя 
U (а) = —-г) x2Co=riQ, (2 .66')

где со и Q—углы видимости поверхности S из точки а, олределяе- 
мые согласно (1.128") и (2.64) интегрированием1.

Из полученных формул следует, что поле скаляра U (а )  в слу­
чае однородного двойного слоя отличается от полей тел есных уг­
лов со (а) и Q(a) только постоянными (не зависящими о т  положе­
ний точек а и q) множителями —г] 12 и т]. Следовательно, от ре­
зультатов, полученных в § 9 первой главы для поля углов ©(a), 
можно перейти к аналогичным результатам для поля U (а) умно­
жением углов со (а) на — или переходом от углов со (а )  к углам 
£2 (а) и умножением последних на т). В соответствии с (1.129) име­
ем согласно (2.66') для потенциала U (а) поля f, создаваемого за­
мкнутым (или «почти замкнутым», см. первую главу) од нородным 
двойным слоем, выражения

В случае однородного двойного слоя, простирающегося до бес­
конечности, имеем в соответствии с (1.129') в областях: Vi и V2, 
разделяемых двойным слоем, потенциалы

где со“ и сор—углы видимости из любой точки частей бесконечно 
удаленной поверхности (с внешней нормалью), принадлежащих 
областям Vi и V2.

В любом случае неограниченного однородного двойного слоя 
/замкнутого или простирающегося до бесконечности) потенциал 
в пределах каждой из областей, разделяемых двойным слоем, не 
зависит от положения точки наблюдения. Следовательн о, во всем 
пространстве поле Ь = —grad U, создаваемое таким двойным слоем, 
равно нулю за исключением поверхности S,  несущей двойной слой, 
на которой потенциал терпит разрыв и его градиент теряет смысл 
(см. § 7). В случае неограниченного плоского однородного двой­
ного слоя имеем в соответствии с (1.129")

1 Двойной круг радиуса гк, лежащий в плоскости 2=0  системы г, <р, г 
с осью z, проходящей через центр круга и направленной по его дилольному мо­
менту, создает на этой оси поле f с потенциалом [/(a )= riQ , где

и * ( а ) = —4лт]*>=4ш] sgnoi, Ue( e ) =  0. (2.67)

t/(2) (a )= + c o “rii2, £Л1)(а) = —topr]i2; (2.67')

LA1> ( a ) = —2яг)12, £/<2)(a) =  2mr\i2, (2.68 )

\  z
2], с. 48). Следовательно, на этой оси поле

, f ( z ) = 2 nV,K(rSK +  2a) - 3/2lz.
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В случае плоского однородного двойного слоя, занимающего 
участок S плоскости Р, ограниченный контуром /, формулы (2.68J 
в соответствии с (1.130) справедливы для области V (с обеих 
сторон плоскости Р) ,  в пределах которой любая точка а имеет на 
плоскости Р проекцию р, расположенную внутри контура I, при­
чем расстояние LaPCLai ,  где Lai—наименьшее расстояние точки а 
от ко нтура I. Неограниченный плоский однородный слой имеет пре­
дельный смысл. Подразумевается, что контур I имеет очень боль­
шие размеры и поэтому область V, для которой справедливы фор­
мулы (2.68), очень обширна. При любых размерах однородного 
плоского двойного слоя и, в частности, для элементарного двойно­
го слоя, занимающего площадку dS,  имеем в соответствии с 
(1.130') аналогично (2.22) i

£Л»(р)=_2яг1!2(р), U ( P ) =  0, £Л2>(р)=2ят112(р), (2.69);
где и С/ГО(р)—значения потенциала U у точки р плоскости
Р  на ее сторонах, обращенных к областям V\ и V2 , a U (р) —его 
значение в точке, принадлежащей самой плоскости Р.

Пу-'сть S—поверхность, опирающаяся на контур I и несущая 
однор ОДНЫ Й ДВОЙНОЙ СЛОЙ с ПЛОТНОСТЬЮ  Д И П О Л Ь Н Ы Х  моментов Т]12. 
Переместим эту поверхность (с двойным слоем) из одного поло­
ж ен и я  в другое, не меняя формы, размеров и положения ее кон­
тура Г и плотности дипольных моментов двойного слоя. Обозначая 
через S '  и S "  поверхность 5  в двух ее положениях, а через U'  и 
U"—значения потенциала U в точке а, соответствующие полям, 
создаваемым двойным слоем при этих его положениях, имеем со­
гласи» (1.132')

V "  (а) -  V  (а) =  ( *  внут<ж (2.70)
10 вне AV,

где АV —область пространства, расположенная между поверхностя­
ми S ' и  5"; знак плюс соответствует случаю, когда нормаль п  к по- 
верхно сти S направлена от S" к S'. Следовательно, потенциалы 
полей всех опирающихся на один контур / однородных двойных 
слоев с  одинаковыми плотностями дипольных моментов г| 12 совпа­
дают с: точностью до постоянного слагаемогр =р4яг)12. Перемещая 
однородный двойной слой, опирающийся на фиксированный кон­
тур /, мы нигде не меняем напряженности поля f. Потенциал U 
получает приращение Ч-^пцц  во всех точках той области простран­
ства, терез которую перешел двойной слой, причем знак минус 
имеем, когда перемещение происходит в ту сторону, куда направ­
лена нормаль п, а знак плюс—когда оно происходит в противопо­
ложную сторону. Из полученных формул следует, что на двойном 
слое потенциал терпит разрыв (см. § 7).

!V. ,Дипольная линия. Аналогично диполю и двойному слою вво­
дится д ипольная линия (линейный диполь)—совокупность двух ли­
нейных масс с плотностями —Я и Я, расположенных на линиях /| 
и /2 с двух противоположных сторон от линии I, вблизи нее. Эле­
мент длины дипольной линии состоит из двух параллельных отрез­



ков dli и dl2 длиной dl, на которых имеются массы d m i — — Xdl и 
dm 2=Xdl.  Его дипольный момент dM и плотность дипольных мо­
ментов г]?- при А,>0 определяются формулами

d№=XLi2dl=nr)kdl, г\%— XL\2, 
а создаваемое им поле f имеет потенциал 

(dML?a) _  ̂ (nLда)
dU (а) — /.зqa U> ■dl.

qa

(2.71)

(2.72)

где q—точка на линии I; п—нормаль к этой линии в точке q, на­
правленная к линии /2; Li2—расстояние от /] до 12 по нормали п.

В случае неограниченной прямой однородной (A.=const) ди- 
польной линии

С!(а) =  2цХ^ = 2 ъ (2.73)

здесь г и ер—координаты точки а в системе г, cp, z  с осью z  по ли­
нии I с началом ( г = 0, 2= 0 ) в точке q и с отсчетом у гл а  ф в пло­
скости 2 = 0  от направления вектора п. Формула (2.73) т а к  же, как 
формула (2.50'), справедлива тогда, когда применима формула 
(2.27)

V. Квадруполь. Вернемся к нейтральной совокупности: точечных 
масс и рассмотрим случай, когда ее дипольный момент равен нулю.

Допустим, что в точках q\ и q2 прямой I находятся д в а  диполя: 
D, и D2 с  моментами р<1)= —р и р<2)=р и пусть Ц 2—расстояние от 
точки q 1 до точки q2 по направлению прямой I (рис. 25). Если рас­
стояние L\2 достаточно мало по сравнению с расстояниями L qa от 
средней точки q отрезка Ь\2 до точек а, в которых мы изу чаем поле, 
создаваемое диполями D\ и D2, то совокупность этих диполей на­

зывают квадруполем. В частности, 
четьше одинаковые по абсолютной ве­
личине точечные массы, на ходящиеся 
в вершинах достаточно малого парал­
лелограмма, образуют квадруполь, 
если массы на концах одной из его 
диагоналей положительны, а на кон­
цах другой — отрицательны .

Очевидно, что моменты р0> и р(2) 
диполей, составляющих квадруполь, 
антипараллельны, но в обцдем случае

D„„ ос „  их оси не совпадают. Если они совпа- Рис. 25. Квадруполь: поверх­
ностный при s in a^O , линей- Даю т, то квадруполь называют ли- 
ный при sin а = 0  нейным.

-Р

1 В присутствии диполей, двоййых слоев и двойных линий правая часть 
(2.45) должна быть дополнена суммой потенциалов их полей:

UD (а) =  -  ( \ lj£f o +  ( V  (2.74)
qa J  ^  qa
4 S  I



Потенциал UKB(a) поля квадруполя равен алгебраической сум­
ме потенциалов полей, создаваемых диполями D\  и D2, и, следо­
вательно, согласно (2 .53 ) 2,

Полученную разность можно рассматривать как приращение

потенциала UD(a) поля диполя D с моментом р, находящегося 
в точке q, соответствующее перемещению d l = L \ 2 этой точки от 
точки q j до точки q2. Следовательно, i

£ '” « •> = < « $ .  ( Р ^ ) - К ( р ^ ) ) -  Р.75)
V I. Замечания. 1. Полюс (отдельная точечная масса), диполь, 

квадруполь—м у л ь т и п о л и  нулевого, первого и второго поряд­
ков. Выше мы перешли от полюса к диполю, составленному из то- 
чечных масс, сумма которых равна нулю; его поле отлично от нуля 
благодаря сдвигу массы одного знака относительно массы противо­
положного знака. Мы перешли от диполя к квадруполю, состав­
ленному из диполей, сумма моментов которых равна нулю; его 
поле отлично от нуля благодаря сдвигу диполя с моментом одного 
напр авления относительно диполя с моментом противоположного 
напр авления. Продолжая этот процесс, можно аналогично полу­
чить выражения для потенциалов полей мультиполей более высо­
ких порядков. При этом легко заметить, что с повышением поряд­
ка мультиполя на единицу увеличивается на единицу кратность

ч
дифференциальной операции V и, следовательно, показатель сте­
пени обратного расстояния 1 JLqa, которой пропорционален потен­
циал. Таким образом, с повышением порядка мультиполя сильно 
возрастает быстрота (интенсивность) ослабления его поля с рас- 
стоян ием от него.

2. Можно себе представить также нейтральную совокупность 
объемных масс с дипольным моментом М. Допустим, например, 
что д в е  одинаковые (по форме и размерам) массы с плотностями 
6 i = — б и б2= б  занимают одну и ту же область V. Если одну из 
этих масс сдвинуть относительно другой на малое расстояние L\2, 
то каж дая  пара соответствующих элементов drri]=—6dV  и d m 2—  
= 6 d V  этих масс, взаимно раздвинутых на расстояние. L\2, образует 
диполь с моментом d M = 6 Li2dV, а вся совокупность объемных масс 
приобретает дипольный момент, равный сумме дипольных момен­
тов, соответствующих элементам объема dV.

§ 6. о - р а с ч е т е  п о л я  з а д а н н ы х  м а с с

Различаем две постановки задачи определения кулонова поля 
по заданным массам: 1) заданы все массы, создающие поле; 2 ) за-



даны только массы, находящиеся в части пространства, в которой 
надо определить поле. Здесь будет идти речь об этой задаче в пер­
вой ее постановке. О второй постановке задачи будет сказано в § 8 
данной главы.

Порядок расчета (при первой постановке) может быть двоя­
ким. Можно определить потенциал U, затем перейти к полю f 
(к его компонентам) дифференцированием функции U в соответ­
ствии с формулами (2.35) — (^37 '). Можно, наоборот, определить 
поле f и перейти к потенциалу U интегрированием согласно
(2.40) — (2.42).

Определить потенциал U или напряженность f можно тремя 
способами: а) непосредственным .суммированием полей по  форму­
ле (2.12) или потенциалов по формуле (2.45) с соответствующими 
дополнениями: UD(a),  UKB(a),  . . .  (см. разд. V, § 5); б) решением 
дифференциального уравнения (2.34)2 или (2.46); в) применением 
интегральных форм (2.30) или (2.43) этого уравнения, т. е. теоре­
мы Гаусса.

При любой постановке задачи и любом способе ее решения 
надо учесть симметрию поля, о которой речь будет идти ниже, и 
нарушения непрерывности поля, о которых будет сказано в следу­
ющем параграфе.

I. Поле симметричной массы. Симметрия поля, создаваемого 
массами, определяется их симметрией. Если поле 8(q)  с его осо­
быми точками, линиями и поверхностями отличается симметрией 
какого-либо вида (см. § 9 первой главы), то поля f(a) и U (а) об­
ладают соответствующей симметрией ([1], с. 148—149). Например, 
если массы отличаются четной симметрией относительно плоскости 
2 = 0  системы г, ф, 2 , то потенциал и тангенциальная компонента 
вектора f четно-симметричны, а его нормальная компонента нечет­
но-симметрична относительно этой же плоскости.

Отметим обстоятельства, облегчающие расчет симметричного 
поля.

Симметрия позволяет заранее получить полезные при расчете 
поля сведения о его поведении в некоторых точках пространства.

1. На плоскости ч е т н о й  с и м м е т р и и  м а с с  (без инверсии 
знаков) имеем

U(2)=UW, f nW = — fn<l\  f nW - f n V = 2 f nW. (2.76)
На такой поверхности (там, где на ней нет точечных или линей­

ных масс) потенциал U и тангенциальная компонента поля f t не­
прерывны, а нормальная его компонента равна нулю или терпит 
разрыв, равый 2/„<2> (там, где на плоскости симметрии имеется по­
верхностная масса, см. § 7).

2.  На плоскости н е ч е т н о й  с и м м е т р и и  м а с с  и м е е м 1:
[/<*>=— CAD, /„<*>=/„<», /,< * > = -* <  1),
f/(2>—,£/<l)=2f/(2), f t(2)__ft0)= 2ft(2), (2.77)

1 Здесь U — разность Ua — U^,  где U^ — потенциал плоскости симметрии.



Н а такой плоскости (там, где на ней нет точечных или линей­
ных масс) нормальная компонента поля / п непрерывна, а потен­
циал U и тангенциальная компонента поля f t равны нулю или тер­
пят разрывы, равные соответственно 2{Л2> и 2/V2> (там, где на пло­
скости симметрии имеется двойной слой, причем разрыв компонен­
ты ft обращается в нуль, когда этот слой однороден по направле­
нию t \  см. § 7).

3. Масса, цилиндрически симметричная относительно некоторой 
прямой, создает поле f с четной цилиндрической симметрией отно­
сительно этой прямой.

4. На оси ц и л и н д р и ч е с к о й  с и м м е т р и и  м а с с  (там, где 
на ней нет точечных или линейных масс) тангенциальная к ней 
компонента поля f и его потенциал непрерывны, а нормальная 
к ней компонента поля равна нулю.

При цилиндрической симметрии масс силовые линии лежат 
в плоскостях, проходящих через ось симметрии, а эквипотенциаль­
ные поверхности представляют собой поверхности вращения около 
этой оси.

5. В центре с ф е р и ч е с к о й  с и м м е т р и и  м а с с  потенциал 
U непрерывен, а напряженность поля f равна нулю, но они обра­
щаются в бесконечность в центре симметрии, если там находится 
точечная масса.

Симметрия заданной массы позволяет соответствующим подбо­
ром системы координат уменьшить число неизвестных компонент 
fk поля f и аргументов %к искомых функций U и fh-

В частности, очень легко рассчитать: а) поле, создаваемое сферически сим­
метричной массой; б) поле цилиндрически симметричной массы, неограниченной 
и однородной по направлению оси симметрии; в) поле массы, четно-симметрич­
ной от носителыю некоторой плоскости, если она неограниченна и однородна по 
всем направлениям, параллельным этой плоскости. В каждом из этих случаев 
(эквипотенциальные) поверхности S> являются поверхностями равных значений 
нормальной к ним компоненты f n поля f. Пусть S a — замкнутая поверхность, 
состоящая из поверхностей Sfa и S 0, из которых первая — поверхность S f, про­
ходящая через точку а, а вторая — векторная поверхность (на которой / п= 0). 
На S?a (fdS) = f ndS=fdS,  так как на этой поверхности /<=0.

В первом из указанных выше случаев симметрии поля можно в качестве 
поверхности S a (и S>0) брать сферическую поверхность с центром в центре 
симметрии. Во втором случае можно в качестве S a взять поверхность прямого 
кругового цилиндра с осью по оси симметрии, причем S>a — боковая поверхность 
этого цилиндра, a S0 — совокупность его оснований. В третьем случае поверх­
ностью S a может служить поверхность прямого цилиндра с образующей, нор­
мальной к плоскости симметрии, и с основаниями, симметричными относительно 
этой плоскости, причем поверхностью S f a является совокупность этих основа­
ний, а ловерхностью S° — боковая поверхность цилиндра.

Поток вектора f через поверхность S f a, очевидно, равен fn (a)Sfa=f(ci)S>a, 
где S f a — площадь поверхности S>a, а п — наружная нормаль. Если т ( а )— 
часть иассы, создающей поле, заключенная внутри поверхности So, то согласно 
теореме Гаусса (2.30), f n (a)Sfa — 4лт(а),

где интегрирование производится по координатной линии, совпадающей с век­
торной линией V, а штрих при а  имеет такое же назначение как в (2.44). От

а
(2.78)

о



компоненты f n, являющейся функцией одной координаты, нетрудно перейти 
к потенциалу U согласно (2.40).

Для сферически симметричной массы в системе R, 0, <р с центром в центре 
симметрии: dl=dR, f n (a)— fn(Ra), S f a =  4nR2a, S f a' = 4nR2, а масса m(a) по­
лучается интегрированием no R функции 4яб (R)R2 от нуля до R„.

Для указанной выше цилиндрически симметричной массы в системе V, <р, г  
с осью г по оси симметрии: dl=dr, f„(a) = f r(ra), S>a — 2nhra, S fa~=2nhr, где 
ft— произвольно взятая высота прямого кругового цилиндра. Масса т (а) опре­
деляется интегрированием по г функции 2nhb(r)r от нуля до га-

Для указанной выше зеркально симметричной массы в системе х, у, z  
с плоскостью симметрии z= 0 ; dl=dz ,  f n ( a ) = f z(za), S f a= S ta^ 2 S ,  где 5  — пло­
щадь произвольно взятого поперечного сечения цилиндра. Масса т (а) опреде­
ляется интегрированием по z функции 256 (г) от нуля до г а.

II. Применение уравнения (2.32). Описанный способ расчета 
симметричных полей, основанный на применении интегральной 
формы (2.30) второго уравнения поля, отличается большой на­
глядностью. Но более простым является излагаемый ниже спо­
соб расчета тех же симметричных полей, основанный на приме­
нении дифференциальной формы (2.32) второго уравнения 
поля f. Для указанных выше трех случаев (благодаря обраще­
нию в нуль двух компонент поля и вследствие независимости 
третьей компоненты от двух координат) дифференциальное урав­
нение в частных производных превращается в обыкновенное 
дифференциальное уравнение с одной неизвестной функцией 
одного аргумента £т:

Оно сразу сводится к квадратуре, после выполнения которой 
нетрудно, исходя из (2.37), определить потенциал. Таким обра­
зом,

Появляющиеся при двукратном интегрировании аддитивные 
постоянные С и С'  определяются значениями f m при | т = 0  и U 
в точке ф.  Если функция 6 (£ т ) представлена различными ана­
литическими выражениями для разных областей пространства 
Уц (ц = 1 ,  2, 3 , . . . ,Л 0 ,  т. е. для разных интервалов изменения ко­
ординаты | т , то для каждой из этих областей в отдельности со­
ставляется уравнение (2.79) и получаются выражения (2.79'). 
При этом появляется дополнительно 2N ■— 2 постоянных интегри­
рования С и С', для определения которых служат условия для 
fm и U на N — 1 границах между областями Vц (см. § 7 ).

Изложенные здесь способы расчета пригодны и в тех случа­
ях, когда совокупность масс, создающих поле, содержит необъ­
емные массы или состоит только из таких масс. Но при опреде­
лении аддитивных постоянных надо учесть поведение поля f и 
его потенциала U у таких масс (см. § 7).

(2.79)

(2.79')



I I I .  Логарифмический потенциал. Допустим, что массы рас­
пределены одинаково во всех плоскостях, нормальных к некото­
рой оси I. Такие массы создают плоское поле f. Для определен­
ности допустим, что задана объемная масса с плотностью б =  
= 5  (г ,  ф) или б(х, у) в системе г, ф, z, или х, у, z  с осью z  по 
оси I. Этому двухмерному (плоскому) полю скаляра б соответст­
вует плоское поле f, в котором fz= 0, а />, /Ф, fx и fy не зависят 
от г .  Определим потенциал U этого поля. Разобьем массу на ци­
линдры (столбики) с элементарными поперечными .сечениями dS  в 
плоскостях 2 = co n s t ,  с образующими, параллельными оси z, и с 
массами K = 8 d S  на единицу высоты. Тогда, согласно (2.50'), 
имеем с точностью до аддитивной постоянной

U  (а) =  -  2 f 8 In LqadS, £/ (а) =  -  28 f In LqadS, (2.80)
S s

где S  — плоскость z= cons t или ее участок, a L qa — расстояние 
в этой  плоскости от элементарного цилиндра до точки а. Второе 
выражение (2.80) соответствует случаю однородной массы. Та­
ким образом, плоское поле f имеет логарифмический потенциал, 
т. е. потенциал, определяемый согласно (2.80).

§ 7. Н Е П Р Е Р Ы В Н О С Т Ь  ПОЛЯ И ЕЕ НА РУШЕНИЯ

И1з общих выражений (2.12) и (2.45) для поля, создаваемого 
массами, видно, что всюду вне масс напряженность f и потенци­
ал U  этого поля непрерывны. Бесконечно малому перемещению 
точки а соответствуют бесконечно малые приращения расстояний 
L qa т,  следовательно, также бесконечно малые приращения вели­
чин f  к и U. Но когда точка а совпадает с какой-либо из, точек q, 
находящихся на границе массы или внутри нее, то L qa= 0 и, ка­
залось  бы, согласно указанным выражениям для и U эти ве­
личины должны терпеть разрывы, принимая неограниченные 
значения.

I. П о л е  у точечной массы и в объемной массе. У точечной 
массы  m q величины / и U согласно (2.14) \ и (2.44') i действи-. 
тельяо  терпят разрывы. Когда точка а проходит через точечную 
м ассу  m q по некоторому направлению I, величины | t / |  и f  обра­
щ аю тся в оо, а компонента fi, кроме того, меняет з,нак. Но, с 
другой стороны, расчеты полей симметричных масс по способам, 
описанным в § 6, показывают, что величины U и f  внутри объ­
емны х масс и на их границах непрерывны.

Д л я  количественной иллюстрации непрерывности поля f в области, занятой 
объемной массой, можно выделить из нее шарик с центром в точке q и пред­
ставить» поле f в виде суммы полей fm и f00T массы шарика т ш и остальной 
массы /Пост.

Непрерывность поля fOOT в точке q (вне массы т 0ст) очевидна; что же 
касается поля fm, то можно доказать, что в точке q оно равно нулю. Однако 
при этом нельзя, полагая шарик однородным, ссылаться на равенство нулю 
воля однородного шара в его центре, так как не всегда можно массу выделен­
ного нами шарика считать симметричной относительно точки q. Имеется в виду, 
дапример, случай, когда точка q находится на границе однородной массы, или



более общий случай, когда в окрестности точки q плотность 6 зависит от ко­
ординат 0 и ср сферической системы с центром в точке q. Но можно убедиться, 
что в любом случае f m(q)=  0. Действительно, fm (<?)==/dfm (q), где d f “  — поле, 
создаваемое частью массы т ш, находящейся в элементарном координатном 
конусе с углом da> при его вершине q. Отрезок этого конуса между коорди­

натными сферическими поверхностями с радиусами R +  - ^ - d R  содержит массу

R26da>dR, создающую в точке q поле с абсолютной величиной [6|е?ш^Я. По­
этому

dr  (?) <  |S!„lax du  { dR, т. e. d r  (q) <  |5|max^ “ ,
o

где R ш — радиус шарика, |6 |max — максимальное по координате К  значение 
|6 | в конусе. Знак равенства соответствует случаю, когда 6 не зависит от R . 
При R ш— >-0 получаем dfm(q)— >-0 и, следовательно, f m(q)— >-0.

Ограниченность потенциала U в объемной массе подтверждается очевидным 
неравенством \Um(q) |^ 2 я ^ 2ш |б |тах , где Чш — потенциал поля f™, а  |б |т а х  — 
максимальное «значение |6 | в шарике, создающем это поле. Знак равенства 
соответствует случаю однородного шарика, в центре которого Um {qr)=2nR2m&, 
как следует из (2.79') (см. [2], с. 100, решение 7а).

Возвращаясь к основному изложению, отметим, ч то  непре­
рывность величин U и f при прохождении через объемною массу 
объясняется малостью третьего порядка числителя в (2.15)2 и 
(2.44") 2. При перемещении точки а в объемной массе он а на бес­
конечно малом пути пересекает бесконечно малую массу, чему 
соответствуют бесконечно малые приращения величин fL и U. 
Между тем при переходе через точечную массу, т. е. через мас­
су, занимающую бесконечно малый объем dV,  но имеющую бес­
конечно большую плотность б порядка 1/dV,  точка а н а  беско­
нечно малом пути пересекает конечную, а не бесконечно малую 
массу.

Таким образом, отмеченное различие в поведении полей то­
чечной и объемной масс определяется конечной плотностью объ­
емной массы и бесконечно большой объемной плотностью точеч­
ной массы (б = о о 3). Промежуточное положение между объемны­
ми и точечными массами занимают линейная и поверхностная 
массы, объемная плотность которых равна бесконечыости, но 
меньшего порядка по сравнению с объемной плотностью точеч­
ной массы (см. § 1). В соответствии с этим можно предположить, 
что поля таких масс в отношении нарушений непрерывности 
также занимают промежуточное положение между полтями объ­
емной и точечной масс. Оказывается, что у линейной массы ( б =  
=  °о2) потенциал U и нормальная компонента вектора If обра­
щаются в бесконечность, а на поверхностной массе (8 = о о )  век­
тор f и потенциал U\ имеют ограниченные значения, но нормаль­
ная компонента вектора f терпит разрыв (конечный). Тангенци­
альная компонента вектора f у поверхностной или линейной мас­
сы непрерывна •. Более подробно о поведении поля f л  его по- 
тенциала U у поверхностных масс будет сказано ниже.

1 Условившись, что реальными являются только объемные массы, мы должны 
считать поле f и потенциал U всюду непрерывными, а нарушение и х  непрерыв­
ности формальным осложнением, возникающим вследствие допускаемого нами 
существования необъемных масс с плотностью б =  оо.



II. Особые поверхности в ку- 
лоновом поле. Пусть 5  — поверх­
ность, на которой имеется масса 
с плотностью о  (рис. 26,а, в).  
Проведем через точку р  этой 
поверхности, по нормали п к ней 
линию I и будем наблюдать по­
тенциал U (а) поля f в точке а, 
перемещающейся по этой линии. 
Представим этот потенциал в 
виде суммы Up (а) +  U* (а) ,  где 
Up— потенциал поля fр, создава­
емого массой d m ( p )  = o d S p эле­
мента d S p поверхности S, содер­
ж ащ его  точку р, a U* — потенци­
ал поля f*, создаваемого масса-

4Яуа1р)'

Рис. 26. Потенциал у поверхности, 
несущей поверхностные массы: 
а  и б — графики потенциала для простого 
и двойного слоев; в  — поверхность S, на 
которой заданы  а  и т)ц, ее элемент d S p 
и четырехугольный контур, служ ащ ий для 
вывода формулы (2.86)2

ми остальных элементов поверх­
ности S (и другими массами, 
находящимися в пространстве).
Очевидно, что потенциал U* по­
ля f*, которое мы имели бы при 
отсутствии массы dtn(p) ,  непре­
рывен в точке р. Что же касается потенциала Up, то его изменение 
по нормали п у точки р  определяется компонентой fpn— —d U p/dn .  
Но э т а  компонента у точки р согласно (2.22), (2.22') имеет та ­
кие ж е  значения, как в поле неограниченной однородной плоской 
массы, потенциал которого непрерывен1 в точке р. Таким обра­
зом, на  поверхностной массе потенциал не терпит разрыва:

(2.81)

Перейдем к случаю, когда на поверхности S имеется двойной 
слой (рис. 26,6, в) .  Согласно выражениям (2.67) — (2.68), полу­
ченным для потенциала поля неограниченного (замкнутого, поч­
ти замкнутого или простирающегося до бесконечности) однород­
ного двойного слоя, между любыми двумя точками а, находя­
щимся в областях V\ и V2, разделяемых этим двойным слоем, 
имеем одну и ту же разность потенциалов £/(2)( а ) — Uw (a) — 
=4яг)12. Когда эти точки приближаются к какой-либо точке р 
двойного слоя, эта разность оказывается разрывом потенциала 
Ui3H p ) — U(i){ p ) =  4пт112 на двойном слое. Согласно (2.69) такой 
разрыв потенциала в поле плоского однородного двойного слоя 
имеется при любых и, в частности, элементарных его размерах. 
Сопоставляя (1.132)4 с (2.66'), мы видим, что такой ж е  разрыв 
потенциал терпит на любом однородном двойном слое. Нетрудно

1 В противном случае компонента f„ =
dU
дп обратилась бы в бесконеч­

ность, чему противоречит (2.22'). Это было принято во внимание при выводе- 
формулы (2.48).



убедиться, что и в самом общем случае имеем на двойном слое 
разрыв

UW (р ) — £/<'> (р) = 4 т иг ( р ) , (2.82)

где г] 12 (р) — плотность дипольных моментов двойного слоя в точ­
ке р. Д л я  этого выделим на поверхности 5 ,  несущей двойной 
слой, площадку d S p, содержащую точку р, и представим потен­
циал в виде суммы U* (a)- \ -Uv ( а ) , в которой Up (а) — потенциал 
поля, создаваемого элементом двойного слоя, находящимся на 
площадке d S p, a U* (а) — потенциал поля, создаваемого осталь­
ными элементами двойного слоя и другими источниками поля, 
находящимися в пространстве. Потенциал U *(a ) ,  который мы 
имели бы, если бы на площадке dSp плотность дипольных мо­
ментов двойного слоя г] 12 была равна нулю, очевидно, непреры­
вен в точке р, а потенциал Up (a) принимает в этой точке зна­
чения, определяемые формулами (2.69):

где U (р)  — потенциал на самой поверхности S,  несущей двойной 
слой (на средней поверхности между его обкладками), а не на ее 
•сторонах 5i и S 2, принадлежащих к разделяемым ею областям 
Vi и V2. Следовательно, для любого двойного слоя получаем 
формулу (2.82), по которой потенциал U на нем терпит разрыв, 
равный 4ят]12. Формула (2.82) применима к любой поверхности; 
отсутствию на поверхности S двойного слоя соответствует нуле­
вое значение величины rii2, т. е. случай, когда формула (2.82) 
принимает частный вид (2.81). На любой поверхности S,  на ко­
торой нет двойного слоя, потенциал U согласно (2.82) непреры­
вен.

И з  (2.82") следует, что

где U cp( p ) — среднее из значений потенциала на сторонах S'i и 
S 2 двойного слоя.

Разры в потенциала 4rnii2 на двойном слое, ненулевое напря­
жение на исчезающе малом пути Li2 между обкладками двойного 
слоя легко понять, принимая во внимание поле f м еж ду этими 
обкладками. Согласно (2.23") 2 нормальная компонента fn поля 
однородного плоского двойного слоя в зазоре между его обклад­
ками имеет значение f‘n= —4ясг, причем в соответствии с (2.65)’ 
|ст|-»-оо. Это, очевидно, такж е верно для поля элемента двойно­
го слоя в его средней точке р. Поле остальных элементов двой­

£/„(!) (р)= _ 2 щ 12( р ) ,  ( J P { p ) = 0 ,

Up(-2) (р) =2ят112 (р ) .
Поэтому
[/<«> ( p ) = U *  (р) - 2 я т ц  2( р ) , U ( p ) — U* ( р ) , 

£/<2> { p ) = U *  (р) + 2 rn i i2( p ) ,

р .  82')

(2.82")

U (р) =  -L. [£/<>> (р) _|_ £/(*) ( р ) у =  U'р (р) =  U* (р), (2.83)



ного слоя и других источников поля, очевидно, имеет в этой точ­
ке ограниченное значение, следовательно, в общем случае

— 4то; | / ‘л |->оо , как -j— при 1 12 — 0.
Ь12

(2.84).

Поэтому между сторонами Si и S 2 двойного слоя получается 
отличное от нуля напряжение:-

<§ia.=   ̂f ‘ndn, Sii  — — 4™ j'drt =  — 4wjL12 =  — 4titj12. (2.84').

И з (2.84') плотность дипольных моментов двойного слоя r|i2 
определяется напряжением поля f на пути от стороны S 2 к сто­
роне 5 i  двойного слоя. Это определение отличается от определе­
ния (2.62) 1 большей общностью; оно пригодно и в более сложном 
случае , когда двойной слой фактически представляет собой тон­
кий слой  объемных масс, в котором плотность б меняется по. 
норма ли к его поверхности так, что

2 2

З д е с ь  q — точка, пробегающая от первой границы слоя до 
второй  по нормали п к ним, а о — произвольно выбираемая 
(бл и зкая )  точка. Таким образом, разрыв потенциала на двойном 
слое объясняется бесконечно большим значением нормальной 
компоненты напряженности поля в зазоре между обкладками 
двойного слоя. Фактически этот разрыв сводится к тому, что на 
пути почти нулевой длины Li2 от Si до S 2 происходит чрезвы­
чайно интенсивное (быстрое) изменение потенциала, обусловлен­
ное очень большой напряженностью поля. Но, допуская, что 

получаем вместо крутого спада потенциала разрыв по­
тенциала, а вместо очень большого значения величины f n — ее 
бесконечно большое значение. Полагая L i2-»-0, мы исключаем из 
рассмотрения зазор между обкладками двойного слоя, и поле f 
в этом: исчезающе малом зазоре нас интересует только в связи с 
его влиянием  на напряжение <?Г]2 между сторонами двойного слоя.

III. Поведение компонент поля f у поверхности S. Н а  этой по­
верхности в общем случае могут находиться и простой слой с 
плотностью а, и двойной слой с плотностью дипольных моментов 
r)i2 (в частных случаях любая из этйх величин может быть рав­
на нулю ). К'ак было отмечено в § 4  первой главы, поведение поля f 
у поверхности S  (которая может быть особой для этого поля) 
характеризуется поверхностным ротором и поверхностной дивер­
генцией вектора f.

Согласно (1.53) поверхностный ротор какого-либо вектора 
представляет собой отношение векторного потока этого вектора 
через замкнутую поверхность s, обтягивающую малый участок 
A.S поверхности S, к площади AS  этого участка. Но векторный 
8* 115
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лоток вектора f через любую замкнутую поверхность согласно 
(2.28"), равен нулю, следовательно,

R o t f = 0 .  (2.85)

Принимая во внимание (1.59), мы должны в общ ем случае 
представить поверхностный ротор вектора f формулой 

Rot f =  [n (f(2)—fd>) ] _  [n g rads<§?i2] ,
в которой <!?> i2 — напряжение поля f между сторонами Si  и S 2 
поверхности S,  определяемое формулой (2.84'). П оэтому уравне­
ние (2.85) принимает вид

[n (f(2) -  f (1))] =  [п gradS(g12] или f  -  fl l) =  d- § f ,  (2.86)'

где t — любое тангенциальное направление на поверхности S.
Формулу (2.86)2 можно получить из уравйения (2.28)!. П рименяя это урав­

нение к показанному на рис. 26,в четырехугольному замкнутому контуру аи а 
Ьг, Ьи а\, получаем <?0ia> +  § aibt +  £ blbl +  8 blCll =  0 . Прижимая стороны ai&i и
aad2 к отрезку ab линии t  на поверхности S и полагая расстояние ab равным 
dt,  имеем

*«,«, =  * » ( « ) .  <?м>,= S bta i= - f ^ d t
и, следовательно,

е а  ( а )  -  8 Ы ( Ь) +  ( f ‘2> -  f < » )  dt =  0
ИЛ И

. - ~ S 12dt +  ( f ? ) - f \ X)) d t  =  О,

что совпадает с (2 .86 )2.

Пользуясь соотношением (2.84')2, можно представить равен­
ства (2.86) в следующем виде:

[n (f(2)—f(i)) ] _  —4Я[n g rad srii2] ,

~  f ?  =  -  4 * ^  =  -  4* grad*T]l2. (2.87)

Подставляя в (2.87)2 соотношение f t = —d U / d t ,  получаем,

^ - ^ = 4 *  I f -  (2 ‘87')
Очевидно, что из (2.82) дифференцированием по тангенциаль­

ному направлению t  можно получить равенство (2.87''), а из не­
г о — (2.87)2 по формуле d U / d t = —ft. Там, где на поверхности S  
величина r]i2 не меняется по направлению t, имеем

__ г. d S l t ___ р. г (2)__  г(1) дШа) __дШ1) ооч
dt — U ’ dt  ~ U ’ Ч — ' t  ' dt  —  dt ■ [ '

Эти равенства справедливы для любого тангенциального на­
правления t  на поверхности S, если на ней двойной слой одно­
роден и, в частности, если двойного слоя на ней нет ( r j i2 = 0 ) .  Т а­
ким образом, на поверхности S, на которой нет неоднородного 
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Лоты, выделяемой неохлажденным паром qr, 
можно принять прямолинейной (рис. 5.15,6).

Оптимизация распределения регенератив­
ного подогрева воды при ПО дает до '/з эко­
номии теплоты благодаря установке ПО.

Расчет тепловой схемы с пароохладителем 
типа Виолен выполняется по обычной методи­
ке. После расчета системы подогревателей оп­
ределяют подогрев питательной воды в смеси­
теле и конечную температуру питательной во­
ды Лп.в=Лв1+ т с М, где ■fl'i. Для сме­
шивающих подогревателей #1 =  0.

Расчет тепловой схемы с пароохладителем 
Рикара имеет ту особенность, что расходы па­
ра на «холодную» и охлажденную ступени (си 
и а 2) определяют совместным решением урав­
нений тепловых балансов этих подогревателей. 
Это обусловлено тем, что через П1 проходит 
питательная вода за вычетом a„o =  va2, а в 
уравнение для П2  входит также величина а ь

При выборе параметров пара и воды у ПО 
необходимо правильно определить значения 
температурного напора на холодном и горячем 
концах пароохладителя.

5.7. Регенеративный подогрев воды на ТЭЦ

При регенеративном подогреве питательной 
воды на ТЭЦ к выработке электроэнергии на 
тепловом потреблении добавляют выработку 
ее паром регенеративных отборов. КПД турбо­
установки ТЭЦ по производству электроэнер­
гии возрастает особенно значительно при ма­
лом пропуске пара в конденсатор («а 20—25% 
относительно КПД турбоустановки без реге­
неративного подогрева воды).

На ТЭЦ регенеративные отборы осущест­
вляют подогрев не только конденсата турбин, 
но и обратного конденсата от внешних потре­
бителей теплоты и добавочной воды, компен­
сирующей в основном внешние потери пара и 
конденсата у потребителя. Обратный конден­
сат от потребителей имеет, как правило, более 
высокую температуру, чем основной конден­
сат. Доля его в общем потоке питательной во­
ды довольно значительна, поэтому сумма ре­
генеративных отборов на ТЭЦ и абсолютная 
экономия теплоты от регенерации менее зна­
чительна, чем на конденсационных электро­
станциях с теми же начальными параметрами 
пара и расходом пара и питательной воды.

Однако относительная экономия теплоты и 
повышение КПД теплофикационных турбоус­
тановок и ТЭЦ благодаря регенерации оказы­
ваются значительно больше, чем у аналогич­
ных конденсационных электростанций и турбо­
установок, если относить экономию теплоты 
не к полному расходу теплоты Q?y на турбо­
установку, а к расходу теплоты на производ­
ство электроэнергии, равному Q\у =  Q?y ~Qr,

Рис. 5.16. Схема ТЭЦ с регенеративным подогревом пи­
тательной воды (одноступенчатый подогрев)

Рис. 5.17. Зависимость показателей ТЭЦ с регенератив­
ным подогревом воды и без него от доли отпускаемого 
пара:
а п и а г — доли пара, отбираемого на внешнего потребителя и 
на регенерацию; fn в и <°п „ — температуры питательной воды 
и смеси конденсата турбины и обратного конденсата от внеш­
него потребителя; T|3j — внутренний КПД турбоустановки по 
производству электроэнергии без регенерации; т|''э( — то же с 
регенерацией; Длгэ; — относительное повышение КПД по про­
изводству электроэнергии вследствие регенерации

где Qт — расход теплоты на внешнего потре­
бителя.

Сказанное выше иллюстрируют рис. 5.16, 
на котором показана схема ТЭЦ с одноступен­
чатой регенерацией, и рис. 5.17, где дано от­
носительное повышение КПД теплофикацион­
ной турбоустановки по производству электро­
энергии г|эг в зависимости от доли отбора па­
ра на внешнего потребителя а п.

Регенеративные отборы пара не должны 
вытеснять необходимые отборы пара на внеш­
него потребителя. Расчетный пропуск свежего 
пара через теплофикационную турбину выби­
рают с учетом регенеративных отборов. При 
построении графиков рис. 5.17 принято услов­
но, что увеличение отбора пара на внешнего 
потребителя сверх значения а„ =  1—а г (где 
доля отбора пара на регенерацию a r~  0,13) в 
данном случае происходит за счет уменьшения 
регенеративного отбора и подогрева питатель­
ной воды от нормального значения ее / п.в до



температуры обратного конденсата t0K (при 
а п= а 0.к= 1 , а к= 0 ) .  В соответствии с этим 
относительное повышение КПД турбоустанов­
ки снижается от своего максимального значе­
ния до нуля.

При определении удельной выработки 
электроэнергии на тепловом потреблении учи­
тывают выработку не только на внешнем, но 
и на внутреннем потреблении теплоты при по­
догреве воды регенеративными отборами об­
ратного конденсата и добавочной воды, 
кВ т-ч/Дж , а именно:

э =  ( 5 Т +  ЭГ° К+ Э гд в) /Q T.

Указанная выработка электроэнергии от­
носится при этом к внешнему тепловому по­
треблению QT, так как теплота регенерации 
сохраняется в цикле.

Как и на конденсационных электростанци­
ях, на ТЭЦ применяют многоступенчатый 'ре­
генеративный подогрев воды ( z = 6 ч- 9), при­
чем теплофикационные регулируемые отборы 
используются, кроме внешнего потребления, 
также и на регенеративный подогрев конден­
сата и питательной воды.

Таким образом, регенеративный подогрев 
при использовании регулируемых отборов раз­
деляется на следующие интервалы: от конден­
сатора турбины до ступени, соответствующей 
регулируемому отбору; между регулируемыми 
отборами — нижним и последующим более вы­
сокого давления; от верхнего регулируемого 
отбора до верхней ступени регенеративного 
подогрева воды. Температуры конечного подо­
грева питательной воды на ТЭЦ и КЭС с оди­
наковыми параметрами и расходом пара сов­
падают или близки.

Как и для КЭС, для ТЭЦ температуру ко­
нечного подогрева воды определяют на основе 
соответствующих технико-экономических рас­
четов.

Известные значения давления пара (в 
верхнем и регулируемых отборах) образуют 
границы интервалов, внутри которых распре­
деление подогрева между ступенями подчиня­
ется тем же закономерностям, что и на КЭС, 
т. е. геометрической или арифметической про­
грессиям.

При 'наличии промежуточного перегрева 
(турбины Т-250-240, Т-180-130) подогрев меж­
ду «холодной» и «горячей» ступенями распре­
деляют, пользуясь приведенными выше соот­
ношениями, методом аналитическим или «ин­
дифферентной» точки. Далее приводится вы­
вод, показывающий возможность такого рас­
пределения

Распределение регенеративного подогрева 
воды на ТЭЦ. При определении оптимального 
распределения регенеративного подогрева во­
ды на ТЭЦ необходимо выполнить условия 
5*

Рис. 5.18. Схема ТЭЦ с регенеративнцм подогревом во­
ды (а) и зависимость qr пара отборов теплофикацион­
ной турбины от этальпии насыщенной воды (б)
I  — многоступенчатый подогрев без промежуточного перегрева 
пара; / /  — то ж е с промежуточным перегревом пара,

постоянства мощности турбоустановки N  и ко­
личества отпускаемой внешнему потребителю 
теплоты QT, т. е. должно быть: N = c o n s t  и 
QT= c o n s t .

При отсутствии промежуточного перегрева 
пара и постоянной конечной температуре по­
догрева питательной воды /n.B=const расход 
теплоты на турбоустановку QTу пропорциона­
лен расходу пара на турбину D0.

Значение D0 в данном случае удобно опре­
делить по уравнению *

ЛГ,. =  О0ДЯк- 2  D/АН j, (5.27) 
/=i

где D} — отбор пара; АНК — теплоперепад 
конденсационного потока пара; AHj — тепло- 
перепад, недоработанный паром /-го отбора.

Значения отборов пара с давлением выше 
регулируемого зависят от подогрева t j  и теп­
лоты, отдаваемой греющим паром q,, а с дав­
лением регулируемого отбора и более низ­
ким — кроме того, от отбора пара DT на внеш­
него потребителя (рис. 5.18,а). Если принять 
линейную зависимость q, от (рис. 5.18,6) — 
линия kO i, то АНj можно также выразить в 
функции искомых величин подогрева воды в 
отдельных ступенях tj. Тогда минимизируемая



В § 3 мы получили систему (2.34) дифференциальных уравнений, которым 
должно удовлетворять поле f. Она содержит три функции: div f, rot f и 6; все 
они теряют смысл там, где имеются необъемные массы. У точечных и линейных 
масс поведение поля определяется его особенностями, которые выражаются 
формулами (2.92)— (2.93'). У поверхностей, на которых находятся простые и 
двойные слои, вместо уравнений системы (2.34) применимы равенства (2.85) и 
(2.89), которые следует рассматривать как поверхностные формы (вырожде­
ния) дифференциальных уравнений поля. Аналогично можно равенство (2.89') 
считать поверхностной формой уравнения (2.46).

§ 8. Р Е Ш Е Н И Е  ПРЯМОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ 
СТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ В ВАКУУМЕ

В первое уравнение системы (2.34), определяющей поле f, 
плотность 6 масс, создающих это поле, не входит; это однород­
ное уравнение одинаково для всех возможных полей f (порож­
даемых различными совокупностями масс). Функция 6(a) входит 
в состав второго уравнения системы (2.34) и влияет на его ре- 
шение. Это уравнение содержит три неизвестные компоненты 
поля, и поэтому оно в общем случае недостаточно для расчета 
поля (расчеты поля, о которых шла речь в § 6, облегчаются бла­
годаря симметрии масс). Но согласно решению (2.35) уравнения 
(2.34) j поле f является потенциальным, и вместо системы (2.34) 
мы получили уравнение (2.46) для потенциала U поля f. Решив 
это уравнение, мы найдем функцию U и сможем определить ком­
поненты поля f по любым направлениям.

I. Условия единственности. В общем случае поле f в области
V создают массы, находящиеся как внутри, так и вне этой обла­
сти. Поля, получающиеся в области V при всевозможных сово­
купностях масс вне этой области, соответствуют уравнению (2.46) 
с одной и той же функцией 6(a) в правой части; их потенциалы 
являются его частными решениями. Таким образом, в соответст­
вии со сказанным в § 7 первой главы уравнение (2.46) так же, 
как система (2.34), определяет поле в области V с точностью до 
поля, создаваемого любыми массами, находящимися вне области 
V, т. е. до произвольного частного решения уравнения Л апласа. 
Но в разд. I, § 8 главы первой была изложена трорема единст­
венности, на основании которой можно среди множества р аз ­
личных функций, являющихся частными решениями уравнения 
(2.46), узнать ту, которая представляет собой потенциал U опре­
деляемого поля f. Отличающим ее признаком является то, что 
она (и  только она) удовлетворяет совокупности дополняющих 
условий, которые, согласно теореме единственности, соответству­
ющей уравнению (2.46), обеспечивают однозначность решения 
этого уравнения. От изложенного в разд. I, § 8 главы первой 
применительно к уравнению (1.96)ь перейти к уравнению (2.46) 
потенциала изучаемого нами здесь поля f можно подстановками

М =  f, wv (a) =  4я8 (а), Л = 1 ,  Q =  — Anmv, (2.94)

из которых четвертая подстановка относится к условию III типа 
и соответствует формуле (2.43)3.



В рассматриваемом поле f особыми поверхностями являются 
поверхности S,  на которых имеются простые или двойные слои. 
В соответствии с (2.82) и (2.89') в условиях (1.110') надо по­
ложить

S12(р) =4яг]12(р ) , ф12( р ) = — i n a ( p ) ,  Л 1= Л 2=  1. (2.94')
Особыми точками и линиями в рассматриваемом поле t, со­

гласно изложенному в § 7, являются точки, в которых имеются 
точечные массы или диполи, и линии, несущие линейные массы 
или линейные диполи. У этих точек и линий применяются усло­
вия (2.92) — (2.93') для U.

Таким образом, для определения потенциала U поля f в об­
ласти V надо знать функцию б в этой области и значения, ко-} 
торые принимает на границе S[V] области V потенциал U или 
его нормальная производная или же (если S  [У] — эквипотенци­
альная поверхность) значение потока вектора grad U через по­
верхность 5 [К]. Кроме того, надо (внутри области У) знать 
значения: функций а  и т) во всех точках каждой особой поверх­
ности, функций А, и Ti*- во всех точках каждой особой линии и 
величин rriq и р во всех особых точках.

Вторым или третьим из указанных краевых условий (на 
5 [У ] )  потенциал U определяется только с точностью до посто­
янного слагаемого, которое, однако, обращается в нуль при за­
дании значения V  хотя бы в одной точке области V или ее гра« 
ницы 5  [ V ] .

К замечаниям, приведенным в разд. II, § 8 главы первой, 
надо для рассматриваемого здесь поля добавить следующие.

1. Если областью V является все пространство, а массы име­
ются только н а . конечных расстояниях, то указанные в замеча­
нии 6, § 8 главы первой условия на бесконечности в данном слу­
чае сводятся к условию (2.47) «регулярности» функции U на 
бесконечности. Но если алгебраическая сумма этих масс равна 
нулю’ а дипольный момент Me их совокупности отличен от нуля, 
то в (2.47) надо вместо подставить (LoaMft)L ~ 3. Нели

массы, создающие поле, простираются до бесконечности, то в за ­
висимости от их распределения в далеких областях пространства 
получаем различные условия на бесконечности.

2. Если в области V масс нет, то поле в нейч определяется 
полностью краевыми условиями на поверхности S [V].

3. Если на границе S[V] области V потенциал U или его нор­
мальная производная d U / d n  обращается в нуль, а внутри этой 
области масс нет, то в любой ее точке соответственно U = 0 или 
V U = 0.

II. Формулы Грина. Пусть

х (<7)=ф(<7) VtH ? ) — г|>(<7) Уф(<?). (2-95)
где ф(^) и 'ф (д )— функции точки q, ограниченные и непрерыв­
ные вместе со своими первыми производными р области V. При- 
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Рис. 27. Сферическая поверхность 
S [а], выделяющая окрестность 
точки а из области V

меняя к вектору X в области V теорему Остроградского (1.30), 
получаем часто применяемые формулы Грина

из которых вторая получается при Vcp=0.
Положим в (2.95) <?(q) =  L~^ где а — точка, находящаяся 

в области V. При этом мы нарушим принятое выше (и необхо­
димое для применения теоремы Остроградского) условие непре-

из области V, окружив ее сферической поверхностью «безопас­
ности» S [а] с центром в этой точке и с радиусом R  (рис. 27). 
Д ля  остающейся области V*, расположенной между поверхно-

(2.95” )

где 5 [ У * ] — совокупность поверхностей 5 [У ]  и 5 [а],  ограничи­
ваю щ ая область V*.

Интегрируя отдельно по этим поверхностям и принимая во
внимание, что согласно (1.127') v 2L ~ [ — 0  в области V*, полу-v '  v qa

здесь п — нормаль к поверхности 5 [К*], направленная наружу 
относительно области V*.

<р ('v'pdS) — §  i}>(v<pdS)= J  (<pv2t  — tV !(P)dV,
s IV] S[V4 v

(2.95')

S[V  j V

рывности, так как при <7—*а L —̂ оо. Но мы выделим точку а

стями S [l/]  и S [а ] , при <р (q) —  £  1 получаем из (2.95') i

чаем

$+(^dS)-s m[V] S  [а] S[V]

(2.96)



— 1 о
Учитывая, что согласно (1.127)2 V^qa —- Ц а ^ а > 3 в точке <7. 

находящейся на поверхности 5  [а] , Lga= -* - l  rR,  имеем

< S > * ( ^ dS) =  $ * ^ S - $ + ‘, s = * K p= H ' : p. <2-97>
S [а] 5[а] 5  [а]

$ iS -s-i § S-«— 1г.(^—«(S-Г-
s  [а] S [а] а °

(2.97')
где S a— 4nR2 — площадь £ферической поверхности 5 [a ] ,  a i|)cpa и 
(d\lp/dR)cPa — средние значения величин г|з и dty/dR на этой поверх­
ности.

При R-+0,  т. е. когда поверхность 5 [а] стягивается к точке а, 
имеем

ф‘р-*ф (л ), R ( w J * ~ *  О, V*—► V. (2.97")

Следовательно, полагая R - y 0, получаем из (2.96) о с н о в н у ю  
ф о р м у л у  Г р и н а :

§  Z ^ V t d S ) — cj) t  ( v ^  d s j — =  4то(>(а). (2.98)
S[V] 5[V] V
Полагая где U — функция, удовлетворяющая уравне­

нию (2.46) в области V, и обозначая точку q на поверхности 
5 [V ]  через р, получаем из (2.98)

{/<*) =  + ± -  §  ^ J l (p}dS +  ±  §  У ( „ Л ,  (2.99)
V S[V ] 5  [V]

где

dw =  — ---- =  —— -— = — / lim v j— dS ) =  — lim-r— — dS
ap L3pa \ q^ , p y Lqa  J  On L qa

(2.99')
— угол видимости элемента dS  поверхности S[V] из точки а, по­
ложительный, когда к точке а обращена вутренняя сторона этого 
элемента.

Мы получили выражение (2.99) для решения U (а) уравнения 
Пуассона в области V (для гармонической функции, если убрать 
объемный интеграл). В частности, формула (2.99) применима к 
потенциалу U  поля f в области V при любых массах в простран­
стве, когда в этой области нет необъемных масс, а на поверхно­
сти *S[V] нет точечных и линейных масс. Формула (2.99) позво­
л яет  определить этот потенциал, не зная масс, находящихся на 
поверхности 5 [V ]  и вне ее. Данные об этих массах заменяют 
значения на поверхности 5 [У ]  потенциала и его нормальной, про­
изводной.



I IL  Функция Грина. Согласно изложенному в разд. I и в пер­
вой гл аве  решение U (а) уравнения Пуассона (2.46) полностью 
определяется в области V значениями функций б(^) и U ( p ) .  П о ­
этому уместно попытаться исключить из выражения для U (а) 
производную dU/dn .  С этой целью вернемся к формуле (2.95') i и 
подставим в нее в качестве функции ср вместо функцию
Грина (функцию источника):

G { ol, q) — ^ - - \ - h ( a , q ) ,  (2.100)
^qa

где h ( a ,  q) — функция, удовлетворяющая условиям

у ’А (a, <7) =  0, h ( a , p )  — ----- (2.100')
Lpa

З д е сь  так же, как и в (2.95) — (2.98), аргументом считаем 
точку q ,  а через р  обозначаем эту точку, когда она попадает на 
поверхность S [V ] .  Точка а является параметром функции Грина. 

Из (2.100), (2.100') следует, что

V2G ( a ,  q ) —  0 при Lqa> 0, G(a,  р ) =  0, (2.101)

G (a ,  q)—+-^- при L —  0. (2 .ЮГ)
uqa • н

Усл:овие (2.101') следует из того, что слагаемое h ограничено 
во всей области V, и поэтому им можно пренебречь сравнитель­
но с при Lqa-*-0. Функция G (a, q) полностью определяется 
поверхностью S [V ];  каждой поверхности S[VJ соответствует своя 
функцигя G(a, q) точек а и q.

М ож но доказать, что функция G(a,  q) симметрична относи­
тельно точек а и q:

G (a ,  q ) = G ( q ,  a) ,  h(a, q ) = h ( q ,  a) (2.101")
и что G > 0 в области V, кроме ее границы, на которой G = 0.

И т а к ,  полагаем в (2.95')! ф =  G(a,  q) и получаем равенства 
(2.95"), (2.96) с заменой ф у н к ц и и ф у н к ц и е й  G(a,  q) ,  при­
чем по-прежнему второй член правой части (2.95") согласно
(2.101) j  обращается в нуль, а в левой части (2.96) при R-*-0 чет­
вертый и второй члены стремятся соответственно к —4я\|)(а) и к 
нулю в соответствии с (2.101'), (2.97) — (2.97"). Но согласно
(2.101) 2 первый член левой части (2.96) такж е исчезает. Следо­
вательно, вместо (2.99) получаем

U{a-) =  ^ G ( a , q ) b ( q ) d V - - ^  <£ (a, p ) U ( p ) d S ,  (2.102)
И S [V]

где ^ - ( я .  / > ) < 0 ,  а нормаль п.' направлена наружу.



Полагая в (2.102) 6 =  0, получаем для любой функции U, гар­
монической в области V, выражение

и  (а >= -  i  §  щ- р уи  (р уdS (2 -1 02':
S [VI

через ее значения на границе области 1 V.
При U ( p ) =  0 имеем из (2.99)

U ( a ) = $ G { a , q ) b ( q ) d V .  (2.102"
v

Из изложенного следует, что, располагая функцией Грина дл? 
некоторой поверхности <S[V], мы для области V имеем возмож' 
ность найти решение уравнения Пуассона — Л ап л аса  с краевым 
условием первого типа и решить задачу Дирихле (см . замечанш 
14 в § 8 главы первой). Но, чтобы для заданной поверхности 
S[V ] найти функцию Грина, необходимо подобрать такую  фун» 
цию h(a,  q) ,  которая удовлетворяет требованиям (2.100 '), т. е 
уравнению Л апласа  в области V и краевому условию h(a ,  р) =
=  — L~p на S [V].Следовательно, задача построения функции ГрИ'
на для какой-либо поверхности S[V ] сводится к зад ач е  Дирихл< 
с определенным видом краевого условия первого типа.

Выше шла речь о внутренней задаче — определении U(a) внутри поверхно 
сти Sf V]. Можно такж е построить функцию Грина G'(a, q) для внешней обла 
сти V , расположенной вне поверхности S[V ]:

O' (a, q) =  - j -  +  h' (a, q ) .
u qa

Функции G' и h' определяются формулами (2.100')— (2.101') с добавление» 
требования регулярности функции h' на бесконечности. Полагая, что U — функ 
ция, регулярная на бесконечности и гармоническая в области V', можно по 
лучить для U (а) в этой области выражение (2.102') с заменой функции С 
функцией G' и обращением знака перед правой частью или на правления нор 
мали п.

Для выяснения физического смысла функции Г рина и ее ела 
гаемого h (a, q) допустим, что в точке а внутри области  V нахо 
дится точечная масса т,  а вне этой области, в частности на е< 
границе S [K ] ,  имеются «наружные» массы, распределенные так 
что в любой точке р границы S [ К] потенциал Ипр их поля fHp ра 
вен с обратным знаком потенциала и а поля f“ массы т.  Совокуп 
ность наружных масс будем обозначать т „ Р. В точке q облает*
V имеем потенциал U (q) =  Ua (q)- \ -U lip( q ) . Ясно, что  функцш 
Unp( q ) m ~ l удовлетворяет условиям ( 2 . 1 0 0 ' ) а функция U ( q ) m - 1—

1 Д ля функции U (а),  гармонической в области V, можно получить вмест< 
(2.102') выражение через значения нормальной производной от U на поверхно 
сти S [V ]. Для этого вместо функции Грина применяют аналогичную ей фун* 
цию Неймана.



условиям (2.101), (2 .ЮГ). Следовательно, эти функции совпада­
ют с h  (a, q ) и G(a,  q ) :

G ( a ,  q ) m = U  ( q ) , U(q)  =  U“ (q) +  U"P(q),
Ua {q) =  m L - Xq , Unv(q) =  m h( a ,q ) .  (2Л03)
Т аким  образом, функция Грина — это отнесенный к единице 

массы т потенциал U(q)  поля масс т  и т нр при распределении 
м ассы  т Нр, удовлетворяющем условию U HP(p) = —mL^p на по- 
верхности 5 [К ] .  А можно ли удовлетворить этому условию для 
произвольно заданной поверхности 5 [У]? Возможна ли хотя бы 
одна такая (так распределенная) масса т »р? Иначе говоря, су­
ществует ли функция G(a,  q),  удовлетворяющая условиям. 
(2.100) — (2.101')? На этот вопрос утвердительный ответ нетруд­
но получить на основе электростатической интерпретации функ­
ции Г рина  (см. разд. V, § 7 главы третьей). Там будет показано, 
что м ассу  т нр можно представить в виде простого слоя на по­
верхности 5 [У]. Полю этого слоя’ соответствует слагаемое h ( a , q )  
функции Грина.

IV . Решение уравнения Пуассона. Здесь несколько дополним 
сказанное  в разд. II и III о решении уравнения (2.46) и перей­
дем к случаю, когда в области V имеется особая точка (точеч­
ная м асса) .

1. Сопоставляя члены правой части (2.99) с полученными в 
предыдущих параграфах выражениями для потенциала U поля f, 
через массы, создающие это поле, мы видим, что любое решение 
U  уравнения Пуассона (2.46) для области V может быть пред­
ставлено суммой потенциалов трех полей f, создаваемых объем­
ной м ассой :с плотностью б в области У, простым слоем с плот- 
ностью а на поверхности 5 [У ] и двойным слоем с плотностью 
дипольных моментов г|/е на той же поверхности, причем

° ( Р ) = 4 T \ i e { P ) = ~ ^ U  (Р)-

Очевидно, что прибавив (с плюсом или минусом) к правой' 
части (2.99) какую-либо функцию, гармоническую в области V, 
получим опять решение уравнения Пуассона (2.46). Но два по­
следних члена правой части (2.99), очевидно, удовлетворяют 
уравнению Лапласа в области V, поэтому, отбросив их, получим 
функцию, удовлетворяющую уравнению (2.46). Иначе говоря, 
функция

i / (®) =  (* Ш  dV (2.102"')
J Ча

V
также является решением уравнения Пуассона. Если 6 =  0 вне 
ограниченной со всех сторон области V, то можно в (2.102"') 
распространить интегрирование на все пространство *, так  как в

1 Выражение (2.102"') получается непосредственно из (2.99), так как в этом 
случае второй и третий интегралы в (2.99) обращаются в нуль. Чтобы в этом 
убедиться, достаточно заменить в них подынтегральные функции их средними по 
S[V] значениями и взять в качестве S[V] сферическую поверхность достаточно 
большого радиуса ( [1 ] , с. 170).



точках q, в которых 6 =  0, подынтегральная функция в  (2.102'") 
равна нулю. В этом случае решение (2.102"') . регулярно на бес­
конечности, а этого достаточно для его единственности. Следова­
тельно для случая, когда 6 = 0  вне ограниченной со всех сторон 
области V, выражение (2.102"') является единственным реше­
нием уравнения Пуассона, удовлетворяющим условию регуляр­
ности на бесконечности.

Совпадающее с (2.102"') выражение (2.44")2 для потенциала 
U  было получено на основе перехода от поля точечной массы к 
полю элементарной объемной массы. Приведенный зд есь  вывод 
весьма важного решения (2.102"') уравнения (2.46) отличается 
больше^ строгостью и большей общностью. Это позволит нам 
сослаться на выражение (2.44")2 при выводе уравнения (5.18') для 
функции, отличающейся по физическому смыслу от потенциала 
U  поля f.

2. В области V, в которой имеется необъемная м асса ,  уравне­
ние Пуассона (2.46) для потенциала U поля f теряет смысл. Но 
допустим, что в области V функция 6 отлична от нул я только в 
очень малой окрестности Ve точки q, где 6 имеет очень большое 
значенде 6е. При не слишком малых значениях Laq м ож но  в вы­
ражении для U(a)  заменить эту объемную массу равной  ей то­
чечной массой m = V e6е. Заменяя среднее по области V e значение 
функции G ее значением в точке q, получаем при U ( p ) =  0 со­
гласно (2.102") 1

V ( a ) = m G ( a ,  q) .  * (2.103')

Поэтому можно сказать, что решение (2.102") для случая то­
чечной массы принимает вид (2.103'), а функция G ( a ,  q)  являет­
ся решением уравнения Пуассона при замене т единицей. Ниже 
эти выводы будут представлены в более развитом виде.

V. Применение дельта-функции. Если в области V ' 6 = 0  за ис­
ключением одной из ее точек q, в которой находится точечная 
масса т, то в этой области согласно изложенному в предыдущих 
параграфах потенциал U (а) определяется как функция, удовлет­
воряющая уравнению Л апласа  в области V без ее элемента, со­
держащего точечную массу, условию U ( a ) — mL^a у  этой точки
и условию на поверхности 5  [V]. Но можно в этом случае  так же, 
как в случае объемной массы в области V, получить уравнение 
потенциала для всей области V, замещающее уравнение Лапласа 
вместе с условием у точечной массы. Для получения такого  урав­
нения применяют дельта-функцию Дирака, которую будем обо­
значать 8Д.

Пусть Ve — малая окрестность точки q, ограниченна^ сфериче­
ской поверхностью 5 [1 /е] с радиусом Re и с центром в точке q,
V — область, содержащ ая окрестность Vs, а q' — точка, пробегаю­
щая область V. Положение точки q' будем определять относи­

1 Меняя ролями точки а и q, получаем из (2.103)i: U (a )= m G (q ,  а), но со­
гласно (2.101") это совпадает с (2 .103 ').



тельно точки q вектором Ц ?). Определить нужную нам трехмер­
ную дельта-функцию можно так:

8 д ( ^ , )  =  Мп,
О при L .  >  R ,* qq’ ^  ъ' 4

V (2.104)
V. ПРИ Lm> <  R

Согласно (2.104) 8Д(/<„,)=  8Д (^,*,); ПРИ LW' > °  а 

ПРН - °  как V7 ‘’ но 

=  а \ F W ) b A {Lw . №  = F { q )  (2.104')

при условии, что функция F (q') ограничена в области V. Если 
функция F (q’)-+-оо в некоторой точке области V, то для примени­
мости (2.104')2 достаточно, чтобы интеграл от функции F(q')  по 
окрестности этой точки имел ограниченное значение. Окрестность 
Ve можно взять произвольной формы, причем в (2.104) надо 
вместо Re-^0 писать Ve-+0,  а вместо неравенств указать положе­
ния точки q': вне окрестности Ve и внутри нее !.

Пусть т  — масса, распределенная в области V с ограничен­
ной плотностью t)(q) ,  где q — любая точка области V. Тогда 
при любых массах вне области V потенциал U в каждой точ­
ке q этой области удовлетворяет уравнению V2U ( q ) — —4яб (^ ) .  
Вспомогательное обозначение q' заменяем (там, где это можно) 
обычным обозначением q, имея в виду, что q' — любая точка об­
ласти V. Стянем массу m в окрестность Ve одной из точек q об­
ласти V. Взяв окрестность Ve этой точки достаточно малой, бу­
дем полагать m =  6Ve (т. е. заменим среднее по Ve значение функ­
ции б значением б в точке q).  При VE—.»0 получим в точке q б—>-оо 
как при Ve-+0,  а в остальных точках q области V будем
иметь 6  =  0; интеграл же функции б по области V будет оста­
ваться равным т. Теперь заметим, что, согласно (2.104) и 
(2.104'), произведение ведет себя так же, как б в об­
ласти V,  из которой масса т стянута в точку q. В этой точке оно

1 Ограничивая окрестность V, тремя парами координатных поверхностей., 
можно выразить дельта-функцию через разности координат точек q и q', опреде­
ляющие компоненты вектора Lg?, по координатным направлениям.

В одномерном случае имеем аналогично (2.104), (2.104')i 
/ 0 при |х ' — х \ >  а,

8д ( х 1 — х) =  11m < 1
а-»° I при \х' — Х\ <  <*.

8д ( х '  — х)  =  0 при х '  ф  х; 5Д (х ' — х) -* оо при х ’-*х\
ь
[  8д  (* ' — x ) d x '  =  1 (а < х  <  6 ),

а
где х  и х '  — координаты точек q и q' оси х; 2а  — длина малого отрезка это ! 
еси со средней точкой q.



равно m V ~le, в остальных точках — нулю; в результате его инте­
грирования по V получаем т. Следовательно, это произведение 
есть предельное выражение для функции 6 в области V  при стя­
гивании массы т к какой-либо точке q этой области. Обозначая 
это предельное выражение через 6Т, получаем, согласно (2.104') ь 
в соответствии с (2.3)

j 8 W  =  tfz, где 8Т = о т 8 д (Lqq,) (2.104")

— функция, определяющая распределение массы в области V. Она 
аналогична функции б и условно ее можно назвать объемной 
плотностью массы в области V, в которой имеется только точеч­
ная масса.

Подставляя в (2.46) бт вместо б, получаем предельный вид 
уравнения Пуассона, соответствующий случаю, когда масса т 
стягивается к какой-либо из точек q области V :

=  — 4т;8т, т. е. у ги  =  4и/га8д (Lqql). (2.105)

Это неоднородное уравнение (Пуассона) для всей области V 
заменяет однородное уравнение (Лапласа) для этой области без 
ее точки q и условие U(a)  = m / L qa у этой точки. Уравнение
(2.105) должно быть дополнено условием на поверхности S [V ].

Учитывая изложенное в разд. I, § 8 первой главы, можно ут­
верждать, что условиями

4 4 J = 0 при L ga> 0, U =  0 на 5 [V],

U^~m/Lqa при Lqa—>-0 (2.104'")

однозначно определяется в области V потенциал U (а) для слу­
чая, когда в точке q области V находится точечная м асса  т, а 
на границе этой области U =  0. Из сравнения (2.104'") с условия­
ми (2.101), (2.101') для функции G(a, q) следует, чго функция 
Грина совпадает с функцией U/m,  т. е. с потенциалом; в точке а 
поля единичной точечной массы, находящейся в точке q ,  при U = 0 
на 5 [У ] .  Следовательно, уравнению (2.105) для U должно соот­
ветствовать для функции G уравнение

V2G =  — 4и6д (Lqg,)- (2.Ю5')
Аналогично с помощью двумерной дельта-функции можно получить выра­

жение для объемной плотности 3х в случае линейной массы. Выражение для 
объемной плотности в случае поверхностной массы можно получить с по­
мощью одномерной дельта-функции. Применяя одномерную или двумерную 
дельта-функцию и плотность 8’ или йх, можно получить уравнение, аналогич­
ное уравнению (2.105) для трехмерной области У, в которой задана поверхно­
стная или линейная масса соответственно.

• Здесь шла речь о вырождениях объемной массы в точечную, поверхностную 
или линейную. Могут такж е представлять интерес случаи точечных вырождений 
линейных и поверхностных масс и соответствующие этим случаям одномерный 
и двухмерный аналоги уравнения (2.105). В этих случаях получаются линейная 
и поверхностная плотности Я.т и а т и применимы одномерная и двухмерная 
дельта-функции соответственно.



Таким  образом, функцию Грина G(a,  q) для поверхности 
5 [ У ]  можно определить1 как решение уравнения (2.105') для 
области V, обращающееся в нуль на S [V ],

П одставляя в (2.104')2 F(q')  =  G(a,  q') ,  имеем

G(a,  q) =  $ G ( a , q ' ) b a (Ln ,)dV'.  
v

Умножая это равенство на т  и применяя обозначение 
(2 .104")2, получаем

m G ( a ,  q) =  § G ( a , q ' ) S ,dV'.  
v

В соответствии с (2.102") имеем для случая точечной массы 
в точке  q области V, на границе которой U — 0,

U (а)  =  J  G(a,  q')hrdV'. 
v

С равнивая  последние два равенства, получаем соотношение 
U(a)  = m G  (a, q) ,  на котором основывался наш переход от
(2.105) к уравнению (2.105') для G(a,  q ).. Это соотношение совпа­
дает с  равенством (2.103'), которое было получено ранее путем 
замен.ы точечной массы объемной без формальной? перехода к 
дельта-функции.

П р и  Lq,a-+ 0 G(a,  <7')->-L-1g,0, но это не мешает применению 
(2.104^)2 к функции G( a, q'),  так  как объемный интеграл функ­
ции L ~ a по окрестности точки а имеет ограниченное значение.
(См. сказанное  в разд. I, § 7 о потенциале U  поля '!  внутри объем­
ной м ас с ы ) .
§ 9. Д О П О Л Н Е Н И Я  КО ВТОРОЙ ГЛАВЕ

I. Соотношение между полями точечной массы и диполя. Пра­
вую ч асть  (2.51) можно рассматривать как приращение функции

соответствующее перемещению точки q по направлению
i  из пюложения q i в положение q2 на расстояние dl.  Следова­
тельно, потенциал поля диполя

=  =  =  (2.106)

ИЛИ

( t > W )  =  ̂  gradpt /T =  ^  (PV) (2-106')

где U* — m L ~ x — потенциал поля точечной массы т,  находя- 
«о

щейся э  точке q; UD — потенциал поля, создаваемого диполем,

1 Аналогично можно определить функцию Грина для уравнения L U = —4зх8, 
где L — линейный n -мерный оператор; частными его видами являются операто­
ры Л апласа у 2 и Даламбера Иг (см. разд. II, § 5 главы шестой),



Рис. 28. Действие поля на диполь (а) и на элемент двойного слоя 
(б). Вектор Мвр нормален к плоскости рисунка и направлен в сто­
рону читателя (точка в кружке)

•»
находящимся в этой же точке и имеющим момент p =  mdl;
gradp — компонента градиента по направлению момента диполя.

Таким образом, потенциал поля диполя, находящегося в точке
q, можно определить как скалярное произведение его момента р
на градиент по точке q потенциала поля fT, которо е мы имели
бы, если бы в этой точке вместо диполя была единичная положи-

q —1 ° —1 
тельная точечная масса. Согласно (1.126')3 v  (m ^ qa)— — V(w^ fla) =

а
— — y U 1 =  fT. Поэтому получаем из (2.106') согласно (2.54)

V D =  -^-(P r )  =  ( L » n  =  Llj ' p- (2-107)

Эта формула выражает потенциал поля диполя через напря­
женность fT поля точечной массы '.

II. Действие поля на диполь и двойной слой. Если диполь нахо­
дится в поле f, то на массы т.\ =  —т  и т 2 — т  его полюсов дей­
ствуют силы F ' = —m v i (q i )  и F"=mvf(<72), которые образуют 
главный вектор

F =  F '+ F "  =  mv[f(<72) - f ( ‘7i)] (2Л08)
и пару с моментом (вращения) относительно центра диполя q\ 

Мвр=  [L ,F ']  +  [L2F"] =  m v  ( [L2f (q2) ] _  [ M  (</,)]), (2.109)

1 Д ля определенности можно в (2.107) считать т =  1 А-м, _р=1 А-мг, L n =  
=  1 м. Тогда UD — потенциал поля диполя с единичным моментом, а fT — на­
пряженность поля единичной положительной точечной массы.



где L i  и L2 — расстояния точек q x и q2 от точки q (рис. 28). При­
ним ая во внимание, что разность f ( q 2) —f(9i) представляет собой 
приращение вектора f на пути d l = L l2 по направлению I момента 
диполя, имеем

ff<72) - f  ( q J ^ d l ^ L » ,  (2.110)

где di /dp  — производная от вектора f по направлению вектора р.
Поэтому получаем из (2.108)

F =  mvLn (pv ) f . (2.111)

Согласно (2.111) на диполь с моментом р, параллельным полю 
.  „ d f
f, действует сила vp — , стремящаяся двигать его по прямой, кол-

линеарной полю, в сторону его усиления, сгущения силовых ли­
ний If.

С и л а  F = 0  при di /dp— 0, т. е. когда вектор f не меняется по 
направлению момента диполя.

Подставляя в (2.109) —  Lj = -----£~Li2' получаем

Мвр =  ^  [Llf (f ( q j  +  f (<7г))1 =  vm  [L12fc»] =  v [pfcp],

где fcp среднее из значений f в точках q\ и q2. Но ввиду малости 
расстояния L\2 имеем fcp=f(<7) и, следовательно,

Мвр = v [ p f ] . (2.112)

М омент Мвр обращается в нуль и, следовательно, диполь (с 
неподвижным центром q) находится в равновесии, когда угол 
(р, f) равен  нулю или я. Но при (р, f) = я  равновесие неустойчи­
во, так как пара сил, появляющаяся при отклонении диполя от 
этого положения на малый угол, вызывает увеличение этого угла. 
Согласно (2.112), поле f вращает диполь около оси, нормальной 
к плоскости, в которой лежат вёкторы р и f, стремясь уменьшить 
угол отклонения вектора р от вектора f.

Из изложенного выше следует, что поле f стремится упорядо­
чить совокупность хаотически распределенных диполей, создавая 
в ней некоторое преимущественное направление дипольных мо­
ментов.

Выше мы считали, что массы т\  и т 2, образующие диполь, 
жестко связаны между собой. Можно себе представить случаи, 
когда эта связь как  бы упругая. Тогда поле раздвигает массы 
mi и т 2, увеличивая момент диполя. Если в отсутствие поля 
L 12= 0  и  р =  0, т о  п о д  влиянием поля f получается сдвиг L12 и 
момент р по направлению поля тем большие, чем больше /.

Рассматривая элемент двойного слоя как диполь, можно к 
каждому элементу двойного слоя применить формулы (2.111) и 
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(2.112) с подстановкой dM = T ii2dS вместо р. Таким образом, в со­
ответствии с (2.112) имеем

dMBp =  v [ d M f ] = v i Il,[dSf], MB0 =  v J i i 11[dSf], (2.113)
s

где МВр и dM Bp — вращающие моменты, действующие н а  двойной 
слой и его элемент.

III. Переход к полям Г, Е, Н. От формул, полученных в этой 
главе для поля f, нетрудно перейти, согласно (2.9) и (2. 13), к по­
лю определенной природы: Г, Е, Н. Так, например,1

E = - 4 ^ f V H = ^ f .  (2.114)

Вводя обозначения UE и UH для потенциалов полей Е и Н, 
имеем в соответствии с (2.35) и (2.114)

E =  - v i ' 1. < ' , =  s ; V H  =  - ^ l r  <2 ' |15>

Аналогично получаем для гравитационного поля и его потен­
циала U г

r  =  - Y f = v t f r . Ur =^4U.  ' (2.115')

Индексы при U впоследствии будем по возможности опускать, 
Уравнения (2.34), (2.85), (2.89) i и (2.46) с подстановкой (2.114) 
и (2.115)2,4 имеют следующий вид:

I. r o t E —-О, II. d iv E  =  —  8ЭЛ> RotE =  0,
е° (2.116)

Div Е оэл, v ’t / £ =  _ J - § 3j].

I. rot Н =  0, II. div Н =  6мгн, Rot Н =  0, (2.116')
Div Н =  Стмгн, V2^ H =  —бмгн.

Смысл величин 6МГн, о Мгн в (2.116') будет уточнен в § 2 главы 
третьей.

Согласно (2.114), (2.11), (2.8), (2.9), поле точечной массы 
lq\ J m q

Е  (а ) =  4 jie0Z.»9a Ц а  V Н (a) =  4nZ .8,a  L<ja (2.117)

действует на другую точечную массу еа\ / т : а с силой 
(Ееп\ / и « Н т о)5

р  е 4е * ,  \  /  с, __  ^ о т чт а  ,  / 0  11 Я \
4ne0Z.3(Ja V F<?a 4nL3qa 4 “’ ( ' '

1 Объединяя аналогичные формулы (выражения), относящиеся к полям раз­
личной природы (Е и Н), будем их разделять знаком V (или). Аналогично бу­
дем разделять приводимые в тексте парами обозначения, относящиеся к полям
Е и Н, например, eoVHo-
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Подставляя в (2.112), (2.113)2 согласно (2.13) vf =  jxoH, по­
лучаем  выражения для вращающих моментов Мвр, действующих 
на диполь и однородный магнитный листок в однородном магнит­
ном поле:

где М — дипольный момент двойного слоя, определяемый соглас­
но (2.61').

Общее для любого векторного поля М обозначение &  напря­
ж ен и я  /  (Mdl) применялось в этой главе для напряжения в поле 
f. Отмечая индексами f, Е, Н обозначения <1Г, т] для полей векто­
ров f ,  Е, Н, имеем в соответствии с (2.114), (2.84')

М вр= цо[Р  Н ], МВр=(д.о[М Н], (2.119)’

(2.120')

(2 . 120)



Глава третья

Статическое поле в присутствии среды

Расположенные определенным образом в пространстве тела, 
в которых или в присутствии которых изучаем поле (совокуп­
ность этих тел), образуют с р е д у ,  влияющую в общем случае  на 
поле. В этой главе пойдет речь об электрическом и магнитном 
полях, о влиянии, которое оказывают на них некоторые тела: 
диэлектрики, проводники, магнетики (см. ниже). Гравитацион­
ное поле, не подверженное влиянию среды, в этой гл аве  (за 
исключением разд. I, § 7) и в следующих главах не рассм атри­
вается: vf =  EN/^oH. Среда характеризуется некоторым парамет­
ром Л  =  е, ц,, у  или А ' = % ,  х, р, смысл которого выяснится в 
дальнейшем изложении. В разных точках среды параметр Л мо­
ж ет  иметь различные значения. Вне тел, т. е. в вакууме, пара­
метр Л имеет всюду одно определенное (для данного ви д а  тел и 
поля) значение: 8 = 1 ,  (х =  1, у = 0 ,  %=0, х = 0 ,  р =  оо.

Среда в области V является о д н о р о д н о й ,  если во всех точ­
ках этой области функция Л (а) имеет одно и то же значение, т. е. 
если в ней всюду V A = 0 .  Поверхность разрыва поля А (а)  назы­
вается п о в е р х н о с т ь ю  р а з д е л а 1; она разграничивает обла­
сти пространства, в которых Л имеет (вблизи нее) разны е значе­
ния. В частности, поверхностями раздела являются поверхности 
тел, отделяющие их от окружающего пространства. К у с о ч н о ­
о д н о р о д н о й  называют среду, если она состоит из порознь од­
нородных частей, разграниченных поверхностями раздела . Если 
среда однородна всюду (во всем пространстве), то ее называют 
неограниченной однородной средой. Вакуум можно рассматривать 
как  частный случай однородной среды2.

Если величина Л не меняется в каком-либо направлении, то 
будем говорить, что среда однородна в этом направлении.

Среду будем, как правило, считать и з о т р о п н о й ,  т .  е. будем 
полагать, что в любой ее точке она определяется скаляром  Л 
независимо от направления (см. § 1 главы четвертой).
§ 1. В Л И Я Н И Е  С Р Е Д Ы

Опыт показывает, что многие тела, сами по себе н е  образую- 
щие поля f, будучи помещены в это поле, влияют на него, меняя

1 Поверхность раздела — граница между двумя областями пространства (сре­
дами, заполняющими эти области), т. е. поверхность, разделяющая эти области. 
Ее аналогом на поверхности является линия раздела — граница м еж ду двумя ее 
участками, линия, разделяющая их. Термин «поверхность раздела», весьма чет­
кий и давно принятый в физике и геофизике, в литературе по разведочной гео­
физике, к сожалению, подвергается искажению и превращается в неудачный тер­
мин «граница раздела» (граница границы!).

2 Неоднородную в области V среду называют г р а д и е н т н о й ,  если в этой 
области вектор у Л  всюду имеет смысл.



его направление и абсолютную величину. Тела, которые так ве­
дут себя в магнитном поле, называют м а г н е т и к а м и ,  а в элект­
рическом поле — п р о в о д н и к а м и  и д и э л е к т р и к а м и .  
Влияние проводников и диэлектриков на электрическое поле при 
детальном изучении оказывается весьма различным. Различного 
типа магнетики (парамагнетики, диамагнетики, ферромагнетики) 
такж е  различно ведут себя в магнитном поле. Будем иметь в ви­
ду п а р а м а г н е т и к и  и и д е а л и з и р о в а н н ы е  ф е р р о м а г ­
н е т и к и  (см. замечание 3, § 2).

В молекулах, из которых построены все вещества, имеются 
электрические микрозаряды обоих знаков и, если, несмотря на 
это, тело не создает вокруг себя электрического поля, то объяс­
няется это тем, что в каждом элементе dV  его объема алгебраи­
ческая сумма масс (зарядов) и векторная сумма дипольных мо­
ментов равны нулю, т. е. заряд и дипольный момент каждого эле­
мента объема равны нулю. При внесении диэлектрика в 
электрическое поле каждый элемент его объема d V  (совокуп­
ность зарядов, находящихся в этом элементе) приобретает неко- 
торы й дипольный момент dM. Механизм этого явления, называе­
мого п о л я р и з а ц и е й  д и э л е к т р и к а  в электрическом поле, 
м ожет быть различен. В некоторых диэлектриках молекулы при­
обретают дипольные моменты под действием поля. В других ди­
электриках они и без воздействия поля имеют дипольные момен­
ты, которые внутри каждого элемента объема распределены в 
равномерном беспорядке и поэтому их суммарный дипольный мо­
мент равен нулю. Но в таких диэлектриках, благодаря ориенти­
рующему действию поля (см. разд. II, § 9 главы второй), направ­
ления моментов диполей в среднем становятся параллельными 
полю, причем среднее значение этих моментов в элементе d V  ока­
зывается тем большим, чем больше напряженность поля в этом 
элементе. В том и другом случае в каждом элементе объема d V  
поляризованного тела имеются «молекулярные» диполи с мо­
ментами рмо, суммой которых является момент dM этого эле­
мента.

Совсем иной является природа п о л я р и з а ц и и  ( н а м а г н и ­
ч е н и я )  м а г н е т и к о в  в магнитном поле. Но формально она 
может? быть (и в свое время была) истолкована аналогично яв­
лению поляризации диэлектриков в электрическом поле. Согла­
сившись условно применять фиктивное понятие магнитной массы, 
аналогичной электрическому заряду, будем, продолжая эту анало­
гию, придерживаться толкования магнитной поляризации как 
упорядочения совокупности магнитных диполей, якобы находя­
щихся в магнетике (см. главу пятую ).

В первых четырех параграфах этой главы будет идти речь об 
электрическом поле Е, создаваемом электрическими массами т эл, 
т. е. зарядам и  е в присутствии диэлектриков, и о магнитном поле
Н, создаваемом магнитными массами т МТн (магнитными полюса­
ми, магнитами) в присутствии магнетиков. С § 5 будут введены 
в рассмотрение такж е проводники.



Влияние п о л я р и з у ю щ е г о с я  т е л а  (способного поляризо­
ваться, т. е. диэлектрика, магнетика) на поле f объясняется тем, 
что элементы тела, поляризуясь в этом поле, приобретают диполь- 
ные моменты и как диполи создают в т о р и ч н о е  п о л е  fBTp. Оно 
прибавляется к п е р в и ч н о м у  («внешнему») п о л ю  fnpB, в ко­
торое тело было внесено, в результате чего получается фактиче­
ски наблюдаемое с у м м а р н о е  п о л е

f =  fnpB_|_fBTP)

отличающееся от первичного поля1.
I. Поляризация. Элемент объема dV  поляризованного (намаг­

ниченного) тела имеет дипольный момент

__р р __ f Р эл — электрическая поляризация, ^  ^
J  — магнитная поляризация.

Вектор Р, называемый п о л я р и з а ц и е й  (в смысле поляри­
зованное™, а не действия), представляет собой дипольный мо­
мент элемента объема, отнесенный к единице объема, или  (менее 
точно) дипольный момент единицы объема. Его можно такж е  н а­
звать объемной плотностью дипольных моментов. Магнитную по­
ляризацию (поляризованность) называют н а м а г н и ч е н н о с т ь ю .  
Индекс «эл» при Р будем опускать там, где он не необходим для 
отличия Р Эл от J.

В соответствии со сказанным выше поляризация среды Р в 
точке а должна находиться в прямой зависимости о т  поля f в 
этой точке. Считая эту зависимость линейной, положим

Р ( а ) = р в р ( а ) + Р ° ( а ) ,  Р*р(а) = a ( a ) f (а), (3.3)

где а ( а )  — множитель, характеризующий среду в точке а \  Р°(а)  — 
постоянная (самопроизвольная, остаточная) поляризация, не ме­
няю щ аяся с изменением поля f(a )  и сохраняющаяся при  f ( a ) = 0 ;  
Р вр( а ) — «временная» поляризация, исчезающая с исчезновением 
поля f (а ) .

Постоянную поляризацию Р° можно задавать произвольно, а 
временную Р вр произвольно задавать нельзя, так  как он а  зависит 
от поля f.

Дипольный момент dM имеет размерность массы, умноженной 
на расстояние, поэтому согласно (3.2) величина Р имеет такую 
ж е  размерность, как f (масса, деленная на квадрат расстояния), 
следовательно, множитель a  — безразмерный, но для полей Е и

1 Термин «первичное поле» имеет условный смысл. Например, при изучении 
влияния нарушения однородности среды на поле первичным называют то поле, 
которое было бы при отсутствии этого нарушения. Соответственно, условный 
смысл имеет термин «вторичное поле».



Н он имеет разные значения: а Е 
и а н . Векторы Р, Рвр, Р° в общем 
случае являются функциями точки и 
определяют поляризованность среды 
в окрестности этой точки. П оляриза­
ция в области V называется о д н о ­
р о д н о й ,  а среда в этой области — 
о д н о р о д н о  п о л я р и з о в а н н о й ,  
если во всех точках этой области век­
тор Р  имеет одно и то же значение.

II. Потенциал поля, создаваемого 
поляризованной средой. Согласно 
(2.58), (3.2), (1.127)2 потенциал d U n 
поля dfn, создаваемого элементом объ­
ема d V  поляризованного тела, опреде­
ляется формулой

dUn (а) =
(dM L,ja) __ (Р (?) L?a)

L*qa Lа dV =
qa

Puc. 29. Элемент поляризован­
ной среды и поверхность раз­
рыва ее поляризации, создаю­
щие поле в точке а

где L qa — расстояние от точки q, которой определяется положе­
ние элемента dV,  n,о точки а (рис. 29). Следовательно, поляризо­
ванное тело, занимающее область У, создает поле с потенциалом 
в точке а

(dM ц а)
—-- I 1 IV... -...  LL V 1 I Г \/ у

qaJ
V V V

и с напряженностью f"(a) = —g rad  Un (a) .
Н а  расстоянии L oa от поляризованного тела (от некоторой его 

точки о), достаточно большом по Сравнению со всеми линейными 
размерами тела, имеем согласно (3.4') в соответствии с (2.58)

(3.4)

(3.4')

Ua (a) : /з H P d V \ z = (M L0q)
Z.»*-> r,

(3.4")

где M  — дипольный момент поляризованного тела, определяе­
мый формулами

М =  |Р £ /К ,  M = P V ,  (3.2')
v

из которых вторая формула соответствует случаю однородной 
поляризации.

Д л я  однородности поляризации тела достаточно однородности 
тела ( V a = 0 )  и полей f и Р° в нем. Легко определить поле f =
— P/ а  (при Р° =  0 ) , под действием которого происходит некото­
рая поляризация тела. Нетрудно (в принципе) такж е  определить 
первичное поле

fnPB =  f _  ртр _  |и _  Л  _|_ grad Ua, (3 .4 '")



необходимое для получения желательной и, в частности, однород­
ной поляризации заданного тела. Для этого надо только подста­
вить в формулы (3.4') и (3 .4" ')  заданную функцию а, и ж ела­
тельное поле Р и выполнить операции, указанные в этих форму­
лах. Но определить поляризацию тела, внесенного в заданное 
поле fnpB (даж е если оно однородно), в общем случае трудно. 
В формуле (3.3)2, выражающей столь простую зависимость поля 
Р от поля f, имеется в виду не первичное поле, в которое внесено 
поляризуемое тело, а поле f = f nPB4-fBTp. Это суммарное поле ф ак­
тически действует внутри и вне области V, занятой телом, и оно 
поляризует его, т. е. P =  afnpB-|-afBTp+ P 0. Поэтому если даж е по­
ля f"iJB и Р° однородны и Va =  0, то в общем случае произвольной 
формы тела поле fBTp и, следовательно, поле Р оказываются неод­
нородными. Случай, когда тело однородно и имеет эллипсоидаль­
ную форму, является особым. Такое тело в однородном поле fnpB 
поляризуется однородно. Это, очевидно, верно, в частности, для 
шара, а такж е для предельных случаев эллиптического (круго­
вого) цилиндра и плоскопараллельного слоя.

III. Связанные массы. Выражение (3.4') для потенциала по­
ля fn, создаваемого поляризованной средой, можно согласно 
(1.135) представить в виде

Допустим, что в области V, ограниченной поверхностью S [У], 
имеются поверхности S, являющиеся особыми в поле вектора Р, 
например, поверхности разрыва какой-либо из величин a, f или 
Р°, от которых зависит поляризация Р. Выделим поверхности S  
из области V ; охватив их поверхностями безопасности So, полу­
чим вместо области V область V* (в которой обеспечена приме­
нимость теоремы Остроградского), ограниченную поверхностью 
S [V * ] ,  состоящей из поверхностей S[V ] и 5 0. Стя­
гивая каждую поверхность S 0 к охватываемой ею по­
верхности S, мы превращаем ее в совокупность сторон Si и S 2 
поверхности 5. При этом область V*^*-V и, следовательно, об­
ласть объемного интегрирования в (3.5') остается без изменения; 
что ж е  касается поверхностного интегрирования, то оно должно 
быть распространено не только на поверхность 5 [У], но такж е

1 Интегрирование и дифференцирование в первом члене правой части (3.5) 
производятся по одному и тому же аргументу (по точке q), что необходимо для 
применения теоремы Остроградского.

(3.5)

или, применяя теорему Остроградского1, в виде

(3.5')
S IV] V



на 5 ,  и S 2. Обозначая индексами 1 и 2 величины, относящиеся 
к областям V\ и У2, разделяемым поверхностью S, получаем из 
(3.5')

^ ( a ) = j z ^ d V + j ' ( P ^ + j’ ( P ^ d S ) + ^  (Р £ > .  (3.5” )

V Si S 2 S[V ]

Распространим область V на все пространство и примем во 
внимание, что согласно (3.3) величины Р  и f  имеют одинаковый по-- 
рядок. Поэтому, считая поле f регулярным на бесконечности 
(см. разд. IV, § 2 главы второй), можем последний член правой 
части (3.5") отбросить. Что ж е касается второго и третьего чле­
нов правой части (3.5"), то, учитывая, что при поверхностном ин­
тегрировании надо направлять нормали наружу относительно об­
ласти V*, имеем

P ( P W d S )  | r (P (2 )dS )_  С (P (1)n1) -j- (P (2)n2) d S _

J Lqa J Lqa J L<ta
S

■ dS, (3 .5 '")

sa
pd) _  P<2)* П_____ и

Lqaо
где ni =  n и n2 = —n — нормали на поверхностях Si и S 2, a n — 
нормаль к поверхности 5, направленная от Si к S 2. Таким обра­
зом, пользуясь обозначением (1.49), получаем из (3.5")

г /» ( а ) =  f  (з.б)
J  L qa J  L 4a
V S

где S — совокупность всех поверхностей разрыва нормальной 
компоненты вектора Р. Распространяя область V на все простран­
ство, мы включаем в нее поляризованные тела, а такж е области, 
в которых нет поляризованной среды. Но объемное интегрирова­
ние по этим областям, в которых Р =  0, не влияет на результат 
интегрирования.

Поверхность поляризованного тела представляет собой част­
ный случай поверхности разрыва вектора Р. Обозначая индексом
1 область, занятую поляризованным телом, и полагая Р<‘> =  Р, 
имеем на его поверхности

— D i v P = P n( D - P n(2 )= P n, (3.7)

где нормаль п направлена от тела наружу.
Сопоставляя (3.6) с выражениями (2.44") для потенциалов 

полей, создаваемых различными массами, мы видим, что интегра­
лы в (3.6) можно рассматривать как потенциалы полей некото­
рых объемных и поверхностных масс с плотн остям и '— divP и 
—DivP, появляющихся в ..области У и на ее границе в результате 
поляризации среды, заполняющей 'ее. Будем эти массы называть 
с в я з а н н ы м и .  Вводя обозначения

— div Р= = бСвз, — D iv  Р = о г СВз, (З-8 )
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Ua{ a ) =  f^2 3 _ d V +  f!£S_dS. (3.6')
J  L 4a J  L 4a
V s

Величны бсвз и оСвз, определяемые формулами (3.8), будем 
называть плотностями связанных объемных и поверхностных масс. 
Согласно (1.88) из (3.8) j следует, что объемные связанные мас­
сы отрицательны там, где поток вектора Р через поперечное се­
чение векторной трубки поля Р увеличивается по направлению 
этого поля, и положительны там, где этот поток уменьшается по 
направлению поля Р. В соответствии с (3.8)2 плотность поверхност­
ных связанных масс положительна при P n^ < i P nw - На поверхно­
сти поляризованного тела согласно (3.7) и (3.8) 2 имеем связан­
ные поверхно'стные массы с плотностью

Оевз :==Рп, (3.8Г)
положительной в тех точках поверхности тела, в которых век­
тор Р направлен наружу, и отрицательной в точках этой поверх­
ности, в которых вектор Р направлен внутрь тела.

Если внутри поляризованного тела d i v P = 0  и DivP — О, что, 
в частности, имеем в случае однородной поляризации тела, то 
связанные массы имеются только на его поверхности и создавае­
мое ими поле определяется этой поверхностью (ее формой и 
размерами) и значениями Р п на ней.

Приведем примеры.
1. Пусть N d V  — число молекулярных диполей в элементе объе­

ма d V  поляризованной среды, а т+к0, рМо и LM0 — средние значе­
ния массы положительного полюса диполя, его дипольного момен­
та и расстояния между его полюсами. Тогда элемент объема dV  
этой среды имеет дипольный момент

d M = N p M0d V = N m + MOLMOd V = L MOd m + = 8 +LMOdV,  (3.8")
где dm + =N m + M odV  — масса положительных полюсов диполей, 
находящихся в элементе объема; 6+ — объемная плотность этой 
массы, т. е. произведение массы положительного полюса на чис­
ло диполей в единице объема.

Сравнивая (3.8") с (3.2), мы видим, что поляризация
P =  6+LMO, (3.9)
Обозначая через т+ сумму масс d m + в области V и подстав­

ляя (3.9) в формулы (3.2 '), получаем для дипольного момента 
поляризованного тела соответствующие им выражения

М =  Г l mo8 +d V , М =  LMO f 8+dV =  m+L„.  (3.8'” )
v  V

из которых второе выражение соответствует случаю однородной 
поляризации.

В этом случае представим, что в области V, которую тело за ­
нимало до поляризации, мы имели две объемные массы (/п+>-О 
и т ~ = — т + ) , равномерно распределенные в ней с плотностями
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б+ и 6~. В соответствии с замечанием 2, § 5 главы второй допу­

стим, что масса т+  сдвигается на малое расстояние -^-Ьмо по

направлению вектора Р, а масса т — на такое же расстояние в 
противоположном направлении, в результате чего нарушается 
полное совмещение масс разного знака и их полная взаимная ней­
трализация. Сдвинутые мас!сы т+ и т г  занимают области V+ и 
V~, не полностью совпадающие, и, таким образом, у поверхности 
поляризованного тела образуется слой переменной толщины

/t =  LMO|cos(P , n ) | = ^ P  I c o s (Р, п) | | Л . | , (ЗЛ °)

в пределах которого имеется масса с объемной плотностью б =  
=  6+ sgn  Р п- Этот слой ввиду малости его толщины h можно, со­
гласно  (2.6), заменить поверхностной массой с плотностью а =  
=  / г б =  |P n | s g n P „  =  P n в соответствии с (3.8').

2 .  Пусть тела I  и II порознь одно­
родно  поляризованы по направлению 
оси z, а и Р<2) — их поляризации 
(рис. 30). На обращенных друг к дру­
гу и  нормальных к оси г  гранях Si 
и S 2 этих тел имеем поверхностные 
м ассы  с плотностями oi =  P z (1) и 
<Т2= —P z (2>. Приведем тела I и II  
в соприкосновение по этим граням и 
получим тело, состоящее из двух ча­
стей (/  и II) ,  разделенных плоскостью 
5 , н:а которой компонента Р г терпит 
р а зр ы в  Р г<2)—Р г(‘). На этой плоскости 
им еем  поверхностную массу с плот­
ностью (Тсв з =  ==: Рг( 1)—P z (2), ЧТО 
соответствует формуле (3.8)2, так  как 
в данном  случае нормаль п к поверх- Рис ш  Связанные массы на 
ности  о  направлена по оси z  и, следо- поверхности S разрыва векто- 
вательно, P z —  P n. pa Р, нормального к этой по-

s .  Теперь представим себе тело, верхности 
состоящее из нормальных к оси Z Д ля наглядности скаляр 
плоскопараллельных слоев одинако- —^ Р р"°к^р"2)стрел ~ как 
вой толщины, порознь однородно по- вектор п п 
ляризованных по направлению оси г  с одинаковыми р а з ­
р ы вам и  компоненты Р г на границах слоев. Выделим из тела 
прям ой  цилиндр с высотой h и с основаниями S'  и S",  п а р а л ­
лельны м и этим границам, и допустим, что между ними прохо­
дит  k границ. Если Р 'г и Р " г — значения компоненты Р г у осно­
ваний  цилиндра S'  и S"  (т. е. в слоях, прилегающих к этим 
■основаниям), то на каждой границе имеем разрыв компоненты

Р г, равный ~ { Р " г — Р'г) и, следовательно, поверхностную мас-



ния цилиндра, то в нем содержится масса m — k a S =  
=  — {P"z—P'z)S.  Уменьшая толщину слоев и соответственно 

увеличивая их число, получаем в пределе вместо ступенчатого из­
менения величины P z ее плавное линейное изменение по  направ­
лению z  и можем считать приращение P"z—P'z= h d P z/dz  и, 
следовательно, массу т = —h S d P z/ d z = — VdPzjdz .  Таким  обра­
зом, при k-+oo мы вместо поверхностных масс имеем объемную 
массу с плотностью m / V = —d P z/ d z ,  что соответствует формуле 
,(3.8) ь так как в данном случае Р Х= Р У= 0 и, следовательно, 
d P zj = d i v  Р. Следует отметить, что если векторные линии 1Р по­
ля Р — параллельные прямые, то согласно (1.91)! формула (3.8) i 
принимает вид

6свз =  —дР/д1р. (3.10')
Приведенные примеры подтверждают, что в поляризуемой сре­

де появляются связанные массы; объемные там, где поляризация 
меняется непрерывно, и поверхностные там, где она меняется 
скачкообразно. В рассмотренных случаях связанные массы поло­
жительны, если абсолютная величина вектора Р уменьшается по 
его направлению, и отрицательны, е:сли она увеличивается по на­
правлению вектора Р. Это соответствует более общему правилу 
знаков, приведенному выше.

Сумма масс, появляющихся внутри поляризованного тела и 
на его поверхности, равна нулю, так как при поляризации проис­
ходит только образование молекулярных диполей (или и х  поворо­
ты), но не разделение разноименных масс. Попытки разделить 
поляризованное тело так, чтобы часть его содерж ала избыток 
массы (получившейся в результате поляризации) одного знака, 
оказываются всегда безуспешными. Отсюда название «связан­
ные» массы.

IV. Зависимые и независимые массы. Согласно (3.3)!
divP =  d ivPBp+ d iv P ° ,  (3.11)
DivP =  Div Р вр+ D ivP0.
Поэтому в -соответствии с (3.8) имеем связанные массы т свз 

двух видов: п о с т о я н н ы е  т° и в р е м е н н ы е  /пвр:
Я 1 свз==  б с в з  == 6®-|-ввр, (Тсвз11̂ < ? в р >  (3.12)

где
б ° =  — divP», бвР= — divP8?, а0— —DivP0, а ВР= — DivP*P. (3.12')
Массы т°  определяются независимо от поля f произвольно 

задаваемым полем Р°, и их можно также считать произвольно 
задаваемыми, н е з а в л  с и м ы м и. Массы т вр зависят от Р°р  и, 
следовательно, от f; это з а в и с и м ы е  массы, которые не могут 
быть заданы  произвольно.

В отличие от связанных масс будем называть массы, не обус­
ловленные явлением поляризации и отделимые от масс противо­
положного знака, с в о б о д н ы м и  и обозначим их т свб, а  их плот­
ности бсвб И (Тсвб-
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Свободными массами могут быть только электрические заряды 
(массы т эл= е ) ;  свободных магнитных масс нет. Магнитостати­
ческое поле создают только связанные массы. Свободные маг­
нитные массы мы должны считать несуществующими д аж е  в 
том фиктивном смысле, который имеет понятие магнитной массы 
вообще. Это вполне понятно, принимая во внимание, что факти­
ческими возбудителями магнитостатического поля являются 
молекулярные замкнутые токи, эквивалентные парам разноимен­
ных магнитных масс (см. главу пятую). Независимыми источни­
кам и  магнитного поля служат постоянные (связанные) магнитные 
массы т°,  носителями которых согласно (3.12') i,3 являются по- 
с т о я н н ы е  м а г н и т ы .  Поле таких магнитов мы имели в виду 
во второй главе, говоря о магнитном поле в вакууме. При этом 
мы отвлекались от влияния тел магнитов как магнетиков, от их 
намагничения в магнитном поле (своем и других магнитов).

§ 2. ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ СМЕЩЕНИЕ И МАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ

В  общем случае имеем поле, создаваемое свободными и свя­
занными массами, для которого справедливы все формулы, полу­
ченные для поля f и его потенциала U  в вакууме, с той лишь 
оговоркой, что в них массы т  и их плотности следует заменить 
полными массами и их плотностями, т. е. вместо величин, т,  б, о  
следует подставить

/Пплн==т свб-)_^СВЗ, бпЛН^бсвбН-бсВЗ, СГплН==СГсВб_1_<̂ Свз- (3.13)
33 частности, для поля vf =  F ( а ) / т а, создаваемого объемными 

и поверхностными массами, мы получаем, согласно (2.32), (2 .89)ь 
уравнения

d iv  (vf) =4nv6m,H, Div(vf) =4ягстплн (3.13')

или: согласно (2.114), (2.9)

d i v Е = б п л н /во ,  D i v E = (Тплн/во\/ 
d ivH  =6п лн , D iv H  — (Тплн*
Аналогично получаем из (2.30) 

ф  (E d S )  =  _ L w v  j) ( H d S ) = / r a K
SIV'I SIV'l

I. Исключение зависимых масс. В общем случае практически
нельзя  воспользоваться выражениями для поля f и потенциала V  
с подстановкой полных масс, так как для этого надо было бы 
зн а т ь  все связанные массы, включая временные связанные массы, 
зависимые от искомого поля и поэтому нам неизвестные. П остара­

е м с я  выйти из этого затруднения. Подставляя (3.8) i и (3.13) г в 
(3.13') ь получаем div (vf) =4nv8cB6+4nv6cB3=4nv6cB6—4nvdiv Р, 

откуда

(3.14)

(3 .13")

(3.14')
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или согласно обозначениям (3.2)

■div e o E + P ) = 6 CB6Vdiv [n6(H +  J ) ] = 0 .  (3.14")

Аналогичные выражения имеем для поверхностной диверген­
ции. Вводя обозначения

D = e o E  +  P \ /B  =  (io(H +  J ) ,  (3.15)
получаем

div D =  6Cb6, Div D=CTCB6Vdiv В = 0 ,  D ivB  =  0. (3.16)

Итак, для избавления от зависимых источников в уравнениях 
поля мы от поля Е \ /Н  и уравнений (3.14) перешли к полю D \ /B  и 
его уравнениям (3.16).

Векторы В и D называют соответственно м а г н и т н о й  и н ­
д у к ц и е й  и э л е к т р и ч е с к и м  с м е щ е н и е м ,  или э л е к т р и ­
ч е с к о й  и н д у к ц и е й .

Согласно равенствам (3.16) 3,4 поле В вовсе лишено источни­
ков. Но, подставляя в (3.15) 2 в соответствии с (3.2) и (3.3) i J =  
= J Bp± J ° ,  получаем

В =  (А0(H +  J bp ) -f (3.17)

и, следовательно, согласно (3.12')i,3 и (3.16) 3,4

div ( H + J bp) = 6°, Div (Н + J bp) =<т°. (3.17')

В отсутствие временной намагниченности, когда магнитное по­
ле создают одни телько постоянные магниты (без учета влияния 
их тел как магнетиков), имеем

В =  рю(Н +  Л°), div Н =  б°, Div Н =  о° (JBp =  0) (3.17")

в соответствии со сказанным в конце предыдущего параграф а. Со­
гласно (3.17") 2,з в уравнениях (2.116') б и а  следует понимать в 
смысле б° и ст°, а в (2.13) можно подставить jioH =  B— |a 0J° ( с м . 
разд. III, § 2 главы второй).

II. Восприимчивость и проницаемость среды. Векторы D и В, 
согласно изложенному выше, зависят от среды. Выразим эту за ­
висимость, причем условимся считать Р°Эл =  0, Рэл =  Рврэ Л, т. е. 
исключим впредь из рассмотрения тела с постоянной электриче­
ской поляризацией.

Согласно (2.114) имеем из (3.3), (3.15)

P =  4 jteoa£E\/J  =  4nawH +  J 0, (3.18)

D =  eo( 1 +  4яал) Е \ /В  =  Цо [ (1 + 4 я а # )  Н +  J 0] , (3.19)

i, полагая
4я о е= х V 4  п ая  =  х, (3.15')
P =  eoXE V J  =  xH +  J°, (3.18')
D = e o ( l + x )  E V B  =  M ( 1 + k) H + J ° ] , (3.19')



или же

Р =  8 b ( e - l ) E V i  =  ( | i - l ) H + J ° ,  (3 .18")

D =  eoeEVB =  [io[fiH +  J 0], (3.19")

где е =  1+ x V f x== 1+ х- (3.20)
Соотношения (3.19") называют уравнениями с вязи 1.

Мно^кители %\/и и eX/V— параметры среды, характеризующие 
ее как диэлектрик или магнетик. Параметр x V ^ — в о с п р и и м ­
ч и в о с т ь  с р е д ы :  диэлектрическая, магнитная. Этим параметром, 
определ яют способность среды воспринимать поляризующее дейст- 
вие полгя Е \ /Н .  Параметр еХ/м- — о т н о с и т е л ь н а я  п р о н и ц а ­
е м  о с т  ь с р е д ы :  диэлектрическая, магнитная. Слово «относи­
тельная » обычно будем для краткости опускать. Произведение.

Е о В =  8а V  ИоЦ.=  М'а ■ (3 .15")

назы ваю т а б с о л ю т н о й  п р о н и ц а е м о с т ь ю  с р е д ы :  диэлек­
трической, магнитной. Парамер e W  определяет способность сре­
ды преобразовать поле Е \/Н  в п о л е -DVB.

В вакуум е
Х =  0, е =  1, D =  eoE, х =  0, (3.20' )

ц  =  1 , Н = ;  — В  — J 9.
0̂

(3.21)'

П одставляя (3.19") в (3.16), получаем 

div(eiE) = б Свб/ео, Div(eE) = a CBfi/eoV

div (p. H )= 6 ° ,  Div(|xH)=CT°.

П ринимая во внимание соотношения

div (эЕ) =  s div E (E grad ®), Div (eE) =  ~

=  1 ± ^ ( £ (2) - f  £ (2)) =  scpD i v E  +
2  n n 7 * 2  « n '  cp 1

+  (S2 —  (3.22),

и обозначение (1 .53") , получаем из (3.21) 1

d i v E —f  ( 5 gr*d £)— \ / d i v  H - f  (Hgrad^ ^  — , (3.21').

1 Согласно (3.8) и (3.18") в общем случае дивергенция и ротор вектора
PVJ не равны  нулю, т. е. поле PVJ не является ни ламелларным, ни солено-
идальным. Согласно ( 2 . 1 1 6 ) (2.116')ь имеем из (3.18"):

rot P=~eo[EVelVrot J = rot J°—[HVn]- (3 .18 '")



где
(E°PGradе) = '(е г —e i) £ op«V(H '^G radц) — (|лг—n i ) / / op«. (3.22')

III. Замечания. I. Векторы D и В были введены выше как 
величины, удобные для освобождения второго уравнения от свя­
занных масс, полностью или частично нам неизвестных до расчета 
поля. В этой вспомогательной роли вектор В оказался: магнитным 
аналогом вектора D. С другой стороны, вектор В аналогичен век­
тору Е в том смысле, что он, а не Н является силовым вектаром, 
действующим на токи1 (см. § 1 главы пятой).

2. В соответствии с принятым условием здесь и д а л е е  речь идет 
об изотропной среде; предполагается, что в простран стве присут­
ствуют только такие диэлектрики или магнетики, в которых про­
ницаемость не зависит от направления — изотропные диэлектрики, 
изотропные магнетики. Однако некоторые из полученных формул 
справедливы такж е для анизотропной среды. Т аковы  например, 
формулы (3.15), (3.16). Д л я  характеристики анизотропной поляри­
зующейся среды и для преобразования в ней полей Е  и Н в поля 
D и В (при J° =  0) вместо скалярных множителей е и ц служат 
тензоры проницаемости е и ц. В § 1 главы четвертой будет ска­
зано несколько подробнее об аналогичном тензоре удельной элек­
тропроводности.

3. В общем случае в ферромагнетике, даж е изотропном, соот­
ношение между .Н и В может быть сложнее, чем по (3.19") 2. Но 
все полученные выше формулы, касающиеся соотношения между 
намагниченностью и полями Н и В, соответствуют принятому в 
§ 1 условию, что в рассмотрение включаются тол ько  идеализиро­
ванные ферромагнетики, в которых зависимость намагниченности 
от намагничивающего поля линейная.

4. Исключив из рассмотрения постоянную электрическую поля­
ризацию, мы объединяем термином «независимые» (первичные) 
массы только свободные заряды еСВб и постоянные магнитные 
массы т°.  Остальные массы еСвз и т вР — зависимые; (вторичные) 
В присутствии проводников появляются свободны е заряды, не 
зависимость которых является неполной (см. § 5).

5. Если бы при выводе выражений (3.6), (3.6') д л я  U" мы до 
пустили существование в области V не только осо бых поверхно 
стей поля вектора Р, но также особых линий и точе *; этого поля, тс 
пришли бы к необходимости дополнить эти вы раж ения членами 
соответствующими связанным ючечным массам m q Свз =  ^ ? в р + ^  
и линейным массам с плотностью ХСвз =  ^ в р + Я ° ,  отличаемым О' 
свободных точечных масс m q свб и свободных линейных масс ( 
плотностью А,Свб . Но особые точки и линии поля a f  совпадают <

1 При Je =  0 имеем в вакууме ц0Н =  В. Формулы (2.118)а, (2.119) t и (2.119) 
в этом случае принимают вид

F qa =  таВ (а) , Мвр -  [рВ], Мвр =  [MB] =  ■») [Se B]. (3 .2 2 "



особыми точками и линиями поля f, поэтому зависимые точечные- 
и линейные массы обычно совмещаются с такими же независимы­
ми массами, между тем как зависимые объемные и поверхностные 
массы часто имеются и там, где таких независимых масс нет (см., 
разд. III , § 3). В магнитном поле особыми точками и линиями яв­
ляются точечные и линейные полюса постоянных магнитов (концы, 
тонких стержней и края тонких листов, намагниченных продольно). 
Точечные полюса с массами tnq°, линейные полюса с плотностью 
1° и полюсные поверхности с плотностью а° подразумевались в 
предыдущей главе, когда шла речь о магнитных величинах m q>. 
К и о.

6. Поверхностью разрыва потенциала в магнитном поле явля­
ется двойной магнитный слой. Его можно представить как резуль­
тат мысленного сжатия тонкого слоя магнетика, намагниченного 
по нормали к его поверхности, при условии, что с уменьшением 
толщины слоя h значение |-сг | =  | /п  | на каждой стороне слоя уве­
личивается, а произведение \ o \ h  остается неизменным. В случае 
постоянного намагничения, т. е. когда J =  J° и о =  о° =  / л0, имеем 
предельно короткий магнит, полюса которого представляют собой 
две почти совпадающие полюсные поверхности. Такой магнит на­
зы ваю т магнитным листком. К магнитному листку применимы 
формулы, полученные в § 5 главы второй для двойного слоя.

7. Однородный магнит, т. е. магнит, в котором поле J 0 однород­
но, м ож но представить как совокупность магнитных листков с 
одинаковой плотностью дипольных моментов т]. Д л я  этого надо 
мысленно разделить его плоскостями, нормальными к вектору J 0, 
на тонкие слои одинаковой толщины и заменить каждый из них 
магнитным листком. Однородный цилиндрический (имеющий фор­
му прямого цилиндра) магнит с высотой h и поперечным сечением 
5, намагниченный по направлению образующей, можно рассмат­
ривать как столб, составленный из kh одинаковых дисков с тол­
щиной Ah — 1/k,  намагниченных по нормалям к их поверхностям^ 
Магнитные моменты этого магнита и отдельно взятого диска оп­
ределяются формулами

М =  J°V — J°hS, A M = i ° S A h  =  i ° S / k  =  M/kh.  (3.23)
Н а основаниях цилиндра и на сторонах каждого диска имеем 

поверхностные массы с плотностью ст°= /°п. Каждый диск можно- 
заменить магнитным листком с плотностью дипольных моментов

7 ] =  ] О» i M  =  (3.23')

а весь магнит — совокупностью kh листков, соответствующих kh 
дискам, из которых он состоит.

8. Д л я  иллюстрации влияния поляризующегося тела на поле f 
можно воспользоваться случаем тела (в котором Р ° = 0 ) ,  внесен­
ного в однородное первичное поле fnPB и однородно поляризован­
ного по направлению этого поля. Такой случай имеем, когда те­
ло однородно и имеет форму эллипсоида, причем одна из глав­
ных осей эллипсоида параллельна полю f"PB. Согласно (3.8') на 
поверхности тела возникают массы с плотностью а СВз, положи- 
10* . 14Г



тельные (m+) на передней (считая по направлению поля fnpB) 
•стороне тела и отрицательные (tn~) на его тыльной стороне. Не­
сколько более общий случай, когда вне тела среда т а к ж е  поля­
ризующаяся, для электрического поля иллюстрирует рис. 41,6, 
помещенный в главе четвертой. В этом случае согласно (3.8)2 
оСБз =  Рл(1)—Р п(2), где нормаль п направлена внутрь области Ф. 
Очевидно, что поле f8Tp, создаваемое массами т + и т~  образует с 
первичным полем впереди и сзади тела острые углы, а внутри тела 
и по бокам его — тупые углы. В результате поляризации тела про­
исходит усиление поля впереди и сзади тела и ослабление поля 
внутри него и по его бокам.

Совокупность масс, возникающих на поверхности тел а ,  являет­
ся нейтральной: т+-\-т-  =  0. Поэтому на расстояниях от тела, 
достаточно больших по сравнению с его размерами, поле этих 
масс совпадает с полем диполя, момент которого определяется 
формулой (3.2') 2-

9. Как было отмечено выше, источниками поля D являются 
свободные заряды, а поля цН — постоянные магнитные массы. 

Л и н и и  поля В (а также D) называют линиями индукции. Линии 
поля D начинаются и кончаются на свободных заряд ах , а линии 
поля (J.H — на постоянных магнитных массах. Поле В не имеет 
источников, и линии магнитной индукции нигде не обрываются; 
они замкнутые (или продолжаются до бесконечности). Линии по­
л я  Е начинаются и кончаются на свободных и связанных зарядах, 
а линии поля Н — на постоянных и временных магнитных массах 
На рис. 41,6 показано, что линии индукции D \ /B  пронизывают 
тело повышенной проницаемости с большей густотой.

10. Поле, фактически создаваемое всеми массами, зависимыми 
ги независимыми, будем называть полем независимых масс в сре­
де, имея в виду, что этими массами при заданной проницаемое™ 
среды полностью определяется поле (см. § 6) и, следовательно 
все его источники, в том числе зависимые массы. В тако м  смысле 

-следует, например, понимать «поле, создаваемое свободным заря­
дом есвб в диэлектрике». Непосредственно этот з а р я д  создает е 
присутствии диэлектрика такое же поле, как в его отсутствии 
но заданием этого заряда и диэлектрика определяются также воз 
никающие связанные заряды и создаваемое ими вторичное поле
§ 3. ПОЛЕ В ПРИСУТСТВИИ ПОЛЯРИЗУЮ Щ ЕЙСЯ СРЕДЫ

Источники поля eEVH-H совпадают с независимой частьн 
источников поля Е \ /Н .  На первый взгляд может показаться, что 
зная эти произвольно задаваемые источники еСв б \ /т 0 мгн, можн( 
рассчитать поле еЕ\/м-Н по формулам, справедливым для ваку 
ума, и делением на е \ / \х  определить поле Е \ /Н .  Н а  самом ж  
деле поле независимых масс еСВб \ /т °кгн является только  частьн 
поля1 eEN/м-Н. Кроме этой (дивергентной, потенциальной) част:

1 Следует учесть, что

е Е =  Е +  - j -  Р  V  1*Н =  Н - f  J  [ср. (3 .1 8 ') , (3 .1 8 '” )]. е0



квазипотенциальное поле1 е Е \ /^ Н  содержит еще вихревую часть. 
Действительно, принимая во внимание (2.116) i и (2.116') i, имеем

ro t(eE )  =  — [ E V e ] V r° t ( p i H ) = — [ Н V (л]. (3.22"')

Следовательно, ротор вектора eEN/i^H обращается в нуль толь­
ко там, где проницаемость среды не меняется по направлениям, 
нормальным к полю. В поле еЕХ/цН имеются не только обры­
вающиеся, но такж е необрывающиеся векторные линии, а в поле 
В — только необрывающиеся векторные линии (индукции).

I. Система уравнений поля. Во второй главе расчет поля f 
сводится к нахождению решения системы уравнений (2.34), ко­
торая д л я  Е \ /Н  принимает вид (2.116) i>2 или (2.116') 1,2. При 
этом благодаря простоте первого уравнения (обращение в нуль 
ротора) система уравнений для вектора EN/H сводится к урав­
нению Пуассона для потенциала Ue\ / U h. Теперь мы имеем поля 
еЕ и ц Н , первые уравнения которых согласно (3 .22 '")  уже не 
столь просты, и поля Е и Н, вторые уравнения которых нам, со­
гласно изложенному в § 2, не удобны. Поэтому системы (2.116) 1,2, 
(2.116') 1,2 заменим системами

1. rot Е = 0 ,  I I .d iv D = 6 CB6; (3.24)

I. ro tH  =  0, II. d iv B = 0 .  (3.25)

В каж дой  из этих систем первое и второе уравнения определяют 
разные поля (Е и DN/H и В). Но эти поля взаимно связаны со­
отношением (3.19"), благодаря чему уравнения (3.24) п, 
(3.25) п можно представить в виде уравнений ( 3 .2 Г )ь 2 для 
Е и Н.

Уравнениям (3.24)г и (3.25)ь  очевидно, соответствуют инте­
гральные и поверхностные формы

^  (Е d l)  =  0, RotE =  0 V  § ( H d l )  =  0, RotH  =  0, (3.26)
i 1

а уравнениям (3.24)ц, (3.25)п—интегральные формы

§  (D  dS) — e v саб V  §  (В dS) =  0, §  n (H dS) =  /« v  (3.27)
SIV ] S[V] S | f ]

и поверхностные формы (3.16)2,4, (3.21").
Поток вектора D называют п о т о к о м  с м е щ е н и я  (электри­

ческой индукции), а поток вектора В—м а г н и т н ы м  п о т о к о м ,  
или потоком магнитной индукции. Согласно (3.27) поток магнит­
ной индукции через замкнутую поверхность равен нулю.

1 Поле «EVl^H удовлетворяет условию (1.85):

(eErot (еЕ))=—e(E[EVe])=0V 
(МНrot (цН))=—ц(Н[НУц])=0.



II. Поле у особой поверхности. Согласно (2.87), (2.89), (2.114' 
поверхностные формы уравнений поля можно представить в еле 
дующем виде:

р<2>_р(’) — ____ L JL  71£ \ /  /у (2)_  н ______J 1 (3  28
£ t £ t —  £0 dt М П ,  n t —  - ~ d i \ v

£>n<2>—D n^ = a c M \ / B n ^ — 5„<»=0, (3.29;

et£ (2,- « 1£ (,) = 2 » в -  V ц / / <2)- 111Я (1)= о ° .  (3.29'ft Tt 0̂ „ n n

Равенства (3.28) — (3.29') определяют поведение компонент век 
торов напряженности поля и индукции у какой-либо поверхност! 
S, которая в общем случае является поверхностью р азд ел а  и но 
сителем простого и двойного слоев, особой поверхностью. В равен 
ствах (3.28) т]12—плотность дипольных моментов электрическоп 
или магнитного двойного слоя на поверхности S, определяема! 
формулой (2 .120 ') .

Таким образом, на поверхности S: 1) нормальная компонент; 
вектора магнитной индукции непрерывна; 2 ) нормальная компо 
нента вектора D = s aE терпит разрыв, равный поверхностной плот 
ности свободных зарядов; 3) нормальная компонента вектора цЬ 
терпит разрыв, равный поверхностной плотности постоянных маг 
нитных масс; 4) компонента вектора eoEVH по тангенциальном; 
направлению t терпит разрыв, равный —dr|i2/<^ и исчезающий, ког 
да двойной слой однороден по направлению t.

. III. Уравнение потенциала. Подставляя решения (2.115) 1,3, пер 
вых уравнений систем (3.24) и (3.25) в соотношения (3.19"), полу 
чаем

D =  EaVt/д, В = — [iaV (3.30
Следовательно, из вторых уравнений тех же систем получае} 

для потенциалов UE и UH уравнения

( V ( e v ^ ) ) = - T - 8 M6. (v(fW^„)) =  - 8‘- (3-31ео
т. е.

( y t VU E ) _  5 свб

(3.31'
v*£/fi + "а
V 4J  -I- _  80

J* н- ’
Из (2.115)2,4, (2.82), (3.28), (3.29'), имеем равенства

u i2) — u w  —  —  Т)в f / (2) — Г/(1) — т"  ■ п я зи Е  и Е  е о  ^ 1 2 *  U H  U H  — ™ 1 2 ’ ( О. ОЛ

W f  d U &  j d r,f2 d U f f  dU}}> c ^ f2

S

dt dt e0 di  * dt dt dt

d U f  _ dU<J> , скб S U $  d V f r

(3.32'

* dn 1 dn eo ’ dn dn----- (3.32"



определяющие поведение потенциалов электрического и магнит­
ного полей у поверхности 5  в общем случае, о котором шла речь 
выше ( в  разд. II).

Аналогично можно представить интегральные формы уравнений 
поля. Равенства (3.27) 1>3 принимают вид

IV. Определение зависимых источников поля. Зависимость 
плотности зависимых источников поля от фактически действующе­
го поля  заставила нас исключить их из системы дифференциаль­
ных уравнений поля. Но после расчета поля, например, после по­
лучения решения системы (3.24) V  (3.25) или эквивалентного ей 
уравнения (3.31), можно, зная суммарное поле и проницаемость 
среды, определить зависимые источники поля. Как же выражаются 
зависимости плотности этих источников от поля и среды? Сравни­
вая (3.21') 1 с (3.14) 1, видим, что

—■ плотности связанных зарядов двух типов: еесвб и еев ■ Заряды 
первого типа ееСвб появляются в диэлектрике там, где имеются сво­
бодные заряды, а заряды второго типа ееЕ—там, где е меняется по 
направлению поля Е. Аналогично сравнением (3.21')2, (3.21") с 
(3.14)2,з,4 получаем

для временных объемных и поверхностных магнитных масс перво­
го и второго типов— тРц и т^м, появляющихся там, где имеются 
постоянные магнитные массы и где ц меняется по направлению 
поля Н. Зависимые объемные массы второго типа получаются 
в местах непрерывного изменения проницаемости. Зависимые по­
верхностные массы второго типа появляются там, где проницае­
мость среды терпит разрыв, т. е. на поверхностях раздела между 
средам и с различной проницаемостью.

SiV'l
(3.33)

S|V]

(3.33')

Т. е. бСаз=6всвб I

(3.34)

+ -ср
° « В ’ ° ,  свб —  I  бсвб’ 

СР
* свб е. с̂вб’

(3.34')

для связанных поверхностных зарядов и

fl (3.34'” )

(3.34” )



Согласно (3.34)2— (3.34"')2 плотности зависимых масс  первого 
типа пропорциональны плотности независимых масс, у которых они 
появляются, и имеют знаки, противоположные знакам этих масс. 
Каждый элемент независимой объемной или поверхностной массы 
образует поле, под действием которого к этому элементу обращ а­
ются полюса (диполей среды) обратного ему знака. Точечные и 
линейные зависимые массы обычно бывают только первого типа; 
они появляются соответственно у независимых точечных и .линей­
ных масс и имеют знаки, обратные знакам этих масс. 7/ точечного 
заряда е9свб, например, появляется связанный точечный заряд пер­
вого типа, равный ечсвб- Сумма этих двух заряд ов  равна

~^~е<)свб- Объемная зависимая масса второго типа  согласно

(3.34)3, (3.34")3 положительна, если угол между направлениями 
поля и градиента проницаемости среды тупой, и отрицательна, 
если этот угол острый. Поверхностная зависимая масса  второго 
типа согласно (3.34')3, (3.34"')3 положительна там, гл е  разность 
значений проницаемости (ei—82V И —М-2) и среднее значение нор­
мальной компоненты поля EN/H имеют одинаковые знаки .

Из сказанного следует, что массы второго типа положительнь 
там, где проницаемость уменьшается по направлению поля, и от 
рицательны там, где по направлению поля проницаемость средь 
увеличивается.

Прибавляя к плотностям независимых масс плотности зависи 
мых масс первого типа, получаем плотности

масс, существование которых не обусловлено нарушениями одно 
родности среды. В общем случае могут совместно находиться за 
висимые массы (объемные или поверхностные) обоих  типов, »  
они могут встречаться также в отдельности. В области V, в кото 
рой среда однородна хотя бы только по направлению поля , соглас 
но (3.34) з— (3.34'") 3, зависимых масс второго типа нет и, следовг 
тельно, полная плотность масс определяется формулой (3.35), п 
которой эта плотность меньше плотности независимых масс в 
столько раз, во сколько проницаемость среды больше единицы.

Итак, согласно изложенному

б св б -Ь б е с в б = > 6 с в б /&  V  6 ° + 6 0й= 6 ° /  |Х,

стсв б + а гсв б = стсв б /е ср \/ о ° + а ° ц = а 0/Цср (3.35;

(3.36'

(3.36

(3.3<



где б и о  (с индексами) определяются формулами (3.34) — (3.34" ),
(3.35).

§ 4. УСЛОВИЯ, УПРОЩАЮЩИЕ ВЛИЯНИЕ 
ПРОНИЦАЕМОСТИ СРЕДЫ

Согласно (3.31) при заданной проницаемости среды ( e W )  по­
ле полностью определяется независимыми массами. Но зависи­
мость поля от этих масс в присутствии среды обычно сложная.
В частности, потенциал U(a)  поля независимой массы едсбвХ/^0? 
зависит не только от Lqa, но также от расстояний точек q и а  от 
мест нарушения однородности среды *. Но влияние среды упроща­
ется при некоторых частных видах функции е V 1̂-

I. Однородность среды. Рассмотрим случаи, когда среда удов­
летворяет одному из следующих трех условий: 1) V e = 0  V  V |i= 0 ;
2) ( E V е) = 0  V  (Н У ц )= 0 ;  3) [ E V e ] = 0  V  [ H V |i ]= 0 .

В первом случае среда однородна, и согласно (3.21х) , (3.21"), 
(3.31')

div Е = б Свб/еа, Div Е=стсвб/еа, V2UE= —6Свб/еа, (3.37)

div Н=6°Дх, Div Н=о°/ц, SJ2UH= —б°/ц. (3.37')
Под влиянием однородной среды суммарная плотность масс, 

создающих поле, оказывается равной плотности независимых масс, 
деленной на проницаемость среды, что в соответствии со сказан­
ным в жонце § 3 объясняется отсутствием зависимых масс второго 
типа. Сравнивая формулы (3.37), (3.37') с соответствующими фор­
мулами, полученными во второй главе для поля в вакууме, мы ви ­
дим, что в данном случае поле определяется как поле, создавае­
мое в вакууме независимыми массами, деленными на г\ /\л.  Однако 
это вер но только тогда, когда среда однородна во всем простран­
стве. Если среда однородна только в области V, то для нее такж е 
справедливы формулы (3.37), (3.37') и, следовательно, источниками 
поля, находящимися в ней, являются независимые массы, деленные 
на еХ/м-- Но поле в области V порождают такж е массы, находящие­
ся вне ее, а в их составе (в неоднородной вне области V среде) могут 
быть зависимые массы обоих типов. Поэтому однородность среды 
в отдельной области V недостаточна для того, чтобы определить 
в ней поле по формулам, справедливым для вакуума с делителем 
«Vm- Н о  если среда однородна всюду, то учет ее влияния сводится 
■к делению заданных масс на проницаемость среды.

Во зтором случае среда однородна по направлению поли. 
В этом случае такж е  справедливы формулы (3.37), (3.377), так  как 
именно это условие обращает в нуль вторые члены левых частей 
в  (3 .21 ') ,  (3.21"), (3.31'), вследствие чего исчезают зависимые мас­
сы второго типа.

1 Попутно отметим, что из-за этого обстоятельства в присутствии среды со­
отношение (2.107) несправедливо, так как преобразование (1.126') неприменимо 
вследствие указанной зависимости U (а) от точек в и q не только через рас­
стояние L  fo между ними.



В третьем случае среда однородна по поверхностям, нормаль­
ным полю. При этом возможны зависимые источники поля Е \ /Н  
обоих типов, но поле eEN/ ц Н  упрощается, его ротор согласно 
(3.22") равен нулю. А так как это поле удовлетворяет такж е урав­
нению (3.21), то вся система уравнений для него не отличается от 
системы уравнений поля E V H  в вакууме.

В последних двух случаях среда однородна не по всем направ­
лениям. Тем не менее иногда расчет поля в этих случаях упроща­
ется (см. замечания 4, 9, 10 в § 6).

Вернемся к первому случаю при условии однородности среды 
во ьсем пространстве, т. е. к случаю неограниченной однородной 
среды, которую такж е называют всюду однородной. Приведем 
примеры перехода от выражений, полученных для поля в вакууме, 
к полю в неограниченной однородной среде. В соответствии с 
(2.117) имеем для поля, создаваемого точечной м ас с о й 1,

0
E » = T 5 v L. - V H W = 1 ^ - L , r  (3.38:

<3 '3 8 -

и аналогично для поля, создаваемого объемной массой,

Е 1(а) = т к  f L'- dV v  н  (“ ) =  s i r  J  (3 39:
V V 4

u e (P) =  - г 1 -  \ 8f ^ d V \ J U H( a ) ^ - ^ - \ ^ - d V .  (3.39';4я£а J 4тга J Lqa
V H V

Д л я  поля неограниченной однородной прямолинейной массн 
получаем

и  = J iH L ln SL E =  =  — In — , H =  (3.38"
2яеа г 2near 2TXIJ. r

где r—расстояние точки наблюдения от прямолинейной массы.
Из сказанного в разд. IV, § 7 главы второй о поведении поля 

у точечной или линейной массы следует, что формулы (3.38), 
(3.38'), (3.38") остаются справедливыми, если однородность среды 
нарушается на расстояниях от точечной или линейной массы, очень 
больших сравнительно с расстоянием от нее до точки а, в котррой 
определяется поле. Следовательно, эти формулы справедливы та к ­
ж е в случае неоднородной среды для точки а, стремящейся к то­
чечной или линейной массе (при L qa-^0,  г -> 0), если в окрестности 
этой массы среда однородна.

1 Потенциал, определяемый согласно (3.38'), зависит от положения точек с
и q только через расстояние L qa между ними. Поэтому соотношение (2.107) спра
ведливо для неограниченной однородной среды так же, как для вакуума (см
сноску в начале § 4). „



Закон Кулона для неограниченной однородной среды получаем 
в соответствии с (2.118):

р  ___€.bu'- a Cw
Ч«—  4 KtaL»qa

«вб^асвб (3.40)

Формулы (3.40) определяют силу взаимодействия между точеч­
ными электрическими или магнитными массами, помещенными 
в неограниченную однородную поляризующуюся среду. Сравнивая 
эти формулы с формулами (2.118) для взаимодействия масс в ва ­
кууме, мы видим, что заполняющая все пространство однородная 
поляризующаяся среда ослабляет силы взаимодействия находя­
щиеся в ней независимых масс (зарядов, магнитных полюсов); 
эти силы обратно пропорциональны ее проницаемости.

Для справедливости формул (3.38)2— (3.40) 2 необходима однородность 
среды во всем пространстве, включая тела магнитов (создающих поля, взаимо­
действующих). Это строгое условие однородности среды не соблюдается в более 
сложной задаче о влиянии внешне однородной среды. В этой практически важ ­
ной задаче у ц е= 0 , где до» — проницаемость среды вне магнитов, отличающаяся 
от их проницаемости (ц,-. Влияние значения на поле магнита с проницаемо­
стью различно при разных формах магнита и зависит от соотношения меж­
ду его размерами (см. в [17] § 74).

Уподобляя магнит однородному эллипсоиду вращения, однородно намагни­
ченному по направлению оси симметрии, можно сказать, что влияние среды

Рис. 31. Преломление линий поля на поверхности раздела сред с различной 
проницаемостью:
а  — векторы Е, D в областях  Vt и V2, раздвинутых для наглядности; б — векторная линия

, проходящ ая через поверхность раздела; в  — векторная линия, проходящ ая через плоско- 
параллельны й слой

С 5 S

Й



зависит от отношения 0 длины магнита к его толщине (к диаметру его мака 
мального поперечного сечения), считая длиной магнита его размер по напра] 
лению намагниченности. При достаточно большом значении (3 (длинный и тонки 
стержень) поле магнита обратно пропорционально а при очень малой ei 
длине (пластинка, намагниченная по нормали) поле магнита практически i 
зависит от ц е.

Из сказанного ясно, что формула (3.38)2 справедлива такж е для случа 
внешне однородной среды ( V |te= 0 )  при условии, что т°ч — масса полюса ма 
нита, однородного (V|Xj =  0, но (Xj^He), длинного, тонкого и продольно нама: 
ниченного. При аналогичных условиях справедлива также формула (3.40)2-

II. Поверхность раздела. Рассмотрим поверхность раздела .5 
на которой независимых поверхностных масс (простого или дво{ 
ного слоя) нет и у которой J ° = 0  (рис. 31). Д ля  такой поверхност 
имеем вместо формул (3.28) — (3.29'), (3.32) — (3.32') более прс 
стые формулы

Но D = e aE и (в данном случае) В = ц аН, поэтому из (3.41) сл< 
дует, что

Согласно этим формулам на поверхности раздела:
1) потенциалы и тангенциальные компоненты полей Е и f 

тангенциальные производные потенциалов этих полей и нормал) 
ные компоненты векторов D и В непрерывны;

2) тангенциальные компоненты векторов D и В терпят разрь 
вы, меняясь (при прохождении точки наблюдения через поверэ 
ность S )  пропорционально проницаемости среды;

3) нормальные компоненты полей Е и Н и нормальные прои: 
водные их потенциалов терпят разрывы, меняясь обратно nponoj 
ционально проницаемости среды.

Разрывы компонент поля, зависящие согласно (3.41") от отнс 
шения ei/e2V l^i/^2, не определяются им полностью. Этим отнош< 
нием определяются только отношения разрывов компонент к  и 
средним значениям у поверхности S. Ниже мы легко в этом уб< 
димся, но предварительно познакомимся с удобным д л я  характе 
ристики поверхности раздела к о э ф ф и ц и е н т о м  о т р а ж е н  и

(3.4:
2еср С1 +  е2 2 . ''ср ; -1 +  1-*-2

Это название коэффициента связано с его применением пр 
расчете поля (в присутствии плоских поверхностей раздела) п 
методу зеркальных изображений. Коэффициент отражения повер: 
ности 5  определяется отношением проницаемостей сред, разделж 
мых ею, например ei2= ( l —ег/ei) ( 1 +  ег/e i ) -1 . При изменении отнс 
шения ег/e iVfWf-H от нуля до бесконечности коэффициент ei2VИ- 
меняется от + 1  до — 1.

£,(2)=£,(», D nW = D n0) V  B nW = B nW,
№ ) = W \  dU & Jdt=dU M Idt .

(3.41
(3.41y

Z)<2>

£1 ’ E1 e2 H*2 .»■/ ’ «■Z



Множитель ei2Vl*i2 можно назвать к о э ф ф и ц и е н т о м  
к о н т р а с т н о с т и  поверхности раздела (сред, разделяемых ею)^ 
Чем больше модуль коэффициента контрастности, тем больше от­
ношение абсолютной величины разрыва проницаемости к среднему 
из ее значений у поверхности раздела.

Теперь вернемся к разрывам компонент поля. Согласно
Л /  с  <91 с  / _  i _ \  / г  / ■»  I р  н и  /  \  ^ __________(3.4Г/ ) 2,4, ( £ п(2)—£ п(1)) ( e i+ e 2) =  (^n (2)+ ^ n (1)) (ei—82). Следова-

Аналогично получаем из равенств (3.41") 1,3
D tm — /) ,(>)=— 2ei2D tcp V  B tW = — 2ц12В 4ср. (3.43')

Разры в компоненты Еп V  Нп объясняется тем, что под влиянием 
поля на поверхности S появляется зависимая поверхностная мас­
са второго типа с плотностью, пропорциональной среднему значе­
нию этой компоненты. Действительно, согласно (3.36"), (3.36"') на 
поверхности раздела

Сравнивая (3.44) с (3.43), мы видим, что на поверхности раз-  
дела плотность зависимых масс определяется формулами

Формулы (3.45) справедливы для любой поверхности S,  но без 
(3.45'), так как в общем случае на поверхности находятся еще не­
зависимые поверхностные массы и, следовательно, такж е зависи­
мые массы первого типа. Согласно (3.45) плотность зависимых 
масс второго типа пропорциональна коэффициенту контрастности 
и среднему значению нормальной компоненты поля.

В случае объемного (непрерывного) нарушения однородности 
среды аналогом коэффициента контрастности является градиент 
проницаемости, деленный на удвоенную проницаемость. Плотность 
зависимых объемных масс второго типа пропорциональна абсолют­
ной величине этого вектора и компоненте поля по его направле* 
нию.

III. Преломление поля на поверхности раздела. Обозначим че­
рез а  угол отклонения направления поля вблизи поверхности S от 
нормали п (направленной от V\ к V2) к ней. Очевидно, что тангенс 
угла а  равен отношению полной тангенциальной (к поверхности 
5 )  компоненты поля к его компоненте, нормальной к этой поверх­
ности. Следовательно, у поверхности S

tg <хе— Е х/ Е п , t g  a,D=Dx/D n V  tg  а н — Нт/Нп, t g  а,в==Вх! В п, (3.46)
где индексами Е, D,  Н, В отмечены углы а, относящиеся к полям 
соответствующих векторов.

В правой части каждого из равенств (3.46) имеем отношение 
двух величин, из которых одна непрерывна на поверхности S,

тельно,
EnW— E nm = 2 e 12En°v V  H nW— H nm = 2 m H n<*. (3.43)

(3.44)

aeE=2ei2eo£ncp V  сгцн=2|А12#пср,
причем Ое Е — СГсвз V  СТдН=СГвр.

(3.45)
(3.451



а другая терпит на ней разрыв. Из этого следует, что определяе­
мые формулами (3.46) углы а  должны терпеть разрывы на поверх­
ности 5. Согласно (3.41) и (3.41") имеем из (3.46)

Ч аЕ] __ ^ , xS aH) ^ ай2) На (346 ')
* g “£ ) tS aD ) tg “//'* ^
Таким образом, силовые линии и линии индукции (смещения) 

при прохождений через поверхность раздела 5  резко меняют свое 
направление, т. е. преломляются, причем тангенс угла а  меняется 
пропорционально проницаемости среды. Отклонение направления 
поля от нормали п меньше в среде с меньшей проницаемостью. 
Векторные линии полей Е, D, Н, В как бы стремятся пройти среду 
с меньшей проницаемостью по более краткому пути (см. рис. 31,в ) .

Из (3.46') следует, что если на одной из сторон поверхности S  
поле нормально ( t g a = 0 )  или тангенциально к ней ( t g a = o o ) ,  то  
таким же оно является на другой ее стороне. Иначе говоря, если 
векторные линии встречают поверхность раздела под нулевым или 
прямым углом отклонения от нормали, то они не преломляются.

§ 5. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ПРИСУТСТВИИ 
ПРОВОДНИКОВ

Проводник—тело, отличающееся способностью проводить элек­
тричество. Если в проводнике создать электрическое поле, то в нем 
возникнет такж е электрический ток, т. е. движение электричества 
обоих знаков (положительного по направлению поля и отрицатель­
ного—в противоположном направлении) или одного из них *.

I. Влияние проводящего включения. Пред’ставим себе, что мы 
внесли проводник С в первичное электрическое поле EnpB, созда­
ваемое некоторыми зарядами впрв. Допустим пока, что других про­
водников нет и что диэлектрическая проницаемость е всюду равня­
ется единице (диэлектрики отсутствуют). Допустим также, что д о  
внесения в поле E"pb проводник С был всюду нейтральным, т. е. 
в любом его элементе объема и на любом элементе его поверхно­
сти находились положительные и отрицательные заряды в равных 
количествах. Под действием поля в проводнике возникает эл ек ­
трический ток, вследствие чего у ограничивающей его поверхности
S, за которой окружаю щая непроводящая среда (или вакуум) пре­
пятствует движению электричества, появляется слой зарядов, п о ­
ложительных на передней (считая по направлению поля) стороне 
проводника и отрицательных на тыльной его стороне. Этот слой 
чрезвычайно тонкий, и, следовательно, можно считать, что на по­
верхности проводника возникают поверхностные заряды с плотно­
стью а, причем а > 0  на передней части поверхности проводника и 
сг<0 на тыльной части его поверхности. Разделение зарядов, оче-

1 Об электрическом токе и об электропроводности среды (тел) будет идти 
речь в следующей главе. Д ля интересующего нас здесь влияния проводников на 
электростатическое поле неважно, какова их электропроводность, лишь бы она 
не была нулевой.



Рис. 32. Проводник в первично-однородном электростатическом поле. 
П ри Евтр указаны  знаки * + » , «—» зарядов, создающих это поле

видно, не влияет на их общие количества, следовательно, сумма 
зарядов проводника равна нулю, как  и до внесения его в поле, 
т. е. проводник в целом остается незаряженным (рис. 32). Но раз­
деленные заряды создают внутри и вне проводника поле Евтр .

До тех пор, пока ток в проводнике существует, поверхностные заряды на 
нем накапливаются и значения |ст| увеличиваются, т. е. а ф О и, следовательно,, 
условие (2.7) постоянства поля Е не выполняется; оно меняется. Д ля постоян­
ства поля Е необходимо, чтобы ток в проводнике прекратился и, следовательно, 
чтобы поле Е в нем обратилось в нуль. Это означает, что заряды на поверхно­
сти проводника должны распределяться так, чтобы в лю’бой точке внутри про­
водника они создавали поле Евтр= — Епр*:

Такая компенсация поля Епрв полем Евтр возможна, потому что поле 
Евтр, как показано на рис. 32, внутри включения направлено так, чтобы ослаб­
лять суммарное поле сравнительно с полем Епр*. К моменту ослабления поля 
до нуля (когда Евтр+ Е прв= 0  в проводнике) накопление зарядов (увеличение 
|о | )  прекращается, и их поле становится постоянным.

Образование зарядов е+ и е~ на поверхности проводника при 
внесении его в электрическое поле называют э л е к т р о с т а т и ч е ­
с к о й  и н д у к ц и е й ,  а заряды е+ и е~, возникающие на провод­
нике,— и н д у ц и р о в а н н ы м и  (наведенными). Первичное поле, 
вызывающее явление индукции,’"'и заряды е пРв, создающие это поле, 
называют и н д у ц и р у ю щ и м и .

Суммарное поле Е впереди и сзади проводника сильнее, а по 
бокам проводника слабее первичного поля •. И скажение поля по­
лучается таким, как будто проводник стягивает к себе проходящие 
поблизости силовые линии.

1 Влияние, оказываемое проводником ■ на электростатическое поле, ана­
логично влиянию диэлектрика на это поле, но оно сильнее. В частности, внутри 
проводника поле ослабляется до нуля.



Влияние проводника на электрическое поле зависит в общем 
случае от формы и размеров этого проводника и от характера пер- 
-вичного поля.

Обозначив -через вщш и ещщ (е+ или е~) индуцирующий, и инду­
цируемый заряды, имеем

| £инд|^=| £црв | > | ^инд | = е + =  (3.47)
Знак  равенства в (3.47) i соответствует случаю, когда провод­

ник окружает индуцирующий заряд со всех сторон и, следователь­
но, все линии, посылаемые или собираемые этим зарядом, перехва­
тываются проводником. Особым является случай, когда внесенный 
в поле Е"»0 проводник С простирается до бесконечности в каком- 
либо направлении. В этом случае один из индуцированных зарядоъ 
удаляется на бесконечность и его поле на конечных расстояния? 
равно нулю. Такой случай мы имеем, когда «заземляем» проводни! 
и отводим таким образом один из индуцированных зарядоЕ 
«к земле».

В отличие от возникающих на поверхности диэлектрика связан 
ных зарядов индуцированные на поверхности проводника зарядь 
являются свободными. При желании можно полностью разобщит! 
заряды е+ и е~.

Представим теперь, что кроме проводника С в пространств* 
имеется еще другой проводник С', в частности, это может б ь т  
проводник, на котором находится индуцирующий заряд  е. В этол 
случае на проводнике С' под действием поля зарядов, индуциро 
ванных на проводнике С, появляются также индуцированные заря  
ды. Поле этих зарядов, в свою очередь, индуцирует дополнитель 
ные заряды на проводнике С и так далее. В результате этого явле 
ния, называемого взаимной электростатической индукцией, на обо 
их проводниках появляются заряды с поверхностной плотностью 
удовлетворяющей условиям обращения в нуль суммарного пол: 
в любой точке внутри каждого из проводников и равенства нули 
суммы индуцированных зарядов на каждом проводнике. Аналогич 
ным условиям удовлетворяют индуцированные заряды в случае не 
скольких проводников.

В присутствии диэлектриков электростатическая индукци: 
осложняется. Поле индуцированных зарядов вызывает дополни 
тельную поляризацию диэлектриков и соответствующие ей связан 
ные заряды. Эти (дополнительные) заряды в свою очередь инду 
цируют заряды на проводниках и т. д.

Допустим теперь, что заряд  е введен в область V, занятую про 
водником С. В этом случае электричество со знаком заряда  е дви 
жется в его поле от него к поверхности проводника, а электричеств 
другого знака  движется к заряду е и, не встречая препятствия, дс 
стигает его. Поле становится постоянным, когда заряд  полносты 
нейтрализуется приходящим к нему электричеством, т. е. когд 
к нему прибывает заряд  е ' = —е, причем на поверхности проводи» 
ка оказывается заряд  е " = —е ' = е  с плотностью о, удовлетворяй 
щей условию равенства нулю поля в проводнике. Таким образок 
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за р я д  е переходит на поверхность проводника, и этот проводник 
оказывается заряженным. В данном случае проводник приобретает 
«собственный» («наложенный» на него) заряд  есвс=е .  Такой ж е 
собственный заряд  еСбс приобретет проводник, если заряд  е при­
ведем в соприкосновение с поверхностью этого проводника. З а р я д  
еСбс, как и индуцированные заряды, распределяется по поверхно­
сти проводника так, чтобы поле Е внутри проводника было равно 
нулю *.

Обозначим индексами i и е величины, относящиеся к точкам, 
находящимся внутри и вне некоторого проводника С. Из сказан­
ного выше следует, что

где U с  — значение потенциала во всех точках проводника С. В ча­
стности, на поверхности проводника, на ее внутренней стороне,

И з  (3.48) следует, что область V, занимаемая проводником, яв ­
ляется  эквипотенциальной. Легко убедиться, что в этой области 
нет зарядов, т. е. что в любом элементе объема проводника (заря­
женного или незаряженного) алгебраическая сумма зарядов рав­
на нулю. Действительно, согласно (3.48) в любой точке внутри 
проводника div D‘= 0 ,  div Е '= 0  и, следовательно,

Л егк о  понять, что необъемных зарядов внутри проводника тоже 
нет, т а к  как согласно (3.48) потоки векторов D и Е через любую 
замкнутую поверхность, взятую внутри проводника, равны нулю и, 
следовательно, согласно (3.13") lf (3.27) i сумма зарядов (свобод­
ных, полных) всякого вида (объемных, необъемных) в любой части 
области, занятой проводником, должна быть равна нулю. Заряды  
могут находиться только на поверхности проводника. В отсутствии 
диэлектрической среды—это свободные заряды: наложенные, инду­
цированные или и те и другие. В общем случае на поверхности про­
водника имеются еще связанные заряды. На ней возможен такж е 
двойной слой.

II. Поле у поверхности проводника. Согласно (3.28) i, (3.32) i, 
(3.29) i ,  (3.32") i, (3.29') i, (3.27)! на внешней стороне поверхности

1 И з  этого следует, что нельзя произвольно задавать распределение заряда 
всбс по поверхности S  проводника С и нельзя в общем случае считать эту по­
верхность равномерно заряженной. Функция o(q)  положения точки q на S долж ­
на удовлетворять некоторому интегральному уравнению. В случае уединенноге 
яроводника (т. е. вдали от других проводников, зарядов и нарушений однород­
ности диэлектрика) это уравнение (4.93) с подстановкой S  вместо S a (уравнение 
Робэна). Его решением является ст=const для проводника сферической формы 
(см. разд . IV, § 6 главы четвертой). В общем случае величина | а |  имеет наи­
большие значения на наиболее выпуклых частях поверхности уединенного про­
водника (в случае металлического стержня — у его концов).

Ег= 0 ,  D '= 0 ,  grad t / != О, U * = U C, (3.48)

'Л’слб---О, 6*плн=0. (3.49)



проводника С (в непроводящей среде, окружающей проводник)

dUe (3.50)

асвб dUedUe асвб (3.50')

--
°  свб --- - j  0CB6d S = ; j  (DedS)

sс С

(3.50” )

где ессвб—суммарный свободный заряд проводника (на его поверх­
ности Sc).

Если на проводнике нет двойного слоя, то вместо (3.50) имеем

Если проводник не заряжен, т. е. если сумма зарядов, находя­
щихся на его поверхности Sc,  равна нулю, то интегралы в (3.50") 
обращаются в нуль, хотя величины а СВб, D en и d U eJdn н а  этой по­
верхности могут отличаться от нуля, так как на ней могут нахо­
диться индуцированные заряды е+ и е~——е+. При таких  зарядах 
на проводнике С напряжение S ’coo между ним и бесконечностью 
может иметь нулевое значение. В частности, это верно д л я  случая, 
когда через проводник проходит плоскость нечетной симметрии 
поля.

Согласно (3.51) 1 и (3.50') у поверхности проводника

где верхние знаки относятся к участкам поверхности проводника, 
на которых поле направлено от него, а нижние знаки— к ее участ­
кам, на которых поле направлено к проводнику. Т аким  образом, 
у поверхности проводника поле имеет только нормалъную к ней 
компоненту. Силовые линии подходят к поверхности проводника и 
отходят от нее по нормалям к ней.

Пусть С—проводник конечных размеров, соединенный тонкой 
проводящей нитью с проводником бесконечно больших размеров 
(с землей). Допустим, что до присоединения нитй проводник С не 
был заряжен, но на нем были индуцированные полем заряды е+ и 
е~. Присоединив заземление, мы удалили один из зар яд о в  и обра­
тили в нуль потенциал проводника. Проводник оказался  заряжен­
ным в том смысле, что теперь влияет на поле только один из его 
зарядов. Величина этого заряда  определяется, согласно (3.50"), 
потоком вектора De через поверхность проводника.

III. Электростатический экран. Формулы (3.48) справедливы 
при любом поле и любых зарядах  вне проводника и н а  его поверх­
ности. М ожно доказать, что если в проводнике имеется полость, 
то эти формулы справедливы также для области •&, занимаемой

=  0, dUe/dt =  0, Ue— \Ji= U c . (3.51)

E en — z t Е е, С Т с в б = Е а £ еп = ± е а £ е, (3.52)



этой полостью ’. Следовательно, проводник, отделяющий со всех 
сторон некоторую область Ф от остального пространства, защищает 
ее о т  зарядов, находящихся вне этой области, обращая в нуль их 
поле внутри нее. Он является для нее электростатическим экраном. 
Таким  экраном может, в частности, служить тонкая проводящая 
оболочка. В экранированной области Ф (в которую не внесены з а ­
ряды ) поле равно нулю при любом поле вне ее.

Поместим во внутреннюю точку q области Ф, занятой полостью, 
з а р я д  е. Допустим, что проводник находится в вакууме и что дру­
гих проводников в пространстве нет. Под действием поля, созда­
ваем ого  зарядом е, в проводнике возникает движение зарядов, 
в результате которого после установления поля на поверхности 
S [О] , т. е. на стенке полости, появится заряд  е', а на наружной 
поверхности 5  проводника С—заряд е " = —е'. Докажем, что в д ан ­
ном случае  е ' = —е. Для этого возьмем в теле проводника замкну­
тую поверхность 5  ( [# ] ) ,  охватывающую область О (вместе с ее 
стенкой S [О]) и содержащую заряды е и е'. Поле во всех точках 
этой поверхности равно нулю, следовательно, поток вектора D* 
через эту поверхность также равен нулю. Поэтому согласно (3.27) i 
сум м а  зарядов заключенных внутри поверхности S (['6']),
д о л ж е н  быть равна нулю, откуда е'— —е. Таким образом, внесение 
з а р я д а  е в полость проводника сопровождается появлением такого 
же за ряда на его наружной поверхности.

Е с л и  заряд е привести в соприкосновение со стенкой2 полости, 
то он и заряд е' будут взаимно нейтрализованы, причем поле в по­
лости исчезнет, а во внешнем пространстве останется без измене­
ния пол е  заряда е"— е.

Посмотрим, как влияет экран на поле, создаваемое зарядом е, 
находящимся внутри него. При отсутствии проводящей оболочки 
вокруг точечного заряда eq во всем пространстве имелось бы сфе­
рически симметричное поле, силовые линии которого являются лу­
чами, расходящимися из точки q равномерно во все стороны и про­
должаю щ имися до бесконечности. С появлением экрана все сило­
вые линии, расходящиеся из точки q, обрываются на его внутрен­
ней стороне, а пространство, окружающее экран, заполняется сило­
выми линиями, расходящимися от его внешней стороны. При этом 
силовые линии искривляются так, что подходят к внутренней по­

1 Допустим, что проводник С ранее был сплошным и находился в том же 
поле, в котором он фактически находится, а затем из области Ь  была каким-то 
способом изъята проводящая среда и в результате образовалась полость. Пусть 
S[o>] — произвольно взятая внутри области О замкнутая поверхность, ограничи­
вающая часть со области О. Поток ij) вектора D через эту поверхность должен 
быть равен  нулю, так как при образовании полости не появились заряды в обла­
сти О. Н о  для равенства нулю потока i|> через любую замкнутую поверхность 
в области д  необходимо, чтобы во всех точках этой области поле было равно 
нулю. О днако этот вывод, очевидно, несправедлив для полости, содержащей 
заряд, а также для аперифрактической полости, охватывающей проводник с по­
лостью, в  которой имеется заряд.

2 С внешней стенкой полости, если занимаемая полостью область О — пери­
фрастическая, т. е. если она ограничена изнутри поверхностями некоторых про­
водников.



верхности экрана и отходят от его внешней поверхности по норма­
лям к этим поверхностям и с густотой, пропорциональной плотно­
сти зарядов на них. Таким образом, поле внутри и 'вне экран а  от­
личается от первичного поля.

Вносимые экраном искажения незаметны только на расстояни­
ях от точки <7, достаточно малых сравнительно с расстояниями 
от нее до экрана, и (вне экрана) на расстояниях о т  экрана, 
достаточно больших сравнительно с его линейными размерами. 
Исключением является случай, когда экран представляет собой 
сферический слой с центром в точке q. В этом случае п о л е  вне тела 
экрана совпадает с первичным полем. При более сложном первич­
ном поле, например, если внутри экрана находится совокупность 
точечных зарядов е, неискажающим, является экран, поверхности 
которого совпадают с двумя какими-либо замкнутыми эквипотен­
циальными поверхностями первичного поля, охватывающими ис­
точники этого поля (заряды е ). Если с такой поверхностью совпа­
дает только одна из поверхностей экрана (внутренняя или внеш­
няя), то не искажается поле внутри или вне экрана.

В том, что экран не искажает поле в области пространства, 
к которой обращена поверхность экрана, совпадающая с эквипо­
тенциальной поверхностью первичного поля, можно убедиться на 
основании теоремы единственности (см. § 6 ). Действительно, поток 
вектора D через любую замкнутую эквипотенциальную поверх­
ность, охватывающую заряды е, не меняется при введении экрана. 
Ясно также, что эта поверхность остается эквипотенциальной, 
если с ней совпадает поверхность экрана. Следовательно, на этой 
поверхности сохраняется краевое условие III типа (1 .106 '), и по­
этому не должно измениться поле в области, ограничиааемой этой 
поверхностью.

Из изложенного следует, что экран не защищает окруж аю щ ее 
его пространство от поля зарядов, находящихся внутри экрана; он 
может только изменить это поле, ослабить его в одних гместах, уси­
лить в других и исказить форму силовых линий. Одна ко поле во­
круг экрана определяется зарядом е" = е ,  находящимся на внешней 
стороне экрана, а этот заряд, как и в случае обычного з аряженного 
проводника, можно отвести к земле и таким способом обратить 
в нуль его поле. Иначе говоря, заземленный экран защ и щ ает  окру­
жаю щ ее его пространство от поля, возникающего п ри  внесении 
зарядов в полость экрана.

Пространство вне заземленного экрана можно рассматривать как область, 
заключенную между ним и бесконечно удаленной проводящей поверхностью. 
Эта область является полостью в проводнике, состоящем из д в у х  проводящих 
оболочек, соединенных заземлением. Без этого соединения получилась бы пе­
рифрастическая полость, в которой можно построить замкнутую поверхность 
(охватывающую проводник с полостью, с зарядами е, е', е") с ненулевым по­
током вектора D (см. начало этого раздела).

Аналогично можно интерпретировать действие заземления в  случае обыч­
ного заряженного проводника (без полости с зарядом в ней).

IV. Поле в присутствии проводников. Все формулы, полученные 
для электрического поля в отсутствии проводников, остаются вер­
ными и в их присутствии с оговоркой о необходимости учитывать 
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поле зарядов, индуцированных на проводниках, и принимать во 
внимание, что любые заряды на поверхностях проводников распре­
делены с плотностью, которая должна удовлетворять условию об­
ращения в нуль напряженности поля внутри каждого проводника.

В  предыдущих параграфах этой главы мы видели, что в присут­
ствии диэлектриков определение поля затрудняется из-за связан­
ных зарядов, зависящих от этого поля. В присутствии проводников 
возникает новое принципиальное затруднение, состоящее в том, 
что плотность свободных поверхностных зарядов -на проводниках 
т а к ж е  нам неизвестна до определения поля. Более того, обычно 
оказываются неизвестными плотности всех источников электриче­
ского поля, так  как ими часто являются только поверхностные з а ­
ряды  (свободные и связанные), находящиеся на проводниках, и 
связанные заряды, возникающие в местах нарушения однородно­
сти среды.

0_цнако поле в областях пространства, занятых проводниками, 
равно  нулю. Что же касается поля в остальной части пространст­
ва, т о  влияние, оказываемое на него проводниками (их зарядам и), 
учитывается краевыми условиями на их поверхностях. Д л я  этого, 
как 5удет показано в следующем параграфе, достаточно знать одну 
из д ву х  величин для каждой из этих поверхностей: суммарный 
свободный заряд проводника или его потенциал. Но одну из этих 
велитин всегда можно задавать произвольно. Действительно, сум­
марны й заряд проводника можно произвольно менять наложением 
соответствующего свободного заряда, а потенциалу проводника 
м ож но придавать желаемое значение с помощью стороннего на­
пряж ения (см. разд. II, § 3 главы четвертой), включаемого между 
проводником и точкой отсчета потенциала. Понятно, что в первом 
случае  мы не можем произвольно задавать потенциал проводника, 
а во втором—его заряд.

§ 6. ПРЯМ АЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ СТАТИЧЕСКОГО ПОЛЯ 
В ПРИСУТСТВИИ СРЕДЫ

Пр ямой задачей статиче!ского поля в присутствии среды являет­
ся определение поля (Е, D V  Н , В ) по заданной проницаемости 
среды (е V  ц) и заданным независимым массам. Свободные за р я ­
ды проводников не являются полностью независимыми, но счита­
ются заданны ми поверхности проводников; такж е считается за д ан ­
ным потенциал или собственный заряд  каждого из них. Вместо по- 
стоянных магнитных масс может быть задана  постоянная нам аг­
ниченность, т. е. поле J 0.

Реш ить прямую задачу можно с помощью системы дифферен­
циальных уравнений (3.24), (3.25), которую сводят к уравнению
(3.31), являющемуся аналогом уравнения (2.46).

В §  8 главы второй мы говорили о возможности определения 
потенциала U поля f в области V по источникам этого поля, з а ­
данным только в этой области. В присутствии среды неполнота 
данных об источниках определяемого поля, находящихся внутри и



вне области V, в которой требуется его определить, принципиаль­
но неминуема, так как до определения поля мы из величин, харак­
теризующих его источники, обычно знаем только те, которые мож­
но произвольно задавать: для электрического поля—свободные за ­
ряды в непроводящей среде и суммарные значения свободных за ­
рядов на незаземленных проводниках, а для магнитного п о л я -  
постоянные магнитные массы. Остаются до определения: поля не­
известными плотности связанных зарядов второго типа в  непрово­
дящей среде, плотности любых (свободных и связанных) зарядов 
на поверхности проводников и плотности временных магнитных 
масс второго типа *.

Связанные заряды первого типа в непроводящей среде и вре­
менные магнитные массы первого типа можно считать заданными, 
поскольку заданы среда и независимые массы, к которым приуро­
чены зависимые массы первого типа.

I. Условия единственности. Уравнение (3.31) для потенциала
V  позволяет по указанным неполным сведениям об источниках по­
ля, заданным в области V, и по проницаемости среды, заданной 
такж е  только в этой области, определить поле, создаваемое в ней 
источниками всех видов, где бы они ни находились. Р асчет  поля 
в произвольной среде с помощью уравнения (3.31), к а к  и поля в 
вакууме по уравнению (2.46), сводится к нахождению функции U, 
являющейся частным решением этого уравнения и удовлетворяю­
щей дополняющим условиям, обеспечивающим единственность 
его решения, т. е. позволяющим исключить бесчисленное множе­
ство частных решений, соответствующих полям, получающимся 
при других средах и независимых массах вне области V. Задание 
этих дополняющих условий заменяет задание среды и: независи­
мых источников вне области V.

Какие дополняющие условия достаточны для этой ц;ели, долж­
на указать теорема единственности, которую можно сформулиро­
вать для уравнения (3.31), пользуясь результатами, полученными 
в разделе I, § 8 главы первой, где изложение велось в общем ви­
д е  применительно к уравнению (1.96)ь Переход к уравнению
(3.31) и к соответствующей ему теореме единственности соверша­

ется подстановками

Л = е ,  — 8свб/®(| V  Л =  iv wv = S ° — — d i v J 0

и заменой формул (1.106'), (1.110') формулами (З.ХЗ), (3.32), 
<3.32"). Эта замена формул сводится к подстановкам

Г, 1 - 1  1
Q = ----------12 ---------------------  41». < Р , * = ----------°свб

е„ свб е„

1 Д ля неизвестных плотностей электрических зарядов или м агнитных масс 
можно составить интегральные уравнения (см. § 4 главы четвертой). Решая эти 
уравнения, можно определить не задаваемые нам источники поля н  свести задачу 
к определению поля заданных масс по формулам (2.12), (2.45).



Q =  —т°, £12 =  1112. ф12=—о0
для магнитного поля.

Особыми поверхностями, на которых задаются условия (3.32), 
(3.32/"/), являются поверхности, несущие первичные (т. е. незави­
симые) массы (простые или двойные слои), и поверхности разде­
ла м еж д у  средами с различной проницаемостью. В электрическом 
поле особыми являются также поверхности проводников, но он» 
ограничивают области, в которых поле равно нулю (см. ниже з а ­
мечание 3). Особыми точками q0с и линиями /ос являются точки* 
в которых имеются точечные массы или диполи, и линии, на ко­
торых имеются линейные массы или линейные диполи. Условия у 
этих точек и линий можно получить, применяя (3.27) i,3 к малой 
окрестности точки или элемента длины линии (см. ниже замеча­
ния и 10). Если в этой окрестности среда однородна, то условия 
для U  получаются из (3.38'), (3.38") 1,3 заменой знаков равенства 
зн акам и  стремления [см. сказанное выше о применимости фор­
мул (3.38), (3.38'), (3.38")].

II. Замечания. К замечаниям, приведенным в разд. II, § 8  гла­
вы первой, надо применительно к рассматриваемому полю доба­
вить следующее.

1. £ сл и  область О отделена проводящей стенкой (экраном) от 
остального пространства и в этой области нет независимых заря ­
дов, т о  в ней поле Е =  0 и f/ =  const, так как от поля зарядов* 
находящихся за  экраном, область Ф защищена (см. разд. III §5)..

Е сл и  проводник, окружающий эту область, простирается до. 
бесконечности (экран заземлен), то на нем и, следовательно, во. 
всей области Ф потенциал U — 0. Это верно и в том случае, когда 
область  ■в' незамкнутая и стенка продолжается до бесконечности..

2 . И з  сказанного выше следует, что если пространство разде- 
лено неограниченными проводящими перегородками на прости­
раю щ ееся  до бесконечности области Фа, то заряды, находящиеся: 
в какой-либо из них, не создают поля в остальных областях или* 
точнее, это поле в них компенсируется полем зарядов, индуциро­
ванны х на перегородках. Иначе говоря, поля в областях Ой взаим­
но независимы.

3. ТГак как внутри проводников поле Е равно нулю, то они не  
включаются в состав области V, в которой определяется электри­
ческое поле. Их поверхности служат участками границы 5 [V ]  об­
ласти V. На поверхности каждого из проводников в соответствии1 
со сказанным в разд. IV, § 5 может быть задано условие (третье­
го или первого типа):

§  5 - f r  ■dS  =  ~  Т  е* с* или и  =  и к, (3.53>
s [Vfe]

где Uhr eh свб и 5  [•Oft]— потенциал, заряд  и поверхность k-r o  
проводника. В частности, если проводник заземлен, то на его по­
верхности является заданным условие U)t =  0 , а если он не зазем-
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лен и на него не наложен заряд, то на его поверхности является 
заданным условие (третьего типа)

так как суммч индуцированных на нем зарядов равна нулю.
4. Если независимые массы и нарушения однородности среды 

находятся в области О, ограниченной со всех сторон, то в условие 
регулярности на бесконечности (2.47) надо подставить вместо 
суммарной массы /п& сумму первичных масс, разделенную на 
проницаемость (eVl^) среды вне области О.

Случай, когда независимые массы простираются до бесконеч­
ности, аналогичен соответствующему случаю для масс в  вакууме 
(см. замечание 1 § 8 главы второй). В случае, когда ср е д а  в д а ­
леких частях пространства однородна только по лучам i? ,  исходя­
щим из некоторой конечной точки О, следует вместо е\/м- взять 
проницаемость среды, усредненную по бесконечно удаленной по­
верхности:

где dco — угол видимости элемента dS  этой поверхности.
5. В соответствии с замечанием 11 § 8 главы первой в области

V, в которой нет независимых масс, потенциал U определяется 
полностью заданием краевых условий и проницаемости среды в 
этой области. Если в случае электрического поля областью  V яв ­
ляется все пространство, кроме его частей, занятых проводника­
ми, то, полагая поле регулярным на бесконечности, м ож н о  счи­
тать, что оно полностью определяется функцией е(а) м  значения­
ми зарядов проводников или их потенциалов.

6. Необъемную массу можно представить как очень плотную 
объемную массу, определяемую функцией 8 ( q ) ,  а поверхность 
раздела заменить переходной зоной, в пределах которой (по 
нормали к ее границам) проницаемость меняется очень интенсивно, 
но непрерывно. Имея это в виду, можно сказать, что -уравнением
(3.31) и краевыми условиями поле EN/H в области V  определя­
ется по заданным в ней функциям йСвб(<7) V6°(<7) и е ( < ] ) \ / \ i ( q ) .

7. Согласно (1.110') на каждой особой поверхности S  функция 
И долж на удовлетворять двум условиям сопряжения (3.32) и 
(3.32"), в которых предусмотрено, что в общем случае эта поверх­
ность может быть поверхностью раздела и на ней могут нахо­
диться первичные массы: простые и двойные слои. В частных слу­
чаях условия сопряжения упрощаются. Наиболее ч асто  встреча­
ется случай поверхности раздела, на которой нет н и  двойного 
слоя, ни простого ;слоя первичных масс. В этом случае условия со­
пряжения сводятся к требованию непрерывности функции U и 
произведения ее нормальной производной на проницаемость сре­
ды, т. е. к условиям (3.41') i и (3.41"').

(3.53')

(3.54)



8. Если в области V среда кусочно-однородна и в ней нет не­
зависимых масс, то в ней потенциал всюду, кроме поверхностей 
раздела, удовлетворяет уравнению Лапласа V2£7= 0 . Тем не менее 
в этом случае обычно проектируют для функции U  в различных 
частях области V различные аналитические выражения, учитывая 
необходимость разрывов нормальной производной этой функции 
на поверхности раздела в соответствии со вторым из условий со­
пряжения (3.4 Г") .

9. Если в окрестности точечной массы т д<:Вб \ / т 0д проницае­
мость среды не меняется с расстоянием от точки q, например, ес­
ли через точку q проходят поверхности раздела кусочно-однород­
ной среды, то, применяя (3.27) i,3, получаем в соответствии с 
(3.38)

где R  — расстояние от точечной массы, a eCpW cp  определяется по 
формуле (3.54), в которой следует считать dco — углом видимо­
сти элемента сферической поверхности достаточно малого ра­
диуса R  с центром в точке q.

10. Если в окрестности элемента a>6dl\/X0qdl линейной мас­
сы проницаемость среды зависит от угла поворота около прямой, 
на которой он расположен, например, если элемент dl  лежит на 
поверхности раздела или является элементом линии пересечения 
поверхностей раздела, то, применяя (3.27), получаем в соответст­
вии с (3.38")

— проницаемость, усредненная по окружности / ' бесконечно ум а­
ляющегося радиуса г  с центром q  на элементе dl,  лежащ ей в 
плоскости, нормальной к отрезку dl\ а — плоский угол видимости 
элемента длины dl'  из точки q.

§ 7. Д О П О Л Н Е Н И Я  К ТРЕТЬЕЙ ГЛАВЕ

II. Формула Пуассона. Согласно (3.4'), (3.2)2, (2.115)4 одно­
родно намагниченная среда, заполняющая область V, создает 
поле Н с  потенциалом

(3.53” )

при г —>-0 Е (3.53'” )

где

(3.54')
о о



Принимая во внимание (1.127), получаем 

« Г „  ( „ , = — ^  j  V  £  dv-j _  -  - ± -  (• J v  j  *==. dV

ш согласно (2.44") 2 и (2.115) а,4

U "« {а) =  ~ - * Ь  (J^  U" {а}) =  ~  {JV  U" ед («))• (3 -55')
т .  е.

t /n„  (а) =  (J Н (а)) =  (JНед (а)), (3.55")
°мгн

где U h  и Н —  потенциал и напряженность поля, создаваемого од­
нородной магнитной массой и плотностью бмгн, занимающей об* 
ласть V, a UH tд и Нед — значения UH и Н при единичном зна­
чении бмгн.

Формулы (3.55'), (3.55") определяют потенциал UnI{ поля, со­
здаваемого однородно намагниченным телом, через потенциал 
'Uн ед или напряженность Нед поля, которое создавала бы магнит­
ная масса единичной плотности, если бы она зам ещ ала  это на­
магниченное тело ь.

Согласно (2.114)2, (2.115)3,4, (2.115') поля Н и Г одинаковых 
по форме и плотности масс т мгн и mvp связаны соотношениями

—  U Н = ------ -

следовательно, из (2.55') получаем ф о р м у л у  П у а с с о н а

UH =  - b U rt Н = -----Г ; (3.55'” )

а
, / » = - T j r < JV Ur „ )  =  - ^ ( J V t ' r ) .  (3-56)

зв которой Ur — потенциал гравитационного поля, создаваемого
однородной массой /пгр с плотностью бгр; ^гГед ~  значение Ur
при единичном значении бГр.

Формула Пуассона (3.56) представляет собой соотношение 
■между потенциалами Ur и UH гравитационного поля, создавае­
мого однородной гравитационной массой, занимающей какую- 
ли б о  область V, и магнитного поля, создаваемого однородно поля­
ризованным магнетиком, занимающим ту ж е область. В соответ­
ствии  с (3.55") можно формулу (3.56) представить в виде

* k ; < j r ) - ,3 5 6 '>

Соотношения (3.56), (3.56') позволяют воспользоваться ре­
зул ьтатам и  расчетов гравитационного поля для определения маг­
нитного поля. Они имеют формальный характер и н е  предназна­

1 Аналогичное, включая (3.55) — (3.55"). очевидно, справедливо для поля,
■создаваемого однородно поляризованным диэлектриком.



чены для выражения физической связи между гравитационным и 
магнитным полями.

II. Взаимное влияние проводников. Представим себе, что в 
пространстве имеются л проводников С* ( k — 1, 2........л).  Д опу­
стим, что на проводниках С* суммарные свободные заряды равны 
ен, а  вне этих проводников свободных зарядов нет. Согласно з а ­
мечанию 5 § 6, при заданной проницаемо'сти среды поле пол­
ностью определяется свободными зарядами проводников ек, сле­
довательно, ими определяется потенциал в любой точке простран­
ства и, в частности, на любом из этих проводников. Пусть U'k и 
U"k —  значения потенциалов проводников в полях, соответст­
вующих совокупностям e'k и е"к зарядов на проводниках. М ожно 
доказать, что эти потенциалы и заряды взаимно связаны соотно­
шением

'ZU'ke"k =  'ZU"he'h ( k = l ,  2 , . . . ,  п) .  (3.57)

Д л я  проводников в неограниченном однородном диэлектрике 
можно из (3.57) получить соотношения

Ui == ĵbih^kt ---2 Uh

( t = l ,  2 , . . . ,  n) ( Ы . 2 ........ n), (3.58)

в которых множители Ь& и с<*, называемые соответственно 
п о т е н ц и а л ь н ы м и  и е м к о с т н ы м и  (индукционными) 
к о э ф ф и ц и е н т а м и ,  не зависят от зарядов и потенциалов про­
водников и полностью определяются их формами, размерами и 
взаимным расположением, а также диэлектрической проницае­
мостью среды.

Множитель cih при i — k равен отношению заряд а  проводника 
Ck к его потенциалу, при условии, что остальные проводники з а ­
землены. Он называется емкостью k-ro проводника в системе про­
водников. При п =  1 имеем только один емкостный коэффициент 
C \ \ = e \ I U \ .  При этом, обозначая с п =  С, е х =  е, U\ =  U, получаем

С = е / и .  (3.59)

Э тот коэффициент называется . е м к о с т ь ю  у е д и н е н н о г о  
п р о в о д н и к а .

III. О пробной массе в присутствии среды. В § 2 главы второй 
шла речь о пробной точечной массе та, с помощью которой опре­
деляются векторы F(a)  и f(a)  = —-— F(a). Полю самой проб-

чта

ной массы там не уделялось внимания, так как оно само по себе 
не влияет на поле f (a ) .  Можно представить пробную массу в ви­
де однородного шарика с центром в точке наблюдения а. Сфери­
чески симметричное поле такой массы в точке а равно нулю. С ка­
занное остается справедливым при переходе от поля в вакууме к 
полю в неограниченной однородной среде. В общем ж е  случае поле 
пробной массы в присутствии поляризующейся среды или провод­
ников (в  поле Е) может вызвать изменение поля. Действительно,
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под действием поля пробной массы появятся дополнительные мас­
сы ееЕ V  m v-n в местах нарушения однородности поляризующей­
ся среды и дополнительные индуцированные заряды на проводни­
ках. Поле всех этих дополнительных источников в общем случае 
не окажется равным нулю в точке а. В связи с этим в общем слу­
чае пробную массу 'следует представить исчезающе малой не 
только геометрически, но также в смысле количества массы. При 
этом условии ее поле является столь слабым, что вызываемыми 
им дополнительными источниками поля можно пренебречь.

IV. Энергия поля. Масса еа V  т а в поле Е V  Н подвергается 
действию силы F (a ) .  При перемещении массы под действием этой 
силы совершается работа. Следовательно, благодаря существова­
нию поля мы располагаем некоторым количеством энергии. Эта 
энергия локализована в поле и называется энергией поля. Она 
распределена в пространстве с плотностью, определяемой форму­
лами

^ й = —  (ED) V  (НВ), (3.60)
dV 2 w dV 2

в которых W эл и WMIK — электрическая и магнитная энергия. 
Формулы (3.60) применимы к анизотропной среде, но не примени­
мы к ферромагнетикам. В изотропной среде (при J ° = 0 )  получа­
ем согласно (3.60) и (3.19")

dW„ еа £ г . < С̂мгн __ Р~а ^уа /д 60')
dV ~  2 V dV 2

V. Электростатическая интерпретация функции Грина. Допу­
стим, что в вакууме область V, ограниченная поверхностью 5 [У], 
защищена заземленным экраном, а в точке а области V находит­
ся заряд еа■ В точке q этой же области имеем потенциал

U E( q ) = U “E (q) +  USE( q ) = - ^ -----i -  +  eep(a, q). (3.61)

где UaE — потенциал поля Еа заряда еа\ Use — потенциал поля 
Es заряда es =  —еа, индуцированного на внутренней стороне S[V] 
экрана.

Зависимость множителя р от точки а  объясняется тем, что 
распределение заряда  es на S'[V] зависит от положения индуци­
рующего заряд а  еа в области V. Согласно (3.61)

—  и Е(е}) =  у — - { - 47:ео И а ’ Я)- (3.61')Laq
Второй член правой части (3.61') удовлетворяет условиям 

(2.100') для функции h(a,  q) ,  достаточным для ее однозначного 
определения. Действительно, в области V, очевидно, \ 2UBE= 0 ,  а 
на поверхности 5 [V]  в любой ее точке р  потенциал U E равен ну­
лю и, следовательно, 4яеоР (а, р)  =  — L—I 

ар '
Поэтому согласно (2.100)

G (a, q) =  ^  U E (q), h {a, q) =  4™0 р (a, q ). (3.62)



Таким образом, функцию Грина можно интерпретировать 
электростатически как умноженный на 4яеое~’а электрический по­
тенциал, который мы имели бы в области V  при условии, если бы 
она бы ла ограничена заземленным экраном и в ее точку а был бы 
помещен заряд еа-

Э то  условие принципиально осуществимо, следовательно, 
функция Грина существует для любой произвольно заданной по­
верхности S[V] и любой точки а в области V.

Однако потенциал U поля f согласно (2.102), (2.102') вы ра­
ж а е тс я  через нормальную производную функции Грина. Посмот­
рим, что соответствует этой производной в изложенной здесь ин­
терпретации. Согласно (3.62) 1 

dG 4пев dU р 4лF
- J - —  ~*£ = - —  Е а, (3.63)д п  еа дп еа

где п . — нормаль, направленная из области V. Д ля  плотности о 
з а р я д а  е8 на поверхности 5  (как на тыльной стороне проводника 
в поле заряда еа) справедливы формулы (3.50'), в которых для 
наш его  случая нормаль п должна быть направлена внутрь об л а ­
сти V.  Следовательно,

о = = - .  аЕп =  - ^ ^ ~ .  (3.64)
4п дп

Т аким  образом, множитель при U (p )  в (2.102), (2.102')

-  (3.64')
4тс дп еа

и определяется плотностью о  заряда e s на Этот заряд  при
единичном значении еа называют слоем Грина.

В <3.63) знаки величин Е п и еа совпадают, поэтому <  О
дп

(функция G уменьшается с приближением точки q области V к 
поверхности 5 [ У ] ) ,  и согласно (3.64) о / е а< 0. Следовательно, упо­
мянутый множитель в выражениях (2.102), (2.102') положителен.



Глава четвертая

Стационарное электрическое поле

§ 1. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК

Поток электричества — электрический ток — описывается век­
тором j, который называют п л о т н о с т ь ю  т о к а .  Э тот вектор 
в какой-либо точке а определяется направлением движения элек­
тричества и количеством электричества de,  проходящего за эле­
мент времени d t  через площадку dS  с центром в точке а, нор­
мальную к направлению движения:

(41)
где l w= \ v / w

— единичный вектор по направлению движения электричества; 
w — скорость этого движения.

Согласно (4.1) при d e > 0 направление вектора j совпадает  с 
направлением движения электричества, а при d e < 0 вектор j имеет 
направление, противоположное направлению движения электри- 
че£тва.

В общем случае можем иметь движение электричества обоих 
знаков по разным (например, взаимно -противоположным) на­
правлениям и вектор

j = j ++ j -  (4.1')
где j+ и }~— плотности токов, образуемых движением положи­
тельного и отрицательного электричеств, определяемые по фор­
муле (4.1). Вектор j+ параллелен вектору w, а вектор j -  — ан- 
типараллелен ему.

Если движение отрицательного электричества заменить таким 
же, но противоположного направления движением полож итель­
ного электричества, то это не повлияет на показания приборов 
(гальванометров), с помощью которых обычно обнаруживаю т 
существование тока и определяют его н а п р а в л е н и е С в о д я  с по­
мощью такой замены движение любых зарядов к движению 
одних только положительных зарядов, можно сказать ,  что на­
правление вектора j совпадает с направлением движ ения элект­
ричества, а абсолютная величина этого вектора есть отнесенное 
к единицам времени и площади количество электричества, про­
ходящего за время d t  через площадку dS ,  нормальную к направ­
лению движения.

Эта глава посвящена постоянному полю; в ней будет рас­
сматриваться постоянный ток, т. е. поле вектора j = j ( a ) ,  зави-

1 В соответствии с этим вектор j, определяемый по формуле (4.1), не ме­
няется при подстановке в эту формулу — de и —w вместо de и vr.



сящ его от положения точки а , но не от времени t. Но в этом 
параграф е будем иметь в виду более общий случай, когда плот­
ность тока может зависеть также от времени, т. е. когда j =  
= j ( a ,  t ) .  Пренебрегая изменениями направления и абсолютной 
величины вектора j за единицу времени в пределах единичной 
площадки, можно сказать, что абсолютная величина вектора j 
численно равна количеству электричества, проходящего в еди­
ницу времени через единичную площадку, нормальную к направ­
лению  движения электричества *.

Векторные линии, поверхности и трубки поля j называют т о ­
к о в  ы м и. Электрические заряды движутся по токовым линиям. 
На токовых поверхностях нормальная компонента вектора j 
равн а  нулю.

I. Упорядоченное движение микрозарядов (электронов, .и о ­
нов) . Весьма сложное, хаотическое движение микрозарядов мо­
ж ет сочетаться с упорядоченным результирующим движением, 
которое сводится к общему их дрейфу в некотором направлении 
и образует ток в этом или противоположном (в случае отрица­
тельных микрозарядов) направлении.

Движение микрозарядов в горной породе осложняется неод­
нородностью ее состава, так как даж е однородная в масштабе 
геофизических измерений порода обычно в масштабе движений 
отдельных микрозарядов является неоднородной, имеет сложное 
строе ние и состоит из компонентов, различных по природе элек­
тропроводности и по значениям удельной электропроводности. 
Но, схематизируя явление электрического тока, представим, что 
все микрозаряды каждого знака в окрестности точки наблюдения 
одинаковы и движутся с одной и той же скоростью. Зам еняя мик-

iu d t

Рис. 33. Отрезки токовой трубки, содержащие положительные и отрицательные 
заряды, которые проходят за время dt  через поперечное сечение трубки dS  из 
области Vi в область V%. Разностью этих зарядов, деленной на dt, определяется 
ток в трубке

1 П оле вектора j  определяют токи, имеющиеся в пространстве; оно пред­
ставляет собой поле тока. Но по возможности мы будем воздерживаться от т а ­
кого применения термина «поле тока», так как ему в литературе часто придают 

 ̂ смысл магнитного поля, создаваемого током, или электрического поля, под дей­
ствием которого происходит движение электричества.



розаряды каждого знака сплошным объемным электричеством с 
плотностью, равной числу содержащихся в единице объема мик­
розарядов, умноженному на величину отдельного м икрозаряда, 
получаем потоки положительного и отрицательного электричест­
ва с плотностью 6+ и б~ и скоростями W+ И W- .

Пусть d S — площадка, нормальная к направлению / движе­
ния электричества одного какого-либо знака, a w  (w+ и ли  w ~) —  
скорость этого движения. Построим цилиндр с образующей по 
направлению I и с направляющей по контуру площадки dS  
(рис. 33). Допустим, что V\ и V2— части цилиндра, разделяемы е 
площадкой dS,  а электричество движется из Ki в V2. З а  проме­
жуток времени dt  через площадку dS  пройдут те заряды , кото­
рые находятся в V\ на расстояниях от площадки d S , меньших 
отрезка wdt ,  т. е. количество электричества d e = w 8 d S d t ,  занима­
ющее объем w d S d t .  Следовательно, согласно (4.1) имеем ток с 
плотностью

При б > 0  вектор j параллелен вектору w , а при 6 < 0  — век­
тору —w. В общем случае, имеем движение положительного и 
отрицательного электричества со скоростями w+ и w — и, следо­
вательно, токи с плотностями

где 6+ — плотность положительного электричества; б-  —  абсолют­
ная величина плотности отрицательного электричества; j = j ++ j -  
в соответствии с (4 .Г ) .

Согласно (4.2 '), для того чтобы вектор j был отличен от нуля, 
достаточно неравенства w+6+^=w-6_, которым, конечно, не опре­
деляются значения б+ и б- . Так, например, при w + = 0  j = — w ~6_  
и плотность тока вовсе не зависит от б+. В частности, не исклю­
чается случай, когда j=?^0, а б+= б _ и, следовательно, согласно 
(2.4), 6 = 0 .  Тем более ясно, что существование тока не исклю­
чает постоянства плотности электричества б и плотностей б+ и 
б-  в отдельности.

II. Поток вектора j, цепь тока, сила тока. Согласно определе­
нию вектора j л  о т о к

этого в е к т о р а  через площадку dS  есть количество электриче­
ства (положительного), проходящего через нее в единицу вре­
мени, взятое со знаком плюс, если ток проходит о т  оборотной 
стороны площадки к ее лицевой стороне, и со знаком минус, если 
ток проходит в противоположном направлении. Аналогично 
определяется поток

j = w 6 . (4.2)

j + =  W+6+, j -= = ---W-6~, j= W + 6 + — W“6- . !(4.2')

d l = { j  d S ) = j d S  c o s ( j ,  dS) (4.3)

(4.3')

вектора j через поверхность 5 . Потоки через отдельные ее участ­
ки могут иметь различные знаки, а поток I через всю поверхность* 
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S  равен их алгебраической сумме. Через нормальную поверх­
ность S 1 поля j, т. е. через поверхность, нормальную к токовым 
линиям V (с нормалью п по направлению тока), поток 1 > 0, а 
если величина /  имеет одно и то ж е значение во всех точках этой 
поверхности, то

I = j S ' .  (4.3")

Поток вектора j через токовую поверхность (через поверх­
ность токовой трубки) равен нулю.

И зображ ая поле вектора j с помощью токовых линий и пред­
ставляя их проведенными с густотой, пропорциональной плотно­
сти тока, можно сказать, что величины /, d l  и / определяются 
числами токовых линий, пронизывающих поверхность S,  площад­
ку d S  и единичную площадку, нормальную к направлению тока.

Ц е п ь ю  т о к а  называют ряд последовательно соединенных, 
проводников (звеньев, участков цепи), вдоль которого пропуска­
ют ток. Силой тока (током) /  в проводнике (в цепи) называют 
поток вектора j через поперечное сечение проводника (цепи). 
При этом обычно имеют в виду часто применяемые в технике 
проводники сильно удлиненной формы (проволоки, Щины) с по­
перечными сечениями, изменения которых в продольном направ­
лении почти незаметны, причем предполагается, что ток через 
них пропускают в этом направлении и вектор j в них всюду нор­
мален к поперечному сечению. Такой проводник в отличие от про­
странственного проводника (произвольной формы)сравним с ли­
нейным проводником (см. разд. IV). В нем нормальное сечение 
тока вполне определяется точкой, через которую его проводят;, 
оно совпадает с поперечным сечением проводника, которое к то­
му ж е  легко определяется (см. разд. III § 2).

С и л у /  любого т о к а  можно определить как поток вектора j 
через сечение проводника поверхностью S'. Но в общем случае 
пространственного тока это сечение, проведенное через какую- 
либо заданную точку проводника, может быть различным в з а ­
висимости от конфигурации токовых линий в нем и, следователь­
но, о т  разных обстоятельств, влияющих на распределение тока в 
проводнике. В частности, включая такой проводник по-разному в 
цепь, вдоль которой пропускается ток, будем иметь различные 
расположения и формы поверхностей S'.

Силу тока будем обычно считать положительной величиной,, 
полагая, что при ее определении потоком вектора j через попе­
речное сечение проводника нормаль на этом сечении берется по 
направлению вектора j. Однако иногда удобно придавать значе­
нию силы тока алгебраический смысл, пользуясь некоторым ус­
ловным правилом знаков, например, в законе Кирхгофа (4.20).

I I I .  Уравнение непрерывности. Поток вектора j через замкну­
тую поверхность S [V ],  ограничивающую область V , равен коли­
честву электричества (положительного), растекающегося из об­
ласти V в единицу времени, считая стекание электричества к этой 
области отрицательным растеканием из нее. Но изменение коли- 
12— 48 17 Т



чества электричества e v  в области V, согласно закону сохране­
ния количества электричества, может происходить только вслед­
ствие перехода электричества через ее границу 5 [К].

Следовательно, поток вектора j через поверхность 5 1 V]

§ ( J d S ) = - < v ,  (4.4)
■SM

где e v  — производная по времени от величины e v , т. е .  прираще­
ние (положительное или отрицательное) заряда  ev ,  находяще­
гося в области V, в единицу времени. Этот поток положителен, 
если e v < 0 ,  т. е. если заряд  e v  уменьшается, и отрицателен, если 
e v > 0 ,  т. е. если заряд e v  увеличивается

Если в области V находится объемный заряд с плотностью б,
то

e v — §bdV,  ev— \bdV.  
v v

Поэтому, применяя теорему Остроградского (1.30) к левой 
части (4.4), имеем

J d i v  ] d V ^ ~  \bdV.  (4.4')
v  v
Таким образом, получаем для поля вектора j уравнение
div j = —б. (4.5)
Если из окрестности d V  точки а растекается электричества 

'(положительного) больше, чем к ней притекает, то в этой точке 
плотность заряда  б уменьшается и б < 0 ;  в противном случае зна­
чение б увеличивается и б > 0 .  Источники поля j находятся там, 
где плотность зарядов меняется во времени.

Равенство (4.4), являющееся выражением постулата сохра­
нения количества электричества, называется уравнением непре­
рывности тока, а равенство (4.5) является дифференциальной 
формой этого уравнения. Согласно этому равенству там , где про­
изводная  6 не обращается в бесконечность, дивергенция вектора 
j имеет смысл, и, следовательно, величина j  по направлению то­
ка не терпит разрыва.

IV. Необъемные токи. В некоторых случаях объемные токи 
удобно заменить мысленно необъемными токами: линейными или 
поверхностными.

При достаточно малых размерах поперечного сечения тока AS  
нас часто интересуют только сила /  этого тока и линия I, опре­
д ел яю щ ая  его расположение в пространстве (средняя токовая 
л и н и я ) , а не его плотность / и поперечное сечение A S.  В таком 
случае, мысленно уменьшая поперечное сечение AS,  заменяют

1 В этой главе до § 4 всюду, кроме (4.21), имеются в виду свободные за­
ряды , но индекс «свб» при е, 6, а, X опускается. Предполагается (как во всей 
книге), что среда неподвижна и ее свойства не зависят от времени. Исключе­
ние составляют формулы (5.9"), (5.9"').
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объемный ток линейным по линии / 
с той же силой / . Считая, что во 
всех точках этого сечения плот­
ность тока / имеет одно и то же 
значение и, следовательно, I — 
= j A S , получаем при AS->-0 /->-00 . 
Если поперечное сечение тока — 
квадрат со Стороной h, то / = / / г 2. 
Следовательно, в линейном токе 
(проводнике) объемная плотность 
тока

Рис. 34. Переход от полной тан­
генциальной компоненты j ,  объ­
емного тока в слое с толщиной А 
к поверхности плотности тока i

/ -voо как h r 2 при /г->0. (4.6)

Ток в очень тонком слое, парал­
лельный поверхности этого слоя, 
часто заменяют током по некоторой 
поверхности 5, например, по сред­
ней поверхности слоя, и таким обра­
зом получают поверхностный ток.
Пусть h—толщина слоя; jt—полная 
тангенциальная (параллельная средней поверхности слоя) компо­
нента вектора j в этом слое, / — линия на средней поверхности 
слоя, нормальная к вектору и ,  a S t — поперечное сечение слоя, 
проходящее через линию I. Поверхность Si представляет собой 
полоску с шириной Л, а элементарный отрезок этой полоски — 
площадку h d l = d S i ,  через которую проходит поток j xhdl  (рис. 34). 
На единицу длины линии / приходится поток, численно равный

(4.7)д1 ■ ъ
аГ =  '<*-

Чтобы перейти от объемного тока в тонком слое к поверх­
ностному току на поверхности S ,  мысленно сжимаем слой до ну­
левой толщины, сохраняя без изменения произведение /ТЛ, для 
чего считаем, что

при h ->-0 Д —>■ оо как Л-1 . 

Вектор

1 =
dl

(4.6')

(4.7')

называют поверхностной плотностью тока в отличие от величи­
ны j, которая, является объемной плотностью тока. Направление 
вектора i совпадает с направлением поверхностного тока, а аб­
солютная величина его равна количеству электричества (поло­
жительного), проходящего в единицу времени через единичный 
отрезок линии /, поперечной поверхностному току. Согласно (4.6), 
(4.6') в точках, в которых имеются необъемные токи, / = о о  и, 
следовательно, div j теряет смысл.



Из равенства (4.4), пользуясь которым, мы получили диффе­
ренциальное уравнение (4.5) для поля j, можно такж е получить 
поверхностную форму этого уравнения. Выделим на поверхности 
5  участок AS, ограниченный замкнутой линией / [AS], и заклю ­
чим его в замкнутую поверхность s, пересекающую поверхность
S  по этой линии и построенную, как показано на рис. 10. Заряд  
еп, находящийся внутри поверхности s,  и его производная ёц 
определяются формулами

При достаточной малости Л и AS левая часть (4.9), согласно

Формула (4.10) 2 соответствует определению поверхностной 
дивергенции (1.49); она справедлива для поверхности S, на ко­

торой нет поверхностного тока, и, следовательно, компонента j T 
. имеет ограниченные значения.. Если же i=?^0 на поверхности S, 
то на ней jx= оо и согласно (1.57)

а\це divsi — двумерная дивергенция вектора i на поверхности S. 
Следовательно, при 0 имеем вместо (4.10) 2

Согласно (4.10) 2 разрыв нормальной компоненты вектора j 
л а  поверхности S без поверхностного тока равен взятой с обрат­
ным знаком производной по времени от плотности поверхностного 
заряда  на этой поверхности. Это вполне понятно. Действительно, 
нормальные компоненты и /<2)„ векторов j (1) и j (2) равны ко­
личествам электричества, проходящим в единицу времени через 

-единичные площадки, параллельные поверхности S  и располо­
женные около нее в областях Vi и Уг. Первое из этих количеств 
подходит к единичной площадке поверхности S  из области V\, а 
второе отходит от этой площадки в область W

Поэтому разность / (1)„—/<*>„ есть приращение заряд а  этой 
площадки в единицу времени, а / (2)л—/( — скорость убыли это­
го заряда, равная —а.

В более общем случае, когда на поверхности S имеется по­
верхностный ток с плотностью i, изменение заряда  площадки AS

(4.8)

где а — производная по времени от плотности а  поверхностного 
заряда на поверхности S. Поэтому, согласно (4.4),

(4.9)

<1.47), равна AS Div j, а правая часть равна — crAS. Следова­
тельно,

(4.10)

Div j = j (2)n—/ (1)n+ d i v si, ,(4.11)

У(2)л—/ (1 >n+d ivsi= —о. (4.12)



происходит не только за счет разности между количествами 
электричества, приходящего к ней из области V\ и отходящего 
от нее в область V2 , но также за счет потока

§  (i [dl n]) =  {■ divsiUS (4.13)
l  (AS] A S

вектора i через границу /[Д5] этой площадки, которым опреде­
ляется растекание (положительное или отрицательное) электри- 

•' чества от нее к соседним частям поверхности S.
| Если S  — поверхность соприкосновения проводника с непро-
I водящей средой, то, отмечая индексами 1 и 2 области, занятые 

соответственно проводником и непроводящей средой, имеем j w n =  
= 0 .  Поэтому, обозначая / (1)л= /п ,  получаем согласно (4.10) при 
отсутствии поверхностного тока

j n = o .  (4.10')

V. Дифференциальная форма закона Ома. Плотность тока, 
возникающего в проводящей среде под действием электрическо- 
ко поля, пропорциональна напряженности этого поля:

j = v E ,  y= 1 / p . И-14)
где j и Е — плотность тока и напряженность поля в какой-либо 
точке; у  и р — удельная электропроводность и удельное сопротив­

ление среды в этой точке.
Величина у  представляет собой параметр среды, определяю­

щий способность среды пропускать электричество, движущееся 
под действием электрического поля, и численно равный плотно­
сти тока  в этой среде при единичной напряженности поля Е в 
ней. Формула (4.14)! выражает закон Ома в дифференциальной 
форме.

В озвращ аясь к формуле (4.2 '), отметим, что в поле Е к мик­
роразрядам  приложены силы, сообщающие им некоторые уско­
рения, но среда тормозит движение микрозарядов и препятствует 
накоплению их скоростей. Механизм этого торможения может 
быть различным, например, в металле это соударения электро­
нов с ионами кристаллической решетки. Но при любом характе­
ре торможения оно приводит к тому, что средняя скорость мик­
розарядов пропорциональна напряженности поля. Если, напри­
мер, в  области пространства, занятой раствором соли (электро­
литом ), действует электрическое поле Е, то положительные и 
отрицательные ионы имеют скорости w + = u+ E , w ~ = — и ~ Е, где и+ 
и и~ —  положительные множители пропорциональности, называе­
мые подвижностями ионов. Подставляя эти вы ражения для w+ 
и w~ в  формулу (4.2') з и сравнивая ее с (4.14), получаем

\ =  («+6++U-6-) Е, y = u + 6 + - j - u -6 - .  (4.14')

VI. Тензор электропроводности. Согласно (4.14) вектор j от­
личается от вектора Е только скалярным (положительным) мно-
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жителем v. и, следовательно, направление вектора плотности то­
ка совпадает с направлением электрического поля, вызывающего 
этот ток, и токовые линии следуют по силовым линиям (при от­
сутствии сторонних сил, см. § 3). Для любого направления 1 } i =  
= у Е г и, в частности, для координатных направлений j k= y E k 
(k — \ , 2, 3). Однако это справедливо только для изотропной 
проводящей среды, т. е. среды, электропроводность которой не 
зависит от направления. Некоторые среды и, в частности, неко­
торые горные породы отличаются анизотропной электропровод­
ностью. Их способность пропускать электричество, движущееся 
под действием электрического поля, различна в разных направ­
лениях. 4  

В анизотропной среде вектор j равен скалярному произве­
дению тензора электропроводности

на вектор Е. Это означает, что компоненты вектора j линейно 
зависят от компонент вектора Е

где множители yik являются компонентами тензора электропро­
водности у .  Таким образом, в случае анизотропной среды следу­
ет в (4.14) считать v тензором. Этот тензор симметричный (7<*= 
= у kt); он определяется шестью значениями компонент у ;s. Если 
соответствующим образом выбрать направления осей х, у, z, то 
получим у ik— 0 при 1 ф к  и, следовательно, j i = y u E i ,  т. е.

Г Д е  У х = У х х , У у — У п . У г = У г г .
При этих направлениях осей х, у, z  компоненты вектора j 

пропорциональны соответствующим компонентам вектора Е, но 
(в общем случае) множители пропорциональности у*, У у > У г  име­
ют разные значения.

Анизотропия горной породы может быть обусловлена ее сло­
истостью (трещиноватостью, рассланцованностью). Обычно рас­
сматривают случай двух значений удельной электропроводности: 
п о п е р е ч н о й  у п — по некоторому направлению п, называемому 
осью анизотропии, и п р о д о л ь н о й  y t > y n по любому направ­
лению t  в плоскости, нормальной к направлению п и называемой 
плоскостью анизотропии.

Этот случай анизотропии будем здесь иметь в виду. Взяв си­
стему х, у,  г  с осью г по оси анизотропии, имеем y x = y v— yt,
У * = У п .

Векторы Е и j связаны (в этом случае) соотношениями

Т —

к
ji =  lZ'(tkE k (£ =  •*. У, z; i — x ,  у, z), (4.15)

jx—у хЕ х, j y —УуЕу, /г—УгЕг, (4.15')



и образуют с направлением п углы, определяемые формулами 

tg (E ,  n ) =  E J E n,

(4.15” ')

из которых следует, что при у п<Суt (j, n ) ^ ( E ,  п), где знак р а ­
венства соответствует случаю, когда Е п= 0 или Ех— 0. Следова­
тельно, токовые линии отклоняются от направления наименьшей 
электропроводности сильнее силовых линий; направления век­
торов j и Е (направления токовых и силовых линий) в произ­
вольно взятой точке анизотропной 'среды не совпадают. Однако, 
если в какой-либо точке один из векторов имеет направление п 
или т ,  то в этой точке другой вектор имеет то же направление.

Анизотропный проводник, как и изотропный, может быть од­
нородным или неоднородным.

Диэлектрики и магнетики, как и проводники, могут быть ани­
зотропными. Среда, анизотропная в отношении диэлектрической 
или магнитной проницаемости, характеризуется тензором прони­
цаемости, аналогичным тензору у. В дальнейшем (как и в пре­
ды дущ ем  изложении) будем предполагать, что среда изотропна.

§ 2. ПОСТОЯННЫЙ ток ✓

Перейдем к случаю, когда в любой точке вектор j не меняет­
ся со временем, т. е. когда производная по времени от этого век­
тора равна  нулю. В этом случае имеем постоянный (стационар­
ный) ток. Постоянное поле вектора j, и, согласно (4.14), элект­
рическое поле Е также должно быть постоянным, из чего следует, 
что долж но выполняться условие

т. е. источники поля Е должны быть неизменными, что соответ­
ств у ет  условию (2.7) постоянства поля f.

Условие (4.16) совместимо с движением зарядов. Действи­
тельно , выделим из токовой трубки с малыми поперечными р а з ­
м ерам и  элементарный отрезок, заключенный между ее попереч­
ны м и сечениями d S i и d S 2, и допустим, что в этом отрезке труб­
ки то к  направлен от d S i к d S 2. Выполнение условия 6 = 0  в о б ъ ­
еме d V  этого отрезка токовой трубки означает постоянство 
количества электричества d e = 8 d V  в нем, а для этого достаточ­
но, чтобы за любой промежуток времени dt  через площадку dS \  
в элем ент dV  и через dS2 из этого элемента проходили одинако­
вые количества электричества. При этом заряд  de,  находящий­
ся в элементе d V, является постоянным, но не статическим (он 
остается  таким же, но не тем ж е), так как непрерывно возобнов­
л яе тс я .  Таким образом, при /=И=0 мы можем иметь 6 = 0  (а такж е 
6 = 0 ,  см. разд. I § 1).

e v = 0 ,  6 = 0 ,  ст=0, ? .=0, еч= 0 , (4.16)



Постоянное электрическое поле Е в проводящей среде, как и 
постоянное поле вектора j ,  будем называть с т а ц и о н а р н ы м 1,

I. Уравнение непрерывности постоянного тока. Подставляя 
'условие  (4.16) в (4.4), (4.5), (4.10), получаем для постоянного 

тока

div j = 0 ,  Div j = 0 ,  § ( Jd S )  =  0. (4.17)
s

Равенства (4.17) представляют собой дифференциальную, по­
верхностную и интегральную формы уравнения непрерывности 
постоянного тока. Согласно этим равенствам постоянное поле 
вектора j  является всюду соленоидальным; оно не имеет источ­
ников. В этом поле векторные линии, т. е. токовые линии, нигде 
не обрываются; они должны быть замкнутыми. Е сл и  токовые 
линии продолжаются в обе стороны до бесконечности, то можно 
считать, что они там замыкаются.

В соответствии с (4.11) равенство (4.17) 2 может быть пред­
ставлено в виде

/ <2)п—/(1)п= — divsi, (4.18)

а в обычном случае, когда на поверхности .S нет поверхностного 
тока, в виде

/■(*)„=/(•)„, Т2£(2)я==Т1£(1)я> (4.18')

где у {  и Y2 — удельная электропроводность среды с о5еих  сторон 
поверхности 5.

У границы проводника в соответствии с (4.10') д л я  постоян­
ного тока j n= 0, т. е. эта граница является токовой поверхностью. 
Таким образом, поверхность цепи тока, поверхность е е  соприкос­
новения с окружающей непроводящей средой (изоляцией), явля­
ется токовой поверхностью, а цепь тока — токовой трубкой. Эта 
трубка может быть мысленно расщеплена (разделена токовыми 
поверхностями) на более тонкие и, в частности, элементарные 
токовые трубки. Согласно сказанному выше, токовые трубки и, 
в частности, цепи постоянного тока должны быть замкнутыми.

Схематически мож;но изобразить замкнутую цепь то к а  в виде 
кольца или замкнутой линии (токовое кольцо, контур тока) про­
извольной формы (рис. 35).

Из соленоидальности поля j следует, что потоки вектора j 
через все непродольные сечения одной и той же токовой трубки 
и, в частности, токовой цепи имеют одно и то же значение. Обоз­
начая через / '  и I" силы тока через произвольно в зяты е  сечения 
S '  и S"  цепи тока с нормалями, направленными от S '  к S" (по 
току), имеем в соответствии с (4.17)з

/ " = / ' .  (4.19)

1 Некоторые авторы называют стационарным гармонически меняющееся поле 
(см. начало § 6 главы шестой).



Рис. 35. Изображение цепи тока в 
виде токового кольца К  или конту­

ра I.
П оверхность S [0K] кольца К  делит про­
странство на внутреннюю # к и внешнюю 

о б л аст и . В области О0 имеются конту­
ры I  * сцепленны е кольцом К, и контуры 
Z® не сцепленны е с ним (см. главу пя­

тую)

Рис. 36. Поток вектора j через зам ­
кнутую поверхность S q, внутри кото 
рой находится разветвление линей­
ных (квазилинейных) токов

Т аки м  образом, сила постоянного тока во всех непродольных 
сечениях проводника (цепи) определяется ее значением I для 
какого-либо одного из них.

Применим (4.17)з к замкнутой поверхности S q, охватывающей 
точку с/ разветвления линейных токов Ik ( к = \ ,  2 , . . . )  (рис. 36). 
Подынтегральное выражение в (4.17)з обращается в нуль на всей 
площ ади  поверхности S q, кроме ее йсчезающе малых участков 
ASk, являю щ ихся сечениями токов Ik. Поэтому получаем в ре­
зультате  интегрирования сумму потоков вектора j через эти се­
чения, равную сумме сил toKoe /*, если условиться отрицательны­
ми считать токи, направленные к точке разветвления, и положи­
т е л ь н ы м и — направленные от этой точки. Следовательно, соглас­
но (4.1 7 ) 3 получаем

Z/fc =  0. , (4.20)
В более  общем случае переменных токов получаем из (4.4)

2 / ft =  - e , .  (4.20')
Р авенство  (4.20) является линейной формой уравнения не­

прерывности постоянного тока и вы раж ает первый закон Кирх­
гофа. М ож н о  сказать, что равенства (4.17) выражаю т этот з а ­
кон в дифференциальной, поверхностной и интегральной формах. 
Ф орм ула  (4.20), очевидно, применима такж е к разветвлению то­
ков, не являющихся линейными, если для них значения Ы я в л я ­
ются определенными.

Поверхность токового кольца (см. рис. 35) делит пространст­
во на д в е  кольцевидные (двухсвязные) области -д* и Фо, из ко­
торых первая занята  токовыми линиями, а вторая охватывается 
ими. В случае линейной цепи область занимает все простран­
ство, з а  исключением замкнутой линии, в которую вырождается 
область  0%. В случае пространственной цепи (ток в земле на 
больш ой глубине) область Фо может выродиться в замкнутую



«линию», охватываемую токовыми линиями, заполняющими «все 
пространство», т. е. очень большую область Ф*.

II. Поле Е и его потенциал U. Постоянное электрическое по­
ле Е в проводнике не отличается по своей природе о т  статиче­
ского поля Е в непроводящей среде или вакууме; это то  же поле 
кулоновых сил, создаваемое электрическими зарядам и , и для не­
го справедливы уравнения (3.24), (3.14)ь т. е. система

I. ro tE  =  0, II. d i v E  =  ^™ (div D =  8св5). (4.21)
eo

Подставляя в (4.14) решение Е==—grad  U уравнения (4.21)i, 
получаем для вектора j и его компоненты ji по лю бом у направ­
лению / выражения через потенциал U:

j — — Y gvad U,  =  (4.22)
01

Из (4.22) следует, что направление тока, возникающего под 
действием электрического поля, совпадает с направлением наи­
более интенсивного падения потенциала; вектор плотности этого 
тока образует квазипотенциальное поле — 7  (a) grad U< ( а ) . Ha то­
ковой поверхности j n= 0 и, следовательно, £ « = 0 , - ^ —= 0 ,  а по­йл
верхность поперечная токовым линиям, является эквипотен­
циальной. Поток вектора j через какую-либо поверхность S' со­
гласно (4.22) выражается формулой

/  =  — Г у —  rfS =  -  Г  —  —  dS. (4.22')
J дп .) р дп
s s

Если в этой формуле S — сечение цепи тока, тс» | / | — сила 
тока в цепи.

На поверхности S, на которой нет поверхностного тока, име­
ем согласно (4.18') и (4.22)

Ta^ = Y l ^ .  (4,23)
дп дп

При У2Ф У 1 нормальная производная потенциала терпит раз­
рыв на поверхности S, но произведение этой производной на 
удельную электропроводность среды непрерывно на это й  поверх­
ности.

III. Сопротивление участка цепи тока. Разность потенциалов 
U 1— U2 между двумя поперечными (эквипотенциальными) сече­
ниями цепи тока Si и S 2, согласно (2.39'), равна напряжению  <̂ 12 
между ними, т. е. работе поля на пути >112 (рис. 37, а ) ,  их соеди­
няющем:

U г ~  U ,  =  < 3 , , .  С§12 =  j ( E d l )  -  j  р ( j d l ) ,  <4 ' 2 4 ^
I I  _

где в соответствии с (4.14) (Е d i ) = p ( j  dl).
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Рис. 37. Участок С12 цени тока:
а  — гран и ты  S j, S2, S 6 участка С12, определяющие поле J/ /  на этом участке, б  — прорезь В  
на соседнем  участке, меняющая положение границы 5 3 и поле вблизи нее на участке См 
(полож ение поверхности S 3 и линий тока при отсутствии прорези показаны пунктиром), •  — 
схема, показы ваю щ ая, что в токовых трубках, в которых отрезки /ц  линий тока (м еж ду се­
чениями S ’» и S a короче; плотность тока больше; г — автономный участок цепи, заклю ченный 
между идеальны ми проводниками; д  — автономный участок цепи, заклю ченный между 
сечениями квазилинейных проводников

П уть  112 берется по току; в тех случаях, когда будем допус­
кать в (4.25) путь /12 против тока, будем считать К О ,  д л я  того 
чтобы иметь всегда R l2> 0 .

Величину /?12 назовем сопротивлением участка цепи C’i2 м еж ­
ду ее поперечными сечениями Si и S 2, на котором ток проходит 
от Si  к  S 2. Область пространства V\2, занятая этим участком це­
пи, огр аничена замкнутой поверхностью, состоящей из его боко­
вой поверхности 5с, являющейся отрезком поверхности цепи тока, 
и сечений цепи Si  и 5г. На поверхности S q потенциал U  удов­

Слеловательно,
U x— U2= I R i2, (4.24')

где
2

(4.25)



летворяет условию -----=  0, а на сечениях Si и S ^ — условию

типов) и значениями удельного сопротивления р во всех точках 
области V12, как будет показано в § 7, полностью определяется 
поле вектора j во всей области V12, причем значения этого век­
тора оказываются пропорциональными силе тока /. Поэтому поле 
вектора \ Ц  такж е вполне определяется в области V \ 2 заданием 
ее границ (Sв, Si  и S 2) и удельного сопротивления среды, запол­
няющей ее; оно не зависит от 1. Таким образом, согласно (4.25), 
величина R i2 полностью определяется проводником, образующим 
участок цепи между ее эквипотенциальными сечениями Si и S2, — 
его формой, размерами и удельным сопротивлением. Она не за ­
висит от силы тока в цепи, и на нее не влияют изменения осталь­
ной части цепи, не вызывающие нарушений эквипотенциальности 
поверхностей Si и S 2. .

Вполне понятно, что, говоря о сопротивлении проводника, мы 
имеем в виду определенный способ введения его в цепь (при ко­
тором определенные участки Si и S2 его поверхности являются 
эквипотенциальными сечениями цепи).

Равенство (4.24') вы ражает закон Ома, согласно которому 
сила тока I  равна отношению разности потенциалов £Л— U2 меж­
ду эквипотенциальными границами участка цепи к сопротивлению 
^?i2 проводника Ci2, образующего этот участок. Величина Riz 
определяет способность проводника сопротивляться: прохожде­
нию электрического тока и численно равна значению разности 
потенциалов Ui— U2, при которой через проводник С [ 2 проходит 
ток  единичной силы. Определив величины U 1— U2 и /  при помо­
щи измерений, можно вычислить сопротивление проводника Нп,  
пользуясь формулой (4.24х).

Д л я  расчета R 12 по формуле (4.25) следует подстгавить в нее 
значения функций j и р на отрезке какой-либо токовой линии, 
взятом между сечениями Si и S 2. Функция р предполагается за ­
данной в области V 12, а для построения токовой линии и опре­
деления функции /  на ней надо знать поле j = у Е  в этой области. 
Таким образом, расчет сопротивления R 12 сводится к: трудному в 
общем случае расчету электрического поля в области V12.

Если величина / имеет одно и то же значение во всех точках 
каждого поперечного (току) сечения S участка Ci2, то

где (4.26)з соответствует случаю однородного участка С\2.
Характер поля вектора j между поперечными сечениями Si и 

S 2 оп р едел яется  'Требованием, чтобы результат интегрирования в 
(4.24) имел одно и то же значение по всем токовым линиям на 
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Рис. 38. Сопротивление цилиндрического проводника:
а  — лю б ы е два поперечных сечения прямого цилиндра, являющиеся поперечными сечениямк* 
тока н вы деляю щ ие участок С и. к которому применимы формулы (4.27), 6  — сечения» 
ь  средней части цилиндра ограничивающие участок Си, к которому применимы формулы 
(4.27)

участке цепи C i2 между этими сечениями. Д ля этого плотность 
тока н а  линиях, более длинных и проходящих через части про­
водника с большим удельным сопротивлением, должна быть мень­
ше, чем на линиях, более коротких и проходящих через части 
проводника с большей удельной электропроводностью (рис. 37,в).

Е сли  участок C i2 между эквипотенциальными сечениями Si и 
S 2 представляет собой прямой однородный цилиндр произвольно­
го поперечного сечения, то указанному требованию удовлетворя­
ет однородное поле вектора j, параллельное образующей цилинд­
ра с плотностью тока j — 1/S, где 5  — площадь поперечного сече­
ния цилиндра. При этом отрезки токовых линий между сечения­
ми Si и  S 2 имеют одинаковую длину 1\2 и произведение р/ имеет 
всюду одинаковое значение (рис. 38,я ) .  Именно такое поле в дан­
ном случае удовлетворяет краевым условиям, указанным выше. 
Д ля  этого случая согласно (4.26) з и (4.24')

Если  однородный цилиндрический проводник включен в цепь 
тока т а к ,  что у его концов эквипотенциальные сечения Si и S 2 
цепи тока  не совпадают с поперечным^ сечениями цилиндра 
(рис. 38,6), то для участка Ci2 цепи тока между ее сечениями 
Si и S 2 условия, для которых мы получили формулы (4.27), не 
выполняются. Но искажения поля, вызываемые отклонениями 
эквипотенциальных поверхностей Si и S 2 от поперечных сечений 
цилиндра, не отражаются на распределении ноля вектора j в ча­
сти цилиндра, достаточно удаленной от Si и S 2. Поэтому к лю ­
бому отрезку этого цилиндра, заключенному между его попереч­
ными сечениями S 'i  и S '2, достаточно далекими от Si и S 2, при­
менимы формулы (4.27).

Эти формулы справедливы такж е для квазилинейного участ­
ка цепи. Так будем называть участок цепи, если любой его отре­

Ux — Ut S  

lu ?
(4.27)



зок  достаточной длины сравнительно с линейными размерами его 
поперечного сечения (форма которого может быть произвольной) 
можно считать однородным цилиндром. Проводники, образующие 
квазилинейные участки цепи, и токи в этих проводниках будем 
такж е  называть квазилинейными. Частным случаем квазилиней­
ного проводника является однородный цилиндрический участок 
С 12* Применяемые в технике проволоки и шины, за исключением 
их слишком сильно изогнутых участков, являются квазилиней­
ными проводниками. Токовые линии в квазилинейном проводни­
ке параллельны его осевой линии, в качестве которой может быть 
взята любая из них. Часто квазилинейный проводник мысленно 
заменяют линейным проводником, совпадающим с его осью.

Применяя (4.27)г к элементарному отрезку dl  квазилинейной 
элементарной токовой трубки, имеем

, ,  dU dSi  . d l  1е  dUd l  — ----------------, I . — -  = ------------- ,
i l l  P 1 dSi  P dlj

где I j d l — jdSi ,  \ Ed U = — EdU, \ j = \ s ,
dS i  — площадь поперечного сечения токовой трубки, a d l  я j — 
сила и плотность тока в ней. Таким образом, из закона  Ома 
(4.24') мы получаем формулу (4.14), которая вы раж ает  этот 
закон применительно к элементу объема проводника. Отсюда 
указанное выше название формулы (4.14).

IV. Коэффициент участка цепи тока. Если участок Ci2 одно­
роден, то получаем в соответствии с (4.24'), (4.25)

2

* =  - у  J (J  d l ) ,  Р -  =  К  гг ( 4 - 2 8 )
1

где

*»=(j(-7dI)) =/(|{idl)) (4’29)
— коэффициент участка С 12 — величина, обратная множителю 
пропорциональности сопротивления R 12 этого участка его удель­
ному сопротивлению р. Коэффициент К 12 служит для перехода от 
i?i2 к  р и зависит только от формы и размеров проводника C'i2. 
Вычисление коэффициента K i 2 по формуле (4.29), к а к  и опреде­
ление R 12 по формуле (4.25), сводится к расчету поля в области 
1^2- В случаях, для которых получены формулы (4.26) 3 и (4.27) 1, 
.имеем соответственно

* " = ( ! - г ) ' -  K “ = 7 t -  ■ (4 '2 9 '

Следует иметь в виду, что сопротивление R Х2 к а к  величина, 
характеризую щ ая участок цепи (проводник) С12, имеет вполне 
определенный смысл только при условии полной независимости
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значения интеграла в правой части (4.25) от остальной части цепи, 
Но, согласно сказанному выше, на значение этого интеграла не 
влияют изменения остальной части цепи, только если они не вы­
зы ваю т нарушения эквипотенциальности границ Si и S 2 участка 
С12- В  общем случае такие нарушения вполне возможны, когда 
изменения цепи происходит вблизи этого участка (рис. 37,6).

Неопределенность понятия сопротивления R 12 участка 
полностью отпадает, когда его границы Si и S 2 не могут быть 
неэквипотенциальными (рис. 37,г, д ) , например, когда они явля­
ются сечениями линейных проводников или поверхностями иде­
альны х проводников (см. § 5). Пространственный участок С 12,. 
ограниченный такими сечениями цепи, т. е. соединенный с сосед­
ними ее участками при помощи линейных или идеальных провод 
ников, является автономным. В занимаемой им области V12 поля 
векторов j / /  и Е/7 совершенно не зависят от остальной части 
цепи.

Геофизику приходится часто определять величину Я,2=  (1Л— Ut) / I  с цельк> 
характеристики пространственного участка цепи, не являющегося автономным. 
При э т о м следует иметь в виду, что в общем случае на сопротивление К12 уча­
стка С , а  влияет не только его удельное сопротивление, но и удельное сопро­
тивление соседних участков цепи.

§ 3. С Т О РО Н Н Е Е  ПОЛЕ. РАБОТА В ЦЕПИ ТОКА

Сопласно уравнению rot Е = 0  векторные линии постоянного- 
электрического поля Е (силовые линии) не могут быть замкну­
тыми, а согласно уравнению d i v j — 0 векторные линии постоян­
ного п о л я  j (токовые линии) не могут быть разомкнутыми. Вмес­
те с т е м  векторы Е и j = y E ,  очевидно, параллельны. Легко ви­
деть, ч т о  удовлетворить указанным условиям во всем простран­
стве м о ж н о  только , положив j = 0  всюду и Е = 0  в проводницей, 
среде. Д ействительно , если где-либо имеются замкнутые токовые 
линии, то согласно  (4.14) i там должны быть такие же силовые- 
линии, а так к а к  в постоянном поле Е замкнутых векторных ли­
ний б ы т ь  не м ож ет , то не может быть и замкнутых векторных ли­
ний постоянного  поля j, связанного с полем Е соотношением
(4.14)!. Но разо м к н у ты х  линий постоянного тока, согласно (4.17),. 
такж е н е  может бы ть , следовательно, постоянное поле вектора j,. 
с в я за н н о е  с в е к т о р о м  Е соотношением (4.14) 1, неосуществимо.

ф и зи чески й  с м ы с л  этого вывода состоит в том, что создать 
постоянный ток т о л ь к о  электрическим полем Е нельзя и, следо­
вател ьн о , нельзя  осуществить постоянное электрическое поле в- 
проводящ ей с р е д е  с  помощью одних только зарядов (кулоновых 
сил, с о зд а в а е м ы х  и м и ) .  В § 5 главы третьей уже было показано, 
что п о л е  Е, с о з д а в а е м о е  зарядами в присутствии проводника,, 
м е н я е т ся  до тех п о р ,  пока оно не обратится в нуль в проводнике. 
В частности, е с л и  в в е д е м  в проводящую среду два одинаковых, 
но разноим енны х з а р я д а ,  то (создаваемое ими электрическое поле 
вызовет ток, к о т о р ы й  будет их разряж ать  и, следовательно, ос­
лаблять  их поле д о  е го  полного обращения в нуль при полной
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Рис. 39. Схематическое изображение цепи 
постоянного тока, состоящей из внутренней 
(проводник Ci) и внешней (проводник Се) 
частей, соединенных идеално проводящи­
ми пластинами П+ и П~.  Четырехугольни­
ком 12341 показан контур тока

нейтрализации зарядов. Но если 
в этом случае убыль электрических 
зарядов, вызываемую током, син­
хронно компенсировать каким-либо 
способом и таким образом  поддер­
живать источники поля Е  неизмен­
ными, то это поле и и о л е  1 = 7 ^  

т ГтлП ,-г окажутся постоянными.
1. стороннее поле. Представим себе прямоугольный сосуд (из 

непроводящего материала), две противоположные стенки  кото- 
?„°™ 2 т  Р^ ты * ИЗНУТРИ металлическими пластинами П+ и П “ 
^рис. ау) .  Сообщим этим пластинам заряды е+— е > 0  и е г = — е 
и получим между ними электрическое поле Е с силовыми линия­
ми, направленными от П+  к П~,  и падение потенциала в этом ш  
направлении г. Заполним сосуд жидким проводником Се (раст 
вором соли) с удельной электропроводностью у е, о ч ен ь  мало? 
сравнительно с электропроводностью пластин. Под действие\ 
поля Ь в проводнике Се возникнет ток с плотностью j e=V eE П( 
направлению падения потенциала, и пластины будут разряж ать 
ся, вследствие чего величины е, Е, /« будут ум еньш аться .

н о  допустим, что выступающие над сосудом ч а с т и  пласти! 
соединены  ̂ однородным цилиндрическим проводником ^ 

удельной электропроводностью y it внутри  которого , кром 
поля Ь, направленного от положительной пластины  к отрица 
тельной действуют сторонние (не электрические, н е  кулоновы 

илы, образующие стороннее поле Естр, ан а л о ги ч н о е  электрич€ 
скому полю Е в том смысле, что оно з а с т а в л я е т  полож ительны  
заряды двигаться по направлению вектора  Е стр, а отрицател! 
ные в противоположном направлении. П о л е  ’е стр  создает 
проводнике Ci электрический ток с  плотностью  y , E c t p , котора 
складывается с плотностью ViE тока, со зд аваем ого  в этом прс 
воднике электрическим полем Е. В р е з у л ь т а т е  и м е е м  в прово; 
нике Li  ток с плотностью j * = Vi( E + E CTP ) . П усть  п о л е  Естр в  ( 

П° ^ Я Е и напРавлено против н е г о .  Тогда в е к т о р ы  (Е- 
~г ) и ] ' в проводнике С,- направлены п ротив  п о л я  Е, и, сл< 
довательно, электричество (п о лож и тел ьн ое )  д в и ж е т с я  в это 
проводнике от П~ к П+  против поля Ь . О н о  «нагнетается»  пс 
действием сторонних сил (преобладаю щ их в  этом проводнике  на 
силами электрического поля) в сторону подъем а  п отенциала  
вместо того, чтобы стекать по этому п р о в о д н и к у  т а к  же, как i 
проводнику Се> в сторону падения п о т е н ц и а л а .

Д л я  постоянства зарядов е+ и е~, и х  плотностей  о+= ст  и °~ =
о и их поля E =  l;z —-  н е о б х о д и м о ,  чтобы с и л а  тока, нагн



и,

J сс

U.
3 Рис. 40. Токовое кольцо К, токо­

вый контур t, две части кольца 
внутренняя и внешняя:
а — векторы Е, Е стр  и j в обеих час-I I  а  —  ве ктор ы  с ,  с .* '«и  и j  в и и с п д

ис* тях кольца /С, б  — график потенциала 
по контуру /, в  —• то ж е, для случая 
контактной 9. д. с.

тающего электричество (положительное) против падения потенци­
ала через проводник С,, была равна силе тока, разряжающего 
пластины через проводник1 Се.

В схематически представленной выше цепи (см. рис. 39) си­
ловые линии обрываются (на пластинах), а токовые линии — 
замкнутые, и это возможно потому, что на некотором участке 
цепи действует поле Естр и вектор j = v ( E + E CTP) оказывается на­
правленным против поля Е вопреки соотношению (4.14) ь

К а ж д а я  цепь постоянного тока должна содержать хотя бы 
один такой участок — источник тока (не смешивать с источника­
ми поля вектора j) ,  например, батарею гальванических элемен­
тов, динамомашину. Эту «внутреннюю» (активную) часть цепи в 
приведенной схеме изображает проводник С,-, а ее остальную — 
«внешнюю» — проводник Се. И зображ ая цепь тока кольцом (кон­
туром ), будем различать в нем соответственно две части С, и Се, 
разделяемые сечениями (точками) S -  и S+, соответствующими 
полюсам источника тока.

Цепь тока может содержать несколько активных участков 
(на которых действуют сторонние силы), и на некоторых из* них 
направление поля Е + Е стр может совпадать с направлением поля 
Е (заряж аю щ ийся аккумулятор), но для простоты мы обычно 
будем предполагать, что стороннее поле действует только на 
одном участке цепи (рис. 40) и на нем Естр = —т Е, где т >  1.

1 Если сг больше или меньше значения 0 ( £ стр), необходимого для такого ра­
венства при данном поле Естр, то происходит переход электричества (положи­
тельного) от П+ к П ~  по Се или от П~  к П+ по Ci, вследствие чего а  автома­
тически принимает значение <г(£стр).



II. Электродвижущая сила. Напряжение стороннего поля 
между точками 1 и 2

C P= f (ECTPdl) (4.30)i
аналогично напряжению <§ 12 электрического поля Е, но по раз­
ным путям /12 между точками 1 я 2 оно может иметь различные 
значения. Будем считать, что заданное поле Естр коллинеарно 
нолям Е и j, и в выражении (4.30) для <?Гстр возьмем в качестве 
пути интегрирования отрезок токовой линии на участке С’ц>. Н а­
пряжение ё Ц р называют электродвижущей силой (э. д. с.) на 
участке С\2 цепи тока.

Рассмотрим случай, когда длина активного участка С 12 мала 
сравнительно с размерами его поперечного сечения, т. е-. когда 
стороннее поле действует в тонком слое С\2 между поперечными 
сечениями цепи Si и S2 по нормали п к этим сечениям. В этом 
случае электродвижущая сила <

2

с§Стр =  С E CTPdn =  hEcrp ср, (4.30'),) П П 4 '
1

где £ стр ср„ — среднее значение компоненты Е стрп на толщине слоя 
h. П олагая Л->0, а Е стрсрп—*~оо, причем произведение ft£CTpcpn 
остается без изменения, получаем контактную э. д. с.:

<§7 =  f E CTPd n =  hECTP (h —  0, £ стр—>- оо). (4.31)12 J n n n
I

Величина положительна, если поле Естр направлено от

Si к S 2, и отрицательна, если оно имеет противоположное на­
правление.

III. Дополнение закона Ома. Из сказанного в разд. I следует, 
что соотношение (4.14) i между векторами j и Е справедливо 
только для  внешней части цепи тока. В общем же случае мы 
имеем, кроме поля Е, стороннее (некулоново) поле Е стр, в кото­
ром электрические заряды движутся, как в поле Е. Следователь­
но, соотношение (4.14) i для общего случая должно быть заме­
нено соотношением

j= 'Y  ( Е—]—Естр) pj =  E + E CTp, (4.32)

которое при Естр= 0 ,  -г. е. для внешней части цепи принимает вид
(4.14) 1. В соответствии с этим формулы, полученные в § 2 с по­
мощью соотношения (4.14) i, справедливы только д л я  внешней 
части цепи. Д л я  получения аналогичных формул, применимых в 
общем случае, надо вместо (4.14) i воспользоваться соотношением 
(4.32). П одставляя его в (4.17) и (4.24)2, получаем

div (уЕ) = —div (уЕстр) , Div (у Е) ==—Div (yEctp) , (4.33)



<§ у (E dS) =  — § Y ( ECTPdS).
S 5

2 2

ff1B = /  j*P( y f  d l ^ ~ J ( E CTPdl), <gIi +  5 ” P =  //?»• (4 -34)

Вклю чая в участок Ci2 всю цепь тока и совершая по ней об­
ход по току, получаем из (4.34)

— сопротивление всей цепи и э. д. с., действующая в ней; R i — 
внутреннее сопротивление источника тока (участка С -+ ) ; R e *— 
сопротивление внешней части цепи (участка С+_).

Применяя (4.34) к внешнему участку цепи, имеем

П одставляя в (4.35) выражение для /  из (4.34'), получаем

Д л я  случая Re= o o  (когда цепь разомкнута) в формулах
(4.36) знаки приближенного равенства должны быть заменены 
зн акам и  равенства. В этом случае, согласно (4.34'), / = 0  и сто­
роннее напряжение е$’стр только уравновешивает электрическое 
напряжение <§Г+_ между сечениями S+ и S -  (между полюсами 
источника тока).

IV. Контактные э. д. с. Формулы (4.36) справедливы, в част­
ности, д л я  пространственной цепи с контактной э. д. с. на некото­
рой поверхности S i2 (например, с диффузионной э. д. с. на кон­
такте пород, насыщенных растворами NaCl различной концен­
трации) ,  так как в такой цепи внутренняя часть (тонкий слой у 
сечения 5 12) имеет очень малую длину h и, следовательно, со­
противление Ri очень мало. Считая h->0, мы должны положить 
/?<—>0. Обозначая индексами 1 и 2 величины, относящиеся к об­
ластям V\ и V2, разделяемым поверхностью S i2, получаем, со­
гласно (4.36),

(4.34')

И

+
(§ст-р =  ф (ECTPdl) =  j  (ECTPdl) =  S+ P_ (4.34")

U-i- — U  —= I  Re . (4.35)

U + — U.
1 + -

£стр
(4.35') .

П р л  Ri-^iRe

(4.36)

f/C)  — U M  =  S K H T , T .  e. S 12  =  ~ S K H T -
12 12 12



Согласно (4.37) на поверхности S i2, на которой действуют 
контактные э. д. с., потенциал U  терпит разрыв. Но в § 7 главы 
второй было установлено, что потенциал терпит разрыв только 
на такой поверхности, на которой имеется двойной слой, следо­
вательно, на поверхности S i2, на которой действуют контактные 
э. д. с., должен быть двойной слой. Сравнивая. (4.37) с (2.82), ви­
дим, что этот двойной слой должен иметь плотность дипольных 
моментов

С другой стороны, если на поверхности S i2 находится двой­
ной слой и, следовательно, она является поверхностью разрыва 
потенциала, то при у > 0  согласно (4.37) на ней долж ны  сущест­
вовать контактные э. д. с. Это вполне понятно, так к а к  силы по­
ля Е стремятся соединить обкладки двойного слоя, нейтрализо­
вать его заряды и, следовательно, если в зазоре м еж ду  обклад­
ками среда проводящая, то для сохранности двойного слоя 
необходимо, чтобы в этом зазоре силам поля Е противодейство­
вали силы поля Естр. Согласно (4.37), (2.87), (2.114)] и (2.115) ь

Равенство (4.38) 3 можно получить, дифференцируя равенство
(4.37) 1 по направлению t.

•На поверхности S i2, на которой нет контактной э. д. с., неод­
нородной по направлению t,

dUW dU W  
dt  dt  '

а если на этой поверхности нет никакой контактной: э. д. с., то 
на ней потенциал U непрерывен:

V. Закон Д ж оуля  — Ленца. При перемещении электричества 
в проводнике под действием поля Е + Е стр в этом проводнике вы­
деляется количество тепла, равное работе, производимой полем. 
При перемещении заряда е сила е ( Е + Е стр) производит на пути 
dl  работу e ( [ E 4 - E CTp]d l) .  Через сечение цепи тока за время dt  
проходит заряд  Idt ,  поэтому на участке цепи Ci2, т. е .  на пути /[2 
между его границами Si и S 2, за это время совершается работа

(4.37')

(4.38)

(4.38')

при (g™T =  о [/(') =  гу<‘). (4.38” )

Idt  |  ([Е +  Естр] dl) =  Idt  ( S u +  О  =  Id t  (U, -  С/,4- <§"p).



Обозначая через Q12 количество тепла, выделяющееся на этом 
участке  в единицу времени, и принимая во внимание (4.34), име­
ем

Q„ =  /  j  ЦЕ -j- ЕСТР1 dl) =  /  (3» +  О  =  (^ ^ Р)2= 7^.,- (4-ЗЭ) 
. 1

Эта формула вы ражает закон Дж оуля — Ленца.
Стороннее поле на этом же участке производит в единицу 

времени работу

Я 12 =  /  J (ECTpdl) =  /<§ГР. (4.40)
i

Е с л и  участок С\2 находится во внешней части цепи, то 

Р 12=  0, Qlt =  I 8 »  =  ^ - = n R n . (4.41)
*42

Согласно принятому условию путь 1\2 направлен цо току, т. е. 
ток направлен от Si к S2. Поэтому во внутренней части цепи 
( f E + E CTp] dl ) =  (£;-)-E CTPi)dl— (Ecrp—E )d l ,  причем Естр> Е ,  
Естр—Н < £ стр и, следовательно, P i2> Q i 2.

Во всей внутренней части цепи выделяется количество тепла

Q, =  / J  ([Е +  Естр] dl) =  / ( £ +_  +  <§стр) -  I  (<gCTP -  U + +  U_) =  P R r

~  (4.42)
во внешней части

Qe —  / J ( E d l )  =  7ff+_  =  / ( £ / + - f / _ )  =  /*/?,. (4.42')
+

а во всей  цепи

Q° =  /  (j) ([Е—J—Естр] dl) =  /  ф  ([Естр dl) =  / $ стр=  P R  =  ( ^ L a=

=  /* (#г +  ̂ е) =  Qi +  Qe- (4.43)
Р а б о т а  стороннего поля во внутренней части цепи — сторон­

няя энергия:

P t = / j  (ECTPdl) =  I g c™+ =  I $ CTP =  Q°. (4.43')

Следовательно, сторонняя энергия равна количеству тепла Q 0, 
выделяющегося во всей цепи. Только часть сторонней энергии, 
равная Q i ,  выделяется в виде тепла во внутренней части цепи, 
т. е. на месте работы стороннего поля. Остальная часть этой энер­
гии, равн ая  Q°— Q I =  Qe) выделяется в виде тепла во внешней ч а ­
сти цепи. Очевидно, что эта часть энергии в каком-то виде д о л ж ­
на по какому-то пути транспортироваться из места, где расходу­
ется сторонняя энергия, к месту, где получается соответствую-
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щая ей тепловая энергия, т. е. от внутренней части цепи к ее 
внешней части. Об этом будет идти речь в главе шестой.

В проводящей среде электрическому полю сопутствует явле­
ние электрического тока, сопряженное с работой электрического 
поля, с расходом энергии этого поля, с ее переходом в тепло. 
Следствием этой потери электрической энергии (при отсутствии 
источника тока) является уменьшение ее плотности d W 3.-i/dV и 
поэтому также напряженности поля Е, квадрату которой, соглас­
но (3.60'), пропорциональна плотность электрической энергии. Р а ­
бота стороннего поля компенсирует эту потерю. За счет сторон­
ней (например, химической) энергии электрическая энергия не­
прерывно восполняется, в результате чего плотность электриче­
ской энергии и, следовательно, напряженность электрического по­
ля сохраняются.

Из токовой трубки с поперечным сечением dS  выделим отре­
зок длиной dl  и объемом d V = ( d S d l ) .  В этом элементе объема за 
время dt  совершается работа

(j dS) ( [ E + E CTP]dl)c#, (4.44)
следовательно, в нем в единицу времени выделяется количество 
тепла

d Q =  ( j [ E + E CTP]) (dSdl )  =  ( j [ E + E CTP])dV. (4.44х)
В том же элементе объема в единицу времени стороннее поле 

производит работу d P =  (j Естр)rfV. Таким образом, в единице 
объема проводника за единицу времени совершается работа сто­
ронних сил и выделяется тепло, количества которых определяют­
ся формулами

ЙЯ =  j j E cTP)j rfQ =  ( j [E  +  ECTP]) =  (E  +  F™)*_ =  (4 45)

В частности, для элемента dV  внешней части цепи имеем

З Г = 0, § -  =  0 Е ) = ^ = рЛ  <4-46)

Во внутренней части цепи так как (j ( Е + Е стр] ) =

= / [ £ стр—£ ]  < / £ стр. Разность W ~ W  в этой ч асги  цепи пРеД'
ставляет собой часть сторонней энергии (ежесекундно расходуе­
мой в единице объема), не выделяющейся в этой же единице 
объема в виде тепла.

Формула (4.45)2 выражает закон Д ж оуля — Л ен ц а  в диффе­
ренциальной форме.

§ 4. ИСТОЧНИКИ СТАЦИОНАРНОГО ПОЛЯ

Необходимость сторонних сил для сохранения поля Е в прово­
дящей среде не противоречит тому, что это поле (как и электроста­
тическое поле) создают заряды. Но напряженность поля, порож­
даемого всеми зарядам и (свободными и связанными), находящи-
198



мися вне области, занятой токовым кольцом, равна нулю в теле 
этого кольца так  же, как в любом другом проводнике, находя­
щемся в электростатическом поле. Поле в токовом кольце обра­
щается в нуль при удалении из него сторонних сил, оно (как бу­
дет доказано в § 7 и как подтверждает опыт) не меняется при 
любых изменениях среды и зарядов вне области, занятой коль­
цом. Таким образом, источники постоянного поля Е в токовом 
кольце могут находиться только внутри него и на его поверхности. 
Но из этих источников нет смысла выделять свободные заряды, 
так  к а к  они, как и связанные заряды, зависят от поля Е. Сопо­
ставив уравнения (4.33) i и (4.21 )п, получим выражение для бплн 
через 7  и Естр, не содержащее е. Изменение е (при заданных ве­
личинах у и Естр) может влиять только на соотношение между 
свободными и полными зарядами, но не на полные источники по­
ля Е (см. разд. V § 8 ). В связи с этим при расчете стационарного 
поля по заданным функциям у  и Естр (э. д. с.) можно полагать 
е — 1, D =  eo Е, Р =  0, бСВз = 0 ,  а Св з= 0 ,  еСвз— 0. Но проще оставить 
неопределенными эти величины и не разделять источники поля 
Е на свободные и связанные. Поэтому, не применяя индекса 
«плн», будем впредь (как правило) иметь в виду полные заряды, 
которые, однако, можно (и иногда будем) считать свободными, 
полагая  е =  1.

I. Плотность источников. В соответствии с (4.21) п имеем

d i v E  — —  , DivE — — , <£ (EdS) =  —  e v, (4.47)
eo #■ E0 J EoS[V4

где б и  a — плотности полных зарядов; e v  — их количество в к а ­
кой-либо области V, ограниченной замкнутой поверхностью 
S[ K] ,  Вместе с тем согласно (4.33) 1,2

r , K r F _ _ ( E v Y )  div (уЕстР)
Y 1

Div Е  =  Yl~  Yz E cp — Div (yEctp)
Ycp " Yep

(4.48)

где* Tcp =  4 -  (Y, +  Y.) и E ± -  (£<‘> +  E <2>>

•— средние из значений, принимаемых величинами у  и Е п у по­
верхности S (на которой определяется Div Е) в разделяемых этой 
поверхностью областях V\ и V2.

1 В (4.48)2 принято во внимание выражение для Div (уЕ), аналогичное вы­
ражению (3.22)2 для Div (еЕ).

При у  =  0 правые части (4.48) принимают неопределенные значения, а урав­
нения (4.33) обращаются в тождество. Все эти формулы, а также формулы, по­
лучаемые с их помощью ниже, применимы только для части пространства, за ­
полненной проводящей средой.



8 =  8те +  8тстр- ° =  вте +  °тстр- e =  ei E + ei стр- . (4 -49)

где 8те =  — " у  (e VY)> v  =   ̂ (4.50)

— плотности «вторичных» зарядов еуЕ, зависимых от поля Е; 

V tp  =  - J^ - d i v ( YECTP), oTcTp= - ^ D i v ( TE"P) (4.51 )

— плотности «первичных» зарядов е?Стр, не зависимых от поля 
Е; б, о  — плотности «общих» зарядов (свободных при 8 = 1 ) ;

Тср =  — рср; (4.52)
' р Р1Р2 Y р

Во внешней части цепи тока 6уСтр =  0, ауСтр= 0 , j =  уЕ и, сле­
довательно, 6 = 6  уЕ, o = a VE-

Первичные заряды eVCTp находятся во внутренней части цепи 
тока, и их распределение в ней имеет для нас обычно формальное 
значение; для характеристики этой части цепи тока обычно вме­
сто Естр и у, применяют интегральные величины ^ стр и Ri. П о­
верхностные заряды бустр, согласно (4.51)2, получаются на поверх­
ностях разрыва нормальной компоненты вектора yEctp и, в част­
ности, на сечениях S+ и цепи тока, ограничивающих ее внут­
реннюю часть (на полюсах источника тока). В цепи с контактной
э. д. с. заряды eVCTP являются только поверхностными и образуют 
двойной слой.

Вторичные заряды еуЕ зависят от поля Е и от функции у  и по­
являются там, где проводящая среда неоднородна по направле­
нию поля: поверхностные — на не параллельных полю поверхно­
стях разрыва функции у  (на поверхностях раздела) и объемные — 
в местах непрерывного изменения удельной электропроводности 
среды по направлению поля. Заряды evE положительны, когда по 
направлению поля увеличивается р, и отрицательны, когда по 
этому направлению увеличивается у.

Если область V заполнена однородной проводящей средой и в 
этой области сторонного поля нет, то, согласно (4.50), (4.51), в 
ней такж е нет электрических зарядов:

6 =  0, о = 0  при Естр =  0 и V y =  0.

Обозначая

у  __ Yi У а ___ Рг P i___Vi У 2 __ Рг Pi ___Q
Vi +  V 2 — Pa +  P i—  2Vcp —  2 i Cp _

имеем согласно (4.50)2 в любой части цепи

=  — р12, (4.53)



<УуЕ =  ео (р г— p i ) i n -

Множитель у,, = Y i ~  Ya

Y1 +  Y2

контрастности поверхности раздела между проводящими средами 
аналогичен множителям ei2 и Ц12, о которых шла речь в § 4 гла­
вы третьей. Его также называют коэффициентом отражения. Из
(4.54) следует, что этот коэффициент является множителем про­
порциональности между деленной на 2ео плотностью зарядов на 
поверхности раздела и средним значением нормальной компонен­
ты поля на ней. Он зависит от отношения y2/Yi =  Pi /P2- При 
0 ^ 72/71 ^ 00 и ооГЗфг/р^О + l ^ Y i 2^  — а при Y2/Y1 — Pi/P2=  1 
Y i 2 = 0 .

II. Уравнение плотности источников. Допустим, что в области
V, заполненной однородной средой 1 с удельной электропровод­
ностью 7 ь задано первичное поле Епрв, источники которого пред­
полагают неизменными. Положим, что в области V Естр= 0 .  Пред­
ставим себе, что в некоторой части ft области V среда 1 заменена 
средой 2 (неоднородной в общем случае) с удельной электропро­
водностью Y2- Согласно (4.50) в области ft и на ее границе 
5  [О] возникают заряды е у к  с плотностями 6 =  6V£ и o  =  o v e , кото­
рые создают вторичное поле

где 5  — совокупность находящихся в области V поверхностей 
раздела 5 ар, у которых величина у  меняется скачкообразно от 
Ya до YP-

Фактически действует суммарное поле

и оно должно быть подставлено в выражения (4.50) для плотно­
стей зарядов evE- Ниже (до конца этого параграфа) будет идти 
речь об источниках вторичного поля Евтр, возникающих в связи 
с описанным выше нарушением однородности среды.

Подставляя (4.55), (4.56) в (4.50), можно получить для б и a 
в любой из точек q выражения через значения этих величин во 
всех остальных точках q. Таким путем мы приходим к интеграль­
ным уравнениям для функций б (q) и a (q ) .

Рассмотрим случаи, когда а = 0  или 6 =  0. Первый случай име­
ем, когда внутри области ft и на ее границе 5 [ft] величина y не* 
прерывна, а второй — когда среда в области ft однородна или ку­
сочно-однородна.

В первом случае источниками вторичного поля являются толь­
ко объемные заряды. Их плотность и напряженность их поля со-

8 (ч) dS
l-3qa 40

(4.55)

Е =  Епрв+ Е птр, (4.56)



гласно (4.50), (4.55), (4.56) определяются формулами

аЕпрв {q)+ £ВТР { д ) ] { q ) ) ’ £ВТР (а) =  f
(4.57)

в соответствии с которыми имеем для функции б (q) неоднородное 
интегральное уравнение Фредгольма II рода:

8 (Р) =  ~  (Епрв (р) VT (Р)) ~  J * (L,PVT (Р)У (4 -58)
в

Во втором случае источниками вторичного поля являются по­
верхностные заряды, распределенные на поверхностях раздела 
S ap (в области ■в’) и, в частности, на поверхности 5 [■б-], если на 
ней у  терпит разрыв. Согласно (4.54), (4.55) и (4.56) плотность 
зарядов еУЕ и напряженность их поля определяются формулами

«(■г) =  2 ..т .! (<г)|£ГМ +  £ Г («)]' (4 '59)
5

где S — совокупность поверхностей Sap (включая 5 [ й ] ) .
В соответствии с (4.59) для любой точки р поверхности разд е ­

ла

о (Р) -  Я J К (p. q) о (q) dSq =  f (р ), (4.60)

где

я = 2 ^ ;  пр); f ( p ) = ^ E7 M '  <4 -61)

а пр — нормаль в точке р  поверхности S ap, направленная от сре­
ды с удельной электропроводностью 7 =  к среде, в которой 
Y=yp. Интегральное уравнение (4.60) для функции o ( q )  ан ал о ­
гично уравнению (4.58) для б ( q ) . Процесс решения таких уравне­
ний непрост, но он облегчается применением современных ЭВМ.

Разбивая поверхность S на площадки A S q с центрами q и заменяя функцию 
a(q)  совокупностью значений <г в точках q, можно свести равенство (4.60) при 
каждом положении точки р к линёйному алгебраическому уравнению для не­
известных ' значений функции а  в точках q. Так, уравнение (4.60) сводится 
к системе таких уравнений. Другой метод (итераций) позволяет найти ряд  по­
следовательных приближений функции o(q).  Подставляя под интеграл в (4.60) 
a ( q ) =  0, получаем <т(0)(р) =((р)  — это плотность зарядов, возникающих в точке р 
под действием только первичного поля. Меняя положение точки р, получаем 
функцию <т<°)((7), т. е. функцию a(q)-  в нулевом приближении. Подставляя 
функцию 0 <°)(^) под интеграл вместо a(q),  получаем равенство

o(i) ( р )  =  X J  К  (р , q) «<»> (?) d S q +  о(0) (р)  (4 .6 0 ')  
s

и определяем первое приближение сг(1>(<7) функции сг(<7). Оно соответствует
влиянию первичного поля и поля зависимых зарядов нулевого приближения.



Рис. 41. Инородное (само по себе однородное) включение эллипсоидальной фор­
мы в однородном электрическом поле: стационарном или статическом.
Векторные линии U или совпадают с линиями №, не прерывающимися у поверхности 
включения. Значения у  или е внутри включения меньше (а) или больш е (б),  чем вне его

Таким же путем переходим последовательно к приближениям [а<2>(<7), а<3)(<7) 
и т. д.] функции a(q).

Уравнения, аналогичные (4.58) и (4.60), можно получить для плотностей 
источников статического поля (магнитного, электрического). Уравнение, анало­
гичное (4.60), можно составить, в частности, для плотности зарядов, индуци­
рованных на поверхности проводника в электростатическом поле. Таким уравне­
нием можно воспользоваться для определения гринновского слоя (см. разд. V,
§ 7 главы третьей).

III.  Заряды на поверхности включения. Допустим, что поверх­
ность 5 [О] замкнута и нарушение однородности среды сводится 
к присутствию в ней инородного тела, заполняющего область ■& 
(рис. 41) .  Будем считать включение однородным эллипсоидом с од­

ной из осей по направлению первичного поля. Плотность ст на по­
верхности включения имеет разные знаки на его передней и тыль­
ной (считая по направлению поля) частях. Нормаль п на 5 [0 ]  
направляем, как обычно, от среды 1 к среде 2 (в данном случае 
внутрь области # ) .  При Y2^Yi имеем на тыльной части поверх­
ности •S['&], где Е п> 0, о ^ О ,  а на передней ее части, где Е п< 0, 
GjgiO. Таким образом, на поверхности включения находятся два 
заряда е+ и е~ с разными знаками. Сумма этих зарядов, очевид­
но, равна нулю, так как, согласно (4.54') и (4.17)3,

^ Е =  е + + е ~  =  §  оrfS =  . 0(Pi— р,) $  ( J d S ) = 0 .  (4.62)
«1*1 S[6]

Распределение зарядов e = e vE, появляющихся под действием 
стационарного поля Е на 'поверхности инородного включения в 
проводящей среде, аналогично распределению зарядов, индуци­
руемых на поверхности проводника в статическом поле Е, и за р я ­
дов егЕ или масс т „ н ,  возникающих на поверхности диэлектрика 
или -магнетика, поляризующегося в поле Е или Н. Заряды  evE 
(е+ и е~),  появляющиеся на поверхности включения в проводя­
щей среде, иногда называют индуцированными, а тело (включе­
ние), на котором эти заряды возникают, — поляризованным. 
В случае нескольких включений получается взаимное их влияние, 
соответствующее взаимной индукции проводников в статическом 
поле. Формула (4.62) в этом случае справедлива для  поверхности 
каждого включения в отдельности.



Процесс образования заряда evz  на поверхности раздела 
S [0 ]  схематически 1 может быть представлен в следующем виде. 
До замены среды 1 в области Ф средой 2 имеем внутри и "вне этой 
области ток с плотностью yiEnpB. После замены 'получаем на п о ­
верхности S [0 ]  разрыв компоненты /„ и, следовательно, накопле­
ние заряда е на ней. В первый момент / (2)п—/ (1)п =  
=  (у2—v i ) £ np% (Р); затем появляется меняющееся вторичное п о ­
ле, создаваемое накапливающим'ся зарядом. При этом разрыв

/(2)П—/(1)П =  Y2£'(2)п (р) —V 1^С1)П (р) , (4.63)
где согласно (2.91) — (2.91")

£<■> (р)  =  (/;) -  О (/> ), ( /7) =  £ ' р {р) +  ± °  (Р).  (4.63')

Подставляя (4.10) и (4.63') в (4.63), получаем

о (Р) =  (Ti -  Т.) Е^(Р) ~  2 ^  (Yi +  Yi)0 (Р)- (4-63'')

Отсюда при о ( р ) — 0, т. е. для установившегося постоянного 
поля, получаем уравнения (4.54), (4.59) ь (4.60).

Пока |а |> 0 ,  величины а, Евтр, а также Е меняются. Постоянство этих 
величин наступает при ог=0, когда исчезает разрыв компоненты /„ ,  а величина 
|ст|, увеличиваясь, достигает некоторого асимптотического значения. Для этого 
она должна замедлять свой рост, из чего следует, что величина |а |  долж на 
со временем уменьшаться. Это вполне понятно, так как компонента E f n (p)  
(см. разд. III, § 7 главы второй) у поверхности S[d] направлена так, что она 
вызывает- увеличение абсолютного значения компоненты Е п (р) и, следователь­
но, также компоненты j n ( p ) = y E n (p) в среде с меньшей удельной электропро­
водностью и уменьшение этих величин в среде с большей удельной электро­
проводностью. Когда а(р)  достигает значения, обращающего в нуль правую 
часть (4.63"), получаем о ( р ) =  0 и, следовательно, значение а (р ) перестает м е­
няться и вместе с ним перестает меняться поле Е.

§ 5. ВЛИЯНИЕ НАРУШЕНИЙ ОДНОРОДНОСТИ 
ПРОВОДЯЩ ЕЙ СРЕДЫ

Неоднородности среды, являющиеся (как показано выше) н о ­
сителями источников поля Е, очевидно, влияют на поля векторов 
Е и j. Будем рассматривать поведение этих полей у разрывных 
нарушений однородности проводящей среды.

I. Поверхность раздела. Рассмотрим поле у поверхности р а з ­
дела между средами с различными удельными сопротивлениями. 
Допустим, что эта поверхность находится во внешней части цепи 
тока и что на ней нет поверхностных токов. Поведение векторов 
Е и j у такой поверхности определяется формулами (4.18'), 
(4.38'), согласно которым на ней тангенциальная компонента век ­
тора Е и нормальная компонента вектора j непрерывны, а н ор ­
м альная компонента вектора Е и тангенциальная компонента век-

1 Без учета свойственных переменному полю явлений, о которых будет идти 
речь в главе шестой. Для простоты будем здесь полагать ei =  e2= l  и, следова-
ТбЛЬНО, Сп л свб*



Рис. 42. Преломление 
поля на поверхности 
раздела между средами 
с различной удельной 
электропроводностью.
а — вид силовой линии № 
вблизи ее прохождения че­
рез поверхность раздела .S;
б — силовые (токовые) ли ­
нии и векторы Е, j в малой 
окрестности Ф точки р  пре­
ломляю щ ей поверхности S. 
Слева от поверхности S 
(для наглядности) с точка­
ми преломления совмещены 
не н ач а л а  векторов, а их 
концы

тора j терпят разрывы, причем компонента Е п меняется пропор­
ционально удельному сопротивлению среды, а компонента jt — 
пропорционально удельной электропроводности среды:

A  E W t / E W t =  1, £ (2)п / £ ( |) п =  р 2/ р ь

/«V/<i>, =  Y2/Yi. /(2)«//(1>п =  1. (4.64)
Р азры в  нормальной компоненты вектора Е появляется на по­

верхности раздела потому, что на ней согласно (4.54) имеется по­
верхностный заряд  еуЕ с плотностью ovb — 2eoYi2̂ cpn-

Согласно (2.116)4 этому соответствует разрыв

EWn - E W n =  2 y l2E*vn, (4.65)

зависящий от контрастности поверхности раздела и от нормальной 
компоненты поля Е на ней. Относительная величина этого разры­
ва, т. е. отношение £ (2)n—£ (1)п к £ срп, полностью определяется
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коэффициентом контрастности 712 этой поверхности
Направление поля у поверхности раздела 5  (рис. 42) опреде­

ляем углом а  отклонения поля от нормали п к поверхности S.  
В изотропной среде направления полей Е и j совпадают, и доста­
точно рассмотреть одно из них. Очевидно, что t g  а =  Е х/Е п, по­
этому в областях V\ и У2 у поверхности S

tga<1> = £< ,)T/£<,)„J tg a(2>=£<2>T/£<2>„,
tg  a (2,/ t g a (*) =  £,(2)T£ (1)„/£'(2)n£'(1)T. (4.66)
Следовательно, согласно (4.64) 1,2
tga<2)/ t g a (1> =  v2/Yi- (4.66')
To же получим согласно (4.64) 3,4, если будем исходить из фор­

мулы t g a  =  /t//n.
Из (4.66') видно, что силовые и токовые линии преломляются 

на поверхности раздела, причем тангенс угла а, образуемого ими 
с нормалью п к этой поверхности, принимает с обеих ее сторон 
значения, пропорциональные удельной электропроводности среды. 
Они поворачиваются к нормали в среде с большим удельным со­
противлением, как бы стремясь сократить путь в этой среде.

Если при конечных (ненулевых) значениях 71 и 72 один из уг­
лов a (I> и а (2> имеет значение 0  или л /2 , то другой, согласно 
(4.66'), принимает то же значение. В этих случаях на поверхности 
раздела силовые и токовые линии не преломляются. Однако при 
a<1) =  a<2> =  0 абсолютная величина вектора Е терпит разрыв, а при 
а<'> =  а (2> =  л /2  терпит разрыв абсолютная величина вектора j.

Уделим внимание двум предельным случаям: 72/Y1 — О» 
Р2/Р 1 =  0. Будем считать, что знаменатели имеют конечные значе­
ния и что в первом случае Y2 =  0 , а во втором р г = 0 .

II. Граница проводящей среды. В первом предельном случае 
идет речь о поверхности раздела между токовым кольцом и со­
прикасающейся с ним непроводящей средой. В случае тока в 
земле такой является, например, поверхность раздела земля — 
воздух или поверхность непроводящих горных пород, залегающих 
на глубине.

Очевидно, что при Y2 = 0  j<2) = Y 2E(2> = 0 , т. е.
/(*>„ =  0, /<2>, =  0. (4.67)
В силу непрерывности компоненты /„ имеем также / (1)п =  0 и, 

следовательно, £ (I)n==pi/(1)n =  0. Таким образом, у изолятора в 
проводящей среде векторы j и Е параллельны его поверхности:

/(')„ =  о, £<1)п =  0, j(D=j<t)T, ЕП>=Е<»Т,
t g a (1) = / (1)x//(‘)„ =  oo, а<» =  я/2. (4.68)

1 Разрыв тангенциальной компоненты вектора плотности тока
/<*)(—/(■), =  (^2— (4. 65' ) 

соответствует вихревому характеру поля j. На поверхности раздела, согласно 
(4.97")2, имеем поверхностный вихрь. Вихревые линии, вокруг которых циркуля­
ция вектора j не обращается в нуль, лежит на этой поверхности и нормальны 
к направлению полной тангенциальной компоненты jT поля j.
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Токовые и силовые линии огибают поверхность изолятора.
В непроводящей среде у поверхности ее соприкосновения с

проводящей средой, согласно (4.67), E < \ — p2j <̂'>n =  — ,

£(2)f =  р2/(2>г =  -2-. Но компонента Et  непрерывна на поверхности

раздела. Поэтому
E<.*)t =  & » t =  Pip t .  (4.67')
Ч то  же касается компоненты EWn, то она остается неопреде­

ленной и вместе с ней оказываются неопределенными угол 
a 2= a r c t g  £ (2)% (£ (2)п)-1 и плотность зарядов на поверхности токо­
вого кольца:

on„TtH =  eo(i:(2)n—£ ( ,)п )  =8о£,(2)п (а плн=асвб4-Освя). (4.69)
Таким образом, нормальная компонента £ (2>га и плотность з а ­

рядов Оплн на поверхности токового кольца не определяются по­
лем Е*1*, jC' внутри этого кольца. Это вполне понятно, так как по­
ле Е<’> не зависит от зарядов, находящихся вне токового кольца 
(см. замечание 9 в §7 ) .  А между,тем поле этих зарядов индуциру­
ет на поверхности кольца (так же, как на поверхности любого 
другого проводника) заряд а  е„нд с некоторой плотностью оИнд; 
оно имеет на внешней стороне этой поверхности нормальную ком­
поненту, равную —  оинд и в общем случае отличную от нуля. 

С0
Кроме того, токовое кольцо, как и любой другой проводник, м ож ­
но зарядить, наложив на его поверхность заряд  е Сбс с плотностью 
Стсбс, который создает вне кольца поле с нормальной компонент-

1ной, равной —  осйс на внешней стороне поверхности кольца.
е о

Вместе со свободными зарядами на этой поверхности появляются 
такж е связанные заряды.

Н о, кроме всех этих «статических», не связанных с полем 
в кольце зарядов еСтат с плотностью а СТат, которым соответствует 
компонента £<2)статп, мы в общем случае имеем на поверхности 
токового кольца еще другие заряды еСтац с плотностью а стац, кото­
рым соответствует компонента £'(2>стац„, связанная с полем Ef.15 в 
кольце. Поэтому суммарная плотность

а с у Мм = 0 Г с т а т  +  Ост«ц, £ (2>„ = £ ' ( 2)с т а т „ + B 2>CTaV  ( 4 . 6 9 х)

П оле Е(2)стач образуется теми ж е источниками, которые созда­
ют поле Е(1) в токовом кольце. Оно исчезло бы вместе с полем 
Е('>, если бы мы убрали из токового кольца поле Естр и таким 
способом обесточили бы это кольцо. 1

Согласно (3.51)! у поверхности токового кольца £ (2)статг =  0 и, 
следовательно, E^2)t — £ (2)стаць поэтому Е<2\  полностью определя­
ется полем Е<х>, как это и видно из (4.67'). Что же касается ком­
поненты £<2>„ и плотности зарядов а ПЛи = ео£ '(2)п, то полностью 
эти величины не могут определяться полем Е(’> из-за- их слагае­

1 Поле Е(г>стач в пространстве, окружающем токовое кольцо, зависит от ди­
электрической проницаемости среды. В (4.71) этот параметр не содержится, по- 
тому что в соответствии со сказанным во вступлении § 4 здесь имеется в виду 
П о л н а я  ПЛОТНОСТЬ. ( У п л н ' Ф с в б - Н Ф с в з .



мых £статп и а Стат=ео£'(2)стаТ71, не связанных с полем Е<‘>, но от­
личных в общем случае от нуля. Однако слагаемые £'<2)ста«п и 
Остац=ео£(:>)стаци определяются этим полем. Пусть о СТац(р) — 
значение о Стац в какой-либо точке р поверхности 5  токового коль­
ца. Тогда у этой точки в соответствии с (2.91х)

Е Щ с ^ { р )  =  Е *стац { р )  _  0стац { p ) t  Е т  с » ц ( р )  =  £ . ст.ц  { р )  +

+ 2 ^ аотац (РП (4.70)

через Е*стач обозначаем поле, порождаемое всеми зарядам и , со­
здающими поле Естач, кроме заряда оСтацй5 элемента d S  поверх­
ности S,  содержащего точку р. Но £'<1>стач„ =  0, поэтому из (4.70) i
получаем £ * стач„ (р) =  оста и, следовательно, согласно (4.70)2, 

£  ® ™  {р) =  2 Г ‘™  (р) = . i  W .П Т» Cq

В дальнейшем при изучении стационарного поля мы исключим 
из рассмотрения поле Е(2)стат и его источники и будем опускать ин­
декс «стац» в обозначениях поля Е(2)стач и его источников. Таким 
образом, имеем

Е(2'>п= 2 Е * п, ст=2ео£*„ =  ео£<2>п, (4.71)
где Е*п — нормальная компонента поля на самой поверхности 
кольца, т. е. в точке, принадлежащей этой поверхности, а не об­
ластям Vt и V2, разделяемым ею, а £<2)п — эта же компонента на 
внешней стороне поверхности токового кольца.

III. Идеальный проводник. Во втором из указанных: выше пре­
дельных случаев речь идет о поверхности раздела м еж ду обыч­
ной проводящей средой (с умеренной удельной электропровод­
ностью) и идеальным проводником, т. е. проводником, в котором 
при / > 0  £ = 0 ,  V i /  =  0, так как его удельное сопротивление р =  0.

Нулевым удельное сопротивление при обычных условиях не 
бывает, но в разведочной геофизике удобно пользоваться поня­
тием идеального проводника с удельным сопротивлением, стре- 
мящймся к нулю. Действительно, пусть средой 2 является металл 
(медный электрод, стальная обсадная труба) или металлически 
проводящая руда (пирит, халькопирит), а £редой /  — обычная 
горная порода, состоящая из непроводящих минералов и прово­
дящ ая электричество только благодаря электролитической прово­
димости воды, заполняющей ее поры. В таком случае отношение 
Р2/Р 1 =  P2Yj имеет чрезвычайно малое значение. Представим себе 
поверхность раздела S между двумя такими средами, поперечную 
токовым линиям. Плотности тока / должны быть в обеих средах 
одинакового порядка, т. е. величины у \ Е ^  и у 2Е{2) должны иметь 
значения одинакового порядка. Следовательно, величина £ <2) бу­
дет иметь значения порядка £-<I)vip2, т. е. столь малые сравнитель­
но с величиной £ (1), что при помощи аппаратуры, применимой 
для наблюдения поля Ef1), мы не заметим поля Е<2> (напряжений 
между различными точками в среде 2).
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Возвращ аясь к случаю произвольно расположенной поверхно­
сти раздела м еж ду обычно (умеренно) проводящей средой 1 и 
идеально проводящей средой 2, имеем р2 =  0 и, следовательно, 
Е<2> =  р2 j (2)= 0 ,  т. е.

£< *>„ =  0, Е( 2>, =  0. (4.72)
В силу непрерывности компоненты E t имеем также £<1)( =  0 и, 

следовательно, /<1>t =  pi£(1)t = 0 .  Таким образом, у идеального 
проводника в обычно проводящей среде векторы j и Е (токовые и 
силовые линии) нормальны к его поверхности:

£C»t =  0, /< » ,=  0, E<»=E(»nt j(i)= j(i)n,

a<‘) =  0. (4.73)
Н а  поверхности идеального проводника находится заряд  с 

плотностью
сг= ео(р 2—pi)/n =  — eoPi/n = —e0£ (1)n, (4.74)

где норм аль п направлена от области 1 к области 2, т. е. внутрь 
идеального проводника.

IV . Тонкие слои. Представим теперь нарушение однородности 
среды в виде совокупности двух поверхностей раздела S! и 
огран ичивающих тонкий слой толщиной h с удельной электропро­
водностью у, расположенный между средами 1 и 2 с удельными 
электропроводностями Yi и у 2• Такими поверхностями раздела мо­
гут быть, например, подошва и кровля тонкого пласта или внут­
ренняя  и внешняя стороны обсадной трубы. Силовая линия, про­
ходящ ая через слой, претерпевает последовательно два преломле­
ния. Связанное с этим (преломляющее) влияние слоя при малой 
его толщине становится незаметным на достаточных расстояниях 
от него. Если yi =  Y2, то в первично-однородном поле 'силовые ли­
нии гсретерпевают на плоскопараллельном слое только смещение, 
пропорциональное его толщине. Преломляющее влияние слоя 
вовсе отпадает, когда поле нормально или параллельно его по­
верхностям.

О днако влияние слоя, как увидим ниже, даж е при очень малой 
его толщине может быть значительным при некоторых условиях. 
Рассмотрим напряжение S ’ 12 на толщине слоя и поток d l  через 
элемент длины dl  его поперечного сечения, нормального к полной 
танген циальной компоненте jT плотности тока в нем. Нетрудно 
видеть, что

& Х2 = h E n =  phjn =  TPjn, T o = h p ,  (4.75)
d l  =  hjxd l = h y E xd l = S v E xdl, S ^ h y ,  (4.75')

где En. и j n — нормальные компоненты векторов Е и j в слое; 
Ех — полная тангенциальная компонента вектора Е в нем; 
р — 1/Y— удельное сопротивление слоя; То и »SV— поперечное со­
противление и продольная проводимость слоя. Представим себе, 
что толщина слоя очень мала, но его удельное сопротивление р 
или его удельная электропроводность y имеет очень большое зн а­
чение и  поэтому «параметр» слоя Гр или S v (соответственно) не 
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является малой величиной. При появлении такого слоя в первом 
случае возникает значительное напряжение <ЁГ12 между поверхно­
стями 5 1 и S 2, что приводит к перераспределению потенциалов 
вне слоя, а во втором случае получается ток значительной силы /  
через поперечные сечения слоя, что вне слоя приводит к  перерас­
пределению тока.

Таким образом, имеем влияние тонкого слоя, обусловленное 
его поперечным сопротивлением Тр при p^>pi и р » р г  и  его про­
дольной проводимостью S v при y 3 > y i  и  Y^>Y2. В первом случае 
можно пренебречь тангенциальной компонентой поля внутри слоя
и, следовательно, считать 1 =  0, а во втором случае м ожно пре­
небречь нормальной компонентой поля внутри слоя и, следова­
тельно, считать <?Ti2= 0 .

Полагая 0 при неизменном значении Гр в  первом случае 
и Sv — во втором, получаем «экранирующую поверхность» с конеч­
ным поперечным сопротивлением или с конечной продольной про­
водимостью, т. е. предельно тонкий слой, для которого

0, р >-оо, E„ =  pjn-+oo,  Л р=  Гр,

где [/(’>— £/<2>=<?Г12 — перепад потенциала на экранирующей по­
верхности; i — поверхностная плотность тока.

В (4.76) считаются конечными значениями величин Гр, / п, 
{/(О— t/W а в (4.76') — Sv, Ех, i.
Продольная проводимость поверхности есть величина, обратная 
сопротивлению, которое оказывает квадратная площ алка (произ­
вольной, но достаточно малой величины) этой поверхности току, 
параллельному ее стороне. Поперечное сопротивление поверхно­
сти есть сопротивление, которое оказывает площадка СпР°изволь- 
ной формы, но достаточно малой величины) этой поверхности 
пронизывающему ее (по нормали) току, умноженное н а  площадь 
этой площадки. Эти тонкие слои и заменяющие их поверхности 
можно называть несовершенно экранирующими или несовершен­
ными экранами в отличие от совершенного экрана, каковым яв ­
ляется слой с удельным сопротивлением р, равным бесконечности 
или нулю, независимо от его толщины h, или поверхность, зам е­
няющая такой слой. В первом из этих случаев Гр =  о о , а во вто­
ром — S v= o o .

В некоторых случаях продольную проводимость предельно 
тонкого слоя называют поверхностной проводимостью.

Пользуясь выражением Е =  — V U  и принимая во внимание Не-
^t/ /Л ~Г£\прерывность компоненты /„ =  — лолучаем из (4.76) для по­

верхности с поперечным сопротивлением:

T»jn =  hEn= U W —*UW (4.76)
или

/г- v 0, у-+оо, j x— yE x-+co,  h y = S y, 
S vEx= h j x= i ,

(4.76')



П одставляя (4.76') в (4.18) и учитывая непрерывность компо­
ненты Ех =  — g ra d s£/, получаем для поверхности с продольной 
проводимостью:

где g r a d s — двухмерный градиент на поверхности S; V и t" — 
лю бы е взаимно перпендикулярные тангенциальные к этой поверх­
ности направления t; множитель при S v — двухмерный лапласиан 
функции U на поверхности S.

V. Влияние включения. Обратимся теперь к случаю инородно­
го включения, рассмотренному в § 4, и для простоты положим, 
что поле  Епрв однородно (см. рис. 41).

З а р я д ы  распределяются на поверхности включения так, что 
они п ри  Y2>Yi усиливают поле Е спереди и сзади включения 
(считая по направлению поля) и ослабляют это поле внутри 
включения. При V2<Vi наблюдаем усиление поля внутри включе­
ния и ослабление спереди и сзади него. Вдали от включения поле, 
создаваемое зарядами, находящимися на его поверхности, исче­
за ю щ е  мало и, следовательно, Е =  Е пр«.

В н е  области ft, занятой включением, его влияние на ноле j 
является  таким же, как на поле Е, так  как множитель у  в вы ра­
жении уЕ для вектора j здесь остается без изменения. Что же 
касается области ft, занятой включением, то в ней поле j, кроме 
того, ещ е  меняется пропорционально изменению множителя 7 . 
В результате обоих изменений плотность тока в области ft увели­
чивается при Y2>Yi и уменьшается при у г < 7 ь хотя иоле Е в этой 
области  уменьшается при у2> Yi н увеличивается при Y2<Yi-

У боковой части поверхности включения ноле Е вне включения 
меняется так же, как внутри включения.

Изменение поля j при Y2>Yi сводится к сгущению 
токовых линий внутри включения за счет их разреж е­
ния в н е  включения у его боковой поверхности. Перераспределение 
тока м еж ду  включением и его боковой периферией проявляется 
также перед включением и за ним, токовые линии сближаются у 
входа в  него и у выхода из него, чему соответствует указанное 
выше усиление поля в этих местах. При Y2<Yi получается разре­
жение токовых линий внутри включения, а такж е перед ним и за 
ним, з а  счет чего по бокам включения (снаружи) токовые линии 
сгущаются.

Таким  образом, ток как бы стремится проходить преимущест­
венно там , где меньше удельное сопротивление.

§ 6. СТАЦИОНАРНОЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ В ЗЕМ ЛЕ

Геофизик-разведчик изучает токи в земле — в проводнике, ко­
торый можно считать простирающимся до бесконечности. Такие 
токи (а  также проводники и цепи, по которым они проходят) 
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(4.78)

при gradsST =  0, (4.78')



следует всегда рассматривать как пространственные в  отличие 
от обычно применяемых в технике токов (проводников, цепей), 
которые часто можно считать линейными. В случае пространст­
венной цепи область О/, занятая токовыми линиями, м ож ет иметь 
поперечные сечения, простирающиеся очень далеко, теоретически 
до бесконечности, а кольцевая область Оо, охватываемая токовым 
кольцом, может иметь поперечные сечения с нулевой площадью. 
Д л я  существования постоянного тока, полностью расположенного 
в земле, необходимо, чтобы в ней где-то действовали сторонние 
силы (э. д. с.). Они могут быть объемными или контактными.
В первом случае это стороннее поле в некоторой области пространства, обра­
зующей внутренний участок цепи тока. Такие сторонние силы возникают в земле, 
например, там, где происходит фильтрация воды через проницаемую породу 
(песок, песчаник). В этом случае имеем стороннее поле электрокинетической при­
роды с напряженностью ЕФЛ= —£фЛ grad р, где р — давление, а — множи­
тель, зависящий от свойств воды и породы и обычно положительный.

Другим примером стороннего поля в земле является поле диффузионной 
природы с напряженностью Едф= £ Дф grad lg с, где с — концентрация раствора, 

заполняющего поры породы, а £Дф — множитель пропорциональности, завися­
щий от раствора и породы.

Такое стороннее поле получается там, где происходит диффузия электро­
лита, анионы и катионы которого перемещаются с различными скоростями. 
Множитель £ д ф > 0 ,  когда средняя скорость аниона больше.

Контактные э. д. с. диффузионной природы с напряжением =
= £ д ф  (lg с 1—lg с2) получаются на поверхностях соприкосновения растворов 

-(в  порах пород) с различными концентрациями ct и Сг. Контактные э. д. с. 
окислительно-восстановительной природы в земле появляются на поверхностях 
соприкосновения некоторых 'руд с вмещающими породами (с водой, насыщаю­
щей их поры).

I. Цепь тока с питающими электродами. Создавая в земле ток 
при помощи генератора и питающего кабеля с заземленными кон­
цами, получаем цепь, не полностью находящуюся в земле. Она

Рис. 43. Цепь тока, состоящая из линейной и пространст­
венной частей, соединенных электродами А к В



состоит из двух частей: л и н е й н о й  ч а с т и ,  к которой будем от­
носить кабель вместе с генератором и контрольно-измерительны­
ми приборами, и п р о с т р а н с т в е н н о й  ч а с т и ,  расположенной 
в земле и имеющей поперечные сечения, которые достигают очень 
больших, практически неограниченных размеров (рис. 43).

Пространственную часть цепи соединяют с ее линейной частью 
посредством п и т а ю щ и х  э л е к т р о д о в 1, которые представля­
ют собой проводники (металлические), отличающиеся большой 
удельной электропроводностью по сравнению с горными породами 
(пространственной части) и имеющие площади соприкосновения 
с ними, большие по сравнению с поперечным сечением провода 
(линейной части). В пространственной части величина р обычно 
чрезвычайно велика по сравнению с удельным сопротивлением в 
линейной части. Но площади поперечных сечений цепи на некон­
цевых (не прилегающих к концам линейной части) учдстках так ­
же очень велики. Поэтому неконцевые участки С [2 пространст­
венной части имеют небольшие сопротивления Я \2 и, следователь­
но, н е  мешают получению тока, достаточного для возникновения 
на таких участках ощутимых напряжений <§f12 =  # i 2/ = ^ i — ^ 2■ На 
этих участках цепи получаются весьма малые (сравнительно с 
плотностью тока в линейной части) плотности тока /, но не слиш­
ком малые  напряженности поля Е =  p j . В некоторых случаях 
удобно причислять электроды к пространственной части цепи и 
рассматривать их как хорошо проводящие включения в ней.

Д л я  простоты изложения будем, как правило, считать электро­
ды идеально проводящими и имеющими ограниченные размеры. 
В общем случае будем полагать, что электроды находятся на 
глубине и окружены проводящей средой, причем погруженные в 
нее части проводов, питающих электроды током, вместе с изоля­
цией имеют чрезвычайно малые поперечные размеры и поэтому 
практически не нарушают однородности среды (см. разд. I § 8).

II. Эмиссия и заряд электрода. Рассмотрим два поперечных 
сечения цепи Sg и 5 Л, где Sa — почти замкнутая поверхность
соприкосновения электрода Э с окружающей средой, а 5 Л — по­
верхность его соприкосновения с концом питающей линии. Со­
гласно (4.19) потоки вектора j через эти поверхности равны, если 
считать нормали п на них направленными в одну сторону, т. е.

1 П ри  измерениях напряжений в пространственной части цепи применяют 
и з м е р и т е л ь н ы е  э л е к т р о д ы .  Здесь, как правило, будет идти речь только
о питающих электродах. Измерительный электрод, через который в момент изме­
рения то к  не проходит, влияет на поле как всякое другое инородное включение. 
Это влияние отпадает в случае точечного электрода, а также в случае линейного 
(или поверхностного) электрода, расположенного на эквипотенциальной поверх­
ности наблюдаемого поля.

Внесенный в стационарное поле идеально проводящий шар любого радиуса 
при отсутствии других нарушений однородности среды оставляет без изменения 
([2], с. 183) потенциал точки, в которой оказался его центр. Поэтому такой шар 
на достаточных (по сравнению с его радиусом) расстояниях от неоднородностей 
среды и, в частности, от других неточечных электродов (питающих и измери­
тельных) пригоден в качестве измерительного электрода для определения потен­
циала в точке, в которую помещают центр шара.



по направлению тока или против него. Н аправляя норм аль на 
поверхности 5 Л (на поперечном сечении линейной части) по току, 
а на поверхности Sg наружу относительно тела электрода, 
имеем

1Э =  ± :  I, I  =  J (j dS). 1Э =  j  (j dS), (4.79)
s.4 s3

где / > 0 — сила тока в линейной части цепи; / э — сила тока
питания .земли электродом — его э м и с с и я ,  положительная, ког­
да из электрода ток поступает в землю, и отрицательная в против­
ном случае. В первом случае будем называть электрод и- его ток 
положительными, а во втором — отрицательными.

Согласно (4.54') имеем на поверхности S 9 заряд, величина еэ  и 
плотность оэ  которого определяются формулами

=  е0£„ =  е„р/„, еэ  =  S„ j  EndS  =  s0 j  pjndS,  (4.80)
s3 S3

где E n, j n и p — нормальные компоненты векторов E и j  и удель­
ное сопротивление среды вне электрода у его поверхности; нор­
маль п, как было условлено, направлена от электрода к окруж аю ­
щей среде. Плотность эмиссии электрода, т. е. величина / п на 
его поверхности согласно (4.80) i пропорциональна нлотности оэ 
заряда  на этой поверхности и удельной электропроводности ок­
ружающей среды вблизи нее. Если удельное сопротивление среды 
у поверхности S3 всюду имеет одно и то ж е значение .р, т. е. ес­
ли среда у электрода однородна, то з а р я д  э л е к т р  о д а

еэ  =  soP f (j dS) =  s»P/ 9 =  ±  (4-81)

Знаки соответствуют знакам электродов.
Идеально проводящий электрод называют также э к в и п о ­

т е н ц и а л ь н ы м .  У его поверхности Sg (вне электрода) име­
ем согласно (4.73)

£ / = 0 ,  / , =  0, Е — Е„, j  =  j„, ^ -  =  0. (4.82)

т. е. поверхность 5 Э является эквипотенциальной.
III.  Поле в пространственной части цепи. Допустим, что ли­

нейная часть цепи тока соединена с землей двумя идеально про­
водящими питающими электродами А и В,  как показано на 
рис. 43, и пусть 1А = 1  и / в = —/  — эмиссии этих электродов. Со­
гласно изложенному в разд. IV § 2, пространственная часть це­
пи (т. е. ее участок САВ, заключенный между поверхностями S A 
и S B электродов А  и В  или между концами питающей ли­
нии, к которым присоединены электродьГ) является автоном­
ной.
214



Токовые линии в пространственной части цепи заполняют 
обширную область пространства и различны по длине и конфи­
гурации. Распределение вектора j должно здесь удовлетворять 
требованию, чтобы по любой из токовых линий иметь напряже­
ние

S A B =  j (E  d l ) =  jp  (j dl) =  UA — U B =  RAB R J .  (4.83)
A A

где U A и U.в — потенциалы электродов А  и B \  <?Гстр — э. д. с. ге­
нератора, включенного в питающую линию; к л — сопротивление 
этой линии, а

j ___  £ст р
R.i +  Ядв

и о
и ^ B =  - j - J p ^ d l )  =  ^ - f ( E d l )  (4.84)

— сила тока в цепи и сопротивление ее участка С а в , т .  е. про­
странственной части цепи.

Источниками поля Е в пространственной части цепи являют­
ся заряд ы  еУЕ, определяемые формулами (4.50). Из них заряды 
е А и е в находятся на поверхностях S a  и  S b  электродов Л и В, а 
остал ьные заряды еУЕ — внутри участка С А в  (в местах наруше­
ния однородности среды) и на его боковой поверхности (на по­
верхности земли, непроводящего фундамента). Если среды, ок­
ружающие электроды А я В,  однородны (порознь), то соглас­
но (4.81)

ел  =еорл/, ев = —е0рв/, (4.85)

где рА  и рв — удельные сопротивления этих сред.
В общем случае линейная часть цепи может разветвляться и 

присоединяться к пространственному проводнику в различных 
местам при помощи многих электродов Э  с токами /э  разной силы 
и разного направления (в землю и из нее).

Разм еры  проводника, образующего пространственную часть 
цепи тока, весьма велики, и он простирается до таких расстояний 
(от электродов), на которых поле Е становится незаметным. П о­

этому будем представлять себе, что в общем случае пространст­
венная часть цепи тока образует все пространство, заполненное 
средой с удельной электропроводностью y(°0> а верхнее полу­
пространство, заполненное воздухом, и другие части пространст­
ва, заполненные непроводящей средой, будем рассматривать как 
области, в которых функция v ( a ) обращается в нуль. Электроды 
(металлические) можно рассматривать как идеально проводящие 
включения, на поверхностях которых заданы заряды  еэ . Кро­
ме этих зарядов, имеем заряды еЧЕ в местах нарушения одно­
родности среды.



Потенциал и напряженность поля, создаваемого всеми этими 
зарядами, определяются формулами

(4.86')

(4.86)

s V

где 5  — поверхности раздела (в частности, земная поверхность); 
V — области, в которых величина у меняется непрерывно; о и б — 
плотности зарядов еУЕ, определяемые по (4.50);

— потенциал и напряженность поля, создаваемого зарядам и  ед 
электродов Э.  Если среда всюду однородна или, точнее, если на­
рушения ее однородности находятся на расстояниях о т  области 
пространства, содержащей электроды Э и точку а, достаточно 
больших по сравнению с размерами этой области, то вместо
(4.86), (4.86') получаем U (а) =  и э (а),  Е ( а ) = Е э (а). Если обе­
сточить электроды Э, то получим всюду j =  0, и, следовательно, 
Е = 0 .  При этом исчезнут заряды электродов еэ , а та к ж е  все з а ­
ряды eVE, находящиеся в местах нарушения однородности среды. 
Таким образом, поле, определяемое формулами (4.86), (4.86'), 
создается с помощью электродов (обусловлено существованием 
электродов Э,  питаемых токами I д). Поэтому все это поле будем 
иногда называть полем электродов в присутствии неоднородной

только частью поля Е, источники которой находятся; на элект­
родах.

Согласно (4.80) [ плотность электричества оэ  в любой точке 
q поверхности S9 какого-либо электрода Э  определяется компо­
нентой Е п поля Е, создаваемого всеми зарядами и, следователь­
но, зависит от эмиссии, формы и размеров всех электродов и от 
удельного сопротивления среды во всем пространстве. Величину 
оэ можно представить как сумму двух плотностей : оэ =  oc6c-j- 
+  <7инд, где оСбс— плотность собственного заряда ес вс электро­
да Э,  т. е. плотность электричества, которую мы имели бы на 
поверхности электрода при заданной его эмиссии, если бы среда 
была всюду однородной и такой же, как у этой поверхности, а 
остальные электроды находились бы на расстояниях от  электро­
да Э,  больших по сравнению с его линейными размерами, а а ИНд —  
плотность зарядов е+ и е~, индуцированных полями зарядов 
остальных электродов и зарядов, находящихся в местах наруше­
ния однородности среды.

(4.87)

среды, хотя оно, конечно, отличается от по л я Еэ , являющегося



Согласно (4.62) сумма зарядов, индуцированных на поверхно­
сти электрода, равна нулю. Поэтому заряд электрода еэ  =  есбс,
не зависит от других электродов и от нарушений однородности 
Среды, не соприкасающихся с поверхностью 5Э электрода Э.

Распределение зарядов еСбс, е+ и е~ по поверхности S3 вме­
сте с распределением других источников поля должно удовлетво­
рять формулам, определяющим поведение поля в местах наруше­
ния однородности среды и условию обращения в нуль напряжен­
ности поля в любой точке внутри каждого идеально проводящего 
электрода, как внутри любого другого идеального проводника.

IV . Взаимно независимые электроды. Уединенный электрод. 
Представим себе область V, содержащую электрод и столь об ­
ширную, что напряженность поля, создаваемого зарядом этого 
электрода, можно у ее краев считать равной нулю. Допустим 
такж е, что все остальные электроды находятся на столь больших 
расстояниях от области V, что их поле в ней можно считать 
равным нулю1 по сравнению с полем электрода Э.  Такие условия 
позволяют при расчете поля в области V считать ее простираю­
щейся по всем направлениям до бесконечности и отвлечься от 
существования всех электродов, кроме того, который находится 
в обл асти V.

Таким  образом, приходим к представлению об электроде, н е ­
з а в и с и м о м  от остальных электродов, и можем рассматривать 
поле одного отдельно взятого электрода, хотя фактически для 
получения постоянного тока в земле с помощью электродов их 
долж но быть не меньше двух. В поле такого электрода все токо­
вые линии проходят от его поверхности до бесконечности или в 
обратном направлении. В этом случае проводящая среда, запол­
няю щ ая пространство (область V),  образует участок цепи тока 
С,9оо или Сооэ, заключенный между поверхностью электрода 
Sb й  бесконечно удаленной поверхностью Soo с потенциалом £/«,. 
Так ж е ,  как при изучении статического поля, будем считать, что 
Soо— сферическая поверхность бесконечно большого радиуса, и 
будем: полагать, что Ux = 0.

Д л я  определенности допустим, что электрод положительный. 
Поперечные сечения цепи тока на участке Сзоо представляют 
собой замкнутые эквипотенциальные поверхности S E, из которых 
к а ж д а я  охватывает все поверхности S E с большими потенциала­
ми и охватывается всеми поверхностями S E с меньшими потен­
циалами. Разность потенциалов UM — UN между двумя точками 
М и N  представляет собой падение потенциала на участке цепи 
Cmn, заключенном между ее двумя эквипотенциальными сечения­
ми и S n, проходящими через эти точки. Этот участок — за м ­
кнутый уровенный слой, охватывающий электрод Э ; длиной уч а ­

1 Предполагается, что размеры электродов, их эмиссии и расстояния между 
ними ограничены и что неоднородность среды, как это обычно бывает в земле, не 
мешает достаточно быстрой убыли напряженности поля с удалением от элек­
тродов.



стка является толщина этого слоя, взятая по силовой линии, а 
его поперечными сечениями — эквипотенциальные поверхности, 
проходящие между поверхностями S M и S n-

В соответствии с (4.24) — (4.25) имеем для напряжения 
8 мы на участке CMn и для сопротивления R Mn этого участка вы­
ражения

N  N

где путь интегрирования берется по току.
В частности, если взять точку N на бесконечности, получим

если, кроме того, взять точку М  на поверхности электрода, то 
будем иметь

где UM — потенциал произвольно взятой точки М; U3 — потен­
циал электрода; R Mсо — сопротивление, оказываемое току  средой 
на пути от поверхности S m до бесконечности или, точнее, до мест, 
столь удаленных от электрода, что в них поле, создаваемое при 
его помощи, незаметно; R3 — сопротивление всего участка 
СЭоо> т. е. сопротивление, оказываемое току средой н а  пути от 
поверхности электрода до бесконечности. Величину Я э  будем 
называть с о п р о т и в л е н и е м  э л е к т р о д а  (как заземления).

Несмотря на бесконечно большую длину участка CWoo и, в ча­
стности, участка СЭо0) его сопротивление и величина падения
потенциала на нем, т. е. Ям™ и Им и, в частности, R3 и UЭу 
имеют ограниченные значения. Это объясняется уменьшением на­
пряженности поля Е с увеличением расстояния от электрода. При 
достаточной величине этих расстояний напряженность поля 
уменьшается столь быстро, что несобственные интегралы в фор­
мулах (4.89), (4.90) сходятся. Более того, обычно при определе­
нии сопротивления электрода Rs  и его потенциала U3  по фор­
мулам (4.90) интегрирование практически можно ограничить не 
очень большими верхними пределами. Возьмем на какой-либо 
токовой линии V точки через равные интервалы А/; проведем через 
эти точки эквипотенциальные поверхности и таким образом раз­
делим участок С Эоо на короткие участки ДС* одинаковой дли­
ны (по линии V),  т. е. на охватывающие электрод уровенные слои 
с толщиной одинакового порядка и с площадью, быстро возра­
стающей с удалением от электрода (рис. 44). Сопротивление 
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Рис. 44. Поле у уединенного эквипотенциального электрода.
а — среда, окруж аю щ ая электрод, разделена на охватывающие его слон одинаковой (по 
токовой линии И,  толщины; б—среда разделена на охватывающие электрод слои одинако­
вого сопротивления; толщина слоя быстро возрастает с увеличением его расстояния от элек­
трода

электрода Яэ и его потенциал f/э  представляют собой суммы 
сопротивлений ARi  этих слоев и падений потенциала AUi =  
=  IA R i  на них:

U3 =  IZARit =  (4.91)

Но дальние слои очень мало влияют на Ra и Uэ  вследствии об­

ратной зависимости сопротивления слоя от площади его поверх­
ности. Поэтому даже значительные изменения среды и, следова­
тельно, характера полей j и Е вдали от электрода не оказывают 
заметного влияния на его сопротивление R3 и потенциал Ua
между тем как небольшие изменения среды в непосредственной 
близости к поверхности электрода или формы и размеров этой 
поверхности могут сильно изменить эти величины1.

Пространственную часть цепи тока, содержащей два взаимно 
независимых электрода А  и В,  можно в соответствии с изложен­
ным представить как бы состоящей из трех последовательно 
включенных участков Caoo, Сср и СхВ, из которых первый и тре­

1 Сопротивления Д у р о в е н н ы х  слоев, прилегающих к электроду, сильно 
увеличиваются с уменьшением площади S 3  поверхности электрода (при не­
изменной его форме). При *оо. Поэтому либо / э ->0, либо (не­

ограниченно увеличивая э. д. с.) ‘£/э -»оо, аэ -»оо, /„-»оо Это соответствует слу­
чаю, когда электрод заменен непосредственным контактом линейной части цепи 
с ее пространственной частью. Назначение электрода состоит в том, чтобы 
предотвратить чрезмерное увеличение сопротивления концевого участка простран­
ственной части цепи (прилегающего к ее стыку с линейной частью).



тий — крайние участки с сопротивлениями R A и R b —  представ­
ляют собой пространства (точнее, обширные области), содержа­
щие электроды А и В,  а второй — средний участок пространст­
венной части цепи, на котором все ее эквипотенциальные сечения 
имеют огромные площади. Сопротивления R a  и R b велики по 
сравнению с сопротивлением R cр участка Сср. Поэтому практи­
чески сопротивление пространственной части цепи R a b = R a -\-Rb .

Аналогично можно определить проводимость 1/R параллель­
ного соединения т одноименных взаимно независимых электро­
дов Aj ( i —  1, 2, . . . ,  т),  через проводимости 1 этих электродов:

R - ' ^ Z R - ' .I
В общем случае, т. е. при произвольных расстояниях между 

электродами, имеем взаимно зависимые электроды. Каждый из 
них может иметь и собственный заряд и индуцированные полями 
других электродов заряды. Взаимная индукция электродов вл и ­
яет на распределения эмиссии по их поверхностям. В частности, 
при сближении двух одноименных или разноименных электродов 
происходит соответственно уменьшение или увеличение плотно­
сти поверхностных зарядов и эмиссий на их сторонах, которыми 
они обращены друг к другу, за счет остальных частей их поверх­
ностей. В связи с этим для последовательного соединения элек­
тродов А и В

R a b ^ zR a ~\~Rb, S ’a b ^~I (Ra ~\~Rb) , (4.92)
а для параллельного соединения т  электродов Л,-

т

I
где знаки равенства соответствуют соединениям взаимно незави­
симых электродов.

Электрод в неограниченной однородной среде при «отсутст­
вии» других электродов будем называть у е д и н е н н ы м  э л е к ­
т р о д о м  (см. рис. 44).

В случае уединенного электрода согласно (4.86), (4.86f) U = U a ,
Е =  ЕЭ, где U 9 и Еэ определяются формулами (4.87). В этом с л у ­
чае индуцированных зарядов на электроде нет, но поле все ж е  
зависит не только от величины заряда е 9, но также от его рас ­
пределения на поверхности 53. Значения оэ на элементах поверх­
ности S9 в данном случае, согласно (4.60), связаны между собой 
однородным интегральным уравнением

” W = 2 r f  <4 -9 3 )
%

Разделив равенство (4.93) на 2&0, получаем в левой части 
взятую с обратны м 'знаком  компоненту £ р(1М р )  поля, создавае- 
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мого у точки р  поверхности S3 (на ее внутренней стороне) з а ­
рядом o ( p ) d S p элемента d S p этой поверхности, содержащего 
точку р. А в правой части получаем компоненту Е*п{р) поля, 
создаваемого в этой же точке зарядами остальной части поверх­
ности S3 (см. разд. II § 7 главы второй). Следовательно, р а ­
венство (4.33) выражает условие обращения в нуль компоненты 
Еп на внутренней стороне поверхности £э .

В (4.93), как и в (4.60), (4.61), средней точкой площадки dS  считается q, 
а нормаль п берется в точке р, поэтому множитель при a(q)  в (4.93), вообще 
говоря, не имеет смысла угла видимости площадки dS.  Но если 5 Э — сфери­
ческая поверхность, то для любых ее точек р и q (Lgpn p) =  (Lj,9n g), поэтому

Из соображений симметрии ясно, что поверхность уединенного сферического 
электрода заряжена равномерно. Тем не менее полезно убедиться, что для слу­
чая сферической формы электрода решением уравнения (4.93) является о =  
= co n st. Исходя из такого допущения, вынесем множитель o(q)  за знак ин­
тегрирования. В результате, согласно сказанному выше, будем иметь под зна­
ком интеграла угол diи  в и д и м о с т и  площадки d S q из точки р, а интегрируя, 
получим угол ш = 2 я  видимости внутренней стороны замкнутой поверхности из 
ее точки р [см. (1.129)3]. Таким образом, уравнение (4.93) приводится к р а ­
венству a ( p) = a( q) ,  тождественному при c= co n st.

Согласно (4.80) уравнение (4.93) определяет такж е распре­
деление плотности j n эмиссии по поверхности электрода. Триви­
альное решение (ст=0, / '„ = 0 )  уравнения (4.93) отпадает согласно
(4.79), если 1э ф 0.

Э к в и э м и с с и о н н ы й  (с равномерно распределенной плот­
ностью эмиссии) э л е к т р о д  равномерно заряжен. В общем 
случае эквипотенциальный электрод не является эквиэмиссион- 
ным; он заряжен неравномерно за исключением случая сфериче­
ской формы электрода.

V. Необъемные электроды. Если точка а находится настоль­
ко далеко от электрода Э, что расстояние L qa практически не зави ­
сит от положения точки q на поверхности 5 э,то

где L3a — расстояние точки а от электрода Э или для большей 
определенности от некоторой произвольно взятой его («средней») 
точки Э. В этом случае не заметно влияние индуцированных 
зарядов, а такж е влияние формы и размеров электрода Э,  так  
как согласно (4.81) величина еэ  не зависит от них.

Допуская неточное определение поля вблизи электрода, м ож ­
но мысленно как  угодно уменьшать его и, в частности, предста­
вить его поверхность Sa стянутой к точке Э. Таким образом, 
вместо объемного электрода с поверхностным (или иным) з а р я ­
дом е э  получим т о ч е ч н ы й  э л е к т р о д  с точечным зарядом  
такой ж е  величины. Поле точечного электрода в отличие от поля 
заменяемого им объемного электрода определяется формулами

произведение ( Lqpnp) dS  равно углу видимости площадки dS  из точки р.

(4.94)



(4.94) во всем пространстве. Точечный электрод удобен при тео­
ретических расчетах, но имеет, как и точечный заряд, только фор­
мальный смысл, так как фактически создать в земле поле с по­
мощью точечного электрода нельзя. При неограниченном умале­
нии электрода получаем Яэ —*оо и, следовательно, чтобы полу­
чить ток заданной силы I в цепи, содержащей точечный электрод, 
понадобилось бы стороннее напряжение <?Гстр—>-оо.

Согласно (4.94) и (4.81) поле, создаваемое зарядом точечно­
го электрода, определяется формулами

Р7 1 О Р7 L ?а
V ‘ (а) =  5 Г Т ^ - .  Е (а) =4лГ ’ (4.95)

В случае точечного электрода в неограниченной однородной 
среде эти формулы определяют все (фактически действующее) 
поле в любой точке пространства.

В случае совокупности точечных электродов Э ч, находящихся 
в точках q, вместо (4.95) имеем

=  E’ w  =  ^S { 4 № ' ]

где p(<7) — значения p в точках q\ Iq — эмиссии электродов.
Обычно эмиссии Iq и значения р(^) являются заданными и 

поле Еэ , определяемое формулами (4.95'), можно считать пер­
вичной частью поля Е, выражаемого формулами (4.86), (4.86').

Д ля  поля Е точечного электрода, очевидно, справедливо все 
сказанное в главе второй о поле точечного заряда. В частности, 
совокупность двух точечных электродов с эмиссиями / г = /  и 1\ —
— —/  при малом расстоянии L !2 между ними образует диполь с 
моментом

р =  е0р /Ь 12, (4.96)

где р — удельное сопротивление среды, в которой находится ди­
поль.

Поле Е, создаваемое э л е к т р о д н ы м  д и п о л е м  в неогра­
ниченной однородной среде, определяется формулами, получен­
ными в главе второй для поля диполя, с подстановкой выражения 
(4.96) для момента р.

Из точечных электродов могут быть составлены квадруполи 
и мультиполи более высоких порядков.

Аналогично точечным электродам можно представить себе 
другие необъемные электроды: линейные или поверхностные (ко­
торым соответствуют реальные электроды очень вытянутой или 
сплюснутой формы), а такж е совокупности таких электродов, 
образующие линейные диполи и двойные слои.

Линейные и поверхностные электроды обычно не являются ни 
эквипотенциальными, ни эквиэмиссионными. Но д л я  простоты 
расчета полей иногда считают их эквипотенциальными или экви- 
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эмиссионными. Расчет поля эквиэмиссионного электрода сводит­
ся к суммированию полей его элементов, рассматриваемых, как 
точечные электроды с элементарными эмиссиями.

§ 7. ПРЯМ АЯ ЗАДАЧА ТЕОРИИ СТАЦИОНАРНОГО ПОЛЯ

Источники постоянного поля в проводящей среде не могут 
быть заданы произвольно и не могут считаться известными при 
расчете  этого поля, так как плотности зарядов еук согласно 
(4.50) зависят от определяемого поля. Поэтому фактически 
вм есто  уравнений (4.47) применяют уравнения (4.33). Входящие 
в их состав функции у  и Естр (или э. д. с.) могут быть заданы 
произвольно. Уравнения (4.33) должны быть дополнены1 урав-. 
нениями для поля Е:

r o t E = : 0 ,  Rot Е =  0, (j) (Е d!) — 0. “ (4.97)
i

I. С истем а уравнений. Согласно (4.97) i и (4.17) i имеем для 
стационарного электрического поля систему дифференциальных 
уравнений:

I. r~ot Е = 0 ,  II. d i v j= 0 ,
где j = v ( E + E CTP) (4.98)
— ура гвнение связи.

П одставляя  в (4.98)3 решение Е= — V U  уравнения (4.98)i, 
получаем  для j выражение

j =  — у ( у и — Естр), (4.98')
подстановка которого в (4.98)2 приводит к уравнению для потен­
циала U стационарного поля:

div (yv^O =  div (уЕСтр), т. е. у гЦ -|- dlv (4.99)

Н а й д я  функцию U как решение этого уравнения, определяем 
поле Е = — S7U и по заданным функциям 7 и Естр — такж е поле 
j = y ( E . +  ECTP).

П р я м а я  задача теории стационарного электрического поля 
состоит' в определении полей Е и j по заданным функциям у  и 
Естр 13место поля Естр бывает известна э. д. с. или сила тока в 
цепи.

У словия прямой задачи применительно к полю в з^емле в со­
ответствии с изложенным в § 6 настоящей главы формулируются

1 П о л я  уЕ и j в отличие от поля Е не являются безвихревыми:
rot (у Е )= — [Е V y] i ro t j  =  — [E V Y ]+ rot (уЕстр) . (4.97'>

Во внешней части цепи:
ro t j = —[Е Vy]. Rot j = [nr] (Y2—Vi)Ez . (4.97")

Согласно (4.17) постоянное поле вектора j аналогично полю В, является чисто 
вихревым!.



в следующем виде. В пространстве, заполненном средой, элект­
ропроводность которой определена некоторой функцией 7 (a) ,  з а ­
даны (питающие) электроды или сторонние силы (поле Естр, 
контактные э. д. с.). Питающие линии (и все, что в н и х  включе­
но) исключаются из рассмотрения. Точечный электрод  задается 
его эмиссией и положением (координатами), а эквипотенциаль­
н ы й — его эмиссией, формой, размерами и расположением. В слу­
чае неэквипотенциального электрода задаются ещр некоторые 
данные об электропроводности тела электрода и о способе его 
питания током.

Система (4.98) и эквивалентное ей, уравнение (4 .99) не со­
держ ат 6, и, следовательно, ими определяются поле Е  и его по­
тенциал в проводящей среде независимо от ее проницаемости. 
При известном фактическом распределении е в проводящей среде 
можно было бы по найденному полю Е рассчитать его свободные 
и связанные источники, пользуясь формулами § 3 третьей  главы. 
Не зная функции е, можно в принципе по полю Е определить 
полные заряды и их виды еЧСтР и еуВ по формулам § 4 и 5 этой 
главы. Более того, при соответствующих условиях мож но, не зная 
поля Е, определить заряды, его создающие, пользуясь соответст­
вующими интегральными уравнениями § 4 и 6.

II. Условия единственности. В соответствии с излож енным  в 
§ 7 и 8 главы первой расчет стационарного электрического поля 
в какой-либо области V, ограниченной поверхностью S IV], сво­
дится к нахождению функции U, удовлетворяющей уравнению
(4.99) [с подстановкой заданных функций v и Естр] в области V 

и дополняющим условиям, достаточным для обеспечения единст­
венности его решения.

Формулировку теоремы единственности для уравнения (4.99), 
указывающей, какие условия для этого достаточны, м ожно полу­
чить, исходя из теоремы единственности, выведенной а  § 8 главы 
первой для уравнения (1.96) j. Переход к рассматриваемому здесь 
уравнению (4.99) совершается подстановками: 

в уравнение (1.96) i и в дальнейшем

А =  у, wv =  -  di v (уЕстр); (4.100)

в краевое условие III типа согласно (4.22')

Q = — I, Л — у; (4.100')

в условия сопряжения (1.110') согласно (4.37) и {4.33) 2

<P12 =  Div(YECTP), Л  =  у. (4.100")

Особыми поверхностями, на которых задаю тся  условия 
(1.110') с подстановкой (4.100"), являются: поверхности раздела 
между средами с различными удельными сопротивлениями и по­
верхности, на которых заданы контактные э. д. с. В (4.100") не 
предусмотрены поверхностные электроды и поверхности с попе­
речным сопротивлением или продольной проводимостью (см. § 5). 
224



Особыми являются также поверхности объемных электродов, но 
полем внутри идеально проводящих электродов и электродов с 
заданны м распределением эмиссии мы можем не интересоваться. 
Что ж е  касается неэквипотенциальных объемных электродов, на 
которых не заданы  распределения эмиссий, то их поверхности 
следует рассматривать как поверхности раздела, а собственно 
электродами считать их точки или идеально проводящее части, 
к которым подводится питание.

Особыми точками qoc и линиями /ос являются точечные и ли­
нейные электроды и электродные диполи.

Д л я  внешней части цепи тока Е стр — 0, j = v E  и. следовательно,

<И\л(уЕ) =  0, т. е. d i vE = -----^-(Е grad у) (4.101)

или

(V(YV^)) =  0, т. е. y ' t /  =  — -i-(vC/VY)- (4.10Г)

П оэтому поле в области V во внешней части цепи определя­
ется только  функцией у (а) и дополняющими условиями. Если в 
этой области  среда однородна, то в ней

rot Еь=о, div Е = 0 ,  V2t / = 0 .  (4.101")

III. Замечания. Дополним приведенные в разд. II § 8 первой 
главы замечания к теореме единственности уравнения (1.9б)ь 
частным видом которого является уравнение (4.101'). 1

1. Е с л и  область У,-в которой нет электродов и стороннего 
поля, отделена от остальной части пространства идеально прово­
дящей стенкой (экраном с бесконечно большой продольной про­
водимостью), то в ней Е = 0  (см. замечание 1 в § 6 главы третьей). 
Если идеальный проводник простирается до бесконечности (экран 
«зазем лен»), то на нем и, следовательно, также в области V U =  
= 0 .  Э т о  остается справедливым и в том случае, когда область V 
незамкнутая, и идеально проводящая стенка продолжается до 
бесконечности.

2. Т а к  как внутри идеальных проводников поле Е = 0 ,  то они 
не включаются в область V, в которой определяется поле; их по­
верхности служат участками границы S[V] этой области. Если 
идеальный проводник является электродом, то на его поверхно­
сти обычно задается краевое условие (III  типа):

J r  5 Г < « = - / 3 . § -  =  0. (4.102)
s3

где п —  нормаль, направленная из электрода наружу.
Вместо эмиссии / э может быть известно напряжение, вклю­

ченное- между электродом и бесконечностью. В этом случае на 
поверхности электрода задается краевое условие (I типа) U — U3



Если идеальный проводник не является электродом, то на его 
поверхности задается условие (III типа):

^ T ^ d S  =  0, %  =  0. (4.102')
s

Это, в частности, справедливо для идеально проводящих изме­
рительных электродов, не потребляющих тока (когда в измери­
тельной линии сила тока равна нулю).

3. Н а  фиксированных, поперечных току границах Si и S2 
участка С 12 цепи тока могут быть заданы:

либо условия III типа

^ 1 ^ = - / '  =  ! f  =  0' <4Л03>
Sx s%

где /  — сила тока в цепи, а п — нормаль, направленная  по току 
от Si к S 2;

либо условия I типа U = U  1 на Si, U = U 2 ка S 2, которые мож­
но заменить заданием разности потенциалов U 1— U2= S \ 2 между 
сечениями Si и S 2, поскольку нас интересует не U, a V U = — Е.

4. В проводящей среде, у поверхности непроводника (у по­
верхности непроводящего включения, у боковой п оверхности 
участка цепи тока, у поверхности раздела земля — в-оздух) со­
гласно (4 .6 8 ) 2, является заданным краевое условие II типа: 
d U / d n = 0.

5. Если электроды и нарушения однородности ср-еды нахо­
дятся в области Ф, ограниченной со всех сторон, то в условии 
регулярности на бесконечности (2.47) надо подставить вместо
массы тъ величину 2 / Э) где р — удельное соп ротивление

среды вне области •&.
Если на бесконечности среда радиально однородна, т. е. если 

d y / d R  =  0 при о, где R — радиальная координата  сфериче­
ской системы R,  0, ф с центром в некоторой точке о области ft,
то вместо массы т ь следует подставить величину — 2 / Э) где

т. 2 те
y r f m  — ̂ г  J  J  у  ( 6 -  ? )  sin bdbd<̂ > (4.104)

s s 0 0

— удельная электропроводность среды, усредненная п о  сфериче­
ской поверхности S достаточно большого радиуса R\ da>== 
= s i n  QdQdy — угол видимости элемента d S  этой поверхности из 
точки о.

6 . Замечания 5, 6  и 8  в § 6 главы третьей справедливы также 
для стационарного электрического поля с заменой проницаемости 
среды ее электропроводностью, проводников идеальными провод- 
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никами, зарядов эмиссиями и уравнения (3.31)i уравнением
(4.99).

7. На особой поверхности 5  согласно (4.100") функция U 
д олж на  удовлетворять двум условиям сопряжения

и  <2> -  £/<■> =  Ys ^  -  Тг Т  =  D i v (ТЕстр), (4.105)

в которых предусмотрено, что в общем случае эта поверхность 
м ож ет быть поверхностью разрыва функций у  и у Е стр и на ней 
могут действовать контактные э. д. с. Если S — поверхность раз 
дела во внешней части цепи тока и, следовательно, на ней 
Div(-pECTP) = 0 ,  S K"T — 0, то эти условия принимают более про­

стои вид
t / c > = t / ( ‘>, T i^ L = Tl« ^ l .  (4.105')

т. е. они сводятся к требованию непрерывности функции U и 
произведения ее нормальной производной d U / d n  на удельную 
электропроводность среды.

8. На экранирующей поверхности S должны выполняться ус­
л о в и я  (4.77) — (4.78').

9. Пусть V — область пространства, занятая участком внеш­
ней части цепи, заключенным между двумя ее фиксированными 
поперечными току сечениями Si и S 2, которые совпадают с гра­
ницами соседних идеально проводящих участков цепи. Граница 
5 [У] области V состоит из боковой поверхности отрезка токо­
вого жольца и из его сечений Si и S 2. Согласно сказанному в разд.
II и I  замечаниях 3 и 4 поле во всех точках области в этом слу­
чае полностью определяется заданием формы, размеров и удель­
ного сопротивления (в общем случае как функции точки) участ 
ка Ci 2, а такж е силы тока I  в цепи или напряжения ^12  на участ­
ке С 1 2. Из этого следует, что при всяких изменениях на других 
участках  цепи и вне ее не меняются поля Е и j на участке С 12, 
если не меняется условие, заданное на Si и S 2, т. е. сила тока / 
или напряж ение ^ i 2. Если же значение задаваемой величины I 
или SS 12 меняется, то (согласно замечанию 12, § 8 главы первой), 
пропорционально меняются абсолютные значения (но не на­
правления) векторов Е и j во всех точках этого участка и, сле­
довательно, такж е значение той из величин <̂ 12 и I,  которая не 
является  заданной.

О тсю да следуют три вывода:
а) источники поля Е, действующего на участке Ct2, не могут 

находиться вне него;
б) напряжение &\2= U \ — U2 на участке C'i2 должно быть про­

порционально силе тока /, т. е. <%'\2= R \ 2I, где множитель про­
порциональности R\2 определяется формулой (4.25);

в) изменение величины ё?\2 или / , задаваемой в качестве кра ­
евого условия, не влияет на направления векторов Е и j в этой 
области.



Эти выводы справедливы также для всей внешней части цепи 
тока, для ее пространственной части и для всего токового кольца.

§ 8. Д О П О Л Н Е Н И Я  К ЧЕ ТВЕРТОЙ ГЛАВЕ

I. Нарушения однородности среды, не искаж аю щ ие поля.
Представим себе, что среда в области V, о которой шла речь 
выше (замечание 9 § 7), однородна, т. е. в этой области всюду 
V y = 0 .  в  этом случае потенциал JJ в области V удовлетворяет 
уравнению Л апласа, и поля Е и j определяются в ней значением 
одной из величин I  и S \ 2. Если нарушить однородность среды в 
области V, то в общем случае потенциал не будет удовлетворять 
этому уравнению и поля Е и j при том же значении заданной 
величины /  или S i 2 станут иными.

Но при некоторых видах нарушений однородности среды в 
области V  будем иметь в ней, как и при отсутствии нарушений 
однородности среды, потенциал, удовлетворяющий уравнению 
Л апласа . Это, очевидно, справедливо для нарушений, при кото­
рых среда остается однородной по направлению поля , так как 
при этом условии (Е gra'd-y) = 0 ,  ( V y V f / ) =  0, и следовательно, 
как и в однородной среде, вместо (4.101') получаем (4.101"), 
Если, наоборот, однородность среды нарушается только  по на­
правлению поля, то [Е g rad  у) = 0  и согласно (4.97") i rot j = 0  и, 
следовательно, j = —grad  U,-, где Uj — некоторый скал яр , являю­
щийся потенциалом поля вектора j в области V. П одставляя  это 
выражение для j во II уравнение поля d i v j = 0 ,  получаем VuU j =  
= 0 .  Таким образом, если среда в области V однородна по всем 
направлениям, поперечным полю, то в этой области имеем ана­
логично (4 .101й )

rot j — 0, div j = 0 ,  V 2U j = 0.

Упрощение уравнения поля в области V, когда среда  в ней 
однородна по направлению поля или по поверхностям, попереч­
ным ему, объясняется отсутствием при этих условиях источников 
поля Е или вихрей поля j в области V так же, как если бы в 
ней среда была однородна по всем направлениям. В связи  с этим 
при сохранении однородности среды по направлению поля и по­
стоянстве напряжения S ' и  между границами Si и S 2 области V 
изменения функции у  в этой области не должны вы зы вать в ней 
изменений поля Е==-— V U  и искажений поля j = v E ,  а при сохра­
нении однородности среды по поверхностям, поперечным полю, 
и постоянстве силы тока /  через поверхности Si и S2 изменения 
функции у  в области V не должны вызывать в ней изменений поля j и 
искажений поля E = p j .  В обоих случаях несоблюдение постоян­
ства величин S i 2 и I  не приводит к искажениям полей Е и j.

В отношении разрывных нарушений однородности среды ска­
занное выше означает, что поверхности раздела, па раллельные

228



полю, при постоянстве значения <% 12 не должны вызывать изме­
нений поля Е, а поверхности раздела, нормальные к направле­
нию поля, при постоянстве значения /  не должны приводить к 
изменениям поля j. Что же касается искажений полей Е и j, то 
они под влиянием поверхностей раздела, только параллельных 
полю или только нормальных к нему, не должны появиться 
нигде.

Однако в общем случае изменение среды в каком-либо месте 
сопряжено с нарушениями ее однородности по направлению поля 
и в поперечных ему направлениях. Действительно, допустим, на­
пример, что в области V была однородная среда с удельной элек­
тропроводностью Yo и что эта среда заменена средой с удельной 
электропроводностью у внутри поперечного отрезка токовой труб­
ки (определяемой по полю, существовавшему до замены среды), 
занимающего область V', которая является частью области V и 
ограничивается боковой поверхностью S'e и основаниями (попе­
речными сечениями трубки) S 'i  и S ' 2. В этом случае получаются 
одновременно параллельная полю поверхность раздела Б'б и по­
перечные ему поверхности раздела S'i и S '2. Поэтому возникают 
изменения полей Е и j (и их искажения).

По в двух случаях это осложнение отпадает: когда отрезок 
токовой трубки взят на всем протяжении автономного участка 
С 12 или когда он является отрезком всего токового кольца.

Если в первом из этих случаев остается постоянным напря­
жение 12, а во втором — сила тока /, то краевым условиям и 
условиям сопряжения мы удовлетворив, допустив, что во всей 
области не меняется поле Е в первом случае и поле j — во вто­
ром. В более общем случае могут меняться обе величины — S \2 и 
/ ,  но только одну из них можно задать произвольно, так как ею 
определяются поля Е и j на заданном участке С Х2 и, следова­
тельно, также вторая из этих величин. Иначе говоря, отношение 
S ’ 12/ /  не является произвольным; оно представляет собой сопро­
тивление участка цепи, и его изменение определяется измене­
нием функции у в пределах этого участка. Его можно рассматри­
в а т ь  как сопротивление параллельного соединения в первом слу­
чае  и как сопротивление последовательного соединения — во вто­
ром.

Очевидно, что все сказанное здесь будет, в частности, спра­
ведливо, если в качестве участка СХ2 возьмем всю пространст­
венную часть цепи тока, заключенную между двумя идеально 
проводящими или точечными электродами, или же (в случае уе­
диненного электрода) между одним таким электродом и беско­
нечно удаленной поверхностью.

Сказанное также справедливо, когда размеры поперечного се­
чения цепи неограничены и участок С12 представляет собой по­
перечный полю слой, замкнутый или продолжающийся до бес­
конечности.

Представим себе область V в виде тонкого слоя. Нетрудно 
убедиться, что если у < 7 о  и слой параллелен полю или же у > .
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>Yo и слой нормален полю, то поле искажается только у краев 
слоя. Экранирующие поверхности (о которых шла речь в § 5) 
при произвольном их расположении могут оказать на распреде­
ление поля сильное влияние. Но экранирующая поверхность 
(включая ее края) не влияет на поле, если она имеет поперечное 
сопротивление и .параллельна первичному полю или она имеет 
продольную проводимость и нормальна полю. Это справедливо д а ­
же при Тр— оо и S y= оо.

Предельно тонкую нить с повышенным удельным сопротивле­
нием можно всегда рассматривать как предельно узкую полоску 
поверхности с поперечным сопротивлением, параллельной полю. 
Следовательно, даж е при бесконечно большом удельном сопро­
тивлении нити и при произвольном ее расположении она не мо­
жет заметно влиять на распределение поля.

II. Аналогия со статическим полем. Ниже показана аналогия 
между стационарным электрическим полем, создаваемым с по­
мощью идеально проводящих электродов1- при Естр = 0  (левая 
колонка), и электростатическим полем, создаваемым в диэлект­
рике зарядами проводников при отсутствии в нем (вне провод­
ников) свободных зарядов (правая колонка).
Источники поля находятся на по- Источники поля находятся на по­
верхностях электродов и в местах верхностях проводников и в местах 
нарушения однородности среды, где нарушения однородности среды , где

Эта аналогия позволяет переходить от формул, справедли­
вость которых доказана для одного из этих полей, к соответству­
ющим формулам для другого поля. В частности, это д а е т  воз­
можность от сказанного в § 7 главы третьей о взаимном влиянии 
проводников перейти к рассмотрению взаимного влияния элект­
родов.

Допустим, что в пространстве, заполненном средой, в общем 
случае неоднородной, имеется п  идеально проводящих электро­
дов Э к с эмиссиями I k { k = \ ,  2 , ____ п ) . Некоторые из этих эмис­
сий могут быть равны нулю; соответствующие электроды факти­
чески являются обыкновенными идеальными проводниками.

Пусть Uк — потенциалы электродов при их эмиссиях I k и при 
заданной в пространстве функции у. Каждой совокупности зна­
чений Ik соответствует определенная совокупность значений (Л. 
Представим себе, что U 'n ,  I 'k  и U " k ,  I " и — две возможные сово­
купности значений Uk и Ik. В соответствии с (3.57)

(EVy)¥=0 
В идеальном проводнике поле Е = 0  
Плотность тока j= Y E  
div j= 0 ,  ( V ( Y V ^ ) ) = 0

В проводнике поле Е = 0  
Вектор индукции D = e a E 
div D = 0 , ( у  ( е y t / ) ) = 0

(EVe)^O

Эмиссия электрода / э  =  I (jdS ) Свободный заряд  проводника

s

1 Линии, соединяю щ ие электроды и содерж ащ ие сторонние н апряж ения, мыс­
ленно исклю чаю тся из рассматриваемого пространства.



2 6 Р * /" * = 2 £/"*/'* ( 6 = 1 ,  2, . . . , п ) .  (4.106)
III. Принцип взаимности питающих и измерительных элек­

тродов. Пусть V \ — 1 ' 2—  . . . Г т =  0 ,  1 " т + 1 = 1 " т + 2 =  ■ ■ ■ = J " n  =  0 .  
Этот случай имеем, например, когда речь идет о двух вариантах 
применения электродов:

1) электроды 1, 2 являются измерительными, а электро­
ды ш —(-1, / п + 2 , . . . ,  п — токовыми;

2) электроды 1, 2 являются токовыми, а электроды 
m-j-1, m + 2 , . . . ,  п — измерительными. Д ля  этого случая из (4.106) 
получаем соотношение

k = m  к=п

2  £ / '* / " * =  2  (4 -107) 
k=m+1

являющееся выражением принципа взаимности питающих и из- 
мерительных (идеально проводящих) электродов.

П р и м е р .  Имеем три пары электродов: АВ, M N  и PQ. П итая электроды  
АВ  током 1 а в , получаем разности потенциалов U м — U N и  Up — Uq,  а питая 
электроды  MN  и PQ токами I Mn  и  I Pq — разность потенциалов U А— UB• Н а ­
правления токов (в земле) соответствуют порядку индексов при I. Применим 
вм есто 6 = l- f -6  индексы А, В, М, N, Р, Q (соответственно). П олож ив / ' а  =
= --- 1 ' в - I  А В ,  V  М  =  I '  N =  l '  Р  =  V  Q— l "  А =  1 "  в = 0 ,  1 " м  = --- 1 "  N  = 1 M N ,  1 " р  —
=  — 1 " q = I p q  и отбросив штрихи в обозначениях U'a, U'b , U"m, U "n , U"p, 
U"q , получим из (4.107)

( U  л — U B ) 1  a b  —  ( U м - y - U  n ) l м  jv +  ( U p — U q ) 1  p q . ( 4 . 1 0 7 / )

При I p q = cI м n  имеем

СUA -  UB) Члн =  (UM - UN +  cUp -  cUQ) rAl  , (4 .1 0 7 " )

а при  c = 0 , т. e. в случае двух пар электродов АВ  и MN,

СU A  U в )  J MN  —  ( У м  — ^ n ) I А В  ■

Формула (4.107) в отличие от (4.106) имеет смысл не только 
для объемных, но также для необъемных электродов. Справед­
ливость формулы (4.107) для случая точечных электродов в не­
ограниченной однородной среде легко доказать, исходя из вы ра­
ж ения (4.94) 1 для потенциала поля точечного электрода в такой 

'  среде.
IV. Сопротивление и емкость электрода. Допустим теперь, 

что среда, в которой находятся идеально проводящие электроды, 
всюду однородна. В этом случае в качестве статического аналога 
стационарного поля можно взять поле, создаваемое в вакууме 
зарядам и, находящимися на проводниках. При этом свободному 
за р яд у  проводника (совпадающему с его полным зарядом) со­
ответствует в стационарном поле заряд  электрода е э =  е0рIд .

Из этого следует, что для стационарного поля, создаваемого иде­
ально проводящими электродами в неограниченной однородной
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среде, справедливы равенства (3.57), (3.58), в которых надо счи­
тать е * = е 0р/*.

В частности, для случая уединенного электрода по аналогии 
с (3.59) имеем

Сэ = в1Г- =  ^ Т Г -  (4. Ю8)и э  и э

Сравнивая это с (4.90) ь получаем соотношение
/?эСэ =  Ре0 (4.108')

между сопротивлением уединенного электрода и емкостью
Сэ такого же уединенного проводника в вакууме. Это соотно­
шение позволяет воспользоваться результатами расчетов емко­
стей проводников различной формы для определения сопротив­
лений электродов такой же формы. В более общем случае груп­
пы идеально проводящих электродов (в неограниченной одно­
родной среде) можно получить формулы, полезные при расчете 
их сопротивления (в группе), исходя из равенств (3.57), (3.58).

V. О влиянии проницаемости. Возможность определения стационарного поля 
уравнениями (4.101) — (4.101"), не содержащими е, может показаться странной, 
так  как  изменение 8 вы зы вает изменение связанных источников поля Е. Но по­
смотрим, как зависят источники поля от е, у, Е и Еотр. Согласно (4.49) — (4.51), 
б Пл н = — е о р [(Е V Y ) + d i v  (уЕ отР)]. Следовательно, в соответствии с  (3.33') 
в с в о = е 0( Е у  е )— еар[(Е  V y) + d iv  (уЕ стр)], 6Св з = —е0(Е Ve) +  (еа—е0)р  [ (Е  V y) +  
+ d iv (Y E CTP)].

Таким образом, бплп не зависит от проницаемости е, а б с в б  и б С в з  зависят 
от нее. Из этого следует, что влияние проницаемости на б Св з  компенсируется 
ее влиянием на бсвб.

Перейдем к вы раж ениям  для плотностей поверхностных зарядов во внеш­
ней части цепи тока. Согласно (4.49) — (4.51) и (3.34')

®тт.п»1 — о Vl 2 pan  °свб , е1 е2

Тср

следовательно.

°свб — ( sa —  +  (Yi —  Ya) j ̂ n '

°свз =  Eo [ ( ei  —  ea ) +  —  (Y i —  Y2) ]  &k - 

П одставляя  сю да (y i—Y2) P c p = ( P 2—Pi)Ycp. получаем

Pa “ '" P i  Г ecp . 1  CD
°плн—£o E?n , 3CB6 =  ee ĵ (E2 — ei) +  (pa — Pi)J

(4 .109)

ег )  +  ----------- ( P2 —  Px)
Pep

£ L„p.n

П рименим полученные формулы к поверхностям S A и S B идеально провот 
дящ и х  электродов А и В в цепи тока с двумя питающими электродами. П ола­
гая  дл я  S A 8i =  l , е2 =  е, pi =  0, р г= р , £ (1)п =  0, £ (2)„ =  £  =  р/, получаем о плн =
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=  е 0£ = е эр/, а Сво =  еар/, а Св3=  (е0— еа)р/. То ж е, но со знаком «—» получаем 
д л я  5 В . При е = 1  а П л и  =  а 0 в « =  ± е 0р/, а Св з = 0 .  Следовательно, при изменении 
проницаемости среды от 1 до е плотности а Свв и а свз получают приращения 
=F(eo—еа)р / и ± ( е 0—еа)р/, а Опли не меняется. При этом постоянство сопро­
ти влен ия и э. д. с. в цепи предотвращ ают изменение силы тока 1 в ней и, 
следовательно, полей j и E = p j  в земле, а постоянство поля Е, обеспечивает 
неизменность полных плотностей зарядов электродов А и В. Н еобходимые ж е 
для этого приращения их свободных зарядов  получаются за счет сторонней 
энергии, которая долж на быть затрачена дл я  этого во внутренней части цепи. 
Аналогичное происходит в конденсаторе при увеличении проницаемости среды, 
н аходящ ейся м еж ду его обкладками. При постоянном напряжении на нем (на 
его обкладках) получаются приращения свободных зарядов  и такие ж е, но 
с обратны м и знаками, приращения связанных зарядов.

V I. Об источниках стационарного электрического поля. С тационарное элек­
трическое поле определяется системой уравнений (4.98) или эквивалентным ей 
уравнением  (4.99). Все эти уравнения не содерж ат величин, характеризую щ их 
в я в н о м  виде распределение электрических зарядов  в пространстве. Д л я  рас­
чета стационарного поля Е, j в области V достаточно знать функции Ес т р (<7) 
и yC<7) и условия на S[V ]. При этом мож но полностью отвлечься от сущ е­
ствован и я  зарядов, являющихся источниками изучаемого поля Е. В связи с 
этим обычно при изучении стационарного поля этим зарядам , их распределению 
в пр остранстве и зависимости поля от них не уделяю т внимания и часто со­
всем забывают об их существовании. I

А налогичное положение отмечается в отношении зависимых (зависящ их 
от п о л я  и среды) источников электростатического и магнитостатического полей; 
в м есто  этих источников задается проницаемость среды. Но в электростатике 
и в магнитостатике обычно в той или иной мере интересуются такж е полем 
в о б л а с тя х  пространства, занятых свободными зарядам и и магнитами. П о­
э т о м у  хотя бы независимым источникам поля приходится уделять внимание.

Ч т о  же касается стационарного поля, то обычно поле Е во внутренней части 
цепи не рассматриваю т, и вместо Естр задаю т напряжение <¥стр (формально 
мож 1г о  вместо Естр рассматривать сторонний ток j CTP= Y iE CTP). П оэтому часто 
п он яти е  о зарядах  полностью исключают при рассмотрении стационарного поля 
(пото м при переходе к переменному электромагнитному полю приходится опять 
вспом нить о зарядах  в связи с соотношением div ] = —бсвв).

В  настоящей книге, вопреки традиции, всем источникам стационарного и 
статического поля уделяется много внимания по следующим методологическим 
мотив ам.

С познавательной точки зрения выпадение понятия о заряд ах  из поля зр е­
ния учащ егося  на интервале (стационарного поля) меж ду изучением статиче­
ского и переменного (электромагнитного) поля образует неуместный пробел. 
Опыт показал, что возникающие на этой почве недоразумения затрагиваю т 
не т о л ь к о  учащихся.

И склю чение из рассмотрения физической сути — порождения поля за р я д а ­
ми — б ы л о  бы явным изъяном в настоящей книге, в которой теория различных 
полей рассматривается в тесной логической и физической взаим освязи, в их по- * 
следов ятельном развитии и составляет одну цельную  дисциплину.

П р и  изучении электрического тока в цепи, полностью пространственной н 
заклю ч енной в земле, назревает необходимость интересоваться полем не только 
во внеш ней части цепи, но такж е в ее внутренней части, т. е. в области про­
стран ства , в которой действует стороннее поле, например ф ильтрационная 
э. д. с.

С услож нением  задач теории разведочной геофизики все больш ее значение 
п риобретает метод интегральных уравнений. Такие уравнения, позволяю щ ие 
свести определение поля к расчету его возбудителей (зарядов, порож даю щ их 
поле), отличаю тся особой наглядностью. Ф ормально мож но вместо зарядов  (на 
поверхностях разд ела ) ввести фиктивные поверхностные источники поля j. Но 
это искусственное удаление от физической сути дела.

О п ы т  показал, что представление о распределении зарядов, создаю щ их поле, 
очень полезно  дл я  понимания и развития электрических методов разведочной 
геофизи ки.



Глава пятая

Магнитное поле постоянного тока

§ 1. ТОК в  М АГНИТНОМ  ПОЛЕ

В магнитном п о л е 1 на элемент длины dl  линейного тока /, 
содержащий точку q, действует сила dF, определяемая з а к о ­
н о м  А м п е р а :

dF (< 7)= /[d l  В], (5.1)

где dl — вектор, направленный по току; В — вектор магнитной 
индукции в точке q.

Если I — контур тока с силой /, то на него согласно (5.1) 
действуют силы dF, которые образуют главный вектор

и главный момент (вращения) относительно какой-либо точки о:

I. Токовый контур в однородном магнитном поле_ Рассмот­
рим действие, оказываемое на токовый контур однородным (в 
пределах области V, содержащей контур) полем В. В этом слу­
чае

так  как  здесь интеграл представляет собой сумму векторов dl, 
образующих замкнутый многоугольник2.

Что же касается вращающего момента Мвр, то в сл учае  одно­
родного поля В

1 И меется в виду поле В, создаваемое намагниченными тел ам и  (как ск аза­
но в предыдущ их главах ), а так ж е токами, о чем будет идти р еч ь  в следующих 
п араграф ах  этой главы.

(5.1')
i i

M„, , =  §  [L0,dF] =  /  §  [L0, [dl B]] =  /  $  (L^B) dl -  /  §  В CL0,dl).
i i i i

(5.2)

(5.1")

§  В (L0?dl) =  В §  (L0?dl) =  В  ̂ (rot Loq dS) =  0,
I [SI l [S! s

Согласно (1 -41l )2 £  dl =  Г [dSVl]=0. 
/'[S] s



так  как согласно (1.127") rot Lol?= 0 .  Таким образом, в соответ­
ствии с (1.4Г)2 из (5.2) получаем

Мвр =  /  §  (L0?B)dl =  / J [ d S v ( L 0,B)I, dS — n,dS,
l [S] s

где rii — нормаль к поверхности S,  образующая с током /  по кон- 
ТУРУ I [5] правовинтовую систему. Но так как поле В однородно, 
то согласно (1.127/" ) ‘?(L09B) = В ,  следовательно,

M Bp =  / j [ d S B ]

где

М  =  / 1 dS =  I

В случае плоского контура

JWBp = / ( S B ) ,  M = / S = n / /S ,  (5.4)

где S — площадь участка плоскости, ограничиваемая контуром. 
В этом случае вектор Мвр лежит в плоскости контура.

II . Магнитные моменты токов и магнитов1. Вектор М назы­
ваю т магнитным моментом т о к а 2. Согласно (5.4) он образует с 
током правовинтовую систему. Контур тока l[S] и опирающуюся 
на него поверхность S будем часто отмечать нижним индексом I. 
Поверхность S j  назовем поверхностью тока. На. ней лицевую 
сторону выберем так, чтобы наблюдатель, смотрящий по направ­
лению момента М (и нормали t ii),  видел оборотную сторону по­
верхности S, ,  а ток / — ориентированным по ходу часовой 
стрелки.

Согласно (5.2') 2 момент Мвр нормален к плоскости, в которой 
л е ж а т  векторы М и В, и стремится повернуть контур так, чтобы 
уменьшить угол (М, В) между их направлениями. При (М, В) — 
= 0 ,  т. е. когда момент направлен по полю, Мвр= 0 .  Это положе­
ние равновесия поле стремится придать контуру. Вектор Мвр об­
ращ ается в нуль также при (М, В ) = л .  Но при этом равновесие 
контура является неустойчивым.

Сравнивая (5.4) с (3.22")3, видим, что в магнитном поле на 
контур / с током /  действует такой же вращающий момент, ка ­
кой действовал бы в этом же поле на однородный магнитный 
листок с плотностью дипольных моментов т] =  /  с положительной 
обкладкой, соответствующей лицевой стороне поверхности тока, 
и с краевой линией, совпадающей с контуром I. Таким образом, 
линейный ток I эквивалентен опирающемуся на его контур од­
нородному магнитному листку с плотностью дипольных моментов

ц = 1 .  (5.5)

В dS или Мвр =  [МВ], (5.2')

J n,dS. (5.3)

1 И меется в ви д у  любая намагниченность; J, J bp и л и  J 0.
2 Согласно (5.3) единица магнитного момента тока равна 1 А -м 2.



Элементарный токовый контур (элементарных размеров) име­
ет дипольный магнитный момент

d M = /d S ,  (5.3')
где dS  — площадка, ограничиваемая этим-контуром. Элементар­
ный токовый контур эквивалентен элементарному магнитному 
диполю, т. е. диполю с магнитным моментом элементарной вели­
чины.

Формула (5.2 ')2 применима также к совокупности токов, при­
чем вместо магнитного момента тока следует брать магнитный 
момент совокупности токов, равный сумме их магнитных момен­
тов. Примером такой совокупности . токов является соленоид 
(рис. 45,6). Если h — длина соленоида, 5  — площадь его витка и 
N  — число витков, то его магнитный момент

M = h k S I — kVI,  i(5.6)
где k = N j h  — число витков на единицу длины соленоида.

Виткам соленоида соответствует hk = N  магнитных листков, 
которые согласно замечанию 7 § 2 главы третьей можно заменить 
дисками толщиной h / N = \ / k .  Совокупность этих дисков образует 
однородный цилиндрический магнит с моментом, направленным 
по его образующей (рис. 45,в). Сравнивая (5.6) с (3.23), видим, 
что соленоид эквивалентен такому же как он' по форме и разме­
рам цилиндру с однородной намагниченностью

J = k l  (5.7)
по направлению образующей. На основаниях такого цилиндра на­
ходятся поверхностные магнитные массы с плотностью

ст:= г Ь / = z b k l . (5.8)
Представим себе прямой цилиндр, на боковой поверхности 

которого имеется поверхностный ток по окружностям цилиндра с 
одинаковой плотностью i и с одинаковой ориентацией (по  окруж­
ностям) во всех точках этой поверхности (рис. 45,а). Сила по-

Рис. 45. Э квивалентность цилиндра (в ), однородно намагниченного по направле­
нию образую щ ей, таком у ж е  по форме и размерам соленоиду (б) и  поверхност­
ному току  (а) на такой ж е цилиндрической поверхности, по ее направляю щ ей. 
Двойной поверхностный ток (г) эквивалентен продольно намагниченной поверхности



верхностного тока по цилиндрическому кольцу высотой dh, з а ­
ключенному между двумя поперечными сечениями цилиндра, 
равна idh. Согласно (5.4) магнитный момент этого коль­
цевого тока равен iSdh, а весь поверхностный ток имеет магнит­
ный момент

Следовательно, этот поверхностный ток эквивалентен соле­
ноиду, равномерно навитому на такой же цилиндр с плотностью 
намотки k  и с силой тока

Учитывая сказанное выше о соленоиде и намагниченном ци­
линдре и сравнивая (5.7) с (5.8), мы видим, что описанный по­
верхностный ток по боковой поверхности цилиндра эквивалентен 
такому Же цилиндру с однородной намагниченностью

имеющему на основаниях магнитные массы плотностью a = ± i .
Разделим поверхность S, опирающуюся на токовый контур 

/ (S ) ,  на две части Si и S2 при помощи линии L  и заменим ток I  
по контуру / [S] токами /i и / 2 такой же силы по замкнутым 
контурам /[Si] и I [S2], ограничивающим поверхности Si и S 2 и 
совпадающим по линии L, причем направим эти токи так, чтобы 
лицевые стороны Si и S2 совпадали с лицевой стороной S. Оче-

магнитный момент совокупности токов Л и / 2 равен магнитному 
моменту тока /. Это вполне понятно, так как по линии L  имеют­
ся два  тока одинаковой силы и взаимно противоположных на­
правлений, и, следовательно, силы, с которыми магнитное, поле 
действует на эту линию, взаимно уравновешиваются. Разделив 
поверхность S на площадки dS  и заменив ток /  токами такой же 
силы по контурам /[dS] этих площадок, получаем совокупность 
элементарных токов, заполняющих контур l [S ] ,  причем момент 
каждого из этих токов определяется формулой (5.3 '). Из сказан­
ного выше следует, что совокупность этих элементарных токов /  
эквивалентна такому же току по контуру / [S ] .  Переходя к со­
леноиду от отдельного контура, убеждаемся, что совокупность 
заполняющих цилиндр элементарных токов эквивалентна току т а ­
кой же силы по соленоиду, навитому на этот цилиндр, и рассмот­
ренному выше поверхностному току соответствующей плотности 
i по боковой поверхности цилиндра.

Таким образом, намагниченный цилиндр эквивалентен запол­
няющей его совокупности элементарных токов. Это, . очевидно, 
такж е справедливо для намагниченного тела любой формы.

III. Дополнения к § 1. 1. Придавая поперечому сечению ци­
линдра, о котором шла речь выше, вытянутую форму, получаем 
«продольно намагниченный» слой (рис. 45,г) и эквивалентную 
ему совокупность двух взаимно противоположных поверхностных

M = i S h = i V . (5.6')

I = i / k . i К5.8'):

(5 .8" )

видно, что следовательно, согласно (5.3J



токов на его поверхностях по направлениям, нормальным намаг­
ничению слоя. Пусть А — толщина слоя, a i и —i — плотности 
поверхностных токов. Полагая А—>-0 и /-►оо, причем произведе­
ние /А остается без изменения, получаем двойной поверхностный 
ток и эквивалентную ему продольно намагниченную- поверхность, 
на которой согласно (3.8") Jx= оо, а произведение / тА имеет ко­
нечное значение.

2. Заменяя отрезок линейного тока /  с длиной dl  отрезком 
(такой же длины) элементарной токовой трубки с поперечным 
сечением dS  и с плотностью тока j, мы должны в (5.1) вместо/d l 
подставить d l d l = ( j  d S ) d l = j ( d S  d l ) = j dV. Таким образом, полу­
чаем для силы dF, действующей на элемент объемного тока j dV  
в магнитном поле В, выражение

d F =  [jB] dV.  (5.9)

3. Подставляя в (5.9) выражение (4.2) для вектора j через 
линейную скорость w движения зарядов, получаем силу, дейст­
вующую на заряд de, движущийся со скоростью w в магнитном 
поле В:

d F = [ w B ] d e ,  (5-9')

Прибавляя силу Еde, с которой на заряд de действует элект­
рическое поле, получаем лорендеву силу dF* =  ( E +  [w В])de,  
действующую на заряд de, движущийся в электромагнитном по­
ле. В частности, это выражение справедливо для зарядов, несо­
мых средой, если она движется вместе с ними в электромагнит­
ном поле со скоростью w. Но отношение dF* к de представляет 
собой силу, действующую на единицу заряда. Оно аналогично 
полю Е. Обозначим его Е*. Таким образом, на заряды, несомые 
движущейся средой, действует э ф ф е к т и в н о е  э л е к т р и ч е ­
с к о е  п о л е

E * = E + [ w  В]. (5.9")

Подставляя Е* вместо Е в соотношение (4.32), получаем за ­
кон Ома для проводящей среды, движущейся в электромагнит­
ном поле со скоростью w:

j= Y (E *  +  ECTP ) = Y ( E + [ w  В] + Е стр) (5.9'")

([17], с. 534). Здесь, в виде исключения из общего д л я  настоя­
щей книги правила идет речь о поле в движущейся среде.

§ 2 М А ГН И ТН О Е П О Л Е Э Л Е К ТРИ Ч Е С К О ГО  ТОКА 
В ОТСУТСТВИИ М А ГН ИТН ОЙ  С Р Е Д Ы

Здесь и в следующих двух параграфах будем полагать, что 
всюду имеем (х=1 и J ° = 0 .

I. Поле линейных, объемных и поверхностных токов. Опыт 
показывает, что элемент /dl линейного тока / ,  содержащий точ­
ку q (рис. 46), создает в пространстве, в котором отсутствуют 
238



магнетики, магнитное п ол е1, определяемое з а к о н о м  Б и о  — С а- 
в а р а  — Л а п л а с а :

d B (a )  =  ^ ! ^ .  (5Л0)
' '  4тс L*qa 

где B==(i0H.
Интегрируя равенство (5.10) i по контуру I линейного тока, 

получаем для магнитного поля, создаваемого линейным токам, 
выражение

(511)

1 И дет  речь о поле В ^ ц о Н  (при (j.= 1), действую щ ем на токи и магнитные 
•дассы, согласно сказанному в § 1 настоящ ей главы и в главе второй.

П оле  В можно определить, исходя из закона А мпера (5.1). П усть dF  — сила, 
п рилож енная к элементу /d l линейного тока / ,  а  п —  единичная нормаль к п ло­
скости (взаимно перпендикулярных) векторов dF  и dl, образую щ ая правовинто­
вую систему dF, dl, п. Тогда согласно (5.1)

tldFmax

*  =  ( 5 Л 0 '> 

где d f m a i  — максимальное из значений, принимаемых силой dF  при вращ ении 
элем ента /d l около направления силы dF, а нормаль п определяется при этом 
значении dF.

И з  (5.2') мож но получить другое определение поля В:

B =  (5 Л 0 ">  

где v —  единичный вектор по направлению  магнитного момента dM  элем ентар­
ного токового контура при устойчивом равновесии этого контура, a dM Bp max — 
вращ аю щ ий момент, действующий на контур, когда момент dM  перпендикулярен 
к вектору  v.



Заменяя элемент /dl линейного тока отрезком такой же дли­
ны dl  элементарной токовой трубки с сечением dS  и с силой тока 
d l = ( j dS), где j — плотность тока в элементе объема d V =  
=  (dl dS) этого отрезка токовой трубки, имеем d l  [dl Lqa\ —  
=  (j dS) [dl L9a] = ( d l  dS) [j Lqa\ =  [j Lqa\dV.  Подставляя это 
выражение в (5.10) i и интегрируя по области V, занимаемой то­
ковым кольцом, получаем формулы для полей, создаваемых со­
ответственно элементом объемного тока и всем токовым кольцом:

« ( “ > =  - £ ^ 7 ^ '  в <“ > =  4? |  <5 Л 2 >

Чтобы перейти от выражении для векторов В и dB к выра­
жениям для их компонент по какому-либо направлению, надо 
заменить векторные произведения их компонентами по этому 
направлению, например

Ф  - -  “  (5.П-)
I ‘

в случае линейного тока и

Вх ( а ) = ^  j  (Za~ Zq)iy^ {ya~ ' d V  (5.12')
qa v ,a

в случае объемного тока.
Заменяя в (5.12) элемент j d V  объемного тока элементом i dS  

поверхностного тока (см. рис. 34), получаем для магнитного по­
ля такого тока выражения

dB (‘, ) = E - T ^ r ‘,S ’ =  (5.13)

Чтобы получить фактически действующее поле В, надо сло­
жить поля, определяемые формулами (5.11), (5.12)2, (5 .13)2 (см. 
рис. 46).

If. Векторный потенциал. Согласно (1.127)

[j V ! ^ a3 =  [ ( v O

Производная по а  от \(q)  равна нулю, поэтому J  dVq ----- 

=p j '

Таким образом, определяемый выражением (5.12)а вектор 
и ____ + л л __С j л1/ /п; 1



— векторный потенциал магнитного поля постоянного объемного 
тока в отсутствии магнетиков. Зная поле А в какой-либо обла­
сти пространства, можно согласно (5.14) i определить поле В 
дифференцированием вектора А. Поле А, как и поле В, является 
векторным, но оно удобнее для расчета, так как его выражение
(5.14) 2 через плотность тока, создающего поле В>, проще соответ­
ствующего выражения (5.12)2 для поля В и аналогично вы ра­
ж ению  (2.44")г для скалярного потенциала U. Область интегри­
рования в (5.14)2 та же, что в (5.12) 2-

О т  (5.14)г можно перейти к выражениям

для векторного потенциала поля В, создаваемого соответственно 
линейным и поверхностным токами. Действительно, подставляя 
в (5 .14)г j — 1/AS  и A V = A Sdl ,  где AS  — площадь поперечного 
сечения тока (заменяемого линейным), получаем (5 .14')i. Ана­
логично получаем (5.14')2 подстановками j = d I / d S ,  d S = h d l ' ,  где 
dl'  и h — размеры поперечного сечения тока (заменяемого по­
верхностным) .

О т  выражений для вектора А легко перейти к выражениям 
для е г о  компоненты по какому-либо направлению. Например, для 
объемных и линейных токов из (5.14)2 и (5.14')i п олучаем 1:

Е с л и  направление тока всюду коллинеарно некоторой прямой, 
то согласно (5.14)2, (5.14') поле А также коллинеарно ей, а если 
направление тока всюду компланарно некоторой плоскости, то 
поле ^  также компланарно ей.

П рим еняя к (5.14') 1 преобразование ( 1.41')г, получаем для 
вектор ного потенциала А выражение

в котором 5  — произвольно взятая поверхность, опирающаяся на 
контур /, a q точка, пробегающая по этой поверхности.

Посмотрим, чему равны дивергенция и лапласиан вектора А, 
определяемого формулой (5.14)2. Интегрирование в (5.14)2 про-

1 И з того обстоятельства, что выраж ения (5.14")[ дл я  компонент векторного
потенциа-ла А аналогичны выражению (2.44") 2 для  скалярного потенциала U,
следует, что векторный потенциал А, определяемый ф ормулой (5.14)2, не тер п и т
разры ва на поверхностном токе, так  ж е как скалярны й потенциал U не терпит 
разры ва на поверхностной массе. И з этого так ж е следует, что тангенциальная 
ком понента вектора А терпит разрыв на продольно намагниченной поверхности 
и на эквивалентном  ей двойном поверхностном токе (см. разд. I l l ,  § 1). З а  этим 
исклю чением вектор А на любой поверхности непрерывен.

У лияейного  ток а  согласно (5 .1 4 '^  вектор-потенциал принимает бесконечно 
большие значения.

(5.14” ).
v

(5.15)

5



изводится по точке q, а дивергенцию надо брать по аргументу а 
вектора А, поэтому 1 '

div A =  d°v ( £  j  div -i -r fV ', (5Л6)

где, так же как в (5.14)2, область интегрирования V можно огра­
ничить поверхностью S[V] токового кольца. Подынтегральная функ­

ция (v (jL~')) = ( v j) L~l  +  ( jv / Г 1) =  -  так как j =  j (q)q и
a a _i  ̂ i °следовательно ( y j ) = 0 ,  a v L —  — y L  . Поэтому2 ( v ( i^  ) )=qa 4 qa J T qa '

= - ( v ( i O  +  ( v i ) ^ -
Таким образом, из (5.16) получаем

d l v A = - f r f d f v ^ + £ j £ W - 0 .  (5.17,
V v

Здесь принято во внимание, что согласно (4.17)! d i v j  =  0 и

Г div -j— dV —  (f) ^ -  —  0, (5.16')
J L4a J  qa
V S  [V\

так как jn= 0 на поверхности 5 [У] токового кольца . Таким об­
разом, поле А является соленоидальным, его векторные линии 
нигде не обрываются и согласно (5.14) i охватываю тся силовыми 
линиями магнитного поля В.

В более общем случае переменного поля, когда согласно <4.5) и (4.10) 
d iv  j = — б и Div }щ=— а, имеем вместо (5.17)

<5 Л 7 ’>

Чтобы  в этом убедиться, распространим интегрирование в (5 .1 7 ) на все про­
странство и преобразуем первый из интегралов в (5.17) по тео р ем е  О строград­
ского. При этом мы полагаем, что все токи находятся на конечны х расстояниях
и учитываем возмож ность сущ ествования особых для  поля iL~a3 поверхностей
<1, на которых компонента /„  терпит разрывы. В частности, так и м и  являются

1 И нтеграл по q от дивергенции по а нельзя преобразов ать по теореме 
О строградского (см. замечание 5 в разд. I, § 9 главы  первой). П оэтому далее 
соверш ается переход к дифференцированию  по q.

2 Н а первый взгляд  мож ет показаться, что из тож дества 0 - 1 2 6 ')  следует
“ q ,

р а в е н с т в о (V  ( j ^ a  ) )  =  — (V dLqa ) ) . Но надо учесть, что величина j не

является  функцией точки а, и принять во внимание оговорку, следующую за 
ф орм улам и (1.127) и касаю щ ую ся применимости ф орм ул (1.126') .



поверхности токовых колец. В результате интегрирования по поверхностям без­
опасности, охватывающ им особые поверхности S, получаем интегралы fro S от

С огласно (2.44")г,з. (2.115) для вакуума правая часть (5.17') равна — ЦобоС/, 
следовательно, div А = —(ЦоВоО. Д ля  среды однородной (всюду) по е и ц полу­
чаем в соответствии с (3.39') i div А = — ea(ia О, с чем совпадает условие (6.40). 
Так, естественно, совершается переход к этому условию Л оренца от формул, 
справедливы х для постоянного поля.

Из главы второй мы знаем, что потенциал U поля f удовлет­
воряет уравнению Пуассона V2£ / = —4я6. Но выражение (5.14")i 
для .компоненты. А х вектора А отличается от выражения (2.44")2 
для потенциала U только заменой скаляра б скаляром цо/*/4л. 
Следовательно, функция А х должна удовлетворять уравнению 
Пуассона с правой частью — Таким образом, компоненты А х, 
А у, А г  вектора А должны удовлетворять уравнениям

Отсюд_а получаем для векторного потенциала А уравнение

III. Система уравнений поля. Согласно (5.14)i, (5.17) и 
(5.18') div B = d iv  rot А = 0 ,  rot B = r o t  rot A = g r a d  div А— V2A— 
=Moj.

Т аки м  образом, поле В, создаваемое постоянным током в ва ­
кууме, удовлетворяет системе дифференциальных уравнений

I. r o t  B=noj, П. div В = 0 .  . t(5-19)
Согласно второму уравнению этой системы поле В является 

чисто вихревым; его силовые линии нигде не обрываются. Ноле 
В не и меет источников.

Но в соответствии с изложенным в § 6 главы первой такие 
векторные линии должны охватывать некоторые кольцевидные 
области  пространства, содержащие вихревые линии поля. Первое 
уравнение системы (5.19) указывает, где находятся эти вихревые 
линии и чем определяется их густота, плотность вихрей поля В 
Согласно этому уравнению вихревыми л иния ми1 поля В я вл я ­
ются токовые линии, и плотность вихрей этого поля в окрестно­
сти какой-либо точки определяется плотностью тока в ней. Силовые 
линии поля В замыкаются вокруг токов, которые занимают коль­
цевидные вихревые области этого поля.

Из лфавнений системы (5.19) следует, что

f (ro tB dS )  =  fx0 J ( j dS) ,  f d i v B d V  =  0
5 S у

для лк>бой поверхнвсти 5  и любой области V. Следовательно, по 
теоремам Стокса и Остроградского

¥ 2А Х= — n0jx, S/2A y= —ii0jVt V2j4z= —цо/г. (5.18)

V2A = —|i0j. (5.18')

§ ( B d l )  =  n . / s , §  (BdS) =  0, [ / s = f ( j d S ) l , (5.19')

1 Л ин иям и  LB, т. e. векторными линиями l rot в поля 
разд. I l l ,  § 6 главы первой). .

поля вектора ro t В (см.



Рис. 47. К онтуры  Z[S], 
охваты ваю щ ие токи: 
объемный (а ) , линей­
ные {б)

где /[S] — замкнутый контур, ограничивающий поверхность S; 
S [F ]  — замкнутая поверхность, ограничивающая область  V; Is — 
поток вектора j через поверхность S,  опирающуюся на контур 
/ [ 5 ] ,  причем нормаль п  к поверхности 5  образует правовинтовую 
систему с обходом по контуру /[S] (рис. 47,а).

Равенства (5.19') 1,2 представляют собой уравнения поля В в 
интегральной ф о р м е1. Левую часть (5.19') ь деленнук> на |Хо, н а ­
зывают м а г н и т о д в и ж у щ е й  с и л о й  в контуре i [ S ] .

Согласно, (5.19') 1 магнитодвижущая сила в контуре /[S] рав­
на потоку вектора j через любую поверхность, опирающуюся на 
этот контур (потоку вектора j, сцепленному с этим контуром).

Еели контур /[5 ]  охватывает несколько линейных (квазили­
нейных) токов, то этот поток равен алгебраической сумме сил 
Ik токов, пронизывающих поверхность S, опирающуюся на кон­
тур. Таким образом получаем линейную форму первого уравне­
ния поля В:

где сила тока /* считается положительной, если этот ток образу­
ет правовинтовую систему с обходом по контуру /[S] , и отрица­
тельной — в противном случае (рис. 47,6).

Равенства (5.19 ') i и (5.19") выражают з а к о н  п о л н о г о  
т о к а  для постоянного поля в отсутствии магнетиков.

Согласно (5.19')2 поток вектора В через любую замкнутую по­
верхность равен нулю, что вполне естественно, так к а к  вектор-

1 У м нож ая обе части уравнения (5.19') | на т а, получаем согласно  (3.22") 
равенство

л евая  часть которого — есть работа при перемещении пробной м агнитной массь 
т а по контуру /[S ] ,  охваты ваю щ ем у ток 1В. П олагая  в (5.20) / £ = 1  А и т а -  
—т п=  1 А -м , т. е. единице магнитной массы, выбранной в § 2 главы  второй 
мы видим, что при совершении единичной магнитной массой то  обхода вокру 
тока с силой в 1 А соверш ается работа, равная 4 я 1 0 ~7 А2-Г н = 4 л 1 0 -7  Д ж .

(5-19” )

I [S]



ные линии В нигде не обрываются и поэтому сколько их входит 
внутрь поверхности 5 [У ] ,  столько же должно выходить из нее на­
ружу.

§  3. Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  СВЕДЕНИЯ О М АГНИТНОМ  П О Л Е 
П О С Т О Я Н Н О ГО  ТОКА В ОТСУТСТВИИ М АГНИТНОЙ С Р Е Д Ы

Формулы, полученные в § 2, позволяют рассчитать поле В, со­
здаваемое заданными токами, и его потенциал А. Д ля этого мо­
гут служ ить дифференциальная и интегральная формы (5.19) ь 
(5.19') 1 первого уравнения поля В, дифференциальное уравнение 
(5.18') потенциала А и выражения вида (5.10) — (5.14"). О при­
менения уравнения потенциала А (в более общем случае) будет 
идти речь  в § 5. Выражения вида (5.10) — (5.14") пригодны для 
определения не только поля, создаваемого всем токовым кольцом, 
но т а к ж е  полей, создаваемых отдельными, произвольно выделен­
ными частям и  тока (например, одной из сторон прямоугольного 
токового контура), с тем, чтобы сложив результаты, соответст- 
вующие всем частям тока, получить поле, создаваемое им.

Уравнение (5.19') i применимо только для поля, создаваемого 
токовым кольцом, взятым в целом, или какой-либо токовой труб­
кой, взятой  целиком, а не отдельными участками цепи тока или 
трубки тока. Отметим, что, применяя это уравнение к незамкну­
тому току , мы получили бы для циркуляции вектора В по контуру
I различные значения, так как такой ток пронизывает некоторые, 
но не в с е  возможные поверхности 5, опирающиеся на контур I. 
К току по линиям, начинающимся и кончающимся на бесконечно­
сти, уравнение (5.19') i применимо, так как можно считать, что 
этот т о к  замыкается бесконечно удаленным участком цепи.

П е р зо е  дифференциальное уравнение поля rot B =  j.ioj (а так­
же интегральная форма этого уравнения) в общем случае недо­
статочно для определения поля В; для этого необходима вся си­
стема (5 .19), определяющая не только ротор вектора В, но такж е 
его дивергенцию. Каждое из трех уравнений вида rot*В == \i0jx в 
общем случае  содержит две неизвестные производные от компо­
нент вектора В по координатным направлениям, так  как 
то{хЪ = д В г1ду—dBy/dz.  Но симметрия магнитного поля (обуслов­
ленная симметрией тока) облегчает его расчет. В частности, бла­
годаря симметрии поля можно надлежащим выбором системы ко­
ординат добиться обращения в нуль двух из трех компонент поля 
и произ водных от третьей компоненты по двум из трех коорди­
натных направлений. Таким образом возникает возможность рас ­
чета поля  с помощью одного только первого уравнения системы 
(5.19) и л и  (5.19'). Аналогичное мы встречали в § 6 главы второй.

I. Симметрия тока и его магнитного поля. Электрический ток 
будем называть симметричным, если векторное поле его плотно­
сти j(a )  симметрично (см. разд. III, § 9 главы первой). Просты­
ми примерами объемных токов с цилиндрической симметрией яв­
ляются: ток в однородном круглом кольце любого сеченря (нечет­
ная цилиндрическая симметрия) и ток в неограниченном однород-



ном круговом цилиндре (четная цилиндрическая симметрия). 
Простейшие примеры симметричных необъемных токов: линейные 
и поверхностные токи, расположенные на плоскости (четная зер­
кальная симметрия), прямолинейный ток (четная цилиндрическая 
симметрия), система круговых линейных токов с общ ей осью (не­
четная цилиндрическая симметрия).

Исходя из приведенных выше выражений для А и В, можно 
доказать ( [1 ] ,  с. 315— 317), что создаваемое током, четно или не­
четно симметричным относительно некоторой плоскости 5, поле В 
нечетно или четно симметрично (соответственно) относительно 
этой плоскости, а поле А обладает такой же симметрией относи­
тельно плоскости 5, как ток, создающий поле В.

Из этого, в частности, следует, что на плоскости симметрии 
тока четной или нечетной имеем соответственно

B t = 0, А п =  0 или В п =  0, A t — 0, ' (5.21)
за исключением точек (на плоскости симметрии), ч ерез  которые 
проходят линейные токи; в этих точках векторы В и /К. обращают­
ся в бесконечность.

Имея в виду определения цилиндрической симметрии и сфе­
рической симметрии через зеркальную симметрию (сги. разд. III, 
§ 9 главы первой), можно из сказанного выше сделать  следующие 
выводы.

1. Поле В, создаваемое током, четно симметричным относи­
тельно оси L, нечетно симметрично относительно эт ой оси. Из 
этого согласно сказанному в разд. III, § 9 главы пер вой следует, 
что компоненты магнитного поля в плоскостях, проходящих через 
ось четной симметрии тока, равны нулю, а силовые линии магнит­
ного поля представляют собой окружности с общей осью  по оси 
симметрии тока. Поле А, соответствующее этому полю  В, четно 
симметрично относительно оси симметрии тока и векторы А ле­
ж ат  в плоскостях, проходящих через эту ось. В системе г, <р, г с 
осью z  по оси симметрии тока

В г = О, B z= 0„ В =  ВФ, B 4, = B <f (г, z),
Лф =  0, A = :A r-)-Az, A r= A r (г, z ) , A z = A z (г, z) .  (5.22)
П р  и м е р. О трезок Z\Z2  оси z  (см. рис. 22) с током I п о  направлению 

этой оси. Элемент отрезка d l9= d z q, sin (d l,, Lga) = c o s a g,
|Др IdZg

d B =  1ф 4„L 2— ^=>“ 9-

С ледовательно, аналогично (2.25) получаем

В =
(А0/1V
4 г.га

— гп
(5 .2 2 ')

^ r * a + ( Z 2 ~ z a ) ‘  V r t a + f z - . - Z a ) *

Д л я  частных случаев тока 1 по полуоси z  имеем формулы
ф , za \  л га  \

В+ =  4пга Кгаа +  г2Г ) ’ В- =  4пга {  ~  V r \  Н- г,2 ) '
(5 .2 2 " )

из которых первая получается при Z | = 0 ,  z2=  00, а вторая — п р и  Z i= — 00, z2=  
=  0. При z a = 0

В+ = В _  =  р.0/1ф/4пга . ( 5 .2 2 " ')



2. Н а  оси четной цилиндрической сим­
метрии тока магнитное поле В и нормальная 
к ней компонента вектора А равны нулю, 
а тангенциальная к ней компонента вектора 
А непрерывна. Но там, где на оси симметрии 
тока находится линейный ток, магнитное 
поле В и тангенциальная компонента векто­
ра А принимают бесконечно большие зна­
чения в  соответствии с (5.11), (5.14')!.

3. Магнитное поле В, создаваемое током, 
нечетно симметричным относительно некото­
рой оси L, четно симметрично относительно 
этой оси. Векторы В в этом случае лежат в

‘плоскостях, проходящих через ось симмет­
рии то к а .  Поле А, соответствующее этому 
магнитному полю, нечетно симметрично от­
носительно оси L. Векторные линии поля А 
представляю т собой окружности с общей осью по оси L.  В системе 
г, ф, г  с  осью г  по оси симметрии тока

6<р =  0, B =  l rB r(r, z )- \ - \ zB z (r, z ) , (5.23)

A r =  О, А г= О, А =  1фЛф(г, г) .  (5.23')

4. Н а  оси нечетной цилиндрической симметрии тока вектор А и 
компоненты вектора В в плоскости, нормальной к этой оси, рав­
ны нулю , а тангенциальная к этой оси компонента вектора В не­
прерывна.

П р и м е р .  Поле на оси кругового тока. Допустим, что по окружности г =  
*=t.q, 2 = 0  в системе г, <p, z  задан ток /  по направлению отсчета «р. Определим 
поле В в точке а с координатами /• =  0, z —h (рис. 48). В силу нечетной сим­
метрии то к а  относительно оси z  B = \ zB z— r\iBz, dBz=*dB cos ( b ,  dB )— dBrq (r2e—J— 
-|-h2) - ' / 2, dB = noldl/4jiL2qa, так как угол (dl, Lqa) —n/2.  H o d l= r qd(p, a L2qa=  
=-r2q -t- h 2, следовательно,

_ _ з _

d B  =  - g V r ,  (г*, +  h• ) - »  d<?, dB z =  - g -  /г» , (r* , +  *s) 2 d f ,

__ _|V_ r2q 2Z r2q
B z  ~ ~  +  A2)3/2 j  d f  =  —  ( r ,  +  ft3)3/2 ’ ,

0
1̂ 0 Ir*q

В «= nr 3/2 ’ где n[ =  \ г . Это согласно (5 .5 ) с о в п а д а е т е  (2 .6 6 ” ) при2 (Г q -f- h )
t i [ = n d , т. е. когда лицевая сторона тока соответствует полож ительной о бк л ад­
ке двой ного  слоя.

5. В § 1 было сказано об эквивалентности токового контура м аг­
нитному листку в отношении действия на него магнитного поля. 
В приведенном примере мы видим такую ж е эквивалентность в 
отношении способности создавать магнитное поле.

6. Если z =  0 — плоскость нечетной зеркальной симметрии тока, 
а ось 2 является осью его нечетной цилиндрической симметрии,

на оси кругового тока



то на этой плоскости

А =  0, £ Ф =  0, Bz= О, В =  \ тВ г ( г ) . (5.24;
Такую симметрию имеем, например, в случае, когда  плоскоси

2 =  0 нормальна к общей оси двух круговых токов, одинаковых п< 
силе и радиусу, но взаимно противоположно направленных, и де 
лит пополам расстояние между их центрами.

7. Магнитное поле сферически симметричного тока равш 
нулю *.

Если ] =  l Rj R (R)\  то всюду В =  0. (5.25]
8. Допустим, что ток обладает четной цилиндрической симмет 

рией относительно некоторой оси z, причем имеются в виду пол 
ные цепи тока (которые, однако, могут замыкаться н а  бесконеч- 
ности).

Д ля  того чтобы с помощью уравнения (5.19')i определить по 
ле В в некоторой точке а, следует в качестве контура l [S ] ,  по ко­
торому берется циркуляция, взять векторную линию 1В, проходя­
щую через эту точку, т. е. окружность с осью по оси симметрии 
тока и с радиусом г, равным расстоянию от этой оси до точки а 
Согласно (5.22) на таком контуре нормальная к нему компонента 
поля равна нулю и при соответствующем выборе обхода  (В d l) =  
=  В dl. Кроме того, величину Bi — B можно взять за з н а к  интегра­
ла и, таким образом, получить согласно (5.19') i

щ / 5 =  (В dl) — В1в — 2т.гВ, В ^ - ^ ~ ,  ■ ' (5.26
l B [SJ

где Is  — охватываемый линией 1В поток вектора j ч ер ез  поверх­
ность 5 , например через круг с окружностью 1В. В системе г, ф, г 
с осью по оси симметрии I s = I s ( r ,  z).  В случае тока I  по (всей) 
оси z  имеем при любых г и г  / s = J  и, следовательно,

В = ц01/2пг.  (5.27)

Это поле тока по неограниченной прямой. Плоскость z  —  const (и, 
в частности, z = 0 )  делит этот ток на две части, из которых каж ­
дая создает в этой плоскости поле В =  ц<>1/4пг в соответствии с 
(5.22'").

Из (5.26)2 следует, что поле в любой точке а не изменится, 
если как угодно изменить ток (поле j), лишь бы не изменились 
симметрия тока и значение его части Is. Что же касается  осталь­
ной части тока, не охватываемой линией 1В, то она н и к а к  не влия­
ет на поле в этой точке. Если, наприме'р, сж ать  ток / s  и превра­
тить его в линейный ток по оси симметрии, а остальную часть то­
ка убрать, то поле В в точке а останется без изменения. В част­
ности, однородный ток в, неограниченном круговом цилиндре

1 В этом случае поле А, как  и поле j, сферически симметрично, поэтому со­
гласно (1.136) ro t А =  0, A = g ra d  Т. С точностью до слагаем ого g ra d  Г потенциал 

А = 0.



создает г-не цилиндра поле В, совпадающее с магнитным полем 
неограниченного прямолинейного тока такой же силы, располо­
женного на оси цилиндра.

II-  Магнитное поле цепи тока с электродами. О такой цепи 
тока ш ла  речь в § б четвертой главы, где нас интересовало элек­
трическое поле в земле. Зная поле вектора j в земле, можно со­
ответствующее ему поле В рассчитать по формуле (5.12) 2, а маг­
нитное поле линейной части цепи — по формуле (5.11). Но в не­
которых случаях благодаря симметрии поля j расчет поля В 
можно выполнить минуя расчет поля j. Приведем такие расчеты, 
причем (как всюду в этом параграфе) будем считать ц = 1 ,  J ° = 0  
во всем пространстве.

1. Ц епь с точечными электродами в неограниченной однород­
ной проводящей среде. Поля Е и j точечного электрода, очевидно, 
обладаю т сферической симметрией. Следовательно, согласно 
(5.25) магнитное поле тока, поступающего в землю из электрода 
или, короче, магнитное поле электрода всюду равно нулю. Таким 
образом, поле В во всем пространстве определяется по формуле
(5.10) как  поле линейных токов '.

2. П оле  точечного электрода Э на поверхности однородного по­
лупространства (на границе земля — воздух). Возьмем систему 
г, (р, z  с осыо 2, направленной вертикально вниз, с началом в точ­
ке Э. П оле j обладает четной цилиндрической симметрией относи­
тельно оси 2, поэтому Вг= 0, Bz= 0 ,  В =  1фбф. Применить форму­
лу (5.26) можно только к взятому в целом току Is  (по всей длине 
токовых линий). Поэтому прибавим к электроду Э линию, питаю­
щую его током /, а для того чтобы сохранить осевую симметрию, 
вообразим, что эта линия совпадает с верхней (отрицательной) 
полуосью 2. 'Таким образом получаем цепь тока /, замыкающуюся 
по бесконечно удаленной линии. Определим поле В0, создаваемое

1 П редельно короткая линия L с двум я точечными электродами с зарядам и
е0

Ч- ~  I  образует в однородной среде электрический диполь с моментом 

р =  - у  /L (L —0, / —оо).

С огл асн о  (5.10) и (5.14') i такой диполь создает поле B =  rotA , определяе­
мое ф орм улам и

( V  [Ь Ц а! _  YJ*e [ р ц а 1 ТЛ> Р
В =  4п L*qa 4™0 L*qa ' А =  4п:0 I.qa • <5 >2 7 )

Если электроды  находятся на оси г  системы г, ф, z в точках с координатами

2 =  т  ~2 L’ то L2qa = г*  +  г 2, Sin (L , Lqa) = - y = = = = r - ,

В =  \ В Г  А =  1гА г ,

R  ГР А Р  ,*■ 0 7 " \
V 4 л ео ( г 2 +  2  2 ) 3 / 2 ’ л г —  4 „ s 0 у г г +  -2 ‘ ( °  '

В случае неограниченной однородной магнитной среды, о которой будет речь 
в разд. I, § 6 , надо в (5 .27 ') и (5.27") вместо ц 0 подставить (ха.



этим током в точке a(r, z) .  Согласно (5.26) B0= n 0l<p/s/2nr. Пр! 
2< ;0, т. е. для верхнего полупространства, надо считать 1S= I  
При 2 > 0 ,  т. е. для нижнего полупространства, надо принять вс 
внимание, что окружность 1В с осью по оси z  (векторная линия) 
проведенная через точку а, охватывает не весь ток /, а толькс 
его долю I s ,  попадающую в конус С с поверхностью r / z = c o n s t  
проходящей через точку а. Но ввиду сферической симметрии (npi 
2 > 0 )  поля j относительно точки Э доля /s  — со//2я, гд< 
м = 2 я [ 1 —z ( r 2-\-z2)-'i^ — телесный угол при вершине Э  конуса С 

Таким образом, в воздухе В 0 =  jul0/  1, /̂2тс/-, а в земле В° =
к _1 /о

=  [1 — г (гг —|— 2*) ]. Чтобы получить поле В, надо из В

вычесть поле Вв воображаемого тока I  по отрицательной полуоа

Однако важно иметь в виду, что к этой формуле при 2 > 0  и npi 
г ^ О  мы пришли разными путями. При 2 > 0  формула (5.28) по 
лучается благодаря сферической симметрии поля j в  нижнем по 
лупространстве, а при 2 ^ 0  она получена без этого условия. По 
этому для воздуха и для плоскости 2 = 0  формула (5.28) приме 
нима такж е при любых нарушениях однородности проводяще] 
среды в нижнем полупространстве, не наруш аю щ ие ее цилиндри 
ческую симметрию относительно вертикальной пря'мой, проходя 
щей через электрод Э, В частности, формула (5.28) при 2 ^ 1  
применима в случае, когда в земле y = v ( 2)> гДе Y(2 ) — люба: 
функция глубины 2. Что же касается поля В в земле, то при со 
хранении’симметрии поля относительно оси г надо еще опреде 
лить отношение I s / I = m  и ввести l s  =  t n l  в выражение для В* 
Интересно отметить, что формула (5.28) при 2 ^ 0  совпадает 
(5.22")! и, следовательно, электрод в отношении образования 

верхнем полупространстве поля В эквивалентен току по положи 
тельной полуоси z  (вниз).

3. Цепь тока с точечными электродами Эн на плоской повер> 
ности горизонтально однородного полупространства. В соответсп 
вии с изложенным выше магнитное поле, создаваемое на поверх 
ности 2 = 0  и над ней каждым электродом Эк с эмиссией /*, опре 
деляется как поле тока Ih по вертикальной полупрямой от точк 
Эи до бесконечности. Эти поля имеют только горизонтальные ког»: 
поненты. Наоборот, поле, создаваемое лежащей на плоскост 
2 = 0  линейной частью цепи, имеет на этой плоскости только вер 
тикальную компоненту.



III. Скалярный потенциал магнитного поля постоянного тока.
Для пространства, взятого в целом, согласно (5.19) i поле В не 
является потенциальным, но для областей пространства вне токо­
вого кольца, где j =  0 rot В =  0 и, следовательно, в соответствии с 
(1.62) B =  g ra d 7 \  Все пространство вне токового кольца К  явля­
ется двухсвязной областью, в которой возможны контуры сцеп­
ленные с кольцом К  (такие контуры, а также контуры /в, не сцеп­
ленные с токовым кольцом, показаны на рис. 35). Поэтому в 
соответствии с изложенным в § 6 первой главы скалярный потен­
циал поля В должен быть многозначным. Но если ограничиться 
изучением поля в односвязной части пространства, то получается 
потенциал однозначный. Такой областью, например, окажется 
пространство вне токового кольца, если из него изъять слой, пере­
гораживающий отверстие кольца, вследствие чего исчезнут кон­
туры Слой этот может быть любой толщины и, в частности, 
его можно свести к поверхности, опирающейся на токовую линию, 
взятую на поверхности кольца К. Применяя такую «запретную 
перегородку», мы превращаем почти все пространство вне кольца 
в односвязную область с однозначным потенциалом, от которого 
нетрудно перейти к многозначному потенциалу.

Ограничиваясь изучением поля, создаваемого замкнутым ли­
нейным током но контуру /, определим потенциал U t поля В в 
пространстве, из которого изъяты только не занимающий объема 
контур тока l[Si]  и некоторая опирающаяся на него поверхность 
S i  — поверхность тока с нормалью «/, образующей с ним право­
винтовую систему.

М ожно доказать ( Ш, С.  323, 3 2 4 ) ,что

— угол видимости поверхности S /  из точки а, а левая часть

(5.29) 1 согласно (5.11) равна ^ -р-В  (а). Следовательно, из (5.29) 

получаем

а угол со/(а), аналогичный углу Q, определяемому формулой 
(2.64), положителен, когда к точке а обращена лицевая сторона 
тока. Согласно (5.5) выражение (5.29') 2 совпадает с выражением 
U = T]Q/4jt, которое получается из (2.66') и (2.115)4 для потен­
циала поля В/цо, создаваемого двойным магнитным слоем.

Мы опять убеждаемся в эквивалентности линейного тока маг­
нитному листку. Отмеченная эквивалентность справедлива такж е 
в отношении тока по виткам соленоида, поверхностного тока на 
поверхности цилиндра (см. рис. 45,а ) ,  элементарных токов, запол-

I [г,/]
(5.29)

В (а) =  — p0\7Ur (а), где U, (а) = - ^  <», (а) + С , (5.29')



Рис. 49. Построение, поясняющее вывс 
выражения для  скалярного потенциал 
магнитного поля тока /  по оси г, нормал: 
ной к плоскости рисунка.
Гок и ось z  направлены к читателю, а  и а ' 
плоские углы видимости луча cp—const в плс 
кости z* co n st из точек а  и а ' этой плоскости

няющих этот цилиндр. Поэтому, наблюдая магнитное поле эл< 
ментарных токов, мы можем представить себе, будто это поле сс 
здают элементарные магниты с такими же моментами.

Согласно (5.29') поведение функции Ui(a)  и, в частности, е 
изменение при перемещении точки а по какому-либо контуру i 
полностью определяется изменением угла caj(a). П ри  переход 
от лицевой стороны поверхности S i  к ее оборотной стороне уго 
сoi уменьшается на 4я, чему соответствует уменьшение потенцш 
ла Uj  на / .  Но этот разрыв не реальный, так к а к  работа пр 
переходе через мысленно построенную поверхность S j, очеви; 
но, равна нулю. Д л я  устранения формального разрыва м 
после каждого прохождения точки а через поверхность S j с Л1 
цевой стороны на оборотную или в обратном направлении може 
соответственно увеличивать или уменьшать на /  потенциалы все 
точек контура /а, определяемые формулой (5.29')2. В результап 
получим непрерывно меняющийся угол со; и непрерывный (и 
многозначный) потенциал Uj. Такое устранение разрывов со/ и L 
соответствует исчезновению запретной перегородки, вследствиею 
торого пространство (без контура тока) оказывается двухсвязны:

П р и м е р .  Скалярный потенциал магнитного поля прямолинейного ток 
Рассмотрим случай тока I  по контуру, лежащ ему в полуплоскости ф = я /2  с 
стемы г, <р, 2 и состоящ ему из оси г  (с током в сторону увеличения г) и п 
луокруж ности  r2 +  z2=  о о . Ф актически, очевидно, идет речь о  поле тока i 
оси 2.

Согласно (5 .2 7 ) поле В =  }̂ 0\^1/2пг. На оси 2 , т . е. при г — О, это выр

ж ение теряет смысл, а область г > 0 (пространство без оси г )  является дву 
связной. Д л я  того чтобы ее сделать односвязной, будем считать полуплоскос 
с р = л /2 запретной перегородкой, т. е. допустим, что —З л /2 < < р < л ;/2 .

П оверхность S i  — полуплоскость ф = я /2  с нормалью  n r =  I v видна из пол 
пространств —я / 2 < ф < я /2 и — З л /2 < 1ф < —я /2 п од  углами со/ равными —S 
и + 2а ',  где а  =  ф + зх /2  и а , = ф '+ л ; /2  — плоские углы, показанны е на рис. 4 
а ф = — л — ф. Таким образом, всюду а> /= —я —2ф и согласно (5.29') U i(a)  

I
-------- фо +  С ', где C' = C—] j 4. То ж е (с точностью до постоянной) получи

исходя из напряж ения <?Qoa в поле В/[х0 на пути ао а по векторной линии

а

Д ействительно, <?аоа =  j  B dlB =  U,(a0) — U , (a), U, (a) =  U, (a0) — S a



r  ;xô  J'-'- о ̂  I
Но произведение Bdl =  ~2 iir r ^ ~  ~2 л~ d?< поэтому S Uoa =  ( f a — ip0) и, еле-

* I  I
довательно, Ur ( a )  =  — <fa +  C " ;  здесь C "  =  fo + U j  ( a „ ) . При —Зя/2<3

<  <t <  rc/2 имеем 3 / /4  >  Uj ( a ) — C'  •>• — / /4 .  Р а з р ы в ^  на перегородке равен

4 - К ' И
Теперь уберем перегородку, т. е. отменим пределы изменения угла <р. Д о ­

пустим, что фа=<ро±2&п +  (фгл—Фо). Это означает, что отправивш ись из точки
Оо и двигаясь по линии 1В (по или против направления отсчета ф ), мы сделали 
k  оборотов вокруг оси 2 и еще прошли дугу а0а, измеряемую углом фгл— фо, 
где фгл — главное значение угла фя.

При этом мы совершили работу Saaa =  (<fa — ?о) =  ^  (<Ргл — ¥о) ±  k I • 

Поэтому в точке а потенциал V t (а) =  U[(a0) — S 0(fl =  UI (a0) — <рГл +

1 - 1  I —

+  2^  f0  +  kI  =  ~~2п  ¥гл +  Смв’ где Смн =  UI <ао) +  ~2 ^  fo +  k l  —  многозначная 

постоянная (не зависящ ая от положения точки а).

IV. Замечания. 1. Подставляя в (5 .29 ')2 выражение (5.29)г 
для телесного угла ш/ и принимая во внимание (1.127), получаем 
при С — О

=  - ^  =  - ^ 1  ( dS^ <5-30)Sj 5/
и согласно (5.3')

( d M V ^ )  < 5 Л 0 - >
S[ s,

в соответствии с (2.66). Аналогичные выражения для векторного 
потенциала

А(“) =  т 1 ^ = ^ П - ‘М^ - ^ г ]  <530">
S ,  S ,

получаются из (5.15).
2. При изучении магнитного поля токового контура на расстоя­

ниях o r  него, больших по сравнению с его линейными разм ера­
ми, имеем согласно (5.30') и (5.30")

I T  1 \  ( M L g o )  ^   ̂ (J.Q [ М Ь ^ д ]

Ul ( a ) ~  4nL*qa ’ А ( а) — 4„L*,;- * ( ^
где М —  магнитный момент тока, определяемый формулой (5.3), 
а Lga — расстояние точки наблюдения а от средней точки q токо­
вого контура. В этом случае можно мысленно заменить ток эк ­
вивалентным ему диполем с моментом p = = M = /S ,  причем пола­
гая S->-0, мы должны считать, что 1-*-оо. /

3. Потенциалы dUi  и dA магнитного поля dB элементарного 
тока /, г. е. тока по замкнутому контуру элементарных размеров,, 
выражаются формулами (5.31) с подстановкой dM вместо М, где
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dM — момент элементарного тока /, определяемый формулой 
(5.3') ■ Таким образом, элементарный ток эквивалентен в отноше­
нии образования магнитного поля В магнитному диполю с- момен­
том p =  d M = / d S  элементарной величины.

§ 4. М А ГН ИТН ОЕ П О Л Е ПОСТОЯННОГО ТОКА 
В П РИСУТСТВИИ М АГН ИТН ОЙ  С РЕД Ы

В § 1 третьей главы намагничение магнетика уподоблялось 
упорядочению ориентации моментов диполей. Теперь на основа­
нии изложенного в § 1 и 3 настоящей главы можем уточнить эту 
схему, приблизить ее к действительности, заменив диполи элемен­
тарными токами по чрезвычайно малым контурам — м о л е к у ­
л я р н ы м и  т о к а м и .  В отличие от таких токов обычные токи бу­
дем называть макроскопическими. Расположенные хаотически е 
ненамагниченном магнетике молекулярные токи согласно сказан­
ному в § 1 под действием поля В поворачиваются около осей, по­
перечных полю и их дипольным моментам. Таким образом умень­
шаются углы отклонения этих моментов от направления поля, в 
результате чего совокупность молекулярных токов в элементе 
объема dV  приобретает суммарный дипольный момент dM =  
=  SdV,  отличный от нуля и направленный (в изотропной среде 

при х > 0 )  по полю.
I. Влияние магнитной среды. Молекулярные токи намагничен 

ного магнетика создают свое магнитное поле. Поэтому в присутст­
вии магнетиков поле

В =  Вма+ В мо, (5.32)
где Вмо — поле, создаваемое ■ молекулярными токами, а Вма 
поле, создаваемое обычными макроскопическими токами и опре 
деляемое по формулам, приведенным в § 2 для поля В. В. частно­
сти, согласно (5.19) j, (5.14) i и (5.17)

r o t^ -  =  j. Вна =  rot Ама, div Ама =  0, (5.33

где А ма — векторный потенциал поля Вма, выраженный формула­
ми, приведенными в § 2 для вектора А.

В соответствии с (5.14)2 и (5.14')2 векторный потенциал поля 
Вма, создаваемого объемными и поверхностными макроскопиче 
.скими токами, определяется формулой

<5 -34
V S

Д л я  поля Вмо, аналогичного полю Вма, справедливы формулы 
приведенные в § 2, с подстановкой Вмо и А мо вместо В и А и < 
заменой макроскопических токов токами молекулярными. Но по 
ле Вмо мы воспринимаем как поле, создаваемое элементами d I 
намагниченного магнетика с дипольными моментами dM=JofV 
Поэтому выведем выражения Амо через намагниченность среды J 
Д л я  этого воспользуемся формулой (5.30") с подстановкой dM = 
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= J d V  и заменой поверхностного интегрирования объемным. П олу­
чающееся при этом в (5.30") под интегралом произведение

Преобразуя первый из этих интегралов согласно (1.38) и при­
нимая во внимание, что в области V могут находиться поверхно­
сти S, на которых вектор J терпит разрыв, получаем

здесь »S [ V'] — наружная граница области V; S вп — поверхность 
безопасности, выделяющая из области V поверхность разрыва 5  
и стягиваемая к этой поверхности разрыва.

Распространяя объемное интегрирование на все пространство, 
будем считать S[V] бесконечно удаленной поверхностью и по­
этому полагать второй из интегралов в правой части (5.35') р а в ­
ным нулю. Если еще принять во внимание (1.54"), то получим 1 
из (5.35')

где объемное интегрирование производится по всему пространст­
ву, а поверхностное интегрирование — по всем поверхностям р а з ­
рыва тангенциальной компоненты вектора J.

II. Эквивалентные плотности молекулярных токов. Получен­
ное д л я  вектора Амо выражение (5.36) аналогично выражению
(5.34) д л я  Ама. Поэтому будем рассматривать величины r ot J  и 
R o tJ ,  к а к  объемную и поверхностную плотности j '  и V тока, эк­
вивалентного совокупности молекулярных токов. Таким образом,, 
положим

Нетрудно убедиться, что возбудители поля Вмо действительно 
представляют собой поверхностные и объемные токи, плотности

1 Н а поверхности Sen в (5.35') нормаль внутренняя, а на поверхности S» 
в (1 .5 4 " )— наруж ная. Этим объясняется знак плюс при втором члене в правой 
части (5 .36).

K V ^ - 1) J]dV =  -  [ W T 1 J)]dV +  IVJ] L-'a dV.
Следовательно,

(5.35)

[JdS] (5.35')

(5.36)
v s

rot J — j', Rot J = V  
и получим для вектора Ам0 выражение

(5.37)

(5.34')



которых должны быть пропорциональны производным ro tJ  и 
Rot J. Сначала обратимся к равенству (5.37)2, согласно которому

(5.37')

В частном случае, когда J (2)= 0 ,  J (1)= J ,  например на поверхности 
соприкосновения намагниченного тела 1 с ненамагниченной сре­
дой 2, имеем i ' = — [n J ] ,  т. е. на такой поверхности долж ен  быть 
поверхностный ток с плотностью i', равной компоненте / т векто­
ра J (в намагниченном теле). Этот случай иллюстрируется при­
мером однородно намагниченного цилиндра, приведенным в § 1 
(см. рис. 45). У боковой поверхности этого цинлидра J w = 0 ,  
J (!)= J ,  а у его оснований J (2)= 0 ,  [n J<*>] = 0 .  В соответствии, с 
изложенным выше плотность Г поверхностного тока на боковой 
поверхности цилиндра должна быть равна J. Такой согласно 
{5.8") поверхностный ток мы получили в § 1.

От рассмотренного случая можно перейти к случаю соприкос­
новения двух магнетиков по поверхности, параллельной вектору 
J , и убедиться, что если этот вектор имеет в них различные зна­
чения, то на ней существует поверхностный ток с плотностью, 
соответствующей формуле (5.37'). Переходя от одной поверхно­
сти раздела к совокупности параллельных поверхностей раздела, 
а затем, заменяя ступенчатое изменение вектора J непрерывным 
его изменением, получаем вместо поверхностных токов объемный 
ток с плотностью, соответствующей формуле (5.37) j1.

Суммарное поле В = В „ а+ В М0 представляет собой ротор сум­
мы векторных потенциалов Аыа и Амо полей Вма и В мо

Д л я  векторов А и В справедливы формулы, приведенные в 
§ 2, с подстановкой j + j '  и i-J-i' вместо j и i. В частности, к пра­
вой части (5'18') надо прибавить — ц0]'. Таким образом,

Из аналогии выражения (5.38') выражению (5.14') следует, что 
на любой поверхности 5  вектор А непрерывен, за исключением 
поверхности, несущей двойной поверхностный ток (продольно 
намагниченной поверхности при Jx— oo), на которой компонента 
А х терпит разрыв.

Принимая во внимание (1.74) и (1.80) и полагая d iv A = 0 ,  
получаем из (5.39) вместо (5.19) систему уравнений.

В— rot А, А— Ама-!- Амо ’

и, следовательно, согласно (5.34) и (5.34')

(5.38)

(5.38')

rot А = В ,  V2A = —(XoO+j'). 1(5.39)

I. r o t B = n o ( j + j ' ) ,  H. div B = 0 . (5.40)

1 Аналогичный переход был сделан более детально (в § 1 гл ав ы  третьей) от 
поверхностных (связанны х) масс к объемным (связанным) м ассам .



Согласно уравнениям (5.40) поле В не имеет источников (ли­
нии индукции нигде не обрываются); оно является чисто вих­
ревым; его возбудители (вихревые линии) находятся там, где 
располагаются обычные (макроскопические) или молекулярные 
токи и плотность этих возбудителей (густота вихревых линий) 
пропорциональна суммарной плотности этих токов.

III .  Магнитный аналог вектора D. Выше вместо неощутимых 
непосредственно молекулярных токов ввели векторы У и V , кото­
рые являются функциями макроскопически воспринимаемой н а­
ми намагниченности магнетика J (магнитного момента единицы 
объем а). Однако намагниченность магнетика зависит от поля, в 
котором он находится и, следовательно, не может быть задана 
произвольно. Поэтому выражение (5.38') и уравнения (5.39), 
(5.40) в общем случае практически не пригодны для расчета по­
ля. Но, подставляя в (5.40) i j ' = r o t J ,  получаем

rot В — fi0 rot J =  fA0 j, т. e. x o t ( —  B — J
\  Po

Поэтому, о'бозначая

—  В — J =  H, имеем rot H =  j. (5.41')
t*-o

В правую часть уравнения (5.41')2 входит плотность только мак­
роскопических токов, задаваемая независимо от магнитного поля.

Итак, для того чтобы освободить уравнения магнитного поля 
постоянного тока от неудобных для нас зависимых возбудителей 
поля В, мы перешли от этого силового поля к вспомогательному 
полю Н, вихревые возбудители которого совпадают с независи­
мыми возбудителями поля В.

Соотношение (5 .4 Г )Ь которым мы здесь ввели вектор Н, сов­
падает с соотношением (3.15)2 между векторами В и Н. Но здесь 
векторы В и Н поменялись ролями. Вектор Н оказался магнит­
ным аналогом вектора D, а вектор В — аналогом вектора Е, что 
вполне естественно, так как В и Е -  силовые векторы.

П равые части уравнений (5.33) i и (5.41') 2 совпадают. Тем не 
менее в общем случае поле Вма не совпадает с полем jioH; оно 
является вихревой частью поля (л0Н. Но в вакууме (при J ° = 0 )  
|Д0Н =  В„а =  В.

§ 5. СИСТЕМ А УРА В Н ЕН И Й  М А ГН ИТН ОГО  П ОЛЯ 
П О СТОЯНН ОГО  ТОКА В ПРИСУТСТВИИ М А ГН И ТН О Й  С Р Е Д Ы

1. Уравнения поля В, Н. Заменяя в (5.40) первое уравнение 
уравнением (5.41/) 2, получаем систему уравнений.

I. ro t  H = j ,  II. div В = 0 ,  (5.42)

свободную от указанного в предыдущем параграфе недостатка 
системы (5.40).

)  =  j. (5.41)



Дифференциальным уравнениям системы (5.42) соответству­
ют уравнения магнитного поля в интегральной форме

(£ (Hdl) =  / S| & (B d S ) = 0 .  (5.43)
t  [S] s  m

аналогичные интегральным формам (5.19') уравнений (5.19) по­
ля В.

Интегрируя обе части первого уравнения системы (5.42) по 
некоторой области V  и применяя (1.38), получаем равенство

& [dSH] =  Г ]W , (5.44)
S [V] v

которое можно рассматривать как иной (векторный) вид инте­
гральной формы уравнения поля Н.

Выясним, как ведет себя поле у поверхности 5  (разделяющей 
области пространства 1 и 2), на которой в общем случае имеется 
поверхностный ток с плотностью i. Построим, как показано, на 
рис. 10, замкнутую поверхность s, ограничивающую цилиндр Ц,  
поперечным сечением которого является участок AS поверхно­
сти S,  и будем стягивать поверхность s к участку AS. Согласно 
(1.54) и (1.48) при малых размерах участка AS

<§[dSH] =  ASRotH, ^ (d S B )  =  ASDivB. (5.45)
s  s

Применяя (5.44) и (5.43)г к поверхности s и ограничиваемой 
ею области Ц, имеем

ф [dSH] =  (j^ j„) ASh =  iAS, <J5(BdS)=0, (5.45')
S s

где j t и j n — тангенциальная и нормальная компоненты вектора j 
на поверхности S;  Л — высота цилиндра Ц,  которая стремится к 
нулю; / пЛ->-0 при к->0; jTh — i в соответствии с (4.7').

Сопоставляя равенства (5.45) и (5.45'), получаем поверхност­
ные формы уравнений магнитного поля

Rot H =  i, Div В =  0 (5.46)
или

[п(Н<2>— Н('))] = i ,  (п(В<2>— В<1) ) ) = 0  (5.46')
(считая Н пФ оо и В х¥=°°),  откуда согласно (1.4)

Ж 2)<—Я<1>/= ( [ n t ] i ) ,  5<*)п—5 (» „ = о .  (5.46")
Таким образом, нормальная компонента вектора В непрерыв­

на на любой поверхности, а полная тангенциальная компонента 
вектора Н на поверхности S ,  на которой имеется поверхностный 
ток, терпит разрыв, равный плотности i этого тока

II. Уравнение связи. Уравнения системы (5.42) определяют 
разные поля: В и Н, ее надо дополнить уравнением ’связи между 
этими полями. Соотношение между векторами В и Н задано

1 П ри i =  0 равенства (5.46") совпадаю т с (3.41)з,4.



определением (5.41') i. Но это определение содержит намагни­
ченность JBp, находящуюся в зависимости от намагничивающего 
поля. Д ля  того чтобы введение вспомогательного вектора Н име­
ло смысл, надо, пользуясь этой зависимостью, ввести вместо век­
тора J —J0 параметр магнитной среды.

В дальнейшем изложении необходимо исходить из некоторого 
определенного соотношения между намагниченностью, намагни­
чивающим полем и средой, причем, исключая из рассмотрения 
неидеализированные ферромагнетики, можно считать намагни­
ченность линейно зависящей от вектора, характеризующего маг­
нитное поле. В соответствии с изложенным в этой главе следо­
вало б ы  взять в качестве такого вектора индукцию В. Но при­
держиваясь магнистостатической традиции, принимают соотно­
шение (3.18')2: J = x H + J 0. Подставляя это соотношение в 
(5.4Г) ь получаем В = ц 0( 1+х) H + ji0J° или (обозначая 1 + х = ц )  

в соответствии с (3.19")2. Итак, имеем уравнение
связи

Н =  — В -  —  J 0. (5.47)

Учтем, что поле Н, определяемое выражением (5.47), в отли­
чие от полей В/цо, Вма/цо не является чисто вихревым:

4 iv H =  (5.47')

следовательно, в общем случае div Н ^ О
III. Уравнение векторного потенциала. Подставляя в уравне­

ние связи  (5.47) решение B = r o t  А второго уравнения системы
(5.42), получаем для Н выражение

н  J _ j °  _  _[VAI-----L j ° .  (5.48)
(J-a |J- н-а

Подстановка этого выражения в первое уравнение системы (5.42) 
приводит к уравнению

V ^ L ] = I > . J + I * . [ v £ ]  (5.49)

для векторного потенциала А магнитного поля, создаваемого то­
ками и магнитами в присутствии магнитной среды.

Принимая во внимание, что

м- [V  (-£- IVА]) ] =  [V [VА]] +  4* [[VA] VM =  V (VА) -  

- V 2A +  ̂ -[[V A]VH

и полагая div А =  О, получаем из (5.49)

V ’A -  - i-  [ [V  А ] Vrt ^  -  Hal -  ft. [ V -£-] . (5 -49')



Д л я  поля вне магнитов вторые члены правых частей в (5.49), 
(5.49') обращаются в нуль и, следовательно,

[V  J S A I ]  =  ^  у 2 д  =  _1_ ([ у  А] у  ^  ^  (5 49„ }

IV. Решение уравнения вектора А. Рассмотрим применение 
уравнения (5.49) к решению прямой задачи теории магнитного 
поля постоянного тока, т. е. к определению потенциала А этого 
поля в области V по заданным в ней функциям j(<7), \л{я),  J°(<7)-

В § 8 первой главы была выведена теорема единственности 
решения уравнения (1.96) 2, указывающая, какие условия доста­
точны для обеспечения единственности его решения. Д ля пере­
хода к уравнению (5.49) и к условиям единственности его ре­
шения надо положить в уравнении (1.96)2 функцию возбуждения

W * (a ) = : fi0j - f n o [ V y - ] .  ‘ (5.50)

Краевые условия IV и V типов сводятся к заданию  танген­
циальных компонент Ат и Вт векторов А и В на границе 6 'l^J 
области V, а условие IVa означает задание вектора А на по­
верхности 5  [К ] .

Ниж е (до конца параграфа) будет идти речь о поле вне маг­
нитов и поэтому будем полагать J °= 0 .

Если в области V нет особых поверхностей и особых линий, 
то заданием функций ц и j в области V и тангенциальной ком­
поненты вектора А или вектора В на ее границе S[V] магнитное 
поле В, Н определяется полностью, а поле А — с точностью до 
градиента произвольной скалярной функции, гармонической, ес­
ли за дана дивергенция вектора А. Если, кроме того, зад ан а  нор­
мальная компонента вектора А на поверхности S [ V] , то этот 
вектор определяется полностью во всей области V.

Особыми линиями являются линии, по которым заданы ли­
нейные токи, а особыми поверхностями — поверхности разрыва 
функции ц (поверхности раздела между средами с различной 
магнитной проницаемостью), а также поверхности, на которых 
заданы поверхностные токи.

Если в области V  имеются особые поверхности и линии, то 
для обеспечения единственности решения надо к кр аевым усло­
виям добавить условия у этих поверхностей и лин ий. Д ля по­
верхности, на которой В х¥=оо, такими условиями будут условия 
сопряжения в (1.124'). Согласно (5.46') i и сказанному выше 
(разд. II § 4) о непрерывности вектора А в этих условиях сле­

дует положить

N i2 = 0 ,  Pi2=Hoi, '(5.51)
после чего они принимают вид

[пА<*>1 =  [nA<’>], - L  [„ [VA<!>]] -  - i -  [п [VA O ]] =  b i . (5.51')
Г*2 Г1



Таким образом, условия сопряжения на поверхности S  сво­
дятся к требованию непрерывности тангенциальной компоненты 1 
вектора А и разрыва, равного ([п  t ] i ) ,  тангенциальной компо­
ненты H t вектора Н [см. (5.46")]. Если на поверхности S нет 
поверхностного тока, то условия сопряжения сводятся к непре­
рывности тангенциальных компонент векторов А и Н.

Условие у особой линии (у линейного тока) получается в ви­
де предельного выражения из (5.43) i подстановкой I s = I  и стя­
гиванием контура I к точке особой линии [см. (5.54), (5.57)].

§ 6. П О Л Е  В О Д Н О РО Д Н О Й  М АГНИТНОЙ С РЕ Д Е

Если в области V У ц = 0  и J ° = 0 ,  то в ней система (5.42) и 
уравнение (5.49') принимают следующий вид

I, r o t A  =  (x0j, II. div -g- =  0, (5.52)

где

—  — r o t — , div — =  0. (5.52')
(J. JJ. ’ u.

Правые части уравнений (5.52) и уравнений (5.19), (5.18') сов­
падают. Однако из идентичности возбудителей, находящихся в 
области V, не следует идентичность полей в этой области, так  как 
возбудители, находящиеся вне ее, могут не совпадать. Поэтому из 
указанного совпадения правых частей не следует, что поля В /ц  
и А /ц  можно определять в области V по формулам (5.11) — 
(5.13) и (5.14)2, (5.14'), справедливым для полей В и А в ва ­
кууме.

I. Поле в неограниченной однородной среде. Если условия 
V | i = 0  и J ° = 0  выполняются во всем пространстве, то всюду 
справедливы равенства (5.52) и (5.52'), а из этого следует, что 
для полей В/|ы и А /ц справедливы выражения, полученные для 
В и А в § 2. Поэтому для векторов В и А в случае неограничен­
ной однородной среды при отсутствии магнитов применимы ука­
занные выражения, умноженные на ц. Таким образом, в неогра­
ниченной однородной среде (при J ° = 0 )  *

4*H(a) =  j ! ^ r f K  +  [ - ^ S  +  £ / , & ^ .  (5.53)
v  4 °  р  Ча  и ЯаЬ я lk

В (а) —  (а) —  rot А (а), (5.53')

^ А<вН - £ + . Г - £ + Е ' * ф - £ - -  <5-53,'>
V 5 * **

В § 3 предполагалось, что во всем пространстве ц = 1 .  Из из­
ложенного выше следует, что формулы, полученные в разд. 1 
§ 3 д л я  магнитных полей симметричных токов, применимы так ­

1 Ф актически обычно оказывается непрерывным вектор А, так  к а к  D iv A = 0
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же в случае неограниченной однородной магнитной среды, но с 
оговоркой о необходимости умножения на ц правых частей 
(5.22'), (5.22"), (5.26) 2, (5 .27). Очевидно, что это справедливо и 
тогда, когда в пространстве имеются нарушения однородности 
среды, если они находятся на достаточно больших расстояниях 
от области наблюдения поля и от токов, поле которых заметно 
в ней.

В частности, если в окрестности элемента /d l линейного то­
ка магнитная среда однородна, то в точке а, приближающейся к 
средней точке q этого элемента, имеем согласно (5.27)

н  при (5-54)

где г— расстояние от точки q до точки а , взятой в плоскости, 
нормальной к dl и проходящей через точку q.

II. Нарушения однородности среды, не искажающие поля. И з­
менения |1 только поперек поля или только по полю не искажа­
ют поля, не меняют формы его векторных линий сравнительно с 
полем, создаваемым в вакууме теми же токами и определяемым  
формулами § 2 и 3. Объясняется это упрощением уравнений по­
ля. При постоянстве ц по полю ( B V |i )= 0  и, следовательно, 
div В = ц а div Н, поэтому из (5 .4 2 )2 имеем div Н = 0 , и система 
уравнений для ц0Н получается такой же как в вакууме. При по­
стоянстве ц поперек поля [H V ji]= 0  и, следовательно, rot В =  
=  [iaj, поэтому Система уравнений для В получается такой же, 
как в неограниченной однородной среде.

Пусть заданное поле j отличается четной цилиндрической 
симметрией относительно оси z  системы г, <p, 2 . Векторные ли­
нии такого поля в вакууме являются окружностями с общ ей осью 
по оси z. Это позволило нам получить для расчета поля простую 
формулу (5 .2 6 )2. Замена вакуума средой, симметричной относи­
тельно оси 2, т. е. средой с проницаемостью ц = ц (г ,  2) ,  напри­
мер кусочно-однородной средой с поверхностями раздела r = f ( z ) ,  
z = c o n s t ,  r = c o n s t ,  очевидно, не вызывает нарушения симметрии 
поля. П оэтому Н =  1ФЯ<,„

гг  ) D , lS (r’ g) /Г r r i
И 9 = - ^ Г г -----=  №(/-■ *) — ^ ------------  (5-55)

Допустим теперь, что (х=(д.(ф) (например, кусочно-однородная  
среда с поверхностями раздела в виде полуплоскостей cp=const). 
Векторные линии в такой, несимметричной относительно оси 2 
среде, остаются_ окружностями с той же осью, а все сечения 
каж дой векторной трубки одинаковы, и, следовательно, согласно
(5 .4 2 )2, (5 .4 6 )2 значение В не зависит от ср. П оэтому из (5 .55)2 
интегрированием по векторной линии получаем

г 2п
2кг
Ро • Вч (г. 2) =  j  р (<р) (jdS) =  I* r]z (г, 2) j  (X (?) dfdr :



Рис. 50.  Взаимодействие линейных токов

г
=  Зтф-ср j* г}г (г, z) dr =  ^  j* (j dS),

где

(5.56)

— среднее по ф значение функции (я 
(ф). Таким образом, аналогично 
(5 .26), имеем

В (г,  z)- 1̂ о!хср
2пг I s (r, г), Н  (г, <j>, z) = К-p

2п(л. ( ( f)  г sI J r ,  г) (5.57)

(см. [2 ] ,  стр. 298—300) *.
I I I .  Взаимодействие токов. В неограниченной однородной маг­

нитной среде элемент линейного тока /dl согласно (5.53), (5.53') 
создает  в точке а магнитное поле

dB (а ) :
I [dlL,qa\

4тс L*qa
(5.58)

где q —  средняя точка отрезка dl.
Е сли  /idlj и / 2dl2 — расположенные в неограниченной одно­

родной магнитной среде элементы токов 1Х и / 2, то согласно (5.1) 
магнитное поле, создаваемое элементом тока /idli в точке 2, дей­
ствует на элемент тока / 2dl2 (рис. 50) с силой

F I2= / 2[dl2BI2], (5.58')
где в соответствии с (5.58)

_ 1*0 уЛ
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следовательно,

(5.58")

(5.59)

И наче можно сказать, что F i2 — сила, с которой элемент тока 
действует на элемент тока / 2dl2.

П р и  произвольном взаимном расположении элементов й1\ и 
dl2 F2i¥=F\2 - Если, например, точка 2 лежит на прямой 1\, на ко­
торой расположен элемент dl\,  то [dliLi2] = 0  и, следовательно, 
Fi2= 0 ; что же касается силы F2i, то, если элемент dl2 не колли- 
неарен элементу dl-i, она отлична от нуля. Но взаимодействие 
отдельно взятых участков токовых цепей является нереальным.

1 В соответствии с (5.57) следует в (5.27') и (5.27") вместо подставить 
ИорЦо, а при переходе от В к Н — Ц ср /ц (ф ).



Что же касается токовых цепей, взятых в целом, то силы взаи­
модействия, получающиеся из формул (5.1) и (5.58) интегриро­
ванием, удовлетворяют равенству F21 = —F 12.

Легко видеть, что силы взаимодействия линейных токов, рас­
положенных в одной плоскости, лежат в этой плоскости. Колли- 
неарные токи взаимно притягиваются, если они параллельны, и 
отталкиваются, если они антипараллельны.

От выражений для сил взаимодействия линейных токов не­
трудно перейти к выражениям для сил взаимодействия объемных 
и поверхностных токов.

В общем случае, когда магнитная среда не всюду однородна, 
формула (5.59) не справедлива, так как в общем случае не вер­
ны выражения (5.58) и (5.58") для dB( a)  и В12.

IV. Замечания. К сказанному о влиянии магнитной среды до­
бавим следующее.

1. Из изложенного в третьей главе и в § 4 и 5 этой главы 
следует, что влияние магнитной среды на магнитное поле, созда­
ваемое токами или магнитами в какой-либо области V , даж е при 
условии, что в ней нет ни токов, ни магнитов и среда в  ней одно­
родна ( V|.i=0  или д аж е  |я = 1 ) ,  в общем случае может быть очень 
сложным. Оно может иметь различный характер в зависимости 
от характера распределения токов, магнитов и среды в прост­
ранстве (вне области V). Тем более это верно для области  V, в 
которой находятся токи или магниты.

2. Следует помнить, что в общем случае (когда не всюду 
У ц = 0 )  поле Н==В/|я0|д (вне магнитов) так же, как поле В за ­
висит от магнитной среды, от функции ц(д) ,  определяющей рас­
пределение проницаемости среды в пространстве. Н ел ьзя  счи­
тать, что поле Н в присутствии магнитной среды (не  всюду од­
нородной)— это магнитное поле, которое мы имели б ы  в отсут­
ствии этой среды, т. е. поле, определяемое выражениями для Н, 
полученными во второй главе и в § 2, 3 этой главы.

3. Поле Н не зависит от проницаемости среды jx только в ис­
ключительном случае неограниченной однородной среды, т. е. 
когда во всех точках пространства (включая области, занятые 
магнитами, токами, электромагнитами, с помощью которых соз­
дают магнитное поле) проницаемость ц имеет одно и то же зна­
чение.

4. На достаточно больших расстояниях от мест нарушения 
однородности среды (а также в некоторых более сложных част­
ных случаях) можно практически применять для определения 
поля формулы, справедливые для неограниченной однородной 
среды (или несущественно отличающиеся от них). Н о  при экс­
периментальном изучении поля даже в таких условиях может 
возникнуть осложнение в связи с нарушением однородности сре­
ды применяемой аппаратурой.

5. Сравнивая (3.40)2 и (5.59), видим, что в неограниченной одно­
родной среде магнитные массы аналогично электрическим зарядам 
взаимодействуют с силой, обратно пропорциональной лроницаемо- 
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сти среды, а электрические токи взаимодействуют с силой, прямо 
пропорциональной ц. Между тем в соответствии с изложенным 
в этой  главе фактически вазимодействие магнитных полюсов 
долж но свестись к взаимодействию молекулярных токов, носите­
лями которых являются магниты. Аналогичное несоответствие 
замечаем  при сравнении выражений для поля Н, создаваемого 
токами и магнитными массами в неограниченной однородной сре­
де. Согласно (3.38)2 поле Н, создаваемое магнитными массами, 
обратно пропорционально |д, а в соответствии с (5.53) поле Н, 
создаваемое токами в неограниченной однородной среде, не з а ­
висит от (.1. Эти несоответствия связаны с устаревшей, но принятой 
по традиции редакцией формулы (3.18')2, выражаюш/ей зависи­
мость намагниченности от магнитного поля. Отклоняясь от этой 
традиции, следует считать временную намагниченность пропор­
циональной вектору В, а не Н.

6 . У добно положить вместо (3 .18 ')г
J =  x 'B - f J A (5 .60 )

х Апа-Н 
где к’ —

a J 4 —  значение J при В =  0 (см. [17], с. 333—335). В соответствии с (3 .15)jкачение J пр 
имеем ам есто  (3.19")г

В =  у.0 (Н +  х 'В - f  Лд), (5 .6 1 )

откуда В  =  ц а ( Н - f  J 4) .

Р азли чи е меж ду формулами (3.19")2 и (5 .61)2 исчезает при J 4 =  J °= 0 , 
следовательно, оно касается только поля внутри тел постоянных магнитов. Д ля 
пространства вне этих тел остаются справедливыми формулы, полученные 
в третьей  главе.

В св я зи  с переходом от (3.19")2  к (5 .61) 2 можно видоизменить формулы 
(3.40)2 и  (3.38)2 так, чтобы устранить несоответствия, отмеченные в зам еча­
нии 5.

Д ействительно, из (5.61 )2 имеем для однородной среды

d iv  Н  =  — div J 4 , т. е . d i v H  =  e \  (5 .6 2 )

где 8Д =  — div J A,

аналогично (3.12 ) i. С равнивая (5.62)г с (3 .2Г )г  (при V 1̂ = 0), видим, что

=  jj.oa , =  s° =  р.ад .........  (5 .6 3 )

где йЛ, т А, о4 , . . . — величины, аналогичные й°, т°, о0, . . .  Подставляя (5 .6 3 ) 
в (3.38)2 и (3.40)2, получаем

то Ро\хтл mt
Н =  4nL*qa L9q ’ F? o =  4nL3qa L«“ - (5 .6 4 )

С огласно  этим формулам в неограниченной однородной магнитной среде 
поле Н н е  зависит от ц, а сила взаимодействия точечных масс пропорциональ­
на ц , как  и должно быть по аналогии с (5.53) и (5.59).



Глава шестая
Переменное электромагнитное поле

§ 1. УРА ВН ЕН И Я М А К СВ ЕЛЛ А

Электрическое поле Е, D и магнитное поле В, Н рассм атри­
вались в предыдущих главах как два отдельных ноля. Но, как 
будет показано ниже, в общем случае между этими полями суще­
ствует тесная связь. Поэтому принято называть совокупность 
полей Е, D и В, Н электромагнитным полем и считать, что это 
поле состоит из электрической и магнитной компонент (состав­
ляющих).

Собрав уравнения, выведенные выше для полей Е, D и В, Н, 
получим систему уравнений постоянного электромагнитного поля.

I. rot H = j ,  II. rot Е = 0 ,
III. d iv B = 0 ,  IV. div D—бсвб, (6.1)

в которой все величины являются функциями точки а ,  но не за ­
висят от времени t. Взяв производную div от обеих частей урав­
нения (6.1) I, получаем d i v j= 0 .  Это — уравнение (4.17) i, полу­
ченное в четвертой главе исходя из постулата сохранения коли­
чества электричества, присоединяют к уравнениям (6.1)n,iv 
электрического поля. Систему (6.1) дополняют уравнениями связи 
(3.19"), (4.32).

Уравнения (6.1)n,iv и (4.17)i не содержат магнит-ных вели­
чин: они позволяют определить электрическое поле независимо 
от магнитного, а рассчитав поле Е, можно перейти к полю j =  
= Y  ( Е + Е с т р )  . Подставив полученную функцию j в уравнение
( 6 .1)ь имеем для определения магнитного поля систему уравне­
ний (6.1) 1,ш, в которой неизвестными являются только магнит­
ные величины В и Н.

Будем впредь, как правило, считать, что величины, характе­
ризующие электромагнитное поле и определяющие е го  возбуди­
тели, зависят не только от положения точки а, но т а к ж е  от вре­
мени t, т. е. полагать, что В = В ( а ,  t),  E = E  (a, t), Н =  Н(а, t ) , 
D =  D (а, t ),  j =  j (a, t ) ,  6 =  6 (а, t ) , Естр =  Естр(а, t) и т .  д. Но сре­
ду  будем по-прежнему считать не меняющейся со временем: е =  
= е ( а ) ,  ц = ц ( а ) ,  у — у (а ) .  Постоянные магниты (и ферромагне­
тики) исключим из рассмотрения, т. е. будем полагать, что всюду 
J° =  0, В =  (ХаН.

Каждому установившемуся распределению возбудителей поля 
(токов, зарядов) соответствует электромагнитное поле, определя­
емое по формулам, справедливым для постоянного электромаг­
нитного поля, и удовлетворяющее системе (6.1). Но каким явля­
ется это поле в процессе изменения его возбудителей? Наиболее 
простым было бы предположение, что изменение возбудителей



всюду вызывает такое же и синхронное изменение электромаг­
нитного поля. Это означало бы, что для каждого отдельного 
мгновения для переменного электромагнитного поля справедливы 
все формулы, полученные для постоянного электромагнитного, 
поля, и, в частности, система уравнений1 (6.1). Но опыт пока­
зывает, что фактически в общем случае приведенное предполо­
жение не соответствует действительности. В переменном элект­
ромагнитном поле, как будет показано ниже, наблюдаются яв­
ления (ток смещения и электромагнитная индукция), не согла­
сующиеся с системой (6.1) и заставляющие заменить в ней 
уравнения (6.1)i,n уравнениями Максвелла.

I. Ток смещения. Как уже было отмечено, из (6.1), следует 
что div j = 0 ,  а согласно (4.5) в переменном поле 
div j = —бсвб- Неравенство нулю дивергенции непостоянного по­
ля j вполне понятно, так как токовые линии в цепи переменного 
тока могут обрываться. Такие обрывы получаются, например, на 
обкладках конденсатора в цепи переменного тока.

Н а  рис. 51,а схематически представлен такой почти замкну­
тый контур h  с током /  и показан контур который можно 
считать сцепленным с токовым контуром (если отвлечься от не­
полной замкнутости контура h ) .  На рисунке изображены также 
опирающиеся на контур /“ поверхности S '  и S",  из которых вто­
рая проведена через разрыв цепи, т. е. между обкладками кон­
денсатора. Через поверхности SJ и S "  проходят токи / ' = /  и >/"= 
= 0 .  Но S '  и S "  опираются на один и тот же контур /“ и, следо­
вательно, согласно интегральной форме (5.43) i уравнения (б.1)[ 
потоки / '  и / "  вектора j должны иметь одно и то же значение, 
равное циркуляции вектора Н по /“ .

Устранить указанное противоречие можно, допустив, что в 
разрыве цепи, т. е. в зазоре между обкладками конденсатора, 
имеем явление, аналогичное электрическому току в том смысле, 
что оно, так же как ток, порождает магнитное поле. По анало-

Рис. 51. Построения, поясняющие явления тока смещения и электромагнитной 
индукции.
а — почти замкнутая цепь тока (замкнутая конденсатором); поверхности S ’ и S "  опираются 
на контур ; б — перемещение элемента dl контура I по направлению  L  в поле В

1 Т акое электромагнитное поле будем назы вать квазипостоянным. Ч асто 
применяемый термин «квазистатическое поле» нельзя считать удачным потому, 
что в статическом поле j =  0 и нет магнитного поля тока.



гии с током назовем это явление т о к о м  с м е щ е н и я 1 и обоз­
начим его / см. В отличие от него будем называть обычный ток /  

т о к о м  п р о в о д и м о с т и .
II. Первое уравнение Максвелла. Попытаемся исправить урав­

нение (6.1) I, прибавив к его правой части некоторый вектор X:
rot H = j + X .  (6.2)

Из (6.2) получаем div j = — div X, поэтому для согласования урав­
нения (6.2) с (4.5) надо положить div Х = б СВб. Но из уравнения
(6.1) iv следует, что 6CB6 = d iv  D, т. е. div X = d iv  D, чему удовлет­
ворим, приняв X = D .  Следовательно, указанное выше противо­
речие устраняется прибавлением к правой части (6.1) i слагае­
мого D. Таким образом, вместо (6.1) i получаем первое уравне­
ние Максвелла

rot H = j  +  D, (6.3)

согласно которому поле вектора D, так же как поле вектора j, 
создает магнитное поле. Вектор D будем называть п л о т н о ­
с т ь ю  т о к а  с м е щ е н и я .

Введя обозначения
j CM =  D, jnJiH= j_j_jCM=j_(_lj (6.4)

для плотностей тока смещения и полного тока, имеем
rot H = j + j cM= j n^H. (6.3')

Интегрируя (6.3') по поверхности 5, ограниченной контуром 
/ [S ] ,  и применяя теорему Стокса (1.23), получаем интегральную 
форму первого уравнения Максвелла:

§  (Hdi) =  / S+ / St>l =  (6.3")
I [S]

где Is, Iscи, /simh — потоки векторов j, j CM, j njIH через поверхность
5. В частности,

^ CM =  J ( j CMd S ) =  f ( D d S ) = ^  \  (DdS). (6.3'")
s . s s

Равенство (6.3") вы раж ает з а к о н  п о л н о г о  т о к а .  При D =  
= 0 ,  что всегда справедливо для постоянного поля, равенство 
(6.3") принимает вид (5.43) ь

Д оказы вая  существование тока смещения, мы исходили из 
рассмотрения почти замкнутой цепи, разрыв которой представ­
ляет собой малый зазор между обкладками конденсатора (см. 
рис. 51,а ) .  Иной характер имеет поле вектора j CM в цепи с раз­
вернутой емкостью (антенна); в такой цепи ток смещения зани­
мает обширную область пространства. Но полученные выше фор­

1 В диэлектрике, заполняю щ ем зазор между обкладками конденсатора, при 
изменении поля D происходит взаимное смещение положительных и отрицатель­
ных зарядов , получается движ ение зарядов — электрический ток. Н о  ток смеще­
ния имеем и при отсутствии диэлектрика в разрыве цепи.



мулы фактически справедливы для любой цепи, включая незамк­
нутую (для тока проводимости). В любом случае при переменном 
(во времени) потоке вектора D через поверхность S имеем по 
контуру /[S] отличную от нуля циркуляцию вектора Н.

В общем случае в одном и том же месте могут существовать 
токи обоих видов: проводимости и смещения. В непроводящей 
среде y= 0. j = 0  и> следовательно, j n-™= jcM

Взяв дивергенцию от обеих частей (6.3'), получим

d iv jn™ = 0 , т. е. d iv jCM—— d i v j = 6 CB6 (6.5)
и соответственно

§  ( P " d S ) = 0 ,  т. е. ф (jCMdS) =  — ф (jdS) =  ^ CB6. (6.5')
S |V) S [V] S [V]

Равенствам (6.5) соответствуют поверхностные соотношения

D iv jnjlH= 0 ,  Div j CM= —Divj=(TcB6. (6.5")
Эти соотношения имеем, например, на внутренних (обращенных 
к зазору) поверхностях обкладок конденсатора, показанного на 
рис. 51,а. В зазоре конденсатора линии тока проводимости сме­
няются линиями тока смещения.

Таким образом, линии тока проводимости и тока смещения, 
взятые по отдельности, могут быть разомкнуты, а линии полного 
тока — всегда замкнуты. Разомкнутый ток проводимости зам ы ка­
ется током смещения.

III. Электромагнитная индукция. Допустим, что по замкнутому 
контуру /[5] согнута тонкая проводящая нить — проволока. Опы­
том установлено, что при изменении потока 'Fs магнитной ин­
дукции через поверхность S,  опирающуюся на контур / [S ] ,  в нем 
(точнее, в проволоке) возникает электрический ток

/эми =  -  * 5/ я  =  -=г~ J T  f  (BdS), (6.6)
s

где R — сопротивление контура (проволоки). Сравнивая (6.6) с 
(4.34'), заключаем, что в контуре I действует э. д. .'с.

S
аналогичная напряжениям S  и <?Гстр полей Е и Естр. Ток / эми и
э. д. с. S 'эм» называют и н д у к ц и о н н ы м и ,  а их возникновение 
под действием меняющегося магнитного потока — э л е к т р о ­
м а г н и т н о й  и н д у к ц и е й .  Формула (6.6') вы раж ает закон 
Ф арадея — Максвелла — Ленца. Опыт показывает, что для спра­
ведливости этой формулы несущественны обстоятельства, кото­
рыми обусловлено изменение lFs со временем. Поток может 
меняться из-за перемещения контура в поле В или вследствие 
изменения магнитной индукции В, вызванного изменением или 
перемещением токов (или магнитов), создающих магнитное по­
ле. Д л я  случая, когда контур I движется в магнитном поле, фор­



мула (6.6') следует из выражения (5.9'), определяющего силу, 
9 которой поле В действует на движущийся заряд (см. ниже), а 
переход к случаю изменения поля В со временем получается как 
обобщение, подтверждаемое опытом.

Меняя в (6.6') порядок дифференцирования и интегрирова­
ния, получаем

Выведем выраж ение (6.6')  для  напряжения «?ЭМи- Допустим, что тонкое 
проводящ ее кольцо со средней линией по контуру I движ ется в поле В по на-

dL
правлению L со скоростью w  *=» — 77-  (рис. 51,6). Тогда согласно (5.9 ') на

единицу заряда , несомого кольцом, действует сила [wB] =  {dLBJ с компо-

ненто? [wB] / =  (^1 [dLB]) =  ( [dldL] В ) . При перемещении контура

l на расстояние dL  от положения V до положения Г  он описывает ленту 5 е, 
пронизываемую  потоком 4 го вектора В. При этом элемент dl контура I опи­
сывает отрезок ленты S® — площ адку d S 6= [ d ld L ]  с потоком d 4 f6= ( d S 6B ) =

1 d4>6 dФ 6
=  ([d ld L ]B ). Таким образом, компонента — — > где ~ i — —поток

через единицу длины ленты S 6. Интегрируя по всей ее длине, получаем равен­
ство

в котором левая  часть — циркуляция вектора i[w В], заставляю щ его заряды  
двигаться по контуру >1. Эту циркуляцию, аналогичную напряжению  йГстр, обо­
значим <5РЭМи и выясним смысл полученного для нее выражения.

П усть S '  и S "  — поверхности, опирающиеся на контуры V и а и 
V " — потоки, пронизывающие эти поверхности. Совокупность поверхностей S', 
S", S 6 образует замкнутую  поверхность, ограничивающую область V, поэтому 
— 4 f/+ 4 f" + 4 r0= 0 .  (Н ормаль на S '  направлена внутрь области V  (по L ), по­
этому поток Чг/ взят со знаком минус). Следовательно,

ф б _ ц г  ' —  Ч ? " = — ЛФ, - J f W 6 =  — Ф-

Таким образом, в соответствии с (6 .6')  имеем

П олагая , что дл я  возникновения напряжения <§ГЭми в кольце важ н о  только 
отличие от нуля производной Ч', но не причина изменения Ч' во времени, мож ­
но заменить движ ение кольца в поле В движением токов (м агнитов), создаю ­
щих поле В, относительно кольца или изменением этих токов (магнитных 
моментов м агнитов). Так мы от (6.6 '" )  переходим к формулам (6.6), (6.6') ,  
имеющим более общий смысл.

IV. Второе уравнение Максвелла. Формулы (6.6), (6.6') при­
менимы к любому кольцу, мысленно выделенному из проводя­
щей среды. Следовательно, в такой среде в присутствии магнит- 

270

(6 .6")

(6.6'” )



ного поля, меняющегося во времени, должны возникать индук­
ционные напряжения и токи по замкнутым контурам. Такое 
явление действительно наблюдается (токи Ф уко). Можно пред­
положить, что такие напряжения возникают и в непроводящей 
среде (и в вакууме), а отсутствие индукционных токов в ней 
объясняется только ее бесконечно большим удельным сопротив­
лением. Таким образом, в результате ряда обобщений приходим 
к выводу, что формула (6.6) справедлива для любого вообра­
жаемого замкнутого контура в какой бы то ни было среде.

П о  аналогии с (4.34") можно считать, что
<3эми= <6 (E9MHdl), _ (6.7)

1 Is)
где Е эми напряженность некоторого индукционного поля, застав­
ляющ его электрические заряды двигаться по контуру /15]. Со­
поставляя (6.7) с (6.6"), получаем

§  (E9*“dl) =  -  j  (BdS). (6.8)
US] 5
Рассматривая поле Еэми как разновидность электрического 

поля, будем в дальнейшем считать, что в общем случае электри­
ческое поле

Е = Е К+ Е ЭМП, • (6.9)
где Е к — кулоново поле, создаваемое электрическими зарядами, 
а Еэми — индукционное поле (поле электромагнитной индукции), 
возникающее при изменении во времени магнитного ноля.

В соответствии с (3.26) i циркуляции вектора Ек, совпадаю­
щего в случае постоянного поля с вектором Е, равна нулю:

ф  (ЕМ1) =  0. (6.8')
MS]

Что ж е  касается циркуляции вектора Е, то согласно (6.8), (6.9), 
(6.8') имеем

ф  (EdI) =  ф (E *d l)+  ф (E3Mlldl) =  — f (BdS). (6.10)
I IS ] l (SJ l [S] s

Применив теорему Стокса (1.23), получим равенство ^ ( ro tE d S )  =
s

=-- j* (— BdS). Оно справедливо для любой поверхности S, поэтому 
s

из него следует, что

r o t  Е = — В. (6.11)

Это второе уравнение Максвелла, согласно которому вокруг мест, 
в которых меняется магнитное поле, возникают замкнутые л и ­
нии поля Еэми — вихревого (индукционного) слагаемого электри­
ческого поля Е.



V. Дополнения к § 1. 1. В проводящей среде под влиянием 
вихревого поля Е эми возникает замкнутые токи, которые называ­
ют вихревыми в отличие о т ‘других токов, такж е замкнутых, но 
возникающих под действием невихревого поля Е к (при участии 
поля Е стр)

2. Если при изменении какого-либо вектора во времени соблю­
дается пропорциональность между его компонентами по любым 
направлениям, то пространственная ориентация этого вектора 
не меняется. Его конец перемещается по прямой. При нарушении 
указанной пропорциональности вектор со временем меняет свою 
пространственную ориентацию. Каждый из векторов, описывающих

Рис. 52. Векторные линии полей Н 
и Е, образующихся вокруг мест, в 
которых отличны от нуля соответст­
венно поля D и В

электромагнитное поле, в общем случае, в соответствии с ("2.15),
(5.11), (5.12) является суммой элементарных векторов, имеющих 
различное направление и меняющихся во времени различно. По­
этому векторы В, Е , Н, D, j , . . .  могут со временем менять свою 
пространственную ориентацию. Конец каждого из этих векторов 
описывает некоторую кривую, называемую г о д о г р а ф о м .  В об­
щем случае это пространственная кривая (двоякой кривизны), 
которая может иметь весьма сложный вид. Она может сама себя 
пересекать и может продолжаться, не замыкаясь. Если поле меня­
ется периодически, годограф — замкнутая кривая; в случае гармо­
нически меняющегося поля, о котором будет идти речь в § 6, го­
дограф получается плоским и имеет эллиптическую форму (э л- 
л и п т и ч е с к а я  п о л я р и з а ц и я ) .  В частных случаях он мо­
жет оказаться окружностью или выродиться в отрезок прямой. 
В первом из этих случаев имеем постоянное по абсолютной вели­
чине в р а щ а ю щ е е с я  п о л е ,  а во втором — л и н е й  н о - п о л я -  
р и з о в а н н о е  п о л е .

3. Н а рис. 52 показаны (для общего случая) приращения AD =  
=  D ( / + A / ) — D(^) и Д В = В ( £ + Д /)  — В(/) в точке q и переходы 
(при Д/->0) к производным D и В. Показаны также направления 
векторов rot Н — D (при j =  0) и rot Е = —В в точке q. Векторные 
линии Iй и  Iе образуют правовинтовые системы соответственно с 
векторами D и — В. В общем случае направления векторов D и В 
не совпадают с направлениями векторов D и В соответственно. 
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I. Система в общем виде. Заменяя в системе (6.1) первые два 
уравнения уравнениями Максвелла (6.3), (6.11), получаем систе­
му уравнений электродинамики:

I. rot H = j  +  D, II. rot Е = — В,
III .  d i vB =  0, IV. div D =  6 c b o ,  (6.12)

которую называют также системой уравнений Максвелла. В слу­
чае постоянного поля D = 0  и В =  0, поэтому уравнения (6.12) i.u, 
(6.3") и (6.10) принимают вид (6.1)i,n, (3.26) и (3.24) i.

В системе (6.12) в отличие от системы (6.1) величины, харак­
теризующие электрическое и магнитное поля, связаны так, что 
выделить систему, определяющую одно из этих полей, независимо 
от другого в общем случае не удается (см. вступление к § 1). Это 
отраж ает тесную связь, существующую между электрической и 
магнитной составляющими электромагнитного поля.

Интегральными формами уравнений Максвелла (6.12)i,n явл я ­
ются (6.3"), (6.10). Уравнения (6.12)m, iv и их интегральные 
формы не отличаются от справедливых для постоянного электро­
магнитного поля уранений (6.1) m.iv и их интегральных форм 
(3.27),, 2.

Б е з  изменения (при переходе от постоянного к переменному 
полю) остаются уравнения связи

D = е аЕ, В =  цаН, j = v ( E + E CTP), (6.13)
а такж е  поверхностные формы (5.46), (4.38), (3.29) уравнений 
поля

[п <Н<2> — Н<■>)] =  i, [n(E(M _E(*))] =  [ng rads «§*“T], (6.14)

(п ]В(2> — ВО]) =  0, (n[D<*)-DC)]) =  0cB6l =

В (6.13) — (6.14) величины Е стр, i, <?fKHTi2, Л12 зависят в общем 
случае не только от точки а , но такж е от времени t. Уравнения 
непрерывности тока (4.17) заменяются уравнениями (4.5), (4.10), 
(4.4):

d i v  j =  — 8свб, Div j =  — освб, <6 (jdS) =  — e Vca6t (6.15)
, sivj

где D i v j  определяются согласно (4.11).
В этой  главе и в предыдущих трех главах показан путь, ведущий от д а н ­

ных оп ы та до системы уравнений электродинамики. О пираясь на опытную про­
верку практических выводов из этой системы уравнений, мож но ее принять 
в качестве основного закона электродинамических явлений и рассм атри вать  
выведенные выше закономерности электрического и магнитного полей как  след­
ствия этого  закона.

Так, например, дл я  стационарного поля получаем систему (4.98), п олагая  
в (6.12)' производные по времени равными нулю и взяв  дивергенцию  от (6 . 12) ь  
От уравнений (6 .1 2 )ц , (6 .12)iv  переходим последовательно к системе у равн е­
ний электростатики (3.24), уравнению (3.31) 1, (3 .37)э д л я  потенциала, к реш е­
нию (3 .39 ') 1 уравнения (3.37)3, к выраж ениям (3.38') i и (3.38) i дл я  потенциала
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и напряженности поля точечного заряда в неограниченном однородном диэлек­
трике и, наконец, к закону Кулона (3.41).

Более того, в самой системе уравнений электродинамики последние два 
уравнения можно рассматривать как следствия первых двух ([16], стр. 19). 
Действительно, взяв дивергенции обеих частей уравнения (6 .12)ц , получаем

0 =  d i v B =  j j y  (d iv  В ),т . е. div В нигде никогда не меняется со временем, по­

этом у уместно считать, что div В = 0 . Аналогично получаем из (6.12) г

О =  di v j +  div  D =  — Зсвб +  d iv  D =  ^ f ( d i v  D —  Scb6 ) ,

откуда div D = 6cbs-

II. Электромагнитная энергия. К системе (6.12) присоединя­
ют выражение для электромагнитной энергии W, содержащейся 
в области V.
Согласно (3.60')

W = - L  j [ ea( E E ) - f p a (HH)]dV =  - i - J ( 8a£ 2 + ^ s)dV, (6.16)
V V

причем в общем случае следует считать, что W = W ( t ) .
З а  счет чего может меняться величина W? Согласно (6.16) 

имеем

W  =  J [еа (Е Ё) +  ,,а (НН)] dV =  J [(DE) +  (ВН)] dV (6.17)
v  v

или в результате подстановки выражений D =  rot Н—j, 
В =  —rot Е из уравнений Максвелла (6.12) i,ih

W  =  J Q V H ]  E ) d V -  f ( j E ) d V -  f ([VE]H)dV.
V V V

Но согласно (6.13)3 E = p j — Естр, следовательно,

&  =  J KIVH] E ) -  ([VE] H;] dV +  J  ( j E ^ d V  -  J p / W .  (6.18)
V V V

Из (1.133) имеем ( [V E ] H) — ( [V H ]  E) =  ( V [ E H ] ).
Поэтому, применяя теорему Остроградского, получаем

Г [([VH] Е) -  ([VE] Н)] dV =  -  Г div [EH] dV =  -  <6 ([EH] dS),
V V s  [V]

т .  e .

W  —  P  — Q — ф (YdS), (6.19)
s in

где в соответствии с (4.45)

P  =  J (jECTP) dV  и Q =  J pj*dV (6.20)



— работа, совершаемая в области за единицу времени сторонни­
ми силами, и джоулево тепло, выделяющееся в этой области за 
эту ж е  единицу времени, а

У =  [Е Н ] . (6.21)
III. Вектор Умова-Пойнтинга. Равенство (6.19) определяет 

баланс энергии в области V за единицу времени. Согласно этому 
балансу приращение электромагнитной энергии за единицу вре­
мени, равное W, происходит за счет трех явлений, которым соот­
ветствуют три члена правой части равенства (6.19). Смысл сла­
гаемых Р и Q ясен; они соответствуют превращениям сторонней 
энергии в электромагнитную и электромагнитной в тепловую. 
Приращение электромагнитной энергии в области V, определяе­
мое разностью Р —Q, равно количеству электромагнитной энер­
гии, получающейся в этой области за счет траты в ней сторонней 
энергии, за вычетом количества электромагнитной энергии, пре­
вращающейся в этой области в тепло. Остается выяснить смысл 
третьего слагаемого в правой части (6.19). Для этого рассмотрим 
случай, когда в области V у = 0  и, следовательно, j =  0. В этом 
случае Р =  О,' Q — О и, следовательно,

& (VdS) =  — t .  (6.19')
S [VI

Согласно (6.19') имеем в области V убыль или прирост электро­
магнитной энергии в единицу времени, если поток вектора У че­
рез границу 5 [V] соответственно положителен или отрицателен.

Равенство (6.19') аналогично равенству (6.15)з, в котором 
вместо изменения количества электромагнитной энергии в области 
V идет речь об изменении количества электричества в этой обла­
сти, а  вместо потока вектора У через поверхность S[VJ берется 
поток вектора j через эту поверхность, равный количеству элек­
тричества, проходящему через эту поверхность в единицу времени. 
Таким образом, следует считать, что электромагнитная энергия пе­
ремещается и третье слагаемое в выражении (6.19) для W  соответ­
ствует прохождению этой энергии через границу 5 [К] области V 
Таким образом приходим к т е о р е м е  У м о в а - П о й н т и н г а ,  
согласно которой через границу S[V ] области V ежесекундно 
проходит количество электромагнитной энергии, определяемое по­
током вектора У через эту поверхность. Поток вектора 
У через поверхность 5 [К] представляет собой п о т о к  э л е к т р о -  
м а г н и т н о й  э н е р г и и  через эту поверхность. В соответствии 
с этим можно рассматривать вектор У как вектор плотности по­
тока электромагнитной энергии, аналогичный вектору плотности 
электрического тока j. Это означает, что направление вектора У 
совпадает с направлением движения электромагнитной энергии, а 
его абсолютная величина равна количеству этой энергии, проходя­
щему в единицу времени через единичную площадку, нормальную 
к направлению движения электромагнитной энергии. Вектор У 
называют в е к т о р о м  У м о в а - П о й н т и н г а .



Части цепи
Рис. 53. Н аправления вектора Умова-Пойнтинга у боковой 
поверхности цилиндрического участка цепи тока

В случае постоянного поля W =  О и поэтому

S [V]

ф (У dS) — Р — Q, (6.19")

а  если ЕСТР — 0 в области V, т. е. если она расположена во внеш­
ней части цепи (постоянного) тока, то Р =  0 и, следовательно,

Определим направление вектора У у поверхности кольца с по­
стоянным током: у внешней и внутренней частей цепи (рис. 53). 
Согласно (5.12) вектор Н связан с вектором j так, что у поверх­
ности кольца всюду вектор [ jН] направлен внутрь тела  кольца. 
Но направление вектора j совпадает с направлением вектора Е 
во внешней части кольца и вектора — Е • (вектора Естр, 
см. в конце разд. 1, § 3 главы четвертой) во внут­
ренней части кольца. Поэтому вектор У у поверхности внешней 
части кольца направлен (как [JH]) в тело кольца, а у поверхно­
сти внутренней части кольца — из тела кольца.

Из сказанного следует, что электромагнитная энергия выхо­
дит из внутренней части цепи в окружающее пространство и воз­
вращается из него во внешнюю часть цепи тока. Здесь мы полу­
чаем ответ на вопрос, оставленный открытым в разд. V § 3 главы 
четвертой. Разность Р — Q, соответствующая области простран­
ства, занимаемой внутренней частью цепи тока, представляет со­
бой долю сторонней энергии, не израсходованную в ней на джоу- 
лево тепло. Эта доля энергии в виде электромагнитной энергии 
транспортируется через пространство, окружающее цепь тока, от 
ее внутренней части к внешней, где она выделяется в виде тепла.

§ 3. П О Л Е  В Н Е П РО В О Д Я Щ Е Й  С Р Е Д Е 1

В непроводящей среде j =  0, поэтому если в ней не заданы 
свободные заряды, то вместо (6.12) i , i v  получаем rot H =  D и

1 Д алее  в этой и следую щ их главах будем, как  правило, интересоваться 
только переменной частью поля и поэтому часто, не оговариваясь, определять 
поле и его возбудители с точностью до постоянных слагаемых.

(6.19'")
S [VI



div D =  0. Если, кроме того, в изучаемой области V среда одно­
родна (или, короче, если область V однородна), то в ней нет ни­
каких зарядов и div Е =  0.

I. Волновые уравнения. ,Для области V, в которой v = 0 ,  
бСвб =  0, Ve =  0, V | i = 0 ,  система (6.12) принимает простой симмет­
ричный вид

I. rot Н = е а Е, II. rot Е = — Н,

III. d i vH =  0, IV. d i v E = 0 .  (6.22)

Она позволяет получить уравнения отдельно для векторов Н и Е. 
Действительно, взяв производные по времени и роторы от ( 6 . 22 )  i,n, 
получаем r o t H =  eaE, rot Ё =  —цаН, rot rot Н =  еа rot Е, 
ro t ro tE  = —(ха ro tН. Поэтому grad div Н—V 2 Н =  —еаЦа Н, 
grad  div Е—V 2E = —еацаЁ. Таким образом, согласно ( 6 . 2 2 ) h i ,i v  
получаем для Е и Н волновые уравнения:

V 2H =  x2H, у гЕ =  игЁ, где у, =  У ^ Г а. Гб.23)
Для выяснения характера решений этих уравнений применим их 
к полям

Е = 1 хЕх (г, О, Н =  \ y H v {z ,  I), (6.23')

г. е. к полям Е и Н, лежащим в плоскостях 2 =  const системы 
х, у, z  и не зависящим от х  и у.

II. Распространение электромагнитного поля. Введем обозна­
чение 1] (г, t) для любого из полей Е х и Н у в правых частях р а ­
венств (6.23'). Для поля r\(z, t) уравнение (6.23) 1,2 принимает 
вид

(6 °4)
дг* d t * -  { '

Нетрудно убедиться в том, что этому равнению удовлетворя­
ет сумма f ( t — xz)-{-g( t-\ -xz) ,  где f a g  произвольные функции, 
дважды дифференцируемые по t и z.
Полагая g =  0, получаем решение

г](г, t ) = f ( t — xz) .  (6.25)
Правая часть равенства (6.25) не изменится, если подставить 

в нее z-\-Az  и t-\-A t вместо г и I при условии, что A t = x A z .  Сле­
довательно, при таком соотношении между приращениями Дz  и 
At  имеем

T)(z+Az, / + Д 0 = л ( г ,  0 -  (6-25')
Следовательно, если в момент t величина т] имеет в плоскости 

с координатой z  некоторое значение r\(z, t),  то через промежуток 
времени A t = x A z  это же значение будет иметь величина г] в плос­
кости zA-Az.  Это означает, что поле ту распространяется по на­
правлению оси г  со скоростью

Дг 1 1 1 1 с  /д пел
U х У ’



Рис. 54. П ереход от временной волны (а) в плоскости г=го  к про­
странственной волне (б) в-момент t = t B

где с = = 1 /]/"б0цв — э л е к т р о д и н а м и ч е с к а я  п о с т о я н ­
н а я ,  равная скорости света в вакууме. Согласно (2.9') еоцо =  
=  (1 /9 )-  10-16 Ф -Г н /м 2. Но произведение фарады на генри ,есть 
секунда в квадрате, следовательно, с = 3 - 1 0 8 м/с.

Если бы выше мы положили f = 0  (вместо g = 0 ) ,  то получи­
ли бы распространение поля tj в .сторону уменьшения г.

Если в какой-либо плоскости z — zQ со временем происходят 
некоторые изменения величины т), то в соответствии с (6.25) они 
должны происходить также на любых расстояниях z — Zo от этой 
плоскости, но онн возникают там с запаздываниями A t ,  пропор­
циональными этим расстояниям. Допустим, что за интервал вре­
мени в плоскости z  =  z 0 последовательно появились зна­
чения г) 1, т]2, . . . ,  i]n величины i|. Тогда к моменту tb эти значения 
успеют распространиться на расстояния z m, 2m_b . . . ,  тем боль­
шие, чем раньше они появились в плоскости 2 = 2о. Следователь­
но, кривой т](20, t )  соответствует такая же (с точностью до мас­
ш таба), но «обращенная» кривая r\(z, tb) (рис^,54). На кривой
г) (г, 4 )  ординаты i] следуют в обратном порядке по сравнению с 
их последовательностью на кривой 14(20, t).

III. Электромагнитная волна. Если зависимость величины tj 
от времени является периодической, например синусоидальной, то 
ее зависимость от 2 изображается волнообразной кривой, на кото­
рой периоду Т  функции г)(2о, t )  соответствует пространственный 
период функции 14(2, tb)

X = v T = ^ = - pL = ^ ,  (6.27)
* у  ea!J-a

называемый д л и н о й  в о л н ы 1.
С течением времени волна перемещается (распространяется) со 
скоростью v по направлению 2 , нормальному к поверхностям рав­
ных фаз, которые в рассматриваемом случае являются . парал­
лельными плоскостями (плоская волна). В общем случае поверх­
ности равных фаз (волновые поверхности) — кривые и электро-

1 Непериодически меняющуюся величину г) мож но считать периодической 
с бесконечно большим периодом Т.



магнитное поле распространяется по нормальным к ним направ­
лениям.

Очевидно, что зависимости от времени функций r\(z, t) и 
г, (2, t) могут иметь разный вид. Поэтому наблюдаются различия 
фаз полей В и В или D и D, а также полей D и rot Н (при j =  0) 
или В и rot Е. Отсюда — различие фаз электрической и магнит­
ной составляющих электромагнитного поля (см. дополнение 5 
в § 4).

§ 4. П О Л Е  В П РО ВО ДЯЩ ЕЙ  С РЕ Д Е

Подставляя (6.13)з в (6.12) i, получаем первое уравнение М акс­
велла в развернутом виде

rot H = v E + vECTP-f D. (6.28)
Вне области действия стороннего поля (Естр =  0) имеем
r o t H = vE + D .  (6.29)
I. Телеграфные уравнения. Можно доказать, что в области

V, в которой нет сторонних сил, а среда — электрически однород­
ная (Vy =  0, Ve =  0) и не очень плохо проводящая, нет зарядов. 
Действительно, при указанных условиях из (6.15)] и (6.12)iv сле­
дует, что

d i v E  =  - - ^ - ,  d i v E = - ^ i - ,  (6.29')
Y 6а

откуда получаем уравнение

j  = - ^ U .  (6.30)
еа

Согласно (3.33') бсвб — ебплн, поэтому уравнение (6.30) справед­
ливо для любой из плотностей: бплн и б Свб- Решением уравнения
(6.30) является функция времени

b(t) — b (tc) exp , где / > f 0, а г = - у -  (6.30')

— время релаксации, т. е. время, за которое значение б уменьша­
ется в е«2 ,72  раз. Обычно даж е в сравнительно плохо проводя­
щей среде ( у = 1 0 -6— 10-4 См/м) удельная электропроводность во 
много раз численно больше проницаемости еа ( е а ^ Ю -10 Ф/м), 
поэтому величина т очень мала. Заряд, появившись в проводя­
щей среде, почти мгновенно исчезает. Будем, поэтому, считать, 
что в области V 6 — 0 и div Е = 0 .  Если, кроме того, в этой области 
Vji =  0, то в ней согласно (6.12)ш div Н =  0. Таким образом, для 
области V, в которой1 Естр= 0 ,  V y = 0 ,  V e = 0  и У ц  =  0 си­
стему (6.12) надо заменить системой

1 Очевидно, что последние три условия можно заменить (здесь и в аналогич­
ных местах) менее жесткими условиями: ( E W ) — 0, ( E V e ) = 0 ,  (H V M ')= 0. Кроме 
того, ясно, что в доказательстве отсутствия зарядов  в области V мож но было 
заменить условие Естр =  0 условием d i v E CTP =  0. О днако электромагнитное поле 
обычно определяют там, где Естр= 0 .



I. rot Н = ? Е+Ёа'Е, II. rot E = —ЦаН, (6.31)
III. div H =  0, IV. div E =  0.

Аналогично изложенному в разд. L  § 3 получаем из системы
(6.31)

rot rot H = y rot E +  ea rot E = —уца H—еа|лаН, ro t rot E =
= —}xa ro tH  = —'yjiaE—ea(xaE или согласно (1.80')

.V2H =  K2H + v |x aH, V 2E =  x2E + v j iaE. (6.32)
Эти волновые уравнения отличаются от (6.23) присутствием пер­
вой производной (Н, Е) по времени. Их называют телеграфными 
по аналогии с уравнением, применяемым в теории передачи элек­
тромагнитных сигналов по проводам.

О характере решений уравнений (6.32) будет сказано в конце 
разд. III.

II. Квазистационарное поле. Обратимся к уравнениям (6.28) 
и (6.29) и допустим, что скорость изменения электромагнитного 
поля во времени и удельное сопротивление среды достаточно ма­
лы для того, чтобы пренебречь слагаемым jCM= D = e aE сравни­
тельно с величиной j. Тогда получим вместо первых уравнений 
систем (6.12) и (6.31) уравнения

rot Н =  у Е + у Е стр и r o t H=YE.  (6.33)
Электромагнитное поле, удовлетворяющее системе (6.12) с заме­
ной первого уравнения уравнением (6.33) ь т. е. с удалением сла­
гаемого D из (6.12)i, будем называть к в а з и с т а ци  о н а р н ы м 
(поле в квазистационарном приближении или случае, квазиста- 
ционарный процесс, квазистационарный ток).

В области, в которой среда однородна и нет сторонних сил 
(V y =  0, V e = 0 ,  V (i =  0, Естр =  0), квазистационарное поле удов­
летворяет системе (6.31) без слагаемого еа Е в первом уравнении. 
Вместо (6.32) получаем для квазистационарного поля у р а в н е ­
н и я  т е п л о п р о в о д н о с т и

V 2H = W a H, V 2E =  W aE. (6.34)
Такие уравнения применяются в теории теплопередачи, обуслов­
ленной теплопроводностью среды.

III. Затухание. Д ля выяснения характера квазистационарного 
поля, удовлетворяющего уравнениям (6.34), обратимся опять к 
полю 1)(г, /) (см. разд. II, § 3) и рассмотрим уравнение

Э —  (6 -35>
Подстановкой можно убедиться, что этому уравнению удовлетво­
ряет функция г} (г, /),  экспоненциально затухающая с увеличе­
нием г:

т> (г, t) =  J L -  exp ~  (t >  0), (6.35')

где С — множитель, зависящий от условий задачи 
280



Таким  образом, первой производной по времени в уравнении
(6.35) соответствует затухание поля г| с увеличением г, между 
тем к а к  вторая производная по времени в уравнении (6.24) соглас­
но изложенному в § 3 определяет распространение поля по на­
правлению г. Поэтому, возвращаясь к уравнению (6.32), можно 
считать, что решением уравнения

-57*-=** дТГ +  Т^а Ж  (6.36)
является  поле г], распространяющееся по направлению z  с экспо- 
ненцнальным затуханием.

IV .  Дополнения к § 4. 1. Перейти от телеграфных уравнений
(6.32) и (6.36) к уравнениям теплопроводности (6.34), (6.35) 
можно, формально положив и — 0, чему согласно (6.26) соответст­
вует v = оо, В этом отражается особенность уравнения (6.34) — 
оно н е  учитывает ограниченность скорости распространения поля.

2. Уравнение (6.33) i не отличается от уравнения (6.1) ь Сле­
довательно, в квазистационарном случае магнитное поле токов 
определяется формулами, полученными в пятой главе для стацио­
нарного  случая (для постоянного тока), причем для каждого 
мгновения надо в эти формулы подставлять значения сил и плот­
ностей токов, соответствующие тому же мгновению (без запазды ­
ва н и я ) .

3. Электрическое поле Е в квазистационарном случае соглас­
но второму уравнению Максвелла отличается от квазипостоянно- 
гЪ п о л я  вихревым слагаемым Еэми, возникающим вследствие 
электромагнитной индукции. Под влиянием поля Еэми в проводя­
щей сгреде возникают электрические токи с плотностью j3MI1= v E 3M“.

4. Поле jnMH создает во всем пространстве свое магнитное по­
ле, прибавляющееся к полю произвольно заданных токов. Следо­
вательно, осложнение электрической составляющей квазистацио­
нарно го электромагнитного поля влечет за собой осложнения его 
магни тной составляющей.

5. Для того чтобы электромагнитное поле можно было счи­
тать квазистационарным, оно должно удовлетворять трем услови­
ям квазистационарпости.

П ерв ое  условие — медленность изменения поля и достаточная 
электропроводность среды. Оно было положено в основу опреде­
ления квазистационарности поля (малость слагаемого D сравни­
тельно с у в первом уравнении Максвелла).

Второе условие — замкнутость токов. Это условие следует из 
уравнения (б.ЗЗУь так как d i v r o t H =  0 и, следовательно, div j =  0. 
О днако  почти замкнутые токи не нарушают этого условия; их 
м ож но  считать замкнутыми, исключив из рассмотрения малые 
области, занятые разрывами таких цепей.

Т ретье  условие состоит в том, что размеры области простран­
ства, содерж ащ ей токи, создающие магнитное поле, и точки н а ­
блюдения этого поля должны ,быть не слишком велики во избе­
жание заметного запаздывания изменений магнитного поля в 
точках: области относительно возбудителей этого поля (вопреки



сказанному в замечании 2) и связанной с этим несинхронности 
изменения электромагнитного поля в разных точках области. Од­
нако остается несинхронность, связанная с различием зависимо­
сти от времени поля В и его производной В.

6. Условие / СМ<С/, очевидно, выполнимо только в проводящей 
среде, а магнитное поле в какой-либо точке пространства созда­
ют токи I  и / см, находящиеся где бы то ни было. Поле Н в про­
извольно взятой точке состоит из трех слагаемых: Н ' ,  Н", Н'", 
порождаемых соответственно токами проводимости, располож ен­
ными в проводящей среде, токами смещения, расположенными 
там же, и токами смещения, расположенными в непроводящей 
среде. В квазистационарном приближении допустимо пренебречь 
только вторым из этих слагаемых. Что же касается третьего сла­
гаемого, то его относительный вклад может оказаться значитель­
ным. Это надо иметь в виду при изучении электромагнитного по­
ля в присутствии не проводящей или плохо проводящей среды.

§ 5. Э Л Е К Т РО Д И Н А М И Ч Е С К И Е  П ОТЕНЦИАЛЫ

В предыдущих четырех главах мы изучали вектор ные поля, 
не имеющие задаваемых вихрей или источников. Для к аждого из 
таких полей было удобно перейти от описывающих е г о  векторов 
к потенциалу: скалярному или векторному, В этой -глазе мы изу­
чаем векторное поле В, Н, Е, D, задаваемое источниками и вих­
рями. Оказывается, что для такого, более сложного п о л я  также 
можно и целесообразно ввести потенциалы, через которые выра­
жаются векторы, описывающие поле. Так же как и для менее 
сложных полей, переход к потенциалам удобен при изучении элек­
тромагнитного поля (см., например, разд. III) и при выполнении 
его расчетов — при решении прямых задач теории электромагнит­
ного поля (см. главу седьмую).

I. Потенциалы электромагнитного поля. Вернемся к системе
(6.12), определяющей электромагнитное поле в общем случае. Из
(6.12)ш согласно (1.74') следует, что B =  rotA . Под,ставив это 
выражение для В в уравнение (6.12) п, получаем rot Е  =  —rot А, 
т. е. r o t ( E + A ) = 0 ,  откуда в соответствии с (1.62) Е + А  =  
=  —grad U. Таким образом, векторы В и Е вы раж аю тся через 
некоторые функции А и U

B =  ro tA , Е — —А—g r a d t / .  (6.37)
Эти функции называют э л е к т р о д и н а м и ч е с к и м и  п о т е н ­
ц и а л а м и :  векторным и скалярным.

Нетрудно убедиться в том, что если А0 и Ua — электродинами­
ческие потенциалы некоторого электромагнитного п о л я  В, Е, то 
его потенциалами являются также функции

A = A 0+ V r  и U = U 0— t ,  (6.38)
где Т — произвольный скаляр (функция а и t).

II. Уравнение Д алам бера. Допустим, что в области V, в кото­
рой изучаем поле, V e = 0  и \7ц, =  0. Согласно (6.12) i.iv имеем
282



равенства rot B =  (j,aj+Haea Е ,div Е =  —  8Свб, а после подстановки
еа

(6.37), (6.23) в эти равенства:

( V ( V A ) ) -  V 2A =  H a j - K 2A - * V t > .  ( V A ) +  у г̂  =  - 4 - 3свб-

Таким образом, мы получили для потенциалов А и U уравнения 

V 2А — к2А  =  — p.aj —(- grad (di v A +  x 2U), XJ*U +  di v A =  

^ - f -Ч аб . (6.39)

В этих уравнениях потенциалы А и U не разделены, но равенст­
вами (6.37) потенциалы А и U, как уже было отмечено, опреде­
ляются не полностью. Это позволяет нам дополнить равенства
(6.37) некоторым условием, ограничивающим многозначность по­
тенциалов А и U, «нормировать» их. Д ля  этого применяют к а ­
л и б р о в о ч н о е  у р а в н е н и е ,  подбираемое так, чтобы привести 
уравнения электродинамических потенциалов к удобному виду. 
П олож ив в данном случае

div А =  —k2U. (6.40)

получим вместо (6.39) волновые у р а в н е н и я  Д а л а м б е р а

V zА — хгА =  — fxaj , вб, • (6.41)
fca

д2
или, пользуясь оператором Д аламбера Ц]’ =  V 2

□  2А =  — М-аJ . П 2̂  =  - - Г - 8 свб- (6 '41')еа

Калибровка потенциалов отражается на уравнениях для них
и, следовательно, на выражениях А и U, получаемых в результа­
те решения этих уравнений, но не на решениях В и Е системы 
(6. 12).

Д л я  области V, в которой не только V e = 0  и V |i, =  0, но та к ­
же j =  0 и 6 свб  =  0, получаем вместо (6.41) однородные уравнения

V 2A = x 2A, V 2U = k2U, (6.41")

соответствующие системе уравнений (6.22). Они аналогичны полу­
ченным из этой ж е  системы уравнениям (6.23) для Н и Е.

III. Запаздывающие потенциалы. Допустим, что в неограни­
ченной однородной среде электромагнитное поле создают точечные 
за р яд ы  и линейные токи. Определим электродинамические потен­
циалы там, где нет зарядов и токов. Каждому заряду eq СВб , н а ­
ходящемуся в точке q, соответствует потенциал U, обладающий 
сферической симметрией относительно точки q. Возьмем систе-
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му координат R, 0, ф с центром в этой точке. Тогда U(a, t) =  
=  U(R, t) и уравнение (6.41) 2 согласно (1.66") примет вид

dR2 ~  R dR
Можно убедиться в том, что этому уравнению удовлетворяете / f _ v/?)

функция U (R, t) — -t— - ------- > где f — произвольная, дважды  диф­

ференцируемая по R и t функция аргумента V = t  — xR. При R —<-0 
f ( t)U(R, t)—*~  ■. Чтобы в соответствии с (3 .38 ') ,"иметь для

постоянного поля U (R) — ■ положим f (t') =  eqCB6(t')/(4%ea). Та­

ким образом, U(R, t) = e qcB6(t') (4m aR)~\ т. e. U(a, i) =
— eq свб(^) (4яеа^ да )-1, так  как  R =  Lqa. Аналогичное выражение 
получаем для векторного потенциала А, соответствующего эле­
менту / й\д. Из уравнения (6.41) i в согласии с (5.53") получаем 
A (a, t) = ц а1 dlq(t') (4яЬда)~1. Переходя от точечных возбудителей 
ед и / d l9 к объемным элементам зарядов и токов и интегрируя 
по всему пространству, получаем запаздывающие потенциалы

') =  !*. О (а. /) =  ■ !  f  dV. (6 .41'")
V V

Согласно (6.41"') потенциалы A (a, t) и U (a, t) определяются 
значениями, которые имели j и б Свб в точках q в момент f . Та­
ким образом, значения потенциалов получаются в точке а с опо­
зданиями At =  t—t'=ycLqa, тем более заметными, чем больше рас­
стояния от точек q до точки а.

Определяемые формулами (6 .4Г") электродинамические по­
тенциалы следует рассматривать как решения уравнений Д алам - 
бера (6.41), аналогичные решениям (5.53") и (3.38') уравнения 
Пуассона (5 .52)з и (3 .37)3 (см. конец § 8 главы второй). Фор­
мулы (6 .4Г") выражаю т связь между фактическими распределе­
ниями (в пространстве и времени) потенциалов электромагнит­
ного поля и его возбудителей. Но для того чтобы рассчитать по 
этим формулам потенциалы А и U, надо было бы зн ать  поля 
j (q, t) и 6 СВб(<7, 0 -  М еж ду тем в непроводящей среде j = 0 ,  а в 
проводящей среде бСВб и j зависят от электромагнитного поля. 
Но часть возбудителей электромагнитного поля обычно задается 
вне зависимости от этого поля — это сторонние токи и заряды ,
о которых пойдет речь ниже.

IV. Сторонние возбудители поля. Сторонними будем называть 
возбудители электромагнитного поля, задаваемые произвольно. 
В предыдущих главах  встречались такие возбудители, например 
заряды  еСВб в непроводящей среде (глава третья ) ;  в пятой главе 
считались известными все токи.

Пусть /—проводящая, изолированная от окружающей проводя­
щей среды, линия. Включив в нее генератор переменного тока, 
можно создать в ней сторонний ток желаемой силы /стр. Соот­



ветствующую совокупность таких токов элементарной силы 
d lCTP можно формально заменить сторонним объемным током 
/стр с плотностью j CTp. Наряду с таким током имеем ток /зав (за ­
висящий от поля и среды), обусловленный электропроводностью 
среды и действующим в ней электрическим полем, подлежащим 
определению. В результате получаем ток с плотностью j = j 3 a B +  

+ j CTp, где j 3aB— плотность тока /зав. Ток /ьав т а к ж е  называют 
током проводимости (и применяют обозначения /пр и j„p). Но 
этот термин мы, следуя традиции, применили в другом смысле.

На концах незамкнутой линии /i2 с током /стр возникают з а ­
ряды естр. Если в окружающей среде у —0, то естр= е Свб, причем 
в соответствии .с (4 .20 ')1 естр__)_/стр g  общем случае будем 
иметь свободные заряды езав и есгр (с плотностями б з а в и бстр) ,  
соответствующие токам /зав и /стр и связанные с ними соотно­
шениями 2

d i v j saB =  div j CTP =  — 5стр,
(6.42)

S Iu — — е V  /стр =  — естрк  зав <?зав’ * Я ’
к к

аналогичными соотношениям (4 .5), (4.20').
Таким образом, в первое и четвертое уравнения М аксвелла 

следует подставить

j = j 3 a B + j C T p ,  6свб=6зав+ 6 стр, (6 .42 ')

где величины в правых частях связаны соотношениями
(6.42),,2.

Сравнивая (6.42') i с (4.32), получаем

j3aB =  YE. j CTp= v E CTp. (6.42")
Но при введении поля Естр (в главе четвертой) было важно 
только то, что оно отличается от кулонова поля и поэтому может 
быть направлено против него. Что же касается поля j CTp, то его 
отличительным признаком является произвольность его задания. 
При этом природа сил, заставляющих заряды двигаться , нас не 
интересует; поля j 3aB и j CTp могут быть порождены силами одной 
и той же природы (Еэми).

1 Д л я  простоты отвлекаемся здесь от распределения по линии 112 источников 
поля j CM. Д ля допустимости такого пренебрежения можно вообразить, что на 
концах разомкнутой цепи мы имеем емкости, достаточно большие по сравнению 
с емкостью линии /12. В частности, заменяя электрический диполь элементом Idl 
линейного тока (см . § 3 главы седьмой), следует мысленно дополнить этот эле­
мент двум я идеально проводящими шаровыми электродами (аналог вибратора 
Герца).

2 Индекс при е зав (и бзав) указы вает  на связь этой части свободных зар я ­
дов с током /зав. Помимо зарядов естР и е3ав в среде могут быть связанные 
заряды  е Свэ> зависимые от электрического поля и свойств среды (см. главу  
третью ).



За исключением случаев стороннего поля в земле, о котором 
шла речь во вступлении к § 6 главы четвертой, нас обычно не 
интересуют отдельно взятые сомножители произведения уЬ стр=  
=  j CTP или S ‘crpR~i =  Ic'rp, а случай зависимости Естр от Е (вы­
званная поляризация) здесь не рассматривается. Таким обра­
зом, в формулах (6.42") отличие поля Е от поля Естр состоит в 
том, что первое из, них подлежит определению, а второе, умно­
женное на у, является заданной функцией.

V. Телеграфные уравнения для электродинамических потен­
циалов. Выведем уравнения для потенциалов А и U в области V, 
в которой среда однородна ( V y  = 0, V e = 0 , Уц =  0). Из 
(6.12) I,iv получаем при этих условиях

rot В — хгЕ — }л.ауЕ =  p.aj CTP, di v Е =  а°ч6 , (6.43)
Еа

где бсвб^б^р+бзав. Согласно (6.37) и (1.80') из (6.43) имеем
(V (V A ))  — V2A + x 2A + x 2V {У+рауА-г цау V£/=|xaj CTp, т. е.

V2A —х2А—р ауА = —ixaj CTp-f-grad (V A + x2L,+ p a 7 ^ ) ,  (6.43') 
а из (6 .43)2

V 2t/ +  d i v A = - - ^ 8 CB5. (6.43” )
fca

Принимая нормирование
div А = —х2£/—ЦауС/, (6.44)

приводим уравнения (6.43') и (6.43") к удобному виду

V 2A - x aA - tVfA =  - (* J CTP, - % ги  - ц ау{ / =  ~ 8саб-- (6.45)
е а

Д л я  области V, в которой j CTp= 0  и бСвб=0, получаем одно­
родные уравнения

V2A—х2А—ц,ауА = 0 , V2U—y?U —цауС/=0, (6.46)
аналогичные уравнениям (6.32) для Н и Е.

Д л я  квазистационарного случая удаляем из (6.43) i слагае­
мое —х2Е, вследствие чего из уравнения (6.43') выпадают сла­
гаемые —к2А и y?U. Поэтому при нормировании d iv A = —paYU 
имеем вместо (6.45) и (6.46) уравнения

V 2A — (хау А =  — M'aj CTP, V * C / - ^  =  J r i 8 c-5. (6 -45')
fca

V2A—paTA =  0, V2£/—цат£/=б. (6.46')
IV. Замечания. 1. Описанный выше способ введения электро­

динамических потенциалов не является единственным. Часто це­
лесообразно применять другие потенциалы, по-иному связанные 
с электромагнитным полем и иначе нормированные. Об этом см. 
§ 2 главы  седьмой.

2. Однородные (т. е. без функций возбуждения) уравнения 
(6 .41"),  (6 .46), (6.46') и соответствующие им (автономные) си- 

286



стемы вида (6.22) справедливые 
там, где нет возбудителей поля,не­
зависимых от него, не являются пол­
ными и недостаточны для опре­
деления электромагнитного поля. Mi 
Эта неполнота компенсируется в той 
или иной мере некоторыми сведе­
ниями о возбудителях поля или 
условиями, заменяющими такие 
сведения. Так, например, в разд. II,
§ 3 было задано, что поле лежит 
в плоскости 2 = const и не зависит 
от х и у. Более полные выражения 
для Н и Е должны удовлетворять 
системе (6.12) и соответствующим 
ей уравнениям (6.41), (6.45) или 
(6 .45 ') .

3. Полагая (формально) х —0 в 
(6 .46) , т. е. отбрасывая слагаемые

Рис. 55. Графики колебаний ком ­
понент векторов Е, j, jCM по на­
правлению I

уравнениях (6.41), (6 .45), 
—k2U, —х2А, мы согласно

(6.26) должны считать у= о о , что равносильно допущению син­
хронности изменений поля и его возбудителей.

4. С другой стороны, времена, необходимые для распростране­
ния поля от его возбудителей до очень близких к ним точек на­
блюдения, так  малы, что поле этих возбудителей в их ближай­

ших окрестностях должно удовлетворять уравнениям электро­
динамических потенциалов без слагаемых со второй производной 
по времени.

5. Точечные заряды и линейные токи образуют в электромаг­
нитном поле особые точки и линии. Из сказанного в замечании 4 
следует, что у  таких точек и линий должны выполняться такие 
ж!е условия, как  в квазистационарном электромагнитном поле.

§ 6. ГАРМОНИЧЕСКИ МЕНЯЮЩЕЕСЯ ПОЛЕ

Поле, меняющееся со временем синусоидально, т. е. по зако ­
ну синуса или косинуса, называют г а р м о н и ч е с к и  м е н я ю ­
щ и м с я .  Величина Р=/, U, Ех, Ну, Аг, . . . ,  характеризующая т а ­
кое поле, совершает гармонические колебания \

I. Скалярное поле. Будем считать, что скалярное поле 
р (а , t) = р 0(а) cos Ф(а, t) , где Ро(а) — а м п л и т у д а  в е л и ч и н ы

1 В  дальнейшем в этой и следующей главах  гармонически меняющимся полям 
будет уделено основное внимание. Объясняется это не только широким приме­
нением этого вида переменных электромагнитных полей для исследования недр. 
Разложение в ряд  Фурье позволяет нам представить любое периодически меняю­
щееся поле совокупностью гармонически меняющихся полей, а в более общем 
случае можно воспользоваться интегралом Фурье. Таким образом, закономерно­
сти гармонически меняющихся электромагнитных полей и результаты  их расче­
тов д л я  различных условий имеют общее значение (подробнее см. [4 ] , с. 227 ).

И ногда гармонически меняющееся электромагнитное поле называют стацио­
нарным (установивш имся). В этой книге стационарными называю тся постоянное 
электрическое поле в проводящей среде и магнитное поле постоянного тока.



III. Векторное поле. Перейдем к комплексному представле­
нию векторного поля N=2N*=ElfcyV* (&=1, 2, 3) с компонен­
тами Nk, меняющимися во времени гармонически: =
— Nko cos(â -}-<f>fe). В соответствии с (6.48) — (6.49')

(6.50)
Nk =  Re Nk, Nk = N ko exp [—i (erf +  ?*)] =  Nkf exp ( -w r f) ,

^ * . = ^ * , exP (-*?*)>

где A^, tfk, — амплитуда, начальная фаза и комплексная ампли­
туда компоненты Nk соответственно.

ч/ ^  V*
Векторы N* =  \kNk и NAo =  1 kNk — комплексные:
ч/ -_ —
Nft =  Re +  ilm Nft =  1 kNk<> [cos (erf -f- <?k) -  i sin (orf +  ?*)].

(6.50')
4/ «w» V

Nft0 =  ReN*0 +  ‘ ImN*„ =  1 A ,  (cos cpk -  i sin f k),

где ReNft= N ft, ImNft) ReNto, ImNft — вещественные векторы по 

координатному направлению lk. Из них ReNA , ImN  ̂ — постоянные

(во времени) векторы, a Re N*, Im N*— векторы, меняющееся 
во времени. Их концы совершают гармонические колебания вдоль 
прямой, касательной к координатной линии /* в точке наблюде­

н и я  а.
Согласно (6.50), (6.50')
N =  ReN =  2  Re NA> где N==IN* =  S1*N* (Л =  1, 2, 3); (6.50") 

N =  N0 exp (—iwt), N0 =  S l ANAoexp (—г<рй) (k — l, 2, 3). (6.51) 

Векторы N и N0 — комплексные:
N =  R eN -H Im N , N0 =  ReN0- f  i lm  N0, (6.51')

4—' V  4/ 'w'
где R eN = N , Im N, Re N0, Im N0 — действительные векторы, при­
чем

ReN0 =  HlkNki> cos cpft, ImN0 =  - 2 1 ft̂ osincpft. (6.52)
Зависимость поля N от точки а может быть выражена черезч

комплексный вектор N0. Действительно, согласно (6.50") (6 51),
(6.52)

N =  ReN =  E lkNk cos (wt -j- <pft) =  ReN0 cos wt -f- ImN0 sin arf =

=  ReN„ cos wt -f- ImN0 cos (w t-----^ . (6.52')

В общем случае тангенсы углов Фь Ф2, фз имеют различные 
значения и, следовательно, согласно (6.52) векторы Re N0 и 
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Im N 0—не коллинеарны. Поэтому в соответствии с (6.52') век­
тор N есть сумма двух неколлинеарных линейно поляризован­
ных действительных векторов, концы которых совершают гармо­
нические колебания со сдвигом фаз, равным я/2. Следовательно, 
в общем случае вектор N поляризован эллиптически; его конец 
описывает эллипс с центром в его начале (см. разд. V § 1).

Если t g ф!=tg<p2=tg<p3, то согласно (6.52) векторы Re N0 и
Im N 0 коллинеарны и, следовательно, вектор N поляризован ли­
нейно. Полагая в этом случае ф1= ф 2=фз=флг (разность, равную 
я, м е ж д у  углами ф* можно устранить изменением направлений 
положительного отсчета соответствующих координат £*), имеем

=  № exp ReN„ =  № cos <pN, ImN, =  — № sin <?Nf
=  (6.53)

lSJ =  N°exp(—i(oaf+фдг)), N=N°cos (ш/+фл') > (6.53')
где № — вещественный вектор. Конец вектора N перемещается 
по прямой (на которой лежит вектор №) и описывает ее отрезок 
с длиной 2N0 и с центром в начале вектора № (в точке наблю­
дение а).

П олагая  в дальнейшем

R е  р=/, б, U, Nk, . . ,  Re N=E, Н, D, В, А , . . . ,
б удем  пользоваться формулами дифференцирования, соответст- 
вуюнцими выражениям (6.49'), (6.51) i. В частности,

О ч/ С> V» ”s'''
N =  — (ш N0 exp (—rn t)  — — к» N, N == — <osN„ exp (-Ш )  =  — o>2N

(6.54)

ro t  N =  rot N0 e\p (-Ы ),  d iv N =  d\vN„ exp (—rnt).
IV .  Система уравнений поля. Подставив выражения вида 

(6 .4 9 ' ) ,  (6.51) 1 в уравнения (6 .12), (6.13) и взяв производные 
по вр емени, получим систему уравнений гармонически меняюще­
гося то л я :

I. rot Н =  уЕ -  b s aE - f j CTP, И. ro tE  =  im{ia H,
(6.55)

111. d iv В =  0, IV. d i v D =  8CB6,

где в соответствии с (6-4), (6 .42"), j CM= —/соеаЕ, j CTP=YECTP.
И з  (6.55) I для  непроводящей среды получаем согласно (6.22) i

rot Н =  — гшеа Е, (6.55')
а д л я  квазистационарного поля — уравнение (6.33) ь в котором 
м ож ем  поменять Н и j на Н и j соответственно.
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Д ля области V, в которой Естр= 0 , уравнение (6-55) i прини­
мает вид

rot Н =  j -f- j CM == (Y — iwea) E =  — I<be'a E> (6.55” )
где

e'a = e»s'. a s' — e ( l + ^ )  t6 -56*

— к о м п л е к с н а я  д и э л е к т р и ч е с к а я  п р о н и ц а е м о с т ь .  
Сравнивая (6.55") с (6 .55 ') ,  видим, что влияние проводимости 
среды на электромагнитное поле можно учесть заменой параметра 
8 комплексным параметром е '1.

Согласно (6.55") компонента вектора j CM по некоторому на­
правлению / определяется формулой /см;= — i(oeaEi=  
= (оеа£гехр (—/я/2).

В соответствии с (6.50) El =  El exp (—i f Ê ) exp ( —mt),

j™ = ( 0Sa£ ,0exp J - i  е х р ( - Ы ) ,

T- e - fjCM ?£, +  " Г .

<f>E и <P(CM -  начальные фазы величин £, и jCM.
1 ч

где

Следовательно, компонента /смг опережает компоненту Ei (и 
ji) по фазе на угол я/2 (рис. 55). Соотношение м е ж д у  величи­
нами усм; и ji= yE t можно характеризовать отношением их ам ­
плитуд2.

а =  С / ^ = ^ = “>еаР- <6 -57)

Поэтому первое условие квазистационарности (см. р азд . IV, § 4) 
для  области V в случае гармонически меняющегося поля при­
нимает вид: а«С 1.

Из (6.32) получаем для поля в однородной среде при бСвб=0 
и Естр= 0  уравнения

V2H-(- (a>2ea)ia+ttt>YHa) Н = 0, V2E+ (ю^аЦа+^У^а) Е = 0 -  (6.58)

1 Иногда вводят к о м п л е к с н у ю  э л е к т р о п р о в о д н о с т ь  у' =  
(  1Ь)еа \=  f  I 1 — —- — I ; то гда уравнение (6 .5 5 ” ) принимает вид rot Н =  f 'E .

1 у
2 Величину «= —- -  х= tg  4 называют т а н г е н с о м  у г л а  п о т е р ь  Д.



Полагая в (6.58) v = 0 , имеем в соответствии с (6.23) i,2 для  
поля в однородной непроводящей среде при 6Свб= 0 уравнения

У 2Н+ш2еаИаН=0, у 2Е+<о2еацаЕ'=0. (658 ')
Считая а<С1, получаем из (6.58) для квазистационарного по­

ля в  однородной среде при Естр= 0  уравнения

V 2H+'iwvHaH=0, V2E+i(DVHaE=0, (6.58")
соответствующие уравнениям (6.34).

Уравнения вида (6.58) — (6.58") называются у р а в н е н и я м и  
Г е л ь м г о л ь ц а .

Согласно (6.49'), (6.51) ь (6.54) временной фактор е х р (—Ш) 
входит в виде множителя во все члены уравнений (6.55) — (6 .55"), 
(6-58) — (6.58"). Следовательно, во всех этих уравнениях^ можно.
(сократив множитель ехр(—iat)) заменить величины (3, N ампли­
тудными величинами Ро, N0-

V. Волновое число. Введя обозначение
fe2=(o2eaHa+iO)YM-a=fO)^a(v—1юеа) =(о2Цае/а=со2х/2, (6.59):

где ‘х'2= ц ае'а, получаем вместо (6.58)

V 2H+fe2H = 0, V2E+£2E==0, (6.60)
здесь k — к о м п л е к с н о е  в о л н о в о е  ч и с л о  (см. разд. V I) .  
Из уравнений (6.60) следует, что в однородной области V, в ко­
торой отсутствуют произвольно задаваемые возбудители поля, 
зависимость электромагнитного поля от v, е, ц и ко сводится к  
его зависимости от волнового числа к.

Положим
k = a + ib ,  (6-59')

где а и Ь— действительные величины. Из (6.59') следует, что. 
k2=  (a2—b2)-sri2ab. Сопоставляя это равенство с (6 .59), получаем, 
систему уравнений для а и Ь:

а2—Ь2= со2еаца, 2ab=&y\ia- (6 .59")
Считая а )> 0 ,  имеем 0 < - ^ - < 1 .  Следовательно, возможные

значения числа k лежат в первом или третьем квадрантах ком­
плексной плоскости. Условимся считать, что число k лежит в; 
первом квадранте, т. е. величины а и Ь — неотрицательные. При 
этом система (6.59") имеет решение:

a  =  а- / 1 / Н ^ + «  =  т } Л !£ »  j / l  +  i + 1 .

(6.61)

Ь==У ^ . у Г =  y V l  +  i -  Ь

где в  соответствии с (6.57) а=а>еа/у, а корни — арифметические. 
При to=0 а = Ь = 0, т. е. k= 0.



Действительная часть (а) и коэффициент (Ь) при мнимой час­
ти волнового числа соответственно называются ф а з о в о й  п о ­
с т о я н н о й  (коэффициентом фазы) и к о э ф ф и ц и е н т о м  з а ­
т у х а н и я  (поглощения). Физический смысл этих величин будет 
пояснен в разд. VI.

В непроводящей среде (v = 0 ,  а= оо )

а = и> У ea|Aa , b =  О, k1 — to2sap.a =  со'х2 =  а 2 (6.61')

в соответствии с (6 .58'). Из (6.61)2 следует, что при а » 1

Д л я  квазистационарного поля, полагая в (6.61) а < 1 ,  полу­
чаем

а =  Ь =  у Г- ^ - = У ~ ^ - ,  k̂  =  i ^ a (6.61")

в соответствии с (6.58").
VI. Плоская волна в однородной среде. Д л я  выяснения х а ­

рактера решений уравнений (6,58) — (6.58"), (6.60) применим их 
к введенному в разд. II, § 3 полю ц{г, t). Считая r|(z, /) =
= R e r i ( 2 , t), г] (г, /)=r|o(z)exp (—/со/), получаем согласно (6.36), 
( 6 .60)

J j r + Al4 =  0 или - 0 + (o2M-ae'a1l =  0 - (6 -62)

^Этому уравнению удовлетворяет поле r\(z, t) =
= r i  (0 ,0 )exp [—/((of—kz) ]  = r i  (0, 0)exp [—/(ш/—az)] exp(—bz). 

Тогда для действительной величины x\(z, t) получаем
1] ( г ,  t) = Л о  (0) exp (—bz) cos [<p (0) +co/—az\. (6.63)
Уравнению (6.62) удовлетворяет также комплексная ампли­

туда

Ло (г) =г|о (0) exp (ikz) — ri0 (0) exp (гаг) exp {—bz) , (6.63')
где в соответствии с (6.49)

Ло (0) =т)о (0) ехр [—/ф (0) ] ,  г1о (г )= г 1о (г )ехр [—/ф(г)], (6.63")
a 110(2 ) ,  110(0 ) ,  ф (г ) ,  Ф(0) —  (действительные) ам п ли ту ды  и н а­
ч альн ы е фазы поля  т) в плоскости с произвольным значением ко­
о р ди н аты  Z И В ПЛОСКОСТИ 2 = 0 .

Согласно (6.63)

прн i\(z-\-Az, t-\-At) =  т](г, /)ехр( —bAz). (6.64)

Следовательно, (6.63) является выражением плоской гармо­
нической волны, распространяющейся по направлению z со ско­
ростью v=Az/At—(a/a и затухающей экспоненциально с показа­
телем —bz. За период Т поле распространяется на длину волны 
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X=vT, т. e. приращения Дг=Х и Дt= T  удовлетворяют условию

=  - -  =  v. Таким образом, в соответствии с (6.64)

а  =  —  =  я =  =  ^  =  H  (6.65)а а ' а а '

Согласно (6.65) 1, (6.61) i скорость v в общем случае зависит 
от ластоты — ч а с т о т н а я д и с п е р с и я .

Подстановкой в (6.63) легко убедиться, что
■>1 (2 , t+T)=x\(z, t), (6.64')
Т1 (2+Я., 0 = Л ( г ,  t )e x p ( -b l) .  (6.64")
Первое из этих равенств выражает временную периодичность 

поля л (г, t) в плоскости z= const ,  а второе — мгновенное рас­
пределение этого поля в пространстве 
(по оси z) в момент t. Волнообразные 
кривые, изображающие это распределе­
ние для моментов t\ и t2 =t\-\-T j А, пока­
зан ы  на рис. 56. Придавая t всевозмож­
ные значения, получаем (в плоскости
2 , т|) семейство кривых r|(z, t) с пара­
метром t. Построим огибающую этого 
семейства, для чего исключим из урав­
нения (6.63) параметр семейства t, 
пользуясь условием т )= 0  (обращение в 
нуль производной по параметру). Из 
этого условия имеем sin[(p(0)+co/—
—az\ — 0, т. е. cos[cp(0)+w/—a z ] = ± l .
Таким  образом, получаем уравнение оги­
бающей: Т1огб=±г)о(0)ехр (—bz) . Э т о -  
уравнение показанной пунктиром на 
рис. 56 пары кривых, являющихся гео­
метрическим местом экстремальных то­
чек всех кривых семейства.

Д л я  любых двух значений Z\ и z2 координаты z имеем со­
гласно (6.63') — (6.63")

^ ig l^ e x p  [6 (г, — г,]. ? (2.) -  <р (г,) =  а (г, — г,). (6.66)

Форсмулы (6.63) — (6.66) позволяют выяснить физический смысл 
величин а  и & в (6-59').

Ф азо вая  постоянная а в соответствии с (6 .66)2, (6 .65)г опре­
деляет  интенсивность изменения фазы с расстоянием и длину X 
плоской гармонической волны. На отрезке 2я  метров (взятом по 
направлению распространения поля) укладывается 2 я/Х=а волн. 
Чем больше величина а, тем короче длина волны X.

Коэффициент затухания Ь в соответствии с (6 .63), (6 .64), 
(6 .64") определяет быстроту затухания поля с расстоянием. Со­
гласно (6.66) 1  затухание можно охарактеризовать интенсивностью
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Рис. 56. Распределение по­
ля Т1 по оси z в моменты 
времени: t =  t\ и <=^2=* 
= /i+A/.
П унктиром показан ы  огибаю ­
щие кривы е



уменьшения амплитуды плоской гармонической волны по направ­
лению ее распространения. Чем большие величина Ь, тем быстрее 
убывает по этому направлению амплитуда поля. П олагая  в 
(6.66) 1 расстояние г 2—jzi равным единице длины или длине вол­
ны К или ж е l /Ь, получаем формулы

dex — expb, dx =  exp (6.66')

Первые две формулы определяют затухания deд на единицу 
длины и d\ на интервале, равном длине волны, а третья — г л у ­
б и н у  п р о н и к н о в е н и я  б, равную расстоянию, на котором 
амплитуда поля уменьшается в е раз. Д ля характеристики зату ­
хания пользуются такж е логарифмическим декрементом

Ind^ — Ь или I n =  2-к — =  яб. (6.66")

Уменьшению амплитуды в е раз дано название не  пе р .  Согласно 
(6.66") 1 коэффициент затухания b равен числу неперов на рас­
стоянии, равном единице длины-

Рассмотрим на примере плоской волны некоторые особенно­
сти, присущие электромагнитному полю для двух случаев  — в не­
проводящей среде ( y = 0 )  и  в  квазистационарном случае  (а<С1).

При y = 0  Ь—0 и волновое число k является действительной 
величиной, равной фазовой постоянной а-. Следовательно, соглас­
но (6 .65)2 2я/Л=&, т. е. число волн, укладывающихся н а  отрезке 
2 я  метров, равно k. Поэтому параметр k называется в о л н о в ы м  
ч и с л о м .  Согласно (6.61') вместо (6.64), (6 .65 )ь (6.65)2 полу­
чаем (6 .25 ') , (6.26), (6.27), а вместо (6.66) ь (6.66') 2,  (6.66') 3 
имеем

г|0(2 ) = co nst ,  d*=0, 6 =  00. (6.67)
Из (6 .67), (6.26) следует, что в непроводящей среде электро­

магнитная волна не затухает, а скорость ее распространения не 
зависит от частоты, т. е. нет частотной дисперсии-

Д ля квазистационарного поля согласно (6.61") вместо (6.65) ь 
(6 .65)2, (6.66) 1, (6 .66 ')2, (6 .66 ')з получаем соответственно

V==V i t '  Я =  ^  ’ К (^)/Чо(2'2) ] = е х р [ / ^  (zt -z ,) ] .

(6 .68)

rf1 =  exp(2it), 8 =  л/ — -—  =  -£-■Л г 4 ' V 'оу а̂ 2л
Из (6 .68), в частности, следует, что при а<^1 на интервале, 

равном длине X плоской волны, ее амплитуда т]о умен ыпается в 
ехр(2л) « 5 3 5  раз.

VII. Дополнительные сведения о плоской гармонической вол­
не. Здесь и в разд. II, § 3 для однородной области V, в которой 
Естр= 0  и 6Свб= 0, плоское электромагнитное поле мы представ­

ляли полем t](z, t), имея в виду, что Е=1 xEx (z, t) и H==lyHy{z, 
t ) . Мы допускали, что поля Е и Н взаимно ортогональны и что
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они лежат в плоскости z= const ,  в которой их значения не ме­
няются. Покажем на примере гармонически меняющегося поля, 
что эти два допущения, принятые выше произвольно, фактически 
следуют из уравнений Максвелла. Д ля этого будем теперь огра­
ничивать характер электромагнитного поля только тем ', что все 
декартовы компоненты векторов Е и Н не зависят от х м у, т- е. 
Ex= E x{z, t), Ey=Ey(z, t ) , . . .  Согласно (6.51)

H (z ,  * )= H 0(z )exp (—tot), E(z, ^ )= Е 0(.г)ехр(—tot)- (6.69)

П одставляя выражения (6.69) в (6.55"), (6.55) п и пользуясь 
формулой (1.28), получаем уравнения:

I. : (Y -  г®еа) Е

И з (6.69') I и (6.69') п следует, что Ёг= 0 и Йг= 0, а тогда со­
гласно (6.50) 1 Ег= 0 и Нг—0, т. е. каждый из векторов Е и Н 
ортогонален направлению z распространения электромагнитной 
волны. Таким образом, электромагнитная волна — поперечная- 

Допустим теперь, что поле Е линейно поляризовано (см. разд. 
III) и  положим в (6.69')ц в соответствии с (6 .51) i, (6.63')

E = l* i5*= l;c£ o(0)exp{ikz)exp (—tot)- (6.70)

Подставляя =  i.x — \'xikEx в левую часть уравнениядЕ _  t дЕ 
дг * дг

(6.69''),,, получаем

»  т. е. Н =  1 ,Я „.

=  (6 .70-)

Согласно (6.70), (6.70') Е=1 ХЕХ, Н =1 УНУ, т. е. векторы Е и 
Н взаимно ортогональны. vy sy

И з  (6.70') следует, 'что отношение EX/HV= Z  определяется 
выражением >

z = - ^ - = i /  Ю1; а =  (6.71)k V <оеа -(- if г е а

П араметр Z называется и м п е д а н с о м  или в о л н о в ы м  со­
п р о т и в л е н и е м  и полностью определяется частотой а> и элек­
тромагнитными свойствами среды. В общем случае Z — величина 
комплексная. Это связано с тем, что компоненты Ех и Ну могут 
иметь разные начальные фазы, т. е. могут меняться во времени 
несинхронно. В . случаях, когда среда — непроводник или когда

1 Допущ ение о взаимной ортогональности векторов Е и Н выполняется при 
некоторых дополнительных условиях, о которых будет сказано  ниже.



поле можно считать квазистационарным, выражения для Z упро­
щаются:

при Y == 0 Z = y ^ J s a, (6.71')

(6.71")при а «с  1 Z =  jAo|ia//Y==jA»pna exp (—iit/4).

Согласно (6 .7Г) в непроводящей среде величина Z — действи­
тельная и, следовательно, компоненты Ех и Ну меняются со вре­
менем синхронно, а векторы Е, Н и направление распространения 
электромагнитной волны в любой момент времени образует пра­
вовинтовую систему. Из (6 .7Г ') ,  в частности, следует, что в ква ­
зистационарном случае компонента Ех опережает по фазе ком­
поненту Ну на я/4.

Сказанное выше о взаимной ортогональности векторов Е и Н 
относилось к линейно-поляризованной плоской волне. Д л я  этой 
же волны было введено понятие импеданса Z Коснемся некото­
рых особенностей плоской эллиптически поляризованной волны 
(подробнее, см., например, [4 ] , с. 246—250).

Если определяемая выражениями (6.69) плоская электромаг­
нитная волна поляризована эллиптически, то эллипсы поляриза­
ции векторов Е и Н—подобны, а оси этих эллипсов— взаимно
перпендикулярны. Отношение компонент векторов Е и  Н в со­
ответствующих точках эллипсов определяется выражением (6.71). 
Вследствие различия начальных фаз этих компонент, направле­
ния действительных векторов Е и Н в каждый момент времени 
в общем случае не ортогональны друг другу. Исключение со­
ставляет случай непроводящей среды: при 7 = 0  согласно (6.7Г) 
Z — величина действительная и векторы Е и Н взаимно ортого­
нальны-



Глава седьмая
Прямая задача теории переменного 
электромагнитного поля

Эта задача состоит в определении электромагнитного поля по 
заданны м  его возбудителям (не зависящим от поля). В этой 
гла ве речь пойдет об определении электромагнитного поля или 
его потенциалов на основе решения системы уравнений электро­
динамики или уравнений электродинамических потенциалов.

§  1. УСЛОВИЯ ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИИ 
Э Л Е К Т Р О Д И Н А М И К И

33 этом параграфе будем вести изложение применительно к 
обидему случаю (произвольной зависимости поля от времени).

Мз главы шестой известно, что электромагнитное поле ЗГ, 
описываемое совокупностью векторов Е, Н, В, D, j, удовлетво­
ряет- системе уравнений (6.12), (6.13) при заданных функция^ 
у(а^ , г (а), м (а ) ,  j CTP (a, t), характеризующих среду и независи­
м ы е  возбудители поля '. Выясним, какими условиями надо до- 
поллить систему уравнений (6.12), (6.13) для того, чтобы ее ре­
ш ения определялись однозначно.

Ж. Краевые и начальные условия. Будем считать, что мы 
определяем электромагнитное поле в области V для -промежутка 
времени [/0, tM\ { to ^ t^ tM) . Допустим, что два ноля ЗГ' и &г", 
описываемые совокупностями векторов Е', Н ' , и Е", Н",. . .

удовлетворяют системе (6.12), (6.13) в области V в про­
м еж ут о к  [/о, tM\, a ЗГ"’—поле, описываемое совокупностью век­
торов Е" ' =Е' — Н" ' =Н' — Н", j " = YE'".

Последнее равенство объясняется тем, что поле j CTp задано и, 
следовательно, одинаково для электромагнитных полей ЗГ’ и ЗГ". 
Инас 1е говоря, можно положить j CTp/" = 0 .

Согласно (6.16) электромагнитная энергия поля ЗГ'" в обла­
сти У определяется формулой

(7.1)

из которой следует, что
Ц 7 " '^ 0 . (7.2)

(7.2')П ри W" ' = О Н '= Н " ,  Е '= Е " , ..., ]'=)",

1 Согласно (6 .42 )2 плотность зарядов 6стр(а , t) определяется с точностью 
до постоянного слагаемого полем j CTP(a , t).



следовательно, для единственности решения системы (6 .12) до­
статочны условия, обеспечивающее равенство нулю величи­
ны W"'.

В соответствии с (6.19) производная по времени
W'" — Р"’ — Q’" — <£ (y"'dS),| (7.3)

S [V ]

тде  Р"', Q"', У " '— скаляры Р, Q и вектор У, соответствующие 
разностному полю Зг '". Однако, к ак  было отмечено, сл ед ует  счи­
тать j CTP'"=0, поэтому согласно (6.20) i Р ' " —0 и в соответствии 
с  (6.20) 2, (6.21)

W "  =  -  j  чЕ’" W  -  ф [Е"' W'"\ndS. (7.3')
l '  S  [У]

Теперь представим себе, что нам из физических условий з а ­
дачи известны значения полной тангенциальной компоненты 
электрического или магнитного поля в любой точке р поверхно­

сти S [F ]  в любой момент времени от t0 до tM, т. е. допустим, что 
[nE (р, t)]= R (p , t) или [nH(р, f)] = G (p , t) при t0^ t ^ t M, (7.4) 

где вектор R(p, /) или G(p, t) задан во всех точках рг поверх­
ности 5  [У] .  Если поля 9~' и ЯГ" этому условию удовлетворяют, 
то в любой точке границы 5  [У] области V [пЕ'"] = 0  или [пН'"] =  
= 0 .  При любом из этих равенств вектор [Е"'Н'"] л е ж и т  в плос­
кости, касательной к поверхности S [ V] ,  поэтому [Е " 'Н '^ ']„= 0  и, 
следовательно,

W'" — — J  у £ '"  W ,  откуда при t0< t < t M. (7.3")
v

Таким образом, величина W"  в любой момент t пром еж утка 
времени [/0, не может быть больше, чем в момент Mq:

W "'(t)< W '"(t0) при t0 < t < t M. (7 .3 '")
Допустим еще, что заданы значения векторов Е и Н в любой 

точке а области V для момента to, т. е. задано
Е (a, t0) =  E0(a) и Н(а, f0) = H 0(a), (7.4')

где поля Е0(а) и Н0(а) известны во всей области V. Если со­
ставляющие Е', Н' и Е", Н" полей 9~' и SF" удовлетво ряют это­

м у  условию, то Е " '(а ,  /о)=0, Н'"(a, t0) = 0  и согласно (Т.1)
W'"(t0) =  0. (7.5)
Сопоставляя (7 .2), (7 .3" ') ,  (7 .5), приходим к вы воду , что
W'"(t) =  0  при t0< t < t M' (7.5')

■а из этого в соответствии с (7.2') следует, что в любой точке а 
области V в промежуток времени [г1,,, t̂ \ решения и си­
стемы (6.12), (6.13) совпадают:

Е ’ (a, t) =  E"(a, t), Н' (a, t) =  Н" {a, t) при t0< K t M, (7.5")



Следовательно, решение этой системы, удовлетворяющее крае­
в ы м  условиям (7.4) и начальным условиям (7.4') является един­
ственным.

II. Условия сопряжения. Условия у  особых точек и линий.
Условия (7.4), (7.4') достаточны для обеспечения единственно­
сти решения системы уравнений электродинамики в области V, 
в которой нет особых точек, линий и поверхностей электромаг­
нитного поля. Если такие' точки q0c  линии /ос и поверхности 5 0С 
в области V имеются, то при получении формулы (6.19) следо­
в а л о  бы (аналогично изложенному в разд. I, § 8 главы первой) 
охватить их поверхностями безопасности 5 б п  ( S [ < 7  ОС ] .  S [ i  о с ]  И 
5  [S o c ] ) и применить теорему Остроградского к области V*, 
представляющей собой область V без ее частей, ограниченных 
поверхностями Sen. В результате в правых частях (7 .3), (7.3') 
появились бы дополнительные члены — потоки вектора У'" че­
рез поверхности Sen. Д ля обращения в нуль этих членов и полу­
чения формулы (7.3") 1 достаточно, чтобы поля 8Г' и ЗГ" удов­
летворяли условиям (для поля ЗГ) у  особых точек и линий и 
условиям  сопряжения на особых поверхностях. Выведем условия 
сопряжения.

Д ля единственности решения системы (6.12), (6.13) надо в 
соответствии с (7.3) потребовать, чтобы выполнялось равенство

ф ( y " fd S ) = 0  или в соответствии с (1.48') равенство

J  Div y " 'd S ~ 0 .
■S OC

При ограниченных значениях У"' это равенство соглас­
но (1.49) принимает вид  ̂ У ’” {2)dS =  J  У ’” (|) dS, где У"^') и

у '"< 2) — значения вектора У'" на сторонах S !  и S 2 поверхности 
S o c . Для выполнения этого равенства потребуем, чтобы в каждой 
точке р поверхности S oc в любой момент времени t интервала 
[^о, 1м\ выполнялось условие

3/” ' (2)(р, 0  =  У ' " (1)(/7, t), т. е. [Е'"<’>(/7, t) Н'" <2> (р, I)]„ =
=  [Е'"<»>(Л  t)H’" л'){р, t)]n. (7.6)
Достаточным для выполнения равенства (7.6) условием я в ­

л я е т с я  непрерывность тангенциальных компонент векторов t " '  и 
Н/,Л на S oc:

[цЕ '"  (*>(/?, * ) ]= [„ £ '"  <>>(;>, /)] и [пН'"<2>(/>, 0] — [пН"' (1> (р. 01
при ta< t C t M- (7 .6 ')
Допустим, что из физических условий задачи известны раз­

р ы в ы  функций [пЕ] и [пН] на S oc, т. е. для любой точки р по­
верхности 5 ос и любого момента времени t интервала [̂ 0, tM\ 
м о гу т  быть заданы  два условия сопряжения:



[пЕС*)(А  0 ] - [п Е < » ( р ,  /)] = R i2(P, t), (7.7)

[пН(г> (р, t)\ — [nHi1) (р, t)] =  Ga (p, t) при t0< K t Mj

где R 12(p, t) и Gi2(p, t) — известные функции положения точки р 
на поверхности S oc и времени t. Очевидно, что, если соответст­
вующие компоненты полей ЗГ' и ЗГ" удовлетворяют условиям
(7.7), то компоненты разностного поля ЗГ'" удовлетворяют усло­
виям (7 .6 '). Таким образом, выполнение условий сопряжения
(7.7) (наряду с краевыми и начальными условиями) достаточ­
но для единственности решения системы (6.12), (6.13).

На основе краевых условий могут быть получены условия у  
особых точек и линий. Как и в случае постоянного поля, эти у с ­
ловия сводятся к совпадению полей ЗГ' и при неограниченном 
приближении точки наблюдения к q0с или /ос> а для ЭТОГО ДО- 
статочно задания выражений для соответствующих компонент 
электромагнитного поля у особых точек и линий (см. § 3, 4) .

III. Теорема единственности. Таким образом, получаем тео­
рему единственности решения системы уравнений электродина­
мики: переменное электромагнитное поле в области V в  проме­
ж уток времени [/о, tM\ определяется однозначно системой ур ав ­
нений (6.12), (6.13) с подстановкой заданных функций yQa), е (о ) ,  
f i (a ) ,  j CTp(a, i), заданием краевых условий (7.4), начальных у с ­
ловий (7 .4 ') , двух условий сопряжения (7.7) на любой особой 
поверхности, находящейся внутри области V', и заданием  вы ра­
жений у особых точек q0c и линий /ос в области V для компонент 
векторов, описывающих электромагнитное поле.

Эту теорему необходимо дополнить следующими замечаниями.
1. Если область V снаружи не ограничена, то кр аевы е  усло­

вия на внешней ее границе (бесконечно удаленной поверхности 
2 )  заменяются условиями в бесконечности. Асимптотические 
выражения для полей Е и Н (при удалении точки наблюдения в 
бесконечность) зависят от многих обстоятельств. Ограничиваясь 
условием нахождения всех возбудителей поля на конечных рас­
стояниях R от начала отсчета, можно было бы пользоваться усло­
вием стремления Е и Н к нулю как  R~2 при /?-»-оо. Н о это, до ­
статочное при любых видах (локальных) возбудителей (в том 
числе постоянных), условие является слишком жестким; оно, к ак  
показывают расчеты, не выполняется в весьма важ ны х случаях 
(см. § 3, 4) . Можно обойтись менее жестким условием стремле­
ния Е и Н к нулю быстрее, чем R~l при R ^oo, достаточным для 
обращения в нуль потока вектора [ЕН] через бесконечно у д а ­
ленную поверхность 2 .  Это условие выполнимо для эл ектр о м аг ­
нитного поля переменного диполя при v > 0  ( см - § 3, 4 ) ;  к  случаю 
7 = 0  можно перейти от случая малых значений у к а к  к пре­
дельному.

2. В отсутствии поверхностных токов и неоднородных двой­
ных электрических слоев (неоднородных контактных: э. д. с.) 
условия сопряжения (7.7) согласно (6.14) вырождаю тся в усло­
вия непрерывности тангенциальных (к Soc) составляющих век- 
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торов Е и Н:
[пЕ<г)(л  0 ]  =  [пЕО (р, 0]. [пН(2> (р, 0] =  [пН<*)(л 01
при ta< t < t M. (7.8)

Особыми поверхностями в этом случае являются поверхности 
разрыва параметров среды ': у, е, ц.

3. Можно доказать, что в случае гармонически меняющегося 
поля отпадает необходимость начальных условий (7.4') для 
единственности решения системы уравнений электродинамики. 
Это видно хотя бы из того, что в системе (6.55) уравнения для
величин р, N можно заменить уравнениями для не зависящих от
времени амплитудных величин (30, N0. Очевидно, что краевые ус ­
ловия и условия сопряжения в случае гармонически меняющегося
поля достаточно задать для амплитудных величин Е0, Н0.

4. Применительно к переменному электромагнитному полю 
остаются справедливыми замечания, приведенные в разд. IV § 7 
главы  первой, а также замечания, аналогичные тем, которые со­
дер ж атся  в разд. II § 8 главы первой.

§  2 . ПОТЕНЦИАЛЫ ГАРМОНИЧЕСКИ МЕНЯЮЩЕГОСЯ ПОЛЯ

Различают электродинамические потенциалы двух типов: 
электрического (A, U) и магнитного (A*, U*). Потенциалы м аг­
нитного типа применимы для области, в которой отсутствуют 
свободные заряды ( [ 1] ,  стр. 375—381). Обычно пользуются т а ­
ки м и  потенциалами, когда заданными (сторонними) возбудите­
л я м и  поля являются замкнутые токи — возбудители магнитного 
ти п а  (в частности, магнитные диполи). В области, в которой 
присутствуют возбудители электрического типа (заданы разомк­
н уты е  токи, например, электрические диполи), вводят потенциа­
л ы  электрического типа2.

Вместо потенциалов A, U или A*, U* часто применяют свя­
занны е с ними поляризационные потенциалы Г1 или П*—векто­
ры Герца электрического или магнитного типа.

В § 5 гл. шестой, шла речь о произвольно меняющемся поле, 
рассматривались только потенциалы А и U. Здесь применительно 
к гармонически меняющемуся полю уделим внимание такж е  потен­
ц и ал ам  других типов.

I. Потенциалы электрического типа: A, U, П. В случае гар ­
монически меняющегося поля вместо (6.37), (6.44), (6 .46)i полу-ч̂ - Ч*"
чаем  для электродинамических потенциалов А и V соотношения

В =  rot А, Н =  —  rot А, (7.9)

1 Д л я  выполнения условий (7.8) > и (7.8) 2 для переменного электромагнитно­
го п о л я  достаточно, чтобы на S 0с отсутствовали меняющиеся со временем не­
однородные контактные э. д. с. и поверхностные токи.

2 Электродинамические потенциалы электрического типа применимы и для 
такой  области V, в которой заданные возбудители поля являю тся замкнутыми 
токами.



Е =  jcoA — grad U, d iv A =  — |xa (у — icosa) U,

V aA +  AsA =  0,
где (7 .9 ') 2—калибровочное уравнение, а выражение (7 .9 ')  3 
справедливо для однородной области V, в которой j CTP=0. Из 
(7.9') 1,2 следует, что

Е =  /<вА -j- grad d iv ---------------—Ло A-f- —  g ra d d iv  A , (7.10)
H-a(Y — t “ ea )  * 2

т. e. вектор E (как  и вектор H) выражается через один потенци­
ал А.

Часто потенциалы электрического типа вводят несколько иначе.
При V|n=0 уравнение (6.55)'ш принимает вид div Н = 0, откуда
следует Н = r o t A H, где Ан — вектор, аналогичный вектору
А. Выполнив преобразования, аналогичные указанным в разд . I 
и V, § 5 главы шестой, получаем вместо (7.9) 2, (7.9') 2, (7 .10), 
(7.9') з соответственно

Ч- __
Н =  rot Ая , div Ая  =  — (у — tmsa) UH,

Е =  [ Ая  +  J L  grad  d iv Ая ] , у 2Ая - И !Ая = 0 .  (7.11)

В однородной области V векторы Е и Н могут быть вы раж ены  
через вектор Г ерц а1 П. В случае гармонически меняющегося по­
ля вектор П отличается от вектора А только множителем m/k2:

П =  —  А. (7.12)
«  Л*

Из (7 .9 )2, (7 .9 ) ' 3, (7.10), (7.12) имеем 

Н =  (Т — /® «.) rot П, У гП +  АгП == 0,
(7.12')

Е =  £гП -j- grad d iv П =  rot rot П.

II. Потенциалы магнитного типа: A*, U*, П*. В отсутствии
свободных зарядов уравнение (6 .55)iv принимает вид d iv D = 0 , 
откуда в соответствии с (1.74') следует

D = r o t A * .  (7.13)

1 В случае произвольно меняющегося электромагнитного поля векторы  П и 
П* связаны  с электродинамическими потенциалами соотношениями ( [1 J .  
с. 374—381 ): £/=—div П, А - в а Ц а П + ' у ц а П ;  i/*— div П*. А * = — в ,ц а П *.



Д л я  однородной области V, в которой j CTP= 0 ,  аналогично 
(7 .9 ') 2,з, (7.10) получаем выражения

d iv  А* =  — ioie^ju*, Н =  ^ -----1(0j  ^А* +  grad div A*j ,

(7.13')

V 2A * - H aA* =  0.

Если di vD =  0 и V e= 0 , то div E=0, т. e. в однородной по е 
области V, в которой нет свободных зарядов, чисто вихревым 
является  не только поле D, но и поле Е. Поэтому вместо (7.13),, 
(7 .13 ') можно получить

Е =  rot А*£, di v А*в =  — ia>[xaU*E, Н =  (у — т г а) ^ А*я +

Н --^-grad d iv A*£j ,  V 2A*£ +  62A*£ =  0. (7.14),

Аналогичный вектору П вектор Герца магнитного типа
Ч»< 'v'
П* отличается от вектора А* только множителем (йоеаЦа)-1

П* =  —— А*. (7.15)

Из выражений (7.15), (7.13), (7 .13 ')2,з имеем

Е=кйца rot П*, V2n * + ^ 2I1*=0,
H=A:2n * + g r a d  div n*  =  rot rot П*. . t (7.15')
III. Граничные условия для  потенциалов. Условия единствен­

ности для электродинамических потенциалов 'выводятся из усло­
вий единственности решения системы уравнений электродинамики 
и приведенных выше выражений, связывающих эти потенциалы 
с векторами, описывающими электромагнитное поле. В частности, 
в  соответствии со сказанным в замечании 1 в разд. I l l  § 1 для 
каж дого  из введенных в § 5 главы шестой и в разд. I, II этой 
главы  векторных потенциалов условие в бесконечности обычно мо­
ж е т  быть записано в виде: при /?-*■ оо Аэ_д->0 не медленнее, чем 
R r\  (7.16) где Аэ_д= А , А*, П, . . .

Рассмотрим более подробно условия сопряжения для  потенциа­
лов гармонически меняющегося поля. Среду будем считать кусоч- 
но-однородной и полагать, что (меняющиеся во времени) поверх­
ностные токи и неоднородные двойные электрические слои отсутст­
вуют. При этих ограничениях условия сопряжения для электро­
магнитного поля имеют вид (7.8) и должны быть заданы  на по­
верхностях разрыва параметров у, е или ц. Пусть поверхность S , 
по разные стороны которой (в областях V\ и V2) значения элек­
тромагнитных параметров равны соответственно уц, ei, Hi и у2, ег* 
(.12 , совпадает с координатной поверхностью S 3 ортогональной си­
стемы координат (см. разд. I l l  § 1 главы первой). Волновое чис- 
20—48 305



ло k в областях Vu V2 будем обозначать соответственно k\, k2.
ч/

Выведем условия сопряжения для потенциала А, связанного
V-*-

с векторами Н и Е равенствами (7 .9)2, (7 .10). Из этих равенств 
для тангенциальных составляющих векторов Е и Н в соответст­
вии с (1 .11), (1.25), (1.25') получаем

Е =  jtn /”̂ 4, —]— di v a V  Е = iw  ( Аг -f- —  —  div a V  
V k* dU  )  ’ s V k* d l ,  J

'—
y y  ____ J_____d(A3dls ) ^  ^  d(A2dl2) ^

1 [ j - o ^  d l2dl3 .  d l2 2 d l3 3 

H  —  1 1 d l  d(A 3dls )  d l  
г *о.'л d lsiU  L  d l3 3 d lt  1

(7.17)

где Ё\, Hi, и ё 2, #2—компоненты векторов Ё и Н по координат­
ным направлениям U и 12. Тогда для выполнения условий (7.8) 
необходимо, чтобы у  поверхности S  удовлетворялись равенства

1л < 1 > .

1 ’ A*i dlx
д div А<1> = Л (2) + — —  divA<s>, 

1 dl,

> >  + - L ± _  
2 k\ dl2

div A*1) =  Л(2) +  — —  div A<*>, 
2 k\ dlt

J _  Г d(Alj[) dl3) ^  _  d(Ap dl,) ИЛ __ i f  d(Ai2)dl3) H1
p-i L dl2 d l, J . dl,

d(A ™ dl2) HA

_.з) dl, 1 =
■Ji r l

dl з

djA^dl,)
dls

d il^ d l,)

dl. -

dl. ■dL -

d(A (3 >- 
dl

d(Â 2)dl3 ^ L d i . 1,
dlt 1 J

(7.18)

где A*1), A(2>—значения вектора А в областях Vi, V2. В конкрет­
ных случаях в зависимости от применяемой (в соответствии с 
условиями задачи) системы координат эти условия м огут быть 
представлены в более простом виде. Если граница S — плоскость 
z= const декартовой системы координат, то из (7.18) в  соответст­
вии с (1.8) получаем 
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где d iv  А определяется выражением (1.33).
Д л я  выполнения условий (7.19) i>2 достаточно потребовать не­

прерывности величин Ах, Ау и — div А, а для выполнения уело-
А2

(вий (7.19) 3,4 достаточной является непрерывность1 величин
I V  1 дА.  1 дАи „—  Az , , ---------  и — —L. Поэтому условия сопряжения для элек-
Н- (х д г  |л. д г

троди намического потенциала А могут быть записаны в виде

— Л (2) Л(|)= Л (2) —  Л(2) 1 1 дА(х2)
х х ’ У У ’ [Xj г  ~~ у  2 г  ’ ^  d z  (J-2 д г

(7.2Э)

1 дл!/} 1 аХ,2' 1 ~ tl iХ_. — di v АО =  —  di v A<J).
дг dz k2l k22

Однако достаточные условия (7.20) — не необходимы и могут о ка ­
за т ь с я  несовместными (см. разд. III, § 8 главы первой).

Ан алогичным способом могут быть получены условия сопря­
жения: для других векторных электродинамических потенциалов.Ч»* SX
Приведем эти условия для векторов Ан и А*Е, соответствующие 
условиям  (7.18) для вектора А.

Д л я  потенциала Ап, связанного с электромагнитным полем р а ­
венствами (7.11) 1,з2:

1 З десь  учтено, что для непрерывного изменения тангенциальной произвол 
ной от некоторой величины при переходе через границу S  достаточно непрерьт 
ного изменения самой этой величины при переходе через S .

2 И ндексы  « Н» и «£ » , применявшиеся выше при обозначениях некоторых из 
электродинамических потенциалов, введенных в р азд . I и II , будем далее , к а к  
правило, опускать.



H A {3l)dl3) и , _  d (A ^ d l2) н , _  d ( A ^ d l3) H, 
dl2 2 d l3 3 д1г 2

_  d (A ^ d l2) H,
dl з

d i A ^ d l J  Hl _  d(A">dl,) j ,  _  d{A™dh) H/ _  
dl, 3 dlt 1 dl, 3 

__ d(A™ dl3) и , 
dli 

«

.Для потенциала А*ь- в соответствии с (7.14) 1,3

V , Г — Ё— di v А*(1)1—е'2 [л ,  (2) + — —  div А*<2)|,
Ч  ^ k \  д l t J Ч  **. dlх ] ’

V  n ^ + J - A d i v  A*<1)l = e '2[ ^ <2)+ - L A d i v A * (2n ;
L A21 J Ч  *22 <э/2 J

j ]  _ д(А2̂ Ша) __ d(A3^ d l3) л  _
дГ2 2 W3 3 W , 2 

__ d(A^dl2) dl

d iA ^ d l , )  и , _  d{A\™dl3) Hf _  d iA 'W d lJ  
dl3 3 dU 1 dl3

__ д(Л3(2)(//3) л
W,

dl. -

(7.22)

§  3. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ДИПОЛЬ В БЕЗГРАНИЧНОЙ 
ОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ

В этом и последующих параграфах рассмотрим некоторые рас­
четы переменного электромагнитного поля и результаты расчетов.

I. Постановка задачи и ее решение. Заданный переменный 
электрический диполь представим линейным элементом сторон- 
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него тока I ^ d l  (рис. 57,а) 
с переменными зарядами ± е  
на концах. В общем случае 
е = е Плн=-естр + е3ав-|-есвз (см. 
разд. IV, § 5 главы  шестой).
З ар яд  естр определяется со­
гласно (6.42) 4 током /стр.

П оложим1 / с т Р =  /  =

=/о cos cot, /=/оехр (—iat).
С реда — однородна, т. е. всю­
д у  Vv = 0 ,  V e = 0 ,  V(x=0 и, 
следовательно, Vk =  0. Опре­
делим: электромагнитное 
поле.

Применим «совмещенную 
систему» координат R, 0, ср; г, ср, 
z с общим началом О в центре отрезка dl и положительным направ­
ление м полярной оси (и оси z) по току / в момент 1 =  0 (рис. 57,6).
Введем электродинамический потенциал А, пользуясь соотноше­
ниями (7 .11)i-з. Вне диполя (при \R>0) вектор А подчиняется 
уравнению (7 .11)4. В соответствии с изложенным в § 1, 2 требу­
ется найти решение этого уравнения, удовлетворяющее следую­
щим дополняющим условиям: 1) условию в бесконечности (7.16);
2) условию у особой точки О (R — 0), к получению которого пере­
ходим:.

В соответствии со сказанным в разд. VI, § 5 главы  шестой 
магнитное поле элемента /dl переменного тока при R-*-0 в к а ж ­
дый момент времени должно совпадать с магнитным полем эле­
мента Idl постоянного тока. Тогда согласно (5.27') ь (5.53) надо

потребовать, чтобы при R—<-0 Н—*■ 1 ̂  • Можно убедиться,

что это условие будет выполнено, если для вектора А, связанного 
с полем Н равенством (7. l l ) i ,  будет выполняться условие

прис R-^0 A - * t z — , (7.23)
4r.R

где R —  ' [fг * г г.
Согласно (7.23) вблизи диполя вектор А колинеарен оси z и 

зависит лишь от расстояния R от диполя до точки наблюдения. 
Будем искать решение уравнения (7.11) 4 в предположении, что эти 
условия выполняются во BqeM пространстве:

А = Ы г ( Я ) .  , (7.24)

Рис. 57. Переменный электрический ди­
поль (а) и векторный потенциал его по­
ля (б)

1 З адаем ся нулевой начальной фазой величины I.



Тогда согласно (1 .79 ') ,  (7.24) вместо (7 .11 )4 получаем ур ав ­
нение V2Az+ k 2Az =  0, которое в соответствии с (1.66"), (7.24) мо­
жем  записать в виде

^ ж ( ' г' § ) + * ’ ;Г* =  0  =  (7.25)

Очевидно, что общее решение уравнения (7.25) имеет в и д 1

^  __  Сг e xp (ikR) . С г ехр( — ikR) (7 2 6 )
г R Л” R  ̂ • )

где С, и С2 — множители, не зависящие от R.
Согласно (6.59'), (7.26) Яг= С г#-1ехр (—bR)exp(iaR)-\-C2R~l'X 

Х ехр (6/? )ехр (—iaR), где 6 ^ 0 .  При Ь> 0 и /?->-ооехр(6/?)->-оо, 
поэтому для выполнения условия (7.16) положим С2 =  0. Условию
(7.23) удовлетворим, положив Cl= Id l/ (4 я ) .  Таким образом,

Аг =  -!4L exp (ikR) =  !-^L exp [г (kR -  erf)] =
4п к  4nR

exp (—bR) exp [г (aR — orf)]. (7.27)
4 nR

Выражения (7 .24), (7.27) удовлетворяют уравнению (7 .11)4 и 
дополняющим условиям и, следовательно, являются решением рас­
сматриваемой задачи.

Д л я  перехода от А к векторам Е и Н предварительно выразим
поле А в сферической системе координат. Как видно на рис. 57,6, 
при А = 1 гЛ г Лд = Л гсо50, А в= —v4zsin0, Лф=  0, т. е .  согласно
(7.27)

А = 1я Ак +  1вАв. ехр(Ш ?).

Л - - ^ 51; 8 exp (ikR). (7.27')

Применяя формулы (7.11),, (1.27” ), получаем Н =  1,/^,, ^  ̂  —

Idl sin 0 (/? 2 — ikR *) exp (ikR). Поле E можем определить, поль- 
4к

зуясь  либо выражением для поля Н, уравнением (6.55") и форму­
лой (1.27"), либо формулами (7.11)3, (7 .27 ') ,  (1.13"), (1.33"). В

1 К аж дое из двух  слагаемы х в правой части (7.26) представляет собой сфе­
рическую волну с центром в точке О (поверхности равных фаз —  сферические). 
Эти слагаем ы е определяют две сферические волны: «расходящ ую ся» и «сходя­
щ ую ся».



результате получаем следующие выражения для ненулевых компо­
нент векторов Н и Е в сферической системе координат:

Е* =  - Г "  2JT ^ ±  ( 1 -  ikR) ехР (ikR>•*  <os'a 4лК3

Idl sir!l ( l  _  ijfe/? -  k2R>) exp (/ft/?).
6 'oe' 4яЯ? V

(7.28)

II. Поле в окрестности диполя. При R-*-0 (или со-^0) kR-*-О 
и вместо (7.28) имеем

_ Idl sin 9 £ - * 2/d/cos 0 ^  _ i Idl sin 6 (7^9)
4^2 ’ coe'a 4п/?а 9_"u>E'a 4пЛ? ‘

П окажем , что выражения (7.29) 2,з определяют электрическое 
поле переменного электрического диполя в квазипостоянном при­
ближении, т. е. такое поле Е, возбудителями (источниками) кото­
рого являю тся (полные) электрические заряды, причем это поле 
синхронно меняется с изменением во времени его возбудителей1 
(см. вступление к § 1 главы шестой).

Преобразуем некоторые выражения, выведенные в § 4, 5 главы 
шестой. Взяв дивергенцию от левой и правой частей (6.28) в со­
ответствии с (1.74), (6.42) — (6 .42"), получаем

div О зав+ Ь )= —divjCTP = 6 CTP. (7.29')

В случае гармонически меняющегося поля выражения (6.42) 1,2, 
(7 .29 ')  принимают вид

ч/ ч*<» ---
div ]зав=йобзав, div j CTp= 1(обстр,

div [ (v—/шва) E] = —divjCTp= —гсо6стр. (7.30)

Дл-я среды, однородной по электрическим свойствам (V v = 0 , 
V e = 0 ) ,  из (7 .30)з следует, что div Е =  (—ico6CTp) / (у—т г а), а со-v
гласно (4.2 1 )2, (6.9) div Е = б Плн/ео, откуда, пользуясь (7.3 0 )2,по­
лучаем

1  _  _  {«метр ~астР di v > p (7 30,ч
П«1Я 1 ,  1 • •  \ /Y —■ 10 'еа £ кое'

Применяя (1 .30), можем прийти к интегральной форме равен­
ства (7 .3 0 ' ) .  Д ля изображенной на рис. 57,а  замкнутой поверхности

1 Очевидно, что определяемое выражением (7.29) i магнитное поле в любой
момент времени совпадает с магнитным полем элемента Idl постоянного тока.
Это обстоятельство послужило основой при формулировке условия (7 .23).



5  из (7.30') им еем 1 е = е Пл н = е стр/ е ' = —/стр/(гюе/) , откуда

/стР_ — i a e 'e .  ( 7 .3 1 )

Пользуясь равенствами (6.56), (7.31) и выделяя действитель­
ные части комплексных величин, вместо выражений (7.29) 2>3 по­
лучаем

с  __ 2р  cos 8 _ _ р  s in 0 ,7  ОП/П
R — ’ a  D 4  ’  0 —  а  т »  )А 4яе0/<3 4тсе0/?3

где p =  edl — момент электрического диполя, a e=eocosco/.
Таким образом, согласно; (2.57), (2.114) ь (7.29") электрическое 

поле, определяемое выражениями (7.29) 2,з, в каждый момент вре­
мени совпадает с полем постоянного электрического диполя (за ­
рядов е и —е на концах отрезка dl).

Величина зарядов ± е  зависит от тока / (в частности, от его 
частоты) и электрических свойств среды. Действительно, согласно 
(7.31), (6.56) при /= / 0 cos со/ имеем 

/о  ̂ _J_
е =  ' ^ г ( 1 +  - ^ г )  2 s in (ю/ +  Д). (7.31')

где A = arc tg (v/ (oea) —угол потерь.
В частных случаях выражение (7.31')’ упрощается. Если эле­

мент Idl гармонически меняющегося тока находится в непроводя­
щей среде (v = 0 ,  Д = 0 ) ,  т о

g==A l i . n<of * (7.31” )
сое е

Если электромагнитное поле можно считать квазистационарным

то

е ^ в оР1  (7.31"')
в соответствии с (4.81). *

Пользуясь полученными формулами с учетом того, что при 
V e = 0  согласно (4.21) 2 бсвб=ебПлн, а следовательно, е Свб=ееПлн, 
можно определить заряды  е Св б = е стр+ е 3ав и е 3ав и т о к  эмиссии 
/э= /зав . Приведем соответствующие выражения в комплексной 
форме2:

всвб — ее — -  —------- e3aB= = jL -  \
,  . . Y \ «  еа \ <оеа /О) l +  t ----

\ “ еа/

—IV

1 Учтено, что при выбранном положительном направлении /стр этот ток на­
правлен внутрь области, ограниченной поверхностью S .

2 Из (6 .42 )8 или (7 .30 )i следует, что /зав =  1«>ёзав.



л
В частности, при у =  О

езав =  0. /зав^О; ПРИ — < 1  * с в б ^ еар/.

e3aB~ i l ( l 1 ~  e" P- ^зав— / ( l  * =*= ^

III. Поле в ближней и дальней зонах. К ак  будет видно из 
дальнейшего изложения, целесообразно рассматривать отдельно 
поле на небольших расстояниях от диполя и вдали от него, а имен­
но при /?<с|&|-1 и при ^^>|^|-*. Эти области пространства назы­
вают соответственно б л и ж н е й  и д а л ь н е й  з о н а м и .  Осталь­
ную часть пространства называют промежуточной зоной.

В ближней зоне параметр |&|/?<с1 (область малого парамет­

ра) . Применяя разложение в степенной ряд^ехр (ikR) =  \-\-ikR -г 

. . . j n  пренебрегая малыми величинами выше второго по-
2

рядка, получаем, например, вместо (7.28) i

Нч> М .  ( i  +  ^ \ s i n 0 .  (7.32) 
4nR* I г 2 ;

В квазистационарном случае, согласно (6.61")

вместо (7.32) имеем И  ̂  ̂1 -\- i sin 0, откуда

__ I0dl g . g c q s  ^  _  Ijdl_ . g ^ CQS ( j  3 2 ')
9  4jxR» 8 k  1 3  \ 1 2 /

Таким образом, в соответствии с (6.47') величину Я ф можно 
представить в виде суммы двух  колебаний с начальными фазами
0 и я/2 . Первое слагаемое1 в правой части (7 .32') меняется со 
временем синхронно с током / (к ак  costo^) и не зависит от пара­
метров среды; второе — сдвинуто по фазе на л/2 относительно I 
и прямо зависит от электропроводности и магнитной проницае­
мости среды, а такж е от частоты со.

1 П ервое слагаемое в правой части, (7 .32 ') определяет первичную часть м аг ­
нитного поля (первичное поле) электрического диполя с гармонически меняю­
щейся силой тока. Остальная (вторичная) часть этого поля (вторичное поле) 
определяется приближенно вторым слагаемы м в правой части (7 .321) .  Аналогич­
но можно разделять на первичную и вторичную части поля других возбудителей 
(см. р азд . II, § 4 ). Первичное поле иногда называют п р я м ы м  п о л е м .



В дальней (или волновой) зоне параметр |/e|7?^l. Из (7.28) 
получаем

Н =  — ik ldl sin 9 exp (ikR),
f  4 nR

^  =  !T % i e x p W -
yn • hl l  s in  9 / ■ < гл>£ e =  — гшца— exp (t&/?).

(7.33)

Если исключить из рассмотрения окрестность полярной оси
er(при tg 0 = 0  £'е =  0) ,  то в дальней зоне согласно (7.33) 2,з — 1

и Е=1е£е. Д л я  импеданса Z имеем выражение Z=
—Ee/H<p—u>na/k, совпадающее с (6.71).

При 7 = 0  из (7.33) 1,з получаем

Я ф =  -  C 'o K ^ s in S  sin ^  _  aR  ̂ (? 33f)

E6^ - c ^ sSnQsm(wt - a R ) ,R
где C—ladl/4n.

Определяемое этими выражениями электромагнитное поле 
представляет собой сферическую волну, распространяющуюся в 
сторону увеличения ,координаты R. Поверхности равных фаз ве­
личин и £ 0  — сферические с центром в точке О. Направление 
вектора Умова — Пойнтинга в каждый момент времени согласно 
(6.21), (7.33') совпадает с направлением вектора 1д (подробнее 
см. [17 ] ,  стр. 464—468).

§  4. МА ГН ИТ НЫ Й  Д И П О Л Ь  В БЕЗГРАНИЧНОЙ 
О Д НО РО Д Н О Й  С Р Е Д Е

Переменным магнитным диполем может служить элементарный 
замкнутый контур I линейного тока I, меняющегося со временем.
П олагая / = / 0ех р (—m t), определим момент1 диполя аналогично 
(5.3')

M = R e M , M = / d S  =  /0dSexp (—i&)̂ ) =  M0exp (—ia>t), (7.34)

где dS  — площадка, ограниченная контуром /; нормаль п к dS об­
разует правовинтовую систему с направлением тока / в момент 
/=0 (рис. 58).

I. Постановка и решение з а д а ч и .  Магнитный диполь с мо­
ментом М, определяемым формулой (7.34), находится в безгранич­
ной однородной среде (Wk—О). Определим электромагнитное поле.

1 См. замечание 5 в разд. I, § 3 главы пятой и разд . IV, § 3 главы пятой.



Применим такую же систему координат, к ак  
и при решении предыдущей задачи. Поместим 
начало координат в центр магнитного диполя 
и направим полярную ось по п.

При R> О векторный потенциал магнитного
типа А*, связанный с векторами Е и Н равен­
ствами (7.14) 1>3, должен удовлетворять уравне­
нию (7 .14)4 и двум дополняющим условиям: 
условию в бесконечности (7.16) и условию у осо­
бой точки R =  0. Согласно (5.31) i для магнитно­
го поля, возбуждаемого постоянным линейным 
током по замкнутому контуру элементарных раз ­
меров, в немагнитной среде справедливы вы ра­
жения В/|до=—grad Vi, Ui=  (N\.Lqa)/4nL3qa.
Тогда в соответствии с изложенным в разд. I, § 6 г л а ­
вы пятой магнитное поле такого ж е возбудителя в безгра­
ничной однородной среде определяется формулой B/{j,oM-==H =  
= —g ra d  I (ML9a)/4nL3, a] • Потребовав, чтобы вблизи переменного 
магнитного диполя электромагнитное поле было квазистационар- 
ным (см. разд. VI. § 5 главы шестой), получаем: при R-*-0 Н—>- 
- у 1 ц2 М  c o s  0/4n/?3+lflM sin 0/4л/?3. Пользуясь (7 .14 )3, (1 .13"), 
(1 .33"), можно убедиться в том, что это условие будет выполне­
но, если

Рис. 58. М агнит­
ный диполь и его 
момент М

при R—-0 A*—«-(l^cos 0 — 10sin 0) (7.35)
4r.R ~ г 4nR 

(см. рис. 57.6).
Условиям (7.16), (7.35) удовлетворяет следующее решение, 

уравнения (7.14)4:

А * =  К А *, А*. iWJ*U.e x p (ik R )= ^ IdS- x4 tiR 4 nR

X exp  (—bR) exp p  ^aR — u>t +  ~~ j (7.36)

Перейдя к компонентам A*R и А*в вектора А* и выполнив диф­
ференцирование в формулах (7.14) 1,з, получаем следующие вы р а ­
жения д л я  ненулевых компонент векторов Е и Н в сферической 
системе координат:

т-l tWWg W Sin 9 -| • £. Г)\Е. = ------——-----(1 — ikR) exp (tkR),

Н

Я,

* 4 nRt

2/М cos (
R 4nR*

М sin  9

- (1 — ikR) exp (ikR),

(1 — ikR — k*R*) exp (ikR).

(7.37)



II. Поле в ближней и дальней зонах. В ближней зоне (|£|/?<С 
<С1), пренебрегая слагаемыми, пропорциональными (k R ) 3, 
( k R ) i t . . . ,  имеем аналогично (7.32)

£  __ йо[АаМ sin 9 /, , k2R2\

и  •= I V. -co-s 9 ( ! + " * ) ,  я  - и s i n 9 ( 7 .3 8 )
R 4nR * \ ' 2  J  6 4 TiR* \ 2  j

В  предельном случае (при kR-+-0) компоненты Н1г и Нв векто­
ра Н меняются синхронно с током I, а компонента £ ф вектора Е 
запаздывает по фазе относительно 1 на л/2 (при /^/ocosco^V 
меняется во времени как  sincoO-

Рассмотрим подробнее электромагнитное поле в ближней зо­
не в квазистационарном случае, когда coea/v<Cl. Положим в соот­
ветствии с (6.61") k2 =  my\ia. Учитывая выражение (7.34) 2 для М 
и выделяя действительные части комплексных величин, получаем 
из (7 .38):

£ , =  £•, +  £■,. Я „  =  Н - „ + Я '„ ,  Н , = Н ' , + Н ' „  (7.39)

где

ш|Ла — -------cos9 na 4nR2
ро  м 0 sin 9

Мп sin  в
(7.39')

Y(A2a ----- 2-----------COS (wt  — 7t),
8rt

Я л n COS 0 , т т л  M n  COS 0 / I Я  \  л л 1 » 1

R =  -  2nR3 COSWt' H  R=  ^  .. C0S ~ T )  ’ ( }
H  =  _ A ^ s in 9 _  =  .- ( ^ o s i n .6.) / ,  _  j t _ \

9 4тх/?з 9 l a \ 2 У
(7.39"')

Величины, определяемые формулами (7.39') — (7 .39 '" ) ,  имеют 
разные начальные фазы и по-разному зависят от со, у ,  ц, что мо­
жет быть истолковано на основе следующих представлений. Ве­
личины Н°ц, Н°в — компоненты первичного поля Н°, создаваемого 
заданным током /=/0 cosco/ по закону Био—С авара . Поэтому 
они синфазны с этим током и не зависят от у и |х. По закону элек­
тромагнитной индукции переменное поле Н° возбуждает электри­
ческое поле Е°=1<р£,ф0. В соответствии с (6.55) 2 величина 
£°ф пропорциональна со, р, и запаздывает по фазе относительно /, 
H°R и Н°в на л/2. Поле Е° вызывает в среде (индукционные, ви­

хревые), токи с плотностью j® =  уЕ° =  l^YK-a —^ 7 ”— cos (w t—1t/2).

Эти токи согласно^уравнению (6.33) 2 создают магнитное поле Н1 с 
компонентами H lR и Н 1в, которые, как и величина /°ф, прямопро- 
316



порциональны со, у и ц. Поле Н1 в свою очередь в соответствии! 
с (6 .5 5 )2 возбуждает электрическое поле Е1— Величина 
Elv прямопропорциональна произведению (007ц) (соц) и запазды ­
вает по фазе относительно / на я.

В дальней зоне (|А|^?»1) аналогично (7.33) из (7.37) полу­
чаем

Е =  ^ ^ L i e x p  (ikR),
41 4 nR

V/ — ik2M cos 0n p — ---------------  exp (ikR),

T r — k2M sin 0
=  ------ exp(*A/?).

(7.40)

Если |&|/?»1 (j04Hee |A|7?>2|ctg0|) , то /7n/#e<C 1, H —
=  le # 9- Отношение Ev/Hq= —соца/£ отличается знаком от импе­
данса, определяемого выражением (6 .71). Это связано с тем, что- 
векторы 1<р, Ь  и 1я образуют левую систему, а векторы 1*,
1 у и \г— правую систему (см. разд. Il l ,  § 1 главы  первой).

§ 5. НОРМАЛЬНОЕ ПАДЕНИЕ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ 
НА ПЛОСКУЮ  ГРАНИЦУ

I. П остановка и решение задачи. Пусть плоская гармоническая 
линейно поляризованная электромагнитная волна распространя­
ется в однородной среде, свойства которой характеризуют пара­
метры 7 i, Ei, fii. Введем декартову систему координат с осью г 
по направлению распространения волны. Тогда согласно (6 .70), 
(6.70') можем положить

Е» =  1 Н’ =  1 ,уН\, Ъ х =  Е\  (0) exp (iktz),
(7.41)

H°y —  Н'у (0) exp (/&,z) =  — Е“х (0) exp (iktz),
“ H-oH-i

где Е°х(0) и Н°у(0) — значения Е°х и Н°у в плоскости z = 0.
Определяемое выражениями (7.41) электромагнитное поле по­

лагаем заданным. Будем считать, что его независимые возбудите- 
'ли находятся в плоскости 2 = —ОО.

Допустим теперь, что эти возбудители поля остались прежни­
ми, но среда  в полупространстве 2 > 0  заменена средой с парамет­
рами 7 2 , е.2, (i2, т. е. плоскость z = 0  — граница S i 2, разделяю щ ая 
пространство на два полупространства: V\ и V2 с порознь одно­
родным и средами. В этом случае поле, определяемое вы раж ения­
ми (7.4 1), следует рассматривать к ак  электромагнитную в о л н у , ,  
п а д а ю щ у ю  на границу 5 !2 по направлению, нормальному к 
этой границе. Определим электромагнитное поле в полупростран­
ствах V\ и V2, удовлетворяющее условиям (7.8) при 2 — 0.



Будем искать решение в следующем виде:

Е =  1 Д ( г ) ,  Н =  1 ,Д , ( г ) ,
«

=  Е°х +  Е'Х =  Е\  (0) [exp (ik.z) +  у ,г ехр (—iA.z)],
(7.42')

) =  Н 'у +  Н ' у =  ^  (°) 1е х Р (г' М  ~  о „  exp ( - i k tz)\,
У ь)^о,а 1

^ 2) =  E"x ^ = E \ ( 0 ) Wl2exp(ik,z),
(7.42")

где  у 12, t^i2 — множители, подлежащие определению.
Согласно (7.42) — (7.42") в полупространстве 1Л ищем реше­

ние задачи в виде суммы двух плоских волн, распространяющих­
с я  навстречу друг другу, а в полупространстве V2 — в виде одной 
плоской волны, имеющей то же направление распростр анения, что 
и падающая волна. При записи (7.42'), (7.42") учитывалось, что 
дл я  плоской электромагнитной волны, удовлетворяющей условиям
(7.42) и распространяющейся в однородной среде в направлений 
увеличения 2 , согласно (6.70') Йу—(1г/а)ца)Ёх. Д ля такой  же вол­
ны, но распространяющейся в направлении уменьшения г , Яу=  

r (kI WЦа ) Ёх-
Требуя, чтобы б  соответствии с (7.8) при 2= 0  в-ыполнялись

условия Е^х—Е^х, н<~1)у=Н (2)у, получаем систему уравнений для 
V1 2  и W1 2 :

В полученном решении (7.42) — (7.43) компоненты Е 'х, Н'у опре­
деляют о т р а ж е н н у ю  электромагнитную в о л н у ,  а. Ё"х, Й"у— 
п р о ш е д ш у ю  (преломленную) в о л н у .

II. Коэффициенты отражения и прохождения. Выражения
(7.43) определяют коэффициент отражения V\2 и коэффициент 
прохождения wX2 границы kSi2 (при нормальном падемии волны). 
Коэффициенты vi2 и W\2 являются в общем случае комплексными 
величинами. Согласно (7 .42 ') ,  (7.42") это означает, что у гра­
ницы 5 12 (при 2 = 0 ) компоненты отраженной (Е' х, Н'и) и прошед­
шей (Е"х, Н"у) волн отличаются от соответствующих компонент 
падающей волны (Е°х, Н°у) не только по амплитуде, но и по фазе.

В среде, однородной по магнитным свойствам (|Л1 =  ц2), в

=  —  (1 — w„) =  —  (1 +  »„)•

Из этих уравнений следует, что
г, ___ . . .  _ 2feiUa

*2 i i t .  > 12 i , <"jh*“2 г ЯгУч l̂P*2 “h 2̂̂ 1
2feifx. (7.43)



частности в немагнитной среде (|Xi=|j2= l ) ,  выражения (7.43) 
упрощаются:

_  У 7 ^ - У Т ' ~  2 kt 2VPT
12 *1+ *2 +  12 kl +  kl V г\ +  W 2

(7.44)

Если среда в области V2— идеальный проводник (ч>2 — 
|&2 | = о о ) ,  то согласно (7.43) vt2= — 1, w 12 =  0.

Если среда в областях V'i и V2 — непроводящая (либо в более 
общем случае coeai/Yi^>l, меаг/Уг^ 1), то вместо (7.44) в соответ­
ствии с (6.61'). получаем

У е1 ----- У е2 2  У е1 /V  Л А Г\
° . « = v -  ’ “■’■«= Т У - ( 7-44>

Если в областях V\ и V2 выполняются условия coeai/Yi^U 
(оеа2/'у2<С 1 , то в соответствии с (6.61") из (7.44) имеем

(7.44")
/ i T l ' M ' t .  ^ Y l  + ^ Г 2

Коэффициенты v i2 и wi2 в (7 .44 ') , (7 .44")—действительные ве ­
личины, причем Ш12> 0 , т. е. согласно (7.42") у границы S 12 ком­
поненты Е°х и Е"х или Н°у и Н"у имеют одинаковые фазы. Соглас­
но (7.42') при v i2> 0  величины Е°х и Е'х синфазны (у  границы 
S 12) ,  а  при У12*<0  Е°х и Е'х меняются «в противофазе». В послед­
нем случае говорят об отражении «с потерей полуволны». Как уж е  
было отмечено, формулы (7.43) — (7.44") определяют коэффици­
енты отражения и прохождения для случая нормального падения. 
При наклонном падении плоской электромагнитной волны на 
границу S 12 соответствующие коэффициенты зависят от угла  па­
дения и ориентации векторов Е и Н относительно этой границы 
(см. [1 6 J ,  с. 432—449).

III. Скин-эффект. Вернемся к решению, полученному в разд. I, 
и допустим, что 71 =  0 , а 7 г > 0 . В соответствии с (6 .6 Г) fci=0 и 
поэтому электромагнитное поле распространяется в области Vi 
без поглощения.

Выражения (7.42"), определяющие электромагнитное поле в 
области V2, можем представить в виде

Ё^>х =  Ёх(0) exp(ik2z), Й<2\==Яу (0) exp(ik2z), ^
где Ёх (0) = E °x(0)w l2, Йу(0) = £ °ж (0 )й 2Ш12/со|д,о(.12 — значения Ех и
Ну в плоскости z = 0 , т. е. на границе проводящего полупростран­
ства.

Выражения дл я  £<2)*, /?(2)у аналогичны выражению (6.63') дл я
поля tj. Следовательно, для компонент //(2)у электромагнит­
ного поля в области V2 справедливы выражения, аналогичные 
формулам (6 .63), (6.64) — (6 .66") для поля rj. Таким образом, со-
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разделения), получаем два обыкновенных дифференциальных 
уравнения:

— (Я2 — k2) <}», =  (7.48')
dza dr2 г dr

Решения уравнений (7.48') имеют вид
ф (Я, г) =  С' (Я) ехр [(Я2 -  £2)1/2z] +  С" (Я) ехр [—(Я2 -  А2)1 '2г\,

(7.49)
ф{\, г) =  D' (Я) /. (Яг) +  D" (Я) У0 (Яг),

где /о и У0 — функции Бесселя нулевого порядка первого и второ­
го рода аргумента Аг; С'(А,), С" (A), D'(!K), D"(X) — множители, не 
зависящие от г и г .  Условимся выбирать корень числа (А2 — k2\ 
так , чтобы

Re [ (А,2—£2) 1/2]5*0. (7.50J
Принимая во внимание, что в области Fi — o o < z < h ,  а в обла­

сти V2 h<z<C.оо, следует согласно (7 .16), (7.50) положить С" = 0 
для  области Vi и С'— О для области Vi. При г-*-0 Уо(А,г)->— оо, а 
величина A*z должна иметь ограниченные значения при г= 0 и 
гфО. Поэтому положим D"(A) =  0. Таким образом, получаем со­
гласно (7.49) для Vi и Vi соответственно

Л,*0)(А) =  С'(Я) ехр (X tzyD 'iM Jofa),

Л2*<2)(А )=С"(А) ехр (—hiz)D'i (Я,)/0 (Ar), (7.51J
где D' 1 и D'i — обозначения множителя D' дл я  областей V\ и V2,a

,А*= (А.2—Л20 :1/2 ( » =  1,2) (7.5 Г|
— числа, удовлетворяющие условию (7.50).

Формулы (7.51) выражают частные решения уравнения (7.47)<. 
Из них можно составить общие решения:

Л*(1) =  f Л*(1) (Я) dX, Л*<2) = * [  А [(2) (Я)dX. (7.51” )л;<2> = | л ;< 2>(ямя.

Д л я  удовлетворения условию (7.35) прибавим к правой части 
(7.51") 1 решение (7.36) уравнения (7 .14)4 с подстановкой ца =  
=  ц0. Вводя обозначения С '(A)D\ (Я,) =С(Я,), С" (A)D'2 (А) =  
= D ( А), получаем

ч-- оо

г̂(1> ех Р ( ^ 1^) +J с  (Я) ехр (Я,2 ) /0 (Яг) <й,
о

(7.52)

Л*(2) =  J D (Я) ехр (—Xtz) J0 (Яг) dX, 
о

где R = ( r * + z 2) 1'*.
3 2 2



Множители С (Я), D(,K) определим так, чтобы выполнялись 
условия (7.46). Воспользовавшись интегралом Зоммерфельда

e x p  (ikL)
=  f  —  J  а * ~ k*)1/2 exp [ - ( Г  -  Аа)1/2|С|]/0(Я|р|)^, (7.53)

где L  =  (р2+ £ 2) 1/2,
и полагая  L — R, р =  r, £=z, можем представить выражение
(7.52) ] в виде

л *<1) ==|> иаи- м  к ехр ( _ я , | г  |) +  С (Я) ехр (Я,г)
4 я  Aj

У, (Яг) ЙЯ. (7.52')

Подставим (7.52'), (7.52) 2 в (7.46) и выполним дифференци­
рован ие по z; положим z = h  и получим систему уравнений 1

ехр (—Xji) -4-С  (Я) ехр (Я,/г) =  D (X) ехр (—Xth),

(7.54)

------miVMX_ e ( _ x h) 4 -  Я,С (Я) exp (Я,А) =  -  Я2D (Я) ехр (-Я .А).]
4гс

Решение системы уравнений (7.54) для  С (А,) и D(X) имеет вид

(7.54')

С ( Я ) = ^ ^ Я 1ге х р ( - Я 12/г),
4 п д.|

D ( г )  =  М ±  (1 + я „) ехр [ - (Я , -  Я2) h] =
4л

ч**
га>|АпА4 2\ I /, л \ /1=  Н г ~  V  , ,  ехр -  Я, - Я ж)й ,4я +  А.,

где Я =  ——-__—_
Д 12 х1 + х2 - ,  >

П одставляя (7.54') в (7.52), получаем

~ ^ ехР ( В Д + ^  J -А- Я12 ехр [ - А ,  (2/г -  г)] /0 (Яг) dX,

(7.55)

- ( 2» =  j  _ 2 ^ _ _  ехр {_ Kh _ x A z _  h)] Jo {Xr) dx_

0
Выраж ения (7 .45'), (7.55) удовлетворяют уравнению (7.14)4 и 

дополняющим условиям, следовательно, определяют решение рас­
сматриваемой задачи для потенциала А*.

1 Ф актически получаем равен ства интегралов от умноженных на Ja(\r) ле­
вых и п равы х частей (7 .54). Но удовлетворение этим равенствам обеспечивается 
условиям и (7.54).



Д л я  перехода к полям Е и Н учтем, что согласно (7.14) i,3,
(7 .45) , (7 .45 ') , (1 .13 ') ,  (1 .27'), (1.33')

£ г =  0 , £ = - ^ ,  Ег =  0 ,Н г= -  —  д- - г,
4 дг £w(i0 дгдг

гшн-о
д*А*

дг2

П одставляя выражения (7.55) для А*г в формулы (7 .56) 2,4,в и 
выполняя дифференцирование с учетом того, что d/с (А,г) /дг— 
=  —XJi(%r) (где /1 — функция Бесселя первого порядка первого 
рода) , получаем для полупространств Vi, VV

£<» = и о ф  | jL  (1 _  а д  ехр ( а д  +

+  Г ехр [—Я, (2h —г)] У, (Яг) dX
J  1̂ о )•

н (3 — 3 iktR — Л2,/?г)ехр (iktR)(1) __М_ j  zr_ 
r ~  4" 1 R*

СО

— J  Я’Я1а ехр [—Я, (2h — z)] /, (Яг) ЙЯ J ,

£ ( ,»  =  £  {е х ^ Л )  |-(_  j +  +  Л, ̂ а) +

00

+ А  (3 -  з а д  -  £\/?2) ] + J  - ^ а .  х
о

Х ехР [—Я, (2/t — г)] У0(Яг) ̂ я| ,

^ (« )  j  2 ^  ехр {z _  л)] д  (ЯГ) л

О

Я ; 2 > = Ц .  J ехр [ - 1 .А  -  Я, (г -  К)] /, (Яг) Л ,
О

-Я2 (г — h)] (Яг) ^Я.



Если точка наблюдения расположена на оси г ( г = 0), то . 
/0(Хг) =  1, /1 (А,г)=0, следовательно, £ф(1'2)= 0 ,  Яг(1,2)= 0, а из выра­
жений для Я г(!,2) выпадает функция /о(Аг). Если магнитный ди­
поль и точка наблюдения расположены на границе S 12 (h—0, z =  
= 0 ) ,  то из подынтегральных функций в выражениях (7.57) выпа­
д а ю т  экспоненты.

III. Частные случаи 1. h = 0, 2 = 0 , 71 =  0, 72= 7 ^>0> а частота 
со— достаточно мала для того, чтобы можно было считать ki^O, 
<0832/ 7 ^ ;  1 , В этом случае после ряда преобразований
у д а е т с я  получить выражения для компонент электромагнитного 
поля в более простом виде (см, [7 ] ,  стр. 110— 122). Эти вы раж е­
ния дополнительно упрощаются, если точка наблюдения находит­
ся в ближней или дальней'зоне.

В ближней зоне ( | й21 / " 1 )  выполняется соотношение Я Г<СЯ2, 
поэтому приведем выражения только для компонент Еф и Нг\

^  / J . {юуь-рг* \ ^  м  I J _  WYH.0r2 \
4го-2 \ ' 4 ) ’ г 4ш3 \ 4 / '

Выделим действительные части комплексных величин и пред­
стави м  выражения для £ф и Нг в виде, аналогичном (7 .39):

Er„= E \ + E \ , HZ =  H°Z+H 'Z, (7.58)

где

Е а. = ^ s M s C 0 i{iot_ J L ) .  1
Ч’ 4пг% \ 2 / \

Е' = ' W i Cos К - > , |
f  16п V '  >

Н °г = — -2- cos wt, Н'г — •—-°^° cos (w t-----—У  (7.58")
4я г3 г 16nr V 2 /

Сопоставим формулы (7.58'), (7.58") с выражениями (7 .39 ') , 
(7.39'"), предварительно подставив в последние (для экваториаль­

ной плоскости диполя и немагнитной среды) — Hz, цо, 1 вместо 
Нв, (j,a, sin0 соответственно. Величины £°ф, Н°г в (7 .58 ') ,  (7.58") 
совпадаю т с аналогичными величинами в (7 .39 ') ,  (7 .39" ') .  Объяс­
н яется  это тем, что возбудителями полей Н° и Е° являю тся соот­
ветственно ток I в диполе и первичное поле Н°; поэтому поля 
Н° и Е° не зависят от электрических параметров среды.

Величины Е’\  и Н\ в выражениях (7 .58 ') , (7.58") в 2 раза мень­
ше величин Ехф и и Я /12= Я ' 10, определяемых формулами (7 .39 ) ' ,  
(7 .3 9 " ') .  Согласно сказанному в разд. II, § 4 возбудителями поля 
Н1 являю тся вихревые токи, возникающие под действием поля Е°, 
а возбудителем поля Е1 — поле Н1. В отсутствие вихревых токов 
в верх:нем полупространстве поле Н1 и, следовательно, поле Е1 на 
плоскости S 12 в 2  раза меньше, чем в неограниченной однородной 
проводящей среде.

В дальней зоне ( l ^ k ^ l )  выполняется соотношение Я г< Я Г) 
следовательно, можно считать, что векторы Е и Н л еж ат  в пло-
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скости S i 2. Приведем выражения для £<р 
форме:

Е зм  1 _  зм  1 + t
ф 2лг4 •( r 2 лг* V  coyp-o

Согласно (7.59) амплитуды величин Ец, и Нт убывают с уве­

личением г как  г-4. Отношение .Е jHr = — ]A»|i.0/y ехр (—tit/4) с
точностью до знака совпадает с выражением (6.71"), определяю­
щим импеданс плоской электромагнитной волны для сл уч ая  ква- 
зистационарного поля (в немагнитной среде). Можно считать, что 
определяемое выражениями (7.59) поле в пределах небольшого 
участка плоскости S ]2 (где r~ const)  представляет собой плоскую 
электромагнитную волну, проходящую в полупространство V%.

2. Пусть среда в области V2 — идеально-проводящая, т .  е. уз-*- 
-*■0 0 , а точка наблюдения находится в области Vi. При ^г- *-00 имеем 
|&2|->оо, j Аг2 | ^оо. Тогда согласно (7 .5Г), (7 .54 ')3 Я,12 = — 1 и вы­
ражение (7.55) 1 принимает вид

^ . (1) ( .k р  _____ к___
« ” 4nR e x P ^ ‘^  4* X

о
Х ех р  [—Я, (2h-z)] JB (Xr)dX. * у (7.60)

При р —г, %— 2h—г, k=ki интеграл в правой части (7 .60 )  сов­
падает с интегралом (7 .53), следовательно,

^.<0 ехр ■ ~Т~в7"~ ехР <7 -60')
z 4 nR 4 nRr

где R' =  [ra - f - (2/г — z)2]1/2 , M' =  - M .

Согласно (7.60') электромагнитное поле в области Vi опреде­
ляется суммой двух сферических волн. Центром первой является  
точка О, в которой находится переменный магнитный диполь с 
моментом М, а второй — точка О', симметричная точке О отно­
сительно плоскости S 12 (рис. 59,6). Вторая волна совпадает  со 
сферической волной, возбуждаемой переменным магнитным дипо­
лем (расположенным в точке О '), момент которого М' отличает­
ся от М только противоположным направлением. Таким образом, 
согласно (7.60') электромагнитное поле в полупространстве Vi 
равно сумме электромагнитных полей двух переменных магнитных 
диполей (расположенных в однородной среде с параметрами у =  
=  Уи e= 8 i,  |л=(4 — 1): действительного и фиктивного, являю щ его­

ся зеркальным изображением первого в плоскости S i2- Ф актиче­
ски слагаемые правой части (7.60') — потенциалы падающей 
(«прямой») волны и волны, отраженной от границы 5 12»

и Нг в комплексной 

(7.59)



Г лава  восьмая

Основы теории упругости 1

Сейсмический метод разведки основан на изучении осо­
бенностей распространения механических колебаний в горных по­
родах. Эти колебания вызываются внешними силами — ударным 
воздействием взрыва или специальных устройств. Под действием 
приложенных сил в горной породе происходит изменение взаимно­
го положения частиц породы — деформация среды. Это приводит 
к  возникновению внутренних сил — напряжений, которыми уравно­
вешивается действие внешних сил. Если после окончания дейст­
вия внешних сил тело мгновенно восстанавливает свое прежнее 
состояние и форму и напряжения исчезают, оно называется абсо­
лютно или идеально упругим. Возникающие изменения размеров 
и формы называются у п р у г и м и  д е ф о р м а ц и я м и .  Если пос­
ле прекращения воздействия внешних сил тело восстанавливает 
старую форму постепенно, то оно называется пластическим или 
неабсолютно упругим.

В горных породах под действием ударных нагрузок происхо­
дят как  упругие, так и неупругие деформации. Преобладание тех 
или .иных определяется рядом причин, из которых решающими 
являются величина действующей силы и свойства самой породы. 
Если исключить из рассмотрения некоторые образования, напри­
мер сухой песок, и рассматривать область, где силы, воздействую­
щие на породы, малы по величине, то горные породы ведут себя 
к ак  упругое тело. Поэтому возникающие в породах колебания 
можно рассматривать как колебания в упругой среде. Отчетливое 
понимание закономерностей распространения таких колебаний 
возможно лишь на основе знакомства с основными положениями 
теории упругости.

В теории упругости исходят из нескольких основных допуще­
ний и положений. Принимается, в частности, что: 1) материал, 
слагающий упругое тело, является сплошным, заполняющим все 
занимаемое пространство без разрывов, т. е. игнорируется моле­
кулярное и атомистическое строение вещества и реализуется м а ­
кроскопический подход к среде; 2) материал является  идеально 
упругим; в нем не происходит поглощения энергии при нагрузке 

или разгрузке; 3) существует пропорциональность м еж д у  дефор­
мацией и напряжением. Обычно ограничиваются рассмотрением 
однородной и изотропной среды.

Рассмотрение распространения сейсмических колебаний в гор­
ных породах с позиций теории упругости объясняется не только

1 В  этой и следующей главах  иногда будем пользоваться обозначениями, 
отличными от введенных выше, но традиционными для курсов теории упругости 
и распространения упругих колебаний.



сходством горных пород с упругим телом при малых воздействиях, 
но и сложностью и недостаточной разработанностью вопроса о 
распространении таких колебаний в реальных средах. Некоторые 
физические явления, отличающие распространения сейсмических 
колебаний в горных породах от распространения в идеально упр у­
гой среде, например, наличие пог.юшечия, 'могут быть в дальней­
шем учтены путем введения в уравнения соответствующих по­
правочных членов и коэффициентов.

§ 1. НАПРЯЖЕНИЯ

I Виды напряжений. Рассмотрим тело, подвергающееся воз­
действию внешних сил и находящееся в равновесии. Внешние си­
лы могут быть приложены к поверхности тела — в этом случае 
говорят о поверхностных силах, или к каждому элементу объема 
тела — объемные силы. Примером первых может служить д а в л е - . 
ние газов или твердых тел, соприкасающихся с телом, примером 
вторых — сила тяжести, центробежная сила.

Действие внешних сил. для  тела, находящегося в равновесии, 
уравновешивается силами внутреннего притяжения (отталкива­
ния). Это порождает в теле внутреннее напряженное состояние, 
представляющее собой реакцию тела на действующие силы.

Чтобы оценить напряженное состояние, мысленно рассечем те­
ло произвольной формы на две части А и В по поверхности 5  
(рис. 60). Удалим часть А вместе с приложенными к ней силами. 
Д л я  того чтобы часть В осталась в прежнем состоянии, надо з а ­
дать  на поверхности S  систему поверхностных сил. Эти силы з а ­
менят действие части А на часть В. Для тела в целом данные силй 
являю тся внутренними. Они и определяют то напряженное состоя­
ние, которое существовало в соответствующих точках тела до его 

рассечения. Под действием этих внутренних сил и приложенных 
внешних сил к аж д ая  часть тела находится в равновесии. Компен­
сирующие поверхностные силы (на поверхности S ) ,  отнесенные 
к площадкам, на которые они действуют, и есть напряжения. 
В общем случае они меняются по величине и направлению при 
переходе от точки к точке тела.

Возьмем на поверхности S  элементарную площадку dS с нор­
малью п. В точке О на площадке действует сила dP. Отношение

Pn =  dP/dS (8.1)

назы вается в е к т о р о м  н а п р я ж е н и я  на  п л о щ а д к е  dS. Век­
тор dP может быть ориентирован по-разному относительно пло­
щадки. Таким образом, индекс п у  вектора напряжения у к а зы в а ­
ет только на ориентировку площадки, на которую действует дан­
ный вектор, но не на ориентировку последнего.' Следует подчерк­
нуть, что вектор р, к ак  и сила dP зависит не только от положе­
ния центра элементарной площадки внутри тела, но и от ориенти­
ровки площадки в пространстве. Если мы рассечем тело другой 
поверхностью Si, тоже проходящей через точку О, то система на- 
328



Рис. 60. Вектор на­
пряжения

пряжений, компенсирующих удаление новой части, будет другая 
и соответствующая сила в точке О будет dPi, а не dP. Будет 
иным и напряжение: р 'п вместо рп.

Следует предположить, что полная характеристика напряжен­
ного состояния тела в данной точке не может быть описана с по­
мощью вектора. Для описания поля напряжений, вероятно, по­
требуется какое-то иное, более сложное понятие. ^  ;

Вектор рта можно разложить на три составляющие по коорди­
натным направлениям. В декартовой системе координат скаляр­
ные составляющие обозначим рпх, рпу, Рт- Первый индекс ук азы ­
вает направление нормали к площадке, на которой действует век­
тор р, а второй показывает, по какой оси взята составляющая.

В теории упругости важное значение имеют напряжения, дей­
ствующие на площадках, перпендикулярных к координатным 
осям. Вырежем мысленно малый параллелепипед с гранями, па­
раллельными координатным плоскостям (рис. 61 ).  На каждой из 
трех его граней, видимых на рисунке, будут действовать разные 
векторы напряжений — р*, ру и рг. Каждый из этих векторов мож­
но разложить на три составляющие. Д ля вектора р*, действующе­
го на площадке, перпендикулярной к оси х, будем иметь состав­
ляющие рхх, рхи, рхг, для ру — соответственно рух, pyv, pyz, для
Pz pzx. Pz-yi Pzz-

Составляющие pxx, pyy и plz — н о р м а л ь н ы е  н а п р я ж е н и я .  
Они перпендикулярны к соответствующим площадкам. Их обычно 
обозначают следующими символами:

Р х х ^ ^ О х ,  Р у у = = О у ,  P z z z = Oz .  ( 8 . 2 )

Остальные напряжения леж ат  в плоскости соответствующих 
площадок. Это к а с а т е л ь н ы е  или т а н г е н ц и а л ь н ы е  н а ­
п р я ж е н и я .  Их в дальнейшем будем обозначать символом т:

Рху Тху, рхъ-—Тxz, рух=тух,
__ (8.3)

Pyz Туг, Pzx - Тz.v, Pzy—Тгу.
Знаки составляющих векторов напряжения зависят от выбора 

направления координатных осей. Если внешняя нормаль к пло­
щадке совпадает с направлением соответствующей координатной 
оси, то положительные составляющие вектора напряжения соответ­
ствуют направлениям координатных осей. Если внешняя нормаль



Рис, 61. Напряжения и их составляющие на площадках, пер­
пендикулярных координатным осям

к площадке имеет направление, противоположное координатной 
оси, то положительные составляющие вектора напряжения имеют 
направления, противоположные координатным осям.

Положительные нормальные напряжения соответствуют рас­
тяжению, отрицательные— сжатию.

II. Связь между напряжениями, действующими на различно 
ориентированных площадках в одной и той ж е  точке. Вырежем 
из тела бесконечно малый четырехгранник с ребрами dx, dy и dz, 
у которого грани dSyz, dSxz и dSxy перпендикулярны к координат­
ным осям х, у  и z, а четвертая грань dS — наклонная, с нормалью п 
(рис. 62). Направляющие косинусы cos(n, 1*), cos(n, 1^), cos(n , 
12) определяют ориентировку нормали в пространстве.

Наша задача заключается в том, чтобы попытаться выразить 
составляющие напряжения р„, действующего на произвольно ори­
ентированной наклонной площадке dS, через напряжения на гр а ­
нях dSyz, dSxz, dSxy. Если это удастся, то можно утверждать, что 
напряженное состояние в данной точке полностью характеризу­
ется векторами рж, ру и pz или их составляющими.

Составим уравнения равновесия четырехгранника. Очевидно, 
что если четырехгранник не движется поступательно и не вращ а­
ется, т. е. находится в равновесии, то геометрическая сумма при­
ложенных к нему сил должна равняться нулю. В число этих сил 
входят поверхностные силы, действующие на каждую  грань, и 
объемная сила. Объемная сила, пропорциональная объему четы­
рехгранника ( V = l/ 6 dxdydz), является величиной третьего поряд­
ка малости относительно dx, dy и dz. Поверхностная сила, дейст­
вующая на каждой грани, равна произведению напряжения на 
площадь гр ан и 1 и является величиной второго порядка малости

1 В виду малости грани считаем напряжение на всей грани одинаковым.
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относительно dx, dy, dz. Например, dPx= p xdSyz= p x- \/2dydz. Вви­
ду этого при составлении уравнения равновесия объемной си­
лой можно пренебречь по сравнению с поверхностными силами. 
В результате уравнение равновесия запишем в виде

idS —— PxdSyz~\~PydSxz + р  zdSxy. (8.4)
Данное векторное уравнение можно заменить тремя ск аляр ­

ными для проекций векторов на оси х, у и z. При записи этих 
уравнений учтем, что площади граней четырехгранника, перпенди­
кулярных к координатным осям, связаны с площадью наклонной 
грани dS следующим образом:

dSyZ= d S  cos(n, 1*), dSXz=dS  cos(n , 1^), dSxy= d S  cos(n , l z) .

Тогда уравнение равновесия для сил, действующих на четы­
рехгранник в проекции на ось х, запишется в виде
PnxdS  =  axdS cos(n, \x)-\-xyxdS cos(n, 1^)-j-xz.xdS cos(n , \z). (8.5)

Аналогичные уравнения можно записать для составляющих 
сил по осям у и z. Сокращая в левой и правой частях уравнений 
dS, имеем окончательно:

!*) -{- iyX cos (п, l.y) - f  cos (n, l z), 'j 
Рпу-=ххуЫъ(Ъ' 1.*) + о, cos (n. l„) +  t Zi,co s (n , 1г), > (8.6)
Pnz =  cos (П. l J  +  VCO S(n , l„) +  oz cos(n , 1г). j
Эти уравнения называются ф о р м у л а м и  К о ши .  Они пока­

зывают, что составляющие вектора напряжения, действующего на 
любой наклонной площадке, выражаю тся через составляющие
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векторов напряжений, действующих 
на трех площадках, перпендикуляр­
ных к координатным осям. Иначе 
говоря , напряженное состояние в 
точке полностью описывается тремя 
векторами: рх, ру и pz.

Условия равновесия требуют от­
сутствия не только поступательного 
движения, но и вращения тела. Со- 

^ ставим три других уравнения рав­
новесия четырехгранника — уравне­
ния моментов. Удобно в зять  момен­
ты относительно прямых, проходя­
щих через центр тяжести С  наклон­
ной грани четырехгранника и па- 

Рис. 63. Составление уравнений раллельных координатным т>сям. 
моментов Расстояния точки С от трех гр а ­

ней четырехгранника равны соот­
ветственно l/3dx, 1/3dy и 1/3dz. Таким образом, проекции 
точки С на каж дую  из граней совпадают с их центрами тя ж е ­
сти. На рис. 63 изображена одна из прямых, проходящих через 

точку С и параллельных координатным осям, — прямая у', парал­
лельная оси у. Из двенадцати составляющих сил, действующих на 
все грани четырехгранника десять либо пересекают ось у', либо 
параллельны ей. Лишь две касательные силы, соответствующие 
напряжениям %xz и %гх, будут создавать моменты. Уравнение мо­
ментов относительно прямой у' запишется так:

'ж* 1/2 dzdy-^ ---- tzxl[2 d x d y-^ - =  0. (8.7)

Аналогичным образом запишутся два других равенства для 
моментов относительно прямых, параллельных осям *  и г. В ре­
зультате имеем

Txz-=Tzx, Xzy —туz, Хху — fyx - (8 .8)

Эти равенства выражают закон взаимности касательных на­
пряжений.

Таким образом, на основании выражений (8.6) и (8 .8) можно 
утверждать, что напряженное состояние в данной точке полностью 
определяется шестью величинами: ах, оу, a z, t xv, txz и х гу, которые 
являются составляющими векторов напряжений, действующих на 
трех площадках, перпендикулярных к координатным осям.

III. Тензор напряжений. Часто говорят, что напряженное со­
стояние тела в данной точке характеризуется тензором напряже­
ний. Поясним смысл такого утверждения. Д л я  этого исследуем, как  
преобразуются составляющие векторов напряжений при переходе от 
системы координат х, у  и г  к системе х', if, z’ с началом в той же 
точке, но повернутой относительно первой на некоторый угол. Ина-
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че, говоря, выразим составляющие векторов напряжений в новой 
системе координат через составляющие в старой системе.

Возьмем бесконечно малую площадку, перпендикулярную к  од­
ной из новых осей, например х'. На этой площадке действует век­
тор напряжения р*-. Его составляющие по старым осям в ы р а ж а ­
ются формулами Коши (8.6), в которых в данном случае индекс п 
зам еняем  на х'. Составляющие рж- по осям х, у, z соответственно 
равны

P x 'x ==Gx COS ( 1 * ' ,  l * ) - h c , r *  COS ( 1 * ' ,  ) | Xzx COS ( l x ' ,  l z ) »

Р х ' у —=Т*ху COS ( lj/ j l a : )  cos (1*m 1v ) + t Z!/c o s  (1*,, 1 z ) ,  (8.9)
P  s c 'z ==rCxz COS ( 1 * ' ,  l * ) + T v z COS ( 1 * ' ,  \ y )  ~\~Gz COS ( 1 * ' ,  l z) .

Проекция вектора p*- на какую-нибудь новую ось равна сумме 
проекций на эту ось трех его составляющих по старым осям. В ча­
стности, проекция на ось х', т. е. рх,х, или в принятых обозначе­
ниях; ох,, равна

О эс,==Р х ’х  COS ( l x ' ,  ^х)~\~Рх'у COS ( 1 * ' ,  l y ) ~\~Px'z COS ( I * ' ,  l z ) -  ( 8 . 1 0 )

ГТодставляя в (8.10) выражения (8.9) для  р Х’Х, Р х ’у  и  p x -z, по­
луч аем

Ож ,==Ох COS2 ( lx '>  l * ) + T Vx COS ( 1 * ' ,  1 j/) COS ( lx '>  l x ) - !-  

H TZx COS ( 1 * ' ,  l z )  COS ( l x ' ,  1 x )  ~\~Хху COS ( 1 * ' ,  l x ) X

X c o s  (1*', ly)+<Tv cos2 (1*', l j , )+ T 2l,C0S (W ,  l z )X
X c o s  (1 * - ,  l„ ) - f -T xz C O S  ( l * s  l x )  COS ( i x l z )  +

H Туг COS ( l x ' ,  l y )  COS (1 * - ,  l z)  +<Tz COS2 ( 1 * ' ,  l z ) .  ( 8 . 1 1 ) '

Аналогичным образом нетрудно получить выражения д л я  всех 
д евяти  составляющих напряжения в новой системе координат.

П риведем в качестве примера выражения для одной из танген. 
циальных составляющих—

T * 'r= C T x C O S  ( l x ' ,  l x )  COS ( l zS l x ) + T „ X  COS ( 1 X',  1V) X  

X c o s  ( 1 2' ,  l x ) + T z x COS ( l x ' ,  l z )  COS ( 1 Z',  l x )  +

- f -T xyC O S  ( I * ' ,  l x )  COS ( l r , 1 у ) ~\~Oy COS ( 1 * ' ,  1 „ ) X  

X  COS ( l z ' ,  l y )  4~Tzy COS ( l x ' ,  l z) COS ( l z ' ,  l j/) I Txz COS ( l x ' ,  1 * )  X  

X  COS ( l z ' ,  lz )~ H tyzC O S  ( 1 x 4  1 y )  cos ( l z ' ,  1 z)~\~

+  <TzCOS ( l x ' ,  l z )  cos ( 1 Z' ,  l z) .  ( 8 . 1 2 )

К а к  известно, формулы преобразования координат или состав­
ляющих радиуса-вектора при повороте координатных осей записы­
ваю тся  следующим образом:

ATCOS^,, У  +  г/ С08(1,„ 1,) +  г  cos (1х„ 1г), 

у  = х < х я { 1 и„ 1 , ) + ^ с о в ( 1 ^ ,  i g  +  2 cos( l ;^ , 1г), (8.13)
г ’ =  Х С08(1г/, 1Л-г/С08(1:г„ i g - ] - 2 c o s ( l z „  1г).



Сравнивая (8 .11), (8.12) и (8.13), можно видеть, что состав­
ляющие напряжения при повороте координатных осей преобразу­
ются как  квадраты или попарные произведения формул преобра­
зования координат. Совокупность девяти величин, преобразующих­
ся при повороте координат таким образом, называется тензором. 
Следовательно, можно утверждать что напряженное состояние тела 
в данной точке полностью характеризуется тензором напряжений. 
Из формул (8.6) вытекает, что тензор напряжений — симметричный 
тензор, имеющий шесть независимых составляющих.

При записи выражений для компонент тензора часто пользуют­
ся системой координат ( k = l,  2, 3) см. разд. II, § 1 гл а в ы  пер­
вой). Ортам I», 1 у, l z в этой системе соответствуют 11, 12, Ь» поэто­
му имеем, например, (п, 1у) =  (п, 12). Вводя обозначения вида 
cos (п, 1 2) = а П2, выражения для компонент тензора м ож ем  запи­
сать следующим образом:

з з
Рпт 2 2 

i=l /=1

Опустив для краткости знаки суммирования, поскольку необ­
ходимость этой операции очевидна, получаем

=Pi}dnidmi (t> /— 1, 2, 3 ) ; (8.14)

у, z. Подставляя

здесь п—направление нормали к наклонной площадке; т . —направ­
ление искомой компоненты; i и / принимают значения 1, 2, 3, соот­
ветствующие трем координатным осям. Развернутое выражение 
представляет собой сумму членов при всех возможных парных ком­
бинациях значений i и /. Зависимость (8.14) позволяет определить 
компоненты тензора напряжений по одним осям координат, на­
пример х\ у', г ' ,  через компоненты по другим осям, например х.

вместо т  соответствующие направления компо­
нент, нетрудно получить с  помощью 
этой формулы выражения (8.11) и 
(8.12).

IV. Главные напряжения. На про­
извольно ориентированной элементар­
ной площадке, проведенной через 
данную точку, действуют в общем 
случае как  нормальное, т а к  и каса­
тельные напряжения. Можно, однако, 
представить себе площадку, ориенти­
рованную таким образом, что нор­
маль к ней совпадает с направлением 
действующего на ней напряжения. 
Иначе говоря, на данной площадке 

Рис: 64. Главное напряже- действует только нормальное напря- 
ние - жение.



Определим ориентацию такой площадки и величину действую­
щего на ней напряжения через составляющие векторов напряже­
ний, действующих на трех площадках, перпендикулярных к коор­
динатным осям.

Т а к  как  направления п и р„ совпадают (рис. 64), то

Рпх —■ Gn COS ( i l ,  lx) » Pni/== Cfn COS (п, 1 у ) ,  Рпг — On COS (п, 1 г ) .  (8.15)
Подставим эти выражения в (8.6) и перенесем все члены в одну 

сторону. Тогда получим

(<*х —  ° л )  COS ( п ,  у + v  c o s  ( П ,  l 4, ) + T^ c o s ( n ,  1 г )  =  О,

хху cos (n, i y  +  (o„ — o„) cos(n , l u) +  1гу COS (п, 1г) =  0, (8.16)
хжг COS (П ,  I J  +  t ^ C O S ^ ,  1 Д + ( o z  —  0 „ )  COS ( п ,  1|г ) = 0 .

Реш ая эту систему с учетом известного в аналитической гео 
метр ии соотношения

cos2 (n, l* )+ c o s 2 (n, l„ )+ c o s2 (n, l z ) = l ,  (8.17)
можно определить четыре неизвестных оп, cos (п, 1ж) ,  cos (n, 1„) 
и co s  (п, 1г).

Определитель системы трех уравнений (8.16) должен равняться 
нулю:

г ®п тих Tzir
=  0. (8.18)

Разверты вая  определитель, получаем уравнение 
а 3п -/ ю 2„ -Н 2а „ - / з = 0 ,  (8.19)

где

1 я =  ах +  °и -\-°г>
**ху —  х'уг ~  } ( 8 2 ° )

°ЛГ а п zyx

хху ау —  ° « хгу

ххг V ” г  —

axay az ~ \ ~ ^ Tx y z y z v zx ax z у г  ay z г х  ° г х х у

Кубическое уравнение (8.19) имеет три корня: сть оз, стз- Это 
так  называемые главные напряжения. Эти корни всегда вещест­
венны. В общем случае 0 1 Ф 0 2 Ф 0 3 , хотя в частных случаях два  из 
них или все три могут быть равны м еж ду собой.

Если главные напряжения сп, 0 2  и аз различны, то для  каждого 
из них может быть определено направление площадки, где это на­
пряжение действует. Направляющие косинусы, фиксирующие ори­
ентацию каждой такой площадки, могут быть определены из ур ав ­
нений (8.16), в которые подставляются соответственно значения а\,
02 ИЛИ (Т3.

Можно показать, что найденные три площадки перпендикуляр­
ны д руг к Другу.

Если ст1= а 2=стз, то на всех любым образом ориентированных 
элементарных площадках, проходящих через данную точку, дейст-



вуют только нормальные напряжения одинаковой величины. Это 
означает, что в данной точке тело испытывает состояние всесторон­
него сжатия или всестороннего расширения. При Ст1=сг2^стз на­
правление площадки, на которой действует ст3, определяется, как  и 
в общем случае, подстановкой 0 1 = 0 2  и 03 в (8.16). На всех  пло­
щ адках, перпендикулярных к ней, действуют только нормальные 
напряжения o i= o2. Итак, в каждой точке напряженного те л а  мож­
но провести три взаимно перпендикулярные площадки, н а  которых 
действуют только нормальные напряжения. Это главные площад­
ки. Если оь 02 и оз различны, эти площадки определены единствен­
ным образом. Когда три главные напряжения равны меж:ду собой, 
направления главных площадок можно выбирать произвольно.

Главные напряжения в данной точке—физические величины, не 
зависящие от выбора системы координат, а определяющиеся свой­
ствами тела и действующими на него силами. Коэффициенты 1\, /•> 
и /3 т акж е не зависят от системы координат, так  как  в соотзетст- 
вии со свойствами корней кубического уравнения они выражаю тся 
через корни следующим образом:

h = 0 \-\-0 2 ~ \~ 0 z, ^2=z:0 l0 2 _b02<73_b030rb 1з= 0г020з, ( 8 .2 1 )

где /ь /2 и /3—инварианты напряженного состояния.
Укажем без .доказательства несколько свойств главны х напря­

жений.
1. Если 01^ 02^ 03, то о ^ о п ^ с гз ,  т. е. из всех нормальных на­

пряжений, действующих на различных элементарных площадках, 
проходящих через данную точку, наибольшим и наименьшим явля­
ются соответствующие главные напряжения.

2. Если 10 1 1 ^  10 21 | о3 1, то | oi | ^  | рп | ^  | о3 1, т. е. и з  всех пол­
ных напряжений, действующих на различных элементарных пло­
щадках, проходящих через данную точку, наибольшим и  наимень­
шим. по абсолютной величине являются соответствующи е главньн 
напряжения.

3. (Tn)max:= (o i—Оз)/2 , т. е. наибольшее касательное напряже­
ние равно полуразности наибольшего и наименьшего гла_вных нор­
мальных напряжений. Это касательное напряжение действует на 
площадках, проходящих через ось 2 и составляющих с осями 1 и 3 
угол в 45° (рис. 65).

V. Дифференциальные уравнения равновесия. Исследуем, как 
изменяются составляющие тензора напряжений при переходе от 
данной точки тела к соседним. Рассмотрим для  этого условия рав­
новесия элементарного объема в форме параллелепипеда с ребра­
ми ах, dy, dz (рис. 66 ) . Равновесие, т. е. отсутствие поступатель­
ного движения и отсутствие вращения, обеспечивается при равен­
стве нулю суммы сил и результирующего момента сил, приложен­
ных к данному объему. Первое из этих условий приводит к необ 
ходимости равенства нулю суммы составляющих всех сил по на­
правлению каждой из координатных осей. На рис. 66 изображены 
336



Рис. 65. Площадки, на Рис■ 66■ Составление дифференциальных уравнений 
которых действует наи- равновесия 
больш ее касательное на­
пряжение

составляющие напряжений по оси х, действующих на всех гранях 
параллелепипеда, и соответствующая составляющая объемной си­
лы Fp. Здесь р—плотность тела, F= dQ /dm—сила, приложенная 
к единице массы, или массовая сила. Поскольку F=dQ /pdV, то 
сила , приложенная к единице объема dQ/dV, т. е. объемная сила, 
р авн а  Fp.

Н апряжения на каждой из двух параллельных граней паралле­
лепипеда различны. Напряжения на видимых гранях отметим дву­
мя штрихами, а на невидимых — одним.

Сила, действующая на каждой грани, равна произведению на­
пряжения на площадь грани. Условие равновесия запишется для 
направления х следующим образом:

(</'*—а'х) dydz-\- (i"yX—T'yX)dxdz+ (t"zx—t:'zx) dxdy-\- 
-j-pFxdxdydz=0. (8 .22)

Приращения напряжения при переходе с одной грани на дру­
гую, параллельную первой, выражаемые разностью в скобках, вви­
ду малости расстояний могут быть заменены произведениями част­
ных производных на расстояния:



П одставляя (8.23) в (8.22) и сокращая на dxdydz, получаем 
дифференциальное уравнение равновесия для направления х.

Уравнения для направлений у и z находятся аналогичным об­
разом. В результате имеем три следующих уравнения:

дях (кух . <hzx -?FX =  0,дх ' ду • дг
дхГ1. да.. д г̂и ~

4 t + - d i + - W ^ Fy ^  (8 -24)
д%х г дхуг . г, п

дк ду дг г

Второе условие равновесия параллелепипеда требует равенства 
нулю моментов сил, действующих на тело. Соответствующие урав­
нения не приводят к новым зависимостям, а дают полученные ра­
нее равенства (8.8):

Xxz— Xzxt Xzy— Xyz, Xxy— Xyx-

Учитывая эти зависимости, уравнения (8.24) можно переписать 
в виде

-J-p F x = 0 ,дах I дхху ■ дххг 
дх “Г  ду • дг
dXrjx 9̂(1 dXtjz
- д ^ + ^ + - 1 Г - + Р ру = -° ’ 

+ PFZ =  0.

(8.25)

дх ■ ду 1 дг

Принимая во внимание обозначения (8.2) и (8.3) и. выражение
(1.33) дл я  дивергенции в декартовой системе координат, можем 
записать уравнения (8.25) в виде

div рзс4-р/гж= 0 ,  div p j,+pFy= 0 ,  div p2+p.F2= 0 .  (8.26)
В заключение приведем без вывода уравнения равновесия в ци­

линдрической и сферической системах координат:

& + - T % + ± $ t + ^ h - + * Fr = b

■%E- + - r g r + ^ + T s- + p ^ = 0 - (8 -27)

d- w - + Jr d- w + - ^ - + ^ + ^  =  0.

-  <*) +  р / у = о .

Ж + V j L  ^ Г + Т Г  ж  +  4 -  13^е +  («а -  %) ctg 6] +  =  0,
(8.28)

dRд~ -^ т  ж +w + 2v  в)+ =  о.



Если на тело воздействовать внешними силами, то оно изменит 
свою форму и объем, т. е. деформируется. Представим себе прямо­
линейный отрезок ab в теле до деформации. Под воздействием 
внешних сил он может изогнуться, в некоторых местах оказаться 
растянутым, в других сжатым. Описать процесс деформирования 
математически здесь практически невозможно, так  к а к  многообра­
зие кривых, в которые может перейти отрезок а.Ь, неограничено. 
Однако отрезок ab можно подразделить на такие малые участки, 
чтобы они были прямолинейными до и после процесса деформа­
ции. При этом ограничении все многообразие изменений сводится 
к растяжению или сжатию малого отрезка, к его повороту или 
комбинации этих двух изменений. Сохранение в процессе дефор­
мирования прямолинейности малых отрезков возможно лишь при 
постоянстве величин деформации в рассматриваемой малой обла 
сти в окрестностях данной точки. При таком дифференциальном 
подходе процесс деформации может быть описан математически, 
могут быть определены относительные перемещения каждой точкг 
тела , как  функции ее координат. В данном разделе мы исследуем 
геометрию явления, отвлекаясь от того, какими силами оно вы­
звано.

I .  Тензор деформации. Рассмотрим деформацию в малой обла­
сти Q, включающей в себя точку М(х, у,'г) и ее окрестность (рис. 
67). В этой области находится элементарный отрезок dS с нача­
лом в точке М и концом в точке МХ. Проекции dS на оси х, у, и г



будут dx, dy, dz. При деформации точка М сместится и займет по­
ложение М', а точка Mi—положение М\. Отрезок dS в результате 
деформации превратится в dS'. Точка М сместится на и, а точка 
Mi на и+Ди. Проекции и на оси координат обозначим и, v и w. 
Проекции и+Ди соответственно будут и-\-Аи, v-\-Av, до+Дау. Отре­
зок Ди и его проекции Ды, Av и Aw определяют различие в  смеще­
нии точек М и Mi, т. е. деформацию в рассматриваемой области.

Заменим приращения Аи, Av и Aw дифференциалами du, dv и 
dw. Так  к а к  величина и направление смещения меняются от точки 
к  точке, т. е. u—fi(x, у, z), v = f2(x, у, z) и w = f3(x, у, z), дифферен­
циалы du, dv и dw должны быть полными дифференциала ми:

Д евять  производных, фигурирующих в (8.29), полностью опре­
деляют деформацию в рассматриваемой малой области. Их сово­
купность образует тензор деформации.

В теории упругости принято разлагать этот тензор н а  симмет­
ричную и антисимметричную части. При этом смещение du и его 
компоненты—смещения по координатным осям, записывают в виде 
суммы двух  смещений, т. е. du= du i4 -du2, d u = d u x-\-du2, d v= d v  1+  
-j-dv2, d w = dw x-\-dw2, где

Производные и их суммы, фигурирующие в (8.30), составляют 
компоненты симметричной части тензора деформации, разности 
производных в (8 .31)—компоненты его антисимметричной части.

К ак  будет показано ниже, duu dv{ и dwy определяют собствен­
но деформацию среды или та к  называемую чистую деформацию— 
смещение частиц среды в результате сжатий, растяжений и изме­
нения объема, но не вращения; du2, dv2 и dw 2 , напротив, опреде- 
3 4 0

(8.29)

, dw , ■ dw * I dw idw — - —  dx A------- dy ч-------- dz.
dx 1 ду y  1 дг

(8.30)

(8.31)



ляют вращение отрезка dS, т. е. всей рассматриваемой области Q 
как  целого относительно точки М.

Введем следующие обозначения:

Y ху'-

Т 2у'-

ди
дх
_ 1_
2

_1_
" т

Г dv

dv
ду

ди

dw
дг

dx
dv
dz

I. да \ _  1 ( д а  , dw \
ду ) ’ 1 г х  2  V dz dx J  

dw ^

=  у = - L (
Tyx 2 i  dy д х ) '  ^xz 2 V

dw du

Tyz ' dy
dw

- i (

~2~ ('dy
1 / dv
2 \ dx

dv
dz
dv
dz

du
)•

dx

du
dz

dz

dw
dx

dy \

(8.32)

Тогда выражения (8.31) можем переписать в следующем виде: 
duJ— {u\flz — <ozdy), 'j
dv2 =  (a>zdx — Mxdz), / (8.33)
dw2 — (wxdy]~ iOydx). j
Данные зависимости представляют собой покомпонентную з а ­

пись векторного произведения двух векторов ш и dS:
du2=  [wdS], (8.34)
Вектор о, в свою очередь, к ак  следует из выражений для его 

компонент (8.32), является вихревой частью вектора смещения и 
с компонентами и, и и w:

(8.35)СО — —  rot U .

Вектор du2 определяет смещение из-за поворота отрезка dS  
на угол «а, т. е. малая область £2 испытывает поворот к ак  твер­
дое тело относительно оси, проходящей через точку М. При этом 
относительное расположение точек в области Q сохраняется не­
изменным.

Обратимся теперь к исследованию чистой деформации, сим­
метричной части тензора. Используя обозначения (8 .32), симмет­
ричную часть тензора можно записать в виде

ех Чух Yг х
Чху *у Чгу  . ( 8 -3 6 )
Чхг Чуг Ег

Очевидно, что уху= у ух, ухг= у гх и yvz= y zy. Таким образом, д е ­
формированное состояние тела в окрестности данной точки факти­
чески определяется шестью величинами: ех, еу, ez, уху, ухг и ууг.



В прикладной теории упругости тензором деформации часто на­
зывают симметричную часть тензора деформации с компонентами
(8.36).

Выясним физический смысл этих величин. Допустим, что до де­
формации элементарный отрезок dS был'ориентирован параллель­
но оси х. Тогда его проекции будут dx, 0, 0. Проекции отрезка dSr 
в общем случае равны: dx'=dx-\-du, dy'=dy-\-dv, dz'=dz-\-dw. При 
заданной ориентировке dS dy=dz—0, и на основании (8.29) имеем

dx’ =  ( 1 -1— —  \dx, dy’ ==-^-dx, d z '= -^ -d x .  
v ' дх ) дх дх.

Длина отрезка dS'

(8.37)

(8.38)

а относительное удлинение отрезка dS в результате деформации
I dS' I — dx дп q qг\\

dx ~ ~ ~ д х ~ &х' ^
что получается при разложении (8.38) в ряд и пренебрежении чле­
нами порядка выше первого. Аналогичные выражения нетрудно 
получить для отрезков, ориентированных до деформации вдоль 
осей у и г. Таким образом, можно утверждать, что диагональные 
компоненты тензора деформации (8.36) ех, еу и ez представляют 
собой относительные удлинения бесконечно малых отрезков, кото­
рые до деформации были параллельны координатным осям.

Выясним физический смысл других компонент тензора деформа­
ции. Рассмотрим, как  изменяется прямой угол между д вум я  отрез­
ками, до деформации параллельными осям координат. Возьмем, 
например, отрезки dy и dz, лежащие в плоскости yOz (рис. 68). 
В результате деформации каждый из этих отрезков изменит свое 
положение в пространстве. Их проекции на плоскость yOz на ри­
сунке показаны пунктиром. Нетрудно заметить, что при малых де­
формациях углы  поворота отрезков dy и dz соответственно равны 
ow/dy и dv/dz. Следовательно, величина yyz=\J2(dw/dy-\-dv/dz)

равна половине значения, на которое 
уменьшится в результате деформации 
прямой угол между двумя бесконечна 
малыми отрезками, до деформации па­
раллельными осям координат. Анало­
гичный смысл имеют величины у ху и у хг. 
Величины уху, yxz, yyz называются сдви­
гами.

Формулы, по которым составляющие 
тензора деформации преобразуются при 
повороте координатных осей, т. е. при 
переходе от системы координат х, у, z 
к  системе х\ у', z', аналогичны форму­
лам, по которым преобразуются состав­

ные. 68. 
сдвига

Деформация



ляющие тензора напряжения, например (8.14).
Приведем без вывода выражения для составляющих тензора 

деформации в цилиндрической и сферической системах координат:

п 0 ду )  ’
=  1 (дщ _1_ ,__1_<ЧЛ

КоR 2 ' d R ~  R we “i R db) '

II. Главные удлинения. Сопоставим деформированное состоя­
ние бесконечно малого объема dV\, характеризующегося деформа­
циями гх, еу, ех, уУг, Ухг и уху, и напряженное состояние бесконечно 
м алого  объема dV2 другого тела, характеризующегося напряжени­
я м и  ох, оу, Oz, тVz, xXz и тху- Путем соответствующего подбора на­
гр узо к  можно создать в элементе объема dVz любые напряжения. 
В частности, можно придать им значения, пропорциональные д е ­
формациям объема dV\\

где k—произвольный коэффициент пропорциональности.
Б  § 1 было показано, что в каждой точке напряженного тела 

существуют три взаимно перпендикулярные площадки, на которых 
действуют только нормальные напряжения, а касательные равны 
нулю. Направление осей 1, 2, 3, перпендикулярных к этим пло­
щ адк ам , и значения нормальных напряжений сть о2 и оз определя­
ю тся системой уравнений (8.16). Найдя такие оси 1, 2 и 3 для объ­
ема dV2, имеем по аналогии с (8.42)

Следовательно, в объеме dV\ существуют три взаимно перпен­
дикулярных направления, сдвиги между которыми равны нулю, т. е.

(8.40)

_  1 du9 | 1 
BR ~~ Ж ’ R дЬ < R UR>

_  J _____L_
е ч> sin в (?<p R UR ' R tg  0

du.

(8.41)

(8.42)

(8.43)



а
Рис. 69. Главные дефор- 
мании

2

X

отрезки, ориентированные вдоль этих направлений, в результате 
деформации не испытывают поворотов. Так как  d.V\—бесконечно 
малый объем, который стягивается в точку, можно считать, что 
три таких взаимно перпендикулярных направления, сдвиги между 
которыми равны нулю, существуют в каждой точке деформирован­
ного тела. Прямые, проведенные из данной точки по указанным 
направлениям, называются г л а в н ы м и  о с я м и  д е ф о р  м и р о  
в а н н о г о  с о с т о я н и я  в данной точке. Вдоль главных осей про­
исходит только удлинение или сжатие. Вдоль других направлений,, 
наряду со сжатием и расширением, происходят сдвиговые дефор­
мации, т. е. отрезки, ориентированные не по главным осям , испы­
тывают при деформации кроме сжатия—растяжения т а к ж е  и по­
ворот. Относительные удлинения по направлениям главны х  осей 
называются г л а в н ы м и  у д л и н е н и я м и ,  или г л а в н ы  м и  д е ­
ф о р м а ц и я м и .

Рассмотрим следующий пример. В теле до деформации прове­
дена окружность с центром в точке О (рис. 69,а ) .  Оси 1 и 2 явля­
ются главными осями деформации. После деформации окружность 
превратится в эллипс (рис. 69,6). Здесь хорошо видно, что точки 
А' и В' смещаются только в результате удлинения или сж;атия от­
резков, равных до деформации радиусу сферы. В то же вр ем я  точки 
А и В испытывают смещение и вследствие угловой деформации. 
Отрезки ОА и ОВ кроме удлинения еще и повернулись.

Определим теперь направления главных осей деформации и 
главные удлинения. Выделим в деформированном теле паралле­
лепипед с ребрами dxydy, dz, параллельными координатным осям. 
Допустим, что одна из главных осей совпадает с диагональю па­
раллелепипеда dR, на концах которой находятся точки А и А\. 
Если еп—одно из главных удлинений, то смещение, точки А х отно­
сительно А в результате деформации будет

d U i= lHendi?. (8.44)
Проекции этого смещения на оси координат равны
du,=zendR cos i x), 
dvt =  sndRcos(l,R, i u), 
* » ,  =  •„<# cos (Ц, l z).



Подставим выражения (8.45) для duu dv\ и d w t в формулы
(8.30). С учетом обозначений (8.32) и того обстоятельства, что 
d x / d R ,  dyldR и dz/dR являются направляющими косинусами для 
данной главной оси, после переноса всех членов в одну сторону 
имеем следующую систему уравнений:

Cs x  s n) C O S ( l R, I j . )  +  Y yx  COS (1 ^ ,  1^) - j -  Y z x  COS (1 ^ ,  l z) O.'j

■Y^cosd^, 1,) +  (в„  — в„)со8(1Л, l ir) +  T*tfcos(l/l, 1'г) = 0 ,Н 8 .4 6 )
Т л г  COS ( l ff, 1 j.-) —( ~ T C O S  ( 1 R, \ y ) - \ - ( e z  Sn ) C O S ( l ^ ,  1 г ) 0 .

Р еш ая  эту систему с учетом известного соотношения
c o s 2 (1д, l* )+ c o s 2 (1д, l j ,)+eos2 (1д, 12) = 1 ,  (8.47)

как и ранее [см. (8.16)], можем определить четыре неизвестных— 
е„, c o s  ( 1 Л, 1 *), cos ( 1 д, l v), cos ( 1 л, 1 2).

Исключая из первых трех уравнений величины cos (1д, 1*), 
cos ( 1 д ,  1 у) и cos ( 1 д ,  l z) ,  которые в силу (8.47) не могут все одно­
временно равняться нулю, получаем характеристическое уравнение

cx  En Чух Чгх
f xn  E/y — En Чгу =  0 . ( 8 . 4 8 )

Чхг 4yz Ez — En
Раскрывая определитель, получаем кубическое уравнение
e 3 r , - / i e 2„ + / 2E „ - / 3= 0 . (8.49)
К орни данного кубического уравнения—ей 82, ез являются 

г л а  в н ы  ми у д л и н е н и я м и ,  или г л а в н ы м и  з н а ч е н и я м и  
т е н  з о р а  д е ф о р м а ц и и .

Коэффициенты / ь /2 и / 3 в (8.49) равны
/ l =езс-f-ev—f-ez,
/ 2  =  e*ev+ e w82+ e 2ea:—у2ху—y 2Vz—y 2zx, (8.50)
1 % — B x e y B z - } -  ̂ У х у У у г У г х — И х У 2  y z — 6 у у 2 2 х — В г У ^ х у -

Коэффициенты I\, I2 , /3 называются соответственно первым, вто­
рым и третьим инвариантами деформированного состояния в дан­
ной точке. Их инвариантность, т. е. независимость от преобразова­
ния координат, вытекает из известных свойств корней кубического 
уравнения, согласно которым

/ 1= 6 1+ 82+ 83, / 2= 6162+ 6263+ 6 36 1, / 3= 8 18 26 3- (8.51)
Специальный интерес представляет физический смысл первого 

инварианта.
Возьмем бесконечно малый параллелепипед с ребрами dx, d y  и 

dz,  параллельными главным осям тензора деформации. Объем па­
раллелепипеда до деформации d V = d x d y d z .  После деформации

d V * —dx ( 1  + 8 1 )  dy  ( 1 + е 2) dz  ( 1 + e 3) «кdxdydz  ( 1 + 8 1 + 8 2 + 8 3 ) ,
(8.52)
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где мы пренебрегаем произведениями 6162, е2е3, eie3 и 6 16 2 6 3  из-за 
их малости. Относительное изменение объема, т. е. объемное рас­
ширение (сжатие), будет определяться выражением

(dV*—dV) jdV=E\-\-E2-{-Zi=I\.  (8.53)
Таким образом, первый инвариант деформированного состояния 

имеет простой физический смысл—это относительное изменение 
элементарного объема в результате деформации. Объемное расши­
рение (сжатие) часто называют д и л а т а ц и е й  и обозначают 9 :

Д У /1 /= е= е 1+ е 2 + е з = е лН-е1,+ е 2. (8.54)

Учитывая обозначения (8.28), нетрудно заметить, что согласно
(1.33) объемная деформация может быть представлена к а к  дивер­
генция вектора смещения и:

d i v u = - | f - + - ^ + * =(|. ,8.55,
дх ду дг ' '

§ 3. СВЯЗЬ МЕЖДУ ДЕФОРМАЦИЯМИ И НАПРЯЖЕНИЯМИ

I. Закон Гука. Одним из основных положений теории^упругости 
является допущение о существовании однозначной линейной зави­
симости между деформацией и напряжением Закон Г ука :

е = с а .  „ (85б>
Для небольших деформаций и напряжений, рассматриваемых 

в теории упругости, это допущение хорошо согласуется с опытными 
данными. О. Коши обобщил этот закон, установив линейную зави­
симость каждой составляющей деформации от всех шести компо­
нент напряженного состояния тела в данной точке. О&общеиный 
закон Гука записывается в следующем виде:

63с—СцОх~\~С\2Оу | Cl3@z~{~Cl4'tyz I Clb̂ zx I ClĜ xу
ey=C2ia*+C22ay+C23az+C24T„z+C25Tzs+C26T*u
Ъ2—С2,1ах~\-Съ20у-\-Съзаг-\-С'цХуг-\-Съъ%гх-)гСж'1ху
Yj/Z==C4i Ож~Н Ci20y~f- C/i30z~\~CnXyz~{~Ĉ glzx~\~Ĉ Xxy (8.57)
7z3c=C5ia*+C52ai/-|-C53a2+C54Tyz+C55T zx I 5̂6T'xy
yxy=:=C61<yx-l~c62<7y4~c630z4~c64'Zyz4~c65Tzx~i~c66'Cxy-
Входящие в (8.57) 36 коэффициентов й* ( t = l ,  . . . ,  6 , k = l ,  . . .

. . . ,  6 ) характеризуют упругие свойства тела в дайной точке. 
В 1839 г. Д. Грин показал, что cih= c hi, и, следовательно, число не­
зависимых упругих постоянных не превышает 2 1 .

В общем случае коэффициенты с,*, т. е. упругие свойства тела, 
по разным направлениям различны. Такое тело называется анизо­
тропным. Одинаковые компоненты напряжения вызывают здесь по 
разным направлениям разные деформации. Если упругие свойства 
одинаковы по всем направлениям, среда называется изотропной. 
В этом случае, как будет показано ниже, упругие свойства тела
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характеризуются двумя константами. При наличии разных видов 
симметрии в упругой анизотропной среде число упругих постоян­
ных уменьшается с 21 до 13, 9, 6 или 3.

Если коэффициенты —функции координат точек тела, оно 
является неоднородным. Если же упругие постоянные не меняются 
от точки к точке, тело называют однородным.

I I . Закон Гука для изотропного тела. Модуль Юнга. Коэффи­
циент Пуассона. Во многих практически важных случаях упругие 
свойства среды одинаковы по всем направлениям. Поэтому рас­
смотрению связи между деформациями и напряжениями в изотроп­
ном теле уделим особое внимание.

В однородной изотропной среде направления главных осей на­
пряжения и деформации совпадают в каждой точке. Воспользуемся 
этим обстоятельством для получения уравнений, связывающих на­
пряжения и деформации.

Направим оси х, у, z  параллельно главным осям напряжений. 
Тогда система уравнений (8.57) ввиду того, что касательные на­
пряжения Tift и сдвиги y ik (i, k = \ ,  2 , 3) равны нулю, запишется в 
следующем виде:

El (1 сг 1 —(—С 12СГ2—|—С13СГ3, *

£■2 —  C2lCTi-j-C22(T2-|-C2303, (8.58)
ЕЗ=Сз1(Т1+Сз2(72-|-Сзз(Тз.
Рассмотрим несколько различных нагрузок на тело:
а )  <7i = a > 0 , ст2=сгз= 0 ; 

тогд а  согласно (8.58)

е/г=Сцa, er2 = c 2iO, е'з=Сз1Сг;
б )  (Т2= с г > 0 , (Т1= с г з = 0 ;
z" i  =  Ci2(J, е"2= с 22о, е"з=с32о;
в) стз=ст>0 , <ri=(X2= 0 ;
ъ " ' \ = С \ 3а ,  е " ' 2 = с 2 3 сг, е ' " 3 — с 33 а .

Т а к  как упругие свойства тела во всех направлениях одинако­
вы, должны выполняться следующие равенства:

1 ) e'i =  е" 2 =  е"/3;
2 )  ь , 2 = е ' 3 , е " х =  е " 3 , е " \ = е " , 2 -,

учитывая, что d h—Cki, должно выполняться равенство
е '2= е 'з = е " 1= б ,/з = е ' " 1 =  е'"2.
И з  указанных равенств следует, что с п =  с22= с 33 и Ci2= c 13=

= С 2 1 = С 2 3 = С 3 1 = С 3 2.

Введем следующие обозначения:
с \ \  = = С22— С33= 1 / Е ,

где Е — модуль Юнга;



C12=C13Z==C21— C23= C 31 -  C32 =  —v/£,
где v—коэффициент Пуассона '.

Подставляя эти обозначения в (8.58), имеем

*1 = - ^ - k  — V ( 0 . +  О,)]. ег = = - ^ г [ ° г -  v C o . + o , ) ]

е з =  —  К -  v ( o , - f  о,)].

Итак, упругие свойства однородной изотропной среды характе­
ризуются двумя постоянными—модулем Юнга Е  и коэффициентом 
Пуассона v. Выясним их физический смысл.

Допустим имеем упругое тело в виде бруска длиной I и по­
перечным сечением S ,  верхний торец которого закреплен (рис. 70). 
К нижнему торцу бруска равномерно приложена сила F .  Напря­
жение в направлении оси 1 будет

o i  =  o — F / S .

Перпендикулярно к оси 1 оно равно нулю
(Т2= С Т з = 0 .

Из (8.59) следует, что

81 = о [ Е  и 62= 8 3= —va/E.•
И в то же время, как известно, е—относительное удлинение 

(сжатие) тела в соответствующем направлении. В нашем случае 
e i= A ///. Следовательно,

т. е. м о д у л ь  Ю н г а  численно равен напряжению, при котором 
длина тела увеличивается вдвое (Д/= / ) .

Растяжение бруска сопровождается сокращением его попереч­
ных размеров. Относительное поперечное сжатие характеризуется 
величинами е2 и еь

82= е 3=(с? 1—d ) ] d = —Adjd  
и, следовательно,

Таким образом, к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а  представляет 
собой отношение относительного поперечного сжатия к относитель­
ному продольному растяжению.

Выражения (8.59) определяют зависимость между напряжени­
ями и деформациями для главных направлений. Из этих формул

1 В литературе часто используется и другое обозначение для коэффициен­
та Пуассона — а.

М /1 = о /Е  или Е=о1/А1, (8.60);

(8.61)



можно получить соответствующие зави­
симости для произвольно ориентирован­
ных осей х, у, г.  Не приводя здесь до­
вольно громоздких выкладок, отметим, 
что для получения искомых зависимостей 
следует вначале преобразовать компо­
ненты тензора деформации к новым осям 
координат по формулам вида (8 . 1 1 ),
(8.12) или (8.14), которые в данном 
случае упрощаются ввиду отсутствия 
сдвигов в системе осей 1, 2, 3. Далее 
в полученных выражениях следует вы­
разить бь 62 и 8з через напряжения 0 ь
02 и <Тз согласно (8.59). Наконец, необ­
ходимо преобразовать эти напряжения к новым осям координат 
по формулам вида (8.11), (8.12), (8.14). В результате получим 
следующие формулы, определяющие зависимость между компо­
нентами напряжения и деформации в любой точке однородного 
изотропного тела для произвольно выбранных декартовых коор­
динат х, у, г:

Е« =  у К -  *(о„ +  ог)], Туг=

** =  — v (°* +  °*)l; Т« =  v— (8-62><
1 г / I м (1 +  *)

e r 0  =  - ^ - [ ° z - ' v ( o ;e +  oi,)]) — -------* x r

Если сложить левые и правые части (8.62) для ех, еу и ег, по­
лучим

■л +  •„ +  ег =  - jr  К  +  °у +  °z -  2v (в, +  оу +  ог)].

Учитывая, что в соответствии с (8.54) сумма слева представля­
ет собой дилатацию или объемное расширение 0, можем написать

6 = ^ ( 0 ,  +  °, +  °*). (8.63)

III. Выражение напряжений через деформации. В ряде случаев 
при теоретических выкладках и инженерных расчетах возникает 
необходимость выразить или рассчитать напряжения по заданным 
или измеренным деформациям. Получим соответствующие зависи­
мости для изотропной однородной среды.

При бавим и вычтем из выражения для е* (8.62) член va*:

е *  =  - у  1° х  +  vo, — v (ох +  аа - f  ог ) ] .

Заменяя в этом выражении сумму трех нормальных напряже­
ний, в соответствии с (8.63) имеем

Рис. 70. Определение моду­
ля Юнга



Отсюда

о , = --------- ^ ----------- 0 _|------- ——  g ( 8 . 6 4 )
( l + v ) ( l — 2 v) 1 1 + v

Аналогичный вид имеют выражения для оу и ст2.
Из (8.62) получаем выражение для касательного напряжения 

туг через сдвиг ууг:

( 8 - 6 5 )

Аналогичный вид имеют выражения для \ гх и хху.
Для более компактной записи формул вида (8.64) и (8.65), вы­

ражающих напряжения через деформации, обычно используются 
следующие обозначения:

Е v/ ( 1  ■+ v )  ( 1  —2v) =Х ,  Ei2 ( 1  -НО = ц . ' „ .(8.66)
Величины 1, и ц, характеризующие упругие свойства изотроп­

ной среды, называются у п р у г и м и  к о н с т а н т а м и  Л а м э .  
Воспользовавшись ими, выпишем выражения для всех компонент 
напряжения:

аж=А,0+2|х8ж, t y z= 2 [ i y y z ,

cjy=A/0~f~2 (лбу, i z x : = 2 i i y zx ,  ( 8 . 6 7 )

o z— /.0  j 2 \ x e z , T xy— 2 \ i y x y .

Константу ц часто называют м о д у л е м  с д в и г а ,  так  как она 
определяет величину сдвига при данном касательном напряжении. 
В жидкости сдвиговые деформации отсутствуют и ц = 0 .

Вторая константа Ламэ—X простого физического истолкования 
не имеет.

Выразим напряжения через объемную деформацию. Огожив ле­
вые и правые части первых трех уравнений в (8.67), получим:

CTa:_}-CI!/-)-O'2= 3 A )0 - j -2 |Jl ( ^ “Ъ в у + Е г)

или, заменив здесь в соответствии с (8.54) сумму деформаций ди- 
латацией 0, имеем

стд;-(-Оу-|-02— (ЗЯ.-)-2(х) 0. (8.68)
Рассмотрим далее случай всестороннего сжатия упругого тела. 

Примем, что тело подвергается всестороннему давлению, направ­
ленному перпендикулярно к поверхности, что происходит, напри­
мер, при погружении тела в жидкость. При отсутствии объемных 
сил тело будет находиться в равновесии при условии, если ох= о у=
-------------  О  И T yz— Xx z — Хх у — 0 .

В этом случае имеем вместо (8.68)
—а = ( 3 и - 2 ц ) 0 /3 .  (8.69)
Знак «минус» указывает на то, что напряжения направлены 

противоположно нормали к поверхности тела. Введем обозначение



Тогда из (8.69) получаем 

о = - т
К  называют модулем всестороннего сжатия. Его можно выразить 
через £  и V. В этом случае

К = Е / 3(1—2v). (8.72)

Итак, упругие свойства изотропной среды определяются двумя 
константами. В зависимости от характера рассматриваемой зада­
чи можно использовать одну из следующих трех пар величин: Е и 
v, К и ц, К  и |я. Выше были приведены формулы, определяющие X 
и ц, через £  и v. Нетрудно получить обратные зависимости:

£ = ц ( 2 ц + З Л ) / Ы - Л ) ,  v=a,/2(|i+a,). (8-73)

Все коэффициенты упругости—положительные величины. По­
этому из (8.73) можно заключить, что значение коэффициента Пу­
ассона должно быть заключено между 0 и 0,5. Экспериментальные 
данные указывают, что для горных пород он обычно равен 0,2—
0,35.

В заключение приведем без вывода зависимости для сфериче­
ской системы координат связывающие нормальные компоненты на­
пряжения с деформациями (они понадобятся нам в дальнейшем):

. ~ ди~ „ Ur,
°я =  (я +  2^)17Г+ 1 Т  ’

(8.74)
див „ . ир

°9 =  °е =  % + 2  (Я -j- р.) -д- •

IV. Упругий потенциал. В процессе деформации упругого тела 
действующие на него силы совершают работу. Происходит накоп­
ление потенциальной энергии. После снятия нагрузки эта энергия 
переходит в кинетическую и совершает работу движения. В резуль­
тате восстанавливается первоначальное состояние тела.

Представим себе брусок с длинной стороной, направленной по 
оси х. Один конец его закреплен, а к другому равномерно прило­
жена растягивающая сила F. Сечение бруска 5 , а длина /. Един­
ственная компонента напряжения в бруске ax= F / S .  Компонента 
деформации по оси х—ех, и растяжение бруска будет равно гх1. 
Элементарному изменению деформации dex соответствует элемен-v 
тарная работа dA,  равная произведению силы на соответствующее 
перемещение:

d A —axSdExl. (8.75)
Напряжение ох мы можем выразить через деформацию в соот­

ветствии с законом Гука ох= Е е х■ Произведем соответствующую 
подстановку в (8.75) и определим работу, совершенную за весь
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Перепишем последнее выражение в следующем виде:
,  дв  | д ( ди I dv  . dw \  . { д2и , й2а . д2и \  i

—— I— -— 1— Г- Н-Iх -г т4— т т  П~дх  V дх ду dz ]  \  дх1 ду2 d z 2 Jдх
д2и

+  Р?х =  Р dt2
Учитывая, что согласно (8.55), (1.66) сумма производных в пер­

вых скобках представляет собой дилатацию 6, а во второй—выра­
жение для лапласиана и в декартовой системе координат (А «= 
=  V2u), получаем окончательно уравнение для и и аналогичным 
образом для v и w —смещений по двум другим координатным на­
правлениям:

(* +  Н-) - г - + * А 7 2м +  pF, =  р dhl
дх dl2

<1 + r i 7 7 + ' 1V '» + p f „  =  p - f J f .  (9'2>

Умножим левые и правые части уравнений (9.2) на единичные 
векторы I*, 1 у и 12 соответственно и сложим их почленно. В ре­
зультате получаем уравнение в векторной форме:

(Я +  ц) grad 0 +  n V 2u +  PF =  Р , (9.3)
011

где u = \ xuJr \ vv-\ - \2,w—вектор смещения.
Уравнение (9.3), определяющее распространение колебаний в 

упругой среде, называется у р а в н е н и е м  Л а м э .  При его реше­
нии упругие постоянные X и |л, плотность тела р сила F полагаются 
заданными. Начальные и граничные условия (см. разд. III) выте­
кают из условий задачи. В результате решения определяются век­
тор смещения и и далее составляющие тензора деформации и на­
пряжения.

И. Волновые уравнения. Продольные и поперечные волны. По­
ле упругих колебаний определяется в каждой точке вектором сме­
щения и. Как всякое векторное поле оно может быть представлено 
в виде суммы двух векторных полей. Одно из них является потен­
циальным up и характеризуется скалярным потенциалом <р:

u p = g ra d  ф; (9.4)

другое поле вихревое и может быть описано с помощью векторного 
потенциала яр:

us =  rot яр. (9.5)
Следовательно, в'ектор смещения и можно записать следующим 
образом:

u =  u p + u s = g r a d  ф+ r o t  гр. .(9.6)



Согласно (1.13), (1.27) ск ал я р н ы е  составляющие вектора смеще­
ния и по осям х, у, z  дека ртовой системы координат и, v н w будут 
соответственно равны

„ _ д<( , дф2
дх "Г ду дг '

у =  +  (9.7)
ду дг дх ’

дг г  Ох ду
Аналогично (9.6) представим  поле внешних сил в виде потен­

циальной и вихревой компонент, каждая из которых определяется 
соответственно скалярньим Ф и векторным потенциалом Чг:

F =  grad Ф+ ro t  4я. (9.8)
Подставляя в уравнение Ламэ (9.3) выражения (9.6) и (9.8) и 

изменяя порядок дифференциальных операторов, получаем

у  [ H i  V ’T -  Ц - + Ф  ] + r « i [ ^ - V 4  -  ' $ - + * ] = n-

(9.9)
Уравнение (9.9) будет удовлетворено, если положить

-----(9.10)
d t 3 р

(9.11)
dtа

Уравнения (9.10) и ( 9 .1 1 )  [ср. с (6.41)] являются неоднород­
ными волновыми уравнениями. Уравнение (9.11)—векторное и при 
расчетах его заменяют совокупностью  трех скалярных уравнений 
Д Л Я  составляющих И -фу и 4 V  lj>2 и Ч'г.

Тот факт, что уравнение Л ам э распадается на два независимых 
уравнения, свидетельствует о том, что в безграничной упругой среде 
могут существовать два н езави си м ы х  типа возмущений. Выясним 
характер каждого из них. Вспомним, что в соответствии с (8.55) и 
(8.35) d iv  11 =  0 и rot и =  2 ы ,  где 0 — дилатация или объемное 
расширение среды, а « — в е к т о р  вращения, характеризующий по­
ворот элементарных о б ъ е м о в  среды. Нетрудно заметить, что

d iv  u = 0  =  d iv  u p = V 2(p, r o t  U p = r o t  g r a d  ф =  0. (9.12)

Таким образом, распространение колебаний, описываемых урав­
нением (9.10), характери зуется  изменением объемов отдельных 
областей среды, т. е. их с ж а т и е м  и расширением. При этом проис­
ходит поступательное и в о з в р а т н о е  движение частиц среды. Вра­
щение элементарных о б ъ е м о в  здесь отсутствует. Этот тип волн 
получил название п р о д о  л ь н ы х и  обозначается индексом Р.
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Существенно иной тип колебаний определяет уравнение (9.11). 
В этом случае

div us =  div rot \]з =  0,

rot u =  rot us =  2co =  rot rot if.
Распространение упругих колебани й  сопровождается здесь вра­

щением элементарных объемов с р е д ы .  Явления сжатия и расшире­
ния в данном случае отсутствуют. В о л н ы  этого типа в соответствии 
с направлением смещения частиц среды  получили название п о- 
п е р е ч н ы х  и обозначаются ин дексом  S.

Продольные и поперечные волны в однородной изотропной сре­
де распространяются независимо д р у г  от друга. Продольные волны 
не генерируют поперечных, и наоборот. В неоднородных средах, 
когда к, (.1 и р зависят от коордии ат, продольные и поперечные 
волны не разделяются.

В области, где отсутствуют в н е с ш и е  силы, т. е. Ф = 0  и Чг =  0, 
выражения (9.10), (9.11) превращ аю тся  в однородные волновые 
уравнения [ср. с (6.23)]:

Применяя поочередно операции d iv  и rot к уравнению распро­
странения колебаний (9.3) и учитыв а я  зависимости (8.35) и (8.55), 
можем получить уравнения для д и л  атации и вектора вращения:

Сходство этих уравнений с уравнениями (9.10) и (9.11) для 
потенциалов ф и г|э свидетельствует о связи пространственно-вре­
менного распределения этих в е л и ч и н .

III. Начальные и граничные у с л о в и я .  Для однозначного опреде­
ления поля смещений с помощью уравнений (9.10) — (9.11) и
(9.14) — (9.15), допускающих бесконечное множество решений, не­
обходимо задать дополнительные---- начальные и граничные усло­
вия. Как и в случае переменного электромагнитного поля, требуе­
мые дополнительные условия в ы т е к а ю т  из теоремы единствен­
ности.

Если требуется определить поле смещений в интервале времени 
[0, fof], . 0 то начальные у с л о в и я  сводятся к заданию потен­
циала и его производной для м о м е н т а  времени t—О во всех точках 
пространства, где ищется решение

(9.13)

(9.14)

(9.15)

(9.16)

(9.17)

<р (а,  0 )  =  ср0 (a); = ? ' 0 (а).
Ot ’ t=D



Если до момента ^=0 смещения в среде отсутствовали, эти 
условия задаются в следующем виде:

Ф а ( а ) = 0 ,  ф '0 ( а ) = 0 .  .(9.19),

Такая форма записи начальных условий означает отсутствие 
в среде других источников, кроме заданных.

Граничные условия включают в себя краевые условия и усло­
вия сопряжения (см. замечание 10 разд. II, § 8 главы первой). 
Краевые условия задаются на поверхности S, ограничивающей об­
ласть V, в которой ищется решение. Способ задания этих условий 
может быть различным. В зависимости от характера задачи на по­
верхности S могут быть заданы потенциал и его нормальная про­
изводная, в других случаях—смещения, иногда напряжения. На 
части поверхности могут быть заданы напряжения, на другой ча­
сти—смещения. Чаще всего приходится встречаться с внешней 
задачей, когда область, в которой определяется поле смещений, 
простирается до бесконечности. В этом случае, кроме условий на 
поверхности 5, ограничивающей область V изнутри, требуется вы­
полнение условий на бесконечности.

Задание краевых условий на поверхности 5 часто позволяет 
перейти к решению однородных волновых уравнений вместо урав­
нений с правой частью (9.10), (9.11). Действие источника, нахо­
дящегося вне области V, ограниченной поверхностью S, заменяется 
условиями на этой поверхности и решение однородного уравнения 
в области V должно удовлетворять этим условиям.

Что касается условий сопряжения, то они определяют поведе­
ние поля на особых поверхностях, где происходит скачкообразное 
изменение упругих свойств среды.

Условия сопряжения могут быть записаны на основании следу­
ющих соображений. Допустим, что поверхность S разделяет среду 
на две области—одну с упругими и плотностными параметрами Хь 
Иь Рь другую с %2, Ц2, рг- Напряжения, действующие на обеих сто­
ронах площадки, совпадающей с границей, должны быть равны, 
как и на всякой поверхности внутри среды. Если взять декартову 
систему координат, оси которой ориентированы таким образом, что 

j :  перпендикулярна к границе, а х и  у  лежат в плоскости (2 = 0 ), 
касательной к границе в данной точке, условие равенства напря­
жений запишется в виде 
при г —0

(tz*) i= (T z*)2, (T2]/) i= (T 2y)2, (<T2)i= (or2)2. (9.20)
Учитывая уравнения (8.67) и (8.32), устанавливающие связь 

между напряжениями и деформациями и выражающие последние 
через смещение, получаем вместо (9.20)

п р „ 2 =  0 , ,

-  ( i r + v b  ( ■ £ + ■ $ ) •
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Вектор смещения и его компоненты при переходе через границу 
также должны меняться непрерывно. Действительно, допущение
о том, что нормальная компонента смещения претерпевает разрыв, 
означает, что одна среда должна отрываться от другой или про­
никать в другую. Предположение о разрывности тангенциальной 
составляющей означает проскальзывание одной среды относитель­
ной другой. При упругих деформациях в твердых телах эти явле­
ния не могут существовать. Следовательно,

Уравнения (9.21) и (9.22) составляют условия сопряжения, ко­
торым должно удовлетворять решение волновых уравнений.

§ 2. УПРУГИЕ ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ СРЕДЕ

I. Сферические продольные волны. Одним из простейших видов 
упругих колебаний являются сферические волны. Рассмотрим ос­
новные особенности сферических продольных волн, возбуждаемых 
сферическим источником.

Допустим, что источник колебаний представляет собой сфери­
ческую полость радиуса R = l .  К внутренней стороне полости рав­
номерно приложено давление p ( t ) ,  направленное радиально. Вид 
функции р, т. е. характер зависимости давления от времени, пока 
не определяем.

Давление, приложенное к поверхности полости, вызывает сме­
щение частиц среды. Этот процесс распространяется в виде упру­
гой волны, расходящейся от источника. Примем, что внешние силы 
(давление в полости) начали действие в момент ^=0, т. е.

р ( / ) =  0, ф ( / ) = 0  при tf<0.
До момента tf=0 какие-либо возмущения в среде отсутствовали, 
т. е. начальные условия запишем в виде (9.19)

Ввиду центральной симметрии источника, однородности и изо­
тропности среды возникающее возмущение также обладает сфери­
ческой симметрией. Поэтому используем далее сферическую систе­
му координат. Поскольку из-за центральной симметрии задачи 
производные по ср и 0 равны нулю (см. разд. III, § 9 главы пер­
вой) уравнение (9.10) в данном случае согласно (1.6611) запишется 
в виде

U! =  U2
ИЛИ

« 1 = « 2 >  V l = V 2] W i = W 2 При 2 = 0 . (9.22)

<р(а, 0) =  0, и —0.
dt t= о



Повсюду, кроме /? =  /, внешние силы равны нулю. Так как нас 
интересует область за пределами полости R >1,  можем переписать 
выражение (9.23) в виде

I +  2.* / дЦ ■ 2 дч \ Q (9.24)
d / a  р [ dR* R d R )

i Э то уравнение после преобразования можно представить сле-
дующим образок:

<*а(Щ) Х +  2 Н 2(% )_ 0 (9.25)
d l * р dR2

I Эквивалентность (9.24) и (9.25) можно проверить непосредст-
\ венным дифференцированием (9.25).

Вы раж ение (9.25) представляет собой одномерное волновое 
' уравнение. Решение его (см. разд. II, § 3 главы шестой) можно 
г записать в виде

\  « * = ? ( ' - £ ) + * ( ' + £ ) •  ■ (9'26) 

где =
I П ер вое слагаемое в правой части этого выражения определяет
<. возмущ ение произвольной формы, удаляющееся от источника со
/  скоростью vp —  (—2}х)/р. Действительно, если аргумент функ-

Н И И  f  имеет  одинаковые значения, сохраняется постоянной и-сама 
' Функци я. При временах t2 и t\ функции будут равны, если выпол­

няется равенство
t x -  А = , я _  А  (9.27)

t v p  vp

С ледовательно, возмущение, которое наблюдалось в момент 
: врем ен и  t\ в точках на расстоянии R\ от начала координат, пере- 
{ м естн тся , и в момент времени t2 должно находиться уже на рас- 
; стоянии R2 от начала координат, равном

t f 2 = /? ,+ t /p ( * 2—*i). (9-28)
В ы р аж ен и е  (9.28) подтверждает, что коэффициентV^(^ “Ь2^)/р 

действительно определяет скорость распространения продольных 
v к олеб ан и й  в упругой среде. Скорость эта полностью определяется 
г у п р у ги м и  константами среды и ее плотностью.
* В т о р о е  слагаем ое в (9.26) характеризует волну, сходящуюся 
j к источнику. П о  мере возрастания времени t координата R долж- 
I на ум еньш аться , если потребовать сохранения постоянным аргу-
* мента, а  следовательно, и функции g. Нас будет интересовать рас- 
|  х о л я щ а я с я  во л н а ,  создаваемая источником в полости, поэтому сле- 
\ дует п о л о ж и ть  g- =  0. В результате решение волнового уравнения 
^ (9.25) п р и м ет  в и д

j т = т И ' - £ ) -  <9-29)



Поле смещений в соответствии с (9.4) будет определяться вы* 
ражением

[т^ г Г {> - £ ) + ± 1  ~  £ ) ] •  Р -3»)

функцию f (t — —  j называют интенсивностью источника.

Выражение (9.30) показывает, что поле смещений обладает 
сферической симметрией. Смещения частиц среды везде направле­
ны радиально и на одинаковых расстояниях от источника в дан ­
ный момент времени имеют одинаковую величину. Возмущение та­
кого вида называется продольной сферической волной. Из форму­
лы (9.30) следует, что смещение частиц определяется двумя сла­
гаемыми. Поскольку первый член имеет множитель 1 / Я ,  а второй 
1/ а  , их вклад в формирование поля смещений на разных расстоя­
ниях от источника различен. Первый член играет определяющую 
роль при значительном удалении от источника второй—вблизи 
него. ^

Рассмотрим теперь возбуждение продольной волны сфериче­
ским источником при различном характере функции p{t)-

Допустим вначале, что давление на стенках сферической поло­
сти меняется со временем по гармоническому закону. Как отме­
чалось в § 6 главы шестой, этот случай имеет особое зн ачени е, по­
скольку полученное решение на основе принципа суперпозиции и 
преобразования Фурье позволяет построить решения для различ­
ных функций возбуждения, в том числе импульсных

Р—Ро ехр (но/). (9.31)

Решение уравнения (9.29) ищем в виде
С  ехр [ia>(t — R /v p)]

? = ------------ ^ ----- - I 1 L '  (9.32)

где С постоянная, не зависящая от R и /.
Для определения С используем граничное условие на поверх­

ности полости, где давление p ( t )  должно быть равно радиальному 
напряжению:

oR =  —p( t )  при R =  l. (9.33)

Знак «минус» в этом выражении необходим, потом у что поло­
жительным в теории упругости считается н а п р я ж ен и е  растяжения. 
Выражая напряжение стд через смещения, а п о с ле дн и е—через по­
тенциал ф, в соответствии с (8.74) и (9.4) им еем

+  (9.34)

Подставляя сюда выражения для ср (9 .32) и р (9.31), найдем 
q _____ Pol ех р (ш //у р ) /Q



Отсюда при Я > 1  имеем

^  А> -jexpO'et)
ф (Р  — _______ ------------------  (9.36)т Ч (W20P _  W2) +  2(<оЛр • v

где
(Oop =  2fs//, hp=o>opvs/vp,

(9.37)
w2s= n /p ,  x = t — (R—l)Jvp.

Переходя к смещениям, получаем •’

= < .  i 4 ^ W r 4 4 r exp(" ' ) = ‘«,,CX|,(" t| (9 38)
или, вводя обозначение

ffT4 — Po (9.39)
“ 20P — w2 +  2t«o// p ’

запишем (9.38) в виде

^  =  ' « т [ т ^ п ^ Г м ] . (9.40)

П оле смещений, создаваемое гармонически меняющимся сфе­
рическим источником, определяемое формулой (9.40), характерл- 
зуется теми же основными чертами, что и рассматривавшееся ра­
нее поле в общем случае (9.30). Оно обладает сферической сим­
метрией, смещения частиц среды происходят в радиальном направ­
лении. Амплитуда смещения А, как следует из (9.38), зависит от 
амплитуды давления /?0, приложенного к поверхности полости, от­
носительного удаления R/1 точки наблюдения от полости, соотно­
шения между частотой колебаний со и параметрами toop и hp, опре­
деляемого функцией

1 (СО

мп ы  = _____ R ир (9.41)
p ( to 2o p  —  (О2- j - 2 s < o A p )  •

Функцию Мр(ш) называют комплексной частотной характери­
стикой очага продольных волн [5]. Используя это представление, 
выражение (9.38), определяющее поле смещений, можно записать 
в следующем виде:

чР =  Мр (со) ехр (гоп). (9.42)

На практике приходится обычно сталкиваться с возбуждением 
более сложного вида, чем гармоническое. Чаще всего p( t )  пред­
ставляет  собой импульсную функцию, т. е. функцию, отличную от 
нуля в течение ограниченного промежутка времени t. В этом слу­
чае зад ач у  для импульсной функции возбуждения, как отмечалось 
выше, можно свести к рассмотренному случаю для гармонического 
источника, представив импульс в виде интеграла Фурье.



Как известно, любая функция, описывающая реальные физиче­
ские явления, удовлетворяет условиям Дирихле и может быть 
представлена в виде интеграла Фурье в комплексной форме, т. е. 
разложена на бесконечно большое число бесконечно малых гар­
монических составляющих 

00
f (t) =  1 5 (ш) ехр (Ш) dm, (9.43)

— СО

где 5 (м )—комплексная спектральная функция, определяющая 
спектральную плотность всех гармонических составляющих интег­
рала Фурье:

ОО

' ^ а̂ ==-аГ § f ( t ) exP ( ~ i wt)dt =  A(m)exp[~i<p(а>)]. (9.44)
—00

Здесь Л(ш)—амплитудный частотный спектр; ф((о)—фазовый ча­
стотный спектр.

Допустим, что p ( t ) —импульсная функция возбуждения, имею­
щая комплексный спектр S(co). Тогда вместо (9.42) поле смещений 
будет определяться зависимостью 

00
ир ~ * я  § 1 Г МР Н  s  (®) ехр (ion) dm, (9.45)

—00
а комплексный спектр смещения формулой

Sp (*, R) =  JL м р (®) S (со) e x p Y -  to ) .  (9.46)
к Л ."р /

Поле смещений при произвольной импульсной функции возбуж­
дения p ( i)  на основе принципа суперпозиции с учетом формулы
(9.38) можно записать также в виде (9.40), т. е.

< 9 - 4 7 )

где
00

f ( x ) =  Г 3(ю)ехр(йот) ,
J ®а0Р —  “ 2 +  2 i a f t P

—СО

Таким образом, при импульсном возбуждении сферического 
источника смещения, как и в рассмотренном ранее случае, направ­
лены радиально и на одинаковых расстояниях от источнике, чмеют 
одну и ту же величину.

Обсудим некоторые особенности распространения сферической 
продольной волны в однородной изотропной среде. К а к  уже отме­
чалось выше, характер поля смещений зависит от расстояния до

источника. Вдали от него, т. е. при —  ^> — , поле смещений бу-
R R*



дет определяться более медленно убывающим членом в (9.40) и 
это выражение можно записать в виде

=  ' « •  (9'48)
Допустим, что источник действует в течение ограниченного от­

резка времени ftf, начиная с ^=0. В момент времени t^>6t  возму­
щения среды будут наблюдаться в пределах сферического слоя

R u a v = V p t> R ^ V P (t—Ы) — R bh- (9.49)
•

Все пространство при этом разделяется на три области: внут­
реннюю сферическую область, ограниченную радиусом R Sa, в ко­
торой возмущения уже закончились, сферический слой толщиной 
b R = v p 6 t ,  в котором происходят возмущения, и наружную область, 
лежащую за сферической поверхностью радиуса R Hар, еще не за ­
тронутую возмущениями. Поверхность, ограничивающая снаружи 
слой, в  котором происходят возмущения, называется п е р е д н и м  
ф р о н т о м ,  или просто ф р о н т о м  в о л н ы ;  поверхность, ограни­
чивающая этот слой изнутри, называется з а д н и м  ф р о н т о м ,  
или т ы л о м  в о л н  ы. Оба фронта распространяются в среде 
с одинаковой скоростью vp. Линии, ортогональные фронтам волны, 
называются л у ч а м и .  В данном случае это радиальные прямые, 
исходящие из центра сферического источника.

К ак  следует из формулы (9.48), смещения частиц среды в опре­
деленный момент времени t вдоль какого-либо луча зависят от 
вида функции ,/'(т) и отношения 1/R. Поскольку в пределах участ* 
ка 6R,  где существуют возмущения, при R^>8R,  отношение 1/R 
практически сохраняется постоянным, характер смещений зависит 
только от функции / ' ( т). Непосредственные вычисления показыва­
ют, что распределение смещений вдоль луча для фиксированного 
момента времени t при импульсном возбуждении (так называемый 
профиль волны или пространственная волна) имеет вид, близкий 
к изображенному на рис. 71,а. Таким образом, в определенный

| г ~̂пр

1 t = 
Сж. Раст. С

нар

Рис. 71. Распространение сферической продольной волны



момент времени колебания, существующие в пределах ограничен­
ного слоя &R, представляют собой чередование положительных и 
отрицательных смещений, создающих зоны растяжения и сжатия 
(рис. 71,6). С течением времени этот цуг колебаний без сущест­
венного изменения своей формы и с некоторым уменьшением ам­
плитуды смещений все больше удаляется от источника.,

График смещения" частиц среды, находящихся на расстоянии 
R = R i  от источника, в зависимости от времени показан на рис. 
71,б. Этот график колебаний—временная волна—является обра­
щенным графиком пространственной волны.

Расстояние между горбами или впадинами в пространственной 
волне называется в и д и м о й  или п р е о б л а д а ю щ е й  д л и н о й  
в о л н ы  Апр, во временной волне промежуток времени между со­
седними экстремумами—в и д и м ы м  или п р е о б л а д а ю щ и м  
п е р и о д о м  к о л е б а н и й  Тщ,. Эти две величины связаны между 
собой зависимостью

Можно, очевидно, говорить и о преобладающей частоте и 
круговой частоте шПр. Подобно случаю гармонических электромаг­
нитных колебаний здесь можно ввести волновое число k, где k— 
действительное число, равное числу длин волн, укладывающееся 
на отрезке 2л; метров,

Фаза упругих колебаний меняется с изменением времени или 
расстояния от источника. В пространстве поверхности равных фаз 
(волновые поверхности) в случае сферического источника пред­
ставляют собой концентрические сферы с центрами, совпадающи­
ми с центром источника.

Выше обсуждались основные особенности распространения 
сферической продольной волны на большом расстоянии от источ­
ника. Представляет интерес оценить более точно, при каких усло­
виях справедлива асимптотическая формула (9.48).

Из (9.38) и (9.40) вытекает, что условие эквивалент­

но условию (дальняя зона). Учитывая (9.51), заклю-* Н v р
чаем, что искомое расстояние должно удовлетворять условию

Таким образом, расстояние, на котором сферическая волна при­
обретает вид, описываемый выражением (9.48), приблизительно 
равно длине волны. В непосредственной близости от источника 
(ближняя зона) смещения частиц среды определяются членом со 
множителем 1 /R2. Форма колебаний зависит здесь от функции f (т), 
а следовательно, отличается от рассмотренного случая, когда она 
определялась функцией / '(т ) .  В области, переходной от малых 
к большим расстояниям (промежуточная зона), форма колебаний 
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(9.50)

k—2л/Апр — соцр / Ур. (9.51)'

(9.52)



Рис. 72. Сферическая поперечная волна

зависит от обеих функций. Таким образом, можно заключить, что 
в пределах сферы с радиусом, равным Л, происходит заметное из­
менение формы колебаний; за пределами этой области форма 
остается практически постоянной. Численные расчеты подтвержда­
ют этот вывод.

II. Сферические поперечные волны. Рассмотрим сферическую 
поперечную волну, возбуждаемую сферическим источником враще­
ния. Допустим, что к поверхности сферической полости радиуса /, 
находящейся в однородной изотропной среде, приложены касатель­
ные силы, вызывающие повороты поверхности как единого целого 
относительно оси z  (рис. 72,а). Касательные силы действуют па­
раллельно горизонтальной плоскости. В любой точке поверхности 
касательная сила, отнесенная к единице площади, в сферической 
системе координат определяется выражением

Повороты сферической поверхности вызывают возмущение, 
распространяющееся в окружающей среде в виде поперечной вол­
ны.

Допустим, что источник начал действовать в момент t = О, т. е.

Примем также, что до момента ^ = 0  возмущения в среде отсут­
ствовали, т. е. выполняются начальные условия вида (9.19).

В соответствии с вихревым характером действующих сил сме­
щения в точке а в момент времени t будут определяться через 
векторный потенциал в соответствии с формулой (9.5): 

us (a, t ) = r o t  \р(а, t).
Векторный потенциал за пределами сферической поверхности, 

т. е. при / ? > / ,  определяется уравнением (9.15)

Т/;ф= т ( / )  sin 0. (9.53)

Тнф= 0  при ^<0. (9.54)



где vs2= n /p ;  vs — скорость распространения поперечных волн 
в однородной изотропной среде.

Поле смещений будет обладать, как и источник, осевой сим­
метрией относительно оси z. Оно будет иметь только компонен­
ту иф.

В цилиндрической системе координат с осыо симметрии, со­
впадающей с осью z, вектор-потенциал будет иметь здесь единст­
венную компоненту грг. Поэтому выражение для us запишем 
в виде

”* =  - > , £ •  (9-55)
Уравнение для векторного потенциала примет в данном слу­

чае вид

^ F ~ vt  s V * 4 '* = 0 -  (9 -5 6 )

Перейдем далее от цилиндрической к сферической системе ко­
ординат. Смещение и.ч «можно записать тогда следующим об­
разом:

us =  ~  К Ж 1 Г >  <9-57)
где R2— z 2-j-r2.

Величина 1рг теперь является функцией R и / и уравнение 
(9.56) можно записать в виде (9.24) и далее в виде (9.25), со­
ответствующем условию центральной сферической симметрии. 
Опуская для краткости далее индекс г, у потенциала имеем

д 2 ( М ) ____ и- д* (Я ф) _  п  .  ,р с -о .
d t2 р [  >

Решение этого уравнения аналогично (9,29) имеет вид

№ « )  =  Т Г / ( < - £ ) .  (9'59)
Вид функции f зависит от вида %(t) в граничном условии

(9.53).
Примем, что касательные силы, приложенные к сферической 

поверхности, а следовательно, и тангенциальные напряжения 
т ( 0 ,  меняются во времени по гармоническому закону

т(0=тоехр(1<о0- (9.60)
Тогда решение уравнения (9.59), как известно, имеет вид 
r _  C « p [ i „ ( , - K / , s )| (9 61)

R
где С — постоянная, не зависящая от t и R.

Для определения С используем граничное условие на поверх­
ности полости, где напряжение связано с деформацией следую­
щим образом:



В соответствии с (8.41) y R<f выражается через смещения сле­
дующим образом:

у
2 \d R  R )  '

Подставляя сюда выражение (9.57) с учетом того обстоятель- 
dR гства, что — = -^ -  =  sin0, получаем

Y —  — ^I Vsi nf l  (9.63)' K f —  2 \ OR2 R dR )  П 0 - K ■ ’

В результате, используя (9.58), (9.60) и (9.63), можем запи­
сать (9.62) в форме

Т0 sin0exp(iW) =  — ц sin 0 при R =  t. (9.64)

Подставляя в (9.64) выражение (9.61) для if, затем диффе­
ренцируя и сокращая на sin 0, находим

Г — V ^ s exP(‘w / ^  (9 65)
3u2s 3i<ovs  \

t* I —  - “2 +  -[т— )Г  \ / 2
. . .ш  \  1

Отсюда при R > 1  имеем
tn b a4 ехр (tox)

'И^> 0 =  R’X (<o20s— (О2 +  2tohs) ’ (9.66)

где
и5Кз , 3 ys _ К 3

hc =  о V О 0>1

x = t

I ’ s — 2 1 2 OS’ 

R — I
vs

Переходя к смещениям, на основании (9.57) и учитывая, что 
t’s2— Wp» получаем

I f  t o  1 \
^  ~R~ I "йГ~>Г~Ж') т° s*n ®
US =  К  ^ - « *  +  2 ^ 5  ) е х р  (/ШТ) =  е х р  (,’“ х)- (9 -67)

Введя обозначение
т0 sin 8 ехр (ton) /q  c q \

> ~  C02OS — <o2 +  2tohs ' ( ■ ’

запиилем (9.67) в следующем виде:

b W ' ' M + ^ Н -  ,9-60)
Ка к и в рассмотренном ранее случае продольной сферической 

волны, здесь можно ввести представление о комплексной частот-
367



Тогда поле смещений будет описываться выражением

us =  К  ̂  Ms И  sin 0 ехР (*®х) ■ (9.71)

Сходство выражений (9.38) и (9.67), (9.42) и (9.71) говорит 
об общности пространственно-временной картины распростране­
ния поперечных и продольных волн, возбуждаемых сферическим 
источником.

При импульсном характере источника распространение попе­
речной волны и распределение смещений в пространстве будут 
описываться зависимостями, подобными формулам (9.45), (9.47), 
отличающимися от последних скоростью распространения волны 
и характеристиками сферического очага — гоо и h. П ри импульс­
ном возбуждении поперечная волна существует в сферическом 
слое толщиной 6^?s, зависящей от времени действия источника и 
скорости распространения поперечной волны

Таким образом, сферический источник вращения к ак  при гар­
моническом, так и при импульсном возбуждении создает попе­
речные колебания, которые распространяются в окружающем 
пространстве в виде сферической волны. Это означает, что по­
верхности равных фаз этой волны представляют собой сферы. 
Точки, лежащие на поверхности сферы определенного радиуса R, 
совершают поворот как единое целое вокруг оси z  на некоторый 
угол Дф. Для фиксированного момента времени смещения точек, 
лежащих на одной прямой, исходящей из очага, на разных рас­
стояниях от его центра, будут различными по величине и направ­
лению (рис. 72,6). В пространстве и во времени наблюдается 
волновая картина, для характеристики которой, как н  для про­
дольной волны, можно использовать представления о преобладаю­
щей длине волны, преобладающем периоде колебаний, волновом 
числе и т. п. Главное отличие от продольной волны будет заклю­
чаться в характере деформации упругой среды и иной скорости 
распространения поперечных колебаний. Если смещения в про­
дольной волне совершаются в радиальном направлении — проис­
ходят деформации сжатия и растяжения, то в поперечной волне 
при смещениях, перпендикулярных к направлению распростра­
нения и разных по величине в соседних точках вдоль луча, на­
блюдаются деформации сдвига. Характер сдвиговых деформаций 
показан на рис. 72,в, где изображен элемент объема упругой сре­
ды в виде параллелепипеда, находившегося в равновесии и из­
меняющего свою форму при прохождении поперечной волны.

8Rs =  vs6t. (9.72)



Следует заметить, что в жидкостях и газах, где отсутствует 
жесткое сцепление частиц среды друг с другом, сдвиговые дефор­
мации отсутствуют. Поэтому поперечных волн в таких средах не 
существует.

III .  Плоские однородные и неоднородные волны. В теории 
распространения упругих колебаний широко пользуются пред­
ставлением о плоских волнах. Под плоской волной понимается 
возмущение, поверхности равных фаз которого представляют со­
бой плоскости, перпендикулярные к направлению распростране­
ния волны. Плоская волна является математической абстракцией, 
поскольку не существует реальных источников для ее возбужде­
ния. Однако на достаточно больших расстояниях от источника 
сферическая волна в пределах ограниченного участка может рас­
сматриваться как плоская. Условие удаления на большое рас- 
стоя 1 ше является относительным. Чем меньше площадь участка 
сферической поверхности, тем меньше расстояние, на котором он 
может считаться плоским с заданной погрешностью. В принципе 
волн у любого типа можно представить в виде совокупности пло­
ских волн.

В плоской волне расхождение фронта отсутствует и ампли­
туда смещения не зависит от расстояния до источника. Профиль 
волн ы сохраняется постоянным. .

Получим уравнения для плоских волн из общего уравнения 
распространения упругих колебаний (9.3). Будем рассматривать 
обла сть вне действия внешних объемных сил, т. е. положим 
F = 0 .  Примем, что направление распространения плоской волны 
совпадает с осью х. В этом случае вектор смещения и и его ком- 
поне нты и, v и w не зависят от координат у  и z  и, следовательно,

с да л и л  д*и г 1 < d3v I 1 d2w8т » ч « = Ь - 5гг.  v!-  =  i ,  - g p ,

Т огда векторное уравнение (9.3) можно записать в виде сово­
купи ости трех -скалярных уравнений

I о  \ д2а

d2v d*v d*w дгш /о

или, используя обозначения ир — н °s — ’ можно

написать

20HL _ й« i ! i _  о
<Э*2 р dx2 — и ’

(9 74)
da_ ( v ,w )  ^  d* ( v , w)  п 

d t 3 S д х 2 —

У'равнения (9.74) представляют собой известные одномерные 
волдовые уравнения. В соответствии с (9.74) возможно сущест­
вование двух типов плоских волн. Первое уравнение описывает



плоскую продольную волну, которая распространяется вдоль оси 
х со скоростью vp. Смещения происходят здесь по оси х. Второе 
уравнение характеризует поперечную волну, распространяющую­
ся также вдоль оси х, но со скоростью i»s. Смещения происходят 
в этом случае в плоскости, перпендикулярной к направлению 
распространения волны.

Решение уравнений (9.74) записывается в форме (£>.26). Для
(9.74) 1 , например имеем

где / и g  функции произвольного вида; vp — скорость распрост­
ранения продольной волны.

Второй член в (9.75) соответствует плоской волне, приходя­
щей из бесконечности, т. е. распространяющейся в отрицатель­
ном направлении. Поскольку нас интересует полна, распростра­
няющаяся в положительном направлении, полагаем g = 0 .  В ре­
зультате выражения, определяющие поле смещений плоской, про­
дольной и поперечной волн, распространяющихся вдоль оси *, 
имеют вид

где 11 — единичный вектор, лежащий в плоскости, перпендику­
лярной к оси х н определяющий направление смещения в попе­
речной волне. Конкретный вид функций f i и f2 определяется х а ­
рактером возбуждения.

В рассматриваемых плоских волнах в каждой из плоскостей, 
перпендикулярных к направлению распространения, колебания 
имеют одинаковую фазу и амплитуду, т. е. поверхности равных 
фаз и амплитуд здесь совпадают. Такие волны называются о д н о ­
р о д н ы м и  п л о с к и м и  в о л н а м и .

Иногда приходится рассматривать плоскую волну, распростра­
няющуюся вдоль направления R, составляющего углы « ,  р и у с 
координатными осями х, у  и z. Поверхности равных ф а з  плоской 
волны перпендикулярны к R и удовлетворяют уравнению R =  
— const.
Тогда уравнение (9.76) для случая плоской продольной волны 
можно записать следующим образом:

Обозначим направляющие косинусы R через пх, пу, пг . Тогда
(9.77) можно записать в виде

при этом должно выполняться уже упоминавшееся условие (8.17)

(9.75)

(9.76)

( 9.77)

(9.78)

П 2х  +  П2у + П 2г = 1 .



Аналогичным образом записывается уравнение для плоской 
поперечной волны.

Специальный интерес представляет плоская волна, меняющая­
ся во времени по гармоническому закону. Выражение для гармо­
нической плоской продольной волны, распространяющейся вдоль 
произвольного направления R, имеет вид

ир =  l Rua ехр |йо (V — j |  =  ехр (— ikR) ехр (Ш) (9.79) 

или
й р =  1Лы0ехр[—ik(nxx-\-nyy  +  nzz) ]ехр (ко/), (9.79')

где и а — амплитуда волны; k — волновое число.
Пользуясь представлением функций с помощью интеграла 

Фурье, любую плоскую однородную волну можно представить в 
виде совокупности гармонических плоских волн. Для продольной 
волны имеем 

00
up =  1* JS(o)expp«> [t  — - ^ ) J  dw, (9.80)

—00
где 5  (со) — функция спектральной плотности.

При решении ряда задач, связанных с распространением уп­
ругих колебаний, наряду с однородными плоскими волнами поль­
зуются понятием о неоднородной плоской волне. Оно вводится 
на основании формального допущения о том, что направляющие 
косинусы являются не вещественными, а комплексными числами:

nx =  n'x-\-in"x, nv =  n'y+ in"y, nz — n'z-\-in"z. (9.81)
Если при этом потребовать соблюдения условия (8.17), то 

выражение (9.79) по-прежнему будет решением волнового урав­
нения (9.74), хотя с учетом (9.81) примет вид

и Р =  1 ««0ехр [—ik (п'хХ+п'уу +  п'гг) ] X
Хехр[£(л"*л: +  /г"г/1/-|-/г"22 )]ехр ((со/). (9.82)
К а к  следует из (9.82), поверхности равной фазы в этой волне 

представляют собой плоскости, определяемые уравнением
п'хх-\-п'уу + п ' гг = const, (9.83)

а поверхности равной амплитуды — плоскости
п "  Хх + п ” уу-\ -п" zz = c o n s i .  (9.84)
Плоскости равных фаз (9.83) и равных амплитуд (9.84) будут 

перпендикулярны друг к другу, поскольку подставляя (9.81) в
(8.17) и приравнивая мнимые части правой и левой частей выра­
жения, имеем

п'хп"х +  п'уП"у-\-п'гП’'г = 0.

Э то равенство выражает условие ортогональности плоскостей 
(9.83) и (9.84). Волну вида (9.82) принято называть неоднород-
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Рис. 73. Неоднородная 
плоская волна

ной плоской волной, поскольку поверхности равных фаз и равных 
амплитуд являются здесь плоскостями. Эта волна распространя­
ется в направлении, определяемом (9.83), а амплитуда ее изме­
няется в одном из перпендикулярных направлений, вдоль фазовой 
плоскости. Формально возможное решение волнового уравнения, 
имеющее вид (9.82), соответствует, как мы увидим в дальней­
шем, реальным физическим явлениям.

При рассмотрении плоских волн систему координат фиксиру­
ют обычно таким образом, чтобы вектор, совпадающий с направ­
лением распространения волны, лежал в плоскости x O z .  Тогда 
пу =  0, п ' у =  п " у = 0, и направление распространения волны мож­
но характеризовать одним углом 0, отсчитываемым, например, от 
оси z  (рис. 73,а).  В этом случае rtx =  sin0 и nz=cos0 , и уравнение
(9.79) приобретает вид

В случае неоднородной волны угол 0 также следует считать 
комплексной величиной 0 = 0 '+ Ю " .

Значения sin0 и cos0 при комплексном 0 будут, как известно, 
выражаться формулами:

sin0 = s in 0 'c h 0 " + ic o s 0 /sh0"
cos0= cos0 'ch0"  — isin0'sh0". (9.86)

Рассмотрим случай, когда 0 '= я / 2 .  Из (9.86) получаем
sin0==ch0" и cos0 =  —ish0".
Тогда уравнение (9.85) можно записать в виде

и= ыоехр (—k • sh0"• z) ехр (—i k • ch0"• x ) exp (m t ) .  (9.87)
Выражение (9.87) описывает н е о д н о р о д н у ю  п л о с к у ю  

в о л н у ,  которая распространяется в направлении х с фазовой 
постоянной &ch0" и экспоненциально убывает в направлении z  
с коэффициентом затухания &sh0" (рис. 73,6). Неоднородные
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ы =  г̂0ехр[—i£(jcsin6+zcos0) ]ехр (iwt). (9.85)



плоские волны возникают при явлениях отражения и преломле­
ния упругих колебаний на границах сред с разными упругими 
свойствами1. Этим понятием широко пользуются при необходи­
мости представления волн различного типа, в частности сфериче­
ских, в виде суперпозиции плоских волн. Подобный прием облег­
чает решение ряда задач, особенно при разной симметрии волны 
и границ в среде.

IV. Одновременное возбуждение и распространение продоль­
ных и поперечных волн. Сосредоточенный источник. Рас­
смотрим случай, когда в пределах некоторого ограниченного 
объема V, неограниченной однородной упругой среды, действуют 
массовые силы F, создающие поступательное движение. Подоб­
ный источник, как будет показано ниже, одновременно генерирует 
продольные и поперечные упругие волны. Используем совмещен­
ную систему координат (г, ср, г  и R, 0, ф) с осью г, направленной 
вниз.

Примем, что заданные массовые силы во всех точках объема
V имеют одинаковую величину и направление, совпадающее с на­
правлением оси z. Во времени они изменяются по гармоническо­
му закону. Требуется определить смещение среды. Будем искать 
выражение для смещения среДы на таких расстояниях от источ­
ника, чтобы формой последнего можно было пренебречь, рас­
сматривая его в качестве источника сферической волны.

Запишем уравнения распространения упругих колебаний в 
форме (9.16, •> (9.17):

В рассматриваемом случае F =  l zFzexp(i(ol), и, следовательно

Составляющие rotF в декартовой системе координат будут 
соответственно равны

rot2 F  =  0.
Как будет показано в § 3 этой главы, решение неоднородного 

волнового уравнения для сферической волны при источнике, за­
нимающем объем V, имеет вид

^  f)F div F — ~  ехр (Ы). (9.88)

(9.89)

(9.90)

где Ф —  функция, характеризующая возмущающую силу.

1 См. § 4 данной главы.



Решения неоднородных волновых уравнений (9.16) и (9.17) 
будем искать в виде (9.90)

Rqa.\
V.

div u (а) =  J'  > 4nv2p \, d zq

exp t<o I t

R,qa

rotx u (a) :
' Г f > e,p [fr. ( < - - % )

4kv*s {/ dyq Rqa

dV,

dV,

ro t.u  ( a ) = - w dFz
exp к-з:

S V dx„ dV,

(9.91)

где q — точка в области V с координатами хч, у,„ zq, центр эле­
ментарного объема dV\ а —-точка наблюдения с координатами 
х, у, z; Rqa — расстояние между точками q u a .

Преобразуем объемные интегралы (9.91) путем интегрирования 
по частям. Имея в виду, что dV (q) = d x qd y qdzq, получаем для 
первого выражения в (9.91):

div u {а) — -pi— j  4nv2p

г / Rqa\
ехр * ( 0  1

Яqa
dxqdyq

ехр

d
l 

*1

• 
I

Rqa
dV. (9.92)

Поскольку Fz на поверхности S отсутствует, первый интеграл 
в (9.92) будет равен нулю. Преобразуя подобным образом второе 
и третье выражения в (9.91), получаем в результате

d iv u (a )  =  - ^  

rot* и ( а ) =  —

ехр г со \ t —

'qa

. fF d
exp ■ f t  Rqa\

'

4nv2s Z dyq Rqa

rot^u (а) ■■ 4nv2-ГS V

dV,

dV, (9.93)

exp . Л  Ri a \
6

dXq Rqa
IdV.

Положим, что размеры источника, где действуют массовые си­
лы, малы по сравнению с длиной поперечной и продольной волн. 
Поэтому можно считать, что подынтегральное выражение в пре­
делах области V изменяется незначительно. Это позволяет заме-



нить интеграл произведением подынтегрального выражения в 
средней точке на объем V. Эту среднюю точку будем далее счи­
тать за начало координат. Дифференцирование по точке q заме­
ним дифференцированием по точке а, т. е.

дх. на _д_
дх

_д_
ду. на — т—. и -з— ду dzg на л_

дг

так как

'qa -- V (.X, -  * )*+  (у — у У  +  (г -  z f
(см. разд. I, § 9 главы первой). В результате имеем

d i v  U (Л ) =  J , V,

R (9.94)

rot^u (а) — - « М ”  ( ' • - - £ )
■дх I R

Выразим производные, фигурирующие в (9.94), следующим 
образом:

д ___— х д и  д dR__ д у _д_
дх dR дх dR R ’ ду dR ду dR R ’ дг

д dR____д г
’Ж  дг dR R '

Тогда (9.94) можно переписать в виде

dl V 11 (й) =

ro ^ u  (а) =

rot^u (fl)=- 4пу2с

д U  Щ  2

dR I R I R ’

, НЧ'~т|)]| ,
dR I R ) R '

а » г
r *dR  I R J R

(9.95)

Ротор вектора смещения и имеет только горизонтальную ком­
поненту, абсолютная величина когэрой равна

| rot,u | =  V  (rotjj u)! +  (rot^u)2 (9.96)

4 -  i/3 rУчитывая, что z/R — cos 0 и -----^ =  sin 6, получаем сле­
дующие выражения:



будет равен сумме потенциалов, создаваемых каждым из источ­
ников:

? (9.104)

где rqa ■— расстояние от соответствующего источника, расположен 
ного в точке q (xq, y q, z q) до точки а(ха, Уа, za):

Следует подчеркнуть, что возмущение в точке а в момент вре­
мени t определяется значениями функции интенсивности источни­
ков в более ранние и различные для разных источников моменты

ной скорости »р возмущение от разноудаленных источников до­
стигло точки а. Для источников более сложного типа по сравне­
нию с рассмотренными выше решение строится аналогичным 
образом.

II. Формулы Кирхгофа и Пуассона. Рассмотрим задачу опре­
деления поля смещения в некоторой части пространства, если из­
вестны значения потенциала и его производных на некоторой зам ­
кнутой поверхности 5. Эта поверхность может окружать область, 
где сосредоточены источники, и тогда нас интересует поле смеще­
ний в остальной внешней части пространства (рис. 75,6) или, 
наоборот, поле смещений в пределах некоторой области, окру­
женной поверхностью 5, ограничивающей эту область от внеш­
ней части пространства, где находятся источники (рис. 75,в). Эта

rqa ^ V { x q -  x j  - f  (yq— г/а)2+  (2 , -  z j .

Необходимо разное время, чтобы при дан-

а а

задача была рассмотре­
на в свое время Г. Кирх­
гофом.

в

Л

Итак, в области V, 
ограниченной поверх­
ностью S, требуется най­
ти потенциал смещения 
Ф (a, t ) ,  создаваемый ис­
точниками, находящими­
ся за пределами этой 
области. На поверхности 
S  заданы потенциал ф и 
его нормальная производ­
ная цля любого мо-

Рис. 75. Упругие волны от произвольных ис­
точников

мента времени t. Искомая 
функция ф(а; t) должна 
удовлетворять однород­
ному волновому уравне­
нию (9.14)



и краевым условиям на поверхности S — заданным значениям ф и 

gjp. Для решения задачи выразим искомую функцию через ин­

теграл Фурье
ОО

<p(a, t )— f р ( а ,  со)ехр (iwt)dm, (9.105)
—ОО *

где р (а ,  со) — спектральная плотность, которая зависит не только 
от частоты, но и от координат точки а. Получив решение для од­
ной из гармонических составляющих, мы путем интегрирования 
вернемся к искомой функции ф.

Подставляя (9.105) в (9.14) и меняя порядок дифференциро­
вания и интегрирования, получаем

ОО 00
^ у 2р(а,  и) ехр (ш/) r f c o 5̂-  ^тгр(а,  о>) ехр (iwt)dw =  0. (9.106)

—Оо —00
Уравнение (9.106) справедливо при любом заданном значе­

нии со, поэтому можем записать его без знака интеграла. Учи­
тывая также, что ы/ v p — k получаем вместо (9.106) однородное, 
уравнение Гельмгольца

Vap(a, a ) + k 2p { a , со )=0. (9.107)
Будем рассматривать каждую точку поверхности S в качест­

ве источйика элементарной сферической волны. Поэтому для 
дальнейшего решения задачи, целесообразно ввести функцию 
вида

e x p ( - f f r )  ехр(Ы)> (9Л08)

являющуюся решением однородного волнового уравнения
( 9 . 1 4 )  в случае гармонической сферической волны. Примем обо­
значение ехр(—i k r ) / r — \р. Итак, имеем в области V две скаляр­
ные функции р  и -ф, непрерывные вместе со своими производны­
ми внутри V и на поверхности S. На основании формулы Грина 
( 2 . 9 5 ' ) ]  можем написать

j  (PV^ -  W p ) d V = n P d± - * d£ \ d S .  (9.109)
v s
Следует учесть, однако, что функция гр =  ехр(— ik r) / r  при 

г = 0  не удовлетворяет условиям непрерывности. Поэтому для 
исключения особенности из рассматриваемой области, что необхо­
димо для применения теоремы Грина, мысленно заключим точку 
а  в небольшую сферу радиусом R и исключим эту область из 
рассмотрения. После этого объем V будет ограничен наружной 
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поверхностью S и внутренней поверхностью Si, и выражение 
(9.107) следует переписать в виде

Из (9.107) следует, что V2p — —k2p. Величина \J> удовлетво­
ряет однородному волновому уравнению Гельмгольца и, следова­
тельно, У2г|з =  -—k2ty. Подставляя эти значения в (9.110), видим, 
что левая часть этого выражения равна нулю.

Выполним также некоторые преобразования со вторым членом 
в правой части (9.110) с учетом того, что для поверхности
5, = —щ-  и элемент поверхности dSi =  R2d£i, где Q — телес­

ный угол с центром в точке а. В результате имеем

Устремим R к нулю, сжимая сферу к точке а. В результате 
под интегралом во втором члене останется величина р е х р (—ikR). 
При R - * 0 ехр(—Ш?)->ч1 и, следовательно, рехр (—ikR)-^ p(a) .  
Учитывая, что полный телесный угол в (9.111) равен 4л, получа­
ем следующее выражение для р(а,  со):

j  {pv't? -  ф v1lP)
v S

(9.110)

(9.111)

(9.112)
s

Производная в правой части (9.112)

( 1 v p r j  дп
. t o  \  дг

дп дп

(9.113)

Подставляя это выражение в (9.112), получаем



Перейдем теперь от спектральной плотности р к искомой 
функции ф(а, t) и значениям потенциала и его производных на 
поверхности S. Для этого в соответствии с (9.105) необходимо 
умножить правую и левую части равенства (9.114) на exp(ico/) 
и проинтегрировать их по со. Меняя при этом порядок интегри­
рования, получаем выражение

здесь г — расстояние между любой точкой поверхности 5  и точ­
кой наблюдений а; п — внешняя нормаль к поверхности S. ’Квад­
ратные скобки в (9.116) означают, что соответствующие функ-

Выражение (9.116) называется ф о р м у л о й  К и р х г о ф а .  Оно 
позволяет определить потенциал смещения в любой точке области
V, свободной от источников по заданным значениям потенциала 
и его производных на поверхности S, ограничивающей эту об­
ласть. Иными словами, поле смещений в области V создаваемое 
источниками, расположенными вне этой области, можно опреде­
лить, не зная этих источников, если известны значения потенциа­
ла и его нормальной производной на поверхности S.

П ри определении поля в области V значение функции ф и

на поверхности S заменяет задание всех источников, находящих­
ся вне этой области.

Следует обратить внимание на то, что согласно (9.116) потен­
циал смещения в точке наблюдения для момента времени t оп­
ределяется значениями потенциала и его производных на поверх­
ности S, взятых для времени x = t ----- — , поскольку необходимо

определенное время A t = r / v р для распространения возмущений 
от точек поверхности S до точки наблюдения.

Формула Кирхгофа, показывающая, что смещение в некото­
рой точке определяется смещениями в блй'зких к источнику точ-

jjp(a® )exp(tW )d® ==JL J | J -  J ^ L e x p p m  ( t  -  -^ -j]  dm +

00

J iwpexP[to (*~ir)]dl0 +
—00
00

—00
или окончательно.

ции на поверхности S берутся для времени т — t -----—



ках пространства в более ранние моменты времени, является ма­
тематическим выражением известного в физике принципа Гюй­
генса, согласно которому каждая точка пространства, где происхо­
дят колебания, является источником элементарной сферической 
волны.

Наряду с рассмотренным выше представляет интерес более об­
щий случай, когда кроме внешних источников, находящихся за 
пределами поверхности S,  имеются источники внутри ее, в об­
ласти V, где мы определяем потенциал смещения. Вывод форму­
лы для этого случая принципиально ничем не отличается от при­
веденного выше и поэтому может быть опущен. Заметим только, 
что здесь приходится искать решение неоднородного волнового 
уравнения вида

где Ф(х, у, z, t) — потенциал поля массовых сил — функции опи­
сывающей распределение и характер источников в области V.

Выражение для потенциала смещения имеет здесь следующий 
вид:

здесь г в объемном интеграле — расстояние между элементом 
внутреннего источника и точкой наблюдения.

Объемный интеграл в (9.118) является частным решением не­
однородного волнового уравнения и соответствует той части по­
тенциала, которая вызывается источниками, находящимися в 
области V. Поверхностный интеграл в (9.116) и (9.118) соответ­
ствует общему решению однородного волнового уравнения и от­
ражает влияние внешних источников.

Допустим теперь, что S представляет собой сферическую по­
верхность, а точка наблюдения а находится в центре сферы. Все 
источники расположены снаружи, вне объема, ограниченного 
поверхностью S. Тогда, полагая в формуле (9.116) r = R ,  где R — 
радиус сферы, и учитывая, что R =  vpt', где V — время, необхо­
димое для распространения возмущения от поверхности сферы 
до ее центра, получаем выражение

где и <р — средние значения функций и [<р] на поверхно­

сти сферы с радиусом R:

V2 d t2 ’
(9.117)

(9.118)

(9.119)



а

Рис. 76. Определение положения 
фронта волны на основе прииципа 
Гюйгенса

Рис. 77. Построения при выводе форму­
лы (9.123)

Выражение (9.119) носит название ф о р м у л ы  П у а с с о н а .
Ш . Зоны- Френеля. Область, существенная при распростране­

нии волн. В соответствии с принципом Гюйгенса и формулой 
Кирхгофа каждую точку пространства, охваченного волновым 
процессом, можно рассматривать в качестве вторичного точеч­
ного источника колебаний. Простейшим примером использования 
этого принципа является определение положения фронта волны 
для разных моментов времени, если задано его положение в не­
который момент времени t =  t\. Допустим, что фронт волны в 
момент времени представлен поверхностью Si, окружающей 
источник. Часть этой поверхности изображена на рис. 76. Для 
определения положения фронта волны в момент времени t 2 —  

=  в соответствии с принципом Гюйгенса каждую точку по­
верхности следует рассматривать в качестве источника элемен­
тарной сферической волны. Все эти вторичные источники начина­
ют действовать в один и тот же момент времени t\. В момнт t2 
путь, пройденный каждой сферической волной, будет равен 6г =  
=  Ур61. Огибающая семейства сферических поверхностей, имею­
щих радиус б г, определит положение искомого фронта волны S 2 
для момента времени t2. Во внутренней по отношению к источ­
нику области пространства огибающая поверхность укажет поло­
жение фронта S3 в предшествующий момент времени, равный
ta =  t\ — 61.

В отличие от такой элементарной кинематической интерпрета­
ции принципа Гюйгенса в формуле Кирхгофа, как было показано 
выше, учитываются амплитудно-фазовые соотношения при взаи­
модействии вторичных источников, определяющих характер сме­
шения в каждой данной точке в определенный момент времени.

Наглядную интерпретацию принципа Гюйгенса и сравнительно 
простой способ определения волнового поля, вытекающий из 
формулы Кирхгофа, дал А. Френель.

Допустим, что замкнутая поверхность S образована плоско­
стью Л  и примыкающей к ней полусферой Si (рис. 77,а).  Точка 
наблюдения а находится вне области S со стороны плоскости, 
противоположной той, где расположена полусфера. Источник на­
ходится внутри области S. Примем, что источник является точеч­
ным, меняется во времени по гармоническому закону ехр (iW)



и находится в точке О на прямой, перпендикулярной к плоскости 
П  и проходящей через точку наблюдения а. Множитель ехр (Ш)  в 
дальнейшем опускаем. Действие первичного источника заменяем
краевыми условиями, т. е. заданием ю и ~~  потенциала сме-on
щения и его нормальной производной на поверхности, окружаю­
щей источник.

В соответствии с (9.112)

• "'Л-- ±  J (V1 £-■->4 |Si ) ■ i  |  (т I п&-♦:Й- L ):X
X d S .  -  (9.120)

Устремим теперь радиус полусферы Si к бесконечности. Если, 
как это наблюдается в рассматриваемом случае, источник и точка 
наблюдения находятся на конечном расстоянии друг от друга, все 
элементы поверхности S, бесконечно удаленные от них, т. е. рас­
положенные на полусфере Si, не будут вносить вклада в <р(а). Т а­
ким образом, первый интеграл в правой части (9.120) можно опу­
стить. В результате имеем

« Р (а ) =  — ^ 1 - J  |
п

dS. (9.121)

В соответствии с точечным характером источника примем, что 
_  ехр ( — ikr)

V

В качестве функции of выберем функцию вида

.j._ехр ( — . ехр( — ikR") (9.122)

аналогичную встречавшейся ранее функции Грина и характери­
зующую разность эффектов сферических волн, исходящих из то­
чек а и а', зеркально расположенных относительно плоскости П 
(рис. 77,6). Здесь R'  и R"  — расстояния от а  и а '  до любой точки 
пространства. Целесообразность выбора функции if> такого вида 
определяется тем, что на плоскости Я  функция равна нулю, 
поскольку R'  и R" равны. Таким образом, второй член в правой 
части (9.121) также будет равен нулю. Тогда

=  S T rfS- (9Л23)
Ъ 1/7

Определим теперь производную Ввиду противоположного на­

правления нормалей на плоскости П относительно точек а и а'
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производные от обоих членов (9.122) будет иметь одинаковый 
знак и, следовательно,

д
l' ехр ( — ikR)

% - - *  i n -  1 ( , + j i . )  g ,  (9.124)

Если расстояния от точки наблюдения и от источника до плос­
кости П таковы, что удовлетворяются условия 
Я ^ > Л /2 п  или kR^$>l, г > А / 2 я  или. 1, 

то (9.124) можно записать в виде

дФ _ _ _  о —  ехР ( ~ ikP) dR (9 125)
дп k R дп ’

Учитывая, что d R /d n = c o s ( lR ,  п) и & = 2я/Л , получаем следую­
щее выражение для ср(а):

? (а)  =  -L  J  « Р [ .̂ Ц (г  +  /?)] cos(1r> n ) ( 9  j 26)

n

Из (9.126) вытекает, что потенциал смещения в точке а  опре- 
деляет-ся суммой воздействий от элементарных источников, запол­
няющих плоскость П. Нетрудно видеть, что элементарные площад­
ки dS,  находящиеся на одном и том же расстоянии R от точки 
наблюдения а и образующие кольцо dSk, будут создавать одинако­
вый эффект в точке а, поскольку в пределах каждого такого коль­
ца расстояние r-\-R и величина cos (1н, п) одинаковы.

Д л я  расчета поля в точке а  проведем на плоскости Я  систему 
концентрических колец (рис. 78). Ширину каждого из колец выбе­
рем тажой, чтобы при переходе от его внутренней границы 
к внешней расстояние от источника до точки а  менялось бы на 
А/2, т. е. выполнялись бы условия

(# 2 - Ь  гг) — ( # 0  + О 5 = 2 '-у-. (9 127)

( R n - \ ~ r n) —  {R a ~ \ ~ r a ) — n

Построенные таким образом кольцевые зоны называются з о - 
н а м и  Ф р е н е л я .

Интеграл в правой части (9.126) можно представить в виде 
суммы однотипных интегралов, первый из которых берется по пло-
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щади первой зоны Френеля, второй по площади второй зоны 
и т. д.:

Подынтегральные выражения во всех членах этом формулы 
имеют одинаковый вид. Определим площади зон Френеля, кото­
рые фигурируют в (9.128). Для этого вначале найдем наружные 
радиусы I каждой из зон, выразив их через r0, Ro, и длину волны. 
Поскольку / намного меньше R и г, то

Отсюда нетрудно заключить, что площади всех зон Френеля 
равны и определяются зависимостью

J ехр [ — ik (г +  Я)] 
rR cos(lR, n)dS-(-

s,

exp [ — ik  (r +  #)] 
TR cos(l1R) n)<2S. (9.128)

sП

(9 .1 2 9 )

Учитывая (9.127), получаем

(9.130)

Совершенно аналогично можно показать, что

(9.131)

с __ 7W1 / of̂ o
r0 +  R0 '



Б  интегралах, фигурирующих 
в (9.128), подынтегральные вы­
ражения содержат величины 
rR и cos (1Л, п ) , меняющиеся 
в пределах каждой зоны незна­
чительно. Их средние значения 
для каждой зоны можно вынести 
за знак  интеграла. Тогда каж­
дый из интегралов, входящих в 
(9.128), которые мы обозначим 
I, будет определяться выражени­
ем следующего вида:

=  С05(̂ ’ П) J  ехр[— i k (r - \ -R)]dS ,  (9.133)

где т = 1, 2, . . . ,  п.
Член ехр [—ik(r-{-R)],  стоящий в (9.133) под знаком интегра­

ла, будет существенно меняться в пределах каждой зоны, посколь­
ку увеличение расстояния r-\-R при переходе от внутренней грани­
цы зоны ко внешней составляет Л/2. Амплитудный же множитель 
c o s ( l n, n)/rR ,  стоящий перед интегралом, постоянен в пределах 
каждой зоны, но убывает nd мере увеличения номера зоны, так 
как соответственно будет увеличиваться произведение rR и умень­
шаться величина c o s ( 1 b ,  п ) ввиду увеличения угла между R и п.

Представим себе, что каждая из зон Френеля состоит из ряда 
узких; колец. Источники, расположенные на каждом кольце, 
созда дут в точке наблюдения эффект, который можно изобразить 
в виде вектора i (рис. 79). По мере удаления от внутреннего края 
зоны наружу векторы будут поворачиваться на некоторый угол 
в соответствии с изменением фазы возмущения, приходянтгр 
в точжу наблюдения от колец большего радиуса. Разница в фазе 
межд;у вектором, характеризующим эффект от первого кольца, на­
ходящегося у внутренней границы зоны, и последнего, расположен­
ного у  внешней границы, составляет по условию построения зон 
Френеля величину, равную я. Результирующий эффект от зоны 
будет определяться замыкающим вектором 1ь Эффект от следую­
щей зоны Френеля будет характеризоваться вектором Ь, несколь­
ко меньшим по величине из-за уменьшения амплитудного множи­
теля перед интегралом (9.133) и направленным противополож­
но Ii. Таким образом, соседние зоны создают в точке наблюдения 
эффекты, которые в значительной мере компенсируют друг друга.

В соответствии со сказанным, (9.128) можно представить в ви­
де зна копеременного ряда с убывающими членами

q>(cz)=/i—/ 2+ / 3— • • • (9.134)
Запишем (9.134) в следующем виде:

Т(0 > = 4 + ( 4 - / . + 4 - ) + ( 4 - / . + 4 - ) - к . .

Рис. 79. Эффект в точке наблю­
дения от первых зон Френеля



Стоящие в скобках члены будут малыми величинами, посколь­
ку отношение ( / i + / 3) /2  незначительно отличается от / 2, {Гг~\-Ь)/2 
от / 4 и т. д. Поэтому можно записать приближенное выражение

c p (a )« / i /2 ,  • (9-135)
т. е. суммарный возмущающий эффект в точке наблюдения опре­
деляется в основном действием половины первой зоны Френеля.

В соответствии с (9.132) половина площади любой, в том  чис­
ле первой зоны Френеля, равна

ОтсюДа радиус круга, площадь которого составляет половину 
первой зоны, равен

Равенства (9.127) представляют собой уравнения эллипса с фо­
кусами в точках расположения источника О и пункта а. В прост­
ранстве первая зона Френеля образует эллипсоид вращения 
(рис. 80). Последующие зоны соответствуют пространству между 
двумя соседними эллипсоидами вращения. Эллипсоидом вращения 
будет, очевидно, и область с сечениями, равными половине первой 
зоны. Эта часть пространства и определяет процесс распростране­
ния возмущений от источника к точке наблюдения и называется 
о б л а с т ь ю ,  с у щ е с т в е н н о й  д л я  р а с п р о с т р  а н е н и я  
к о л е б а н и й .  При изменении, расстояний г0 и Rq и перемещений 
плоскости П радиус области, существенной для распространения, 
будет меняться в соответствии с формулой (9.13), образовывая 
разные сечения эллипсоида. Максимальный радиус будет наблю­
даться при r0= R 0, следовательно, имеем из (9.13)

(9.137)

(9.138)

или, введя обозначения r 0 +  R0= L ,  
получим другой вид формулы (9.138)

Рис. 80. Пространственное 
представление первой зоны 
Френеля

Таким образом, размер области, 
существенной для распространения, 
зависит от расстояния между источ­
ником и точкой наблюдения и длины 
волны происходящих колебаний. Из
(9.138) вытекает, что при Л->-0 /-ИЗ. 
Следовательно, с уменьшением длины 
волны площади поперечных сечений 
эллипсоидов уменьшаются и сами 
эллипсоиды вырождаются в  прямую. 
В этом случае волна распространя­
ется от источника по прямой, назы­
ваемой л у ч о м .



Н а  основе представлений о зонах Френеля и области, суще­
ственной для распространения, можно более отчетливо уяснить 
себе процесс отражения упругих колебаний от поверхности раз­
дела двух сред, отличающихся по упругим свойствам. В соответст­
вии со  сказанным выше эффект отражения зависит от площадки, 
существенно влияющей на отражение, размер которой увеличива­
ется с  увеличением длины волны и расстоянием источника и точки 
наблюдения от поверхности раздела.

§ 4. РАСПРОСТРАНЕНИЕ УПРУГИХ КОЛЕБАНИЙ 
В ПРИСУТСТВИИ ПЛОСКОЙ ПОВЕРХНОСТИ РАЗДЕЛА

Неоднородность среды существенным образом влияет на рас­
пространение упругих колебаний. Здесь наблюдаются явления от­
ражения, преломления, дифракции волн, возникновения поверхно­
стных волн и т. п. Наблюдаемая волновая картина сложным обра­
зом зависит от геометрии среды, распределения упругих и плот­
ности ъгх свойств и ряда других факторов. Из многих вопросов, 
связанных с распространением упругих волн в^неоднородных сре­
дах, м ы  коснемся лишь двух — явлений, происходящих при паде­
нии плоской продольной волны на плоскую поверхность раздела, и 
волн Релея, возникающих при распространении упругих колебаний 
вдоль свободной поверхности раздела.

I. Отражение и преломление плоской продольной волны, па­
даю щ ей  на плоскую поверхность раздела. Допустим, что плоская 
поверхность разделяет две однородные упругие среды, характери­
зующиеся параметрами А.ь ць pi и Я,2, цг, Рг. Скорости распростра­
нения продольных и поперечных волн в первой и второй средах 
обозначим dpi, wsi, v P2 и us2- Плоская продольная волна Р  падает 
на поверхность в направлении, составляющем угол а  с нормалью 
к плоскости (рис. 81,а). Ориентируем прямоугольную систему ко­
ординат таким образом, чтобы ось у  была перпендикулярна к на­
правлению распространения колебаний, т. е. лежала в плоскости 
равнызс значений амплитуды и фазы падающей волны. В этом слу­
чае имеем двумерную картину распределения возмущений, не за ­
висящею от координаты у. Примем, что колебания изменяются во 
времени по гармоническому закону ехр Тогда выражение для
вектор-а смещения падающей волны согласно (9.79), (9.85) можно 
записа ть в виде

^ = 1 Л е х р [ »  ( 9 . 1 4 0 )

П ри падении волны на поверхность раздела каждая точка этой 
поверхности в соответствии с принципом Гюйгенса может рассма- 
триватгося в качестве точечного источника вторичных волн. Гене­
рируем ые колебания распространяются в верхнем полупространст­
в е — отраженные волны и в нижнем полупространстве — проходя­
щие волны. Отраженные и проходящие колебания меняются во 
времени так же, как и падающая волна, т. е. по гармоническому 
закону, с тем же периодом колебаний Т.



Рис. 81. Отражение и преломление плоской продольной в о л ­
ны, падающей на плоскую поверхность раздела

Можно предположить, что падающая на поверхность раздела 
продольная волна возбуждает четыре типа вторичных волн. В пер­
вой среде — продольную Pi и поперечную Si отраженные волны, 
во второй — продольную Р 2 и поперечную S2 проходящие волны. 
Мы располагаем на Поверхности раздела четырьмя независимыми 
условиями сопряжения, с помощью которых сможем в дальнейшем 
определить четыре неизвестных коэффициента, например амплиту­
ды возникших волн.

Выделим на поверхности раздела две . точки— Ю и О] 
(рис. 81,6). Фронт падающей волны О А (в гармонической волне — 
произвольная изофазовая поверхность) приходит в точку О i позже, 
чем в точку О, на промежуток времени At. За это время волна 
проходит отрезок A O \= A tv v \ .  Допустим, что A t = T .  Тогда отре­
зок А О ! равен длине продольной волны в первой среде

T u p i ^ A p i .  ( 9 .1 4 1 )

Отрезок OOi тоже характеризует расстояние межд;у точками 
с одинаковыми фазами, т. е. длину волны, но не в направ-лении рас­
пространения колебаний, а вдоль другого направления, совпадаю­
щего с поверхностью раздела. Мы будем использовать в этом 
случае термин к а ж у щ а я с я  д л и н а  в о л н ы .  С истинной дли­
ной волны Лк связана соотношением

AK= A /s i n  а. * (9.142)

Продольная волна, отразившаяся от поверхности раздела 
в точке О, за время A t = T  пройдет расстояние, равное отрез­
ку ОА' . Ввиду равенства периода колебаний для падающей и всех 
вторичных волн отрезок ОА'  равен длине отраженной продольной 
волны Лрь Проходящая продольная волна, распространяющаяся 
во второй среде, за время At— T пройдет расстояние О В = Т и Р2 . 
Это расстояние в силу тех же соображений, что и в предыдущем 
случае, будет равно длине проходящей продольной волны во вто­
рой среде ЛР2. Аналогичные построения нетрудно выполнить для 
отраженной и проходящей поперечных волн. Для того чтобы не 
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перегружать рисунок, на нем nGK-азана только проходящая по­
перечная волна с фронтом В'0 \ ,  Д ля преломленных волн длина 
волны тоже равна произведению периода колебаний Т на скорость 
распространения, т. е.

A s i= 7 b s i  и AS2 — TVS2 -

Бее волны имеют одинаковую кажущуюся длину вдоль направ­
ления, совпадающего с поверхностью раздела. Поэтому на осно­
вании (9.142) можем написать следующее равенство:

(9-143)
s in  a  s i n  а р  s i n  ctg s in  (ip s in  ps  v '

Имея в виду, что A = T v  и тот факт, что 'период Т для всех 
волн одинаков, можем переписать (9.143) в виде

Последнее равенство представляет собой обобщенный закон 
отражения и преломления, известный также под названием зако­
на Снеллиуса. Из него следует, в частности, что для однотипной 
волны угол падения равен углу отражения, а = а р .

Поскольку отношения, фигурирующие в (9.144), представляют 
собой кажущуюся скорость распространения волн вдоль поверхно­
сти раздела, закон Снеллиуса можно трактовать как необходи­
мость равенства кажущихся скоростей для падающей и всех вто* 
ричных волн на этой поверхности. Угол падения возбуждающей 
плоской волны везде одинаков, поэтому из равенства (9.144) выте< 
кает- постоянство углов отражения или прохождения для каждой 
из вторичных волн во всех точках поверхности раздела. Отсюда 
следует, что изофазовые поверхности отраженных и проходящих 
волн: представляют собой плоскости.

Векторы смещения для отраженных и проходящих волн можно '  
записать следующим образом:

v Pl  __  t ’p i  ySl ' VP2 (9.144)
s in  a  s in  a p  s f n  a s  s in  gp sin 0s

U P1—  ^Pl^P e x P i® ( t  —
X  s i n  a p Z  COS Op

u Si =  l t , a s exp iw I t  —
x s in  a s  —  Z  COS Og

(9.145)

exp m  ( t
x  s i n  (is  +  z  c o s  ps

)]•



йлюдается при a=t'p:

sin i p = v v \ / v p 2 . (9.150)'

Угол ip называется углом в н у т р е н н е г о  о т р а ж е н  и я, или 
к р и т и ч е с к и м  у г л о м .  Аналогичное явление наблюдается 
в случае проходящей поперечной волны при условии o s 2 >wpi, и 
угле a = i s , где

sin i s = v p i / v s 2- (9.151)
Если a > tp (S ) , т. е. превышает значение критического угла, 

sin pP(S) должен быть больше единицы. Это возможно, если считать 
угол Pp(S) комплексной величиной, т. е. Р = Р '-Н 'Р " .  Полагая р ' =  
= п / 2, имеем в соответствии с (9.86)

sin p = c h  cos р= —i sh Р". (9.152)

Уравнение продольной прело<мленной волны в этом случае запи­
шется вместо (9.145)з в виде

v  л и  Г- l i  x - c h i "  — Lz-shR” \  1Up2 1р2&р ех р ^гш  \ t  - — J j  —

=  l p ^ e x p  (— &-sh|3" -г) exp (— ik-ch$" -x) exp (tW). (9.153)

Таким образом, проходящая волна при условии га>гР представ­
ляет собой плоскую неоднородную волну (см. § 2), распростра­
няющуюся во второй среде параллельно поверхности раздела. 
Интенсивность ее экспоненциально убывает в направлении, пер­
пендикулярном к преломляющей поверхности.

При углах a > t p ( S) коэффициенты прохождения и отражения 
также становятся комплексными. Всякое комплексное число и 
в данном случае коэффициенты отражения и прохождения можно 
представить в виде Л = Л 'е х р ( /Л //), где А'  и А "  действительные 
числа. Поэтому комплексность коэффициентов означает, что при 
отражении и преломлении происходит фазовый сдвиг, величина 
которого зависит от угла а.

Особый интерес представляет частный случай, когда волна.па­
дает на поверхность раздела по нормали, т.е. под углом а = 0 .  Из 
уравнения (9.147)2 согласно (9.144) вытекает, что амплитудные 
коэффициенты для отраженной и проходящей поперечных волн 
в данном случае равны нулю, т. е.

a s = b s — 0. (9.154)

Следовательно, при нормальном падении плоской продольной 
•волны на поверхность раздела поперечных волн не образуется. 
Это следует и из очевидных физических соображений, поскольку 
при нормальном падении продольной волны возникают только 
нормальные напряжения и смещения, и тангенциальные, порож­
дающие поперечные колебания, отсутствуют.
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Коэффициенты отражения и прохождения на основании- 
(9.147) 1 и (9.147)3 с учетом (9.154) в рассматриваемом случае 
примут вид [ср. с (7.43)]

А  _ z , - g i _J ’fpp2 - P i pp l (9 .1 5 5 )
Р z2 +  г 1 ?2VP2 +  Pl P̂I

в  —  2z i  — ___ 091 -  (9 .1 5 6 ) .
Р Z2 +  Z1 ?2VP2 ~Ь P l^P l

К ак следует из выражений ( 9 . 1 5 5 )  и ( 9 . 1 5 6 ) ,  при нормальном 
падении возникают отраженные и проходящие продольные волны. 
Для; образования отраженной волны ( 9 .1 5 5 )  необходимо различие 
в волновых сопротивлениях контактирующих сред, т. е. p2vp2 ¥= 
¥=PiVpi. Границы, где существует такое различие между волновы­
ми сопротивлениями, называются о т р а ж а ю щ и м и  г р а н и ц а ­
ми.  В зависимости от степени различия волновых сопротивлений 
мож;но говорить о сильных и слабых отражающих границах. При 
большом контрасте волновых сопротивлений на сильной границе 
интенсивность отраженной волны значительна. При малом контрас­
те я  а слабой границе интенсивность отраженной волны невелика.

При отражении волны от среды с большим волновым сопротив­
лением (P2Wp2 >PiUpi) коэффициент отражения положителен. Это- 
озна_чает, что фаза отраженной волны совпадает с фазой падаю­
щей волны. Например, если в некоторый момент времени зона 
сжатия падающей волны достигла границы, происходит отражение- 
такж е зоны сжатия. Если в падающей волне на границе наблюда­
ем зону разряжения, то в этот же момент возникает зона разря­
жения отраженной волны. Если же отражение происходит от сре­
ды с  меньшим волновым сопротивлением (p2^p2 < lp iap i) , коэффи­
циент отражения становится отрицательной величиной. Это озна­
чает, что при отражении происходит изменение фазы на 180°, так 
называемая «потеря полуволны». Вместо пришедшей к границе 
зоны сжатия отражается зона расширения, и наоборот.

В некоторых руководствах выражение для коэффициента отра­
жения записывается в следующем, отличном от ( 9 . 1 5 5 ) ,  виде

д
Pl̂ Pl +  Р2Ур2

В таком виде коэффициентом отражения учитывается измене­
ние направления распространения волны на 180°  при отражении. 
Образующаяся при нормальном падении проходящая волна, как 
следует из выражения ( 9 . 1 5 6 ) ,  на поверхности раздела всегда со­
впадает по фазе с падающей волной.

Отметим, что хотя формулы ( 9 . 1 5 5 )  и ( 9 . 1 5 6 ) ,  определяющие 
коэффициенты отражения и прохождения А Р и В Р, получены для- 
случая нормального 'падения плоской волны, ими можно пользо­
ваться для оценок и при косом падении волн при сравнительно не­
больших углах а. Как уже упоминалось выше, в интервале сс= 
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= 0 —20° в большинстве случаев коэффициенты А Р и ВР меняются 
незначительно.

II. Поверхностные волны Релея. Следует различать волны 
объемные, наблюдающиеся в процессе распространения в любой 
точке пространства, окружающего источник, и волны поверхност­
ные, образующиеся благодаря присутствию поверхности раздела 
и существующие вблизи нее. К последним относится поверхност­
ная волна, возникающая у свободной поверхности упругой среды. 
Ее существование было теоретически доказано английским физи­
ком Дж. Релеем.

Примем, что упругая среда с константами к, ja и р занимает 
нижнее полупространство. Начало декартовых координат находит­
ся на его поверхности. Ось х  направлена вдоль границы, ось z — 
в глубь среды. Будем считать, что колебания изменяются во вре­
мени по гармоническому закону и их распределение в пространст­
ве не зависит от координаты у  , т. е. рассматривается плоская за­
дача. Считаем, что объемные силы отсутствуют. Предположим, 
что вдоль поверхности в направлении х  распространяется поверх­
ностная волна, которая представляет собой комбинацию (наложе­
ние) двух плоских неоднородных волн — продольной и попереч­
ной, распространяющихся по оси х  с одинаковой скоростью Ur. 
Поскольку речь идет не об истинных скоростях объемных про­
дольных и поперечных волн vp и vs,  а о кажущейся скорости 
вдоль направления х, такое предположение, как мы увидим ниже, 
может быть удовлетворено.

Таким образом, задача сводится к построению решения волно­
вых уравнений (9.14) и (9.15) в виде выражений для неоднород­
ных плоских продольной и поперечной волн вида (9.87) с таким 
выбором коэффициентов, чтобы скорость этих волн вдоль поверх­
ности раздела была бы одинаковой, и последующему определению 
этой скоростл. Искомые коэффициенты находят путем удовлетво­
рения условий сопряжения на поверхности раздела.

Итак, будем искать решение волновых уравнений в виде

Ф = а е х р ( —rz)exp[ico(£—x / v R)],

| гр | = 6  exp (—sz)  exp —x / v r ) ] ,
где ur — скорость распространения продольной и поперечной не­
однородных волн.

Будем полагать, что г > 0  и s > 0 .  Подставляя (9.158) в (9.14) 
и (9.15), получаем после некоторых преобразований

Д ля  определения скорости Ur поверхностной волны обратимся 
к условиям сопряжения (9.20), (9.22). При записи этих условий

(9.158)



для свободной поверхности необходимо учесть следующие обстоя­
тельства. Смещение упругой среды на границе ничем не ограниче­
но и условия (9.22) здесь вообще неприменимы. Условия (9.20) 
равенства напряжений на площадках по обе стороны поверхности 
раздела сводятся в данном случае к равенству йулю составляю­
щих напряжений по осям х и z  при 2 = 0 , т. е.

2 = 0 = = 0 ,  [ ^ z ]  2 = 0 = = О. (9.160)

Выразим напряжения через деформации (9.21), а последние — 
через потенциалы ф и i|>. При этом учтем, что в рассматриваемом 
случае отлична от нуля только компонента -фу вектора-потенциа­
ла ф. В дальнейшем индекс у  опускаем. В результате условия 
(9.160) можно записать в виде

' = 0 ,  
г= 0

г«э*ф_д*ф , 9
[дх? д г * ^  дхдг

Г'** I Л  I n v2s W
az*i~ ( “ ц2р J дх2 -Т * vap дхдг

(9:161)
=  0 .

г= 0

Подставляя в (9.161) выражения для ф и ф из (9.158) и произ­
водя преобразования, получаем следующие уравнения:

(2  — *'Vo1s) a  +  2‘ т / " 1 — v\ ! vls b  =  0,
________  ¥ (9.162)

2 i у  i _  vy vl а  _  (о _  v^fvl) ь =  0.

Выражения (9.162) образуют линейную однородную систему 
уравнений. Она имеет отличное от нуля решение относительно а 
и Ь, если определитель системы D равен нулю:

' (9163)
Вводя обозначения

k = v 2x / v 2s и n— v2s /v 2P, (9.164)

можем переписать (9.163) в виде

D = ( 2 - £ } 8 — 4 V ( l - k ) { \  — kn). (9.165)

Возводя (9.165) в квадрат, получаем уравнение для k
8^2+ (24— 16/1)6— 16(1—я ) = 0 .  (9.166)

Уравнение (9.166) позволяет определить k и тем самым or — 
скорость поверхностной волны Релея, которая является функцией 
г>р и t»s — скоростей продЬльных и поперечных волн. Уравне­
ние (9.166) обязательно имеет вещественный корень в ин­
тервале 0 < £ : <  1. Следовательно, волна Релея всегда может су­
ществовать.



Расчеты показывают, что поверхностная волна Релея распрост­
раняется со скоростью около 0,9us. Поскольку в уравнение (9.166) 
частота не входит, скорость Ur от частоты не зависит и поэтому 
колебания сложного вида распространяются в виде поверхностной 
волны без искажений.

Компоненты вектора смещения продольной волны по осям х и г  
на основании (9.7) будут иметь вид

u =  а Г - § Г  =  “ [ а  ехР rz) -  ^  ехр ( -  s2) j X
X  ехр [ш {t — x /v R)],

=  Й ~ + Ё "  = — [ a r e x p ( ~ r^  +  ^ exP ( ~ 5Z) ] x

X  ехр [/to (? —
Прежде чем произвести некоторые преобразования (9.167), за­

метим, что из (9.162) и (9.164) следует

4 - =  г ‘ а 5 г “ <9Л68>
выражения же (9.159) для г и s, учитывая, что A r=2jtor/co , и 
(9.164) можно представить в виде

(9.169)

(9.167)
w

r =  TL K l  - k n ,
2п V i — k.

Подставляя (9.168) и (9.169) в (9.167), получаем следующие
выражения для компонент смещения:

( __ 2л V  \ — kn-  . Г “
U =  —  I d  -----

[ yR

— 2c s ехр (

ехр
V

2л V l

w = а  

Х е х р

V
г ехр

ехр [im (t — x j v R)],

2л V 1 — kn \  2со) /  2л У  \ —  k  \  '

V “ ^ e x p ( _ — ^  г }_

(9. 170

X
J UR

г'ю (t — xJvK)].
Заменяя в этих выражениях экспоненту через cosco(£—ac/ur) +  

+ i s in c o ( /—x/ vb)  и отбрасывая мнимую часть, получаем оконча­
тельно

2л~ \ / \  — kn
U =  a [ ^ eXP(  

— 2cs ехр ^

Г2со) 
w =  а  -----

[ yR 

(
■ехр

2 л У1—к

f __  2 п  V 1 —  k

z  —

sin со (t — x[vR),

— г ехр 2лУг 1—кп

(9.171)

cos«)(^ — л:/yR).
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Рис. 83. Распределение смещений в по­
верхностной волне Релея

Колебания частиц происхо­
дят в вертикальной плоскости, 
ориентированной в направле­
нии распространения волны.
Из формул (9.171) следует, 
что колебания по направлени­
ям х  и z  сдвинуты по фазе на 
90° и отличаются по амплиту­
де. Следовательно, частицы 
среды в процессе колебаний 
перемещаются по эллиптиче­
ским орбитам. Главная ось 
эллипса — вертикальна. Дви­
жение частиц в верхней части 
эллипса происходит в направ­
лении, противоположном на­
правлению распространения 
волны. Амплитуда колебаний 
убывает с глубиной по показа­
тельному закону. Коэффициен­
ты, определяющие скорость 
убывания, обратно пропорцио­
нальны Длине волны. Поэтому 
чем; длиннее волна, тем глуб­
ж е  она проникает в упругую 
среду.

Анализ уравнения (9.171) показывает, что поверхностная вол­
на практически сосредоточена в слое, толщина которого равна 
длине волны A r . Амплитуда смещения по каждой из осей с глуби­
ной меняется по-разному. Как видно на рис. 83, на котором изо­
бражены амплитуды вертикальной и горизонтальной составляю­
щих смещения, в долях смещения на поверхности, при z = 0  ( щ  и 
и0) амплитуда вертикальной составляющей смещения w имеет на 
некоторой глубине максимум, а горизонтальная составляющая и 
на определенной глубине меняет свой знак на обратный. Вследст­
вие этого изменяется эксцентриситет эллиптических орбит, и на 
некоторой глубине, изменяется направление движения частиц по 
эллиптической орбите.

Если учесть локальный характер источника поверхностной вол­
ны и тем самым перейти от двухмерной задачи к трехмерной, не­
трудно заметить, что в этом случае фронт волны будет представ­
лять собой цилиндрическую поверхность. Высота цилиндра равна 
приблизительно AR. В цилиндрической волне амплитуда смеще­
ния убывает обратно пропорционально 1R, а в объемных волнах — 
обратно пропорционально R, где R — расстояние от источника. 
Поэтому интенсивность поверхностных волн при достаточном уда­
лении от источника выше, чем объемных, в связи с чем они пред­
ставляют наибольшую опасность при землетрясениях.



ПЕРЕХОД ОТ ЕДИНИЦ СИ К СИСТЕМЕ СГС
У

Вид формул в теории электрических и магнитных полей 
зависит от выбора системы единиц измерения. В настоящей книге 
эти формулы составлены применительно к единицам СИ. Удобно 
иметь возможность привести формулы к виду, соответствующему 
системе СГС, получившей широкое применение в физической и 
геофизической литературе. Подстановки, указанные в приводимой 
таблице, позволяют выполнить переход от СИ к  СГС для равенств 
(неравенств), встречающихся в шести главах (от второй до седь­
мой).

Горизонтальные линии разграничивают таблицу на разделы, 
содержащие соответственно подстановки: 1—6, 7— 11, 12— 18, 
19—30. Раздел 1—6 достаточен для преобразования равенств, 
встречающихся во второй главе. При переходе к третьей и четвер­
той главам надо применять разделы 1—6 и 7— 11. Для пя:той гла­
вы нужны разделы 1—6, 7— 11 и 12— 18, а для шестой и седьмой 
глав — все разделы таблицы.

Пользуясь таблицей, надо иметь в виду следующее.
1. Таблица применима только к равенствам. Она, как правило, 

не применима к отдельно взятой части равенства или к выраже­
нию, приведенному где-либо вне равенства с другим выражением.

2. Некоторые подстановки являются следствиями других под­
становок. Например, подстановки 13 и 14 следуют из подстанов­
ки 12, а из подстановки 17 получаются подстановки 18, 19 и др.

3. Из некоторых подстановок следуют другие подстановки, не 
указанные в таблице. Например, из подстановок 1 и 2 ясно, что 
вместо еоЦо надо подставить единицу.

4. Подстановки надо применять не только к величинам, пред­
ставленным обозначениями, но также к численным значениям этих 
величин. Подстановки могут обратить равенства в тождества.

5. Таблицу следует рассматривать только как искусственное 
средство для преобразования равенств. Рекомендация подстановки 
одной величин вместо другой не означает, что эти величины соот­
ветствуют друг другу в системах СИ и СГС.



Hoivtep
подс.та-

н о т к и

Заменяе­
мая

величина

П одстав­
ляемая

величина

Номер
подста­

новки

Заменяе­
мая

величина

Подстав­
ляемая
величина

Номер
подста­

новки

Заменяе­
мая

величина

Подстав­
ляемая

величина

1 Ео 1 /4 л и X 47их 21 f f/C

2 !^о 4л 12 / 1/с 22 СО to /c

3 Н Н/4те 13 j .  У
1 _  л

с ’ с 23 с 1

4 ин и Н / 4л 14 1, 1'
i 1 '

с ’ с 24 Т сТ

5 S н S Hj4n 15 V , U ,/4n 25 R cR

6 V 1 ■ 16 W w /с 26 V v/c

7 еа е /4 л 17 t ct 2 7 Y* Р
Y

8 Р-а 4п.". ' 18 & ff- jc 2 8 Р & J L  3 .
С ’ С

9 D D /4 n 19 & i r / c a 2 9 У У /с

10 X 4г-Х 20 X С1 30 X2 С2 х 2

ГГ р и м е ч а н и е :  v  — множитель в законе Кулона; х. х  (в подстановках 10,11)— по- 
л я р и з^ е м о с т ь , восприимчивость; w  — скорость заряда, контура тока; /(т) — время (релакса­
ции) производные по времени (первая, вторая) от скаляра, вектора; f (со)— частота 
( к р у г о в а я ) ;  с — электродинамическая постоянная; Г — период; /? —* сопротивление; v™ I/P“  
уделььзгая электропроводность; Р и Q — сторонняя работа в области V  и дж оулево тепло, 
в ы д е л я ю щ е е с я  в этой области; о — скорость распространения поля; я 2 (в подстановке 30) — 
м н о ж и т е л ь  при н и Е в волновом уравнении.
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