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П Р Е Д И С Л О В И Е

Теория гравитационного и м агн и тн о го  потенциалов —  с п е 
циальная  дисциплина профессиональной подготовки горны х ин- 
ж енеров-геофизиков в области г р а в и р а зв е д к и  и м а г н и т о р а з в е д 
ки. П олученны е при изучении д ан н о го  курса  знания  с л у ж а т  
основой д л я  последующего углублен н ого  изучения г р а в и р а з в е д 
ки и магниторазведки . Их мож но и сп о льзо вать  на прак ти ке  п р и  
решении р азли чн ы х  задач теории и п ракти ки  и н терп ретац и и .

Теория потенц иала  — один из н аи бо л ее  р азр аб о тан н ы х  и 
мощных р азд ел о в  математической ф изики , который ц е л и к о м  
входит в теорию  гравитационной и м агнитной  разведки  п о л е в о й  
геофизики. Т еория  потенциала я в л я е т с я  к а к  бы ф у н д ам е н то м  
курсов грави разведки  и м агн и торазведки ,  связы ваю щ им  в о е д и 
но все стороны теории и практики  их применения. В свою о ч е 
редь теория потенциала базируется  на  элем ентах  теории п о л я ,  
поэтому в книге кратко рассм отрен ы  основные элементы  т е о 
рии поля. У читы вая  специфику к у р са  гр ави р азвед ки  и м а г н и т о 
разведки  в неф тяны х вузах и на н еф тян ы х  ф акультетах  в у з о в  
страны, в соответствии с програм м ой  курса  потенциалы г р а в и 
тационного и магнитного полей р а с см атр и в аю тся  совм естн о .  
Т акое и злож ение  материала п о зв о л я ет  избегать  ненуж ны х п о 
вторений, которы е были бы о б я за т е л ь н ы м и  при р а з д е л ь н о м  
описании теории гравитационного и м агнитного  потенциалов.

Т ак  к а к  р азд ел  сферических ф у н кц и й  не читается в к у р с а х  
по высшей м атем атике, в книге к р а т к о  излож ен ы  элементы  т е о 
рии сферических функций и основы  а п п ар а т а  р а з л о ж е н и я  
функций по сферическим ф ункциям , без которых н е в о з м о ж н о  
обойтись в теории потенциала. Р а с с м о тр е н ы  т а к ж е  задачи  п р е д 
ставления потенциала  силы тяж е с ти  и магнитного п о т е н ц и а л а  
Зем ли в виде рядов  сферических ф у н кц и й  и вопросы п р и м ен е н и я  
полученных рядов  при вычислении н о р м ал ьн ы х  значений с и л ы  
тяжести, определении фигуры З е м л и  и решении р я д а  д р у г и х  
задач.

Д л я  облегчения усвоения м а т е р и а л а  д ан ы  примеры п р и м е 
нения наиболее важ н ы х  и часто встр еч аю щ и х ся  формул.

И стория разви ти я  теории п о тен ц и ал а ,  к а к  и г р а в и м е т р и и ,  
начинается с р або т  Галилея и Н ью то н а .  П осле  них с л е д у е т  
отметить р або ты  голландского ф и зи к а  Гю йгенса, ф р а н ц у з с к и х  
математиков К леро  и Л ап л аса .  П о н я т и е  о потенциальной, и л и ,  
как  тогда назы вали , силовой ф ункц ии , впервы е ввел ф р а н ц у з 
ский м а тем ати к  Л еж ан др .  П о его сл о в ам ,  идея п р и м е н е н и я  
потенциала б ы ла  им заим ствована  у  Л а п л а с а .  П о в о п р о с а м



земного м агнетизм а сл еду ет  назвать р аботы  Гильберта  и К у 
лона .

Д альн ей ш ее  р а зв и т и е  теории потенциала получила в работах  
английского м а т е м а т и к а  Грина, немецкого м атем ати к а  Гаусса, 
я т а к ж е  в трудах  н ем ец к и х  м атематиков Д и р и х л е  и Н ейм ана, 
английского ф и зи к а  и м атем ати к а  Стокса и некоторых других 
исследователей. И з  р усски х  и советских ученых следует назвать  
Ф. А. Слудского, П . К- Ш тернберга, Л . В. С орокина, А. А. М и
хайлова .

По исследованию  закономерностей изменения значений м аг 
нитного поля З е м л и  сл еду ет  отметить р аботы  И. М. Симонова 
и Н. А. Умова. Е щ е  до  появления основной работы  Гаусса о 
магнитном поле З е м л и  И . М. Симонов в 1835 г. получил д ля  
магнитного поля З е м л и  вы раж ени е  потенц иала  диполя к ак  
ф ункции ш ироты и долготы , которое впоследствии оказалось  
тож дественны м  с п ер в ы м  членом р азл о ж ен и я  потенциала м аг 
нитного поля З ем л и , вы веденного  Гауссом. Н. А. Умовым впер
вы е  бы ла д ан а  и н тер п р етац и я  постоянных членов разлож ени я 
Г аусса , физический см ы сл  которых о став ал ся  до того неиз
вестным.

В С С С Р  р а зв и т и е  отдельны х вопросов теории потенциала 
тесно связано  с ш и р о ки м  внедрением и применением гравимет
рического и магнитом етрического  методов р азведк и  начиная с 
1919 г., когда по и н и ц и ати в е  В. И. Л енина б ы ла  создана Особая 
комиссия по изучению  Курской магнитной аномалии, в состав 
которой вошли основоп олож ники  разведочной геофизики в 
С С С Р - П. П. Л а з а р е в ,  П. М. Н икифоров, А. А. М ихайлов, 
Л . В. Сорокин, Г. А. Г ам бурц ев  и др. Д а л ь н е й ш е е  развитие и 
применение теории п о тен ц и ал а  связано с разр або тк о й  методов 
интерпретации зн ач ен и й  гравитационного и магнитного полей, 
с соверш енствованием  методов гравиметрии и магнитометрии, 
с решением р а зл и ч н ы х  за д ач  высшей геодезии и астрономии, 
которые подробно р ассм атр и ваю тся  в курсах  гравиразведки  и
магниторазведки .

Д ан н ы й  у чебн и к  составлен  на основе лекции, читаемых а в 
тором студен там -геоф и зи кам  в М осковском институте нефти и 
га за  им. И. М. Г у б ки н а .  П ри  этом использованы  некоторые из 
книг, учебников и уч еб н ы х  пособий по теории потенциала, тео
рии поля, по к у р с а м  гравиразведки  и магниторазведки , напри
мер Н И. И д ел ь с о н а ,  И. К. Овчинникова, А. К- М аловичко, 
К. Е. Веселова, М. У. С агитова , Г. Н. Д убош и н а ,  Б. М. Янов
ского и др. _

Книга н ап и сан а  д л я  студентов вузов, обучаю щ ихся по спе
циальности « Г ео ф и зи ч ески е  методы поисков и разведки». Она 
м ож ет  быть п о л езн а  студентам -грави м етри стам  и магнитологам 
физического и ф изико-м атем атического  ф акультетов  университе
тов, геодезических институтов, слуш ателям  соответствующих



ф акультетов  военных академ ий, а т а к ж е  в практи ческой  р а б о т е  
инженерно-техническим р а б о т н и к а м  геолого-геоф изически х  о р 
ганизаций, зани м аю щ им ся гр ав и м етри ческ и м и  и м а г н и т о м е т р и 
ческими исследованиями.

П ри записи  кратных и н тегр ал о в  там , где нет необходи м ости  
в раздельн ом  написании к а ж д о г о  ин теграла ,  п р и н ята  н а и б о л е е  
удобная  и ком п актная  ф орм а за п и с и :  $ —  объемны й (т р е х к р а т -

I»
ный) и н теграл  по объему у; $ или  $ —  поверхностный (двух-  

кратный) интеграл  по поверхности 5  или 2 ; /  —  и н те гр а л  ( к р и 

волинейный) по длине кривой или дуги  I.



Г ЛА ВА I

О С Н О В Н Ы Е  понятия ТЕОРИИ поля

§ 1. О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  П О Л Я

Скалярные и векторные, постоянные и переменные поля

Н е к о т о р а я  з а д а н н а я  вели чи н а  А  образует  в области прост
р а н с т в а  V поле, если к а ж д о й  точке М  этой области  соответству
ет  некоторое определен н ое  значение величины А.  В общем 
с л у ч а е  различны м  то ч к а м  области  и соответствуют различные 
зн а ч е н и я  величины А,  т. е. поле является  функцией точки 
М : А  = А ( М ) .

П о л я  бы ваю т с к а л я р н ы е  и векторные. Если д ан н ая  величи
н а  А  =  и  ска л я р н а я ,  то и поле ее скалярное. Если ж е  данная  
в ел и ч и н а  Л =  Р  ( М )  в е к т о р н а я  (скорость, с и л а ) ,  то и поле ее 
векторное . Зн ачение  с к а л я р а  (У в каждой точке М  определяется
величиной  и знаком , а ве к т о р а  Р — его абсолю тной величиной 
(дли ной) и направлением .

П р и м ер ам и  с к а л я р н ы х  полей являются поля плотности тела 
(в к а ж д о й  точке М  т е л а  плотность имеет определенное значе
ние, которое меняется  от точки к точке), тем п ературы  нагрето
го т ела ,  давлен ия  в а т м о с ф е р е  и др.; примерами векторных по
л е й —  поля скорости воды  в реке  (при течении ж идкости  в к а ж 
д ы й  зад ан н ы й  момент врем ени существует векторное поле

скоростей  Р ) ,  плотности п отока  тепла в земной коре, плотности 
электри ческого  поля в проводн и ке  и др-

Е сли  вектор /•’ — си ла ,  при лож енная  к точке М,  н о л е  н а
зы в а е т с я  с и л о в ы м .  П р и м е р ы  силовых полей —  поле силы 
т я ж е с ти ,  поле м агнитны х сил, электромагнитное поле в земле 
п др.

Соответствие м е ж д у  т о ч к а м и  области V и значениями ф унк
ции А  в этих точках  у стан авли вается  различны м и способами, 
т а к и м и  ж е, как  и д л я  л ю б о й  другой функции: аналитическими 
в ы р а ж е н и я м и  ф ункции А  в области и; табличны м и значениями 
ф ункц ии , зад ан н ы м и  в зависимости  от координат  точки М;  р а з 
л и ч н ы м и  построениями, п о казы ваю щ им и распределение величи
ны А  вдоль проф иля  или в пространстве, наприм ер графиками 
или поверхностями р а в н ы х  значений этой величины.

П о л е  величин Л' в о б л а с т и  V можно представить  в виде 
в о о б р а ж а е м о го  м н о ж еств а  точек  этой области  и соответствую
щ и х  им значений величины  А,  указанны х в этих точках  числами

с



в случае скалярного  поля А==1!(М)  или с т р е л к а м и  в случае
векторного поля А — Р ( М ) .  В д альн ей ш ем  б у дем  считать , что 
величина А  в области V —  о д н о зн ач н ая  ф у н к ц и я  координат, а 
поле непрерывное, за  исклю чением  особых точек, линий или по
верхностей, на которых оно терпит  разры в.

П о л е  А  о д н о р о д н о  в области  V, если во всех  точках  Л1 
этой области  значение А  одно  и то же. В сл у ч ае  векторн ого  п о 
ля  это означает, что во всех точк ах  М  об ласти  V а б с о л ю тн а я  в е 
личина вектора одинаковая .

П о л е  является  п е р е м е н н ы м ,  если в ел и ч и н а  А  зависит 
не только  от полож ения  точки  в пространстве, но и от  времени; 
в общем случае  зависимость  величины А  от в р ем ен и  различна  
д л я  различны х точек. П о л е  п о с т о я н н о ,  если  значения 
величины А  в точках зад ан н о й  области  не з а в и с я т  от времени. 
К постоянным полям относятся , например, поле  электрических  
зар ядо в  в пространстве, электрическое  поле постоянного  тока, 
магнитное поле постоянного тока. П ер ем енны е п о л я  —  это м а г 
нитное поле Земли, эл ектром агн и тн ы е  поля.

Д елен и е  земных полей на  постоянные и п ерем ен н ы е  в какой- 
то степени условно. Все зав и си т  от р еш аем ой  за д ач и ,  вернее, 
от точности измерения исследуем ы х величин.

Рассм отрим  переменность или постоянство п о л я  на при м е
рах гравитационного и магнитного  полей Зем ли .

Гравитационное и м агнитное поля  Зем ли

Гравитационное  п ол е  З е м л и .  Н а  основании з а к о н а  Н ью тона
о всемирном тяготении две точечные массы гп\ и т 2 п р и тяги ва
ются друг к другу с силой, прям о  п роп орцион альн ой  этим м ас
сам и обратно пропорциональной квад р ату  р а с с то я н и я  м еж ду 
ними г:

Р  = — б т ^ г / г 2,
где й  — гравитационная  постоянная .

П рим ем  т 2=  1, тх =  т.  Р ассм о тр и м  силу п р и тя ж е н и я ,  воз
действую щую  на единичную м ассу  со стороны м а с с ы  т:

Р = — й т / г 2.

З н а к  минус в этой ф орм уле  у к а зы в а е т  на то, что си л а  н а п р ав 
лен а  в сторону массы т,  а  з а  полож ительное  н а п р ав л е н и е  р а 
диуса-вектора г принято противоп олож ное  н а п р ав л е н и е  — в сто
рону единичной массы. Эта  величина  силы п р и тя ж е н и я ,  отнесен
ная  к единичной массе, я в л я е т с я  н а п р я ж е н н о с т ь ю  поля 
силы притяж ения в данной точке, кроме того, к а к  видно из 
последней формулы, она численно равн а  у ско р ен и ю  силы при
тяж ения .



Е сли  рассм о тр еть  сум м у п ри тяж ен ий  масс, заклю ченны х в 
о б ъ е м е  З е м л и  v,  получим

F = —  G J d m f r 2= —  G J a d v  ¡г2,
О V

где г  —  р ассто я н и е  от при тяги ваем ой  точки до массы d m ,  з а 
клю ченной в элем енте  о б ъ е м а  dv;  о — плотность распределения 
масс  ( a = d m / d v ) .

З е м л я  в р а щ а е т с я  вокруг  своей оси. П оэтому на тела, н ах о 
д ящ и е с я  н а  поверхности З ем л и , действует и цен тробеж н ая  сила; 
в о з н и к а ю щ а я  из-за  суточного вр ащ ен и я  Зем ли  вокруг своей оси. 
В еличину ц ен тробеж ной  силы  м ож н о определить из равенства

С = т ы 2г и
где Г\ —  р ассто я н и е  от точки на  поверхности Зем ли, в которой 
з а к л ю ч е н а  м асса  т,  до оси вр ащ ен и я  Зем ли (радиус в р а щ е 
н и я ) ;  о) —  у гл о в а я  скорость в р ащ ен и я  в рад/с;

( o = 2 n / 8 6 1 6 4 « 7 , 3 - 10~5.

З д е с ь  86164 —  число секунд в 24 ч. Примем, что масса т. равн а  
единице. Т о гд а  величина

С =  г 1о} 2 '

будет х а р а к т е р и з о в а т ь  н ап ряж ен н ость  центробежной силы или 
ц е н тр о б е ж н о е  ускорение.

С и л а  т я ж е с ти  Зем ли  р а в н а  сумме силы притяж ения  и цент
р о б еж н о й  силы:

g- =  F  +  C =  — G |  о - ~ - у -  d v +  rjO)2.
V

Т а к  к а к  э т а  величина отнесена к единичной массе, она является  
и н а п р яж е н н о с т ь ю  поля силы  тяж ести  Земли, кроме того, она 
численно р а в н а  ускорению  свободного падения. Величина g  на 
поверхн ости  З е м л и  меняется  от 978,0 (на экваторе) до 983,2 Гал 
(на п о л ю с а х ) .  И з двух компонентов силы тяж ести  отношение 
м а к с и м а л ь н о го  значения  ц ен тробеж ной  силы к минимальному 
зн ач ен и ю  си лы  п ри тяж ен ия  со ставл яет  примерно 1 :288, но в то 
ж е  в р е м я  ц е н тр о б еж н ая  си ла  при переходе от полюсов к э к в а 
тору  и зм ен яется  от 0 приблизи тельн о  до 3,4 Г ал.

Р а с с м о т р и м  проекции силы  тяж ести  на оси координат х, у, 
z.  П р о е к ц и ю  центробеж ной си лы  на ось х  можно определить по 
ф о р м у л е

Сх — | C | c o s ( C ,  х)  =  I С | c o s (гг, х )  =  ri(a2x/r i  =  ti><2x,



где  учтены значения

г i2 =  x 2 +  y 2\ cos (г 1, х) = х / г  1.

Аналогично

Су =  а>2у\ Сг = 0.

Д л я  проекции силы при тяж ен и я  на ось х  н а й д е м

Fx =  Й с о з ( Л х)  =  — | F | c o s ( r , х)  = — G j о [ ( x  —  %)/r3]dv ,
V

где учтено, что

cos ( г , х )  =  (x —  l ) l r .

А налогично для  составляю щ и х  F v и Fz:

F y =  — G j  о [ (у  — r])/r3]du;
V

Ft =  — G j  a [(z— £)/r3] dv.
V

Д л я  определения проекций силы т я ж е с ти  н а  координатны е
оси запишем

Hx =  Fx Jr Сх\ g y =  F y + Cy-, gz  — Fz -\~ Сг-
П одставляя  в эти р авен ства  найденные в ы р а ж е н и я  д ля  про

екций сил F  и С, получим

ёх  =  — G j  a[ (д: — 1 ) / г 3] d v  +  а 2х,
V

ёу =  —  G j' а[ (у — Г]) /л3] rfw +  (02у,
V

ё г  =  —  G ¡(¡[{z —  D l r ^ d v .
V

П олн ая  величина ускорен ия  свободного п а д е н и я

ё  =  1 /ё * 2 +  ё у 2 +  ё г 2.

Р ассм атр и вая  гравитацион ное  поле в ц ел о м , м ож н о  отм е
тить, что величина и н ап р авл ен и е  силы т я ж е с т и  в лю бой точке 
поверхности Зем ли непреры вно изменяю тся со временем. Эти 
изменения, или вариации, силы  тяж ести  —  с л е д с т в и я  различны х 
причин. Среди них внутренние причины, с в я з а н н ы е  с развитием  
и динамикой Земли, с р азлич ны м и явлениям и , прои сходящ им и в 
ее недрах, и внешние, обусловленны е в л и я н и ем  небесных тел, 
явлениями, происходящ ими на них-

Вариации, связанны е с внешними п ри чи нам и , вы зы ваю тся  в 
основном притяж ением  Л у н ы  и Солнца. Эти  в а р и а ц и и  зависят



от пери одически  изм ен яю щ егося  над  данной точкой поверхности 
З ем л и  п о л о ж ен и я  Л уны  и С олнца. Поэтому и в а р и а ц и и  
явл яю тся  п е р и о д и ч е с к и м и ,  иначе их назы ваю т п р и л и в 
н ы м и  (по ан алоги и  с явлением  земных приливов). Они имеют 
относительно  больш ую  амплитуду, поэтому их нетрудно и зм е
рить. П ер и о д и ч еск и е  вариаци и  силы тяж ести  измеряют эк сп е
р и м ен тал ьн о  в соответствующ их обсерваториях, их теоретически 
вы чи сляю т д л я  лю бого  нап еред  зад ан н ого  момента времени д ля  
лю бой точк и  З ем л и . П о этим дан ны м  строят соответствующие 
табл и ц ы  и граф и ки , по которы м  учитываю т поправку за  сол- 
нечно-лунное при тяж ен и е  при высокоточных гравиметрических 
измерениях.

К ром е  того, изучение приливных вариаций силы тяж ести  
имеет и сам о сто ятель н о е  значение. Д ел о  в том, что если бы 
З е м л я  б ы л а  абсолю тно ж естки м  телом, величины вычисленных 
значений в а р и ац и й , вы званны х полож ениям и Луны  и Солнца, 
точно с о в п а л и  бы с и зм еряем ы м и на поверхности Зем ли  значе
ниями. В действительности  ж е  и зм еряем ы е значения вариаци й  
силы т я ж е с т и  больш е вычисленных д ля  жесткой Земли. Эти 
отклон ен и я  с в я за н ы  с упругой д еф орм аци ей  Земли, вызванной 
влияни ем  п ри ли вны х  сил. П оэтому, изучая  такие отклонения, 
мож но о п р ед ел и ть  упругость вещ ества  земных недр.

Н е п е р и о д и ч е с к и е ,  или н е п р и л и в н ы е  изменения 
силы  т я ж е с т и  имеют относительно меньшую амплитуду, соизм е
римую  с погреш ностям и  измерений. Поэтому до сравнительно 
н едавнего  врем ен и  их наличие ставилось под сомнение. Только 
после того, к а к  стало  во зм о ж н ы м  проводить гравиметрические 
и зм ер ен и я  с высокой степенью точности, было до казан о  их су
щ еств о в ан и е  и измерение неприливны х вариаций силы тяж ести  
при обрело  п ракти ческое  значение. Причиной неприливных в а 
риац ий  си л ы  тяж ести  могут быть изменения высот пунктов 
наб лю д ен и й  в р езультате  опусканий и подъемов поверхности 
З ем л и , и зм ен ен и я  уровня грунтовы х вод, плотности масс атм ос
ф ерны х слоев , п ерераспределен ие  масс в глубинных слоях 
Зем л и , я в л е н и я ,  связанны е с землетрясениями, вулканическая  
дея тел ь н о сть  и некоторые другие.

И зу ч ен и е  неприливных вари ац и й  силы тяж ести  приобрело 
особо в а ж н о е  значение в последние годы, когда работам и ряда  
авторов  б ы л а  п ок азан а  возм ож н ость  осуществления эф ф ек ти в 
ного к о н тр о л я  за  реж имом эк сп луатац и и  месторождений нефти 
и газа ,  а т а к ж е  газохранили щ , слеж ения  за  перемещ ениями 
масс в п р е д е л а х  месторож дения. Р езультаты  исследования в а 
риац ий  грави тац и он н ого  поля позволили предсказать  ранее  не
известны е пути миграции газа ,  определить н ап равлени я  и з
менчивости коллекторских  свойств пород, фиксировать  ф а к 
ты  о б в о д н ен и я  пластов в р езу л ьтате  эксплуатации место
р о ж д ен и я .

Ю



Магнитное пол е  З е м л и .  Н аб л ю д аем о е  н а  поверхности З е м л и  
магнитное поле — сум м а нескольких полей, отли чаю щ и хся  сво 
ей природой

Я  т=Яо +  Я т  +  Я а +  Я е +  бЯ ,

где Н 0 — поле, со зд аваем о е  однородной н ам агни ченн остью  з е м 
ного ш ара  (иначе, д и п о л ь н о е ) ;  Н т —  поле, вы зы ваем ое  
влиянием неоднородностей глубоких слоев  зем ного  ш ар а  (его 
назы ваю т т а к ж е  полем н е д и п о л ь н ы м ,  а т а к ж е  полем м и 
р о в ы х  или м а т е р и к о в ы х  а н о м а л и й ,  имея в виду

е ю  огромные р а зм е р ы ) ;  Я а — поле, в ы зы в а е м о е  нам агни ченн о
стью верхних частей земной коры, — а н о м а л ь н о е  м а г н и т 

н о е  п о л е  З е м л и ;  Н е —  поле, с о з д а в а е м о е  внешними п ри 

чинами; бН  — поле вариаци й , т а к ж е  с в я за н н о е  с внеш ними п р и 
чинами.

Сумма полей дипольного и недипольного н а зы в а ю т  г л а в -  
ь ы м  м а г н и т н ы м  п о л е м  З е м л и ;

Н  =  Н 0 +  Н т.

Сумму ж е  полей однородного н ам а гн и ч и в а н и я  Я 0, мировы х

аномалий Н т и внешнего поля Н е н а зы в а ю т  н о р м а л ь н ы м  
м а г н и т н ы м  п о л е м  З е м л и :

Я н =  Но +  Н т +  Н е.

Здесь  величина Н е м а л а  и ею можно пренебречь , поэтому в т а 
ких случаях норм альное  поле совпадает  с гл а в н ы м  магнитны м 
полем Земли.

С учетом нормального поля н аб л ю д аем о е  на  поверхности 
Зем ли  поле можно запи сать  в виде

Я 7 = Я „ + Я а +  бЯ.

О тсю да видно, что если исключить поле в а р и а ц и й ,  н аб л ю д аем ы е  
значения магнитного поля будут зн ач ен и ям и  норм ального  и 
аномального магнитных полей Земли.

Если рассм атривать  магнитное поле З е м л и  к а к  сумму посто
янной и переменной частей, м ож но зап и сать

Н Т= Н +  Д^бЯ,- s m ( 2 n t / L i  +  (pi),
i

где Я т — рассм отренн ая  вы ш е полная  н а п р я ж е н н о с т ь  м агнит

ного поля; Я  — н ап ряж енность  постоянного п о л я  (главного  маг-
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нитного поля  З е м л и ) ;  б Я , — ам плитуда  /-й 
гарм оники переменного поля; и  — период; 
фг —  ф азовы й угол.

Эта ф о р м у ла  верн а  д л я  промеж утков вр е
мени, м ал ы х  по сравнению  с историческими 
эпохами. П ериод  м ож ет  меняться от сотых 
долей  секунды до нескольких лет. М а к с и м ал ь 
ные значения  ам п ли туд ы  б Я,- имеют место для  
вариаци й  с пери одам и  104— 102 с. Эти зн а ч е 
ния не п ревы ш аю т сотых долей Я . П оэтом у 
при решении многих з а д ач  можно принять 
Я » 6 Я г, т. е. м ож но пренебречь переменной 
частью магнитного поля  Земли.

П ерейдем  от обозначения Я ,  принятого в 
учении о геом агнетизм е, к  обозначению  Т, 
принятом у в магниторазведке. Р ассм отри м  
составляю щ ие полного вектора н а п р яж ен н о 
сти геомагнитного поля  Т.

В озьм ем  п рям оугольн ую  систему координат  с началом  в точ- 
ле измерений, ось г  нап рави м  вертикально  вниз (рис- 1 ), ось х  
на географ и ч ески й  север, ось у  — перпендикулярно к  оси х
на восток. В т а к о й  системе координат  проекции вектора Т  на 
оси х, у,  г  н а з ы в а ю т  соответственно северной, восточной и вер 
тикальной  со став л я ю щ и м и  магнитного поля Зем ли и о б о зн ач а 
ют буквам и  X,  У, 2.  П роекцию  полного вектора напряж енности  
на го р и зо н тал ьн у ю  плоскость х О у  н а зы ваю т  г о р и з о н т а л ь 
н о й  с о с т а в л я ю щ е й  м а г н и т н о г о  п о л я  и о б о зн а 
чаю т Я . П р и  этом , к а к  видно из рисунка,

Н  =  Х + У -  Н 2 = Х 2 +  У2.

Н а п р а в л е н и е  Я  определяет  н ап равлени е  магнитного м ери
диан а ,  а п лоскость , в которой л е ж а т  векторы Я  и Г, н азы вается  
п л о с к о с т ь ю  м а г н и т н о г о  м е р и д и а н а .  Угол м еж ду  
н ап равлен и ем  м агнитного  м еридиана в данной точке и некото
рым з а д а н н ы м  н ап равлени ем  н азы вается  м а г н и т н ы м  а з и 
м у т о м  (он отсчи ты вается  от н ап равлен и я  магнитного м ериди
ан а  по часовой  стр ел к е ) .

Угол м е ж д у  нап равлен и ям и  географического и магнитного 
м еридианов н а зы в а е т с я  м а г н и т н ы м  с к л о н е н и е м  (он 
отсчи ты вается  от  н ап равлен и я  оси х  по направлению  дви ж ен и я

—Ц
часовой с т р е л к и ) ,  а угол /  м еж д у  н ап равлени ям и  векторов Я  и

Т  н а з ы в а е т с я  м а г н и т н ы м  н а к л о н е н и е м  (он отсчиты
вается  от го р и зо н тал ьн о й  плоскости вниз; в северном п о л у ш а

рии вектор  Т  н ап р ав л ен  вниз, поэтому /  — положительный; в

Рис. 1. Элементы 
геомагнитного по-



юж ном полуш арии, наоборот, Т  н а п р а в л е н  вверх, поэтому у г о л  
/  — о трицательны й). Р ассм отрен ны е со став л я ю щ и е  X, У, I ,  Н ,
£), I  являю тся  э л е м е н т а м и  з е м н о г о  м а г н е т и з м а .

В первом приближ ении м агн и тн ое  поле  Зем ли м ож н о р а с 
см атр и вать  к а к  поле ш ара, н ам агн и чен н ого  гю оси, о т к л о н я ю 
щейся от оси вращ ен и я  при бл и зи тел ьн о  на  1 1 5 .  При этом  м а г 
нитный потенциал  ш ара  м ож но о п р ед ел и ть  как  п о т е н ц и а л  
диполя:

и  =  М с о 5  в //?2,
где М  — магнитны й момент З е м л и ;  Я —  ради ус  Земли; 0 =  90 
<р; ш — м агн и тн ая  широта.

Н ап р яж ен н о сть  магнитного поля  З е м л и  7, значения  его  
вертикальной Z  и горизонтальной Н  составляю щ и х  м ож но о п р е 
делить из равенств:

г = —  { д и / д Я )  =  (2 А1/ ^ 3) соэ 0 ;

Я = —  ( д и / Я д д )  =  (М/Я 3) э ш б ;  
г = у я 2 + г 2=  { м / я з) у 1 + з с о э 2е.

П олны й вектор Т  достигает своего  наибольш его  зн а ч е н и я  н а  
полю сах, а наименьшего — на э к в а то р е :  на магнитном п о л ю с е  
при 0  =  0

Т = г  =  2 М / Я 2, Я = 0;

н а  магнитном экваторе  при 0 =  90°

Т =  Н  =  М / Я 3, 2 = 0 .

М агн и тн ая  стр ел к а  у магнитных полю сов займ ет  в е р т и к а л ь н о е  
полож ение, а на магнитном э к в а т о р е  —  горизонтальное.

Элементы  магнитного поля З е м л и  м о ж н о  определить по  п р и 
веденным ф о р м у лам  лишь п р и бл и ж ен н о . В действительности  э т о  
поле содерж и т  большое число а н о м а л и й  различны х р а з м е р о в  и

"^В целом магнитное поле, н а б л ю д а е м о е  на поверхности З е м 
л и  является  суммой нескольких полей: поля  однородно н а м а г 
ниченного ш ар а ,  или дипольного п о л я  (рассмотренного в ы ш е ) ;  
поля, связанного  с неоднородностью глубоких слоев з е м н о г о  
ш ар а  _  недипольного поля (поле м ировы х  или м а те р и к о в  
а н о м а л и й ) ;  поля, создаваем ого  нам агни ченн остью  вер х н и х  ч а 
стей земной коры, и поля, в ы зы в а е м о го  внеш ними по о т н о ш е н и ю

К 3 В се8эл ем енты  магнитного поля  З е м л и  изменяю тся с т е ч е н и 
ем времени. Эти изменения н а зы в а ю тс я  в а р и а ц и я м и  э л е -  
Г е н Т о в  з е м н о г о  « а г и е т и з м а .  В ари ац и и  « а г н и т н о г о  
поля имею т различны е периоды  и х а р а к т е р  изменения- М е д л е н 



ны е вариации э л е м е н т о в  земного  магнетизма (изменения сред
негодовых значений геомагнитного  по л я ) ,  периоды которых 
и зм еряю т о тр езкам и  врем ени  в сотни лет, назы ваю тся  в е к о 
в ы м и .  Эти в ар и а ц и и  с в я за н ы  с источниками, находящ имися 
внутри земного ш а р а ,  и вы зван ы  теми ж е  причинами, которые 
обусловливаю т и м агн и тн о е  поле Земли. П оле, вызванное внеш 
ними источниками (токовы м и системами в околоземном прост
ран стве ) ,  или просто  внеш нее  поле, имеет х ар актер  быстротеч
ных вариаций (суточны е вариаци и  магнитного поля — солнечно
суточные, лунно-суточны е, магнитные бури и другие изменения, 
годовы е в ар и ац и и ) .  Д о л я  главного поля в общ ем  магнитном 
поле Зем ли в средн ем  более 95% , аном ального  поля — около 
4 % и внешнего п о л я  —  менее 1 %. Внешнее поле Зем ли  является  
переменным э л ек тр о м агн и тн ы м  полем З ем л и , т а к  как  оно не 
только  магнитное, но и электрическое. В то ж е  время главное 
и аном альное поля  в короткие промеж утки времени можно 
считать  постоянными геомагнитными полям и (главное м агнит
ное поле З ем л и  п о д в е р ж е н о  вековым изменениям, но за  корот
кие промеж утки в р ем ен и  ими можно п рен ебрегать) .

Таким образом , м агн и тн ое  поле З ем л и  в пром еж утках  вре
мени, м алых по ср авн ен и ю  с историческими эпохами, можно 
рассм атр и вать  к а к  постоянное  поле с налож ен и ем  на него пе
ременного, а м п л и т у д а  которого на несколько п оряд
ков меньше ам п л и ту д ы  постоянного поля. П оэтом у  в больш инст
ве  случаев при изучении земного м агнетизм а  можно 
пользоваться  з а к о н а м и  стационарного  (постоянного) поля. В то 
ж е  время перем ен н ая  часть  магнитного поля вы зы вает  измене
ния во времени гл ав н о го  магнитного поля. Хотя величина этих 
изменений по сравн ен и ю  с величиной постоянной части и н езн а
чительна, будучи св я за н н о й  с другими геофизическими явления
ми, происходящ ими в ионосфере, она д ае т  возмож ность судить 
и об этих явлениях и их причинах.

Изучение п ерем енн ого  поля и его закономерностей представ
л я е т  большой научны й и практический интерес, хотя бы потому, 
что от состояния ион осф еры  зависит слы ш имость ради опередаю 
щ и х  устройств.

Что ж е  касается  гравитационного  поля, то практически оно 
постоянное, но в о б щ е м  и оно переменное — в нем присутствует 
перем енн ая  часть, с в я з а н н а я  с наличием значительны х верти
кал ьн ы х  движ ений зем н ой  поверхности, достигаю щ их для неко
то р ы х  районов нескольких  сантиметров в год, с изменением 
плотности пород в н ед р ах  Зем л и  в результате  расш ирения ве
щ ества  из-за р ади о акти в н о го  разогрева, ф азо вы х  превращений, 
перемещ ения масс в р е зу л ь т ат е  конвекций и др.

Если предполож ить , например, что пункт наблю дения под
ним ется  или опустится  на 10  см, то  сила тяж ести  в этом пункте 
изм ен ится  на 0,03 м Г а л .  Если в 100-километровом плоском слое



плотность изменится на 0 , 0 0 0 0 1  г /см3, то сила т я ж е с ти  на п о 
верхности изменится на  0 ,04 м Г ал .

И зм енени е  полож ения м а с с  в недрах  З ем л и  при и зв е р ж е н и я х  
вулканов , землетрясениях т а к ж е  д о лж н о  приводить к изм ен ен ию  
силы  тяж ести . В Японии, в р ай он е  активных в у л кан о в ,  бы ли 
устан овлен ы  факты  с к а ч к о о б р а зн о го  изменения си лы  т я ж е с т и  
более  чем на 0,1—0,2 мГал- П ричин ы  этих изменений о б ъ я с н я 
ются подъемом магмы, плотн ость  которой о тли чается  от п л о т 
ности о круж аю щ и х  масс.

§ 2. с к а л я р н о е  п о л е  и ЕГО ПРОИ ЗВОДН АЯ

П роизводная  поля по прои звольном у  
н ап равлени ю , уровенная поверхн ость

П усть  в области V з а д а н о  с к а л я р н о е  поле и = С 1 ( М ) .  В этой  
о бласти  через некоторую т о чк у  М  в произвольно в зя то м  н а п р а в 
лении I проведем линию (рис. 2 , о ) .  Н айдем  зн ач ен и е  п р о и зв о д 
ной от функции и  по этом у н ап р авл ен и ю  I. С этой ц ел ью  р а с 
смотрим значения  функции II ( М )  в самой точке М  и в  бли зк о й  
к ней точке М\  на линии I. П р е д е л  отнош ения

если он существует, является  производной от ф ункц ии и ( М )  по 
н ап равлени ю  I:

Это м ера  быстроты изменения величины  11(М)  в то чк е  М  по 
нап равлени ю  /.

Б удем  считать, что в к а ж д о й  то чк е  М  области  V и м еется  
прои зводн ая  по любому н ап р авл ен и ю . Т а к  как  таки х  н а п р а в л е -

Рис. 2. Схема расположения точек М  и на линии I (а) и трех взаим но 
перпендикулярных направлений п, /1 и в точке М  на уровенной поверхно
сти (б)

[ и { м х) -  и { М ) у т м и

д1 М1-^М IIММ 1 д (—о АI

п



ний бесчисленное м нож ество , ф ункц ия  11( М )  в к аж д о й  точке 
М  имеет  бесчисленное м н о ж еств о  производных.

Н о  д л я  определения  зн а ч е н и я  производной от и  по любому 
н а п р ав л е н и ю  I в точке М,  следовательно  д л я  характеристики  
поведен и я  поля I!  в окрестности  этой точки, достаточно знать 
п р о и зво дн ы е  от и  по трем  произвольно взяты м  взаим н о  пер
п е н д и к у л яр н ы м  н ап р ав л ен и ям  п, t\, В этом случае  [полагая  
п = ! { 1 ) ,  ¿1 = / ( / )  и t2 = f { l ) ]  в о зьм ем  производную от функции 
Ь  по нап равлен и ю  I (по п р а в и л у  диф ференцирования  сложной 
ф у н к ц и и ) :

дУ  _  дЦ йп . д и  (111 д и  
д1 дп <11 Ш <Э/2 (II

У ч и ты вая ,  что

йп!с11 =  с05(1, п ) ,  =  С0 Э (¿, ¿1),

(Н2/С11 =  С05 (/, ¿2)

я в л я ю т с я  н ап р авл яю щ и м и  косинусами касательной т  к  линии 
/  в то чк е  М,  получим

- ^ -  =  ~ - С05('. П) +  | ^ С05(/> ¿1) +  -^ -С 0 8 ( / ,  4 ). (1. 1)

Э та  ф о р м у л а  в ы р а ж а е т  производную  от функции и  по произ
в о л ьн о м у  нап равлени ю  / через  значения производны х от и  по 
трем  произвольно в зя ты м  взаи м н о  перпендикулярны м н ап р ав 
л е н и я м  п, и ¿2-

В ведем  понятие уровенн ой  поверхности. У р о в е н н о й  п о 
в е р х н о с т ь ю ,  или п о в е р х н о с т ь ю  у р о в н я  с к а л я р 
н о й  ф у н к ц и и  и ,  н а з ы в а ю т  поверхность 5 ,  во всех точках 
которой  V  имеет одно и то  ж е  постоянное значение. Соединив 
в об ласти  V все точки с некоторым равны м значением  11 =  С, 
п олуч им  уровенную поверхность- Через каж ду ю  точку (не я в л я 
ю щ у ю ся  особой или экстр ем ал ьн о й )  можно провести уровенную 
поверхность, полож ен ие  которой определяется однозначно. П ри 
д а в  постоянной С  р а зл и ч н ы е  численные значения, получим се
м ейство  уровенных поверхностей  11(М) =  С.

Т аки м  семейством часто  пользуются д л я  и зображ ен и я  поля 
1Г. С этой целью ур о вен н ы е  поверхности проводят через одина
ковы й интервал  зн ач ен и й  V  ( с е ч е н и е  у р о в е н н ы х  п о 
в е р х н о с т е й ) .

Ч а с ть  пространства , заклю ченную  м еж ду д в у м я  уровенными 
поверхностями, н а з ы в а ю т  у р о в е н н ы м  с л о е м .  Расстояние 
по норм али  м еж ду  д в у м я  уровенными поверхностями назы ваю т 
т о л щ и н о й  у р о в е н н о г о  с л о я .

П усть  5  — у р о в е н н ая  поверхность функции и ,  проходящ ая 
ч ерез  некоторую точк у  М  заданной области V (рис. 2 ,6 ) .  Ч ерез



эту  точку проведем три л ини и  по трем взаи м н о  п е р п ен д и к у л я р 
ным направлениям: н ап р ав л ен и е  п — по н о рм али  к  поверхности, 
д ва  других t\ и t2 — в касател ьн о й  к точке М  плоскости. Тогда  
н ап равлени я  t\ и (к ак  и л ю б ы е  другие п р ям ы е  в касательной  
плоскости) будут касател ьн ы м и  к некоторым к р и вы м  и /2, 
п ри н адлеж ащ и м  уровенной поверхности. В д о ль  этих  кривых 
ф ункция U ( M )  не изм ен яет  своего значения и п оэтом у  произ
водные

d U / d t l =  d U / d t 2 =  0 . ( 1.2 )

Возьмем теперь любое н ап р авл ен и е  I, п р о х о д я щ ее  через точ
ку М.  П ри м ен яя  ф орм улу (1.1) к трем взаи м н о  п е р п ен д и к у л я р 
ным направлениям  п, t\ и h,  с учетом р авен ства  ( 1 .2 ) получаем

d U  ( M ) / d l = d U  ( М ) / д п  cos  (I, п ) . ( 1.3 )

П р а в а я  часть равенства  (1.3) не что иное, к а к  п роек ц и я  про
изводной функции U  в точке  М  по норм али  на  н а п р ав л е н и е  I. 
П оэтом у  производная по д ан н о м у  нап равлен и ю  от  ф ункции U  
р авн а  проекции производной по нормали на  д а н н о е  н а п р а в 
ление.

Рассм отри м  два частных случая  равенства  (1.3).
1. П усть cos (/, п ) =  0. Э то  имеет  место при iJLn.  Тогда

d U ( M ) / d l = 0,

что говорит о том, что л и н и я  I л еж и т  в кас а те л ь н о й  плоскости , 
проведенной к точке М  уровенной поверхности. И н тегр и р у я ,  
найдем

U  (М ) = c o n s t .

Это и есть уравнение уровенной поверхности.
2. П усть cos (/, п) =  1, т. е. угол м еж ду  I n n  р а в е н  нулю, что 

имеет место только при совп ад ен и и  нап равлен и й  I я  п. П о это м у

d U / d l  =  dU/dn.

В этом случае получаем м а кси м ал ьн о е  значение  прои зводн ой  — 
оно наблю дается  только по нап равлен и ю  норм али.

О бозначим d U /d n = a -  
П ереходя  к конечным п р ед ел ам ,  напиш ем A U / A n  =  a. О тсю д а

A n  =  AU/a .  (1.4)

И з этого равенства  видно , что при A£/ =  c o n s t  зн ач ен и е  
А п  обратно  пропорционально величине н о р м ал ьн о й  п р о и зво д 
ной функции U. Если A U = c o n s t  — при ращ ени е  м е ж д у  зн ач ен и 
ями функции U  на двух ее соседних уровенн ы х поверхн остях  
(сечение уровенных поверхн остей) ,  легко д о га д а ть ся ,  что Ал — 
это расстояние м еж ду  уровен н ы м и  поверхностям и, в зя то е  по



Рис. 3. Уровенные поверхности
£Л и и 2 и расстояние между ни
ми Ап

н а п р ав л е н и ю  нормали (толщ и н а  уровенного слоя). П оэтом у при 
п остоянном  значении Д и  р асстояни е  между уровенными по
вер х н о стям и  скалярного  поля  тем  меньше, чем больш е значение 
н о р м ал ь н о й  производной ф у н кц и и  ¿7 (рис. 3 ).

Г р ад и ен т  ск ал яр н о го  поля

Е сли  по нап равлени ю  п  о тло ж и ть  вектор, равны й по величи
не прои зводн ой  d U ( M ) / d n  с учетом зн ака  dU/dn,  то из равенст
ва  (1.3) будет  видно, что проекция  этого вектора на любое 
н а п р ав л е н и е  I р авна  производной d U ( M ) / d l .  Построенный по 
та к о м у  п р а в и л у  вектор н а зы в а е т с я  г р а д и е н т о м 1 с к а л я р 
н о г о  п о л я ,  или г р а д и е н т о м  ф у н к ц и и  U ( M ) ,  и обоз
н а ч а е тс я  g r a d  U ( M ) .  Тогда (1.3) можно переписать в виде:

d U ( M ) / d l  =  g r a d i U ( M ) ,

где g r a d i U ( M )  — проекция вектора  g ra d  U ( M )  на н а п р ав л е 
ние /.

Т а к  к а к  д ли н а  вектора g r a d  U  равн а  величине нормальной 
прои зводн ой  функции U ( M ) ,  а эта производная соответствует 
м а к с и м а л ь н о м у  значению производной dU/dl ,  вектор g ra d  U 
х а р а к т е р и з у е т  по н ап равлени ю  и по численному значению наи
б о льш у ю  скорость изменения функции U  для  данной точки 
М  с к а л я р н о г о  поля. П рим ени тельн о  к уровенной поверхности 
н а п р ав л е н и е  градиента всегда у казы в ает  на нап равлени е  наи
больш ей  крутизны  п одъем а этой  поверхности скалярного  поля.

Вы бор н ап р авл ен и я  н о рм али  к  поверхности уровня не в л и я 
ет  на н а п р ав л е н и е  g r a A U ( M ) — он всегда нап равлен  в сторону 
в о зр а с т а н и я  функции.

С исп ользован ием  понятия g r a d  U ( M )  д ля  характеристики  
поля  U  в точке М  вместо совокупности трех производных от 
U  по тр ем  взаим н о  перп ен ди кулярны м  направлениям  достаточно 
зн а т ь  н а п р ав л е н и е  норм али  п  к  поверхности уровня в этой точке 
и зн ач ен и е  производной от U  по этому направлению.

1 Слово «градиент» в переводе означает «уклон». Впервые понятие «гра
диент» начало применяться в XIX в. в метеорологии в качестве показателя 
скорости изменения температуры и давления атмосферы.



В декартовы х прям оугольны х координ атах

дга<Ш(М) =  а ( М ) = — ? +  —  Т +  —  £, (1.5)
дх д у  дг

т. е- является  вектором, проекции которого на оси координат 
представляю т собой частные производные ф ункц ии  1} в точке М:

ах =  д и / д х ,  аи =  д и / д у ,  аг =  д Щ д г .  ( 1.6 )

Г радиент  обозначается  и к а к  V¿У, где V  — о п е р а то р  Г ам и л ь
тона-— символический вектор:

д Г - , д Т  . д Т
\7 — —- I  +  — / + — Ь. 

д х  ду  дг

Т аким  образом, ск ал я р н о е  поле I I ( М )  в сегд а  п о р о ж д ает

поле векторов a = g г a d f / ,  которое  мож но п р е д с та в и ть  к а к  со
стоящ ее из множ ества векторов, вы ходящ их из т о ч ек  уровенной 
поверхности функции и , н ап р ав л ен н ы х  по н о р м а л и  в сторону 
увеличения поля и имею щ их длину, равную  в ели ч и н е  но р м ал ь
ной производной от и  в точке М.

Если а =  %га&и, поле векторов  а  н а зы в а е т с я  п о т е н ц и 
а л ь н ы м ,  а ск а л я р н а я  ф ун кц и я  £/ —  п о т е н ц и а л о м  п о л я  
[иногда потенциалом н азы в аю т  не функцию и ( М ) ,  а — и ( М ) ] .  
Д л я  потенциального поля д о л ж н ы  вы полняться  условия  (1.6). 
Н еобходимы е и достаточные условия  п отенц иального  поля у к а 
ж ем  ни ж е (после рассм отрени я  определения р о т о р а  векторного 
поля).

Ввиду важ ности понятия гради ента  дади м  д р у го е  его опре
деление, основанное на применении объемной или  п ространст
венной производной. Введем понятие вектора плоской  площ адк и  
2 , ограниченной контуром I, вдоль которого у стан о в л ен о  поло
ж ительное  направление обхода. В е к т о р о м  п л о с к о й  п л о 
щ а д к и ,  или н а п р а в л е н н ы м  э л е м е н т о м  п о в е р х н о 

с т и ,  назы вается  вектор йЭ  (рис. 4 ) ,  модуль к оторого  равен 
величине ё Б  площ адки 2 , а нап равлен и е  в ы б р ан о  перп ен ди ку
ляр н о  к 2  так , чтобы от конца вектора  п о л о ж и т ел ь 
ный обход площ адки к а з а л с я  идущ им против ч а 
совой стрелки. (Выбор п олож ительн ого  н а п р а в л е 
ния обхода на контуре п л о щ а д к и  связан  с вы бором  
лицевой стороны п лощ адки , т. е. стороны от к о т о 

рой отходит вектор с?5, при этом  в случае з а м к н у 
той поверхности п олож ительн ое  н ап равлен и е  обхо- Рис 
д а  п лощ адок  вы бирается  т а к ,  чтобы ли ц евая  сто- правленный 

рона, от которой отходит вектор  ¿ 5 , бы ла внеш - ®^мент п0'_ ^ ЬсрлНОСТИ
ней.) П роекции вектора ¿ 5  на  координ атн ы е оси ¿ 5



¡будут р а в н ы  проекциям  э л е м е н т а  площ ади поверхности на со
о т в е т с т в у ю щ и е  координ атн ы е плоскости со зн аком  плюс или 
минус в зави си м ости  от того, будет ли угол м еж ду  норм алью  
и к о о р д и н атн о й  осью острым или  тупым.

О б ъ е м н о й  ( п р о с т р а н с т в е н н о й )  п р о и з в о д н о й  
с к а л я р н о г о  п о л я  в то ч к е  М назы вается  величина, полу
ч ае м а я  следую щ и м  о б разом : 1) точка М  поля U  о круж ается  
з а м к н у то й  оболочкой Е; 2) вы числяется  интеграл  |  U d S  по

поверхн ости  Е; 3) находится  предел  отношения этого интеграла 
к о б ъ е м у  v,  заклю ченн ом у внутри поверхности Е, когда  этот 
объем  v  стр ем и тся  к нулю (к  нулю стремится диам етр  т ела  — 
р ассто ян и е  н аи более  у д ал ен н ы х  друг от друга  двух точек т е л а ) .

О б ъ е м н а я  прои зводн ая  скалярн ого  поля — вектор, я в л я ю 
щ ийся  гради ен то м  этого поля- Это свойство можно принять за 

.о пределен ие  градиента:

grad U = l i m  f U (г) dS/v  1 ,  (I-7)
o-*0 L's J

где 2 —  з а м к н у т а я  поверхность.
З а п и ш е м  поверхностный ин теграл  в числителе этого ^равен

с т в а  ч ер ез  объемный. С этой целью вы разим  вектор d S  через 
его п роек ц и и  по осям коорди н ат  х, у, z\

d S  =  d S x i + d S yj +  d S zk.
З д е с ь  п роекции

d S x =  d S  cos ( n , x ) \  d S y =  d S  c o s («,{/); d S z = d S  c o s ( « ,z ) ,

где учтено, что вектор d S  им еет  направление нормали. Тогда

d S  =  [cos (л, х ) 7 +  cos (л, у)  /  +  cos (л, z) k] dS.  (1.8)

П о это м у

f U ( r ) d S  =  I U (r ) [ cos ( п , х ) Т + cos (п, у) j + cos  (n ,z )k ]d S .
S s

Н а осн о ван и и  ф орм улы  О строградского  — Гаусса  получим 

U ( г ) [cos (л, х) i + cos (n , y ) j  +  cos (л, z ) k ] d S  =

}  +  — ~/ + do = [  grad U (r) dv,
dy dz )  J

V

dU
dx ' dy

где  у —  о б ъ е м  области, ограниченны й поверхностью Е. 
О ко н ч ател ь н о  найдем

J U ( r ) d S =  j g r a d  U (г) dv .  
x »



Если подставить это значение  поверхностного и н те г р а л а  в чис
литель  равенства (1.7), оно  о б рати тся  в то ж д ество ,  что и д о к а 
зы вает  его справедливость.

В случае двухмерных (п лоски х)  полей, т. е. к о г д а  они не ме
няю тся по направлению одной  из трех осей (в н аш ем  случае  
по направлению  оси у ) ,  ф о р м у л ы  (1.5) и (1.7) п р и м у т  вид

g ra d  U { M )  =  (dU/dx)7+  (dU/dz)~k■

g ra d  U (М)  =  lim ( f U d l / s ]  , 
s -о  Vi J

где  I — некоторый зам к н у ты й  контур, взяты й в плоскости  x O z  
I вокруг точки М; S  — п л о щ ад ь  сечения, о граниченного  контуром

l\ dl — направленный эл ем ен т  дуги кривой /, т. е. эл ем ен т  дуги 
этой кривой, р ассм атр и ваем ы й  к а к  некоторый м а л ы й  вектор. 
П роекции его по осям к о о р д и н а т  равны  ве л и ч и н а м  dx и dz, 
а вы раж ен и е  под знаком криволинейного  и н т е г р а л а  нуж но  по

нимать как  скалярное п рои зведени е  Udl  (в д ан н о м  слу чае  про

изведение скал яр а  на векторн ую  величину). В екто р  dl имеет 
н ап равлени е  внешней н о р м ал и  к /, а д ли н а  его  р а в н а  длине 
эл е м е н та  дуги dl.

Рассм отри м  следую щие примеры-

1. Определим величину g r a d | r |  при

r =  xi +  yj +  zk ; |г| = У  x 2 +  y 2 +  z2.

Н ай д ем

g r a d | r |  =  (dr/dx)i+  (d r/d y )j+  (dr/dz)k.

Т а к  как

drldx =  x/r-, dr/dy=ylr; dr/dz=z/r,

то

g ra d  | г |  =  (x/ r ) i (y / r j ]+  ( z / r ) l  =  r / | r |  = r u

т. е. получим поле единичных векторов, им ею щ их н ап равлен и е  
радиуса-вектора.

2. Определим величину g r a d  ф при

Ф =  а / ] / х 2 +  у 2 +  z2 =  ajr,

где  а — некоторая  постоянная.
Н ай д ем  вначале  производны е д у /д х ,  д у / д у  и д ф /dz .  П олучим

J L  —  = _ а —  ■ -^2 -  =  — а - ^ ~ -  — а г
дх т% г г3 ’ ду г3 дг г3



Т о гда
- V —► —>

g r a d  ф =  (<9ф/<5л:)1+ ( д у / д у ) ; +  (дер/дг)1г =  

= —  (а / г 3) ( х 1 +  у} +  г к ) , = — а г /г 3.

Д л и н а  это го  вектора

^ г а с !  ф | =  а / г 2 =  а/(лг2 +  г/ 2 +  г 2).

П ри  а = б т ,  где й  — гр ав и тац и о н н ая  постоянная, а т  — масса, 
за к л ю ч е н н а я  в начале  ко о р д и н ат  (точечная м асса ) ,  в ы р аж ен и е  
дгас1ф о п р е д е л яе т  силу п р и тя ж ен и я  м еж ду массой т  и единич
ной массой , н аходящ ейся  на расстояни и г от н ач ала  координат. 
П ри  это м  ф ункц ия  ф будет потенциалом  поля этой силы.

3. О п р ед ел и м  величину g r a d ф ) если скал яр н ая  ф ункц ия  ф =  
=  — 1п (1  /г )  = 1п г при г=~\/х2 + г 2.

В д а н н о м  случае  (д вухм ерн ое  или плоское поле)

g r a d ф =  (<?ф/дх)1+  (<?ф/<3г)&.

g r a d  ф =  ( х 1 +г!г) /  ( х 2 +  г 2) = г / г 2.

§ 3. В Е К Т О Р Н О Е  П О Л Е  И ЕГО П Р О И З В О Д Н Ы Е

В к а ж д о й  точке М  п ростран ства  V, где зад ан о  векторное
поле Р ( М ) ,  вектор Р ( М )  и м еет  определенную величину и нап
р авл ен и е .  Векторное поле и зо б р а ж а ю т  с помощью векторных 
линий. В е к т о р н о й  л и н и е й  (рис. 5) назы вается  т а к а я  кри
в а я  I, в к а ж д о й  точке которой касательн ая  имеет направление

векто р а  Р ( М ) .  1
Ч е р е з  к а ж д у ю  точку М  б удет  проходить одна определенная 

линия. С ем ейством  векторны х линий определяется  семейство 
о р т о го н а л ь н ы х  к ним поверхностей, которые н азы ваю тся  н о р 
м а л ь н ы м и  п о в е р х н о с т я м и  п о л я .  Ими, т а к  ж е  как

и в ек то р н ы м и  линиями, м о ж н о  изобразить  поле Р ( М ) .

Т а к  к а к

д(р/дх =  х /  ( х 2 +  г 2) ; (дц>/дг) =  г / ( х 2 +  г 2) ,

то

Рис. 5. Векторная линия I



Совокупность линий, проведенных п а р а л л е л ь н о  векторам  
поля через все точки некоторой (невекторной) линии Ь, о б р а з у 
ет векторную поверхность. Если Ь  з а м к н у т а я  лини я , то получен
ная  таким способом векторная  поверхность огран и чи вает  н ек о 
торую часть пространства , н азы ваем ую  в е к т о р н о й  т р у б 
к о й .  В силовом поле векторные линии и трубки  н азы в аю т  
с и л о в ы м и  л и н и я м и  и с и л о в ы м и  т р у б к а м и .  П о 
п е р е ч н ы м  с е ч е н и е м  в е к т о р н о й  т р у б к и  назы ваю т  
ее  сечение поверхностью, нормальной к в екто р н ы м  линиям.

Поток векторного поля

Рассмотрим поток векторного поля через поверхность. Т е р 
мин «поток» заим ствован  из гидродинам ики, где действительно 
речь идет о потоке ж идкости  через поп еречное  сечение реки  
или трубы с движ ущ ейся  ж идкостью . В н аш ем  случае , если поле 
изобразить  силовыми линиями, создастся  в п еч атлен и е  о потоке 
этих линий через поверхность, взятую в о б л а с т и  зад ан и я  поля. 
Т акое  форм альное  понимание потока весьм а  полезно  для  теории 
и практики.

Если 2 — некоторая  за м к н у та я  поверхность, о гран и ч и ваю 

щ ая  область V, поток вектора  Р через нее о п р ед ел яется  числом 
векторных линий, вы ходящ их из области  и н а р у ж у  (р асх о д я 
щ ихся из нее), минус число линий, вхо д ящ и х  в эту  область  и з в 
не (сходящихся к ней). С читая  схож дение л и н и й  отрицательны м  
расхождением, мож но принять, что поток ч ер ез  поверхность 2  
определяется  числом векторных линий, р а с х о д я щ и х с я  из о г р а 
ничиваемой ею области  V. Если векторны е л и н и и  проходят  через

V насквозь, то поток вектора Р через поверхн ость  2  равен нулю, 
следовательно поток через зам кн утую  поверхн ость  определяется  
только  теми линиями, которые либо н ач и н аю тся ,  либо ко н ч а
ются в области V, — разностью  чисел этих линий.

В векторном поле в местах расп о л о ж ен и я  точек  обры ва  в ек 
торны х линий находятся  источники поля: полож ительн ы е  — 
истоки там, где векторны е линии начи н аю тся ,  т. е. в местах, 
откуда  они расходятся , и отрицательны е — стоки  там, где кон
чаю тся векторные линии, т. е. в местах их сх о ж д ен и я .

Д иф ф еренц иальны е уравнения  векторны х линий поля имеют 
вид

йх!Их = йу /р у  =  йг/Рг.
Интегрируя, мож но определить у р авн ен и я  линий. Д л я  с л у 

ч ая  двухмерного поля, когда оно не зави си т  от переменной у,

й х 1Рх =  йг / Р г.
Рассм отрим  следую щ ие частны е случаи.



1. П усть

Р = —  в т г / г 3 

при
-*■ -► -> —►
г = х 1 +  у] +  г!г,

что соответствует  полю силы п р и тяж ен и я  точечной массы. Т а к  
к ак  в д ан н о м  сл у ч ае

¿4 = —  в т х / г 3; Р у =  —  О т у / г 3, Рг = —  в т г / г 3,

п од ставляя  эти  знач ения  проекций силы в уравнение векторны х 
линий, н ай дем

й х / х = й у / у = й г /г .

И нтегрируя  их, получим 
х = С 1г\  у = С 2г.

О тсюда видно, что уравнения  векторных линий — это уравнени я  
прямых, п р о х о д я щ и х  через н ачало  координат. П ри этом  по
стоянные и С 2 явл яю тся  угловы ми коэффициентами прямы х. 
М ен яя  их, п олучи м  различны е прямые.

2. Этот при м ер  соответствует двухмерном у полю — полю бес
конечной го ри зон тальн ой  м атери альн ой  линии.
Пусть

^ = —  б ^ г / г 2 ; г = хг+ зб, 

т. е.

^ = Ш / г 2; Рг =  в к ф 2.

П о д с т а в л я я  их в уравнение векторной линии, найдем 
й х / х = 4 г / г ,

т. е. получим  то ж е  уравнение, что и приведенное выше. П о 
этому

х = С \ г .

Д л я  у я сн ен и я  физического смы сла потока вектора и опреде
ления  его велич ины  рассм отрим  следую щ ий простой пример. 
П р ед п о л о ж и м , что в некотором к а н а л е  течет вода- П лотность ее 
всюду п осто ян н а  и р авн а  единице. Течение воды будем считать 
с т ац и о н ар н ы м  или установивш имся, т. е. таким , что скорость 
ее частиц  в к а ж д о й  точке не зависи т  от времени. О пределим 
количество воды , протекаю щ ей через некоторую поверхность за  
единицу врем ени . Р ассм отри м  вн ач але  элемент поверхности ¿ 5 .  
З а  некоторы й  бесконечно м алы й пром еж уток времени (И через 
поверхность й Э  протечет количество воды



d Q — VndSdt,
где vn — проекция вектора скорости теч ен и я  воды  на н а п р ав л е -

ние внешней н о р м ал и  п  к  поверхности п л о щ а д к и  dS.  Это к о л и 
чество воды за п о л н и т  объем цилиндра с основани ем  d S  и в ы с о 
той v ndt. Тогда  через всю поверхность 2  з а  вр ем я  d t  п р отечет  
количество воды

Q =  d t ] v n dS.
2

З а  единицу времени получим коли чество  воды

Q =  j Vn dS.
2

Т ак  как

V n =  | u | c o s ( u ,  п ) ,

то

v„dS  =  | v  | cos (v, n)  d S  =  | v  | cos {v, n)  \ th | d S  =  (v ■ п{) d S  =  v ■ d S ,  

т. e. получили скалярн ое  произведение в е к т о р а  скорости воды  v  

на вектор эл ем ен та  площ ади dS.  З д е с ь  учтено, что t i i - d S = d S  

и умнож ение на модуль единичного в е к т о р а  п и имеющего н а п 

равление нормали , не изменит равенство , т а к  к а к  | / i i |  =  l. Т о г д а  
окончательно поток воды, п р отекаю щ ей  через  поверхность d S  
в единицу времени, можно запи сать  в виде

Q =  j v  • dS.

Отсюда видно, что поток воды через поверхн ость  зависит от в е 

личины поверхности, величины векто р а  скорости  v  и н а п р а в л е 
ния этого вектора  относительно н о р м ал и  к  поверхности (от в е 
личины косинуса у гл а  м еж ду v  и н о р м а л ь ю  к  поверхности га). 
Эти выводы верны д л я  случая  прои звольн ой  (не зам к н у то й )  
поверхности 2. Если ж е  поверхность 2  за м к н у та я ,  в ели ч и н а  
потока будет р а в н а  разности м еж д у  коли чеством  воды, в ы т е 
кающей из области , ограниченной п оверхн остью  2 , и тем к о л и 
чеством воды, которое втекает  в эту о б л асть .  П ри  Q =  0 из з а м к 
нутой области в ы тек ает  столько ж е  воды, ско л ьк о  в нее в текает .  
Если ж е  Q > 0 ,  из зам кнутой  поверхности в ы тек ает  больш е вод ы , 
чем втекает в нее, что говорит о н ал и ч и и  источников в н у тр и  
поверхности, увеличиваю щ их количество  воды. Если ж е  Q < 0 ,  
часть воды внутри поверхности п р о п адает ,  т. е. там  и м ею тся  
стоки или места исчезновения воды.



П ереходя  от п о то к а  воды к общ ему понятию потока вектора 
Г  через поверхн ость , величину Q мож но зап и сать  в виде

г

В этом случае, к а к  бы ло  отмечено выш е, поток вектора через 
поверхность х а р а к т е р и з у е т с я  числом векторны х линий, пересе
каю щих поверхность. В векторном поле р азли ч аю тся  два потока 
через зам к н у ту ю  поверхность 2  — скал я р н ы й  поток вектора,
связанны й со с к а л я р н ы м  произведением (F - d S ), равный

¡ F ( M ) . d S ,
2

и векторный п оток  поля, связанны й с векторны м произведением 
[ F d S ] ,  равны й

, f f ( M ) x d S .
z

П онятие с к а л я р н о г о  потока вектора приводит к определению 
дивергенции, а п о н яти е  векторного потока вектора — к опреде
лению ротора.

Дивергенция  и р о то р  векторного поля 
как  объемны е п рои зводн ы е

Д и в е р г е н ц и я .  Д и в е р г е н ц и е й  в е к т о р н о г о  п о л я  
является  с к а л я р н а я  величина, равн ая  объемной или простран
ственной п рои зводн ой  этого поля в точке  М.  Она представляет  
собой предел  о тн ош ен и я  скалярного  потока векторного поля 
через зам кн утую  поверхность, ок р у ж аю щ у ю  точку М , к объему, 
ограниченному этой  поверхностью, когда вся поверхность стяги
вается  к точке М :

d iv F — lim f ? (A Í) .d S / t» l  . (1.9)
о—>0 L's J

В координ атн ой  ф орм е  дивергенция, или расходимость, век 

торного поля F  в то чк е  М  будет

div F  =  V F = d F xl d x  +  dF y/ d y + d F J d z .  ( 1.10)

И дентичность этих  двух равенств м ож н о показать  следую 
щ им образом . З а м е н и м  поверхностный интеграл  в числителе 
(1.9) объемны м . З а п и с ы в а я  скалярное  произведение двух век-



торов под ин тегралом  через их п роекции  с учетом р а в е н с т в а  
( 1 .8 ) получим

Тогда на основании формулы О стр о гр ад ско го  — Гаусса  н а й д е м

В пределе, когда  и->0, из этого р а в е н с т в а  и получается ф о р м у 
л а  (1 .1 0 ) :  при равенстве объемны х и н тегр ал о в  п о д ы н т е гр ал ь 
ные в ы р аж ен и я  т а к ж е  долж ны  быть равн ы .

Д л я  определен ия  вклада  разн ы х  т о ч е к  поверхности 2  в ч и с 
ленное значение дивергенции р ассм о тр и м  одно из сечений э т о й  
поверхности (м ож н о принять ее з а  сф еру ,  тогда сечение с т а н е т  
окруж ностью ) (рис. 6 ). Н а  поверхности  выберем четы ре т о ч 

к и — Л,  В, С, £>, в которых за д а н о  н ап р авл ен и е  в ек то р а  / \  

В этих ж е  точк ах  построим вектор плоской  площ адки  и р а с 

смотрим значения  скалярного  п р о и зведен и я  векторов Р  и ё Б  
[слагаемые сум м ы  числителя в ы р а ж е н и я  (1 .9)].  И з  р и с у н к а  

видно, что с к а л я р н о е  произведение

Р ■ с1Б =  | Р 1 ■ | £¿51 соэ (Р, йБ)

равно нулю в точках  и В  (из-за  того, что векторы ^  и ё Б  
взаимно перпендикулярны  в этих то чк ах ,  см. прилож. 1). В т о ч 
ках А п С соответственно

I  5 5 =  I  ( / 7̂  +  ^ 5 !/ +  / 7г^ г)

=  ) [Т7* СОБ (тг, *) + Р у со$ (п ,у )  + ^ г  СОБ (и, г )]с(5 . 
2

значения дивергенции
Рис. 6. Схема к определению численного —-

£* 5



С у м м а

/ ( Л )  . ¿ 5 + % )  . ¿ 5 = [ | / ( Л )  | -  |Р ( С )  | ] ^ о ,

если \ Р ( А ) \ Ф \ Р ( С ) \ .  П оэтом у  основной в к л а д  в значения д и 
вергенции вносят  точки , в которых векторы  ^  и ¿ 5  имеют оди
наковы е или б л и зк и е  направления , тогда  к а к  вклад  точек, в

которых векторы Р  и ¿ 5  перпендикулярны, р авен  нулю.

Д ивергенци я  в е к т о р а  Т7 в точке М  о п ред еляется  числом век 
торных линий, р а с х о д я щ и х с я  из единицы объ ем а ,  или густотой 
точек  обры ва в ек то р н ы х  линий. Величину дивергенции можно 
найти д ля  лю бой точки  векторного поля. О тсю да следует, что

всякое векторное п о л е  Р  порож дает  некоторое скалярное  поле
сНу Р ,  т .  е. поле расходи м ости . Если дивергенция  полож ительная, 
точка  М  я в л яется  источником поля, если ж е  отрицательная  — 
стоком. П ри этом  с а м а  величина дивергенции характеризует  
мощность (или п лотн ость)  источника или стока.

Если в о бласти  V А\лгР(М)  = 0 ,  такое  векторное поле в д а н 
ной области н а з ы в а е т с я  с о л е н о и д а л ь н ы м ,  или т р у б ч а 
т ы м .  Д л я  такого  п о л я  скалярны й поток вектора  через любую 
зам кн утую  п оверхн ость  Е области V равен  нулю. Если брать

некоторую векторн ую  т р у б к у  в поле, потоки вектора  Т7 через все 
(непродольные) сечен и я  этой трубки будут иметь одно и то ж е  
значение, сл ед о в атель н о  число векторных линий, содерж ащ ихся  
в трубке (п р о н и зы ваю щ и х  ее поперечное сечение), не меняется 
вдоль трубки.

Соленоидальное, или  трубчатое, векторное поле — это поле, 
не имеющее ни источников, ни стоков. В екторны е линии соле- 
ноидального п оля  не могут ни начинаться, ни кончаться; они 
могут уходить в бесконечность  или быть зам кнуты м и.

Типичное со л ен о и д ал ьн о е  поле — это электром агнитное  поле 
применяемого в эл ектр о м ех ан и к е  зам кнутого  соленоида.

В случае двухм ерн ого , или плоского, поля, т. е. когда значе
ния поля не м ен яю тся  вдоль оси у, ф орм улы  (1.9) и (1.10) м о ж 
но переписать:

(Ну Р ̂ Нш —  Г Р - й 1,
5—*0 5 ,)

I

где  5  — п лощ адь  об ласти ,  ограниченной зам кн у ты м  контуром I;

сПу Р = дРх /дх  +  д Р г/дг .

А из условия солен ои дальн ого  поля (И у/г= 0  следует, что



дР х! д х = д Р г!дг.
Р ассм отри м  следующие примеры.

1. О пределим  величину (Ну г при

г = х 1 + у 1 +  г 1г.

Н айдем

г = д г х / д х + д г у1ду  +  д г 2/ д г  =  3,

что у к а зы в а е т  на сумму трех еди ничны х векторов, н а п р а в л е н 
ных по осям  координ ат  х, у, г-

2. Н ай д ем  сНу /7, если вектор
—>

а т ат
■*2 +  У2 +  г* г г* 

где а  — постоянная, зави сящ ая  от величины  ан ом альны х м а с с ;

r = x i + y i + z k .

О пределим в н ач ал е  проекции в е к т о р а  F  на оси ко о р д и н ат  х ,  
у, г. Получим

Рх =  | Z7 1 cos (Z7, х)  =  | Z7] cos (г, х )  = а х / г 3,

где учтено, что вектор F  н а п р ав л е н  по радиусу-вектору г  и* 
cos (г, х )  =  д г / д х = х / г .

Аналогично, учитывая, что
cos ( r , y ) = y l r ;  cos ( r , z ) = z / r ,  

найдем

Fy =  a y / r \  F z =  az / r3.

Тогда д л я  определяем ой величины получим

d i v f  =  ^ + ^ + ^  =  g ^ ^  +  f l £ i l L ^ !  +  f l i L r . 3z2. _  
дх д у  дг ть гъ г5

3 r * - 3 ( x * + y *  +  z*) р

Таким образом , в р ассм атр и в аем о м  случае  d i v / ^ O ,  с л е д о »  

вательно, поле векторов F  я в л я е т с я  соленоидальны м  ( п р и
г Ф  0 ).

3. О пределим  величину d i v F  д л я  двухмерного , или п л о с к о г о ,  
поля



F =  r / r2, r = x i  +  zk.  
Т а к  к а к

—*■ 

F

т .  e.

РХ1= х / ( х 2 +  г 2),  Р г =  г ! ( х 2 +  г'1),

»получим

дР х/ д х  =  ( г 2 —  х 2 ) / ( х 2 +  г 2) 2, дРг/д г  =  ( х 2 —  г 2) /  ( х 2 +  г 2) 2.

П о это м у

с!1у Т7 =  д Р х/д х  +  д Р г/ д г  =  0 .

•Отсюда следует, что и д ан н о е  поле соленоидальное  (при г Ф 0), 
оно  не имеет ни источников, ни стоков.

Ротор. К  о п р ед ел ен и ю  ротора, или вихря, поля  приводит по
нятие  векторного п о то ка  векторного поля. Р о т о р ,  или в и х р ь ,

л о л я  .Р есть вектор, оп ределен ны й в каж до й  точке поля и я в л я 
ю щ ийся  объемной прои зводн ой  этого поля, взятой с обратным 
знаком :

■Определим проекции векто р а  С ^ г о ! : / 7 по н ап равлени ям  д ек а р 
товых осей координ ат. В екторное произведение

F x d S  =  (Fyd S z —  F zd S y) l +  (Fzd S x -  F xd S gj j +  

+  (F xdSy  — F y d S x)~k.

Т а к  к ак  C =  r o t F ,  с учетом проекций вектора  d S

Сх =  F yd S z — FzS d y =  [Fу cos (я, z) — Fz cos (n, y )  ] d S ; 

С у =  Fzd S x —  F xd S z =  [Fz cos (n , x) — F x cos (ti, z)  ]d S ;  

Cz =  F xd S y — F y d S x =  [Fx cos (n, y) — F y cos (n, x )  ] dS .

Т о г д а

j F x  d S  =  ] {[Fy cos  (n , z ) —  Fz cos (n, y ) ] i  +

+  [Fz cos (ft, x )  —  F x cos ( n , z ) ] j  +

+  [.P* cos ( n ,y )  — F y cos ( n , x ) k } d S .



С  применением ф ормулы  О строградского  —  Г а у с с а  после не
больш их перестановок получим

Р*«-1Я¥-*)*+Ш£-£)Л+
Е »
дх

¿V.

П од ставляя  это значение  ин теграла  в ч и сл и тел ь  (1.11), поль
зу я сь  теоремой о среднем значении объем н ого  ин теграла  при  
и- > 0  и переходя к пределу, найдем

го1 Р —

_д_

дх

№ г д Р у )

ду дг )
—►

/ к

д д

ду дг

' КГ У Р г

дР?
дх дг

дРх
ду

к —

(1.12)

Д л я  определения в к л а д а  разн ы х  точек поверхн ости  2  в чис
ленное значение ротора, или вихря, поля р а с с м о тр и м  рис. 6 ..
О пределим значения векторного  произведения векторов  Р  и й З  
[ сл агаем ы е  суммы числителя ( 1. 1 1 )]

| Р х 5 5 |  =  Й  | < & | з т  (£ ,< & )

в тех ж е  четырех точках  А,  В,  С  и Б.  В екторы  Т7 и ¿ 5  с о в п а д а 
ют или имеют противополож ны е н ап р авл ен и я  в то чк ах  А  и С  
и перпендикулярны друг  д р у гу  в точках  В  и /) .  П о это м у  в к л а д  
точек  Л и С в значение ротора  равен нулю. О сновн ой  в к л а д  в
величину ротора д елаю т  точки £> и В,  в ко то р ы х  векторы  Р
и с1Б  взаимно перпендикулярны  или имеют н а п р ав л е н и я ,  б ли з
кие к  этому.

В случае  дивергенции все  было наоборот (основной в к л а д  в 
ее значение вносили, к а к  б ы ло  излож ено вы ш е, точки  типа А  и 
С ) .  Это объясняет  ф изический смысл того, п очем у  значение

сП уго!/7, которое рассм отрим  ниже, всегда р а в н о  нулю.

Если рассмотреть н ап р авл ен и я  векторов Р Х ^ Б  в то чк ах  1У 
и В,  то они противополож ны (в точке Б  вектор п е р п ен д и к у л я р ен  
к  плоскости рисунка и н ап р авл ен  на нас, в т о ч к е  В  —  от нас),- 
т. е. к  этим точкам п р и ло ж ен а  пара  сил, к о т о р а я  стрем и тся  по



вернуть  р и с у н о к  вокруг своей оси (вот откуда возникает  к р у т я 
щ а я  си ла  в и х р ев ы х  областей  п о л я ) .

В ектор ro t  F  полностью о п ред еляется  густотой и н а п р ав л е н и 

ем линий о б р ы в а  норм альны х  поверхностей. Величина r o t / 7 
х а р а к т е р и з у е т  плотность вихрей поля.

Е сли  п о л е  F  не меняется  в д о ль  оси у,  т. е. если поле д в у х м е р 
ное, ф о р м у л ы  ( 1. 1 1 ), ( 1. 1 2 ) м о ж н о  переписать:

где dl  —  н ап р ав л е н н ы й  элем ен т  дуги; I — некоторый зам кн уты й 
контур, в з я т ы й  вокруг  точки М  в плоскости x O z  (в плоскости, 
перп ен ди ку л яр н о й  к нап равлен и ю  простирания т е л а ) ;  5  —  п ло
щ ад ь  о б л а с т и ,  ограниченной линией I. В декартовы х ко о р д и н а
тах

ro t  F =  (d F xl d z  —  dFzldx) j.

Р а с с м о т р и м  следую щ ие примеры.
1. О п р е д е л и м  величину r o t / 7, если

тде  а —  посто ян н ая ,  з а в и с я щ а я  от гравитационных масс, а в ек 
тор

г = х 1 + у }  +  г/г.

О п р е д е л и м  проекции вектора /*! на оси координат х, у, г:

/ 7х =  | 1 соэ (Т7, л:) = с о з ( г ,  х)  | Т7 1, 

гд е  учтено, что  вектор ^  н ап р авл ен  по г. Т а к  как

то Fx =  a x / r 4.
А н алоги чн о  найдем

Fy =  a y / r ‘l , F z =  a z l r 4.

Т о гда  на  осн ован и и  (1.12) получим

rot F  =  —  lim  ------
s —o S

¡ F x d t



О пределим величину, стоящ ую  в первой скобке:

dF2 __dFy __  д i az \ д_________  —4ayz , 4ayz  _q
dy dz ду V r4 J dz гй г6

А налогично найдем

dF x d z  — dFzjdx  =  0; dF y/ d x  —  dF x/d y  =  0.

Т аки м  образом, в рассм атр и ваем о м  случае 

ro t  Z7 =  0 .

2. Определим величину ro t  F, если

F =  ( x i + 2 z k ) / ( x 2 +  z 2).
Отсюда видно, что

Fx = x /  (x 2 +  z 2),  Fz =  2z /  ( x 2 +  z 2).

Д л я  этой функции F

ro t F =  (dFx/d z  —  d F z/dx)T .
В ходящ ие сюда производные:

dF x/ d z =  — 2x z /  ( x 2 +  z 2) 2; d F z/d x  =  —  4 x z /  ( x 2 +  z 2) 2. 
П оэтому

О бъемны е производные поля в криволинейны х 
ортогональных координатах

К р и в о л и н е й н ы е  координаты.  Н а  п р ак ти к е  реш ен и е  разл и ч 
ных диф ференциальны х уравнений, ин тегралов  уд о бн ее  и легче 
проводить в той системе координат, к о то р ая  п о вто р яет  форму 
структурных особенностей поля. Р ассм отри м  сл у ч а й  ортогон аль
ной криволинейной системы координат, ч астн ы м  случаем  кото
рой являю тся  сферические, ци линдрические и д е к а р т о в ы е  систе
мы координат.

Обозначим криволинейные координ аты  ч ер ез  ¿ь и /з- 
В ы разим  их в декартовы х координ атах :

и =  к { х , у , г ) ,  1 2 = Ь ( х , у , г ) ,  *3 =  ¿з (х, у,  г )  

и наоборот

Пусть точка О — некоторая  точка в з а д а н н о й  о бласти  п ро
странства. П римем, что относительно этой то чк и  координ аты  х,

x = x ( t u t 2, t 3),  y  =  y ( h , t 2 , h ) ,  z = z ( t u t 2, t  з ) .

3— 905



у,  2  и 1 Х, 12, и  получили п р и ращ ен и я  йх,  йу,  й г  и й(, Ш2, сН3. 
Если о т л о ж и т ь  эти при ращ ен и я  на соответствующих координ ат
ных ли н и ях  н а ч и н а я  от точки О, в пространстве  получим неко
торый м а л ы й  параллелеп ипед . В декартовы х  координатах  он 
будет п р ям о у го л ьн ы м  с плоскими граням и. Таким он будет и в 
р а с с м а т р и в а е м ы х  криволинейны х координатах  ¿и и всл ед 
ствие их ортогон альности  и малости  ребер параллелеп ипеда .

О п р ед ел и м  к в а д р а т  элем ен та  дуги с112 (в нашем случае  к в а д 
рат  больш ой  д и аго н ал и  п ар ал л елеп и п ед а )  в декартовой системе 
координат:

сИ2 =  й х 2 +  й у 2 +  с1г 2.

В ы разим  его через при ращ ен и я  координат ортогональной кр и 
волинейной систем ы  сИ\, й и  и <И%. С этой целью перейдем от 
значений йх ,  й у  и й г  к этим п р и ращ ени ям :

=  + ~  й и  +  —  ей3;
dx

d t i
. dx

d t 2 + ■
dx

dti dti dt3

д у
dt-i

d t i
, dy

+ s ;
d t 2 + d y

dt3

dz
d t i

. dz dz
dti

(i l 2 |
dt3

dt3,

dz  =  — d t A +  ~~~~ dt, 4 - dt3.

П од стави в  в равенство  д ля  d l 2 эти значения диф ференциалов , 
найдем

d P = ( —  dt i +  —  dt2 +  — dt3) 2 +  ( —  dt 1 +  - ^ - d t 2 +
\dtj_ 11 dt2 dt3 2j  \ dk 1 dt2 2 ̂  

+  J L  dt3 ) 2 +  ( J L  dt  +  J L  dt2 +  J ^ d t 3) 2. 
dt, V  l dh dt2 dis ;

Р а с к р ы в а я  к в а д р а ты  вы р аж ен и й  в скобках  в правой части 
этой ф о р м у лы , найдем

d l 2 =  H l2d t l 2 +  H 2 2d t 22 + t f 3W ,  (1ЛЗ)
где

дг \2

(Ы 4)

М 1гГ+(1г№Г-
Все член ы  с ко эф ф иц иентам и  d t \ d t 2, d t^d t3, d t 2d t 3 из-за орто

гональности  л ини й  ¿ь ¿2 и Н равн ы  нулю, поэтому они и не во
шли в р а с с м а т р и в а е м у ю  формулу.



В равенстве  (1.13) к а ж д ы й  член правой части  соответствует  
к в а д р а т у  длины одного из трех  ребер п а р а л л е л е п и п е д а .  П о это 
му длины ребер

d l i =  Н\(Н\\ сИ2 =  Н 2сМ2 ’, й13 =  Н 3сИ3.
'Тогда площ ади граней будут

(1 8 1 =  Я  2H 3d t 2d t 3\ 
й 5 2 =  Н 1Н 3сИ\<И з; 
й 5 3 =  Н \ Н 2сН 1Л 2,

;а элемент объема

(IV =  С1Ш12(113 =  H x H 2 H 2d i x d . t i d . t 3 .

'В полученных вы раж ени ях  величины  Н\, Н 2 и Я 3 н азы ваю тся  
( к о э ф ф и ц и е н т а м и  Л а м э .

Д и в е р г е н ц и я  вектора в  к р и в о л и н е й н ы х  координатах.  Д и в е р 
ген ц и я  поля У7 определяется  из равенства

сНу У7 =  Игл ---------,
и-*0 V

где 2  — поверхность, о гр а н и ч и в а ю щ а я  некоторый о б ъ ем  V вок 
руг  точки М.  Применим э т у  ф о р м у лу  к объем у  р ассм отрен н ого  
выш е элементарного  п ар ал л елеп и п ед а ,  п олагая ,  что  точк а  М  
находится  внутри него. В виду  малости  его граней , с л е д о в а т е л ь 
но, и сам ого  объема дивергенцию , или расходи м ость , поля  мож- 
« о  определить из формулы

сПу У7 =  ( ¿ ¿ 1  -\•dL2 -\-dL3) /d v ,

где dL\ ,  d L 2 и dL■¡ — потоки п оля  через соответствую щ и е  пары  
граней параллелепипеда: dL¡  —  через правую  и левую , d L 2 — 
через задню ю  и переднюю и d L 3 — через верхню ю  и нижню ю, 
тг. е. полный поток поля

FndS  =  dL\  - { - - { - d h 3.
2

О пределим величины d L \ ,  d L 2 и d L 3. П р а в а я  и л е в а я  грани 
перп ен ди кулярны  к координатной линии П ри  э то м  на  правой  
грани  направление внешней н о р м ал и  со впадает  с н а п р ав л е н и е м
1 1, на левой грани эти н а п р ав л е н и я  противоп олож ны . О бозначи м

проекции вектора У7 на ко о р д и н атн ы е  линии (н а  н а п р ав л е н и я  
к асател ьн ы х  к координатным ли н и ям )  / 2 и ¿3 соответственно  
через У7], У72 и Рз. Тогда

dLx =  (F^dS^) х —  \FxdSx)  „  =  ( H 2 H 3Fxdt2d t 3) 1 —
—  ( H 2H 3F x d t 2d t 3)x l  =  [ ( F 1H 2H 3 ) l —  (У71Я 2Я 3) 11] с ? ^ ^ з ,

3* 35



где  и н дек сы  I и II у к а з ы в а ю т  на части потока через первую 
(п р аву ю ) и вторую (левую ) грани параллелеп ипеда . З а м е н я я  
п р и р а щ е н и е  функции ее ди ф ф ерен ц и алом , в ы раж ен и е  в к в а д р а т 
ных с к о б к а х  можно переписать :

д(Р 1Н 2Н 3)_ ^
д(г

П о эт о м у

йЬ,  =  5(Я- № 1  ^  (1.15)

А н ал о ги ч н о  определим потоки  через соответствующие пары 
други х  гр ан ей :

d L 2 =  d(HlHsF^ ~  dti día d/3;
dti

d L 3 =  d(H' H*Fs) dt¡ dt2 dt3.
дк

С у м м и р у я  эти потоки и д е л я  на  объем п араллелеп и п ед а  

с1 и =  Н 1Н 2Н 3й Ш Ш 3, 
получим  искомую  величину дивергенции поля:

д (Я 2Я 3Гг) , д{Н хН # г) , ,)  1 (1 16)
di V F--

н хн гн г di-, dtо dt3

Э та  ф о р м у л а  в ы р а ж а е т  дивергенцию  поля в криволинейных 
ор то го н ал ь н ы х  координатах . С применением ее запи ш ем  дивер
генцию  п о л я  в декартовы х , сферических и цилиндрических 
к о о р д и н атах .

а. В д ек ар то в ы х  к о о р д и н а та х  Hi =  H 2 =  H 3 =  l и í i = x ,  t 2 = y , 
h  =  z.
П о э т о м у

d iv  F  =  d F x/ d x + d F y/d y  +  d F z/dz .

б. В сферических к о о р д и н атах ,  когда

x  =  r  s in  0  cos ф ; г/ =  г s in  0  s in  ф ; z = r  c o s 0 , 

з н а ч е н и я

t\ =  r, t 2 =  Q, ¿з =  ф,
Fi  =  F r, F 2 =  F e, F 3 =  F V.

О п р е д е л и м  H u H 2 и # 3 из (1.14):

t f , 2 =  ( д х / д г ) 2+  ( d y / d r ) 2+  (d z / d r ) 2=  ( s i n 0  с о э ф ) 2 +
+  ( s in  0  s in  ф ) 2 +  соэ2 0 =  1 ;



H 22=  (dx/dQ) 2 +  (ду/дВ ) 2 +  (dz /dQ ) 2 =  (г cos 0  cos ф ) 2 +

+  ( r c o s 0 s i r ^ ) 2+  (— г s in  0 ) 2 =  л2;
Нъ2=  ( d x / d y ) 2+  (ду/дф) 2+  (дг/дц>)2=  (— г s in  0  s in  ф) 2 +
+  (г s in  0  cos ф) 2 — г 2 s in 2 0 .

С учетом этих значений Я ь Н 2 и Н 3, п олагая  Fi =  F r, F 2 =  F e и 
F 3 = F V, из ф ормулы (1.16) н ай д ем

И з (1.14) аналогично тому, к а к  это делалось  в ы ш е, п олучим
Н , =  \ , Н 2 =  р , Н 3= \ .
Тогда из (116) найдем

Р ассм отри м  случай двухмерного , или плоского, п оля ,  к о гд а  У7 
не меняется  по направлению оси у.  В этом случае  отн ося  п л о с 
кость х О г  к полярным ко о р д и н а та м  р и ф, из р а в е н с т в а  (1.18) 
получим

Р ассм отри м  следующий п ри м ер .  П редп олож и м , что  сПу / г= 0 .
О пределим величину р  из ф о р м у л ы  (1.17), п о л а г а я ,  что  Р  
зависит только  от г. П ри ИГ =  Р

(1.17)

в. В цилиндрических ко о р д и н а та х

л: =  р с о 5 ф, у = р  sin (р, 2  =  г;
ti =  p, *2 =  Ф, h = z ,  F ^ F , , ,  Р 2 = Р Ч, F 3 =  FZ.

(1.18)

~  - (r2F)  =  0 или —  (Fr2) =  0. 
г дг дг

И нтегрируя, найдем

F r 2 =  — С  или Р =  — С /г 2,

где С  — некоторая  прои звольная  постоянная.
П римем, что поле потенциальное, т. е.

/ 7= g r a d  U, т. е. \ F \ = d U / d n  =  dU/d r ,



где  и  —  потенциал  поля; п  —  нормаль к поверхности. О преде
ли м  теп ер ь  величину п о т е н ц и а л а  и.  П риравн яв  д и / д г  к полу
чен ном у  вы ш е решению д л я  найдем

dU/dr = —  С/г2.

И н тегр и р у я ,  получим

U = C / r + C u

где  Ci —  прои звольная  п остоян н ая .
Т а к о е  поле с н ай денн ы м и вы раж ени ям и  д ля  U  и F при Ci =  О 

и коэф ф иц иентом  С, з а в и с я щ и м  от массы, будет соответствовать 
полю  си лы  п ри тяж ен ия  от точечной массы, от однородного сф е
рического  слоя для  внеш них по отношению к телу  точек.

Р а с с м о тр и м  теперь ф о р м у л у  (1.18). Т ак  ж е  к а к  и выше,

п р ед п о л о ж и м , что поле F  з а в и с и т  только от р и что 

d i v F ^ O ,  F = g r a d U .

Т о гда  из (1.18) при | F | = F P получим

—  - f ( p / v > = 0 >  - f - ( p ^ )  =  o. р dp ôp

О тсю д а ,  интегрируя, най дем  Fp =  C или F =  C/р, где С — некото
р а я  п р о и звольн ая  п остоянная . Т а к  как

F =  g r a d U ,  т. е. \F \  = d U / d n  = dU/dp,  
то  d U / d p  =  C/p. Отсюда

£/ =  C l n p  +  Ci =  — С 1 п ( 1 / р ) + С ь

где C i — д р у гая  п р о и зв о л ь н а я  постоянная. Т акое  поле (см. гл. 
I I )  при соответствую щ их значениях  постоянных С и С[ будет 
соответствовать  случаю  плоского  поля силы при тяж ен ия  от 
м асс, р аспределен ны х  с постоянной линейной плотностью на 
бесконечной гори зон тальн ой  материальной линии, или от масс 
о д н ородн ого  бесконечного горизонтального цилиндра.

Г радиент  ск а л яр н о го  п о л я  U в  кр и во л и н ей н ы х  ортогональных  
координатах.  П олученны е ф о р м у лы  можно применить для  в ы р а 
ж е н и я  гради ен та  некоторого  заданного скалярного  поля U в 
кри волинейн ы х  орто го н ал ьн ы х  координатах.

В оспользуем ся  равен ством

grad  U = \ \ m  [) U dS/v)  . 
o-mVs /



В случае рассм атриваем ы х кри волинейн ы х ко о р д и н ат  н а п р а в 
ленный элем ент  площ ади м о ж н о  за п и с ат ь  в виде

d S  =  с15\в\ -Ь 4" ¿5 зс3,

где ¿/5Ь d S 2, с?53 — проекции векто р а  d S  по н а п р а в л е н и я м  
координатных линий и,  ¿2, / 3; е ь е 2, £ з — еди ничны е векторы , 
имеющие нап равлени я  этих линий. Тогда

grad U -  lim
jt /dS i  ¡U dS2 JUdS 3-—£+-—Г2 + -£--79

v-*M

И з-за  малости площ ади граней  и сам ого  объ ем а  р а с с м а т р и в а е 
мого элем ентарного  п ар ал л ел еп и п ед а  запиш ем

g ra d  U =  ( \ l d v ) [ d L l'ei + d L 2 ' e 2 +  d L b' e 3\ ,  (1.19)

где d L ' u dL'z,  d L ' z — потоки с к а л я р н о г о  поля U по н а п р а в л е н и 
ям координатных линий /ь  t2 и / 3 (через соответствую щ ие п ар ы  
г р а н е й ) :

d L \  =  j U d S t; dL ' 2 =  j ( J d S 2; d L ' 3 =  \ U d S 3.
2 2 2

Величины d L \ ,  d L ' 2, d L ' z  м о ж н о  определить т а к  ж е ,  к а к  и 
значения потоков d L u d L 2, d L 3 с использованием  п л о щ а д е й  г р а 
ней п ар аллелеп ипеда  dSi ,  d S 2, d S 3. Д л я  величины d L ’\, у ч и т ы 
вая, что внеш няя  нормаль к  грани  I имеет п о л о ж и т ел ь н о е  
направление, д ля  грани II —  отрицательное , получим

d L i ' =  ( i / d S i ) ,  — ( U d S , ) n .

В отличие от дивергенции, д л я  которой величина с к а л я р н о г о

потока векторного поля S F - d S  зави си т  от косинуса у г л а  м е ж д у
2

векторами F  и dS,  в данном сл у ч а е  такой  зави си м о сти  нет. 
П оэтом у поток скалярного п о л я  будет зависеть  то л ь к о  от и з м е 
нения функции U. Тогда

d L / =  (Ui —  U n )d S i .

П о д став л яя  сюда найденное зн ач ен и е  dS \ ,  получим

d L l' = ( U 1 ~ U ll) H 2H 3d t 2d t 3.

Здесь  величина в скобках в ы р а ж а е т  изменение ф у н к ц и и  U  при 
переходе от грани I к грани II. У читы вая , что р ассто я н и е  м е ж д у  
гранями мало, запишем

Ui —  U n = ( d U l d t x) d t x.



П о э т о м у

d L \  =  (d U l d t x) H 2H 3d t xd t 2d t z.

А н алоги ч н о ,  о п ределяя  потоки  скалярного поля через две д р у 
гие  п а р ы  соответствую щ их гр ан ей , найдем

d b 2'c= ( d U / d t 2) H xH 3d t xd t 2d t z \ 
d L 3'  =  ( d U / d t 3) H xH 2d t \ d t 2dtz.

С у м м и р у я  найденны е п отоки  поля по нап равлени ям  коорди
н атн ы х  линий t \ y ¿2. h  и п о д став л яя  значение элем ента  объема

d v  =  H lH 2H 3d t ld t 2d t 3 

в (1.19), получим

„  1 S t / -  . 1 dU-+ . 1 d U -  /тg rad  U  =  —— —— 6 j +  — — — — ez -f- —— —— е3. (1.20)Н1 Ot\ П2 OI4 п з (7/3

Э та  ф о р м у л а  и о п р ед ел яет  величину вектора d ra d  U  в криволи
нейны х ортогон альны х координ атах . Рассмотрим частные случаи 
этой ф орм улы .

а. В дек артовы х  к о о р д и н а та х  при Я 1 =  Я 2 =  Я 3 = 1 ,

t i = x ,  t 2 =  y, t 3 =  z, е\ =  i, e2 = j ,  e3 =  6  

получим

g r a d  U =  ( d U / d x ) i +  (d U / d y ) j +  (d U / d z ) k .

б. В сф ерических к о о р д и н а та х  

ti =  r, ¿2 =  0, ¿з =  ср;
в \ — в г, е 2 =  е в , б з  =  е ф.

В ы ш е бы ли  получены Н х =  \,  Н 2 = г, Я 3 =  г s iп 0 .  Поэтому

ас/ . 1 dU-+ . 1 а и -  g rad  U - er -f- eg -f- е<р.
d r  г д0 г  sin 0 дер

в. В цилиндрических к о орд и н атах

Л = р ,  ¿2 = ф ,  /3  =  2 ;

^1 вр, 62 £ф( =
Я 1 =  1, Н 2 =  р, Я 3 =  1.

П о э т о м у  из (1.20) найдем

__ j  , ,  at/ , 1 dU -* . dU-*



В полярны х координатах  н а  плоскости (для  п л о ск о го  поля)
отсюда получим

31/"t , 1 SU-*grad U  = —— ер -{--------—  еф.
ар р Зф

Ротор, и л и  вихрь,  п о л я  в  ортогональных к р и в о л и н е й н ы х  
координатах.  П олагая ,  что т о ч к а  М  находится в н у т р и  п а р а л л е 
лепипеда, определим

rot F =  — l i mf j  ~F KclS /v)  .
v-*M \2  J

П усть  т а к  же, как  и вы ш е, векторы  е и е2, е 3 единичны е, 
имею щие направление координ атн ы х  линий t u h ,  i3. О б о зн ач и м

через F u F 2, F 3 проекции в е к т о р а  F  соответственно н а  эти ко о р 
динатны е линии. Аналогично обозначи м  через d S u d S 2, d S 3

проекции вектора d S  на эти  ж е  координатны е л и н и и . Т огда

F =  F\e\ +  F 2e 2 +  F 3е3\

d S  =  d S \e i - \ - d S 2e2 +  d S 3e3.
П оэтом у д ля  векторного п рои зведени я

F x d S = ( F 2d S 3 —  F 3d S 2) e i +  {FsfiSi — F 1d S i ) e 2 +
_► —► —>• —►

+  (F i d S 2 —  F 2dS i )  e3 =  —  d C xe x —  d C 2e 2 — d C ze 3,

где

d C : =  F 3d S 2 —  F 2d S 3, 
d C 2 =  F i d S 3 — F  3 dSi\  
d C 3 =  F 2dS\  — F \ d S 2-

Здесь  d C u d C 2 и d C 3 —  проекции вектора d C  =  F X d S  соот
ветственно на координатные линии t\, t2, t3. С у четом  этих  про
екций д л я  определения ротора  получим в ы р аж ен и е

rot F  =  lim
v—*М т  а  ^ + й d c 2 )  " 2 + т  ( 1 d C s ) 1

И з-за  малости объема рассм атр и ваем о го  п а р а л л е л е п и п е д а  
снова заменим интегралы п оды нтегральн ы м и в ы р а ж е н и я м и  и, 
спустив зн а к  предела, так  ж е  к а к  и выш е запи ш ем

го1 Р === (1 /¿у )  (dC\e^ +  й С 2е 2 +  d C 3e3). (1-21)

Р ассм отри м  более подробно dC\ ,  d C 2 и d C 3. О п редели м  

вн ач але  dC^. Эта величина я в л я е т с я  проекцией в е к т о р а  d C  на
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к о о р д и н а тн у ю  линию /ь  п о э то м у  ее нужно определить по г р а 
ням  I и II (правую и л е в у ю ) ,  перпендикулярным к линии ¿ь 
Т а к  к а к  н ап равлен и я  н о р м а л е й  на этих гранях  п ротивоп олож 
ные,

(1С\=  (с?С[) I — (¿/С)) ц =  (Р  зёБэ  — Р 2ё 8 з) [ —
—  ( Р з ё Б 2— / 72 ^ 5 з ) н -

П о д с т а в и в  сюда н ай д ен н ы е  выше значения и с?53, полу
чим

й С 1 =  [ ( Р 3Н 1Н 3) й ( 1й {3 —  ( Р 2 Н 1Н 2)Ш 1(И2 ] 1  —
—  [ { Р ъН хР1г) сИ^сИз —  ( Р 2Н  1Н 2 )Ш1(И2\ п.

П ер егруп п и руем  член ы  в квадратн ы х скобках . Т а к  как

—  п роек ц и я  го ! / 7 на координатную  линию значение ко 
эф ф и ц и е н т а  Н\  можно вы нести  за  скобки:

&С\ = [  (/^ 3Я 3) I — (Р$Нз)  п ]  НусИ\(И2 —
—  № Я 2) 1 -  (Р 2Н 2 ) 11] Н 1сИ1сИ2.

В ви д у  м ал о сти  расстояни я  м е ж д у  гранями в ы р аж ен и я  в к в а д р а т 
ных с к о б к а х  можно п ер еп и сать  через соответствую щ ие ди ф ф е
р е н ц и а л ы :

Э(Г3Я3) <ЗСРгЯ 2)г*С, =  Я ( и ^ 2<И3
д(2 д13

А н ал о ги ч н о  найдем и зн а ч е н и я  двух других проекций векто- 

ра  (1С:

д(РгН 1) 5(Р3Я3)
ас,.  — Я ,

йС 3 --Яд

Э/з
3(^Я,) ]

П о д с т а в и в  найденны е ё С \ ,  с1С2 и с/С3 в (1.21), с учетом вы 
р а ж е н и я  д л я  элем ента о б ъ е м а  йи найдем

Г О ^ :
Я 2Я3 

д (  ^ 3Я 3) 

(?<1

а(Рз^3)
ы.

Н1Н2

д ( ^ Я 2)
д13

д(РгНг)
3/,

е.
Н

д(Р1Н1)
дР

к[ д^гНг)
ди

(1.22 )

Э та  ф о р м у ла  и в ы р а ж а е т  вихрь поля через криволинейные 
о р то го н ал ь н ы е  координаты . Рассм отри м  ее частны е случаи,

а. В д ек ар то вы х  к о о р д и н атах

1\— Х, /2 =г/, ¿3 =  2:; Я 1 =  Я 2 =  Я 3 = 1 ;

Р \ = Р х ,  Р 2 =  Р у ,  / 73 =  / Гг.



П оэтом у из (1.22) найдем

Г0^  =  ( ^ - - ^ У Г  +
д / \ дР

дг I  \ дг дх  

б) В сферических координ атах

')7 + ( %
д / \
ду

/г .

Ь = г ,  ¿2 = 0 . г'з=ф;
# 1  =  1, Н 2 =  г, Я 3 =  гз1 п 0;
Л  =  ^г, / Г2 =  ̂ е, Рз =  ^ .

П ри этих значениях координ ат  / и коэф ф иц иентов  Л а м э  из 
( 1.2 2 ) получим

г о 1 7 ? = т Ы й - ( ^ п в )

дг
Т  I 1 Г ^ е )  д/>
в0 + Т Г * —

дф .

; 1 ! _  д 11 . 
_эт 0  д(р

в. В цилиндрических координ атах

¿1 =  р, ¿2 =Ф, ¿з =  2 ;
# 1= 1 , # 2 = р ,  # з = 1 ;

^ 2  =  ^ ,  Рг =  Рг.
П оэтом у

р \д<р дг I \ дг др 1 

1 ГЭ(р/>) ^ р ~ 1 ^  

р [  Ф  дер }

§ 4. У С Л О В И Я  П О Т Е Н Ц И А Л Ь Н О С Т И
П ОЛЯ,  П О Т Е Н Ц И А Л  И П О Т Е Н Ц И А Л Ь Н О Е  П О Л Е

П отенциальные и квази потенци альн ы е  поля

Выш е на основании соотнош ения

F =  gтadU  (1.23)

поле было названо потенциальны м , а функции £ / —  потенциалом  

поля Р. Соотношение (1-23) равносильно

Р х =  д и / д х ,  Ру =  д и / д у ,  Рг =  д и / д г ,  (1.24)

т. е. равносильно тому, что в ы р а ж е н и е  

Р хйх +  Р уйу +  Р г<1г = й и



Г х ^ еТСЯ <П0ЛНЬШ диФФеРенЦиалом некоторой функции и. Д ля  
этого необходимо и достаточно, чтобы

Г0(Г- ° ■ (1.25)
т. е. выполнение следующих трех условий, вытекающих из ра- 
венства нулю координат вектора гоЬР:

д у  дг и ’ ^ г - 0 > (1-26)

Таким образом, п о л е  называется п о т е н ц и а л ь н ы м  
если его ротор, или вихрь, в точках заданной области равен
нулю. И  наоборот, если для поля Р выполняется условие (I 25)
Функция11 гТ ° , т п Т 6™  п° тенЧиальным, всегда найдется такая 
фу кция и , что для нее будет выполняться равенство (1-23)

*ункпииМ//С ппЗЬп МеЖДУ пРоекци* ми вектора Р и производными 
; ТУ„„„Ц™  осям К00РДинат будет осуществляться в соответ
ствии с (1.24): производные потенциала и по направлению
осей координат будут равняться проекциям вектора ~Р на эти же
оси. Отсюда следует, что расчет потенциального поля Р~ можно 
заменить расчетом его потенциала и. От последнего по написан
ным ф орм улам  можно перейти к полю ~Р дифференцированием 
функции и по координатам рассматриваемой точки. Практиче
ское значение такого применения потенциала и состоит в том, 
что р а с с ч и т а т ь ^  исследовать скалярное поле и проще, чем век
торное поле Р, определяемое совокупностью трех скалярных 
полей его компонент Рх, Ру и Рг.

С применением полученных выражений для ротора поля в 
криволинейных ортогональных координатах, в том числе в сфе
рических и цилиндрических, условия потенциальности поля 
можно записать  в виде:

а) в ортогональных криволинейных координатах и /3 
_%№») д(Р2Н,) д(Р1Н1) д(Р3Н3) л.

д{2 л 3 ’ д(3 5^!
дфщН2) д(Р1Н1) _  0 . 

д1г дti

б) в сферических координатах г, 0 и ф

,39 (^ ф в ш О )— дР^/дф =  0 ;

■ дРг =  0.
в т  0 (Эф дг ’ 
д (г^9 ) дИг



в) в цилиндрических к о о р д и н атах  р, <р и z

dFz __ dFg, _  q .

0ф  dz 

ô F p dFz _  n . 

dz dp 

ô(pF<p) dFp
= 0 .

ф  ô<p

Поле, д ля  которого вы полняется  равенство [5]

F =  a  g r a d  U,

где а  и U — скалярны е ф у н кц и и  координат то чек  о бласти , н а 
зы вается  к в а з  и п о т е н ц и а л ь н ы  м. В этом с л у ч а е  полным 
диф ф еренциалом  функции U  будет  в ы р аж ен и е

( Fxd x  +  Fydy  +  Fzdz)  / а  =  d U
и поле векторов будет о тл и ч ать ся  от п отенц иального  поля н а 
личием численного м нож ителя  а ,  имеющего в р а зл и ч н ы х  то ч к ах  
области  задан и я  различны е значения .

Необходимое и достаточное условие квази п о тен ц и альн о го  по

л я — выполнение равенства  F - r o t F = 0 .
Т а к  к а к  проекциями в е к т о р а  F  на оси ко о р д и н а т  х, у,  z

являю тся  Fx, Fy и Fz, а п роекциям и  вектора ro t F  н а  те  ж е  оси — 
соответственно функции

d_F1 _ d F y  dFjç__dFj dFu dFx 
dy dz ' dz âx ’ âx ây

скал яр н о е  произведение векторов  F  и rot F  м о ж н о  зап и сать  
в виде

ldF z dFy \ I г  (?Р2_ _ а р Л л . р  l î l l  -  =  0
I x ^ ~ ^ ) + F y ( d z  K ) + * ‘ ( d x  d y )  U’

что имеет место, когда векто р ы  F  и rot F  в заи м н о  п ерп ен ди ку

л яр н ы  или когда r o t / '  =  0 .
Если исследуемое поле F  двухмерное, или плоское , услови е

потенциальности поля r o t / 7 =  0  в декартовы х  ко о р д и н а та х  м ож н о  
переписать: dFxjdz  = dF zldx.  А из условий кв ази п о тен ц и альн о сти  
поля видно, что двухмерны е поля  всегда к в ази п о тен ц и альн ы .
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Определение потенциала поля

В ы ч и слен и е  потенциала  п о л я  Р, для  которого 
р ав н о си л ь н о  за д ач е  вы чи слен ия  функции и  по ее полному д и ф 
ф е р ен ц и а л у

<11] =  Р  Хй х + Р ус1у +  Р гй г ,

в котором  проекции вектора Р  до лж н ы  удовлетворять условиям! 
(1.24), т. е. по формуле

и  =  Р\г)Тг  =  \  Т ( Г)Ф- , (1.27)1
А В го

где г0 соответствует  некоторой начальной фиксированной точке- 
А ( г 0)  с к оорди н атам и  (хо, уо, г 0) ;  г — переменной точке В ( г ) .  
Этот  кри волинейн ы й и н теграл  практически вычисляю т по л о м а 
ной, составлен н ой  из отрезков , параллельны х осям координат? 
(велич ина  ин теграла  не зав и си т  от пути интегрирования):

X
и +  и ( х 0, у 0, г 0) +  \ р х (х, у 0, г0) йх  

*0

У 2

+  ] Ру (х,  У, г0) с1у+ I  Р г (х, у ,  г) й г .
УО 20

З д е с ь  зн а ч е н и е  ¿7 (х 0, г/о, 2 0) м ож н о заменить постоянной С.. 
А н алоги ч н о  д ля  плоского п оля

х  г
и  =  и  (х0, г0) +  Р х (х, г0) ё х  +  |  (х, г) й г .

хо г0

Р а с с м о тр и м  несколько примеров.
а. О пределить , является  ли  потенциальным поле силы притя

ж е н и я  от  некоторого тела  о б ъ е м а  и

[(х - 1 )  ̂+  ( у - ^  +  ( г - 0 2]3/ 2 

Т а к  к а к



Отсюда видно, что проекциями вектора  Р  н а  оси координат

Значения  этих производных проекций и Р у р а в н ы  друг другу. 
Поэтому

дРг/ду  — дР у/ д г  =  0 .

Аналогично м ож но показать , что в ы п о л н я ю тс я  и два  других

равенства  вы раж ен и й  (1.26). С ледовательно , г о 1 ^ = 0  и поле Р  
потенциальное.

б. Проверить, явл яется  ли потенц иальны м  поле  силы п р и тя 
жения, величина которой

где М  и т  — массы; Я  — постоянная.
Определим проекции силы  Р  на оси к о о р д и н а т  х, у,  г. Т а к  

как

у, г  будут функции

П роверим первое условие из (1.26). Н ай д ем

дЛ
ду

дг
у-  =  -  в  \ стГ СТ 3(у п)(г £) йх, '

V

Рх =  | Р | с о з ( / 7, х)  =  — | ¿ 4  сое (г, х) = —  | Р |  (х  —  %)/г,

то

Рх =  - я (
1п г +  Я 

Р?г г — Я
_2_\
Яг ) г '

где

0  =  З С М т /4 .  

Аналогично найдем



Д л я  п отенц иальности  поля необходимо, чтобы выполнялись 
условия /

дРг/ д у  =  д Р у/й г \  дР х/ ё г  =  дРг/дх; д Р у/ д х  =  дРх/ду.

П роверим  последн ее  условие. О пределим  производные д р х/ду  
и дРу/дх.  П о с л е  небольш их п реобразований  получим

dFx 2 0  I n r + R

¿У R r4 r — R

д! «  = 2 D  ,= — - I n r + R y
дх Rr* r —  R

- ( * - £ )  ( г / - т ] ) ;

{у — 'Ч) ( х - 1 ) -

Отсюда видно, что д р х/ду  =  д р у/дх.
А налогично  м ож н о показать , что и два  других условия по

тенциальности  т а к ж е  выполняю тся, следовательно полученная

функция Р  п о тен ц и ал ьн ая .
в. В с л у ч а е  двухмерной зад ач и  проверить, является  ли по

тенци альн ы м  п оле  силы при тяж ен ия

? = 2  в Й  г2,
где к  — м а с с а  единицы длины аном ального  тела  (бесконечной 
горизон тальной  м атери альн ой  л и н и и ) :

г =  х 1 +  гк.

Т а к  к ак

р  =  2 й к  —  (л:1 +  г & ),

то
Fx =  2 G k x / r 2- Fz =  2 G k z / r 2.

Р а с с м а т р и в а е м а я  ан о м ал и я  не зависит от у, поэтому и условия 
потенц иальности  п оля  примут простейший вид

dFx /dz  —  d F z/ d x  =  0.

Взяв п р о и зво дн ы е  от Р х по z  и от Fz по х,  найдем 
dFx/ d z  — —  4 G k x z / r 4; dFz/dx  =  —  4 G k x z / r 4.

Зн ачения  этих  производны х равны друг  другу, следовательно 

dF x/dz  — d F z/ d x = 0; r o t /7=0,

т. е. поле F  потенц иальное .
г. О п р ед ел и ть  потенциал  поля  F =  2Gkr /r2, принимая А (х0, 

гс )= Л (0 ,  1).



Эта функция Р, к а к  было показан о  в п. а, п отенц иальная , и 
се проекции

Р х =  —  2 0 Х х / ( х 2 +  г 2)-,
Рг = — 2 в Х г / ( х 2 +  г 2).

Д л я  определения потенц иала  поля зап и ш ем
X 2 X

и  =  .1 Рх(х ,  2 0) й х  -)- ] Р г (х, г ) й г - \ - С =  — 2йХ  ] [х!(х2-г  1)Ил: —
*0 го 0

? (1  / 2 ) 1п (ха +  1 ) ]  -г— 2вХ  I [г!(х2 +  г2)] йг +  С  =  — 2вХ
I

+  ( 1/2 ) 1п (х 2 +  г2) +  С =  -  (2(¡К/2) 1п ( а-2 +  г 2) +

+  С =  2вХ  1п [ 1 /(у/  х 2 +  г2)] +  С =  2вХ  1п (1 / г ) +  С.

П ри С = 0  найдем 

1/  =  2 Ш п ( 1/г ) .
Это вы раж ение явл яется  л огари ф м и чески м  потенциалом  пр о тя -  
ж ен ия  бесконечной горизонтальной м а те р и а л ь н о й  линии. Е г о  
можно определить и при лю бы х други х  к о о р д и н атах  точк и  
А ( х о , 2 о ) ,  например при Хо =  1 и 2 о =  0, но н ел ьзя  брать  х 0 =  0 
и г о =  0 , т ак  к ак  в этом случае  п о л у ч аем ая  при интегрировании 
функция 1п (х2 Ч-гг2) не существует.

Ввиду важ ности  темы  определения п о тен ц и ал о в  при тяж ен и я  
рассмотрим аналогичны й пример и д л я  т р е х м ер н о го  случая.

д. Определить потенциал при тяж ен и я  п о л я  Р = — в т г / г 3'

при г = х г '+ г / /+ г й ,  т. е. г = ^ х 2 + у 2 +  г 2, г Ф 0 .
Здесь т  — м асса  тела. З а д а н н а я  ф у н к ц и я  силы  п р и тя ж е н и я  

является потенциальной, что легко провери ть . Е е  проекции;.

Рх — — в т

Р и =  — в т

(.х2 +  у 2 +  г2)8/2 ’ 

У .
(х2 +  г/2 +  г2)1

7?. =  -  в т
(я2 +  г/2 +  г2)3/2

Б качестве начальной точки и н тегрирован ия  возьмем  точку  
А {  1, 0, 0).  Тогда



- f  С =  — Gm /
=  — Gm\ 1 ------ - \ + С =  - G m  +  Gm —  +  С

г 1 г

'П ринимая С = С т ,  найдем  и  =  в т / г .  Это потенциал притяж ения 
точечной массы .

В за к л ю ч е н и е  выясним физический смысл потенциала поля. 
С этой целью  за п и ш е м  равенство (1.1) в декартовы х координа
тах. П ри п =  х ,  tl =  y, ¡2  =  г  получим

Здесь  коси нусы  являю тся  н ап равляю щ и м и  косинусами л и 
лии I. П о эт о м у  с учетом  (1.24) получим

,dUjdl  =  F x cos  (/, х ) + F y cos ( l , y )  +  F z cos (/, z) =

=  | FI cos (.F, I) = F i ,

•где Fi — п р о е к ц и я  вектора  F  на н ап равлени е  I.
О тсю да видно , что производная потенц иала  по произвольно

му н ап р ав л ен и ю  р а в н а  составляю щ ей вектора F  по этому ж е  
¡направлению. П о эт о м у  равенства  (1 .2 4 )— частный случай этого 
общего п р а в и л а .  К ром е  того, из полученных равенств следует, 
■что величина п р и р ащ ен и я  d U  =  F tdl.

Если F  —  си л а ,  то произведение силы Fi на путь д1 равно 
работе. П о э т о м у  п р и р а щ е н и е  п о т е н ц и а л а  0 U  р а в 
н о  р а б о т е ,  ко то р ая  производится силой при перемещении 
единичной м а с с ы  из одной точки в другую  ^на расстояние 61. 
Н а  основани и  этого  потенциал, определяем ы й формулой (1.27), 
будет р а в е н  рабо те ,  совершаемой силой при перемещении еди
ничной м ассы  из некоторой точки Го в точку г.

П р е д п о л о ж и м  теперь, что функция U такая ,  что U—уО при 
/*q—у-оо. П р и м е м ,  что в отдельности хо— г/о—̂ °° и z о-+°°- 
В этом с л у ч а е  U (го) = С = 0 .  Р ав н ы  нулю и значения Fx (x, оо, 
оо), F y (х, у,  оо). П оэтом у  д ля  таких  функций

Z

и  (х, у,  z) =  j  F z (х, у,г) dz .
ОО

А налогично в двухм ерн ом  случае
2

U(x, г) =  j F z {х, z) d z .
оо



§ 5. О С Н О В Н Ы Е  С О О Т Н О Ш Е Н И Я  В Е К Т О Р Н О Г О  П О Л Я  
И П Р И М Е Н Е Н И Е  О П ЕР А Т О Р О В  Г А М И Л Ь Т О Н А  
И Л АП Л АС А

Соотношения векторного поля

Рассм отри м  основные соотнош ения  векторного  поля, к о т о р ы 
ми будем пользоваться  в дальн ей ш ем .

1. Д л я  потенциального поля

/7= g r a d  U, (1.28)

причем Fx =  dU/dx-, F y =  dU/dy \  Fz =  d U / d z ,  т. е. проекции в е к т о р а

F  на оси координ ат  равны прои зводн ы м  функции U  по н а п р а в 
лению этих ж е  осей, выполняется р а в е н с тв о

d i v / r =  d i v g r a d  U = A U .  ( I.29>
Д ействительно, т а к  как

d i v F  =  d F x/ d x + d F y¡dy  -f dFz/dz,  

с использованием вы раж ений (1 . 1 0 ) най дем  

div g ra d  U = d 2 U / d x 2 +  d 2 U / d y 2 +  d 2 U / d z 2 =  AU.

2. Д л я  поля  F, заданного равенством  (1.28), всегда

rot F  =  ro t g r a d  U = 0 .  (1 .30)

Справедливость этого равенства, которое  яв л яется  необходи м ы м  
и достаточным условием потенциальности  поля, легко д о к а з а т ь .  

В самом деле, т а к  как

rot"? =  '\
\  ду  дг )  ^ { д г  дх  )  1 дх ду  )  '

a Fх, Fy и Fz связан ы  с величиной U  соотнош ениям и (1.24), д л я  
проекции вектора  rot-F  на ось х  найдем

=  0.
ду дг дудг дудг 

Аналогично м ож но показать  и равен ство  нулю двух  других п р о 

екций вектора ротора  Р  на оси ко о р д и н ат  у  и г. Это го в о р и т
о справедливости равенства (1.30).

3. Д ругое  в аж н о е  соотношение вы п о л н яется  д л я  в и х р ево го  
поля и закл ю чается  в том, что всегда

div.F =  d iv r o t  С = 0 . (1.31)



т о

d iv F  =  ̂ -  +  ^  +  ^ - ,
дх ду дг

Р _ дСг дСу т р  __ дСх _дС2 . р  __  дСу __дСх
х ду дг ’ У дг дх дх ду

div r o t С  =  - f  (д- ^ ~  -  4- J -  (д- ~  -  d- j ~ )  +
дх \  ду дг 1 ду \ дг дх J 

д ( дСи дСх
дг \  дх ду

Р а с к р ы в а я  скобки , нетрудно  убедиться в том, что это вы раж ение 
р а в н о  нулю.

С праведливость  (1.31) бы ла  показана  и при рассмотрении

рис. 6 , из которого  следует , что rot F  сущ ествует  в точках D  и

В  или близких к ним, в которых векторы F  и d S  имеют перпен
дикулярны е или б л и зк и е  к ним направления, тогда к ак  зн ач е
ния дивергенции в у к а з а н н ы х  точках равн ы  нулю или малы. 
Н аоборот, в зн а ч е н и е  дивергенции основной в к л а д  вносят точки, 
расп олож ен н ы е  к а к  Л и С, в которых знач ения  ротора равны 
нулю.

В равенстве  (1.31) вектор F = v o t C .  В этом вы раж ении век-^

тор С  н а зы вается  в е к т о р н ы м  п о т е н ц и а л о м  п о л я  F. 
В отличие от в екторн ого  потенциала рассмотренны й выше обыч
ный потенциал  н а з ы в а е т с я  скалярны м. Термин просто «потен
ци ал»  относится т о л ь к о  к скалярном у потенциалу. Н еобходимое 
условие су щ еств о в ан и я  векторного п отенц иала  — равенство ну

лю  дивергенции в е к т о р а  F. Векторный потенциал  поля F  я в л я 
ется  некоторой вспом огательн ой  функцией, сводящ ей изучение

векторного поля  F  к  изучению некоторого другого векторного

поля С. Т а к а я  з а м е н а  одного исследуемого вектора другим о б 
легчает  процесс и зучени я  поля, а иногда упрощ ает  решение 
р я д а  трудн ы х з а д а ч .  Д л я  примера сравним  вы раж ени я , опреде
ляю щ и е простой, или  скалярны й, и векторный потенциалы:

Л =  g ra d  U, ro t  Л =  ro t  g r a d  £ /= 0 ;

F =  r o t C ,  d iv  F  =  d iv  ro t  С = 0 .



Здесь  U  — скалярн ы й  потенциал  векторного поля А ,  р а в е н с т в о

го1 Л = 0  определяет  условия сущ ествован и я  этого п о тен ц и ал а .

Во второй строке С  — векторны й потенциал  поля F,  р ав ен ств о
d i v / 7= 0  определяет  необходимое условие  его су щ еств о в ан и я ,

т. е. если в точках  какой-то о б ласти  поле F  соленоидальное , оно 
имеет в этой области векторны й потенциал  и одн о зн ач н о  им 
определяется .

Если С\ —  векторный п о тен ц и ал  поля F, т. е. если r o t C i  =
— F, то и вектор

C =  Ci +  g ra d  ф

(где ф —  произвольная  с к а л я р н а я  ф ункц ия)  т а к ж е  будет  в е к 
торным потенциалом  этого поля. Д ействительн о

—
F =  ro t  C =  rot Ci +  rot g ra d  ф =  ro t  C\.

В екторным потенциалом хар ак тер и зу ется ,  наприм ер, с т а ц и о 
нарное магнитное поле при н аличии  сторонних токов. Р а с с м о т 
рим этот вопрос более подробно.

К ак  бы ло отмечено выше, ам п л и ту д а  переменной части  м а г 
нитного поля Зем ли  слишком м а л а  по сравнению с а м п л и ту д о й  
постоянной части. П оэтому и периодические ко л еб ан и я  м а г н и т 
ного поля будут очень м ало  в л и я ть  на величину и н д у ц и р о в а н 
ного электрического  поля и при изучении элементов м агн и тн ого  
поля Зем л и  можно пользоваться  зак о н ам и  стац ионарн ого  поля.

С тацион арн ое  магнитное поле при наличии сторонних то к о в  
удовлетворяет  уравнениям

rot Н =  (4л/с)г; d iv B  =  0; В =  цЯ^

где Я  и В  — векторы н ап ряж ен н ости  магнитного поля  и м а г 

нитной индукции; i  — вектор плотности тока; |j. —  м а г н и т н а я  
проницаемость среды; с — эл ек тр о д и н ам и ч еская  п остоянная .

Д л я  ваку у м а  ц =  1, В  = Н,  поэтом у  из второго у р а в н е н и я  п о 

лучим d i v #  =  0. Отсюда видно, что поле Н  со лен ои д альн ое ,  
поэтому д олж ен  сущ ествовать  такой  вектор С, д л я  ко то р о го  

t f  =  r o tC .  Здесь  С — векторный потенциал  магнитного п о л я  Я . 

П о д став л яя  найденное значение Я  в первую ф орм улу  у р а в н е н и й
поля, получим rot rot С =  (4п/с) i. Р еш ен и е  этого у р авн ен и я  б у д ет  
рассмотрено ниже.



Д л я  стационарного  магнитного поля при отсутствии токов 

проводимости , т. е. при ¿ =  0 , уравнения поля примут вид системы

ro t  Я  =  0 , 

d i v f i  =  0 ,

где

В  =  ц Н  =  Н  ( 1 +  4 я х )  = H  +  4nJ ,

J  —  вектор  намагниченности; х — м агнитная восприимчивость.

И з  равенства  r o t H  =  0 видно, что поле Н  потенциальное и
что #  =  g r a d t / ,  где U -— магнитны й потенциал (скалярн ы й ) .

Р еш ен и е  р ассм атр и в аем о й  системы уравнений можно з а 
п и сать  в следую щем виде. П од ставляя  решение первого у р ав 
нен ия  системы во второе, най дем

div  В  =  div (Н +  4 n J ) = d i v ( g r a d  U + 4 n J )  = 0 .

О тсю д а  получим Д £ / + 4 я  d i v /  =  0, или A U =  — 4 n d i v / .  Здесь
величину  d i v /  м ож но р ассм атр и в ать  к а к  объемную  плотность 
ф и кти вн ы х  магнитных за р я д о в .

У читы вая, что J  =  y . H ,  най дем

A U  +  4 я  d iу ( х Я )  = 0 .

Л е гк о  показать , что

d i v ( x / / )  = d i v ( x  g r a d  U ) = k A U +  (g rad  x - g r a d  U).

Т о гда

А и  +  4 л  d iv ( x H )  =  (1 +  4 я х )  A U +
+  4 rc (g rad  x - g r a d  U)  = 0 .

И л и  через ц, получим

цА i / + 4 n ( g r a d  ¡.i-drad U)  = 0 .

О тсю да видно, что если ц, (то ж е  самое, что и х )  — величина 
постоянная , это уравн ен и е  переходит в уравнени е  Л ап л аса  
Д£/ =  0 , т. е. в этом сл у ч ае  (д ля  однородных сред) потенциал 
м агнитного  поля я в л яется  ещ е и гармонической функцией.

И з  полученных р авен ств  можно сделать р я д  практических 
вы водов. И з них основной —  при задан ны х вы ш е условиях м аг
нитное поле Зем ли м ож н о  считать  потенциальным. Безусловно,



зто относится к части поля за  исклю чением  его м ал о й  по а м п л и 
туде переменной части, если считать , что она не с о д е р ж и т  
источников электродвиж ущ их сил. Больш е  всего это т  в ы в о д  
относится к элем ентам  м агнитного  поля, н аб л ю д аем ы м  н а д  о б ъ 
ектами поисков м агниторазведки , из значений ко то р ы х  в с е г д а  
исклю чаю тся суточные вар и ац и и  поля.

Р ассм отри м  наиболее ч асто  встречаю щ иеся  в ы р а ж е н и я

ro t  ro t F  и А (ф'ф).
О пределим  rot rot F. П р и м е м  ro t  F  =  C; ro t ro t  F = A  =  ro t  C.  

О пределим  вначале  только с о с та в л я ю щ у ю  вектора  А  по оси х, 
т. е. проекцию А х. Н а  основании ф о рм улы  (1.12) получим

А __ д Ъ__ас*. =  J_ _ J L ( dF* ~ dF*
х ду dz dy \ дх ду  )  дг \ дг дх

P F g d*Fx d*Fx d2Fz 
дудх ду2 dz2 dxdz

П р и б а в л я я  и вычитая величину d 2Fx/ d x 2, найдем 

(dFx , dFy , dFz \  td*Fx d2Fx d2Fx 
dx2 du2 dz2

\x= ± ( а1*. +  д1н. +  дЛ - ) - ( ‘
дх \  дх ду дг I \

~ ~ div F - A Fx , 
дх

где

A Fx
d*Fx . d2Fx . д Ч х
дх2 ду2 dz2

Аналогично, определяя А у и А г, получим

~А=  r o t r o t ?  =  ( - J ^ d i v F - A F * ) ? + ^ d i v F - A F ,  ) 7  +

+  ( J L  d i v F  -  AFZ div F  ) ? +  ( J -  div F  y f  +  (1.32)

+  div F  j  й —  ̂AFx i +  AF vj  +  A Fz k  j  =  grad div F  — AF,

где A F —  вектор, составляю щ ие которого р а в н ы  в ел и ч и н ам  

A Fx, A F y и AF z. Отсюда м ож н о о п редели ть  и AF:

A F = g r a d  div F  — rot rot F. (1.33)

П усть  ф и — некоторые п р о и звольн ы е  с к а л я р н ы е  ф ун кц и и . 
О пределим  А (фф):

VTf7 дх2 ду2 dz2 д х \ Г дх ' д х /



+  А  ( ф + ц  aJ L ) +  А  ( ф +  ф *L  \ =  Ё2 . +  ф +
^  %  Г  ду т  *  ду ) дг \ * [ д г  *  дг ) дх дх ^  Y дх2 

^  , d^dxj)_ , ^  д»ф_ ,
дх дх дхг ду д у  ду2 * ду ду ду2

а^_аф_ , <^_ . аф_а1р_ ^  =  2  ( ^ _ ^ -  +
dz дг [бг2 дг [дг дг1 \  дх дх

+  ̂  +  £ £ - )  +  <рЛ1> +  1 > 4 ф -  (1.34)
ду ду дг дг )

=  2  ( g r a d  ф - g ra d  г^) + ф Д ^  +  грДф.

Применение операторов Гамильтона и Л апласа

В се основные д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  операции, произведенные 
н а д  с к ал яр н ы м и  и в ек то р н ы м и  полями, и некоторые другие 
м о ж н о  зап и сать  весьм а  у д о б н ы м  и запом и наю щ им ся  способом, 
п р и м е н я я  особый сим вол

~ t  д . . д | ~ t д
у  =  1 “  +  +  ^ “Г- • дх ду дг

Э тот  символ был вв еден  английским м атем ати к ом  Г ам и л ь
тоном  и получил н а з в а н и е  «набла» , или «оператор Г ам ильто
на». Я в л я я с ь  сим волическим  векторно-диф ференциальны м  опе
р а т о р о м ,  он сохран яет  все  свойства и вектора, и зн ак а  ди ф ф е
р е н ц и р о в ан и я .  Р а с с м о тр и м  основные случаи применения опе
р а т о р а  Гам ильтона .

а. У м н ож ени е  на с к а л я р н у ю  функцию U:

т, / д . д . д \ т, dU . dU , dU < Г1
V £ / =  ( —  t +  —  J ~ Г  g 'a d t / .

V дх ду дг J дх ду дг

В р езу л ьтате  такого  у м н о ж ен и я  получается гради ент  с к а 
л я р н о й  функции. К а к  ви дн о  из приведенной записи, применение 
о п е р а т о р а  к скалярной  ф у н к ц и и  сводится к взятию  производных 
от нее по осям координат.

б. С к ал я р н о е  у м н о ж ен и е  оператора на вектор  F. В резуль
т а т е  та к о го  ум нож ен ия  п олучи м  дивергенцию вектора

v  ( & г ? + - ¿ - 7 + •  <f - 7 + ^ 7 + w =

= 4 - д1 м_+ НЕ* =  div р~,
дх ду дг

В этой  записи орты  н аб л а -в ек то р а  зам ен яю тся  соответству

ю щ и м и  проекциям и в е к т о р а  F,  т. е. согласно п р ав и л ам  скаляр -



ного ум н ож ен и я  двух векторов п о л у ч аем  сумму п р о и зведен и й  

соответствующ их проекций си м волического  вектора  V  и в е к т о 
ра F.

в. В екторное умножение о п е р а т о р а  Г ам и льтон а  на в екто р  F.  
В результате  такого умнож ения получим  ротор в екто р а  F :

V X 'f " ( i 7  +  i 7  +  | l ) x ( F , T  +  F j + F , k ) .

=  ( v ± _  _  al L \ 7 +  ( d-£±  - ^ i ? +  ( 91 i l  _  д1*-Х Ъ  =
V ду  дг )  \  дг дх  )  \  дх  ду )

i i  k
=  д д д 

дх ду дг
Fx F y Fz

г. П рим енен ие  оператора к п рои зведени ю  двух  с к а л я р н ы х  
функций ф и U:

V  (ф- U)  =  g ra d  (фU) = ф V U +  £ /У ф  =
=  Ф g ra d  U + U  g r a d ф.

д. П рим енен ие  оператора к п рои зведени ю  с к а л я р а  ф н а  в е к 
тор F :

V  (ф -F)  =  d iv  (ф/*-) = ф У / 7 +  (F ■ У ф )  =

=  ф g r a d ^ г+  ( . Р ^ ^ ф ) .

В оп ерац и ях  определения г р а д и е н т а ,  дивергенции и р о т о р а  
участвую т только  первые п рои зводн ы е  от с кал яр н ы х  ф у н к ц и й ,  
поэтому эти операции являю тся  д и ф ф ер ен ц и ал ь н ы м и  о п е р а ц и я 
ми первого порядка. Д в а ж д ы  п р и м ен я я  оператор  Г а м и л ь т о н а ,  
можно произвести д и ф ф ерен ц и альн ы е  операции второго п о р я д 
ка. Р ассм отри м  несколько т аки х  о п ераци й .

а. П рим енен ие  оператора Г а м и л ь т о н а  скал яр  но к г р а д и е н т у  
потенциала ф. Т а к  как

V =  { d / d x ) i +  (д/ду)  / +  (d/dz) li ,
а

g ra d  ф =  (дф / d x ) i +  (<?ф / д у ) ] +  (д<р/дг)7 ,

то

V -  g ra d  ф =  V  (У ф) =  V ^  =  div  g r a d  ф =
=  д 2<р/дх2 +  <92ф/ д у 2 +  д 2ц / д г 2 =  Дф.



З д е с ь  символический о п е р а т о р

4  =  д 2/ д х 2 +  д 2/ д у 2 +  д 2/ д г 2

я в л я е т с я  с кал яр н ы м  ди ф ф ер ен ц и ал ьн ы м  оператором  второго 
п о р я д к а  и н а зы в а е т с я  о п е р а т о р о м  Л а п л а с а ,  и л и  
« л а п л а с и а н о м »  о т  ф у н к ц и и  <р.

б. П рим енение  о п е р а т о р а  Гамильтона векторно к градиенту 
п о тен ц и ал а:

V x  (Vcp) = r o t  grad<p =  ( V X V ) 9  =  0.

З д е с ь  V X V  =  0, к а к  в е к то р н о е  произведение дву х  одинаковых 
векто р о в  [см. равен ство  ( 1 . 1 2 ) ] .

в. П рим енение о п е р а т о р а  Гамильтона с к а л я р н о  к вектору

r o t  F:

V -  ( V X f ) = d i v r o t ? = 0 .

З д е с ь  получили см еш ан н о е  произведение трех векторов, из ко
торы х  д в а  вектора  о д и н ак о в ы , а такое произведение равно 
нулю .

г. П рим енение о п е р а т о р а  Гамильтона векторно  к вектору 

ro t  F:

V X  ( V X / -) = V ( V - / r) —  V 2/ 7 =  g rad  d i v / 7 — AF,
где

Д F  =  Д Fxi + A F y j  +  A F zk.

П ри получении этого  в ы р аж ен и я  использована  ф орм ула  век
торной алгебры

А Х ( А Х Т ) = А { А - Т )  —  (А -~ А )Т ,

т а к  к а к  вектор А  р ав ен  оператору  Гамильтона.
В случае двухм ерн ого ,  или плоского, поля  (постоянного 

в д о л ь  оси у)  о п ер ато р ы  Гам ильтона  и Л а п л а с а  имею т вид

V  =  1 (д / д х ) +  k  (d / d z ) ;

A =  d 2l d x 2 +  d 2/ d z 2.

С оответственно б удут  изм ен яться  и в ы р аж ен и я ,  полученные с 
их применением, н ап р и м ер

V X F =  (dFx/dz  —  d F z/d x )  j.



И зучение векторного поля F  м о ж н о  свести к  изучению п о л е й

его с к ал яр н ы х  компонент. П оэтом у  поведение поля F  м о ж е т  
быть определено тремя гр ад и ен там и  с к а л я р о в  Fx, F y, F z и л и  
девятью  производны ми от этих с к а л я р о в  по трем  н а п р а в л е н и я м

■ >
х, у  и z.  О д н ако  обычно векторное п о л е  F  х ар актер и зу ю т  д в у м я  
объемными, или пространственными, производны м и — д и в е р г е н 
цией и ротором, которые в ы р а ж а ю т с я  ч ерез  эти девять  п р о и з 
водных.

У равнениям и поля служ ат  у р а в н е н и я  системы, о п и с ы в а ю щ е й  
поле (оно определяется  одноврем енно и дивергенцией и р о т о 
ром) :

rot F = A ,
(1.35)

diу  F =  В,
~ >■

где А  — вектор; В  — скаляр, я в л я ю щ и е с я  ф ункциями точки п р о 

странства , в котором  существует п оле  F.
Лю бое векторное поле, о б р а щ а ю щ е е  эти уравнени я  в т о ж 

дества, при за д ан н ы х  функциях А  и В  я в л яе т с я  реш ением  с и 
стемы уравнени й  (1.35). Здесь  п р е д п о л а га ет с я ,  что в о б л а с т и

— ►

задан ия  в ек то р н ая  функция F  н еп реры вн о  д и ф ф е р е н ц и р у е м а я ,  
т. е. имеет там  непрерывные ч астн ы е  производные. В этих  р а 

венствах векторн ая  функция А  н а з ы в а е т с я  о б ъ е м н о й  п л о т 
н о с т ь ю  в и х р е й  п о л я  F, а с к а л я р н а я  функция В  — о б ъ 

е м н о й  п л о т н о с т ь ю  и с т о ч н и к о в  п о л я  F.
а. Система (1.35) упрощ ается  д л я  о б ласти  v, в которой п о 

ле  F не имеет вихрей или источников. П ри  отсутствии в и х р е й ,  
т. е. когда поле F  потенциальное,

rot F  =  0 ,
(1 .36)

di\J F =  В.

Так к ак  r o t F  =  0, д олж н а  су щ ество вать ,  к а к  было р а с с м о т 
рено выше, т а к а я  скал яр н ая  ф ункц ия  U,  д л я  которой



причем

d U / d x = F x, d U / d y  =  F y, 6 U / d z = F Zt (1.37)

т. e. проекции в е к т о р а  F  на оси координат  р авн ы  производным

функции U по н а п р а в л е н и я м  этих ж е  осей. Э та  функция Т  и
есть решение систем ы  уравнени й  (1.36). Т а к  к а к  div F  =  B,  с ис
пользованием  р а в е н с т в  (1.37) получим

div~F — div grad U  =  +  =  +  +  =  ш
' дх ду дг dx2 dy* j  dz*

т. e. решение сво ди тся  к  решению уравнени я

A U =  B.  (1.38)

Это уравнение я в л я е т с я  уравнением П уассон а ,  широко приме
няемы м при изучени и гравитационны х и м агнитны х полей.

б. Если ж е

ro t F = A ,
(1.39)

div F =  0 ,

система уравн ен и й  о п и сы вает  соленоидальное, или трубчатое,

поле. Т а к  к а к  d i v / 7 =  0, д о лж ен  сущ ествовать  такой  вектор С,
д л я  которого / ? =  ro t  С.  Это и есть реш ение системы (1.39). П од 
ставл яя  д ан ное  зн а ч е н и е  в первое уравнени е  системы ( 1.3 9 ) ,  
найдем

ro t  ro t С =  g r a d  d iv  С  —  V 2C = X  (1.40)

Если полож ить  d iv  С =  0, то

V 2C =  — А.  (1.41)

в. Если в о б л а с т и  v  возм ож ны  н аруш ения к а к  потенциально
сти, т а к  и со л ен ои д альн ости ,  т. е. когда верн а  система у равн е

ний (1.35), в этой о б л а с т и  можно представи ть  поле F  к ак  сум 
му двух  полей: п отенц иального  и соленоидального  (любое век

торное поле F,  д о стато ч н о  быстро у б ы ваю щ ее  при удалении в 
бесконечность, м о ж е т  бы ть  единственным о бразом  р азлож ен о  
на сумму б езви х р ево го  и соленоидального полей).  Им соответ
ствуют системы (1 .36), (1.39), поэтому

F =  grad  i /  +  ro t  С. (1.42)

З д есь  g ra d  U  —  с к а л я р н ы й  потенциал поля F, a ro t  С — вектор- 
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ный потенциал. Если полож ить div С =  О, получим

V 2U =  B,  V 2C =  — А.  (1 .43)

г. Н аи б о л ее  простой вид и м еет  поле, в котором о т с у тс т в у ю т  
и вихри, и источники. В этом сл у чае ,  т. е. когда поле и п о т е н 
циальное, и соленоидальное,

r o t F = 0 ,
(1 .44)

div F  =  0 .
Д л я  такого  поля из равенства (1.38) при В  =  0 найдем

Д U =  д 2 U / d x 2 +  д2 U/dy2+ д2 U / d z 2 =  0. (1.45)
Это и есть уравнение  Л а п л а с а .  Р е ш ен и е м  системы уравнений*

(1.44) яв л яется  и функция r o t r o t C  =  0, т. е. V 2C =  g r a d  d iv  С,. 
которая  получается  путем п од стан овки  реш ения второго у р а в -

—► У

нения (1.44) F =  r o t C  в первое.
В екторное поле F, удо влетво р яю щ ее  уравнениям  (1.45), т. е̂ . 

являю щ ееся  и потенциальным и со лен ои дальн ы м  в н е к о то р о й  
области v, назы вается  так ж е  л а п л а с о в ы м  в е к т о р н ы м  
п о л е м  в V. П рим ер  лапласового  поля  — потенциальное п о л е  
вне источников.

Уравнения электромагнитного поля

Постоянное электромагнитное п о ле .  М агнитное поле о п и с ы 

вается  векторам и  В  и Н, с в я за н н ы м и  м еж ду  собой с о о т н о ш е 
нием В  =  ц Н ,  где В  — вектор м агн и тн ой  индукции; Н  — в е к т о р  
нап ряж енности  магнитного поля; ц, —  м агнитная  п р о н и ц а е м о с т ь  
среды.

Э лектрическое  поле опи сы вается  тр ем я  векторам и: Е  —  н а 
пряж енности электрического поля;  D  —  электрической  и н дук ц и и ;,

i — плотности тока. При этом

D  =  гЕ ,  i — у Е  =  —  Е,
Р

где е — диэлектрическая проницаемость среды; у — у д ел ьн ая  
электропроводность; р — удельное сопротивление.

Основной закон  постоянного электром агн и тн ого  поля  —  это- 
закон Би о  — С ав ар а ,  который в д и ф ф ер ен ц и ал ьн о й  ф о р м е  и м е 
ет вид

rot H =  4n,i/c,



гд е  с — электродинамическая постоянная. Это уравнение связы
в а е т  напряженность поля с током в данной точке. Из него вид
но, что магнитное поле является  вихревым в точках, в которых 

:имеются токи, и безвихревым в точках отсутствия токов. Закон 
Б и о— Савара в интегральной форме

5 Hdl = 4nljc, 
где I — величина тока.
Рассматривая совместно постоянные магнитное и электрическое 
поля, получим систему уравнений, описывающую эти поля:

ro t#  = 4m'/c, rot£ ' = 0; 

d iv B  = 0, d ivD = 4np.
Эта система содержит пять неизвестных векторных функций. 
Некоторые из них взаимосвязаны. С учетом этой связи приве
денная система уравнений сводится к двум  системам уравне
ний (1.36) и (1.39), рассматриваемым совместно. Остановимся 
более подробно на системе уравнений переменного электромаг
нитного поля.

Переменное электромагнитное поле. Рассмотрим вначале 
первые два уравнения системы — первые д ва  уравнения М акс
велла. Д ва  основных уравнения электродинамики, которые я в 
ляются обобщением известных законов Био — С авара и Ф ара
дея, можно записать в виде

i Hi<U=— \ l ndS\ (1.46)
i с  s

I' Etdl=  -  —  —  I’ BndS.  (1.47)
i с dt s

Здесь с — скорость света  в пустоте; Hi и Ei — проекции векто
ров Я  и £  на направление касательной к контуру I (I — про
извольный замкнутый контур; S  — поверхность, ограниченная 
им). Уравнение (1.46) связы вает циркуляцию вектора магнит
ной силы вдоль контура некоторой поверхности S  с величиной

- >
потока вектора полного тока / через поверхность. Уравнение
(1.47) связывает циркуляцию вектора электрической силы Е с 
производной по времени от потока вектора магнитной индук
ции В через поверхность.

Применим к левым частям (1.46) и (1.47) формулу Стокса:

f Htdl=  f rotn HdS ;
/ s

i Eidl=  W nE d S  .
i s



Тогда

[ гей» Я  ¿ 5  =  —  | ¡пйБ;
5 С в

§ го1„ ~Е (18= -  — —  | 'в п<18,
Б  С Л  5

ИЛИ

го\пН - 4- у  / „ ) ^  =  0 ;

а  го\пе + ± .* % Л  сг5 =  0 .
5 V с  & ;

Эти уравнения верны для любого контура, вклю чая и элемен
тарный, ограничивающий элемент поверхности ¿ 5 .  На основа
нии этого можно принять, что приводимые интегралы равны 
нулю из-за равенства нулю их подинтегральных выражений. 
Поэтому

го^  Я  =  —  1п\
С

, 1 дВпго^ Е =  —
■ д1

Здесь нормаль п к поверхности 5  имеет произвольную ориенти
ровку, так как  поверхность 5  произвольная. Поэтому можно з а 
писать

го1 Я  =  — Т  +  А  _£
& \4я

(1.48>

т о \ Е =  -  —  —  , (1.49)
с  сИ

где в (1.48) значение / заменено:

7 = 7 +  ± ( 1
01 \4л

Здесь / — плотность тока проводимости; —  — плотность
д1 \ 4л /

тока смещения; / — плотность полного тока, или полный ток.
Равенства (1.48) и (1 .4 9 )— это первое и второе уравнения 

М аксвелла в дифференциальной форме. При этом первое ур а в 
нение выражает тот факт, что магнитное поле создается не 
только при перемещении электрических зарядов , но и при изме
нении электрического поля во времени. Второе уравнение от



раж ает  факт возникновения электрического поля при измене
нии во времени магнитного поля, т. е. является дифференци
альной формой записи закона электромагнитной индукции Ф а
радея.

Другие д в а  уравнения М аксвелла (соответственно третье и 
четвертое) следую т из интегральных уравнений

I DndS = 4nq\ (1.50)
5

BndS =  0. (1.51)
s

Здесь (1.50) в ы р аж ает  поток электрической индукции через 
замкнутую поверхность S  — он равен 4лq, где q — полный з а 
ряд, заключенный внутри этой поверхности. Поэтому эта форму
л а  описывает электрическое поле, существующее вокруг з ар я 
дов. Уравнение (1.51) говорит об отсутствии магнитных зар я 
дов. Запишем (1.50) и (1.51) в дифференциальной форме. 
С этой целью рассмотрим следующие пределы в случае, когда 
поверхность 5  стягивается к  некоторой точке М внутри области, 
в которой находится заряд  q:

lim —  f DndS =  div D ; 
o-O v 's

lim —  I BndS =  div В .
v-kO V S

Здесь v — объем, ограниченный поверхностью S.
Р ассм атриваем ы е пределы дают значения объемных про

изводных векторных полей D и В — пределы отношений скаляр 
ных потоков этих векторных полей через замкнутую поверх
ность S , окружаю щ ую  точку М, к объему и, ограниченному 
этой поверхностью, когда последний стремится к нулю. По оп
ределению, эти пределы соответствуют дивергенции векторов
D и В. Беря такой ж е предел от правой части (1.50), найдем 

lim =  4 jx lim —  =  4лр ,
о->0 V v—*0 v

где р — плотность электрического заряда . Поэтому уравнения
(1.50) и (1.51) в дифференциальной форме можно переписать:

d ivD  = 4np; (1.52)

div ß  = 0. (1.53)

Объединяя эти формулы с равенствами (1.48) и (1.49), 
окончательно запишем



ГО ш  =  —
С

(1.54)

сНу В = 0, сНу/) = 4лр.

Эта система уравнений определяет систему уравнений электро
динамики, или систему уравнений М аксвелла. Ей в интеграль
ной форме соответствуют уравнения (1.46), (1.47), (1.50),
(1.51), которые выражают соотношения м еж ду  величинами, от
носящимися к различным точкам пространства, конкретнее, 
м еж ду точками поверхности 5  и контура I и только м еж ду 
точками поверхности 5 . Уравнения в дифференциальной форме 
выражают соотношения м еж ду величинами, относящимися к од
ной и той ж е  точке, — м еж ду их значениями, характеризую щ и
ми окрестность этой точки.

Система уравнений (1.54) отличается от системы соответст
вующих четырех уравнений для  случая постоянного электро
магнитного поля тем, что она учитывает и возбудители перемен-

—* -

ного поля — вихри поля Н, возникающие в местах  изменений
электрической индукции Д  и вихри поля Е, возникающие в
местах изменения магнитной индукции В. В частном случае, 
когда в первых двух уравнениях системы (1.54)

из нее получается система уравнений постоянного поля.
В изотропной среде система уравнений М аксвел л а  (1.54)

дополняется соотношениями, связывающими ¿, Д  В:

0  = гЕ, В = цН, I = у(Е + Ест).

Эти соотношения такие же, к а к  и в случае постоянного поля. 
Здесь функция Ест — часть вектора поля, соответствующая сто
роннему полю. Система уравнений (1 .5 4 )— наиболее общая. 
Из нее в различных частных случаях можно получить уравне
ния, описывающие те или иные поля, связанные с различными 
явлениями или процессами в природе. Рассмотрим несколько 
наиболее важных частных случаев.

а. Волновые уравнения. Принимая В = \1Н, 0  =  еЕ, следова-
тельно дй/д1 = гдЕ/д1, перепишем равенства (1.48) и (1.49)
только через векторы Е и Н в виде (¡=уЕ)

Л



с rot H = 4 n 4 E + sdE/dt; (1.55)

с rot E = — iidH/dt. (1.56)
Применяя операцию ротора к обеим частям последнего равен
ства, найдем

, , г- д  rot Нс rot rot Е = — U,------- .
^  dt

Так к ак

rot rot Е = g rad  div Е — АЕ,

то

с (g rad  d iv £  — АЕ) = — цЗ rot H/dt.
С учетом равенства (1.55) запишем

с2 (АЕ — grad div Е ) =  ц —  ( 4яу  Е -J- е —
dt \ dt

или

д2 Е 4 я"у  д  Е с2 , _ _ ч
—  + —  -  =  - ( 4 £ - g ra d d , v £ ) .  (1.57)

При отсутствии электрических зарядов, т. е. в случае, когда 
d i v £  = 0, из (1.57) получим

: =  ^ Л £ .  (1.58)dt2 е dt  е(д, 4 ’

Точно такое ж е  уравнение получим и для вектора Н, если при
меним операцию ротора к первому уравнению М аксвелла 
(1.55):

(1.59)
а/2 е dt ец  v '

Эти уравнения являются в о л н о в ы м и  у р а в н е н и я м и  
для случая  однородной изотропной среды, в которой плотность 
зарядов р равна нулю. Они называются такж е  т е л е г р а ф 
н ы м и ,  т а к  к ак  их впервые применили при изучении распрост
ранения тока  по кабелю.

Если в (1.58) принять "f = 0, получим

d2E/dt2= (с2/гц)АЕ. (1.60)



Это^— волновое уравнение д л я  непроводящей среды (совер
шенный диэлектрик). Если в (1.60) заменить Е функцией, х а 
рактеризующей сжатие или разрежение в среде или относи
тельное изменение плотности при движении, получим уравне
ние, описывающее закон распространения з в ук а  в воздухе.

б. Уравнение теплопроводности. Предположим, что в (1.58) 
и (1.59) вторые производные по времени

д 2£У<3/2 = 0 ; д2Н/йР = 0.
Тогда эти равенства перепишутся в виде

«■*•)

Д " = 4- Т 1 г -  <>■«>

Полученные уравнения являю тся у р а в н е н и я м и  т е п л о 
п р о в о д н о с т и ,  так  как  уравнения такого типа (при замене 
Е или Н полем температур среды) описывают теплопередачу 
в среде. Уравнения (1.61) и (1.62) можно получить из (1.48), 
(1.49) совершенно так же, к а к  и волновые уравнения, если пре
небречь в них плотностью тока  смещения, т. е. величиной <ЗД/с̂ . 
Д ля  этого необходимо, чтобы поле изменялось достаточно мед
ленно и чтобы электропроводность среды была бы относитель
но большой, т. е. величина (/)/4я) в (1.48) долж н а  быть от-

носительно малой по сравнению с

Уравнения Пуассона и Л апласа

Д ля  случая постоянного поля, когда Е и Н не зависят  от 
времени, из (1.56) получим

r o t £ = 0 ,

т. е. Е — соответствует потенциальному полю. Поэтому, к а к  бы 
ло показано выше, должна существовать т а к а я  с к ал яр н ая  
функция (потенциал поля), что

grad  U = E.

Подставив эту функцию в четвертое уравнение из системы
(1.54) и заменив вектор D согласно формуле

Ъ=гЕ,



найдем

div D = div (гЕ) = е  d iv g r a d  U = еД£/ = 4лр.
Отсюда

&U = 4яр/е. (1.63)
Это уравнение является  уравнением Пуассона. Оно будет 

получено ниже. В частном случае, когда плотность р = 0, из 
(1.63) следует уравнение Л ап л аса  Д£/ = 0.

Эти уравнения Пуассона и Лапласа имеют важное значе
ние в теории потенциала и широко применяются при изучении 
элементов гравитационного и магнитного полей. Уравнение Пу
ассона для  случая потенциалов силы притяжения

Д U = д2 U/дх2 + д2 Ujdy2+ д2 U/dz2= — 4я Go, (1.64)
где о — плотность распределения масс. Оно описывает скаляр
ные поля потенциалов в точках  областей, занятых массами, 
т. е. внутри масс. В общем случае согласно системе уравнений
(1.36) и ее решению (1.38) можно утверждать: если поле F 
удовлетворяет уравнениям ro t/ r=0, div F = B, то оно однознач
но определяется одной функцией U, такой, что F = g r a d  U, а ве
личина A U = B (в нашем случае  В = —4 я б а ) .

В области отсутствия м асс  потенциал силы притяжения 
удовлетворяет уравнению Л апласа

Д U = д 2 U/дх2 + д 2 U/ду-2 + д 2 U/dz2 = 0. (1.65)
К ак  было показано выше, это уравнение — частный случай 
уравнения Пуассона и получается из него при а = 0.

Функции U, заданные в некоторой области пространства v 
и удовлетворяющие в ней уравнению Лапласа (при условии су
ществования и непрерывности первых и вторых производных 
функции U по осям координат), называются г а р м о н и ч е 
с к и м и  в этой области. Гармоническими называются и поля, 
удовлетворяющие условиям (1.44), т. е. являющиеся одновре
менно и потенциальными, и трубчатыми.

В случае двухмерных аномалий, когда массы распределены 
с постоянной плотностью параллельно оси у (плоские поля), 
уравнения Пуассона и Л ап л аса  примут вид

д 2 U/дх2 + д 2 U/dz2 = — 4л Go; д2 U/dx2+ d 2 U/dz2 = 0.

Вопро сы для  самоконтроля

1. Ч то тако е  уровенная поверхность и уровенный слой?
2. Что тако е  градиент скалярн ого  поля? По какой формуле он опреде

л яет с я ?  С каки м  направлением совп адает  направление градиента в прост
р ан стве? К ак  связан  градиент с потоком поля?



3. Что тако е  дивергенция поля? К а к  можно определить дивергенцию  
вектора? К акое поле называется соленоидальным, или трубчаты м ? К ак  с в я 
зана дивергенция с потоком поля?

4. Что тако е  ротор, или вихрь, п о ля? К ак  можно определить ви хрь по
л я?  К акое поле назы вается потенциальным? К ак связан  вихрь с потоком  
поля?

5. К акие условия необходимы и достаточны  для потенциальности п о ля? 
К ак можно определить потенциал поля? К ак  можно определить си лу п р и тя
жения через потенциал поля?

6. К акое поле называется квазипотенциальны м? Какой физический см ы сл  
имеет потенциал притяжения? Что тако е  векторный потенциал? Чем он от
личается от скалярного потенциала?

7. Какими уравнениями можно з а д а в а т ь  поле в общем виде, потенциаль
ное и соленоидальное поля?

8. К акие поля описывают уравнения П уассон а и Л ап ласа?



Г Л А В А  II

ВИДЫ ПОТЕНЦИАЛОВ ПРИТЯЖЕНИЯ

§  7.  П О ТЕ Н ЦИ АЛ  П Р И Т Я Ж Е Н И Я  ТОЧЕЧНОЙ М А С С Ы  
И С И С Т Е М Ы  Т О Ч Е Ч Н Ы Х  М А С С

Объемная гравитационная и точечная массы

Будем считать, что массы, занимающие некоторую заданную 
область пространства (объем i>), распределены в ней непре
рывно с некоторой объемной плотностью а таким образом, что 
существует предел

lim aAv = Am,
A v- уО

где Av и А т  — элементы объема и массы, взятые с центром в 
некоторой точке объема М (|, т), £). Отсюда a = dmjdv. Здесь 
плотность а — функция точки М, т. е. координат точки £, т], 
Она всюду внутри поверхности S, ограничивающей объем и, 
является  непрерывной и ограниченной функцией. Вне поверх
ности она равна нулю, т. е. при переходе из внутренней об
ласти во внешнюю значение плотности меняется скачкообраз
но. Общая масса тела

т =  J adv.
V

Если плотность постоянна, то m = av.
В случаях, когда размерами тела можно пренебречь, т. е. 

когда расстояние м еж д у  д вум я  наиболее удаленными друг от 
д р уга  точками тела мало по сравнению с г (г — расстояние 
м еж д у  точкой М и точкой Р, в которой рассматривается притя
жение тел а ) ,  массу тела можно принять за точечную, помещен
ную в точку М.

Потенциал притяжения точечной массы

Пусть задана область пространства v, ограниченная замкну
той поверхностью S . Переменную точку с координатами |, г), 
£ в области V обозначим через М. Будем считать, что точка М 
принадлежит массам и является  центром притяжения, поэтому 
назовем ее притягивающей. Пусть точка Р с координатами х, 
у, z подвергается действию сил, т. е. является притягиваемой.



р

Рис. 7. Точечная масса т  и направления 
вехторов F u r

Точка Р (х, у, z) обычно фиксированная, она может находить
ся внутри поверхности S, на ней или вне ее (рис. 7 ).

Будем рассматривать силу притяжения к ак  вектор, прило
женный к точке Р и направленный к точке М (к  м асс ам ) .  З а
положительное направление радиуса-вектора г примем н а 
правление от точки М к точке Р (от масс к притягиваемой 
точке), т. е. начало его совместим с точкой М(%, rj, £), а конец 
с точкой Р (х, у, z ) :

7=  (х -  1)7+ (у -  т])7+ (г — 1 )Х

где i, /, k единичные векторы, имеющие направления осей ко 
ординат; х ~ 1 , у —т), г —£ — составляющие радиуса-вектора по 
осям координат.

Величина и направляющие косинусы г определяются по 
формулам

г = У  { х ~ 1 у + { у ~ цу + ( г  — 1 у ,
cos a  = dr/dx= (х — |)/г,

(П.1)
cos $ = дг/ду= (у — г]) /г, 
cos у = dr/dz= (z — I) jr.
Если рассмотреть производные от некоторой заданной и ссл е 

дуемой функции f(r)  по координатам х, у, z и |, ri, С, л е гк о  
убедиться, что

df(r) _  df(r) д](г)=  ^ d ß r )  df(r) _  df(r) 

dx dy d\\ dz dt,

Пусть в точке M (g, rj, £) находится частица с массой т ,  
а в точке Р (х, у, z) — единичная масса . В этом случае на точ
ку Р по закону Ньютона действует сила, численно равная

F = — Gmlr2. ( и  2 )

Знак минус в этой формуле учитывает, что F u r  н аправлены  
по одной линии, но в противоположные стороны.



Проверим, является  ли силовое поле F  потенциальным.
С этой целью определим проекции функции F по осям коорди
нат. По оси х с учетом cos а  из равенства (I I .1) получим

Fx=  | ? ]co s ( fT * )  - Î ?  I cos (г, *) =

= — IF I cos a  = — G(m/r2) (x — \)lr , 
т. e.

Fx = - G ( m l r * ) ( x - l ) ,
Fy =  — G (m/r3) (y — r j ) , (II.3)
Fz =  — G(m/r3) (2  — Ç).
Необходимое и достаточное условие потенциальности поля 

rot F = 0 , т. е.
д-^г_dFy __Q . dFx__a £ j_ Q .  dFy ___  Q. (H 4)
dy dz ' dz dx ’ ôx ôi/

Поэтому найдем производные dFz/dy и dFJdz  (проверим 
только выполнение первого из трех равенств (II.4). Получим

dFz/dy = 3Gm(z — £) (у — -ц)/г5\ 
dFy/dz = 3Gm(y — r]) (z — Ç)/r5.

Подставив полученные значения производных в первое равен
ство из (II .4) , легко убедиться в том, что оно выполняется.

Аналогично можно показать  и справедливость двух других 
равенств из (II.4) д л я  функции F. Это говорит о том, что поле
векторов F потенциальное. Поэтому должно выполниться ра
венство (1.23), т. е. долж ен  существовать потенциал поля F —
функция V, причем связь  м еж ду  проекциями F и производными 
от функции V по осям координат выражается равенствами

dVldx = Fx ; dV/dy = Fy\ dV/d z= F z.
П одставляя сюда полученные выше значения проекций Fx, Fy 
и Fz, найдем

dV/dx= — Gm(x — g ) /г3,
dVldy = — Gm(y — r\)/r3, (II.5)
dV/dz= — Gm(z — Ç)//"3.

Л егко  убедиться, что эти равенства выполняются, если
V(P) = Gm/r. (II.6 )

Таким образом, потенциалом векторного поля



является функция, определяемая равенством (11.6). Это и есть 
потенциал массы т ,  заключенной в точке М (точечной м а с с ы ) ,  
т. е. так  называемый п о т е н ц и а л  п р и т я ж е н и я  т о ч е ч 
н о й  м а с с ы .  Значение этого потенциала, к а к  видно, обратно 
пропорционально расстоянию г.

Отметим некоторые с в о й с т в а  потенциала точечной м а с 
сы (11 .6 ).

Функция V (Р) конечна, непрерывна и однозначна во всем  
пространстве, за исключением точки М, в которой она о б р а
щается в бесконечность.

Частные производные любого порядка от функции V (Р ) по 
координатам точки Р такж е функции конечные, непрерывные и 
однозначные во всем пространстве, за  исключением точки М, 
в которой все они обращаются в бесконечность.

Когда точка Р—>-оо, функция V (Р) и любая частная произ
водная от нее стремятся к нулю. В случае потенциала V это
видно из ( 11 .6 ) и связано с пределом Нш —  = 0 .

Г-+СО г
Во всем пространстве, за исключением точки М, функция У 

удовлетворяет уравнению Л ап л аса

А у  = д2 У ¡дх2 + д2 У/ду2+ д2 У/дг2 = 0.
В самом деле, пользуясь равенством (11.5), получим

дх2 дх \ дх ) г°

д у  д у  У д у )  \_ г> гъ
д'У _  д  ¡ д У \  __г. Г 1 . о= в т \ ~  — +  3
дг 1 д г  \ д г  )  |_ г3

Склады вая  полученные значения вторых производных, н айдем  
А У = 0 .

Это ж е  можно показать, используя уравнения поля (1 .44 ) ,  
решением которых является равенство (1.45). Рассматриваемое’ 
поле силы притяжения вне точки М относится к этому случаю ,
в таком поле отсутствуют источники, поэтому сПу Т ^О .

Отметим, еще, что поверхностями уровня У (Р ) =  С = с о п $1 
для потенциала притяжения точечной массы являю тся сферы, 
центры которых леж ат  в точке Р.

Потенциал притяжения системы точечных масс

Пусть задано некоторое конечное число & точек М и М2, 
Мз, . . ,  Мъ с заключенными в них массами т.\, гпъ, гпз, . . т к 
(рис. 8 ) .  Пусть такж е ги г2, . . . ,  гк — расстояния от некоторой



Рис. 8. Точки М\ и расстояния м еж ду  ними и 
точкой Р

фиксированной притягиваемой точки Р до точек соответствен
но Ми М2, . . .  Мк. Б удем  считать, что в точке Р  заключена 
единичная масса и Р не совпадает ни с одной из точек М,- (£= 
=  1, 2, . . . ,  &). Тогда по закону Ньютона от точек Л1,- на точ
к у  Р будут действовать силы

/71 = —
^2 = — О т 2/г22;

Рк = — С т к1г2к.

По правилу сложения сходящихся сил равнодействующая этих 
сил численно равна

в д = - с ( ^ + л + . . . + =. )  =  _ с | ; ^ .  (п .? )
' 1  2 ' к ' ¡= 1 ' I

Аналогично на основании равенств (II.3) для  проекций силы 
на координатные оси м ож ем  написать

— О 2  («¿/г,-3) (х — 1 , ) ;
1=1

Ру = — в  2  (тг/г,-3) (у  — Г),);
1=1

/гг = — в  ^  (Ш1/п3) (г — £*).
1= 1

Нетрудно видеть, что эти выражения Т7*, FJ/ и будут рав
ны частным производным по координатам х, у  и 2  от функции

К ( ^ ) = < ? 2  («</о), (II.8 )
(=1



которая является  потенциалом силы притяжения (И .7 ) .  Эту 
функцию V(Р) можно рассматривать к ак  сумму потенциалов 
притяжения всех точечных масс данной материальной системы:

у = 2  Vf, Vi^Gmiln.
¡=i

Приведенные формулы вы р аж аю т имеющий важное п ракти 
ческое значение принцип так  называемой с у п е р п о з и ц и и  
п о л е й  о т д е л ь н ы х  и с т о ч н и к о в ,  заключающийся в на
ложении полей без их взаимного влияния друг на друга .

Потенциал, выраженный формулой (II.8 ) ,  определяет п о 
т е н ц и а л  п р и т я ж е н и я  с и с т е м ы  т о ч е ч н ы х  м а с с .  
Он обладает всеми перечисленными выше свойствами потен
циала притяжения точечной массы. Надо только из области дей 
ствия силы F и ее потенциала исключить не одну точку М, к а к  
это было сделано выше, а все k точек Mi. Во всех этих точках 
функции F, Fx, Fy, Fz и V обращаются в бесконечность и по
этому рассмотренные свойства действуют во всех точках про
странства, кроме точек Некоторые свойства разберем более 
подробно.

Обозначим через г расстояние от точки Р до начала коор
динат, через т с суммарную массу  системы, т. е.

г= V  x2 + y 2 + z2-,
k

ГПс = ТП\ + ТП2 + . . .  “Ь М-к = 2
¿=1 '

Можно отметить, что, когда точка Р  неограниченно уд ал яет ся  
от начала координат и от притягивающих масс, функция V, 
оставаясь всюду положительной, неограниченно убы вает  таки м  
образом, что

lim (rV) = G 2  mi = Gmc.
Г-»оO i=1

Это свойство, т. e. то, что при г—>-оо значение V— >-0, верно 
и для любой частной производной функции V. При этом

lim [ г2 —  )  =  lim ( =  lim ( г2 \ = — Gmc .
г -*-оо \ дх )  г-̂ оо \ ду  / Г—*оо V 0Z /

■ >
Действительно, так  как F =  g ra d  У, т. е.

dV/d x = Fx- dV/dy = Fg\ dV/dz = Fz,
из приведенных выше выражений для  проекций вектора силы 
притяжения следует, что при г—>-оо



X— li
< 1 ; у — щ < 1 ; z - t i

n П n
т. е. потенциал V — функция, регулярная на бесконечности.

Во всех точках пространства, за исключением точек Aij, по
тенциал V удовлетворяет уравнению Лапласа

д 2 V/dx2 + д 2 V/dy2 + д 2 V/dz2 = 0.

В самом деле

=  J L ( ? L \  = 9I j l =  з с у  G y  т _ .
dx2 dx \dx) dx r5,- r3i

d2V =  dFy_ =  3G  у  mi{y— x\i)2 _ Q y  m_. 
dy2 dy r*i r?  '

dW _  dFz _  3^  * пц(г — gf)2 _ q у  
dz2 dz j r?

С уммируя эти равенства, легко убедиться, что AV=0.
Что ж е  касается уровенной поверхности, то она д аж е  для 

системы, состоящей из д ву х  точек, имеет сложный вид, но об
л ад ае т  всегда тем свойством, что направление равнодействую
щей сил притяжения, действующих на точку Р, совпадает с на
правлением нормали к поверхности уровня, проходящей через
эту  точку. Это следует из равенства /: = g r a d  V, т. е. F=(dV/
dn\ni и (dF/dl) = (dV/dn) cos (I, n), где n — нормаль в точкеP
к  уровенной поверхности функции V; п\ — единичный вектор, 
имеющий направление этой нормали; I — некоторое произволь
ное направление.

Первое из этих равенств говорит о том, что в потенциаль
ном поле вектор F всегда направлен по нормали к уровенной 
поверхности функции V, а из первого и второго равенств следу
ет, что вектор F всюду имеет направление, совпадающее с на
правлением наиболее интенсивного изменения потенциала V.

Направляющие косинусы нормали к уровенной поверхности 
V(x, у, z ) = C =const соответственно

cos (я , х) =  —  / V {dV!dxf  +  (dVIdy) 2 +  (dV/dz)2 ;
дх

cos (n, у) ——  / VidV/dxf +  (dVtdyf +  (dV/dzf;
dy

cos (n, z) =  —  / у (dVtdxf +  (dV/dy) 2 +  (dV/dz)2, 
dz



где

/ © ■ + е т + © ‘ = т + я ” + р ' = 1 П '

§  8. П О ТЕ Н Ц И А Л  П Р И Т Я Ж Е Н И Я  О Б Ъ Е М Н Ы Х  М А С С

Рассмотрим более сложный случай, когда притягиваю щ ая 
система состоит из бесконечного множества материальных точек 
(материальных частиц), т. е. представляет собой непрерывно 
протяженное материальное тело.

Пусть внутри области v находится сплошное распределение 
масс. Плотность распределения масс  о меняется от точки к  точ
ке, т. е. является функцией координат точки. Пусть с ум ен ьш е
нием элемента объема Av количество заключенной в нем м а с 
сы А т —>-0 , но таким образом, что

lim (A m /A v) =а,

т. е. масса т  — не только непрерывная, но и дифференцируе
мая функция координат. В этом случае производная от массы  
по объему приобретает значение плотности, т. е. можем напи
сать

йт/йи = а или с!т=ас1и.
Принимая элемент объема за  материальную точку, совпа

дающую с точкой М и обладающую массой (1т, получим (рис. 9) 
йУ = С й т/г,  где ¿¿У — потенциал силы, с которой р ассм атр и вае 
мый элемент объема притягивает некоторую точку Р  с единич
ной массой (точка Р может находиться вне масс, на поверхно
сти и внутри масс). Заменив к аж д ы й  элемент объема м атер и 
альной точкой, получим систему неподвижных материальны х 
точек. Так к ак  потенциал системы точечных масс равен сум м е  
потенциалов составляющих масс , суммируя значение йУ  по 
всем элементарным объемам в пределе, когда Av—»-0 , а  число 
элементарных областей неограниченно возрастает, получим

(П-9)

Рис. 9. Элемент объема, точка М  
объемного тела и расстояние г 
м еж ду  точками М и Р



Это выражение и определяет потенциал притяжения объемных 
масс.

Приведем еще одно выражение для потенциала притяжения 
объемных масс для  случая  однородных по плотности тел. Этот 
вид записи позволяет определить значения рассматриваемого 
потенциала через интеграл по поверхности S  объема v, зани
маемого массами.

При постоянной плотности получим

V (P )=  Go j  —  .
V г

Т ак  к ак

г* = (х — I ) 2  + (у — л ) 2 + (г — Ç)2, 
получим

гдг/дх=х —
Дифференцируя эти выражения по х , найдем 
(дг/дх) 2 + г (д2г/дх2) = 1 .
Аналогично, беря производные от г по переменным у я г, 

найдем

Î Ê L \ 2M r ^ L — \- [  дг \* дРг ,
U J  + V  ’ ( i r )  + г м  =  1 -

С к л ад ы в ая  эти три выраж ения, получим 1 + А гг  = 3, где учте
но, что

(дг/дх)2 + (дг/ду) 2 + (дг/дг) 2 = 1 .
Поэтому \/г=Аг/2.
Заменив по этой формуле функцию 1 /г в выражении по

тенциала объемных масс, найдем

V (P) =  —  G J  Ardu.
2 v

На основании формулы Грина для одной функции запишем 
(см. гл. I II) :

у  (/>) =  -£_ G J  Ardu =  —  G f —  d S .
2 и 2 s  дп

Здесь

J (дг/дп) dS =  j cos ф dS ,
«S 5

гд е  ф — угол м еж ду радиусом-вектором точки Р и внешней нор
м алью  к поверхности 5 .



С учетом этого интеграла получим

у (Я) = 6— Г С05ф ^ .
4 2 ^

Эта формула является формулой Гаусса .

Основные свойства потенциала притяжения объемных масс

а. Замечательное свойство потенциала притяжения объем 
ных масс заключается в том, что в отличие от потенциала то
чечной массы он никогда не обращ ается в бесконечность, д а ж е  
тогда, когда точка Р лежит внутри области и (в этом случае  
расстояние г от точки Р до одной из точек, в которой находится 
масса <1т ,  обращается в нуль, из-за чего ( 1/г)->-оо, но значение 
потенциала имеет конечную величину, что будет показано 
ниже).

б. Потенциал притяжения объемных масс для всех точек 
пространства, расположенных вне притягивающих масс, уд о в 
летворяет уравнению Лапласа

\ У = д 2 У/дх2 + д 2 У/ду2 + д 2 У/дг2 =  0 .

В этом легко убедиться, определив из (П.9) соответствующие 
значения вторых производных.

Действительно,

получим А У = 0 .
в. Во всех внутренних точках объема V потенциал п р и тяж е

ния объемных масс

]
Аналогично



удовлетворяет уравнению (или теореме) Пуассона

А V=  — 4 л Ga.

Справедливость этого равенства была показана в гл. I. Вер
на и теорема, обратная теореме Пуассона, а именно, если функ
ция V, непрерывная во всем пространстве вместе с ее первыми 
производными, гармоническая вне области v и регулярная на 
бесконечности, удовлетворяет внутри v уравнению Пуассона, 
то V — потенциал притяжения объемных масс, распределенных 
в объеме v с плотностью а, т. е. функция (II.9 ) .

г. Потенциал притяжения объемного тела так ж е  является 
функцией, регулярной на бесконечности, т. е. lim (rV) = Gm,

Г—>00
гд е  т  — общая масса рассматриваемого объемного тела.

При этом сама функция V стремится к нулю: lim F = 0 .
Г-* СО

Чтобы показать справедливость значения первого из указан 
ных пределов, поступим следующим образом [ 1 ]. Поместим 
последовательно всю м ассу  тела в ближайшую к точке Р и в  
наиболее удаленную точки Mi и М2 (рис. 10). Д л я  этих точек 
М 1 и М 2 запишем вы раж ения потенциалов по формуле для то
чечной массы (когда r^ -оо, тело конечного объема можно з а 
менить точечной массой): Vi = Gm/ri\ l/2 = Gm/r2, где п  и г2 — 
расстояния от точки Р соответственно до ближайшей и наибо
лее удаленной точек; т  — суммарная масса объемного тела.

Значения двух приведенных потенциалов будут удовлетво
рять  неравенству

G — <G J — <G —
гг v T  rx

или

Gm/r2<  V<Gm//'i.

Умножив это неравенство на г и перейдя к пределу при г-*оо, 
Г\-+оо и Г2 -+0 0 , получим искомое значение

Рис. 10. Взаимное расположение точек 
объемного тела М, М\9 М 2 и Р  при дока
зательстве регулярности на бесконечности

l im (rV) = Gm,
00



lim (r/n) = l im  (r/r2) = 1 .
r-> oo Г—>co

д. Д ля  потенциала притяжения объемного тела предел
lim (r2dV/dr) = Gm.
Г—»OO

Значения рассмотренных пределов даю т право утверждать*, 
что в случаях, когда расстояние г намного больше линейных 
размеров тела объема v произвольной формы, справедливы при
ближенные равенства:

V^Gm/r; dV/dr&— Gm/r2, 
где m= j' dm — суммарная масса тела.

V
Таким образом, любое объемное тело, когда точка Р д о с т а 

точно удалена от него, притягивает ее к  себе совершенно т а к  
же, как  и материальная точка М с массой т ,  удаленная от 
точки Р на расстояние г. При этом точку М можно поместить 
в центр массы тела.

На основании значений указанных пределов следует з а к л ю 
чить, что, во-первых, потенциал объемных масс и его п ервая  
производная являются функциями координат точки Р, ограни
ченными и непрерывными во всем пространстве, и, во-вторых,, 
при удалении точки Р в бесконечность функция V(P) стремит
ся к нулю, к ак  1 /г, функция dV/dr стремится к  нулю к ак  1/г2.

е. В любой ограниченной области v, расположенной вне при
тягивающих масс, потенциал объемных масс  не может иметь hhi 
максимума, ни минимума. Максимальное или минимальное з н а 
чение потенциала может иметь место только на границе этой 
области, т. е. на ее поверхности 5 . Справедливость этого поло
жения для любых гармонических функций, будет доказана ни
же, при рассмотрении свойств гармонических функций.

ж. Если 5  — некоторая зам кнутая  поверхность (произволь
ной формы), включающая массы, а т  — суммарная величина 
этих масс, расположенных внутри или на поверхности S , имеет- 
место равенство

J (dV/dn) d S =  — 4nG j  dm =  — 4nGm ,
S ü

где v — объем, ограниченный поверхностью S\ V — потенциал1 
притяжения указанных масс.

Если ж е S  — некоторая зам кн утая  поверхность, взятая  в н е  
масс, а V — потенциал притяжения этих объемных масс, то в с е 
гда справедливо равенство

J (dV/dn)dS = 0.
s



Справедливость этих двух равенств будет показана при рас
смотрении следствий формул Грина (см. гл. III).

Потенциал притяжения однородного шара

Выражение д л я  потенциала притяжения объемных масс в 
каждой данной точке Р  зависит от формы тела и от распреде
ления масс внутри него. Интеграл (II.9) вычисляется в элемен
тарных функциях только для отдельных тел простейшей формы. 
Рассмотрим его значение для однородного по плотности шара.

Из выражения д л я  потенциала притяжения объемных масс 
при постоянном значении о легко найти выражение для потен
циала притяжения однородного шара радиусом R.

Перейдем к сферическим координатам:

г2 = р2 + т 2 — 2 рт eos 0 ; 
dv = т 2 sin QdQdcpdr,

где ОР = р; МР = г\ ОМ = т (рис. 11), при этом т меняется от О 
до  R, ф — от 0  до 2 я ,  а 0 — от 0  до я.

Поэтому

, г / ^ i  л1 ?  та sin 0 d 0 d ф d х

Интегрирование этого выражения по ф дает 2я. Д ля интег
рирования по 0  обозначим

р2 + т2 — 2 рт eos 0 = t.
Тогда

d t= 2 px s i n 0 d0 .

Д ля  новых пределов интегрирования

¿ н = ( р  — т ) 2, 4 = ( р  +  т ) 2,

где индексы н и в  — обозначения нижнего и верхнего пределов.

Рис. 11. Расстояние м еж д у  точками О, М 
и Р  при определении потенциала притяже
ния однородного ш ара



При этих обозначениях 

р в т е ^ е
«! У ?  +  г 2 — 2 рт ссй 0 2 рт | ^

Л

1 /-г (рч;т)2 п
= —  )' :Г гг~\ — I = ;— [ / ( Р  +  Т)2. - / ( Р “ Т)2 1 =  

2рт (Р_ т )2 V *  [р т (р—Т)2 ,р т

—   ( I Р +  Х Iрт

Учитывая полученные значения интегралов по ср и 0, из об
щей формулы получим выражение для  определения потенциала

у  (Я) =  ^ £ 1  Г т (] р 4 . т | _  | р _  х | )(1т . 
Р о

Д ля внешней точки при р>Я  значение |р— т1= р—т. Поэтому

У(Р) = -------- Г т(р  +  т —р +  т)сЬ
Р о

Г* 2 т М т =  1 ^ _ а И

(11. 1 1 )'

Р о Зр Р

где т  — масса шара.
Отсюда видно, что потенциал притяжения однородного ш а 

ра для внешней по отношению к нему точки равен потенциалу 
притяжения точки с массой, равной массе шара и расположен
ной в его центре. Иными словами, однородный шар притягивает 
внешнюю точку так ,  к ак  если бы вся его масса была сосредо
точена в его центре. Это верно и для  любого неоднородного 
шара, состоящего из однородных концент
рических слоев.

Рассмотрим выражение для потенциала 
притяжения шара во внутренней точке Р 
(р < т ) .  Потенциал V представим в виде 
двух частей: потенциала шара с радиусом 
р и полого шара, ограниченного сферами с 
радиусами р и (рис. 12): У = У 1 + Уг. Д л я  
шара с радиусом р точка Р — внешняя, 
поэтому его потенциал У\ можно опреде
лить из (11 . 1 1 ) :

1Л = 4яОар3/Зр= (4/3)яОар2.

Рис. 12. Р асп о л о ж е
ние точек при опре
делении потенциала 
притяжения ш ара д л я  
внутренних точек



Потенциал Уг определим из (11.10) при р < т :

1/а =  2_яОст ^ Т ( | р + Т | _ | р  — Т | ) ^  =
Р р

(11.12)

__ 2 яб р   ̂ т ( р т р  — т ) ¿ т  =  4 л бег —  | =  2 л С а  (Я2 — р2) .
Р р 2 р

Тогда сумма

У = У, + У2 = (2/3) л в а  (ЗЯ2 — р2) =
= 2лОсЯ2 (1 — р2/3/?2) = (3/2) в (М/8 ) (1 — р2/ЗЯ2).

Таким образом, потенциал притяжения однородного шара

( 3 / 2 ) 0 ( т / Я ) ( 1 - р 2/ЗЯ2), р < £ ,
У (Р )=  (П .13)

й т/р, р>Я.

Эта функция обладает  всеми приведенными выше свойства
ми потенциала притяжения объемных масс. Рассмотрим неко
торые из них на примере.

Функция (11.13)— ограниченная и непрерывная во всем про
странстве (и внутри шара, и вне его). При этом

1/(0) = (3/2 ) 0 ( т / Я ) ,  У(Я)=Ст/Я
и при р-*-оо значение У-^0. Характер убывания этой функции 
(при 7?=1) видно из рис. 13.

Рассмотрим теперь характер изменения первых и вторых 
производных функции V(Р) по р (р совпадает с направлением 
нормали). Получим

ду_ _  | — втр/ Я 3, р<Я, 
дР I —  йт/р2, р>Я\

— в т/ Я 3, р< Я ,
20т/р3, р>Д.

Исследуя характер  изменения этих функций, можно отме
тить следующее (рис. 14 и 15 при ^  = 1).

Первая производная потенциала является отрицательной 
функцией, ограничена во всем пространстве, на границе шара 
не терпит разры ва , в бесконечности равна нулю и, кроме того,

<*У(0 )/др = 0 ; ¿У(Я)/<5р = — С т/Я2.

Вторая производная от V по р — знакопеременная функция, на 
границе шара терпит разрыв, внутри шара равна постоянной

д*У
ар2



Рис. 13. График изменения потенциала 
притяжения однородного шара

Рис. 14. График изменения 
функции дУ/др

±_
&т

Рис. 15. График изменения
функции дгУ/др2

1 дУ

величине. Скачок функции на границе ш ара при переходе точки 
Р из внутренней области во внешнее пространство

В = — вт/Н 3 — 2(}т/Я3 = — 3 в т / Р 3.
Так как  т =  (4/3)я Я 3о, то Б = —4пОо. Э та  величина соответст
вует тому факту, что внутри шара (внутри масс) функция V 
удовлетворяет уравнению Пуассона

д 2 У/дх2+ д 2 У/ду2 + д 2 У/дг2 = — 4я бо,

вне шара (вне масс) — уравнению Л ап л аса

д 2 У/дх2 + д 2 У/ду2 + д 2 У/дг2 = 0 .

Потенциал притяжения однородного шарового слоя

Выведем выражение для потенциала притяжения однород
ного по плотности шарового слоя, заключенного м еж ду сфера
ми с радиусами Р\ и Яг (рис. 16). Д л я  внешних точек, т. е. при



р >Я, необходимо пользоваться выражением (11.11), интегриро
вать нужно в пределах от ./¡л до Тогда

У(Р) =  —  л б а  _!_ т3 Г  = —  —  (Я23 - Я 13).
3 Р ]?! 3 Р

Для внутренних точек (р<Я) нужно пользоваться формулой
(11 . 1 2 ), заменив пределы интегрирования р и Я на Я\ и Я2, т. е.

«2
V(Р) = 2 л б о т 2 | = 2 п й а(Я 22 — Я2\).

К1

Объединив оба случая , запишем

2лОо(^?22 — Я2 0 ,  рС-К,
^ ( /3) =  4 1

4 - р > Я .  3 р

Отсюда видно, что для  внутренних точек потенциал притяже
ния — постоянная величина, поэтому однородный шаровой слой 
не притягивает точки, расположенные в его внутренней полой 
области (в сфере радиуса Р 1). Что ж е  касается внешних точек, 
то легко показать, что однородный шаровой слой массы т  при
тягивает их, к а к  точечная масса т ,  расположенная в его центре.

Можно показать , что все приведенные формулы будут верны 
не только для  одного слоя, но и для любого конечного числа 
шаровых слоев с центром в одной и той ж е  точке. При этом 
можно допускать, что слои не однородные и их плотности могут 
меняться по направлению нормали к поверхности. Например, 
если взять & однородных шаровых слоев, то для внешней по 
отношению к ним точки Р  (внешней по отношению к сфере 
наибольшего рад и уса )  их суммарный потенциал притяжения

ъ
У= (в/р) { т 1 +  т 2+ . . .  + т к) =(С/р) V  т 1 ,

1=1
где Ш1 — масса ¿-го слоя.



Любой шаровой слой или шар, в котором плотность меняет
ся только в зависимости от р (по нормали к поверхности), м о ж 
но представить в виде ряда бесконечно тонких однородных 
слоев. Тогда для  всего шарового слоя или ш ара

У(Р) = (С/р) ^  т , ,
1=1

где I — номер любого элементарного тонкого слоя.
Поэтому будет иметь место равенство

У(Р) = Ст/р,
где т  — масса всего шарового слоя или шара.

Эти же формулы можно перенести и на значения силы при
тяжения.

Зная выражение потенциала, силу притяжения можно найти 
из равенства

-рг , д У -Г  , д У -1- . ЗУ ~Т Р = ё гай У=  —  I + — / +  —  к.
дх д у  дг

Проекции силы на координатные оси можно определить из 
выражений

Рх = дУ/дх; Ру = дУ/ду; Рг = дУ/дг.
Д ля рассмотренного выше объемного тела на основании 

(11.9) найдем

Рх = — в
V г 3

Ру = — С / о у- ^ р  (IV,
О Г 3

I7г= - в  I  а г- ^  йи.
V г 3

Тогда для самой силы получим выражение 

^  = — й С а —  ск’ .
о  Г 3

Потенциал притяжения однородного эллипсоида

Вначале рассмотрим некоторые определения, касающиеся 
эллипсоидов, необходимые для изложения дальнейшего м ате 
риала. Обозначим через Е эллипсоид с полуосями а, Ь и с. При
мем с ^ Ь г ^ а .  Начало декартовой системы координат совместим 
с центром эллипсоида и оси х, у и г  направим по его главны м  
осям. В этом случае уравнение эллипсоида можно записать в 
виде

х2/а2 + у 2/Ь2 + г 2/с2 = 1 .



Обозначим через Ег второй эллипсоид с полуосями а ь Ь\ и 
си концентрический с эллипсоидом Е. Тогда уравнением эллип
соида Е\ будет

х21а{2 + у 2 ¡Ь12 + г 2 ¡с\2 =  1 .

Эллипсоид Е\ называется п о д о б н ы м  э л л и п с о и д у  Е, 
если а\ = ка , Ь\ =  к.Ь, С\ = Ь,С, т. е., чтобы получить подобный эл
липсоид, необходимо увеличить все полуоси исходного эллип
соида в & раз. Т огда уравнение

х2/а2 + у 2/Ь2 + г 2/с2 = к 2

будет уравнением семейства подобных и подобно расположен
ных эллипсоидов а число & — параметром этого семейства.

Предположим, теперь, что полуоси эллипсоидов Е и Ех свя 
заны соотношениями

Й12 =  а 2+А, ;  Ь12 = Ь2 +  Х] С12= с 2 + 1.

Тогда эллипсоид Е\ с уравнением
у2 г/2

— ---------- V — --------------1 =  0аа + X Ьг + к  с*

называется с о ф о к у с н ы м  э л л и п с о и д у  Е. При изменении 
К из этого равенства  получим семейство софокусных эллипсои
дов и число К будет  параметром этого семейства.

Задача определения потенциала и составляющих силы при
тяжения однородного эллипсоида — одна из важнейших задач 
теории потенциала в небесной механике и астрономии, но имеет 
ограниченное применение в гравиразведке. Поэтому дадим без 
выводов только конечные выражения, позволяющие определять 
потенциал и составляющие силы притяжения, а в дальнейшем 
магнитный потенциал и составляющие напряженности магнит
ного поля. Подробные сведения о полях и об интерпретации ано
малий, вызванных телами эллиптической формы, можно найти 
в работах А. А. Юнькова.

Пусть точка Р (х, у, г) — внешняя по отношению к эллип
соиду. Тогда потенциал силы притяжения

а Ь — положительный корень уравнения эллипсоида £ 1, т. е. то 
значение Х ^О , при котором это уравнение обращается в нуль. 
В уравнении К зависит от х, у, г, следовательно в функции

где

/(Я) = (а 2 +Л ) ( Ь 2 + А) (с2 -1-Х),



У(Р) нижний предел интегрирования т а к ж е  является  функцией 
от этих переменных.

Д ля определения составляющих силы притяжения от одно
родного эллипсоида воспользуемся выражениями

„ 3V г? dV р dV Fx =  —  . Fy =  —  , t  z =  — •
дх ду дг

Тогда
0° 1 Л1

F. —  î x e a b c *  J —  ш -

,>■ , f i  x2 î/2 г 2 \ 1 dt
_ _ _ _ _ _  ) у Щ - .

В этом равенстве t, к ак  корень, обращает многочлен в круглых 
скобках в нуль, поэтому второе слагаемое равно нулю. Тогда

Fx = — 2nGaabcx  f -т==-■' а2 + Я, yf(K)

Аналогично

00 1 dk f . —  ln O cab cy  f —  ш -,

‘¿nG aabcz  I' 1 —%=  •
t c2 + b  //W

Перепишем полученные выражения в более удобном виде. 
С этой целью обозначим

 ̂ о ь “  1 dk -А = — 2л abc а* + 1  /[Щ ’
1 dk

] ь* +% у т '  

dkС = — 2л abc Î ------ . — .
J с2 +  к //(X)

Тогда выражения для потенциала и составляющих силы при
тяжения однородного эллипсоида для внешних точек

V(P)=Go(Ax°- + By2 + Cz2)l2 + D,
где

Z) = 3iGo abc F - ^ = ;
t v /М



Рх—йаАх', Ру = СаВу-, Рг= йоСг.
Без доказательства  приведем две важные теоремы для слу

чая внешней точки — теоремы Л апласа и Маклорена, которые 
имеют примерно одинаковый смысл.

Теорема Лапласа. Однородные софокусные эллипсоиды при
тягивают внешнюю точку с силами, направления которых сов
падают друг  с другом, а величины пропорциональны массам 
эллипсоидов.

Теорема Маклорена. Потенциалы двух  однородных софокус- 
ных эллипсоидов для  внешней точки относятся друг к другу, 
к ак  массы этих эллипсоидов. Известна и другая формулировка 
теоремы М аклорена : д ва  софокусных однородных эллипсоида 
равной массы, но различных размеров, производят во всем 
внешнем к обоим эллипсоидам пространстве одинаковое дей
ствие.

Д ля  перехода от внешней точки к внутренней обычно поль
зуются теоремой Ньютона.

Теорема Ньютона. Однородный слой, заключенный между 
двумя концентрическими, подобными и подобно расположенны
ми эллипсоидами, не оказывает никакого притяжения на мате
риальную точку, находящуюся во внутренней полости этого 
слоя.

Рассмотрим значение потенциала и составляющих силы при
тяжения внутри эллипсоида. Пользуясь теоремой Ньютона 
можно показать, что потенциал притяжения однородного эллип
соида для внутренних точек определяется из рассмотренной 
выше формулы для  внешнего пространства, если принять ниж- 
нии предел интегрирования / = 0 , т. е. из равенства

"2 "2 ~2 ' й%V(Р) = л й а  аЬс Г 1 -------^ --------- £ ______£ !_ \ ____
Й \ а2 +>- Ь2 +К  + х) У/(Х)

(случай / = 0  соответствует поверхности эллипсоида). Аналогич
но, заменяя в формулах для составляющих силы притяжения Р 
значение нижнего предела интегрирования на число ¿ = 0 , по
лучим и вы раж ения для составляющих силы притяжения:

Рх = —  2лОааЬсх  Г — ---------
¡} а* + Х ]//(л)
ос

Ру=— 2лйааЬсу 1
о Ьг -\-Х у  /(Я)

Рг = — 2лСааЬсг  Г — ?----------
Ь с2 + *- // (* ) ’

Потенциал притяжения однородного эллипсоида для внут
ренней и внешней точек обладает всеми свойствами потенциала



притяжения объемных масс — является непрерывной и конечной 
функцией координат, внутри масс удовлетворяет уравнению 
■Пуассона, вне масс — уравнению Л апласа .  В центре эллипсоида 
потенциал достигает наибольшей величины и при удалении 
точки от центра в бесконечность уменьш ается до нуля к ак  1/г.

Интегралы, входящие в выражения потенциала и составляю
щих силы притяжения от однородного эллипсоида, сводятся к 
эллиптическим интегралам первого и второго родов и к триго
нометрическим функциям, поэтому при практических расчетах 
необходимо пользоваться соответствующими таблицами интег
ралов.

§  9. ПОТЕНЦИАЛЫ ПРИТЯЖ ЕНИЯ ПРОСТОГО СЛО Я 
И ЛИНЕЙНЫХ МАСС

Примем, что массы распределены на некоторой поверхности 
5  в виде тонкого слоя толщиной 1г. Предположим, что, когда 
толщина слоя бесконечно уменьшается, существует предел

Н т  (о/г)  = ц .

Величина |д. — плотность масс, конденсированных на поверх
ность 5. Она называется п о в е р х н о с т н о й  п л о т н о с т ь ю  
р а с п р е д е л е н и я  м а с с ,  или массой единицы поверхности 
тела, ц является непрерывной и конечной функцией координат 
текущей точки М поверхности 5. Поверхностная плотность име
ет реальное применение, когда рассматривают тела, один из трех 
размеров которых мал по сравнению с другими (материальный 
диск, материальные полосы и др.).

Всю массу, распределенную на поверхности 5 , можно опре
делить из равенства т =  $ ¡ д ^ .  Если |я постоянная, то т  = р,5.

Потенциал притяжения простого слоя

Допустим, что действующие массы сосредоточены на поверх
ности Б (она может быть и замкнутой, и не замкнутой) в виде 
слоя незначительной толщины к (рис. 17). Пусть ¿ 5  — элемент 
поверхности слоя. Тогда с точностью до бесконечно малых выс
шего порядка с/и = /га!5. Примем, что при 
/г-* 0  поверхностная плотность распределения 
масс на 5  равна ¡л (ц — непрерывная и ко
нечная функция координат точки М на по
верхности 5 ) .

Е с л и  к такому слою применить формулу 
потенциала притяжения объемных масс, при Рис 17 простой 
заданных условиях объемный интеграл (11.9) слой



превратится в интеграл по поверхности и окончательно получим

Эта функция носит название п о т е н ц и а л а  п р и т я ж е н и я  
п р о с т о г о  с л о я  (в отличие от потенциала так  называемого 
двойного слоя, который рассмотрим в дальнейшем), лежащего 
на поверхности 5 .  Эта функция для любой точки, не принадле
жащей поверхности 5 ,  является конечной, непрерывной и одно
значной функцией координат и имеет непрерывные частные 
производные любого порядка. Последние можно получить диф
ференцированием выражений потенциала под знаком интеграла.

Рассмотрим случай нормальной производной. Так как

где ф — угол м еж д у  направлениями нормали п к поверхности 5  
и радиуса-вектора г, из (11.14) получим

Введем обозначения для пределов, к которым стремится 
нормальная производная потенциала простого слоя, когда точ
ка Р стремится к  поверхности 5  из внутренней или из внешней 
области, соответственно дУ^/дп и дУе/дп. При определении 
значений этих пределов невозможно пользоваться формулой
(11.15) для  всей области, если при переходе через поверхность 
точка Р совпадает с одной из точек поверхности М: г->-0 и ин
теграл в правой части указанной формулы не будет существо
вать. Во избежание этой трудности окружим область поверхно
сти вокруг точки перехода некоторой малой поверхностью (сфе
рой радиуса Я)  2 .  Область вне 2  (5 —2 )  обозначим через 
Тогда с учетом этих поверхностей формулу (11.15) можно пере
писать:

Рассмотрим теперь предел, когда точка Р->М. В этом случае 
и поверхность Поэтому

1 дг
—  СОБ ф 
Г2

0 "тН!'*а!(т)‘в=
СОЭ ф , 0

(11.15)

(11.16)



На основании теоремы о среднем предел

2 -.М 2 Г2 2 ->М Я2 22 ->М Я2 2

Т ак  как  положительное направление нормали к поверхности 2  
внешнее, а радиус-вектор г направлен в сторону точки Рт 
величина со$ф= 1  при переходе из внутренней области к по
верхности и соэф = — 1 при переходе из внешней области к 
поверхности 5. Поэтому

при подходе к поверхности из внутренней области [интегриро
вание ведется по полусфере — по одну сторону от линии А  
(рис. 18)]. Аналогично, если подходить к поверхности от точек 
внешней области,

Подставляя найденные значения пределов в (11.16), найдем 

дУ¡¡дп = — в 2 л 11 ■— в  | ¡д (соэ ф/г2)с?5;
5

дУе1дп = С2 п\к — ¡а (соэ <р/г2 )й5. 
я

Отсюда видно, что

дУ1/дп — дУе/дп = — 4я|хй.
Кроме того,

(дVi/дn + дVe/дn) / 2  = — в ]  ц(соБф/г2)й5 = дУ/дп,

где дУ/дп — значения нормальной производной потенциала при
тяжения простого слоя в точках поверхности 5 .  Таким образом, 
при переходе через слой нормальная производная потенциала 
простого слоя терпит разрыв на величину ± 4 я ^ б ;  среднее из;

П т  I 1̂ (соэ ф/г 2) = — 2яц.

Рис. 18. Простой слой 5  и поверхность 2



Рис. 19. Расположение угла ср для сферы р ади у
сом Я

предельных значений потенциала, получающих при переходе 
через границу из внутренней и внешней областей, равно значе
нию потенциала на поверхности 5  ( ф о р м у л а  П л е м е л  и).

В полученных формулах нормальную производную потен
циала простого слоя можно выразить через значения исходного 
потенциала, заданные на поверхности 5  (при условии, что 5  — 
сфера ради уса  Я, слой в общем случае неоднородный). С этой 
целью воспользуемся формулой (рис. 19)

р2 = Я 2 + г2 — 2 Яг соэ ф.

Если точка Р находится на поверхности 5  (т. е. Р ^ М , р = Я), 
отсюда получим со$с{> = г/2Я. Тогда из (11.15) найдем

дУ(М) _  О (■ ^  (¡5
~~ ) IX •

дп  2 Я Ь г

Сравнивая это выражение с (11.14), получим дУ (М) /дп = 
= — У(М)/2Я.

Величина силы притяжения Т7 от простого слоя

/ ^ д г а с ! ^ — в  I ¡¿(г/г3) ^ .

Отсюда д л я  определения проекций силы притяжения получим 
равенства

Рх= ( д У / д х ) = - С ^  ц [ ( * -&)//•*]<«; 

Ру = дУ/ду =  — в  [ ц [ (у  — Т1)/г3]а(5; 

Рг=дУ/дг =  — О Г|*[(г — Е)/г31 ^ .

Эти первые производные потенциала V претерпевают разрыв 
непрерывности при прохождении точки Р через поверхность 5. 
Величина скачка  в значениях функции по направлению норма
ли к поверхности при этом равна —4 лСц.

Вы раж ение потенциала притяжения простого слоя широко 
применяется в гравиразведке при определении силы тяжести от



расстояния р и г

различных материальных полос и при решении многих других 
задач. Ввиду важности получаемых результатов рассмотрим 
следующие частные случаи.

Однородный материальный диск. Определим потенциал при- 
™ ИЯ МЗСС ОДН°Р°ДНОГО по плотности круглого материально
го диска радиусом R в точке Р, расположенной на прямой про-
^пмрЩ9т  4RP63 центр диска перпендикулярно к его плоскости' 
г т и nJnJo данном слУчае в полярных координатах на плоско
сти диска с центром, совпадающим с центром диска,

r = V r p2 + z2, dS = pdpd<p, 
где z расстояние от центра диска до точки Р

Потенциал притяжения диска в точке Я можно найти из=
(U .14), интегрируя по р от 0 до R, по ф от 0 до 2л:

V =  G[i = G  f  f _pdpd<p __ 
i  Г Á í V p  2 +  220 o

pcfp
: =  2nG[l ( Y  R2 -f- z2 — 12 1 )

R
= 2л Ga Г —

0 v'  p2 +  ■

В центре диска при 2  = 0 

V=2nG\\,R.

в В*ШЧтУ  ПР° “ ™  СМЫ "Р1™ ™ *  F ‘

zpdpdcpFz=  — Gil Г —  
i  ' 8

R 2л
~ G» n  0 0

=  — 2 nGnzj pdp

Ü (Р2+г2)3/г 1 \| 2 I | -|- 22)

в e n x h  о гтиЦ И1 ! ! р ВСеХ Т0ЧКЗХ .°СИ д и ска ’ 33  исключением его по- ерхности, является конечной, непрерывной и однозначной
в бесконечное™ она равна нулю. На новерхноетн дн°ка она'

=  — 2  nG[iz

(р2+ 2 2)8/2

_1_ 
2 I



испытывает разрыв непрерывности, при переходе через п°веР 
ность величина скачка в значениях функции равна

Однородный сферический слой. Пусть S однородный сфери
ческий слой радиусом R ( j i  = const) . Д ля  этого случая, переходя 
к сферическим координатам 

Г2 =  р2 +  Т2 _  2 pTCos0 ;

dS =  т 2 s in  0<Шср, 
из (11.9) найдем

2Я Я т 2 s¡n 0(|0^ф

V (Р) =  I1 J j  y  pí+x2—2рт eos U ’

Р аскры вая  этот интеграл, аналогично тому, к ак  была полу
чена формула (11 .1 0 ) ,  найдем

V(P) = (2 j íGh/p)t(|p + t| — |р — т|).

■Отсюда при х = R
V (Р) = {2 nGii/p)R{\p + R\ |р Я|).

Р аскр ы вая  скобки в последнем выражении для случаев, когда 
точка Р находится внутри ( p ^ R )  и вне сферического ело 
( p > i ? ) , найдем

V(P) =

К ’ \ (4яСц/р)Я2, Р>Я-
Т а к  к а к  масса сферического слоя т  = \х4 я# 2 (4 я# 2 — поверх
ность слоя) , то ц = т / 4 я £ 2. Тогда окончательно

От1Я,  р с * .  ( 11 ) 7 )

вт/р, р > Р .

Это ж е  выражение можно было получить из (11.13) для од
нородного шара, полагая для  внутренних точек р = Я и заменяя 
в них массу массой сферического слоя.

Из полученного равенства видно, что потенциал однородно
го сферического слоя для  внутренней точки — постоянная вели
чина, не зависит от р, поэтому однородный сферическии слои 
внутреннюю точку не притягивает. аг10ип

Это замечательное положение впервые было высказано Нью 
тоном. Справедливость его можно понять из следующего. Пусть
р_данная внутренняя точка. На поверхности сферы возьмем
произвольный по очертанию бесконечпо мзлый контур, 
чивающий элемент поверхности (рис. 21). Из всех точек
этого контура проведем прямые через точку Р и продолжим их



до пересечения со сферическим слоем. Тогда 
на противоположной стороне рассматривае
мого сферического слоя получим контур эле
мента поверхности ¿Зг. Ньютоном геометри
чески было доказано, что силы притяжения 
масс элементов поверхности Л?* и равны 
по величине и противоположны по направле
нию. Поэтому притяжение каж дого  элемента 
сферического слоя будет уравновешиваться 
притяжением противоположного элемента, 
тогда все силы притяжения д р у г  друга  ур ав 
новесят. Но на внешнюю точку сферический 
слой действует так, к ак  будто вся его масса 
сосредоточена в центре, т. е. к а к  материаль
ная точка массы т ,  заключенная в его центре.

К ак  меняются производные первого порядка найденной 
функции V (11.17)? Рассмотрим только производную по р (р 
совпадает с направлением н о рм али ):

д_у_ [ 0 ,  р < Я ,

Ф 1 —вт/р2, р >  Я .

Полученные выражения силы притяжения подтверждают отме
ченные выше положения, т. е. то, что однородный сферический 
слой не притягивает внутреннюю точку и что внешнюю точку 
он притягивает так, как  если бы вся его масса была сосредото
чена в его центре (как  точечная м асса) .  Кроме того, из послед
них двух  формул видно, что при переходе через сферический 
слой (на границе) потенциал однородного сферического слоя 
не терпит разрыва, т. е. он является  непрерывной функцией 
координат. Но первая же производная по р уж е  терпит разрыв. 
При этом разность между значениями производных на поверх
ности слоя (при р = Я ) а = — й т / р2 = — й т/Я 2. Т ак  к ак  т  = 
= 4 я Я 2ц, то а = —4 кС[1 . Таким образом, производная по р по
тенциала однородного сферического слоя при переходе точки Р 
через слой терпит разрыв на величину —4яб|х. Это положение 
верно не только для сферического слоя, но и для  слоев несфе
рической формы, причем поверхностная плотность распределе
ния массы ¡я будет равняться ее величине в точке слоя, через 
которую точка Р переходит поверхность по нормали.

Кроме того, как  было показано выше для общего случая , 
и в данном случае величина нормальной производной от потен
циала однородного сферического слоя равна полусумме значе
ний ее внешнего и внутреннего пределов:

~  (дУ 11дп + дУ е/дп)=дУ1дп =  — 2пОр.

Рис. 21. В заи м 
ное располож е
ние элементов по
верхности и 
йБг н а сфериче
ском  слое



Потенциал притяжения линейных масс

Если задано тело, д вум я  размерами которого можно прене
бречь по сравнению с третьим (например, шириной и толщиной 
по сравнению с длиной), массу такого тела можно считать л и 
н е й н о й ,  т. е. распределенной вдоль какой-то линии L. В этом 
случае элемент поверхности dS = ddl, где dl — элемент дуги 
(линии), d — толщина тела.

В пределе, когда d->-0, плотность масс, распределенных на 
поверхности, будет стремиться к  бесконечности, но так  же, как  
и в рассмотренных выше случаях, примем, что существует 
предел

lim (fxd) =Я.
О

Эта величина К называется л и н е й н о й  п л о т н о с т ь ю  т е л а ,  
и л и  м а с с о й  е г о  е д и н и ц ы  д л и н ы .  Она является непре
рывной и конечной функцией координат переменной точки ли
нии L. Сум м арная масса такой линии т = \  dl. Если X — по

стоянная величина, то m=%L, где L — длина линии.
Возьмем теперь массы, к а к  бы лежащие на бесконечно тон

кой линии L. Пусть К — масса , приходящаяся на единицу ее 
длины, или линейная плотность масс (рис. 2 2 ).

Представим линию в виде вытянутой в одну сторону узкой 
площадки шириной d с распределенными на ней массами, плот
ность которых (поверхностная) ц. Если dl — элемент длины 
этой площадки, то dS = ddl.

Допустим, что при d ^ O  поверхностная плотность ц->-оо, но 
так ,  что

lim (jid) =Х,
d ->  о

причем А, — непрерывная функция координат точки М на рас
сматриваемой линии.

Д л я  заданных таким образом масс из выражения потенциа
ла притяжения для простого слоя (11.14) получим (в пределе 
поверхностный интеграл превращается в интеграл по длине 
линии L)

l/(/5) =  limG | |j,(dS/r) — l im G I \id(dl/r) =  G | X(dl/r). (11.18)
d-0 S  d~> 0 'S "L

Полученное выражение является выра
жением потенциала притяжения линей
ных масс, лежащих на бесконечно тонкой 
линии L. При этом сила притяжения

Рис. 22. Линейные массы



/:̂ г а с 1  У=(дУ/дх)Т+ (дУ/ду)Т+ (дУ/дг)к. 
Д ля  проекций силы получим

дг \ гз
В векторной форме

Р — — в  1 Хг Ш/гя.
ь

Рассмотрим следующий пример. Определим потенциал при
тяжения линейных масс однородной круговой проволоки 
(окружности радиусом Р) в точке Р, расположенной на прямой, 
проходящей через центр окружности перпендикулярно к ее 
плоскости. Из (11.18) получим

У =  б  | X сЩг =  вХ \ йИг.

Так как  (рис. 23)

г=  /  /?2 + г 2; Л  = /?йф> 

где 2  — расстояние от центра окружности до точки Р, то

где т. — 2пРХ— масса проволоки. В центре окружности отсюда 
получим У = С т/Р.

£

ГЛ Щср 2 лЯХв

Р

Рис. 23. Однородные массы, расположенные на 
окружности, и элемент Ш



Аналогично для  проекции силы притяжения ^  в точке Р  

„ ,?я Лгйф г  тг
^ г =  -  вх  | —  =  -  бх ] ^  + г2)3/2 (У?2 + г, )3/2 •

Таким путем можно определить и другие проекции силы притя
жения.

§  10. ПОТЕНЦИАЛЫ  ДИПО ЛЯ И ОБЪЕМНОГО 
НАМАГНИЧЕННОГО ТЕЛА

Закон Кулона
Взаимодействие между двумя изолированными элементар

ными магнитными массами (точечными массами, зарядами) тг  
и т 2 в изотропной однородной среде происходит согласно з а 
кону Кулона 

Р = /П1т 2/ег2,

где г _  расстояние м еж ду точками, в которых заключены мас
сы, е — диэлектрическая проницаемость среды, окружающей
М З С С Ы . дд /к. 7. \

Примем, что масса т\ = т  находится в точке м  (ё> Л> 
а т 2 =  1 — в точке Р (х ,у ,г ) .  Тогда для этих масс при е - 1  
(в в ак уум е )  закон Кулона примет вид Р = т/г . Эта сила, 
с которой масса т  действует на единичную массу (на еди
ничный положительный зар я д ) ,  помещенную в точку И, 
характеризует напряженность поля. Следует отметить, что маг
нитные массы изолированными не бывают, необходимо учесть 
и влияние отрицательных масс.

Магнитные массы

В отличие от гравитационных масс, которые в природе все
гда имеют один знак (положительные), магнитные массы не 
бывают одного знака — любой величине положительной массы 
соответствует так ая  ж е величина отрицательной массы. 1 олы<о 
если один из полюсов магнита находится в бесконечности, мож
но считать, что действует магнитная масса одного знака, о  к а 
честве источников магнитного поля нас интересуют намагничен-
ныб тела.

Под действием внешнего магнитного поля, в частности маг
нитного поля Земли, горные породы намагничиваются в различ 
ной степени. Степень намагниченности зависит от магнитнои 
восприимчивости пород, т. е. от их способности намагничивать
ся. К аковы  бы ни были величина намагниченности и ее распре



деление внутри тела, магнитное поле от намагниченного тела  
можно рассматривать как поле совокупности большого числа 
элементарных магнитных диполей. При этом магнитный момент 
каждого элемента тела совпадает с магнитным моментом соот
ветствующего ему диполя.

Векторная сумма всех моментов, соответствующих элем ен 
там объема тела (элементарных моментов тел а ) ,  н азы вается  
м а г н и т н ы м  м о м е н т о м  э т о г о  т е л а .

Если обозначить магнитный момент элемента объема тела
dv через dM, то величина J = dM/dv называется н а м а г н и 
ч е н н о с т ь ю  т е л а .  Будем считать, что 1 — функция непре
рывно дифференцируемая всюду внутри тела вплоть до его 
поверхности.

Если тело однородно намагниченное, то его полный момент
M = Jv, где v — объем тела.

Магнитный момент элементарного диполя

dM=  lim (md)h ,
о

где т — интенсивность точечного источника, заключенного в
положительном полюсе диполя; d — длина диполя; U — единич
ный вектор, направленный по оси диполя от отрицательной м ас 
сы —т  к положительной т .

Магнитный момент единицы длины двухмерных магнитных 
масс сечением dS

7 p = Jd S .

Если задан  однородно намагниченный бесконечный горизон
тальный круговой цилиндр сечением S  (вектор J  находится в 
плоскости сечения), то магнитный момент единицы его длины
p= 7s.

Д ля слабомагнитных материалов величина / прямо пропор
циональна напряженности намагничивающего поля Н: J = xH, 
где х — магнитная восприимчивость. Д ля  тел с большей м аг 
нитной восприимчивостью величина J  зависит от формы тела. 
Причина такой зависимости следующая. Если тело конечных
размеров поместить в поле Н, то оно намагничивается, т. е. на 
его противоположных концах возникают магнитные полюсы.
Эти полюсы в свою очередь создают внутри тела поле Н ко
торое направлено навстречу внешнему полю Н. Из-за этого



напряженность внутри тел а  уменьшается. Поэтому поле Н' на
зы вается  р а з м а г н и ч и в а ю щ и м ,  а напряженность Н' — 
н а п р я ж е н н о с т ь ю  в н у т р е н н е г о  р а з м а г н и ч и в а ю 
щ е г о  п о л я .  Суммарное поле внутри тела НВ = Н—Н'. Здесь 
величина Н' пропорциональна намагниченности: Н' = 1М, где 
N — коэффициент размагничивания. Поэтому ЪВ = Н—/Л/.

Учитывая соотношение / = х Я в, найдем Нв = Н—хЫНв.
Отсюда

~Нв = Н/( 1 + иЛО.
Умножив обе части этого равенства на и, получим

/ = хЯ/ (1 +хЫ).

Коэффициент размагничивания N зависит только от формы 
тела. Он может меняться от 0 до 4л. Для шара Ы = (4/3)л, для 
кругового цилиндра, намагниченному перпендикулярно к его 
оси, Аг = 2 л.

Из полученных выражений видно, что в общем случае на
правление вектора / может не совпасть с направлением намаг
ничивающего поля и при однородном намагничивании. Кроме 
того, напряженность внутреннего размагничивающего поля в 
разных точках тела может иметь разные направления относи
тельно направления внешнего намагничивающего поля. Поэто
му и направления вектора намагниченности внутри тела могут 
быть разными, следовательно в общем случае тело может на
магничиваться неоднородно.

Направление У совпадает с направлением намагничивающе
го поля, например, в случаях  однородно намагниченного шара 
(коэффициенты N равны по всем осям), трехосного эллипсоида, 
когда направление внешнего поля совпадает с одной из его
главны х осей (составляющие поля Н по другим осям будут рав
ны нулю ). Кроме того, при вычислении намагниченности горных 
пород в магнитном поле Земли по значению магнитной воспри
имчивости для случаев относительно больших х необходимо 
учесть влияние коэффициента размагничивания.

Потенциал диполя

Пусть заданы две точки Мх и М2, в которых расположены 
д ве  равные по величине, но противоположные по знаку массы т  
и —т  (рис. 24).
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Рис. 24. Диполь

I

Возьмем положительное направление линии I, соединяющей 
массы и идущей от отрицательной массы к положительной. Р а с 
стояния РМ, РМ1, РМ2 и М\М2 обозначены соответственно
г, ги г2 и d. Точка М делит расстояние М\М2 пополам. При з а 
данных таким образом массах  образуется диполь, если d<r.  
При этом расстояние d н азы вается д л и н о й  д и п о л я ,  прямая
I — о с ь ю  д и п о л я ,  точка М — ц е н т р о м  д и п о л я ,  точки Afi 
и М2 (иногда массы т ,  —т ) — п о л ю с а м и  д и п о л я .  Плос
кость, перпендикулярная к  линии I и проходящая через точку 
М, — э к в а т о р и а л ь н а я  п л о с к о с т ь .

Требуется найти потенциал U от заданных таким образом 
двух точечных масс в точке Р.

Применяя формулу потенциала от системы точечных масс 
—т  и т ,  найдем (так как  рассматривается потенциал магнит
ного диполя, коэффициент G здесь опускается)

U (Р) = (т/г 1 — m/r2) =m(l/ri — ]/г2).
Разделим и умножим правую часть этого равенства на d:

U(P) =  md I b ln U jj-. ш 
d

В пределе, когда d->-0 (что имеет место при d < r ) ,  выражение 
( 1/г,— 1 /r2)/d дает значение производной функции 1 /г по н а 
правлению I:

где 0 — угол между направлениями г я I.
Подставив полученное выражение в формулу для  U, при

lim (md) = v

о d d-> о А  l dl
lim 1/ri — 1/л2 _ iim AÜZ£)= _ L ( i /r).
_,./■* А  А /  Л/ '  7

Но

dl \ г  )  дг  \ г I dl

----—  COS ( г ,  I )  = ----— COS 0 ,
г2 г2



v —  cos 0 . 
г*

Это выражение определяет потенциал притяжения диполя.
В (11.19) величина v .называется м о м е н т о м  д и п о л я  

В общем случае v — это вектор,

v = lim (md-li),

где U — единичный вектор, имеющий направление I. Принима
ется, что вектор v всегда направлен в сторону положительной 
массы т .  Абсолютная величина момента диполя равна произ
ведению массы положительного полюса на длину диполя.

Перепишем равенство (II. 19) в более удобной векторной 
форме. По формуле производной сложной функции [при x = f(l),  
y = f ( l ) и z = f(l)]

д  / 1 \ _  _ö_ I J _ \  dx_ . д  f  1 \ dy . д / 1 \ dz 
dl \ г )  дх \ г J dt д у \  г } dl dz \ г )  dl

Т ак  к а к  д/дх(1 /г), д/ду (1/r) ,  д/дг(1 /г)— проекции вектора 
g rad  (1 /г) по осям координат х, у, z, а dx/dl, dy/dl, dz/dl — 
направляющие косинусы по осям координат х, у, z единичного 
вектора, имеющего направление I, то в виде скалярного произ
ведения двух  векторов

Поэтому окончательно формулу (11.19) в векторной форме 
можно переписать:

Из ( I I .19) видно, что в отличие от поля точечной массы потен
циал диполя убывает обратно пропорционально квадрату  рас
стояния г. Кроме того, потенциал диполя зависит от угла откло
нения радиуса-вектора г от направления момента диполя.

Рассмотрим частные случаи.
1. Пусть угол 0 равен нулю, т. е. г направлен по направле

нию I. Тогда \и(Р)\=\/г2. В этом случае, т. е. по направлению 
оси диполя, потенциал и  (Р) имеет максимальное значение и 
убы вает  обратно пропорционально квадрату г.

2. Пусть г_|_/, т. е. 0 = 90°. При этих условиях, к ак  видно из 
рис. (11.19), значение £ / (Р )= 0 , т. е. в точках экваториальной 
плоскости диполя значения его потенциала равны нулю.

U (Р) = [v g r a d ( l/ / - ) ] . ( 11 .2 0 )



Д ля определения напряженности поля диполя примем, что 
ось х направлена по оси диполя и начало координат в зято  в 
самом диполе, т. е. координаты | = т] = £; = 0  и

cos 0  = cos (г, I) =cos(r, х) =х/г.
Тогда из (11.19) найдем

U(P) = — vx/r3.
Величину силы притяжения, или напряженности, диполя полу
чим из выражения F = gradU,  т. е. Fx = dU/dx, Fy = dU/dy, 
Fz = dU/dz. Поэтому дифференцируя выражение для  U по пе
ременным х, у, z, найдем

F % = — v/r3 + 3vx2/r5;
Fy = 3vxy/r5;
Fz = 3vxz/r5.
Рассмотрим два частных случая .
а. Примем, что точка Р находится на продолжении оси ди

поля, т. е. у = 0, 2  = 0, г=х. Тогда

Fy = 0; Fz = 0; Fx = -v / r* +  3vr*/r5 = 2 v/rs.
Поэтому

~F= (2/r3) vT
б. Примем, что точка P  находится в экваториальной плос

кости, т. е. * = 0 .  Тогда, подставляя это значение х в получен
ные выше выражения для проекций Fx, Fy и Fz, найдем,

F * = - v ( l / r 3) ;  Fy=0; Fz =  0.
Поэтому

F = —• v/r3.

Из найденных выражений F видно, что вектор силы, дей ст
вующий на точку Р со стороны диполя, обратно пропорционален 
кубу расстояния от точки Р  до диполя и его направление сов
падает с направлением оси диполя или противоположно ем у .

Потенциал объемного намагниченного тела.
Связь м еж ду значениями гравитационного 
и магнитного потенциалов

Ознакомившись с потенциалами притяжения отдельного ди 
поля, можно найти и потенциал сплошного намагниченного те
ла, которое можно рассматривать к а к  систему бесконечно боль
шого числа магнитных диполей с упорядоченно расположенны
ми магнитными осями.



Если объем намагниченного тела V , вектор намагниченности 
J, а I ск) — магнитный момент дифференциально малого объема 

—>- —>■

(1и, то йи = ]йи и из ( 1 1 .2 0 ) найдем

dU = [ 1  ^grad(l |r)]dv,
где  й и  — магнитный потенциал, создаваемый элементом dv.

Тогда, проинтегрировав выражение для йи  по всему объему 
намагниченного тела, определим созданный им потенциал:

и  (Р) = ] [ 1 -%гаА(\1г)]йу. (Н.23)
V

Д руги е  формы этого равенства получим, пользуясь при опреде
лении выражениями (11.19) и интегрируя полученные значения 
по объему V.

■du. (11.2 2 )

Здесь  вектор / имеет направление v, совпадающее с направле
нием I.

Установим связь м еж д у  значениями гравитационного и маг
нитного потенциалов, соответствующими одному и тому же ано
мальному телу. Рассмотрим случай однородно намагниченного
тел а ,  когда вектор / имеет постоянную величину и направление
по всему телу.

Д л я  этого случая из равенства (11.22) получим

и { Р ) = и — ( — ) d v = J 4 r  I — •к Î dl \ г J dl v г

П ол агая  тело однородным по плотности о, после умножения и 
деления правой части на величину Go найдем

U W - . - L  A ( C J c , A l = i ï ,  (11.23)
v ’  Go dl  \ V r j  Go dl 

где  на основании (II.9)

V = G  J  o{dv/r)
V

является  гравитационным потенциалом притяжения объемных 
м асс  (в отличие от магнитного потенциала U, он обозначен 
через У).

Таким образом, магнитный потенциал однородного по плот
ности и однородно намагниченного тела равен произведению 
величины //Go на производную гравитационного потенциала 
тел а ,  полученную по направлению вектора намагниченности.



Полученным равенством можно пользоваться при решении р аз 
личных задач  магниторазведки, т а к  к ак  оно позволяет находить 
магнитный потенциал однородно намагниченного тела , если 
известен его гравитационный потенциал (при постоянной плот
ности этого тела) .

Перепишем формулу (11.23) через производные гравитацион
ного потенциала по осям координат х, у и г. По правилу диф
ференцирования сложной функции

где Vx = dV/dx\ Vy = ¿ty/ду; Vz = dV/dz\
Jx, Jy, Jг — проекции вектора J  на оси координат:

h =  |/ 1eo s (/, х), Jy= |/ 1e o s (/ ,y), Jz= |/| cos(/, z).

Формулы (11.23), (II.24), связываю щие гравитационный и м а г 
нитный потенциалы тела, являю тся уравнениями П уассона и 
широко применяются при решении различных задач  гр ави р аз 
ведки и магниторазведки.

Найдем теперь выражения, определяющие проекции силы F 
(напряженности поля) на координатные оси. Так к ак

F = grad  U= (dU/dx)i+ (dU/dy)J+ (dU/dzjk, 
с использованием (11.24) найдем

В случае двухмерных гравитационных и магнитных ан ом а
лий при /у = 0 , Уу = 0  (равны нулю и все значения производных 
от У, в индексы которых входят у) из приведенных равенств, 
начиная с (11.24), получим

U ¡ p \ __J_ I <W_ dx_ . 3V_ dy  dV i
Ga ' dx di dy di dzGa dx di

J \d V  n \ , dv n \ , dv „  , 1  =  ------ — eos /, x) +  —  eos /, y +  —  eos (l,z) .
Ga L dx dy dz

Так как  направления l и / совпадают, 

U(P) = (1 /Ga) (JxVx + JyVy + JzVz), (11.24)

Fx (dU/dx) — X — (1 /Ga) (JXVxx-h J yVXy-\-JzVл-г); 
Fy= (dU/dy) = Y= (l/Ga) (JxVxy + JyVyy + J zVyz) ; 
Fz= (dU/dz) = Z =  (l/Ga) (JxVxz + J yVyz + JzVzz).

U(P) = (\/Ga) (JXVX + JZVz);

F= (dU/dx) i+ (dU/dz\k\
Fx= (l/Ga) (JXVXX + JZVXZ) ; 

(l/Ga) (JXVXZ+ J ZVZZ).



Д л я  наиболее применяемого на практике случая вертикаль
ного намагничивания (Jx = Jy = 0 , ! г = ] — трехмерные аномалии) 
найдем

£ /= (1/Оа)/Уг; ^ = ( 1/Оа)/1/«;
Ву= (1/ва)1Ууг; Рг= (\10а)1Угг.
Д л я  двухмерных аномалий при вертикальном намагничива

нии будут справедливы эти ж е  формулы, за исключением того, 
что проекция Ру = 0 .

Рассмотрим несколько примеров.
Поле однородно намагниченного шара. Пусть т ,  а, Я — со

ответственно масса, плотность и радиус шара. Д л я  такого шара 
согласно полученным выше формулам

в т/ р,
У{Р)  ,' 2nGo (R2 — р2/3), р <R.

Определим вначале значения производной dV/dl: при р>R
dV п  т  dp п  т  а .—  =  — G ------ — =  — и —  cos и ;
dl р2 dl р2

при р <R
dV dV dp 4 n  dp r  m
—  = ----- —  -------- nGap =  — G —  p COS b .
dl dp dl 3 dl R3

В этих выражениях учтено, что угол м еж ду положительным 
направлением р (от центра к точке Р) и вектором / равен ве
личине 0 .

Тогда согласно (11.23) при M = Jv найдем

ЩР) =
— —  cos 0, р ^  R , 

р2

— —  pcos 0 , p<.R , 
R 3 r

где M — магнитный момент шара.
Н а поверхности ш ара при p=R  обе эти формулы дают одно 

и то ж е  значение
U(P)  = — (MIR2) cos 0.
Из сравнения полученной формулы при p>R  с формулой 

для  потенциала диполя видно, что потенциал однородно намаг
ниченного шара для внешней точки равен потенциалу диполя 
с тем ж е  моментом М , помещенным в центре шара.

Определим теперь величину силы F (напряженности поля). 
С этой целью разложим ее на две составляющие — по направ



лению нормали (вертикальную составляющую ^напряженности 
магнитного поля) и по направлению касательной вдоль м агн ит
ного меридиана (горизонтальная составляющая напряженно
сти Я ) :

7 =  —  • Я  =  — —
др р дО

Дифференцируя выражение потенциала, соответствующее 
значению р>R,  найдем

Z = (2M/p3)c o s0 ;  Я =  (M/p3) sinO.
Д ля точек, находящихся на шаре при р = R, получим

Z = (2M/R3)cos 0; Я =  (M/Я3) sin 0.
Полный вектор напряженности

! Т\ =  / г 2 +  Я 2 = (.M/R V 1 +  3 cos2 0  •
На магнитных полюсах 0 = 0 и 180°, поэтому
Z = ±2M/tf3; Я  = 0;

|Г"| = Zmax = 2M/Rz.
На магнитном экваторе 0 = 90 или 270°, следовательно

Z = 0 ; H=^zM/R3', |7'|=Ятах.

Если через Zp обозначить значение вертикальной составляю 
щей на Северном полюсе, через Не — значение горизонтальной 
составляющей на магнитном экваторе, то Zp/He =  2 .

Если 1 — угол между направлением полного вектора н а п р я 
женности магнитного поля и касательной к меридиану в точке 
Р (угол магнитного наклонения), то tg I  = Z/H.

Д ля определения магнитного момента шара получим

M = HeR3 = ZpR*l2.

Приведенные формулы имеют важное значение, ими можно 
аппроксимировать в первом приближении магнитное поле 
Земли.

Поле однородно намагниченного эллипсоида. Д ля  определе
ния потенциала и составляющих магнитного поля от однородно 
намагниченного эллипсоида воспользуемся известными в ы р а 
жениями для гравитационного потенциала и его производных 
(см. § 8 ). Рассмотрим случай внешней задачи.

Магнитный потенциал найдем из формулы
U (Р) =  ( 1 / G o )  (J хУ хЛ-1 уУ у Л- J гУг) •



Значения производных >
Ух = дУ/дх = Рх; Уу =  Ру; Уг = Рг 

были найдены выше:

Ух=ОАах\ Уу=  ОДоУ; У2 = вСаг,
где

А = — 2лаЬс  Г — —  - О — :
* а2  +  х У}(\)

В = — 2л аЪс Г — ---------
\ й2+Я У  ПК)'

С = - 2 паЬс _____ ^ = .
■; с * + х  у  {(к)

Тогда для магнитного потенциала получим

и  (Р) = А х1х + Ву1 У + Сг1г. (11.25)
По этой ж е  формуле можно определить потенциал и для 

внутренних точек, если в интегралах А, В, С нижний предел 
интегрирования принять равным нулю. Рассмотрим следующий 
частный случаи. Найдем магнитное поле сжатого эллипсоида 
при а = Ь>с. Из (II .25) при А = В

и ( Р ) = А ( х 1 х + У1 у ) + С г 1 г.
Предположим, что эллипсоид намагничен по оси г. Тогда
11(Р )= С г1г, ( П 2 6 )

где при t = 0
оо

С = — 2 л а 2с | 1 ак
й с2 +  У т  '

Так  как

/(Х) = (й2 + Я) (Ь2 + К) (с2+ Я ), 
то при а = Ь

/(Я) = (а2 + А)2(с2 + Я).
Тогда

С = — 2па2с
(а2 +  Я) (с2 +  X)3/2 '

Этот интеграл берется в простейших выражениях:

С — —4ла2с /—--------— а п ^  — V
\<?2С <?3 й с Г



где д2 = а 2—с2. Подставив это значение с в формулу для потен
циала (11.26), окончательно получим

где учтено, что магнитный момент эллипсоида 

М = 4 я а 2с//3.
Отсюда можно определить и составляющие напряженности м а г 
нитного поля по оси координат.

§  11. ВОЗМОЖНОСТИ СОВМЕСТНОГО А Н АЛ И ЗА 
ПРОИЗВОДНЫХ ГРАВИТАЦИОННОГО 
И МАГНИТНОГО ПОЛЕЙ

Рассмотрим с наиболее общих позиций вопрос об определе
нии коэффициента 1 /йа и углов, образуемы х вектором / с о с я 
ми координат х, у, г по совокупности любых двух магнитной и 
гравитационной аномалий, соответствующих одному и тому ж е  
источнику. Более просто и сравнительно легко эту задачу м о ж 
но решить в волновых числах с применением преобразований 
Фурье. Поэтому остановимся на этом пути. Выразим вн ачале  
уравнения Пуассона о связи м еж ду гравитационным и м агн и т
ным потенциалами и их производными в волновых числах, т. е. 
через спектры гравитационных и магнитных аномалий. Р ассм о т 
рим трехмерные аномалии.

Уравнение Пуассона в спектральном виде

Установим вначале связь м еж ду спектрами магнитных ан о 
малий со спектром гравитационной аномалии ускорения свобод
ного падения.

Спектр аномалии Цх,у) (предполагаем, что он сущ ествует)
< ОО 00

Б (и, у)/ =  —  Г С Цх, г/)ехр[ — ¿(мх +  гл/)]сЫг/,
2 я

где и и V — волновые числа (здесь и в дальнейшем индексы  
при спектрах и автокорреляционных функциях указы ваю т на  
аномалии, которым они принадлежат).

Воспользуемся применяемыми в гравиразведке и м агнито 
разведке соотношениями связи м еж ду  спектрами аномалий р а з 
личных производных:

Зух =  — (ш/р) ; Буу =  — (¿и/р)5у2 ; 

БУхг =  ; 8 Гуг =  г‘у 5 г г ;



S v zz — — p 5 t 2 ; S Vxx =  — [ (iu)2/p] S Vz;

Svyu =  -  [(ш)2/р] S Vz; S Vxy =  -  (iuiv/p)SVz, 

где p =  |/ u2 -f- v2 .

Применяя преобразования Фурье к обеим частям равенства 
(11.24) и равенств, полученных из него для проекций Fx = X, 
Fy=Y  и Fz = Z, и учиты вая приведенные соотношения связи 
м еж ду спектрами аномалий различных производных гравита
ционного поля, найдем

S(u, v)u= ~ { —iuJx — ivJy + pJz)S(u, v ) v ,
Gap ¿

S(u, v)x=  S~ - Vz [u2J x + uvJy + iupJz\;
Gap

5  (u, v)y =  S v)vz [uvJx +  v2J y -f ivpJz] ;
Gap

5  (U, v)z =  lS ^ J!}y z [iupjx +  ivpjy—p2J z] . 
upa

Эти формулы связываю т спектры аномалий магнитного по
тенциала со спектром непосредственно измеряемой гравитаци
онной аномалии и выражаю т уравнения Пуассона для связи 
м еж ду потенциалами в волновых числах.

Рассмотрим теперь энергетические спектры. Зная спектр ано
малий S (u ,v ) ,  ее энергетический спектр можно определить из 
равенства

Q(u, v) = 2 я 5  (и, v ) S {— и, — и) = 2 л | S(u, v) |2.

Пользуясь этой формулой, из приведенных равенств получим 
следующие выражения для  энергетических спектров аномалий: 

Q (“ ’ v)a =  Q{U’ V)v 

Q{u' ü )x =  7 g ^ ) ? “2Q(w’ ü)^ ;

Q(“’ V)y= ^)?ü2Q(U,ü)̂ ;
Q(M’ v)z =  1 c ^ p2Q(u’ v)v* ’

где

А (и, v ) = u 2Jx 2 + v 2J y 2 + 2uvJxJ y + p2Jz2, (И.27)

при вертикальном намагничивании A(u, и) = р 2/2.



В этих равенствах от энергетического спектра аномалии Vz 
можно перейти к энергетическим спектрам аномалий Vxz, Vyz 
и Vгг на основании следующих формул, получаемых с помощью 
приведенных соотношений связи м еж ду  спектрами различных, 
производных

u2Q(u, v)vz =  Q(u, v)vxz\ 
v2Q{u, v)Vz =  Q(u, v)Vyz\ 

p2Q(u, v)vz =  Q(u, v)vzz.

Учитывая последние выражения, из формул для  энергетических 
спектров найдем

А у) _  Q(u, v)и _  Q (и, v)x _
(Gap)2 Q ( u , v ) v z u2Q(u, v )vz '

__ Q (и, v ) Y Q (и , v ) z  __  Q ( u , v ) x  _  Q ( u , v) y  Q ( u , v) z
v2Q(u, y ) v z P2Q (U, V)vz Q (И, v ) Vxz Q (И, v )Vyz -  Q(U, v )Vzz ■

Всем этим отношениям соответствует одна и та же функция 
А (и, о). Из этих равенств, пользуясь любым отношением, м ож 
но определить значения функции

А (и, u)/(Gap) 2 = P((p), 
а следовательно, и величины Jx/Go, J y/Ga,

Jz/Ga и J/Ga = K  (при вертикальном намагничивании — с р а 
зу величину К) ■

Определение коэффициента k

Приведем несколько соотношений, облегчающих определение 
коэффициента К. В полярных координатах на плоскости при 
M = pcos(p, o = psincp, u2 + v2 =  р2 из (11.27) получим

Р (ф) = К 2 (cos2 ф cos2 a + s in 2 ф cos2 ß +
+ sin 2ф  cos a  cos ß + cos2 y) ,

где

K=J/Go; cos a  = /*//; cosß = /j,//; cos y = /2/7;

a, ß, 7 — углы, образованные вектором / с осями координат 
х, у, z. Отсюда видно, что правая часть полученного равенства 
не зависит от р , а зависит только от ф. При значениях ср = 0 и  
Ф  = 90° найдем

Р (0 )  = К 2 (1 — s in 2 ß ) ;
Р  (90°) = /С2 (1 — s in 2 а ) .



Максимальное значение
Р (ф )ш а х  =  К 2; 

минимальное
Р (ф ) т 1 п  =  /С2 CO S2 у.

Кроме того, легко показать, что
^(ф) + Р ( ф  + 90°) =Р{<р)тт + р  (ф ) шах — К2 (1 + cos2 у ) ;

Р(Ф)^Ф =  ^ ( 1 +cos2 y ) .

Из этих соотношений можно определить К и углы а, р, у.
Двухмерное, или плоское поле. Д л я  двухмерных аномалий 

при и = со, v = 0, р = IсоI, У= О, Х = Н и JX2 + JZ2 = J 2 уравнение 
Пуассона для  потенциала и их производных можно переписать 
через спектры аномалий:

5 (‘Л)и =  ; ( — ioiJx +  | со 1Л )5 (coW ;
Gct I со | 2

S  (со )*  =  — ^ — • (сч Ч х +  г со | со | Л ) S (co )v  ;
и о  | СО |

•S (co)z =  — —  (со | к  | J x — о>VZ) S (со)г .
Ост | со |

Связь м еж д у  энергетическими спектрами легко получить из 
приведенных выше соотношений, учитывая, что для двухмерных 
аномалий P(q>)=K2, т. е. является постоянной величиной. По
этому в получаемых выражениях энергетические спектры авто
матически можно заменить и автокорреляционными функциями 
соответствующих аномалий. Эти выражения и их обобщение на 
случай магнитных аномалий АТ ввиду легкости их получения 
здесь не приводим. Подробно об этом можно прочесть в рабо
тах В. Н. С трахова , О. А. Соловьева, С. А. Серкерова и других 
исследователей.

Приведем конечные выражения некоторых формул двухмер
ной задачи, позволяющих определять коэффициент К:

оо
J  U (х) dx

„ —ОО

2 оо
f // (x)dx

— ОО

2 СО

J  Н (х) dx
_ —ОО

2

| V2(x)dx
— СО

2 оо
j  v xz(x)dx

-ОО

2 " “ со
| Vzz(x)dx

— ОО

2

оо
j Z(x)dx 

_ —00

2 оо '2
j" Z (x) dx

j  VX2(x)dx
--ОО

• 2 00 ( 2 
j" Vz2(x)dx

—oo



Д ругая серия формул
ОО оз оо

} У2 (х) йх _[ А/2 (Х) ах | 22 (X) с1х

К2 =:
|' У*г (х)с1х ]'

—00 —оо —оо
ОО ОО СС

| Я 2 (х)(1х \ Г л (х)йх Г [/.Цх) -ь  т(х)\с1х

с1х

Некоторые из этих формул известны в литературе (А. А. Л о 
гачев, В. Н. Страхов, Б. М. Яновский и д р .) .

Для иллюстрации некоторых приведенных положений р ас 
смотрим модельный пример (рис. 25).  Значения энергетическо
го спектра магнитной аномалии Е, соответствующие однородно 
намагниченному шару, показанные на рис. 25, а, уменьшены в

Рис. 25. Результаты  определения коэффициента К ■
Изолинии энергетического спектра: а — магнитной аномалии; б — гравитационной ано
малии ускорения свободного падения; в — график изменения функции Р



1000 раз. Значения энергетического спектра гравитационной 
аномалии Угг от того ж е  тела в пределах одной четверти гори
зонтальной плоскости, такж е  уменьшенные в 1000  раз, приве
дены на рис. 25 ,6 .  График изменения функции

С} (и, v)z|Q(u, V) Угг = Р {ф)

в зависимости от у гл а  ф показан на рис. 25, в. По данным этого 
графика по формулам, полученным из приведенных выше,

\К\=У Р{ ф )ш а х ; COS у =  \ /Г Р (ф ) m i n i  Р (ф )  г

sin ¡3 = j/  1 — Р ( 0 )/Р(ф)тах; sin а = У  1 — Р (90°) IР (ф)тах

определены значения искомых параметров: |/С1 = 1 нТл/Е;
1 cos "Y! = 0,71; I cos р i = 0,50; |cosa|=0,5 , т. е. 4 = 45°, a  = p = 60°. 
Эти данные совпадают с принятыми при расчетах.

После определения отношений компонент вектора намагни
ченности к плотности равенства, выражающие спектры элемен
тов магнитного поля через спектры гравитационных аномалий, 
можно использовать и для определения псевдогравитационных 
или псевдомагнитных аномалий. К ак  видно из равенств, приве
денных выше, д л я  этого при известных значениях Jx/a, Jy/a, 
Jz/a достаточно знать  спектр одного из элементов гравитаци
онного поля, в данном случае аномалии Vz. Определив через 
спектр этой аномалии спектры элементов магнитного поля 
X, У, Z (их можно называть спектрами псевдомагнитных ано
малий), пользуясь обратным преобразованием Фурье, можно 
найти и значения самих элементов магнитного поля X, Y, Z. 
И наоборот, определяя из указанных равенств спектр аномалии 
Vz (спектр псевдогравитационной аномалии) через спектр ка- 
кого-то одного элемента магнитного поля, аналогично можно 
вычислить и псевдогравитационную аномалию. Например, фор
мулы, определяющие аномалии Z, будут иметь вид

j со оо
Z(x, у) — —  J  J  5  (и, v)z exp [i (их +  vy)} dudv =

2я  —оо —оо

1 7  ?  /*. Jx , • JV J Z \ 4,
2 я J o c - L  V  G a  G a  G a )

X S  (u, u )rzexp [i (их +  vy)\ dudv.

Д ля двухмерных аномалий (u = со, p = I со I, u = 0)

Z(x) =  - L =
W  V 2л  \  Go Go J

X S  (co)yz exp(i'ayc) dm .



Указанным путем при известных ¡х/ва, /у/ба, /г/Со можно 
вычислить не только псевдомагнитные или псевдогравитацион- 
ные аномалии, но и их энергетические характеристики, напри- 
мер энергетический спектр, автокорреляционную функцию, 
взаимный энергетический спектр, взаимную корреляционную 
функцию. При этом, естественно, нужно пользоваться в ы р а ж е 
ниями связи м еж ду энергетическими спектрами гравитационных
и магнитных аномалий.

От спектров псевдомагнитных и псевдогравитационных ано
малий не всегда нужно переходить к аномалиям  — необходимый 
анализ и интерпретацию можно проводить и в частотной о б л а 
сти спектральными методами. Например, зн ая  спектры грави та
ционной и магнитной аномалий, величины /х/бо, Зу/Оо, 1 г/Са  
можно определить, подбирая в приведенных выше выражениях 
спектров указанные величины таким образом, чтобы получен
ные данные в точках осей и, V, со равнялись бы значениям 
спектра магнитной аномалии. Это легко осуществить с учетом 
действительной и мнимой частей спектров, а именно, учитывая 
ту их особенность, что действительная часть спектра аномалии 
г  и мнимые части спектров составляющих магнитного поля 
X, У и I  (в двухмерном случае) всегда зависят  только от вели
чины ¡г/йа  оставшиеся их части зависят только от чисел 
и Зу/ва (для двухмерных аномалий от /*/6 0 ) .

Метод подбора по гравитационным и магнитным полям. 
Одним из результативных методов совместной интерпретации 
значений элементов гравитационного и магнитного полей при 
пуассоновском характере аномалиеобразующих объектов я в л я 
ются аппроксимационные методы, основанные на подборе по
лезных составляющих полей полями некоторого эквивалентного 
распределения масс. При совместной аппроксимации грави та
ционных и магнитных полей применяется смешанная мера ап 
проксимации, в качестве которой берется некоторый обобщен
ный функционал, являющийся взвешенной суммой двух функ
ционалов, один из которых строится по данным наблюдений 
элементов гравитационного поля, другой — по данным наблю
дений элементов магнитного поля. М етодика применения этих 
методов при решении двухмерной задачи  для  случая изолиро
ванных тел по наблюдаемым элементам гравитационных и м а г 
нитных полей, содержащих случайные и систематические по
грешности, следующая. Рассмотрим вначале способы, разрабо
танные В. Н. Страховым.

Пусть заданы и н(х), которыми могут служить элементы 
гравитационного и магнитного полей ё н{х) и Нк(х). Предпола
гается, что из априорных данных можно построить некоторую 
приближенную модель распределения источников с постоянной 
плотностью а и намагниченностью /. Пусть далее  значениями 
и м(х; £ )(Р*))  будут gы(x■D(P*)) и Ны(х; 0 ( Р * ) ) — значения
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тех ж е элементов полей в точках х, соответствующие заданной 
области /) (заданной модели), определяемые вектором пара
метров Р*. Полагаю т такж е, что значения наблюдаемых эле
ментов полей содерж ат фоновую составляющую £/Ф(я ;*** ) ,  
где й = 1,2; — вектор параметров для  й-го элемента. Значе
ния этих параметров неизвестны и подлежат определению вме
сте с вектором Р*. Тогда составляют функционал Фг ,т  и век
торы параметров Р* и определяют из условия

где Рг и Р т  веса , с которыми берутся соответственно функ
ционалы гравитационного и магнитного полей Фе2 и Фт 2. При 
этом каж дый из этих функционалов имеет вид

где N число пунктов наблюдений. В зависимости от того, к ак  
берут веса, к а к  выбирают модельный класс источников, фоно
вые составляющие и какие параметры конкретно определяют, 
могут отличаться друг  от друга аппроксимационные методы. 
Рассмотрим некоторые из них.

В работе В. Н. Страхова и М. И. Лапиной веса определяют
ся из выражений

§тах, Нщах — максимальные по модулю значения g, и Н\ и 
6 н — среднеквадратические величины случайных помех в на
блюденных значениях полей. Фоновую составляющую поля 
аппроксимируют выражением

и$(х) =А + Вх\ + Сх2 (*\=х, х 2 = г).

Определяемые авторами параметры — величины интеграль
ных характеристик возмущающих масс, связанные с комплекс
ными моментами источников. При этом исходные поля аппрок
симируются полями некоторых задаваемы х распределений масс, 
которыми могут служить, например, распределения масс, носи
телями которых являю тся многоугольник, область с границей 
в форме эллипса, область с границей в форме эллиптической 
лемнискаты Б ута  или так  называемые «каркасы » . Под « к ар к а 
сами» понимаются распределения в виде совокупности точечных

Ф2г , т (Р * { г* 4 )  = РеФ2е + Рт Ф2т = т\п,

N

Ф2 (Я*, {/**}) = 2  [ и -  (XI)  -  и - (ХГ, Я  (/>*)) -  £/Ф (ХГ, *•*) ] 2,
«=1

, _  г Т ,
т —  —------

где

& тах  .

т а х



источников с одинаковыми массами для  гравитационного поля 
и с одинаковыми моментами для магнитного поля, рассматри
ваемых как  некоторая связанная система.

Рассмотрим методику совместной интерпретации значений 
гравитационного и магнитного полей, разработанную 
Ф. М. Гольцманом и Т. Б. Калининой. В ней, пользуясь метода
ми теории статистических решений, на основании критерия м ак 
симального правдоподобия строят так  называемую  оптималь
ную функцию отклика, или функцию достаточного приема 
Х(Р*), по величине максимума которой и оценивают неизвест
ные параметры. При этом выражение д л я  Х(Р*) формально 
имеет такой ж е вид, какой имеет правая часть приведенной 
выше формулы, с той лишь разницей, что веса = — 1/6б2, 
Рт = — 1/6т2 и отсутствует в нем фоновая составляющая ¿7*. 
А в качестве модели экспериментальных данных задаются 
функции, соответствующие значениям гравитационного и м аг 
нитного полей от различных тел, в частности, если имеет место 
случаи однородного по плотности и однородно намагниченного 
шара, то

и ‘ , М  =  Ос + „ , ( * ) ;

где а — избыточная плотность; М — магнитный момент; /г — 
глубина залегания центра шара.

Если учесть эти функции, выражение д л я  %{Р*) примет вид

к (М, О) = 1 N

т  1 = 1
2h* — x2i

(,h2 ■
x‘ i Г¿)5/2 J

U"e (Xi) - G o  h
(h* + x2,-)3/2 .

Здесь значения о считают известными, определяют М и h. М а к 
симум этой функции в пространстве M u h  д ает  искомые оцен
ки неизвестных параметров.

В заключение следует отметить, что применение уравнения 
Пуассона для связи между гравитационным и магнитным по
тенциалами дает большие возможности совместному анализу и 
интерпретации данных потенциальных полей, особенно в ч ас 
тотной области с применением спектров аномалий. В частности, 
выше приведены формулы, позволяющие с наиболее общих по
зиций определять параметр К и углы, составляемые вектором 
намагничивания с осями координат, по любой совокупности 
гравитационной и магнитной аномалий. Кроме того, многие из



этих формул можно использовать и к а к  признаки принадлеж
ности гравитационной и магнитной аномалий одному и тому ж е 
аномальному тел у  и для решения ряда других задач.

Аппроксимационные методы подбора по гравитационному и 
магнитному полям наиболее эффективны при совместной интер
претации их значений.

§ 12. ПОТЕНЦИАЛ ПРИТЯЖ ЕНИЯ ДВОЙНОГО СЛОЯ

При выводе формулы потенциала диполя рассматривалось 
влияние к а к  положительных, так  и отрицательных масс. Д ля  
магнитных масс это естественно. Примем, что и гравитационные 
массы бывают отрицательными, например, при определении 
потенциала т а к  называемого двойного слоя. Понятие двойного 
слоя для теории притяжения гравитационных масс — чисто м а 
тематическое, но весьма удобное и широко применяемое.

Рассмотрим вначале определение двойного слоя. Пусть з а 
дана некоторая поверхность 5  (рис. 26). Представим себе две 
другие поверхности 51  и 3 2, расположенные с обеих сторон от 
поверхности 5  на малых, но равных расстояниях от нее, отсчи
тываемых по нормам п к ней. Каждой точке М поверхности 5  
на поверхностях 51  и 5 2 будут соответствовать точки Мх и М2, 
находящиеся на одной нормали п с точкой М. Расстояние М\М2 
обозначим через й (точка М делит его пополам).

Пусть на поверхностях 5] и 3 2 расположены массы с плот
ностями (Х[ и ¡л2, причем Ц1 = |я, цг = — Такая  совокупность по
верхностных масс , распределенных на ^1 и 5 2 в пределах при

О, представляет собой так  называемый д в о й н о й  с л о й ,  
расположенный на поверхности 5  (название двойного слоя дано 
в отличие от рассмотренного выше названия простого слоя). 
Расстояние й назы вается  т о л щ и н о й  д в о й н о г о  с л о я .  К ак  
и выше в случае  диполя, расстояния от точки Р до точек 
М, М2 обозначим соответственно Г\, г, г2. За положительное 
направление нормали примем направление от отрицательных 
масс к положительным. В точках М1 и М2 поверхностей 5] и 5 2 
возьмем две элементарные поверхности йБг и ¿ 5 2, являющиеся 
проекциями элемента поверхности 5 , взятого с центром в

Рис. 26. Двойной слой



точке М. При заданных таким образом м ассах  точки М\ и М 2 
соответственно с массами dnii и dm2 {drrii = ¡j,i dS\ = ц,dS\ dm2 = 
= |.i2 dS 2 = — |id S )  образуют элемент двойного слоя с центром 
в точке М — диполь. Тогда в пределе (при d-+ 0)

lim (ddm) = l im (nd)ds = &ds, 
d̂ O о

где ß = lim (¡xd)— плотность (иногда момент и мощность) двой-

ного слоя. Функцию {3 будем считать непрерывной во всех точ
ках поверхности 5 . Значение потенциала от рассматриваемого 
диполя обозначим dU. Это значение можно найти из (11.19) 
после замены в ней V на [3 dS, I на п, и  на V и умножения ее 
на в:

Выражение потенциала от двойного слоя (с ум м а  потенциалов 
от двух простых слоев, находящихся друг  от др уга  на малом 
расстоянии, с расположенными на них массами разных знаков) 
получим как  сумму потенциалов диполей dV  по всей поверхно
сти 5  (в пределе, когда d->■0 , поверхности 51  и Б2 бесконечно 
приближаются к поверхности 5 , к ак  бы сливаются с нею, и ин
тегрирование проводится по поверхности 5 ) :

Это выражение и определяет потенциал притяжения двойного 
слоя. При ¡3 = const двойной слой называется о д н о р о д н ы м .

Потенциал притяжения двойного слоя удовлетворяет ур ав 
нению Лапласа, если точка Р не лежит на поверхности S. По
казать  это можно следующим образом.

Перепишем (11.29) в виде

Дифференцируя под знаками интеграла и производной по 
нормали,найдем

(11.28)

V(P) =  G jß  — ( — ) d S =  - G  i ß - ! - c o s  (г, n)dS. (11.29)
s dn \ r ! 's r2

Тогда

^ - ö j ' ß A
öx2 s  dn



Аналогично найдем^ =  А Г _ /.2- з ( у - т 1 ) м
й /2 i H dn  L rb _ ’

f £  =  g j p f  г - Л = Х * - &  W
oz2 5 дп  L гъ

С клады вая  все три равенства, получим
д 2 V/dx2 + д 2 V/dy2 + д 2 V/dz2 = 0.

Отметим, что поверхности, на которых расположены простой 
и двойной слои, должны удовлетворять ряду требований (по 
А. М. Л я п у н о в у ) :

1) в каж дой  точке поверхности 5  существует определенная 
касательная плоскость;

2) сущ ествует т ак а я  длина R, при которой если какую-ни
будь точку М  поверхности 5  взять за  центр сферы радиусом R, 
го прямая, параллельная нормали к поверхности 5  в точке М, 
может встретить 5  внутри сферы лишь в одной точке;

„3) если 0 острый угол, который образует нормаль в к а 
кой-нибудь точке М поверхности 5  с нормалью в другой точке 
Mi этой поверхности, а г — расстояние м еж ду этими двумя точ
ками, то можно указать  два таких положительных числа а  и Зь 
не зависящих от выбора точек М и М i, что при любом положе
нии этих точек 0 < P ir“.

Можно подчинить поверхность S  и условию гладкости: 
г л а д к о й  называю т поверхность или часть поверхности, в 
каждой точке которой существует определенная касательная 
плоскость (следовательно и определенная нормаль), непрерыв
но изменяющая свое положение при непрерывном перемещении 
точки.

Рассмотрим более подробно входящую в (11.28) и имеющую 
наиболее частое применение функцию

¿ ( f ) “ -  J - e o s e ,

где 0 угол м еж ду  направлениями г и п. Эта функция имеет 
простую геометрическую интерпретацию.

Предположим, что нам задан конус с вершиной в точке Р. 
Площадь части поверхности, вырезаемой данным конусом на 
сфере S i радиусом г, проведенной с центром в точке Р, обозна
чим A Sb Тогда т е л е с н ы й  у г о л ,  или угол зрения, под кото
рым из вершины конуса виден контур сечения A Sb будет опре
деляться отношением площади AS к квадрату  радиуса сферы г, 
т. е. выражением



S,

Рис. 27. Телесный угол видимости поверх
ности dS из точки Р

Р

dS

Отсюда для определения элемента телесного у гл а  получим фор
мулу (рис. 27)

dy = dSl /г2.
Предположим теперь, что элемент площади (151 не принад

лежит указанной сфере, а является элементом dS  произвольной 
поверхности 5. Тогда (181 можно определить через с/8: d S 1 = 
= £?5соз0, где 0 — угол между нормалями и поверхностям 
и 5. Так как  нормалью к поверхности является  г, то 0 —
угол между направлениями г и нормали п к  поверхности 5. 
Поэтому элемент рассматриваемого телесного угла

Элемент телесного угла, или угла видимости, будет положи
тельным или отрицательным в зависимости от величины c o s 0 , 
т. е. от того, будет ли угол 0 острым или тупым. Полный телес
ный угол получим, интегрируя dy по поверхности 5 :

Эта интегральная форма записи телесного у гл а ,  а полученный 
интеграл, взятый с обратным знаком, назы вается  и н т е г р а 
л о м  Г а у с с а .  Следует отметить, что если поверхность 5  не
замкнутая , телесный угол не будет зависеть от формы поверх
ности. Например, на рис. 27 поверхности 5  и 51 видны под 
одним и тем же телесным углом. Этому телесному углу будут 
соответствовать и многие другие поверхности с контурами, 
ограниченными теми ж е  лучами, проведенными из точки Р, 
которыми ограничены контуры поверхности Поэтому вели
чину телесного угла в (11.31) можно определить интегрирова
нием по любой из указанных поверхностей.

Если ж е поверхность 5  зам кнутая , рекомендуется рассмот
реть следующие случаи.

1. Вершина конуса, т. е. точка Р находится в области VI вне

dy = dS cos 0/r2. (11.30)

7 = (11.31)



поверхности 5 .  Тогда

7= [ (1 /т"2)соэ 0 ( (Б  = 0.
$

2. Точка Р  находится внутри поверхности 5  в области V. 
В этом случае независимо от формы поверхности

7 =  | (1/г 2) со8 0 й?5 =  4 л г 2/г 2 =  4 п .
5

Здесь интеграл по поверхности 5  заменен интегралом по сфере 
радиусом г.

3. Точка Р  находится на поверхности 5 . В этом случае ин
тегрирование в предыдущей формуле нужно проводить по по
верхности полусферы. Поэтому

7 = _[ (1/г2)соэ 0 й?5 = 2 я г 2/г2 = 2л.
5

Объединяя указанны е три случая в один, запишем

Эта формула определяет значение интеграла Гаусса в слу
чаях, когда точка Р находится внутри, вне и на замкнутой по
верхности 5  (и и И1 — внутренняя и внешняя области относи
тельно 5 ) .

Выражение элемента телесного угла  (11.30) широко приме
няют при выводе формул потенциалов и силы притяжения от 
различных сложных тел. Замена по указанной формуле интег
рирования по поверхности интегрированием по элементу телес
ного у гл а  д ает  простую геометрическую интерпретацию соот
ветствующим выражениям и облегчает во многих случаях про
цесс вывода формул.

С учетом (I I .30) формулу (11.29) можно переписать в более 
простом виде:

Рассмотрим случай однородного двойного слоя. Примем, что 
момент, или плотность двойного слоя, т. е. величина ¡3, — по
стоянная величина. Тогда

— 4я, Р е к
(11.32)

У ( Р ) = - 0 $  Ит-
5

(11.33)



В этом случае на основании значений интеграла Гаусса (11.32)' 
получим

— 4лбр , Р е и ,
К(Р) = — 2лОр, Р(=8,

О, Р е о ь

Из этого равенства видно, что потенциал притяжения одно
родного двойного слоя, лежащего на произвольной замкнутой 
поверхности, — постоянный для точек внутреннего и внешнего 
относительно 5  пространств. Следовательно, он не оказывает 
никакого влияния на массы, лежащие внутри или вне 5.

Пусть Р,- и Р е — внутренняя и внешняя по отношению к по
верхности 5  точки, а М — текущ ая точка поверхности 5. Тогда' 
на основании последнего равенства

У(Ре) -  У (Р/ )= 4яС р ;

^ 1 У ( Р е )  +  У ( Р , ) ]  =  У ( М ) .

Отсюда видно, что при переходе через границу (через слой 5 ) '  
из внешней области во внутреннюю значение потенциала двой
ного слоя изменяется скачком на 4лС^; среднее значение по
тенциала по точкам внутреннего и внешнего пространств равно* 
его значению на поверхности 5. Разрыв в значениях потенциа
ла, равный 4я(3р, сохраняется и при переходе через незамкну
тую поверхность 5 ,  причем не только для  однородного двойного 
слоя, но и для слоя с любым переменным, но конечным значе
нием момента р. Верно и обратное утверждение [5]: если при 
переходе через некоторую поверхность потенциал поля терпит 
разрыв непрерывности, эта поверхность является  двойным 
слоем.

Из последних двух  равенств можно определить и предельные 
значения У(Ре) и У(Р/) в отдельности:

У(Ре) = У(М)+2пО$-,
У (Р г) =У(М) — 2л

Эти равенства справедливы и для неоднородного сферического* 
двойного слоя.

Если точка Р  находится на поверхности 5 ,  в этих равенст
вах значения V(М) можно выразить через значения потенциала 
простого слоя. Чтобы убедиться в этом, рассмотрим сфериче
ский двойной слой (в общем случае неоднородный) радиусом /?. 
Из рис. 28 видно, что

р2 = Р 2 + г 2 — 2Рг сое (г, п),



Рис. 28. С хема расположения точек О, М, 
Р -, и Ре для  сферического двойного слоя

где р = ОР, г = РМ. Когда точка Р лежит на поверхности S 
значение р = R. Поэтому

R2 = R2 + r 2 — 2Rrcos(r, п).
Отсюда

cos (г, п) = r/2R.

Подставляя это значение косинуса угла  в (11.29), найдем

V{M )=  - o - L j p i l .
2 R s г

Сравнивая эту  формулу с выражением для  потенциала простого 
слоя, видим, что

G J $ d S !r= V 0{M),
S

где У0(М)— потенциал простого слоя, плотность которого рав
на р. Поэтому

У ( М )  = — У 0 ( М ) / 2 Р .  (11.34)

Тогда равенства для ^ (Р е) и У(Р{) можно переписать в 
виде

У{Рв) = (— 1/2Я)К0 (Л1)+2лСр,
(11.35)

У (Л-) = (— 1/2Я) У0 (М ) -  2пО$.

Рассмотрим следующий пример. Определим потенциал при
тяжения однородного двойного слоя, расположенного на круго
вом диске (рис. 29). Пусть ¡л — плотность двойного слоя, Р  — 
радиус диска , начало полярных координат в центре диска. По
тенциал притяжения определим в точках Р  прямой, проходящей 
через центр диска  перпендикулярно к его плоскости. Расстоя
ние от начала координат до точки Р  обозначим 2 .



Рис. 29. Двойной слой, расположенный на круговом 
диске

Воспользуемся формулой

V (Р) =  -  в  | р А  соэ (г, п) с1Б .
5 I

Здесь соэ(г, п) =соэф = — г/г (см. рис. 29), г2 = р2 + г 2, с!8 = 
= рёрй^>. Поэтому значения потенциала найдем, интегрируя по 
углу  ф в пределах от 0 до 2л , по р — от 0 до

Эта функция во всех точках пространства, не принадлежа
щих диску, конечна, непрерывна и однозначна и в бесконечно
сти равна нулю. Когда |г|->0, значения I V(Р)  I = 2я<5[}. При 
этом при подходе к поверхности со стороны положительных 
значений г  V(Р) =2пв$,  при подходе ж е  со стороны отрица
тельных значений г V (Р) = —2яС[3. Поэтому при переходе через 
поверхность диска функция потенциала притяжения теряет не* 
прерывность и величина скачка  в ее значениях равна 4яС(3.

Силы притяжения в точках оси диска

Отсюда получим, что на поверхности диска 
Рг = — 2лОр//?,

т. е. функция Гг всюду (и при переходе через поверхность дис
ка) непрерывна, однозначна и конечна. В бесконечности она 
стремится к нулю. При этом непрерывность напряжения поля 
на поверхности диска обусловлена тем, что при переходе через 
слои с положительными и отрицательными массами , располо

жу _  2лСр#2
дг (/?2 + г2)3/2 '



женные на поверхности диска 5  на бесконечно малом (по срав
нению с г) расстоянии друг от друга, напряженность дваж ды  
испытывает разрыв непрерывности, но каждый раз с разным 
знаком, поэтому суммарная величина изменения напряженности 
равна нулю.

§  13. ПОТЕНЦИАЛЫ ПРИТЯЖ ЕНИЯ ГОРИЗОНТАЛЬНОЙ 
М АТЕРИ АЛЬН ОЙ  ЛИНИИ И ДВУХМ ЕРН Ы Х 
ОБЪЕМ НЫ Х МАСС
(Л О ГА РИ Ф М И Ч ЕС КИ Е ПОТЕНЦИАЛЫ )

Потенциал притяжения горизонтальной материальной линии

Рассмотрим частный случай формулы для потенциала при
тяж ения линейных масс

когда Ь п рям ая  (рис. 30) с постоянным значением К, залегаю
щая на глубине £ и приходящая под началом координат парал
лельно оси у. Элемент дуги й1 = йх\ возьмем в точке М (0, г|,£), 
а точка Р ( х , 0 , 0 ) ,  в которой рассматривается значение потен- 
циала, находится на оси х. Расстояние между точками Р и М 
г = УРС2 + С М 2=Ул:2 + т12 + £2, т а к  как  РС = У%2 + £2, СМ = \\. 
Определим потенциал V от такой линии Ь длиной 21, заданной 
на интервале (—I, +1):

У  X2 +  I2 +  — I 
где С — постоянная.

По этой формуле можно определить потенциал V в точке Р 
от прямой линии конечной длины 21.

V (Р) =  С? I М1 /г) (II, 
£

=  ОМ1п(т) + / г ! +  т12 +  £2): +  С] | =

Рис. 30. Однородные массы , расположенные 
на горизонтальной прямой линии I.



При / » у х 2 + £2, пользуясь приближенным значением корня

/ / 2 +  (д* +  £ * ) * / +  {х* +  £ * )121, 

найдем

и(Р)  =  1п г+ (* 2 + ^ 2г + 1 =

=  ОХЫ21 + ^  +  Ш  = ОХ1п ^  +  ^ + Д ,  
(дс* +  Р)2/ *• +  ?

При />Ул :2 + 52 значением л:2 +  52 в числителе можно прене
бречь, поэтому

У(Р) =  Ш п  — —— = 0 Х [  1п (4/2) +  1п----- ------ 1 =
х* +  Е» I ' ' ** +  Н  

= 2 0 Л, 1п (2/) +  2С Ш  1
Т/*а +  £2

Здесь при /->-оо величина 2йК1п21  т ак ж е  стремится к  бесконеч
ности, но она постоянная и ее можно не учитывать, т а к  к а к  
теоретическое и практическое значение имеет не абсолютная 
величина потенциала, а его разность между точками поля и 
градиент потенциала. В обоцх случаях  слагаемое 2Ск\п21, от 
которого зависит только абсолютное значение потенциала, 
исчезает, поэтому потенциал бесконечной однородной линии 
или однородного бесконечного тонкого стержня, проходящего 
на глубине £ параллельно оси у,

У ( Р ) = 2 СЛ1п у = ^ =  =  2 С Х 1 п -1 ,  (П.36)

где в общем случае

г=  У { х - 1 У + { г - % ) \

Это выражение определяет потенциал притяжения простейшего 
двухмерного тела бесконечной горизонтальной материальной 
линии и является л о г а р и ф м и ч е с к и м .  Оно не зависит 
от направления у, с которым совпадает направление простира
ния линии.

Логарифмический потенциал обладает теми ж е  свойствами, 
что и потенциалы притяжения рассмотренных видов з а  исклю
чением того, что в бесконечности он обращается в бесконеч
ность, взятую со знаком минус. Это связано с тем фактом, что 
массы, создающие поле, занимают бесконечную область.

В частности, покажем, что выражение логарифмического по
тенциала удовлетворяет уравнению Л апласа  д 2У/дх2 +  д 2У/дг2 — 
= 0 во всех точках пространства, кроме точек, в которых г— >-0



и г— ^оо. Это следует из того, что во всех этих точках 
A [In (1 /г) ] = 0 . В самом деле, так как  1п(1/г) = —In г, то

д2 ( In  г ) ________ 1 , о  ( * - | ) 2 .
д х 2 г 2 г 1 ’

a2 (In Г) _ ___1 | о ( г - Э 8
дгг гг г*

О ткуда A [In (1/г)] = 0 .
Проекции силы притяжения на оси координат получим, диф

ференцируя (11.36) по х и 2 :

Fx = dVldx = 2Gk(l — x)/r2-,
Fz = dVldz = 2G%(l — z) lr\

Тогда F =  —2 Gkrjr2.

Потенциал притяжения двухмерных объемных масс

Пусть задано некоторое двухмерное тело сечением 5, про
стирающееся до бесконечности по направлению оси у. Плот
ность о меняется только по сечению 5  (не меняется по прости
ранию) и является непрерывной и конечной функцией коорди
нат точек сечения. Такое тело можно разбить на множество 
бесконечных материальных линий, направление простирания ко
торых совпадает с направлением самого тела.

Потенциал притяжения такого двухмерного тела можно 
представить в виде суммы  потенциалов бесконечных горизон
тальных материальных линий. Тогда, полагая Х = о(18, из (11.36) 
получим

У (Р )= 2 С  ¡о1п(1/г)с15. (11.37)
5

Ф орм ула (11.37) определяет потенциал притяжения бесконечно
го горизонтального двухмерного тела сечением 5 , который яв 
л яется  т ак ж е  логарифмическим потенциалом.

Потенциал, определяемый (11.37), является потенциалом при
тяж ен и я  объемных масс и в теории потенциала при решении 
двухмерных (или плоских) задач имеет такое ж е  значение, к а 
кое имеет потенциал объемных м а с с , определяемый равенст
вом (II .9) в трехмерном случае. Д ля составляющих силы при
тяж ен и я  по осям координат х и г  найдем

/■*= — =  2С | а ^ = ^ ^ ;
*  дх £ г2

^ г = —  =
д г  £ г*



Тогда

р = ~2С Г (о//-2)[(х- | )Т+(г— = —2С[ о(Т/Г2)^5.
5 5

Как видно из полученных равенств, они определяют силу при
тяжения и ее составляющие по осям координат х и г  от гори
зонтально залегающего двухмерного тела произвольного сече
ния 5.

-§ 14. ПРОСТОЙ С Л О И ,  Д И П О Л Ь  И Д В О Й Н О Й  СЛ ОЙ  
Д Л Я  ПОЛЯ  С Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И М  П О Т Е Н Ц И А Л О М

Логарифмический потенциал простого слоя

Д ля определения потенциала притяжения масс, расположен
ных на какой-то цилиндрической поверхности с плотностью ц, 
не меняющейся по направлению образующей, поверхность м о ж 
но разбить в этом направлении на полоски шириной й1 и р а с 
сматривать их к ак  бесконечные материальные линии с плот
ностью К \icll. Тогда на основании (11.36) для одной линии 
с1]/=20ц\п ( 1/г) <И. Интегрируя по длине линии I (сечение по
верхности плоскостью, перпендикулярной к направлению про
стирания), окончательно найдем

У(Р) = 2 0 1  ц\п(1/г)сИ. (11.38)

Эта формула определяет логарифмический потенциал п ри тяж е
ния простого слоя (слоя, масс, расположенных с плотностью ц, 
на цилиндрической поверхности, вытянутой в направлении оси у  
до бесконечности). Этот простой слой в отличие от рассмотрен
ного выше объемного простого слоя называется п л о с к и м  
п р о с т ы м  с л о е м .

В общем случае в формуле (11.38) линия I может быть не
замкнутой.

Потенциал притяжения плоского простого слоя удовлетворя
ет уравнению Л апласа вне и внутри области, ограниченной 
контуром I. Функция эта непрерывна при переходе через /, а ее 
нормальная производная терпит разрыв непрерывности. Вообще 
говоря, логарифмический потенциал простого слоя не ограничен 
на бесконечности. На основании (II .38) для составляющих /•’* 
и ¥г получим



Тогда

/;’ =  g r a d V = —  2 в  |  |х{г/г2)с11,

где

7 =  (х  —  | ) 7 +  (2 —  1 ) Х

Рассмотрим д ва  примера. Определим проекцию силы от 
однородных полос, залегающих вертикально и горизонтально.

а. Предположим, что / — вертикальная полоса, залегающая 
под началом координат на глубинах от £ = /11 до £ = /г2. Тогда, 
беря интеграл в правой части выражения для  Рг по 5 в преде
лах  от /21 до /г2 при £ =  0, 2 = 0 и полагая / = £, (И = с1%, |л, = сопб1 
И г 2= (х 2 +  ̂ 2) (рИС 3 1 ) > получим

Это выражение определяет значение силы притяжения от 
вертикальной материальной бесконечной полосы (/21 и /12 глу
бины залегания верхней и нижней границ полосы).

б. Пусть / — прям ая  длиной 2а, залегаю щ ая симметрично 
под началом координат на глубине £. Тогда, интегрируя пра
вую часть выражения д л я  /’’г по | в пределах от а до а, пола
г а я  1 = 1, М=(1\, ¡л = соп$1, 2 = 0  (рис. 32) при г2= (х —\)2 + Е;2, 
получим

Рис. 31. Простой слой в ви де одно- Рис. 32. Простой слой в виде одно
родной полоски вертикальной прямой родной полоски горизонтальной ли-

=  Оц 1п(х2 +  ¥) | =  б ц !п  -- -
/II

Й2 X2 + Л2.

X —  ̂ ^
=  - 2С | х а ^ ——  |

» —а—а

=  2С , и ( а г ^ ^ - а г с * ё ^ )

-а О а Р(х,о)

НИИ



Эта формула определяет силу притяжения горизонтальной м а 
териальной бесконечной полосы шириной 2а, залегающей на г л у 
бине Аналогично можно получить значение силы тяж ести  и 
для других двухмерных тел известной конфигурации I.

Логарифмический потенциал диполя

Диполь и двойной слой для  поля с логарифмическим потен
циалом называют п л о с к и м и  в отличие от объемных, рассм от
ренных выше.

Плоский диполь образуют две расположенные близко д р у г  
к другу, параллельные линии 1 и 2  (рис. 33) с массами разн о 
го знака, но одинаковой постоянной плотности X. Потенциал 
притяжения точки Р массами линий 1 и 2 (рис. 33) в соответ
ствии с (11.36)

где г — расстояние от точки Р до центра диполя. Аналогично 
тому, к ак  это делалось в случае объемного двойного слоя, у м 
ножая и деля правую часть последнего равенства на с1 (с1 — 
длина диполя), в пределе, когда (1— >-0 , найдем

где, как  и выше, р=  lim (Xd) — момент диполя, направленный

от отрицательной линии к положительной; п — нормаль, н ап р ав 
ленная от отрицательной массы к положительной, или

V(P)=2GX[\n(\/rl) — 1п(1/г2) ] ,

V (P) =  2G  l im Xd 'n — ln (1/r2)

=  2 G lim (X d) lim
d-> 0 d-> 0

d ~  
In (1 / rj)  — ln  (1//-2) 

d

d t  1 \ dr  1
V (P) =  2 Gp w  (ln —  j =  — 2 Gp —  cos Ф, (11.39)

Рис. 33. Плоский диполь

d



где ф — угол м еж ду  направлениями"« и ~7.
Это равенство определяет потенциал притяжения плоского 

диполя, или логарифмический потенциал диполя. В отличие от 
рассмотренных видов логарифмических потенциалов притяже
ния этот потенциал равен нулю на бесконечности.

Выражение (11.39) при G = 1 соответствует магнитному по
тенциалу бесконечной горизонтальной дипольной, или двухпо
люсной, линии, залегающей на глубине £, магнитный момент 
единицы длины которой р.

^Перепишем (11.39) через направляющие косинусы векторов'« 
и г относительно осей координат х и z. Так к ак  для двухмер
ных аномалий нормаль п находится в плоскости, перпендикуляр
ной к линии простирания тела, с которой совместили ось у,

CO S ф = cos (г, п) = cos (г, X) cos (п, х) + cos (г, Z )  CO S ( я ,  Z )  .
Тогда (11.39) примет вид

v  (р ) = — 2Gp[cos(r, x)cos (п, х) +cos (г, z)cos(n, г)]/г.

Предположим, что нормаль п имеет вертикальное направление 
(для магнитных аномалий случай вертикального намагничива
ния), т .е .  cos (п, х ) = 0 ,  cos (п, z) = 1, o ^  = cos (г, г ) .  Тогда

У (Р) = — 2 G p(l/ r )co s (r ,  z).
Т ак  к ак  cos (г, z) = (z — £)/г, окончательно получим

I/(/>) =  — 2Gp =  — 2Gp --------z- Z l ______H »  V (x_ ?)2 + (2_ £ )2 •

Эта формула определяет потенциал притяжения плоского 
диполя, момент которого имеет вертикальное направление. Р ас
смотрим ее более подробно. Из формулы видно, что при г— >-оо 
значение V (Р)— >-0. Л егко  показать, что для всех точек прост
ранства, не совпадающих с диполем, функция V (Р) — непре
рывная, конечная и однозначная функция координат. Во всех 
этих точках она удовлетворяет уравнению Лапласа . Действи
тельно,

--------- ;

Д л я  вторых производных
d^V г г — 4(х  — 1)2

- g jr = 4Gp(z-C)------- i - J L



_  = 4С/7(2-С)
г2+ 2 [ ( х -  1 )2-  ( г -  £)2 1

С клады вая  эти два равенства, после небольших преобразо
ваний получим д 2У/дх'2 + д2У/дг2 = 0.

Проекции силы притяжения плоского диполя на координат
ные оси х и г в случае, когда момент диполя имеет в ер ти кал ь 
ное направление, можно найти из равенств Рх = дУ/дх, Р2 =  
= дУ!дг  с учетом полученных выше выражений для этих произ
водных. Сила притяжения

Двойной слой для поля с логарифмическим потенциалом

Плоский двойной слой можно образовать из плоских дипо
лей, если их расположить на некоторой цилиндрической поверх
ности таким образом, чтобы положительные массы оказались  
с одной стороны поверхности, а отрицательные — с другой. Тог
да элементарную полоску поверхности (11, взятую на цилиндри
ческой поверхности в направлении ее простирания, можно р ас 
сматривать к ак  плоский диполь с моментом йр — х(11, где т — мо
мент полоски единичной ширины, имеющей направление норм а
ли к поверхности в точке М.

Потенциал от такого диполя в некоторой точке Р  можно 
определить по формуле (11.39):

йУ = — 2йх  соэ ф(111г.
Тогда для плоского двойного слоя

где I — длина поверхности, в зятая  в направлении, перпендику
лярном к линии простирания цилиндрической поверхности.

Эта функция удовлетворяет уравнению Л апласа к ак  вн ут 
ри, так  и вне области, ограниченной контуром I, и равна нулю 
на бесконечности. На контуре I она терпит разрыв непрерыв
ности.

Выражение, входящее в (11.39) и (11.40) и равное

Модуль

20 р

(11.40)



Рис. 34. Плоский угол "f

где ф — угол м еж ду направлениями радиуса-вектора г и норма
ли п, сводится к плоскому углу , под которым из точки Р виден 
периметр сечения поверхности, т. е. линия I, и поэтому имеет 
простую геометрическую интерпретацию. Рассмотрим его более 
подробно.

Величина плоского у гл а ,  заключенного м еж ду  двумя прямы
ми РА и PB, проведенными из одной и той ж е  точки Р (рис. 34),
будет определяться отношением длины дуги окружности АВ
к  ее радиусу РМ = г : у =  АВ/г. Отсюда для определения элемен
т а  плоского угла (или элементарного угла )  получим выраже
ние dy = d l jr ,  где d h — элемент дуги, взятый на линии U (на 
д у ге  окружности) с центром в точке М. В этой формуле dh вы 
разим через элемент дуги  dl любой произвольной кривой /, про
ходящей через точку М. Из рис. 34 видно, что если элемент 
дуги  dl взять на линии I с центром в точке М, то dl0 = dlcoscp. 
Поэтому элемент плоского у гл а  dy — dl cos ф/r. Полную величи
ну плоского угла ■у получим, интегрируя это выражение по дли
не дуги I:

y =  j  cos ф (dllг).

Д ан н ая  формула определяет интегральную форму записи 
плоского угла.

Из рис. 34 видно, что угол видимости из точки Р  кривых АВ 
или А\В\ один и тот ж е . Это верно и для множества других кри
вых, проходящих через точку М и ограниченных прямыми РА 
и ВВ. Поэтому угол видимости не изменится, если интегрирова
ние проводить по любой из них.

Если линия I з ам кн утая ,  можно выделить три случая.
а. Точка Р находится в области ^  вне линии I. Тогда для 

любой I величина



Г dl7 =  \ cos ф —  =  0 .
i

б. Точка Р  находится внутри линии I в области V. Тогда 
при замене интегрирования по I интегрированием по окруж но
сти радиусом г

7 =  J ( 1/г)cosфdl =  2яг/г =  2л. 
i

в. Точка Р находится на линии I. В этом случае интегриро
вание нужно проводить, полагая I равным половине окруж но
сти, т. е. ч = я г/г=л.

Объединяя все три случая и переходя к исходной функции, 
запишем

; — 2л , Р е и ,

I I
— л,  Р е / ,  (11.41)

0 , Р е  и„

где и, VI-— внутренняя и внешняя относительно / области.
Сравнивая эту формулу с (11.40) видим, что определяемые 

из нее значения соответствуют потенциалу масс, если т посто
янная и 2 б т =  1.

С учетом dy формулу (11.40) можно переписать:

У ( Р ) = — 2 0  ¡хйч.
I

Если в этой формуле т — постоянная, т. е. слой однородный 
плоский двойной, получим

У ( Р ) = — 2С т|  ¿/7 = — 2(5x7.
I

На основании этих формул определение потенциала и соответ
ствующей ему напряженности поля можно свести к нахождению 
плоских углов видимости кривой I из точки Р. Поэтому соглас
но (П.41)

— 4 л б т ,  Р е и ,
V (Р) =  — 2 яС т ,  Р е / ,

0, Р е и , .

Отсюда видно, что потенциал притяжения однородного плос
кого двойного слоя, лежащего на произвольной замкнутой л и 
нии, — постоянная величина для внешних и внутренних точек, 
а такж е и для точек, расположенных на линии /. Поэтому такой  
плоский слой не действует на массы, находящиеся внутри или



Рис. 35. Однородный плоский двойной слой, рас
положенный на окруж ности радиусом 1%

вне его. Потенциал притяжения при переходе через слой из 
внешней области во внутреннюю меняется скачком на величи
ну 4 xiG t .

Рассмотрим примеры. Определим потенциал притяжения 
в центре окружности с радиусом R, т. е. I — эта окружность 
(рис. 35). В этом случае для любой точки М cosq) = co s(г,п) =
= так  к ак  г и п направлены по одной и той ж е линии в про
тивоположные стороны. Кроме того, r= R  =  const. Поэтому при 
x = const из (11.40) найдем

V = 2G t  J dl/R = 2Gxl/R = 4nGx. 
i

Так как  l = 2nR — длина окружности, это выражение соответст
вует потенциалу бесконечной горизонтальной полой цилиндри
ческой трубы радиусом R в точке, расположенной на ее оси. 
Поверхность трубы представляет собой плоский двойной слой 
с постоянным т, простирающийся по направлению оси у до бес
конечности. Полученное значение, как  и следовало ожидать, 
постоянное и равно 4nGx. Производные от него равны нулю,' 
поэтому на массы, расположенные в центре трубы, сила притя
жения не действует.

Рассмотрим более подробно два важных частных случая 
формулы (11.40), соответствующих вертикальному и горизон
тальному направлениям момента полоски тела т.

а. Момент плоского двойного слоя и нормаль к его поверх
ности имеют вертикальное направление. Такое направление по 
всей длине I может быть только в том случае, когда сама по
верхность горизонтальна. Тогда, как было показано выше, 
c o sф = cos (г, z) = (z—l) l r .  Поэтому (11.40) примет вид

V ( P ) = — 2G j,T(z— Z)/r2dl.
i

Здесь /— длина горизонтальной прямой линии. Примем 
x=const , / = 2а и тело залегает симметрично под началом коор
динат. При G =  1 такое тело соответствует вертикально намаг
ниченной горизонтальной бесконечной дипольной пластинке. По
тенциал притяжения такой пластинки определяется из равенст
ва (при dl = d\ и 2 = 0 )



V ( P ) - 2 x \ j ( x_ g)2 + . 2 -  2 т arctg Е j
(* - 1)2 + V

№

]•
б. Момент плоского двойного слоя имеет горизонтальное нап

равление по всему контуру /, т. е. плоский двойной слой зал ега 
ет вертикально. Примем, что он расположен под началом коор
динат на глубине от ^  до £2- В этом случае в выражении

cos ф = cos (г, л) = cos (г, х) cos (п, х) + cos (г, z) cos (п, г)
значение cos (п, г) = 0, cos (п, х) = 1. Тогда

cos ф =  cos (г, х) =  (х—
Поэтому для определения потенциала из (11.40) при z = 0. 

g = 0 , x = const, dl = dt, получим

При 6  = 1 это выражение потенциала V соответствует верти
кальной бесконечной дипольной пластинке при условии ее го
ризонтального намагничивания. Д ля  проекций силы отсюда 
найдем

§ 15. ПОТЕНЦИАЛ ДВУХМ.сННЫХ МАГНИТНЫХ М АСС 
Й ВОЗМОЖНОСТЬ ПРИМЕНЕНИЯ ДВУХМЕРНОЙ ЗАДАЧИ

Потенциал Двухмерных магнитных масс

Пубть нам задано некоторой двухмерное магнитное тело про
извольного сечения 5 , простирающееся до бесконечности по на-
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2Gt arctg —  = 2Gt ( arctg —  — arctg — ) .



правлению оси у. Пусть такж е  магнитный момент единицы дли
ны этого тела непрерывная, конечная и однозначная функция 
координат точек сечения, постоянная величина по направлению 
простирания. Такое тело можно разбить на множество беско
нечных горизонтальных дипольных линий и его потенциал опре
делить к а к  сум м у  потенциалов этих линий. Поэтому, полагая
p = JdS, где / — вектор намагниченности ( 7  направлен по ~п) 
при G = 1 и V = U ,  из (II.39) найдем

и (Р ) = — 2 J/(cos<p/r)dS, (II.42H

где ф угол м еж д у  направлениями вектора намагниченности/
и радиуса-вектора г. Формула (11.42) определяет потенциал 
двухмерных магнитных масс произвольного сечения S, зале
гающих горизонтально, и является магнитным потенциалом 
двухмерного тела. Этой формулой можно пользоваться при на
хождении потенциала и вертикальной и горизонтальной состав
ляющих магнитного поля двухмерных тел известного сечения 5 . 
Рассмотрим следующие примеры.

а. Бесконечный горизонтальный намагниченный цилиндр. 
Д ля  бесконечного горизонтального кругового цилиндра радиу
сом R, намагниченного перпендикулярно оси, из (11.42), инте
грируя по площади круга S , найдем

U ( P ) = — (2ц/г) cos у, ( 11.4 3 )
где (х = jtR2J  магнитный момент единицы длины цилиндра; 
г — расстояние от точки Р до оси цилиндра.

К ак  видно, выражение (11.43) не зависит от радиуса сече
ния цилиндра, а определяется его магнитным моментом ц и по 
виду полностью аналогично выражению (11.39 ) ,  т .е .  бесконеч
ный горизонтальный круговой цилиндр притягивает так  же, к ак  
и бесконечная полюсная линия с таким ж е  моментом, совпада
ющая с осью цилиндра.

Примем, что вектор намагниченности составляет с верти
кальной осью угол фо,  а радиус-вектор— угол ф Ь Тогда ф = 
= Ф1—Фо, поэтому 

2(1
и  (Р ) = -------— (COS ф] COS фо+ Sin ф[ ЭШфо).

В прямоугольной системе координат, учитывая, что

£ £ . X XCOS ф, =  —  =  — ....  , sin qjj =  —  = -----— — ,
К * 2 - К 2

найдем
тпп\  О / S cos Фо *Sin<Po\
у <р > = -  М - г т ? - - т г к г - )  •



Отсюда можно определить полный вектор напряженности м аг 
нитного поля Т и его составляющие Z и Н:

-» 3U -  dU -*
7’ = g r a d i/ ( P )= - 5 r i + ~ а Г к ’

Z = | Т | cos (Т, z) = д U/dz, Н = |'Т | cos (Т, х) = д U/dx.
При вертикальной намагниченности

z  =  2ll l F T W '  ( 1 Ш )
1 Г л Х >̂
Н =  4М- (Л2 +  £2)2 •

б. Бесконечный эллиптический цилиндр. Такой цилиндр 
представляет собой эллипсоид, одна из осей которого (возьмем 
ось а) бесконечно велика. Примем, что из двух других осей вер
тикальная ось с>Ь  и что направление намагниченности совпа
дает с этой осью. Рассмотрим случай внешнего поля.

Формулы для потенциала и его производных можно опреде
лить из формул для трехмерного случая, приведенных в § 10. 
Рассмотрим элементы магнитного поля на поверхности ци
линдра.

Магнитный потенциал такого эллиптического цилиндра (при 
а — мэо)

00

С du
U (P )= 2nJb cl  --------------  - •

(е*+и) У(с2 + «) (*■ +  «)
Интеграл в правой части этого равенства можно раскрыть, 

применяя подстановку и = с2t g 2 ср. В результате интегрирования 
получим

U = 4\i%lc{b + c),
где |x = nb c l  — магнитный момент единицы длины эллиптическо
го цилиндра. При этом значения х, £, Ь, с связаны  друг с дру
гом уравнением эллипса

х 2/6 2 + £2/с2 = 1.
Дифференцируя полученную функцию U по х и г, можно 

определить и значения вертикальной и горизонтальной состав
ляющих магнитного поля. Например, д л я  горизонтальной со
ставляющей

H=A\.ix%lbcx,
где

т=ау г (a-2 + V  — q2) 2 +  4 *2<72; q2 = c2 — Ъ2.



Пользуясь теоремой Маклорена и софокусными эллипсоида
ми, полученные выражения можно связать и с решениями для 
внешних точек.

1̂.
Возможность применения двухмерной задачи

Большое число наблюдаемых аномалий — линейные, вытяну
тые в каком-либо одном направлении. Такие аномалии образу
ются телами, простирающимися параллельно поверхности зем
ли на большие расстояния и имеющими поперечные размеры, 
малы е по сравнению с их длиной. Сечения таких тел можно 
аппроксимировать плоскими фигурами различной формы. Гра
витационные и магнитные поля указанных тел при постоянстве 
их сечений постоянны вдоль линий их простирания, с которыми 
обычно совмещают направление оси у, т. е. такие поля являют
ся двухмерными или плоскими.

В действительности аномальные тела с бесконечными прости
раниями в природе не существуют. Все тела ограничены как  
в горизонтальном, так  и в вертикальном направлении. Один из 
горизонтальных размеров этих тел может быть больше другого 
в несколько раз и более. Такие тела с некоторым приближе
нием и принимают за двухмерные. Необходимо выяснить, в к а 
ких случаях  на практике можно пользоваться формулами для 
двухмерных тел.

Чтобы ответить на этот вопрос, нужно сравнить гравитаци
онное или магнитное поле тела, имеющего бесконечное прости
рание, с полем тела конечных размеров. В качестве такого тела 
в случае гравитационного поля примем горизонтальную матери
альную прямую линию, для  случая  магнитного поля — однопо
люсную линию (второй полюс находится в бесконечности). 
Д ля  оценки погрешности, возникающей от замены аномалии 
конечного тела аномалией бесконечного тела, воспользуемся 
методикой А. К. Маловичко.

Рассмотрим горизонтальную материальную линию длиной 2/, 
залегающую под началом координат на глубине £ и простираю
щуюся, по оси у. Начало координат возьмем над линией (ось л; 
перпендикулярна к /). Выражение для  потенциала притяжения 
от такой линии по направлению оси х при у = 0 было получено 
в § 13. В более общем случае с сохранением переменной у для 
потенциала притяжения получим выражение

у ^ ) = 0 и п У Ш Ш Щ п л ± 1 ,
У » Ч Ч ‘ + ( ! / - 0 ' + (9 - 0

где к — масса единицы длины (гравитационная). В случае м аг
нитного поля от однополюсной линии при вертикальном намаг
ничивании для  получения потенциала величину Ск в этой фор-



муле нужно заменить величиной магнитного момента единицы
длины линии |Д.

Беря производные от функции V по £ и х, найдем

Рх!

Е2 + *2
— Окх

У +  1 У ■I

+ ¥ +  1)2 
у-\- I

Ух* +  Р + ( у - П 2 
у — 1

(11.45)

У X2 У х2 +  Е* +  (у -  1)г
аномали-
конечной

- ?  +  (» + О*
Эти аномалии могут соответствовать гравитационным 
ям Vг и Ух от горизонтальной материальной линии 
длины или магнитным аномалиям 1  и Я  от однополюсной ли
нии конечной длины (при бЯ, = ц).

Рассмотрим значение аномалии /"г/ на оси У в точке с коор
динатами х = 0 и у = 1, т. е. н ад  правым концом линии (в плане). 
Из (11.45) получим

/7* , ( 0 ,/ ) = 2 С Щ К  £2 + 4/2.
Аналогично найдем и максимальное значение аномалии (при 
х = 0 и у = 0 ) :

^ / ( 0 , 0 )  =2бХ//? У  I 2- -I2.
Рассмотрим отношение п максимального значения аномалии 

к ее значению в точке Р (О, I) :
Рг1 (0,0) у ^  4- Ф

п =
+  4а2

/?2/( 0,0 У ? + Т 2 у  1 + а
Здесь а  — величина //£. Отсюда видно, что при изменении а  от 
0 до °о п изменяется от 1 до 2, причем уж е  при а  = 4 п=1,95, 
а при сс = 5 п= 1,97, т. е. при изменении а  от 5 до оо величина«
изменяется всего на 0,03.

На основании этих результатов приближенно примем, что 
уж е  при а  = 5 п = 2. Это равносильно тому, что на ось у^изоли
ния поля, соответствующая величине 1/ я = 1/2 , т. е. одной поло
вине максимального значения аномалии (обозначим ее у о. 5) * 
отсечет отрезок, равный I. Таким образом, при а =  1/5 = 5 у о,5 = ‘ - 
Определим теперь, какой отрезок отсечет эта  изолиния на 
оси х, т. е. найдем величину Хо,ъ-

Д ля точек на оси х из (I I .45) (при у = 0)
2 (ТКИ

0) = --------------
(х2 + £2) У х 2 +  5

Снова определим отношение 

(0,0) х2 + с

/2

п = рг/(*. 0) с2
х2 + £2 + ¿2 

1? + 1г (Р2+ 1) / 1 -Ь а 2 +  1



где р ==*/£;. Примем п = 2. Тогда при изменении а  от 5 до с» ве
личина р будет меняться только от 0,98 до 1. Поэтому примем 
Р=*/5 = 0,98. Отсюда л :о ,5 = 0,98£, а уо,ь = 1- Это значит, что 
У о,5= 1 =  5^ при а=//£ = 5. Поэтому

Это число соответствует отношению полуосей овала, образован
ного изолинией аномалии со значением, равным половине м ак 
симального.

При этом отношении полуосей трехмерную аномалию, соот
ветствующую конечной линии, примем, к ак  рекомендует 
А. К. Маловичко, за двухмерную, вызванную бесконечной ли
нией. Оценим погрешность такой замены. Так к ак  двухмерную 
аномалию рассматривают всегда по оси х, проходящей перпен
дикулярно к линии простирания тела через максимальное зна
чение аномалии, при оценке погрешности такж е необходимо 
рассматривать аномалию в точках оси х.

Точные значения двухмерной аномалии Рг получим из (11.45) 
при I— уоо;

Р г (х) = 2 0 , 1 1  ( * 2 + £2).
Тогда, разделив полученное значение Т7*, (х, 0) на эту функ

цию Рг (х), найдем

Рг1 (X, О ) = Р г (х) Ц У х *  + ¥  + Р.
Из этого равенства получим

( л )  —  ^ г /  (л ,  0 )  I а

Точно такое ж е  выражение получим и для аномалии Рх, 
Здесь число А определяет относительную погрешность, возни
кающую из-за замены трехмерных гравитационных аномалий 
Рг," Рх (соответственно Уг и Ух) от горизонтальной материаль
ной линии конечной длины двухмерными аномалиями от беско
нечной линии или то ж е  самое для  магнитных аномалий I  и Н 
от однополюсной линии.

Полученные значения полуосей овала соответствуют а  = 5 
и р = 0,98. Д л я  этих чисел из последней формулы получим 
Л = 0,038, т .е .  относительная ошибка меньше 4%. После неболь
ших преобразований последнего выражения абсолютная ошибка

Уо,в/хо,5 =  5£/0,98£=5,1 » 5 .

=  1
Рг (■*) У х * + ?  +  12 У 1+ а *  + |32

А 1= А Р г (х) = Р г (х) 1 —
1/ *2

(1 +  Р2)У  1 +  а 2 +  Р2



Отсюда при а = 5
У  26 +  р2 -  5

Л , = —  М О ).
( 1 + Р 2) У 2 6  +  р2

Эта ошибка уменьшается с увеличением р. При р = 0 Л 1 =  0 ,02 
^ (О ) ,  т. е. составляет всего 2 % максимального значения ано
малии.

Таким образом, из примера аномалии от горизонтальной м а 
териальной линии видно, что если отношение полуосей о в ал а  
изолинии со значением, равным половине максимального зн аче
ния аномалии, равно или больше 5, аномалию с абсолютной 
погрешностью 2 % максимального значения или меньше можно- 
примять за двухмерную.

§ 16. ПОТЕНЦИАЛ СИЛЫ ТЯЖЕСТИ 
И ЕГО ПРОИЗВОДНЫЕ

Потенциал силы тяжести

Сила тяжести g является равнодействующей силы п р и тяж е
ния масс Земли И и центробежной силы С, вызванной в р ащ е
нием Земли вокруг своей оси:

£ = ?  + С.
Соответственно и потенциал силы тяжести  будет равен с у м м е  
потенциалов силы притяжения и центробежной силы (рис. 36}

Потенциал силы притяжения Земли можно определить к а к  по
тенциал притяжения объемных масс:

У = б  (П .46 )
V

где интегрирование проводится по всем у объему Земли V.
Определим потенциал центробежной силы, возникающей при 

вращении Земли вокруг своей оси.

Рис. 36. Сила притяжения и ее составляю щ ие



Потенциал центробежной силы. Известно, что центробежная 
сила направлена по перпендикуляру от оси вращения и что ве
личина силы, действующей на точку с массой, равной едини
це С = а2/ги где а — линейная скорость движения точки Р; г{ — 
расстояние ее от оси вращения.

Выражение скорости а через угловую скорость вращения 
Земли to: a = (ort, поэтому

; С =  ((or1) 2/ri = (o2r 1.
Возьмем систему прямоугольных координат, расположенных 

•гак, что ось z совпадает с осью вращения. В этом случае цент
робежная сила всегда направлена параллельно плоскости хОу. 
Найдем ее проекции по осям координат х, у  и z, при этом уч
тем, что центробежная сила направлена по радиусу r t и поэто
му ее направление образует с осями х, у  и г  те же углы,
ЧТО И Г\.

Учитывая, что

cos(C , х) = c o s (гь х) = х/ гх\ 
cos (С, y)= cos {ru y ) = y t r l\ 
cos (С, z) =cos (Г], z) = 0 , 

для проекций центробежной силы найдем 
СХ =  С cos (С, х) = Сх/г{ = 1о2х,
СУ =  С  cos (С, у) = С у/ г1 =  (д2у, (П.47)
С г = 0 .

Если Q — потенциал центробежной силы, то должно выполнить
ся равенство C = g ra d Q ,  т. е. dQjdx=Cx; dQ/dy = Cy; dQ/dz = Cz.

Легко убедиться, что этим условиям, при значениях проек
ций Сх, Су и Сг, определяемых (11.47), удовлетворяет функция

Q= (ш2/2 ) (х2 + г/2) (П 48)

Тогда потенциал силы тяжести  найдем, склады вая  правые части 
равенств (II.46), (II .4 8 ) :

С dv со2
W = G ] c - r  +  - r {x* +  y2). (11.49)

V

Формула для потенциала силы тяжести — очень важная, она 
широко применяется при определении нормальных значений 
силы тяжести, определении фигуры Земли и решении других 
задач гравиметрии и гравиразведки. Потенциал силы тяжести, 
к ак  любая потенциальная функция, обладает всеми рассмотрен
ными свойствами. Исключение составляет то, что при г— коо 
значение W стремится к бесконечности, а не к нулю из-за уве
личения центробежной силы. Однако поведение силы тяжести



на таких больших расстояниях от Земли нас не интересует, т а к  
как  не имеет практического применения. Кроме того, при ’ р ас 
смотрении уравнений Пуассона и Л ап л аса  для потенциала си
лы тяжести необходимо учесть, что д л я  потенциала центробеж
ной силы

д 2(}/дх2 + д 2С}/ду2 + д 2С}1дг2 = АС} = 2 (1)2,
т. е. функция С} не удовлетворяет уравнению Лапласа. Поэтому, 
например, для случая внутренних точек Земли

Аи^ = — 4 я С а  + 2со2.
Значения силы тяжести ц связаны  с потенциалом Ш соотно

шением g  = g rad  V?, т. е.
д№ дУ д(} 
дх дх дх ’ 

д\У дУ д<Э

^ и ~  ду  ~  д у  д у  ’ 
д№ дУ дО.

^  =  _ д Г = Т  +  Т -  (И-50)

Из (11.49) после соответствующего дифференцирования по
лучим

Г х — I£* = —С J  ст— ^— ¿/и +  ю2*;

Эти выражения являются проекциями по осям координат у с к о 
рения свободного падения

где «1 — единичный вектор, имеющий направление внутренней 
нормали (сила тяжести увеличивается в сторону масс).

Отношение максимального значения центробежной силы, ко 
торое она имеет на экваторе, к значению силы тяжести на 
экваторе со2ге̂ е, где ге — радиус экватора , всего равен прибли

V

V

V

g  =  — G }  о ( \ / г 2) (7/г ) ^  + ы 2г1 =  ~  в  |  о ( г 1 г 3) ^  +  <о*?и
0 71V

Через значения нормальной производной
д№ -

(11.51)



зительно 1 :288 ,4  (при ге =  6378,245 км, ^ = 9 7 8 ,0 4 9  Гал, и =
= 2л/86164— ), т. е. отношение максимального значения центро- 

с
бежной силы к минимальному значению силы тяжести — отно
сительно м алая  величина. Однако если на долю изменения силы 
притяжения от полюсов к экватору, объясняемого в основном 
сплюснутостью Земли, приходится всего около 1800 мГал, то на 
долю изменения центробежной силы от полюсов к экватору 
приходится около 3400 мГал, т. е. доля центробежной силы 
в изменении силы тяж ести  от полюсов к экватору значительно 
больше, чем доля изменения силы притяжения.

Производная потенциала силы тяжести по произвольному 
направлению, уровенная поверхность

Положение о том, что производные потенциала силы тяж е 
сти по переменным х, у, z равны проекциям силы тяжести по 
направлениям этих ж е  осей, верно не только для  этих осей, но 
и для  некоторого произвольного направления в пространстве I. 
Рассмотрим приращение потенциала dW при перемещении точ
ки Р(х, у, z) по направлению I в бесконечно близкую соседнюю 
точку Р 1 с координатами x + dx, y + dy, z + dz: 

dW dW dW ,
dW =  - d T dx +  - d ^ dy +  ~дГ dz-

Д л я  направления l введем  его направляющие косинусы cos (/, 
х), cos (/, у), cos (/, z). Тогда dx=dl cos (/, x)\ dy = dl cos (/, y)\ 
dz = dl cos (/, z). Поэтому

dW =
dW , , dW „  4 , dW

cos (I, x ) +  —3— cos (I, y) +  cos (I, z) dl.gx g y  I dz

Т ак  как
dW/dx=gx = g  cos (g, x ) ; 
dW/dy=gy = g  cos (g, y ) ; 
dW/dz=gz = g  cos (g, z),

TO

dW=gdl[cos(g, x )co s (¿ ,  x ) + cos(g ,  y )co s ( l ,  y) +
+ cos(g , z)cos

Здесь выражение в скобках  соответствует косинусу угла между 
направлениями g и I. Поэтому окончательно получим 

d W = g  cos (g, l)dl, 
или

dW/dl=gcos(g, l) =g¡,



т. е. производная потенциала силы тяж ести  по любому направ
лению равна ее проекции по этому направлению.

Рассмотрим два  частных случая полученной формулы.
а. Пусть IJ-g, т. е. cos (g, /) = 0 . Тогда d\V[dl=0, т. е. W =  

= C = const. Это уравнение поверхности с равными значениями 
потенциала силы тяжести, т. е. уровенной поверхности потен
циала силы тяжести. Как всякая  уровенная поверхность потен
циала, она обладает тем свойством, что в каждой ее точке сила 
(в данном случае сила тяжести) направлена по нормали к  по
верхности. Это свойство следует нз равенства g- = grad  W.

Различным значениям постоянной в уравнении уровенной 
поверхности соответствуют различные уровенные поверхности 
или семейство уровенных поверхностей. Величину постоянной 
можно определить таким образом, что уровенная поверхность 
потенциала силы тяжести совпадает с невозмущенной поверх
ностью воды в океанах. Такая поверхность называется г е о и 
д о м  и она соответствует поверхности или фигуре некоторой 
идеальной Земли.

б. Пусть l\\g, т. е. cos (g, /) = 1. В этом случае dW/dl = g. 
Переходя к конечным пределам, запишем AW =gAl. Так  к а к  
¿Hg. а g направлено по нормали к уровенной поверхности, то 
и линия I направлена по нормали п. Тогда AW=gAn. Здесь  
AW  — приращение функции W м еж ду  д ву м я  точками, взяты ми 
на направлении нормали; Ап — приращение аргумента, которое 
будет соответствовать расстоянию м е ж д у  взятыми точками по 
нормали.

Если изобразить скалярное поле потенциала силы тяж ести  
уровенными поверхностями, взятыми с сечением или ш агом  
AU7=C = const, величина Ап будет равна расстоянию м е ж д у  
двумя ближайшими друг к другу или соседними уровенными 
поверхностями. Из последнего равенства видно, что расстоя
ние Ап обратно пропорционально g  и поэтому уровенные по
верхности приближаются друг к д р угу  в точках, где величина g  
больше, и удаляю тся в точках с меньшими значениями g  
(рис. 37, точки А и В).

■с2
■с,

Рис. 37. Линии уровенных поверх
ностей потенциала силы тяж ести



Физический смысл первых и вторых производных потенциала 
силы тяжести

Рассмотрим физический смысл производных потенциала си
лы тяжести Земли. Из (11.50) видно, что первые три производ
ные функции W по осям координат х, у и г  д№/дх, дУ/!ду, 
д№1дг определяют скорости изменения потенциала силы тяж е 
сти по направлениям этих осей и равны проекциям силы тяж е
сти на эти оси.

Что ж е касается  вторых производных, то их у  потенциала 
силы тяжести шесть:

Г ,

Wxy

d2W
W  „ -

04V
W

d*W
dx2 ’ w УУ dy2 ’ w гг dz2
d W

W —
d*W

dxdy ’ w xz dxdz ' w  yz dydz

Физический смысл производных Wxz, Wyz, Wzz легко понять из 
выражений

д2Г  д  (  dW \ dg
Wxz - 

Wyz -

dxdz дх \ dz ) дх 
d*W д  (  dW

Wzz =

dydz д у  \ dz j  ду 
d*W _dW / dW \ dg  
dz2 dz

J  dW \ _  dg  
[ dz ) ~  dz ’

в которых учтено, что dW/dzzzg. Отсюда видно, что Wxz, Wyz 
и Wzz — производные силы тяжести g по осям координат и оп
ределяют скорости изменения g по направлениям этих осей. 
Величина N = УW2XZ + W2yz носит название г о р и з о н т а л ь н о 
г о  г р а д и е н т а  с и л ы  т я ж е с т и :  N = dg/ds, где s — направ
ление максимального изменения силы тяжести в горизонтальной 
плоскости.

Полная скорость изменения силы тяжести g
K = V w * xz+ w 2yz+ w 2zz.

Три другие вторые производные потенциала Силы тяжести 
Wxx, Wуу и Wxy определяют форму уровенной поверхности по
тенциала в данной точке Р. Покажем это [3 ] .

Возьмем некоторую уровенную поверхность потенциала силы 
тяжести W (х, y,z) = const.  Возьмем начало координат в неко
торой точке Р уровенной поверхности. Ось 2 направим по нор
мали к этой поверхности (в сторону увеличения поля), тогда 
координатная плоскость хРу будет касательной к уровенной по
верхности в данной точке. Принимая z = f(x ,y ) ,  получим

W[x,y,z(x,y)]  = const,



Рис. 38. Нормальное сечение 
верхности силы тяж ести

уровеннои no-

т. е. уравнение уровенной поверхности — сложная функция от 
координат х и у.

Через данную точку Р на уровенной поверхности W 
(рис. 38) проведем ряд нормальных плоскостей и из них в ы д е 

лим одну, образующую с плоскостью xPz  угол ф. Кривизна 
нормального сечения уровенной поверхности, соответствующая 
этой выделенной плоскости, как  известно из дифференциальной 
геометрии,

1 д 2г дгг д2г

cos ^ + 2 w c0s ф sin ф +  ^ sin2 ф' (П-52)
Найдем производные d2z¡dx2, д 2г/дхду, д 2г/ду2. Дифференцируя 
равенство для  W по х (по правилу дифференцирования с л о ж 
ной функции), получим

dW/dx+ (dW/dz) (дг/дх) = 0 .
Дифференцируя это выражение еще раз  по х, найдем

d2W t d2W t dz (  d2W ( d2W dz  ̂ dW d2z n
dx2 dxdy dx (, dzdx dz2 dx )  dz dx2 

откуда
d2W f o d2W dz | д-W ¡  dz y  d2W d2z
dx2 dxdz dx dz2 \ dx ) dz2 dx2

Так как  на уровенной поверхности дг/дх = 0, dW/dz = g ,  из по
следнего равенства окончательно получим

д 2 W/дх2 + gd2z/dx2 = 0, 
откуда 

d2z/dx2 = -  (1 /g)Wxx.
Аналогично найдем

d2z/dy2 =  —  (1 / g ) W y y - ,  d2z/dxdy = — (1 / g ) W x y .

Подставляя эти значения производных от г  в (11.52), получим 

1/р,------(1 lg ){W  X X  cos2 ф + 2 WXy cos ф s in  ф +
+ Wyy s in2 ф). (11.53)



Из приведенного равенства видно, что производные Wxx, Wyy 
н WXy характеризую т кривизну нормального сечения уровенной 
поверхности, т. е. геометрию уровенной поверхности. При ф = 0 
и ф = я /2 из него можно определить кривизну сечений, соответ
ствующих координатным плоскостям xz и yz:

1/Рф=— (1 lg )W xx; ( 1/Рф)----- (1 lg )W uy.
Кривизну главных сечений уровенной поверхности (сечения, 
у  которых кривизна 1 /рф максимальная) можно получить из 
"(11.53), дифференцируя его и приравнивая к  нулю. Нетрудно 
убедиться, что углы  фо, соответствующие этим сечениям, опре
деляются из значений производных Wxy, W&. = Wyy—Wxx:

t g 2 Vo = — (l/W JW xy. (П.54)
Это уравнение д ает  д ва  значения, отличающихся друг от друга 
на л/2:ф0; фо + я/2. П одставляя эти значения углов в (11.53), 
беря разность полученных равенств и учитывая (11.54), после 
небольших преобразований получим

(1/pi) — (I/P2) =  (I/S') ^ д э е с  2ф0,
где 1/pi и 1 /р2 — кривизны, соответствующие углам  фо и фо + 
+ л/2 , а их разность определяет разность кривизн главных се
чений. Из последнего равенства видно, что эта разность кри
визн главных сечений уровенной поверхности определяется толь
ко через W&..

Что ж е  касается  значений вторых производных потенциала 
силы тяжести W, к аж дую  из них можно вычислить по значени
ям ускорения свободного падения. Но точность таких вычисле
ний не всегда удовлетворяет практическим целям. Поэтому го
раздо ценнее непосредственное измерение вторых производных.

Из рассмотренных шести производных W производные Wху, 
Wxz, Wyz и Wb=Wyy— WXx измеряются с помощью гравитацион
ных вариометров и используются в геологоразведочных целях. 
Кроме того, производные Wxz и Wyz можно измерить с помощью 
гравитационных градиентометров.

Определение потенциала и его производных 
на основе аппарата  преобразований Фурье

Аналитические выражения для гравитационного и магнитно
го потенциалов или д л я  различных элементов этих полей 
в большинстве случаев  легче получить на основе аппарата пре
образований Фурье.

Пусть f(x) определяет выражение некоторого гравитацион
ного или магнитного потенциала, непрерывного вдоль профиля, 
и пусть



J \f ( x )  |dx<  + oo.
— oo

Д ля такой функции существует пара преобразований Фурье:
оо

S((o) =  — /( х) ехр( — mx)dx\
У  2л J

— СО 

ОО

f(x) =  — 1 S (o))exp(iwx)dm,
V  2л J

-ОО

где ю — волновое число.
Первая формула определяет преобразование, или трансфор

манту, Фурье или спектр функции f ( x) ) ,  вторая — значения по
тенциала через ее спектр, т. е. является формулой обратного 
преобразования Фурье.

Аналогично в трехмерном случае для непрерывной по пло
щади функции f(x, у) при

оо со

J J \f{x,y)\dxdy<oo
— ОО — оо

существует пара преобразований Фурье:
оо оо

5  (ы, о) = J  j  / (*, У) ехр[— i (их+ vy) ] dxdy,
—  00 —  оо 

оо оо

f  (*> у )  =" г̂ I  1  S{u,v)exp[i(ux+vy)]dudv,
---00 — 00

где и, v — такж е волновые числа.
В случае, когда функция f(x, у) зависит только от перемен

ной г = Ух2 + у 2, пара двухкратных преобразований Фурье прини
мает более простой вид:

ОО

S (p )  =  J r/(r)/„(pr)dr;
О

00

f ( r )  =  I  pS(p)/o(pr)dp.
о

где р =  У  ы2 +  у2.

Эта пара преобразований является так ж е  парой преобразований 
Ханкеля нулевого порядка функции f(r) .



. , , , у̂ ля определения потенциала и его производных от различ
ных тел достаточно по приведенным выше формулам определить 
спектры потенциалов или каких-либо других элементов поля о^
пиальняя°СТе Т6Л’ КЗК бесконечная горизонтальная Материальная линия в двухмерном случае и точечная масса в тпех- 
мерном д л я  гравитационных аномалий и бесконечная линия 
полюсов или однополюсная линия в двухмерном случае и точеч
ный полюс в трехмерном для магнитных аномалий Далее 
пользуясь известными теоремами о спектрах и полученными вы-

- НИЯМИ ДЛЯ НИХ’ Легко 0 ПРеделить спектры потенциалов и их 
роизводных от других более сложных источников гравитацион- 

пп ° /  магнит1,ого полей. После этого по формулам обратного 
реобразования Фурье можно найти значения самого потенциа

ла и его производных для этих тел.
Спектры аномалий силы тяжести У2 и аномалий вертикаль-

1: Г п Г г Г Яп Г Й “ аГИИТН0Г° поля 7  от наиболее применяемых на практике простейших тел даны ниже.
* - 1 еСК° НеЧНаЯ г° риз° 11тальная материальная линия, или од- нополюсная линия (при (7А, = /л);
5  (со) = 0 ] / 2лА, ехр (— |со|/г),

н Т т н а Г м с с а 3 еДИНИЦЫ Тела; л ~  глубина залегания; /и — маг-

„пйбо/Б/ейКОНеЧНаЯ гоРнзонтальная материальная полоса шири- 
с Г = / ) ( ЮНеЧНаЯ горизонтальная заряженная полоса — при

5(со) = 2  со//со)ехр (— | со |/г),

где р. — поверхностная плотность тела.
в. Бесконечная вертикальная материальная полоса: j

5  (со) =  / 2л(/(* J L  [ехр ( -  | со | /г,) _  exp ( -  j со | h2)],

где hi и h2 глубины залегания верхней и нижней границ по- 
л осы.

г. Точечная масса (шар), или точечный магнитный полюс 
(при О т = М ) :

S ( р) =Gm  ехр (—рh),

где т  м асса тела ; М — магнитный момент.
При умножении правых частей этих выражений на |со| 

с указанной выше заменой гравитационной массы на магнит
ную из них получаются спектры магнитных аномалий соответ
ственно от бесконечной^горизонтальной дипольной линии, бес
конечной горизонтальной дипольной пластинки шириной 21, вер
тикального схематического магнита и вертикального диполя.



Д ля того чтобы определить спектры высших горизонтальных 
/*” (*),  ¡уп(х) и вертикальных ! гп(х) производных порядка п от 
исходного гравитационного или магнитного потенциала / (* ) ,  
можно пользоваться равенствами, получаемыми на основе тео
рем о спектрах:

Б*" (и, V) = (— ¡и) "Б (и, V);
5 уп(и, и) = (— 1’и)п5(и, у ) ;
5 гп(н, V) = (— р )л5(ы, и),

где Б*”, Б у”, Бг",  5  — спектры функций соответственно ¡хп, /¡Д 
/г", Д ля  двухмерных аномалий и = ы, и = 0, р = | со |, поэтому

5 ^ ( 0)) = (— (со) ”5  (со); (со) = (— | со | )"5  (со).

В случае производных одного порядка для  определения 
спектров аномалий ¡хп, ¡уп через спектр аномалии ¡гп можно 
воспользоваться равенствами

З хп {и,  V ) =  —  ( ш / р ) 5 гп (и,  у ) ;

З уп ( и,  V) =  —  ( ш / р ) 8 гп (и,  V) .

Отсюда для двухмерных аномалий получим
5/* (со) = — г(со/|со|)5«»(со).

Например, для магнитного поля при п=  1 спектры X- и У-со- 
ставляющих через спектр вертикальной составляющей магнит
ного поля можно определить из равенств

5*(м , у) = — (ш/р)5г (и> V);
Б у ( и ,  V) = —  ( ш / р ) 8 г (и, V).

Д ля  двухмерных аномалий спектр горизонтальной составляю 
щей Н можно найти из равенства

Бн (со) = — г(со/|со| ) 5 2 (со).
Аналогично из приведенных формул можно получить вы ра

жения, определяющие спектр потенциала поля 5  (со) через зна
чения спектров его производных, а следовательно и значения 
самого потенциала. Например, через спектр первой вертикаль
ной производной потенциала 5 г в трехмерном и двухмерном 
случаях соответственно найдем

5 (и ,  и) = — (1/р)5г (и, и);
5(<о)------(1/|со|)5«(<о).

От выражений этих спектров по формулам обратного преобра
зования Фурье можно перейти и к значениям аномалий.

Кроме самих аномалий и их спектров в гравимагниторазвед
ке широко используют их энергетические характеристики, при



чем не только для случайных, но и для детерминированных ано
малий. К основным энергетическим характеристикам аномалий 
относятся их автокорреляционные функции и энергетические 
спектры. Остановимся коротко на их определении.

Д л я  детерминированных аномалий /(х) и ¡(х, у) из класса 
1! а2 (по В. Н. Страхову) при

J  ¡ 2 (х)йх<оо; J  ^ р (х ,у )й хй у<  оо
•  00 — ОО — 00

значения автокорреляционных функций 5 ( т )  и 5 (|, т|) опреде
ляю тся из равенств

в ^ ) = Ъ { х ) Ц х —т)с1х\
—ОО

00 со

5 ( 1 . л )  = / I  ¡(X, у)1{х — I, у — ц)с1х<1у.
— СО — 00

М еж д у  энергетическими спектрами <2 и автокорреляцион
ными функциями гравитационных и магнитных аномалий суще
ствует связь , определяемая парами преобразований Фурье. Д ля 
двухмерных аномалий в симметричной форме записи преобразо
ваний

1 °°
=  I  £(т)ехр(— ¿о т)* ;

у  ¿71  — со

1 00
5 (т ) = |/о~ -С Ф (ю )ехр ( + 1<от)й?<а.

у  ¿ Л  -—оо

Д л я  трехмерных аномалий
] ОО 00

=   ̂ I  В (%’ тОехр!— 1{и\ + ьх\)]с11йг\\— ОО —00
1 оо оо

5 (£> л) = о7  I I Ф(«» У )ех р [+ 1'(и| + ут1Ши£?1>.
— 00 — оо

Д л я  осесимметричных аномалий последние два  равенства 
можно переписать через преобразования Ханкеля нулевого по
р яд к а :

ОО

<2(9)=^  тЯ(т)/о(рт)с?т;

00

5 (т) =  1 р<2 (р)Мрт)с?р,



где т= У |2 + г12. Энергетические спектры можно определить и 
через простые спектры исходных аномалий:

Q (cd) = > ^2я |5(и ) |2;
Q(u, v) = 2я|S(u, у) |2.

Пользуясь приведенными выражениями, можно записать зн ач е
ния энергетических спектров для  аномалий от рассмотренных 
выше простейших тел.

Применение энергетических характеристик аномалий, мало  
чувствительных к погрешностям наблюдений, как  в отдельно
сти, так  и совместно с данными исходных аномалий, позволяет 
решать ряд новых задач, повышает надежность и достоверность 
получаемых результатов. Эти вопросы подробно р ассм атр и ва 
ются в соответствующем разделе курса  гравиразведки и м агн и 
торазведки, поэтому останавливаться здесь на них не будем . 
В качестве примера приведем значения энергетических спектров 
и автокорреляционных функций д л я  аномалий силы тяж ести  от 
бесконечной горизонтальной материальной линии и от шара^ 
или от точечной массы: бесконечная горизонтальная линия

Q (a )  =  •/"2n2n(GA) 2 exp (— 2 1 со | /г);
1 °°

В (т) =  — =  J Q (*о) exp ( +  ¿сот) da  =
\  2  л. —oo

oo

=  2я  (GVf | exp ( — 2 1 со | h) cos cotc/co =
— oo

== n (2GX)2 - 7—7 7 7 ; 
v t 2 - f  4  ft2

точечная масса

Q (со) = 2я  (Gm) 2 exp (— 2ph) ;
00

В (т) = 2я  (Gm)2 j p exp ( -  2ph) J 0 (px)dp =

=  2я (Gm)2

0
2/1

(X2 +  4/12) 3' 2

Возможности интерпретации гравитационных и магнитных, 
аномалий можно расширить одновременным применением з н а 
чений исходного элемента поля и его производных, т. е. с о в м е 
стной интерпретацией этих значений. Рассмотрим применение 
взаимных корреляционных функций исходного^элемента г р а в и 
тационного или магнитного поля и его первой горизонтально 
или вертикальной производной.



Определим вначале взаимные энергетические спектры В об
щем виде для двух  сигналов /, (х) и f 2(x) со спектрами 5 , (со) 
и о 2 (ш) взаимным энергетический спектр

Qi2 (со) = у  2л 5] (со) S 2 (— со). (II 55)
Рассмотрим три случая .
_  г L, =J ~  исходный элемент поля, а f2 (*) =
п н и  п  \ ^ х^ дх- Е с л и  ПРИ этом 5i (со) = 5 (со) — спектр анома- 
ной / (х) Н3 основании теоРемы о спектрах спектр производ-

S 2 (со) =ití>S (со).
Тогда по (11.55)

Qi2 (oj) = — у  2лгсо5 ( « а ) 5 (— со) = — í'ooQ(co),
Q2i(co)= Qi2 ( со) , (11.56)

где Q (со) — энергетический спектр аномалии f(x)
2 . Пусть по-прежнему М * )  =/(*), но f2(x) = ¿f(x )/ d z= U x) -  

вертикальная производная аномалия /(х). Тогда на основании 
теоремы о спектрах S 2 (со) = — | со | S  (со). Поэтому

<?12 (со) = — /  2^ I со 15  (со)5 (— (й) = — I со IQI СО I ,
Qu (со) = Qi2 ( со) . (1157)
3. Пусть f l (x) = f x (x), f 2 (x )= fz(x). Тогда из (11.55) — (11.57) 
Q12 (со) = — гсо I со I Q (со),

С?21 (со) = — Qi2 (со) . ^

^ пРе ™елим тепеРь значения взаимных корреляционных функ
ции. Так  как  для аномалий f¡(x) и f2(x) взаимная корреляци
онная функция

1 °°
^12 (т) =  г—— J  Q12 (<*>) ехр (г'сот) dm =

у  ¿71  — jq

_ j__ “  i
— УьГ—оо ^  C0S “ тЛв ”|- 1 yr2ñ ^ ^ 12 í®) sin m d(ú ,

то, учитывая четность и нечетность функций, определяемых ра
венствами (11.55) — (11.58), получим:

1) для  функций f(x)  и fx (x)
2 00

5 12 (T)i =  J  coQ (со) sin coxdco,
V 2л о

В21 (т) i = — В12 (т) ь В12 (0) i = B2l (0) i = 0;



2) Д Л Я  функций !(х)  И 1г(х)
2 со

в и ( т)г =  ~  ,/ 0— 1 М <3 (со)со5 сотс?со, В 12(т)2 = В21 ( т ) 2; у  2л О

2 ос
5 12 ( т ) з =  -,/н— .) и | со | С (со) э т  (сот) г/со, V 2л о

3) Д Л Я  функций ¡Х(х) и 1г(х)

п (сот)Ло,

(11.60)'
^12 ( т ) з = — В2\ (т)з, В 12(0) з = В2\ (0)з = 0.
Кроме того, с учетом выражения автокорреляционной ф унк

ции аномалии
2 СО

в  (т ) =  I ф и 005у 2л о

и теоремы о спектре производной по параметру г в рассмотрен
ных трех случаях получим

^12 (х) 1 = — с?[£(т)]/дт; (11.61)

в п (т)2= Х-д[В (т)]1дК  (11.62).

где /г — глубина залегания тела;

В 12(т)з = — {-д*[В{т)]1дНдт. (11.63)

По этим формулам можно определить взаимные корреляцион
ные функции аномалии и ее производных через автокорреля
ционную функцию исходной аномалии. С этой целью при п р ак 
тических расчетах можно применить и формулы, определяющие 
их через значения исходного поля

оо

В\2{х)х = ¡ ¡ (х ){х (х  — х)йх\
— оо

оо

£ 12( т ) 2= и ( х ) Ъ { х — %)йх\
— оо

Я 12(т )з=  Г Ы * ) Ы * - Т ) < * * .
— оо

Если провести аналогию м еж ду 5 12( т ) ь  5 )2 ( т ) 2 и В(х), с од 
ной стороны, и функциями Ухг, У гг и Уг, с другой, из равенств  
(11.61), (11.62) будет видно, что выражения для —В ^ т Ь  
и 2В 12 (т) 2 соответствуют по форме функциям Ухг и Угг, если 
за выражение исходной аномалии принять функцию В (т ) .  П о



этому и графики функций ^ ( т ) !  и В 12 (т) 2 будут иметь тот же 
вид, что и графики функций V хг и Угг. Но в отличие от них из- 
за  того, что в выражение В (т) глубина залегания входит как  
величина 2/г, кривые 5 ]2 (т )1 и В,2(т)2 будут более растянуты
ми по горизонтальной оси, поэтому значения абсцисс всех их 
характерных точек будут  больше, чем для  кривых Ухг и Угг 

Совместная интерпретация функций Уг и В (г), Ухг и В 12(т ) , ,  
Угг и В12 (т) 2 расширяет возможности интерпретации и позво
ляет получать более надежные и достоверные данные. В этом 
можно убедиться на простейшем примере применения законо
мерностей изменения функций тм1хм = хм, то/хо = хо, где тЛ, 
и Хм — координаты точек экстремальных значений кривых 

12(т) 1 и У х г ( х ) ;  то и Хо — координаты точек пересечения функ
циями В 12(т ) 2 и Уг г (х )  горизонтальной оси. Закономерности 
изменения кривых и «  и у. 0 строго зависят от формы и парамет
ров аномальных тел. Причем, если построить графики зависи
мости изменения значений этих функций от отношения горизон
тальных или вертикальных размеров тел к глубине залегания, 
точки, соответствующие разным телам (например, горизонталь
но- и вертикально вытянуты м), будут располагаться на плоско
сти рисунка в разных непересекающихся областях. Такое свой
ство их позволяет уверенно определять формы тел и соответ
ствующие им параметры . Следует такж е  отметить, что если ано
малии подчиняются уравнению Пуассона для связи между 
потенциалами, при вычислении взаимных корреляционных функ
ции в качестве аномалий Vхг и Угг при вертикальном намагни
чивании можно принять магнитные аномалии И и I. Это рас
ширяет возможности совместной интерпретации данных грави
тационных и магнитных аномалий (см. т а к ж е  § 11) .

Эквивалентность, единственность и неустойчивость решения 
обратной задачи теории потенциала

Как известно, за  исключением определения общей массы, го
ризонтальных координат центра тяжести и значений предельной 
глубины, обратная зад ач а  гравиразведки и магниторазведки 
решается неоднозначно. Подробно эти вопросы рассматривают
ся в курсе гравиразведки  и магниторазведки, тем не менее, не
которые основные сведения об эквивалентности, единственности 
и устойчивости решения обратной задачи здесь такж е необхо
димо привести.

Е д и н с т в е н н о с т ь  р е ш е н и я  обратной задачи гравираз
ведки или магниторазведки — это возможность однозначного 
нахождения источников по заданному элементу гравитационно
го или магнитного поля при определенных допущениях об этих 
источниках.



Э к в и в а л е н т н ы м и  называю тся распределения м асс  
с одинаковыми внешними полями. Решение обратной зад ач и  
гравиразведки и магниторазведки неоднозначно как  раз и з-за  
наличия таких эквивалентных по создаваем ом у внешнему полю 
распределений масс.

Существуют различные множества эквивалентных ан о м ал ь 
ных тел или эквивалентных семейств тел. Среди них можно 
выделить одно- и двупараметрические эквивалентные семейст
ва, бывают и более сложные случаи. О д н о п а р а м е т р и ч е 
с к и е  э к в и в а л е н т н ы е  с е м е й с т в а  — это семейства, д л я  
которых задание только одного парам етра  (например, плотно
сти) делает решение обратной задачи  единственным. Примеры 
однопараметрических эквивалентных семейств — бесконечное 
множество шаров или бесконечных горизонтальных круговы х  
цилиндров с различной избыточной плотностью, но равными и з 
быточными массами. Как известно, в трехмерном и двухмерном 
случаях они создают одинаковые внешние поля. К однопара
метрическим эквивалентным семействам относятся так ж е  семей 
ства софокусных эллипсоидов и коаксиальных цилиндров и мно
жество других тел. Примером д в у п а р а м е т р и ч е с к и х  э к 
в и в а л е н т н ы х  с е м е й с т в ,  введенных В. Н. Страховым д л я  
двухмерной задачи, является семейство контактных поверхно
стей в форме конхоиды Слюза. Это семейство обладает тем  
свойством, что для  однозначного построения границы необходи
мо задавать  д ва  параметра — плотность и глубину зал еган и я  
асимптоты конхоиды.

Более сложные ситуации имеют место для слоистых сред , 
состоящих из нескольких границ типа контактных поверхностей. 
При этом бывают среды с такими криволинейными границами 
раздела, которые вообще не порождают внешние поля (зн аче
ния избыточных плотностей на границах имеют разные знаки , 
и поля от границ взаимно уничтожают друг  д р уга ) .  В этих с л у 
чаях невозможно определить параметры сред, например форму 
границ, значения избыточных плотностей на границах, число г р а 
ниц. Единственное условие решения задач  в подобных с и т у а 
ц иях— использование априорной информации. Наличие такой  
информации позволяет значительно сузить пределы экви вален т
ности и может привести к единственному решению. При р еш е
нии обратной задачи большую роль играют теоремы разделения 
полей. Они позволяют свести задачу , решаемую по сум м арн ом у 
полю от нескольких объектов, к задаче , решаемой по полю от 
одного объекта.

Существуют несколько теорем о единственности решения 
обратной задачи. Основные из них д л я  тел типа рудных — тео 
ремы Новикова и Раппопорта — Сретенского. Эти теоремы у с т а 
навливают единственность решения обратной задачи при з а д а н 
ных значениях избыточных плотностей соответственно д л я



классов тел, звездных относительно заданной внутренней произ
вольной точки и областей, обладающих средней плоскостью. 
К классу звездных относительно некоторой внутренней точки 
тел (тела, для  которых лучи, исходящие из этой точки, пересе
кают их поверхности только один раз) относятся призмы, усту
пы, шары, эллипсоиды и многие другие. Д ля  задач типа струк
турных существуют т а к ж е  теоремы Страхова, Новоселицкого, 
Чередниченко и некоторых других исследователей о единствен
ности решения обратной задачи.

Рассмотренная выше эквивалентность характеризует так  на
зываемую т е о р е т и ч е с к у ю  э к в и в а л е н т н о с т ь ,  от кото
рой следует отличать чаще встречающуюся п р а к т и ч е с к у ю  
э к в и в а л е н т н о с т ь .  Если при теоретической эквивалентно
сти внешние поля от разных тел совпадают абсолютно точно, то 
при практической эквивалентности поля могут отличаться друг 
от друга в дискретных точках на некоторую малую величину е 
(е •— эквивалентность по В. Н. Страхову). Примером практиче
ской эквивалентности могут служить, например, поле силы тя 
жести от бесконечной горизонтальной призмы и подобранное 
к нему поле от бесконечной горизонтальной материальной ли
нии. Практическая неоднозначность решения обратной задачи, 
связанная с практической эквивалентностью, обусловливается 
погрешностями наблюдений, которыми осложнены наблюдаемые 
данные. В пределах величины этих погрешностей наблюдений 
(величины е) одну и ту  ж е  аномалию можно аппроксимировать 
влиянием разных тел.

Из-за наличия практической эквивалентности решение об
ратной задачи становится неустойчивым, т. е. малым изменени
ям поля могут соответствовать большие изменения в распреде
лении масс. Задача  у с т о й ч и в а я ,  если малым изменениям 
поля соответствуют м алы е изменения в распределении масс. 
Задачи математической физики делятся на корректно постав
ленные и некорректно поставленные (по Ж. А дам ару). Задачу 
называют п о с т а в л е н н о й  к о р р е к т н о ,  если решение: 
1) существует, 2 ) оно единственное, 3) непрерывно зависит от 
входных данных. З ад ач а  называется н е к о р р е к т н о й ,  если 
нарушается хотя бы одно из указанных условий. Из этих усло
вий следует и понятие н е у с т о й ч и в о й  з а д а ч и ,  а именно, 
это задача , в которой нарушаются второе и третье условия. 
Некорректные задачи можно решать только с привлечением 
априорной информации. При этом основой решения является 
сформулированный А. Н. Тихоновым общий принцип регуля
ризации.



1. К ак меняется с расстоянием потенциал притяж ения точечной м ассы ?
2. Какой вид имеет вы ражение для потенциала системы точечных масс? 

В каких точках он не сущ ествует? К ак  можно п о казать  его регулярность на 
бесконечности?

3. Какой вид имеет вы ражение для потенциала притяжения объемных 
масс? Какими свойствами обладает этот вид потеницала притяжения? С у
щ ествует ли потенциал притяжения объемных масс в точке г = 0? К ак можно 
определить потенциал объемных масс для случаев внутренних и внешних 
точек? К ак меняется с расстоянием потенциал, его п ервая и вторая произ
водные для шара и ш арового слоя? Какие производные от потенциала дл я  
них терпят разрыв при переходе через поверхность?

4. К ак можно определить потенциал однородного эллипсоида? Что вы 
раж аю т теоремы Л ап ласа , М аклорена и Ньютона?

5. Какой вид имеет выражение для потенциала притяжения простого 
слоя? Что такое простой слой? Терпит ли потенциал притяжения простого 
слоя разрыв при переходе точки из внутренней области  во внешнюю? Терпит 
ли разрыв при этом первая производная от потенциала? Терпит ли разры в 
нормальная производная от потенциала однородного сферического слоя н а 
его границе? К ак можно объяснить физически то, что однородный сфериче
ский диск не притягивает внутреннюю точку?

6. Что такое элементарный диполь? Чем отличается потенциал диполя 
от потенциала точечной массы? К ак определяется момент диполя? П ритяги
вает  ли диполь точку экваториальной плоскости? В како м  направлении при
тяжение диполя максимально?

7. Чем отличается потенциал объемных намагниченных масс от гр ави 
тационного потенциала объемных масс? К ак о п ределяется момент объемного 
намагниченного тела?

8. Какой вид имеет уравнение П уассона дл я  связи  м е ж д у  гравитацион
ным и магнитным потенциалами? К ак можно определить при вертикальном 
намагничивании вертикальную  и горизонтальную составляю щ ие магнитного 
поля через производные гравитационного поля?

9. К ак можно определить отношение величины векто ра намагничивания 
к  плотности? Какие сущ ествую т признаки принадлежности гравитационной и 
магнитной аномалий одному и тому ж е  телу?

10. Что такое двойной слой? К ак определяется момент двойного сло я? 
К ак можно определить потенциал двойного сло я? Ч ем  отличается потен
циал двойного слоя от потенциала простого слоя?

11. Каким условиям  должны удовлетворять поверхности, на которых 
расположены простой и двойной слои? К ак можно определить потенциал 
двойного слоя через телесный угол? Терпит ли р азры в потенциал двойного 
слоя при переходе из внутренней области во внешнюю?

12. Чем отличаются потенциалы притяжения двухм ер н ы х тел от потен
циалов притяжения трехмерных тел? Какой вид имеют потенциалы притя
жения для случаев плоского поля?

13. Какой вид имеет выражение для потенциала притяж ения бесконеч
ной горизонтальной материальной линии? В каки х  точках не сущ ествует  
потенциала притяжения масс бесконечной горизонтальной материальной ли
нии? Какими свойствами обладает потенциал притяж ения масс бесконечной 
горизонтальной материальной линии?

14. Что такое плоский простой слой? Какой вид имеет вы ражение д л я  
потенциала притяжения плоского простого слоя? Терпит ли разрыв потен
циал плоского простого слоя при переходе через поверхность слоя? Терпит 
ли разрыв при этом нормальная производная потенциала простого плоско
го слоя?

15. К ак с расстоянием меняется потенциал притяж ен и я плоского дипо
л я . Чем различаются потенциалы притяжения плоского и объемного дипо



лей? К  чему стрем ится потенциал плоского диполя при переходе точки в бес
конечность?

16. Что тако е  плоский двойной слой? Чем от отличается от объемного 
двойного слоя? К ак  определяется момент плоского двойного слоя? Какой 
вид имеет вы р аж ен и е д л я  потенциала плоского двойного слоя? К ак можно 
определить потенциал плоского двойного слоя через плоский угол видимо
сти? П ритягивает ли однородный плоский двойной слой массы, расположен
ные во внутренних и внешних точках? Терпит ли разрыв непрерывности по
тенциал притяж ения плоского двойного слоя при переходе точки через 
слой?

17. К ак  мож но определить потенциал пртяж ения двухмерных магнитных 
масс? От чего зави си т потенциал притяжения масс бесконечного горизон
тального кр угового  цилиндра, намагниченного перпендикулярно оси? Д л я  
каки х аномалий (к аки х  размеров) можно применить двухмерную  задачу?

18. К аковы  составляю щ ие потенциала силы тяж ести ? К ак определяется 
потенциал центробежной силы и какой вид имеет вы ражение для него? К а
ково вы раж ение д л я  потенциала силы тяж ести ?

19. К акой физический смысл имеют первые производные по осям коор
динат от потенциала силы тяж ести ? К ак определяется горизонтальный гр а 
диент силы тяж ести ?

20. К акой физический смысл имеют производные второго порядка от по
тенциала силы тяж ести ?

21. К ак с вязан ы  горизонтальные производные второго порядка от потен
циала силы тяж ести  с геометрией уровенной поверхности потенциала?



ГЛАВА III

НЕКОТОРЫЕ ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ФО РМ УЛЫ  
ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА

§  17. ФОРМУЛЫ  ОСТРОГРАДСКОГО — ГАУССА 
И СТОКСА В ВЕКТОРНОЙ ФОРМЕ

Формула Остроградского— Гаусса

Формула Остроградского — Гаусса — одна из в аж н ы х  в тео
рии кратных интегралов. Она устанавливает связь  м еж д у  трех
кратным интегралом по объему v и интегралом по поверхно
сти, ограничивающей этот объем. Эта формула широко приме
няется в теории потенциала.

Рассмотрим векторную форму записи формулы Остроград
ского — Гаусса.

Пусть поверхность S  ограничивает некоторый объем и и в 
точках области v даны функции N (х , у, z), Q (х, у, z), R (х, 
у, z), конечные, непрерывные и однозначные для  всех точек з а 
данной области вплоть до поверхности S, которые имеют конеч
ные и интегрируемые производные dN/dx, dQ/dy, dR/dz. Если
п — внешняя нормаль к поверхности S, справедлива формула 

J (dN/dx+dQ/dy + dRldz)dv =
V

= J  [N cos (п, х) + Q cos (п, у) + R cos (п, z) ] dS.
s

Это и есть формула Остроградского — Гаусса.
В более удобной векторной форме записи три разных ск а 

лярных поля N, Q, R можно заменить одним векторным.
Пусть F некоторый вектор:

F = Fxi+ F yj + Fzk,
такой, что FX = N, Fy = Q, FZ=R. Тогда

dN dQ dR dFx dFy  dFz
-5-  +  -5-  +  "3“ =  - 5-  +  “ 3-----h -3-  =  div F .дх д у  dz dx dy  dz

Это выражение определяет подынтегральную функцию левой 
части формулы Остроградского — Гаусса. Если определить про
екцию вектора F на направление п, то

пр^ F =  | Т71 cos («, F) = F X cos (л, х) + F y cos (п, у) +
+ Fz cos (п, z)= N  cos (n, x) +  Q cos (n, y ) + R  cos (n, z ) .



Это выражение соответствует подынтегральной функции правой 
части формулы Остроградского — Гаусса. Поэтому

J  divFdu =  J прZFdS. (Ш .1)

Это и есть векторная форма записи формулы Остроградского — 
Гаусса . Интеграл в правой части этого равенства является по
током поля F через поверхность S. Поэтому объемный интеграл
от расходимости вектора F равен потоку поля F через поверх
ность этого объема.

Из (III. 1) можно получить и определение дивергенции. Дей
ствительно, в пределе, когда объем стягивается к точке М, мож
но написать

lim J div/rdy = d iv/ r(Ai)ü,
v->M v

так  к а к  в точке Ai и в ее окрестности величину d iv /7 можно
принять за  постоянную, равную d ivF (A i) .  Поэтому с учетом по
лученного равенства из (III. 1) найдем

d iv F (A f)  = l im (  f np?~FdS/v). ( I l l  2)
s

Рассмотрим случай плоского поля, заданного на плоскости 
л:Oz. Д л я  него

F = Fxi+ F zk;

div F = dFx/dx+dFz/dz;

прГ F = Fx c o s  ( я , x ) + Fz cos (ti, z).

С учетом этих равенств аналогом формулы Остроградско
го — Г аусса  для  плоских полей будет

s {~5Г +  w )  dS=z\ \-Fx cos (” • +  Fz cos dl ’ 

или в более компактной форме

J d i v ? d S = f  npTF'dl. (III.3)

Аналог равенства (III.2)



В этих формулах 5  — некоторая заданная область на плос
кости хОг или площадь этой области; I — замкнуты й контур
этой области; п — нормаль к этому контуру, внешняя по отно
шению к 5 ;  М — текущая точка области 5 .

Формула Стокса

Рассмотренная формула Остроградского — Гаусса  связы вает  
интеграл по поверхности трехмерной области с интегралом по 
самой области (по ее объему).

Рассмотрим другую, такую ж е  важную для теории потенциа
ла, формулу — формулу Стокса, которая связы вает криволиней
ный интеграл по контуру поверхности с интегралом по самой 
поверхности.

Пусть S  — любая незамкнутая поверхность, т а к а я ,  что пря
мые, параллельные оси z, пересекают ее только в одной точке. 
Обозначим контур этой поверхности I (/— зам кн утая  простран
ственная кривая). Пусть на поверхности S и в ближайшей ее 
окрестности заданы три непрерывные функции N (х, у, z ) ,  
Q(x, у, z), R(x, у, г)  со своими непрерывными производными 
первого порядка. Для таких функций справедлива формула 
Стокса:

Запишем эту формулу в более удобной векторной форме. 
Пусть функции Ы, С} н Я являю тся проекциями по осям коорди
нат х, у, г некоторого вектора

а = ах1+ ау/ + агк,

т. е. ах = Ы, ау = С}, аг = Я. Тогда формулу Стокса можно пере
писать в виде

| а х<1х-\-аус1у +  а г(1г =

j  Ndx +  Qdy +  Rdz =

(III 5)



П усть d i— направленный элемент дуги, т. е. элемент дуги,
рассматриваемый как  малый вектор di с составляющими dx, 
dy, dz, т. е.

—► —►
dl =  dxi+dyj+dzk.

Тогда выражение под знаком криволинейного интеграла 
можно записать в виде скалярного произведения векторов а 
и di:

axdx -f aydy + azdz = a-dl.
Разности производных в круглых скобках в (III .5) , стоящие 

под знаком  интеграла по поверхности, равны проекциям век
тора F = rota, т. е.

д а г дау с  _ дах даг с
* S------ '**> л —̂ — г v>д у  дг д г  дх

дау  дах _  f

дх д у  z

П оэтому формулу Стокса можно переписать: 

j  a - d l=  j  [Fx cos(п, x)-j-Fy cos(п, y)-\-Fzcos(n, z)]dS.

В ведем  в эту формулу и направленный элемент площади 
поверхности 5  с проекциями

d Sx =  cos(n, x)dS; dSy = cos(n,y)dS\
dSг = cos (n,z)dS,

где n — нормаль к поверхности, т. е.

dS =  cos (п, х) dSi-\-cos(п, y)dSj+cos(n, z)dSk.

Тогда выражение под знаком поверхностного интеграла 
можно записать в виде скалярного произведения векторов ~F 
и dS:

Fx cos (п, х) dS + Fy cos (n, y) dS  + Fz cos (n, z) dS = F-dS.

Поэтому, переходя от вектора F к ro ta , формулу Стокса окон
чательно можно переписать в виде



Здесь интеграл в правой части определяет величину скалярн о
го потока векторного поля f  = r o t a  через поверхность S. 

Введем еще проекции векторов а  и i 7 из выражений

где a¡=  | a ]c o s (a ,d i ) — проекция вектора а на направление di,
т. е. на касательную к контуру /; г о С а =  |r o t a |eos(Z7,n )  — n P^¡.
екция вектора ro ta  на направление нормали к поверхности п. 

Через значения этих проекций формула Стокса запиш ется:

Криволинейный интеграл в левой части этой формулы, сл едо 
вательно и формулы (1П.6 ), н азы вается  ц и р к у л я ц и е й  в е к 
т о р а  а" в д о л ь  к о н т у р а  I. Поэтому из формулы С токса  
следует, что циркуляция поля вдоль контура некоторой поверх
ности равна интегралу по самой поверхности от нормальной 
составляющей вихря или потоку ротора через поверхность. Ц ир
куляция вектора вдоль линии I обычно обозначают круж очком  
на знаке интеграла, что у к а зы в ает  на условие замкнутости  
линии.

Рассмотрим частный случай формулы Стокса, когда п оверх
ность 5  плоская и совпадает с координатной плоскостью хОг.
В этом случае d y = 0, а направление нормали п совп адает  
с осью 2 . Поэтому значения сов(п,х) =соз(л , г) =0, т. е. 
со${п,у) =  1. Тогда формула Стокса примет вид

| N dx +  Кйг =  | (дМ/дг—дЯ/дх) dS
I &

или через проекции вектора а

Эта формула соответствует двухмерны м гравитационным и 
магнитным аномалиям и является  формулой Грина (частный 
ее случай, когда плоская поверхность совпадает с одной из ко 
ординатных плоскостей).

a-d l=  |a| \dl\ eos (a, di) =a¡dl\ 

~F-dS=\F\\dS\cos{F, dS) =

= | F | dS ■ eos {F, ri) = FndS = roi-+adS,

i axdx +  azdz =  j  dax¡dz— daz/dx)dS. 
¡ s

(II 1.8)



Из формулы Стокса видно, что если_поле ~а потенциальное, 

равенаеСн у л ^ а  = 0’ Циркуляция вектора 7  вдоль линии I всегда

тРггГЛСС̂ ТрИМ“ДЛЯ пот„енЧиального поля 7  криволинейный ин
теграл, стоящии в левой части формулы Стокса, в случае, когда 
контур или линия I незамкнутая :

A = j  axd x + a ydy + azdz.

^ аЛ еличина имеет„ простой физический смысл — она равна 
работе,  ̂совершаемой полем, когда некоторая точка, на кото
рую действует сила поля, проходит линию I. При этом она не 
зависит от пути, по которому переносится точка, а зависит 
только от начальной и конечной точек кривой С и D. Опреде
лим величину А через потенциал поля V.

Так к ак  для  потенциального поля

а = grad  V, 
то ax =  dV/dx, ау =  dV/dy, az =  dV/dz.

Поэтому

А= f ̂ tdx + -%dy + ̂ Tdz = l dV= f  dV = V (D )-V(C).
CD CD ( o

Отсюда следует что работа, совершенная силой поля при 
переносе точки из С в D, равна разнос™ потенциалов в то .
К а л  и  И  С .

Из формулы Стокса можно получить и определение ротора. 
Пусть т  — любое направление, проходящее через некоторую
nfinfННуЮ Т04ку И Пусть некоторая м ал ая  плоская пло
щ адка , проходящая через точку М ортогонально к т  а I_
контур этой площадки. Применим к ней формулу Стокса:

J a idl =  § rot^ adS.

По теореме о среднем д л я  линейных интегралов
г* .

М /  =  г о ^ а | М1.5 ,

где  М} — некоторая точка площадки Д5 .
170

напишем



Беспредельно сжимая площ адку к точке М и переходя 
к пределу, получим значение проекции ротора, или вихря, на
любое заданное направление т  в точке М:

rot->-a= lim I \ aidl/AS 
т a s - > m  ^  f

Таким образом, проекция вектора F = vota  в данной точке 
поля М по некоторому направлению т  равна пределу отноше
ния циркуляции вектора а по контуру площадки 5 , проходящей 
через точку М (перпендикулярно к т )  к величине этой п лощ ад
ки А S.

Сравнивая формулы Остроградского — Гаусса и Стокса , не
обходимо помнить следующее. В правые части обеих формул 
входят потоки поля (скалярные потоки векторного поля). При 
этом в формуле Стокса речь идет о потоке вектора через не
замкнутый кусок поверхности, опирающийся на некоторый 
замкнутый контур /, тогда к ак  в формуле Остроградского —  Г а 
усса говорится о потоке через некоторую замкнутую поверх
ность или оболочку.

§ 18. УРАВНЕНИЯ ПУАССОНА И Л А П Л А СА .
ИХ ПОЛУЧЕНИЕ И ПРИМЕНЕНИЕ

Получение уравнений Пуассона и Л ап л аса

Эти важнейшие уравнения теории потенциала можно п о л у
чить, исходя из формулы Остроградского — Гаусса.

Рассмотрим вначале простейший случай однородного ш ар а  
объемом V, радиусом и массой т. (рис. 39).

Пусть 7 — сила притяжения, с которой действует ш ар на 
точку Р, в которой находится единичная масса, 5  — п оверх 
ность шара, а г — расстояние м еж д у  точкой Р и центром ш ар а .

Рис 39. Однородный шар и нормаль к  нем у



Тогда

Пусть точка Р совпадает  с поверхностью 5. Определим по
ток вектора через поверхность 5  ( Г — внешняя нормаль к по-

------ GmAnR2/R2 =  — 4nGm. (III.9)

Здесь учтено, что сила F  и нормаль п имеют противоположные 
направления [cos (F , п) =  180°].

Будем ^деформировать поверхность S  заданного шара при 
постоянной его массе т .  Т ак  к ак  масса в объеме v не меняется 
(т. е. число и мощность источников в объеме постоянны), по
ток вектора через любую поверхность 5  (не только для сферы), 
окружающую массу (в общем случае любой формы), постоян
ный и определяется равенством (III.9).

Предположим, что дано некоторое произвольное (рис. 40) 
тело с поверхностью 2 . Внутри 2  возьмем некоторую точку М 
и окружим ее замкнутой поверхностью 5  (в общем случае про
извольной формы). Объем, ограниченный поверхностью S, 
пусть будет v, а масса — т .  Тогда поток вектора силы притя
ж ен ия  F , соответствующий массе т ,  через поверхность 5  будет 
определяться равенством (III .9 ) .  В то ж е  время массы, нахо
дящ иеся вне поверхности 5 ,  создают потоки, равные нулю (со
ответствующие им векторные линии пронизывают поверх
ность S  — сколько линий входит, столько ж е  и выходит).

Воспользуемся равенством (III.2). В пределе, когда v->M  
(т. е. для  точки М и ее окрестности), с учетом (III.9) найдем

d iv ? ( M )  =  'п р  -¿FdS/v) =

гд е  а  — плотность распределения масс в точке М (плотность

верхности S ) :

J* n p ^ f d S  =  J  | F | cos (F, ti)dS =  — Gtn J
s s

= — l i m (4nGm/v) = — 4nGa, (ШЛО)

X  Рис. 40. Поверхности 5 , 2  дл я  случая произ
вольного объемного тела



в общем случае — непрерывная функция координат точки М, 
имеющей непрерывные частные производные первого п о р я д к а ) .  

Учитывая, что для силы притяжения

F = grad  U,

где U — потенциал притяжения, a d iv F = div grad  U = AU, окон
чательно получим

A t/ = — 4 я  Go. (III.11)

Это и есть уравнение Пуассона. Таким образом, в точках  об
ласти с известным распределением масс, потенциал п р и тя ж е 
ния удовлетворяет уравнению Пуассона.

Можно привести иной ход рассуждений. Значение AU  
в точке М для  заданных масс объема 2  можно представить в 
виде AU = AU i + AU2, где A Ux и AU2 — значения суммы вторы х 
производных по осям координат потенциала притяжения об ъ ем 
ных масс, сответствующие влиянию на точку М масс, р асп о л а
гающихся вне поверхности S  (значение А ¿Л) и внутри нее 
{АЩ).

Д ля масс, находящихся вне поверхности S, точка М — внеш 
няя, поэтому на основании свойства потенциала притяжения 
объемных масс А£Л = 0. Д ля масс, находящихся внутри поверх
ности S, справедливо равенство (111.10) (в пределе поверх
ность S  можно принять за сферу, а отношение tn к v д а с т  зн а 
чение плотности в точке М ), поэтому

AU2 =  — 4jtGo(Al).

Окончательно получим
AU = AU \ + AU2 = — 4я Go (-М).
Частным случаем уравнения Пуассона является уравнение 

Лапласа
д у - о ,  <| 1 | | 2 >

которое получается из уравнения Пуассона при а = 0. П оэтом у 
в точках пространства, где отсутствуют массы (т. е. при а  —0 ) ,  
потенциал притяжения удовлетворяет уравнению Л а п л а с а .  
(Справедливость этого уравнения в общем виде д л я  потенциа
ла притяжения объемных масс бы ла показана выше.) А ф унк
ции, непрерывные в некоторой области v, имеющие непреры в
ные’ в v первые и вторые производные и удовлетворяющие у р а в 
нению Л апласа , называются г а р м о н и ч е с к и м и  в о б л а 
с т и  v. Таким образом, потенциал притяжения вне м асс  я в л я 
ется гармонической функцией. ^

Д л я  случая двухмерных или плоских полей уравнение П у 
ассона можно получить таким ж е  путем, пользуясь равенством



(III .4) и выражениями логарифмических потенциалов притя
жения. С этой целью рассмотрим, например, формулу (11.36). 
Выражение силы притяжения, соответствующее этому виду ло
гарифмического потенциала, имеет вид

F = 2Gx7/r2,
—► —► —>■

гд е  r = ( x —|)/+ (z— t ) k ‘> X = aS ;  5 — площадь сечения двухмер
ного тела (бесконечного горизонтального кругового цилиндра).

Значение интеграла в числителе правой части (111.4) полу
чим таким ж е путем, к а к  это сделано при выводе форму
лы  (III .9), учитывая, что и в данном случае сечением тела яв 
л яется  круг радиусом г, а контур I — окружность, длина кото
рой 2 яг:

j* пр-£ Fdl =  2GK J  cos (F, п) dl =

Подставим это значение интеграла в (III.4 ) ,  в пределе, ког
д а  получим

И, наконец, учитывая, что

div/ ' = div grad U = AU,
найдем Д U = —4лСо. К ак  и следовало ожидать, получили то 
ж е  уравнение, что и (111.11). Оно верно не только для масс 
бесконечного горизонтального кругового цилиндра, но и для 
масс  любого другого двухмерного аномального тела произ
вольного сечения S. При этом формулу (III .4) можно приме
нить, не полагая, что S  — это сечения тела (S для  формулы — 
это произвольная область на плоскости xOz, контур I которой 
м ож ет находиться к ак  внутри, т а к и  вне масс).

Определим значение оператора Лапласа AQ для  потенциа
л а  центробежной силы Q. Из (11.48) получим

Тогда для  потенциала силы тяжести в точках отсутствия масс 
с учетом равенств (111.12), (111.13) найдем

А№ = Аи+АС1 = 2(й2;
д л я  точек, расположенных внутри масс с учетом (111.11), 
(111.13),

=  - 2 G K -  d l=  — 2GK —  = — 4 nGk =  — 4itGaS.

d iv/^M ) = lim (— 4nGoS/S) = — 4jiGo.

AQ = d2Q/dx2 + d2Q/dy2 +  d2Q/dz2=2m2. (111.13)



Уравнение Л а п л а с а  — основное в теории г ар монически х  
функций При рассмотрении свойств  этих функции и решении 
^ з Г ч н ы х  задач  Teop„î, потенциала " Р И « е н и т е л ь н о  к гармони- 
ческим функциям приходится в ы р а ж а т ь  уравнение Л ап л аса  
различных координатах .  Выразим его в цилиндр ¡1̂ к и х  коор
динатах т. е. определим значения производных d2V/dx2 д  V/dy , 
d2Vldz2 ' г д е  V — некоторая з а д а н н а я  потенциальная  функция ,  
через цилиндрические координаты:  x  = pcos<p, y - p s i n c p ,  2 - г .  
Отсюда

dx = cos фdp  — р sin фс?<р; d y  =  s in фс?р+р cos фс?ф.

Напишем вы р а ж е н и я  полного дифференциала функции V в к о 
ординатах  х, у ,  z и р, ф, z:

Jv=j%rd‘‘+^ d,t+jlrdz'
Из этих равенств  получим

f l L d x  +  ^ d y ^ f - d p  +  ̂ d y .
\{дх д у  ар дф

П о д ставл яя  сюда значения d x  и d y ,  вы раж енные  в к о о р д и н а 
т ах  р и ф, найдем

Г ^ -С 0 3 ф ф — f - p s i n ï d T + ^ - Sin ltà p + - | - P » s ^ 4 , -

=  —  dp +  - ^ - d ( f .  
dp  дф

П рир авни вая  коэффициенты при d p  и dtp в правой и левой ч а с 
т ях  др уг  к  другу ,  получим

dV . dV ■ а У  .
—  СОЭфН-—  Э1Пф = - —  , 
дх д у  др

ñ v  dV 1 dV
- 1 7 s l " ' p + V c o s , ,  =  T ^ '

Отсюда
av dV 1 в!п.„зУ



Найдем теперь значения д2У/дх2 и д2У/ди2. Так как
=  д  ( д У \

№ дх [ д х  ) ’ ду* д у  ( д у  ) ’

1 \ д2̂ дх2 и д2У/ду2 можно найти из (111.14), заменив в них V
Ф о р " 3 £ Ж ?  -  » » р « ' —

=  cos Ф_ф^ r C0ScpSin<p +

+ c o s , s , „ , p J r i L _ i sln(p(cos^ _ s in ^ ) +  

+  ^ - sin <р (sin  cos cos’

“Tcos*sin̂ + T sin!*f+ fsin*cos<pdV

+ 4 s m 4 - ^
p2 дф2

дф

Аналогично из второй формулы ( I I I . 14) получим

■-  =  sin29 - j ^ -  +  - L  sin  фС05ф 
° у Ф  Р f  дрду ^

+  "р~ cos2<p'£ " — 7 sin  ф C0S(P Т ~ + ~ т  cos2 ф — . к  °р Р д(р р2 ¿ ф2

Из последних равенств найдем
J ? L  +  JP V _ =  JP V _  , j _  , 1 a*V 
дх2 <V Ф 2 p ф  Р2 1 ^Г ‘

" т е СГ „ о Л^ ^ у ™ Ч„еНИе ЭТ0Й СуММЫ В Лапласа , окон-

J0 L _ i-  1 дУ . 1 d2V , d2V „
Ф а р др р2 d<f +  dz2 ~  ( I I I .15)

Перепишем рРГпВНеНИе Л ап л аса  в Цилиндрических координатах, 
г д е  Р Ф Т д /  а  несколько ином виде. Положим V=R<DN, 

Л' — Функции соответственно координат р го г  Пол- 
стави в  это значение V в (111.15) и разделив'его

-£- - L  ( H i ) . _L , _£ &n_ _  п 
R d p  d p  J ф d y 2 +  N dz2 ~



Ф dtp2 N dz2
Тогда

После подстановки  ̂= ар окончательно получим 
d?R . 1
d f

Это дифференциальное уравнение представляет собой у р а в 
н е н и е  Б е с с е л я ,  а функции, являющ иеся решением этого  
уравнения, называются ф у н к ц и я м и  Б е с с е л я .

Дифференциальное уравнение Бесселя — это линейное у р а в 
нение второго порядка без правой части с непостоянными коэф
фициентами. Общее решение такого уравнения г/ = С1 г/1 Н- Сгг/2> 
где С\ и Сг — произвольные постоянные; у\ и у% — линейно не
зависимые решения уравнения.

Если отыскать решения уравнения в виде степенного р яд а
оо

у=хР(а0 + а 1х + а 2х2+  . . .  +щх‘+ . . . )  =
¿=о

полагая а0ФО, получим

i/ = 2  ( - 1)*
(х/2 )*к+Р

k~o Г (р -f k + 1) *

где р=±п\  Г — гамма-функция [при х — целом положительном 
Г (х) = (л:— 1)1]. Решение уравнения при р = п обозначают че
рез ] п и называют ф у н к ц и е й  Б е с с е л я  п е р в о г о  р о д а  
п о р я д к а  п. Аналогично решение уравнения при р = —п обо
значают J - n ( x )  и называют функцией Бесселя первого рода по
рядка —п. Таким образом,

=  ; ( i n .  18)
k=o k\ Г  (k -(- n  -f- 1)

■ <1 I U 9 >

Если ti — не целое число, функция J~n(x) является линейно 
независимой от J n(x). Поэтому общее решение уравнения 
(III .17) имеет вид

у = С\1п(х) + C2J —п(х).



Если ti — целое число, функции J n{x) и /_п(х) будут линей
но зависимыми, поэтому из них общего решения составить 
нельзя. В этом случае  в качестве второго решения, линейно не
зависимого от J п(х) , нужно брать функцию [5]

у п (х ) =  J im  cos (m л )  J m (х) —J - n  (* )  ̂
m-Mj s in  ( т я )

которая при т  = п д ает  неопределенность вида 0/0 , раскрываю
щуюся обычным способом.

С учетом функции Yn{x) общее решение (I I I .17) при п це
лом запишется в виде

y = CiJ„(x) + С2Уп ( я ) ,

функция У„(х) н азы вается  ф у н к ц и е й  Б е с с е л я  в т о р о г о  
р о д а  п о р я д к а  п, или же  ф у н к ц и е й  Н е й м а н а  (в не
которых литературных источниках ее называют ф у н к ц и е й  
В е б е р а ) .

Таким образом, элементарными решениями уравнения 
(III. 17) являются функции /п(ар) и Ул(ар ) .  Элементарными 
решениями первого и второго дифференциальных уравнений из 
равенств (I I I .16) соответственно будут cosmp, sin mp, 
ех р (—az), e x p ( а z). Учитывая условие равенства потенциала 
нулю в бесконечности, из полученных элементарных решений 
нужно исключить функции exp (az) и Уп{ар ) (последняя обра
щается в бесконечность при р = 0). Тогда решение уравнения 
(I I I .15) можно записать в виде

оо оо
У (Р. Ф. г) =  S 2  (Лпь cos mp +  Bnk sin mp) exp (— az) J „ ( a p ) .

k= 0  n—0

В частном случае осесимметричного поля, когда значения 
.функции не зависят  от угла  ср, получим п =  0. Тогда

ОО

V (р, z) = 2  Ak exp (— az) J0 ( a p ) . 
k=0

В этих равенствах коэффициенты Ank и Bnk определяются на 
.основании учета граничных значений функции.

Таким образом, решение уравнения Лапласа , выраженного 
в цилиндрических координатах, приводит к цилиндрическим 
функциям Бесселя, которые широко применяются при решении 
различных задач  гравиразведки и магниторазведки, в^частно
сти при построении различных способов трансформаций грави
тационных и магнитных аномалий. При этом, например, функ
ция JoipR) — частотная характеристика усреднения по окруж 
ности радиусом R, а функция 2Ji(pR)lpR— частотная характе
ристика усреднения по площади круга радиусом R.



Рис. 41. Графики изменения функций 
Бесселя /0(х) и J\(x)

Ввиду широкого применения функций Jq{x)  и  - М * )  в  гр а 
вимагниторазведке дадим их краткую характеристику.

Ряды функций J 0(x), J\{x) можно получать из (111.18) при 
значениях п — 0 и п =  1:

•/„(*) =  1

= 1

J i ( x ) = - n

22 ' 22 (2  ! ) 2

х2 х4 х°
4 64 2304

X3 . Л6
232 262 ! 3 !  2 16 384

Из этих равенств видно, что полученные ряды — знакочере
дующиеся, быстро сходящиеся. Функция 1о{х) является четной, 
т. е. ¡о(—х)=1о{х),  так  как  в нее входят значения .г только в 
четной степени. В ряд функции /1 (х) значение х входит только 
в нечетных степенях, поэтому / ] (—х) = —1\{х), т. е. J¡{x)  
нечетная функция. При х = 0 значение /0 (х) =  1, а /1 (-V) = 0.

Функции ¡ 0(х) и J^(x) (рис. 41) являю тся функциями с з а 
тухающими экстремальными значениями, стремящимися к нулю 
на бесконечности. Они имеют бесчисленное множество корней, 
т. е. чисел, обращающих значение функции в нуль.

Первые три корня функции /0 (х) — это числа 2,405; 5,520 
н 8,654, а дальше корни повторяются приблизительно через
3,14; первые три корня функции / 1( х ) — это числа 3,832; 7,016 
и 10,173, а дальш е корни повторяются т а к ж е  приблизительно 
через 3,15 и 3,14.

При больших значениях х можно пользоваться асимптотиче
скими формулами

] /  —  соэ [х — я ) .



Выражение уравнения Лапласа в сферических координатах 
имеет большое практическое применение, особенно в тех случа
ях, когда необходимо рассматривать и исследовать значения 
потенциалов на сферических поверхностях.

Уравнение Л ап л аса

д 2 У/дх2 + д 2 У/ду2 + д 2 У/дг2= О

получим в сферических координатах, если выразим декартовые 
координаты точки х, у, г  через сферические. В сферических ко
ординатах

.г = р51п0созЯ,; г/ = р з т 0 з т А ;  2 = р с о э 0 .

Обозначим: р1 = р з т 0 .  Тогда

х=р1СОзЯ-, у  =  р15\пК. (111.20)

На основании этих равенств, принимая функцию V{х, у) 
зависящей от переменных р1 и X, можно определить производ
ные дУ/дх и д2У/дх2. По правилу дифференцирования сложной 
функции, учиты вая , что р[ не зависит от К, найдем

дУ _  дУ ф !  _|_ дУ дХ
дх м  \ брх дх дХ дх
д г у  _  д2V (  а р !  \2 | ¿>2Р1 дУ  ̂ д2У дХ Ф 1 ^

дх2 Ф 1 2 \ дх } дх2 дрх д^дХ дх дх
дУ д 2Х 
дХ дх2

5р12 V дх }
д 2У (  а р ! \2 дУ д2р! , 2  

д  >- дх2

(111.21 )

Диалогично, диффереисирч 1 по у, найдем

■■ "  , о д 2У дХ ф ,
дрхдХ д у  д у

(111.22 )

Из (111.20) получим

р! 2= х 2 + у 2-, Х = а т^ {у / х ) .



Из этих выражений определим производные функции X и р! 
по ас и у:

5р! _  х ш д2рх _ р!2 — х2
дх Рх ’ дх2 р !3

Ф 1 У . ^2Р1 Р1 2 — У2 .

дХ _ *  . д 2Х __ 2ху
д у  рх2 ’  д у 2 Р !1

Подставив эти значения производных в равенства д л я  
д 2У/дх2 и д2У/ду2 и сложив их, после небольших преобразова
ний найдем

При сравнении их с выражениями х и у  из (111.20) видно, 
что они полностью идентичны друг другу ,  если в правой части 
(111.20) заменить р1 на р и % на 0. Поэтому д л я  вторых произ
водных этих функций по аналогии с равенством (111.23) н а 
пишем

&*У д гУ _  д 2У .__ 1 д2У . 1 дУ
дг2 <Эр12 9р2 р2 502 р др

Определив отсюда производную д2У/дг2 и прибавив ее к 
сумме двух других вторых производных, выраженных форму
лой (111.23), найдем

В этом равенстве необходимо от р1 и дУ/дрх перейти к пере
менным р и 0 . С этой целью, зная, что потенциал притяжения V 
является функцией от р1, и р1 зависит от р и 0 , по правилу

д у  рх д у 2 р !3
дХ _  у  ' д 2Х _ 2ху .

дх р !2 ’ дх2 рх4

д гУ . ( 
дх2 <

+  -

_  д 2У ,___ 1 д2У __ 1 дУ
~  дрг2 рг2 дХ2 +  Р1 а Р1

(111.23)

Рассмотрим теперь функции 

г  = рсоз0 , р1 = р в т 0 . (III.24)

д2У д 2У ■ д 2У _  1 д гУ ■ 1 дУ ■ д*У ■ 1 д2У 
дх* д у 2 дг2 р !2 дХ2 рх Зрх др2 р2 д02

I 1 дУ
Р <?р

(111.25)



дифференцирования сложной функции найдем 
дУ _  W  ф дУ дв 
дрх др др!  50 5рх 

Кроме того, из (I I I .23) видно, что 
p2 = pj2 + z 2; 0 = arctg(pi/2 ).

Отсюда с учетом (III .24)
dp Pi • о. 50 г 1 п—^ =  sin 0 ; ------ =  —  =  —  cos 0 .
¿P i Р dpi Ра Р

Подставив найденные значения производных в равенство для 
производной dV/dpu получим

дУ дУ . а , дУ cos0 ■ sin 0 - ’

1 dW

dp! dp 00 p 

Разделив обе части этого равенства на pj = р sin 0, получим 
1 дУ _  1 дУ  ctg  0 дУ 

Pi др1 р dp р2 00

Подставив это выражение в (III.25) и заменив в нем pi2 на 
P i2 = р2 s in 2 0, найдем

а 2У dW dW ^  dW 2 д У ____ 1 д*У
дхг д у 2 dz2 dp2 р др  р2 <Э02

, ctgO дУ 1 dW = 0
р2 50 р2 sin2 0 ÖX2

или после небольших преобразований

AK = _ L rJL (p .JL U _ !_ _ V sta0 ü 4  +р2 L dp \ др )  sin 0 сЮ \ 5 0 /

Отсюда окончательно

—  (р2 — ) Н------?------— ( sin 0 — ) Н----- !----- —  =  0 . (111.26)
öp V др j  s in  0 00 V 00 } sin20 д№

Эго выражение и определяет уравнение Л апласа в сферических 
координатах. Решение этого уравнения приводит, как увидим в 
дальнейшем, к сферическим функциям, применяемым при пред
ставлении гравитационного и магнитного потенциалов в виде 
рядов сферических функций.

Таким образом, решение уравнения Лапласа , выраженного 
в цилиндрических координатах, приводит к функциям Бесселя 
и к рядам бесселевых функций, в сферических координатах — 
к сферическим функциям и к их рядам.

sin2 0 5Х,2
=  0.



Ввиду большого значения уравнения Л ап л аса  в теории по
тенциала необходимо показать, к ак  можно выразить его в об
щем виде и в криволинейных координатах. Пользуясь получае
мым выражением, можно предложить и другой путь записи 
уравнения Л апласа  в цилиндрических и сферических координа
тах. Такой путь, связанный с применением криволинейных ко 
ординат, имеет и самостоятельное значение.

Уравнение Л апласа  можно выразить в криволинейных коор
динатах с помощью полученного в гл. I выражения дивергенции 
поля в криволинейных ортогональных координатах. Воспользу
емся этим равенством:

а  (Н2Н3а 1 ) . д  ( Н1Н3а2) , д  (Н1Нг а3) 'diva =
НхНг Н3 dt1 dU dta

где Н — коэффициент Ламе:

Н .= Ü L
dU Я 2 = д1г

dt2 Я 3 =
jWg
dta

di — элемент дуги.
Д ля  потенциального поля а = g rad  V; 

маль. Поэтому

да да dtx 1 dV

\а = дУ . 
дп  ’ нор-

а,
д1г dti d¡ i  Нг dtx

Аналогично получим 

1 дУа ,  =  -
Н% d¡2

Cto 1 дУ 
Ha dta

Подставляя эти значения проекций вектора а в формулу 
для d iva ,  найдем

d i v a =  — 1 +
Н1Н2Н3 dh I Ну, dh J dh V h 

НхНг дУ

Ha дУ

#2 dh +

+  ■dta H% dta

Уравнения Л апласа  получим, приравнивая это выражение к 
нулю:



_д_
dh

Н2НЬ дУ  
H\ dtx

Н1Н3 дУ
Н2 dt2

НгН2 дУ
Н3 dt-¿ (111.27)

Коэффициенты Я  в  д екар то вы х  координатах можно определить 
из равенств

Ф орм ула ( I I I .27 ) в ы р а ж а е т  уравнение Л ап л ас а  в криволи
нейных ортогональны х координатах. Рассмотрим  его частные 
случаи.

а. Д е к а р т о в а я  си стема координат. Д л я  нее ti = x, t2=y ,  t3= z
и, к а к  видно из приведенных равенств, Н\ = Н2 = Н^=\.

При этих зн ачен и ях  получим наиболее применяемую форму 
уравнения Л а п л а с а

д*У д*У . d W  Q 

дхг д у 2 дг* ~

б. С ф ерическая система координат. Д л я  данной системы

t i = r ;  ¿2 =  6 ; ?з =  ф;
х = Г 5т 0 соэф; y =  r  s in  0 s in  ф;
z = г eos 0 .

П ользуясь  последними трем я  равенствам и , выражаю щ ими 
декар то вы е  координ аты  через сферические, получим

Я ,2 =

+ (s in  0 s in  ф) 2 +  eos2 0 = 1 ;

+  (г eos 0 s in  ф)2 +  (— г s in 0 ) 2= г 2.

Аналогично

# 3 2 = ( — Г s in  0 s in  ф) 2 + (г s in 0 COS ф) 2 =  г 2 s in 2 0.



При этих значениях коэффициентов Л а м е  Н\, Я 2 и Я 3 для  
сферической системы координат из (I II .27) получим

д  Í 2 • о SV \ . 5 { . dV \ . д  [  1 dV\ п-----  г2 sin 0 -----  Н------- sin ш-------- Н------- ----------------- =  0 .
дг  \ дг  )  50 V 50 / 5ф \ s in 0  5ф I

Отсюда окончательно

+  ------ — ( s in 0 -------------—  =  0. (III.28)
д г  \ д г  )  sin 0 50 V д® )  s'n2 0 дф2

Эта формула и вы р а ж а е т  уравнение Л а п л а с а  в  сферических 
координатах.

в. Цилиндрическая система координат. В д ан н о м  случае

¿1 =  р ; ¿2 =  ф; h  — z;
л: = рсоэф; í/ = р s in  ф; z = z.

С использованием этих равенств  для  определения коэффици
ентов Н получим вспомогательные вы раж ения :

(Зх/др = cos ф; dí//dp = s in  ф; dz/dp = 0 ;
дх/д(р =  — р sin ф ; <3(//<?ф =  р cos ф; дг/д ф = 0 ;
дх/дг = 0 ; ду/дг =  0 ; dz/dz =  1.

Тогда, согласно приведенным выше формулам д л я  определения 
коэффициентов Я , найдем

# i 2 = cos2 ф + s in 2 ф= 1; # i = l ;
# 22= ( — р э т ф ) 2+ (р со эф ) 2 =  р2; #2 = р; # з = 1 .

Поэтому из (III .27) получим формулу, вы р аж а ю щ ую  у р а в 
нение Л ап л аса  в цилиндрических координатах:

д í  dV
_ Ё _ / р  J L )  +  J - ( ± W - )  +  J - ( p J!L.) =  0

5р V Ф  / 5ф \ р 5ф / 5г V дг

или окончательно 
5 / dV N 

dp ( Р 5р ) '
1 dW ■ р J Ü L  =  q. (III.29)
р 5ф2 дг2

При решении плоской задачи  в полярных координатах  р и
Ф  получим

1 d*Vд (  dV\ 
5р ( Р 5р )

= 0 .
р 5ф2

§  19. ОСНОВНЫЕ Ф О Р М У Л Ы  Г Р И Н А

Рассмотрим некоторые преобразования, введенны е Грином, 
без которых невозможно обойтись при решении основных задач  
в теории потенциала.



П усть  имею тся две конечные и непрерывные функции коор
ди н ат  U и V, заданны е в некоторой ограниченной области про
стр ан с тва  v, имеющие внутри этого объема конечные и непре
ры вны е первы е  производные и конечные вторые производные, 
до п ускаю щ и е интегрирование.

В о зьм ем  вектор квазипотенциального поля F = U g ra d  V и 
применим к нему формулу О строградского ( I I I .1)

О пределим подынтегральные функции правой и левой частей

I 4 - и  а2у I д и  дУ ^
д у  д у  дг2 д г дг

=  U A V +  (g r ad  U ■ g r a d  V).

З д е сь  в  скобках  дано скалярн о е  произведение д в ух  векто
ров g r a d  U и g ra d  V.

П роекц и я  на нормаль п

ПР^ F  =  ПР h  2 rad V) =  U ПР"£ grad V =  U (dV/dn).

П оэтому д л я  вектора рассм атри ваем ого  квазипотенциального 
поля ф о р м улу  О строградского можно переписать:

Э та  ф о р м ула  явл яетс я  п р е д в а р и т е л ь н о й ,  и л и  п е р в о й ,  
ф о р м у л о й  Г р и н а .

Р ассм о тр и м  частный случай  этой формулы.
П усть  в предварительной формуле Грина и = У .  Тогда, учи

т ы в а я ,  что

J  [U Д V +  (grad U • grad V)]do =  $ U  (dV/dn) dS.
v  S

(grad U • grad V) =  (grad U • grad U) =  J  +  ( ^ j -  j  +  J ,

получим



или

v  S

- i
UAUdv.  (I II .30)

Этот интеграл называется и н т е г р а л о м  Д и р и х л е .  О бо
значим левую  часть этой ф ормулы  через /:

/= j [  ( d U l d x ) 2 + (dU/ду) 2 + (dU/dz) 2]dv.
V

Эта функция не может принимать отрицательные зн ачен и я ,  
т. е. в се гд а  / ^ 0 .  Поэтому из правой  части полученной ф орм улы  
видно, что

f U{dU/dn) d S ^ t j  UAUdv.
S v

Знак равен ства  может иметь место только тогда ,  к о гд а  1 =  0, 
т. е. равны  нулю все производные первого п о р ядка  от ф ун к 
ции U\ dU/dx = dU/dy = dU/dz=0,  что верно только д л я  п о сто ян 
ной функции U.

Перепишем интеграл Д и р и х л е  в более удобном ви де  через  
длину вектора  градиента поля. Т а к  к а к

, IT д и  Т  , dU -t . dU -  
g rad  ¿У =  —— i +  —  I -b —  h, 

дх dy oz
то

grad U 

Тогда

J  g r a d U 2 dv =  ^ U - ^ - d S — j " UAUdv.

Д л я  гравитационного потенциала на основании ур а в н ен и я  П у 
ассона А и  =  — 4л  Со. Поэтому

^  grad и  d v =   ̂ и  dS  +  4я(?  |* оШ у.
V  Ь V

При о = 0, т. е. для  точек вне м асс ,  или д л я  гарм онической  
функции и ,

I" |grad и\2dv = и̂(ди/дп)с!5.
V 5



В ерн ем ся  теперь к  предварительной формуле Грина. Л ева я  
ее  ч асть  не меняется от перестановки функций U и V. Поэтому, 
м е н я я  местами U и V (т . е. д л я  другого квазипотенциального
поля F =  V g rad  U), получим

j  [V A U +  (grad U- grad V) ] dv =  J V (dU/dn) dS.
v  s

И з эти х  равенств, вы ч и т ая  из первого второе, окончательно по
лучим

^ ( U  A V  AU)d v  =  |  ( и  - ~ - V ~ - \ d S .  (111.31)
v  S

Э та  формула я в л я е т с я  в т о р о й  ф о р м у л о й  Г р и н а .  Если 
в ней вместо внешней норм али  использовать внутреннюю, то в
(111.31) изменится з н а к  правой части. В частном случае при

J  A Vdv =  § (dV/dn) dS.  (111.32)
v  S

Р ассм отрим  несколько  следствий из (I II .32 ) .
1. П усть  V — потенциал притяжения объемных масс. Тогда 

д л я  точек области v, в  которых находятся  массы , согласно 
уравнению  П уассона

A V = — AnGa.

П о д с т а в л я я  это значение A V  в (III.32), найдем

4n G m = — J  (dV/dn) dS,
s

гд е  учтено, что 

т  =  J  adv.
V

Т аки м  образом, если суммировать  по всей поверхности 5  
т е л а  значения силы п р и тяж ен и я  —д Vjdn = g, можно определить 
м а с с у  тел а

m-ib igdS-
s

2. П усть  А У = 0 ,  т. е. функция V — гармоническая ,  что спра
вед л и в о  д л я  потенциала п р итяж ения в точках пространства вне



| (дУ/дп)ё5 =  О, (111.33)

т. е. интеграл от нормальной производной гармонической ф у н к 
ции по замкнутой  поверхности 5  р авен  нулю.

Ф ун дам ен тальн ая  формула Грина

Ф ун д ам ен тальн ая  формула Грина получается  из его в то р о й  
формулы при значениях функции и  или V, равных 1 /г, г д е  г 
расстояние от элементов объема и поверхности с1и и с1Б д о  то ч 
ки Р, в которой рассм атри вается  ф ункция и.  Примем У = 1/ г .  
П одставив в первую формулу Грина вместо V функцию 1/г, 
найдем

V 5
Рассмотрим три случая полученного равенства  (Ре=У1,. 

Р е и ,  Р е 5 ) .
1. Точка Р  л еж и т  вне поверхности 5  в области иь В э т о м  

случае во всех  внутренних точках  М функция 1 ¡г у д о в л е т в о р я 
ет равен ству  А (1/г) = 0 .

Действительно 
д2 / 1 \ _ д ( х - 1  \ _ 1 , о х - 1  дг _  _ _ ! _  +  
дх2 \ г ) дх \ г3 ) гз г1 дх г3

+  3

Аналогично
а1 / п  д ( у -  г) I .  з ( у — л)2 .
ду2 \ г )  д у  
д2 = ____1 [ 3 (г ~ ^ ) 2

* *  \ г .

Отсюда

д ш = а ш + а ш + а ш 4 +
дх2 \ г ) д у2 \ г )  дг2 \ г ] г3 

+  3 ( х - 1 ) 2+ ( у - г \ ) 2 + ( г - ^  =  0 _

Учитывая это равенство, из (111.34) при Р^и\  получим

Г —  А Ш и + 1  - у  ¿Б — |  С /-?- =  0 . (111.35)
V Э 5



2. Точка Р  л е ж и т  внутри области v (рис. 42, внутри S).  
В этом случае , т. е. к о гд а  Р е ч ,  формулу Грина нельзя приме
нять  ко всей области v, т а к  к а к  в точке М, ко гда  она совпадает 
с точкой Р, функция 1 [г терпит разрыв. П оэтому окружим точ
к у  Р  некоторой сферой 2 .  В этом случае  вне поверхности 2  
в области v снова м ож но применять формулу Грина. Приме
н яя  ее, получим

,[т4(М ' 1 т l tdS + ГиМт) d S -
V2 S  S  2

-  f — 4 т - d S ’ (П1-36).) г дп
2

где  и2 — область v, з а  исключением ее части, ограниченной по
верхностью 2  (поверхностные интегралы б ерутся  ср азу  по двум  
поверхностям 5  и 2 , соответствующим области о2> причем нор
м ал ь  по отношению к  области v 2 внеш няя).

Н айдем предел в ы р а ж е н и я  (III.36) при бесконечном сжатии 
поверхности 2 , т. е. в пределе, когда поверхность 2  стягивается  
к  точке Р  (при 2 - v O ) .  В этом случае интеграл по объему v2 
б уд ет  стремиться к  и н те гр ал у  по объему v:

l im  j* —  А U d v =  —  Д Udv.
2 -> 0  Z>2 V

Рассмотрим значения последних д вух  интегралов (III .36) :

fи -¡Кт М тЗгdS- - fиv(t )dS+2 У У

+  ( - L ä L < s .
J  г дг
2

Здесь  внеш няя н о р м ал ь  по отношению к объем у и2 д л я  поверх
ности 2  я в л я е т с я  внутренней, поэтому при интегрировании по 
поверхности 2

д (_1_\ = ____ д _  /_1_\ . dU ^  ÖU 
дп \ г )______ дг \ г ) ’ дп дг



=  Нш и  — 4я[/ (Р ).
V кА г22->0 ?•

Здесь интегрирование проводится по поверхности 2  при б е ск о 
нечно малом, но постоянном радиусе  сферы г (при интегриро
вании по поверхности 2  г — расстояние от элемента  поверхности 
до точки Р),  и значение функции и  в пределе  становится р а в 
ным ее значению в точке Р (в точке Р  и в ее окрестностях и  
можно принять за  постоянную величину) .

Второй рассм атри ваем ы й интеграл формулы (111.36)

т ак  к а к  п ервая  производная ди/дг по условию  — конечная в е 
личина, элемент поверхности ((Б пропорционален г2, величина 
(1 /г) £¿5 пропорциональна г, а условие Е - > 0  равносильно у с л о 
вию г -*■ 0 .

П одставляя  найденные значения рассмотренных в пределе  
трех интегралов в (111.36), получим

3. Точка Р  л еж и т  на поверхности 8 ( Р ^ В ) .  В этом с л уч ае ,  
р а с с у ж д а я  т а к  ж е ,  к а к  и выше, получим соотношение, аналоги ч 
ное ( 111 .3 7 ) ,  только в его правой части будет  величина 
2 я и ( Р ) .  Это связан о  с тем, что ко гда  точка  находится на по
верхности 5,

2->0 2
т а к  к а к  интеграл берется по полусфере.

Объединив все три рассмотренных с л у ч а я ,  окончательно по
лучим

V

(111.37)

Пт | ([//г2)с(5 =  2я£/(Р), (111.38)

(III.39>



Э та формула н а з ы в а е т с я  ф у н д а м е н т а л ь н о й  ф о р м у 
л о й  Г р и н а .  П е р в а я  строка этой формулы позволяет опре
дел ять  значение потенциала и  в точках области иь внешней по 
отношению к и. В т о р ая  строка д ает  значение потенциала в точ
ках  Р  на поверхности 5 ,  и третья — определяет  выражение по
тенциала и  в любой внутренней точке Р  области и.

В ф ундаментальной формуле Грина интеграл [обозначим 
его ( Р ) ]  1

^ - у к и &  =  и 1 (Р)
V

я в л я е т с я  потенциалом притяжения объемных масс, если их 
плотность в к а ж д о й  точке М объема и р авн а  Д£/(М); интеграл

есть потенциал п р итяж ения простого слоя, если величина 
*>и/дп р авн а  плотности распределения м асс  на поверхности 5  
(поверхностная плотность).

И нтеграл

я в л я е т с я  потенциалом притяжения двойного слоя, величина мо
мента которого в к а ж д о й  точке М на поверхности 5  равна V.

Таким образом , в левой части ф ундаментальной формулы 
Грина находи тся  с у м м а  потенциалов притяжения трех видов — 
объемных масс, простого слоя и двойного слоя:

< 0, Р е у ь
— и г (Р) +  и 2 (Р) — V г (Р) =  2 л £/ (Р ) , Р е Я ,  (111.40)

1 4 л и  (Р),  Р е и .

Если ф ункция II гармоническая, т. е. Д£/ = 0, формулу
(111.39) можно переписать:

[ 0 , Р е и ь

1т1гМ иМ-тУ5- р̂  (“>■«)
5 5 I 4л  и  ( Р ) ,  Р е о .

^  Приведем ещ е одно соотношение, полученное из (111.39) при

| 0, Р е и ь

. Ш т ) * “ “  - 2 я . ^ 5 ,  (111*42)
5 I — 4 я ,  Р е у .



В левой части этого равенства находи тся  интеграл от н о р м а л ь 
ной производной функции \/г по зам к н уто й  поверхности. В з а 
висимости от того, где  находится то ч ка  Р , он равен 0, — 2 я  и 
—4л. Ф орм ула  (111.42) я вл яетс я  ф о р м у л о й  Г а у с с а .  
Подынтегральное вы раж ение этой ф ормулы  имеет, к а к  было по
казано выше, простое геометрическое значение. Оно о п ределяет  
величину элементарного телесного у гл а ,  или у г л а  видимости, э л е 
мента поверхности с1Б из точки Р. П о это м у  (111.42) оп р еделяет  
полный телесный угол, или угол видимости, и является  интГ 
тральной формой записи этого угла .

Запишем полученные формулы д л я  с л у ч а я  гравитационно
го потенциала, ко гда  на основании у р ав н ен и я  П уассона внутри  
масс, т. е. д л я  точек области V, ограниченной поверхностью 5 ,

А11 = — 4 я  йа.

Тогда интеграл

-е(у =  — 4 я  и  (Р ),

есть потенциал притяжения объемных м ас с  д л я  внешней то ч 
ки Р.

Подставив полученное значение объемного  интеграла в
(111.39), найдем

Из этой формулы выделим наиболее в а ж н ы й  д л я  практики с л у 
чай, когда точка Р  находится в области  вне поверхности 5 :  
функцию и ( Р )  можно определить из р аве н ства

Рассмотрим частный случай этой ф ормулы , когда  поверх
ность 5  я вл я ет с я  уровенной поверхностью потенциала £/. В то ч 
ка х  такой поверхности функция и  — постоянная величина. 
Тогда

та к  как  функция

в  Га —  йи = 11{Р)
V

Я
I г

в

— 4 я £ / (Р ) ,  Р е о ь  
(£ =  ■ — 2 яС / (Р ) ,  Р е 5 ,  (111.43)

О, Р е и .

¿5 = 0,
5



т а к  к а к  точка Р  — внеш н яя для  этой поверхности, а для  внеш
ней точки Р интеграл  Г аусса ,  определяющий угол видимости 
замкнутой поверхности 5 ,  к а к  было показано выше, равен 
нулю. П оэтому

Отсюда видно, что значения потенциала можно определить 
во всех точках  внеш него пространства, если заданы  форма по
верхности и на ней значения нормальной производной потен
циала. И нтеграл  в правой части этой формулы имеет вид потен
циала п р итяж ения простого слоя. П оэтому его можно прирав
нять к потенциалу притяж ения этого вида , если брать плотность 
распределения м ас с  на поверхности уровня равной

В силу первого сл ед стви я  из формулы Грина (111.32) эта  м асса  
равна всей м ассе  М, заключенной внутри уровенной поверхно
сти 5 .  Отсюда сл ед уе т ,  что если всю эту  м ассу  М вынести на 
поверхность и р асп редели ть  там  в виде простого слоя с плот
ностью ц, = — (114л) (ди/ дп),  потенциал такого  слоя во всех точ
ка х  Р  внешнего пространства будет иметь таки е  ж е  значения, 
что и потенциал первоначального распределения масс. Иными 
словами, полученный таки м  образом слой полностью э к в и в а 
лентен п ервон ачальном у распределению масс, поэтому он н азы 
вается  э к в и в а л е н т н ы м  у р о в е н н ы м  с л о е м .  Но такое  
распределение м ас с  не о ка зы вает  никакого  воздействия на внут
ренние точки поверхности.

В формуле (111.43) значение потенциала в разных областях  
описывается р азн ы м и  уравнениями, что вы зы вает  определен
ные трудности в ее  применении. Эти трудности можно обойти, 
если (111.44) п р еобразовать  таким образом, чтобы она одна 
описала потенциал поля в точках вне и на поверхности 5 .  Т а 
кое преобразование (111.44) сущ ествует (преобразование по 
М. С. М о л о д е н с к о м у ) , рассмотрим его ниже.

Т ак  к а к  в у к а з а н н ы х  выше формулах при переходе через 
поверхность 5  значения потенциалов меняю тся скачками, для  
того, чтобы (111.44) описала потенциал и на и вне поверхно
сти 5 , необходимо ввести в рассмотрение разрывную  функцию

5

Полная м асса  т а к о го  слоя



Здесь и 0 — потенциал на поверхности 5 .  Э т а  функция вне по
верхности 5  равна нулю ( к а к  интеграл Г а у с с а  д л я  точек внеш
него пространства) ,  на поверхности 5  р а в н а  и 0/2 (интеграл 
Г аусса  равен — 2 я ) .

Д л я  получения указанн ого  преобразования в правую часть 
(111.44) добавим функцию I:

и ( Р )  =  -
4п г дп и * ) - г -  —дп

(18. (111.45)

Э та  функция удовлетворяет  случаям , ко гда  то ч ка  Р находится 
вне 5  и на поверхности 5 .  В самом деле, к о г д а  точка Р нахо
д ится  вне 5 ,

/ = ------ - \ и 0 —  Ш ^ 5  =  0
4л .1 0 дп { г )

и формула (111.45) будет  совп адать  с 
к а  Р расположена на 5 ,

1 д и
дп

(111.44).

¿ 5  + и.

К огда  ж е  точ-

Определив ¿У0 из равенства  (111.43) и п о дстави в  ее в последнее 
равенство, найдем

1 д и  ц  д / 1 
г дп дп  I г" < Р ) —

т. е. получим ту  ж е  формулу, которая и со о тветствует  в равен 
стве  (111.43) точкам поверхности 5.

Распространим основные из полученных ф орм ул  и на случаи 
плоских полей. Из-за наличия полной аналоги и  в приемах по
лучения формул с примененными выше, вы во ды  формул 
опустим.

Аналог второй основной формулы Грина на плоскости
(111.31)

|  (Ц А V - 1/ А и) йБ =  |  ( и  -  V <Ц. (111.46)
5 I

Здесь  5  — некоторая область  на плоскости; / — контур области; 
п — направление нормали к этому контуру (внеш ней по отно
шению к 5 ) ,  а оператор Л а п л а с а  имеет вид

А1} = д 2и/дх2 + д 2и/дг2.

Ф ун дам ен тальн ая  формула Грина (111.39) д л я  сл уч ая  пло
ских  полей с учетом вы р аж ен и я  логариф мического потенциала



1п

примет вид

-  Г Д £ Л п — ¿ 5  +  Г Ж 1 ПЛ - Л - Г  и  —
.) г  .) дп г ,) дп
8 I I

О, Р<=УЬ
я и ( Р ) ,  Р е / ,  (111.47)
2 я и ( Р ) ,  Р е и .

Здесь, т а к  ж е  к а к  и в формуле (111.39), л евая  часть равенства 
состоит из потенциалов притяжения трех видов: интеграл

| Ы/\п(1/г)с18 = и 1(Р)

явл яетс я  логариф мическим потенциалом притяжения объемных 
д вух м ерн ы х  м асс ,  если плотность распределения масс в к а ж 
дой точке М  сечения тела 5  р авн а  Д£/(Л1)/2; интеграл

—  1п —  с11 =  и 2 (Р) 
дп г  ’

I
п р ед ставл яет  собой потенциал притяжения плоского простого 
слоя, если поверхностная плотность распределения масс равна 
( 1/2 )ди/дп\ интеграл

I

явл яетс я  потенциалом притяжения плоского двойного слоя, 
если 0,5 и  р авн о  величине его момента. Таким образом, в д а н 
ном сл уч ае  в левой части фундаментальной формулы Грина д л я  
плоских полей находится с ум м а  логарифмических потенциалов 
притяжения тр ех  видов, а именно, объемных двухмерн ых масс 
и плоских простого и двойного слоев:

и х{ Р ) + и 2 {Р) - и 3(Р) =
0 , Р е и ь  
л£/(Р), Р е / ,  
2л£/(Р ) , Р е о .

Р ассм о тр и м  частные случаи второй и фундаментальной фор
мул Грина. П ус т ь  функция У=\.  Тогда из (111.46) получим

Ь Щ 8 = $ (д и / д п )< и .  (111.48)
6 I

П редположим , что и  — потенциал притяжения двухмерн ых объ
емных м асс .  Тогда  внутри масс Д и  = —4л,Оо. П оэтому из



4ябХ =  — | (ди/дп)(11.

На основании этой формулы, если просуммировать по ко н тур у  
сечения 5  значения силы п р и тяж ен и я  g =  —ди/дп, м ож н о  оп
ределить м ассу  единицы длины двухм ерн о го  тела:

Д л я  точек поля вне контура I функция и  г ар м о н и ч еская ,  
т. е. А и  = 0. Поэтому из (111.48) получим

т. е. интеграл от нормальной производной гармонической ф ун к
ции по зам кн уто м у  контуру I в с е гд а  равен нулю.

Рассмотрим частные случаи ф ундаментальной ф ормулы Гри
на д л я  плоского поля. Пусть з а д а н н а я  в плоскости хОг  ф ун к
ция и  гармоническая, т. е. Д£/ =  0 .
Из (II1.47) найдем

К ак  было показано в гл. II, и нтегр ал  в левой части этого  р а 
венства, взятый с обратным зн ако м , определяет плоский у го л  
видимости из точки Р контура I. П оэтому полученная ф о р м ула  
д ает  полную величину этого у г л а  в зависимости от того, гд е  
находится точка Р — вне контура I, на нем или внутри него.

Рассмотрим фундаментальную  ф ормулу Грина д л я  д в у х 
мерного поля в точках, з ан яты х  гравитационными м ассам и . П р и 
мем в (111.47) А и  = —4 я йа. Т о гда  с учетом р аве н ства  ( I I .37) 
д л я  точек сечения 5  получим

.1 дп г

0, Р е и ь  
пЩ Р),  Р е / ,  
2 я и ( Р ) ,  Р е и .

Пусть т а к ж е  функция £7=1. Т огда



П о д с т а в л я я  это значение интеграла по площади в (I II .47) , най
дем

Г f y A / , n _ L b /  =
J  дп г  .1 дп  \ г )
i I

(— 2nU(P) ,  Р е и ь 
-•я£/(Р), Р е / ,

О, Р е v.

В заключение в к а ч е стве  примера применения второй основ
ной формулы Грина рассм отрим  вопрос определения гармони
ческих моментов.

Определение гармонических моментов
Гармонические моменты , определяемые однозначно из д а н 

ных исходных полей (например , масса, координаты центра т я 
ж е сти  т е л ) ,  имеют в а ж н о е  значение при интерпретации анома
лий. Их можно найти из р авен ства

L* =  .fa(£ ,T], £ )£ (£ , л,
V

гд е  k — порядок м ом ента ; Е — гармонический полином или ш а
ровы е функции Л а п л а с а  (см. гл. V I) .  Гармонический момент 
нулевого  порядка о п р ед ел яетс я  при £ = 1 :

L 0=  J о ( 1 , г|, l ) d v  = m.
V

Если ж е  Е принимает значения £;, Л- S> получим три гармо
нических момента первого порядка. Они равны произведениям 
координ ат  центра т я ж е с т и  т е л а  на величину его полной м ас
сы т  или L 0:

f вЦ, T\X)ldv = \om.
V

J  o ( £ ,  t | ,  i)r\dv =  ц0т\
V

J ö ( 1 , 4,X,)\dv = Um\
V

Гармонические моменты  тел а  легко определяю тся из второй 
ф ормулы  Грина. П рименим ее  к  двум  функциям V — потенциа
л у  силы притяжения и Е:

¡ ( E d£ - V ° J L ) d S .

Любой гармонический полином является  гармонической функ
цией, поэтому АЕ = 0. П редположим, что внутри объема v на
х о д я т с я  массы , р аспределен н ы е с плотностью о. Тогда в точ



ках  этой области Д К = —4 л Ga. П оэтому
— 4лС j  oEdv =  J (Edvldn — VdE/dn) — d S .

s
О б л а с т ь ^  выберем в виде верти кальн ого  кругового ц и л и н д 

ра конечной высоты. Обозначим боковую  его поверхность S\. 
В качестве верхнего основания примем поверхность земли или 
плоскость наблюденнй 5 ^ ,  за ниж нее основание примем н е к о 
торую горизонтальную плоскость S z 2 , проходящую з а в е д о м о  
ниже аномальны х масс. Тогда

4лG J  oE dv=  j' ( v — - Е  — )d S  +
v ¿i \ дп д п )

+ J’ ( v f - - E f - ) d S  + j ( v ^ - - E ^ - ) d S .
s2 lV дп dn J s X2 \ дп  дп J

Из поверхности объема v горизонтальную  бесконечную п л о с 
кость, или поверхность наблюдений, получим в случае, к о г д а  
радиус цилиндра R будет бесконечно возрастать .  Р ассм о тр и м  
именно этот случай .

Можно п оказать ,  что в пределе, к о гд а  R оо,

V дп дп )  i ^ \  дп дп ]

=  i ( v —  — Е — ) dS.
S-?2 V дп дп j

Поэтому окончательно получим

4 я 0  j oEdv =  2 J  ¡V —  -  E — )d S .
v sS l \ дп dn j

Здесь V и dV/dn — значения соответственно потенциала и в е р 
тикальной составляющей силы п ри тяж ен и я .  Рассмотрим д в а  
частных сл уч ая  этой формулы.

1. Предположим, что £ = 1 . Тогда
4nG J Eadv =  4nG J  adv =  4лGm ;

s Zl\ дп дп )  s Zl dn s Zl
где dV/dn =  — Vz. Поэтому

j  OO 00

m — ~z~pr J j  Vzd S .2 я G

Здесь интеграл численно равен о б ъ ем у ,  заклю ченному м е ж д у  
поверхностью значений функции Vz и плоскостью хОу.

2. Пусть Е = \. Тогда

4nG J  o;dv =  —2 j  6 —  d S =  2 f gl/td S .
s z i dn sSl



] а\йю = 10т ,
V

4яС £ 0т  = 2  | \yzdS.
5ы

Отсюда
|  оо оо

Аналогично, п о л а г а я  Е = ц, найдем
I  ОО ОО

Из этих формул можно определить горизонтальные коорди
наты  центра т я ж е ст и  аномального тела. Аналогичные формулы 
сущ ествую т и д л я  двухм ерн о го  случая.

Вопросы для самоконтроля

1. Что в ы р аж ает  формула Остроградского— Гаусса .  К ак  записать ее в 
векторной форме? К ак  свя з а н а  формула Остроградского — Гаусса с потоком 
поля? К ак получить определение дивергенции поля на основании формулы 
Остроградского — Г аусса ?  К ак  записать формулу Остроградского — Гаусса 
дл я  плоского поля?

2. Что вы р аж ает  формула Стокса? Как связана  формула Стокса с ро
тором поля? К ак можно записать формулу Стокса для  плоского поля?

3. Какой вид имеет уравнение Пуассона? Что оно вы р аж ает?  Как полу
чить уравнение П уассона? Какой вид имеет уравнение Пуассона для случая 
двухмерного, или плоского, поля?

4. Что вы р аж ает  уравнение Лапласа? К ак связаны гармонические функ
ции с уравнением Л а п л а с а ?  К ак  выразить уравнение Лапласа в цилиндри
ческих координатах? К ак  связаны  цилиндрические функции Бесселя с у р ав 
нением Л апласа?  К ак  представить уравнение Л ап ласа  в сферических коор
динатах? К ак связаны  сферические функции с уравнением Лапласа? Как 
выразить уравнение Л ап л а с а  в криволинейных координатах?

5. Что вы р а ж а е т  первая,  или предварительная, формула Грина? Что 
вы р аж ает  вторая, основная, формула Грина? Какой интеграл называется ин
тегралом Дирихле? М о ж ет  ли иметь интеграл Дирихле отрицательное зна
чение? Какие д ва  в а ж н ы х  следствия вытекают из второй формулы Грина? 
К ак  определить массу  тела , пользуясь второй формулой Грина?

6. Чему равен интеграл по замкнутой поверхности от гармонической 
функции? Что вы р а ж а е т  фундаментальная формула Грина? Как связана 
фундаментальная формула Грина с основными потенциалами притяжения — 
с объемным и с потенциалами простого и двойного слоев? В каком случае из 
фундаментальной формулы Грина можно получить формулу Гаусса для  
телесного у гла?  Что понимается под эквивалентным уровенным слоем?

7. Какой вид имеет фундаментальная формула Грина для случая пло
ского поля? С какими двухмерными потенциалами притяжения она связана?

8. Что понимается под гармоническими моментами? Что выражаю т гар 
монические моменты первого и второго порядков? К ак  определить гармони
ческие моменты, пользуясь второй формулой Грина?



ГЛАВА IV

ГАРМОНИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

§  20. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ФУНКЦИЙ

Ф ункция и,  непрерывная внутри области и вм есте  с ее пер
выми и вторыми производными и уд о вл етво р яю щ ая  во всех точ
ках  области V уравнению Л а п л а с а

А и  = д 2 и/дх2 + д 2 и/ду2 + д 2 и Ц г 2 =  0,

назы вается  г а р м о н и ч е с к о й  ф у н к ц и е й  в о б л а с т и  о. 
Таких функций бесконечное множество. Н апример , функция 
\/г —  гармоническая во всех  точках области  V, кроме точки, 
в которой г обращ ается  в нуль. П остоянная величина, очевид
но, т а к ж е  является  гармонической функцией.

Если функция и  не зависит от одной из координат, напри
мер от у, уравнение Л а п л а с а  можно зап и сать  т а к :

д 2и/дх2 + д 2и/дг2 =  0 .

В этом случае и  сохраняет  одно и то ж е  значение на любой 
прямой, параллельной оси у  (распределение значений и  в плос
костях, параллельны х плоскости хОг, одно и то ж е ,  поэтому д о 
статочно рассмотреть лишь плоскость хОг).

Остановимся на основных свойствах гармонических ф унк
ций. Многие из этих свойств непосредственно следую т из фор
мул Грина.

1. Если функция и  — гармоническая в области  V, а 5  — 
з ам к н у тая  поверхность некоторой другой о бласти , п р и н адлеж а
щей V, то на основании равенства (111.33)

т. е. интеграл от нормальной производной гармонической ф унк
ции по замкнутой поверхности 5  равен нулю.

Справедливо и обратное утверж дение : если  функция и  не 
прерывна в области V вместе со всеми своими производными до> 
второго порядка включительно и о б л ад ает  тем  свойством, что 
равенство ( IV .1) имеет место для  любой из и ограниченной о б 
ласти с кусочно-гладкой поверхностью 5 ,  ф ункция и( М)  в о б 
ласти V удовлетворяет  уравнению Л а п л а с а ,  т. е. я вл яется  г а р 
монической функцией.

Условие ( I V . ! )  необходимо и достаточно д л я  того, чтобы н е 
прерывная функция и (М ) ,  имеющая в о бласти  V непрерывные

( I V . ! )
5



r - i - ^ d S - j V f L L ) ^
s г дп s дп ' ' '

? ? м НпЬт , и1 ОИ- ВОДНЬ' е 1 °  ВТ°Р ° Г0 порядка  включительно, была гармоническом в этой области.

сЬуш:, т я ° т Й СТВ° СЛ6ДуеТ И3 Ф°РМУЛЫ (П1-41), а именно, если 
функция и  (Р)  гармоническая в некоторой ограниченной об
ласти У С поверхностью S,  то ее  значение S любой точке вне об
ласти, на поверхности или внутри 5  вы р а ж а е т с я  через значения 
этой ж е  ф ункции и ее нормальной производной на поверхности:

О, P e t> ь
2 л U, P ^ S ,  (IV.2)
4 л U, P e o ,

где V\ о б л ас т ь  внеш няя относительно 5 .
Т а к  к а к  интеграл  в этой формуле, а т а к ж е  и в (IV. 1) не со

держ и т  производных второго порядка  функции U, д л я  примене
ния этих р а ве н ст в  достаточно предположить, что гармоническая 
функция непреры вна вместе с производными первого порядка 
вплоть до поверхности S.
/ п Л п ЧаСТНОМ сл Учае- К0 ГД* поверхность 5  — сфера, равенство 
' н а п и са нное д л я  внутренней области, приводит к очень
важной тео р ем е ,  которая гласит : если функция U явл яетс я  г а р 
монической в области v, то  ее значение во всякой внутренней 
точке Р  р авн о  интегральному среднему ее значений, в зято м у  по 
поверхности 5  любой сферы радиусом  R (с центром в точке Р ) 
леж ащ ей  ц ели ком  внутри области и. Действительно, если 5  — 
поверхность сферы, точка Р  — центр сферы, R — ее радиус, при 
интегрировании по поверхности сферы r = P  = const. Поэтому 
из ( IV. 2) д л я  внутренней области получим

4 я г / (Р ) =  j ¡ J - dJ L d S -  \ u ^ - ( ± ) d s  =
s  г дп s  дп \ г }

= ± - ] dj L dS+  j  u - L d S = -L  \ uds,
R s d n  s  r2 R* s  ’

та к  к а к  первы й  интеграл на основании условия (IV. 1) равен 
нулю, н ап р авл ен и е  внешней нормали п совп адает  с направлени
ем р ади уса  сферы и

дп \ г J д г  \ г ) г2

Отсюда

U ( P ) = = ^ Í UdS> P ^ v- ( I V -3 )

Э та  ф о р м ул а  в ы р а ж а е т  т е о р е м у  Г а у с с а  о среднем зн а 
чении гармонической  функции. Из нее можно определить г а р 
моническую функцию в центре сферы по ее значениям, з а д а н 
ным на поверхности сферы.



Верна и теорема, об р атн ая  теореме Г ау с с а :  если  функция 
U(M),  непрерывная вместе с ее первыми и вторы ми п роизведе
ниями в области v, удо вл етво р яет  во всех то ч ках  этой области 
теореме Г аусса  о среднем, то она явл яетс я  гармонической  в об
ласти v. а

Совершенно аналогичны свойства гармонической функции 
на плоскости [5 ] .  В данном сл уч ае  вместо ( IV .2) б уд ем  иметь 
формулу

í о, Pe=vu
S l n ( ± ) dJ L d l - $  и ± ( l n - L )  d l =  п и, P<=1, (IV.4)

" 1 r l  2nU,  P e o ,

где i — контур, ограничивающий область на плоскости , в кото
рой з а д а н а  гармоническая функция U. А теорем а  о среднем  бу 
дет  вы р а ж а т ься  в виде

UlP) =  —̂ — \Udl, P<=v, 
v 2яR "i

где R — радиус окружности; l — длина окруж ности  (интегриро
вание проводится по длине о кр уж н о сти ) ;  в правой части фор
мулы  находится среднее значение аномалии на о круж ности .

В полярных координатах
, 2 Л

ЩР) = - м {  */(Я,ф)*Р- (IV -5>

Теорема Г аусса  о среднем значении гармонической функции 
широко применяется при решении различных з а д а ч  теории по
тенциала , в частности и при определении ан али ти чески  про
долженны х значений гравитационной или магнитной аномалии. 
С этой целью на поверхности сферы берутся  ш есть  точек и 
среднее по поверхности сферы определяется  к а к  средн ее  по этим  
шести точкам.

П усть радиус сферы R, а  плоскость ее э к в а т о р а  с о вп ад ает  с 
плоскостью наблюдений. Н а поверхности сферы во зьм ем  ш есть 
точек: четыре на экваторе (рис. 43, точки 1—4)  и д в е  на полю-

Рис. 43. Схема расположения точек 1—6 на сфе
ре радиусом R



2 Рис. 44. Схема расположения точек 1—4 на 
окружности радиусом Я

с а х — (точки 5  и 6 ) .  Тогда по теореме Гаусса  значение анома
лии в центре сферы

и ( ° ) = 7 ^ 1 Ш 8 ~ Т [и{1) + и{2) + и{3) + и{4) +
+ £/(5) + £/(6)].

Обозначим

(1/4) [и (1 )  + и(2 )  + и ( 3 )  +  и ( 4 ) ] = Ц Щ ) ,

где  и  ( Я ) — среднее значение аномалии и  на окружности р а 
ди усом  Я, совпадающей с поверхностью сферы в плоскости ее 
э к в а т о р а .  Тогда

6£/(0)=4£/(Я)-|-С/(5) +  С/(6 ) .  (1У.6)

Если и (5) — значение и  в точке верхнего полюса (аналити
чески продолженное в о б л асть  верхнего полупространства зн а 
чение V) ,  то, зн ая  его, из последнего равенства можно опреде
лить

£/(6 )= 6£/(0 ) — 4 Щ Д ) — 1/(5),

т. е. м о ж н о  продолжить значения наблюденной аномалии в об
л а ст ь  ниж него  полупространства на глубину Я. Аналогично, 
з н а я  значение Л/(6 ) ,  из ( 1У .6 ) можно определить Л/(5 ), т. е. 
аналити чески  продолжить аномалию в область верхнего полу
простран ства .

Д л я  д вух м ерн ы х  аномалий теорема Г аусса  о среднем значе
нии приводит к интегралу  по окружности (1У .5). Ограничива
ясь  ч еты р ьм я  значениями аномалии и  на окружности (рис. 44 , 
с профилем наблюдений совп адаю т точки 1, О, 2; точка 3 н а 
хо ди тся  в верхнем полупространстве, а точка 4  — в нижнем — 
аном алию  считают не зави сящ ей  от направления перемен
ной у) ,  получим

| 2Л

и  <°) “  •[ и ^ ) ^ [ и ( \ )  +  и(2 )  + и  (3) + и (  4) ] /4.



Из этого равенства  по известным U {0 ) ,  i / ( l ) ,  U ( 2) и U {3) 
можно определить U(4) или, если известно /7(4), a U { 3) не 
известно, можно определить это последнее значение.

3. Ф ункция , гармоническая внутри области и н еп р ер ы вн а я  
вплоть до границы области, д о сти гает  своего н аи больш его  и 
наименьшего значения только на границе области, кром е  того 
случая , ко гда  эта  функция постоянная .

Чтобы показать  справедливость  этого утве р ж д ен и я  |5], 
предположим, что функция U д о сти гает  наибольшего (н а и м е н ь 
шего) значения в некоторой внутренней точке Р  той о б л асти  V,  
в которой U — гармоническая функция. С центром в т о ч ке  Р 
в области v проведем некоторую сферу S  с достаточно м а л ы м  
радиусом. Применяя формулу (IV. 1) к поверхности сф еры S ,  
найдем $ (dU/dn)dS = 0. Т ак  к а к  функция U имеет м а к с и м у м

5
(минимум) в точке Р, вблизи точки Р  на всяком  луче, в ы х о д я 
щем из этой точки, значение U б уд ет  меньше (больш е) з н а ч е 
ния функции U в самой точке Р. Т огда  во всех точках  п о ве р х 
ности S  производная dU/dn, в з я т а я  по направлению к т о ч ке  Р, 
будет положительной (отрицательной), следовательно и н тегр ал  
в левой части последнего р аве н ства  будет  величиной о т р и ц а 
тельной (положительной), что приводит к противоречию, ибо
п р авая  часть  равенства равн а  нулю.

4. Гармоническая функция, им ею щ ая постоянное зн ачен и е  
U = C во всех  точках некоторой зам кн уто й  поверхности S ,  я в 
ляется  постоянной в области v, ограниченной поверхностью  S .

Д о к а з а т ь  это положение можно на основании и н т е гр ал а  Д и 
рихле

J | grad U |2 dv =  § U ^ - d S  .
У s он

По условию U = C. Тогда 

f U — dS =  0 .
s  дп

Отсюда следует , что н интеграл  Д ири хле от р асс м атр и ваем о й  
функции долж ен  равняться нулю. А он равен н у л ю ,  если
I g rad  t/ 1 = 0 , т. е. когда равн ы  нулю производные ои/ох,  
dU/dy, dU/d’z, что может иметь м есто  только при U =  co n s t  в об
ласти и. Но т а к  к а к  на поверхности S  значение U = C, в  си л у  
условия непрерывности U = C и в то ч ках  области V.

Верна и следую щ ая тео р ем а :  если функция U, г а р м о н и ч е 
ск а я  во всем пространстве, ограничена сверху  или сн и зу ,  то 
U = const ( т е о р е м а  Л и у в и л л я ) .

5. Гармоническая функция, н о р м ал ьн ая  производная  ко то 
рой обращ ается  в нуль во всех  то ч ках  поверхности 5 ,  п о сто ян 
на во всей области v. Это свойство  сводится к п р е д ы д у щ е м у  
и д о к а зы в а ет с я  аналогично.



6 . Свойство м и н и м ум а  интеграла Дирихле. Предположим, 
что з а д а н а  некоторая  совокупность непрерывных с их первыми 
и вторыми производными в области и функций, принимающих 
на поверхности 5  этой области  одни и те ж е  значения. Из всей 
совокупности функций гармонической будет  только  та, которая 
о б р ащ ает  интеграл Д и р и х л е  по объему v в нуль.

П усть  Ux — гар м о н и ч еская  функция, a i /2 — негармониче
с к а я ,  принимающая на поверхности 5  таки е  ж е  значения, какие 
принимает функция U u и удовлетворяю щ ая поставленным у с 
л о ви ям  непрерывности. В озьм ем  разность функций U2— Ul = V 
т . е. U2= V + U l. Р ассм о тр и м  интеграл Дирихле от функции U2:

J  | grad U2f d v =  J  | grad {V -f- dv =
V v

=  n \ J ( V + U i) 2 , r w + i / i )  l 2 , \d (V +U, )  121 r
Ml a, J+L Ту--- J+ l----s--- \ i d v  =

=  J | grad V |2 dv -j- J | grad t/,| 4v-{-
V v

_i_ о ( i dV dUt dV d U t . d V  д и л ,
+ 2 i ( 5 7 * + 5 7 ^  +  i r * ) * ' -

В  полученном вы р аж ен и и  последний интеграл

V \дх дх д у  ду\ д г  д г )

=  J  (grad V • grad £/х) d v =  j  V — 1 dS
v s  dn

н а  основании предварительной формулы Грина (I II .30 ) .  Но т ак  
к а к  на поверхности S  значения V =U 2— Ui равны  нулю, этот 
и н тегр ал  то ж е  равен нулю . Поэтому

J  ferad  £/а \4v =  j  | grad V\ W  +  j  jgrad Ut |2 d v .
V V X)

Н о  т а к  к а к  при УфО в о б ъ ем е  v интеграл 

j |g ra d  V\dv>Q,
V

ТО

j  | grad U2 12 dv >  j  I grad U , j 4 v .
V v

О тсю да и следует ,  что ин теграл  Дирихле от гармонической 
ф ункции из указанной  совокупности £/, все гда  меньше интегра
л а  Д ири хле от негармонической функции. Верна и обратная 
т е о р е м а :  функция U, н еп р еры вн ая  в области v с ее первыми и 
вто р ы м и  производными и имею щ ая там  минимальное значение 
и н т е гр а л а  Д ирихле, я в л я е т с я  гармонической в этой области.



7. Функция U , гармоническая во всем  пространстве и р е г у 
ляр н ая  на бесконечности, может р а в н я т ь с я  только нулю.

Справедливость этого положения м ож н о  показать  на осно
вании равенства  (IV .2).  П редположим, что поверхность S  —  
сфера с центром в точке Р и радиусом  R. Тогда

r = R, d/dn{l/r)=— HR2, dU/dn = dU/dR.

Д л я  этих функций в сферических координ атах  при dS  =
= R2 sinQdQdq> тр етья  строка формулы (IV .2 )  запиш ется в ви д е

4 n U ( P ) =  \ R(dU/dR)sinQdQd(f +  ¡ U s i n d d Q d ( f .  
s s

По условию функция U — гар м о н и ч еская  во всем простран 
стве, поэтому р ади ус  R можно брать  скол ь  угодно больш им. 
А при R-+ 00  по условиям  регулярности U-*-0, RdU/dR-*0. О тсю 
д а  и следует, что функция U =  0 д л я  всех  точек пространства.

Без д о ка зател ьств  отметим следую щ ие свойства гарм они че
ских функций.

Если сущ ествует  гармоническая ф ункция U, принимаю щ ая 
на поверхности S  заданную  совокупность значений U, то она  
есть единственная, т. е. не м ож ет  сущ еств о вать  д р у г а я  т а к а я  
гармоническая функция ( т е о р е м а  е д и н с т в е н н о с т и ) .

Д ве  гармонические функции, имеющие одинаковые н о р м а л ь 
ные производные во всех точках  задан н ой  поверхности S ,  м о 
гут  отличаться д р у г  от д р у га  только  на постоянную величину 
по всей области, в которой они гармоничны, т. е. з аданием  з н а 
чений dU/dn на поверхности S  гар м о н и ч еска я  функция U в о б 
ласти v определяется только с точностью до некоторой п осто 
янной величины.

В сяк ая  гармоническая в некоторой области функция б е с к о 
нечно дифференцируема в этой области.

Л ю бая производная от гармонической в некоторой о б л асти  
функции U есть т а к ж е  функция, гар м о н и ч еская  в этой о б 
ласти.

Последние д в а  свойства следую т из у твер ж д ен и я  об а н а л и 
тической природе гармонических функций (см. § 21).  Их м о ж 
но до казать  т а к ж е  исходя из свойств и н тегр ал а  П уассона или 
его ядра .

Проиллюстрируем все рассмотренные свойства на п р и м ер е  
простейшей функции— линейной функции (рис. 45) U = a,x-\-$, 
где а и р  — некоторые постоянные.

Эта функция гармоническая — имеет непрерывные первую  и 
вторую производные и удо вл етво р яет  уравнению Л а п л а с а  
d2U/dx2 = 0. Если принять за  н ап равлен и е  внешней нормали  ti 
к  границе некоторого отрезка [а, Ь], г д е  функция з ад а н а ,  в  т о ч 
ке b направление этого отрезка, а в точке  а  — п ротивоп олож 
ное направление, то для любой линейной функции с у м м а  з н а -
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/
Рис. Нормаль п к концам прямой 
линии, заданной на интервале [а, Ь\

чений первых производных этой функции по направлению п 
в концах о тр езка  б уд ет  равна нулю.

Если функция U (х) линейна на отрезке [а,Ь],  то она не 
может принимать свое наибольшее либо наименьшее значение 
внутри отрезка ,  з а  исключением того случая ,  когда U(x) =
— const. Н аибольш ее и наименьшее значения линейной функ
ции достигаю тся на концах отрезка.

Значение линейной функции в середине интервала [а, b] 
в точке М равно ср едн ем у  из двух  значений, взятых на грани
цах интервала, т. е.

U[(a + b)/2] = [ U ( a ) + U ( b ) ] / 2.

Линейная ф ункция однозначно определяется  на отрезке 
[а ,  Ь] значениями, з адан н ы м и  на концах интервала:

U { x ) = ~ ^ U ( a )  +  x- ^ U { b ) .о — а о — а

Все у к а з а н н ы е  свойства очевидны д л я  линейной функции. 
Ими обладаю т и лю бые другие гармонические функции не
скольких переменных.

§  21. СВЯЗЬ ГАРМОНИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
С АНАЛИТИЧЕСКИМИ И ЕЕ ПРИМЕНЕНИЕ

Теория функций комплексной переменной — хорошо р а зр а 
ботанный, достаточно эффективный и наиболее удобный м ате 
матический ап п ар ат ,  применяемый при решении многих задач  
в различных естественны х н ауках .  Ее с успехом применяют и в 
решении некоторых достаточно трудных зад ач  гравиразведки  
и м агниторазведки , особенно в области двухмерных, или плос
ких, полей, при этом  наиболее важ н ы е результаты  получены 
в  работах  В. Н. С тр ах о ва ,  М. С. Ж данова , Г. М. Воскобойни- 
кова , Г. Я- Голиздры , С. В. Ш алаева ,  А. В. Цирульского и ряда 
др уги х  исследователей . Применение теории функций комплекс
ной переменной в гр ави р аз вед ке  и м агниторазведке  основано 
н а  наличии связи  м е ж д у  гармоническими и аналитическими 
функциями.



Связь гармонических функций с аналитическими

Связь м еж д у  гармоническими и аналитическими функция
ми следует из условий Коши — Р и м ана , которым удо влетво р я
ют аналитические функции комплексного переменного. Напом
ним определение аналитической функции.

Если функция у = [(г)  дифференцируема во всех точках не
которого круга  с центром г0, имеющего д а ж е  произвольно м а 
лый радиус (другими словами, в точке г0 и ее окрестности),, 
то она н азы вается  а н а л и т и ч е с к о й  в т о ч к е  го- Функция 
н азывается  аналитической в данной области, если она аналити
ческая во всех точках  этой области.

Д л я  того чтобы з ад а н н ая  функция / (г )  =  £/(*, у)+ 1У (х ,  у) 
комплексного переменного г = х + 1у б ы ла  аналитической (или 
регулярной) внутри области V, необходимо и достаточно, что
бы функции и  и V  имели внутри V непрерывные частные произ
водные первого порядка  по х и у и эти производные удовлетво
ряли бы условиям  Коши — Римана:

ди/дх=дУ/ду\ ди/ду= — дУ/дх. ( ^ . 7 )

Например, функция ¡ ( г)  =  (х2- у 2) + 12ху - -ан ал и ти ч еская  всю
ду, тогда к а к  функция /(г )  = (2х + у) + 1 ( х  +  2у) неаналити
ческая.

С вязь  гармонических функций д вух  переменных с аналити
ческими функциями комплексного переменного заклю чается  в 
следующем [51.

Если функция Д г )  ={/(*, У )+ М ( х ,  у) анали ти ческая ,  то ее 
вещественная и м ним ая части и  и У в с е гд а  явл яю тся  гармони
ческими функциями. Действительно, дифференцируя первое из 
условий Коши — Р и м ан а  по х, а второе по у  (у  всякой ан али 
тической функции и  и V должны сущ ество вать  производные 
всех порядков), получим д211/дх2 =  д У/дхду, д Щ д у
= _ д 2 У/дхду.

С кл а д ы ва я  эти равенства ,  найдем 
д ги/дх2 + д 2и/ду2 =  0.
Аналогичное условие можно получить и д л я  функции 

\'(х, у),  дифференцируя первое условие К о ш и  — Римана по у,

а ^ Т к и м  образом, если функция ¡ ( г)  = и  + 1У аналитическая , 
то функции и  и V в се гда  гармонические. Но не всегда з а д а н 
ные гармонические функции 1!(х, у) и V(х, у) образую т анал  - 
тическую функцию Д г )  = !/ (* ,  у ) + М { х ,  у) .  Д лпя1п^ г° Ф У ^ '  
ции и  И V долж ны  удовлетворять  у сл о ви ям  Коши Рим ана . 
Этими условиями они взаимосвязаны . ^

Из условий К о ш и - Р и м а н а  д л я  задан н о й  гармонической 
функции и(х,  у) можно определить д р у г у ю  гармоническую 
функцию У(х, у) С точностью до постоянной слагаемой . В сово-
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купности эти функции и  и V д а д у т  аналитическую функцию и, 
наоборот, по заданной гармонической . функции V из условий 
доши Р и м а н а  с точностью до постоянной можно определить 
и гармоническую  функцию £/.

Таким образом , вещ ественная и м нимая части аналитиче
ской функции суть  гармонические функции и, наоборот, всякую  
гармоническую  функцию можно р ассм атр и вать  ка к  вещ ествен
ную часть некоторой аналитической функции, при этом ее мни
м ая  часть о п р еделяется  с точностью до постоянной слагаемой, 
т. е. с ам а  ф ункция по вещественной ее части определяется с точ
ностью до чисто мнимого постоянного слагаемого .

Наличие свя зи  м еж д у  аналитическими и гармоническими 
функциями им еет  важ ное значение и ее, к а к  было указан о  
выше, с усп ехом  применяют при интерпретации данных гр ави 
тационных и магнитных аномалий. П олучаемы е при этом д л я  
аномалий функции комплексного ар гум ен та  называю т к о м п 
л е к с н ы м и  н а п р я ж е н н о с т я м и  и к о м п л е к с н ы м и  
п о т е н ц и а л а м и .  Комплексная напряженность и комплекс
ный потенциал имеют прямое отношение к теории потенциала, 
поэтому рассм о тр и м  кратко  их определение и некоторые вопро
сы применения.

Комплексная напряженность и комплексный потенциал

Комплексная напряженность. Н а плоскости хОг  возьмем 
комплексную переменную (ось Ог н ап равлена вверх) ч = х+1г.  
Переменную точки М в области распределения масс обозначим

Операцию сопряжения отметим черточкой над пере
менной: к

Т = х  — гг, 6 =  1  — г£.

Обозначим через Рх (х,г)  и Рг (х, г )  составляющие вектора
напряженности гравитационного или магнитного поля ~Р. Тогда 
к о м п л е к с н а я  н а п р я ж е н н о с т ь  п о л я

Е(ч) =  1Рх {х, г) +  Рг (х, г).  ( 1У .8 )

В о б л астях ,  свободных от масс, двух м ерн ая ,  или плоская , 
потенциальная функция £  д о л ж н а  удовлетворять  уравнениям

сПу/•"=(), го 1 ? = 0 , 
т. е. долж н ы  вы по лн яться  равенства

дРх/дх + дР г/дг =  0 , дРх/дг — дрг/ д х = 0 . (IV .9 )

Эти р аве н ства  вы р аж аю т  рассмотренные выше условия 
Коши— Р и м ан а .  К а к  было показано, если функция Е(у)  имеет
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действительную и мнимую части с непреры вны ми частными 
производными первого порядка в точках некоторой области к  
удовлетворяющими в них условиям  Коши —  Р и м ана , т а к а я  
функция явл яется  аналитической в этой области .

Рассмотрим производные комплексной напряженности  поля: 
по переменным х, г  и у.

Из (1У.8) видно, что 
а_£= . ^  д а  =
дх дх дх дх2 дхдг 

Аналогично
дЕ/дг = 1(дРх/дг) +  (дР./дг) =1Гхг + Ргг.

Таким путем можно определить производные любого поряд
ка  по переменным х и г  от функции Е. К а к  с л е д у е т  из теории 
аналитических функций комплексной переменной, все эти про
изводные являю тся аналитическими ф ункциями в областях , сво
бодных от источников.

Из полученных производных видно, что

дЕ/дх = — {(дЕ/дг). (IV. 10)

В общем виде производную от функции Е по комплексной 
переменной у нужно определить согласно одн о м у  из равенств,, 
полученных с учетом условий Коши — Р и м ан а :

—  = 1 д1 л -  +  д! 1  =  д1 *  I дрг -  I дрх I _  др! I д£г 
ду  дх дх дг дг дх дг дх дг

На основании этих равенств с учетом (IV . 10) получим 
дЕ/дх—ЦдЕ/дг) =2(дЕ/ду) ,  т. е.

д—  — _!_ (?£. _  ■ ЁЁ. 
ду  2 дг

Согласно этой формуле д л я  определения производной от 
функции Е(у)  по комплексной переменной ■у м о ж н о  применить 
оператор дифференцирования

_д_ =  _1_ / а___ . д_
ду  2 \дх дг

Аналогично, если дифференцировать по сопряженной пере
менной, получим

- 1 = ± ( ± + , «
ду 2 [ дх дг

С применением этих операторов перепиш ем уравнения 
(1У.9) в более удобной комплексной форме. У мн ож им  первое



из этих р аве н ств  на г, а второе — на — 1 у

¿ ^ + ^  =  0, ^ _ ^ £ .  =  0 7
дх дг J дх dz '

С к л а д ы в а я  правы е и левы е  части этих равенств, найдем

д1 л - д1 * Л  + i (dh  +  dlx_\ =  o
дх dz )  ( d z  dx

Через оператор дифференцирования по переменной у эту  
формулу м ож н о  записать в виде

±+iA.yiFx + Ft) = 0 ,

т. е.

дЕ(ч)/д 'у =  0. (IV.11)

Ф о р м у л а  (IV .11) и я вл я ет с я  комплексной формулой записи 
условий Коши — Римана. Полученному дифференциальному 
уравнению удо вл етво р яет  ком плексная  напряженность плоско
го поля д л я  областей, в которых отсутствую т источники. В об
щем случ ае ,  ко гда

divlF =  dFx/dx+dFz/dz=B(x, z),

где В (х, z) —  некоторая ск а л я р н а я  функция, уравнение (IV.11) 
имеет вид  [ 2 ]

дЕ(ч)/дч =  — В(ч)/2.
Комплексный потенциал поля. К о м п л е к с н ы й  п о т е н 

ц и а л  в е к т о р н о г о  п о л я  F ,  соответствующий его комп
лексной напряженности

Е (ч ) = Р г( х ,  z ) + i F x (x, г),

о п р еделяется  вы раж ением

q ( y )  =  V (x ,z ) + i JV ( x ,z ) .  (IV. 12)

Здесь ф ункция V(х, z ) — скалярн ы й потенциал поля ~F\

/r = g r a d  V, 
т. е.

dV/dx =  Fx, dV/dz=Fz-

функция ж е  N (х, z ) — гармоническая , связан н ая  с V{x, z) у с 
ловиями Коши — Римана и определяем ая  через проекции
поля F и производных потенциала V вы ражениями

dN/dz=Fx =  dV/dx, — dN/dx=Fz =  dV/dz.



Определим производную от функции ч по комплексной пе
ременной -у. Применим оператор дифференцирования

д у  2 V дх дг }

Получим

&)(у) 1 ( 1 ___ I А-)а/ +  {Ы) =  —  (—  +  ^ г )  +
—у----- Т [ д х  д г ) ( ^  } 2 и  д г )

+  1 ± ( ^ + дА )  =  -  ¿ / у  =  1Е{У) ■
2 \ дг дх )

Таким образом, 

дд(ч)1дч =  1Е{ч)-
(IV .13)

Отсюда следует, что комплексный потенциал поля F это 
ф ун к щ "  производная от которой ..о комплексно,, перемен- 
ной у р авн а  комплексной напряженности  поля £ ( ч ) ,  У 
ной 2а i. Действительная ч асть  комплексного потенц иала  р авн а
потенциалу исходного поля F, а м нимая  часть о п р ед ел яетс я  че- 
п е Г э т о т  потенциал из условий К о ш и - Р и м а н а .  При этом  не
обходимо пользоваться тем  ж е  приемом, которым определяли
потенциал V поля F по проекциям  Fx n F,  (см. гл . 1!). Рассмот
рим следующий пример определения функции N (х, г).
Р 3 a S a  определения N [х, г ) ,  к а к  и з ад а ч а  определен и я  по
тенци ала  V, сводится к вычислению функции по ее полному 
дифференциалу

dN = (dN/dx)dx+ (д N/dz)dz,

а  именно, к формуле

Nix,  г) =  С +  J Nx (x, z0)dx  +  J  Nz (x,z)dz,
*0 г°

где  с - н е к о т о р а я  постоянная; (*„, г 0) -  координаты  началь-

Н° Ит Т к к ^ Пна основании условий Коши — Р и м ан а

Nx = dN/dx = — Fz\ Nz =  dN/dz =  Fx,

формула д л я  определения функции N(x, z) при значении по
стоянной С = 0  перепишется в  виде

N(x,z)--= —J Fz (x,z0)dx +  $ F x {x,z )dz.  (IV. 14)
Хп г0

Рассмотрим следующий пример.



иы n» r „ bK,Vf c 2 ) " 2 0 ;i l n <, f r b  где  Я — масса едини-
-  i , ' , ;  ' “  “’ 0 " ' ™ 0 " горизонтальной материальной линии,
r m n i f ’ потенциал ее силы  притяжения. По этой функции 
определим  проекции силы п ритяж ения Fx и Fz:

Рх =  Ъ  = - 2С Я Т Т - 2 ; р г =  —  = - 2 0 Я —°Х *2+Z2 öz Л2 + 22

( 1 у " 4 ) Г н « й д е ы Э™ ЗНа,еВ" Я ФУ" KЦ" ,, Рх "  в Ф°Р“ УЛУ

 ̂(*• 2) = 2<̂  J V -lz-->■ ~ 2Ö- f dz.*о о л2 +  г2

? * “ ь. В качестве„ координат (* 0, г 0) можно брать  координаты 
любой начальной точки, но только такой, д л я  которой имеет 
см ы сл  по л уч аем ая  функция N (х, г).  Поэтому в данном случае  
н ел ьзя  бр ать  *0 = 0 и г„ =  0 . Примем х 0= 1  и г 0 =  0 . Тогда Т е р !  
выи ин теграл  обращ ается  в нуль)

N (х, z) =  — 2GK J л2 d z =  — 2GX arctg —  j =
о т  х q

- — 2GK arctg  ~  .

П о д с т а в л я я  это значение функции N и заданное вы р аж ен и е  
п отенц иала  V в формулу (IV. 12), получим

д (Y) =  2GX ( ln  ^ = г  -  i a r c tg  - Z j  .

м л 7Э1о°чМу в ы Ражению комплексного потенциала на основании,
(. V .lo )  соответствует  функция комплексной напряженности

£ ( т ) ----------L « V )  =  _ i ^ , (v) =  _L |-jL  +
1 дУ д у  2 [дх д г )  2 \ д г  +

+ ‘ ~ k ) ‘l № ~ - a>- ( i + i - t ) [ i ' ” lx° +  *>  +  «arctg J L ]  =
2 Gk

х2 +  г г '~ ‘ ' (x-\-iz)(x — 7z)
( г + ix) =- —-2GX,(;c~ «)

Д а н н ую  формулу можно получить и из равенства  (1У.8) 
п одстави в  в него найденные вы р аж ен и я  функций Р* и У7*. По
добны е формулы были использованы при интерпретации зн а 
чении гравитационны х аном алий  С. В. Ш алаевы м  и рядом д р у 
гих авторов .



Выражение комплексной напряженности через массы 
источников поля

Комплексную напряженность можно вы р ази ть  через м ассы  
или плотности источников поля и записать в более  удобной и 
компактной форме. Рассм отрим  вначале вы р аж е н и е  логариф 
мического потенциала притяж ения простого слоя . Перепишем 
в ином виде вы раж ение (11.38):

V (г) =  20  1 ц 1п —  ¿1 =  26  (“ и 1п -— !—  А1, (IV. 15)
'  '  V  г Г  \г — г’ I

где приняты обозначения: 
г = г( х ,г ) ,  г '  = г ' ( | ,£ ) ,
\ г - г \ = [ { х - 1 у + { г - 1 у у / * .

Аналогично запишем и д р у ги е  основные виды  логариф миче
ских  потенциалов притяжения :

д л я  бесконечной горизонтальной материальной линии

У ( г ) = 2 С Х \ п ------1— ; (IV. 16)
\г — Г I

д л я  двухм ерн ы х  гравитационных масс

У(г) =  2 П \ а \ п ------ -̂-----¿Б-, (IV. 17)
§ \г-г '\

д л я  плоского диполя

V (г) =  20р —  1п------5------; (IV. 18)
дп | г  — г' | 

д л я  плоского двойного сло я

V (г) =  2 в  1' т —  1п------!------(II; (IV. 19)
г дп \г — г'  |

д л я  двухмерных магнитных м асс

и(г)  =  2 и  —  1п ----- !------¿ 5 .  (IV .20)
5 дп | г —г'  |

Рассмотрим теперь ф ормулу (IV. 15). Н ай дем  комплексную  
напряженность поля, соответствующ ую этой ф ормуле. О преде
лим производную:

д  , 1 х — 1 _______ х — %
д х п \г - г ’ \ ~  [(* -£ )*+ (*- £ ) 21 ■ к - ' Т '

Аналогично запишем 1
д  1 _  г - 1



и г  (~найдем>М ЭТНХ производных Дифференцируя (IV. 15) по х

М ' ) =  2т = - 2 0 . | > - ^ - , И ;
дх I | г — г '  |2

<9г г | л — г ' |2

( 1у Т8°)ГДа КОМПЛексную напряженность поля определим из

Е ( ч ) = Р г { х , г ) +  1РХ(х, г)  =  —  2 0  | и, +  ' ( * - £ )  л
2 | г -  г'  | 2

П ерепиш ем это вы р аж ен и е  через комплексные переменные 

Ч = х +  1г, 6 =  £ + г£. Т а к  к а к  у — 6 = (х+'и)  — (| + 1£) =

комплексно  сопряж енная  ее величина 

у — 6 =  (х — I) — * (г  — £).

П оэтому

г (“Г — 6) =  ( г  —  5) +1 (Х —  | ) .

Кроме того,

I г - г \*={х - Ъ У + { 2 - 1 У  = [(х - Ъ )  +
+  1{г — £)][(* — |) — г ( г — £ ) ] =  (т _ б )  (т _ б ) .

С учетом  этих вы ражений  формулу для  определения комп
лексной напряженности поля перепишем в виде

£ ( 7 ) =  - ¡ 20 | И 6) к « ) в г ;  ■ (1У.2 1 )

Ф о р м ул а  ( IV. 2 1 ) в ы р а ж а е т  комплексную напряженность 
через комплексную  переменную и является  наиболее удобной 
формой ее  записи. Эта функция аналитическая всю ду вне I и 
о б р ащ ае т ся  в нуль на бесконечности, т ак  к а к  значения 
1/(6 ч) аналитичны во всех  точках , в которых (б— ч) не р ав 
ны нулю.

А налогично^можно зап и сать  вы раж ения д л я  комплексных 
нап ряж енн остей  и потенциалов, определяемых равенствами 
( IV. 1 6 ) и (IV . 17) :

д л я  бесконечной горизонтальной материальной линии

Г'/.Л .-0/-Л 1



д л я  двух м ерн ы х  гравитационных м асс  

Е(у) =  ¿20 БО—у
(1У.22)

Подобные ж е  выражения сущ ествую т и д л я  плоских ди п о ль-  
ных потенциалов, определяемых р авен ствам и  (IV. 18) — (1У .20 )  
[2]:

д л я  плоского диполя

где Р к (6 ) = Р , ( б ) + » Р г (6 ) — ко м п л ексн ая  плотность м о м е н т а  
диполя:

д л я  плоского двойного слоя
Т к ( б )Е(у) =  2 б 1 Ш. (1У .23)

I (т — 6)2
где т к (б) = т * ( 6 ) + 1тг (б) — ко м п л ексн ая  плотность д и п о л ьн ы х  
моментов двойного слоя;

д л я  двух м ерн ы х  магнитных м асс

Е(у) =  2 \ т - ^ — , ( IV .24)
Ш в ( 7 - 6 ) *

где /к ( 6 ) = / * ( б ) - И 7 2 ( 6 ) — ко м п л екс н ая  интенсивность н а м а г 
ничения магнитных масс. Комплексный потенциал д л я  э т о го  
случая  можно записать в виде

1и ( у ) =  - 2  \ J ( o ) - L - d S .
в у — 1

( I V .25)

Представление комплексной нап ряженн ости  интегралами 
типа Коши

И нтеграл

П у ) =
2 п Ц Ъ - у

выражаю щ ий значение аналитической функции Д б ) в н е к о т о 
рой точке б через ее значения на любом контуре /, л е ж а щ е м  
в области аналитичности функции Д б )  и содерж ащ ем  т о ч к у  б 
внутри /, н азы вается  и н т е г р а л о м  К о ш и .  П р и н т о м  к о н 
тур I зам кн уты й . Д л я  точек б, л е ж а щ и х  во внешней о б л а с т и ,  
интеграл Коши обращ ается в нуль:

6 =  внутри 1’
2 т  'I 6 — у 1 0 , вне /.

Этот интеграл имеет смысл д л я  любого положения точки б н а
217



комплексной плоскости при условии, что она не леж ит  на кон-

Предположим теперь , что кривая / — произвольная з ам к н у 
т а я  или р азо м кн у т ая  г л а д к а я  кривая, расположен ная  в конеч
ной части комплексной плоскости. П редположим т акж е ,  что 
' х ( '  „ произвольная непрерывная функция, зад а н н ая  в точках 
кривой /. Тогда интеграл

Ш ) = ы \ * ъ = Г у йЬ (IV .26)

назы вается  и н т е г р а л о м  т и п а  К о ш и .  При этом функция
/1 (0 ) н азы вается  п л о т н о с т ь ю  этого интеграла а 1/(6_____
его я д р о м .  '  и

Функция /1 ( у ) ,  о п и сы ваем ая  интегралом типа Коши я в л я 
ется  аналитической во всей плоскости комплексного перемен
ного, за  исключением точек самой кривой /.

Из приведенных ф ормул для  комплексной напряженности 
поля формулы (1У .21) и (1У.23) вы р аж аю тся  интегралом типа 
гчоши. и таком  виде  м ож н о  записать и (IV .22) — (IV.24). Д л я  
этого нужно п о л ьзо ваться  равенством [2 ]

<! ^  = 1 > ( 1 У . 2 7 )

вы раж аю щ и м  и н тегр ал  по замкнутой поверхности 5  интегра
лом через ее контур /. Здесь  <р (6 ) — произвольная на 5  анали
тич еская  функция; 4’ (б) — функция комплексной переменной 
имею щ ая непрерывные частные производные по х  и 2 .

Положим ф(б) =  1/(б— 'у) ,  \|)(б) = 6 . Тогда
1' ^  _ 1 1’ 6 ла

1  (1У.28)

Рассмотрим ф о р м ул у  ( 1У.2 2 ) при постоянном значении б.
'Г,а " ™ я в „ней и н тегр ал  по поверхности его выражением  из 
(IV .28 ) ,  найдем

Е(у) =  й
I о —у

Д л я  случая  постоянной плотности эта  формула и вы р аж а ет  
значения поля силы п р и тяж ен и я  простого слоя интегралом типа 
Коши. Она со о тветствует  значениям поля вне масс. Подобную 
ф ормулу можно получить и д л я  внутренних точек, и для  пере
менных значений плотности. Интегралы типа Коши аналогич
но можно получить при постоянных значениях т к и /к и для  
вы раж ений  Е(ч),  о п р ед ел яем ы х  формулами (1У.23) и (1У.24).
В  общем случае (при переменных значениях намагниченности)* 
д л я  магнитного поля удобно  выразить в виде интеграла типа 
Коши не функции Е, а потенциалы. Например, комплексный по-



тенциал однородно намагниченного д вух м е р н о го  тела можно 
представить в виде интеграла типа Коши т а к  ж е , к а к  и комп
лексную напряженность гравитационного поля от однородного 
двухмерного тела .  Это следует из полного совпадения формул 
(1У.22) и (1У.25) д л я  данных случаев.

Интегралы типа Коши имеют важ н о е  значение при иссле
довании полей с применением ап п ар ата  теории функций ком п
лексного переменного и особенно в теории логарифмического 
потенциала. С применением этого а п п а р а т а  наиболее в а ж н ы е  
результаты  получены В. Н. Страховым , М. С. Ж дановым, а т а к 
ж е  в работах Г. М. Воскобойникова, Г. Я- Голиздры , А. В. Ци- 
рульского и р яда  других  исследователей.

Р я д  Тейлора и особые точки аналитических функций

В сякая  функция Д у ) ,  аналитическая  внутри  некоторого к р у 
г а  с центром уо, м о ж ет  быть представлена единственным о б р а 
зом во всех точках  внутри этого кр у га  в ви д е  степенного р я д а

00

/ ( т г )  =  2  —  Ч о ) п,
п=0

где Сп — комплексные числа, определяем ы е формулой

С п =  - ^ ¡ п (Уо)-п\

Этот ряд явл яетс я  рядом Тейлора функции ¡ ( у)  в окрестности 
точки

При применении аналитических функций д л я  интерпретации 
аномалий важ н о е  значение имеют о с о б ы е  т о ч к и  э т и х  
ф у н к ц и й ,  т. е. т аки е  точки, в окрестности которых функция 
/ (у ) не может быть представлена в виде  абсолютно и равн о 
мерно сходящ егося р яд а  Тейлора с центром в этой точке. Осо
бые точки аналитической функции ком плексного  переменного 
разделяю тся на изолированные и неизолированные. И з о л и р о 
в а н н а я  о с о б а я  т о ч к а  имеет место в том случае, к о гд а  
внутри некоторого кр у га  с достаточно м а л ы м  радиусом, прове
денного с центром в этой точке, нет д р у ги х  особых точек этой 
функции. Если т аки е  точки имеются, то о со б ая  точка я в л я е т с я  
н е и з о л и р о в а н н о й .  Изолированные особые точки бываю т 
о д н о з н а ч н о г о  и м н о г о з н а ч н о г о  х а р а к т е р а  
(в зависимости от того, однозначна или многозначна р а с с м а т 
риваем ая  анали тическая  функция в их достаточно  малой о кр е с т 
ности).

Изолированные особые точки однозначного х ар ак тер а  д е л я т 
с я  на три типа:



1 ) у с т р а н и м а я  о с о б а я  т о ч к а ,  когда сущ ествует 
предел

lim /(у)=т^оо;
V~*Vo

2 ) п о л ю с ,  ко гд а
lim/(Y) = 0 0 ;
Y->Y0
3) с у щ е с т в е н н о  о с о б а я  т о ч к а ,  когда не сущ еству

ет предела
l im f ( 'y ) .
Y“*Y0
Если особые точки являю тся  точками многозначного х а р а к 

тера, их н аз ы ва ю т  т а к ж е  т о ч к а м и  в е т в л е н и я  ф у н к 
ц и и .  Среди последних выделяю т три основных вида: 1) а л 
г е б р а и ч е с к и е  точки ветвления; 2 ) л о г а р и ф м и ч е с к и е  
точки ветвлен и я  и 3) с т е п е н н о - л о г а р и ф м и ч е с к и е  
точки ветвления.

Значение особых точек при интерпретации аномалий опре
деляется  в основном следующими причинами: характер  измене
ния полей зав и си т  от закономерностей расположения особых 
точек; точность вычисления трансформированных значений ано
малий зависит от расположения точек счета относительно осо
бых точек (чем  они ближе к особым точкам , тем точность 
н и ж е) ;  во многих сл у ч аях  (например, д л я  конечных двухмерных 
тел правильной геометрической формы — вы пуклы х и звездных 
многоугольников и др .) особые точки располагаю тся внутри 
тела или на его границе, тем самы м даю т важ ную  информацию
о расположении сам ого  тела.

§ 22. ЗАДАЧА Д И Р И Х Л Е  И ЕЕ РЕШЕНИЕ

Определение гармонической в области v функции U, если 
заданы  ее значения на поверхности S  этой области, н азы вается  
п е р в о й  г р а н и ч н о й  з а д а ч е й  т е о р и и  г а р м о н и ч е 
с к и х  ф у н к ц и й ,  или з а д а ч е й  Д и р и х л е .  Область v мо
ж е т  быть к а к  конечной, т а к  и бесконечной. В последнем случае  
эта  область л е ж и т  вне поверхности S . Если область v конечная 
(внутри поверхности), з ад а ч а  явл яетс я  в н у т р е н н е й  з а д а 
ч е й  Д и р и х л е ,  если эта  область бесконечна (вне поверхно
сти ) — в н е ш н е й  з а д а ч е й  Д и р и х л е .

П редельное услови е  в з ад ач е  Дирихле записывают в виде 
£/|s=/(M), т. е. на поверхности 5  з а д а н а  непрерывная функция 
f (M),  где  М —  п ерем енная  точка этой поверхности. Во внешней 
зад ач е  Д и р и хле  ст ави тся  т а к ж е  условие: функция U до лж н а  
обращ аться  в н ул ь  на бесконечности. Есть и д р у г а я  зад а ч а :  на



поверхности 5  заданы  значения нормальной производной г а р м о 
нической функции

Ш =/(Л1).
дп

З адач а  нахождения гармонической функции по значениям  е е  
нормальной производной, заданной на поверхности 5  н а з ы в а 
ется з а д а ч е й  Н е й м а н а .

Рассмотрим решение задачи  Д ири хле  для  д в у х  простейших 
поверхностей — для  сферы и плоскости [1, 3, 5 ] .

Решение задачи  Дирихле для сферы

В общем случае решение зад а ч и  Дирихле д а е т  ф ун д ам е н 
тальн ая  формула Грина (111.37)

Апи (Р ) =  -  I’ —  ДШо +  I  —  ^  -  .1' 1/-Ц- (Я.у ' V г Я Г дп 5 дп \ г )

Так ка к  ¿/ — гармоническая ф ункция, то Д£/ = 0 и поэтому 

4л У ( Р ) -  (1У.29)
& г дп з  дп \ г ]

Применение этой формулы затрудн ено  тем, что в ней кром е 
самой функции и  на поверхности 5  присутствуют и н о р м ал ьн ая  
ее производной ди/дп. Н алож ен и ем  дополнительного усл о ви я  
исключим дЩдп.  С этой целью применим ф орм улу Грина
(111.31) к д в ум  гармоническим ф ункциям к и и.  П о л а г а я  в ней 
Д/г = 0 и А11 = 0, найдем

/г М -й Б  -  [  и  — (18 =  0 .
£ дп $ дп

Сложив это выражение с (IV .2 9 ) ,  найдем

4 л (/ (Р )  =  М -  +  й ) < К - 1 и ^  Р -  +  * )< К . (!У.ЗО)Ъ дп \ г / 5  дп  \ г 1
По условию функция к — гарм оническая .  Кроме того, н а л о 

жим  на нее ограничения: на поверхности 5  значение к = \ /г. 
В этом случае  первый интеграл правой части ( IV .30) равен  
нулю. Тогда

4л и  (Р) =  -  [ и  4 -  ( ± + 1 . )  -  Г и дЛ  <13. (1У .31)
§  дп  \ г / $ дп

где <3 = 1  /г + к. Эта функция <2 н аз ы ва етс я  ф у н к ц и е й  Г р и н а .  
В полученной формуле о тсутствует  интеграл с нормальной про
изводной функции и,  поэтому с помощью функции <3 потенци
ал определяется только по его  значениям, з ад а н н ы м  на поверх
ности 5.



т р о ^ т о г о м о я ^ Г ^ ^ ““ 0 * 110 Т СТИ К Ф°РмУле лл я  потенциала .простого слоя, с этой целью обозначим

4 я  дп

Тогда (1У.31) примет вид и ( Р )  = / £/цЛ>.

Б уд е м  считать, что на поверхности 5  функция £/=1/г. Тогда 
У { Р ) =  I  ¡кЮ/г.

5

? я ж е 1ш я В ппп^пГп0 ЭТ°  в ы Раж ение определяет потенциал при- 
Д ™  прост„ого сл о я> Распределенный по поверхности 5  
•с поверхностной плотностью а значение и = 1 / г  соответствует 
потенциалу точечной м ассы , равной единице. соответстВ>ет

Ьсли ж е  г постоянная величина, то £/(Я) =  1/г т а к  к а к  „ 

на сфГре? ВеЛ“ ЧИНа МаСШ ПР° СТ° Г°  СЛ0Я’ Ра ^ Р ед е л ен

т = \  ^ 5 =  -  - 1  Г дА .  й 8 =  (• ± ( ±  +  1г 
5 4л  5 дп 4л в дп{ г )

4 я  5  дп \ г } 4 я  5  дп

-  Г " - ¡ Т4я  5 дп \ г /

-Здесь учтено, что функция /г внутри замкнутой поверхности гар 
м оническая  и

] (дк/дп)<15 = О,

к а к  интеграл  от нормальной производной гармонической функ
ции по зам кнутой  поверхности. Отсюда следует, что величина 
И, о п р ед ел яем ая  через функцию Грина, я вл яетс я  плотностью 
простого слоя, полученного при распределении единичной м ас 

с ы  равномерно по всей поверхности 5. Полученный слой назы 
в а е т с я  с л о е м  Г р и н а ,  или э к в и в а л е н т н ы м  с л о е м  

р и н а (эквивалентн ы м  по отношению к внешнему полю) На 
внешнюю точку  сферический слой Грина действует  точно т а к  

к™  и единичная м асса ,  заклю ченная во внутренней точ
ке Р. Но на основании л е м м ы  П уанкаре действие этого слоя 
на внутреннюю точку сл аб ее ,  чем действие на нее единичной 
м ассы , помещенной в точке Р. Следовательно, при распределе
нии единичной массы  из внутренней точки Р  по поверхности 
сферы внешнее поле о стаетс я  без изменения, а внутреннее ос
л а б е в а е т .  Это положение л е ж и т  в основе метода, предложен
ного П у а н к а р е  д л я  реш ения задачи  Дирихле ( м е т о д  в ы м е 
т а н и я  в н у т р е н н и х  м а с с  на поверхность сф ер ы ) .
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Слой Грина в общем случае  м о ж е т  быть и не сферическим..
Рассмотрим  некоторые основные свойства функции Г ри н а .
1. Ф ункция Грина равна нулю  на поверхности S  и с у м м е  

1 jr + h всю ду в рассматриваемой о б ласти  задани я  U.
2. По условию h — гарм он ическая  во всем п р о стр ан стве  

функция, а 1/г — гармоническая во  всех  точках, кроме точки  
г = 0. Поэтому функция Грина Q=\/r +  h терпит разры в в то ч ке  
г = 0, т. е. при Р -+ М .  Во всех о стал ьн ы х  точках п р о стр ан ства  
она непрерывная и гармоническая , т. е. AQ = 0 .

3. В точках  области v функция Грина принимает только  по
ложительные значения, или всю ду внутри S  Q = l/ r  + / i> 0 ,  т. е.
1 / г > —А.

В самом  деле , ум н о ж ая  функцию Грина на г, найдем  Qr =  
= \ + rh. Тогда , учиты вая  непрерывность функции А, получим

lim Qr=  1.
г-> о

Т ак к а к  при Р - + М  функция г —-положительная , из п о с л ед 
него вы р аж е н и я  следует, что и функция Q — положительная .-  
Но на поверхности S  значение Q =  0. П оэтому при переходе по 
лучам  от точки М к точке по поверхности S  функция Q не мо
ж ет  иметь отрицательные значения. Это следствие того, что 
функция Грина, я вл яясь  гармонической в области v, не м о ж е т  
иметь там  ни максимума , ни м ин и м ум а , поэтому не м о ж е т  
стать и отрицательной.

4. Поверхности уровня функции Грина всегда  з а м к н у т ы е , ,  
окруж аю т точку Р и из-за однозначности функции Q не м о гу т  
пересекаться д р у г  с другом, причем на любой из этих ур о вен - 
ных поверхностей внутри 5  н о р м ал ьн ая  производная dQ/dn<d 
< 0 .  Это следует  из того, что ф ункция Грина, я в л я я с ь  гар м о н и 
ческой, уб ы вает  по нормали от точки Р  к  поверхности.

5. Ф ункция Грина симметрична относительно точек Р  и М,. 
т. е. ее значения не изменяются, если менять местами эти точки .

Вернемся теперь к уравнению (IV .3 1 ) .  При его решении в 
зависимости от формы 5  необходимо найти соответствую щ ую  
ей функцию Q. Построение функции Q в принципе во зм ож н о , 
но это довольно трудн ая  зад а ч а ,  поэтому функция най дена д л я  
весьма немногих поверхностей. Рассм отрим  решение вн у т р е н 
ней задачи Дирихле д л я  сферы. П усть  S  — сфера р ади усо м  R, 
а и{М) — задан ны е предельные значения гармонической ф у н к 
ции на поверхности сферы, причем точка  М — переменная точ 
ка  этой поверхности. Точку Р  во зьм ем  внутри поверхности S .  
Обозначим (рис. 46 ) :  OM = R, М Р  =  г , ОР =  р, О Р i = р i , а у го л  
м еж д у  направлениями из центра сферы О на точки М и Р
через ф, га — нормаль, внешняя к  поверхности 5 .  Здесь то ч ка  Ру  
я вляется  сопряженной с точкой Р  или симметричной Р  относи-



Рис. 46. Сфера радиусом R и 
расположение точек Р и Pi

тельно  поверхности 5 ,  т. е. такой, что ppi =  /?2. П утем  проверки 
нетрудно убедиться, что д л я  сферы функция Грина

Q = ( l/ r )  — (Я /р )(1/ г ,) .  (IV.32)

П роверим, равно ли значение Q на поверхности 5  нулю.
Из треугольников М О Р и МОР{ найдем
r 2= R 2 + p2 — 2Ppcoscp ; (IV.33)
r i 2 =  R 2 + pi2 — 2Rpi cos ц>. (IV.34)

У м н о ж ая  обе части (IV .33 ) на р2/R2, получим 

r\2p2IR2 =  p2+  (р i p ) 2/R2 —  2р2рх ( 1/i?) cos ф.

При ppi = /?2 отсюда н ай дем

r {2 (р2/R2) = p 2 +  R2 — 2Rp cos ф.

С равнив эту  формулу с (IV .33 ) ,  получим 
r l2 (p2/R2) = r 2.

Следовательно, на поверхности сферы r x(p/R)=r,  поэтому Q = О 
и это  равенство вы п о л н яется  д л я  любой точки Р, взятой всюду 
внутри поверхности сферы 5  при условии, что точка М нахо
д и тся  на поверхности S .

Ф ункция Грина д л я  сферы обладает и всеми другими свой
ствам и  функций Грина. Из сравнения (IV .32) с выражением  
функции Грина в общ ем виде следует, что h =  — (Rip) ( l/ n ) -  
Отсю да следует, что э т а  функция отрицательная внутри сфе
ры. Кроме того, л егко  п о казать ,  что в области v внутри S
1 / г > —h, т. е. Q > 0 .

Д л я  решения ур авн ен и я  (IV.31) вычислим нормальную про
изводную функции Q на поверхности сферы S  при h = 
= - ( R f  p M l /п):

dQ_ =  _d_( J ____ _ Ц  =  j L  _  J L  J L  ( -L )  =
дп дп \ г р r j  дп \ г } р дп  \ л, /

_  д / I \ d r ___ R_ д  / 1 \ дг1 ______]_дг_ dri
д п\  г ) дп р д г1 V /-1 / дп г2 дп р лх2 дп



Д л я  определения значения дг/дп и дг\/дп продифференцируем 
равенства (IV .33) и (IV.34) по п, п о л а г а я

дг  _ дг  dR __ дг д г^ __д гх dR _  dr t

~ d n ~ d R d n ~ d R ’ дп dR дп dR
т а к  к а к  dR/dn= 1 (нормаль со в п а д а е т  с направлением  R).  
Тогда после небольших преобразований получим

д г  _ R — р cos ср дг\___R — Pi cos q>

дп г дп г г
П о дставляя  найденные значения дг/дп и дгх/дп в ( I V .3 5 ) ,  
найдем

d Q ______ R — р cos ф , _R_ R — Pi cos ф

~дп ~~ т8 р т\

Т ак  к а к  на поверхности сферы G =  0, т. е. \/r=R/pri, ppi =  R2, 
то ri =  Rr/р, p\ = R2lp. При этих зн ачен иях  п  и pi из р а в е н с т в а  
дл я  dQ/dn получим

dQ _  р cos ф R . _R_ р3 i g  — R_ c o s  ф\ _ 
дп г3 р Rsra V Р /

Отсюда
dQ/dn= (р2 — R2)/Rr3.
П одставив найденное значение нормальной производной 

dQ/dn под интеграл в (IV.31) и р азд ел и в  на 4 я ,  око н ч ательн о  
найдем

ulP)=s *2 - р L f f f i d s .  (iv .36)
'  '  4 я R s  г*

Полученный интеграл н а з ы в а е т с я  и н т е г р а л о м  П у а с с о 
н а ,  даю щ им значение гармонической функции U д л я  дан н о й  
точки Р  внутри сферы по з а д а н н ы м  значениям U на п оверхн о
сти сферы, т. е. решение первой граничной задачи  Д и р и х л е .  
Необходимо еще доказать , что п олученная  функция у д о в л е т в о 
ряет уравнению Л апласа ,  т. е. я в л я е т с я  гармонической ф ун кц и 
ей координат точки Р, и что на поверхности сферы зн а ч е н и я
U (Р) совпадаю т с заданными.

С этой целью рассмотрим более  подробно ядро  и н т е г р а л а  
П уассона, а  именно функцию (R2— p2)/r3. П о каж ем ,  что  при 
произвольной фиксированной то ч ке  М  э т а  функция я в л я е т с я  
гармонической в точке Р ( Р ф М ) .  Тем  сам ы м  б удет  п о к а за н о ,  
что интеграл в правой части (IV .36 )  д а е т  гармоническую  в  точ
ке Р функцию U{P).

В оспользуемся формулой

Л2 =  R2 +  Р 2 —  2Rp cos ф.



Из нее получим - .

г(дг/д р )= р  — 2^?coscp;
/?* _  р 2  =  Г2 _  2 р 2  +  2 ^ р  СОЭф.

Т огда  д л я  ядра  и н те гр ал а  П уассона найдем
А2 — Р2 _  1_____2р р — R cos ф 1___ 2р дг

г3 г г 2 г ~ г г2 ~др'
П редстави м  это вы р а ж е н и е  в виде 

R*Р2 1 , ~ д  (  1 \
~  =  7 -  +  2р ф ( - ) -  (IV.37)

В этой формуле ф ункция 1/г является  гармонической во всех 
т о ч ках  пространства, кр о м е  точки г =  0. Поэтому, чтобы д о к а 
з а т ь  гармоничность я д р а  интеграла Пуассона, достаточно д о к а 
з а т ь  гармоничность функции

Д л я  удобства через а  обозначим величину 1 /г, т. е.

В  этом выражении а  — гарм оническая  функция. П окаж ем , что и 
произведение рда/др т а к ж е  является  гармонической функцией 
координат  точки Р, т. е. х, у, z, от которых зависит и расстоя
ние р. Т ак  к а к  р2 =  х2 +  y 2 + z2, то др/дх =  х/р, др/ду = у[р, 
opfoz=z/p.  С учетом этих  производных

да  __ да др __ _х да
дх др дх р др
да  __ да др _  i/ д а  .
д у  др ду  р йр ’
да  _  да_ др _  z да
dz др dz р др

У м н о ж и м  обе части первого из этих равенств на х, второго — 
н а  у  и третьего — на z\

х да_ _  да_ . да^__ у* да_ . ^ да _  г2 да
дх р др д у  р др ’ dz р йр '

С к л а д ы в а я  эти р авен ства ,  н ай дем

+  У f - + г =  %-■(«■ + f  + *■) = Р^  .дх ду dz д  р р ¿р

П р а в а я  часть этого в ы р а ж е н и я  гармоническая, если его ле
в а я  часть  удо влетво р яет  уравнению  Л ап л аса .  Рассмотрим вна-
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чале первый член левой части. О пределим л ап л аси ан  от ф ун к
ции х да/дх. Получим

да\ д* д а \ ,  д* { даЛ ^
Х дх ) дх2 (  . д х )  ду2 (  дх )  дг2 \ д х )  Л .

дх I дх \ д х )]  ду \_ду \ дх 

~  'дх V дх2 д х )  ду\  дхду) дг \ дхдг)
д2а , д3а , д2а , „ д3а----------X —“■ + ,------- г X ------- -
дх2 дх3 дх2 дхду2

д3а
дхдг2

: 2 ^  +  
дх2

-\-х
д_ (д^а\ , _д_ /<Рв\ ,
дх \ дх2) дх V дуг) дх 1<Эг2 /

=  2 д̂  +  х ^ -  Аа =  2 ^ ,  
дх2 дх |дх2

т а к  к а к  Д а  =  0. (
Аналогично найдем

ду
д2а
ду'

да
дг

д2а 
дг2 '

П росуммировав полученные в ы р а ж е н и я ,  найдем

. / да  . да . да\ да  
А [X + У  - — \-г —  = р  —  =

\ [дх ду  д г ) др

=  2 ( —  +  —-  +  — 1 =  2 А а =  О,
1Ч дх2 ду2 дг2) 

где а =  1/г.
Это соотношение и д о к а з ы в а е т ,  что ядро и н те гр ал а  П у а с 

сона

Я2 — р2
Г3

— + 2р-|- 
г др г)

явл яе т с я  гармонической ф ункцией координат точки Р.
Одновременно со свойством гармоничности я д р а  и н те гр ал а  

П уассона отметим еще несколько  его свойств.
1. Ядро интеграла П уассо н а ,  к а к  функция точки Р, непре

рывно дифференцируемо лю бое число раз во всех  т о ч ках  про
странства ,  кроме точки Р = М.

2. При решении внутренней задачи  Дирихле д л я  сферы во 
всех внутренних точках М  вп лоть  до ее поверхности яд р о  инте
гр ала  П уассона явл яется  величиной неотрицательной (оно 
больше или равно нулю).



л

? « с-„47. Взаимное расположение точек О 
м, Р  и расстояния между ними Я, г  и о 
для сферы г

в е р х н о сти ^ ЗЛ’ СВЯЗанный с ЯДР°М интеграла Пуассона по по-
- г)2
7е- ¿ 5 =  11 г 

4 я

д л я  всех  точек Р  в области и (Р фМ ).
Теперь посмотрим, действительно ли получаем ые из инте

г р а л а  П уассон а значения функции 1/(Р) удовлетворяю т за д а н 
н ы м  усл о ви ям  т. е. со вп ад аю т  с заданными на поверхности 5  

ЭТ0Й „ целью снова воспользуемся формулой 
( . ) ,  поменяв в ней м естам и  р и г ,  соответственно и угол  ф
н а  у го л  гр м е ж д у  н ап равл ен и ям и  нормали ^  и радиуса-векто - 

Р а̂ ^ р()Рис- 4 7 ) (Г= М Р ,  то ч ка  М  — это точка поверхности 5 ,

р2 =  /?2 +  г 2 — 2 соэ 1|х

О тсю да  д л я  яд р а  ин теграла  П уассона получим
А 2 — Р* _  2 ^  С(Х5Т|)____1_

/•«г3 г‘ г

Т о гд а  интеграл П уассо н а  запиш ем в виде
1

й Б - Ц(М) йБ.
4лЯ 5 г

С р а в н и в а я  интеграл в правой части этой формулы с вы р а 
ж е н и я м и  потенциалов простого и двойного слоев, видим, что

I  ® й 5  =  [/1 ( Р ) ;
5 Г

| и ( М ) ^ ^ = - и 2( Р ) ,

г д е  и  1 и и 2 потенциалы п ри тяж ен и я  простого и двойного сло
е в  (при <3=1), плотности которы х равны 1)(М).  П оэтому

и ( Р ) = — ( Ш п ) и 2 (Р) — (1 /4лИ) и ^ Р ) .



Таким  образом интеграл П уассон а  можно п р ед ста ви ть  в  ви де  
потенциалов д вух  видов — простого и двойного слоев . Т а к  к а к  
р ассм атр и ваем ая  з а д а ч а  Д и р и х л е  внутренняя , то ч к а  Р  нахо
дится  внутри сферы, т. е. я в л я е т с я  точкой P¡. Б у д е м  теперь 
стремить точку Р  к  М. Т огда ,  имея в виду  непреры вность  функ
ции Ui(P) ,  получим U i ( P ) = U ( M ) .  П оэтому (при Р - + М )

U(M)  =  — (1 /2хс) Í/2 (-М) —  (1/4я/?) U (М ) .

В этом равенстве значения и 2(М) определим из ( I I .35) при 
Q =  1 , V0 (A Í)= I/(A Í),  P =  t/(AÍ), V{P¡) = U2{M):

U2( M ) = — (1/2 R)U(M)  — 2 nU{M).

П оэтому

U ( M )  =  ( H 4 n R ) U ( M )  +  U ( M )  —  ( \ / 4 n R ) U { M ) = U { M ) .

Таким образом, д о ка зан о  и второе положение, т. е. при 
Р — м  значения U(P),  о п ределяем ы е ин тегралом  П уассона , 
совпадаю т с заданны ми на поверхности S.

Без д о казател ьств а  отметим  еще д в а  сл ед стви я ,  непосред
ственно вытекаю щих из и н тегр ал а  П уассона и из свойств его

яДРа - -  ̂ .1. В с я к а я  гарм оническая  в некоторой о б ласти  функция я в 
л яется  бесконечно дифференцируемой в этой области .

2. Л ю б ая  производная от гармонической в  некоторой обла
сти функции есть функция, т а к ж е  гарм они ческая  в  этой области.

В ыразим  теперь уравнение (IV .36) в сф ерических координа
тах . Возьмем начало координат О в центре сферы. Обозначим 
координаты точки Р через р, 0, ср, а координаты  точки М через 
R, 0 ' ,  ф', т. е.

л ^ р э т О с о э ф ;  1  =  # s i n 0 ' c o s ф';
г/=р sin 0 s in  ф ; f\ = R s in  0 '  s in  ф';

z = p c o s 0 ; c o s 0 ' .

При этих значениях д ек ар то вы х  координат

г*=  (*  -  £ )2 +  (г/-  л ) 2 +  (z -  S ) 2 =
= #2 + р2 _  2p/?[cOS 0 cos 0 ' +  s in  0 s in  0 ' cos (ф' —  ф) ] .

Если через г|> обозначить у го л  м е ж д у  н ап равл ен и ям и  из на
чала  координат на точки Р  и М, можно написать

r2= R 2 +  р2 — 2рR eos y¡p,

где

cos ф = cos 0 cos 0 '  +  sin 0  s in  0 '  cos (ф' — ф).



кй о Й и н атаУХЧИТЫВаЯ’ Ч™ ЭЛ6МеНТ повеРхнос™ в сферических 

,dS=/?2rsin Q'dQ'dy', 
ур ав н ен и е  (IV .18) можно переписать:

п ( р) ~ г ~ 1  Г  г / ш  - ( R2- & sinQ'dQ'dv'
о о (р2 +  Я 2 — 2pR cos г| ) ) 3 / 2  •

В  этой ф ормуле-переменными явл яю тся  величины U(M)  О' о/ 
(переменны й у го д  ф в ы р а ж а е т с я  через координаты 0 '  V  ’ по 

у к а зан н о й  вы ш е ф ормуле). ’ ф
Ф о р м у л а  (IV .36) о п ределяет  решение внутренней задачи

5 ИПяияЛепДЛЯ сферы' С овеРшенно аналогично реш ается внешняя 
з а д а ч а  Д и р и хле ,  д аю щ ая  значения гармонической функции в 
то ч ках  вне сферы. Ф о р м ула ,  определяю щ ая решение внешней 
зад а ч и  Д и р и х л е  вне сферы, т а к а я  ж е ,  к а к  и (IV .36),  только 
о тл и ч ается  от нее знаком  в правой части. Это вызвано тем что
« Г Г Ь’ внеш н яя  по отношению к сфере, д л я  наружного  про
с т р а н с т в а  становится внутренней нормалью.

Из и н те гр ал а  П уассона (IV .36) можно получить и теорему 
i a y c c a  о среднем  значении гармонической функцин f IV 4
? т “ й ? м д е л е ’ при Р = 0 и r = R  ( в Центре сферы) из равенства  ( IV .do) получим г

U(P) =  ( l/4nR2) f UdS,
S

т .  е. т ео р ем а  Г аусса  о среднем  значении гармонической функ
ц и и — частны й случай и н тегр ал а  Пуассона. Перейдем к реше
нию за д а ч и  Д и ри хле  д л я  плоскости.

Решение з а д а ч и  Дирихле д л я  плоскости

Т р еб уется  найти функцию U(x,  у, г) ,  гармоническую в точ
к е  Р  полупространства  z > 0 ,  если известны ее предельные зн а 
чения на плоскости z = 0 .

П усть  г — расстояние от переменной точки МЦ,  п, 0) до 
точки F(x ,  у, 2 ) и Т\ р асстояние от переменной точки М до со
пряж енной точки Р и симметричной точке Р  относительно плос
кости г  —U. В данном сл уч ае  функция Грина

G = l / r — l/n, , (IV.38)

г д е  (рис. 48 )

г2==(х ~ 1 ) 2+ ( у  — T ] ) 2 +  z 2, (IV.39)

причем z —ОР, г = РМ.



Д л я  нормальной производной ф ункции Q
dQ ____д_ f 1 \ д г ______________________д_dtj_
дп дг \ г ) дп дгу дп

-  cos (г, п ) +  cos (г1( п). 
[г* г\

( I V .4 0 )

Д л я  сл уч ая ,  когда точка М н ахо ди тся  на плоскости, г Г\, 
cos (ru п) =  — cos (г, п) . Поэтому

Р ассм атр и вая  функцию Грина б  д л я  горизонтальной б е с к о 
нечной плоскости, отметим следую щ ее. Функции 1/г и 1/п 
гармонические во всех точках пространства , кроме точек г  =  0  
и Т\ = 0. На бесконечности они я в л я ю т с я  и регулярными. П о э т о 
му функция Грина д л я  плоскости т а к ж е  гармоническая и р е г у 
ляр ная  на бесконечности. На поверхности 5 ,  т. е. в т о ч ках  р а с 
сматриваемой плоскости, она р авн а  нулю, т а к  к а к  г=г\. В  б е с 
конечности, т. е. при М->-оо, ф ункция <2->0. Тогда при э т о м  
значении нормальной производной функции Грина из ( I V .3 1 )  
окончательно получим

Этот интеграл представляет собой интеграл  Пуассона д л я  п л о с 
кости. По этой формуле можно определить значения г а р м о н и 
ческой функции в точках пространства на высоте 2 . П р и ч ем

dQ/dn =  — 2 cos (г, п) ¡г2. 

Из рисунка видно, что 
cos (r,n) =z/r.

Тогда
dQ/dn =  — 2 z/r3.

( I V .41 )

( I V .4 2 )

где

U(P) =  —  i  U^ ’ Г>—  dS,
2n s r3

г = [ ( х - 1 ) 2+ ( у - г \ ) 2 + г 2У ' 2.

( IV .43 )



интегрирование расп р о стр ан яется  на всю плоскость, т. е. про
изводится в бесконечных пределах.

Ф ормулу (1У.43) м о ж н о  получить из (IV .3 6 ) ,  приняв плос
кость. за[ сферу бесконечного радиуса. П римем р = Я —г, то гда 
из (Iу .Зо )

и < р \  =  _ ! _  г 2 2 с ( Ш  

2л 5  ^  4лЯ б г3

В пределе при >-оо из сферы получим плоскость, разделяю 
щ ую все пространство на д ве  части, второй интеграл обращ а
е тс я  в нуль и поэтому

2л 5 г3
т. е. это формула ( 1У .4 3 ) .

Д л я  удобства^ применения запишем (1У.43) в прямоугольной 
и цилиндрической с и ст е м а х  координат. В прямоугольной систе
м е  координат

и ( х ,  у,  г ) =  - 1  ?  Г  _____т  Л. 0 ) ^ т )
2 я  — ОО - ¿ о  [ ( Л - | ) 2 +  (у— Т ] )2-|-22] 3/2 '

В цилиндрической систем е  координат с началом  в точке, являю 
щ ей ся  проекцией точки Р  на плоскость,

Ш 0 . 0 Л - —  Г Г  СР’ ° )Р ^ Ф
2п о о (22 + р 2) ^

В полученных ф о р м улах  д л я  бесконечной горизонтальной плос
кости, когда функция £7(|, т), 0 ) постоянная, интеграл

(2/2 п) ,| (¿5/г3) =  1

при бесконечных п р ед ел ах  интегрирования. П оэтому указан н ы е  
Ф^Р^УЛЫ не и зм ен ятся ,  если написать их в виде [на примере

и(Р)~и° = ̂ 1 т ’ т1>
г д е  и 0 — лю бая п остоян ная , в частности значение функции I/ 
в  начале  координат.

Формулой в т а к о м  виде  пользуются, например, при получе
нии вычислительных схем  д л я  определения значений первой 
вертикальной производной от функции £7 в точках  самой плос
кости. Д л я  этого сл у ч а я ,  дифференцируя последнюю формулу 
по 2 и затем  прини мая 2 = 0 , найдем

4 , 0 ) - £ / ( 0 , 0 , 0) 1 - ^ ,



Рис. 49. Ось х и расположение точек М, Р и Р\ 
дл я  задачи плоского поля

где г = [ ( х —1 ) 2+(г/— г])2] 1/2. В полярных ко о р ди н атах  эта  фор
м ул а  имеет вид

Рассмотрим теперь плоское, или д вух м ерн о е ,  поле, з а д а н 
ное в точках бесконечной горизонтальной прямой, совпадаю 
щей с направлением оси х. Уравнение Л а п л а с а  б уд ет  иметь ви д

А и = д 2 и/дх2 +  д 2 и/дг2 =  0.

З адач а  Дирихле в данном случае р еш ается  с помощью фор
мулы  (IV.4 ) .  Рассмотрим  снова решение внутренней  задачи  Д и 
рихле, д л я  которой из (1У.4) получим

Вводя снова гармоническую функцию !г аналогично то м у ,  
к а к  это сделано выше, вместо (1У.31) получим

где  С? — функция Грина д л я  прямой линии: С£ =  \п(\!г) +Н. Не
трудно показать, что в данном случае Н =  — 1п(1/гх). П оэтому 
(рис. 49) (3 =  1п(1/г)— 1п(1/Г]), где г2= ( х — | ) 2 +  г 2. Д л я  точ
ки М на оси х  С? =  1п(1/г)— 1п (1/^!) = 0, т а к  к а к  в  данном с л у 
чае г=г\. Кроме того, к а к  и выше д л я  плоскости, соь(г,п) =  
=  — соэ (г\, п) . При этих исходных данных д л я  нормальной про
изводной от функции Грина

Т а к  к а к  с о з ( г ,п) =г/р, окончательно получим  дС}/дп=—2г/г2~

ди_
дг =  ^ - 1 ^ ( р .  ф. 0 ) - 1/ (0 , О, 0) ] ^ Р

2 я  5  р2

и ( Р ) =  — (1/2л) I  и{д<Э/дп)й1, (IV. 44)

1 1 2------- соб(г, п)~I-------со& (г1( /г)= — — с о э (г , л) .
Г Г1 Г



П о д с т а в л яя  это значение нормальной производной функции 
Грина в ( IV .4 4 ) ,  найдем

^ )  =  — J i / ( A f ) 4  =  —  J t W - T ------г -я  I г2 я  (л  —  £)2 + Z 2

З т а  ф ормула реш ает  з а д а ч у  Д ирихле д л я  плоского поля и я в 
ляется  т а к ж е  интегралом П уассона.

В дан н о м  сл уч ае  этот интеграл определяет функцию U на 
высоте г  по зад ан н ы м  на оси х  значениям  функции U(x, 0 ) ,  
т. е. реш ает  з а д а ч у  аналитического продолжения аномалий в об
ласти верхн его  полупространства на вы соту  z.

П олученный интеграл П уассона д л я  плоскости (IV.43) м о ж 
но переписать в виде интеграла свертки. Действительно, инте
грал  свертки  д л я  трехмерных аномалий имеет вид

I оо со

/т (х, у) =  —  j  j  f ( i , r \ ) P { x - t , y - i \ ) d % d n .
— оо — оо

'С равнивая  это  равенство с вы раж ен ием  интеграла П уассона , 
видим, что

fT( x , y ) = U ( x , y ) ,  f( l ,r\) =  U(l ,n)\

Р (х — £, у  — Т|) =  —  = ------------------ ----------------- - .

Здесь ф ункция f T{x, у ) — преобразованная , или трансформиро
в ан н ая ,  а  ф ункция Р (| ,  r i ) — я д р о  и н т е г р а л а  с в е р т к и ,  
или п е р е х о д н а я  х а р а к т е р и с т и к а  способа преобразо
вания.

Беря преобразования Ф урье от обеих частей интеграла 
-свертки (то ж е  самое и от интеграла П уассо н а ) ,  можно пока
зать , что

S T (и, v) = S ( u ,  V) Ф (и, V),
тде  S T и S  — спектры  функций соответственно.

fT( x , y ) = U ( x , y ) ,  f(t,r\) = U{t,r\)\
-Ф (и, v) — сп ектр  функции Р, т. е.

« оо 00

S ( u , v )  =  —  Г С f (1 ,г|) exp [ — i (и; +  уп)] dld%
- о о  - о о  

|  00 оо

5 Т (м> v) =  J fr(x, У) ехР [ -  *(“*  +  vy)]dxdy-,
--- ОО — 00

J оо оо

Ф (ы , о) =  —  У j  Р(х, y)ex p[ - i ] (u x  +  vy)]dxdy =
— о о — оо

=  ± -  7  7  2 ехР [ ¿(их +  vy) 1 dxdy _  е х р ( _ р г )  р =  / ¿ F + ö * .  
2n [(* - 1)2+(</ -  rD2+z2]3/2



Ф ункция Ф (и , и ) — н азы ва ется  ч а с т о т н о й  х а р а к т е р и 
с т и к о й  п р е о б р а з о в а н и я .  Н а основании полученных р а 
венств интеграл Пуассона окончательно можно з ап и сат ь  в  виде

1 оо оо

Щх, у ) =  —  J  J' ■ ц ) Р ( х - 1 ,  y — n)&dv\.
^  — оо — оо

Спектр аномалии после трансформации 

S T(u, v ) = S ( u ,  и )exp (— p z) .

Здесь  функция Ф(и, у ) = Ф ( р ) = е х р ( —p z ) — ч асто тн ая  х а р а к т е 
ристика способа аналитического продолжения ан ом алий  в об
ласти  верхнего полупространства на вы соту  z, т . е. интеграл  
П уассона вы р аж а е т  именно э т у  операцию аналитического  про
долж ен ия  аномалий в области верхнего  полупространства .  

Аналогично д л я  двухмерны х , или плоских, аном алий

U ( x ) = - 4 =  ] u ( î ) P ( x - t ) d î - ,
У 2л-¿о

р ( х - а ) =  У Е .
к  ( * - | ) 2 + г *

При этом частотная хар актер и сти ка
j  оо

ф Н  =  _ J  Р (х) ехр ( -  mx)dx =

=  i l  ( " s V +T»ехр ( “ i<ùx)dx= е х р  ( “  I /2 )•

Через спектры аномалий можно зап и сать  

S T(tt») = 5 ( с о ) Ф ( м )  = S ( t ù ) e x p  (—  | <о|z ) .

С учетом выражений частотных хар актер и сти к  трансф орм и
рованные значения аномалий, полученные в р е з у л ь т а т е  реш е
ния интеграла Пуассона, через  значения их спектров  м ож но  
переписать в следующем виде. Д л я  трехмерны х аном алий

« оо оо

f J x ,  у ) = —  f f Ф ( « ,  v ) S ( u ,  v)exp[i(ux +  vy)]dudv =
9тт  ̂ ^^JL —00—00

1 со  оо

=  —  Г f S (u, v)exp( — pz)exp[i(ux +  vy)]dudv.
2 я  “ J—OO --00

Если исходная аномалия f(x,  y)  зависит  только от переменной 
r=-ÿx2+ у 2, т. е. если она сим м етрична относительно в е р т и к а л ь 
ной оси, это равенство перепиш ется через ф орм улу обратного



п р еобразован и я  Х ан келя  нулевого  порядка:
ОО

/т (Г) =  J p S ( p )  exp (— р г) /о (pr) dp.
о

С пектр  S  (р) можно определить из равенства

5 ( р ) =  f r f ( r ) J 0(pr)dr. 
о

Д л я  д вух м ерн ы х  аномалий

fT (я) =  —f =  f  Ф (со) 5  (со) ехр'(гмх) do) =
У ^  —оо

1 °°
=  У й  J  5 И ехР ( ~  ю \z) ехр (гсох) da.

И н тегр ал  П уассона, к а к  было отмечено выше, реш ает з а д а 
чу аналитического  п родолж ени я аномалий в области верхнего 
полупространства .  Не менее важ но е  значение имеет более т р уд 
н а я  з а д а ч а  аналитического продолжения потенциала и его про
изводных в области нижнего  полупространства, позволяющ ая 
построить к а р т у  аномалий в вертикальной плоскости. В то ж е  
вр ем я  э т а  з а д а ч а  наиболее исследована. Работам и  В. Н. С тр а
хо ва ,  его учеников и д р у ги х  исследователей ап п ар ат  ее реше
ния доведен^до соверш енства . Вопросы теории и практики при
менения этой задачи , численные схемы, реализующие ее, и прак
тические примеры подробно рассматриваю тся в курсах  гр ави 
р а зв ед к и  и м агн и торазведки . Приведем здесь только формулу, 
с помощью которой р еш ается  э т а  задача .

Реш ение задачи  аналитического продолжения гармониче
ской функции U в области  нижнего полупространства д л я  сл у 
ч а я  горизонтальной бесконечной плоскости сводится к решению 
интегрального  уравн ен и я  (IV .43) относительно значений U(M)  
[ з а д а н ы  значения £ / (Р )] .  В случае двухмерных аномалий з а 
д а ч а  своди тся  к решению относительно значений U(M)  инте
гр ально го  уравнения

£_ 7 г п м \ _
Я -¿О (* -  S)3 +  г2

У к а за н н ы е  интегральны е уравнения легче всего решаются 
с применением спектров аномалий. При этом, например, д л я  
д в у х м е р н ы х  аномалий, з а д а н н ы х  в точках оси х,



Э та  ф ормула определяет значени я  функции U в  н а ч а л е  ко* 
ординат на бесконечной горизонтальной линии, н ах о д я щ ей с я  на 
глубине z  от поверхности земли при условии

J  j (У (лг, г )  1 Ч х <  + оо, 2 > — Н,
— ОО

где  Н — глубина залегания бли ж ай ш ей  к поверхности зем л и  
особой точки поля. Аналогичная ф ормула имеет м есто  и д л я  
трехмерных аномалий. Например, д л я  осесимметричных а н о м а 
лий, задан н ы х  на бесконечной горизонтальной плоскости ,

оо оо

и  (О, — г) =  J' exp (pz) pdp ]' r(J (г, 0) J 0 (рг) d r ,
о о

где  г=]/х2 +  у 2.
Это равенство верно при условии

оо оо

j  j  \U(x, у, z)\2dxdy< + oo, z > — H,
—*oo со

которое выполняется д л я  полей от конечных во зм ущ аю щ и х тел . 
Оно не выполняется д л я  тел  бесконечного простирания в гори
зонтальном направлении. Если ж е  брать  производные от потен
циала второго порядка и выш е, оно выполняется д л я  лю бы х тел  
ограниченного погружения на глубин у .

§ 23. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ НЕЙМАНА 

Решение задачи  Неймана д л я  сферы

К ак  у ж е  было отмечено, з а д а ч а  Н еймана з ак л ю ч ае т ся  в оп
ределении гармонической функции U по задан н ы м  на поверхно
сти значениям нормальной производной функции dU/dn. К а к  
было показано, заданием  значений dU/dn на граничной поверх
ности гармоническую функцию мож но определить то л ько  с точ
ностью до некоторой постоянной. При этом з а д а в а е м ы е  на по
верхности S  значения нормальной производной д о л ж н ы  о тве 
чать условию

J  {dU/dn) dS = 0, (IV .45 )
•Ь’

являю щ ем уся  одним из свойств  гармонических функций. Р а с 
смотрим вначале  решение внутренней задачи  Н ей м ан а .

Внутренняя задача Неймана.  Э та  з ад а ч а  р еш ается  тем  ж е  
путем, что и задача  Дирихле, с использованием ф ормул Грина. 
Исходной явл яется  ф ун дам ен тал ьн ая  формула Грина, со о твет 
ствую щ ая внутренней относительно поверхности S  точке  Р. Э та



ф о р м ул а  д л я  гармонической функции V  имеет вид

<1 У - 4 6 >

З д е с ь  в точках М  поверхности 5  по условию зад ан ы  только 
зн ачени я  нормальной производной ди/дп, отвечающие равенст
в у  (1У .45 ) .  Значения ж е  и  (М)  неизвестны, поэтому данной фор
м улой  в таком  виде, в к а к о м  она записана, н ел ьзя  пользовать
ся .  Н ало ж ен и ем  дополнительного условия исключим из нее зн а
чения функции и (М ) .  С этой целью введем  вспомогательную  
гармоническую  функцию к\ т а к  же, к а к  вводили функцию /г при 
решении задачи  Дири хле . Запиш ем вторую ф ормулу Грина д л я  
д в у х  гармонических функций и  и/г^

¡Н1 - ( 1 8 - \ [ и ^ й 8  =  0.
5  дп Г  [дп

С к л а д ы в а я  э т у  формулу с формулой (1У.46), получим

4Я£ / ( Р ) = П ^ ( '_ 1 + А1 \ d s _ j  и ± ( ± +Н
я д п  \ г )  5  дп \ г )

О бозначим

Ы = {  1/г)+Й1. (1У.47)

Т огда

4пЦ (Р) =  | N д- ~̂ ^  1 и  —  ¿Б. (IУ.48)
з  дп з  дп

О пределим величину и н тегр ал а  по поверхности от нормаль
ной производной функции Ы:

=  $ <18 + с18. (IV.49)
5  дп э  дп б  дп \ г )

П ервы й  интеграл в правой части (1У.49) равен нулю, согласно 
сво й ствам  гармонической функции (функция — гармониче
с к а я  всю ду  внутри 5 ) .  Второй интеграл

(“ —  — 4 я ,
'¡¡'дп { г )

согласно  (111 .42)— точка Р  находится внутри 5 .  П оэтому

I  (дЫ/дп) (18 = — 4л.
5

П ри м ем  дЫ!дп = С, где  С —  некоторая постоянная. Тогда 

| [(<?Л7<Зл) ¿ 5  =  С =  -  4л.
в 5



dN/dn = C =  — 4л/5, (IV.50)-

где S  — площадь всей поверхности. Ф ун кц и я  ¡V, отвечающая- 
этому условию, н азы вается  ф у н к ц и е й  Н е й м а н а .  П одстав
л я я  это значение нормальной производной в (IV .48) ,  получим

4л U (Р ) =  J  N (dU/дл) dS +  (4 л/S) f UdS. (IV .51 >
s  s

Последний интеграл в этой формуле — постоянная . Обозначим

(4 я /S) J  UdS = С х.
s

Тогда

4 n U ( P ) = C i +  [N(dU/dn)dS.
s

Определим Ci д л я  случая ,  когда поверхность S — сфера р а 
диусом R. Т ак  к а к  д л я  сферы S  = 4nR2, на  основании теоремы. 
Г аусса  о среднем значении гармонической функции найдем

Ci= (4n/4nR2) J UdS = 4nU(Q),
s

где Л/(0 ) — значение гармонической функции в центре сферы. 
П оэтому из (IV.51) получим

U ( P ) = U ( 0) +  (1/4я) J  N{dU!dn)dS.  (IV.52)
5

Функция Н еймана обладает  следую щ ими основными свой
ствами.

1. Функция Н еймана явл яется  гармонической во всех точках  
пространства, кроме точки г = 0 .

2. При г-*-0 функция N-+oo.
3. Значения нормальной производной dN/dti на поверхно

сти 5  равны постоянной величине С = — 4 я /S. Д л я  сферы С =  
=  — 1IR2, т. е. поверхность S  явл яетс я  уровенной поверхностью 
д л я  нормальной производной функции Н ейм ан а .

4. Функция Н еймана , т ак  ж е  к а к  и ф ункция Грина, си м м ет
рична относительно координат точек Р  и М.

Д л я  определения функции Н еймана д л я  сферы применим 
интеграл П уассона (IV.36) к произведению функций р и dU/dр> 
где р2 = х2 + у2 + z2 — гармоническая ф ункция. В ыш е было п о ка 
зано, что, если U — гармоническая ф ункция координат точки 
Р(х, у, z) в некоторой области и, то и ф ункция p(dU/dp) я в л я 
ется  гармонической в точках этой ж е  области . Поэтому инте-



тр ал  П уассона можно применить к  функции p(dUfdp). По
лучим

др }Р 4 я ^  5 '  др

Д л я  поверхности 5  (сфера радиусом Р)  р =  ̂  и ди/др = ди/дп, 
т а к  к а к  н ап равл ен и е  р совп адает  с направлением  внешней нор
мали п. П оэтом у  

Я М
др ) р  4 я  в д п  г3

.Поделим обе части  этого равенства  на р и проинтегрируем по 
■р в пределах  от 0  до  р:

J э~ 4 я  5 Ls дп рг3др

4 я  s  дп

dp =

о
dS.

З д е сь  интеграл

]• [ d U ( P ) l d p ] d p = U ( P ) - U ( 0 ) .

П оэтому
dU Р D 2 ___п 2

d Ро Р'
dS. (IV. 53)

С р авн и вая  эту  формулу с (IV .52),  видим, что

Л / -  J
Р —р-з

dp. (IV.54)
о Р'

В  сферических координатах  с началом в центре сферы 

г 2 = р2 +  R 2 — 2Rp cos ф.

Отсю да после небольших преобразований найдем 

R*—
рг3 гр г*

R cos ф — р

: — + 4 - ^  cos ф — р)‘.г»

dp

П оэтому 

кг—р2 ± + 2 ± ( ± ) .  
гр др  \ Г



С учетом этого вы раж ен ия  равенство  (IV .54) можно п ер е 
писать:

1 i р д----- г  / —-
_ Ф др

dp =  — (IV.55) 
г о Ф

Пользуясь подстановкой р = Л!2/р1 и производя интегрирова
ние, найдем

¡ 4 . =  _ _ 1 - 1 п ( ^ 2 - ^ р с о ? ф  +  Яг) + - 1 -  1п р .  (IV .56)

Здесь функцмя 1п р — постоянная величина д л я  поверхности 
сферы, поэтому при интегрировании по поверхности она при ве
дет к постоянной величине, поэтому ее м ож н о  отбросить. Т о гда  
из (1У.55) найдем

N — —------- - 1п (£?2 — /?р СОБ ф +  /?г) I =
т К о

=  А - ^ 1п/?- .РсЯ?Ф±^ .  (1У.57)
г Я 2К '

Эта функция и я вл яет с я  функцией Н е й м ан а  д л я  сферы.
Подставив эту  функцию под и н тегр ал  в (IV .53 ) ,  о ко н ч а

тельно получим

U(P) =  U( 0 ) +  - i - J dU(M)
4л s  дп

2 _ 1 R — p eos ф -}- г
~r ~R 2R

dS.

(IV. 58)

Ф ормула (IV.58) решает внутреннюю з а д а ч у  Неймана д л я  сф е
ры. Она верна и д л я  предельного с л у ч а я ,  ко гда  точка Р  п ри 
ближается  к поверхности и совп адает  с одной из ее точек М.  
Тогда в (IV .58) достаточно заменить функции р и г их з н а ч е 
ниями д л я  поверхности S :  р = R, r = 2 R  s in  (ф/2).

Решение внешней задачи Неймана. При решении этой з а д а 
чи по заданны м  на поверхности S  зн ачен и ям  нормальной п ро
изводной dU/dn функции U необходимо найти ее значен и я  
вне S. При этом функция U явл яетс я  гармонической вне п оверх 
ности и регулярной на бесконечности, поверхность S  — сф ера . 
Во внешней за д а ч е  Неймана, т а к  ж е  к а к  и во внутренней , 
функцию U можно найти с точностью д о  постоянной. Э т у  по
стоянную в данном случае определяю т из условия, что ф ун к 
ция U стремится на бесконечности к  нулю .

Д л я  решения внешней задачи  Н е й м ан а  воспользуемся ин
тегралом П уассона д л я  внешней сферической задачи

U(P) =  —  í U(M) p- ^ - d S .  
к ’ 4лR's Iя



Применим этот интеграл  к гармонической функции р(ди/др) :  
дЩР) _ г дЩМ) р2—№ ^
 ̂ др 4л 5 др г3

Р аздели в  обе части этого равенства  на р и проинтегриро
в а в  по р в п р ед ел ах  о т  р д о  оо аналогично тому, к а к  это д е л а 
лось д л я  вы во д а  (1У .53 ) ,  найдем

dS.

У читывая , что на бесконечности U ( P ) = 0 ,  согласно (IV .56) 
получим

- U ( P )  =  J - ? d- V - ( - ±  +  ± \ n R2- R(>C0S(f +  Rr)°\dS =
4 л  J дп \ г R р

— J L  г OIL [ J _____ L  in R2"  cos *р +  ^г] d s
4л s  дп  [  г R р # ( 1 — cos ф) J ’

где учтено, что при р-^-оо значение г ->  оо. Отсюда окончатель
но найдем

0 < Р ) =  —  Г д и (м ) Г 2 1 1 In R ~  р cos ф + г 
4п s  дп  I г R р ( 1 — cos ф)

dS. (IV. 59)

Эта ф ормула позволяет  определить значения функции и  во  
всех внешних т о ч к а х  по заданным на сфере значениям ее нор
мальной производной. Ее можно применить и д л я  определения 
функции 11 в т о ч ках  самой поверхности 5 .  Д л я  этого необходи
мо принять р = Я, г =  соз(ф/2). Тогда

ЩР) =  —  С —  Г----------!-----+ 1п ( 1 +  -------!----- VI
4 я Я з  дп  [  э;п(ф/2) \ в1'п(ф/2 )

Решение задачи  Н ей м ан а  д л я  плоскости

Аналогично то м у ,  к а к  решается з а д а ч а  Неймана для  сферы, 
реш ается и з а д а ч а  Н еймана д л я  плоскости. Д л я  этого необхо
димо найти гарм оническую  в одном из полупространств функ
цию и  по зн ачен и ям  ее нормальной производной, заданным в. 
точках  бесконечной горизонтальной плоскости.

Функция Н е й м ан а  в данном случае имеет вид (см. рис. 47) 
Л^= 1//-+1/гь Э т а  функция удовлетворяет  всем требованиям , 
п р едъ явл яем ы м  к функциям Неймана. Действительно, функ
ция N г ар м о н и ч еская  во всем полупространстве, кроме точки 
г=О, и р е г у л я р н а я  на бесконечности. Н орм альная  производная 
от нее

---- Ь соз (Г1> л ).
дп дг \ г )  дп д гх \ г1 ] дп г2 гг



Т а к  к а к  в точках самой плоскости r = r u c o s ( r i ,  п) = — c o s (г,п),  
то

^  -  - L  COS ( г ,  п)  + - i > s  ( г ,  и )  =  0 . 
дп г2 г2

На бесконечности Af=0.
Значение функции Н ей м ан а  на поверхности S ,  т. е. в точках  

самой плоскости,
N =  ( 1/г) + ( 1/п) = 2/г.

П оэтому решение задачи Н ей м ан а  д л я  плоскости получим из 
равен ства  (IV.52) при ¿У(0 ) =  0:

U(P) =  -L \  - L ^ - d S ,  (IV .60)
2 я  j  г  дп

где интегрирование распространяется  на всю бесконечную 
плоскость. При этом в прямоугольной системе координ ат  при 
dU/dn = Uz

U (P )  =  U (х, у, z) — 1 "  "  ^ , W L _
2Я [ (X—g)2+ 1/2

В цилиндрической системе координат 

1 2,я ”  иг{р, ф, 0)pdpriq>
¿7(0, 0 , z) =  - 4  j

2 л  5 о (p2 + z 2) 3/2

Ф орм улу  (1У.60) в частном  случае  мож но получить из 
(1У .58), решающей за д а ч у  Н ей м ан а  д л я  сферы, приняв в ней 

¿7(0) = 0 при Р-^оо.  Это сп раведливо  при решении внутренней 
задачи . Д л я  случая  внешней задачи  Н еймана из (IV .59) при 

найдем
I  0 0  00 1

=  I  5 - kz3b — со — оо '4
00 " 1 * L d S .

дп

Н ормаль в данном случае н ап р авл ен а  от плоскости к точке  Р. 
Полученные формулы верны и то гда ,  ко гда  то ч ка  Р  л е ж и т  на 
плоскости.

Ф о р м улу  (IV.60) можно свести к  потенциалу простого слоя, 
расположенного на поверхности 5 .  Обозначим

дп  2 я  дп 2п

Тогда



С р а в н и в а я  это вы р аж ен и е  с потенциалом притяжения про-, 
стого слоя, видим, что оно определяет  потенциал притяжения 
простого сло я  с поверхностной плотностью распределения масс 
М.= (1/2я)/\ Здесь  функция Т7 соответствует вертикальному гр а 
диен ту  поля и  (в случае гравитационного потенциала величине 
силы п р и тяж ен и я  Кг). П оэтому в точках поверхности 5  (в д ан 
ном с л уч ае  бесконечной горизонтальной плоскости) значения 
верти кального  градиента функции и  пропорциональны плотно
сти р асп ределен и я  масс на поверхности: р(/г) = 2 я ц ( М ) .  Вели
чину всей м ассы  рассм атр и ваем о го  слоя можно определить из 
р авен ства

т  =  ,[ ^ 5  =  —  [ =  —  С —  <£.
& 2п & 2 п  5  дп

О тсю да видно, что если всю м а с с у  т  аномального тела  распре
дели ть  на некоторой бесконечной горизонтальной плоскости с 
плотностью

| Х =  (1/2«) ( ди/дп ) ,

внеш нее поле от такого  тел а  б уд ет  совпадать с полем простого 
слоя, расположенного на этой поверхности с плотностью ц,, 
т. е. т ако й  простой слой эквивален тен  данному телу  по отноше
нию к значени ям  внешнего поля.

Запиш ем  (1У.60) в наиболее общем виде д л я  определения 
производных функции и  различных порядков. Обозначим про
изводную

д'п+п+1 ц  у, г) , ,
’  —  У т п идхтдуп дг1

где  т ,  п, I — порядки производной от функции и  по н ап равле
ниям  х, у, г.

Величину указанной производной можно определить, диффе
р ен ци руя  соответствую щ ее число раз обе части вы раж ен и я  
(1У .60 ) .  При этом необходимо учесть, что в правой части этой 
ф ормулы  от переменных х, у, г  зависит только функция 1/г (ин
тегр и р о ван и е  ведется по переменным %, т]). Беря производные 
соответствую щ ее число раз , из (1У.60) получим

и т п
’ ’ 2л  5  дп дхтдупдг1 \ г )

Э та  ф о р м ула  — наиболее о б щ ая  по сравнению с теми, которые 
были получены д л я  плоскости при решении задачи  Дирихле и 
Н ей м ан а .

Д л я  поля, не зави сящ его  от переменной у  и заданного в  
т о ч ках  плоскости хОг, з а д а ч у  Неймана можно решить на осно



вании формулы (1У.4). Рассмотрим внутреннюю область, д л я  
которой

Так же, к а к  и в рассмотренных выше задачах, введем в э т у  
формулу с помощью второй формулы Грина гармоническую 
функцию к:

2лС/ (Р)=\ N д̂ ( 1 1 -  \ и д̂ -й1, (1У .61)
I дп I дп

где N = \п(1/г) + Н — функция Неймана. Д л я  плоского поля к — 
= 1п( 1/г)) (см. рис. 49). Поэтому М = 1п(1/г) -1- 1п( 1/Г1) , где г2 =  
= (х—|)2+ г 2. На оси х значение г =  г\. Поэтому для  точек  
оси х

N = 2 1п ( 1/г). (1У.62)

Значения нормальной производной функции Неймана

дп сп  \ г } дп  \ г -1 )  сп  дп
=  _  ¿¡Опт) а л ------¿ ( 1 ^ )  __ _1_ со5 (Г) п )  _  _1_С05 {Ги п у

дг дп дгх дп г г1

Так как для  точки на оси х г = г и с о з ( г ь « ) = —соэ{г,п), п о л у
чим дЫ/дп =  0. Поэтому решение задачи  Неймана в этом сл уч ае  
можно найти из (1У.61) с учетом (1У.62):

Ц(Р)= — I N —  Л  =  —  Г 1п — — Ш.2л 1 дп л I г  дп

Так как  интегрирование распространяется на всю ось х, 
окончательно

и ( Р ) = ± -  Г 1п Г д-~- 1п [(* — I )2 +  г2] (К.
л г  дп  л дп

(1У .63)

В этой формуле д1)/дп =  Р — вертикальный градиент ф унк
ции и. Обозначим

^  —  — — Р =  Х
л дп л

Тогда (1У.63) перепишем в виде
СО

и (Р )=  I Ш(1/г)(%.
—оо



Из сравнения этой формулы с выражением для потенциала 
плоского простого слоя видно, что при /=| и dl=d% она опре
деляет потенциал притяжения плоского простого слоя, располо
женного на бесконечной оси | с линейной плотностью X. При 
этом в точках оси % значения вертикального градиента U про
порциональны линейной плотности 'к: F=nX. Величину всей мас
сы можно определить из выражения

оо
т = (  1/я) J Ы \.

---- 00

Отсюда следует, что если всю массу аномального тела распре
делить на ось | с плотностью К= (1/л) (dU/dl), внешнее поле 
от такого тела будет совпадать с полем бесконечного горизон
тального плоского простого слоя, распределенного на осп \ с 
плотностью К.

Выше было показано, что интеграл Пуассона осуществляет 
операцию аналитического продолжения аномалий в области 
верхнего полупространства. Эта операция к ак  составная часть 
входит и в формулы, полученные в результате решения задачи 
Неймана. Только в них значения потенциала и его производ
ных в общем случае некоторого элемента поля f определяют че
рез значения нормальной производной этой функции df/dn. По
этому и формулу (IV .60) можно представить в виде интеграла 
свертки

оо оо

fT(x,y) = (\/2n) J  J  f ( l ,  ц)Р (х  — I, у — I\)d%di\,
— оо — оо

где
f T( x , y ) = U ( P ) = U ( x , y ) -
f ( l , r ]) = d U ( t ,4 ) / d n = U z (Z,r])-,
Р (х  -  у  -  л ) = [ (X -  g) 2+ (у -  Т]) 2 + /г2]->'2.

Аналогично для  плоского поля [формула (IV .63)] 

f T ( * )  =  ( l / / 2л )  J f ( l ) P ( x - l ) d t ,
— оо

где

Р (х — 5) = — (т/1!л/я)1п[(*  — 1 )2 + Л2].
Беря преобразования Фурье от обеих частей равенств для 

функций fr(x, у) и fT(x) по формулам
I оо  ОО

5 Т (и, v) =  —  J  J  f r (х, у) exp [ -  i (их +  vy)) dxdy,
— оо — оо

1 “
5 Т И  =  J  fT (х) exp ( -  icox)dx,



в более удобной спектральной форме, к а к  и выше, получим вы 
ражения

S?(u, v ) = S (u ,  о )Ф (и , о);
S T (oj) = 5  (со) Ф (ш).

Здесь частотными характеристиками' преобразования полей со
ответственно в трехмерном и двухмерном случаях  являются 
функции

I оо оо

Ф (u ,v )  =  —  j  j  Р(ъ, л )ехр [—i ( u l  +  vr))]d%d4  =
^  —оо —оо

7 7 ехр[ — |(«6 +  Pn))d&hr|_____1_
=  2я [ ( x - i r + ( y - ^ + h ^ ~  р 6ХР( РЛ)’

1 °°
Ф(ш) =  _ J  Р  (?) ехр ( -  Ш1) dl =

1 СО 1 / I , # ч
=  _ _ L  j- ]г \(x~lf-{h*]exv{~i<>>l)dl= “ j^ e x p  (-|© | Л)

Отсюда видно, что при решении задачи Неймана исходное 
поле df/dn подвергается одновременно д в у м  операциям ан а 
литическому продолжению на высоту и определению первооб
разной функции, т а к  как  частотными характеристиками опера
ции вычисления первообразной по 2 являю тся функции — 1/р и
— 1 / М -

С учетом приведенных выражении частотных характеристик 
трансформированные значения аномалии, полученные в резуль
тате решения задачи Неймана, можно переписать через спект
ры исходных аномалий следующим образом. Д л я  трехмерных 
аномалий

< оо оо

f (X, { / ) =— ]■ J Ф (и, v )S(u , v)exp[i(ux  +  vy)]dudv =
^  —оо —оо

I СО ОО 1

=  -  —  J  J —  S  (и, и) exp ( — pz) exp [t (их +  vy)] dudv.
■‘Я —оо —оо Р

Если аномалия f{x, у) симметрична относительно вертикаль-
ной оси, т. е. зависит только от переменной г =  1/х2 + у2, это в ы 
ражение можно переписать через формулу обратного преобра
зования Ханкеля:

ОО

/т (г) = I S  (р) exp (— pz) /0 (рг)dp.
О

Здесь функцию S (p )  можно определить из равенства

S ( p )  = J r f ( r ) J 0 (pr)dr.
О



, Д ля  двухмерны х аномалий 

, . 1 ?
/т (*) =  ] Ф («а) 5  (со) ехр (ко*) с1(л =

1 °° 1
=  “  у ^ _ 1 ' [ ^ Г 5 ^ ехр( _ 1®1г) ехр (‘®мс) **“■

Рассмотрим очень кратко на примере магнитного поля во
прос определения потенциала и его горизонтальных производ
ных через значения вертикальной производной. Более подроб
но этот вопрос рассматривается в курсе «гравиразведка и м а г 
ниторазведка».

Пусть функция и  в формуле (1У.60) выражает значения 
магнитного потенциала. Тогда для определения составляющих 
напряженности магнитного поля Х = ди/дх, У=ди/ду, Е =  
= ди !дг ,  переходя в (1У.60) под интегралом от значения про
изводной к вертикальной составляющей магнитного поля, най
дем

Эта формула позволяет определить значения потенциала м аг
нитного поля через значения функции X.

Беря производные по х и у  от обеих частей равенства 
(IV .60) и имея в виду, что в правой его части от переменных х 
и у зависит только функция

Из этих формул можно определить составляющие X, У через 
значения функции Е.

Д ля случая  двухмерных аномалий из (1У.63) аналогично 
найдем

И(Р) =  -±- | г  (М) —  ¿5 ,
2л з  г

>• = [ ( * - 1) 2+ 0/ - Л )  2 + г 2] 1/2,
получим

2 л  6' г3



При 2= 0  из этих выражений получаются формулы, опреде
ляющие значения одних производных потенциала U через д р у 
гие на исходной плоскости наблюдений. Аналогичные формулы 
можно найти и для  значений производных порядков выше пер
вого. Они будут верны при соответствующих обозначениях и 
для производных гравитационного поля.

Учет разновысотности наблюдений .■"->•

Большинство существующих способов интерпретации осно
вано на использовании гравитационных и магнитных аномалий, 
заданных в точках горизонтальной плоскости или прямой. В то 
ж е время наблюдаемые значения элементов полей относятся 
к физической поверхности Земли, которая по-разному и значи
тельно может отличаться от горизонтальной плоскости. Прене
брежение различием высот пунктов наблюдений может приве
сти к достаточно большим ошибкам в результатах интерпре
тации.

Рассмотренные выше решения задач  Дирихле и Неймана 
такж е  основаны на применении значений аномалий, заданны х 
в точках сферы, горизонтальной плоскости или прямой. Поэто
му и они не учитывают разновысотность наблюдений.

Учетом разновысотности наблюдений занимались многие 
исследователи (В. И. Аронов, В. А. Кузиванов, В. А. М агниц
кий, М. С. Молоденский, В. Н. Страхов и другие).

М. С. Молоденским решена задача  редуцирования значений 
аномалий, измеренных на физической поверхности Земли, на 
плоскость. Метод решения этой задачи основан на аппроксима
ции реальных возмущающих масс простым слоем, распределен
ным на физической поверхности Земли. При этом потенциал 
притяжения аномальных масс в некоторой точке Р

V(P) = G ¡\x(l/r)dS,
s

где ¡j, — плотность простого слоя, соответствующая распределе
нию аномальных масс; г — расстояние от точки Р до текущ ей 
точки поверхности Земли S.

Из выражения для нормальной производной потенциала 
можно получить уравнение

2Gn\x,o cos а  = Ago + G dS,

где цо — плотность в некоторой расчетной точке О; Ago — ано
малия силы тяжести на физической поверхности S  в точке О; 
г  н ¿о — значения высот текущей точки поверхности и точки О; 
а  — угол наклона -поверхности S  в текущей точке. Величина



2яцоО определяет скачок в значении первой производной потен
циала простого слоя на поверхности 5 .

Из последнего равенства после небольших преобразований 
получают более удобную для расчетов формулу, из которой оп
ределяют (например, методом последовательных приближений) 
значения плотности ц. Зная распределение величин ц в точ
ках  5 , легко можно определить решением прямой задачи для 
простого слоя и значения силы тяжести в точках рассматривае
мой горизонтальной плоскости Р.

Рассмотренный способ — достаточно трудоемкий и непро
стой, особенно в условиях сложного рельефа. Наиболее удоб
ным для применения является способ, предложенный В. И. Аро- 
новым, идея которого заключается в следующем.

В точках М  некоторой внутренней поверхности 5 '  подбира
ется такая  функция и (М ) ,  которая при аналитическом продол
жении вверх в узлы  исходной расчетной сети совпадает со зна
чениями наблюденного элемента поля и  (Р ) в точках физиче
ской поверхности 5 . Дальнейшие вычисления ведутся уж е  по 
подобранным на поверхности 5 '  значениям I)(М) с использова
нием интеграла Пуассона, дающего решение внешней задачи 
Дирихле для  бесконечной плоскости или линии. При этом в 
двухмерном варианте, например, значения I) (М ) определяются 
из интегрального уравнения (интеграл Пуассона)

о д , _ £ = £ .  J .  -
- ¿ , ( * - 0 * +(2- г ' ) 2’

путем его замены системой линейных алгебраических урав 
нений.

Вопросы для самоконтроля

1. Какие функции н азы ваю тся гармоническими? Какими свойствами 
обладаю т гармонические функции? Ч ему равно интегральнее среднее от гар 
монической функции по поверхности сферы?

2. Что вы р аж ае т  теорем а Гаусса о среднем значении гармонической 
функции? К ак можно применить эту  теорему Г аусса  для получения вычис
лительных схем в сл уч ае  аналитического продолжения аномалий?

3. Достигаю т ли гармонические функции внутри области их задания 
максимального или минимального значений?

4. Какие функции н азы ваю тся аналитическими? Какие условия н азы ва
ю тся условиями Коши — Р им ан а? К ак связаны  гармонические и аналитиче
ские функции м е ж д у  собой? К ак можно образовать из гармонических функ
ций аналитическую функцию?

5. Что тако е ком п лексная напряженность поля? Что понимается под 
комплексным потенциалом поля? К ак связаны  действительная и мнимая ча
сти  комплексного потенциала с потенциалом поля? К ак можно записать 
комплексную напряж енность через массы источников поля?

6. Какой вид имеют интегралы типа Коши? К ак можно представить 
комплексную  напряж енность поля интегралами типа Коши? Какие точки на
зываю тся особыми? К аки е сущ ествую т типы изолированных особых точек?



7. К акая задач а  теории гармонических функций н азы вается задачей  Д и 
рихле? Каковы граничные условия задачи Д ири хле? К ак а я  задач а  называ
ется задачей Н еймана? Каковы граничные усл о ви я  задачи  Н еймана? К а к  
можно решить з ад ач у  Дирихле? ^

8. К акая  функция назы вается функцией Гри н а? К акой вид имеет ф ун к
ция Грина для сферы? Какими свойствами о б л ад ает  функция Грина. Ч е м у  
равна функция Грина на поверхности сферы? К а к  можно определить нор
мальную производную от функции Грина?

9. Какой интеграл называется интегралом П уассо н а? К акую  з ад ач у  он 
реш ает? К ак из интеграла П уассона можно получить теорему Гаусса о с р е д 
нем значении гармонической функции?

10. Какой вид имеет функция Грина д л я  плоскости? К ак  определяется 
нормальная производная от функции Грина д л я  плоскости? Какой вид и м е
ет интеграл П уассона дл я  плоскости?

11. К ак можно решить задачу  Дирихле д л я  сл уч ая  плоского поля? К а 
кой вид имеет функция Грина для плоского п оля? К акой вид имеет и нтеграл  
Пуассона для плоского поля?

12. Как можно решить задачу  Н еймана? К акую  функцию^ н азы ваю т 
функцией Н еймана? Какими свойствами о б л ад ает  функция Н еймана? К а к  
можно определить нормальную производную от функции Н еймана? К ако й  
вид имеет функция Н еймана для сферы?

13. Какой вид имеет функция Неймана д л я  плоскости? Какой вид и м е
ет функция Н еймана для случая плоского п оля? В чем заклю чается п р ак 
тическое применение решения задачи Н еймана?



ГЛАВА V

СФЕРИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

Д ля тел произвольной формы выражением потенциала силы 
. яжести и магнитного потенциала в том виде, в каком они пред
ставлены в равенствах  (11.22), (11.49), невозможно пользо
ваться, т ак  к а к  входящие в эти формулы объемные интегралы 
не раскрываются в элементарных функциях. Только для весьма 
немногих тел простейшей формы получаются простые и удоб
ные выражения. Поэтому в общем случае приходится прибе
гать к какому-либо способу приближенного представления 
функции объемных потенциалов.

Таким математическим аппаратом является  аппарат беско
нечных рядов того или иного вида, теория которых позволяет 
разложить потенциал на сумму бесчисленного множества про
стых слагаемых, из которых можно затем  брать столько пер
вых членов, сколько требуется в конкретной задаче. Весьма 
удобный способ представления потенциала в виде бесконечно
го ряда — классическое разложение его по т ак  называемым сфе
рическим, или шаровым, функциям.

§  24. СФЕРИ ЧЕСКИ Е ФУНКЦИИ И УРАВНЕНИЕ 
ЛАПЛАСА

Сферические функции [1, 6] появляются при изучении неко
торых частных решений уравнения Л апласа

А и  =  д 2 и/дх2 +  д 2 и/ду2 +  д 2 и ¡д г 2 = 0.

Пусть эти частные решения имеют вид однородного многочлена 
степени п (п — некоторое целое положительное число) с тремя 
независимыми переменными х, у, г. Многочлен нескольких пе
ременных назы вается  о д н о р о д н ы м  м н о г о ч л е н о м  с т е 
п е н и  п, если при умножении этих переменных на произволь
ную величину { многочлен умножается на т. е. имеет место 
тождество

и пЦх, (у) = ^ и п(х, у ) ; и пЦх, ¿у, 1 г ) = 1 п1)п(х, у, г)

при любых допустимых значениях у, г, /. Число п может быть 
любым фиксированным вещественным числом.

Примеры однородных многочленов (С 1, С2, С3, С4 — некото
рые постоянные): первой степени

(х > У> 2 ) =  С \ Х +  С 2У +  Сз2,



третьей степени
U3 ( х , у ) =  С ,* 3 + С2х 2у + С3х у 2 + С 4уя.
Такие однородные многочлены Un{x, у, z) в силу равенства 

А Г Un(x г/, 2 ) 1= 0  называются г а р м о н и ч е с к и м и  м н о г о 
ч л е н а м и  с т е п е н и  п. Вообще всякий общий гармониче
ский многочлен п-й степени можно представить в виде f l ,  5J

2п+1
и п(х ,у ,г )= У >  CnsUns { x ,y ,z ) ,

s = 1

где Cns (s = 1, 2.........2n + l )  — некоторые произвольные постоян
ные; Uns {х, у, z) — некоторые линейно независимые гармониче
ские многочлены п-п степени.

В сферическ1..с координатах при

х = р sin 0 cos X, i/ = p sin  0 sin л,, z = p c o s 0

всякий однородный многочлен ti-й степени можно представить 
в виде произведения двух  функций, одна из которых зависит 
только от р, а другая — только от координат 0 и К:

1/„ = р » У „ (0 Д ),  (у л )

где Yn (0, к) = 2  С1ппи т2’ тз) sinmi+m2 0 cos'"3 0 cos"11 К sinm2K.
m i+ m 2 +in-,t=n

Если Un, определяемый ( V . l ) ,  является гармоническим много
членом, то он называется о б ъ е м н о й  с ф е р и ч е с к о й  
ф у н к ц и е й ,  а множитель У„(0Д ) — п о в е р х н о с т н о й  с ф е 
р и ч е с к о й  ф у н к ц и е й ,  или просто с ф е р и ч е с к о й  
ф у н к ц и е й  п о р я д к а  п. Из последнего равенства видно, что 
сферическая функция порядка п есть многочлен относительно 
синусов и косинусов углов 0 и I, каждый член которого являет
ся  произведением функции одного только 0 на функцию одной 
только X. Кроме того, т ак  к ак

Sjnmi+m2 0 COS”130 =  ( 1 — COS2 0)(^x-bm2)/2 cosm30,

множители, содержащие только 0, можно рассматривать  как  
функцию cos 0. Их принято обозначать P nft(c o s0 )  (и — поря
док многочлена; k меняется от нуля до п, т а к  к а к  сферическая 
функция в общем виде — это линейная комбинация 2га+1 эле
ментарных сферических функций).

Другой множитель, содержащий только угол К, можно пред
ставить в виде тригонометрического многочлена относительно 
синусов и косинусов целых кратностей %. Этот многочлен будет 
содержать только косинусы, если т 2 — четное число, и только 
синусы, если т 2 — нечетное. Число членов с косинусами раз-
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личных кратностей угла  X будет равно п+  1, а число членов с 
синусами равно п, так  к ак  наибольшая кратность X будет равна 
гп\ +  т 2-^п.

Таким образом, всякую сферическую функцию порядка п 
в общем виде можно записать так :

Yn (0, Я) = (eos 0) \Ank eos kX + Впк sin kX] , (V.2)

где А пъ и Вп/, — произвольные постоянные.
Сферические функции тесно связаны с уравнением Лапласа 

и получаются из него при его решении в сферических коорди
натах.

Пусть в уравнении Л ап л аса  (Ш.26) при р = г и У=С!
,2 ди_\ , 1 5 п д и \  , 1 д*и 

дг
—  Г—
р2 L дг sin I

д (  . a dU -----sin 0 —<эе I <?е =  0 (V.3)
sin2 0 д№

функция U — гармонический многочлен, выраженный в сфери
ческих координатах. Будем искать решение этого уравнения в 
виде произведения

U =  f(p)Y(Q,X).

П одставляя  это выражение в (V.3), найдем

—  У  (0, X)—  Г,
Р2 ' Ф L'
f(Р) í 1 д Г • пI----------- sin 0
р2 1. s in  0 50 [

„ З И Й ] +

5 К (0 , X) 
50

1 52К (0 , *,)

s¡n2 0 ах2
Разделив  переменные, сможем написать

=  0.

1
/(Р) др

,____1 52У (0 , X)
s in 2 0 5Х2

F (0 , X) 1 s in  0 50 50 +

Л е ва я  часть этого равенства зависит только от р, а правая — 
только от 0 и Я, что может иметь место лишь в том случае, ког
д а  обе части равенства равны одной и той ж е постоянной, ко
торую обозначим а:

' д - И"' (Р)1 =  а ;  (У.4)К р) Ф
__1___5_
sin  0 50

• о дУ S111 0 —  
50

1 52К
sin2 0 дк* - oY  =  0. (V.5)

Заменим функцию V  на и п. Сравнивая (У .1) и (У.4 ), видим, 
что / (р )= р « .  При этом значении Цр) из (У.5) найдем

а  =  п ( п + 1 ) .  (у .б )



Подставляя это значение а  в (V .5) ,  получим равенство 

A f s i n e ^ W - ^ - ^ + n ( n  +  i ) y „  =  o,
sin 0 ¿Ю \ дв )  sin2 0 д№

которое имеет место для любой сферической функции п о р яд 
ка п. Так к ак  сферическая функция в общем виде является  л и 
нейной комбинацией одночленов, к аж ды й  из которых р авен  
произведению функции от 0 на функцию от Я, то частное р еш е
ние данного уравнения найдем в виде Pn(Q)Ln(h). Д л я  этого  
выражения последнее равенство перепишем:

sin 0 +  п (п +  1) PnLn =  0.

á_
dx

sin 0 dQ \ <90 / sin2 0 d№

После разделения переменных это уравнение распадается на 
два [по той ж е  причине, по которой выше было получено д в а  
уравнения (V.4) и (V.5), только в данном случае вместо посто
янной а  взято число /]:

d 2Pn/dX2= — 1Рп,

sin 0 —  ( sin 0 ^ - W [ n  (n +  1) sin2 0 — l]Pn =  0.
[d0 V “ dQ j

Из первого равенства следует, что l =  k2, где k — некоторое^ це
лое число, только в этом случае функция Ln будет линейной 
комбинацией косинуса и синуса. Тогда, переходя от s i n 0  к 
cos 0, обозначив co s0 через х, последнее уравнение перепишем:

( 1 _ * * ) í i ] + !„ („ + 1, _ r í ! _ j  Р , _ 0 .  (V.7)

Это и есть искомое уравнение, частными решениями которого 
будут сферические функции.

При k = 0

( 1 _ х’- ) & £ п - 2 х ^ - - { - п ( п + 1 ) Р п  =  0. l (V -8)
dx2 dx

Это уравнение является у р а в н е н и е м  Л е ж  а н д  р а.

§ 25. ПОЛИНОМЫ ЛЕЖ АНДРА. ИХ С В Я ЗЬ  
С ПОТЕНЦИАЛАМИ ПРИТЯЖЕНИЯ

Полиномы Л еж андра

Частное решение уравнения (V .8 ) имеет вид

Р п (х) =  С ^ ^ ,



где С — произвольная постоянная. При С = 1/2пп\
Р  ( у ) -  1

п{Х)- ^ — ^п -------• (У-9)

Этот многочлен н азы вается  м н о г о ч л е н о м ,  или п о л и н о 
м о м ,  Л е ж а н д р а ,  а формула (У.9) — ф о р м у л о й Р о д -  
р и г а .  ■’

Эта формула позволяет определить полиномы Лежандра 
любого порядка и. При п =  0, 1, 2, 3 из нее получим соответ
ственно

Л>(*) = 1; Л  ( * ) = * ;
Р 2 (*) = (3*2 -  1) /2; Р3 (х) = (5л:3 -  Зх) /2.

При кфО частным решением уравнения (У 7 )  будут так на
зываемые п р и с о е д и н е н н ы е  ф у н к ц и и  Л е ж а н д р а  
определяемые через полиномы Лежандра следующим образом:

Р пк (* ) =  ( ! _  **)*/» ( у  ] 0 )

Из (V. 10) можно определить значения различных присоединен
ных функций Л еж ан д р а .  Приняв п=  1, 2, 3 и ¿ = 1, 2, 3, получим

Л ' ( * )  = (1 — * 2) 1/2;
Р 2'{х)= 3х{\  — * 2) 1/2.

РгЦх) = 3 ( 1 — х2);
Рз1(х) = (3/2) (1 — * 2) 1/2 (5*2 _  1);
Рз2 (х) =15(1 — * 2) * ;
Рз3 (х) = 15(1 — *2)3/2

Многочлены Л е ж а н д р а  получаются из частного решения ли
нейного однородного дифференциального уравнения второго по
р яд к а  (У.8 ) . У таких уравнений согласно теории существует и 
второе частное решение, линейно независимое от первого. Оно 
имеет вид функций [ 1]

*  Иг
С?п( х ) = Р „(*) | _

Эти функции называю тся ф у н к ц и я м и  Л е ж а н д р а  в т о 
р о г о  р о д а .  При п = 0, 1, 2 и 3 для них получим

<2о = ( 1/2) 1п [ ( * + 1) / ( * -  1) ] ;

(¿1 =  Р 1 (х)<Эо(х) -  1 = ( 1 / 2 ) * 1 п [ ( * + 1 ) / ( * -  1) ]  -  1;
= Р*(х)С}о(х) -  (3/2)*;

<Эз =  Рз(х)(1о(х) -  (5/2)* 2+ (2/3).



Следует отметить, что уравнение (V.7) такж е  имеет второе 
линейно независимое решение Qkn{x) :

dx
Qkn М =  ркп М I  (1 -х*)[Рпк(х)Р •
Эти функции называют п р и с о е д и н е н н ы м и  ф у н к ц и я 

м и  Л е ж а н д р а  в т о р о г о  р о д а .
Все элементарные сферические функции порядка п — это 

произведения присоединенных функций Л еж андра на косинусы 
или синусы целых кратностей угла  К. В свою очередь присоеди
ненные функции Лежандра вы раж аю тся через полиномы Л е 
жандра. Поэтому основными элементарными функциями я в л я 
ются эти последние. Кроме того, из всех сферических функций 
наиболее важны е при представлении гравитационного и м агн ит
ного потенциалов в виде ряда сферических функций — поли
номы Лежандра, поэтому больше внимания в дальнейшем у д е 
лим им.

Рассмотрим основные свойства многочленов Лежандра.
а. Свойство ортогональности. Бесконечная последователь

ность функций f i{x), f2( x ) , . . . ,  f n ( x ) , . . .  называется о р т о г о 
н а л ь н о й  н а  о т р е з к е  (а, Ь), если выполняется условие

ь
J fn(x)fm(x)dx =  О
а

для любых двух  неравных значений л и т .
Возьмем последовательность многочленов Л ежандра (V .9 )  

Р0{х), Р\{х), Р 2 (х), . . . ,  Р п ( х ) ,  . . .  Эта последовательность я в 
ляется ортогональной в промежутке (— 1, 1) ,  т. е.

1 1 \с1п (хг — \)п
J  Р п  (х) Р т  (х) dx =  j ----- — ------  Р т  (x)dx =  О

при п ф т .
Справедливость этого равенства можно показать, например, 

интегрируя интеграл в правой части формулы по частям при 
[1]

Р т  (х) =  ----- —  dx =  dv.
dxn

При я  = т
1

j [ Pn(x ) ]* d x = 2 / (2 n + l).
—i
Аналогично можно показать и ортогональность присоединен

ных функций Лежандра, т. е. в с я к а я  система функций Рок { х ) у
Р\к(х) ..........Р пк{х), P k„+i(x ) .............



при каждом определенном & образует ортогональную в проме
ж у т к е  (— 1, 1) систему

<\Рпк{х)Рт к( х ) й х = 0 , т ф п .  

т  = п
1
] [Рпк(х)]2с1х=,

—1
При т  = п

_  (га+6)1
-1  - ■ "  '2га +1 ( « —А)!

Свойством ортогональности обладают и общие сферические 
функции порядка п. В этом случае бесконечная последователь
ность сферических функций двух переменных Уо(0Л ) ,

У , ( 0 Д ) -------У „ (0 Д ) ,  . . .

образует на сфере единичного радиуса ортогональную систему 
■функций, т. е.

•) Уп(в,к)Ут (в,Х)с13=0, пф т.
(2 )

(интегрирование ведется по поверхности сферы). Свойство ор
тогональности очень важное. Оно позволяет определять коэф
фициенты рядов при представлении гравитационного или м аг
нитного потенциалов в виде сферических функций.

б. Многочлены Л еж ан д р а  при аргументах 1 и — 1 равны со
ответственно 1 и (— 1) ”.

в. Коэффициент у  высшей степени х многочлена Лежандра 
равен (2я ) !/ [2га(/г!)2] .  Значение этого коэффициента можно полу
чить, произведя в (У .9) дифференцирование функции (х2— 1)". 
Действительно, после /г-кратного дифференцирования для ко
эффициента при хп получим значение 2п(2п— 1) (2п—2) . . .  [2п—

(п ! ) ] •  Тогда д л я  коэффициента при высшей степени полм
иома

2п(2п—1) (2п—2 ) . . .  (гс+1) га! (2га)!
2 "га! п\ ~  2 "(га!)2

Полиномы Л еж андра  связаны друг с другом рекуррентным со
отношением

(П+1) Рп+1 (х) = (2л +  \)хРп {х) — ПРп-х (* ) .

Из этого равенства можно определить Р п+\ по известным зна
чениям Р„ и Р п- ь  | 

Без доказательства приведем еще два соотношения, выра
жающие свойства ортогональности полиномов Л еж андра на от
резке от 1 до — 1.



При т ф п
1
I Рп(х)Рт (х)с1х = О,

—1

при т ~ п
1
[[Р п(х )]Ч х  = 21(2 п + 1) .

—1

Представление функции 1/г в виде ряда 
многочленов Л ежандра

Рассмотрим рис. 50, где М Р = г,  ОМ = /?, ОР = р, а угол 
^ М О Р  = 0; начало координат расположено в точке О; М — пе
ременная точка интегрирования, в которой находится масса 
(точка М может быть внутри тела, на его поверхности, на к а 
кой-то линии, например при рассмотрении потенциалов притя
жения объемных масс, простого слоя, линейных масс, или про
сто где-то в пространстве, например потенциал притяжения то
чечной массы). Точка Р  — это та фиксированная точка, в ко
торой расположена единичная масса или в которой ищется зна
чение потенциала.

Расстояние г — это расстояние м еж ду  д вум я  точками 
М (1, г), £) и Р(х, у, г):

г2= ( х  — Ъ)2+ ( у — ц ) 2+ (г — 1 ) 2

или через угол 0
г2 = р2 + р2 _ 2 р р с о з 0 .  (V. 11)

Функцию 1 /г легко представить в виде ряда  сферических про
стейших функций — полиномов Лежандра. Учитывая, что 1 /г 
входит в формулы потенциалов притяжения всех рассмотрен
ных видов, получаемый для 1/г ряд многочленов Л ежандра 
можно использовать и при представлении этих потенциалов 
притяжения в виде ряда многочленов Л еж ан дра .

Рис. 50. Схема расположения точек Р, М, О для 
представления функции 1 /г в виде р яда  полино
мов Л еж андра



Рассмотрим отношение R/r. Д ля  него из (V. 11) найдем 
R 1
г T / l+  Р2/ ^ 2—2(p/R)cos О 

Обозначим p/R =  t, cos0 = x. Тогда 
R 1
г  ~ \ / —2 xt

Пусть р < .R ,  т. е. р//?<1. Д ля  этого случая разложим функцию 
R/r в ряд М аклорена по степеням t:

■у = f ( 0 ) + t f ( 0 ) +  о ) + . . . + - ^ т + . . .

Дифференцируя R/r = f(t)  по t и приравнивая t к нулю, найдем 
производные:

/(0 ) = 0 ; / '(0 ) = * ;
П 0 ) = 3 х 2 — 1; / '" ( 0 ) = 3 ( 5 * 3 — 3*)

и т. д. При этих значениях производных ряд Маклорена пере
пишется в виде

Сравнивая коэффициенты при tn полученного ряда с приведен
ными выше полиномами Л еж андра при п =  0, 1, 2, 3, видим, что

-R-  =  Р 0 (X) -t-tPi (X) +  t‘2P2 (*) +  . .  • + № ( * )  + .  . . =г
оо

= 2  inPn (х).п=0
Переходя от х  к cosG, от t к р//?, для функции 1/г будем иметь

T = S  „ £ - P , ( c o s 0 ) .  (V.12)
'  ( J=о ^

Этот ряд является  рядом сферических функций, а конкретнее — 
рядом полиномов Лежандра. Он сходится равномерно при всех 
значениях р/ ^ < 1  или р<C.R и при О ^ О ^ я .

Если р//?>1, т. е. p > R ,  из соотношения (V.11) нужно оп
ределить

р ~ 1__________
R . V  ¡,Н-/?а/рл—2(/?/p)cos 0 

и, обозначив R/p = t, cosQ = x, способом, приведенным выше, по
лучим ряд  .

о а ’ Rn
—  ^  2  3 T ^ o s 0 ) ,  
r п~а



г

Область сходимости этого р яд а  определяется областью сходи
мости ряда Маклорена — он сходится равномерно при всех зна
чениях

р/Р> 1 или р > Р  и О < 0 < я .

В предыдущих разделах было показано, что функция 1/г 
гармоническая всюду, кроме самой точки Р. Поэтому в этих 
точках гармоническими будут  н выражения правых частей ра 
венств (V. 12), (V. 13). А т ак  к а к  в их правых частях находится 
сумма членов, конкретнее, сум м а целых однородных многочле
нов степени п, среди которых нельзя осуществить никакого при
ведения подобных членов, становится ясно, что к аж до е  с л а га е 
мое правой части в отдельности является гармонической функ
цией, т. е. при любом п

Справедливость этих равенств покажем на примере с п =  2. 
Получаемые при этом значения слагаемых из (У.14) и (У.15) 
обозначим соответственно 11 \ и и 2:

У ,=  (р2/р з)р2(Со зе ) ,  р < Я ;
и 2=  (Р 2/р3) Р 2(со5 0), р > Р .

Так как  многочлен Л еж андра

Р 2 (соэ 0) = (3 сое2 0 — 1) /2 ,

-а в сферических координатах г  = р с о э 0, т. е. с о з 0 = 2/р, то

и 1= — ( Зг2 -  р2) —  (2г2 -  х2 -  у2)',
2£3 2Я3

и 2 ~  (Р 2/2р5) (2г 2 — х2 — у 2),

где учтено, что р2 = х2+ у 2 +  г 2.
Рассмотрим вначале функцию I I Д ля нее

¿>¿7)/дх =  — х)Ръ\ д1}\!ду =  — у/Я3\ ди\1дг = 2г1Нг.

Д[(рП/ ^ + 1) р я (со5 0)]=О , р</?, (V. 14)

и
Д[(Р '7р '1+1)Р „ (соз0 )]  = 0 , р > Р . (V. 15)

Тогда 
дЮ1 
дх2

_ 1 _ .  дЧ  ̂
Я3 ’ ду2

_1_ . дЮ1 _  _2_ 
/?3 ’ дг2 _  Я3



Отсюда видно, что
d 2U J d x 2 +  d2Ul/dy2 + д 2 U J d z 2 =  О,

т. е. функция U\ — гармоническая.
Рассмотрим теперь функцию U2. Д ля  ее производных после 

небольших преобразований получим
d U 2/dx= (R2/2р7) (Злгр2 — 15xz2)\ 
d U 2/dy= (R2/2p7) (Зг/р2 -  15y z 2)- 
d U 2/dz =  (R2/2р7) (9zp2 — 15г3).

Дифференцируя второй раз, найдем
d 2U2/dx2= ( R 2/2р9) (Зр4 — 15p2jc2— 15р2г 2 +105л:222) ; 
d 2U2/dy2 =  {R2/2р9) (Зр4 — 15р2г/2 — 15p2z 2 + 105y2z 2) ;  
d2U2/dz2 =  {R2/2p9) (9p4 — 90p222+ 105z4).

С ум м и руя  первые два  равенства , нетрудно убедиться, что
^ ?  +  W 2= р 4 _ 90р222_ь 10524)-
дх* д у2 2р9 ’

Следовательно и в данном случае
Д U2 = д 2 U2/dx2 + д 2 U2/dy2 +  д 2 U2jdz2=0.

Аналогично можно показать  гармоничность членов выражений 
(V .14) и (V.15) при любом другом значении п.

Разложение потенциалов притяжения других видов

В случаях, когда поле симметрично относительно вертикаль
ной оси z, можно перейти от разложения потенциала притяже
ния точечной массы в ряды полиномов Л еж андра к более об
щим задачам . Применение полиномов Лежандра в этих случаях 
основано на использовании следующей аналогии (Н. И. Идель- 
с о н ) .

Предположим, что потенциал притяжения У(р, 0) представ
лен в виде равномерно сходящегося для всех значений р и 0 
р яд а

СО

V(р, 0 ) = Ап(p"/Rn) R n (cos в ) ,  p<R,
n=Q

ИЛИ
00 р п +1

V(p, 0) =  2  B n- ^ P n ( c o s 6 ) ,  p > R ,  
л=0 Р

гд е  А п и В п — некоторые постоянные числа.



Каждый член этих рядов, к а к  было отмечено выше, я в л я е т 
ся гармонической функцией координат точки Р. При 0 = 0 зн а 
чения Р п (соэ 0) = 1, р = г, поэтому для  точек положительной ча
сти оси

оо

У(2) = 2  Л„(г»//г»), г < и ,

или
0

%п+1
У ( г ) = У ,  Вп , 2 >  /?.

и=О
На основании этих формул, если известно, что функция 

У(р, 0) симметрична относительно оси г  и если заданы  ее зн а 
чения в точках этой оси, т. е. значения У(р, 0) = V (г ) , и пред
ставлены они в виде указанного ряда по степеням г п или 
1/гп+1, механически с использованием коэффициентов этого 
ряда А„ или В п можно перейти к более общим рядам  с полино
мами Лежандра, т. е. к случаю 0=^0. Таким путем можно найти 
функцию У (р ,0), гармоническую внутри или ж е  вне сферы р а 
диусом Д ля  этого достаточно заменить в них значения г п на 
рпР п  (соэ 0) при р<# ИЛИ 1/2я+1 на (1 /р”"̂ 1) Рп (сое 0) при р>/?.

Покажем это на примере следующих задач. Рассмотрим по
тенциалы притяжения масс однородных круговой проволоки, 
кругового материального диска, с расположенными на нем про
стым и двойным слоями. В ы раж ения потенциалов притяжения 
от этих тел в точках ойи г, проходящей через их центры, най
дены в разделах потенциалов притяжения линейных масс, про
стого и двойного слоев.

а. Потенциал притяжения масс однородной круговой прово
локи радиусом Я на оси г

Р азл а гая  в ряд, получим: при т. е. при

У { г ) = Ш ( 1 +  =  Л 1(1  _  _ 1  !1  + 1 . -  .
' ' й \ №) ¡г \ 2 /?* 8 я*

при т. е.

У { г ) -  л ( 1+  . ! . * + ± £ .
'  ' И \ г* ) г \ 2 г* Я г "

Согласно отмеченному выше, переходя к рядам  полиномов 
Л еж ан дра , в произвольной точке р  с координатами р и 0 най
дем: при р</?

1 -  —  ¿ Р 2 (СО5 0 ) +  —  Я 4 (СОЭ0)-
2 Я} 2 8 Я1



при р > я

У(Р) = ^ [ ' ~  Y f  ^ 2 ( С О 8 0 ) + - 1 ^ Л ( С О 8 0 ) - . . .

б. Потенциал притяжения однородного простого слоя, ле
ж ащ его  на круговом материальном диске радиусом Я, в точках 
на его оси

V (г) = 2я1х (уг Р 2 + г 2 — г) .

Р а з л а г а я  в ряд подкоренное выражение, найдем: 
при

1'(г ) =  2л(д,

при

У(г) - 2я[а - 2  +  2 ( ] + ^ _ ^ + ^ _ . . .
2z2 8г* 16ze

Поэтому для произвольной точки р получим: 
при р C R

У{р) =  2 щ \  R - p P j ,  ( co s0) - | - ^ - P 2(cos 0) -  
L 2 R

~ ^ аР Л  C O S0)+ .. .

при p > R

1/ w  -  2 я ,  ^  p 2 (cos 0) +  ^  Л  cos e) - .  Л ] .

в. Потенциал притяжения двойного слоя, лежащ его на пло
ском круговом диске радиусом R в точках его оси,

V{z) = 2nG$z(— 1
У я 2+г* ) '

Р а зл а га я  это выражение в ряд, находим:
при

У (г, =  2 ^ [ 1 - т ( . - | .  +  £ - - ) ] ;
при 2> /?



Переходя к рядам  полиномов Л еж ан д р а ,  получим: 
при р < Я

V (р) =  2я0р [1 -  Р1 (соз 6) + ^ з Р 3 (соз 0) -
Я

при р>^?

Таким путем можно определить и д л я  потенциалов притя
жения других видов их значения в произвольной точке р внеш 
ней или внутренней области сферы радиусом Я по заданны м  
значениям потенциала в точках вертикальной оси г.

§  26. РЯДЫ  СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Выше было получено разложение функции 1/г в ряд простей
ших сферических функций — полиномов Л ежандра. Рассмотрим 
более общий случай разложения функции в ряд сферических 
функций [ 1, 3 ] .

Пусть /(0, А) — некоторая заданная  на сфере единичного р а 
диуса 5  функция сферических координат 0 и % произвольной 
точки М, которая представима в виде равномерно сходящегося 
ряда

где Уп — сферические функции, заданные формулой (У.2).
Возможность разложения функции /(0, К) в ряд сферических 

функций вытекает из теоремы (Н. И. И дельсон): всякая  ф унк
ция /(0, А ) ь  гармоническая внутри сферы радиусом /?=1 и 
обращающаяся на этой сфере в заданную  функцию /(0, А), 
разлагается для всякой внутренней точки сферы в бесконечный 
ряд многочленов У„(0, А), принадлежащих к заданной функции 
/(0, А,). Д ля  того чтобы показать правильность этого положения, 
разложим в ряд ядро полученного выше интеграла П уассона, 
решающего задачу Дирихле для сферы, и именно функцию

/(0Д )  = Уо(0Д )  + У1 (0Д )  + . . . + У я ( 0 Д )  + . . .  =
00

=  2 У« ( 0- Ь), (V .16)



Согласно (V.12) при /?= 1

- f =  2 p"p ^ cos0 )-
п-0

Согласно ж е  (V. 11)
1 1 
т ~V 1 +  Ра — 2р cos9

д е мИз послеДних двух  равенств, дифференцируя 1/г по р, най- 

д ( 1 N _  cos 9 — р

Умножая на 2р, получим

2р cos 6 — 2р2 
гз =  2  2лряЛ, (cos 0).

л=0
Прибавляя к этому выражению значение

1 =  2  p"^n (cos 0),
_1_ _  _1 +  Р2 — 2р cos 8
Г Л3 ~  rs

п=0
найдем

1 - р 2 _
- ^ - = 2 i 2/ l + 1)P " P »<cos0).

л= О
Этот ряд и в ы р аж ает  ядро интеграла Пуассона через сфериче
ские функции. С учетом этого равенства интеграл Пуассона 
можно записать в виде (при ^ = 1)

к о ,  ! ) , = _ ! _
S

= 2  9 п f f  (0'. *') Р п  (cos 0) dS,
п =О S

где 0, А — координаты внутренней точки р сферы S; 0', А' — 
координаты точки М  на сфере 5.

В полученном выражении интеграл lf(Q ',X ')Pn(cosQ)dS,

оставаясь функцией переменных 0 и А, т а к ж е  будет сферической 
функцией порядка п. Примем

s
S f (0', А') Р п (cos 0 )d S  = [4я/(2л■+1) ] Yn (0, А).



/(0ДЬ = 2  р"Уп(0Д).
п= О

Отсюда видно, что функция, гармоническая внутри сферы, 
разлагается в ряд по степеням р, коэффициенты которого я в л я 
ются сферическими функциями У „ (0, Я,). Их значения равны  з н а 
чениям самой функции Д 0, %) \ на поверхности 5 , т. е. 
функции /(0, X). Если же брать функцию, гармоническую вне 
сферы, согласно (V. 13) найдем

оо 1

/ (од) 1= 2 0п+1 п̂ (®> •п=О V
От полученных последних д вух  формул можно перейти и к 

разложению произвольной функции ¡(в ,  X), заданной на сфере, 
в ряд сферических функций. Д л я  этого необходимо переходить 
в них к пределу при р->-1. При этом функция ¡(в, Х)\, по оп реде
лению, переходит в / (0Д ). В пределе получим бесконечный ряд

ОО

/(0Д) = 2  У«(0Д).
п =О

Д ля всех тех функций, с которыми приходится иметь дел о  на 
практике, такое разложение является  единственным.

Определим теперь более полный вид ряда сферических ф ун к
ций (V. 1). Заменив в нем функцию Уп ее выражением из р а в е н 
ства (У.2) ,  получим

ОО П
Д0Д ) = 2  2  (Ля*со$М, +  Дя*8тЛ\)Р„*(со8 0). (У.17)

п=0А=0

Коэффициенты этого ряда определяем т а к  же, как  коэффициен
ты ряда Фурье, — умножая обе части равенства на элем ен тар 
ную сферическую функцию

Рпк (СОБ 0)сов Кк ИЛИ Рп1 (СОЭ 0) БШ ЬХ,

интегрируя по всей поверхности сферы 5  и используя свойство 
ортогональности сферических функций:



при любом k=¿=c или k =  c, но пфа, где а и с, к а к  и k и п —■ 
некоторые целые положительные числа; при любом k = c и п = а

Я 2 л

f Г [Pkn(ccsB)coskX]2 sinQdQdX =  - ^ -  1 а ± Л L
о 0 2 « +  1 (я — *)!
Л 2Я

f f [РК  (cos 0) sin kX]* sin Q dQ dX =  -{-n +  k)l 
(¡ o 2n+ ¡ ( " - * ) !

г д е  60 = 2, 6h=  1 (&>0 ).
Коэффициенты определяются из формул

Ank =  1 ^ Г  7 ^ ) Г  í  I f (0, pkn (cos 6) cos R  sin 6 dQ d l 'й ' 0 0
(V -18)JT 2П

Bnh= " ^ ¿ 7  'S  +  í)! ¡  ¡  f (0, A) pkn (cos 6) sin R sin  0 M dh

Таким образом, заданную  на поверхности сферы единичного 
р ади уса  функцию /(0, X) (считаем, что она отвечает соответст
вующим условиям — она конечная, непрерывная, однозначная) 
можно представить в виде ряда  (V.17), коэффициенты которого 
определяем из (V.18), пользуясь значениями /(0, X). В развер
нутом виде ряд (V.17) можно записать так :

f (0> I) =АооРо (cos 0) +  А юР\ (cos 0) + (А ц cos Я +
+  Вц sin X) Р / (cos 0) + ^ 20P 2(cos 0) + (А2\ cos X +
+ В21 sin Я) Р2' (cos 0) +  (Л22 cosX + S 22sin 2Я)Р22 (соб0) +
+ ̂ зоРз(соэ 0) + (Аг{ соэЯ + £ 31 sin Я )/ у  (cos 0) +
+ (Л32соэ 2X + 5 32sin 2Я)Рз2(соэ 0) + (/433cos ЗЯ +
+ £зз sin 3^ )P 33(cos 0 ) +  . . .  -{-AnoPn(cos 0) +
+ И /ll cos^ + S nl sin X) Pn (cos 0) -t- 
+ (Апг cos 2X-j-Bn2 s in  2Я) P n2 (cos 0) + . . .  +
+ И  П п  cos tlX + B nn sin flX) Pnn (cos 0) + . . .

К а ж д а я  строка этой сумм ы  содержит сферические многочлены 
только одного порядка. Первые члены каждой строки состоят из 
многочленов Л ежандра P „ (c o s 0 )  и не зависят от долготы. Эти 
члены разложения носят название з о н а л ь н ы х  с ф е р и ч е 
с к и х  ф у н к ц и й ,  т а к  к а к  полином P „ (c o s 0 ) к ак  бы делит 
всю сферу на п+  1 зону. Он обращается в нуль на параллелях,



Рис. 51. Характер изменения зн ака некоторых сферических функций:
а — зональных, б — секториальных; в — тессеральиых

разделяющих эти зоны, сохраняет знак в пределах одной зоны 
и меняет его при переходе в другую зону. Эти сферические 
функции выражают составляющие поля Д 0 , X), симметричные 
относительно оси вращения сферы. У последних членов каждой 
строки й = л. Эти сферические функции называю т с е к т о р  и- 
а л ь н ы м и  с ф е р и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и .  Они обраща
ются в нуль на меридианах, принимая попеременно то положи
тельные, то отрицательные значения в сферических секторах, 
ограниченных этими меридианами. Наконец, все промежуточные 
члены каждой строки — сферические функции, для которых 
к.фп, называют т е с с е р а л ь н ы м и  ф у н к ц и я м и .  Они 
делят сферу системой параллелей и меридианов на сферические 
трапеции, в каждой из которых функция сохраняет постоянный 
знак. Характер изменения знаков этих функций показан на 
рис. 51.

К аж дая  строка разложения содержит 2 п +  1 членов, из кото
рых один (первый) зональный, два (последние) секториальных 
и 2п—2— тессеральных. Общее число членов ( я + 1 ) 2.

Таким образом, при разложении некоторой функции Д0, К) 
(например, потенциала силы тяжести или магнитного потенциа^- 
ла) в ряд сферических функций ее представляю т комбинацией 
знакопеременных на сфере функций, таких, которые в сумм е 
дают исходную функцию /(0, А,). При этом более мелкие (ло
кальные) детали функции /(0, Я) учитываются более высокими 
гармониками разложения (членами с большими номерами ин
дексов п тл к), низкие гармоники разложения учитывают детали, 
простирающиеся на большие площади [региональные особен
ности функции /(0, А)].

Можно провести параллель между рядом Фурье и рядом 
сферических функций — совершенно т а к  ж е , к ак  ряд Ф урье 
заменяет исходную функцию вдоль профиля суммой знакопере
менных тригонометрических полиномов, р яд  сферических функ
ций заменяет функцию на сфере суммой знакопеременных на 
ней сферических функций.



1. К акие многочлены называю тся однородными? Какие многочлены на
зы ваю тся гармоническими? Какой вид имеют сферические функции?

2. К акая  с в я з ь  м еж д у  сферическими функциями и уравнением Л ап л а
с а ?  К акая  с вя зь  м е ж д у  полиномами Л еж ан др а и уравнением Л апласа?

3. В чем заклю ч ается  ортогональность полиномов Л еж андр а? К ак м о ж 
но разложить функцию 1 /г в ряд  многочленов Л еж ан др а? К акая связь мно
гочленов Л е ж ан д р а  с потенциалами притяжения простейших видов?

4. К ак  мож но разлож и ть в ряды  полиномов Л еж ан др а потенциалы, сим
метричные относительно вертикальной оси полей?

5. Из каки х  простейших функций состоят ряды  сферических функций? 
Какие сущ ествую т виды  сферических функций? К акие функции являю тся зо
нальными, секториальными и тессеральными сферическими функциями? Чем 
они отличаются д р у г  от др уга?

6. К акую  аналогию  можно провести м еж д у  рядами сферических функ
ций и рядами Ф ур ье?



ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ГРАВИТАЦИОННОГО 
И МАГНИТНОГО ПОТЕНЦИАЛОВ 
В ВИДЕ РЯДОВ СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ

Представление некоторых видов потенциалов притяжения в= 
виде рядов простейших сферических функций — полиномов Л е 
жандра при наличии симметрии относительно вертикальной оси 
было рассмотрено в гл. V. Здесь ж е  рассмотрим представление 
в виде рядов сферических функций гравитационного и магнит
ного потенциалов Земли.

§ 27. ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА СИЛЫ  
ТЯЖЕСТИ ЗЕМ ЛИ В ВИ ДЕ РЯДА СФЕРИ ЧЕСКИ Х 
ФУНКЦИЙ

Разложим потенциал силы тяжести

в ряд сферических функций. Такое разложение необходимо, т а к  
как  формулой (VI. 1) в данном виде не всегда можно пользо
ваться из-за того, что интеграл в правой части выражения,, 
определяющий потенциал притяжения объемных масс, раскры 
вается в элементарных функциях для сравнительно небольшого 
числа геометрических тел простейшей формы.

Возьмем прямоугольную систему координат, начало которой 
поместим в центр масс Земли, а ось z направим по оси вр ащ е
ния Земли. Тогда плоскость ху совпадет с плоскостью экватора. 
Точка М(|, т|, 5 ) — переменная точка тела , в которой берется 
элемент массы, и при интегрировании она может находиться 
внутри тела и на его поверхности. Точка Р (х , у, z) — фиксиро
ванная, в ней заключена единичная м асса и исследуется зн аче
ние потенциала силы тяжести. Рассмотрим случай, когда точка  
Р  находится вне тела (см. рис. 50).

Формулу (VI.I) можно записать в виде ряда сферических 
функций (так  ж е  к ак  и выражение потенциала притяжения л ю 
бого другого вида, если в ней заменить функцию 1 /г ее в ы р а ж е 
нием из равенства (V.13), представленным в виде ряда полино-

(VI.1)
V



■мов Л еж андра при р> R,

~7 =  2  ^  Рп (cos 0) =  ~  + 4  cos 0 +г  Р"+1 Р Ра

. 2 ( З с о ^ 0 - 1) +  2 ^ _ Р п (соз0) (
л=3 Р

где полиномы Л еж андра первых четырех порядков Р0, Р\, Р 2 
заменены их значениями, полученными выше.

Подставляя это значение 1/г в (VI. 1), найдем

№ =  б  | о —  -)-О [ соэQdm-\-

+  0  [  ^ (ЗС°;23° ~ У)-с 1 т + ^ -(х *  +  у*) +  Т, (VI-2)
V  ^

г д е

n=3 v

Рассмотрим по порядку первые три интеграла этого равенства, 
которые обозначим Ф ь Ф2, Ф3. Так к ак  для данной фиксирован
ной точки Р  величина р постоянна, первый интеграл

° 1 =  Gí ' 7 L =  ' 7 j dffl==G^  ’ (v i .3 )
V  V

где М — масса Земли.
Второй интеграл

Ф2 =  —  i R cos 0 dm. р2 J
V

-Найдем величину cos 0 через значения прямоугольных коорди
нат. Так как

p*=x* + y 2 +  z 2, R 2 = ¥  + 4  *+ £2,

то

г * = { х - 1 у + { у  — ч у + ( г - 1 у = ( х *  +  у* + г*) +
+ (¥  + Ч2 +  ¥ )  — 2 (х1 + уц + г1) = р 2 + /?2 -  2(х1  + уц + z^). 

Сравнивая это равенство с выражением 

г2=р2 + /?2 — 2p P c o s 0,



соэ 0=  (х^+уц + г^/Ир. (У1.4)
Поэтому

Ф2 = —  I соэ 0 й т  = —  Г _
2 р2 .) р2 .) Яр

С» V

= -^-(' х^ \ (1т -\ -у  | т\ й т-\ -г^  £ йгп
^  V V  г> V I

Интегралы 1%йт, ’¡¡цйт, 1%,ёт, к а к  известно из механики, опре-
V V  V

деляют координаты центра масс  £о, т]о, £сь

£0 =  | \ й т  / йт, г]0 =  | Ц йт  / 1 й т ,  £„ =  | С й т  1 1 й т .
I  V V  I V  V  I  V

Так к ак  начало координат выбрано в центре масс, значения |0, 
т]0, £о равны нулю. Отсюда

11 й т  =  [ г\йт =  | £ ¿¿/я =  0 .
0 0 9

Поэтому

Ф2 =  (<3/р2) | Ясоэ 0 (¿т =  0. (VI.5)
I»

Перейдем к третьему интегралу равенства (VI.2)
Ф з = - ^ - | / ? 2(3со82 0 _

I»
Подставляя сюда значение соэб  из (У1.4), найдем

Г V

3 ( 4  +  т  +  %,)г __^
Яар2

й т  =

]" [3 (А  4- уц -)- г£)2 — р2#2] йт.2р6
V

Так как
р 2 =  х 2+ у 2 + г 2,

то

фз=“ | (Зх2|2 + Зг/2г)2 + Зг2£2 + 6д:|г/г] +
 ̂ С

+ 6 *£2 £ + 6  г/г)2  ̂— # 2л: 2 — /?2 г/ 2 — Ц2г 2) й т  =

=  - ^ - 1  [х2 (3| 2 -  /?2) + г/2 (Зп2 -  Я 2) + г 2 (3£2 -  Я 2) +
V

+ 6*|г/т) + 6*|гЕ; + 6 ух\г%) ] й т .



В полученное равенство входят три интеграла вида 

| х\уц й т  — х у 11т] й т.
V  V

Эти интегралы называются п р о и з в е д е н и я м и  и н е р ц и и  
т е л а  или его ц е н т р о б е ж н ы м и  м о м е н т а м и .  Для 
любого твердого тела всегда существуют три направления пря
моугольных осей, проходящих через центр массы данного тела, 
при которых произведения инерции тела обращаются в нуль. 
Эти направления называются г л а в н ы м и  н а п р а в л е н и я -  
м и, оси — г л а в н ы м и  о с я м и  и н е р ц и и ,  а моменты инер
ции по отношению к этим осям — г л а в н ы м и  м о м е н т а м и  
и н е р ц и и  данного тела. В нашем случае ось г  совпадает с 
главной осью инерции. Оси х и у  в плоскости экватора направим 
так , чтобы они совпадали с двум я  другими главными осями 
инерции. Тогда все три интеграла рассмотренного вида обратят
ся в нуль и поэтому

Фз= (б/2р5) [х2(3£2 -  Я 2) + у Ц 3-п2 -  Я2) +
V

+ г 2 (3 ; 2 — Я 2)](1т .  (VI.6)
Перепишем это выражение через значения главных моментов 

инерции Земли. Моментом инерции твердого тела называется 
интеграл \г\2с1т, где Г\ — расстояние от точки тела до оси, отно-

V

сительно которой определяется момент инерции.
Пусть А, В и С — моменты инерции Земли относительно 

осей координат х, у и г  (согласно изложенному выше, они будут 
главными моментами инерции). Тогда

А =  ]' (Л2 +  ¥ ) й т ,  В =  | &* + %*) й т ,
V  V

С =  j  (|2 +  ц2)с1т.
V

Т ак  к а к  Р 2 = £2+г]2+£;2, нетрудно убедиться, что 

| х 2 (3 12 — Я 2) й т  = х 2 | (2£2 — т)2 — ¥ ) й т  =
V  V

=  Х2 | [ ( | 2 + ^ )  + (|2 + Т12) -  2(г)2+ ¥)]йГП =
V

=  х 2 (В + С — 2А).

Аналогично поступая и с выражениями в двух других скобках



подынтегральной функции равенства (VI.6 ), получим 

у 2 (Зт}2 — R 2)dm = y 2{C + A — 2 В) -5
f z2(3£,2 — R 2)dm = z2(A + B — 2 С ) .

V

Поэтому интеграл (VI.6) перепишем:

Ф , ~ [ х 2 (В + С - 2 А )  +

+ y 2{A + C — 2 B ) + z 2(A +  B — 2 C )] .  (V I .7 )

Представим это выражение в сферических координатах: х  =  
= р cos (р cos А; у = р cos ф sin A; z = р s in  ф, где ф — г е о ц е н т р  и- 
ч е с к а я  ш и р о т а  (угол м еж д у  направлением к центру 
масс Земли и плоскостью экватора, а г е о г р а ф и ч е с к а я  
ш и р о т а  — это угол между нормалью и плоскостью э к в а т о р а ) ;
X — д о л г о т а  (углы ф и X отсчитываются от плоскости х г ) .  
Заменяя здесь cos X и sin X функцией двойного у гл а  cos2Á , 
найдем

х 2 = р2 cos2 ф(1 +cos2A,)/2;
у 2 = р2 cos2 ф (1 — cos 2Х) /2;
z2 = p2 s in2 ф.

Внося эти выражения в (VI.7 ),  сгруппировывая вместе члены, 
содержащие cos2A, после небольших преобразований оконча
тельно получим

Ф з = 2 ^ ( С -  ( 1 “ 3sin2(P )+  - 7  ^ - ( f i “ ^ ) cos2 9co s2A .

Подставляя найденные значения интегралов Фь Ф2 и Ф 3 в 
(VI.2), учитывая что

Х2+ у 2 — р 2 COS2 ф,  

найдем

№ =  - ^  +  - ^ ( С - ^ ) ( 1 - 3 5т 2 Ф) +

Н—^ ( S  — A) cos2 ф cos2A-}- р2 cos2 ф +  7\ (V I .8)

В полученной формуле первый член правой части п р ед став 
ляет собой потенциал притяжения ш ара с массой, равной м асс е  
Земли. Второй член, зависящий от широты точки местности, учи 
тывает действие добавочных масс, расположенных вдоль зем н о 
го экватора. Формула (VI.8) только с первым и четверты м



членами дает значение потенциала W на поверхности шарооб
разной Земли, с добавлением второго члена — на поверхности 
сфероидальной Земли. Третий член, содержащий долготу, учи
тывает неравномерное распределение масс по долготе. Формула 
(VI.8) без Т д ает  значение потенциала силы тяжести на поверх
ности трехосного эллипсоида, поскольку форма Земли больше 
соответствует трехосному эллипсоиду, чем эллипсоиду вращения 
или сфероиду.

Пренебрегая значением Т и рассматривая Землю как  тело 
вращения, мало отличающееся от шара [в этом случае моменты 
инерции относительно экваториальных осей равны А = В и тре
тий член формулы (VI.8 ) исчезает], из последнего равенства 
получим потенциал силы тяжести для эллипсоида вращения или 
сфероида:

W =  G —  +  (С — А) (1 — 3 sin2 Ф)+-^- p2cos2cp.

Величину С—А (в случае  Земли, сжатой у полюсов С>АУ) мож
но определить т ак :  С—А =  ца2, где а — радиус экватора; ц — 
воображ аемая добавочная масса, расположенная вдоль эквато
ра Земли, которая дел ает  С отличающимся от Л и В (этот из
быток массы можно представить в виде кольца, надетого на 
тело шара по экватору) .  По сравнению с массой Земли эта мас
са  — малая величина первого порядка, т. е. порядка сжатия 
Земли. Тогда

W =  G —  +  ^  ( 1 — 3 sin2 ф) +  р2 cos2 ф. (VI.9)

Формула (VI.9 ), полученная в результате разложения потенциа
л а  силы тяжести в ряд  сферических функций [к ак  и (VI.8 ), если 
пренебречь в ней величиной Г], а отличие от (VI. 1) позволяет 
исследовать потенциал силы тяжести Земли и применять его 
д ля  решения различных задач.

§  28. ОПРЕДЕЛЕНИЕ Ф И ГУ РЫ  ЗЕМЛИ И НОРМАЛЬНЫХ 
ЗНАЧЕНИЙ СИЛЫ ТЯЖ ЕСТИ

Сила тяжести на поверхности сфероида

Формулу (VI.9) можно применять при исследовании фигуры 
Земли и определении нормальных значений ускорения свобод
ного падения [ 1] .

Фигуру Земли можно определить как  уровенную поверхность 
потенциала силы тяж ести



Здесь постоянная С берется таким образом, чтобы уровенная 
поверхность совпадала хотя бы в одной точке с земным эквато
ром, вернее, чтобы на земном экваторе р а д и у с  уровеннои по
верхности равнялся а. м

Так как  потенциал силы тяжести, определяемый приближен
ным равенством (VI.9) зависит только от радиуса р и геоцент
рической широты ф (в нем отсутствует зависимость от долготы
а,), уравнение (VI. 10) является уравнением поверхности враще
ния (эллипсоида вращения) или сфероида и, к а к  было сказано 
выше отвечает случаю сфероидальной Земли. Д л я  определения 
постоянной С в (V I .10) выберем точку, л еж ащ ую  на  ̂поверхно
сти сфероида с координатами <р=0 и р = а. Д л я  этой точки из 
(VI.9) найдем

•л2 л !
W =  G ^ -  +  ^ - +а 2а 2

Приравнивая это значение к  С и подставляя в (V I.10), с уче
том (VI.9) найдем

^ + J ^ ( 1_ 3 S¡„ 4 ) + f L Pw * = ^ + £ + ^ -

Отсюда
р 1 +  (ц а2/2Мр2)(1  -  3 s in»q>) +  (M2p2/2GA4)cos2 ф

1 +  (jt/2 М  +  tiPa*/2GM '

Обозначим
ц12М — т ,  a 2a3IGM = q.

Здесь q = (o2a/(GM/a2) представляет собой отношение центробеж
ной силы на экваторе к силе притяжения ш ара массой М (с точ
ностью до малых второго порядка q является  отношением цент
робежной силы к силе тяжести на земном экваторе) .  Тогда 

Р  1 4 -  (gg/p2)m ( 1 — 3 sin2 ф )  +  (Р3/а3) (<?/2)cos2 ф   ̂

а 1 + т +  9/2
Величины т  и q являются малыми (порядка сж ати я  Земли). 
Поэтому

1 + от + (//2
На основании этого равенства, отбрасывая члены второго поряд
ка малости, получим

-£-= 1+  —  т ( 1 - З з т 2(р)+-^--|-со52 ( р - ( / п + - ^

Величины а 2/р2 и р3/а3 мало отличаются от единицы (в пер
вом приближении р =  а, т. е. Земля есть ш ар ) ,  поэтому в произ-



ведениях ( a 2/p2)m , (р3/а3) (ql2), где т  и q/2 — малые величины 
первого порядка , можно а 2/р2 и рs/a3 заменить единицей (при 
этом мы сделаем  ошибку второго порядка малости). Учитывая 
это и переходя от cos <р к sin ф, найдем

(р/a) =  1 — (3m + <7/2) s in 2cp. (VI. 11)
Легко показать, что это есть уравнение сфероида x2/a2 + y 2/a2 +  
z2/b2= l  со сжатием

а — (а — b)/a =  3m + q/2. (V I .12)

Таким образом, рассматриваемая уровенная поверхность по
тенциала силы тяжести (фигура Земли) с точностью до малых 
второго порядка представляет собой эллипсоид вращения или 
сфероид.

Определим величину силы тяжести на поверхности найден
ного выше сфероида. Так как  во всех точках уровенной поверх
ности сила тяжести  направлена по нормали в сторону увеличе
ния поля,

dW dW dp dW
§ -------- r — = ---- ------г ------- — cos (p, n).dn dp dn dp

Здесь p направление к центру масс Земли, а угол между на
правлением р и плоскостью экватора равен г е о ц е н т р и ч е с 
к о й  ш и р о т е  ф; л— направление внешней нормали, а угол 
между направлением п и плоскостью экватора равен г е о г р а 
ф и ч е с к о й  ш и р о т е  ф'. Разность ф'—ф достигает максималь
ного значения в 11,6'  под широтой 45°, причем cos 11,6' = 
= cos(p, п) =0,999995. Поэтому можно записать g m —d\Vldp. 
Дифференцируя (VI.9) по р, для  g  находим приближенное ра
венство

GM Г, , г. а2 ,.  ~ . лз£ 1 +  3т  -2— ( 1 —3 sin2 ф) — q cos2 ф

Так к ак  значение g  определяем для точек поверхности сферои
да, р в первом члене можно заменить его значением из (VI.11), 
а в остальных членах, учитывая малость т  и q, можно принять 
а 2/р2=1, а 3/р3= 1 Тогда 1

g  =  1 +  3т( 1 — 3 эщ2 ф ) — д соэ2 ф 
аг [ 1 — (З т  +  <//2)зт2 ф]2

После возведения в квадрат знаменателя, отбрасывая малые 
члены второго порядка и разлагая  в ряд  по биному Ньютона, 
найдем

1 с . . .  1
[ 1 — (3/п +  g/2)sm* ф]2 I — 2(3т  +  q¡2)sin2 ф 

« 1  + ( 6m +  <7) sin2 ф.



Подставляя это выражение в формулу д л я  g, раскры вая 
скобки, пренебрегая квадратами величин т. и q и переходя от 

! cos ф к sin ф, найдем
g =  (GM/a2)[ l  +  3 т  — q+  {2q — 3m) s in 2 ф ].

' На экваторе ф = 0, поэтому 
g e= (G M Ia2) ( l  +  Zm+q),  

где ge значение силы тяжести на экваторе. Тогда
& = &е(1 + Р 5 т 2ф), (V I.13)

где р = 2<7—З т .  С использованием величины сж атия Земли а  
(V I .12) получим

р=(5/2)<7 — а. (VI. 14)

Значение р можно определить из (VI. 13), используя силу тяжести 
на полюсе gp, получаемую из (VI.13) при ф = 90°:

$ = ( g p  — g e ) l g e .
Поэтому р есть относительный избыток силы тяжести на полюсе 
посравнению с экватором. Формулы (V I .13), (V I.14) составля
ют теорему Клеро. Формула (VI. 13) определяет закон нормаль
ного распределения силы тяжести на поверхности сфероида 
(нормального сфероида), а (V I.1 4 )— сж ати е  земного сфероида
через величину q.

Уравнение типа (VI. 13) можно получить т ак ж е ,  если предпо
ложить, что Земля представляется трехосным эллипсоидом с 
малым экваториальным сжатием.

Коэффициенты подобных формул определяют по данным 
наблюдений на многих пунктах поверхности Земли способом 
наименьших квадратов. Этим добиваются, во-первых, уменьше
ния влияния ошибок наблюдений, во-вторых, что самое главное, 
уменьшения влияния местных (локальных) аномалий, связанных 
с различными неоднородностями в земной коре. Подставляя 
найденные таким способом численные значения коэффициентов 
в исходное равенство, получим формулу д л я  распределения 
значений ускорения свободного падения на поверхности некото
рой идеальной теоретической Земли, соответствующей выбран
ной модели. Естественно, эта идеальная З ем ля  будет тем ближе 
к реальной, чем ближе приближенное выражение потенциала 
силы тяжести (которое берется за основу при выводе значений 
g) к точному выражению потенциала силы тяжести реальной 
Земли, определяемому (VI. 1).

Вычисляемые по подобным формулам значения силы т я ж е 
сти для поверхности теоретической Земли называются н о р 
м а л ь н ы м и  з н а ч е н и я м и  с и л ы  т я ж е с т и  и в  отличие 
от измеренных обозначаются fo-



Формулы д л я  определения нормальных значений силы т яж е 
сти были получены многими авторами (Гельмертом, Кассини- 
сом, Гейсканеном, И. Д . Жонголовичем, Н. П. Грушинским и 
др.), но практическое применение нашли лишь две — формула 
Гельмерта (1901 — 1909 гг.) для эллипсоида вращения и Касси- 
ниса (1930 г . ) ,  принятая как  международная.

В СССР пользуются преимущественно формулой Гельмерта 
(так  к ак  входящ ее в нее сжатие очень близко к сжатию эллип
соида Красовского а =  1:298,3, принятого для обработки всех 
геодезических сетей на территории С С С Р ). Сейчас в формулу 
Гельмерта вносится поправка на новую потсдамскую систему, 
р ав н а я— 14 мГал.

Формула С токса и изучение геоида

Рассмотренные значения потенциала силы тяжести были по
лучены на поверхности сфероида, или на поверхности некоторой 
идеальной Земли (идеального геоида). Реальные значения эле
ментов поля силы тяжести, а такж е и реальная поверхность 
Земли будут, безусловно, отличаться от них. Д ля  построения 
поверхности, более приближенной к поверхности реальной Зем
ли, используется формула Стокса, полученная им в 1849 г. — 
одна из основных при изучении фигуры Земли. По значениям 
аномалий силы тяжести, заданным на поверхности Земли, фор
мула Стокса позволяет определить отклонения геоида от более 
простой^ поверхности сфероида. Таким образом, изучение более 
сложной поверхности геоида сводится к определению по анома
лиям силы тяж ести  отклонений от геометрически правильной 
фигуры сфероида. Поэтому поверхность сфероида в такой поста
новке задачи называется о т с ч е т н о й  п о в е р х н о с т ь ю .  
При этом следует иметь в виду, что и отсчетная поверхность и 
поверхность геоида являются внешними поверхностями относи
тельно масс Земли, что центры тяжести масс и сфероида, и гео
ида совпадают с началом координат и что скорости вращения 
обоих этих тел одинаковы.

Лемма Брунса. Представим потенциал силы тяжести реаль
ной Земли в виде суммы  двух потенциалов:

Г  (х, у ,г )  =  и  (х, у , г ) + Т  (х, у, г ) ,

где и  — потенциал силы тяжести идеальной Земли, в данном 
случае нормального сфероида; Т — потенциал масс, на который 
потенциал силы тяжести Земли отличается от потенциала сфе
роида, т. е. Т — это часть потенциала силы тяжести реальной 
Земли, связан н ая  со значениями аномалий силы тяжести на по
верхности Земли. Иначе, потенциал Т называется в о з м у щ а ю 
щ и м  п о т е н ц и а л о м .  Тогда уравнение и (х , у, г ) = С  1, 
где С1— некоторая постоянная, определяющая поверхность, со-



Рис. 52. Точки Р и Р\ на уровенных поверхно
стях и  и 1/+Т и+т=с

Р

ответствующая нормальному сфероиду, а уравнение 
№ (х, У,г) = и  (х, у , г ) + Т  (х, у, г) = С, (V I.15)

где С — такж е постоянная — уравнение геоида. При этом необ^ 
ходимо иметь в виду, что величина Т в любой точке поверх- 
ности весьма мала по сравнению с величиной и.

Рассмотрим семейство уровенных поверхностей потенциала 
Ш. Предположим, что через точку Р  проходит уровенная поверх
ность (рис. 52) У7(х, у, г ) = С .  Если в (V I.15) 7' = 0, то эта по
верхность соответствует нормальному сфероиду и (х , у, г ) = С ,  
т. е. точка Р принадлежит сфероиду. Добавим к величине I) 
некоторый малый потенциал Т. Тогда положение рассматривае
мой уровенной поверхности, соответствующей величине С, изме
нится под действием возмущающего потенциала и точка Р  
переместится по направлению нормали в точку Р[. Расстояние 
между точками Р и Р\ обозначим А п. Тогда в точке Р  потенциал 
и (Р )  =  С. В точке Р\ (на геоиде) и  (Р\) + Т = С. Отсюда

Или при бесконечно малом расстоянии м еж ду точками Р  и Р г

где 4 = —ди/дп — нормальная производная функции и.
Из этой формулы видно, что всякое возмущение первоначаль

ного поля функцией Т вызывает сдвиг его уровенных поверхно
стей на расстояние 7'/*у. Это положение определяет содержание 
леммы Брунса. Таким образом, для определения отклонений 
(расстояний Л̂ ) геоида от положения нормального сфероида 
необходимо найти величину возмущающего потенциала Т.

Основное уравнение гравиметрии. Выразим аномалию силы 
тяжести через значения возмущающего потенциала Т. С этой 
целью определим у в точке Р\ через ее значение в точке Р:

А и = и { Р х) — и ( Р ) = — Т.

П т (Аи/Ап) = ди/дп= — Т/дп.
Лп->0

Отсюда расстояние между точками Р  и Р х 

дп = Ы =  — 77 ( ди/ дп )  =Т/Ъ (VI. 16)

ТГ (^|) = Ч((Р) + (дч/дп)М.



Т (Р 1) =  т (/>) + - у - ^ - 7 ’. (VI. 17)

На основании ж е  (VI. 15) в точке Р]
— д№(Р1)/дп = - д и ( Р 1)/дп — дТ/дп.

Обозначим —дW/дn = g. Тогда, учитывая, что —ди/дп — ч, най
дем

£ ( Л ) = т  ( Л )  — дТ/дп.

Пользуясь формулой (VI. 17) (заменяя  здесь у в точке Р 1 ее 
значением в точке Р ) ,  получим

Я (/>,) =  ?(/>) +  —  ~ Т - ^ ~  .
V дп дп

В этой формуле

§{Р\) — %{Р)= Л&
соответствует значению силы тяжести. Поэтому

А8 = 1 Т , ' - Т '  (V I.18)У дп дп '  ’
Это уравнение называют т а к ж е  о с н о в н ы м  у р а в н е н и е м  
г р а в и м е т р и и .  Оно и в ы р аж ает  связь аномалий силы тяж е
сти с величиной возмущающего потенциала. В левой его части 
находится т ак  называемая с м е ш а н н а я  а н о м а л и я  с и л ы  
т я ж е с т и  — смешанная из-за того, что в разности & g = g ( P 1)— 
— 7 (Р) первая величина относится к  поверхности геоида, а вто
р а я — к точке на отсчетной поверхности (поверхности сферои
д а ) ,  т. е. они относятся к разным поверхностям. В формуле 
(VI. 18) последний член в ы р аж ает  силу, развиваемую возму
щающим потенциалом, а первый — поправку, учитывающую 
переход от сфероида к геоиду.

Т ак  к ак  величина Т мала , для определения нормальной 
производной функции 7 можно принять и=СМ/Ц, где М — мас
са  Земли; Р — ее радиус, т. е. приближенное значение потенциа
л а  притяжения Земли, конкретнее, потенциал притяжения шаро
образной Земли. Поэтому

1 =  — ди / дп = — ди/дИ^ОМ/Р2.
Тогда

д^1дп =  д^1дЯ =  — 2 йМ/Я3,



Поэтому (VI. 18) можно переписать:
Д£ = - 2  Т/Я -дТ /дп.  (VI. 19)

Это уравнение выражает граничные условия, которым должна 
удовлетворять функция Т в точках поверхности относимости, в
которых задана аномалия Ag.

Формула Стокса. В формуле (VI. 19) заменим величину И на 
переменную р и, считая, что направление внешней нормали п 
совпадает с направлением радиуса р, найдем

= _  _Е ._  Ж .  =  _  -I..-Ё- (р*7’)г,
р дп р2 др

где индекс 2 указы вает на принадлежность получаемых после 
дифференцирования значений к поверхности земного шара 2 . 

Введем функцию

£ =  - 2 Г  -  р =  рД* = -  —  - р  (Р2Л- Ф  р др

Отсюда ^

дН т£1 - т Е-Р /2 
Тогда

Ez = RAg.
По условию Т — гармоническая функция. Тогда, к ак  было 

показано в гл. IV, и функция р(д77<5р) т а к ж е  гармоническая. 
Отсюда следует, что значения Е определяют гармоническую 
функцию, принимающую на поверхности сферы 2  заданные 
значения RAg.

Поэтому для определения Е можно пользоваться интегралом 
Пуассона. Применяя его д л я  случая внешней точки, получим

Из этого равенства необходимо определить величину Т. Ум
ножим обе его части на pdp и проинтегрируем по р в пределах 
от p ( p ^ R )  до оо;

Здесь функция Т — регулярная на бесконечности, т. е. 

lim (р27’)= 0 .
р - » о о

Это следствие того, что Т соответствует отклонению потенциала



геоида от потенциала отсчетного сфероида и вызвана не дрба- 
вочными массами, а перераспределением массы внутри сфероида 
(общие массы сфероида и геоида равны друг другу , и начало 
координат совпадает с центрами масс этих тел). Другими слова
ми, функция Т соответствует сумме отброшенных членов в ряде 
сферических функций, полученном для потенциала силы тяже-
м?т'«А ри описании потенциала силы тяжести для  сфероида, из 
(У 1.2) видно, что

7'  =  G 2  j  ~ ^ Г Рп (cos 9) dm>

т. е. в выражение Т не входят члены, обратно пропорциональ
ные р и р2. Отсюда и следует регулярность Т на бесконечности 
Поэтому

-j-£-(pT)4>=-P>r
р г

Из (VI.20) получим

=  р 27.

Т = 4„V I Е(м > [ J  - Г * -  4> W (VI .21)
2J |_р J

Д л я  вычисления внутреннего интеграла приведем подынтег
ральную  функцию к более удобному виду. Так к ак

г2 =  R 2 + р2 — 2Rp cos ф,

то

дг/др =  (р — R cos ф) /г;
д  f  1 \ _____ 1 дг _ — R  cos ф

др  V г  )  г* др г3

После небольших преобразований получим

— 9^2 J L /_М — р _  Р3- я у  
др \ г  )  г га

П оэтому для  внутреннего интеграла в (VI.21) найдем

Интегрируя по частям, из первого интеграла правой части 
получим



То^да\

- • * - + »  If*1-
Интеграл в последнем члене этой формулы табличный. 

Опуская несложные, но громоздкие преобразования, запишем 
его конечное выражение:

j  р8 -  А2Р_ ф  =  _ 2 _£1 +  зг +  ЗR соэ ф 1п (г +  р — Я соэ ф ) .

Тогда из (VI.21) найдем 

^ р Ч Г  =  (1/4я/?) ( £ ( Щ  -  2 (р2/г) +

Этот интеграл существует, т а к  к а к  существует, к ак  было по
казано выше, предел lim (p27) .

Д ля определения значения выражения в квадратных ско б ках  
(VI.22) при р—>-оо рассмотрим функцию

Г2 = р2[ 1+ ^ 2/р2 — 2 (/?/р) cos ф].

При р>R, пользуясь рядом по биному Ньютона, получим 

г » р  — R cos ф;
1/ г « 1/р+ (Я/р2)С05ф.
С учетом этих выражений после подстановки пределов ин

тегрирования из (VI.22) найдем

р 2 7 = - '  " (М) (р — 5R cos ф +  3/? cos ф In 2р) dS —

£  (уи) Г _  -?£1 -j- Зг+ 3R  cos ф In ( г + р — R cos ф) d 2 .

Здесь в правой части первый интеграл соответствует значениям , 
полученным при верхнем пределе интегрирования (сохранены в 
круглых скобках только постоянная часть 5Ясоэф и члены , 
возрастающие при все остальные члены в пределе р авн ы
нулю), второй интеграл — нижнему пределу интегрирования. 
Разделив на р2, после небольших преобразований получим

о°
-¡-Зг+З^соэф 1п(г-(-р — Я соэф)] dS-j (VI.22)



Обозначим
2-------о г  , l _ R 

-------о —  Н---------- 5 —  cos ф —
г Ра р ра

о R „ i„ r + p — Rcosw 0 , .- з _ с ° 5 Ф 1 п .. ^  — a L = s ( P lф).

Тогда

r = ¿ -  | £ ( ^ ) 5 ( р,Ф)с(2. (VI.23)

Эта формула и определяет искомые значения возмущающего 
потенциала Т для точек внешнего пространства. Д ля поверхно
сти относимости S  (в данном случае сферы) при р = R  получим

r =  Y R 2 + 92 — 2#р cos ф = 2Р sin (ф/2) ,  

7’ = l ¿ " í £ (A1)S((p )d2 :’ (VL24)

где
5  (ф) = cosec (ф/2 ) — 6 sin (ф/2 ) + 1 — 5 cos ф —
— 3 cos ф ln[s in  (ф/2) + s in 2 (ф/2). (VI.25)

Эта функция S(q>) называется ф у н к ц и е й  С т о к с а  д л я  
с ф е р ы .

Заменим в (VI.24) значения Е(М) на RAg  и перейдем от Т 
к расстоянию N согласно лемме Брунса (VI. 16). Окончательно 
получим

N = ~ ^ A g S ( ( f ) d ^ .  (VI.26)

Это формула и является  ф о р м у л о й  С т о к с а .  Она опреде
л яет  отклонения геоида от сфероида по значениям аномалии 
силы тяжести.

Функцию Стокса (VI.25) можно определить и как  сумму 
ряд а

оо

5(ф) =  —  2  Р™ (cos ф),
п= 2

получаемого при выводе формулы Стокса с применением сфери
ческих функций. Ф ормулу Стокса можно переписать в более 
удобном для практического применения виде. Д л я  этого нужно 
выразить элемент поверхности сферы в сферических координа
т а х  с полюсом в точке определения N:

d S  = R2 sin (fdcfdA,



гд\ А — азимут направления из полюса на элемент поверхности. 
Тогда

■ { |ЯА ^ ( ф ) з т ф ^ ф ^ Л .  (УЬ27)

В эт\й Формуле / ? -  радиус земного шара, в качестве которого 
обычно принимают средний радиус Земли, определяемый

ГД6В м ч ё с т в ^ Т а к ж е  принимают среднее значение нормальной 
силы тяж е"« ," ко то р о е  Нетрудно получить из формулы распре
деления силы тяжести на сфероиде.

т = Че(1 + М п 2ф).
Проинтегрировав это выражение по всей поверхности сферы 2  
и разделив на площадь этой поверхности, найдем

__1_ Г  ¿ 2 =  7е _ ^ _ Г Г ^  +  р и т 2Ф ^
4пК* ,) Т 4л/?2  ̂ }

=  Уе( 1 +  -7- Р3

В (VI.27) обозначим 
( 1/2) $ т  фЯ (ф) =/"(ф).

Эта функция называется ф у н к ц и е й  Г е л ь м е р т а .  Тогда 
формула Стокса перепишется в виде 

л 2л
А/ =  - 5 — [ С (Ч>) ¿Ф 

2*7 3 Ь'

Ппи ппименении этой формулы данные, наблюденные на фи- 
зичккой потер ™ости Земли! необходимо привести к  уровню мо- 
Г и л и  ге Г д а  Кроме того, массы материков, выступающие н ад  
поверхностью геоида, необходимо или перенести внутрь геоида 
или распределить по его поверхности. То-;“ ° ^ п о л у ч е н н а я  т а -

гуляризованный^еоид У Ж "  °  г » » »

поверхности сферы. Д ля эллипсоидально»‘ урйв ' в  3  " “ “биным
сти обобщенная формула Стокса выведена Д. • Р 
[3 ] с применением функций Ламе.



£ £ глг
Рассмотрим лапласиан „ т потенциала силы тяжести ¿ „ л и
&№ = —  4 я С а + 2 м 2. 7

и прУоГн0тегр“ р0у еем Г г о ш ^ е м у Х е м Г з е м л и  °бТ 3 ^  

| ДГ<&; =  - 4 л ( 7  I ос1и +  2ы2 [(IV I
* ' /

Или !

I  А Г * = - 4 л СЛ1+2м211а ’

где М — масса Земли.

И = Г „ Г у°™мН" "  ВТ° Р0Й ф0р“ уль' ГР“ "а "Р" и - 1  „

\ Ш-,1о=. \ (дЖ/дп),^.
0 5

т я ж е с т ^ о г д а ^ ^ ^ в о д н а я ^ о ^ ^ м а л и ^ Ш ^ п 1̂ —НЦИаЛа СИЛЫ
формул наВйде°2 Н0Г° П° ЭТ0МУ с У4™ *  послед-'

— — 4яСЛ/ + 2со2у
5

Разделив это выражение на объем, получим 

~ (Ш ) § g d S  =  ~ 4 л G o  + 2 u 2
5

Отсюда можно определить плотность:

§  g d S .
(О2а  =

2яО 4 лСц £

^ П р е д п о л о ж и м ,  чго 5 -  сфера радиусом * .  Тогда. у ч „ т ь „ а » ,

4л/,’2 . Г г " “ * .»
5

является интегральной средней от ускорения свободного падения 
288



на поверхности сферы, найдем
' м2 . Я2 _  и2___. _3_ ¿'..р
Д 2 лО +  Gv &СР 2яО “*"4 яОЛ

Отсюда можно определить значение средней плотности Зем
ли. Е<;ли умножить обе части этого выражения на объем, то- 
можно найти и величину массы Земли:

M=(<i^2| 2n G )v+ (R 2|G)gcp.

§ 2 9 . ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ПОТЕНЦИАЛА МАГНИТНОГО 
ПОЛЯ ЗЕМ ЛИ И ЕГО ПРОИЗВОДНЫ Х В ВИДЕ РЯД А  
СФЕРИЧЕСКИХ ФУНКЦИИ

В случае, когда магнитное поле имеет потенциальный х ар ак 
тер (для источников, находящихся внутри земного ш ара ) ,  м аг
нитный потенциал можно записать в виде

¿7 = 5 йт/г. (VI .28)
V

Пользуясь разложением функции 1 /г в ряд  сферических 
функций, определяемый формулой (У.13) при р>/?, а именно 
[6]

Я" П / „ 1А- =  У - ^ - Р п (СО8 0 ) -  — +
Г ¿Л  р"+1 ’  рРп«= О

4 - —  соэ 0 +  —  (3 сое2 0 — 1) +  
~  р2 2 р3

найдем
с1т 1

V Т  Р  V

+ - ¿ S * c o s в d m + ' ^ ^ = 2 v ? г ,  (У1-29)О
где

Л „ = |  Я»Р„ ( с о в в ^ т .  (VI.30)
V

Здесь первый член ( 1/р) §с1т  =  0, т а к  к ак  сумма всех магнитных
X)

масс в каждой точке тела равна нулю. Поэтому (V I.29) можно 
переписать:

и  = 2  (Ап/рп+1). (у 1 -31)П = 1



В частном случае ири достаточно большом р в этой формуле 
можно пренебречь всеми членами, кроме первого. Тогда /

u=s 0 /p2) f /? cos 0rfm= (Aí/p2)cos ср. (^1-32)

Здесь интеграл /R cos0  dm — проекция магнитного MOMei / г а  те-
V

ла М  на ось р (угол ф — угол между направлениями М и р ) .  
■Формула (VI.32) вы р аж ает  потенциал однородно намагниченно
го шара. Из нее следует, что всегда любое намагниченное тело 
(любой формы, с любым распределением в нем намагниченно

сти) на достаточно большом расстоянии можно рассматривать 
к а к  однородно намагниченный шар или диполь с таким же м аг
нитным моментом, каким обладает данное тело. Это делает 
возможным при достаточно больших р ограничиваться рассмот
рением поля диполя.

Д л я  определения коэффициентов А п выразим cos0 через 
у гл овы е  координаты точек Р  и М:

cos 0 = cos у cos f  + siny sin  Y  cos (л — к'),

где у и к — угловые координаты точки Р, а у' и к' — угловые 
координаты точки М.

На основании теоремы сложения, которая известна в теории 
ш аровых функций, можем написать 

П
Pn (cos 0) =  V  ~  ^  ! CnP kn (cos 7) Pnk (cos Y)  cos k (к — к'),

к=0 [п + /г)1
(VI.33) 

где
q  _  í 1 при &=0 ,

1 2 при k> 0,
■X. е.

Р п (cos 0) =  1 +  2Р п (cos V) Рп (eos у') cos (к — А/) - f

+  ~(я -j_ 2)| 2р*п ĉ o s р2и (cos V') cos 2 (Я -  к’) -)------

Пользуясь формулой
cos k(k  — к') = cos kk cos kk' + sin kk sin kk'

и подставляя значения (VI.33) в (VI.30), найдем
ti

(а*к cos кк + bnk s in  kk)Pnk (cos Q), (VI.34)



4 л  =  С" .f Rnpk-  (cos Я  cos k r  dnr’(n + k)\

( n — k)\
(n +  k)\ и

Тогда ряд (VI.31) перепишем в виде

bnh= S” ,"S f  Qn j  RnPkn (cos Г )  sin kX'd m.

oo n
- (ank cos kX -r bnk sin kX) Pnk (cos -f) . (VI.35)

В частном случае, когда тело имеет осевую симметрию (ци
линдр, эллипсоид) формула (VI.35) не долж на зависеть от Ху 
что имеет место только при /г = 0. В этом случае [6]

А п = а пРп( cosy),
где

ап =  | RnP n(cos Y)dm.
V

Поэтому из (VI.35) найдем

U = ^ - P 1(cosv) +  -^ -P 2 (cosy)H------ ----
Ра Р3

=  2  - ^ г /5„ (с °8Т ) = - ^ - |  R cos у' dm +
П — 1 Р  Р  V

J _ ( 3 c o s 2 y - 1 )  f Я2 —  (3cos2y ' -  I) dm-]------ (VI.36)
2p3 v 2

Если ж е намагниченное тело имеет и центр симметрии, то чет
ные коэффициенты в (VI.36) т акж е  будут  равны нулю (а 2 =  а 4 = 
=  а 6 =  ... =  0).

§ 30. АНАЛИТИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ 
МАГНИТНОГО ПОЛЯ НА ПОВЕРХНОСТИ 
ЗЕМ ЛИ, ПРИМЕНЕНИЕ СФЕРИЧЕСКОГО 
ГАРМОНИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

Определение значений магнитного поля на поверхности Земли

Одна из важных задач при изучении магнитного поля Земли — 
представление его в виде аналитической зависимости компонент 
напряженности от координат точек земной поверхности. З н а я  
такую функциональную зависимость, можно решать ряд з а д а ч  
научного и практического характера.



Первой попыткой такого представления была работа профессо
ра Казанского университета И. М. Симонова, опубликованная в 
1835 г. [6] .  В ней И. М. Симонов, основываясь на результатах 
наблюдений того времени, высказывает предположение, что 
магнитное поле Земли — поле однородно намагниченного шара, 
магнитная ось которого проходит через центр земного шара, 
параллельно линии, соединяющей магнитные полюса. Несмотря 
на давность работа И. М. Симонова не утратила своего значения 
и в настоящее время, т ак  как  большая часть магнитного поля 
Земли является полем однородно намагниченного шара, и поэто
му при рассмотрении многих вопросов можно принимать, что 
земной шар намагничен однородно.

Следующий крупный шаг в аналитическом представлении 
магнитного поля Земли — теория Гаусса (1838 г.), которая дала 
возможность представить магнитное поле Земли как  функцию 
координат данной точки, оставив в стороне физические причины 
возникновения этого поля. Теория Гаусса позволила решать ряд 
задач о структуре магнитного поля Земли, что имело и имеет до 
сего времени важ н ое  значение.

В основе теории Гаусса лежит предположение о том, что м аг
нитное поле Земли вызывается источниками, которые находятся 
внутри земного ш ара и поэтому имеют потенциальный характер. 
При этом потенциал магнитного поля можно представить в виде 
ряда (У1.35).

Введем обозначения [ 6] :
апц =  КпПсспь, Ьпк =  ЯП'2$пк, 

где Я — радиус Земли. Тогда (VI.35) перепишем:

U-.= / ? V (  — ) + 2  ( a n h cos kX + ¡}„fc sin k%) P nh (cos 0 ) . (VI.37) 
k=0

Д ля  точек, находящихся на поверхности земного шара, р = R, 
поэтому

ОО П
U =  R 2  2  (« »*  c o s a  + f W s i n a ) / V  (COS0). (VI.38)

1k=0
Составляющие напряженности магнитного поля по осям ко
ординат х н у  можно найти, дифференцируя выражение 
(VI.37) по соответствующей координате и полагая в нем р = Я

(Z  = — dU/др, X =  — (l/p)(dUldQ), Y = [— (l/rsm Q )(dU ldb)]):
ОО П

7 — ^  [ (/;+ \)ank cos kX+ (n+  1)£W sin ¿A,]Pn*(cos0),
П= 1 k=0

x  = - 2 ^  («»*cos kK+p»* sin **■> dpknT  ~  * (VL39)
n= 1 k Ô



00 n Pk ( c o s  0)
у = 2  ^  (*“ » * sin k l  -  k$nh cos — ^ 8—  •

n=l k=0
Эти формулы вытекают из теории Гаусса .  Из них видно, что 

в любой точке поверхности Земли можно определить элементы 
земного магнетизма, если известны коэффициенты а пи и pnh- 
Число этих коэффициентов N = п ( п + 2 ) , если в бесконечных р я 
дах ограничиться членом порядка п. Поэтому для определения 
указанных коэффициентов необходимо иметь N уравнении. Но 
для получения надежных результатов число уравнений должно 
быть гораздо больше, и их решают методом наименьших к в а д 
ратов. Сам Гаусс ограничился членом четвертого порядка (п —
= 4). При этом число неизвестных 24 и Г аусс  определил их по 
данным наблюдений в 12 точках, реш ая 36 уравнений (в к а ж 
дой точке наблюдалось три составляющих X, Y, Z).  Ф анзелау  
ограничился членом л= 15 (число неизвестных 255), решая си
стему уравнений из гораздо большего числа уравнений, чем 255, 
что стало возможным при появлении ЭВМ.

Разложение магнитного потенциала в ряд  получило н а з в а 
ние с ф е р и ч е с к о г о  г а р м о н и ч е с к о г о  а н а л и з а .  Перо
вые несколько членов этого разложения имеют определенный 
физический смысл. Первый член разложения Гаусса представ
ляет собой потенциал, создаваемый однородно намагниченным 
шаром, магнитный момент которого равен среднему моменту 
при неоднородном намагничивании.

При я= 1  из равенств (VI.39) получим
Z = 2 [ а ш cos 0 + (а ,  i cos А+£ц sin A,) s in  0 ] ,
X = a i Os i n 0 — ( а п cosA + fiii s inA )co s0 , ( V I .40)

Y = ац  sin А — Рп cos А.

Эти формулы соответствуют выражениям , определяющим со
ставляющие напряженности магнитного поля, вызванного одно
родным намагниченным шаром радиусом R, магнитный момент 
которого

M — Rzy  am2 + a i i 2 + [5ir-
Действительно, потенциал от однородно намагниченного ш а 

ра в точке Р
U =  (М/r2) cos у,

Где у— угол м еж ду осью магнита и направлением радиуса-векто
ра г. В сферических координатах

COS ^SÍncpSincpo + COSCpCOS фо cos (А — Ао), 

где ф и А — широта и долгота точки Р: фо и Ао — широта и



долгота точки Q на сфере — точки пересечения магнитной оси 
с поверхностью.

Тогда

U = (М/r2) [s in  ф s in  фо+COS ф cos ф0 cos (X — Я0) ] .

Вы раж ая магнитный момент шара через его намагниченность 
и объем, т. е. пользуясь формулой

М =  (4/3) я # 3/, 

и принимая
аю = (4/3) я/ sin ф0;
ап =  (4/3) я/ cos ф0 cos V ,
Рп= (4/3) я / cos ф0 sin Ао, 

получим
U =  (#3/г2) [ а ю 5 т ф +  ( а п c o s l+ P n  s i n o c o s ф].

Переходя от у гл а  ф к углу 0 = 90°—ф, т. е. заменяя ф на угол 
90°—0, найдем

U =  ( R3/r2) [ aiocos 0 +  (an cosX+Рп sin A,)sin 0].

Беря производные от этой функции согласно выражениям

Z =  - dU/dr, X  =  -  — dU/dф, Y = ------- —  Ж . ,
г  г  cos ф дХ

придем к формулам (VI.40). При этом в них значение J  нужно 
заменить средним значением намагниченности. Таким образом, 
первый член ряда  Г аусса  соответствует полю однородно намаг
ниченного шара или полю диполя, помещенного в центр Земли.

Интерпретация остальных членов ряда впервые была дана 
Н. А. Умовым, который показал, что к а ж д а я  шаровая функция, 
входящая в ряд  Г аусса ,  представляет собой магнитный потенци
ал особого распределения, называемый м у л ь т и п о л е м  и 
имеющий соответствующие оси, число которых определяется 
порядком функций. Кроме того, каж дом у мультиполю соответ
ствует магнитный момент, который можно назвать магнитным 
моментом того ж е  порядка, какой имеет сам а  функция. Напри
мер, члены второго порядка разложения Гаусса соответствуют 
потенциалу ^ к в а д р у п о л я ,  который является совокупностью 
двух  диполей, параллельных друг другу, но противоположно на
правленных и находящихся на некотором бесконечно малом 
расстоянии друг  от друга . При этом сами диполи могут иметь 
любое направление и простирание. Рассмотрим потенциал 
квадруполя.

Обозначим расстояние между диполями d  (рис. 53). На ри
сунке АМ = MB, A B  — d, РМ = г. Диполи 1 я 2 параллельны друг



Рис. 53. Квадруполь

другу, но направлены в разные стороны. Квадруполь имеет две  
оси, направление одной из них совпадает с направлением d — 
это ось /2, а направление второй — совпадает с осью диполя (с 
направлением диполей)— это 1\. В пределе, когда т. е.
когда d-*-0, указанн ая  система двух диполей образует к в а д р у 
поль.

Потенциал квадруполя можно определить из выражения р а з 
ности потенциалов от двух указанных диполей U\ и t/2: 0 '  =  
= Uу—1/2 в пределе, когда d-+0 , а именно, из выражения

U = (d U '¡d l2)d l2.

Окончательно потенциал квадруполя [ 6 ]

U =  — j-|- co s0t cos02 — cos012j  ,

где 0i и 02 — углы между направлениями осей квадруполя и 
вектора г; 0[2— угол между осями квадруполя;

M = 2M\dh2 =  2M\d,

где Mi — момент диполя, называется м о м е н т о м  к в а д р у 
п о л я .

Выражая в полученной формуле переменные в сферических 
координатах, нетрудно показать, что [6 ] потенциал квадруполя 
соответствует второму члену ряда сферического гармоническо
го анализа

U — R[a,2oP2° (cos 0 ) + (cc2i cos А + Р21 sin A) / Y (co s  0) +
+ ( a 22 cos 2A, + fl22sin 2A)P22(co s0) ] ,

коэффициенты которого являются функциями момента к в а д р у 
поля и углов, определяющих направление его осей.

Значение сферического гармонического анализа при различ
ных геофизических и космических исследованиях постоянно воз
растает. Современное применение сферического гармонического 
анализа основано на использовании большого количества экспе-



рименталыгого м атериала (иногда до 50— 120 тыс. измеренных 
значений поля). При этом в большинстве случаев получаемые 
сферические ряды  ограничивают 8— 10-ю членами (80— 120 ко
эффициентов), но есть примеры вычисления коэффициентов до 
15, 23 порядков.

Так к ак  на спутниках в настоящее время проводятся с доста
точной точностью измерения только модуля полного вектора 
напряженности магнитного поля, сферический гармонический 
анализ применяется и для исследования этого элемента магнит
ного поля (модульный анализ). При этом за основу берется фор
мула, получаемая из равенства

т = у ' х * + у  2+ г 2

при замене в нем функций X, У и I  их выражениями, получен
ными через сферические гармонические ряды.

Коэффициенты сферического гармонического ряда, получен
ные по данным измерений в разное время, меняются от эпохи к 
эпохе. Систематическое изменение коэффициентов указывает на 
то, что магнитное поле не остается постоянным, а непрерывно 
меняется, т. е. вековые изменения магнитного поля отражены и 
в изменении коэффициентов сферического ряда. Большое значе
ние для исследования природы геомагнитного поля имеет знание 
закономерностей его изменения в большом временном интерва
ле. Такие данные можно получить только на основе сферическо
го гармонического анализа значений поля за прошлые эпохи. 
Но тогда измерения велись только по угловым элементам 
(склонениям и наклонениям— данные по измерениям склонения 
имеются с начала XVI в., а по измерениям наклонения — с 
XVIII в.) . Кроме того, имеются еще и некоторые данные архео- 
магнитных оценок. На основании указанных измерений, прово
димых иногда с применением экстраполяции, выполнены сфери
ческие гармонические анализы значений поля за прошлые эпохи, 
которые дали возможность более или менее удовлетворительно 
изучить перемещение геомагнитных полюсов и расположение 
магнитного центра Земли за 400-летнии интервал. Результаты 
сферического гармонического анализа значений геомагнитного 
поля позволяют определить магнитный момент Земли и его на
правление, местоположение магнитного центра, их изменение со 
временем и другие свойства поля.

Данные сферического гармонического анализа при известных 
значениях коэффициентов ряда (после определения этих коэф
фициентов) позволяют найти не только значения компонент 
поля X, ¥ и 1  в точках пространства, но и различные градиенты 
этих компонент. Д л я  этого необходимо продифференцировать 
выражения, определяющие эти компоненты через сферические 
ряды, по соответствующим сферическим координатам, а именно,



необходимо найти производные:

д г 1 д г 1 д г
дт ' т дв  ’ Г БШ 0 д%
дХ 1 дХ 1 дХ
дт ’ г дв  ’ г в т  0 дХ
дУ 1 дУ 1 дУ
дт ’ Г дв ’ л е т  0 дХ

Здесь выражения первой строки определяют производные 
функции 1  по осям координат х, у, г, а выражения второй и 
третьей строк — производные функций X, У по направлениям 
этих ж е осей координат. Это следует из того, что для декарто
вых координат х, у, г, взятых в точке Р  на сфере с положитель
ными направлениями (х — к северу по касательной к меридиа
ну, у — к западу  по касательной к параллели, г  — перпендику
лярно к центру сферы), дифференциалы

йг = — йг, йх = — гй 9, йу = — .г в тб й Я .

Определение среднеквадратических величин аномалий

При решении многих задач гравиразведки  и магниторазведки 
необходимо определять среднеквадратические величины ан ом а
лий. Такая необходимость возникает и в случаях , когда прихо
дится интерполировать значения силы тяж ести  или элементов 
магнитного поля на участки отсутствия наблюденных данных. 
В подобных ситуациях более точно можно интерполировать 
среднеквадратические величины аномалий, а не значения самих 
элементов поля, т а к  как  первые являю тся наиболее устойчивы
ми и малоизменяющимися в пределах ограниченных площадей. 
Кроме того, т а к а я  необходимость возникает и при оценках р а з 
личных погрешностей. Среднеквадратические величины ан ом а
лий можно оценить по данным их автокорреляционных функций.

Значения автокорреляционных функций В  случайных ан ом а
лий для трехмерных и двухмерных случаев  (на плоскости и 
вдоль профиля) соответственно

а ь
В(£, т|) =  И т — — [ Г ¡(х, у ) ! ( х - \ ,  у -ц )(1х й у ,

ц-̂ оо 2д2 Ь *)
¿->оо -Ъ

В (? )  =  Н т ^ -  \ {(х)1{х-1)с1х.
а —»оо ¿ й  Л



Отсюда для  средних квадратов амплитуд аномалий получим 

В (0, 0) =  Нш Г Г р(лг, у) йх ёу;
а-*оо 4 ао *) *)г
Ь-> оо —а —Ь

В ( 0) =  Игл f f2 (x)dx.
а~>оо 2.CL J

В сферических координатах (на поверхности сферы), разде
лив последнее выражение на всю площадь интегрирования, мо
жем написать

В (0, 0 ) = - L j p ( e, b)dS,

где 5  — площадь интегрирования.
Интегрируя по поверхности всей сферы, получим

. я  2 л

в (°> °) =  - Л г  (* Г /2(°> Ь)R\smQdQdX =4яд «/ *'о о
я  2 я

= ÍTÍ.f m  4slneо о
dQdX. (VI.41)

С применением этой формулы определим величину среднего 
квадрата амплитуд  геомагнитного потенциала, выраженного ря
дом сферических функций (VI.38). Получим

я  2 я  Г оо п
В ( 0, 0) =  £/2 =  —  | +

0 0 1/1 = 1 й=0
П 2

х Р пк (cos 0) sin  QdQ dX.

В этой формуле функции P nk(cos 0) eos и P nk (cos 0)s in  kX ор
тогональны. Поэтому в правой ее части все интегралы, 
в подынтегральных выражениях которых встречаются произве
дения функций P „ ft( c o s 0 ) P i* ( c o s 0 ) ,  cos kX cos mX, sin ¿A, sin dA, 
(/, m, d — некоторые целые числа) при любом пф\, к ,ф т, 1гфё, 
равны нулю. При m = k и d —k

я  2 л
c o s  кХ 
sin k\

sin QdQdX =
2 n+  1

чим

J j  P kn (  C O S 0 )

0 0 L
Поэтому для  среднего квадрата амплитуд потенциала полу-

л=1 k=0



Здесь величина

2  (а2пН+Р2пй)
2 п + ‘ к^0

представляет собой среднеквадратическое значение членов сфе
рического ряда.

Вопросы для самоконтроля
1. В каких случаях  необходимо разложение потенциала силы тяж ести  в 

ряды  сферических функций? К акие оси назы ваю тся главны ми осями и р- 
ции? Что такое главный момент инерции? К акие интегралы  называю тся про 
изведениями инерции гела вращения или его центробежными моментами?

2. Какой физический смысл имеют первые члены разлож ения потенциала 
силы тяжести  в р яд  сферических функций? К а к  мож но определить потенци
ал  силы тяжести  на поверхности шарообразной Зем ли? К акие члены следуе  
добавить к нему, чтобы получить потенциал силы тяж ести  на поверхности
сфероида или эллипсоида вращ ения? ____

3 В чем заклю чается принцип определения ф игуры Земли по потенциалу 
силы тяж ести? Какими параметрами хар актер и зуется  эллипсоид вращ ения

или £Ф^Р°к Дйа]”1ТИ нормальные значения силы т яж е сти ?  Что определяет фор-

М̂ Л5.^Какой потенциал назы вается возмущ аю щ им? В чем заклю чается л ем 
м а Брунса? Что вы р аж ает  основное уравнение гравиметрии? Что такое см е
ш анная аномалия силы тяж ести ? „„„„„„

6. Что вы р аж ает функция С токса? Где она применяется. Что опреде
л яет  формула С токса? Где она используется? К ак  применить формулу С ток
са для исследования геоида? Чем отличается ф ункция Гельмерта от ф унк
ции Стокса?

7. К ак определить среднюю плотность Земли?
8 К ак представить потенциал магнитного поля Земли в виде р яда сфе

рических функций? В чем заклю чается сферический гармонический анализ?
9 Какой физический смысл имеют первые члены разлож ения потенциала 

магнитного поля Земли в ряд  сферических ф ункций? Ч то такое квадруп о ль?
10. В чем заклю чается модульный анализ магнитного поля Земли?

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. Грушинский Н. П. Теория фигуры З е м л и .— М .: Н едра, 1976. — 512 с.
2. Жданов М. С. Аналоги интеграла типа Коши в теории геофизических 

полей.— М.: Н аука , 1984 .— 327 с. „
3. Загребин Д. В. Введение в теоретическую  гр авим етри ю .— Л. :  н а у к а ,

1976, — 292 с.
4 . Серкеров С. А. Элементы теории потенциала и их приложение в гр а 

виразведке и м агн и тор азведке .— М .: И зд-во М И Н Г им. И. М. Г уб ки н а ,
1 9 8 0 . -  100 с. „  100| _  .

5. Смирнов В. И. К урс высшей математики. — М .: Н аука , 1 9 » ! .— 1. ь  —

6. Яновский Б. М. Земной магнетизм. — Л .: И зд-во  Л ГУ , 1978. 592 с.



ПРЕДМЕТНЫ Й УКАЗАТЕЛЬ

Вариации гравитационного поля 10
— лунно-солнечные 10
— магнитного поля 13
— вековые 14
— магнитные бури 14
— суточные 14
— неприливные 10
— приливные 10 
Векторное поле 6, 22
— произведение 301
--------смешанное 302
Векторный потенциал 52 
Вихрь, или ротор, вектора 30 
Волновые числа 234

Гармоническая ф ункция 173, 201
— —, основные свойства 201—208 
Гармонические многочлены 253 
Геоид 280
Главные моменты инерции Земли 274
— оси тела вращ ения 274 
Градиент потенциала 18
--------в криволинейных ортогональ
ных координатах 38
--------в сферических координатах 40

в цилиндрических координатах
40

как  объем ная производная 20 
Граничные условия 221, 222

Двойной слой 120
-------- плоский 131
Деф ормация Земли 287 
Дивергенция векто ра 26 
~  в криволинейных координатах 
35

в сферических координатах 36 
~  в Цилиндрических координатах
О (

как  объемная производная 26
--------, определение 26
Диполь 102, 103
— плоский 131, 133 
Д ипольная пластинка 126

Задач а Дирихле 220
-------- внешняя 220, 230
--------  внутренняя 220
— Неймана 221, 237, 242 
Закон Био — С авар а  61
— Кулона 100
— Ньютона 7, 71

Интеграл Дирихле 187
— П уассона 225

Комплексный потенциал 212 
Координаты криволинейные 33
— сферические 303
— цилиндрические 303 
Коэффициенты Л ам э 35
— р яд а  сферических функций 268

Лемма Брунса 280 
Логарифмический потенциал 129 
■------- бесконечной горизонтальной м а
териальной линии 129
--------двойного слоя 131, 135
--------объемных масс 130
-------- простого слоя 131

М асса
— гравитационная 70
— магнитная 100
— точечная 70 
Магнитный момент Земли 13 
Магнитное поле Земли 11
-------------внешнего происхождения 14
------------- главное 11
-------------дипольное 11
М атериальная бесконечная вертикаль
ная полоса 132
-------- горизонтальная линия 128
------------- полоса 132
М атериальный горизонтальный диск 
95, 127
Многочлены Л еж андра 256
— однородные 252
— сферические 253 
Момент двойного слоя 121
— диполя 104
— простого слоя 91

Намагниченность 101 
Н аправленный элемент дуги 32
-------- поверхности 19
Н апряженность поля
-------- вертикальной полосы 132
--------горизонтального диска 95
-------- горизонтального цилиндра 130
-------- горизонтальной полосы 132
--------  дипольной пластинки 127
Нормальные значения силы тяж ести



Объемные производные поля 20 
Ось диполя 103 
Оператор Гамильтона 56
— Л апласа 58
Ортогональность сферических функ
ций 257

Плотность двойного слоя 121
— линейная 98
— объемная 77
— поверхностная 91 
Поверхность векторная 23 
Поверхности равного потенциала 16 
Поле векторное 6, 22
— вихревое 30—33
— квазипотенциальное 45
— скалярное 6, 15
— соленоидальное 28
— переменное 7
— постоянное 7
— потенциальное 19, 44 
Полиномы гармонические 253
— Л еж андра 255
— однородные 252
— сферические 253 
Полюса диполя 102 
Потенциал 19, 43
— двойного слоя 120
— дипольной пластинки 126
— диполя 102
— линейных масс 98
— масс круговой проволоки 263
— материального диска 95, 127
— объемного тела 77
— объемных намагниченных масс 105
— простого слоя 91
— силы тяж ести  145
-------------сфероидальной Земли 276
------------- шарообразной Земли 276
— системы точечных масс 73
— сферического слоя 96, 97 
 дл я  внешних точек 96
 —  для внутренних точек 96
— точечной массы 70
— центробежной силы 146
— шара 82
— — для внешних точек 83, 84
— — для внутренних точек 83, 84
— эллипсоида 87
— эллиптического цилиндра 141 
Поток поля 23, 26
— — векторный 23 
 скалярный 26
--------, физический смысл 23
Проекция вектора на нормаль
--------на координатные оси 300
-------- по произвольному направлению
300

П роизводная поля по нормали 17
— — по произвольному направлению - 
15, 17
П роизводные потенциала силы т я ж е 
сти
— — — — второго порядка 150
— — — — первого порядка 148
— — — — физический смысл 150—  
152
Простой слом 91 

Р ади ус-вектор  71
Разлож ен и е гравитационного потен 
циала по полиномам Л еж ан др а  261 —  
262
— — — по сферическим ф ункциям  
262
— магнитного потенциала по сф ери
ческим функциям 289
Р асстояние м еж д у  уровенными п о
верхностями 16
Расходим ость векторного поля 28
------------- к а к  объемная производная-
26
------------- , определение 26
-------- —, физический смысл 26
Р егулярность потенциала на б еско 
нечности 80 
Ротор вектора 30
— в криволинейных ортогональны х 
координатах 41
— в  сферических координатах 43
— в цилиндрических координатах 43
— векторного поля к а к  о бъ ем н ая, 
производная 30
--------— , определение 30
------------- , физический смысл 31
Р яд ы  сферических функций 265
— функций Бесселя 177

С войства полиномов Л еж ан др а  257
— потенциала 43
— — двойного слоя 121, 125 
  диполя 104
— — объемного тела 79 
  простого слоя 92
— — силы тяж ести  146
— — системы точечных масс 75
-------- точечной массы 73
-------- центробежной силы 146
— функции Грина 223
— я д р а  интеграла П уассона 227 
С вязь  гармонических функций с ана~ 
литическими 208
Сила притяжения 7, 71, 146 
Силовое поле 6 
С истема точечных масс 75 
Слой Грина 194, 222



Составляю щ ие вектора 300 
Сферические координаты  303
—  функции 252, 268
-------- зональные 268
-------- , определение 252
-------- , основные свойства 257
-------- секториальные 269
-------- тессеральные 269
Сферический слой 96 
Сфероид 276

Теорема Гаусса о среднем  значении 
гармонических функций 203 
Толщина уровенного слоя 16 
Т рубка векторная 23

Угол плоский 136
—  телесный 122
-------- , интегральная форма записи
123, 136

Условия квазипотенциальности поля 
45
—  Коши — Римана 209
— потенциальности поля 44 
Уравнение Бесселя 177
—  векторных линий 24
— волновое 66
—  Л ап ласа 68, 173
-------- в декартовы х ко орди н атах  184
—  — в сферических координатах 
180— 185
— — в цилиндрических координатах 
176
-------- , получение 173
-------- , решение 175
—■ Л еж андр а 255 
-------- , решение 256
—  поля 59
—  телеграфное 66
— теплопроводности 67
—  П уассона 68, 171

------- о связи  м еж д у  потенциалами
105
Уравнения М аксвелла 62 
Уровенная поверхность 16 
Уровенный слой 16
Уровень, или поверхность, относимо
сти 280

Фигура Земли 276
— формула Остроградского — Гаусса 
165
------------  для плоского ПОЛЯ 166
— Племели 94
— Родрига 256
— Стокса 167, 280, 286 
Формулы Грина 186, 188, 189 
Функция аналитическая 209
— Гельмерта 287
— Грина 221
— — для плоскости 230 
 для сферы 221
— Л еж андра присоединенная 256
— Неймана 178, 239
— — для плоскости 242
— — для сферы 239
— Стокса 286 
Функции Бесселя 177, 180

Ц ентробежная сила 8 
Центробежные моменты 274

Шар 82

Шаровой слой 85 
Ш аровые функции 256

Экваториальная плоскость диполя 103 
Эллипсоид вращ ения 87
— подобный 88
— софокусный 88 
Эллиптический цилиндр 141
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