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У т в е р ж д е н о

каф едрой т епловы х двигателей  
д ля  студентов специальности  

«•энергомаш иност роение»

Н аст о я щ ее  учебное пособие написано для  инженерного 
ф ак у л ь те т а  Университета др у ж бы  народов имени П атриса  
Л у м у м бы .  Здесь  изложены физические основы газовой ди на
мики и основные методы расчета газовых течений. С одер ж а
ние м атер и ал а  и принятое соотношение между вопросами 
теории и практики удовлетворяет требованиям, предъявляе
мым к курсу,  изучение которого ведется в прикладном аспекте.



П Р И Н Я Т Ы Е  О Б О З Н А Ч Е Н И Я

а —  скорость звука, р а з 
ные коэффициенты; 

Акр— критическая скорость;
Якр.ц— критическая скорость 

в косом скачке уплот- 
^  нения;
Акр— критическая скорость 

в относительном д в и 
жении;

Л— хорда профиля крыла 
или лопатки; 

с ~  абсолютная скорость в 
сложном движении, 
толщина профиля к р ы 
ла;

си< са ~  проекции абсолютной 
скорости на фронтовое 
(окружное) и осевое 
направление решетки;

Ср> Су— удельные теплоемко
сти при постоянном 
давлении и при посто
янном объеме;

Сх —  коэффициент лобового 
сопротивления крыла 
или лопатки;

С у— коэффициент подъем 
ной силы;

СХ0’
!> С .гЬ~  коэффициенты сопро

тивления трения, со
противления давления, 
индуктивного сопро
тивления и волнового 
сопротивления;

£  — диаметр;

Е — полный запас  энергии 
единицы массы газа ,  
степень турбулентно
сти;

Е и —  число Эйлера;
/ —  сила,  формпараметр 

п роф и ля  пограничного 
слоя;

/(>.)— газодин  а м н ч е с к а я  
ф ункц ия  потока им
пульса;

Е — площ адь;
Ег, Е гэ— п л о щ ад и  поперечною 

сечения горла кана^ 
ла  —  геометрическая и 
эф ф ективная ;

/^ж — п л о щ ад ь  живого сече
ния;

/ ч * — п л о щ ад ь  поперечного 
сечения, занятая  в ы 
тесненной массой;

/ > — число Фруда;
8 — ускорение силы т я ж е 

сти;
О — вес,

сила  Ж уковского;
Л— теплоперепад единицы 

м ассы  газа;
Л/— теоретический тепло- 

перепад;
Ьг -~  п о тер ян ная  энергия;

Н *— отнош ение толщин вы 
теснения и потери им
пульса ;

^— эн тал ьп и я  единицы 
м ассы  газа;



k  — п о к а за т е л ь  иэо.-жтро- 
пы;

К  — в ектор  секундного ко
лич ества  движения;

I — р а з м а х  крыла;
L — р а б о т а  единицы масаи 

га за ,  внеш няя механи
ческая  работа;

¿■эт, ¿ з ы т — р а б о т а  вталкивания и 
вы та л к и в ан и я  единицы 
массы  газа;

L r — р а б о т а  трения, отне
с енн ая  к единице мас
сы; 

т  — масса ;

— коэф ф ици ент  в форму
ле  р а сх о д а  газа;

М — число М  — отношение 
скорости  потока к ско- 

^  рости звука;
М — число М в относитель

ном движ ении;
М — м ом ент внешних сил;

М Сек— массовы й расход; 
л — п о к а за те л ь  политропы;

— — п о к а за те л ь  степени 
п  турбулентного  профи

л я  скорости; 
р — давлени е ;  

р * ~  д а в л ен и е  торможения;

р *— д а в л ен и е  торможения 
в относительном д в и 
ж ени и ;

р к р — д а в л е н и е  и критичес- 
_  ком  сечении;
Р , Рх , Р у — в ектор  силы и его 

компоненты;
^ P a — д о б ав о ч н ая  составля

ю щ а я  осевой силы в 
решетке;

Л , — число  Прандтля;
¿7— удельны й  тепловой по

ток;
<7(Х)— приведенный расход — 

газо л и н  а м н ч е с к а я 
ф у н к ц и я  расхода;

С?— м ас с о в а я  сила;
<Зе— внеш нее тепло, подве

денное  на единицу 
массы;

0 Г— тепл о  трения;

г — радиус,
коэффициент восста
новления температу
ры;

Г(\)— газодина м и ч е с к а я  
функция потока и м 
пульса;

Р — газовая постоянная 
единицы массы газа,  
радиус канала;

Р —  сила, действующая на 
тело в потоке, сила, 
действующая на п р о 
филь в решетке 
« а -  —  ее осевая 

и фронтовая (о к р у ж 
ная) составляющие;

Р / —  сила трения;
Р е — число Рейнольдса, 

(Яекр — его критиче
ское значение, при к о 
тором ламинарное 
движение переходит в 
турбулентное);

Р е х-, Р е* ,Р е * * —  числа Рейнольдса, 
рассчитанные по д л и 
не обтекаемого тела, 
по толщине вытесне
ния и по толщине п о 
тери импульса;

6'— дуга кривой;
5 — энтропия единицы мас

сы газа,
площадь крыла в пла
не;

5Л  — число Струхаля;
í — время,

шаг решетки;
Т— истинная (терм одина

мическая) тем перату
ра газа;

Т* — температура то р м о ж е 
ния;

Гп температура  частично
го торможения в ко- 
сом скачке;

7'*— температура то р м о ж е 
ния в относительном 
движении;

и  -  внутренняя энергия 
единицы массы газа,  
переносная (о к р у ж 
ная) скорость в с л о ж 
ном движении;

и — силовая функция;
V— удельный объем;



V — объем,
У сек~  объемный расход;
•ш, щ>х , Wy ,тг—

— вектор скорости н его 
компоненты; 

и>— скорость газа,
относительная с к о 
рость в сложном д в и 
жении;

а 'ср — среднерасходная с к о 
рость;

( нормальная и т ан г е н 
циальная составляю 
щие скорости в косом 
скачке;

и',,— фронтовая ( о к р у ж 
ная) и осевая с о с т а в 
ляющие скорости в р е 
шетке;

^ш ах— максимальная ско- 
рость течения газа;

Дотах— максимальная ско
рость в относительном 

_  движении;
— комплексная скорость; 

скорость внешнего 
(относительно п о гр а 
ничного слоя) потока;

«'я,— средняя эквивалентная 
скорость обтекания р е 
шетки;

№— комплексный потенци
ал;

х , у , 2 —  координаты;
X , У, Е — проекции ускорений от 

массовых сил; 
х — длина;
у — расстояние от стенки 

в пограничном слос;
У(Х)— газолина м и ч е с к а я  

функция расхода;
¿(X)— газодин а м и ч е с к а я  

функция потока и м 
пульса; 

а — текущий угол, 
угол атаки;

Р ,— входной и выходной 
углы потока в р е ш е т 
ке;

Руст— установочный угол л о 
патки в решетке;

Г — циркуляция скорости; 
5— угол поворота потока  

в течении П рандтля  — 
Майера, толщина п о 
граничного слоя;

5*— то лщ и на  вытеснения;
5**— то лщ ин а  потери им

пульса ;
&*** — т о лщ и н а  потери энер

гии;
¿  — обозначение  малых ве

личин, разности , при
р ащ ения ,
о пер ато р  Л ап ласа ;  

г(А) -  г а з о д и н а м и ч е с к а я  
ф ункц ия  плотности з а 
то р м о ж е н н о го  потока; 

¡¡ — коэф ф иц иент  сопро
тивлен и я  трубы;

Сс — коэф ф и циен т  потерь 
энергии в соплах;

■'¡ад.с— а д и а б а тн ы й  к.п.д. со
пла;

О — полярны й угол,
угол раскры ти я  д и ф 
ф узора ,
угол о тстав ан и я  пото
ка в решетке, 
степень подогрева; 

в — угол  изгиба профиля;
* — коэф ф иц иент  пути 

смеш ения;
^ — пр и веденная  скорость 

(отнош ение скорости 
г а за  к критической 
с к о р о с т и ) ;

Л— пр и веденн ая  скорость 
в относительном д в и 
ж ении;
пр и веденн ая  скорость 
в косом  скачке  уплот
нения;

^тах— м ак с и м а л ьн а я  величи
на приведенной ско
рости;

( Г „ = £
Дкр \ акр/

— пр и веденн ая  скорость 
(отнош ение скорости 
газа  к максимальной 
скорости ) ;

¡а — угол слабы х  возм ущ е
ний,
динам ический  коэф ф и
циент  вязкости, 
отнош ение

и _  / ~  и

Окр \  Дкр



;jxc —  коэффициент расхода  
сопла;

v — кинематический коэф 
фициент вязкости, 
отношение критиче
с к и х  скоростей в от
носительном и абсо
лю тном движении
Дкр.Дкр;

£ — ди нам ическая  скорость 
в формуле универсаль
ного профиля скорости 
турбулентного погра
ничного слоя; 
коэффициент  сопро
тивления диффузора;

7 :( \)— газолина  м и ч е с к а я  
ф ункц ия  давления т о р 
м ожения; 

р — плотность газа; 
р*— плотность в за то р м о 

ж енном  потоке; 
р* — плотность га з а  в з а 

тормож енном потоке 
в  относительном д в и 
жении;

рср— средн яя  по сечению 
плотность; 

ркр— плотность в критиче
ском сечении;

Рт— средняя  плотность г а 
з а  в решетке; 

я — коэффициент восста
новления давления,

пяошадь, охваченная 
контуром, нормальное 
напряжение; 

х — касательное н а п р я ж е 
ние;

Тс— касательное н а п р я ж е 
ние на стенке; 

т(^) — газодинам и ч е с к а я 
функция температуры 
торможения; 
потенциал скорости, 
скоростной коэффици
ент сопла;

? 1> (?»~  входной и выходной 
углы лопатки в р е 
шетке;

Ф — полный импульс;
X— приведенная длина 

трубы;
Х кр— критическая приведен

ная длина трубы; 
ф — функция тока,

коэффициент смягче
ния у дар а  в диффуяо- 
ре;

о>, ых , Шу. вектор угловой скоро
сти и его составляю 
щие;

и» — угловая скорость,
угол поворота потока 
в косом скачке уплот
нения;

2 ,  2 у, 2 2— вектор вихря скорости 
и его компоненты.



В В Е Д Е Н И Е

Инженеру-теплоэнергетику,  р або таю щ ем у  в об ласти  д в и г а 
телей внутреннего сгорания ,  турбин или ком пр ессоро в ,  часто 
приходится иметь дело с расчетом или ис сл ед ован ие м  газовых 
потоков в  различных частя х  машин.  П оэ тому он д о л ж е н  хоро
шо знать  законы дв иж ени я  газов  и уметь пр и м ен я ть  их на 
практике.

Механика  жидкостей и газов пре дста вл яет  собой весьма 
обши рн ую  отрасль науки,  ко торая  включае т  в себя  т аки е  д и с 
циплины,  как гид равлика ,  гидродинамика ,  а э р о д и н а м и к а ,  г а 
зо ва я  динамика.  В двух п ервы х дисциплинах и з у ч а ю т с я  вопр о
сы механики несж имаемой жидкости,  на п ри мер  воды,  В аэ ро 
ди на ми к е  изучается д в и ж е н и е  воздуха,  причем,  по ка  рассмот
рение ограничивается  о б ластью  невысоких скоростей,  воздух 
предста вляют  как  н е с ж и м а ем у ю  жидкость,  не и м е ю щ у ю  веса. 
П ри  переходе к большим скоростям становится  необходимым 
учитывать  сжимаемость,  подвод и отвод тепл а .  И м енн о  здесь 
и начинается  область газовой динамики.

В последнее время интенсивно р азв и ва ю тс я  новы е отрасли 
механики жидкости и г а за .  К ним относятся  гиперзву ко вая  
аэродинамика ,  механика сильно р а з р е ж е н н ы х  газов,  или с у 
пераэродинамика,  и магн ит на я  га зодинамика .  В гиперзвуко-  
вой аэродинамике  изучается  движен ие  тел в г а з е  с очень б о ль 
шими сверхзвуковыми скоростями,  С у п е р а э р о д и н а м и к а  с в я з а 
на с течениями газа ,  на ст олько  ра зре же нного ,  что  дл и на  сво« 
бодного пробега молекул становится  с ои зм ер им ой с р а з м е р а 
ми обтекаемого тела.  В этом состоянии газ  у ж е  не льз я  р ас 
сматр ив ать  как  сплош ную среду:  здесь п р и о б р е т а ю т  большое 
значение  индивидуальные взаимодействия  м о л е к у л  с об те к ае 
мым телом. В магнитной газоди нам ике  и з у ч а е тс я  движение



э л е к т р о п р о в о д я щ е г о  газа  — п л а з м ы  — в магнитном поле. При 
вза им од ейс твии  электрического  тока  с магнитным полем воз
никают,  к а к  известно,  электродинамические  силы. О р г а н и з о 
ванные соо тветс твую щ им  о б ра з ом ,  эти силы, действующие на 
частицы г а з а ,  могут быть использ ованы  для  увеличения или 
у м е н ь ш е н и я  скорости или для  изменения направления  потока.

З н а ч и т е л ь н у ю  роль  в газовой динамике  играют экспери
м е н тал ьн ы е  исследования .  С их помощью проверяются  р а з р а 
ботан н ые  теорией методы расчета.  Постановка эксперимента  
т а к ж е  п о з в о л я е т  быстро получить  конкретные данные,  необ
ходимы е при проектировании новых машин. Накопление  эк с 
пе р и м е н та л ь н ы х  данны х и их последующий анализ  часто дают 
во з м о ж н о с ть  уточнить физическую картину явлений и выбрать  
р а ц и о н а л ь н у ю  расчетную схему.  Методы экспериментальных 
и ссл едо ва н ий  совершенствовались  пар аллельно с развитием 
теории.  В н астоящ ее  время они довольно тщательно си стем а
т и з и р о в а н ы  'И составляют самостоятельный раздел  г а зо ди на 
мики, н а з ы в а е м ы й  эксперим ентальной аэродинамикой,  или 
э к сп ер им ент альн ой газодинамикой.

Н е о бх о д и м ы й  в практической работе  инженера-теплоэнер-  
гетика  к р у г  вопросов,  отобр анн ы х  как  из теоретических,  т а к  и 
из эк спе рим ент альн ых  и пр и кл адн ых  разделов газодинамики,  
со ста вл яет  отдельную дисциплину,  называемую прикладной г а 
зовой д и н ам ик ой.  В при кла дной газодинамике многие за дач и 
д аю тся  не в такой строгой постановке,  как,  например,  в теоре
тической га зодинамике ,  а при решении часто применяются  при
б л и ж е н н ы е  методы.  В большинстве  случаев эти методы д о с т а 
точно просты,  д аю т  вполне  удовлетворительную точность и по 
тому и м ею т  широкое  распрост ран ени е  в инженерной практике .

П р и к л а д н а я  га зовая  д и н а м и к а  опирается на такие дисцип
лины,  к а к  теоретическая  механика ,  гидравлика ,  т е р м о д и н а м и 
ка и, конечно,  ма тематика  и ф изика .  Они составляют тот  ф у н 
дамент ,  без  которого изучение прикладной газодинамики не
возм ож н о.  Н а  этот предмет,  в свою очередь, опираются  таки е  
с п е ц и а ль н ы е  дисциплины,  как  теория двигателей внутреннего 
сгорания ,  теор ия  турбин, теория  компрессоров.  Кроме того, 
с п р и к л а д н о й  газодинамикой тесно связаны многие вопросы 
п р о ек ти р о ва н и я  теплосилового оборудования.

В н а с т о я щ е м  курсе сн а ч а ла  излагаются основные сведе
ния из гидроди нам ики,  частично з н а к о м к е  из курса ги д р а в ли 
ки, но нес к оль к о  расширенные,  затем рассматриваются  про
стейшие вопросы газод и на мик и и сделан переход к более 
сло ж н ы м .  В последней главе  собран материал  чисто п р и к л а д 
ного х а р а к т е р а ,  связанный с расчетами теплоэнергетических 
маш и н и установок.



Г Л А В А  П Е Р В А Я  

О С Н О В Н Ы Е  С В Е Д Е Н И Я  И З Г И Д Р О Д И Н А М И К И

§ 1. ОСНОВНЫЕ понятия

Методы расчета  потоков не сж и маем ой жи дко сти ,  р а з р а б о 
танные в гидродинамике,  составляют од ну  из основ газовой 
динамики.  В связи  с этим в настояще й г л а в е  рассм атрива ю тся  
основные сведения  из гидродинамики в то м  объеме,  в котором 
они необходимы при изучении дал ьн ей ш ег о  ма те ри ала .  Ч а с ть  
из них может  быть зн а к о м а  из курса г ид ра вли ки .

Задачи,  изучаемые в гидродинамике,  кла ссифицируются  
следующим образом.  В зависимости от в за и м н о го  р а с п о л о ж е 
ния потока жидкости и обтекаемого  т е л а  они разделя ютс я  на 
внешние и внутренние,  в зависимости от х а р а к т е р а  заданн ых  
и искомых величин — на прямые и об ратн ые.  В н еш н яя  за д ач а  
рассматрива ет  твердое  тело,  обтекаемое  с н а р у ж и  потоком ж и д 
кости. Примером мо ж ет  служить  о б те к ан и е  кр ыла  с а м о 
лета  потоком воздуха  или обтекание к о рп ус а  корабля ,  дви
жущегося  в воде. Внутренняя  з а д ач а  р а с с м а т р и в а е т  течение 
жидкости в тр у б ах  или кана лах ,  когда  пот ок  жидкости д в и 
жется  внутри, а стенки твердого тела  ог р а н и ч и в а ю т  его с н а 
ружи.  Если при постановке  задач и изв естны фо рмы и р а з м е 
ры обтекаемого тела и требуется  оп реде лит ь  па рам етры  пото
ка во всех точках изучаемого пространства ,  то т а к а я  за д ач а  
называется  прямой зад ач ей.  Если ж е  з а д а н ы  па рам етры  по
тока  и требуется  определить  геометрические р а з м е р ы  и формы 
обтекаемого тела ,  то з а д а ч а  этого вида н а з ы в а е т с я  обратной 
задачей.  К а ж д о м у  виду задач  соответствуют свои особенности 
расчета,  хотя основные уравнения  и за ко н ом ерн ости  и остают
ся во всех случаях  одними и теми же.

Четко определить ви д  задачи  удается  не  всегда .  Напр име р,  
при расчете лопаточных решеток турби н или компрессоров



н евозм ож но  д а ж е  указать ,  чему более  соответствует этот вид 
течения  — внутренн им или внешним за дач ам .  Если р а с с м а т 
ривать о б те к ан и е  лопатки,  нахо дя щейся  в системе решетки, то 
это — тип и чн ая  вне шня я  з адач а ;  если ж е  рассматривать  тече
ние в к ан але ,  о б р аз о в ан н о м  д ву мя  соседними лопатками,  то 
здесь  н али ц о  все признаки внутренней задачи.  Последнее , 
кстати говоря,  не с озд ае т  неудобств,  а, наоборот,  позволяет  п р и 
менять при р асче те  решеток как  методы решения внешних, 
так и вну тренн их задач ,  причем эти методы взаимно д о п о л н я 
ют друг  д руга .

В теории д виг ате лей и турбо машин пользуются понятием 
рабочего  те ла .  Р а б о ч е е  тело  — это д в и ж у щ а я с я  материальная  
среда — ж и д к а я  или га зо обр азн ая ,  — ко торая  служит в «каче
стве по ср ед ник а  в процессе пр ев ра щен ия  тепла  в механиче
скую рабо ту  или  в процессе передачи энергии из одного места 
машины в другое .  Н аиб олее  широко в теплоэнергетике п р и 
меняются т а к и е  рабоч ие  тела,  к а к  воздух,  продукты сгора ния  
углеводородов  или других топлив,  водяной пар, а в г ид ро м а
шинах — вода  или минеральные масла .  Все эти вещества  о б 
л а д а ю т  р а з л и ч н ы м и  свойствами.  Если гидродинамические или 
га зод и на мич ески е  расчеты производить,  принимая во вни м а
ние все св ойс тва  рабочего  тела,  то решение  получается чр ез 
вычайно гр ом оздк им .  С другой стороны, если не учитывать  
всех свойств жи дк ос ти ,  а взять только  те из них, которые ока- 
?ывают з а м е тн о е  влияние  на па ра м ет ры  потока,  то з а д ач а  мо
ж е т  сильно упрост иться  без у щ ер б а  д ля  точности. В связи с 
этим в ги д р о д и н а м и к е  и в г азоди нам ике  пользуются пон ятия
ми моделей жидко сти .  Модель  ж идко сти  — это в о о б р аж а е м ая  
жидкость,  о т л и ч а ю щ а я с я  от реальной тем, что она лишена  не
которых свойств.  Так ,  например,  рассчи тывая  поток жидкости 
вдали от твердо й стенки, можно пренебречь таким свойством,  
к а к  вязкость.  Следовательно,  рассчиты вает ся  не реальная  ж и д 
кость, а модель ,  н а з ы в а е м а я  невязкой,  или идеальной,  ж и д к о 
стью.

Обычно исп ользу ют ся  следую щи е модели жидкостей.
И д е а л ь н а я  жидкость — ж и дк ость  лиш енн ая  вязкости.  М о 

жет  быть к а к  не с ж и м а ем а я ,  т ак  и сжи маемая .  Это понятие  
введено Л.  Э йл ер ом .

Н есж им аем ая  жидкость — жидкость,  не изм ен яю ща я о б ъ 
ем а  (плотности)  при изменении давлен ия .

Н е весо м а я  жидкость  — жидкость ,  о б л а д а ю щ а я  массой, но 
не и м е ю щ а я  веса .  К та к о м у  понятию прибегают,  рассматр ива я  
очень легкие  жи дк ос ти ,  в которых силы тяж ести весьма малы 
по сравнен ию с др уги ми дей ств ую щими силами.

С о ве р ш е н н ы й  газ  — газ,  в котором си лы  сцепления между  
м ол еку лами  отсутствуют и собственный объем молекул р а 



вен нулю. Совершенный газ,  лишенный вязкости,  назы вают
идеальным газом.

Р азл ич аю т  т а к ж е  б а р о к л и н н у ю  жидкость —  газ,  плотность 
которого является  функцией давления  и тем п е р а ту р ы ,  и баро- 
тропную жидкость — газ,  у которого пл отно сть  зависит  т о ль 
ко от давления .

В гидродинамике  и .в за д ач а х  обычной г а зо ди на м ик и ж и д 
кость пре дставляют как  сплошную среду.  Э т о  т о ж е  свое обр аз
ная модель жидкости.  Это представление  допу ска ет ,  что о б ъ 
ем жидкости можно д ро би ть  на какие  угод н о мелкие  части, 
вплоть до бесконечно ма лых ,  но ее свойства  при этом остают
ся  теми же самыми.  И н а ч е  говоря,  здесь  не принимается  во 
внимание мо лек ул яр на я  структура  ве щ ества .  Предста влени е
о жидкости,  как  о сплошной среде, было  в ы з в а н о  необходи
мостью использовать  д л я  расчетов методы математического  
анализа ,  в которых приходится оп е р и р о в ат ь  бесконечно м а 
лыми массами и объемами.  Модель  с п л ош но й среды пр им е
нима для не сж и ма ем ы х жидкостей,  а т а к ж е  д ля  газов  не 
очень низких плотностей.  Если ж е  плотность  га з а  становится 
очень низкой, как,  на пр им ер ,  на б ольш их высотах ,  то  ра ссто я 
ния между молеку лами (длина свободного пробега)  с тан ов ят 
ся  соизмеримыми с  разм ера м и о б т е к а е м ы х  тел,  и модель 
сплошной среды у ж е  ни как  не соответствует реальной  картине 
обтекания.  В та ки х  случа ях  расчеты ве ду тся  по формулам,  к о 
торые устанавлив ают ся  в механике сильно р а з р е ж е н н ы х  газов.

Д в иж ен ия  жидкости в гид родинамике  п о д р а з д е л я ю т  на с ле 
дующие виды.

Установившееся движ ение  — такое,  в которо м п а р а м е т 
ры потока,  т. е. скорости,  давления ,  т е м п е р а т у р ы  и плотности,  
зависят  только от  коорди на т  р а с с м ат р и в а е м о й  точки и, не з а 
висят от времени. Таким образом,  в з а д а н н о й  точке  пр<ктран- 
ства парам етры потока  с течением вр ем ен и не изменяются.

Неустановившееся движ ение —  такое ,  в котор ом  п а р а м е т 
ры потока завися т  не толь ко  от координат,  но  и от времени.

В общем случае  д в иж ени е  жидкости я в л яе тся  пр остран
ственным, или трехмерным.  Это значит,  что изм енение  скорости 
и других пар аметро в  потока происходит  по всем трем оСям к о 
ординат.  Если изменение па раметров  про и схо ди т  по двум н а 
правлениям,  то такое  движен ие  н а з ы в а е т с я  двумерным.  Ч а с т 
ным случаем двумерного  движения я в л я е т с я  плоское,  в ко то 
ром оси координат  прямолинейны и, следовательно,  течение 
происходит в одной плоскости.  Нако не ц,  если изменение п а р а 
метров потока происходит  только в од но м  направлении,  то 
движение  наз ывается  одномерным.

Существует  особый частный случай трехмерно го  потока,  
называемый осесимметричным потоком.  П р и м е р о м  его может



с л у ж и ть  к а р т и н а  обтекания  какого-нибудь  тела вращения по
током, н а б е г а ю щ и м  пар ал лель но  оси симметрии.  В этом слу 
чае ка ртин а  течени я  в любой плоскости,  проходящей через ось 
симметрии,  п о луч ает ся  одинаковой,  т. е. вместо пространствен
ного м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  плоский поток, правда ,  с нек ото ры
ми особе нностями.  Эти особенности за кл ю чаю тся  в том, что в 
отличие от  пл ос ко го  потока,  в котором площади поперечного 
сечения п р о п ор ци он аль н ы  поперечному линейному размеру,  
в осесимметри чном потоке они пропорциональны квад рату  по
перечного лин ей но го  размера.

В н а с т о я щ е м  п а р а г р а ф е  не рассм атрива ю тся  такие  поня
тия, как  т р а е к т о р и и  частиц, линии тока ,  трубки тока и т. п., 
т ак  как  они из вест ны  из курса гидравлики.

§ 2. СКОРОСТЬ Д В И Ж Е Н И Я  Ж И Д К О Й  ЧАСТИЦЫ

При  течении жидкости ее эл ем ент арны е объемы совершают 
сложное  д в и ж е н и е .  Они могут д виг аться  поступательно,  в р а 
щаться  и деф ор м и р о в а т ь с я .  Последнее  связано с тем,  что час
тицы ж и д к о с ти  весьма подвижны и легко смещаются  относи
тельно д р у г  др у га .

Скорость  д в и ж е н и я  жидкой частицы определяется по тео
реме К ош и  — Г е л ь м го ль ц а ,  кот орая  формулируется  так:

Скорость перемещения жидкой частицы в общем случае 
слагается из скоростей трех движений: поступательного, вра

щательного и деформацион
ного.

Д л я  вывода формулы 
Коши — Гельмгольца  р а с 
смотрим элементарный о б ъ 
ем жидкости,  взятый в форме 
прямоугольного па р а л л е ле 
пипеда (рис. I) .  В точке Л, 
имеющей координаты х, у , г,  
составляющи е скорости ж и д 
кости равны

и>х =  f l  ( х ,  у. 2 ) 

®у Ч г { х , 1 /, г ) (1.1)

шг = / з ( * ,  У, г ) ,  • 
где ^ь ^2* и /з — функции,  оп ределяющи е величины проекций 
скорости в за вис и мо сти от координат.  При переходе к точке В  
эти величины из мен ят ся  и будут равны



Ю г В = М *  +  Дл'- У +  &У, 2 + Дг) 

^ у й = / 2( ^ + Д л ’, у  +  А у ,  г + Д г )  

^ в  =  / з ( ^  +  Да', «/ +  Д*Л г  +  Дг) .

( 1.2)

Пра'ВЫ'_' части уравнении (1.2)  р а з л о ж и м  в ря д  по ф о р м у ле  
Тейлора д ля  функции многих переменных.  При этом отбросим 
бесконечно м алы е  второго и более выс оки х порядков,  а т а к ж е  
примем во зн им ани е  зависимости (1. 1). Тогда

д г
. ды>х . , дтх Л 

и хв=и>х +  —^  Д * +  —^ Д у  
д х  ду

, дии„ . , ди>., . . ди)„ .
-  ^  > Д *  +  т 2 д у  +■ - Г 1  Лг

од: ду дг

, дии, . 
и гв  =  ™г -\- А х  

д х
да>г . , дт, .
— -  Д и Н--------- Дг.
ду дг

0 - 3 )

Чтобы выделить в явном виде у к а з а н н ы е  в ф ормули ров ке  
теоремы »аиды скоростей,  к правой части ф о р м у л  (1 .3)  п р и б а 
вим и вычтем

1 (  д ы ) ,  А  , д - Ш у ,  А

—  Ду
\  дх д х2 

2
2 \ д у

¡ды>х .
I — - Дл:

дшг

ду

дп'.

Аг

1  ¡ д_ 3 : \ у + — ^ х \
2 V дг дг }

и с г р у пп И‘р \ ем члены. Первое  уравнен ие  системы (1.3)  т ог да  
примет виц

и: хв =
_ \ _ f d w x  , д к у

1Д г^ ~  ■ 1
д х 2 (  ^  Т  ()х ;1 2 \ д х

1 /  дгю х _ * 5 Л Д г _ ±
д х  /  2

/ д ш у д-шх |

2 [~дг V д х д у  )

ду I

1.4)

Рас; м-.мрим, в чем заключае тся  см ысл членов,  входящих в 
правую часть форм улы (1. 4).

Нетрудно заметить ,  что Да: п р е д с та в л я е т  собой ско-
д х

рость линейной дефор мации р астя ж ен и я .  И н ач е  говоря,  это



есть удлинение  эл ем ен та  жидкости в единицу .времени в н а 
правлении оси х.

Д л я  того  чтоб ы уяснить  смысл третьего и четвертого с л а 
гаемого  пра вой части фор мулы ( 1 . 4 ) ,  обратимся  к рис. 2, 
где и з о б р а ж е н а  прое кция  элементарного  об ъе ма  жидкости на 
плоскость хог .  В на ча льны й момент времени он за ни мае т  по
лож ени е  А С О Е .  Т а к  к а к  соста вляю щ ая  скорости в точке С 
больше,  чем в т о ч к е  А,  а в точке Е  больше, чем в точке А ,  
то грани п а р а л л е л е п и п е д а  пер ек ашиваются ,  и он за время (И 
за ни мае т  п о л о ж ен и е  АС'£УЕ'.  Углы поворота  граней А С  и А Е

кости х а р а к т е р и з у ю т  средней арифметической величиной уг
лов поворота  его сторон

Взяв  от этой величины  производную по времени,  получим ско
рость угловой д е ф о р м а ц и и  в плоскости х о г , т. е. относительно 
оси у

Р а с с м а т р и в а я  аналогичную картину в других плоскостях,  
можно получить  скорости угловой деф ормац и и относительно 
осей х  и г. О к о н ч а т е л ь н о  имеем:

равны

д х

¿.а: ' 
Рис.  2

( здесь,  вследствие м а л о 
сти углов,  сами углы и их 
тангенсы приняты о д и н а 
ко выми ) .  Угловую д е ф о р 
м ац и ю  элемента жид-

Аа +  ЛР 
2

с]_ / Аа-ЬАР
а  \  2

(1.5)



Р а с с м а т р и в а я  рис. 2, можн о т а к ж е  заключить ,  что п о л у р а з -

д на гонал ь  А О .  Произв одная  от этой величины по времени д а е т  
угловую ск ор ос ть  элементарного  о б ъ е м а  относительно с о о т в е т 
ствующей оси. Следовательно,

Вектор & наз ывается  вихрем  скорости*К Он совпадает  по н а 
правлению с вектором угловой скорос ти  и численно равен е го  
удвоенной величине.

Сд ела в  соответствующие под ста но вки  из формул ( 1 . 5 )  и 
(1. 6) в равенство  (1. 4) и повторив весь вывод д ля  про ек ций  
скорости №у у. т 2, получим с л е ду ю щ и е  фо рм ул ы скорости п е 
ремещения жидкого  элементарного  об ъе ма :

Эти ж е  формулы пригодны д ля  оп ред ел ен ия  и скорости п е 
ремещения жи дко й частицы, так  к а к  если объем ж и д к о с т и  
стремить к нулю,  то он будет о х в а т ы в а т ь  л иш ь одну ж и д к у ю  
частицу. Следовательно,  в ф о р м у л а х  (1. 7) нужно только  з а 
менить Д*, А у  и А г  на йх, й у  и йг.  Т а к и м  образом,  р а с с м а т р и 
вая  правую часть  формулы (1. 7 ) ,  видим,  что она сл а га е т с я  
из скорости в исходной точке и п р и р а щ е н и я  скорости,  ко торое  
включает в себя скорость линейной и угловой д е ф о р м а ц и и  
(■второе и третье слагаемое) и скорос ть  вр ащат ельн ого  д в и ж е 
ния (четвертое слагаемое) ,  что соответствует  ф о р м у л и р о в к е  
теоремы.

*) Заметим, что в теории поля вихрь скорости записывается в  виде  

такого оператора Ф =  го1до, называемого ротором вектора скорости.

ность углов
Да -  да
----- -— !- равна углу,  на  который п о в о р а ч и в а е т ся

(1.6>



Э лемента рн ую  стр у й к у  можно представить  себе  в виде пуч
ка  линий тока  не б о л ь ш о г о  поперечного сечения.  Сечение вы
б ирается  на ст олько  м алы м,  чтобы во всех его точках  все п а 
раметры потока  м о ж н о  бы ло считать постоянными.

Если эл е м е н т а р н у ю  струйку пересечь такой поверхностью, 
которая будет н о р м а л ь н а  всем линиям тока,  то такое  сечение 
на зывается  ж и в ы м  сечением (рис. 3). В отличие от живого,  по

перечное сечение л еж и т  в пло 
скости, перпендикулярной оси 
струйки. Н а  рис. 3 живое  сече
ние обозначено /•'ж, а поперечное 
Р. Н у ж н о  заметить ,  что понятия 
живого  сечения и поперечного 
сечения при менимы не только  к 
элементарной струйке,  но и к 
любому потоку (струе) ж и д к о 
сти. При небольших углах р а с 
хождения или схождения линий 

тока разни ца  м е ж д у  ж и в ы м  и поперечным сечением не зн а 
чительна.

Количество ж и дк о сти ,  проходящей через за дан но е  сечение 
потока в единицу времени,  представляет  расход жидкости.  
В зависимости от того,  чем именно — объемом или массой — 
измеряется  коли чество  жидкости,  расход н азы в аю т  объемным  
или массовым  и ' вы числяют по формулам:

Рис. 3

( 1.8)

М ,
м
д7

(1.9)

пли при неу стано вив ш ем ся  движении:

. .  ДК №
У сек  = Ь т  =  — • ,

Д£ сН

Д М  й М  
М гек =  Ь т  —  = -----.

^  м  <и

( 1. 10)

В примен явшейся  ран ее  технической системе единиц ш иро
ко использовался  ещ е  весовой расход — весовое количество 
жидкости,  п ро хо дящей через данное  сечение в единицу време-

м 3 ^ 2

ни. Объемный р а с х о д  измеряется  з ------ .ма ссов ый — в -------  ,
с е к  сек



весовой — в ------ , где к Г  — килограмм-сила ,  а кг  — килогр амм-
СёК

масса.  Объемный и массовый расходы д аны  в М е ж д у н а р о д н о й  
системе единиц СИ, а весовой расход — в технической.

Объемный расход через  живое  сечение эл ем ен тарн ой  
струйки равен

I/ d  / / г  ^  ч à x• W s “ * - 7• =  —7 { d F - d x )  =  —  - d F  =  w - d F .  
d t  d t  d t

Чере з  живое  сечение потока  конечных р а з м е р о в  объемный 
расход  будет

V ceK= \  wdF,  (1. 12)
/■ж

а если скорость по сечению постоянна,  то

VC€K= w Fm. (1.13)

В практических расче тах  д л я  удобства вы чи слений вместо 
живого  сечения часто бер ут  поперечное и р а с х о д  в ы р а ж а ю т  
через некоторую среднюю скорость,  на зы ваем ую  ср ед н е р а с х о д 
ной скоростью. Она пре дста вляет  собой та ко е  с р едн ее  значение  
скорости потока в данном сечении, которое, будучи  ум н о ж ен 
ным на площадь  поперечного сечения, дает  истин ное  значение 
объемного  расхода.  Следо вательно,

“ ’'1 (I-  14)
• ‘ Аж

Массовый расход мо ж ет  определяться  с п о м о щ ь ю  следу ю
щей формулы:

MctK =  Pep w tp F  =  /  рwdF.  (1. 15)
F*

(П о аналогичной форм уле  вычисляется  и весовой расход,  толь 
ко вместо массовой плотности р в форм улу  под ста вляется  
удельный вес жидкости у .)

Произведение  рш часто используется  в р а с ч е т а х  к а к  с ам о
стоятельная  величина, н а з ы в а е м а я  плотностью тока.

Если площадка,  через которую вычисляется р асх од,  распо
ло ж е н а  под косым углом к линиям тока (или к в ект ору ско
рости) ,  то нужно либо спр оекти ров ать  п л о щ а д к у  на  н а п р а в 
ление,  перпендикулярное  вектору скорости, л и б о  п ри ни м ать  в 
расчет  проекцию вектора  скорости на н а п р ав л е н и е  нор мал и 
к площадке ,  т. е. брать  не всю скорость, а то ль к о  ее н о р м а л ь 
ную составляющую w n =  w  cos а  *>. Более  удобен второй спо-

•I Здесь а  — угол между вектором скорости и н орм алью  к площадке.
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соб. Т а к и м  образом,  в случа е  произвольного ра сп олож ен ия  
по верхности,  через которую определяется  расход,  относитель
но ли ни й тока ,  расчет ведется по следующим формулам:

Усек — f w n ’ dF  =  f ^ c o s a dF, (1-16)
> F

M ceK=  fp w n dF  =  fpiü c o s a  dF. 0 - 1 7 )
F F

Б о л ь ш о е  значение  в г а зо ди н ам и к е  имеет у р а вн ен и е  н ер а з 
рывности, пре дс та вляющ ее  собой гидродинамическую форму 
записи з а к о н а  сохранения  вещества .  Вывод этого уравнения 
р а с с м о тр и м  для  общего сл у ч ая  неустановившегося дв ижения 
с ж и м а е м о г о  газа .

Е с л и  в пространстве,  через  которое движется  поток,  выде
лить не п о д в и ж н ы й  объем,  нап ример,  в форме п ар ал л елеп и 
педа A B C D E F L K  (рис. 4 ) ,  и определить  разность массовых к о 

личеств жидкости,  вт е к а 
ющей и вытекающ ей че
рез границы об ъе ма  за 
определенное время ДЛ 
то можно установить,  что 
эта разность р а в н а  ко л и 
честву жидкости,  которое 
на капливается  внутри 
объема за  то ж е  время.  
Н у ж н о  ср азу  заметить ,  
что, ¡поскольку рас с м ат р и 
ваемый объем не меняет  
своих размеров  и формы,  
накопление  ж и дко сти  м о 

ж е т  п ро и схо ди ть  только  з а  счет  постепенного увеличения  ее  
плотности *>. Полученный в ы в о д  представляет собой за ко н не
ра зр ы в н о с т и ,  или сплошности.  Действительно,  как  это нетруд
но з а м е т и т ь ,  при рассмотрении предполагается ,  что внутри 
з а д а н н о г о  о б ъ ема  все за п о л н е н о  жидкостью и не имеется  к а 
к и х- либ о  пустот.  Подсчи таем  эт и  количества жидкости.

В н у т р ь  о б ъ ема  A B C D E F L K  втекает:

ч ер е з  грань A D E F  р w x A yA zA t,  
ч ер е з  грань  A B C D  рw y A xA zA t,  
ч ер е з  грань  A B L F  р w z A xA yA t.

*) Т зк ,  например, для н есж и м аем ой  жидкости (р = c o n s t )  накопления 
быть не м ож ет ,  поэтому разность количеств втекающей и вытекающей 
ж идко сти  р а в н а  нулю.

- Л (в с

V ,

I v .

-и

Рис. 4



И з  объема вытекает:

через грань В С К Ь  (р +  | ^ Д ^  ^  А х ^ А у А г М ,

через грань Е Р  ¿ К  ( Р”1'  Л^ )  ^ у+ у ^ Д ^  А хА гА (,

через грань С О Е К  ^ р + | ? Д г |  ( т . +  ^ А г ^  АхАуА1\

накапливается  внутри об ъема —  АхАуАгА1.
д(

Взяв  разность втека ющ их  и 'Вытекающих количеств  и пр и
р авня в  ее 'количеству нак апл ив аемой жидко сти ,  получим

ри^ А у А г Ы —  + ^ Д л ^  | ^ * - Ь  A x ^ A y A z A t  +  p w y A xA zA t~ -

~  [ Шу^~ д~Еу А^ )  +  А хА уА 1  —

_  ^ 4- д 2^ Л г )  д *л ^ л * =  ^  А х А у А г А 1

Ра скр оем  скобки,  отбросим члены,  с о д е р ж а щ и е  м а л ы е  вел и
чины второго и более высоких порядков,  и п р и ве дем  подобные 
члены. Тогда,  сократив  обе  части равенс тва  на  АхА уА гА 1  и 
собр ав  все величины в леву ю  часть,  за пи ше м э т о  равенство  в 
следующем виде:

др дц>х др дш)у. , др д д о
—  + Р т ^ + ^ 7  +  + р — г +  ^ г - ^ -  =  0 .  ( 1 . 1 8 )
д£ дх  дх  ду у ду дг дг 1

Полученное  уравнение м ож н о  зап исать  в бо ле е  компактном 
виде:

1 +£ (р̂ + ^ )+1 (№)=о- <1лэ>
Д л я  сокращенного  обозначения  о п е р а ц и и ------1--------- [------ при*

д х  ду дг
меняются  операторы (Ну (дивергенция)  или у  (на<5ла), з а и м 
ствованные из теории поля.  Тогда  уравнение  (1. 19) запишется



Д л я  устан овивш егося  дви ж е н и я  = 0  и уравнение  н е р а з 

рывности пр и об рет ает  такой вид:

div (рш) = 0 ,  ('■ 21)

а д ля  н е с ж и м а ем о й  жидкости,  т. е. при f> =  const,

div ш =  0. (1- 22)

И меетс я  е щ е  одна форма записи уравнения неразрывности,  
к от орая  получается ,  если в  равенстве  (1.18)  принять w x —

«= , w  =  йЛ  , w z =  —  , вынести p за  скобку и сгруппиро- 
d t  d t  d t  

вать члены.  П о сл е  небольших преобразований уравнение при 
нимает  в и д

—  + р  сНу ш  =  0. (1- 23)
dt

Если з а п и с ат ь  уравнение  неразрывности для  уст ановив

шегося одно мер но го  потока,  д ля  к о т о р о г о -— - -0 .  шу=  0, w z = 0 ,
d  ч dt  

то получим —  ( р ^  г) = 0 ,  следова те льно 
d x

r*wx =  const .  (1-24)

Т а к и м  о б р а з о м ,  в одномерном установившемся потоке ско
рость м о ж е т  изменяться  толь ко  за счет плотности, а в случае 
н е с ж и м а е м о й  жидкости она вообще не может изменяться.  Это 
с в я з а н о  с тем,  что в одномерном потоке линии тока п а р а л л е л ь 
ны, т. с. п л о щ а д ь  сечения потока  не меняется и поперечные 
с о с т а в л я ю щ и е  скорости отсутствуют.

В тех случа ях ,  когда линии тока расходятся или сходятся 
под не б о л ь ш и м  углом, поперечные составляющие скорости н а 
стольк о  м алы ,  что прибли же нно  поток можно считать одно
мерным,  п о л а г а я ,  что в к а ж д о м  поперечном сечении скорость 
имеет постоянное  (среднерасходное)  значение и изменяется 
толь ко  по  д ли н е  потока.  При  тако м рассмотрении потока  удоб
но п о л ь з о в а т ь с я  уравнением неразрывности в  такой форме,  к о 
т о р а я  по луч ает ся  из условия  равенства  массовых расходов  на 
входе  и в ы ход е  расчетного участка ,  а именно:

^секх  =  ^сек2
ИЛИ _  , ,  0 - ч

f ' l  » 1  Л  “  h W2^ 2- U - * b )



Д л я  несжимаемой жидкости р =  согЫ и, следова тельно,

Ю1Р 1 =  т 2р2, (1.26)

г. е. объемные расходы равны на входе и выходе.  В этих ф о р 
мулах под р и по дразум еваю тся  их с р е дн ера схо дны е  значе
ния, а под Т7 — площ ади  поперечного сечения .

Уравнения неразрывности в форме (1. 25) и (1. 26) ш ир о
ко применяются  в практических расчетах.

§ 4. УРАВНЕНИЕ Д В И Ж Е Н И Я

В этом п а р а г р а ф е  рассм атр ива ю тся  то ль к о  наиболее  р ас 
пространенные форм ы ди ф фере н ц и альн ы х  уравнений д в и ж е 
ния идеальной жидкости,  а именно — у р а в н е н и я  в форме 
Л.  Эйлера и в форме  И. Громеки,  а т а к ж е  их интегралы.

Д л я  ¡вывода д и ф ф е р е н 
циальных уравнений дви
жения в потоке вы д ел яет 
ся жидкий объем и рас
сматриваются  силы, кото
рые на него действуют.
Ж и д к и м  наз ывается  о б ъ 
ем, контуры которого дви
жут ся  вместе с ж и д к о 
стью, т. е. этот об ъем -со
стоит из одних >и тех же  
частиц жидкости.  На  
рис. 5 такой объем взят в виде пр ямо угольн ог о  п а р а л л е ле п и 
педа АВСРУЕРЕК  со сторонами Ах, Ау, Аг.

На жидкость,  заключенную в об ъе ме  А В С О Е Р Е К ,  дейст
вуют поверхностные силы — силы д а в л е н и я  на грани объема 
и массовые силы (например,  силы т я ж е с т и ) .  Поверхностных 
касательных сил нет, так как  р а с с м а т р и в а е т с я  идеальная  
жидкость.

Согласно второму закону Ньютона,  с у м м а  всех внешних 
сил, действующих на жидкость,  равна  ее массе,  умноженной 
на ускорение. В проекциях на ко орд ин атн ые  оси это можно 
записать  в следу юще м виде (в проекции на ось  х):

р А у А г —  л * )  А у А г  +  А О х = Р А х А у  Лг

Р аскр ы в  скобки, заменив проекции м ассо в ы х  сил Д О ^ “  
=  р А х А у А г Х ,  АС}у = р  А х  А у  АгУ, Д<?2 =  р А х А у А г г ,  где X,

Рис.  5



1 дЦ II 1 ь
* £ 1н

р д х сИ

1 II 1
^

!*<

р ду йЬ

1 др йхюг

р дг ~  ~ м '

У, 1  — пр о ек ц и и  ускорений от массовых сил, и поделив обе ч а 
сти р ав ен ств а  на массу  р Ах А у  Аг,  получим

1 др  йт х

р д х  <а

У равн ен и я  в про екциях на д ве  други е  координатные оси з а 
пишутся  ана логич но .  Окончательно имеем:

(1.27)

Эти у р а в н е н и я  были получены Л е о н а р д о м  Эйлером в 1755 го 
ду  и носят  его имя.  Они справедливы как  для  несжимаемой,  
т а к  и д л я  с ж и м а е м о й  жидкости.

П р и  в ы в о д е  уравнений дв иж ени я  реальной жидкости необ
ходимо в ч ис ло  действ ую щих сил вклю чить  еще силы трения.  
Система у р а в н е н и й  будет напоминать  систему Эйлера,  но л е 
вые части ра в е н с т в  будут дополнены добавочными с л а г а е м ы 
ми,  у ч и т ы в а ю щ и м и  трение

Д р у г а я  ф о р м а  диф фе ре нц иа льн ы х уравнений дв ижения 
идеальной ж и д к о с т и  была  пр ед л о ж ен а  профессором К а з а н 
ского  у ни ве рс и те та  И. С. Громекой в 1881 году. Уравнения  
Громеки л е г к о  могут  быть получены из уравнений Эйлера .  
П р и н и м а я  во внимание,  что и) =  хи(х, у , г,  ¿), ускорение,  входя- 
щ е е в  п р а в у ю  ч аст ь  первого уравнения  системы (1. 27),  можн о 
за п и сат ь  с л е д у ю щ и м  образом:

сЬю*. ди;г . д'Ю гйх . ди>г йи . дху^йгл _ дтюх (1х  ди;х йу  
1 й ~ ~ Ш ^ ~ д х ~ Л 1  ~ду~й1

й х  йи йг 
или, т ак  к а к  —  — ьохГ —  то

сН х М  У М

дг (И

йхих __ д т л

сН д t

ды>х . ды>х . дни, 
+  м х - - *  +  и>у - - ^  +  Ы)2

д х  д у  дг

_  дчюу

<И

Ашг

(И

дЬ

дииг

~дЬ

-г  и/.
даиу

д х

ди)2

дш,, . ди>ч
шу * Г + ^ ' Г  ду  дг

. дт ,  . ди>2 
4- т х Н- и> —

д х  у д у  дг

(1.28)

*) Вы вод этих  уравнений дан  в главе VI.



(два  последних уравнения за п и сан ы  по аналогии) .  П е р в ы е  
с л ага ем ы е  в п равы х частях системы (1. 28) пред ста вляют  с о 
бой местное ускорение,  т. е. изм енение  скорости по вр ем ен и  
б данной точке  пространства .  О с т а л ь н ы е  с л аг аем ы е  о п р е д е 
л яю т  конвективное  ускорение, т. е. из менен ие  скорости по в р е 
мени, связанное  с перемещением част иц ы жидкости из о д но й 
точки пространства  в другую.  Если,  нап ример,  жидкость  н а 
ходится в установившемся  движени и,  т о  местное ус ко рен ие  
р авно нулю, т а к  как  в каж до й точке пространства  скорость  по  
времени не изменяется.  Что к а сается  конвективного  у с к о р е 
ния, то оно в этом случае может  бы ть  отличным от нуля ,  если 
при перемещении жидкости в  пр ос тра нс тве  ее скорость и з м е 
няется.

П р е о бр а з о в а н и я  Громеки состоят в следующем. П р и б а в л я я  
и вычитая  из правой части первого ур ав н ен и я  (1. 28) ве лич ину

, д до .
+  ™г — -г , 

дх дх
получим

йшх дшх , дгих , ды>,. , ди>х. ,
• л  +  +  +

дшу . ди), дти. дтх , ди).. ,
+  — у 4- тю.— г —  ш„— у —  хю, — £ = — * -Ь — 4 4- 

дх дх дх д х  Ы. дх
дш., , дни, , (дчя* дхюг\  1ди)„ дио,
д х  дх \  дг д х  )  \  дх ду 

или, при нимая  ,во внимание ф о р м у л ы  ( 1 . 6 ) ,
ди>х . д (ии* +  + и)г2 \  у _ _

т ~ 1й + тЛ — а—

•или
дтх . д (и)2 \  . .  .1Г = 1Г + Тх ( у )  +2 К ® - ».«,)•

Аналогичные пре об разования  м о ж н о  сд е л а т ь  и для  двух  д р у 
гих уравнений (1. 28). Тогда,  после  под ста но вки  значений у с к о 
рений в систему уравнений Э йл ера  ( I .  27) ,  последняя п р и о б р е 
тает вид:

у 1 др дтх д / ш !



Это есть у р а в н е н и я  Громекн.  Удобство их заключается  в 
ю м ,  что они с о д е р ж а т  величины, определяющие  в явном виде 
поступательное  и вр а щ а т е л ь н о е  движение.

В Англин ан а л о ги ч н ы е  уравнения были получены несколь
ко позднее Л э м б о м .

Интегрир овани е  уравнений движения наиболее  удобно ве 
сти, используя  систему уравнений в форме  Громеки (1. 29). 
Рассмотрим и н те гралы  уравнений движени я только для  слу
чая  н есжи маем ой жидкости.

В большинстве  случае в  в качестве массовых сил, действую
щих в жидкости,  фи гу ри рую т силы тяж ести .  Эти силы имеют 
потенциал.  Это значит ,  что существует т а к а я  функция, н а зы 
ваем ая  силовой функц ией  U , частные производные от которой 
по х, у  и z  р а в н ы  соответствующим проекциям ускорений от

d U  v  d U  v  d U  7 _
массовых сил ----- ----  X ,  -т— — - г -  =  Тогда при p =  const

д х  д у  oz
первое уравнение  системы (1. 29) можно за пи сат ь  так:

dU д (  р \  д (  w 2\  _ d w x 

д х

д (  р  \  д ( w 2\ dw v 0 , . .
^  (  р )  _  d x  ( т )  “  й Г  -w‘ ~~ “ гШу

Следовательно,  вместо  системы (1. 29) ,  можн о записать  
такую:

- 1
[и ~

. J L  _ W2 \ dwx
д х ' р ~ Т / "  ~dt

- 1 < и - . JL  _ w 2\ _  dwv
ду О 2 / ~dt

А , ( и - р W2 ^ dw2
dz * О 2 ) dt

2 (о>2w x —  «>xw z) (1.30)

В общем сл уч ае  система уравнений (1. 30) не интегрирует
ся, поэтому р а с с м о тр и м  частные случаи.

I. Неустановившееся безвихревое движение несжимаемой 
жидкости = 1»у =  =  0

Если ум но ж ит ь  уравнен ия  (1. 30) соответственно на йх, й у  
и ¿¿г и сложить ,  то  получится

1 £ ----- =  —  ( т ^ х  +  4- шг&г).
\  Р 2 /  д1

При сол= ю у=  шг =  0, к а к  это следует из ф ормул  (1. 6) ,  полу
чается



а это значит ,  что величина, с т о я щ а я  в скобках  в правой части  
последнего уравнения,  является  п ол ны м  д иф ф е р е н ц и а л о м  н е 
которой функции ф * \  следовательно,

д? '
тогда

(1 .31)

Интегрирование  диффере нциал ьно го  уравнения (I .  31) д а е т

р Ш‘
V -

|2

( 1 . 3 2 )

где ^ ( / )  — произвольная функция времени.  Она  опр ед еляе тс я  
из на ч аль ны х  условий. В ы р аж ен и е  ( I .  32) наз ывается  инт егра
л о м  Л агранж а.

(I. Установившееся движение несжимаемой жидкости
д щ  

д t
д т у _  д ы г _ _

Ум н ож ив  уравнения системы (1. 30) при ука занн ых у с л о 
виях на й х , й у  и й г  и сложив их, получим

,2  '

„ 1 и - «>гк>у )<1х +  2{ь)гы>х— шхшг) с1у -г 

Н-2 (ыхи'у —  1»У1УХ) йг  =

й х  й у  й г

=  2 (1.33)

ш,  ы>у

Уравнение  (1 .33) легко интегрируется ,  когда  о п р еделит ел ь  
равен нулю. Тогда  получается сл е ду ю щ е е  выражение:

п  Р т  *и ---------------- ^СОПБи
Р 2

которое наз ывается  интегралом Б е р н у л л и .

(1.34)

') Функция <( называется потенциалом скорости. Подробнее см. гл. IV.



Рассмотри м,  при к а к и х  условиях опр еделитель  обращ ается  
а  нуль.

1. Если с о , =  <иг = 0 ,  т. е. вторая строка  состоит из ну- 
.лей, то опр еделитель  ра вен нулю. Это безвихревое  движение  
жидкости.  П о с т о я н н а я  в уравнении Б ерн улли (1. 34) в этом 
случ ае  имеет одно и т о  ж е  значение для  всего потока.

^ ^  й х  йи йг
2. Если —  =  — == —  , т. е. члены первой строки про-

Шх  хюг
порц иональны  ч ле н ам  третьей строки, то определитель  равен 
нулю.  За п и сан н ое  услов ие  представляет  собой уравнение л и 
ний тока**.  Та ки м о б р аз о м ,  в данном с л у ч а е  уравнение Б е р 
нулли спр аведливо д л я  линии тока. Следовательно,  в случае 
вихревого  д в и ж е н и я  ко нс тан та  в уравнении (1. 34) сохраняет 
свое  значение  вд оль  ли ни и тока,  а при переходе  от одной л и 
нии тока к другой — меняется .

-  „  й х  с1у йг
3. Если —  = —  =  —  , то определитель т а к ж е  равен ну*

лю.  Это условие  п р е д с та в л я е т  собой условие  параллельности 
линии,  проведенной в жидкости,  вектору угловой скорости ш, 
т. е. является  ур а в н е н и е м  вихревых линий. Следовательно,  кон
станта  в уравнении (1. 34) сохраняет  свое значение  не только  
вдоль  линии тока,  но  и вд оль  вихревой линии.

4. О пр ед елитель  р а в е н  нулю и при —  =  — . Это
шу

условие  п ар ал л ель н о сти  векторов линейной и угловой скоро
сти: частицы ж и дк о с ти  д ви жу тс я  в этом сл уч ае  поступатель
но, одновременно в р а щ а я с ь  в плоскости, перпендикулярной 
лосту па тел ьно му  д в и ж е н и ю ,  подобно тому, к а к  перемещается 
вин т  или штопор.  В п е р в ы е  на этот случай у к а з а л  И. С. Гро- 
мека.

Подв одя  итог, м о ж н о  сказать ,  что интеграл  Б ерн улл и в слу
чае  безвихревого  тече ни я  справедлив для  всего потока,  а в слу
чае  вихревого — т о л ь к о  д ля  линии тока  или д л я  вихревой ли
нии.

Вновь о б р а щ а я с ь  к уравнению (1. 34),  за п и ш ем  его в том 
виде,  в котором оно обычно применяется д ля  практических 
целей.  В большинстве  случа ев  массовыми силами,  действую
щи ми в жидкости,  я в л я ю т с я  силы тяжести.  Если ось г  н а п р а 
вить вертикал ьно  вверх ,  то проекции ускорений от массовых 
сил запишутся  та к :  Х =  0, У = 0 ,  1  =  — где g  — ускорение

*) Напомним, что уравнение линий тока получается как условие па
раллельности линии тока вектору скорости в данной точке, т. е. проекции 
отрезка линии тока йх, йу и йг должны быть пропорциональны компонен
там вектора скорсти хих , 1£/ч и тяг.



силы тяж ести.  Подставив  это в (1. 34 ) ,  имея в виду,  что V —
— получим

+  —  =сопа1 ,  (1.35)
Р 2

или

2 +  —  Н- —  =соп з1 .  (1.36)
ё Р  2 ^

Ф о р м у л ы  (1. 35) и (1. 36) пр едста вляю т  ра зн ы е  в а р и а н т ы  
известного уравнения Д а н и и л а  Б е рн ул ли для  ид е а л ь н о й  н е 
с ж и м а е м о й  жидкости.

§ 5. ОБЩАЯ ПОСТАНОВКА З А Д А Ч  ГАЗОВОЙ Д И Н А М И К И  И 
МЕТОДЫ УП РО ЩЕ Н ИЙ

П ри  решении задач  г и д р од и на м ик и или га зо ди на м ик и,  по 
с тав ленн ых  в общем виде, н у ж н о  п р е ж д е  всего установить ,  к а 
кие величины подлежат  опр ед елению ,  т. е. я в л я ю т с я  и с к о м ы 
ми. Так ,  например,  в сл уч ае  пр ям ой  за дач и д ля  н е с ж и м а е м о й  
ж идко сти  неизвестными я в л я ю т с я  четыре величины в к а ж д о й  
точке пространства:  три комп оне нты скорости и д а в л е н и е  и»д., 
шу, иог и р. Плотность ж и дк о с ти  считается  известной,  з а р а н е е  
заданной.  Д л я  определения всех  искомых величин н у ж н о  с о 
ставить  т а к у ю  систему, в которой количество уравне ни й р а в 
няется количеству  неизвестных,  т. е. система д о л ж н а  быть  
замкнутой.  В расс мат ри вае мо м при мере  <в систему в к л ю ч а ю т  
три ура внения  движения и у р а в н е н и е  неразрывности

X  —
1 др
о д х йЛ

(1-37)

У ___ 1_ др  ___ <1тЮу
Р ду йЬ

^ ____ 1_ др_ _

р дг <И

А1 ди)х . дхи„ . дтг Л
(Ну ш =  — -  Н- — I Н-------- — О.

д х  ду дг

(Эта  система записана  д л я  идеальной  жидкости.  В с л у ч а е  
вязкой ж и дк ости  нужно вме сто  уравнений Э йл ера  б-рать у р а в 
нения дви ж е н и я  для  вязкой жи дк ос ти ,  н азы ваем ы е  у р а в н е н и я 
ми Н а в ь е —Стокса. )



Если решать  за д ач у  д л я  сжимаемой жи дкости (г а за ) ,  то 
коли чество  неизвестных,  п о д л е ж а щ и х  определению,  возрастает 
до  семи.  Кром е трех компонен т  скорости и дав ления ,  здесь д о 
б а в л я ю т с я  плотность,  т е м п е р а ту р а  и количество подведенного 
тепл а :  р, Г, С}. Та ки м о б р аз о м ,  искомыми являются:

и>х , Шг  ш г , р ,  р, Т , ( ? .

С и стем а  уравнений д о л ж н а  теперь  содержать  семь уравнений.  
Три ура вне ни я  д ви ж е н и я  остаются  без изменения.  Уравнение  
н ер азр ывн ости  т а к ж е  ост ается ,  только зап исывается  для  с ж и 
маемо й жидкости (1. 19). Недостающ ие три уравнения  з а и м 
ствуют ся  из термодина мики.  К ним относятся: 

уравне ние  состояния  га з а

Р = ^ Т ,  (1.38)

уравне ние  первого з а к о н а  термодинамики

й ()  =  с у й Т  +  рйи, (1.39)

у ра вне ние  передачи т е п л а  (форма уравнения  може т  быть 
р а з лич но й 'В зависимости от того, каким способом передается 
г е и л о ) .

Рас смо тр ен ны е  системы уравнений в об щем  виде не р е ш а 
ются .  П оэт ом у д ля  д о ст и ж е н и я  результата  обычно вводят 
у пр ощ ени я  в самом на ч ал е ,  еще при ф ор мули ров ке  задачи.  
В по лн е  понятно,  что з а д а ч а  в этом случае ставится не в общем 
виде,  а в частном,  пр и мен итель но к конкретным условиям.  Со
о б р а з н о  с этими услов ия м и дел аю тся  и упрощения.  Наиболее  
уп отребительны сле ду ю щ и е  виды упрощений.

1. Фор мулир овк а  з а д а ч и  в рам ках  установившегося  дви
ж е н и я .  При этом во всех уравнен ия х исчезают частные произ
в одные  по времени, б л а г о д а р я  чему уравнения значительно 
уп ро щ аю тся .  Н у ж н о  заметить ,  что в природе и в технике почти 
всяко е  течение жидкости или га за  является,  строго говоря,  не- 
уст ановившимся.  О д н а к о  во многих случаях  отклонения ско
рости от некоторого сред н его  значения  по времени бывают до 
стато чно малыми по сравне ни ю  с величиной скорости,  и это 
д а е т  возм ожн ость  п р и бл и ж е н н о  считать д виж ени е  установив
шимс я .  Т а к  поступают,  нап ример,  рассчитывая газовые пото
ки в турбом ашинах.

2. Переход от пространственного  к дв умерному или одно
м е р н о м у  течению.  Он д а е т  сокращение количества  неизвест
ных, а следовательно,  и количества уравнений системы. Это 
весьм а  существенно о б л е г ч а ет  решение.  Такой переход д ел ает 
ся в тех случаях,  когда сос тав ляющ ие  скорости по одной или 
д в у м  коо рдинатным осям м ал ы  по сравнению с составляющей



по третьей координате,  ориен тированной вдоль основного  
нап равления  потока. Так ,  на п р и м е р ,  при расчете те че ни я  в 
т ру бах  или пл авно -р асш ир яю щ их ся  (или с у ж и в а ю щ и х с я )  к а 
нал ах  поток принимается од ном ерным .  В пределах  д ан н о г о  п о 
перечного сечения скорость счи тае тся  постоянной, р авн ой сред-  
нерасходнон.  Такое же у п р о щ е н и е  допускают и при расче те  
криволинейных каналов,  н а п р и м е р  м ежл опа точных к а н а л о в  
турбомашин,  когда целью р а сче та  является  опр еделен ие  с р е д 
них значений параметров пот ока  в выходном сечении по и з 
вестным значениям на входе.  Если же  ставится з а д а ч а  п р о 
фили ровани я  лопаток, то по льзу ю тся  моделью дв у м е р н о г о  
потока.

3. Переход от реальной ж и д к о с ти  к модели ид еальной  ж и д 
кости. Такое  допущение очень  сильно уп рощ ает  з а д а ч у ,  т а к  
к а к  позволяет  вместо д о в о ль н о  сложны х уравнений д в и ж е н и я  
вязкой жидкости взять более  простые — в форме  Э й л е р а  или 
Громеки.  Моделью идельной ж и дко сти  пользуются  в расче т а х  
и исследованиях,  выполняемых в первом пр иближ ени и,  ко гда  
влиянием трения пренебрегают,  а т а к ж е  при расче тах  тех  о б 
ластей  течения,  которые р а с п о л о ж е н ы  на знач ит ельн ом  р а с 
стоянии от обтекаемых поверхностей,  где влияни е  т р е н и я  н е 
значительно.

4. Переход от сжи маем ого  г а з а  к нес жимаемой ж и дк о сти .
Это приводит  к сокращению неизвестных и количе ства  у р а в 
нений с семи до четырех, что весьма облегчает решен ие  з а д а 
чи. Т а к о е  упрощение  допустимо при малых скоростях  течения,  
когда  изменение  плотности на ст олько  незначительно,  что ее 
приближ енн о можно считать  постоянной.  Сущ ес твую т  т а к ж е  
методы, позволяющие п ер есч ит ыв ать  данные,  полученные для  
несж имаемой жидкости,  на случ ай сжи маемого  газа .  П р и  т а 
кой постановке  расчет течения  нес жимаемой ж и дк ости  я в л я е т 
ся первым этапом решения за д ач и ,  а учет влияния  с ж и м а е м о 
сти — вторым.

5. Применение  модели баротр опн ой жидкости.  К а к  у ж е
у ка зы ва л о сь  (§ 1), у бар отропн ой жидкости плотность я в л я е т 
ся только функцией давлен ия .  Если при расчете потока  га за  
зар а н е е  известен термодинами чес кий процесс, т. е. д ав л е н и е  
и плотность связаны однозн ач ной  зависимостью,  н а п ри м ер 
уравнение политропного процесса

—  =  const,
рл

то газ в этом случае к а к  р а з  подходит  под понятие  б а р о т р о п 
ной жидкости.  Количество ур авнен ий  в этом с л у ча е  с о к р а 
щается.  Т а к  например,  в тео рии  течения идеальног о  не т е п л о 



про во дно го  га за  з а р а н е е  известно,  что термодинамический про
цесс в потоке газа я в л я е т с я  изоэнтропным. Т а к и м  образом,  в 
систему уравнений в к л ю ч а е т с я  уравнение  изоэнтропы,  но зато  
ис кл ю ча ю тся  уравнения пер едачи  тепла и первого зако н а  те р 
м оди нам ики.

То обстоятельство,  что упрощения вводятся  в с ам ом  н а ч а 
ле,  ещ е  при ф о р м ули ровк е  задач и,  является причиной боль
ш ог о  р а зн о о б р а зи я  м ето дов  и приемов расчета,  которые при
м е н я ю т с я  в практике .  В дал ьн ейш ем  изложении будут  р ас 
см отрен ы наиболее  распро ст ранен ны е из этих методов.



Г Л А В А  В Т О Р А Я

О С Н О В Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  ГА ЗО В О Й  Д И Н А М И К И  
Д Л Я  Э Л Е М Е Н Т А Р Н О Й  С Т Р У Й К И

§ I. У Р АВ Н Е Н И Е  ЭНЕРГИИ

Изучение  основных ур авнен ий  и зависимостей,  п р и м е н я е 
мых в  газовой динамике,  у д обн о провести сн ачала  д л я  эл емен
тарной струйки или одномерного  потока,  а затем  р а с п р о с т р а 
нить их на более сложные вид ы  движения.

Бо льш ое  значение в г азо вой ди на мик е  имеет з а к о н  со х р а 
нения энергии. Он, как известно,  констатирует тот  ф акт ,  что 
энергия  не возникает и не исчезает ,  а только  п р е в р а щ а е т с я  из 
одного вида в другой. Следо вательно,  составив б а л а н с  энергии 
для  какого-нибудь количества  газа,  например,  д ля  единицы 
массы,  можно найти соотношение  между  ра зл и ч н ы м и  с оста в
л я ю щ и м и  энергии. Такая  мат е м а т и ч е ск а я  за пись  эн ергети че
ского б а л а н с а  и представляет собой уравнение энергии.

Н у ж н о  заметить,  что у р а в н е н и е  энергии не входит  в систе
му основных уравнений, р а ссм отр енн ы х в § 5 главы  I, но оно 
м ож ет  быть получено путем п ре об раз ован ия  ост альны х.  Ж е 
л а я  вывести это уравнение,  м о ж н о  было бы воспо льз оватьс я  
у ка за н ны м  способом. О д н а к о  он лишен наг лядн ос ти и п р о 
стоты. Поэтому удобнее с д е л а т ь  вывод,  взяв за  основ у б а л а н с  
энергии.

Составление баланса энер ги и рассмотрим на п р и м ер е  г а з о 
турбинной установки *>. Ее схема  и з о б р а ж е н а  на рис. 6.

Чере з  входное сечение 1 в о з д у х  из атмосферы пост упа ет  в 
компрессор,  где сжимается  и подается  в к ам ер у  сгорания .  
Туда  же,  в камеру сгорания ,  поступает  жидкое топ ли во,  кото

*) Б аланс  энергии можно с о став и ть  для  любой схемы течения. Пример 
с газотурбинной установкой взят  потому, что в нем присутствую т все со
ставляю щ ие энергетического б а л ан са ,  рассматриваемые ь газо д и н ам и че 
ских задачах.



рое, с м еш ав ш и сь  с воздухом,  сгорает,  выделяя больш ое коли
чество тепла .  Таким о б р аз о м ,  в турбину из кам еры сгорания  
по ступ аю т  о бразовавш ие ся  т а м  продукты сгорания  с высокой 
т е мп ерату рой  и высоким давлением.  В турбине они р а с ш и р я 
ются ,  производя  работу  — в р а щ а я  ротор. Часть  работы ту р
би н ы  при помощи вала  передается  на вращение  компрессора ,

д р у г а я  часть  отдается  потребителю.  Отработанные газы поки
д а ю т  турбину,  выходя через  сечение 2. Энергия  поступающего 
в о зд ух а ,  отнесенная к единиц е  массы, обозначена  Е ¡, энергия 
вы х о д ящ е г о  газа — ¿Гг- П од вед енн ое  тепло обозначено С}с. И н 
дек с  е  означает,  что тепло подводилось извне. З д е с ь  нет н и к а 
кого противоречия:  несмотря  на то, что сгорание  происходило 
в н у т р и  камеры и тепло,  подогревающее газ, выделялось 
именн о там,  энергия эта  б ы л а  внесена снаружи в скрытом ви
де, вместе  с топливом.  Следовательно,  поскольку не ставится 
з а д а ч а  изучения физико-химических процессов горения,  а р а с 
с м а т р и в а ю т с я  только  я в л е н и я  газодинамического характера ,  
то м о ж н о  считать,  что тепло  в количестве было внесено в 
к а м е р у  сгорания  снаружи-.  Р а б о т а  на валу установки,  о тда н
н а я  потребителю,  об озн аче н а  Она т а к ж е  отнесена  к едини
це ма с с ы  проходящего  через  установку воздуха.

Н а  рис. 7 и з о б р а ж е н а  упрощенная  схема течения.  Н а  ра с 
четном участке  I —2, т а к  ж е  к а к  и в предыдущем случае,  под
вод ит ся  тепло и отводится  механическая  работа .  С ледо в а т е л ь 
но, д л я  упрощенной схемы бал а н с  энергии будет та к и м  же,  как



и для  газотурбинной установки,  но п о л ь з о в а т ь с я  этой схемой 
прощ е и удобнее.

Б а л а н с  энергии запи ше тся  следу ю щи м уравнением:

Е ]— Е 2 +  О е— 1  =  0. (2. 1)

Д а л е е  необходимо расши фр ов ать ,  что по д р а з у м е в а ет с я  под 
полным запас ом  энергии единицы массы г а з а  Е. При этом 
нужно иметь .в виду,  что в «полный за п а с  энерги и» нет н адоб 
ности включать  все ее с ос та вляю щ ие  (н ап р и м ер ,  химическую, 
электрическую, в н у т р и я д е р н у ю ) ; вполне  достат очн о прини
мать в расчет только  те ее виды, которые мо гу т  пре вра щ ать ся  
один в другой в пред елах  изучаемых г азо ди н ам и чески х задач .  
Тогда  можно записать ,  что

^  , Р , ,Е  = и + ------ ь —  +  £ г ,  (2.2)
Р ^ •

где « — внутренняя  энергия  единицы м ассы  газа ,
Р
— потенциальная  энергия  д ав лен ия  е ди ни ц ы  массы газа ,

д а 2

~  кинетическая  энергия  единицы м а с с ы  газа,

потенциальная  энергия  уровня  (п о л о ж е н и я )  единицы 
массы газа  (г  — геометрическая  высота ,  £  — ускоре
ние силы тяжести) .

и  ] ' *1 1 Р'—“ V
4 к г -

Г р ; -
[

_]___дХ,

Ри с.  8

Все указанные величины измеряются  в единиц ах работы
д ж  м 2

на единицу массы, а именно в —  или, что то ж е  самое,  в ■ 
(в системе С И ) .  кг сек

Подставив в уравнение  (2. 1) значения Е \  и Е 2, в ы р а ж е н 
ные с помощью уравнения (2. 2) ,  получим

С, ( Г ,  т2) +  А _  Р» +  + г ( г 1 _ г 2)  +  (3 £ = 0 .

Р1 Р2 2

Здесь напомним, что разность  внутренних энергий и1— и2 — 
= с о ( ^ 1— Т2).  Это есть уравнение  энергии д л я  одномерного по-

3 Заказ 1245 3 3



тока  или д л я  элементарной  струйки. Оно показывает,  как  про
исходит из менен ие  внутренней энергии сг1 ( Т ]— Т2),  погенци-

Р\  А >альной энер ги и д а в л е н и я --------кинетической энергии.
Р1 ?2

по тенциальной энергии уровня g ( z ^ —г 2) в результате  действия 
подведенного  извн е  тепла  (¿е и работы,  отданной газом внеш
нему по тр еби те л ю  I .  Измене ние  внутренней энергии связано 
с изменением темп ер ату р ы  газа,  кинетической энергии — с из
менением ско ро сти потока,  потенциальной энергии уровня  — 
с измен ени ем  высоты пол ожения рассматриваемой массы газа  
на д  плоско стью ,  принятой за  нач ало  отсчета. Что касается  и з 
менения потенц иал ьно й энергии давления ,  то оно требует  
с п еци аль ны х  -разъяснений.

Н а  рис. 8 и з о б р а ж е н  расчетный участок потока, ограничен
ный н а  вх од е  сечением 1 и на выходе  — сечением 2. При вхо
де га за  через  сечение  1 силы внешнего давлен ия  р \ Р ¡, в т а лк и 
вая  в расче тны й участок  объем га за  /•’¡Д*], совершают работу 
р!р]Дх | .  П р и  выходе  из расчетного  участка  через сечение 2 
объем г а з а  /^ Д^ г  совершает  работу  против сил внешнего д а в 
ления р 2р 2 & * 2 - Под ели в эти -работы на массу газа  в соответ
с тву ю щ их  о б ъ е м а х ,  получим

,  Р \ Р \ & Х Х _  Р \  I  _  Р 2 ^ 2 ^ Х 2 _  Р 2
ВТ ~  ~  .  » *-выт _  , ’

/^Д*,?! рг Г 2& Х  2р2 р2
с ледоват ель но,

Р \  ___  р2_

Р1 Р2

п р ед ста вляет  собой разницу ра бо т  вталкивания  и в ы т ал к и в а 
ния единицы массы газа.  Эта  величина  характеризует  н ак оп

ление  ( если —  >  —  ) потенциальной энергии давления или 
V Р1 Р2 I

р а с хо до ван и е  ее ( если — < — ] потоком газа ,  на ходя щи мся
V Р1 Р2 I

внутри расчетного  участка.
И зм ене ни е  потенциальной энергии уровня g ( г ¡ — г 2) в з а 

дачах,  с в я з а н н ы х  с расчетом теплоэнергетических машин или 
установок ,  к а к  прави ло составляет  пренебрежимо малую вели
чину по сра в н е н и ю  с другими членами уравнения энергии. Оно

м ?
обычно не пр е в ы ш а е т  50— 100------- ,  тогда  как другие члены

с е к 1 
м ?

имеют п о р я д о к  10000— 100 000 — -  . Поэтому во всех д а л ь 
н и 2



нейших расчетах величина  ё ( г \ — г 2) б у д е т  отброшена.  О д н а к о  
нужно обратить  внимание  на  задачи  т а к о г о  рода,  как  расчет  
вентиляционных систем шахт,  в котор ых  изменение  потенци
альной энергии уровня  весьма велико и м о ж е т  превышать  з н а 
чения других членов уравнения энергии.  В этих  случаях в е л и 
чина £ ( 2]— г 2) д о лж н а  учитываться обяз ательн о.

Уравнению энергии придаю т еще т аку ю ,  более  удобную д ля  
расчетов форму:  пр еобр азу я  сумму членов

с ,  ( Т , - Т г) +  Р 1 - Е з .  =  ^ т 1 + Р 1 \ . . . / с Л  + М  =
Р» Ра \  ?\ /  \  Р2 /

=  (с0 Тг +  ЯТх ) — {СуТ^ +  /?Г2) =  (с„ + / ? )  (Г[ — Т2) = с р (Т1— Г2) ,

где используется известное из т е р м о д и н а м и к и  соотношение 
со — съ и подставляя  найденное  з н ач ен и е  в уравнение  
(2. 3) ,  получим

^  { Т1- Т 2) + - ' ~ Щ\ Я е - Ь = 0 ,  (2.4)

или
~Л), 2— тп2

11 — *2 Н---------г---------Ь С}е — — 0. (2.5)

В формуле  (2. 5) принято  обозначение ь — ср Т. Этот  вид у р а в 
нения энергии назы вают  еще уравнением э н та льп и и или теп л о 
содержания,  т а к  к а к  в него входит э н та л ь п и я  /.

В уравнении энергии принято с л е д у ю щ е е  пра вило знаков.  
Подведенное  внешнее  тепло считается  по лож ительны м,  а о т 
веденное — отрицательным; работа ,  сове рш ен на я  газом и 
отведенная к .внешнему потребителю,  — положительной,  а п од 
веденная к газу извне  и за траче нная  на его с ж а т и е  — о т р и ц а 
тельной. Таким образом,  в на гревате ле  г а з а  (камере  с г о р а 
ния) тепло считается  положительным,  в ох л а ди те л е  — о т р и ц а 
тельным; работа ,  получаемая  в турбине ,  — положительной,  
а з а тра чи ваем ая  на вращение  ко мп рессор а  — отрицательной.  
Это правило зн ак ов  согласуется с ур а в н е н и е м  первого за к о н а  
термодинамики.

Уравнение  энергии часто применяется  в  д и ф фере нц иа льн ой  
форме.  Чтобы получить его в этой ф орм е,  воспользуемся  так и м  
приемом, Будем пр и бл иж ать  второе сечение  к первому, ум ень 
ш ая  длину расчетного участка  до бесконечно малой величины.  
Тогда в пределе  получим вместо <Зе и А соответственно

и й Ц  вместо  Т \ ~ Т 2 и —-- ^ ^ 2- получим — й Т  и — ' ^ п о " 

следних двух  вы ра ж ени ях  зна к  минус по явил ся  потому, что



берутся беско неч но м а л ц е  разности Т \— Т 2 и ------- а не
2 2 \

Т 2— Т 1 и | Подстав ив  это в уравнение энергии

(2. 4) и по м еня в  з н а к и  на обратные,  получим

ср ё Т  +  й ^  +<Я- =  0. (2.6)

Если с опо ставит ь  вы раже ние  для  полного за па са  энергии 
(2. 2) с левой ча стью  уравнения  Берну лли (1. 35),  которая 
т а к ж е  п р е д с та в л я е т  величину полного з а п а с а  энергии едини
цы массы н е с ж и м а е м о й  жидкости,  то  можн о заметить^ что в 
случае  га з а  допо лни те льн о  введена  величина  внутренней э н ер 
гии и. Это о б ъ я с н я е т с я  тем,  что при р ^ с о п э !  тепловые процес
сы о к а з ы в а ю т  в л и я н и е  на плотность газа,  и т а к  как  его р а с ш и 
рение или с ж а т и е  св язан о с  работой,  то  в конечном итоге это 
влияние  р а с п р о с т р а н я е тс я  на механические  составляющие 
энергии. Т а к и м  об р аз о м ,  в уравнениях энергии (2.4)  и (2 .5)  
присутствуют величины, имеющие как  механическое,  т а к  и
тепловое пр ои схо ждени е .

Еще одной разновидностью уравнения энергии является 
обобщенное  у р а в н е н и е  Берну лли  д ля  га за  *К От  уравнений 
(2. 4) или (2. 5) оно отличается  тем, что все входящие в него 
сл ага ем ы е  и м ею т  механическое происхождение .  Его можно по
лучить с л е д у ю щ и м  путем.

По льз уя сь  т е м  ж е  самым приемом,  с помощью которого 
б ы л о  получено у р авн ени е  (2 ,6 ) ,  представим формулу (2 .3)  
в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м  виде:

с „ а т + л ^  +  <1 ( у ) - ¿ О «  + ^ = ° -  (2-7>

Количество т е п л а  С}, воспринимаемое  газом, и количество 
тепла 0 е, п о д в о ди м о е  к нему извне, в общем сл уча е  не 
одинаковы: су ществу ет  еще тепло трения  которое выде
ляе тся  вс ледс тви е  трения  газа  о стенки,  .внутреннего трения  
( возн и каю ще го  м е ж д у  слоями,  д в и ж у щ и м и с я  с разными ско
ростями) ,  о б р а з о в а н и я  вихрей и т. п. Это  тепло т а к ж е  воспри
нимается  га зо м .  П о э т о м у

С} =  Ое+<1г=<2е +  ^г- <2 -8)
То гда  (2.9)

*) Н еобходим о заметить,  что это уравнение было получено в наши дни. 
И м я  Д ании ла  Б е р н у л л и  ему присвоено потому, что оно является обобще
нием известного в гидродинамике уравнения Бернулли на случай тече
ния газа.



где — р а бо т а  трения (в системе еди ниц  С И  (ЭГ =  ЛГ).
Количество  тепла,  во сп ри ни маемое  газом,  можно о п р е д е 

лить с по мощ ью  уравнения первого  за к о н а  те р мо д и н ами к и

=  й Т  +  р ^ .  ( 2 . 1 0 )

Подставив  это выражение  в ф о р м у л у  ( 2 . 9 ) ,  получим

сь с1Т=*(1С}е + с И г — рйь .  (2. 11)

Кроме того,

й  = й ( р и ) = р й и  +  иёр .  ( 2 . 1 2 )

После подстановки формул (2. 11) и (2. 12) .в уравнение  э н е р 

гии (2. 7) и зам ен ы удельного о б ъ е м а  через плотность V — — ,

получаем уравнение  Бернулли д л я  га з а  в д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  
форме

~ + л  (т) +й1+й1’ = 0- (2Л З )

При решении конкретных з а д а ч  уравнен ие  Берну лли  и н 
тегрируют в пределах от на ча льног о  сечения расчетного у ч а 
стка до конечного

Г 4 Р  + ” 2а - <  + ¿  +  ¿ ^ 0 .  (2 .14)
Р 2

1

Если в процессе решения ну ж н о  получить  па раме тры п о т о 
ка в как ом-нибудь  промежуточном сечении расчетного у ч а 
стка, то при интегрировании это сечение  принимается  за  к о 
нечное. При решении можн о б ра ть  и определенный ин тег рал .  
Константа интегрирования  опр ед еляе тся  тогда из гра н и ч н ы х 
условий, в качестве которых обычно берут  условия на в х о д е  
в расчетный участок.

2

С йр
Д л я  того чтобы вычислить I — , н адо  знать  з ав и си мо сть

J  Р
1

между р  и р, т. е. иметь уравнен ие  термодинамического  п р о 
цесса, при котором происходит течение  газа ,  например у р а в н е 

ние политропы —  =сопз1 ,  Если известен терм од ин ами че -  
р"

ский процесс,  то известен и п о к а з а т е л ь  политропы.  При по ли-  
тропном процессе интегрирование д а е т



при изотермном про цессе  ( п =  1)
2

£ 1

Р\
(2.16)

Сопоставляя  м е ж д у  собой уравнение энергии и уравнение 
Бернулли,  на п ри мер  (2. 4) и (2. 14), можн о заметить ,  что пер
вое  учитывает вн еш нее  тепло,  но не соде рж ит  работы трения 
в явном виде,  тогд а  к а к  второе не со де рж ит  а  явном виде 
внешнего тепла ,  но уч ит ывает  работу трения .  Поэтому с оздает 
ся впечатление,  что эти уравнения не учитывают всех особенно
стей течения.  В действительности это не так.  Хотя работа  тр е 
ния и не входит  я в н о  в уравнение  энергии, но ее влияние с к а 
зывается ,  п р еж де  всего,  на температуре Т2. Что  касается  у р а в 
нения лли,  т о  в нем внешнее тепло учитывается при в ы 

числен —  , а именно,  от количества подведенного тепла

зависит  величина  п о к а з а т е л я  политропы.
Ра ссмотрим  у р а в н е н и я  энергии для  частных случаев  тече

ния газа.
1. Ад иабатное  течение .  Такое  течение происходит  без внеш 

него подвода или о твода  тепла,  т. е. ф* —0. Относительно 
внутреннего т е п л о п о д в о д а  (тепла трения 0 Л) никаких огово
рок  не делается ,  т. е. оно либо присутствует,  либо равно нулю. 
Уравнение  энергии в этом случае  имеет вид:

а уравнение  Б е р н у л л и  сохраняет  форму (2. 14). Уравнение 
(2. 17) имеет бо льш о е значение  в экспериментальной практи
ке. Им пользуются ,  нап ример,  при экспериментальном опреде
лении работы т у рб и ны  или компрессора,  когда непосредствен
ное определение  мощнос ти по крутящем у моменту и числу 
оборотов за тр у дн и тел ьн о  по техническим причинам.  Д л я  этого 
необходимо то ль к о  из м ер и ть  температуры и скорости газа  на 
входе  в машину и выходе  из нее и произвести вычисление по 
ф о рм ул е  (2. 17). З а м е т и м ,  что практически дело  обстоит еще

(2.17)



проще. И зм е р я ю т с я  не т е м п е р а ту р ы  га з а  и скорости р а з д е л ь 
но, а т емп ерату ры  торможения (см.  § 2) .

2. Энергоизолированное  течение.  Т ако е  течение п ро и сходи т  
без внешнего  теплообмена  (<?,. = 0 )  и без подвода  или о т в о д а  
внешней механической рабо ты  ( ¿  =  0 ) ,  т. е. без обме на  э н е р 
гией с внешней средой на уч аст ке  м е ж д у  входным и в ы х о д н ы м  
сечением. Уравнение энергии д л я  энергои золиро ванного  т е 
чения записываетс я  так:

Смысл последнего  равенства состоит  в том, что при э н е р г о 
изоли рованном течении полный з а п а с  энергии единицы м а с с ы  
газа остается  неизменным, т а к  к а к  на расчетном участке  э н е р 
гия извне не подводится и не отводится  во вне шню ю среду .  
Ур авнение  Бернулли для этого вида  течения  приобре та ет  вид:

Моде лью энергоизолированного  пот ока  пользуются  при р а с 
чете диффу зор ов ,  не ох л а ж д а е м ы х  сопел и других н е п о д в и ж 
ных кан алов ,  в которых т еп лоо бм ен  с внешней средой п р е н е 
б р е ж и м о  мал.

3. Изоэнтропное течение. Т а к о е  течение происходит  при п о 
стоянной энтропии 5  =  соп&1. Д л я  постоянства энтропии н е о б 
ходимо в ы д ер ж а ть  условие (2 =  0. И з  ф о р м у л ы  (2. 8) сл ед у ет ,  
что это мо ж ет  быть при С}е =  0.  Ф/-—0 или при *= 
Второй случай предусматривает  те плоотвод во внешнюю с р е 
ду, в точности равный тепл опо дв оду  от трения.  Такой  т оч н ый 
тепловой б ал а н с  редко м о ж е т  вст реч аться  в практике ,  а п о т о 
му здесь не рассматривается.  Т а к и м  образом,  мож н о счи та ть ,  
что течение будет изоэнтропным в том случае,  если от сутствует  
трение  и внешний теплообмен.  Д л я  этого вида течения у р а в н е 
ние энергии записывается т а к  же ,  к а к  и д ля  ади аба тно го  (см. 
ф ор м ул у (2. 17) ),  а уравнение  Б е р н у лл и  имеет вид:

ср (Т1-Т 2) + и > 1 2 — ш 2 2  = 0

2
(2.18)

или

(2.19)

2

(2 .20)

2

(2. 21)



П р и  вычислении и н т е г р а л а  здесь нужно иметь в виду,  что р

изоэнтропного потока  по льз ую тс я  при теоретических расчетах 
и исс ледованиях и д е а л ь н ы х  компрессоров и турбин.

4. Энергоизолированное изоэнтропное течение. Т ако е  тече
ние происходит  без энергетического  обмена с внешней средой 

= 0 ,  ¿  =  0) и без  т р е н и я  { 1 Г =0_, = 0 ) .  При  этом автома ти
чески соблюда ютс я  у с л о в и я  изоэнтропности процесса.  У р а в 
нение  энергии имеет  тот  ж е  вид, что и д ля  эн ергои зол иро ван
ного  течения (2. 18) или (2. 19), а уравнение  Б ерн улл и  з ап и
сы ваетс я  так:

З д е с ь  т а к ж е  при вычислени и интеграла связь  м е ж д у  д а в л е 
нием и плотностью у стан авли ваетс я  уравнением изоэнтропы. 
Этот  частный случай пр им еня етс я  довольно широко.  Н а п р и 
мер,  в теоретической газоди нам ике  большинство  задач  р ас 
см атр и вает ся  в пр ед п о л о ж ен и и  именно такого  вида течения.

В диф ференц иал ьно й форм е уравнения (2. 18) и (2. 22) 
имеют следующий вид;

Р ассм отри м еше две  весьма употребительных формы з апи 
си уравнения Бер н улл и д л я  энергоизолированного изоэнтроп
ного  течения.  И н те грир уя  уравнение  (2 .24) ,  имеем *>

и р связаны у ра вне ни ем  изоэнтропы —  = с о г Ы .  Моделью

2

(2 .22)

,2

(2.23)

(2.24)

И сп о л ьз у я  уравнение изоэнтропы

=  В — сопэ^Л*

н ай де м  значение ин тег ра ла

*) Берется неопределенный интеграл.



№  « В *J P * - - 1  N P

и, подставив  его в предыдущее уравнени е ,  получим

J L  +  “ ! l  =  const .  (2 .25)
k — \ р 2

Если сопоставить  уравнение (2.25) с уравнением Б е р н у л л и  
для  горизонтального течения и деальн ой не сжи маемой ж и д к о 
сти

р . w 2 .
—  -\-------=  const ,
9 2

то можно заметить ,  что они от лича ются  только первым сла -
р k

гаемым:  д л я  газа  коэффициент,  стоящий п е р е д —  равен — —
р к —  1,

тогда как  для  несжимаемой жи дко сти он равен 1. Т а ки м  об- 
k

разом, в е л и ч и н а ------  учитывает влияни е  сжимаемости.
' 1

Если воспользоваться соотношением,  с помощью кото рог о  

определяется скорость распро странен ия  звука  a2 =  k —  ( о с к о 

рости звука  подробнее см. § 3) ,  и пр еобразо ва ть  первое с л а г а е 
мое уравнения  (2.25) ,  то последнее  приобретает вид:

+  —  =  const .  (2.26)
fc-1 2

Эта форма записи уравнения Б е р н у лл и  широко при мен яет ся  
и теоретической газодинамике.

§ 2. ПАРАМЕТРЫ ТОРМО ЖЕН ИЯ

П а р а м е тр ы  состояния не п одв иж но го  газа вк лю ча ю т  в с е 
бя, как известно,  давление р, т е м п е р а ту р у  Т, плотность р или 
удельный объем V. Это — истинные,  или т ерм одинам ические  
параметры. Инач е  их н азы в аю т  статическими парамет рами.

Если га з  движется  в потоке,  то  перед  неподвижно у с т а н о в 
ленными приборами,  например перед  трубкой 3 или т е р м о м е т 
ром 5 (рис. 9 ) ,  он тормозится.  П р и  торможении про исходит  
сж атие  газа,  в результате чего местные значения  п а р а м е т р о в  
его состояния  изменяются по с р а з н е н и ю  с их зн ачени ями в 
наб егаю ще м потоке. Для  того чтобы измерить истинные з н а 



чения  давлен ия  и т е мп ера ту ры  в потоке, следо вало  бы изме
рительные устройства  пер емещ ать  вдоль течения со скоростью 
г а з а  так,  чтобы относит ельно  потока они о к аза л и сь  неп одвиж
ными.  Од на ко  вполне  понятно,  что такой способ практически 
неосуществим.

Практически д ля  измер ени я  статического давлен ия  в по
т оке  'применяют отверстие,  просверленное строго перпендику
л я р н о  стенке  к а н а ла ,  в д о л ь  которой течет газ. Т а к  как газ не 
встреча ет  здесь н и к а к и х  препятствий, то скорость  и давление  
вд ол ь  потока  не меняют ся ,  через отверстие /  (рис. 9) пере
д ае т с я  истинное д а в л е н и е  тако е  же, как в наб егаю щ ем потоке. 
Оно  фиксируется м а н ом етро м  2. Такой метод измерения при
меним в том случае,  когда  по сечению трубы или к ан ала  д а в 
ление  постоянно. Это  наб лю да етс я  в прямолинейных трубах  
при движении потока без  вращения,  т. е. когда  линии тока — 
прямые.  Если ж е  к а н а л  о б ра з уе т  поворот ( за кругление)  или 
пот ок  движет ся  по вин товой линии, то давлен ие  в поперечном 

•сечении распределено неодинаково,  следовательно,  его нужно 
изм ерять  в разны х т о чк а х  по всему сечению. Д л я  этой цели 
пр и мен яют  трубку статическог о  давления,  которую можно по
м е щ а т ь  в любое место  исследуемого  сечения.  В этой трубке

(рис. 10) отверстие,  через кото-

Что  'касается тр у б к и  3  (см, рис. 9) с приемным отверстием, 
'расположенным н австр ечу  потоку, и  т ермом етра  5, то они бу
дут  д а в а т ь  более высок и е  значения давлений и температуры 
по сравнению с истинными.

Рассмотри м,  к а к у ю  температуру по ка жет  термометр  5, чув
ствительный элемент  которого  обтекается потоком газа .  На  
рис. 11 из о б р аж ен а  схема обтекания термо ме тра  в поперечном



сечении чувствительного э л ем ен та .  В невоз муще нно м потоке  
(сечение / )  скорость .равна ш и те мп ера ту ра  Т. Н а  ц е н т р а л ь 
ной линии тока между сечениями / и 2 газ т орм ози тся  по л н о 
стью, т а к  что в точке 2 с к о ро сть  ра вна  нулю, а т е м п е р а т у р а  
Т * .  Процесс  торможения м о ж н о  считать э н ер г о и з о л и р о в а н 
ным *К П ри м еня я  уравнение энергии для  э н ер г о и з о л и р о в а н 
ного течения (2. 19) к д ан н о м у  случа ю (Го] =  а \  Т { — Т, ш2—О, 
Т 2 = Т * ) ,  запишем

откуда
хлр’ _  иг

Т' = Т + ¥ 7 Г  <2 '27>
Л— 1

(Здесь использовано известное  термодинами чес ко е  соотноше-  
к „

ние ср Н , вытекающее из следующих завис имо стей:
с  1
— =/г ,  сп— сг) =  Я.)  Величина Т*  наз ыв ается  температурой тор- 
СV
А ю ж ени я. Иногда  употребляются  и другие  на зван ия:  т е м п е р а 
тура зат орможенного  потока  и, не совсем правиль ны е,  —  з а 
т ор м ож енн ая  температура  и п о л н а я  те мпература .  Д л я  воздуха

(с =  Ю05 д Ж  — й= 1, 4 ,  /? =  287,4 - (ф ормула  (2. 27)
V кг  -град  кг - гр а д 1
принимает  такой вид:

|7Д|2
7* =  т+  (2.28)

2010
• )  Н а  участке 1—2 нет подвода или отвода  механической работы . К р о 

ме того, на центральной линии т о к а  газ  движ ется  без п одвода  и отвода  
тепла. Это связано  с тем, что т ем п е р ат у р а  на центральной линии то ка  не
значительно отличается от тем пературы  в окруж аю щ их слоях.



Д л я  бы ст ры х прнкидочных расчетов  часто пользуются  прибли
ж е н н о й  формулой

Т -  =  Т  +  Ь Щ !  (2.29)

С л а г а е м о е ----- г-----  в ф о р м у л е  (2. 27) наз ывается  динамиче-
2 —

к—  1
ско й  д о б а вко й  температуры. Д л я  иллюстрации ее величины 
пр и води тся  таблица .

Таблица

С корость 
■ш м /с е к

Динамиче
ская до б авк а  

Л Т град
Пример движения

10 0 ,05 Спортсмен в беге на 100 м.

50 1,25 Парашютист в затяж н ом  прыжке 
после 13 секунд свободного падения.

100 5 Пассажирский самолет с поршневы- 
мп двигателями.

200 20 Самолет-истребитель с поршневым 
двигателем.

341 58 Скорость распространения звука 
при нормальной температуре.

700 224 Самолет-истребитель с турбореак
тивным двигателем.

8000 32000 Первая космическая скорость — 
скорость спутника Земли *).

11000 60500 Вторая космическая скорость.

В о з в р а щ а я с ь  к вопросу о том, что по ка жет  термометр 5 
(см.  рис. 9 ) ,  нужно зам ети ть ,  что это показание 7> будет вы
ше, чем истинная т е м п е р а т у р а ,  и ниже, чем темпе ратура  т о р 
м ож ени я .  Д е л о  з а к л ю ча е т с я  в том, что на поверхности термо 
м ет р а  т е мп ера ту ра  не равно м ерн о распределена по ом ы вае мо
му п ери метру чувствительного элемента.  Это связан о  с неоди
н а к о в о й  теплоотдачей от стенки термометра ( здесь газ имеет

*> То обстоятельство, что спутники Земли, имея такой высокий нагрев 
вследствие  торможения, не сгораю т,  объясняется весьма малой плотно
стью атмосферы на высотах полета. Количество тепла, выделившееся при 
тормож ении ,  настолько мало (из-за  малой массы обтекающего воздуха),  
что оно компенсируется теплоотдачей  путем излучения в окруж аю щ ее  про
странство.  При входе в более плотны е слои атмосферы спутник может сго
реть, если его скорость не будет  перед  этим уменьшена.



наиболее  высокую температуру,  т ак  как т орм ози тся  в  р е з у л ь 
тате  трения  о стенки) в о к р у ж а ю щ и е  слои. Н а  рис.  ^ п р и 
ведена  полярная  д и агр амм а  распр ед еления  д и н а м и ч е с к о й  д о 
бавки температуры по п ери метру термометра.  И з  д и а г р а м м ы

видно что своей полной в е л и ч и н ы----- т— эта д о б а в к а  дости-
2 — Я 

&— 1
гает л иш ь на фронтовой сторо не  в точке 2, н а з ы в а е м о й  п ер ед 
ней  критической точкой. Т а к и м  образом,  чувст вит ельны й э л е 
мент приобретает темп ера ту ру  Т т, большую Т , но меньшую 
Т  *, а именно:

т 2 Ы)2
Т т - Г  +  л — =  Т + г ----- г ----- , (2.30)

2 с р 2 — Я
£ - 1

ГД0 Д Г ср Т т- Т
(2.31)

2 с „  2 с„

назы вается  коэффициентом восст ановления температуры.
Наиболее  хорошим был бы термометр,  и м ею щ и й к о э ф ф и 

циент восстановления  г = 0 ,  л и б о  г — 1. В первом с л у ч а е  он п о
ка зы вал  бы истинную т е м п е р а т у р у  газа ,  во втором —  темп е
ратуру торможения (по ко торой  нетрудно оп ре делит ь  истин
ную) .  Наиболее  просто осуществляется  
второй случай.  Д л я  этого чувствительный 
элемент  термометра  п ом ещ аетс я  в камеру 
тор мо же ни я  (рис. 13), вы п о л н я е м у ю  по 
возм ожности из м ате ри ала  с низкой теп 
лопроводностью.  Через пр и емн ое  отвер
стие 1 газ  из набегающего пот ока  посту
пает  в камеру торможения,  где его ско
рость  уменьшается  до величины,  близкой 
к нулю. Таким образом,  чувствительный 
элемент  оказывается  со всех  сторон о кр у
же н ны м газом с те мпе ратурой ,  очень 
близкой к температуре  тор м о ж е н и я .  П о э 
тому коэффициент  г мало  отличается  от 
единицы. Д л я  того чтобы уменьшить  
«инерционность» показаний терм ом етра ,  на з ад не й пов ерх но 
сти ка меры торможения д е л а е т с я  вентиляционное  отверстие,  
которое обеспечивает неп рерывну ю смену га за  в к а м е р е  то р 
можения.

Рис. 13



Р а с с м а т р и в а я  процесс  торм оже ни я  газа перед  приемным 
о т ве рс тие м  трубки 3 (см. рис. 9) ,  можно определить давление 
р*, ко то р о е  по ка зыв ает  м ано метр  4. При этом ну ж н о  иметь 
в виду,  что труб к а  3  вместе  с манометром 4 представляют 
з а м к н у т у ю  систему, в которой нет движения газа,  следо ватель 
но, в прие мно м отверстии скор ость  обязательно р а в н а  нулю. 
Д л я  пот ока  н есжи маем ой ж идко сти  с помощью уравнения 
Б е р н у л л и  (1. 35),  з апи сан но го  для  горизонтального течения 
( г = c o n s t ) ,  нетрудно получить

В е л и ч и н а  р*  на зыв ается  д а в л е н и е м  торможения. Имеются  и 
д ру ги е  н аз ва н ия :  д авл ен ие  зат орможенного  потока ,  з а т о р м о 
ж е н н о е  давлен ие ,  полное давление .  Формула  (2. 32) получена 
д л я  н е с ж и м а ем о й  жидкости,  но ею можно пользоваться  и для  
пот ока  г а за ,  если только  его скорость достаточно низка  и с ж и 
м а е м о ст ь ю  можно пренебречь .  Если же  скорость потока  з н а 
ч ительна ,  то связь  м еж ду  р* и р  устанавливается  следующим 
о б раз ом .

П р и  тормож ени и потока  перед трубкой полного  напора  3 
(см. рис. 9) течение явл яе т с я  не только энергоизолированным,  
но т а к ж е  изоэнтропным,  что хорошо подтверж дае тс я  экспери
ментом. П о эт ом у  д ав л е н и я  р*  и р  можно с в я з а ть  с те мп е р а 
т у р а м и  Т* <и Т  и плотностями р* и р уравнением изоэнтропы

Т а к и м  образом,  с по мощ ью  формул (2 .27) и (2 .33)  по и з 
вестным значениям истинных параметров  состояния  га за  и 
скорости потока  определяются  параметры торможения — те м
п е р а т у р а  торможения,  д а в л е н и е  торможения и плотность з а 
то р м о ж е н н о г о  потока.

Н е о бх о д и м о  подчеркнуть,  что при определении температу 
ры т о р м о ж е н и я  достаточно,  чтобы процесс торможе ния  был 
эн ергои зол иро ванным,  причем совершенно безразлично,  будет 
ли он изоэнтропным или не будет.  При определении давления  
и пло тности затормож енн ого  потока  процесс т о рм ож ени я  д о л 
жен б ы ть  не только  энергоизолированным,  но и изоэнтропным.  
Ж е л а я  подчеркнуть  это обстоятельство,  величины р*  и р* ино
гда н а з ы в а ю т  д а влени ем  и плотностью изоэнтропически  эа-  
торможенного потока.

(2.32)

(2.33)



§ 3. СКОРОСТЬ ЗВУКА,  МАКСИМАЛЬНАЯ СКОРОСТЬ,  
КРИТИЧЕСКАЯ СКОРОСТЬ

В газовой динамике  широко применяются  х а р а к т е р н ы е  ско 
рости: скорость распространения  звука,  м а к с и м а л ь н а я  ско
рость течения газа  и критическая  скорость.  Р а с с м о т р и м  эти 
понятия  подробнее.

Зв ук  распространяется  в виде слабых  волн дав лен ия  в 
упругой среде. Эти волны являю тся  про дольным и.  От  источ
ника  слабых возмущений или источника з в у к а  они распр о
страняются  в неподвижной среде  в виде сф ери че ск их  поверх
ностей. Скорость,  с которой перемещается  т а к а я  вол на ,  н а з ы 
вается скоростью распр остранения  звука,  или просто с ко 
ростью звука.

Скорость звука в ы р а ж а е т с я  следующей зав исимостью:

Эта  формула  будет получена  ниже (гл. V)  к а к  частный слу 
чай скорости распространения  ударной волны, если эту во л 
ну рассмат рив ат ь  при бесконечно малом п е р е п а д е  давлений.

Чтобы рассчитать производную,  вх о д ящ у ю  в в ы р а ж е 
ние (2. 34),  воспользуемся  уравнением полит.ропного процесса

Численное  значение п о к аза те ля  политропы з а в и с и т  от того, 
какой термодинамический процесс происходит  при сжатии и 
расширении газа внутри с л а бы х  волн во зм у щ ен и я .

В 1687 году Ньютон в ы с к а з а л  пр ед пол оже ние ,  что произ-

ловие  отвечает изотермному процессу (п — 1), следовательно,  
оно равносильно допущ ени ю о том, что внутри волн в местах 
повышенного и пониженного давлен ия  («гр еб н ях» и «впад и
нах»)  температура  одинакова .  Такой процесс  м о ж н о  предста

(2.34)

—  = с о п б 1.

(2.35)
с1р оо

содная — - — . С термодинамической точки зр ени я  это ус- 
й и  о



вить л и ш ь  в том случае,  если допустить,  что волны р асп р о стр а 
няются  на ст ольк о  медленно,  что тепло из области  «гребней» 
у сп ев ает  отводиться  в о бласть  «впадин» и те мпература  в ы 
ра в н и в а е т с я  по всему объему.  Сравнение формулы Ньютона

а= V
с р е з у л ь т а т а м и  опытов по измерению скорости звука в воздухе,  
про вед ен ны х много позже,  показало ,  что расчетная  скорость 
зв ук а  п о луч ает ся  значительно ни же  действительной.

В 1810 году  Л а п л а с  предпол ожи л,  что сжа тие  и расширение  
газа  в ну три  волн происходит  без подвода  и отвода тепла ,  т. е. 
изоэнтропически.  Тогда  п — к  и

° - У ‘ т (2.36)

Эта  ф о р м у л а  д а е т  очень хорошее  совпадение с экспериментом 
и п р и м ен я ет с я  до  нас тоящего  времени. За мени в в ф о р м у 
ле (2. 36)

— = Я Т ,
Р

можно п ре д ст ав и ть  ее в  тако м виде:

а = у ^ к И Т .  (2.37)

Д л я  во зд у х а  А/? =  20,1, следовательно,

а  =  20,1 \ / Т .  (2.38)

Т а к и м  об раз ом ,  скорость з вук а  однозначно определяется 
темпе ра ту ро й .  При нормал ьно й температуре  7' =  2 8 8 °К  она 
ра вн а  а  =  341 м!сек.

Р а с с м о т р и м  понятие  макс има льно й скорости течения  газа.  
И з  у р а в н е н и я  энергии, записанного  д ля  д ви жу щ егося  и з а 

т о р м ож ен но го  га за  в энергоизолированном потоке,

Ч ' Т  +  Т - * ' 1*

следует,  что при постоянной те мпе ратуре  торможения чем вы
ше ск ор ост ь  потока ,  тем н и ж е  истинная  температура  газа.  Т а 
кое я в л е н и е  имеет  место, например,  при истечении газа  и з  ре
з е р в у а р а  через  сопло, в котором отсутствует теплообмен с



окру ж аю щей средой. Пределом является  с л уча й ,  когда  Т =  0. 
Скорость тогда достигает  максимально в о з м о ж н о г о  значения,  
равного ш тах. Д а л ь н е й ш е е  увеличение с к о р о с т и  невозможно,  
гак  как газ уже  полностью исчерпал з а п а с  эн тал ьп и и 1 =  ср Т,  
а внешнего притока энергии нет. Таким о б р а з о м ,

1.2Ч£)1
— с Т» СР '  ,

откуда

Д л я  воздуха
1 2 ср Т /?7*. (2.39)

тогда
1 А— 1 Я =  44,8,

^тах “  44 ,8  \ /ГТ* м  сек .  (2.40)

Та к  например,  при 7  =  288° К, т. е. при н о р м а л ь н о й  темп ер а
туре  ш т8х = 7 6 2  м!сек.

¿Максимальную скорость можно т р а к т о в а ть  т а к  же ,  как  ско
рость истечения в пустоту. Действительно,  если из некоторого 
резервуара  (рис. 14), объем которого д о ст аточн о  велик, про
исходит идеальное  истечение газа через соп ло ,  то скорость 
истечения легко  определяется  
на основании следующих сооб
ражений.  Так  как  объем р е з е р 
вуара  велик, то скорость внут
ри него близка к нулю. П а р а 
метры состояния газа  в р е з е р 
вуаре  поэтому можно считать 
равными па рамет рам  т о р м о ж е 
ния р* и Т*. Решив уравнение 
(2 .27)  относительно скорости

\ - Л
т*

и заменив отношение те мператур  с помощью уравнен ий  (2. 33),  
получим формулу скорости 'истечения **.

и> я г * (2.41)

*) Эта формула известна так ж е  нз термодинамики, где она рассмат
ривается в разделе истечения газов.

4 За каз  1245



Из  ф о р м у л ы  видно,  что при понижении давления той среды,  
в кото рую про ис ходит  истечение р, скорость истечения во з р а с 
тает.  Если д а в л е н и е  р  упадет  до  нуля,  то скорость достигает 
м а к с и м а л ь н о го  значения:  ф ор мула  (2. 41) приобретает вид 
( 2 .3 9 ) .

Н у ж н о  зам ети ть ,  что поскольку температура ,  ра вна я  аб с о 
лютному н у л ю ,  недостижима,  то практически невозможно по
лучить и м а к с и м а л ь н у ю  скорость  газа.  Поэтому ее следует  р а с 
см а тр и в а ть  к а к  теоретический предел скорости течения газа.

П о н яти е  критической скорости удобно ввести, р а с с м ат р и 
вая  Процесс истечения  газа  из ре зер вуар а  через сопло в ат м о 
сферу,  хотя  эт а  'величина применяется  в самых р а з н о о б р а з 
ных з а д а ч а х ,  не обязате льно свя за нн ы х  с процессом истечения. 
Н а  рис. 14 вн и зу  изображены  кривые изменения скорос ти  по
тока,  т е м п е р а т у р ы  и местной скорости звука по длине сопла,  
через ко торое  д ви же тс я  газ. Это течение является энергоизоли
рованным,  по этом у связь  м е ж д у  скоростью и температурой 
в ы р а ж а е т с я  с по мощью уравнения энергии в форме (2. 19). П о  
мере н а р а с т а н и я  скорости по длине  сопла,  температура ,  как  
это следу ет  из уравнения энергии (2. 19), а следовательно,  и 
скорость з в у к а  (2. 37) уменьшаются .  Таким образом,  в р а з 
личных сечен иях  одного и того же  потока  скорость зву ка  по 
лучается  ра зн ой .  В начале  с оп ла  скорость потока ниже ско
рости з в у к а ,  в конце  — превы ша ет  ее. Где-то в средней части 
сопла с у щ е с т в у е т  сечение, в котором скорость потока ра вна  
местной ско ро сти звука.  Это сечение называется  критическим,  
а п а р а м е т р ы  потока  в нем — критическими параметрами.  Н и 
ж е  будет  п ок аза н о ,  что если га з  д ви же тс я  без трения и без 
обмена  энер ги ей с внешней средой, то критическое сечение  
со впа д ает  с са м ы м  узким местом к а н а л а  — горлом сопла.

М о ж н о  т а к  сф орм улир овать  понятие  критической ско ро 
сти: крит ической скоростью называет ся такая скорость тече
ния газа , кот орая ра вна  местной скорости звука .  М ож но  дать  
и др у гу ю  форм ули ров ку,  принимая во внимание то о б ст о я 
тельство,  что в точке пересечения кривых на рис. 14 проходит  
как  к р и в а я  скорости потока,  т а к  и кри вая  скорости звука ,  а 
именно: крит ической скоростью зв у к а  называется такое зн а чв ' 
ние местной скорости звука , которое равно  скорости потока 
газа  в  д а н н о м  месте. К а к  видим,  в обоих случаях  численное  
значение  пол учится  одним и тем же,  поэтому безразлично,  
как  и м е н о в а т ь  эту  в е л и ч и н у — критической скоростью и л и  к р и 
тической ско ро стью  звука — и как обозначать  ее: ^кр или й ч^  
Более  р асп р о стр ан ен о  назван ие  «критическая  скорость» и об о
значение  а к р .

Р а с с ч и т а т ь  критическую скорость  можно по формуле

^к р  -  а к Р =  <2 -4 2 >



где 7 ^  — температура  г а з а  в критическом сечении.  П о с л е д 
няя легко  определяется с по мощ ью  уравнения  эн ер ги и (2. 19), 
л е в а я  часть которого з а п и с ы в а е т с я  д ля  сечения внут ри ре зер 
ву а р а  (см. рис. 14), где ю = 0 ,  Т — Т*,  а п р а в а я  ч а с т ь  — д ля  кр и
тического сечения, в кот ор ом  да =  а кр, 7’= 7 ,кр, а именно:

п 2
с  Т*  — с Т  -4- крс р * кр I •

&
З а м е н и в  здесь СР— ~ — -  /? и а кр по ф о р м у ле  (2. 42) ,  полу-

К---|
чим после небольших п ре об ра зо ван ий

Т  9

#  = 7Г Г '  (2'43)
Эта величина наз ывается  критическим от но ш ен ие м т е м п е р а 
тур. Попутно запишем ф о р м у л ы  для  критического  отношения 
давлений и для  критического отношения плотностей.  Т ак  как  
процесс  течения газа через  сопло идеальный,  т о  с в я з ь  м е ж д у  
дав лениями,  плотностями и те мп ер ату ра ми у с т а н а в л и в а е т с я  
уравнением изоэнтропы (2. 33 ) .  Тогда

к
(2.44)

Ркр
(  2
1 А+1

Ркр _  /
'  2  1

р* 1, ь+\)\к~К (2.45)

Д л я  воздуха эти соотношения имеют следую щие значения:

= 0,8333, =0,5283, ^  =0,6339.

Определив из соотношения (2. 43) температуру Т кр и по дста 
вив ее значение  в форм улу  (2. 42) ,  приходим к н а и б о л е е  у доб 
ной ф орм уле  для  расчета критической скорости

а «р= (2.46)

Д л я  воздуха  - у / " 2 Т ^ Т У ? = 18.31. Следовательно,

«кР =  18,31 У Т *  м /с е к .  (2.47)

Установим связь м е ж д у  х ар ак тер н ы м и  ско рос тя ми ш тах1



а кр и а. В з я в  отношение  к в а д р а т о в  максимальной и критиче
ской скорости,  получим

^ 2тах _  к ± 1  (2.48)

З а п и с а в ,  далее ,  к в ад рат  скорости звука

а 2 =  £ £ 7 \

-выразим здесь  темп ерат ур у Т  через температуру т о р м о ж е 
ния  Т*

т=т*
№

тогд а

а 2 =  6Я / Г*

или
(2.49)

П о  эт им  ф о р м у ла м  и д ел ается  пересчет.
Т е м п е р а т у р а  торможен ия,  критическая  скорость и макси

м а л ь н а я  скорость  явл яю тся  величинами,  так  или и н аче  х а р а к 
т е р и з у ю щ и м и  полный за п а с  энергии,  которым об ла д а е т  р ас 
с м а т р и в а е м а я  единица массы газа.  Если эта масса  не п од виж 
н а  т о  ее полный з ап ас  энергии равен ¿* =  ср Т  , а этой величи- 
«е  пр оп орцио на льн ы к в а д р а т  критической скорости и квадрат  
м а к с и м а л ь н о й  скорости.  Е с л и  р а с с м ат р и в а е т е ^  д в и ж у щ а я ся

м а с с а  г а за ,  то ее полный з а п а с  энергии ср Т  +  —  путем вве

д е н и я  темп ературы  т о р м о ж е н и я  легко приводится к срТ*.

§ 4 Б ЕЗ Р АЗ М Е Р Н Ы Е  СКОРОСТИ: ЧИСЛО М, П РИ В ЕД ЕН Н ЫЕ  
СКОРОСТИ X и Л

О б ы ч н о  скорость  д в и ж е н и я  измеряется  в метрах  в секунду,  
к и л о м е т р а х  .в час или каких-ни буд ь  других единицах,  имею-

щ и х  ра зм ер но сть  ■ Если же  за  единицу измерения
1 время



скорости принять какую-либо из ха ра кт ерны х  скор остей ,  н а 
пример скорость звука,  то р е з у л ь т а т  измерения бу де т  в ы р а 
ж а т ь с я  безразмерным числом.  В дал ьн ейш ем  и з л о ж е н и и  будет  
ясно, что такой способ и з м ерени я  скоростей я в л я е т с я  очень 
удобным.

Н а и б о л е е  распространены три без раз мерны е скорости.:  ч ис
ло  М, приведенная  скорость X и приведенная  скор ость  А. П р и 
веденные скорости иначе н а з ы в а ю т  коэ фф иц ие нт ами скорости.

Ч ислом  М называется от нош ение скорости потока к  мест
ной скорости звука

\ л &
М =  —  • (2.50)

а

Впервые эта  величина была  и с п ол ьз ован а  в тру дах  п р о ф е с с о р а  
е г е р б у р г с к о й  артиллерийской ак адемии  Н .  В. М а и е в с к о г о  

(186о),  затем этим отношением пользовался  а вс тр и йс ки й ф и 
зик Э. М а х  (1887).  В связи  с этим в советской технической

ш
лит ер ату ре  отношение —  част о  наз ываю т  числом М а и е в с к о -

а
го, в немецкой числом М а х а .  И н о гд а  в английской л и т е р а т у 
ре эту .величину называют чи сл ом  Бэрстоу.

П р и вед ен н о й  скоростью, и л и  коэффициентом скорост и X 
называет ся отношение скорости потока к крит ической скорост и

.  ш
х =  —  • (2-51)

и кр

Ч ислом  Л  называется от нош ение скорости потока к  м а к с и 
м а льн о й  скорости течения га за

Л ^А = -------- . (2.52)
т а х  

,2п  . ш
з а м е т и м ,  что .величиной —-----= Л 2 пользовался  а к а д е м и к

^  ш ах
С. А. Чапл ыги н еще в п ервы х р а бо т а х  по газовой д и н а м и к е  
П оэт ом у ее иногда наз ыва ют  числом Чаплыгина .

Численное  значение б е з р а з м е р н ы х  скоростей м о ж е т  и з м е 
няться в следующем диапазоне:

число М 

число X 

число Л

от 0  ДО эо’ 

от 0 до  1
V  к —  1

от 0  до  1,

так  как  скорость потока м о ж е т  изменяться  от 0 до  г£>тах



м е с т н а я  скорость  звук а  в т о м  сечении, где & =  ра вна  ну
л ю  (по тому что т е м п е р а ту р а  р а в н а  нулю).  •

С в я з ь  м еж ду  при веде нн ым и скоростями Л и Л  ус тан а в ли 
в а е тс я  сл еду ю щ и м  путем:

••кр
Следовательно,

А -  -  —  ■ ха> =  а,|Ш1Х =  1  /  Й +  1 ,
А  а к0 штах а кр V Ь—  1

(2.53)

Д л я  установления за в и с и мо с т и  между приведенной скоро
стью 'И числом М  .возьмем отношение  их квад ратов

А ± 1 д 2
>,2 XV2 , т2 _  _  2 кр 2 _  А +  I _■ 'к ~ - \

=  а 2 к Р  2  2

отку да

(2.54)

или

, Ь - 1
1 - Г  - х - м

М2 =
к + 1 (2.55)

/ г + 1
Г р а ф и к  зависимости приведенной скорости от числа М 

и з о б р а ж е н  на рис. 15. И з  г р а ф и к а  видно, что значения  М и К 
численн о совпа да ют  при М =  1 и М = 0 .  Когда  М-»«©, то  приве
д е н н а я  скорость с трем и тс я  ко вполне определенному пределу

Xтпах V /г-1
Э т о  знач ение  легко получить ,  устремив число М  к бесконечно
сти.  То гда  ш стремится  к  м а к с и м а л ьной скорости и л  к ве*

д а й н е  —  ,ко торая  р а в н а  * ± |  (см. ф орм улу  (2. 48 ) ) .  П о 

с л е д н я я  является  н а и б о л ь ш е й  из всех возм ожн ых  величин Я, и 
н а з ы в а е т с я  м а кс им альн ой  приведенной скоростью >Чпах- Д л я  
в о з д у х а  (А = 1 , 4 )  Х т а 1 = 2 _449.



Ч и с л а  М,  к  и Л являю тся  кр и те ри ям и подобия  д л я  с ж и 
маемой  жидкости,  Так на пр им ер ,  если в двух  геометрически 
подобных ка н а ла х  числа М на  входе  будут  одинаковы,  то  о т 
ношения скоростей,  давлений,  темп ератур ,  плотностей в дву х  
сечениях одного канала будут  р а в н ы  соответствующим о т н о 
шениям в двух сходственных сечениях другого к а н а л а .  ( П о 
дробнее  подобие потоков р а с с м а т р и в а е т с я  в г л а в е  VI .)

Рис. 15

П о с ко льк у  число М связано с приведенными ско ростям и к  и 
А  однозначными зависимостями,  то, вместо того, чтоб ы у с т а 
на в л и в а т ь  одинаковые числа М  на входе  в  каналы,  м о ж н о  у с т а 
новить одинаковые числа X или од ин ак ов ы е  числа  А. В этом 
случае  подобие потоков т а к ж е  будет  соблюдаться,

§  5. ГАЗОДИНАМИЧЕСКИЕ Ф У НК ЦИ И ПАРАМЕТРОВ Т О РМ О Ж Е Н И Я
х {I), г. (\), е (X)

Зав иси мости между истинными п а р а м е т р ам и  состояния  г а 
за  и п а р а м е т р ам и  торможения п р и обр етаю т  особенно уд об ны й 
для  расчетов  вид, если их пр ед с та в и ть  с помощью б е з р а з м е р 
ных скоростей М и а .

Д л я  того чтобы получить эти зависимости,  опред елим сна-
Т» Т

чала  отношения температур —  и —

Т  _ ! _

1 2 - ^ Р
1 1 =  А— 1 . ■ 1 __ I , * -™2
Т  Т  +  2 к Н Т  2 а 2 ~

1 I к — 1 0
~  1 Н---2 ~



2 — — Я
'£ _ _________ к —  1 _ 1  к — 1 ^ 2

Г* “  Г* А +  1 2 —  е т *
к +  1

=  1 __ /е~ 1 ^  1 _  >2_
А  +  1  « 2 к р  ¿  +  1

О тношения д ав лений и плотностей можно вы ра зи ть  с помо
щ ь ю  уравнений изоэнтропного  процесса (2. 33) через темпе
р атур ы.  Тогда

Т*
Т

Р - ,
Р

о*

Р

! _  

т* '

_р_ 

р*

± _  

р*

Величины т(?.),  л ( а )  и е(?,) называются  газод инам иче
с ки м и  ф ун к ц и я м и  парамет ров торможения. Они за ран ее  р а с 
счи тываю тся  для  всех значений  приведенной скорости Я (или 
числа  М)  и сводятся  в та бл и ц ы  газодинамических функции. 
Пос лед н ие  состав ляют ся  д л я  различных значений показателя  
из оэнтропы А, соответс тв ующ их разным газам.

Д л я  воздуха  (при А = 1 , 4 )  формулы, с в язы ваю щ и е  истин
ные  па рам етры  состояния  с парам етрами  торм оже ни я,  имеют 
сл еду ю щ и й  вид:

—  = 1 + 0 , 2  М2, (2-62)
Г

1 +
/г— 1

ДГ-

' + ¥ « ’Г

1 -  ------- 1 Я2 =  т(Х),
к +  I

1 = л (х),
А+1

(2. 56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60) 

(2.61)



У  =  {1 +  0,2 М 2) 3’5, (2 .63)

—  -  ( 1 + 0 , 2  М 2) 2|5, (2.64).
Р

^  =  1— 0,167 'к2, (2.65)

-р-  = ( 1 — 0,167Л2) Ч  (2.66)
Р *

^  =  (1— 0,167 Я,2)2'5. (2 .67)

Пример расчета с помощью газодинамических функций 
параметров торможения

н
В потоке газа измерено: р =  101300 —  (нормальное  д а в л е н и е )

м

р* =  143000 —  , 
м 2

Т* =  324° К-

О п р е д е л и т ь  скорость потока  w. П о к аза тел ь  * = 1 , 4  R  =  
=  287,4.

1. Вычисляем л (>.) =  —  ^  ^ 1 =0 ,70 84 ^ 0 , 7 0 8 5 .
р* 143000

2. По та бл иц ам  га зодинамических функций для  ¿ = 1 . 4  по 
величине л(Л)  =0 ,7085 находим /. =  0,75.

3. Опр еделяем критическую скор ость  а кр =  18,31 ] / 7 ’* =
=  18,31 ]/ Ш  =  329,6 м/сек.

4. Определяем скорость ш =  Я а кр =  0,75 • 329,6 =  247,2 м /сек . 
Ка к  видно из приведенного при мера ,  весь расчет  с во ди тс я

к очень простым операциям.
Табл и цы  газодинамических функций особенно эф ф е к т и в н ы  

при массовых расчетах.

§ 6 .  ПОСТРОЕНИЕ ТЕР МО ДИ НАМИ ЧЕ СКИ Х ПРОЦЕССОВ,  

ПРОИСХОДЯЩИХ В ГАЗОВЫХ ПОТОКАХ, В ДИАГРАММАХ p V ,
TS И is

Применение диаграмм pv ,  T S  и iS  д а с т  возможность  н а г л я д 
но представить  термодинамические  процессы, п р о и с х о дя щ и е  
при течении газа.  С их пом ощью л егко  выяснить т аки е  в о п р о 



сы,  к а к  влияние трения ,  по двода  или отвода тепла  на скорость 
потока  и его эн ергетические  показатели.  По д и а г р а м м а м  ¿о 
д о в о ль н о  просто о п р е д е л яю тс я  параметры потока.  Все это де 
л а е т  применение  т е р мо дин ами че ск их  д и а гр а мм  в га зодин ам и
ке  ве сьма  полезным.

П р е ж д е  чем р а с с м а т р и в а т ь  построение д и агр амм ,  необхо
д и м о  установить,  к а к  с в я з а н ы  между собой различ ные  виды 
энергии в газовом потоке .  С этой целью возьмем уравнение  
энер ги и (2 . 4 )  и у равне ни е  Бернулли (2. 14), из которых СЛе-

ДО?2— ££>12
дует ,  что величина / . + ---------------может быть в ы р а ж е н а  двумя

2
способами:

1 +  ■ ^ - Ш 1 = ср ( Т , _ Т 2) +  С}' (2.68)

1

-И 1 +  =  ГЛр _ _ 1 г  (2.69)
2 }  р 

2

П р а в ы е  части ур авне ни й (2. 68) и (2. 69) могут быть пред
став лены  с  помощью д и а г р а м м .

Р ассм отри м с н а ч а л а  случай э н е р г о и з о л и р о в а н н о г о  
и з о э н т р о п н о г о  течения .  В качестве расчетной схемы при
мем  течение га за  через  и деальн ое  сопло (рис. 16). Поскольку 
здесь  нет внешней механич еской  работы (¿. =  0) и нет внеш
него теплообмена  и тр ени я  (¿2,. =  (¿г = 0 ) ,  то уравнение  энер
гии и уравнение  Б е р н у л л и  приобретают вид:

^ - ^ 1  =  Ср (Г ,— Г2 „,), (2.70)
ш

1
— а.']2 _  С ¿р  (2 71)
2  }  р '

2
Согласно  уравнению (2. 71),  увеличение кинетической энер

гии при течении га за  через  сопло для единицы массы равно
1 1

^  Р а с с м о т р и м ,  как  изобразится этот  интеграл

2  2
в д и а г р а м м е  ри. О н а  построена  на  рис. 17. Точк а  1 из о б р а 
ж а е т  состояние га за  при входе  в сопло ( п ар ам етр ы  р\,  1м). 
то чк а  2 Ид — на выходе  из сопла  (параметры р 2, ^ 2ид)- Т а к  как 
течение  происходит  без  тре ни я  и без внешнего теплообмена  
( 1 Г =  <3Г= 0 ,  (2, =  0 ) ,  то процесс расширения газа  из о б р а 
ж а е т с я  изоэнтропой ри* = c o n s t .  Подынтегральное  вы ражение



представлено на д и а г р а м м е  горизонтально р а с п о л о ж е н 
ной заштрихованной полоской,  следовательно,  и н т е г р а л у

|  ьйр  соответствует площадь  а 12ил Ь. Эта  пл о щ адь  п р е д с т а в 

ляет  в м асш табе  работу р а с ш и р е н и я  единицы массы д в и ж у 
щегося г я ч я

Н у ж н о  заметить ,  что в т е р м о д и н а м и к е  при изучении п р о 
цессов расши рения  или с ж а т и я  н еп одвиж но го  об ъе ма  га з а  р а 
бота расши рени я (или с ж а т и я ) ,  отнесенная  к единице ма ссы ,  
определяется  как

Эта раб от а  связана  с д еф о р м ац и ей  о б ъ ема  газа:  .ра сши ряяс ь  
газ пре одолевает  силы д ав лен ия  со стороны соседних слоев .  
Если ж е  рассматривает ся  д в и ж у щ и й с я  объем газа,  т о  он с о 
вершает  еще работу,  связан ну ю с его перемещением,  р а в н у ю  
разности р а б о т  вталкивания  <и вы тал к и в а н и я  (см. стр. 3 4 ) .  
Р аб ота  в т а лк ив ани я  на рис. 17 и з о б р а ж е н а  пл о щ адь ю  а /со ,  
вы т ал к и в а н и я  — площадью Ь2И1 ёо.  И з  д и а гр а мм ы  видно,  что

Таким образом,  работа р асши рени я  единицы массы н е п о д в и ж 
ного газа  и ра бо та  расширения еди ниц ы массы д в и ж у щ е г о с я  
газа отличаются  на величину ра зн о с т и  работ  в т а л к и в а н и я  и 
вытал кивания .

Фо рмальн ое  перестроение д и а г р а м м ы  pv,  изо браже нн ой на  
рис. 17, в координаты ТЭ не в о зм о ж н о .  Это связано с тем,  что 
фигура  на рис.  17 не  является з а м к н у т ы м  циклом. Н а  этой ф и 

Ри с .  16 Рис.  17

2
рйи =  пл 12И2йс.

пл 12ия й с + п л  а / с о — пл 6 2 ид йо-= пл а / 2 ид Ь

или .в аналитической форме
2 1



гуре  только  одна ли н и я  — изоэнтропа / — 2 ид — является 
термодинамическим процессом. Что касается  линий а— 1 и 
2иа —  ь, то  вдоль к а ж д о й  из них параметры состояния  газа 
остаю тся  неизменными (на пример,  вдоль а— / меняется не 
удельный объем,  а коли чество  газа,  вошедшего  в расчетный 
у ч ас ток) ,  а линия аЬ п р ед ста вл яет  отрезок оси ординат.  П о 
эт ому перестроение д е л а е т с я  иным путем.

О б р а щ а я с ь  к у р а в н е н и я м  (2. 70) и (2. 71),  можн о за ме 
тить,  что поскольку  их левы е части одинаковы, то равны и 
пр авы е  части 1

ср ( Г . - Г 2и, ) = | ^ .  (2.72)

1 2 
Гс1р

П оэт ом у,  вместо величины  I —  можно пользоваться  равном
J  Р■1

ей величиной ср ( 7 \ — 7^ид). Последняя  легко  определяется 
в д и а г р а м м е  7'5 (рис.  18). Д л я  этого под участком изобары 
р[,  л е ж а щ е м  в ин те р в а л е  температур Л — 7'2Нд> строится пло
щ а д ь  По смыслу она представляет  количество  тепла,

которое нужно отвести от единицы массы газа,  чтобы при по
стоянном давлении понизить  его температуру от  Т 1 до Т2и£. 
Т ако й  процесс, конечно,  совершенно не соответствует  течению 
внутри сопла (рис. 16),  в котором нет те пло обмена  и давление  
'П е р е м е н н о .  Од на ко  согласно  уравнению (2. 72) разность эн

тальп ий ср(7’1— 7'2ид) р а в н а  работе  расширения —  . Поэтому

‘2
величина  ср ( 7 \ — Т’гид) м о ж е т  рассматриваться  как  мера для  
из мерен и я  работы ра с ш и р е н и я  единицы массы движущегося  
газа .



Ра ссм отр и м  теперь э н е р г о и з о л и р о в а н н о е  те чение  
через сопло,  происходящее с трением.  В этом сл уча е  £ =  С}е =  0 
и уравнения  (2. 68 ) и (2. 69) п р и н и м а ю т  такой вид:

й'22— Ю|:

(2.74)
2 ,1 Р

2

И з (2. 74) следует, что для  опред елени я  прироста  кинети-

ы>22— ю12 Г ¿р
ческой энергии ------ ------- н ад о  из работ ы расши рена

2
вычесть работу  трения I  г. П р и  этом надо иметь в виду,  что 
сама  рабо та  расширения в этом сл уча е  имеет дру гую  в е л и ч и 
ну, т а к  как  процесс происходит  с подводом тепла  от трения .  
На  рис. 19 построены два процесса  расширения — изоэнтроп-  
ный 1—2 ИД и политропный 1— 2 с  подводом тепла . Из  д и а г р а м -

Г<*Рмы видно,  что во втором сл уч ае  р а б о т а  расширения I —  по-
¿> р

лучается  больше, чем в п е р в о м . . н а  величину пл ощ ади  к р и в о 
линейного треугольника  122 ид. Р а б о т а  трения  в р а - д и а г р а м м е  
не и зо браж ается .  Поэтому перейдем теперь в коор дина ты ГЗ.

Р а б о ту  расширения в 7’5 - д и а г р а м м е  можно получить д о 
бавлением к площади 1 е соответствующей ид еальном у с л у 
чаю, пло щ ади  треугольника 122ил, что сделано на левой ф и 
гуре рис. 20. Тепло,  воспр инима емое  газом,  в э н ер г о и з о л и р о 
ванном потоке  равно теплу трения ,  т а к  как  внешний т е п л о о б 
мен отсутствует.  Оно и з о б р а ж а е т с я  в Г 5 -д и а гр а мм е  п л о щ а 
дью, л е ж а щ е й  под политропой р асши рени я  1—2 (пл 12т е),  и 
равно ра бо те  трения Вы ч ит ая  из площ ади  122ил e fg  ( л е 
вая  фигура,  рис. 20) п л о щ а д ь  12те  ( средняя  ф иг ура ) ,  п о л у 
чим пл о щ ад ь  1еЫ (правая  ф и г у р а ,  пл о щ адь  об озн аче н а  з а 
штрихованным контуром).  П о л у ч е н н а я  р е зу льт ир ую щ ая  п л о 
щадь ,  р ав на я ,  согласно у рав н ен и ю  (2. 74),  приросту  кинети-  

^ „ 2 — Ш)2
ческой э н е р г и и ------ ------ , р а с п о л о ж е н а  под отрезком 11 изо-

¿л
бары р\. Поэтому  она може т  б ы ть  представлена  ра зн о с т ь ю  
энтальпий ср (Т \— Т2). Тот ж е  р е з у л ь т ат  получается  из у р а в 
нения (2. 73).

Интересной особенностью зд есь  являе тся  с л е ду ю щ е е  о б 
стоятельство.  Если перейти от идеальног о  течения  к т е че ни ю



с трением,  то можно за мети ть ,  что прирост кинетической энер-
щ 2 — м 2

гии --------------  у м е н ь ш а е тс я  не на величину работ ы трения Лг>
2

а на несколько м ень ш ую  величину.  Это вы звано ростом рабо 
ты расширения  за счет пл о щ ади  122 „л, происходящим вслед
ствие  подвода  т е п л а  от трения .  Поэтому п л о щ а д ь  122ия н а зы 
ваетс я  возвращенным теплом. Таким образом,  не вся энергия,

з атр ач ен н ая  на пре од ол ен ие  трения,  является без возвратно по
терянной.  Часть  ее — пл 122 ид — возвращ ает ся  в виде полез
ной работы ра сши рения ,  и только часть, соответствующая 
п л о щ а д и  2 Ил 2тс, п р е в р а щ а е т с я  в тепло необратимо.

Ра ссмотрим  д а л е е  построение  процесса -сжатия,  соответ
ствующего,  например,  схеме  течения газа через диффузор.  На  
рис. 21 приведены ри- и Г5 -диап раммы для  этого вида течения. 
Р а б о т а  с ж ати я  единицы массы движущ егося  газа  в идеальном 
случ ае  и з о б р а ж а е т с я  в ри-д иаг рамме пл ощ адь ю  а!2илЬ, а  при 
подводе  тепла — п л о щ а д ь ю  а12Ь, большей, чем первая.  В д и а 



г р а м м е  ТЗ  эти работы пр едста вл ены  соответственно п л о щ а д я 
ми / 2 Ид и 12ghe. Р аб оте  трения  отвечает  пло щ адь ,  р а с п о л о 
ж е н н а я  под политропой с ж а т и я  1— 2, р авн ая  пл 12те. С у м м а р 
ная п л о щ а д ь  # 2 т /1 равна  у м ень ш ени ю  кинетической энер ги и 
газа.  О н а  расположена под участ ком  изобары р2 в и н т е р в а л е  
температур  Т2— Т\ , следовательно,  равна  разности э н та л ь п и й
С Р  ( 7 * 2 — Л ) .

В отличие от процесса рас ш и р е н и я  (течения через  с оп ло) ,  
при с ж ати и  не получается в озв ращ ен но го  тепла . Если,  н а п р и 
мер, перейти от течения в идеа льн ом  д и ф фуз оре  к т е че ни ю  
с трением,  то затраты кинетической энергии во з р а с т у т  не на 
величину работы трения ¿ г» а бо ль ш е,  так  к а к  при с ж а т и и  г а 
за с подводом тепла от трен ия  в о зр астае т  работ а  с ж а т и я  е д и 
ницы массы движущегося 
газа  на  величину пл 122 ид.

Построение  ^ - д и а г 
р ам м  д ля  течений газа в 
турбинах  или в компрес
сорах  делает ся  аналогич
но. П р и  этом нужно иметь 
в виду, что разности эн 
тальпий,  подсчитанные по 
действительным темп ера 
турам,  будут  здесь равны 
не изменению кинетиче
ской энергии потока,  как 
было в предыдущем слу 
чае, а сумме внешней механическом раооты ь  и при рос ту  ки не 
тической энергии.

В ¿З- диаграммах по оси о р д и н а т  о ткл ад ывает ся  э н т а л ь 
пия — произведение удельной теплоемкости при постоянном 
давлен ии на температуру.  Поэт ом у,  если ср =  соп51, т о  пе ре 
ход из координат  Г5  в к о о р д и н а ты  ¿5 будет с о п р о в о ж д а т ь с я  
только  изменением вертикального  м асшта ба .  При этом ф о р м а  
всех линий,  изо браж аю щи х  те рмодинамические  процессы,  о с 
тается  той ж е  самой. (Н е к о т о р ы е  ис ка же ния  п о л уч аю тся  при 
ср ^ с о п в ^ )  Поэтому и в мето д ах  построения очень много  о б 
щего. Зам етим ,  что /5 - д и а г р а м м ы  более удобны д ля  кол и че 
ственных расчетов,  чем Г З - д и а г р а м м ы ,  так как  ра зн о с т и  э н 
тальпий изображаю тся  на ни х вертикальным и от р е зк а м и ,  к о 
торые легко определяются простым измерением.

Построение  ¿5-диаграммы рассмотри м на примере  оп р ед е 
ления  пар аметров  торможе ния  ’при течении газа че рез  сопло 
соответственно схеме, приведенной на рис. 16. Точка  1 (рис.  22) ,  
и з о б р а ж а ю щ а я  состояние га з а  при входе в сопло,  н а х о д и т с я  
пересечением изобары р\ с изо энтальпой м. Точка 2, о т в е ч а ю 

Рлс.  22



щ а я  па р а м е т р ам  потока  на выходе  из сопла,  получается в ме
сте пересечения  политропы расширения газа  с изобарой р-г. 
Е е  пол ож ен ие  зависит  от того,  насколько велики потери при 
течении газа.  Чем м ень ш е потери, тем меньше повышение э н 
тропи и и тем левее будет  л е ж а т ь  эта точка.  В идеальном 
с л у ч а е  она р асп олагает ся  на изоэнтропе,  проведенной вниз из 
точки 1. Д л я  построения  точки /*,  к з о б р а ж а ю щ е й  состояние 
га з а  .в зат ор мож енн ом потоке  при входе в сопло,  из точки /

пр ов одит ся  вверх отрезок  изоэнтропы, длиной —  . Он соответ

с тв у ет  тому повышению энтальпии,  которое происходит  при 
т о р м о ж е н и и  скорости До[. Точка  2*, хар а к т е р и зу ю щ а я  состоя
ние газа  в з а торм ож енн ом  потоке на выходе из сопла,  на х о 
дит ся  ана логичным путем.  Ч е р е з  точки /* и 2*проходят  и зо ба 
ры д ав л е н и й  торм оже ни я  р\* и рг*, а т а к ж е  изоэнтальпа  (при 
С р ^ о г Ы  она ж е  я в л яе тся  изотермой)  за торм ож енн ого  пото
ка  I*. В случае необходимости через эти точки можн о т а к ж е  
провести  изохоры и  и2*. Таким образом,  па рам етры  то р
м о ж е н и я  полностью определяются .

То  обстоятельство,  что в энергоизолированном потоке, пр и
мер которого рассм ат р и в а л с я ,  точки /* и 2* в 15-диаграмме 
л е ж а т  на одном уровне,  объяс няе тс я  тем, что в этом течении 
полный  запа с  энергии единицы массы газа сохраняется  по
стоянным.  В этом л егко  убедиться,  сопоставляя  уравнение

Ш|2 Шо2
энерг ии  (2. 18) с отрезк ам и —  и на рис. 22.

2 2
В практических расче тах  полезно иметь в виду условия по

стоян ств а  температуры и давлен ия  заторможенног о  потока, 
с м ы сл  которых состоит в следующем.

При энергоизолированном течении (и ср —сопэО темпера
тура торможения сохраняется вдоль всего потока постоянной, 
независимо от величины потерь на трение.

Если течение не энергоизолированное ,  то темпе ратура  т о р 
м о ж е н и я  меняется:  при подводе  внешнего тепла С}е или внеш 
ней механической рабо ты  Ь  она растет, а при отводе  — падает.

Д а в л е н и е  торм оже ни я  в случае  энергоизолированного  те 
чения с трением, как  видно  из диаграмм ы (см. рис. 22 ), п а 
д ае т .  Очевидно,  что с уменьшением потерь точка  2 прибл и
ж а е т с я  к точке 2 Н1, следова те льно,  сближа ютс я  и точки /*  и 
2*. В идеальном случае  они сливаются  в одну, т. е. Р|* =  Рг*. 
Н а  основании этого м о ж н о  сде лать  следующий вывод.

В энергоизолированном потоке ( ¿  =  0, (2г =  0) давление  
торможения р* сохраняется постоянным вдоль всего потока, 
если  потери отсутствуют, т. е. течение является изоэнтропным, 
л и б о  уменьшается, если имеются потери.



Интенсивность потерь очень  удобно х а р а к т е р и з о в а т ь  от

‘ “ ¿ V  (2.75)

н а з ы в а е м ы м  коэффициентом восстановления д а вления .  Этот  
коэфф ициен т  тем ниже, чем интенсивнее потери.  П р и  от сут
ствии потерь он равен единице .

Определение  пар аметров  т о рм ож ени я  мо ж н о п ро и зво ди ть  и 
в ^ - д и а г р а м м е .  При этом из  точек /  и 2 вверх  о т к л а д ы в а ю т с я  
отрезки изоэнтроп,  равные соответствующим д и н а м и ч е с к и м  д о 

б ав к а м  те,млератупы А7\ =  и АТ  — оp a iy p D i . i l ,  ^  ^ и Д ' 2= - — • в  остал ьн ом

построение  аналогично.  Р р

§ 7. С В Я З Ь  М Е Ж Д У  С К О Р О С Т Ь Ю  И П Л О Щ А Д Ь Ю  П О П Е Р Е Ч Н О Г О  
С Е Ч Е Н И Я  В Э Н Е Р Г О И З О Л И Р О В А Н Н О М  И З О Э Н Т Р О П Н О М  П О ТО К Е

При  движении н есжи маем ой  жидкости в к а н а л е  переменно- 
то сечення  скорость П010ка изм еняется  об ра тно  Р“ е™ °

я а л ь н о  площади.  Это следу ет  из уравнения  н е р а з р ы в н о с т и  
( 1. ¿о). В случае  движени я г а з а  по изменению п л о щ а д и  се че 
ния еще нельзя  судить об изменении скорости,  если з а р а н е е  
неизвестно,  к а к  меняется плотность.  Л и ш £  только  при  Г н "  
скоростях,  когда изменение плотности невелико,  м о ж н о  сде 
л а т ь  при ближенную качестве нную оценку по а н а л о г и и  с н е 
с ж и м а е м о й  жидкостью.

Р ассм отри м связь м е ж д у  скоростью потока  и п л о щ а д ь ю
тече ни я110' 0 Сечения для э н е Р г™з ол и ро ванн ог о  изоэнтропного

ток'а13 УСЛ0ВИЯ постоя, ,ст0а массового  р асхо да  по д л и н е  по- 

м сек =  рШ/г =  СОГЫ 

путем логар ифмир ова ния  и д и ф ф е р е н ц и р о в а н и я  по л у ч а ем

р т
. аш аг

+ у “ 0.  (2 .76)

ппрпЛпЧТОбЫ иск;1Р чить плотность ,  нужно сдела ть  сл еду ю щ и е  
преобразования .  Поделив числит ел ь  и з н а м е н а т е л ь  первого

слагаем ого  на Ар, заменим —  =  —  согласно ^2 . 3 4 ) а —
Ар а? р

^ Ф а з и м  из уравнения Б е р н у л л и  для  данного  ви д а  течения 
2 4 ) ,  а именно:



Т о г д а
_ 1 * + * + ^ о .

а2 ^
П о с л с  неб ольши х пр ео б р азо в ан и й  получим

Е .
г

(¡И) :иР_ __ | \  _
12)

и око н ча тельн о

(М » -  1) =  -  ■ <2 ' 77)

Эта  за ви си мо сть  на зыв аетс я  уравнением Гюгонио.
А н а л и з  этого уравнения  производится так.  З а д а в а я  число 

М ( М <  1 или М >  1) и из менен ие  площади (увеличение  а г > 0  
или ум ень шени е  ^ < 0 ),  исследуют,  при каком з на к е  -  поло- 
ж и т е л ь н о м  или от ри цат ельно м -  у А» обе части уравнени 
С2 77) будут  находиться  в соответствии, т. е. буд>т име 
о д и н а к о в ы е  знаки.  Если А и Х ) .  то скорость н ар аст ает  если 
¿ ш < 0  т о  она падает.  К а н а л ,  в котором поток движ ется  с уве 
л и чени ем  скорости,  н а з ы в а ю т  конфувором, или соплом £. п р и  
д в и ж е н и и  потока с ум ень шени ем  скорости -  диффузором  . 
А н а л и з  уравнения  (2. 77) д а е т  четыре вида течения.

1. М < 1  й Р < 0  йУ2» О  конфузор
2 . М <  1 ^ > 0  0 диффузор
3. М >  1 ^ < 0  й и )< 0  диффузор
4 . М >  1 ^ > 0  Л хи»0  конфузор

Ес л и  дозвуковой поток необходимо перевести в сверхзв уко 
вой или наоборот,  све рхзв уко вой перевести непрерывным пу
те м  в дозвуковой,  то к а н а л  д о л ж е н  иметь более сложн ую ф о р 
му Его  входная  часть д о л ж н а  быть суживающейся ,  а выход 
ная  -  ра сшир яю щейс я .  В том месте, где скорость потока  пе
реходит  через  скорость з в ук а ,  т. е. М - 1 ,  ¿ 5 - 0 ,  следователь  
но п л о щ а д ь  поперечного сечения  проходит через минимум и 
к а н а л  о б ра з уе т  горло. Т а к и м  образом,  в энергоизолированном 
изо эн тро лно м потоке кри тическое  сечение ( ш - а )  совпадает
с гоолом  кан ала .  „__

К а н а л ы  с с у ж и в аю щ ей с я  входной и расширяющемся в ы 
ходной част ью широко примен яют ся  в технике.  Если они пред
н а з н а ч а ю т с я  для  п р е о б р а з о в а н и я  дозвукового потока  в сверх-

*> В н е к о т о р ы х  и н о с т р а н н ы х  л и т е р а т у р н ы х  и сточ ник ах  п о н я т и я  к ои ф у-  
з о о а  и д и ф ф у з о р е  с в я з ы в а ю т  не с изменением  скорости , а с изм ен ен и ем  
п л о щ а д и :  с у ж и в а ю щ и й с я  к а н а л  н а з ы в а ю т  ко н ф у зо р о м ,  а р а с ш и р я ю щ и й 
с я  —  д и ф ф у з о р о м .



с ™ £ В-  пп Н' зываются  Л м а л я ,  при о б р ат н о м  д е й 
ствии преобразовании сверхзвукового  потока  в д о з в у к о 
вой — сверхзвуковыми диффузорами.  Более  п о д робн о  этот во- 
прос рассмотрен в § 9 этой главы.

§ 8. ГАЗОДИНАМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ПОТОКА МАССЫ (РАСХОДА)

В практических расчетах  п л о щ а д ь  поперечного сечения  п о 
тока  Р  и плотность тока удобно относить к саответс твую -  
ШИМ величинам,  взятым в критическом сечении. Если,  н а п р и 
мер, рассматр ива ть  сопло Л а в а л я ,  то уравнение н е р а з о ы в н о

ходу в критическом сечении

в следующем виде:

№  F*»
---------- = - f -  (2.78)

(w F  =  Ркр a Kf FKp,

г к р  кр

т о к ^ - а н а ,Чь т ^ г ЭТОГО р а в е н с т в а  -  б ез р аз м е р н а я  плотность

Pa c Z r O n Z o 7 Z ~ (АГтСХе0Д0М ИЛИ КОэффи«и т '  

ç ( l )  =  _ . РШ . (2 J 9 )
Ркр  ^К р

Плотность  тока р w х а р а к т е р и з у е т  расход га з а  чеоез  е д и 
н и цу  поверхности — пл о щ ади  поперечного  сече н ия  П риве
денный расход представляет собой расход нереТ ед ипици  ^ о

К 1 йСХОду ^ « Ч У  п л о Щ а Г и ^  T p i  
сечении. Эта вел ич ин а  является  ф унк ц ие й толь-

с т в и Г л ' Г п  НН0И СК0Р0СТИ и п 0 «а з ™ я  „ з о э н т р о п ь Л .  Дей-  
можно ¿ а п „ с а ТТ ИМаЯ “  ВНИМанне (2 -61)  я  ( 2 . 4 5 ) ,

_ _ р щ  =  £ _  , . \ t k  +  1 \  —

и л и  Р"р Г>  ? *  Р -р '  “  (  2  

=  / Ü l V ' = ï / i  И

11801 “ »  » » » • ■ » « .  Ч "  » р . ч . р н «

Я =  0 Я (Х)= 0



П р о м е ж у т о ч н ы е  значения получаются  численным расчетом. 
Г р а ф и к  зависимости пр ив еде нного  расхода от приведенном
с к о р о с т и  представлен н а  рис. 23.

Н а и б о л ь ш а я  величина  =  1 получается,  к а к  видим, при 
Х = \ .  Следо вательно,  н а и б о л ь ш у ю  плотность тока  газ  имеет 
в кр ити чес ко м сечении. П р и  Х < \  расход уменьшается  за  счет 
у м ен ьш ен и я  скорости,  а при > .>1 - з а  счет уменьшения пло т
ности газа .

Р а с с м а т р и в а я  г р а ф и к  на  рис. 23 и форм улу  (2. 78),  легко 
у я сни ть ,  почему сопло Л а в а л я  имеет такую форму.  П о сто ян 
ство р а с х о да  требует того,  чтобы площадь  к а н а л а  ум е н ь ш а 
л а с ь  в тех  местах,  где в о з р а с т а е т  плотность тока,  и увеличива 
л а с ь  т а м ,  где плотность т о к а  падает.  В том сечении, где плот
ность  т о к а  проходит  через  максимум, ка на л  д олж ен иметь
г о р л о  З а м е т и м ,  кстати,  что одной из причин невозможности д о 
с т и ж е н и я  макс има льно й с к ор ости  потока_является  то обстоя-

тельство ,  что при т = г»а ,„  т .е .> .  =  ^ / * ± 1,приведенный рас-

х о д  о Ш = 0 , следовательно,  площадь  поперечного сечения 
д о л ж н а  б ы ла  бы р а в н я т ь с я  бесконечности. П о ско л ьк у  в кр и
тич ес к ом  сечении плотность  т о к а  достигает мак си му ма,  то  м а к 
с и м а л ь н о  воз мож ны й р а с х о д  через сопло Л а в а л я  определяе т
ся п л о щ а д ь ю  горла.



С помощью функции д(Х) удобн о ' вы чи сля ть  массов ый р а с 
ход в любом сечении потока .  Он за п и сывается  та к :

М м  =  =  - Ш -  окра , рР =  - £ > -  ^  р.  а ^ .
Ркр # К р  Ркр ^ К р  Р

П р и н и м а я  во внимание ф о р м у л ы  (2. 79),  (2. 45) ,  (2. 46) ,  а 
т а к ж е  уравнение состояния  га за  (1 .3 8 ) ,  м о ж н о  пр ед ы ду щ е е  
выра ж ени е  представить в  с л е д у ю щ е м  виде:

=  / 2 * т г * г ‘ ^  =

к-±1 ь п*
-~ =  д (>-)•

\ к + 1 I /? 1/ Г
Величина

о т -  -1 /
• А +  1 /  я

для  данного  газа постоянна.  О н а  равна:

для  воздуха  ( А -  1,4; /? =  287,4 -~ Ж . т  =  0,04037,
V кг -град /

д л я  продуктов сгорания  ке-
С дж? \

к =  1,33; Я =  2 8 8 ,4 ------------- т  =  0,0396

кг.град  /
Окончательно формула  р а с х о да  приобретает  вид

м ‘™ = т р  <2 -81> 

Час то  известной величиной быв ает  не р*, а статическое  д а в 
ление р. Та к  как

р - =  рл(Х)
1Лм - т Р - Е = Л Ш .

У Т '  л  (Л)

Отношение  — для  данн ого  га за  являет ся  фу нкц ией  только 
л ( > . )

приведенной скорости Я и обозна чае тся  у(Х).  Де йствительно:  
' к - 1 \ 1



дж

П р и  .вычислении р асхода  г а з а  через сопло Л а в а л я  или д р у 
гой к а н а л ,  в котором имеется  критическое сечение, расчет  ве 
д е т с я  по п а р а м е т р ам  в этом сечении. Так  как  в этом месте 
д(Х) =  1, то расчетная  ф о р м у л а  имеет вид

м „ к = т Р кр (2.84)

П р и м е р  определения  проходных сечений сопла  Л а в а л я  
с помощью т а б л и ц  газодинамических функций

З а д а н о :
р а с х о д  газа М сек — 10 кг1сек, 
физические  константы к — 1,4.

Я =  287,4
кг.град

п а р а м е т р ы  перед соплом и за  ним:

р, * =  37,24 • 105 н!м2,
[>2 =  1,013 • 105 н/м2,
Т х* =  324° К-

0  п р в д  е л  и т ь: скорость  истечения Шо, 
п л о щ а д ь  поперечного сечения  в горле 
п л о щ а д ь  поперечного сечения на выходе

Р а ссч и ты ва ется  идеальн ый  случай — энергоизолированное  
изо эн тр опн ое  течение, в кот ором  соблюдаются условия  посто
я н с т в а  д а в л е н и я  и т е м п е р а ту р ы  заторможенного потока:

7*,* =  77* =  Т2* = = о.оп$\.,

р ]* =  р *  = р 2*= р* =  сопб!.

1 л (я2) =  Ь  =  11013' 10-  =  0,0272.
 ̂ р2* р ^  37,24 -105

. 2. П о  табли ц ам  га зодинамических  функций д ля  А =  1,4 нахо 
д и м  при я  (Ад) =0 ,0272,  Х2 =  1,964.



3.  а кр“; л [ 2 —- —  Я Т * =  18,31 У  324 =  329,6 м/сек.
У к + \

4. ш2 =  йкр ^2 =  329,6-  1,964 =  647 м/сек.

5 Р М сек \ Т >  ^  10 |/ 324 =  о 0012 л 2 =  12 с.«2. 
тр\*  0,04037- 37,24 • 105

6. Так  как
Р* Р*

то ^сек  ОТ/- ,. у ^ \  ^1̂ *2 у ^ *  Я {'^2) '

Р . - Ъ '
Я (Ч)

По табли ца м га зодинамических функций при /.2=  1,964 нахо 
дим

Я {}.2) =0,2362.
Тогда

Р2 =  ° ' 001.2-  =  0,00507 м2 = о0,7 см2.
0.2362

Р азм еры  всех пр омежу точных  сечений п о л у ч а ю т с я  при про
филировании сопла.

§ 9. РЕЖИМЫ ТЕЧЕНИЯ ГАЗА В КАНАЛЕ, ИМЕЮ ЩЕМ  ГОРЛО

Каналы,  имеющие с у ж е н и е  между  вход ным  и выходным се
чениями, или горло, довольно  широко п р и м ен яю тся  в технике. 
Они используются как сопл а  Л а в а л я  д ля  пол уч ени я  сверхзву
ковых потоков, как д и ф ф у з о р ы  для  п р е о б р а з о в а н и я  сверхзву
ковых потоков в дозвуковые,  как  трубки Вентури,  служ ащ ие  
в качестве датчиков  изм ери те льн ых  устройств  и систем регу
лирования.  При этом один и тот ж е  ка на л  м о ж е т  быть и соп
лом Л а в а л я ,  и трубкой Вентури,  и св ер х зв у к о в ы м  д и ф ф у з о 
ром в зависимости от того,  какие  условия  с о з д ан ы  на .входе 
и выходе.  Рассмотрим это  более  подробно.

На  рис. 24 и з о б р а ж е н а  схема такого  к а н а л а  и графи ки  из
менения скорости и дав л е н и я  по его длине.  П л о щ а д и  попереч
ного сечения к ан ала  на входе  и на выходе пр и н я ты  од ин ак о
выми,  течение — энергои зол иро ванным нзоэнтроп ным .  От 
входного сечения 1 до г о р л а  Г площадь  сечсния уменьшается ,  
т. е. й Р < 0, в горле она про ходит  через мин им ум  ¿Р  =  0, от гор
ла  до сечения 2 —  увеличивается ,  т. е. й Р > 0 .  П р и м е н я я  у р а в 
нение Гюгонио (2 .77) ,  м о ж н о  заключить,  что зд е сь  возможны 
четыре реж им а течения.



1. Е с л и  поток  на входе  дозвуковой,  М < 1, то, согласно  
ур авн ен и ю  (2 .7 7 ) ,  в с у ж и в аю щ ей с я  части скорость д о л ж н а  
н а р а с т а т ь  ( ¿ ш > 0 ) .  Если в сечении горла скорость еще не д о 
стигла  критической,  то поток, в ы й д я  в расши ряющу юся  часть,  
о с т а в а я с ь  дозв уко вым,  будет д виг аться  там с уменьшением 
скорости и ростом давлен ия ,  к а к  в обычном дозвуковом д и ф 
фузоре.  Э т о м у  'режиму отвечаю т кривые I на рис. 24. В этом 
случа е  к а н а л  рабо тает  как  т р у б к а  Вентури.

2. У с л о в и я  на  входе те же ,  но в сечении горла скорость д о 
стигает  критичес ко го  значения,  т. е. М = 1, переходит его и

становится  сверхзвуковой. Тогда ,  со
гласн о уравнению (2. 77),  в р а с ш и 
ря ю щ е й с я  части к ан ала  при М > Г  
скор ость  д о лж н а  нарастать.  К ри вы е  
II на рис. 24 показывают,  что по 
всей д ли н е  происходит увеличение 
скорости и уменьшение давления .  
По то к  из  дозвукового пре вра щ ает ся  
в сверхзвуковой.  На  этом р е ж и м е  
ка н ал  рабо та ет  как  сопло Л а в а л я .

3. В ка на л  входит сверхзвуковой 
поток,  т. е. М > 1 .  Н а  основании а н а 
ли за  ур авне ни я  (2. 77) имеем,  что в 
с у ж и в аю щ ей с я  части скорость д о л ж 
на уменьшаться .  Если в сечении гор
л а  он а  достигнет критического 
з н а ч е н и я  ( М = 1) и перейдет его, то 
в р а сш и ряю щ ую ся  часть  поступает  
дозвуко вой поток. Следовательно,  от 

го рл а  д о  сечения  2 течение происходит  как в обычном 
до з в у к о в о м  д и ф ф уз оре  — с уменьшением скорости и р о 
стом д а в л е н и я .  Этому р е ж и м у  соответствуют кривые III 
(см. рис.  24 ) ,  которые п о к азы ваю т ,  что н а  всем пр от яж ени и 
потока  с к ор ос ть  уменьшается ,  а давление  нарастает .  К а н а л  
р а б о т а е т  к а к  ди ффу зо р  и н а з ы в а е т с я  сверхзвуковым д и ф ф у 
зором.

4. У с л о в и я  на входе т аки е  ж е ,  как в предыдущем режиме,  
но в  сечении горла  скорость е щ е  не достигает критической» 
а о с тае тся  сверхзвуковой — М >  1. С этой скоростью поток ми-

* нует го р л о  и выходит в р а с ш и р я ю щ у ю с я  часть. В соответствии 
с ур а в н е н и е м  (2. 77),  при М > 1  и £ ^ > 0  скорость будет  н а р а 
стать,  а д а в л е н и е  — падать.  Т а к и м  образом,  кривые ра с п р е д е 
ления  ско рос тии  давления  IV пол учаются  симметричными пе р
вому сл уча ю .  Специального  н а зв а н и я  этот режим не имеет.  
В д ей ств и те льны х  условиях он реализуется лишь частично:

Р и с .  24



от входного сечения д о  горла  и на н е к о т о р о м  расстоянии за  
горлом течение происходит  в соответствии с кривыми IV, но 
затем возникает  у д а р н а я  волна  и д в и ж е н и е  п е ре стра и ва ет ся — 
поток становится дозвуковым.

Если сопоставить м е ж д у  собой первый  и второй режимы,  
то можно заметить ,  что причина  их р а з л и ч и я  за клю чае тся  в 
том, достигнет ли скорость в сечении го рл а  критического з н а 
чения или не достигнет.  Это определяет  д а л ь н е й ш у ю  судьбу 
потока:  станет ли он сверхзвуковым или ос тан етс я  дозв ук о
вым. Анализ  уравнения (2 . 77) не д а е т  о т в е т а  на этот  вопрос. 
Ответ можно получить,  р а ссм ат рив ая  у р а в н е н и е  н ер азр ы в
ности

которое после деления  обеих частей на р кр а кр и ис по льз ова 
ния формулы (2, 78) пр и ни мает  вид

Г  ?(>.,) (2.85)

и вы ража ется  графически на рис. 23. П усть ,  например,  

отношение площадей = 2 .  Если на в х о д е  в к а н а л  А,1 =  0,2,
* г

то, как это следует из рис. 23, ?(Х) =0 ,31 .  С о г л а с н о  уравнению 
р?

(2. 85),  имеем <7(?.г) =  г Ц  Я {к |) = 2  '0,31 = 0 , 6 2 .  П р и  этом значе-
* г

нии А =0, 44,  т. е. Хг < 1 ,  поэтому к а н а л  б у де т  ра бота ть  как 
трубка  Вентури. Если увеличить  расход г а з а  через канал ,  то 
увеличится и скорость во входном сечении. П р и  А.1 =  0,34 при
веденный расход получается  </(>.])—0,5. Т о г д а  по формуле  
(2, 85) находим д(Кг ) =  1, следовательно,  I  =  1, т. е. ка на л  м о 
ж е т  работать  как  сопло Л а в а л я .

Чтобы уяснить,  какие  ж е  изменения н а д о  произвести  в ус
ловиях на входе и выходе  ка на ла ,  чтобы перейти от первого 
р е ж и м а  ко второму, достаточно посмотреть  на  кр и вые  д а в л е 
ний I и II. В труб к е  Вентури разность д а в л е н и й  на входе и в ы 
ходе равна  нулю. (В р е а л ь н ы х  условиях д л я  преодоления  по
терь на трения необходим небольшой п е р е п а д  давлений. )
В случае сопла Л а в а л я  н а  концах  к а н а л а  д о л ж е н  быть при

ложе н значительный пе репад  давлений.
Кривые, построенные на рис. 24, относятся  к т а к  н а з ы в а е 

мым расчетным реж и ма м .  Н а  этих р е ж и м а х  скорос ти  и д а в л е 
ния полностью соответствуют пло щ адя м  поперечных сечений 
к ан ала .  Так,  например,  при зад ан ны х у с л о в и я х  на »входе у со п
л а  Л а в а л я  с опр еделенным отношением п л о щ а д е й  выходного



сечения и г о р л а  может  быть л и ш ь  одно вполне определенное 
значение  скорос ти  истечения и одно вполне определенное з н а 
чение д а в л е н и я  -на выходе.  Если давл ен ие  той среды, в ко то 
рую про ис ходит  истечение, не ра в н о  расчетному, то возникает  
нерасчетный р еж и м.  Н а  нерасчетном реж им е давление  на с ре 
зе сопла  (т. е. в выходном сечении 2) может  оставаться более 
высоким,  чем и о к руж аю щ ей  среде.  Могут быть и такие  н ерас 
четные р е ж и м ы ,  при которых внутри сопла появляется у д а р 
ная волна ,  и скорость  истечения получается  ниже расчетной.  
Подробнее  нер асчетные режи мы будут  рассмотрены в главе  V.



Г Л А В А  Т Р Е Т Ь Я  

З А К О Н  К О Л И Ч Е С Т В А  Д В И Ж Е Н И Я

§ 1. ТЕОРЕМА ЭЙ Л ЕР А  О КОЛИЧЕСТВЕ Д В И Ж Е Н И Я

Закон количества д в и ж е н и я  имеет б о льш о е  значение  в г а 
зовой динамике,  особенно в прикладных  з а д а ч а х .  С помощью 
уравнения количества движ ени я ,  иначе н а з ы в а е м о г о  у р а в н е 
нием импульсов,  легко  опр ед еляю тся  таки е  величины,  как,  н а 
пример,  сила, дей ств ую щая  на тело, по м ещ ен н о е  в потоке 
жидкости или газа ,  си ла  тяги  реактивного  д в и г а т е л я  и т. п. 
Уравнение моментов количества  д в и ж е н и я  пр им еня етс я  для  
вычисления момента сил на рабочих ко л е с а х  или статорах  
турбомашин. Силы и моменты,  д ей ствую щи е на тверды е  стен
ки обтекаемого  тела,  м о ж н о  находить н дру ги ми методами,  н а 
пример,  по распределению давлений на его поверхности.  О д 
нако вычисления при этом во многих сл у ч а я х  пол уч ают ся  н а 
столько сложными,  что способ становится  не п р и е м л ем ы м  для  
практических целей, в то время как  метод количе ства  д в и ж е 
ния позволяет получить резул ьтат  довольно  простым путем.

Уравнения  количества дв иж ени я  и мо мен то в  количества 
движ ени я  применительно к жидкости были в п е р в ы е  получены 
Ле о н ар д о м  Эйлером в 1754 году, поэтому их н а з ы в а ю т  пер
вым и вторым уравнени ями Эйлера .

Ка к  известно, закон количества  дви ж е н и я  в механике  ус та 
навливает.  что импульс силы равен изм ен ен ию  количества 
движения тела за время действия силы, и з а п и с ы в а е т с я  у р а в 
нением

РсИ = тс1ы>, (3.1)

в котором сила и скорость берутся с учетом н а п р ав л е н и я ,  т. е.

в ы раж аю тс я  векторами Р и IV. Если ф о р м у л у  (3. 1) зап исать  
■в таком виде:



(3.2)

то полученное  в ы р аж ен и е  будет  пре дс тавлять  собой м а т е м а т и 
ческую ф о р м у  записи второго за к о н а  Ньютона,  кон статирую
щего тот  ф акт ,  что сила,  дей ств ую щая  на тело, равна  его м а с 
се, у м н о ж ен н о й  на ускорение.  Обозначив для  сокращения

записи пгл) = К, представим вы р а ж е н и е  (3 .2)  в следующем 
виде:

П ер во е  у р а в н е н и е  Э йл ера  пре дста вл яет  собой распр остран е
ние ф о р м у л ы  (3. 3) на случай дв иж ени я  жидкости или газа.  
Д л я  в ы в о д а  этого  уравнения  в потоке жидкости выделяют 
ж и дк ий  о б ъ е м  и пр и ра вн ив аю т производную от его количества

На  рис. 25 такой объем из о б р аж ен  в двух положениях.  
В первый  момент  времени ¿ =  0 он находится в положении I, 
ограни ченн ом  сплошным контуром.  Величина объема равна 
V'! =  ДУ|  +  V, а количество д в и ж е н и я  заключенной внутри него

ж и дк ости  К \ = К \  +  Ку-  З а  в р е м я  Д* этот объем смеща ет ся  в 
п о лож ен ие  II. Его  величина становится  равной V»  = К + Д У 2,

а кол и че стзо  д в и ж е н и я  Ки =  К у  +  К 2.
П р и  ус тан ов ив ш емс я  д в и ж е н и и  масса  жидкости внутри 

общей д л я  обоих положений части  объема V с течением вре 
мени не меняется ,  скорости ч ас ти ц  в ка ж дой  точке внутри V 
т а к ж е  не з а в и с я т  от времени.  П о эт ом у и количество дв ижения 
жидко сти ,  на х о д я щ е й с я  внутри этого объема,  остается одним 
и тем же.  То гда

Р и с .  25

д движения по времени сум
ме действующих на него 
внешних сил. (Заметим ,  
что жидким объемом н а 
зывается  такой объем, к о 
торый состоит из одних и 
тех ж е  частиц жидкости.  
При своем перемещении 
он может  менять форму, 
размеры,  но за кл ю че нн ая  
в нем масса  вещества  
остается одной и той же.)

Кп — К х = ( К у + К г ) - ( К 1 + К у ) = К г - К , ,  (3.4>



т. е. изменение количества д в и ж е н и я  во всем о б ъ е м е  за  время 
А/ ра в н о  разности количеств д вижени я <в о б ъ е м а х  и АIV 
З ам ети м ,  что этот резу льт ат  спр аве д ли в  толь ко  д л я  ус т ан о в и в 

шегося движения.  При -неустановившемся д в и ж е н и и  К у ме
няется по времени, следов атель но,  в правой части  (3 .4)  по- 
я зи тся  еще одно слагаемое .

В ы в о д  формулы Э й л е р а  производится зд есь  только  для  
установившегося движения.

Производную от коли чес тва  движения по вр ем ен и можно 
за пи сат ь  так:

ёК  Кп  — К: , К 2 — К,—  — 11 гп — ——  в  т  — — 3, 5 
<а « - о  д ^ _ 0 д*

Д л я  определения количе ст в  дв ижения К 2 м К 1 ну ж но  р а з 
бить объе мы ДУг и АV1 на  т а к и е  эл емент арны е  части ,  чтобы 
внутри каж до й из них пл относ ть  и скорость м о ж н о  было счи
тать  постоянными. Затем ,  под считав  количества  д в и ж е н и я  для  
к а ж д о й  элементарной части,  надо  пр осум мир ова ть  их по о б ъ 
ема м  Д Уо и А VI. С у м м и р о в ан и е  выполняется  геометри чес ки — 
по пра ви лу  сложения векторов .  Одна  из э л е м е н т а р н ы х  частей 
выделена на рис. 25 к он ту ро м  абвг. Массу  ж и д к о с т и  внутри 
нее м ож н о определить к а к  произведение  массового  р асход а  че
рез п лощ адк у с(Р за в р е м я  А/. Действительно,  з а  время А( 
участок контура  аг п е р е м е щ ае т с я  в полож ени е  бв,  а за  ним 
движ ется  жидкость.  К о н т р о л и р у я  количество ж и дк о с ти ,  про
тека ю щ ей за время А/ ч ерез  неподвижную п л о щ а д к у  dF, к о 
т ор ая  всеми точками с о в п а д а е т  с участком аг, н е т р у дн о  з а м е 
тить, что оно равно коли честву  жидкости,  з а п о л н и в ш е й  за  то 
ж е  время объем абвг. Т а к и м  образом,  масса  ж и д к о с т и  внутри 
об ъем а абвг  равна  pwn dF  а ее количество  дв иж ени я

р ш п с1Р Ы  • ю. Тогда

К.2— К\ = Л ‘ ры^шг//7— \ рwn w d F ' \ A t .  (3.6)
>'1 " /

П о д ст а в л я я  в формулу (3. 5) разность количеств  дв иж ени я  

К 2— Ки  найденную из ф о р м у л ы  (3. 6 ),  получим

л х  ( I  pw n w d F )
аЛ  = И т  к » -------------------- ^ ---------------- 1. (3.7)
<Н а/-л А1

Р а с с м а тр и в ая  рис. 25, м о ж н о  заметить ,  что н о р м а л ь н а я  со
с т а в л я ю щ а я  скорости п отока  ы)п в точках перес ече ния  линий 
тока с поверхностью Л  н а п р а в л е н а  внутрь о б ъ е м а ,  а в точках  
пересечения с поверхностью /*2 — наружу.  С о г л а с н о  пра вилу



знаков ,  при нятому в теории поля,  положительной считается 
н о р м а л ь н а я  сос та вляю щ ая  скорости,  направленная  по внеш
ней н о р м а л и ,  а отрицательной — направленная  по внутренней 
н о р м а л и  к поверхности,  ограни чивающе й рассматр ива емый 
объем.  В гидродинамической интерпретации это пра вило при
о б р ет а е т  следующий смысл:  количество движения втекающей 
жидкости считается отрицательным, а вытекающей — поло
жительным.

П р и м е н я я  это правило к ф о р м у л е  (3. 7), ну ж но  перед ин
т ег р ал о м ,  взятым по поверхности Р\, сменить зна к  на о б р а т 
ный, т а к  к а к  в х о д ящ а я  в подынтегральное  выражение ,  
о т р и ц а т е л ь н а  во всей области  интегрирования Р\. С л е д о в а 
тельно,

— М (А£)п-&(1Р + \ [>Х£)пи)йР"| Лг1

—  =  П т  ~ ---------------- 77--------------------  = Ь ш  -Г. \ № пшйР.си  лг-о М  ¿/-О Л^Л1+Р2
П ри  Л^->0 сумма площаде й Л  +  стремится к площ ади  по
верхности Р, обозначенной на оис. 25 сплошным контуром.  То
гда

“  =  Г $шп хийР. (3-9)
аг р

4К
С о гл асн о  ф о рм ул е  (3. 3 ) ,  пр ои зво дная  —  д ол ж на  равняться

р а в н о дейс тву ю щ ей всех .внешних сил, действующих на ж и д 
кость,  к о т о р а я  находится  в о б ъ е м е  внутри контура I, т. е.

Р  — (3.10)

Это есть  первое уравнение  Э й л е р а  в общем виде. Зд есь  еще 
не расш и ф р о в ы в а е т с я ,  из ка к и х  именно сил ск лад ывается
г лавн ы й  вектор Р. Это будет  зависеть  от конкретных условий 
за дач и.  Н о  в общем случае  подразумевается ,  что главный век

тор Р  в к л ю ч а е т  .в себя все виды сил: поверхностные но р м ал ь
ные ( сил ы д ав л ен и я ) ,  поверхностные касательные (силы тр е 
н и я) ,  м ас с о в ы е  (силы т яж е с ти ) .

П о с к о л ь к у  уравнение (3. 10) содержит векторные величи
ны, оно  м о ж е т  быть з ап и сан о  в проекциях на координатные 
оси, а именно:  р х =  |'

г
Р У = 1 ^ П Мус1Р, 

Р г  ='- I фЮпи)г



В случае применения ур ав н ен и я  Эйлера  (3. 10) к дв иж ени ю 
идеального  газа,  в котором силы трения отсутствуют,  а силами 
тяжести можно пренебречь,  внешними силами я в л я ю т с я  т о ль 
ко силы давления.  Тогда

Р  =  \р рй?  (3.12)

и уравнение  (3. 10) пр и об ретает  следующий вид:

¡‘ р(1Р =  С ииёР. (3.13)

Эта  ф ор мула  широко при мен яет ся  в п рак ти чес ки х расчетах.

Д л я  вязко го  газа р а в н о д е й с т в у ю щ а я  Р  в к л ю ч а е т  т а к ж е  силы 
от касательных на п ряж ени й и определяется  так:

р =  У (3.14)
/- г

где т — касательное на п р яж е н и е ,  т =  т - 5°, э0 —  ор т  к а с а т е л ь 
ной. Здесь  нужно заметить ,  что в интеграле от сил давлен ий

величина ¿И рассмат ри вается  как  векторная

где п° — орт нормали, т. е. единичный вектор  н орм али,  внеш 
ней по отношению к р ассм ат р и ваем о й  площ адк е .

Необходимо обратить  вни мание  на с л е д у ю щ у ю  методиче
скую особенность данного  вывода .  С на ч ала  бы л выделен о б ъ 
ем жидкости,  ограниченный поверхностью I. П р е д п о л а га л о с ь ,  
что он плывет с ж и дко стью вместе с ог р а н и ч и в а ю щ е й  повер х
ностью. Затем  поверхность I была  остановлена  с той целью, 
чтобы контролировать коли чество  дв ижения п р о х о д я щ е й  через 
нее жидкости.  Таким о б р а з о м  был совершен перех од  от  по
верхности,  движущейся  вм есте  с жидкостью,  к неподвиж ной  
поверхности,  мысленно проведенной внутри жидко сти .  П о 
следняя  называется  контрольной поверхностью.

По льз уя сь  понятием контрольной поверхности,  м о ж н о  дать  
таку ю формулировку первой теоремы Эйлера:

Равнодействую щ ая внеш них сил, дей ствую щ и х  на некото
рый объем жидкости, р а в н а  количеству д в и ж е н и я ,  протекш е
му через контрольную поверхность, о гр ан и ч и ваю щ у ю  выде
ленный объем.

Протекшим количеством движени я н а з ы в а ю т  ра зн ос ть  ме 
ж ду  количествами дви ж е н и я  вытекающей и в т е к а ю щ е й  ж и д 
кости.



Ес л и  массо вы е  силы отсутствуют,  то все расчеты по пе рво 
му у р а в н е н и ю  Эйлера  пр о и зв о дятся  только на грани ца х к о н 
трольной  поверхности;  все,  что остается внутри нее — в ы п а 
дае т  из ра ссмо трен и я  и не вх од ит  в формулы. Это дел ает  
первое  у р а в н е н и е  Эйлера  сил ьн ы м  расчетным средством.  Д е л о  
в том,  что контрольную по вер хн ость  можно выб рать  так,  что 
все  с а м ы е  трудн ые  и не п ри ятн ые для  исследования  участки 
о к а ж у т с я  вну три нее, и  с л о ж н а я  в принципе з а д а ч а  может  
быть  р е ш е н а  путем сравнит ельно  простых вычислений. Нуж н о 
иметь в виду,  что успех ре ше ния задачи во многом зависит  от 
у дач ног о  в ы б о р а  контрольной поверхности.

Т е о р е м а  Э йл ера  може т  быть  распространена и на случай,  
ко гда  вн утри потока ж и дк ос ти  имеется твердое тело. Тогда  
■она п о з в о л я е т  определять  усилие ,  действующее н а  это тело. 
Т а к и м  о б р аз о м ,  решается  б о ль ш о й  круг задач ,  связанн ых с 
о бте к ан и е м  тверды х тел  потоком жидкости или газа.

Р а с с м о т р и м ,  как  о п р ед ел яе тся  сила /?, д ей ств ую щая на 
т ве рдо е  тело ,  когда  оно на хо дит ся  в потоке. На  рис. 26 при- 
ьеден п р и м ер  обтекания стойки.  (Стойка  дана в поперечном

сечении.) Контрольна я  по
верхность при решении п о
добных задач  выбирается  
таким образом,  чтобы она 
охват ывала  некоторый о б ъ 
ем, включающий в себя и 
твердое  тело ( / ,  2, 3, 4, 8). 
Однако применить к этому 
объему форм улу  Эйлера  
(3. 10) нельзя, т ак  к а к  она 
была  получена д л я  объема 
жидкости,  а в дан но м с л у 

чае  ч ас т ь  о б ъ ема  за н и м ае т  твердое  тело. Если ж е  д о п о л 
нить ко н трольну ю пов ерхность  внутренним участком
5, 6, 7, «.вырезав» ту  часть объема,  который за ня т  твердым 
телом,  то получ ает ся  з а м к н у т а я  поверхность 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
внутри ко торой  содер жится  т о л ь к о  жидкость.  К полученному 
так и м  пу тем  объему у ж е  м о ж н о  ¡применять уравнение  (3. 10). 
П р и  отсутствии массовых сил и сил вязкости оно может  быть 
з а п и с ан о  в ф о р м е  уравнения  {3. 13)

р ( 1 Р  =  [  [ № п Щ'йР,

где р  =  р 1 +  р 2 +  р 3 + р 4+  +  ^6 +  ̂ 7 + ^8  — площ адь  всей ко н
трольно й поверхности.  Т а к  к а к  интеграл по пло щ ади  равен

^ / 1 1 4 5 -  Р 
т т т т ^ г г т 1 Н т у т т у -

Р и с .  26



сумм е интегралов,  взя тых по участкам,  из ко то р ы х  с о с т а в 
ляетс я  вся  площадь,  то

I  р й Р =  Л , РЛ 1 +  I  р * ? +  I  Р Ч П  I  р й Р  (3.15)
и

\ ргв)а шйР =  |  ршя ушп тйР  +  [ $шп шйР +  Г р1&п Ш Р .
г71+г%+р<1+р1+рв ьъ >в / 7 ^

Зд есь  интеграл  от сил д а в л е н и я  по участку  кон трольн ой  по 
верхности,  охватывающей об те к ае м о е  тело,  равен

]' р й Р = ~ и ,  (3.17)

та к  к а к  равнодейств ующ ая  сил дав л е н и я  со стороны твердо го  
тела  на  газ ( /  рйР) равна  по величине и обратна  по н а п р ав л е -

нию равнодействующей сил  д а в л е н и я  со стороны га з а  на тело  
(/?),  что следует из третьего з а к о н а  Ньютона.  К р о м е  того,

Г р й Р +  |* рйР =  о, (3,18)
Рв Г-}

поскольку  силы давлений,  д ей ствую щи е на  п л о щ а д и  Р, и Р7 
равны по величине и о б р ат н ы  по на п ра вл ени ю  (на  Л  с и л а  
действует  слева  направо,  а н а  — спр ава  н а л е в о ) . Ч т о  касает-  
ся количеств движения,  то  необходимо принять  во вни мание ,

(* ри>„ шс1Р +  [ ршя = о  (3 19\
>Ь >7 ‘

ри>п иис1Р=0. (3 ,20)

Условие (3. 19) объясняется  тем,  что если участки к о н т р о л ь 
ной поверхности Р5 и Р7 с тян уть  вместе,  то  скорости ж и дк о с ти
з сходственных точках обеих поверхностей будут од ним и и  т е 
мн же.^Следовательно,  количество  дв иж ени я  ж и дк о сти ,  вы те 
каю щей из г 7 будет ра вно  количеству  д ви ж е н и я  ж и д к о с ти  
вте каю щей в т. е. они в з а и м н о  уничтожатся .  Услови е  
(«1 Д)) о т р а ж а е т  тот факт,  что через  твердую стенку ж и д к о с ть  
будет ауе1—ео ’ следовательно’ во всех точках поверхности Р6



У ч и т ы в а я  перечисленные в ы ш е  условия,  м о ж н о  форм улу  
(3. 13) представить  в тако м  виде:

Я  =  | р а Р —  ра>„ (3.21)
'^нэр ^нар

г д е / 7„ар =  -р1 +  ^  +  /гз +  /Г4 +  ^8 — наружный участок контроль-

ИТ а ш ш Хо*бразом, п о л у ч е н а  ф о рм ул а  (3. 21),  с помощью ко

торой опр еделяется  сила  £  действующая на твердое  тело, 
н а х о д я щ е е с я  в потоке ж и д к о с ти  или газа .  В Расчет входит  
то ль к о  н а р у ж н ы й  участок  контрольной поверхности.  Твердое  
т е л о  м о ж е т  иметь полость,  проток;  между телом и газом може т  
происходить  какое-либо с л о ж н о е  взаимодеиствие,  например 
срыв  потока,  все это н и к а к  не усложняет  расчета,  т а к  к а к  в ы 
п а д а е т  из расчетных ф орм ул.  Все  вычисления ведутся  толь 
ко на  гр а н и ц а х  контрольной поверхности.

Е с л и  газ  вязкий,  то в ф о р м у л ы  должны войти еще силы от 
к а с а т е л ь н ы х  на п ряж ени й (силы 'вязкости).  Т а к ^  например,  в

п р а в у ю  ч а с т ь  ф о р м у лы  (3. 21) должен войти Заметим,
нар

что эт от  интеграл  берется  толь ко  по нар уж но му  участку  кон
троль но й поверхности,  т а к  к а к  аналогичный интегр ал  по внут-

прнней поверхности со ста вляет  часть искомой силы Я.
П р и  удачном выбо ре  контрольной поверхности м о ж н о . и  

в с л у ч а е  вязкого  га з а  исклю чить  из расчета  силы трения.  
Д л я  этого  ее участки следует  расположить  так,  чтобы они бы 
пи л и б о  перпендикул ярны  ли н и я м  тока, либо па ра ллель ны ,  но 
п сох од и ли  в таки х  местах ,  где поперечный градиент скорости 
^и зм ене ни е  скорости по н о р м а л и  к контрольной поверхности) 
раве н нулю.  В  обоих с л у ч а я х  касательные н ап р яж ен и я  будут
пя вн ы НУЛЮ тогда расчет  м о ж н о  вести по ф ор муле  (3. 21). 

Ф о р м у л а  (3. 21) в пр о е к ц и я х  на координатные оси имеет

вид:

Я х=  (С р й Р )х— [
^нар ^нар

^нар н̂ар

Я , =  ц  р л Р ) , —
р  нар ^нар

В этой форме ее удобно пр им еня ть  д ля  расчетов.

(3.22)



Р ассм от ри м  несколько п ри м ер ов  при лож ени я пер вой тео
ремы Эйлера ,  в которых п ок аза н о,  каким о б р аз о м  у равне ни е  
Эйлера ,  записанное  в об щем  виде  в интегральной ф ор м е,  д о 
водится до простых расчетных соотношений в р а з л и ч н ы х  сл у
чаях.

Определение  силы, дей ствующей на стенки д и ф ф у з о р а  и с оп ла

Н а  рис. 27 приведена схе ма  дозвукового  д и ф ф у з о р а .  С н а 
р уж и на боковую стенку д ей ств ую т  силы атмо с ф е р н о го  д а в 
ления,  внутри давление  по д л и н е  к а н а л а  переменно.  Таки м  
образом,  стенка наг руж ен а  ра зн остью  давлений.  В к а ж д о м  
месте эта  сила  направлена  по н ор м али  к поверхности Ра сле 
довательно,  она имеет ’ 
продольную и попереч
ную составляющие.  П о 
перечные составляющие
— перпендикулярные оси 
к а н а л а  — взаимно ур ав
новешиваются.  Они вос
принима ютс я  матери а
лом  стенки.  Продольные 
со ста вляющ ие  суммиру
ются  и об ра зу ют  силу, 
ко торая  в конечном итоге 
воспринимается  узлами 
крепления  диффу зор а .  Эта си ла  и является  искомой.

Контрол ьна я  поверхность проводится  таким о б р а з о м  что 
два  ее участка  перекрывают входное  и выходное сечен и я  к а 
нала ,  а третии вплотную п р и м ы к а е т  к боковой стенке.  П р и м е 
нительно к этой контрольной поверхности уравн ен и е  (3 13) 
зап ишется  в проекциях на ось л: к а к

0 > с ? ? ) г=  Г р и > „ а ^ ,

где / • = / ' 1 +  /^2 +  ̂ д. Интеграл  от сил давлен ия  м о ж н о  п р е д 
ставить так:  г

( £ р < * / 4  £  ро Р +  £  р < / ? ) , =  (  р . й + р Д - ь  ^рс1р)х =

= Р ^ 1—  Р2Р 2— Я 'х ,



( Р 1Л )  * =Р 1 /Г1- 

( Р 2 ? 2 Ь  ==—Р2^2,

(1 р с ( Р ) к = — ( К ' ) х  ~  ^  -V

Р '  -  это  сила,  д е й с т в у ю щ а я  изнутри на стенку диффу зо ра  
п а р а л л е л ь н о  оси к а н а ла .  И н тегр ал  от количества  дв ижения 
п р е о б р а з у е тс я  следу ю щи м  образом.

Г р а ^ а » , * * / 7 =  [ 1  1 Р & пш х с1Р =
у  г*

=  — Р1Ш|Ш15| +  Р2®2«,2^2 =  —‘м «* (ал — “ 'гЬ

т а к  к а к  а ^ р ® Л ^ = 0 , потому что ^

с о в п а д а е т  с  твердой стенкой.  По дст авляя  это в исходное урав-  
нение ,  'получим

& х - р ^ ! — Ра^а +  М « *  ( а ч - ш 2).

Т а к  опр еделяется  велич ина  внутренней силы,  действующей на 
отенк у диф фузор а .  Н у ж н о  заметить , что т а к  к а к  р ^ к р г ^  
и ш , > ш 2, то  н евоз м ож но  с р а з у  установить,  в какую’ Сторону 
прйствует сила Я 'х- О д н а к о  это  легко сделать ,  рассмат рив ая  
у г о л  н а к л о н а  боковой стенки а. Вполне очевидно, что в случае 
р а с ш и р я ю щ е г о с я  к а н а л а  .продольная со ста в л я ю щ ая  силы, деи 
с т в у ю щ е й  Изнут ри на  бо ко вую  стенку, №  
т и в  потока ,  а в с л у ч а е  с у ж а ю щ е г о с я  — по потоку.  В сУ ^ ю  
щ е м с я  к ан кл е  -  д о з в у к о в о м  сопле -  расчет  ведется  по той

Ж 0 Д л я Мполучения  полной силы, действующей на б о к м у ю  
стен к у  к а к  изнутри,  т а к  и снаружи, ну ж но Д063 0^  ^ 1̂  
вн е ш н е г о  д ав лен ия  н а  поверхность  в проекции на горизон
т а л ь н у ю  ось

(Ро^зЬ = Р о ^ З  СОБ а  =  Ро(^2 Р\)-

Т ° ГЯа Я , = ( р , - р „ ) ^ 1 - ( Р 2 - Р о ) ^ + М с„  (3.23)

В приведенном -выше расчете силы трения  не У р в а л и с ь .  
П р и  ж е л а н и и  учесть их, н адо  в левую часть исходного ур

ния  до б а в и т ь  (Г О дн ако ,  ра збив  этот  и н тег рал  н а  су м 

м у  интегралов  Т10 п л о щ а д я м  Л ,  р 2 «  ?ъ, можн о за  метить^ что 
по  у ч ас т к а м  Л  и они р а в н ы  нулю (т ак  к а к  на  этих  поверхно-



с т я х т * = 0 ),  а интеграл по  поверхности вой де т  в искомую 
силу Я ' х как  составная часть .  Следовательно,  ок о н ча т е л ь 
ный резул ьтат  будет в ы р а ж а т ь с я  той ж е  с а м о й  ф о р м у ло й  
( 3 . 23 ) .

Н у ж н о  заметить,  что р а с ч е т  можно было бы вести и по 
ф ор муле  (3. 21),  записав  ее в проекции на ось х  в в и д е  пе рво
го уравнения  (3. 22), где п о д  ^нар надо п о д р а з у м е в а т ь ‘то ль к о  
н а р у ж н ы е  участки кон трольной поверхности,  не с о п р и к а с а ю 
щиеся  с твердой стенкой и д р у г  с другом,  т. е. Л  +

Реакция в ы тек аю щ ей  и втекаю щ ей струи

Фо рм улу (3. 23) мож н о  применить  для  о п р е д е л ен и я  силы 
реакции вытекающей и в т е к а ю щ е й  струи на стенки ка м е р ы ,  из 
которой происходит истечение  или в которую пр ои сх о ди т  вте
кание.  Действительно,  если пер ек рыть  входное сече ние  1 т в е р 
дой стенкой (см. рис. 27),  т о  подача  газа  в ну трь  к а м е р ы  из 
внешнего  потока прекратится ,  а участок стенки бу де т  вос 
приним ать  некоторое усилие,  которое войдет к а к  соста вн ая  
часть в искомую силу р е а к ц и и  вытек аю щей струи.  С л е д о в а 
тельно,  Ш! =  0, (р\—р о )Л  в ой д ет  в /? г и ф о р м у ла  (3. 23) п р и 
мет вид

= — (Р2— Р о) ? 2- -Мсек-Ш2.
Д а в л е н и е  в выходном сечении,  через которое в ы т е к а е т  газ,  мо
ж е т  отличаться  от атмосф ерн ого  внешнего д а в л е н и я  р0 (пр е
в ы ш ат ь  его),  если скорость истечения  равна  или в ы ш е  ско ро
сти звука ,  или равняться а т м о с ф е р н о м у  д ав л е н и ю  при до зв у 
ковом истечении. В последнем случае

$ х = —  М гек

Сила направлена в сторону ,  про тив оп оло ж ну ю скорости 
истечения.  В р ассм ат рив аем ом  примере  пр е д п о л а г а ет с я ,  что 
непрерывный массовый р а с х о д  га за  М сек обес п ечи ва ется  к а 
ким-либо источником газа,  н а х о д я щ и м с я  внутри к а м е р ы ,  н а 
пример горящей пороховой ш аш к о й ,  как это д е л а е т с я  в р а 
кетах.

Если перекрыть .выходное сечение 2, ос тав и в  от кр ы ты м 
входное (см. рис. 27),  то п р е к р а т и т с я  истечение г а з а ,  а на д о 
бавлен ном  участке твердой стенки  /**2 появится  д о п о л н и т е л ь 
на я  сила,  которая войдет в и ск ом ую  силу реакц ии  в тек аю щ ей  
струи. Уравнение (3. 23) в э т о м  случае  пр и обр ет ает  вид

%х =  (Р1— Р о ) ? 1+ М еек
Пр и анализе  полученного ур авнен ия  ну ж но  и м е т ь  в вил у 

одну особенность,  свойственную только  случаю в т е к а н и я  струи.



Если че ре з  сечение 1 в к а м е р у  поступает газ в виде струи 
•встречного потока ( к ам ер а  находится  в полете или в а э р о д и 
н а м и ч е с к о й  трубе) и ск ор ость  ом равна скорости встречного 
по ток а ,  т о  Р 1 =  Ро и

Я х =  М секи}1.

Т а к и м  о б раз ом ,  сила р е а к ц и и  втекающей струи н ап равлена  
в с т о р о н у  потока,  т. е. она я в л яе т с я  силой сопротивления,  в от
л и ч и е  от силы реакции вы тек аю щ ей струи, соз даю щей тягу. 
Е с л и  ж е  ка м е р а  находится в неподвижной среде и всасывает  
газ,  п р и те к а ю щ и й  ко вх о д н о м у  сечению со всех сторон, то  си
л а  р е а к ц и и  равна  ну лю *> /? * = ( ) .  Получается  это потому, что 
при д в и ж е н и и  газа ко вх о д н о м у  отверстию его скорость на на- 
р у ж н е й  поверхности бо ко вы х  стенок камеры отлична от нуля, 
с л е д о в а т е л ь н о  статическое д ав лен и е  не равно дав лени ю окру
ж а ю щ е й  среды,  а имеет м ень ш ую  величину. В резул ьтате  по
н и ж е н и я  давлен ия  р\ и рз создае тся  сила, н ап равленн ая  про
тив  по тока ,  которая  п олно стью  уравновешивается  силой от 
в х од но го  количества  д в и ж е н и я  Мсек Ш\.

З а м е т и м  попутно, что в некоторых популярных изданиях 
м о ж н о  вс тр ети ть  проекты «двигателей»,  принцип действия ко
т о р ы х  з а к л ю ч а е т с я  в том,  что камера  всасывает  воздух через 
в х о д н о е  отверстие и внутри эт от  воздух конденсируется.  Не  го
воря  у ж е  о технической непригодности такого  проекта ,  нужно 
о тм ети ть ,  что такой «двига тел ь»  никогда не разовьет  тягу:  
п р и в е де н н ы е  выше р а с с у ж д е н и я  подтверждают,  что это не
в о з м о ж н о  принципиально.

О п р ед ел ен и е  силы тяги воздуш но-реактивного двигателя

Н а  рис.  28 приведена  р а сче тна я  схема, где д ви гател ь  изоб
р а ж е н  сплошными ж и р н ы м и  линиями. Воздушно-реактивный 
д в и г а т е л ь ,  широко пр и м ен яем ы й на современных самолетах,  
м о ж е т  иметь  различное внутреннее  устройство в зависимости 
от  тип а  и назначения,  О д н а к о  в данном случае можно не ин
т е р е с о в а т ь с я  его кон струкцией:  теорема о количестве  д в и ж е 
ния  п о з в о л я е т  найти силу тяг и ,  не вдаваясь  в существо про
цессов,  которые происходят  внутри.  Необходимо только  знать,  
что ч е р е з  сечение Р Вх во вхо дное  устройство из набегающего 
встре ч но го  потока пос тупа ет  воздух. Через выходное отвер
с т и е  ^ с реактивного сопла  с труя  горячих газов выбр асывается  
с  б о л ь ш о й  скоростью

С и л у  тяги  можно было б ы  определить по разности сил ре
а к ц и й  выт ека ющ ей и в т е к а ю щ е й  струи, но в данном примере

*) Э т о т  р е з у л ь т а т  был в п е р в ы е  получен Н. Е. Ж у к о в с к и м .



воспользуемся общим методом,  чтобы п о к а з а т ь  его примене
ние.

Расче т  начинается с выбора  контрольной поверхности.  П е 
редний ее  участок р а с п о л а г а ю т  перп ен ди ку ляр но  н а б е г а ю щ е 
му потоку на таком расстоянии от входного  отверстия,  на ко
тором влияние  д ви гател я  практически не ска зы вается .  Это 
влияние проявляется  в том ,  что перед 'входным отверстием по
ток притормаживается ,  его скорость у м е н ь ш а е тс я  от величины 
оУо, равной скорости полета,  до несколько меньш ей,  а давл ен ие  
при этом возрастает  и становится  выше атмосферного .  П л о 
щ а д ь  сгруи т а к ж е  несколько увеличивается ,  что м ож н о з а м е 

тить  на рис. 28. Теоретически такое  в озм ущ ен и е  при д оз в у к о 
вой скорости полета р асп ростра ня етс я  в бесконечность  перед 
двигателем.  Практически заметное  влияние  п р е к р а щ а е т с я  уже 
на  небольшом 'расстоянии перед  входным отверстием.  При т а 
ком расположении уч аст ка  контрольной пов ерхности к а с а 
тельные нап ряжения на нем равны нулю, н о р м а л ь н а я  состав

л я ю щ а я  скорости а>0, вектор скорости ш =  векто
ры силы давления  и количества  дв иж ен и я  прое кти руютс я  на 
ось л\ в качестве которой принята  ось д в и г а те л я ,  в н а т у р а л ь 
ную .величину. Боковой участок  контрольной поверхности /•'з 
имеет цилиндрическую ф о р м у  и отстоит от оси д виг ате ля  на 
таком расстоянии,  на котор ом уже не чувствуется  искривления  
линий тока, вызванного обтеканием внешних поверхностей мо
тогондолы,  в которую по мещ ен двигател ь  на  самолете .  Это 
значит ,  что линии тока п а р а л л е ль н ы  о б р а з у ю щ и м  участка  по
верхности ^з. При этом действ ую щие на силы д ав л е н и я  в з а 
имно уравновешиваются ,  га з  не втекает и н е  выте к ает  через



участок  /=■*, следовательно не переносит  количество движен ия ,  
к а с а т е л ь н ы е  н а п р я ж е н и я  на /*3 отсутствуют,  т ак  к а к  на д а л е 
ком р ассто ян и и  от д ви гател я  скорос ть  сохраняет  постоянное 
значение  в поперечном сечении, т. е. поперечный градиент  
скорости р а в е н  нулю.  З а м ы к а ю щ и й  участок контрольной по
верхности ра с п о л о ж е н  перпенди кул ярно оси двигателя  и п р о 
ходит через  срез  реактивного  сопла .  Он состоит из двух  частей: 
Рс — п л о щ а д и  выходного отверстия  сопла — и Р2. Проведение  
контрольной поверхности через  срез  сопла удобно тем, что в 
этом сечении потоки газа,  выходяще го  из сопла,  и воздуха,  
о б те к аю щ ег о  мотогондолу с н а р у ж и ,  четко разделены.  Векто
ры сил д а в л е н и я  и количества  дв иж ени я  на поверхности Рс 
и Р2 п ро ек ти руют ся  на ось х  в н а т ура льн ую  величину.

Ра в н о д е й с т в у ю щ у ю  всех сил, действующих со стороны г а 
за  на стенки д виг ате ля  (к а к  сна ружи ,  т ак  и изнутри, в к л ю 
чая и стенки всех  конструктивных элементов,  находящихся  в 
проточной ч ас ти) ,  можно определить  по формуле  (3. 21), где 
Рнар ~ р 1 -\-р2 +  Рз-]гРс' Р а з б и в  интегралы по Рнар на суммы 
и н тегралов  по участкам контрольной поверхности,  надо  
учесть, что

( рйР =  р ^ Р ) х =РоР\,
п  >1

/■'а

| р й Р +  Г рйР  = — р0Р2— р с Г с,
/"'г

=  \ &и>пи>х аР = — р0и)01У0Р1==--(Мсек+ М еек.иар) ш0г 
Ь  >1

( ^шпшйР =  О,
>3

1 гмоп \sjdF =  М сек.мр • а > 2Ср,

>2

| $шпШ Р  = М „ к.т-те,
>с

по причинам,  изл ож ен ны м в ы ш е * ' .  Тогда  формула  ра вно де й
ствующей .всех сил приобретает  вид

= Р о Р  1 Р о Р 2 Р с  Р с ~Ь М сек “Ь ^ с е л г 'н а р  ’ ^ 0  ^ с е к '» ар^2ср

__________ — М с*кти>е
•) З д е с ь  М сек —  р а с х о д  в о зд у х а  ч е р ез  дви гатель ,  М сен.пар — расход , 

в о з д у х а  в п о т о к е ,  о б т е к а ю щ е м  м о то го н д о л у ,  взя ты й  в п р ед ел ах  к о н т р о л ь 
ной п о в е р х н о с т и ,  М Сек-г — р а с х о д  г а з а  через р еакти в ное  сопло.



или, т а к  как р 0Л — Р о ? 2~ р с F c =  P o ( F )  — Р г ) ~ р с ?с =Ро F c ~  

~ P c f c =  (Ро Рс) Fe*

то

Изменение  количества  д в и ж е н и я  потока в о з д у х а ,  о б те к аю 
щего  мотогондолу с н а р у ж и  М сем.иар (№0— т>2ср), получает ся  
вследствие  того, что м е ж д у  ее на р у ж н ы м и  с т е н к а м и  и вне ш 
ним потоком действуют силы трения.  Р а в н о д е й с т в у ю щ а я  этих 
сил, приложенных к поверхности мотогондолы, пре дста вл яет  
собой силу лобового сопро тивлени я ,  ко тора я  о бы чн о учиты
в аетс я  в аэродинамическом расчете  лета т е л ь н о го  апп арата .  
Поэтому  величина Меек.иар (т0— р) не в к л ю ч а е т с я  в си
лу  тяги двигателя . П о с л е дн яя  запишется  тогда

Т а к  как  о?0 и Рг >Ро,  т о  п р а в а я  часть этого  р а в е н с т в а  от
рицательна ,  т. е. сила т яг и  ‘на п р ав л е н а  в сторону,  противопо
л о ж н у ю  потоку газа.  Это т  ф а к т  хорошо известен  и в расчет
ных формулах  специально не подчеркивается ,  а ф о р м у л а  з а 
писывается так:

Р а ссм атр и в ая  ф ор мулу  (3. 25) ,  легко устан ови ть ,  что сила 
тяги скл ады вается  из двух составляющ их:  п е р в а я  из них п ре д 
став ляет  изменение количества  движени я п р о х о д я щ е г о  через 
д ви гател ь  воздуха ,  вторая  — статическую д о б а в к у  тяги.  П о 
следняя  отсутствует при до зв уко вой скорости ист ечения  из со
пла или в случае работы сверхзвукового  сопла  на расчетном 
ре жиме,  когда р с — р0.

Р азл и ч и е  между расходом воздуха  и вы х о д ящ е г о  га за  не
велико.  Оно объясняется  тем,  что к массе во зд уха  д о ба в л я е тс я  
масса  сгоревшего топлива .  Р а з н и ц а  в р а с х о д а х  составляет  
примерно Veo часть от р а с х о д а  воздуха.  И н о гд а  этим р а з л и 
чием пренебрегают,  п ол агая  в ф ор мула х  (3. 24) и (3. 25) от-

сек
j - ( P r — Po)Fc> (3-24)

( Л/Г* ' Wc— — Po)Fc- (3.25)
\  ‘ **сек !сек



О п р ед ел ен и е  усилия, д ей ству ю щ его  на стенки криволинейного
п а т р у б к а

П р и  д в и ж е н и и  ж идко сти  или га за  по криволинейному п а т 
рубку  п о я в л я е тс я  ц е н тр о б е ж н а я  сила,  поэтому можн о за в е до 
мо о ж и д а т ь ,  что на стенки бу де т  действовать несимметричная  
б о к о в а я  сила .  Ее можн о опр ед елить  при помощи уравнения 
Э й л е р а .

Р а с ч е т н а я  схема д ан а  на  рис.  29. Контрольную поверхность 
.проведем та к ,  к а к  пок аза но  пунктирным контуром. Поток  при
мем плоск им ,  считая р азм ер ,  перпендикулярный плоскости

чертежа,  равным единице.  Д л я  
и -Зй определения  горизонтальной и

Аг

Р и с .  29 Р ис> 30

в е р т и к а л ь н о й  соста вляю щ их  силы,  действующей на внутрен
ние стенки к ан ала ,  во сп ол ьзу ем ся  первым и вторым у равн е 
ниями  (3. 22) ,  в которых F Hар = F 1 +  F 2. Входящие в эти у р а в 
нен ия  'интегралы представим в т ако м  виде:

(¡pdF*)x =  ( p [F l +  p2Fz) х = PiF i  cos a l— p2F2 cos ct2,
/•нар

(j ' /KfF) = (p iF l +P 2p 2 )y =P\F \  sincci—p2F2 s \n a 2 ,
^нар

fywnwx dF = — c os a i ^ i H-  р г ^ ш г с о э  a 2F2 = M ceK(w2coso.2 —
'fнаР ,— t t^ cos  aj) ,

\ [m n Wy dF — — p i a.’ i ! s in +  sin a 2F2 — MceK (w2 s l na2—
Fnap

— sin  aj).
П о с л е  подстановки этих значений в уравнения (3. 22) и не
б о л ь ш и х  пре образов ани й получим

R J  = ( p lFl + M ceKw l) c o s « !  — {p2F2 + M ctKw 2) c o s a 2 1 (3 ^  

/ ? /  =  ( p |F ,  + М секш х) s in  a i — (P2F2+  М « Я w 2) sin a 2. . 1



I еометрическим суммированием с о с т а в л я ю щ и х  найдем вектор
силы Я'. Чтобы получить  полную силу  Я,  действующую на 
стенки патрубка ,  надо  при бавить  силу, 'Приложенную к н а р у ж 
ным поверхностям.  З д е с ь  нужно иметь ¡в виду,  что по н а р у ж 
ному радиусу 'величина поверхности бо ль ш е ,  чем по внутрен
нему. Поэтому сила от действия  атм о с ф е р н о го  давления на 
стенки снаруж и не р а в н а  нулю, несмотря на  то, что Ро всюду 
одинаково.

Рас чет  простейшего э ж е к т о р а

Рассматривается  элементарн ый ра сче т  простейшего  газо* 
зого эжектора ,  состоящего  из сопла и цилиндрич еск ой камеры 
смешения (рис. 30).  С т р у я  активного (э ж ек т и р у ю щ е г о )  газа 
выходит из сопла и поступает  затем в к а м е р у  смешения,  где 
она смешивается  с пассивным ( э ж е к т и р у е м ы м )  газом и пе
редает  ему часть количества  движени я,  у в е л и ч и в а я  его ско
рость. Пассивный газ поступает  в к а м е р у  с м еш ен и я  через про
странство между  срезом сопла и входом в ка меру .  Поскольку  
камера  смешения имеет  цилиндрическую ф о р м у  и равнодейст
вующая сил давлен ия ,  действующих на ее стенки,  равна  нулю, 
то, если принять,  что силы трения отсутствуют,  камера  не б у 
дет влиять на изменение суммарного  ко ли че ства  движения 
всего потока,  и расчет  можно вести по ура вне ни ю Эйлепа 
в форме (3. 13)

г  У

Контрольная поверхность проводится,  к а к  п о к а з а н о  на рис. 30. 
Т а к  как  давление  на все ее участки о д и н а к о в о  (равно атмо с
ферному)  , то

[ р й Р  =  0, 
н

следовательно,  и

1' и;ЛР = 0.
У

Разбив ,  далее ,  интегр ал  по всей контрольной поверхности на 
сумму интегралов,  в зя тых  по ее уч ас тка м ,  м о ж н о  зап исать

,!' w d F +  \ ри»п (' 1* рщ>„ЫР =  0 .
рб >В >>

Участок Рв распо ложен  достаточно д а л е к о  от стенки камеры



смешения,  п о э то м у  можно принять ,  что скорость газа ,  пере
секаю щег о пов ерхность  +  р г> весьма м ала  и

] ры)п  |  Р ) ? и)к ю й Р  =  0 .

ръ *г

Таким о б р аз о м ,

\О Ш п 1Ю(1Р +  \  рЫ>п Ы>с1Р =  — М сек. 9 1И)Х -1- [М сек -а  +  М Сек-ц)  ^ 2  =  0 ,

>» 'р6
г д е  Мсек.а —  рЭСХОД ГЭЗа В активном,  а М Сек-п — в пассивном 
потоке. С л е до в а т е л ь н о ,

____ Мсек-а______ __ ^2
Мсек • а Ч" М Сек - и ^  1

§ 3. УРАВНЕНИЕ КОЛИЧЕСТВА ДВ И Ж Е Н И Я  ДЛ Я ЭЛЕМЕНТАРНОЙ 
СТРУЙКИ. ГАЗОДИНАМИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ПОТОКА ИМПУЛЬСА

У ра вн ени е  количества  д в и ж е н и я  д ля  элементарной ци ли н
дрической стр у й к и  идеального га за  можн о получить, применяя  
.равнение  Э й л е р а  (3. 13) к контрольной поверхности,  о х в а 
тывающ ей у ч а с т о к  такой струйки (рис. 31).  Контрольная  по 
верхность состоит  из цилиндрической поверхности и двух 
оснований Р 1 и р 2-

Р а з б и в  и н тег ралы ,  входящие в уравнение  (3. 13), на сум
мы ин те гралов  по участкам контрольной поверхности, имеем

\о й Р  +  [ рс1Р +  |  рйР =  
/•V >ь р*

ро1п Ы Р  +  ршя ш£*/г +
—  >г >6

Рис- 31 +  \ рш„ тйР.
/■'2

На  боковой поверхности

I рйР =  0,
>6

гак к а к  эта  поверхность  цилиндрическая  и силы давления 
взаимно ура вн овеш ив ают ся .  К роме  того,



потому что линии тока  идут в д о ль  бо ков ой поверхности,  н е  
пересекая ее, следовательно,  во .всех ее точках  wn = 0 .  О с т а в 
шиеся участки контрольной пов ерхности F\ и F2 п р е д с т а в л я 
ют собой поперечные сечения э л е м е н т а р н о й  струйки, в п р е 
делах которых давления ,  плотности и  скорости можно с ч и т а т ь  
постоянными. Тогда

j  pdF +  J  pdF = p lF l —  p 2F2,
Fi /'2

f ?wn wdF+  j1 p.wn wdF= — piw l2Fl + p2®22F2
Fl I't

и уравнение количества  движени я п р и о б р е т а е т  вид

P\F\— p2F2 =  p2w 22F2— p ]W]2F], (3 .27)

П рин им ая  во внимание  уравнение  р а с х о д а  

p\W\Fx =  p2w 2F2 = M ceK, 

можно ф о р м у лу  {3. 27) представить  ещ е  в таком  виде:

p\F l— p2F2 = MceK (w 2— Wi) (3.28)
или

p \F x+ M ceK w x= p 2F2 +  M ceKw2. (3.29)

Формула  (3. 29) называется  уравнением  количества движ ения  
в п о л н ы х  и м п у л ь с а х , а величина

ф  = pF +  M eeKw  (3 .30)
— полным импульсом.

Д л я  цилиндрической струйки F X= F 2 — F. Если обе ч ас т и  
равенства (3. 27) сократить на эту величину,  то получим е щ е  
одну форму  записи уравнения к о ли че ства  движения:

Р\—  Р2 = Р2Щ2—  p l ^ l 2 ( 3 . 3 1 )

или с учетом уравнения нераз рывно сти p\W\ =  p2w 2,

p \— p 2 = p \w l (w2— wi) = p 2w 2(w 2— w i).  (3.32)

Ну жн о заметить ,  что в случае  конич еск ой струйки в, у р а в 
нение количества  движения д о л ж н а  в к л ю ча т ь с я  проекция  на  
ось х  от сил давления ,  действ ую щих на  боковой участок  к о н 
трольной поверхности.  Если р а с с м а т р и в а е т с я  ци лин дрическ ая  
струйка  вязкой жи дкости или газа,  то у р авне ни е  до лж н о  б ы т ь  
дополнено силой трения,  п р е д с та в л я ю щ е й  собой сумму сил от 
касательных н а п р яж е н и й  (сил в я з к о с т и ) ,  действующих по б о 
ковому участ ку  контрольной поверхности.  В случае к о н и ч е 
ской струйки вязкого газа в у равн ен и е  ну ж н о  включать  про-



екцию на ось х  равно д ей ст вую щ ей  сил д ав лен ия  и трения,  дей
ствующих на б ок о в у ю  поверхность.

В связи с этим интересно рассмотреть некоторые особен
ности уравнения  в пол ны х импульсах.  Д л я  цилиндрической 
струйки идеальног о  г а з а  оно записано форм уло й (3. 29),  из 
которой следует,  чт о  пр и отсутствии каких-либо сил, действую
щих на струю в д о ль  потока  между сечениями входа и выхода,  
полн(ый импульс  на  входе  равен полному импульсу  на выходе. 
Если на расчетный учас ток  струи действует сила  вдоль пото
ка,  то полный и м п у ль с  на выходе будет больше,  чем на вхо
де. Это получается,  на пр им ер ,  при течении га за  в ра сш и ря ю
щем ся  канале .  Е с л и  ж е  сила действует в направлении,  проти
воположном пот оку,  то полный импульс вд ол ь  течения умень
шается,

П ри  расчет ах  полны й импульс  удобно в ы р а ж а т ь  с по
мощ ью г азо ди н ам и ч ески х  функций потока  импульса.  Эти 
функции,  з а в и с я щ и е  толь ко  от приведенной скорости ?1 И от  ро
да  газа  ( п о к а з а те л я  изоэнтропы к) рассчитываются  зар анее  и 
сводятся  в та бл и ц ы .  Обычно используются три функции,  пред
ст ав ляю щ ие  собой:

г{Х)  — отношение  полного импульса в любом сечении по
тока к полному им п у ль с у  в критическом сечении

г Щ - А .  р р + м ^ . . - ,  ( з . з з )

^ к р  Ркр ^ к р + М с е к  А к р

/ ( X ) — отнош ение  полного импульса в  любом сечении по
тока  к полному им п у ль с у  в заторможе нном потоке

<-,-4 ®  рР  +  М сек№ п
п к )  =  ф > = — ^ — ' (3-34) 

г(Х) — отношение  статической части полного импульса к 
полному импульсу

г ( > , ) =  ^  =  -------- ■ (3-35)
Ф  р Р + М Сек &

Полный и м п у льс  м о ж н о  представить в виде следующей з а 
висимости от приведен но й скорости:

Ф = р р  +  М сек 1£} =  М сеК1И}( ^  +  1)  — Мсе1&>( Р Г +  1 ) ■=
\McexW )  \pwFw к }

=  М евКи>(~-  ~“Г +  О»
& Ш2

т а к  как 
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Используя* дале е ,  формулу {2. 49)

г , & + 1  <, £ — 1  0а2 = --------а гко--------------до2,
2 р 2

запишем
6 - И  „ Л— 1

. 2 , —  а кр--------—  ^
1 а 2 . .  1

- 1 1  +  1 -  -  — ----------------- ---------- +  1 -  ± ы  ±  _
¿ д о 2 к 2 к \ 2

2 Л 2 к \  X2

Тогда

Д л я  критического  сечения до =  а кр, А = 1  и

(̂ кр =  /^кр^кр аКр =  -  Ж „ Лакр. (3.37>
я

Подставив  значения  Ф и Ф кр из (3. 36) и (3. 37) в (3. 3 3 ) ,  
получим

1{1] = \  ( т  +  >' ) '  ( 3 - 3 8 >

Функцию г(К)  можно вырази ть  в завис имо ст и от п ри вед ен
ной скорости так:

Г(Л ) =  ^  1 1

р Р + М ^  , + Л ( „ ^  Х+ Р * р 2 , ±
р г  р /7 ^

1 1

.до2 1 + к М 2
я ----

а 2

Применив ф орм улу  связи числа М с приведенной скоростью А. 
(2. 55),  получим после небольших пр ео б р азо в ан и й



З авис и мость  ф ун кц ии  /(Я) от приведенной скорости полу
чается просто:

Рр  +  М ^ _  Р ^  +  М „ кш р =
Д  '  р /7 Р* г (к)

Подставив  сю да  зн ач ен и я  функций г (^ )  из (3. 39) и л(Я,) из 
(2 . 6 0 ) , н ай де м

/ ( I )  =  [ 1 -  —  > Л ^  (1 +  >-2) . (3-40)
I ¿4-1 ’

Н у ж н о  иметь  в виду,  что функция г(Х) не зависит  от рода 
газа,  поэтому д л я  нее составляется  отде льн ая  та блица ,  единая 
для  всех  газов.

На  основании зависимостей ( 3 . 3 3 ) ,  ( 3 . 3 7 ) ,  ( 3 . 3 4 )  и 
(3 . 35) м о ж н о  пол уч ит ь  следующие ф о р м у лы  д ля  расчета пол
ного импульса:

Ф  =  Ф«р *(»•) =  М „ А р  *(>.), (3. 41)
К

Ф  =  Ф  М ( Ь ) = Р * Ж М .  (3 - 42>

ф  =  р р  — !— . ( 3 . 4 3 )

г ( к )

Выбор той или  иной формулы д ля  практического  исполь
зования  за вис и т  от того,  какие  исходные величины заданы.  Е с 
л и известны р а с х о д  г а з а  и температура  т ор м ож ен и я  (следо ва
тельно,  известна  «  кр итическая  скорость) ,  то удобно вести р а с 
чет по ф о рм уле  (3. 41) .  Если за дан а  п л о щ а д ь  поперечного се
чения и д а в л е н и е  торм ож ен ия ,  то применяется формула  
( 3 .4 2 ) ,  а если статиче ско е  давление,  то удобнее  пользоваться 
Быражением ( 3 . 4 3 ) .

§ 4. ТЕОРЕМА Э Й Л Е Р А  О МОМЕНТЕ КОЛИЧЕСТВА ДВИЖЕНИЯ

Вт орая  т ео р ем а  Э й л е р а  распространяет  теорему о моменте 
количества  д в и ж е н и я  на случаи жидкости и газа .  Связь  между 
моментом ко ли че ства  дви ж е н и я  и моментом внешних сил, ко
т ор ая  в механи ке  т в е р д о г о  тела имеет вид

М  =  —  (т гса), (3-44)
Iа

с помощью этой теоремы устанавливаетс я  и д ля  жидкости.  
В ф о р м у ле  (3. 44) т  — масса тела, г —  р ади ус  центра тяж ести



тела относительно оси вращения,  с„ — т а н г е н ц и ал ь н а я  соста в
ля ю щ а я  абсолютной скорости тела ( п ро ек ци я  абсолютной с к о 
рости на направление,  перпенди кул ярное  -радиусу взятое в 
плоскости вращ ен ия) .

П рим еня я  форм улу  (3. 44) к жи дк ости ,  ну ж но  выразить  
производную,  записанную в правой части,  через парам етры 
потока и пр ир авнять  ее моменту внешних сил М. С этой целью 
рассмотрим участок  струи, зак лю че нн ый м е ж д у  сечениями 
/ 'И 2 (рис. 32).  Ж и дк о с ть  
здесь находится  в с л о ж 
ном движении:  во-первых,  
она движется  вд оль  оси 
струи, во-вторых, она в м е 
сте со струей вра щает ся  
относительно не п о д в и ж 
ной оси О О. Так ое  дви
жение  наб лю да етс я  в 0 
межлопаточных ка н ала х  
турбомашнн,  нап ример,  в 
рабочих колесах.

Р ассм атр и в аем ая  м асса ж идкости в н а ч а л ь н ы й  момент вре
мени Г —и за н и м ае т  положение  м еж ду  сечениями 1— 2 Через  
небольшой пр омежуток времени,  равны й М ,  струя повернется 
вокруг осп О — О, а жидкость  внутри нее переместится  из по 
ложения.  ограниченного сечениями 1 - 2 ,  в пол ож ен ие  м еж ду 
сечениями / — 2  . Угловое перемещение струи вокр уг  оси 0 — 0  
само по себе не вы зы вает  изменения  м о м е н та  количества д в и 
жения тгс1Г если радиус  и скорость ис следу ем ого  элемента 
жидкости при этом не из ме нят ся*) .  П е р е м е щ е н и е  жидкости 
вдоль струи приводит к изменению р а д и у с о в  и  танг енц иал ь
ных соста вляющ их абсолютной скорости ее  частиц,  вследст
вие чего происходит  изменение момента ко ли че ства  движения.  
Д л я  определения  этого изменения  вы чи слим  разность момен
тов количества дв ижения во второй и пер вы й моменты време
ни. В начальный момент  времени ¿ =  0

2

Л̂ к-.д! = Д 'П\Г\С\п ~1г  V  ¡ \т гси,
г

где &т,\Г\С\и момент  количества  д в и ж е н и я  элементарной 
массы Д т , ,  заключенной м е ж д у  сечениями 1__1 \

*> Э то  я с н о ^ х о т я  бы из того ,  что м омент  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  — в е к 

тор ,  равн ы й  т ^ х с ц )  и н а п р а в л е н н ы й ,  к а к  э т о  с л е д у е т  из п риведенного  
в д о л ь  « «  П р и  вр ащ ен и и  с т р у и  у г £  " е ж д>Т  ““  „ е и з “

м еняется ,  по это м у  не и з м е н я е т с я  и момент к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я .



V  Ат гси —  суммарный  момент  количества движения

всех э л е м е н т а р н ы х  масс,  находящихся  на участке,  ограничен
ном сечениями 1'— 2. В следующий момент  времени

2
Мк.дц — ^ тГси +&т 2Г2С21с

V

Р азно ст ь  М к.дп — Мк.;ц при установившемся  движении равна

М к.^  — М К.Д1 =  Ап12г2С2П - А т [г 1С1и = А т ( г 2с2а— г\С\„)>

так  как  2  А т г с и по времени не меняется и при вычитании

взаим но  уни чт ожи тс я ,  а А т х = А т 2 = Ат.
Д а л ь н е й ш е е  рассмотрение  ограничим только случаем у ста 

новившегося  дв иж ени я .
П р о и зв о д н у ю  моме-нта количества движени я по времени 

можно з а п и с а т ь  следую щим равенством:

= Н т  =  П т  4 ^  (Ггсги— Г'с]н),

но ц т Ь т  = М с е к _  есТЬ массовый расход.  Под ст ав ляя  это  
д / —о А(  ‘

в ф ор мулу  (3. 44) ,  получим второе  уравнение  Эйлера

М = М сек (г2с2 и — г хсхи). (3-45)

Величина  М сек гси представляет  собой секундный момент  к о 
личества  д в и ж е н и я .  Таким образом,  вторую теорему д и лер а  
можно с ф о р м у л и р о в а т ь  так:

Момент  вне ш ни х сил, действующих на  участок струи ж и д 
кости, равен  п р и р а щ е н и ю  секундного момента  количества дв и
жения на  д а н н о м  уч астке  струи.

В торая  т е о р ем а  Эйлера  — уравнение  м ом еню в количе
ства д в и ж е н и я  — имеет наиболее  широкое  распространение  
в теории и ра сче те  турбомашин.  Рассмотрим  некоторые при
меры.

М о м ен т  на  рабочих л о п атка х  турбомашин

Момент  на л о п а т к а х  рабочих колес радиал ьны х и д и а г о 
нальных т у р б о м а ш и н  определяется по ф ор му ле  (3. 45)

М = М сех (г2с2а— г 1с1и).

В этой ф о р м у л е  г, и г2 — радиусы окружностей входного и 
выходного сечений (если сечение имеет некоторую ради альну ю



протяженность,  то берется средний р а д и у с ) ,  с ,и и с2и—  т а н 
генциальные сост авляющ ие  абсолютной ско рост и жидкости на 
входе и выходе из колеса.  В це нтробе жных ком прессорах  и н а 
сосах иногда применяется осевой вход,  т. е. ж идко сть  пр ите 
кает  к рабочему колесу,  двигаясь  только  в д о ль  оси машины
без закрутки.  В этом случае cJh =  0 и

М  =  Мс ек Г2С2и .

Из формулы (3. 45) следует,  что при r2c2u > r tc lu A f > 0  а 
При г2с2н < Г ] С 1 и  м < 0. Следовательно,  в к о м п ре сс оре  или н а с о 
се момент на рабочих ло па тк ах  по лож ит ел ен,  а в турбинах от
рицателен.  В компрессоре  или насосе р а б о ч и е  лопатки д е й 
ствуют на жидкость,  увеличивая  ее момент  количества  д в и ж е 
ния. В турбине  на рабочие  лопатки п о сту п ает  предварительно 
-закрученный поток, имеющий большой м о м е н т  количества  д в и 
жения.  Последний на рабочем колесе у м ен ьш аетс я ,  в ре зу ль
тате  чего жидкость действует на лопат ки с определенным м о 
ментом сил, приводя  их во вращение.

С помощью формулы (3 .45)  можн о р а с с ч и ты в а т ь  момент  
сил и на неподвижных ло па тк ах  сопловых и л и  на п р ав л яю щ и х  
аппаратов.

Д л я  осевых машин,  у которых линии т о к а  на входе и в ы 
ходе лопаточного  венца л е ж а т  на одном и том ж е  радиусе 
стой веНИС МОМентов количества д в и ж е н и я  име ет  более про-

М  =  М с е к Г  (C2u —  C h l ) .  ( 3 . 4 6 )

Нужн о  заметить ,  что уравнение  мо мен то в  количества д в и 
жения справедливо как  д л я  идеальной,  т а к  и д л я  вязкой ж и д 
кости, как для  нес жимаемой,  та к  и д л я  с ж и м а е м о й  жидкости 
надо  только брать  соответствующие эт им  с л у ч а я м  значения  
скорости с и. J п

Течение в кольцевых б ез лоп ато чных к а н а л а х

Кольцевые безлопаточные каналы п р и м ен я ю т с я  как д и ф 
фузоры в компрессорах,  к а к  входные и вы х о д н ы е  устройства 
в турбомашинах различных типов.

Если в рабочем колесе или не п одвиж ном  лопаточном а п 
парате  ^изменение момента количества д в и ж е н и я  происходит 
под действием лопаток ,  то в без лоп аточном  к а н а л е  момент 
внешних сил, если не учитывать  сил т р е н и я  о неподвижные 
стенки, равен нулю. Следовательно,

^ с е к  (^2  ^2а r  1 и) =  О,

откуда получается,  что r2c2u = r tc]u = г с и ил и  гси =  const .  (3 .47)



Т а к и м  о б р а з о м ,  при движении жидкости в кольцевом без- 
лопаточном к а н а л е  тангенциальная  с о с та в л я ю щ а я  скорости 
изменяется  о б р а т н о  пропорционально радиусу.  Этому закону 
подчиняется к а к  н есж и м аем ая ,  т ак  и с ж и м а е м а я  жидкость 
при д о зв у к о в ы х  и сверхзвуков ых  скоростях.  По такому закону 
р а с пр едел яю тс я  скорости жидкости или га за  в пространстве,  
о к р у ж а ю щ е м  вихрь,  например воздушный смерч, воронка на
поверхности в о д ы  и т. -п.

З а в и с и м о ст ь  (3. 47) имеет следую щие названия:  закон с в о 
бодного вихря ,  з а к о н  потенциального вихря ,  закон постоянства 
момента к о л и че с т в а  движения,  закон постоянства  циркуляции,  
закон п л о щ аде й.



Г Л А В /1 Ч Е Т В Е Р Т А Я  

О С Н О В Ы  Т Е О Р И И  П Л О С К О Г О  П О Т О К А

§ 1. ПОТЕНЦИАЛЬНОЕ И ВИХРЕВОЕ Д В И Ж Е Н И Е

Потенциальным движением жидкости называется безвих
ревое движение, при котором вихрь скорости равен  нулю

<1 =  2 ш =  0 .

Прира вн яв  нулю в ы р а ж е н и я  проекций в ек то р а  угловой ско
рости ( 1. 6 ), можно за п и сат ь  следующие усл ови я  незавихрен-  
ности потока:

д&2 _  ди)у
ду Ьг

ди' х. _
~д7 ~  ~дх

д и у ди)х
дх ду

(4.1)

Эти условия записаны д ля  общего случая  трех мерн ог о  потока.  
Если же  течение двумерное ,  происходящее  в плоскости ху, 
то угловая скорость может  иметь только  одну компоненту  , 
и для  незавихренности потока  требуется  только ,  чтобы вы по л
нялось  равенство

ди>у
д х

дш,

ду
(4.2)

Таким образом,  в безвихревом потоке  частицы жидкости 
движутся  без вращения.  Кром е того, ус ловия  (4. 1) у т в е р ж 
дают.  что скорость в этом случае  имеет потенциал,  т. е. такую



функцию,  частны е производные от которой по координатам 
р а в н ы  пр о ек ц и ям  скорости на соответствующие коорди на т
ные  оси. Действ ительно ,  если взять дифференциальный тр ех 
член вида

шх г/лг+Шу йу-\-хиг с1г

и сопо ст авить  его с  соотношениями (4. 1), то нетрудно з а м е 
тить, что при соблюдении условии (4. 1) этот трехчлен будет 
полным д и ф ф е р е н ц и а л о м  некоторой функции <р(х, у, г)

¿ф =  х ’ Л. с1х +  ги) у г/г/ +  & г (1г. (4.3)

Если ж е  ¿ ф  за п и сат ь  в таком виде:

¿ э  =  —  (1х 4- —  ¿у -¡- —  dz,  (4.4)
д х  ду дг

и срав ни ть  м е ж д у  собой (4. 3) и (4. 4 ) ,  то нетрудно уст ано 
вить.  что

ду
—  -  ^Л-
д х

4 ^ = ^  (4 -5)ду

ду
“ Г  =  ^  дг

О б р а т и м с я  д а л е е  к уравнению неразрывности (1 .2 3 ) ,

йо ¿о , (дчох . . ди)г \  Л
—  + р  с! 1 \' —  +  е — - -ь - г 1 +  т -  “  °- 
сИ М  \  дх ду дг )

З а м е н и в  в нем проекции скорости :сЛ., ьуу и шг согласно ус
ловия м (4. 5 ) ,  можно зап исать  его в такой форме:

^ + р № + ? 1 + ^ 1 и о .  (4.6)
d t  \  дх2 д у2 c)z2 

Д л я  н е с ж и м а е м о й  жидкости р =  const ,  тогда

+  ^ Е . +  = 0 ,  (4.7)
дх2 ду2 дг'2

а д ля  плоского  потока

1 2Л .  +  * 5 .  =  0. (4.8)
дх2 ду2



В ы ра ж ени я  (4. 7) и (4. 8 ) на зы ваю тся  у р а в н е н и я м и  Л а п л а 
са. Функции,  которые удовлетв оря ют у р а в н е н и я м  Л а п л а с а ,  н а 
зываются  гармоническими.  Следовательно,  потенциал скорости 
есть гармоническая  функция.

Другой весьма важной величиной в т е о р и и  плоского (но не 
обязательно потенциального)  потока я в л я е т с я  функция тока.  
Она  легко  получается  из угравнения  линий т ок а

но это есть как  раз  то условие,  при кот ор ом  в ы р аж ен и е  (4. 9) 
является  полным диф фе ренц иал ом  некоторой  функции \|\ т. е.

Если в условия  незавихренности потока  —  третье  равенство  
(4. 1) — подставить соотношения (4. 13),  то  получится у р а в 
нение Л а п л а с а  д ля  функции тока

с!х __ с1у
тх и>у

или
(4.9)

и уравнения неразрывности

д х  ду

Действительно из уравнения (4. 10) имеем

дт х ды\

д я > к  д щ _  =  0 (4.10)

д х  ду

с} \=  д .  й у — ’Л) у  (¿х =  0.

С другой стороны,

(4.11)

( 4 . 1 2 )

Сопоставляя  (4. 11) и (4. 12), устан а в ли в а е м,  что

(4.13)



Таким о б р аз о м  фу нкц ия тока существует  в ка ж до м н ер азр ы в
ном течении —  к а к  вихревом,  т а к  и безвихревом,  — но га р м о 
нической она я в л яе т с я  только  в безвихревом течении.

И н тегри рова н и е  диффере нциал ьно го  уравнения функции 
тока (4. I I )  д а е т

'И* .  У) (4.15)
Это есть у р а в н е н и е  семейства линий тока.  К аж д о м у  конкрет
ному зн ач ени ю  произвольной постоянной С отвечает вполне 
оп ределен на я  ли н и я  тока  из этого семейства.

Р ассм о тр и м ,  что представляет  собой </\|\ взятое по любой 
линии ЛВ,  пер есека ющ ей линии тока  (вдоль  линии тока 
¿41 =  0) .  С х е м а  течения  и зо браж ен а  на рис. 33. Толщина пото
ка (размер по оси г)  предполагается  равной единице.

О бъе мн ы й р а с х о д  жидкости через ЛОИ можно представить 
как сумму р а с х о д о в  через КМ  и Л7(. Д л и н а  отрезка  КМ  р а в 

на с!у, а о т р е з к а  Л'/С равна  — Ах. Со ставляю щи е скорости к ,  
норм альные  к этим пл о щ ад к ам  (на чертеже — к от резка м) ,  
равны ы)х .и а-’у .Следовательно,

йУсек=  иох с1у— ю у ¿х  = й\
Значит  из менен ие  величины функции тока при переходе от од
ной линии т о к а  к другой,  равно объемному  расходу жидкости 
в полосе, л е ж а щ е й  м еж ду  этими лини ями тока.

В потоке  м о ж н о  провести т ак ие  линии,  на которых з н а ч е 
ния по тен ц и ал а  скорости будут одними и теми же.  Они н а з ы 
ваются эквипотенциальными линиями. (В пространственном



потоке рассматриваются  эквипотенциальные поверхности,  а не 
линии) .  Уравнение семейства  эквипот енц иал ьны х линий имеет 
вид

ср ( х , у ) = С .  (4.16)

Произв одная  от потенциала  скорости,  в зя тая  по направ лению 
эквипотенциально!! линии, ра вна  нулю. Это зна чит ,  что ско
рость потока направлена н орм альн о эк ви по те нц иа льно й линии 
(составляющая вдоль этой линии равна  ну лю ) .  П о э т о м у  линии 
тока п линии равного пот енц иал а  взаимно ор тог он альн ы;  это 
можн о видеть на рис. 33, где они из об ра же ны  соответственно 
сплошными и пунктирными линиями.

В отличие от потенциального ,  при вих ревом д в и ж е н и и  ж и д 
кости ее частицы не только  перемещаются  в пространстве ,  но 
и вращаю тся  вокруг собственных осей. Это в р а щ е н и е  частиц
характеризуется  вектором угловой скорости <и, л и б о  вектором
вихря  скорости <>.

По аналогии с линиями тока,  при изучении вр ащ ательн ого  
движения  вводится понятие  вихревых линий.  В к а ж д о й  точке

вихревой линии вектор а> или 12 направлен по ка сате льной  к 
ней. Объемный пучок вихревых линий п р ед ста вл яет  собой вих
ревую трубку или вихревой шнур.

Внутри конечных объемов жидкости р а зл и ч н ы е  частицы мо
гут вращат ься  с разными скоростями и д а ж е  в р а з н ы е  сторо
ны. Поэтому,  в отличие от твердого  тела,  по всех то чк ах  кото
рого угловая скорость имеет одно и то ж е  значение ,  в конечных 
об ъе ма х жидкости нельзя х а р акт ери зо вать  в р а щ а т е л ь н о е  д ви 
ж ен ие  вектором угловой скорости.  Д л я  этой цели вводится  спе
циальна я  величина, н а з ы в а е м а я  циркуляцией скорости.

Цирк уляци ю скорости м о ж н о  вычислять по л ю б о м у  участ
ку произвольной кривой, проведенной в жидко сти ,  или по з а м 
кнутой кривой. В первом сл уч ае  ее н а з ы в а ю т  циркуляцией 
скорости по дуге или течением скорости,  во втором — ц и р к у л я 
цией по замкнутому контуру.  Д л я  эл емент арног о  уч аст ка  она 
определяется как

d\' = w s ds = w cos a d s .  (4 .17)

Обозначения  приведены на рис. 34. Д л я  о т р е з к а  д . т и  А С В  
циркул яци я  вычисляется к а к  криволинейный интегр ал

w ^ d s ^  f ы* cos сс ds , (4.18)
л в  АВ

а для  замкнутого контура А Л  — как круговой и н те г р а л

Г =  I'tti,. ds  -= f  ws ds =  i w cos г ds. (4.19}
A A



Ес л и  рас см от реть  вр ащен ие  твердого тела,  например диска 
-(рис. 3 5 ) ,  то нетрудно установить,  что

Г =  2лг:с' =  2лгго)л —2лг2(оп = 2аып,

откуда
- .  (4.20)
2з

Д л я  ж и д к о с ти  эта зависи мость  может  применяться только 
к бесконеч но малым о б ъ е м а м ,  для  которых цирку ляция  по 
бесконечно малому контуру будет  ¿Г ,  а площадка ,  охваче н
ная этим контуром ¿а ,  т. е. ф о р м у ла  (4.20)  приобретает такой 
вид

. (4.21) 
" 2 ¿о

М о ж н о  д о к а з а т ь ,  что эта зависимость  справедлива не только  
для  ок руж но сти,  но и д ля  контур а  любой ф о р м ы * ’. Р а с п р о 
стран ени е  этой формулы на конечные объемы жи дкости д е 
лаетс я  с помощью теоремы Стокса, которая формулируется  
с л е д у ю щ и м  образом:

Ц и р к у л я ц и я  скорости по за мкн ут ом у  контуру,  проведенно
му в жи дк ости ,  ра вна  по лно му  потоку вихря через площадь ,  
охв ачен н у ю  контуром,  если эт от  контур можно стянуть в точ
ку, не вы х о д я  за  пределы жидкости.

В т о р а я  часть  этой формул и ровк и определяет условия,  при 
котор ых  справедли ва  теор ема :  внутри контура не д о л ж н о  
быть  т в е р д ы х  тел или пустот,  только в этом случае  контур 
м о ж н о  стян уть  в точку, не вы ходя  за пределы жидкости.  П е р 
вая  ч ас т ь  —  дает  связь  м е ж д у  циркуляцией и потоком вихря .

*) Т а к и е  д о к а з а т е л ь с т в а  м о ж н о  найти  в лю б ом  уче бн и ке  по а э р о д и 
нам и к е .



смыслу эта зеличина  им еет  аналогию с о б ъ е м н ы м  расходом 
( 1. 16), только вместо ве кто ра  скорости, бер е т с я  вектор уг ло 
вой скорости или в и х р я ‘скорости.  Таким о б р а з о м ,  форм ула  
Стокса имеет вид

Г =- 2 (4.22)

Теорема Стокса позво ляет  по известному распределению 
угловых скоростей нахо дить  циркуляцию скорости,  по кото
рой можно судить об интенсивности в р а щ е н и я  конечных объ
емов жидкости.

В практических расчетах  и исследованиях имеют большое 
значение два следствия из теоремы Стокса.

П е <р в о I * с л е д с т в и е .  Нели внутри некоторой  области 
движение  жидкости явля ется  безвихревым,  то ц и рк уляци я  ско
рости по любому за мкн уто му  контуру,  п роведен н ом у  п этой 
области,  ра зн а  нулю. И  наоборот,  если по л ю б о м у  контуру 
циркуляция лавна нулю, то эта область — б ез вих ревая .

В т о р о е  с л е д с т в и е .  Если контур о х в а т ы в а е т  несколь
ко вихревых областей,  то цирку ляция  по э т о м у  контуру ра вн а  
алгебраической сумме ци рку ляций  по к о н ту р а м ,  ох в а т ы в а ю 
щим ка ж ду ю  вихревую о б ласть  отдельно.

Вихревое движение не може т  са мопр оиз вол ьн о  возникать 
или уничтожаться,  для  этого  нужны особые условия .  Это свой
ство на кла ды вает  определенный отпечаток на ф о р м ы  вихревых 
шнуров,  которые могут быть  в жидкости.  У к а з а н н ы е  особенно
сти вихревого движения сф ормулир ованы  в с л еду ю щ и х теоре
мах.

Теорема Гельмгольца.  Цирк ул яц ия  скорости по всей длине 
вихревого шнура  в идеальной жидкости о с т ае т с я  постоянной.

Согласно этой теореме,  по любому  контуру,  о х в а т ы в а ю щ е 
му вихревую трубку .в лю б о м  месте, ц и р к у л я ц и я  скорости одна 
и та же.  Следовательно,  вихревые шнурьг в ж и дк ос ти  не мо
гут начинаться или кончаться,  а могут то ль к о  либо прости
раться своими концами в бесконечность,  л и б о  з а м ы к а т ь с я  кон
цами на поверхности ра з д ел а  или на тверд ые  стенки,  либо з а 
мыкаться с л ми на себя,  об р аз у я  кольца (рис .  36) .  Вихревые 
шнуры, сбегающие с концов крыльев с а м о л ет а  и уходящ ие на 
большое расстояние  н а з а д ,  водяные смерчи,  в о д ян ы е  воронки, 
сбегающие с концов весел,  хорошо известные гребц ам,  дымо-

*> Д о к а з а т е л ь с т в а  тео р е м  о  в и х р я х  —  те о р е м  С т о к с а .  Г е л ь м г о л ь ц а  и 
Т о м со н а  —  зд есь  не п р и в о д я т с я .  Оми д о с т а т о ч н о  п р о с т ы .  П р и  ж е л а н и и  их 
м о ж н о  найти  в лю б ом  уче бн и ке  по а эр о д и н а м и к е ,  см . н а п р . :  Н . С. А р ж  а- 
н н к о п и В Н. М а л ь н е н .  А э р о д и н а м и к а .  М ,  О б о р о н п п .



в ы е  ко л ь ц а  —  все это являе тс я  хорошими иллюстрациями в о з 
мож н ы х ф о р м  вихревых шнуров.  То обстоятельство,  что вихре
вые ш н у р ы  от кр ыла  самолета  .все-таки не уходят  в бесконеч
ность, а со х р а н я ю т с я  только  на  конечном, хотя и очень бо ль 
шом 'расстоянии,  объясняется  влиянием вязкости (теорема 
Г ел ь м го ль ц а  д о к а з а н а  д ля  идеальной жидкости!) ,  в ре зу л ь т а 
те действи я  которой вихревое  движени е  затухает.  Эти явления  
с чи тываю тся  в следующей теореме.

Теорема Томсона.  Е с л и :  1)  с и л ы ,  д е й с т в у ю щ и е  в ж и д к о с т и ,  
и м е ю т  п о т е н ц и а л ,  2 )  п о л е  с к о р о с т е й  н е п р е р ы в н о ,  3 )  т е р м о д и 
н а м и ч е с к и й  п р о ц е с с  о д и н а к о в  п о  в с е м у  о б ъ е м у ,  т о  ц и р к у л я ц и я  
с к о р о с т и  п о  л ю б о м у  з а м к н у т о м у  ж и д к о м у  к о н т у р у  не  и з м е 
н я е т с я  с т е ч е н и е м  в р е м е н и ,  т.  е.

—  -  0. (4.23)
АЬ

Здесь ,  в пер вой части теоремы, сформулированы условия,  при 
которых он а  справедли ва .  Во второй части констатируется,  что 
вихри не м огут  ни возникать,  ни исчезать,  для  этого ну жны 
оп ре делен ны е условия,  а именно факторы, которые бы н а р у 
ш али по л о ж ен и я ,  вы ска зан ны е в первой части теоремы. Хоро

шо известно, что в природе  и в 
технике вихри возникают и 
уничтожаются .  К аж д ы й  такой 
а кт  связан с нарушением того 
или иного условия теоремы.  
Напри мер ,  водовороты,  во зн и
ка ю щи е  за кормой катера ,  по 
являю тся  в результате  действия 
сил трения — сил, не имеющих 
потенциала *>; вихри за удар-  
н ы м и в о л н а ми поя в л я ются 
в с л е д с т н и е н а р у ш е ни я и  е п'р е - 
рывности поля скоростей; вих

ри, н е о ж и д а н н о  возника ющи е и затем.исчезающие, которые мо
жн о н а б л ю д а т ь  у поверхности земли в ж арк ие  и тихие летние  
дни, о б я з а н ы  своим происхождением неравномерному нагреву  
земли,  т. е. неодинаковому  термодинамическому процессу по 
объему. З а м е т и м ,  что в данной теореме циркуляция  скорости 
р а с с м ат р и в а е т с я  по ж идко му контуру,  т. е. по такому, который 
состоит из одних и тех ж е  частиц жидкости и плывет вместе  
с ней.

*) О  п о т е н ц и а л е  сил см. гл. I, § 4, где р а с с м а т р и в а е т с я  и н т е г р и р о в а 
ние у р а в н е н и й  д в и ж е н и я .  О м е х а н и з м е  п о я в л ен и я  вихрен  при о б те к а н и и  
тел  снс 'дення п р и в о д я т с я  в гл. V I ,  § 7.



С помощью теоремы Стокса  легко исследовать ,  какой х а 
рактер  имеет движение  — вихревой или без вих ре вой  — и к а к о 
ва интенсивность вихрей.  С помощью тео р ем ы  Том сона  можно 
проследить за  судьбой дв иж ени я  в дан но м  месте  жидкости:  
перейдет оно из безвихревого в вихревое  (или наоборот)  или 
не перейдет.

§ 2. ПЛОСКИЙ ПОТЕНЦИАЛЬНЫЙ ПОТОК НЕСЖИМАЕМОЙ
жидкости

В теории плоского потенциального потока  при меняется  ме
тод потенциальных полей. Он состоит в том,  что сн а ч а ла  у ст а 
навливается ряд  простейших потенциальных полей,  д ля  кото
рых определяются потенциал скорости и ф у н к ц и я  тока,  затем 
из простейших синтезируются сложные поля,  соответствующие 
изучаемым потокам.

К числу простейших потенциальных полей относятся :  пло
скопараллельный поток, источник,  сток, дипо ль ,  потенциаль
ный вихрь,  а т а к ж е  некоторые другие,  ко тор ы е  здесь  не ра с 
сматриваются.

Приведем в ы раж ен и я  д л я  потенциала  скорос ти  и функции 
тока  перечисленных в ы ш е  простейших п о т енц иа льн ы х  полей, а 
т а к ж е  установим,  какую ф о р м у  имеют экви по тенц иа льн ые  л и 
нии и линии тока для  к а ж до г о  из них.

1. Плоскопараллельный  поток. П от енц и ал  скорости и функ
ция тока записываются ура вне ни ями п р я м ы х  линий

$ = ах+ Ь у,

■§ = а у — Ьх.

(4.24)

(4.25)

Если положить г|5 =  С, т о  из 
(4. 25) имеем

Ь с
У =  — х  4------ ,

а а

откуда  следует, что угловой к о 
эф фициент  линий тока  равен

Ь С с— , а отрезки,  отсекаемые  ими на оси у р а в н ы  —  • Схема
а ' а

потока  приведена на рис. 37.
2. Источник и сток. Исто чн и к из о б р аж ен  на  рис. 38 слева. 

Он помещен там в н а ч а ле  координат.  И з  н а ч а л а  координат  
(ка к  из источника,  в ы тек аю щ его из под зе м л и )  ж идко сть  вы



ходит на пло скость  ху  и равномерн о растекается  во все сто
роны. Л и н и и  тока  п ред ста вл яю т собой лучи, исходящие из на
ч ала  ко орд ин ат .  Экв ипотенциальные линии — окружности,  
концентричные относительно н а ч а ла  координат.  Формулы по
тенц и ал а  скорости и функции т ока  для  'источника имеют вид

?  =  У  | : ! п Г ’ (4 .2 6)

=  агс1£  ~ " =  2_ 0, <4'27)

где г и 0 переменные в полярной системе координат.  В ели
чина <Э н а з ы в а е т с я  мощностью источника и характеризует  
его интенсивность.  По смыслу это — объемный расход жидко-

Уб еди ться  в справедливости ф орм ул  (4. 26) л <4. 27) м о ж 
но, п р о а н а л и з и р о в а в  их  подобно тому, как это было сделано 
в п р е д ы д у щ е м  случае.

Сток  п р ед ста вл яет  собой течение,  обратное  источнику: дви
жение  н а п р а в л е н о  не от центра  к периферии, а от периферии 
к центру  (рис.  38 спра ва ) .

3. Д и п о л ь .  Если источник и сток поместить в точках А  и 
В  на оси х  -по обе стороны от н а ч а л а  координат  на расстоянии 
е, то пол учится  течение, линии тока  которого из об раж ены  на 
рис. 39. П р и  стягивании источника и стока к нач алу  коорди
нат,  т. е. при уменьшении е, линии тока будут деформи ров ать
ся, п р и б л и ж а я с ь  по форме к окру жностям .  Если - 0 ,  то в пр е 
деле  пол учится  поток, н азы ваем ый диполем.  Однако,  если не 
пр инять  дополнит ельны х мер,  то при 6 = 0  течение вообще ис
чезнет,  т а к  к а к  вся та жидко сть ,  кот орая  будет вытекать  из 
н а ч а ла  к о о р д и н а т  — из источника,  будет тут ж е  уходить в 
сток,  п о ск ол ь ку  и тот и другой расположены в одной точке.  
Чт обы  точение при этом сохранилось,  надо  увеличить С* до бес



конечности, т. е. одновременно со с т р ем л е н и е м  е к нулю н у ж н а  
ф  стремить к бесконечности.  Тогда  тече ни е  принимает  вид, 
представленный на рис. 40, а формулы по тен ц и ал а  скорости и 
функции тока  —

М М СОБ0

2”  х 2 +  у 2 2тг г

М  у

2* х* +  У2

(4.28)

(4.29)

г^и аслл^ина на ллвас  г^я моментом дипо ля ,  характе риз ует  
сто интенсивность и равна

М  — Н т  2(?е. 
¡-о

С? — 00
(4.30)

Вывод формул (4. 28) и (4. 29) здесь не приводится .
Из рис. 40 видно, что как  линии т о к а ,  т а к  и эквипотенци

альные линии предста вляют  системы ок ру ж но стей,  имеющих 
точку касания  в на ч але  координат.

4. Потенциальный вихрь. Пот енц и ал ьн ый вихрь,  иначе 
течение в -поле вихря,  получается,  если ко орд ин атн ую  плос
кость пересечь в начале  координат  вихревой линией.  На  плос
кости получается  вихревая  точка,  ко то р ая  индуцирует  вокруг 
себя поле скоростей.  Линии тока имеют вид  концентрических 
окружностей с центром в начале  координат ,  а линии равного 
потенциала  — вид  лучей,  исходящих из н а ч а л а  координат.  
Схема течения дан а  на рис. 41. Если сопо ст авить  рис. 38 и 
рис. 41 по чисто форм альны м при зна кам ,  то  нетрудно з а м е 



тить. что д ля  потенциального  вихря линии тока и эквипотен
циальные лин и и м о ж н о  получить,  поменяв  местами соответ
ствующие лин и и в источнике. Очевидно такую  «перемену ме
стами» следу ет  произвести и в формулах .  Тогда  последние 
принимают т а к о й  вид:

Вместо величины,  характериз ую щей  интенсивность источни
ка  Q, здесь  выведена величина,  х а р а к т е р и з у ю щ а я  интенсивность 
вихря, а именно,  ц и рку ляци я  скорости Г.

Д а н н ы й  ви д  течения облад ает  той особенностью, что во 
всех точках,  з а  исключением на чала  координат,  движение  я в 
ляется б ез ви х р евы м  и только в начале  координат  — ви хре
вым. О т де л ь н ы е  частицы жидкости,  описывая  круговые т р а е к 
тории, сами при этом н е 'Вращаются, а перемещаются  поступа 
тельно (по доб н о тому,  как  линейки в чертежной машине пе
ремеща ютс я  п а р а л л е л ь н о  самим себе, если головку передви
гать по о к р у ж н о с т и ) .

П о ско л ьк у  все линии тока ох ватываю т только одну вихре
вую линию,  т. е. поток вихря остается одним и тем ж е  для  
любого ко н тура ,  то и циркуляция  скорости по каж до й линии 
тока согласно т е о р ем е  Стокса будет одной и той же: Г =  const .  
Тогда Г =  2.ттгиУ1у = c o n s t  или

Это ура вне ние  б ы ло  получено другим путем в главе  III  (3. 47).  
Сейчас стан ови тся  .вполне ясным, почему оно носит названия:  
«закон п ост оя нс тва  циркуляции» и «закон потенциального 
вихря».

Из  пр ос тейш их  потенциальных течений можно синтезиро
вать сложные.  Это  достигается алгебраическим сумм ир ова 
нием п о т ен ц иа лов  скорости состав ляющ их  потоков. Р е з у л ь 
тирующий п оток  получается т а к ж е  потенциальным.  Д е й с т в и 
тельно,  если по те нциал ы скоростей составляющих потоков с л о 
жить

и от полученной суммы взять частные производные второго 
порядка  и с л о ж и т ь  их, то

(4.31)

(4.32)

rws — const.

ф ! + ф 2 =  ф

д29 д 2ср 
д х 2 ' ду2



Следовательно,^ величина ср у д о вл етво р яет  уравнению Л а п л а с а ,  
т. е. полученный поток является  потенциальным.

Векторы скорости в каж до й точке  результирую ще го  п о т о 
ка  пред ста вляют  собой геометрические суммы векторов с к о р о 
сти, взятых в соответствующих то чк ах  со ставля ющ их потоков .  
В этом нетрудно убедиться,  р а с с м а т р и в а я  проекции скорости 
а именно: ’

д ?  в  а ?1 д ъ

»> — — д , ( , ду. дъ*
(Ф1 +<Г2) =  +  ^  ^  +  

Аналогичным свойством о б л а д а е т  и функция тока.  Д л я  
сложного  потока она получается а л г еб раич ески м  с у м м и р о в а 
нием функций тока  составляющих потоков.

Применение  метода на лож ен ия по те нциал ьны х полей р а с 
смотрим на примере  поперечного о б т е к а н и я  цилиндра  плоско-  
пар ал лельн ым потоком идеальной не с ж и м а ем о й  жидкости.  
Конечной целью этой задачи явл яе т с я  определение силы, д е й 
ствующей н а  цилиндр со стороны жи дк ос ти .  Сх ема обте к ан ия  
изо б ра же на  на рис. 42. Обтекание  ц и л и н д р а  изучается толь ко  
в одной плоскости ху. Это вполне  до пу сти мо д ля  ц и ли нд ра  
бесконечной длины,  в к а ж до м  поперечном сечении которого 
картина  обтек ани я  идентична. У ц и л и н д р а  конечной д ли н ы  
наблюдается  искажение  вблизи концов,  но в центральной ч а с 
ти течение м о ж н о  считать плоским. Т а к и м  образом,  з а д ач а  с в о 
дится  к изучению обтекания  круга  в плоскости ху.

Поток,  который получается при об те к ан ии  круга,  хо рошо 
синтезируется из двух простейших пот енц иа льн ых  полей: п л о 
скоп аралл ельно го  потока и дип оля  в н а ч а л е  координат.  Е с л и  
скорость невозмущенного потока а »0 н а п р ав и ть  по оси то  
формулы пот енциала  скорости и ф у н к ц и и  тока  для  пл оско 
параллельного  течения принимают вид

Ф1 = ах =  ш0х,

\\'1 = ау = ю0у.

Значение коэффициента а найдено здесь следую щ им  путем : 
д?,

а ~  н0 -т— — =е>о, т. е. а = ю0. о х  д х
^ ля Диполя Ц)И1(1 записы ваю тся форм улам и (4. 28) и 
29),  в которых значение момента д и п о л я  удобно принять  

равным М = 2лГо 1̂ о, тогда



2т: Л'2+£/2 '  х* +  у*

Потенциал скорости и функция тока сум ма рно го  течения з а 
пишутся так:

х
(р =  ф1 +ф2 =  и;0 

=  +1|52 =  ̂ 0

*  +  Г02

У ~ - го

х 2 + у2 . 

2 У
х*+у*

(4.33)

(4.34)

Чтобы п ок аза ть ,  что этот  лоток  действительно отвечает об
теканию ци лин др а ,  в ы дел и м  из семейства линий тока  ^  =  С од
ну, д ля  которой С =  0, т. е.

' — ' О2 =  о>оУ ( 1 — х Ч у ‘
=  0.

х 2+ у 2

Этому уравнению о т в е ч а ю т  решения:

1) у = о  — у р а в н е н и е  оси х ,
2) х2+ у 2=го2 —  ок руж нос ть ,  радиуса г0.

Таким образом,  в ы д ел е н н а я  линия тока полностью воспроиз
водит  контур о б те к ае м о г о  круга.  П р и д а в а я  константе С дру
гие численные з на ч ен ия ,  можно 
найти все о стал ьн ы е  линии
тока.

Н айд ем  расп р е д ел е н и е  скоростей и д авл ен ий  на поверхно
сти цилиндра  и по  распределению дав лений определим иско
мую силу. Д л я  эт ого  удобно перейти в полярную систему к о 
ординат,  пол ьз уясь  известными соотношениями

Х  — Г  cos 0,



В ы р а ж е н и е  потенциала  скорости (4 . 33) в полярной си с т е м е  
координат  принимает  такой вид:

(p =  í£jo c o s 0  (4.35)

Взяв  производные по г и по 0, най дем

г,
wr=  =  I^oCOS 0 I 1 — —  

дг \  г

до 1 д<р /  /V2
» í  =  -Т- =  ---- —  =  — ШоБШ 0 [ 1 —(“ —

ds г  дв у ' г 2

При г =  г0, т. е. на  линии тока,  впл отную пр и мык ающ ей к с т е н 
ке  цилиндра ,

О,

w =  —  2w0 s in  0. (4.36)

В точках  А  и В,  т. е. при s in 0 =  0, w s = 0  и т а к  как  здесь  и 
«V —0, т о  W  — 0. Точки А  и В  н а з ы в а ю т с я  передней и з а д н е й  
критическими точками, 'или т о ч к а м и  разветвления .  В этих  т о ч 
ках  скорость равна  нулю.

Д л я  определения  давлен ия  на стенке  ( г ^ о )  в о с п о л ь з у е м 
ся уравнением Бернулли,  вз ятым в ф о р м е  (1. 35).  В пл оскос ти 
ху,  распол оже нной горизонтально,  z = c o n s t ,  следовательно,

откуда найдем

Р +  w2 -  Ро , ^ о 2 - + т - - + _  - c o n s t .

Р О 1л \Р - Р ' - Т < ( 1 -  ).

Д л я  уд обства  расчетов вводится  б е з р а з м е р н а я  величина

р = - £ — £ 2 - ,  ( 4 . 3 7 )
рШ02 '

н а зы в аем ая  коэффициентом давления.  Испо льзуя  ее, м о ж н о  
предыдущее равенство привести к  с л е д у ю щ е м у  виду с у ч ет о м  
в ы ра ж ени я  (4. 36):



Зн ач е н и я  ко э фф иц ие нт а  дав лен ия  при разл ичных  полярных 
уг лах  приведем ниже:

1 2 3 4 5 0 ^ _ 8 _ 9 _ ^

0 0 Т ' Т ' Т ' Т 15 У " ' ?  * 6 ”  6 я  6 " 6 6 6 "

77+1 О — 2 — 3 — 2 О + 1  О — 2 — 3 —2 о + ^

Н а  рис. 43 построена по ля рна я  д и агр амм а  распределения р 
по окружности.  П ри н ци п построения такой: за  нулевую линию 
пр инят  контур окр у ж н о с т и  цилиндра,  положительные значе
ния р о ткл а ды в а ю тс я  по радиусу  внутрь окружности,  от риц а 
тельны е — по ради ус у  на руж у.  Полученные точки соединяют
ся плавной кривой. Э та  к ри вая  образует  симметричную фигу
ру,  которая  на ч ер т е ж е  и зо б ра ж ен а  сплошной линией.

Д л я  определения силы,  действующей на цилиндр,  нужно 
б ы ло  бы пр ос уммир ов ать  силы давления  по окружности и наи- 
ти  их равнод ейс твую щ ую .  Однако,  пользуясь  тем, что эпюра 
коэффиц иента  д а в л е н и я  симметрична относительно обеих ко
ординат ных  осей, м о ж н о  ср аз у  установить,  что все силы д а в 
ления  взаимно урав но весятс я  и равнодействующая будет р а в 
на  нулю.

Полученный р е з у л ь т а т  (сила, действ ую щая  со стороны 
ж идко сти  на об те к ае мы й цилиндр, равна  нулю) называется  
парадоксом Э йлера-Д алам бера.  Па радокс  состоит в несоответ
ствии теоретического  резу льт ат а  и действительности,  хорошо 
известно,  что если опустить  в поток воды цилиндрическии 
стерж ень ,  то силу,  дей ст ву ю щую на него, м ож н о  ощутить и 
измерить.  Поп ыт ки  объясн ит ь  этот па радокс  действием сил 
трения  на стенки ци ли нд ра ,  равнодействующая которых н а 
пр авл ена  по потоку,  были безуспешны: расчетное  значение 
силы получалось во много раз меньше измеренного в опыте. 
Ответ  на вопрос  д ае т  эпюра  распределения  давлений (или ко
эф фициента  д а в л е н и я )  п о  окружности цилиндра ,  полученная 
экспе рим ент альны м путем.  На  фронтовой части цилиндра она 
хорошо совпадает  с расчетной,  но нп тыловой сильно от ли
чается.  На  рис. 43 эксперимен таль ная  кри вая  изо бражена  
пунктирной линией.  Л е г к о  заметить,  что в действительности на 
тыловой части кру га  получается  не повышенное  давление ,  как 
в теоретическом с л у ча е  (см. заштрихованною зо н \  на рис.^43), 
а, наоборот,  пониженное .  Таким образом,  эпюра давлений со
хра няет  симметрию то ль к о  относительно оси х, но относитель
но оси у  последняя  на ру ш аетс я :  на фронтовую часть действу
ет больша я сила д ав л е н и я ,  чем на тыловую, поэтому ра в н о 
дей ствую щая  н а п р а в л е н а  наз ад ,  т. е. по потоку. Эта равно 
действ ую щая  н а з ы в а е т с я  силой сопротивления давления .  Она



ве сь ма  з н а ч и т е л ь н а  у пл о хо  о б т е к а е м ы х  т е л  и ве сьм а  м а л а  
у х ор ош о о б т е к а е м ы х  тел,  и м е ю щ и х  ф о р м у  к а п л и  или ф ю з е л я 
ж а  с а м о л е т а .  П р и ч и н о й  п оя вл е н и я  а с с и м м е т р и и  в э п ю р е  д а в 
лений  я в л я е т с я  от р ы в  потока  на т ы л о в о й  ст о р о н е  тела ,  к о т о 
рый в о з н и к а е т  под  вли ян и ем  сил в я з к о с т и .

§ 3. Т Е О Р Е М А  Н. Е. Ж У К О В С К О Г О  О П О Д Ъ Е М Н О Й  С И Л Е

Т е о р е м а  Н.  Е. Ж у к о в с к о г о  у с т а н а в л и в а е т  связь  м е ж д у  
п одъ ем н о й  силой ,  ск ор ос тью  н а б е г а ю щ е г о  п о то к а  и ц и р к у л я 
цией скорости.  С о з д а т е л я м  перв ых с а м о л е т о в  не был и  и з в е с т 
ны причин ы п о я в л е н и я  по дъ ем н о й  с и л ы  п р и  о бт ек ан и и  к р ы л а ,  
и они ст ро ил и  с в о и  м а ш и н ы  без  р а с ч е т а ,  всл епу ю.  Н. Е. Ж у 
ковский  о б ъ я с н и л  это яв л ен и е  и д а л  м е т о д  р а с ч е т а  п о д ъ е м н о й  
силы,  с н а ч а л а  д л я  в р а щ а ю щ е г о с я  ц и л и н д р а ,  а потом и д л я  
кр ыл а .  Т е о р е м у  о по дъ ем н о й  силе  он в п е р в ы е  д о л о ж и л  на з а 
се дании  М о с к о в с к о г о  м ат е м а т и ч е с к о г о  о б щ е с т в а  в  1905 году,  и 
с тех пор она  ш и р о к о  п р и м ен яе тся  не т о л ь к о  при расче те  с а 
м ол е тн ых  к р ы л ь е в ,  но и при р а с ч е т а х  и и с с л е д о в а н и я х  л о п а 
стей г реб ны х вин то в ,  вентиляторов ,  л о п а т о к  ту рб и н  и о с е в ы х  
к ом пр ес со ров .  В н а с т о я щ е м  п а р а г р а ф е  р а с с м а т р и в а е т с я  э та  
теорема п р и м е н и т е л ь н о  к в р а щ а ю щ е м у с я  ц и л и н д р у ,  а т а к ж е  
нек ото ры е  м ето ды ,  с п о м о щ ь ю  к о т о р ы х  м о ж н о  о п р е д е л я т ь  
п о дъ е м н ую  с и л у  и д л я  более с л о ж н ы х  с л у ч а е в  — дл я  о б т е к а 
ния п р о ф и л я  к р ы л а  са мо л е та .

. ^ ^ Ще ¡Й° Ра ^ от  Ж у к о в с к о г о  в ф и з и к е  был  изве стен
эффект М а г н у с а .  Он  в ы р а ж а е т с я  в п о я в л е н и и  боковой  силы,  
к о т о р а я  де й с т в у е т  на в р а щ а ю щ е е с я  т е л о  п ри  о бт ек ан и и  его 
потоком,  д в и ж у щ и м с я  п о пер ек  оси в р а щ е н и я .  Э то т  э ф ф е к т  
х оро ш о и зве ст ен  с п о р т с м е н а м - в о л е й б о л и с т а м  и те нн иси ст ам :  
при по да че  «к руч ен ого »  м яча  его т р а е к т о р и я  о т к л он яе т ся  от  
с  ш ч н о и  в ту  ил и  д р у г у ю  сторону,  в з а в и с и м о с т и  от н а п р а в л е 
ния  в р а щ е н и я .

В р е з у л ь т а т е  своих  иссл едо ван ий  Н.  Е. Ж у к о в с к и й  у с т а н о 
вил,  что э ф ф е к т  во зн ик но ве ни я  п о д ъ е м н о й  си л ы  при п о п е р е ч 
ном об те кан ии  в р а щ а ю щ и х с я  тел  о б ъ я с н я е т с я  в з а и м о д е й с т 
вием дв у х  д в и ж е н и й  ж и д к о с т и  — п о с т у п а т е л ь н о г о  от н а б е г а ю 
щ его  потока  и ц и р к у л я ц и о н н о г о  от  в р а щ а ю щ е г о с я  тела.

Д л я  в ы в о д а  ф о р м у л ы  п о дъ е м но й  с и л ы ,  р а с с м о т р и м  с х е м у  
о ) текания на рис.  44. В пл оскост и  х у  и з о б р а ж е н о  попере чно е  
сечение  ц и л и н д р а ,  т. е. круг,  центр к о т о р о г о  н ах о д и тс я  в н а 
ч а л е  коо рди нат .  Течени е  п р и н и м а е т с я  п л о с к и м  (при  тех ж е  
доп ущ е ни ях ,  к о т о р ы е  были с д е л а н ы  в п р е д ы д у щ е м  п а р а г р а 
ф е ) ,  сл е до в а т е л ь н о ,  до с та то чн о  и з у ч и т ь  к а р т и н у  о б т е к а н и я  
то л ь ко  в п л оск ост и  ху.  К ру г  в р а щ а е т с я  п р о т и в  часовой  стрел-



,ки, поэтому  н а  л и н и и  т о к а ,  п р и м ы к а ю щ е й  -к н а р у ж н е й  стенке 
д о л ж н а  б ы т ь  ц и р к у л я ц и я  скорости  Г, н а п р а в л е н н а я  в ту ж  
ст ор он у  Н а  к р у г  н а б е г а е т  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы и  .поток со  с к о 
рост ью н а п р а в л е н н о й  против  п о л о ж и т е л ь н о г о  от с че та  к о о р 
д и н а ты  X. Ж и д к о с т ь  —  и д е а л ь н а я  н е с ж и м а е м а я .

Т а к у ю  к а р т и н у  о б т е к а н и я  м о ж н о  п ол учи ть ,  с и н т е з и р у я  т е 
чение из т р е х  п р о с т е й ш и х  п о те н ц и ал ьн ы х  пол ей :  п л о с к о п а р а л 
л е л ь н о го  п о т о к а ,  д и п о л я  в н а ч а л е  к о о р д и н а т  и п о т е н ц и а л ь н о 
го вихря ,  с  ц е н т р о м  в н а ч а л е  ко ор ди на т .  П о т е н ц и а л  скорости  
этог о  с л о ж н о г о  п о т о к а  з а п и ш е т с я  су м м ой

ф =  ф 1 +  ф2 +  фЗ«

гд е  Ф1 +  Ф2 м о ж н о  в з я т ь  из п р е д ы д у щ е й  з а д а ч и  (4. 35 ) ,  и з м е 
нив  з н а к  с к о р о с т и  ш 0 н а  о бр а тн ый  в с в я з и  с  тем,  что он а  н а 
п р а в л е н а  в  с т о р о н у ,  п р о т и в о п о л о ж н у ю  оси х  (в п р е д ы д у щ е !  
з а д а ч е  к>о н а п р а в л е н а  в д о л ь  о с и ) , т. е.

ф1 +  ф2 = —Шасоэб ^ г  +  -  

а фз с о г л ас н о  ф о р м у л е  (31)
Г

С л е д о в а т е л ь н о ,

, = - » „ = < » е ( г  +  ? )  +  £ е .  (4 -39)

В з я в  ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е  от п о т е н ц и а л а  скорости ,  п о л у 
чим р а д и а л ь н у ю  и о к р у ж н у ю  с о с т а в л я ю щ и е  скорости

в ( 1 - ^ )  <«°>

‘, -4 "

С к о р о с т ь  н а  к о н т у р е  к р у г а  (и н ач е  го в о р я ,  на стенк е  цилин-  
д р а ) ,  т.  е. п р и  г  =  г0, о п р е д е л и т с я  так:

=  о,  < 4 - 4 2 >



В к р и т и ч е с к и х  точка х  ско ро с ти  р а в н ы  н у л ю,  с л е д о в а т е л ь н о  и х  
п о л о ж е н и е  м о ж н о  отыскать ,  п р и р а в н я в  н у л ю  п р а в у ю  ч а с т ь  
( 4 . 4 3 )  и р е ш и в  это  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л ь н о  э т О ,  а  и м е н н о

sin 'кр
4 л г 0ш0

( 4 . 4 4 )

И з  ф о р м у л ы  (4 .4 4)  видно,  что п р и  отс утс тв ии  ц и р к у л я ц и и  
9 кр = 0  и крит иче ски е  точки  А  и В  р а с п о л а г а ю т с я  н а  г о р и 

з о н т а л ь н о м  д и а м ет ре .  Н а л о ж е н и е  ц и р к у л я ц и и  с м е щ а е т  к р и т и 
ческие  точки ,  к а к  это  п о к а з а н о  н а  рис.  44,  что н е п о с р е д с т в е н н о

ТЛ

в ы т е к а е т  из ф о р м у л ы  t(4. 44 ) .  П р и  э т о м  н у ж н о  з а м е т и т ь ,  ч т о  
в с л у ч а е  Г > 0  они с м е щ а ю т с я  в н и з  ( s i n  0кр < 0 ) ,  а при Г < 0  —  
в в ер х  ( s in  бк р > 0 ) .  Это  с м е щ е н и е  в о з р а с т а е т  с р о с т о м  Г и л и  
с у м е н ь ш е н и е м  w 0.

Е с л и  с о с т а в и т ь  ф ун к ци ю  т о к а  с у м м а р н о г о  т е че н и я  и п р и 
р а в н я т ь  ее  постоянной  ве л и ч и н е  С,  то ,  п р и д а в а я  С  р а з л и ч н ы е  
чис лен ные  зн а ч е н и я ,  м о ж н о  п о с т р о и т ь  л и н и и  то к а .  П о с л е д н и е  
и м е ю т  в и д ,  и з о б р а ж е н н ы й  н а  рис .  44.  Л и н и я  то к а ,  н е п о с р е д 
ственно  о х в а т ы в а ю щ а я  кр уг  ( г —Го), п о л у ч а е т с я  при з н а ч е н и и

С -  £ -  Ш г *

Д л я  о п р е д е л е н и я  силы,  д е й с т в у ю щ е й  на ци л и н др ,  н а д о  п р о 
с у м м и р о в а т ь  си л ы  д а в л е н и я  п о  о к р у ж н о с т и ,  п р и н и м а я  р а з м е р  
потока  по оси  г  р ав н ы м  е д и н и ц е .  П р о е к ц и и  г л ав н о г о  в е к т о р а  
сил д а в л е н и я  н а  к о о р д и н а т н ы е  ос и  о п р е д е л я т с я  с л е д у ю щ и м  
о б р а зо м :

2г.

Р х — —  í  p d s  e o s  0 , (4.4Э)
о

2 п
Р у =  — [ p d s  s i n  0. (4 .46)



Д а в л е н и я  зд е с ь  р а с с ч и т ы в а ю т с я  по у р а в н е н и ю  Б е р н у л л и  
"(1. 35 ),  к ото рое  при  г ^ с о г ^  м о ж н о  з а п и с а т ь  в виде

и ли

w ¿ г  
р  +  р - j  = С

p - C - p f .  (4 -4 7

П о д с т а в и в  н а й д е н н о е  т а к и м  об ра зом  з н а ч е н и е  д а в л е н и я  в 
(4. 45)  и (4. 4 6 ) ,  п о л у ч и м

2к

Р х =  -  |  ( С - -  roeos о йГО, (4.4 8)

и
2т.

Ру =  -  ( с - ^ ) г 0з т  б (10. (4.49)

о
П о д с ч и т а е м  с н а ч а л а  Р у. в з я в  зна чен ия  ско р о с ти  им ен но  в том 
месте,  где о п р е д е л я ю т с я  д а в л е н и я ,  т. е. при г =  г0. Т ог да  ско
ро ст ь  м о ж н о  в ы р а з и т ь  по  ф о р м у л е  {4. 4 3 ) .  С д е л а в  со от вет 
ст в у ю щ у ю  п о д с т а н о в к у  в ( 4 .4 9 )  и п р о в е д я  н е б о л ь ш и е  п р е о б 
р а з о в а н и я ,  п р и в е д е м  э т о  в ы р а ж е н и е  к с л е д у ю щ е м у  виду:

р  =  — С г 0 2(  s in  0 ¿ 0 +  2 protttJflf’ s i n 3МО +  ^  Г \ s in2 Od0-l 
у о h ¿  " ' о  «

-ln2r 02 о
\ sinOdO.

2-
Т а к к а к  ]  з Ы Ш  =  | м п 3 М О = 0 ,  а у ? т 2 б<Я>=л,

I] и о

Р у -(»¿-оГ.  (4.50)

П о л у ч е н н ы й  р е з у л ь т а т  н а з ы в а е т с я  ф о р м у л о й  Ж у к о в с к о г о  дл я  
о п р ед е ле н ия  п о д ъ е м н о й  силы.

Е с л и  с д е л а т ь  а н а л о г и ч н ы й  расчет  д л я  Р „  п р е о б р а з у я  
(4. 49 ) ,  то  по лу чим

Р ,  =  0.  (4.51)

К  э т о м у  р е з у л ь т а т у  м о ж н о  б ы л о  прийти и не  п р и б е г а я  к  в ы 
ч ис л ен и ям ,  а п р о с т о  з а м е т и в ,  что к а р т и н а  о б т е к а н и я  крута



си м м ет р и ч н а  относи тел ьн о  оси у ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  и с и м м е т р и ч 
н а  э п ю р а  д а в л е н и й .

Ф о р м у л ы  (4. 50) и (4. 51)  п о к а з ы в а ю т ,  что п о д ъ е м н а я  с и 
л а  н а п р а в л е н а  по оси у,  а сил а  с о п р о т и в л е н и я  о тс ут ст ву ет .
ы гК’ ¿ ! о ж н о  слеДугощим о б р а з о м  с ф о р м у л и р о в а т ь  теорему  
И. Ь. Ж у к о в с к о г о :

При ц и р к у л я ц и о н н о м  о б т е к а н и и  ц и л и н д р а  и д е а л ь н о й  н е 
с ж и м а е м о й  ж и д к о с т ь ю  н а  ц и л и н д р  д е й с т в у е т  п о д ъ е м н а я  с и л а  
н о р м а л ь н а я  ско ро с ти  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  и р а в н а я  п р о и з в е 
ден ию  ско р ос ти  на  плотность ж и д к о с т и  и н а  ц и р к у л я ц и ю .

Д л я  о п р е д е л е н и я  н а п р а в л е н и я  п о д ъ е м н о й  с и л ы  н а д о  в е к 
тор  скор ос ти  п о ве р н у ть  на п р я м о й  у г о л  в сторону,  о б р а т н у ю  
ииркули ци и .  *■ 3

При оп р ед ел е н и и  п о дъ ем ной  си л ы т е л  с л о ж н о й  ф о р м ы  н а 
пример  п р о ф и л я  кр ыла  са м о л е та ,  в о з н и к а ю т  д в а  воп ро са :  во-  
первых,  неясно ,  как ими  п р о с т е й ш и м и  п о л я м и  н у ж н о  с и н т е 
з и р о в а т ь  с л о ж н ы й  поток,  т. е. н еи з ве с тн о ,  к а к  о т ы с к а т ь  п о т е н 
ц и ал  скорости .  Во-вторых,  н еи зв ес тен  сп о с о б  н а х о ж д е н и я  ц и р 
куляции .  П е р в у ю  труд но ст ь  у д а е т с я  з н а ч и т е л ь н о  у м е н ь ш и т ь  
путем п р и м е н е н и я  метода к о н ф о р м н ы х  о т о б р а ж е н и й .  Ч т о  к а 
са ет ся  ц и р к у л я ц и и  скорости,  то  ее о п р е д е л е н и е  с т а л о  в о з м о ж 
ным л и ш ь  п о с л е  п о яв л е н и я  постулата Ж у к о в с к о г о - Ч а п л ы г и н а
оо обтекании з а д н е й  кромки крыла.

_Мегод к о н ф о р м н ы х  о т о б р а ж е н и й  п о с т р о е н  на теории ф у н к 
ции к о м пл ек сн о г о  переменного.  Э т а  т е о р и я  п р и м е н и м а  к ' п о 
те н ц и ал у  скор ос ти  и ф ун кц ии  то к а .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  с о п о с т а в 
л я я  м е ж д у  собой  ф о р м у л ы  (4. 5)  и (4. 13) ,  н ет ру дн о  з а м е т и т ь  
что п от е н ц и ал  ск о р о с ти  и ф х н к ц и я  т о к а  с в я з а н ы  м е ж  ч у  собой  
со от н о ш ен и ям и  •

д х  д\>
(4 .52)дъ  _ д ’У 

0 у  д х

У р а вн е ни я  (4. 52)  в теории ф у н к ц и й  к о м п л е к с н о г о  п е р е м е н 
ного н а з ы в а ю т с я  у с ло ви ям и  К о ш и - Р и м а н а .  П о с к о л ь к у  <г и *  
у д о в л е т в о р я ю т  у сл о в и ям  К о ш и - Р и м а н а ,  то  в ы р а ж е н и е

?  + 1̂

яв л я е т с я  ан а л и т и ч е с к о й  фу н к ц и ей  к о м п л е к т н о г о  п ер ем ен но го

г  =  л' +  п/,
т. е.

? + 1 ^ № { 2 )  =  № ( х  +  1У).

Фу н к ц и я  1^(г )  н а з ы в а е т с я  к о м п л е к с н ы м  п о т е н ц и а л о м .



К а ж д о е  п о т е н ц и а л ь н о е  течение  м о ж е т  б ы т ь  з а п и с а н о  к о м 
п л е к с н ы м  п о т е н ц и а л о м ,  н а п р и м е р :

п л о с к о п а р а л л е л ь н ы й  поток  'и) № (г)  

ист о чн и к  № ( г ) =  —  1п г ,

М  I
д и п о л ь  Щ г )  — —  ^ .

п о т е н ц и а л ь н ы й  в и х р ь

■Убедиться в с п р а в е д л и в о с т и  этих  ф о р м у л  м о ж н о  н е п о с р ед ст 
венной  п о д с т а н о в к о й  и п о с л е ду ю щ и м  р а з д е л е н и е м  д е й с т в и 
те л ьн о й  и м н и м о й  част и .  П р и в е д е м  п р и м е р  т о л ь к о  д л я  с л у 
ч а я  п л о с к о п а р а л л е л ь н о г о  потока.

ХР{г) = а г =  ( а 1— 1а2) (х  +  й/) =  а \ х — 1а2х + 1 а ху- { -а2у  =

=  а хх  +  а 2у  +  1 {а ]у - а 2х)  = ф  +  *Ч.

т а к  к а к  '
ц =  а \ Х + а 2у,

ур =  й \ у — а2х.

(В  ф о р м у л а х  ( 4 . 2 4 )  и (4 .2 5)  к о э ф ф и ц и е н т ы  о и Ь —  т а к ж е  
по ст оя н н ы е  в е л и ч и н ы ,  с о о т ве т ст ву ю щ и е  а\  и а 2.)

П р о и з в о д н а я  о т  к о м п л е к с н о г о  п о т е н ц и а л а  по к о м п л е к с н о 
му  п е р е м е н н о м у  з а п и с ы в а е т с я  известной  ф о р м у л о й

(4.53)
й г  д х  д х  д у  ду

Н а  о с н о в а н и и  с о о т н о ш е н и й  (4. 5) и (4. 13) э т о  м о ж н о  п р е д с т а 
вить  е щ е  в т а к о м в ' и д е :

=  (4.54)
ё г

П о л у ч е н н а я  в е л и ч и н а  н а з ы в а е т с я  к о м п л е к с н о й  ^скоростью да. 
М о д у л ь  к о м п л е к с н о й  скор ос ти  р ав ен  а б с о л ю т н о й  величине  са*
мой скоро ст и

\tiW_ 

I (I г
=  "1/ ш *.2 +  дау2 =  (4.55)

*) Здесь а=а1—1а2(а1 и а2 — постоянные).



Н а  рис.  45  д а н о  г е о м ет ри ч ес ко е  п р е д с т а в л е н и е  к о м п л е к с н о й  
ск ор о с ти .  П о  оси абсцисс о т л о ж е н а  г о р и з о н т а л ь н а я  п р о е к ц и я  
ско р ос ти  w х . Э т а  ось —  в е щ е с т в е н н а я ,  едини цей  и з м е р е н и я  
з д ес ь  я в л я е т с я  ве щ ес тв е н н ая  е д и н и ц а .  П о  оси о р д и н а т  о т л о 
ж е н а  в е л и ч и н а  i w y . Еди н и ц ей  и з м е р е н и я  по  этой оси я в л я е т с я  
/. Е с л и  п о с т р о и т ь  вектор w x + i w y , то  к о м п л е к с н а я  с к о р о с т ь  п о 
л у ч а е т с я  к а к  его з е р к а л ь н о е  о т о б р а ж е н и е .  И з  ч е р т е ж а  в и д н о ,  
что

W x — W  COS б,

w y s in  0.

Э т и  с о о т н о ш е н и я  п оз во л яю т  к о м п л е к с н о й  скорости  (4. 54 )  п р и 
д а т ь  е щ е  т а к о й  вид:

w  = -----  — w  ( cos  б — i s in  0 )  — i o g ~ ¿9. ( 4 . 5 6 )
d z

У д о бс тв о  п р и м е н е н и я  к о м п л е к с н о г о  п о т е н ц и а л а  состо ит  в т о м ,  
что в м ес то  д в у х  фун кций  ср и вс е  р а с ч е т ы  ве ду т ся  т о л ь к о  с 
одной ф у н к ц и е й  —  к о м п л е к с н ы м  п о те н ц и ал о м .  Н о  д е л о  н е  
т о л ь к о  в этом.

П р и  и с с л е д о в а н и и  о б т е к а н и я  т е л  с л о ж н о й  ф о р м ы ,  к а к  у ж е  
о тм еч ал о с ь ,  б ы в а е т  очень з а т р у д н и т е л ь н о  найт и  п о т е н ц и а л  с к о 
рости и ф у н к ц и ю  тока,  а з н а ч и т  и к о м п л е к с н ы й  п о т е н ц и а л .  Н о  
здесь  п р и х о д и т  на п ом ощ ь м е т о д  к о н ф о р м н ы х  о т о б р а ж е н и й .  
О н  п р и м ен и м ,  если ра сче т  в е д е т с я  в к о м п л е к с н ы х  п е р е м е н 
ных  —  с и сп о л ь зо в а н и е м  к о м п л е к с н о г о  п оте нц иал а .

К р а т к о е  с о д е р ж а н и е  м е т о д а  к о н ф о р м н ы х  о т о б р а ж е н и й  з а 
к л ю ч а е т с я  в с л е ду ю щ е м  *К Е с л и  в п л ос к о ст и  г  к о м п л е к с н о г о  
п ер е м е н н о г о  z —x +  i y  и з о б р а з и т ь  к а к у ю - н и б у д ь  ф и г у р у  ( к р у г ,  
э ллипс ,  о т р е з о к  п р я м о й ) ,  то  к а ж д о й  т о ч к е  этой  ф и г у р ы  б у д е т  
о тв еч ат ь  о п р е д е л е н н о е  з н а ч е н и е  п е р е м е н н о г о  z.  З а д а д и м  н е к о 
тор ую  ф у н к ц и ю

£ = / ( * ) ,  (4 -57)

к о т о р а я  д о л ж н а  бы ть  а н а л и т и ч е с к о й ,  т. е. о дн о з н ач н о й  и д и ф 
ф е р е н ц и р у е м о й  -во всех т о ч к а х  р а с с м а т р и в а е м о й  о бл а ст и .  Т а 
кое  з а д а н и е  о з н а ч а е т  п е р е х о д  к  н о в о м у  к о м п л е к с н о м у  п е р е 
ме нн ом у

£ =  £ +  í'n, ( 4 .5 8 )

к ото рое  м о ж н о  о ты ск ат ь  в н о в ы х  к о о р д и н а т н ы х  о с я х  £tj. Т а 
ким о б р а з о м ,  к а ж д о й  точ ке  на  к о н т у р е  ф и г у р ы  в п л о с к о с т и  г

*) Б о л е е  п о д р о б н ы е  свед ения  о  п р е о б р а з о в а н и я х  ко м п ле к с н о го  п е р е 
менного,  п р и м е н я е м ы х  в аэро-  и г а з о д и н а м и к е ,  а т а к ж е  о м е т о д е  к о н 
ф о р м н ы х  о т о б р а ж е н и й  м о ж н о  н а й ти  в у ч е б н и к а х  по а э р о д и н а м и к е ,  см .  
напр.:  Н . С. А р ж а н и к о в  и В.  Н.  М а л ь ц е в .  А э р о д и н а м и к а .  М .,  О б о -  
ронгиз .  1956.



б у д е т  о тв еч ать  в п о л н е  о п р е д е л е н н а я  точ ка  в пл оск ост и  £ (так  
к а к  г  и £ с в я з а н ы  о д н о з н а ч н о й  за ви си м о ст ью  (4. 57)  и по к о 
о р д и н а т а м  точки .в п л о с к о с т и  г  всегда м о ж н о  р а с с ч и т а т ь  ко ор 
д и н а т ы  точки в п л о с к о с т и  £).  Совокуп но ст ь  п о сл е дн и х  о б р а 
з у е т  свою фи г у р у  в п л о с к о с т и  £, ко торая ,  в о о б щ е  гово ря ,  б у 
д е т  о тл и ч ат ь ся  от  и с х о д н о й ,  построенной  в пл о ск о ст и  2 . Т ак ое  
и з м е н е н и е  к о н т у р а  и с х о д н о й  фигуры я в л я е т с я  к о н ф о р м н ы м  
о т о б р а ж е н и е м .  Х а р а к т е р  изм ене ни я  за в и с и т  от  в и д а  ф ун кц ии  
(4. 5 7 ) ,  к о т о р а я  н а з ы в а е т с я  о т о б р а ж а ю щ е й .  О б щ и м  свойством 
всех к о н ф о р м н ы х  о т о б р а ж е н и й  явля ет ся  та  особе нн ос ть ,  что в 
п р о ц е с с е  п р е о б р а з о в а н и я  бесконечно  м а л ы е  э л е м е н т ы  ко нтура  
ф и г у р ы  о ст аю тс я  г е о м е т р и ч е с к и  подобными,  у тл ы  м е ж д у  к а с а 
т е л ь н ы м и  в точ ке  п е р е с е ч е н и я  двух к а к и х - л и б о  к р и в ы х  о ст а 
ю т с я  о д и н а к о в ы м и ,  но в це л о м  контур и с к а ж а е т с я ,  т а к  как  
его  э л ем ен т ы  п о л у ч а ю т  р а с т я ж е н и е ,  сж а т и е ,  п о в о р о т  или с м е 
щен ие .  П р и м е н я я  к о н ф о р м н о е  о т о б ра ж ен и е ,  м о ж н о ,  н ап рим ер ,  
к р у т  п р е в р а т и т ь  в э л л и п с  пли в отрезок  п ря м о й .  П р и  выборе  
п о д х о д я щ е й  о т о б р а ж а ю щ е й  функции  у д а е т с я  к р у г  или о т р е 
зо к  п р я м о й  п р е о б р а з о в а н ,  в профи ль  с а м о л е т н о г о  кр ыл а .  
Ф у н к ц и я ,  п о з в о л я ю щ а я  по л у ч и т ь  из круга  п р о ф и л ь  к р ы л а ,  б ы 
л а  н а й д е н а  Н.  Е.  Ж у к о в с к и м  и н а з ы в а е т с я  его именем.  
II.  Е.  Ж у к о в с к и м  и С. А. Ч а п л ы г и н ы м  т а к и м  спо со бо м  была 
п о л уч е н а  ц ел а я  с е р и я  а в и а ц и о н н ы х  п р оф и л ей ,  н а з ы в а е м ы х  
теоретическими п ро ф и л я м и .

П р е о б р а з о в а н и е  о д н о й  ф и г у р ы  в д р у г у ю  с а м о  по себе не 
п р е д с т а в л я е т  б о л ь ш о г о  инте рес а .  Его м о ж н о  б ы л о  бы п р о в е 
сти и не п р и б е г а я  к к о м п л е к с н ы м  п ер е м е н н ы м .  Ц е н н о с т ь  ме
т о д а  к о н ф о р м н ы х  о т о б р а ж е н и и  состоит в том,  что вмес те  с ко н 
т у р о м  ф и г у р ы  о т о б р а ж а е т с я  и о б т е к а ю щ и й  ее поток .  Так ,  н а 
п р и м ер ,  если кр уг  о т о б р а ж а е т с я  .в п р о ф и л ь  « р ы л а ,  то и вся 
к а р т и н а  о б т е к а н и я  к р у т а  —  сеть  э к в и п о т е н ц и а л ь н ы х  линий  и 
л и н и и  тока  —  о т о б р а ж а е т с я  в кар тину  о б т е к а н и я  профиля .  
П о э то м у ,  вм есто  того,  ч т о б ы  изуч ать  о б т е к а н и е  с л о ж н о г о  пр о
ф и л я ,  и с п ы т ы в а я  б о л ь ш и е  за т р у д н е н и я  при  о т ы с к а н и и  потен
ц и а л а  скорости ,  м о ж н о  пер е йт и  в друг ую  п л о ско ст ь ,  где п ол у
ч а е т с я  п р о ф и л ь  п р о с т о й  ф о р м ы ,  н ап ри мер  кру г ,  и р ас сч и ты 
в а т ь  этот  менее  с л о ж н ы й  поток ,  а затем  п о л у ч е н н ы е  р е з у л ь т а 
ты  в н ов ь  п еренести  в и с х о д н у ю  плоскость.

Н у ж н о  за м е т и т ь ,  чт о  т о л ь к о  те ор ети че ски е  пр о ф и л и  Ж у 
ко вс к о г о  —  Ч а п л ы г и н а  т оч н о  о т о б р а ж а ю т с я  в круг,  д ру г и е  ж е  
д а ю т  л и ш ь  п р и б л и ж е н н о е  от об ра ж ен и е :  к р уг  п о л у ч а е т с я  н е 
с к о л ь к о  и с к а ж е н н ы м .  Н о  и в этих с л у ч а я х  м е т о д  о к а з ы в а е т с я  
п о л е з н ы м  д л я  р а с ч е т о в  п е рв ог о  п р и б л и ж ен и я .

П о с к о л ь к у  д л я  к р у г а  т е о р е м а  Н. Е. Ж у к о в с к о г о  д о к а з а н а  
и п ол у че н а  ф о р м у л а  п о д ъ е м н о й  силы,  эти р е з у л ь т а т ы  могут 
б ы т ь  р а с п р о с т р а н е н ы  на  п р о ф и л ь  крыла .  Т ео р е ти ч ес к о е  исс ле



д о в а н и е  -»того во пр ос а  п о к а з ы в а е т ,  что ц и р к у л я ц и я  скоро ст и  
при пер еходе  из п л о с к о с т и  г  в пл оскость  £ о с т а е т с я  той  ж е  с а 
мой,  поэтому  ф о р м у л а  п о д ъ е м н о й  си л ы  с о х р а н я е т  то т  ж е  с а 
мый вид  < 50).

Вели  в плоскости  к о м п л е к с н о г о  п е р е м е н н о г о  г  построить  
картину  б е с ц и р к у л я ц и о н н о г о  о б т ек ан и я  к р у г а  п ри  п р о и з в о л ь 
но м н а п р а в л е н и и  ско ро с ти  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  относ ите ль но  
системы ко ординат ,  то он а  будет  иметь  вид ,  и з о б р а ж е н н ы й  на 
рис.  46 «.лева. З а м е т и м ,  что пер е дн я я  и з а д н я я  крит иче ски е  
точки  А и В р а с п о л а г а ю т с я  в этом с л у ч а е  д и а м е т р а л ь н о  пр о
ти в о п о ло ж но .  О т о б р а з и в  это течение н а  п л о с к о с т ь  к о м п л е к с 

ного переменного  £, в к о т о р о й  круг  п р е о б р а з у е т с я  в пр оф и л ь  
к р ы л а ,  получим в о б щ е м  с л у ч а е  к а р т и н у  о б т е к а н и я ,  и з о б р а 
ж е н н у ю  н а  рис.  46 сп р а в а .  П е р е д н я я  к р и т и ч е с к а я  т о ч к а  р а с п о 
л а г а е т с я  в о бл а ст и  носка  п р о ф и л я ,  а з а д н я я  —  на спинке.  О ч е 
видно ,  что если н а п р а в л е н и е  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  б у д ет  и з м е 
няться ,  г )  будет  с м е щ а т ь с я  и п ер е д н я я  к р и т и ч е с к а я  точка  А 
на круге,  а с л е д о в а т е л ь н о  и точка  В , п о с к о л ь к у  они д о л ж н ы  
при бе сц и р к у л яц и о н н ом  об т ек ан и и  о с т а в а т ь с я  д и а м е т р а л ь н о  
п р о т и в о п о л о ж н ы м и  д р у г  др у гу .  Н а  п р о ф и л е  т а к ж е  п р о и зо й 
д е т  см ещ ен ие  кр ити ческих  точек  А и В,  т а к  к а к  при к о н ф о р м 
ном  от о б р а ж е н и и  д о л ж н о  с о б л ю д а т ь с я  их с о о т в е т с т в и е  точ кам 
А  и В  н;^ круге.  П ри  это м  о б т ек ан и е  п р о ф и л я ,  к а к  и крута,  
о с т ае тс я  б е с ц и р к у л я ц и о н н ы м .  П ол уча емс я  а б с у р д :  при  лю бой  
ор ие н та ц и и  п р о ф и л я  от н о с и те л ь н о  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  к ры л о  
не со з да ет  по дъ ем н о й  силы,  т а к  к а к  нет  ц и р к у л я ц и и ,  то г д а  как  
из о п ы т .1 х ор ош о известно,  что п о д ъ е м н а я  с и л а  су щ ес тв ует .  
С л е до ва те ль н о ,  б е с ц и р к у л я ц и о н н о е  о б т е к а н и е  п р о ф и л я  н ев о з 



м о ж н о  н а  в с е х  у г л а х  а т ак и  * \  т. с.  при л ю б о м  н а п р а в л е н и и  н а 
б е г а ю щ е г о  п о т о к а ,  П о п ы т к а  по ст р ои ть  к а р т и н у  о б т е к а н и я  про  
ф и л я  с ц и р к у л я ц и е й  в с тр еч ае т  з а т р у д н е н и е  — н е в о з м о ж н о с т ь  
о п р е д е л е н и я  ц и р к у л я ц и и .

В а э р о д и н а м и к е  в тече ни е  н е с к о л ь к и х  лет  с у щ е с т в о в а л о  
т а к о е  п о л о ж е н и е ,  к о гд а  в р а с п о р я ж е н и и  ко н ст р ук то р о в  с а м о 
л ет о в  и м е л а с ь  ф о р м у л а  Н.  Е.  Ж у к о в с к о г о  дл я  о п р е д е л е н и я  
п о д ъ е м н о й  с и л ы  к р ы л а ,  но они н е  мо гли  ей п о л ь зо в а т ь с я ,  п о то 
му  что н е  у м е л и  н а х о д и т ь  ц и р к у л я ц и ю .  В 1909 году С. А. ч а п -  
тыгин  п р е д л о ж и л  'простой и о р и г и н а л ь н ы й  мето д  о п р е д е л е н и я  
ц и р к у л я ц и и  и п осл е  о б с у ж д е н и я  с  Н.  Е.  Ж у к о в с к и м  в в ел  его 
в а э р о д и н а м и к у .  М е т о д  осн о в ан  на п р е д п о л о ж е н и и  обо и х  и с 
с л е д о в а т е л е й  о х а р а к т е р е  о б т е к а н и я  з а дн е й  к ро мк и  к р ы л а .  
В п о с л е д с т в и и  э т о  п р е д п о л о ж е н и е  п о лу чи ло  н а з в а н и е  гип оте зы  
или  п о с т у л а т а  Ж у к о в с к о г о  —  Ч а п л ы г и н а .

С ф о р м у л и р о в а т ь  гипотезу Ж у к о в с к о г о — Чаплыгина  м о ж 
но с л е д у ю щ и м  о б р а з о м :

П р и  б е з о т р ы в н о м  об т е к а н и и  к р ы л а  стенание  струй  пр ои с
х од и т  с з а д н е й  остро й  к ро мк и ,  т.  е. з а д н я я  кр и ти че ск ая  т о ч к а  
с о в п а д а е т  с  з а д н е й  острой  кр ом к о й .

О т о б р а ж а я  к р у г  н а  п р о ф и л ь  и п ер ес ч и ты в ая  п а р а м е т р ы  тю-
—— (¿УР " __ и\у

тока ,  к о м п л е к с н у ю  ско ро с ть  шс =  —  о п р е д е л я ю т  по —

с л е д у ю щ и м  путе м:

-  <№ <Хг аг
¿С ¿ г  а , аг йг

т. е. с в я з ь  м е ж д у  ними им еет  в и д

Т а к и м  о б р а з о м ,  во всех  т о ч к а х  н а  к о н ту ре  п р о ф и л я  к о м п л е к с 
н а я  с к о р о с т ь  и м е е т  впо лн е  о п р е д е л е н н о е  конечное зн ач ен ие ,  за  
и с к л ю ч е н и е м  з а д н е й  острой  к р о м к и ,  гд е  она о б р а щ а е т с я  в б е с 
ко н еч но ст ь .  М а т е м а т и ч е с к и  э т о  п о л у ч а е т с я  потому,  что и м енн о

в это м  м е с т е  п р о и з в о д н а я ”  о б р а щ а е т с я  в нуль.  М о ж н о  д а т ь

*) У г л о м  а т а к и  н а з ы в а е т с я  угол  м е ж д у  н а п р ав л ен и ем  н а б е г а ю щ е г о  п о
т о к а  и н а п р а в л е н и е м  х о р д ы  -  п р я м о й  линии ,  с о ед ин я ю щ ей  носик  н з а д 
ню ю  к р о м к у  п р о ф и л я .



сл е д у ю щ е е  ф и зич ес кое  о б ъ я с н е н и е  э т о м у  я в л е н и ю .  П р и  о б т е к а -  
нии з а кр уг л ен н о й  к р о м к и  ско ро с ти  п о т о к а  р а с п р е д е л я ю т с я  по- 
р а д и у с у  по з а к о н у  св о б о д н о г о  ви хря  (рис.  4 7 ) :  г ш - с о 1Ы .  Е с 
ли  у м е н ь ш а т ь  р а д и у с  г,  с т р е м я  его к  н у л ю ,  т о  с к о р о с т ь  б у д е т  
н ео г ра ни че нно  в о з р а с т а т ь ,  и при г = 0 , к о г д а  з а к р у г л е н и е  п р е 
в р а щ а е т с я  в ос тр у ю  к р о м к у ,  он а  д о с т и г а е т  б е ск он еч н о ст и .

Вп о л н е  понятно,  что в д е й с т в и т е л ь н о с т и  с к о р о с т ь  не м о ж е т  
б ы ть  бесконечно  б о л ь ш о й ,  с л е д о в а т е л ь н о  б е з о т р ы в н о е  
о б т е к а н и е  острой  к р о м к и  н е в о з м о ж н о ,  
т.  е. к а р т и н а  течения ,  и з о б р а ж е н н а я  на 
рис.  46 спра ва ,  н е р е а л ь н а .  Е с л и  же ,  с л е 
д у я  гипотезе  Ж у к о в с к о г о  —  Ч а п л ы г и н а ,  
з а д н ю ю  кр ит ич е ск у ю  т о ч к у  В,  в которой  
ск о р о с ть  (ог=  0 , п ом е с т и т ь  н а  п р о ф и л е  в 
з а д н ю ю  ост рую кр о м к у ,  то

ё г

сле дов ат е л ьн о ,  бе ско неч но  б о л ь ш и х  с к о р о с т е й  н е  п о л уча ет ся .
См ес ти в  з а д н ю ю  к р и т и ч е с к у ю  то ч к у  на п р о ф и л е ,  н у ж н о  то 

ж е  с а м о е  п р о д е л а т ь  на к р у г е  ( ср а вн и  рис.  4 6  и 4 8 ) .  Ж е л а я  с о 
х р а н и т ь  о б т ек ан и е  б е с ц и р к у л я ц и о н н ы м ,  н а д о  и п е р е д н ю ю  к р и 
ти ч ес ку ю  то чку  см ес тит ь  т а к ,  чтобы на к р у г е  о н а  р а с п о л а г а 

л а с ь  д и а м е т р а л ь н о  п р о т и в о п о л о ж н о  з а дн е й .  К а р т и н а  о б т е к а 
н ия  п р и н и м а е т  то г д а  вид,  и з о б р а ж е н н ы й  на  рис.  48.  Т а к  как  
п ри  Г = 0  п о д ъ е м н а я  сил а  не в о зн ик ае т ,  то  э т о т  р е ж и м  н а з ы 
в а е т с я  р е ж и м о м  н у л е в о й  п о д ъ е м н о й  силы .  П р и  в ы х о д е  на 
у го л  а т ак и  ну левой  п о д ъ е м н о й  силы с а м о л е т  п е р е х о д и т  в пи
к и р о ва н и е .  Есл и  ув е л и ч и т ь  у го л  а т а к и  к р ы л а ,  то  п е р е д н я я



к р и т и ч е с к а я  т о ч к а  А  буд ет  п е р е м е щ а т ь с я  вниз,  а з а д н я я  В 
т а к  и о с т а н е т с я  в з а д н е й  остр ой  к р о м к е  (рис.  49 ) .  Н а  к р уге  
в это м  с л у ч а е  точки  А  .и В  р а з м е с т я т с я  так,  что угол  м е ж д у  
НИМ'И б у д е т  м е н ь ш е  2л.  Т а к о м у  р а с п о л о ж е н и ю  кр и ти че ск и х  т о 
чек о т в е ч а е т  о б т е к а н и е  ц и л и н д р а  с ц ир к у ля ц ие й ,  причем при 
из ве ст н о й  в е л и ч и н е  скорости  н а б е г а ю щ е г о  потока  ве ли чин а  
ц и р к у л я ц и и  п о л у ч а е т с я  в п ол н е  оп ред еленной ,  что с л е д у е т  из 
ф о р м у л ы  (4.  4 4 ) .  Т а к и м  спос обо м,  по р а с п о л о ж е н и ю  к р и т и ч е 

ски х  т о ч е к  на  п р о ф и л е  ( п е р е д н я я  р а с п о л а г а е т с я  в з а в и с и м о 
сти от н а п р а в л е н и я  н а б е г а ю щ е г о  потока ,  з а д н я я  з а к р е п л я е т 
ся  в з а д н е й  ос т р о й  к р о м к е ) ,  о п р е д е л я е т с я  величина  ц и р к у л я 
ции ск о р о с ти .

П р и  у в е л и ч е н и и  у г л а  а т а к и  т о ч к а  А  на п р о ф и л е  п е р е м е 
щ а е т с я  н а  н и ж н ю ю  сторону ,  н а  к р уге  кр итические  точ ки  с х о 
д я т с я  б л и ж е  д р у г  к  др уг у ,  ц и р к у л я ц и я  в о з р а с т а е т  и ра с те т  
п о д ъ е м н а я  си л а .  П р и  о т р и ц а т е л ь н о м  угле  а т ак и  ц и р к у л я ц и я  
п о л у ч а е т с я  о т р и ц а т е л ь н о й  и п о д ъ е м н а я  с и л а  н а п р а в л е н а  с в е р 
ху вниз.

Н у ж н о  з а м е т и т ь ,  что во  всех  п о с л е д у ю щ и х  э к с п е р и м е н т а л ь 
ных  и с с л е д о в а н и я х  ги потеза  Ж у к о в с к о г о  — Ч а п л ы г и н а  очень  
х о р о ш о  п о д т в е р д и л а с ь .

В з а к л ю ч е н и е  р а с с м о т р и м ,  к а к и м  о б р а з о м  в о з н и к а е т  ц и р 
к у л я ц и я  в о к р у г  к р ы л а  в н а ч а л ь н ы й  п ер и о д  д в и ж е н и я  — при 
пу ск е  в хо д .  О к р у ж и в  п р о ф и л ь  з а м к н у т ы м  контуром (ш три х-  
п у н к ти р ,  рис.  5 0 ) ,  о п р е д е л и м  ц и р к у л я ц и ю  скорости.  П р и  о т 
с у т с т в и и  д в и ж е н и я  она  р а в н а  нулю.  С о г л а с н о  т е о р е м е  Т о м с о 
на,  ц и р к у л я ц и я  не д о л ж н а  и з м е н я т ь с я  со временем,  и  при н а 
ч а л е  д в и ж е н и я  она,  к а з а л о с ь  бы,  п ояв ит ься  не мо жет .  О д н а к о  
в н у т ри  к о н т у р а  в это  в р е м я  п р о и с х о д я т  сл е д у ю щ и е  процессы,  
если  т о л ь к о Ч г о л  а т а к и  к р ы л а  б о л ь ш е  угла  а т а к и  н ул ев ой  
п о д ъ е м н о й  силы .  П р и  Г =  0 д о л ж н о  пр ои сходить  о б т е к а н и е  зад-



ней  ос т ро й  кр омки .  Так.  к а к  с к о р о с т ь  не м о ж е т  д о с т и г а т ь  б е с 
к он еч но  б о л ь ш и х  величин,  т о  н а  з а д н е й  к р о м к е  п о т о к  о т р ы в а е т 
ся,  о б р а з у я  вихрь ,  н а з ы в а е м ы й  п у с к о в ы м ,  или р а з г о н н ы м  в и х 
рем.  Ц и р к у л я ц и я  по ко нту ру ,  о х в а т ы в а ю щ е м у  п у с к о в о й  в и х п ь  
не р а в н а  нулю,  поэтому  ’
в о з н и к а е т  к о м п е н с и р у ю 
щ е е  ц и р к у л я ц и о н н о е  тече
ние  в о к р у г  к р ы л а  та ко й  
ж е  интенси вно ст и ,  но н а 
п р а в л е н н о е  в п р о ти в о по 
л о ж н у ю  ст ор он у ,  т а к  что 
(см.  рис.  50)

Г 0 =  Г+Гв=0.

П о  м е р е  р а з в и т и я  пускового  в и х р я  в о з р а с т а е т  и и н т е н с и в н о с т ь  
ц и р к у л я ц и и  во к ру г  п р о ф и л я  Г. В не к о то р ы й  м о м е н т  в р е м е н и  
пу ск о во й  ви хрь  о т р ы в а е т с я  и  у п л ы в а е т  щниз по т е ч е н и ю  а 
ц и р к у л я ц и я  в о к р у г  к р ы л а  о с т а е т с я .  В этот  м о м е н т  в о з н и к а е т  
п о д ъ е м н а я  сил а .

§ 4. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е  У Р А В Н Е Н И Е  П О Т Е Н Ц И А Л А  С К О Р О С Т И
Д Л Я  ГАЗА

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  п о т е н ц и а л а  ск о р о с т и  н е с ж и 
м а е м о й  ж и д к о с т и  (4. 8 ) п р е д с т а в л я е т  со б о й  у р а в н е н и е  Л а 
п л а с а

д2Ч> +  =  0 
д х 2 ‘ д у 2

Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  п о т е н ц и а л а  ск о р о с т и  д л я  с ж и 
м а е м о й  ж и д к о с т и  имеет б о л е е  с л о ж н ы й  вид.  Р а с с м о т р и м  его 
д л я  у с т а н о в и в ш е г о с я  д в и ж е н и я  и д е а л ь н о г о  г аз а .  Т е ч е н и е  б у 
дем сч и т а т ь  э н е р г о и з о л и р о в а н н ы м  и зо э н т р о п н ы м .

В з я в  у р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  (1. 19),  з а п и ш е м  ег о  д л я  
д в у м е р н о г о  у с т а н о в и в ш е г о с я  т е ч е н и я

( № )  +  ~  <р»,) -  О 

или,  р а с к р ы в  про и зво д н ые

Ф  I Ф  , дъи „
<4 -5 9 >

и ¿ими гло



др до
З а м е н и м  зд е с ь  п р о и з в о д н ы е  —  и — , п р и н и м а я  во в н и м а 

ние ,  чт о  п р и  и з о э н т р о п н о м  т е ч е н и и  р ( р )  и

д Р_ =  ¿ Р  =  а2' 
др с1р

Т О Г Д Э  л  1 Лдр _  др др _  др
дх др д х  а2 дх
ар _  др_ др _  1_ др_
ду др ду а2 ду

Ч а с т н ы е  п р о и з в о д н ы е  д а в л е н и я  за ме н и м  их з н а ч е н и я м и ,  п о 
л у ч е н н ы м и  <из у р а в н е н и й  Э й л е р а  (1. 27) ,

х _ 1 _ дЛ
р д х  (И

у _ _ } _ д_Р_ к=_ ^ у 1 
р ду <Н

в  к о т о р ы х  п р е н е б р е ж е м  у с к о р е н и я м и  от м а с с о в ы х  сил,  п о л о 
ж и в  Х — У - 0. Т ог да

д9 _____ 1_ ¿ш * =  _  _Р_ ( д ^  Лх +  йу
д х ~  а2 9 (11 а2 \ дх М ду М

р / диих , ... д\ах
Л_ и, ^  +  ц,у Л
а2 \  дх  ду

± .  (От* —  +  ^ ^
д у ~  а2 9 сН а2 \ дх <И ду йЬ

дшч . дииу = _  | ш . .— > + ш у 
д х  ду

П о д с т а в и в  эти з н а ч е н и я  в у р а в н е н и е  (4. 5 9 ) ,  п о л у ч и м  после 
н е б о л ь ш и х  п р е о б р а з о в а н и й  и с о к р а щ е н и я  н а  р следующее-  
у р а в н е н и е :

IVх2 ды)х уоху»у дшх __  ы)хшу дшу __ и>у ди>у +  

а 2 д х  а 2 д у  а 2 д х  а 2 ду

з ш ,  а ® ,  _  0 
д х  ду



З а м е н и м  д а л е е  проекц ии  с к о р о с т и  и>х и  о>у| в х о д я щ и е  в  п р о и з 
во д ны е ,  их в ы р а ж е н и я м и  ч е р е з  п о те н ц и ал  с к о р о с т и  по  ф о р м у 
л а м  (4. 5 ) ,  в  ре з у л ь т а т е  ч е г о  п р е д ы д у щ е е  у р а в н е н и е  п р и м е т  
т а к о й  вид:

а  1 д х 2 а 2 д х д у  ^ а 2 ) _ д у 2 '

Э г о  есть  д и ф ф е ре н ц и ал ь н о е  у р а в н е н и е  по тенциала  скорости  
дл я  установившегося  изоэнт ро пн ог о  потока г а з а .  О н о  п р е д 
с т а в л я е т  собой  у р а в н е н и е  в ч а с т н ы х  п р о и з в о д н ы х  в т о р о г о  п о 
р я д к а ,  нелинейное ,  с п е р е м е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .  И н о г д а  
его  н а з ы в а ю т  к в а з и л и н е й н ы м ,  п о с к о л ьк у  в т о р ы е  п р о и з в о д н ы е  
в х о д я т  в него  в л ин ейн ых  со ч е т а н и я х .

Е с л и  и> ,«С а  и шу <  а ,  т о  у р а в н е н и е  (4. 60 )  п р и в о д и т с я  к  
у р а в н е н и ю  Л а п л а с а

д 2ф I аа<Р _  о 
д х 2 д у 2

С л е д о в а т е л ь н о ,  при м а л ы х  с к о р о с т я х  д в и ж е н и я  т е ч е н и е  га за  
м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  т е ч е н и е  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и .

О р и  w < a  (4. 60)  н а з ы в а е т с я  у р а в н е н и е м  элл ипт ич ес ког о  
типа, при  ад =  а — у р а в н е н и е м  п а р а б о л и ч е с к о г о  и п р и  а д > а  — 
у р а в н е н и е м  г и п е р б о л и ч е с к о г о  типа. К а ж д ы й  и з  т и п о в  у р а в н е 
н и я  и м е е т  свои мет од ы р е ш е н и я .  Так ,  н а п р и м е р ,  д л я  р е ш е н и я  
у р а в н е н и я  э л л ип тич ес ко го  т и п а  п р и м е н я ю т с я  м е т о д ы  р а з р а 
б о т а н н ы е  С. А. Ч а п л ы г и н ы м ,  С. А. Х р и с т и а н о в и ч е м ,  Л .  П р а й д -  
ТЛ?опсИ ДРУГИМИ Учеными.  М е т о д  Ч а п л ы г и н а  б ы л  п р е д л о ж е н  
?пло Г0ДУ и о п Уб л и к о в а н  в его д о к т о р с к о й  д и с с е р т а ц и и  в 
1У03 году .  В этой  р а б о т е  б ы л и  з а л о ж е н ы  о с н о в ы  г а з о в о й  д и 
н а м и к и  к а к  с а м о с т о я т е л ь н о й  науки .  М е т о д  Ч а п л ы г и н а  бы л  
р а з в и т  С. А. Х р и ст и а н о ви ч ем .  Б о л е е  пр остой ,  н о  м е н е е  т о ч 
ный м е т о д  бы л  ' р а з р а б о т а н  н ем ец к и м  у ч е н ы м  П р а н д -  
т л е м  и ан г л и й ск и м  уч е н ы м  Г л а у э р т о м .  П р и  р е ш е н и и  у р а в 
нении г и пер бо лич ес ког о  т и п а  ш и р о к о  и с п о л ь з у е т с я  м е т о д  х а 
ра к т е р и с т и к .  У ра вне ния  п а р а б о л и ч е с к о г о  т и п а  в с т р е ч а ю т с я  
с р а в н и т е л ь н о  редк о  —  это  с т ы к  об л а ст и  д о з в у к о в о г о  и о б л а 
сти с в е р х з в у к о в о г о  течения ,  н а з ы в а е м ы й  т р а н с з в у к о в о й  о б л а 
стью.  Д л я  ра с че та  этой о б л а с т и  т а к ж е  и м е ю т с я  с в о и  м ето ды .

§ 5. Л И Н Е А Р И З А Ц И Я  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  
П О Т Е Н Ц И А Л А  СКОР ОСТИ.  М Е Т О Д  П Р А Н Д Т Л Я  —  Г Л А У Э Р Т А

И з  м ет од о в  р еш ен и я  у р а в н е н и я  п о т е н ц и а л а  с к о р о с т и  э л 
л и п т и ч е с к о г о  ти п а  р а с с м о т р и м  н а и б о л е е  п ро ст о й  х о т я  и п р и 
б л и ж е н н ы й ,  метод Прандтля  —  Глауэрта.  С у щ н о с т ь  этог о  ме-



т о д а  з а к л ю ч а е т с я  в том,  чт о  он  у с т а н а в л и в а е т  с в я з ь  м е ж д у  
р е ш е н и я м и  з а д а ч  о те ч е н и и  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  и га за .  
И м е я  т а к у ю  за в и с и м о с т ь ,  м о ж н о  ш и р о к о  и с п о л ь з о в а т ь  р е ш е 
н и я  г и д р о д и н а м и ч е с к и х  з а д а ч ,  р а с п р о с т р а н я я  их на сл у ч аи
т е ч е н и я  г а з а .  , ,

Р а с с м а т р и в а е м ы й  м е т о д  о с н о в а н  н а  л и н е а р и з а ц и и  д и ф ф е 
р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  п о т е н ц и а л а  скорости г а з а .  Н е о б х о 
д и м о  с р а з у  ж е  о б р а т и т ь  в н и м а н и е  на то, что д а н н ы й  м ет од  
п р и г о д е н  т о л ь к о  д л я  р а с ч е т а  о б т е к а н и я  ср а в н и т е л ь н о  то н к и х  
тел ,  к о г д а  ¡поперечные с о с т а в л я ю щ и е  скорости  м а л ы  по с р а в 
н е н и ю  с п р о д о л ь н ы м и  и к в а д р а т а м и  их м о ж н о  пр енебречь .

Н а  рис .  51 и з о б р а ж е н ы  в е к т о р ы  скорости н а б е г а ю щ е г о  п о 

т о к а  Шо и п о т о к а  в л ю б о м  м е с т е  на_ поверхности  о б т е к а е м о г о  

п р о ф и л я  кГ И з м е н е н и е  ск о р о с ти  от ш0 д о  ш усл ов но  р а с с м а т р н -

_  ____

в а е т с я  з д е с ь  к а к  р е з у л ь т а т  н а л о ж е н и я  некоторой  ско р о с ти  в о з 

м у щ е н и я  и>' ( см.  т р е у г о л ь н и к  скорос тей  на рис.  51 ) .  С к о р о с т ь  
в о з м у щ е н и я  и м е е т  п р о е к ц и и  <  и ш / .  И з  т р е у г о л ь н и к а  ско- 
р о с т е й  с л е д у е т :

Ш =  Шо +  да' 

и>х =-Шь +  тх'
(4.61)

П р и  м а л о м  уг л е  0 ( о т н о с и т е л ь н о  тон ко е  о б т е к а е м о е  тело)



И с х о д н о е  ур ав н ен и е  (4. 60 )  з а п и ш е м  в т а к о м  вид е :

( а 2—  даг2) —  2 ю хш +  ( а 2—  ш А  ^  = 0 .  (4 .62)
д х 2 д х д у  {  )  д у 2

Л и н е а р и з у е м ,  т. е. п р и в е д е м  к  л и н е й н о м у  в и д у ,  с н а ч а л а  
с к о р о с ть  з в у к а  а. И з  у р а в н е н и я  Б е р н у л л и  (2. 2 6 ) ,  з а п и с а н н о г о  
дл я  д в у х  сечений —  в н а б е г а ю щ е м  по ток е  и н а  п о в е р х н о с т и  о б 
т е к а е м о г о  те л а ,  '

Д02 12)02 __ а 2 | ю2

к - 1 : ~ 2 ~  ~~ ~ к И [  г  ~ 2 '
им еем

а2 = а02+ -^=1 (ш02- 1«2) = ао2 + ц,02_ * и 1  (и,гг+ш 2 \ _

_ а 02+  - ^ ¡ р -  ш 02_  ( ш 02 +  2 о»0^ / _ Ш ! . / 2) —  ш / 2,

о т к у д а

а 2 =  а 02—  ( к —  1) ш0ш / .  (4 .63)

П о с л е  л и н еа р и за ц и и  в т о р ы е  п р о и з в о д н ы е  п р и н и м а ю т  вид :

* ! г .  =  а » *  _  ±  д ^ _
д х 2 а х  д х  К х )  д х  ’

д 2у _  д.шу _

ду 2 ду д у

Л и н е а р и з у я  д а л е е  отдельно  п е р в о е ,  в т ор о е  и тр е т ь е  с л а г а е м ы е  
исхо дн ог о  у р а в н е н и я  (4. 6 2 ) ,  з а п и ш е м :

(О2— ш , 2) ;  = [ й 02— (к—  1) ш0т х' — оу02— 2ш0ш л/ —  ш / 2]

=  д-^ ~  ~ { к - ^ \ ) ю й19}х ' ~ ^ -  =-- (а02— шо2)
си ' дх дх2

2 » , » ,  ^  = 2 »  =  2 ® ,  2 »  Д
дхау * > а* ■* у ах 1 ах I, 2 ;  

(« 2- » « 2) ^  = [ао г- ( А - 1) ш 0а ' / -  ш / * ]  =' ¿У2 . у I ^

а у 2 д а /  у а у  а у 2



П о д с та в и 'Б  эти  л и н е а р и з о в а н н ы е  зна че ния  с л а г а е м ы х  и и сх о д
н о е  у р а в н е н и е  ( 4 . 6 2 ) ,  п о л у ч и м

и л и  п о с л е  де л е н и я  вс ех  ч л е н о в  « а  п ост оян ну ю в е л и ч и н у  а02

с  "м «2>аЛ  + Т 1  = 0- (4-64)о х 2 ду*

Э т о  ес ть  л и н е а р и з о в а н н о е  у р а в н е н и е  потенциала скорости г а 
за.  Д е й с т в и т е л ь н о ,  в т о р ы е  п р о и зв о д н ы е  в х о д я т  в него в п е р 
во й  степени ,  а к о э ф ф и ц и е н т  ( 1— Мо2) — это  п о ст о я н н о е  число.  
В п о л н е  естественно ,  чт о  у р а в н е н и е  (4 .64)  р е ш а е т с я  легче,  чем 
( 4 . 6 2 ) .  О д н а к о  м о ж н о  р е ш е н и е  еш е  боле е  упростить .

Е с л и  пере йти  в н о в у ю  с и с т е м у  к о о р ди н ат  Х\У\, з а м е н и в  пе
р е м е н н ы е  с п о м о щ ь ю  с л е д у ю щ и х  соотношений:

А1 =  X

у {= у  1 / Т Щ ?
(4.65)

т о
¿?2<р д 2ср 

д х 2 д х ]2

=  0 1 -  у  1— М 02-
д у  д у 1 (1у д у !

=  А  / 1— Мо2) / ! — Мо2 =  
д у 2 д у \ д у /  ю у  * Лу д у 1 \ д у  /

д 2ср
( 1 - М 02).

№

в  то 
к р а 1

д 2<? , д 29 л

П о д с т а в и в  эти з н а ч е н и я  в т о р ы х  п р о и зв о д н ы х  в ур ав н ен ие  
(4.  6 4 ) ,  п ол учи м п о с л е  с о к р а щ е н и я  на ( 1 — М 02)



Т а к и м  о б р а з о м ,  с п о м о щ ь ю  з а м е н ы  п е р е м е н н ы х  у д а е т с я  от 
п о то к а  г а з а  перейти к п о т о к у  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и ,  т а к  к а к  
по л уч ен н о е  после п р е о б р а з о в а н и й  у р а в н е н и е  я в л я е т с я  у р а в н е 
н и е м  Л а п л а с а .

Р а с с м о т р и м ,  в чем з а к л ю ч а е т с я  ф и з и ч е с к и й  с м ы с л  т а к о й  
з а м е н ы  переменных.  У г о л  м е ж д у  в е к т о р о м  с к о р о с т и  в л ю б о й  
т о ч к е  н а  поверхности о б т е к а е м о г о  т е л а  и н а п р а в л е н и е м  н а б е 
г а ю щ е г о  потока  о п р е д е л я е т с я  к а к

ш,

XV г 0 ® ш

г. е.

ду д<?
К 1 - .

<>У =_ ду,
ду д'£
д х д х х

tgQl =
V 1 - М о 2

Э т и м  у г л о м  о п р е д е л я е т с я  н а п р а в л е н и е  к а с а т е л ь н о й  к  к о н т у р у  
о б т е к а е м о г о  те л а .  Т а к и м  о б р а з о м ,  при п е р е х о д е  о т  т е ч е н и я  г а 
за  к те че ни ю  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  т а н г е н с ы  у г л о в  к а с а т е л ь 
н ы х  к о б т е к а е м о м у  п р о ф и л ю  н у ж н о  у ве л и ч и т ь  п р о п о р ц и о н а л ь 
н о  м н о ж и т е л ю

1
1 - М п 2

С л е д о в а т е л ь н о ,  п р о д о л ь н ы е  р а з м е р ы  о б т е к а е м о г о  т е л а  (по  
оси  х)  с о х р а н я ю т с я  без и з м е н е н и я ,  а п о п е р е ч н ы е  (по  оси у )  
у в е л и ч и в а ю т с я  п р о п о р ц и о н а л ь н о  э т о м у  м н о ж и т е л ю .  В т а к о й

ж е  п ро пор ци и  у в е л и ч и в а е т с я  и угол  ат ак и .  ( В в и д у  м а л о с т и  
уг ло в  а т а к и  <их величины,  в ы р а ж е н н ы е  в р а д и а н а х ,  о б ы ч н о  
п р и р а в н и в а ю т  их т а н г е н с а м . )

Н а  рис.  52  и з о б р а ж е н о  т а к о е  и с к а ж е н и е  п р о ф и л я  к р ы л а ,  
с в я з а н н о е  с пер ех одо м от  с ж и м а е м о й  к н е с ж и м а е м о й  ж и д к о 



сти.  Х о р д а  п р о ф и л я  с о х р а н я е т с я  без  изм енения  Ь =  Ь Т о л щ и 
н а  п е р е с ч и т ы в а е т с я  по ф о р м у л е

с
С ■_ ; -----  ,

V 1—Моа

а у г о л  а т а к и  по т а к о м у  с о от н о ш ен и ю :

а
~  у  щ

в с о о т в е т с т в и и  с  п р и н я т ы м  п р а в и л о м .  При  этом оба  п р о ф и л я  
п ри  о д и н а к о в о й  скор ос ти  н а б е г а ю щ е г о  пот ок а  б у д у т  с о з д а 
в а т ь  о д и н а к о в у ю  п о д ъ е м н у ю  с и л у .  Зна чит ,  р еш и в  з а д а ч у  дл я  
н е с ж и м а е м о й  ж ид к о с т и ,  м о ж н о  с п о м о щ ь ю  со о т н ош ен и й  
( 4 . 6 6 )  и ( 4 . 6 7 )  р а с п р о с т р а н и т ь  это ре ш е н и е  д л я  с л у ч а я  д о 
з в у к о в о г о  о б т е к а н и я  т е л а  г а з о м .

Н у ж н о  з а м е т и т ь ,  что р е з у л ь т а т ы  расче та  по м ет од у  П р а н д -  
т л я  —  Г л а у э р т а  я в л я ю т с я  п р и б л и ж е н н ы м и ,  к а к  это  п о к а з ы 
в а е т  с о п о с т а в л е н и е  с р е з у л ь т а т а м и  испытаний.  О ш и б к а  п о л у 
ч а е т с я  те м  бол ь ш е ,  чем т о л щ е  о бт ек ае м о е  тел о  и чем в ы ш е  
ч и с л о  М.

§ 6. Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И Е  С Л А Б Ы Х  В ОЗ М У Щ Е Н И Й  В ПО ТО КЕ  ГАЗА

В 'н е п о д в и ж н о м  г а з е  с л а б ы е  в оз м у щ ен и я  р а с п р о с т р а н я ю т с я  
во вс е  с т о р о н ы  в ви де  п р о д о л ь н ы х  волн  д а в л е н и я  сф ер и ч ес к о й  
ф о р м ы ,  в ц ент ре  к о т о р ы х  н а х о д и т с я  источник  в о зм у щ е н и я .  
П о с к о л ь к у  з в у к  п е р е д а е т с я  по ср е дс тв ом  т а ки х  волн ,  они н а 
з ы в а ю т с я  з ву к ов ы м и .

В п о т о к е  г аз а  р а с п р о с т р а н е н и е  сл а б ы х  во зм ущ ен и й  п р о и с
х о д и т  н е с к о л ь к о  иначе ,  в с в я з и  с тем,  что источник  в о з м у щ е 
ний н е п р е р ы в н о  п е р е м е щ а е т с я  относительно  той сре ды ,  в к о 
т о р о й  р а с п р о с т р а н я ю т с я  в о л н ы ,  П о с к о л ь к у  это  с в я з а н о  с от 
н о с и т е л ь н ы м  д в и ж е н и е м ,  то  со в ер ш е н но  б е з р а з л и ч н о ,  п е р е 
м е щ а е т с я  ли  о б т е к а е м о е  т е л о  в неп од ви ж н о й  ср е д е  или на н е 
п о д в и ж н ы й  о б ъ е к т  н а б е г а е т  п о т о к  газа .

Н а  рис.  53 и з о б р а ж е н ы  че ты р е  схе мы р а с п р о с т р а н е н и я  
во л н :  о д н а  —  в н е п о д в и ж н о м  газе  и три  —  в д в и ж у щ е м с я  с 
д о з в у к о в о й ,  з в у к ов о й  и с в е р х з в у к о в о й  скоростью.

Е с л и  1И)<а,  то в о з м у щ е н и я  р а с п р о с т р а н я ю т с я  во все ст о 
р о н ы ,  в том  числе  и в в е р х  по  течению.  П р а в д а ,  вниз  по те че 
ни ю  а б с о л ю т н а я  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  вол н  по л у ч а е т с я  
б о л ь ш е ,  т а к  к а к  с к о р о с т ь  в о л н ы  с к л а д ы в а е т с я  со с к о р о с т ь ю  
т е ч е н и я  га за .

(4.66)

(4.67)



П р и  о б т е к а н и и  р а з л и ч н ы х  те л  н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т ь ю  
пли д о з в у к о в ы м  потоком г а з а  ж и д к о с т ь ,  к а к  п о к а з ы в а ю т  н а 
б л ю д е н и я ,  н а ч и н а е т  ог и б а т ь  п р е п я т с т в и е ,  е щ е  н а х о д я с ь  в п е 
реди н ег о  н а  некотором р а с с т о я н и и .  Э т о  о т к л о н е н и е  п о т о к а  в ы 
з в а н о  т е м н  в о з м у щ е н и я м и  ( в о л н а м и  д а в л е н и я ) ,  к о т о р ы е  от  
н о ск а  о б т е к а е м о г о  тела р а с п р о с т р а н я ю т с я  в в ер х  по течению. .

Е с л и  ск о р о с ть  потока р а в н а  с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  з в у 
ка,  то ц ен тр  к а ж д о й  о б р а з о в а в ш е й с я  во лн ы п л ы в е т  в н и з  п о  
течен ию  с  гой ж е  скоростью,  с к о т о р о й  во л н а  п е р е м е щ а е т с я  о т 
н о си т ел ь но  г аз а .  П о э т о м у  в о з м у щ е н и я  р а с п р о с т р а н я ю т с я  
то л ь ко  вн и з  по течению и вб о к ,  но  не  п р о н и к а ю т  в ы ш е  т о г о  
места ,  гд е  о б р а з у ю т с я  во л н ы ,  а,  до с т и г н у в  его,  к о н ц е н т р и 
ру ю т с я  та м .  Э т о  место н а з ы в а ю т  и н о г д а  з в у к о в ы м  б а р ь е р о м ,  
п р и д а в а я  д а н н о м у  н а з в а н и ю  с м ы с л  не к о то ро й  п р е г р а д ы ,  не 
п р о п у с к а ю щ е й  с л а б ы е  в о з м у щ е н и я  ©верх  но те че н и ю  *>.

П р и  о у > а  с л а б ы е  волны,  с к о р о с т ь  к о то р ы х  р а в н а  з в у к о в о й ,  
сно с ят с я  вниз  по течению с в е р х з в у к о в ы м  потоком,  п о э т о м у  
в о з м у щ е н н а я  зо н а  о г ра н ич ен а  н е к о т о р ы м  конусом,  з а  п р е д е 
л а м и  к о т о р о г о  поток  о стается  н е в о з м у щ е н н ы м .  Э то т  к о н у с  н а 
з ы в а е т с я  ко ну со м  с л а бы х  в о з м у щ е н и й ,  конусо м в л и я н и я  и л и

*) П о н я т и е  «звуков ой  бар ьер »  у п о т р е б л я ю т  ещ е  в ином  с м ы с л е ,  п о д 
р а з у м е в а я  к о м п л е к с  технических  т р у д н о с т е й ,  ко т о р ы е  в о з н и к а ю т  п р и  п о 
п ы тке  п ерейти  скорость  звука  и д о с т и г н у т ь  с в е р х з в у к о в о й  с к о р о  ти п о л е т а .



к о н у с о м  М а х а .  О б р а з у ю щ и е  конуса но ся т  н а з в а н и е  ли ни й  с л а 
б ы х  в о з м у щ е н и й  или л и н и й  М а х а .  В пл ос к ом  п о то к е  вм ес то  к о 
н у с а  р а с с м а т р и в а е т с я  у г о л  м а л ы х  в о з м у щ е н и й  и л и  угол  М а х а .

Р а с с м а т р и в а я  у го л  с л а б ы х  во зм у щ ен и й  на  рис.  53,  м о ж н о  
с д е л а т ь  т а к и е  в ы в о д ы :

1) синус  у г л а  с л а б ы х  в о з м у щ е н и й  р а в е н  о т н о ш е н и ю  с к о 
р о с т и  з в у к а  к с к о р о с т и  п о т о к а ,  что сл ед уе т  неп ос р ед ст ве нн о  
из ч е р т е ж а ;  и н ач е  г о в о р я ,

5 Ш | л =  — , (4.68)
М

2 ) с о с т а в л я ю щ а я  с к о р о с т и  н а б е г а ю щ е г о  п ото ка ,  п е р п е н 
д и к у л я р н а я  л ип  и и с л а б ы х  во зм у щ ен и й ,  р а в н а  мест ной  ско 
р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  з в у к а

& и — а ,  (4.69)

т а к  к а к  т о л ь к о  в э т о м  с л у ч а е  линии  с л а б ы х  в о з м у щ е н и й  будут  
з а н и м а т ь  уст ой чи во е  п о л о ж е н и е ,  не р а с х о д я с ь  и не с б л и ж а я с ь .

Л и н и и  с л а б ы х  в о з м у щ е н и й  сущ е ст ву ю т  т о л ь к о  в с в е р х з в у 
к о в о м  потоке.  Д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  п о т е н ц и а л а  ск о
р о с т и  д л я  э то г о  п о т о к а  р е ш а е т с я  метод ом х а р а к т е р и с т и к .  Х а 
р а к т е р и с т и к а м и  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о  у р а в н е н и я  я в л я ю т с я  л и 
нии ,  и м е ю щ и е  вп о л н е  о п р ед ел е н н ы й  ф и з и ч е с к и й  см ы с л .  Это  
т а к и е  линии ,  п р о в е д е н н ы е  в потоке,  у к о т о р ы х  к а с а т е л ь н ы е  
в к а ж д о й  точ ке  с о в п а д а ю т  по н а п р а в л е н и ю  с л и н и я м и  с л а б ы х  
в о з м у щ е н и й  в э ти х  ж е  т о ч к а х .  В об щ е м  с л у ч а е  х а р а к т е р и с т и 
ки к ри во л и н ей н ы ,  н о  м о г у т  б ы т ь  и т а к и е  те че н и я ,  в ко то р ых  
о ни  п р я м о л и н е й н ы  и, с л е д о в а т е л ь н о ,  п о л н о с т ь ю  с о в п а д а ю т  
с л и н и я м и  с л а б ы х  ¡возм ущ ени й.  В этом ча с т н о м  с л у ч а е  х а р а к 
т е р и с т и к и  и ли ни и  с л а б ы х  во зм ущ ен и й  о т о ж д е с т в л я ю т .

§ 7. О Б Т Е К А Н И Е  В Н Е Ш Н Е Г О  ТУПОГО УГЛА С В Е Р Х З В У К О В Ы М
ПОТОКОМ

Н а и б о л е е  п ро ст о й  з а д а ч е й  о н еп р е р ы вн о м  св ер х зв у к о в о м  
те ч е н и и  я в л я е т с я  з а д а ч а  об  о бт ека ни и  в н е ш не г о  туп ог о  угла.  
П о л у ч а ю щ и й с я  при э т о м  в и д  течения н а з ы в а е т с я  в г а з о д и н а 
м и к е  течением П р а н д т л я  —  М а й е р а .

Р а с ч е т  с в е р х з в у к о в ы х  течений  в об л а ст и  в н е ш н и х  и в н у г  
р е н н и х  т уп ы х у г л о в  и м е е т  о п р ед ел е н н о е  п р а к т и ч е с к о е  з н а ч е 
н и е .  Д е л о  в том,  что л ю б о й  к ри во л и не йн ы й  к о н т у р  об т ек ае м ог о  
т е л а  м о ж н о  с н е к о т о р ы м  п р и б л и ж е н и е м  з а м е н и т ь  л о м а н о й  л и 
нией .  Т о г д а  р а с че т  о б т е к а н и я  те л а  св оди тс я  всег о  л и ш ь  к двум 
з а д а ч а м  — к  о б т е к а н и ю  вн еш не го  тупого у г л а  и к  о бт е к а н и ю



в н у т р е н н е г о  тупого угла.  Т о ч н о с т ь  р е ш е н и я  б у д е т  т е м  в ы ш е ,  
чем  на  б о л ь ш е е  число  ча ст ей  р а з б и т  кон тур ,  т.  е. чем  м е н ь ш е  
о т л и ч а ю т с я  об т е к а е м ы е  т у п ы е  у г л ы  о т  2л.

Р а с с м о т р и м  кар тину  о б т е к а н и я  в н е ш н ег о  т у п о г о  у г л а  
с в е р х з в у к о в ы м  потоком и д е а л ь н о г о  г а з а  бе з  т е п л о о б м е н а .  Т е 
чение  в э т о м  сл уч ае  будет э н е р г о и з о л и р о в а н н ы м  и з о э н т р о п -  
ным.

Н а  рис.  54 приведена с х е м а  о б т е к а н и я  ' внешнего  т у п о г о  
угл а .  С в е р х з в у к о в о й  н а б е г а ю щ и й  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы й  п о т о к  
д в и ж е т с я  в д о л ь  го р и зо н та л ь н о й  с т е н к и .  В уг л о во й  т о ч к е  .4 
он о т к л о н я е т с я  и пр и о бр е та ет  ' н а п р а в л е н и е  н а к л о н н о й  с т е н к и .  
Э т о т  п о в о р о т  происходит 
не  с р а з у  по  в с е м у  попереч-  & ^
н о м у  с е ч е н и ю :  н а  линиях  1Л.Мв /  /  /  '  /
т о к а  у д а л е н н ы х  о т  стенки,  ' • /  ъ
он н а ч и н а е т с я  позднее,  
чем у р а с п о л о ж е н н ы х  
в б л и з и  нее,  т а к  к а к  «воз
м у щ е н и я  р а с п р о с т р а н я ю т 
с я  со с к о р о с т ь ю  зв у ка ,  но 
СНОСЯТСЯ (ПОТОКОМ вниз  по 
т е че н и ю  с о  сверхзв уко вой  
ск ор ос тью .  П о э то м ул -е рв ая  
л и н и я  с л а б ы х  во зм ущ ени й А В  я в л я е т с я  гран иц ей ,  р а з д е л я ю 
щ е й  н а б е г а ю щ и й  п л о с к о п а р а л л е л ь н ы й  поток  и ту  зон у ,  г д е  
п р о и с х о д и т  п о в о р о т  потока.  Е с л и  б ы  угол  б был  б е с к о н е ч н о  
м ал ,  то  д е л о  ограни чи лос ь  бы л и ш ь  одной  ли н и ей  А В ,  п е 
р е с е к а я  к о т о р у ю  поток  п о в е р н у л с я  бы  н а  этот  бе ск о н еч н о  м а 
л ы й  угол  и и з м е н и л  свои п а р а м е т р ы  н а  бес конечно  м а л ы е  
величины.  Н о  при конечном б в е с ь  у г о л  по во р от а  с л а г а е т с я  и з  
б е ск о н еч но г о  количества  б е с к о н е ч н о  м а л ы х  п ов оро то в ,  к а ж 
д ы й  и з  к о т о р ы х  поток  со в е р ш а е т ,  п е р е с е к а я  оч е р ед н у ю  л и ч н ю  
с л а б ы х  в о з м у щ е н и й  в о б л а с т и  B A D .  Э т у  о б л а с т ь  з а н и м а е т  
пучок  ли н и й  с л а б ы х  во зм ущ ен и й  и л и  х а р а к т е р и с т и к ,  в ы х о д я 
щ их ,  н а п о д о б и е  лучей,  из точ ки  А.  П р и  пово рот е  п о т о к а  у в е 
л и ч и в а е т с я  с к о р о с т ь  и у м е н ь ш а ю т с я  д а в л е н и е ,  т е м п е р а т у р а  и 
плотность .  Э т о  происходит  п о т о м у ,  чт о  в о з р а с т а е т  р а с с т о я н и е  
м е ж д у  с о с е д н и м и  л и ни ям и т о к а  {см.  рис.  54 ) ,  т. е. у в е л и ч и 
ва ет с я  п л о щ а д ь  поперечного  с е ч е н и я  потока ,  что,  с о г л а с н о  
у р а в н е н и ю  Гю го н и о  ( 2 .7 7) ,  д о л ж н о  п ри  М > 1  д а т ь  р о с т  с к о 
рости.  Т а к и м  о б р а з о м  М | > М о  и ц [ < ц 0. Л и н и я  АГ> р а з д е л я е т  
о б л а с т ь  п о в о р о т а  потока и о б л а с т ь  п о с л е  по ворота ,  <в к о т о р о й  
поток  вн ов ь  ст ан ов и тс я  л л о с к о п а р а л л е л ь н ы м .

Е с л и  к х а р а к т е р и с т и к е  А В  п р и б л и з и т ь с я  со ст о р о н ы  н а б е 
г а ю щ е г о  п о т о к а ,  то  на всех т о ч к а х  э т о й  ли н и и  с к о р о с т ь  б у д е т  
р а в н а  и>о, д а в л е н и е  ро, т е м п е р а т у р а  7 0, пл от н ос ть  р 0. С л е д о в а 



т е л ь н о ,  в д ол ь  этой  х а р а к т е р и с т и к и  п а р а м е т р ы  п от ок а  с о х р а 
н я ю т  п о ст о ян н ы е  з н а ч е н и я .  О ч и  могут и з м е н я т ь с я  т о л ь к о  при 
пер е се че н и и  х а р а к т е р и с т и к и .  Т аки м  ж е  с в о й с т в о м  о б л а д а ю т  и 
все д р у г и е  х а р а к т е р и с т и к и  Н:). В част ности ,  на  л и н и и  A D  
M = ;M i ,  w  — w\ ,  р  =  р i, Т =  Т и р — р ь Н а  п р о м е ж у т о ч н ы х  х а р а к 
т е р и с т и к а х  п а р а м е т р ы  п о т о к а  имеют  п р о м е ж у т о ч н ы е  з н а ч е 
ния .  П о с к о л ь к у  в о б л а с т и  B A D  х а р а к т е р и с т и к  бесчисле нн ое  
м н о ж е с т в о ,  то  и з м е н е н и е  скорости,  д а в л е н и я ,  т е м п е р а т у р ы  и 
п л о т н о с т и  г а з а  п р о и с х о д и т  н е п р е р ы в н ы м  пу тем,  плавно .

П р и  об т е к а н и и  в н е ш н е г о  тупого уг л а  на  вс ем  п р о т я ж е н и и  
п о т о к  о ст ае тся  б е з в и х р е в ы м .  Это  'п о д т в е р ж д а е т с я  с п о м о щ ь ю  
т е о р е м ы  Т о м с он а .  Д е й с т в и т е л ь н о ,  в  р а с с м а т р и в а е м о м  течении 
Е с е  у с л о в и я  т е о р е м ы  Т о м с о н а  вып ол няю тс я ,  п о э т о м у  ц и р к у л я 
ц и я  скорости  по л ю б о м у  з а м к н у т о м у  ж и д к о м у  к о н т у р у  не м е 
н я е т с я  по времени .  В з я в  пр ои зв ол ь ны й  з а м к н у т ы й  конту р  в н а 
б е г а ю щ е м  потоке,  г д е  з а в е д о м о  известно,  что п ото к  б е з в и х р е 
вой .  п р о сл е д и м  за  и з м е н е н и е м  ци рк у ля ци и  скорости .  В н а б е 
г а ю щ е м  потоке  Г —0 (см .  рис.  54) .  Ч е р е з  н е к о т о р о е  вр е м я  к о н 
тур ,  п л ы в у щ и й  в м е с т е  с  жи д к ос ть ю ,  о к а ж е т с я  в о б л а с т и  B A D  
и, т а к  как  ц и р к у л я ц и я  изм ениться  не м о ж е т ,  она  остае тся

равной  н у л ю .  С л е д о ва те л ь н о ,  
в области  B A D  тече ни е  с о х р а 
няется бе з в и х р е в ы м .

Все д а л ь н е й ш и е  в ы к л а д к и  
удобнее  вести  в п о л яр н о й  си 
стеме 'Координат.  П о э т о м у  р а с 
смотри м с н а ч а л а  у р а в н е н и е  не- 
з а ш к р е н н о с т и  в п о л я р н ы х  к о 
орди на та х .

В ы д е л и м  в ‘п л оск ост и  т е ч е 
ния га за  х у  з а м к н у т ы й  контур  
A B C D ,  о б р а з о в а н н ы й  о т р е з 
ками  двух  р а д и у с о в  и дв ух  дуг  

(рис.  55 ) .  Есл и  т е ч е н и е  безв ихр ев ое ,  то  с о г л а с н о  п е р в о м у  с л е д 
с т в и ю  те о р е м ы  С т о к с а  Г л е е «  —0. С о с т а в и м  в ы р а ж е н и е  д л я  
ц и р к у л я ц и и  с к о р о с т и  Г а в с р , считая,  что с к о р о с т ь  в то ч ке  А  
р а в н а  да, а ее р а д и а л ь н а я  и т а н г е н ц и а л ь н а я  с о с т а в л я ю щ и е  
р а в н ы  с о о т в е т с т в е н н о  w r и w u. Тогда

^  A B C D  1’аВ  +  +  I V d +  ^  DA —~ W r d r  +

- г  ( w и~\~ —— d r ) ( r +  d r ) d b  —  ( w r-\- dQ\ d r — w a r d Q = 0 .
dr  ' \ 00 /

*> Э т о  от н о с и т с я  т о л ь к о  к прям олинейны м  х а р а к т е р и с т и к а м .  Если х а 
р а к т е р и с т и к а  к р и в о л и н е й н а ,  то  он а  об я зател ьн о  п е р е с е к а е т с я  х а р а к т е р и 
с т и к а м и  д р у г о го  с е м е й с т в а .  П о э т о м у  вдоль к р и в о л и н е й н о й  х а р а к те р и с ти к и  
число  М  и др у г и е  п а р а м е т р ы  п о т о к а  изменяются.



Р а с к р о е м  ск о б ки ,  п р иве де м  п о д о б н ы е  ч л е н ы ,  отб ро си в  п ри  
этом в е л и чи н у  б о л е е  высо ко го  п о р я д к а  м а л о с т и  по с р а в н е н и ю  
с  о с т а л ь н ы м и ,  и п о сл е  с о к р а щ е н и я  н а  d r  dQ п ол у чи м  у р а в н е 
ние неза 'вихренности  потока  в п о л я р н ы х  к о о р д и н а т а х  гВ

d w „  . d w ,  Л

Г 1 Г  +  Ш" - 1 Г  =  0 - (4' 70)

Е сли  п о л ю с  поместит] ,  в точку  А,  то  р а д и у с - в е к т о р  б у д е т
d w „

с о в п а д а т ь  с х а р а к т е р и с т и к а м и ,  п о э т о м у  —  = 0 , т а к  к а к  ско-
д г

рость  в д о л ь  х а р а к т е р и с т и к и  не м е н я е т с я .  Т о г д а  из  у р а в н е н и я  
(4. 70) п о л у ч а е т с я  с л е д у ю щ е е  с о о т н о ш е н и е  м е ж д у  с о с т а в л я ю 
щ и м и  ск о р о с ти  w u и w r

=  (4.71)
дб

Д л я  о п р е д е л е н и я  поля ск о ро ст ей  в  о б л а с т и  пов о ро т а  п о 
т о к а  B A D  н е о б х о д и м о  выве ст и  ф о р м у л у  п р и в е д е н н о й  ско рос ти .  
С этой ц е л ь ю  р а с с м о т р и м  у р а в н е н и е  Б е р н у л л и  д л я  э н е р г о и з о 
л и р о в а н н о г о  и зо э нт ро п н о г о  те чен ия ,  з а п и с а н н о е  в ф о р м е  
( 2 .2 6 ) :

'*2 w 2 ,
-\--------=  co n s t ,

k — \ 2
. . .  2УО'

в котором в к ач е с т в е  кон стан ты в о з ь м е м  в е л и ч и н у  —т р -  ( н а *

помним,  что при  ^  — шт.лх а =  0 ) .  П р и н я в  в эт ом  у р а в н е н и и  
а  =  х£)и с о г л а с н о  у сло ви ю (4. 69)  и ш2 =  ш н2 И- ш г2, з а п и ш е м

и ) 2  М1 2 м) 2 Щ)'2
ш  и , ш а г ш т гпах

k—  1
или

к  ̂ 2 Д. ли 2 —- 2 ,
---------- ш и ^  w r —  Ш т а х '
k — \

. .  _ . ч d.wr
н о  по (4. /1)  w u = ----- -  , то г д а

dQ
k +  \ I d w  , \ 2 . 2 2

1 1 +  ш г2 =  w l
k — 1 V dQ

П о д е л и в  обе  ча ст и  п осл едн его  р а в е н с т в а  на  Дотах * п о л у ч и м

А +  1 (d\ry



Эт о  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р ав н ен и е  о п и с ы в а е т  течение  г а з а  в 
о б л а с т и  п о в о р о т а  п о т о к а  при об т е к а н и и  в н е ш н е г о  тупого угла.  
И н т е г р и р у я  его,  н а й д е м

a r c s i n  Л ,  =  t z L  (0 4-  С).

A r = s i n  | / 1 = [ -  ( 0 - 1 - С) .  <4 ' 73>

г де  С —  п р о и з в о л ь н а я  по ст о ян на я .
П р и в е д е н н у ю  с к о р о с т ь  Л„  н ет р у дн о  найт и ,  п оде ли в  обе 

части  с о о т н о ш е н и я  ( 4 . 7 1 )  на т шх ( н а п о м н и м ,  что ^ тах =  
=  cons t )

л _  ä ± ,
J " dQ '

С л е д о в а т е л ь н о ,

^ У Ш - ^ У ш ®  '-с)- (4J4)
О че ви дн о ,  что

Л 2= Л „2 +  A f2— cos2 ß +  s i n 2ß — — —  s i n 2 ß Ч- 
k + \  k + l

- f - — —- ( c o s 2 ß +  s i n 2 ß) =  —- — s i n 2 ß +  - —
Ä + l  f t+ 1  A + l

где ß =  - l / ( 0  - b C ) .  
r  « + 1

П е р е х о д я  к п р и в е д е н н о й  скорости  X с п о м о щ ь ю  соо т но ш ен и я

л = / * т г > -
получим _____

У -  1 +  ¿  Sin» У ~ \  (0 +  С).  (4.75)

В это м  у р а в н е н и и  п р о и з в о л ь н а я  п о с т о я н н а я  С  з а ви си т  от  т о 
го, о т к у д а  о т с ч и т ы в а е т с я  п ол яр н ы й  уг о л  0. Есл и  п р и н я т ь



С —0, то  п о л у ч а е т с я  о п р ед ел е н н о е  п р а в и л о  отс чет а  0. Д е й с т в и 
тельно ,  у р а в н е н и е  (4 .7 5)  в это м  с л у ч а е  п р и н и м а е т  вид

А2=  1 Н------—-  s i n 2
v (4 .76) .

П о д с т а в и в  в него  Л=Лс,  н а й д е м  з н а ч е н и е  п о л я р н о г о  у г л а  6о, 
о т в е ч а ю щ е г о  перв ой  х а р а к т е р и с т и к е .  П о л о ж е н и е  п ер в о й  х а 
р а к т е р и с т и к и  известно.  О н о  о п р е д е л я е т с я  по  у г л у  с л а б ы х  в о з 
м у щ е н и й  цо, к о т о р ы й  в св ою  о ч е р е д ь  н а х о д и т с я  по ч и с л у  М  
н а б е г а ю щ е г о  п о то к а

П о с т р о и в  т а к и м  о б р а з о м  п е р в у ю  х а р а к т е р и с т и к у ,  о т л о ж и м  о т  
нее в с т о р о н у  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  п о л я р н ы й  уг ол  во и п р о в е 
д е м  из у г л о в о й  точ ки  луч (рис.  5 6 ) .  Э т о т  луч  п р е д с т а в л я е т  
собой л и н и ю  н а ч а л а  отсчета п о л я р н о г о  у г л а  0 д л я  всех  х а р а к 
тер и сти к  д а н н о й  о бл а ст и  п о в о р о т а  п о т о к а .

Д а л ь н е й ш и й  р а с че т  в ы п о л н я е т с я  про ст о .  Д л я  к а ж д о й  х а 
р а к т е р и с т и к и  в о бл а ст и  B A D 1 ( см .  р и с .  54 )  о п р е д е л я е т с я  0'  
прост ым  и з м е р е н и е м  угла  от л и н и и  н а ч а л а  отсчета.  П о  ф о р 
му ле  ( 4 . 7 6 )  .находится  п р и в е д е н н а я  с к о р о с т ь  X. П о л ь з у я с ь  г а 
з о д и н а м и ч е с к и м и  ф у н к ц и я м и  п а р а м е т р о в  т о р м о ж е н и я  (4 . 5 9 ) ,  
( 4 . 6 0 ) ,  ( 4 . 6 1 ) ,  не т р у дн о  о п р е д е л и т ь  п а р а м е т р ы  с о с т о я н и я  г а 
з а  на  к а ж д о й  х а р а к т е р и с т и к е ,  п о м н я ,  что д л я  р а с с м а т р и в а е 
м ого  т е че н и я  T* =  T0* =  cons\ ,  p*  =  p 0* =  Co n s t  и р* =  р0* =  c o n s t .

Ч т о б ы  п о ст р о и ть  линии  то к а  п ри  о б т е к а н и и  вн еш н его  т у 
пого угл а ,  р а с с м о т р и м  ур ав н ен и е  л и н и й  т о к а

литорое  в п о л я р н о й  системе  к о о р д и н а т  п р и о б р е т а е т  в и д

г
да«

И з  у р а в н е н и я  (4. 77)  имеем

М 0

d x  d y

d r  w
rf0.



м о ж н о  п р е о б р а з о в а т ь  п р е д ы д у щ е е  р а в е н с т в о  к  с л е д у ю щ е м у  
ви д у :  ______

или ,  у м н о ж и в  ч и с л и т е л ь  и з н а м е н а т е л ь  п р а в о й  ча сти  на

И н т е г р и р у я  это  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е ,  получим

П р о и з в о л ь н а я  п о с т о я н н а я  оп ре д е л я е т с я  из у сл о в и я ,  что при
0 =  0, г  =  Я  (рис .  57)  'И 1п С\  =  1и т.  е. С 1 =  И.  С л е д о в а т е л ь н о ,

ь+1

П о  эт о й  ф о р м у л е  о п р е д е л я е т с я  р ад и у с- в е к т о р  ли н и и  т о к а  в з а 
в и с и м о с т и  от  0. П о с т р о е н и е  линии  т о к а  я с н о  из рис.  57.

Е с л и  п о с т р о и т ь  т а к и м  способом се р и ю  л и н и й  т о к а  и дв е  из 
ни х  з а м е н и т ь  т в е р д ы м и  ст енками,  то  по ток ,  д в и ж у щ и й с я  м е 
ж д у  этим и с т е н к а м и ,  б у д е т  п р е д с т а в л я т ь  со б ой  течение  П р а н д -  
т л я  —  М а й е р а .  С л е д о в а т е л ь н о ,  ф о р м у л у  ( 4 . 7 8 )  м о ж н о  п р и м е 
н ят ь  д л я  п р о ф и л и р о в а н и я  стенок  к р и в о л и н е й н ы х  к а н а л о в ,  в

1
й г

г

й г  _  fe 4-  1 
г  /г —  1

Р и с .  56 Р и с .  57

0 + 1п С ь

(4.78)



6-0

кото рых  т р е б у е т с я  получить  с в е р х з в у к о в о е  течение с н е п р е 
р ы в н ы м  у в е л и ч е н и е м  скорости.  В те х  с л у ч а я х ,  когда конгЛо  
об т е к а е м о й  в ы п у к л о й  поверх но сти  н е  со о т в е т с т в у е т  кривом 
построенной  по у р а в н е н и ю  ( 4 . 7 8 ) ,  д а н н ы й  м ет о д  "также  п р и 
меним.  Т о л ь к о  то г д а  ну ж н о  к р и в о л и н е й н ы й  конту р  з а м е н и т ь  
л о м а  ной л и и и еи  и д л я  к а ж д о г о  ' в н еш не го  тупого'  угла  ве ст и  
свои расчет.  В п о л н е  понятно,  

что реше ни е  б у д е т  п р и б л и ж е н 
ным.

В про цес се  р а с ч е т а  в с т р е 
ча ет ся  н е о б х о д и м о с т ь  о п р е д е 
л ен и я  угла  п о в о р о т а  потока при 
течении П р а н д т л я  М а й е р а .
О б ы ч н о  это  б ы в а е т  при р е ш е 
нии о б р а т н ы х  з а д а ч ,  'когда з а 
д а н ы  д а в л е н и я  -на 'входе и в ы 
ходе и  н у ж н о  с п р о ф и л и р о в а т ь  
стенки ' кан ала .  О п р е д е л е н и е  у г 
л а  поворота  п от ок а  <4 (см. 
рис.  54) р а с с м о т р и м  дл я  ч а с т 
но го  сл у ч ая ,  ко гда  н а б е г а ю щ и й п о т о к  з в у к о в о й ,  т. е. М 0= 1 ,  а 
з а т е м  р а с п р о с т р а н и м  это и на с в е р х з в у к о в о й  поток.

Н а  рис.  58 д а н а  р ас ч е т н а я  схема .  Т а к  к а к ' М 0=  1 то ц =  — ,
2

А0= 1, 0 =  0 , сл е до в а т е л ь н о ,  п ер в ая  х а р а к т е р и с т и к а  и л и н и я  
н а ч а л а  отсчета п о л я р н о г о  угла  0 п е р п е н д и к у л я р н ы  л и н и я м  
тока  и с о в п а д а ю т  д р у г  с друго м.  Ж е л а я  о п р е д е л и т ь  угол  п о в о 
рот а  потока,  с о о т ве т ст ву ю щ и й  х а р а к т е р и с т и к е  АО,  н у ж н о

\ ст ановить  с в я з ь  м е ж д у  у г л ам и  0 -\- ¡а.— —  й, от к уд а  п ол учи м

(4.79)

Д л я  с в е р х з в у к о в о г о  н а б е г а ю щ е г о  п о т о к а  о п ре д ел е ни е  у г 
л а  о, п о ж а л у й ,  н а и б о л е е  у д о б н о  вести м е т о д о м  д в у х  ра с че тов  
Э т о т  метод  л е г к о  уяснить,  р а с с м а т р и в а я  рис .  59.  Л е в а я  сх е м а  
соответст вуе т  п о с т а н о в к е  з а д а ч и :  р а с с ч и т ы в а е т с я  поток в к о 
торо м число М  у в е л и ч и в а е т с я  от  М 0> 1  д о  М , ,  т. е. п о во р от  
пр ои схо ди т  от х а р а к т е р и с т и к и  А В  д о  х а р а к т е р и с т и к у  АО.  Э т а  
з а д а ч а  р а з б и в а е т с я  на две.  П е р в а я  з а д а ч а  —  оп ре д е л е н и е  у г л а  
пово рот а  при уве л ич ен ии  скор ос ти  от  М =  1 д о  М 0 (от А О  до 
<1 5 е1 НЯЯ с х е м а ) .  Угол  61 р а с с ч и т ы в а е т с я  по ф о р м у л е  
( 4 . 7 9 ) .  В т о р а я  з а д а ч а  — оп ре д е л е н и е  у г л а  п о в о р о т а  при у в е 
личении  ско ро с ти  от М = 1  д о  М,  (от А О  д о  А О ,  п р а в а я  с х е м а



на  рис. 59) .  У г о л  6 ц  т а к ж е  р ас с ч и т ы в а е т с я  по  ф о р м у л е  (4. 79)
Л , . л . . т г т > о ' ч и ч п  п о о с ш . т а т  ППП\ ' иЯРТГ' ЯОко нч ат ел ьн ы !!  р е з у л ь т а т  получается

6 =  6 п —  21. (4 .8 0)

Течение,  и з о б р а ж е н н о е  на рис.  59, у ж е  не я в л я е т с я  о б т е к а 
н ием в н е ш н ег о  т у п о г о  угл а ,  это скорее  истечение  из о т в е р 
ст ия  или с о п л а ,  в д е л а н н о г о  в стенку  (на  ч е р т е ж е  >надо д о с т р о 
ить верхнюю,  с и м м е т р и ч н о  р а с п о л о ж е н н у ю  ст енк у  о тв ер ст и я  
или  с о п л а ) .

Течение  П р а н д т л я  —  М а й е р а  в о з н и к а е т  в этом сл у ч ае  т о 
гда ,  ко гда  д а в л е н и е  в о к р у ж а ю щ е й  с р е д е  н и ж е ,  чем на в ы 
ходе  из о т в е р с т и я  и л и  сопла ,  и д о р а с ш и р е н и е  г а з а  п р о и сх о 
д ит  при п е р е с е ч е н и и  серии  х а р а к т е р и с т и к .  Е сл и  п р ед ст ави ть  
себе,  что в в ы х о д н о м  сечен'ии число М =  1, а д а в л е н и е  в о к р у 
ж а ю щ е й  с р е д е  р а в н о  нулю ,  то .поворот п о т о к а  пр о изо йд ет  на 
в п о л не  о п р е д е л е н н ы й  пр е д е л ь н ы й  угол.  Д е й с т в и т е л ь н о ,  к о н е ч 
н а я  ско ро с ть  д о л ж н а  по л у чи ть ся  в это м  течении  м а к с и м а л ь 

ной т е / . =  1 / .  П о д с т а в и в  это  з н а ч е н и е  в ф о р м у л у
’ ’ V 6 — 1

(4 . 76) и р е ш и в  ее  о т н о с и т е л ь н о  0 . н ай д ем

Л л я  в о з д у х а  ( к =  1,4) п о л уч а ю тс я  т а к и е  зн ач ен ия :  0 т ах —
— 220°—3,456 р а д ,  5тах = 1 3 0 °  =  2,042 р а д .

О
Б

ТТГ7ТТ77
Я'

Рис. 59

9,т а х (4.81)

(4.82)

*) З д е с ь  н е  п р и в о д и т с я  д о к а з а т е л ь с т в  р а в е н с т в а  ( 4 .8 0 ) .  Оно  будет  
соверш ен н о  о ч е в и д н о  при  рассм о тр ен и и  д и а г р а м м ы  х а р а к т е р и с т и к  в с л е 
д у ю щ е м  п а р а г р а ф е .



Во мн оги х  з а д а ч а х  п р и м ен ен и е  г р а ф и ч е с к и х  м ет од о в  с у щ е 
ственно  о б л е г ч а е т  расчет  и п о с т р о е н и е  с в е р х з в у к о в ы х  т е ч е н и й .  
В н а с т о я щ е м  п а р а г р а ф е  р а с с м а т р и в а е т с я  д в а ’м ет о д а  —  д и а 
г р а м м а  э п и ц и к л о и д  и и зо э н тр о п н ы й  э л л и п с .

Н а  рис.  60 с л е в а  и з о б р а ж е н а  к а р т и н а  о б т е к а н и я  в н е ш н е г о  
тупог о  у г л а  в плоскости  ху ,  н а з ы в а е м о й  п л ос к о ст ью  т е ч е н и я  
га за .  З д е с ь  по ст ро ен ы ко н ту ры  о б т е к а е м о г о  те л а ,  ли н и и  т о к а ,  
х а р а к т е р и с т и к и  —  линии  с л а б ы х  в о з м у щ е н и й .  Есл и  .в т о ч к а х  
пер ес еч ен ия  ли н и и  то к а  с к а ж д о й  из х а р а к т е р и с т и к

(о, б , в, г.. .) по ст ро ит ь 'в е кт ор  м ест но й  с к о р о с т и  и з а т е м  с о б р а т ь  
ьсе в е к т о р ы  та к ,  чтобы их н а ч а л а  л е ж а л и  в об щ е й  точке ,  т о  
п ол учи тс я  к а р т и н а  обт екани я ,  п о с т р о е н н а я  в плоскости  
н а з ы в а е м о й  п л о с к о с т ь ю  г о д о г р а ф а  (р ис .  60,  с п р а в а ) .  П л а в н а я  
к р и ва я ,  с о е д и н я ю щ а я  концы в е к т о р о в ,  н а з ы в а е т с я  г о д о г р а 
фом.  Г о д о г р а ф  ве кт ор а  ско ро ст и ,  п о с т р о е н н ы й  д л я  т е ч е н и я  
П р а н д т л я  —  М а й е р а ,  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  кр иву ю ,  н а з ы в а е м у ю  
э п и ц и кл ои д о й .  С п о м ощ ь ю  г о д о г р а ф а  с к о р о с т и  л ег к о  у с т а н а в 
л и в а е т с я  з а в и с и м о с т ь  м е ж д у  и з м е н е н и е м  ско ро с ти  и у г л о м  п о 
ворота  потока .  П о  з а д а н н о м у  у г л у  п о в о р о т а  н е т р у д н о  о п р е 
де л и ть  и зм е н е н и е  скорости по в е л и ч и н е  или ,  на об ор о т ,  по  и з 
м ене ни ю с к о р о с т и  найти,  к а к о й  п ри  э т о м  д о л ж е н  п о л у ч и т ь с я  
угол по ворота .

И з м е н е н и е  скорости ,  к ото рое  п о л у ч а е т с я  при пер е се че н и и  
потоком х а р а к т е р и с т и к и ,  м о ж н о  п о я с н и т ь  с п о м о щ ь ю  т р е у г о л ь 
ник ов  ско ро ст ей ,  и з о б р а ж е н н ы х  н а  рис .  61.  П е р е х о д  г а з а  ч е р е з  
х а р а к т е р и с т и к у  Л В  с о п р о в о ж д а е т с я  у в е л и ч е н и е м  т о л ь к о  с о 
с т а в л я ю щ е й  ск о р о с ти ,  н о р м а л ь н о й  к  х а р а к т е р и с т и к е  ш и, р а 
д и а л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  при это м  н е  и з м е н я е т с я  ю л = с о п 51

В р е з у л ь т а т е  ве кт о р  скорости х* о т к л о н я е т с я  в сто ро ну  уве л  и -



чения угла и*1. П р и ч и н а  такого  изменения скорости з а кл ю ча ет 
ся в следующем. Е с л и  часть  объема,  внутри которого прохо
дит  ха ра кте рис тика  А В  окр уж ить  контрольной поверхностью 
а б в г  (рис. 61) и рассмотрет ь ,  какие силы действуют на  эту 
поверхность то, с у м м и р у я  силы давления,  получим, что на 
участках  аг  и б в  они взаимн о уничтожаются ,  а на участках 
а б  п вг  ипот равнодейс твующ ую,  нап ра вл енн ую нормально 
характерис тике  слева  вниз  направо.  П оследн яя  вызывает  уве
личение  количества  д в и ж е н и я  в этом нап равлении,  т. е. росг 
ш В ра ди альн ом  н а п рав лени и силы не действуют и ш, 
Т а к и м  образом,  из мен ен ие  скорости при пересечении потоком 
характеристики про ис ходит  в направлении,  нор мальном этой 
характеристике .  Если на рис. 60 провести касательную к эпи

циклоиде,  то она будет  ука зы ват ь  направление,  в котором про 
исходит изменение ве кто ра  скорости в данной точке. Поэтому 
ка ж до й  точке эп иц и кл оид ы  в плоскости годогр афа соо твег  
ствует  одна из х а р а к т е р и с т и к  в плоскости течения газа х у ,  
а  именно, к а с а т е л ь н а я  в данной точке эпициклоиды должн а

*) Н е о б х о д и м о  п о я с н и т ь  о д н о  к а ж у щ е е с я  пр о ти во р еч и е .  П р и  п е р е с е 
чении  х а р а к т е р и с т и к и  А В  с к о р о с т ь  возр а стает .  С л е д о в а т е л ь н о  М > М 0 и, 
с о г л а с н о  ф о р м у л е  (4. 0 8 ) ,  ц < ц и ,  в то  врем я к а к  на рис.  61 ^ > ц 0- П р о т и в о 
р еч ие  в о зн и к л о  п о т о м у ,  что  н епреры вны й процесс  п о в о р о т а  по то к а  с у в е 
личением ск о р о сти ,  с о с т о я щ и й  из бесчисленного м н о ж е с т в а  бесконечно м а 
л ы х  изм енений ,  на рис.  61 з а м е н е н  ск а ч к о о б р а зн ы м  п роц ессом  с резким  и з 
м енением  ско р о с т и  н а  в е л и ч и н у  В д е й с т в и т е л ь н о с т и  же, к а к  только, 
п р о и з о ш л о  п е р есеч ен и е  х а р а к т е р и с т и к и  и по то к  п олучил  отклонение, он 
а  т о т  ж е  м о м ен т  п о п а д а е т  на сл едую щ ую  х а р а к т е р и с т и к у ,  п оверн утую  
о т н о с и т е л ь н о  п ер в о й  н а  у г о л  ДА. Угол ц ( в з я т ы й  отно си тел ьн о  последней  
б у д е т  м еньш е Ци.



быть  п е р п е н д и к у л я р н а  с о о т в е т с т в у ю щ е й  х а р а к т е р и с т и к е  в 
пл ос к ос т и  ху.  В связи  с эти м  э п и ц и к л о и д ы  н а з ы в а ю т  х а р а к т е 
р и с т и к а м и  в плоскости  г о д о г р а ф а .

Г р а ф и ч е с к о е  построение э п и ц и к л о и д  д е л а е т с я  с л е д у ю щ и м  
путем.  П о с к о л ь к у  э п и ц и к л о и д а  'п р е д с т а в л я е т  со б ой  л и н и ю ,  к о 
т ор у ю  о п и с ы в а е т  точка ,  л е ж а щ а я  н а  о к р у ж н о с т и ,  при о б к а т ы 
ва н и и  пос л е дн е й  по друго й  о к р у ж н о с т и  с н а р у ж и ,  то п р е ж д е  
всего н а д о  в ы б р а т ь  их р а д и у с ы .  В о б л а с т и  с в е р х з в у к о в ы х  т е 
чений г а з а  -наименьшей с к о р о с т ь ю  я в л я е т с я  к р и т и ч е с к а я ,  а  
н а и б о л ь ш е й  м а к с и м а л ь н а я .  С л е д о в а т е л ь н о ,  м и н и м а л ь н а я  и 
м а к с и м а л ь н а я  величины р а д и у с а - в е к т о р а  д о л ж н ы  р а в н я т ь с я  
со от в е т с т в е н н о  критической  и м а к с и м а л ь н о й  скорости .  П о э т о 
му р а д и у с  ок р у жн о ст и ,  в о к р у г  к о т о р о й  п р о и з в о д и т с я  о б к а т ы 
вание ,  б е р е т с я  р а в н ы м  а кр, а р а д и у с  о б к а т ы в а е м о й  о к р у ж н о 

с т я х  Я-КР / т-1
ети ------- (рис.  Ь2).  П о с т р о е н н а я  т а к и м  о б р а з о м  э п и 

ц и к л о и д а  р а с п о л а г а е т с я  м е ж д у  о к р у ж н о с т я м и  а к,( и ш 1Пах
з  и н т е р в а л е  у г л о в  0— бтах-

Д л я  у д о б с т в а  п р а к ти ч ес ко г о  п р и м е н е н и я  ст ро ят  о б ы ч н о  не  
одну,  а ц е л у ю  серию э п и ц и к л о и д ,  с м е щ а я  их о т н о с и т е л ь н о  
д р у г  д р у г а  н а  н еб ол ьш ой  п о с т о я н н ы й  угол ,  п ри че м п р о в о д я т  
их не т о л ь к о  вн и з ,  но и вверх .  П р а к т и к а  п о к а з ы в а е т ,  что  в о б 
л ас ти  с к о р о с т е й ,  близ ки х  к м а к с и м а л ь н о й ,  р а с ч е т о в  по чт и  не  
пр о и зв о д и тс я ,  и нет  н е о б х о д и м о с т и  и с п о л ь з о в а т ь  весь  у г о л  
2тах. вп о л н е  до с та то чн о  о г р а н и ч и т ь с я  у г л о м  ~ 4 0 °  в т у  и д р у 
гую сторону .  Т а к а я  серия х а р а к т е р и с т и к а  пл оскост и  г о д о г р а 
фа н а з ы в а е т с я  д и а г р а м м о й  э п и ц и к л о и д .  О н а  и з о б р а ж е н а  н а  
рис.  63. Т а к и е  д и а г р а м м ы  м о гу т  б ы т ь  по ст р ое ны  и в б е з р а з 
мер ных  ск о р о с тя х ,  если р а д и у с  ц е н т р а л ь н о й  о к р у ж н о с т и  в з я т ь

П р и м е н я я  д и а г р а м м у  э п и ц и к л о и д ,  м о ж н о  р еш а ть ,  н а п р и 
мер ,  с л е д у ю щ и е  задачи .

Определение изм енения  скорости  по задан ном у углу 
поворота потока

Д а н ы  н а ч а л ь н а я  скорос ть  п о т о к а  и у го л  по ворота .  В е к т о р  
н а ч а л ь н о й  ско ро с ти  о т к л а д ы в а е т с я  в д о л ь  -нулевой л и н и и  А Б  
(рис.  6 3 ) .  О т  нулевой  л ин ии  о т к л а д ы в а е т с я *  угол  п о в о р о т а  в 
ту сторону,  к у д а  п р о и с х о д и т  п о в о р о т  в д е й с т в и т е л ь н о с т и  
(в р а с с м а т р и в а е м о м  п р и м е р е  он п р и н я т  6 = 1 5 ° ) .  Е с л и  п о т о к  
п о в о р а ч и в а е т с я ,  о б т ек ая  в н е ш н и й  т у п о й  угол  или в ы п у к л у ю  
стенку,  то  д л я  того  чтобы о п р е д е л и т ь  к о н еч ну ю  ско рос ть ,  -на
д о  по х а р а к т е р и с т и к е ,  п р о х о д я щ е й  ч е р е з  ко н ец  в е к т о р а  Б ,

р а в н ы м



п е р е м е с т и т ь с я  д о  ее п е р е с е ч е н и я  с л учо м (15°) в то ч ке  В. П о 
с л е д н я я  о тв е ч а е т  к о н ц у  в е к т о р а  конечной  ск о р о с ти ,  величин-) 
к о т о р о г о  п о л у ч а е т с я  р а в н о й  А В .  Н у ж н о  о б р а т и т ь  внимание ,  
что  че ре з  т о ч к у  Б  п р о х о д я т  дв е  х а р а к т е р и с т и к и ,  причем обе

Ри с .  63

п е р е с е к а ю т с я  с л у ч о м  15°. И з  них н у ж н о  в ы б р а т ь  ту,  к от о р ая  
д а е т  у в е л и ч е н и е  с к о р о с т и .

Е с л и  р а с с м а т р и в а е т с я  о б т ек ан и е  во г ну то й  кри во л и н ей н о й  
с т е н к и  то  с к о р о с т ь  п о т о к а  д о л ж н а  н е п р е р ы в н о  у м ен ь ш а ть ся .  
Н а  »рис. 63 э т о т  .прим ер  ра с с м о т р е н  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  В е к 

*) С л у ч а й  н е п р е р ы в н о г о  у м е н ь ш е н и я  ско р о сти  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  
т о л ь к о  при о б т е к а н и и  в о г н у т о й  кри воли н ей н ой  стенки , но не внутреннего  
т у п о г о  у гла .  П р и  о б т е к а н и и  по сл ед н ег о  н е п р е р ы в н о е  теч ение  н е в о з м о ж 
но —  о б р а з у е т с я  у д а р н а я  в о л н а .



тор  н а ч а л ь н о й  скорости о т л о ж е н  в д о л ь  н у лев ой  л и н и и .  О н  р а 
вен А Б .  П о т о к  п о в о р а ч и в а е т с я  п р о т и в  часов ой  с т р е л к и  « а  у г о л  
15°. О т ы с к и в а е т с я  точка п е р е с е ч е н и я  х а р а к т е р и с т и к и ,  п р о х о 
д я щ е й  ч е р е з  то ч к у  Б,  с л у ч о м  15° (н а  этот  р а з  в ы б и р а е т с я  та  
. ха р акт ер и сти ка ,  ,по которой  п о л у ч а е т с я  у м е н ь ш е н и е  с к о р о с т и ) .  
Т о ч к а  Г  о п р е д е л я е т  п о л о ж е н и е  к о н ц а  в е к т о р а  к о н е ч н о й  с к о 
рости,  в е л и ч и н а  последней  р а в н а  А Г .

О п р е д е л е н и е  у г л а  по во ро т а  п о т о к а  по з а д а н н о м у  и з м е н е н и ю
с к о р о с т и

З а д а н а  н а ч а л ь н а я  с к о р о с т ь  ( д л и н а  в е к т о р а  р а в н а  А Б )  и 
к о н е ч н а я  с к о р о с т ь  ( дли на  в е к т о р а  р а в н а  А Д ) .  Р а д и у с о м  А Д  
(рис.  63)  п р ов од итс я  д у г а  о к р у ж н о с т и  Е Ж .  Е е  п е р е с е ч е н и е  
с х а р а к т е р и с т и к о й ,  п р о х о д я щ е й  че ре з  точку  Б,  о п р е д е л я е т  
то ч к у  Д  —  к он ец  в е кт ор а  к о н е ч н о й  скорости .  П р о в е д я  в  э т у  
т о ч к у  л у ч  из точки  А,  н а й д е м  у г о л  п о в о р о т а  п о т о к а  (в д а н н о м  
с л у ч а е  р а в н ы й  20°).

Д р у г о й  г ра фи чес кий  м ет о д ,  п р и м е н я е м ы й  в р а с ч е т а х  с в е р х 
з в у к о в ы х  течений,  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  о п р е д е л е н и е  н а п р а в л е 
ния  х а р а к т е р и с т и к  в п л о ск ос т и  т е ч е н и я  г а з а  при п о м о щ и  изо-  
э н тр о п н ог о  э л л и п с а .  И з о э н т р о п н ы й  эл л и п с  п о л у ч а е т с я  и з  р а с 
с м о т р е н и я  у р а в н е н и я  с в яз и  с к о р о с т и  зв\ -ка с к р и т и ч е с к о й  с к о 
рос т ью  ( 2 . 4 9 )

Е с л и  в ы б р а т ь  п р я м о у г о л ь н у ю  с и с т е м у  к о о р д и н а т  т а к и м  
о б р а з о м ,  ч т о б ы  ось х  бы ла  н а п р а в л е н а  в д ол ь  од но й  и з  х а р а к 
те р и с т и к  (рис.  64 ) ,  то с о с т а в л я ю щ а я  скорости  а»у б у д е т  р а в 
н а  оуу =  а,  т а к  к а к  скорость,  п е р п е н д и к у л я р н а я  л и н и и  с л а б ы х  
в о з м у щ е н и й ,  р а в н а  местной  с к о р о с т и  зв у к а .  П о д с т а в и в  в п р е 
д ы д у щ у ю  ф о р м у л у  >, —а  и хи2 =  и!к2 -Ьи>у2, ПОЛУЧИМ

или

П о с л е  д е л е н и я  обеи х  частей э т о г о  р а в е н с т в а  на а - кр> п о л у 

ч а ет ся  у р а в н е н и е  элли пса

( 4 .8 3)



П о л у о с и  этого э л л и п с а ,  н а з ы в а е м о г о  и з о э н т р о п н ы м ,  р а в н ы  
ДОтах и а кр. Н а  рис.  64 н е т р у д н о  заметить ,  что ес л и  к о н е ц  в е к 
т о р а  ск о р о с ти  в д а н н о й  т о ч к е  потока по м естить  н а  конту р  изо- 
э н т р о п н о г о  э л л и п с а ,  а н а ч а л о  вектора  — в н а ч а л о  ко ор ди н ат ,  
т. е. в це н т р  э л л и п с а ,  то б о л ь ш а я  полуось  у к а ж е т  н а п р а в л е н ч с  
х а р а к т е р и с т и к и .

И з о э н т р о п н ы й  э л л и п с ,  пос троенный в м а с ш т а б е  и в ы р е з а н 
н ы й  и з  бум аги ,  ц е л л ю л о и д а  или плексиг лас са ,  п р и м е н я е т с я  к а к  
ч е р т е ж н ы й  и н с т р у м е н т  п р и  г р аф ич ес ко м  п о ст р ое ни и  х а р а к т е 
р и с т и к  в с в е р х з в у к о в ы х  те ч е н и ях .  Если  в ка к о й -т о  точ ке  п о 

т о к а  и зве ст ен  ве кт ор  с к о р о с т и  к; (рис.  65 ) ,  то  д л я  о п р е д е л е 
н и я  н а п р а в л е н и я  х а р а к т е р и с т и к  в этой точ ке  н а  нее  н а к л а д ы 
в а ю т  и зо э н тр о п н ы й  э л л и п с ,  совместив  его це н т р  с н а ч а л о м

в е к т о р а  ю -при п о м о щ и  иг о л оч к и .  З а т е м  э л л и п с  в р а щ а ю т  в о 
к р у г  ц е н т р а  до т е х  пор,  п о к а  его контур  н е  с о в п а д е т  с  ко н 

ц о м  .вектора.  Б о л ь ш а я  п о л у о с ь  у к а ж е т  н а п р а в л е н и е  х а р а к т е 
ри с т и к и .  П р и  э т о м  в о з м о ж н ы  два  н а п р а в л е н и я  (ри с .  65 ) ,  
чт о  соо тв ет ст ву ет  ф и з и ч е с к о м у  смыслу,  т а к  к а к  в о б щ е м  с л у 
ч а е  че ре з  к а ж д у ю  т о ч к у  в п от ок е  пр о х о д я т  д в е  ли н и и  с л а б ы х
в о з м у щ е н и й  (см.  рис.  5 3 ) .

Н е с м о т р я  на то,  что о п р е д е л е н и е  н а п р а в л е н и я  х а р а к т е р и 
с т и к  а н а л и т и ч е с к и м  п у т е м ,  по ф ор м ул е  ( 4 . 6 8 ) ,  к а ж е т с я  очень 
п р о с т ы м ,  п ри м ен ен и е  и з о э н т р о п н о г о  э л л и п с а  оч е н ь  сильно  об 
л е г ч а е т  р аб о ту  в тех  с л у ч а я х ,  когда ко ли ч ес тв о  р а с с ч и т ы в а е 
м ы х  точ ек  очень  ве ли ко .

§ 9. П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е  И О Т Р А Ж Е Н И Е  С Л А Б Ы Х  В О Л Н

О б л а с т и ,  в к о т о р ы х  д а в л е н и е  вдоль ли ни и  т о к а  постепенно  
п о н и ж а е т с я  или п о в ы ш а е т с я ,  в не п ре ры вн ы х  с в е р х з в у к о в ы х  
т е ч е н и я х  н а з ы в а ю т  .волнам,и р а з р е ж е н и я  или в о л н а м и  с ж а т и я .  
К а ж д а я  т а к а я  в о л н а  с о с т о и т  из бесчисленного  м н о ж е с т в а  бе с 
к он еч но  с л а б ы х  в о л н  ил и  х ар а к те р и с ти к .  Х а р а к т е р и с т и к и ,  в 
з а в и с и м о с т и  от в и д а  в о л н ы ,  которую они с о с т а в л я ю т ,  де л я т с я



на линии р а з р е ж е н и я  и ли ни и  с ж а т и я .  П р и  пересечении  л и 
нии р а з р е ж е н и я  п о т о к о м  угол  м е ж д у  в е к т о р о м  скор ос ти  и х а 
р ак те р и ст ик о й ,  а т а к ж е  ве ли чин а  с к о р о с т и ,  в о з р а с т а ю т .  Д а в 
ление ,  т е м п е р а т у р а  и п ло тно ст ь  при э т о м  у м е н ь ш а ю т с я .  П р и  
пересечении ли н и и  с ж а т и я  изм ен ен ие  п а р а м е т р о в  п р о и с х о д и т  
в п р о т и в о п о л о ж н о м  .направлении:  уг о л  и с к о р о с т ь  у м е н ь ш а 
ются,  да в л е ни е ,  т е м п е р а т у р а  и п л о тн о с ть  в о з р а с т а ю т .  Эти к а 
чественные  з а в и с и м о с т и  н у ж н о  им е т ь  в в и д у ,  п о л ь з у я с ь  п ри  
изучении в з а и м о д е й с т в и я  
и о т р а ж е н и я  х а р а к т е р и 
стик  г р а ф и ч е с к и м и  по
ст р ое ни ям и  с в е р х з в у к о 
вых  течений.

Р а с с м о т р и м  в з а и м о 
де й ст ви е  дв у х  во л н  р а з р е 
ж е н и я  при их пересечении .
Н а  рис. 66 и з о б р а ж е н а  
у п р о ш е н н а я  с х е м а  те че
ния г аз а  че р ез  р а с ш и р я ю 
щее ся  сопло,  ст ен к и  к о т о 
рого о б р а з у ю т  д в а  о б р а 
щ ен н ы х д р у г  к др уг у  
внешних  т уп ы х у г л а .  При  
о бт ек ан и и  этих у г л о в  в 
то ч ка х  А  и А '  о б р а з у 
ютс я  во лн ы р а з р е 
ж е н и я  —  серии  х а р а к т е р и с т и к .  В о б л а с т я х  А Е Н  и A'EF,  г д е  
поток  .пересекает п ер в у ю  по ходу  во л н у  р а з р е ж е н и я ,  о б р а з у е т 
ся течение П р а н д т л я  — М а й е р а .  В о б л а с т я х  А Н  В'  и A ' F B  п о 
ток  не п е р е с е к а е т  н и к ак и х  волн,  и т е ч е н и е  т а м  п о л у ча ет ся  
п л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  без из м ен е ни я  п а р а м е т р о в  состояния .  
В о б л а с т я х  H G D ' B '  и F G D B ,  где п о т о к  п е р е с е к а е т  вто ру ю по 
х о д у  волну  р а з р е ж е н и я ,  т а к ж е  о б р а з у е т с я  т е ч е н и е  П р а н д т л я —  
М а й е р а .  В о б л а с т и  E F G H  п е р е с е к а ю т с я  д в е  во л н ы  р а з р е ж е 
ния:  одна  — в ы х о д я щ а я  из точки А ,  д р у г а я  —  из точки  А'.  
П р и н а д л е ж а щ и е  им х а р а к т е р и с т и к и  н а з ы в а ю т  х а р а к т е р и с т и 
к а м и  первого и вт оро го  семей ст ва ,  п р и ч е м  н о м е р  се ме йст ва  
■назначается пр о и зв  о л ьно.

П ри  д в и ж е н и и  г а з  в д о л ь  ли ни и  т о к а  а — а  (рис.  6 6 ) 
д в а ж д ы  п е р е с е к а е т  вол-ну р а з р е ж е н и я :  х а р а к т е р и с т и к и  п е р в о 
го семейства  А Е Н  и вт оро го  H G D 'B ' .  С л е д о в а т е л ь н о ,  он д в а 
ж д ы  п о в ы ш а е т  скорость ,  п о н и ж а е т  д а в л е н и е  и д в а ж д ы  п о в о 
р ач ива етс я .  о г и б а я  точку  А  ( во л на  А Е Н )  и о г и б а я  точку А '  
( во л н а  H G D ' B ' ) .  Т а к о й  ж е  х а р а к т е р  и м е е т  д в и ж е н и е  г а з а  
в д о л ь  линии  т о к а  б — б, тол ь ко  зд е с ь  п е р е с е к а ю т с я  с н а ч а л а  
х а р а к т е р и с т и к и  в т о р о г о  семей ст ва ,  а з а т е м  перв ого .  П о с к о л ь 

Ъ



ку р а с с м а т р и в а е т с я  плоский  поток ,  и с т ен к и  к а н а л а  с и м м е т р и ч 
ны, то  ц е н т р а л ь н а я  л и н и я  т о к а  д о л ж н а  с о в п а д а т ь  с  осью с и м 
метрии  и б ы т ь  п р я м о л и н е й н о й ,  т а к  к а к  г а з  д в и ж е т с я  с и м м е т 
рично оси к а н а л а .  Н а  п ер в ы й  в з г л я д  э т о  к а ж е т с я  п а р а д о к с а л ь 
ным: п ото к  н е  п о л у ч а е т  н и к ак о го  п о в о р о т а ,  а скоро ст ь  г а з а  
при п р о х о ж д е н и и  че ре з  зону  Е Р в И  в о з р а с т а е т  н а  т а к у ю  ж е  
величину ,  к а к  в д о л ь  ли н и и  т о к а  а  —  а  или б  —  б. О б ъ я с н я е т с я  
это  я в л е н и е  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .

В к а ж д о й  т о ч к е  о б л а с т и  Е Р б Н  п е р е с е к а ю т с я  две  х а р а к т е 
ристики.  О д н а  и з  н их  —  х а р а к т е р и с т и к а  п ер в о го  се м е й ст ва  —  
вы хо д и т  из т о ч к и  А,  д р у г а я  —  х а р а к т е р и с т и к а  вт орого  с е м е й 
ства  —  из т о ч к и  А'.  С л е д о в а т е л ь н о ,  ч а с т и ц а  га за ,  н а х о д я с ь  
в д а н н о й  т о ч к е ,  о д н о в р е м е н н о  у ч а с т в у е т  в об т ека ни и  т о ч к и  А,  
с о в е р ш а я  п о в о р о т  по часов ой  стр елк е ,  и в о бт ек ан ии  то чки  А',  
п о в о р а ч и в а я с ь  п р о т и в  ча сов ой  стр елк и .  П р и  к а ж д о м  по во ро т е  
ско р ос ть  н а р а с т а е т ,  а д а в л е н и е  п ад ае т ,  но  п овороты  п р о и с х о 
д я т  о д н о в р е м е н о  н в одной точке,  п о э т о м у  они к о м п е н си р ую т  
д р у г  д р у г а ,  и с у м м а р н о е  отк л о н ен и е  п о т о к а  рав н о  н у л ю .  Н а  
рис.  67 э т о  х о р о ш о  и л л ю с т р и р у е т с я  с п о м о щ ь ю  д и а г р а м м ы

э и и ц и к л о и д ,  и з  к от ор о й  видно ,  что д в о й н о й  поворот  в е к т о р а  
ск о р о с ти  по  ч а с о в о й  и пр оти в  ч а с о в о й  ст ре л к и  п р и в о д и т  к 
у д в о е н н о м у  у в е л и ч е н и ю  скорости п ри  н у л е в о м  с у м м а р н о м  о т 
клонении .  Н а  рис.  68 п о к а з а н а  о д н а  к ле то ч ка  —  р ом би к ,  
о б р а з о в а н н ы й  д в у м я  соседними х а р а к т е р и с т и к а м и  п ер во го  
се м е й с т в а  1,1 и в т о р о г о  се ме йст ва  11,11. Л и н и я  то к а ,  пересе^- 
к а я  х а р а к т е р и с т и к у  И ,  п о л у ч а е т  о т к л о н е н и е  против ч а со в ой  
стрелки .  В с л е д  з а  эти м  о н а  п е р е с е к а е т  х а р а к т е р и с т и к у  I и о т 
к л о н я ет с я  п о  ч а с о в о й  стрелке .  Е сл и  р а с с т о я н и е  м е ж д у  х а р а к 
т е р и с т и к а м и  н е о г р а н и ч е н н о  у м е н ь ш а т ь ,  т о  р о м б и к  в п р е д е л е  
в ы р о д и т с я  в т о ч к у ,  через  ко то р у ю  п р о й д е т  д о  одной х а р а к т е 
рист ике  п е р в о г о  и вт ор ого  се м е йс т ва .  П о т о к ,  п р о хо дя  че р ез  эту  
точ ку ,  и с п ы т ы в а е т  дв ой но й  п ов оро т  и д в у к р а т н о е  и зм ен е н и е  
п а р а м е т р о в  с о с т о я н и я  и  скорости.

С у м м а р н о е  отк л он ен ие ,  к ото рое  м о ж е т  пол у чи т ь  л и н и я  т о 
ка,  п е р е с е к а ю щ а я  о б л а с т ь  в з а и м о д е й с т в и я  х а р а к т е р и с т и к ,  бы-
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Р и с .  6' Рис.  68



за е т  р а з л и ч н ы м .  Так ,  н а п р и м е р ,  на  л и н и и  тока  в — в  
(см.  рис.  66 ) оно  ра в н о  нулю ,  а на  с о с е д н и х  с ней л и н и я х  о т 
лично от  ну л я ,  пр иче м в ы ш е  оси с и м м е т р и и  о т к л о н е н и е  п о л у 
ча ет ся  вверх ,  а н и ж е  оси —  вниз.  Э т о  з а в и с и т  от  того,  к а к о е  
количество  х а р а к т е р и с т и к  п ер во го  и в т о р о г о  се м е й с т в а  п е р е с е 
к ается  п о то к о м  и к а к о в а  их и нте нси вно ст ь .

О б л а с т ь  в з а и м о д е й с т в и я  х а р а к т е р и с т и к  н а з ы в а ю т  ин о г д а  
о б л а с т ь ю  т о ч н о го  решения .

Н у ж н о  о б р а т и т ь  вн им ани е ,  что в о б л а с т и  в з а и м о д е й с т в и я  
с л а бы х  волн  х а р а к т е р и с т и к и  и с к р и в л я ю т с я  (рис.  69 ) .  Е с л и  
р а с с м о т р е т ь  л и н и ю  EF,  то  чи с л а  М  в т о ч к а х  Е. 1, 2, 3, F  п о л у 
чаю тс я  р а з л и ч н ы м и .  Так,  н а п р и м е р ,  п о д х о д я  к точ ке  /7, п о т о к  
п р е д в а р и т е л ь н о  п е р е се ка ет  ли ни и  в т о р о г о  се м е й с т в а ,  в р е з у л ь 
та те  чего он п о в ы ш а е т  скорость .  П о э т о м у  M f > M 3> M 2> M ,  '  •

М£ . Т а к  к а к  s in  ц =  ~ t то

< | 1з<М'2< Ц 1 < Н е *  следоват ел ьно ,  
лп'ния EF  и с к р и в л я е т с я .  А н а л о г и ч 
ные  р а с с у ж д е н и я  м о ж н о  про вести  и 
д л я  др у г их  у ч а ст ко в .  В св язи  с  этим,  
в  о б л а с т и  пер е се че ни я  х а р а к т е р и 
стик,  ' последние н е  с о в п а д а ю т  с  л и 
н и я м и  с л а б ы х  во зм у щ ен и й ,  к а к  это  
бы л о  'в те че н и и  П р а и д т л я — М а й е р а .
8  ' ка жд о й  т о ч к е  х а р а к т е р и с т и к и  ли-  
шгн -слабых ' в озм ущ ени й я в л я ю т с я  
к а с а т е л ь н ы м и  к ней,  причем уг ол  ц 
мен яе тс я  от т о ч к и  к точке.

Р а с с м о т р и м  о т р а ж е н и е  х а р а к т е р и с т и к  от  т в ер д ой  стенк. : .  
Е сли  о б р а з о в а в ш а я с я  в к а к о м - н и б у д ь  м е с т е  п о то к а  х а р а к т е 
р и ст и ка  р а з р е ж е н и я  д о с т и г а е т  стенки ,  т о  в т о ч к е  ее п а д е н и я  В  
на ст енк у  (рис.  70) в о з н и к а е т  о т р а ж е н н а я  х а р а к т е р и с т и к а .  
П р и ч и н а  этог о  со с то и т  в с л е д у ю щ е м .  П е р е с е к а я  п а д а ю щ у ю  
х а р а к т е р и с т и к у  р а з р е ж е н и я ,  л и н и я  т о к а  п о л у ч а е т  о т к л о н е н и е  
против  ча сов ой  с т р е л к и  и поток  н а ч и н а е т  у д а л я т ь с я  от  стенки ,  
в р е з у л ь т а т е  чего  м е ж д у  пот ок о м  и с т е н к о й  д о л ж е н  п о я в и т ь с я  
за к у у м .  В п о л н е  понятно,  что э то г о  п р о и з о й т и  не м о ж е т ,  т а к  
к а к  поток  б у д е т  н ем ед л ен н о  п р и ж а т  к  с т е н к е  вн е ш н и м  д а в л е 
нием.  С л е д о в а т е л ь н о ,  поток  в ы н у ж д е н  с о в е р ш и т ь  е щ е  один  п о 
ворот  —  по ч а с о в о й  стрелке .  Д л я  э т о г о  н е о б х о д и м о ,  чт обы он 
пересек  х а р а к т е р и с т и к у .  Т а к  в о з н и к а е т  о т р а ж е н н а я  х а р а к т е 
ри ст и ка  ВС.  Р а с с м а т р и в а я  у г л ы  р., в и д и м ,  что п о с л е д н я я  я в 
л я е т с я  лини ей  р а з р е ж е н и я  *К Е с л и  в к а ч е с т в е  п а д а ю щ е й  х а р а к -

* ) П р и  п ер есеч ении  В С  угол ц  в о з р а с т а е т .  Э т о  со о т в е т с т в у е т  чинии 
р а з р е ж е н и я .

х\ х у ; / ,
v .V v X X
Я Р \

\ \
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те р и ст и к и  А В  - взять л и н и ю  с ж а т и я ,  то пр и  ее пересечении  л и 
нией то к а ,  п о с л е д н я я  б у д е т  от к л о н я т ь с я  в сто ро ну  стенки .  
В т о р и ч н ы й  п о в о р о т  в о з н и к а е т  здесь  п о д  д е йс т ви ем  стенки ,  и 
о п я т ь  в о з н и к а е т  о т р а ж е н н а я  х а р а к т е р и с т и к а  ВС .  но на этот  
р а з  она б у д е т  л и н и е й  с ж а т и я ,  т а к  к а к  при ее пересечении угол 
ц м е н яе тс я  в с т о р о н у  у м ен ь ш е н и я .

П а  о с н о в а н и и  и з л о ж е н н о г о  м о ж н о  с ф о р м у л и р о в а т ь  с л е д у ю 
щ е е  п р ав и л о .

П р и  отражении с л а б ы х  в ол н  в о з м у щ е н и я  от твердой стен
ки тип в о з м у щ е н и я  сохраняется: лини и ра зр е ж ен и я  отража
ются в  в и д е  ли н и й  р а зр е ж ен и я , а лини и сжатия — в ви д е  л и 
ний сжатия.

Н у ж н о  о б р а т и т ь  в н и м а н и е  на то, что при  о т р а ж е н и и  х а р а к 
т е ри ст и к  угол  п а д е н и я  не р ав ен  углу  о т р а ж е н и я .  Так ,  н а п р и 
мер,  в сл уч ае ,  и з о б р а ж е н н о м  на 'рис. 70, ч и с л о  М  п ере д  п а д а ю 
щей’ ли н и ей  А В  м е н ь ш е  числа  Л\ после  о т р а ж е н н о й  линии  ВС,  
т а к  к а к  при п ер е се ч е н и и  ли ни й  р а з р е ж е н и я  ск ор о ст ь  в о з р а с 
тает .  В с л е д с т в и е  э то г о  угол  па д ен и я  п ол у ч а е т с я  бо л ь ш е  угла

Если  на с т е н к у  п а д а е т  волна  р а з р е ж е н и я  (АВ,  рис.  -1 ) ,  то 
она д а е т  о т р а ж е н н у ю  волну  р а з р е ж е н и я ,  причем ко личество  
х а р а к т е р и с т и к  в о б е и х  вол-нах оди на ков о .  О т  поверхности  В О  
о т р а ж е н н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  р а с х о д я т с я  ве ер ом  (в с л у ч а е  в ол 
ны с ж а т и я ,  н а о б о р о т ,  сх о д я т с я ) ,  п р е д с т а в л я я  собой  к а к  бы 
п р о д о л ж е н и е  п а д а ю щ е й  волны.  В о б л а с т и  В О Р  пр оисходит  
в з а и м о д е й с т в и е  п а д а ю щ и х  и о т р а ж е н н ы х  х а р а к т е р и с т и к ,  п о э 
тому  к а к  те ,  т а к  и д р у г и е  иск ри вл яю т ся .

С о о т в е т с т в у ю щ и м  п р о ф и л и р о в а н и е м  стенки м о ж н о  д о б и т ь 
ся того,  что  п а д а ю щ и е  ли ни и  р а з р е ж е н и я  или с ж а т и я  не б у д у т  
в о з б у ж д а т ь  о т р а ж е н и я .  О чев идн о  д л я  этог о  необходимо,  чт о
бы стенк а  в т о ч к е  п а д е н и я  сл або й  в о л н ы  и с к р и в л я л а с ь  в  ту 
ж е  ст оро ну  и на  т о т  ж е  угол,  на ко то ры й  о т к л о н я е т с я  лин ия  
тока ,  п е р е с е к а я  п а д а ю щ у ю  х а р а к т е р и с т и к у .  Т о г да  после п е 
ре сечения  ' п а д а ю щ е й  во л н ы  поток  у ж е  не д о л ж е н  и с п ы ты ва ть  
вт о р и чн ый  п о в о р о т ,  т а к  к а к  он у ж е  п р и о б р е л  н а п р а в л е н и е  дви-



жен.ия в д ол ь ,  стенки ,  с л е до в ат е л ьн о ,  п р и ч и н ы  поя вл е н и я  в о л н  
отсутствуют .  Т а к о й  метод  п р и м е н я е т с я  д л я  п р о ф и л и р о в а н и я  
стенок  с в е р х з в у к о в о й  части со п ла  Л а в а л я ,  п р е д н а з н а ч е н н о г о  
дл я  п о л уч е н и я  с в е р х зв у ко во г о  п о то к а  с п а р а л л е л ь н ы м и  л и н и я 
ми тока .  С о п л а  этог о  типа у с т а н а в л и в а ю т с я  в а э р о д и н а м и ч е 
ских тр у б а х .  С х е м а  построения  с о п л а  и з о б р а ж е н а  в у п р о щ е н 
ном виде и без  с о б л ю д е н и я  м а с ш т а б о в  н а  рис.  72.

Ъ

Рис. 72

С у ж а ю щ а я с я  часть  с о п л а  п р о ф и л и р у е т с я  т а к и м  о б р а з о м ,  
чтобы в г о рл е  по то к  был о д н о р о д н ы м .  П о с т р о е н и е  к о н т у р а  
стенки  н а  этом уча ст ке  м о ж н о  д е л а т ь ,  н а п р и м е р ,  по криво]!  
Витошинс-кого ч). О б т е к а н и е  в ы п у к л ы х  к р и в о л и н е й н ы х  с т е н о к  
в о бл а ст и  г о р л а  с о п р о в о ж д а е т с я  о б р а з о в а н и е м  волн р а з р е 
ж е н и я  А В ¡УС и А ' В ' О ' С к ото рые  д о с т и г а ю т  п р о т и в о п о л о ж 
ных стенок  В й  и В'О' .  (Па  рис.  72 и с к р и в л е н и я  х а р а к т е р и с т и к  
в о бл а ст и  в з а и м о д е й с т в и я  дл я  п р о с т о т ы  н е  п о к а з а н ы .  П р и  т о ч 
ных п о ст ро ен и ях  и скр и вле н и е  н е о б х о д и м о  у ч и т ы ва ть . )  У ч а с т к и  
стенки  В О  и В 'О '  пр о ф и л и р у ю т с я ,  п о э т о м у  н а  них не п о я в л я 
ются о т р а ж е н н ы е  волны.  П о с л е  волн  л и н и и  то к а  н а п р а в л е н ы  
п а р а л л е л ь н о  оси со п ла ,  и в зоне  Р й К й '  п о т о к  по л у ча ет ся  о д н о 
родным.  Э т а  з о н а  ог р ани че на  п о с л е д н и м и  х а р а к т е р и с т и к а м и  

и /■’£>' вол н  р а з р е ж е н и я  с в ер х у  по  т е ч е н и ю  и х а р а к т е р и -

*> П о с т р о е н и е  кр и в о й  Внтош ннского  д е л а е т с я  но ф о р м у л е

где г —  те к у щ и й  р а д и у с  к а н а л а ,  г г — р а д и у с  го р л а ,  д  — р а сст о я н и е ,  
о тсч и т ы в а е м о е  в д о л ь  оси от  вх о д н о г о  сеч ен и я ,  I —  п о л н а я  дли н а  с у ж а ю 

щ егося  у ч а с т к а ,  п а р а м е т р  т =  —— ‘



с т и к а м и  О К  и О ' К , о т х о д я щ и м и  от к р о м о к  со п ла ,  сн и зу  по т е 
чению.  О н а  н а з ы в а е т с я  р о м б о м  измере ни й ,  т а к  к а к  в а э р о д и 
н ам и че ск их  т р у б а х  и с с л е д у е м ы е  модели  п о м е щ а ю т  им енно  в 
э т у  зону.

С л а б ы е  в о л н ы  в о з м у щ е н и я  способны о т р а ж а т ь с я  не тол ь ко  
от  тв ердой  ст е н к и ,  н о  и от  гран иц ы св о б о д н о й  струи.  Гр ан и ц ей  
св обод ной  с т р у и  н а з ы в а ю т  линию,  р а з д е л я ю щ у ю  поток  газа ,  и 
н е п о д в и ж н у ю  о к р у ж а ю щ у ю  среду.  Н у ж н о  з а м е ти ть ,  что т а к а я  
г р а н и ц а  в о з м о ж н а  т о л ь к о  в и д е ал ь н о м  газе .  В в я з к о м  г аз е  
вместо  нее п о л у ч а е т с я  тонкий  слой,  в к о т о р о м  скорос ть  н а р а 
ста е т  от н у л я  д о  ее  з н а ч е н и я  в потоке.

Н а  рис.  73 п о к а з а н а  во л на  р а з р е ж е н и я ,  в о з н и к а ю щ а я  при 
об т е к а н и и  в н е ш н е г о  ту по го  уг ла ,  к о т о р а я ,  д о й д я  д о  гр ан и ц ы 
струи  ВО,  о т р а ж а е т с я .  П р и ч и н ы  п о я в л е н и я  о т р а ж е н н ы х  х а 
р а к т е р и с т и к  в э т о м  с л у ч а е  м о ж н о  у я с ни ть ,  р а с с м а т р и в а я  
рис.  74. где  в к р у п н о м  м а с ш т а б е  в ы д е л е н  у ч а ст о к  те чения  в

окрес тно ст и  т о ч к и  В.  Д а в л е н и е  внутри ст руи  н а б е г а ю щ е г о  п о 
ток а  ( ле ве е  х а р а к т е р и с т и к и  А В ,  рис.  73)  р а в н о  д а в л е н и ю  
в о к р у ж а ю щ е й  с р е д е ,  т а к  к а к  г р ан и ц а  ст руи  не м о ж е т  у д е р 
ж и в а т ь  п е р е п а д о в  д а в л е н и я .  По сле  л и н и и  р а з р е ж е н и я  А В  д а в 
ле н и е  у м е н ь ш а е т с я  д о  велич ин ы р'. Н о  в б л и з и  г р ан и ц ы струп 
д а в л е н и е  п о - п р е ж н е м у  д о л ж н о  быть  р а в н о  Ро, с л е до в ат е л ьн о ,  
из  точки В  д о л ж н а  в ы й т и  о т р а ж е н н а я  х а р а к т е р и с т и к а ,  к о т о р а я  
я в л я е т с я  л и н и е й  с ж а т и я .  П р и  пересечении  п о т о к о м  этой  линии  
д а в л е н и е  в н о в ь  в о з р а с т е т  от р'  до ро- Т а к и м  о б р а з о м ,  по обе 
ст о ро н ы  г р а н и ц ы  с т р у и  д а в л е н и е  с о х р а н я е т с я  р а в н ы м  ро, «о 
внутри  с т р у и  о н о  п о л у ч а е т с я  боле е  н и з к и м .  Э т а  об л а с т ь  н и з 
кого д а в л е н и я  о т д е л е н а  от  о к р у ж а ю щ е й  с р е д ы  л и н и я м и  с ж а 
тия.  Р а с с м а т р и в а я  рис.  74, видим,  что ц ' > ^ о  и в р е з у л ь 
т а т е  чего л и н и я  т о к а  п о в о ра чи ва ет ся ,  п о в т о р я я  ф о р м у  г р а н и 
цы струи  ВО.  В о б л а с т и  В О Р  п а д а ю щ и е  и о т р а ж е н н ы е  х а р а к 
те р и ст и к и  в з а и м о д е й с т в у ю т ,  поэтому  они  д о л ж н ы  бы ть  и с 

Р и с .  73 Рис.  74



кр и вл ен ы (н а  рис.  73 это не п о к а з а н о ) .  Р а с с м о т р е н н ы е  я в л е 
ния п о з в о л я ю т  с ф о р м у л и р о в а т ь  т а к о е  п р а в и л о :

При  отражении слабых во л н  в о з м у щ е н и я  от г р а н и ц ы  с в о 
б одн ой  струи тип во зм уще ни я из ме ня етс я: линии р а з р е ж е н и я  
отражаются в в и д е  линий сжатия, а л и н и и  сжатия —  в виде-  
линий разрежения.

В о п р о с ы  в з а и м о д е й с т в и я  и о т р а ж е н и я  х а р а к т е р и с т и к  и м е 
ют б о л ь ш о е  з н а ч е н и е  при п р о ф и л и р о в а н и и  с в е р х з в у к о в ы х  к а 
нало в ,  с в е р х з в у к о в ы х  л оп ат ок  т у р б и н  и ко мп ре сс о ро в ,  п ри  и с 
сл е д о в а н и и  с п е к т р о в  потоков,  в ы т е к а ю щ и х  из с в е р х з в у к о в ы х  
сопел  на н е р а с ч е т н ы х  р е ж и м а х  и в н е к о т о р ы х  др уг и х  сл уч ая х . .



Г  Л  А  В А  П Я Т  А  я  

С К А Ч К И  УП ЛО ТНЕНИЯ

§ 1. П Р Я М Ы Е  И К О С Ы Е  СКАЧКИ У П Л О Т Н Е Н И Я

В с в е р х з в у к о в ы х  т е ч е н и я х  газа ,  п р о и с х о д я щ и х  с у м е н ь ш е 
н и ем  скорости  и р о с т о м  д а в л е н и я ,  очень  л е г к о  о б р а з у ю т с я  так  
н а з ы в а е м ы е  с и л ь н ы е  р а з р ы в ы  —  у д а р н ы е  вол.ны или ска чки  
у пл отн ен ия .  П р и  п е р е х о д е  потока  через  п о ве р х н о ст ь  р а з р ы в а  
д а в л е н и е ,  те мп с ра т у .р а  и плотность  в о з р а с т а ю т ,  а скорос ть  
п а д а е т ,  причем э ти  и з м е н е н и я  прои схо дя т  рез ко ,  ска чк о м:  з н а 
че н и я  п а р а м е т р о в  п о т о к а  в дв у х  бе ск он еч н о  б л и зк и х  д р у г  ч 
д р у г у  точках ,  р а з д е л е н н ы х  этой по ве рхностью,  о тл и ч а ю т с я  на 
к он еч ну ю  величину .

П о в е р х н о с т ь  р а з р ы в а ,  п е р е м е щ а ю щ у ю с я  в пр остранстве ,  
н а з ы в а ю т ,  обычн о ,  у д а р н о й  волной,  а с т о я ч у ю  у д а р н у ю  в о л 
н у —  ск а ч к о м  у п л о т н е н и я .  Т а к ,  наприм ер ,  у д а р н а я  волн а ,  о б 
р а з у ю щ а я с я  в н о с о в о й  ча ст и  св ер х зв у ко во г о  с а м о л е т а ,  д в и ж е т 
ся в п р о с т р а н с т в е  со с к о р о с т ь ю  са мо го  с а м о л е т а .  Есл и  ее р а с 
с м а т р и в а т ь  с т о ч к и  з р е н и я  пилота ,  с и д я щ е г о  в к а б и н е  с а м о 
л ет а ,  то  она б у д е т  п р е д с т а в л я т ь с я  н еп о д в и ж н о й ,  з а ф и к с и р о 
в а н н о й  в од ном  п о л о ж е н и и  относ ительно  ча ст ей  са м о л е та ,  и 
ее п р а в и л ь н е е  н а з в а т ь  с к а ч к о м  уплотнения .  О д н а к о  в с п е ц и 
ал ь н о й  л и т е р а т у р е  не вс е г д а  п р и д е р ж и в а ю т с я  т а к о г о  четкого 
р а з г р а н и ч е н и я  в у п о т р е б л е н и и  терминов.

О б р а з о в а н и е  с к а ч к о в  упло тнен ия  уд о б н о  р а с с м о т р е т ь  на 
п р и м е р е  о б т е к а н и я  в н у т р е н н е г о  тупог о  ут л а  св е р х з в у к о в ы м  
поток ом  г аз а .  Е с л и  к д а н н о м у  вопросу по до йт и  с позиций н е 
п р е р ы в н о г о  те че н и я ,  то  по л уча ет ся  т а к а я  к а р т и н а  об те кан ия .  
Г а з ,  по до йд я  к у г л о в о й  то ч ке  А  (рис.  75 с л е в а ) ,  д о л ж е н  п о 
в е р н у т ь с я ,  чт обы п р о д о л ж а т ь  д в иж е н ие  в д о л ь  н ак л он н о й  с т е н 
ки.  Н а ч а л о  п о в о р о т а  д о л ж н о  о з н а м е н о в а т ь с я  п о яв л е н и ем  п ер 
вой  х а р а к т е р и с т и к и  А В У нак л о н ен н о й  под  у г л о м  н и  к о т о р а я  о т 
д е л я е т  н е в о з м у щ е н н ы й  н а б е г а ю щ и й  поток  от о б л а с т и  поворо-



1а. В к он це  об л а ст и  п о в о р о т а  х а р а к т е р и с т и к а  А О  о г д е т я е т  
эту о б л а с т ь  от  ух о дя щ ег о  п о т о к а .  Л и н и я  А О  н а к л о н е н а  под  
\ гл ом  |.12 к н а к л о н н о й  стенке.  П р и  т а к о м  по в о р о т е  п о т о к а  р а с 
ст оян и е  м е ж д у  соседними л и н и я м и  т о к а  д о л ж н о  у м е н ь ш и т ь с я  
1огда .  с о г л а с н о  у р ав н ен и ю  Г ю г о н и о  (2 .77 ) ,  при М > 1  и ^ < 0  
скор ос ть  б у д е т  ум е н ь ш а т ь с я ,  т. е. и М 2< М , ,  а з н а ч и т
Н2> И ь  Т а к о е  соот ношение  у г л о в  о б я з а т е л ь н о  п р и в е д е т  к т о м у ,  
“ то п о с л е д н я я  х а р а к т е р и с т и к а  о б л а с т и  п ов о р о т а  п о т о к а  { А О )

и\дет^  п р е д ш е с т в о в а т ь  первой  ( А В ) ,  к а к  это  п о к а з а н о  на 
рис.  75 сл ев а .  Естественно ,  чт о  т а к о г о  те чен ия  б ы т ь  не м о 
жет ,  п о э т о м у  в д е йс т ви те ль н о ст и  в м ес то  серии  х а р а к т е р и с т и к  
о б р а з у е т с я  од н а  п ове рхн ост ь  ' р а з р ы в а  А Е  (рис.  75 с п р а в а ) .  
О на  н а к л о н е н а  к н а б е г а ю щ е м у  п о т о к у  под  у г л о м  а > Ц | .  Э т а  
по ве р х н ос ть  п р е д с т а в л я е т  со б о й  т а к  ' н а з ы в а е м ы й  кос ой  ск а ч о к  
уплотнения.

С к а ч к и  у п ло тне ния  могут  в о з н и к а т ь  т а к ж е  при о б т е к а н и и  
вогн уты х  к ри во ли ней ны х п о в е р х н о с т е й .  П р и м е р  т а к о г о  о б т е 
к а н и я  и з о б р а ж е н  на рис. 76. П р и  о б т е к а н и и  во г н у то й  к р и в о 
ли н ей н ой  стенки во зн и к аю т  х а р а к т е р и с т и к и  с ж а т и я .  Т а к  к а к  
число Д1 в д о л ь  течения у м е н ь ш а е т с я ,  то  угол  ц в о з р а с т а е т  п 
ли ни и  с ж а т и я  сходятся ,  п е р е с е к а я с ь  м е ж д у  собой  на  н е к о т о 
ром у д а л е н и и  от стенки.  В к а ж д о й  то ч ке  п ер е се че н и я  д в у х  х а 
р а к т е р и с т и к  д о л ж н о  с у щ е с т в о в а т ь  с р а з у  д в а  д а в л е н и я ,  д в е  
скоро ст и  и д в а  зна чен ия  д р у г и х  п а р а м е т р о в  п ото ка . ’ Э т о  
.’о з м о ж н о  в том  случае,  ко гда  ч е р е з  у к а з а н н ы е  точки  п р о х о д и т  
п ове рх но сть  р а з р ы в а .  П о с л е д н я я  на рис.  76 п о м е ч е н а  /С1. П р и 
веден ный  п р и м е р  ил л ю ст ри р у е т ,  к а к  н е п р е р ы в н о е  те ч е н и е  с ж а 
ти я  в б л и з и  стенки переходит  в к р и в о л и н е й н ы й  с к а ч о к  у п л о т 
нения  на н е к от ор о м  р а с ст о ян ии  от  нее.

П р и  те чении  г а з а  в т р у б а х ,  с о п л а х  и д р у г и х  к а н а л а х  и н о 
гда о б р а з у ю т с я  п р я м ы е  с к а ч к и  у п л о т н е н и я .  В о т л и ч и е  от  к о 
сого с к а ч к а ,  ф р о н т  которого  р а с п о л о ж е н  под к о сы м  у г л о м  к



н а б е г а ю щ е м у  пото ку ,  п р я м о й  ска чок  о р и е н т и р о в а н  п е р п е н д и 
к у л я р н о  л и н и я м  т о к а .  К р о м е  того,  в косом с к а ч к е  уп л отн ен ия  
п о т о к  о т к л о н я е т с я  н а  у г о л  (о (см. рис.  75 с п р а в а ) ,  то г д а  как  
п е р е с е к а я  п р я м о й  с к а ч о к ,  он со х р а н я е т  п р е ж н е е  на пр а в л е н и е .

В т е о р е т и ч е с к и х  и с с л е д о в а н и я х  с к а чк и  у п л о т н е н и я  п р и 
н и м а ю т с я  бе ск о н еч н о  т о н к и м и ,  как  м а т е м а т и ч е с к и е  п о ве р хн о
сти.  В д е й с т в и т е л ь н о с т и  т о л щ и н а  ск а ч к а  и м е е т  к он еч ну ю  в е 
л и ч и н у ,  р а в н у ю  н е с к о л ь к и м  д л и н а м  сво бо д н о го  п р о б е г а  м о л е 
к у л .  П о  с р а в н е н и ю  с  д р у г и м и  х а р а к т е р н ы м и  л и н е й н ы м и  р а з 
м е р а м и  э т а  в е л и ч и н а  в е с ь м а  м ал а ,  поэтому  д о п у щ е н и е  о бе с 
к о н е ч н о  м а л о й  т о л щ и н е  с к а ч к а  почти .не внос ит  н и к а к о й  о ш и б 
ки.  Н и ж е  п р и в е д е н ы  з н а ч е н и я  то лщ ин ы с к а ч к а  у п л о тн е н ия  в 
в о з д у х е  при  р а з л и ч н ы х  ч и с л а х  М  н а б е г а ю щ е г о  потока.

Ч и с л о  М  2 3  4  5
Т о л щ и н а
с к а ч к а ,  мм  1 7 , 3 8 ' 10-5 10,66* 10—о 8 , 7 6 ' 10-5 7 , 95 * 1 0

Толш,ико

Рис.  77

Э т и  д а н н ы е  п ол у ч е н ы  Т о м а с о м  р ас че тн ы м  путем,
Д л я  того ч т о б ы  п р е д с т а в и т ь  ф и зи чес кие  ' П р о ц е с с ы ,  п р о и с 

х о д я щ и е  вну тр и  с к а ч к а  уп л от не н ия ,  о б р а т и м с я  к м и к р о с т р у к 
т у р е  с в е р х з в у к о в о г о  п о т о к а .  В н еп о д ви ж н ом  г а з е  м о л е к у л ы  н а 
х о д я т с я  в х а о т и ч е с к о м  д в и ж е н и и ,  ск ор о ст ь  к о т о р о г о  тем  б о л ь 
ше ,  чем  в ы ш е  т е м п е р а т у р а .  Е с л и  газ  д в и ж е т с я  в потоке,  то  на 
х а о т и ч е с к о е  д в и ж е н и е  м о л е к у л  н а к л а д ы в а е т с я  е щ е  д в и ж е н и е  
э т о г о  по ток а .  С к о р о с т ь  д в и ж е н и я  мо ле ку л  с к л а д ы в а е т с я  тогда  
и з  д в у х  ск ор ос тей  —  х а о т и ч е с к о г о  и о р г а н и з о в а н н о г о  д в и ж е 
ния .  К и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я  в потоке о п р е д е л я е т с я  ско ростью 
о р г а н и з о в а н н о г о  д в и ж е н и я ,  а вн ут ре н н яя  э н е р г и я  ско ро ст ью  
х а о т и ч е с к о г о  д в и ж е н и я .  Е сл и ,  н ап ри м ер ,  р а с с м а т р и в а т ь  газ

*) С м . С о в р е м е н н о е  с о с т о я н и е  аэр о д и н ам и к и  б о л ь ш и х  скоростей ,  т. I, 
п о д  ред .  Л .  Х о у а р т а ,  И з д - в о  и н о стр .  лит.,  1955.



при п о ст оян но й  т е м п е р а т у р е  т о р м о ж е н и я ,  то  в з а т о р м о ж е н н о м  
по ток е  его эн ергия  х а о т и ч е с к о г о  д в и ж е н и я  ( в н у т р е н н я я  э н е р 
гия)  б у д е т  м а к с и м а л ь н а ,  а  э н е р г и я  о р г а н и з о в а н н о г о  д в и ж е 
н ия  —  р а в н а  нулю.  П р и  у в е л и ч е н и и  скорости  п о т о к а  э н е р г и я  
х а о т и ч е с к о г о  д в и ж е н и я  б у д е т  у м е н ь ш а т ь с я  ( т а к  к а к  п а д а е т  
т е м п е р а т у р а ) ,  а энергия о р г а н и з о в а н н о г о  д в и ж е н и я  —  в о з р а с 
тать .  К о г д а  скорость  п о т о к а  д о с т и г а е т  м а к с и м а л ь н о г о  з н а ч е 
ния,  т о  вся  эн ергия  о п р е д е л я е т с я  о р г а н и з о в а н н ы м  д в и ж е н и е м ,  
т а к  к а к  при 7’= О х а о т и ч е с к о е  д в и ж е н и е  д о л ж н о  п р е к р а т и т ь с я .  
О б р а щ а я с ь  теперь  к с к а ч к у  уп л о тн е н ия ,  м о ж н о  з а к л ю ч и т ь ,  
что п о с л е дн и й  п р е д с т а в л я е т  с о б о й  н ек о то р у ю  г р а н и ц у ,  р а з д е 
л я ю щ у ю  д в е  области ,  к о т о р ы е  о т л и ч а ю т с я  тем ,  чт о  в одной  
из них эн ер г и я  х ао т и ч е ск о го  д в и ж е н и я  с о с т а в л я е т  м е н ь ш у ю  
д о л ю  о т  всей энергии,  по  с р а в н е н и ю  с другой .  У с л о в н о е  и з о 
б р а ж е н и е  т а ко г о  течения п р и в е д е н о  на рис.  77.  П е р е х о д  из  
од но г о  в и д а  д в и ж е н и я  в д р у г о е  пр ои сх о д и т  не в н е з а п н о :  з о н а  
п ер е ст р о й к и  потока  им еет  н е к о т о р у ю  т о л щ и н у ,  п о р я д к а  н е 
с к о л ь к и х  д л и н  свободного  п р о б е г а  моле кул .

У д а р н ы е  волны могут ф о р м и р о в а т ь с я  при р а с п р о с т р а н е н и и  
волн  д а в л е н и я .  Н а  рис. 78 и з о б р а ж е н а  схема  с л е д у ю щ е г о  о п ы 
та .  В ц и л и н д р и ч е с к у ю  т р у б у  с о д н о г о  ко н ц а  п о м е щ е н  п о р ш е н ь ,  
др у г ой  ее  конец  —  открыт .  В п е р в о н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е 
ни д а в л е н и е  в т р у б е  р а в н о  а т м о с ф е р н о м у .  Е с л и  п о р ш е н ь  р е з 
ко  п е р е м е ст и ть  вправо,  то  в о з д у х  п ер е д  ним у п л о т н и т с я .  У  с а 
мого  п о р ш н я  д а вл е ни е  б у д е т  ¡наиболее в ы с о к и м ,  а  по  м ер е  
п р и б л и ж е н и я  к о тк ры то м у  к о н ц у  т р у б ы  оно  б у д е т  у м е н ь ш а т ь 
ся,  п о к а  не достигнет  а т м о с ф е р н о г о .  К р и в а я  ' р а с п р е д е л е н и я  
д а в л е н и й ,  з а ф и к с и р о в а н н ы х  по  д л и н е  т р у б ы  в о д и н  и т о т  ж е  
м о м е н т  времени ,  об о з н а ч е н а  н а  рис.  78 ц и ф р а м и  1, 2,  3,  4.  Э т а  
по лн а  д а в л е н и я  будет  р а с п р о с т р а н я т ь с я  к о т к р ы т о м у  концу .  
К а ж д ы й  э л е м е н т  волны м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  с л а б о е  в о з 
му ще н ие .  С к ор о ст ь  р а с п р о с т р а н е н и я  т а к о г о  в о з м у щ е н и я  р а в 
н а  м ест но й  ско ро с ти  звук а .  О п р е д е л я я  п о сл е дн ю ю ,  н а д о  учесть ,  
что в м е с т а х  н аи б о л ьш е го  с ж а т и я  и т е м п е р а т у р а  г а з а  б у д е т  
н а и б о л е е  высок ой ,  поэтому

с л е д о в а т е л ь н о ,
а {> а 2> а ъ> а А.

О т к л а д ы в а я  в п р а в о  от т о ч е к  1, 2, 3, 4  отрезки ,  р а в н ы е  а\ ,  а 2, а ъ 
и £*4, и со е д и н я я  их кон цы п л а в н о й  кривой ,  п о л у ч и м  ф о р м у  
ф р о н т а  волны,  которую он б у д е т  иметь ,  спу ст я  о д н у  с е к у н д у  
по сл е  ее  возникновения.  З а м е т и м ,  что  во л н а  п о л у ч а е т с я  б о 
л е е  кру той ,  т. е. падение  д а в л е н и я  пр ои сх од и т  т е п е р ь  у ж е  н а  
м е н ь ш е й  д л и н е  трубы.  П р о д о л ж а я  т а к о е  п о с т р о е н и е  д а л ь ш е ,



п о л у ч и м ,  что во л л а  п р е в р а т и т с я  в поверхн ост ь  р а з р ы в а ,  р а з 
д е л я ю щ у ю  о бл а ст и  с  с у щ е с т в е н н о  р а з л и ч н ы м и  д а в л е н и я м и .

Т а к и м  о б ра зо м ,  в о л н а  д а в л е н и я ,  р а с п р о с т р а н я я с ь  в п р о 
с т р а н с т в е ,  п р е в р а щ а е т с я  п у д а р н у ю  волну  или с к а ч о к  у п л о т 
н ен и я .

Рис.  78 Рис.  79

Н а  рис.  79 и з о б р а ж е н а  с х е м а  анало гич но го  оп ы т а ,  но с в о л 
н о й  р а з р е ж е н и я .  П о р ш е н ь  п о л у ч а е т  здесь  р е з ко е  п е р е м е щ ен и е  
в л е в о .  Б  п е р в о н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  времени  к р и в а я  р а с п р е д е л е 
н и я  д а в л е н и й  имеет в и д  л и н и и ,  отмеченной ц и ф р а м и  1, 2, 3, 4. 
Р а с с у ж д а я  а н а л о г и ч н о  п р е д ы д у щ е м у  сл у ч аю ,  п ри хо ди м  к з а 
к л ю ч е н и ю ,  что

7 ] < 7 ' 2 < 7 ' з < 7 ' 4, 

а 1< а 2< а 3< а А.

О т л о ж и в  о т р е зк и  щ, а 2, о 3, а 4 из  точек  /, 2, 3, 4  вп р а в о ,  со е д и 
н и в  их  к о н ц ы  п л ав н ой  к р и в о й ,  видим,  что в о л н а  р а з р е ж е н и я  
п о л у ч и л а с ь  боле е  р а с т я н у т о й ,  чем бы ла  вна ча ле .

С л е д о в а т е л ь н о ,  в о л н а  р а з р е ж е н и я ,  р а с п р о с т р а н я я с ь  в п р о 
с т р а н с т в е ,  с т ан о ви т ся  все б о л е е  и боле е  по логой  и в конце 
к о н ц о в  з а т у х а е т .  П о э т о м у  п о я в л е н и е  ск а чк о в  р а з р е ж е н и я  н е 
в о з м о ж н о

В к а ч е с т в е  и л л ю с т р а ц и и  ра с с м о т р е н н ы х  я в л е н и й  и н т е р е с 
но  п р и в е с т и  а н а л о г и ю  с р а с п р о с т р а н е н и е м  волн  на  п о в е р х н о 
сти  в о д ы ,  к о т о р а я  д а е т  н а г л я д н о е  п р ед ст ав л е н и е  о качествен-

*) В озникновение“ во л н ы  р а з р е ж е н и я  бы ло  бы в о з м о ж н ы м  в том  с л у 
ч а е ,  е с л и  бы  с к о р о сть  р а с п р о с т р а н е н и и  возм ущ ений  в ее  х в о с т е  п р е в ы ш а 
л а  б ы  т а к о в у ю  в ее г о л о в н о й  части .  Д л я  этого  н е о б х о д и м о ,  чтобы
7 1 > 7 '2> з 7 '> 7 ^ .  Э т о  м о ж н о  с е б е  п р е д с т а в и т ь  л и ш ь  при теч ении  с т е п л о о б 
м е н о м .  Т а к и е  течения, в к о т о р ы х  в о з н и к а ю т  скачки  р а з р е ж е н и я ,  в н а с т о я 
щ е е  в р е м я  известны . Оми н а б л ю д а ю т с я  при кон ден саци и  и при  течении г а 
з а  с х и м и ч е с к и м и  р е а к ц и я м и ,  и д у щ и м и  с вы делением  теп л а .  Ч то  к а с а е т с я  
э н е р г о и з о л н р о н а и и ы х  п о т о к о в  г а з а ,  т о  д л я  них н е в о з м о ж н о с т ь  о б р а з о в а н и я  
с к а ч к о в  р а з р е ж е н и я  я в л я е т с я  ж е с т к и м  правилом.



- о и  с т о р он е  явлении .  Е с л и  с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  в о з м у 
щ ен и и  в г а з е  з а в и си т  от е г о  т е м п е р а т у р ы ,  то  с к о р о с т ь  р а с п р о 
с т р а н е н и я  по ве рхностных в о л н  на воде з а в и с и т  о т  г л уби ны -  
с у в е л ич ен и е м  последней  о н а  в о з р а с т а е т .  Х о р о ш о  и з в е с т н о  что 
полны,  по д х о д я  к бере го вой  о т м е л и ,  с т а н о в я т с я  в с е  б о л е е  к р у 
ты ми,  з а т е м  у них п о я в л я е т с я  гр е б е н ь  и, н а к о н е ц ,  в о л н а  р а с 
с ы п ае тс я ,  в ы й д я  на берег.  Т а к а я  э в о л ю ц и я  ф о р м ы  в о л н ы  с в я 
з а н а  с тем,  что г о л о вн ая  ч а с т ь  р а н ь ш е  в ы х о д и т  н а  м е л к о е  
.лесто, и скоро ст ь  ее з а м е д л я е т с я ,  в р е з у л ь т а т е  чего  «хвост»  
н а ч и н а е т  д о г о н ят ь  ^«голову».  Е с л и  во л н а  в ы х о д и т  н а  п о д в о д 
ною ме л ь ,  то,  ^пройдя ее,  о н а  в н ов ь  н а ч и н а е т  в ы т я г и в а т ь с я  
н а д  п о дв од н о й  мелью п о л у ч а ю т с я  с в о е о б р а з н ы е  « о с т р ы е »  
волны,  к о т о р ы е  часто  с л у ж а т  л о ц м а н а м  х о р о ш и м  о р и е н т и р о м  

У в ел и че н и е  крутизны в о л н  при вы х о д е  на б е р е г  и м е е т  а н а 
л о г и ю  с ра с п р о с т р а н е н и е м  в о л н ы  д а в л е н и я  в г а з е  и в ы р о ж д е 
н и ем  ее в ск а чо к  у п л о тн е н и я ,  а в ы т я г и в а н и е  п о в е р х н о с т н о й  
во л н ы  п р и  в ы х о д е  н а  г л у б о к о е  место  —  с р а с п р о с т р а н е н и е м  
ьоляьг р а з р е ж е н и я  в газе.

§ 2. К ИН Е МА ТИ ЧЕ С КО Е  И Д И Н А М И Ч Е С К О Е  С О О Т Н О Ш Е Н И Я

П р и  рас че те  скачков у п л о т н е н и я  п р и м е н я ю т с я  о б ы ч н ы е  
>р а в н е н и я  газов ой  д и н а м и к и  —  у р а в н е н и я  н е р а з р ы в н о с т и  к о 
л и че ст ва  д в и ж е н и я  и энергии .  ’

У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и  д л я  п р я м о г о  с к а ч к а  з а п и с ы в а е т 
ся  в с л е д у ю щ е м  виде:

р 1 Ш | =  р 2м)2 . ( 5 . 1)

О н о  п о л у ч а е т с я  из у р а в н е н и я  (2 . 25)  при Р, =  Р г . Н у ж н о  з а м е -  
1И1ь, что р а в е н с т в о  п л о щ а д е й  п о пер еч но го  с е ч е н и я  н а  в х о д е  
к  н а  в ы х о д е  из ск ачк а  п о л у ч а е т с я  всегда ,  т а к  к а к  т о л щ и н а  
с к а ч к а  сч ит а ет с я  бес конечно  м а л о й .  П о э т о м у  д а ж е  в к а н а л а х  
п ер е м е н н о г о  сечения по о б е  с т о р о н ы  по ве рхн ост и  р а з р ы в а  с е 
чения о д и н а ко в ы ,  п о ск ол ьк у  о ни  н а х о д я т с я  на б е с к о н е ч н о  м а 
л о м  р а с с т о я н и и  д р у г  от  д р у г а .

У р а в н е н и е  количества  д в и ж е н и я  д л я  п р я м о г о  с к а ч к а  з а 
п и с ы в а е т с я  в ф о р м е  ( 3. 32)

Рг Р\ — Р1^1 (ДО)— ы>2) =  р2&'2(№\— ьУг)> 

а у р а в н е н и е  энергии  — в ф о р м е  ( 2 . 19)

П о  этю м у поводу н у ж н о  слелп'п, с.'И'.чукчнпс члмечаппя.



П о с к о л ь к у  т о л щ и н а  с к а ч к а  бе сконечн о  м а л а ,  то. и путь,  п р о 
х о д и м ы й  г а з о м  при его пе р е се че н и и ,  т а к ж е  бес к он еч н о  мал .  
П о э т о м у  в н е ш н я я  м е х а н и ч е с к а я  ра б от а  и в н е ш н е е  те пло ,  если 
д а ж е  о н и  н е  р а в н ы  н у л ю,  н е  о к а з ы в а ю т  в л и я н и я  н а  процес сы 
в н у т р и  с к а ч к а ,  т а к  к а к  о н и  бе ск он еч н о  м а л ы ,  в то  в р е м я  к а к  
п а р а м е т р ы  п о т о к а  на  в х о д е  и в ы х о д е  от л и ч а ю т с я  на  ко нечную 
в е л и ч и н у .  С л е д о в а т е л ь н о ,  т е ч е н и е  г а з а  при п е р е х о д е  п о в е р х 
н о с т и  о а з р ы в а  м о ж н о  с ч и т а т ь  э н е р г о и з о л и р о в а н н ы м ,  и у р а в н е 
н и е  э н е р г и и  б р а т ь  в ф о р м е  ( 2 . 1 9 ) .  Ч т о  к а с а е т с я  у р а в н е н и я  
к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я ,  т о  о н о  з а п и с а н о  в фо рм е ,  с о о т в е т с т в у ю 
щ е й  т а к о м у  сл у ч аю ,  в к о т о р о м  на струю м е ж д у  сеч ен и ям и  
в х о д а  и в ы х о д а  не д е й с т в у е т  н и к а к и х  сил в д о л ь  потока .  Это  
с в я з а н о  с тем ,  что б о к о в а я  пов е рх но ст ь  струи ,  п е р е с е к а ю щ е й  
с к а ч о к ,  б е с к о н е ч н о  м а л а ,  и ес л и  д а ж е  на нее и д е й с т в у ю т  к а 
к и е - л и б о  с и л ы  ( н а п р и м е р ,  с и л ы  д а в л е н и я  или т р е н и я ) ,  то они 
п о л у ч а ю т с я  бе ск он еч н о  м а л ы м и  и не и г р а ю т  н и к а к о и  роли,  
т а к  к а к  о с т а л ь н ы е  си л ы  и м е ю т  конечные  величины.

И з  у р а в н е н и я  эн ер ги и  с л е д у е т  та к ж е ,  что

Г,* =  7У*

Р а с с м о т р и м  к и н е м а т и ч е с к о е  соот ношение  д л я  п р я м о г о  
с к а ч к а  уп л о тн е н и я .  О н о  у с т а н а в л и в а е т  с в яз ь  м е ж д у  с к о р о с т я 
ми  д о  и п о с л е  с к а ч к а .  Д л я  ег о  в ы в о да  п р е о б р а з у е м  у р а в н е н и е  
к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  с л е д у ю щ и м  образом:

р 2_ р 1 =  р 1ш 1ш 2 ( ® ! _ 1 ) = р , ш №  - 1 )  = ш 1а ) 2 ( р 2- р . ) ,
\Ю 2

о т к у д а  п о л у ч и м

■ р2 (5*2)
р2---Р1

П р и м е н я я  д а л е е  ф о р м у л у  с в я з и  скорости  з в у к а  и к р и т и ч е 
с к о й  с к о р о с т и  ( 2 .4 9 )

з а п и ш е м  д а в л е н и я  рч и р \  в с л е д у ю щ е м  виде.

(5-3)

» - Р -  {5А)



=  [ р2 ь .  _ р, .
V Г-2

В.2~ Р ± .  =  1 а 2 ■ 1 
Р2- Р 1 2 й  кр 2 к

П о д с т а в л я я  з н а че ни е  л е в о й  ча ст и  из ф о р м у л ы  (5.  2 ) ,  з а п и ш е м

Ф о р м у л ы  ( 5 .5 )  и ( 5 . 6 )  н а з ы в а ю т с я  кинематическими соотно- 
тени ями  д л я  п ря м о го  ск а ч к а  уплотнения.  С их  п о м о щ ь ю  у д о б 
но  пе ре сч и ты в ат ь  вх о д н у ю  ск о р о с ть  н а  в ы х о д н у ю  или н а о 
борот .

К р о м е  того,  к и н е м а т и ч е с к о е  с о о т н о ш е н и е  п о з в о л я е т  п р о и з 
вести с л е д у ю щ и й  ан а л и з .  Е с л и  1 \ > \ ,  то  Я я < 1 .  В о з м о ж н о  м а т е 
м ат ич ес ки  и дру го е  со от н о ш ен и е :  при Я.1< 1  д о л ж н о  б ы т ь  Л2> 1. 
О д н а к о  второе  с оо т н о ш ен и е  не р е а л и з у е т с я ,  т а к  к а к  оно  о т в е 
ч а е т  в о з р а с т а н и ю  ско р ос ти  и п а д е н и ю  д а в л е н и я ,  т. е. с к а ч к у  
р а з р е ж е н и я ,  с у щ е с т в о в а н и е  к ото ро го  в э н е р г о и з о л и р о в а н н о м  
п от ок е  нев оз мо ж н о .  И з  э т о г о  с л е д у ю т  д в а  в ы в о д а :  1) с к а чк и  
у п л о т н е н и я  могут  в о з н и к а т ь  то л ь к о  в с в е р х з в у к о в ы х  поток ах ,
2 ) в п р я м о м  ск а ч к е  у п л о т н е н и я  с в е р х з в у к о в о е  т е ч е н и е  п е р е х о 
д и т  в доз вук овое .

С к о р о с т ь  за  п р я м ы м  с к а ч к о м  у п л о тн е н и я  н е  м о ж е т  быть  
н и ж е  опр ед ел е нн ог о  м и н и м а л ь н о г о  з н а ч е н и я ,  т а к  к а к  ско ро с ть  
п ер е д  ск а ч к о м  не м о ж е т  п р е в ы ш а т ь  м а к с и м а л ь н у ю  ( ^ тах)-

С в я з ь  м е ж д у  п а р а м е т р а м и  сос то ян и я  г а з а  п е р е д  и за  с к а ч 
ком,  а именно,  м е ж д у  д а в л е н и я м и  и п л о т н о с т я м и  у с т а н а в л и 
в а е т с я  с п ом о щ ь ю  д и н а м и ч е с к о г о  с о о т н ош ен и я .

Д л я  в ы в о да  этого  с о о т н о ш е н и я  с л о ж и м  л е в ы е  и п р а в ы е  ч а 
сти ф о р м у л  ( 5 .3 )  и (5 .4 )

Л? +  1 о  . ^ ---1
-------  и  киН----------- №\№2=У1)1Ш2.2 к кр 2 к

П о с л е  п ри ве ден ия  п о д о б н ы х  и с о к р а щ е н и я  п о л у ч а е м

Ш1 ю 2= а \ р
или в б е з р а з м е р н о м  виде

Л] • Л2— 1.

(5.5)

(5.6)



или
6-1

------  Ш 1X1 о =
2 к

/г
ДО ¡^2 1

к Р2— р 1

В п р о ц е с с е  п р е о б р а з о в а н и и  з д е с ь  и сп о л ь зо ва н ы  к и н е м а т и ч е 
с к о е  с о о т н о ш е н и е  ( 5 . 5 )  и ф о р м у л а  ( 5 . 2 ) .  Т а к и м  о б р а з о м ,  д и 
н а м и ч е с к о е  с о о т н о ш ен и е  им ее т  вид

О н о о д и н а к о в о  с п р а в е д л и в о  к а к  д л я  пр ям ых ,  т а к  и д л я  косых 
ск а ч к о в .

Е с л и  п р е д с т а в и т ь  себе,  что с к а ч о к  упло тнен ия  по к ак и м - то  
п р и ч и н а м  о с л а б е в а е т ,  т. е. Р 2 ~ УР\ н р г - ' р ь  то из с о о т н ош ен и я  
(5. 7) п о л у ч а е т с я ,  что

Р а з д е л и в  з д е с ь  п е р е м е н н ы е  и п р о и н те гр и р о в ав ,  получим

И з  э то г о  с л е д уе т ,  что в бе ск о н еч н о  с л а б о м  ска чке ,  иначе  г о 
в о р я  —  в з в у к о в о й  волне ,  п а р а м е т р ы  сос тояния  г а з а  м е н я ю т с я  
но и з о э н т р о п н о м у  з а ко н у .  Ч т о  ж е  к а с ае т ся  с к а ч к а  у п л о тн е н и я  
к о н е ч но й  и н те нси вно ст и ,  то,  п р е д п о л а г а я  его бес конечно  т о н 
ким,  н е л ь з я  г о во р и ть  о т е р м о д и н а м и ч е с к о м  процессе ,  т а к  к а к  
п о с л е д н и й  д о л ж е н  п р е д с т а в л я т ь  собой н еп р е р ы в н у ю  цепочку  
б е с к о н е ч н о  м а л ы х  и зм ен е ни и  с о с то ян и я  газа ,  в то  в р е м я  к а к  
и с к а ч к е  п а р а м е т р ы  п от о к а  т е р п я т  р а з р ы в .  П о э т о м у  у р а в н е н и е  
( 5 . 7 ) ,  н а з ы в а е м о е  д и н а м и ч е с к и м  соо тнош ением,  не п р е д с т а в 
л я е т  т е р м о д и н а м и ч е с к и й  п ро ц ес с ,  а просто  у с т а н а в л и в а е т  
с в я з ь  м е ж д у  п а р а м е т р а м и  с о с т о я н и я  га за  по обе  ст ор о н ы по
в е р х н о с т и  р а з р ы в а .  Есл и  д а ж е  в з я т ь  ре а л ь н ы й  с к а ч о к  к о н е ч 

Р2— Р 1 __ ^  Рч^гР\ 

¡>2— р 1 Р2+ Р ]
(5.7)

Ль о

1п р — к  1п р =  с о ) Ы
или

—  =  сопэ!.
гМ



ной то лщ ин ы,  вну тр и  к о то ро г о  п а р а м е т р ы  с о с т о я н и я  и з м е н я 
ются  хотя  и в е сь м а  интенсивно ,  но н е п р е р ы в н о ,  то  т е р м о д и н а 
мический  процесс,  п р о и с х о д я щ и й  в этой  о б л а с т и ,  все р а в н о  не 
соответ ст вуе т  у р а в н е н и ю  ( 5 . 7 ) .  Если  бы у д а л о с ь  н ай т и  у р а в 
нение этого  т е р м о д и н а м и ч е с к о г о  про цес са  и с о п о с т а в и т ь  д а н 
ные,  пол уче нн ые  с п о м о щ ь ю  него,  с р е з у л ь т а т а м и  ра с ч е т а  но 
д и н а м и ч е с к о м у  с о от н о ш ен и ю ,  то  при о д и н а к о в ы х  н а ч а л ь н ы х  
п а р а м е т р а х  с о в п а д е н и е  п о л у ч и л о с ь  бы т о л ь к о  в п а р а м е т р а х  со
ст оян ия  газа  з а  с к а чк о м .  Т ем  не менее  о т с у т с т в и е  сведений о 
т е р м о д и н а м и ч е с к о м  пр о ц ес се  внутри  с к а ч к а  не при но сит  к а 
ких-л ибо  неп ри я тн о ст ей  в п р ак т и ч е с к и х  ‘р а с ч е т а х  или исс ле
д о в ан и ях .  т а к  к а к  д и н а м и ч е с к о е  с о о т н о ш е н и е  д а е т  вп ол не  ис
че р п ы в а ю щ е е  п р е д с т а в л е н и е  об и зм ене ни и  п а р а м е т р о в  со с то я
ния  газа ,  а к и н е м а т и ч е с к о е  со от но ш ен и е  —  о б  и зм е н е н и и  с к о 
рости при пересечении с к а ч к а  уп л о тн е н ия  п о т о к о м .

§ 3. УДАРНАЯ АД ИАБА ТА .  И З М Е Н Е Н И Е  С О С Т О Я Н И Я  ГАЗА

Д л я  того чтобы по л уч и т ь  в явн ом  ви де  з а в и с и м о с т ь  о тно ш е
ния  плотностей  от о тн о ш е н и я  д а в л е н и й  в с к а ч к е  уплотнения ,

р а з р е ш и м  д и н а м и ч е с к о е  с о о т н ош ен и е  ( 5 . 7 )  о т н о с и т е л ь н о  — . 

В р е з у л ь т а т е  м о ж н о  пол учи ть

, р_х
Ъ к—  1 ' р.,

* Р] 
к — \ р 2

] +  к -г  1 - V

Ь . , .  2к  Р\ 
р, 1 А— 1 Ь р  ’

2 к р 1

где А р = р 2~ р |. Ф о р м у л ы  ( 5 . 8 )  и ( 5 . 9 )  на з ы в а ю т ся  у р а в н е н и 
я ми уд а р н о й  адиабаты  или адиабаты Гю го ни о .

У ч и ты в ая  те з а м е ч а н и я ,  к ото рые  бы л и  с д е л а н ы  по поводу 
ди н а м и ч е с к о г о  с о от н ош ен и я ,  следует  е щ е  р а з  п о д ч ер к н у ть ,  что 
к а к  ф о р м у л а  ( 5 . 7 ) ,  т а к  и у р а в н е н и я  у д а р н о й  а д и а б а т ы ,  не 
п р е д с т а в л я ю т  к а к о й - л и б о  т е р м о д и н а м и ч е с к и й  пр оц есс .  П о э 
тому  у д а р н у ю  а д и а б а т у  н у ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  геометри-  
иеское  место  точек,  и з о б р а ж а ю щ и х  с о с т о я н и я  г а з а  за  р а з л и ч 
ны м и с к а ч к а м и  уп ло тне ния ,  н а ч и н а я  от  б е с к о н е ч н о  с л а б ы х  и

(5.8)

(5.9)



к о н ч а я  б е с к о н е ч н о  сил ьн ым и.  Е с л и  к  о бы чн ы м  т е р м о д и н а м и 
че ским  п р о ц е с с а м  по дх од и ть  с тех ж е  позиций,  п р е д с т а в л я я ,  
н а п р и м е р ,  и з о э н т р о п у  к а к  ге о м е т р и ч е с к о е  место  точек ,  и з о б р а 
ж а ю щ и х  с о с т о я н и я  г а з а  за  р а з л и ч н ы м и  и д е а л ь н ы м и  д и ф ф у з о 
р ам и,  р а б о т а ю щ и м и  с р а з л и ч н ы м и  ст е п е н я м и  с ж а т и я ,  то  м о ж 
но с р а в н и в а т ь  э т и  п ро ц ес сы  с у д а р н о й  а д и а б а т о й .

З а п и с а в  у р а в н е н и е  и д е а л ь н о й  а д и а б а т ы  или изо эн тр о п ы
в т а к о м  ви д е :

м о ж н о  п о  ф о р м у л а м  (5. 10) и ( 5 . 8 )  п ост рои ть  к ри вы е  з а в и с и 

мости —  =  /  ( — )  д л я  и з о э н т р о п ы  и у д а р н о й  а д и а б а т ы  в ко-
Р1 V ]  I

о р д и н а т а х  — , —  . П р и  п о ст рое ни и  н у ж н о  о б р а т и т ь  вн.има- 
р 1 р х

ние на т о  ч т о  в о б л а с т и  м а л ы х  п о в ы ш е н и й  д а в л е н и я  обе  к р и 
вые  п р о х о д я т  очен ь  бл и зк о  д р у г  о т  д р у г а ,  р а з л и ч и е  м е ж д у

з а м е т и т ь ,  р а з л о ж и в  ф о р м у л ы  ( 5 .9 )  и (5. 10) в р я д  iЧ a к л o p e -  
на ,  (в р е з у л ь т а т е  чего они п р и о б р е т а ю т  с л е д у ю щ и й  вид:

Р а с с м а т р и в а я  п р а в ы е  ча ст и  ( 5 . 1 1 )  и ( 5 . 1 2 ) ,  видим,  что  р а з 
личие м е ж д у  ни м и  н а ч и н а е т с я  то л ь к о  в тре тьем чл ен е  р а з 
л о ж е н и я .  Э т о  зн ачи т ,  что в с л а б ы х  с к а ч к а х ,  т. е. при м а л ы х  
До  и з м е н е н и е  с о с то ян и я  г а з а  очен ь  б л и з к о  к и зоэ нт роп н ом у.  
И н а ч е  г о в о р я ,  при А р->0  у д а р н а я  а д и а б а т а  ас и м п т о ти че ск и

(5.10)

ними с т а н о в и т с я  з а м е т н ы м  л и ш ь  п ри  б о л ь ш и х  . Это  л егк о
п

(5.11)

(5.12)

с т р е м и т с я  к  изоэн тро пе .



^ 2- —»е© (т. е. п ри  — ->0) о т н о ш е н и е  п л о т н о с т е й  с т р е м и т с я  к
Р\ Рг
вполне о п р е д е л е н н о м у  пределу:*

к +  1
Иш —  —
р\!рг—" р[ к — I

в то вр е м я  к а к  по у р а в н е н и ю  и з о э н т р о п ы  (5.  10) 21
Р1
Р2

н е о г р а н и -

Р2, —  ЭТИченно в о з р а с т а е т .  С л е д о в а т е л ь н о ,  в к о о р д и н а т а х
Р1 Р 1

кр ивы е  б у д у т  и м е т ь  вид,  п р е д с т а в л е н н ы й  на  рис.  80. О т  э то г о  
г р а ф и к а  н е т р у д н о  перейти  к  д и а г р а м м а м  р и  и Г5 .

В к о о р д и н а т а х  p v  в ы б и р а е т с я  т о ч к а  I ,  и з о б р а ж а ю щ а я  н а 
ча л ьн о е  с ос то ян и е  г а з а  (рис.  81 ) .  И з о э н т р о п а ,  п р о х о д я щ а я  ч е 
рез  эту  точку ,  и м е е т  ветви,  а с и м п т о т и ч е с к и  п р и б л и ж а ю щ и е с я  
к  к о о р д и н а т н ы м  ос я м,  что сл еду ет  из ее  у р а в н е н и я

I
^1 I

Р\

А

Р и с .  80 Р и с .  81

непо ср ед ст ве н н о  в ы т е к а ю щ е г о  из у р а в н е н и я  ( 5 . 1 0 ) .  У д а р н а я  
а д и а б а т а ,  п р о х о д я щ а я  через  точку  / ,  с т р о и т с я  по ф о р м у л е  
(5. 8 ),  ко то ру ю  в д а н н о м  сл уч ае  у д о б н о  п р е д с т а в и т ь  так:

Н - 1  I Р\
V, к—  1 р 2_ 1  __
VI 1 +  й ± 1 

к—  1
И
Рч

П р а в е е  т о ч к и  I  в к о о р д и н а т а х  ри  у д а р н а я  а д и а б а т а  не и м е 
ет фи зи ч ес ко г о  с м ы с л а ,  т а к  к а к  с к а ч к и  р а з р е ж е н и я  н е в о з м о ж 
н а .  П о э то м у  с т п о и тс я  тол ь ко  ИОТПЬ, л о ж л ш л я  лепоо точки  /



П ри  ' н е б о л ь ш о м  о тк л о н е н и и  от точки /  у д а р н а я  а д и а б а т а  м а л о  
о т л и ч ае тс я  о т  и з о э н т р о п ы .  П о  м е р е  у ве л и че н и я  д а в л е н и я ,  
у дел ьн ы й  о б ъ е м  п о  у д а р н о й  а д и а б а т е  у м е н ь ш а е т с я ,  но менее 
интенсивно ,  чем  по  нзоэнтропе .  При  бе ск он еч н о м  увеличении 
д а в л е н и я  у д е л ь н ы й  о б ъ е м  у м ен ь ш а ет ся  не д о  нуля ,  к а к  на изо- 
энтропе ,  а д о  н е к о т о р о г о  м и н и м а л ь н о г о  зн а ч е н и я

1̂ 
и 1 1 ‘¿ + 1 (5.13)
к - 1

Д л я  в о з д у х а  э т о т  о б ъ е м  у м ен ь ш а ет ся  в 6 раз .  Т а к и м  о бр аз ом ,
Р'1в бе ск он еч н о  с и л ь н ы х  ска чка х ,  т. е. п р и —  = ■ » ,  увеличение
Р\

плотности  ил и  у м е н ь ш е н и е  сд ель но го  о б ъ е м а  прои сходит  толь*
/г 1 . ,

ко в ------- - р а з .  У д а р н а я  а д и а б а т а  при этом ас им птотически
к — I

п р и б л и ж а е т с я  к  и з о х о р е  ^пти
С р а в н е н и е  у д а р н о й  а д и а б а т ы  с и зо э н г р о п о й  в д и а г р а м м е  

ри  п р и в о д и т  к м ы с л и  о том,  что в с к а ч к е  у п л отн ен ия  газ  ведет 
се бя  к а к  б о л е е  ж е с т к а я  среда ,  н е ж е л и  т о т  ж е  са мы й газ,  д в и 
ж у щ и й с я  в н е п р е р ы в н о м  течении с ж а т и я .  Эт о  о б ъ я с н я е т с я  
тем.  что в с к а ч к е  у п л о тн е н и я  часть  к ин ети че ско й  энергии,  
»сл едствие  р е з к о г о  с н и ж е н и я  скорости  —  «г аз ов ог о  у д а р а »  — 
н е о б р а т и м о  п е р е х о д и т  в тепло,  которое  в о с п р и н и м а е т с я  газом.  
В р е з у л ь т а т е  п о в ы ш е н и я  д а в л е н и я  у д е л ь н ы й  о бъ е м  у м е н ь 
шае тс я ,  но п о д  в л и я н и е м  тепла,  в ы д е л и в ш е г о с я  при у д а р е ,  он 
снов а  н е с к о л ь к о  в о з р а с т а е т .  П о э то м у  и з м е н е н и е  уде льного  о б ъ 
ем а  по у д а р н о й  а д и а б а т е  пр оисходит  ме н ее  интенсивно ,  чем 
по изоэнтр оп е .  О б  интен сивн ости  п о д в о д а  т е п л а  м о ж н о  судить  
по у в е л и ч е н и ю  э н т р о п и и  газа .  П о с л е д н е е  н а г л я д н о  и з о б р а 
ж а е т с я  в д и а г р а м м а х  ТБ или ¿5.

В Г б ' - д и а г р а м м е  у д а р н а я  а д и а б а т а  и м е е т  та ко й  вид,  как  
п о к аз а н о -н а  рис.  82.  П р и  небольших п о в ы ш е н и я х  д а в л е н и я  она 
почти с л и в а е т с я  с изоэн тро по й .  Если  д а в л е н и е  Рг с т р е м и т с я  к 
бескон ечн ости ,  то  у д а р н а я  а д и а б а т а  н е о г р а н и ч е н н о  п р и б л и 
ж а е т с я  к и з о х о р е

*'1

к — 1

П о в ы ш е н и е  э н т р о п и и ,  н ез н ач ит ель н ое  при м а л ы х  пер е п ад ах  
д а вл е н и я ,  д о с т и г а е т  б о л ь ш и х  величин пр и  вы со ки х  пе р е п ад ах ,  
а при Р2 ~ , 'х> э н т р о п и я  стреми тс я  к бескон ечно сти .  Этим  о б ъ 
яс ня ет ся  тот  ф а к т ,  что в с л а б ы х  с к а ч к а х  у п ло тне ния  потери 
невелики ,  а в с и л ь н ы х  —  они в о з р а с т а ю т  в е сь м а  существенно .



Н у ж н о  з а м е ти ть ,  что все р а с с у ж д е н и я ,  к а с а ю щ и е с я  у д а р 
ной а д и а б а т ы ,  сд е л а н ы  для  с л у ч а я  и д е а л ь н о г о  г аз а .  З а м е т н ы е  
и с к а ж е н и я  этой  зав ис им ос т и  п о л у ч а ю т с я  п ри  очень  б о л ь ш и х  
ск о ро с тя х ,  к о гд а  в газе  н а ч и н а ю т  п р о я в л я т ь с я  т а к и е  э ф ф е к т ы ,  
к а к  д и с с о ц и а ц и я  молеку л  и и о н и з а ц и я  а т о м о в .

Р а с ч е т  из м ен е н и я  п а р а м е т р о в  с о с т о я н и я  г аз а  в п р я м ы х  
с к а ч к а х  уп л о тн е н и я  п р о и з в о д и т с я  с л е д у ю щ и м  п у т е м * ’.

<3

Р и с .  82

11зм е н е н и е  плотности п о д с ч и т ы в а е м ,  и с п о л ь з у я  ф о р м у л ы  
<5. I ) и (5. 5)

2

И Л И

(5 .14)

И з м е н е н и е  те м п е р а т у р ы  н а х о д и т с я  из у сло ви я ,  что Г * — 
=  cons t .  Т о г д а

?_2 )_ T j* _  Х_{}-2) __ . J j  ___ / ¿ + 1

T l t ( ä . i )  Т *  t ( / . i )  T ( / . i )

k \ \

И з м е н е н и е  д а в л е н и я  л е г к о  о п р е д е л и т ь ,  и с п о л ь з у я  ф о р м у л у  
(2. 83) .  П р и р а в н и в а я  масс овы й р а с х о д  п е р е д  ск а ч к о м  и п о с л е  
скачка

; 5 . 1 5 )

р Рч
I г - \ Т

*' С у щ е с т в у е т  несколько  м ети л о в  р а с ч е т а .  З д е с ь  п р и в о д и т с я  м е т о д ,  
по зв о л я ю щ и й  и с п о л ь з о в а т ь  таб ли ц ы  г а з о д и н а м и ч е с к и х  фуикций.



п р и н и м а я  при э т о м  во  вни мание ,  что /?г =  cons t ,  F ^ c o n s t ,  
7’* =  c o n s t ,  п о л у ч и м

Р2 y ( h )  У('м) k + \
л  y ( U )  , . l l \  1

(5.16)

Е сли ,  п о л ь з у я с ь  ф о р м у л о й  связи  м е ж д у  чи с л ом  М и п ри ве 
де нн ой  с к о р о с т ь ю  ( 2 . 5 4 ) ,  п р е о б р а з о в а т ь  ф о р м у л у  ( 5 .1 6 ) .  то 
о н а  п р и м е т  вид

Ь  =  1 (Л-12— 1) _ (5.17)
Р 1 А+ 1

К о э ф ф и ц и е н т  в о с с т а н о в л е н и я  д а в л е н и я  в п р я м о м  ск ач ке  
у п л о т н е н и я  м о ж н о  н а й т и ,  п р и р а в н и в а я  м а с с о в ы е  р а с х о ды  в 
сечения  п е р е д  и з а  с к а ч к о м .  П о л ь з у я с ь  ф о р м у л о й  (2 .8 1)  и учи 
т ы в а я  что т = с о п з 1, / ; =  c o n s t  и Г ^ - с о п э ^  п о л уч и м

mb'

о т к у д а

_  <7('ч) _  ? ( 'ч

у Т *  '<• 11 у  J *  • V ¿ >

.  k - \

Pi* n í lЯ I —

k- \- \
/ г - 1  1

X, /  \  k- \ - \  >.*

. (5 .1 8 )

А н а л и з  ф о р м у л ы  (5. 18) п о к аз ы в ае т ,  что п ри  ? . =  1 а = 1  и при
г к + 1

л =  '1 / -------а  =  0. Р а с с ч и т а в  п р о м е ж у т о ч н ы е  зн а ч е н и я  а,  по-
V к — 1

с т р о и м  г р а ф и к  с  =  /(?„) (рис.  83 ) .  П р и  это м  н у ж н о  иметь  в в и 
ду,  что о б л а с т ь  Л< 1  р а с с ч и т ы в а т ь  не сл ед уе т ,  т а к  к а к  при д о 
з в у к о в ы х  с к о р о с т я х  с к а ч к и  уплотне ния  не сущ е ст ву ю т .  И з  
г р а ф и к а  л е г к о  с д е л а т ь  вы в о д ,  что при н е б о л ь ш и х  с в е р х з в у 
к о в ы х  с к о р о с т я х  п о т е р и  в п р я м ы х  с к а ч к а х  уп л о тн е н ия  с р а в 
н и те л ьн о  н е в е л и к и ,  но  -с уве личением ско ро с ти  они ин те н си в
но  в о з р а с т а ю т .  П р и ч и н ы  этог о  яв ле ни я  бы л и  и з л о ж е н ы  выше.  
П р и в е д е н н у ю  з д е с ь  з а в и с и м о с т ь  сл ед уе т  п р и н и м а т ь  во в н и м а 
н и е  при п р о е к т и р о в а н и и  в с е в о з м о ж н ы х  с в е р х з в у к о в ы х  
уст рой ств ,  в к о т о р ы х  в о з м о ж н о  п о я в л е н и е  п р я м ы х  скачков.

§ 4. С К О Р О С Т Ь  Р А С П Р О С Т Р А Н Е Н И Я  У Д А Р Н О Й  В О Л Н Ы

У д а р н а я  в о л н а  п о я в л я е т с я  при си л ь н ы х  в о зм у щ е н и я х ,  н а 
п р и м е р  при в з р ы в а х .  П р е д с т а в и м  себе,  что  в н еко тор ой  т о ч 
ке п р о с т р а н с т в а  п р о и з о ш е л  взрыв ,  в р е з у л ь т а т е  чего в ее о к р е 
стности  си ль но  п о в ы с и л о с ь  да вление .  О б л а с т ь  п о вы ш е н н о г о



давления будет отделена от невозмущенной области поверх
ностью разрыва, имеющей сферическую форму. Эта поверх
ность, или ударная волна, будет распространяться в простран
стве таким образом, что ее радиус будет возрастать, а форма 
оставаться сферической. Следовательно, каждый элемент удар
ной волны будет перемещаться вдоль радиуса.

Если обратить движение, связав систему координат с удар
ной волной, то элемент сферической поверхности разрыва мо
жно представить как прямой скачок уплотнения, так как на
бегающий поток будет направлен 
перпендикулярно ее фронту (рис.
84). Набегающий поток появляется 
в связи с обращением движения: 
остановив элемент уда-рной волны, 
нужно одновременно придать окру
жающей среде скорость, ра.вную по 
величине скорости волны и направ
ленную в обратную сторону, т. е. 
го, = — а'в.Поскольку, согласно кине
матическому соотношению, скорость 
за скачком уплотнения должна быть 
меньше, чем перед скачком, то в старой системе координат, 
где волна движется, а окружающая среда неподвижна, ско
рость среды за ударной волной будет

г —  до2- (5.19)

Иначе говоря, за ударной волной образуется движение газа, 
направленное в сторону самой волны, но происходящее с мень
шей скоростью. Это движение называется следом, а его ско
рость — скоростью следа.

В связи с тем, что при обращении движения ударную вол
ну можно рассматривать как прямой скачок, к ней можно при
менять и уравнения, выведенные для прямого скачка. Так, на
пример, используя формулу (5. 2)

а также уравнение неразрывности
Р1 | | Р|Шо “ ДО 1 -- -= 1 ШЛ | --,
Н  ^

получим



По этой формуле вычисляется скорость распространения удар
ной волны.

Звуковую волну можно рассматривать как бесконечно сла
бую ударную волну. В  этом случае —  и —  ->■ 1.

Р2— р: йи р1
\ огда сед —а и, следовательно,

т. е. получается формула (2.32), данная ранее без 
вывода. Она определяет скорость распространения звука. Со
поставляя эту формулу с формулой (5. 20), нетрудно заметить, 
что 'скорость распространения ударной волны тем больше пре
вышает скорость звука, чем сильнее разрыв, т. е. чем больше 
разность давлений р2— Р\. Так, например, при распростране
нии ‘взрывной волны, ее скорость постепенно убывает и в кон
це 'концов достигает звуковой. Объясняется это тем, что в пер
воначальный момент разность давлений в зоне взрыва и*з 
окружающей среде весьма значительна, но по мере увеличе
ния размеров ударной волны, возрастает и объем, который она 
охватывает, и давление внутри этого объема поэтому умень
шается, следовательно, уменьшается и Р2~Р\-

В качестве иллюстрации можно привести данные, получен
ные с 'Помощью высокоскоростной киносъемки (7150 кадров 
в секунду) при взрыве одной из первых атомных бомб, про
изведенном американцами в штате Ныо-Мексико. Огненный 
шар, который появляется при атомном взрыве, ограничен сна
ружи ударной волной и по увеличению его диаметра можно 
судить о скорости -распространения последней. В данном слу
чае увеличение диаметра происходило за такие промеж\ткн 
времени

(. сек с!, м
1,93-10-3 100 
15 • 10_3 200 
127 - 10~3 360

§ 5. ТЕОРИЯ КОСОГО СКАЧКА УПЛОТНЕНИЯ

В  косых скачках уплотнения скорость изменяется не толь
ко по величине, но и по направлению. Поэтому при анализе 
физических явлений или при составлении расчетных зависимо-

•> Данные заимствованы из книги: VI. И. С е д о в .  Методы подобия и 
размерности в механике. М., Гостехнздат, 1957.



стен приходится рассматривать треугольники скоростей и опе
рировать проекциями скорости на нормаль и касательную к 
фронту скачка. ■

Треугольники скоростей изображены на рис. 85 слева По
ток газа набегает на фронт .косого скачка А Е  со скоростью ш,
. гол а, образованный вектором скорости а», и фронтом скачка 
называется углом фронта. Пересекая поверхность разрыва ти- 
ння тока отклоняется от исходного направления на угол <о,

называемый углом отклонения или углом поворота потока в 
скачке. В случае плоского течения угол отклонения потока ра
вен тому углу, на который поворачивается стенка ш = о) . От 
поверхности разрыва поток уходит со скоростью ш2 направ
ленной под углом Р к Фронту. н

Рассматривая составляющие скорости, нормальные и тан
генциальные фронту скачка, нужно обратить внимание на тот 
факт, что только первые претерпевают разрыв ы>2п <  ы>\„. Что 
касается тангенциальных составляющих перед счачком и за 
ним, то они остаются равными друг другу. Причины такого из
менения скорости заключаются в следующем.

Если участок косого скачка уплотнения окружить конт
рольной поверхностью абвг (рис. 85 справа) и рассмотреть си
лы давлении действующих на нее, то сумма проекций этих 
сил на ось í будет равна нулю, так как давления на грани аб 
и бг взаимно уравновешиваются, а сумма проекций сич на ось 
п даст равнодействующую, направленную в сторону набегаю
щего потока Р п. Такое направление силы Р п вызывает умень
шение секундного количества движения только в направлении 
нормали к фронту скачка, в тангенциальном направлении оно
‘Л ¿акаи 11'4а



сохраняется неизменным. Поэтому н происходит разрыв толь
ко нормальной составляющей скорости, т. е. Ш2« < ® |«и — 
=  XV 21‘

Рассмотрим основные уравнения газодинамики примени
тельно к косому скачку уплотнения.

Уравнение неразрывности имеет вид

— р2̂ ’2 гг (5.2П

Его легко получить, приравнивая массовые расходы перед и 
за скачком. В качестве площади проходного сечения в этом 
случае принимается участок поверхности косого скачка, тогда
/" I = /*2- -

Уравнение количества движения следовало бы записать в 
проекциях на координатные оси ( и п. Однако поскольку вдоль 
оси I .никаких изменений не происходит, то уравнение количе
ства движения записывается только для одной оси п, а имен- 
н о

р2— р1 = р,а)1„ (аМл —  ы>2п) =р2Ъ'2п ( Elг'2n)• (5-22)
Для косого скачка, так же как и для прямого, уравнение 

энергии записывается в форме уравнения (2.19). Если квад
раты скорости выразить через суммы квадратов составляю
щих, то оно примет вид

т  , “ >?„ , м'и _  г т  ■ ^ . 1  _ ^ к .  (5.23)
СпТ  1+  - 7 Г  +  “ =----- . о' р1 1“  9 1 2 р

Принимая во внимание, что
W it  =  10 >1.

можно записать

(5.24)

w 2

с„т> + -W-" == - г- <5'2о>

Таким образом, для косого скачка уплотнения одинаково спра
ведливы уравнения энергии, записанные как в форме (5.23), 
так и в форме (5.25). Рассматривая эти формулы, можно сде
лать выводы, что в косом скачке

Г Г - Г *

что следует из уравнения (5.23), и

ТГп -  ТГп,



что следует из уравнения (5. 25), где

+  Ч  *■«>
к —  1

называется температурой частичного торможения.
Температуру частичного торможения можно представить 

как такую температуру, которую показал бы термометр если 
бы он перемещался вдоль фронта скачка со скорость^ ш, 
ь  ¿том случае он оказался бы неподвижным относительно тан
генциального течения, и тормозилась бы только нормальная со- 
етупляющая скорости.

Температуру частичного торможения можно представить 
величину, аналогичную критической скорости, а именно

а "кр.п — (5.27)

которая называется критической скоростью косого скачка. Она 
связана с обычной критической скоростью следующим обра-

— 9

или

(5.28)к -\-1
Вывод кинематического соотношения для косого скачка уплот
нения производится так же, как и для прямого, только вместо 
исходных уравнений (5.1), (3.32) берутся уравнения (5 20

^ и99с;опоставлении формул (5. 1) и (5.21), а также 
и (0 . 2 2 ) видим, что они отличаются только т е м  что 

В случае косого скачка имеют индексы я ,  т .  е.  вместо полных
шярЧев И?в« ОРОСТеИ’ б* рутся только их нормальные составляющие. В связи с этим формулы, выражающие окончательные и 
промежуточные результаты, должны иметь ту же структуру 
что и для .прямого скачка, но вместо скоростей ш, и гс2 должны



Сыть взяты их нормальные? составляющие ¡Х'и и '¿>2 П- Так, на
пример, формула (5.2) приобретает такой вид:

Р*=Ех -- wxnw2a. (5.29)
Р2— Pi

Для дальнейших преобразований применяется формула 
связи скорости звука с критической скоростью. Применитель
но к данному случаю ее можно записать так:

, _  *±1 i= I  *±1Лр_  i=L

(  2 к— 1 , 2\ к— \ 2 

Тогда выражения (5.3) и (5. 4) примут следующий вид:

Рх г=р1 ^ 2 к~(1к*'п~ ^  ~~2*Г Ш‘П' ^°'3^
В результате преобразований, аналогичных выполненным при 
выводе кинематического соотношения (5.5), получим для ко
сого скачка /с- оо\

О» 1 ,г  да 2п —  11 КР-«- ^о .оо )

Если поделить обе части (5.33) на акр.,, и обозначить

/ ^ 3 - ,  (5.34)
^кр-п

то получается кинематическое соотношение в безразмерной

Ф ° рМе ь , .Л .=  »- <5'35>
Сравнивая между собой кинематические соотношения для 

прямого и косого скачка, нетрудно заметить, что вели-ына 
Якр-л в теории косого скачка играет такую же роль как обыч
ная критическая скорость акр в теории прямого. Из формул 
(5.33) или (5.34) нельзя еще сделать вывод о том, какое те
чение устанавливается за косым скачком — дозвуковое или



сверхзвуковое, так как эти формулы определяют не полные 
величины скорости, а только их нормальные доставляющие 
и не приведенные скорости ?.[ и Л2, а приведенные скорости 
Л1/1 и Х2д*>. Однако, если обратиться к треугольникам скоро
стей (см. рис. 85), то легко установить, что при малых углах 
фронта а, когда величина до1п также мала по сравнению с ге)и 
изменение нормальной составляющей скорости от ю]п до ш2л не 
вызывает значительных изменений ее полной величины до. С к а 
чок в этом случае получается слабым: скорость в нем хотя и 
уменьшается, но все же остается выше скорости звука. Если  
же угол фронта а велик, и нормальная составляющая скорости

I составляет значительную долю от то ее .изменение вно
сит существенный вклад ,в изменение скорости До[, поэтому те
чение за скачком становится дозвуковым, а скачок в этом 
случае называется сильным. Граница слабых и сильных скач
ков определяется значением скорости <х>2 = а2 пли М 2 = Л2= 1 .

Динамическое соотношение (5. 7) н» содержит величин, 
связанных с углом фронта скачка, поэтому оно одинаково 
справедливо как для прямых, так и для косых скачков.

Для получения других зависимостей можно воспользовать
ся общим правилом перехода от формул прямого к формулам 
косого скачка. После рассмотрения основных уравнений газо
динамики в приложении к косому скачку, понятий температу
ры частичного торможения, критической скорости косого скач
ка, вывода кинематического соотношения сформулировать это 
правило не представит никаких затруднений. Оно заключается 
и следующем.

Для того чтобы получить расчетные формулы косого скач
ка, необходимо в соответствующих формулах прямого скачка 
заменить:

до, на *>\пш2 на ™2п
|̂<1) на к̂р.л

N на *1«
2̂ на Кп

м, на М] бш а

Последняя замена получается так:

Нужно заметить, что и К 2П нельзя рассматривать как проекции 
Гекторов А| и а2 на нормаль к фронту скачка (такую  ошибку довольно 
чагго допускают впервые тучаю щ т* гачолнплминг). так как ..



Приведенная скорость л1п связана с следующей зависи
мостью

!  2 _ д а 1 П _  Ш|2 б ш 2 а

1п а2 0 к— 1 „ 2 /г— 1 , 2 ’а кр‘" а2кр-------а>/2 а2кр-------- а>12со&2а
/г+1 А-И

*+1
а г  соэ а

Для иллюстрации этого правила приведем формулы для 
расчета параметров состояния газа за косым скачком уплот
нения. Они получены применением указанного правила к со
ответствующим формулам прямого скачка (5.14), (5.15), 
(5. 16), (5. 17) и (5. 18):

Ра. =  ^  = (5.37)
Р1 ^2*

/ М

)2Л

/ _ й + !>■*.« (5.38)
Г , ' т (>.,„) | к- 1 

А+1 
/г— 1

(5.39)Р г  =  У  (* ч я)  _  1П & + 1  

р. 1 1  ̂ 1 )2

^2-= 1 -1- - ■ (М ,г • э т 2 а — 1), (5.40)
/г -!•- 1

(5.41)

Из этих формул, особенно из (5.40), легко видеть, что при 
одинаковых скоростях набегающего потока изменение пара
метров состояния газа в косом скачке происходит менее интен
сивно, чем в прямом. Коэффициент восстановления давления 
в косом скачке выше, чем в прямом и тем более, чем слабее 
скачок.



§ в. ОТКЛОНЕНИЕ ПОТОКА В КОСОМ СКАЧКЕ

Установим зависимость между углами в косом скачке 
уплотнения. Рассматривая треугольники скоростей на рис. 85, 
можно записать отношение тангенсов углов

®2п
* 8  Р  Щ/ .... ™2п  _ _  ° 2кр-л _  1

tga , w ln w 2]n 121п

Следовательно,

tgp = 77- tg 3- (5-42)) 2 '• 1п
Если в формуле связи (2. 54) применить общее правило 

перехода от формул прямого к формулам косого скачка, за 
менив через Х1я и Mj через М] sin а

k -*-1 Mi2 * sin2 а
V = — ------------------ ' ( 5 . 4 3 )

I -1- — М| 2 ■ sin2 а

и подставить это значение >.2i„ в (5.42), то можно получить 
такую зависимость между углами а и р

tgí3=r~T fi+ цТ 2 ) tgJ- (5-44)я-г 1 ■ к— 1 M i2 • sin2 а I
Угол отклонения потока определяется так:

ш = а — р .  ( 5 . 4 5 )

Если в формуле (5.44) принять значение М = --- , то по-
SÍI1 я

лучим а = р и ш = 0, т. е. косой скачок вырождается в линию 
слабых возмущений.

Задаваясь определенным значением числа М и рядом углов 
а. можно по формулам (5.44) и (5.45) рассчитать зависимость 
•í = /((u) и построить кривую (рис. 86). Аналогичные кривые 
строятся и для других чисел М. Полученный график назы
вается диаграммой углов око.

На диаграмме ао> следует обратить внимание на такие ха
рактерные точки. Точка а имеет координаты о> = 0, Из 

нее выходят кривые, соответствующие всем числам .М. Этой



точке отвечает прямой скачок уплотнения. Точки б лежат на 
максимумах кривых. Мм отвечают такие косые скачки, кото
рые дают максимально возможный угол отклонения потока 
штах* Вблизи точек б располагаются точки в, разделяющие 
сильные и слабые скачки. Область сильных скачков лежит вы-

ше точек в и заканчивается точкой а (наиболее сильный ска
чок - прямой). Область слабых скачков расположена ниже 
точек в и заканчивается точками <\ Координаты последних
,„ = 0 « = arcsin -- . Этим точкам отвечают линии слабых воз- 

М,
мущений.

Способы практического применения диаграммы ио> можно 
проиллюстрировать на примере обтекания заостренного клино
видного тела плоским сверхзвуковым потоком.

На рис, 87 слева изображен такой клин, а спра
ва — построения, выполненные на диаграмме uw с целью 
определения угла фронта скачка. При набегании сверхзвуко
вого потока М>1 на носовую часть клина с углом заострения 
шкл на носике сверху и снизу образуются косые скачки с оди
наковыми углами фронта, если клин установлен симметрично. 
Из диаграммы шо следует, что в этом случае возможно обра
зование скачков двух типов: слабых с углом фронта ct[, кото



рым отвечает точка /, и сильных с углом фронта а 2, кото
рым отвечает точка 2. Теория >не дает ответа на вопрос, кото
рый именно из этих двух типов скачков получится в действи
тельности. Эксперимент показывает, что более устойчивы сла
бые скачки. Сильные скачки (показанные на рис. 87 штрих- 
пунктирной линией) реализуются только в том случае, когда

Я

для этого имеются особые условия, например, в потоке где-то 
в точках А и В установлены твердые тела, возбуждающие 
скачки. Если убрать эти тела, то скачок из сильного превра
щается в слабый, переходя в положение, соответствующее 
меньшему углу щ.

При увеличении угла отклонения потока <•>, как это видно 
из диаграммы, угол фронта слабого скачка возрастает (точ
ка 3), а сильного — уменьшается (точка 4). Заметим, что уве
личение утла отклонения потока о» может получаться как в 
результате увеличения угла заострения тела, так л в резуль- 
]ате поворота этого тела на некоторый угол атаки относи
тельно набегающего потока. Возрастание числа М набегаю
щего потока от М] до Мг приводит к уменьшению угла фрон
та слабого скачка (точка 5) и к росту угла фронта сильного 
скачка (точка 6).

При определенном сочетании числа Л\ набегающего пото
ка и угла заострения клина о)кл» угол фронта сказка а полу
чается таким, что точки 3 и 4 на диаграмме сливаются вместе, 
занимая положение точки б на рис. 86. Это — максимально 
возможное отклонение потока в косом скачке (со — <.отах ). Если 
угол заострения будет больше ютах. т. е. твердое тело будет 
О ТКЛО Н ЯТЬ ПОТОК на угол, больший 1>»тах» то поворот потока 
на этот угол в косом скачке уплотнения становится невозмож
ным, и скачок перестраивается, образуя отсоединенную криво
линейную головную волну (рис. 88).



Элементарные участки головной волны наклонены к набе
гающему потоку под различными углами, начиная от 90° и 
кончая углом слабых возмущений ц. Таким образом, каждому 
элементу головной волны соответствует определенная точка 
на диаграмме ао. Центральная часть волны представляет со
бой .прямой скачок уплотнения. Участок ав состоит из элемен
тов, представляющих собой сильные косые скачки, за кото
рыми начинается дозвуковой поток. Отклонение дозвукового 
потока может происходить на любой угол, оно ничем не огра
ничено. Таким образом, поворот потока на угол сокл может 
произойти только в дозвуковой зоне. Поэтому и возникает 
дозвуковая зона аве (рис. 88), а головная волна отрывается 
от носика обтекаемого тела и уходит вверх по потоку, чтобы

освободить место, где газ мог 
бы повернуться на угол шк.,. 
Элементы волны, лежащие 
за пределами точек в, явля
ются слабыми скачками. 
Следовательно, головная 
волна ослабевает от центра 
к периферии, приближаясь к 
линии слабых возмущений.

Течение за сильным уча
стком головной волны ав 
происходит таким образом, 
что каждая элементарная 
струйка суживается, образуя 
горло на линии ее. В резуль
тате этого поток из дозвуко
вого вновь превращается в 
сверхзвуковой. Линия ее на
зывается звуковой линией. 

Область, лежащая перед ней, является дозвуковой, а ле
жащая после нее — сверхзвуковой.

Головная волна, отсоединенная от передней кромки обте
каемого тела, может появляться не только при обтекании кли
на с углом раствора, большим а)тах- Она возникает также при 
обтекании тупоносых тел. Она образуется перед входным от
верстием .воздухозаборника, когда площадь его проходного се
чения недостаточна, чтобы пропустить весь .воздух, поступаю
щий из струи сверхзвукового набегающего потока, и «лишний» 
воздух вынужден обтекать воздухозаборник снаружи ('рис. 89). 
В последнем случае центральная часть головной волны весьма 
близка по форме к прямому скачку.

Диаграмму углов «со можно применять и для определения 
числа М  набегающего потока по имеющейся фотографии об



текания какого-нибудь клиновидного тела сверхзвуковым по
током. Измерив на этой фотографии углы и >и со, легко найти 
на диаграмме точку, соответствующую этим углам, и по линии, 
проходящей через эту точку, найти число М.

Рассмотрим, каким образом можно построить картину об
текания ромбовидного профиля плоским сверхзвуковым пото

ком.

/
На >рис. 90 изображен симме
тричный ромбический профиль

я

диагональ ромба параллельна набегающему потоку). При 
обтекании носика в точке А образуются два симметрично рас
положенных косых скачка. Пересекая эти скачки, поток при
обретает .направление, параллельное граням А В  и АС , ско
рость при этом понижается (но остается дозвуковой, так как 
скачки слабые), а давление возрастает. В точках В  и С стен
ка профиля образует внешние тупые углы, при обтекании ко
торых возникают волны разрежения. Скорость 'Потока при пе
реходе через волну разрежения возрастает, а давление падает, 
причем настолько, что становится меньше давления в набегаю
щем потоке. Увеличение давления до его значения в окружаю
щей среде происходит в хвостовых скачках, образующихся в 
точке О. Их появление объясняется тем, что два потока, дви
жущихся вдоль граней В О  и СО, должны при слиянии повер
нуться и принять направление, параллельное набегающему 
потоку. При таком повороте все явления происходят так же, 
как и 'При обтекании внутреннего тупого угла, следствием чего 
и является возникновение косых скачков уплотнения. Так как 
давления на грани А В  и АС  больше, чем на В О  и СО, то рав
нодействующая сил давления, действующих на профиль, не

Рис. 89 Рис. 90



равна нулю. Следовательно, на тело действует сила, направ
ленная слева направо вдоль большой диагонали ромба, назы
ваемая силой волнового сопротивления. Если профиль повер
нуть на некоторый угол атаки к набегающему потоку (напри
мер, по часовой стрелке), то обтекание становится несиммет
ричным, а равнодействующая сил давления будет иметь со
ставляющие как по горизонтальной оси — силу волнового со
противления, так и по вертикальной — подъемную силу.

Построение картины обтекания несложно. Принимая во 
внимание, что углы отклонения потока в носовом и хвостозом 
скачках уплотнения равны половине угла раствора клина о 
(а при обтекании профиля под утлом атаки они связытю тся 
простой за-висимостыо, в которую входит угол атаки), по диа
грамме осп) легко найти углы фронта скачков. Для носоного 
скачка берется кривая, соответствующая числу М = Л\ь для 
хвостовв'о число М предварительно рассчитывается. Поворот 
потока в волне разрежения можно рассчитать либо аналити
чески, либо воспользоваться диаграммой эпициклоид. При 
этом угол поворота потока 6 = 2с<), если обтекание происходит 
при нулевом угле атаки.

Нужно заметить, что при больших углах атаки, когда от
клонение потока клином превышает максимально возможное, 
косой скачок вырождается в отсоединенную головную лолн/.

Расчет и построение косых скачков уплотнения удобно ве
сти графическим методом, применяя диаграмму ударных по
ляр.

Ударная поляра — это кривая, представляющая геометри
ческое место точек — концов векторов скорости за косыми 
скачками различной интенсивности, начиная от линии слабых 
возмущений и кончая прямым скачком. Каждая ударная по
ляра строится при определенной заданной скорости набегаю
щего потока. #

На рис. 91 изображена векторная диаграмма скоростей нз 
входе и выходе косого скачка. Рассматривая треугольники ско
ростей и'принимая во внимание соотношения (5.33) и (5.28), 
можно установить следующую зависимость:

— Ш2г)2 ^2“ ---9----------- (5.46)
да

ы>! к | 1

(она приводится без вывода, в окончательном виде).
Кривая, построенная по формуле (5. 46), называется гипо- 

циссоидой, или строфоидой. В газодинамике ее называют



ударной полярой. Она изображена на рис. 92. Это кривая 
третьего порядка (одному значению полярного угла м отве
чают три значения вектора скорости Дог)- Ветви гипоциссоиды

(12кр , 2имеют асимптоту 'Л)-2х~ —  ■-----
Ш\ к---]

Вектор скорости набегающего потока изображается на 
ударной поляре отрезком ОВ. Если из начала координат про
вести луч под углом (о к оси абсцисс, то он пересечет ударную 
поляру в трех точках: С, О, Е , т. е. получаются три значения 
скорости за косым скачком: ОС, 0 0  и ОЕ. Отрезок ОС соот
ветствует скорости за сильным косым скачком, отрезок 0 0  — 
за слабым, так как конец первого лежит внутри круга, радиу
са а кр. а второго — вне этого круга. Отрезок ОЕ  больше, чем 
ОВ, следовательно, он отвечает скачку разрежения, который 
физически невозможен. Поэтому ветви гипоциссоиды, лежа
щие правее точки В  отбрасываются и далее не рассматрива
ются. При увеличении угла о) точки С и О сближаются и секу
щая ОС превращается в касательную О/7. Угол со достигает 
в этом случае значения ^1Пах- При уменьшении м до нуля, точ
ка О приближается к точке В, чему соответствует вырождение 
косого скачка в линию слабых возмущений, а точка С при
ближается к точке А, чему отвечает вырождение косого скач
ка в прямой. Скорость за прямым скачком изображается от
резком О А.

Направление фронта скачка с помощью ударной поляры 
определяется следующим образом. Из точки В  через конец 
вектора (точка О или С) проводится секущая. К  этой секу
щей из начала координат восстанавливается перпендикуляр.



Он определяет направление фронта скачка. Если угол со = 0, 
то точка В  приближается к точке В, а секущая превращается 
в касательную к ударной поляре в точке В. Перпендикуляр, 
опущенный из начала координат на эту касательную, дает 
направление линии слабых возмущений.

Если все длины на ударной поляре разделить на критиче
скую скорость, то все отрезки будут иметь смысл приведенных 
скоростей, например, ОВ = ).и О Ь = /.2 за слабым скачком, 
ОС = }.2 за сильным скачком, ОА — ) . 2  за прямым скачком. То
гда ударная поляра становится универсальной. Такие универ
сальные ударные поляры сводятся в диаграммы (рис. 93), по 
осям координат которых откладываются проекции Кхп Ху при
веденной скорости. При использовании такой диаграммы для 
расчетов скачков сначала по заданной приведенной скорости 
набегающего потока выбирается соответствующая ударная по
ляра (расстояние от начала координат до хвостика поляры). 
Дальнейшие 'построения ведутся теми способами, которые бы
ли 'рассмотрены выше.

Для усвоения приемов практического пользования диа
граммой ударных поляр полезно рассмотреть следующие за
дачи самостоятельно:



1) заданы ш и ?.|, определить /.2;
2) заданы Я] и Яг, определить (о;
3) заданы м -и >.ь определить а;
4) заданы а и >.ь определить />2 и м.

Выше рассматривались косые скачки уплотнения в плоском 
потоке. При обтекании круговых конусов осесимметричным 
потоком получаются некоторые отличия. Они связаны с тем, 
что площадь поперечного сечения потока здесь зависит не 
только от расстояния между ограничивающими поток линиями

тока, но и от радиуса, на котором они расположены (от рас
стояния между линиями тока зависит ширина элементарного 
кольцевого сечения, а от радиуса —  длина окружности этого 
кольца). Следовательно, при одинаковых углах заострения 
круговой конус вызывает более слабое уменьшение площади 
сечения потока, чем плоский клин, поэтому повышение давле
ния и понижение скорости в первом случае получается мень
шим. Таким образом, угол отклонения потока в коническом 
скачке уплотнения <о получается меньше угла между образую
щей конуса и направлением набегающего потока юкон. тогда 
как в плоском течении угол отклонения потока в скачке равен 
углу клина (Окл. Зависимость угла отклонения потока в скач

Рнс. 93



ке со от угла сокои и числа М набегающего потока приведена 
на рис. 94.

После конического скачка в процессе дальнейшего обтека
ния конуса линии тока искривляются, постепенно приобретая 
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Рис. 94

то направление, которое придают потоку стенки (рис. 95). 
Такое течение сопровождается уменьшением площади по
перечного сечения потока. Если в этой зоне М>1, то движение

происходит с понижением 
скорости и увеличением 
давления при постоянной 
энтропии. Таким образом, 
полный поворот потока 
при обтекании кругового 
конуса заключает в себе 
два этапа: а) отклонение 
в коническом скачке с из
менением скорости по 
ударной поляре, а пара
метров состояния — по 

ударной адиабате и б) отклонение в области за счаком, где те
чение изоэнтропное. При обтекании плоского клина весь по
ворот потока осуществляется в скачке. Поэтому при равных 
скоростях набегающего 'Потока и равных углах заострения



потери полного давления на круговом конуса будут меньше, 
чем для плоского клина.

Следствием рассмотренных выше особенностей является 
также то обстоятельство, что максимальный угол заострения, 
при котором косой скачок вырождается в отсоединенную го
ловную волну, для кругового конуса имеет большее значение, 
чем для плоского клина.

При расчете конических скачко.в уплотнения на круговом 
конусе также применяются графические методы. Для этой це
ли применяются, например, «яблоковидные криные», представ
ляющие собой сочетание ударной поляры и годографа скоро
сти течения сжатия, происходящего при обтекании конуса.

§ 7. С И С Т ЕМ Ы  С К А Ч К О В  У П Л О Т Н Е Н И Я

Система скачков упротнения состоит из нескольких после
довательно 'расположенных косых скачков, которые являются 
слабыми. Пересекая такую систему, поток испытывает ступен
чатое торможение: в каждом скачке скорость надает, а давле
ние возрастает, но течение остается сверхзвуковым. Послед
ний скачок в системе, называемый замыкающим, часто бывает 
сильным косым или прямым. При переходе через сильный за 
мыкающий скачок течение становится дозвуковым.

При 'Проектировании элементов проточной части сверхзву
ковых турбомашип, а также воздухозаборников сверхзвуковых 
воздушно-реактивных двигателей, обтекаемые тела профили
руют таким образом, чтобы специально организовать в потоке 
систему скачков. Дело в том, что совершенно избежать скачка 
уплотнения при входе сверхзвукового потока на рабочие ло
патки турбокомпрессора или во входное отверстие воздухо
заборника невозможно, следсквательно, невозможно избавиться 
от потерь полного давления. Однако, если один скачок уплот
нения заменить системой, в которой достигается такое же по
вышение давления, то потери полного давления получаются 
значительно меньшими. Иначе говоря, коэффициент восста
новления давления системы скачков значительно выше, чем 
для одного скачка, эквивалентного системе по повышению дав
ления. Это свойство системы скачков мож>но пояснить с по
мощью диаграммы 7"5.

Допустим, что газ, имеющий в невозмущенном сверхзву
ковом потоке давление рь сжимается в одном сильном скачке 
уплотнения до давления р2 . На рис. 96 точкой / изображено 
состояние газа до-сжатия. Состоянию газа за скачком отвечает 
точка 2, которая получается пересечением ударной адиабаты, 
проведенной из точки /, с изобарой р2. Повышение энтропии'



в скачке происходит от величины 5| до величины Яг; этому со1- 
ответствует падение давления торможения от р\* до рг*.

Заменим один сильный скачок эквивалентной системой 
скачков. Для этого интервал давлений Р 2 —Р\ на рис. 96 разо
бьем на более мелкие интервалы, проведя изобары ра и рь- 
Эти интервалы соответствуют повышению давлений в скачках, 
из которых состоит система. Точка а, которая получается пе
ресечением ударной адиабаты с изобарой р а, изображает со

стояние газа за первым скачком. 
Чтобы получить точку Ь, отвечаю
щую состоянию газа за вторым 
скачком, надо из точки а провести 
новую ударную адиабату до пере
сечения с (изобарой Рь- Аналогично 
отыскивается точка с, соответст
вующая состоянию газа за послед
ним скачком. Нужно заметить, что 
построенные таким образом отрез
ки ударных адиабатами Ьс не сли
чаются с ударной адиабатой для 
■сильного скачка 1— 2, так каконш 
строятся заново. Так, например, 
вблизи точки а линия аЬ почти 
совпадает сизоэнтропой (с верти
калью, проведенной 'пунктиром), 
но по 'мере удаления от этой точки 

все более и более отклоняется 'вправо.
Рассматривая диаграмму, видим, что в системе скачков 

повышение энтропии я, — $1 и падение давления торможения 
получается меньше, чем это было в первоначально взятом од
ном скачке уплотнения. Следовательно, процесс сжатия газа 
в системе скачков сопровождается меньшими потерями, чем 
в одном сильном скачке.

Повышение энтропии связано с количеством скачков в си
стеме. Чем больше это количество, тем меньшим получается 
повышение энтропии и падение давления торможения. В сис
теме, состоящей из бесконечного количества бесконечно сла- 

'бых скачков, все ударные адиабаты сливаются с изоэнтропой 
1е, и процесс сжатия протекает без потерь.

Один из способов организации системы скачков в сверхзву
ковом потоке представлен на рис. 97. По такой схеме выпол
няются воздухозаборники сверхзвуковых воздушно-реактив
ных двигателей. Изображенное на рисунке устройство назы
вается сверхзвуковым входным диффузором со ступенчатым 
конусом или с центральным телом. Центральное тело кругло
го поперечного сечения выполнено в виде конуса, образующая

Рис. 96



которого А В С  имеет излом в точке В. Оно расположено кон- 
центрично входному отверстию так, что проходное сечение для 
воздуха СО получается в форме кольца. Набегающий сверх
звуковой поток встречает вершину конуса (точка А) и откло
няется, принимая то направление, которое придает ему стенка 
^<г>̂ Са ^ Результате этого возникает слабый косой скачок 
АО  конической формы. Пересекая скачок, поток понижает 
скорость (Я2<?.|), но остается сверхзвуковым (Я2>1). При об
текании внутреннего тупо
го угла в точке В  образу
ется второй скачок систе
мы, также слабый, в кото
ром поток вторично сжи
мается. Скорость вновь 
уменьшается (Я3<Я2), но 
течение остается сверх
звуковым. Вблизи самого 
узкого сечения (СО) уста
навливается замыкающий Рис. 97 
прямой скачок уплотне
ния, при его пересечении поток становится дозвуковым >.4< 1. 
Дальнейшее движение дозвуковой поток совершает в расши
ряющемся канале с уменьшением скорости 'и повыше
нием давления. Таким способом организуется трехскачковая 
система.

Если образующую конуса выполнить без излома в точке В , 
то получится двухскачковая система, состоящая из одного ко
сою и замыкающего прямого скачка. Для получения трех ко
сых и одного прямого скачка образующая центрального тела 
должна иметь две точки излома. Во всех случаях ступенча
тый конус профилируется так, чтобы косые скачки пересека
лись на передней кромке обечайки в точке О. Тогда в потоке, 
обтекающем двигатель снаружи, получается только один ко
сой скачок, являющийся продолжением АО. 
г  £ " 5 ™ “  скачков уплотнения подробно исследованы 
I . И. Петровым и Е. П. Уховым. В этих исследованиях было 
установлено, что  ̂выигрыш в коэффициенте восстановления 
давления, который получается от применения системы, по срав
нению с одним скачком уплотнения бывает различным в зави
симости от того, из какого количества скачков состоит систе
ма и как распределено повышение давления между скачками. 
Было найдено оптимальное распределение интенсивности 
скачков, при котором система обладает наименьшими потеря
ми. При таком оптимальном распределении давления между 
скачками коэффициент восстановления давления возрастает с 
увеличением количества скачков п системе. Если, например,



количество .у г л о в ы х  точек на образующий центрального тела 
Д'С.’увеличить до бесконечности, превратив тем самым ступен
чатый конус в тело вращения с криволинейной образующей, то 
количество скачков также увеличится до бесконечности, а са
ми .скачки выродятся в слабые линии сжатия. Процесс сжатия 
станет изоэнтропным, т. е. коэффициент восстановления давле
ния, возрастет до единицы. Однако практически такие системы 
не применяются по двум причинам: во-первых, на нерасчет
ных режимах, т. е. при М ^ М (13сч. такая система работает ни
сколько не лучше двух- или трехскачковой; во-вторых, выпол
нение конуса с криволинейной образующей технологически 
сложнее, чем ступенчатого. Если поставить условие, что си
стема скачков должна обеспечивать коэффициент востановле* 
ния давления не ниже 0,97, то оказывается вполне достаточным 
следующее количество скачков в системе:

М=1,0--1,5 1 прямой скачок (система не нужна); 
М = ],5 — 1,8 1 косой -Ь 1 прямой;

1,8— 2,0 2 косых-!-1 прямой;
М —2,0— 2,3' 3 косых-Ы прямой.

Если взять более низкое значение коэффициента восста
н у ,сиия давления, то числа М, соответствующие различным, 
сх ем ам , соответствии > возрастают.

§ 8. ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ И ОТРАЖЕНИЕ СКАЧКОВ УПЛОТНЕНИЯ

•. ; В  сверхзвуковых потоках скачки уплотнения могут взаимо
действовать между собой, если они пересекаются, взаимодей
ствовать с волной разрежения, а также с границами твердых 
стенок или с границами свободной струи. Ниже рассмотрены 
явления, которыми сопровождаются такие взаимодействия.

Пересечение двух косых скачков
На рис. 98 изображена картина обтекания плоской стенки 

АВР, образующей два внутренних тупых угла в точках А и 5. 
сверхзвуковым потоком газа. Косые скачки, возникающие в 
точках А и В, пересекаются :в точке С. Выше этой точки обра
зуется один косой скачок СО, более сильный, чем АС  и ВС, 
способный повернуть поток на угол оч + мг. Иначе говоря, на
правление потока за скачком СО должно получиться таким 
же рзк при последовательном отклонении в скачках лС  и ВС. 
Этр. является основным условием, определяющим интенсив
ности и утлы фронта ии.ог и а/,скачков. Последние легко 
определяются с помощью диаграммы шо или диаграммы удар- 
н ц ^ оляр . Уг$л а! ..отыскивается по заданному числу. М| на



бегающего потока и углу отклонения о)ь угол а2 — по чйс *̂у 
Мг за первым скачком (которое является числом М набегаю
щего потока для второго скачка ВС ) и углу отклонения 'Пото
ка <02, угол а/ — по числу М] и углу отклонения В об
ласти В С Е  и в области О СЕ  (за скачками) статические дав
ления должны быть одинаковы р3 = Рз'. Давление торможения 
в области В С Е  получается более высоким, чем в области ВС Е , 
так как в первом случае поток пересекает систему скачков, об
ладающую более высоким коэффициентом восстановления 
давления, чем один скачок СО. Поэтому М 3> М / , т. е. ниже 
линии СЕ  поток движется с большей скоростью, чем выше

этой линии. Таким образом, линия СЕ  разделяет потоки, дви
жущиеся с различными скоростями. Она называется линией 
тангенциального разрыва. Нужно заметить, что линия танген
циального разрыва может быть четко выражена только в слу
чае идеального (невязкого) газа. В потоке вязкого газа вме
сто нее образуется тонкий вихревой слой ¡вдоль СЕ. Этот вих
ревой слой является причиной дополнительного роста энтро
пии и, следовательно, увеличения потерь.

При расчете параметров состояния выше и ниже линии СЕ  
может получиться, что статические давления в этих зонах бу
дут неодинаковы. В  этом случае по линии С77 возникает сла
бый косой скачок уплотнения или волна разрежения, в зави
симости оттого, в какую сторону должно измениться статиче
ское давление ниЖ'е линии С Е  для достижения баланса. Одна
ко этот скачок или волна разрежения получаются очень сла
быми и в приближенных расчётах могут не учитываться.

Взаимодействие скачка с волной разрежения
Этот случай взаимодействия представлен на рис. 99. Вол'; 

на разрежения ОВЕ, возникшая за скачком Л В С , попадай^' 
скачок, не пересекает его, так как линии Маха ОВ, ОС и 1\'М.



представляют собой бесконечно слабые возмущения, тогда как 
при переходе через скачок давление меняется на конечную ве
личину. Тем не менее, линии Маха, попадая на скачок, изме
няют угол фронта последнего. Обращаясь к рис. 99, видим, что 
в области О ВС  давление /?з ниже, чем за косым скачком АВ, 
т. е. в области Л О В, так как эти зоны разделены между собой 
линией разрежения ОВ. Поэтому участок косого скачка ВС  
должен быть слабее, чем участок АВ, и, следовательно, угол 
его фронта должен быть меньше.

Таким образом, взаимодействуя с волной разрежения, ле
жащей за косым скачком, скачок постепенно ослабевает и на 
значительном удалении от обтекаемого тела вырождается в 
линию слабых возмущений.

Рассмотренное язление принимается во ‘внимание при про
ектировании датчиков для измерения статического давления 
в сверхзвуковом потоке. Если, например, отверстие для отбор? 
статического давления выполнить на поверхности АО  обтекае
мого заостренного тела, то измеряемое давление будет равно 
Рг, т. е. будет выше статического давления в потоке р\. Поэто
му отверстие отбора должно быть отнесено назад, далеко по
сле волны разрежения. В этой зоне давление практически рав
но р\, так как она отделена от набегающего потока очень сла
бой -полной — скачком, выродившимся в линию слабого воз
мущения.

Отражение косого скачка от твердой стенки

Различают правильное отражение косого скачка от твер
дой стенки и неправильное, или маховское отражение.

Схема потока при правильном отражении изображена на 
100. Косой скачок, возникший в точке А, достигает про- 

эдвргтоложной стенки в точке Д. Пересекая этот скачок, поток 
Отклоняется по часовой стрелке на угол ьц и движется далее

Р

Рис. 100



наклонно по направлению к нижней плоской стенке. Длитель
ное движение в этом направлении невозможно, так как сквозь 
твердую стенку газ пройти не может, и стенка непременно вы
зовет вторич'ный поворот потока на угол ь) 2  — — coi. Если, на
пример, рассмотреть линию тока вблизи нижней 'Плоской стен
ки, то этот вторичный поворот должен произойти сразу после 
выхода потока из скачка АВ, т. е. в точке В. Поэтому из точки 
В  выходит отраженный косой скачок уплотнения, в котором и 
осуществляется вторичный поворот на угол со2 = — соь За скач
ком ВС  линии тока направлены параллельно нижней плоской 
стенке.

Падающий А В  и отраженный ВС  скачки наклонены к стен
ке не под одинаковыми углами: отраженный располагается 
круче. Последнее связано с тем, что число Мо перед отражен
ным скачком меньше, чем M i — перед падающим, поэтому при 
одинаковой абсолютной величине со получаются разные углы 
фронта, а именно a 2>ici (см. рис. 100 справа).

При некоторых сочетаниях M i и ai может получиться, что 
вертикаль coi=const, проведенная на диаграмме <ш, не пере
сечется с кривой М 2, т. е. решения для отраженного скачка не 
существует. Физически это значит, что при М  = М 2 не су
ществует ни одного косого скачка, который был бы способен 
повернуть поток,на угол ол: даже максимальный угол поворо
та со Г;ах получается меньше, чем требуемый a>2 = coi. В этом 
случае правильное отражение невозможно, и возникает отра
жение по Маху.

Скачок при маховском отражении приобретает V -образную 
форму. Точка В , в которой «происходит отражение, отрывается 
от стенки и перемещается внутрь потока, а между этой точкой 
и стенкой образуется сильный скачок, весьма близкий к пря
мому (см. BD, рис. 101 слева). Отраженный скачок ВС  пово
рачивает поток «а предельный угол штах, но э т о т  угол по аб
солютной величине получается все же меньше, чем угол откло
нения потока coi в падающем скачке АВ. Таким образом, поток 
не приобретает направление, параллельное стенке, а движется 
наклонно под углом Дм к последней. Величина остаточного 
угла Дсо легко определяется по диаграмме «со (рис. 101 спра
ва). Окончательное выравнивание направления течения (па
раллельно стенке) происходит за скачками в дозвуковой зоне 
D BE , так как при М<1 поток способен поворачиваться на лю
бой угол, без образования каких-либо волн. Отрыв точки от
ражения В  от стенки происходит вследствие необходимости 
появления дозвуковой зоны, в которой мог бы закончиться по
ворот потока на остаточный угол Дсо.

Отраженный скачок ВС  в действительности получается 
несколько искривленным, однако это искривление незначитель



но и и приближенных расчетах и построениях им пренебре
гают.

Поток, движущийся выше точки В, пересекает систему 
скачков А В  и В С ,  а ниже точки В  --один сильный скачок 
ВО. Поэтому давление торможения и зоне С В Е  получается 
более высоким, чем в зоне ОВЕ\ статические давления в этих 
зонах — одинаковы. В связи с этим скорость над линией В Е

Рис. 101

значительно выше (Мз>1), чем под этой линией (Мз<1). Та
ким образом, В Е  представляет собой линию тангенциального 
разрыва. В  случае вязкого газа вдоль В Е  образуется вихревой 
слой.

Потери при маховском отражении получаются большими, 
чем при правильном. Это связано с образованием сильного 
скачка ВО, а также с появлением вихревого слоя на линии ВЕ.

Отражение косого скачка от границы свободной струи

На рис. 102 изображена схема течения, в котором сверх
звуковая струя конечной толщины обтекает внутренний ту
пой угол. Таким образом, снизу это течение ограничено твер
дой стенкой, а сверху — границей свободной струи.

Косой скачок АВ, образовавшийся в угловой точке, по
падает на границу струи в точке В. В этой точке появляется 
отраженная волна разрежения ВСй, возникновение которой 
объясняется следующим. В набегающем потоке, в области 
РВА , статическое давление р\ такое же, как и в окружающей 
среде, т. е. за границей струи Р В И , так как граница свободной 
струи не способна удерживать разность давлений. За скачком 
А В  давление рг становится выше, чем р\. Следовательно, по



является область повышенного давления A BC . Но в зоне П ВО  
давление вновь должно быть равно р\, так как эта зона отде
лена от внешней среды лишь границей струи ВИ . Поэтому 
между областями A BC  и И ВО  образуется волна разрежения 
BC D , при прохождении через которую давление снижается от 
р2 до р |. Излом 'внешней границы струи Р В И  в точке отраже
ния происходит так, что ее 'направление изменяется на угол 
равный сумме углов отклонения потока в скачке А В  и в волне 
разпеженпя BCD.

В  качестве примеров *
взаимодействия скачков 
уплотнения рассмотрим 
спектры потока, выходя
щего из сопла Лаваля на 
нерасчетных режимах.

Для каждого сопла 
Лаваля существует впол
не определенное расчет
ное значение приведен
ной скорости истечения Х2/, 
и соответствующее ему 
отношение давлений на
выходе н 'входе*1. Эти величины определяются отношением 
площадей выходного сечения и горла (см. пример в конце § 8, 
гл. I I ) .  Таким образом, при изменении отношения давлений 
следовало бы изменить и отношение проходных сечений соп
ла, но в обычных соплах эти сечения не регулируются, поэто
му режим получается нерасчетным.

Нерасчетные режимы подразделяются на две группы. 
К  пер'вой группе относятся такие, которые получаются при 
отношении давлений на выходе и входе меньшем расчетного, 
ко второй — при отношении давлений большем расчетного. 
Если 'работу -сопла рассматривать при постоянных значениях 
давления на входе и температуры торможения, то вместо при
веденной скорости можно брать обычную размерную скорость, 
а вместо отношения давлений — давление на выходе. Тогда 
первая группа нерасчетных -режимов получится при пониже
нии давления той среды, в которую происходит истечение, а 
вторая группа — при повышении.

*) Строго говоря, нужно рассматривать отношение статического дав
ления к давлению торможения на выходе из сопла. Но так как при от
сутствии потерь давление торможения на выходе и входе сопла одина
ково, а разница между р1 и р\* мала вследствие малой скорости, то часто- 
оценку режима ведут но отношению статических давлений на выходе и 
»коде.



На рис. 103 приведены графики распределения скорости и 
давления по длине сопла. Расчетному режиму соответствует 
кривая А ГБ .  Газ, проходя через сопло, получает в этом случае 
полное расширение: давление в выходном сечении 2 — 2 пони
жается до давления окружающей среды. Из сопла он выходит

в виде струи постоянного сечения, во всех точках которой дав
ление равно Р2Р (рис. 104). Кромки выходного отверстия со
здают в потоке бесконечно слабые возмущения, изображенные 
на рисунке в виде двух пересекающихся характеристик.

При понижении противодавления на выходе из сопла 
Р 2 < Р 2Р (точка Д, см. рис. 103) никаких изменений парамет
ров потока на срезе, т. е. в сечении 2—2, а также внутри ка

нала не происходит. Действительно, если предположить про



тивное, допуская, что понижение давления должно вызвать 
увеличение скорости в сечении 2—2, то нужно согласиться 
с тем, что и во всех других сечениях внутри канала должен 
наблюдаться рост скорости. Однако скорость в горле сопла 
не может быть больше 
критической, следователь
но, и во всех послодующих 
сечениях она должна со- 
хр а»ить з н а чония, соот - 
ветствующие кривой ГБ.
Недоиспользованный пе
репад давлений (от точки 
Б  до точки Л ) реализует
ся уже за пределами соп
ла.

Спектр потока, отвечающий нерасчетным режимам первой 
группы, изображен на рис. 105. При обтекании выходных кро
мок на срезе сопла А и А\ образуется течение Прандтля— 
Майера с возникновением волн разрежения А В С  и А^В^Сх. 
Пересекая волны А\ЕБ  и Л ЕН , поток отклоняется таким обра
зом, что границы струи расширяются, т. е. ее поперечное се
чение возрастает. Давление при этом понижается от расчет-
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ного значения р2р, которое оно имеет в области АА\Е, до дав
ления внешней среды р2' в области A XFB . (Область A^FB от
делена от внешней среды только границей свободной струи 
А\В, по обе стороны которой давление не может быть разным.) 
При дальнейшем течении поток вторично пересекает волну 
разрежения BC G F, и давление становится ниже, чем в окру
жающей среде. В  точках В,С  и В\,С\ линии разрежения, отра
жаясь от границы свободной струи, образуют линии сжатия, 
составляющие волны сжатия BCD  и B\C\Di, При пересечении 
такой волны давление газа вновь возрастает до Далее по
ток еще раз пересекает волну сжатия, в результате чего дав-



ление становится выше, чем в окружающей среде. В точках
0 1 и £>'волны сжатия отражаются от границы свободной струн 
и образуют волны разрежения, а процесс изменения давления 
повторяется. Заметим, что течение идеального газа в волнах 
разрежения -или сжатия происходит без потерь, поэтому пе
риодические расширения и сжатия струи с соответствующими 
изменениями давления должны повторяться до бесконечности. 
Однако в действительности, вследствие влияния вязкости га
за, этот процесс сравнительно быстро затухает.

Рассмотрим вторую группу нерасчетных режимов, возни
кающих при повышении противодавления выше расчетного 
р2 > р 2Р- Можно было бы предполагать, что если давление 
окружающей среды, в которую происходит истечение, выше 
расчетного Р 2 '> Р 2;>' то расширение газа должно было бы идти

Рис. 106

лишь до некоторого промежуточного сечения, в котором 
р — р2\ а затем струя, оторвавшись от стенок, должна двигать
ся с постоянной скоростью и давлением, сохраняя постоянное 
поперечное сечение. Но в действительности процесс идет не
сколько иначе.

Если противодавление немного превышает р2р, то это воз
мущение не способно проникнуть в канал, так как газ вытекает 
из сопла с большой сверхзвуковой скоростью. Поэтому за гор
лом, в расширяющейся части, течение будет происходить так 
же, как на расчетном режиме, в соответствии с кривой А ГБ  
(см.* рис. 103). Газ расширяется в этом случае до давления 
более низкого, чем снаружи. Несоответствие давлений обна- 
руживается лишь при выходе из сопла, где образуется слабый 
косой скачок уплотнения, в котором давление повышается до 
р2\ а скорость понижается, но остается сверхзвуковой (см. 
точку Ж ,  рис. 103). Схема течения в струе газа за соплом на 
этом режиме .показана на рис. 106.

В скачках уплотнения А В  и А\В происходит повышение 
давления от р2р до р2, соответствующее переходу от точки Б  
к точке Ж  (см. рис. 103). (Заметим, что область А^ВС отде*



лена от внешней среды границей свободной струи, поэтому 
давления в них одинаковы.) Потоки, движущиеся 'выше оси 
струи и ниже ее, пересекая скачки А\В и А В, поворачиваются 
по направлению друг к другу, и при слиянии должны повер
нуться вторично, в обратную сторону. Этот поворот осущест
вляется во вторичных скачках ВС  и ВС\. Струя на этом участ
ке (Л]С, АС\) имеет суживающуюся форму, так как ъ первых 
косых скачках линии тока получают отклонение в направлении 
оси струи. Пересекая вторичные скачки, газ вторично сжимает
ся и давление становится выше, чем » окружающей среде. 
В точках С и С, скачки, отражаясь от границы свободной 
струи, образуют волны разрежения СОЕ  н С\0\Е}, в которых 
давление уменьшается при первом .пересечении до р'2, а при 
втором до р<р'г. Далее спектр потока имеет точно такой же 
вид, как и на режиме неполного расширения (см. рис. 105).

При повышении давления окружающей среды р2 скачки 
А В  и А\В усиливаются, их углы фронта и углы отклонения 
потока возрастают. При достижении некоторого значения р2 
вторичные скачки ВС  и ВС\ уже не могут повернуть поток на 
тот угол, который требуется, поэтому система косых скачков 
перестраивается и образует мостообразный скачок (рис. 107). 
Причины образования мостообразного скачка п его природа 
имеют очень много общего с маховским отражением. Если 
центральную линию тока условно принять за твердую стенку, 
та половину мостообразного скачка можно построить как ма- 
ховское отражение. Особенностью струи за мостообразным 
скачком уплотнения является то, что ее центральное ядро дви
жется с дозвуковой скоростью, тогда ка.к на периферии 
течение сверхзвуковое. В точках В  и В] образуются линии тан
генциального разрыва, а в случае вязкого газа — вихревые 
слои. Сильный скачок В В { и вихревые слои являются причи
ной существенного увеличения потерь в мостообразном скачке 
по сравнению с косым.

По мере дальнейшего увеличения р2 сильный скачок В В { 
занимает все большую и большую часть площади сечения 
струи, следовательно, дозвуковое течение развивается, а 
сверхзвуковое сокращается. Мостообразный скачок постепен
но переходит в прямой и проникает внутрь канала сопла *>. 
На рис. 103 прямому скачку на срезе сопла отвечает точка И.

Скорость в этом случае получается дозвуковой. С ростом 
противодавления р2' прямой скачок все глубже проникает

*) Скорость распространения сильного скачка или ударной волны зна
чительно превышает скорость звука. Поэтому сильные возмущения способ
ны распространяться против течения в сверхзвуковом потоке, если толь
ко скорость их распространения превысит скорость потока.



внутрь канала, перемещаясь к горлу. Изменение скорости и 
давления по длине сопла изображается кривой типа А ГЛ Ф Ц . 
Когда р\ достигает значения, соответствующего точке /. 
скачок'Входит в узкое сечение канала и вырождается в слабую 
звуковую волну, а вся расширяющаяся часть сопла работает 
при дозвуковой скорости, как обычный дозвуковой диффузор. 
Дальнейшее возрастание противода'вления /V приводит к то
му, что канал начинает работать как трубка Вентури (см. кри
вую 3 / 0 # ,‘рис. 103).

Нужно заметить, что нерасчетные режимы 'первой группы 
называют режимами неполного расширения или недорасшире- 
ния, а сопло, работающее в таких условиях — коротким сол-

я,

ТЫ

0.

А

Рис. 107

лом. Нерасчетные режимы второй группы — это режимы пе 
рерасширения. Сопло, работающее на режиме перерасширения 
называют длинным.

При экспериментальных исследованиях распределения дав
ления вдоль оси сопла было установлено, что в некоторых 
случаях повышение давления на участке кривой Л Ф  (см. рис. 
103) происходит не по вертикали, а несколько растянуто по 
длине. Более подробный анализ этого вопроса показал, что 
в этих местах образуются так называемые псевдоскачки, пред
ставляющие собой последовательно расположенные косые или 
мостообразные скачки*» в центральной части потока и сильно 
развитую зону отрыва — на периферии (рис. 108) Потери 
в зоне отрыва соизмеримы, а иногда и превышают потери в 
скачках. Такая последовательность скачков занимает неко
торое расстояние 'по длине, поэтому на экспериментальных 
графиках и наблюдаются участки типа Л Ф , но расположенные 
наклонно. На некоторых режимах псевдоскачки вырождаются

*) В  промежутках между сильными участками соседних мостообразных 
скачков происходит разгон потока (вследствие уменьшения площади сече
ния струи) с переходом через скорость звука и образованием сверхзвуко
вой зоны (за счет некоторого увеличения площади струи), поэтому воз
можно появление следующего скачка.



в прямой или мостообразный скачок, на других — в косой 
скачок с последующим сильным отрывом потока. Образование 
той или иной конфигурации связано с характером взаимо
действия скачков с пограничным слоем — областью вблизи 
стенки, где наблюдается интенсивное уменьшение скорости 
от ее значения в ядре потока до нуля на стенке. Вопрос о ха
рактере взаимодействия находится в настоящее время в стадии 
изучения.



Г Л А В А  Ш И  С Т А Я

Д В И Ж Е Н И Е  ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ. 
ПОГРАНИЧНЫМ СЛОИ

§ 1. У Р А В Н Е Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я  В Я З К О Й  Ж И Д К О С Т И

Уравнения движения идеальной жидкости рассматривались 
в § 4 главы I, где они были представлены в форме Эйлера и 
в форме Громеки. В настоящем параграфе изучается движение 
вязкой жидкости. Это более сложное явление. В отличие от 
идеальной жидкости, где поверхностными силами являются 
только силы нормального давления (нормальные напряжения 
сжатия), в вязкой жидкости эти силы получаются несколько 
иными, а именно: появляются касательные напряжения, при
ложенные к поверхностям, которые ограничивают рассматри
ваемый объем, нормальные напряжения зависят не только от 
давления, но и от сил вязкости.

Уравнения движения вязкой жидкости выводятся тем же 
методом, что и уравнения Эйлера, только расширяется ком
плект действующих сил — добавляются касательные напряже
ния, а нормальные напряжения вычисляются более сложно. 
Поэтому, прежде чем приступить к выводу, необходимо позна
комиться с тем, как определяются напряжения.

В элементарном объеме, изображенном на рис. 5, полагая, 
что жидкость вязкая, векторы поверхностных сил будут на
правлены не перпендикулярно к площадкам (например, АОЕР, 
В С К Ц , а под косыми углами к ним. Это связано с тем, что 
векторы напряжений поверхностных сил имеют не только нор
мальные компоненты, .но и касательные. Заметим также, что 
в теории вязкой жидкости положительными нормальными 'на
пряжениями 'считаются напряжения растяжения. Поэтому на 
схемам, подобных рис. 5, напряжения от поверхностных сил 
изображают векторами, ¡направленными не внутрь рассматри
ваемого объема, а наружу.



Для обозначения проекций вектора напряжения поверхно
стной силы применяется двойная индексация. Первый индекс 
указывает ту площадку, на которой рассматриваются напря
жения. Этому индексу дается наименование той координатной 
оси, которая нормальна к заданной площадке. Так, например, 
для площадки, параллельной координатной плоскости хоу, при 
обозначении любых напряжений первым индексом будет г. 
Второй индекс указывает ту ось, на 'которую проектируется 
вектор напряжения. Таким образом, на каждой площадке рас
сматриваются два касательных и одно нормальное напряже
ние. Касательные-имеют разноименные индексы, нормальные—  
одноименные (рис. 109),

Поскольку частицу жидкости можно представить как эле
ментарный объем кубической формы, то вполне очевидно, что 
для характеристики ее напряженного состояния нужно задать 
следующие девять величин:

Р х х  V  Т -1 '

\* у  Р у у  ~гу 

Хх г  х уг Р г г

Е сли составить моменты сил, вызываемые касательными 
напряжениями, приложенными к граням кубика, и рассмот
реть условия их равновесия относительно координатных 
осей *>, то нетрудно доказать, что

'х у  —  ~улг>

~уг ~  т гу*

'г х  ~хг>

т. е. .касательные напряжения, приложенные к смежным гра
ням <и действующие в одной плоскости, численно равны. Это 
дает значительное упрощение, так как позволяет сократить чи
сло рассматриваемых напряжений с девяти до шести.

Для дальнейших рассуждений необходимо связать напря
жения со скоростью движения жидкости.

) Условия равновесия —  равенство нулю сумм моментов от касатель
ных напряжений, взятых относительно соответствующих координатных 
осей. Если предположить, что элементарный объем жидкости имеет еще 
вращательное движение с угловым ускорением не равным нулю, то в урав
нение моментов следовало бы ввести еще, согласно второй теореме ЭГпера 
производные от моментов количества движения. Однако при стремлении 
объема к нулю момент количества движения получается величиной высше
го порядка малости по сравнению с моментами поверхностных сил так как 
объем стремится к нулю быстрее, чем поверхность.



Наиболее простую зависимость касательных напряжении 
от скорости дает закон жидкостного трения Ньютона

(6->)дп
ды>

Здесь т — касательное напряжение, — изменение скорости

по 'нормали к линии тока, или поперечный градиент скорости. 
Коэффициент пропорциональности в этой формуле* \ 1 — назы
вается динамическим коэффициентом вязкости, или динамиче
ской вязкостью. Он зависит от рода жидкости и характеризует 
вязкость. Кроме того, он зависит от температуры. Для капель
ных жидкостей с 'ростом температуры ц уменьшается, следуя 
зависимости

и-ио ---- 5----• <6'2>

где а и Ь — постоянные для данного рода ж и д к о с т и  коэффи
циенты, / — температура в градусах Цельсия, цо— динамиче
ский коэффициент вязкости при / = 0°. Для газов ц возрастает 
с увеличением температуры. Эта зависимость хорошо описы
вается формулой Сатерлэнда

14-4-
Ъ - .  л / 1
С_ V  Т 0 ’

(6.3)

в -которой с — коэффициент, зависящий только от рода газа> 
Т — абсолютная температура в градусах Кельвина, цо — коэф
фициент вязкости при 7 = То. Для воздуха можно пользоваться 
также приближенной зависимостью

И=И. (6-4>

Наряду с динамическим коэффициентом вязкости применяется 
еще кинематический коэффициент вязкости

(6.5)
о

Его размерность
м г

сек
не содержит динамических величин, а

только кинематические, откуда он и получил овое название.



Единицы измерения для ц и v в различных системах следую 
щие: J

В системе СГС  эти единицы имеют специальные названия* 
< дин-сек _  см2

с м 2 ~  пУаз> 1— '=1 стокс. Соотношение между еди
ницами в различных системах такое: 

н-сек1
м- 10 «з =  0,102 к Г • сек

М‘
J/2

1 —  =  104 ст . 
сек

Применяя формулу Ньютона {6. 1) к потоку, движущемуся 
параллельно плоскости хоу (рис. 110), можно записать

дшх
'zx= Ia дг (6.6)

Если рассмотреть два бесконечно близко расположенных 
слоя, которые на рис. 110 изображены параллельными плос
костями, то можно заметить, что касательные напряжения на 
верхнии слой со стороны нижнего действуют против движе
ния, а на нижний со стороны перхнего - по движению. Игглче
14*



говоря, верхний слой стремится увлечь за собой нижиии, а 
нижний слой тормозит верхний. Объем жидкости, на*°ДЯ1̂ “ ‘ 
ся между такими слоями, деформируется получая деформа
цию сдвига (рис. 111). Согласно формуле (1. 5), скорость угло
вой деформации определится как

1 дщ
2 I  дг дх

чт0 прн^  =0 (так как =0) даст 
дх

й  -  1

у 2 д г '
Тогда

~гх = 2|х̂ у-

Таким образом, между касательным напряжением и скоростью 
угловой деформации существует линейная зависимость с ко
эффициентом пропорциональности 2ц.

В более общем виде связь между напряжениями и ск,рР0 
стямн жидкости устанавливается законом трения Стокса, .этот 
закон имеет формальную аналогию с законом Гука для твер
дого тела применяемом в теории упругости или в сопротивле
нии материалов. По закону ,Гука напряжения, возникающие 
в твердом теле, пропорциональны деформациям: нормальные 
напряжения пропорциональны линейным относительным де
формациям, а касательные — угловым Согласно закону Сток
са напряжения пропорциональны не деформациям, а скоро
стям деформации: нормальные -  скорости линеинои дефор
мации, а касательные — скорости угловой деформации. Коэф
фициент пропорциональности, как это следует из рассмотрен
ного выше частного примера, равен 2ц

Обращаясь к теореме Коши-Гельмгольца (1.7) видим, что 
при движении жидкого объема в общем случае имеют место 
следующие скорости деформации: ^  ^

скорости линейной деформации — »

скорости угловой деформации 0*, 9у»

*> Вполне понятно, что ссылка на частный пример не является строгим 
доказательством. Последнее можно найти в фундаментальных курсах по 
гидромеханике, напр.: Л. Г. Л о й ц я н с к и й. Механика жидкости я I аза. 
М.. Гостехиздат, 1957. Г. Ш л и х т и н г .  Теория пограничного слоя. М., 
Из’д-во иностр. лит., 1956.



Тогда, принимая во внимание формулы (1.5 ), можно записать 
касательные ¡напряжения в таком виде:

(дхйу, , ди>.
\ дх ду

о п (д гшг , д-шЛ
~  ~  ~   ̂ \ ~ду )  ’

О Л  ( д « \ -  I \

(6. 8)

а нормальные напряжения, возникающие только от действия 
сил вязкости, представить так:

°х х  в  2 а  ■— ?,
дх

3 = 2\1 (6.9)
ду

О дъи,<»« = 2а — ".
¿2

Нужно обратить внимание, что полные величины нормальных 
напряжений рхх, Руу, ргг отличаются от записанных форму
лой (6.9) на величину давления в газе ро, которое определяет
ся молекулярно-кинетическими процессами. (Давление в газе 
или жидкости существует и тогда, когда влияние вязкости от
сутствует, например, в идеальной жидкости или в неподвиж
ной реальной жидкости). Таким образом,

дЮ
Рхх = — р0 +  О ХХ = —  Р 0 +  2 Ц  ----

дх

Руу ——Ро + Суу = —ро + 2[л — — , (6.10)
ду

дш
Р г г  = —  Р ъ  +  Я г г  Ро  +  2\1 —

дг

Знак минус перед величиной ро связан с тем, что давление со
здает напряжения сжатия, в то время .как положительными 
считаются нормальные напряжения растяжения.



Вычитая 'из утроенной величины рхх сумму напряжений, 
можно записать

дни
3 Р х х — {Рх х  Ч- Руу -1- Р г г  ) З Р о  +  З  • 2 ц дх Л Зро +

\ дх ду дг
дм= 3.2^ — • — 2[иМ\и>, 
дх

откуда
= Р « ± Р у у ± Р «  + 2  

Рхх 3 дх 3
(6. 11)

Теперь следует ввести понятие о том, что такое давление 
в вязкой жидкости.

Если за величину давления принять нормальные напряже
ния р гл, Руу» Ргг• то возникает неудобство, так как в одной 
и той же точке эти напряжения различны по величине. В этом 
случае пришлось бы в каждом направлении рассматривать

Рис. Ш

свою величину давления. Для того чтобы понятия давления 
в вязкой жидкости и в идеальной жидкости сохранились иден
тичными, надо отыскать такую комбинацию, составленную из 
трех напряжений рхх, Руу и р22, которая не зависела бы от 
ориентации системы координат, иначе говоря, которая не за
висела бы от ориентации площадки, проведенной внутри жид
кости для подсчета действующих на нее сил давления. Таким 
свойством обладает средняя арифметическая величина

П= _  Рхх +  Руу +_£«_ (6Л2)
3

Она и принимается в качестве давления в вязкой жидкости.



Пользуясь таким представлением о давлении, можно за
писать выражение (6. 12) для рхх «  аналогичные ему для руу 
и Ргг*в следующем виде:

ду 3
(6.13)

дг 3

В случае несжимаемом жидкости, согласно уравнению нераз
рывности сПудо = 0, тогда последние слагаемые в правой час
ти обращаются в нуль и уравнения (6. 13) упрощаются. Со
поставляя их с формулами (6. 10), нетрудно заметить, что в 
этом случае р — ро.

Для вывода уравнений движения вязкой жидкости рас
смотрим элементарный объем А В С О Е Р1 К  (рис. 112), движу
щийся под действием сил: поверхностных нормальных АР,
поверхностных касательных АИ и массовых АС?. Равнодейст
вующая этих сил, 'В соответствии со вторым законом Ньютона, 
должна равняться массе жидкого объема, умноженной на 
ускорение. Запишем это уравнение сначала в проекциях на ось 
-V, подсчитав предварительно проекции действующих сил

* Р х1 Рлх Ьу-±г,

- ’ г х Ь Х '&У*

Л Дам -ухЬх-Ьг

' Л 1  I V *  I -V —  «V

\ ' ду 
\С}Х = Ах Ау-Аг- рX ,



где X —- проекция на ось л: ускорения от массовых сил. По
лучим

д р г1 _  др х2 _  д# с1 +  АНх2 -  д/^з + АНхА 4- ДС}х =

А А А= Ах-Ду-Дг-р
сИ

здесь А х А уА г- р — масса, а
<а

проекция ускорения на

ось х. После подстановки сюда вычисленных значений проек
ций сил, приведения подобных и -сокращения на АхАуАг, это 
уравнение приобретает вид:

Ё* 
дг

д Рх х  _|_ -гх

дх
д_ V  + Гух  =  р ^
ду ‘ <И

(6.14)

Подставим теперь вместо напряжений их выражения через 
скорости деформаций, пользуясь формулами (6. 13) и (6.8) <и 
считая |1=-сопз1. Тогда

дрхх
дх

д_
дх

_ р +2^ _  2 ц ( д̂  +  д̂  +  д̂  
дх 3 \ дх ду дг

=  _  ?£ . 4- 2ч. а-2* -  —  и. ^ 2 .
дх 1 Здг2 3 а.*2 3 ауа*

2 а2ш7
3 1 дгдл:

а
аг “ дг

атуе д
ау ду

а о».
 ̂ л 1 г дг

д тУ I{1 - у + а

—  ^ 2 Ш Л- ^ и
5л: I ' дг2 ‘ д*д,г ’

а2а>.д2ш..
а -- - 4*  ̂ 1

дхду ду2дх ду
и уравнение (6 .14) после небольших преобразований прини
мает такой ви д : 

дроХ
дх

4- {х аго) х+  ^  + а2шдЛ +  А
дх2 ау 2 а?2 ) з

а2ш л = 0 йуох
а*аг) ~ль'

д2т х д2т у 
дх2 дхду

Применяя здесь операторы Д и <Ну

д̂ х£)г , а2дох . д2т х .



Рх - д- £  + ® _ о
^  з ах 1 &

Поделив обе части равенства «а р и прйняв во внимание что
¡А ’
—  = "V, представим уравнение движения в проекциях на ось х

и аналогичные ему в проекциях на оси у  и г  в окош^ельном 
виде

X - 1 дЛ юх + V д
г! {V ^  = йшх

р дх ~3 дх (11

У - 1 др + + V

\
д

сНу а» =
р ду ¥ ' ду ' ~ а Г '

1 - 1 д_Р + А̂и>г +  -
■/ д

(Лу &  =
р дг 3 ~дх <а

(6.15)

Они называются уравнениями Навье-Стокса *>.
В заключение нужно отметить, что существует кроме зави

симости (6. 12) еще одна, которая может представлять давле
ние в вязкой жидкости, а именно

Г, _ Рхх "~Ь Р\У ""Ь Рг? , , .р -------------------(11У оу. ^  ]6^

Эта величина также не зависит от ориентации площадки, на 
которую рассматривается действие сил давления. Коэффици
ент ц называется второй вязкостью.

На формальную возможность такого представления дав
ления указывали еще Стокс и Кирхгоф, однако физическое ис
толкование явление второй вязкости получило в 1937 году в 
работах Л. И. Мандельштама и М. А. Леонтовича. Вторая 
вязкость связана с явлениями неравновесности и проявляется 
в быстропротекающих процессах. Если в движущемся газе 
происходит очень быстрое изменение плотности, то наблю
дается некоторое отставание в изменении других величин. 
Восстановление равновесия протекает с диссипацией энергии, 
т. е. с необратимым преобразованием части энергии в тепло. 
Таким образом, этот эффект аналогичен вязкости.

*> Впервые эти уравнения были получены Навье в 1827 г затем П у 
ассоном в 1831 г., Сен-Венаном и 1843 г. и Стоксом в 1845 г При выводе 
уравнении авторы пользовались различными гипотезами



Если провести вывод уравнений Навье— Стокса, восполь
зовавшись формулой (6. 16) вместо (6. 12), то они принимают 
такой вид:

' х - Т х  +  ^ “ ‘ + { % - ^ Т х й* " = р 1 и '

_  а±  -! - ,Д  » ,  + ^  ±  сПу ш = р ^  (6.17) 

дп ( * Л д0 - £ г + № + [ - $ - * ) Тг -¿г-
Нужно заметить, что в несжимаемой жидкости вторая вяз

кость не проявляется (гНу о > = 0), а в газах при сравнительно 
медленных процессах последний член в формуле (6. 16) мал, 
поэтому в обычных случаях давление в вязкой жидкости опре
деляют по формуле (6.12), а уравнения Навье Стокса бе
рут в форме (6. 15).

§ 2. П О Д О Б И Е  П О ТО КО В Ж И Д К О С Т Е Й  И ГА ЗО В

Решение многих задач газодинамики встречает серьезные, 
а иногда и непреодолимые математические трудности. Поэто
му для быстрого получения надежных результатов, часто 
прибегают к эксперименту. Постановка экспериментальных 
исследований требует больших затрат труда, времени и мате
риальных средств, и проводить такие исследования на боль
ших натурных объектах ради получения одного частного ре
зультата нерентабельно. Большую помощь здесь оказывает при
менение методов теории подобия. Эти методы устанавливают 
условия, при которых физические процессы оказываются по
добными, а также регламентируют определенные правила 
проведения эксперимента и использования полученных резуль
татов. Благодаря применению теории подобия удастся:

заменить испытания натурных объектов испытанием моде
лей уменьшенных размеров, например моделей самолетов в 
аэродинамических трубах, моделей кораблей в гидрокана
лах и т. п.;

имитировать условия испытания другими, более легкими 
и удобными для проведения эксперимента, например, прово
дить испытания газовой турбины на холодном воздухе;

распространять результаты опытов с одной моделью на це
лый класс машин или аппаратов.

Такие практические приложения теории подобия носят об
щее название — моделирование. Законы моделирования час



то используются при проектировании новых .машин, когда за 
образец принимается старая, но хорошо зарекомендовавшая 
себя конструкция.

Простейшим видом подобия является геометрическое по
добие. Известно, например, что для соблюдения подобия тре
угольников нужно, чтобы сходственные стороны были пропор
циональны *>, причем коэффициент пропорциональности оди
наков для каждой пары сравниваемых 'сторон.

Условия подобия физических явлений более сложны, так 
как >в этом случае сравнению подвергаются не только линей
ные размеры, но и другие физические величины: скорости, 
силы, времена, массы, температуры и т. п. У каждой пары 
сравниваемых величин в общем случае будет свой коэффи
циент пропорциональности.

Так, например, рассматривая движения двух механиче
ских систем, можно к каждой движущейся точке применить 
второй закон Ньютона. Для точек одной системы это запи
шется

с/ , ¿до/
= *  ~й Т  (6Л8)

для второй

(6.19)

Одноименные величины в этих системах связаны следующими 
коэффициентами пропорциональности:

Г= -су Г ; т "^ = ст т'', Х2>"=Си,^ -  Г '  -- сс ?  (6.20)
Если движения в рассматриваемых системах подобны, то 

коэффициенты пропорциональности с/, ст , схи, с{ называются 
константами подобия. Они должны быть связаны между со
бой определенной зависимостью. Последняя получается на ос
новании следующих рассуждений.

Если в формуле (6.19) все величины выразить через со
ответствующие величины первой системы, пользуясь соот
ношениями (6.20), то получим

с{/  = спт
с((Н

сг с, .. йхи'
' / “  “ 77Г • (6.21)Ст с„, й ?

или

*) Сходственные углы в этом случае получаются равными. Пример за
имствован из кн.: М. В. К и р п и ч е  в. Теория подобия. Изд-во А Н  СССР, 
! 953.



Формула (6.21) должна быть тождественна формуле (6. 18), 
так как при соблюдении подобия уравнение, описывающее 
физический закон, в частности второй закон Ньютона, должно 
сохраняться без изменения. Поэтому

£с£* =  \. (6.22)

Условие (6.22), налагающее определенную связь на констан
ты подобия, называется условием подобия, а его левая часть — 
индикатором подобия. Условие подобия можно записать не
сколько иначе, если подставить в формулу (6.22) значения 
констант подобия, выраженные с помощью соотношении
(6.20), а именно:

или
н = idem, (6.23)
т- w

где idem — означает «одно и то же». Левая часть условия 
(6.23) называется критерием подобия. Если в этом критерии 
заменить время через длину и скорость, то получим

М у=  -f—L— ~  idem. (6.24)
mW2

Величина Nw  называется критерием Ньютона.
Нужно заметить, что условие (6. 23) или (6. 24) можно вы

полнить двумя способами. Первый способ, рассмотренный вы
ше, состоит в том, что физические величины в двух рассмат
риваемых движениях связываются константами подобия, удов
летворяющими условию (6.22). Второй способ заключается 
в следующем. Если физические величины одного движения из
мерять в одних единицах, а второго в других, то основное 
уравнение (6. 18) останется одинаковым для обеих систем как 
в буквенном, так и в численном выражении. Масштабы увели
чения или уменьшения величин при переходе от одного движе
ния к другому будут равны соотношениям между принятыми 
единицами измерения *>. Первый способ относится к теории

*) На примере подобия треугольников это можно проиллюстрировать 
так. Первый способ: стороны одного треугольника равны 2, 3 и 4 ал, 
второго —  в 2,54 раза больше, т. е. 5,08; 7,62; 10,16 см\ константа подобия 
равна 2,54. Второй способ: стороны одного треугольника 2, 3 и 4 см, 
для второго выбирается новая единица длины —  I дюйм = 2,54 см, чис
ленные значения сторон второго треугольника остаются теми ж-е —  2, 3 
и 4, но измеряются в дюймах.



подобия, второй — к анализу размерностей. Методы анализа 
размерностей также широко применяются при изучении подо
бия физических процессов.

Обращаясь к уравнениям Навье — Стокса (6. 15), предва
рительно умножив их на р, можно заметить, что их правые 

й т х йш» с1тг ,  „части р , р —~у и р —— представляют собой проекции на 
аг аЬ сИ

координатные оси величины (массахускорение), отнесенной 
к единице объема  ̂так как р= а левые части — проекции

всех сил, действующих на единицу объема. Следовательно, 
к уравнениям Навье — Стокса применимы все рассуждения, 
сделанные выше. Однако суммарная сила, представленная ле
вой частью уравнения (15), слагается из различных по своему 
происхождению сил, а именно: из массовых сил, сил давления 
и сил вязкости. Для каждой из этих сил может быть найден 
свой индикатор подобия и получен свой критерий подобия. 
Если к уравнениям Навье — Стокса добавить еще уравнения 
неразрывности ¡и энергии, то можно получить следующие кри
терии подобия:

критерий Струхаля ш
=  — , 

п1
(6.25)

критерий Фруда ии2
Р г = ~~7' (6.26)

критерий Эйлера Ей  ~
рО>2

(6.27)

критерий Рейнольдса пИе =  — ,

V
(6.28)

критерий Маиевского — Ы)Маха М — — .
а

(6.29)

проанализировать еще явление передачи тепла, которое 
приходится учитывать в задачах газодинамики, то по-

является дополнительно
критерий Прандтля Р г  =  й 2-. (6.30)

(В  приведенных формулах п — частота явления, X — коэффи
циент теплопроводности, остальные обозначения — .принятые 
выше.)

Путем подстановки размерностей величин, входящих в 
формулы критериев подобия, легко убедиться, что ;все крите
рии являются безразмерными величинами.



Если в двух потоках газа будет соблюдаться:
1) геометрическое подобие твердых стенок,
2) численное равенство одноименных критериев,

то такие потоки являются подобными. В этом состоит содер
жание первой теоремы подобия *).

Рассмотренные выше критерии имеют определенный физи
ческий смысл. Так, например, критерий Фруда пропорциона
лен отношению сил инерции жидкости к оилам тяжести

до2 о —
' 2
т/

(здесь р —- — скоростной напор — сила, возникающая при
2

полном торможении несжимаемой жидкости, отнесенная к еди
нице площади, \1 — гидростатическое давление столба жидко
сти высотой I, иначе говоря, — сила тяжести этого столба жид
кости, приходящаяся на единицу площади). Аналогично рас
суждая, нетрудно показать, что критерий Эйлера пропорцио
нален отношению сил приложенного перепада давлений к аи
лам инерции, критерий Рейнольдса — отношению сил инерции 
к силам вязкости, критерий Маиевского— Маха — квадратно
му корню из отношения сил инерции к силам упругости газа.

Критерий Струхаля учитывает периодичность явлений и 
характеризует .кинематическое подобие. На рис. 113 изображе
ны две поперечно обтекаемые пластины. С их кромок срывают
ся вихри, образуя так называемые вихревые дорожки Карма
на. Очевидно, что потоки будут кинематически подобны, если

Ц_ _ А__
Г  ”  А " '

Но расстояние между соседними вихрями А можно предста
вить как

Ы)
А = ш т=  — , 

п

*) Существуют три теоремы подобия. Первая, применительно к механи
ческому движению, была доказана в 1848 г. Бертраном, вторая в 1911 г. 
А Федерманом. Применительно ко всем явлениям природы обе теоремы 
доказаны в 1925 г. Т. А. Афанасьевой-Эренфест. Третья теорема сформули
рована акад. М . В . Клрпичевым и А. А. Гухманом и доказана М. В. Кир- 
пичевым в 1930 г.



где т 

гда

или

т. е.

период, а п = -----частота образования вихрей. То-

Ц_
Г

до

~п'
пг_
до'

ДО __ до '
П т  ~  йг¥

ш
п1

= 5/г=^ет.

Заметим, что здесь частота является неуправляемым факто
ром, но может быть и другой случай, когда ее можно устанав
ливать по 'нашему желанию. На рис. 114 изображены геомет
рически подобные рабочие колеса двух центробежных комп-

Рис. и з

рессоров. Для того чтобы потоки газа при выходе из этих ко
лес были кинематически подобны, надо чтобы были подобны 
треугольники скоростей. Следовательно,

до' до

и! и"
Но окружная скорость и = п!Уп~-1 • п, где роль частоты играет 
число оборотов в секунду. Тогда

до' т "
пЧ' ~~ ~пП7г

или
5Л = ^ ет.

Критерий Прандтля характеризует подобие температурных 
полей и скоростных полей *\

*) Более подробно этот вопрос рассматривается в курсе теплопередачи.



Вторая теорема подобия утверждает, что уравнения связи, 
записанные в обычной размерной форме, могут быть преобра
зованы 'В критериальные уравнения. Уравнения связи это 
такие уравнения, которые устанавливают общую зависимость 
между физическими величинами в рассматриваемом явлении. 
Приведенные к безразмерному виду, они выражают однознач
ную связь между критериями подобия. Так, например, рас
сматривая задачу об установившемся течении вязкой несжи
маемой жидкости в г л а д к о й  цилиндрической трубе, можно по
лучить следующую функциональную зависимость между кри-

ТеР‘ИЯМИ: Е и - Н Я е ).  (6-31)
Здесь физические величины, характеризующие данное явле
ние, — искомый перепад давлений Ар (сопротивление трубы), 
скорость ш, плотность р и вязкость жидкости -  входят в со
став критериев в виде комплексов = Еи  и —— —Не. Таким

образом, уравнение (6.31) справедливо не только для одной 
конкретной трубы, но для целого класса физических явлении, 
а именно, для течения любой вязкой несжимаемой жидкости 
с любой скоростью в гладкой цилиндрической трубе любого 
диаметра. Теория подобия устанавливает только сам факт 
существования однозначной зависимости между критериями. 
Вид функции I  определяется из эксперимента.

Таким образом, вторая теорема подобия дает эксперимен
таторам очень сильное средство для исследований: результаты 
одного частного исследования зависимости между критерия
ми можно использовать для расчетов физических параметров 
внутри целого класса явлений.

При составлении критериальных уравнений обычно возни
кает вопрос, какие именно из критериев должны входить в пра
вую часть, т. е. рассматриваться как аргументы, и какие в ле
вую. Этот вопрос являетсд очень существенным и при поста
новке эксперимента, так как не все параметры эксперимента
тор может регулировать по своему усмотрению. Ответ на него
дает третья теорема подобия.

Третья теорема подобия формулирует те условия, которые 
нужно соблюсти, чтобы два явления оказались подобными. 
Она утверждает, что для этого необходимо и достаточно, что
бы определяющие критерии в обеих системах были численно 
равны. Следовательно, определяющие критерии и должны рас
сматриваться как аргументы, а неопределяющие — входить в 
состав функции (левой части).

Таким образом, в критериальных уравнениях имеются кри
терии двух сортов — определяющие и иеопределяющие. Они



отличаются тем, что определяющие критерии составлены из 
величин, входящих в условия однозначности. Условиями одно
значности называют такие условия, которые надо добавить к 
уравнениям связи, чтобы нз целого класса физических явлений 
выделить одно конкретное явление. Например, если задать 
плотность р, скорость ю и вязкость V жидкости, а также диа
метр трубы й, то 'из общей задачи мы выделим конкретную 
задачу о течении данной жидкости (р, V) с данной скоростью 
\'Ш) по данной трубе (й). Обращаясь к критериям Ей  и

видим, что второй из них составлен из величин т , у=

входящих в условия однозначности. Следовательно, он и яв
ляется определяющим критерием.

При проведении экспериментов на моделях уменьшенных 
размеров выбор параметров потока связан с масштабами мо
дели. Так, например, если в аэродинамической трубе проду
вается модель с целью определения сопротивления при малых 
скоростях (когда сжимаемость не оказывает существенного 
влияния), то для соблюдения подобия при обтекании модели 
и натурного объекта ладо, чтобы ^е=чс1ет, т. е.

*>'1

где индекс «м» относится к модели. Тогда

шм V  I
^  —  <6-32)М М

Значит при одинаковой вязкости \' = \’л скорость потока, обте
кающего модель, должна быть установлена большей, чем при 
обтекании натурного объекта, во столько раз, во сколько на
тура больше модели. Если это невозможно, то продувку сле
дует проводить при другой вязкости рабочего тела. Принимая
во внимание, что для воздуха —  = | - ^ Л т ( а —  ?= —  

можно записать ^  ^  Р* Т

=  т .  Е л И  =  Е л  (1 \ \

(6.33)

%  Р \ т м1 р Т я р \ т м

тогда условие (6.32) примет вид

. Рм ( Т  \Л  I
^ мР \ Т и } '  I,



Если аэродинамическая труба герметична и в ней можно ме
нять давление и температуру, то нужные параметры потока 
следует устанавливать, 'исходя из формулы (6.33).

При испытании лопаточных решеток турбин на холодном 
воздухе с целью (исследования тех явлений, которые зависят 
от сжимаемости газа (например, усилия на лопатках), для 
обеспечения подобия необходимо выполнить М = 1с1ет, т. е.

хюм до
ам а

или
ш До

У Ш
Тогда _______________

- ^ = т А Л .  л [ 1 м .  (6.34)
V к к  V

Величина л /  ^м ^ м мало отличается от единицы. Следова-
V  №

тельно, скорость потока на модели должна быть меньше, чем 
в натуральной турбине, пропорционально квадратному корню 
из отношения соответствующих температур.

Если необходимо обеспечить подобие с учетом вязкости и 
сжимаемости одновременно, то нужно выполнить /?<? = 1(1ет , 
и М = 1с1ет. Рассмотрим это для случая, когда рабочим телом 
модели и натуры является воздух (км= к, Ям = К )-Записав 
уравнение (6.33) в таком виде

Л [ Т _  . к = 1 ,  (6.35)
V тм р \тм ) I

нетрудно заметить, что для выполнения М = 1с1ет, нужно,
чтобы __

^ — 1,Ем. -1 [  1

Тогда давления, температуры, линейные размеры и скорости 
связываются следующими условиями:

(6.36)
Р \ТМ)  /,

=  Л [Т~«, (6.37)
12) V Т ■



В приведенных примерах рассмотрены случаи частичного 
подобия. Для полного подобия необходимо выполнить равен
ство всех определяющих критериев в обеих системах. Иссле
дование этого вопроса показывает, что одновременное равен
ство всех критериев подобия возможно лишь в том случае 
когда все сходственные физические величины в обоих пото
ках будут соответственно ра.вны, т. е. получается уже не по
добие, а равенство потоков. Таким образом, метод теории по
добия практически позволяет реализовать лишь частичное по
добие. Казалось бы, что это обстоятельство снижает его цен
ность. Однако нужно обратить .внимание на тот факт что 
влияние каждого критерия во всем .исследуемом диапазоне 
сказывается неодинаково. В  некоторых областях это влияние 
существенно, в других почти незаметно. Такие области в ко
торых влияние данного критерия незначительно, называются 
автомодельными. Например, при малых числах М влияние 
сжимаемости газа на распределение давления по лопатке тур 
бины .весьма мало и им можно пренебречь. При очень больших 
числах Неинольдса гидравлическое сопротивление трубы пеое- 
стает зависеть от этого критерия. В воздушных потоках силы 
тяжести очень малы, по сравнению с другими, и могут не учи
тываться. В связи с этим в проблеме моделирования не ста
вится обязательным условием полное подобие. Если исследу
ются такие области, которые по некоторым из критериев я в 
ляются автомодельными, то эти критерии могут быть отбво- 
шены без ущерба для точности, Поэтому правила моделирова
ния становятся менее жесткими: рассматривается частичное 
подобие с учетом лишь тех критериев, .которые оказывают су
щественное влияние. у

§ 3. О С Н О В Н Ы Е  понятия Т Е О Р И И  П О Г Р А Н И Ч Н О Г О  слоя

При движении реальной жидкости или газа действие сил
О нп°нСяТиИЛп раЗНЫХ областях течения проявляется неодинаково. 
Оно наиболее интенсивно там, где изменение скорости по нор
мали к линиям тока, иначе называемое поперечным градиен
том скорости, достаточно велико, и касательные напряжения 
имеют значительную величину (см. формулу (6.8)). Такие об
ласти существуют вблизи границ обтекаемых твердых поверх
ностей или границ двух потоков жидкости, движущихся с раз
ными скоростями. Они называются пограничными слоями.

Если поперечные градиенты скорости ра.вны нулю и к то
му же, .вторые частные производные от проекций скорости по
15*



одноименным координатам также равны нулю*', то .вязкост

ные члены \'До>„ *Дщ|у, чД ^ д1у0у- у

в уравнениях Навье —  Стокса (6.15) исчезают, и последние 
вырождаются в уравнения Эйлера (1.27). Уравнения Эйлера 
описывают движение идеальной жидкости, следовательно, в 
той области, где выполняются отмеченные выше условия, те
чение происходит >в соответствии с законом движения идеаль
ной жидкости, несмотря на то, что При отсутствии по
перечных градиентов скорости поток является безвихревым 
(см. формулу (1 .6 )) или потенциальным. Поэтому данную об
ласть называют областью потенциального течения.

Таким образом, при расчете того или иного течения можно 
всю область разбить на две: пограничный слой и потенциаль
ный поток. Пограничный слой рассчитывается методами тео
рии движения .вязкой жидкости, а потенциальное течение — из
вестными методами теории потенциального потока. Это дает 
значительное упрощение задачи.

На р и с .  115 показана схема образования пограничного 
слоя при обтекании плоской стенки. Здесь цифрой 1 обозначе
на область пограничного слоя, цифрой 2 — область .внешнего 
потенциального потока, 5 -  внешняя граница пограничного 
■слоя (внутренней границей является сама твердая стенка). 
Многочисленные опыты показывают, что скорость частиц жид
кости относительно обтекаемого твердого тела «а самой стен-

*>■ Это"может быть, когда первые производные скоростей по одноимен
ным координатам постоянны, т. е. продольный градиент скорости посто 
цнный При слабом изменении продольного градиента скорости можно 
считать что это условие выполняется приближенно.



ке равна нулю*5, а по мере удаления от последней очень бы 
стро нарастает, приближаясь к скорости внешнего потока Шо. 
Толщина пограничного слоя в носовой точке тела равна нулю 
и по длине обтекаемой поверхности постепенно нарастает.

В условиях 'Внутренней задачи, например, в трубах или 
каналах, формирование пограничного слоя имеет 'некоторые 
особенности. Схема такого течения приведена на рис. 116. По-

Рис. 116

граничные слои, образующиеся на противоположных стен
ках, утолщаясь по длине трубы, в конце концов смыкаются. 
Таким образом, структура потока по длине трубы получается 
различной. На начальном или разгонном участке 1р поток со
стоит из пограничного слоя / 'и ядра 2. В пограничном слое 
скорость меняется по нормали к стенке, в ядре — она постоян
на (см. эшору скорости на рис. 116). После смыкания погра
ничных слоев ядро исчезает и эпюра скорости приобретает 
параболическую форму. Длина разгонного участка в трубах 
составляет 150—300 диаметров при ламинарном течении м 
30— 50 диаметров — при турбулентном.

Пограничный слой возникает также на границах струи, 
вытекающей из насадка в неподвижную жидкость, при слия
нии двух струй, движущихся с разными скоростями, а также 
за точками разветвления разветвленных скачков уплотнения, 
например, при маховском отражении или при взаимном пере
сечении косых скачков, за которыми .в .идеальном газе долж
ны были бы получиться линии тангенциального разрыва.

В рассмотренных примерах толщина пограничного слоя 
принималась как такое расстояние от стенки, на протяжения 
которого скорость меняется от нуля до скорости во внешнем 
потоке Шо или н ядре потока. Наиболее просто толщина тгогра-

*) Это предположение хорошо подтнерждается в обычных условиях 
течения. В  сильно разреженных газах, где длина свободного пробега мо
лекул становится соизмеримой с характерным размером твердого тела, 
скорость на стенке не равна нулю.



ничного слоя определяется в трубе, в зоне 4 (см. рис. 116). 
Здесь она равна радиусу трубы. Если рассмотреть эпюру ско
ростей, снятую при внешнем обтекании тела, то очень легко 
можно убедиться в том, что определить четко внешнюю грани
цу пограничного слоя невозможно. Теоретическое рассмот
рение этого вопроса показывает, что процесс приближения 
скорости и> к скорости внешнего потока ш0 является асимпто
тическим, т. е. равенство ау=гдо0 наступает лишь на бесконеч
ном расстоянии от стенки. Однако уже на сравнительно ма
лых расстояниях от стенки разность ы>0— ии весьма мала по 
сравнению с до0. Поэто.му для четкого определения границы 
пограничного слоя вводят такую условность: границу прово
дят там, где местная скорость отличается от скорости на 1% 
(рис. 117). Тогда толщиной пограничного слоя б следует на
звать такое расстояние от стенки, отсчитанное по нормали, на 
котором скорость потока составляет 99% от скорости внеш
него течения, т. е.

Й — Уи>=О.ЭЭК'О- (6.38)
Движение жидкости в пограничном слое является вихре

вым. В этом легко убедиться, применив теорему Стокса к про
извольному замкнуто-му контуру, например 12 3 4 (р.ис. 117).

Г - 2  |
а

Здесь Г (234 ~ Г )2 Г 2 3 Гз4 Г 41 >0, так как ] ,12ааГз4а=0 (уча
сток контура 1—2, а также 3—4, перпендикулярен скорости), 
Г 41 = 0 (скорость на’ стенке равна нулю), а Ггз = ̂ 2з * ¿2з> 0-

Следовательно и%> 0. Заметим, что 
вращение частиц жидкости получи
лось в том же направлении, что и 
выбранное направление обхода кон
тура, т. е. по направлению к стенке. 
Этим объясняется тот факт, что вра
щение в водоворотах, образующихся, 
например, при обтекании кормы ка
тера, или в пылевых вихрях— при об
текании кузова автомобиля, всегда 
направлено внутрь — в сторону об
текаемого тела, но не наружу.

Линии тока в пограничном слое 
очень слабо наклонены относительно 
обтекаемой стенки, и составляющие 

скорости по нормали к стенке, а, следовательно, и количества 
движения в этом направлении, весьма малы. Поэтому с до
статочной степенью точности можно считать, что изменение



давления поперек пограничного слоя ничтожно мало, т. е.

» 0 . Это условие хорошо подтверждается экспериментом.
ду

Сопротивление, которое оказывает твердая стенка движе
нию потока — сопротивление трения — определяется потерей 
количества движения жидкости. Потеря количества движения 
наблюдается в пограничном слое, где действие сил вязкости 
проявляется наиболее интенсивно. Поэтому в расчетах прини
мают, что все гидравлические потери сконцентрированы в по
граничном слое. За его пределам« потери отсутствуют, т. е. 
жидкость движется как идеальная.

Поскольку статическое давление поперек пограничного 
слоя постоянно, а скорость по мере приближения к стенке 
уменьшается до нуля, то давление торможения переменно по 
сечению: у стенки р*=р, а на внешней границе р* достигает 
той величины, которую оно имеет во внешнем потоке.

Распределение температур в пограничном слое за-вмсит от 
того, каковы направление и интенсивность теплообмена между 
стенкой и газом. Наиболее простым является случай, когда 
обтекаемая твердая поверхность теплоизолирована, т. е. теп
лообмен между стенкой и газом отсутствует. В этом случае 
тепло, выделяющееся внутри пограничного слоя вследствие 
вязкой диссипации (внутреннего трения), нагревает газ, сле
довательно, образуется градиент температуры, направленный 
от внешнего потока к стенке. Так как газ обладает теплопро
водностью, то под действием разности температур возникает 
тепловой поток в пограничном слое, направленный от стенки к 
внешней границе. Процесс выделения тепла определяется вяз
костью газа, процесс теплоотдачи во внешний поток —  тепло
проводностью. В зависимости от соотношения между этими 
величинами температура стенки может получиться либо ниже 
температуры торможения внешнего потока, либо равной ей, 
либо выше нее.

Нагревание обтекаемого тела в результате торможения га
за в пограничном слое называется аэродинамическим нагре
вом *>.

*) При высоких скоростях движения летательных аппаратов в воздухе 
аэродинамический нагрев становится настолько значительным, что проч
ность и жаростойкость обтекаемой стенки вызывает опасения, а создание 
нормальных условий для экипажа и приборов, находящихся на борту, пре
вращается в серьезную проблему. Комплекс всех этих возникающих труд
ностей в авиации условно называют тепловым барьером. В  отличие от зву 
кового, тепловой барьер не представляет резко выраженной границы, свя 
занной с определенной скоростью.



Из уравнен'ия энергии (2.6), которое с учетом формулы 
(2. 27), может быть записано как

с0йТ* =  — (6.39)
следует, что изменение температуры торможения в потоке за
висит от внешнего теплообмена ¿С?* и внешней механической 
работы. Если внутри пограничного слоя выделить элементар
ный объем (см. рис. 115), то нетрудно установить, что при 
своем движении он совершает работу против сил от вязких 
напряжений т и По отношению к элементарному объему эта 
работа является внешней. В  единицу времени она равна *>

X с{х • IV—т' (1х • ю' = х с1хш- (,+̂ Н ш+а7‘,у)
=  — х ~  йуйх^=— — (хш)йуйх.

ду ду ду
Отнеся ее к единице массы, т. е. поделив на р йхс1у- 1, полу
чим

^  =  -  1  -  (хт). (6.40)
йЬ г> ду

Тепло, подведенное к элементарному объему в единицу 
времени, определится как разность тепловых потоков: входя
щего снизу ц с1хи выходящего сверху йх **>

ас1х — ц'йх = цйх — ( +  —  ¿у'] йх ■-= — —  (¿у - йх.
\ ду I  ду

Подведенное тепло, отнесенное к единице массы, будет

— _ !_ ?£ . (6.41)
йЬ р ду

Из уравнения (6.39) следует, что если ёС}е =с1Ь, то тем
пература торможения будет постоянная во всем потоке. 
В  противном случае она будет меняться. Рассмотрим условия, 
при которых 7,* = сопз1 во всем потоке. Приравнивая правые 
части формул (6.40) и (6.41), получим

_  1- А  (ТШ) «  -  -1- ^
9 ду о ду

или то)— <7 = сопб1.
*) Размер, перпендикулярный чертежу, принят равным единице.

**> ц —  удельный тепловой поток, т. е. количество тепла, проходящее 
в единицу времени через единицу площади.



Постоянн ая  интегрирования  легко  определяется  из граничных 
условий: на стенке г# =  0 и у = 0, т. е. соп$1 =  0. В ы р а з и в  здесь 
касательно е  напряжение  х  по зак он у трения  Н ь ю т о н а  (6. 1), 
а удельный тепловой поток по зак он у те плопроводности Ф урье

где л — коэффициент  теплопроводности газа,  пол уч им

Из  уравнения (6 .43)  очевидно,  что постоянство  теми ера-  
ы торможения поперек пограничного  слоя,  и н аче  говоря,.

—— = 0 ,  будет  соблюдаться  при Р г =  1. 
д у  1

Та ки м образом,  при отсутствии теплового пот ока  через 
стенку и при Р г  ~  1 т е м п е р а ту р а  торможе ния  пос тоянн а  во1 
всем потоке: Т* = Т0* =  Т С* =  Т С ^ с о г ^ .
_ _ «)2

пературы Т в пограничном слое  свя зан о только с изменени ем  
скорости.  Следовательно,  т о л щ и н а  температурн ого  п о г р а н и ч 
ного слоя равна  толщине динами ческого  по грани чного  слоя.

П ри  Р г <  1 температура  то р м о ж е н и я  п а д а е т  по н а п р а в 
лению к стенке, т. е. Тс <То*, и динамический по грани чный 
слой тоньше температурного .  П р и  Р г>  I т е м п е р а т у р а  т о р м о 

(6.42)

d w -г дТ

что мож н о  записать,  как

или, приняв ср — const, в таком виде:

+  —  =  р г

или

(6.43)

»

Т а к  к а к  Т = Т *— —— , то изм енение  термодин ами чес ко й тем-
* Ср



ж е н и я  в о з р а с т а е т  от внешнего  потока  к стенке, т. е. ТС> Т 0*, и 
ди н ам и ч еск и й  пограничный сл о й  тоньше т е м п е р а ту р н о го * ’.

Е с л и  рассмотреть  энергоизолированное  течение в канале  
при Р г <  1 или Р г >  1, то м о ж н о  установить,  что те мпература  
т о р м о ж е н и я  в ра зл и ч н ы х  сечениях потока неодинакова .  О д 
нако ,  с ог лас н о зак он у сохранения  энергии для  од ном ер
ного потока ,  она д о лж н а  оставаться  постоянной во всем пото
ке. Э т о  к а ж у щ е е с я  противоречие  разрешается  просто. Д е й с т 
вительно,  средняя  но сечен ию температура торможе ния  в 
энер го и зо лир ов ан но м течении остается постоянной по длине 
всего потока ,  но внутри к а ж д о г о  поперечного сечения она р ас
п р е д е л е н а  неравномерно,  т а к  к а к  происходит пе рераспр ед еле 
ние энер ги и м еж д у слоями:  полный запа с  энергии одних слоев 
г а з а  увеличиваетс я  за  счет других,  но в сумме по всему по
пер еч но му сечению остается  одним и тем же.

Ч и с л о  Рг  зависит  от физических констант рабочего  тела. 
Д л я  многоа томны х газов Р г « 1 ,  для  жидких металл ов  р<^1> 
д л я  м а с е л  Р г >  1. Д л я  в о зд уха ,  например,  среднее значение 
Р г  =  0,72. В пр и бл иж енн ых  расчетах  принимают Рг =  1, но в 
тех случа ях ,  когда требуется  значительная  точность,  на п ри 
мер при измерении т е мп ера ту р  потока, следует Р г  определять  
точно.

В §  2 главы второй при рассмотрении метода измерения  
т е м п е р а т у р  в газовом потоке  был введен коэффициент  вос
с т ан о в л ен и я  температуры

_ Т т- Т 0 Т с - Т 0 
г  т у - г 0

« 2Ср
( зд есь  Г г  = Т С— те м п е р а ту р а  стенки термометра) .  Очевидно,  
что т а к  к а к  д ля  воздуха  Р г <  1, то и  коэффициент  восстанов
ле н и я  темп ер ату р ы  д о л ж е н  получиться меньше единицы.  П о 
д р о б н ы е  исследования  пок азывают ,  что для  лам ин арн ого  по
грани чно го  слоя на  стенке

г =  У7*г,

д ля  тур булентног о  пограничного  слоя

Г -  У р г .

В зак лю че ни е  ну ж но  отметить,  что большие поперечные 
гр а ди е н т ы  температур  на б л ю д аю тся  только внутри те мп е р а 
т у р н о г о  пограничного слоя.  З а  его пределами поток вполне 
доп усти м о  считать изоэнтропным. (

*) Б о л е е  с л о ж н ы е  сл у ч а и ,  к о г д а  тепловой  поток  через  стен к у  не равен  
н у л ю ,  р а с с м а т р и в а ю т с я  в к у р с а х  т е п л о п ер ед ач и .



Ди ффе ре нц иа льн ы е  ур авн ени я  для  по грани чного  с лоя  в ы 
водятся  из уравнений Н а в ь е  — Стокса.  В пе рвы е  они были по
лучены Л.  П ранд тле м в 1904 году д л я  течений,  происходя щих 
с  большими числами Рейнольдса .

В уравнениях Навье  —  Стокса  (6 .15) ,  з а п и с а н н ы х  для  
плоского потока н есж и м аем ой жидкости при отсутствии м а с 
совых сил (X  =  К = 0),

1 др , ( д 2,шх д2иох \  дни,. , дш,. дш>. л 

Р 'дх  ' Ч  д х 2 +  ~ ! х  +  ^  л Г  (6' 44)

___ 1 др , /  д2ш

Р

а т а к ж е  в уравнении неразрывности

^  ^  =  О (6.46)
д х  ду

Пранд тле м  была  сдела на  оценка  порядка  велич ин входящих 
з них членов. Бы ло  установлено что при дост а т о чн о  высоких 
числах  Рейнольдса  величины

с^до д2о\ ,  д2до., дьо., ды>„ дгт~  - ___£ > уц У
д х 2 ’ д х 2 ' ду2 ’ дь ’ 1 ал- ’ у ду

в пограничном слое имеют высший порядок ма лости ,  по с р а в 
нению с остальными. П о эт о м у  они могут  быть  отброшены.

Уравнение (6.45)  приобретает вид —  = 0 ,  из него вытекает
¿У

уж е  упоминавшееся свойство неизменности статического 
дав ления  в направлении поперек  пограничного слоя . Ура вн е
ние (6. 44) несколько упрощается ,  а (6. 46) о стае тся  в том ж е  
виде. В результате система уравнений по гра ни чн ог о  слоя 
принимает  вид

(6.47)
р д х  ду2 д1 д х  у ду

ди>х | _  о 
д х  ду

Формулы (6.47)  н азы ваю т  уравнениями Прандтля.

*) П о д р о б но с ти  м о ж н о  н ай ти ,  например ,  в книге:  Г. III л и х т и н г. 
Т е о р и я  пограничного слоя .  М., И ч д -в о  иностр. лит.,  1956.



В ка ч е с тв е  граничных условий при решении системы (6. 47) 
берут  с л е д у ю щ и е

w x = w y =  0 при у  = 0 ( н а с г е н к е ) ,  
w x =  w 0 {x,t) при у = ™  (за пределами пограничного 

с л о я ) .
М е т о д  р а сче та  пограничного слоя путем решения у р а в н е 

ний П р а н д т л я  являе тс я  строгим.  Од на ко  для  многих п р а к ти 
ческих з а д а ч  он ока зыв ается  настолько  сложным и трудо ем 
ким, что д л я  быстрого получения результата  приходится поль

зоваться  приближенны ми ме
тодами.

Эффек тивн ым пр и бл и
женным методом расчета я в 
ляется ,  d частности,  метод,  в 
котором используется интег
ральное  уравнение  им п ул ь
сов, назы ваемое  т а к ж е  инте
гральны м соотношением 
К а р м а н а .  Это соотношение  
рассмотрим более подробно.

Н а  рис. 118 изо браже н 
участок  потока, длиной d x , в 
котором контрольной по
верхностью A B E F  ограничен 
объем,  находящи йся  в п о г р а 

ничном слое .  Р а з м е р  объема,  измеренный перпендикулярно 
плоскости ч ер т е ж а ,  принят ра вны м единице.

С о г л а с н о  теореме Э йл ера  о количестве движения,  р а в н о 
д е й с т в у ю щ а я  всех сил,  действ ую щих на выделенный объем,  
д о л ж н а  р а в н я т ь с я  изменению количества  движения жидкости,  
пр от екш ей через  контрольную поверхность,  которая огра ни чи
вает  э т о т  объем.  В проекции на ось л' это запишется  так:

\ VW a w x dF.  (6 -48 >
(аЬег)

П о  д в у м  другим  осям изменения  давления  и количества  д в и 
ж е н и я ,н е  происходит.

Е с л и  п олож ит ь ,  что массовы е силы отсутствуют, то в чис
ло  д ей с тв у ю щ и х  сил, которые д аю т  проекции на ось х, надо 
в к л ю ч и ть  силы давлен ия  на поверхности А В , ВЕ, EF  и силы 
трения  н а  поверхность AF  *>. Тогда

*) П р о е к ц и я  на ось  х  от  силы  д а в л е н и я  на п о в ер х н о сть  A F  р а в н а  нулю. 
К а с а т е л ь н ы е  н а п р я ж е н и я  на п о в е р х н о с т я х  А В  и EF  р а в н ы  нулю , т а к  к а к  
эти  п о в е р х н о с т и  п е р п е н д и к у л я р н ы  л и н и я м  т о к а ;  на п оверхн ости  В Е  они 
т а к ж е  р а в н ы  н улю , т а к  к а к  В Е  п р о х о д и т  по внеш ней гр а ни ц е  погранн*-  
ного сл о я .



Рх =  р6-\-р(ВЕ)  • cos а— ( р - \ - ~  (6 +  d6) — x c d x .
д х

Р а с к р ы в а я  скобки,  пренебрегая ч ле н ам и  высши х п о р я д к о в  
малости и принимая во вниман ие ,  что (BE)  • cos a — db, п о 
лучим

Интеграл  количества д в и ж е н и я  м о ж н о  разбить  по у ч а с т 
кам, из которых составляется к о н тр о л ь н а я  поверхность

(Здесь  индекс  в скобках о б о з н а ч а е т  участок  поверхности,  ч е 
рез который протекает  ж и дк о с ть  с  соответствующим к о л и ч е 
ством дви же ни я. )  Очевидно, что К х (ел) = 0 ,  т а к  к а к  ч ер е з  
твердую стенку жидкость не пр от е к а е т  (доя = 0 ) .  О с т а л ь н ы е  
количества дв иж ени я  можно пр ед с та в и ть  так:

так  как  иоп — —
Кх{ВЕ) =  —  М сен (Я/;),

потому что скорость  потока, в х о д я щ е г о  через ВЕ,  пос тоя нн а  
и ра вна  щ .  Но

Подстави в  величны, найденные из вы р аж ен и й  ( 6 . 51 ) ,  ( 6 . 5 2 ) ,
(6 .53)  в ф ор мул у  (6.50) ,  а за тем  ( 6 .5 0 )  и (6.49) в ф о р м у л у
(6 .48 ) ,  получим следующее уравнен ие :

д х
(6.49)

{AbEF)
I Р W n W x  dF =  KxiABf-Г) =  Кх (АВ) +  Кх{ВП) 4~ Kx{EF) Kx(FA)'
t e n  (6.50)

KxlAB) =  i ' ^ n  w x dF  =  -  f I■ w /d y .  (6.51)
(ЛВ) 0

следовательно,

ил. о

Аналогично рассуж дая ,  нетрудно установить,  что

(6.52)

о д у  ь
(6.53)



р ш х2 й у —  Ю ъ  А  |* р т к й у  = — 6  ^  — V  ( 6 . 5 4 )  
дх  о дх  о дх

н а з ы в а е м о е  -интегральным соотношением д л я  пограничного 
слоя.  Д л я  не с ж и м а ем о й  жи дкости плотность р выходит  из под 
з н а к о в  интеграла и 'Производной. Тогда

д ?. » д * , „ 1 др г. ..  __ч
- -  ™х2й у —  йу0 —  ха>х <1у-------о —  ------------е- .  (6,55)
дх  о д х  о р дх  р

Ур ав н ен ия  (6. 54) и  (6. 55) пригодны для  с л у ча е в  обтекания  
к а к  плоской,  т а к  и криволинейной поверхности.

§ 5. Р АСЧЕ Т  Л А М И Н А Р Н О Г О  П О Г Р А Н И Ч Н О Г О  СЛ ОЯ  
Н Е С Ж И М А Е М О Й  Ж И Д К О С Т И  НА П Л О С К О Й  С Т Е Н К Е

Ра сче т  толщины пограничного слоя и сопротивления тре
ния  в наиболее  прос том сл уч ае  — при внешнем обтекании 
плоской пластины л а м и н а р н ы м  потоком нес жимаемой ж и д к о 
сти удобно провести с  пом ощью интегрального  соотношения.  
Х арак тер ны м и ус л о в и я м и  этого течения являются:  1) постоян
ство  скорости во в н еш н ем  потоке по дл и не  пластины,  т. е. 
Шо(х) =соп$1,  2) отсутс твие  продольного градиента  давления ,  

др
т. е. —  = 0  (вы тек ает  из п. 1). Интеграль ное  соотношение

(/Л
(6. 55) приобретает  т о гд а  следующий вид:

|‘ т ' й у —  и)0 ~  ( шк-йу =--------(6.56)
д х  о д х  о р

Д л я  того чтобы проинтегрировать это уравнение,  нужно 
знат ь  дополнительно:

а)  закон скорости,  т. е. аналитическую зависимость  ско
рости от расстояния  о т  стенки №х =  / ( / / ) .

б) закон трения  — связь  касательных на п ря ж ени й со ско
ростью. Д л я  л а м и н а р н о г о  пограничного слоя проф иль  скоро 
сти хорошо ап п ро кс им ир уется  уравнением полинома

ъ»х = а й +  а {у  +  а2у2 +  а3у3 (6 ,57)

Коэффициенты по лин ома  определяются с пом ощью гранич
ных условий: на стенке,  т. е. при у —0, =  н а  внешней гра 

нице  пограничного слоя ,  т. е, при у = Ъ, &х — Щ  и ^ ^ - = 0 ,
д2ш х п д эгюх _ У

а т а к ж е  ■ =  О, — =  0 ........
(ш2 д х 3



Ограничимся  тремя член ами полинома

и>х = а 0 +  а 1 у  (Ц У2- (6.58)

П о д ст а в л я я  сюда у  =  О, 1£)х = 0 ,  н а й де м  а0 = 0, 

у — Ь, ш *= & 210 а,Й +  а 2б2 =  ш0,

// =  6 ,  = 0  а, + 2 а 2б =  0,
йу

откуда  а | = 2  а2— —  — . Т о г д а  закон скорости з а п и ш е т с я  
о сг

следующей формулой:

=  2 (6.59)

Вычислим 'интегралы
5 6

|  ш А у  -  [  ( 2  у -  I »  у Л  й у  =  ш08, (6.60) 

о о
о о

( ю / Л у -  Г (г  ~ 0«/— ^  — - 1  Шоч. (6 .61)
,) .) \  г> <>* /  15о о

С в язь  между касательными на п р яж е н и я м и  и ско ростью  
устанавливаетс я  законом тр ени я  Ньютона.  К а с а те л ь н о е  н а 
пря жен ие  на стенке

В ы рази в  скорость  ш* по ф о р м у л е  (6. 59),  найдем

, ,  =  ^ 2 ^ - 2 - ^  =  2 ^ 3 .  (6.63)
\ ^ О2 /у=0 О

После  подстановки значений интегралов  (6 .6 0 ) ,  ( 6 .6 1 )  и 
каса тельного  напряжения (6 .6 3 )  в -интегральное соот но ше н ие  
(6 .56) ,  получается  обыкновенное  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е 
ние

с1 ( 8  2 Л  й  (  2 Л  2ц до«
У  Т г  ® -  Щ  —  — К>0Ь =  0
¿ И  15 и У и а х  I з :  \ 1

или



И н т е гр и р у я  у р авне ни е  (6. 64) в пределах  от 0 до 6 и от О 
д о  получим

—  &у0б2= \ ’Х, (6.65)
30

о т к у д а  толщ ин а по граничного  слоя находится  как

8= * (6.66) 
» «>о

о
Относительна я  т о л щ и н а  пограничного слоя —  запишется 

так:

- =  -у/ 30  —  «  у  Ж ,  (6.67)
V хуг,х  У к е х

где
т х

это  число  Рейнольдса ,  в которосм за  ха ракт ерны й линейный 
р а з м е р  принята  дл и на  пограничного  слоя от н а ч а л а  его о б р а 
з о в а н и я  до зад анного  сечения .

Д л я  определения кас ат ельно го  на п ряж ени я  на стенке надо 
в ф о р м у л у  (6.63)  п одста ви ть  значение 6 из фо рмул ы (6 .66) ,  
после  чего она пр и ни мает  в'ид

,  _  -1 Д ±  (6.69)
с ~  V  30 X

С и л а  трения,  д е й с т в у ю щ а я  па поверхность пластины,  д л и 
но й х  и шириной Ь, м о ж е т  быть  найдена как

1 ~.с й х .  (6.70)
о

Е с л и  эту силу отнести к пло щ ади  пластины Ьх и к скоростно-
Р ®о2 *му н а п ору наб егаю щ ег о  потока  —г — , то полученная  безраз-

£
м е р н а я  величина,  н а з ы в а е м а я  коэффициентом сопротивления 
тр е н и я ,  запишется  в с л е д у ю щ е м  виде:



П од ста вив  сюда тс из ф о р м у л ы  (6 .69)  и выполнив интегриро 
вание, найдем

Г --• -1 ' 04— 1 / —  Г зо
64 1

V
т 0-х

или

С , = л  [  64 1V ^ 6  у Щ -  (6.71)

Если и полиноме (6.57) в зя ть  не три, а большее  кол ичество  
'и повторять все вы к л ад к и ,  то форм улы (6. 66) ,  (6. 67) ,
И  ̂ будут нметь  ТУ ж е  структуру,  но численные 

коэффициенты в них получатся  другими.  Это сво йс тво  у к а з а н 
ных ф ормул  дает  возможность  корр ек тир овать  численны е з н а 
чения коэффициентов  по р е зу л ь т а т а м  экспериментов.  С учетом 
такой коррекции они пр инима ют  следующий вид:

5 =  5 , 8 3  т / ! £ , ( 6 . 7 2 )
V ш0 ’

А -
■ * \ я т ;

V =  0 . 3 3 2  - » /
V х

( 6 . 7 3 )

( 6 . 7 4 )

г  1,328

с  у ж -  <6 -75>

Р а с с м а т р и в а я  эти формул ы,  следует  об ратить  внимание ,  
что толщ и н а  ламинарного пограничного слоя ув елич ива етс я

п о д л и н е  обтекаемой стенки пропорционально х 2 . О т н о с и 
тельная  толщина пограничного  слоя уменьш ается  с ростом 
к е х . цели ,  например,  при исп ыт ани и модели умен ьш енн ых  
•размеров не соблюдается  р а в е н с т в о  чисел Рей н ол ьд са ,  а п р о 
д увк а  ведется  на той ж е  скорости,  на которой р а б о т а е т  н а т у р 
ный объект,  то пограничный слой на модели получ ает ся  отно
сительно толще.  Касательное  н а п р яж е н и е  по длине  о бте к ае м ой 
стенки уменьшается.  Ко эф фиц и ен т  сопротивления т р е н и я  п а 
дае т  с ростом числа Рейнольдса .



§  в. У С Л О В Н Ы Е  Т О Л Щ И Н Ы  П О Г Р А Н И Ч Н О Г О  с л о я

В о  многих случаях  неудобн о  пользоваться толщ иной по
гран и ч н ого  слоя, т а к  к а к  это  понятие в самом определении 
с о д е р ж и т  некоторую условность: внешняя граница проводится 
там , где  скорость составляет  99%  от скорости 'внешнего по
т о к а .  П о это м у  в расчетах  часто  применяют условные толщ ины 
п ограни чн ого  слоя. О бы чно используются три условных тол-

ЩИ 5 * — толщ ина вы теснения или толщ ина вытесненной 
массы;

§** — толщ ина потери импульса;
6 *** __ Толщ ина потери энергии.

Р а с с м о тр и м  толщ ин у вытеснения. Н а  рис. 119 слева изоб
р а ж е н а  д еф орм ац и я  эпю ры  скоростей в пограничном слое. 
П р и  перем ещ ении вдоль  потока, начиная от точки образова-

ТЛ ЪГ. иг. ъ/с

Р ис. 119

'ЦГ»0
7> > > '

ния  пограничного слоя, эп ю ра  скоростей из прям оуголь
ной п ревр ащ ается  в криволинейную. Если вблизи стенки вы 
д ел и ть  тонкий слой, толщ ин ой  ¿ у ,  'И определить массовый рас 
ход  через площ адку  с1 уХ  1 (разм ер , перпендикулярный черте 
ж у ,  равен  единице) п'ри входе  на стенку и в данном сечении, 
то нетрудно  убедиться, что расход  в этом слое  уменьш ается . 
Д ей ствительн о , при 'Входе он равен ро№0с1у, в  зад ан н о м  сече
нии внутри пограничного слоя  он будет рю й у . Р а зн и ц а  в р а с 
х о д а х  составляет  -

( р о ^ о —

Э та  величина н азы вается  секундной вытесненной массой. Н у 
ж н о  обратить  внимание, что разница в расходах  получается 
потом у что часть ж и дкости  непрерывно вытесняется  в сто
рону внешнего потока. Вытеснение происходит из-за  того, что 
ж и д к о с т ь  теряет скорость  з а  счет трения и не м ож ет  проити 
ч ер е з  задан н ое  сечение в то м  количестве, в котором она посту
п и ла  в пограничный слой .из набегаю щ его  потока.



Д л я  всей толщины пограничного  слоя  в ы тес н ен н ая  масса

Н а  рис. 120 она и з о б р а ж е н а  косо з а ш тр и х о в ан н о й  площадью,  
п о д е л и в  ее на основание  ро^о, получим вы соту  равнов еликого  
прямоугольника  (на рис. вертикально з а ш т р и х о в а н н о г о  ко
торая  и является толщиной вытеснения б*. Очев идн о,  что ’

Нетрудно заметить,  что п л о щ а д и  ОЕА и А В С  на  рис 120 р а в 
новелики Поэтому,  если уб р ат ь  часть э п ю ры  ОЕА,  но д о б а 
вить ЛВС, то расход через пограничный слой не  изменятся,  
ю г д а  условно поток м о ж н о  представить так:  в бли зи  стенки 
в слое, толщиной б*, течение отсутствует (ш =  0 ) ,  з а т о  во всем 
остальном потоке скорости распределены р а в н о м е р н о  по се
чению. 1 а кои условный поток показан на рис .  119 -справа. 
Удобство такого представ лени я  за клю чае тся  в том,  что опре 
делив толщину вытеснения  б*, можно сместить  на  эту  вели
чину контур обтекаемого тела  и р а ссм ат ри ва ть  об текан ие  это
го нового более толстого тела  потоком у ж е  не вязкой,  а ид е
альной жидкости.  Так,  на пр им ер ,  обтекание п лос ко й стенки 
вязкой жидкостью (рис. 119 слева)  з а м е н я е т с я  обтеканием 
другой поверхности, контур которой и з о б р а ж е н  штрихпунк-
т-иром (рис. 119 с п р а в а ) ,  но уж е  потоком и д е а л ь н о й  ж и д к о 
сти.

Р а ссм атр и в ая  рис. 120, нетрудно убедиться  в том  что ве
личина  вытесненной массы — косо з а ш тр и х о в ан н о й  п л о щ а 
ди почти не изменится,  если ее определять  в инте рвале  и з 
менения ординаты у  не от 0 до б, а от 0 до П о э т о м у  в ф о р 
мулах  (Ь. /Ь) и (6. / / )  в качестве  верхних п р е д е л о в  у интегра
лов  часто берут во. В этом случае  толщина вы тес не ния  опре
деляется  точно, и произвол,  связанный с т о лк о в а н и е м  внешней 
границы пограничного слоя,  исключается.

Подв одя  итог, д ад и м  т а к у ю  форм улировку величине  б*.

(6.76)

а для  несжимаемой ж и дко сти  (р — согш)

(6.77)



Т о лщ и но й  вытеснения называется толщина такого условно
го слоя, в  котором скорость будет равна нулю, если в осталь
ном потоке все скорости привести к ю 0, сохраняя при этом рас
ход в данном  сечении пограничного слоя тем же самым.

Р а с с м о т р и м  толщину потери импульса.  В пограничном 
слое, н а ч и н а я  от его внешней грани цы  АС  (¡рис. 121) и до  з а 
данног о  сече н ия  ВС,  масса жидкости теряет  определенное ко

личество движения.  Потеря  к о 
личества  движения массы жид-

кисти, п р о т е к а ю щ е й  через п л о щ а дк у  с1уХ 1, взятую в заданном  
•л'чении ВС,  ра вна  массовому расходу р&йу, умноженному 
ь.ч р а з н о с т ь  скоростей а»о— т.  е. р — ни). По всей т о л 
щ ине  по грани чного  слоя  это д ас т

рху(1Ю0— ш)йу.
о

Если эт у  величину разделить  на количество движения,  ко то 
рое с о д е р ж и т с я  в невозмущенном набегающем потоке,  п л о 
щ ад ью ,  р авн ой единице,  т. е. на  ро^о2, 1» то получим толщ ину 
потери и м п у ль с а

6** =  Г _ £ « ! _  1 _ ( 6 . 7 8 )
.) Ро^о  \  ®о/ 
о

а д ля  н е с ж и м а е м о й  жидкости (р =  сопз*)



Графическая  интерпретация  толщины потери и м п ул ьс а  а н а 
логична  той, которая р а с с м а т р и в а л а с ь  на рис. 120 д л я  т о л щ и 
ны вытеснения.  Только в м ес то  величин рш по оси абсцисс  с л е 
дует  откладывать  величины (>ш2 и рШйУо.

Величине 6 можно д а т ь  такую формулир овку.
¡олщ иной потери импульса в данном сечении  (б**) назы 

вается толщина такого слоя, взятого в невозмущ енном потоке 
который несет в себе секундное количество движ ения , равное  
секундному количеству движения, потерянному на  участке пи- 
ти от внешней границы пограничного слоя до заданного сече-
Н  ЫН.

Если в каком-то сечении известна  толщи на потери имлуль-  
1«|, то потерянное количество  движени я жи дк ос ти ,  достигшей 
этого места,  определяется очень просто:

А К  =  6**родао2-

Рассмотри м толщину потер-и энергии, Ее  опр еделен ие  а н а 
логично определению толщи ны  потери и мп ульса  только  в м е 
сто секундного количества дв иж ени я  здесь р а с с м а т р и в а е т с я  
секундная  кинетическая эн ерги я  жидкости.  Ф о р м у л а  д л я  т о л 
щины потери энергии 'имеет в и д

0
г*+* =  Г - ра> ( \ V ^

1 М “" Г 5  К '  (6.80)
о

и д л я  несжимаемой жидкости

№ /  I __  ДО2

^ 0  \  ю 02 ■йУ• (6.81)

В интегральном соотношении (6. 54) на обыкновенные “

£ |  р  » , » щ  |  р  Ш г  й у  _  _ 8  £  _  т > _ ( 6  8 2 )

ного слоя.  Ж 1т м е , ,я т ь с » т а к ж е  т о л ь к о  в д о л ь  п огран и ч -



лени я  в пограничном слое и за  его пределами получается  од и 
на к о в ы м .  П о эт ом у  его определение  можно провести во внеш
нем потоке,  пользуясь  уравнен ие м Бернулли д ля  энергоизо
л и р о в а н н о г о  изоэнтропного течения

откуда

Тогда

й± л ~ й
Ро

^  =  _
йш о

й х

йи>0 Г* ¿ш,
ау - й х

±  =  ( а у  =  _  *2*  I Ро ш0-лу . (6.83)
й х

П р и м е н я я  д а л е е  ф ор м ул у производной произведения дву х  пе
ременных,  сделаем с л еду ю щее  .преобразование:

|  (6.84)

О  о  0

П о с л е  под становки величин,  найденных из уравнений (6.83)  
и  ( 6 . 8 4 ) ,  в ф ор мул у  ( 6 . 8 2 ) ,  последняя  приобретает вид

— Гр ----— Гр и у о ¿У  +  ~т̂  ( 9&х<1у
й х  ]  й х ,] а х  Л

'1 о

Ро аУо ¿У = — V
о

С г р у п п и р о в а в  здесь пе рво е  слагае мо е  со вторым и третье  с 
че твертым

ь 5

Г ( № 2 - Р о ш о » , ) ^  =  - Р о ш „ 2 =

О 0

о 

йх
О

г

Iо

=  — ро^о2«**,

(рдох —ро^о)йу = — Рошо • б*.

по л у ч и м  интегра льное  соотношение  в условных толщинах,  ина- 
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или

и»о

че наз ываемое  уравнением количества  д в и ж е н и я  д л я  п о г р а 
ничного слоя в условных толщинах:

~  (роа>о2 * б * * ) +  ~ - °  ро^об* — т с. (6.85)

Д л я  нес жимаемой ж идко сти  это у р а в н е н и е  приобретает  
-вид:

^  ! 22**4 I ■'в
И { т  Ь ) +  ^ “’“ ° = 7 ’

1» ^ !  +  ! » . 2 И)ь * ! ! » + * ! ! о 1Во8 . _ Х
6.x 0 а х  ^  йХ  ° р

Если раздели ть  обе части на Эдо2 и о боз на чи ть

=  (6-86)

то интегральное  соотношение в условных  то л щ и н а х  з а п и с ы 
вают  так:

с1у о 0

^ £ + ~ ' 5“ (2 +  Я*)  =  - ^ .  (6.87)
Я«* № о р ш 0

Заметим,  что в л ам и н арн ом  по грани чном слое условные 
толщины находятс я  в таком  соотношении:

б* « 0 ,3 6 ,

6** ^ 0 ,4 6 * .

6* «0 , 1256 ,

6 * * «  ( 0 , 7 - 0 , 8 ) 6 * ,

# * - 1 , 3  - 1,4.

а в турбулентном

при этом

Интеграль ным  соотношением в условных  т о л щ и н а х  пользу
ются при расчетах турбулентного по грани чного  слоя,  при р ас 
чете пограничного слоя с продольным г р а ди е н т о м  давлен ия  и 
при решении специальных задач .



§ 7. Т У Р Б У Л Е Н Т Н Ы Й  П О Г Р А Н И Ч Н Ы Й  СЛ ОЙ

Эпю ры скоростей в поперечном сечении цилиндрической 
трубы,  п олуч ен ны е экспериментально,  имеют различные ф о р 
мы в за вис и мо сти от р еж и ма  течения. Н а  рис. 122 построены 
такие  эп юр ы в без раз мерн ых  координатах;  по оси абсцисс о т 
л ож ен о р а с с то я н и е  от стенки, вы ра же нн ое  в долях  радиуса,  
по оси о р д и н а т  — скорость,  в ы р а ж е н н а я  в долях  ма к с и м а л ь 

ной скорости на оси т р у 
бы. Заметим,  что если 
вместо  радиуса  трубы 
б р ат ь  толщину погранич
ного слоя  (на основном 
участке  трубы они р а в 
ны) ,  а под по д р а зу м е 
ват ь  скорость во внешнем 
потоке,  то построенные на 
рис. 122 эпюры будут 
спра ведли вы и д ля  случая  
внешнего  обтекания п л о 
ской стенки. На  графи ке  
о б р а щ а е т  на себя в н и м а 
ние тот  факт ,  что эпюры 
измен яют свою ф орму с 
ростом числа Рейнольдса ,  
за п о л н я я  все большую 

часть ко ор дин атн ой  плоскости,  или, как  говорят  'ис
следователи,  пр о ф и л ь  скорости становится  более выпо лне н
ным. При этом  н у ж н о  особо отметить,  что при сравнительно 
небольшом изменении числа Рейн оль дса  в области его зна че 
ний около 2000, т. е. при повышении Не от 0,02 • 105 до
0,04- 105 —  всего  в два  р а з а  — форма профиля скорости ме
няется резко ,  тогда  как дальнейшее увеличение  Яе  от 0,04* 105 
до 32,4 • 105 — в восемьдесят  один раз  — приводит к незначи
тельному и с к а ж е н и ю  эпюры.

С о п оставлен и е  этих факт ов  с результатами визуальных н а 
блюдений за  потоком жидкости в трубе  показывает,  что при 
/?£ =  2000 про ис ходит  перестройка течения:  ламин арный  поток, 
струйки кото рог о  движутся  п а р аллель но  друг  другу,  не смеши
ваясь,  п ере ходи т  в турбулентный, д ля  которого характ ерно 
беспорядочное  вихреобразное  движен ие  конечных объемов — 
«комков» ж и д к о с ти  *>.

*) Н а п о м н и м ,  что  с у щ е с т в о в а н и е  д в у х  р е ж и м о в  теч ения  бы ло  у с т а н о в 
л е н о  а н г л и й с к и м  ф и з и к о м  О с б о р н о м  Р е й н о л ь д с о м  в 1883 г.

Р и с .  122



Таким образом,  профиль скорости в турбулентном п о г р а 
ничном слое  получается более по лны м,  чем в л а м и н а р н о м .  
Чтобы объясн ить  это отличие, н у ж н о  с н а ч а л а  установить,  к а 
кова при рода  касательных н а п р яж е н и й  в турбулентном п о г р а 
ничном слое.

На рис. 123 изображены два  с лоя  А  и Б,  д в и ж у щ и е с я  с 
различными скоростями ¡ихл и Шхп- Если в результате  х а о т и 
ческого д в и ж е н и я  некоторый «ком ок» ж идко сти  переместится  
из слоя А,  I де  он имел скорость и 'х а > в  слой Б , то он о к а ж е т с я  
там более медленно движущимся,  по сравнению с о к р у ж а ю 
щей его жидкостью.  Он будет у м е н ь ш а ть  количество движен-ия 
других частиц,  замедляя  
их, но сам будет  приобре
тать  количество  д ви ж е
ния. С течением времени 
скорость этого  «комка» 
выро-внится и у ж е  не бу
дет  отличаться  от скоро
сти о к р у ж а ю щ е й  ж и дк о 
сти. Такой процесс  турбу
лентного обмена  -им
пульсами происходит  с 
диссипацией энергии,  т. е. 
часть кинетической энер
гии необратимо пере
ходит в тепло.  Следовательно,  в рез ультате  т у р б у л е н т 
ного перемешивания  возникают потери.  Из пр и веде нно
го примера  видно, что к а с а т е л ь н ы е  нап ряжения,  д е й с т 
вующие м е ж д у  слоями А  и Б,  им ею т в этом с л у 
чае  иное происхождение по сравнен ию с л а м ин арн ым  потоком,  
в котором они возникают в резу льт ат е  вязкости.  В т у р б у л е н т 
ном пограничном слое вязкие н а п р я ж е н и я  т а к ж е  существуют,  
но главную ро ль  здесь играют к а с а т е л ь н ы е  нап ряжения,  в о з 
никающие .вследствие обмена ко ли че ствам и движения « к о м 
ков» с о к р у ж а ю щ е й  жидкостью.

Если проследить  за  судьбой д ру гог о  «комка»,  п е р е м е щ а ю 
щегося из слоя Б  в слой А, то нетрудно заметить ,  что в слое  
А  он будет двигаться  быстрее о к р у ж а ю щ е й  среды, ускоряя  ее 
и уменьшая свою скорость. Р е з у л ь т а то м  множест ва  таких в з а 
имодействий являе тс я  некоторое увеличени е  скорости в п р и 
стеночных слоях  за  счет ее сни ж ени я  в слоях,  удаленных от 
стенки. Этим объясняется  более « п о л н а я »  форма  профиля с к о 
рости турбулентного  пограничного с лоя  по сравнению с л а м и 
нарным.

Измерения  скоростей в турбу лентном  потоке,  выполненные 
с помощью безынерционных ане моме тр ов  с записью п о к а з а 



ний на ленте о с ц и л л о г р а ф а ,  показывают,  что скорость в д а н 
ной точке к о л еб лет ся  по времени. Та ки е  колебания  называют 
турбулентными пу льсаци ями .  Происхождение  последних не
трудно уяснить,  р а с с м а т р и в а я  рис. 123. Пер ех од я  из слоя А  в 
слой Б, «комок» ж и д к о с ти  стремится сохранить  скорость ы)ха , 
в результате  чего в слое  Б  возникает пульсаци я  скорости 
Пульсации н а б л ю д а ю т с я  не только в продольном,  но и в по
перечных ( в е р ти к а л ь н о м  и горизонтальном)  направлениях.  
Пр и рассмотрении скорости турбулентного течения, нап ри
мер,  при построении эпюры или выполнении каких-либо рас
четов, п о д р а з у м е в а ю т  ее усредненное по времени значение.

При течении ж и д к о с ти  в трубах на основном участке,  где 
пограничный слой у ж е  сформировался  и толщи на его равна 
радиусу  трубы,  пер еход  ламинарного течения  в турбулентное  
происходит при числ е  Рейнольдса,  равном приблизительно 
2000. В качестве ха ра кт ерно го  линейного р а з м е р а  для  опре
деления Яе  берется  диаметр  трубы. М о ж н о  за  характерный 
линейный ра зм е р  п ри ни м ать  и какую-нибудь  из условных то л 
щин пограничного слоя ,  например,  толщину потери импульса 
6**. Тогда

Определенное  т а к и м  способом число Рей н оль дс а  может  х а 
рак териз ов ат ь  состоян ие  пограничного слоя  не только в тр у 
бах,  но и во всех др уги х случаях,  например,  при внешнем об
текании крыла ,  турби нной лопатки и т. п. Опытами установ
лено что потеря  устойчивости ламина рн ого  течения в погра 
ничном слое и пе р е х о д  его в турбулентное  происходит при

= 6 0 0 — 1300, причем нижнее значение  относится к диф- 
фузорным тече ни ям и большой начальной турбулентности по
тока,  а верхнее —  к конфузорным течениям и малой^ степени
турбулентности н аб егаю щ его  потока. Бол ее  точно Яек? может 
быть найдено по ф о р м у л е  А. П. Мельникова *>

где £ 0_  н а ч а л ь н а я  степень турбулентности (в набегающем  
п о т о к е ) ,

I — ф о р м п а р а м е т р — величина, х а р а к т е р и з у ю щ а я  деф ор
м аци ю  пр о ф и л я  скорости, происходящую вследствие 
т о р м о ж е н и я  внешнего потока (в диффузорном тече
нии)  или его разгона (в конфузорном течении),

•)  С м ~ н а п р . :  М . Е. Д  £  й ч. Т ехническая  г а з о д и н а м и к а ,  изд. 2, М .— Л.,
Г о сэн ер г о и зд ат ,  1961.

(6 .88)

(6.89)



/5  — значение  ф о рм па ра м ет ра  в точке  отрыва  *>, к о т о 
рое принимают равны м — 0,085.

Степень турбулентности оп ред еляет ся  по формуле

Е  =  —  , (6.90)

в которой т'  — осредненная скор ость  турбулентной п у л ь с а 
ции; ее среднее квадратичное  зна ч ени е  опр ед еляется  как

—  1 'а _

а / 2 «= — (п)— хо)2 -сН, ( 6 . 9 1 )
*2 *\ /1

здесь ш — мгновенное значение скорости,  а — осре дн енн ая  
скорость турбулентного течения

-  1 '«
по == - — — | сН. (6 . 92)

‘2— Ч '1

Фо рм па рам етр  вычисляется  с л е д у ю щ и м  образом:

£-**2
с1х (6.93)

При внешнем обтекании тел,  на п р и м е р ,  поверхности к р ы 
л а  самолета  (рис. 124), пограничный слой образуется  в п е 
редней критической точке 1. Его т о лщ и н а ,  по мере у д ал е н и я  
от точки 1 вниз по течению, в о з ра стае т ,  следовательно,  в о з 
растают б** и Яе**. В носовой части Я е**<Яе**,  поэтому п о 
граничный слой получается л а м и н а р н ы м  (область  2, рис. 124).  
Когда Яе** достигает  критического зн ач ени я ,  лам ин ар н ый п о 
граничный слой теряет  устойчивость и переходит в т у р б у л е н т 
ный. Толщ ина пограничного слоя при этом резко в о з р а с т ае т  
(см. область  4).  Если произвести тща т е л ь н о е  и с следо ван ие  
ха ра кт ера  течения  после перехода , то  м о ж н о  обнаружить ,  что 
в зоне 4 поток турбулентный,  но вбли зи  стенки, в зоне 5, т е ч е 
ние сохраняется  ламинарным.  Эта  з о н а  небольшой то лщ ин ы 
наз ывается  ламинарным подслоем. Е е  существование о б ъ 
ясняется близостью твердой стенки,  к о т о р а я  препятствует  в о з 
никновению турбулентных пульсаций поперек  потока  и, с л е д о 
вательно,  не д а е т  развиваться  пр о д о л ьн ы м  пульсациям.  Т у р 
булентный слой 4 и лам ин арн ый  подслой 5  не имеют ч етк о  
выраженно й границы.  Их ра з д ел я е т  т а к  на зы вае м ы й пе рех од 

*) О т р ы в  п о гр ан и ч н о го  слоя рлосм .чтрип .к 'тся  п §  8 д ан п п п  гллгш.



ным слой 6, в котор ом характе р  течения меняется  по времени, 
становясь  то л а м и н а р н ы м ,  то турбулентным.  Аналогичное я в 
ление  н а б л ю д а ет с я  и в переходной области  <?, в результате 
чего последняя  п о луч ает ся  расплывчатой.  О д н ак о  для  просто
ты теоретических расче тов  принимают, что переход л а м и н а р 
ного слоя в т у рбу лен тн ы й  происходит в точке 7, называемой 
точкой перехода. Ее  местоположение определяется  по Яе** =

=  ̂ к р .
Когда р а с с чи ты в а ю т  смешанный пограничный слой, со

стоящий из л а м и н а р н о г о  и турбулентного,  то сначала  ведут 
расчет л а м и н а р н о го  слоя ,  определяют в нем Не**, находят  то 
место, где Яе** =  Яе*к*, и принимают его за  точку перехода.  
Н ачиная  с этой точки,  рассчитывают турбулентный погранич-

4 5 6

ный слой, но в эт ом  месте  он уже имеет  толщину,  отличную 
от нуля и н е  р а в н у ю  толщи не ламина рн ого  слоя.  «Стыковку» 
этих двух  слоев производят ,  исходя из условия ,  что -в точке 
перехода т о лщ и н а  потери импульса у лам инарн ого  и у̂ тур
булентного слое в  д о л ж н а  быть одинакова  *>, т. е. 6Т* * =

Расчет  турбул ент но го  пограничного слоя  обычно ведется 
с помощью ин тег рал ьн ого  соотношения в условных толщинах.  
Д л я  его ре ше ния необходимо за д ать  за ко н скорости и закон 
трения.

За к он  скорости м о ж е т  быть представлен одним из двух 
уравнений:  степенным

I

*) В более  т о ч н ы х  р а с ч е т а х  опр ед ел я ется  не т о ч к а  п ерехода ,  а дли н а  
пер ех о д н о й  о б л а с т и .  П о  т о л щ и н е  потери и м п у л ь с а  в н а ч а л е  п ереходной
о б л а с т и  н а х о д и т с я  ее  в ел и ч и н а  в конце этой  об л а с т и .  П о с л е д н я я  по 
ср а в н е н и ю  с н а ч а л ь н о й  в о з р а с т а е т  на 20— 4 0 % . (С м .,  напр.:  М. Е. Д е й ч .  
Т е х н и ч е с к а я  г а з о д и н а м и к а ,  изд .  2, М .— Л.,  Г о с э н е р г о и з д а т ,  1961.)



н-ли логарифмическим

т =  1 + (6.95)
х! о

Пок аза тель  степени в уравнении (6. 94) зависит  от числа Р е й 
нольдса,  м а л ы м  значениям которого соответствует п =  6, а 
большим — « = 1 0 .  В расчетах,  не тр ебу ю щ и х  особенно в ы с о 
кой точности принимают постоянное  значение  п = 7. В л о г а 
рифмическом уравнении (6. 95) ве ли чи н а  к, н а з ы в а е м а я  к о э ф 
фициентом пути смешения,  пр ин има ет ся  равной 0,4. Ве ли чи на
I  определяется  как

Она имеет размерность  скорости и н а з ы в а е т с я  динамич еской  
скоростью.

Преим ущество  степенного з а к о н а — в простоте,  недостаток-  - 
в зависимости показателя  степени от числа  Рейнольдса .  Л о г а 
рифмический за ко н универсален.  Он спр аведлив  д ля  всех ч и 
сел Рейнольдса .  Однако вблизи стенки,  т. е. при #  — 0, он д а е т  
м ->— *>, а зн ач ит  не о т р а ж а е т  физического  смысла .  П о с л е д н ее  
объясняется  тем,  что у стенки сущест вует  лам ин арн ый  п о д 
слой, д ля  которого формула  (6.95) непригодна .  Таким о б р а 
зом применение  логарифмического  з а к о н а  обязательно  т р е 
бует учета лам ин арн ого  подслоя,  а это сильно усложняет  р а с 
чет.

З ак он трения  зад ается  эмпирическ ими  формулами,  п о л у 
ченными на основании статистической об р аб о т к и  большого к о 
личества  экспериментальных данных.  Ч а с т о  применяются ф о р 
мулы вида

где К и т  постоянные величины.
Принцип расчета турбулентного пограничного  слоя р а с 

смотрим на примере  обтекания  плоской стенки н есжи маем ой 
жидкостью.

Ка к  и в § 5, здесь остаются сп р а в е д ли в ы м и  условия:

О шп =  сопз1, 2) ~  = 0 .  Тогда ин те гра льн ое  соотношение 
й х

(6 .87)  принимает  вид:

у =  К рю02Ке**т (6.96)

'С



Ум н ож ив  числитель  и зн амена те ль  левой части на — » при-
уо

н им ая  при этом -во вн и м ан ие  формулы (6 .6 8)  и (6 .88 ) ,  можем 
за писать

¿ Р р**
=- КЯе**т.

й Р е х

Полученное  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  уравнение  после разделения  
переменных легко  интегрируется .  П олагая ,  что вся стенка об
текается  ту р б у л е н тн ы м  пограничным слоем,  проинтегрируем 
это уравнение в п р е д е л а х  от 0 до Яе** и от 0 до Ивх* После  
небольших пр ео б р азо в ан и й  получим

1

Ре** «= [(1 -  т) К -Я ех\ (6.98)

Д л я  случа я  о б те к ан и я  плоской стенки без градиента  д а в 
ления ко эф фициен т  и показа тел ь  степени в ф ормуле  (6.96)

могут быть пр и ня ты  равн ым и /С =  0,00655 и т = — . Тогда  по

лучаем
0,0153 (6.99)

Р а с ш и ф р о в а в  в этой ф о рм ул е  значения чисел Рейнольдса  в со
ответствии с соотноше ниями (6.68)  и ( 6 .8 8 ) ,  легко получить 
ф ор мулу  д ля  о п ределен ия  толщины потери импульса

1

6 * * = 0 , 0 1 5 3  ( — V  х !1 (6.100)
V о>о /

или
_  I

6** =  0,0153.*ЯеЛ- 7. (6.101)

Связь  м е ж д у  толщ ин ой потери импульса  и толщиной по
граничного слоя  ус т ан а в ли в а е тс я  с помощью формулы (6. 79),  
в которой отношение  скоростей заменяется  из уравнения пр и
нятого за к о н а  ско рос ти ,  в данном случае  из уравнения  (6 .94) .  
Аналогичным о б р а з о м ,  используя  ф ор м ул у (6 .7 7) ,  можно н а й 
ти и т ол щ ин у вытеснения .  Д л я  рассматр ива емой за дач и эти

величины по луча ют ся:  6 * * =  —  8, 8*— —  8.

Каса тельн ое  н а п р я ж е н и е  на  стенке находится  по формуле  
( 6 .9 6 ) ;  з н а я  его, нетрудно получить и коэффициент  сопро
тивления трения .



Сопоставление пар аметров  л а м и н а р н о го  и т у р б у л е н т н о г о  
пограничного  слоя, ра ссчитанны х д л я  одинаковых у с л о в и й  
(обтекание плоской стенки н е с ж и м а е м о й  жи дк остью без г р а 
диента д а в л е н и я ) ,  показывает  следую щее :

1. Т ол щи на  турбулентного пограничного  слоя больше,  чем 
ламина рн ого .

2. Коэ фф ици ент  сопротивления трения  С /  получ ает ся  б о л ь 
шим в случае  турбулентного по грани чного  слоя.

3. С ростом числа Яех к о э ф ф и ц и е н т  сопротивления т р е н и я  
С/  уменьшается ,  причем в л а м и н а р н о м  пограничном слое б о 
лее  интенсивно,  чем в турбулентном.

В связи с этим при проектиров ании крыльев с а м о л е т а  с т р е 
мятся к тому,  чтобы отодвинуть  точку  перехода вниз  по по- 
потоку.

§ 8. П О Г Р А Н И Ч Н Ы Й  С ЛОЙ С П Р О Д О Л Ь Н Ы М  Г Р А Д И Е Н Т О М  
Д А В Л Е Н И Я .  ОТРЫВ.  В З А И М О Д Е Й С Т В И Е  СО С К А Ч К А М И  

У П Л О Т Н Е Н И Я

п  •> ^РПро доль н ый градиент д а в л е н и я  —  , действующий в по*
ё х

граничном слое,  имеет ту ж е  величину,  что и за  его п р е д е л а м и ,  
т а к  к а к  статическое  давление в направлени и,  п е р п е н д и к у л я р 
ном стенке, сохраняет одно и то ж е  значение.  П оэ тому вели-  

йр
ч и н а —  определяется  обычно во внешнем потоке. Так ,  н а п р и 

мер, при расчете  пограничного с лоя  на крыле,  турбинной л о 
патке  и т. п. продольный г р а д и е н т  давлен ия  от ы скивает ся  в 
результате  решения задачи о вне ш не м потенциальном о б т е к а 
нии, а в д и ф ф у з о р а х  или соплах,  т. е. в условиях внутренн ей 
задачи,  — в результате  опре де лен ия  пар аметро в  течения в я д 
ре потока.

Продо льн ый градиент д а в л е н и я  ок а з ы в а е т  влияние  на  п р о 
филь  скоростей,  вызывая его д еф о р м а ц и ю .  Отрицательны й г р а 
диент дав лени я ,  существующий в к он ф уз ор ах  и соплах,  а т а к 
ж е  в области  спинки носовой части профил я крыла ,  соответ-

(1р
ствует увеличению скорости потока .  П р и  —  < 0  по грани чный

й х
слой устойчив.  Положительный г р а ди е н т  давления,  с в о й с т в е н 
ный д и ф ф у з о р а м ,  а та кже  течению в области спинки х в о с т о 
вой части профил я крыла, соответствует  уменьшению скорос ти 
потока.  П р о ф и л ь  скорости деф о р м и р у е тс я  в этом случае  т а к и м  
образом,  что при определенных условиях  может  по я в и т ь с я  
отрыв потока.



Ра с с м о тр и м  явлени е  о т р ы в а  более подробно.
Н а  рис. 125 и з о б р а ж е н а  схема обтекания стенки в области 

положител ьн ого  гр а ди е н т а  давления .  Замет им,  что здесь б ез
разли чно,  п ри н ад леж и т  ли  стенка каналу д и ф ф у з о р а  или хво-

ф  А , ,
стовой части-крыла ,  в а ж н о ,  что —  > 0 .  Р а с с м а т р и в а я  какои-

1 йх
ли бо элементарный о б ъ ем  жидкости,  можно заметить,  что он 
д в и ж е т с я  из области ме нь ш их  давлений в о бласть  больших. 
Уменьшение  его ко ли че ства  движения,  а следовательно,  и с ко 
рости,  происходит вследст вие  двух причин: 1) действия сил

вязкости,  2) действия ра зн ости давлений спереди и сзади.  На  
ра зл и ч н ы х  расстоя ниях  от стенки это уменьшение  происходит 
не  пропорционально с а м о й  скорости,  -в резу льтат е  чего эпюра 
дефор мир уется ,  с тан о в я сь  все более остроконечной.  Нуж н о

заметить ,  что при —  = 0  профили скорости в различных по- 
й х

перечных сечениях по д ли н е  пограничного слоя  остаются  по
д обными друг  другу.  З н а ч и т  причиной их деф орм аци и являет-

а Р ' лся именно градиент  д а в л е н и я  —  у и.

В некоторой точк е  5  эпюр а скоростей приним ает  такую 
форму,  что угол м е ж д у  касательной к эпюре и нормалью к 
стенке  -в этой точке р а в е н  нулю,  т. е.

= 0. (6. 102)
V ду I у=о

Это  значит,  что в точк е  5  скорость у ж е  не н ара стает  по мере 
удал ен и я  от стенки. Э лемен тар ны й жидкий объем,  на х о д ящ и й 
ся в этой точке,  полнос тью утратил кинетическую энергию,  на



него не действуют ка сате льны е на п ря ж ени я ,  т а к  к а к —̂ - = 0 ,
ду

но он под верже н действию пол ож ит ельн ого  гр а д и е н т а  д а в л е 
ний. П о д  действием последнего он начинает  д в и г а ть с я  в о б р а т 
ную сторону, в результате чего воз ни кае т  обратн ый ток.  Э п ю 
ры, построенные правее  точки 5 ,  имеют зону о т р и ц а т е л ь н ы х  
скоростей.  Линия 5/1 на рис.  125 р аз дел яет  зоны п р я м о г о  и 
обратного  токов. Появление о бра тно го  тока в ы з ы в а е т  отрыв  
основного потока.  Точку 5  п оэ то м у наз ыва ю т  точкой отрыва. 
Она находится  в том месте, где выполняется  условие  о т р ы 
ва (6. 102). *

При отрыве  потока от стенки восстановление  скорости в д а в 
ление  происходит  в значительно меньшей степени,  чем при 
безотрывном течении. Кинети чес кая  энергия  о б р а з о в а в ш и х с я  
вихрей при дальнейшем течении не преобразуется  в д ав л е н и е ,  
а переходит  в тепло, ув ел и ч и в ая  энтропию газа.  И зу ч ен и е  
эпюр распределения  статических давлений по к он ту ру  о б те 
каемого  тела показывает,  что з а  точкой отрыва  д а в л е н и я  п о 
лучаю тся  ниже,  чем в тех ж е  м е с та х  при без отрывном о б т е к а 
нии, тогда  к а к  в носовой части  тела  различ ия  почти не  н а б 
люд ается .  Поэтому при обтекании с отрывом р а в н о д е й с т в у ю 
щ а я  сил дав лен ия  всегда им еет  составл яющ ую,  н а п р ав л е н н у ю  
назад ,  т. е. по направлению потока .  Эта  с о с т а в л я ю щ а я  н а з ы 
вается  сопротивлением давления  *>.

Та ки м образом,  сопротивление обтекаемого  т ела  сла га е т с я  
из сопротивления трения и соп ро ти влен и я  давлен ия .  У хорошо 
о бте кае мых тел отрыв пограни чного  слоя незначителен,  поэ
тому пре об лада ет  первая с о с т а в л я ю щ а я .  У плохо о б т е к а е м ы х  
тел отрыв весьма интенсивен, п  по этом у главной с о с та в л я ю щ е й  
являе тся  сопротивление давлен ия .

Особенно большие про до льные  положительные г ради ент ы  
дав лен ия  возникают в области взаим одейс твия  ска чко в  у п л о т 
нения с пограничным слоем. Р а с с м о тр и м  это яв л е н и е  ботее  
подробно.

В сверхзвуковом потоке пограни чный слой о б л а д а е т  той 
особенностью, что он имеет д в е  зоны  — дозвуковую,  п р и м ы 
каю щую к стенке, и сверхзвуковую,  переходящую во внешний 
■поток. Та ки е  явления,  как о б р а з о в а н и е  скачков,  с л а б ы х  волн 
возмущения,  могут происходить толь ко  в сверхзвуковой зоне. 
Поэтому,  если в потоке идеальног о  газа прямой с к а ч о к  н ач и 
нается  у самой стенки (рис. 126 сл епа ) ,  то в пог ран ично м слое 
его нач ало  расположено на л и н и и  ю = а, отстоящей от обте
каемой поверхности на некотором расстоянии (рис. 126 спра- 
ва) .  С к ор ость перед скачком в сверхзвуковой зоне  погранич-

*) См. т а к ж е  п а р а д о к с  Э йлера  Л я л л ч Я о р л .  гл. IV. $  о 
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ного слоя  меняется от 1У =  сС<о>а до ы) = а, поэтому повышение 
д а в л е н и я  в разных эл е м е н т а х  скачка  различно. В результате  
этого  за  скачком со зд аю т ся  поперечные градиенты давления .  
В с в я з и  с тем, что ска чок  не доходит  до стенки, а м е ж д у  ними

ос тае тся  дозвуковой слой,  повышенное  давление ,  господствую
щ е е  за  скачком,  мож ет  пр он ик ать  через этот слой против т е 
чения  в область,  р а с п о л о ж е н н у ю  перед скачком. В результате  
этог о  у ж е  перед скачком поя вляется  большой положительный

продольный градиент  дав лени я ,  ко
то р ы й  служит причиной интенсив
ного увеличения толщ ины погранич
ного слоя, а в некоторых случаях  
и возникновения отрыва.

Резк ое  увеличение  толщ ины по
граничного слоя перед скачком мо
ж е т  вносить и качественные иска
ж е н и я  в картину течения.  Так,  н ап
риме р,  при обтекании внутреннего 
тупого угла скачок не выходит из 
точки  А,  как  в случае  идеального  
газа ,  а смешается  несколько вперед,  
причем в сверхзвуковой зоне  погра 
ничного слоя его фронт  ис к рив ляет 
ся (рис. 127 вверху) .  Прич ину сме
щ ен и я  скачка  легко  понять,  если по
строить  толщину вытеснения  б*. 
П р и н яв  эту линию за  контур обте
каемого  тела,  мож н о  заметить,  что 

вп е р е д и  точки А  п о л у ч а ет с я  обтекание  сильно вогнутой стен
ки,  где д о л ж н а  пол учиться  серия характерист ик  сжа тия ,  пе
р е х о д я щ и х  в скачок *).

*> Н у ж н о  з а м е т и т ь ,  что, о б р а щ а я с ь  к толщ ине вы тес н ен и я ,  н е л ь зя  о б ъ 
я с н и т ь  всех  особе нн ост ей  в з а и м о д е й с т в и я  скач ка  с п о гр ан и ч н ы м  слоем , н а 
п р и м е р ,  к р и в и зн у  с к а ч к а  в с в е р х з в у к о в о й  зоне по гр ан и ч н о го  слоя,

Ри с .  127



П р о ф и л ь  скорости в пограничном слое  м о ж е т  о к а з ы в а т ь  
влияние на форму скачка  уплотнения.  Это вли ян и е  н а б л ю д а е т 
ся, например,  при обтекании профиля  кр ыла  пото ком  с б о л ь 
шой дозвуковой скоростью. Когда  число М 0 н а б е г аю щ е г о  п о 
тока  (меньшее единицы) достигает  некоторого  критического  
значения  М 0 =  М 0Кр, то на  поверхности п р о ф и л я  поя вляется  
местная  сверхзвуковая  зо на ,  т а к  как  при об те к ан и и  его носо
вой часта,  особенно в области  спинки, про исходит  н а р а с т а н и е  
скорости.  При обтекании хвостовой части п р о ф и л я  скорость  
д о л ж н а  вновь уменьшиться  и стать дозвуковой.  Т о р м о ж е н и е  
сверхзвукового  потока про исходит  в с к а ч к а х  уплотнения.  
В случае  лам инарн ого  пограничного  слоя  о б р а з у е т с я  система 
скачков,  состоящая из нескольких косых и з а м ы к а ю щ е г о  п р я 
мого. Ее  наз ываю т  лям& дао бразн ым скачком. Е с л и  ж е  по гра 
ничный слой турбулентный, то косые окачки не возникают,  а 
з а м ы к а ю щ и й  криволинейный с ка ч ок  имеет  ф о р м у  весьма 
близкую к прямому (рис. 128).

Отр аже ни е  косого ска чка  от твердой стенки,  на которой 
о браз ов ал ся  пограничный слой,  т а к ж е  имеет  нек отор ые  осо
бенности. П ада ю щи й  скачок А Б В , в за им одейс твуя  с погранич-

".

Рис. 128 Р и с  129

ным слоем, вызывает  местное  увеличение  его толщ ины 
(рис. 129). В результате  в зо не  Г Д Ж ,  где линии т ок а  и ск р и в
л яю тся  так  же,  к а к  и при обтекании вогнутой стенки,  возни
ка ю т  слабые волны сж ат ия ,  пер еходящие в косой скачок  
Ж Б Е .  Это —- первый о тр аж ен н ы й  скачок.  З а  п а д а ю щ и м  с к а ч 
ком искривление линий тока  в пограничном слое происходит  
так,  как  при обтекании выпуклой стенки. Это  с о п р о в о ж д а е т ся  
появлением линий р а з р е ж е н и я  в зоне КВИЛ.  З а т е м  при в ы 
равнивании потока вновь об ра з ую тся  линии с ж а т а я  в зоне 
МПН,  переходящие во второй отраженн ый ко^ой с ка ч ок  ПС.



Т а к и м  об р аз о м ,  в отличие от случая идеального газа,  где 
п а д а ю щ и й  на  стенку ска чо к  п о рож да ет  один отраженный,  при 
в за и м о д ей стви и  с пог раничным слоем падающий скачок  по
р о ж д а е т  д в а  отраженны х,  отделенных друг от друга  волной 
р а з р е ж е н и я .

П о с к о л ь к у  в волне .разрежения скорость повышается ,  то 
второй о т р а ж е н н ы й  скачок  получается  достаточно интенсив
ным.  П о э т о м у  и з о б р а ж е н н а я  на рис. 129 конфигурация  ск ач 
ков о б л а д а е т  большими потерями,  чем система «падающий — 
о т р а ж е н н ы й  скачок».

§ 9. Т У Р Б У Л Е Н Т Н Ы Е  С Т Р У И

О д н и м  из  видов течения,  в котором т а к ж е  возникают по
грани чные слои,  явл яю тся  турбулентные свободные струи.

С вободная затопленная струя образуется  при истечении 
ж и дк о с ти  в объем,  за пол нен ный  жидкостью той ж е  природы. 
Н а п р и м е р ,  затопленной м о ж н о  наз вать  струю воды, выход я 
щ ую  из н а с а д к а ,  р а спо лож ен ну ю  ниже  свободной поверхности,  
струю воздуха ,  истекающего из баллона,  или д а ж е  струю вьь 
хл опных  газов ,  в ы б р ас ы в а е м ы х  в атмосферу из двигательном 
установки,  но не струю воды в фонтане.  Свободная  струя  не 
о г р а н и ч е н а  стенками,  поэтому статическое давление  на ее 
вне шних г р а н и ц а х  равно дав лен ию  в окр уж аю щ ей среде.

С х е м а  свободной струи и з о б р а ж е н а  на рис. 130. Струя  н а 
ч ин ается  у выходного сечения сопла АВ.  П роф ил ь скорости 
зд есь  при ни мается  прямоугольным.  За топл ен на я  струя  в з а и 
модей ств ует  с о к р у ж а ю щ е й  средой. Это взаимодеиствие  в ы 
р а ж а е т с я  в виде турбулентного  обмена импульсами:  «комки» 
жидк ос ти ,  п о п а д а я  из струи в о к р у ж а ю щ у ю  среду, сообщают 
ей кол ичество  движени я,  сами при этом теряя  его. На  место 
этих «комк ов» из о к р у ж а ю щ е й  среды поступают новые мас 
сы, не и мею щи е продольной составляющей скорости.  Они 
у м е н ь ш а ю т  количество д в и ж е н и я  в струе.

Т а к и м  обр азом,  по мере  удален ия  от среза сопла в д в и ж е 
ние  в о в л е к а ю тс я  все больш ие и большие массы жидкости.  П о 
этому ма сс ов ый расход по дли н е  струи непрерывно возрастает,  
а ее гр а н и ц ы  расш ир яю тс я .  Су мм арное  количество движения 
в к а ж д о м  сечении остается  постоянным, но так  как  возрастает 
м а сса  жидкости,  то скорость  ее по длине потока уменьшается.

Т у р б у лен тн ы й  обмен импульс ами происходит в пределах  
п ог ра н и чн ог о  слоя,  который образуется  сразу на выходных 
к р о м к а х  сопл а  (точки Л и В ) .  В пограничном слое скорость 
н а р а с т а е т  от нуля  до ее значения  в центральной части струи. 
В не ш не й границей пограничного слоя является  граница  струи



(линии А О  и ВЕ) .  Она проходит в том месте ,  где про дольные 
составляющие скорости гюх =0.  Поп ере ч ны е  соста вляющ ие с к о 
рости, строго говоря,  не равны нулю, т а к  к а к  струя не п р ер ы в 
но пополняется жидкостью из о к р у ж а ю щ е г о  пространства ,  
однако они настолько  малы,  что могут  и расчет  не пр и н и м а т ь 
ся. Внутренняя  граница  пограничного с лоя  проходит  там,  где 
прямоугольная  часть  профиля скорости переходит  в к р и в о л и 

нейную (линии А С  и ВС) .  Она  отдел яет  пограничный слой от 
ядра потока ЛВС.  В точке С п р о т и в о л е ж а щ и е  пограничные 
слои смыкаются ,  и ниже по потоку по гра ни чн ый  слой о х в а т ы 
вает все поперечное сечение струи.

Таким об разо м,  турбулентная  с в о б о д н а я  струя имеет д в а  
характерных участка :  нач альный участок ,  длиной /иач, в к о 
тором течение под разделяется  на я др о  и пограничный слой, и 
основной участок,  л е ж а щ и й  после пе рех одног о  сечения, т. е. 
после точки С, который целиком состоит из пограничного  слоя.

Границы струи А О  и В Е  п р е д с та в л я ю т  собой прямые л и 
нии. Точка их пересечения О н а з ы ва ется  полюсом струи.

Не изла гая  подробно со дер ж ан и я  теории турбулентных 
струй* ' ,  рассмотрим лишь ее основные р е з у л ь т ат ы  для  сл уча я  
несжимаемой жидкости.  Они с не ко торым пр иближ ением  п р и 
менимы и к газовым струям при д о з в у к о в ы х  течениях.

Изучение эпюр,  построенных по эксп ери мент альн ым  д а н 
ным для  основного участка в виде за в и с и мо с т и  скорости от 
расстояния данной точки от оси струи, пок азы вает ,  что п о л у 

*) П о д р о б н о с т и  м о ж н о  н аи ти  в кн.: Г. II .  А б р а м о в и ч .  Т е о р и я  т у р 
булен тн ы х  струй. М.,  Ф и зм а тги з ,  1960. В с о к р а щ е н н о м  виде  —  в кн.:  
Г. Н. А б р а м о в и ч .  П р и к л а д н а я  г а з о в а я  д и н а м и к а .  И зд .  2, М., Г И Т Т Л ,  
1953.



ченные в р а з н ы х  сечениях профили скорости не подобны друг  
другу.  О д н а к о  они становятся  подобными,  если перейти от р а з 
мерных к о о р д и н а т  к безразмерным.  Так ,  например,  если вме-

XV
сто скорости ш о т к л а д ы в а т ь  о т н о ш е н и е ----- , где и>п — макси-

и>т
мальное  зна ч ени е  скорости в данном сечении (на оси струи),  
а вместо р а с с то я н и я  у, отмеренного от оси, — отношение

У 10—0.5 11'ш
где у ю=05w есть  та кое  расстояние от оси, на котором с ко 

рость сос та в л я е т  0,5 от максимальной,  то экспериментальные 
точки д ля  всех  сечений основного участка  образ уют  одну к р и 
вую — о боб щ ен н ы й  профиль скорости.  Это  хорошо подтвер
ж да е тс я  к а к  д л я  струй круглого,  так  и плоского поперечного 
сечения.

Д л я  н а ч а ль н о г о  участка  струи м ож н о  получить такое  же
ЯП

обобщение  пу тем  перехода к б ез раз мерн ы м  координатам — и
И»/в

—  , где у  — р ассто я н и е  рассматр ива емой точки от линии А Н  
х
(или, д л я  точек  н и ж е  оси, от линии В К ) , а х  — расстояние от 

среза  сопла.
О б о бщ ен н ы е  профили  скорости д л я  начального и для  ос

новного уч ас т к о в  имеют разную форму.  С помощью их пере
строения в д р у г у ю  систему координат  удается  получить о б об 
щенный пр о ф и л ь,  справедливый к а к  д л я  начального,  т а к  и 
для  основного уч ас тка .  Д л я  этого в качестве  абсциссы берется

У о» •величина  ц — , а за  ординату  по-прежнему принимается  —
^  т

Д л я  н а ч а ль н о г о  участка  под по дразу меваетс я  ширина по 
граничного слоя ,  д л я  основного — полуширина  струи. Д л я  
круглой струи,  на пр им ер ,  /?гр— это радиус  внешней границы. 
Величина  у  —  это  расстояние  между  данной точкой и точкой, 
где т = и>т. Д л я  основного участка  это расстояние от оси, а 
д ля  нач аль но го  — от внутренней границы пограничного слоя.

О б о бщ е н н ы й  про фил ь скорости представлен следующей 
таблицей:

7] О 0 , 1  0 , 2  0 , 3  0 , 4  0 , 5  0 , 6  0 , 7  0 , 8  0 , 9  1 ,0

79)

—  1 0 , 9 0 7  0 , 7 5 8  0 ,5 9 6  0 , 4 4 3  0 ,3 0 0  0 , 1 8 6  0 ,0 9 8  0 ,0 4 4  0 , 1 3  0

П о  этой т а б л и ц е  м ож н о  построить пр оф ил ь  скорости в любом 
сечении струи.  Н о  д ля  этого надо  знать:



1) пол ож ен ие  внешней грани ц ы струи;
2) полож ение  переходного сечения  (/,,ач). чтобы по ст рои ть  

внутреннюю границу пограничного слоя;
3) значения  максимальных скоростей и>т во всех сечен иях  

основного участка  (на нач ал ь но м  участке  &т известна ,  он а  
р а в н а  скорости истечения из сопла  ш0).

В теории струи рассмат ри вае тся  б ез р аз мер н ая  о р д и н а т а ,  
о п р е д е л я ю щ а я  ее внешнюю г ра ни ц у

О  —  _______
? г р  —

а ( х  +  h0)

где hQ — расстояние  среза сопла от полюса,  а — коэффиц иен т ,  
различный д л я  разных струй. Экс пе ри мент ал ьн ые  и с с л е д о в а 
ния показывают ,  что величина ко э фф и ц и ен та  а находится  в у з 
ких пред елах  (0,066—-0,076) и в ср едн ем  может  быть п р и н ята  
а  =  0,07. Д л я  этого значения а ц е н тр а л ь н ы й  угол струи с о с т а в 
л яет  а = 1 4 ° .  Зн ачение  <ргр Для всех  осесимметричных струй 
примерно одинаково и равно сргр = 3 , 4 .  Следовательно,  р а д и у с  
внешней границы струи, отнесенный к радиусу  выходного с е 
чения сопла R q, может  быть п р ед ст ав л ен  как

Rs _ 3 M ( x  + h<¡) ( 6ЮЗ )
R  о Ro

Б е з р а з м е р н ы й  радиус  внешней гр а н и ц ы  в переходном с е ч е 

нии имеет постоянную для  всех струй величину / = 3 , 3 .
• ,  \  Ro / п
И з  этих ф о рм ул  легко получается  абс ц ис са  переходного с е 
чения

* „ = 0 , 6 7 ( 6 . 1 0 4 )  
а

и расстояние  среза  сопла от полюса

Л° = " й г  ( ( Ш 5 )

Д л я  основного участка скорость  в центре струи с в я з ы 
вается  с безразмерн ым радиусом ее внешней границы с л е д у ю 
щим соотношением:

Ry р _ о о W о

Я О Ъ'т ’



которое с учетом п р е д ы д у щ и х  формул преобразуется  к виду

=  0 ,96  R (6.106)
w о а (х  “Ь Ло)

Ф орм улы (6 .1 03) ,  ( 6 . 1 0 4 ) ,  (6.105) ,  (6 .106)  и табл иц а  обоб
щенного профил я скорос ти позволяют рассчитать  и построить 
свободную струю.

Ра ссмотр ен на я  те о р и я  Г. Н. Абрамовича  позволяет т а к ж е  
рассчиты вать  р а с пр ед ел ен ие  температур в турбулентных стру
ях  и распределение  концентраций т я ж е л ы х  примесей.



Г Л А В А С Е Д Ь М А Я

Т Е Ч Е Н И Е  Г А З Л  В Э Л Е М Е Н Т А Х  П Р О Т О Ч Н О Й  Ч А С Т И  
Т Е П Л О Э Н Е Р Г Е Т И Ч Е С К И Х  УС Т А Н О В О К

§ I. П Р И Н Ц И П Ы  Р А С Ч Е Т А  Г А З О В Ы Х  П О Т О К О В  В Э Л Е М Е Н Т А Х  
П Р О Т О Ч Н О Й  Ч А С Т И . У Р А В Н Е Н И Е  О Б Р А Щ Е Н И Я  В О З Д Е Й С Т В И И

Проточной частью машин нли уста н ов ок  наз ываю т  с и с т е 
му устройств,  по которым д в и ж е т с я  газ,  воздух или пар.  О т 
дельные элементы,  составляющие проточную часть, у р а з н ы х  
машин бываю т одинаковыми по ф о р м е ,  в связи с чем их р а с 
четы удается  унифицировать.

При небольших скоростях д в и ж е н и я  га за  такие  эл емент ы,  
как поворотные колена,  внезапные р асш и рен ия  и с уж ени я  п о 
тока,  з а д в и ж к и ,  краны, вентили и т. п. могут рассчи ты ватьс я  
как местные сопротивления по ф о р м у л а м  гидравлики.  В в о д и т ь  
уточнения с целью учета с ж и м а е м о с т и  газа обычно не т р е 
буется, т ак  к а к  скорости газа  в перечисленных эл ем ен та х  не 
бывают большими.

Расчет  других элементов проточной части, расс мотр енн ых  
ниже, часто требуется  проводить с учетом сжимаемости г а з а ,  
подвода 'или отвода тепла, ра бо ты,  о т да ваем ой  газом д в и ж у 
щимся частям машины, присоединения к потоку д о п о л н и т е л ь 
ных масс  газа,  трения. Поскол ьку  учет  этих факторов  ч р е з 
вычайно у сл о ж н яет  задачу,  то  с ц елы о  ее упрощения во многих 
случаях перехо дят  к одномерному пот оку  и оперируют у с р е д 
ненной по сечению скоростью. В не ко торых задача х ,  н а п р и м е р  
таких,  как  расчет  течений в трубах ,  к ан алах ,  соплах,  д и ф ф у 
зорах,  од но мерн ая  теория даст  р езу л ьт ат ы ,  у дов ле тво ря ю щ ие  
техническим требованиям.  В других,  связанн ых с п р о ф и л и 
рованием лопаток ,  межлопаточных к а н а л о в  турбомашин,  с о 
пел Л а в а л я ,  одномерная  теория  п ри го д н а  л иш ь для  п о л у ч е 
ния результатов  первого при бл иж ени я .  Боле е  точные р е з у л ь 
таты получаются  в процессе ра сче та  по двумерной или д а ж е  
по трехмерной теории.



Таким об раз ом ,  мо де л ь  одномерного потока газа  довольно 
широко пр им еня ется  в практических расчетах,  и ее следует 
рассмотреть  подробнее .

Внешние ф а к т о р ы ,  изменяю щие скорость течения  газа,  н а 
з ы ва ю т  физическими воздействиями. В п р ед ел ах  тех задач ,  
которые изу чаются  в  обычной газодинамике,  рассчитываются  
следующие пять ф и зи ч еск и х  воздействий.

1. Геометрическое  воздействие — изменение площади по
перечного сечения п оток а  по его длине.

2. Рас ходное  воздейс тви е  — присоединение дополнитель
ной массы га за  или ее  отбор по длине потока.

3. Меха нич еское  воздействие — подвод ил и отвод механи
ческой работы.

4. Воздействие трени ем  —- изменение скорости потока под 
влиянием трения.

5. Тепловое  воз дейс тв и е  — нагрев д в и ж у щ его ся  газа  под
водом тепла  извне ил и его охлаждение путем отвода  тепла.

Заметим,  что все физические  воздействия,  за  исключением 
четвертого,  могут б ы ть  к а к  положительны, т а к  и отрицательны. 
Что  касается  во зд ей ств и я  трением, то оно являе тс я  односто
ронним: пре од ол евая  трение,  газ может только  отда вать  р а б о 
ту, но не получать  ее.

Связь  м е ж д у  ско ро стью  потока и физическими воздействия
ми ус тан авл и ва ет ся  с помощью уравнения обращения воздей
ствий. Д л я  его в ы в о д а  в качестве исходных берутся  следующие 
уравнения:

уравнение Б е р н у л л и  (см. 2. 13)

~  +1я> (¡ха + (И*-\-(11.г =  0, (7.1)
Р

уравнение состоя ни я  га за  (1 .38) ,  которое  в диффере нц и
альной форме име ет  вид:

Лр — Яр + ЯТйр,  (7.2)
Ь пуравнение энергии ( 2 . 6 ) ,  которое после за мен ы ср =  -— - к

К  “ 1

мож ет  быть з а п и с а н о  как

——  Я й Т + ш й г я —dQe-\-dL =  0, (7.3)
/г— 1

уравнение ма ссовог о  'расхода (1 .1 5 ) ,  которое  после л о г а 
р иф миро вани я  и диф ф ер енц иро вания  приобретает  вид

М с е к  | ^  (7.4)
м сек Р ш  ' ^



Существо  вывода  состоит в том,  что в уравнении (7. 1) д е 
лаются  замен ы 'Величин, в р езу л ьт ат е  -которых в нем 
остаются  только  скорость, ско рос ть  зв у к а  и физические в о з 
действия ¿Т7, йМ сек, сИ, й Ь г, йО, е. Это  достигается путем з а -  

йр
мены - р - в  уравнении (7. 1) его знач ени ем ,  найденным из у р а в 

нения ( 7 . 2 ) ,  причем в последнем Я й Т  находится  из  у р а в н е -  

ния ( 7 . 3 ) , —  из уравнения ( 7 . 4 ) ,  а Я Т  из уравнения  ( 7 . 5 ) .  

Тогда  уравнен ие  (7. 1) при обретает  вид

£ к  /г /г М сек к  ш

« 2 dF J r
----- ------ -- +  ^ ^ + ¿ / .  +  ¿ ¿ ^  =  0.

К  Г

Пр ив ед я  .подобные члены, собе ре м  в левую часть все в е л и ч и 
ны, со д е р ж а щ и е  скорость, а в п р а в у ю  — физические  возде й-

п  ^ я 2 ш
ствия.  По сле  сокращения обеих частей  н а —  и замен ы —  =  М,

к а
получим

^  (М. _ „  -  ^ ^  _  1  й1 _  4  й , _  Ы  (7 .6)
в> Т7 а 2 а 2 а 2 * 1 }

Ф о р м у л а  (7, 6) наз ывается  уравнением  обращения во зд ей 
ствий. Оно в ы р а ж а е т  так н а з ы в а е м ы й  закон обращения во зд ей 
ствий. Согласно  этому закону,  д л я  непрерывного  изм ен ен ия  
скорости газа  в одну сторону з а  счет толь ко  одного ф и з и ч е с к о 
го воздействия  необходимо, чтобы з н а к  этого воздействия  м е 
н я л с я  на обратны й в момент пер еход а  через скорость з в у к а .  
Если в процессе участвуют с р а з у  нес ко льк о  физических в о з 
действий,  то в момент перехода через скорость звук а  з н а к  их 
суммы д о л ж е н  измениться на обратный .

Из  ура вне ния  обращения воздействий (7. 6) легко п ол уч и ть  
пять  частных случаев  изменения скорости потока  под в л и я н и 
ем какого-нибудь одного физического  воздействия .  Д л я  эт ого  
в уравнении (7 . 6)  все остальные воздействия  надо  п о л о ж и т ь  
равными нулю.



Так,  например,  если геометрическое воздействие а
ЛМсек *=* (1/. =  сИг=  й0.е = 0 ,  то получается уравнение  Гюгонио

с1т

ш

которое  было по дробно  рассмотрено в главе  II,  § 7.
Если взять толь ко  одно расходное воздействие  ¿ М сек Ф 0, 

то уравнение  (7. 6) .приобретает такой вид:

Течение,  о твеча ю щ ее этому  уравнению, реализуе тся  внутри 
расходного  сопла.  Ег о  схема дана на рис. 131. Оно представ^- 
л я е т  собой трубу  или к а н а л  постоянного сечения,  имеющий 
на  боковых ст енках  систему отверстий, через которые подво
д ят ся  в основной пот ок  дополнительные массы газа  или от
вод ятся  из него.

Если на входе  < а  ( М , <  1) и к потоку подводится до
пол нительная  масса  г а з а  (следовательно,  рас ход увеличивает
ся вдоль потока,  йМ сек > 0 ) ,  то для согласования  знаков  левой 
и правой части у р а в н е н и я  (7.7) необходимо,  чтобы ¿ ш > 0 .  
Т а к и м  образом,  от в х о д а  до  критического сечения скорость бу-

т. е .расход в этом сечении проходит через максимум.  З а  кри
тическим сечением га з  отбирается,  расход уменьшается  вдоль 
потока ,  т. е. йМ сек < 0 .  Т а к  как здесь М > 1 ,  то из уравнения 
(7. 7) получается,  что 0.

Р а с с м а т р и в а я  рис.  131, можно заметить ,  что основной по
ток, т. е. масса  газа ,  ко то р ая  поступает в к а н а л  через входное 
сечение /•'ь имеет  ф о р м у ,  напоминающую сопло Л а в а л я :  сна
ч ал а  поток п о д ж и м ае т с я ,  в горле его сечение минимально,  за 
горлом он ра сш и р я ет с я .  В отличие от геометрического сопла,  
в расходном п о д ж а т и е  основного потока происходит  за счет 
дополнительной м ассы  газа,  которая ок а зы в а е т  вытеснитель
ное действие.  «Стенкой» д л я  основного потока является  в этом 
случае  граница  струи дополнительной массы газа.  Изменение 
па рам ет ров  основного потока ,  движущ егося  через расходное 
сопло,  происходит  по тем же законам,  что и в случае обычного 
геометрического сопла.

Рас ходное  сопло в том виде, к а к  оно из обр аж ено  на 
рис. 131, в технике  не применяется,  но его отдельные элемен
ты встречаются д о в о ль н о  часто. При течении газа  в смесите
лях ,  при п од ме ши вани и воздуха  в зону горения  в ка мерах  сго

йхю

т
(7.7)

йМ сек п.
дет  нарастать .  В критическом  сечении М = 1 ,  значит — -

•сек



рания,  при отборе  газа через отверстия  в стенках  к ан ала  и во 
многих других случаях  наб люд ает ся  эффект расходного во з 
действия. Д л я  получения сверх зв уко вых  потоков в н е б о л ь 
ших аэродинамических трубах,  п р е д н а зн а ч е н н ы х  для  т а р и р о 
вания пневмометрических нас ад ко в  и приборов ,  иногда п р и 
меняют комбинированное  сопло. Его д о з в у к о в а я  часть п р е д 
ставляет  собой сужи ваю щее ся  геометри чес кое  сопло, а с в е р х 
звуко вая  — расходное  сопло с от бор ом воздуха .  И зм еня я  к о 
личество отбираемого  воздуха,  
можно регулир овать  число М 
на выходе,  со хран яя  поток « ч и 

стым», без скачков.
Не следует смешивать  р а с 

ходное сопло и сопло с а э р о д и 
намическим по дж ат ием  потока.  
Схема последнего изо бражена  
на рис. 132.

Ри с .  131

Из  ресив ера  1 через щелевые сопла  2 га з  высокого д а в л е 
ния вдувается в основной канал ,  где п о д ж и м а е т  основной п о 
ток, в котором образуется  «горло». П о д ж а т и е  здесь по луча ет
ся не за  счет вытеснительного действия  вд ув аем ого  газа,  а за  
счет его кинетической энергии. М е ж д у  вдуваемой струей и 
стенкой образ уется  зам кнутая  в и х р е в а я  зона  3. Количество 
вдуваемого га за  в этом случае получает ся  меньше,  чем д о п о л 
нительная масса ,  подаваемая  в р а с х о д н о е  сопло, поэтому 
«аэродинамическое» сопло экономичнее  «расходного».

С помощью уравнения об ращ ени я воздействий (7 .6)  м о ж 
но аналогичным способом п р о а н ал и з и р о в а т ь  и другие виды 
воздействий. Они будут рассмотрены в следу ющи х п а р а г р а 
фах. Здесь  ж е  толь ко  отметим еще о д н у  особенность зак он а  
обращения воздействий.

Во всех случаях,  когда физическое  воздействие  обратими 
(т. е. может  менять  знак  на о б р а т н ы й ) ,  з а м е н а  дозвукового 
входящего потока на  сверхзвуковой пр и води т  к тому, что 
сверхзвуковое  сопло обращ ается  в сверхзв уко вой диф фузор  
(ем. например,  д ля  случая геометрического воздействия 
гл вторая  § 9) .



§  2. Т Е Ч Е Н И Е  Г А З А  П О  Т Р У Б А М
1

Трубы и к а н а л ы  постоянного поперечного  сечения, как  
круглой,  т а к  и фасо н но й формы, весьма часто применяются  
в теплоэнергетических установках .  Если такой к ан ал  неподви
ж ен и теплообмен через  стенки отсутствует,  то за д ач а  его 
расчета  сводится к определению пар аметров  потока  газа ,  дви
жущегося  в цилиндрич еск ой трубе с трением без внешнего 
теплообмена .  В уравне ни и (7.6)  в этом случае  нужно учиты
вать только возд ей ст ви е  трением. Тогда

—  (М ’- 1 ) = -  - 2 й Ь г. (7.8)
т а2

Из  уравнения ( 7 . 8 )  легко  устан авливается  влияние трения 
на скорость потока .  Поско льк у  всегда ¿ Ь г > 0 ,  то при М < 1  
получается  0, а при М >  \ dw<.0, т. е. в дозвуковом по
токе скорость з а  счет  трения  возрастает ,  а в сверхзвуковом — 
уменьшается

Д л я  выпол нен ия расчетов  формула  (7. 8) неудобна.  Ее  сле
дует  пр еоб разов ать ,  сдел ав  следующие замены.  Число М н у ж 
но выразить  через  приведенную скорость X по формуле  (2.55)

2  У

М 2
к  - г - 1

Л +  1
йш йт сИ

отношение -----  п ре дста ви ть  как  ■— =  — , поделив чиели-
ш ш к

тель и зн а м е н а т е л ь  на критическую скорость а К1>, а работу
гидравлических по терь  сИ г выразить с по мощ ью известной в
гидравлике  ф о р м у л ы  путевых потерь

,,  , хм2 Аха 1 .  : , --------- .

2 О

Заметим,  что в энергоизолированном течении,  к которому от
носится р а с с м а т р и в а е м а я  задача ,  в силу постоянства темп ер а
туры т о рм ож ени я  критическая  скорость сохраняет  постоянное 
значение вд ол ь  всего  потока (поэтому ее можн о вносить под 
зн ак  производн ой) .  Величины йх  и Ь,  входящие в формулу

*) У в ел и ч ен и е  с к о р о с т и  з а  счет  трения ,  к а ж у щ е е с я  на первы й в з г л я д  
п а р а д о к с а л ь н ы м ,  о б ъ я с н я е т с я  д о в о л ь н о  просто.  В р е з у л ь т а т е  пр ео д о л ен и я  
сил трения  у м е н ь ш а е т с я  д а в л е н и е .  В с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  это  п р и в о д и т  
к п аден и ю  п л о т н о с т и ,  с л е д о в а т е л ь н о ,  при п о сто я н н о й  п л о щ а д и  сечения  с к о 
р о с т ь  д о л ж н а  в о з р а с т а т ь .  В н е с ж и м а е м о й  ж и д к о с т и  с к о р о сть  б у д е т  с о х р а 
ня ть с я  постоянной .



работы трения ,  представляют эл е м е н т а р н у ю  длину т р у б ы  и 
ее диаметр .  В случае некрупного поперечного сечения в м е с то  
геометрического берется гид ра вли че ск ий  диаметр,  р а в н ы й  о т 
ношению учетверенной п л о щ а д и  поперечного сечения к с м о 
ченному периметру.  Коэффициент  путевых потерь, и н аче  н а 
зыв аемый коэффициентом соп ро ти влен и я  трубы,  з а в и с и т  от

числа Р е йн ол ь дс а  Re=  —— и относительной ш ер ох ов атос ти

— > где &э — средняя высота  буго рк ов  на обтекаемой по- я э
верхности.

Сделав  соответствующие п од ста н ов ки  в формулу ( 7 . 8 ) ,  
получим дифференциальное  у р а в н е н и е  с ра зделенными п е р е 
менными

d l d). k  r,  ,
=  D  (7.9)

Это уравнен ие  легко интегрируется  при £ —const.  В п рот ив н ом  
случае решение  приходится вести численн ым методом, т а к  к а к  
зависимость  £ = £ ( * )  не в ы р а ж а е т с я  в аналитическом виде.  
О б ра тим ся  к экспериментальным д ан н ы м .

На рис. 133 приведены р е з у л ь т а т ы  испытаний бо ль ш ого  к о 
личества  труб с различной относительной шер охо ватост ью,  
проведенных во  Всесоюзном теплотехническом институте  
Г. А. Муриным.  Кривые п р е д с т а в л я ю т  зависимость  к о э ф ф и 
циента сопротивления круглой тр у б ы  от числа Рейн оль дса  пр и 
задан ой шероховатости.  Из  г р а ф и к о в  видно, что д ля  одной  и 
той ж е  трубы^ (т. е. при одной и той ж е  шероховатости)  с р о с 
том числа Рейн ол ьд са  ко э фф ициен т  сопротивления падает ,  но, 
начиная  с некоторого значения  R e  =  R e np, он сохраняется  п о 
стоянным.  П р а в е е  линии, обозначен ной  ke„p, л еж и т  т а к  н а з ы 
ваемая  автомо дельн ая  область.  В этой области число Р е й 
нольдса  у ж е  не  влияет на к о э ф ф и ц и е н т  сопротивления,  и он 
зависит  только  от относительной шероховатости.  К а к  п о к а з ы 
вают подсчеты чисел Рейнольдса ,  в большинстве  задач ,  в с т р е 
чаю щихся  в теплоэнергетической прак тике ,  значения  R e  п р е 
выш ают  предельные, что дает  п р а в о  считать £ = c o n s t  д л я  д а н 
ного к ан ала .  Тогда ,  интегрируя  у р а в н е н и е  (7 . 9 )  в п р е д е л а х  от 
Я, до Яг и от 0 до  х , получим

1 1 О. In)  2 1 1 2  2fe С— ; -----------+  П л ,  —  Л / .о 2 =  -----------  —
>-12 >-22 2 H I D

Сгруппируем в левой части величины  с одинаковыми и н д е к 
сами,  а в прав ой обозначим

2k  С
Т Г щ  *  =  ■'■■ <7 Л °)



В елич ин а  х н а з ы вается  приведенной длиной трубы. Она  вк лю
ч а е т  в себя,  кроме фи зи ческо й длины и диаметр а ,  еще ко эф фи
ци ент  сопротивления и п о к а з а т е л ь  изоэнтропы газа,  следова-

X

тельно,  обобщ ает  'Все индивидуальные особенности течения. 
П осле  небольших 'преобразований уравнение дв иж ени я  газа 
в трубе  приобретает  с леду ю щ и й  вид:

" - 1"

Функции +  1пХ2^ вычисляются  для  всех значений X и сво

дя тся  в таблицы.  С применением таких т а б л и ц  уравнение 
(7. И )  решается  очень  просто.

Н а  рис. 134 построены графики,  рассчитанные по формуле 
( 7 .1 1 ) .  Пол ьз уя сь  т а к и м и  графиками,  мо ж н о по заданной



приведенной скорости на входе  в тру бу легко на йти Я в л ю 
бом сечении, для  которого изв естна  приве денна я  длин а .  С л е 
дует  о брат ит ь  внимание,  что к р и в ы е  имеют ма кс им ум  по  %. 
Проверив функцию (7. 11) на экстремум,  нетрудно уб ед и т ь с я ,  
что ма кс им ум  получается имен но  при х ~ 1 -  С у щ е с т в о в а н и е  
этого м акс и м у м а  говорит о том,  что за д ан н ы е  условия  т ечен и я  
могут реал из ов атьс я  в трубе  не более  определенной конечной 
длины,  при достижении которой на ступ ает  так  н а з ы в а е м ы й  
кризис течения.

Кризисом течения на зыв ается  т а к о й  режим,  при ко то р о м  
на выходе  из трубы у с тан авл и ва етс я  скорость течения,  р а в 
ная критической.  Длина  трубы, соответству ющ ая  кризису  те-

¡ г
2,0

1,5

1.0
0,5

— - -

—
Ч. 1

: ,

Рис. 135

чения, наз ыва ется  критической д ли н о й  трубы.  Ее п р и в е д е н н а я  
величина х*р получается из у р а в н е н и я  (7 .11) ,  после п о д с т а 
новки 1, а именно:

/ . -р: - ( ^ - 2 +  1п>.,2) - 1 .  (7.12)

При кризисе течения расход г а з а  через трубу достигает  н а и 
большего  возможного  значения,  а скорос ть  на входе (при д о 
звуковом течении) не может  быть  больш е той, ко то р ая  п о 
лучается  на этом режиме.  Из  р а с с м о тр е н и я  кривых на рис. 134 
следует,  что чем короче труба ,  тем большую величину име ет  
Ч к р ; при т - 6. когда тру ба  п р ев р ащ ает ся  в отверстие ,
'Чкр ~ 1 -  Соответствующий г р а ф и к  и з о б р а ж е н  на рис. 135.

Ра ссм от ри м  возможные р е ж и м ы  течения газа по трубе .  
Если по трубе  длиной х п р оп уска ть  га з  с небольшой н а ч а л ь 
ной скоростью,  то установится докритический режи м течения,  
которому на рис. 136 отвечает к р и в а я  1. Скорость на этом р е 
ж и ме  в о зр астае т  по длине трубы,  а д ав лен и е  — падает .  У в е 
личивая  расход  через трубу, м о ж н о  повысить  скорости во всех
14 Ч.-м.п . I ЧГ,



ее сечениях.  Это п ов ы ш ен и е  возможно лишь до тех пор, пока 
ско рость  на выходе  не достигн ет  критической, т. е. не устано 
вится кризис течения.  К р и в а я ,  соответствующая критическому 
р е ж и м у  при д озв уко вом  течении в трубе, обозначена  на рис. 
136 цифрой II. Зд есь  т а к ж е  скорость по длине  трубы в о зр аста 
ет. Д а л ь н е й ш е е  увеличение  расхода  через трубу невозможно.  
Если предположить ,  что как им-то  путем удал ось  это сделать,  
то к ри ва я  приведенной ско ро сти поднимется 1и за йм ет  п олож е
ние III .  Р а с с м а т р и в а я  эту  линию,  видим, что у ж е  где-то в се
редине  трубы Х = \ ,  т. е. скорость должн а перейти через ско
рость  звука.  Такой пер ехо д  невозможен,  т ак  к а к  согласно 
уравн ени ю (7 .8)  р а б о т а  трения  до лжн а была  бы изменить 
свой з н а к  на обр атный .  Следовательно,  если бы режим III 
д а ж е  и возник,  то он не мог*бы существовать сколь-либо про
до лж и тель н о е  время:  р а с х о д  через трубу,  а значит  и скоро 
сти во всех ее сечениях с т ал и  бы уменьшаться до тех пор, пока 
критическое  сечение не переместилось в выходное  сечение тр у
бы, т. е, кривая  не з а н я л а  бы положение  II.

П редст авим  себе теперь ,  что в трубу подастся  сверхзвуко
вой поток газа со скоростью,  соответствующей начальной точ
ке  .кривой IV. Со гл асн о  уравнению ( 7 .8 ) ,  скорость  по длине 
т ру бы  будет у м ен ьш ат ьс я ,  а давление поэтому будет во зр ас 
тать.  Это — сверхкритический режим течения.  Ум ен ьшая  ско
рость  на входе,  м о ж н о  этот  режим перевести в сверхзвуко
вой критический,  и з о б р а ж е н н ы й  кривой V. Д а л ь н е й ш е е  умень
шение  входной скорости ( н ач ало  кривой VI)  приводит  к т а 
к о м у  режиму,  на кот ор ом  непрерывное течение становится 
не возм ож ны м,  так  к а к  опять  критическое сечение до лж н о  по
лучиться  в середине  трубы .  Поэтому возникает  скачок  уплот
нения.  Таким об р аз о м ,  поток проходит на ча льный  участок  тру
бы со сверхзвуковой скоростью.  В некотором сечении появ
л яетс я  прямой ска чок  уплотнения  аб,  за которым течение ста 
новится  дозвуковым .  О с т ав ш и й с я  участок пути дозвуковой по
т о к  проходит  с увелич ением  скорости до критического зна ч е 
ния на выходе,  т. е. по кривой II. Скачок сам выбирает  себе- 
место:  он ра спо л а га ет с я  в том сечении, где выполняется  кине
матическое  соотношение  k ah  =  1-

Опыты,  про веденные  с трубами,  показывают,  что в р е а л ь 
ных условиях вместо  п р я м о г о  скачка возникают сложные  кон
фигура ции  косых скач ков ,  растянутые по длине  потока.  О д н а 
ко, если не ин тересоваться  их протяженностью,  то расчеты 
м о ж н о  вести, о с но вы ваясь  на модели прямого  скачка .

Термодинамич еский  процесс,  соответствующий непрерыв
ному течению газа в трубе ,  является довольно сложным.  Он не 
описывается  ни одним  из обычно применяемых уравнений тер
модинамики.  Условно его можно записать  уравнением поли



тропы, считая,  однако,  п о к а з а т е л ь  политропы величиной пе
ременной.  пел и обычное ур а в н е н и е  политропы

Р . Т
— const И Л И ---; =  Const,р* pn-I

запи сать  в дифференциальной ф о р м е

d T  do
■ j T - ( n - l ) ^ .  (7.13)

то, считая  дал ее  показатель  политропы п величиной п е р е м е н 
ной, м ож н о  найти закон его изм ен ен ия  по длине т р у б ы  в з а в и 
симости от местного числа М. Д л я  этого до по лни тельн о и с 
пользуются  уравнение  не ра зр ы вно сти poy =  cons t  и ф о р м у л а

та 2
температур ы торможения Т* =  Т +  . После  д и ф ф е р е н -

2 —  R 
k — \

цирования при Г* =  const ( т ак  как  течение э н е р г о и з о л и р о в а н 
ное) эти формулы приобретают вид

do d w  -------------------- ,7 U )
Р w '

л т  /  в . . w d w
( ] ~ ш Г '  (7Л5)

Под ставив  в уравнение  (7. 13) зн аче ния  и dT, на й де н н ы е  из

формул (7. 14) и (7. 15), уч ит ыв ая ,  что k R T  = a2, получим с л е 
д ующ ую зависимость  п ок аза тел я  политропы от числа  М:

п=  1 -h (А— 1)М2. (7. 16)

Анали зи руя  зависимость (7. 16), нетрудно установить ,  к а к  
изо бразится  этот процесс в д и а г р а м м е  TS. Дейс твит ел ьн о,  ес 
ли представить  дозвуковое течение в на ч але  очень д ли нн ой тру-  

СК0РС>СТЬ весьма м а л а ,  т. е. М « 0 ,  то из у р а в н е н и я  
т _  получаем,  что л »  1. Это соответствует пр оц ессу

— const .  Таким образом, при очень  малых скоростях те чение  
очень близко  к изотермному (см.  участок  политропы в б ли з и  
точки 1 на рис. 137). По мере увеличения  скорости,  п о л и т р о п а  
все более отклоняется  от 'Изотермы. Когда  скорость д о ст и г а е т  
критической и М = 1 ,  ю  n ~ k .  Следовательно,  к а с а т е л ь н а я ,  
проведенная  к политропе, бу де т  в этой точке в е р т и к а л ь н о й  
(точка 2 на 'рис. 137), а процесс в критическом сечении (на  в ы 
ходе из трубы)  будет изоэнтропным.  При сверхзвуко вом те-



чении в трубе  с очень б о ль ш ой  скоростью процесс близок к 
из ох орн ому  ( и ^ с о г Ы ) ,  т а к  к а к  если М - > * \  то Н и ж н я я
ветвь  кривой на рис. 137 относится к сверхзвуковому течению. 
Н а п р а в л е н и я ,  в которых м о ж е т  идти процесс, у к аз ан ы  стрсл-

Рнс. 137

ка ми .  Непрерывный перех од  через скорость звука внутри тр>- 
бы т е переход через точку  2 на диаграмме,  невозможен,  так 
к а к  при этом энтропия д о л ж н а  перейти через максимум и в

Ро<Гото расш ирения

Р ис. 138

У«инцие*ие кин«™ 
чвекой »мврии

д ал ь н е й ш ем  умень ш ать ся ,  что противоречит второму закону
термодинамики.

Н а  рис. 138 построены 7’5-д иа гра м м ы  д ля  дозвукового  (сле
ва)  и сверзвукового  ( с п р а в а )  течения в трубе.  Они д аю т  на-



глядное  представление о том,  к а к  в этих случая х  р а с п р е д е 
ляе тся  энергия  и как из меняе тс я  давление,  торможен ия.

П р и  М < 1  скорость по д ли н е  трубы за счет трени я  в о з р а с 
тает.  При этом падает стати ческо е  давление ,  т. е. га з  р а с ш и 
ряется.  Р а б о т а  расширения г а з а  (вся  пл ощ адь  д и а г р а м м ы )

ния ( гор из он тал ьно -заш трихо ванна я  часть) .  Д а в л е н и е  т о р м о 
жения,  к а к  это следует из д и а г р а м м ы ,  уменьшается  по д л и н е  
трубы,  Р2 *<Р\*.

При М >  1 скорость потока по д ли не  трубы за счет тр ени я  
падает,  т. е. уменьшается кинет ич ес к ая  энергия.  Эта  « о с в о б о 
ди вш аяся »  энергия  и з о б р а ж а е т с я  на рис. 138 спр ава  всей п л о 
щ ад ью  фигуры. Часть  ее ( н е з а ш тр и х о в а н н а я  п л о щ а дь )  ид ет  
на сж а т и е  газа,  другая  часть  ( г о р и з о н та л ь н о - з а ш т р и х о в а н н а я  
п л ощ адк а )  на преодоление трения .  Д а в ле н и е  т о р м о ж е н и я  
по длине  трубы ладает ,  Р2 *<Р\*,  несмотря на  то, что с т а т и ч е 
ское д ав л ен и е  увеличивается.

Если приведенные скорости во всех сечениях т рубы  р а с 
считаны, то определение п а р а м е т р о в  состояния  газа п р о и з в о 



д и т ся  просто. Так  к а к  те м п е р а ту р а  торможения постоянна,  то 
ис ти н н ая  те мпература  л егко  находится с по мощью газодин а
мической функции т (Я ) ,  а именно

Т =  Т*-х{1) .  (7.17)

Д а в л е н и е  торм оже ни я  и статическое давление рассчитываются  
п О ф о р м у л а м

р * = р , * ^ М ,  (7.18)
?(>•)

Р - Р .  (7 Л 9 >
У$)

Э ти  фо р м у лы  пол уч ают ся  путем приравнивания массового р ас 
хода  на входе и выходе  из трубы,  записанного по формулам 
( 2 . 8 1 )  и (2 .83) ,  п-ри условии Г* =  соп$1., т  =  соп&1, ^  =  сопэ1.

Г ра ф и ки  зависимости пар аметров  состояния  газа от при
веденной скорости,  ра ссчи та нн ые  по этим ф ор м ул ам ,  приведе
ны на рис. 139, Р а з р ы в  кр ив ых при 1 = \  имеет не м ате ма ти
ческий,  а физический см ыс л:  процесс не допускает  непрерыв
ный переход через ^ = 1 ,  а идет только в направлении,  у к а з а н 
ном стрелками.

§  3. Т Е Ч Е Н И Е  Г А З А  С  П О Д В О Д О М  И О Т В О Д О М  Т Е П Л А

Течение  газа  с по д во до м  тепла извне или с отводом тепла 
во  внешнюю о х л а ж д а ю щ у ю  среду довольно часто  встречает
с я  в теплоэнергетических установках.  В качестве примеров  мо- 
ж.но привести течение г а з а  в теплообменниках,  в к ам ер ах  сго
р а н и я ,  в испарителях  и т. п. В теплообменниках о х л а ж д а ю щ и й  
и о х л а ж д а е м ы й  (или н агрев аю щ ий  и нагреваемый)  агенты 
н а х о д я тс я  по разны е стороны от разделяющей твердой поверх
ности — стенки трубы  или канала ,  следовательно,  тепло под
водится  или отводится  через стенку. В к ам ера х  сгорания под
во д и м о е  к газу тепло вносится  в поток в скрытом виде — в 
ф о р м е  химической энер ги и впрыскиваемого  топлива.  Поэтому,  
несмо тря  на то, что проце сс  выделения тепла  происходит  в с а 
мом потоке, это тепло,  по отношению к пос тупающему в к а м е 
ру  газу,  является вн еш ним .  В испарительных устройствах,  где 
в поток  газа впр ыск ив ае тс я  вода или другая  ж идк ость  (на пр и
мер,  д ля  'понижения т е м п е р а ту р ы  г а з о в ) , тепло,  затрачиваемое  
на  испарение,  берется  от самого газа.  Следовательно,  оно 
м о ж е т  рас сма трив атьс я ,  к а к  тепло, отведенное во внешнюю 
среду.



Все эти виды течения м о ж н о  схе ма ти зи ровать  в в и д е  д в и ж е 
ния га з а  по трубе с в н еш ни м  теплообменом.  Ж е л а я  изу чит ь  
особенности данного течения в чистом виде, н у ж н о  отбросит ь  
все другие  воздействия,  к р о м е  теплового,  т. е. п о л о ж и т ь ,  что 
труба цилиндрическая,  н е п о д в и ж н а я  и что трение отсутствует.  
О б р а щ а я с ь  к уравнению о б р а щ е н и я  воздействий ( 7 . 6 ) ,  м о ж 
но за п и с ат ь  его для этого ч астн ого  случая  в с л е д у ю щ е м  виде:

—  (М2- 1 ) = -  Ц - 1 ¿С},. (7.20)
до а 2

И з  фо рмул ы (7.20) следует ,  что в до зв у к о в о м  потоке  
( М < 1 )  подвод тепла (^С?е >-0) вызывает  рост скорости 
{йхю>0), а в сверхзвуковом ( М > 1 )  — ее па дени е  {йха<0) .  
Отв од  тепла  (¿<Зе < 0 )  в д о з в у к о в о м  потоке ( М < 1 )  при водит  
к уменьшению скорости ( ¿ ш < 0 ) ,  а в сверхзвуковом ( М > 1 )  — 
к ее увеличению ( ¿ ш > 0 ) .

Если в начальном участке  тр у б ы  подводить тепло,  а за тем  
отводит,  то можно получить т а к  н а з ы в а е м о е  тепловое сопло. 
Его схема изображена  на рис.  140. Это сопло п р е о б р а з у е т  до-

+ 4« - и е

I \  \  \  \ \  , ^  / / / / ^

¡ 3 * Л ; _______________ | -иг. о ____ |

Р ис. 140

звуковой поток в сверхзвуковой.  Критическое  сечение  по лу
чается в том месте, где м еня етс я  на пр авлени е  теплового  
потока (в самом критическом сечении тепловой поток  равен 
нулю) .  Если в такой канал  п о д а т ь  сверхзвуковой поток,  то его 
скорость будет понижаться,  т. е. к ан ал  будет р а б о т а т ь  как  
сверхзвуковой диффузор.

Термодинамический процесс ,  происходящий в газе,  про те 
ка ю щем по тепловому соплу,  о б л а д а е т  такими ж е  осо бе н но 
стями,  к а к  и в случае течения по цилиндрической т р у б е  с т р е 
нием, —  он непрерывно и з м ен яе тся  при переходе от сечения  
к сечению.

Вз яв  уравнение политропы ~  = а ш з 1  и за пи сав  его в д и ф 

ференциальной форме



м о ж н о  применить его к исследованию данного  процесса,  по
л о ж и в ,  что п о к аза те л ь  пол ит ро пы  п —  величина переменная.  
Д л я  установления  за вис и мос ти л =  / ( М ) ,  используем еще у р а в 
нен ие  нер азрывности (7. 14)

(1{* _  с1го
Р т

и у р авне ни е  Бернулли.  П ос л е дн ее  для данного вида течения 
(1* =  0, 1^г —0) за пи сывается  формулой (2. 24),  которую можно 
пр ед с та в и ть  так:

¿ р  =  — рш йт. (7.22)

П о д с т а в л я я  значения  с1р и найденные из формул (7.22)
о

р  а 7
и (7. 14), в уравнение  (7. 21 ) ,  учитывая  при этом, что —  =  *

Р А
по луч им  после небольших преобразований

п =  Ш 2. (7.23)

Ра с с м о тр и м  х а р а к т е р н ы е  точки этого термодинамического 
пр оцесса .  Если скорость  потока  очень мала ,  т. е. М->0,  то 
п->0.  Процес с  близок к из оба рно му (в точке М  =  0 изо бара  и 
л и н и я  термоди нами ческого  процесса теплового сопла имеют 
о б щ у ю  ка сат ельн ую ) .  Н а  рис. 141 этому соответствует точка /.

Е с л и М  -■ ^ -I- , то /1=1.  В

данной точке 2 (рис.  141) полу
чается элементарный изотерми
ческий процесс. Если скорость 
потока равна критической,  т. е. 
М  =  1, то п = к, т. е. в критическом 
сечении получается  эл ем ен тар
ный изоэнтропный процесс  (точ
ка  3 , рис. 141). П р и  М - » «  по ка 
затель  политропы т а к ж е  стремит
ся к бесконечности, следо ватель
но, процесс п р и бл иж аетс я  к изо- 
хорному. На  рис. 141 верхняя 
ветвь кривой / — 2— 3 отвечает  

д о з ву ко во м у  участку  сопл а ,  а нижняя — 3— 4 — сверхзвуко
вому.  Рост  энтропии на  дозвуковой ветви кривой с в я 
з а н  с внешним теплопроводом;  количество подведен
ного  тепла  опр ед еляется  площадью а!23Ь. Уменьшение эн



тропии на 'Сверхзвуковой ветви кривой с в я з а н о  с отводом  теп
ла .  Количество отведенного тепла  и з о б р а ж а е т с я  п л о щ а д ь ю  Ь34.

Изменение температур ы на  дозвуковом у ч ас тке  теплового 
сопла носит довольно своеобр азн ый хара кт ер .  П р и  м а л ы х  ско-

р о с т я х ^ М <  “у /  -1_^подвод тепла  к газу с о п р о в о ж д а е т ся  ро с

том температуры,  но при больших д о зв у к о в ы х  скоростях 

(м> 'у / 11 — падением температуры.  Этот,  к а ж у щ и й с я  п а р а 

доксальным,  факт  о бъясн яет ся  тем, что на у ч ас т к е  сопла ,  где 
г  }

у  н а растание  скорости происходит  на стольк о  ин

тенсивно, что рост кинетической энергии у ж е  не  компенси
руется внешним теплоподводом,  в резу льт ат е  чего энтальпия  
газа начинает уменьшаться ,  следовательно,  уме н ь ш а е тс я  и 
температура .

Из  уравнения энергии,  зап исанного  для  р а с с м ат р и в а е м о г о  
течения (сИ — О)

или
С/,аГГ* =  ^ ,  (7.24)

следует,  что подвод тепла ( ¿ С ^ Х ) )  в ы з ы в а е т  рост  т е м п е р а 
туры торможения,  а отвод (йС)е < 0 )  — уменьшение .  Т а к и м  о б 
разом, на дозвуковом у час тке  теплового сопл а  те мпе ратура  
торможен ия возрастает ,  в критическом сечении д ост и гает  м а к 
симума,  на сверхзвуковом участке  — ум ень шается .  М а к с и м у 
мы температуры тормо жения и те рмодина мическо й т емп ер ату 
ры не совпадают: они получаются  при разн ых чи сл ах  М. Г р а 
фики изменения 7"* и Т в зависимости от числа  М д л я  тепло
вого сопла приведены на рис. 142.

Статическое  давление  по длине  теплового  сопл а  умень
шается .  Это связано с ростом скорости: д ля  увеличени я  коли
чества движения газа  необходимо,  чтобы вд оль  пот ока  дейст
вовала  сила,  а причиной ее появления в цили ндрич еск ой трубе  
может  быть только  разность  давлений на входе  и выходе.  Д а в 
ление  торможения по дл и не  сопла т а к ж е  изм ен яе тся .  На  д о 
звуковом участке оно падает ,  на сверхзвуковом -  возрастает .  
Зав ис и мость  статического д а в л е н и я  и д а в л е н и я  т о р м о ж е н и я  от 
числа  М в произвольном сечении теплового сопл а  при М|  =  0,1 
и к =  1,4 по к аза на  на рис. 143.

Пад ен ие  давления  то р м о ж е н и я  в результате  по двод а  тепла 
наз ывается  тепловым сопротивлением. Р а с с м о тр и м  тепловое



с опр отивл ени е  при малых скоростях  движения газа в цилин
дрическо й трубе  с внешним подводом тепла.  Д л я  этого з а п и 
шем р а з н о с т ь  давлений т о рм ож ени я  на входе  и выходе и опре 
д ел и м  ее знак .  При малых числах  М связь  межд у полным и

стат ич ес ки м  давл ен ием  м ож н о  брать  по уравнению Берну лли  
д ля  н е с ж и м а ем о й  жидкости

* I ^ 1 2Р * = Р 1  +  Р 1 - т р  

ш , 2
Р2 - Р 2 + Р 2

т а к  к а к  плотность очень с л а бо  зависит от скорости.  Однако 
н у ж н о  замети ть ,  что считать плотность постоянной д ля  всего 
потока  от входа  до выхода  нельзя ,  потому что она сильно из
м еня етс я  вследствие  подвода  тепла  (в связи с этим в преды
д у щ и х  ф о р м у л а х  плотности на  входе и выходе помечены р а з 
ным и ин дек сами) .  Произ ве д я  вычитание

ш , 2 цу22 
Р * — Р2 = Р  1---р2+  р1 --------- р2 “

под ста ви м вместо разности статических давлений ее в ы р а ж е 
ние  и з  ура вне ни я  количества  дв иж ени я  (3.31)

Р\—  />2 =  р 2 ^ 22—Р 1Ш12-



Тогда после небольших преобразований полу чим

(7.25)

Из  формулы (7. 25) видно, что если к  г а з у  подводится теп 
ло, т. е. скорость его возрастает ,  то р2^ 22> р 1̂ 12, следо ватель
но, Р2 *<Р\*, значит в этом случае су ществуе т  тепловое  сопро
тивление.  При отводе  тепла  р2^ 22< р 1̂ 12, Р 2 *>Р\* ,  т. е. полу
чается отрицательное  тепловое  сопротивление.  Т а к и м  образом,  
в отличие от гидравлического,  тепловое сопр отив лени е  может  
быть как положительным,  т а к  и отриц ательны м.

При больших скоростях  газа тепловое сопротивление ,  а т а к 
же изменение статического  давления р а с с ч и ты в а е т ся  следую
щим образом.  Уравнение  количества д в и ж е н и я  в полных и м 
пульсах  для  массы газа ,  д ви жу щ егося  в ци ли ндрич еск ой трубе  
без трения,  запишется ,  как

Ф] =  Фг,

потому что межд у входным и -выходным сечением на поток 
в направлении дви ж е н и я  не действует н и к а к и х  сил. З апи сав  
это с помощью газодинамических функций потока  импульса 
г(Я) и / ( Я )

Г  1 п  1
р / ~ —  =г{1г) ф 2)

Р\*р ¡ { и ) =Рг * Р1 { Х2),

нетрудно получить фо рм улы  д ля  расчета стат ич еско го  и полно
го давлений на выходе  из трубы или в ее пр ои зво льном  сече
нии

—  =  (7.26)
Р\ 'Оч)

0 =  £ й  =  £ Ы . .  (7.27)
Р *  /(>‘2)

Температуры газа  в любо м сечении т рубы  рассчитываются  
по известной зависимости

7 ' =  71* • т(Я),

причем температура  тормож ен ия  д ол ж на  быть  з а д ан а .  Обыч 
но за д аю т  величину

0  =  V  Т 7 ' <7' 28>
назыв аемую степенью повышения температуры.



Д л я  р а с ч е т а  по этим ф о рм ула м  необходимо знать приведен
ную ск орость  в расчетном сечении. Она  определяется следу ю 
щим путем.  З а п и с а в  отношение приведенных скоростей в про
извольном сечении и в сечении входа

у  а кр1

\  а кр '

за меним  в нем отношение  скоростей с помощью уравнений 
не разры вно ст и,  состояния и формулы (7 .26)

Е .  =  А  =  —  - Е±. т* ^  -  в
ау, Р Р т1 Р Т^ (1у) п г{Ц  4>ч)’

а отнош ение  критических скоростей представим так:

Т
л / =  1

Якр V т* I
Тогда

±_ =  ^  . 1/0 
>■(>•) 'Ом)

Ис по льз уя  ф о р м у л ы  (2 .59)  и (3 .39 ) ,  преобразуем отношение
г 0 ±
Х(Л )

1
/ г - 1  .

г(>.) _  Дг+1_________ 1 =  1

7 ^ ) " "  1+>.2 1 „ ^ > 2  ' + ^ 2 '
к - \  1 '

П од ст а в и в  это в предыдущее равенство,  получим

Л / -  (7_29)

V
Ф о р м у л а  (7. 29) представ ля ет  относительно л квадратн ое  
уравнение.  П р и  его решении зна к  минус перед кв адратным 
корнем относит ся  к случаю дозвукового течения,  а знак 
плюс — к с л у ч а ю  сверхзвукового.  П о  уравнению (7 .29)  опре
деляется  А, в лю бом сечении цилиндрической трубы в з а в и с и 
мости от степени подогрева 0 и на входе.

При оп ре дел ен ны х  условиях течения газа по цилиндриче
ской тру бе  с внешним подогревом наступает тепловой кризис.  
Тепловым кризисом  на зыв ается  такой режим течения, при ко
тором с к о рость  на выходе из трубы достигается критической.



При тепловом кризисе нево змо жно:  1) увелич ен ие  расхода  г а 
за  выше критического зна чения ,  2) увеличение  скорости газа 
на выходе,  3) увеличение  подогрева  га за  при сохранении по
стоянной начальной скорости.  Таким о б р аз о м ,  при тепловом 
кризисе Я2=  1, Ai =  X1K|>. О =  0кр.

Заметим,  что дозв у к о в а я  часть теплового  сопл а  работ ает  
на ре жи ме  теплового кри зис а ,  и увеличение скорости после 
критического сечения происходит л иш ь потому,  что изменяется  
знак  теплового воздействия:  теплоподвод см еня етс я  теплоот
водом.

Если в уравнении (7. 29) положить  1, то оно принимает  
вид

>Л„р -  2 I/O Л1К,, +  1 =  о,

откуда  легко  получить

>-гкР =  | / 0  II 1 / 0 — 1. (7.30)

Но этой формуле опр ед еляется  критическое  знач ени е  приве
денной скорости при входе  в трубу,  при кот ор ом  наступает 
тепловой кризис. Д л я  тех ка м ер  сгорания , ко торы е  работают 
с очень высокой степенью повышения т е мп ера ту ры ,  с помощью 
такого  проверочного ра сче та  устанавливают,  способна  ли к а 
мера пропустить расчетное  количество газа .

Отношение статических дав лений и к о э фф и ц и ен т  восстанов
ления  давления  при тепл овом  кризисе з а в и с я т  от сте-

Р-> Рч*пени подогрева.  С ее увеличением —  и о  =  ^  ум еньшаются
Р\ Р *

стремясь  к определенному пределу.  Так,  на п р и м е р ,  при 6 = 1 , 4

при 0 —> х», —  , з =  -> 0,79.
Рх 2,4 р *

В заключение нужно заметить ,  что в чистом виде тепловое 
сопло в технике не применяется,  но в ком би н ац ии  с геометри
ческим соплом встречается часто.  К о м бин аци я  геометрическо
го и теплового воздействия  встречается,  на п р и м е р ,  при дого
рании топлива в с у ж и в аю щ ей с я  части р еак ти в н ых  сопел, при 
охлаждении стенок сопел реактивных двигател ей.  С тепловым 
сопротивлением приходится  встречаться при р а с ч е т а х  и иссле
дованиях устройств, в котор ых  газ движ ет ся  с подводом или 
отводом тепла,  — камер сгорания ,  воздухоподогревателей,  
воздухоохладителей и т. п.



§  4. Т Е Ч Е Н И Е  В С У Ж И В А Ю Щ И Х С Я  И Р А С Ш И Р Я Ю Щ И Х С Я
К А Н А Л А Х

В теплоэнергетических м а ш и н а х  и установках  широко при
меняют ся  т ру бы  и ка н алы переменного  по длине сечения —  
ко н фу з ор ы,  сопл а  и ди ффу зо ры.  Так,  например,  конические и 
пр о ф и л и р о в а н н ы е  сопла используются  для  получения газовых 
струй,  д л я  созд ан ия  силы тяги в реактивн ых двигателях.  В ту р
бинах  с опл а  имеют более сл о ж н у ю  форму;  их криволинейные 
к а н а л ы  о б р а з о в а н ы  стенками соседних лопаток.  В некоторых 
случ аях  ко н ф у з о р н ы е  ка н алы устанавлив ают ся  для  вы р а в н и 
вания  по ля  'скоростей при входе воздуха в компрессор или в 
сопло аэр один ам и чес кой  трубы. Конические диф фу зо ры  н а 
ходят  пр им ене ние  в качестве устройств  для  снижения скорости 
после ра бо ч е й  части аэродинами ческих  труб, после турбин.  
Д и ф ф у з о р ы  более  сложной ф о р м ы  — с криволинейными меж-  
ло па точ н ы ми ка н ала ми ,  а т а к ж е  щелевые (в виде кольцевой 
щели)  вс треч аю тся  в осевых и цен тробежных компрессорах  и 
насосах.

Р е ш а я  з а д а ч у  в р а м к а х  одномерной теории, можно с х е м а 
ти зи р о в ать  течение,  представив  его, как  движение  газа  в су
ж и в а ю щ е м с я  или р а с ш и р я ю щ ем с я  ка на ле  с прямолинейной 
осью.

Р а с с м о т р и м  течение в соплах.
П отери в дозвуко вых суж и в аю щ и х с я  соплах  представляют 

собой потери на трение *>. Н а  сверхзвуковых участках  сопел 
Л а в а л я  к ним следует  т а к ж е  отнести потери в скачках  уплот 
нения и потери на отрыв потока  от стенок.

П отери на трение  можно определять,  применяя методы р а с 
чета по грани чного  слоя. О д н а к о  расчеты в этом случае полу
чаются  в есьм а  громоздкими.  Ч то  касается  потерь на отрыв 
лотока ,  то методы их расчета  еще не разработаны.  Поэтому 
в пр а к ти к е  применяют метод суммарной  оценки потерь в соп
л а х  с п о м о щ ь ю  одного из трех коэффициентов,  определяемых 
эк спе рим ент ально .  К ним относятся  следующие.

Скоростной коэффициент пред ставляющ ий отношение сред
нер асходной скорости на выходе  из реальног о  сопла а »2 к с ко 
рости истечения  из идеального  сопла при том ж е  отноше
нии д ав л е н и й

9 =  Е х .  (7.31)

*) О т р ы в  п о т о к а  н а б л ю д а е т с я  л и ш ь  в с о п л а х  с кри в о л и н ей н ы м и  к а 
н а л а м и ,  п р и м е н я е м ы м и  в т у р б и н а х .  О н  в о з н и к а е т  при о б те к а н и и  д и ф ф у -  
порны х у ч а с т к о в  п р о ф и л я  л о п а т к и .  П о т е р и ,  с в я з а н н ы е  с о б р а з о в а н и е м  в и х 
рей , в к л ю ч а ю т с я  в этом с л у ч а е  в о б щ и й  б а л а н с  потерь.



Коэффициент потери энергии  
энергии

отнош ени е  потерянной

а; 2/2
А, ----- Л, — к  -

2
но.

(7.32)

(рис. 144) к кинетической энергии идеальн ог о  истечения
и 0>2,-Л, = — 21 , т . е.

2
А :
К

=  1
ш,

1£'п ДО
(7 .3 3 )

2/
(Заметим,  что под «потерянной» по н и м а е тс я  только бе з воз
вратно утраченная  часть энергии, а имен но  — работа  трения 
минус возвращен ное  тепло.)

Адиабатный коэффициент полезного действия сопла  — от
ношение действительного теплоперепада  Н к идеальном у А, 
(рис. 144) 3 1

к д о ,

^ д . с =  — =  — ( 7. 34)

Нетрудно заметить ,  что между этими к о э фф иц ие нт ам и су
ществует простая  связь:

1 — Ч.д.с“ ? 2. (7.35)
В газодинамических расчетах очень у д обн о  применять ко

эффициент  восстановления  давлен ия  сопла

с = ^ .
р*

Его зависимость от скоростного ко э фф и ц и ен та  ус т ан а в ли в а е т 
ся следующим путем. Из рассмотрения  рис.  144 следует,  что



p2* = J h ^ 1 т а к  Ка к  отрезок изоэнтропы 2—2* равен , а
« ( У

)-2 =  Л^Л. 1 Р1* =  -1 Ь -  , т а к  как  отрезок изоэнтропы 2 Ы— 1*
^кр

равен Еж . > а ) =  ^ 1 ' .  Подставив  эти значения Рг* и Р\*
2 анр

в в ы р аж ен и е  д л я  коэффициента  восстановления  давления,  
получим

тг (Х2(.) ти (Х2Г)

или

(7.36)

(7.37)
Лп2 I

Л + 1

По ф о р м у л а м  (7 .3 6 )  и (7.37)  по известным значениям /.2/ и (р 
опре деляется  величина  а. Необходимо заметить ,  что при по 
стоянном ско рос тно м коэффициенте  ср величина  о сильно з а в и 
сит от Х2е. С ростом л2/ происходит  уменьшение  ст. Ск орост 
ной к о э ф ф и ц и е н т  по р е ж и м а м  изменяется  слабо,  и в расчетах 
для  да н но го  с оп ла  может  приниматься  постоянным. Его з н а 
чения л е ж а т  в дов ольно  узких п р е д е л а х * 1: ср =  0,92 0,99, а д ля  
хорошо вы п о л н ен ы х  про филированных сопел ср =  0,98 0,99.

Д л я  оценки пропускной способности сопла часто по ль
зуются  к о э ф ф и ц и е н т о м  расхода ,  пр ед ста вляю щ им собой отно
шение дей ств ительно го  расхода  к теоретическому

( 7  3 8 )

М сек-1

*) П о с к о л ь к у  Ф о п р е д е л я е т с я  по с р е д н е р а с х о д н о й  скорости , то  в э н е р 
гетических  с о о т н о ш е н и я х ,  н а п р и м е р  в ф о р м у л а х  (7. 35) ,  (7. 3 6 ) ,  (7. 37) 
с л е д о в а л о  бы  б р а т ь  в еличину ,  о п р е д е л я е м у ю  из со о тн о ш ен и я  ф  — а ф  , где

ТУ2
а  —  п о п р а в о ч н ы й  к о э ф ф и ц и е н т  к величине  ~  , ко то р ы й  у ч и т ы в а е т  в у р а в 

нении Б е р н у л л и  и у р а в н е н и и  энергии  о тл и ч и е  д ей ст ви тел ьн о й  к и н е т и ч е 
ской э н е р г и и  о т  вы ч и с л е н н о й  по с р е д н е р а с х о д н о й  скорости . О д н а к о  в с о п 
л а х  а  б л и з к о  к  е д и н и ц е  и отл и ч и е  ф '  от ф  н езн ач и тел ь н о .



Если представить  М гек=* \ ра> ^ = р 2ш^ 2  и Л1«л7= р 2/ да 2/ ^ 2>

То*)

__  _^ 2_ ^ 2  _  Р з

Р2̂
а .  = • Г' (7.39)

М е ж д у  скоростным коэффициентом <р, коэффициентом р а с 
хода и толщиной вытеснения по граничного  слоя на стенке  
сопла довольно легко  устанавливаетс я  связь .  Если поток в н у 
три сопла ра зб и т ь  на  ядро течения и на зону толщины в ы т ес 
нения, то процесс  изменения состояния  га з а  п области я д р а  
можно считать изоэнтропным. Тогда  ю2ядра = ю 2, и р 2ядра = р 2** 
Рас хо д  через сопло можно запи сать  так:

р2ш ^ 2= р 2, т 2( (Я* —  / V ) ,

где / V  — п л о щ а д ь  сечения, з а н я т а я  вытесненной массой. С л е 
довательно.

=  —̂2 =  - ? ------- 1 =  ! ------- ( 7 4 0 )
Р2(Ш2? ?2

и, с учетом фо р м у лы  (7.39),

1 7 -4 ,,

Д л я  плоского сопла

' Л  ‘ /?

о
=  1 - ~ ,  (7.42)

для  осесимметричного
, / V  < 25*

(7.43)

Рассмотрим,  в чем заключаются  особенности истечения г а 
за  из сужи ваю щ ег ос я  сопла при сверхкритических перепадах  
давления .  В идеальном случае, когда потери отсутствуют, при

достижении скорость  в выходном сечении

становится равной критической, т. е. срез  сопла становится

критическим сечением. Поэтому д а л ь н е й ш е е  уменьшение —
_______  р У

*) Д л я  н е с ж и м а е м о й  ж идкости  на в ы х о д е  п р о и с х о д и т  в н у тр ен н ее  с ж а 
тие струи, т. е. Р 8струк =?.Р2, где  е < 1 .  Д л я  г а з о в  м о ж н о  сч итать ,  что  
г 8струи - -  Р г



яна ч е  говоря,  п е р е х о д  в область сверхкритических перепадов- 
давления ,  не в ы з ы в а е т  увеличения скорости: д ля  этого потре
бовалось  бы н а д с т а в и т ь  сопло расш и ряю щ им ся  участком к а 
нала .  Таким о б р а з о м ,  скорость и д ав лен и е  на срезе  сопла 
остаются  р ав н ы м и  а кр и  р кР. а недоиспользованный перепад  
давлений р е а л и з у е т ся  за  пределами сопла,  где поток пересе
к ает  хар ак терис ти ки  раз режения,  отходя щие от выходных 
кромок.  (Анал огичное  явление в соплах Л а в а л я  рассмотрено 
в гл. V, § 8.) В о л н ы  р азр еж ен и я  не могут  проникнуть  против 
течения в ка н ал ,  т а к  к а к  навстречу им движ ет ся  поток со 
скоростью зв у к а  —  скоростью распространения  самих волн. 
Поэтому на срезе  с о п л а  давление у д ер ж ив ается  более высо
ким, чем в о к р у ж а ю щ е й  среде.

При течении с трени ем  скорость истечения каз алось  бы д о л 
ж н а  уменьшится и с т ат ь  дозвуковой, т а к  к а к  в идеальном слу 
чае  она была  р а в н а  скорости звука.  Но если давлен ие  в окр у 
ж аю щ ей  среде ниже,  чем на срезе сопла,  то волна  разрежения 
проникнет в к а н а л ,  т. к. м 2< а кР, д ав лен и е  <в нем понизится 
и газ  получит допол нит ельно е  ускорение. Скорость  ги2 бу де т  
повышаться  до  те х  пор,  пока  не достигнет ^ 2 = я Кр* С л е д о в а 
тельно,  и .в с л у ч а е  реальног о  сопла скорость 'истечения тгрн 
сверхкритических п ер еп ад ах  давления р а в н а  критической 

Кризис  течения  (Х г=1 )  должен устан авлив аться  при усло 

вии =  (  ~ — справедливом как  д л я  идеального,  та к  и 
р * 4 - 1 /  

д ля  реального с л у ча я ,  и л и , та к  как Р2 * = &Р\*,

(7.44>
р * и + 1 /

Е СЛИ Е1 >  о (  ——-  1 . скорость истечения будет дозву-
р /  и + 1 /  '

ко-вой.
Р ассм отрен ное  явление  можно объяснить  и с точки зрения 

теории пограни чного  слоя.  Если поток в к ан але  разбить  на 
ядро  и об ласть  то лщ и н ы  вытеснения и п олагать  течение в я д 
ре изоэнтроггным, то  можно прийти к выводу,  что уж е  при

£1 =  1 с к о ро сть  в ядре на выходе  из сопла бу де т
Р\* \Ь+ 1)

*) П о д х о д я  к э т о м у  в о п р о с у  ф орм ально ,  в  га з о д и н а м и ч е с к и х  р а с ч е т а х
Ра ( * \_

часто  д о п у с к а ю т  о ш и б к у ,  п о л а г а я ,  что ш2= Ф ^  = ф а к р  при

П р и в е д е н н о е  р а с с у ж д е н и е  п о к а зы в а е т ,  что это  п р о т и в о р е ч и т  ф и зи ч е с к о м ^  
смыслу.



Щялра “  йкр- 'Среднерасходная  скор ость  тогда  по л у ч и т с я  
меньше (ш 2< о к(,), т. к. при ее  определении ма с с о в ы й  
расход относится к большей п л о щ а д и  ^ 2> / Г2ялра* П р и  у м е н ь 
шении дав лен ия  окружающей сре ды  (Р2 <Р*р) волна  р а з р е ж е 
ния про никает  через д о з вук овую  зону пограничного с л о я  
внутрь к а н а ла .  Поэтому вблизи выходного  сечения с о з д аю т ся  
большие отрицательные про дол ьн ые градиенты д а в л е н и я ,  
под  их влиянием -резко ум е н ь ш а е тс я  толщ и н а  вытеснения .  В 
ре зультате  этого ядро потока  о б р а з у е т  «горло» и не б о л ьш о й  
расш и ря ющ ий ся  участок *>. С к о р о ст ь  г^ядра п о луч ает ся  
сверхзвуковой,  а среднерасх одная  скородть п р и бл из и те льн о 
равной звуковой.  (Она мож ет  незначительно от кл оня тьс я  от 
скорости звука. )

При расчете  суживающегося  с оп ла  теоретическая  п р и в е 
денная  скорость  истечения опр ед еляе тся  по функции я ( ’Яа/) =  

р 2
=  — > действительная  — по соотношению Х2= ф Я 2/, если

По этой ж е  форм уле  можно о п р е д е л ят ь  пло щ адь  выходного  
сечения сопла  по заданному расходу.

Рассмотри м,  как  влияют потери на  течение газа через  с о п 
ло Л а в а л я ,  З а п и с а в  уравнение  о б р а щ е н и я  воздействий (7. 6)  
для  этого случа я  (dF=*0, dL r ф  0, d M eeK =  dL =  dQe — 0)

установим,  где должно р а с п о л а г а ть с я  критическое сечение.  
П о лож и в  в уравнении (7.46)  М = 1 ,  получим

) Д л и н а  р а с ш и р я ю щ е го с я  у ч а с т к а  з а в и с и т  от  ф о р м ы  к а н а л а  с о п л а  н а  
выходе .  Если, н ап р и м е р ,  сопло з а к о н ч и т ь  ц и л и н д р и ч е с к и м  н а с а д к о м ,  т о  
«горло», о б р а з о в а н н о е  толщ иной в ы т е с н е н и я ,  р а с п о л а г а е т с я  на р а с с т о я н и и  
о д н о г о -п о л у т о р а  д и а м е т р о в  к а н а л а  о т  с р е з а .  Ч е м  си л ьн ее  с у ж и в а е т с я  к а 
нал, тем б л и ж е  к с р е з у  ра с п о л а г а е т с я  «го р л о » .

------- *-i.  Р а с х о д  г а з а
к + 1 /

вычисляется по формуле

(7.45)



Т а к  к а к  сИг > 0 ,  то ¿ ^ > 0 ,  следовательно,  критическое  сечение 
р асп ол агается  в р а с ш и р я ю щ е й с я  части к ан ала .  Таким о б р а 
зом,  поток переходит  через  скорость звука  в сечении к '—к'  
(рис,  145), а в м и н и м ал ьн ом  сечении к ан ала  к —к , т. е. в горле, 
скор ость  остается дозвуковой.

Это находится  в полном согласии и  с теорией погранич
ного слоя. Если контур стенок сместить внутрь  на величину 
то лщ и н ы  вытеснения  (см. пунктирный контур на рис. 145), то 
вновь об ра з ов ав ш ее ся  «горло» оказывается в сечении к '—к ' . 

Ра с х о д  га за  через  сопло Л авал я ,  р а бо таю щее  с потерями

по сравнению с ид еальн ы м,  уменьшается пропорционально — ,

где  р гэ — э ф ф ек т и в н а я  пл о щ адь  сечения горла .  Т ак  как сме
щение  критического сечения  к '— к' относительно к —к невели
ко, то прибли же нно  м о ж н о  считать (см. рис. 145), что

• (7-47>

В ядр е  дозвуковой части  потока течение сохраняется  и.чоэн- 
тропным,  поэтому р а с х о д  газа через сопло Л а в а л я  равен

уц — т р  Л?—1У1сеК 411 Г Э  ,  г-~-
V  т*1

Г  Р *
'  т ^ у П -

(7.48)

За писав  уравнения н е р а з 
рывности д ля  критического и 
выходного сечений в идеальном 
случае (р 2 * — Р*)

I ‘ 1 V 1 \
и в реальном случае примени
тельно к ядру  •течения

тР Д с к /У

] / 7 7
я (У-
(7.49)

ко э фф иц ие нт  восстановления давлен ия  в си-Р2*где Оск =  —р г*
стеме скачков уплотне ни я ,  если такопая имеет место в сверх
звуковом участке  к а н а л а ,  нетрудно получить из них

р  / р  
Я (> '2 /) ^  - 7 7  ’ я  (>«2) =  7г

р. Л



откуда

я м  „  ? ( У ? )  .. ^  __
д (1 2() </(Х2,) Р 2эз ск ^ ^э_ | о„

или, учитывая,  что Мй — ( ~  )  и (  — )  = 1  —
?  }* \ Р  )2 \ Р

? ( У ? )  =  Рг. ______!_

< ? (У  °с к  1 _  ( I } *»  ) 2 (7.60)

Эта ф ор мула  связывает  скоростной ко э фф иц ие нт  ср и к о э ф ф и 
циент расхода  цс. д ля  сопла Л а в а л я .  ■ 

При проверочных расчетах сопел Л а в а л я  расход газа  в ы 
числяется по ф ор му ле  (7 .48) ,  а пр и веде нн ая  скорость ис те че
ния определяется по расходу

д{) ) =  М” « ^ Т * =  М “ « У Т * (7.51)
т Ь \ р 2* т Р 2р ^ о с

с помощью та бл и ц  газодинамических функций.  Ко эф фиц и ен т  
восстановления  давления ос д ля  всего сопла находится по 
формуле  (7. 36) или (7.37).

При расчете нового сопла с н а ч а л а  определяют р а з м е р ы  
поперечных сечений канала  в и деальн ом  случае  методом, и з 
ложенным в гл. II, § 8 . Требуемые з н а ч е н и я  перепада  д а в л е 
ния и приведенной скорости истечения увязывают ся  по ф о р 
муле

Р2 ч . . . (  Ц

Р\ \ ?
Д о з в у к о в а я  часть сопла вып олняе тс я  либо конически-су* 

живающе йся  с плавным сужением в об ласти  горла,  либо спе
циально профилируется,  например,  ме тод ом  С. А. Христиано-  
вича. Этот метод дает  хорошие р езу л ьт ат ы ,  но довольно с л о 
жен и громоздок.  Достаточно хорош ие результаты  пол учаются  
при профилировании суж ив аю щейс я  части  по Витошинскому 
(см., например,  гл. IV, § 9) .  У к а з а н н ы е  методы применимы 
т акж е  д ля  построения контура  стенок с у ж и ва ю щ их ся  д о з в у 
ковых сопел.

Контур сверхзвуковой части сопла Л а в а л я  строится мето 
дом характеристик .

После  построения  профиля идеальн ого  сопла,  о п ре деляю т
ся толщины вытеснения в области го рла  6 Г* и на выходе  62*



по ф о р м у ла м  ( 7 . 4 7 ) ,  ( 7 . 4 2 ) ,  (7 .43)  и (7 .50)  Контур идеаль- 
ного сопла сдв и га ет ся  н а р у ж у  на величину 6 . Распределение  
б* по длине к а н а л а  в первом приближении можн о принять л и 
нейным. .

П о  сравнению с д в иж ени ем  газа в соплах ,  течение в диф- 
фузорных к а н а л а х  менее устойчиво и имеет  тенденцию к о т 
рыву потока  от стенок  с  образованием вихревых зон. Это с в я 
за но  с  влиянием б о л ь ш и х  продольных пол ож ительны х градиен
тов  дав лени я ,  п р и сущ их  диффузорам.  П оэтом у определение 
сопротивления д и ф ф у з о р о в  методами теории пограничного 
слоя  весьма за трудн ит ел ьн о ,  и оценка потерь обычно ведется 
•с по мощью э к с п ери м ент альн ы х  коэффициентов по форм улам 
местных сопротивлений,  хорошо известных в гидравлике.

Р а б о ту  г и д ра вли че ск и х  потерь в д и ф ф у з о р е  записывают 
одной из с л е д у ю щ и х  формул:

Н а и б о л е е  уп от ре би те льн а  из них первая .  Величина  Ь г 
включае т  к а к  потери на  трение,  т а к  и н а  отрыв потока.  П о 
следние яв л яю т ся  пре обладающ ими.

П р и  сравнен ии  сопротивлений разл ичных  диффузоров  ве
личину пр инято  с р а в н и в а т ь  с потерями при внезапном р ас 
ширении потока ,  и н аче  наз ываемыми «ударными».  Они легко 
рассчитываются  по известной теореме Борда —  Карно,  соглас
но  которой пот ерянн ый  напор равен скоростному напору поте
рянной скор ости* 1

Т а к и м  образом,  сопротивление д и ф ф у з о р а  рассматривается 
к а к  «смягченные» потери на удар

Гд е ^  — н а з ы в а е т с я  коэффициентом смягчения  удара.

*) Т е о р е м у  Б о р д а  —  К а р н о  м о ж н о  найти в л ю б о м  уче бн и ке  ги д р авл и ки .

(ш,— ш2) 2 
2

(7.55)

(7.56)



Опытами,  проведенным Г. Н.  Абрамо ви чем ,  уст ан ов лен о,  
что коэффициент  смягчения у д а р а  з а в и с и т  от угла р а с к р ы т и я  
д и ф ф у з о р а  0 (рис. 146). В п ервом  прибл ижени и м о ж н о  с ч и 
тать, что други е  параметры (отно шен ие  площадей на вх оде  и 
выходе,  ф о р м а  поперечного сечения ,  скорость на входе)  не  
о ка зы ваю т  на "ф заметного влиян ия .  Р а с с м а т р и в а я  кр и ву ю на  
рис. 146, следует  обратить 
вни мание  на т аки е  особенно
сти. При  0 = 4 0 °  гр =  1, т. е. 
потери н д и ф ф у з о р е  и при 
внезапном расширении полу
чаются  одинаковыми.  При 
6 =  60° 11) =  1,2, следователь
но, сопротивление диф фузо
ра  п ревыш ает  на 20% поте
ри при внезап ном  расшире
нии. Д а л ь н е й ш е е  увеличе
ние 0 вы зы вает  плавное 
у м е н ь ш е н и е ^  до  ^  =  1 при 
8 =  180°.

Зн ач ени я  т|з, большие единицы,  объясняю тся  следу ю щи м.  
П р и  внезапном расширении в и хревы е  зоны, о б р а з у ю щ и е с я  
вследствие  отрыва  потока, л о к а л и з у ю т с я  в углах  к а н а л а  
(см. рис. 147 с п р а в а ) .  На п о д д е р ж а н и е  вихревого д в и ж е н и я  за«  
трачивает ся  часть  энергии основного  потока,  кот орая  в р е 
з ультате  диссипации .переходит в тепло.  Именно этим к о л и -

Рис. 146

чеством э н ер 1«и и определяются  потери при внезапном р а с 
ширении. При  углах  раскрытия  д и ф ф у з о р а ,  близких к  60°, 
вихревые зоны получаются дос таточн о мощными.  Они не с п о 
собны уд ер ж а ть с я  на  стенке. Они отрываются  и у п л ы в а ю т  
вниз по течению, унося с собой ту энергию,  которая была  з а 
траче на  на их образование.  П р и  от ры ве  такого  вихря основной 
поток отклоняется  в его сторону,  з а н и м а я  освободившееся м е 
сто. Н а  противоположной стенке т ог да  появляется  отрыв,  в о з 



ни ка ет  новый ьилрь,  и весь процесс повторяется  снова. Вполне 
понятно,  что потери энергии на образование новых вихрей по
луч аю тс я  больше,  чем на  поддержание  вихревого  движения.

Подставив  знач ени е  Ьг найденное по ф орм уле  ( 7 .5 6 ) ,  в 
ф о р м у лу  (7. 52) ,  получим

•• р2Поско льк у  г|) зависит  от 0, а отношение п л о с к о с т е й --------от сте-

1пени расширения д и ф ф у з о р а  —- , его сопротивления и числа
* \

М  на входе, то ко э фф иц ие нт  сопротивления д и ф фузо ра  1 я в 
ляетс я  функцией

Б “ / ( О ,  у 2 , М , | ,  (7.58,

(7.59)

а в случае не с ж и м а ем о й  жидкости (р =  cons t)

Н а и б о л е е  существенное  влияние  на I  о к азы ва ю т  угол раствора  
0 и число Mi на входе.  Н а  рис. 148 приведены соответствую
щие зависимости |  =  / ( М | ,  6 ) ,  построенные по опытным данным 
К. С. С ц и лла рд а  д л я  конических диффузоров .

Уменьшить сопротивление  диффузора мож н о  несколькими 
способами.  Простое  уменьшени е  угла ра створа  приводит к воз
растан ию  длины. П р и  этом увеличиваются потери на трение,  
а конструкция стано вит ся  громоздкой, поэтому цель не дости
гается.  ( Н аив ы годн ейш им  углом раскрытия  считается 0 =  7 
8°; при уменьшении 0 растут  потери на трение,  при увеличении 
0 растут  потерн на  отр ы в ) .  Если же  угол 0 'выполнить 'Пере
менным по длине,  спр оф или ровав  канал  на постоянный гр ади 

ент давления  —— =  const ,  то потери удает ся  снизить на 
d x

15—4 0% .  К а н а л  получает ся  с криволинейными стенками с воз
р а с та ю щ и м  по д ли н е  углом  0. Другим эффект ивным способом 
являе тся  отсос пограничного  слоя со стенок в области в о зм о ж 
ного  отрыва.  П ри м е н е н и е  отсоса дает очень хорошие резул ь
таты,  однако ко н струкция получается более сложной.

Д л я  оценки сопротив лени я  диффузора  в газодинамических 
расчет ах  удобно по л ь зо в а т ь с я  коэффициентом восстановления 
давлен ия .  Установим с в я з ь  коэффициента восстановления  д а в 



ления о  с коэффициентом сопро тивлени я  Д л я  этого в о с 
пользуемся диа гра мм ой  ГЗ,  и з о б р а ж е н н о й  на рис. 149. Р а с 
сматривая  участок  изотермы Г* =  соп5{ ( / * —2 *),  можно з а п и 
сать изменение энтропии в этом 
процессе как

Д5 =  Я1п =  , (7.60)
Р2* 3

Рис. 149

так как ст= —  . С другой стороны, Д 5  я в л яе тся  основанием
/7 1 -

прямоугольника,  площ адь  которого р а в н а  1~г +[,  т. е.

Д 5
1 - г - г /

Т*
(7.61)

Прир авнивая  уравнения (7.60)  и (7. 6 1 ) ,  найдем

откуда
¡ Г Г  

и  1-/
К Т *

(7.62)

Формула (7 .62)  является  точной, но он а  неудобна  для  р а с ч е 
тов. Более удобна пр иближ енн ая  ф о р м у л а ,  кот орая  по луч ает 
ся из формулы (7 .62)  следующим путем.  Р а з л о ж и м  пр а в у ю  
часть фо р м у лы  (7. 62) в ряд

4~ /  
/?Г* 2 !

¿-Г +  I 1

з7
¿, + / 
ет*

Отбросим все члены разложения  вы ше первой степени и  о д н о 
временно отбросим величину /. (О ш и бк и ,  возникающие при



отбрасыв ани и ч ле н о в  р азл ож ени я  и при отбрасывании вели
чины /\ частично компенсируют друг  друга . )  Тогда

Подст авив  сю да  знач ени е  Ьг по ф ор муле  (7 .52 ) ,  учитывая 
при этом,  что

ДО ,2 _  & УО? _  к ^ 2
2 Я Г *  А + 1  а кр2 ”  А + 1  1 '

получим

0 = 1 ------~ и , 2. (7.63)

Э та  ф о р м у л а  д а е т  достаточно точные результаты при до
звуковых скоростях .

Н у ж н о  з ам ети ть ,  что коэффициент  восстановления  дав л е 
ния одного и того  ж е  д и ф фузо ра  сильно меняется по режимам,  
тогда как  к о э ф ф и ц и е н т  сопротивления слабо  зависит  от числа 
М. По этому в р а с ч е т а х  для  данного  д и ф ф у з о р а  правильнее 
принимать  |  =  сопв1, а не а= с о п з1 .

Что к а сается  сверхзвуков ых  диффузоров ,  то особенности 
их  работы с о с т а в л я ю т  специальный вопрос  и здесь не ра ссм ат 
риваются.

§ 5. Т Е Ч Е Н И Е  ГАЗА В Р ЕШЕ ТКАХ Т У Р Б О М А Ш И Н

Системы л о п а т о к ,  установленных в на п р ав л я ю щ и х  а п п а р а 
тах,  сопловых а п п а р а т а х ,  рабочих колеса х  компрессоров,  н а 
сосов или турби н объединены общим назв ан ием  — гидроди
намические решетки.

Ги д р о д и н а м и ч е с к а я  решетка  составлена из одинаковых по 
ф орм е и р а з м е р а м  лопаток,  установленных на цилиндриче
ской, конической или плоской поверхности на одинаковом р ас 
стоянии др уг  от д р у г а  и под одинаковыми углами к линии 
фронта.  Л и н и я  ф р о н т а  — это линия,  пр о х о д ящ ая  через носики 
всех лопаток.

В осевых т у р б и н а х  и компрессорах лопат ки располагаются 
на  цилиндрической или конической поверхности вращения н 
об ра зу ют  т а к  н а з ы в а е м у ю  кольцевую решетку (рис. 150), В р а 
ди альн ых  т у р б о м а ш и н а х  — центробежных компрессорах и н а 
сосах,  це н трост ремит ельны х турбинах — лопатки укреплены 
на  диске.  О б р а з у ю щ и м и  поверхностями,  относительно которых 
координируется  ус т ан о в к а  лопаток,  яв ляю тся  условные ииди-н-



дрические  поверхности на входе  и выходе,  концентричные оси 
машины.  Составленная  таким  о б р а з о м  решетка  н а з ы в а е т с я  
круговой  (рис. 151). Если лопа тки  уст ановлены м е ж д у  д в у м я

плоскостями (рис. 152), то  они о б р а з у ю т  прямоли н ей ную  
решетку.  Прямолинейные решетки пр им еня ют ся  д ля  п р о в е д е 
ния экспериментальных исследований.  Они про дуваются  н а  
специальных газодинамических стендах .  Полученные р е з у л ь 
таты переносятся  на кольцевые ре ше тк и с некоторыми п о п р а в 
ками.

Теоретический расчет течения ж и д к о с ти  в реше тк ах  д е л а е т 
ся  в предположении плоского потока.  Это  вполне допустимо ,  
т а к  как  в кольцевых, например,  р е ш е т к ах  (см. рис. 150) и з м е 
нение скоростей происходит, в основном,  вдоль оси м а ш и н ы  и 
по  окружности колеса;  
в  ра ди ально м  ж е  н а 
правлении скорости

ш

Р ис. 152

незначительны. В качестве расчетной схемы при ни мается  
плоская решетка. Она  получается  так :  кольцевую ре ш е т к у  
условно расс ека ю т  цилиндрической поверхностью, к он це нт рич 
ной оси машины,  и разворачивают  эту  поверхность на п л о с 
кость. Следы,  которые получаются  от пересечения  поверхности 
лопат кам и,  об ра зу ют  плоскую решет ку

В поперечном сечении лопат ки и м ею т  профиль кр ыла  и л и  
изогнутой пластины. Последний прим еняетс я  главным о б р а 



зом в це нтроб еж ны х ма ш и на х.  Расчет обтекания лопатки име
ет  очень много о б щ е г о  с расчетом крыла  самолета ,  поэтому 
следуе т  поз на комиться  с основными величинами и завис имо 
стями,  применяемыми в теории крыла.

Пр и обтекании к р ы л а  потоком жидкости или газа ,  на него 
действует  полная  гидродинамическая  сила Р  (рис. 153). Если 
систему координат  в ы б р а т ь  так,  чтобы скорость  набегающего 
потока w0 была  н а п р а в л е н а  вдоль оси л-, то проекции силы Р 
на оси у  и х  д а д у т  соответственно подъемную силу Ру и силу 
лобового  сопро тив лени я  Р х. Последняя  вклю чае т  в; себя все 
виды сопротивлений,  которыми обладает  крыло.  Эти силы 
м о ж н о  определить  сл е д \  ющим путем.

Взяв  ра зм а х  к р ы л а  (р азм ер  по оси г) равным  единице, з а 
пишем усилие,  д ей ств ую щее  на площадку dF  в проекциях на 
ОСИ X и у

dpx =  — р cos QdF + x r s in 0 dF =  — pcosQdF 1 1 — —  tg0 j ,

d p y = —p sin 0 d F — x c s in  0 dF =  — p sin QdF ^ 1 -j- —  tg 0 J.

Сила ,  дей ств ую щая  на  всю поверхность кр ыла  единичного р а з 
маха ,  определится  интегрированием пре дыдущих выражений 
по зам кнутому к о н ту ру  профиля.  При этом, из величины а б 
солютного д ав л е н и я  м о ж н о  исключить дав лен ие  в о к р у ж а ю 
щей среде (на бесконечности) р0, оставив только  избыточное 
д р — р— р0) т а к  к а к  с ум м арн ое  усилие от постоянного давления  
ро на замкн уту ю поверхность  крыла  рачно нулю:

У р0 eos QdF =  О, Í Ро sinOí/F =  0.

Тогда ,  представив избыточное  давление Ар с помощью коэф
фициента  давлен ия

А  Р  =  Р
-  ро»о2

получим для  РX

Рх =  —  \ р COS 0 ^ 1 — у  tgO j  dF =  — \ p  COS0 ^ 1 —

i g o \ d F  =  J 1-------- i r r t e  eY =
=  C r S pw  o2



и окончательно формулы подъемной силы и лобового с о п р о 
тивления пр инима ют  вид:

Рх =  Сх 5  (7.64)

Я = С , Х - Г̂ - 2 , (7.65)

где

I  Х # \  ^Р « У  /> 5
С ,  =  -  соэ 0 / 1  - - tg0 \  (7.66)

1 х ИР
С , « - . | > 5 т 0  (7.67)

ршо! Р  I 5

а 5  — пло щ адь  крыла  в плане (для  к р ы л а  единичного р а з м а х а  
5  =  6 • 1).

Величины Сх и Су называются  коэффициентами лобового  
сопротивления  и подъемной силы.  Д л я  идеальной н е с ж и м а е 
мой ж и д к о с т и ^  = 0 ,  коэффициенты д а в л е н и я  р в сходственных 
точках геометрически подобных профилей,  установленных под 
одинаковыми углами атаки а  к н а б е г а ю щ е м у  потоку, а т а к ж е  

с1х „
углы 0 и отношения —  имеют одни и те ж е  значения.  Поэто-  

5
__  ¿р

му Су =  ] р э т  0- — зависит только  от фо рм ы профиля и уг- 
5

ла  атаки.  Д л я  идеальной сж и ма емой ж и дк ости  коэффи циент  
давления  зависит  еще от числа М н а б е г а ю щ е г о  потока.  Д л я  
вязкой ж и дко сти  на С у ок азывает  вл и ян и е  т а к ж е

дт
'с

Следовательно,  в общем случае Су и С Л являю тся  функциями 
формы профиля,  угла атаки,  чисел М  и Яе.

Лобовое  сопротивление крыла  с л а га е т с я  из профильного  
сопротивления Рхр> индуктивного сопро тивления  Р х1 и в о л 
нового сопротивления РХо’.

Р х =  Рхр  4- Р.\1 +  Р.хв
или

Сх =  Схр +  Сх! Л" С  ха • (7.68)



В свою очередь,  п р о ф ил ьн ое  сопротивление  состоит из сопро
тивления  трения  и сопротивления давления

СХр =  С/ +  Сх давл. (7.69)

Н а  малы х у г л а х  а т ак и ,  когда  отрыв потока  почти незаметен,  
сопротивление д а в л е н и я  кр ыла  со ста вл яет  всего лишь 
10— 12% от общего ,  т. е. пр еобл ада ющ им являе тся  трение.

Индуктивное  сопротивление  присуще только  кр ылу конечно
го р азм ах а  и в ы з в а н о  влиянием его кондов  на картину течения.

Ц и р к у л яц и я  скорости вокруг  крыла,  с у 
щ ес тв у ю щ ая  вдоль всего р а зм аха ,  не мо
ж е т  исчезнуть на концах,  поэтому с к о н 
цов  сбегают вихревые шнуры,  простираю
щиеся  н а за д  на очень большое расстояние 
(рис.  1М) .  Они индуцируют за  крылом

Рис. 155

вертикальные ско рост и шу, направленные вниз,  благодаря  че
му весь о б те к аю щ и й  крыло поток получает  скос на угол Да  
(рис. 155). Н а  эт от  ж е  угол поворачивается и вектор подъем
ной силы. Его пр о ек ц и я  на ось х  дает  силу индуктивного со
противления.  П о с л е д н я я  существует то ль к о  тогда,  когда I V 0, 
т. е. когда есть п о д ъ е м н а я  сила. Таким образ ом,  коэффициент  
индуктивного сопро тивления  Cxi связан  с коэффициентом 
подъемной силы.  О п у с к а я  вывод, приведем эту зависимость  в 
окончательном виде

СХ1 —

где / — р а з м а х  к р ы л а .  (П ри /•

£ 1
ъР '
$

->эо C.Xi

(7.70)

•0.) Величина —  на-

зывается  относительны м удлинением.
Волновое  сопротивл ени е  появляется  при обтекании крыла  

сж им аемой ж и д к о с т ь ю  на больших дозвуковых скоростях. 
Когда  число М  наб егаю щего потока достигает  критического 
значения М 0= М Кр» то на поверхности про фил я  возникают



местные сверхзвуковые зоны,  з а в е р ш а ю щ и е с я  с ка ч ка м и у п л о т 
нения (см. гл. VII ,  § 8) .  В р е з у л ь т а т е  перераспред еления  д а в 
лений поя вляется  допол нительная  со ста в л я ю щ ая  силы в д о л ь  
оси х,  н а з ы в а е м а я  волновым сопротивлением.

К оэф фици енты С у и Сх оп р ед ел яю тс я  э к сп ер и м ен тал ьн ы м  
путем — продувкой модели к р ы л а  в аэродинамической трубе .  
Р езу льт аты  таких продувок п р е д с та в л я ю т  двумя спо соба ми:  
в виде характе рис тик  крыла  —  зависи мостей Су, С х и а э р о д и 

намического качества К =  - от у г л а  атак и а  (рис. 156) ил и

в виде п оляры  крыла  (рис. 157).  Н а  пол яре  крыла  —  кривой,  
и з о б р а ж а ю щ е й  зависимость С у от С х , наносится р а з м е т к а  
углов атак и.  Кроме того, в этих  ж е  коо рдинатах  строится  п а 
ра бол а  индуктивного сопр отивл ени я  (см. рис. 157), р а с с ч и 
т анная  по ф орм уле  (7.70) д л я  того  относительного у д ли н е н и я

— , которое  имела  модель. Э т а  п а р а б о л а  позволяет  в ы д ел и ть
О

в чистом виде коэффициент  пр о ф и л ьн о го  сопротивления С хр и 
использовать  его для  расчета  к р ы л а  с другим удлинением.

Характе рис тики крыла  п р и м ен я ю т с я  при расчете  л о п а т о ч 
ных венцов  турбомашин по теории подъемных сил. М е т о д  
подъемных сил применим д л я  «редких» решеток,  в кот оры х л о 
патки отстоят друг  от друга  на значительны х расст оя ни ях.  
Такие решетки встречаются,  гл а в н ы м  образом,  в осевых в е н 
тиля торах  и осевых гидронасосах.  Осевые компрессоры и т у р 
бины имеют «густые» решетки,  в которых соседние л о п а т к и  
р асп олож ен ы близко друг от д р у га ,  а профиль  сильно и з о г 
нут. В этом слу ча е  существенно с к а з ы в а е т с я  взаимное  в л и я н и е  
соседних профилей.  Ло пат ку  у ж е  нель зя  р а ссм ат ри вать  к а к



одиночный изо л и р о в ан н ы й  профиль,  потому что она находится 
в поле  скоростей,  возм ущ ен но м  соседними лопа тк ами.  Расчет 
«густых» решеток п р е д с та в л я е т  самостоятельную гидродина

мическую задачу .
Рассмотрим основные геомет

рические па р а м е т р ы  решетки.
Д л я  построения решеток  осе

вых тур бо маш ин  используют 
симметричный аэрод ина ми че
ский профиль  (рис.  158 ввер
ху) .  Его среднюю линию изги
бают под углом 0  (рис. 158 вни
зу) по дуге  окружности,  по 
двум дугам окруж нос ти  или по 
параболе.  Это делает ся  с той 
целью, чтобы обеспечить ну ж
ные входные ф1 и выходные сро 
углы при установке  профиля в 
решетке (рис. 159).

Плоская  реше тк а  строится в 
прямоугольной системе коорди
нат  и —- а. Н ап р авл ен и е  и н а 
зывается фронтом решетки, 

нап ра влени е  а — осью решетки *К Изогнутый аэрод ина ми че
ский профиль  ор иен тируется  относительно фронта  под устано
вочным углом ß уст* Э то т  угол отсчитывается м е ж д у  хордой и 
направле нием  фронта .  Р а с с то я н и е  между соседними л о п а т к а 
ми, измеренное по фронту ,  называется ш аго м решетки t. 
В плоских решетках  ш а г  на входе  и на выходе одинаков,  в кр у
говых — различен.  Р а с с то я н и е  между носиками соседних л о 
паток,  измеренное в д о ль  хорды Ь, наз ывается  выносом ре
шетки а. Угол атаки в решетке  определяется к а к  угол между 
вектором скорости н а б е г а ю щ е г о  потока и касательной к сред
ней линии профиля на  входе.  Он равен

а  =  ф1— ßi, (7-71)

где ßi — входной угол потока .  При  выходе из решетки н ап р ав 
ление  потока не с о в п а д а е т  с направлением средней линии ло 
патки.  Разность

0 =  ф2—ß2 (7.72)

.называется  углом о т с та в а н и я  потока. Бе зр а зм е р н о е  расстоя
ние м еж ду  соседними л о п а т к а м и  характеризуется  относитель-

*) И н о г д а  о сью  р е ш е т к и  н а з ы в а ю т  нап равлен и е  и. З д е с ь  ж е  принята  
т а к а я  тер м и н о л о ги я ,  в к о т о р о й  сч итается ,  что ось р е ш е т к и  и ось  маш ины  
с о в п а д а ю т  по н а п р а в л е н и ю .



— Ь  о
ным шагом / =  —  или обратной в е л и ч и н о й — , н а з ы в а е м о й  

8 Ь
густотой решетки.

По х а р а к т е р у  воздействия на поток,  решетки д е л я т с я  на  
диф фузор ны е,  активные и конфуз орные .

В диффузорных решетках по ток  по ворачивается  т а к и м  о б 
разом, что его направлен’ие п р и б л и ж а е т с я  к осевому Рг> 0 1  
(рис. 159). Скорость газа при этом падает ,  а давл ен ие  в о з р а с 
тает,  т а к  -как пло щ адь  проходного  сечения,  но р м а л ь н а я  к с р е д 
ней линии межлопаточного  к а н а л а ,  увеличивается  от входа  к 
выходу.  Д и ф ф у з о р н ы е  решетки пр им еня ют ся  в осевых  к о м 
прессорах.

В активных решетках Р г = л — р 1т т. е. с ос та вл яю щ ие  с к о р о 
сти вдоль фронта  ши и вдоль оси шв на  входе и выходе  п о л у 
чаются соответственно равным и по величине.  Та ки м о б р а з о м  
активная  ре ше тк а  только р а з в о р а ч и в а е т  поток,  не из м ен яя  его 
скорости и давления .

В конфузорных решетках (рис.  163) ф ронтовая  с о с т а в л я ю 
щ а я  скорости ши от входа к вы х о д у  возрастает ,  в с в я з ^ с  чем 
уменьшается  давление .  П л о щ а д ь  проходного  сечения м е ж л о 
паточного к а н а л а  уменьшается по его длине.

Активные решетки применяются  в турбинах,  а к о н ф у з о р 
ные — в турбинах и в комп рессорах  (в последних — в к а ч е 
стве входных нап равляющи х а п п а р а т о в ) .

Ра ссм от ри м  теорему Н. Е. Ж у к о в с к о г о  применительно к 
решетке,  обтекаемой вязким с ж и м а е м ы м  газом.  Она  о п р е д е 
ляет  равнодействующую всех сил,  пр и ло ж енн ых  «  л о п а т к е  
единичной длины,  помещенной в реше тк у.  Поскол ьк у  эт а  з а д а 
ча относится к случаю плоского течения,  то она сводится  к

2и ¿ а к а з  ¡ Д о



рас че ту  обтекания плоской решетки,  схема которой и з о б р а ж е 
на на рис. 160, а со вме щен ны е  треугольники скоростей на вхо
де  и на выходе — на рис. 161.

В ы в о д  формулы Н. Е. Жуковского  можн о сделать  с по
м о щ ь ю  первой теоремы Э й л ер а  о количестве движения.  Конт
рольн ую  поверность на д о  провести таким образом,  чтобы вну
три нее о к а з а л а с ь  одна  из лопаток  решетки. При этом, два  уч а
ст к а  контрольной поверхности а б 'и вг ра спо лагают ся  на таких

Ри с .  160

рассто яни ях  от входного  и выходного сечений решетки,  где 
распр ед еление  п а р а м е т р о в  потока (скоростей,  давлений,  плот
ностей)  по сечению м о ж н о  считать равномерным.  Д в а  другие  
у ч ас тка  — а г я б в  — пр ов одятс я  по конгруэнтным линиям тока
в д вух  соседних к а н а л а х .

Н айд ем  сн а ч а ла  ц и рку ляци ю  скорости вокруг  лопатки.  
П р и н и м а я  во вни мание ,  что круговой интеграл  по зам кнутому 
контуру равен сумме криволинейных интегралов ,  .взятых по 
у час тка м,  из которых состоит этот контур, можн о записать

1 —* I п б в г и   ̂ и б  ^ бв ^ вг 1 1ч '

З д е с ь  — т а к  к а к  в сходственных точках линий га
и бв  скорости и э л е м е н т а р н ы е  длины пути соответственно оди
наковы,  но н а п р ав л е н и е  обхода на участке бв  совпадает  с н а 
прав лени ем скорости,  а на участке га — противоположно ему»

ГаГ,= ® 11,'*’
г «  =  — хи2и-1,

т а к  как р асс то ян и я  м е ж д у  конгруэнтными линиями тока,  из 
меренные вдоль фр онт а ,  равны шагу решетки.  Тогда

Г =» *(ш1и — ш ■„)• (7 -73>



г 5 ^ г а г . к з д я г ж а ; -
пишутся  так :  Р применительно к  д а н н о м у  случаю з а -

R " ~ {k f )‘ - l ? ? > ' ' w '‘ d F ' (7' 74> 

R„ — (J p d F )„ — f р w n m a dF.  (7.75),
/•»«'Р /-нар

Подсчитаем их правые части, пр инима я  во  внимание,  что ' 

F«v  =  Fa6 -I- F„, +  F tl +  F m ,

ITO [\j>dF)u =  ( \ p d F ) a = 0, т а к  к а к  си ла  проектируется  на

перпендикулярную ей ось, „  [j pdP)u +  ( f pdF)„ = 0 , т а к  к а к

наСк Г ь Г Г е д 1 Ха ™ Т „ НГ Г а Г , Х Л™ и‘1 ™ ка Давления оди- 
на сходственные элементы у ч а “ а р у ЖИ 
аг  и бв, будут  попап'но т я и н м  » ™  ко н тР о л ь нои поверхности 

поэтому пУри^ум м П; ^ Г н Г в з : У Г — 1 Г Г д ВаЛеНЫ'

(\pdP)„  =  0.
/■нар

Учитывая такж е,  что „о причинам,  и з л о ж е н н ы м  выше,

¡ P d F ) , . +  (.1 PdF)a =  О,бв
получим

(U dF)a=z{i pdF̂  + ( Ы П . - о .

что скор о с т ^ н а п р а  в л^н ыЫ л о°к а с i  те л ь н ьГ ** Ж е Н и я ’ имея в ВВ Д  
довательно,  на участках  бв и г а  щ  «  О К ЛИ™ ЯМ ТОка* Сле'

h  ™n w udF  -  j j  WnWu d F +  \ j WnWu dF=z — 9iW ia Wiu t  +

И '  P2 W 2a W 2 u - t ,

rtlpp W« Wa d F = .  J p Wn Wii dF +  ^  w n ^  =  _  Pi ^  ш ̂  # +

- h  p2 2« l»2rt

р а в н о м е р н о ^ ^ ^ с о о т в е т с т а ^ и  c^ п р а в и л о м °™  а кова ™ ь =  ̂ ш Н|Ы 
20* la*
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П)ы =  т а -  П о д с т а в л я я  полученные значения  интегралов 
в  фо рму лы  ( 7 . 7 4 ,  и (7 .75) и учитывая  при этом формулу 
(7 .73 ) ,  м о ж е м  з а п и с а т ь

Я в =  Р1«МаГ, (7' 76)
%а = 1 ( р 1— р 2)+р11а>1а*(и)1а —  т а ) '  (7 -77)

В теории р е ш е т о к  вводится понятие средней эквивалентной 
скорости о б те к ан и я ,  кот орая  играет так у ю  ж е  роль *сак ско- 
пость н а б е г а ю щ е г о  потока  (на бесконечности)  при изучении 
обтекания  и зо ли ров ан н ог о  профиля.  О н а  определяется как

геометрическая  .полусумма векторов скорости ал  (перед р е 

шеткой) и ( з а  решеткой)

"ол +  шг (7.78)
2~~

(см.  рис. 161).  И з  уравнен ия  неразрывности 

р !  « М а  =  Р т  Ш т а  =* Н Х*} 2а 

легко о п р ед еляе тся  средняя  плотность г а з а  в решетке

_  р !  О Д  о  _  Р 1 а =  ^ Р 1  ______ _

?т  ®>та ц ,  Л  +  ^

2 V

или

0 д 2  р1р2~ .  (7-79)1т ~ ,

Р1 +  Р2

П о л ь з у я с ь  велич ин ам и р*  и нетрудно получить соот
ношения (7. 76) я  (7. 77) в следующем виде:

/? - р  »  г ,  <7 -80)*<и Р/п **’ та *

= г ( Р г -  р 2) + р *  ш 2«>* (7*81>

Чтобы  пр ив ест и второе  слагаемое  правой части (7 .81)  к 
в и д у  по добн ом у  пр авой части ( 7 .8 0 ) .  используем■ Уравнение 
Бе рнулли,  ко торое  д л я  неподвижной решетки ( ¿  =  0) запишет



Заменим 

~2
а»,8— и>22 _  а я я2+ ^ 1 „ 2— ш 2д2— ш 2а2 _  т ха+и >2(г

(и>1 а -  Ш2*) +

и» 4 - Ш о
- 1 5 — 22 “>2„) =  Ю ( *  , „ - “ 4 , )  -Ь И'».

Тогда

йр /  — ДО __
'  ти I '

После  подстановки этого в ы р а ж е н и я  в ф орм улу  ( 7 .8 1) ,  по 
следняя  при обретает  в и д :

А Ра — Рт И»тн Г > (7.82)
где

2

А Р.. =  Ь Р 1 - Р 2 +  РГ, (7.83)

называется  добавочной осевой силой.  Ч т о б ы  выяснить ее п р о 
исхождение,  рассмотрим сначала  сл у ч а й  несж имаемой ж и д к о 
сти. Здесь

2

йр  _  р2— р  1

Л Г'

Р1—Рг +  Р -Ь |
откуда следует,  что причиной п о я влени я  добавочной осевой 
силы Д Р „  является  работа  трения  1̂ г. В случае  с ж и м а е м о г о  
газа  АР а зависи т  не только  от сил грения,  но и от того, что  
распределение  дав лений по п ери метру  профиля  ст ано вит ся  
иным.

Геометрическая  сумма

°  =  V  {?т ™та Г ) 2 +  ( ~  ?т Шти 1У  =  Р т  &  т 1' (7 ' 8 4 ) 

называется  силой Жуковского,  а

Н =  (7.85)

представляет  собой полную гидродинамическую си лу ,  д е й с т 
вующую на профиль  в решетке.  Р а с с м а т р и в а я  треугольники



сил на рис. 162 д л я  диф фу зор но й решетки и на рис. 163 для  
конфузорной,  не тр у дн о  установить,  что по лна я  гидродинами
ческая  си ла  с в я з а н а  с силой Жук овско го  следующим соотно
шением:

1? =  0 - ] - Ь Р а. (7.86)

Д л я  диф ф уз орн ой решетки # > С ,  для  конфузорнои / ? < £ .
П о д ъ е мн а я  си ла  Р у (рис. 162 и 163) и сила лобового с о 

противления  р ешетк и Р х отличаются от аналогичных величин

в случае  о б те к ан и я  изолированного  профиля.  Так,  например,  
е р л и д л я  и зо ли ро ван н ог о  профиля

Р у н  =  О н =  р и) - I ’ ,

то д ля  д и ф ф у з о р н о й  решетки Ру < 0 ,  а д л я  конфузорнои 
Ру > 0 .  В связи  с этим получаются  иными и коэффициенты 
подъемной силы и лобово го  сопротивления профил я в решетке  
по сравнению с изоли рованны м.

Ф о р м у л и р о в к а  теоремы Н. Е. Ж у к овско го  д ля  плоской гид
родинамической решетки состоит в следующем:  при плоско- 
параллельном обтекании решетки профилей потоком газа рав 
нодействующая всех  сил, приложенных к единице длины л о 
патки, равна геометрической сумме силы Жуковского

е = р ,л  г,
направленной по но рм али  к средней эквивалентной скорости 
обтекания и>п , и добавочной осевой силы &Ри.

При расч етах  и исследованиях гидродинамических р еш е
ток, об тек аемых  г а з о м  с большой скоростью, необходимо учи
тывать  волновой кр и зи с  и явление  зап и ра ни я  каналов .  Н а с т у п 
ление волнового кри зис а ,  так  ж е  как и на изолированном про 
филе,  о п р еделяе тся  критическим числом М. При Мо —М Кр на 
спинке лопа тки  по яв л я ю т с я  местные сверхзвуковые зоны и 
скачки уплотнения ,  но ни те, ни другие не перекрывают меж-



лопаточн ых  к ан ало в  полностью. Сопр отивл ени е  решетки в о з 
растает,  но она еще допускает увелич ение  расхода .  При б о л ь 
шем числе М,  равном М |Пах, р е ш е т к а  запи раетс я :  ск орос ть  
течения в горле каждого м е ж лои ат очн ог о  к ан ала  д ос ти гает  
критической, и дальнейшее увелич ение  расхода  стан овится  
невозможным.  Величина М шах м ен ьш е  единицы и пер еменн а  
по режи мам.  Это  зависит от отношени я пло щ ад ей поперечного  
сечения потока 'перед входом в ре ш е т к у  и площ ади  горла .

При ~  > 1  входной участок м е ж лоп аточн ог о  к ан ала  им еет

конфузорную ф ор му (рис. 164), следо вате льно,  скорость в нем 
увеличивается  и М Р> М 0. Когда  М г =  1, то М0 =  М тэх. Ч е м

меньше ~  , тем выше М|1К1Х. При  —  — 1 М(пах= 1 .
> Р I

Теоретический расчет плоских р е ш е т о к  ведется в н е с к о л ь 
ко этапов.  В н а ч а л е  рассчитывается  пот енц иальное  обтекан ие  
идеальной нес жимаемо» жидкостью,  з а т е м  вводятся  п оп равки  
па сжи маемость ,  далее
рассчитывается  погранич
ный слой, корректируется 
течение в  ядре,  отыски
вается распределение  дав 
лений по п роф и лю  и в ы 

числяются  силы,  дейст
вующие на лопатку ,  'и их п 

* , , - Р и с .  164 
коэффициенты.

Расчет  потенциального обтекания  решетк и делает ся  мето 
дом конформного  отображения.  Этот  м е то д  весьма громоздок  
и трудоемок.  И н о гд а  применяют более  бы стрый способ — м е 
тод электрогидродинам'ической а на лог ии  Э Г Д А .  Здесь  исп ол ь
зуется ф о р м ал ь н а я  аналогия  м е ж д у  у р а вне ни ями г и д ро ди н а 
мики идеальной несжимаемой ж и дк о с ти  и уравнени ями э л е к 
трического поля.  Экспериментально иссл едует ся  электрическое  
поле на эле ктропроводящей бумаге.  Н а л о ж е н н ы е  на нее п р о 
водники, под во дя щие  ток, а т а к ж е  ко н ту ры вырезанных о т 
верстий ими тируют граничные ус лови я  гидродинамического  
течения. По полученным линиям р а в н ы х  электрических потен
циалов  отыскиваются  линии равного  по тен ц и ал а  скорости и л и 
нии тока.

Теоретический расчет решеток  п о д ро бн о р ассматр ив аетс я  
в специальной литератур е  по г а з о д и н а м и к е  и теории турбо-  
машин *>.

*) См., напр .:  М . Гг. Д е й ч ,  Г. С. С а м о  й л  о в н ч. О с н о в ы  а э р о д и -
'•! 1!К 11 (Н Ч '1 !1 .| \  I \ 'р Г ) ( 1 М , \Ш П | ] | .  ,М  , Л Ь ш п и ,



Экс п ер и м е н т ал ь н ы е  исследования решеток  на га зодинам и
ческих стендах  с в о дя т с я  к их  продувке  с  целью получения 
характеристик .  О п р ед ел ен и е  усилий, действ ую щих на лопатку,  
производится  по из мерен н ом у  распределению давлений по пе
римет ру про фил я,  л и б о  непосредственным измерением с  по
мощ ью д и н ам ом етр ов .  Кром е того, т щ ательн о измеряются п а 
ра метр ы потока  на  входе  и на выходе из решетки,  по которым 
определяются  потери.

Э кс п ер и м ен тал ьн ы е  исследования с л о ж н ы  и дороги,  но они 
д а ю т  наиболее  н а д е ж н ы е  сведения, необходимые конструктору.

§ 6. ТЕЧЕНИЕ ГАЗА С ПОДВОДОМ И ОТВОДОМ МЕХАНИЧЕСКОЙ 
ЭНЕРГИИ. ПАРАМЕТРЫ ПОТОКА В ОТНОСИТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИИ

П одво д  и о т в о д  механической энергии ока зы вает  воздейст
вие на газовый поток.  Это легко  установить  с помощью у р а в 
нения об ра щ ен и я  воздействий (7 .6) ,  которое  д ля  случая  толь 
ко одного м еха нич еског о  воздействия имеет вид:

(М®— 1 ) ------—  -«¿¿. (7.87)
Ш я 2

Из этого у р а в н е н и я  следует,  что в до зву ко во м  потоке ( М < 1 )  
внешняя  м ех а н и ч е с к а я  работа ,  отданная газом  ( ¿ ¿ > 0 ) ,  в ы з ы 
вает  рост скорости ( ¿ ш > 0 ) ,  а подведенная  к газу ( ¿ ¿ < 0 )  — 
падение  скорости ( ¿ ш < 0 ) .  В сверхзвуковом потоке — на об о
рот: при й Ь > 0  ск орост ь  уменьшается ( ¿ ш < 0) ,  а при ¿ ¿ < 0 — 
растет  (с1ш>0) .

В теории од н о м е р н ы х  потоков *) рассмат рив ает ся  так  н а з ы 
ваемое  «м ехани че ско е  сопло», состоящее из последовательно 
распо лож ен ны х т урби ны  (¿¿¿>0)  и компрессора  (<И<0),  ме
ж д у  которыми н а ходит ся  критическое сечение ( М = 1 ) .  Теоре 
тически т а к а я  си стем а  способна пр еоб ра зо вать  дозвуковой по
ток в сверхзвуковой,  но практического значения  она не имеет» 
ввиду трудности сохранени я  бесскачкового  течения в сверхзву
ковом ко мп рессоре  и сложности всего устройства,  Тем не ме 
нее, общие выводы,  вытекающие из ур авнен ия  (7.87) ,  пол ез
ны при а н а л и з е  условий перехода через скорость звука в меж-  
лопаточных /к ан ал ах  сверхзвуковых рабочих колес т у р б о м а 
шин.

Если с р а в н и т ь  механическое воздействие  с тепловым,  р а с 
с м атр и вая  ф о р м у л у  (7 . 6)  и уравнение  энергии (2 . 6 ) ,  то м о ж 

*) См., н а п р . :  Л .  А. В у л и с .  Т е р м о д и н а м и к а  г а зо в ы х  п о т о к о в ,  
Э н е р г о и з д а т ,  1950.



но о брат ит ь  внимание на  то, что в эти уравнения  в е л и ч и н ы  d L  
и d Q e <входят в различных соче та ни ях  (с разн ыми  к о э ф ф и ц и е н 
тами  и с разными з н а к а м и ) ,  поэ тому их влияние  на  р а з л и ч 
ные па ра м етры  потока не м о ж е т  быть одинаковым.  Д е й с т в и 
тельно,  ана лиз  показывает ,  что при подводе  м еха ни ч еско й р а 
боты ( d L < 0) в дозвуковой о б ла сти  ( М < 1 )  п а р а м е т р ы  р, Т, 
Р. Р*, Т*, р* — возрастают,  а скорос ть  уменьшается ,  т о гд а  как  
при по д в о де т е п л а  (dQe > 0 )  Т* —  т а к ж е  возрастает ,  Т  —  и м е е т

макс им ум  при М =  _L  но, р,  р, р*, р* — у м е н ь ш а ю т с я ,  а

скорость  возрастает.
П е р е д а ч а  механической энер ги и в газовый поток и зв н е  или 

отвод ее н ар у ж у  связан с воздейств ие м поля массов ых си л  на 
частицы движущейся  жидко сти .  Этим полем м о ж е т  б ы ть  л и б о  
внешнее поле немеханического  про ис хождения (н ап р и м ер ,  
электрическое  или эле кт рома гни тно е ) ,  либо поле и н е р ц и о н н ы х  
сил, возникаю щее  в с л о ж н о м  движени и.  Первый случ ай  о т н о 
сится к дв иж ен и ю з а р я ж е н н ы х  ч аст иц жидкости и с о с т а в л я е т  
предмет  изучения специальной о т р а сл и  гид родинамики —  м а г 
нитной газодинамики *>. В торой  случай с в я з а н  с д в и ж е н и е м  
обычной жидкости или га з а  в ра боч их колесах  т у р бо м а ш и н .

Р а с че т  газовых потоков в к а н а л а х  рабочих колес  ч ас т о  
приходится  вести в относительном движении.  П о д в о д  и о твод  
механической работы о к а з ы в а е т  вл и ян и е  на п а р а м е т р ы  о т н о 
сительного движения.  Р а с с м о тр и м ,  в чем з а к л ю ч а е т с я  это  
влияние.

Газ,  движ ущ ийся  в м е ж л о п а т о чн о м  ка на ле  рабоче го  к о л е 
са, участвует в сложном дв и ж ен и и .  Он движе тся  отно сит ельн о  
лопа ток  со скоростью w  и пе р е м е щ ае тс я  вместе с  к а н а л а м и  к о 
леса  с переносной скоростью и. Сл ед уя  терминологии,  п р и н я 
той в теории турбомашин,  бу де м  обозн ача ть  абс о л ю тн у ю  с к о 
рость через с, относительную — через  w  и переносную —  через  
и. Тогда

с  =  w  4- и. (7 .88)

Н а  рис. 165 треугольник скоростей с, w  и и и з о б р а ж е н  в а б 
солютной системе координат,  неподви жно за ф и к с и р о в а н н о й  
относительно корпуса маши ны .  В ней оси г, и, а н а п р а в л е н ы  
соответственно по радиусу,  по о кр уж но сти колеса  и по оси м а 
шины. П ри м еня я  к этому тре угол ьн ик у теорему косинусов ,  
мож н о  запи сать

w2 = c2 +  u2— 2 си cos а,

*) В м агн и тн о й  г а з о д и н а м и к е  р а б о т а  си л  эл е к т р о с т а т и ч е с к о г о  и л и  э л е к 
т р о м а г н и т н о г о  п о л я  не н а з ы в а е т с я  вн е ш н е й  м ех ан и ч еско й  и у ч и т ы в а е т с я  
сп е ц и а л ь н ы м и  членам и ,  в х о д я щ и м и  в у р а в н е н и я .



о т к у д а
c* = w*— u2 + 2cu и. (7.89)

т а к  к а к  с • cos  и = си.
Ур авне ние  энергии в абс олю тн ом  движении за п и ш ем  в ф о р 

ме  ( 2 . 4 ) .  переменив об оз на че н ие  скорости с w на с, а именно

С„ (Ti- Г г )  +  С' г̂ С2~ -1- Qp — /- =  0- (7-90)

В х о д я щ а я  в него .внешняя механическая  работа  L может  быть 
н а й д е н а  следующим о б р аз о м .  По второй теореме Э йл ера  о мо
мент е  количества  д в и ж е н и я  (3. 45) момент внешних сил, д ей 

с твующ их на струю, равен

М  =  М с ек  (Г 2 С2Н -  Г х С1и).

П ре дс тавив  работу L, совершенную 
единицей массы газа ,  к а к  мощность,  
приходящуюся на единицу массово
го расхода ,  нетрудно получить

М  • У) . ч-  — «) (Г2 с2н — г хси) .

Си

Р и с .  165

L  • —

Т а к  как  мг — иу то

^  “  С\и и \ С2и (7.91)

П о сл е  подстановки зна ч ен ий  абсолютной скорости с, н а й 
д ен н ы х  из зависимости ( 7 . 8 9 ) ,  и работы L, найденной из ф о р 
мулы  ( 7 . 9 1 ) , . в уравне ние  энергии (7.90) ,  последнее приобр е
тает  вид:

cP ( T t -  Т 2) +  J i t f i l i  -  +  Q. -  0. (7-92)

В дифф ере нц иа льн ой  ф ор м е  это будет

Cp. d T  : - d ^ ) - r f ^ ^ - d Q e '=* о. (7.93)

Анал огичным  путем м о ж н о  получить и уравнение  Бернулли.  
Оно  имеет  вид:

( “1 0. (7.94)

*) З н а к  минус п о я в и л с я  в с в я з и  с тем, что, в ы ч и с л я я  р а б о т у ,  с о в е р 
ш е н н у ю  г а зо м ,  н а д о  б р а т ь  м о м е н т ,  с ко то р ы м  ст р у я  д е й с т в у е т  на л о п атк и ,  
т о г д а  к а к  у р а в н е н и е  (3. 45) о п р е д е л я е т  момент,  с к о т о р ы м  л о п а т к и  д е й с т 
в у ю т  н а  струю.



Расчет  лопаточных р е ш е т о к  или м е ж лоп аточн ы х к а н а л о в  
в р а щ а ю щ и х с я  рабочих к о л ес  удобно производить  в о т н о с и 
тельном движении,  так к а к  поя вляетс я  во зм о ж н о с ть  и с п о л ь 
зова ть  богатые материалы по исследо ванию н е п о д в и ж н ы х  р е 
шеток и каналов .  Но при этом  возникает вопрос,  н а с к о л ь к о  
правомерен переход из н е п од ви ж но й системы -координат  во 
в р ащ аю щ у ю ся ,  т. е. 'Переход от абсолютного  д в и ж е н и я  к о т 
носительному.  Ответ на эт от  вопрос вытекает  из ф о р м у л  
(7 .93)  и ( 7 .9 4 ) .  У

Если,  например,  в осевой т у р б о м а ш и н е  течение про ис ходит  
по цилиндрическим поверхностям,  т. е. радиус  ли ни и т о к а  на 
входе и выходе  одинаков,  то ¿¿ =  сопз1, йи =  0, с л е до ватель н о ,  
ф о р м у лы  (7 .93)  и (7.94)  п р и н и м а ю т  такой ж е  вид,  к а к  о б ы ч 
ное уравнение  энергии и у р а в н е н и е  Бернулли  д л я  а б с о л ю т н о 
го движения .  Тогда  все ра сче ты  м о ж н о  вести по о б ы ч н ы м  ф о р 
мулам,  з ам еня я  в них абс о л ю тн у ю  скорость с на о т н о с и т е л ь 
ную и>. Если ж е  радиус линии ток а  на входе и выход е  н е о д и н а 
ков, т. е. ы=?*согЫ, то в у р а в н е н и я х  необходимо у ч и т ы в а т ь  из- 

н2
менение величины —  • При (Зе =  0 и ¿ ^ с о г Ы  у р а в н е н и я  э н е р 

гии (.7.92) и (7.93) при обретают вид, соответствующий э н ер г о 
изолиро ван ном у потоку, с л е до в а т е ль н о ,  относительное  д в и ж е 
ние являе тся  энергоизолированным,  несмотря на то, что а б с о 
лютное  происходит с подводом или отводом механич еской  р а 
боты. Если ввести понятие т е м п е р а ту р ы  т ор м ож ен и я  и от н о 
сительном движении

нетрудно заметить^ что д л я  рассмат рив аемог о  с л у ч а я  
(« =  сопэ1, (?* =  0) 7* =  соп&1. Э т о  объясняется  тем,  что при 
и =  соп5{ на поток в м е ж лоп аточ н ом  ка на ле  не д ей с тв у ю т  н и 
какие  массовые силы, кроме сил  тяжести,  которыми об ычно 
пренебрегают.  Если и ^ е о п э ! ,  то Т* изменяется ,  т. е. в о т н о с и 
тельном дв ижении к газу по двод и тс я  или отводится  ме хани-  

_ и,2— и 72 _ 
ческая  работа ,  равная  — -------. Это  есть ра бо та  це н тр о б е ж -

ных сил.

/г
Я

(7.95)

к — 1
то, пре об разо вав  формулу (7. 92) к  виду

*) В тео р и и  косы х скачков у п л о т н е н и и  п р и м е н я л а с ь  а н а л о г и ч н а я  вели-  
| ц. |  т е м п е р а т у р а  ч а с т и ч н о ю  г о р м о ж и ш я  7 ' \



З н а ч е н и я  те р мо д и н ами ческ и х  параметров состояния  газа 
р, р, 7 ,  а следовательно,  и скорости звука а ~  V  &Я Т , не з а в и 
с ят  о т  того,  в каком д в и ж е н и и  — абсолютном или относитель
ном —  они р а ссм ат р и в аю тс я .  Этим свойством м ож н о восполь
з о в а т ь с я  при установлени и зависимости м е ж д у  Т* и Т*. Д е й 
ствит ельно

отку да

Г2 ~ -й)2у '#____^
2 с„ 2 с„

/>2__«|2т*—т* _|_ с
2 с!>

или,  с учетом в ы р а ж е н и я  (7. 89) ,

Г* =  7 ^  +  2СцЫ" ц2. . (7.96)
Ч

О тно си тельна я  ск орос ть  до, достигшая в каком-ли бо  сече
нии -величины местной с к о р о с т и  звука,  наз ывается  критической 
с ко р о ст ью  в относительном движении.  Она  обозна чае тся  а к 
П о л о ж и в  в (7. 95) ш =  а кр и Т =  Ткр, получим

Т  9
- 4 - ? « — . (7 -97)
?  /М-1

Э т а  ф о р м у л а  имеет т а к о й  ж е  вид, как и д ля  абсолютного  дви
ж е н и я .  Заме тим ,  что не изм ен яет ся  т акж е  вид ф ормул  д ля  кр и
тич еск их  отношений д а в л е н и й  и плотностей

=  ( — У А  (7.98)
Р  \ 6 + 1 ;

(7.99)
р* \ f e - b b

И з  формулы (7 .97 )  и фо рм улы  скорости зв у к а  Д =  У  ЬЯТ 
л е г к о  получается  в ы р а ж е н и е  д л я  а Кр. имеющее тот  ж е  вид, что 
и д л я  а кр, а именно:

У 21ГТ нГ' (7'100)
В п о л н е  понятно тогда,  что не должен изменяться  и вид ф о р 
му л  связи  критической скорости,  максимальной скорости в от-



носительном движении и скорости звука.  П р о сто й  проверкой 
нетрудно убедиться,  что

(7.101)
#кр '  &---1

И

к — \
2

(7.102)

В относительном движени и,  т а к  ж е  к а к  и в абсолютном,  
удобно пользоваться б ез р аз м е р н ы м и  скорост ями —  числом М

Они связаны  между собой та ко й ж е  зав исимостью,  к а к  и в а б 
солютном движении (см. ф о р м у л ы  (2 .5 4)  и ( 2 . 5 5 ) ) .

П а р а м е тр ы  торм оже ни я  в относительном д в и ж е н и и  р*, Т* 
и ^>* при помощи газоди нам ических  функций то р м о ж е н и я  
тс(Х),х{1) и е (1 ) (см. ф о р м у лы  ( 2 .5 9 ) ,  (2. 60) и ( 2 . 6 1 ) )  с в я з ы 
ваются  с термодинамическими п ар ам етр ам и  р, Т, р, толь ко  в 
качестве  аргумента  в г азоди нам ических  ф у н к ц и я х  ну ж но  
б ра ть  приведенную скорость  в относительном д в и ж е н и и  к. Это 
ж е  можн о сделать и при помощи ф орму л ( 2 . 5 6 ) ,  ( 2 .5 7 ) ,  
( 2 . 5 8 ) ,  в которых число М  берется  в относительном движе-

Н у ж н о  заметить,  что п а р а м е т р ы  т орм ож ен и я  в относитель
ном движении имеют вполне  определенный ф из ический смысл.  
Если датчики давления то р м о ж е н и я  и т е м п е р а ту р ы  т о р м о ж е 
ния укрепить непосредственно в м ежл опа точном  к а н а л е  в р а 
щ аю щ ег ося  колеса,  то соединенные с ними пр и бо р ы  п о к а ж у т  
величины р* и Т*.

Ф ор мулу массового р асхо да

(7.103)
а

и приведенной скоростью к
до (7.104)

#кр

НИИ М.

м с„<

путем преобразований,  ко тор ы е  были сделаны в § 8 г лавы  II, 
нетрудно привести к сл ед у ю щ ем у  виду:



или

Мсек=  m F у  $). (7.106)

Сл е до в а т е л ь н о ,  и расходные ф ункции q{).) и у (К) могут быть 
и с п о ль з о в ан ы  в расчетах  относительного  движения т а к  же ,  как 
и абс олютного .

И з  всего  изложенного  следует ,  что пользуясь критической 
с к о р о с т ь ю  Окр* приведенной скоростью па ра метрам и то р м о 
ж е н и я  р*,  7*,  р*, можн о ра ссчитывать  газовый поток во в р а 
щ а ю щ е й с я  системе координ ат  теми ж е  методами,  что и в а б 
с олют ном  движении.  Пр и этом, если £>¿=0 и u =  const ,  то по
ток р а ссчи ты в ается  как энергоизолированный;  Т * —const,  
р* =  con s t ,  для  идеального  га з а  или Р2 * - 0 'Р\* для  течения 
с пот ерями.

Ч т о б ы  этим методом м о ж н о  было пользоваться практи че
ски, н а д о  д а т ь  еще фо рмул ы связи межд у пар аметра ми абс о
лютног о  и относительного дв иж ени я .  Д л я  температур  тормо
ж е н и я  т а к а я  связь  была  установлен а  формулой (7 . 96) .  Д л я  
критичес ких скоростей ее м о ж н о  получить из соотношения

2
откуд а

(7.107)

В в е д я  обозначения



т*
Т ~

■ = 1 -
ft— 1 
f t +1 ■ t2 ^  у-2)> (7.110)

=  1 +
ft— 1 

f t+ 1
— 5 2), (7.111)

_ а кр
йкр -  У 1 * + ' ,  <2>^  ■**>■ (7.112)

_ О- кр

Акр V
(7.113)

Поделив обе части в ы р а ж е н и я  (7 .89)  на  акр, представим его 
в виде

с2 _ а>2 Акр и? о си а 
2 -'2 2 2 ^

^кр Акр Якр ^кр ^кр  &кр
или

откуда

^  =  x V - 1i 2+ 2 X Hln =  X V +  A ± l ( i  _ v2)(
k — 1

k +  1 _  )2
• 2 ___  к +  1 k—  1

/.2 =

k —  1 v2

k +  1

(7 . 1 14 )

(1 _ v2) ^ 2  .,2. (7Л15)
k— \

Связь  м еж д у числами М и М  приведем в тако м  виде:
w

^  -  а  ~  W  ( 7  l l f i *
м - Т “ Т '  ( >

а
Пересчет  давлений и плотностей з а т о р м о ж е н н о г о  потока из 

абсолютного движ ени я  в относительное и о б р ат н о  удобно про
изводить с помощью газодинамических функций,  основываясь  
на том, что р и р  сохран яю т свои зн аче ния  не зави сим о от сис
темы координат,  а именно:

р * . л ( Я ) = р  =  р * . я ( Я ) ,  (7.117)

р * - е ( ? , ) = р  =  р * . е (?:). (7.118)



Р а с с м о тр и м  с в я з ь  относительной скорости w  с пло щадью 
поперечного сечения  потока  д л я  изоэнтропного относительного 
движения,  к о г д а  трение  и теплообмен отсутствуют.

В ур авн ени и нер азрывности p w F = const ,  записанном в 
д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м  виде

л и  ( 7 .9 4) ,  ко торо е  д л я  изоэнтропного течения  примет  вид

Из этого у р а в н е н и я  видно, что изменение  относительной 
скорости в к а н а л а х  рабочего ко леса  связан о  не только с ф о р 
мой к а н а ла ,  но  и с его расстоянием от оси вращения.  Если это 
расстояние  постоянно,  т. е. и =  сопз1, то уравнение  (7. 119) пре
вра щ а е т с я  в у ра вне ни е  Гюгонио,  следовательно,  закон и зм е 
нения скорости ничем не отличается  от такового  д л я  не п одв иж 
ных кан алов .  Увеличение  и вдоль  потока действует в ту ж е  
сторону,  что и расшир ени е  к а н а л а  — за м е дл я е т  дозвуковой 
поток и р а з г о н я е т  сверхзвуковой.

Если к а н а л  имеет  форму сопла  Л а в а л я ,  то критическое с е 
чение м о ж е т  получиться  в различных местах,  в зависимости 
от за к о н а  из м ен ен и я  переносной скорости и. П о лож и в в у р а в 

do
пр едставим -— та к:

dp _  dp_^___ 1_ dp
р dp а 2 р

Р
dp 2

помня, что —  = а 2. Величину —  найдем из уравнения Бернул-  
dp Р

(7.119)



нении (7. 119) М = 1 ,  имеем условие, о п р е д е л яю щ е е  местопо
ложение  критического сечения

<1¥
—

б (4£-) < о

Рис.  166

При ы ^ с о п б !  йР =  0, т. е. критическое сечение  находится  в гор

ле. При й > 0  ¿ / г< 0 ,  следовательно,  оно  распо лагаетс я  в

, 2  .
< 0  — в расш ир яю щейс я ,суживаю щей ся  части,  а при Л

и ‘

т а к   ̂ как  ¿ / г> 0  (рис.  166). Этим трем с л у ч а я м  соответствует 
такой характер  изменения  пар аметров  т о р м о ж е н и я  в относи
тельном движении:

1. 7** —омЫ , р * —согЫ, р* =  соп$1.

2 . Т 2* > Т 1*,  Р 2* > Р 1*,  р 2* > р 1*.

3. 7̂ 2* <  7*1 *, р2*  < р ! * ,  р 2 * < р 1 * .



Р У С С К О - А Н Г Л И Й С К И Й  С Л О В А Р Ь

а б с о л ю тн а я  скорость a b 
so lu t e  ve loc i ty  

абсо л ю тн о е  движение
a b s o l u t e  m o t ion  

а д и а б а т а  a d i a b a t i c  line, 
a d i a b a t

б а р о к л и н н а я  ж идкость
b a r o c l i n i c  l iquid 

б ар о т р о п н а я  ж идкость 
b a r o t r o p i c  l iquid

вес w e i g h t
в заи м о д ей ств и е  in te r a 

c t ion  ( rec ipr oca l  a c t i 
on) 

вихрь e d d y
вихрь скорости  speed e d 

dy
вихревое  дви ж ен и е  eddy 

motio'n;  vor tex  motion 
в и х р ев ая  л и н и я  eddy  line 
в н езап н ое  расширение 

s u d d e n  e x p a n s io n  
вн еш н яя  механическая 

р а б о т а  e x te rn a l  m ech a 
n ica l  w o r k  

внеш нее тепло  externa l  
h ea t

вн у тр ен н яя  энергия in 
t e r n a l  e n e r g y

ад и абатн ы й  коэф ф иц и

ент полезного дейст

вия ad iaba t ic  coeffici

en t  of per fo rmance

безвихревое движ ение

vor tex-f ree  mot ion 
безлопаточный va n e le s s

возвращ енное тепло r e 
tu r n e d  hea t  

воздействие inf luence 
(on, upon)  

воздуш но - реактив н ы й 
дви гатель  air-feed jet  
e ng in e

возмущ ение d i s t u r b a n c e  
волновое сопротивление

w a v e  resi s tance  
врем я t ime
втекаю щ ий f lowing  into,  

en t e r i n g  
вход inlet;  admiss ion ;  i n 

f low
входное сечение inlet  s e 

ct ion
входной угол inlet  a n g l e



вы текаю щ ий f lowing o u t

вы тесненная м асса  d i s 
p laced  m a s s

выход out le t

газ  gas
газо вая  постоянная gas  

c o n s ta n t  
газоди нам ическая  функ

ция g a s -d in am ic  fun 
ction

Д

давлен и е  p ressu re  
давлен и е  торможения to 

ta l  p re ssu re ;  s tag n a t io n  
p re ssu re  

двумерны й поток two-di
m en s io n a l  flow 

д инам ич еская  добавка 
тем пературы  dynamic 
te m p e ra tu re  increm ent 

д инам ическая  скорость 
d y n am ic  velocity

ж и дкость  í luid;  l iguid

выходное сечение o u t le t  
section

выходной угол o u t l e t  
a n g le

вязкость  v isc id i ty ,  vi.sco- 
'Sity

горло th ro a t
гр ан и ц а  струи je t  b o u n 

d a ry

граничные условия  b o u n 
d a ry  cond it ions

динамический к о э ф ф и ц и 
ент вязкости d y n a m ic  
coefficient of v i s c o s i ty

диполь  dipole

д л и н а  leng th

д л и н а  свободного п р о б е
га  м олекул free  le n g th  
of m olecules 

д у га  arc

ж и д к а я  частица f lu id  p a r 
ticle

И

и д еал ьн ая  ж идкость per
fect fluid 

идеальны й газ  ideal gas 
изоэнтропный эллипс 

isen tro p ic  ellipse

к

касател ьн ая  ta n g e n t

индуктивное со п р о ти вл е 
ние induced d r a g  

источник source

к асател ьн о е  н а п р я ж е н и е
ta n g e n t n l  Mress



кинемати чес кий к о э ф ф и 
циент  вязкости k i n e m a 
t ic  coefficient  of v i s c o 
s i ty

ко ли чес тво  дв иж ени я  m o 
m e n t u m  

кол ьц евой ка на л  a n n u l a r  
( c a n a l )  channel  

ко м о к  lump
ко м п л ек с н а я  скорос ть

comp lex  velocity 
ко мп лек сно е  переменное  

comp lex  va r i ab le  
компл екс ный  по тенц иал  

co m p le x  po ten t ia l  
конвективное  ускор ен ие  

convec t ive  acce le r a t io n  
контрольн ая  поверхность  

c on t ro l  sur face  
косой скачок уплотнени я  

d i a g o n a l  shock,  ob l iq ue  
shock

ко э фф ициен т  в о с с та н о в 
ле ни я  давлен ия  p r e s s u 
re  recovery fac tor  

ко э фф иц ие нт  в о сста н ов 
ления  те мп ера ту ры t e m 
p e r a t u r e  recovery  fa c to r  

ко эф ф ициен т  под ъемно й 
силы lift coeff ic ient  

ко э фф и ц и ен т  потери э н е р 

гии coefficient  of en ergy  
loss

коэффициент  путевых по
терь coefficient  of p a s 
sage  friction; coefficient 
of tube fr iction 

коэффициент  пути смеше
ния m ix in g  len gth  f a 
ctor

коэффициент  расхода
flow coefficient;  d i s
charge  coefficient  

коэффициент  смягчения 
у д ар а  coefficient  of 
chock sm o o th in g  

коэффициент  сопротивле
ния d r a g  coefficient  

коэффициент  лобового  со
противления d r a g  coef
ficient

коэффициент  сопротивле
ния трения  fr ict ion c o 
efficient 

криволинейный curv i l in e
ar

кризис течения  c ri sis  of 
flow

критерий cr i te r ion  
критическая скорость c r i 

t ical  so und  velocity

л и н е а р и з а ц и я  l i n e a r i z a -  локальное  ускорение local 
t ion  acce lera t ion

ли н и я  т ок а  s t re a m - l i n e  лопат ка  b l ade ;  va ne

м а к с и м а л ь н а я  ск орость  
течения га з а  m a x i m u m  
g a s  velocity 

м а с с а  m a s s

массовый р асход  m a s s  
flow; m a s s  flux 

массовая  си ла  m a s s  force 
межлопаточный канал

va ne  c ana l



местный local 
местная скорость local v e 

locity
местное ускорение local 

acce le ra t ion  
момент mom ent  
момент количества д в и ж е

ния m o m e n t  of m o m e n 
tum;  a n g u l a r  m o m e n 
tu m

мостообразны й с к а ч о к  уп
лотнения s w a l l o w e d  
shock w a v e ;  tu n n e l  
shock  w a v e

начальны й участок in i t i 
a l  phase  

невесомая ж идкость
w e ig h t le ss  liquid 

невязкий газ inviscid gas ;
non-v iscous  gas  

неразры вность continu i ty  
несж и м аем ая  ж идкость 

incompress ib le  liquid 
нетеплопроводный газ

n o n - h e a t - c o n d u c t i n g  g a s  
неустановивш ееся  д в и ж е 

ние n o n - s t e a d y  mot io n  
норм аль  n o r m a l  
н орм альн ая  ком п о н ен та  

no rm a l  c o m p o n e n t  
н орм альн ая  с о с т а в л я ю 

щ ая  n o rm a l  c o m p o n e n t  
нормальное н а п р я ж е н и е  

no rm a l  s t re s s

О

обобщенный genera l ized  
обращ ение revers ion  (of 

nu m ber s )  
обращ енный reversed 
обтекание flow 
обтекаемы й s t r eaml ine d  
объем  volume 
объемный расход  vo lume 

flow
одномерный поток one-di- 

me ns i on a l  flow 
о к р у ж н ая  составляю щ ая 

ta n g e n t i a l  component  
оператор  ope ra tor  
операция operat ion  
определитель de te rm i

n a n t
осевая  составляю щ ая

axia l component  
осесимметричный поток
ax is -symmetr ica l  flow

основной у ч асто к  m a in  
a rea

ось решетки la t t i c e  axis;
ca sc ade  axis  

отвод re ject ion ;  escape ;
outf low 

относительная скорость  
re la t ive  ve loci ty  

относительное д в и ж ен и е  
re la t ive  m ot io n  

отраж ен и е  re f lec t ion  
отрыв пограничного  слоя 

b o u n d a ry  la ye r  s e p a r a 
t ion

отрыв потока s e p a r a t i o n  
of flow

отсоединенная го л о в н ая  
волна de ta c h e d  l e a d i n g  
shock w ave ;  de t a c h e d  
bow wa ve



п

п а р а м е т р ы  то р м о ж ен и я
s t a g n a t i o n  co nd i t i ons  

п а т р у б о к  pipe; m a n i f o ld  
п е р ен о сн ая  скорость t r a n 

s i e n t  velocity 
п ер ен осн ое  движ ени е  t r a n 

s i e n t  mot ion  
п л о ски й  поток t w o - d i m e n 

s i o n a l  f low
п л о ско п ар ал л ел ь н ы й  по

т о к  tw o-d im e n s io n a l  p a 
r a l l e l  f low 

п л о тн о сть  dens ity  
п лотность  за то р м о ж е н н о 

го п отока  dens i ty  of 
s t a g n a n t  f low 

п л о тн о сть  то к а  de ns i t y  of 
f low

п л о щ а д ь  поперечного се 
чен ия  c ross - sec t io na l  
a r e a

п л о щ а д ь  ж ивого  сечения
u s e f u l  j e t  a rea;  usefu l  
f l o w  area ;  a rea  of p a s 
s a g e

•поверхность р а з р ы в а
d is c o n t in u i t y  of sur fa ce  

п огран и чн ы й  слой b o u n 
d a r y  layer  

п о д в о д  (ж и д к о сти )  s u p 
p ly,  ad mi ss io n ;  inf low 
i n p u t  

■подобие s im i la r i ty  
п о к а з а т е л ь  изоэнтропы 

i s e n t r o p ic  exponent  
п о к а з а т е л ь  политропы 

p ol y t r op ic  e xp onent  
п о к а з а т е л ь  степени e x p o 

n e n t
п о л н о е  давлен ие  to t a l  

p r e s s u r e  
п олн ы й  з а п а с  энергии t o 

t a l  en e rg y

полный импульс to ta l  i m 
pulse

полярная д и а г р а м м а  p o 
lar  char t  

полярные координаты p o 
lar  coord ina tes  

полярный угол polar  
angle  

потенциал poten t ia l  
поток импульса  f low of 

impulse  
поток массы f low of m a s s  
приведенная д л и н а  тру

бы reduced p ipe-Iength  
( tube length)  

приведенная скорость r e 
duced velocity 

приведенный расх о д  r e 
duced d is cha rg e  

прикладной appl ied 
приращение inc re me n t  
продольный градиент д а в 

ления lo ng i tu d i na l  g r a 
d ien t  of p r es sur e  

проекция pro jec t ion  
производная der ivat ive  
пространственный поток 

three -d im ens iona l  flow 
проток (к а н а л )  c ana l  
проточная часть (м а ш и 

ны) f low p a s s a g e  
профильное сопротивле

ние profi le d r a g ;  profile 
res i s tance  

прямой скачок уплотне
ния n o rm a l  shock wave;  
direct  shock  wave  

псевдоскачок pseudoshock  
путь смешения mixin g  

length



р

р а б о т а  work
р а б о т а  вт алкивания  w o r k  

of forcing in 
р а б о т а  выталкивания  w o rk  

of forcing out  
р а б о т а  расширения e x 

p ans io n  work  
р а б о т а  трения fr ict ion 

work
равновесие  ba lance ;  e q u i 

l ibrium

самолет  ai rcraf t;  a i r p l ane  
сж а т и е  compression 
сил а  force
с и л а  трения friction; f r i 

ct ion force 
скачок  уплотнения p r e s 

sure  shock 
скоростной коэффициент  

veloci ty coefficient 
скорость  внешнего потока  

ex te rna l  s t r eam  veloc ity 
скорость  возмущения d i s 

tu rb an ce  velocity 
скорость зву ка  acous t ic  

velocity;  speed of sound  
слаб ое  возмущение  weak  

d is tur bance  
совершенный газ ( и д е а ль 

ный га з)  perfect  ga s ;  
non-v iscous  g a s

танге нци альна я  со ста вля
ю щ ая  (компонента)
ta ng e n t i o n a l  com ponent  

тангенциальный ра зр ы в 
ta ng e n t io n a l  d i sc o n t in u 
ity

текущее  значение c u r r e n t  
va lue

р а з м а х  к р ы л а  s p a n  
ра зр е ж е н и е  su c t io n ;  v a 

c u u m  
р а з р е ж е н н ы й  th in  
ра зр ы в  d i s c o n t i m u t y  
р аспр ос тр ан ен ие  p r o p a g a 

t ion
расстояние  d i s t a n c e  
ре шетк а  c a s c a d e ;  lat t ice

соизмеримый c o m m e a s u -  
ra t e  

сопло nozz le
с о с та в л я ю щ а я  (силы ,  ско

рости)  c o m p o n e n t  
сплошная  с р е д а  c o n t i n u 

ous m e d iu m  
сплошность c o n t i n u i t y  
с р ед н ера сход н ая  скорость 

a v e r a g e  d i s c h a r g e  ve lo 
city

средняя  э к в и в а л е н т н а я  
скорость о б т е к а н и я  р е 
шетки a v e r a g e  e q u i v a 
lent  ve loc i ty  of ca s c a d e  
flow 

стенка  wal l
степень п о д о г р е в а  degr ee  

of h e a t i n g  
сток s ink  f low 
струя jet;  s t r e a m

темп ера тура  то р м о ж е н и я
t e m p e r a t u r e  impact ,  
t e m p e r a t u r e  s t a g n a t i o n

темпе ратура  частичного  
торм ож ен ия  t e m p e r a 
ture  of p a r t i a l  s t a g n a 
tion



теп л о во й  кризис hea t  c r i 
s i s

теп ловой  поток hea t  flow;
t h e r m a l  flow; hea t  flux 

т е п л о п е р е п а д  head;  t h e r 
m a l  h e a d  

теп лоп ровод н ость  t h e r 
m a l  conduct iv i ty ;  hea t  
c o n d u c t i v i t y  

теп л о  трен и я  fr iction hea t  
т ер м о д и н ам и ч еск ая  тем 

п е р а т у р а  t h e r m o d y n a 
m ic  te m p e r a t u r e  

т о л щ и н а  th ickness

угол  а т а к и  a n g le  of a t 
t a c k

угол  и зги ба  проф иля
c a m b e r ;  b la de -c am ber  
a n g l e

угол  о тставан и я  потока
f lo w -d e la y  angle ;  d e v ia 
t ion

угол  поворота  потока f l u 
id def lec t ion an g le  

угол  р аскр ы ти я  ди ф ф у зо 
р а  c o n e  angle ;  c o n v e r 
g e n c e  a n g le  

угол  с л а б ы х  возмущений 
(у го л  М ах а )  M a c h  
a n g l e

у г л о в а я  д еф орм аци я  a n 
g u l a r  deformat ion  

у г л о в а я  скорость a n g u l a r  
ve lo c i t y

у д а р н а я  а д и а б а т а  p e r c u s 
s i ve  a d i a b a t ;  shock ad ia -  
b a t

у д а р н а я  волна shock  
w a v e

толщ ин а вытеснения d is 
p l acement  th ickness

толщ ина пограничного 
слоя b ou nd a ry  layer 
th ickness

толщ ина потери импуль
са  m o m e n tu m  th ickness

толщ ина потери энергии
energy  thickness

трехмерный поток three-  
d i mens iona l  flow 

турбом аш ина t u r b o - m a 
chine

У

у д ар н ая  поляра shock  p o 
lar

удельный specific 
удельн ая  теплоемкость 

specific hea t  
удельный объем specific 

volume 
удельный тепловой поток 

specific flow of hea t  
уравнение неразрывности 

equa t ion  of cont inu i ty  
уравнение обращ ени я  воз

действий inf luence r e 
duct ion equa tion  

ускорение acce le ra t ion  
ускорение силы тяж ести  

acce le ra t ion  due to g r a 
vity

установившееся движение
s teady  mot ion 

установка se t t ing;  p lan t;  
s tand

установочный угол inci
dence angle  

участок a rea



фронт волны w a v e  f ron t  
фронт решетки lat t ice 

front
фронт скачка  уплотнения

front  of shock wave

характеристика  c h a r a c t e 
r ist ics

циркуляция скорости

частная производная

ш аг решетки ca s c a d e  pitch

ф р о н то вая  со ставл яю щ ая
front  c o m p o n e n t  

ф ункция т о к а  s t r e a m  fun 
ct ion

X
хорда c h o r d

Ц

c i rcu la t ion  of s p e e d  

ч

p a r t ia l  de r iva t iv e  

Ш

элементарный e le m ent ar y  
элементарный объем  e l e 

m e n ta ry  vo lume 
элем ентарная  струйка e l e 

m e n ta ry  s t r eam

эн ергои золи рован н ое  те
чение i s o e n e r g e t i c  flow 

энтальпи я  e n t h a l p y  
энтропия e n t r o p y  
эп и ц и клои д а  epicycloid

Я

яблоковидная кри вая  ар-  ядро п отока  m a i n  s t r eam  
p ie -shaped curve



Р У С С К О - Ф Р А Н Ц У З С К И Й  С Л О В А Р Ь

а б с о л ю т н а я  скорость v i 
t e ss e  a b s o l u  

аб с о л ю тн о е  движение
m o u v e m e n t  absolu 

а д и а б а т а  l ig ne  ad iaba-  
t ique

ади абатн ы й  коэффициент 
полезного действия co
efficient  ad iaba t i que  du 
r endem ent

Б

б а р о к л и н н а я  ж и дкость  l i 
qu i de  ba ro c l i n iq u e  

б а р о т р о п н а я  ж и дкость  l i
q u ide  b a r o t ro p iq u e

безвихревое движ ение
m o uv em en t  s a n s  t o u r 
bil lon

безлопаточный s a n s
v a n n e s

в

вес p o id s
в заи м о д ей ств и е  in te ra c 

t ion
вихрь  to u r b i l l o n  
вихрь скорости  remontée  

de la v i t e s s e  
ви хревое  дви ж ен и е  m o u 

v e m e n t  e n  tourbi l lon 
в и х р е в а я  линия l igne de 

t o u r b i l l o n  
в н езап н о е  расширение 

e x p a n s i o n  subi te  
в н еш н яя  механическая  

р а б о т а  t r a v a i l  m é c a 
n i q u e  e x t é r ie ur

внешнее тепло cha leur  e x 
té r ieure  

внутренняя энергия enér-  
gie intér ieure 

возвращ енное тепло c h a 
leur rendue  

воздействие act ion ( sur )  
воздушно-реактивный дви

гатель aér om ot eur  de 
pr opuls ion  pa r  réac t ion  

возмущ ение p e r tu rba t io n  
волновое сопротивление 

ré s i s tanc e  des ondes  
врем я  temps  
втекающ ий en t r an t  
вход entrée



входное сечение sect ion 
d ’en trée 

входной угол a n g l e  d ’e n 
trée

вытекающий s o r t a n t  
вытесненная м а сса  m a s s  

déplacée

газ gaz
газовая  постоянная  c o n 

s t a n te  de g a z  
га зодинамическая  функ

ция fonc tion de la d y 
namique  de gaz

Д

давление  press ion 
давление торможе ния  

press ion du frein 
двумерный поток cou ra n t  

de deux d im ens ions  
динамическая  доба в к а  

температуры inc ré m ent  
dynam iq ue  de la t e m p é 
ra ture

динамическая  скорость
vi tesse d y na m iq ue

жидкость  l iquide

идеальная  жидкость  li
quide idéal 

идеальный га з  g a z  idéal  
изоэнтропный эллипс

élipse i sen t ropique

выход s o r t i e

выходное  сечение  sect ion 
de sor t ie

выходной угол  a n g le  de 
sor t ie  

вязкость  v i scos i té

горло g o r g e ,  condui t ,  
bouche

гран иц а  ст руи  l imite de 
je t

граничные ус лови я  condi 
t ion s  de  l imi te

дин ами чески й коэфф ици
ент  в язк ос ти  coefficient  
d y n a m i q u e  de vi scosi té 

дипол ь  d ipole  
д ли н а  l o n g e u r  
д ли н а  свобод ног о  пробега 

молек ул  lo n g u e u r  du 
p a r c o u r s  l ib re  des m o 
lécu les 

д у га  a rc

ж и д к а я  ч а с т и ц а  par t icu le  
l iquide

индук тивно е  сопротивле
ние r é s i s t a n c e  induc tive  

источник so u rc e



к

к а с а т е л ь н а я  t a n g e n t e  
к асател ьн о е  н ап ряж ение  

ten s io n  t a n g e n t i e l l e  
кинем атический коэф ф и 

циент вязко сти  coeffici
en t  c i n é m a t i q u e  de la v i 
scosi té

количество движ ения 
q u a n t i t é  de m o u v e m e n t  

кольцевой к а н а л  ca n a l  a n 
n u l a i r e  

комок g r u m e a u  • 
к о м п л ек сн ая  скорость v i 

te sse  c o m ple xe  
ком п лексное  переменное 

co m pl exe  v a r i a b le  
ком п лексны й потенциал 

p oten t ie l  comp lexe  
конвективное  ускорение 

a c c é lé r a t i o n  convect ive  
к о н тр о л ьн ая  поверхность 

super f ic ie  de cont rô le  
косой с ка ч о к  уплотнения 

o nd e  de choc  obl ique  
коэф ф и ц и ен т  восстанов

ления д ав л е н и я  coeffi
c ien t  de ré ta b l i s se m e n t  
de la p r e ss io n  

коэф ф и ц и ен т  восстанов
ления  тем п ер ату р ы  co
eff icient  de r é t a b l i s s e 
m e n t  de la t e m p é r a tu r e  

к оэф ф и ц и ен т  подъемной

л и н е а р и за ц и я  l ina riz at ion 
линия т о к а  l iqne de cou 

r a n t

м а к с и м а л ь н а я  скорость 
течения г а з а  vi tesse  m a 
x im u m  de g az

силы coefficient  de p o r 
ta nce

коэффициент потери энер
гии coefficient  de per te 
d ’éne rg ie  

коэффициент путевых по
терь  coefficient  de fr i
c t ion  de tube 

коэффициент пути см еш е
ния fac teur de la lo n
g u e u r  du m é la n g e  

коэффициент расхода  f a 
c te u r  de décharge  

коэффициент смягчения 
у д а р а  facteur de choc 
mo dé ré  

коэффициент сопротивле
ния coefficient  de ré s i 
s ta nce

коэффициент лобового со
противления coefficient  
de r és i s t ance  f ron tale  

коэффициент сопротивле
ния трения coefficient 
de rés i s tance  à la fr ic
t ion

криволинейный curv i l igne  
кризис течения c ri se  de 

c o u r a n t  
критерий cri tère 
критическая  скорость v i 

tes se  c ri t ique

л окал ьн о е  ускорение ac 
cé lé ra t ion  locale 

л о п а т к а  v a n n e

м асса  m a s s e
массовый расход fluxion 

de ma s s e



м ассовая  си л а  force de 
m asse

меж лопаточны й канал c a 
na l  de v a n n e s  

местный local 
местная скорость vitesse 

locale

местное ускорен ие  accé lé 
r a t i o n  locale 

м ом ент  m o m e n t  
м ом ент коли чества  д в и ж е

ния  m o m e n t  an g u la i r e  
м о сто о б р азн ы й  скачок уп

л о тн е н и я  o nde  de choc 
de tub e

начальный участок phase 
ini t iale 

невесомая ж идкость l i
qu ide i npon dé ra b l e  

невязкий газ  g a z  sans  v i 
scosité

неразры вность cont inui té 
н есж и м аем ая  жидкость 

l iquide incompressib le  
нетеплопроводный газ gaz

non c o n d u i s a n t  la cha-

!eur;  g a z  an t i t he rm iqu e  
н еустан ови вш ееся  д в и ж е 

ние m o u v e m e n t  ins tab le  
н о р м а л ь  n o r m a l e  
н о р м а л ь н а я  компонента 

c o m p o n e n t e  no rm a le  
н о р м а л ь н а я  составляю 

щ а я  c o m p o n e n te  n o r 
m a l e

н о р м а л ь н о е  напряж ение
ef for t  n o r m a l

О

обобщенный géné ra l i sé  
обращ ение rever s io n  
обращ енный reversible 
обтекание c o n to ur nem en t  
обтекаемый fuselé 
объем volume 
объемный р асх о д  co n so m 

mat ion  de vo lu me  
одномерный поток c o u 

ra n t  d ’une  d imension 
окруж ная  составляю щ ая  

co m pon en te  t an g en c ia l e  
оператор o p é r a t e u r  
операция o p é ra t io n  
определить dé terminer 
осевая со став л яю щ ая  c o m 

pon ente  ax i a le  
осесимметричный поток

c o u r a n t  ax ia l  s y m é t 
r ique

основной участок s u p e r 
ficie p r in c ip a le  

ось р еш етк и  axe de lat t i s 
отвод  r e p u ls ió n  
о т н о си тел ьн ая  скорость 

v i t e s s e  re la t iv e  
о тносительное  движение 

m o u v e m e n t  relatif  
о т р а ж е н и е  réflexion 
отры в  пограничного слоя 

s é p a r a t i o n  de la couche- 
l imi te

отры в п о то ка  sepá ra t io n  
du c o u r a n t  

о тсоед и н ен н ая  головная 
в о л н а  o n d e  de tête sé- 
p a r e é



п

п ар ам етр ы  то р м о ж ен и я
co nd i t i ons  de f re inage  

патрубок tu b e  
переносная ско р о сть  v i 

tesse  t r a n s i t o i r e  
переносное движ ени е  

m o u v e m e n t  t r a n s i t o i r e  
плоский поток  c o u r a n t  de 

deux d i m e n s i o n s  
п л о с к о п а р а л л е л ь н ы й  по

ток c o u r a n t  p a r a l e l  de 
deux d i m e n s i o n s  

плотность d e n s i t é  
плотность за т о р м о ж е н 

ного п о т о к а  de ns i té  du 
c o u r a n t  f re iné  

плотность т о к а  dens i té  de 
co u ra n t  

п лощ адь  поперечного  се
чения a i r e  de  section 
t r a n s v e r s a l e  

площ адь ж и в о г о  сечения 
aire de s e c t io n  de cour- 
rent

поверхность р а з р ы в а  s u 
perficie de  d i scont inu i té  

пограничный слой  couche 
l imite

подвод (ж и д к о с т и )  e n 
trée

подобие s i m u l a c r e  
п о к азател ь  изоэнтропы 

exp o n e n te  i so n t ropiq ue  
п о к азател ь  п олитропы  ex

po ne nt e  p o l y t r o p iq u e  
п о казатель  степени expo

nente
полное д а в л е н и е  press ion 

totale
полный з а п а с  энергии

é ne rg ie  to t a l e

полный импульс impulse
tota l

полярная  д и а гр а м м а  di
a g r a m m e  polaire 

полярные координаты со- 
o rd in ées  pola ires  

полярный угол angl e  po 
la ire

потенциал potent iel  
поток и м п ульса  co u ra n t  

d ’im pu lse  
поток массы  co u ra n t  de 

m a s s e
приведенная д ли на  трубы

lo n g u e u r  rédui te  de tube  
приведенная скорость v i 

tesse  rédui te  
приведенный расход  dé

c h a r g e  rédui te  
прикладной appl iqué 
п риращ ение accro issent  
продольный градиент д а в 

лен и я  g rad ie n te  l o n g i t u 
d in a le  de pression 

проекция project ion 
производная dérivé 
пространственный поток 

c o u r a n t  de t roi s  d iman-  
sions

проток (к а н а л )  cana l  
проточная часть (м а ш и 

н ы )  p a s  de cou ran t  
профильное сопротивле

ние r é s i s ta nce  de profil  
прямой скачок уплотне

ния o nde  de choc d i 
recte

псевдоскачок pseudochoc 
путь смешения pa rc ou rs  

de m é l a n g e



р

рабо та  t r ava i l  
ра бо та  в т а лк ив ани я  t r a 

vai l  d’in t ro duc t ion  
р а бо т а  в ы тал к ив ани я  t r a 

vai l  d ’expu ls ion  
р а б о т а  р асш и ре ни я  t r a 

va il  d ’e x p a n s io n

ра бо та  трения  t rava i l  de 
f ro t tem en t

р а в н о в е с и е  équi l ibre 
р а з р е ж е н и е  va cu u m  
р а з р е ж е н н ы й  raréfié 
р а з м а х  к р ы л а  am p le u r  d e s  

a i l e s
р а з р ы в  d iscont inu i té  
р а с п р о с т р а н е н и е  p r o p a g a 

t i on
р а с с т о я н и е  d is tance  
р е ш е т к а  la t t i s

самолет  av ion 
сжатие  com pr ess io n  
сила  force
сила  трения  force de fri

ct ion
скачок уплотнения  onde 

de choc 
скоростной коэффициент  

coefficient  de vitesse 
скорость внешнего  потока 

v i tesse  du co u r r en t  
скорость возмущ ения v i 

tesse  de p e r t u r b a t i o n  
скорость з в у к а  v i tesse  du 

son
слабое  воз мущени е  per 

tu rb a t io n  débi le 
совершенный га з  (идеаль

ный г а з)  g a z  idéal 
соизмеримый conmesu- 

rab le

сопл о  bu se
с о с т а в л я ю щ а я  (силы,  ско

р о с т и )  com pon en te  
с п л о ш н а я  среда  med iu m 

d e n s e
с п л о ш н о с т ь  cont inui té
с р е д н е р а с х о д н а я  скорость

v i t e s s e  de d é cha rge  m o y 
e n n e

с р е д н я я  эк вив алент ная  
с к о р о с т ь  обтекания ре
ше тк и v i tess e  moy enn e  
é q u i v a l e n t e  du flot de 
la t t i s  

с т е н к а  m û r
с тепе нь  подогрева  degré 

de c h a u f f a g e  
сток d é v e r s o i r  
струя  j e t

т анг енциал ьн ая  составля
ю щ ая  (компонента)
com ponente  tan genc ia le

тангенциальный разрыв
di scont inu i té  ta n g e n c i 
ale

т е к у щ е е  значение  va l eu r  
c o u r a n t e  

т е м п е р а т у р а  тормо жения 
t e m p é r a t u r e  de f r e in age  

т е м п е р а т у р а  частичного 
т о р м о ж е н и я  t e m p é r a t u r e  
de f r e i n a g e  parcial



тепловой кр и зи с  c r i s e  t h e r 
mique

тепловой поток î lo t  de c h a 
leur

теплоперепад  d if férence 
th ermi que  

теп лопроводность  condu-  
c tab il i t é  de c h a l e u r  

тепло трения c h a l e u r  de 
f rict ion 

т е р м о д и н ам и ческ ая  тем 
п ература  • t e m p e r a t u r e  
t h e r m o d y n a m i q u e  

толщ и н а  é p a i s s e u r

угол атаки  a n g l e  d ’a t t a q u e  
угол и зги б а  проф иля

a n g le  de f [exion  du 
profil

угол о т с та в а н и я  потока
a n g le  du r e t a r d  de c o u 
r a n t

угол п о в о р о та  потока
a n g le  de déf lex ion  du 
c o u ra n t  

угол р а с к р ы т и я  д и ф ф у зо 
р а  a n g l e  co n iq u e  

угол с л а б ы х  возм ущ ений 
(угол М а х а )  a n g l e  de 
p e r t u r b a t i o n s  débi les 
( a n g l e  de M a c h )  

угловая  д е ф о р м а ц и я  dé
f or m a t io n  a n g u l a i r e  

угловая  ск о р о сть  v i tesse  
a n g u l a i r e  

у д ар н ая  а д и а б а т а  courbe 
a d i a b a t i q u e  de  choc 

у д ар н а я  в о л н а  o n d e  de 
choc

фронт волны  f ront  de 
l’onde

толщ ина вытеснения é p a i 
ss eu r  de dépl acement  

толщ и н а  пограничного 
слоя ép a i s se u r  de la 
couche  l imite 

толщ ин а потери импульса 
é p a is s e u r  de la per te 
d ’im pu lse  

толщ ин а потери энергии 
é p a i s s e u r  de la per te 
d’é ne rg i e  

трехмерный поток cou
r a n t  de t ro i s  d imens ions  

т у р б о м аш и н а  turbo-ma-  
chinc

у д ар н ая  п о л я р а  polaire 
de choc 

удельны й spécif ique 
уд ел ьн ая  теплоемкость 

c h a le u r  spécif ique 
удельны й объем volume 

spéci f ique  
удельны й тепловой поток 

c o u r a n t  de cha leur  s p é 
cif ique

уравнение  неразрывности
éq u a t io n  de cont inui té  

уравнение обращ ения воз
действий équa t ion  de la 
r é duc t io n  d ’influences 

ускорение accélérat ion 
ускорение силы тяж ести 

acc é lé ra t io n  de grav i té  
установивш ееся  движение 

m o u v e m e n t  établi  
у стан о в к а  ins ta l la t ion  
установочный угол an g le  

d ’inc idence  
участок aire

фронт решетки f ront  de 
la t t i s



Р У С С К О - И С П А Н С К И Й  С Л О В А Р Ь

А

абсолю тн ая  скорость v e 
locidad absoluta  

абсолю тное д ви ж ен и е
movimiento  abso lu t o

а д и а б а т а  l ínea  a d i a b á t i 
ca;  a d i abá t i ca  

ади абатн ы й  к о э ф ф и ц и ен т  
полезного д ей стви я  r e n 
d imiento  a d i a b á t i c o

б арокли н н ая  ж и д к о сть
l íquido barocl ínico 

баротропн ая  ж и д к о сть  l i 
qu ido baro trópico

безвихревое д в и ж е н и е  m o 
vimi en to  sin t o r b e l l i n o s  

безлопаточны й s in  a le ta s ,  
s in p a le t a s

вес peso
взаимодействие i n t e r a c 

ción
вихрь torbell ino,  r em o l i no  
вихрь скорости r em ol in o  

de velocidad 
вихревое движение t o r 

bel l ino
вихревая  линия l inea  de 

torbe ll ino 
внезапное расш и рен и е  

expans ión  b rusc a  
внеш няя м еханическая  

р аб о та  t raba jo  m e c á n i 
co exter ior  

внешнее тепло c a lo r  e x 
ter ior

внутренняя э н ер ги я  e n e r 
gía in te rna  

возвращ ен ное  т е п л о  c a l o r  
devue lto  

воздействие in f lu e n c i a
воздуш н о-реак ти вн ы й  д в и 

гатель  m o to r  de p r o p u l 
sión por  r e a c c ió n  de  a i 
re, m ot o r  p u l s o r r e a c t o r  

возмущ ение p e r t u r b a c i ó n ,  
d i s turb io  

волновое со п р о ти в л ен и е  
res i s tenc ia  de l a s  o n d a s  

время t iempo 
втекаю щ ий que  e n t r a  
вход e n t r a d a ,  t o m a ,  a d m i 

sión. boca de e n t r a d a



ф р о н т  скач ка  уплотнения  функция тока fonc tion du 
f ro n t  de l’onde  de choc  couran t

ф р о н т о в а я  со став л я ю щ ая
c o m p o n e n t e  f ron ta le

x

х а р а к т е р и с т и к а  ca ra c t é -  х о р д а  corde 
r i s t iq ue

Ц

ц и р к у л я ц и я  скорости c i r c u l a t i o n  de v itesse

4

ч а с т н а я  производная  d é r iv ée  p a r t i a le

Ш

ш а г  реш етки pa s  de la t t i s

Э

э л е м е н т а р н ы й  é lé m e n ta i r e  
эл е м е н та р н ы й  объем  v o 

l u m e  é lé m ent a i r e  
э л е м е н т а р н а я  струйка  jet

é l é m e n ta i r e

я

я б л о к о в и д н а я  кри вая
c o u r b e  en forme de 
p o m m e

энергоизолированное те 
чение cou ra n t  i s o é n e r g é 
t ique

энтальпия en ta lp ie  
энтропия ent ropie 
эпициклоида épicycloide

я др о  потока no yau  du c o u 
r a n t



входное сечение sección 
de e n t r a d a

входной угол  ángu lo  de 
e n t r a d a

выт ек аю щ ий  que sale

вытесненная  масса  massa  
d e s p la z a d a

газ  g az
г азо вая  постоянная  c o n 

s t a n t e  del g a s  
г а зодин амическая  функ

ция func t ión  de la d iná 
mica  de los gases

д авл ен ие  pres ión  
давле ни е  торможе ния  p re 

s ión de reposo,  presión 
to ta l

двумерный поток cor r ien
te de dos  d imens iones 

дин ам ич еска я  добавка  
темп ерату ры  incremento 
d iná mico  de la t e m pe ra 
tura

дин ами ческа я  скорость v e 
loc idad d inám ica

ж идк ость  l íquido

и д еальн ая  ж и дк ос ть  líqui
do ideal ,  f luido ideal 

идеальный газ  g a s  ideal 
изоэнтропный эллипс élip- 

se i sent rópico

в ы х о д  sa l ida ,  boca de  s a 
l ida

вы ходное  сечение secc ión  
de  s a l id a  

выходной угол á n g u l o  de 
sa l i d a

в я з к о с т ь  v iscocidad,  d u 
c t i l i d a d  '

г i

го р л о  g a r g a n t a ,  boca,  co'n- 
. d uc to  '
г р а н и ц а  струи l imi te  del* 

ch o r ro
гр ани ч ны е  условия c o n d i 

c i o n e s ‘de co nt o rn o  , 1

, ■ I
Д

дин ами че ский к о э ф ф и ц и 
е н т  вязкости co ef ic ien te  
d in á m ic o  de v i s c o s id a d  

д и п о л ь  dipolo 

д л и н а  longi tud

д л и н а  свободного пр об ега  
м о л еку л  lon gi tud  del  
a l c a n c e  libre de la s  m o 
lé cu la s

д у г а  a r c o '

Ж

ж и д к а я  частица  p a r t í c u la  
l íqu ida

И

и н дук ти вн ое  сопротивле
ние  res i s tenc ia  i n d u c t i v a  

ис точник fuente



к

к а с а т е л ь н а я  t a n g e n t e  
касательн ое  н а п р я ж е н и е  

e s fuerzo  ( te n s ió n )  t a n 
ge nc ia l  

кинематический к о э ф ф и 
циент вязкости coef ic i 
e n t e  c in em á t ic o  d e  v i 
sc o s id ad  

количество  д в и ж е н и я  fu 
e r z a  viva ,  i m p u l s o  m o 
tor ,  imp uls o  a d q u i r i d o  

кольцевой  к а н а л  c a n a l  
a n u la r  

к о м о к  g r u m o
ком п лек сн ая  ск о р о с ть  v e 

loc idad co m p le ja  
ком плексное п ерем енн ое  

v a r ia b l e  co m p le ja  
комплексны й потен ц и ал  

potenc ial  c o m p le jo  
конвективное ускорен и е  

ace le rac ión  c o n v e c t iv a  
к о н тр о л ьн ая  п оверхн ость  

superf icie de  c o n t r o l  
косой скачок уплотн ен и я  

o n d a  de ch o q u e  d i a g o 
na l

коэфф ициент в о с с та н о в 
ления д ав л е н и я  coef ic i 
en te  de r e s t a b l e c i m i e n t o  
de pres ión  

коэф ф и ц и ен т  во сстан о в 
ления т е м п е р а ту р ы  c o 
ef ic ien te  de r e s t a b l e c i 
miento  de la t e m p e r a t u 
ra

ли н еари зация  l i n e a r  iz ac i 
ón

лини я  тока  l íne a  de c o r 
r ien te

коэффициент подъемной 
силы coeficiente  de le
v a n t a m i e n t o ;  coeficiente 
de s u s te n ta c ió n ;  coefici
en te  de a r r a s t r e  

коэффициент потери энер
гии coefic iente  de p é r 
dida de e n e r g ía  

коэффициент путевых по
терь coefic iente  de fr ic
ción de paso ;  coeficiente 
de fr icción de tubo 

коэффициент пути смеше
ния fac tor  de longitud  
de la mezcla  

коэффициент р асх о да  f a 
ctor  de d e s c a r g a  (de 
escape,  de sa l ida)  

коэффициент смягчения 
у д ар а  fac tor  de alivio de 
choque

коэффициент сопротивле
ния coefic iente  de re s i 
stencia

коэффициент лобового со
противления coeficiente 
de r e s i s tenc ia  f rontal  

коэффициент сопротивле
ния трения coeficiente 
de r e s i s tenc ia  de fricci
ón

криволинейный curvi l íneo 
кризис течения c ris is  de la 

cor r ien te  
критерий cr i ter io  
критическая скорость ve 

locidad c r í t ica

локальное  ускорение ace
le ración local  

ло п атка  pa la ,  paleta,  aleta



м

м ак си м ал ь н ая  скорость 
течения газа  velocidad 
m á x i m a  del gas  

м асса  m a s a
массовый расход flujo de 

m a s a ;  fluxión de m a sa ;  
g a s t o  de mas a  

м ассо вая  сила fuerza de 
m a s a

м еж лопаточны й канал c a 
n a l  en t re  pa las  

местный local

местная скорость v e l o c i 
da d  local 

местное ускорение a c e l e 
rac ión  local 

м ом ент mo m en to  
м омент количества  д в и 

ж ен ия  m o m e n t o  a n g u 
lar

мостообразны й с ка ч о к  
уплотнения o n d a  de  c h o 
que  de g a r g a n t a ;  o n d a  
de choque  de tu b o

H

начальны й участок fase 
inicial

невесомая жидкость l íqu i 
do impond erab le  

невязкий газ  g a s  sin v i 
scos idad  

неразры вность  cont inu i 
dad

н есж и м аем ая  жидкость
l íquido incomprensib le  

нетеплопроводный газ g a s  
no con duc to r  de calor;  
g a s  an t i té rmico

неустановивш ееся д в и ж е 
ние m ov im ie nt o  s in  r e 
g u la r id a d ;  m o v i m i e n t o  
s in u n i fo rm id ad  

н о р м ал ь  no rm a l ,  p e r p e n 
d icu la r

н о р м ал ьн ая  к о м п о н ен та
c o m ponen te  n o r m a l  

н ор м ал ьн ая  с о с т а в л я ю 
щ ая  c o m p o n e n te  n o r 
ma l

норм альное  н а п р я ж е н и е
tens ión  no rm a l

обобщ енный genera l izado  
обращ ен и е  revers ión de 

n úm eros ,  circulación 
обращ енн ы й reversible 
обтекание flujo 
обтекаем ы й current il íneo 
объем  v o lu m en 
объемны й расход cons u

mo volumétr ico,  flujo 
vo lumét r ico  

одномерный поток flujo 
de u n a  d imensión

о к р у ж н а я  с о с т а в л я ю щ а я
c o m p o n e n te  t a n g e n c i a l  

о п ератор  o pe ra do r  
о п ер ац и я  op erac ión  
оп ределить  d e t e r m i n a r  
о севая  с о с т а в л я ю щ а я  

c om ponen te  ax ial  
осесимметричный поток 

f lujo ax ia l - s im ét r ico  
основной участок s u p e r f i 

cie pr inc ipa l ,  á r e a  p r i n 
c ipa l



о сь  реш етки eje de ce los ía ,  
e je

о т в о д  evacuac ión ,  escape ,  
re pul s ió n ,  d e r r a m e

о тн оси тельн ая  скорость
v e lo c idad  re la t iv a

относительное д в и ж ен и е
m ov im ie nt o  re la t iv o

отражение ref lexión 
отрыв пограничного слоя

sepa rac ión  de la capa  
l imite

отрыв потока separac ión  
de cor r iente 

отсоединенная головная 
волна o n d a  de choque  
de cabeza  a p a r t a d a

п а р а м е т р ы  то р м о ж е н и я
p a r á m e t r o s  de f r e n a d o  

п атр у бо к  conducto,  tubo,  
t u b u l a d u r a  

переносн ая  скорость v e l o 
c i d a d  t ra n s i t o r i a  

переносное д ви ж ен и е  m o 
v im ie nt o  t r a n s i t o r io  

плоский поток c o r r i e n t e  
de dos d im ens io ne s  

.плоскоп араллельны й по
ток cor r ien te  p a r a l e l a  de 
dos  d ime ns i ones  

плотность  de n s i d a d  
плотность  за т о р м о ж е н н о 

го потока d e n s i d a d  de 
c o r r ie n t e  f re na da  

плотность  то к а  d e n s i d a d  
de cor r ien te  

п л о щ а д ь  поперечного се 
чения á rea  de secc ión  

; t r a n s v e r s a l
п л о щ а д ь  живого сечения

á r e a  de paso ;  á r e a  de 
secc ión de c o r r ie n te  

поверхность р а з р ы в а  su- 
per ficie de, d i s c o n t i n u i 
dad

пограничный слой c a p a  l í 
mi te

Лодвод (ж и д к о с ти )  su m i-  
’ n i s t ro ,  admisión, ,  e n t r a 

da

подобие se m e j a n z a  
показатель изоэнтропы 

exponente  isent róp ico  
показатель политропы ex

ponente  pol i t rópico  
показатель  степени ex p o 

nente
полное давлен и е  presión 

total
полный з а п а с  энергии

energ ía  to ta l  
полный им пульс impulso  

total
полярная  д и а г р а м м а  d i 

a g r a m a  polar ,  esquema 
polar

полярные координаты  co
o r d e n a d a s  po la res  

полярный угол á n g u l o  p o 
lar

потенциал potenc ia l  
поток и м п ульса  corr ien te  

de impulso 
поток массы cor r ie n te  de 

m as a
приведенная дли н а  трубы

longi tud  red uc id a  de t u 
bo

приведенная скорость v e 
locidad reduc ida  

приведенный расход  de
sc ar ga  red uc id a



прикладной apl icado 
приращ ение incremento 
продольный градиент д а в 

ления gra d ie n te  lo n g i t u 
d in a l  de presión 

проекция proyección 
п рои зводн ая  der ivada 
пространственный поток 

cor r ien te  de t res  d i m e n 
siones

р аб о та  t r aba jo  
р аб о та  вталкивания t r a 

ba jo  de introducción 
р а б о т а  выталкивания t ra -  

baoj  de expuls ión 
р аб о та  расширения t r a 

ba jo  de expans ión  
р аб о та  трения t r aba jo  de 

f ro ta mi en to  (de r o z a m i 
ento)

равновесие equilibrio,  b a 
lance

са м о л ет  avión 
сж ати е  compresión 
си ла  fuerza
си л а  трения fuerza de r o 

za m ie n to  o de fricción 
скач о к  уплотнения o n d a  

de choque  
скоростной коэффициент 

coef iciente de veloc idad 
скорость внешнего потока 

ve loc idad  de la c o r r ie n
te exter ior  

скорость возмущения v e 
loc idad de p e r t u r b a 
c ión  ' •.

проток ( к а н а л )  c a n a l  
проточная ч асть  ( м а ш и 

ны ) paso  de c o r r i e n t e  
профильное с о п р о т и в л е 

ние re s i s t enc ia  de  perfi l  
прямой скачок уплотн ен и я  

o nd a  de cho q u e  d i recta  
псевдоскачок p se udocho-  

que
путь смешения t r a y e c t o r i a  

de la mezc la

разреж ен и е  de p re s ió n ,  v a 
cío

р азреж енн ы й ra r i f ica do ,  
enrarecido ,  e v a c u a d o  

р а з м а х  к р ы л а  l ong i t ud  
de a la

разр ы в  d i s c o n t in u id a d ,  
ru p t u r a  

распространение  d ifusión,  
p ro p a g a c ió n  

расстояние d i s t a n c i a ,  a l 
cance

реш етка  ce los íia ,  re j i l l a

скорость зв у к а  ve l o c id ad  
acús t ica ;  v e l o c i d a d  de 
sonido

слабое возм ущ ен ие  p e r 
tu rb ac ió n  débi l  

совершенный г а з  (и д е 
альный г а з )  g a s  ideal  

соизмеримый con m esu -  
rab le

сопло tobera ,  sop lo  
со ставл яю щ ая  (си л ы , ско

рости) c o m p o n e n t e  
сплош ная  с р е д а  medio,  

sólido, medio  c o n t in u o  
сплош ность c o n t i n u i d a d



с р е дн е р ас х о д н а я  скорос ть
v e lo c id a d  de d e s c a r g a  
m e d i a

с р е д н я я  эк ви в а л е н т н а я  
ско рост ь  об тек ани я  р е 
ш етки ve loc idad  m e d ia

equivalen te  de [ lujo de 
celosía 

стенка pared
степень подогрева  g r a d o  

de c a le n ta m ie nt o  
сток desagüe;  de r r a m e  
струя chorro,  cor r ien te

т а н г е н ц и ал ь н а я  с о с т а в л я 
ю щ а я  (к о м п о н е н т а )
c o m p o n e n t e  t a n g e n c i a l  

та н ген ц и ал ьн ы й  р а з р ы в  
d is c o n t i n u id a d  t a n g e n 
c ia l

т е к у щ е е  значение  v a l o r  
c o r r i e n t e  

т е м п е р а т у р а  т о р м о ж е н и я  
t e m p e r a t u r a  de f r e n a d o  

т е м п е р а т у р а  частичного  
т о р м о ж е н и я  t e m p e r a t u r a  
de  f r enad o  parc ia l  

тепл ово й кризис c r i s is  
t é rm ico  

т еп ловой  поток c o r r ie n te  
de  ca lo r  

т е п л о п е р е п а д  di fe rencia  de 
ca l o r ;  di ferenc ia  té r m i c a  

теплопр ово дно сть  c o n d u 
c t ib i l i dad  de calor ,  c o n 
du c t i b i l i dad  té rm ic a

угол  а т ак и  á n g u l o  de a t a 
q ue

уг ол  изги ба  профил я á n 
g u l o  de f lexión de p e r 
fil

уг ол  отста вания  п отока
á n g u t o  de r e t a rd o  de  la 
c o r r ie n t e  

угол  повор ота  потока  án-

тепло трения ca lor  de ro 
zamiento  

термоди на мическая  тем* 
пература  te m p e r a t u r a  
te r m odi ná m ic a  

толщина espesor ,  g rueso ,  
espesura  

толщ ин а вытеснения  e s 
pesura  de d e s p l a z a m i e n 
to

толщина пограничного 
слоя e sp esu ra  de la ca pa  
l ímite

толщи на потери импульса
espesor  de la pé rd id a  de 
impulso 

толщ ин а потери энергии 
espesor  de la pé rd id a  de 
energ ía  

трехмерный поток co r r i 
en te  de t res  d im ens io ne s  

турбом ашина  t u r b o - m á 
quina

guio de def leccion de la 
cor r iente 

угол раскр ытия  диф фу зо -  
p a  án g u lo  cónico;  á n g u 
lo de convergenc ia  

угол слабых возмущений 
(угол М а х а )  á n g u l o  de 
pe r turbac iones  débi les  
( ángul o  de  M a c h )



уг лов ая  деф ормаци я d e 
formación a n g u l a r  

угловая  скорость ve loc i 
da d  a n g u l a r  

у д а р н а я  а ди а ба т а  c u rva  
ad i ab á t ica  de choque 

у д а р н а я  волна  onda  de 
choque  (de percusión)  

у д а р н а я  пол яра  polar  (f) 
de choque  

удельный específico 
удельн ая  теплоемкость c a 

lor específico 
удельный объем v ol um en  

específ ico 
удельный тепловой поток 

cor r ien te  de calor  e s p e 
cífico

ура вн ен и е  н е р а з р ы в н о с т и
ecuac ión  de  c o n t i n u i d a d  

уравне ние  о б р а щ е н и я  воз 
действий e c u a c ió n  de la 
reducc ión  de in f l u e n c ia s  

ускорение  a c e l e r a c i ó n  
ускорение силы т яж е с ти  

ace le r ac ión  de  g r a v e d a d  
у стан ови вш ееся  д в и ж е н и е  

m o v im ie n to  u n i f o r m e  
(cont inuo)  

у стан овка  in s t a l a c i ó n ,  m á 
quina ,  p l a n t a ,  a p a r a t o  

установочный угол  á n g u l o  
de incidenc ia  

участок  á r ea ,  super f ic ie ,  
pa r te

фронт  волны f rente de o n 
da

фронт  решетки f rende de 
celosía o de la o re ji l la  

фронт  скачка  уплотнения
fren te  de onda  de choque

харак тер ис тик а  c a r a c t e 
r íst ica

фронтова я  с о с т а в л я ю щ а я
co m p o n e n te  f r o n t a l  

функция т о к а  fu n c ió n  de 
cor r ien te

хорда  c ue rda ;  c u e r d a  de  
arco

Ц

циркуляция  скорости c i rcu l ac ión  de la ve l o c id ad

4
частная  производная d e r i v a d a  parc ia l

Ш

шаг решетки paso  de ce los í a  o de la rej i l la



э

э л е м е н т а р н ы й  e l em en ta l  
э л е м е н т а р н ы й  объем  v o l u 

m e n  e le m e n ta l  
э л е м е н т а р н а я  струйка  

c h o r r o  e leme nt a l  
э н ер г ои зо лир ов анн ое  те-

чение cor r ien te  i soener -  
gético 

энтальпия en ta lp ia  
энтропия en t rop ía  
эпициклоида  epicicloide

Я

я б л о к о в и д н а я  к ри ва я  сиг- ядро потока  cor r ie n te  
v a  en fo rm a  da m a n z a n a  princ ipal ;  núc leo de cor-

r iente

«<
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