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ВВЕДЕНИЕ

Подземная гидравлика — наука о движении жидкостей, газов и их 
смесей в пористых и трещиноватых горных породах. Она является 
той областью гидромеханики, в которой рассматривается не дви
жение жидкостей и газов вообще, а особый вид их движения — 
фильтрация, которая имеет свои специфические особенности. Она 
является теоретической основой разработки нефтяных, газовых 
и газоконденсатных месторождений.

Начало развитию подземной гидравлики было положено фран
цузским инженером А. Д арси, который в 1856 г. сформулировал 
и опубликовал обнаруженный им экспериментально закон, в со
ответствии с которым скорость фильтрации прямо пропорциональна 
градиенту давления.

Значительный вклад в развитие подземной гидравлики сделан 
Ч. Слихтером, рассмотревшим модели идеального и фиктивного 
грунта и показавшим, что пористость и просветность фиктивного 
грунта зависят не от диаметра частиц, а лиш ь от плотности их 
укладки.

В конце XIX в. Н. Е. Ж уковский опубликовал работу «Теоре
тическое исследование о движении подпочвенных, вод». Им впервы е 
выведены дифференциальные уравнения фильтрации, показано, 
что напор как функция координат удовлетворяет уравнению Л ап 
ласа, указано на математическую аналогию теплопроводности и 
фильтрации.

Н. Н. Павловскому принадлежит определяю щ ая роль в разви
тии теории фильтрации в гидротехническом направлении, введе
нии критерия Рейнольдса в подземную гидродинамику.

Существенный вклад в развитие теории фильтрации грунтовых 
вод внесла академик П. Я . Полубаринова-Кочина.

В начале 20-х годов XX в. начала развиваться нефтегазовая 
подземная гидромеханика. Основателем этого направления в тео
рии фильтрации в СССР стал академик Л. С. Лейбензон. Ему принад
лежит приоритете постановке и решении ряда задач подземной гид- 
рогазомеханики. Им проведены первые исследования по проблеме 
вытеснения газированной жидкости, созданы основы теории филь
трации природных газов. В 1934 г. он опубликовал первую в ми
ровой литературе обширную монографию «Нефтепромысловая ме
ханика», в которой систематически изложены основы подземной 
гидравлики.

Дальнейшее развитие нефтегазовой подземной гидромеханики 
в СССР связано с именами многочисленных учеников академика 
Л . С. Лейбензона. Выдающийся вклад в развитие теории филь
трации в нефтегазоводоносных пластах внесли академик С. А . 
Христианович, профессора Б . Б . Л ап ук, И. А. Чарны й, В. Н . Щ ел-
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качев. Написанные ими монографии и учебники стали классиче
скими, основополагающими. Они имеют большое научно-методи
ческое значение. Следует отметить такж е учебные пособия по неф
тяной подземной гидравлике А. М. Пирвердяна и Г .Б . Пыхачева.

В послевоенный период теория фильтрации нефти, газа и воды 
развивается трудами советских ученых, среди которых следует 
отметить работы М. Т. Абасова, И. М. Аметова, Г. И. Баренблатта, 
Ю. П . Борисова, С. Н . Бузинова, Г. Г. Вахитова, М. М. Глогов- 
ского, Г. Л . Говоровой, А. Т. Горбунова, М. А. Гусейн-Заде, 
В. Л . Данилова, Ю. В. Ж елтова, Ю . П. Ж елтова, С. Н. Закирова, 
Г. А. Зотова, В. М. Ентова, Р . Г. Исаева, Ю. П. Коротаева, 
Е . М. Минского, А. К- Курбанова, Ю . М. Молоковича, А. X . Мирза- 
джанзаде, Н . Н . Непримерова, В. Н . Николаевского, А. М. П ир
вердяна, Г. Б . Пыхачева, Г. В. Рассохина, М. Д . Розенберга, 
Э. В. Соколовского, М. Л . Сургучева, М. М. Саттарова, Ф. А. Тре- 
бина, Э. Б . Ч екалю ка, М. В. Филинова, М. И. Ш видлера, И. Д . Ум- 
рихина, А. Л . Хейна. Работы этих ученых и их учеников обеспе
чили успешное развитие подземной гидрогазомеханики, явившейся 
теоретической основой теории и практики разработки нефтяных 
и газовых месторождений, что обеспечило ускоренное развитие неф
тегазодобывающей промышленности нашей страны.

За  рубежом такж е ведутся широкие исследования в области 
нефтегазовой подземной гидрогазомеханики. Стали классическими 
экспериментальные исследования, проведенные в США еще в 30-е 
годы Р. Виковым и Г. Ботсетом по изучению фазовых проницае
мостей. Существенное значение имеют основы теории двухфазной 
фильтрации, предложенные С. Баклеем и М. Левереттом. В области 
теории упругого режима и фильтрации неоднородных жидкостей 
известны труды М. М аскета. Значительное влияние на развитие 
теории фильтрации оказала работа А. Ван Эвердингена и У. Херста 
о притоке упругой жидкости к скважине. Большое значение имеет 
фундаментальная работа Р . Коллинза, посвященная течению ж ид
костей через пористые материалы. Монографии по подземной гид- 
рогазомеханике изданы во Ф ранции А. Упёром, в Канаде — 
А. Э. Ш ейдеггером, X . Азизом и Э. Сеттари, в СРР — Н. Кристеа.

В последнее десятилетие нефтегазовая подземная гидрогазоме- 
ханика получает дальнейшее развитие под влиянием новых акту 
альных задач, выдвигаемых практикой разработки нефтяных и га
зовых месторождений, усложнением горно-геологических и термо
барических условий их залегания и эксплуатации.

В связи с этим интенсивно развиваю тся:
теория многофазной многокомпонентной фильтрации флюидов 

в деформируемых неоднородных пластах;
физико-химическая гидродинамика и гидродинамика новых ме

тодов извлечения нефти и газа из недр;
подземная гидродинамика неньютоновских жидкостей; 
подземная гидротермодинамика и некоторые другие специаль

ные разделы теории фильтрации нефти и газа.
Д л я  гидродинамического исследования этих вопросов приме
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няют широко развитый аппарат математической физики, а такж е 
вероятностно-статистические и другие методы.

Огромное значение для развития этих исследований имеет ши
рокое использование возможностей современной вычислительной 
техники. В настоящее время получает интенсивное развитие новый 
раздел нефтегазовой подземной гидромеханики — вычислительная 
подземная гидрогазомеханика. Некоторые из этих новых вопросов 
нашли отражение в предлагаемом вниманию учебнике, написанном 
преподавателями кафедры нефтегазовой и подземной гидромеха
ники МИНГ им. И. М. Губкина.

При написании книги авторы исходили из следующих трех ос
новных концепций.

1. Современное состояние и перспективы дальнейшего разви 
ти я нефтяной и газовой промышленности характеризую тся пере
ходом на интенсивные методы разработки месторождений, услож 
нением горно-геологических условий их эксплуатации и в связи  
с  этим многообразием гидродинамических, термических и физико
химических методов воздействия на природные резервуары  и на
сыщающие их флюиды в целях повышения степени извлечения угле
водородов из недр. Все это требует от инж енера-разработчика гл у 
боких знаний в области подземной гидравлики.

2. В свете сказанного в студенческом курсе подземной гид
равлики должны быть представлены не только фундаментальные 
основы дисциплины, но и современные научные разработки. П оэ
тому в учебник включены разделы, которые до настоящего времени 
в курсе не читались и в учебных пособиях не излагались (ф изико
химическая подземная гидравлика, ф ильтрация неньютоновских 
жидкостей и т. д.).

3. Практика показывает, что проектирование разработки неф
тяных и газовых месторождений в настоящее время не может обой
тись без существенного использования электронно-вычислительной 
техники. Видно, что применение ЭВМ будет в дальнейшем расш и
ряться. Поэтому в курсе показано, как доводятся до расчетов на 
ЭВМ решения основных задач нефтегазовой подземной гидроме
ханики.

В заключение авторы выражают благодарность тем, кто помо
гал им в создании этого учебника. Больш ую  помощь при написа
нии гл. 10 оказал канд. техн. наук П . Г. Бедриковецкий, а гл . 13 — 
канд. физ.-мат. наук Г. П. Цыбульский. Авторы выражаю т искрен
нюю благодарность проф. Г. И. Баренблатту и проф. А. К- К урба
нову, просмотревшим некоторые разделы учебника и сделавш им 
ценные замечания по улучшению их содерж ания. Авторы благо
дарны Н. А. Поповой, 3 . А. Сухотиной, Н . А. Таировой, А. Я . Тре- 
биной за большую помощь, оказанную при подготовке рукописи 
книги.



Г л а в а  1

ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ и ЗАКОНЫ  
ФИЛЬТРАЦИИ НЕФТИ, ГАЗА И ВОДЫ

§  1. О СО БЕ НН ОС Т И  Д В И Ж Е Н И Я  Ф Л Ю И Д О В  В П Р И Р О Д Н Ы Х  

П Л А С Т А Х

Нефть и природные газы заключены в недрах Земли. Скопления их 
теснейшим образом связаны с вмещающими горными породами, а 
такж е со структурными и другими особенностями пластов. Горные 
породы, которые могут служить вместилищем нефти и газа и в то

ж е время отдавать их при разработке, 
называются породами-коллекторами.

Природные жидкости (нефть, газ, по
дземные воды) находятся в основном 
в пустотах — порах и трещинах осадоч
ных горных пород. Их движение проис
ходит либо вследствие естественных про
цессов (миграция углеводородов), либо 
в результате деятельности человека, свя
занной с извлечением полезных ископае
мых и эксплуатацией гидротехнических 
сооружений. Движение жидкостей, газов 
и их смесей через твердые тела (вообще 
говоря, деформируемые) по связанным меж
ду собой порам или трещинам называется 

фильтрацией. Теория фильтрации, являю щ аяся разделом меха
ники сплошных сред, получила большое развитие в связи с потреб
ностями гидротехники, гидромелиорации, гидрогеологии, горного 
дела, нефтегазодобычи, химической технологии и т. д. Теоретиче
ской основой разработки нефтегазоводоносных пластов является 
нефтегазовая подземная гидромеханика, изучающая фильтрацию 
нефти, газа и воды в пористых и (или) трещиноватых горных по
родах.

Д вижение флюидов в проницаемых толщах осадочных гор
ных пород обусловливает особенности, существенно отличающие 
методы изучения нефтегазовой подземной гидромеханики не только 
от обычной гидродинамики (движение жидкостей в открытом про
странстве), но и от способов исследования других процессов филь
трации (например, в химической технологии или гидротехнике).

Поровое пространство осадочных горных пород — сложная 
нерегулярная система сообщающихся межзеренных пустот, в ко
торой трудно выделить отдельные поровые каналы (рис. 1.1). Р аз
меры пор в песчаных породах составляют обычно единицы или де
сятки  микрометров (мкм). Еще сложнее поровое пространство кар
бонатных пород (известняков, доломитов), которое характеризуется;
6



более неоднородной системой первичных пор, а такж е наличием 
трещин, каналов и каверн, возникших после образования самой 
породы.

Строение нефтяных и газовых залежей осложняется значитель
ной неоднородностью пород, слоистостью их строения, наличием 
тектонических нарушений (разрывов сплошности породы). Р а з 
ведка месторождений, исследование пластов, извлечение нефти 
л газа осуществляются через отдельные скважины диаметром 
1 0 0 — 2 0 0  мм, отстоящие друг от друга на сотни метров.

Теорию фильтрации нефти и газа в природных пластах характе
ризуют следующие особенности.

1. Невозможность изучать движение флюидов в пластах п ря
мыми обычными методами гидродинамики, т. е. путем решения 
уравнений движения вязкой жидкости для области, представленной 
совокупностью всех пор.

2. Сочетание разных масштабов, определяемых различными 
характерными размерами, отличающимися на многие порядки: 
размером пор (единицы и десятки микрометров), диаметром сква
жин (десятки сантиметров), расстоянием между скважинами 
(сотни метров), протяженностью месторождений (десятки километ
ров). Масштаб неоднородности пластов вдоль и поперек их прости
рания может иметь практически любые значения.

3. Ограниченность и неточность сведений о строении и свойст
вах пластов и пластовых флюидов, не позволяющие построить од
нозначную модель пластовой залеж и.

Эти особенности приводят к формулировке основных модель
ных представлений и разработке методов подземной гидравлики, 
направленных прежде всего на установление качественных зак о 
номерностей процессов и на создание расчетных схем, мало чувст
вительных к точности исходных данных. При этом познавательная 
и практическая ценность получаемых результатов в значительной 
степени определяется четкостью постановки расчетной задачи и 
глубиной предварительного анализа имеющихся данных.

§ 2. ПОРИС Т АЯ  С Р Е Д А  И ЕЕ Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Е  
Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И

Под пористой средой подразумевается множество твердых частиц, 
тесно прилегающих друг к другу, сцементированных или несце
ментированных, пространство между которыми (поры, трещ ины) 
может быть заполнено жидкостью или газом.

Поровое пространство природного пласта ввиду сложности и не
регулярности его структуры можно рассматривать как  систему 
с большим числом однородных элементов, слабо связанны х между 
собой. Из статистической физики известно, что такие системы мо
гут быть описаны как некоторые сплошные среды, свойства кото
рых не выражаю тся через свойства составляющих элементов, а 
являю тся усредненными характеристиками достаточно больш их 
объемов среды. Таким образом, в теории фильтрации, как  и в гид



родинамике, принимается, что пористая среда и насыщающие ее 
флюиды образуют сплошную среду, т. е. заполняю т любой выделен
ный элементарный объем непрерывно. Это накладывает определен
ные ограничения на понятие элементарного объема порового про
странства. Под элементарным объемом понимают объем, в котором 
заклю чено большое число пор и зерен, так что он достаточно велик 
по сравнению с размерами пор и зерен породы. Д ля  него вводятся 
локальны е усредненные характеристики системы флюид—пористая 
среда. В применении к меньшим объемам выводы теории фильтра
ции становятся несправедливыми.

Если объем пор при изменении давления жидкости в них не 
изменяется, то такая  пористая среда считается недеформируемой. 
Если ж е изменением объема порового пространства пренебречь 
нельзя, то такую пористую среду следует рассматривать как уп
ругую . Плотные песчаники или известняки, перебитые мелкими тре
щинами, образуют трещиновато-пористую среду.

Одна из важнейших характеристик пористой среды — пори
стость, измеряемая коэффициентом пористости.

К о э ф ф и ц и е н т  п о р и с т о с т и  т  есть отношение 
объема пор Vn в некотором элементе пористой среды ко всему объему 
V данного элемента:

m =  V„IV. (1.1)
Н аряду  с пористостью иногда вводится понятие просветности 

(площадной пористости), под которой понимается отношение пло
щади просветов соп в некотором сечении пористой среды ко всей 
площади этого сечения со.

Просветность измеряется к о э ф ф и ц и е н т о м  п р о с в е т 
н о с т и

п =  оэп/со. ( 1 .2 )

Можно доказать, что в данной точке пласта просветность не- 
зависит от выбора направления сечения и равна пористости (п т).

Коэффициент пористости одинаков для геометрически подобных 
сред; он не характеризует размеры пор и структуру порового про
странства. Поэтому для  описания пористой среды необходимо вве
сти такж е некоторый характерный размер порового пространства. 
Существуют различные равноценные способы определения этого 
разм ера. Естественно, например, за характерный размер принять 
некоторый средний размер порового канала d  или отдельного зерна 
пористого скелета.

Первые теоретические исследования порового пространства 
проводились с помощью идеализированных моделей грунта, на
зываемых идеальным и фиктивным грунтами. Под идеальным грун
том понимается модель пористой среды, поровые каналы которой 
представляю т собой пучок тонких цилиндрических трубок (капил
ляров) с параллельными осями. Фиктивным грунтом называется 
модель пористой среды, состоящая из шариков одинакового диа
м етра. В конце прошлого столетия американский гидрогеолог



Ч . Слихтер развил упрощенную теорию фильтрации, позволяющую 
сравнивать движение жидкости по поровым каналам  с течением 
жидкости по цилиндрическим трубкам. Основываясь на модели 
фиктивного грунта, он рассмотрел такж е геометрическую задачу, 
позволяющую связать пористость с углами, образованными радиу
сами соприкасающихся шаров, моделирующих пористую среду, 
при их различной упаковке.

Простейшим геометрическим параметром, характеризую щ им р аз
мер порового пространства, является эффективный диаметр d3ф 
частиц грунта. Его можно определить в результате механического 
анализа грунта. Эффективным диаметром частиц, слагающих ре
альную  пористую среду, называется такой диаметр шаров, обра
зующих фиктивный грунт, при котором гидравлическое сопротив
ление, оказываемое фильтрующейся жидкости в реальном и экви
валентном фиктивном грунте, одинаково. Однако на практике эф
фективный диаметр зерен йЭф определить трудно (особенно для 
сцементированных песчаников). Поэтому теория Ч . Слихтера не 
нашла широкого практического применения.

Д ля определения геометрической структуры  пористой среды, 
существенно влияющей на фильтрационные параметры, кроме по
ристости и эффективного диаметра, нужны дополнительные объек
тивные характеристики. Определенную информацию о микрострук
туре порового пространства дают кривые распределения размеров 
пор и зерен. Поэтому предпринимались многочисленные попытки 
определения геометрических и гидродинамических характеристик 
пористой среды на основе кривых распределения. Однако зависи
мости характеристик пористой среды от параметров кривых рас
пределения не могут быть универсальными.

§ 3.  СКОРОСТЬ Ф И Л Ь Т Р А Ц И И .  З А К О Н  Д А Р С И  —  Л И Н Е Й Н Ы Й  
З А К О Н  Ф И Л Ь Т Р А Ц И И

Основной характеристикой фильтрационного движ ения является
вектор скорости фильтрации w, который определяется следующим 
образом. Выберем произвольную точку М  пористого пласта, че
рез который фильтруется ж идкость, и проведем через нее элемен
тарную площадку Д о (рис. 1.2). Через выделенную площ адку в 
единицу времени протекает масса жидкости AQm (элементарный
массовый расход) .Тогда проекция вектора w  на нормаль п к вы
деленной площадке

wn =  lim  , (1-3)
дю-^о pAco

где р — плотность жидкости.
Подчеркнем, что массовый расход в (1.3) делится на полную 

площадь Асо, а не на ее часть, занятую  порами. Поэтому очевидно, 
что скорость фильтрации не является действительной средней ско
ростью движения в живом сечении фильтрационного потока. Сог
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ласно (1.3), скорость фильтрации w имеет размерность скорости 
(м/с в СИ) и обладает свойствами вектора.

Установим связь между скоростью фильтрации w и действитель
ной средней скоростью v движ ения. Действительное (физическое) 
течение флюида в каждом живом сечении пласта Aw осуществляется 
через суммарную площадь активных пор Асоп. Поэтому имеем

vn =  lim
Дйп->-о рДшп

Сравнивая последнее равенство с (1.3), используя (1.2), а также 
условие равенства пори
стости т  и просветности п,  
находим

wn = m v n. (1.4)
П оскольку 0 < т < ; 1 ,  

из (1.4) следует, что 'ско- 
рость фильтрации ^ м е н ь 
ше действительной средней 
скорости v  течения флюи
да.

Таким образом, при 
введении скорости филь
трации рассматривается 
некоторый фиктивный 
фильтрационный поток, 
в котором расходы через

Рис. 1.2.  Элем ен
тарная площадка  
пористого пласта

Рис.  1.3.  Установка А. Д арси для 
исследования течения воды через  
вертикальные песчаные фильтры

любое сечение равны реальному расходу флюида, поля давлений 
фиктивного и реального потока идентичны, а сила сопротивле
ния фиктивного потока равна реальной силе сопротивления. 
При этом принимается, что скорость фильтрации непрерывно 
распределена по объему и связана со средней скоростью действи
тельного движ ения равенством (1.4).

Основное соотношение теории фильтрации — закон фильтра
ции — устанавливает связь между вектором скорости фильтрации 
и тем полем давления, которое вызывает фильтрационное течение. 
Первые экспериментальные наблюдения за движением воды в тру
10



бах, заполненных песком, провели французские инженеры Д арси  
(1856 г.) и Дюпюи (1848— 1863 гг.). Этими работами было положено 
начало теории фильтрации. Именем Д арси назван линейный з а 
кон фильтрации, который он установил, создавая первую совер
шенную систему водоснабжения в Европе. Анри Д арси исследо
вал течение воды через вертикальные песчаные фильтры (рис. 1.3), 
что требовалось для нужд водоснабжения г. Д иж она. В результате 
тщательно проведенных экспериментов он установил свою, полу
чившую широкую известность, экспериментальную формулу:

Q = ^  н ' - н *..П =  кф^ - 9 . ,  (1.5)

где Q — объемный расход жидкости через песчаный фильтр, длина 
которого L, а площадь поперечного сечения Q; А Н  =  — Я 2 —■ 
разность напоров воды над фильтром и у его основания; k$ — ко
эффициент пропорциональности в формуле (1.5), названный коэффи
циентом фильтрации, который зависит как от структуры пористой 
среды, так и от свойств фильтрующейся жидкости. Этот коэффи
циент &ф, как следует из (1.5), имеет размерность скорости и х а 
рактеризует расход потока через единицу площади сечения, пер
пендикулярного к потоку, под действием единичного градиента 
напора.

Коэффициент фильтрации k$ используется обычно в гидротех
нических расчетах, где приходится иметь дело с одной жидкостью — 
водой. При исследовании фильтрации нефти, газа и их смесей не
обходимо разделить влияние свойств пористой среды и жидкости. 
В этом случае формула Д арси (1.5) записывается обычно в несколько 
ином виде, а именно

Q =  _ * _ n g _ ^ Q ,  ( 1 .6 )

или
W k Ар* (1.7)

Ц L

где (.1 — динамический коэффициент вязкости; р* =  рg H  =  р  - f  
r  рgz  — приведенное давление (очевидно, приведенное давление 

р* совпадает с истинным средним давлением р  при z =  0 ); k  — ко
эффициент проницаемости, который не зависит от свойств ж идко
сти и является динамической характеристикой только пористой 
среды. Из (1.6) следует, что коэффициент проницаемости имеет 
размерность площади, так что в СИ [k ] =  м2. При этом проницае
мость большинства горных пород выражается весьма малыми чис
лами. Так, проницаемость крупнозернистых песчаников состав
ляет 1 0 - 1 2 — 1 0 ~ 13 м2 ( 1 —0 ,1  мкм2), проницаемость плотных песча
н и к о в — около 1 0 ~ 14— 1 0 - 1 5  м2 (0 , 0 1 —0 ,0 0 1  мкм2).

Из сравнения (1.6) и (1.5) находим связь между коэффициен
тами фильтрации кф и проницаемости k\

& Ф =— pg- ( 1 -8 )
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Большинство фильтрационных течений, встречающихся на прак
тике, имеет скорости порядка 10~4— 10- 5  м/с и менее. Поэтому, 
пренебрегая скоростным напором v 2/2g,  под напором можно по
нимать величину Н  =  z  +  p/pg.  Тогда закон Дарси в формуле
(1.5) или (1.6) можно истолковать как  выражение закона сопро
тивления при фильтрации, который показывает, что между поте
рей напора А Н  и расходом Q существует линейная зависимость. 
П ри этом, поскольку скорость фильтрационного потока мала, силы 
инерции несущественны.

Коэффициент фильтрации k$ или коэффициент проницаемости 
k  определяют экспериментально при помощи специального при
бора — пермеаметра, содержащего образец исследуемого грунта

(рис. 1.4). Общий расход Q фильтрационного потока при этом под
держ ивается постоянным. Напоры Н х и Н 2 измеряются двумя 
пьезометрами, соединенными с пористой средой в сечениях 1 и 2. 
П ревыш ения центров сечений над плоскостью сравнения равны 
z x и z 2, а давления — р х и р % соответственно; расстояние между 
этими сечениями по оси цилиндра составляет L.  В соответствии 
с формулой (1.5) или (1.6) имеем

Q „ „ „  u ____
Q ( A H / L ) Q()g (ДЯ/L)

где градиент напора можно представить в виде

А Н  __  г ,  —  г 2 Р х —  Р 2 _  Р*\ Р *2 

L  L p g L  p g L

В природных условиях коэффициент проницаемости опреде
л яется в результате специального исследования скважин, в кото
ром такж е используется устанавливаемая в опыте связь между 
изменением давления в скважинах и их дебитом.
12



§  4.  Г Р А Н И Ц Ы  П Р И М Е Н И М О С Т И  З А К О Н А  Д А Р С И .
Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  З А К О Н Ы  Ф И Л Ь Т Р А Ц И И

Проверке и исследованию пределов применимости закона Д арси  
посвящено значительное число работ. В процессе этих исследова
ний показано, что существуют две основные группы причин откло
нения от закона Дарси:

1) отклонения, связанные с проявлением инерционных сил при 
высоких скоростях фильтрации (верхняя граница применимости 
закона Дарси);

2 ) отклонения при достаточно малых скоростях фильтрации, 
вызванные проявлением неньютоновских реологических свойств 
жидкости, ее взаимодействием с твердым скелетом пористой среды 
(нижняя граница применимости закона Д арси).

Рассмотрим каждый из этих предельных случаев, которые при
водят к нелинейным законам фильтрации.

Верхняя граница применимости закона Дарси

Наиболее полно изучены отклонения от закона Д арси, вызван
ные проявлением инерционных сил при увеличении скорости филь
трации. Верхнюю границу применимости закона Дарси связы ваю т 
обычно с некоторым критическим (предельным) значением R eKI> 
числа Рейнольдса:

Re =  wd.lv,
где d  — некоторый характерный линейный размер пористой средьг 
v — кинематический коэффициент вязкости флюида (v =  |я/р).

Многочисленные экспериментальные исследования были н а
правлены на вывод универсальной зависимости (по аналогии с 
трубной гидравликой) коэффициента гидравлического сопротивле- 
ления к  от числа Рейнольдса. Однако вследствие различной струк
туры и состава пористых сред получить такую  универсальную з а 
висимость не удается.

Первая количественная оценка верхней границы применимости 
закона Дарси была дана более 60 лет назад Н . Н. Павловским, 
который, опираясь на результаты Ч . Слихтера, полученные для 
модели идеального грунта, и полагая характерный размер d  рав
ным эффективному диаметру d3ф , вывел следующую формулу для 
числа Рейнольдса:

Re = --------- ^ ---------. (1.9)
(0 ,7 5 т  -|- 0,23) v

Использовав эту формулу и данные экспериментов, Н . Н . П ав
ловский установил, что критическое значение числа Рейнольдса 
находится в пределах

7 ,5 < R e Kp< 9 .

Достаточно узкий диапазон изменения значений R eKp объяс
няется тем, что в опытах использовали не слишком разнообразные 
образцы пористых сред.
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Наиболее полные опыты по определению верхней границы при
менимости закона Д арси были выполнены А. И. Абдулвагабовым.

Д л я  удобства обработки этих и других опытов В. Н . Щ елкачев 
предложил использовать безразмерный параметр, названный им 
параметром Д арси и определяемый равенством

D a: w\i!k w uL

ApIL kA p
( 1 . 10)

Отсюда видно, что параметр Д арси представляет собой отно
шение силы вязкого трения к силе давления. Сравнивая равенство 
(1.10) и закон Д арси  (1.6) (для случая горизонтального пласта, 
когда р* =  р), можно утверждать, что если справедлив закон 
Д арси , то

D a = l .  (1.11)

0,01 1000 Ке

Рис.  1.5.  Зависимость параметра Дарси от числа Рейнольдса

Таким образом, равенство (1.11) должно выполняться при 
R e<c R sKp.

Введение параметра Da упрощает исследование границы при
менимости линейного закона фильтрации. Действительно, если по 
оси абсцисс откладывать lg Re, а по оси ординат lg Da, то, 
поскольку lg Da =  0 при R e < R e Kp, графиком зависимости lg Da 
от lg Re будет прямая, совпадающая с осью абсцисс до тех пор, пока 
R e < R e Kp. К ак только на этом графике линия начнет отделяться 
от оси абсцисс, сразу  ж е обнаружится нарушение закона Д арси 
(это соответствует значениям D a< 1 ,  lg D a< 0 ) .  Значение Re, при 
котором станет заметно отклонение упомянутой линии от оси абсцисс, 
и будет критическим.

Д л я  иллюстрации сказанного на рис. 1.5 приведен на логариф
мической сетке график зависимости lg Da от lg Re, представляющий 
собой результат обработки опытов А. И . Абдулвагабова по форму
лам В. Н . Щ елкачева (табл. 1.1). Различные кривые на этом гр а
фике, отходящие от оси абсцисс (lg Re), соответствуют области 
нелинейной фильтрации (lg Da <  0) для различных образцов 
пористых сред.

Основываясь на этих соображениях, В. Н . Щ елкачев провел 
критический анализ и сравнение формул, полученных разными ис
следователями, д л я  определения Re в подземной гидравлике и 
оценил возможные критические значения числа Рейнольдса ReKp,
14
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соответствующие верхней границе применимости закона Д арси. 
Результаты  такого сопоставления приведены в табл. 1.1.

|В  формулы табл. 1.1. (графы 4—8 ) в качестве характерного раз
мера входят величины, пропорциональные д/ F .  Эти формулы не 
имеют принципиальных преимуществ друг перед другом и одина
ково удобны для практического использования. Характерным для 
этих формул является то, что все они приводят к очень широким 
диапазонам изменения ReKp для различных пористых сред. Это 
представляется вполне естественным ввиду разнообразия свойств 
испытанных пористых сред. С другой стороны, это свидетельствует
о том, что ни в одну из предложенных формул д ля  определения Re 
не входит полный набор параметров, позволяющий характеризо
вать сложную структуру пористых сред; использование для этой 
цели коэффициентов пористости и проницаемости оказывается явно 
недостаточным.

Вместе с тем широкий диапазон изменения значений ReKp можно 
разбить на сравнительно узкие интервалы, соответствующие раз
личным группам образцов пористых сред. Это облегчает указание 
возможной верхней границы применимости закона Дарси при дви
ж ении флюида в какой-либо пористой среде.

И так, при значениях числа Рейнольдса R e > R e Kp линейный 
закон  Д арси перестает быть справедливым. Первое обобщение за 
кона Д арси на случай больших Re, основанное на опытных данных, 
было выполнено Дюпюи, который сформулировал двучленный закон 
ф ильтрации, носящий имя австрийского исследователя Ф. Форх- 
геймера, независимо установившего его несколько позднее.

В принятых сейчас обозначениях это соотношение можно пред
ставить в виде (для простейшего случая прямолинейно-параллель
ного течения)

= - И - а ,  +  р _ ( 1. 12)  
L  k  У *

где р — дополнительная константа пористой среды, определяемая 
экспер иментально.

Первое слагаемое в правой части (1.12) учитывает потери дав
ления вследствие вязкости жидкости, второе — инерционную со
ставляю щ ую  сопротивления движению жидкости, связанную с кри- 
волинейностью поровых каналов. Из (1.12) следует, что при малых 
скоростях фильтрации квадратом скорости w 2 можно пренебречь 
и градиент давления будет зависеть только от первого слагаемого 
т. е. движение будет безынерционным (по закону Дарси). При 
больш их скоростях фильтрации силы инерции становятся сущест
венными и будут сопоставимы или даже преобладать над силами вяз
кости .

Х орош ая согласованность соотношения (1.12) с данными про
мысловых и экспериментальных наблюдений была установлена 
в многочисленных работах советских и зарубежных исследовате
лей . Это свидетельствует о том, что это соотношение представляет
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нечто большее, чем простую эмпирическую формулу, поскольку 
оно хорошо выполняется даже для очень больших скоростей филь
трации. Физический смысл этого заключается в том, что при боль
ших скоростях быстропеременное движение в порах вследствие 
«извилистости» поровых каналов сопряжено с появлением значи
тельных инерционных составляющих гидравлического сопротив
ления. С увеличением числа Рейнольдса квадратичный член в вы
ражении ( 1 . 1 2 ) оказывается преобладающим, силы вязкости  — пре
небрежимо малы по сравнению с силами инерции, и (1 . 1 2 ) сводится 
тогда к квадратичному закону фильтрации, предложенному 
А. А. Краснопольским, который имеет место лишь в средах, состоя
щих из частиц достаточно крупных размеров.

Работами Е. М. Минского и других исследователей показано, 
что двучленный закон фильтрации ( 1 . 1 2 ) является физически наи
более обоснованным и осуществляется при всех числах Рейнольдса, 
встречающихся в практике разработки нефтегазовых месторожде
ний.

Следует указать, что при исследованиях фильтрационных по
токов в условиях нарушения закона Дарси использую тся нели
нейные законы и в виде одночленной, степенной формулы

где С и п  — некоторые постоянные, определяемые опытным путем 
причем 1 ^  2 .

При п =  2 формула (1.13) превращ ается в формулу, вы раж аю 
щую квадратичную зависимость между скоростью фильтрации w 
и градиентом давления Ap/L,  т. е. в формулу К раснопольского.

Отклонения от закона Дарси при малых скоростях фильтрации

В опытах, проведенных в конце прошлого века с тонкозернис
тыми грунтами при малых скоростях, было обнаруж ено увели
чение скорости фильтрации с ростом градиента давления более 
быстрое, что это дает линейный закон Д арси. Однако объяснение 
этого факта не приводилось.

Начиная с 50-х годов XX в. появилось большое число теоре
тических и экспериментальных работ, подтвердивших наруш ения 
закона Д арси в области малых скоростей. Это явление заметнее 
всего при движении воды в глинах, но наблюдается так ж е и при 
фильтрации в песках и песчаниках не только воды, но и нефтей. 
При этом во всех экспериментах обнаруживалась сущ ественная 
нелинейность закона фильтрации при малых скоростях.

Объяснение этого явления заклю чается в том, что при малых 
скоростях фильтрации становится существенным силовое взаим о
действие между твердым скелетом породы и фильтрую щ имся флюи
дом, которое может дать преобладающий вклад в фильтрационное 
сопротивление. При весьма малых скоростях потока сила вязкого 
тр ен и я  пренебрежимо мала, тогда как сила межфазового взаимо

(1.13)
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действия остается при этом конечной величинои, поскольку она не 
зависит от скорости и определяется только свойствами контакти
рую щ их фаз. В результате такого взаимодействия нефть, содержа
щ ая поверхностно-активные компоненты, в присутствии пористого 
тела с развитой поверхностью образует устойчивые коллоидные 
растворы  (студнеобразные пленки), частично или полностью пе
рекрываю щ ие поры. Чтобы началось движение, нужно разрушить 
эту структуру, приложив некоторый перепад давления. В случае 
фильтрации воды в глинизированных породах аналогичные сооб
раж ен ия относятся к образованию коллоидных глинистых раство
ров; при этом структурообразующий компонент—глинистые ча
стицы — можно заимствовать из самого материала твердого ске
лета .

Приведенные факты показывают, что многие жидкости (нефть, 
пластовая вода), не проявляющие аномальных свойств вне кон
такта с пористой средой, при малых скоростях фильтрации могут 
образовывать неньютоновские системы, взаимодействуя с пористой 
породой. Наличие начального градиента давления 7 , при дости
ж ении которого начинается фильтрация, было обнаружено и при 
движении флюидов в газоводонасыщенных пористых средах. При 
этом было установлено, что у  изменяется в широких пределах и в 
больш инстве случаев тем выше, чем больше глинистого материала 
содерж ится в пористой среде и чем выше остаточная водонасыщен- 
ность газоводяной смеси.

Н аряду  с этим неньютоновские свойства пластовых нефтей с по
вышенным содержанием высокомолекулярных компонентов (смол, 
асфальтенов, парафина и т. д.) могут проявляться в широком диа
пазоне изменения скоростей.

Таким образом, при малых скоростях течения природа нели
нейности закона фильтрации иная, чем в области больших скоро
стей фильтрации (больших Re). Она связана с проявлением неныо- 
тоновских свойств фильтрующихся флюидов, а такж е других фи- 
зико-химических эффектов.

Сведения о реологических кривых пластовых флюидов и про
стейш их расчетных моделях фильтрации неньютоновских систем 
приведены в гл. 1 1 , поэтому ограничимся формулировкой наиболее 
простого нелинейного закона фильтрации неньютоновских жидко
стей, в основе которого лежит модель фильтрации с предельным 
градиентом. Д л я  простейшего случая одномерного линейного по
тока его можно представить в виде

- ^ - = — до-f-V. О,
L  k

(1.14)
w =  О,ДР --

где у  — предельный (начальный) градиент давления, по достиже
нии которого начинается движение жидкости; при меньших значе
ниях градиента движение отсутствует.
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§ 5. ОБОБЩЕННЫЙ ЗАКОН ДАРСИ

Закон Дарси д ля  течения в пористой среде однородной жидкости 
можно распространить на случай совместного течения двух несме- 
шивающихся жидкостей, обобщив понятие проницаемости.

Прежде всего введем понятие скорости фильтрации данной фазы
Wi. Аналогично скорости фильтрации однородной жидкости wi 
определяется как  вектор, проекция которого на некоторое направ
ление I равна отношению объемного расхода данной фазы к пло
щ адке Q/, перпендикулярной к указанному направлению:

Площадка Q; пересекает твердую и обе подвижные фазы.
При фильтрации двух несмешивающихся жидкостей вводят по

нятие насыщенности порового пространства фазой. Насыщенность 
элемента пористой среды данной фазой определяется как  отно
сительная часть объема активных пор среды, занятая этой фазой:

где i принимает значения 1 и 2  (ст1, сг2 —■ насыщенность соответст
венно смачивающей и несмачивающей фазами).

Здесь A Vc — объем среды, занятой жидкостью г; &V„ — общий 
объем активных пор в данном элементе. Очевидно, справедливо 
равенство

поэтому из двух насыщенностей только одна независима и обычно 
характеристики движения в потоке двухфазной жидкости представ
ляю тся в функции от насыщенности первой (смачивающей) фазой 
и вводится обозначение о =  а х.

Экспериментально установлено, что расход каждой фазы рас
тет с увеличением перепада давления и насыщенности данной фа
зой, а закон фильтрации каждой из фаз по аналогии с законом 
Дарси можно записать в виде

где я w 2 — скорости фильтрации фаз; щ  и ц 2 — динамические 
коэффициенты вязкости жидкостей; Др 1 и Др~2 —■ разности дав-

мостями в обычном смысле в условиях совместной фильтрации. 
Эти величины зависят от природы пористой среды (и, прежде всего, 
от ее абсолютной проницаемости k,  определяемой по данным о 
фильтрации однородной жидкости), а такж е от насыщенности по
ристой среды каждой фазой. П ри описании двухф азных течений 
обычно вместо фазовых проницаемостей ki вводят так  называемые

(1.15)

а , =  AVc/AVn, (1.16)

(1.17)

(1.18)

лений в соответствующих фазах; k\ и k*2 — фазовые проницаемо
сти. Величины ki (i — 1 , 2) являю тся для t -й жидкости проницае-
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«относительные проницаемости» фаз, определяемые из отноше- 
ний

^  =  ^ / 6 , k2 =  k"2lk. (1-19)
В большинстве опытов показано, что для данной структуры по

ристой среды относительные проницаемости ki являю тся в основном 
функциями насыщенности, а если и наблюдается влияние иных 
параметров (например, отношения коэффициентов вязкости ц 0 фаз), 
то им обычно пренебрегают. Тогда с учетом (1.19) закон Дарси

(1.18) для каждой из фаз записы
вается в виде

, (ст) Др» ,• , оWt =  k -------------- > l =  i> *•\hL
( 1.20)

В общем случае давления р х и 
р 2 в фазах не будут совпадать 
из-за действия поверхностного 
натяжения и связаны равенством

Рг— Pi =  Рк, (1.21)
где рц — капиллярное давление.

Типичный вид эксперименталь
ных кривых фазовых проницае
мостей ki (а) приведен на рис. 
1 .6  (кривая 1 относится к более 

смачивающей жидкости — воде,кривая 2 — к менее смачивающей— 
нефти; кривая 1' относится к случаю, когда первая фаза является 
газом и ст  — газонасыщенность). Отметим некоторые характерные- 
особенности этих кривых. Д л я  каждой фазы существует предель
ная насыщенность (а* и 1— ст*) такая, что при меньших значениях 
насыщенности эта фаза неподвижна. Движение первой фазы может 
происходить только в том случае, если ст>сти. (для водонефтяной 
системы ст* называют насыщенностью связанной водой). Д ля вто
рой фазы связанная насыщенность равна 1—о* и называется оста
точной нефтенасыщенностью. Таким образом, совместное течение 
двух фаз имеет место лиш ь в следующем интервале изменения на
сыщенности жидкостью /:

СТ* sg СТ СТ*.

Сумма относительных проницаемостей для каждого фиксиро
ванного значения ст меньше 1 :

ki (ст) + Л 2 ( с ) < 1 , 0 < с т <  1 .

Графики ki (ст) представляют собой асимметричные кривые (см. 
рис. 1.6). Относительная проницаемость k 1 (а) смачивающей фазы 
при ст =  ст* имеет значение, меньшее 1 , тогда как величина &2 (ст) 
при ст =  ст* близка к единице. Это означает, что присутствие свя
занной смачивающей фазы мало влияет на течение несмачивающей
20
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жидкости, тогда как присутствие остаточной несмачивающей фазы 
значительно «стесняет» движение смачивающей фазы.

Заметим, что, как показывают опыты и анализ размерностей, 
относительные проницаемости ki (а) не зависят от размеров пор, 
но могут зависеть от их формы и распределения. Поэтому кривые 
одинаковы для определенных групп, сходных по структуре пори
стых сред.

Приведем здесь приближенные эмпирические формулы, кото
рыми можно пользоваться при оценочных расчетах.

1. Д л я  воды и нефти (а — водонасыщенность)
( 0  при 0  <  а  <  0 ,2 ,

К  (<?) ^  о г
1 [(а— 0 ,2 )/0 ,8 ] при

| [(0,85 — сг)/0,85]2’8 (1 +  2,4ст) 
k 2 ( а )  --= -

( 0  при

100% газа 100 % газа

воды не/рти воды нефти

Рис. 1.7.  Диаграммы фазовых проницаемостей для  
трехфазной смеси (вода— нефть— газ): 
а — для нефти; б — для газа

2. Д ля  газа и воды (а — газонасыщенность)
( 0  при 0  <  а  <  0 , 1 ,

k \  ( ° )  =  о е
\ |( а — 0,1)/0,9] ' (4— За) при 0 ,1 * £ < т < 1 ;  

! [(0 ,8 — а)/0 ,8 ] 3,5 при 0  а  <  0 ,8 ,
k , ( а ) :

0  при 0 , 8  <  а  <  1 .
Введенные выше понятия можно обобщить на случай совмест

ного движения трех несмешивающихся флюидов: нефти, газа и 
воды. Если обозначить эти жидкости соответственно индексами «н», 
«г» и «в», то можно ввести относительные проницаемости k„ , к Г 
и точно так же, как это было сделано для двух жидкостей. При 
этом фазовые проницаемости являю тся уже функциями двух не
зависимых насыщенностей а„ и сгв (газонасыщенность сгг 
=  1— о„— ств):

k u =  k H (сгн, <7В), kn — kB (Он, (Тв), /?г = (СГн, 0В) (1.22) 
и определяются с помощью треугольных диаграмм (рис. 1.7, а —
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для нефти k H и рис. 1 .7 ,6  — для газа kr). Принцип построения 
этих диаграмм следующий. П араллельно каждой стороне треуголь
ника проводятся прямые, вдоль которых насыщенность одной из 
фаз постоянна. К аж дая насыщенность изменяется от нуля вдоль 
стороны треугольника до 100 % на противолежащей вершине. К аж 
дая точка внутри треугольника, находящ аяся на пересечении двух 
прямых, параллельных двум сторонам, соответствует определен
ным значениям а„, ств и стг =  1—ст„—а в. На треугольники нано
сятся линии одинаковых относительных проницаемостей фаз. На 
рис. 1.7, а проведены линии равных значений относительной про
ницаемости д ля  нефти k n, на рис. 1.7, б  — для газа kr.

Х арактер зависимостей (1.22) определяется различной степенью 
смачивания твердых зерен породы фазами, причем оказывается, 
что относительная проницаемость наиболее смачивающей фазы — 
воды практически зависит только от водонасыщенности ов и почти 
не зависит от нефте- и газонасыщенности ст„ и аг.

§ 6 .  П О Н Я Т И Е  О Р Е Ж И М А Х  Н Е Ф Т Е Г А З О В О Д О Н О С Н Ы Х  
ПЛА С Т ОВ

Постановка и решение газогидродинамических задач разработки 
месторождений в значительной степени определяются природой 
движущ их сил, обеспечивающих фильтрацию нефти или газа в 
пласте. В связи с этим важное значение имеет знание режимов 
нефтегазоносных пластов.

Режим продуктивных пластов в процессе их разработки зависит 
как от многих естественных факторов, так и от системы разработки.

К естественным факторам, влияющим на режим разрабатывае
мого пласта, относятся геологические особенности строения пласта, 
фильтрационные характеристики пород пласта и насыщающих его 
жидкостей и газов, физические условия в пласте — давление, тем
пература и т. д.

Системой разработки пласта определяются число и способ рас
положения добывающих и нагнетательных скважин, последова
тельность их ввода в эксплуатацию, темпы отбора и закачки жидко
сти или газа в них, способы вскрытия продуктивного пласта, раз
меры и оборудование забоев скваж ин, методы воздействия на при
забойную зону и т. д.

Д виж ение жидкости и газа в пласте в процессе его разработки 
происходит как  за счет использования потенциальной энергии 
пласта и насыщающих его жидкостей, так и за счет дополнитель
ных внешних источников энергии.

П отенциальная энергия пласта выражается в следующих фор
мах: энергии напора краевых вод; потенциальной энергии упругой 
деформации жидкости и породы пласта; потенциальной энергии 
сж атия свободного и выделяющегося из жидкости при снижении 
давления газа; энергии, обусловленной силой тяжести пластовых 
ж идкостей.
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Дополнительные внешние источники энергии связаны с закач 
кой в пласт жидкости или газа для поддержания пластового д ав 
ления.

При разработке конкретного нефтяного или газового месторож
дения могут проявляться различные энергии пласта и насыщаю
щих его жидкостей и в разных соотношениях.

Режимом нефтегазоводоносного пласта называется проявление 
доминирующей формы пластовой энергии в процессе разработки 
залежи нефти или газа.

В зависимости от формы пластовой энергии, за счет которой 
в основном происходит движение жидкости или газа в пласте, р а з 
личают следующие режимы нефтегазоводоносных пластов:

1) водонапорный режим, когда нефть вытесняется в добывающие 
скважины под действием напора краевой или подошвенной воды;

2 ) газонапорный режим, если нефть или вода вытесняется в сква
жины в основном под действием напора сжатого газа, находящ е
гося в виде газовой шапки над нефтью или водой. Иногда этот ре
жим называют режимом газовой шапки;

3) режим растворенного газа, когда давление в нефтяной за 
лежи ниже давления насыщения нефти газом и пузырьки окклю 
дированного газа, расш иряясь, вытесняют нефть к забоям сква
жин; такой режим правильней было бы называть «режимом гази 
рованной жидкости» или «режимом окклюдированного газа» (ведь 
растворенный в нефти газ существует в условиях и водонапорного, 
и газонапорного режимов);

4) упругий режим, при котором нефть поступает в скважины 
за счет упругих свойств жидкости и породы пласта (подробнее об 
этом режиме см. в гл. 6 );

5) гравитационный режим, когда нефть или вода добываются 
из пласта только за счет использования силы тяжести самой нефти 
или воды.

Следует отметить, что в промысловой практике нефтяная з а 
леж ь редко эксплуатируется на каком-либо режиме весь период 
ее разработки. Так, месторождения с водонапорным режимом в на
чале разработки могут вследствие высоких отборов нефти перейги 
на режим растворенного газа. Иногда различные участки одного 
и того же нефтяного месторождения могут эксплуатироваться при 
различных режимах: в приконтурные добывающие скважины нефть 
поступает за счет напора краевых вод, а в скважины, располож ен
ные ближе к своду, —за счет энергии газовой шапки или, возможно, 
за счет расширения выделившегося из нефти газа.

В практике разработки газовых и газоконденсатных место
рождений характерными являю тся два режима: газовый и водона
порный. При газовом режиме приток газа к добывающим скваж и 
нам происходит за счет потенциальной энергии расш ирения газа при 
снижении давления в залежи по мере его отбора. При этом контур
ные или подошвенные воды практически не вторгаются в газовую 
залеж ь и, следовательно, объем порового пространства газовой 
залежи практически не изменяется во времени.
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При водонапорном режиме в процессе разработки в газовую 
залеж ь поступает контурная или подошвенная вода, что приводит 
к уменьшению объема порового пространства газовой залеж и. При 
этом приток газа к забоям добывающих скважин осуществляется 
за счет использования как энергии давления сжатого газа, так и за 
счет напора поступающей в газовую залеж ь воды.

Более подробные сведения о режимах пластов можно получить 
в специальной литературе по разработке нефтяных и газовых ме
сторождений.

Г л а в а  2

ОСНОВЫ МОДЕЛИРОВАНИЯ ПРОЦЕССОВ 
ФИЛЬТРАЦИИ НЕФТИ, ГАЗА И ВОДЫ

§ 1. Ц Е Л И  И З А Д А Ч И  М О Д Е Л И Р О В А Н И Я  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Х  
ПРОЦЕССОВ

В настоящее время слово «модель» получило широкое распростра, 
нение. У потребляя слова «модельное описание», «моделирование», 
будем иметь в виду изучение физического процесса при помощи 
модели. При моделировании можно изучить соответствующий 
процесс (задачу) с различной степенью детализации с целью полу
чения необходимых ответов или подтверждения гипотез.

Будем использовать классический подход (инженера или ма
тематика) к решению проблемы моделирования, который заклю 
чается в том, чтобы сформулировать исходную задачу, описываю
щую физический процесс, и затем постараться ввести необходимое 
количество упрощающих предположений для формулировки но
вой задачи, которая поддается решению теми или иными средст
вами.

Совершенствование вычислительных средств и систем — необ
ходимая предпосылка для дальнейшего развития моделирования. 
По мере развития вычислительной техники будут расширяться 
пределы использования моделирования при решении задач воз
растающей сложности.

Сформулируем некоторые общие вопросы, очень важные для 
специалиста, ответы на которые можно получить с помощью мо
делирования пластовых систем.

К ак нужно разрабатывать и эксплуатировать месторождение, 
чтобы обеспечить оптимальную добычу пластовых флюидов (угле
водородных и неуглеводородных)?

Какой наилучший проект увеличения нефтегазоотдачи д ля  дан
ного пласта? К ак он должен быть осуществлен?

К акова экономически целесообразная конечная нефтегазоот- 
дача для данного месторождения?
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Какие лабораторные и промысловые данные требуются д л я  по
лучения надежных прогнозных результатов? К ак пересчитать ре
зультаты  лабораторного эксперимента на пластовые условия?

Каков наилучший способ вскрытия пласта скважиной?
Из какой части пласта следует отбирать нефть или газ?
Определение цели проводимого исследования и точная поста

новка более узких (специальных) вопросов — важный этап при вы
полнении любого исследования на модели.

Рассмотрим теперь основные типы моделей физических про
цессов, происходящих при фильтрации пластовых флюидов в про
цессе разработки и эксплуатации природных залежей:

1) физические модели;
2 ) математические модели;
3) численные и машинные модели;
4) аналоговые модели.

§ 2. Ф И З И Ч Е С К О Е  М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  П Р ОЦ ЕС С О В  
Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  П Л А С Т О В Ы Х  Ф Л Ю И Д О В

Физическое моделирование — это замена изучения интересую
щего нас явления в природе изучением аналогичного явления на 
модели меньшего или большего масштаба, обычно в специальных 
лабораторных условиях. Основной смысл такого моделирования 
заключается в том, чтобы по результатам опытов с моделями можно 
было получить различные характеристики явления в природных 
условиях. При этом должны выполняться определенные условия 
(критерии) подобия (геометрического и физического) модельных 
и натурных процессов. Д ля  этого размеры модели, свойства пласта 
и флюидов выбирают в лабораторных условиях таким образом, 
чтобы были выполнены условия геометрического подобия и чтобы 
соотношения различных сил в пласте и в физической модели были 
одинаковыми. Большое значение при физическом моделировании 
фильтрационных процессов имеет теория размерностей и подобия 
(см. § 6 , 7 данной главы).

Результаты моделирования, выполненного на правильно скон
струированной модели, в точности повторяют — но только в из
мененном (обычно уменьшенном) пространственном и временном 
масштабе — процессы, протекающие в натурных пластах. Кроме 
того, модель позволяет исследовать относительную роль какого- 
либо параметра изменением его значения в последовательной се
рии экспериментов, при фиксированных значениях остальных па
раметров.

Ввиду чрезвычайной сложности реальных процессов ф ильтра
ции пластовых флюидов полностью подобные физические модели 
построить очень трудно или невозможно. Поэтому в больш инстве 
случаев ограничиваются приближенным моделированием ф ильтра
ционных процессов.

Физические модели играют ключевую роль для понимания про
цессов, происходящих в пласте. Исследования с помощью физиче
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ских моделей — единственный возможный способ решения прак
тических задач разработки нефтегазовых месторождений в тех слу
чаях , когда математическое описание процессов невозможно, за 
труднительно или нецелесообразно. Результаты  физического мо
делирования часто используют для проверки и корректировки ма
тематических моделей, основанных на различных упрощениях или 
ж е гипотезах, справедливость которых требует подтверждения. 
Кроме того, математические модели становятся «рабочим» инстру
ментом и могут давать полезные для практики результаты только 
после их «насыщения» конкретными значениями различных кон
стант и параметров, полученными в лабораторных и промысловых 
экспериментах, т. е. на основе результатов физического моделиро
вания.

§  3.  М А Т Е М А Т И Ч Е С К О Е  М О Д Е Л И Р О В А Н И Е  ПРОЦЕССОВ  
Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  П Л А С Т О В Ы Х  Ф Л Ю И Д О В

-Математические модели представляют собой системы математиче
ских  уравнений, описывающих изучаемый физический процесс на 
основе некоторых абстракций и допущений, опирающихся на экс
перимент и необходимых с практической точки зрения для того, 
чтобы сделать задачу разрешимой. При моделировании процессов 
разработки нефтегазовых месторождений эти уравнения в общем 
виде представляют собой сложные (обычно нелинейные) дифферен
циальные уравнения в частных производных с соответствующими 
начальными и граничными условиями.

Лю бая математическая модель основана на упрощении (идеали
зации) реального процесса, что позволяет создать расчетные схемы, 
учитывающие только основные эффекты. В подземной гидравлике 
моделируют: 1) флюиды (жидкости и газы); 2 ) породы-коллекторы;
3) геометрическую форму движения; 4) вид процессов, в том числе 
физико-химических.

Долгое время в подземной гидравлике основными «рабочими» 
математическими моделями были модели, описывающие устано
вившуюся и неустановившуюся фильтрацию однофазного флюида 
(несжимаемого и сжимаемого) в однородной пористой среде (см. 
гл. 4— 7). Эти модели являю тся классическими и не утратили своего 
практического значения и по сей день.

Однако необходимость более полного извлечения нефти, газа 
и конденсата из пласта, а такж е проектирование разработки место
рождений в осложненных условиях залегания потребовали созда
ния новых, более совершенных математических моделей. В послед
ние годы математическим моделированием стали пользоваться как 
важнейшим инструментом при проектировании и контроле за раз
работкой нефтегазовых месторождений. Применение современных 
ЭВМ позволяет реш ать гидродинамические задачи, связанные 
с разработкой, в очень широкой и полной постановке.

Д альнейш ее развитие теории и практики разработки месторож
дений нефти и газа приведет к созданию более совершенных мате- 
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матических моделей, основанных на лучшем знании и понимании 
гидродинамических и физико-химических процессов, происходя
щих в залежи при ее разработке, а такж е связанных с более полным 
учетом влияния неоднородности коллектора.

§ 4.  Ч И С Л Е Н Н А Я  И М А Ш И Н Н А Я  М О Д Е Л И  П Л А С Т О В Ы Х  
СИСТЕМ

Уравнения, описывающие математическую модель, обычно на
столько сложны, что в большинстве случаев их нельзя решить 
аналитическими методами и необходимо использовать ЭВМ. Чтобы 
представить дифференциальные уравнения в форме, пригодной для 
решения на цифровых вычислительных машинах, следует их ап
проксимировать и заменить конечно-разностными алгебраическими 
уравнениями. Численная модель состоит из полученной системы 
уравнений и построения численного алгоритма их реш ения. Эти 
вопросы обсуждаются в гл. 13.

Машинная модель пластовой системы — это программа или 
система программ для ЭВМ, составленная с целью реш ения урав
нений численной модели. При разработке программы, особенно 
в случаях, когда она предназначается для массового использова
ния, программист должен учитывать следующие требования: 

скорость вычислений (эффективность программы); 
оптимальное использование имеющейся памяти ЭВМ; 
удобную для пользователя организацию  ввода-вывода данных; 
универсальность программ (их независимость от транслятора); 
возможность повторного пуска программы; 
диагностические сообщения.
Численную и машинную модели можно проверить и даж е скор

ректировать по результатам физического моделирования и данным 
эксплуатации месторождения, а затем использовать д ля  прогноза 
показателей разработки месторождения. Таким образом, д ля  по
нимания сложных пластовых процессов может потребоваться р а
зумное сочетание физического, математического и машинного мо
делирования.

Численные и машинные модели фильтрации двух- и трехфазной 
жидкостей в настоящее время широко используются в практике 
проектирования разработки месторождений.

§ 5. А Н А Л О Г О В О Е  М О Д Е Л И Р О В А Н И Е

Аналоговое моделирование основано на аналогиях между описа
нием некоторых фильтрационных процессов с другими физичес- 
скими явлениями (диффузией, процессом переноса теплоты, элек
трического тока и т. д.). Основная причина сущ ествования ан ало
гий — это сходство уравнений, описывающих различны е физи
ческие процессы, f  Аналогия устанавливается на основании того 
факта, что характеристические уравнения (например, закон  Д арси  
и закон Ома) выражают одни и те же принципы сохранения (массы,
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импульса, энергии, электричества и т. п.), лежащ ие в основе мно
гих физических явлений. Существующие аналогии позволяют раз
рабаты вать аналоговые модели.

По отношению к пространственным переменным аналоговые мо
дели могут быть либо дискретными, либо непрерывными. В дискрет
ных аналоговых моделях (они эквивалентны конечно-разностным 
уравнениям численной модели) параметры исследуемой области 
определяю тся только в выделенных узловых точках. В непрерывной 
аналоговой модели (эквивалент дифференциального уравнения ма
тематической модели) находит отражение каж дая точка прототипа. 
В обоих типах аналогов время — непрерывная переменная.

Отметим некоторые употребляемые аналоговые модели.
1. Электрическая модель (см. гл. 4) основана на сходстве между 

уравнениями, описывающими стационарное течение жидкости в по
ристой среде и электрического тока в проводнике. Разработаны 
достаточно сложные сеточные электрические модели, используе
мые д ля  инженерных расчетов нестационарного течения пласто
вого флюида и для реш ения задач неизотермической фильтрации.

2. Электролитические модели основаны на том, что скорость 
перемещения ионов в электролите под действием градиента напря
ж ени я аналогична скорости фильтрации частиц жидкости под дейст
вием градиента давления в пористой среде. Эта модель исполь
зуется главным образом при изучении плоских напорных фильтра
ционных потоков.

3. Потенциометрическая модель — это модель стационарного 
течения флюида, представляю щ ая собой сосуд, повторяющий форму 
границ пласта. Скважины моделируются медными электродами, 
расположенными в пространстве, заполненном электролитом. Д е
биты скважин моделируются заданными значениями переменных 
токов. Модели предназначены для определения стационарного рас
пределения потенциалов.

Заметим, что в настоящее время в связи с развитием вычисли
тельной техники и численных методов исследования аналоговые 
модели постепенно вытесняются численными и машинными моде
лям и .

§  6.  О С Н О В Ы  А Н А Л И З А  Р А З М Е Р Н О С Т Е Й  И Т Е О Р И И  ПО ДО БИЯ

Гидродинамические процессы, характерные для всего комплекса 
нефтедобычи — от движ ения нефти в пласте до ее течения по тру
бопроводам к потребителю, крайне сложны. В некоторых случаях 
мы не только не можем решить соответствующие уравнения даже 
на лучш их из имеющихся ЭВМ, но, что еще хуже, современное 
знание этих процессов недостаточно даже для постановки матема
тических задач. В этих условиях очень важную роль играет при
менение анализа размерностей и теории подобия, основанного на 
фундаментальном положении: физические законы не должны за 
висеть от имеющегося произвола в выборе единиц измерения фи
зических величин. Отсюда выводится, что функции, выражающие 
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физические законы, обладают важным свойством, которое назы 
вается обобщенной однородностью. Это свойство позволяет упро
стить определение (расчет, нахождение из опыта) зависимостей, 
выражающих соответствующие закономерности, иногда очень су
щественно.

Размерность

Все физические величины мы выражаем числами, которые полу
чаются в результате измерения. Измерение представляет собой 
прямое или косвенное сравнение данной величины с соответствую
щими эталонами — единицами измерения. Так, мы говорим, что 
длина линейки составляет 0,25 м, сравнивая ее со специальным эта
лоном, единицей длины — метром. Мы говорим, что скорость авто
мобиля составляет 60 км/ч, сравнивая ее с единицей измерения ско
рости, скоростью равномерного движения, в котором путь в один 
километр проходится за время, равное одному часу.

Единицы измерения физических величин подразделяю тся на 
основные и производные. Это означает следующее. Сперва указы 
ваются величины, те или иные эталоны которых — природные или 
искусственные — принимаются за основные единицы измерения. 
После установления основных единиц измерения производные еди
ницы измерения получаются из основных в силу определения фи
зической величины. Определение всегда является указанием спо
соба измерения данной физической величины, по крайней мере 
мысленного.

Например, для описания гидродинамических процессов за ос
новные единицы измерения можно принять некоторые эталоны 
длины, массы и времени или силы, массы и времени. Д л я  описания 
теплообмена или электромагнитных явлений этих эталонов уже 
недостаточно. Д алее, скорость представляет собой в силу ее опре
деления отношение расстояния, проходимого за некоторый проме
жуток времени, к величине этого промежутка времени. Поэтому 
за единицу скорости можно принять скорость равномерного дви
ж ения, в котором единица длины (один километр) проходится за 
единицу времени (один час). Обозначение км/ч представляет собой 
некоторую условность: это отношение нельзя рассматривать как 
частное от деления эталона длины (километра) на эталон времени 
(час). Такое деление вообще бессмысленно: можно разделить число 
на число, но нельзя делить отрезок пути на промежуток времени.

Системой единиц измерения называется совокупность основ
ных единиц измерения, достаточная для измерений явлений рас
сматриваемого класса. Так, в СИ за основные единицы измерения 
приняты единицы измерения длины, массы и времени, причем за 
единицу длины принят один метр, за единицу массы — один кило
грамм, за единицу времени — одна секунда.

Классом систем единиц измерения называется совокупность 
систем единиц измерения, отличающ ихся между собой только ве
личиной (но не природой) основных единиц измерения. Д л я  класса
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систем единиц измерения, к которому относятся системы единиц. 
СИ, за основные единицы измерения приняты эталоны длины, массы 
и времени. Д ля  произвольной системы этого класса соответствую
щие единицы составляют:

единица длины =  m / L ;

единица массы =  кг/УИ; (2 ; 1)
единица времени =  с IT.

Здесь L,  М , Т  — отвлеченные положительные числа, которые 
показываю т, во сколько раз уменьшаются основные единицы длины 
массы и времени при переходе от исходной системы, в данном слу
чае СИ, к другой системе рассматриваемого класса. Этот класс 
обозначается L M T . Обозначение класса систем единиц измерения 
получается последовательным выписыванием символов величин, 
единицы измерения которых приняты за основные. Одновременно 
этими символами обозначают число раз, во сколько уменьшается 
соответствующая основная единица измерения при переходе от 
исходной системы, в данном случае СИ, к другой системе данного 
класса.

Если уменьшить единицу длины в L раз, а единицу временив Г  
раз, то, очевидно, новая единица скорости уменьшится по срав
нению с исходной в L T ~ l раз. Следовательно, численное значение 
всех скоростей возрастет в L T ~ X раз. Аналогично и для других ве
личин. Изменение численных значений физических величин при 
переходе от одной системы единиц измерения к другой в данном 
классе систем единиц измерения определяется их размерностью. 
Размерностью физической величины называется функция, опреде
ляю щ ая во сколько раз изменяется численное значение этой ве
личины при переходе от исходной системы единиц измерения к 
произвольной системе внутри данного класса. Размерность вели
чины ф принято по предложению Максвелла обозначать [ср]. Спе
циально подчеркнем, что размерность определяется для данного 
класса систем единиц измерения и в разных классах систем единиц 
измерения размерность одной и той же величины различна. Н а
пример, размерность плотности в классе L M T  составляет [р ] =  
=  M L r 3. Величины, численное значение которых одинаково во 
всех системах единиц измерения внутри данного класса, называются 
безразмерными. Ясно, что размерность безразмерной величины 
равна единице. Все остальные величины называются размерными.

Размерность любой физической величины всегда представляет 
собой степенной одночлен, так  что, например, в классе L M T  раз
мерность величины а представляется в виде [а] =  ЬаМ $ Т у, где 
а ,  Р, 7  — постоянные. Это следует из просто формулируемого, но 
на самом деле глубокого физического принципа: все системы вну
три данного класса равноправны, т. е. среди них нет избранных, 
чем-то выделенных систем.

Говорят, что величины а 1, . . . , ак имеют независимые размер
ности, если размерность ни одной из этих величин нельзя предста-
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-вить в виде произведения степеней размерностей остальных. Н а 
пример, размерности плотности [р ] =  M L r 3, скорости [ v } =  L T ~ l 
и силы [/•"] =  L M T ~ 2 независимы. Напротив, размерности плот
ности, скорости и давления зависимы: размерность давления 
M L ~ l T ~ 2 равна произведению размерности плотности на квадрат 
размерности скорости. Ни одна из величин с независимыми разм ер
ностями а х, . . . , ak не может быть безразмерной: размерность 
безразмерной величины, равная единице, равна произведению р аз 
мерностей остальных величин, какими бы они ни были, в нулевой 
степени.

Д ля  дальнейшего существенен следующий факт: всегда можно 
перейти от исходной системы к некоторой системе данного класса 
так , чтобы любая величина из набора величин с независимыми р аз
мерностями ak, скажем а г, изменила численное значение 
в произвольное число А  раз, а все прочие величины остались не
изменными.

Действительно, в выбранном классе систем единиц измерения 
Р, Q, . . . (через Р,  Q . . . обозначены символы L,  М ,  Т  и другие, 
им подобные) размерности величин а х, . . . , ak имеют вид:

Ы  =  P a 'Qp‘ . . . , [a2] =  P “2Qp’ . . . , [ak] -  P a*Qp* . . . , (2.2)

причем для каждого m  хотя бы одна из величин a m, pm, . . .  не 
равна нулю. Следовательно, по определению размерности при пе
реходе от исходной системы единиц к той системе единиц, которую 
мы ищем, числа Р,  Q, . . . долж ны  удовлетворять соотношениям

P°4>pi . . . = А ,  P “2Qp2 . . . = 1 ,  P “*Qpfc . . . = 1 . (2.3)
Логарифмируя соотношения (2.3), получаем д ля  логарифмов 

неизвестных переходных множителей In Р,  In Q, . . . систему л и 
нейных алгебраических уравнений:

a ! In Р + Pi In Q +  . . . = l n  А\  
a 2l n P  +  p2l n Q  I- . . .  = 0 ;  (2.4)

a * ln P - | PfclnQ-i • • • — 0,
которая, как нетрудно видеть, всегда разреш има. Это свойство 
используется при построении анализа размерностей.

Анализ размерностей

Во всяком физическом исследовании, теоретическом или экспери
ментальном, находятся зависимости одних величин, характери 
зующих явление, от других. Д ело всегда сводится, таким  образом, 
к отысканию одного или нескольких соотношений вида

a =  f ( a 1..................ak, ак+1.....................ап). (2.5)
Здесь а — определяемый параметр; а 1} . . . , ап — величины, 

которые считаются заданными, они называю тся определяющими
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параметрами. Разбиение определяющих параметров в соотношении
(2.5) сделано так: параметры а ±, . . . , ак имеют независимые раз
мерности, а размерности параметров ак+1, . . . , ап выражаются 
в виде произведения степеней размерностей параметров а ъ . . .  , ак:

f e +1] =  M P№  • • • Ш Гк+';

[ak+i\ =  [ai]p*+‘' . . . [a*]'*+'; (2 .6 )

[ctn] =  [a1]pn . . . [a*]r".

Такое разбиение можно сделать всегда. В частных случаях мо
ж ет быть k  =  п,  если размерности всех определяющих параметров 
независимы, или k  =  О, если все определяющие параметры безраз
мерны. В общем случае 0 < k < z n .

Размерность определяемой величины а должна выражаться 
в виде произведения степеней размерностей величин а г, . . . , ак. 
Следовательно, долж ны существовать числа р, . . . , г, такие, что

[а] =  [а,]р . . . [ak]r. (2.7)

Если бы это было не так , размерности величин а, а и  , а 
были бы независимыми. Тогда, согласно свойству, доказанному 
в предыдущем разделе, можно было бы, изменяя систему единиц 
измерения внутри данного класса, менять величину а во сколько 
угодно р аз, оставляя неизменными все величины а ±, . . . , ak. При 
этом оставались бы неизменными и все остальные определяющие 
параметры ак+х, . . . , ап, потому что их размерности выражаются 
через размерности величин а 1у . . . , ак формулами (2.6). Таким 
образом, определяемая величина а могла бы меняться как угодно 
при неизменных значениях всех определяющих параметров, чего 
не может быть, если список определяющих параметров полон.

Введем теперь параметры

Пг ak+ 1

П { = --------- ^ ± 1 ---------• (2.8)
flffe-M. . . a rkk+i

П п- к =  — ^ -------
a \ n - • - akn

п  = ---- ----- .
a \ ■ ■ ■ ак
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Здесь показатели степеней определяющих параметров с н еза
висимыми размерностями выбраны так, чтобы все параметры Я , 
П 1г . . . , Пп-k  были безразмерными. Перепишем теперь основную 
зависимость (2.5), заменяя все параметры а, ак+и . . . , ап с зави 
симыми размерностями через безразмерные величины П, П 1у , 
П п-к,  определенные соотношением (2 .8 ), и параметры а г, . . . , ak. 
Получаем

J-J __ f  (а 1< • • • ' а п)____________1______  ^

а* . . .  ark af . . .  ark

X / (аь  . . . , ak, Я 1а {’* + 1 . . . akk+l .................П п^ ка \п . . . а*").
(2.9)

так  что

где F  — некоторая функция.
Теперь — самое главное. К ак было показано, всегда можно 

перейти к такой системе в рассматриваемом классе систем единиц 
измерения, что любой из параметров a lt . . . , ak, например a lt 
изменится во сколько угодно раз, а остальные размерные параметры 
останутся неизменными. Ясно, что неизменными при таком пере
ходе останутся также и безразмерные аргументы функции F  и ее 
значение Я . Но отсюда следует, что на самом деле функция F  от 
аргумента а 1 не зависит. Точно так же доказы вается, что она не 
зависит и от аргументов а 2, . . . , ak . Следовательно, зависимость
(2 . 1 0 ) на самом деле выражается через функцию не п  аргументов, 
а n— k  аргументов, т. е. на k  меньше:

Я  =  Ф (Я lf . . . , Я„_*). (2.11)

Вспомним теперь, что Я  =  //(o f . . . ак). Тогда из (2.11) следует- 
что всякая функция / ,  определяющая ту или иную физическую за 
кономерность, обладает свойством обобщенной однородности, т. е. 
представляется через функцию меньшего числа переменных:

/  =  а ? .  . . а гкФ ( ----------....................................... ............... ----------- V
\  offc+i . . . arkk+ 1  a fn  . . . а кп )

(2 . 12)

Эти факты составляют содержание основного утверждения ан а
лиза размерностей, так называемой я-теоремы.

Важность этой теоремы связана со следующим. Д л я  определения 
зависимости той или иной величины а от каждого определяющего 
параметра надо измерить или вычислить функцию /,  скаж ем при 
10 значениях соответствующего аргумента. Конечно, число 10 
условно, например, для гладких функций может хватить и мень
шего числа измерений или вычислений, для других не хватит и ста. 
Тем не менее остановимся на числе 10. Тогда д ля  определения 
функции /  надо провести всего 1 0 " измерений или вычислений.
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После применения анализа размерностей дело сводится к опреде
лению функции Ф от п — k  безразмерных аргументов П 1, . . . , 
П„_к . Д ля  нахождения этой функции уже достаточно 10п~ к опы
тов или вычислений, т. е. в 10* раз меньше. Мы приходим к важ 
ному выводу: трудоемкость определения искомой зависимости бла
годаря применению анализа размерностей сокращается на столько 
порядков, сколько среди определяющих параметров величин с не
зависимыми размерностями.

Теория подобия

В подземной гидравлике очень часто прибегают к моделированию 
явлений, в том числе к физическому моделированию процесса филь
трации пластовых флюидов, о чем подробно рассказано в предыду
щих параграфах. Ясно, что надо знать, как пересчитывать резуль
таты  опыта на натуру; если этого не знать, моделирование беспо
лезно. Д л я  правильного моделирования основным является по
нятие физического подобия явлений.

Понятие физического подобия, естественно, обобщает понятие 
подобия геометрического. Например, два треугольника подобны, 
если они отличаются только численными значениями параметров — 
длин сторон, а углы при вершинах для обоих треугольников оди
наковы. Аналогично физические явления называются подобными, 
если они отличаются только численными значениями размерных 
определяющих параметров и притом так, что для них величины 
соответствующих безразмерных параметров совпадают.

В связи с принятым определением подобных явлений величины 
/7 1( . . . , П п_к называются параметрами подобия.

Рассмотрим теперь некоторое явление, которое предполагается 
моделировать, будем называть его натурным. Потребуем, чтобы 
модельное явление, которым мы хотим воспользоваться для опреде
ления нужных характеристик натурного, было подобным натур
ному. Следовательно, для обоих явлений имеет место зависимость 
определяемой характеристики а от определяющих .параметров 
а и  . . . , а„:

a =  f ( a lt . . . , ak, ak+u . . . , an). (2.13)

При этом функция /  для обоих явлений одна и та же, поскольку 
они подобны, хотя численные значения определяющих параметров 
а г, . . . , ап и определяемого параметра а могут различаться. Та
ким образом, соотношение (2.13) соответственно для натурного 
и модельного явлений имеет вид

a ™ = f ( a \ p), . . . , а{р), а $ , ..................а<р));
(2.14)

а (т> — /  (а \т ) , . . . , а[т\  аЭД, . . . , а{т)).
Здесь и дальш е верхним индексом (р ) обозначены величины, 

соответствующие натурному явлению, а индексом (т) — вели
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чины, относящиеся к модельному явлению. И спользуя анализ р аз
мерностей, находим для обоих явлений

Я (Р) =  Ф (Я 1Р).................. /7 'РЛ ) ;
(2.15)

п {т) =  Ф{п[т), . . . , л<Д0-
Здесь функция Ф в обоих случаях одна и та же, так как  она 

одинаково выражается через одну и ту ж е функцию /.  Д алее, по
скольку модельное и натурное явления подобны, согласно опреде
лению подобных явлений должны выполняться условия

П\т) =  П\р\  . . , , Я Й  =  Я 'РЛ .  (2.16)
Условия (2.16) называются критериями подобия. Следовательно, 

Ф (Я (Г \  . . . ,  Я й )  =  Ф ( Я (Л  . . . ,  Я<РЛ ) ,
и, согласно (2.15), имеет место равенство безразмерных определяе
мых параметров для натурного и модельного явлений

Я (р) =  Я (т>. (2.17)
Возвращаясь в соответствии с (2.8) к размерным переменным 

а, а и  . . .  , ак, получаем простое правило пересчета результатов 
измерений с подобной модели на натурное явление:

а (р) а <т) ( - ^ - Y  . . .  I | . (2.18)4 Р) у  

4 т) )  '
Именно для того, чтобы можно было пользоваться этим прави

лом, нужно было потребовать, чтобы модель была подобна натуре.
Заметим теперь, что параметры модели а?,  . . . , можно 

выбирать произвольно, имея в виду максимальную простоту и 
удобство моделирования.

Условия подобия модели натурному явлению (2.16) — равенство 
параметров подобия для модельного и натурного явлений — у ка
зывают, как надо выбирать остальные определяющие параметры 
а*+1, . . . , а*т ) , чтобы обеспечить подобие модели натуре. Р аскры 
вая эти условия, находим

п «» „<«. л т  W “" Y *+1П, - П ,  , 0 , + 1 = 0 , + | ( _ _ )  . . . ( _ _ )  ,

Приведенные простые определения и утверждения исчерпывают 
содержание анализа размерностей и теории подобия. Подчеркнем 
специально, что больше в этой теории ничего нет. И тем не менее 
исследователям удавалось, используя ее, получать важные ре
зультаты.
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§  7. П Р И М Е Н Е Н И Е  М Е Т О Д О В  Т Е О Р И И  Р А З М Е Р Н О С Т Е Й  
В П О Д З Е М Н О Й  Г И Д Р А В Л И К Е

1. Методы теории размерностей часто применяются в подземной 
гидравлике. Они оказываются полезными уже при выводе основ
ного закона фильтрации — закона Дарси.

Основное предположение при выводе этого закона заклю чается 
в том, что вектор скорости фильтрации в данной точке пористой

^ V

среды w определяется вектором градиента давления grad р  и х а 
рактеристиками пористой среды и жидкости.

П ористая среда считается однородной и изотропной и характе
ризуется следующими параметрами: средним размером пор d, без
размерным коэффициентом пористости т  и некоторыми другими 
характеристиками, которые также можно считать безразмерными, 
например кривой распределения пор по размерам.

Ф ильтрую щ аяся жидкость, которую мы сперва считаем одно
компонентной и ньютоновской, характеризуется только вязкостью 
Ц и плотностью р.

Таким образом, мы принимаем, что скорость фильтрации w 
зависит от параметров grad р, d, т,  р, р,, а такж е от других безраз
мерных характеристик пористой среды, влияние которых мы здесь 
обсуждать не будем.

Среди перечисленных параметров только одна величина (grad р) 
является вектором. Отсюда следует, что направления векторов 
скорости фильтрации и градиента давления должны совпадать. 
Если бы вектор скорости фильтрации составлял конечный угол 
с вектором градиента давления, то при повороте малого элемента 
пористой среды вокруг направления вектора градиента давления 
он тоже должен был бы повернуться вместе с элементом. Но по
скольку при таком повороте свойства течения не должны меняться, 
так  как среда изотропна, вектор скорости фильтрации должен 
оставаться неизменным. Это может быть только в том случае, 
если вектор скорости направлен вдоль вектора градиента давле
ния. Таким образом, получаем

g r a d p = — cw, (2.19)

где с — скаляр , зависящ ий только от модуля вектора скорости, 
а такж е от величин d, т,  р, р..

Закон Д арси справедлив для медленных фильтрационных про
цессов, для которых силы инерции несущественны. Поэтому для 
таких процессов несущественна плотность жидкости р, определяю
щ ая свойство ее инерции.

Таким образом, д ля  медленных безынерционных течений ньюто
новской жидкости в изотропной пористой среде справедлив закон 
фильтрации (2.19), причем коэффициент пропорциональности с =  а 
может зависеть только от определяющих параметров w =  а ъ  
d — а 2, р, =  а 3, т  =  а4. Размерности определяемого и определяю
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щих параметров, как нетрудно видеть, записываются в виде

[d]= L ,  М  =  - ^ г - .  И  =  1.] (2.20)

Первое из этих соотношений следует из того, что размерности 
обеих частей уравнения (2.19) долж ны быть одинаковыми. К ак 
видно, в данном случае п  =  4, k  =  3, так  что п— k  =  1. Разм ер
ности параметров w, d  и ц, как читатель легко проверит сам, не
зависимы; безразмерным параметром подобия здесь оказы вается 
четвертый определяющий параметр — коэффициент пористости т.

Имеем, очевидно,

[c] =  [w]°[d]~2 W ,  (2 .2 1 )
так  что

Я  =  c/(\id~2), П х =  т  (2.22)

и анализ размерности дает окончательно
с =  |аФ (nt)Id2. (2.23)

Заметим, что в данном случае независимость с от скорости полу
чилась из одного анализа размерностей.

Обозначим величину d 2/Ф (т) через k.  Д анная величина назы 
вается коэффициентом проницаемости. Закон фильтрации (2.19) 
приводится при этом к виду

w = -----— grad] р. (2.24)
и

2. Если инерция жидкости существенна, что обязательно будет 
при больших скоростях фильтрации, например в призабойной зоне 
скважины, то к числу определяющих параметров добавится плот
ность жидкости р, а к числу безразмерных параметров подобия — 
параметр

n 2 =  wdp/\i,  (2.25)
называемый числом Рейнольдса фильтрационного движ ения в по
рах.

Соотношение (2.19) согласно анализу размерностей переписы 
в а е т с я ^  более сложном виде

[ g r a d p = ----- t - a K D i p * - ,  tn) -  (2.26)

При малых значениях параметра Я 2 функцию Ф х согласно фор
муле конечных приращений Л агранж а можно представить в виде

т )  =  ф 1(о , т )  +  ^ - в ( т ) .  (2.27)
\  ц /  и

Согласно сказанному в п. 1 величина Ф х (0 , т ) долж на быть 
равной единице. П одставляя (2.27) в (2.26) и вспоминая, что k  =
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=  d 2!Ф (m), находим

g ra d p  = ----- т̂-w — ^ - ^ L w ,  (2.28)
k y k

где p — такж е некоторая функция пористости.
Выражение (2.28) представляет собой двучленный закон филь

трац и и .
3. Вернемся снова к безынерционным течениям, однако теперь 

будем рассматривать фильтрацию неньютоновской жидкости, ха
рактеризую щ ейся предельным напряжением сдвига т0, до дости
ж ен и я  которого жидкость ведет себя как твердое тело, а после — 
к ак  в язкая  жидкость под действием избыточного напряжения 
сдвига т—т 0. Таково поведение многих нефтей, в частности нефтей 
на месторождениях П рикаспия. Тогда к определяющим парамет
рам  п. 1 добавляется параметр т 0 и появляется новый определяю
щий параметр

П 2 — т0<4/(|ш), (2.29)
т а к  что соотношение (2.29) записывается для таких жидкостей в виде

g ra d р  = -----л Л . (2.30)
k \  \iw )

П ереходя в соотношении (2.30) к абсолютным величинам, на
ходим

| grad р | =  Ф2 , т ) .  (2.31)
k  \  |jaj J

Заметим теперь, что если мы будем устремлять скорость филь
трации  к нулю, то в пределе должна получиться величина гра
диента давления, не равн ая нулю, как в случае ньютоновской ж ид
кости, а конечная. Эта величина называется предельным гради
ентом давления у. П оскольку предельный градиент давления от
скорости w не зависит, ясно, что при w — 0 , т. е. при больших 
значениях параметра т 0d!\iw,  функция Ф 2 долж на быть пропор
циональна этому параметру:

Ф 2 « 6 ( т ) ^ - .  (2.32)
IX W

Отсюда предельный градиент давления представляется в виде

у  =  - ^ г Ф3 (т), (2.33)

а закон  фильтрации рассматриваемой неньютоновской жидкости 
(таки е  жидкости называю тся вязкопластичными) принимает вид

grad р = -----w — у  —  , а у > 0 ;
k W

(2.34)
| grad р | <  у, до =  0 .
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В нефтяной подземной гидравлике этот закон был применен 
А. X. М ирзаджанзаде.

В последующих главах (см. гл. 6 , 7) теория размерностей ис
пользуется при выводе законов распределения давления для не- 
установившейся фильтрации упругой жидкости и газа.

Г л а в а  3
ДИФФ ЕРЕНЦИАЛЬНЫ Е УРАВНЕНИЯ  
ФИЛЬТРАЦИИ ФЛЮИДОВ  
В НЕФТЕГАЗОНОСНЫХ ПЛАСТАХ

§  1. В В О Д Н Ы Е  З А М Е Ч А Н И Я

Д ля процессов, происходящих в нефтяных и газовых пластах, за 
висимость от времени существенна. Такие процессы называю тся 
неустановившимися (нестационарными). Х арактеристики дзиж е- 
ния — давление, скорость фильтрации и т. д .— изменяются в пласте 
от точки к точке; говорят поэтому, что они образуют поле. Д л я  не- 
установившихся процессов элементы поля изменяются с течением 
времени. Задачи неустановившегося движения жидкости и газа 
в пласте решаются методами математической физики. Д л я  этого 
составляются и интегрируются дифференциальные уравнения.

Чтобы вывести дифференциальные уравнения, в пористой среде, 
заключающей в себе движ ущ ийся флюид (жидкость, газ), выде
ляется бесконечно малый элемент и затем рассматриваю тся изме
нения массы, энергии и т. д ., происходящие в нем за бесконечно 
малый промежуток времени. При этом используются законы  со
хранения массы, энергии и т. д ., а такж е дополнительные р езу л ь
таты экспериментального изучения свойств и поведения флюидов 
в пористой среде и свойств пористой среды.

Число уравнений в системе (дифференциальных и конечных) 
должно равняться числу неизвестных функций, характеризую щ их 
рассматриваемый фильтрационный процесс и подлежащих опреде
лению. Т акая система назы вается замкнутой.

В этой главе ограничимся рассмотрением процессов, д ля  ко 
торых температура флюида равна температуре среды и неизменна: 
Т  =  const. Действительно, вследствие того что фильтрация пред
ставляет собой очень медленный процесс, изменение тем пературы , 
возникающее в ходе движ ения вследствие наличия сопротивления 
и расширения вещества, успевает компенсироваться теплообменом 
с окружающими горными породами. Д л я  таких изотермических 
процессов уравнения энергии рассматривать уже не нуж но. О днако 
в некоторых случаях при разработке нефтяных и газовы х место
рождений неизотермичность фильтрации проявляется локальн о  
в призабойной зоне скваж ин вследствие значительных перепадов
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давления. Изучение неизотермических процессов имеет особо важ 
ное значение в связи с повышением нефтеотдачи при закачке в пласт 
теплоносителя (горячей воды, пара). Особенности этих процессов 
будут рассмотрены в гл. 1 0 .

В число дифференциальных уравнений фильтрации обязательно 
входят уравнение баланса массы в элементе пористой среды — 
уравнение неразрывности, а такж е дифференциальные уравнения 
движ ения. Д л я  замыкания системы дополнительно вводятся урав
нения состояния рассматриваемого флюида и пористой среды. Д ля 
получения решения системы уравнений надо еще задать условия 
на границах пласта и в начальный момент времени.

В результате интегрирования прежде всего определяется рас
пределение давления и скорости фильтрации по всему пласту в лю
бой момент времени, т. е.

р =  р(х ,  у,  z~ t ) ,  wx =  wx {x,"y, z, t), 
wy =  wJ{xSy ,  z* t ) ,  wz =  wz (x, y, z, t).

ес л и  рассматривается несжимаемая жидкость (p =  const) в не- 
деформируемой пористой среде (т  =  const, k  =  const), то число 
искомых функций ограничивается этими четырьмя функциями 
(р, wx, Wy, wz). Д л я  фильтрации сжимаемого флюида в сжимаемой 
пористой среде, кроме упомянутых функций, нужно определить 
плотность р, вязкость р,, пористость т,  проницаемость k  как функ
ции координат и времени. В этом случае нужно иметь восемь урав
нений — дифференциальных и конечных — для определения восьми 
характеристик фильтрационного потока, жидкости и пористой среды.

Аналитическое (в виде формул) решение системы дифференци
альны х уравнений удается получить лишь в ограниченном числе 
простейших очень сильно идеализированных случаев, например 
в задаче о притоке упругой жидкости к скважине в пласте беско
нечной протяженности с постоянным дебитом.

В более сложных случаях  система уравнений решается числен
ными методами с применением ЭВМ . В настоящее время хорошо 
разработаны  численные методы решения самых разнообразных и 
очень сложный задач подземной гидравлики. При этом упомянутые 
аналитические реш ения играю т очень важную роль: на них апро
бирую тся численные методы.

Систему дифференциальных уравнений можно использовать 
такж е для качественного исследования процесса. Если полученные 
уравнения привести к безразмерному виду, то в качестве коэффи
циентов будут фигурировать безразмерные параметры подобия. 
А нализируя их строение и численные значения, можно судить, 
какие силы играют решающую роль в процессе, какие члены урав- 
нения^можно отбросить и т. д.

§ 2.  В Ы В О Д ' У Р А В Н Е Н И Я  Н Е Р А З Р Ы В Н О С Т И

Выведем уравнение неразры вности (сплошности) фильтрационного 
потока д ля  однородного сж имаемого флюида в деформируемой по
ристой среде. Оно представляет собой уравнение баланса массы
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в элементарном объеме пористой среды. Выделим мысленно в по
ристой среде, в которой происходит движение флюида, элементар
ный объем в виде параллелепипеда с ребрами dx, dy, d z  (рис. 3.1). 
Пусть точка М ,  совпадающая с центром левой грани ab,  имеет 
координаты х, у ,  z. Тогда точка М '  в центре грани а'Ь '  имеет ко
ординаты х +  dx,  у,  z. Масса флюида, втекающего в объем через 
грань ab за малый промежуток времени dt ,  записывается в виде

( p w ^ d y d z d t . ^

Отметим, что в силу малости выделенного объема и его граней 
можно считать, что плотность и скорость фильтрации распреде
лены на гранях ab и а'Ь'  равномерно и равны значениям их в точ
ках М  и М '  соответственно.

в в'

(р щ * и — "

a dx а'

У

Рис. 3 .1 .  Схема элемента пласта для вывода у р а в 
нения неразрывности

Масса флюида, вытекающая из объема через грань а'Ь ' ,  равна

(;pwx)a'b' dydzdt.

Но так как при переходе от точки М  грани ab к точке М '  грани 
а'Ь'  координата х изменилась на малую величину dx,  то можно за 
писать

(pwx)a'b' =  (pwx)ab +  d(P1Wx) d x -ox

Тогда изменение массы флюида в объеме abb'a'  за промеж уток 
времени dt  за счет потока вдоль оси х:

[(pwx)ab— (pwx)a’b’ ] dydzdt  = -----<L(P̂ *L dxdydzdt.
O X

Рассматривая фильтрацию флюида в направлениях вдоль осей 
у  и z, получим аналогичные вы раж ения д ля  изменения массы в эле
ментарном объеме за счет потока вдоль этих осей в виде

— ^ d y d z d t  и — d (рwz)_  dxdydzdt.  
ду дг
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Таким образом, общее изменение (накопление) массы в объеме 
d xd y d z  за время d t  будет

_  Г j ^ e L  +  +  ! № _ ■ }  d x d y d z d t  (3 л }
L дх ду дг J

С другой стороны, масса флюида, находящегося в рассматри
ваемом элементарном поровом объеме,

М  =  р mdxdydz,  
где т  — коэффициент пористости пласта.

Изменение массы флюида за промежуток времени dt  записы
вается в следующем виде (объем элемента dxdydz  фиксирован):

дМ dt  =  ^ L  dxdydzdt.  (3 .2 )
dt dt

П риравнивая выраж ения (3.1) и (3.2) и сокращ ая их на dxdydzdt,  
получим уравнение неразрывности:

_  Г д (рwx) д  (рwy) d(pwz) ~1 =  д (pm)
L дх ду дг J  dt

Отметим, что уравнение (3.3) справедливо только в том случае, 
если внутри выделенного элемента породы нет источников или сто
ков, выделяющих или поглощающих флюид (химических реакций, 
фазовых превращений и т. д .).

Выражение в левой части уравнения (3.3) представляет собой
дивергенцию  вектора массовой скорости фильтрации рw и кратко 
записывается так:

_ д ( р d j p w ^  =  d .v ( -)_ 
дх ду ^  дг v

Поэтому уравнение (3.3) имеет также следующую запись:

div(pa>>) +  d(pm) 
dt

§ 3.  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  Д В И Ж Е Н И Я

Рассмотрим фильтрацию флюидов в пористых средах, принимая 
в качестве закона движ ения линейный закон фильтрации Дарси 
(1.7). Можно получить дифференциальные уравнения движения, 
используя другие законы фильтрации, например законФ орхгей- 
мера ( 1 . 1 2 ).

Закон  Д арси в виде (1.6) или (1.7) записан в конечном виде, т. е. 
д ля  пласта или образца с постоянной площадью сечения, где Ар* — 
разность приведенных давлений на конечной длине L.  Д ля трубки 
то ка  с переменной площадью сечения по длине трубки закон Дарси 
записы вается в дифференциальной форме.

Выделим два сечения: первое — на расстоянии s от начала от
счета, второе — на расстоянии ds от первого (рис. 3.2). Пусть дви
ж ени е флюида происходит в направлении возрастания координаты s. 
В сечении с координатой s обозначим приведенное давление р* (s, t), 
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в сечении с координатой s +  ds давление
dp*

ds
ds.р* (s +  ds, f) — p* (s, <) +

И спользуя формулу (1.7), получим
k p* (s, t) — p*  (s +  ds, t) k

W = --------- v ---------- — -— !----- = --------------- X
ds  ц

p * (s

X
P* (s. 0  +

dp*

ds

ds

ds

или

w  = dp* (3.6)

Зн ак  минус появился в правой части формулы (3.6) потому, что 
приведенное давление уменьшается в направлении движ ения ж и д
кости, т. е. градиент приве
денного давления отрицателен I  
dp*/ds<:  0 .

Формула (3.6) справедлива 
только д ля  изотропной сре
ды, для которой характерно 
постоянство проницаемости k 
по всем направлениям в ок
рестности рассматриваемой 
точки. Однако с переходом 
от точки к точке пласта про
ницаемость, вообще говоря,
может изменяться, т. е. k  =  k (х, у,  г) (модель изотропного неод
нородного пласта).

Запишем уравнение (3.6) в проекциях на оси координат х,  у ,  г.
Если обозначить через i, / ,  k  единичные векторы вдоль осей коор
динат, то вектор скорости фильтрации можно записать так:

Рис. 3 .2 .  Т рубка тока

W =  iwx +  jwy +  kwz.

В правой части (3.6) dp*/ds  представляет собой градиент приве
денного давления, т. е. вектор с составляющими др*/дх,  д р * / д у , 
др*!дг\

grad р 51
dp*

дх
1

dp*
ду

dp*

dz

Тогда

w-- grad р*, (3.7)
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или в проекциях на оси координат
k др*  г k dp* k др*  очwx = ------------ f - ,  [wy = ----------- f - ,  wz =  —  - ^ — . (3.8)
ц ox |i dy (i dz

Если ось z  направлена вертикально вверх, то дифференциаль
ные уравнения движения примут вид

k др  k др  k /  др  wx ----------------— , wu = ------------- — , W ,  =  -  -----1 н
[л дх [I ду  (х V. дг

или в векторной форме

*)
(3.9)

w = — -----(g ra d p  — pg). (3.10)
И

При изучении движения жидкости во многих пористых материа
лах  обнаруж ивается, что существуют некоторые преимуществен
ные направления, при течении по которым наблюдаются более ин
тенсивные фильтрационные потоки, т. е. фильтрационные харак
теристики изменяются в зависимости от направления потока. По
ристые среды, в которых коэффициент проницаемости зависит от 
направления потока, называю тся а н и з о т р о п н ы м и .  Ани
зотропия фильтрационных течений однородных ньютоновских жид
костей обусловливается только геометрическими характеристи
ками породы. В этом случае закон линейной фильтрации имеет 
более сложный вид, чем закон Д арси (3.10), так как оказывается, 
что векторы скорости фильтрации и градиента давления не совпа
даю т по направлению.

Н а практике часто встречается анизотропия естественных 
пористых сред специального вида. Так как большинство пород- 
коллекторов образованы осадконакоплением, пористые среды 
в этом случае имеют отчетливую слоистую структуру. Ф ильтра
ционные свойства такой среды одинаковы для любого направления, 
лежащ его в плоскости слоя, и изменяются для направлений, не 
леж ащ их в этой плоскости. Если систему координат ху г  выбрать 
специальным образом, а именно плоскость ху  совместить с пло
скостью слоя, а координатную ось z  направить перпендикулярно, 
то закон Д арси  можно записать в виде

k др  k др  k ,  др  г„, _  у _  г Щ), =  •---
(х дх и ду  ц дг

Выбранные таким образом оси координат называются главными 
осям и породы.

П ри изучении фильтрации в такой слоистой пористой среде 
д л я  упрощ ения часто рассматривают две предельные схемы: kz =  0  
и kz =  с». В случае kz =  0 скорости, перпендикулярные к на
пластованию , отсутствуют и движение происходит вдоль тонких 
параллельны х прослоев. В случае kz =  оо из условия конечности 
wz следует др/дг  =  0 , т. е. давление в каждом поперечном сечении 
распределено гидростатически, а компоненты скорости, параллель
ные плоскости ху ,  распределены равномерно по поперечному се
чению потока.
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§  4.  З А В И С И М О С Т Ь  П А Р А М Е Т Р О В  Ф Л Ю И Д О В  И ПОРИСТ ОЙ  
С Р Е Д Ы  ОТ Д А В Л Е Н И Я

Выведенные дифференциальные уравнения (3.3) и (3.9) содержат 
плотность флюида р, а такж е коэффициенты пористости т,  прони
цаемости k  и вязкости флюида |и. Д ля  дальнейш их расчетов надо 
знать зависимость этих коэффициентов от давления.

При изотермическом процессе зависимость плотности однород
ного флюида от давления представляет собой уравнение состоя
ния.

При установившейся фильтрации капельной жидкости можно 
считать ее плотность не зависящ ей от давления, т. е. рассматри
вать жидкость как несжимаемую, тогда

В неустановившихся процессах часто большое количество нефти 
можно отобрать за счет расш ирения ее объема при снижении дав
ления. В этих процессах необходим учет сжимаемости жидкости. 
Считая капельную жидкость упругой, можно записать закон сж и
маемости ее в виде

где Уж — начальный объем жидкости; dV m — изменение объема 
при изменении давления на dp\ рж — коэффициент объемного сж а
тия жидкости, который обычно считают постоянным для данной 
жидкости (не зависящим от давления и температуры). Д ля  различ
ных нефтей отечественных месторождений коэффициент объемного 
сж атия составляет рн =  (7—30) 10~ 10 П а-1 , для пластовых вод 
рв =  (2,7—5) 10" 10 П а -1.

В формуле (3.12) перейдем от объемов к плотности. Подставляя 
Уж =  М!р  и dVx  =  — M d p / p 2, будем иметь

откуда dp/p =  ржdp.
Проинтегрируем последнее равенство от фиксированных зна

чений р 0 и ро до текущих значений р  и р, соответственно

р =  const. (3.11)

M d p /p 2 __ dp

Р р
I cfp/p=  Рж J dp,

Ро
отсюда

1п (р /р0) =  рж (р — Ро)
ИЛИ

р =  р0е рж(р р») (3.13)

Показатель степени рж (р—р 0) обычно много меньше единицы. 
Действительно, если рж =  10- 9  П а-1 , а р —р 0 =  Ю М Па, рж (р—
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—р„) =  0,01. В этом случае можно, разложив функцию еРж(р 
в ряд Тейлора, ограничиться двумя первыми членами ряда

ерж(р- р» ) ~  1 +  рж ( р _ р 0).

При этом получаем линейную зависимость плотности от дав
ления

Р =  РоП +  Рж (Р — Ро)]- (3-14)
Д ля  больших перепадов давления р —р 0 надо использовать урав

нение состояния (3.13).
Иногда вместо коэффициента объемного сжатия вводят модуль 

упругости жидкости Кж =  1/Рж. Формулы (3.13) и (3.14), выра
женные через модуль упругости Кж, примут вид

р =  р0е(р- ' ’о ) / 'Ч  (3.15)

р == Ро [ 1 +  (р — РоУКжЬ (3.16)
Природные газы можно считать идеальными (совершенными), 

если пластовые давления газовых месторождений невелики (до 
6 —9 МПа) и газ отбирается при депрессии до 1 МПа. Уравнением 
состояния идеального газа является уравнение Клапейрона—Мен
делеева

p/p =  R T ,  (3.17)

где R  — газовая постоянная для  газа с молекулярной массой ц, 
связанная с универсальной газовой постоянной R  зависимостью 
R  =  R/[i.

Если Т  =  Тпл =  const, а рат — плотность газа при атмосфер
ном давлении р ат и пластовой температуре Т пл, то

Рат/Рат — R T .  (3.18)
П риравнивая левые части соотношений (3.17) и (3.18), получим 

уравнение состояния идеального газа, которым будем пользоваться 
в дальнейшем:

Р=РатР/Рат- (3.19)
В настоящее время в практике все чаще встречаются газовые 

месторождения с высокими пластовыми давлениями (до 40—60 МПа), 
которые иногда эксплуатирую тся с большими депрессиями (порядка 
15—30 М Па). В этих условиях следует использовать уравнение 
состояния реального газа, которое в отличие от уравнения (3.17) 
записы вается в виде

p/p =  zR T ,  (3.20)
где г — коэффициент, характеризующий степень отклонения со
стояния реального газа от закона идеальных газов (коэффициент 
сверхсжимаемости) и зависящий для данного газа от давления 
и температуры z =̂= z (р, Г). Значения коэффициента сверхсжимае
мости z определяю тся по графикам Д . Брауна в зависимости от
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приведенных величин абсолютного давления р пр =  р / р к Р. см и тем
пературы Гпр =  Т1ТКр. см, где Ркр.см и Гкр. с„ — критические д ав 
ление и температура для природного газа, представляющ его собой 
смесь различных компонентов. Графики зависимости z  =  
== z (рпр, Т пр) приведены в работах [4, 6 ].

Д ля  изотермической фильтрации реального газа зависимость 
плотности от давления принимает вид

р =  ратг(рат)р/рат2 (р). (3.21)

Зависимость г (р) при постоянной температуре можно считать 
линейной при малых изменениях давления

г =  г0 [1— аг (р0— р)], (3.22)

где z0 — коэффициент сверхсжимаемости при р  =  р 0, и экспонен
циальной при больших изменениях давления

z =  70е ~ а* (р°~р\  (3.23)
причем константа аг должна быть подобрана так , чтобы кри вая 
(3.22) или (3.23) как можно ближе подходила к соответствующей 
эмпирической кривой на графиках Д . Б раун а.

Эксперименты показывают, что коэффициенты вязкости нефти 
(при давлениях выше давления насыщения) и газа увеличиваются 
с повышением давления. При значительных изменениях давления 
(до 100 МПа) зависимость вязкости пластовых нефтей и природных 
газов от давления можно принять экспоненциальной

ц - ц 0е~а'*(р<>~р). (3.24)
При малых изменениях давления эта зависимость имеет линей

ный характер:

И- =  Ио [ 1 — М ро — Р)Ь (3 -25)
Здесь |х0 — вязкость при фиксированном давлении р 0; а^ — 

коэффициент, определяемый экспериментально и зависящ ий от 
состава нефти или газа.

Чтобы выяснить, как зависит от давления коэффициент пори
стости, рассмотрим вопрос о напряж ениях, действующих в пори
стой среде, заполненной жидкостью.

Масса горных пород, расположенных над кровлей продуктивного 
пласта, создает так называемое горное давление р ГОрн, которое 
обычно можно считать неизменным в процессе разработки.

Горное давление определяется по формуле р горц =  р ГоРн g H ,  где 
ргорн — средняя плотность горных пород, слагающих выш еле
жащие пласты; Н  — глубина залегания пласта.

Если предположить, что кровля и подошва пласта абсолютно 
непроницаемы и полностью воспринимают н агрузку  выш ележащих 
пород, то горное давление уравновешивается напряжением в ске
лете пласта а  и давлением р в жидкости:

Ргорн =  ( l — m ) o  +  mp.  (3.26)
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Здесь сг — истинное напряжение в скелете пористой среды, рас
считанное на единицу горизонтальной площади, мысленно выделен
ной в любой точке пласта; оно действует на части поверхности 
( 1—т ) ;  поровое давление р действует на остальной части поверх
ности т.  Удобнее ввести так  называемое эффективное напряжение 
а Эф , определяемое как разность напряжений в твердом скелете 
и в жидкой фазе и связанное с истинным напряжением соотноше
нием

сгЭф =  (1— т )(с г— р). (3.27)
Тогда из (3.26) следует, что

Ргорн =  о̂ эф Р =  const. (3.28)

Эффективное напряжение физически интерпретируется как  та 
часть истинного напряж ения о  в твердой фазе, которая передаётся

по контакту между зернами скеле
та. Понятие эффективного напря
жения удобно еще и потому, что 
его можно определить из опыта: 
можно измерить нагрузку Г,  моде
лирующую горное давление р горн 
и поровое давление р,  и найти 
а Эф =  Г — р.

При разработке залежи пла
стовое давление р  падает и напря
жение в скелете сгэф возрастает.

Изменение пористости обуслов
лено как изменением внутрипо- 
рового давления р,  так  и изме
нением эффективного напряжения 

оЭф : т  =  т  (р, стЭф). При падении давления уменьшаются уси
л и я , сжимающие каждое из зерен породы, поэтому увеличивается 
объем зерен и уменьшается объем пор. Увеличение напряжения 
стЭф приводит к тому, что зерна породы испытывают дополнитель
ную деформацию — поверхность контактов между зернами увели
чивается, происходит уплотнение упаковки зерен (схематично этот 
процесс показан на рис. 3.3), возможна также перегруппировка 
зерен, разруш ение цементирующего вещества и самих зерен, дроб
ление зерен и т. д.

В тех случаях , когда р горн =  const, обычно принимают, что 
пористость зависит только от давления т  =  т (р).

Вследствие малой деформации твердой фазы считают обычно, 
что изменение пористости зависит от изменения давления линейно. 
Закон  сжимаемости породы записывают следующим образом, вводя 
коэффициент объемной упругости пласта рс:

pe =  dV„/Vdp,  (3.29)

где d V „ — изменение объема пор в элементе пласта, имеющем
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объем V, при изменении давления на dp.  Закон сжимаемости (3.29) 
можно записать в виде

dm =  $cdp  (3.30)
или в конечной форме

m =  m0 +  pc (p — Ро). (3.31)
где т 0 — коэффициент пористости при р  =  р 0.

Лабораторные эксперименты для разных зернистых пород и 
промысловые исследования показывают, что коэффициент объем
ной упругости пласта составляет: рс =  (0,3—2) 10-1 0  П а -1 .

При значительных изменениях давления изменение пористости 
описывается уравнением

т  =  т 0е ат(Ро Р) . (3.32)

Экспериментально показано, что не только пористость, но и 
проницаемость существенно изменяются с изменением пластового 
давления, причем часто проницаемость значительнее, чем пористость. 
При малых изменениях давления эту зависимость можно принять 
линейной

k =  k0 [ l — ak (p0— p)], (3.33)
а при больших — экспоненциальной

k  =  /г0е~а* (ро-р ). ’ (3.34)

В трещиноватых пластах проницаемость изменяется в зависи
мости от давления более интенсивно, чем в пористых. Поэтому 
в трещиноватых пластах учет зависимости k (р) более необходим, 
чем в гранулярных (подробнее см. гл. 1 2 ).

Уравнения состояния флюидов, насыщающих пласт, и пористой 
среды замыкают систему дифференциальных уравнений.

Таким образом, в наиболее общем случае, когда плотность, 
вязкость флюида, пористость и проницаемость среды зависят от 
давления, задача заключается в определении восьми неизвестных 
функций от координат и времени: давления р , скорости фильтра-
ции w (wx, wy, wz), плотности р, вязкости [г, пористости т  и про
ницаемости k. Д ля  этого нужно решить систему из восьми у р ав 
нений, включающих в себя уравнение неразрывности (3.3), три 
уравнения движения (3.9), уравнение состояния флюида — одно 
из соотношений (3.13), (3.14), (3.19) или (3.20); одно из соотноше
ний для вязкости — (3.24) или (3.25); для пористости —- (3.31) 
или (3.32); для проницаемости — (3.33) или (3.34).

§  5.  Н А Ч А Л Ь Н Ы Е  И Г Р А Н И Ч Н Ы Е  У С Л О В И Я

Продуктивный пласт или выделенную из него часть можно рассмат
ривать как некоторую область пространства, ограниченную по
верхностями — границами. Границы могут быть непроницаемыми
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д ля  флюидов, например кровля и подошва пласта, сбросы и поверх
ности выклинивания. Граничной поверхностью является такж е 
поверхность, по которой пласт сообщается с областью питания 
(с дневной поверхностью, с естественным водоемом), это так назы
ваемый контур питания; стенка скважины является внутренней 
границей пласта.

Чтобы получить решение системы уравнений, к ней необходимо 
добавить начальные и граничные (краевые) условия.

Начальное условие заключается в задании искомой функции 
во всей области в некоторый момент времени, принимаемый за на
чальный. Например, если искомой функцией является пластовое 
давление, то начальное условие может иметь вид

р =  р 0(х, у,  г) при t =  0, (3.35)
т. е. в начальный момент задается распределение давления во всем 
пласте.

Если в начальный момент пласт невозмущен, то начальное ус
ловие примет вид

Р =  Рн =  const при t =  0. (3.36)
Граничные (краевые) условия задаются на границах пласта. 

Число граничных условий должно быть равно порядку дифферен
циального уравнения по координатам.

Возможны следующие граничные условия.
I. Н а внешней границе Г:
1) постоянное давление

р (Г ,  t) — рк =  const, (3.37^

т. е. граница является контуром питания;
2 ) постоянный переток через границу

др/дп =  const, (3.38)
где п  — нормаль к границе Г;

3) переменный переток через границу
dp/dn =  f 1(t)-, (3.39)

4) замкнутая внеш няя граница
др/дп =  0; (3.40)

5) бесконечный по простиранию пласт
lim  р(х ,  у, t) =  pk =  const; (3-41)

*-►00, у->оо

I I .  Н а внутренней границе:
6 ) постоянное давление на забое скважины (радиус скважины гс)

р(гс, 0  =  Pc =  const; (3.42)
7) постоянный дебит. Это условие при выполнении закона 

Д арси  можно представить следующим образом:

Q — wrсо -  —-— —  2nrch — const,
ц дг
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r l P . = _ 9 i i _  при r  =  rc, (3 .4 3 )
dr 2nkh

где 2 я rch — площадь боковой поверхности скважины; h  — тол
щина пласта;

8 ) переменное давление на забое скважины

Р(гс, 0  =  /2  (0 при г =  гс; (3.44)

9) переменный дебит

Г-1 Г ~ = Ы 0  ПРИ г =  гс; (3 -45)дг

1 0 ) отключение скважины

г - ^ ~ =  0 при г =  гс. (3.46)
дг

В последующих главах будут рассмотрены задачи, которые ре
шаются с использованием граничных условий 1— 1 0 , причем ос
новными условиями, которые встретятся в курсе, будут условия 
постоянства давления на конечном и бесконечно удаленном кон
туре питания (1 и 5), а такж е постоянства давления и дебита на 
стенке скважины (6  и 7).

Г л а в а  4
УСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖ ЕНИЕ  
НЕСЖИМАЕМОЙ ЖИДКОСТИ В ПОРИСТОЙ 
СРЕДЕ

§ 1. В Ы В О Д  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  
У С Т А Н О В И В Ш Е Й С Я  Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  Н Е С Ж И М А Е М О Й  Ж И Д К О С Т И  
ПО З А К О Н У  Д А Р С И

Выведем дифференциальное уравнение установивш ейся фильтра
ции несжимаемой жидкости по закону  Д арси на основе уравнения 
неразрывности, уравнений движ ения и уравнений состояния жид
кости и пористой среды.

В рассматриваемом случае без учета деформации пористой среды 
(р =  const, т  =  const) уравнение неразрывности (3.3) принимает 
вид



У равнения установившегося движения жидкости по закону 
Д арси в поле силы тяж ести, как  установлено в гл. 3, имеют вид
ЬВ_

k др  k др  k /  др  . \
= --------------- Щ = ------------------------------ ------------------------------------- (  я +  Р £ ) -ц дх  (х д у  (х \  дг  )

(4.2)
О пределяя из уравнений (4.2) производные d w j d x ,  dwyldy,  

d w j d z
dwx __ k d2p  _ dwy  __ k d2p  _ dwz __ k d2p

дх  и дх2 ’ д у  [i д у2 ’ дг  ц дг2

(4.3)
и подставляя их величины в уравнение неразрывности (4.1), полу
чаем

_  k (  d2p I д2р . д2р
|х \  д х 2 д у 2 дг2

откуда

)=°.

Fp  , ЭЧ> Ре  _ 0> (4.4)
дх2 д у 2 дг2

V2p =  0, или d i v g r a d p  =  0. (4.5)
Уравнение (4.4) является дифференциальным уравнением уста

новившейся фильтрации несжимаемой жидкости по закону Дарси 
в недеформируемой пористой среде и носит название уравнения 
Л ап ласа .

В теории фильтрации оказывается удобным ввести функцию 
Ф (лг, у ,  г), называемую потенциалом скорости фильтрации и опре
деляемую  как

Ф =  —  (p +  pgz). (4.6)
И-

Если подставить функцию Ф (4.6) в уравнения движения (4.2), 
то их можно записать в виде

З Ф  З Ф  Э Ф  ' 1 л
Щ = ------т— > Щ = ----- т — - и>г = ------т— • (4.7)

дх ду  дг

Таким образом, потенциалом скорости фильтрации называется 
функция Ф (х , у , г), производная которой с обратным знаком вдоль 
линии тока равна скорости фильтрации w (х, у ,  г).

Продифференцировав уравнения (4.7) по координатам и под
ставив значения производных скорости фильтрации в уравнение 
неразрывности (4.1), получим

(4.8)
дх 2 ^  д у 2 дг2

т. е. потенциал скорости фильтрации Ф так ж е, как и давление р, 
удовлетворяет уравнению Л апласа. Функции р  (х, у ,  z) и Ф (х,- 
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у,  z), удовлетворяющие уравнению Л апласа, являю тся непрерыв
ными, имеющими непрерывные частные производные первого и вто
рого порядка, и называются гармоническими.

Реш ения уравнения Л апласа как решения линейного однород
ного дифференциального уравнения, имеют следующие свойства:

1) сумма частных решений есть такж е решение этого уравнения;
2 ) произведение частного решения на произвольную  постоян

ную есть такж е решение этого уравнения.
П усть, например, р ъ р 2, , р п являю тся решениями урав

нения (4.4). Тогда функция
П

Р =  Z  c iPc,1=1
где Cf — константы, также удовлетворяет уравнению (4.4).

У казанные свойства приводят к принципу суперпозиции, ш и
роко используемому при решении разнообразных задач подземной 
гидродинамики, сводящихся к уравнению Л апласа х.

§ 2.  О Д Н О М Е Р Н Ы Е  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Е  П ОТ О К И  
Н Е С Ж И М А Е М О Й  Ж И Д К О С Т И  В О Д Н О Р О Д Н Ы Х  П Л А С Т А Х

Одномерным называется фильтрационный поток жидкости, в ко
тором скорость фильтрации и напор являю тся функциями только 
одной координаты, отсчитываемой вдоль линии тока.

К одномерным относятся следующие потоки.
1. Прямолинейно-параллельный фильтрационный поток.
2. Плоскорадиальный фильтрационный поток.
3. Радиально-сферический фильтрационный поток.
Приведем краткое описание этих потоков.
1. Предположим, что при фильтрации жидкости траектории 2 

всех частиц жидкости являю тся параллельными прямыми, а ско
рости фильтрации во всех точках любого поперечного (перпенди
кулярного к линиям тока) сечения потока равны друг другу . З а 
коны движения вдоль всех траекторий такого фильтрационного 
потока совершенно одинаковы, а потому достаточно изучить дви
жение вдоль одной из траекторий, которую можно принять за ось 
координат — ось х  (рис. 4.1).

Прямолинейно-параллельный поток имеет место:
а) в лабораторных условиях при движении жидкости или газа 

через цилиндрический керн или через прямую трубу постоянного 
диаметра, заполненную пористой средой;

б) на отдельных участках продуктивного пласта при притоке 
жидкости к батарее скважин, если пласт постоянной толщины 
имеет в плане форму прямоугольника (рис. 4.2). П ри эксплуатации 
прямолинейной батареи равнодебитных скважин А  А '  в пласте по

1 Заметим, что принцип суперпозиции применим в соответствующ ей  
форме и к другим классам линейных дифференциальных уравнений.

2 Напомним, что при установившемся движении ж идкости  траектории  
совпадают с линиями тока.
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стоянной толщины h и постоянной ширины В, изображенном схе
матично на рис. 4.2, при постоянных давлениях на забоях сква
жин р г и на контуре питания р к приток жидкости к скважинам бу
дет прямолинейно-параллельным (за исключением ближайшей к 
скваж инам зоны, где линии тока будут искривляться).

Если уплотнить сетку скважин в батарее (заменить батарею 
сплошной прямолинейной выработкой — галереей), то движение 
жидкости к галерее будет строго прямолинейно-параллельным.

2- Предположим, имеется горизонтальный пласт постоянной 
толщины и неограниченной протяженности. В нем пробурена одна 
скваж ина, вскрывш ая пласт на всю толщину и имеющая открытый 
забой 1.

Рис. 4 .1 .  Схема прямолинейно- Рис. 4 .2.  Схема прямолиней-
параллельного  фильтрационного но-параллельного потока жид-
потока кости к батарее скважин

При отборе жидкости из скважины частицы жидкости в пласте 
будут двигаться по горизонтальным прямолинейным траекториям, 
радиально сходящимся к центру скважины. Такой фильтрацион
ный поток называется плоскорадиальным. Схемы линий тока в лю
бой горизонтальной плоскости потока будут идентичными и для 
полной характеристики потока достаточно изучить движение жид
кости в одной горизонтальной плоскости.

На рис. 4.3 показано горизонтальное сечение плоскорадиаль
ного фильтрационного потока, а на рис. 4.4 — вертикальное сече
ние такого потока.

В установившемся плоскорадиальном потоке давление и ско
рость фильтрации в любой точке М  зависят только от расстояния г 
данной точки от оси скважины. Таким образом, этот поток является 
другим  видом одномерного фильтрационного потока.

Если скваж ина не добывающая, а нагнетательная, то направ
ление линий тока на рис. 4.3 и 4.4 нужно заменить на противопо
ложное.

3. Рассмотрим пласт неограниченной толщины с плоской гори
зонтальной непроницаемой кровлей, через которую скважина со
общ ается с пластом полусферическим забоем (рис. 4.5). При экс
плуатации такой скважины траектории движения всех частиц жид
кости или газа в пласте будут прямолинейными и радиально схо
дящ имися в центре полусферического забоя, в точке О.

1 Такая скваж ина называется гидродинамически совершенной скважи
ной (подробнее  о совершенстве скважин см. в § 6 данной главы).
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В случае, если через скважину в пласт нагнетается жидкость 
или газ, их траектории будут радиально расходящимися от 
центра забоя скважины О.

В таком установившемся потоке напор и скорость фильтрации 
в любой его точке будут функцией только расстояния этой точки 
от центра забоя скважины. Следовательно, этот вид фильтрацион
ного потока такж е является одномерным и называется радиально-

I
\  ; /

\  /  М\  | /  М 

4 1

/ '  \
'  i 4

/ / / / / / / / / /Л \° / / / / / / / / / /

Рис. 4 .3 .  Горизонтальное се
чение плоскорадиального п о 
тока

Рис. 4 .4 .  Вертикальное сече
ние плоскорадиального пото
ка

Рис. 4 .5 .  Вертикальное с е ч е 
ние радиально-сферического  
фильтрационного потока

сферическим. Такой поток может реализовываться, когда скважина 
вскрывает только кровлю пласта или глубина вскрытия значи
тельно меньше толщины пласта.

Описанные три вида одномерных фильтрационных потоков яв
ляю тся простейшими моделями реальных течений, возникающих 
при разработке нефтегазовых месторождений, но играют важную 
роль при решении некоторых практических задач.

Задача исследования установившегося фильтрационного по
тока заключается в определении дебита (или расхода), давления, 
градиента давления и скорости фильтрации в любой точке потока, 
а такж е в установлении закона движения частиц жидкости (или 
газа) вдоль их траекторий и в определении средневзвешенного по 
объему порового пространства пластового давления.

Перейдем теперь к изучению характеристик простейших уста
новившихся фильтрационных потоков несжимаемой жидкости в 
однородных пластах.
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Прямолинейно-параллельный поток

Пусть в горизонтальном пласте постоянной толщины h  и ширины В 
в сечении I— I, совпадающем с контуром питания, поддерживается 
постоянное давление р к, а в сечении II— II,  отстоящем на расстоя
нии LK о т  контура питания, поддерживается постоянное давление р г 
(здесь расположена добывающая галерея ) 1 (рис. 4.6). Направим 
ось координат Ох вдоль линии тока, ось 0у  — вдоль контура пи
тания. Д ля  полного исследования такого потока, как было выяс

нено ранее, достаточно изучить 
движение жидкости вдоль оси Ох.

Дифференциальное уравнение 
Л апласа (4.4) при этом примет 
ВИД

I

Ш Ш
X

.1

г оо

d2p!dx2 =  0 . (4.9)

Ж

Р ис .  4 .6 .  Вертикальное и гори
зонтал ьное  сечение прямолиней
но-паралл ельного  фильтрацион
ного потока

Д л я  определения давления 
в любой точке потока проинтегри
руем дважды уравнение (4.9) при 
следующих граничных условиях:

Р-
Р-

■р к
■Рг

при
при

х  =  0\ 
х  =  L K. (4.10)

Тогда в результате двукрат
ного интегрирования (4.9) находим последовательно 

dp
dx

■C-l или dp =  C1dx,

р  — CiX^rCi ,
где C j и C j — произвольные постоянные.

П одставляя в (4.11) граничные условия (4.10), получаем

Сг =  Рк',
Рк ~~~ РгС г = -

(4.11)

(4.12)

Закон распределения давления в пласте найдем, подставив зна
чения постоянных С х и С 2 из (4.12) в (4.11):

Рк  —  Рг р  =  Рк — - X-

Из (4.13) получаем выражение для градиента давления
d p  =  Р к  — Рг 

dx  /-к

(4.13)

(4.14)

1 Сечения I— I и I I — II перпендикулярны ко всем границам пласт!
кровле, подошве и боковым границам).
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Уравнение движения для рассматриваемого случая, как  сле
дует из уравнений (4.12), будет иметь вид

/ г (4. 15)
ц dx

Тогда, подставив выражение (4.14) для  градиента давления, 
в (4.15) найдем скорость фильтрации

. w = —  р« - рг . .  (4.16)
Ц -̂к

Объемный расход жидкости в потоке определяется произведе* 
нием скорости фильтрации w на площадь поперечного сечения по' 
тока со =  Bh,  т. е.

I Q =  w(o = —  р« - р г - Bh.  (4.17)
/  И [^-к

Закон движения частиц жидкости t — f  (х) найдем, используя 
соотношение между скоростью фильтрации w и средней скоростью 
движения частиц жидкости v. Имеем

откуда"?

dxw =  m v =  т -----
d t

dt =  - d x -  (4.18)

Подставив выражение (4.16) д ля  скорости фильтрации в (4.18) 
и интегрируя в пределах от 0  до t и о т 0  д о я , получим закон движ е
ния жидких частиц:

/ = -------------------х  =  — — Xj (4.19)
^ Рк Рг k (Рк Рг)
И L*.

который, используя (4.17), можно представить в виде

, т 'mBh лг>ч t = —  Х = ---------х.  (4.20)
w Q

Средневзвешенное по объему порового пространства пластовое 
давление найдем из выражения

г  ’ i  pd VПор. (4.21)
^ п° р ■ ПОр

В нашем случае

Vnop =  mBhLK, d,V пор =  mBhdx.  (4.22)
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Подставив в (4.21) значения Упор, d V пор из (4.22), р  из (4.13) 
и проинтегрировав, найдем

m B h L K J V L K J
о

f) Р к +  Р г
X - г -  = - ^ Г ^ - 7  (4.23)

Р г

поле
филь-

Таким образом, характеристики установившегося прямолинейно
параллельного потока несжимаемой жидкости в однородном пласте 
определяются соотношениями (4.13), (4.14), (4.16), (4.17), (4.19) 
и (4.23). Анализ этих формул приводит к следующим выводам.

Пластовое давление (4.13) распределяется вдоль линии тока 
(оси Ох) по линейному закону (рис. 4.7). В любой плоскости yOz 
давление одинаково во всех точках, для которых постоянна абс
цисса х,  т. е. уравнение

х  =  const (4.24)

представляет собой уравнение семейства изобар (линий равного 
давления) — семейства горизонтальных прямых, перпендикуляр
ных к линии тока Ох.

Поверхностями равного давления в таком потоке будут являться 
вертикальные плоскости, перпендикулярные к линиям тока Ох.

Изобары и линии тока (в данном случае и траектории частиц 
жидкости) образую т два семейства взаимно перпендикулярных 
прямых линий.

В установившемся прямолинейно-параллельном потоке семей
ством изобар будут равноотстоящие друг от друга прямые, перпен
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Рч

О

прям оли ной но-параллельн ого  филь
т р ац ионн ого  потока вдоль линии

^7777777777777777777777777777777:

Р и с . 4 .8 .  Гидродинамическое  
прямолинейно-параллельного  
трационного потока



дикулярные к оси Ох, а семейство траекторий будет представлено 
прямыми, равноотстоящими друг от друга и параллельными оси Ох 
(рис. 4.8).

Совокупность изображенных на чертеже изобар и траекторий 
частиц жидкости называют гидродинамическим полем данного по
тока. Градиент давления dpldx  (4.14), скорость фильтрации w  (4.16) 
и расход (дебит) жидкости Q (4.17) постоянны вдоль потока (не з а 
висят от х) (см. рис. 4.7).

Тот факт, что на рис. 4.8 изобары и траектории представлены 
равноотстоящими параллельными прямыми, подтверждает по
стоянство градиента давления и скорости фильтрации в любой 
точке потока. К ак и следовало ожидать, зависимость между вре
менем t и координатой х (4.19) получилась линейная, ибо в рассмат
риваемых условиях фильтрационный поток движется с постоянной 
скоростью.

Средневзвешенное пластовое давление р  (4.23) равно полусумме 
значений давлений р к и р т на границах потока, что такж е нахо
дится в полном соответствии с линейным распределением (4.13) 
давления в пласте.

Плоскорадиальный фильтрационный поток

Будем считать, что несжимаемая жидкость притекает к гидроди
намически совершенной скважине радиусом гс, расположенной 
в центре однородного горизонтального кругового пласта постоян
ной толщины h. Н а внешней круговой границе пласта радиусом R K, 
служащей контуром питания, поддерживается постоянное давле
ние р к, на забое скважины давление р с тоже постоянно. Д виж ение 
жидкости установившееся.

Дифференциальное уравнение (4.4) д ля  случая плоского ф иль
трационного потока имеет вид

д2р ' д2р = 0 .  (4.25)
дх2 д у 2

Можно упростить исследование плоскорадиального потока, 
если уравнение Л апласа (4.25) представить в цилиндрических ко
ординатах г и ф. В данном случае вследствие осевой симметрии х а
рактеристики потока не зависят от угла ф и являю тся функциями 
только координаты г. Здесь мы дадим более наглядное решение 
этой задачи, минуя формальное преобразование координат. И с
пользуем для этого схему течения в трубке тока переменного се
чения.

Пусть ось цилиндра радиуса г > г с (где гс — радиус скважины ) 
совпадает с осью г. Тогда д ля  плоскорадиального потока произ
вольная трубка тока с центральным углом ф и площадью ф ильтра
ционной поверхности со (г) =  ф/7г имеет вид, представленный на 
риС| 4.9.



Так как г =  JRK—s, a ds =  — dr, 
Д арси  можно записать:

Q = -------* - - ^ - © ( 5 ) :
ц ds

в соответствии с законом

dp Ф rh.
(i. dr

Поскольку при установившемся движении несжимаемой ж идко
сти расход Q сохраняется вдоль оси г струйки, имеем

- ^ -  =  0  и —  ( —  - ^ - ф г / Л = 0 . 
d.r\ “ dr V Ц dr J

Отсюда, сокращ ая на постоянные ве
личины k,  [л, h и ф, получаем

=  (4.26)

Уравнение (4.26) в развернутом виде 
запишется так:

Рис.  4 .9 .  Трубка тока  
в плоскорадиальном п о 
токе

d2p
+ —

dp
= 0 . (4.27)

Это и есть дифференциальное уравнение Л апласа в полярных 
координатах для установившегося плоскорадиального фильтра
ционного потока несжимаемой жидкости по закону Дарси.

Дважды  проинтегрировав уравнение (4.26), получим его общее 
решение. Находим последовательно

,  dp  п  dp  г ,  1'  — С1г или -у— =  С1 — ,
dr

d p  =  C -i
dr откуда

dr

p =  C1l n r  +  C2.
(4.28)

Постоянные интегрирования С г и С 2 находятся из граничных 
условий, которые в данном случае можно записать в виде

р  =  р с  при г =  гс;
р =  рк при r =  R K. (4.29)

П одставляя граничные условия (4.29) в общее решение (4.28),
находим

откуда

р с =  С1\ п г с +  С2\ 
р к  =  Ci In R K -j- Са,

Сг = Р К Р С

In Як
(4.30)

С 2 =  Р с  —
Р к  —  Рс

In R k
I n  /"с =  Р к  '

Рк. Р  с

In Як
1п Я к- (4.31)
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Подставляя (4.30) и (4.31) в общее решение (4.28), получим за
кон распределения давления в плоскорадиальном потоке:

р  =  Р с+  - Р-к- ~ -Рс 1п — =  р к Рк~ Рс 1 п ^ - -  (4.32)
In Гс In - $ * -  г

Г с гс
Градиент давления dp/dr  определим из (4.28), подставив в него 

значение С х из (4.30):
dp Р к  — р с 1

dr 1п _В*.
(4.33)

Тогда скорость фильтрации и дебит скважины соответственно 

w =  A  A l .  = А . - Р «  — Рс . _ L . (4 .3 4 )
ц dr ц 1п _5л_ '

Гс

Q =  wa(r)  — —  —Рк ~  Рс —  2nrh,
(х ,п _ ? к . г

I
откуда

Формулу (4.35) называют ~формуЛой"Дюпюи по фамилии ее ав
тора.

Закон движения частиц жидкости вдоль их траекторий найдем 
из соотношения скорости фильтрации и средней скорости движения 
жидкости

ds drw =  mv =  m  —  - — т  — , 
dt dt

откуда

d t =  -  —  dr.

Подставляя сюда значение скорости фильтрации w  из (4.34) 
и интегрируя в пределах от 0 до t  и от R 0 до г, получим закон дви
жения жидких частиц:

k  (Рк —  Рс) 2 Q

где R „ — начальное положение частицы жидкости в момент времени 
t =  0 ; г — текущее положение частицы жидкости в момент вре
мени t.
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Время Т отбора всей жидкости из кругового пласта радиусом RK 
получим, если в (4.36) подставим вместо R0 радиус контура пита
ния R K, а вместо г — радиус скважины гс. Тогда

Т =  nmh (Rk — r\)!Q. (4.37)

Вычислим средневзвешенное по объему порового пространства 
пластовое давление

радиусом г.
И спользуя эти величины и формулу (4.32) для давления р , на

ходим

При вычислении интеграла предполагали, что гс С  RK- 
Таким образом, характеристики установившегося плоскора

диального потока несжимаемой жидкости в однородном пласте 
определяются по формулам (4.32) — (4.38). Проанализируем эти 
соотношения. Прежде всего отметим, что во все выведенные фор
мулы  входят разности давлений, поэтому под величинами рк и рс 
можно подразумевать к ак  абсолютное, так и избыточное давление.

Дебит скважины, как  следует из формулы Дюпюи (4.35), прямо 
пропорционален перепаду давления Ар =  рк—рс и одинаков че
рез любую цилиндрическую поверхность, соосную скважине, т. е. 
от г не зависит.

График зависимости дебита от перепада давления называется 
индикаторной диаграммой. Следовательно, в рассматриваемом по
токе индикаторной линией является прямая (рис. 4.10).

Отношение дебита скваж ины  Q к  перепаду давления Ар назы
вается коэффициентом продуктивности скважины К ■ Из формулы
(4.35) находим

Р — j” pd V пор-
^пор Vnop

Здесь Кпор =  л (Rk—/с) hm — полный поровый объем в пласте 
радиусом RK; V'„0p — я  (г2—rl) hm — объем пор в части пласта

С

откуда после интегрирования получим

(4.38)

Q 2л kh (4.39)
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Рис. 4 .10 .  Индикаторная д и а 
гр а м м а  плоскорадиального  пото
к а  несжимаемой ж идкости  по 
з а к о н у  Д арси

Рис. 4 .1 1 .  График зависимости градиен та  д авл е н и я  и скорости филь
трации  от расстояния до центра с ква ж и н ы

Размерность коэффициента продуктивности К, к ак  это следует 
из формулы (4.39), будет

[/С] =  (м3/с)/Яа -= (м4 • с)/кг.

Если при исследовании скважины замерены ее дебит и перепад 
давления, известны толщина пласта, вязкость нефти в пластовых 
условиях, радиус скважины и радиус контура питания, то из фор
мулы Дюпюи можно определить проницаемость пласта

Оц In
k = ------------- ^ ------

2 л h (р к — р с)

К ак видно из формул (4.33) и (4.34), градиент давления dp/dr 
и скорость фильтрации w в любой точке пласта обратно пропор
циональны расстоянию г от этой точки до оси скваж ины . График 
зависимости градиента давления и скорости фильтрации от коор
динаты г, изображенный на рис. 4 .11, представляет собой равно
бочную гиперболу. Из графика видно, что при приближении к ск ва 
жине и градиент давления, и скорость фильтрации резко возрас
тают, достигая максимального значения на стенке скваж ины. Этот 
вывод совершенно очевиден и из самого определения скорости филь
трации как  отношения объемного расхода жидкости к площади 
фильтрационной поверхности:

w =  Q/co =  Ql(2nrh.).
Из формулы (4.32) следует, что давление в пласте распределено 

по логарифмическому закону. Графиком зависимости р — р (г) 
является логарифмическая кривая, изображенная на рис. 4 .12, 
вращение которой вокруг оси скважины образует поверхность, 
называемую воронкой депрессии.

Необходимо отметить, что в точках г =  RK кривая распределе
ния давления не касается горизонтальной линии, а подходит к ней 
под некоторым углом.

Воронка депрессии вследствие логарифмического закона рас
пределения давления имеет большую крутизну вблизи скваж ины.
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Рис. 4 .12 .  График р аспределения 
д а вл е н и я  в плоскорадиальном  ф иль
трационном потоке

Рис. 4 .13 .  Гидродинамическое  поле 
п лоско р ади альн ого  ф ильтрационно
го потока

Следовательно, основная часть депрессии на пласт сосредоточена 
в призабойной зоне скважины, параметры которой сильно влияют 
на дебит скважины.

Уравнения семейства изобар в рассматриваемом плоскорадиаль
ном фильтрационном потоке можно установить по формуле (4.32), 
откуда следует, что давление будет одинаковым в тех точках пло
скости движения, в которых г =  const, или в декартовых коорди
натах х2 +  у 2 =  г2. Следовательно, изобарами являю тся окруж 
ности, концентричные оси скваж ины. Очевидно, что и здесь изо
бары ортогональны траекториям, совпадающим с радиусами ук а 
занных окружностей (рис. 4 .13).

Заметим, что все выведенные в данном разделе формулы ос
таются справедливыми и для нагнетания жидкости в пласт. В этом 
случае рс> р к, и в формулы (4.32) — (4.35) вместо рк—рс необхо
димо подставить разность рс—рк, а график распределения давле
ния в пласте (см. рис. 4.12) следует зеркально отобразить в гори
зонтальной плоскости рк — const.

Важной характерной особенностью формулы Дюпюи (4.35) яв
ляется слабая зависимость дебита Q от радиуса RK контура пита
ния для достаточно больших значений R J r c, так  к ак  радиусы гс 
и RK входят в нее под знаком логарифма.

Радиально-сферический установивш ийся фильтрационный поток

Схема такого потока изображена на рис. 4.14. Будем считать, что 
несжимаемая жидкость притекает к  скважине, вскрывшей одно
родный пласт весьма большой (теоретически бесконечной) тол
щины, через полусферический забой, радиус которого равен ра
диусу скваж ины  гс-

Допустим, что начальное приведенное давление во всем пласте 
и на забое скваж ины  равно рк- Затем приведенное давление на за
бое скважины снизили до рс и поддерживали его постоянным. При
веденное давление на достаточно удаленной от забоя полусфериче-
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Рис. 4 .14 .  Схема радиально-сфериче- Рис. 4 .15 .  Т р у б к а  то ка  в р ад и альн о-  
ского  фильтрационного потока сферическом потоке

ской границе радиуса RK сохраняется постоянным и равным р*к. 
В пласте будет иметь место установившийся радиально-сфериче- 
ский поток несжимаемой жидкости, описываемый дифференциаль
ным уравнением (4.4).

Д ля упрощения исследования уравнение Л апласа (4.4) удобно 
представить в сферических координатах, имея в виду, что р =  р (г). 
Д л я  наглядности поступим аналогично предыдущему случаю , 
исходя непосредственно из схемы течения в трубке тока перемен
ного сечения.

В радиально-сферическом потоке трубка тока с телесным у г 
лом ф и площадью фильтрационной поверхности со (s) =  срг2 (где 
г — радиус-вектор этой поверхности) имеет вид, изображенный 
на рис. 4.15.

Используя равенства s =  RK—г, ds — — dr и закон Д арси , 
аналогично случаю плоскорадиального потока находим

Q = -----— со (s) =  —  dp ф г2 — const;
Н ds [д. d r

dr V (j, dr Jdr

Отсюда, сокращ ая на постоянные величины ф, k  и [л, имеем

Уравнение (4.40) можно записать в развернутом виде

~2 &р* dp+  2г - ^ -  =  0 или
dr2 dr

- 7 Т -  +  —  ^ г -  =  °- (4 -41)dr2 г dr

Уравнение (4.41) и есть дифференциальное уравнение Л апласа 
в сферических координатах для установивш егося радиально-сфе- 
рического фильтрационного потока несжимаемой жидкости по з а 
кону Дарси.
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Общее решение уравнения (4.40) найдем, как  и ранее, посредст
вом его двукратного интегрирования. Имеем:

r* ^ l  =  C i; d p * = C x^ - -  (4.42)
dr л2

р* =  — —  + С 2 - (4.43)
Г

Постоянные интегрирования Сх и С 2 определяются из следую
щих граничных условий:

p* =  pl при г =  гс: )
* * р  (4 ’44)P = р к При Г =  Р к. I

Подставив граничные условия (4.44) в решение (4.43), найдем

Рс = ---------—
Гс

* Cl I /"*Рк = -------—  +  С2,
•К К

откуда

с , -  ; (4.45)

/* с

(4 46'
V г с R k )  W e  R K )

Распределение приведенного давления в радиально-сфериче
ском фильтрационном потоке несжимаемой жидкости найдем, под
ставив значения постоянных интегрирования С\ и С2 из (4.45) и 
(4.46) в общее решение уравнения Лапласа (4.43):

* • Рк — Рс / 1  1 \ * 1

Р _  *к  ) ~ Рс +
Гс R k

+ ... ( - -------- - V  (4.47)
1 1 V гс г )

т с R к

Градиент приведенного давления определим из (4.42), подста
вив значение С х из (4.45):



Тогда, используя (4.48), определяем дебит добывающей сква
жины радиусом гс

Q =  _  A 1 E L  ш (s) =  A  J eL  2ЯГ» =  А  -----L_ 2лг2 =
(1 ds (х dr { i l l  г2

г с R  к

2 я *  Рк  — Р*с
1

(4.49)

rC R k

Здесь было использовано равенство ф =  2 я . Скорость фильтра
ции на расстоянии г от центра забоя скваж ины  найдем из ее опре
деления, используя (4.49):

w = — —  = - А _  =  - -------Рк ~ Рс------ L .  (4.50)
со (г) 2 я г 2 ц 1 1 г 2

Гс Rk
Закон движения частиц жидкости вдоль их траекторий г опре

деляется из соотношения

d t=  — — dr,
w

интегрируя которое в пределах от 0 до t и от R0 до г и используя 
(4.50), находим закон движения в следующем виде:

Я к )  /?в ~ г3 _  2 я т  Rp — г3 ( 4  5 1 )
3 -  Q 3

Д ля того чтобы найти время Т продвижения частицы жидкости 
от начального положения R до скваж ины , нужно в последней 
формуле положить г =  гс. Если при этом пренебречь величиной г\ 
вследствие ее малости, то получим

T =  ^ j - R \ .  (4 .52)

Средневзвешенное по объему порового пространства приведен
ное пластовое давление найдем из его определения:

)' pdV'noр- (4 .53)
КпоР Vnop

В нашем случае

Vnop= -| -  nRlm,

dV пор =  2 nr2drm, 
р* определяется по формуле (4.47).
3 * 6 7



Тогда выражение (4.53) можно записать так :

р* =

Rk

Рк Рс / 1  1 \ 2птгЧг,

Г
С

откуда после интегрирования, пренебрегая значениями г\ и г\,

Таким образом, характеристики установившегося радиально
сферического потока несжимаемой жидкости в однородном пласте 
определяются формулами (4-47) — (4.52) и (4.54).

Проанализируем эти формулы. К ак следует из формулы (4.49), 
зависимость дебита от перепада приведенного давления в радиально
сферическом потоке т а к а я  ж е , к ак  и в плоскорадиальном потоке, 
следовательно, и форма индикаторной линии здесь будет тоже пря
мой (см. рис. 4.10).

Ф ормулы (4.48) и (4.50) свидетельствуют о том, что градиент 
приведенного давления и скорость фильтрации в любой точке пласта 
обратно пропорциональны квадрату расстояния этой точки от 
забоя скважины. Следовательно, если построить для радиально
сферического потока график, аналогичный графику на рис. 4.11, 
то крутизна соответствующей кривой у  стенки скважины (при ма
лых значениях^/-) в радиально-сферическом потоке будет еще 
больше, чем в плоскорадиальном.

Из формулы (4.47) следует, что приведенное давление в любой 
точке пласта обратно пропорционально координате г этой точки. 
Значит, зависимость приведенного пластового давления от г ги 
перболическая. Уравнением семейства поверхностей равного при
веденного давления (равного напора) являю тся, как  следует из 
той ж е  формулы (4.47), концентричные полусферы. Понятно, что 
в разны х точках одной и той ж е поверхности равного напора ис
тинные давления будут различны. Но, зная высотную отметку 
точки пласта, плотность пластовой жидкости, распределение при
веденных пластовых давлений, легко найти истинное давление в лю
бой точке пласта.

Отметим в заключение, что все формулы и выводы данного па
раграф а останутся справедливыми, если считать скважину нагне
тательной. При этом надо учитывать, что приведенное давление 
на забое скважины рс будет больше пластового рк.

по сравнению с R2K, найдем

(4.54)



§  3.  И С С Л Е Д О В А Н И Е  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Х  Т Е Ч Е Н И Й  
Н Е С Ж И М А Е М О Й  ЖИДКОСТИ В Н Е О Д Н О Р О Д Н Ы Х  
П Л А С ТА Х

В природных условиях продуктивные нефтегазосодержащие пласты 
редко бывают однородными. Пористая среда назы вается неодно
родной, если ее фильтрационные характеристики — проницаемость 
и пористость — различны в разных областях.

Однако часто изменение проницаемости по пласту носит столь 
хаотичный характер, что значительные области пласта можно счи
тать в среднем однородно проницаемыми. Характеристики филь
трационных потоков в таких пластах с большой точностью отве
чают характеристикам потоков, установленных в предыдущем па
раграфе для строго однородных пластов.

Но нередко встречаются такие пласты, значительные области 
которых сильно отличаются др уг от друга по фильтрационным х а 
рактеристикам. Это так  называемые макронеоднородные пласты, 
параметры которых существенно влияют на характеристики филь
трационных потоков.

В пластах — коллекторах нефти и газа выделяют следующие 
основные виды макронеоднородности.

1. Слоистая неоднородность, когда пласт разделяется по тол
щине на несколько слоев, в каждом из которых проницаемость 
в среднем постоянна, но отлична от проницаемости соседних слоев. 
Такие пласты называют такж е неоднородными по толщине. Вследст
вие малости кривизны границы раздела между слоями с различ
ными проницаемостями считают обычно плоскими. Таким образом, 
в модели слоистой пористой среды предполагается, что проницае
мость изменяется только по толщине пласта и является кусочно
постоянной функцией вертикальной координаты. При этом можно 
считать, что пропластки разделены непроницаемыми границами 
(случай гидравлически изолированных слоев), либо учитывать пе
ретоки между слоями с различными проницаемостями (случай гид
родинамически сообщающихся пропластков).

В первом случае возможен расчет фильтрационных характери
стик по одномерным моделям течения. Во втором случае точный 
учет перетоков флюида между пропластками требует решения д в у 
мерных задач фильтрации.

2. Зональная неоднородность, при которой пласт по площади 
состоит из нескольких зон (областей пласта) различной проницае
мости. В пределах одной и той ж е зоны проницаемость в среднем 
одинакова, но на границе д вух  зон скачкообразно изменяется. 
Здесь, таким образом, имеет место неоднородность по площади 
пласта.

3. Неоднородные пласты, в которых проницаемость является 
известной непрерывной функцией k (х , у, z) координат точек об
ласти фильтрации.

Рассмотрим одномерные потоки несжимаемой жидкости в таких 
неоднородных пластах по закон у Дарси.
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Прямолинейно-параллельный поток несжимаемой жидкости
в неоднородных пластах

Слоисто-неоднородный пласт

П усть горизонтальный пласт постоянной толщиной h и шириной В  
состоит из п пропластков толщиной hu h2, . . . , hit . . . , hn, про
ницаемостью klt k2, . . . , ki, . . . , kn и пористостью m1, m2, . . .

trii, . . . , mn (рис. 4.16). Пласт 
насыщен несжимаемой жидкостью. 
Если на контуре питания пла
ста поддерживать постоянное дав
ление рк, а на другой его гра
нице — галерее, отстоящей от кон
тура питания на расстоянии LK, 
поддерживать такж е постоянное 
давление рг (при этом рг-<рк), 
то в каждом пропластке при от
сутствии перетоков между ними 
будет иметь место установившийся 
прямолинейно-параллельный по
ток жидкости. Тогда для расчета 
характеристик течения можно ис
пользовать формулы, полученные 
в § 2 .

Распределение давления в каж 
дом пропластке будет линейным 

вдоль линии тока и описывается уравнением (4.13). Так как зна
чения граничных давлений рк и рг во всех пропластках одина
ковы и распределение давления в них не зависит от проницаемости 
пропластка, очевидно, что при одном и том ж е значении коорди
наты х давления в каждом пропластке должны быть одинаковыми 
(речь, конечно, идет о приведенных к одной плоскости отсчета 
давлениях), т. е.

Рис. 4 .16 .  К ри вая  распределения 
д а в л е н и я  в прямолинейно-парал- 
лельном  потоке несжимаемой 
ж идкости  в слоисто-неоднородном 
пласте

Р =  Рл- Р к Рг

Градиент давления в каждом пропластке такж е будет одинаков:

dp Рк —Рг
dx Lk

Скорость фильтрации жидкости в t-м пропластке будет своя, 
пропорциональная соответствующей проницаемости пропластка ki. 
В соответствии с формулой (4.16) имеем

Wt = ki Рк Рг 
|Л LK

i =  1, 2, п.
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Дебит потока Q можно вычислить к ак  сумм у дебитов в отдель
ных пропластах Q*:

Q- ki Рк —  Рг Bh =  J H pk— Рг)_ у  k h Ш
HLK ^  

i — 1
И-

(  =  1 1 =  1

Движение частиц жидкости в каждом пропластке будет опреде
л яться  по своему закону в соответствии с формулой (4.20):

ti rriiBhi -х, i =  1, 2, п.
Wi Qi ki (pK — p r)

Д л я гидродинамических расчетов иногда бывает удобным з а 
менить поток жидкости в неоднородном пласте потоком в однород
ном пласте такой ж е толщины h, ширины В и длины LK со средней 
проницаемостью kcp, величину которой можно определить из р а
венства дебитов этих двух  потоков, т . е.

П

Q= В (рк Рг)

откуда

Z  kihi ■■ 
1=1 П

Рк ---  Рг Bh,

*ср =  Z  kihjh ■ 
1 = 1

Зонально-неоднородный пласт

П усть горизонтальный пласт постоянной толщиной h и шириной В
состоит из п зон с различными проницаемостью k lt k2
kn, пористостью т и т 2, . ■ . , 

, 1п- На границах 
пласта поддерживаются по
стоянные давления рк и 
р г/рк>рг) (рис. 4.17). Гра
ницы каждой зоны пласта 
перпендикулярны к направ
лению фильтрационного по
тока Ох. В пласте происходит 
установившееся прямолиней
но-параллельное движение 
несжимаемой жидкости.

Характеристики такого 
потока в пределах каждой 
однородной зоны будут рас
считываться по соответствую
щим формулам § 2 .

Распределение давления в 
каждой зоне линейное и опре
деляется выражением

rtii,

Pi
Рк

т „  и длиной 1г,
ki ,

•

к. т . (г. т.1 \к; т .  I k .  т .к2рJ1 * ь т г |
тгНрт^ггт

М .
L,

ТТЛ
I кп, гпп 
7777777777777"

In

Рис. 4 .17 .  К р и в ая  р асп р едел ени я  д а в 
ления в п р ям о л и н ей н о -п ар ал л ельн о м  
потоке н есж имаем ой  ж и дко сти  в з о 
нально-неоднородном пласте

P i  {х)  =  р 1 - 1  *
P i—l  —  Pi

U
(4.55)

где pi—j , pi — давление соответственно в начале и конце i-й зоны, 
координата х берется только в пределах этой зоны.
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Градиент давления в пределах каждой зоны постоянный, но 
разный в различных зонах:

d p  i/ d x =  — { P i - i — P iV h -

Дебит потока вследствие уравнения неразрывности для несжи
маемой жидкости будет постоянным в любом поперечном сечении 
потока:

Q =  А -  Рк — Pi B h =  . . . = j ± - . pi ~1~ pi B h =  . . . =
И h H h 

__ kn Pn—i Pr- B h -
In

Применяя к  последним равенствам правило производных про
порций, получим

Q=
Bh Y, (Pi-1 — Pi)

Bh pc-! — Pi 1=1______________Bh pK — p г

"  - г  V  "  “  V  '<
L i ti= l i= 1

Скорость фильтрации, как  и дебит, будет постоянной в любом 
сечении потока:

w = —  =  рк ~  Рг /(Bh) =  Рк~ Рг •
СО LI п , « ,

i= 1 f=l 
При этом важно иметь в виду, что истинные средние скорости 

движения частиц жидкости в различных зонах пласта будут раз
ными, обратно пропорциональными значениям пористости пласта 
в этих зонах, т. е. в зонах с большим значением пористости средняя 
скорость движения жидкости будет меньше, чем в зонах с мень
шим значением пористости. Среднее значение проницаемости kcp. 
такого неоднородного пласта можно определить из равенства де
битов в неоднородном и эквивалентном однородном пластах:

Q __ B h  Рк ' Рг  __ ^ср Рк Рг

i = 1
откуда

*ср- М  Y A -
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Давления pi на границе раздела зон с различной проницае
мостью, входящие в формулу (4.55), можно определить из условия 
равенства скоростей фильтрации в этих зонах:

w __ k i Рк —  Pi______ * 2  Pi —  Р2 _  _ _ __ k n

Ц k  Н k  H

X Pn~ ) - Pn-  , Pn =  p r .
*n

Например, если неоднородный пласт состоит из двух  зон (п =  2), 
что часто бывает в практике разработки нефтяных и газовы х ме
сторождений, то давление р х на границе этих зон находим из ра
венства

w  _  Рк —  Pi __ &2 P i  —  Рг

откуда
к , к 

Рк ~~~ I" Рг кг ki 
P i = -----г----- ;-----

kx кг

Подставив это значение давления на границе зон в выражение
(4.55), записанное соответственно для первой и второй зон, полу
чим в явном виде распределение давления в этих зонах:

P i {x ) = P k -------~ Г Г 'Г 7 Т ~  х <<1*2-1- 12*1

р 2 (х) =  Рг +  <'Р.К~ Рг̂ 1 ( U — X), ly <  X <  L K.
tl«2 ~\~ 1чК\

Если установившееся прямолинейное движение несжимаемой 
жидкости происходит в пласте, проницаемость которого вдоль ли 
нии тока изменяется непрерывно, т. е. k = f  (лг), то дебит такого 
фильтрационного потока

Q = ------k Jx )__d P _  B h
ц dx

Разделяя переменные и интегрируя последнее уравнение, по
лучим

^к
<?и Г dx

Таким образом, и в этом случае все характеристики течения 
можно определить, если известна функциональная зависимость 
проницаемости k от координаты х.
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Установившийся плоскорадиальный приток несжимаемой ж идко
сти по закону Дарси направлен к гидродинамически совершенной 
скваж ин е радиуса гс в слоисто-неоднородном пласте, состоящем 
из п пропластков с разными коллекторскими свойствами (рис. 4.18).

При этом на контуре питания и 
на забое скважины гс поддержива
ются постоянными давления рк 
и рс

В каждом пропластке при его 
постоянных толщине ht и прони
цаемости ki будет плоскорадиаль
ное движение и закон распреде
ления давления в каждом из них 
описывается уравнением (4.32):

р  =  р к ----------Р * .- . Р с 1 п . Я к

Плоскорадиальный поток несжимаемой жидкости
Слоисто-неоднородный пласт

Рис. 4 .18 .  Распределение д а в л е 
н и я  в плоскорадиальном потоке 
н есж и м аем ой  ж идкости  в слоисто
неоднородном пласте

In R к

Логарифмическая кривая рас
пределения давления (см. рис. 4.18) 

общ ая для всех пропластков. Градиент давления будет такж е оди
наков во всех пропластках и равен

dp _  Рк — Рс 1 _ 
dr . RK г

Скорость фильтрации, пропорциональная проницаемости, бу
дет в каждом пропластке иметь свое значение:

kt Рк Рс _1_
^ in Rk r

W, I ■ 1, 2,

Дебит потока Q можно определить как  сумму дебитов в отдель
ных пропластках Q,-:

2nkthi р к — рс

i=i In R к
Р « -Р с  у  kiht 
ln У .

Среднее значение проницаемости пласта kcp можно определить 
из равенства дебитов в реальном неоднородном и эквивалентном 
однородном пластах:

п 2л Pk — Pc JL

г С i  =  l

2лкср h Рк — Рс

In R к 
Гс
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откуда

п

kcp =  £  kiht/h,
1=1

что полностью совпадает с соответствующей формулой д ля  прям о
линейно-параллельного течения.

Зонально-неоднородный пласт

Пусть имеется горизонтальный пласт постоянной толщиной h, со
стоящий из п кольцеобразных зон с различной проницаемостью £{ 
и пористостью mi, при этом граница каждой зоны имеет форму бо
ковой поверхности цилиндра, соосного скважине (рис. 4 .19). На 
внешней границе п-й зоны, являющейся контуром питания пласта 
Rк, поддерживается постоянное давление рк, на внутренней гр а 
нице пласта гс (забое совершенной скважины) поддерживается по
стоянное давление рс■ В пласте имеет место 
установившийся плоскорадиальный приток 
несжимаемой жидкости по закону Д арси.

Распределение давления в каждой i-й 
зоне подчиняется логарифмическому закону 
<4.32):

pt — P t - i  

l n - ^ -
ln

n r f_ !<  r <  rc, 
’ »*== 1. 2, • • n,

(4.56)

n -1 Puc. 4 .19 .  Горизон 
тальн ы й  р а зр е з  з о 
нальн о-  неоднородно
го пласта

где pi (г) — давление в любой точке i-й зоны 
с  координатой г; r it — внешний и вну
тренний радиусы i-й зоны (г0 =  гс, гп =
-- RK)', pi, p i - i  — давления соответственно на внешней и в н ут 
ренней границах i -й зоны.

Градиент давления в j'-й зоне изменяется с координатой г по 
гиперболическому закону:

dpt _  pi — pi--, 1 гг_ ! <  г <  г£,
dr , ri г ’ i =  1, 2 , . . . , п.

I n --------
r i - l

На рис. 4.20 схематично показано распределение давления вдоль 
линии тока в плоскорадиальном потоке несжимаемой жидкости 
в зонально-неоднородном пласте.

Дебит потока в силу установившегося движения несжимаемой 
жидкости будет постоянен через любую цилиндрическую поверх-
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ность, соосную скважине:
2nki h p i _ 2 — Рс 2nkih p i— pi- г

Q=
In—

''/ — 1
2nknh рк - pn- 1  _

U In - 5 i£ _
'« - I

Puc. 4 .20 . Распределение  давл ен и я  в плоскорадиальном потоке несжимаемой 
ж и дкости  в зонально-неоднородном пласте

Используя свойство производных пропорций, находим из по
следних равенств:

П
2  (Pi — P i - 1)

Q=
2nh  t-= i 2nh P к —  Pc

y 1 — in ——
L—J ki fi-l

(4.57)

1 i=i
In ■

П-г

Скорость фильтрации в любой точке потока определяется отно
шением дебита к  соответствующей фильтрационной поверхности:

w— ■ Q Q
w (г) 2 л rh

2л h Рк —  Рс

Iх
-/(2nrh) =

E i r In

1 = 1 

Рк —  Рс 

1

fi- 1

j.1 У  —  In — r-i—  
£_/ ki f i—\
i= l
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Среднее значение проницаемости зонально-неоднородного пласта 
можно определить из равенства дебитов аналогичных потоков в не
однородном и однородном пластах:

q __ 2 я к ________ р к Рс______  __ 2л £ Срh Рк Рс

in — r-i—
Z-J ki fi—l

** In — -b-

откуда

г = 1

b  — /сСр —
In Rk

У  —  In
L—l ki Г i—!
i=l

В практике разработки нефтяных месторождений значительный 
интерес представляет задача о притоке жидкости к  скваж ине при 
наличии вокруг забоя скважины кольцевой зоны с проницаемостью, 
отличной от проницаемости остальной части пласта, т . е. пласт 
состоит из двух  зон различной проницаемости. Т акая  задача воз
никает, например, в следующих сл уч аях : при торпедировании или 
кислотной обработке призабойной зоны, установке гравийного 
фильтра, глинизации или парафинизации призабойной зоны, вы
носе мелких фракций породы из этой зоны и т. д.

Очень важной при этом бывает необходимость установления 
влияния различия проницаемостей кольцевой призабойной зоны 
и остальной части пласта на продуктивность скваж ины .

При наличии в пласте двух  кольцевых зон (п =  2) с различной 
проницаемостью распределение давления в этих зонах (л) и 
р 2 (г) можно найти из (4 -156) , предварительно определив давление р х 
на границе этих зон из равенства скоростей фильтрации на этой 
границе:

wx ■■ ki  P l —  Рс 1 k 2 Р к  — P i 1

откуда

Pi =

I i rl . 1 i Rk pк ------  I n -------- 1- p с ------  I n -------
k\ /"c 1̂

Подставив найденное значение давления р у на границе зон 
в уравнение (4.56), записанное соответственно дл я  первой и второй
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зоны, находим
Pi(r) =  Pc-\-------- — -------- Рк~ Р с ---------------- In —  , re < r < r i ;

ki ( —  in +  - i _  in A i rс 
\ *1 r,

p2 ( r ) = p K--------- — --------^ -------- — — ln -^ J L , <  г <  RK.
k J —  l n - 5 -  +  - l _  1П - * “Л

V Г с k 2 f !  /

Дебит скважины в таком  двухзональном пласте определится 
из. (4.57):

2 л  h____________ р к — рс
Q=

* 1 / ’с *2 ГХ

2 n k 2h  р к — рс

In -^2- 4. A .  I n -" 1
( 4 . 5 8 )

»1 ^  /с
Формула (4.58) совместно с формулой Дюпюи (4.35) позволяет 

выяснить важный вопрос: к ак  влияет изменение проницаемости 
призабойной зоны пласта на дебит скважины?

Рекомендуем проделать такие расчеты самостоятельно в качестве 
упражнения.

§  4.  О Д Н О М Е Р Н Ы Е  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Е  ПОТОКИ 
Н Е С Ж И М А Е М О Й  Ж И Д К О С Т И  П РИ Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  З А К О Н А Х  
Ф И Л Ь Т Р А Ц И И

Обобщим результаты  § 2 д л я  случая фильтрации несжимаемой 
жидкости при больших скоростях, когда становятся значитель
ными инерционные составляющие гидравлического сопротивления 
и линейный закон Д арси не выполняется. Д ля учета инерционных 
эффектов будем пользоваться степенной (1.13) и двучленной (1.12) 
зависимостями.

Прямолинейно-параллельный установившийся фильтрационный 
поток
Схема фильтрации изображена на рис. 4.6, но вместо закона Дарси 
используем нелинейный степенной закон фильтрации (1.13), кото
рый в данном случае принимает вид

w =  c ( — ^ ~ Y  К п < 2 ,  (4.59)
\  d x  J  B h

где С и п  — известные константы.
Д л я  определения постоянного дебита Q разделим переменные 

в уравнении (4.59) и проинтегрируем в соответствующих пределах:

j r d p = _ ( - Q \ n \Kdx,
I й  v  C B h  )  о
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откуда

Q =  C ^ ^ - y  " Bh. (4.60)

Интегрируя (4.59) в других пределах, найдем распределение 
давления:

р'к И \ CBh )  о

р = р к - ( ^ 1 г ) % - ( 461)

Подставив в (4.61) выражение для дебита Q (4.60), получим 

р =  р к — Рк- г ”'--х, (4.62)

откуда следует, что распределение давления при нелинейном за- 
коне фильтрации (4.59) в точности совпадает с формулой распреде
ления давления в аналогичном потоке при фильтрации по закон у 
Дарси (4.13).

Скорость фильтрации определяется по формуле

’=-сШ"=се^ г  (4-м>W - -

Из формулы (4.63) видно, что скорость фильтрации постоянна 
во всем фильтрационном потоке, т. е . частицы жидкости будут 
двигаться равномерно вдоль траектории.

Плоскорадиальный фильтрационный поток несжимаемой 
жидкости

Степенной закон фильтрации в условиях плоскорадиального дви
жения (см. рис. 4.3, 4.4) имеет вид

w — —  =  c f —— Y ” , <a =  2nrh. (4.64)
со \ dr J

Д ля определения дебита скваж ины  разделим переменные в (4.64) 
и проинтегрируем:

рс гс
_  (  Q \ п 1 /  1 ___ 1 _ л

Р * Р с  I  2л h C  )  1 —  п [  ^ я -1  - r " - i  )  '

79



откуда

Q =  2л hC ( я  —  1) (Рк —  Рс)

(тГ-ЫгГ
1/Я

(4.65,

В предельном случае при п — 2 (закон Краснопольского) из
(4.65) находим

rc Rk
Пренебрегая в последнем равенстве величиной 1 /RK по срав

нению с 1 /гс (что в большинстве практических случаев вполне 
допустимо), получим

Q =  2nhC д/гс(Рк— Рс) • (4.66)
Распределение давления в потоке такж е определим из уравне

ния (4.64), проинтегрировав его в других пределах:

рк
р =  Рк - ( - 9 — Г  — 1—  _______ 1— \ =

^  2n h C  )  п  ~  1 ^  гп-1  д £-1  J  

=  Р к ----------- ----------------- ( — -------------— V  (4.67)
- ! _____!— I  г - 1 я г 1 )
, » - !  д„_1

В случае закона Краснопольского (п =  2) из (4.67) находим 

Р =  РК------- ^ £ ± — ( ± — J - Y  (4.68)
_ | ________1__  \  Г - R  к /

гс Я к

Интересно отметить, что распределение давления в рассматри
ваемом плоскорадиальном потоке при законе Краснопольского 
имеет тот ж е вид, что и при радиально-сферическом притоке, про
исходящем по линейному закону фильтрации,— сравните формулы 
(4.68) и (4.47).

Градиент давления найдем по формулам (4.64) и (4.65):
d p  /  О V 1 __ (п 1) (Рк Рс) I м
dr ~  V 2 л rhC )  ~  _ J _________ 1 _  г" ’

П—1 Г)П—1
гс Нк

откуда д л я  закона фильтрации Краснопольского (п =  2) находим
^Р________ Рк Рс______ ! _
dr 1 1 г2



К ак и следовало ожидать, эта формула в точности совпадает 
с соответствующей формулой (4.48) для радиально-сферического 
потока по закону Дарси.

Скорость фильтрации w определяется из (4.64) с учетом (4.69)

w—C (П —  1) (Рк — Рс) 

1 1
„л—1 RZ

1 '.п 1

Рис. 4 .2 1 .  И ндикаторны е 
л инии , соответствую щ ие 
различны м з ако н ам  филь
трации

Можно показать, что движение жидкости в плоскорадиальном 
потоке при нелинейном законе фильтрации будет иметь такой ж е 
характер , как  и в аналогичном потоке при линейном законе филь
трации — см. (4.36).

Проанализируем выведенные формулы. К ак  видно из формулы 
д л я  дебита скважины (4.65), индикаторная линия при 1 < С «< 2  
будет иметь вид выпуклой (к  оси дебитов) степенной кривой с дроб
ным показателем степени, меньшим 2. В случае закона Красно
польского, как  показывает формула
(4 .6 6 ), индикаторная линия является 
параболой второго порядка. На рис. 4.21 
приведены индикаторные линии плос
корадиальных потоков несжимаемой 
жидкости при линейном законе филь
трации (п =  1) и при нелинейных зако 
нах ( 1 < п < 2  и л =  2).
(  Кривая распределения давления 

в плоскорадиальном потоке при нели
нейном законе фильтрации, к ак  это 
видно из формулы (4.67), имеет форму 
гиперболы, следовательно, воронка де
прессии будет гиперболоидом вращения. Крутизна воронки де
прессии у стенки скважины будет бол-ыне, чем у логарифмической 
кривой, изображенной на рис. 4.12.

/ Изменение скорости фильтрации w вдоль линии тока в усло
виях плоскорадиального потока подчиняется гиперболическому 
закону, какдпри нелинейной фильтрации (4.64), так  и при линей
ной (4.34). jj

Следуе'р-яодчеркнуть, что в реальных условиях нельзя считать, 
что во всем пласте от стенки скважины до контура питания — 
справедлив единый нелинейный закон фильтрации с постоянным 
значением показателя степени п. Фильтрация может происходить 
по линейному закону при небольших дебитах скваж ины , но с ув е 
личением дебита нарушение линейного закона фильтрации начнется 
прежде всего вблизи забоя скваж ины , в то время к ак  в остальной 
части фильтрационного потока по-прежнему соблюдается закон 
Д арси. В дальнейшем по мере увеличения дебита скваж ины  область 
потока, в которой нарушен линейный закон фильтрации, будет 
расш иряться. *В этих случаях  необходимо использовать двучлен
ный закон фтаьтрации (1.12).
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Д вучленная формула для рассматриваемого плоскорадиального 
течения имеет вид

-AE-—JL  w-\-bvi?, (4.70)
dr k

где
6=Рр/д/^-

В ы раж ая скорость фильтрации w через дебит Q
w =  Ql(2nrh),

перепишем (4.70) в виде
dp _ и Q b Q2 >
dr k 2л rh (2л rh)2

откуда, разделяя переменные, получим

dP =  — —  +  - A 9 L -  A l.  .
2nkh г (2 лЛ)2 г2

Интегрируя последнее уравнение в пределах от г до RK, от р 
до рк и от гс до RK, от рс до рк, найдем соответственно:

а) распределение давления в пласте

р =  Рк-------In --------------Ь̂ ~  (+ --------— V
2nkh г (2лft)2 \ г R K )

б) дебит скважины

+  ----- - i - V  (4 .7 1 )
2nkh r c (2nh)2 V гс д к  /

1^Дебит Q находится к ак  положительный корень полученного 
квадратного уравнения (4.71), из которого видно, что индикатор
ная линия Q — f  (Ар) в этом случае является параболой. \1

§  5 .  И Н Т Е Р Ф Е Р Е Н Ц И Я  С К В А Ж И Н

Явление интерференции (взаимодействия) скважин заклю чается 
в том, что под влиянием пуска, остановки или изменения режима 
работы одной группы скважин изменяются дебиты и забойные дав
ления другой группы скважин, эксплуатирующих тот же пласт.

Суммарная добыча нефти из месторождения по мере ввода в экс
плуатацию новых скважин, находящихся в одинаковых условиях, 
растет медленнее, чем число скважин (рис. 4.22). Вновь вводимые 
скваж ины  взаимодействуют с существующими. Это явление взаимо
действия и взаимовлияния скважин называется интерференцией. 
Прежде чем перейти к исследованию задач интерференции скваж ин , 
введем некоторые необходимые понятия.

Назовем точечным стоком на плоскости точку, поглощающую, 
жидкость. Сток можно рассматривать как  гидродинамически со
вершенную скваж и н у бесконечно малого радиуса в пласте единичной 
толщины. На плоскости вокруг точечного стока будет радиальное 
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движение. Точечный источник — это точка, выделяю щ ая ж и дкость  
(модель нагнетательной скважины).

Найдем потенциал Ф точечного стока на плоскости. Т а к  к ак  
точечный сток является моделью добывающей скваж ины  и течение 
вокруг него плоскорадиальное, то можно воспользоваться форму
лой скорости фильтрации для потока этого типа (4.34):

=  (4 .72)
|i j R K r 2nh г 2яг

где q =  Q/h — дебит скважины-стока, приходящийся на единицу 
толщины пласта.

Рис. 4 .22 . З ави си м о сть  с у м м а р н о г о  деби та  
нефтяного месторож дения от ч и с л а  с к в а 
жин

Но для плоскорадиального потока

с*Ф с(Фw =  —
ds dr

откуда

d<D == wdr =  ■q dr
2л г

и после интегрирования получим выражение потенциала д л я  то
чечного стока на плоскости

Ф =  -^ -1 п  г +  С, (7 .73)
2я

где С — постоянная интегрирования.
Таким образом, потенциал в окрестности скваж ин ы -стока про

порционален логарифму расстояния г от стока (центра с к в аж и н ы ). 
При г =  0 и г =  оо функция In г обращ ается в бесконечность, поэ
тому потенциал в этих точках теряет смысл.

Д ля точечного источника справедливы все написанные ф ормулы , 
но дебит q считается отрицательным (q<zO).

Из формулы (4.73) следует, что линиями равного потенциала 
(эквипотенциалами) являю тся окружности г =  const.

Найдем теперь потенциал точечного стока в пространстве. Д в и 
жение вблизи такого стока будет радиально-сферическим. П оэтом у 
скорость фильтрации

w =  Q/(4nr2) =  dOldr,
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о т к у д а

d O =  - 9 - * ! - ,
4л  г2

и потенциал точечного стока в пространстве

Ф = ------—  +  С.
4яг (4 .74)

Д л я  потенциала точечного источника знак дебита в формуле
(4 .7 4 ) заменяется на противоположный.

К ак  следует из формулы (4.74), потенциал точечного стока в  
пространстве обращ ается в бесконечность при г =  0, а при г =  оо 
о стается  конечным (равным С).

М одель точечного стока в пространстве будет использована в 
дальнейш ем дл я  решения задач о притоке жидкости к гидродина
мически  несовершенным скважинам .

Отметим, что метод источников и стоков очень удобен, он ши
р о ко  используется при решении не только задач фильтрации, но 
и зад ач , связанных с обтеканием различных тел в потоке жидкости. 
П рим еняется этот метод и в задачах теории теплопроводности, элек
три чества и магнетизма.

Н а основе свойств уравнения Лапласа, которым описывается 
распределение давления и потенциала в установившихся потоках 
ж и дкости  в пласте (см. § 1), в подземной гидравлике разработан 
м етод решения сложных гидродинамических задач, названный ме
тодом  суперпозиции (методом наложения).

М атематический смысл метода суперпозиции заключается в том, 
что если имеется несколько фильтрационных потоков с потенциа
л ам и  Ф х (х , у, г), Ф 2 (х, у ,г ) ,  , Ф„ (х,у, z). каждый из которых 
удовлетворяет уравнению Л апласа, т. е.

s.®, , < •*  . 2 ...................
дх2 д у2 дг2

п
то  и сумма Ф =  2  С£Ф,- (где С; — произвольные постоянные) такж е 

i=i
удовлетворяет уравнению Л апласа.

С ледует при этом подчеркнуть, что вариацией произвольных 
постоянных Ci в суммарном значении потенциала можно удовлет
во р и ть  всем граничным условиям.

Гидродинамический смысл метода суперпозиции состоит в том, 
что изменения давления и потенциала в любой точке пласта, выз
ван н ы е работой каж дой скважины (добывающей или нагнетатель
ной), алгебраически суммирую тся в каждой точке пласта. При этом 
сум м ар н ая  скорость фильтрации находится как  сумма векторов 
скоростей фильтрации, вызванных работой каждой скважины.
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Пусть на неограниченной плоскости расположено п источникоа 
и стоков (рис. 4 .23). Потенциал каждого из них в точке М  опреде
ляется по формуле (4.73):

Ф х = - ^ - 1 п г 1 +  с1, Ф 2 =  In г2 +  С2, . . . ,
2 л  2л

Фа =  -*П-1П Гп+Сп,
2л

где гх, Го, , гп — расстояния от первого, второго, . . . , п-го 
стоков до точки М ; С ъ С 2, . . . , Сп — постоянные.

а  __

Рис. 4 .23 . Схема скоростей фильтрации в точке 
М при работе источников и стоков на неограничен
ной плоскости (а) и результи р ую щ и й  вектор скоро
сти фильтрации в точке М (б)

К аж дая из функций Ф 1( Ф 2, . . . , Ф„ удовлетворяет уравнению  
Лапласа. Тогда сумма потенциалов

Ф =  Ф !-! Ф 2+ . . . Ч.ф я==- ± - £  q tln n  +  C, (4.75>
2л  , = 1

С =  Ci -f- С2 . . . +  Сп
такж е удовлетворяют уравнению Л апласа. Физически это означает, 
что фильтрационные потоки от работы каждого источника или стока 
накладываются друг на друга . В этом и заключается принцип с у 
перпозиции, или сложения течений

- >
Вектор скорости фильтрации w в точке М (рис. 4 .23 , б)

w =  w ij r w 2~sr  . . . +w„, (4 .7 6 )
где

Wi = qi/(2nr1), w2 =  q2/{2nr2), . . . , Wn =  qnl{2^rn).

Метод суперпозиции можно использовать не только в бесконеч
ных пластах, но и в пластах, имеющих контур питания или непро
ницаемую границу той или иной формы. В этом случае д л я  вы пол
нения тех или иных условий на границах приходится вводить фик
тивные скважины-стоки или скважины-источники за пределами
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п ласта . Фиктивные скваж ины  в совокупности с реальными обеспе
чиваю т необходимые условия на границах. При этом задача сво
д и тся  к  рассмотрению одновременной работы реальных и фиктив
ных скважин в неограниченном пласте. Этот метод называется ме
тодом отображения источников и стоков.

Рассмотрим здесь использование методов суперпозиции и ото
б р аж ен и я источников и стоков на некоторых задачах, имеющих

практическое применение 
в теории разработки неф
тяных и газовых место
рождений.

Приток жидкости к группе 
скважин в пласте 
с удаленным контуром 
питания

Пусть в горизонтальном 
пласте толщиной h распо
ложена группа скважин 
А 1У А 2, , Ап радиуса
ми гС(, работающих с раз
личными забойными потен
циалами Фс г, где i =  
=  1, 2, . . . , п (рис. 4.24).

Расстояния между цен
трами г'-й и j -й скважин из

вестны  (r{j =  гу-,•). Т ак к ак  контур питания находится далеко от 
всех  скважин, то можно приближенно считать, что расстояние от 
всех  скважин до всех точек контура питания одно и то же и равно 
/?к . Потенциал Фк на контуре питания считается заданным. Тре
б уется  определить дебит каждой скважины и скорость фильтрации 
в любой точке пласта.

Потенциал в любой точке пласта М определяется по формуле
(4 .75 ). Поместив мысленно точку М последовательно на забой каж 
дой скваж ины, получим выражения для забойного потенциала на 
н и х

Р и с . 4 .24 . С хема гр уп п ы  с к в а ж и н  в п ла 
с т е  с  удаленны м  контуром  п итания

Фс
2л

1

(ft In rCl +  f t  In rn  +  ft In rl3 - qn 1пГ]„)-гС;

фс., = - 7— (ft l n r -21 +  ft ln r Ca + f t  ln r 23 +  . . . -f  f t  In r2„) +  C; 
2л

(4.77)

Фс„ = —— (ft In rnl +  f t  In rn2 +  f t  In rn3 +  . . . -f-ft In Лсл) +  C •
2n
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Здесь приближенно принято, что расстояние от точки на 
стенке данной скважины i до центра любой другой скважины f  
равно расстоянию между центрами этих скваж ин , т ак  как

I ?ij (i /)•
Система (4.77) состоит из п уравнений и содержит п +  1 неиз

вестных (п дебитов скважин и постоянную интегрирования С). 
Дополнительное уравнение получим, поместив точку М на контур 
питания:

Ф к да —— (<7i In Rk Цч In RK -Ь • • • 4 Чп In Rk) С. (4.78)
2л

Вычитая почленно каждое из уравнений (4.77) из (4.78), исклю
чим постоянную С и получим систему из.га уравнений, решив ко
торую, можно определить дебиты скважин qu q2, . . . , qn, если 
заданы забойные ФСх, ФС2, • • • , Фсп и контурный Фк потенциалы. 
Точно так  ж е можно решить и обратную задачу определения по
тенциалов по известным дебитам qt (i =  1, 2, . . . , п).

Имеем:

Фк- Ф С1 =  ~ ^ 1 \ п ^ - ! q2l n - ^ - +  . . . -j- qn In - К - ' ) ;
2л V ГС1 гх2 г1п )

Фк — Ф с2 =  In -f q2 In +  . . . ■ qn l n - ^ V
2л V r.n  r c2 r2n )

(4 .79)

Фк- Ф с» =  7 - ( ? 1 1 п - ^  +  ? ,1 п А +  . . . +<7п1п-?-"_Л.
2л \ тп i rn 2 rcn /

Скорость фильтрации w в любой точке пласта М определяется 
как  геометрическая сумма скоростей фильтрации, вызванных ра
ботой каждой скважины:

-► п  -*•

W =  Z  Wi,  Wi  =  I Wi  I =  —  ,
1=1 2лг,-

Wi направлена по радиусу от точки M к  данной скваж ине-стоку.
Если на месторождении находятся в эксплуатации десятки , 

а то и сотни скважин, то, очевидно, надо составить десятки  или 
сотни таких уравнений, как (4.77). Решение такой сложной системы 
уравнений возможно с помощью ЭВМ.

Приток жидкости к скважине в пласте с прямолинейным 
контуром питания

Пусть в полубесконечном пласте с прямолинейным контуром пи
тания, на котором потенциал равен Ф к, работает одна добывающая 
скважина А с забойным потенциалом Фс (рис. 4 .25). Необходимо 
найти дебит скважины q, потенциал и скорость фильтрации в лю
бой точке пласта.
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У ф
Рис. 4.25. С хема  притока жидкости к 
скваж и н е  в пласте  с прямолинейным 
контуром питания
Рис . 4.26. С хема  пласта  с различными 
контурами питания

Ф

х

Если бы пласт был неограниченным или контур питания был 
'бы кругом , в центре которого расположена скваж ина, то потен
циал в любой точке пласта находился бы по формуле (4.73). При 
этом условие постоянства потенциала на прямолинейном контуре 
питания не выполняется, т ак  к ак  расстояние г разных точек кон
тура питания от скваж ины  А неодинаково.

Д л я  решения задачи используем метод отображения источни
ков и стоков. Зеркально отобразим скважину-сток А относительно 
контура питания и дебиту скважины-изображения А' припишем 
противоположный зн ак , т . е . будем считать ее скважиной источни
ком. Теперь рассмотрим в бесконечном пласте совместную работу 
двух  скваж ин : скважины-стока А с дебитом +  q и скважины-источ
ники А'  с дебитом — q. Потенциал в любой точке М, находящейся 
на расстоянии гх от скваж ины  Л и на расстоянии г 2 от скважины А':

Потенциал на контуре питания можно выразить, подставив в
(4.80) гх =  г 2. В результате получим

т. е . потенциал на контуре питания действительно постоянен. Тогда 
из (4.80) с учетом (4.81) потенциал на забое скважины А {гг =  гс, 
г 2 =  2а) можно выразить так :

1пг2+  С =  —̂— jln С. (4.80)
2я г-2

Ф  =  С = Ф к , (4.81)

(4.82)

Из (4.82) выражение дл я  дебита скважины А, приходящегося 
на единицу толщины пласта, получим в следующем виде



Если бы контур питания был окружностью радиуса а, то дебит 
скважины был бы равен (по формуле^Дюпюи)

2 п ( Ф к — Ф с)
ч

1 а I n -----
г с

В реальных условиях форма контура питания MN (рис. 4.26) 
часто бывает неизвестна, но она заключена м еж ду окружностью  
и прямой линией. Следовательно, дебит скваж ины  в этих усло
виях будет находиться в пределах

2л (Ф к — Ф с) ^  ^  2л  (Ф к — Ф с) _
. а  ^  2 а 
I n ------ I n -------

r c r c

Д ля определения потенциала в любой точке М (см. рис. 4.25) 
воспользуемся формулой (4.80) с учетом (4.81):

Фм = _ !_ 1 п - ^ -  +  фк . (4.84)
2 л  г2

Скорость фильтрации равна геометрической сумме скоростей 
фильтрации, вызванных работой реальной скважины-стока А и 
фиктивной скважины-источника А' (см. рис. 4 .25), т . е.

W  =  WA +  W A ’ ,

где wA =  q/(2nr1) и направлена к скважине A; wA' =  ?/(2nr2) 
и направлена от скважины А'.

На контуре питания, где г х =  г 2, скорость фильтрации перпен
дикулярна контуру питания.

Из формулы (4.84) следует, что уравнение эквипотенциален 
имеет вид

гг/г2 =  const или rl/rl =  C2. (4.85)'

Если выразить г] и г\ через координаты точки М (х , у) и коор
динаты центров скважин А (а, 0) и А' (— а, 0), то будем иметь 
т\ =  {х—а)2 +  у 2 и г\ = {х +  а) 2 +  у 2. Следовательно, уравненне 
(4.85) представляет собой уравнение окружности с центром на оси х. 
М еняя значение константы С 2, получим семейство эквипотенциа- 
лей — окружностей с разными радиусами и с центрами, располо
женными в разных точках оси х. Контур питания является эквипо- 
тенциалью, т. е. окружностью с бесконечно большим радиусом.

Семейство линий тока будет представлять собой окружности, 
проходящие через центры обеих скважин, которые леж ат на пря
молинейном контуре питания (рис. 4 .27). При этом эквипотенциали 
(изобары) всегда ортогональны линиям тока. Подробнее об этом 
изложено в § 8 данной главы .

На рис. 4.27 показаны семейства линий тока и изобар при при
токе жидкости к скважине в пласте с прямолинейным контуром 
питания.
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Рис. 4 .27 . С ем ей ства  линий то ка  и изобар в потоке жидкости к скваж и н е  
в п ласте  с прям олинейны м контуром  питания

Приток жидкости к скважине, расположенной вблизи 
непроницаемой прямолинейной границы

Т акая  задача может возникнуть при расположении добывающей 
скваж ины  возле сброса или около границы выклинивания продук
тивного пласта. В этом случае реальную скважину-сток зеркально 
отображают относительно непроницаемой границы, и дебиту сква
жины-изображения приписывают тот же знак, что и дебиту реаль
ной скваж ин ы . Рассматривая приток жидкости к двум  равноде- 
битным скваж ин ам , нетрудно установить, что скорость фильтра
ции на непроницаемой границе будет направлена вдоль границы, 
т. е . граница является  линией тока и фильтрация через нее отсутст
вует. Дебит скваж ины  в этом случае определяется из уравнений 
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(4.77) и (4.78) для п =  2 в пласте с удаленным контуром п и тан и я ;:
2 я ( Ф к — Ф с)

Ч —  ̂ »

гс2а
где 2а — расстояние между реальной и воображаемой ск в аж и н ам и -

Приток жидкости к скважине, эксцентрично расположенной 
в круговом пласте
Пусть в плоском пласте постоянной толщиной h с круговым к о н т у 
ром питания радиуса RK, на котором поддерживается постоянный 
потенциал Фк, на расстоянии б от центра кр уга  расположена с к в а -  
жина-сток А, на которой поддерживается постоянный потенциал Ф »с 
(рис. 4.28). Требуется определить дебит скваж ины  q и п отенциал  
в любой точке пласта.

Рис. 4.28. Схема притока ж идкости  к  с к в а ж и н е ,  эксцентрично 
расположенной в кр у говом  пласте

Отобразим скважину-сток А фиктивной скважиной-источни
ком А', расположенной от скважины А на расстоянии а и л еж ащ ем  
на продолжении ОА. Это расстояние а определим из условия п о 
стоянства потенциала на окружности радиуса RK, для чего в ы р а 
зим потенциал в двух точках М х и М 2 контура питания, взяты х н а  
пересечении прямой А А' с контуром питания.

По методу суперпозиции потенциалы в этих точках будут имет£> 
следующие выражения:

Фл*. =  Фк =  1п (/?к — 6) ----- — In [ а — ( R K — б)] + С  =
2я 2я

=  - ^ - 1 п -  — + С ; ( 4 .8 6 )
2л а — (RK — о)

Фм 2 =  Фк =   ̂ In (RK б)---- In (Rk +  о +  б) 4- С =
2 2л 2л

^ J _ l n — +  б------h C _ (4 .8 7 >
2 я  R K - f  а -\- 6

9  1



Из равенства правых частей формул (4.86) и (4.87) найдем рас
стояние между скважинами А и А':

Я к- Я к + 6
ct — (R к — б)

откуда

а =  ( ^ 2к - б 2)/б. (4.88)

Д ля того чтобы определить дебит скважины А , запишем выра
ж ение потенциала на ее забое:

Ф л = Ф с ■ I n  Т с
2л  2л

Вычитая (4.89) из (4.86), получим

1 п а+  С =  —— 1 п -^ -+ С . (4.89)
2л

Ф к --- Ф с  =  - ■ In ■ (Rk — б) а
2 я  [а  — ( Я к — б ) ] г с 

П одставляя теперь выражение (4.88) в (4.90), находим

Як- S 2
(Я к- 6 ) 1

ф к— ф с =  — In

(4.90)

(^)
2л,

■(^к — 6) г с

р2 я2
=  ^ - 1 п  к =  -^ -1 п

2д
Я к гс

2л .  ГС V  Я к
(4.91)

Из формулы (4.91) получаем дебит скважины А, эксцентрично 
расположенной в круговом пласте:

2л  (Ф к — Ф с)

In

(4.92)

При эксцентриситете 6 =  0 формула (4.92) обращается в фор
м улу Дюпюи.

Потенциал в любой точке пласта М, находящейся на расстоянии 
от скважины Л и на расстоянии г 2 от скважины А', можно вы

разить так :

Ф м \пг1 - In г2 +  С q -In — Т-С. (4.93)
2 л  2л  " 2л  г2

Вычитая из (4.93) выражение (4.89) и учитывая (4.88), получим

—  In
2л  4 т2

( л .  1
V г. гЧ ) '

(4.94)
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Выражение дл я  потенциала в точке М можно получить так ж е  
и вычитанием из уравнения (4.86) или (4.87) уравнения (4 .93):

Ф д.-=Ф к----- f - Ч — " ! - ) •  (4.95)2 л  V гг R K J

Формулы (4.94) и (4.95), очевидно, идентичны.

Приток жидкости к бесконечным цепочкам и кольцевым 
батареям скважин

На примере притока жидкости к нескольким рядам или кольце
вым батареям скважин ознакомимся с широко применяемым при 
проектировании разработки нефтяных месторождений методом эк 
вивалентных фильтрационных сопротивлений, предложенным 
Ю. П. Борисовым и основанным на аналогии движения жидкости 
в пористой среде с течением электрического тока в проводниках.

Рассмотрим без вывода задачу о притоке жидкости к  одной це
почке скважин, расположенных на расстояниях 2а друг от д р уга  
и на расстоянии L от прямолинейного контура питания. П усть 
на контуре питания задан постоянный потенциал Фк, на забоях 
скважин — потенциал Фс (рис. 4 .29). Требуется определить дебит 
каждой скважины и суммарный дебит п скважин в цепочке.

Рис. 4.29. С хема притока ж идкости  к цепочке с к ва ж и н

Р
* к . ---------- ( =

Р'

1 фс

Рис. 4 .3 1 .  С хема  э к в и в а л е н т н ы х  
фильтрационных сопротивлений  при 
прито ке  к  цепочке с к в а ж и н

Рис. 4.30. К ривая  распределения по
тенциалов вдоль линий тока
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Решение задачи заклю чается в следующем. Цепочка скваж ин- 
стоков отображается зеркально относительно контура питания в  
скважины-источники, и рассматривается интерференция двух  це
почек скважин в неограниченном пласте.

Вдоль прямой А В , проходящей через скважины (как  говорят,, 
вдоль главной линии тока), частицы жидкости будут двигаться 
наиболее быстро. Прямую  А 'В' и ей подобные, делящие расстоя
ние меж ду скважинами пополам, в силу симметрии потока можно 
рассматривать к ак  непроницаемые границы, вдоль которых дви
жение будет наиболее медленным. Они называются нейтральными 
линиями тока. Х арактер распределения потенциалов вдоль этих 
прямых АВ  и А 'В' показан на рис. 4.30. Задача решается методом 
суперпозиции. Результаты  решения показывают, что на расстоя
нии от контура питания до половины расстояния между скваж и
нами движение жидкости практически прямолинейное и падение 
потенциала на этом участке происходит по закону прямолинейной 
фильтрации. Основное падение потенциала происходит вблизи сква
ж ины , где характер движения близок к радиальному. При этом 
дебит каждой скваж ины  цепочки выражается следующей формулой:

Q _  2л (Фк -  Фс)
h nLIn 2 sh-----  -j- In

^ 1 (  nL nL \ 
где s h — — =  — l e  ° — e a J — гиперболический синус.

В случае, когда L^>o, величина e~nLla очень мала и тогда

j , г nL- ■ л  I
l n 2 s h ------~  ln e  ° = -------

а а

Отсюда следует, что при L > a  дебит скважины 
п_ 2л (Фк Фс) Фк — Фс

nL , , a L , 1 ,------- -f- I n --------- -------------------1----------In ■

(4.96)

2a 2я

Вводя обозначения
L l , a: p; —— In -----
2 a 2я

формулу (4.96) представим в виде

Q —  ( Ф к — Ф с)/(р +  рО > ( 4 - 9 7 )

аналогичном закону Ома.
Величина р, по терминологии Ю. П. Борисова, называется внеш

ним фильтрационным сопротивлением батареи, р' — внутренним. 
Таким образом, приток жидкости к цепочке скважин можно пред
ставить схемой эквивалентных фильтрационных сопротивлений, 
показанной на рис. 4 .31.
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Аналогом объемного расхода q служ ит сила тока, а аналогом 
разности фильтрационных потенциалов — разность электрических 
потенциалов. Суммарный дебит всей прямолинейной цепочки из п 
скважин

Q' =  Qn =  qhn = ф« - фг
1 1

2 anh 

Рк -

2 я  nh

■Рс
|(L

kh2an 2п khn
In-

n r.

(4.98)

А Л А

Рис. 4 .52 .  Схема экви вал ен тн ы х  фильтрационных с о п р о т и вл е 
ний при притоке к трем цепочкам с к ва ж и н

Из формулы (4.98) получили выражение для внешнего фильтра
ционного сопротивления цепочки

р =  \iL/(kh2ori)  =  ] iLl (khB) ,
которое представляет собой сопротивление потоку -жидкости от 
контура питания до галереи длиной В =  2ап, расположенной на 
расстоянии L от контура питания, а внутреннее сопротивление

_  Iх ’
2 лкНп

In

выражает сопротивление, возникающее при подходе жидкости к 
скважинам в зоне радиусом г =  а/л, где фильтрация практически 
плоскорадиальная.

Пусть теперь полубесконечный пласт с прямолинейным конту
ром питания разрабатывается тремя параллельными цепочками сква
жин с числом скважин в каждой п г, п2, п3. Пусть скваж и н ы  в к а ж 
дой цепочке имеют одинаковые радиусы гС1, гС2, гсз и забойные 
давления рС1, рС2, рсз, суммарные дебиты цепочек составляю т 
Q u  <2з-

Схема соответствующих эквивалентных фильтрационных со
противлений будет теперь разветвленной (4.32).

Расчет схемы проводится аналогично расчету электрических 
разветвленных цепей по законам Ома и Кирхгофа. Составляю тся
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алгебраические линейные уравнения по числу неизвестных (либо 
дебитов QJ, Q'2, Qs, либо забойных давлений рС1, рс2, рс3)- При 
этом, очевидно, внешние сопротивления будут равны:

Pi =  V-LiHkhB), р2 =  \xLJ(khB), р3 =  \iL a/(kh.B)t
где L lt L 2, L3 — расстояния соответственно от контура питания 
до первой цепочки, меж ду первой и второй цепочками, между вто
рой и третьей цепочками.

Внутренние сопротивления определяются по формулам

Pi = ----- ------In 01 , р2 = ------------ In ——  ,
2nkhn1 я  гс1 2 я  khn2 ягс2

РЗ = ----- £-----l n - ^ * - .  (4.99)
2 я  khn3 лгс3

Отметим, что приток жидкости к трем кольцевым батареям 
скваж и н , соосным круговому контуру питания, рассчитывается по 
той ж е  схеме эквивалентных фильтрационных сопротивлений (см. 
рис. 4 .32), что и для цепочек скважин. При этом внешние фильтра
ционные сопротивления будут выражаться так :

рх =  — - — 1 п - ^ - ,  р2 =  — - — 1 п - ^ - ,  р3 =  — - — In ,
2nkh R i 2 я  kh R 2 2 я  kh R 3

где R lt R 2, R з — радиусы батарей.
Внутренние фильтрационные сопротивления определяются по 

формулам (4.99).

§  6.  П Р И Т О К  К Н Е С О В Е Р Ш Е Н Н Ы М  С К В А Ж И Н А М

С кваж и н а называется гидродинамически совершенной, если она 
вскры вает продуктивный пласт на всю толщину и забой скважины 
откры ты й, т . е. вся вскры тая поверхность забоя является филь
тр ующ ей.

Если скваж ина с открытым забоем вскрывает пласт не на всю 
толщ ину h, а только на некоторую глубину Ь, то ее называют гид
родинамически несовершенной по степени вскрытия пласта. При 
этом h =  blh называется относительным вскрытием пласта.

Если скваж ина вскрывает пласт до подошвы, но сообщение с пла
стом происходит только через специальные отверстия в обсадной 
колонне и цементном камне или через специальные фильтры, то 
такую  скваж ин у называют гидродинамически несовершенной по 
х ар ак тер у  вскрытия пласта.

Н ередко встречаются скважины и с двойным видом несовер
ш енства — как  по степени, так  и по характеру вскрытия пласта.

П риток жидкости к несовершенным скважинам даж е в горизон
тальном  однородном пласте постоянной толщины перестает быть 
плоскорадиальным. Строгое математическое решение задачи о при
токе жидкости к несовершенной скважине в пластах конечной тол
щины представляет большие (а в некоторых случаях непреодоли
мые) трудности. Однако задачи притока жидкости к гидродинами- 
96



чески несовершенным скважинам представляю т большой интерес 
для практики.

Приведем здесь без выводов и доказательств наиболее распро
страненные окончательные расчетные формулы притока жидкости 
к различного типа несовершенным скважинам.

Прежде всего допустим, что скваж ина вскрыла кровлю пласта 
неограниченной толщины (h -> оо) и при этом ее забой имеет форму 
полусферы. В этом случае можно считать, что поток — радиально
сферический при условии RK — , и тогда дебит определяется 
по формуле (4.49).

Если скваж ина вскрыла пласт неограниченной толщины на 
глубину Ь, то ее дебит можно найти по формуле Н. К. Гиринского

q 2я kb Рк — Рс

гс
Задача о притоке жидкости к несовершенной по степени вскры

тия пласта скважине в пласте конечной толщиной h исследовалась 
М. Маскетом. Вдоль оси скваж ины  на вскрытой части длиной Ь 
он располагал воображаемую линию, поглощающую жидкость, к аж 
дый элемент которой сВ, является стоком. Интенсивность расходов q, 
т. е. дебитов, приходящихся на единицу длины поглощающей ли
нии, подбиралась различной в разных ее точках д ля  выполнения 
нужных граничных условий.

Необходимо получить решение, удовлетворяющее следующим 
граничным условиям: кровля и подошва пласта непроницаемы, 
цилиндрическая поверхность радиусом г ~  RK является эквипо
тенциал ью с Ф =  Фк, поверхность забоя скважины такж е является 
эквипотенциалью с Ф =  Фс.

Выполнение указанных граничных условий потребовало ото
бражения элементарных стоков qd% относительно кровли и по
дошвы пласта бесчисленное множество раз.

Подбирая интенсивность расходов q и используя метод супер
позиции действительных и отображенных стоков, М. М аскет полу
чил следующую формулу для дебита гидродинамически несовер
шенной по степени вскрытия пласта скважины:

Q =  — k h  .Рк ~Р_с_, (4.100)
М I

где

| - 1 г [ 2'п7 Г - ф® ] - 1,’ ^ Г '
а функция ф (h) имеет следующее аналитическое выражение:

Ф (Л) =  1п____ Г (0’875^) Г (°>125*)____ . (4.101)
Г (1 — 0.875Л) Г (1 — 0,125/г)
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-1 Xe dx — интеграл Эйлера второго рода,Здесь Г (ti) =  J  хп 
о

называемый гамма-функцией, для которой имеются таблицы в ма
тематических справочниках.

График функции ф {К) имеет вид, изображенный на рис. 4.33. 
Нетрудно заметить, что если h =  1, т. е. пласт вскрыт на всю 

толщ ину, формула (4.100) переходит в формулу Дюпюи для плоско
радиального потока.

Иногда для расчета дебита несовершенной по степени вскрытия 
пласта скважины используется более простая формула, чем фор

м ула М. Маскета (4.100), предложен
ная И. Козени:

Q-
2nkhh (рк — рс)

[г In R к
Гс

(1 +

Рис. 4 .33 . 
<Р (h)

График функции
, 7 д / - ^ -  c o s - ^ Y

V  2/г/г 2 )

Дебит несовершенной скважины 
удобно изучать, сравнивая ее дебит 

Q с дебитом совершенной скважины QCOB, находящейся в тех 
ж е условиях, что и данная несовершенная скваж ина. Гидродина
мическое несовершенство скваж ины  характеризуется коэффициен
том совершенства скваж ины  5 =  Q/Qcoв.

Широкое распространение получил метод расчета дебитов не
совершенных скважин, основанный на электрогидродинамической 
аналогии фильтрационных процессов.

Электрическое моделирование осуществляется следующим об
разом. Ванна заполняется электролитом. В электролит погружается 
один кольцевой электрод, моделирующий контур питания. В центре 
ванны погружается электрод на заданную глубину, соответствую
щую степени вскрытия пласта скважиной. К обоим электродам 
подводится разность потенциалов, являющ аяся аналогом перепада 
давления, сила тока является аналогом дебита скважины.

Дебит гидродинамически несовершенной скважины подсчиты
вается по формуле

Q =  2лМ (Рк ~  Рс)— , (4.102)
Як

К |П-7Г + С)
где С =  С х +  С2 — дополнительное фильтрационное сопротивле
ние, вызванное несовершенством скважины по степени вскрытия 
пласта (С 2) и характеру вскрытия (С2).

И змеряя разность потенциалов и силу тока, по закону Ома 
можно подсчитать сопротивление, сделать пересчет на фильтра
ционное сопротивление и определить дополнительное фильтрацион
ное сопротивление.
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Рис. 4 .34. Графики В. И. Щ урова 
д л я  определения коэффициента 
С]:
а: 1 — 1; 2 — 5; 3 — 10; 4 — 20; 5— 
40; б — 80; 7 — 160; 8 — 300

Рис. 4 .35 . Графики В. И. Щ у р о в а  
д л я  определения  коэффициента С 2 
при / =  0 ,5 :
а : 1 — 0 ,02 ;  2 — 0 ,04 ;  3 — 0 ,06 ;  4 — 0,08 ;
5 — 0 ,1 ;  « — 0, 12;  7 — 0 ,14 ;  в — 0 ,16 ;  
9 — 0 ,18 ;  J0 — 0,2

Такие экспериментальные исследования были проведены 
В. И. Щуровым. Им определены дополнительные фильтрационные 
сопротивления С 1 и С , для различных видов несовершенства ск ва 
жин и построены графики зависимости величины С х от параметров 
а =  hiDc и h — b/h (рис. 4.34) и величины С 2 от трех параметров: 
nDс, I =  l'IDc и а  =  d0/Dc (рис. 4 .35), где п — число перфора
ционных отверстий на один метр вскрытой толщины пласта, £>с — 
диаметр скважины, /' — глубина проникновения пуль в породу, 
d0 — диаметр отверстий.

И. А. Чарным получено выражение дополнительного фильтра
ционного сопротивления с использованием формулы М аскета (4.100) 
в виде

Ci Чт-1)l n ^ L

где ф (h) определяется по формуле (4.101) или по граф ику (рис.4 .33).
А. М. Пирвердян получил дл я  коэффициента С а следующее вы

ражение:

c - ( t - 0 i'  ‘  -  ‘
In —------- 1

Г с.
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Сравнивая дебиты совершенной скважины (формула Дюпюи) 
и несовершенной скважины (4.102), получим выражение коэффици
ента совершенства скважины в следующем виде:

In R к

6 =  -

1П - Е * -  + с
Гс

Рис. 4 .36 . Линии то ка  к  несовершенной скваж и н е

Иногда бывает удобно ввести понятие о приведенном радиусе 
скваж ины  гс, т . е. радиусе такой совершенной скважины, дебит 
которой равен дебиту данной несовершенной скважины:

гс =  гсе~с.

Тогда формулу (4.102) можно'заменить следующей формулой: 

q _  2 л М ( р к — рс)

И. А. Чарный предложил следующий способ определения де
бита скваж ины  несовершенной по степени вскрытия, если величина 
вскрытия пласта Ь мала (Ь С  К). Область движения условно раз
бивается на две зоны (рис. 4 .36). Первая находится между контуром 
питания и радиусом R 0, равным или большим толщины пласта 
R 0 ^  h, в этой зоне движение можно считать плоскорадиальным. 
Вторая расположена меж ду стенкой скважины и цилиндрической 
поверхностью R 0, где движение будет пространственным. Обозна
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чим потенциал при г =  R 0 через Ф 0. Тогда для зоны R 0 г ^  RK 
можно записать формулу Дюпюи

0 =  ?Ц . . . (4 . Ю3)
1 °К

Д ля зоны гс <  г <  R о, считая здесь приближенно движение 
радиально-сферическим между полусферами радиусами гс и R 0, 
имеем

Q =  . 2" (Ф» -Ф е )  ~  2ягс (Ф0 -  Ф с) . (4.104)

Гс Яо
Из формул (4.103) и (4.104) по правилу производных пропорций 

получается формула для дебита скважины
Q __ ( Ф к Ф с)

* - i n ^  +  -L
h R  о r c

Принимая =  1,5 h, имеем окончательную формулу дл я  д е 
бита несовершенной скважины, вскрывшей пласт на малую гл у 
бину:

2 я  ( Ф к —  Ф с)
Q = 1 , R к

In
h l , 5/ i  r c

Задачи притока жидкости к скваж инам , гидродинамически не
совершенным по характеру вскрытия пласта, и к  скваж инам  с 
двойным видом несовершенства еще сложнее для исследования, 
чем приток к несовершенным по степени вскрытия пласта скваж и 
нам.

§  7. У С Т А Н О В И В Ш И Е С Я  Б Е З Н А П О Р Н Ы Е  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Е  
ПОТОКИ Ж И ДКОСТИ

Безнапорное движение жидкости — это такое движение, при ко
тором пьезометрическая поверхность совпадает со свободной по
верхностью фильтрующейся жидкости, над которой давление по
стоянно.

При неподвижном состоянии жидкости ее свободная поверх
ность горизонтальна, в процессе движения она искривляется, по
нижаясь по направлению потока.

Безнапорное движение в добыче нефти встречается при ш ахт
ной и карьерной разработке нефтяных месторождений. Задачи без
напорного движения интересуют в большей степени гидротехников, 
например при фильтрации воды через земляные плотины, притоке 
грунтовой воды к  скважинам и колодцам и др. Кроме того, задачи 
безнапорной фильтрации представляют большой теоретический 
интерес. Они значительно труднее, чем аналогичные задачи на
порного движения. Главная трудность точного решения задач без
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напорной фильтрации заклю чается в том, что неизвестна форма 
области, зан ятая  грунтовым потоком.

В напорной фильтрации форма области потока известна, так  
к ак  непроницаемые кровля и подошва пласта фиксированы.

В работе П. Я . Полубариновой-Кочиной [16 ] приведены не
которые точные решения задачи о движении через прямоугольную 
перемычку и дается подробная библиография по этому вопросу.

Рассмотрим приближенную теорию безнапорного установивше
гося движ ения жидкости по закону Дарси, которая известна под 
названием гидравлической теории Дюпюи — Форхгеймера. Возьмем 
прямоугольную  перемычку (плотину), через которую происходит 
фильтрация жидкости (рис. 4.37).

Рис . 4.37 . С хема  безнапорного  течения через п р ям оуголь
ную  перемы чку

Уровень жидкости Нх называется верхним бьефом, уровень 
Я 2 — нижним бьефом. Свободная поверхность жидкости, филь
трую щ ейся через тело плотины, называется депрессионной (пьезо
метрической) поверхностью (кривая ABC). Свободная поверхность 
выходит на правую грань всегда выше нижнего бьефа. Величина 
ВС назы вается промежутком высачивания.

Гидравлическая теория безнапорного движения основывается 
на следующих допущениях:

горизонтальные компоненты скорости фильтрации распреде
лены равномерно в любом поперечном сечении потока;

давление вдоль вертикали распределено по гидростатическому 
зако н у , т . е. напор определяется по формуле

Я  =  2 +  - ^  =  Я (х , у). (4.105)
98

Таким образом, напор вдоль каждой вертикали предполагается 
постоянным.

Считая давление на свободной поверхности атмосферным, т. е. 
избыточное давление равно нулю, из (4.105) получаем, что напор
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равен глубине потока
H =  h.

Горизонтальная компонента скорости фильтрации постоянна 
вдоль вертикали

dhи =  — с ----- ,
dx

где с =  kpg/ц — коэффициент фильтрации.
Вертикальная компонента скорости фильтрации равна нулю. 
Расход жидкости на единицу ширины потока q, т . е . через пря

моугольник высотой h и единичной шириной, будет равен:

q =  uh\ = — ch— . (4.106)
dx

Из формулы (4.106) найдем уравнение свободной поверхности. 
Разделяя переменные и интегрируя, получаем

ch2qx— ------------ f- const.
2

Здесь постоянная интегрирования const находится из гранич
ного условия h =  Нх при х =  0 и равна гсН?.

Тогда уравнение свободной поверхности принимает вид

qx =  c(H 2i — h2)/2. (4.107)
Отсюда легко найти глубину потока h в любом сечении х. Предва

рительно найдем расход жидкости q. П одставляя в (4.107) второе 
граничное условие h =  # 2 при х I, получим

?  =  - £ - (# ? - / / £ ) ,  (4.108)

и расход жидкости Q через плотину шириной В будет 

Вс / 9 B k a g (H 2, — H i)Q =  -2£-(H2i — Hl) =  — ------SLL. (4.109)

Форму депрессионной поверхности (пьезометрической линии 
АС) найдем по формуле (4.107); подставив в нее выражение (4.108) 
д л я  расхода q, получим

=VH‘ н \ - н %
t • (4.110)

Таким образом, согласно гидравлической теории безнапорного 
движения, пьезометрическая линия АС  является параболой, что, 
строго говоря, не отражает реальную  картину течения. Это ясно 
из следующих соображений. Из формулы (4.110) при Я 2 =  0 у 
выхода в нижний бьеф (при х =  I) получаем h =  Ои, следовательно, 
бесконечную скорость фильтрации и =  qlh, что физически не-

103



возможно. Следовательно, в действительности должно быть 
hx= i> # 2, т - е - должен существовать промежуток высачивания 
ВС, и пьезометрическая кри вая будет иметь вид ABC, а не АС.

Рассмотрим теперь схем у установившегося безнапорного при
тока жидкости к совершенной скважине (или колодцу) (рис. 4.38). 
П усть на расстоянии RK уровень грунтовых вод постоянен и ра
вен Я к , в скваж ине установлен постоянный уровень Я с. Скорость 
фильтрации на расстоянии г от оси скважины будет

dhwr = - c — -,
dr

а расход жидкости через боковую поверхность цилиндра

Q =  \wr \2nrh =  c -^-2nrh.  (4-111)

Рис. 4 .38 . С хем а  безнапорного  притока к совершенной, с к в а 
ж и н е

Р азд ел яя  в (4.111) переменные и интегрируя, получаем

Q In г =  я  ch.2 +  const,

где постоянная интегрирования (const) находится из граничного 
условия на контуре питания h =  Я к при г =  RK.

Тогда имеем

< 2 1 п -^ - =  т а ;(я 1 -/ 1 2), (4.112)
г

откуда найдем дебит жидкости , подставив второе граничное усло
вие (на забое скважины) h =  Я с при г =  гс.

В результате

я  с ( н 2к - н 2с)  я  k9g (H 2K- H l )  ( 4 1 1 3 ^

, Rk , Rk 
I n -------  Ц I n -------

Г с гс
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Разрешив уравнение (4.112) относительно h, найдем уравнение 
депрессионной кривой АС

^ < Як , -----------------------------------
, . , <?1п н\ — н1 Як 

h =  ' \  H i------------- =  .  H i --------------p~—  In —  - (4.114)v “ Д/ '
Формулы (4.109) и (4.113) называются формулами Дюпюи.
В дальнейшем (в гл. 5) увидим, что теория безнапорного д ви 

жения грунтовых вод имеет аналогию с совершенно другой задачей 
подземной гидромеханики — задачей фильтрации газов в пористой 
среде.

Если движение жидкости в пласте подчиняется нелинейному 
закону фильтрации

то формулы для дебитов будут иметь следующий вид:
1) при фильтрации через перемычку

Г Я"+1- Я " + ‘ 1 Q = B  — ----------- -— - С;
L (п + 1) i J

2) при притоке к совершенной скважине
, я п+1 -  Hn+i

Q=  2пС 1 “
п +  1 1 1

я " - 1

§  8.  Р Е Ш Е Н И Е  П Л О С К И Х  З А Д А Ч  Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  М Е Т О Д А М И  
ТЕОРИИ Ф У Н К Ц И Й  К О М П Л Е К С Н О Г О  П Е Р Е М Е Н Н О Г О

Задачи установившейся фильтрации несжимаемой жидкости на 
плоскости можно решить при помощи методов теории функций комп
лексного переменного. Следует отметить, что этими методами не
которые классы задач можно решить проще и полнее, чем д р у 
гими методами.

Напомним основные понятия теории функций комплексного пе
ременного. Функция F (г) комплексного переменного z — х  +  iy 
описывается выражением

F(z) =  M +  iN, (4.115)
где М н N — функции двух  действительных переменных х и у, 
М =  М (х, у), N =  N (х, у)\ i — мнимая единица.

Необходимым и достаточным условием того, чтобы функция 
F =  М +  iN была функцией комплексного переменного z, я в 
ляется выполнение соотношений Коши—Римана (в некоторых р у 
ководствах эти соотношения называются условиями Д 'А лам бера— 
Эйлера)

дМ dN дМ_________dN_ (4 116)
дх ду  ’ ду дх
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При выполнении условий (4.116) функция F (z) имеет произ
водную по z, т . е. производная dF/dz имеет одно и то ж е значение 
независимо от того, по какому направлению выбирается бесконечно 
малый отрезок dz. Кроме того, функции М (х , у) и N (х , у) удовлет
воряют уравнению Л апласа, т. е. являю тся гармоническими функ
циями

д2М д2М d2N d2N■ =0; +  = 0 . (4.117)
дх2 ду2 дх1 д у2

Рассмотрим плоский установившийся поток несжимаемой жид* 
кости. Компоненты скорости фильтрации запишем через потенциал 
скорости фильтрации Ф (х, у) (см. § 1):

wx = — дФ/дх, wу = — дФ1ду. (4.118)
Из уравнения неразрывности, которое в данном случае имеет

вид
dwx , dwu
дх ду

=  0, (4.119)

следует, во-первых, что потенциал Ф удовлетворяет уравнению 
Л апласа (это уж е было показано в § 1)

Л2ф г)2(Т)

и, во-вторых, что сущ ествует функция ¥  (х, у), называемая функ
цией тока, т ак ая , что

wx =  ■—dWldy; wy = dWldx. (4.121)

Сравнивая соотношения (4.118) и (4.121), видим, что функции 
Ф  и Т  удовлетворяют условиям Коши—Римана (4.116):

дх ду ду дх

Это означает, что функция F =  Ф +  j'F — характеристическая 
функция течения, или комплексный потенциал,— является ана
литической функцией комплексной переменной z =  х +  iy.

П окажем, что функция тока сохраняет постоянное значение 
вдоль линии тока. На плоскости течения z возьмем линию тока и на
правленный вдоль нее элементарный вектор ds =  dx +  idy с ком
понентами dx и dy. Так к ак  скорость фильтрации w направлена 
по касательной к линии тока, то d#/wx =  dy!wy, или

wydx— wxdy =  0. (4.123)
Уравнение (4.123) представляет собой дифференциальное урав

нение линии тока. П одставляя в него выражения для компонент 
скорости фильтрации (4.121), получим

d'V d x + — dy =  dW =  0, (4.124)
дх ду
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Рис. 4 .39 . Взаимное располо
жение эквипотенциалей и̂ л и 
ний т о к а  в плоском ф и льтра
ционном потоке

Рис. 4 .40 . С хем а  ф и л ьтр а 
ционного потока на п л о ско 
сти к вы во ду  формулы
Q = %4—Ч'в ^ С—С'

г. е. вдоль линии тока Ч*- =  const. Изменяя значение константы, 
будем иметь семейство линий тока; точно такж е полагая Ф  (х, у) =  
= const с разными значениями констант, получим семейство экви 
потенциалей (рис. 4.39).

Покажем, что эквипотенциали и линии тока взаимно ортого
нальны. Пусть касательная к эквипотенциали Ф =  С х в точке М 
образует угол а 1 с осью х, а касательная к  пересекающей ее линии 
тока — угол а 2, тогда tg  а 1 =  (йуШх)ф=с1, но так  к а к  вдоль экви
потенциали

дФ дФ dy =  0, то ду
дх

дФ/дх
дх ду дх дФ/ду

а  вдоль линии тока ¥ =  С 2 (в силу (4.124)), поэтому
dy \ дУ/дх

=  tgot!,

V dx yw= С., 
Рассмотрим произведение

t g a x t g  a 2

дУ/ду

дФ/дх дУ/дх (4.125)
дФ/ду дУ/ду

Из условий Коши—Римана (4.122) следует, что п равая часть 
равенства (4.125) равна — 1, т . е . tgocj t g a 2 =  — 1, а это имеет 
место, если a 2 =  +  л/2, т . е. д ля  прямых, пересекаю щихся под 
прямым углом. Таким образом, действительно, линии тока и э к 
випотенциали взаимно перпендикулярны.

Определим теперь физический смысл функции то ка . Возьмем 
две линии тока, на которых функция тока принимает значения 

(х,,у) =  С и W (х, у) =  С' (рис. 4 .40), и соединим их линией АВ .
Пусть п — единичный вектор нормали к элементу этой линии dl,
который составляет угол 0 с осью х; тогда проекции вектора п на 
оси координат равны cos (п, х) =  sin  0, cos (п, у) =  cos ( я — 0) =

- — cos 0.
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Найдем расход через сечение АВ  (считая, что толщина пласта 
равна единице)

Q =  I  wndl — f ( wn)dl =

=  f [wx cos(n, x) +  wy cos (n, г/)] d/

=  J (o^ sin 0 — wy cos 0) dl =

в в 
=   ̂ (wxdy— Wydx) =   ̂ ( - - ^ - d y ------ j* -d x ^  =

в 
Г ■ 1 

л
dW =  WA — WB = C —C .  (4.126)

Таким образом, расход меж ду двумя линиями тока равен раз
ности значений функций тока на этих линиях.

Найдем производную dF/dz. Так как значение производной 
по z одинаково по любому направлению, то возьмем производную

с  dF дФ . . д Уот t  вдоль оси: ------= --------- (- г ------ , но так  как
дг dx dx

дФ!дх = — wx, dW/dx = wy, то
dF —— wx +  iwy =  — (wx— iwy) =  —w, (4.127)
дг

где w =  wx—iwy — комплексно-сопряженное значение скорости 
фильтрации. Поэтому производная dF/dz называется комплексной 
скоростью.

Вычислим модуль комплексной скорости

= д /w2x +  w2y =|ш|, (4.128)
OZ  V

т. е . модуль комплексной скорости равен модулю скорости фильтра
ции.

Найдем закон движения частицы вдоль линии тока s. Пусть
dx и dy — проекции элементарного вектора ds, направленного 
вдоль линии тока. Можно написать

dx/dt =  vx =  wxlm, dy/dt = vy =  wyIm,
или

(dx— idy)/dt — (wx— iwy)/m, но dx— idy =  dz,
dz 1 dFwx — iwu — w — — dF/dz, значит

y dt m dz
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л  dzd t =  — m -
dF/dz

откуда

t ... .
dF/dz

S

Заметим, что комплексные потенциалы потоков можно сумми
ровать по принципу суперпозиции, так  к ак  функции Ф  (.х, у) и 
^  (*> У) удовлетворяют уравнению Лапласа (см. § 1).

Рассмотрим комплексные потенциалы простейших потоков на 
плоскости.

Д л я  прямолинейно-параллельного потока комплексным потен
циалом является функция

F (z) =  az +  b, (4.130}
где а и b — комплексные постоянные: а =  а х +  ia2, b =  Ьх +  ib 2~ 

Отделим в F (г) действительную часть от мнимой:

F (г) =  (ах +  ia2) {х +  itj) -|- bx +  ib2 =
=  CLxX— С̂чУ "1“ Ьх Ч- < {&2Х —(Х\У ^2)*

Следовательно,
Ф =  ахх —а2у +  Ьх, ¥  =  а2х +  аху  +  Ь2. (4.131)

П олагая а хх—а 2у +  Ьх =  С и а 2х +  а ху  +  Ъ2 — С', видим,
что эквипотенциали представляют собой прямые линии с угловым
коэффициентом а х/а2, а линии тока — с угловым коэффициентом
— a J a x. Компоненты скорости фильтрации равны wx =  — дФ/дх =
=  — а х, wu =  — дФ1ду =  а 2, т . е. движение — прямолинейное

V 2 2 
£*1 +  02 =|0|

(рис. 4.41).
Рассмотрим комплексный потенциал точечного стока, располо

женного в начале координат:

F (2) =  ^ -  In z +  b, (4.132)
2 л

где q, к ак  и в § 5 ,— расход на единицу толщины пласта (при 
q<Z0 — источник, при <7 > 0  — сток).

Отделим действительную часть от мнимой, представив комплекс
ное переменное z в полярных координатах:

2 =  х +й/ =  г (costp +  t sin(p) = г е ‘ф, (4.133)
где г — расстояние точки от начала координат; ф — полярный 
угол.
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Рис. 4 .4 1 .  Ф ильтрационное Рис. 4 .42 . Эквипотенциали и линии тока
поле д л я  прямолинейно-па- д л я  источника и стока  на плоскости
р ал л ел ьн о го  потока

откуда следует, что
(4.135)

Естественно, что мы получили то же выражение для потенциала 
скорости фильтрации Ф , что и ранее (см. § 5). Из формул (4.135) 
следует, что эквипотенциали представляют собой концентрические 
окружности с г =  const, а линии тока — радиальные прямые с 
Ф  =  const. Модуль скорости фильтрации

Из последней формулы следует, что в начале координат (г =  0) 
функция (4.132) не будет аналитической, поскольку эта точка яв 
л яется особой точкой плоскости.

Если сток расположен в точке с комплексной координатой г0 =  
=  хй +  iyо, то комплексный потенциал примет вид

т .  е . особой точкой будет точка z0, и перейдя к полярным коорди
натам г—ф, получим

Рассмотрим одновременную работу в пласте равнодебитных 
стока и источника, помещенных в точках с координатами х — а, 
х — — а, у  — 0 (рис. 4.42).

Комплексный потенциал стока по формуле (4.136) равен
— —In ( г — а), а источника— соответственно------— ln (z  +  a). Скла-

2л  2л
д ы вая  эти потенциалы по принципу суперпозиции, получим

\w\ = dF q 1 Q
дг 2л  | г  |

F (2) =  In (г— z0) +  b, (4.136)
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В (4.137) отброшено постоянное слагаемое.
Выведем уравнения дл я  эквипотенциалей и линий тока этого 

течения. Возьмем произвольную точку z =  х  +  iy на плоскости 
течения, обозначим z—а =  /'1е1ф‘, z +  а — г 2е1ф2 и подставим 
в формулу (4.137):

F (г) =  In Г‘е Ф-  =  -2 — ( In +  In е ' (Ф‘~ФЛ  =
2л г2е‘Фг 2 л

г\ , . <?1
2л г2 2л 

Отсюда

ф =  Л _ 1 п _ 5 - ; ^  =  ^ - ( ф1- ф2), (4.138)
ZJT /"2

а уравнения эквипотенциалей и линий тока запиш утся соответст
венно в виде

г1!гг =  С1 или г\!г\ = С\ =  С, (4.139)
Фх —  ф2 — С 2. (4.140)

В соотношении (4.139) перейдем к декартовым координатам 

r2 =  (x— а)2 +  у2; rl =  (x +  a f  +  у2.
Тогда

(х — а )2 +  у 2 = £
(х +  а )2 +  у 2

или
( * - а ) 2 +  */2 =  С [(*  +  а)2 +  г/2].

Раскры вая скобки и перенося все члены уравнения в ле
вую часть, будем иметь

(1—С )х2— 2а(1 +  С )*  +  (1 — С) г/2 +  (1 — С )а 2 =  0,
или, деля на 1—С,

х2 — 2 а —- L-^—x +  y2^-cii =  0, С=?М.
1 — С

Прибавим и вычтем выражение ^ ^ , чтобы получить

квадрат разности

Окончательно получаем
(  1 +  С V  I 2 4а2С[ х — а ---- !----- I + у 2 = ------------- .
V 1 —  С  )  *  (1 —  С ) 2
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Последнее уравнение представляет собой уравнение окружно-
1 +  С „ 2а л/С ттсти с центром в точке х0 =  а -^-J —— , у 0= 0  и радиусом—— с ] "

меняя значения константы С от н уля до единицы, получим семей
ство окружностей в правой полуплоскости, не концентричных со 
скважиной-стоком, с увеличивающимися радиусами. Значение 
С =  1 соответствует окружности с бесконечным радиусом, т . е. 
оси у. В левой полуплоскости x<zO получим симметричную кар
тину, полагая 1 < С < о о  (см. рис. 4.42).

К ак следует из рис. 4.42,

<Pi = a r c tg ---- у-— ;

ф2 =  arctg У
х -j- а

Подставим эти выражения в уравнение (4.140):

arctg — --------- arctg — -—  = С 2,
х — а х +  о

и используем формулу для тангенса разности двух углов

arctg — --------- arctg У
х +  а

У
. х — а х -+- а ^=  a r c tg -------------------- ;----------- =  С2,

1 +
(дс — а) (х +  а)

из которой следует

М--- —Vf1 + —-— ) =с >V х — а х -f- a // V (х —■ a) (xr \- a) J

что можно привести к виду
п 2d я

-------- - У  =  а ,
С о

ИЛИ

('-ty a? (Cj2 + 1)

Таким образом, линии тока представляют собой окружности 
с центрами, лежащими на оси у (х0 =  0, у 0 =  а/Сг), и радиусами,

равными a С 2 +  1/1 Сг |. проходящие через точки х =  а, х =  — а 
{сток и источник).

Эквипотенциали и линии тока показаны на рис. 4.27.
112



В заключение найдем модуль скорости фильтрации, используя 
формулу (4.128):

1w  1 —
dF q 1 1
dz 2л z — a z +  a

<? — 2 a | 2aq aq
2л (z — a) (z +  a) 1 2лгхг2 лГуГ-2

Если рассматривать только правую половину плоскости тече
ния х >  О, то комплексный потенциал (4.137) описывает приток 
к  одному стоку, расположенному в точке х =  а, у =  0 вблизи п ря
молинейного контура питания, которым является ось у.

При помощи принципа суперпозиции можно решать различные 
задачи фильтрации в пластах с системой скваж ин . Например, 
можно показать, что комплексный потенциал скваж ины , эксцен
трично расположенной в круговом пласте радиусом RK с эксцентри-

<7 1 _ г  — бснтетом б, определяется по формуле F (г) = 1п - а ком-
2 л  z — R2J  б

плексный потенциал кольцевой батареи т  скваж ин радиуса R t 
в  круговом пласте радиуса RK — из выражения

zm — R^
F (z) =  —-— 1 n -

2 л R2т

Ri

Г л а в а  5
УСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ УПРУГОЙ 
ЖИДКОСТИ И ГАЗА В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ

§  1. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  У С Т А Н О В И В Ш Е Й С Я  
Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  У П Р У Г О Й  Ж И Д К О С Т И  И Г А З А  ПО З А К О Н У  Д А Р С И

Запишем дифференциальные уравнения фильтрации однофазного 
сжимаемого флюида в однородной пористой среде, выведенные в 
гл . 3, пренебрегая силами тяжести и инерции: 

уравнение неразрывности потока
д (Рwx) | д (pwy) | д (рw2) _  д(рот) .

дх ду dz dt

уравнения движения

(5.1)

k др k др k др
--------- , Wy = ---------------------- f -  , Wz = -----------------—  .
(j, dx (.i, ду ц dz

(5 .2)
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Введем функцию & следующим образом. Примем, что ее диффе
ренциал

,1 -я _ Ш р (р )_
Р-(Р)

тогда

■dp, (5.3)

0  =  Г k (Р) р (Р)_ d p  +  с  4 )

J  Ц (Р)

Ф ункция названа функцией Л . С. Лейбензона. Так как  функция 
Лейбензона SP и давление р зависят от координат и времени, то 
равенство (5.3) можно записать в следующем развернутом виде, 
используя понятие полного дифференциала функции от многих 
переменных:

dlP , . d!P , dtp , . d!P ,,■ dx +  ------ ay н----------dz 4 - ------- dt —
dx dy dz dt

k ( p ) p ( p ) (  dp | dp ,  dp_ . dpd x+  -AB- dy+  -AE- dz+ —B— dt\ ■ 
ду У dz dt )

м

(5.5>

(X (p) v  dx

Из сравнения коэффициентов при dx, dy, dz, dt получаем 
d!P k (p) p (p) dp d& k (p) p (p) dp
дх n (p) dx dy J.I (p) dy

d9* _  k (p) p (p) dp _ d!P __ k (p) p (p) dp
дг ц (p) dt u (p) >

Запишем выражения для массовых скоростей фильтрации, ум
ножив уравнения движения (5.2) на плотность флюида р (р) и ис
пользуя формулы (5.2):

k dp d!P k dp d&
Pwx — P --------== т , pwy = —p --------=

(л dx dx u dy dy

(5.6)
k dp dipp Wz
ц dz dz

Подставив выражения (5.6) в уравнение неразрывности (5.1), 
получим

d2& , d29= . d2& d (pm)
---------- ------------ ---------- =  ■ - > (5.7)

dx2 dy2 dz2 dt v

или

V2 ±(PTL, (5.8)
dt

Дифференциальное уравнение (5.7) или (5.8) справедливо для 
неустановивш егося движения однородного флюида в однородной 
пористой среде по закону Дарси.
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В случае установившейся фильтрации д (рm)/dt =  0 и у р а в 
нение (5.7) будет иметь вид

0, (5.9)
дх2 д у2 дг2 ’ v ’

или
V V  =  0. (5.10)

Таким образом, при установившейся фильтрации функция Лей
бензона SP, определенная по формуле (5.4), удовлетворяет ур ав 
нению Лапласа.

§  2.  А Н А Л О Г И Я  У С Т А Н О В И В Ш Е Й С Я  Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  
С Ж И М А Е М О Г О  Ф Л Ю И Д А  С Ф И Л Ь Т Р А Ц И Е Й  Н Е С Ж И М А Е М О Й  
ЖИ ДК ОС ТИ

Введение функции Лейбензона в уравнения позволяет установить 
аналогию между установившейся фильтрацией сжимаемого флюида 
и установившейся фильтрацией несжимаемой жидкости, для ко
торой законы фильтрации были детально разобраны в гл . 4.

В дальнейшем изложении примем, что проницаемость среды 
я  динамический коэффициент вязкости флюида постоянны: к =  
= const, ц =  const, плотность р =  р (р). Тогда можно ввести функ
цию Лейбензона как

& =~-$ p{p)dp +  C, (5.11)
при этом

d0> =  p(p)dp. (5.12)
Запишем закон Дарси для установившейся фильтрации несжи

маемой жидкости в дифференциальной форме (3.6) через расход

Q = ----- -— ^ -< о  (s), (5.13)
u ds

где Q =  const; со (s) — площадь поперечного сечения струйки.
При установившейся фильтрации сжимаемого флюида по всей 

длине струйки массовый расход сохраняется постоянным:
Qm =  pQ =  const.

Умножив правую и левую части уравнения (5.13) на плотность 
флюида р (р) и использовав соотношение (5.12), имеем

Q m = -------- —  Р (р) Ю (S) = -------- —  - ^ - ( 0 ( s ) ,  Qm =  const.
\i ds ds

(5.14)
Нетрудно видеть, что выражения (5.13) и (5.14) являю тся одно

типными дифференциальными уравнениями, в которых объемному 
расходу несжимаемой жидкости Q соответствует массовый расход 
сжимаемого флюида Qm, а давлению р в уравнении (5.13) соот-
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ветствует функция Лейбензона 53 в уравнении (5.14). Об этой ж е 
аналогии свидетельствует тот факт, что уравнению Лапласа (5.9) 
при установившейся фильтрации сжимаемого флюида удовлетво
ряет функция Лейбензона 53 (5.11), а при аналогичной фильтра
ции несжимаемой жидкости этому уравнению удовлетворяет дав
ление р из (4.4).

Уравнения движения (5.2) дл я  несжимаемой жидкости связы 
вают скорость фильтрации w с давлением р, а для сжимаемого 
флюида — массовую скорость фильтрации рw с функцией Лей
бензона 53 из (5.6).

Отсюда следует вывод, что все формулы, полученные для уста
новившейся фильтрации несжимаемой жидкости по закону Дарси, 
можно использовать и для установившейся фильтрации сжимае
мого флюида в пластах той ж е геометрии и при тех ж е граничных 
условиях, заменив переменные по аналогии между установившейся 
фильтрацией сжимаемого флюида и несжимаемой жидкости.
Н есж и маемая  жидкость  Сжимаемый флюид
Объемный расход Массовый расход
Д авление Ф ун кц ия  Лейбензона
Объемная скорость фильтрации Массовая скорость фильтрации

Подчеркнем, что при фильтрации сжимаемого флюида под дав
лением р понимается абсолютное давление.

§  3.  У С Т А Н О В И В Ш А Я С Я  Ф И Л Ь Т Р А Ц И Я  У П Р У Г О Й  ж и д к о с т и

Найдем выражение функции Лейбензона для упругой (слабосжи- 
маемой) жидкости, описываемой уравнением состояния (3.13):

53 =  j рdp +  С =  J  р0еРж (р-р°) dp +  C =

=  еРж (Р-Ро) +  С =  +  С. г(5 .15)
Рж Рж

Если рж (р—ро) С  1. то можно взять уравнение состояния уп
ругой жидкости в виде (3.14). Тогда из (5.15) получим следующее 
выражение дл я  функции Лейбензона

9> =  [1 +  рж (Р— Ро)] +  с  =  р0р +  Cv  (5.16)
Рж

Подставив (5 .16 )  в дифференциальное уравнение (5 .9), получим 
V2̂  =  V2 ( P o P + C 1) =  PoV2P =  0. (5.17)

Из соотношений (5.16) и (5.17) следует, как  отмечалось ранее 
(§ 4, гл . 3), что при установившейся фильтрации упругой жидко
сти плотность можно считать постоянной. Следовательно, при ре
шении практических задач, связанных с установившейся фильтра
цией упругой жидкости, можно пользоваться формулами, выве
денными дл я  установившейся фильтрации несжимаемой жидкости.

Заметим, однако, что этот вывод может оказаться неверным, 
если рассматривается фильтрация упругой жидкости в пласте с
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очень высоким пластовым давлением и при большой депрессии. 
В этом случае соотношение (5.16), вообще говоря, дает большую 
погрешность, при расчетах следует использовать функцию Лей
бензона в виде (5.15).

ПОТОК И Д Е А Л Ь Н О Г О  Г А З А

Исследуем установившийся прямолинейно-параллельный фильтра
ционный поток идеального газа .

Предварительно найдем функцию Лейбензона для идеального 
газа , используя уравнение состояния

Газовый пласт показан на рис. 4 .6 . Используя аналогию между 
течением несжимаемой жидкости и течением газа (см. стр. 116), 
найдем характеристики фильтрационного потока газа по аналогии 
с соответствующими характеристиками потока несжимаемой ж ид
кости, описанными в § 2, гл . 4.

1. Распределение давления в прямолинейно-параллельном филь
трационном потоке несжимаемой жидкости

При фильтрации газа аналогичное соотношение справедливо 
для функции Лейбензона:

Подставив в (5.20) выражение (5.18) функцни Лейбензона и 
имея в виду, что

найдем распределение давления в прямолинейно-параллельном 
потоке идеального газа

Следовательно, давление по длине пласта изменяется по пара
болическому закону (рис. 5 .1, кривая 1). Зависимость р2 — / ( а-) —  
прямолинейная.

2. Градиент давления в потоке несжимаемой жидкости имеет 
вид

§~4} П Р Я М О Л И Н Е Й Н О - П А Р А Л Л Е Л Ь Н Ы Й  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Й

<p =  [pdp \ С --- [ - ^ - p d p  +  C
J  Рат

р 2 +  С .
2рат

(5.18)

Р к Рг (5 .19)

Г X. (5.20)К

Л ^ г = - £ ^ - р ?  +  С, (5.21)
2рат

(5.22,

dp Рк Рг 

Lk
(5.23)

dx
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Аналогично (5.23) градиент функции Лейбензона для потока 
газа  можно записать в виде

(5.24)
dx LK

Дифференцируя по х выражение (5.18), подставляя в (5.24) 
и используя (5.21), получим распределение градиента давления

в фильтрационном потоке газа
P ar 2 р dp
Рат

Pax

dx

Рк Рг

—  Рат

откуда

dp
dx

2 2 
P k - P  г 1

(5.25)

, (5.26)
2 LK р 

определяется по
Рис. 5 .1 . Кривые распределения 
давления (/) и гр ади ен та  давл ен и я  
<2) в прямолинейно-параллельном 
потоке га за

где давление р 
формуле (5.22).

График распределения гради
ента давления в фильтрационном 
потоке газа изображен на рис.
5 .1 , кривая 2. Градиент давления 

не остается постоянным, как  в случае несжимаемой жидкости, а 
возрастает при приближении к галерее.

3. Объемный расход несжимаемой жидкости в рассматривае
мом одномерном потоке

Q = —  Рк -  Рг Bh> (52 7 )
(X LK

где В — ширина потока; h — толщина пласта.
Подставив в (5.27) вместо объемного расхода Q массовый расход 

газа  Qm и вместо давления функцию Лейбензона, получим

Qn Bh
Рат

2р ат
(Р к -Р ? )

■Bh.- (5.28)
f.i LK u. L K

Объемный расход газа , приведенный к атмосферному давлению, 
вы ражается формулой

Q к р2 — р2 
QaT.=  —— = ---------- к_  --  Bh. (5.29)

Рат ЦРат 2 L K 

4. Вместо скорости фильтрации для несжимаемой жидкости
& Рк Рг 

(.1 LK
W = (5.30)
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при фильтрации газа аналогично определяется массовая скорость 
фильтрации, т. е.

k ^ к — ^ г Рат k р р;- — р 2
pw= ---------JL----- L_ или pw = ---------—  — ------— , (5.31)

U L. к  Р ат  Ц Р ат

откуда

k Р к -Р г  1w = -------------------------- . (5.32)
2ц  L K р

Так как  скорость фильтрации пропорциональна градиенту д ав 
ления (5.26), то ее график аналогичен графику градиента давления 
(см. рис. 5 .1, кривая 2). Физически возрастание скорости фильтра
ции вдоль газового пласта происходит за счет расширения газа 
при снижении давления.

5. Определим средневзвешенное по объему порового простран
ства, занятого газом, пластовое давление.

По определению

р =  —I— j- pdV„, (5.33)
* П

в нашем случае
Vn =  BhLKm\ dVn — Bhmdx.

Тогда

После интегрирования (5.34) получим

2  Рк ~  Рг

3 р 1 - р 1

х Bhmdx. ytSR.. (5.34)

(5.35)

& J 5 .J  П Л О С К О Р А Д И А Л Ь Н Ы Й  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Й  ПОТОК 
И Д Е А Л ЬН ОГ О Г А З А  ПО З А К О Н У  Д А Р С И

Плоскорадиальный фильтрационный поток имеет место в круговом 
пласте радиусом RK, в центре которого имеется совершенная ск ва 
жина радиусом гс (рис. 4 .4) .  Характеристики такого потока найдем, 
зная характеристики подобного потока несжимаемой жидкости 
(см. § 2, гл. 4), заменив искомые функции в соответствии с 
аналогией на стр. 116 .

1. Распределение пластового давления в потоке несжимаемой 
жидкости определяется по формуле (4 .31) :

р = рк— -̂ -^ с 1 п - ^ ~ -  (5 .36)
1 ГI n -----—

'с
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По такому ж е закону будет распределяться в фильтрационном 
потоке газа функция Лейбензона

rS5 Г)
(5.37)

In

Подставив в (5.37) выражение функции Лейбензона из (5.18), 
получим закон распределения пластового давления в плоскора
диальном фильтрационном потоке идеального газа

/ -А Рк Рс 1 Я к  /г QO\
Р =  ^  I Рк----------- ------ 1п— -■ (5-38)

1 п - ^ -  г
Гс

Сравнение кривых распределения давления в пласте в случаях 
установившейся плоскорадиальной фильтрации газа и несжимае
мой жидкости при одинаковых граничных условиях показывает, 
что в газовом потоке имеет место резкое падение давления вблизи 
скваж ины  и весьма малое вдали от нее (рис. 5.2).

2. Изменение градиента давления в зависимости от координаты 
г при плоскорадиальной фильтрации несжимаемой жидкости опи
сы вается формулой (4.32):

dp Рк Рс 1

dr R к
In — —

(5.39)

В случае установившейся плоскорадиальной фильтрации газа 
по таком у ж е закону будет изменяться градиент функции Лейбен
зона:

ds? ЗРк &с 1 _.
dr RIn —

Переходя от функции Лейбензона к давлению, получим
_1 Рат 2 _  1 Рат 2

г  К ~ г .
Рат р dp __ 2 Рат_________ 2 Рат________

Рат df RK f

откуда

dp Рк  Рс 1 1

dr 2 1 n - ^
(5.41)

1 С
Из последней формулы следует, что градиент давления вблизи 

забоя резко возрастает к ак  за счет уменьшения г, так  и за счет 
падения давления р.
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Рис. 5 .2 . Распределение давл ен и я  
в плоскорадиальном потоке н есж и 
маемой ж идкости  и газа

Оаг

Рис. 5.3. И н ди като р н ая  л и 
ния при фильтрации г а з а  
по з ако н у  Д ар си

3. Дебит газовой скважины получим, подставив в формулу 
Дюпюи (4.34) вместо объемного расхода несжимаемой жидкости Q 
массовый расход газа Qm и вместо давления р функцию Лейбен
зона 3)\

Qm =  , (5.42)
I* 1 п - ^ -

или

Рат И Рат j n Я к

nkh pi — pi 
QaT =  ——-  = -------- ■■ • (5.43)

Г с

Индикаторная линия при фильтрации газа строится в коорди
натах QaT — (р2к—pi) и, очевидно, в установившемся плоскора
диальном потоке имеет прямолинейный характер (рис. 5 .3).

4. Скорость фильтрации несжимаемой жидкости определяется 
по формуле (4.33):

w =  —-------------  —  • (5.44)
In * к Г

Г С
В плоскорадиальном потоке газа такж е будет изменяться мас

совая скорость фильтрации

р w =  —  — , (5.45>
In R k r

или
I Рат р2 _  '  Рат ^2

Рат рцц __ * 2 р ат  _____ ^ Рат_____

Рат j n Я к
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откуда

w Рк -  Рс 1

V- 2 In
(5.46)

5. Определим средневзвешенное по объему порового простран
ства пластовое давление в плоскорадиальном потоке газа . Оно 
определяется по формуле (5.33), в нашем случае

V „op =  nm h{Rl— Гс); dVпор • : 2 nrhmdr, (5.47)
а давление определяется по формуле (5.38). Подставив эти выра
жения в (5.33), получим

Р =-■

Полученный интеграл не берется в .конечном виде. Поэтому рас
чет ведется приближенно. Обозначим

х = (Рс/Рк)2 Я к

In Я  к

тогда подынтегральное выражение в (5.48) равно д/ 1—х и при 
x<z 1 его можно разложить в ряд:

V I — Г =  ( 1 _ ^ ) 1/2=  1------£------- v3
16

У держ ав два первых члена ряда, будем иметь

у т ^ г =1 — - (Рс/Рк)2 Я к

2 In Я к

Тогда

2рк___ гк

< - ' 2с J

(Рс/Рк)2 ] п _ Я к  "|

2 In Я к
rdr. (5.49)

И нтегрируя по частям, подставляя пределы и пренебрегая чле
нами, содержащими гс, получим

Р  =  Рк 1 —
1 —  (Рс/Рк)5

4 In Я к
(5.50)
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Если по формуле (5.50) провести расчеты д ля  различных значе
ний рк, р с , R k , гс , то можно убедиться, что средневзвешенное пла
стовое давление газа в круговом пласте р близко к контурному, 
р да рк. Физически это объясняется значительной крутизной во
ронки депрессии при притоке газа к  скваж ине. Средневзвешенное 
давление используется при определении запасов газа  в пласте, а 
такж е для приближенного расчета гидродинамических характери
стик; замена его контурным давлением значительно упрощает рас
четы.

§  6.  П Л О С К О Р А Д И А Л Ь Н Ы Й  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Й  ПОТОК „  
И Д Е А Л Ь Н О Г О  Г А ЗА  ПО Д В У Ч Л Е Н Н О М У  З А К О Н У  Ф И Л Ь Т Р А Ц И И

Вблизи высокодебитных газовых скважин происходит нарушение 
закона Дарси, поэтому расчеты, связанные с разработкой газовых 
месторождений, а такж е с исследованием скваж ин , проводят обычно 
по двучленному закону фильтрации (1.11). При этом нельзя ис
пользовать дифференциальное уравнение (5.9), т ак  к ак  оно выве
дено с учетом уравнений движения по закону Дарси (5.2). Будем 
интегрировать непосредственно уравнение (1.11), считая фильтра
цию плоскорадиальной:

- ^ - = —И—ш +  р — -— w2. (5.51)
d r ' k v k

Найдем распределение давления в круговом пласте и выведем 
формулу притока газа к  скваж ине.

Выразим скорость фильтрации через приведенный объемный 
дебит QaT, используя формулу для плотности (3.19) и соотношение
Qm =  PaxQaT*

УУ _  Qm_________ РатФат_________ ОатРат ( g  g2)p
рсо р „ , 2 zirhp

Рат ——  2nrh 
Рат

Подставим выражение (5.52) в (5.51), заменив плотность во вто
ром члене по формуле (3.19):

dp _ (X ^атРат ] р (5 ^атРат
dr k 2лrhp ' т рах -\]k 4 n 2r2h2p2

Затем разделим переменные

p d p =  W « Q" . J L +  Р « т Р а т Р < ? а т , ^

2я kh г 4ji®A2V £ 
и проинтегрируем от забоя (р =  рс, г =  гс) до произвольной точки 
пласта (р, г):

[  p d p  =  Г +  Р а т Р а т Р ^ а т  Г . (&  5 4 )

J  2 яМ  J г 4л 2Л2 V k j  г2
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РатРа

В результате будем иметь

.ИЛИ

V
' dI ai In 4  

nkh rc 2n2/i2 V& \ rc Г ) ’

2 , М'Рат̂ ат i r  
PcT------- ----- In------- j РатРат^ а̂т / I

1 )

(5.55)

^ =  А / Р е  +  - ^ 1 п —  +  у  (5.56)

Распределение давления по формуле (5.56) отличается от рас
пределения давления по формуле (5.38) (при соблюдении закона 
Дарси) наличием последнего слагаемого.

Интегрируя дифференциальное уравнение (5.53) от забоя (р=рс, 
г =  гс) до контура питания (р =  рк, г =  RK) и пренебрегая l/RK 
по сравнению с Ьтс, получим уравнение притока газа к скважине

2 2 М -Р ат^ат i _  . Р а тР а тР ^а т  ,*■ г -7\

' <5' 5 7 >

Обычно вводят обозначения

А = ЛРат.1пА . ; В = _РатРатР_1 ^ 5g)
n kh rc 2n 2h?rc V *

Тогда уравнение (5.57) примет вид

P K -P c =  ^Q aT +  BQaT- (5.59)

Коэффициенты фильтрационных сопротивлений А и В опреде
ляю тся опытным путем по данным исследования скважины при 
установившихся режимах. Газовая скважина исследуется на пяти
шести режимах, на каждом режиме измеряется дебит и определяется 
забойное давление (по устьевому давлению). Затем скваж ину за
крывают и давление в остановленной скважине принимают за кон
турное давление рк. После этого можно найти значения А и В. 
Строят индикаторную линию по уравнению (5.59). Она представ
ляет собой параболу с выпуклостью к оси дебитов (рис. 5 .4). Од
нако удобнее записать уравнение (5.59) в виде

2 2

Р к_ Р с = A -rB Q &T. (5.60)
Q а

График этого уравнения, построенный в координатах Qaт, 
(Рк—Pc)/QaT, представляет собой прямую, для которой А — от
резок, отсекаемый на оси ординат, В — тангенс угла наклона 
прямой к оси абсцисс, В =  tg  а  (рис. 5.5).

Уравнение притока газа к  скважине (5.59) широко используется 
в расчетах при проектировании разработки газовых месторождений. 
Кроме того, по известному значению А, найденному в результате
124



Рис. 5.4.  И ндикаторная  л и 
ния при фильтрации га з а  
по двучленному з а ко н у

Рис. 5 .5 .  График з а в и с и м о 
сти (р\—p\)!QZT от QaT при 
фильтрации г а з а  по д в у 
членному з а ко н у

исследования скважины, можно определить коллекторские свой 
ства пласта, например коэффициент гидропроводности

М  __ Рат R k

(.1 Я А Г с

§  7. П Л О С К О Р А Д И А Л Ь Н Ы Й  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Й  ПОТОК 
Р Е А Л Ь Н О Г О  Г А З А  ПО З А К О Н У  ДА РС И

Если пластовое давление выше 10 МПа и депрессия не слиш ком 
мала (pJpK <  0 ,9), то уравнение состояния газа значительно от
клоняется от уравнения состояния идеального газа и плотность 
определяется по формуле (3.21). Кроме того, для высоких пласто
вых давлений нужно учитывать зависимость вязкости от давлен и я . 
Эта зависимость определяется по формулам (3.24), (3.25) или по 
графикам, приведенным в [4, 6 ] . Проницаемость будем считать 
постоянной.

Если выполняется закон Дарси и фильтрация устан ови вш аяся, 
то справедливо уравнение (3.9), в котором под функцией Л ейбен
зона надо понимать выражение (5.4):

£>= ^ -------- [-С. (5.61)
J  Н' Рат J  I Ц р )г(р)

Найдем дебит скважины при плоскорадиальном движ ении. Ис
пользуя аналогию между установившейся фильтрацией несж имае- 

‘ мой жидкости и газа , изложенную в § 2, напишем выражение д л я  
дебита, заменяя в формуле Дюпюи объемный дебит массовым, а 
kp/ц — значениями функции Лейбензона (5.61):

Рк
q  _ 2nkh (tPк ffic) _____ 2л&/грат Г _____ р_____^  0 2 \

_  р.х 1 п - * * -  )  ^ P)Z(P)
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Затем перейдем к дебиту, приведенному к атмосферному дав
лению

=  Ы *  ? -------Р------- j  (5  6 3 )

Р -  3 >*«’> '« »
'•с

Можно предложить несколько способов вычисления интеграла 
в формуле (5.63), наиболее употребляем из которых следующий: 
по графикам зависимости z (р) и ц. (р) определяются значения 
г  (рс) =  zc, z (рк) =  zK, [х (рс) =  fic, ц (рк) =  цк, переменные ц 
и z под знаком интеграла заменяются постоянными, равными

z =  (zc +  zK)/2; jl =  (fic+ цк)/2.
Тогда интеграл в формуле (5.63) вычисляется и формула (5.63) 

принимает следующий вид:

п  2 nkh i f  , n k h ( p l - p 2c)
QaT = ----------- --------\ pdp = -------------- *------- . (5 .64)

' ' K г м ,  J  „ ~ ~ i „  кРат I " -----— г  ^  J  PaT г  Ц In
Г с  P C Г c

Выражение (5.64), определяющее дебит реального газа , отли
чается от выражения (5.43) для идеального газа множителем z  
в знаменателе и среднепластовым значением вязкости ц.

Можно вычислить функцию Р и приведенный дебит по формуле 
(5 .63), подставляя под интеграл (5.61) выражения (3.23) и (3.24) 
д л я  коэффициентов вязкости и сверхсжимаемости и проводя ин
тегрирование.

т

§  8.  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Й  ПОТОК Р Е А Л Ь Н О Г О  Г АЗА
ПО Д В У Ч Л Е Н Н О М У  З А К О Н У  Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  К НЕС ОВЕ РШЕ ННОЙ
С К В А Ж И Н Е

Уравнение притока реального газа по двучленному закону филь
трации к совершенной скважине записывается в виде

Рк — Р с=  цгРат In - ^ Q aT+  р” гр«тР_ Q2aT. (5.65)
nkh гс 2пг№гсл/k

Несовершенство газовых скважин при соблюдении закона Дарси 
учиты вается так  ж е , к ак  и несовершенство нефтяных скважин, т. е. 
ради ус скважины в формуле дебита заменяется приведенным ра
диусом , равным (см. § 6 гл . 4)

rc =  rce - (Cl+ 4
Д л я  расчета дебитов газовых скважин, несовершенных по сте

пени и характеру вскры тия, при нарушении закона Дарси можно 
предложить следующую схему. Круговой пласт, в центре которого 
находится скваж ина, делится на три области (рис. 5.6). Первая 
область имеет радиус R x да (2—3) гс. Здесь из-за больших скоро
стей вблизи перфорационных отверстий происходит нарушение 
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закона Дарси, т. е. в основном проявляется несовершенство по х а 
рактеру вскрытия. Вторая область представляет собой кольцевое 
пространство ( R ^ r  sg R 2), где R 2 »  h. Здесь линии тока искрив
ляю тся из-за несовершенства скваж ины  по степени вскры тия, 
справедлив двучленный закон фильтрации.

В третьей области (R2<^r <  RK) действует закон Д арси , те
чение можно считать плоскорадиальным. Обозначая давления на 
границах областей через р г 
и р 2, можем написать для | \ггс
третьей области

Во второй обла 
мем, что толщина 
переменна и измен 
линейному закону от b при
г = R. до h при Г -- R 2, 5.6.  С хем а  притока г а з а  к  несовершен-

’ ной по степени и х а р а к т е р у  в с к р ы т и я  с к в а -

А(г) =  сН -рг, (5.67)

где а  и р определяются из условий h =  b при г =  R lt h (г) =  h 
при г =  R 2.

Чтобы получить закон движения в этой области, надо проинтег
рировать уравнение (5.53), предварительно подставив вместо по
стоянной толщины h переменную толщину из формулы (5.67). 
Будем иметь

Здесь C j и С| — коэффициенты, характеризующие несовершен
ство скважины по степени вскрытия.

Последняя формула — приближенная, она применима при зна
чениях b >  R x.

В первой области фильтрация происходит по двучленному за 
кону, плоскорадиальное течение наруш ается из-за перфорацион-
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h I  R 1

(5.69)



ных отверстии; несовершенство по характеру вскрытия учиты
вается коэффициентами С 2 и С2:

„2  „2  ^ а т ^ а т И  г ( \„ ^ 1  , п  ^  Р а тР а тР г ^ а т

w v * ' x  

х ( + “ - <6 J 0 >

Коэффициент С 2 определяется по графикам В. И. Щ урова, для 
С'2 предлагается приближенная формула

С2 = ----- - ----- , (5.71)
(З Л ^ )

где N — суммарное число отверстий; R 0 — глубина проникнове
ния перфорационной пули в пласт.

Складывая почленно уравнения (5.66), (5.68) и (5.70) и прене
брегая величиной 1 /Т?2, получим уравнение притока газа к  несо
вершенной скважине в виде

2 2 ^ а т Р а т И2 ( ,  /-> , ^  ,
Р к —  Рс = --------- ---------I I n ---------- 1 -C i +  C 2 +

nkh \ r c J

+  r^ f  o + ^ i + ^ a .  < 5 . 7 2 )

Если записать уравнение (5.72) через коэффициенты фильтра
ционных сопротивлений А и В в виде (5.59), то для несовершенной 
скваж ины  будем иметь

А  _  РатЦг  / l n _gK_ +  C i + C j t Y  В  =  РатРатРг х
nkh  V /-с /  2n 2AVc V £

X ( l  -b^cCi + ^ 0̂ 2),
где С\ и CJ определяются по формулам (5.69), С'ч — по формуле
(5 .71), а С 2 — по графикам В. И. Щурова (см. рис. 4.35).

Г л а в а  6
НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ УПРУГОЙ 
ЖИДКОСТИ В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ

§  1. У П Р У Г И Й  Р Е Ж И М  П Л А С Т А  И ЕГО Х А Р А К Т Е Р Н Ы Е  
ОСОБЕННОСТИ

В практике разработки и эксплуатации нефтяных и газовых место
рождений в пластах часто возникают неустановившиеся процессы, 
связанны е с пуском или остановкой скважин, с изменением темпов
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отбора флюида из скважин. Х арактер этих процессов проявляется 
в перераспределении пластового давления, в изменениях во вре
мени скоростей фильтрационных потоков, дебитов скваж ин  и т. д. 
Особенности этих неустановившихся процессов зависят от упругих 
свойств пластов и насыщающих их жидкостей, т . е . основной фор
мой пластовой энергии в этих процессах является энергия упругой 
деформации жидкостей (нефти и воды) и материала пласта.

При этом предполагается, что фильтрационный поток однофаз
ный, т. е г  давление в любой точке потока выше давления насыще
ния.

При пуске скважины в эксплуатацию в условиях упругого ре
жима движение жидкости к скважине начинается за счет исполь
зования потенциальной энергии упругой деформации пласта и 
жидкости сначала в ближайшей окрестности забоя, затем  во все 
более удаленных областях пласта.

При снижении пластового давления объем сжатой жидкости 
увеличивается, а объем порового пространства сокращ ается за 
счет расширения материала пласта. Все это способствует вытесне
нию жидкости из пласта в скваж ин у. Хотя коэффициенты объемной 
упругой деформации жидкости и породы пласта очень малы , но 
зато очень велики бывают объемы пласта и насыщающих его флюи
дов, поэтому объемы жидкости, извлекаемой из пласта за счет уп
ругости пласта и жидкости, могут быть весьма значительными.

В некоторых случаях приток жидкости к забоям скваж ин под
держивается и напором воды, поступающей в пласт из области пи
тания. Тогда режим пласта следует называть упруговодонапорным. 
Различают и вторую разновидность упругого режима — замкнуто
упругий режим. Встречаются залежи нефти в закры ты х со всех 
сторон пластовых «ловуш ках», когда на небольших расстояниях 
от нефтяной залежи продуктивный пласт либо выклинивается, либо 
экранирован сбросом. В начальной стадии разработки такой за 
лежи, до тех пор пока пластовое давление не снизилось ниже дав
ления насыщения, имеет место замкнуто-упругий режим фильтра
ции.

Х арактерная особенность проявления упругого режима в про
цессе разработки нефтяных месторождений — длительность про
цесса перераспределения пластового давления после начала ра
боты скважины или изменения темпа отбора жидкости из сква
жины. Это связано с тем, что при фильтрации вязкой жидкости 
в пласте возникают очень большие силы сопротивления. Неуста- 
новившиеся процессы протекают тем быстрее, чем больше коэффи
циент проницаемости пласта k, и тем медленнее, чем больше в яз 
кость жидкости |л и коэффициенты объемной упругости жидкости 
рж и пласта (Зс.

Первыми исследователями, разрабатывавшими теорию упругого 
режима в 30-х годах, были М аскет, Ш илсуиз, Херст, Тсейс и Д ж е
коб. Однако они не учитывали объемную упругость пласта. В СССР 
наиболее полно теория упругого режима разработана В . Н . Щел- 
качевым.
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§ 2. ПОДСЧЕТ УПРУГОГО ЗАПАСА ЖИДКОСТИ В ПЛАСТЕ

Под упругим  запасом жидкости в пласте понимается количество 
жидкости , которое можно извлечь из пласта при снижении давле
ния в нем за счет объемной упругости пласта и насыщающих его 
ж идкостей .

Х отя коэффициенты объемной упругой деформации жидкости 
и пласта очень малы (см. гл . 3), но очень велики объемы пласта. 
Поэтому упругий запас жидкости в пласте может быть весьма су
щественным.

При снижении давления в пласте упругий запас жидкости ес
тественно убывает, а при повышении давления происходит накоп
ление упругого запаса жидкости в нем.

Упругий запас жидкости в пласте можно подсчитать следую
щим образом.

Выделим мысленно элемент объема пласта У0. Пусть Уож есть 
объем жидкости, насыщающей элемент объема пласта V0 при на
чальном давлении р0. Упругий запас жидкости будем определять 
по ее объему, замеряемому при начальном пластовом давлении. Обо
значим через А У3 изменение упругого запаса жидкости внутри 
объема пласта V0 при изменении давления во всех его точках на 
величину Ар. Тогда получим в соответствии с формулами (3.12) 
и (3.29)

АУ3 =  РжУожАр +  РсУ0Ар. (6.1)

Учиты вая, что начальный объем жидкости, насыщающей эле
мент объема пласта V0, равен полному объему пор в этом элементе 
пласта, имеем

Уож =  mV0, (6.2)

где т  — пористость пласта.
Тогда формулу (6.1) с учетом равенства (6.2) можно переписать 

в следующем виде:

АУ3 =  ( т р ж +  Рс) V0Ap, (6.3)
или

АУ3 =  Р*Уо Ар, (6.4)
где

р * = т р ж + рс. (6.5)

Коэффициент р* называется коэффициентом упругоемкости 
пласта. На основании формулы (6.4) коэффициент упругоемкости 
пласта р* численно равен изменению упругого запаса жидкости 
в единице объема пласта при изменении пластового давления в нем 
на единицу.

Если формулу (6.3) или (6.4) относить к разрабатываемому 
в условиях  замкнуто-упругого режима нефтяному месторождению,
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то под Va следует понимать объем пласта, в котором к данному 
моменту времени давление изменилось на Ар, при этом

Ар =  рк —  р, (6.6)

где рк — начальное пластовое давление; р — средневзвешенное по 
объему возмущенной части пласта V0 давление.

Вычислить средневзвешенное пластовое давление р можно, если 
известна геометрия возмущенной части пласта и конкретное рас
пределение давления в ней.

Дифференцируя равенство (6.4), получаем
d(AV3) =  V*d{V0Ap).

С другой стороны, изменение упругого запаса жидкости в пласте 
за время dt равно объему отобранной жидкости:

d(AVs) =  Q(t)dt,

где Q (t) — дебит всех скважин, эксплуатирующих данную нефтя
ную залеж ь.

Приравняв два последних равенства, получим дифференциаль
ное уравнение истощения нефтяной залежи в условиях замкнуто
упругого режима

Q(t)dt =  V*d(V0Ap). (6.7)

§  3.  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Е  У Р А В Н Е Н И Е  Н Е У С Т А Н О В И В Ш Е Й С Я  
Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  У П Р У Г О Й  Ж И Д К О С Т И

Обратимся к общему дифференциальному уравнению (5.8) неуста- 
новившегося движения сжимаемой жидкости по закону Дарси в де
формируемой пористой среде, выведенному в гл . 5 при k =  const, 
ц =  const:

д (тр) k=  — V2̂ -  (6.8)
dt ц

Используем уравнения состояния упругой жидкости (3 . 14 )  и 
упругой пористой среды (3 .31) :

Р =  Ро [ 1 1 Рж(р —  Ро)]; (6-9)
т  =  т 0 -\- рс (р — ро). (6.10)

Произведение тр  можно получить, умножив (6 . 10 )  на (6.9):  

т р  = т 0р0 +  ( т 0р0Рж +  РоРс) ( р — р0) +  РоРсРж ( р — Ро)2-

Последним слагаемым в правой части этого равенства ввиду 
его малости по сравнению с двум я другими слагаемыми можно пре
небречь. Тогда, учитывая (6.5) ,  получаем

тр  =  т 0ро [ 1 +  - L  (р— ро)j  ,
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откуда после дифференцирования по времени t находим

(е л и

Выражение функции Лейбензона ^ д л я  упругой жидкости имеет 
вид (5.20)

Дифференцируя дважды выражение (6.12) по координатам и скла
ды вая , получим

П одставляя (6.11) и (6.13) в исходное дифференциальное урав
нение (6 .8), будем иметь

Уравнение (6.14) является основным дифференциальным урав
нением упругого режима фильтрации. По предложению В. Н. Щел- 
качева оно названо уравнением пьезопроводности и относится к 
уравнениям типа уравнения теплопроводности (уравнения Фурье), 
которое является одним из основных уравнений математической 
физики:

Коэффициент х , характеризующий скорость перераспределе
ния пластового давления при неустановившейся фильтрации упру
гой жидкости в упругой пористой среде, В. Н. Щелкачев назвал 
коэффициентом пьезопроводности пласта по аналогии с коэффи
циентом температуропроводности в уравнении теплопроводности.

Размерность коэффициента пьезопроводности х можно устано
вить из (6.15):

где L, М , Т — соответственно размерности длины, массы и вре
мени.

Наиболее часто встречающиеся в нефтепромысловой практике 
значения коэффициента пьезопроводности заключены в пределах 
от 0,1 до 5 м 2/с.

&  =  — b Ро (Р— Ро) +  С — РоР 4- C i.
Рж

(6 . 12)

V V  =  Ро V2p. (6.13)

РоР* - = —  p0V2p.at (i

или
др
dt

(6.14)

где введено обозначение
K =  kl(\!L Р*). (6.15)

[L2]
[ L - ' M T - 1] [L M - 1r 2] m  ’
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§  4.  О Д Н О М Е Р Н Ы Е  Ф И Л Ь Т Р А Ц И О Н Н Ы Е  ПОТОК И У П Р У Г О Й  
Ж И Д К О С Т И .  Т О Ч Н Ы Е  Р Е Ш Е Н И Я  У Р А В Н Е Н И Я  П ЬЕЗ ОП РО В ОД НО С ТИ .  
О С Н О В Н А Я  Ф О Р М У Л А  Т Е О РИ И  У П Р У Г О Г О  Р Е Ж И М А

Д л я  того чтобы исследовать неустановившиеся процессы фильтра
ции упругой жидкости в упругом пласте, надо получить закон 
распределения давления в пласте р (х , у, z, t). Д л я  этого нужно 
проинтегрировать уравнение (6.14) при соответствующих началь
ных и граничных условиях (см. гл . 3).

Рассмотрим наиболее простые точные решения уравнения пьезо
проводности (6.14) для одномерных потоков.

Прямолинейно-параллельный фильтрационный поток упругой 
жидкости

С л у ч а й I. Пусть в полубесконечном горизонтальном пласте 
постоянной толщины h и ширины В начальное пластовое давление 
всюду постоянно и равно рк. На галерее (при х =  0) давление 
мгновенно снижено до рг и в дальнейшем поддерживается постоян
ным (т. е. рг =  const). В удаленных точках (х ->■ оо) давление 
в любой момент времени остается равным рк.

В пласте образуется неустановившийся прямолинейно-парал- 
лельный поток упругой жидкости. Давление в любой точке потока 
х  и в любой момент времени t можно определить, интегрируя ур ав 
нение Фурье (6.14), которое для такого потока будет иметь вид

=  х  д р . 0 < z x < C  оо. (6 .16)
dt дх2

Начальные и граничные условия при этом будут следующие: 
р(х, t) =  рк при £ =  0; 

р(х, t) =  pr при л: =  0, ^ > 0 ; (6.17)
р(х, 0  =  Рк при х — оо, t >  0.

Задача заключается в определении дебита галереи Q (t) и д ав 
ления в любой точке потока и в любой момент момент времени 
р (х, t).

Используя анализ размерностей, покажем, что поставленная 
задача автомодельна, т. е. из аргументов, от которых зависит д ав 
ление, можно составить один (безразмерный) комплекс.

Обозначим через Р =  (р—рт)/{рк—рг) безразмерное давление, 
которое, к ак  следует из соотношений (6.16) и (6.17), зависит от вре
мени t, координаты х и коэффициента пьезопроводности х , т . е.

P = f( x ,  t, %).

Размерности этих аргументов таковы : [х] — L, [t] — Т, 
[ х ]  =  L 27 _1, и из них можно составить один безразмерный ком
плекс x!-\/y,t. Приняв за новую переменную величину и — 
=  дс/(2 У х0 .  сведем задачу к  нахождению безразмерного давления
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Р, зависящ его только от и: Р  =  / (и). При этом условия (6.17) пе
реходят в следующие:

Р =  0 при м =  0;
(6.18)

Р =  1 при и, — со.

В силу линейности дифференциального уравнения (6.16) для 
функции Р  имеем такое ж е уравнение

дР дгр /ки ------ . (6.19)
dt

По правилу дифференцирования сложных функций находим

дР  дР  ди дР  1 ди 1где
дх ди дх ди 2 л/ x t  дх 2 *\]уЛ '

дР дР ди дР
dt ди dt

d2P d f  dP \ d (  dP

ЭР x / 1 \ _  dP  / и \
du 2 л/к V 2 л/13 )  ди \  21 ) ’

/ dP \ _  д  / dP  1 \ _
V dx J  дх V du 2 -\j%t )dx2 dx

1 д2Р ди 1 d*P
2 *ijv.t du2 dx 4Y-t du2

П одставляя найденные значения производных в уравнение (6.19) 
получим обыкновенное дифференциальное уравнение

ЛйР НР
-р 2и ——— =  0, (6.20)

du2 du

которое должно быть решено при условиях (6.18).
Д ля решения уравнения (6.20) обозначим

dPldu =  \,
тогда уравнение (6.20) принимает вид

-^ _  +  2иЕ =  0. (6.21)
du

Р азделяя переменные в (6.21) и интегрируя, получаем

* dP :C 1e_u\ (6.22)
du

где С х — постоянная интегрирования. 
Интегрируя (6.22), будем иметь

Р =  Сч I е du. (6.23)
о

Здесь использовано первое из условий (6.18).
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Второе условие (6.18) дает 

С г = ~

J е U'du
о

но из интегрального исчисления известно, что

„—и? , V  л е аи =  ——
о

поэтому

С 1 =
V  л

и

V  я

Интеграл в (6.24) называется интегралом вероятности и я в 
ляется табулированной функцией, изменяющейся в пределах от
О до 1:

2 2 i v-t _ us, ./  х \—т=- е du =  erf ( ----- = - 1.
о V 2 л/y.t J

Таким образом,

Тогда закон распределения давления в неустановившемся п ря
молинейно-параллельном фильтрационном потоке упругой^ ж идко
сти имеет вид

( _  р " Рг +  < Рк_Рг)ет' ( 7 7 5 Г >  V „
(6.25)

Типичные кривые распределения давления в различные моменты 
времени в неустановившемся прямолинейно-параллельном потоке 
упругой жидкости к галерее, пущенной в эксплуатацию  с постоян
ным забойным давлением рГ =  const, показаны на рис. 6 .1 . Найдем 
дебит галереи Q. Будем считать положительным дебит, отбирае
мый из галереи (х =  0, см. рис. 6 .1), когда поток движ ется против 
оси Ох.

Согласно закону Дарси, имеем

q =  ± ( A E .\  a = J L Bh ( - ^ - )  , (6 .26)
fi V дх Л=О (X V дх /дг—о

где В, h — соответственно ширина и толщина пласта.
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I//////////////////////!/////////
' J /j) } П/ /'/}//}///'f'/j }//)) /f)) Ji/ *

0 x 0 t

Рис. 6 .1 .  К ривые распределения д а в 
л ен и я  в разли чны е  моменты времени 
в н еустано ви вш ем ся  прямолинейно
п ар алл ел ьн о м  фильтрационном по
токе  у п р у го й  ж идкости

Рис. 6.2.  Графики зависимости де 
бита и добычи жидкости от времени 
после п у с к а  галереи при условии 
р г =  const

Дифференцируя выражение (6.25), получаем

гЫ г)'
2 л/х/ х=0

=  (Рк — Рг)'
V я к /

(6.27)

Дебит галереи в любой момент времени найдем, подставив зна
чение градиента давления др/дх из (6.27) в выражение (6.26):

Q =  _ f e _ _ P K - ^ B/b (б 28)
(X Уях/

Из формулы (6.28) следует, что дебит галереи убывает с тече
нием времени к ак  1/д/ t и при t -»- оо стремится к нулю. В началь
ный момент времени решение (6.28) равно бесконечности, что я в 
л яется следствием скачка давления на галерее (от рк до рг) в этот 
момент времени.

Н акопленная к моменту t добыча УДОб определяется по фор
муле

У доб=С Q (t)d t=  k (p« -  P±Bh [ - 4 L
J  р. у я х  J  V  t
о о

2fe (рк — Pr) Bh rr-
V j

л/t ,

т . e. сразу после начала отбора из галереи она быстро возрастает, 
а в дальнейшем растет очень медленно (рис. 6.2).

С л у ч а й  I I .В  таком ж е полубесконечном пласте, что и в слу
чае I, в момент времени t — 0 пущена в эксплуатацию галерея с по
стоянным объемным дебитом Q. Требуется найти давление в любой 
точке пласта в любой момент времени.
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Математически задача заклю чается в интегрировании уравне
ния (6.14) при следующих начальных и граничных условиях:

р (х , 0  =  Рк при t =  0; 

w (х, t) =  —  =  —  - ^ -  =  w1 =  const при х  =  0; (6.29)
ш ц, дх

р(х, t) =  pK при х -> о о .

Умножая обе части уравнения (6.14) на kl\i и дифференцируя 
по х, получаем

д
дх

или

/_к_ др \ =  _ д _  х  д2р \
V Ц dt )  дх V, ц дх2 )

д2р_____k__ д3р

д
dt

~j$ дА2£. [х дх3 

откуда, меняя порядок дифференцирования, получаем

(6.30)
V ц дх у дх2 V (1 дх )

Т ак как  в нашем случае

о ,
jx ах

то уравнение (6.30) можно переписать в следующем виде:

dw(x, t) dhsi(x, t) (6.31)
dt dx2

Полученное уравнение (6.31) по форме совпадает с уравнением 
теплопроводности (6.14). Следовательно, решением уравнения (6.31) 
будет решение, аналогичное (6.25), с заменой давления р на ско
рость фильтрации w.

хв =  Сг ъ r f — ^ = -  +  С2. (6.32)
2 y n t

При этом следует иметь в виду, что начальное и граничное у с 
ловия для w имеют вид

w(x, 0) =  0; ш(0, t) =  Wx.

Отсюда С2 — wx, С± =  — w x 'и, следовательно,

k др (6.33)
дх
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Д л я того чтобы найти распределение давления в потоке, необ
ходимо проинтегрировать уравнение (6.33) по х , полагая, что время 
t фиксировано. Имеем

2
\

VГ  s
e_ “’da dx,

/

откуда

р(х, t)— p (0, )̂ =  - ^ ш 1х- 
k

Т е - Ч в |Л .k V "  о V о ' (6.34)

Последнее слагаемое в (6.34) интегрируется по частям, в резуль 
тате чего находим

х ( 2 уйГ |
—------т=^ Шх j I ] eTu'du I dx =

ft л/я 0 V о /

k л/л

х.

хе Ant dx
2-sJv.t

k -yj 1X

2 / _  x‘ Л
J  e - u* d u - ^ K t  [ l - t  ш )

Тогда уравнение (6.34) можно записать в виде

‘ - ег' Ы Н
4хг‘

л/ п
2 л/х*

(6.35)
Учитывая, что р (0, 0  есть давление на галерее, т . е. р (0, t) =  

=  рг (t), из (6.35) получим выражение для давления в любой точке 
потока

„(X. 0 _ M 0  +  -e f - [ * ( l - e r f ( - T - i r ) )  +

' 2 ^ - ( l — е-" * * " ) ] .  (6.36)
л/г
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Д л я того чтобы найти закон изменения давления на галерее 
рг (t), подставим в (6.36) граничное условие р (х , t) =  рк при х-+- оо;

так  как  при л:->оо, erf (x/2]^nt )^>-1, то произведение 
д: [ l — erf (x!2^Jy.t ) ]  дает неопределенность ви да  оо х  0. Р аскры 
вая  ее по правилу Лопиталя, можно показать, что это произведе-

дг2 _
ние стремится к нулю; учитывая еще, что при х ->  оо,
получаем

Рг (0  =  Рк— k -\п

или

Р г(0  =  Р к - ^ - ^ -  (6.37)
Bh k Vn

Плоскорадиальный фильтрационный поток упругой жидкости. 

Основная формула теории упругого режима фильтрации

Пусть в неограниченном горизонтальном пласте постоянной тол
щины h имеется добывающая скважина нулевого радиуса (точеч
ный сток). Начальное пластовое давление во всем пласте одина
ково и равно рк. В момент времени t =  0 скваж ина пущена в экс
плуатацию с постоянным объемным дебитом Q0. В пласте обра
зуется неустановившийся плоскорадиальный поток упругой ж и д
кости. Распределение давления в пласте (в любой его точке в лю
бой момент времени) р [г, t) определяется интегрированием у р а в 
нения (6.14), которое для плоскорадиального движения запиш ется 
в виде

(6 .38)
at  V д г2 г д г  у  

Начальные и граничные условия задачи таковы  (см. гл . 3, § 4) 

p{r, t) =  pK при t =  0;

p(r, t) =  pK при f -» -o о; (6 .39)

Q =z_2nkh_r j d p \  _ Q 0 =  const  ПрИ r  =  0, t > 0. 
ц V д г  /г=о

Последнее условие запишем в виде

( 7 - ^ Л  =  (6 40)
V д г  /г—о 2nkh

Так ж е, как  в предыдущем случае, проведем анализ размерно
стей. Искомое распределение давления в пласте зависит от пяти
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определяющих параметров г, t, %, рк, Q0\i/(2nkh), размерности 
которых следующие:

[ r ]= L ; [t\ =  T; [x ]= L t T~1;
[рк] =  {L-Ш  Т~2] ; [Q0\i/(2nkh)] =  [L~W  Г~2] .

Тогда давление, приведенное к безразмерному виду, Р  =  р/рк 
зависит от двух  безразмерных параметров (так как  из пяти пара
метров три имеют независимые размерности — г, t, рк: п =  5, 
k =  3, п—k =  2):

-5 §Sr> (6-41)
где

т) =  г/2 'sjv.t .
Таким образом, задача автомодельна и уравнение (6.38) можно 

свести к обыкновенному. Дифференцируя (6.41), найдем анало
гично предыдущему

д Р  _  д Р  ц дР  дР  1 д2Р ____ 1 <РР
dt dr] 21 ’ дг дг\ 2 л/Kt ' дг2 4к/ dt)2

П одставляя эти выражения в уравнение (6.38), получим обыкно
венное дифференциальное уравнение вида

+  +  2tj) - ^ - = 0 ,  (6.42)
dr) V "П /  dr]

которое нужно проинтегрировать при условиях, полученных из
(6.39) (Р =  1 при т) оо):

(ч\ — ) =  Qofi- (6.43)
\  dr) /г)= о  2 л khPK

Воспользуемся подстановкой dP/dr\ =  £, тогда вместо уравне
ния (6.42) будем иметь

J t + ( _ L  +  2r|
dt] V т) У

или

J L  +  _*L =  _2r]dT|. (6.44)
I 11

И нтегрируя (6 .44), получаем
ln£  +  ln r i =  _  ri2 +  ln C i, (6.45)

где С г — постоянная интегрирования.
Потенциируя (6.45), имеем



Интегрируя (6.46) и учитывая первое из условий (6.43), полу
чаем

оо
р _1̂2

Р ^ ) = - с Л - ----- dr] +  l. (6.47)
J  Л
Т1

Умножая равенство (6.46) на г|, устремляя i)-> -0  и используя 
второе условие (6.43), находим, что

Q _ Qof*
2nkhpK

тогда из (6.47) получим

<?nu Г е ^ ’
Р W  \ --------^  +  1 • (6 -48)2nfe/ipK J г)

■п
Интеграл в последней формуле легко свести к табличному сле

дующей подстановкой

и =  Т)2 =
4 xt 

Тогда
dr\ __ du
ti 2 и

Перейдя от безразмерного давления Р  к  размерному р =  Ррк, 
получим

оо

p (r ,t )  =  pK- J ^ -  f  J -O -d u .  (6.49)
4nkh  J  и 

г*
Ы

Интеграл в формуле (6.49) называется интегральной показа
тельной функцией, которая табулирована и обозначается

—Ei ( ---- - Л  = [ -±JL
V 4xt )  J  и

du.
г‘

4xf

Качественное изменение этой функции представлено на рис. 6 .3 .
Следовательно, давление в любой точке плоскорадиального по

тока в условиях упругого режима фильтрации определяется по 
формуле

p(r, о = р к  [ — E i ( - “£ ^ ) ] '

Формула (6.50) получила название^основной формулы теории 
упругого режима фильтрации. Она имеет широкое практическое
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применение, и в частности используется при интерпретации резуль
татов исследования скважин.

При малых значениях аргумента — г2/(4х/) 1 — интеграль
ная показательная функция имеет простую асимптотику:

-Ei (— х) ~  In -0,5772.

При этом погрешность не превышает
0,25 %, если x =  r7 (4x0  <  0,01;

1 %, если х < 0,03;
5.7 %, если х < 0 ,1 ;
9.7 %, если х < 0 ,1 4 .

Следовательно, для значений 
r 2/(4x/) <  1 давление можно опреде
лять по формуле

p(r, t) =  pK —
QoV 

4л kh ( l n ^ -----0,5772^.
Рис. 6.3.  График интегральной 
п о казательн о й  функции (0

Из (6.50) находим, что расход жидкости через любую цилин
дрическую поверхность радиусом г и скорость фильтрации опреде
ляю тся соответственно по формулам

Q(r, 0 =  А  -^ -2 n rh  =  Q0e
|i or

4 Y.t

w-- Qo e  4 Kt
2nrh

(6.52)

(6.53)

Из последней формулы следует, что стационарная скорость 
г̂ стац =  QJ{2nrh) достигается очень быстро на небольших рас
стояниях от скваж ины, так  к ак  значение коэффициента пьезопро
водности обычно велико.

При теоретическом исследовании неустановившихся процессов 
перераспределения пластового давления удобно пользоваться без
размерными параметрами Ф урье fo и Fo, играющими роль «без
размерного времени» и определяемыми из следующих равенств:

fO =
(6.54)

Fo =  xt/Rl,
где rc — радиус скважины; RK — радиус кругового контура пи
тания, или радиус круговой непроницаемой границы пласта.

В зависимости от специфики решаемой задачи удобно пользо
ваться тем или другим из указанны х параметров Фурье.
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Строго говоря, основная формула теории упругого режима
(6.50) справедлива лишь для случая точечного стока (при гс =  0) 
в неограниченном пласте (RK =  оо).

Д л я  оценки влияния конечного радиуса возмущающей ск в а 
жины гс на результаты расчетов давления В. Н. Щ елкачев исполь
зовал параметр Ф урье fo. Сравнивая результаты  расчетов д авле
ния по формуле (6.50) с точными данными Ван-Эвердингена и Х ерста 
(см. § 8), учитывающими конечный радиус скважины гс, В . Н . Щ ел
качев установил, что погрешность подсчетов по формуле (6.50) 
составляет

0,6 % при fo =  100;
2.3 % при fo — 25;

5 % при fo =  10;
9.4 % при fo =  5.

Оценим практическое значение этой погрешности. Допустим, 
что к =  1 м2/с, гс = 0 ,1  м. Тогда, предположив fo =  100, найдем

rl 0,12 
f =  fo — =  100--------= 1  с.

X 1

Следовательно, уж е через 1 с после пуска скважины расчеты 
забойного давления, выполненные по формуле (6.50), будут иметь 
погрешность, не превышающую 0,6 %. Отсюда следует, что дл я  
скважин обычных размеров формула (6.50) обеспечивает высокую 
степень точности уж е на самой ранней стадии (а тем более д л я  позд
ней стадии) процесса перераспределения давления.

Непосредственными расчетами В. II. Щ елкачевым было ус та 
новлено, что в громадном большинстве практически интересных 
случаев поведение возмущающей скважины в конечном открытом 
пласте можно в течение достаточно длительного времени изучать 
при помощи простой формулы (6.50) для бесконечного пласта. При 
этом погрешность в подсчетах забойного давления не превзойдет

0,08 % при Fo <  0,2;
1 % при Fo <  0,35;

1,9 % при Fo <  0,5.

Д ля расчетов пластового давления в любой точке открытого 
кругового пласта (при г <  0,1 RK) можно с высокой степенью точ
ности (до 0,2 %) пользоваться формулой (6.50) для бесконечного 
пласта, если при этом RK >  10s rc, Fo <  0 ,2 . В дополнение к  у к а 
занным оценкам можно еще отметить, что различие в величинах 
забойных давлений в условиях конечного (открытого и закрытого) 
и бесконечного пластов не превзойдет 1 % , если Fo <  0 ,33 , 
RK >  50 гс или если Fo <  0,35, RK >  1000 rc.

Решения дифференциального уравнения Ф урье для различных 
случаев фильтрации упругой жидкости в ограниченных открытых
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и закрытых пластах представляются бесконечными рядами по функ
циям Бесселя (см. § 8).

В заключение приведем пьезометрические кривые для бесконеч
ного пласта, который эксплуатируется скважиной радиуса гс с по
стоянным дебитом Q0 (рис. 6.4). Д ля точек вблизи забоя можно поль
зоваться формулой (6.51): дифференцируя ее по координате г, най

дем градиент давления
др _  Qon 1 
дг 2nkh г

Из этой формулы сле
дует, что градиент давле
ния для значений г, удов
летворяющих неравенству 
г2 <  0,03-4 %t, практиче
ски не зависит от времени 
и определяется по той ж е 
формуле, что для устано
вившейся плоскорадиаль
ной фильтрации несжи
маемой жидкости (4.32). 

Д л я  указанных значений г пьезометрические кривые представ
ляю т собой логарифмические линии (см. рис. 6.4). Углы 
наклона касательных на забое скважины одинаковы для всех кри
вых.

§  5.  И Н Т Е Р Ф Е Р Е Н Ц И Я  С К В А Ж И Н  В У С Л О В И Я Х  У П Р У Г О Г О  
Р Е Ж И М А

П оскольку дифференциальное уравнение упругого режима (6.14) 
является линейным, то для его решения используем метод супер
позиции, позволяющий исследовать интерференцию скважин и 
в условиях упругого режима.

Суть метода суперпозиции (метода наложения) состоит в том, 
что при совместной работе в пласте нескольких добывающих и 
нагнетательных скважин изменение пластового давления, вызван
ное работой каждой из скважин, подсчитывается так , как  если 
бы данная скваж ина работала одна; затем изменения давления, 
вызванные работой каждой скважины, алгебраически суммируются 
по всем скваж инам . При этом скорости фильтрации в любой данной 
точке пласта, вызванные работой каждой скважины, суммируются 
геометрически.

Наличие прямолинейных границ пласта учитывается методом 
отображения источников и стоков, к ак  и в случае установившейся 
фильтрации несжимаемой жидкости (см. гл . 4).

С помощью метода суперпозиции можно исследовать перерас
пределение пластового давления, вызванное пуском, остановкой 
или изменением темпов отбора жидкости из скважины.

Д л я  расчета изменения пластового давления используется ос
новная формула упругого режима фильтрации (6.50). К ак было 
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показано, этой формулой, выведенной для точечного стока в беско
нечном пласте, можно с высокой степенью точности пользоваться 
и в расчетах притока упругой жидкости к скважине конечного ра
диуса в открытом или закрытом конечном пласте. Поэтому резуль
таты расчетов, основанные на методе суперпозиции и использова
нии формулы (6.50) для бесконечного пласта, оказываю тся спра
ведливыми с соответствующей степепью точности и в условиях ко
нечного пласта.

Рассмотрим несколько примеров использования метода супер
позиции при интерференции скважин в условиях упругого режима 
фильтрации.

П р и м е р  1. П усть  в бесконечном п ласте  одновременно работают п 
с к важ и н  с постоянными дебитами. Н ачальное  пластовое д авл ен и е  в невоз
мущенном пласте всюду одинаково и равно  р к. Т ребуется  найти сниж ение 
давлен и я  Ар =  р к —Р (г, 0  в любой точке  п л аста  М в любой момент вр е 
мени t.

На основе метода суперпозиции сниж ение пластового  д авл е н и я  в точке М 
б удет  равно алгебраической сумм е снижений давл ен и я  в этой точке , в ы з в а н 
ных независимой работой каж до й  с к в а ж и н ы ,  т . е.

Ар =  Рк — Р (г , t) =  Api +  Др2 +  . . . +  Дрп — Y j
i=l

Снижение д авл ен и я  в точке М при работе одной £-й с к в а ж и н ы  по фор- 
муле (6.50) будет

Следовательно, при работе всех п с к в а ж и н  снижение д а вл е н и я  в точке  М 
определяется  из р авенства

где Qi — дебит i -й с кваж и н ы  (при этом дебит добывающей с к в а ж и н ы  счи
тается  положительным, дебит нагнетательной — отрицательным);  rt  — р а с 
стояние от центра t'-й скваж и н ы  до точки М,  где оп ределяется  пониж ение 
пластового д а в л е н и я ;  ti — время с н ачал а  работы t'-й с к важ и н ы  до момента 
времени t, в который определяется  понижение д авл ен и я .

П р и м е р  2. П усть  в некоторый момент времени, принимаемый за  
начальный (t =  0), в невозмущенном пласте  с давлением  рк п ущ ен а  в э к с 
плуатацию  с к в а ж и н а  с постоянным дебитом Q и через п р ом еж уток  времени t x 
остановлена. Под остановкой ее п о др азум евается  мгновенное п р екращ ен и е  
притока ж идкости  к  забою с к в а ж и н ы .  Т р ебуется  определить д авл ен и е  в л ю 
бой точке пласта  в любой момент времени к а к  при работе с к в а ж и н ы ,  т а к  и 
после ее остановки .

Д о  момента времени с к в а ж и н а  р або тала  одна, следовательно , п л а с 
товое давление в любой точке п л аста  о п редел яется  по формуле

П

П

п

(6.55)

(6.56)

где t изменяется в интервале  от 0 до t x.
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Н ачи н ая  с момента времени t x ( ск важ и н а  у ж е  остановлена) , с л едуя  
методу  суперпозиции, мысленно допустим, что вместе с продолжающей р а 
ботать  добывающей с кваж и н о й  в той ж е  точке н ачал а  работать нагнетатель
н ая  с к в а ж и н а  с т аки м  ж е  расходом Q: Следовательно, с момента t x в пласт в од
ной и той ж е  точке з а к а ч и в а е т с я  столько ж е  ж идкости ,  сколько  из него и 
отб и р ается ,  значит, с ум м арн ы й  фактический отбор жидкости  из пласта  ока  
зы в а е т с я  равным нулю , что свидетельствует  об остановке  добывающей с к в а 
ж ин ы  по условию  задачи .

К моменту времени t после остановки с к важ и н ы  ( ^ > ? i )  понижение 
д а в л е н и я  в любой точке  п л аста  определяется  по методу суперпозиции:

Примерный график пониж ения забойного д а вл е н и я  при работе и оста 
н овке  добывающей с к в а ж и н ы  п о казан  на рис. 6 .5 .

С ледует  отметить, что подъем давлен и я  на забое возмущающей сква  
ж и н ы  начинается  с р а з у  ж е  после ее остановки, с момента t x. В любой другой 
точке  пласта  после момента времени будет еще некоторое время продол
ж а т ь с я  снижение пластового  д авл ен и я ,  причем чем дальш е находится эта 
то ч ка  п л аста  от возмущающей с кваж и н ы ,  тем дольше в ней будет продол
ж а т ь с я  процесс пониж ения давл ен и я  после остановки  с кваж и н ы . Затем и 
в этой точке пласта  начнется  повышение давл ен и я .

П р и м е р  3. П усть  сохран яю тся  условия  примера 2, но только в мо
мент времени t =  t x добы ваю щ ая с к в а ж и н а  не о стан авл и вается ,  а ее дебит 
изм ен яется  от Q до Qj.

Требуется  исследовать  процесс перераспределения пластового д авл е 
ния после п у с к а  с к в а ж и н ы  и изменения р еж има ее работы.

После п у ск а  с к в а ж и н ы  с постоянным дебитом Q и до момента t x изме
нение пластового д а вл е н и я  о пределяется  по формуле (6 .56). После измене
ния дебита скваж и н ы ,  т. е .  после момента t x, будем  мысленно считать, что 
дебит этой с ква ж и н ы  Q ( .охран яется ,  а на месте этой ж е  с кваж и н ы  включена 
н а гн етател ь н ая  с к в а ж и н а  с расходом Q—Q1. Тогда результирующий дебит 
эти х  д в у х  с кваж и н  после момента времени t x будет  равен  Q — (Q—Qx) =  Qu 
т .  е. соответствует  условию  задачи .

Изменение давл ен и я  после времени t x будет  с л а г а т ь ся  из понижения 
д а вл е н и я  A p lt вы зы ваемого  продолжающей работать с тем ж е  дебитом Q 
добывающей скваж и н ой , и из повышения давл ен и я  Ар 2, вызываемого  р а 
ботой воображаемой нагнетательной  скваж и н ы ,  т . е.

При этом негласно п редполагалось , что дебит возмущающей скваж ины  
в момент t x снизился с Q до Qx. Если бы изменение дебита было связано  с у в е 
личением его, то во о бр аж аем ую  с к в а ж и н у  следовало бы считать добывающей, 
а ее дебит (Q— Qj) — положительным.

Если бы в др уго й  момент времени t 2 >  t j дебит с кваж и н ы  был бы вто
рично снижен и устан овлен  равны м Q2, то, о сн о вы ваясь  на методе суперпо
зиции, следовало  бы прин ять ,  что с момента t 2 продолжаю т работать р еал ь 
н ая  с к в а ж и н а  с дебитом Q, во о бр аж аем ая  н а гн етател ьная  скваж и н а  с деби
том — (Q — Qj) и, кроме того , н ачала  работать в том ж е  месте вторая вообра
ж а е м а я  н агн етател ьн ая  с к в а ж и н а  с дебитом — (Q j—<?2).

Др =  Рк — Р (г, 0  =  Дpi +  Др2
Q и

4 я  kh

(6.57)
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Рис. 6.5. График понижения забой
ного давления при остановке  добы
вающей скваж и н ы

Рис. 6.6 .  С хем а  полубесконечного  
п л аста  с прямолинейной непрони
цаемой границей

Результирую щ ее понижение давл ен и я  Ар в момент t >  t2 в любой точ ке  
пласта  определяется  из равенства .

А р =  Рк — Р (г, t) =  Д рх +  Д р 2 +  Д рз,
где

А р , -  Г _ Е | Г --------------------^ ------------ Y I ,
Ankh L V 4 n ( t  —  U) ) J

а  Д р 1, - Д р 2 определяют по формуле (6 .57) .
Аналогично подсчитывается понижение д ав л е н и я  в любой точ ке  п л а с т а  

при многократном изменении дебита добывающей с к в а ж и н ы .
П р и м е р  4. Д оп усти м , что однородный п ласт  имеет бескон ечн ую  

прямолинейную непроницаемую гр ан и ц у  АОВ  (рис. 6 .6). В этом п о луб ес -  
конечном закры том  пласте  в момент времени / =  0 пущ ена в э к с п л у а т а ц и ю  
с постоянным дебитом Q одна с к в а ж и н а ,  например с к в .  1. Требуется  и зуч и ть  
процесс перераспределения давлен и я  в тако м  п ласте  после п у с к а  с к в а ж и н ы .

И спользуя  метод отображения источников и стоков (см. гл . 4), з е р к а л ь н о  
отобразим скв .  1 относительно непроницаемой гр ани ц ы  АОВ и д еби ту  ото 
браженной с кваж и н ы  (скв .  2) припишем тот ж е  з н а к ,  что и у  р еальной  с к в .  1, 
т .  е. будем считать с кв .  2 добывающей с дебитом Q. У сло ви я  работы с к в .  1 
в полубесконечном пласте  б уд у т  точно таки м и  ж е ,  к а к  при работе д в у х  с к в а 
ж ин (скв .  1, 2) в бесконечном пласте.

И спользуя  метод суперпозиции, понижение пластового  давл ен и я  в точ ке  
М найдем к а к  с у м м у  понижений давл е н и я ,  вы з ва н н ы х  работой у к а з а н н ы х  
с к в а ж и н  в воображаемом бесконечном п ласте ,  т .  е.

ДР =  Рк — Р (г, t) =  АР х +  Арз =  — — - Г - -  Ei (  —  — —̂ ' j l  +
4nkh L \ 4v.t J  J

+ Г — Ei f — i
4nkh I \  4xi 

где r x и r 2 — расстояния до точки M от с кв .  1 и с к в .  2 соответственно.

При наличии в полубесконечном пласте нескольких скваж ин 
каждую  из них следует зеркально отобразить относительно прямо
линейной непроницаемой границы.

Применение метода отображения источников и стоков совместно 
с методом суперпозиции позволяет выяснить влияние прямолиней
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ного контура питания на процесс перераспределения пластового 
давления. В этом случае все реальные скважины отображаются 
симметрично относительно этого контура и дебитам отображенных 
скваж ин приписываются противоположные знаки по отношению 
к дебитам реальных скваж ин (т. е. добывающие скважины счи
таю тся нагнетательными и, наоборот, отображенные нагнетатель
ные скважины — добывающими). Методом суперпозиции реальных 
и отображенных скваж ин исследуется процесс изменения пласто
вого давления в любой точке.

§  6.  О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  К О Л Л Е К Т О Р С К И Х  СВОЙСТВ П ЛА СТА  
ПО Д А Н Н Ы М  И С С Л Е Д О В А Н И Я  С К В А Ж И Н  П РИ У П Р У Г О М  Р Е Ж И М Е

Проектирование и контроль за разработкой нефтяных и газовых 
месторождений, создание и эксплуатация подземных хранилищ 
газа  связаны с определением коллекторских свойств пластов и изу
чением их фильтрационных характеристик (однородность пласта 
по толщине и площади, наличие литологических и тектонических 
экранов и их расположение и т. д .).

В литературе имеется большое количество работ, посвященных 
этой важной проблеме. Методы определения параметров пласта 
весьма разнообразны и зависят от тех конкретных задач, которые 
ставят перед собой исследователи.

Гидродинамические методы исследования пластов и скважин, 
связанные с замерами пластовых и забойных давлений в возмущаю
щих и реагирующих скваж инах, называют пьезометрическими. Р аз
личают две группы пьезометрических методов — при установив
шихся и неустановивш ихся режимах.

Методы исследования пластов и скважин, основанные на изу
чении неустановившихся процессов изменения забойного давления 
в возмущающих и реагирующих скваж инах, тесно связаны с тео
рией упругого режима. После пуска или остановки скважины на ее 
забое и в окружаю щ их реагирующих скважинах возникают (в ус
ловиях упругого режима) длительные процессы перераспределения 
давления. При помощи самопишущих скважинных манометров 
можно записать повышение или понижение давления и построить 
график изменения забойного давления с течением времени — кри
вую восстановления давления (КВД).

Чаще всего при гидродинамическом исследовании скважины 
наблюдают (измеряют) восстановление забойного давления после 
остановки скваж ины , ранее продолжительное время работавшей 
с постоянным дебитом Q.

Очевидно, что коллекторские свойства пласта влияют на форму 
графиков восстановления забойного давления, поэтому по форме 
К В Д  стали определять коллекторские свойства пласта — его про
ницаемость и пьезопроводность. Однако форма графиков восста
новления давления достаточно сложна в реальных условиях.

Д л я  упрощения обработки КВД прибегают к преобразованию 
графиков восстановления давления, изменяя их криволинейную 
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форму в прямолинейную. Наиболее распространенный метод опре
деления коллекторских свойств пласта по данным о восстановле
нии забойного давления в остановленных скважинах — метод по
строения преобразованного графика восстановления забойного д ав 
ления в полулогарифмических координатах (Др, lg  t), имеющего 
форму прямой. Прямолинейную зависимость Ар от lg  t установить 
несложно. На основании основной формулы теории упругого  ре
жима (6.50) можно получить следующую функциональную зави 
симость между изменением забойного давления Арс и временем t 
с момента пуска скважины в эксплуатацию с постоянным дебитом Q:

Арс=2 рк— Рс =  ^  Г — Ei ( ------ — 1 ]  «  <?!> X
4 я kh L \  Ш  )  J  4 nkh

х  Л п Л * -----0,5772"! =  - 5 й -  ( In — ----- In 1,78Л  =  X
^  г| ' )  4 я kh ^  г\ )  4 я kh

X ( 2,3 l g— ^ =  0 ,1832- ^ M g  2 '24Ш .
V 1,781r| )  kh r l

Последнее выражение можно переписать в виде

Аре =  0,1832 —g ^ i g - 2,246* + 0 ,1 8 3 2 - ^ l g ^ ,  
kh r2 kh 'с

или
Apc =  A +  i lg t ,

где
.  . 1w 2 ,2 46x  . n to o nЛ =  i l g —!-------, i =  0 ,1832—1—  •

6  ,2 kh 
с

Действительно, из формул (6.58) и (6.59) видно, что изменение 
(снижение) забойного давления в пущенной с постоянным дебитом Q 
скважине оказывается линейной функцией логарифма времени. 
Следовательно, эти формулы можно рассматривать к ак  уравнение 
графика изменения забойного давления после пуска скваж ин ы  в 
эксплуатацию.

Рассмотрим теперь кривую восстановления забойного давлен и я, 
т . е. рост забойного давления после мгновенной остановки ск в а 
жины. Будем считать, что до остановки скваж ина длительное время 
работала с постоянным дебитом Q и вокруг нее в пласте имело ме
сто установившееся распределение пластового давления в соот
ветствии с формулой (4.31), т . е . пьезометрическая линия явл яется  
кривой логарифмического типа.

Изменение забойного давления после мгновенной остановки 
скважины можно определить, используя метод суперпозиции:

Арс == Рк — Рс =  Арс. уст— Ар с, неуст> (6.61)
где Арс.уст — депрессия на пласт при установившейся работе до
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бывающей скважины с дебитом Q:

А рс. уст ---  Рк Рс. уст --  In ; (6.62)2 nkh rc
Арс. неуст — изменение давления на забое воображаемой нагнета
тельной скважины, пущенной в момент t =  О с расходом Q:

Арс. неуст =  Рс рс. уст =  F Ei ( ----------• (6.63)Ankh L \ 4xt J  J
Т ак  как  Apc. уст величина постоянная (от времени не зависит), 

то изменение забойного давления Арс будет определяться по фор
муле (6.63), которая совпадает с фор
мулами (6.58) и (6.59).

Обработка кривых восстановления 
забойного давления и определение по 
ним коллекторских свойств пласта про
водятся следующим образом. Снятую 
скважинным манометром кривую вос
становления забойного давления после 
остановки скважины перестраивают 
в координатах (Арс, lg t) (рис. 6.7). По 
прямому участку этой кривой находится 
отрезок, отсекаемый ее продолжением 
на оси Арс (отрезок А ), и тангенс угла 
наклона этой прямой к оси абсцисс (£ =  
=  tg  ф). Затем с помощью второго равен

ства (6.60) определяется параметр kh/\i, называемый гидропро
водностью пласта:

Ш\ь =  0, !832Q/tg ф.
Если известны вязкость жидкости в пластовых условиях ц 

и толщина пласта h, то из последней формулы находится коэффи
циент проницаемости пласта

& =  0 , 1832Qn,/(/z tg ф).
Д алее по известному угловому коэффициенту i =  tg  ф и радиусу 

гс скваж ины  из первого равенства (6.60) можно определить ко
эффициент пьезопроводности пласта

А

и =  10 tg<p гс/2,246.

Отметим, что область применения указанных простых приемов 
интерпретации результатов исследования нефтяных скважин огра
ничивается условиями, при которых справедлива формула (6.50), 
а именно: скваж ина рассматривается как  источник постоянной 
интенсивности в бесконечном однородном пласте, и возможна мгно
венная остановка притока флюида в скваж ину.

В случае ограниченного пласта, когда изменение давления, выз
ванное закрытием скваж ины , доходит до его границы, КВД в сква- 
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жине начнет искажаться, а через достаточно большое время выхо
дит на горизонтальную асимптоту, соответствующую стационарному 
распределению давления. Поэтому длина прямолинейного участка 
на кривой (см. рис. 6.7) ограничена.

Кроме того, в реальных условиях скваж ину нельзя остановить 
мгновенно. После ее закрытия на устье приток флюида из пласта 
продолжается еще некоторое время из-за упругости жидкостей 
и газов, заполняющих скваж ин у. Время выхода на асимптоту, 
должно, очевидно, превышать время дополнительного притока. 
Поэтому возможны условия, при которых прямолинейный участок 
на КВД появляется через значительный промежуток времени, либо 
даж е вовсе не существует.

П оскольку длительная остановка скважины нежелательна, били 
развиты методы определения параметров пласта на неустановив- 
шихся режимах, лишенные указанны х недостатков и учитывающие, 
в частности, время работы скваж ины  до ее остановки (метод Хор
нера), а такж е приток флюида в скваж ину после ее остановки.

§ 7.  П Р И Б Л И Ж Е Н Н Ы Е  М Е Т О Д Ы  Р Е Ш Е Н И Я  З А Д А Ч  Т Е О Р И И  
У П Р У Г О Г О  Р Е Ж И М А

Решения различных краевых задач неустановившейся фильтрации 
упругой жидкости в упругой пористой среде в условиях к ак  беско
нечного, так  и конечного пластов можно получить при помощи хо
рошо известных методов интегрирования линейного дифференци
ального уравнения в частных производных — уравнения тепло
проводности (6.14). Однако во многих случаях эти решения пред
ставляются громоздкими формулами в виде бесконечного медленно 
сходящегося ряда или несобственного интеграла, содержащего спе
циальные функции. В связи с этим были предприняты поиски при
ближенных эффективных решений задач неустановившейся филь
трации.

Рассмотрим здесь некоторые из разработанных приближенных 
методов, широко применяемых при решении задач теории упругого 
режима.

Метод последовательной смены стационарных состояний

Одним из наиболее простых по идее приближенных методов реше
ния задач неустановившейся фильтрации является метод последо
вательной смены стационарных состояний (ПССС), развитый 
И. А. Чарным и широко применяющийся в практических расчетах. 
Метод основан на предположении, что давление в пласте изменяется 
во времени значительно медленнее, чем по координатам. Поэтому 
производную по времени можно в первом приближении отбросить, 
в результате чего для давления получается уравнение Л апласа, 
описывающее стационарный процесс.

В каждый момент времени вся область движ ения жидкости, 
в действительности охватывающая весь пласт, условно разделяется
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на две области: возмущенную и невозмущенную. При этом предпо
л агается , что в возмущенной области, начинающейся от стенки 
скваж ины , давление распределяется так , к ак  будто бы движение 
жидкости в ней установившееся; внешняя граница этой области 
служ и т в данный момент контуром питания. В невозмущенной об
ласти пласта давление всюду постоянно и равно начальному ста
тическому. Закон движения подвижной границы раздела возму
щенной и невозмущенной областей определяется при помощи урав
нения материального баланса и граничных условий.

Разделение фильтрационного потока на возмущенную и невоз
мущенную области вызывает необходимость рассматривать процесс 
перераспределения пластового давления протекающим в две фазы. 
В течение первой фазы радиус возмущенной области непрерывно 
растет. И в тот момент, когда она достигнет естественной границы 
пласта, начинается вторая фаза.

При теоретическом исследовании процесса в условиях бесконеч
ного пласта приходится, естественно, иметь дело только с первой 
фазой, продолжительность которой не ограничивается.

Рассмотрим теперь расчет неустановившихся одномерных по
токов упругой жидкости с помощью метода ПССС.

Прямолинейно-параллельный неустановившийся фильтрационный 
поток упругой жидкости
С л у ч а й  I. В момент времени t =  0 в горизонтальном пласте 
постоянной толщины h и ширины В пущена в эксплуатацию прямо
линейная галерея с постоянным дебитом Q. До пуска галереи дав-

Рис. 6.8. Кривые р асп р едел ени я  давления  в прям олиней
н о -параллельном  потоке по методу ПССС

ление во всем пласте было одинаковым и равным рк. К моменту 
времени t после пуска галереи граница возмущенной области рас
пространится на длину I ( t) (рис. 6.8). Распределение давления 
в этой области считается установившимся(см. § 2, гл. 4)

р(х, t) =  pk -----— 0 < * < / (* ) •  (6.64)
kuh
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Требуется найти закон перемещения во времени внешней гра
ницы возмущенной области I (t).

Воспользуемся соотношением (6.7), которое состоит в том, что 
количество продукции Q, добытой за время dt, равно изменению 
упругого запаса жидкости в возмущенной зоне пласта за тот ж е 
промежуток времени:

Q =  P * - £ - [ V ( 9 A p ] .  (6-65)
a t

где объем возмущенной зоны пласта
V (0  =  Bhl (0 ; (6.66)

Д р  =  р к - р  =  р к _ - £ 1 ± ^ = - ^ ^ .  ( 6 .6 7 )

Принимая во внимание, что р (х, t) =  рг ( t) при л: =  0, из (6.64) 
найдем

Q — —  Bh- (6.68)
и 1

Подставив равенства (6.66) — (6.68) в соотношение (6.65), по
лучим

d ( пмС2 =  р *_ Ё _ (Я й / _ 5 !“ - У
r  dt \ 2kBh )

или
2 xdt =  d l2, K =

откуда

/(0 =  V  2хГ- (6 -69)
Тогда распределение давления в пласте (6.64) будет иметь сле

дующий вид:

р{х, t) =  pK-----j ^ r C V 2* t — х ) ,  0 < х < У 2^ -Run
р(х, t) =  pK, х > л / ъ й . (6.70)

Значения депрессии рк—рг по приближенной формуле (6.70) 
значительно отличаются от данных расчета по точной формуле 
(6.37): погрешность составляет 25 %.

С л у ч а й  II. В таком ж е  пласте, к ак  и в случае I, в момент 
времени t =  0 пущена в эксплуатацию галерея с постоянным за 
бойным давлением рт =  const. Требуется найти распределение 
давления, закон перемещения границы возмущенной области I ( t) 
и изменение дебита галереи во времени Q (t).

Дебит галереи в условиях установивш егося движ ения, оче
видно, можно выразить так :

Q ( t ) = J —£*— Ejl Bh =  —  B h -^ -  
ц / (t) [г дх *=о
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Задача реш ается аналогично предыдущему случаю. В резуль
тате находим:

1) закон движения границы возмущенной области

l(t) =  2^/*t\
2) распределение давления в возмущенной зоне пласта

р(х, 0 =  Рк — (рк— рг) f  1 ----------0 < х ^ 2 л/у1\
V 2 д/х/ )

р(х, 0  =  Рк. x > 2 V « ^ ;
3) дебит галереи

Q(t) =  —  Bh- (6.71)
V 2 л/xt

Погрешность расчета дебита галереи по приближенной формуле
(6.71) по сравнению с расчетами по точной формуле (6.28) не пре
восходит 11 %.

Следовательно, методом последовательной смены стационарных 
состояний лучше пользоваться в случае неустановившихся прямо- 
линейно-параллельных потоков при заданной постоянной депрес
сии.

Плоскорадиальный неустановившийся фильтрационный поток 
упругой жидкости

С л у ч а й  I. Пусть в неограниченном горизонтальном пласте 
постоянной толщины h в момент времени t =  О пущена добываю
щ ая скваж ина радиуса гс с постоянным дебитом Q. До пуска сква
жины давление во всем пласте было одинаковым и равным рк.

В соответствии с методом ПССС принимаем, что через время 
t после пуска скважины вокруг нее образуется возмущенная об
ласть радиусом R (/), где давление будет распределяться по ста
ционарному закону

р(г, 0  =  Р к - ^ 1 п ^ -  (6.72)2я kh г

В остальной части пласта сохраняется начальное пластовое 
давление рк.

Требуется найти закон движения границы возмущенной области 
R (t).

Схема распределения давления в таком потоке показана на 
рис. 6 .9 . Дебит скважины, очевидно, будет описываться формулой, 
аналогичной формуле Дюпюи:

^  2nkh рк — Рс (t) /с *7о\



Рис. 6.9.  График р аспределения  
давл ен и я  в возмущ енной области 
пласта
Рис. 6 .10 .  З ави си м о сть  р ад и уса  
возмущенной области R (t)/rc от 
безразмерного  времени т  в случ ае  
эксп л уатац и и  с к в а ж и н ы  с посто
янным забойным давл ен и ем  р с=  
const

ного баланса (6.65) при

V {t) =  n (R 2(t)— rf)h , Др =  р к — р. (6.74)

Средневзвешенное пластовое давление в установившемся пло
скорадиальном потоке (см. § 2, гл . 4)

Р =  Рк- Рк Рс

2 In
R(t)

откуда, учитывая (6.73), находим

Др =  рк - р = -  р« ~ рс
2 In R (О Ankh

(6.75)

Закон движения границы возмущенной области R (t) найдем, 
подставив выражения (6.74) и (6.75) в уравнение материального 
баланса (6.65):

4 xdt = d (R 2(t) — r2c), x  =  fc/(jip*),

откуда после интегрирования в пределах от 0 до / и от гс до R (t) 
находим

R  (i) — д/Гс +  4х£. (6.76)

Тогда из равенства (6.72) определится давление в любой точк, 
пласта в момент времени t:

p{r, t) =  pK- Q\i
2п kh

In л / ' l -f- 4 xt
л / rl +  4x t ,

P(r, t) =  pK, r > V rc +  4x^. (6 .77)
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Депрессия в момент времени t

Арс =  рк -  Рс (0  =  - g g -  In ^  +  - . (6.78)
2яМ гс

Сравнивая (6.78) с депрессией, определенной по точной формуле
(6.51), можно убедиться, что относительная погрешность умень
ш ается с течением времени и составляет 10,6 %, если fo =  y.tlr\ =  
=  100; 7,5 %, если fo =  10 3; 5,7 %, если fo =  104.

С л у ч а й  II. В случае плоскорадиального потока жидкости 
к  скваж ине, пущенной в эксплуатацию с постоянным забойным 
давлением рс =  const, закон движения границы возмущенной об
ласти вы раж ается интегралом, представляемым в виде медленно 
сходящ егося ряда, поэтому решение здесь не приводится.

Расчет движения границы возмущенной области в этом случае 
можно провести по графику (рис. 6.10). Безразмерное время т 
на рис. 6.10 выражается следующим соотношением:

т =

Дебит скважины определяется по формуле Дюпюи (6.73) при 
рс =  const. Погрешность определения дебита по методу ПССС со
ставляет около 5 %.

Заметим, что в случае к ак  линейной, так  и радиальной филь
трации в точке перехода от возмущенной к невозмущенной области 
градиент давления претерпевает разрыв, что служит одной из при
чин расхождения между результатами расчетов по методу ПССС и 
точным решением. Однако этот метод является достаточно эффек
тивным расчетным приемом, позволяющим найти решение в про
стом виде, чем и объясняется его применение в некоторых случаях 
не только к задачам фильтрации однофазного флюида, но и к за 
дачам о движении газированной жидкости и о перемещении границы 
раздела жидкостей и газов.

Распределение давления в области фильтрации, получаемое по 
методу ПССС, является грубым приближением; гораздо точнее 
этим методом определяется связь  между дебитом и депрессией, 
особенно в случае радиальной фильтрации.

Метод А. М. Пирвердяна

Этот метод аналогичен методу ПССС и уточняет его. В методе 
А . М. П ирвердяна, к ак  и в методе ПССС неустановившийся филь
трационный поток в каждый момент времени мысленно разбивается 
на две области — возмущенную и невозмущенную. Граница между 
этими областями такж е определяется из уравнения материального 
баланса.

Но в отличие от метода ПССС распределение давления в возму
щенной области по методу А . М. Пирвердяна задается в виде квад
ратичной параболы так , чтобы пьезометрическая кривая на гра
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нице областей касалась горизонтальной линии, представляющей 
давление в невозмущенной области. Распределение давления уж е 
не будет стационарным, а градиент давления на границе областей 
становится равным нулю, что обеспечивает плавное смыкание про
филя давлений в возмущенной и невозмущенной областях.

Рассмотрим прямолинейно-параллельный неустановившийся 
фильтрационный поток упругой жидкости.

С л у ч а й  I. В горизонтальном пласте постоянной толщины h 
и ширины В пущена в эксплуатацию галерея с постоянным дебитом 
Q. К моменту времени t после пуска граница возмущенной области 
продвинется на длину I (/), при этом кривая распределения д ав 
ления в этой области будет 
иметь вид параболы. На 
рис. 6.11 показано распреде
ление давления в пласте ко 
времени t после пуска гале
реи.

Уравнение пьезометриче
ской кривой в возмущенной 
области задается в виде па
раболы:

Рис. 6 .1 1 .  К р и в ая  расп р еделени я  д а в 
ления в п р ям оли н ей н о -п араллельн ом  
потоке по методу  А. М. П и р вер дян а

р(х, t) = р к— (рк— Рг)^1 —

----- 0 < * < / (0 - (6 .7 9 )

Дебит галереи определяется по закону Дарси

Q ^ B h ^ -
|Л дх

Значение градиента давления на галерее
дх

формуле (6.79):
*=о

др
дх х= 0

2 (рк Рг) 
l(t)

(6.80) 

найдем по

(6.81)

Подставив равенство (6.81) в (6.80), находим формулу для де
бита галереи

Q =  2 —-  Рк~ Рг- Bh- (6.82)
ц / (0

Закон движения внешней границы возмущенной области опре
деляется из уравнения материального баланса (6.65) с учетом (6.66) 
и (6.67).

Определим значение средневзвешенного пластового давления 
в возмущенной области к моменту времени t, используя распреде-

157



ление (6.79):

Р =  ~тгг~ I Р(х’ ^ dt =  T ^ r  П р*— (Рк— Рг) ( '  —  т г г )2] с1х =" ( ( )  / (0 о L V l(x) J  J

— Рк-

V(t)  v f o
Рк — Рг

3

Тогда с учетом ,(6.82) находим

А р = р к— р =  — — ( 6. 83)  
г  3 6 kBh v '

П одставляя (6.66) и (6.83) в уравнение материального баланса 
(6.65), получаем

Q _  ц . - ! . [ * »  (О- j S L ] .

откуда
6ndt =  dP (t), и =  ft/(^p*), 

и после интегрирования в пределах от 0 до t и от 0 до /2 (/) находим

/(*) =  У б х * .  (6 -8 4 )
Распределение давления (6.79) в возмущенной области пласта 

теперь принимает вид

р (х, t )= p K— — ....Y ’ ° ^ х ^ v ^ ,
2feB/t V д/6х/ /

р (x, t) =  pK, х>л/%уй. (6.85)

Расчет депрессии рк—рг по формуле (6.85) дает погрешность 
по сравнению с точным решением примерно 9 %, т . е . в 2,5 раза 
меньше, чем метод ПССС.

С л у ч а й  II. В прямолинейно-параллельном фильтрацион
ном потоке упругой жидкости к галерее, пущенной в эксплуатацию 
с постоянным забойным давлением pr =  const, используя 
т у  ж е методику, что и для случая I, закон движения границы 
возмущенной области найдем в виде

l{t) =  <у/ТМ.
Распределение давления в возмущенной области пласта в этом 

случае будет описываться следующим соотношением:

р  (х, i) =  р к — (рк—  рг) Г 1 --------F = - Y  ’
V V12K/ )  

а дебит галереи определяется по формуле

Q =  2  А -  -Рк~ ps  Bh =  2 —  Рк — Рг_ Bh . (6 .8 6 )
И- ; (0  И д/ 12х/
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Погрешность расчета дебита галереи по приближенной формуле 
(6.86) по сравнению с точным решением составляет около 2 ,5  %, 
т. е. в этом случае расчет по методу А. М. Пирвердяна более чем 
в 2 раза точнее, чем по методу ПССС.

Метод интегральных соотношений

Метод интегральных соотношений, предложенный Г. И. Барен- 
блаттом, по аналогии с методом пограничного слоя в потоке в я з 
кой жидкости позволяет получить приближенные решения неко
торых задач нестационарной фильтрации упругой жидкости с н уж 
ной точностью.

Метод основан на следующих предпосылках: а) в каждый мо
мент времени пласт делится на конечную возмущенную область 
и невозмущенную область, где движение отсутствует; б) в возм у
щенной области распределение давления представляется в виде 
многочлена по степеням координаты х или г (в случае радиального 
потока добавляется еще логарифмический член) с коэффициентами, 
зависящими от времени, т ак  что для прямолинейно-параллельного 
потока

где число членов п выбирается в зависимости от желаемой точности 
решения; в) коэффициент многочлена а0, а 1, а 2, . . . , а т ак ж е  р аз
мер области возмущения I (t) (или R ( t) находятся из условий на 
галерее (или на забое скважины), из условий непрерывности д ав 
ления и гладкости кривой давления на границе области возмуще
ния, а такж е из особых интегральных соотношений, которые по
лучаю тся следующим образом.

В случае притока к  галерее правая и л евая части уравнения 
пьезопроводности (6.16) умножаются на хк, где k =  О, 1 , 2 , . . . ,  
и интегрируются по всей возмущенной области:

p(r,  t) =  a0 ( t ) \ n - ~ ^  +  a1 ( t)+ a i { t ) - ^ - - { +

+  an+i(0 re * Z r < R ( f ) , (6 .88)

(6 .89)
о о

Д ля случая притока к  скважине берется дифференциальное 
уравнение (6.38), его правая и левая части умножаю тся на гк, где
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k =  1, 2, . . . , и проводится интегрирование по всей возмущенной 
области:

R (О R (О

S S ~  (6.90)
гс гс

Если в уравнения (6.89) и (6.90) подставить соответственно вы
раж ения (6.87) и (6.88) и проинтегрировать, то получатся недо
стающие соотношения для определения коэффициентов а0 (t), 
а г ( t), . . . и I (t) или R (t).

Первое из этих интегральных соотношений (при k — 0, если 
рассматривается приток к галерее, и при k =  1 для притока к  сква
жине) представляет собой уравнение материального баланса, и 
из него находится координата границы возмущенной области I (t) 
или R (t).

Если принять в формуле (6.87) п =  1, а в формуле (6.88) п =  0, 
то получатся решения, соответствующие методу ПССС, (6.69), 
(6.70), (6.77) — в зависимости от условий на галерее или на забое 
скваж ины ; если ж е л =  2 в (6.87), то из метода интегральных со
отношений вытекает как  частный случай метод А. М. Пирвердяна.

В к ач естве  примера решим методом интегральных соотношений задачу  
о п л оско р ади альн ой  н еустано ви вш ей ся  фильтрации у п р у го й  жидкости к 
с к в а ж и н е  р а д и у с а  гс, пущенной в эксп луатац и ю  в момент t =  0 с постоян
ным дебитом Q. В начальный момент давление во всем пласте  постоянно 
и равно  р к . Распределение  д а в л е н и я  в возмущенной области пласта
Гг ! .. “

р (г, t) =  а0 In — -------- Ь fli +  а2—̂ —  , (6.91)
• ■ ■ Я  (0  R (0

т . е .  возьмем  многочлен первой степени.
Коэффициенты о0, а х и а 2 о пределяю тся  из условий на забое скваж и н ы  

и на грани ц е  возмущенной области . У словие  на забое имеет вид (6.39)

Q =  _ 2я М _  r J>P_' (6 92)
ц дг

Н а грани ц е  возмущенной области имеем

р =  рк при г =  R (t),

- 0 при г =  R (/), (6.93)
дг

где  второе у сл о ви е  п р ед ставл яет  собой условие гладкости  кривой.
О пределенны е из этих  условий коэффициенты имеют вид (слагаемы е, 

п роп орц и он альн ы е  гс или г\, отброшены вследствие их малости)

a 0 = _ ^ L ;  a i  =  PK +  _ 9 L .  а 2 =  —— — • (6.94)
2nkh  2nkh 2nkh

П о д с т а в л я я  в ы р а ж е н и я  (6 .94) в п равую  часть формулы (6 .91), будем 
иметь

Р (г, 0  =  Рк +  Г In — —  +  1 ----------— 1 • (6.95)
2nkh I  R (t) R (t) J
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Закон  дви ж е н и я  границы возмущ енной области R ( t) н аходится  из у р а в 
нения материального  баланса (6 .65) с учетом (6.74) (это уравн ен и е  можно 
получить из интегрального  соотношения (6 .90) при k =  1).

Значение средневзвешенного пластового  давлен и я  р в возмущенной об
ласти  оп ределяется  при использовании распределения (6 .91 ) :

R (/)
Р — — -—  \ Р (г, t) dV - --------------- !-------------- Г Грк ------- X

Л  n ( R 2 < t ) - r l ) h  J  LV « )
л  ( R 2 (t) — r f j  h •) L 2nkh

X In ^  ^  -I- '—~ — I * -------- '-----1 12nhrdr ■
r 2nkh 0 -̂ r) ] 2

Проведя интегрирование и прен ебрегая  в полученном вы раж ен и и  ч л е 
нами, содержащ ими г2 (вследствие их малости ),  получаем

Оц

а тогда согласно (6.74)

Ар =  рк — Р =  , ^  • (6 96)
\2nkh

П о дставляя  вы р аж ен и я  (6.74) д л я  V (t) и (6 .96) в ур авн ен и е  м а т е р и а л ь 
ного б алан са  (6 .65) ,  после несложны х преобразований находим

\2*dl =  d ( R 2 ( t ) - r l ) ,  х = А / ( ц Р * ) ,

откуда  после интегрирования имеем

R (t)  =  V r c +  12^ -

С ледовательно , распределение д а вл е н и я  (6.91) в возмущ енной области 
будет иметь вид

Р (г, t) =  рк --------—
2 nkh

Г
+  '

л / Гс - 12х<
г с <  г д/л* + 12 xl

Р (г, 0  Рк , г >  г\ +  12xt . (6 .97)

Относительная погрешность б при расчетах  депрессии рк — рс (t) по 
формуле (6 .97) д л я  различных значений п ар ам етр а  Ф ур ь е  fo — х !гсъ состав
ляет :  б =  — 4 ,9  % при fо =  100; б =  — 4 % при /о =  10 3; б =  — 3 ,2  % 
при /о =  104. Т аким  образом, приближенное значение депрессии Д р с по ме
тоду и н тегральны х соотношений з ан и ж е н о  по сравнению  с точным.

Метод «усреднения» Ю. Д. Соколова—Г. П. Гусейнова

Метод заклю чается в том, что в дифференциальном уравнении уп 
ругого режима (6.38) производная от давления по времени dptdt
6  З аказ № 218 161



усредняется по всей возмущенной области и заменяется некоторой 
функцией времени

R (О
F ( t ) = ------- --------  ( rdr, (6.98)

J dt
rc

значение которой определяется из начальных и граничных усло
вий.

Тогда уравнение (6.38) принимает вид

F(0=xT ^ (r1r)- (6-99)
Эта замена упрощает дифференциальное уравнение и облегчает 

его интегрирование.
Будем определять распределение давления при неустановив- 

шемся притоке упругой жидкости к скважине при постоянном де
бите Q. При этом условия на забое и на границе возмущенной об
ласти имеют вид (6.92) и (6.93). Интегрируя уравнение (6.99) по г 
и учитывая условия (6.92) и (6.93), можно получить

1 п - ^  +  - ^ Г — (r! - R ! m ) - r h n
2пkh R ( t) 2x  L 2R (t)  2*  L 2 R (t) J

(6 . 100)

Из второго условия (6.93) определяется функция в виде

F ( t ) = ------------- ^ ----------  (6.101)
nkh (/?2 (0  — гс)

П одставляя выражение (6.101) в (6.100) и пренебрегая членами 
с  г*, найдем

р =  рк +  _^И _ i n ——  +  _ ? t _ ( ' i -------- г— \  (6.102)
2nkh R (t) 4nkh V R 2 (t) )

Д л я  определения координаты возмущенной области R (t) надо 
продифференцировать по t равенство (6.102), результат подставить 
в (6.98) и учесть выражение (6.101) для F ( t). Тогда будем иметь

R(t) =  V ^ + 8 x f  • (6.103)
Сопоставление формулы (6.102) с учетом (6.103) с точным ре

шением (6.51) показывает, что относительная погрешность в опре
делении депрессии рк—рс не превышает 5 %.

В заключение отметим приближенный результат, полученный 
Э. Б . Чекалю ком. Д ля скваж ины , пущенной в эксплуатацию с по
стоянным забойным давлением, он предлагает определять дебит 
по формуле Дюпюи (6.73), в которой радиус возмущенной области

R (0  =  Г С +  У  лх/ .
Эта формула очень важ н а для практики, поскольку простого 

точного решения задачи об отборе упругой жидкости при условии
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рс — const не существует. Расчетами показано, что формула 
Э. Б. Чекалю ка очень точна, относительная погрешность при опре
делении дебита не превышает 1 %.

§  8.  П Р И Т О К  У П Р У Г О Й  Ж И Д К ОС Т И  К У К Р У П Н Е Н Н О Й  
С К В А Ж И Н Е

Большинство нефтяных и газовых месторождений приурочено к  во
доносным пластам и разрабатывается в условиях водонапорного 
режима. В процессе разработки таких месторождений давление 
в нефтяной или газовой залежи снижается и подошвенная или крае
вая  вода вторгается в залеж ь. При этом площадь нефтеносной (или 
газоносной) залежи уменьшается. При проектировании разработки 
месторождений такого типа важным показателем является коли
чество воды, внедрившейся в залеж ь, а такж е  давление в залежи 
в каждый момент времени (обычно считают, что давление в каждый 
момент одинаково, т. е. расчет ведется по средневзвешенному д ав 
лению). Т акая задача, учитывающая продвижение водонефтяного 
(или газоводяного) контакта, очень сложна. Однако в начале раз
работки месторождения, когда информация о пласте и его особен
ностях мала, можно провести оценочные расчеты, не учитывая об
воднения залежи. Нефтяную или газовую  залеж ь моделируют 
в виде круговой и рассматривают к ак  укрупненную  скваж ину 
с постоянным радиусом R3. Водоносный пласт, окружающий ск ва 
ж ину, рассматривается либо простирающимся до бесконечности, 
либо имеющим конечный размер RK.

Поставим задачу следующим образом. Газовая или нефтяная 
залеж ь площадью 5  рассматривается к ак  укрупненная скваж ина 
радиусом R3 =  '\JS/n. Законтурная вода, окружаю щ ая залежь» 
простирается до бесконечности. До начала отбора давление во всем 
водоносном пласте равно рк; в момент, принимаемый за начальный 
(t =  0), давление на забое снижается до значения рс и поддержи
вается постоянным в течение всего периода эксплуатации. Тре
буется определить объем воды, поступившей в укрупненную сква
жину за время t. Считая, что водоносный пласт имеет постоянную 
толщину h, коэффициент проницаемости k, и обозначая через {i, 
вязкость воды и через р* упругоемкость водоносного пласта, мо
жем записать дифференциальное уравнение упругого режима для 
плоскорадиального течения воды к укрупненной скважине

Г (6.104)

которое должно быть решено при следующих условиях: 

р =  рк при t =  0, R3 <  г <  оо; 

р =  рс при г =  Яз, О О ;

(6.105)

(6.106)

С*

р =  рк при г =  оо. (6.107)
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В результате интегрирования уравнения (6.104) с условиями
(6.105) — (6.107) определяется распределение давления в водо
носном пласте р (г, t). Дебит воды находится по формуле

QB =  — ( — 'j 2я R X  (6.108)
ц V дг Jr=Rsм-

а отобранное количество воды — из выражения

[Q *{f)d t=  2пкНЯз { f — ) dt. (6.109)
J Ив J V дг Jr=R3
о о

Решение этой задачи было получено американскими учеными 
Ван Эвердингеном и Херстом методом преобразования Лапласа. 
Предварительно выражение для отобранного объема воды было 
приведено к  безразмерному виду

Q (fo) = --------- --------------- .(QAOdt, (6.110)
2nkhR3 (рк рс) о

где fo =  xt/Rl — параметр Ф урье, т. е. безразмерное время.
Д ля Q получено выражение

( l _ e- u 4 ° )  du 

3 [/g (и) + Yl («)]
о

здесь /0 (и) и Y0 (и) — функции Бесселя соответственно первого 
и второго рода нулевого порядка. Д ля функции Q (fo) составлены 
таблицы и построен график (рис. 6.12, прил. 1).

Задача услож няется, если заданное давление на забое укруп 
ненной скваж ины  переменно: рс ( t). В этом случае можно исполь
зовать принцип суперпозиции (см. § 6). Пусть давление рс умень
шается с течением времени так , к ак  показано на рис. 6.13. Обозна
чим рассматриваемый момент времени через tn и весь интервал 
0 ^  t <  tn разобьем на п участков с шагом, равным At : tn =  A tn. 
Кривую заменяем ступенчатой зависимостью и считаем, что в пре
делах одного ш ага давление постоянно. По принципу суперпози
ции из формулы (6.110) будем иметь

t khR^ _ _ _
f QB (t) dt = --------- — [A p0Q (fo )-f ApiQ (fo— foi) +  Ap2Q (fo — fo2) +
о цв*

+  . . . Apn_LQ (fo — fo„_i)], (6.112)
где

fo— fo,- = at xti >C(t — U)
Ri Ri Ri

т . e. снижение давления на забое укрупненной скважины дает та 
кой ж е эффект, к ак  если бы в момент ^  =  At в дополнение к ра-
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Рис. 6 .12 .  Зависимость  безразмерного  
объема воды Q, отобранного из у к р у п 
ненной с ква ж и н ы ,  от п араметра  Ф ур ь е  
fo дл я  бесконечного пласта  (рс =  
=  const)

Рис. 6 .13 .  Изменение давлен и я  на з а 
бое укрупненной с ква ж и н ы  с течением 
времени

ботающей с депрессией Ар0 скважине в этом ж е месте начала р а
ботать вторая скважина с депрессией Ар х. Она к моменту tn прора
ботает в течение промежутка времени tn— tu поэтому fo — fox =  
=  к (tn—tJ/Rl и т . д.

Формула (6.112) решает поставленную задачу, если забойное 
давление переменно во времени.

Д ля разработки месторождений интересной представляется 
задача определения давления на забое укрупненной скваж ин ы  
рс (t), если задан дебит QB. Эта задача решается интегрированием 
уравнения (6.104) с условиями (6.105) и (6.107), а условие (6.106) 
должно быть заменено следующим:

r j>P_ =  _QвИв_ r =  R3. (6 .113)
дг 2 л  kh

Обозначим безразмерную депрессию через

р (f0)=  - ^ L [ p K_ рс (fo)]. (6.114)
<?вЦв

Решение Ван Эвердингена и Херста имеет следующий вид:

4 г ( i _  e- “MoWtt
Р (f °) =  —  \ Т 7 1 -------------i— 7 ’ (6 Л 15 )л 2 J  и \j\ (и) +  Y\ (и ) ]  

где / j (и) и Y x (и) — функции Бесселя соответственно первого
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Рис. 6 .14 .  Зависимость  р от параметра  Ф ур ье  fo д л я  у к р у п 
ненной с к в а ж и н ы ,  работающей в бесконечном пласте 
при условии QB =  const

Рис. 6 .15 .  И зменение дебита у к р у п 
н енн о й  с к ва ж и н ы  с течением времени
Рис. 6 .16 .  Зависим ость  безразмерного 
о бъ ем а  воды Q, отобранного из у к р у п 
ненной с к в а ж и н ы ,  от п ар ам етр а  Ф у 
р ье  fo д л я  з акр ы то го  п л аста  конечного 
р а зм е р а  (рс — const)

и второго рода первого порядка. График и таблица функции р (Го) 
приведены на рис. 6.14 и в прил. 1.

Если дебит QB переменный, то непрерывную зависимость QB (t) 
заменяем ступенчатой функцией, как  показано на рис. 6.15, раз
бивая отрезок времени t =  tn на п шагов: tn =  tiAt, где =  A t, 
t 2 =  2At и т . д . Д алее, применяем принцип суперпозиции, считая, 
что в моменты времени t lt t2 и т. д . в работу включаются новые 
скваж ины , расположенные в том ж е месте с дебитами AQ2, AQ3 
и т . д . Тогда имеем

Р к -Р с (Я з , t ) = - £ f - [ A Q j( i o )  +  AQ2p ( f o - lo 1)+  . .  . ; +  
2nkh

+  AQ„p(fo— fo„_i)]. (6.116)
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Если рассматривается конечный закрытый водоносный пласт 
радиусом RKt то на границе выполняется условие

др/дг= 0 при r =  RK. (6.117)
Решение при рс =  const в безразмерной форме к ак  функция fo 

и R =  R JR 3 записывается в виде бесконечного ряда

Q (fo) = I
a lt а2

М )

а \ I/o К )  — К я ) ]

(6.118)

где а и а 2, . . . ,  ап — кор
ни уравнения.

Ii.ianR) Y0 {an) —
—У1 (cinR) /0 Ы  =  0.

(6 .119)

Зависимости Q (fo) для 
различных значений без
размерного радиуса пласта 
R приведены на рис. 6.16 
и в прил. 2. Чем меньше 
размеры пласта, тем мень
ше упругий запас и тем 
меньшее время нужно для 
отбора всего объема жидко
сти, которую можно из
влечь из пласта за счет ее 
упругости при заданной 
депрессии рс. Т ак, для
R — 1,5, начиная с fo =  0,8, Q =  0,625 и продолжает оставаться 
постоянным, что говорит об отсутствии отбора; для R =  2 отбор 
заканчивается при значении fo =  3 и т . д .

Если закрытый конечный пласт эксплуатируется при заданном 
постоянном дебите QB, то безразмерная депрессия представляется 
в виде следующего выражения:

р (fo) =  ( - L  +  fo) -  (-3* 4 -  « ч „  *  -  -  1) ,

Рис. 6 .17 .  Зависимость  р от п ар а м ет р а  Ф у 
рье fo д л я  укруп н ен ной  с к в а ж и н ы ,  р а б о т а 
ющей в з а к р ы т о м  пласте конечного р а з 
мера  (<3 В =  const)

4 (R2 — I)2
ОО

-р* >0,2'Н М )
(6.120)

где
; [ / ? ( ? „ * ) - / !  (ft ,)]

HI* Н2

р„ — корни уравнения,
/х (РnR) У х (р„)— /х (ря) У г (Р„Я) =  0. (6.121)

Из рис. 6 .1 7  и прил. 3 видно, что чем меньше размер пласта, 
тем резче возрастает депрессия при отборе воды с постоянным де
битом; при малых значениях времени влияние границы не сказы-
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вается (например, для R =  6 до значения fo =  6 значения р та 
кие ж е , к ак  для бесконечного пласта). Поэтому таблица для к аж 
дого R начинается с того значения fo, для которого р отличается 
от р д л я  бесконечного пласта. _

Приведем еще графики и таблицы безразмерной депрессии р (fo) 
д ля  конечного открытого пласта, на границе которого давление 
постоянно {р =  рк при г =  R K), если отбор постоянный QB =

=  const (рис. 6.18, прил. 
4). Чем меньше размер 
пласта, тем быстрее уста
навливается постоянная 
депрессия, т . е. тем бы
стрее заканчивается первая 
фаза упругого режима и 
начинается вторая — ста
ционарная фильтрация.

Задачу о притоке уп
ругой жидкости к укруп 
ненной скважине в беско
нечном пласте при отборе 
ее с дебитом QB (0  можно 
решить такж е приближен
но — методом интеграль
ных соотношений. По-

Рис. 6 .18 .  Зависимость безразмерной де
прессии р от п ар а м ет р а  Ф у р ь е  fo для  
укр уп н е н н о й  с к в а ж и н ы ,  расположенной 
в откры том  пласте  р а д и у с а  R K и работаю
щей при условии QB =  const (R — RK/R3)

становка задачи описывается соотношениями (6.104), (6.105),(6.107), 
(6 .111). Найдем распределение давления в пласте и давление на 
забое укрупненной скваж ины.

В соответствии с методом интегральных соотношений (см. § 7) 
решение ищется в виде многочлена по степеням г с добавлением 
логарифмического члена дл я  плоскорадиального течения (см. (6.88)), 
где R ( t) — радиус возмущенной области, а0, а 1у а 2, . . . — функ
ции времени. Распределение давления (6.88) справедливо для воз
мущенной области, т . е . для значений R3 <  г <  R (t); для зна
чений R (t) ==£ г <  оо давление равно начальному рк. Ограничимся 
многочленом первой степени

p(r, t) =  dl In — -— - f a 0 +  a 2—------ (6.122)н \ J 1 R (t)

Д л я  определения коэффициентов a ly a0, a 2 используются ус
ловия на забое укрупненной скважины (6.113), а такж е на внешней 
границе возмущенной области:

р =  рк при r =  R(t)\ ' (6.123)
др/дг =  0 при r =  R(t). (6.124

Выражение (6.124) представляет собой условие гладкости кри
вой р (г, t). Из этих условий получаем

QB ( 0  цв R  ( 0 ____________ QB ( 0  цв R(tJ_
а0 =  рк + 2 nkh R (0  -  я 3

; dx — (h -
2nkh R (t) -  R ,

• (6.125)
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П одставляя выражения (6.125) в (6.122), найдем распределение 
давления

Р ^  *) =  Р « -  9 , | > ( Q l n - ^ - g ( Q  +  r l .  (6.126)2nkh [Л (t) — R 3] L г J

Отметим, что в формуле (6.126) и во всех последующих соот
ношениях нельзя пренебрегать радиусом скваж ины  R3 по сравне
нию с радиусом возмущенной области R (t), к ак  это было сделано 
в § 7, где рассматривался приток к обычной скваж ине радиусом 
гс « 0 , 1  м, так  как  отношение R (t)/R3 в первые годы после на
чала разработки залежи будет изменяться от единицы до несколь
ких единиц. Поэтому все соотношения настоящего параграфа зна
чительно сложнее, чем § 7, и вопрос о притоке к  укрупненной сква
жине рассматривается отдельно.

Радиус возмущенной области определяется из уравнения ма
териального баланса (6.65), которое приводится к  виду

R2 г  R3(t) R{() R^

— г
» - * 3]  LQB(f) х [Я « ) - / ? , ]  L  12Я2

R_
R

In - ^ 1 .  (6.127)

*
Если QB =  const, to  j  QB(t)dt =  QBt

о
уравнение (6.127) примет вид
х/ fQ 1 Г R 3 ( t) R (t) R 3 R (t) l n  R (t)

R\ R (t)  — R 3 [  12R\ 4 3 - 2  R 3

6.128)
Уравнения (6.127) и (6.128) представляют собой трансцендент

ные уравнения относительно R (t). Реш ая их графически или с по
мощью ЭВМ для разных моментов времени и подставляя получен
ные значения R (t) в формулу (6.126), найдем распределение дав
ления по пласту в любой момент времени. В частности, при г =  R3 
из формулы (6.126) получаем давление на забое укрупненной ск в а 
жины

р (R3, t) =  рс (/) =  рк-  - - - -  ГR (0  In - Ш -  -  R(t) +  Яз1 •
2nkh [Я (t) — Я3] L R 3 J

6.129)
При проведении расчетов по приближенным соотношениям 

(6.126), (6.129), (6.127) или (6.128) нужно прежде всего по задан 
ной зависимости дебита воды от времени QB (t) найти отбор 
t
\QB(t)dt к рассматриваемому моменту времени; затем вычис-
о

169



лить отношение \ QB(t)dt/QB(t)-, из формулы (6.127) или (6.128)
о

найти R (/) для этого ж е момента; подставить найденное значение 
R (t) в формулы (6.126) и (6.127) и тем самым найти распределение 
давления р (г, t) и давление на забое рс (О-

Читателю предоставляется возможность оценить погрешность, 
которую дает формула (6.129), сравнив ее значения (после приве
дения ее к  безразмерному виду) со значениями, приведенными 
в прил. 1. Отметим еще, что дл я  больших значений времени, когда 
R (О Rs, в уравнении (6.127) или (6.128) справа можно оставить 
только первый член и в знаменателе пренебречь значением R3 по 
сравнению с R (/). В этом случае получим

t
С QB (0 dt/QBr(t) =  R2 (t)/\2xt. (6.130)
о

Обозначив
t
\ QB (t) dt/QB (t) =  fo', (6.131)

R\; b

где fo' — известная безразмерная функция времени, найдем
Я (0 = У 1 2 к / Я з .  (6Л32)

Если ж е  QB — const, то

R{t) =  ^ \ M .  (6.133)
С использованием формул (6.132) и (6.133) расчеты давления 

существенно упрощаются.

Г л а в а 7
НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ ГАЗА 
В ПОРИСТОЙ СРЕДЕ

§  1. В Ы В О Д  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  
Л Е Й Б Е Н З О Н А

Теория движения газа в пористой среде была разработана JT. С.Лей- 
бензоном. Он получил дифференциальное уравнение для опреде
ления давления в пласте при неустановившемся движении в нем 
идеального газа .

Б . Б . Л ап ук  в работах, посвященных основам разработки место
рождений природных газов, показал, в частности, что неустано- 
вившуюся фильтрацию можно рассматривать как  изотермическую, 
т а к  к ак  изменения температуры газа , возникающие при изменении 
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давления, в значительной мере компенсируются теплообменом со 
скелетом пористой среды.

Д л я  вывода дифференциального уравнения неустановившейся 
фильтрации идеального газа подставим в уравнение неразрывно
сти (3.3) выражения для компонент скорости фильтрации (3.8) и 
плотности идеального газа (3.19):

Р =  РатР/Рат- (7 • 1)
Считая коэффициенты пористости т 0, проницаемости k и в я з 

кости (л газа постоянными, получим

к Рат Г д (о др ^  4 -  д (р др ^ 4 -  9 ( Р — Y I _  Ратт °дР
[X Рат L дх V дх )  ду \  ду )  дг Ч дг / J  pardt

(7.2)
Выражения в скобках в левой части уравнения (7.2) можно 

представить следующим образом:
др __ 1 др2 _ д р ___ 1_  др2 _ _3р_____ 1_  др2

Р дх 2 дх ’ Р ду 2 ду ' Р дг 2 дг

тогда уравнение примет вид
k (  д 2р2 32р2 3 2р2 \ др)  =  i £ - .  ,7 .3)

2\лт0 \  дх2 ду2 дг2

Выражение в скобках представляет собой оператор Л апласа 
относительно р2, поэтому уравнение (7.3) можно кратко записать 
в виде

у=р2 =  (7.4)
2 (im0 dt

Полученное дифференциальное уравнение неустановившейся 
фильтрации газа (7.3) называется уравнением Лейбензона и пред
ставляет собой нелинейное уравнение параболического типа. Под
черкнем, что оно справедливо для идеального газа при выполне
нии закона Дарси. Изменением коэффициента пористости прене
брегают, потому что он входит в уравнение неразрывности (3.3) 
в виде произведения рт ,  в котором плотность газа  изменяется в го
раздо большей степени, чем пористость.

Уравнение Лейбензона (7.3) можно записать иначе, умножив 
правую и левую части на давление р и заменив pdpldt =  dp2/(2dt):

др2 _  kp / д 2р2 дгр2 д2р2 \ _ ,7  gx
dt ц т 0 V дх2 ду2 dz2 J

В такой записи под знаками производных по координатам и по 
времени находится одна и та ж е функция р2, но коэффициент в пра
вой части kp/(\mi0) — переменный, в него входит искомая функция 
р (х, у, z, t).

Д ля решения конкретных задач, связанных с неустановившейся 
фильтрацией газа , дифференциальное уравнение в форме (7.3) или
(7.5) должно быть проинтегрировано по всей газовой залежи при
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заданных начальных и граничных условиях. Простейшие виды 
этих условий были рассмотрены в § 4 гл. 3.

Но так  к ак  уравнение (7.3) или (7.5) представляет собой слож
ное нелинейное уравнение в частных производных, то оно не имеет 
точных аналитических решений даж е в самых простых одномер
ных случаях . Его можно проинтегрировать численно с помощью 
ЭВМ или решить приближенными способами. Приближенные спо
собы хорошо разработаны. Некоторые из них уж е рассматрива
лись применительно к задачам упругого режима (метод последова
тельной смены стационарных состояний, метод интегральных со
отношений, метод усреднения).

Н еустановивш аяся фильтрация реального газа с уравнением 
состояния р =  рат/ [рат2 (р) 1 и с учетом зависимости коэффици
ента вязкости от давления fi =  |л (р) в недеформируемой пористой 
среде (т 0 =  const, k  =  const) описывается следующим нелиней
ным дифференциальным уравнением параболического типа: 

ft j  а г 1 др2 1  д  г 1 др2 -1 [
2 т 0 1 дх  L |л (р) г (р) дх J  ду L Ц (р) г (р) ду  J

+  - Ч -------!-------(7.6)
dz L ц (р) г (р) дг J  J dt L г (р) J

Это уравнение можно проинтегрировать (при заданных началь
ном и граничных условиях) численно на ЭВМ или решить прибли
женно при помощи электрических моделей.
§  2. Л И Н Е А Р И ЗА Ц И Я  У Р А В Н Е Н И Я  ЛЕЙБЕНЗОНА И ОСНОВНОЕ 
РЕШ ЕНИЕ ЛИНЕАРИЗОВАННОГО У РАВН ЕН И Я

Если заменить нелинейное дифференциальное уравнение (7.5) ли
нейным, т . е. линеаризовать его, то оно упростится — для линей
ного уравнения существуют точные аналитические решения. Ясно, 
что эти точные решения линейного уравнения будут приближен
ными для нелинейного. Оценить погрешность решения, которая 
возникает при замене точного уравнения линеаризованным, можно, 
например, сравнивая приближенное решение с решением на ЭВМ 
точного уравнения.

Были предложены различные способы линеаризации уравнения
(7 .5 ). Если рассматривается плоскорадиальный приток к скважине, 
то, к ак  известно из теории установившейся фильтрации газа (см. 
гл . 5), воронка депрессии очень кр утая  и на большей части пласта 
давление мало отличается от контурного. На этом основании Лей- 
бензон предложил заменить переменное давление р в коэффи
циенте уравнения (7.5) на постоянное давление рк. (начальное 
давление в пласте). Тогда, обозначая к — kpK/(\xm0), получим 
вместо уравнения (7.5) уравнение

+  +  (7.7)
dt V дх2 ду2 дг2 )

которое является линейным уравнением пьезопроводности отно
сительно функции р 2.
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И. А. Чарный предложил свести уравнение (7.5) к линейному 
заменой переменного давления р в коэффициенте к на

Pep =  P m in  “ Ь  0,7 ( Р т а х  Pmin)>  (7-8)
где ртах и pmin — максимальное и минимальное давления в газо
вой залежи за расчетный период соответственно.

Рассмотрим конкретную задачу о притоке газа в скваж ину бес
конечно малого радиуса (точечный сток), расположенную в пласте 
бесконечной протяженности с постоянной толщиной Н. В началь
ный момент времени пласт невозмущен, т . е. давление во всем пласте 
постоянно и равно рк. С этого момента начинается отбор газа  с по
стоянным дебитом QaT. Нужно найти изменение давления в пласте 
и с течением времени р (г, t).

Д ля решения этой задачи используем линеаризованное уравне
ние (7.7). Д ля плоскорадиальной фильтрации газа оно запишется 
следующим образом:

-£-5 т-И'̂ > <7-9>
1 3 /  др2 \

Здесь выражение ——— К  ) представляет собой оператор
Лапласа в полярных координатах относительно квадрата давления 
для плоскорадиального течения.

Уравнение (7.9) надо проинтегрировать при начальном условии

р2 =  рк при t =  0, 0 < г <  оо (7.10)
и при граничном условии в удаленных точках

р 2 =  рк при r = o o ,  t > 0 ( 7 . 1 1 )

Выведем условие для давления на забое скважины. Д л я  этого 
запишем выражение для массового дебита, исходя из закона Д арси, 
в дифференциальной форме для плоскорадиальной фильтрации

Qm —- ршш =  (>ат р —  2 nrh.
Рат ц дг

Используя равенства Qm=  р ат<2ат, 2р (др/дг) =  др2/дг и р аз
делив на раТ, получим

QaT = ^ ^ r ^ ! _ .  (7.12)
Рат^ дг

Из этого соотношения выразим условие на стенке газовой сква
жины бесконечно малого радиуса

J  др2 QатРатН
дг nkh

(7.13)

Таким образом, для решения поставленной задачи уравнение 
(7.9) должно быть проинтегрировано при условиях (7.10), (7.11) 
и (7.13).
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В гл. 6 была рассмотрена аналогичная задача об отборе упругой 
жидкости с постоянным дебитом Q из бесконечного первоначально 
невозмущенного пласта. М атематическая постановка этой задачи 
представлена уравнением (6.38) с условиями (6.39) — (6.40).

Приведем здесь еще раз эти соотношения для упругой жидко
сти и сравним их с соотношениями (7.9) — (7.11), (7.13) для газа .

Упругая жидкость Идеальный газ 
др _ 1 д (  др \ др2 _— 1 д (  др( r j p \  , i p L = K _ L _ i _ ( 7 J p i y

V дг )  dt г дг V дг )dt г дг

р =  рк при £ =  0 Р2 =  Рк при < =  0;

р =  рк при г= о о , / > 0  р2 =  рк при г =  оо, £ > 0 ;
г ^  =  _0м_ при г =  0 при г =  0 .

дг 2nkh дг nkh

Из приведенных данных видно, что во все соотношения для 
идеального газа давление входит в квадрате, в то время как  для 
упругой жидкости — в первой степени, коэффициент пьезопровод
ности х для жидкости заменяется на х  =  kpKl(pLtn0) для газа ; ко
эффициент Q\il(2nkh) — на Q^pZT\i!(nkh). В остальном все соот
ношения аналогичны.

К ак было показано в предыдущей главе, решением поставлен
ной задачи для упругой жидкости является основная формула 
упругого режима (6.59):

(7Л4)
Аналогия между фильтрацией упругой жидкости и газа свиде

тельствует о том, что зам еняя в формуле (7.14) давление на р 2, 
х — на х , Q\il(2nkh) — на QaTpaT\x/(nkh), получим решение по
ставленной задачи дл я  газа

-2 2 / 1 ОатРатЦp l - p \ r ,  4 _ - L - 2 i ! £ ! l ! L [ _ E i ( - - U ) ] ,  ,7Л 5)

ИЛИ

p W ) = a / p ^ J ^ 1 L [ _  E l ( - i - ) ] .  (7Л 6,

Д л я  малых значений аргумента r2l(4xt) в соответствии с форму
лой (6.59) можно заменить интегральную показательную функцию 
логарифмической:

Рк— Р2 (г, t) =  f  -  In . (7.17)

или

374

/ / 2  ОачРатИ i 2 ,2 5  Kt p(r ,  0 =  д / р ---------- (7 . 18)



Подчеркнем, что уравнения (7.15) — (7.18) являю тся прибли
женными, так  как  получены в результате интегрирования линеари
зованного уравнения (7.9), а не точного (7.3).

Формулы (7.16) и (7.18) определяют (при фиксированных зна
чениях времени t) распределение давления вокруг газовой сква
жины, работающей с постоянным дебитом с момента / =  0 . Эти 
депрессионные кривые идентичны кривым при установившейся 
фильтрации — они очень крутые вблизи скважины (рис. 7 .1 , а ) . 
Если задать значение г, то можно найти изменение давления в дан
ной точке с течением времени. В частности, можно найти измене

ние. 7 .1 .  Кривые р аспределения д авл е н и я  по п л а с т у  
при неустановивш емся притоке г а з а  к  с к в а ж и н е  в 

разны е моменты времени (а) и изменения д а в л е н и я  с т е 
чением времени в фиксированных т оч ках  п л аста  (б)

f

ние давления на забое (при г =  гс) после начала работы скважиньг 
(рис. 7 .1, б).

Рс (0 =  А  / Р к -  Qf . a*  In ■ (7.19)у  2 nkh г2

§ 3. РЕШЕНИЕ АВТОМОДЕЛЬНОЙ ЗА ДА ЧИ  О ПРИТОКЕ ГАЗА 
К СКВАЖ ИНЕ С ПОСТОЯННЫМ ДЕБИТОМ В ТОЧНОЙ ПОСТАНОВКЕ

В § 2 было приведено решение задачи о нестационарном притоке 
идеального газа к  скважине бесконечно малого радиуса с постоян
ным дебитом. Задача была рассмотрена в линеаризованной поста
новке, т . е. решение было получено в результате интегрирования 
линеаризованного дифференциального уравнения. В этом параг
рафе будет показано, как  можно получить, прибегая к  численным 
методам, решение этой ж е задачи в точной постановке. Нужно 
проинтегрировать уравнение Лейбензона для плоскорадиальной 
фильтрации газа :

Ъ -= -± ------ (7.20)
dt 2ц т0 г дг \ дг J

при условиях (7.10), (7.11), (7.13).
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П окажем, что в такой постановке задача автомодельна: давле
ние зависит от некоторого единого комплекса, включающего в себя 
обе переменные (г и i), а дифференциальное уравнение в частных 
производных (7.20) приводится к обыкновенному дифференциаль
ному уравнению, которое легко интегрируется. Чтобы установить, 
от каки х  аргументов будет зависеть давление, проведем анализ 
размерностей (см. § 6, гл . 2). Распределение давления в пласте за
висит, к а к  следует из постановки задачи, от пяти определяющих 
параметров (п =  5): г, t, рк, k/(2\im0), QaT = p aTn/(nkh).

Если обозначить длину L, время Т, давление р, то размерности 
этих параметров вы разятся следующим образом: [г] =  L; it) —Т\ 
[/?к ] =  р\ Ш (2цт„) ] =  L2I(PT)\ [Q stp^inkh)]  =  Р 2. Среди 
этих параметров три с независимыми размерностями: г, t, 
рк (k =  3 ). К ак следует из я-теоремы, искомая функция — давле
ние, приведенное к безразмерному виду F =  р!рк, будет зависеть 
от д вух  безразмерных комплексов (л—k =  5—3 =  2). Легко про
верить, что такими безразмерными комплексами являются

л/-xt nkhpK

2 fj,m0 ' " V  2

т. e.
F =  plpK =  F&, X). (7.22)

Дифференцируя функцию F no t и по г к ак  сложную функцию 
и подставляя производные в уравнение (7.20), получим, что функ
ция F удовлетворяет обыкновенному дифференциальному урав
нению

_ ^ !fL + _ L _ ^ L  +  _ L _ ^ _  =  o. (7.23)
d ?  ^  | d l  2 d%

Условия (7.10), (7.11), (7.13) сводятся к следующим:

dF -X при 1 =  0; F (l, Х}=1 при £ =  оо. (7.24)
d l

Уравнение (7.23) при условиях (7.24) было проинтегрировано 
численно. Результаты  расчетов приведены в табл. 7.1 для значений 
X =  0,01 и X =  0,004 994. Через в табл. 7.1 обозначено такое 
значение аргумента £, что для значения %dF2ldl, отличаются
от X меньше, чем на 0,01 %. Значит, для можно считать,
что £,dF2/d£, =  X. Если проинтегрировать это равенство, то получим

F2 =  F2 {1\ Ц +  Ш Щ * ),
или

F {t, X) =  ^ F 2 (t*, X)- U n ( t * /I) для I d * .  (7.25)
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Т а б л и ц а  7.1 . Результаты численного расчета автомодельного решения

я = 0,01 Я =  0,004994

1 f ( ад 1 X)

1*  =  0,005787 0,9701 |* =  0,003886 0,9842
0,01157 0,9737 0,01555 0,9877
0,01923 0,9763 0,03109 0,9894
0,03472 0,9793 0,06218 0,9912
0,06558 0,9825 0,2487 0,9947
0,09645 0,9845 0,4974 0,9964
0,1582 0,9870 0,9949 0,9980
0,2816 0,9899 1,492 0,9988
0,5285 0,9930 2,487 0,9996
0,7754 0,9948 3,482 0,9999
1,269 0,9970
1,763 0,9982
2,751 0,9994
3,738 0,9999

Поэтому значения F (£, К) для в табл. 7.1 не приведены.
Сравнивая значения давления Ffe, Х)=р/рк, приведенные в табл. 7 .1 , 
со значениями, подсчитанными по формуле (7.16) или (7.18), можно 
найти погрешность, которую дает линеаризация уравнения Лей
бензона, и убедиться в том, что она составляет доли процента.

§  4. РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О ПРИТОКЕ ГАЗА К СКВАЖ И Н Е 
МЕТОДОМ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ СМЕНЫ СТАЦИОНАРНЫХ 
СОСТОЯНИЙ

К ак указывалось в предыдущей главе, этот метод основан на сле
дующих предпосылках: 1) в каждый момент времени сущ ествует 
конечная возмущенная область, в которой происходит движение 
газа к скважине; 2) движение внутри возмущенной области ста
ционарно; 3) размер возмущенной области определяется из ур ав 
нения материального баланса.

Решим этим методом ту  ж е задачу, которая была рассмотрена 
в § 2 данной главы, т. е. задачу о неустановившемся притоке газа 
к скважине с постоянным заданным дебитом QaT, но в отличие 
от § 2 будем считать радиус скважины конечным и равным гс.

В любой момент времени возмущенной областью является кр у
говая область радиусом R (t), внутри которой давление распреде
лено по стационарному закону (5.38):

2 2
р 2к _  Рк~ * е 1 п М ,  ГС < Г <  /?(/). (7.26)

Вне возмущенной области давление равно начальному (невоз
мущенное состояние):

Р = рк, r> R (t) .  (7.27)
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В возмущенной области можно написать такж е выражение для 
дебита по формуле (5.93) д ля  стационарной фильтрации:

я  kh (р^ — p i )

Л  • (7-28)HPат ‘ Л ------—
'c

Заметим, что в рассматриваемой задаче забойное давление рс 
является функцией времени.

Д л я  удобства последующего изложения найдем из (7.28) отно
шение

р 1 ~ р \ 9 атРати.
R (0  я  kh

и подставим в формулу для давления в возмущенной области (7.26). 
Тогда получим

р(г, 0 =  а / Р к -  0а1^  ,V ПкП г (7.29)

т . е . распределение давления, выраженное через заданный дебит 
и параметры пласта.

Д л я  нахождения R (t) составим уравнение материального ба
ланса.

Начальный запас газа (при р =  рк) в зоне пласта радиусом
R(t )

M0 =  n [R 2 (t)— Гс] hm0pK =  л  [Я 2 (t)—г2]  hm0 рк. (7.30)
Рат

Текущий запас газа выразим через средневзвешенное давление р: 

Mt =  n [R 2(t)— r2c] h m tf= n [ R 2(t)— rl] hm0- ^ ~ p ,  (7.31)
Рат

где р определяется по формуле установившейся фильтрации (5.50): 

~ р2 — р2
р = р к -------- —— ——  . (7.32)

л , R( t )4Рк I n ----- 5—
Гс

Так к ак  отбор газа происходит с постоянным дебитом QaT, ото
бранная масса газа к моменту t равна paTQaTt. Таким образом,

М д  М(  =  P aTQ aT^ i

или с использованием (7.30) — (7.31) находим

я  [R2 (0 — Гс] hm0 (рк—'р) =  ParQaT̂ . (7.33)
Рат
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Подставив в (7.33) выражения (7.32) дл я  средневзвешенного 
давления р и (7.28) для QaT, получим

„ ГпЯ/ Л Р а т ( Р к - Р с )  „ 11khi.Pl-Pl) tл LR (О Гс\ hm0 — Рат 7—— г,
рат4рк In W a r  In

'с 'с
откуда

R \ t)— rl =  < =  4х/,
Ц/я0

или

Я(*) =  V ^  +  rc- (7.34)
Д ля значений времени, для которых 4х£ г2, имеем

R(t) =  2 ‘y/iit. (7.35)

Теперь, зная закон движения границы возмущенной области 
в виде (7.34) или (7.35), можно найти давление в любой точке пласта 
в любой момент времени по формуле (7.29), а такж е изменение 
давления на забое скважины в любой момент времени:

,  А Л  * <?атРатЦ 1 V 4 **  +  г\
Р (Г, 0  =  Д /  Рк---------1П ----------  ,

/"с <  г <  д/4х£ - f  Гс , 

р =  рк, Г > л ] ш  +  г 1 , (7.36)

МО = У р£ - ln ' (7'37)
Формулы (7.36) пригодны как  для бесконечного пласта, так  

и для конечного открытого и закрытого пластов радиусом RK. В по
следнем случае они годятся только для первой фазы движения, 
пока воронка депрессии не достигнет границы пласта, т . е. для

R (t) =  2^/y.t <  Я к -

Изменение давления во второй фазе зависит от типа газового 
пласта. Если он закрыт, то давление будет продолжать снижаться 
во всем пласте, включая границу. Этот случай будет рассмотрен 
в последующих параграфах. Если пласт открытый (р =  рк при 
г =  R k ) ,  т . е. режим водонапорный, то во второй фазе установится 
стационарный режим с постоянной депрессией рк—Рс, где

р , =  л / p i -------5si£si !L I n •
V nkh r c
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Рассмотрим еще один приближенный метод применительно к з а 
дачам неустановившейся фильтрации газа — метод усреднения 
временной производной по пространству.

В качестве примера рассмотрим прямолинейно-параллельную 
фильтрацию реального газа . Соответствующее этому случаю диф
ференциальное уравнение имеет вид

----- д-  М -  -^ -1  = - ? -  Г - М  • (7.38)
[Д, т 0 дх L г (р) дх J  dt L г  (р) J

Сделаем допущение, что коэффициент сверхсжимаемости г (р) 
можно заменить на z =  г (рср), где рср — некоторое среднее д ав 
ление в области фильтрации. Введем обозначение р г — p / [z (p )] . 
Тогда уравнение (7.38) примет вид

кг д (  д р х \ д р х ~ &р\ 2m0\i др{
------------------- р , -------------- = ---------  ИЛИ Z ----------- ---------------------------------
|хт0 йи V дх /  dt дх2 k dt

(7.39)

Пусть имеется первоначально невозмущенный газонасыщенный 
пласт шириной В, толщиной h, длиной L. С трех сторон пласт огра
ничен непроницаемыми поверхностями, а с четвертой стороны 
(х =  0) вскрыт галереей. В момент t =  0 через галерею начинает 
отбираться газ с постоянным массовым дебитом, который в соот
ветствии с законом Дарси можно записать в виде

П  1 I Dt, РатР k др D , D,~  Рат^ др\Qm =  p\w\Bh = ----- --------- f - B h  =  Bhz —--------- — .
р атг Ц дх 2ратЦ дх

Требуется определить давление в пласте в любой момент вре
мени ^ > 0 . Д л я  этого нужно найти решение уравнения (7.38) в об
ласти изменения 0 <  х  L , t >  0, удовлетворяющее начальному 
и граничным условиям

Pi =  Pio при t =  0; (7.40)

др\/дх =  \aQlk при х =  0, где Q =  2QmpaT/(BfopaT); (7.41) 

др У дх= 0  при х =  L. (7.42)

К ак и в методе последовательной смены стационарных состоя
ний, принимаем, что в каждый момент времени существует конеч
ная возмущенная область I (t), на границе которой выполняются 
условия

Pi =  Pm. дрУдх =  0 при x = l(t). (7.43)
Центральным моментом в рассматриваемом методе усреднения 

является принятие условия
dp1/dt =  F (t), (7.44)

равносильного предположению, что во всей части пласта, охвачен

§ 5. МЕТОД УСРЕДНЕНИЯ
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ной возмущением, давление изменяется с одинаковой скоростью; 
тогда уравнение (7.39) принимает вид

( 7 „ 5
d x * k

Проинтегрировав это уравнение дваж ды  по х, получим

р2= _a4L JL V L x2+ b x + C ' (7 .46)
k г

Использовав граничные условия на галерее (7.41) и на границе 
возмущенной области (7.43), найдем константы интегрирования 
b и с, а такж е функцию F(t)

C =  A _ » ! L .  ,7 .4 7 ,

В результате имеем

р\ = р\0— ^ Р ~ [  1 — (7 -48)

В момент i lt когда возмущенная зона достигнет непроницаемой 
границы пласта х — L, закончится первая фаза.

Д ля определения ее продолжительности проделаем следующие 
преобразования: дважды проинтегрируем исходное уравнение (7.39) 
по координате и по времени

t l ( t )  I (О t

-А
J J  k J J  dt
0 0 0 0

в результате, используя граничные условия (7.41) и (7.43), полу
чим

Р г ^ Р ю - ^ — - ,  (7 .49)2 т 0 I (t)
где

P! =  - M p i ( x ,  t)dx.
I о

Примем гипотезу, что средневзвешенное давление можно 
определить из соотношения



Приравнивая выражения для р х (7.49) и (7.50), получим

„ г® 1 .  /„2  Qlll(t)Р10---------- 7-Т— — Л /  Рю — ----—---- .2 т 01 (<) V 6&

откуда следует, что

2m0l(t)  (  /  г ^  /7 г i\
— v  ------- е*-  Л  (7 ' М)

Продолжительность первой фазы ^  получим, полагая I (t) =  L :

(7 -52)

В течение второй фазы давление на границе х =  L падает и вы
полняется условие (7.42). Соотношения для второй фазы истоще
ния газового пласта строятся аналогичным образом. Проделав не
обходимые выкладки , получим закон распределения давления по 
пласту

=  - ± - )  Р -53)

и закон изменения давления на галерее

( 7 ' 5 4 )

§  6. ПРИМЕНЕНИЕ ПРИ НЦ И ПА СУПЕРПОЗИЦИИ К ЗАДАЧАМ  
НЕУСТАНОВИВШ ЕЙСЯ ФИЛ ЬТРАЦ И И  ГАЗА

Д л я  решения линеаризованного уравнения неустановившейся филь
трации газа (7.7) используется метод суперпозиции (метод нало
ж ен ия потоков). Это уравнение линейное и однородное относи
тельно р 2, поэтому если р х (х, у, z, t), р 2 (х, у, г, / ) , . . . ,  рп (х, 
у , z, t) определяют распределения давления, вызванные работой 
первой, второй, . . . , n -й скважины, и являю тся решениями урав
нения (7.7), то линейная комбинация их квадратов р'1 =  ĉ p\ +  
+  c2pi +  . . . +  cnp2n тоже будет решением уравнения (7.7).

С помощью метода суперпозиции можно решать различные за 
дачи , которые используются при проектировании разработки га 
зовых месторождений.

Используя этот метод, выведем формулу для восстановления 
забойного давления после остановки газовой скважины и покажем, 
к а к  по кривой восстановления давления определяются коллектор
ские свойства пласта.

Газовая скваж ина в бесконечном пласте эксплуатировалась 
в течение длительного промежутка времени Т с постоянным деби
том QaT и в момент Т внезапно остановлена, т . е. приток газа к за 
бою мгновенно прекратился.
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Рч

о е
Рис. 7.2. К ри вая  восстанов
ления забойного давления 
после остановки  скваж и н ы

Рис. 7.3.  График зави сим ости  

Рс ( О  — Р2с (°) от 1п

Используя принцип суперпозиции, будем считать, что в момент 
t =  Т в дополнение к добывающей скважине, работающей с деби
том QaT, начала работать нагнетательная скважина с тем ж е де
битом.

Тогда

p l - p l = - 9 s R * # .  [ i n  A g | ^ _ _ l n  2 .21* « - Г )  1 
2nkh L r l  r c J

Кроме того, в момент остановки скважины Т выполняется ра
венство

(7.55)

Рк  Рс ( Т )  ■
ОатРатН- t 2,25x7*111 Л

2nkh .
(7.56)

Вычитая почленно (7.55) из (7.56), получим

Рс (0 — Рс (Т) =  - QaTPaT|1 Г In— In 2 ’2„5к/ +  In —’25х (<~ Г) 1 =  
2л  kh L 'с 'с 'с J

_  ОатРатИ' Г Jn  2 ,2 5 х  (/ Г)  __ t "j '
~  2 л kh [  r\ Т  J

Если скважина работала до остановки в течение длительного 
времени Т и t—Т <  Т, то

In t 2 ,2 5 x ( t - T )
Т ^  r l

и членом In (t/T) можно пренебречь. Тогда имеем

pl{t) — pl(T) =  -° -а-тРат|1 In 2 '25* « ~ Л  .
2я£/г /-с

Примем момент остановки Т за новое начало отсчета времени; 
/' =  —̂Т, тогда формула (7.57) запишется в виде

(7.57)

Р с (О -Р с 2( 0 ) = ^ тРьат|г
2 nkh

2,25 хГ (7.58)
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График восстановления забойного давления показан на рис. 7.2. 
Л егко видеть из последней формулы, что зависимость р\ ( t')—pt (0) от 
In t' — линейная (рис. 7 .3). Выделим в правой части формулы
(7.58) член, содержащий ?

Р с ( 0  — Р ?(0 )=  -°-атР-дД—In t '+  ln  2--2,f- -  (7.59)
и 4 J ^ w  2n kh  2 nkh t\ '

Очевидно, что i — QaTpaTfx/(2n&/i) представляет собой тангенс 
угл а наклона прямой АВ  к  оси абсцисс, а ОА — отрезок, отсекае
мый прямой АВ на оси ординат.

0 А  =  <?атрат1х_  1п 2 , 25 х  =  . 1п 2 ,2 5 х _ ?
2л kh г\ г2с

При исследовании газовых скважин на неустановившихся ре
ж им ах, которые проводятся с целью определения коллекторских 
свойств пластов, получают значения рс в разные моменты времени 
?  после остановки скваж ины . Эти данные обрабатывают в коорди
натах pi ( t ') — pi (0) и In i' (или lg t').

Экспериментальные точки показаны на рис. 7 .3 . Обычно на 
опытной кривой можно выделить прямолинейный участок, по ко
торому определяются значения i =  t g a  и ОА. Зная эти величины, 
а  такж е  дебит скважины до остановки QaT, можно определить ко
эффициент гидропроводности пласта

kh_____ОатРат
|х 2я  tga .

и параметр

(7.62)

Отметим, что на участке АС  опытные точки отклоняются от 
прямой за счет притока газа в скважину после ее закрытия, кото
рый не учитывается в соотношениях (7.55) — (7.57), а такж е за 
счет некоторых других факторов.

Зависимость (7.55) можно записать такж е в виде

p l — p l =  0атРат|1 I n — -—
2nkh t — Т

ИЛИ

P c ( 0 = P K - ; i n i i ± ^ - .  (7.63)

Кривые восстановления давления после остановки газовых сква
жин обрабатывают такж е по методу Хорнера в координатах 
p l( t ') ,  In \(t' +  T)/t']. Уравнение (7.63) в этих координатах 
представляет собой прямую, проходящую через начало координат. 
По у гл у  наклона прямой можно определить коэффициент гидро
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проводности из формулы (7.61). Экстраполируя ее до оси орди
нат (1п[(^ +  Г)/Г] =  0), получают величину пластового давления 
рк, которое, к ак  правило, неизвестно.

§ 7. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧ ОБ ОТБОРЕ ГАЗА 
ИЗ ЗАМКНУТОГО ПЛАСТА ПРИ ПОМОЩИ У РА В Н Е Н И Я  
МАТЕРИАЛЬНОГО БАЛАНСА

Рассмотрим несколько задач об отборе газа из замкнутой круговой 
газовой залежи радиусом RK. В центре залежи находится ск ва 
жина радиусом гс. До вскрытия пласта скважиной давление во всей 
залежи постоянно и равно рн.

Будет рассмотрено два простейших случая: а) отбор произво
дится с постоянным дебитом Q8t; б) забойное давление сохраняется 
постоянным.

В случае а) нас будет интересовать падение давления на гр а
нице пласта рк (/) и на забое скважины рс (t), в случае б) — па
дение давления на границе рк (t) и падение дебита QaT (/).

Обе задачи решаются методом последовательной смены стацио
нарных состояний, т. е. с использованием законов стационарной 
фильтрации газа и уравнения истощения газовой залеж и. Это по
следнее уравнение — уравнение материального баланса — заклю 
чается в том, что количество газа , извлеченного из пласта за не
который промежуток времени, равно уменьшению запасов газа 
в пласте. Так как  пласт зам кнут, то запасы ограничены и не по
полняются извне.

Если р — плотность идеального газа , соответствующая средне
взвешенному давлению в пласте р, а УПоР — объем порового про
странства пласта, принимаемый постоянным, то уменьшение за 
пасов газа за бесконечно малый промежуток времени запишется 
в виде

-  Vn0]4p =  -  VnoPd ( - ^ ) = -----УПоРdp, (7.64)
\ Рат / рат

отобранная масса газа за тот ж е промежуток времени

Qm(t)dt =  paTQbT(t)dt. (7.65)

Приравнивая выражения (7.64) и (7.65), получим дифферен
циальное уравнение истощения газовой залежи

— Упор dp =  paxQ aT  (О dt. (7.66)

В гл . 5, где рассматривалась установивш аяся плоскорадиаль
ная фильтрация газа, было показано, что средневзвешенное давле
ние р очень мало отличается от контурного рк (в нашем случае рк — 
давление на границе замкнутого пласта). Б. Б . Л апуком  было уста
новлено, что при одинаковых граничных условиях кривая распре
деления давления в пласте в случае неустановившейся фильтрации
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Рис. 7.4.  Изменение  д авления  
на границе  з амкн уто го  г а зо 
вого пласт а  рк ( t) и забойного 
д ав л е н и я  р с (/) с течением в ре 
мени при отборе г а з а  с посто
янным  дебитом

Рис. 7.5. Изменение д авления  
на границе з амкнуто го  га зо
вого пласта  р к (t) и дебита 
<2ат (О с течением времени при 
постоянном забойном давлении

располагается несколько выше соответствующей кривой для уста
новившейся фильтрации. Поэтому мы примем условие р »  рк 
и заменим в уравнении (7.66) р на рк:

Vпор^Рк =  PaiQ.'.T (t) dt. (7.67)
Рассмотрим случай а), когда QaT =  const. При этом

РатОатdpK '■ dt. (7.68)
г пор

И нтегрируя это уравнение, учитывая, что р ~  р„ при t =  О, 
получаем

Р атО ат
Рк =  Рн '

V
■t. (7.69)

пор

т . е. давление на границе пласта изменяется по линеиному закону 
с течением времени (рис. 7 .4). Чтобы найти закон изменения за 
бойного давления с течением времени, запишем формулу для де
бита скважины

Q a
nkh (р£ — pi)

РатЦ In R к

и выразим из нее забойное давление

Р с =  л / Р 1 ~ — •V nkh rc

Отсюда с учетом выражения (7.69) для рк находим

р с =  Л / ( р п—  Рат0ат-  Л 2 -  q " P v £ .  1 п - ^ -  
V  V Vпор / nkh гс

График изменения рс (t) представлен на рис. 7 .4.

(7.70)

(7.71)

(7 .72)
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В случае б) (рс =  const) для определения зависимости рк от t 
подставим выражение для дебита (7.70) в уравнение (7.60) и разде
лим переменные:

— Упор— = -----— -----dt. (7 .73)
Рк Рс ц In -^ к

гс
Вводя обозначение Л — nkh/(ii\n(RK/rc)) и интегрируя (7.73) от 0 

ДО t И ОТ /7Н ДО Рк, ПОЛуЧИМ 

t
Г
J р1 - р\

откуда
£ __ Упор J j j  (Рн Рс) (Рк Ч~ Рс) _

2-4 Рс (Рн +  Рс) (р* —  Ре)

Задаваясь различными значениями давления рк на границе 
залеж и, начиная от ра и меньшими, можно найти соответствующие 
значения времени разработки залежи t. П одставляя заданные зн а
чения рк в формулу (7.70), определяем дебиты в эти ж е моменты t. 
Графики рк (t) и QaT (0  дл я  этого случая приведены на рис. 7 .5 .

Г л а в а  8
ВЗАИМНОЕ ВЫТЕСНЕНИЕ ЖИДКОСТЕЙ 
И ГАЗОВ. ЗАДАЧИ С ПОДВИЖНЫМИ 
ГРАНИЦАМИ

Задачи о движении границы раздела двух  жидкостей в пористой 
среде представляют большой теоретический и практический инте
рес.

При разработке нефтяных месторождений в условиях водона
порного режима наблюдается стягивание контура нефтеносности 
под напором контурных вод.

В точной постановке задача о продвижении водонефтяного кон- 
такта  является одной из наиболее сложных в теории фильтрации. 
Первые исследования ее были выполнены Л . С. Лейбензоном. Д ал ь 
нейшее развитие эта задача получила в работах М. М аскета, 
В . Н . Щ елкачева, П. Я- Полубариновой-Кочиной, И. А . Чарного, 
А . М. Пирвердяна, Н. Н. Веригина и др.

Аналогичная задача о движении границы раздела двух  ж идко
стей с различными физическими свойствами (вязкостью и плот
ностью) возникает в некоторых случаях и при разработке газовы х 
месторождений с активной краевой или подошвенной водой, а такж е  
при создании и эксплуатации подземных хранилищ газа  в водо
носных пластах и истощенных обводненных месторождениях. Зна
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ние в этом случае темпа продвижения контурных вод очень важно, 
т ак  к ак  от него зависит темп падения пластового давления в газо
вой залежи или ПХГ, дебит газовых скважин и их размещение на 
газоносной площади, продолжительность бескомпрессорной экс
плуатации газового месторождения и другие важные показатели.

§  I. КИНЕМАТИЧЕСКИЕ УСЛОВИЯ НА ПОДВИЖНОЙ ГРАНИЦЕ 
РАЗДЕЛА ПРИ ВЗАИМНОМ ВЫТЕСНЕНИИ ЖИДКОСТЕЙ

Основная трудность точного решения задачи о движении границы 
раздела двух  жидкостей в пористой среде заключается в том, что 
линии тока на границе раздела жидкостей преломляются.

Пусть кривая I—/ (рис. 8.1) 
является границей раздела двух 
жидкостей с вязкостями Hi и ц 2 
и пусть, например,|я2> 1̂ ! (нефть 
вытесняется водой). Рассмотрим 
произвольную точку М границы 
/—/ и проведем через нее каса-

—V —>■
тельную т и нормаль п к  гра
нице раздела жидкостей I—/. 
Найдем проекции скоростей 
фильтрации воды и нефти, на- 

Рис. 8 .1 .  Преломление линий тока  ходящихся В данный момент 
на границе  ра здела  жидкостей  ,  -*■в точке М, на (касательную  т
и нормаль п, считая проницаемость пористой среды £ постоянной 
по обе стороны границы раздела.

Согласно условию неразрывности потока массы элементарные 
расходы обеих несжимаемых жидкостей через элемент границы 
раздела, включающий точку М, должны быть равны между собой. 
Отсюда следует, что нормальные составляющие скоростей филь
трации обеих жидкостей будут равны, т. е. wln =  w.in. Давление 
в пласте в точке М такж е должно быть одинаково для обеих жид
костей, так  к ак  при малых скоростях (ниже звуковых) разрыва 
давления в сплошном потоке быть не может. Касательные составляю
щие скоростей фильтрации обеих жидкостей будут определяться 
по закону Д арси:

w ix = -  —  (8-1)Hi дт 
k др 

(i2 дт

Т ак к ак  то из (8.1) и (8.2) получаем, что wlx> w 2x.
Отсюда следует, что результирующий вектор скорости фильтрации

w1(w1 = w u Jr wlr?), касательный к линии тока AM, будет 
—► —► —►

больше вектора w2(w2 =  w2c +  w2!t), касательного к линии тока 
нефти MB. Следовательно, линии тока AM  и MB, проходящие 
188

w2x = (8 .2)



через точку М, будут иметь излом в точке М. Учет этого преломле
ния линий тока на границе раздела жидкостей и составляет главную  
трудность в точном решении задачи продвижения границы раздела.

Линии тока не будут преломляться только в двух случаях  — 
при прямолинейно-параллельном и плоскорадиальном движ ениях 
границы раздела, когда wlx =  ш2т =  0. Эти задачи прежде всего 
и будут рассмотрены в данной главе. При этом жидкости (нефть 
и вода) считаются несжимаемыми, взаимно нерастворимыми и хи 
мически не реагирующими одна с другой и с пористой средой. Вы 
теснение нефти водой предполагается происходящим полностью — 
так  называемое поршневое вытеснение. Задачи, в которых учиты
вается неполнота вытеснения, рассматриваются в гл . 9.

§  2.  П Р Я М О Л И Н Е Й Н О - П А Р А Л Л Е Л Ь Н О Е  В Ы Т Е С Н Е Н И Е  Н Е Ф Т И  
ВОДОЙ

При поршневом вытеснении нефти водой в пористой среде плотно
сти нефти и воды будем считать одинаковыми. Это позволит рас
сматривать плоскость контакта нефти и воды вертикальной. А р аз
личие в вязкостях нефти jllhh 
воды будем учитывать.

В случае прямолинейно
параллельного движения схе
ма вытеснения представлена 
на рис. 8 .2. На контуре пи
тания и на галерее поддер
живаю тся соответственно по
стоянные давления рк и рг.
Начальное положение конту
ра нефтеносности х0 парал
лельно галерее и контуру 
питания.

Обозначим через хв теку
щее расстояние до контура 
нефтеносности в момент вре
мени t после начала вы
теснения, через LK —
расстояние от контура питания до галереи, через рв, рн — давле
ние в любой точке водоносной и нефтеносной части пласта соот
ветственно, через р (i) — давление на границе раздела вода—нефть, 
отстоящей от контура питания на расстоянии хв.

Вспомним, что в случае установившегося прямолинейно-па
раллельного фильтрационного потока одной жидкости (см. § 2 
гл . 4) распределение давления и скорость фильтрации описываются 
следующими уравнениями:

Рк Рг 4,  __ „  I Рк ---  Рг

Р*

Вода Нефть

7//////

Рг
1

! р ( у  

■

QQ

О х 0 x 6 (t) LK

Рис. 8.2.  Схема  модели пласта  при 
прямолинейно -параллель ном дви жении  
границы  ра здела  вод а—нефть

P Рк

w  =

: рг  +  ■

Рк ---  Рг

(LK— х)\ (8.3)

(8.4) 
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При этом изобарами являю тся линии, параллельные галерее, 
и каждую  изобару можно рассматривать к ак  контур питания или 
к ак  галерею. На основании формул (8.3) и (8.4) распределение дав
ления и скорость фильтрации в водоносной области можно запи
сать в виде

Pb =  Pk- - Pk ~ ; W X, 0 < * < * , ( 9 ;  (8.5)
\Ч

m b = _ f e - , pK- p ( 0  . ( 8 6 )
Ив *в (О

Принимая за контур питания изобару, совпадающую с грани
цей раздела жидкостей, распределение давления и скорость филь
трации в нефтеносной области можно записать следующим образом:

Рн =  Р г +  Р(/)~ Р;Л ( U - х ) ,  хв (0 < x < L K; (8.7)
L K Х ъ (Г)

wB =  —----- р{,) ~ Рг . (8.8)
Цн ^-к хв (О

Найдем давление р (t) на границе раздела. Вследствие несжи
маемости жидкостей и неразрывности потока линии тока будут 
иметь вид прямых, параллельных оси Ох (на границе раздела пре
ломления не будет), а скорость фильтрации во всех точках пласта 
будет одинаковой, т . е. wB =  wn.

Тогда из уравнений (8.6) и (8.8) получим
*(Р к—’р(О) _  k(p(t) — pr)

1*B*B (0  Пн (^-к хв (0 )

откуда давление на границе раздела жидкостей будет

„ /̂ \ _  РкИн (-^К ХВ (0) ~~Ь РгИв-^В (0 '  /g  JQ\ 

Ив*в (0  +  Пн (£к — *в ( 0 )

Определим теперь следующие характеристики фильтрационного 
потока нефти и воды.

1. Распределение давления в водоносной и нефтеносной обла
стях . Д ля этого подставим (8.10) в (8.5) и (8.7):

№ ( 0 + ^ '- « . ( < »  *  (8Л1> 

* ■ > = * +  №  (8Л2>

2. Скорость фильтрации. Подставим (8.10) в (8.6) и (8.8):

а>в =  ш„ = ---------- * (Р к -Р г )------------  (8.13)
ЦВ*В (0 +  Пн (£к — *в (0)

3. Расход жидкости (дебит галереи) Q.
190



Умножим (8.13) на площадь сечения потока Bh:

Q = ----------к (Рк ~  Рг)----------- Bh- (8.14)
Н в *в  ( 0  +  Нн ( L k —  -«в ( 0 )

1. Градиент давления. Продифференцируем (8.11) и (8.12) по х:
др(в) __________ щ (Рк Рг)______, (8 15)

дх (хвх в (0  +  Цн (LK — дсв (/))

дР(н) _ _______ Ин (Рк Рг)______  _ Jg\
дх ц вх в (t) +  (L K — * в (<))

5. Закон движения границы раздела хв — xB(t) находим из 
соотношения скорости фильтрации и средней скорости движ ения:

w =  m v= т  dXa , 
d t

откуда
dt — — dxB = ------------------ -------------------- dxB. (8.17)

W ________k (pK — Pr)________

Hb*b ( t )  - f  Hh ( L k  —  X B ( t ) )

Проинтегрировав (8.17) в пределах от 0 до / и от х0 до хв, по
лучим

 ̂ =  ~k(p /Г)~ j ^ Ĥ K —  Х°^------2~ ^  ‘

Чтобы найти время полного вытеснения нефти, нужно в формуле 
(8.18) положить хв =  LK. Тогда получим

Т =  ' m------- [|1в {L l— xl) +  ji„ (LK—х0)2]  •
2k (рк — рг)

Д ля нахождения зависимости координаты границы раздела хв 
от времени t решим квадратное уравнение (8.18) относительно хв:

хв =  -----^ -----LK- л / ( — ^ ------и - х 0) 2+  2fe(P K -P r), t .
Цн V  \  Цн M'S J  m  (И-Н И-в)

(8 .19)
Подставив это значение хв в формулы (8.13) и (8 .14), найдем 

изменение скорости фильтрации и дебита галереи во времени:

“> = -------  k (Рк ~  Рг) .................. ......... ; (8-20)
л /  Ы н ^ -к  —  [Ц н —  Ц в] * о ]2 —  2 fe (P K  — Р г) ^  t

V m

Q — -------  kBh (Рк ~ Рг) (8.21)

[и-н^-к — (|*н — Цв) ЛГ0]2 ----- 2k  *Рк----- (Нн — Цв) ^m
Проанализируем полученные характеристики потока.
1. Из уравнений (8.11) и (8.12) видно, что давление в пласте 

зависит не только от координаты х, но и от положения границы раз-
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дела хв. Но хв, к ак  это следует из формулы (8.19), со временем 
увеличивается, следовательно, пластовое давление во времени в во
доносной области падает, а в нефтеносной — растет. На рис. 8.3 
показано распределение давления в пласте в начальный момент 
вытеснения, когда граница раздела занимает положение х0, и не
которое время t спустя, когда граница раздела продвинулась до 
положения хв. Из графика видно, что пьезометрическая линия на 
границе раздела имеет излом.

2. Скорость фильтрации w (8.20) и расход жидкости Q (8.21) 
т ак ж е  изменяются во времени. Следовательно, несмотря на посто

янство депрессии Ар — 
Рк.—Рг движение жидкостей 
в пласте будет неустано- 
вившимся.

При цн> Щ , как  видно 
из указанных формул, ско
рость фильтрации и дебит 
галереи увеличиваются 
с течением времени, т. е. 
по мере продвижения кон
тура нефтеносности.

Это легко объяснимо и 
из физических соображе
ний. Движение жидко

стей в пласте происходит под действием постоянного пере
пада давления Ар. Величина же сопротивления, оказываемого 
обеими жидкостями, зависит от размеров их областей. С течением

Рис. 8.4 .  Схема  использования  
метода «полосок»

х

времени увеличивается область водоносности, сопротивление кото
рой по сравнению с областью нефтеносности тех ж е размеров значи
тельно меньше. Следовательно, общее сопротивление обеих обла
стей во времени уменьш ается, что при постоянной депрессии Ар 
ведет к  росту скорости фильтрации и дебита галереи.

3. Градиенты давления в водоносной и нефтеносной областях, 
к а к  это следует из формул (8.15) и (8.16) с учетом (8.19), увеличи
ваю тся во времени. Это ж е видно и из рис. 8 .3 . В нефтеносной об
ласти градиент давления больше, чем в водоносной во столько раз, 
во сколько вязкость нефти больше вязкости воды.

Если первоначальное положение водонефтяного контакта А В 
в пласте не параллельно галерее (рис. 8.4), то решить задачу можно 
только приближенно, например используя метод «полосок», пред
ложенный В . Н. Щ елкачевым. В потоке выделяются узкие полоски,

Рис. 8 .3 .  Кривые  распределения  д авления  
в п ла сте  при вытеснении нефти водой
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в пределах каждой из которых водонефтяной контакт считается 
параллельным галерее, и движение в каждой полоске описывается 
выведенными в этом параграфе формулами. При этом, к ак  видно 
из формулы (8.20), чем больше х0, тем больше скорость фильтрации 
w. Отсюда вытекает, что граница раздела в точке В будет двигаться 
гораздо быстрее, чем в точке А, и обводнение галереи начнется 
именно по линии ВВ', в то время к ак  контур нефтеносности по д р у
гим линиям будет еще значительно удален от галереи. Из этого 
примера следует важное заключение о характере продвижения 
контура нефтеносности. Если на границе раздела вода—нефть при 
разработке нефтяной залежи образовался «водяной язы к», то он 
в дальнейшем не только не исчезает, а быстро вы тягивается, про
двигаясь с большей скоростью, чем остальная часть водонефтяного 
контакта.

§ 3. ПЛОСКОРАДИАЛЬНОЕ ВЫТЕСНЕНИЕ НЕФТИ ВОДОЙ

Рассмотрим задачу о вытеснении нефти водой в условиях плоско
радиального движения по закону Дарси в пласте, изображенном 
на рис. 8 .5. На контуре питания радиуса RK поддерживается по
стоянное давление рк, на забое 
скважины радиуса гс — посто
янное давление рс, толщина 
пласта h и его проницаемость 
k такж е постоянны. Обозначим 
через R 0 и г„ соответственно на
чальное и текущ ее положения 
контура нефтеносности, кон
центричные скважине и кон
туру питания, через рв и р„ — 
давление в любой точке водо
носной и нефтеносной области 
соответственно, через р — дав
ление на границе раздела 
жидкостей.

В случае установившегося 
плоскорадиального движения Рис. 8.5. Схема  пласт а  при плоско-  
однороднои жидкости (§ 2  гл. 4) радиальном  вытеснении нефти водой 
распределение давления в потоке
и скорость фильтрации описываются следующими уравнениями:

р =  рк— Рк~ Рс 1 п - ^  =  рс +  Рк~ Рс 1п —  ;
In г In Гс

ГС Г С
w  =  А  X  .

^ In г
г  с

Если изобару, совпадающую в данный момент с контуром нефте
носности, принять за скваж ину, то распределение давления и ско
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рость фильтрации в водоносной области можно выразить так:

Рв =  Р к —  In  —  ; (8.22)
In ^

Ws==_k__P*— P _ JL .  (8.23)
In r

гн
А если эту ж е изобару, совпадающую с гн, принять за контур 

питания, то распределение давления и скорость фильтрации в нефте
носной области можно записать так :

Рн =  Ре +  - Р- - Р-£- 1 п — ; (8.24)
In

wH=  —  р Рс —  ■ (8.25)
,“к ]п / н _ '• 

гс
Давление на границе раздела жидкостей р найдем из условия 

равенства скоростей фильтрации нефти и воды на этой границе, 
дл я  чего приравняем (8.23) и (8.25) при г =  ги. В результате по
лучим

к рк — р 1 к р — рс 1

откуда

Н-в j n R k гн Н-н j n

р кЦн In +  Рс^в In

Р =  ------------- - t — ---------- “  ' (8 ' 26)
Ив l n - ^ + H „ l n ^ i -  

г н г с
Определим характеристики рассматриваемого плоскорадиаль

ного фильтрационного потока нефти и воды.
1. Распределение давления в водоносной и нефтеносной обла

стях  найдем из уравнений (8.22) и (8.24), подставив в них значе
ния давления на границе раздела р из (8.26). В результате получим

рв =  рк -------------Цв (Рк~ Рс)---------In — ; (8.27)
Ив 1п Ч In Г

Г Н Г С

р„ =  рс Н----------- М"1 ---------I n — . (8.28)
Ив In -(- ц„ In —н—

 ̂н г с
^ ь Из этих формул видно, что закон распределения давления вдоль 
радиуса-вектора в обеих зонах логарифмический.
194



Если знаменатель в формулах (8.27) и (8.28) представить в виде 

Цв 1 п - ^ +  ^н1 п ^ -  =  1 п -^ --------5 - ,

то нетрудно заметить, что при г„, уменьшающемся во времени 
(при стягивании контура нефтеносности), этот знаменатель такж е 
уменьшается. А тогда из формул (8.27) и (8.28) следует, что давле
ние в водоносной части пласта со временем уменьш ается, а в нефте
носной — растет. Таким образом, здесь наблюдается так ая  ж е кар 
тина, к ак  и в прямолинейно-параллельном потоке.

2. Градиент давления в обеих областях течения найдем, про
дифференцировав уравнения (8.27) и (8.28):

д р В ______ 1*В (Рк  — Рс)
дг R к г„

|Яв In —j— |Лн In
г» гс

д р и__________ Цн (Рк Рс)____
дг , R* , , гп

цв 1п ----------b И» 1п —
г н Гс

(8.29)

(8.30)

Из полученных формул следует, что градиенты давления во 
времени растут как в водоносной, так  и в нефтеносной областях 
(так как  знаменатели в этих формулах уменьшаются во времени).

На границе раздела жидкостей (при г =  гн) градиент давления 
в нефтеносной области больше, чем в водоносной во столько раз, 
во сколько цн больше (iB- Это говорит о том, что на границе раз
дела жидкостей пьезометрическая линия имеет излом.

3. Скорости фильтрации жидкостей определим из закона Дарси:

Ш в = _ 1 _ ^ £ в _ .  (8.31)
Ив д г

—  (8.32)
цн д г

Подставив в (8.31) значение градиента давления из (8.29), а 
в (8.32) — из (8.30), получим

Ю в=--------- kiPK-Pc)------------ 1_, Я к >/•>/■„; (8.33)
In f- In ——̂ г

г  н Гс

Wn = -------- У к ~ Рс)----------------- , г„ >  г> Г с . (8.34)
1 " к  , 1 Гн гЦв In----- +  цн In ——

Гн Гс

Из формул (8.33) и (8.34) видно, что скорости фильтрации как  
воды, так  и нефти растут во времени (так  к ак  знаменатель в у к а 
занных формулах уменьшается во времени).
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4. Дебит скважины Q найдем, умножив скорость фильтрации w 
на площадь £2 =  2 л hr:

Q =  ------- 2nkh (Рк ~  Рс)--------  (8.35)
|Х„ In - f  |ХН In

При постоянной депрессии Ар =  рк—Рс дебит скважины уве
личивается во времени, т . е. с приближением к ней контура нефте
носности. Такое самопроизвольное увеличение дебита нефти перед 
прорывом воды в скваж ину подтверждается и промысловыми на
блюдениями. При цн =  формула (8.35) превращается в формулу 
Дюпюи.

5. Закон движения границы раздела жидкостей определим из 
соотношения между скоростью фильтрации и средней скоростью 
движения:

dr нw =  mv =  — т ------ ,
dt

откуда

d t=  — —  dr„ = ----------- -------- ( In In rHdr„.
w k ( p K — pc) v  r„ r c J

(8.36)
Интегрируя (8.36) в пределах от 0 до t и от R 0 до г„, получим 

t — ----- ------ I  [(м-н—  ^в)/ 'н1пГн  —  ([Х „1 п гс —  (1 в1 п / ?к )/ 'н ]^ н  =
к ( Р к - Р с )  гн

=  U f R g l n - g ! —  ^ l n - a - )  +  ^ . ( R g ln - g i —
2ft (Рк — Рс) L v r c  r c  )  \  R o

— rl  In ~  Hb- (R2o — rl) j  ■ (8.37)

Время вытеснения всей нефти водой Т найдем, подставив в 
уравнение (8.37) г ~  гс. В результате получим (пренебрегая rl 
по сравнению с Rl)

Т - - — ^ ------- [| i„ ^ f ln  ---------1- ) +  |лв^ ( 1 п - ^ -  +  — )1 -
2ft (Рк — Рс) L V гс 2 / V R о 2  ) \

(8.38)

§ 4. УСТОЙЧИВОСТЬ Д ВИ Ж Е Н И Я ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА ЖИДКОСТЕЙ

В реальных условиях движение границы раздела жидкостей, есте
ственно, сложнее, чем по рассмотренным выше схемам, так как 
водонефтяной (газоводяной) контакт совершает сложное прост
ранственное движение. В реальных условиях продуктивные пласты 
наклонны и граница раздела жидкостей, имеющая горизонтальное 
начальное положение, в процессе разработки залежи нефти (газа) 
деформируется.'

196



Пусть нефтяная залеж ь в наклонном пласте (рис. 8.6) имеет 
горизонтальное начальное положение водонефтяного контакта 
А оВ0.

При отборе нефти граница раздела вода—нефть будет переме
щ аться, занимая последовательно положения A xB lt А 2В 2 и т . д . 
Рассмотрим вопрос об устойчивости движения границы раздела. 
Скорости фильтрации каждой жидкости согласно закону Д арси 
определяются при учете силы тяжести по формулам

Вследствие неизбежных возмущений на границе раздела ч а
стицы воды попадают в область, занятую  нефтью при этом их 
дальнейшее движение может 
либо ускоряться, либо замед-

установить из следующих эле
ментарных соображений. Обоз- Рис. 8.6.  Схема  дв и ж е ни я  водонеф- 
начим через (шв)„ скорость т яного  ко нт акт а  в наклонном пласте  
фильтрации частиц воды, по
павших в поток нефти с градиентом давления (dpids)H\ через 
(k]) 2 — проницаемость пласта для воды в зоне движения нефти.

Тогда из первого соотношения (8.39) имеем

Скорость фильтрации основных частиц нефти, соприкасающихся 
с  проникшими туда частицами воды, согласно второму уравнению

Из уравнений (8.40) и (8.41) получаем связь  между скоростями 
фильтрации (г в̂)н и wK:

(8 .39)

л яться . В первом случае, при 
ускорении движения частиц 
воды, движение границы раз
дела будет неустойчивым; во 
втором, при замедлении движ е
ния частиц воды,— устойчивым.

Условия устойчивости дви
жения границы раздела можно

(8.39) будет
(8.41)

откуда

(щ,в)н =  J iiL  _  Л i>S_ (рв_  рн) g
М-В ^2 Ив

дг
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Об устойчивости движения границы раздела можно судить по 
разности скоростей фильтрации:

Aw =  (wB)H— w„=  ------llo>H—
L Цв *2 J

- - ^ ( Р » - Р н  ) g - & - -  (8-42)
Нв ds

При Aw <  0 движение границы раздела жидкостей будет устой
чивым, при Aw >  0 движение неустойчиво.

Если угол наклона пласта к горизонту обозначить через а ,  то, 
очевидно, dz/ds =  sin а .

Тогда условие устойчивости границы раздела (8.42) можно 
представить в виде

Aw =  ----- Л Шн-------(^ lk-(pB_ p H) g s in a .
L Fb ^  J  Ив

Обычно i) 2 меньше k2- Считая в первом приближении, что> 
(& i)2 =  k2, преобразуем это соотношение к виду

Aw = ( -^ ~  — ------ —  (рв — pH) g s in a .  (8.43>
V Н-В J  Ив

Т ак к ак  при устойчивом движении границы раздела Aw <  О, 
то из (8.43) найдем, что при устойчивом движении границы раздела 
жидкостей скорость фильтрации нефти wH на границе раздела, 
должна быть

wH s£ ----------- (рв — рн) g sin а.
Н-н Ив

Более строгое исследование рассмотренной задачи проводится 
методами теории возмущений и гидродинамической устойчивости.

Г л а в а  9
ОСНОВЫ ТЕОРИИ ФИЛЬТРАЦИИ 
МНОГОФАЗНЫХ СИСТЕМ

§  I. СВЯЗЬ С ПРОБЛЕМОЙ НЕФТЕГАЗООТДАЧИ ПЛАСТОВ

Добыча нефти в большинстве случаев происходит при замещении 
ее в поровом пространстве продуктивного пласта водой или газом 
к а к  при естественных режимах эксплуатации, так  и при искусст
венных методах поддержания пластового давления заводнением 
или нагнетанием газа . Разработка газовых месторождений и экс
плуатация газовы х хранилищ такж е нередко сопровождается вы
теснением газа  водой.
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Взаимодействие пластовых флюидов между собой и с пористой 
неоднородной структурой обусловливает капиллярные явлени я, 
неполное и неравномерное вытеснение, образование в продуктив
ном пласте зон совместного течения флюидов, т. е. многофазной 
фильтрации. Неполнота вытеснения, естественно, снижает коэф
фициент нефтегазоотдачи пласта.

Жидкости и газы , насыщающие нефтегазоконденсатные пласты, 
представляют собой смеси углеводородных, а такж е неуглеводо
родных компонентов, некоторые из которых способны растворяться 
в углеводородных смесях. При определенных условиях залегания 
и режимах разработки нефтяных и нефтегазоконденсатных место
рождений в пласте возникает многофазное течение сложной много
компонентной смеси, при котором между движущ имися с различ
ными скоростями фазами осуществляется интенсивный массообмен. 
Переход отдельных компонентов из одной фазы в другую  влечет 
за  собой изменение составов и физических свойств фильтрующихся 
фаз. Такие процессы происходят, например, при движении гази 
рованной нефти и вытеснении ее водой или газом, при разработке 
месторождений сложного компонентного состава, при вытеснении 
нефти оторочками активной примеси (полимерными, щелочными 
и мицеллярными растворами; различными жидкими и газообраз
ными растворителями, применяющимися для увеличения нефте
отдачи). Основой для расчета таких процессов служит теория мно
гофазной многокомпонентной фильтрации, интенсивно развиваю 
щ аяся в последние годы.

§  2. ОСНОВНЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ МНОГОФАЗНОЙ Ф И Л ЬТ РА Ц ИИ

Углеводородные системы могут быть гомо- и гетерогенными. В го
могенной системе все ее части имеют одинаковые физические и хи
мические свойства. Составляющие гомогенной системы (назы вае
мые компонентами) «размазаны» по всему пространству и взаимо
действуют на молекулярном уровне. Д л я  гетерогенной системы 
физические и химические свойства в разных точках различны. Ге
терогенные системы состоят из фаз. Ф аза — это часть системы, 
которая является гомогенной и отделена от других фаз отчетли
выми границами. Смесь воды, нефти и газа в пласте — типичный 
пример гетерогенной среды.

Главными характеристиками движения многофазной системы 
являются насыщенность и скорость фильтрации каждой фазы.

Насыщенностью ас порового пространства i -й фазой называется 
доля объема пор AV[, зан ятая этой фазой в элементарном объеме:

(9.1)

Очевидно, что

П
Z  O i =  1. (9.2)
i=i
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Таким образом, в л-фазной системе имеется (п—1) независи
м ая насыщенность. В частности, при исследовании фильтрации 
смеси двух  фаз используется лишь одна из насыщенностей, которая 
обозначается в дальнейшем ст (обычно это насыщенность вытесняю
щей фазы).

Движение каждой из фаз характеризуется вектором скорости 
•*>

фильтрации wt данной фазы, который (по аналогии со скоростью 
фильтрации однородной жидкости) определяется как  вектор, проек
ция которого на некоторое направление / равна отношению объем
ного расхода Q,- данной фазы к площадке Q;, перпендикулярной 
к  указанному направлению:

(Wi)i =  QilQi, i = l , 2 , .  . . , п. (9.3)

Площадка Q; пересекает как  твердую, так  и подвижные фазы.
При изучении сложных фильтрационных процессов возникает 

необходимость в построении моделей многофазных (гетерогенных) 
систем, в которых каж дая  фаза, в свою очередь, моделируется мно
гокомпонентной гомогенной смесью. При этом между компонен
тами возможны химические реакции, переход компонентов из од
ной фазы в другую , процессы адсорбции, диффузии и др. В даль
нейшем для простоты и лучшего понимания физической сути про
исходящих процессов ограничимся рассмотрением двухфазной филь
трации (например, нефти и воды или воды и газа).

При совместном течении двух  фаз в пористой среде, по край
ней мере, одна из них образует систему, граничащую со скелетом 
породы и частично с другой жидкостью. Из-за избирательного сма
чивания твердой породы одной из жидкостей площадь контакта к аж 
дой из фаз со скелетом пористой среды значительно превышает 
площадь контакта фаз между собой. Это позволяет предположить, 
что каж дая  фаза движ ется по занятым ею поровым каналам под 
действием «своего» давления независимо от других фаз, т. е. так , 
к ак  если бы она была ограничена только твердыми стенками. При 
этом, естественно, сопротивление, испытываемое каждой фазой 
при совместном течении, отлично от того, которое было бы при 
фильтрации только одной из них. Опыты показывают, что расход 
каждой фазы растет с увеличением насыщенности и градиента дав
ления. Закон фильтрации каждой из фаз при учете силы тяжести 
по аналогии с законом Дарси можно записать в следующем виде:

Wi  = ------ — ki (ст) (grad P i — P i g ) .  (9.4)
и;

Здесь k — абсолютная проницаемость пласта, определяемая по
данным о фильтрации однородной жидкости; (х(- — коэффициент 
динамической вязкости фаз; p t — давление в фазах; р,- — плот
ность фаз; g — вектор ускорения свободного падения; ki (ст) — 
относительные фазовые проницаемости, определяемые эксперимен
тально; ст — насыщенность одной из фаз.
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Будем считать для определенности, что ст =  а х — насыщен
ность вытесняющей (или более смачивающей) фазы. Тогда из (9.2) 
имеем ст2 =  1—о. Понятие относительной фазовой проницаемости 
ki (а), введенное в гл. 1, играет важную  роль при изучении сов
местного течения нескольких жидкостей в пористой среде. Мы бу
дем исходить из условия, что относительные проницаемости яв 
ляю тся однозначными функциями насыщенностей (см. рис. 1.6).

Характерные особенности многофазной фильтрации связаны  
такж е с влиянием поверхностного 
натяжения. Давления в фазах р х и 
р 2, вообще говоря, не равны др уг 
д р угу  из-за капиллярных эффектов, 
приводящих к скачку давления на 
границе раздела фаз, так  что

Рг — P i=  Рк, (9.5)
где рк — капиллярное давление (или 
капиллярный скачок).

Большее давление будет на сто
роне жидкости, не смачивающей 
твердые зерна породы.

Будем предполагать, к ак  это при
нято, что капиллярное давление при 
совместном течении жидкостей сов
падает с капиллярным давлением 
в равновесном состоянии для того ж е 
значения насыщенности и при одном и 
том же направлении ее изменения (уве
личении или уменьшении). Поэтому 
будем считать, что при движении капиллярное давление можно 
представить в виде известной экспериментальной функции насы
щенности (рис. 9.1):

Рк =  Рк (СГ) =  а ,1 COS 0  д / — (9 -6 ^

где а п — коэффициент межфазного поверхностного натяж ения; 0 — 
статический краевой угол смачивания меж ду жидкостями и поро
дой; т  — пористость; J  (а) — безразмерная функция Л еверетта.

Процессы многофазной фильтрации идут по-разному в зависимо
сти от характерного времени фильтрационного процесса и от р аз
меров области течения. Капиллярные силы создают в пористой 
среде перепад давления, величина которого ограничена и не з а 
висит от размеров области фильтрации. Вместе с тем перепад внеш
него давления, создающего фильтрационный поток м еж ду двум я 
точками, пропорционален скорости фильтрации и расстоянию ме
ж ду этими точками. Если размеры области малы, то при достаточно 
малых скоростях фильтрации капиллярные силы могут превзойти 
внешний перепад давления. Напротив, если рассматривается дви
жение в очень большой области (например, в целой нефтяной или
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костью



газовой залеж и), то влияние капиллярных сил на распределение 
давления незначительно и их действие проявляется в локальных 
процессах перераспределения фаз. Взаимное торможение фаз, 
благодаря которому относительные фазовые проницаемости неравны  
соответствующим насыщенностям, обусловлено, прежде всего, ка
пиллярными эффектами. В тех случаях, когда можно пренебречь 
капиллярным скачком рк(ст), капиллярность косвенно учитывается 
самим видом опытных кривых относительных проницаемостей 
ki (от).

Таким образом, при описании многофазной фильтрации увели
чивается число параметров, подлежащих определению. Н аряду 
с неизвестными давлениями pi в фазах и скоростями фильтрации
фаз W{ появляю тся новые неизвестные — насыщенности сг,- и кон 
центрации отдельных компонентов. Это усложняет теоретическое 
исследование.
§ 3. ИСХОДНЫЕ У РА В Н Е Н И Я  МНОГОФАЗНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ

Будем д ля  простоты рассматривать совместное изотермическое те
чение двух  фаз в однородной пористой среде без фазовых перехо
дов и химических реакций. Система уравнений, описывающая 
совместную фильтрацию фаз, строится на основе уравнений нераз
рывности для каждой фазы, уравнений движения (закона фильтра
ции) и соответствующих замыкающих соотношений.

Уравнения неразрывности

Д л я  вывода уравнения неразрывности рассмотрим баланс вытес
няющей однородной жидкости (см. гл. 3). Выделим в фильтрацион
ном потоке элементарный объем А К в форме прямоугольного па

раллелепипеда; А К = AxAyAz 
(рис. 9 .2). Площади его граней, 
параллельные координатным 
осям, соответственно равны: 
Асо* =  Дг/Az; Асоу =  AxAz; 
Асог =  АхАу. Пусть qx (х,у, 
z, t) =  р 1 — вектор массовой 
скорости фильтрации первой 
фазы.

Д ля сжимаемой фазы ее плот
ность, масса и насыщенность 
в рассматриваемом элементарном 
объеме могут изменяться во вре

мени. Если за некоторый промежуток времени в объем втекает боль
шее количество жидкости, чем вытекает, то ее плотность и на
сыщенность в этом объеме увеличатся (и наоборот). Исходя из этих 
соображений, и сформулируем закон сохранения массы. Запишем, 
баланс массы в направлении оси Ох. Через левую грань параллеле
пипеда (см. рис. 9.2) за промежуток времени At  втекает масса пер
вой фазы, равная
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M-t =  qix \x, y, z, t) AyAzAt, 
а  через правую грань вытекает масса этой фазы, составляю щ ая 

М 7 =  qlx (х +  Ах, у, z, t)'AyAzAt.
Следовательно, прирост массы фазы в данном элементе объема, 

вызванный течением через эти две грани, равен М \—М^. Анало
гично подсчитывается прирост массы и для других пар граней 
(соответственно в направлении осей 0у  и 0г ) . Тогда общее измене
ние массы в рассматриваемом объеме AV  за время At  равно:

M+ — M -  =  {[qu (x, у, z, t)— qlx (x+  Ах, у, г, t)]AyAz +  
-\-[qiy(x, у, г, t)— qlu (х, у +  Ау, г, t)]AzAx +  

+  [qu(x, у, z, t)— qlz (x, у, z +  Az, t)-AxAy)At. (9.7)
С другой стороны, это изменение массы должно быть сбалансиро
вано за счет изменения насыщенности и плотности массы фазы, 
находящейся внутри элементарного порового объема

AM =  (тстр! | у, г, t+At— map1 )*, у, z, t) AxAyAz, (9.8)
где т  — пористость среды, которая, вообще говоря, может ме
няться со временем.

Приравняв выражения (9.7) и (9 .8), разделив обе части полу
ченного равенства на AxAyAzAt и перейдя к пределу при Ах, А у, 
Az и At, стремящихся к нулю, получаем

дд\х | dqiy | dqlz _  д ( т р га) 
dx du dz dt

откуда, заменяя на p x w lt окончательно находим
d(Piwlx) d(piwly) d(p iw ,z) _ _  djmpiO) 

dx dy dz dt

или в векторной форме

——  (mpid) Ь div (p i^ i) =  0. (9.9)
dt

Аналогично выводится уравнение сохранения массы д л я  вто
рой фазы:

——  [тр 2(1 — ст)] +  d iv (р2ку2) =  0- (9.10)
dt

Если вытесняемая и вытесняющая фазы — слабосжимаемые уп 
ругие жидкости, то влиянием сжимаемости на распределение на
сыщенности можно пренебречь, т а к  к ак  время перераспределения 
давления за счет сжимаемости жидкостей, по крайней мере, на два 
порядка меньше, чем время вытеснения. Отсюда следует, что не
стационарные процессы упругого перераспределения давлен и я
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заканчиваю тся в начале процесса вытеснения. В некоторых случаях 
можно считать несжимаемым и газ в пластовых условиях.

Если жидкости и пористую среду можно предполагать несжи
маемыми, то вместо уравнений (9.9) и (9.10) имеем

т  ——---- h div w1 =  0, — tn ———— rd iv tw 2= 0 .  (9.11)
dt dt

У равнен ия движения для многофазной фильтрации
При записи закона фильтрации будем предполагать, что в любой 
точке к аж д ая  из фаз находится в термодинамически равновесном 
состоянии. Тогда для течения двухфазной смеси можно ввести 
в рассмотрение относительные проницаемости kt (а) и капиллярное 
давление рк (ст), зависящ ее только от насыщенности.

Б удем  рассматривать только однонаправленные процессы филь
трации, не учитывая гистерезисных явлений.

Тогда выполняется закон фильтрации (9.4):

------ — ki (a) (grad pt — p,g), (9.12)

a связь  между давлениями в фазах определяется равенствами (9.5) 
и (9 .6 ): ___

p2— Pi^PK(o) =  a „ c o sQ / \ J-^ -J(a ) .  (9.13)

Д л я  замыкания полученной системы уравнений необходимо 
зад ать  связи параметров, характеризующих свойства фаз и пори
стой среды, с давлением.

У равнения состояния флюидов
При изотермических условиях фильтрации плотность и вязкость 
каж дой  из фаз определяются давлением в данной фазе:

Р£ =  Р»(Р0. =  (t' =  l , 2 ) .  (9.14)
П л аст  будем считать недеформируемым.
Таким  образом, получена замкнутая система уравнений (9.9), 

(9 .10 ), (9.12), (9.13) и (9.14) для определения всех неизвестных па
раметров: насыщенности ст, давления pt, скорости фильтрации ю,-, 
плотности р,- и вязкости рг фаз.

П остановка и решение задач на основе полной системы уравне
ний фильтрации неоднородных жидкостей затруднительны ввиду 
сложности самих уравнений, а такж е формулировки краевых ус
ловий, в частности разры ва капиллярных сил на границах пори
стой среды (так называемых «концевых эффектов»), роль которых 
недостаточно изучена.

Анализ одномерных двухфазных потоков позволяет выявить 
основные эффекты и характерные особенности совместной фильтра
ции жидкостей.
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§  4. ОДНОМЕРНЫЕ МОДЕЛИ ВЫТЕСНЕНИЯ НЕСМЕШИВАЮЩИХСЯ 
ЖИДКОСТЕЙ

Наиболее разработана в настоящее время теория одномерного дви
жения двухфазной жидкости в пористой среде. Основные допуще
ния этой теории состоят в следующем:

жидкости предполагаются несмешивающимися (взаимно нераст
воримыми);

жидкости считаются несжимаемыми, а пористая среда — не- 
деформируемой;

фазовые переходы отсутствуют; 
коэффициенты вязкости фаз постоянны;
относительные фазовые проницаемости и капиллярное давле

ние являю тся известными однозначными функциями насыщенности;
гистерезисные явления не учитываются (рассматриваются только 

однонаправленные процессы).

Полная система уравнений

Основываясь на этих допущениях, выведем полную систему ур ав 
нений двухфазной фильтрации в однородной пористой среде с уче
том капиллярных и гравитационных сил.

Рис. 9.3. Схема  одномерной д в у х 
фазной фильтрации с учетом силы 
т яжести

В случае прямолинейно-параллельного течения вдоль оси л; 
(рис. 9.3) уравнения неразрывности (9.11) для фаз имеют вид

— т  - да dwt т до dw2 (9.15)
dt дх dt. дх

Обобщенный закон Дарси (9.12) сводится к  уравнениям

wt = -----— М а)Г-гр -  + Pig sin а ) ;
М-l V с)а: J

W2= ------—  k 2 (а) (-$£1. +  p2g s in a V  (9.16)
М-2 V дх )

Здесь а —угол наклона оси х к  горизонту (см. рис. 9 .3); p j и р 2— 
плотности фаз.

Неизвестные характеристики течения ст, w lt w2, р г, р 2 зависят 
от координаты х и времени t.
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При плоскорадиальном (осесимметричном) вытеснении из (9.11) 
и (9.12) имеем соответственно

— т  = —----- j -  (ги^); т  = — ~ -  (rw2), (9.17)
dt г дг dt г дг

Щ = ------— +  Pig sin оЛ ;
Hi V дг )

w2= -----k2 (а ) +  P agsinа ) , (9.18)

где г — текущ ее расстояние от скважины до произвольной точки 
пласта. В этом случае искомые функции зависят от г и t.

Уравнения (9.15), (9.16) или (9.17), (9.18) с учетом (9.13) обра
зуют замкнутые системы (соответственно для случаев линейного 
и радиального течений), являющ иеся основой для решения задач 
вытеснения одной жидкости другой. Характерной особенностью 
этих систем является то, что их можно свести к одному уравнению 
для насыщенности. Знание распределения насыщенности в пласте 
позволяет проанализировать эффективность вытеснения нефти или 
газа несмешивающейся с ней жидкостью. Остановимся на двух 
наиболее изученных моделях двухфазной фильтрации.

Модель Рапопорта—Лиса

Приведем вывод уравнения д л я  насыщенности из полной системы 
уравнений. Рассмотрим сначала случай прямолинейно-параллель
ного течения.

Сложив уравнения неразрывности (9.15) для обеих фаз, полу
чим

{Wt  +  W2)  =  О,
дх

откуда находим
w1 j r w 2 =  w(t). (9.19)

Равенство (9.19) показывает, что суммарная скорость w (t) д вух 
фазного потока (а значит и суммарный расход фаз Q (t) =  w (t) ah, 
где а и h — ширина и толщина пласта) не зависит от координаты лг, 
т . е. является  либо постоянной, либо известной функцией времени. 
Это является  следствием предположения о несжимаемости фаз. 
Подставив в (9.19) значения скоростей фаз (w1 и w2) из (9.16), на 
ходим

w (0  =  - k Г J£L\  _
L |ii dx (i2 dx J
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Исключаем отсюда градиент давления др2/дх с помощью р а
венства (9.13), продифференцированного по х:

др2 dpt , дрк (a) dpi , да 
■ Н------ :---- -- —------ г р к

дх дх ■ дх дх дх

(р к =  dpjda).

После преобразований имеем

01(0+ Л - к 2(а) Рк-|^~ +  (~^~ k\ (а) Pi +  ~
др  1 _  ________ Иг___________w  V р-1_____________ Иг
дх k , , , . k------ кг (о) Ч-----------кг (а)

Щ Цг
(9.20)

П одставляя это равенство в первое уравнение (9.16), будем
иметь

к t_ , /_ч д а

Ц2
W! =  ^ (0 +  —  kz(а) (рк (а ) - ^ “ +  а Р£s in а ) ] / (а )>

(9.21)
где Др - р 2—Pi и введено обозначение

/ (ст) = -------------------- , Цо =  Fi/pi2- (9.22)ку (а) +  Цок2 (о)

Функция / (or), как  мы убедимся в дальнейшем, играет важную  
роль при гидродинамических расчетах двухф азных фильтрацион
ных потоков.

Используя выражение (9.21) и уравнение неразрывности (9.15) 
для первой фазы, окончательно получаем уравнение для опреде
ления насыщенности

да  . й/(о)  , к д Г ,  , ч / ' да
т  —— + ш ( 0 - ^ — + -------- —  k2 (а) ( рк —— +

dt дх |д,2 дх L V дх

+  A p gsin a^ /  (a) J =  0. (9.23)

Считая суммарную скорость фильтрации w ( t) постоянной
(w (t) =  w =  const), введем дл я  удобства безразмерные независи
мые переменные

\ =  x!L, T =  wil(mL), (9.24)

где L — характерный линейный размер (расстояние до эксп луата
ционной галереи, так  что m L — «поровый объем» пласта). Вели
чину | можно рассматривать к ак  объем пласта м еж ду начальным 
сечением и сечением х, выраженный в долях  порового объема, а 
величину т — как  безразмерный объем ж идкости , закачанной в 
пласт к  моменту времени /.
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Тогда с учетом выражения (9.13) для капиллярного давления, 
уравнение (9.23) с учетом (9.24) принимает вид

+ * №,<<»/M l +дт d l  д1

+  Ak [^2 (<*)'/ (о) J '  (ст) =  °> (9-25)

где A g и Ak — безразмерные параметры, определяемые из равенств

д  _  kApg  sin а  _ _  « п cos 9 -sjmk ^  £0 ^
{i2w [i2wL

Аналогично получается уравнение для насыщенности а при 
радиальном вытеснении. Исходя из уравнений (9.17) и (9.18), по
лучаем последовательно

w =  w-l +  w2 =  ЛШ— , (9.27)
г

где q (t) =  Q (t)/(2nh) — «удельный» суммарный расход фаз;

Wi== j~ j J J ) — 1_ 4 . Apg-Sina)j/(CT) (9.28)

и окончательное уравнение для насыщенности
да q ( t) df (a)  , 1 д

t n -----------(- - L1-L------ ---------------------------- X
dt r dr r dr

X  \r k2 (ст) f (ст) (p 'k -~ -  +  Apg sin a ) ]  -  0. (9.29)

Заметим, что согласно (9.27) суммарная скорость фаз w в этом 
случае не сохраняется, но сохраняется суммарный объемный рас
ход Q (t).

Вводя безразмерные переменные при q (t) =  q =  const

l  =  r2/(2Rl), т =qt/(mR2k) (9.30)
(здесь RK — расстояние от нагнетательной до добывающей сква
жины), имеющие физический смысл, аналогичный (9.24), приведем 
уравнение (9.29) к следующему виду

do df (о) - j
—- [ М стШ а ) V I ]

где

дт д1 д1

+  A k - ^ - [ k t { a ) f ( a ) J ' ( a ) l - ^  =  0, (9.31)

д  V 2 f e A p g s i n a f f K

2a n cos 0 -\frnk 

ц2<7
(9.32)
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Безразмерные параметры (9.26) и (9.32) характеризую т соот
ветственно отношение силы тяжести (параметры A g и Ag) и капил
лярны х сил (Ак и Л*) к силам вязкости. Значимость гравитацион
ных и капиллярных эффектов нетрудно оценить при рассмотрении 
конкретных фильтрационных процессов.

Если рассматривается вытеснение в пределах всего пласта и 
темпы вытеснения достаточно велики, то значения параметра A k 
(или А к) будут малы, т. е. A k «  1 и капиллярными силами можно 
пренебречь.

Силой тяжести можно пренебречь, если A g 1, что имеет место 
при условии

Др sin а  n2Qi2nkhRK.

Д ля прямолинейно-параллельного вытеснения уравнение (9.25) 
без учета силы тяжести (Ай - -  0) было впервые получено в 1953 г. 
американскими исследователями Л . Рапопортом и В. Лисом. Поэ
тому модели двухфазной фильтрации с учетом капиллярных эф
фектов называют обычно моделями Рапопорта—Лиса.

Уравнения (9.25) и (9.31) представляют собой сложные нели
нейные уравнения параболического тигш второго порядка. Точные 
решения этих уравнений получены лишь для некоторых сравни
тельно простых частных случаев. Получены инвариантные реше
ния (типа волны, движущ ейся с постоянной скоростью, и автомо
дельные), а такж е некоторые численные решения на ЭВМ.

Начальные и граничные условия

При решении конкретных задач для уравнений (9.25) или (9.31) 
должны быть сформулированы соответствующие граничные и на
чальные условия. В качестве начального условия задаю тся значе
ния неизвестной функции а в зависимости от пространственных 
координат (х или г) при ( =  0. Можно считать, что при t =  0 н а
сыщенность всюду постоянна (например, а =- 0 *).

В случае вытеснения нефти водой естественно задать на входе 
в пласт (нагнетательная скваж ина или галерея) расход закачивае
мой воды и равенство нулю скорости фильтрации нефти; из послед
него условия вытекает (см. формулу (9.12)), что k2 ~ 0, следова
тельно, на этой поверхности а  =  а* .

На выходе из пласта (£ =  1) возможно два варианта гранич
ных условий.

1. Можно пренебречь градиентом капиллярного давления по 
сравнению с градиентом давления в фазах, т . е. считать, что 
dpjd% =  0 при i  =  1, откуда следует, что

<Эа/д£ =  0 при | = 1 . (9.33)

2. Экспериментально установлено, что вода не вытекает из гид
рофильного пласта, а накапливается в выходном сечении, пока
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ее насыщенность не достигнет значения о*. В момент достижения 
значения ст* вода прорывается из пласта с сохранением на выходе 
этого значения насыщенности. Это явление получило название 
концевого эффекта. Математически оно приводится к сложному 
нелинейному граничному условию на выходе.

Модель Баклея—Леверетта

Если капиллярными силами можно пренебречь, то давления в фа
зах  одинаковы: =  р 2 =  р. Тогда, полагая в (9.25) и (9..31)v 
Ak =  A k =  0, получаем дифференциальное уравнение в частных 
производных первого порядка для определения насыщенности:

- ^ ~ + M^ l + A n - j r lkt (a ) f(a ) ln] = 0 ,  (9.34)
д% dl  d l

где п =  0,1/2 — соответственно дл я  случаев прямолинейно-парал
лельного и радиального вытеснения; коэффициенты А п равны со
ответственно величинам A g и A g в соотношениях (9.26) и (9.32). 
Уравнение (9.34) принадлежит к классу квазилинейных гипербо
лических уравнений первого порядка, которые обычно решаются 
методом характеристик и имеют свои существенные особенности, 
при решении по сравнению с параболическими уравнениями (9.25)»
(9.31).

Без учета силы тяжести (Ап =  0 в (9.34)) двухф азная фильтра
ция для случая прямолинейно-параллельного вытеснения рассмат
ривалась С. Баклеем и М. Левереттом в 1942 г ., а позже незави
симо от них А. М. Пирвердяном, исследовавшим такж е случай бо
лее общего закона фильтрации при двухфазном течении.

Задачи двухфазной фильтрации без учета капиллярных сил, 
основанные на решении уравнений типа (9.34) при соответствую
щих начальном и граничных условиях, известны как  задачи (мо
дель) Б аклея—Леверетта. Задачи вытеснения такого типа в одно
мерной постановке изучены достаточно полно.

§ 5. З А Д А Ч А  Б А К Л Е Я —ЛЕВЕРЕТТА И ЕЕ ОБОБЩЕНИЯ

В случае одномерного течения несжимаемых несмешивающихся 
жидкостей в условиях, когда можно пренебречь капиллярным дав
лением, а такж е  влиянием силы тяжести, процесс вытеснения до
пускает простое математическое описание.

Д л я  обоих случаев одномерного потока (прямолинейно-парал
лельного и плоскорадиального) это приводит к классической в тео
рии вытеснения модели Б аклея—Леверетта, описываемой одно
типным уравнением для насыщенности а вытесняющей фазы I, 
которое получается из (9.34) при гравитационном параметре 
А„ =  0 и имеет вид

dx <?£
0. (9.35)-
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Здесь использовано преобразование
df(a) _  df da _  с ,  ,  ч да _ 

dl ~  do d l М  ' dl
Безразмерные независимые переменные £ и т , определяемые из 

равенств (9.24) и (9.30), можно представить в единой форме д л я  
обоих одномерных потоков и обобщить на случай , когда суммарный 
-«удельный» расход q фаз зависит от времени. Имеем

Б =  — ( Ч г Т ;  т  (9.36)v \ L J  J  mi y
о

где L — характерный линейный размер; v =  1,2 — соответственно 
дл я  линейного и радиального течений, причем в последнем случае 
пространственная координата х — г (г — расстояние от точки 
пласта до скважины), a L =  RK; q (t) =  w (t) или q (t) =  Q (t)/(2nh) 
соответственно для линейного и радиального вытеснения; w (t) — 
суммарная скорость фильтрации фаз; Q (t) — суммарный объем
ный расход; т и к  — соответственно коэффициент пористости и 
толщина пласта.

Хотя переменные | и т имеют смысл безразмерных объемов 
(см. §4), будем для простоты называть их соответственно пространст
венной и временной переменными. Напомним, что функция / (а), 
входящ ая в уравнение (9.35), определяется через относительные 
фазовые проницаемости ki (а) из равенства (9.22).

В рассматриваемом случае f  (а ), назы ваемая функцией Б акл ея— 
Леверетта или функцией распределения потоков фаз, имеет простой 
физический смысл. Действительно, из (9.21) и (9.28) при Ар =  0 
и р'К (ст) =  0 находим для скорости фильтрации вытесняющей 
фазы соответственно в случае прямолинейно-параллельного и р а 
диального вытеснения

^  =  / (0 )^ (0 ; wt =  f (a) q(t)- , (9 .37)г

а тогда в соответствии с (9.19) имеем
Wo - [1 — / (a)] w.

Отсюда следует, что / (а ), представляющая в силу (9.37) отно
шение скорости фильтрации w x вытесняющей фазы к суммарной 

•скорости w, равна объемной доле потока вытесняющей жидкости 
(воды) в суммарном потоке двух  фаз.

Функция Б аклея—Леверетта определяет полноту вытеснения 
и характер распределения насыщенности по пласту. Задачи повы
шения нефте- и газоконденсатоотдачи в значительной степени сво
д ятся  к применению таких воздействий на пласт, которые в конеч
ном счете изменяют вид функции / (а) в направлении увеличения 
полноты вытеснения.

Типичные графики функции f  (а) и ее производной f  (сг) изо
бражены на рис. 9 .4 . С ростом насыщенности / (а) монотонно воз
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Рис. 9.4.  Типичные графики функции BaKJresr—  
Леверетт а  и ее производной

Рис. 9.5.  Графики функции Б а к л е я —Леверетт а  
(а) и ее производной (б) для  различных отноше
ний в яз костей ц 0 =  [ХгИг

а ё

растает от 0 до 1. Характерной особенностью графика / (ст) является 
наличие точки перегиба а п, участков вогнутости и выпуклости, 
где вторая производная f"  (ст) соответственно больше и меньше 
н уля . Эта особенность в большой степени определяет специфику 
фильтрационных задач вытеснения в рамках модели Б аклея—Л е
веретта. Зависимость функций / (ст) и /' (ст) от отношения вязкостей 
фаз (|i0 =  jLtj/fo,2) показана на рис. 9.5.

Д ля описания и расчета процесса вытеснения к уравнению
(9.35) нужно добавить начальное и граничное условия

при т =  О ст(£, 0) =  ср(£), £ > 0 ; 
при £=-0 ст(0, т) =  г|) (т), т > 0 . (9.38)

Первое из условий (9.38) означает, что в момент времени т =  О 
(до начала процесса вытеснения) в пласте имеется некоторое из
вестное распределение насыщенности ст вытесняющей фазы, опреде
ляемое функцией ф (£). Согласно второму условию (9.38), при 
т > 0  в пласт через нагнетательную скваж ину или галерею, распо
ложенную на «линии» £ =  0, закачивается вытесняющая жидкость» 
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насыщенность которой при £ =  0 меняется со временем по зад ан 
ному закону ф (т). В ряде случаев можно считать, что

Ф (Е) =  <7„ =  const при т =  0;
(т) =  а0 = const при | =  0. (9.39)

Это случай кусочно-постоянных начальных данных, имеющий 
важное значение для практических приложений. Величина началь
ной водонасыщенности ст0 влияет на процесс заводнения и опреде
ляет структуру зоны вытеснения.

Построение решения

Д ля иллюстрации построения решения уравнения (9.35) при про
извольном начальном распределении насыщенности (9.38) введем 
систему координат (£, т , а) (рис. 9 .6). На плоскости (£, ст) при т =  О

Рис. 9.6.  Схема  к построению решения з адачи двухфазной филь 
трации

изобразим начальное распределение насыщенности в пласте ст (£,
0) =  ф (£). Задача состоит в построении функции ст (|, т) д л я  по
следующих моментов времени т > 0 ,  т . е . требуется рассчитать де
формацию во времени начального распределения насыщенности 
в соответствии с уравнением (9.35).
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П усть £ =  | (т) — некоторая линия на плоскости переменных 
<1, т) (см. рис. 9 .6). Тогда значения насыщенности а вдоль этой 
линии можно получить по формуле

сг =  0 (£(г), т). (9.40)

Производная по «времени» т от насыщенности вдоль этой линии 
равна

da да да  dg
dx дх д£ dx

(9.41)

где dh/dx есть тангенс угла наклона рассматриваемой линии | (т) 
к  оси т.

Сравнивая выражение (9.41) с левой частью уравнения (9.35), 
видим, что вдоль линий £ (т) плоскости (5 ,'т ) , для которых выпол
няется равенство

d£/dr =  f'{o), (9.42)

производная da/dr равна нулю, т. е.

da/dr =  0 (9.43)

вдоль линий | | (г), определяемых из (9.42). Это означает, что 
насыщенность а остается постоянной вдоль этих линий. Итак, если 
кри вая | | (т) удовлетворяет уравнению (9.42), то значения на
сыщенности а на этой кривой не меняются. Если рассматриваемая 
кривая выходит из начальной точки (£0, 0), то значение а на этой 
кривой остается равным начальному значению а (£, 0) =  ср (|0) 
(см. рис. 9.6). Таким образом, кривые £ (т), удовлетворяющие урав
нению (9.42), являю тся траекториями распространения постоян
ных значений насыщенности. В рассматриваемом случае эти тра
ектории легко определяются. Действительно, поскольку а  =  const 
вдоль каждой кривой £ (т), то остается постоянной вдоль этой кри
вой и величина f  (а), Тогда в результате интегрирования уравне
ния (9.42) находим

£=/'(<т)т +  С

(здесь С — константа интегрирования), т . е. линии В (т) являю тся 
прямыми. Если прямые выходят из начальных точек (10, 0), то 
I =  1о ПРИ т =  0, т . е. С =  и окончательно можно записать

S =  /'(<T)T +  So. (9.44)

Тангенс угл а наклона этих прямых к оси г равен /' (а), т. е. 
зависит от насыщенности в точке (|, т).

Прямые линии (9.44), на которых насыщенность сохраняет по
стоянное значение, называются характеристиками уравнения
(9 .35), а система обыкновенных дифференциальных уравнений
(9 .42), (9.43) — характеристической системой для уравнения в част
ных производных (9.35).
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Теперь можно построить решение уравнения (9.35) при началь
ном условии (9.38). Пусть М (|, т) — произвольная точка плоско
сти (Е, т) (см. рис. 9 .6). Тогда имеем:

<*ai =<*(£. т) =  ст(Н0, 0) =  ф (У ,

где £, £0 и т связаны  уравнением (9.44). Исключая отсюда Е0, на
ходим

<*(£, т) =  ф (5— / '(а )т ) . (9.45)

Формула (9.45) дает неявное выражение насыщенности ст через 
переменные £ и т.

Это выражение можно представить в другой форме, если счи
тать, что в равенстве (9.44) Е0 =  £0 (ст) есть начальное распределе
ние насыщенности в неявной форме, т . е. первое равенство (9.38) 
разрешенное относительно Тогда решение (9.45) можно предста
вить в виде

1 =  /'(<т)т +  Ео(0). (9.4 6)

Физической особенностью модели двухфазного вытеснения Б ак- 
лея—Леверетта является зависимость скорости dt/dr распростра
нения того или иного значения насыщенности от величины этой 
насыщенности. Это явление называется дисперсией волн. Дейст
вительно, в формуле (9.42) правая ч ас ть / ' (а) зависит от ст. Эта 
зависимость изображена на рис. 9 .4 , из которого видно, что при
0 <  ст <  а п большие насыщенности распространяются с боль
шими скоростями (/' (а) возрастает), а при стп<; ст <  1 скорость 
распространения постоянного значения насыщенности начинает 
уменьшаться (/' (о) убывает).

Из начального распределения ст (£, 0) =  ср (£), изображенного 
на рис. 9 .6 , видно, что с течением времени т наклон профиля рас
пределения насыщенности (9.45) становится круче, поскольку 
большие значения насыщенности «догоняют» меньшие значения. 
Поэтому характеристики (9.44), несущие различные значения на
сыщенности, могут в некоторый момент т* пересечься, и решение
(9.45) становится неоднозначным. Поле характеристик (9.44) для 
этого случая и деформация профиля насыщенности с течением вре
мени в плоскости (|, ст) показаны соответственно на рис. 9 .7 , 9 .8 . 
Произошло «опрокидывание» волны насыщенности и возник раз
рыв (скачок) непрерывности функции ст (£, т). Начиная с момента т* , 
когда касательная к  кривой ст (£) становится вертикальной (см. 
рис. 9.8), возникает и распространяется скачок насыщенности 
(£с — положение скачка для последующего момента времени). 
С момента т* график ст (?) становится в некоторой своей части не
однозначным, что показано участком кривой 1—2—3—4—5  на 
рис. 9 .8. В зоне этого участка одному и тому ж е значению % соот
ветствуют три значения насыщенности ст: а ст2 и ст3, что физически 
абсурдно, так  к ак  в каждом сечении пласта в каждый момент 
времени может существовать только одна вполне определенная 
насыщенность. Т акая неоднозначность и устраняется введением
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Рис. 9.7.  Поле х а р а к т е р и 
стик для  ура вн ени я  Б а к 
л е я —Леверетта
Рис. 9.8.  График распределения  насыщенности при вытеснении 
жидкости :
То “  0 < хг < т* < т 2; т* — момент образования скачка насыщенности

скачка насыщенности (на рис. 9.8 величина скачка определяется 
отрезком 1-*—3—5).

Подчеркнем, что условием образования разрыва является пе
ресечение характеристик (9.44). В области, где характеристики 
не пересекаются, решение непрерывно и определяется формулой
(9.45).

Рассмотрим отдельно случай кусочно-постоянных начальных 
данных, когда справедливо условие (9.39), т. е. начальная насы
щенность ст (|, 0) =  <р (£) =  ст0 постоянна во всем пласте при т =- 0. 
Тогда, разрешая это начальное распределение относительно £, на
ходим

£о(сг) =  0 при ст>ст0
и Е0 (ст) не определено при 0<С<т<;сго. В этом случае уравнение
(9.35) имеет особые решения вида

§-=/'(ст) т, ст>ст0, (9.47)

которые получаются из (9.46) при (ст) =  0.
Характеристики (9.44), соответствующие этому случаю, пред

ставляю т собой пучок прямых, сходящихся в одной точке (0, 0) 
плоскости (|, т). По аналогии с газовой динамикой решение (9.47) 
называют центрированной волной разрежения.

Дальнейшее построение решения уравнения (9.35) требует до
полнительного анализа так  называемых разрывных (обобщенных) 
решений.

Условия на скачках насыщенности

Положение скачков (разрывов) насыщенности заранее неизвестно 
и должно быть найдено в зависимости от времени из решения за 
дачи. О казывается, что значения насыщенности о~ и ст+ до и после 
разрыва соответственно не могут быть произвольными, а связаны 
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друг с другом и скоростью разрыва определенными соотношениями. 
Несмотря на то что дифференциальное уравнение (9.35), выражаю 
щее баланс массы каждой фазы, в точках образовавшегося разрыва 
не имеет смысла, сам баланс, естественно, должен выполняться. 

Обозначим скорость движения разрыва через D, т . е.
D — dZc/dr,

где £с (т) — закон движения скачка насыщенности.
Рассмотрим условия сохранения массы каждой из фаз при про

хождении поверхности разрыва через некоторый элемент объема 
пористой среды (рис. 9.9), вырезанный в направлении движения 
фаз, т. е. по нормали к поверхности разры ва. Пусть в некоторый

Рис. 9.9. Схема  к выводу  [ условий на 
с качке

ю

3c,+dxr

момент времени t разрыв имел координату хс, а через малый про
межуток времени dt переместился в положение хс -г  dxc. Поток 
первой фазы через сечение со, параллельное плоскости разры ва, 
за время dt равен

— w~T) (odt.
Условие сохранения массы первой фазы в физической системе 

координат (х, t) примет тогда вид

т  dXc ( а + — a ~ ) a u i t= ( w t  — w\)wdt, 
dt

откуда

dt m (o+ — o - )

где dxjd t  — скорость скачка в системе координат (х, t). Уравне
ние сохранения массы второй фазы такж е сводится к (9 .48), по
скольку суммарная скорость фильтрации w сохраняется.

wt + w£ = wT + 002 ■
Учитывая, что в соответствии с (9.37)

X
(здесь v =  1,2 соответственно дл я  линейного и радиального вытес
нения), запишем (9.48) в виде

dx с <7(0 /(а+) — /(а-)



Переходя теперь в этом равенстве к переменным по формулам
(9.36), получаем условие на скачке

D =  =  /:(g+)~ /(a~) . (9 .49)
dx a+ — о~

Равенство (9.49) имеет простой геометрический смысл: скорость 
разрыва D равна тангенсу угл а наклона к оси ст хорды, соединяю
щей точки кривой / (ст), имеющие абсциссы ст+ и ст-  (см. рис. 9.4, 
о~ =  ст0), в то время к ак  скорость распространения насыщенности 
на скачке определяется тангенсом угла наклона касательной Сст0 
к этой ж е  кривой.

Определение положения скачка  и насыщенности на скачке

Выведем дифференциальное уравнение, описывающее изменение на
сыщенности на скачке в зависимости от «времени» т. Д ля насыщен
ности стс =  ст+ на скачке (ее называют фронтовой насыщенностью), 
к ак  и д л я  любого значения ст, выполняется соотношение (9.46):

tc =  f ' (ffc) Т - f  t0 (стс) , (9.50)
откуда следует, что стс =  ст+, вообще говоря, изменяется с измене
нием времени т, т . е. сгс =  стс (т).

Дифференцируя (9.50) по т, находим

=  /' (СТС) +  xf" (СТС) +  & (СТС) =
dx dx dx

=  f  Ы  +  [ f  (Ос) X +  t o  (Стс)] . (9.51)dx

П риравнивая выражения (9.49) и (9.51) для скорости скачка 
насыщенности D, получаем дифференциальное уравнение для 
определения ст:

d oc _  f  (Ос) — f  (g~) — Г (Стс) (Рс — Д~) 52)
dT ( Стс _  „ - )  [/" (ос) т + 1’0 (Стс) ]

Здесь осталось еще неизвестным значение насыщенности ст-  
перед разрывом. Оно определяется из условия пересечения харак
теристик (9.44) на разрыве: t  (о~) =  t  (<*с) =  5с. так  что в соот
ветствии с равенством (9.46) имеем:

Г  (стс)т +  £0 Ы  =  Г  ( а - ) т —|0 (ст-). (9.53)
Теперь уравнение (9.52) можно проинтегрировать и определить 

насыщенность на скачке стс (т), если задать ее начальное значение. 
Н ачальные значения стс и т* определяются в той точке t * (см. 
рис. 9 .8 ), где впервые возникает скачок (вертикальная касатель
н ая  к  кривой a  (I)), т. е. производная dt/do, вычисленная по фор
муле (9.44), впервые обращается в нуль. Определив стс =  стс (т), 
из равенства (9.50) находим закон движения скачка насыщенности 
5с =  gc (т).
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Рассмотрим так  называемый стационарный скачок, по обе сто
роны которого значения стс =  а+ и а~ =  а 0 постоянны. Тогда, 
dajdx  =  0, и из (9.52) находим

= f ' ( a c). (9.54)
Ос

Это условие, полученное впервые в работе Б аклея и Леверетта, 
означает, что скорость распространения скачка D равна скорости 
распространения насыщенности стс на скачке, т. е. /' (стс). Равенство 
(9.54) имеет простой геометрический смысл. Оно представляет со
бой уравнение касательной, проведенной из точки (а 0, / (сг0)), к  КРИ* 
вой / (а ), где стс — абсцисса точки касания (см. рис. 9 .4). Это дает 
простой графический способ определения фронтовой насыщенно
сти по известной функции Б акл ея—Леверетта / (а ), который в не
которых случаях может заменить решение трансцендентного ур ав 
нения (9.54).

Рассмотрим теперь случай постоянной начальной насыщенно
сти, соответствующий условию (9.39): ст (£, 0) =  <р (|) =  ст0 при 
т =  0. В этом случае решение задачи имеет вид (9.47).

Пусть ст0 расположено левее точки стп перегиба графика функ
ции / (ст) (см. рис. 9.4), тогда возникает скачок насыщенности. При 
этих условиях переменные в уравнении (9.52) разделяю тся, и его 
можно проинтегрировать. П олагая о-  =  ст„, получим в резуль
тате интегрирования условие (9.54). Таким образом, если при по
стоянной начальной насыщенности возникает разрыв, то на раз
рыве в любой момент времени т выполняется условие (9.54), т. е. 
в этом случае скачок является стационарным.

Обобщая изложенное, сформулируем теперь задачу об оты
скании решений квазилинейного дифференциального уравнения
(9.35) в общем случае. Требуется найти функцию ст (£, т ), удовлет
воряющую начальному и граничному условиям (9.38) или (9.39), 
непрерывную и удовлетворяющую уравнению (9.35) в каждой из 
областей I и II (рис. 9.10), заполненных непересекающимися х а 
рактеристиками, и условию (9.49) на разрыве £с =  |с (х), связы 
вающему предельные значения ст+ и ст-  насыщенности и скорости D 
этого разрыва.

Вообще говоря, к перечисленным условиям необходимо доба
вить еще одно — определяющее так  называемую устойчивость р аз
рывного решения. Д ля устойчивости скачка необходимо, чтобы 
в любой точке кривой £с (т) пересекались две характеристики ур ав 
нения (9.35). При этом любая характеристика, скорость которой 
/' (ст) равна скорости скачка D, считается приходящей на скачок. 
Это условие для класса рассматриваемых задач с кусочно-постоян
ными данными (9.39) можно сформулировать следующим образом.

Пусть L — прямая на плоскости (ст, / (ст)), соединяющая точки 
(ст- , /~) и (ст+, /+). Здесь, к ак  и ранее, ст-  — значение насыщен
ности «до» разрыва (правосторонний предел по отношению к из
менению £), а ст+ — значение насыщенности «после» разры ва (ле
восторонний предел); /-  =  / (ст- ) и /+ =  / (ст+) соответственно (см.
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Рис. 9 . 1 0 . 1  Д и а г р а м м а  для  построения 
решения обобщенной задачи Б а к л е я — 
Леверетт а

Рис. 9 .11 .  Кривая  распределения 
водонасыщенности в пласте при 
выполнении условий (9.39) 
и а 0 <  а п

рис. 9 .4). Тогда вдоль допустимого разрыва кривая / (ст) на интер
вале (ст- , ст+) располагается ниже прямой L, если ст- -<ст+, и выше 
прямой L, если ст- >ст+.

Основываясь на предыдущих результатах, можно записать ре
шение задачи Б аклея—Леверетта для простых кусочно-постоянных 
условий вида (9.39).

Пусть ст0 заключена в интервале (0, стп), где стп — точка пере
гиба функции Б аклея—Леверетта (см. рис. 9 .4). Это означает, что 
в начальный момент пласт обводнен слабо (либо насыщен только 
нефтью, если ст0 =  0). Будем считать, что в пласт закачивается 
чистая вода и на входе £ =  0 водонасыщенность ст° =  о* в любой 
момент времени:

ст =  ст* при 5 = 0, т > 0 .  (9.55)

При этих условиях на участке 0 <  £ <  £с насыщенность не
прерывно убывает от о* до стс в соответствии с выражением (9.47). 
Чтобы найти значение насыщенности на скачке стс, нужно провести 
касательную  к кривой / (ст) из точки (ст0, / (ст0)) на рис. 9 .4 . Абсцисса 
точки касания определит значение насыщенности на скачке стс 
(см. формулу (9.54)). Значение координаты скачка насыщенности 
в момент времени х найдется из формулы (9.47):

?с =  Г ( а с)т. (9.56)
Д л я  значений 5 > 5 с , т . е. впереди фронта, насыщенность по

стоянна и равна начальной: ст =  ст0.
И так, решение задачи о вытеснении нефти водой из слабо об

водненного пласта при условиях (9.39) имеет вид

ст = ст* при 5 =  0, т > 0 ;
f'(a) =  llx  при 0 < l  <  f '(ac)x =  t c. (9.57)

ст = ст0 при f' (стс) х < 1  <  1.
2 2 0



Распределение ст (£) в момент т, когда фронт не достиг галереи, 
показано на рис. 9.11.

Отметим, что в соответствии с рис. 9.5 с ростом отношения в я з 
костей [х0 кривая / (а) сдвигается вправо и эффективность вытес
нения возрастает. Например, применение пен и загустителей, по
вышающих вязкость нагнетаемой воды, может значительно увели
чить значение стс и, следовательно, нефтеотдачу.

Важным показателем процесса вытеснения служ ит средняя во- 
донасыщенность а  в зоне смеси, определяемая к ак  отношение объема 
воды в пласте после ее закачки , к объему порового пространства 
в  зоне смеси. Д ля случая ст0 — О 

— тх тх 1о ^  ------ =  ----------------- =  -------- .
mf'(ac) х f  (ас)

(9.58)

Равенство (9.58) имеет простую 
геометрическую интерпретацию.
Если продолжить касательную 
к кривой / (а) (см. рис. 9 .4), опре
деляющую фронтовую насыщен
ность ас, до пересечения в точке 
В с прямой f  (о) =  1, то абсцисса 
точки В определит значение а.

Необходимо отметить, что в дей
ствительности математический ск а 
чок насыщенности не имеет места. Он появляется в решении 
вследствие пренебрежения капиллярными силами, за счет которых 
появляется некоторая «переходная зона» вблизи фронта вытесне
ния, в которой насыщенность изменяется непрерывно от значения а с 
до сг0 (см. § 6).

При вытеснении нефти водой из сильно обводненного пласта, 
когда ст0>сгп (см. рис. 9 .4), условие устойчивости скачка не вы
полняется и уравнение (9.35) имеет непрерывное решение (рис. 9.12) 
при условиях (9.39):

0 ==а* при 5 =  0. т > 0 ;

/'(<т) = |/т при 0 < £  < / '(ст0) т ;  (9.59)

а = .а 0 при /' (ст0) т < £ < 1 .

Расчет коэффициента нефтеотдачи

Одна из важных технологических характеристик процесса вытесне
ния — коэффициент безводной газо- или нефтеотдачи т). Он опре
деляется как  отношение вытесненного водой объема нефти от на
гнетательной галереи (скважины) до фронта к общему объему пор, 
заняты х нефтью до начала вытеснения. Подсчитаем этот коэффи
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Рис. 9 .12 .  Кри ва я  ра спределения  
водонасыщенности в сильно об
водненном пласте  (ст0 >  а п)



циент для случая слабо обводненного пласта, описываемого соот
ношениями (9.57). Имеем

6С
т  J  (а — о0) dl 

11= -----2------------------ . (9 .60 )
т (  1 — а 0) ic

Переходя в интеграле (9.60) от переменной £ к переменной 
с помощью (9.47), к ак  и ранее при вычислении средней насыщен
ности о, и интегрируя по частям, находим

«с Г
(a— o0)dt =  т| (о — a0)f" (a)d a=  т (a— aQ)f'(a)

с* L

=  т  [(ffc—  О0) /' (Ос) +  1 — / (Ос)],

®С

— J f'(a)da

где учтено, что /' (о*) =  0, / (о*) =  1.
П одставляя полученное выражение для безразмерного объема 

закачанной воды в (9.60) и учитывая (9.54) и (9.56), окончательно' 
получаем после преобразований

ас q0--------- 1 -  f ( ав)_  _ ^

1 —0о / (ас) — / (ст0)

Коэффициент безводной нефтеотдачи увеличивается с ростом 
отношения |л0, т . е. при увеличении вязкости вытесняющей фазы 
или (и) при уменьшении вязкости вытесняемой фазы.

Полученные точные решения (9.57) и (9.59) задачи о вытесне
нии нефти (или газа) водой применяются при оценочных инженер
ных расчетах основных технологических параметров разработки 
нефтяных и газовых месторождений с использованием процесса 
заводнения. Кроме того, они могут служить тестами при оценке 
точности численных методов решения более сложных задач двух 
фазной фильтрации с использованием ЭВМ.

В общем случае неодномерного вытеснения, а такж е при учете- 
сжимаемости одной из фаз рассмотренная задача уж е не сводится 
к  одному уравнению для насыщенности. Необходимо совместно 
определять давление и насыщенность. Численные решения таких 
задач могут быть получены лишь на ЭВМ.

Основы построения разностных схем и методов численного ре
шения соответствующих задач подземной гидравлики изложены 
в гл . 13.

§ 6. Д ВУ Х Ф А ЗН О Е  ТЕЧЕНИЕ С УЧЕТОМ КАПИЛЛЯРНОГО 
Д А В Л Е Н И Я

Учет капиллярного скачка давления рк, который задается в виде 
известной эмпирической функции насыщенностей равенством (9.13), 
приводит к теории следующего приближения — модели Рапопорта— 
Лиса.
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Рассмотрим особенности одномерной двухфазной фильтрации 
несжимаемых флюидов с учетом капиллярного давления в предпо
ложении, что силой тяжести можно пренебречь. Тогда процесс 
двухфазного течения описывается уравнениями (9.25) и (9.31) при 
A g =  A g = 0 ,  которые приводятся к  виду

Н г -  +  + №  - i -  Гh  (а) f { o ) J ' (ст) - S “ l  =  ° ’ (9 -62)дх <Э; dl I д% J

где п =  0 и 1 соответственно для случаев прямолинейно-параллель
ного и радиального вытеснения; Л*0> =  Ак, Л*1’ =  A k находятся 
из (9.26) и (9.32); безразмерные переменные £ и т определяются 
соответственно равенствами (9.24) и (9.30). Вопрос о формулировке 
начального и граничных условий дл я  уравнения (9.62) рассматри
вался в § 4.

Одним из главных путей изучения механизма вытеснения оста
ется метод физического моделирования как  в силу трудностей 
аналитического и численного исследования, так  и из-за отсутствия 
достаточных сведений об эмпирических функциях ki (о) и J  (а ), 
определяющих процесс двухфазной фильтрации. Остановимся на 
некоторых известных решениях уравнения (9.62), позволяющих 
оценить влияние капиллярных сил на двухфазное течение флюидов.

Стабилизированная зэна

Действие капиллярных сил проявляется в основном вблизи фронта 
вытеснения, где градиенты насыщенности велики. Эти силы при
водят к «размазыванию» фронта, поэтому при учете капиллярных 
сил скачок насыщенности отсутствует и насыщенность изменяется 
непрерывно.

Установлено, что распределение насыщенности в переходной 
области вблизи фрЪнта при постоянной скорости вытеснения w =  
=  const не меняется со временем, т . е . образуется т ак  назы ваемая 
стабилизированная зона, которая перемещается, не изменяя своей 
формы. Это означает, что в системе координат £, связанной с дви
жущимся фронтом, распределение насыщенности не должно з а 
висеть от времени: а =  о (Q. Течение в стабилизированной зоне 
соответствует предельному решению уравнения (9 .62), получае
мому при длительном протекании процесса, когда распределение 
насыщенности не зависит от граничных условий.

Рассмотрим случай прямолинейно-параллельного вытеснения 
(п =  0 в  уравнении (9.62). П усть D — скорость движ ения фронта 
вытеснения. Сделаем замену переменных

l  =  l - D x

и будем искать решение уравнения (9.62) (при п =  0) в виде

ст =  ог(1— £>т) =  ог(£). (9.63)
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Из (9.63) находим
да da ^  dcr da
дх dl, dl dt

и уравнение (9.62) принимает вид

~ D J i C + r { a ) J k  = 0 -

И нтегрируя последнее уравнение по £, получаем

-  Da +  f (а) +  Akh  (0) / (а) Г  (ст) =  С, (9.64)
dt,

где С — постоянная интегрирования.
Требование смыкания искомого решения с решением Б аклея— 

Л еверетта, а такж е стационарность течения в системе координат £ 
приводят к  следующим граничным условиям:

а  ( — о°) =  о+ =  сгс; ог(+ оо) =  а -  =  ст0, (9.65)
где а+ =  стс и ст-  =  а 0 — насыщенности соответственно за и перед 
скачком , связанные соотношением (9.54).

Тогда, подставляя первое условие (9.65) в соотношение (9.64) 
и учиты вая, что при этом da/dt, =  0, определяем константу интег
рирования

С =  — Dctc +  /(ctc). (9.66)
При этом второе условие (9.65) выполняется автоматически» 

поскольку значение скорости D скачка насыщенности определяется 
равенством (9.49). П одставляя теперь значение константы С из
(9.66) в уравнение (9.64) и разреш ая полученное соотношение от
носительно dt,/do, находим

d t ________ Abki (a) f  (a) ] '  (ст)_____

da D (а — ас) — [/ (a) — f (ас)]
(9.67)

Если проинтегрировать уравнение (9.67) по ст, принимая начало 
отсчета так , чтобы ст =  стг при £ =  где a0<za1<zac, то, исполь
з у я  формулы (9.49) и (9.54), находим

=  ------- k.2{a ) f ( a ) J ' ( a ) d o ------- _ gg
J Г Ю  (a — ac) — / (a) -|- f (ac)

Ф ормула (9.68) описывает переходную зону бесконечной про
тяженности, что является следствием принятых допущений. Д р у
гими словами, размер стабилизированной зоны бесконечен, и точки 
см ы кания полученного решения с распределением Б аклея—Л е
веретта, нет. Фактически д ля  определения ширины зоны по фор
муле (9 .68) приходится брать расстояние между точками, насыщен
ности в которых близки к значениям стс и ст0, но не равны. При этом 
ширина переходной зоны оказы вается пропорциональной величине
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t

I =  pKL/Ap или A KLlm =  a ncos Q̂ /k /(n^w-y/m ), где параметр A k 
определяется из второго равенства (9.26). Типичная кри вая рас
пределения насыщенности в переходной (стабилизированной) зоне 
приведена на рис. 9.13.

Существование решений уравнения (9.62) вида (9.68) п оказы 
вает, что при постоянной скорости вытеснения распределение на
сыщенности в стабилизированной зоне является стационарным. 
Существование такой стабилизированной зоны было обнаружено 
экспериментально. В теории Б акл ея—Леверетта (при пренебреже-

Ри с .9 .13 .  Кривая  распределения насы 
щенности в стабилизированной зоне

нии капиллярными силами) стабилизированная зона моделируется 
скачком насыщенности.

Отметим, что уравнение (9.62) имеет такж е , кроме решения
(9.68), зависящего от £ =  £—Dx, точные автомодельные реш ения, 
зависящие от Z, =  £/(Л*т/т)1/2. Автомодельные решения сущ ест
вуют при специальном выборе суммарной скорости w ( t) или сум 
марного расхода q ( t) фаз, в частности при q =  Cl-y/t д л я  прямо
линейно-параллельной фильтрации и при q — const для ради аль
ного вытеснения.

§ 7. ФИЛЬТРАЦИЯ ТРЕХФАЗНОЙ СМЕСИ

Фильтрация смеси трех флюидов исследована (экспериментально 
и теоретически) в меньшей степени, чем движение двухфазной ж ид
кости. Вместе с тем фильтрация трехфазной смеси имеет большое 
практическое значение, так  к ак  в нефтегазоносных пластах при 
определенных условиях совместно дви ж утся  нефть, вода и свобод
ный газ. Так, в случае, если нефть находится в пласте в смеси со 
свободной водой при снижении давления ниже давления насыщ е
ния начинается выделение газа из раствора и в пласте образуется 
подвижная трехфазная смесь нефть—вода—газ . Давление насы
щения является физической константой нефти того или иного 
района.

В основу описания фильтрации трехфазной системы положен 
обобщенный закон Дарси (9.4), который (без учета силы тяж ести  
и капиллярных сил) для одномерного потока принимает вид

W i = -------— k{(alt <т2, <т3) . 1 =  1, 2, 3, (9.69)
Hi дх

где насыщенности <т( фаз удовлетворяют равенству

a i +  1 •
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Относительные фазовые проницаемости kt (стц сг2, ст3) опреде
ляю тся из треугольны х диаграмм (см. гл . 1). Проницаемость дл я  
воды практически не зависит от соотношения насыщенностей двух  
други х  фаз.

К уравнениям движ ения (9.69) добавляются уравнения нераз
рывности д ля  каждой фазы, а такж е уравнения состояния и соот
ношения, определяющие механизм фазовых переходов в процессе 
совместной фильтрации, а такж е изменение физических свойств 
флюидов. Учет всех этих факторов представляет собой весьма 
сложную задачу.

Большим шагом в упрощенном математическом моделировании 
совместной фильтрации нефти, газа и воды явилась предложенная 
М . Маскетом и М. Миресом (1936 г.) модель течения, позволившая 
достаточно удовлетворительно решать некоторые инженерные з а 
дачи разработки месторождений природных флюидов. В основу 
этой модели положено предположение, что углеводородная система 
состоит из д вух  фаз: жидкой нефтяной (тяжелые фракции нефти) 
и газовой. При этом фаза «нефть», к ак  было принято М. Маскетом, 
является  нелетучей жидкостью и не может растворяться в газовой 
фазе; газ ж е может находиться к ак  в свободном состоянии, так  и 
быть растворенным в нефти. Растворимостью углеводородных ком
понентов в пластовой воде пренебрегают. Движение предполагается 
изотермическим, капиллярным скачком давления пренебрегают.

Будем считать, что растворение газа в нефти подчиняется ли
нейному закону Генри:

VrFo — sV ho* (9.70)
Здесь (и далее в  этом параграфе) индексом «о» отмечены пара

метры при нормальных атмосферных условиях; Vrpo, V Ho — со
ответственно объем растворенного газа и объем нефти при нормаль
ных условиях, индексы «н» («в») и «г» относятся соответственно, 
к  нефти (воде) и га зу ; s — коэффициент объемной растворимости 
г а з а , являющ ийся экспериментальной функцией давления р.

При описании фильтрации газированной жидкости М. М аскет 
использовал понятие объемного коэффициента жидкости (3, опреде
ляемого для нефтяной и водной фазы соответственно из соотноше
ний

P h =  VVFho; Pb =  Fb/Vbo, (9.71)

где VH и VB — соответственно объемы нефти с растворенным в ней 
газом и воды в пластовых условиях *.

Из (9.71) вы текает следующее соотношение между плотностями 
нефти (и воды) при нормальных рно (рВо) и пластовых рн (рв) ус
ловиях

Рно =  Рнрн» РвО =  РвРв> (9.72)

1 Можно  п о ка з а ть ,  что |3Н и р в, а  т а к ж е  коэффициент растворимости s 
в ы р а ж а ю т с я  через  па р а ме т р ы  (плотность,  насыщенность и концентрацию) ,  
общепринятые  при описании многокомпонентных смесей (см. § 2) .
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С учетом принятых допущений о составах газа и ж и д к о й  угл е
водородной фазы и кинетике растворения газа диф ф еренциальные 
уравнения совместной фильтрации газированной ж и д к о с т и , соот
ветствующие модели М аскета—М иреса, можно получить и з  общих 
уравнений многофазной фильтрации (см. § 3). Д л я  п р о сто ты  огра
ничимся случаем прямолинейно-параллельного течения в д о л ь  оси 
х. Обобщения на случай трехмерного фильтрационного потока 
можно сделать аналогично § 3.

Будем считать, что фильтрация фаз (нефти, газа и в о д ы )  подчи
няется обобщенному закону Дарси (9.69).

Уравнение неразрывности (9.9) дл я  каждой из фаз в р ассм атр и 
ваемом случае принимает вид

(mpicr,) +  - Ц — (ptw t) =  0 , (9 .7 3 )
dt dx

где индекс i =  1 соответствует нефти («н»); i — 2 — г а з у  («г»), 
t =  3 — воде («в»).

Заменяя плотности нефти р„ и воды рв в пластовых усл о ви ях  
их выражениями из (9.72) и используя закон Дарси (9 .6 9 ) , и з (9.73) 
находим для этих фаз соответственно ( т  и k — п остоян н ы )

j n ____ д  / о  н у  д  / k H др  у

k dt V рн /  дх V 'ц„Рн дх ) '

(  о* Л д  /  къ др \  9  ?

k dt \  рв J  дх V ИвРв дх ) ’

где относительные фазовые проницаемости являю тся эм пи риче
скими функциями насыщенностей: k„ =  kH (ств, <тн), kB — k „ (ов,аи), 
а объемные коэффициенты и коэффициенты вязкости з а в и с я т  из
вестным образом от давления: |3Н (р), рв (р) и ц„ ip), Цв ( р ) .

При составлении уравнения неразрывности для г а з а  необхо
димо учесть, что газ движется к ак  в свободном, так  и в р ас тв о р е н 
ном (жидком) состоянии. При этом газ в жидком виде п ер ен о си тся  
со скоростью фильтрации «нефти» w„, а плотность растворен н ого  
газа ргр, к ак  следует из (9.70) и (9.71), равна

-  _  М  гр Pro Vгро Pro5 У  но_____ Pros
v „  PhV ho Рн^ но Рн

Тогда суммарная массовая скорость газа  (рг^ г)с о п р ед ел и тся  
из соотношения

(рги>г)с =  Рг® г+ pn w« =  РгйУгЧ- PDr°S- Wn. ( 9 .7 5 )
Рн

Подсчитаем теперь суммарную массу газа в единице порового 
объема.

Массовое содержание нефти в единице объема с уч е т о м  (9 .72)

8*

M„ = mp„aH =  m - ^ - a H, 
Рн
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т/ _ М„ тОц
У  но —  —  -  ,

Рно Рн

а з а т е м  с помощью (9.70) — объем растворенного газа
У  гро “  S/72CTн/^н ■

Т о г д а  масса газа , растворенного в нефти, М гр и масса свобод
ного  г а з а  М гс в единице объема равны соответственно

М Гр =  рГоУ,Гр о = - -^ ° - ; Мгс =  т Ргог.
Рн

С ум м и р у я  эти величины, находим полную массу газообразной 
ф азы  в  единице порового объема

( т Ргог)с =  М гс +  Мгр = т Ргог +  msaf  г?~. (9.76)
Рн

П о д ставл яя  выражения (9.75) и (9.76) в (9.73) (i =  2) и учиты
в а я  (9 .6 9 ) , получаем дифференциальное уравнение для газовой 
ф азы

т  д  / , s (р) р гостн \ =  д Г/ ferp r kAs(p) рго \ др 1

k dt  V ‘ Г рн (р) )  дх LV. Цг (Р) Цн (Р) Рн (Р) )  дх J

(9.77)
Дифференциальные уравнения (9.74), (9.77) представляют со

бой зам кн утую  систему уравнений для определения насыщенностей 
он, сгв (а г — 1—стнсГв) и давления р и известны как  уравнения 
М а с к е т а —Миреса. Несмотря на принятые упрощающие допуще
н и я , это — сложная система уравнений, нелинейная как  по дав 
л ен и ю , так  и по насыщенностям и требующая для своего решения 
и сп о льзован и я ЭВМ.

Р азли чны е преобразования и представления этой системы урав
н е н и й , удобные для проведения численных расчетов, приведены 
в 11 , 11 ]. Использовались различные приближенные методы ре
ш е н и я  уравнений (9.74), (9.77), дающие связь между давлением 
и насыщ енностью  на контуре залежи, а такж е метод последова
т е л ь н ы х  приближений, МПССС, метод усреднения и др. С прибли
ж ен н ы м и  подходами к исследованию нестационарной фильтрации 
трехф азной  смеси можно познакомиться по работам [15, 18, 1 9 ].

§  8 .  Д В И Ж Е Н И Е  ГАЗИРОВАННОЙ ЖИДКОСТИ 
В ПОРИ СТ ОЙ  СРЕДЕ

Б ольш инство  практических методов расчета движения газирован
ной нефти базируется на результатах исследования установивше
г о с я  течения. Проблема установившейся фильтрации газирован
ной нефти была рассмотрена С. А. Христиановичем. Им была по
к а з а н а  возможность сведения нелинейных задач установившейся

о т к у д а  находим удельный объем нефти при нормальных условиях
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фильтрации газожидкостных систем к хорошо изученным задачам 
движения однородной несжимаемой жидкости в пористой среде. 
Другими словами, задача привелась к  уравнению Л апласа (см. 
гл . 4), но не д ля  давления (или потенциала), а для некоторой вспо
могательной функции Я , которая в дальнейшем получила назва
ние функции Христиановича.

Рассмотрим прямолинейно-параллельное стационарное течение 
трехфазной системы с учетом реальных свойств пластовых флюидов. 
В этом случае система уравнений (9.74), (9.77) принимает вид

-1 =  0; (9.78)
дх L Пн (р) Рн (р) дх J

д V ka (°н> ов) др

°в) др

-1 =  0; (9.79)
дх  L Пв (Р) Рв (Р) дх  J

д  | Г  k T К ,  Я д ) . . k H ( 0 „ .  Р В) S (р) P r o  ~1 др  ^ ____Q , g  g g ,

дх  IL Иг (Р) Г Ин (Р) Рн (Р) J  дх I

Введем понятия газового и водонефтяного факторов. Под га 
зовым фактором Гг понимается отношение объемного расхода 
газа Qro, приведенного к атмосферному давлению, к объемному 
расходу нефти QH0 в нормальных условиях; под водонефтяным 
фактором Гв — отношение объемного расхода воды QBO к объем
ному расходу нефти Q„0 в нормальных условиях. И так, по опреде
лению имеем

Г  r =  Q J Q Ho-, ■Tb =  Qbo/Qho- (9.81)

С помощью (9.78) и (9.75) находим

Qro =  (РгИ,г)с w =  ( — —  w r  H--------Шн') со;
РгО V p ro  pH J

Г\ __ Р и ^ н  , ,  WH г\  Р в ^ в  ,  ^ в
Чно —  “  tO —  7  tO, W.BO —  t 0 --------— tO,

Рно Рн Рво Нв

где to — площадь сечения пласта.
Тогда выражения (9.81) принимают вид

Г  — Р г ( Р ) шгРн(р)  | „ л =  » . р , ( й  _

РгоЯ'н ЬУнРв (Р)

откуда, используя выражения (9.69) для скоростей фильтрации 
фаз, окончательно находим

Гг =  Рг (Р) % (рн, ов) Рн (р) +  s . (9 .82)
РгоИ-01 (р)

2 (°Н' СТВ
И02 (Р) Рв (Р)

Гв =  ^ ( д н. ств) Р.. (р) ( (9.83)
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где введены обозначения
%  (<Ун1 сгв) =  А .^ н ,, ав) f ы  =  . (9>84)

*н (°н> ств) Цн (р)

^  (<Уи| ffB) =  °в) f Ы р )  =  .  (9 85)
(стн> °в )  Цн (Р)

С ледуя С. А . Христиановичу, покажем, что при установившемся 
течении трехфазной смеси газовый Гг и водонефтяной Гв факторы 
остаются постоянными.

Д л я  этого сделаем сначала некоторые вспомогательные преоб
разования. С учетом (9.82) и (9.84) преобразуем сумму, стоящую 
в квадратной скобке в левой части уравнения (9.80), к  виду

кг р _|_ 8 ^HsPro_____^нРго /  №г Цн Рг р | _ ^нРго р
I ЦнРн ЦнРн \ Цг Pro / ЦнРнЦг

Тогда уравнение (9.80) принимает вид
г д  г  k„(p) др 

дх L Цн (р) Рн (р) дх
=  0 .

Дифференцируя последнее равенство к ак  произведение и учи
ты вая  уравнение неразрывности (9.78) для нефти, находим (рг0 =  
=  const) ^

feHpro др дГ  г _ Q

ЦнРн дх дх

о ткуда , поскольку др/дх Ф  0, получаем дГг/дх =  0, и, следова
тельно, газовый фактор постоянен вдоль линии тока

Г г =  const. (9.86)
Совершенно аналогично преобразуется уравнение (9.79). С уче

том (9.83) и (9.85) имеем
____^н в̂ЦнРн ___  &н

ЦвРв ЦнРн ^нЦвРв ЦнРн

и уравнение (9.79) преобразуется к  виду

Г в,

д  (  k„ др
Г, : ) = 0 ,

дх ч  ЦнРн дх 

о ткуда , в силу уравнения (9 .78), находим
др дГ в _
дх дх

Следовательно, вдоль линии тока водонефтяной фактор такж е 
постоянен:

Г в =  const. (9.87)

Константы в соотношениях (9.86) и (9.87) определяются значе
ниями давления и насыщенностей оа и пв в какой-либо точке ли-
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нии тока (например, на контуре пласта или в невозмущенной об
ласти движения, где значения насыщенностей и давления посто
янны). Обозначим эти константы соответственно через Гг0 и Гво. 
Тогда соотношения (9.86) и (9.87) с учетом (9.82) и (9.83) принимают 
вид

_ Рг (Р)Ы<Гн, <Тв)Рн(р) +s(p) =  Гто; (9.88)
ProHoi (р)

^ (0Гн’ Ств) рн (р) = Г ьо. (9.88)
Ио» (р) Рв (р)

Равенства (9.88) дают два дополнительных соотношения, по
зволяющие связать между собой насыщенности а н и ов порового 
пространства нефтью и водой в какой-либо точке пористой среды 
и давление р в этой точке. Это дает возможность выразить а я и <гв 
из уравнений (9.88) как  функции давления.

Учитывая это, введем обобщенную функцию Христиановича 
в  виде

Я (р )=  U  k (a а ,) . + c o n s t  (9>89)
J Рн (р) Цн (р)

Тогда dH =  (^^н/рнЦн) dpt и уравнение (9.78) принимает вид
d2Hldx2 =  0, (9.90)

т . е . приводится к  одномерному уравнению Л ап л аса  д л я  функ
ции Я , определяемой равенством (9.89). При этом уравнение д ля  
скорости фильтрации нефти, к а к  следует из (9 .69), получаем в виде

о / ч dHWH= — Р„(р)—— ,dx

а  приведенный объемный расход нефти равен

QH 0 = _ ^ _ ( о = -----dJL «> .  (9 .91)
Рн dx

Отметим, что аналогичные результаты  получаются и д л я  пло
ского и пространственного стационарного фильтрационного по
тока.

Система уравнений (9.90) и (9.91) полностью совпадает с обыч
ными уравнениями для движения несжимаемой жидкости  по з а 
кону Дарси (см. гл . 4). Таким образом, каж дом у случаю  движ ения 
однородной жидкости отвечает случай движ ения газированной ж ид
кости. Разница будет заклю чаться лишь в том, что одному и тому 
ж е полю скоростей однородной и газированной ж идкости  будут 
отвечать разные перепады давления. При этом семейство изобар 
в однородной жидкости будет явл яться  семейством изобар и д ля  
газированной жидкости. Абсолютные значения давлений на этих 
линиях будут различны. З н ая распределение давлен и я и скорость 
фильтрации нефти, из уравнений (9.88) и (9.69) можно найти рас
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пределение свободного газа и воды в области движения и скорости 
фильтрации этих фаз.

Таким образом, в общем случае изучение установившегося те
чения трехфазной смеси сводится к интегрированию уравнений 
Л апласа д л я  обобщенной функции Христиановича Н (р). Следо
вательно, дл я  однотипных постановок задач результаты , известные 
для фильтрации однородной несжимаемой жидкости (см. гл. 4), 
можно использовать для расчета фильтрации трехфазной системы 
при замене давления р на функцию Н (р).

При отсутствии воды в пласте, полагая водонасыщенность 
ов =  0 , получаем случай установившегося течения газированной 
нефти. Основные соотношения, соответствующие этому случаю, 
приведены в [6, 2 0 ]. Там ж е можно познакомиться с примерами 
конкретных расчетов стационарной фильтрации газированной нефти 
и их анализом.

Соотношения, определяющие характеристики установившегося 
течения реальной газированной нефти, широко используются для 
построения приближенных методов расчета нестационарной филь
трации газожидкостных смесей и для обработки результатов ис
следования скваж ин .

При расчетах притока газированной жидкости к скважинам 
часто используют метод последовательной смены стационарных 
состояний (см. гл . 6, 7). В основе этого метода и некоторых других 
приближенных методов расчета неустановившейся фильтрации 
газированной нефти лежит допущение о постоянстве в каждый 
момент времени газового фактора вдоль линии тока. Использова
ние этого условия, справедливого, как  мы видели выше, при уста
новившемся движении, для расчета неустановившихся течений 
газированной нефти является приближенным приемом. Показано, 
что при нестационарном движении газированной жидкости газо
вый фактор в каждый момент времени не остается строго постоян
ным вдоль линии тока.

Г л а в а  10
ГИДРОДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ МЕТОДОВ 
ПОВЫШЕНИЯ НЕФТЕ- 
И ГАЗОКОНДЕНСАТООТДАЧИ ПЛАСТОВ

§  1. Ф И З И Ч Е С К И Е  ОСНОВЫ ПРИМЕНЕНИЯ ХИМИЧЕСКИХ 
РЕ АГ Е НТ ОВ  ПРИ ЗАВОДНЕНИИ НЕФТ ЯНЫ Х ПЛАСТОВ

При вытеснении нефти водой значительная часть нефти остается 
в пласте неизвлеченной. Н изкая нефтеотдача при заводнении свя
зана с особенностями гидродинамики водонефтяной системы в по
ристой среде.
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Капиллярные силы, действующие на границе меж ду водой и 
нефтью, защемляют нефть, препятствуя ее вытеснению. П оскольку 
вязкость нефти больше вязкости воды, более подвижная вода стре
мится прорваться через нефть к  добывающим скваж инам . Неодно
родность пласта приводит к тому, что вытеснение происходит в ос
новном из высокопроницаемых зон, в низкопроницаемых зонах 
остается много нефти. Поэтому в настоящее время разрабатываю тся 
и внедряются в практику методы повышения нефтеотдачи пластов. 
Суть физико-химических методов состоит в добавлении в вытес
няющую воду химических реагентов и растворителей, улучш аю 
щих гидродинамические условия вытеснения. При заводнении неф
тяных пластов используют полимеры, поверхностно-активные ве 
щества (ПАВ), углекислый газ , минеральные соли, спирты, ми- 
целлярные растворы. Близки по механизму процессы вытеснения 
нефти и выпавшего в пласте газового конденсата углеводородными 
и углекислотными растворителями.

Однако несмотря на широту спектра применяемых при вы тес
нении нефти химических реагентов, по своему влиянию на гидро
динамику водонефтяной системы в пористой среде они похожи д р уг  
на д р уга . При добавке полимеров в закачиваемую  воду происхо
дит увеличение ее вязкости и уменьшение фазовой проницаемости, 
несколько уменьшается остаточная нефтенасыщенность. При вы 
теснении нефти карбонизированной водой (водным раствором у гл е 
кислого газа) в процессе растворения С 0 2 в нефти уменьш ается 
поверхностное натяжение на границе раздела фаз, снижается оста
точная нефтенасыщенность, увеличивается фазовая проницаемость 
нефти и снижается ее вязкость, увеличивается вязкость воды. При 
добавлении ПАВ в нагнетаемую воду происходит уменьшение по
верхностного натяжения и снижение остаточной нефтенасыщен- 
ности.

Таким образом, механизм эффективного вытеснения нефти раз
личными химическими реагентами в значительной степени состоит 
в изменении вязкостей фаз, фазовых проницаемостей, кап и лляр 
ного скачка давления между фазами. Относительные фазовые про
ницаемости и вязкости фаз зависят от концентрации с химического 
реагента в водном растворе:

ks =  ks {a, с); kH = ku(a, с); ЦВ =  М С); =  (лн(с).

Т акая унифицированность действия различных химических 
реагентов на механизм вытеснения позволяет их объединить под 
названием активная примесь. Многие процессы заводнения нефтя
ных пластов с использованием химических реагентов рассматри
ваются в рамках математической модели вытеснения нефти раст
вором активной примеси. Процессы вытеснения нефти и выпавш его 
в пласте газового конденсата различными растворителями с уче
том межфазного массообмена такж е описываются в р ам ках  мате
матической модели, близкой к модели вытеснения нефти раствором 
активной примеси.

233



§  2.  ВЫВОД СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ ДВУХФАЗНОЙ 
Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  С АКТИВНОЙ ПРИМЕСЬЮ

При вытеснении нефти раствором активной примеси происходит 
процесс двухфазного течения. Примесь может быть растворена 
в воде и в нефти. Будем считать, что концентрации примеси в воде с 
и в нефти ф малы и не изменяют удельных объемов фаз. Предпо
ложим, что фазы несжимаемы. Тогда уравнения неразрывности 
д л я  воды и д л я  нефти при плоскопараллельной фильтрации имеют 
вид

т _ д о_  дщ^ =  +  =  о. (ЮЛ)
dt дх dt ^  дх к '

При описании крупномасштабных медленных процессов прене
брегаем капиллярным скачком давления между фазами; предпо
л агается , что давления в фазах равны.

Д л я  каждой из фаз выполнен обобщенный закон Д арси (9.12)

ц>в = — £ - - п(ст' с)  др  ;  w* =  - k  кн ( а ’ с) - др  . ( 1 0 . 2 )
Цв (С) дх (с) dx

В процессе вытеснения примесь, находящ аяся в данном эле
менте пористой среды, вообще говоря, может растворяться в воде, 
в нефти и сорбироваться пористым скелетом *. Рассматривая мед
ленные фильтрационные процессы, будем предполагать, что рас
пределение примеси между фазами является термодинамически 
равновесным.

Д л я  простоты ограничимся случаем, когда концентрации при
меси в нефти ф и количество примеси, сорбированное пористой сре
дой а, пропорциональны концентрации с примеси в воде:

а =  Гс\ ф =  /Сс, (10.3)
где Г  и К  — постоянные коэффициенты.

Уравнение баланса массы примеси в воде, нефти и в сорбиро
ванном состоянии получается аналогично выводу уравнений не
разрывности (10.1) (см. гл . 9). Количество примеси в единице 
объема пористой среды равно т  [са +  ф (1—о) +  а], а плотность 
потока примеси — соответственно (cwB +  фгшн). Пренебрегая диф
фузией примеси в обеих ф азах, представим уравнение баланса 
в виде:

т  — [ест +  ф (1— ст) +  а ] Н----- —  [cwB +  фа»н] =  0. (10.4)
dt дх

Сложив уравнения неразрывности (10.1) для воды и нефти, по
лучаем , к а к  и ранее (см. гл . 9 ), что суммарная скорость фильтра
ции w зависит только от времени:
__________  wBJr w H =  w(t). (10.5)

1 Адсорбцией называют  концентрирование  какого-либо вещества на 
поверхности  т вердого  или ж ид к ог о  т ел а  в р ез уль та те  самопроизвольного 
п е рех од а  е го  из объема фазы.  С кинетикой процесса адсорбции можно по
з н а к о м и т ь с я  в работе  [ 15 ] .
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Подставим в полученное выражение скорости фильтрации обеих 
фаз (10.2):

+  (Ю.6)
V Пв Ин / дх

Из уравнений (10.2) и (10.6) получим следующие выражения 
для скоростей фильтрации фаз:

wB =  f(o, c)w{t), wa =  (1 — f) w (/) (10.7)
/(ст, c) =  [l +  \i0kH/kB]-1, |i0 =  Hb/^h. (10.8)

Puc. 10.1.  Харак теристические  функции  при вытеснении неф
ти раствором активной примеси

К ак и при вытеснении нефти водой функция Б акл ея—Леверетта 
/, к ак  видно из (10.7), равна доле воды в потоке. Но при вытесне
нии нефти раствором активной примеси / зависит не только от на
сыщенности, но и от концентрации примеси с. Из (10.8) видно, что 
при увеличении вязкости воды и фазовой проницаемости нефти, 
уменьшении вязкости нефти и фазовой проницаемости воды с ро
стом концентрации с функция Б акл ея—Леверетта уменьш ается. 
На рис. 10.1 приведены графики функции / д л я  системы нефть—вода 
(с =  0) и нефть—раствор примеси (с =  с0). Предельные водона- 
сыщенности обозначены через а*  и ст* (с0).

Подставляя в первое уравнение (10.1) выражение дл я  скорости 
фильтрации воды (10.7), получаем

+ W (Q д/ ( а ,  с) = Q ' ( i a g ^
dt дх

Подставив в уравнение баланса массы примеси (10.4) вы раж е
ния для скоростей фаз (10.7) и д л я  концентраций <р и а (10.3), пре
образуем его к  виду

т  — [ca +  Kc{l — a) +  r c ] + w - ^ — [cf +  K c ( l — f)]= 0 .
dt дх

(1 0 .1 0 )
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Уравнения (10.6) (10.9) и (10.10) образуют замкнутую систему 
уравнений, описывающую процесс двухфазной фильтрации с ак 
тивной примесью для определения сг, с, р.

Переходя к безразмерным переменным 5 и т по формулам (9.36) 
(v =  1), перепишем уравнения (10.9), (10.10) в виде

_да_ df (а, с) _ 
дх ЭЕ

- ? - [ с ( в  +  Ь)]+ - J - [ c Q  +  h)]=0, (10.12)дх д̂
где введены обозначения

й =  /С(1 — Я ) - 1; Ь = (К 1 О  (1 —К )"1-
Отметим, что в случае радиального вытеснения динамика водо- 

насыщенности и концентрации примеси такж е описывается систе
мой уравнений (10.11), (10.12). При этом в формулах (9.36) для £ 
и т следует положить v =  2.

Уравнения (10.11), (10.12) образуют независимую систему. Ре
шив ее и определив насыщенность ст и концентрацию с из (10.6), 
найдем давление р.

В силу зависимости / =  / (ст, с) в качестве неизвестных в си
стеме (10.11), (10.12) можно рассматривать как  пару переменных 
(ст, с), так  и (ст, /). Решение этих уравнений можно изображать гра
фически: решению в точке (5, т) ставится в соответствие точка 
на плоскости (ст, /) с координатами [ст (5, т), / (5, т) ] (см. рис. 10.1).

§  3. Д ВИЖ ЕН ИЕ  СКА ЧК О В НАСЫЩЕННОСТИ И КОНЦЕНТРАЦИИ

Уравнения (10.11), (10.12) образуют гиперболическую систему 
квазилинейных уравнений. Уравнение (10.11) является уравне
нием баланса массы водной фазы, уравнение (10.12) — уравнением 
баланса массы активной примеси. Эти уравнения допускают раз
рывные решения, в распределениях насыщенности ст (5, т) и кон
центрации с (£, т) возможны скачки . На скачках должны выпол
н яться условия баланса массы водной фазы и баланса массы при
меси, которые выводятся аналогично случаю классической модели 
Б акл ея—Л еверетта (см. § 5 гл . 9).

Условие баланса массы воды на разрыве приводит к соотноше
нию (9.49) и может быть представлено в рассматриваемом случае 
в виде

£1 _  die _  т  dx с ^  f(a+,c+) — f(a - ,c -) .  (Ю 13)
dx w dt ст+ — а -

Выведем условия баланса массы активной примеси на разрыве. 
В единичном объеме пористой среды масса примеси, растворенной 
в воде, равна тсо ,  растворенной в нефти — тК с  (1—ст), сорбиро
ванной — тГ с.  Примесь переносится водной и нефтяной фазами, 
сорбированная примесь — неподвижна. В подвижной системе от
счета, связанной с разрывом, физическая скорость примеси в воде
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т с л

равна! [wf (а, с)/(та)]—D', физическая скорость примеси в нефти — 
(w (\~ f̂)/m (1—а ) ) — D', сорбированной примеси— D '.

Массовый поток примеси перед разрывом равен массовому по
току примеси за ним:

ьст+ Г с+>----- D ']  +  mKc+ ( l - a + )  Г w ( l - f  (о+, с_+»_ _
I  т в +  J  Ч  m (1 — а+ )

— D'] — о+тГс+D' =  тс~а~ ( --------D' ^ -{-
V т о -  )

+  тКс~  (1 — а~) Г — LA------£>' 1 — тГс~а~Ог.

Преобразуя полученное равенство, имеем
; c + ( f + - \ - h ) - c - ( f -  +  h)D'
г с+( ст+-|-6 ) — с~ ( а -  -|- Ь)

Перейдя к безразмерным переменным \ и т , получим
р  d l c _  с + (/+- !■h) — c - ( f~ - \ - h )  (10 14)

dr с+ (о+ -|- Ь) — с~ ( о -  +  Ь)

Условия баланса масс (10.13) и (10.14) называют условиями 
Гюгонио. Они связываю т скорость разрыва D, значения неизвест
ных перед разрывом а+, с+ и за ним а~, с~.

Перепишем условие (10.14) в следующем виде:
(с+ —с~) (ст+ +  b) D-\-c~ (0 + — 0 ~) D —

=  (с+ —с-) (/+ +  h) +  с~ (f+ — /“ ).
В силу уравнения (10.13) вторые слагаемые в левой и правой 

частях сокращаются. Далее возможны два сл уч ая . Если с+— =5̂ =0, 
то из полученного выше равенства имеем

D = /+ 4 h . (10.15)
о+ - f  Ь

Используя свойство производных пропорций, из (10.15) и (10.13) 
получаем

D = J + + h = l ~  + h ,' (10.16)
о+ b а -  +  Ь

Если с+—с~ =  0, то условие (10.13) перепишется в виде

D =  Па+> с> , с+ _ с-  =  с . (Ю.17)
а+  — о~

Скачки, на которых с+—сг Ф  0, называю т с-скачкам и . У сло
вие (10.16) означает, что на плоскости (0 , /) точки с координатами 
(0 _ , / -), (0 +, /+) и (— b, — h) леж ат на одной прямой. Тангенс 
угла наклона этой прямой равен D.

Скачки, на которых с+—с~ =  0, называю т 0 -скачками . У сло
вия (10.17) означают, что на плоскости (о , f) точки за разрывою
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и передним леж ат на одной кривой Б аклея—Леверетта с =  const. 
Тангенс угла наклона прямой, соединяющей эти точки, равен D.

При построении разрывных решений системы уравнений (10.11), 
(10.12), кроме условий Гюгонио (10.13), (10.14), необходимо еще 
удовлетворить условию устойчивости (см. § 5, гл . 9). Оно состоит 
в том, что разрывное решение устойчиво относительно наложения 
малых возмущений на само решение. Д л я  ст-скачков это условие 
сводится к  выполнению неравенств

/а(ст+, с) с). (10.18)

Д л я  с-скачков условие устойчивости сводится к  выполнению 
только одного из неравенств (10.18).

Д алее при построении разрывных решений задач фронтального 
вытеснения нефти раствором активной примеси требуется выпол
нение на скачках  условий Гюгонио и условия устойчивости.

§  4.  ВЫТЕСНЕНИЕ НЕФТИ РАСТВОРОМ АКТИВНОЙ ПРИМЕСИ

Рассмотрим задачу о непрерывном нагнетании в полубесконечный 
пласт водного раствора активной примеси с концентрацией с0. 
В начальный момент водонасыщенность в пласте равна насыщен
ности связанной воды <7*. Процесс вытеснения описывается реше
нием системы уравнений (10.11), (10.12) со следующими началь
ными и граничными условиями:

п р и ^ т  =  0 сх =  ст*, с =  0; (10.19)
при | =  0 f =  1, с — с0. (10.20)

Если [ст (|, т ), с (|, т) ] — решение рассматриваемой задачи, 
то при любом а  Ф  0 [ст (а£, а т ) , с (а£, ат) ] тоже является решением 
этой задачи. В этом легко убедиться прямой подстановкой в си
стему уравнений и в краевые условия. Задача (10.11), (10.12),
(10.19), (10.20), описывающая реальный физический процесс, имеет 
единственное решение. Поэтому для любого а  Ф  0 выполняются 
следующие равенства:

ff(5, т) =  ст(а5, ат); с (5, т) =  с(а£, ат).

Положив а  =  1/т, получим
о(1, т) =  ст(£/т, 1); с (5, т) =  с(|/т, 1).

Отсюда видно, что решение задачи автомодельно, оно зависит 
от одного безразмерного комплекса £ =  £/т, так , что

ст =  ст(£); с =  с(1). (10.21)

Продифференцируем уравнение (10.12) по частям. После под
становки в полученное равенство уравнения (10.11), получим

( o + b ) - ^ + ( f  +  h ) ^ -  =  0. (10.22)
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Подставив автомодельные зависимости (10.21) в систему у р а в 
нений (10.11), (10.12), получим следующую систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений:

(10.24)

(10.23)

После подстановки автомодельной зависимости (10.21) в началь
ные и граничные условия (10.19), (10.20) формулируется к р аевая  
задача для системы (10.23), (10.24):

Систему (10.23), (10.24) можно рассматривать к ак  однородную 
систему линейных уравнений относительно неизвестных do/dZ и 
dc/dt,. Ее тривиальные решения ст (£) =  const, с (£) =  const будем 
называть точками покоя. Нетривиальные решения этой системы 
соответствуют случаю равенства нулю ее определителя

В первом случае, как  следует из уравнения (10.23), имеем 
dddl, =  0. Решение такого типа будем называть простыми о-вол
нами. Они задаю тся формулами

Д окажем, что второй случай невозможен. Д л я  этого продиффе
ренцируем обе части равенства (10.27) по £:

1 - - ^ + < - > - < / + 4 - ^ + ЧР ( t - й т ) - 0 -

Полученное противоречие показывает, что других нетривиаль
ных решений у  системы обыкновенных дифференциальных ур авн е
ний (10.23), (10.24) нет.

Если к кривой с — const на плоскости (ст, /) провести к асател ь 
ную, то тангенс угл а ее наклона, к а к  следует из (10.28), равен £• 
Изменению С в простой a -волне соответствует движение вдоль кри 
вой с — const на плоскости (ст, f) (см. рис. 10.1).

Если автомодельное решение разрывно при некотором значе
нии автомодельной переменной £ =  то величина разры ва равна 
скорости разрыва.

Таким образом, автомодельное решение задачи вытеснения 
нефти раствором активной примеси может состоять из простых 
ст-волн (10.28), точек покоя, устойчивых ст-скачков (10.17), устой

при £ -voo ст =  ст*, с =  0; 
при £ =  0 / = 1 , с =  с0.

(10.25)
(10.26)

Определитель равен нулю в следующих двух  случаях :

1) С=/а; 2) Z =  V +  h)/(o+b). (10.27)

с =  const; £ =  /о(ст, с). (10.28)
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чивых с-скачков (10.16). Последовательность этих элементов на 
плоскости (а , /) называется «путем». Путь начинается в точке £ =  0
(10.26), заканчивается в точке £->• оо (10.25). Решение задачи вы
теснения сводится к  построению пути, вдоль которого £ монотонно 
возрастает от нуля до бесконечности.

К ак  видно из рис. 10.1, из точки £ =  0 на плоскости (а , /) можно 
выйти только с помощью ст-волны; вдоль кривой с =  с0 в точку 
£ -► оо можно попасть только сг-скачком с кривой с =  0. Переход 
с кривой с =  с0 осущ ествляется с помощью с-скачка. Найдем зна
чения насыщенности перед скачком и за ним. Проведем из точки 
Ос касательную  к кривой с =  с0; 1 — точка касания; 2 — точка 
пересечения касательной с кривой с — 0; (ст^ /х), (ст2, /г) — соот
ветственно координаты этих точек. Если точка за разрывом ст+ 
леж ит выше точки 1 (ст+>ст1), то для скорости разрыва D выпол
няются следующие неравенства:

fo(o+, c ° )< D  =  i l ± f < / ; ( a -  0 ).
a +  +  b

К ак следует из (10.18), такой разрыв неустойчив. Если точка 
за разрывом лежит ниже точки 1 (a + ^ f f j) ,  то для скорости разрыва 
справедливо неравенство

о  =  4 ± f  < £ , ( * - ,  С » ).
ст+ +  Ь

Оно означает, что значение автомодельной переменной £ 
в a -волне, предшествующей с-скачку, больше скорости скачка, 
т . е. величина £ вдоль пути немонотонна. Отсюда следует, что пе
реход с кривой с =  с0 на кривую с =  0 осуществляется скачком 
из точки 1 в точку 2.

Рассмотрим случай, когда точка 2 лежит на кривой с =  0 ниже, 
чем точка фронтовой насыщенности при вытеснении нефти водой 
(ст2<;сг/). К ак видно из рис. 10.1, это соответствует случаю слабой 
сорбции, т. е. малых значений константы Г.

Переход из точки 2  в точку о* осуществляется сг-скачком; при 
° 2<  этот скачок устойчив.

П уть, соответствующий автомодельному решению задачи (10.25)
(10.26), состоит из a -волны, соответствующей движению вдоль 
кривой с =  с° от точки ст° (с0) до точки 1, с-скачка из точки 1 в 
точку 2, точки покоя 2  и ст-скачка в точку ст*. Решение имеет вид

£ =  /Лст, С°), с =  с° 0 < Z < D 1 =  -h ± ± - =  f'a (o1, с0); (10.29)
Стх +Ь

ст =  ст2, с =  0, D1 =  - ^ ± 4 - < £ < D 2 = -----; (10.30)
О*} Ь О 2 —  <7*

0  =  0 #, с =  0, D2< £ < ° о- (10.31)

Здесь D j — скорость с-скачка; D 2 — скорость ст-скачка.
240



На рис. 10.2 в координатах (£, т) приведена динамика фронтов 
вытеснения, распределения насыщенности и концентрации актив
ной примеси в процессе вытеснения.

Обычно растворы химических реагентов закачиваю т в пласты 
в виде конечных объемов (оторочек), продвигаемых по пласту во
дой. Безразмерные переменные 5 и т вводятся таким образом, что

Рис. 10.2 .  Построение а - с к а ч ко в  и с - с к ачков  и с т р у к т у р а  решения

при т <  1 в пласт закачивают раствор химического реагента, при 
т > 1  — воду, проталкивающую оторочку по пласту. При 0 < т< с 1  
решение задачи о вытеснении нефти оторочкой совпадает с реше
нием задачи о вытеснении нефти раствором активной примеси, 
(10.29) — (10.31). На рис. 10.2 внизу приведены профили насыщен
ности при вытеснении нефти раствором активной примеси (сплош
ная линия) и водой (пунктир) Перед фронтом вытеснения, ско
рость которого равна Z)2, находится зона / невозмущенного тече
ния, в ней ст — ст*, с =  0. Затем следует водонефтяной вал //, 
в котором примесь отсутствует, а водонасыщенность постоянна, 
с =  0, ст =  ст2. Д алее следует зона III течения водонефтяной смеси 
в присутствии химического реагента, скорость фронта которого 
равна D v  В этой зоне с =  с0, насыщенность монотонно возрастает 
от стх за фронтом концентрации до ст° (с0) на нагнетательной галерее.

При сильной сорбции точка 2  на кривой с =  0 леж ит выше 
точки, соответствующей фронтовой насыщенности стс при вытесне
нии нефти водой. В этом случае переход из точки 2 в точку ст* осу
ществляется простой волной до точки стс, а затем  ст-скачком в 
точку ст*.
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Особенность течения, описываемого решением (10.29) —
(10 .31 ),— отставание фронта химического реагента от фронта вы
теснения (D 1< D 2). Это связано с сорбируемостью химического 
реаген та, с растворимостью его в нефти, а такж е с наличием в пласте 
остаточной воды до начала вытеснения. Из рис. 10.1 видно, что 
с увеличением сорбируемости точка Ос смещается влево и наклон 
касательной D x уменьш ается, а наклон D 2 возрастает. При увеличе
нии растворимости примеси в нефти точка Ос смещается вниз парал
лельно биссектрисе третьего координатного у гл а . С увеличением 
начальной водонасыщенности наклон отрезка D 2, соединяющего 
точки 2  и а , ,  увеличивается. Это приводит к увеличению отстава
ния фронта вытеснения от фронта химического реагента. Фронты 
совпадаю т (D1 = D 2) только в случае, когда примесь не сорби
руется и не растворяется в нефти, а начальная водонасыщенность 
равна нулю.

В момент т =  1 на оси 5 =  0 образуется разрыв, распростра
няющийся вдоль траектории £ =  х0 (т). Это связано с окончанием 
закачки  раствора активной примеси и началом нагнетания протал
кивающей воды. На разрыве происходит полный скачок концен
трации, с+ (х0) =  с0, с~ (х0) =  0. Линия х0 (т) является тылом ото
рочки.

На разрыве выполняются условия (10.16). Поэтому на плоско
сти (ст, /) точка ст+ на кривой Б акл ея—Леверетта с — с0, соответст
вую щ ая насыщенности перед тылом оторочки, и точка а~ на кри
вой с =  0, соответствующая насыщенности за тылом оторочки, ле
ж а т  на одной прямой, проведенной через точку Ос (см. рис. 10.1).

Перед тылом оторочки при £>>*0 (т) решение описывается фор
мулами (10.29) — (10.31). В частности, распределение насыщенно
сти в оторочке описывается формулой (10.29). Это обстоятельства 
в  совокупности с условиями (10.16) на разрыве позволяет опреде
лить движение тыла оторочки х0 (т):

= А (о+ Ы ,  с»), - !± * -  с . М о+ (*о),с°), .
*0(т) /а'(о+ (*0) с0)

Здесь А (ст, с) =  / (ст, с) +  h — (а +  b) f'a (ст, с).
Приведенные уравнения задаю т зависимость х0 (т) параметри

чески , параметром является  насыщенность перед тылом оторочки 
о+ (х0).

С ростом т  по мере движ ения х0 (т) величины ст+ и ст-  убывают,, 
скорость движ ения ты ла возрастает. При т ->- оо скорость тыла 
возрастает до скорости фронта оторочки D lt при этом ст+ CTj, 
с -  сг3.

Ф ормулы движения ты ла оторочки имеют простую геометри
ческую  интерпретацию. Проведем касательную к кривой с =  са 
в  точке ст+ до пересечения с осью ст =  — b в точке Л и с  осью / =  
=  — h в точке В (см. рис. 10.1). Тогда, к ак  легко видеть, ЛОс =  
=  А (ст+, с0), ВОс =  А (ст+, с0)/fa (ст+, с0). Поэтому, если отложить 
отрезок ЛОс =  (1 +  h)/x и из точки Л провести касательную к кри- 
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вой с =  с0, то точка касания определит величину а+ (х0), а точка В 
пересечения с прямой / =  — h определит положение ты ла оторочки: 
ВОс =  (1 +  h)/x0.

При уменьшении о~ (х0) от о0 (с0) при т =  1 до а 3 при т-*- оо 
к  оси нагнетательной галереи х =  0 примыкает зона V, в которой 
о-  >  о0. При этом / =  1, нефтяная фаза неподвижна. Размер этой 
зоны возрастает со временем до такой величины /, при которой 
насыщенность за тылом оторочки равна о0 =  а~ (/). После этого 
момента величина зоны V постоянна.

З а тылом оторочки следует зона проталкивающей воды IV  с 
подвижной нефтяной фазой. В ней примесь отсутствует, с =  О, 
насыщенность монотонно возрастает от о~ за тылом оторочки до о0 
на границе с зоной V. В зоне V насыщенность возрастает от о0 
до 0 ° (с0) на оси нагнетательной галереи.

Из условия сохранения количества примеси в оторочке полу
чаем, что объем оторочки со временем стабилизируется. Его пре
дельная величина равна (1 +  /i)/(<Ji +  Ь). На плоскости (5, т) 
линия тыла оторочки х0 (т) имеет асимптоту с наклоном £>х.

На рис. 10.2 при т > 1  приведены профили распределения н а
сыщенности по пласту при вытеснении нефти оторочкой раствора 
активной примеси (сплошная линия) и водой (пунктир). Из срав
нения этих графиков видно, что применение оторочки раствора 
химического реагента по сравнению с обычным заводнением при
водит к продлению периода безводной эксплуатации, снижению 
обводненности добываемой продукции на начальной стадии водного 
периода разработки, увеличению степени вытеснения на заклю чи
тельной стадии разработки.

Аналогичное гидродинамическое описание применимо к  про
цессам вытеснения нефти и выпавш его в пласте газового  кон
д ен сата  растворителями: двуокисью  углерода, мицеллярны ми 
растворами, углеводородными газам и , спиртами и др . Эти про
цессы допускаю т единое описание в р ам ках  модели трехком по
нентной фильтрации. В зависимости от компонентного состава 
смесь может находиться к а к  в двухф азном , т а к  и в однофазном 
состоянии. В области двухф азного течения процесс вытеснения 
описывается гиперболической системой д ву х  квазилинейны х 
уравнений, аналогичной (10 .11 ), (10 .12). В однофазной области 
процесс описывается системой д вух  линейных уравнений .

З ад ач а  вытеснения углеводородных флюидов раствори те
лям и  допускает автомодельное решение, аналогичное (10 .29) —
(10 .31). Н еавтомодельная зад ач а  о вытеснении оторочкой р ас 
творителя, продвигаемой по п ласту газом  (водой ), д о п ускает  
точное решение. При этом дин ам ика фронта и ты л а  оторочки, 
распределения насыщенностей фаз и концентраций компонентов 
допускает геометрическую интерпретацию, аналогичную  рис. 
10.2. Эти решения позволяют проводить качественны й  гидро
динамический анализ процессов вытеснения и их п о казател ей .
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§  5. ОСНОВЫ НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 
ЖИДКОСТЕЙ И ГАЗОВ

При разработке нефтегазоносных пластов содержащиеся в них 
флюиды могут приобрести температуру, отличную от естественной 
температуры  пластов. Изменение температуры в продуктивных 
пластах может происходить вследствие различных причин и усло
вий в зависимости от характера фильтрации природных флюидов 
и вида искусственного теплового воздействия на продуктивные кол
лекторы в процессе применения той или иной технологии разра
ботки.

Можно выделить три основные группы причин, приводящих 
к  неизотермическим условиям фильтрации.

1. Действие термодинамических эффектов при движении пла
стовых флюидов в пористой среде:

а) баротермический эффект (эффекты Д ж оуля—Томсона и адиа
батического расширения);

б) эффект фазовых превращений (при выделении растворенного 
га за , выпадении парафина и др .).

2. Нагнетание в пласты различных вытеснителей с температу
рой, отличной от начальной пластовой, с целью поддержания пла
стового давления и повышения эффективности извлечения нефти:

а) холодной воды с температурой ниже начальной пластовой;
б) горячей воды с температурой выше пластовой;
в) пара или пароводяной смеси, температура которой сущест

венно превышает пластовую.
3 . Осуществление различных термохимических окислительных 

процессов, в результате которых происходит генерация теплоты 
в коллекторах и призабойных зонах скважин:

а) внутрипластовое горение;
б) различные экзотермические реакции при обработке пластов 

и др .
При разработке месторождений возникают различные сочета

ния и комбинации указанных процессов, что приводит к  неизотер
мическому характеру фильтрации. Тепловое воздействие на пласт 
изменяет основные фильтрационные параметры: вязкость флюидов, 
капиллярны е силы, реологические свойства движущ ихся агентов 
и др . При этом изменяются коэффициенты вытеснения, фазовые 
проницаемости и т. д ., вследствие чего температурный фактор су
щественно влияет как  на текущ ие фильтрационные характери
стики , т а к  и на конечную нефтеотдачу.

При математическом описании и моделировании процессов не
изотермической фильтрации оказывается недостаточным исполь
зование дифференциальных уравнений, полученных в гл . 3 (для 
однофазного потока) и в гл . 9 (для многофазной фильтрации). В этом 
случае п оявляется новая неизвестная переменная — температура. 
Д л я  исследования температурного поля пласта и насыщающих 
его флюидов необходимо привлекать термодинамические соотно
ш ения и прежде всего первый закон термодинамики (закон сохра- 
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нения энергии), являющийся основой для получения замыкающего 
уравнения — уравнения энергии для пластовой системы.

Выведем уравнение сохранения энергии (уравнение притока 
теплоты), введя несколько упрощающих допущений. Будем счи
тать температуры жидкости и скелета породы одинаковыми: Тж =  
=  Гек : Т. Это правомочно потому, что если в некоторый момент 
существует разность температур между жидкостью и скелетом, 
она исчезает очень быстро, так как поверхность теплообмена ме
ж ду жидкостью и пористой средой огромна.

Составим уравнение энергетического баланса для элемента си
стемы жидкость — пористая среда. Д ля простоты ограничимся од
номерной задачей, жидкость будем считать несжимаемой; прене
брежем изменением кинетической энергии вследствие ее малости, 
а также притоком теплоты от вязкой диссипации.

В пористой среде выделим цилиндрический элемент длиной dx  
и площадью сечения со. При перечисленных условиях изменение 
внутренней энергии жидкости и твердого скелета в этом элементе 
будет определяться количеством теплоты, поступающей в элемент 
через границы. Если обозначить через и внутреннюю энергию еди
ницы массы жидкости, а через иск — внутреннюю энергию единицы 
массы скелета, то внутренняя энергия системы жидкость—пори
стая среда в выделенном объеме запишется в виде

(рипг +  рскИск (1 — tn)) со dx, (10.32)
где рек — плотность вещества скелета; m — коэффициент пори
стости .

Будем предполагать, что перенос теплоты осуществляется, во- 
первых, конвективным путем, т. е. вместе с движущимися части
цами жидкости и, во-вторых, за счет теплопроводности (т. е. пере
нос теплоты не связан с перемещением объемов жидкости). К ак 
известно из теории теплопроводности, поток теплоты q-t в резуль
тате теплопроводности определяется по закону Фурье

<7т= _Я,_Ё21, (10.33)
дх

где X — коэффициент теплопроводности (в нашем случае для на
сыщенной пористой среды).

Поскольку перенос теплоты за счет конвекции составляет рuwy 
то общий поток теплоты (на единицу площади) равен:

q =  puw +  <7т = puw—ХдТ/дх. (10-34)
Изменение теплоты в элементе равно:

[q(x)— q (х +  dx)] со = ---- — dxсо. (10.35)
дх

Приравняв это выражение изменению внутренней энергии (10.32) 
за единицу времени, получим

Л — Крит +  рек wCK (1 — tn)) wdx] = -----—  dxm,
dt dx
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или

-^-(ры/п +  рск«ск(1— т))  = -----f - ( p  uw) +  ( X (10.36)
dt дх дх V дх )

Д ля несжимаемой жидкости и недеформируемой пористой среды 
внутренняя энергия определяется из соотношений

и =  сТ\ ыск = СскГ, (10.37)
где с' и Сек — удельные массовые теплоемкости жидкости и скелета. 
Введя объемные теплоемкости жидкости и скелета с =  рс', сск —
— РскСск, считая их, а такж е коэффициент теплопроводности Я 
постоянными и используя (10.37), приведем уравнение сохранения 
энергии к виду

(m c+ {\— m)cCK) ~ - =  —'c w - ^ -  +  X ^ —. (10.38)
dt дх дх2

Выведенное уравнение (10.38) можно обобщить на случай трех
мерного течения. В векторной форме оно запишется следующим 
образом:

( т с + ( 1 — т ) с ск) - ~  =  — с div (wT) +  (10.39)

Уравнение теплопереноса (10.39) совместно с уравнением не
разрывности для жидкости и законом Дарси или другим законом 
фильтрации (см. гл. 3) образует замкнутую систему уравнений 
неизотермической фильтрации однофазной несжимаемой жидкости
в недеформируемом пласте для определения переменных р, w, Т.

При решении конкретных задач нужно дополнительно сформу
лировать граничные условия для уравнения (10.39) и рассмотреть 
вопросы теплообмена пласта с окружающими породами через 
кровлю^и подошву.

§ 6 . ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ПЛАСТА.
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПОТЕРЬ ТЕПЛОТЫ ЧЕРЕЗ КРОВЛЮ И ПОДОШВУ

При расчете температурного поля пласта на входе в пласт (или на 
забое скважины) обычно задают постоянную температуру или пол
ное количество теплоты, вносимой в пласт. Вопрос об условиях 
на кровле и подошве пласта требует специального рассмотрения.

Наиболее простое условие — теплоизолированность кровли и по
дошвы: поток теплоты на этих границах пласта равен нулю. Это 
довольно грубое приближение; его можно принять для пластов 
большой толщины, когда время закачки горячей жидкости неве
лико. В большинстве практических случаев потери теплоты через 
кровлю и подошву пласта могут быть значительными и их следует 
учитывать.

При определении потока теплоты через кровлю и подошву пласта 
принимают дополнительные упрощения. Наиболее известное упро
щение состоит в том, что поток теплоты через каждый элемент
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кровли и подошвы пласта считают происходящим только в направ
лении, перпендикулярном напластованию. При этом для описания 
оттока теплоты q0 через кровлю и подошву используют обычно два 
подхода. Первый из них основан на предположении о квазиста
ционарности теплового потока, что приводит к следующей формуле:

Яо =  я  {Т Т0),
где Т — температура пласта; Т0 — начальная температура окру
жающих пород; а  — коэффициент теплопередачи, зависящий o r  
термических свойств пород.

Второй подход (наиболее распространенный) предложил До
верье. Схема Ловерье основана на допущении, что теплопровод
ность продуктивного пласта и окружающих пород в направлении 
простирания пласта равна нулю, а в вертикальном направлении 
теплопроводность окружающих пород Хо равна среднему значе
нию, а теплопроводность пласта бесконечно велика. Эта схема 
пригодна в тех случаях, когда прогревание пласта происходит до
вольно быстро, так что окружающие породы прогреваются в ос
новном от ближайших точек кровли или подошвы пласта за счет 
вертикальной теплопроводности пород.

В соответствии со схемой Ловерье для температуры окружаю 
щей пласт горной породы имеем уравнение, получаемое из (10.39) 
при w =  0:

2 > 0 > *> 0 ’ ^10-40>dt дг2

где х0 =  Х0/с0 — коэффициент температуропроводности окружаю 
щих пород; с0 — объемная теплоемкость пород.

Пусть в начальный момент времени температура породы по
стоянна и равна То, а на границе с пластом при z =  0 температура 
изменяется с течением времени по известному закону, так  что

T (z ,0 )  =  To, Т(0, t) — T„(t). (10.41)
Если температура кровли Тп (t) =  Т„ — const, Та> Т 0, то 

задача (10.40), (10.41) полностью аналогична задаче о прямоли
нейно-параллельной фильтрации упругой жидкости при постоян
ном давлении на галерее (см. § 4, гл. 6). Решение этой задачи имеет 
вид

=  erfc ( -----£ = Л  . (Ю.42)
Тп -  То V. 2  V *o<  )

Здесь erfc х — табулированная функция:

erfcх = —^  Г e_ “sd a =  1------ jL=- f da.
V " ,J Vn 0

Дифференцируя (10.42), получаем в соответствии с (10.33) вы
ражение для потока теплоты q0 на единицу площади кровли при 
г  =  0:



т . е. отток теплоты в окружающие породы убывает во времени об
ратно пропорционально д/ t.

Если Тп Ф  const, то решение уравнения (10.40) при условиях 
(10.41) можно получить с помощью преобразования Лапласа. 
В этом случае вместо (10.43) для оттока теплоты по схеме Ловерье 
имеем:

до =  /-о j  - dT-—T) - ,-  . dT = -■  (10.44)
J  dx —  t )
о

Здесь приняли, что температура на кровле в начальный момент 
совпадает с температурой горных пород, так что Тп (0) =  Т0.

Существуют и другие приближенные приемы определения qQ.
Рассмотрим теперь постановку задачи об определении темпера

турного поля пласта при осесимметричной фильтрации несжимае
мой жидкости (в случае единичной скважины) с заданным расхо
дом.

Будем считать, что коэффициенты теплопроводности в горизон
тальном и вертикальном направлениях различны; обозначим их, 
•соответственно, Кг, Кг — для пласта и X0r, — Для окружающих 
пород. Предполагаем, что течение жидкости — плоскорадиальное 
и объемный расход Q -= w2nrh =  const (h — толщина пласта). 
Будем называть эту постановку «точной».

Тогда уравнение теплопереноса в пласте получается из (10.39) 
после проведения векторных операций div и V 2 в цилиндрических 
координатах. Имеем:

„ дТ cQ дТ Хг д {  дТ \ . . д2Т

(10.45)
где

cn = m c Jr (  1—m) Сек- (10.46)

Д ля окружающих пород, в которых фильтрация отсутствует, 
дТ Хог д (  дТ \ . « дгТ /1Г1

Со^ Г ^ - ^ { г - ^ ) +Ко^ '  (10-47)

где г >  h для пород, расположенных выше кровли, и z < 0 — 
для пород, лежащих ниже подошвы пласта.

На кровле (г =  /г) и подошве (г = 0) пласта граничными ус
ловиями для уравнений (10.45) и (10.47) будут условия непрерыв
ности температуры и потока теплоты. Граничное (на скважине) 
и начальное условия можно взять в виде

Т (г, z, 0) =  То, Т (0, z, t) =  Tc при 0< z< / i.

Численное решение задачи в данной точной постановке полу
чено разностными методами.
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§ 7. НАГРЕВАНИЕ ПРИЗАБОЙНОЙ ЗОНЫ ПЛАСТА 
ПРИ ЗАКАЧКЕ ГОРЯЧЕЙ ЖИДКОСТИ

Пусть в пласт толщиной h с теплоемкостью сп через скваж ину 
закачивается горячая (или холодная) вода с температурой Тс, 
отличной от начальной пластовой Та, и постоянным расходом Q. 
Если считать кровлю и подошву пласта теплоизолированными и пре
небречь оттоком теплоты через кровлю и подошву, а такж е не учи
тывать теплопроводность в самом пласте и рассматривать только 
конвективный перенос теплоты, то задача об определении поля тем
пературы пласта сильно упрощается. В этом случае (10.39) для 
рассматриваемого плоскорадиального течения принимает вид

Cn^  +  ^ _ J ^  =  0,
dt 2л rh дг

т. е. сводится к решению линейного гиперболического уравнения. 
Общее решение этого уравнения находится методом характеристик 
(см. § 5, гл. 9) и имеет следующий вид:

7 > , f ) =a >( * — (10. 48)

Здесь V =  n r2h, а Ф — произвольная функция своего ар гу 
мента.

Используя условие, что на скважине (г =  0) задана темпера
тура нагнетания воды Тс (0 , из (10.48) находим

Т(0, i) =  Tc (t) =  0 ( t ) .

Тогда

Т (г, t) =  Te ( t ---- (10.49)

Из (10.49) следует, что температурный профиль в этих условиях 
сохраняется (распространяется без искажений); к моменту вре
мени t он достигает сечения пласта, положение гт которого опреде
ляется из равенства

V — яггй  = cQtlca, (10.50)
а «объемная скорость» распространения тепловой волны постоянна 
и равна cQ/cn. Учитывая выражение (10.46) для теплоемкости с„ 
пласта, эту скорость можно преобразовать к следующему виду:

cQ _ cQ _ Q 1
сп mc-\~(\ — m )cc к m  ̂ (1 — m) cc к

m с
Из этого равенства следует, что

cQ Q 
\  > с  п щ

т. е. «объемная скорость» тепловой волны оказывается существенно
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меньше «объемной скорости» Q/m фронта нагнетаемой жидкости, 
перемещающегося в области с начальной пластовой температурой Т0. 
Это означает, что фронт тепловой волны всегда отстает от фронта 
нагнетаемой жидкости.

Из равенства (10.50) определяется радиус прогретой зоны пласта

Рассмотренное решение было получено И. А. Чарным. Формула
(10.51) не учитывает потерь теплоты через кровлю и подошву, но 
очень проста и удобна для оценочных расчетов. Учет этих потерь 
приводит к еще меньшим значениям радиуса прогрева гт .

Сопоставим формулу (10.51) с формулой для расчета движения 
фронта воды гс при двухфазном течении. В соответствии с теорией 
двухфазной фильтрации, изложенной в гл. 9, из выражения (9.56) 
с  учетом (9.36) находим

Найдем это отношение при следующих исходных данных. Объем
ные теплоемкости: воды св =  4,19 Дж/(см3-°С), водонасыщенного 
песчаника с„ =  1,93 Дж/(см3-°С); m =  0,2; отношение вязкостей 
И-о — Нв/̂ н = 0 ,1 ;  Ос — 0,55, /' (стс) =  2,2 (примерные значения 
из графика на рис. 9.5). Тогда из (10.53) находим, что гг/гс =  
=  0,467, т. е. тепловой фронт отстает от водяного примерно в 2 раза, 
а  объем прогретой зоны составляет только 22 % от объема, заня
того водой.

Указанные обстоятельства говорят о малой эффективности воз
действия горячей водой при вытеснении нефти в однородном пласте. 
Горячая вода в основном снижает вязкость флюидов, благодаря 
чему уменьшает сопротивление движению в призабойной зоне. 
Эффект может быть достигнут лишь на поздних этапах разработки 
залежи, после прокачки нескольких поровых объемов. Однако 
в слоистых пластах этот эффект может оказаться значительным, 
т а к  как  воздействие теплотой в направлении от хорошо прони
цаемого пропластка на малопроницаемый возможно и до прохож
дения в нем фронта вытеснения воды. Поэтому рассмотренные 
схемы расчета пластовой температуры с учетом теплопотерь через 
кровлю и подошву важны для практики.

Лабораторные и промысловые исследования показали, что для 
хорошо проницаемых пластов, насыщенных высоковязкой нефтью, 
закачка горячей воды для увеличения нефтеотдачи экономически 
оправдана.

(10.51)

(10.52)

где ст с — фронтовая водонасыщенность. 
Тогда из (10.51) и (10.52) имеем

(10.53)
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Рост нефтеотдачи при закачке горячей воды обусловлен сле
дующими факторами:

уменьшается вязкость нефти, растут отношение вязкостей |i0 =  
=  цв/(х„ и фронтовые насыщенности (см. рис. 9.5);

уменьшается остаточная нефтенасыщенность, увеличивается ко
эффициент вытеснения;

растет относительная проницаемость нефти (по данным неко
торых экспериментов);

улучшаются свойства смачиваемости скелета породы; 
уменьшается поверхностное натяжение на границе нефть— 

вода;
исчезают структурные свойства нефтей.
Закачка горячей воды благотворно влияет на сроки разработки. 

С ростом температуры уменьшается вязкость закачиваемой воды, 
что увеличивает приемистость нагнетательных скважин и позво
ляет интенсифицировать процесс извлечения нефти.

При расчете неизотермического вытеснения нефти горячей во
дой используют модель двухфазного течения (см. § 4, гл . 9), в ко
торой вязкости флюидов и функция Баклея—Леверетта зависят 
от температуры:

Н-в = М-в (Т), [хн =  (J-н (Т), f  =  f ( o ,  Т).
Температурное поле пласта находится обычно по одной из при

ближенных схем (например, по схеме Ловерье) или с помощью 
уравнения (10.39), записанного для двухфазного потока. В этом 
случае в нем следует положить:

CW =  с в Шв +  cawn\ c„ =  m [сва  +  с„ (1 — а)] +  (1 — т )  сск,
где а  — водонасыщенность.

Если объемные теплоемкости нефти и воды считать приблизи
тельно одинаковыми (св «  с„ =  с), то последние равенства упро
щаются.

Особенности разностных схем при решении задач такого класса 
изложены в специальной литературе.

Г л а в а  11
ОСОБЕННОСТИ ФИЛЬТРАЦИИ
НЕНЬЮТОНОВСКИХ ЖИДКОСТЕЙ

В гл. 1 в связи с исследованием нижней границы применимости 
закона Дарси (при очень малых числах Рейнольдса) было рассмот
рено аномальное (неньютоновское) поведение флюидов в пласто
вых условиях, не проявляющих этих свойств вне контакта с по
ристой средой. Это объяснялось тем, что при очень малых скоро
стях фильтрации наряду с силами вязкого сопротивления стано-
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вятся существенными силы сопротивления, не зависящие от ско
рости фильтрации и связанные с физико-химическим взаимодейст
вием фильтрующихся жидкостей с материалом пористой среды. 
Учет этих сил приводит к нелинейным законам фильтрации.

Из практики разработки некоторых нефтяных месторождений 
{Азербайджана, Башкирии, Татарии, Казахстана) известны факты, 
которые можно объяснить проявлением неньютоновских свойств 
флюидов при их фильтрации. Особенности фильтрации таких ано
мальных нефтей связаны в основном с повышенным содержанием 
в них высокомолекулярных компонентов: смол, асфальтенов, па
рафина — и наличием предельного напряжения сдвига.

В последние годы развитие методов воздействия на природные 
залежи с целью увеличения нефте- и газоконденсатоотдачи при
вело к  значительному расширению ассортимента веществ, зака
чиваемых в продуктивные пласты. Многие из этих веществ (высо
комолекулярные соединения, полимеры) не обладают свойствами 
ньютоновских жидкостей. Поэтому рассмотрение особенностей филь
трации неньютоновских систем приобретает самостоятельное зна
чение.

В этой главе будем рассматривать нелинейные законы филь
трации, описывающие только безынерционные движения при ус
ловии, что фильтрующиеся жидкости обладают неньютоновскими 
свойствами.

§  1. Р Е О Л О Г И Ч Е С К И Е  М О Д Е Л И  Ф И Л Ь Т Р У Ю Щ И Х С Я  ЖИДКОСТЕЙ 
И Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  З А К О Н Ы  Ф И Л Ь Т Р А Ц И И

Д л я ньютоновской жидкости единственным параметром, характе- 
рзиующим ее течение, является динамический коэффициент вязко
сти ju, — коэффициент пропорциональности в законе вязкого тре

ния Ньютона:

где т — касательное напряже
ние; dw/dy — градиент скорости 
в направлении, перпендикуляр
ном направлению течения х. 
Зависимость между т и dw/dy 
является в этом случае прямой 
линией, проходящей через нача
ло координат (рис. 11.1, кри
вая 2).

Жидкости, не подчиняю
щиеся закону трения (11.1), на
зываются аномальными, или 

неньютоновскими. Неньютоновские жидкости можно разбить на 
три класса.

1. Неньютоновские вязкие жидкости, для которых касательное 
напряжение зависит только от градиента скорости (стационарно
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Рис .  11.1. Зависимость касательно
го напряжения от градиента ско
рости.
Жидкость:  1 — дилатантная; 2 — нью
тоновская :  3 — псевдопластичная; i — 
вя зко  пластична я



реологические жидкости):

т =  f  (dw/dy). (П .2 )

2. Жидкости, для которых связь между т и dw/dy зависит от 
времени действия напряжений (нестационарно реологические жид
кости), т. е.

т ~=f (dw/dy, t).

3. Вязкоупругие жидкости, т. е. среды, обладающие свойст
вами как  твердого тела, так и жидкости, а такж е способные к ча
стичному восстановлению формы после снятия напряжений. Для 
таких сред зависимость между касательными напряжениями и гра
диентом скорости более сложная; она включает производные по 
времени как напряжений, так и градиента скорости.

Среди неньютоновских жидкостей первого класса, описывае
мых уравнением (11.2), можно выделить три типа.

1. Вязкопластичные жидкости, для которых уравнение (11.2) 
имеет вид

~ - =  —  (т — то) ПРИ т > т 0, ( 1 1 - 3 )dy ц

dw/dy =  0 при т < т0.

Графическое представление этой зависимости, называемое рео
логической кривой (или «кривой течения»), приведено на рис. 11.1 
(кривая 4). В равенство (11.3), кроме коэффициента вязкости (и, 
входит также постоянная т0, называемая начальным (или предель
ным) напряжением сдвига. Считается, что при т ^  т 0 жидкость 
ведет себя как твердое тело и течение отсутствует. Это объясняется 
наличием у покоящейся вязкопластичной жидкости пространствен
ной жесткой структуры, сопротивляющейся любому напряжению т, 
меньшему т0. Когда т становится больше т0, структура разрушается.

2. Псевдопластичные жидкости. Эксперименты показали, что 
для ряда сред связь между напряжением сдвига и градиентом ско
рости в логарифмических координатах оказывается на некотором 
участке линейной. Угловой коэффициент соответствующей прямой 
заключен между 0 и 1. Поэтому для описания таких сред исполь
зуется степенная зависимость

т =  k(dw/dy)n, (л < 1 ), (И-4)

где к и п  постоянны для данной жидкости; коэффициент k — мера 
консистенции жидкости; отличие показателя п от единицы характе
ризует степень отклонения данной жидкости от ньютоновской. 
Типичная реологическая кривая (11.4) псевдопластичной жидко
сти приведена на рис. 11.1 (кривая 3). Модель псевдопластичной 
жидкости применяется, в частности, для описания движения раст
воров и расплавов полимеров.
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Рис .  11.2. Эпюра скоростей 
вязкопластичной жидкости 
при движении в капилляре

Рис. 11.3. Индикаторные 
линии:
1 — для неньютоновской жид
кости; 2 — ее линейная аппро
ксимация; 3 — зависимость по 
закону Дарси

Введем понятие кажущейся вязкости щ  как  отношения каса
тельного напряжения к градиенту скорости:

[а* =  %l{dwldy).

Д л я псевдопластичной жидкости, как следует из (11.4), эта ве
личина

щ  = ft (dwldy)n~\
и так  как  1, то [г* убывает с возрастанием градиента скорости»

3. Дилатантные жидкости описываются степенным уравнением 
(11.4), но при л > 1 . Кривая течения представлена на рис. 11.1 
(кривая 1). У этих жидкостей кажущ аяся вязкость ц* увеличи
вается с возрастанием градиента скорости. Модель дилатантной 
жидкости хорошо описывает свойства суспензий с большим содер
жанием твердой фазы.

Рассмотрим наиболее простой случай среды с неньютоновскими 
свойствами: стационарное движение вязкопластичной жидкости 
(11.3) в одной поре как  в капиллярной трубке постоянного радиуса. 
Распределение скоростей в некотором сечении трубки представ
лено на рис. 11.2. На некотором расстоянии г0 от оси трубки ка
сательное напряжение т =  т0, что выражается равенством (11.3), 
где dw/dy =  dwtdr, причем dw/dr =  0 при г =  г0. Расстояние 
определяется из условия равновесия жидкого цилиндрического 
слоя (см. рис. 11.2):

2яг0/т0 =  лгоАр,
откуда

cf0 =  2r0 =  4/r0/Ap. (11-5)
Предположим, что в (11.5) d0 — 2гг =  d\ найдем наибольший 

перепад давления (Ар)0, при котором вязкопластичная жидкость 
находится в предельном равновесии, отвечающем полному прекра
щению движения в данной поре. Тогда из (11.5) найдем

Y== (Ap/[)0 = 4r0/d ( 11 .6)
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Это предельное значение у  определяет тот градиент давления 
{Ар/[)0, по достижении которого начинается движение жидкости. 
При меньших значениях градиента движение отсутствует. Если 
учесть, что характерный размер пор пористой среды d ~
(где k — проницаемость, см. § 7, гл. 2), то из (11.6) находим:

Y ~  (11 »7)

Величина у называется предельным (начальным) градиентом. 
Если для исследуемого фильтрационного течения такое предельное 
значение существует, то говорят о фильтрации с предельным (на
чальным) градиентом.

Соответствующий закон фильтрации вязко пластичной жидко
сти в пористой среде был сформулирован в гл . 1 и получен из со
ображений размерности в § 7, гл. 2:

grad р = ! ----- w > 0 ;k w

| g rad p | < 7 , ву = 0. (11.8)

В соответствии с (11.8) скорость фильтрации w отлична от нуля 
только в тех областях, где | grad р |>v (рис. 11.3, кривая /). Мо
дель фильтрации с предельным градиентом следует рассматривать 
как  некоторую идеализацию реальных течений аномальных нефтей 
в пластовых условиях, для которых реологическая кривая имеет 
вид кривой 2  на рис. 11.3. Д ля сравнения на рис. 11.3 показан за 
кон Дарси (кривая 5).

В пористой среде, состоящей из множества микрокапилляров 
различных диаметров, при снижении перепада давления начи
нается постепенное «закупоривание» капилляров. В соответствии 
с формулой (11.6) вначале движение прекращается в наиболее мел
ких капиллярах (порах), а по мере снижения давления происходит 
закупоривание все больших и больших капилляров. Чем сильнее 
разброс размеров пор, тем больше растянут переход к полному 
прекращению движения и тем сильнее отличается истинный закон 
фильтрации от соотношения (11.8).

В основе проявления неньютоновских свойств пластовых си
стем лежат различные физические механизмы. Важно, однако, что 
неньютоновские эффекты проявляются при малых скоростях филь
трации и в средах с малым размером пор, т. е. с малой проницае
мостью. Это определяет особенности неньютоновской фильтрации 
в неоднородных пластах. Области малой проницаемости оказы
ваются областями наибольшего проявления неньютоновских эффек
тов.

Рассмотрим это на примере пласта со слоистой неоднородностью. 
В слоистых пластах предельные градиенты различны для разных 
пропластков. Как следует из (11.7), чем больше проницаемость, 
тем меньше предельный градиент у, и наоборот.
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Предположим, что для каждого пропластка справедлив закон 
фильтрации типа (1 1 .8) с предельным градиентом:

Здесь индекс i соответствует Характеристикам /-го пропластка.
Д ля определенности рассмотрим пласт, состоящий из трех про

пластков различной проницаемости: k.2>  k3\ тогда Y i< Y 2< Y 3- 
Будем предполагать, что пропластки идеально сообщаются между 
собой, т. е. можно пренебречь изменением давления по толщине. 
Это эквивалентно допущению, что возникающие между отдель
ными пропластками разности давлений быстро выравниваются 
за счет обмена жидкостью между слоями. Усредняя в этом пред
положении скорость фильтрации по суммарной толщине//слоистого 
пласта и используя (11.9), находим среднюю скорость фильтрации

чаться в работу. Если | grad р | с  у 2, то движение отсутствует во 
всем пласте (w =  0). Если Yi<| grad р|<Су2> то фильтрация бу
дет только в первом пропластке, и т. д. Следовательно, соотноше
ние (1 1 . 10) представляет собой кусочно-линейный закон фильтра
ции, описываемый выпуклой к оси абсцисс ломаной линией (кри
вая 1 на рис. 11.4). Отсюда легко перейти к случаю непрерывно 
изменяющейся проницаемости по толщине пласта (кривая 2  на 
рис. 11.4). В обоих случаях закон фильтрации имеет прямолиней
ный участок в области больших скоростей.

В соответствии с кусочно-линейным законом (11.9) фильтра
цию жидкости с предельным градиентом в слоистом пласте можно 
рассматривать как  движение в однородном пласте со средней ско
ростью фильтрации w.

Н аряду с рассмотренными законами фильтрации (11.8) и (11.10), 
описывающими течение вязкопластичной жидкости в пористой 
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если |gradp|> 7 ,-;

(11.9)
W{ =  0 , если | grad р [Су,-.

н

0 Yi U  УзЬгайР\ Здесь номер пропластка 0 <  / =s3, 
до которого ведется суммирование, 
определяется из условияРис .  11.4. Зависимость w  от 

I grad р |:
1 — кусочно-линейная  (в слоистом 
пласте) ;  2  — при непрерывном 
изменении проницаемости

Y/<lgrad р| <  Y/+1- ( 11 .11)
Отсюда следует, что пропластки 

будут последовательно вклю-



среде, рассматривают степенной закон фильтрации: 
—►
w = —С | grad р j grad р, ( 11.12)

где С — экспериментальная константа; 0.
Степенной закон (11.12), соответствующий псевдопластичному 

флюиду (11.4), хорошо описывает движение растворов полимеров 
в пористой среде и используется при расчете «полимерного» завод
нения пластов с целью повышения их нефтеотдачи.

§ 2. ОДНОМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ ФИЛЬТРАЦИИ ВЯЗКОПЛАСТИЧНОЙ 
ЖИДКОСТИ

Движение аномальных нефтей в пластах по закону (11.8) приводит 
к существенным особенностям разработки этих пластов, не встре
чающимся в случае фильтрации по закону Дарси.

Установившееся течение

Рассмотрим плоскорадиальный приток несжимаемой вязкопластич
ной жидкости (ВПЖ) к скважине при условии выполнения соотно
шения ( 1 1 .8), которое в этом случае принимает вид

Выведем формулу для дебита скважины в круговом пласте, обоб
щающую формулу Дюпюи (см. § 2, гл. 4). Из (11.13) имеем:

Считая заданными постоянные давления на забое скважины 
и на границе пласта

Р (Гс) =  Рс, р (Rk) =  Рк
(Рк>Рс Для рассматриваемого случая притока и рк< р с при за 
качке жидкости в пласт), после интегрирования (11.14) находим

(й У> 0 ),

(11.13)
dp/dr <  у, (ш = 0 ).

dp . если —
dr

(11.14)
w — 0 , если dp/dr <  7 .

откуда
P(r) =  pc +  y ( r — rc) +  In —  (гс < г < ^ к ) ;  (11.15)

2nkh r c
2 n k h
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Рис .  11.6. Индикаторная ли
ния для трехслойного пласта

стичной жидкости

Формулами (11.15), (11.16) представлены, соответственно рас
пределение давления в пласте и дебит скважины. Из формулы (11.15) 
видно, что часть разности давлений в виде линейного слагаемого 
с угловым коэффициентом 7 теряется на преодоление градиента 
давления сдвига. При Q -> 0, как  следует из (11.15), давление не 
постоянно (как в случае фильтрации по закону Дарси), а изменяется 
по линейному закону. Как видно из (11.16), наличие предельного 
градиента давления в пласте ведет к уменьшению дебита скважины 
при тех же условиях по сравнению с фильтрацией по закону Дарси 
(формула Дюпюи). В рассматриваемом случае индикаторная ли
ния скважины, т. е. зависимость Q (Арс) ,— прямолинейная, но не 
проходит через начало координат, а отсекает на оси депрессий от
резок, равный y R K (рис. 11.5).

Обобщим полученные результаты на случай слоистого пласта 
(см. рис. 11.4). Пусть пропластки гидродинамически изолированы, 
т. е. отсутствуют перетоки между слоями с разными проницаемо
стями. Тогда для дебита в каждом пропластке справедлива фор
мула (11.16):

Qi — ' (дРс-Т^к) (Дрс>Т<Як);
И In ( R J r c )

(11.17)
Q i = 0  (Арс < Yi^k), 

а суммарный дебит Q равен

Q = Z  Qi- (11.18)
1=1

Если, как и ранее, проницаемости пропластков занумерованы 
так , что >  • • • , и, следовательно, Y1<CY2< Y 3<

. . . , то индекс / в (11.18) определяется условием (11.11). Пусть 
Apc<Yi^K , тогда во всем пласте движение отсутствует и Q =  0. 
На индикаторной линии (рис. 11.6) это представлено вертикаль
ным отрезком. Если y xR K<: Арсс у ^ к ,  то движение будет только 
в первом пропластке; формулы (11.17), (11.18) выполняются при
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Рис .  11.5. Индикаторная 
линия при плоскорадиаль
ной фильтрации вязкопла-



i — 1. Пусть теперь y 2RK< iA /?с< У з^к, тогда движение будет 
в пропластках с проницаемостями k x и k 2 (j =  2 в (11.18)), и сум 
марный дебит

Наконец, при Apc^>ysRK включается и третий пропласток 
и т. д . Индикаторная линия представляется ломаной, выпуклой 
к оси депрессии.

Неустановившаяся фильтрация

Рассмотрим нестационарное течение упругой ВПЖ в упругой по
ристой среде. Дифференциальные уравнения для определения дав
ления при упругом режиме пласта можно получить, дополняя за 
кон фильтрации с предельным градиентом (11.8) или другую  ап
проксимацию нелинейного закона уравнением неразрывности и 
уравнением состояния флюида и пористой среды. Уравнение не
разрывности рассматриваемого фильтрационного потока (см. § 3, 
гл. 6) имеет вид

Используя (11.19) и (11.8), а также уравнение состояния (3.14) 
получаем дифференциальное уравнение для определения давления

где у. — коэффициент пьезопроводности.
Уравнение (11.20) служит основой для построения нелинейной 

теории упругого режима. При решении конкретных задач филь
трации для уравнения (11.20) формулируются обычные начальные 
и граничные условия (см. гл. 3 и 6), вытекающие из условий задачи. 
Вместе с тем следует иметь в виду, что при решении нестационар
ных задач на основе модели фильтрации с предельным градиентом 
в пласте образуется переменная область фильтрации, на границе 
которой (пока она не достигнет границы пласта) модуль градиента 
давления должен равняться предельному градиенту у, а давление— 
начальному пластовому.

Рассмотрим важную для практики задачу о пуске скважины 
с постоянным дебитом при фильтрации в пласте вязкопластичной 
жидкости с предельным градиентом. В случае плоскорадиальной 
фильтрации соотношение (11.8) принимает вид (11.13), а давление 
удовлетворяет дифференциальному уравнению

Q —Qi +Q2 =
ц. In (RK/rc ) [ ( M i  _г  Ь ф - г )  А р с— ( M i Y i  Ч-  k j x ^ y ^ )  R k ] ■

(11.19)

( 11.21)

В начальный момент пласт невозмущен: 
р =  рк при t =  0.

9*
(11 .22)
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Условие на стенке скважины получается из соотношения (11.14):
k (  др

откуда
д р  Оц
дг  2 nkhr.

+ 7 при г =  гс. (11.23)

Будем искать приближенное решение поставленной задачи по 
методу интегральных соотношений (см. § 7, гл 6). Возьмем распре
деление давления в возмущенной зоне радиусом R ( t) в виде

p (r, t ) = a 0 \n— +a i  + a 2— Г—  при г < Я (f); (11.24)
К (Г) К (Г)

р (г, 0 = Рк при r > R ( t ) ,

где а 0, а х, а 2 — коэффициенты, подлежащие определению; R (t) — 
радиус возмущенной зоны, в которой происходит фильтрация, вне 
этой зоны фильтрация отсутствует; с течением времени граница 
возмущенной области перемещается по закону R =  R (t), причем 
R  (0) = гс.

На границе возмущенной области выполняются условия

р(г, t ) = p K, др!дг — у при r =  R(t). (11.25)

Из соотношений (11.23) и (11.25) найдем коэффициенты а(„ а г 
и а 2; тогда формула (11.24) примет вид

р(г, /) =  р к -|---- ( In — ------- ----------- —  +  l )  — г). (11.26)
2nkh V R (0  R(t)  )  W  V ’

Радиус возмущенной области находится из уравнения мате
риального баланса (6.7), которое для случая Q = const можно за
писать в виде

Q(t) =  f>*nR2(t)h(pK— p), (11.27)

где р — средневзвешенное давление в возмущенной области, опре
деляемое из равенства (4.21), подставив в которое выражение (11.26) 
и проинтегрировав, получим

р =  рк------ ^ ------ у - * ® - .  (11.28)
\2nkh 3

Из равенства (11.27) с учетом (11.28) найдем закон перемещения 
границы возмущенной области:

R HQ +  Jnb!*LR *(t  ) = 12х*. (11.29)
Qn

Определяя из последнего соотношения значения R (t) в раз
личные моменты времени и подставляя в формулу (11.26), можно 
найти значения давления р (г, t).
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Наибольший интерес представляет исследование изменения дав
ления на забое скважины (при г =  гс):

*  =  *  +  - i £ r ( t a -5 V  +  1) - T R W - <1L30)

Здесь учтено, что практически сразу после пуска скважины 
Гс «  R.

Чтобы исследовать изменение давления в скважине при филь
трации с предельным градиентом, представим соотношение (11.29) 
в виде

R 2 (0 ( l +  4Я̂ Т K (Q )= 12xf. (11.31)

Для значений R (t) <  Q\i!(Ankhy) второе слагаемое в скобке 
много меньше единицы и его можно отбросить, тогда получается 
соотношение

R2 (t) =  l2xt, (11.32)

характерное для упругого режима (см. гл. 6). Это соотношение 
выполняется для малых времен

t«  - i -  ( ^  Y
12х V 4nkhy )  ’4 nkhy

при этом yR  С  Qn/(4nkh) и основную роль в формуле (11.30) играет 
логарифмический член

Pc = ^ “ 7 ^ r l n J ( П -33)4Л «а 'с •
При больших значениях времени, когда в скобках формулы 

{11.31) можно отбросить единицу по сравнению со вторым слагае
мым, т. е. R >  Qn/(4nkhy), закон движения границы возмущенной 
области имеет вид

R = ( - ^ L ) m (11.34)
V nkhy J

и зависимость забойного давления от времени следующая:

рс =  рк------ ^ - 1 п  30м--------- у (  3^ Л1;3+  . (11.35)
6nkh nkhyr® V nkhy J  2nkh

При некоторых значениях параметров оказывается, что основ
ное значение имеет степенной член, так что закон падения давле
ния на забое скважины изменяется с логарифмического на степен
ной. Следовательно, при больших временах вид кривых измене
ния забойного давления рс (t) при фильтрации с предельным гра
диентом существенно изменяется по сравнению с фильтрацией 
упругой жидкости. В принципе это позволяет обнаружить в пласто
вых условиях проявление предельного градиента давления.
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§ 3. ОБРАЗОВАНИЕ ЗАСТОЙНЫХ ЗОН ПРИ|ВЫТЕСНЕНИИ 
НЕФТИ ВОДОЙ

Важный эффект фильтрации с предельным градиентом давления — 
возможность образования в пласте застойных зон, где движение 
жидкости или газа отсутствует. Эти зоны образуются в тех участках 
пласта, где градиент давления меньше предельного. Возникнове
ние застойных зон ведет к уменьшению нефтеотдачи пластов. На 
рис. 11.7, а  застойная зона 3, расположенная между двумя добы
вающими скважинами с равными дебитами, заштрихована.

а  /и 5

Рис. 11.7. Схема образования 
застойных зон (3):
а — между двумя  добывающими сква
жинами; б  — при пятнточечной рас
становке скважин (/ —нагнетательная» 
2 — добывающая)

Рассмотрим вытеснение нефти водой из пласта с пятиточечной 
системой расположения скважин (рис. 11.7, б). Пусть через нагне
тательную скважину 1 закачивается вода, а через добывающие 
скважины 2  отбирается нефть. Анализ возникающего при этом 
двумерного течения показывает, что в зонах 3  (см. рис. 11.7,6) 
скорость течения будет мала по сравнению со скоростями течения 
в областях, прилегающих к прямым, соединяющим нагнетатель
ную и добывающие скважины. Поэтому эти зоны и окажутся за
стойными. Отношение незаштрихованных областей на рис. 11 .7 ,6  
ко всей площади пятиточечной ячейки можно считать площадным 
коэффициентом охвата пласта заводнением. Показано, что величина 
застойной зоны и коэффициент охвата пласта зависят от параметра

К =  Q\i/(kyL),

где Q — дебит добывающей скважины; L — характерный размер 
(например, половина расстояния между соседними скважинами).

Оказывается, что коэффициент охвата пласта увеличивается 
с увеличением параметра А. Вместе с тем следует отметить, что для 
установления чистого эффекта изменения коэффициента охвата 
из-за предельного градиента давления применительно к реаль
ному месторождению необходимы дополнительные тщательные ис
следования, позволяющие исключить влияние ряда других причин, 
связанных с деформацией горных пород, неоднородностью пласта» 
физико-химическими явлениями и т. п.



ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТЕЙ И ГАЗОВ 
В ТРЕЩИНОВАТЫХ И ТРЕЩИНОВАТО
ПОРИСТЫХ СРЕДАХ

Г л а в а  12

§ 1. ОСОБЕННОСТИ ФИЛЬТРАЦИИ В ТРЕЩИНОВАТЫХ 
И ТРЕЩИНОВАТО-ПОРИСТЫХ СРЕДАХ

На некоторых месторождениях наблюдаются следующие аномалии: 
при бурении скважин происходит интенсивное поглощение глини
стого раствора, хотя проницаемость породы очень мала; при ра
боте скважин на установившихся режимах наблюдаются высокие 
дебиты при очень малой проницаемости породы. Эти и им подобные 
явления говорят о том, что пласт пронизан системой сообщаю
щихся между собой трещин, по которым в основном и происходит 
приток жидкости в скважину или уходит глинистый раствор. Та
кие пласты называются трещиноватыми. Они распространены в 
Иране и Ираке, в Саудовской Аравии, США, Венгрии, Болгарии, 
в Советском Союзе — на Северном Кавказе (в Чечено-Ингушской 
АССР, в Дагестане), в Куйбышевском Поволжье, в Западной Си
бири и др.

Промысловые данные, а такж е данные исследования кернов 
и шлифов свидетельствуют о том, что трещиноватые породы имеют 
сложную систему строения, а движение в них жидкости и газа от
личается некоторыми особенностями по сравнению с движением 
в пористой среде. В трещиноватой породе имеются микро- и макро
трещины, мелкие и крупные каверны, полости; сама порода — мат
рица (пространство между трещинами) может быть абсолютно не
проницаемой или представлять собой обычную пористую среду. 
Раскрытия макротрещин имеют порядок 1 мм, а в отдельных слу
чаях и больше, микротрещин — 1—100 мкм. Исходя из того, что 
сопротивление движению жидкости в трещиноватых породах до
статочно велико, исследователи считают, что макротрещины не 
имеют значительной протяженности и в большинстве случаев сое
диняются между собой микротрещинами (которые и создают боль
шие сопротивления).

Для понимания особенностей фильтрации жидкости и газа в тре
щиноватых породах рассматривают две модели пород — чисто тре
щиноватые и трещиновато-пористые (рис. 12.1). В чисто трещино
ватых породах (см. рис. 12.1, а) блоки породы, расположенные ме
жду трещинами, практически непроницаемы, движение жидкости 
и газа происходит только по трещинам (на рисунке показано стрел
ками), т. е. трещины являются и коллектором, и проводником 
жидкости к скважинам. К таким породам относятся сланцы, кри
сталлические породы, доломиты, мергели и некоторые известняки. 
Рассматривая трещиноватую породу с жидкостью как  сплошную
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Рис.  12.1. Схемы чисто Трещинова
той (а) и трещиновато-пористой (б) 
сред:
1 , 3  — трещины; 2 — пористые блоки

Рис.  12.2. Модель трещиноватой 
среды с упорядоченной системой 
трещин

среду, нужно за элемент породы принимать объем, содержащий 
большое количество блоков, и усреднение фильтрационных харак
теристик проводить в пределах этого элемента, т. е. масштаб дол
жен быть гораздо большим, чем в пористой среде. Если предста
вить себе блок в виде куба со стороной а = 0,1 м, то в качестве эле
ментарного объема надо взять куб со стороной порядка 1 м.

Трещиновато-пористая среда представляет собой совокупность 
пористых блоков, отделенных один от другого развитой системой 
трещин (см. рис. 12.1, б). Жидкость или газ насыщают; и проницае
мые блоки, и трещины. При этом поперечные размеры трещин зна
чительно превосходят характерные размеры пор, так что прони
цаемость системы трещин k 1 значительно больше, чем проницае
мость системы пор в блоках k 2. В то же время трещины занимают 
гораздо меньший объем, чем поры, так что коэффициент трещино
ватости т х — отношение объема, занятого трещинами, к общему 
объему породы, существенно меньше пористости отдельных бло
ков т 2.

Трещиновато-пористые коллекторы — это в основном извест
няки, иногда песчаники, алевролиты, доломиты.

Рассмотрим характеристики чисто трещиноватой породы. Тре
щина представляет собой узкую щель, два измерения которой во 
много раз больше третьего. Коэффициент трещиноватости состав- 
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ляет обычно доли процента (в то время, как коэффициент пористо
сти зернистой породы составляет 10—20 %). Коэффициент трещи
новатости т 1 так же, как и коэффициент проницаемости опре
деляется густотой и раскрытием трещин. Густотой трещин Г  на
зывается число трещин п, отнесенное к длине нормали L, прове
денной к поверхностям, образующим трещины. Д ля простоты пред
ставим себе модель трещиноватой среды с упорядоченной системой 
параллельных и равноотстоящих трещин с раскрытием б (рис. 12.2). 
Густота трещин Г  =  n/h, а коэффициент трещиноватости

т х =  аспЫ(асИ) =  Г б.

Если в пласте имеется две взаимноперпендикулярные системы 
трещин с одинаковыми густотой и раскрытием, то т х =  2Гб, 
если три — то И] = 3Гб; в общем случае можно считать, что

/ л ^ в Г б , (12.1)

где 0 — безразмерный коэффициент, зависящий от геометрии си
стем трещин в породе.

Движение жидкости или газа в трещине можно представить 
себе как движение в узкой щели между двумя параллельными пло
скими стенками с расстоянием между ними б; для такого движения 
справедлива формула Буссинеска, согласно которой средняя ско
рость движения жидкости в щели

v = ------(12.2)
12ц dx.

где ц — динамический коэффициент вязкости; dp/dx — градиент 
давления.

Переходя к скорости фильтрации w — m xv, получим
w = -----?h&__dp_ ( 1 2 3 )

12ц dx

Сопоставив формулу (12.3) с законом Дарси и используя соот
ношение (12.1), найдем выражение для коэффициента проницае
мости трещиноватой породы.

т 1б2/12 = 0Гб3/12. (12.4)

Экспериментами установлена зависимость проницаемости тре
щиноватых пород от пластового давления более существенная, чем 
зависимость от давления проницаемости пористых сред. Из фор
мулы (12.4) зависимость kx (р) можно получить следующим обра
зом. Горное давление, которое можно считать постоянным, ур ав
новешивается напряжениями в скелете породы и давлением жидко
сти в трещинах. При снижении пластового давления увеличивается 
нагрузка на скелет породы и уменьшается раскрытие трещин (с ро
стом давления раскрытие трещин увеличивается). Если считать, 
что деформации в трещиноватом пласте упругие и малы по вели-
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чине, то зависимость раскрытия трещины от давления можно счи
тать линейной:

б = 60 [1 — Р(Ро—Р)], (12.5)
где р — параметр трещиноватой среды, зависящий от упругих 
свойств и геометрии трещин. Исходя из формул (12.4) и (12.5), 
можно записать зависимость коэффициента проницаемости k x от 
давления следующим образом:

^  = 1̂ [1 — Р (Ро —Р)]3, (12.6)

где k°\ — коэффициент проницаемости трещиноватой породы при 
давлении р0.

Как уже указывалось в гл. 3, экспериментом хорошо подтверж
дается экспоненциальная зависимость проницаемости от давления:

k1 =  k%~a (Р0_Р), (12.7)
а при малых изменениях давления зависимость k x (р) можно счи
тать линейной:

&! =  &? [1 — ос(р0—р)], (12.8)
где а  =  Зр.

При рассмотрении установившейся фильтрации в трещиновато
пористом пласте обычно считают, что коэффициент проницаемости 
трещин k x существенно зависит от давления и определяется одной 
из формул (12.6) — (12.8), а коэффициент проницаемости пори
стых блоков k 2 не зависит от давления и принимается постоянным. 
Соотношения для установившихся фильтрационных потоков в тре
щиновато-пористой среде получаются суммированием потоков в 
трещинах и в пористых блоках.

В трещиноватых породах, где истинное сечение потока сравни
тельно мало, а дебиты обычно велики, особенно вероятно откло
нение от закона Дарси за счет проявления инерционных сил. При 
этом обычно используют двучленный закон фильтрации (1.12).

Наиболее ярко особенности фильтрации в трещиновато-пори
стой среде проявляются в неустановившихся процессах. Система 
трещин и система пор представляют собой две среды с разными мас
штабами (см. рис. 12 .1 ,6 ). Средний размер пор составляет 
1—100 мкм, протяженность трещин — от нескольких сантиметров 
до десятков метров. Так как коэффициент пористости б л о ко вт2 
на один-два порядка выше, чем коэффициент трещиноватости m lt 
то большая часть жидкости находится в порах. Чаще всего пори
стые блоки малопроницаемы (k 2 С  ki) и жидкость, фильтруясь из 
них в трещины, движется в скважины в основном по трещинам, 
проводимость которых значительно выше, чем пористых блоков 
(см. рис. 12.1, б).

Рассмотрим этот процесс подробнее. Пусть происходит резкое 
изменение давления на забое скважины. Если блоки считать не
проницаемыми, то можно использовать обычную теорию упругого
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режима, причем коэффициент пьезопроводности х =  к х1[($жт 1 +  
+  |Зс) ц ] ,  определенный через характеристики системы трещин, 
может оказаться очень большим, так как  k x велик, а т х мал. Это 
значит, что процесс перераспределения давления в трещинах будет 
происходить с большой скоростью и в трещинах за сравнительно 
небольшое время установится новое распределение давления. Из-за 
малой проницаемости блоков к 2 жидкость из них выходит медленно 
и давление в блоках длительное время сохраняет свое начальное 
значение. Тем самым между жидкостью, находящейся в блоке, и 
жидкостью, его окружающей, создается разность давлений. В ре
зультате перетока части жидкости из блока в трещины происходит 
постепенное выравнивание давлений. Этот процесс будет тем дли
тельнее, чем меньше проницаемость блока k 2, больше его размеры, 
пористость т 2, сжимаемость жидкости рж и порового про
странства рс.

Таким образом, характеристики движения в блоках и трещи
нах оказываются различными: давление в блоках р 2 больше, чем 
давление в трещинах р и скорость фильтрации в блоках w 2 значи
тельно меньше, чем в трещинах w x. Поэтому трещиновато-пори
стую среду рассматривают как  совмещение двух пористых сред 
с порами разных масштабов: 1) среда 1 — укрупненная среда, в ко
торой роль зерен играют пористые блоки, которые рассматриваются 
как непроницаемые, а роль поровых каналов — трещины, давле
ние в этой среде равно р х, скорость фильтрации w x\ 2) среда 2 — 
система пористых блоков, состоящих из зерен, разделенных мел
кими порами, давление в ней достигает р 2, скорость фильтрации w 2. 
Таким образом, р х — среднее давление в трещинах в окрестности 
данной точки, р 2 — среднее давление в блоках, аналогично для 
скоростей фильтрации.

Важная особенность неустановившейся фильтрации в трещино- 
вато-пористой среде — интенсивный обмен жидкостью между обеими 
средами, т. е. между пористыми блоками и трещинами, обусловлен
ный различием давлений в этих средах р 2 и р х. Обмен жидкостью 
происходит при достаточно медленном изменении давлений с те
чением времени, поэтому этот процесс можно считать квазистацио- 
нарным, т. е. независящим явно от времени. Очевидно, что при 
движении слабосжимаемой жидкости масса жидкости, вытекающей 
из блоков в трещины за единицу времени в единице объема породы 
(интенсивность перетока q), пропорциональна разности давлений 
Рг—Р 1. плотности р0 (считая, что плотность мало изменяется в ин
тервале давлений от р х до р 2) и обратно пропорциональна вязкости 
р, т. е.

<7= «о — (Рг— Pi), ( 1 2 - 9 )
и-

где а 0 — безразмерный коэффициент, зависящий от геометриче
ских характеристик блоков: проницаемости k 2, среднего размера 
блоков / и безразмерных величин, характеризующих форму блоков;

а0 =  a k jl2.
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Соотношение (12.9) должно быть уточнено для случая, если 
плотность значительно зависит от давления. Например, при филь
трации идеального газа интенсивность перетоков из блоков в тре
щины представляется в виде

Р0 (р! — р 1)
9 =  ^ ------(12.10)

ц2ро
где р о — фиксированное давление, соответствующее плотности р0.

§ 2. ВЫВОД ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ДВИЖЕНИЯ 
ЖИДКОСТИ И ГАЗА В ТРЕЩИНОВАТЫХ 
И ТРЕЩИНОВАТО-ПОРИСТЫХ СРЕДАХ

Выведем дифференциальные уравнения движения жидкости и газа 
в деформируемой трещиновато-пористой среде, считая, что в каж 
дой точке имеется два давления (рх — в системе трещин, р 2 — в по
ристых блоках) и две скорости фильтрации — w 1 и w 2 соответст
венно. Перетоки между средами определяются формулами (12.9) 
или (12.10).

При составлении дифференциальных уравнений записывают два 
уравнения неразрывности — одно для фильтрации в трещинах 
(среда 1), другое для фильтрации в пористых блоках (среда 2). 
Уравнение баланса жидкости в трещинах, т. е. уравнение нераз
рывности, отличается от уравнения (3.3) только наличием в правой 
части добавочного члена, представляющего собой массу жидкости 
(или газа) д, перетекающей за единицу времени из блоков в трещины 
в единице объема среды:

Г д (рwlx) д (pwly)  ̂ д (pwlz) I _  д (ртх) (12 11)
L дх ду дг J dt

где р — плотность жидкости или газа при давлении р г.
Д ля фильтрации в пористых блоках уравнение неразрывности 

принимает вид
Г д (рw2x) д (рww) д (рw2z) I _  д (рщ) , П2 12}
L а* ду дг J dt ’

где р — плотность жидкости или газа при давлении р 2.
Д л я чисто трещиноватого пласта q =  0 и остается только урав

нение (12.11), так как  в блоках не содержится жидкости.
Считая, что выполняется линейный закон Дарси, можем напи

сать дифференциальные уравнения движения в системе трещин 
и в пористых блоках соответственно:

_  кг др! _  dPl kj. дру .Ш1Х — —  . Wly — ---------------- , Wl2 —
ц дх ц д у  р. dz

(12.13)
_  .. кг д р 2 _  к г dp2 _  k2 dp2w2X — — --- , Wzy — ------------ ---- , W2Z — -----------------

fx ox [x д у  [x dz
(12.14)
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К уравнениям (12.11) — (12.14) должны быть добавлены за 
висимости плотности р, пористостей обеих сред т 1 и т г и прони
цаемостей kx и k 2 от давлений р х и р 2.

Подставив выражения (12.13), (12.14), а такж е (12.9) для упру
гой жидкости или (12.10) для газа в уравнения неразрывности 
(12.11) и (12.12), получим систему уравнений неустановившейся 
фильтрации любого однородного флюида в трещиновато-пористой 
среде в общем виде

д Г Р (Pi) (Pi) dpi ~| д  г  р (ро ^  (pQ dPl -j
dx L Ц 5a: J d y  L Ц d y  J

_ | _ r  P M h M  =  X
w  L ■ ц дг J  а/

X - ^ [/ (P a )—f (Pi)]; (12.15)

^ Г P (Pa) &a (Pa) _дрг_1 , _ d _  Г Р (Pa) &a (Pa) dp2 1 ,
dx L M- d* J dy  L Ц dy  J 

± _ r  w w  - f ^ i  =  4 - ip (Л ) m, w i +
аг  L [i dz j  dt

+ «o -£M / ( p . ) - f ( P i ) b  (12.16)
M-

где f  (p) =  p — для упругой жидкости; / (p) =  p 2/2p0 — для иде
ального газа.

Для получения единственного решения при интегрировании 
этой системы дифференциальных уравнений в частных производ
ных относительно давлений р г и р 2 к ней необходимо добавить на
чальные и граничные условия (см. § 5, гл. 3).

§ 3. УСТАНОВИВШАЯСЯ ОДНОМЕРНАЯ ФИЛЬТРАЦИЯ 
ЖИДКОСТИ И ГАЗА В ТРЕЩИНОВАТОМ 
И ТРЕЩИНОВАТО-ПОРИСТОМ ПЛАСТЕ

Рассмотрим установившуюся фильтрацию жидкости и газа в де
формируемом чисто трещиноватом пласте, в котором проницаемость 
изменяется в зависимости от давления по одному из законов (12.6)— 
(12.8). В этом случае правая часть уравнения (12.15) обращается 
в нуль, и дифференциальное уравнение для давления в трещинах 
принимает вид

d  Г Р (Р) fei (Р) д р  I  _ д _  г  р (р) ki (р) др
L Ц дх J д у  Lдх L Ц дх J д у  L Ц д у  

. д  Г р ( р) )

+  дг  L и 

Введем функцию Лейбензона

+

+  j L [  р (р ) М р ) _gp_1 = 0 , (12.17)
dz L ц dz J

(12.18)
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подобно тому, как это сделано в гл. 5; можно показать, что она 
удовлетворяет уравнению Лапласа

дх2 д у 2 dz2
Вспоминая, что для установившейся фильтрации несжимаемой 

жидкости в среде с постоянной проницаемостью изменение давле
ния описывается уравнением Лапласа, можно провести аналогию 
между установившейся фильтрацией жидкости в недеформируемой 
пористой среде (см. гл. 4) и установившейся фильтрацией жидкости 
и газа в деформируемой трещиноватой среде: все выведенные в § 2 
гл. 4 закономерности для несжимаемой жидкости можно использо
вать для описания течения в деформируемой породе, заменив дав
ление р на функцию Лейбензона & (при одинаковых граничных 
условиях и в пластах одинаковой геометрии).

Д ля одномерной фильтрации массовый дебит можно определить 
из дифференциального уравнения

Qm==-----Р (P).*i (P). J P _ a  (S) = ---- —  со (s). (12.20)
|х ds ds

Рассмотрим фильтрацию несжимаемой жидкости (р = const) 
с постоянной вязкостью (ц =  const). Найдем выражение функции 
Лейбензона для экспоненциальной зависимости проницаемости 
от давления (12.7):

п£° а—“ (Ро—Р)
^ k 0i e - aip° -p) dp +  C ==— ------------------- \-С (12.21)
J I* ц a

и выведем формулы дебита и распределения давления для плоско
радиальной фильтрации жидкости в круговом пласте к скважине. 
Дебит определится по формуле Дюпюи (4.35), в которой давления 
рк и рс должны быть заменены значениями функции Лейбензона

д>

е  “  (ро Р к )  р&? е  “  (ро Рс)
--------------------+ С , <?е = — -------------------- +с.

(л а  Ц a
(12.22)

При этом если принять, что р0 =  рк, то

Qm — (12.23)
1 Як ц а  In — —

г  с

а объемный дебит выразится формулой
2л£?/г Г 1 —  е “ а  (рк —рс)1  /1л л  ч

0 =  ----- ! - ! -------------------12.24
1 n ( R J r c )

Индикаторная диаграмма, описываемая формулой (12.24), кри
волинейна (рис. 12.3), причем для добывающих скважин она имеет 
выпуклость к оси дебитов, а для нагнетательных (рс> рк)  — к оси 
депрессий.
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Рис .  12.3. Индикатор
ная линия для добываю
щей (/) и нагнетатель
ной (2) скважин в де
формируемом трещино
ватом пласте

Рис .  12.4. Кривые распределения д а в 
ления:
1 — в недеформируемом пласте (k -•= const);
2 — в трещиноватом пласте

(k exp I I —т. (р.,—р)I

Подставляя в формулу (4.35) вместо давлений р, р К и рс выра
жения функции Лейбензона 53 по формуле (12.21), и по фор
мулам (12.22), будем иметь

е - “ (Ро-Р) =  е- “ (Ро-Рк)

Если р 0 =  рк, то

е - а ( р к- р ) =  j _

е- а  (р0- р к) _  е- “  (Ро~Рс)

In Як
In -

1 _  е- «  (Рк-Рс)

In г

и распределение давления определяется формулой

Р = Рк -I-----In
а

1
-е -“ (Рк-Р с) Яи 

- In — -
In Як

(12.25)

Ha рис. 12.4 показаны кривые распределения давления, по
строенные по зависимостям (12.25) и (4.32) для недеформируемого 
пласта. Из сравнения кривых следует, что в деформируемом тре
щиноватом пласте за счет уменьшения раскрытия трещин при сни
жении пластового давления сопротивления увеличиваются и дав
ление падает более резко, чем в недеформируемом пласте.

Качественные особенности, характеризующие соотношения 
(12.24) и (12.25), имеют место также и для зависимостей проницае
мости от давления, выраженных формулами (12.6) и (12.8).

Большое практическое значение имеет определение параметров 
трещиноватого пласта — проницаемости й? и коэффициента а .  
Предложен следующий метод обработки индикаторных диаграмм 
(выпуклых к оси дебитов для добывающих скважин). Рассмотрим
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этот метод применительно к формуле (12.24). На индикаторной
диаграмме (рис. 12.5) определяются две площади: = 

д pt
=  f Qd (Др) — между кривой Q (Ар) и осью ординат (она за-

о
штрихована) и /2 =  Q(-Ap£ — площадь прямоугольника для со
ответствующей точки индикаторной линии. Отношение этих пло
щадей г-георет =  /1//2 подсчитывается теоретически с использова
нием формулы (12.24), и оказывается, что z зависит только от од

ной безразмерной величины аДр:

z =  —— = — ---------------------------
f 2 1 — е—аЛр£ а Д  p t

(12.26)

Задаются различные значения аД р ( 
и по формуле (12.26) подсчитываются 
соответствующие значения z, которые 
заносятся в таблицу. С другой сто
роны, отношение г =  /У/2 определяется 
по фактической индикаторной диа
грамме (площадь подсчитывается чис

ленно, например, по формуле трапеций) для разных точек инди
каторной линии; затем для найденного значения z по таблице оп
ределяется произведение a A p t , и так как фиктические перепады 
APl известны, то можно найти а .  Находят значения а  для несколь
ких перепадов Ар,- и берут среднее. Из формулы для дебита (12.24), 
зная а ,  можно найти коэффициент гидропроводности k°ihl\i и за
тем проницаемость k°i, если известны толщина пласта h и вязкость 
жидкости (Я.

Проведенная обработка индикаторных кривых на различных 
месторождениях показала, что коэффициент а  принимает значения 
а  =  (0,1—20) 10-7 П а-1.

Следует иметь в виду, что искривление индикаторных линий 
с ростом депрессии может быть вызвано не только зависимостью 
проницаемости от давления, но и другими причинами (отклонением 
от закона Дарси, наличием начального градиента давления в пласте, 
изменением работающей толщины пласта и т. д .), так что при их 
расшифровке надо учитывать возможное влияние и других факто
ров.

В трещиновато-пористом пласте дебит скважины складывается 
из дебита жидкости, притекающей из трещин, и из дебита жидко
сти, поступающей из пористых блоков. Например, в случае выпол
нения соотношения (12.7) формула суммарного дебита добывающей 
скважины принимает вид

Рис .  12.5. Индикаторные 
линии в трещиноватом пла
сте



где принято, что &2 = const. Однако обычно проницаемость пори
стых блоков k 2 много меньше, чем проницаемость трещин &?, поэ
тому основной вклад составляет приток жидкости из трещин и от
брасывание первого слагаемого не даст большой погрешности в оп
ределении дебита.

Рассмотрим установившуюся изотермическую фильтрацию иде
ального газа в чисто трещиноватом деформируемом пласте, в ко
тором зависимость коэффициента проницаемости от давления ли
нейная (12.8). Эта зависимость представляется естественной для 
газа, так как при фильтрации газа перепады давления обычно малы. 
В этом случае выражение для функции Лейбензона (12.18) можно 
записать в следующем виде (здесь принято р 0 =  рк):

р м м р )  i p + c A w _  - Ф ,  -  <■)] d p + c =
J  fx J  р ат [Я

p k°
ат 1 [(1 —  « Р к )  j' pdp +  a  j’ рЧр] +  С =

P атИ
Г P2 P3 1

- [ ( 1 - a p , )  —  +  « _  J + C . (12.28)
Par\^ L ^ 3 J

Массовый дебит газа при плоскорадиальной фильтрации в кру
говом пласте можно получить, подставив в формулу Дюпюи (4.35) 
выражения (12.28) при р =  рк и р =  рс:

Qm =
2я*°АРаТ 1^ 0  — а р к) - у - Ч -  a  - y - J  — £(1 — ар к) +  a  j|

р  ат(1 In ( R J r c )
(12.29)

Перейдем к объемному приведенному дебиту, по-иному предста
вив формулу (12.29):

П ..  n k \f l ( p l - p 2c) Л  a  _ , 2 Р2с \  / ,o o n vQaT — I 1 ----  р ц  —------CL-------------- I • (12.30)
РатИ In ( R J r c) V 3 K ^  3 Рк +  Pc /

Здесь выражение перед скобкой представляет собой дебит газа
в недеформируемой среде, и можно оценить влияние параметра а
на поток газа в круговом пласте.

Если обозначить через Q* дебит газа в недеформируемой среде
(т. е. при а  — 0), то отношение

^ат 1 Ot I 2 Рс /1  о о 1 \— Г = 1 ------ р к +  — а ---- ------  (12.31)
Q 3 3 рк +  рс

определит отклонение дебита газа в сжимаемой среде от дебита 
газа в среде с постоянной проницаемостью. Если, например, а  — 
=  2 - 10-7 Па-1 , рс = 7 МПа, рк = 10 МПа, то QaT/Q* =  0,72, т. е. 
дебит уменьшается на 28 %.

Аналогичным методом можно вывести формулы для дебита и 
распределения давления для жидкости и газа при прямолинейно
параллельной фильтрации к галерее.
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§ 4. НЕУСТАНОВИВШЕЕСЯ ДВИЖЕНИЕ ЖИДКОСТИ И ГАЗА 
В ТРЕЩИНОВАТЫХ И ТРЕЩИНОВАТО-ПОРИСТЫХ СРЕДАХ

Д ля определения характеристик неустановившегося фильтрацион
ного потока в трещиновато-пористой среде нужно проинтегриро
вать систему дифференциальных уравнений (12.15) и (12.16) при 
заданных начальных и граничных условиях.

Сделаем следующие предположения: жидкость слабосжимаемая, 
упругая, т. е. р =  р0 [1 +  рж (Р—Ро)]; °бе среды — трещины 
и пористые блоки — упругие, т. е. /П; = т о; +  pct- (р—Ро), (’ =  
=  1, 2), проницаемости обеих сред постоянны: k1 =  const, k 2 = 
=  const; происходит обмен жидкостью между трещинами и бло
ками, масса перетекающей из блоков в трещины жидкости подчи
няется соотношению (12.9). При этих предпосылках система урав
нений (12.15) и (12.16) принимает следующий вид:

^L_v2p1 = ^ j ^ . _ ^ ( p 2_ pi); (12.32)
ц  d t  i-i

J ^ V2p2 = P 2 -^ f- +  - ^ ( P 2 - P i ) .  (12.33)
jj, a t  \ i

где p x и p 2 — давления в трещинах и в пористых блоках;

р* =  рс£ +  т 01рж, г= 1 , 2; (12.34)
Рь Рг — коэффициенты упругоемкости трещин и пористых бло
ков соответственно.

Введем следующие обозначения:

и =  ^/((лрг), ех = Р1/Р2, e2 = &2/fe ъ х =  ^р2/а0- (12.35)
В результате уравнения (12.32) и (12.33) запишутся в виде

x y 2pi = e ! - ^ i ------ ; (12.36)
dt  т

xe2V2p2 = -i- p2~-p-1- • (12.37)
dt т

Отметим, что коэффициент пьезопроводности к определен здесь 
через проницаемость системы трещин k x и упругоемкость блоков р2; 
параметр т имеет размерность времени и называется временем 
запаздывания. Этот параметр имеет большое значение в теории 
неустановившегося движения жидкости в трещиновато-пористой 
среде; он характеризует отставание процесса перераспределения 
давления в трещиновато-пористой среде по сравнению с пористым 
пластом с пьезопроводностью х . Это отставание объясняется на
личием обмена жидкостью между системой пористых блоков и си
стемой трещин. Время запаздывания т можно записать по-другому:

т =  р-Рг/̂ о = Ц.Р2̂ /(а&а) = /2/(ссх2).
Из последнего выражения следует, что большие значения т 

соответствуют малым значениям пьезопроводности блоков и боль
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шим размерам блоков (и то, и другое затрудняет перетоки из бло
ков в трещины).

Анализируя систему уравнений (12.36) — (12.37), можно сде
лать следующие выводы. При т =  0 имеем р х =  р 2, т. е. давления 
в трещинах и блоках одинаковы и среда ведет себя как однородная. 
При т =  оо система разделяется на два уравнения фильтрации — 
в трещинах и блоках, т. е. блоки оказываются изолированными, 
непроницаемыми и среда ведет себя как чисто трещиноватая. Про
межуточные значения т соответствуют трещиновато-пористой среде, 
причем, независимо от конкретного вида решения той или иной 
задачи, с ростом времени t решение стремится к решению задачи 
упругого режима, сближаясь с ним по истечении периода времени 
порядка нескольких т.

Систему уравнений (12.36) — (12.37) можно упростить, если ис
пользовать то обстоятельство, что трещинная пористость т 1 и про
ницаемость блоков k2 малы, т. е. т 1 т 2, k 2 k u  следовательно, 
e i ■€. 1. е 2 1 и можно отбросить слагаемые e.1dp1ldt и xeaV 2P i- 
Тогда получим

xv2/?i 1 P2~ P l= 0; _gPg.+  P2~ .P1 _ Q (12.38) 
т dt т

Сделанное предположение (mj = k 2 =  0) означает, что жид
кость «хранится» только в блоках, а перемещается только по тре
щинам (так как пренебрегли изменением массы жидкости в системе 
трещин и потоком жидкости в блоках).

Существуют различные решения как  полной системы (12.36), 
(12.37), так и «усеченной» (12.38), полученные интегрированием 
дифференциальных уравнений, а также приближенными методами 
(интегральных соотношений, усреднения и т. д .). Все эти решения 
достаточно сложны и громоздки, поэтому здесь не приводятся.

Приведем лишь графики, построенные в результате решения 
плоскорадиальной задачи об отборе упругой жидкости из скважины 
радиуса гс, расположенной в бесконечном пласте, с постоянным 
дебитом Q.

В начальный момент давления в трещинах р г (г, 0) и в блоках 
р 2 (г, 0) одинаковы и равны р 0. Такое же давление сохраняется все 
время в удаленных точках.

Условие на стенке скважины имеет вид
г ^  +  еоГ^ _  =  _ ^ М _  (12.39)

д г  д г  2л М  Р V

На графиках (рис. 12.6) отложены по вертикали вниз 
значения иг =  2nk1 h(p0— p^/iQn) и u2 =  2 n k 1h(p0 — p2)/(Q|-i), 
по горизонтали — безразмерная радиальная координата r/д/ хт , 
кривые построены для разных значений Hi. Из графиков видно, 
что перераспределение давления в блоках происходит значительно 
медленнее, чем в трещинах. Для t!т =  3 кривая хт) почти
совпадает с кривой и = -----Ei (— г2/4х/), которая соответствует
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Рис.  12.6. Кривые распределения 
безразмерного давления в разные 
моменты времени в трещинах (а) и 
блоках (б)
Рис .  12.7. Кривые восстановле
ния давления в трещиновато
пористом (1) и пористом (2) пла
стах

обычной пористой среде с пьезопроводностью к . Для значений 
t/r =  3 кривые u L и и , практически совпадают, т. е. для времен, 
значительно превышающих время запаздывания т, давления в тре
щинах и порах одинаковы (рх =  р 2) и можно пользоваться уравне
ниями для фильтрации в обычной пористой среде.

Отметим еще, что время запаздывания т определяется по дан
ным исследования скважин на неустановившихся режимах. Для 
этого используются кривые восстановления давления, которые в ко
ординатах Арс =  р с ( t) — рс (0) — In t приведены на рис. 12.7.

§  5. ВЫТЕСНЕНИЕ НЕФТИ ВОДОЙ ИЗ ТРЕЩИНОВАТО
ПОРИСТЫХ И НЕОДНОРОДНЫХ СРЕД

При вытеснении нефти водой из трещиновато-пористого пласта 
и из неоднородной среды, содержащей малопроницаемые включе
ния (рис. 12.8), принимается следующая схема. Нагнетаемая в 
пласт вода под действием гидродинамических сил стремится вы
теснить нефть из хорошо проницаемых зон, она прорывается по 
высокопроницаемой среде (или по трещинам), а малопроницаемые 
блоки, насыщенные нефтью, оказываются окруженными со всех 
сторон водой. Извлечение нефти из блоков возможно лишь за счет
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капиллярной пропитки. Вода (смачивающая фаза) будет впиты
ваться в блок за счет капиллярных сил, а нефть (несмачивающая 
фаза) будет вытесняться в высокопроницаемую среду (или трещины). 
Очевидно, вода будет впитываться через мелкие поры, а нефть б у
дет выходить через крупные поры.

Рассмотрим отдельный малопроницаемый блок, у  которого 
только один торец открыт и соприкасается с водой, а остальная 
поверхность непроницаема для жидкости. Вода под действием к а 
пиллярных сил начнет впитываться в блок, а нефть будет двигаться 
в противоположном направлении. Этот процесс носит название 
противоточной капиллярной пропитки. Дифференциальное ур ав
нение одномерной противоточной капиллярной пропитки можно 
получить из общего уравнения (9.23) при Др = 0 и при условии, 
что суммарная скорость фильтрации w =  w x +  w 2 =  0. Из ре-

Рис .  12.8. Схема неоднородного 
пласта , содержащего малопрони
цаемые включения.
Зона: / — малой проницаемости: 2 — 
хорошо проницаемая

шения этого уравнения следует, что при начальной водонасыщен- 
ности блока ст0 <  ст* средняя по длине насыщенность ст определяется 
из соотношения

a ^ o 0 +  K ^ t ,  (12.40)
где К  — константа, зависящая от значений о на границах.

Скорость впитывания воды

Wx =  а/д/Г. (12.41)

После подхода фронта вытеснения к закрытому концу блока 
средняя насыщенность стремится к постоянному значению а 1г а 
скорость впитывания воды уменьшается с течением времени по за 
кону

w ^ - A e - * * .  (12.42)

Вернемся к рассмотрению вытеснения нефти водой из трещино
вато-пористого или неоднородного пласта. Как и для описания 
фильтрации однородной жидкости в трещиновато-пористой среде, 
нужно ввести в каждой точке два значения давления и две скоро
сти фильтрации (для каждой среды). Кроме того, в каждой среде 
имеются две жидкости, для которых скорости фильтрации и насы
щенности различны, а давления отличаются на значения капил
лярного давления. Нужно также ввести функцию, учитывающую 
перетоки между высокопроницаемой средой и малопроницаемыми 
включениями (трещинами и блоками). Таким образом, вместо че
тырех уравнений (12.11) — (12.14) будем иметь восемь — для к аж 
дой жидкости и для каждой среды.
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Д ля вытеснения из трещиновато-пористой среды при условии, 
что поток обеих жидкостей в блоках отсутствует (ш{2) =  0 , =  О, 
верхние индексы 1 и 2 относятся соответственно к трещинам и бло
кам , нижние (1 и 2) — к воде и нефти) и объем трещин мал по срав
нению с объемом пор, система уравнений для одномерного движе
ния примет вид

* ;( а (1)) др\1) ...О) дР{2 }W2о/,1»:
и дх дх

(12.43)

да/,1*
дх

-<7 =  0;
dw^
дх

-<7 = 0 ; т %-
до<2>

dt
-<7 = 0.

Здесь а (1) — водонасыщенность 
щенность в блоках.

в трещинах; сг<2) — водонасы-

Рис.  12.9. Схема вытеснения неф
ти водой из двухслойного пласта 
(проницаемость нижнего пропла
стка больше, чем верхнего)

Если рассматривать обмен жидкостью между средами как про- 
тивоточную капиллярную пропитку, то интенсивность перетоков 
зависит только от времени нахождения данного блока в обводнен
ной зоне. Если через t0 (х) обозначить время подхода фронта вы
теснения в высокопроницаемой зоне (или в трещинах) к данному 
блоку, то интенсивность перетоков будет функцией от т = t—10 (х). 
Вид функции <7 (т) можно выбрать, исходя из выражений для ско
рости капиллярной пропитки одного элемента (12.41) и (12.42). 
Удобной аппроксимацией для q (т) является функция вида

<7 (т) =  Л е - Вт/л/т- (12.44)
Постоянные А и В подбираются исходя из теоретических сооб

ражений или по экспериментальным данным. Подставляя выра
жение (12.44) в систему дифференциальных уравнений (12.43), 
можно найти характеристики движения, в первую очередь насы
щенность в блоках, а такж е закон движения фронта вытеснения.

При закачке воды с постоянным расходом спустя некоторое 
время после начала процесса образуется задний фронт, за которым 
пропитка блоков практически отсутствует, и оба фронта будут дви
гаться с одинаковой скоростью, образуя стабилизированную зону, 
перемещающуюся равномерно.

Изложенный подход применим также к задачам о вытеснении 
нефти водой из пластов, состоящих из пропластков различной тол
щины, пористости и проницаемости.

Экспериментально установлено, что при небольшой толщине 
пласта в гидрофильных средах, т. е. средах, лучше смачиваемых
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водой, фронт вытеснения устойчиво распространяется в пропласт- 
ках различной проницаемости: разбег «фронтов» в слоях стабили
зируется и не изменяется со временем. Это имеет место в том слу
чае, когда перетоки, вызванные капиллярными силами, очень ве
лики. Этот случай показан на рис. 12.9. Нижний пропласток имеет 
более высокую проницаемость k 2, чем верхний (k2 »  k х). Поэтому 
скорость вытеснения в нем больше и фронт вытеснения опережает 
фронт в верхнем пропластке. В зоне между фронтами вода капил
лярно впитывается в поры верхнего пропластка (показано стрел
ками), за счет чего скорость движения фронта воды в верхнем про
пластке увеличивается и расстояние между фронтами сохраняется 
постоянным.

Г л а в а  13
ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ОСНОВНЫХ 
ПРОЦЕССОВ ФИЛЬТРАЦИИ ПЛАСТОВЫХ 
ФЛЮИДОВ

§ 1. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПОДЗЕМНОЙ ГИДРАВЛИКИ

Математическое описание процессов фильтрации пластовых флюи
дов, как мы видели, приводит к решению краевых задач, включаю
щих в себя дифференциальные уравнения или системы дифферен
циальных уравнений, а также начальные и граничные условия.

Точные или приближенные аналитические решения этих задач, 
пригодные для практического использования, можно получить для 
фильтрационных потоков достаточно простой геометрии и при ис
пользовании различных упрощающих допущений. Существование 
аналитического решения, получаемого, например, с помощью тран
сцендентных или некоторых специальных функций (интеграл ве
роятности, интегральная показательная функция и т. д .) , облег
чает построение алгоритма. Для этого достаточно воспользоваться 
приближениями этих функций, основанными на методах интер
поляции.

Однако большинство реальных фильтрационных потоков имеет 
сложную форму и описывается, как  правило, системами нелиней
ных дифференциальных уравнений. Построить аналитические ре
шения таких задач не удается, и в этих случаях для их решения 
используют приближенные численные модели, основанные на раз
личных принципах и использующие ЭВМ.

При построении численных моделей и численных алгоритмов 
используют дискретное представление переменных и дифферен
циальных операторов уравнений, а такж е области течения.
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§ 2. ПОСТРОЕНИЕ ДИСКРЕТНОГО АНАЛОГА ОБЛАСТИ 
ФИЛЬТРАЦИИ

Пусть некоторый фильтрационный процесс описывается дифферен
циальным уравнением, которое можно представить в обобщенном 
виде

Lu =  /,

где L — дифференциальный оператор; и — вектор искомых функ
ций; / — заданная векторная функция.

Решения отыскиваются в некоторой заданной области непре
рывного изменения аргументов:

D {x, у, z, t } = D i[ x ,  у , z}xD ,{f} ,

представляющей собой декартово произведение области изменения 
пространственных координат £>/ и области изменения времени Dt.

В том случае, когда область Di является одномерной и пред
ставляет собой отрезок .Х\ <  х <  Х 2, а область Dt является от
резком t0 <  t <  Т, область D =  DiDt можно наглядно изобра
зить прямоугольным участком плоскости (рис. 13.1). Если Dt 
является двумерной (или трехмерной), то область D будет представ
лять собой трехмерный (или четырехмерный) цилиндр с образую
щими, параллельными оси времени 0 .̂

При использовании численных методов решения ищутся в ди
скретных точках, совокупность которых будет составлять дискрет
ный аналог области D, который обозначим через Dh■ Можно по
строить несколько дискретных аналогов непрерывной области. Один 
из возможных — сеточный — изображен на рис. 13.2. Промежу
точное положение занимают полудискретные аналоги, которые 
получаются, если один из аргументов, например время, оставить 
изменяющимся непрерывно (рис. 13.3).

Л х

1 “м

Рис .  13.1. Схема одно
мерной области филь
трации

Рис .  13.2. Дискретный аналог 
непрерывной области^фильтра- 
ции
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i . Рис .  13.3. Полудискретный аналог  непрерыв
ной области фильтрации

7
Рис .  13.4. Деление отрезка на равные ин
тервалы

х
X,

(Хг)

§ 3. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ, АППРОКСИМИРУЮЩИЕ УРАВНЕНИЯ 
ФИЛЬТРАЦИИ УПРУГОЙ ЖИДКОСТИ

Из математического анализа известно, что дифференциальные опе
раторы при дискретном изменении аргументов не определены. Для 
отыскания решений в этом случае необходимо исходные дифферен
циальные уравнения заменить на их дискретные аналоги.

В качестве примера рассмотрим построение дискретных анало
гов краевой задачи для одномерного уравнения теплопроводности:

Lu =  — ------- —  = 0, (13.1)
дх2 dt 

X i< x < X 2, t >  0 
и(х, О)-^ф(х) при £ = 0; 

и(Х ъ t) =  ty1 (t) при х ^ Х ^ ,  
и (Х 2, t): г|)2(0 при х =  Х 2

Напомним, что уравнение этого типа описывает распределение 
давления в однородном пласте при упругом режиме фильтрации 
слабосжимаемой жидкости. Разделим отрезок Х х <  ^ <  Х 2 на М 
одинаковых частей точками x t (i =  0, 1 , 2 , . . . ,  М), отстоящими 
одна от другой на расстоянии Ах =  ( Х 2—Х г)/М (рис. 13.4). Вы
разим производную д 2и/дх2 через значения функции и в дискрет
ных точках Xi\ при этом будем использовать обозначения и {xi) =Ui.

Известно несколько способов построения дискретных аналогов 
(разностной аппроксимации) производных. Наиболее распростра
ненный способ основан на использовании метода разложения ф унк
ций в ряд Тейлора. Запишем выражение ряда Тейлора для функ
ции и (х) в окрестности точки х,- при положительном приращении 
аргумента;

1 "  Д  у
и (х{ +  Ах) = и {Xi) +  их (Xi) Ах +  ихх (xi) — • • +

( Л +  1)!
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То ж е выражение в индексном обозначении имеет вид
, ' А . Д*3 . * (Л+1) Ахп+г u i+1 =  UiJr u iAx + « г -------- b • ■ -Щ ----------

(n -  1)! 
где

tn) d n u (Xj) _ » ( « + ! )  |?п + 1 ц ( x f)  _ < / . < J r

од:” oxn+1
Аналогично записывается разложение при отрицательном при

ращении аргумента:

, "  А х 2 , ,чП4-1 ** (Л+1) Д х п+ я
U[ — 1 = U { ---UfAx +  U ;——---- b • • ■ ~b (— 1) ui ------------•2! (n + 1)!

Напомним, что ряд Тейлора может содержать столько членов, 
сколько производных имеет функция и (х).

Из первого разложения можем получить выражение для первой 
производной — правую разность

U i + i — Ui „ "  Д *  |Дд;2W i Hi
Ах 2 ! 3!

Ы£+1 — «4 ЬО(Дх).

Из второго разложения получаем левую разность
„ ’ _ ui w£—t | ^x2 | î l | \u t = ------- ------------ ь U i — -------Ui —- — ь  • • • = ------- ----------- Ь Щ А х ) .

Дл: 2! 3! Ax
Наконец, вычтя второе разложение из первого, получим цен

тральную разность

и . Ht+1- m - x _ uT^ L +  . . . = "*+ !-“<-* +  о  (Ах2).
2Ах 1 3! т  2Ах

К ак видно из приведенных выражений, односторонние разно
сти (левая и правая) при малых приращениях аппроксимируют 
первую производную с погрешностью 0  (Ах), пропорциональной 
первой степени Ах («порядка Ах»), Центральная разность аппрок
симирует производную с погрешностью О (Ах2), т. е. точнее.

Просуммировав оба исходных разложения, после несложных 
преобразований получим аппроксимацию второй производной

_  “£+i — 2ы{ +  и«_1 „(IV) 2Ах2 — _ — Ы{
Ах2 4!

=  ц£+1 ~ 2ц£ +  ц£-1 + 0 ( Ах2). (13.2)
Ах2

Используя полученную аппроксимацию второй производной» 
построим полудискретный аналог краевой задачи (13.1). Для этого 
область решения D ( [А\ <  х <; Х 2] X [О < /]) заменим созо- 
куп ностью равноотстоящих прямых х  = Х{, где i =  0, 1 ,2 , . . .  М 
(см. рис. 13.3), составляющих полудискретный аналог области: 
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Dh (t) {*,• X [0 < f ]) , i =  0, 1, 2, , М. Заменим в исходном 
уравнении вторую производную ее дискретным аналогом (13.2). 
Получим систему обыкновенных дифференциальных уравнений

^ -------- '-r [ui+1( t ) - 2 u l (t) +  ui^(t)]  =  0, i = l ,  2, . . . , М - 1,
d i h 2

h =  Ах.
Дискретный аналог начального условия принимает вид 

ф(хг) = ф,-, при t =  0 t = 0, 1, 2................... М.
Дополним полученные соотношения граничными условиями

W0 = (0. при х - Х 1 = х 0, (0) = ф0;
“ м =  1Ы 0. при х=^Х2~ х м , т152(0) = Фм-

Исходная задача для уравнения в частных производных, з а 
данного в непрерывной области D с начальными и граничными ус 
ловиями, заменяется задачей для системы обыкновенных дифферен
циальных уравнений, определенных на прямых х =  х {, где i =  1,
2, . . . , М —1 с начальными условиями.

В этом состоит сущность метода прямых, который мы фактически 
только что рассмотрели. Преимущество его заключается в том, 
что решать обыкновенные дифференциальные уравнения, в прин
ципе, значительно проще, чем уравнения в частных производных. 
Эти преимущества ярко проявляются в том случае, когда область 
решения имеет прямоугольную форму, а уравнения являются ли
нейными с постоянными коэффициентами. Если же форма области 
решения оказывается достаточно сложной, а уравнения имеют пе
ременные коэффициенты или являются нелинейными, использова
ние метода прямых вызывает серьезные затруднения.

В этих случаях для решения задач целесообразно использовать 
метод конечных разностей. Дискретный аналог области, в которой 
ищется решение, представляется в виде сетки (см. рис. 13.2). Поэ
тому метод конечных разностей иногда называют методом сеток. 
Отдельные точки сетки называются узлами. Если шаги сетки Ах  
и At  постоянны, то сеточная область (сетка) называется регуляр
ной. В общем случае использование регулярной сетки предпочти
тельнее, но иногда целесообразно использовать и нерегулярные 
сетки с переменными шагами.

Рассмотрим ту же краевую задачу (13.1), описывающую филь
трацию упругой жидкости. Д ля получения дискретного (конечно
разностного) аналога краевой задачи нужно в конечно-разностной 
форме представить уравнения, начальные и граничные условия.

Частная производная по времени обычно заменяется односто
ронней разностью

ди__________ и  (х I ,  tn + i )  и (X j, tn) I Q  / Д А  

dt ~ ________________________ Д t

Введя для удобства обозначения

U {Xi7 tfj) Hi , At — T,
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можно записать
ди _  « »+ > -«»

------ ^  '
’<?/ Т

С учетом дискретного аналога второй частной производной по 
пространственной координате (13.2) рассматриваемое дифферен
циальное уравнение упругого режима в конечно-разностной форме 
сводится к системе уравнений
ил"Н _  цп

— --------- l-------- ^ ( u i+ l- 2 u * + u U )  =  0, t =  l, 2, . . . , M - Uт /г2
п =  1, 2, . . . .  (13.3)

Дискретный аналог начального условия строится достаточно' 
просто и записывается в виде

п =  0, и° =--ф’(хг) =  ф«, i =  0 ,  М. (13.4)
По аналогичной схеме строятся дискретные аналоги граничных 

условий первого рода:

и о = ^ i  (tn)= ty i  при t= 0 , п = 1 ,2 ,  . . . 

им = г|з2(*я) =  1|>2, при i =  M , /г = 1, 2, . . .  (13.5)
Более сложным является вопрос о построении дискретных ана

логов граничных условий, в состав которых входят производ
ные. Пусть, например, одно из граничных условий задано в виде

при х =  Х 2 ди/дх =  0, (13.6)
что физически означает непроницаемость границы х =  Х 2. Ди
скретный аналог условия (13.6) можно построить несколькими спо
собами. Наиболее удобный основан на использовании метода от
ражения. При его реализации в рассмотрение дополнительно вво
дится фиктивная точка за пределами области решения х м+1 = 
=  (М +  1) Ах. Представляя дискретный аналог первой произ
водной по схеме центральных разностей, получим

ди
дх

^  «м+1 — мм- i
*=Х2 2Д*

На этом основании дискретный аналог условия (13.6) можно- 
представить в виде

им+1=и.м—ь /1=1, 2, . . . (13-7)
Как видно из приведенной записи, исходная краевая задача 

для дифференциального уравнения в конечно-разностной поста
новке сводится к системе алгебраических уравнений и тем самым 
существенно упрощается. В таком упрощении заключаются все преи
мущества метода конечных разностей. Наибольшую эффективность 
использование метода конечных разностей дает при численном pe
rn ении нелинейных уравнений в областях сложной формы, когда
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точные или приближенные аналитические решения получить не 
удается или вообще невозможно.

Не следует думать, однако, что построение конечно-разностных 
решений любых задач не вызывает никаких затруднений. В дейст
вительности это достаточно сложный процесс, который не всегда 
приводит к удовлетворительному результату.

§ 4. РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ КОНЕЧНО-РАЗНОСТНЫХ 
УРАВНЕНИЙ. СХОДИМОСТЬ МЕТОДА

После дискретизации области и построения дискретного аналога 
краевой задачи необходимо оценить сходимость конечно-разност
ного решения к точному решению исходной задачи, а такж е полу
чить конечно-разностное решение, т. е. решить систему конечно
разностных уравнений. Реализация этих двух этапов представляет 
основные принципиальные трудности при практическом использо
вании метода конечных разностей.

Говорят, что разностное решение «л сходится к решению исход
ной задачи и, если норма разности этих решений в узлах сетки 
стремится к нулю при стремлении к нулю шагов дискретизации:

|| и" — {ul)h || ->0 при {/г, т )-> 0 .

В зависимости от свойств искомых функций и решаемых задач 
в качестве норм могут приниматься различные величины (макси
мум абсолютных величин разностей, средняя квадратическая раз
ность и т. д.).

Конечно-разностное решение представляет практический инте
рес только в том случае, если имеет место его сходимость к точному 
решению. Непосредственная проверка сходимости разностных схем 
вызывает большие затруднения. В теории разностных схем доказы
вается, что схема, которая аппроксимирует исходную задачу (когда 
погрешность аппроксимации стремится к нулю, если стремится, 
к нулю шаг дискретизации) и устойчива (т. е. малым возмущениям 
начальных данных и разностного оператора соответствуют малые 
отклонения решений), является сходящейся. Исследования аппрок
симации и устойчивости оказываются относительно более про
стыми. В соответствующих разделах теории разностных схем они 
описаны достаточно подробно.

Трудности решения системы конечно-разностных уравнений 
в первую очередь обусловлены ее большой размерностью, равной 
числу дискретных точек, в которых ищутся значения функций. 
Размерность системы можно уменьшить увеличением шага дискре
тизации. Однако этот путь приводит к потере точности, и им нельзя 
пользоваться без достаточного обоснования.

При фиксированной размерности трудоемкость решения системы, 
конечно-разностных уравнений зависит от типа разностной схемы. 
Поясним это на примере системы уравнений (13.3), где во втором
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слагаемом вместо индекса, указывающего номер временного шага, 
пока проставлены звездочки. Рассмотрим два варианта:

_U** 1
—--------- 5------- - j - (и ? + ,-2 и ?+ «£ -,) = 0 ; (13.8)т  №

Ц‘ + --------^ - ( u 1 t l - 2 u 7 +l +  u 7 ^ )  =  0, (13.9)X h*
i =  1, 2, . . . , М — 1; п =  1, 2, . . .

Совокупности узлов, участвующих в разностных схемах, можно 
изобразить схематично в виде так называемых шаблонов. Для пер
вой и второй схем соответственно шаблоны имеют вид, представ
ленный на рис. 13.5.

г-1 г г+1

6
п*1.

i -1 г+1

Рис.  13.5. Шаблоны для 
явной (а) и неявной (б) 
схем

Первая схема называется явной. Как наглядно видно из шаб
лона, в этой схеме каждое значение искомой функции на (п +  1)-м 
временном слое индивидуально определяется через три значения 
функции на предыдущем п-м слое.

Разрешив (13.8) относительно u"+ l, получим
п4-1 п , Т / n  о  л , п \

Ui = щ  + — — 2 и { +« , • _ l). 
к*

Используя начальные условия, т. е. значения функции на нуле
вом слое, мы довольно просто можем вычислить последовательно 
значения функции на любом последующем временном слое. Но 
явная схема имеет очень существенный недостаток: она оказывается 
сходящейся только при соблюдении ограничительного условия

т/'/г2 < 1/2,
т. е. условно устойчива.

Вторая схема называется неявной. Она сходится при любом 
отношении шагов. Но, как видно из шаблона, непосредственно вы
числить индивидуальное значение функции на (п +  1)-м слое по 
известным значениям на n-м слое нельзя. На каждом слое нужно 
полностью решать всю систему уравнений.

Как уже подчеркивалось ранее, система конечно-разностных 
уравнений является алгебраической, и поэтому к ней применимы 
известные методы решения алгебраических уравнений. В то же 
время отметим, что каждое неявное конечно-разностное уравнение 
содержит только три значения искомой функции в соседних узлах. 
Вследствие этого матрица коэффициентов системы конечно-раз- 
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ностных уравнений имеет специальный, так называемый трехдиа
гональный вид. Для системы (13.9) матрицей является

Ь О

а

Ь

О
b

О
а
Ь

где а = 1 +  2t//j2, b =  — т/И.2, а все элементы, не лежащие на 
трех выделенных диагоналях, равны нулю. Для решения систем 
уравнений подобного вида разработаны специальные методы, среди 
которых одним из наиболее популярных является метод прогонки. 
Рассмотрим его на примере решения системы (13.9) с начальными 
и граничными условиями (13.4), (13.5), (13.7). Для удобства пере
пишем уравнение в развернутом виде

и?±1 — (2 + s)«?+1 +  «f-H = — su i, s =  h2/т. (13.10>
Будем считать, что значения функции в соседних узлах связаны 

между собой соотношениями
,п+1.

п+1
U1-1

- + 1 (b"+l

а Й 1 (Ь1+!

(13.11)
(13.12)

Подставив (13.12) в (13.10), получим

a f t 1 О Й ’ -j « ? + ') -  (2 +  s) u1+i +  u l t l  =  - s u i , 
откуда следует

[{a№ b?±t + su ?)  +  u?£1].u1+l =
2 -l-s— al+l

Сравнивая (13.13) с (13.11), получаем соотношения

-  - а ; —1 0 ;_ 1  -\-SUi ,а й 1:
2 +  S -  a f t 1

ът

(13.13)

(13.14)

П+1которые по известным значениям a,_ i , biZ\ позволяют вычислить
,<?+1, Ь1+\

Для узла i =  1 уравнение (13.10) и соотношения (13.11) имеют
вид

п+1«0 — (2 +  s) щп+1 п+1■и2 ■■ — su i ; (13.15)

ц?+1==а Й ‘ ( ^ +1 +  «2+1)- (13.16)
Используя граничное условие (13.5) из (13.15) получим

и 1
2 +  s

[(tf+' +  s u V + u ^ 1] (13 .17)
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и’ далее в результате сопоставления равенств (13.17) и (13.16) имеем 

а ‘ +1==Т + 7 : bl+l =  t f + l + s u l  (13.18)

Соотношения (13.18) и (13.14) позволяют последовательно рас
считать пары коэффициентов (a?+1, bi+1), (а"+1, bp~l), (а^Д  , 
Ьпм1\). Эта процедура известна как «прямой ход».

Используя найденные значения пар коэффициентов и второе 
из граничных условий (13.5), с помощью (13.11) можем вычислить 
искомые значения функции во всех узлах, начиная с i = М —1:

иПм—\ =ам^-\ +  '̂ 2+l); и'м .̂2 =  а'м̂ -2 (^лй +  «лй ), • • •
В этом состоит операция «обратный ход».

Повторяя «прямой» и «обратный» ходы на каждом последующем 
временном шаге, найдем численное решение задачи в любом задан
ном интервале изменения времени.

Метод прогонки удобен тем, что требует относительно неболь
ших объемов оперативной памяти и затрат времени на проведение 
расчетов.

§  5.  Ч И С Л Е Н Н О Е  Р Е Ш Е Н И Е  Д В У М Е Р Н О Й  З А Д А Ч И  
Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н О Й  Ф И Л Ь Т Р А Ц И И  У П Р У Г О Й  Ж И ДК ОСТИ 
В НЕОДН ОРО ДНОМ П Л А С Т Е

Пусть в горизонтальной плоскости (х, у) имеется область DI, за
нятая нефтью и содержащая скважины — точечные источники или 
стоки. Будем считать, что пласт — неоднородный по проницае
мости: k0 =  k0 (х, у), а разработка залежи ведется при упругом 
режиме фильтрации. Д ля простоты будем предполагать, что область 
фильтрации Di имеет форму прямоугольника: Х х < х <  Х 2,
У 1  <  У <  У г (рис. 13.6). На границах области фильтрации х =  Х 1г 

х  =  Х 2 и у  =  Y 2 задано соответственно распределение давлений

P =  Pi{y, t), р =  р2 (у, t), р =  р3 (х, О-
Граница пласта у  =  У х считается непроницаемой, т. е. на этой 

границе нормальная составляющая скорости фильтрации (или 
др.ду) равна нулю.

Пусть в начальный момент времени t0 в пласте (область Di) 
задано распределение давления по координатам, т. е. р =  р 0 (х, у) 
при t =  /0.

Тогда задача о нахождении распределения давления р (х , у, t) 
в процессе эксплуатации залежи сводится к решению (интегриро
ванию) дифференциального уравнения параболического типа (типа 
теплопроводности), с переменными коэффициентами (см. гл. 3, 6), 
которое можно представить в следующем обобщенном виде

Ь ~ 1 Т = 1 г { к ~Т~) +  ~^~(к <13л9>dt дх  \ дх )  ду V ду  J  

Ь =  Ь(х, у), k =  k{x, у), / = /(*, у, t)
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Ax=h

W - ______
J +2
j

i . - i
j=o

i=0 i-t/2 i i + 1/2 i=M

Puc.  13.6. Схема области фильтрации Рис.  13.7. Дискретный аналог не
прерывной области фильтрацииупругой жидкости

в области D — D t X D T, D T=  [t >  /„} при следующих начальных 
и граничных условиях:

р =  ф(х, у) при t =  t0, (13.20)
P = (IM*/> t) при х =  Х г, (13.21)
р =  Ф2(у, t) при х — Х 2, (13.22)

0 при у — Уъ (13.23)
р=--\(л:, t) при г/ = У2. (13.24)

Здесь искомая функция р (х, у, t) соответствует давлению, 
k =  k0 [х, у)/ц; b = р* =  /л(Зж +  Рс — коэффициент упругоемко- 
сти пласта; / — плотность источников и стоков, моделирующих 
работу добывающих и нагнетательных скважин. Со способами мо
делирования скважин можно познакомиться в работе [12 J.

Будем решать задачу приближенно с использованием метода 
конечных разностей. Для этого заменим непрерывную область Di 
ее дискретным аналогом — квадратной сеточной областью 
{рис. 13.7):

Dih{xi,  г/,-}, Xi ih, y s = i h ,

i =- О, M , j  =  0 ,  N.

Построим, даЛее, конечно-разностный аналог уравнения (13.19), 
используя интегро-интерполяционный метод.

Выделим в области DL квадрат с центром в точке {х{, у,) и сто
ронами, образованными отрезками линий х =  х { ±  /г/2, у  = 
= t/,-± h!2  (см. рис. 13.7). Рассмотрим тройной интеграл от обеих 
частей уравнения (13.19):

* п+1*1 +Ш У1 + т

5 S S b dydxdt =  
dt

*п+1х1 + т у1+и2

дх
i -1  2 7 -1 2

+  - ? - k - 2 B -
д  у  д у

$ S
*п Xi - I 2 yj-V2 

+- /J dydxdt.
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Выполняя интегрирование по каждому слагаемому в порядке, 
соответствующем типу производной, получим

Х 1+1:2 1/2 tn + i yi + l 2

Xi—1/2 'V/—1/2 'л 1/2

-(* -£LJ ̂ ,+ T T  K* t U  -(* " +
t xП i—1 2

' / i + i ' l + l / J ^ ' + U
+  [ J  f fdydxdt.

(J1 x i—\ 2 yj—\!2

Это соотношение — точное. Используя формулы приближенного 
интегрирования, представим его в следующем виде:

[6 (Р"+' -  Р % « < I. А**!/ = [ ( »  ^ ) 1+] 2 -  (*  Х

X AyAt +  \ {k — )  1 (3) ЛхД  ̂+
L\ Эг/ Л +1 2 V ду Л - l  2_|*=*<- >

+  / W 4\ г/}4), C )A x A yA t,  (13.25).

< Ы в)} < *;+ъ 

У/ <  |г//Р)) < г/у+ь
tn й=г | ^ )  ;5= t̂ + l>

{a , Р, у) =  1, 2, 3 , 4 .
Произведения кдр/дх и kdpldy в точках с полуделыми индек

сами заменим дискретными аналогами:
дР \ ~.и Pi+i— Pi 

i+ l/ 2
(k  ~  t̂+1,2 
V dx Ji- - -

ki-( k — )V dx J i—1,2

( * — )  v Л

(* т Ч  *  k‘V dy J i - 1.2

1 2

\ ~  bK/+1 '2
//+1/2

dp ~ "--12

Ax

Pi — Pi- г
Ax

Pj+1 — Р/
&У

Pi — P i - i
А У

где
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Подставим полученные выражения в (13.25), предварительно 
разделив все слагаемые на AxAyAt и положив приближенно х ^ ) =
=  Х(, У ^  — У;, W  — tn, т. е. отнеся все средние величины 

в  интегралах к узлу х(, yh tn. В результате получим конечно
разностный аналог двумерного уравнения (13.19):

р?-И  _  o ’} . Dn+1 . _  Dn+ 1 пп+ 1 _  n+ l
и U P i + h i  P i . i  и p i . i  P i . j - 1  , 
b i. / ; ------ --  *<+1/2. / ------- - л---------- ki  -1/2. / ---------------- +

n'?+1. . _ nn~t 1 _ Dn+̂, h Pi, l + l Pi, I u Pi, j Pi, /—1 , £n+l 
+  /+>/2 ---------^ ------------ki. /—1/2-----  h2 +  f i . i  .

(13.26)
г = 1, M — 1, / =  1, W— 1.

Дискретные аналоги начального и граничных условий строятся 
по ранее рассмотренным схемам и принимают вид

при ti — 0 Pi. / =

5o'IIЭ- . / =  0, ЛГ; (13.27)
при i= 0 n I

P o .r= Ф«Л / = 1 , N - 1, /1=1, 2, .
(13.28)

при i =  M n
Рм, у II e Ml /= 1 , N - 1, л = 1 , 2, . • • j

(13.29)
при i =  о "P i . - 1= pi 1. t =  l, M — 1, n =  1, 2, . • • » .

(13.30)
при 1 =  N Pi N i=  Ш  — 1, /2=1, 2, . . .

(13.31)
Таким путем вместо исходной краевой задачи (13.19)— (13.24) 

мы получаем конечно-разностную задачу (13.26) — (13.31).
Для решения алгебраической системы уравнений (13.26) — 

(13.31) можно использовать различные общие и специальные ме
тоды. Из числа последних большое распространение получил метод 
смены направлений, суть которого заключается в следующем.

Шаг по времени At = tn+i— tn разбивается на два половинных 
шага tn+i—tn+i/2 = tn+i/г—tn =  At/2. На каждом полушаге вместо 
системы (13.26) — (13.31) решается ее модификация, явная по од
ному направлению и неявная по другому (направления чередуются).

Решаемые системы имеют вид, например, на первом полушаге

,  р?.У2- р " /  ,  р ^ - р " У 12
Ьи! ------ № ------ = **+1/2./ ---------- £ -------------

„п+1/2_ „п+1/2 „л , — пп,
U P i . i  P i - l . i  , и Pi,1+1 Pi.i 

— * - 1 2 , 1 --------- ^ ----------- Ь*Л/+1/2---------------------

nn — nnu i'l Pi, l - l  I fB+1,/2 — « i ./-1/2 --------—---------- r l i . i
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где

при i =  0 р Н 1/2= -^ -ф + /_ -^ -Л 2Ф Г/, /= 1, N - 1 ,

при i =  M p V : ? = - Y ^ t . t — 1 = 1 7 л г а ,

Ф +  =  - L  ( ф "+1 +  ф " )  ;

ф - ^ ф " + 1—  Ф * - 1 ;

Ф711 —  ® Г  ф Г  —  Ф Г  1 
Л2Фт  = ki. /:+12 ,+1ft2 '------kt,/_1/2

на втором полушаге

ь P l j - P t i 112 и Р"+11,,/ -Р "+ 1/2 
K i  ------- ^ --------=  *i+V2./---------- ^

„ п + 1 .2 _  п+1/2 п+1 _  п+\
и Pi.j Pi-1,/ , f, Pi,/+1 Pi, I 

'— « i - 1 , 2 , /  --------------- —------------------h « i , / + l  2-h2 ft2 
nn_H _ Dn+i

ь  P i . i  Pi,  I- 1  , f n+ i;2
* — Ki, - 1 1 2  ------------- -- --------------- r i i ,  j  >ft'5

j = 0 = p l V , i = I, M - 1,

/ =  w p ^ = ^ +I, i= T 7 " M = l.
Поскольку на каждом полушаге задача оказывается фактически 

одномерной (неявной), то для ее решения можно использовать ме
тод прогонки.

Решив системы дважды, в результате получаем решение на оче
редном шаге t =  tn+i-

§ 6 . ПОСТРОЕНИЕ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ДВУХФАЗНОЙ ФИЛЬТРАЦИИ НЕСЖИМАЕМЫХ ЖИДКОСТЕЙ

Рассмотрим плоскую задачу фильтрации двухфазной несжимаемой 
жидкости в однородном пласте без учета капиллярных и гравита
ционных сил (см. гл. 9). Пусть область нефтеводоносного пласта Dt 
имеет прямоугольную форму 0 <  х < L, 0 < г/ < / (рис. 13.8). 
Требуется определить в области Di (t >  0) давление р (х , у, t)t 
насыщенность а  (х, у, t) вытесняемой фазой 2 (нефтенасыщенность), 
удовлетворяющие системе уравнений (9.11), (9.12). Считаем, что 
в начальный момент времени (t =  0) задано распределение насы
щенности о =  а 0 (х, у), а границы у  = 0 и у  =  I пласта непрони
цаемы, т. е. др/ду =  0 на этих границах области фильтрации. На 
нагнетательной галерее х =  0 заданы о — а 0 (у, t) ,p  =  р0 {у, t); 
на эксплуатационной галерее х =  L задается распределение дав
ления р =  pL (у, t) (см. рис. 13.8). Соответствующая система урав
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нений, описывающая процесс, а также начальное и граничные ус
ловия имеют вид

Здесь / = / (а) — функция Баклея—Леверетта (доля вытесняю
щей фазы в суммарном потоке), определяемая из равенства (9.22);.

фильтрации, / (a) w =  wx — вектор скорости фильтрации вытес
няющей фазы 1.

Первое уравнение системы (13.32) получено в результате сумми
рования уравнений неразрывности фаз (9.11) с использованием 
обобщенного закона Дарси (9.12).

Воспользовавшись изложенными ранее способами построения 
дискретных аналогов краевых задач, приведем задачу (13.32) — 
(13.33) к конечно-разностной форме, опустив промежуточные вы
кладки:

при п =  0 o =  a0i, j ,  i =  О, М, } =  О, N\ 

при i = 0 о = сто”/, р = ро"-; 

при i — M p = p l , i  /= 1, • • • N — \, /1=1, 2, . . . ;

при t =  0 0  =  0О (х, у)\ 
при х =  0 а--=а0 (у, t), р = р 0 (у , t); (13.33)'

при x =  L р -= pL {у, t), pLC p 0\ 
при у = \ 0, /} др/ду^--0.

3p/3y~o 
Направление 

^  потока

Ум
j  l l l l l i l l i l t i l l l l l i i i i i l l i i i i i i : , : n t ,

Рис.  13.8. Схема двухфазной 
фильтрации PlM

X
0 L

w = — k\— ^  ^  ] g rad р — вектор суммарной скорости
L Ц1 2̂ J

1 = 1, м — 1, / = 0, N, п =  1, 2, . . . ,
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при j  =  0 Pi ,  _ !  =  Pi ,  г ; 

при } =  N P(.N+l =  Pi.N-1.
i =  l ,  M — 1,

ki±l2.i
kn ■ A- knRi.i +  Ri± 1. /
2 k f

kn =  k\ ki (°n) , M<Jn)
■]=M-l Ц2

/"+!,/ при ш1+1,2, /< О;f?* . —11+1.2, i n
U,i при йУ£+1/2,/ > 0 ;

( n ,  f " f + i  ПРИ ^ « . / + i / 2 < 0 ;
I i, /+1/2 — „

f i , j  П рИ  йУ ;,/+1,2 > 0 .

Аналогично выбираются fi—w, /; и /”*/_i 2 (правило — «про
тив потока»).

Приведенная схема является неявной по давлению и явной по 
насыщенности.

Система (13.34) является эллиптической. Для решения таких 
систем чаще всего используются различные итерационные методы. 
Простейший метод реализуется по схеме

/1 +  1.ГЧ-1 (  , п  . ип | ип  . ип \—\ ( и п ~n +  l ' r IР • / =  W + 1 .2 .  / - Г  «<—1.-2, / “Г  « i ,  /+1/2 +  «I, 1/2 j v«£+l 2, /Pi'+l. / T
I „ П+ 1 'Г  I un „ n+ 1' r  1 un n +  1, r\+  «i—1 2, /Pi—1. / + « i,/+ l/2 P i,/+ l + « i.  /-I/2P1, /-W >  

где r — номер итерации.
Итерационный процесс заканчивается при выполнении нера

венства
шах | jo"-/1' Г+1 — Р м 1’ Ч <  е>i\ /

где e — заданная достаточно малая величина.
После того как будут найдены р”"/"1, по явной формуле (13.351 

можно вычислить насыщенности а"*/1. Для устойчивости счета 
должно выполняться условие

min m;, j
Т < / l  ------------ ^ ---------------------.

max wi, / max f  (a)
»'• /

Теория и практика приближенного численного решения задач 
подземной гидравлики достаточно развиты. Можно даже считать, 
что уже сложилась особая дисциплина — вычислительная подзем
ная гидравлика. Изучая специальную литературу [1, 3, 11, 12], 
можно познакомиться с ее основами.
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П р и л о ж е н и е  2

=3 Д = 5 =8 R =10

и fo и foQ Q Q Q

1 2 - 3 4 5 6 7 8

0,3 0,755 3,0 3,195 9 6,861 15 9,965
0,4 0,895 3,5 3,542 10 7,398 20 12,32
0,5 1,023 4,0 3,875 11 7,920 22 13,22
0,6 1,143 4,5 4,193 12 8,431 24 14,09
0,7 1,256 5,0 4,499 13 8,930 26 14,95
0,8 1,363 5,5 4,792 14 9,418 28 15,78
0,9 1,465 6,0 5,074 15 9,895 30 16,59
1,00 1,563 6,5 5,345 16 10,361 32 17,38
1,25 1,791 7,0 5,605 17 10,82 34 18,16
1,50 1,997 7,5 5,854 18 11,26 36 18,91
1,75 2,184 8,0 6,094 19 11,70 38 19,65
2,00 2,353 8,5 6,325 20 12,13 40 20,37
2,25 2,507 9,0 6,547 22 12,95 42 21,07
2,50 2,646 9,5 6,760 24 13,74 44 21,76
2,75 2,772 10 6,965 26 14,50 46 22,42
3,0 2,886 11 7,350 28 15,23 48 23,07
3,25 2,990 12 7,706 30 15,92 50 23,71
3,50 3,084 13 8,035 34 17,22 52 24,33
3,75 3,170 14 8,339 38 18,41 54 24,94
4 ,0 3,247 15 8,620 40 18,97 56 25,53
4,25 3,317 16 8,879 '  '  45 20,26 58 26,11
4,50 3,381 18 9,338 50 21,42 60 26,67
4,75 3,439 20 9,731 55 22,46 65 28,02
5,0 3,491 22 10,07 60 23,40 70 29,29
5,50 3,581 24 10,35 70 24,98 75 30,49
6,0 3,656 26 10,59 80 26,26 80 31,61
6,5 3,717 28 10,80 90 27,28 85 32,67
7,0 3,767 30 10,98 100 28,11 90 33,66
7,5 3,809 34 11,26 120 29,31 95 34,60
8,0 3,843 38 11,46 140 30,08 100 35,48
9,0 3,894 42 11,61 160 30,58 120 38,51

10,0 3,928 46 11,71 180 30,91 140 40,89
11,0 3,951 50 11,79 200 31,12 160 42,75
12,0 3,967 60 11,91 240 31,34 180 44,21
14,0 3,985 70 11,96 280 31,43 200 45,36
16,0 3,993 80 11,98 320 31,47 240 46,95
18,0 3,997 90 11,99 360 31,49 280 47,94
20,0 3,999 100 12,0 400 31,50 320 48,54
22,0
24,0

3,999
4,0

120 12,0 500 31,50 360
400
440
480

48,91
49,14
49,28
49,36

П р и м е ч а н и я .  1. Зависи мость  безразмерного  отобранного объема воды Q от п а 
р а м е т р а  Ф ур ье  f0 при э кс п л уатац и и  укрупненно й  с к в а ж и н ы  с постоянной депрессией .  
2. П л аст  конечный, з акры ты й .  3. Я —Я К/'Л3 .

298



П р и л о ж е н и е  3

R =3 R =5 R = 8 R--=10

fo р fo р fo Р 1, р

1 2 3 4 5 6 7 8

0,52 0,627 3,0 1,167 8 1,556 12 1,732
0,54 0,636 3,1 1,180 8,5 1,582 12,5 1,750
0,56 0,645 3,2 1,192 9 1,607 12 1,768
0,60 0,662 3,3 1,204 9,5 1,631 13,5 1,784
0,65 0,683 3,4 1,215 10 1,653 14 1,801
0,70 0,703 3,5 1,227 10,5 1,675 14,5 1,817
0,75 0,721 3,6 1,238 11 1,697 15 1,832
0,80 0,740 3,7 1,249 11,5 1,717 15,5 1,847
0,85 0,758 3,8 1,259 12 1,737 16 1,862
0,90 0,776 3,9 1,270 12,5 1,757 17 1,890
0,95 0,791 4 1,281 13 1,776 18 1,917
1,0 0,806 4,2 1,301 13,5 1,795 19 1,943
1,2 0,865 4,4 1,321 14 1,813 20 1,968
1,4 0,920 4,6 1,340 14,5 1,831 22 2,017
1,6 0,973 4,8 1,360 15 1,849 24 2,063
2,0 1,076 5 1,378 17 1,919 26 2,108
3,0 1,328 5,5 1,424 19 1,986 28 2,151
4,0 1,578 6 1,469 21 2,051 30 2,194
5,0 1,828 6,5 1,513 23 2,116 32 2,236

7 1,556 25 2,180 34 2,278
7,5 1,598 30 2,340 36 2,319
8 1,641 35 2,499 38 2,360
9 1,725 40 2,658 40 2,401

10 1,808 45 2,817 50,0 2,604
11 1,892 60,0 2,806
12 1,975 70,0 3,008
13 2,059
14 2,142
15 2,225

П р и м е ч а н и я .  1. Зависи м ость  безразмерной депрессии р от парам етра  Ф у р ь е  
f0 при эксплуатации укрупненно й  с к в а ж и н ы  с постоянным дебитом. 2. П л аст  о гр ан и 
ченный, закрытый.  3.

П р и л о ж е н и е  4

R =3 R=6 R--=10 Я == 15

fo р fo р fo р fo Р

1 2 3 4 5 6 7 8

0,50 0,617 4 1,275 10 1,651 20 1,960
0,55 0,640 4,5 1,320 12 1,730 22 2,003
0,60 0,662 5 1,361 14 1,798 24 2,043
0,70 0,702 5,5 1,398 16 1,856 26 2,080
0,80 0,738 6 1,432 18 1,907 28 2,114
0,90 0,770 6,5 1,462 20 1,952 30 2,146
1,0 0,799 7 1,490 25 2,043 35 2,218
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П р о д о л ж е н и е  п р и  л.  4

R = 3 R = 6 Л==10 R--=15

fo р fo р fo р fo р

1 2 3 4 5 6 7 8

1,2 0,850 7,5 1,516 30 2,111 40 2,279
1,4 0,892 8 1,539 35 2,160 45 2,332
1,6 0,927 8,5 1,561 40 2,197 50 2,379
1,8 0,955 9 1,580 45 2,224 60 2,455
2,0 0,980 10 1,615 50 2,245 70 2,513
2,2 1,00 12 1,667 55 2,260 80 2,558
2,4 1,016 14 1,704 60 2,271 90 2,592
2,6 1,030 16 1,730 65 2,279 102 2,619
2,8 1,042 18 1,749 70 2,285 1,2-102 2,655
3,0 1,051 20 1,762 75 2,290 1,4 2,677
3,5 1,069 22 1,771 80 2,293 1,6 2,689
4,0 1,080 24 1,777 90 2,297 1,8 2,697
4,5 1,087 26 1,781 102 2,300 2,0 2,701
5.0 1,091 28 1,784 1,1 2,301 2,2 2,704
5,5 1,094 30 1,787 1,2 2,302 2,4 2,706
6,0 1,096 35 1,789 1,3 2,302 2,6 2,707
6,5 1,097 40 1,791 1,4 2,302 2,8 2,707
7 1,097 50 1,792 1,6 2,303 3 2,708
8 1,098

10 1,099

П р и м е ч а н и я .  1. Зависи мость  безразмерной депрессии р от параметра Ф ур ье  
fo  при эксплуатации  укрупненной  с к в а ж и н ы  с постоянным дебитом. 2. П ласт ко н еч 
ный, открытый.  3. R —R K/H3t
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