
Дени{градсшА ордена Левана 

ж орхена Трудового Красного Зваменж 

госуд^гвеиннА ;н1Вврсжтет амевж А.А»Хданова

Т»Б»Явоао1(ая, Л.НЛорохова

ОЕРЛТНЫЕ ЗШЧИ ГЮФИаШ 

7чвбвое поообне

Ленжвград
Иэдательотво Ленжнградокого унввероатета 

1983



Печатается по постановлению 

Редакционно-издательского совета 

Ле^шнградского укиверситетй

УДК 550.3

п н о в с к а я  Т.Б. , П о р о х о в а  Л.И. Обратные эц- 

дачи ге0(11изики; УчеО, пособие. - Л .: ¿1зд-во Лвшшгр. ун-та, 

Г983. 212 с.

Предлагаемое учебное пособие обобщает ослов1ше существуь^ 
щие методы реи;е5Ш̂ 1 обратшх ге0<{)изических задач, описание ко­
торых до сих пор шлелось только в специальной литвпатупе. Ав­
торы 1штах)тся проследить свлэи ма::од отдельншли методами и ои- 
реде;шть место камдого из них в общей системе способов решешш 
oбpaтшJX зодач. Обоатная зад.ача ^югзг.̂ /лируется уло1 оппедоленив 
модели среда по оовок^'пности получаеглих из наблюдеши! хараите- 
риотшс геа1|Изического полл при условш!, что иавестеи оператор 
пр1Ш0Г0 г1рёобразован}£/£ ¡.-.одели среды в соотнетствукг^ло :шпакте- 
оистики ноля. Рассмотреш методы, достаточна подрооно освещен- 
ни« в о'^'ечосгвенлоИ Jштe^)aтype Соптимизащюнние и метод регу- 
ляоиэацтг). а так.«е методы, мало знакомые советско!/;? читателю 
^метод Бэ11куоа ~ Гильбеота и метод псевдообршцешы). Строгое 
изло.уеиие материала шшзстрируетсл И:01'0 ч2{сл0н:гы,'.я£ ирнмерало! 
из области соУсмологии, сейсмопазведки, геоэлектрики,гр£шимет- 
рии.

К н и г а  п р е д ы а з н а ч е ц а  с т у д е н т а м  ста р ш и х  к у р с о в  и а с п и р а н т а м  
у н и в е р с и т е т о в  п о  с п е ц и а л ь н о ст и  ге 0 |1 |и зи к а , а  такж е б у д е т п о л е з ­
н а  гео(\)И зш сям , зашпдалхцимся и н т е р п р е т а ц и е й  данкш с ге о ^ 'и э л ч о -  
с к и х  н аб л ю д е н и й .

Библиогр. 70 назв. Ил. 37. Табл. 2.

Р е ц е н з е н т ы :  д-р £*1пз.-мат. наук Л.Л.Левшн (Ий-т 

физшш Земли All ССЮР), д-р физ.-мат.наук С.В.Гольдин (№ьт гео­

логии и reoiliMBEKH СО All СССР)

Я  9В-83 Издательство Лешнградского

0'/e(U2) - из университета, 1983 г.



Существовавшие до начала СО-х годов методы интероретащш 

геофизическшс наблкщений ощ>еделялись специфихой испольэуемос 

данных (метод характерных точек в гравл- н магниторазведке,ме­

тод Герглоца - Вихерта в сейсмологии и т .д .) . Применение их 

для интерпретации относительно небольшого объема данных впол­

не могло осуществляться при отсутствии вычислительной техники, 

однако позволяло получать лишь грубую количественную информа­

цию об изучаемом объекте.

В последние два десятилетия в связи с резким возрастани­

ем объема геофизических наблюдений, обусловленным внедрением 

новой аппаратуры, раоширекием аети наблодательных станций ж 

интенсивным пришнениеи геофизических методов в практике раз- 

ведки полезных ископаемых, изменились возможности и соответ­

ственно возросли тробованжя к результатам. Одновременно поя-> 

вилась возможность обрабатывать все возрастащий поток дашшх 

на ЭВМ. Это привело к появлению новых методов интерпретации, 

Щспользуювщх достижения современной вычислительной математики 

и матеютической статистики. Эти методы, в математической по» 

становке сводящиеся к решению обратных задач, сейчас уже мо­

гут быть выделены в отдельный раздел геофизики.

На начальной стадии методы решения обратных задач разви­

вались как методы перебора вариантов строения среды,в процес­

се которого отб1фались такие, которые удовлетворяли бы неко­

торому критерию оптимизации. Поскольку возросли требования к 

качеству решения (точности, детальности), развиваются и со­

вершенствуются сами критерии оптимизации, используодие выводы 

математической статистики (Л.А.Хал^ин, Ф.М.Гольцман,С.13.Голь- 

дин, Т.Б.Калинина). Проблемы, свлзаюше с неединственностью и



веустоЯчквооты) решения обратных геофкзкческкх задач, щшвлк 

к тоцу, что в гео^энке стали широко пркменяться иетоды, ра&> 

рш)отаиныв в математике д.ая решения некорректных 8адач 

(А.Н.Тихонов, М.М.Лаврентьев, В.Н.Страхов, Б.Б.Гласко,В,И.Ста- 

ростенко).

Важный этап в развитии теории о(Эратных задач связав о 

жменаш Дж.Бэйк7 са и Ф.Гильберта, раэработавшими линейкув тео­

рию решения обратных задач при использовании ограниченного на­

бора данных. Эти иетоды, начиная о середины бО-х годов, широко 

применяются за рубежом для решения различных обратных задач 

сейокюлогих, гравиметрии и иагнхтоваряационного 8оц2(жрован2в, 

Уетод Бэйхуса - Гильберта и оптвзалионные методы, основанные 

на использовании метода наименьших квадратов в линейных зада­

чах, оказалось возмохшм обобщить в рамках метода поевдообраг- 

щеыия, разработанного в линейной алгебре на основе оиш7 ляры>- 

го разложения прямоугольных матриц.

Таким о<^эом , теперь уже можно говорить о том, что мето­
ды ревения обратных задач оформились в отдельный раздел гео^в- 
зихи, не связанный о хаким-то опредеденкым геофизичеохим мето­
дом. В то же времм оо сложившейся традищи методы ревения об­
ратных задач вкдючаютоя в разные курсы оо отдвдщ ш гео^зич»- 
оким дисцноливам (сейомологни, геоадектркки, грааи- и мвгяито< 
разведке), что привсш т к веыужно1(у аарал1елха1ог. При »том чем 

дальше, тем больве оказывается обцих по*:хкевий и методов, со- 
держацихоя в рааных курсах. Поэтоцг вейчао назрела необходи­
мость выделить теорию обратша з&цач в отде̂ с>ную дисциплину, 
сохранив при этом, конечно, в каждом отдвльжом 1Тров методы, 
специфические для данной области гео1]̂ зюа1, также, как, на1фи- 
мер, методы аналитическоро продолжения вотеищальных долей в 
задачах грава- н магниторазведки, '«-метод ь оййоыаяотжш, т~ 

тоды продолжения волновых полей в задачах оаЯомораваедочноД ин- 
терпретаюш > т.Д*

Отоутствне в 1Е}тетеотввннсй литературе ружоаодотм» в ко­

тором были бн достаточно ооляо пложмш ■ обобщены вое ом дав-



ныв к настоящему временк методы решення обратных гео^яяичесзаа 

задач, а пршело к нбобходимостх созданая настоящей книги.

Данная княга создана на основе отдельных разделов курсов 

севомодогнл в геоэлехтрякя, читаема авторамг на кафедре <f«3ir- 

rai Земли Ленинградского унхверситета, к првлнаэначается в ка­

честве учебного пособия для студентов старших курсов а аспи-' 

рантов по указанным гео^зяческим опецаалиэациям, а также по 

спецхализацка грав]|- ж магкиторазвадка. Оря этом авторы стави- 

ди перед собой цель изложить существушне методы независимо от 

конкретных задач, а затем доказать их применимость при интер» 

сретаща данных, получаема в разных областях геофвзшо!.

При отборе мвтеряааа, вклочвкного в данное пособие, авто­

ры иоходяли из нбобходхмостн отразить, с одной стороны, наибо­

лее распространенные и хорошо разработанные методы, а о д;^- 

гой ~ Taiose, которые хотя и не првмешштся широко,но тгредста»- 

лястся достаточно перспективными. Кроме того, авторам казалось 

важным взлохжть такие методы, которые пока недостаточно осве­

щены в гео^зической литературе. Tax, в настоящее время начи­

нает входить в практик; геофизической интерпретации метод 

псевдообращения, хорошо известный в линейной алгебре, но мало 

знакомый геофизикам. 6 связи с этим методу дсевдообращення по­

священа а настоящей книге отдельная глава (7 ). Подробно изла­

гается (гл. S )  метод Бэйкуса - 1^дьберта, широко применяешй 

за рубежом, но мало известный в нашей стране. Дока не получили 

распространения методы решения обратной задачи при наличии ог- 

рани^ний 9 , {Q гл. Q ), они слабо осввс\оиы в специальной 

геофизической литературе, однако есть все основания считать, 

что в недалеком будущем онв найдут широкое применение.Изложен­

ное позволяет надеяться, что данная книга может оказаться по­

лезной не только студентам и аспирантам, но и специалистам-гео- 

физяхам, занимащимся интерпретацией гео(|язических наблсде!шй.

Материал в книге налагается с учетом того, что читатель 

знаком с элементами линейной алгебры, теорией вероятностей и 

математической статистшаи. Правда, пооколыо^ самый большой раз­

дел книги посвящен методам, основанным в значительной степени

б



на использовании выводов и следствий мат0мати'*еской статисти­

ки (гл. П ), для дучшого усвоения материала авторы изловдли в 

§ I этой главы основные полояенкя теории статистически! выво­

дов.

Цитирувиая литература содержит как оригинальные статьи, 

так и публикаоди обзорного характера, которые могут быть ио- 

цользовани о качестве дополнительной литературы, рекомендуемой 

при иэуче*ши материала данной книги. (Такал литература отмече­

на в сгшске эвездочкоЯ.)

Главы I ,  написаны Т.Б.Яновской, глава Д - 1.Н.Поро­

ховой Ери участии Т.Б.Яковокой. Примеры, иллюстрирущие изла­

гаемые методы,из области геоэлектрики подготовлены Л.Н.Порохо­

вой, из области оейсмологии - Т.Б.ЯНовсеой. Для облегчения уо- 

воения материала приводимые примеры максимально упрощены; чи­

тателю надо, конечно, иметь в виду, что практические задачи 

значительно олохяве.

Авторы благодарят докторов фвэ.-шт. наук А.Л.Левшина, 

С.В.Голгднпа и И.А.>Збрагимова за критические замечания, полеа~ 

ные советы и дискуссии, способствовавше улучшению содержания 

рукописи, а также М.М.Харламова и А.Б.Юрина за помощь при вы­

полнении расчетов.



Г л а в а  1

ВВЕДШИ

§ I . Понятие о<) ск5ратных задачах геофнэЕ}си

Геофизика представляет кошлекс ^зических наук, охваты- 

ваиций широкий круг исследований - начиная с изучения физиче­

ских свойств вещества Земяи и их пространствв1шого распреде­

ления, на основании которого лелеются заклшения о строении 

Земли, кончая изучением происходящих в Земле фиэи^ских и 

зико-геологическнх процессов. При этом если дале ограничиться 

только той частью геофизики, которая занимается исследованием 

пространственного распределения ^зических свойств вещества, 

то мы столкнемся с многообразием задач, относящихся к разным, 

мало связанным разделам зтой науки. Так, иэуче1ше распределе» 

НИН упругих свойств - предмет сейсмологии и сейсморазведки, 

электропроводаостн - предмет геоэлектрики, плотности - пред­

мет гравиметрии и отчасти сейсмологии, квгнитншс свойств гор­

ных пород - предмет магнитометрии, Но все эти, казалось бы, 

шло связанные между со<)ой задачи характеризуются общм мето­

дом исследоваоия, котлрый сводится к наблщешш на поверхно­

сти Земли (а также в скважинах и околоземном сфостранстве) тех 

или иных геофизических полей -> сейсмических,электромагнитных, 

гравитационных, анализу структуры иа(5лвдае»лых полей и выводу 

заключеняй о глубинном распределении соответотвущих физиче­

ских параметров. Выводы о глубинном строении земных недр воз­

можны благодаря Т01>7 , что наблвдаемые на поверхности Звлш по­

ля зависят от пространственного распределения свойств вещест­

ва в глубинных ее частях.

По заданно«.  ̂ раслредвлвыюо тех иди шшх физических 

свойств теоретически можно предсказать ожидаемые значения со- 

отвотствущих физических полей. Такие задачи; называеше пря­

мыми задачами геофизики, имеют свою саего^гИку в зависимости



от природы полей. Построение же распределения фязических пара* 

метров по значеншш поля в некоторой части среды представляет 

со<5ой о<}ратную задачу геофизики. При этом в разных областях - 

в овйаюлопш, гео9лехтри1{е, грани- и магнитометрии - иетоды 

решения обратной задачи имет много общего. Эта общность по­

зволяет выделить обратные задачи в отдельную дисциплину.

На ранних этапах развития геофизики обратные задачи ста­

вились и решались весьма примитивно. По сути они сводились к 

выбору одной из двух или из небольшого числа моделей среды, 

для которой рассч1!тая1ше значения характеристик поля лучше, 

чем для других, согласовывались о соответствующ1ши наблзсщае- 

мжмв значениями. Например, в течение долгого времени диС}огти- 

ровалоя вопрос, какой из моделей скоростного разреза Земли - 

Джеффриса или Гутенберга - следует отдать предпочтение.С этой 

целью для таких двух моделей (и. как правило, только для них) 

рассчитывались различные характеристики сейсмического поля - 

годографы, дисперсионные кривые поверхностных волн, периоды 

собственных колебаний Земли, которые и сравнивались с наблю­

дениями. Недостатки такого подхода очевидны. Прежде всего нет 

никакой гарантии, что среди альтернативных моделей среды ока­

жется именно та, которая отражает истинное строение Земяи. Да­

лее остаются неразрешенными вопроси: достаточна ли разрешаю­

щая способность исходных данных, чтобы различить выбранные 

модели; позволяют ли набледешш произвести большую детализа­

цию структуры; в каком смысле понимать лучшее или худшее со­

гласие теоретических данных о наблюдениями; как погрешость 

наблюдении скажется на погрешности искомой модели среды; как 

наиболее оптимальным образом организовать поиск модели, отве­

чающей наблюдениям, и т.д.

Необходимость ответа ка эти и другие вопросы я привела к 

разработке методов решения обратных задач. Это&ог же способст­

вовала возкюжность использования в геофизике быстродействую­

щих ЭШЛ, ибо решение обратных задач требует чрезвычайно боль­

шого объема вычислений. Развитие методов решения обратных за­

дач происходило по разным направлениям в зависимости от того, 

какому иэ аспектов придавалось ббдьшее значение. К настояюецу 

времени можно уже сфорцулировать о<Ше принципы постановки об­



ратных задач и требовакня, предгы^вляешд к их решению» опреде­

лить место какого из оущеотвухщих методов я указать кх взаи-> 

шсвязь.

§ 2. Матештшесхая постановка обратной задачи

В ыаяболев о(5щем вале постановка скЗратыых задач геофиаи- 

кн мохет быть сформулирована следущим образом.

Д ^ :  значения характеристик гво^зичеоких полей,подучвн> 

ные из иаблхщений либо путем аепосрвдотвенного измерения, либо 

в результат« обработки цаблвщаешх цроцеосов. Эти значения име­

ет, как правило, дискретный характер я образует набор дашшх 

( / в 1 . 2 , . . . ,  п ) . Будем обозначать их п -мерным вектором у.

В отдельных случаях наблщения у  являются непрерывной фушщи- 

ей некоторого параметра t в конечном интервале изменения атого 

параметра. Для общности моюо считать, что ^ ( О  есть вектор в 

бесконечномерном пространстве.

Наблпдаеше величины всегда отягощены случайшми ошибкаш. 

В некоторых 0J^yчaяx бывахт известии какие-то характеристики 

распределения ошибок (дисперохя, ковариационная матрица).кото­

рые можно также рассматривать как исходные данные при решении 

обратной вадачи.

Изв^гаа связь рассматриваешх полей с теми или ины!.« фи­

зическими параметрами Земли. Лоскашсу свойства аещеотва Зешш 

менштся от точки к точке, то физические параметры, характера- 

зупг^е соответотвуюшие свойства, являются (функциями координат. 

Будем обозначать их т(»«),гдв г  - координата точки, а тп - в 

общем случае вектор, компонентамв которого являются разные фи­

зические параметры среды, опрелаляхо^е рассматрдваемое геофи­

зическое поле. Вектор тп(г) будем называть для общности мо- 

делдР Зем-ти. Разумеется, в разных задачах будут изучаться рез­

ные модели, описывающие те или иные физичьские свойства Земли. 

Например, в задачах магнитотсллуричесчого зондирования (МТЗ) 

под куделью понимают фунюого с(<г), описыващ у г  изменение ут̂ гь- 

ной проводимости с глубиной; в сейсмологчи, в задачах, исполь- 

эукщих в качестве исходного материала диопарсиоаиые лригие ре- 

леевских волн, моделью является совокупность трех функций -па-

9



рамстров Ламе Х (^ ) , ^Сг) и плотности р<^),образующих трех­

мерный вектор. В каждом случае известен оператор« поэволяпций 

по заданной модели m (r> вычислить значения ̂ характеристик по­

ля:
у = : ф ( т ) .  (I)

Вид этого оператора мозет быть задан аналитически, но в ряде 

случаев он определяется только алгоритмически - путем задапия 

послелозательности вычислительных операций, позволяющих по m 

рассчитать у , Оператор Ф  называют оператором решения прямой 

задачи.

Кроме того, считаются известными ахгриорные ограничения, 

наложенные на модель. Они могут быть сашми разнообраанымв: м> 

жет быть фиксирован класс моделей (например, рассиатривах)т0я 

модели в классе сферически-оишетричных или кусочно-постоянных 

функций) I может быть известна функция п><г) в некоторой части 

исследуемой области; могут быть известны пределы, внутри кото­

рых мохет находиться значение расоштриваемого физического па­

раметра. В случав, когда вид фунвдии m (r )  фиксирован, под мо­

делью следует понимать совокупность параметров, определяящих 

данную функцию. При дтом связь характеристих поля о моделью 

определяется фувкпиеЯ этих параметров.

Т | ^ 2ется извлечь информацию о модели, содержащуюся в 

заданной выборке наблхщешлй ^ . Что под этим подразумева­

ется? Очевидно, что в идеагэ было бы желательно Щ)0СТ0 
определить т п (г ) ,т .е . построить оператор, обратный ( I ) , кото­

рый бы позволял найти тп<г) по . Однако поскольку, как пра­

вило, количество наблюдений ограничено, то определить полностью 

функцию m(r> принципиально невозможно. Поэтому можно ставить 

задачу лишь об определении некоторых осреднетшх характеристих 

модели. А так как исходные данные всегда содержат случайный 

ошибки, то даже такие характеристшш не удается подучить точно, 

можно найти только их оценки.

Приведем несколько примеров постановки обратных задач.

П р и м е р  I .  Определение скоростного разреза по годо­

графу сейсмической волны. Из наблюдений получают набор знане- 

ний времен пробега волны , соответствующих эпицентралышм 

расстояниям

10



= г = 1.2 ............ A = | r j - r ,l .

Время пробега волны oapégaiLHeTCH только распределением скоро­

сти соотаетствущей волны в среде f ( r ) .ö  общем случае связь 

г , )  и 1/<г) определяется дяффервкцналь{шм уравнением 

луча. Однако если время пробега является только функтшей рас» 

стояния меащу источншсои g точкой гфиеиа и не зависит от их 

координат , г  J, то скорость зависит толысо от одной коор­

динаты; в случав сферической модели Земли это i/C^), в прибли­

жении уплощенной модели - viz"). В этом состоит априорное ог­

раничение на модель.

Для сферически-ошяметричной модели годограф Н й )  связан 

с распределением скорости v ir )  параметрически:

и р ) ^ 2 С ----------------------

где Р  - параметр луча. Параметрическое задание функции 

в виде (2) определяет оператор решения прямой задачи (1 ) . Об­

ратная задача состоит в том, чтобы оценить ь(.г) по заданной 

выборке наблзодений 1  ̂ , .

П р и м е р  2. Нахоадение зжспределекия упругих па]>амет- 

ров до дисперсии групповой скорости поверхностной волны. Непо­

средственно измерить зависимость групповой скорости от перио~ 

да - - нельзя. Для нахоаденш! и{Т) используется либо

И'чная обработка сейсмограмм, в результате которой по и?мерва- 

кым значения;/! времен экстре»(̂ ыов колебациИ определшотся

скорости l/^ = й /í¿ и соответствующие этим скоростям периоды 

» либо спектрально-временной анализ (СВ^Н)[26], 

преобразущий сейомограмког в опектрально-временцую диаграмму, 

по максимул  ̂ которой можно построить кривую иКТУ в некоторой 

диапазоне периодов (рис.1). Таким образом, исходные наблпде- 

ния в обоих случаях подвергаются предварительной обработке. 

Но в первом случав подучаемое дашэ^о цредотавляют дискретсий 

ряд 8начени1< а во втором - некоторый отрезок кривой

и(Г).Фазовая скорость (с  ) аовврхноотно>1 во̂ шы (длп простоты 

будем считать, что это волна Лява) определяется в реау.тьтате 

нахоадения собственных значений следущей краевой задачи [Гб]:

II



^ L ™ = 0 .
d V

d z

(3)

Ot
«■0

Elgecb П г ')-  распределение ашлвтуды волны о гдтбняой, ш  -кру- 

говш! частота u>s2ic/r, f, - волвовое число, ^>и)/с(ш ).Пр| за­

данном ВОЛНОВОМ числе круговая частота опредедяетоя как соб­

ственное значение краевой задачи (3 ) ,откуда к находится фазо­

вая скорость: а по ней и групповая : { / » с ( р и с . 2 ) .
'dt,

Рио.2,

Рио, I.

Из форцглн (3) вшшо, что скорость 

зависит от распределения о глуби­

ной модуля сдвага у* я олотностж^. 

Таким образом, в данном случае мо­

дель - это набор двух функций 

и fiгУf и обратная задача состоит 

в оцеаки эткх функций по наблццен- 

ным значениям или отрез­

ку К1ЯВ0Й u i T ') .

При решении этой задачи часто 

используют априорное ограничение 

на модель: среду считают слоисто- 

однородной, содержащей фиксирован­



нее чжсло слоев. В этом слтчав нахожценхе неизвестных расггре- 

деденкЗ уиСг) н fizУ  сводится к оценке иовщостей сдоев я значе­

ний у*- я в этях слоях.

п р и м е р  3 . Построение отраяапдей границы до годогра- 

’ отрадюнной волны» На оонове сейсюческих исследований пен

строен продольный годограф отраженной волны Пусть апря-

0];«0 известно, что профиль наблхщений направлен по падешио от- 

ражащей граняф, а скорость распространения волны в среде 

можно считать постоянное. Уравнение годогрьфа И х У  в »том слу  ̂

чае имеет вид

*(2Л8Ш0(. + х)* + Uh*coi^dL .

Неяавестнымг влементаш срады (или иодельс) в атом слу­

чае будут скорость V и полижеыяе отрахалцей грннкцы» спреде- 

лаеше глубиной под источником ( Л ) я углом падения ( « . ) .

П р и м е р  4 . Определение удельного оопротявления по 

даяным магнитотелдурического аондярования. иагнитотедлури-

ческне цаблвденгя позволшт определять яшедаыс 2< ш ) путем 

измерения хомюаент еотеотвенного злектрокегнитного поля -

“ в некоторой точке дневной поверхности,Для на­

хождения значений ишавамса проводятол обработка магняготелду- 

рограш методом ви.дижх аюхлятуд либо путем цифровой фильтра­

ции ка Эви. Это дает возможность определить ашлитуд!: и фазы 

кошонент поля на разных частотах. Ёслн среду в окреотяости 

тояки наблвшения можно считать горизонтально однородной, то 

ВХОДНОЙ импеданс вычисляется как отноввнне взажшо перпендяху- 

дкрша колонеят влектричеокохю я тгнитного полей:

Для решения обратной задачи жспользукггся амплитуда и фаза ком- 

плеисного яшеданса Z<u)) в некотором конечном

я т р в а ю  частот.

Ашеданс и волупроотранстве £>0,харахтерн.^щеи-

ся рАОсредехвнием проводимостя с (л }, определяется на решения 

Травяавжя

2 f i ^ Л t X У °z \ i J a ,x У c i ^ г )м i ш y .J ^  (4 )

о граяичтпл уоловяяш яепрвриааооти яшвданса на границах



разрыва ссг-) и предельным условяем 2- ^0  при ^  оо . урав­

нение (4) является уравнением Риккати и в об^ем случае - для 

произвольно:'! функции с<^> - для него не может быть получена 

решение в явном ввде. Но для случая кусочно-постоянной функции 

с<^>, т .е . для слоисто-однородной структуры, решение 2(о),г ’) 

может быть легко построено, и соответственно кюжет быть полу­

чено выражение для входного импеданса Бели пара­

метрами структуры являются мощности слоев ,

и удельное сопротивление в них ^ = 1 ,2 ........íV^, то

зависимость входного импеданса от параметров структуры опре­

деляется соотношением

где = гш^Ьд/А, - входной импеданс однородной среды о удель­

ным сопротивлением р, ; уид» магнитная проницаемость среды;

А , - волновое число; определяется при помощи следущего 

рекуррентного соотношения [22]:

л = {А^^, + агс1Ь

в котсфом /9,= 1 , Ад *2 % /(У 1 ^0 р ^7 ) ехр(- /и А ). Обратная за­

дача КТГЗ заключается в оценке параметров среды по значениям

2<и)> .

§ 3, Линеаризация оператора прямой задачи

Из приведенных в предццущем параграфе примеров вцдно.что 

формы оператора решения прямых задач геофизики весьма разнооб­

разны. Большинство же методов решения обратных задач, как ш  

увидим далее, разработано для случая, когда оператор прямой 

яадачи Ф  лхнеек« Однако а гесфвэике линейность оператора Ф  

имеет место только в задачах гравиметрии относительно плотно- 

отЕ н в магнитометрии относительно кошонент вектора намагня- 

ченноств. Действительно, связь ускорения свободного падения 

у ( х )  о распределением плотности в среде р (г ) определяется иа- 

тегралом



где ^  “ ^ввитационная постоянная, В случае,когда среда усло­

вно раабвта на блокЕ с аостоянныыи зняченвями плотности в них.

у ( х > = 2  .

Но если модель распределения плотности характеризовать поло- 

хениеи грашощ раэделлюцей слои разной плотности (а та­

кая постановка задачи довольно распространена в практике ин­

терпретации грааиметрических данних),то относительно г'(х>оп0- 

ратор прялаой задачи уже не будет линейниы.

Если хд обратную задачу формулировать но как поиск неиз­

вестных параметров т , относительно которых оператор решения 

пряной задачи нелинеен (он ?ж)жет быть дахе вообще не предста­

вим в аналитической форме), а как поиск поправок Д т  к неко­

торому начальному приближению то связь й ш  и отклонения 

наблпденкй у от решения, соотаетствущего шдеЛ1г т “'\пряблн- 

»енно будет диыойной, Приблихв1Шв это тем лучше, чем бли;ад на­

чальная модель к истинному решению, т .о . чем меньше Л т .  Для 

нахоядения решения »п с заданной точностью можно испольэойать 

метод последоьательних приближений: вначале оггределить Лтп*’\ 

по которому находится первое орибдиженае т^'“+ , затем 

полученное приближение принять в качестве начального и 

определять поправку к нецу и т .д . до сходимости процесса,т.о, 

пока поправка Л т“* не станет достаточно малой. При этом па 

камдом шаге процесса должна решаться линейная обратная задала

А йт'*’-= йу“ '*‘= у (6)

В случае, когда пространство моделе!̂  /fí является конечномер­

ным, Д в форцуле (6) представляет собой матрицу о элемента-

ми ы осля Л1 является функциональшл4

пространством, то (С) есть интегральное преобразование вида 

Д т < г )^ г  = ¿^1/ ;  , : = 1, 2 , . . . , п  .

Описанный подход аналогичен реш01шю трансцендеотных урав­

нений /=’<сг) = О итеративным методом Ньютона, в котором решение 

на »г -й итерации определяется через решение на предыдущей 

итерации по формуле



Сведеняе оператора прямой задачм произвольного впа  к 

л1нейвом]г оператору (6 ) называется динеарвсддией задачи«

Как говорвдось, основное преж1|0гщеотво лкнварвзовав- 

вой обратной задачи эахлгчаатоя в том, что дяя лжнеШшх задач 

сущеот^ст хорошо разработанные иетоды ж аягорвтш. Но, кроме 

того, окаэываетоя, что в тех случаях, дяя которых оператор 

ревенхя прямой задачк отиоонтельно исходной юдедн т  мохет 

быть описан только алгоритмически, можно поотроить овератсф 

прообраэованхя поправок к модели & т  в поправки к Н1Ц1д1Я 0НИ- 

ям в виде явной функциональной эавионмооти.

Пшсахем, как производитоя линеаризация оператора прямой 

задачи на прхмерах, раосиотренных в $ 2 .

Годограф отраженной волны, Лля этого примера лквещраза- 

цкя выполндатся наиболее просто. Наблвдаемая величина - времн 

прихода отраженной волны в точку х  - имеет простое аналити­

ческое выражение через иохоше параметры Л , ь , х . Цуоть 

их начальные значения будут а годограф для модели

с такими оараметраш будет причем

Двь«а-'€(,у.Тогяа

Д^<х> - И х )  - <0<х> « а й Л  + •¥ е^ои ,

где
г х в { п а |

г/>.ХС05 01»й 
с- •  ®

Vщl'лlhщ а1л вь  ̂+ х /ч-  М сое* оь,

Фазовая ов<чх)сть волны Дява. Ограничамм только раоомот» 

рением олзгчая, когда наблвдаемой величиной является фазовая 

скорость волны £ява« Д п  Г]купвовой скорости вывод выражения, 

овязывапцего варкацн» скорости и вариацию параметров мод ахи, 

значительно более сложен.

Как было показано £ 9 2 , задача об ощ>едвлено фазовой 

скорости волны Лява с (ш )«и > Д (ш ), ооответствувдей



распределениям модуля сдвига р (г>  н плотности р (^ ) сводится 

к нахождении собственных значений следупцей краевой задачи:

с1г

(7)

в О ,
<-в

» " I . ____ ” 0 .

Нахождение собствешоа аначениЯ ш  по эаданяо1ог аваченвю 

волнового числа ^ - сложная вччвслитальная эацача. Она явля­

ется ТИПИЧНЫМ примером такой, где связь иажду наблвденияш 

и моделью )ьСе), рС^> не южет быть предотаалена в виге явной 

фуах19ональноВ аависимости. В то же время зависимость поправ­

ки X скорости от малых вариаций упуугях параметров и 

ДрСе) опредедяетоя в явном виде.

Из самосопряжвннооти оператора (7) вытекает следущее ив- 

теградьное соотношение [26]:

(8)

О 0 0

Рассматривая вариации левой и правой чаоти вырачсения (8 ), не­

трудно прийти к сдедущеиу ооотношеяис, овяэывапцему вариащс 

скорости ¿с с вариациями мэлели:

•О ФО

2Д c ( ш ) J * »Сд J'
^ iy Л d z /  о

dJ: d г .

О )

Здесь собственная функция краевой задачи ^(-г) и фазовая 

скорость волны Лява соответствую! начальному распределе­

нию параметров * Иначе формулу (9 ) можно запи­

сать в вике

где

2.3ак.281



Годогра!' рафрагиро ЗОННОЙ волны« Время пробега сейсми­

ческой волны определяется функционалом Ферма H P ,  Р^) °  
р

s j *  d s /v (r )  , г д е  и н т е гр и р о в а н и е  в ш ю л н я а т с я  в д о л ь  э к о т р а -

малн (луча), Е1сли t /e^ (r ),a  точки Р ъ Pq находятся на по­

верхности Зеияи (г в Л ) на расстоянии Л , то зависимость f(Ä) 

(годограф) определяется в аараметрическоа форме (2 ),

Пусть распределение скорости в среде v ir )  отличается 

от некоторого заданного i^gCr) на малую величину Лу(г*). Тог­

да время npoööra волны меаду точками Р и будет отличать­

ся от того, которое соответствует расарвделеюш v ^ir ), на в©- 

Ьогшну, опрацбляецус интегралом

р

Д/ Г  , (ГО)

в котором ингегрироаание выполняется вдоль д>ча,соответствуо- 

щего v ^ir ). Вариация самого луча, обусловленная отличием vir) 

от £/(,(г>, дает вклад в по1Гравку к значению времени пробега 

второго порадка малости по сравнению с интегралом (10). Таким 

образом» поправка к годографу соответотвущоцу ско-

роотноц? разрезу г/р(г)у определится вьтражением

я
L v i r ) d r

л /(д )  = -г
ь ] { г ) / у -р 1 ь ^ ^

В этом выражении - параметр луча, выходящего на эпицэнт- 

ральном расстоянии й в среде, характеризующейся скоростнии 

разрезом ь^ir}. Таким образом, поправка к годографу является 

линейным функци-окалом ^vir^). Д)фо этого функционала в данном 

случае разрывное в имеет сингулярность в точке г  = г  :

О .

Задача магнитотелпуричесцого зоад^ирования. Как уже упо-* 

мзналооь в S 2 , импеданс Zia),z) является решением двффврен-' 

циалыюго уравнения Риккати, к в общем случае для него нельзя



подучшть явное вкражение. Но если известно решение 2р (ш ,- г) 

для некоторого начального распределения проводимооти ,

то для структуры с  (л:), отличающейся от с^,(^) мглой поправ­

кой йс(^г)^ МОЖНО определить входной импеданс в виде 

2 (ш )  - гщ (и),0) й 2 (ш )  , 

так что & Z (ш )  дудет выражаться ливейно череа Пока­

жем 8Т0,

Уравнение для имеет в е д  [? ]

^о = ‘2 5 с ;о + /ш ^ 0  , ( I I )

а для 2  = й2

+ Л 2 ' = (2ц+ Л 2)* (с ^ +  й с > +  (12)

Вычитая (I I )  иэ (12) и ограничиваясь членами первого порядка 

мешости, получим дифференциальное уравнение относительно ЬZ*l

й2*+ ^^(л'>й2 + 0<<г) = О у

Л 2 -»-О при ^

где ур»-22д(ш,^)Сд(-г), (? = - Ло<-г) .

Решение этого уравнения имеет вил

й2(ш ,^> :=- вхр -^;)(т1)сГ-п ^ 0 (п )е х р ^ ^ р (0 с ? ^ ^ ^ п - (1 3 :

Поправка к входному импедансу ¿ ¿ (ш )  подучается,если в 
выражешп (13) положить ^ « 0 :

2д*вхр^-2^ Z^C^d^tCiA)(Jz,

т.е« она записьгоавтся в виде интегрального преобразования

о ядром

С<(и»=- гцЧш ,л- )ехр^- 2^ г д (ш Д )С д (и ^ ^ ^ .

$ 4 . Некорректность обратных эадач

Наблвдешш у можно рассматривать как элемент пространст­

ва К , а модель п» - как элемент пространства /И (в общем слу-
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чае эта щ)остранотва могут быть бескоывчномерныш) .Оператор ф  

првобраэует простоанство 41 в пространство У  , Такое преоб- 

рааованве является однозначным: какую бы нн ваялж иодедь, eft 

МОЖНО сопоставить вполне определенное гео^зкческое поле (прш 

усдовиж, конечно, что модель достаточна для построения поля). 

Обратная задача мохет рассматржваться как построение обратного 

оператора , дреобразующэго пространство У  в пространство 

/И ш Будет ли это преобразование однозначным? Иначе говоря, бу­

дет ли заданному гоофизическому полю отвечать только одна оп­

ределенная модель? Известно, что в общем случав это не так.На­

пример, ОДНОМУ и тому же полю силы тяаести, измеренноцу на по^ 

верхности Зем1Ш, могут соответствовать разные распределения 

плотности вещества внутри Зешц, тогда как прямая задача на- 

хожценид гравитационного поля по эаданно!,̂  распределению плот­

ности - является однозначное. Другой пример восстановление 

скоростного разреза оо годографу при наличии на нем зоны тени, 

обусловлонной существованием в среде волновода. Внутри волно­

вода и ниже его распределение скорости восстанавливается по 

годографу неоднозначно.

В большинстве случаев невданственвость решения обратноВ 

задачи связана с неполнотой реальных гео^зических данных: из- . 

меревяя обычно проводятся в дискретных точках, на ограниченно^ 

площади или в конечном интервале измнения некоторого парамет­

ра. Например, известно, что обратная задача геоэлектрики имеет 

единственное решение, если исходные данные - значения кажуще­

гося сопротявлеаия в зависимости от периода волны - ояределвны 

в интервале периодов от О до <х> . Но наблхщения всегда удается 

получить лишь в некотором конечном интервале периодов* А это 

приводит к неединотвенности решения.

Если сказанное изобразить охештичбокя, то точке тп из про­

странства Ai соответствует одни единственная точка из проот- 

ранства У  , а точке у  ооотаетотвувт некоторая область И  из 

пространства /М , причем в общем случае она может даже не быть 

связной (рис. 3 ) . 1Сак же подходить к ревбннс обратно! задача 

при такой ситуации? Доя геоф1аичесхих построений важно поду­

чить область решений, соответстдущих ааданкнм нв0ходекшш. 

Но как описать компактно зту область? Очевидно, что желательно



найти такие характеристики, которые определяли бч все модели, 

относящиеся к области решения. Сделать это мояно двояко. Один 

способ заключается в априорном осреднении модели, т .е . вместо 

истинного распределения я>(г) за­

ранее определяются некоторые его 

осродненные свойства. Обычно это 

осуществляется путем раабиенЕя 

среды на слои и рассмотрення 

средних значения искошх {иэкча- 

ских параметров в катаем слое. Ч 

грави- и магниторазведке вместо 

поиска распределения аношльных 

масс часто ограничиваются нахо­

ждением некоторой "оредней" мао- 

сы, совмещенной с центром тяле- 

сти аномального тела. При таком 

подходе в принцЕпе можно добить­

ся взаимно-однозначного соответ­

ствия медсу моделью и набдщени- 

ями, НО это не так просто. Дело 

в том, что при недостаточном ос­

реднении мы будем продолжать оставаться в рамках описанной си- 

туаоди, когда одной точке из цространства У соответствует об­

ласть иэ пространства /И . А при слишком сильном осреднении 

может возникнуть другая опасность: заданной точке иэ простран­

ства У не будет соответствовать вообще ни одной точки из про­

странства /Н . Примером может быть интерпретация годографа пре­

ломленной ВОЛНЫ на криволинейной границе в рамках модели сре­

ды о плоской границей. Для такой модели годограф является пря­

мой линией* в то время, как годограф, подученный иэ набагодений, 

обязательно кривоотнеен. Пространство наблвдвний У в эт(»* слу­

чае образовано совокупностью времен вступлений волн t. ( i  = 

» I ,  2 , . . . , n )  в последовательншс точках профиля. При этом точ­

ки, соответствущве любой гдодели иэ выбранного класса, долтаы 

быть расположены на некоторой аяоскости, принадлежащей прост­

ранству У , а точка, отвечаюп(ая наблюдениям, будет находиться 

вне этой плоскости. Таким сбросы, при решении обратной задачи 

мы можем столкнуться как с неединстванностью решения, так и о 

отсутствием точного решения, 21

Рис. 3 .



Более рациональным представляется выбирать способ осред­

нения характеристик модели непосредственно на основе использу­

емых наблвдвний. Поскольку каадая совисупность наблвдений оп­

ределяет соответствуиную ей область в пространстве моделей, то 

и способ осреднения моделей должен определяться исходными ыа- 

блщенкяки.

Оба указанных способа осреднения будут подробно изложены 

в последувдих главах.

Перейдем теперь к рассмотрению устойчивости решений обрат­

ной задачи. Для этого необходимо определить метрику простраа- 

ства. Ло сих пор мы говорили о пространстве наблщеиий и о 

пространстве моделей как о некотором множестве элементов,не oit- 

ределял "близость" этих элементов меащу собой,Если введено по­

нятие расстояния (метрика) между элементами 

такое пространстао називьется метричес1сим. Часто используют 

кьадратичную метрику ( ¿ j ) ,  п которой расстояние р между эле­

ментами* у, и y j определяется как p 4 y ,* y i>  ~ ^

иди, если f  - сТункциональное проотранство, то

•*̂1
Другой пример метрического пространства - пространство о 

рсшнсмерной метрикой ( ¿7 ) , в котором расстояние между элемен- 

тама ощ>еделя0тся по формуле

или •
•  I-*,, Jfj i

Будем обозначать расстояние между элементами метрического щ}0- 

странства через .

Здесь и далее хфшшолагается, что компоненты вектора и 
ямамт одинсмвуо размерность и олдкаловый Macíarad; в § О гл.7^ 
описан опособ npHEeAOi^i к такому,вицу векторов у е К  и т е ж .



Оператор преобразования одного пространства в другое 

( У' ) называется устойчивым, если магае изменения в исход­

ном пространстве уГ (в смысле расстояния мвтщу элементами) 

приво,дят к малым изменениям в пространстве К . Строго понятие 

устойчивости оператора «1» , преобразующего пространство ^  в 

пространстао к , определяется так: по любоно̂  сколь угодно ма­

лому значению в > 0  всегда найдется такое О  О, что для любых 

элементов из пространства удовлетворяющих условии |х̂ -зс,1|< 

<5> выполняется условие

Оператор решения примой •задачи, как правило, устойчив. Это 

обусловлено тем, что все рассмРтриваемые геофи:=111ческив поля - 

сейсмическое, гравитационное, электромагнитное - устойчивы по 

отношению к машм флуктуациям параметров среды. Однако сущест­

вуют и исключения. Они могут быть вызваны двумя причинами. Во- 

первых, мы обычно рассматриваем не полностьг то или иное поле, 

а некоторые его характеристики. А характеркстяки могут быть 

выбраны так, что при некотором соотношении параметров среды 

ОНИ становятся неустойчивыми. Например, годограф сейсмической 

волны, отвечающий скоростнону разрезу оказывается неус­

тойчивым в тех случаях, когда в какой-то то'псе ^  в этом 

случае на годографе возникает бесконечно протяженная петля. В 

то же время сейсмическое поле в целом, отвечающее такому раз­

резу, остается устойчивым, посколь} '̂ амплитуды волн,соответст­

вующих этой петле, будут бесконечно малы. Вторая причина неус­

тойчивости оператора решокия прямой задачи связана с тем, что 

для построения такого оператора часто используются приближен­

ные или асимптотические методы, которые в некоторых областях 

могут быть вообще неприменимы либо дают мапую точность. Напри­

мер, если для расчета ашлитудной кривой сейсмической волны по­

пользуется лучевое приближение, то в о^фестности каустики или 

ЗОНЫ теки при решении прямой задачи мы получим разрывы ампли­

туды, которые в действительности не имеют места.

Эти особенностя оператора решения прямой задачи всегда 

надо иметь в виду при решении обратных задач и исключать иэ 

раооштрешш области неустойчивости. В дальнейшем ш  будем 

предполагать, что оператор решения прямой задачи всегди-- у^^ой 

чив.



Оператор *6 решения обратной задачи Ф",кал  правило, ока­

зывается иеусто(1чивны» Это значит, что малые изменения в ис­

ходных данных 2̂  могут приводить к сколь угодно большим иэиене- 

ниям в модели тп. Но» как уже упошналось при описании поста­

новки обратной задачи, наблкщения у всегда юлеют некоторую 

ошибку, так что "истинные" значения характеристик поля всегда 

находятся в некоторой окрестности наблщдаемых.

Таким образом, набладеняя в действительности определяют 

не точку в пространстве К , а некоторую область. Поэтому даже 

в случае, когда обратная задача имеет бдинственное решение,на- 

блцдения, осложненные ошибками, будут определять область в про­

странстве А1 . Если оператор решения обратной задачи неустой­

чив, то эта область может включать в себя сильно различающие­

ся модели. При этом решение» отвечащее наблюдениям с погрепь 

аоотьк>» может весьма (^ществелно отличаться от истшгаого» Это 

схематически нл^пострирует рис. 4 . Построим в пространстве У  в 

окрестности точки , отвечащей наблщенням, №лую область, 

размеры которой определяются погреишостью наблщенай. Пусть

она включает в себя точку , со­

ответствующую точным дашшм без 

погрешности. Эта область преобра- 

эуетсл обратным оператором в до­

статочно протяженную область в про­

странстве /Я , и при этом точка то, 

соответствущая наблвдениям у  .бу­

дет СИЛЬНО смещена относительно 

точки тпр, отвечащеЯ истшшой 

модели. Приблизиться к исткнному 

решению можно, только введя опре­

деленные априорные ограничешш на 

модель.

Перечисленные особенности 

оператора решеняя обратной задачи 

(неедянотвеннссть релеява» возмож­

ное отсутствие точного решеяия»не« 

устойчивость) относят обратные ва­

дачи к классу некорректных«

Рио.4.



только

В § 2 , 3  уяе упошналось о том, что неодинственность 

шевня обратной задачи приводит к необходимости опредахять не 

модель И1(г> полностью, а только некоторые ее осрад- 

ненные характеристики. Степень осредненяя модели зависит от 

того, какие неходкие данные ervir» для решения обратной задачи 

и какими они характеризуются погрешностями. Например,если ис­

ходными данными для определения скоростей упругюс волн в сдо­

ях, разделенных горизонтальными плосксаарадлельными границами, 

являются времена пробега вЪлн, отратенных от границ слоев при 

норьтьном падении, то очевидно, что такие данные определяют
hf

с р е д н и е  с к о р о с т и  в с д о я х  =  ( п р и

условии, что М01Щ10СТИ слоев h . известны), °но не несут никаксй 

мнформации о распределении скорости о глубиной в каж­

дом слое. Таким образом, эти да1пше позволял« ставить аацачу 

оценки лишь средшкс значений скорости. Другой пример - опреде- 

денне структуры земной коры по двспероионной кривой поверхно­

стных ВОЛН Лява. Из вида оператора решения прямой задачи (3) 

следует, что разным распределениям уьСлг), р (^ ) будут соответ­

ствовать разные дисперсионные кривые групповой скорости uij). 

Однако u<J) определяется из набледений со значительной ш>греш- 

ностыо, что не позволяет выявлять тонкие детали строения коры. 

Обычно при решении этой задачи ограничиваются рассмотрением 

модели коры, представлящей однородшШ слой, лезвашдй на одно~ 

родном полупространстве. В такой модели нскошми параметрами 

будут модули сдвига и плотности 9 , ,  Pj соответстввн-

ио в слое и полупространстве, а таюс» толщина сдоя h . Тогда 

цоиск неизвестных расчрвлелений заменится поиском

шгги ноиавестных параметров. Такая замена оказывается возмояи* 

ной благодаря тоцу, что вариации упругих аостолнных в коре я 

Ь мантии в допуотишх пределах приводят к вариациям дисперся- 

оаной 1фивой в преде^шх rroipernuocTH наблпддний. Более того, ча­

сто пределы изменения ^  и р в изучаемом регноге бывают яз- 

яестны кэ других асслвдоваяяй я они охазывеютоа настолько у>- 

ки, что изменения )*> я р внутри заданянх 1федехоп также оря- 

водят к варяадяям дяоперсяоаяой К]Яво& в п .̂аделах по̂  решостя.



Тогда единственным определяемы параметром оказывается мопн 

ность кори Л , т .е .  обратная задача сводится к оценке всего

ОДНОЙ В8ЛИЧЕНЫ. •

Такая замена искомой модели m<r) упрощенной моделью,по­

лученной из m<r) путем некоторого ocpeÆieHKH, называется па­

раметризацией мсдади.

Мояно сфоркоглировать следущие общие принципы параметри­

зации [l , 62]. Преаде всего огц^еделяется более или менее уз­

кий класс фушошй т<т*), внутри которого производится поиск 

модели, и описанных примерах неизвестные распределения Ь'(-г) 

(или ç iz )  ) рассматривались в классе кусочно-постоянных

функци*!. В зависимости от специфики задачи могут выбираться 

различные функции: кусочно-.чинейные, экспоненциальные в т.'д. 

Выбранные функции характеризуются некоторьлш параметрами, так 

что задача поиска модели в классе этих функций сводится к по­

иску значений этих параметров. Таким образом,в результате па­

раметризации HCKOf^ модель определяется уже не в функциональ- 

HOU, а в конечномерном пространстве« Размерность пространства 

моделей в результате параметризации будет равна числу олреде- 

ляешх параметров.

На основе каких же соображений следует параметризовать 

модель? Иначе говоря, исходя из чего следует выбирать парамет- 

£Ш? Как уже говорилось, такой выбор диктуется используемыми 

дашшш. Обычно на основании результатов штеиатического модо- 

дированхя •> расчетов поля для разных моделей ореды •> выявляет­

ся зависимость тех или иных характериствос поля от вариации мо- 

делш. Например, путем анализа теоретических расчетов определя­

ется, насколько существенно будет влиять на значения в задан­

ной выборке данных аамона однослойной модели двухслойной,трех- 

слойной и т ,д . Это позволяет оценить, какие свойства модели 

существенно влияют на поле, а какие - менее существенно, какие 

вариации в строении среды приводят к заметным различиям в зна­

чениях характеристик поля*

Параметризация должна бить оптимальной, т .е . желательно 

выбирать параметры так, чтобы хх было не слишком шого (не 

больше, чем позволчет разрешапцая способность исходных данных) 

и в то же время не слииком мало, чтобы не 1фопустить в решении



какие-то особенности модели, которые пр'̂ являются в используе­

мых наблюдениях. Априорно выбрать оитимальную параметризаилю 

ДОВОЛЬНО сложно и далеко не вс«?гда удается. Но, как будет пока­

зано, если параметризация произнедена неудачно, ее удается 

скорректировать в ходе решения.

§ 6 . Классификация методов решения обратных задач

Сде;1аем щшкхА обзор основных направлений развития мето~ 

дов решения обратных задач. Подробный анализ методов с ггртле- 

раш их применение э разных геофизических иадачах будет дан в 

последущих главах.

Как уде упошналось в § I ,  разЛ11чия существуюидос методов 

решения обратных задач опредедлются тем, ш ш м  шлекно особен­

ностям исходных данных, априорным предсташгеншчм о модели и 

требованиям к решению придается ббльшез значение. В то же вре- 

ш , несмотря на каяущиеся различия, мешу веема методам!» мо«- 

но проследить определенную связь.

Мы будем в дальнейшом рассматривать только так называемые 

мяппгмнне метода, которые сводятся к последовательности матема­

тических операции и могут бить реализованы практически толь­

ко на ЭВМ. Но нельзя совсем исключать и ручные методы. 

ибо ОНИ, хотя и отошли на задшй план, по все еще сохраг- 

няют значение в практике геофизичеокой интерпретации. С их 

ПОМОЩЬЮ нельзя, конечно, поотроить решение, оптимальное в том 

смысла, чтобы оно, о одной стороны, отражало среду с той сте­

пенью детальности, котсфую разрешают используемые данные, а о 

другой - имело бы не слишком большую неопределенность. Но онв 

дают возможность получить качественные и дахе грубые кох^чест- 

вешше представления о модели, которые в дальн&йшем могут быть 

использованы для уточнения шшзшиымя методами.

Сущность таких методов, как ухе х^ворнлось. свилится к 

сравнению дан>шх наблюдений в теоретическим^! расчетагл! для не­

большого числа моделей и ныбору такой мод.ели, которая д у ^е  

других согласуется о наблоденвями. Это простейший вариант ру'̂ - 

ной жнтерпретации, в его, со')ствекыо говоря, даже вельзя на­

звать методом, ибо ок сильно заьвоит от хс^^оотп V нг̂ туицЕи



интерпретатора. К разряду ручных методов, хотя и сашх простых, 

можно отнести палеточный метод, который позихпяет оценивать 

которые параметры модели. Этот метод получил широкое распрост- 

раяенге в практике электроразведки. Он применим в случае,когда 

иоследуемое поле подчиняется некотором7 принципу подобия* Суиь 

ность его сводится к следующем]̂ .

Щгсть измеряется характеристика поля у  в зависимости от 

некоторого параметра I . При этой среди неизвестных параметров 

модели имеется такие п£фаметры об и ^  , которые в выранение за­

висимости входят в вяде масштабных коэффициентов, т*е.

В этом случае вместо того, чтобы рассчи­

тывать множество кривых у И ) для разных значений ос. и ^  .доста­

точно рассчитать одну 1фивуи где 71*^/рД=г/сс.Эту 

кривую отроят в логархфкическом масштабе, и также в логарифш- 

ческом мйоштабе предстааляют данные ^ ( О  (рис.5 ) . Эти две ва- 

висямооти нахяадывают одву на другую и сдвигают координатные 

системы одшу относительно другой так, чтобы наблюдения хорошо

совпали с теоретической кри­

вой. Тогда оси отсе1̂ т  

на осях величины, рав­

ные значениям неизвестных 

параметров сс и р .

В случае, когда модель 

определяется не только па« 

раметрами, вмещими харак­

тер масштабных коэффициен­

тов, но и некоторыми дру­

гими ( 0р 02,...,В ;^ ), рассчи­

тывается семейство кривых 

соот-

ветствущих сетке значений 

параметров 0^. Ваблщения сопоставляются оо всеми кривыми 9Ю- 

го семейства» и иэ них выбирается такая, которая по форме луч­

ше других соответствует наблюдепням.

Хотя в этом параграфе ш  приводим лишь обилий обзор мето­

дов, а похсробное их изложение, иллюстрируемое прлмераш,будет 

дано в последущих главах, но в связи с тем, что на палеточ-



BON методе ш  больше останавлхваться не Судей, здесь ш  irpiCBd- 

дем некоторые прююры его прнмененЕя прв решения обратних гео- 

фнавческих задач.

П р и м е р  Î. Интердретадия кривых вертикального эдект~ 

рдческого зондирования (ВЭ^ [321. В практике электроразведок

яыг ра^от но методу ВЭЭ измеряется xaJtyщeecя ооаротквленнс 

в зависимости от расстояния г  ме^ду литакидаш к приемныма 

электродами. Задачей кнтераретации кривых является аск

лучение и1̂ рш ц и и  о распредвленин о глубиной удельного сопро- 

тнвления р . Интерпретация проводится в предполохении, что 

орада является слоисто-однородной, тах что оценке подлежат мсон

нооти слоев Л,- ( / » 1 , 2 ........А'-1 ) и значения удельного оопр£>-

тивлеяия в НИХ р̂  ( /  « 1 ,2 ........М ) , [1рн этой число слоев ^  счи­

тается фиксированным.

В случае, когда модель мохет быть представлена одним сдо­

ем на полупространстве, выражение для калсущогося сопротивле­

ния, ооределяемэго с помощь» трех- или четырехвлектродной сим­

метричной уотановкя, имеет вид

Г ^  1
р , ( г ) . у , .  и г а  ,  , (14)

I  п - ' + С 2 пЛ,) ] J

где ^рв*ввие (14) мохет быть пред-

ставдбсю так:

Таким образом, достаточно рассчитать семейство кривых 

Ц Л ) при разных значениях пардме1*ра р^/р ,. Подбирая из этого 

овмейства хривук, наш^овев оовпадащую по форме о наблвдаемой 

Х1АВ0Й мошо оценить р2^ ? 1 * ^ относительно»^ смеще-

нхх) координатных осей оцеииааются значения и .

П р и м е р  2 . Оценка моцнооти слоя и скороств попзреч- 

ной волны в аец по дмсперсиоиной кривой групповой скорости ьод-

вы Дява [25]. Бели изучаемую модель аппрокснмгровать однород-

в ш  слоем на однородном полупроотранотие так, что модель будет 

характеризоваться параметра»« ^2 » Р п  Р»» ^ (Л » /ц . /р ) ,т о  

эавиоиюсть и{Г) мохет быть записана в фJpмд



Р1
Для простоты примем, что отношения скоростей поперечных волн 

0^/6^ и плотностей известны. Тогда достаточно рассчи­

тать кривую = где \-Тб^/Ь^ 1\^и/в^. Выпо.1ШИв сопо­

ставление наблюдений с теоретически рассчитанной кривой ош1- 

санным способом, можно оценить скорость поперечной волны в 

слое и величину Ь/6^^ на основании которых и определяется 

толщина слоя Ь «

Поскольку при ручных способах интерпретации сопоставле­

ние теоретических и наблцденных данных проводится визуально, 

то выбранное решэние не отвечает формалиэоваыноц7 критерию, а 

зависит от произвола и искусства интерпретатора. Оценка ошб- 

ки решения такяв оказываетоя в вначхтельной степевн субъек­

тивной. Теоретическую кривую можно сдвигать вверх и вниз,впра­

во и влево в таких прадедах, пока с точки зрения интерпрета­

тора совпадение еще остается удовлетворительным.На рис.6 изо­

бражены два крайних поло­

жения теоретической кри­

вой 1 ж 2 , кото]Шв МОЛЕ­

НО считать еще удовлвтво- 

рящими ИСХОДНЫМ данным. 

Кривая / соответствует ко­

ординатным осям ( ,  ‘П ,), 

а кривая 2 - осям (^,,■44). 

Из этого рисунка видно,что 

пределы, в когорт произ­

водится перемещение тео­

ретической кривой вдоль 

оси абсвдюо (от т̂ , до тl^), 

дают оценку погрешности 

параметра о ., а вдоль оси 

ординат (от до Ц  )-

оценку погрешности параметра ^ .

Вое оказанное относится ■ к выбору параметров, опредедя- 

щих модель. Формализовать критерий оптимальной параметриза- 

ш п  в таких методах невозмояшо. Обычно стара10тся выбрать клаоо

Рио. 6 .



моделей предельно простым, чтобы по возможности уменьшить чи-> 

ело альтернативных моделей, В этом случав решение получается 

чересчур сглакенныи» не соответствукщт разрешащ ей способно* 

сти данных.

№  ДОВОЛЬНО подробно остановились на анаогазе ручных (не­

формализованных) методов решения обратных задач, так ка1: это 

позвол!1т лучше уяснить особенности машинных (формалиэопаниых) 

методов.

Основными проблемами» возникашрши при решении обратных 

задач, как уже упоминалось, явлн1сггсл;а) параметризация моде­

ли - выбор пространства б) сопоставление наблюдений о 

теоретически рас0читан1шыи характернстшсами поля для заданной 

моде;щ[ - выбор критерия блвзости точек в пространстве У ; в) 

оценка качества решения - ощ>еделеш1е области допустимых реше­

ний; г)сукение области решв^шя в случае ндединственности или 

неустойчивости решения обратной задачи. Существущие методы 

имеет смысл рассматривать и классифицировать о точки зрения 

того, как они нодходят к решении указанных проблем.

Остановимся на вопросе сопоэтавления теоретических и наг> 

блщенных данн^^х, предполагая, что класс моделей, в котором 

отыскивается решение, из каких-то сообралсений фиксирован. Эта 

проблела воэникаэт тогда, когда тоодого решения не существует, 

т.е. ни одна из точек в пространстве уН ые удовлетворяет ус- 

ловш? Ф ( ш ) я у .  Такая ситуация оюамогша в двух случаях: либо 

модель описивается слишком малым числом параметров, так что 

Ш1 при каких значениях'этих параметров нельзя подучить все 

особенности имеющихся наблщений, либо параметров выбрано до- 

статоч»го, НО наблвдения содер^т погреишосги. 3  этом сдучае 

в качестве приблияенного решения принимается такая точ1<а тп, 

которой 0 пространстве У  саотяетотоовала бы точна у , наи­

более близкы! к точке ^ , отвечащиИ реальным наблщеншш.При 

атом способе /¡оотроитя ре^ын« следует определить метр1игу 

пространства К . Выбор метрики производится на оонове анали­

за хе.рак1'вра Аоаиых набладенн?. Чаще всего испольоуетоя квад­

ратичная метрика» цо в некоторых случаях (например,когда не- 

допусти!« бо'1ЫШс отклонения) мочсег быт:, испольэоаада равно­

мерная метрика.



Если расстояние. ]]^-^Н мкнимнэируется в метрике ¿^«то 

построение решения производатся до методу 1̂ ;1именьших квадра­

тов. В слу{ае, если нв()лщенкя имепт рагную разме]Ж0Сть, 4то 

имеет место при котлехсировакии разнородных яаблпцен^, или 

если просто надлпцения имеот разный вес» то минимизируется 

взвешенная сум.1а квадратов отклонений:

'  с ?
в общем случае построение приближенного ревения произво­

дится путем миннмизашш некоторой так называемой фикции от­

клика или целевой функции. В частности, если пространство яа- 

блвдений имеет мет|шу , функция отклика представляет оо> 

бой просто сумму квадратов отклонений, но в общем случае ее 

вид зависит от свойств исходных наблццений. Характер исходных 

ваблвдениЯ учитывается наиболее полно при трактовке экспери- 

ментальыого штериала о теоретгаи>-вероятностных позиций. При 

таком подходе к данным пространство наблюдений расоматривает- 

сл как выборочное проотранотво, а точка у , соответотвущая 

цаблщениям, - как елементариое случное событие. В этом про­

странстве задана вероятность появления того или иного события 

у  для ^яасоировааной модели т .  Эта вероятность определяется 

путем анализа отатиотичесгасх свойств ошибок ыаблЕщений. Джя 

нахождения модели т п о  заданнсЯ точке в выборочном простран­

стве У  используются то или иные методы теории статистических 

реоений. Такой псфсод к трактовке наблкщений как случайных ве­

личин* характериаущихся определенным рвопределением вероят~ 

ности, лежит в основе отатистических методов решения обратных 

задач. Статистические метсиш по̂ огчили широкое развитие в ра­

ботах ленинградс1ЮЙ школы геофизиков (Ф.М.Гольцман, Т.З.Кали- 

шша, Л,А.Хал1ин [ и , 16, 17-19, ЕП , 4в ]).

И статистические методы, и метод наименьших квадратов 

сводятся к минимизации нб1̂ ор ой  функции отклика в простран­

стве параметров модели. Поэтоцг их иногда объединяют под об­

щим названием оптижзационных метсдов. В случаях, когда {^нк- 

Щ1Я отклика строится о учетом отатистических свойств ошибок 

набледений, качество решения характеризуется оцеикаш диспер­

сий и ковариаций параметров, знание которых позволяет сфоигь 
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довервтельыые области для параметров модели. Вопросы парамет» 

рвэацЕи прв нопользованин оптимизацнонкнх методов отодвигагг- 

ся на второй план, нбо в нх рамках трудно найти конструкткв- 

ныв способ оаткъельной параметриэацюв.

Как уже говорЕДОСЬ, ивтсщы оптнмиэащш использустоя в 

тех случаях, когда по тов клх кной причине нельзя построить 

точного реобнхя: лкбо иэ>за наличия погрешностей в исход^шх 

данных, либо нэ-эа неадекватности иоде.1И среды.

Теперь рассмотрим другую си1уацих>, когда ыабледения до­

статочно точны, а размерность проотранотва параметров с.шшхом 

ведика, тах что этки набдхаенияи в рамках выбранного класса 

сред отвечает бесконечное множество решений, В этом случав ре­

шение не может быть построено, если не нбложнть на модвА ка­

кие-то априорные ограничения. Простейший способ налохения ап­

риорных ограничений > это закрепление некото|ЖХ параметров на 

основании результатов какпх-то другах исследований, Иногда 

удается вБести определенные связи ма^ду параметрам!. В том ж 

другом случаях аз исходного пространства выделяется некоторое 

подпространство, в котором и отыскивается решение.Ксть и иной 

способ наложения ограничений: в качестве решения принимается 

такое, которое наиболее близко к некоторой заданной точке т ^ . 

Этот способ основан на том, что всегда из предыдущих иссладо- 

ваннй бывает известно некоторое приближение к искомой модели. 

Поэтоцу наиболее естественно строить решение так, чтобы оно 

было бы бл5»в  других к этому начально1к̂  Тфиближенню.При таком 

подходе оказывается уже необходимым определить метрику прост­

ранства моделей Jf. В етом случав задача ставится так; из об­

ласти всех возможных решений выбрать такое, которое минимизи­

рует расстояние Птп-тп^Н. Указанный подход к построению един­

ственного решения в случае, когда наблщення являются ли­

нейными функционалами от w iry  (или соответственно линейными 

фушщгямв параметров, описыващих модель), был разработан 

Дк.Бдйкусом и Ф.Гильбертом и получил название метода Бэйкуса - 

ГЕДьберта.

В рамках этого метода решается и вопрос о раэрешахцей 

способности используема ваблвдений, что важно для выбора оп­

тимальной параметрдаадви, Uefoa Бэйкуса •> Гильберта позволяет

З.Зак.281 СЗ



nocrpoiTTb такие осреднешше характернстнкв модели» которые по 

данной совокз^сшостк наблвдвниЛ определяются однозначно.

Решение обратноЭ задачи, получаемое как оитишзащонными 

штодами» так н по методу Бэ&куса - Гильберта, может оказать­

ся неустойчивым. Такое решение с точки зрения цали геофизиче­

ской кнтероретации оказывается бессмысленным, так как область 

допустимых решений, определяемая погрешностью наблкщений,стар- 

новится весьма протяженной. В этих случаях используется метод 

регуляризаф1и, разработанный А,Н.Тихоновым для поотроения ус­

тойчивых гтриближении при решении некорректных задач. Сущность 

рег^ляризаши заключается в наложении некоторых априорных ог­

раничений на модель, благодаря которым решение становится ус­

тойчивым.

Регуляризация приобретает вполне определенные сшол при 

статистическом подходе к построению решения. Если не только 

пространство К , НО и пространство иэдвлей ^  рассмагрнвать 

гак пространство случайных событий, то наиболее раопроотраяен- 

ный тип ограничений (близость к заданной точка в метрике ), 

МОЖНО трактовать как априорную вероятность модели, лантмая пра 

этом под вероятностью меру неопределенпости нашх представле­

ний о модели.

Основноб различие оптнмизацвояиыш методами и мето­

дом Бэй1̂ са  - Гильберта определяется тем, что они преашааяаче- 

ны для реоения задач с разным соотнооением мези;у числом пара- 

icerpoQ и числом наблхщвний: опти1<иэационкые метож' требуют, 

чтобы число наблху^ений было больше числа оараметз̂ овс а метод 

Бэй:о'оа - Гильберта применим в случае, когда число параметров 

больше числа наблюдений (пространство параметров м»от быть 

и боокояечномерным). Очевидно, что хорошо было бы иметь уни­

версальный метод, пригодный как в одшом, таж и в другом слу­

чае, Такой метод су1чествует, но только для линвариэироваиных 

задач, т .е. таких« где завиогмооть наблюдений от парамет- 

рот) ккэдали ланейвая. Это так яаэываежй метод поевдообрад;е:ш1 
(обобщенного обра1чеиия) или, как <ж чаото в литературе назы­

вается, метод сингул>ч^ых раадоштасй. Этот метод был разрабо­

тан в линейноД алгобре для рованка оаотем линейных уравнеажй 

о пр:>и8аодьшм соотношением между числом ураЕнекяй к числом



неизвестных. Он позволяет получать решение и в том случае, ее- 

ли точное решение отсутствует, а ор№)лиженных решений, опреде- 

ляешх по методу наименьших квадратов, оказывается бесконечное 

множество. При неустойчивости решенкя, получаемого этим мето­

дом, могут быть использованы те или иные способы регуляризацви.

Основные вычислительные задачи, возникащие при реализа­

ции упошшутых методов, - это поиск экстрек^ойа многоме^жоЗ 

функции и задача линейной алгебрш: решение систем линейных ура­

внений, находдение собственных значений и собствб1Шых векторов 

матриц. Вычислительные трудноотк возникает из-за неустойчиво­

сти оператора обратной заоачи и проявляютсн в том, что в широ­

кой окрестности искомого экстрек^ма функция отклика меняется 

слабо, а бс;га задача построения решения сводится к решения лв- 

нейной сиотеш, то система оказывается плохо обусловленной. В 

этих случаях иногда пытаются повышать устойчивость решения при­

менением определенных вычислительных алгоритмов. Но в конечном 

счете все эти способы и алгоритш могут быть интерпретированы 

о точки зрения налохения априорных ограничений на иско|^с мо­

дель. Поатоиу прж использовании тех или иных вычислительных ме­

тодов для решения обратной задачи следует исходить иэ анализа 

оуящости самой вадачи: характера исходных дашшх, априорных 

представлений об искомой модели ж требований, прадьявхявшх к 

реаении.

В поокедущих главах б;дуг описаны прквхщпиалышв основы 

перечисленных выше методов.



Г л а в а  II

ОПТИ^ЛОАШОНШ МЕТОДЫ

ОптЕмиэациокные методы заключаются в нахоадениЕ оценки 

п^>шеграв срады т  путей нахохдеияя экотремут (оптишзадЕи) 

некоторой целевой функции Х (т ,у )  при заданном знвчании ввк^ 

тора яа(3ладв1£ий у . 1(елввую фикцию олвдуат выбирать на осно­

ве тгредставлений о статистических свойствах погрешности на- 

(Злвдв{£ий и с учетом требований, предъявляемых к качеству оцен­

ки. Оценки, получаеше путем оптимизации выбранной так целе­

вой функция, наиболее полно отрахадзт особенности эксперимен­

тального штериала и являются ы определенном смысле оптималь- 

шам. Строго говоря, такие методы следует называть отатисти- 

чвскимй, так как они оводятся к задаче статистического оцени- 

вашся.

Однако очень часто целевая функщш выбирается на оонове 

эвристическюс сообратний нэ-эа полного отсутствия янформвцив 

о характеристиках распределения ошибок наблюдений.Кроме '̂ ого, 

во многих случаях построение огатясттческкх оценок теряет 

ошсл иэ-аа малого количества набледений. Но неомотря на это 

обллшуп часть э-гой главы ш  посвятим мменно статистнчеокоцу 

оцениванию параметров среды и трактовке решения, получаемого 

ао ивтоду оптимизация, о дозицив математической статистики.

§ 1, Общие принципы отатистического оценивания

В гд. I было отмечено, что дашше геофизических наблюде­
ний, иопольауемыв я^я решения обратной задачи, всегда оолоя- 
немы олучаЛтаа ошибхаш , я потому сами яьшоэтоя сдучайныш 
ведичина ш , ямещими некоторое распределенне, характериотики 
которого зависят от параметров средн. При этом зад а^ оореде- 
денкя пареметров ореды можно оаеоп к еадаче отатиотЕческого 
оцениванжя яарвметров раозреяелення оду^аЯных велжчнн по даа>



ным огранзпенного числа язшерениЁ. В дтоВ главе мы рассмотрим 

методы решения о<)ратних эаг̂ ач геоф1гэпш, основанные именно на 

таком подходе к трактовке экспериментальных данных. Для облег­

чения понимания дальнейшего изложения приведем осноиние сведе~ 

ВИЯ в ПОНЯТИЯ из математическое статистики [8 ,1 0 ,2 1 ,2 3 ,33 ,44 ].

Пусть производятся наблкщенЕЯ над некоторой тогомеряой 

у. . .  ,/Г„) , Каждая компонента вектора X содержит слу­

чайную оомбку и пото!^ в некоторой области принимает опреде­

ленное значение в соответствии с функцией распределения веро­

ятностей . ]3ся совокупность данных прини­

мает значения «яг,, в пространстве «2? в соответствии 

о функцией распределения ). 

Тогда ¿Р называют выборочным пространством, а случайный вектор 

X - выборкой объема п из генеральной совокупности. Функюш

п < х )* ----5----- 1 -, (если А ( « )  дифференцируема по всем

........
сс̂  ) вааиваетоя общей плотностью вероятности случайных ве- 

дичин . Прв независимых наблвдениях
- " *  ̂' I— . . . п

/^<Ж)= Д  . (15)

Волн плотность вероятности /£»<»> имеет известную матема­

тическую форму, НО содержит некоторое число неизвестных пара­

метров 6, , 0| , . . . , в д €  0  то задача статистического оценива­

ния сводится к оценке невэвестиих параметров распределения по 

выборочшш значениям В общем виде эта пробле­

ма мохет быть сформулирована следущим образом: рассматривает- 

оя некоторая случа№ая величина, дня которой либо распределе­

ние имеет иавеотнув математическуо форму, но содержит некото­

рое чжодо неизвестных параметров, либо форма распределе^шя не- 

извеотна, но известны некоторые моменты распределения, выража- 

шхеоя также ^раа неиа&еотяы« параметры. Задана конечная вы­

борка наблвдаемыд аяаченЕй этой величины и требуется,используя 

выборочкые значения получить

одешси для вектс^ параметров I  (в~йГ~'.’. . , определить их 

точность.

Прежде чем перейти к рассмотрении методов оценивания па­

раметров, укажем некоторые свойства функшш уС7( « ; в ) .

I* Если р{х\ $У-  непрерывная и дважды диф^ренцируемая 

фушадя параметров •  и ври этом область измененил ж не зави-
■•,7

3.



сят от в , то Фтакцкя ;с7( х ; 6 > пазываетоя рагулярной, Прнжроц 

нерегулярной функцп я&хяется олотность равномерного рао1греде- 

лення, в котором среднее значенае эаакоит от параметра 6 :

где Mix} > функция Хэвясайда,
2 , Для регу.!1врной функциж распределенхя оифаведлово сле­

ду аце в равенство:

с  с  / ^ U g p ( a ; 6)

d b .d b j 9Ь^ Odj / '

i j

Здесь - матештичеокое ожяд&ние. выяясленное в пред-

пололсенки, что •  - вектор котхнных napaMeTpoa.AeftoTBiTejcbHO, 

пусть у9 ( « ; 6)  есть плотность распределенкя случайной велтчсш 

X н зависит от одного а^>амвтра Q , Тогда сгтраведлхво следу][>- 

цее равенство:

ie

Иа атой формулы следует, что

Продвфферекцкруем пооледцее выражеаяе по 9 :

Учятывая, что

а  я
получкм треОуемое равгаотво;

#0



Dpi иеоколысих неиэвестннх параметрах аналогичные рас<7 1 денжч 

приведут к формуле (16).

3« В внралюнии для пдотносп вероятности /(7<ле;8) вектор па- 

ршютров 9 предполагался фосоированным» и плотность вероятно- 

стЕ являлась таким образом функцией значении х  , которие мохет 

щяоапдать случайная величина X . Теперь будем считать, ^ о  зи»- 

чение О неизвестно, и определим функцию правдоподобия для 9 

следупцим соотношением:

** ; ? ( * ; • )  . (17)

Бели случайный вектор X  в результате наблхщений принял 

^(яхоированное значение х  з то функция праддоподобия явля­

ется фикцией только 8 . Подчеркнем, однако, что вта функция 

зависит от того, какие значения получены в результате наблхще- 

ний нед случайной величиной X .

При заданном значении x « X q фушиош ( в )  определяет 

правдододобие дарамэтров в оледукщем смысле: если иэ простран­

ства параметров в выбирать различные точки 0 , то те иэ них, 

для которых полученные из эксперимента значения х ^  характери­

зуются большим значением олотности вероятности, будут более 

правдоподобны, вехели другие, для которых шютность вероятно­

сти шла.

Функцвя правдоподобия для нескольких независимых экспери­

ментов равна произведению функций правдоподобия для каждого 

81гопершента: »

=  П  ¿ , / в ) .

Это легко видеть иа формул (15) и (17).

Функция правдоподобия, полученная для регулярной функции 

t такие является регул^шой. В этом случае для нее спра­

ведливо ооотношевие (1в):

^ / a i o g ¿ , ( e >  3 t o g ¿ ^ ( e ) \

^ •\  de^dej / ' “ М  3B¿ d9j г

£ ,У  » 1, 2 , , . . ,  А ,

4. Матрица J , элементы которой

* \  ^ 8 ,  дВ. / ’ зь



наэьшается инфорьвщонной матрицей Фишера. Лдагональные члены 

ее - - называются информационным коджчеством Фишера ж пря 

неэависншх экспериментах их значения определяют количество хн- 

форк̂ ации о соответстьущем параметре 9¿, содержащейся в дао- 

ной выборке 3C(j , Количество HwJtopMaiara является мерой чувст- 

витальности выборки ж к малым изменениям 9{ .

Перейдем к рассиэтренш) методов оценивания параметров .Раз- 

лича1отся задачи построенал точечных я яктервальных ou/shok. То- 

чечникм оценками являются некоторые ^ушщии выборочных аначе-

V « tVz,. . ,  Га . которые по 

возшжности наиболее точно отражают значения искомых парамет­

ров, Интервальная оценка дарацегров дредстаадяет собой об^юоуь, 

внутри которой с заданной доверительной вероятностью дояош иаг- 

ходиться истинные значения параметров.

Т о ч е ч н о е  о ц е н и в а н и е .  Сущеотвует беско­

нечное множество функций выборочных значений, которые мохио яо- 

пользовать в качестве точечных оценок. Поэтому необходимо иметь 

воэмохность выбрать жэ нях также, которые давали бы максишль- 

ную ТОЧНОСТЬ, т.е. были бы оптимальными. Прежде всего отметим, 

что поскольку оценка явдяетоя фушсцией выборочных эначеянй^то 

она сама - случайная величина. Следовательно, свойства оценки 

естественно характеризовать свойствами ее раопрвделеяия. Рас­

смотрим основные свойства оценок. Для простоты ограничимся олу’ 

чаем, когда оценивается один параметр 6 .

£. Среднее значение оценки

£,(В> =  е + ^ ( в ) .  (10)

Величина ^ ( 6 )  называется смешением,

Еолк О независимо от обьеш выборки п ,  то оценки

называх)тся несмещенными. Когда д(д)-*0 при л««»,оценки § яв> 

ЛЯЮ70Л аоимдтотячеоки яеомедениыми, £оля же 1фи л-»*» 

по вероятности, то также оцеихж нааываютоя ооотоятельшид.

2. Диопероил оцешсж опредедяетоя so форцуле

G4e)-£,[8-f,(S)]*. («)

Лдя регулярных функций оуцеотвует нкшяя гравица двя

джсперсии одедхж« Это овойотво вн]Аааетоя нч)евеыот8ои Pao -

Крамепа:



"■ < - >  ■

где «7(6) ~ анформащюнноа количество Фишера. Оценка» для кото­

рой это услооне переход  в равенство, называется эффективной 

в сшсле неравенства Pao - Крамера. Однако равенство возможно 

только в классе несмещэниых оценок, т.е. когда

с Ч в )  (200)

В случае многопараметрнческого оценхвакия вместо днсперсш! сле­

дует рассматривать ковариационную матржиу V  » элементы кото­

рой

{[ 8, - £,< s.)]í Sy - .

Детерминант етой ¡етрицы ÍV{ называется обобщенной дисперси- 

ей. Для обобщенной двсаерсш! в клаоое носмеденншс оценок имеет 

место неравенотво, аналопгчное (20а ): {7 |  >  ^ Д<я дио-

пероки каждой комооаеотн вектора оценок одраведдаво

(20в)

Нижняя граница в условии (20в) достигается в клаоое неомещен- 

ыцх оценок» только если & - линейная Фогшщвя компонент век­

тора ж . в более общем случае кесмецеккая оцешса 8 .̂ имеет джо< 

перскс не меньшую, чем Оц , и нвжняя граница может бить д ^  

стигаута лашь аоиштотически при л/Л . Тогда вектор О 
называет астдтотичеоки эффективной оценкоД параметров в омыо- 

ле неравенства Pao ■» Крамвра.

Если в выракение (19) подотавить ореднее значеняе оценки

(16), то получим формулу дпя орв;шего квадрата ошибки:

5 ^ ( § - в / в С * ( в ) + Л * ( 0 > .  (2Í)

Иа двух оценок ноилучшей будет та, у которой левая часть этой 

фор|флы будет меньше. Но добиться 1ашицума среднего квад­

рата ошибки, уменьшая только днсоерсию или только смещение, 

нельвя, так как умэньшенве одной величины влечет за собой уве­

личение другой. Только в классе несмещенных оценок Э(|)фектив-



нне оценки в сшсле неравенства Pao •> Крамера кшошэкруот 

средтаВ квадрат ошадш. *

В HacTOiQuee время (после работ А.Вальда Сэ]) нопользустоя 

способы сравненяя раэншс оценок, KOTOi»ie у'штываст потери,воэ- 

нихащие оря ошибочном оцешшанЕИ параметров. Tax, о каддой 

оценкой Ь , наЯденноА оо внборочним эначенкяи , . . . ,  ,

связана опябка, аахфямер, яэмерявная разностью (хотя в 

общей случае ошибку мэхно измерять я по-дфугоц]г). Величина ошиб­

ки от выборки к выборке иеняетоя: в сщяом случае она иоает быть 

мала, а в другом »  недопустяш большой. Чтобы учесть это обсто­

ятельство для каждой оценки, назначается неотрицательная функ­

ция ш (§ ;  в>, зависящая от § и в я характериэущая ущерб при 

замене астшшого параметра 8 сцепкой д .

Функция называется санкцией потерь. Выбор функции

потерь произволен и зависит от конкретной задачи. Требуется, 

чтобы ока была неотрицательной и не убывала о ростом ошибки. 

На практике чаще всего встречапгся функции потерь ввща .

При ^ « 2  ш (.9 ;0 ) называют ква^фатичной функцией потерь. Бели 

значеиня и>(§;в) при увеличении оошбки оценивания остаптся оо- 

стоянными, то функцию потерь называют простой. Из двух оцевок 

§f и 6^ считается наялучшей та, для которой о|р>аднее значение по- 

терь - величина риска - наименьшее. Осреднение

здесь производаггоя по совокупности данных агр , . . . ,  в 

предположении, что истинное экаченяе п^аметра равно в . Такая 

оценка удовлетворяет условию

£др[ш(&; e )j * л ( В ) * . Д Г д в  т1л .

Однако етот опособ ве лишен недостатков: во-первых, sai6op функ- 
цЕи потерь оубм ктявен; во-вторых, не вое оценки оравниш ме»- 

ду собой.
другой подход к оравненню сщевоя параметров состоит в 

изу^вии аоведеняя оценбк в худвсс оятуацяях. Рассматрявшот- 

оя функции риска для семейства функцяй потерь, зависящее от 

различных оцевок Шфаметра 8 • За наилучшу» оценку

рекомендуется хфинкть ту, дяя которой максимальная величина 

риска имеет шяишльяое значение. В атом случае оценка называ­

ется минимаксной. Б таком подходе к выбору лучшей оценки есть



тоже своя трудности. Иногда мянимаксная оценка может приводить 

X 0<£|[ьаП1 потерям, чем другая оцвака в области пространства 

оараттров, хотя она м дает уверенность в том, что потери в 

ореднеп ае будут дохывв ввкоторого значения. Кроме того, пост- 

роеакв таких оцашж бвязаао, хах срввхло, с бажышши вычисли- 

тельшшв трудностями.

&це ОДИН подход х  сравиению оценок основывается на трак­

товке параметра В как охуча1ной велгошы. Если допустить, что 

щюстранотво параметров (к шборочкое в параметры в н м  полу- 

чагг вначднжя в соотаетотвих о ддкхнюотыэ вероятности р{в) на- 

аавиониэ от данного ахоовртвнта, тс за наялучшую оцеш^ пара­

метра 6 можно бринвть ту, которая иошмизирует фушаоп) сред­

него риска л

« ( « ) • ]  п {В )р {В У с /Ь .

»

Пдотвость вероятности ^9(8) называется априорной.а оцен­

ка, удовлвтворящая шнпогму среднего риска, каанвается байе­

совской оценкой д у  данной фуюсции потерь и адриорпой плотноо- 

ти вегюятности р (8> . При довольно еЛвщх условиях байесовская 

оценка является минимаксной для наимонае благоприятного апри­

орного расоределшия (например, равномерного). Затруднения,воз- 

никащхе при данном подходе к сравнвшоо оценок, касаются в оо- 

новном иоходвой ооотановки задачи, т ш  как параметр 6 пе всег­

да мозвно считать случайным, а щ я  этом теряет сшол понятие 

распраделеиха »той валичшш.
Только ^ 0  описанные способы выскфа наилучшеЙ оцешся при- 

годш в альтернативных ситуациях, ибо 4^ккцкя потерь зависит 

от оценки параметра, уже аайденной по какоцу-то правилу, к не 

дают конот191птаного способа определения оамгос оценок.

Один ка обю х яоиходов к поотроешпо точечвнх оценок даклкь 
4аетоя в том, чтобы ограничить хяаоо рассматриваешх оценок и 
в нем найтж ту , нотс^вя мшимизирует ораднкв квадрат особхн 
(21) .  Нахболее разработана теория построения решений в классе 
несмещегаых и аоиштотически (щ я  л -«-«« ) неомецекинх оценок, 
как баяо яо«юаво ранее, дапш а аффективные (асимптотически ^  
фектхвшм) оцеша в ошоде неравенства (206).

В отатхотической теории оаказаш [16], ^  оу1<1еотву&т ме­

тоды оценивания Шфамзтров для регулярвмх ^̂ тхкций />(ас;в), прв-



водядие в общем случае к асиштотичвсхи несизденяым ш эф[>ек> 

тнвшш оценкам в сшсле веравекства Pao »  К'̂ амера, которые, од- 

новреиенно яш1як)тся acH>orroTB'tecKK шнямаксшпп для вврокого 

класса функцнй потерь. Такиш методами являются методн макси- 

мумв апостернорной вероятностк, максимального правдоподобия ж 

надмеаьшмх квадратов. К указанному свойству функций потерь от­

носятся сюметрнчные (функции в ), зависящие от разности 

S-8, напрвмер ^тккдви вида (б-в)*, которые» как уже было упо­

мянуто, чаще всего копольэуются на практике.

Метод маконц^ма апостериорной вероятностн основывается на 

байесовском подходе к решенюэ задачи. Параметр предполагается 

случайной величиной с известкой априорной плотностьс вероятно^ 

стей ^ ( 9 ) .  Пусть производятся наблкщекия над случайной величи­

ной X . которая подучает значевня в соответствия с условной 

плотностью вероятностеб p i x ;  вХ зависящей от параметра 8 . В 

результате зкопернмевта к априорным щждставлениям, характери­

зующимся плоткостыз вероятности добавляется инфоршцжя, 

извлеченная из надлщенхй над величшюй X . Теперь степень н&> 

ших знаний о том« какие значенвя может принимать параштр 6 , 

будет характеривоватьоя условной плотностью вероятности р{6/я), 

которая НОСИТ наэванже апостераорной плотности вероятностей па­

раметра 6 . Значение X , получаемое в результате эксперимента, 

обозначим черев . Тогда условная плотаовтъ вероятносп 

р{9/») при заданном соглаово теореме Байеса равна

----5---  ,

где - функдая правдопо­

добия. В качества точечной оценки в етом случае выбирается та­

кая. которая делает епостерхоркую глотнооть вероятности макси­

мальной, т .е . удоялепоряет уохомю

^ < e / x j > * ^ t 0 ) ¿ n ^ ( e ) - m a j t . (23)

Однако часто не удавтоя оврацелить аоркораув шютвооть 

вероятности для жохомого пвраметра. Тогда оценивание парамет­

ров проводится по методу макоям&львого правдоподобия. Фушщию 

правдоподобия строят ва основе олотяоотж вероятности 

в соотоетствик о 1ЮТ0р0Й в реауатате експеримента случайная



величшш Д получила значение ае^. Принцип максимального правдо-

аодобия заклвчаетоя в тон, что компонвлты вектора в должны

быть выбраны так, чтобы аолученнал ли наблщений выборка Хд

была бы наиболее вероятной. Э-хю происходит тогда, когда вшол-

югвгся условие , . -^
¿ « < в ) = т п а х .  (24)

Обычно вместо функцки ¿ ^ ( 8 ) ,  определяемой по формуле

(17), рассматривают логарифмическую функцию правдоподобкя 

г . ( в ) = 1 о д б ,  ( в ) .  Поскольку обе вти функция достигают кш:- 

сил^ма ы одноа и той же точке, то безразлично, каку )̂ нэ ннх 

использовать для построення оценки. Однако в ряде случаев ло­

гарифмическая функция оказывается иредпочтительнео.

Метод максимального правдоподобия мэжет применяться как 

для ыеслучайних, так и для случайных параметров. Ксли параметр 

ры случа&ны, то условие (24) получается из условия (23) при 

равномерном априорном распределении. Отсхща следует, что свой­

ства оценок максимального цравдопоцобия и максимальной апосте­

риорной вероятности совпадают.

Пусть расгтределение /»(ас;0) набледаемой случайной величи- 

вы X неизвестно, а известны только цирвые два шменти распре- 

дзлеыия, я&)1ашиеся функциями иcкo^aiX параметров 6 :

“X  : в) ,

в случае, когда само расаределение неизвестно, но известны не­

которые его характерастикх, макснмалькой неопреде 1еннос л  на- 

0X2 эна^шА о раооредодвшш будет соответствовать такое распре­

деление, которое проводит к максииальноцг эначешхю энтропии. 

Энтропия р'д)ирбделеш1л 1звро;1гаоотей определяется слэ.'̂ усдим об­

разом:

/ / » - J  . (25)

Нетрудно показать, кооользуя метод нсоор^е'Твшшх коюжжт9ЛвШ 

Лагранжа, что распределешгвм, ооответотвухщим маконмольнсУ  ̂ эн­

тропии (25) X удовдетворящим узловшш (2«) и условию нор;««- 

ровкк Ш10ТНЭ0Т1 вероятности р  i x /  с/х,. . .  их„ в 1 , являетаа 

вормадьно» раопракепенид ^  4^



^< а е ;е )=  ■ ^ехр{-[х-Г(0)] Я ''[ х - Г (в )] }  ,
{я|

где I А I - определитель коварнациошю!) матрнци Н  , которая ха- 

рактв^зует корраляционныв связи между величинами а:- и U ,J ^

1 ,2 ........) . Для нормального распределенкя логари^« функции прав-

доподоОжя, подученной на основании выборки »• ■ •

имеет вид

г ,  (в )= - 1о д [ ( » ^ ) " 1Р |]- [*- Г(в )]’’и ' [ * - « 8)]. (2в)

В случае, когда Й зависит от в , для поиска оценки максималь­

ного правдоподобия следует искать компоненты вектора 0 иэ ус­

ловия Ш 1сснмизации (26). Однако часто максимизируют только вто­

рое слагаемое в правой части выраяения (26). Подучаемая таким 

способом оценка называется оценкой ншпгеньшиж квадратов. Если 

К не зависит от О , оценка наименьших квадратов совпадает с 

оценкой максимального праадоподобия (а частности, для линейных 

задач). Вообще почти во всех практических задачах, когда истин­

ный закон распределения случайных величин допускает аппроксв- 

иацгю нормальным законом, эти оценка различаются очень мало,, 

так что при неизвестном распределении обычно нспользуот оценку 

наименьших квадратов. Вели априори можно считать все нaбJaщe- 

кия независимыми и равноточными, то К « с *1 ( б* шхвт быть н ^  

■эвеотяа) и оценка наимоньших квадратов получитоя из условия 

минимизации оуъвш квадратов от-ионенЕй:

[а  -Г ( * ) ]  ̂  [ *  - Г (в )]  = I  .

Таким образом, огшоанные методы оценивания параметров 

орн определенных усдовкях вытекают один из другого; метод мак­

симального правдоподобия является частным случаен байесовского 

подхода к ре̂ оеяию занечк при отсутства 1федваржтвльно2 инфор­

мации об искомых параметрах. №тод ;4акси1еи1ьиого правдоподобия 

переходит в метод наименьшее квадратов, когда наблщаеше слу­

чайные величины распределены нормально, и помеха аддитивна:

0 )  «  ^ » так что ее отатистические характеристики не 

зависят от неизвестных оарамет2)ов расяределения. Следовательно. 

свойства оценок, получепцых указанными методаю, вообще говоря, 

совпадают.



Мы уже упомнналн о свойствах оценок на1мвньших квадратов, 

максншльного аравдополобня я оценок, ооот1эетс'х'оущ1£Х махсн- 

|.<УМ7  апостериорной плотности вероятностк. Остановимся на них 

еще раз. В условиях регулярности функции правдоподобия опре­

деленные ранее оценки максимальной алостерхорноЭ охотностн 

вероятности и максимального правдоподобия асимптотически не- 

смещены и е^ехтивиы в ошсле неравенства Рао-Крамера, а так­

же имеют асимптотически нормальное распределение оо ореднии 

значением, стремшцнмсл к истинному аначению параметра О , к 

ковариационной матрицей

[- (I- в /л- Ч8 - в )] ,

где плотность вероятностей оценки б при условии,

что истЕшшш параметрамн являются компоненты вектора 6 . Ди^ 

тональные члены матрици «7̂',- есть дисперсии оценок параметров, 

поэтому их величинами можно характеризовать то^шость наЛденш^х 

оценок. Оценки д при дополнительна условиях, накдадиваемьд 

на фушаооо сраддоподобия, о которых уже говорилось,будут аоим- 

птотически минимаксными дл.1 определенного класса ф '̂нкций по­

терь« Оценки нвименьших квадратов несмещены и эффективны для 

малой выборки е<ссперимектальных данш1Х, необходимо только,что­

бы л /Л > 1. £сли X  линейно зависит от параметров,то оцеюса наи­

меньших квадратов является линейной оценкой и, как уже упоми­

налось, дv'cпepcия при этом достигает своей нижней граюпз^.

Задачи нелинейного оценивание по методу ншаюнъших квад­

ратов могут быть сведены к построению линейных оцеысх.если оп­

ределять не сам парагмтр, а малую поправку к величине,принятой 

в качестве начального приблажекия (см. § 3 гл .|). Оценивание 

по методу наименышх квадратов играет большую роль во многих 

орактхчески.'с задачах, так как в больгшнстве случаев распреде­

ление наблшаекой величхи либо действительно является но])маль* 

ш ш , либо может быть принято таковым при отсутствии информагига

о н м , а случ;гйные наблюдаемые величины оогожнены помехой, ко­

торую почтм всегда можно считоть аддитивной, нбо оот'5ки наблхь 

дешш, как ярааило, малы. (В связи с этим метод палуекоших тазгд- 

ратов будет изложен несколько подробнее остальных в § 6 насто­

ящей главы.)



И н т е р в а л ь н о е  о ц е я к в а н х е .  Задача по­

строения 1штервальной оценки эаютчаотся в махожденнж гранхцн 

области б^с  в* внутри которой о заданной доверительной вероят­

ностью 1 - 8  находится истинное значение вектора парак>етров 0 . 

Оптимальность доверительной границы определяется требованием, 

чтобы вероятность 1 - е была близка к единице, а объем области 

9*̂  мшимЕицным.

При оценивании одного параметра 6 доверительная область 

переходит в доверительный интерват (в *»  0* ) ,  внутри которого

о вероятность» 1 - е  находится значение 8 . Для простоты 

здесь мы рассмотрим теорию построения доверительных Ентервадов, 

которая легко распространяется на более общий случав [24].

Бели искомый параметр трактовать как случайную величину»«) 

МОЖНО пытаться найти ее распределение, а зная рас1феделе1а1в,лвг- 

хо построить доверительный интервап. Такой подход» как и прх 

точечном оценивании, основан на теореме Байеса и может быть 

сформулиоован следущим образом: имеется совокупность случай­

ных величин 8 . Величина X определяется из на- 

блхшений. а 8 не может быть иэглерена непосредственно.Требует­

ся 11а ооновании наблюдений над величиной X  сделать вероятно­

стные заключения относительно 6 . Очевидно, что для решения 

такой задачи необходимо иметь 1фвдотавление о распределении 

как X , тах и 8 .

Пусть задана плотность вероятности взятой отдельно вели­

чины б, которую обозначим ;о (в ). Кроме того, пусть известно, 

что случайная величина Д приобретает значения в соответствии 

с плотностью вероятности р { ж ;9 ) .  Предположим, что в результа­

те экопернмента вектор X  приобрел значения хд.Тогда услов­

ная плотность вероятности 8 при заданном Хд удовлетворяет 

формуле Байеса <22) (вое обоэначенгя имеет тот же сшсл): 

/> (8/ * д )  Я^7<е> ¿ ,^ ( 8 ) /С  .

Доверительный интервал для 8 можно построить следущим 

обраэсш: ^1

Г  р ( в | Х д )< /8  = 1 - в ,

I,

здесь и §2 выбираютоя так, чтобы длина была ми­

нимальной при заданном значешп I - е .



Однако часто не удается определить априорную вероятность 

д м  жсхомого параметра. В этом случае возможны два подхода. 

Один яэ них основывается на предположении, что ^ < 6 > г с о л 8 1 . 

Тогда границы lвтepвaJUl отнекиваются иэ услсяия

^¿^^(в)йГв-!-е. Но в связи с тем, что такое

I
предположение является одипкои Тфоизвольным, возникают опре­

деленные трудности (см. пример в книге Д .^дсона [46]).

Другое подход к построению шгтервальных оценок основан 

на методе доверительных интервалов. Кратко суть его заключает­

ся в следующем. Определяют некоторую точетау® оценку 0 для в 

(например, методами, описанными ранее). Поскольку 6 выражается 

через выборочные значения величины X (распределение вероятно­

сти которой предполагается известным при любом фиксированном 

6 ) , то МОЖНО определить и плотность вероятноста оценки / 7(6; в). 

Значит, если ми зададимся некоторой доверительной вероятностью

I  - •  , то можем указать такие значенвя В* и 6*  , мсдду которы­

ми о вероятностью 1 - е находится случайная величина § :

ж е * <  0 <  9* | 9 ) « 1- * .

Значения в* к 0* зависят от 0 : б * « ^ ( 8 ) ,  8* * 0 ( 8 ) .  Опре­

делим обратные функции в = Л ( 8* ) ,  0 в ^ ( 0 * ) .  Тогда двойное 

неравенство 6* <  0 <  б* эквивалентно следупцему:

9 ( е ) < 8 < Л ( е ) .  (27)

В простейшем случае при в** 9 - 6 ,  0 ^ в 0 + 5  это неравенство 

пршшмает вид-8-В^<0<0 + 8 , . Соответственно вероятность не­

равенства (27) будет также равна £ - е , и таким образом опре­

делятся границы доверительного интервала для параметра 6 .

Обратим внимание читателя, что при таком подходе не дела­

лось никакого предположения о том, является ли величина 8 
случайной или нет. В то же время иа неравенства (27) как буд­

то бы следует, что 6 является случайной величиной.Необходимо, 

однако, ииеть в виду, что случа{1ным1с величинами в неравенстве 

(27) являются границы доверительного интервала, так что резуль­

тат следует офоря^лировать следущим образом: случайный интер­

вал с границами б * , б*« зависящими от выборочных значения 

покрывает истинное значею1е б с заданной вероятностью.

4Э
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§ 2. Статистическая постановка обратных геофизических задач

Покажаи, что обратные задачи геофизики можно сформулиро­

вать так, чтобы сввогк их к задаче статвотического оценивания 

параметров распределения. Зададим модель среды совокупностью 

Я неизвестных и подлежащих определению параметров т=(т^,д?^

П р е д п о л а г а е т с я , что ц а р а а е т р и э и р о в а й н а я  т а к и м  с п о с о ­

бом  м о д е л ь  д о с т а т о ч н о  хорош о со о т в е т с т в у е т  и зу ч а ем о й  с р е д е  в  

то м  с ш с л е ,  ч т о  в и ч и сл е н }Ш в  д л я  н е е  зн а ч е н и я  гео(|1и з и ч в с к о г о  по­

л я  Ф^(»п) в  т о ч к а х  I =  ..........п  , в ко то р ы х п р о и з в о д я т с я  и з ­

м е р е н и я , о т л и ч а ю тся  о т  с о о т в е т с т в у с щ и х  р еальн о й  ср е д е  н а  малое  

з н а ч е н и е ,  к о т о р о е  можно р а с с м а т р и в а т ь  к а к  с л у ч айную п о м е х у .Т а ­

к и м  о б р а з о м , з н а ч е н и я  изм ер яем ы х в е л и ч и н б у д у т  со д е р ж а ть  

о и и б к а , о б у сл о в л е н н ы е  к а к  н е а д е к в а т н о стью  п р и н ято й  м одели р е ­

а л ь н о й  с р е д е ,  т а к  и  похтзеш ностями и зм ер ен и й .

Совокупность значе?£и;̂  образует конечную п -мерную 

случайную величи{0’ у • *̂ е (|)ункцня распределения может быть из­

вестна, тогда она включает в себя неизвестные параметры сре­

ды ш  через посредство фуюсций Ф£(т> ; если же она неизвестна, 

то в калщой конкретной задаче исследуются ее характеристики, 

на основе которых можно судить о вероятности появления выбор­

ки у  (см, далее § 3 ). Таким образом, пространство наблвдений 

У можно трактовать как выборочное пространство размерностью л, 

каждо»^̂  элементу которого соответствует некоторая вероятность.

Параметры модели при зтом можно рассматривать как парамет­

ры распределения случайной величины у , по выборочным значени­

ям которой, получаемым в результате нобладений, требуется по­

лучить их оценку.

Кроме того, могут быть известны некоторые априорные све­

дения о параметрах изучаемой среды: одни парамет[ш заданы то'ч- 

но, например глубина залегания осадочного чехла, если наблвде- 

нхя проводятся вблизи ГJIyбoxoй скважиш; для других лишь опре­

делены возможные преде^ш кх изменения. Бкьает так, что з раэ- 

ведуемом районе уже гроводклкоь какие-то геолого-геофиахческхе

Под точками мы пошшаем значеиня текущей косфДхнаты,в ва- 
висшмости от которой оорвдалпется харахтврхстюса гесфиэкческо- 
го поля.Зто могут быть координаты точек на земной поверхности« 
в которых производатся иабдоледжя,эначения периода волны и т.д.



исследования, на основании которых известно, что значения не­

которых из искомых параметров концентрируются около определен­

ной величины. Тогда можно трактовать неизвестные параметры как 

случ£1Йные величины и характеризовать степень неопределенности 

наших знаний о том, какие значения может принимать параметр 

априорной плотностью вероятности .

Итак, в статистической постановке обратная задача геофи­

зики может быть сформулирована следу?эд1гм образом: задан слу­

чайный вектор из выборочного пространства 

У  размерностью л с плотностью вероятности /К у  ;тп ) ,  эавнслдпей 

от параметров т  через посредство известноЛ функции Ф (ш ).М о >

гут быть эал̂ аны в той или иной форме априорные сведения______ об

изучаемой среде. Требуется по известно?.у вектору ^  оценить па­

раметры тп и определить погрешности найденных оценок.

П р и м е р  I . Определение скоростного разреза по годо- 

графу отраженных сейсмических волн. Пусть задана модель о го­

ризонтальной отратсающей П)аницей и однородной покрывающей тол- 

шей. Времена пробега отраженной волны I. в точках по тгро- 

филю при взрыве в точке х  = О вычисляются по формуле I. - 

= 4:,(А ,от) = у" ’ , где V- скорость волны в среде; 

Л - глубина залегания отражалцей границы.

Из наблвдв1П1Й получают набор значений времен пробега 

в точках от-, которые отличаются от вычисленных значений в тех 

же точках на случайную ошибку е,-. Если можно считать, что эта 

ошибка распределена нормально с кулевым средним и дисперсн- 

ей , тогда случайная величина также распределена но}>-

мально со средним значением и дисперсией с ' :

акоп.  ̂ г 1 /.•«СП _ .\1

„  . __ ^  /,Э Н С П  ,»КСП ,»НСП \ .
Полная совокупность наблюдений »---»¿п )  бу­
дет иметь многомерное нормальное распределение

где 111 «<Л , V ) .

Задача сводится к нахождению неизвестных параметров рас­

пределения V , Л , с  . Первые два параметра являются характе­

ристиками скоростного разреза, а последний - характеристикой 

помехи.



П р и м е р  2 . Определение удельного сопротивления в 

Земле по да«шм вертикального электрического зондирования,М»>-

двль Зешш представим в виде горизоатадьно-слоистой ореды .Каж­

дый ¿-к слой ( £ = 1 ,2 , . .  . .Л ' ) характеризуется мощностью (тол­

щиной) Ь . и сопротивлением (для простоты среду будем счи­

тать изотропно11) . Тогда значения кажущегося сопротивления 

т >  на разносе модао вычислить по форцуле [273
•о

где г )  - фушсцЕЯ Бесселя первого рода, первого лоредка;

д ( т , х )  - некоторая функщя, зависящая от параметров среды

и переменной интегрирования т .

Пусть наблюдения будат отличаться от на

величину случайной ошиОки {, .•» иг^щей норшльнов распредвле-
»/ «

ние с н '̂левым средним значением и дисперсией Су . Предполо- 

КИМ, что значения не определены из экспериюнта, но изве­

стно, что С ; , т ) ) * .  Тогда случайная величина
I  *{._____________  к________ _ _________ ____ -»

также 'распределена нор?лально о дисперсией <5!, но со
Т вОР / ч

средним р

Данная задача отличается от предыдущей тем, что здесь 

дисперсия случайной ошибки является функцией параштров сре­

ды. Многомерное распредвлвине случайного вектора » 

РГ” ***-РГ'’)  будет иметь вид '

Д Г Ч . " - )  ■' ( 4 ,

Ксли число слоев равно А/ , то распределение уо(у,ш) имеет 2N  

неизвестных параметров, из которых 2Л̂  - £ - параметры модели 

[И ОДИН параметр - параметр случайной помехи.

П р и м е р  3. Одределвние продольного удельного сопро­

тивления в Зеыяе по дашшм магнитотеллуричаского зондирования

t ^ 3 .^y c т ь  в некоторой точке дасвной повврхноотя 1фОваЦИТОЯ 

магнитотеллуричеоков зондирование (ЫГЗ). Исходвыма дашыж для 

решения о<5ратной задачи № 3 являются вн&ченлк вацеотвенной 

и мнимой чаотв£ хомивкоиого входного имп«ш*



са Z(Г^,m ) С I = 1 , 2 , . . . , л ; п- объем выборки; - период 

влектромагнитной волны).

Модель Земли, как и раньше, представим в виде горизон­

тально слоистой среды с известным числом слоев /V , Тогда зна- 

ченЕЯ л’д(Г^,тп) и ^д (7̂ ,1п)для периода /]• можно получить ия 

(формулы для кошлексного импеданса ¿^^(5 ) :

где составляющие вектора т  » ( А ^ Л ^ , . , р , , . . . , р^)  . Зсо 

обозначения в форк^ле (29) име л* тот же смысл, что и в форк^- 

ле (5). Будем полагать, что измеренные значения аг,- и х/̂- от­

личаются от вычнслеши::с величины слу̂  

чайных ошибок и т\̂- соответственно, которые независимы в 

распределены нормально о нулевым средним и одинаковой диспер­

сией с * , Тогда совместную плотность распределения случайных 

веллчйк х .̂ и шжно зшшсать для данного £ в виде

.го)]

2с^

а общую плотность распределения двух векторов х  =

« а = < у , . .у 1 ........ ^

Предположим теперь, что предварительно, например по дан­

ным вертикального электрического зондирования (ВЭЗ), были по­

лучены оценки этих же параметров т  = . Как уже гово­

рилось в § I , оценки параметров, полученные по данным случай­

ной выборки, являются случайными и соответственно сами имеют 

определенное распределение. Это распределение оценок т  мож­

но рассматривать как априорное распределение искомых парамет­

ров при решении задачи !Ш . Пусть плотность вероятности этих 

оценок р^(.тп). Тогда можно построить плотность апостериорнсЯ 

вероятности значений тп, учитывающую иа|юрмацию о параметрах, 

содержащуюся в данных Ш’З;

;7< т /х ,у >  = /7д<т)^р(х,у;тп).

В этом случав оценка параметров го может быть получена путем 

максимизации апостериорной плотности вероятности этих пара­

метров.



П р и м е р  4 ,  Определение параметров геоэлектрического 

разреза в случае анизотропной горизонтально слоистой модели

[30, 6 1 ] . Рассмотрим геоэлвктрический разрез, с о с т о я ^  из N  

горизонтальных анизотропншс слоев, каадый нз которых характе­

ризуется продольным сопротивлением полеречным сопротивле­

нием , коэффщдаентом анизотрошпг ( / ^ , 2 , . . . ,/V) 

и мощностью ( /  = 1 , 2 , . . . ,  -V-I). Поскольку анизотропия су­

щественно влияат на постоя^шое электрическое поле, то по ис­

ходным данным ВЭЗ модно оценить среднеквадратичное сопротив­

ление анизотропного пласта и завышенную мощность 

Л *я  Л. 1,Л^ , в то *е вреш методами индукционных аондирований 

определяется продольная проводимость слоя и его истинная 

мощность . Поэтому сведения о параметрах анизотронии мохно 

получить, комолексируя данные зондирований на постоянном а 

переменном токе.

Пусть в изучаемой точке земной поверхности проводятся 

совместно ЙЭЗ и ЬГГЗ. В результате иайлцдешгй ойраауется вы^ор-
,.оп ВЭЭ ЬЭЗ KBS

ка данных ВЭЗ »• • • .  Уя , разносов г, , .

( /7, - объем выборки i33ij) и выборка данных !iIT3 

значения для периодов

, .  - . , - объем выборки М'ГЗ). Поскольку эко-

перимситы независиш, то с учетом (15) общая плотность веро- 

лтности векторбв »- • • ■ и »

будет

/^< »1 .Уг ! ti ; >"> *

P-1 ^  . . 2g L p - A  m ) /

I ^*TS ^MT8< 
-■̂ 0

69» Р

’  J

где г »в п ,  +  2 п ^ ,  Ф ( г ’р . т п ) « р Г Ч г , , т )  ; остальные обозна- 

чв}шя имеют тот хе ош сл , что и в формулах (2 8 ), (ЗО).Нвиэвд- 

отними параметрами олотвооп вврсятноотв яьлях>тся

компонент«! вектора т  в (  А ,, Л , , . . . ,  А^^,»р 1 1  • • .» .

• • • • Р? <^»а } ,  из которых - с * „  и .  параметры 

распредвлония ош бок случайных векторов 0, и , осты.1Ьг- 

1ные ~ парсштры аниаотрошюгч) гвдздактрхчвохого разреза.
54



§ 3 . санкции распрелеления данных геофизических наблодений

Как было сказано в предыдущем параграфе, для решения об-  
ратной задачи геофизики можно использовать выводи теории ста­

тистического оценивания, если пристранство наблодений тракто­

вать как выборочное пространство, калщой точке которого цртш- 

сьгааатся определенная ¿ероятнооть, зависящая от параметров мо­

дели среды. Иначе говоря, каадая точка в пространстве наблюде- 

Н1Й  расс1йатривавтся как случайный вектор, характеризущийся оп­

ределенной плотностью вероятности. Очевидно, что оценки пара­

метров модели, подучаемые на ознове того ила иного статистичо- 

ского критерия, будут зависеть от вида фу1парш распределения 

исходных данных. Д м  получения решения, наиболее точно описи- 

ващего реальную среду, мы должны выбрать функцию распределе­

ния так, чтобы она по роаможнооти лучшим образом отражала дей­

ствительное распределение набледаемой величины. А для этого 

следует прежде всего понять, в чем состоит случайность вектора 

наблюдений и какие факторы ее обусловл1{вают..

Вследствие того, что мы всегда вынуддены идеализировать 

модель среды, нельзя добиться точного с овпадения каблпавняя 

с полем, с оответствущим шдели, т .е . с Ф(го).,4дя любой модели 

т  аз пространства всегда будет иметь место некоторое от1сло- 

нение в  в у - Ф < т п ),и л я  невязка. Статистические методы интер­

претации основаны на предположении, что невяз!^ мохно рассшт- 

ривать как случайную помеху (ошибку наблюдений).

Очевидно, что невязка будет включать в себя ошибки изме­

рений и олуч£1Йныб ошибки, зависящие от условий эксперимента. И 

те и другие могут быть существенно уменьшены путем многократ­

ного повторения наблкщеций. Но невязка при этом никаким обра­

зом не модет быть сведена к нулю из-за того, что реальная ср&> 

да не ооответствует принятой для нее модели. Это несоответст­

вие модели реальной среде и приводит х  тоцу, что в дашшх на- 

блкщений всегда будет присутствовать неучтенвая комюнента. По 

своей природе ета компонента неслучайна , так как обуслоьдена 

особенностями среды. Поэтому если эксперимент будет повторять­

ся в идентичных условиях (на одном и том яе профиле, для одних 

и тех же источников и т .д .) , то будут получаться одни и те же 

данные, и, следовательно, нельзя будет исключить эту кокпонен-

бЬ



ту ПОЛЯ. Однако если распределеше невязок в последовательных 

точках, в которых производятся наблодения, не имеет система­

тического характера, то невязки можно рассматривать как слу­

чайные, т .е . обусловленные такими элементами среды (или ис­

точника поля), которые нельзя описать в рамках модели и кото­

рые мы вынуддены принять случайными. Если ке систематическое 

отклонение выявляется, то его обычно можно исключить, введя 

соответствующие усложнения в юдель.

Очевидно, что вместо распределения вектора у  можно рас­

сматривать распределение невязки i3 общем случае 

параметры распределения невлзкн могут зависеть от параметров 

модели тп. Задача, таким образом, сводится к определению в 

калдом конкретном случае вида распределения •  . Как и в дру­

гих задачах, где приходится иметь дело со случайными величи­

нами, для определения Функции распределения здесь могут быть 

использованы два подхода: построение эмпирической кривой рас­

пределения и аналитический вывод функции распределения, если 

известны основные факторы, определящие ошибку, и могут быть 

приняты более или менее правдоподобные гипотезы о рассютрива- 

вмом явлении.

Во многих случаях оказывается, что для с  допустимо при­

нимать нормальное распределение с нулевым средним значением. 

Учет того, что истинное распределение отличается от нормаль­

ного, важен, как мы покажем далее, в основном только тогда, 

когда ошибки велики, т .е . велика дисперсия наблкщений. При ма­

лых oaoi6icax многие распределения в предельном случае перехо­

дят в норма.1ц,ное.

Рассмотрим некоторые примеры.

П р и м е р  I .  Распределение амплитуд продольной водны 

от эешетрясэний. lia характер распределения ашлигуд волк от
аеьшетрясений, наблюдаемых на земной поверхности, влияют два 

основные фактора: неравномерность излучения волк очагом и на­

личие локальных неоднородностей в распределении скорости и до­

бротности в Земле. Отвлечемся от второго Фактора и рассмотрим 

влияние только неравномерности излучения на разброс данных об 

амплитудах. Будем считать, что очаг землетрясения можно моде­

лировать двойным диполем, так что функшш направленности из­

лучения имеет вид 
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^ ( 0 , 1̂ ) «  I sin 2^1 ,
где , у  - угловые коордкната в оисгемв х , ^  ^  , связан- 

ноВ с орнонтащсей плоскостя разрыш ж направлением подважкж в 

очаге. Ёстественно предположить, что направления осей в источ­

нике (т .е . ориентация координатной олстеш лг, у ,  х )  равно­

вероятны. Это соответствует выборкам данных от зешютряоений в 

разных районах, полученных ва разных отанциях. 3  работе [l{]  

на основе зтах предположений выведено выражение для фушщнн 

распределения логарифш при­

веденной амплитуды продоль­

ной волны, исправленной за 

магнитуду земпетрясения М ):

Т-ОЯ «л

Магнитуда определяется 

путем осреднения данных об 
ашдитудах, полученных на п

Р(П

станциях, н , таким о<5раэом, 

она сама является случайной 

величиной. На рис.7 , о  при­

ведены кривые плотноств ве- 

ролтности для разных значе­

ний /7 , а на рис.7 , ^ -гисто­

грамма ошибок (кривая /), 

построенкая по данным даль- 

невооточных землетрясений в 

интервале эпицентралькых 

расстояний 600-1200 км, и 

теоретическая кривая плот­

ности вероятности для л = 6 

(кривая 2 ) ,  Сравнительно 

хорошее соглас ив змоириче- 

ского распределения и тео­

ретической кривой говорит о 

том, что исходное предполо­

жение о причине разброса дан­

ных 0(3 амплитудах является 

оггравданным.

Рис. 7 .



Отметим, что дисперсия ашлитудных данных в этом прнмо- 

ре чрезвычайно бол ьтя . Чтобы использовать ашлитудкуо кривую 

для нахождения расхгределения скорости и доо^отности в Згмяе, 

необходимо иметь данные об амплитудах с точностью не ниже 0 ,1 , 

поэтому в данном случае очень важно иметь максимально точное 

представление о характере распраделешся наблкщений.

П р и м е р  2 . Раштределеиие времен пробега волн от зем­

летрясений. Г.Джеф^^ис [С9] прв построении таблиц врекйн

бега показал, что распределение наблЕщаешх времен вступлений 

волн отличается от нормального относительно более высокой ве­

роятностью’больших ошибок. Для описания такого распределения 

он принял закон в виде следуще!! сумм;:

1-0
р < 0  =

г  2itc 2g ^
где g { t )  - такая ^ушщия, о KOTopoü известно только, что она 

плавно изменяетс я в области птаиерно нескольких с  в обе сто-
Х *(м>

j i D d t  в 1.
Параметры этого распределения могут быть оценены по эмпи­

рической кривой раохфеделенФ!.

£сли в первом приближении принять у «с о л &1  внутри неко­

торого конечного, хотя и достаточно широкого интервала, а вне 

этого интервала ^ « = 0 ,  то при больших аначениях невяаок 

так что значение оценивается как средний уро­

вень эмпирического расиределонхя при больших отклонениях от 

среднего эначеыхя (обозначим его через . А при малых от- 

хл9;{ениях, т .е . в оярвстаоотж ]юлси1к<7ма распределения,

I. .1. ^ =  п ^  __

а
Величину с  UOXUO оценить по характеру распределения не­

вязок в окрестности шксжк^ма. Бели число невязок в интервале 

(Zj-ob, íj + oc) равно /У ^ , а в ивтерьале Íp +  P )  равно

, то при малых ои Z р
П л / С )  -  F<ra./G}

Л'р “  F i p / c y - F i - ^ / C )  ’

здесь F i x )  - интеграл вероятности. Из этого соотношения с по­

мощью таблиц нормального распределения оценивается с  ,



Характер распредаяеши времен пробега волни 

опреде.яяетоя природой ошибки б? »  /  - . Дело в том, что на- 

бдщаемая ошбка б /  сшщдывается из целого ря.ца раадич1ш х  

ошибок: вследствие неточного определения времени в очаге ( ) ;  

а результате ошбки в определении епицентрального расстоянин; 

вследствие влияния локальных неоднородностей ореды на пути 

очаг - станция; и, наконец, из-за сшибки интерпретации, обус­

ловленной неверным выделенвеи фазы на оейсыограмме или невер­

ным оточетом времени. Интерпретационная ошибка может ¿ыть до­

вольно большой по сравнению со всеми оотальньши, но ока пра- 

оутотвует не всегда, а с иекоюрой вероятноотыэ ^ < 1 .  Это 

приводит к ток^, что в вираженин для плотности вероятнос ти 

ошибки появляется второе слагаемое. Но если аз выборки данных 

о времени пробега исключить такие аначдштя, которые характери- 

эук>тся большим отклонением от среднего, то влияние интерпрета- 

ЦН01Ш0Й ошибки на характер распределения ньбхщений мззено прак­

тически свести к нулю, так что распределение ооташихся да1шых 

будет приблизительно нормальным. Такой способ отбрасывания 

больших ошибок часто примецшот для того, чтобы модно было про­

водить гнтергтретацшо в предположении о нормальности распрада> 

дения.

П р и м е р  3 , Раопредедедие фазы и амолитуды импепанс а. 

При МТЗ региотрируются естественные электрическое и магнитное 

воля Зеини. Исходными даш ш ш  дл? решения обратной задачи яв- 

>̂1ях)тся значения входного импеданса Z  , кото{шН для горизонт 

тально однородной сраны равен * поскольку вощеотвенная

К мнимая части ишедаяоа и ^  определяется иэ первичных яа- 

бледепий штодом наименьших квадратов, то мояно считать, что 

«г и ^  раопредедеш/ нормально оо срелниш эпачення- 

•*‘о и Уд и одной и той же дисаероией с * , Пра сатерсрвтаг- 

ции же испольсуются модуль ишеданоа (амплитуда),

ЯМ ф&за <^г^агсХд(у/л%1Ш  совместно ^  и . Рассмотрим,К£.~ 

ково будет распредедыше амплитуды и фазы С31]>

Совместнаж пл1>тнооть ввроятностп вадичин х  л у  опреде- 

^ет ая вщ ш ет ви



а совмес тная плотность вероятности А и

где 

равний

^С г .у )

<р - вьфаженхем 

дiP,^fУ

Выражение (3 2 ) преобраз7бтся к ваду

где + ^ 0* » <|'в“ а*'С^д(зГ(,/уо)-

Расхгределение амплитуды может быть получено путем интег­

рирования (36 ) по интервалу кзменешш ш , т .е . от О до 2 % :

-  Л  
с 2 0 *

/ ? > о . (34)

где /д(.гг>- модифацированная функция Бесселя. А распределе­

ние фазы получается в результате интегрирования (33) по обла­

сти изменения Р ,  т .е . о т  О до о о  ;

1
2 . «•

влр1-
2 «С

ехр(-1/ 2С^)

2%

( - Щ
ехр

2<3'
(/Я

- ^ 1 в хр (- г/2)< /ггде С о = с /Р (,, и * с о а (^ - « ^ ,) , Fiл^)

-  интеграл вероятностей.

Распределение амплитуды .(34) является обобшенным рэлеев- 

ским распределегаем. й случае /? ^ /с » 1 , если Я не слишссм ма­

ло по сравнению с с  , функцию Бесселя можно заменить ее 

асагштотическим представлением



1  тогда

’ В У т Л т г ' ^ '

Это распределение от^шчается сзт нор»<альяого наличием множкта- 

ля у й / . Но тахов различие окаадвается существенным только 

в области, где значения Я маловероятны, т .е . при значениях •

R , достаточно далеких от . В окрестности же максам/ма плот­

ности вероятности, т .е . при значениях Й , близких к , это 

раопредаление ыохно считать нориалышм.

Распределение фазы при малых Сд также допустимо с читать 

нормальным. Дейотвительио, при с ^ «  I  первым членом в фи­

гурных скобках МОЖНО цренвбречь оо срааненкю со вторым, а 

второй член ориближеяно равен (1;/Сд>г1р[б'У(2с'>3. Таким об­

разом, распределение фазы при малых принимает вид

в окрестности максю^ма, т .е . при , близких к , можно 

принять, что I - и  тогда паспредвленио 

(36) переходит в нор*шьное;

о ' -^0
Ь случае, 2согда импеданс  определяется с бильшоИ относ и­

тельной погрешностью (это соответствует случаю больших перио­

дов глобальной кривой зоцдироваяхя, при которых значения, й  
становятся очень малнук [2 2 ]), в выражении для шгстности ве- 

роятноот* фазы (Зо) мояно пренебречь вторым чженом в .’̂ игуз>- 

ной скобке по сравнению о первым, а  екопоненциашшй множи­

тель принять равным единице. При «том распределение фазы ока- 

эызаегоя равномерным в интервале .
Приведенные примеры пoкa9кbaioт, что лри малых ошибках 

распределение наблкщений в большинстве случаев можно считать 

нормальном. В некотогых случаях бно мэжет бить иокусотьенно



сделано нормальным, если нз материала наблщешШ исключить 

дашше, характеризуоциеся большими отклонениями от среднего. 

Но посколы^ для решения обратных задач гс>в(|)изики обычно ис­

пользуются достаточно качественные наблзодения, то их распре­

деление модно практически всегда считать нормальным. Если же 

ошибки набЛЕцений принципиально невозможно уменьшить (как, 

например, при ис пользовании данных об амшштудах сейсмических 

волн), то в этих случаях необходимо тщательное изучение рас­

пределения таких данных.

Сделаем еще некоторые замечания по поводу характера рао- 

првделени>1 той кошоненты невязки, которая обусловлена не­

адекватностью модели среды. Как уже говорилось, эту компонен­

ту невозможно учесть, и при выборе модели среды следует доби­

ваться только того, »ггоби ее можно било действительно с читать 

случайной, т .е . чтобы она не нмела систематического характера 

Естественное требование к распределению этой кошоненты со­

стоит в том, что ее ореднее значение должно быть равно нулю. 

Обычно просто принимают, что 8та комаонента распределена нор­

мально с нулевым средним.

Таким образом, в целом распределение невязки можно счи­

тать нормальшм, учитывая, что в большинстве случаев и слу­

чайная ошибка. входя1оая в невязку, окаэьзается распределенной 

по нормальному закону.

§ 4 . Оцвнхвание параметров 

методом максимального правдоподобия

Оус?ь вид распределения ввличшг , получаемых из на­

блюдений, известен, параметры этого рассрааеленвя зависят от 

искомых параш тров ореды т  , а сведения об априорном распре­

делении параметров отсутствуют. В этом случае, как уже гово­

рилось в § 1» о^ш ыео1граниченном увеличенкж объе№ выборки 

дашшх наблюдений оценка мшссимакьного правдоподобия неомеще- 

ны, эффективны (в  классе асимптотически несмещенных оценок 

мшимиаируют средний квадрат ооибки) и имеют нормальное рас­

пределение 00 средним значением, равным ис тинному значению 

параметров, и ковариационной №трицей, обратной информацион- 
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НОЙ матрице Фшавра, Отметим, что дяя  того чтобы оценки облада­

ли указанными свойствами, необходимо уиелаченне количества ин­

формации по Фишеру о ростом объема выборки.

Определение функции правдоподобия было дано в § I  (ом, 

форцуду (1 7 ) ) . Оценкой максимального правдоподобия является 

такая оценка, которая максимизирует функцию ¿у<т),ил и (что 

то жа самое) г^^(тп) =  Log¿у(.тп), иазьшаел^’'ц логарифмической 

функцией працдополобия. Отыскание максиц/ма функции l^ r n )  сво­

дится к решеггаю системы уравнений

дгЛтУ
- ^ = “ ’  г = ’ -^ ........

которые называются уравнениями правдоподобШ!»

Эти уравнения в общем являются траноцвкдентными.и для их 

решения обычно используется метод последовательншс пряОлиж»- 
шШ (метод Ньютона - Рафсона). При этом оказывается возможным 

на основании свойства (16) упрощать линейные уревнения, кото­

рые решатся на каждом шаге итераций.

Как правило, всегда есть возможность выбрать некоторое 

начальное ¡грибляжешо т *“*, б окрестности которого функция 

i y i w )»  каксиь^ которой отыскивается, была бы регулярна и 

унимодальна (имела бы единственный тксицуи). Разложим выра­

жение (37) в рад в окрестности ограничимся вервыш чле­

нами ряда:

где • При этом система (37) сведется к систе­

ме линейных уравнений относительно поправок А ;

- Ь , (Зв)

/  д 1Л т ) \  / д ^ 1Л т ) \

где =  -- ) » ' ^ а в ^ - \  ~Д •̂ 5-- ) •
’  \ \dm^9rr>p/^ip

Используя полученную оцаш ^ тп“»гг^’̂ й т в  качесаве ново^'с 

начального приближения, ш  можем определять пооразку к 

решая снова систему уравнений (3 8 ) , в гсоторэй 4 и Я вычисле­

ны уже D точке тп- т^’̂ и т .д . до сходимооти npoi;eoca.

Решение системы (38) сопряжено с опрадвдешшш ^ы^слк- 

тельными трудностяш , сш^затшю! о тем, что ва каждом ш ^ е



ПрХбЛВЖеНЕЙ ш  должны вычислять вторую арохэводную функднж 

правдоаодобкя по параметрам. А посколысу параметр входят в 

вырахенке для гхдотяости распределенкя через посреди

отво оператора решения прямой задачи Ф (т п ), щ>то|шй в задачах 

гео^аяхв часто достаточно сложен в вногда даже ве допускает 

аяалнтвчесхсо'о представленля, вычисление вто]жх провзводных 

9^1^(тп)/дт^дтпщ^ сводится к вычислению вторых провзводных 

дг п р д т ^  . Для того чтобы обойти эту трудность, 

поступают следующш образом.

Поскольку в ревультате решения систеш (38) находится не 

окончательная оценка, иакснмнзирупцая функцию правдоподобия,а 

лишь некоторое приблшкение, то вполне допустимо несколько из­

менить матрицу оистеш <38) так, чтобы процесс пооледователь- 

ных приближение остался  сходящимся к решению (3 7 ), хотя при« 

блЕжеиия ка каедом шаге и оказались бы отличны от тех, кото­

рые получаются в результате последовательных решений системы 

(3 8 ) . Важно лиао>, чтобы левые чаоти втоА системы сохраняли вы­

ражение (39) И в процес се последовательных приблнкеш1в отремв- 

лись бы к нулю.

Так как исходные наблкщеиня, используемые для построения 

функции правдоподобия, являются случайной выборкой из генераль­

ной совокупности, пююцей распределение то величину 

1? т ,  . являкяуюся выборочиш аиачением 

р{^' , гт*У/ д ю р д т ^  , «овно приближенно эаивяить ев 

математическим охиданввм. А с<я'лаояо формуле (16 )

(д^изр<^\п)\
&т^т^~~Г  И\ От / ^  0т^ 9гп^/

Поэтому в качестве элементов мат̂ шцы оистеш (Э8)можио исполь­

зовать выражения, опреихеляеше правой частью вырахешся (4 0 ).

Покажем, насколько такая замена упрощает систему (3 8 ).

П р и м е р .  Определение параметров геоэлектрического 

разреза по данным ИТЭ. Исходошш деошнш в общем случае явля­

ются значения амплитуды и фазы хожлексного импеданса 

» соответотвувдие периодам електромагиитной волны Г/ ( />4;, 

2 , . . . ,  р ) .  Параметры разреза - мсадности слоев ( У =  1 ,2 , . . .

. . . ,  Л' - I )  и удельные сопротивления (у  «  £ , 2 . . . . ,  Л )̂ - об- 
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разуют (2  Л' - ! ) “ Мерный вектор тп . В § 3 было приводено вы­

ражение для совместной плотности амплитуды и фазы импеданса 

{см. фори^^лу (3 3 )) , воспользуемся нм. Считая, что наблвдеиия 

на разных периодах являются незавиошуиш, ш  молем записать 

функцию правдоподобия в виде с^едуиавх’О произведения:

тогда логарифмическая функция поаддоподобня будет иметь вид 

2  '•»3 2

где - значения ампли'̂ уды и фазы, полученные иэ на-

бЛЕщениЙ; у - зиачекия ашлитуды и фазы, вычлоленные 

для модели с параметрами у ,»9г»* • •

Правые чаоти уравнений (38 ) будут иметь вид

.< т )

(41 )

Коэффициенты системы определим в соответствии с форл^глой 

(4 0 ). Учитывая, что набдщения независимы, получим

д г ф ' ^ ‘’ ,ч

Лри вычислении математического одиданая учтем следующие соот- 

ношенЕя:

- у о;) 005 »= О ,

и з )



Подставляя эти соотношения в правую часть форцулы (42) и вы- 

цолняя элементарные гфеобразования, получим

(44)

дт  Г
<?Фо

В^ракения (41 ) и (44) можно упростить, если г—  и -=—
ал ОТТ)(̂  0тп^

выразить через производные импеданса . Принимая во вни­

мание,. что У ?ц =у ^^г^,а  урК-1(1пг(,-1п г у У 2 (звездочкой обо- 

значекы комплексно сопряженные величины), на11ддм

дгпо

,  д1п *
где = ® 'Ро "  модуль и фаза производной импе-

? »  ' > 

данса по параметру т ^. Подставляя формулы (45) в выражения 

(4£) и (4 4 ), получзш

^  2  I ( I [ -̂ 0 - у»,) - Я; С06 - 41,()] ,

Форв^улы для вичиоления можно найти в работе [37].

В некоторых случаях уравнения правдоподобия (37) можно 

без 000601'0 уя'врба для решения заменить более простыми прибди- 

ж еш ш ш  уравиенияма, учитывая особенности функции распределе­

ния. Б качестве примера рассютрим задачу о построении оейсмн- 

ческого годографа путем усреднения наблодешшх времен пробега 

в продполоиешш, что они распрвделвни в соответствии с за­

коном Джеффриса (3 1 ) , Такая задача не является в полном смыс­

ле обратной, так как здесь »ще ие отевится вопроо об оценке 

параметров ореды, однако полученный в реаудьтате статиотиче- 

ОКОЙ обработки годограф можно !{0(1Ьль8овать аяя определенш! 

пкоростного разр<)ьа методом гфямзго обращвштя ¿ ( А ) * « - П о >



етому для рвшешш обратной задачи требуется пос троение голо­

графа l i t )  с максимально возмохноЯ точиосты).

Для простоты будем считать, что приближенный годограф 

известен и требуется определить поправку к нетус' оо . 

постоянную в некотором достаточно узком интервале эпицентраль- 

ных расстояний, на основании данных о временах пробега в этом 

интервале. Функция правдоподобия в этом случае имеет вид

г-1

i-1 U

exp

2 c ’
4s\-

Обозначи« =» б?,-. Будем считать, что величины

С * и (I  - (у ^гй о )*’’ определены из распределения р И У *  
как было описано !в § 3 . Уравнение, определяющее максимум функ­

ции /(а *) у будет соответственно следущим:

Qqy/Vi.c 
Обоэначим U. =  ----

t - y

1+
4 g v T .

1 -

/П.С /(f i f ,- « .)

2g ‘

) ■

(4G)

(47 )

Тогда згравнение (46) можно записать в виде

2 ( 5  -0(.) я о,
/ ‘ ‘

я оценко11 (X. будет средневзвешенное значение

Обратим внимание читателя, что здесь весовые коэ(]рфихщен- 

ты сами зависят от неизвестного па];>амвтра об. Но в связи 

с  тем, что эта аависимость не очень сильная, можно определять 

приближенно , оценивая ос в предположении нормальности 

распределекия х считать коэффициенты уже за­

ранее известными. Такое допуцеавв эквивалентно тому, что па­

раметр 06 оценивается из условия минимизации взвешенн<^ суммы 

квадратов отклонений , в которой весовые ко­

эффициенты определены заранее к ые зависят от оцениваемого па- 

^>йметра.



Зависимость коэффициента ги от отклонения х  =  С / - ос 

изображена на рпс,8 (жирная линия).Зшшо,что таким на(1|щдвни- 

ям, которые мало отклоняются от среднего значения (1о*|<;г<з), 

првдается большой вес» а наблвдениям, характериаушдаася зна- 

чительшши отклонениями (1иг1 > 2 с )  - малый.

Часто для упрощения весовую функцию аппроксимируют П-об- 

раэной функцией (тонкая лини.1) : набладешш с существенными от­

клонениями просто исключаются из рассмотрения, а остальные 

берутся с  равными сесами. Этот ме?од усечения даннюс исполь­

зуется тогда, когда известно, что наблвдвння содержат ббль- 

шее количество значительных отклонений, чем должно было бы 

быть в продположении о норма)о>ности распределения.

Рассмотрим теперь наиболее часто встречапцийся на прак­

тике случай, когда на- 

блвдения ^  распределены 

по нормальному закону со 

средним значением 

и човариационной матри­

цей R ^ , элементы которой 

ие зависят от искомых па­

раметров т . Как уже ука­

зывалось в § 3 , болышга- 

ство рааньшх распределе­

ний сводится к нормально- 

ц /, если диспарски наблю- 

дешй достаточно малы.

Функция правдоподобия в этом случав имеет вид

г^ (̂тп> =- 1  {Ь з [(2 т е )"I Ку 1] + [у  [ у - Ф (т )] } .(4 8 )

Вектор правых частей системы (38) будет иыетй компоненты

Рис. 8 .

3
'г ' " " ч  

а 'элементы матриц;: определяютоя в соответствии о форму­

лой (40) следующим образом:

■ £  Ж  
}Л\дт. дт . )

оЬ



^ 9 Л  д т ^  '

Учитывая, что - Ф < т )] [ у - Ф (т )] }  = Rj^,получим для

следупцае вырахенне i

Таким образом, пощ>ав}<и Avn^'^ на icaxgoM г-м шаге ятера- 

ТЕвного процесса можно определять по фор!>^лв

й т ‘ ” = < в ’'и ; ’ Ь )- 'в ''к ;’ [у -  Ф Ы '" - ” ) ],
где й ,^ = (-

В сведущем параграфе 1ф и расомотренин решения обратной 

задачи методом наиюньшвх квадратов, к которому сводится метод 

максимального щ>авдоподобия в случае нормального распределения 

нсхсдных данных, будет показано, что такое хе вырахеыие для по>

правки подучается, если разлаг ать в ряд не —  , а  (^^икшао
ОГПд '

т .е . линв£фи90вать исходную задачу.

Часто оказывается, что логарифмическая функция правдопо> 

добия содержит слагаемое или шохители, не зависящие от иско- 

ш х  параметров m  . J  вирахении (48 ) таким яьляетсл первое 

слагаемое. Очевидно, что при нахождении максимальных аыачелий 

фикции эти члены ие яграхтт роли и могут быть отброве»

кы. Функция Х(тп),полученная путем отбрасыванил таких членов, 

называется целевой функцией, или функцией отклика . В некото­

рых работах tl4 , 37J ее HamB¿or функцией достаточного приема. 

Обычно U jn }  берут о обратшш энак^ш и определяют ош»яху m  из 

условия мшижзацки целев(Л функции.

Как увидим далее, все статистические методы сводятся к 

находценио эхстре^тш той яли ивой функция отклика, или (что 

то хе са ш е) к ревению систеш уравнений =  О,Обычно эта

оистеш реоается описанным ранее способом шюледователышх 

приближений, ио в некоторых ол^^чаях такой подход к реиени» 

экстремальной задачи встречает определенные трудштсти.Одна из



НИХ связана с необходимостью вычисления производных .
№

Если функция Ф ( т )  не допускает аналитического представлена, 

то производные ¡гриходится определять путем численного
1̂77̂

дифференцйроваиия, что при большом числе параметров сильно 

увелн'швает объем вычислений. Вторая трудность заключается в 

том, что функция отклика южет иметь не один , а несколько ми­

нимумов. И если алриорных сваденлй, ионользуешх для выбора 

начального срибли.кення, окагется недостаточно, то полученное 

решение может соответствовать не абсолютноцу микиы^цу, а одно~ 

му иэ относительных. В этом случае приходится искать решения 

из разных начальных точек, выбирая их нз оробтранства парамет­

ров случайно или по некоторому закону, как это будет покааано 

в § 7 . Кроме того, ральоф фушода отклика может быть настоль­

ко сложным, что метод Ньютона - Рафоона даже при достаточно 

хорошем выборе начального приближения будет расходиться.Тогда 

следув!' использовать друш е методы поиска окстрвцума функции, 

которые также будут описаны в § 7.

$ 5 . Оценивание п^шю тров 

методом наименьших квадратов

При исаольуовашш метода шксимкоьного гграадоподобия тре­

буется знание математической формы распределеник случаШшх ис­

ходных данных, тш^ как задача оцц1швания параметров моделс сво­

дится к оденивишш параметров распределенЕя. Одвоко чаотс тнн 

распродаления неизвестен, и чтобы его определить, требуется 

всякий раз проводить большой объем исследований, свяэе1ишх с 

анализом случа&шх ошибок иабл^енив.

Наиболее шрокое расаространенив в практжчвокюс задачах 

получил метод наименыиих квадратов ̂  líOTOjftifi по ововму подход} 

отличается от предад^шого простотой. Для его использования 

не требуется знать распродвлепич случа&шх ошибок, л.остато’1- 
но иметь сведония о его лервих двух ьюыеитах. Вместе о тем 

для случаи линеВиой ваиисллоотв иг)блвдокх& от параметров ме­

тод наименьших квадратов i; класое несмвяетшх лкнбйных оц^^нок 

минимизирует ореднЕЙ шаодрат ошибок (21) .  С творпей метода



наиманьших квадратов читатель может ознакомитьс я в 1̂ рсах по 

матеютической статистике, например [[8, 2 1 , гхз].

Рассмотрим окачалв метод ивимеиьших квадратов для линей­

ных эацач, т .е . таких, для которых Ф (ч п )*А т .З д е о ъ  к~  мат­

рице. л X А-с ИЗВ0СТШЛ1И коэффидиентами, т в / # * ,  у е  к ” , п > А  .
Будем считать, что невязки нeзaDиcvIMlí,шв-

ют нулевое среднее значение и одну и ту же дисперсию не

зааиоязцую от ш ,  т .е .

£ ( • • ' ' > * « ^ 1 .  (49 )

Если оказывается, что невязки коррелироааны или характеризуют­

ся разными дисперсиями, т .е . =  некоторая ко­

вариационная матрица, отлична", от (4 9 )) , ?о иреобразоганием

можю перейти к новым исходным данным у ',  для которых кова­

риационная матрица равна I .

Метод наименьших квадратов заключается в том, чл-о в 1саче- 

ству оценок параметров тл принимаются такие, которые минимизи­

руют су1А|у квадратов невяаок:

^  е ’̂ в = й (^ - А т п )\ у - А т ) . (51)

Оцешси удовлетворягш[ие условию (5 1 ), называются оцен­

ками наименьших квадратов. Минимизация 3  эквивалентна реше­

нию систевы уравнений =*0 ( г'= 1 ,2 , . . . ,Л ) ,  или
дтп̂

д ’̂ А ш ^ А ^ у .  (52)

Уравнения (52) называются нормальншд! уравнениями. Предпола­

гая, что матрица А^А невырохдена, мк можем записать решение 

системы нормальных уравнений в виде

™ и.к *< А '^ А )“ ' а ''э  . (53)

Случай вырожденной матрицы с5удвг рассмотрен в гл .2 . Ноли ко­

вариационная матрю» ошкОок наллодвн5£й О'гли'шв'тся от вырадо- 

ння (4 9 ), то, учитывая прео^Эразовааив (5 0 ), легко показать,что 

оценка наименьших квадратов для этого случая йудет иметь вид

А „ . „ = ( А Х ’ А )- Ч ’' к ; ' д .



Оценки наименьших квадра'гов обладают следукщши важныыи 

CBoScTuam , не зависящиш от распределения ошЮок неходких на- 

дЛ1шенай:

Î . Оценки нышеньших квадратов нвсмещены, т .е .

£ ( Л ) * г | п  . (54)

Действительно, принимая во шшмаиие, что £ < • ) «  О ,и  нод- 

ставляя в левую часть форк^лы (54) выражение для оценки (5 6 ), 

подучим

f ( » n )  *= £ [ (  km * в)3 в тп ♦ £ ( * )  =1 m .
2 , Рассмотрим ковариационную матрицу оценок наименьших 

квадратов R ^*£ [(,m - - ïn )(m - ïn )^J .Подставим форь^лу (53) в 

выражение (54) и учтем, что £ ( * > » 0 ,  тогда

Л ^ * = £ { [ (Д ^ А ) '’ а ^ ( А ш  + • )  - щ ]£ ( А ’̂ А )" 'А ^ (А т  + * )- т ] ^ } -

= i< A "A ) '’ A V < « e O A ( A " A > ‘ ' ,

Согласно формуле (49) raioiM образом

Я д с с Ч а Ч ) ' ’ , (55)

Диагональные члены являются дисперсиями оценок наи­

меньших кведоатов.

Второе свойство оценок состоит в том, что среди воех не- 

смещенннх оценок, являщахоя тиеНтла функциями исходных дая- 

НЫХ, оценки наименьших квадратов обладают минимальицми диспер- 

сиякот. Это утверждение известно в литературе как теорема Гаус­

са - Маркова. Мы здесь ие Оудем оотаяавл^хзаться на ее доказа­

тельстве, отсылая читателя к любому курсу по статистике [Ю ^В , 

« ] .

3 . Если дисперсия наблщений С  неизвестна, то ее мож­

но оценить по формуле

= ^ ^ ( ÿ - A m / ( ÿ - A m ) .

Разность ij- A m  иазю ат  оотатоташ вектором, а - оота- 

точыой дцодерсией.Эта оценка является кесмешекиой. Подставляя 

ее вместо cî^ в фор»сглу ( 55 ) ,  можно получить несмещенную оцен­

ку для ковариационной матрядн оценок наямеаьддк лвадрагоа.

Описаияые свойства оценок наимешлих квадратов сораведяя- 

вы при любых. 3 том янсле и ыашх, выборках исходных данних



(достаточно только внполнения условия л > Дг) и не зависят оу 

закона распределения ошибок набледений. Однахо, не зная зако­

на распределения оишбок, нельзя ничего сказать о виде распре­

деления оценок наюленьшх квацратон. Можно только утверлдить, 

что если ошибки »  распределены нормально, то и оценки наи- 

||1вньа1их квадратов име<от нормалькзе расдределенив. Это следует 
КЗ того, что оценки являются линейными функциями наблхщений,а 

любая линейная функция нормально распределеиных вапичии рас­

пределена нормально.

Легко видеть, что в этом случае оценки наименьсшх квадг 

ратов совпадают с оценками маассимального правд(ополобия, так как

6 (т) в -  (.2̂ -  кт/{у -  А т )  -  п1одс -  у  ,
9 2с ^

а поскольку с; не зависит от те , то находдение максимума 

эквивалонтио мшшкизацян ( ^ - А т / ( . 2̂ - А т ) , Заметим, 

что в этом случав кроме второго свойства, справедлшзого а'оль- 

ко в клаоое линейных и нбсыещэнннх оценок, оценки наименьших 

квадратов обладшот еще и свойством, характерным для оценок 

максимального правдоподобия, т .е . они являются астштотически 

эффективными в значительно более широком клас ое оценок.

В геофизике редко приходится иметь дело с линейными за» 

дачами. Как уже говорилось в § 3 гд .^ , линейная завиоимооть 

наблвдений от параметров модели имеет место только в некото­

рых задачах грави- и магнитометрии. Но к опис анной процедуре 

линейного оценивания по методу наименьших квадратов сводятся 

и задачи оценивания в нелинейных шдвлях путем их линеариза­

ции.

Рассмотрим теперь применение метода наишныоих квадратов 

в нелинейных задачах и свойства получаемых оценок.

Пусть наблщешЕя яйдшотся велвлвй>шми функциями □ар'шег- 

ров модели Ф С т ).Т а к  же, как и в случае линайной задачи, оп­

ределим невязку « •у - Ф < т ) и  будем считать, что ее среднее 

значение равно ну^ш, а матркцв коварЕа1'хЙ имеет вид (4 9 ).

Оценка накмйнышсх квадратов опредоляетзя, как и в линей­

ном случав, из условия миними^^ацни суммы квадратов невязок:

* 5 (т > « [ 1 ^ - Ф < т )] ^ [ у - Ф (п 1 ) ]  . (56)



Если «  имеет нормальное распределение, то получаемая та­

ким способом оценка совпадает с оценкой максии4льного правдо­

подобия. В § 3  отмечалось, что в большинств'' задач геофизики 

предположение о норивльности распределения «  может считаться 

оправданным. Это является оснсзанием ляя широкого яспользова- 

ш ш  метода ]1аимечьших квадратоц ]1ри решении обратных задач 

гео^Тизики. Оценки наименыпюс квадратов при этом обладают свой­

ствами оценок макоииашюго правдоподобия; состоятельностью и 

асимптотической эффективностью.

Если распределение «  не является норшлышм, то оцешси 

наименьших .-;:вадратов не обладают оптималышми свойствами. Не­

смотря на это, они часто используются благодаря простоте их 

построения.

В рац© сл5'чаеа, когда распределение заведомо отличается 

от нормального ( удается некоторым преобразоБанием исходных дан­

ных добитьоя норшльности расщ)бделенчя. Одним иэ примеров это­

го может служить усечение выборки путем отбрасывания данных, 

характериэукжоихсл большими невязками <еоли, конечно,таких дан­

ных не слишком много). Как уже упошналось в § 3 , во многих 

случаях ок£13ыиается, что оставшиеся данные можно с'штать рао- 

пределе^пшми по нормальноког закону. Другой пример ~ введение 

весовых множителей к исходным невязкам, как бы.«> показано . в 

§ 4 для случая, когда невязка распределена по закону Джеф^коа . 

Если вместо нсхо^шых невязок ^ - Ф ( т )  раосматривать взвешен­

ные невяэки , то их расарадедвнив щ я  

сврова^тых воооввх коа^цценгах окавовавпя офвОдкзи- 

тельно в о^м а ш сш  о нулсвыы средвхм я рага{мя дас пврояянв, м 

тая мояно (щен£М7ь параметры иа уодовЕя юопывяасяж о ^с ш  ква­

дратов аэвовснвнх вевя')ох. Правда, х эт<»1 олучае сомя за^ 

висят от иоксмвх оараметроБ (см. формула (4 7 ) ) . Во окааывавтся. 

что подучаеишя оценка олабо зоввоит от зввчавкй . Это по­

зволит (я|tяlвмrь в«оа прнблшсенво, жоподьэуя дхя их вычвслю- 

Е1Я оивнхм, подуч«Еяи <^8 уч«тв моовы х шожвтеяеВ.

Использование оценок налЮньшос юейфатов опранЦ£(но и тог­

да, когда о раслредел81Ш 1 неьяаки неизвестно ничего, кроме ее 

среднего значения и каких-то корреляционных свойств. В этом 

случае, как уже говорилось в § I ,  максимально энтропийным за-



КОНОМ распределония является нормалышй закон . И тогда оценкой, 

соответствущвй нашим представлениям о свойствах исходного ма­

териала, будет оцв1£ка именно по методу наимвныншс квадратов.

Рас смотрим теперь процедуру построения оценок по метод!' 

наименьших каадратов в нелинейных задачах.

Наиболее широко распрост):аненныМ подход к наховданию оце­

нок, минимизяруицих выражение (5 5 ), состоит в линеаризации ис­

ходного оператора

Рассматривая вместо разность кэаду исходные наблвде- 

НШ1МИ и соотиетствущими начальному приближению

получим, что ¡шракается линейно чарез поправку

Д т  :

Согласно пред^г^ущему оцошса Д ш  имеет В1са 

Д т  * (А '^ А )"'а ^ Д Л  ,

{1ахо%дднив оценки 1̂ ,  мицимизнрущей выраже1шв (5 6 ), про­

изводится методом послеловательньи пр^блЕхений тотзю тьж же, 

ка1< описано в предыдущем параг^^фе, Опредолвние поправок 

производитоя до *1'вх пор, по1са эначешш не стабилизи­

руются, а поправки Д т*'** не стг.нут лостаточло мaлlí.

Шчиолйтолыше трутуюс ти, связагшио с рвалпзш^ей этого 

метода, те же, что ь при рошоник уравнений ирав.цополобия. Во- 

первых, начал1,ное приб^шгсние должно быгь шбрино на­

столько близким к poшemГíĈ  ̂ 'П'оОы процесс последовательных при­

ближений сходился. Во-вторых, иа каждом шаге атэраплй ааобхо-

д а ш  вычисля‘1‘± ироизводшо ч'А'о гройует большого обю-

ма раочетоь,

Другой лидход к роиюьию задачи состоит ь  отиоканин экст- 

рецуки 45(<л; :.:1>тодщД1  ̂ не туьс̂ у)ии1ит;и4 ̂ ц ;ш одвиш1 производчкх  ̂

нанримзр тшаолп, коуорые оокоаш* в §

+ Гаос1Л5о.рим в качвс‘1-иО иоишра оиределе;*11з плpiлютpoв ско- 

|ростиого раэре^>а по ,гитмрсио1жой кривой ([х^зовоР сю^ростк воли



Лява. В крчест»9 исходных данных азяты 30 эначешШ . фаэоаой 

скорости в интервале периодов 9 <  Г <  52 о о шагом по ча­

стоте До? - 0,02 рац/с, рассчитанные для модели,состояще;: из 

двух однородных слоев ( г = I ,  ¿) на полупространстве (/*= 3 ) 

с параметрами, приБеденнымк нкке:

I 2 3

3 .0 3 ,7 4 ,6

2,6 2 ,9 3 ,3

10 20 _

0 , , г / с 1^ .......................

, к м ................

Поиск реоюиия произвощлся в класс« однослойных моделей 

(однородный слой на полупространстве). Таким образом, невязка 

была обусловлена неадекватностьо модели среды. В качестве на­

чального хгриблкхенвя была взята модель со следупгщми парамет­

рами: = 3 ,4  км /с. = 4 ,4  км /с, = 2,8  г/С1«^, =

= 3 ,3  г /с 1»^, Л = 40 км. Поскольку дисперсив слабо зависит от 

распределения плотности, то значения плотностей были фшссиро- 

ваны я определению подлежали только три параметра: п
Л .

Решение, полу'шнное в результате пяти итерахщй, оказалось 

следующим: Л = 22,6  км, б  ̂= 3 ,2 3  юа/о, б^ -  4 ,57  Ско­

рость в полу пространстве под^^илась близкой к истишой, ско­

рость в слое - близкой к средней скорости в верхних двух 

слоях, а мощность слоя сялмо отличается от суммарной мощно­

сти двух слоев (2 2 ,6  км вместо 30 км ). При этом оказалось, что 

невязки, соотввтствуодие окончательноцу решению, имеют сист»- 

мвтический характер: они положительны на краях рассштрхвае- 

мого интервала частот н отркттелыш в его середине.Такое рао- 

пределение невязок не соответст^ет иоходноцу предположвни» о 

некоррелжрованностя ошибок в исходных д а ш а . Это несоотват- 

ствке и ^и в е л о  к сольноцу смещенп) оценки одного из искоиис 

параметров (мощвооп сдоя). Тахжм образом, пооде пботроенил 

решенкя всегда следует проверять остаточный вектор ва соотрет- 

ствве исходным орадполоквияям о  характере распределения нввяэ- 

ки.



Ограничимся рассмотрением погрешности только одешси мак­

симального правдоподобия. Если оцениванче цроиз13одится по ме­

тоду наямеиьших квадратов, то, как отмечалось в предыдущем па­

раграфе, так5'ю оценку можно рассматривать как оценку ма1:си~ 

пильного правдоподобия в случав нормального распределения ио- 

ходншс данных. Таким образом, все дальнейшие выводы могут с5ьггь 

перенесены н на случай оценки наименьших квадратов.

Оценка макс1гмального правдоподобия т  представляет собой 

такое значение параметра т  , которое максимизирует вероят­

ность получить аадшшую выборку наблюдв{сяй. Эта оцею:а не сов­

падает о истинным значением параметра находится в неко­

торой его окрестности. Поскольку в результате решения обрат­

ной задачи требуется на основе Ш::боркм наблвдений ^  дать за­

ключение об истинном значении параметра необходимо уметь 

строить тш<ую окрес тность оценкя т , в которой с задагшой до­

верительной вероятностью может находиться истинное значение 

искомого параглетра Шр.Размеры этой окрестности будут харак­

теризовать погрешность найдв1шогс решения.

Вывож о размерах и форш доверительной области можно 

сделать, исходя иэ поведеюш фу1псции правД01ЮД0бкя г^^(т) в ок­

рестности ее максимума. В ( А + 1)-мерном нрострг.лстве ( ,

) эта (функция изображается нв1-оторой гиперпо­

верхностью, выпуклой в окрестности ?лаксиМума (р и с ,9 ). Если 

провести сече1ше такой поворхнооти плоскостью 1~1 , то цро- 

Н1СЩ1Я этох’о сечения в пространстве образует некоторую об­

лает!. ( заштрихована ), граница которой состоит иэ точек, об л ^ 

дащих одинаковым правдоподобием а внутри нее 1 > 1 .
Тах̂ уо область встество1шо принять в качестве доверительной об­

ласти для истинного значв1шя параметра. Но при таком подходе 

к иау.охд9иго доверительной оЛюсти встают следупцие вопросы; 

какой будет контур этоР области? как определить ввЛ1’чину I , 
соответствуииую гаданной доверительной Евриятностл?

Вообще говоря, если гыборка наблюдений не с^ш том велика 

(точнее, если в ш:боркв содержится недостаточное ¡;оличвС1’во 

ш^рмации о параметрах), то граница облеоти в пространстве 

параметров, определяемая уравнениеу 2 оказывается до-

77



статочно адожной. Поиск такой области может производиться 
лишь 'шсленко, путем вичисления значений г ? т )  в окрестго - 
Оти А  • Такой опособ будет описан в § 7,.

Ряс. 9 ,

Доц больших выборок ( ^ » А )  при условии, что общее ко­

личес тво информацки о пч?ам0трах, определяемое детерминантом 

информационной 1втряцы Фишера доотаточяо велико, поверх­

ность, характериэуецгю (̂ (уккцвей 1 ^ ш }  в окреотности ее шк- 

сицума, мохно еишрокоювфовать А-мерный оарвболокдои:

(57)

где элэменты матривд А

оценка
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т ,  соответствущая максимуму '5унк»ш п^^пдопбдобю.схо­



дится по вероятности к исткнноъог значеняю параметра тп^ (си .
§ I ) , так что мы не внесем существенно!* ошибки, если будем вк- 

чколять елементы штрицц А не в точке т  , а при истинном з»&- 

Ч9ННИ параметра уп^ Кроме того, благода^ тоыу, что объем вы­

борки велик, могно вычис/лть не при конкретных эначенЕях 

у  - , соответствующих этой выборке, а заменить их математиче- 

окими ожиданиями £10]:

^  / а Ч о д ; » ( у ; т ) \

6),

/(?год .о (у }?п ) £ ?1од р < |^;т )\

— 1 ^ , -------- — Л ,

или, соглесно форло^ле (16),

*0
Таким образом, формулу (57) ьюжно записать в виде

Отовща оледует, что область, характеризующаяся еадаюши прав­

доподобием I ,  будет представлять Л-мершШ эллотсоид, опи­

сываемый выражением

( ш  - т / л  ( т - т )  ^  ^  к  2 < ^ т ) - / )  . (58)

Покажем теперь, что эта область является одновременно и 

доверительной облаотьЕ) для истинного значения параштра . С 

этой целью вэопольэуеиоя идеей метода построения доверита^хьных 

интервалов, изложенной в § I .  Зспомшш, что оценка максималь-' 

ного правдоподобия т  асимптотически -имеет нормальное распреде~ 

ле?1ие со средний здаченнем, разным иотинноцу значаншо параметра 

и ковариационной матрицей й ® . Для А-мерного нормаль­

ного раопроделегаш всегда можно определить такое С'р^.что оценка 

т  с  заданной вероятносгьс {£ - а)»1005^ будет внутри области, 

удовлетворящей неравенству

< т  - Ш (|> ^й ''Ч ™  . (5 9 )

Боли дисперсто! наб;шдэний известны (не подлежат одвниь<1:шю 

одновремвнип с параметраш), то выбирается по табдвсцам 

*)^-раСпрвдвле1Шя с Л стаяекшг свобода, а цротяьном олучее - 

по таблицам /^^_д^-раопределвния Фишэра о А , г; - Дг отепешпли 

свободы.



Сравш'эая выражения (58) и (5 9 ), нетрудно ввдеть, что 

если в формула (5 8 ) в качесгзе р взять то область, опл- 

сываемая этой формулой, будет доверительной областью для «о- 

тинного значения параметра т ^ ^ т .е . с доверительной аеролт- 

ностью (I  - оь )« 100^̂  истинное значение нараметра будет на­

ходиться внутри этой области.

В частном случав, когда искомый параметр является скаляр­

ной величиной ( А  = I ) ,  доверителышй эллипсоид превращается 

в доверительный интервал. Дисперсия оценки в этом случае рас-

'5 Ф Д »  г ’
считывается по формуле с

' ■ ^ [ М дт А
/ ¿2
( оценивает- 

9
оя одновременно c m ) .  Используя это значе ние лю^жо по­

строить доверительный интерв^’Л для параметра m  следущим об­

разом: ^ А Л  А

п-1® » (60)

где - коэфс^ащиеит Стыщента для доверительной вероят-

иости (I  -оО*ГОО$. Если дисперсия c j  известна из эксперимен­

та, то доверительный интервал отроится при помощи таблиц для 

цор№1Льного распределения.

Рассмотрим геомвтрнчвск>’Е интерпретапию доверительной об­

ласти для двух параметров. Функция 2<1п )в  этом сдучае имеет 

аид

у/ Ч ,/iL >'4Ц т , , т , ) ^ Ц т , , т Л --- ^— Ц---- 1— Ц- + --- -— ^ ~
' * ’ * 2c;;(t-r*> 2dJ(l-r*> c,cSj<t-r^)

Здесь дис пероии оценок равные диагональным членам 

ковариационной матрицы Л  ; г  - коэффшиент корреляции оценок 

параметров и т ^ ,  определявшй вн&диагональным элементом 

иатрицы R , п * .

Грш ш щ  доверительной области в пространстве двух парамет­

ров представляет эллипс с центром в точке т^,  На рис. 10 

изображены примеры таких облаотеЗ (жирные линии), соответствукк 

цих одной и той же доверительной вероятности (95^) при разной 

дисперсии исходных данных. С увеличением дисперсии доверитель­

ная область расширяется и мохет оказаться такой, что будет 

включать в себя отрицательные значения параметра. На рисунке



ашигрихована часть области, содержащая отрицательные значения 

параметра .

Рис. £0.

Если параметры -  реальные физические величины,которые мо­
гут принимать только аолс:тсительние значения, то такая довери­
тельная область уле не является допустимой. С подобной ситуа­
цией нередко приходится сталкиьаться при решении обратных за­
дач в случаях, когда дисперсии исхо;цщх данных велики, или при 
наличии коррвляхщонннх связей меаду параметрами. Как читатель 
увидит далее, .дисперсии отдельтх параметров в таких случаях 
могут становиться очень большими (>1005?). Чтобы доверительная 
область не выхолила за пределы допустимых значений параметров, 
МОЖНО сделать слелуххцее.

Будем вместо параметра тп рассштривать параметр % , сззя- 
занный с т  соотношением {, =1од т  . При этом область иэме- 
Н01ШЯ ааршлетра  ̂ уже вкличавт в себя все значения от -«х> до 
+ 00 , Taic что ограничений да размер доверительной области для 
^ не накладывается. Доверительный интервал для параметра I, оп- 
рацеляется, как и ранее: <  I  + ‘у '^ л  n - i » где

а получаемый из него преобразованием доверитель^шй интер­
вал для т

e x p ( lo g m -• уа^  „_,)<л7<влр(1оз[А  +7*^«. „ . j )
попадает уде только в область положительных значений параглет- 
ра т ,



На практике обычно для оценки погрешности пользуются до­

верительными интервалами, так что доверительная область опре­

деляется как с овокупность лоаерительны:( интервалов (60) для 

всех параметров. Такал область представляет в пространстве Л! 
Н -удерный параллелепипед. На рис.10,иллюстрируадем двумерный 

случай, эти области изобра'-сени прямоугольн1псами,Тонко}{ сплош­

ной линией изображен контур области для исходных параметров 

(так :ке, как и эллипс, она включает отрицательные зна­

чения параметра т , ), а пунктиром оконтурена область,построен­

ная в соогввтсгаии с <|)0рл̂ ул0Й (6 1 ), Последняя уже не содержит 

отрицательных значений параштра, но при этом она сильно рас- 

шфяетсн в сторону поло.-кителыгих значений.

Обратим внишние 61̂ 6 на то, что в случав, когда пapâ .̂ eт- 

ры некоррелировани, пря?лоугольная и эллипсоидальная области 

различаются не слишком сильно, что позволяет вместо истинной 

доверите;ц»ной области принимать та1«ую, которая харшстеризуэт- 

ся совокупностью доверительных интерцалов для отдельных пара­

метров. Иная ситуация возникает в случае коррелированных па­

раметров. Если существует корреляция между параметрами (г?< 0), 

главше ос и эллипса, представляки{^го доверительную область, 

оказываются повернутыми относительно' координатных осей на но- 

которцй угол, и эллипс становится более вытянутыти. При г-*-1 

ОН выроздается в прямую литою. Это иллюстрпру'ется р я с .II, где 

изоСраже1ш  контуры доверительных областей для разных коэ^и- 

циентов корреляции ( г )  при условии, что общее количество И1ь  

фор1лации о параметрах {^|, содер:кшцееся в выборке, сохраняется 

неизменным. Зе^гичина дисперсии параметров возрастает с увели­

чением коэсй^ициента корреляции; с *  * диспер­

сия ¿"-го параметра, соответствующая отсутствию корреляпуга меж­

ду т ,  и п ?^). При г-^\  дислерсня бвскокеш£о возрастает и па­

раметры невозмошо определять раздельно.

При ноли'ши коррелящонних связей между параметрами пред­

ставлять приближенно доверительную об^иють с помощью дсвери- 

гб .и ш х  ян'1'врвалов уже неправомерно. Это хорошо ьидцо из рис. 

И ,  где ионау-рм таких областей изображены пуюстиром.

Итак, при бильпих выборках к при условия, что количест­

во информацис! о параметрах в выборке достаточно велико,



рительная область ,цля параметров представляет собой Л -мерный 
эллипсоид, ко1гТ)Игурацйя которого определяется ковариационной 
матрицей Я^.Слодовательно, ковариационная штрица полностью 
характеризует погреипюсть найдв1и о !1 оценки.

Рис. I I ,

В случае малой выборки исходных дашшх, как уже упошна­
лось, распределение оценки параметров в общем не является нор- 
малышм, а рельеф г{унк10ш правдоподобия нельзя ашфоксит.яро- 
аать поверхностью параболоида, так что описанная процедура по­
строения доверительных областей уже не может быть использована. 
Если в этом случае пытаться строить доверительные области, ио- 
хс;^1 только из оценки ковариационной матрицы, то можно допус­
тить знс1чительную ошиб}^ .̂ Такую ситуацию иллюстрирует рис. 12, 
где сцлошныш .гппгаями изобр'^вны контуры ]>авного праппоподобия,

к'З



а пунктиром - доверительные эллш1сы, построенные на основе 

оцешш ковариационной матрищх, соответствущие этим значениям 

нраддоподобия. Далю вля довольно низко(1 доверитвльнп<1 вероят- 

ыостя эти о^5ластн заметно разлнчги&тся. На рисунке точкой ш  

отмечено истинное значение параметра. Оно соответствует доста­

точно выоокоь^/ значению правдоподобия, но при этом не попада­

ет внутрь соответотвущего эллипса. В подобных ситуациях сле­

дует определять в пространстве параметров область, в которой 

значв1ше (|ункциа правдоподобия оказывается выше некоторого по­

рогового уровня. Методы поиска таких областей будут описаны в 

следущем параграфе.

Рио. 12.

П р и м е р .  Рассмотрим результаты интерпретации кривой 

кажущегося сопротивления МГЗ рассчитанные для модели,

параметры которой - мощности слоев Л ,, и удельные сопро­

тивления приведены в первой строке табл .I.Что­

бы приблизить иоход]ше дан1ше к экспериментальным, рассчитан- 

ш е  для этой модели значв1шя 9 ^ были осдоаснвны случай)шми 

ош1бка1Л1 , распредолениыми нормально. Реше1ше строилось ляя. 
трех ш борок  данных, приведенных на рис.13 . Первые две выбор- 

1Ш (I и 12 ) содеряали еначония в интервале периодов 

Г е  (0 ,Ь ; Ю ® )с , объем первой выборки п  « ЬО. второН - п =22.
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Третья выборка ( п = 22) содержала значения в более узком 

интервале периодов: 7’е (1 00 , 10®) с . Решение строилось после­

довательными приближениями по методу Ньотона - Рафсона (см,

§ 4 ) . Параметры, отвечащве начальноц;г ориблихенис, тфиведены 
во второй строке табл Л , а кривая каа^пцвгося сопротивлвния,со- 

ответствущая начальном? приближвЕОПо, изображена пунктиром на 

рис. 13,5 . 3 качестве оценки погреоиос ти решения привикишсь 

величина стандартного отклонения, вориироваяная на величину оо 

ответствупвего параш тр а  /т^>'1005Й ,

Резудьтаты шггврпретащш сведены в табл.I.Найденные оцен­

ки параметров яаяболеа близки к истшшкм значениям для выбор­

ки Относительшв погреявостя в этом случае не превышают 81  

Д*я выборки 2  ТОЧНОСТЬ интерпретации уже существеото снизи­

лась вслацотвие ушньшения объема выборки. Я)1я  выборки Щ  по- 

гретаости настолько велики, что решение теряет смысл.Это объ­

ясняется тем, что в выбранном интервале периодов данные не со­

держат достаточяо ин$о;яяации об искошх параметрах. Решение 

дмается веустойчшшкм, а п]»! использовании стандартного мето­

да Ньютона - Рафссша ороцеос последоватёльных приближений рао- 

ходится» Для построения репения приходится использовать в этом 

случае модифккшщо Леввнберга - Маркуардта, которая тассяе бу­

дет описана в } 7 ,

Коэффжпявкп хорреляиии оценок параметров приведены в 

табл.2. В случае выборки параметры оказываются практически

Т а б л и ц а  2

Паромет!»
Выборка

? ! Р»
;

Лг

I
0 ,0826

0 .987

0 ,0099 0 ,148
0 ,298
0|9997

0 ,0 8 4 6
0 ,0 9 8 3
0 ,9 97 7 ?1

к

1
0,0645
0,08X8
0 ,416

0 ,6 4 7 0 ,931
0 ,9 7 4
0 ,9 9 9 5

I
¡¡И

8 ’ '

0 ,1 5 8
0 ,2 3 4
0 .4 05

9з к

1
о ^э И э
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к
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нвкоррелированн ы ш , для выборки Ц  корреляция заметно увеличи­

вается, что приводит к повышению относительной погрешности. 

Для выборе^ S  коэффициента коррвляцки параметров < , р ,) ;

( , i?2 ) #  ̂ Р г ' Рз  ̂ становятся практически равными единице, 

ьоледствие чего соответствущие параметры не могут быть совме­

стно разрешены.

§ 7 . Некоторые методы поиска ©кстрелума

При использовании оптимизационного подхода к решению об- 

ратной задачи возникаот трудности, связанные с построением ре­

шения, Поскольку "решением" является точка, соответствущая 

экстремуму, либо множество точек, отвечакщих значениям целе­

вой функции ниже (или выше) некоторого порогового значения,то 

задача оценивания параметров сводится к поиску т т щ ш  (лак- 

симума) $г/нкции в шогомерном пространстве. Хотя такие задачи 

относятся к области вычислительной математики, мы на некото­

рых из НИХ остановимся довольно подробно, так как они собс т­

венно и 01фвделяют алгоритм решения обратной задачи в геофн-

эике. ______

Функция "Х-Ст),экстремум которой отыскивается, определяет, 

как yse упошналось в § 6 , гиперповерхность в (А  + 1)-мврном 

пространстве (А  - число параметров).,Проешдог сечения позарх- 

Roctd пшарплоокоотью Л.всоп&1 обра^ет в пространстве параг' 

метров контуры равных значений Л .(т ) Мы кх будем называть 

линиями уровня . Иоскодьку явный вид фушсцви Х .(т ) зависит от 

функции правдоподобия, а она отроится на осковакии мш 1йщихол 

ИСХОДНЫХ дашшх, то фИ1Тра поверхности 01федвлявтся результа­

тами экоперимента, а также выбранной модвдьв Ф < т ) ,

Пр и большой выборке експе'римвнт&шшх данных ( л » А ) ,  а 

которой оодержитоя доотаточяо ивфоршдвж отнооягально всех 

жохошх параметров, поверхнооть в 01феотяоотн мшсоп^гма будет 

првдота£Дять собой гнперпараболокц (см. (£ 7 )). Пример такой 

фигуры Елхкютрируетоя рио. £4 C^7j.

Вели о какихр-дибо параметрах *  иоход/шх дааша имеегоя 

тах мало хяфоршцих, что измвнеаие их слабо оха>ыва«тся п  

. то на поверхаости целевой фушщии вовшасают ^сбтм

(овраги) (рио.15 ,а).Если параметры эавиоиш.то рельеф функции 
66



Х<те) существенно осложняется: 

главные оси фигур поворачива­

ются относительно коорзшат- 

них осей, и при сильной корре­

ляционной связи на позерхно- 

сти образуются один или не­

сколько гребней ( овраги о кот­

ловинами), 13озникаа}т ложные 

экстрек^»« (рис. 1 5 ,^  [43]).

В силу нелинейнос ти моде­

ли Ф (т >  гребни и хребты име­

ют искривленную форму. Линии 

уровня таких поверхностей 

молаю, например »увидеть ка 

рис.13 или на рис.1 6 .Искрив­

ленные хребты, гребни в гео­

физических задачах встрачаг- 

ются очень часто.

Истинный
максиыуы

Восходящий
греВ'’Иб

Ложный 
мйксииу*/



в нас тоящее время <7 ществует много разнообразных штодов 

цоиска экстремума функцвк многкх переменных. Онк бЕгроко прод- 

стааяены в литературе [З, 20 . 43 , 4 7 ] . Мы остановимся липп. на 

тех иэ них,которые чаще иcпoJíьзyDтcя в геофизически задачах. 

Для определенности будем решать задачу \<п0«1тп,7юсксицг- 

ву поиск иакснмальных значение фушщнн можао всегца превра­

тить в задая^у мннишзацдж, сменив знак у функции (см. $ 4 ) . 

Почти все существущие методы минимизации нелинейной функции 

используют последовательную линейную мишмвзагвю. Начиная о 

заданой начальной точки пероходят в новую точку дви­

гаясь в параметрическом пространстве по некотороцг нацравле- 

ш ш  Рд с шагом Затем точка пришшается за началь­

ную, и движение к следущеВ точке гсроязводитоя по аапраг- 

влешт с шагом Л, а т .д . Методы раалжчаются между собой 

выбором направления р ^  и оеличиян шаг а

В § 4  при построешш решения зсоодьзовался метод Ньюто­

на  - Рафсона . Напомпш, что в это» методе целевая ^шсцоя Х < т ) 

ва кашом шаге итерации аппроксишфуется параболической фунх- 

цве2 % < т ), полученной путем разложения Х С ш ) в ряд Тейлора. 

Решением системы уравнений

(62)

является поправка А‘ *в ( А  - хетрица средних значе­

ний вто{шх пронаводных от Х ( т )  по т ,  вячисденных в точке

которая опредвлает направленве даль­

нейшего шага , ж тогда + А " ’ ®

Метод НыФона - Рафсона щшмешш тогда, когда матрица А  

невкрождеаа  1  жмеет обратную. Оа хорошо ожщится, если ва- 

чааьнаа точка  достаточно близка к решению и первые

дроиаводянй функции Х < т) по л) не мевяют эввха. Если 

рельеф целавоЯ фдгякцих овражннй, то иат^оцд А будет паохо 

обусловденвой» и на г- м шаге итераций поправки могут 

оказаться очень б о ш в ш  в на2фавления, обратном ваправявнию 

"оврага” ,  так что J№льнeйший процесс последовательных врабли- 

жениЗ лвбо станет нееффективным, либо разоКдется повоем.

3  тахмх случаях К.Левенберг предложил применить демп{»- 

рованже попраасж [63]. Сущность демпфирования сводится к то-
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ШГ* 'ПО одновременно о целевой фушощвВ мнахмиаяруется сумма 

квадратов поправок, т .е . ввс^птся б раоомотрвнне фушщкя

\ ( т ) « Х .( 1 и )  + о б ]Е ш ^ Л т * , ^ * ( , 2 , . . . , ^

( сОу - весовые множители. 0пред0;1ЯЩИ0 вклад каждого слагав-

м о г о ,о ь > 0 ). -

Вместо систеш  уравнениА (62) решается система 

которая эквивалентна системе линейных уравнений

» 0 ,

(А + И)йто« б , (63)

где К >  диагональная «етрица» имшоцая элементы 

- I .  2 ........ А .  ^
Таким образом, надраьдение поиска будет определятьсл век-

- й т - (А  + К )'*в .

Демпфирование поправок при удачжм подборе регулиру-> 

вт оходимооть процесса, не позволяя слишком менять направл«»- 

ние при последовательном продвиженш!. При Д т - *|Г Ч р

т .е . имеет место метод Ньютона - Рафоока, где матрица А оюхет 

быть плохо обуоловлвнной. Вели «е новая матрица

будет хорошо обусловлена благодаря орнсутствию хорошо обуслов- 

л&нной шгриц^ К  , одаахо процесс пocлвдoвaтeльilOix> приблихе- 

ния сильно замедляется. Поэтому малые или слишком большие ава- 

чения непригодны.

Д .1̂ .1Дар«уардтом был преддожеы довольно простой спхоб оты- 

сванш! величин [64]. Прекце всего система уравнений (63) 

заменяетоя равно гмьяой : < А *+ «‘ )  Д п *» .в ‘  ̂ гд e  элементы штри-

а к  единичная матри!»^ > окалярыая величина.Диа-

тональные ~ЧАвны матрицы А * равны адинвце. Величина к  прН1Ш- 

мается равной яуло до тех пор« пока параболическая аппроксима­

ция дает хорсшее птшбдижеяие. Как только сходимость кврушает- 

сл.-к получает ьначенле, равное, например, 10“̂ . Обозначим э;*о 

черва х*'"“ ’ * . Лаяве вычисляются поправки йтп*'*^ при 

и при ( 1> - ;’ацакнов яоложитедьнсб число). По

форнуло +  нахоадтся две точтог п Л * ’^(х*'’'Уд ))

и* . Из них выбирается та, для которой выполня­

ется условия :

^  . (€4)
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к на слелуоцем шаге используется и,' ’ или х '"  = х' 

соответственно. Если обе точки удовлетворяют условию (6 4 ), то 

=  • Пока ввли'оша %  ш л а/ироцесс последова­

тельных прнбли:кенпй сходится довольно быстро.

В том случав, когда шг одна иэ точек не удовлетворяет уо- 

ловию (6 4 ) , увеличивахя, пооледовательно умножая на

V (обнчно пршшмавт »  =■ 10 ) ,  пока не будет выполнено усло­

вие (6 4 ). После этого принимают “  ( и>-це­

лое положительное число). Такая ситуация встречается тогда, 

когда медоу параметрами существует СЕЛЬная связь, что и вызы­

вает неразумно большие значения и . Как уже указывалось,схо­

димость процес са настолько замедляется, что продолжать его не 

имеет смысла. В таких оитуедиях разушей использовать иетоды, 

поэволяхщие проАти вдоль оврага к котловине.

Одним иэ таких довольно эффехтквншс методов является ме­

тод оврагов [£ 23. Иэ заданной вафельной то'ви т *"* каким-либо 

методом минимизации (например, Ньвтдка - Рафсона) находится 

точка 9р . Поскольку рельеф фдгнвщя Х ( т )  оврааный, то точка 

оюисется на дне оврага (|0 0 .1 в }. Затем выбирается другая 

точка не слишком далеко от первой, я из нее таким же



способом производился спуск на дно оврчга в . точку » , .  оледу|>> 

щий шаг к точке т ' ’* делаетси вдоль направленил ( Sj- ) в 

сторону убывания функции :

£65)
Здесь берется знак пл;эс, если и мш1ус - в про­

тивоположном случав, так что давление нанравлено в сторону по­

нижения дна оврага. Величина' Ъ подбирается с учетом особен­

ностей целевой ф у та ш . Из точки oiiioijb яролэиодится 

спуск иа дно оврага в то'с<у Дальнейший шаг делается в на- 

праатегриг .'с точнее i и т.д. Вичнс- 

ле1шя вдоль оврага продолл'лотся » окрестности, mhhkv7M3 X (m )  

до тех лор, пока . Начтал с ЦОЛЭ- 

xejrne точки ш ш ш у т  лучше /точ11ять другими иетодаш.

Ёсли нахоедение сроизводшос оощзяжвно с вичволитвльнышг 

трудностями (например, если функция, оплоиваю1дая модель. зада-> 

на в неявном виде - см. пример I  в г л .1 ), об^^тао примвшззитсл 

методн минимизация, при использовании xotopta достаточно знать 

значеикя только самой целевой функцки» ЦроогеДшм из них яв­
ляется меуод прямого поиска, предложенный Р.Хуком и Т.А.Дютв- 

сом [57]. Его часто в литературе называ!» методом конФягурадай 

[43]. Идея его оостоит в следующем. Задается некоторая началь­

ная точка тт»‘*\ К каждому иа 1Цфамвтров т*^ по очереди дела­

ются добавки

& в или й 9

( ^ - £ , , . . , Л ) .  J 2Л + 1 т-̂ чках (центральной к 2Л- рас- 

качанних , где - А -мерный вектор, имеющий все

KOMQOHeHT̂ i равгшиш нуда.крош ¿-й, которая равна единндо) 

внчйслябтся целе1шя функция Х (т п ) . Кз этих точек выбирается 

та, в которой значение Х (т )  микиш.дьно, я эта точка принима­

ется за центральную и т .д ., до тех поп пока икниг̂ ум целеаой 

функции ие будет достигнут в центральной точке.

Таким образом, на каадом шаге итераций задается miapi-iB- 

ленне, ведущее к мингмуч,' функции Х ( т ) .  Лоскольку такая про­

цедура требует большого объема вычислений, вначале обычно про­

изводят рекогносциров1су iyiuajjw отклика с большим иагом и, оп­

ределив 1фйблз1Азнно положение ьмник/*-». уточлшэт его с более 

мелким LiaroM, уме1ычая Л,- калдый ра з , пока 1Г' попед^гт п дс>- 

статочно уакуп окрестность точек, 93



Метол прямого поиска позюляет двигатьс я по оврагу в на­

правлении котловшш. Но так как пробные шаги осуществляются 

только параллельно координатным осям и неясно, что делается в 

других налра21лениях, то мо.'ано сал1у котловину (вершину гребня) 

пропустить иэ-за неудачного шага. В этом аспекте мемл оврагов 

тлеёт сущвстпенное прешцущество перед методом прямого поится.

01шсштие методи миммизации Фущщии многих переменных
1фигодны длл поис1са локального мишшума. Если поверхность >.(тп)

<0 )
имеет несколько лодпщушв и начальная точка тп нахо.пится но 

вблизи точки абсолютного т ю щ т , то эти метод?/ не исключат 
возмо;шости " застреваши** в локальном минил^ме, не являщемся 

абсолютным экстрещмом. Для того ■чтобы обеспечить хорошее пер­

вое приближение, часто прихо.дится исследовать параглетрическое 

пространство: значения функции Х(тп) вычисляются в узлах сетки, 

покрывающей некоторую область, в которой априори предполагает­

ся возмоадое рас положение кягнималыпи: значений \<тп) ; за 

берется точка, в которой 'Х.(|я) имеет наименьшее значение, если 

только повеление Х (тп ) в сосацних тошшх у1сазывавт на непре­

рывное стремление целевой функции к единствениоисг ми1глмуму.В 

противном случае такое ;ев исследование повторяется в окрестно­

сти с большей детальностью.

Простейший способ поотроенкя сетки - разместить ео узлы 

вдоль координатных осей через равные интервалы. Чо при боль­

шом числе параметров число узлсв сетки оказывается настолько 

велико, 'гто этот опособ становится щиктически нвосуществитл.В 

таком случае удобным способом построения сотки является метод 

Шяте-Карло [ ! } ,  который ааключается в том, что в качество уз­

лов берутся случайяие точки в заданной области пространства 

параметров. Преи1̂ |ГЩОСТБо такого метода в том, что на число 

проверяешх точок не накла1ивавтся шшисюс ограничений, так 

что ОН становится приемлем для пр-'ктической реализации. Пр:г 

этом точки (узлы сетки) будут равномерно заполнять исследуе- 

л^ю область.

На начальном этапе развития методов регаенля обратных за­

дач метол Монте-Карло использовался не только для предвпри- 

тельного исслвдоьашц! области, в которой предполагается суще­

ствование решения, но и непосредственно для нахоадения допу­

стимых ре[яений [ I ,  4 9 , 69], При этом задается пороговое :ша- 

9‘1



чение с  для которое отфеделяет область допустимых ра-

Ш6НИЙ1 точка тп ггриню-иетоя в качоств& одного иэ допустишх 

решений, есх1 > .< 'т )< с .

На рис.1? изобралени результаты определения моделей рас­

пределения ПЛОТНОСТИ в глантии Земли, полученные Ф.Проссом [69] 

по данным 97 значений периодов собствешшх колебаний с учетом 

ограничений, на^сладнваемих значениями массы и гломента инерции

у "

/
✓

✓

'  №■ 

' Ш Г ф

У ,
Т/

О 5оа 1000 то то
2,км

РисД ?.

Земли, ПyнiíTJooм показа1Ш пределц, внутри которих выбирались 

плотностние разрезы методом Монто-Карло. Иэ В81 разреза было 

отобрано 27 , изобрахонных на этом рисунке.Распредвлвшся плат­

ности, выбралныо в качестве допустимых рвшегай, укладаоаются 

в значительно более узкую полосу, чем исходная, и поз.юля\>г 

сделать опродьгленныв заключения об с^обе^оотяу. р&спредалетя 
плотности, в частности о наличии зоны пошк/.оиной плотности в 

верхней мантии.

Более наде:сшм штсц,ом, оозво.'иихрш оконтуржть область, 

точки которой относятся к клагсу допустимых решений, является 

метод "еда" [28]. Суть его заключается в слвдую:1;вм. KйI'JIi/̂ -лй-



бо мотодом (например, прямою поиска или Монте-Карло.) переби­

раются узлы координатной сетки в пространстве параметров и 

отыскивается такой, в котором

> . ( т ) < с ,
где с  - некоторое пороговое значение. Как то.иько такая точка 

наЛцена, функция Х ( т )  Бычисляется в соседних с нею узлах выб­

ранной сетки значв1шй параметров. Под соседними узлами пони- 

маот точки, которые отличаются от исходной не более, чем на 

одик шаг по каадой координате. Но так как при большом числе 

параметров Taiüix узлов 01сазывает0я слишком много (3  ̂ -  £ ),т о  

обычно исследуют не все узлы, а только такие, у которых не бо­

лее чем ^  координат ( ^ 4  ^Хо'Р-игчйются на один ш г  от коор­

динаты центральной точки. Те узлы, в которых выполняется yica- 
зашюе условие, относятся к области решв1ш я , и для них произ­

водится та же процедура nopedopa соседних узлов. Этот процесс 

продоллсается до тех пор, пока можно непрерывно переходить от 

одного узла к другому. Затем одним из обычных методов отыски­

вается новая часть области ««HHiiÇMa. При этом в каадом узле 

вычисление \ (.т )  производитоя один раз.

Затем следует проверить, являются ли найден-ше части об­

ласти изолуфованными. С этой целью в двух частях области бе­

рется по узлу с напиеньшим значением целевой функции. Пусть 

это будут узлы о номерами i  и у  . Им соответствуют параметры 

т^. ч Ш у . Лля точек п»д^*и1 -̂< а.(1п^-11̂ .)вычисляк>т Х (т ^^ ),г д е  

otj менлстся от О до I  с небольшим шагом. Если всэ \(тПд^удов- 

летяо!)якгг условию Х<то)<с,то найденная область миню^ма од- 

носвязная.

TajüiM образом, о помощью метода "ежа" удается оконтурить 

всю область миниц/ма шогомерной целевой функции, внутри ко­

торой зиачаиия зтой меньше заданного порогового усло­

вия.

Дня иллкютрахош сказанного рассмотрим рис. 1 8 .11а нем да­

на координатная сетка для двух параметров; пересечения - уз­

лы сетки; ЛЕирныв линии изображают грубую сетку, тонкие (вме­

сте с жирными) - более мелкую (юаг по одноЯ координате вдвое 

мельче). Область миник^ма неодносвязна. Она состоит из двух 

изолированных частей: я â  . Пусть методом Монте-Карло най­



дена точка / ;  йлилкайшкй к ней узел (точка 2 ) приыадлехит о<^ 

ластя Далее рассиатривается фунщ вя Х<ш) в узлах, блюсай- 

шжх к точке / .  При грубой оеткв и ^ = 1  это узлы . Из 

ш а  узел д  попадает в исксм^ю область. Поэтому оледущяй шаг •

Рже. 18.

проверка узлов 7 - 9  я т .д . В результате последовательного пе­

ребора координатной оетхи получены три части яскомой области 

миницума о узлами ; fO,tt ; 12,t i  . Детальный просчет 

целевой ^^ункция вдоль пунктирной д»™ » показывает, что две ча­

оти области Â  соединяются, в то время как значения X<in> ддсль 

точечной линии указивагт, что часть Ô является изолированной.

§ 8, Клбор параметров

Рассмотренные в этой главе способы решения обратной за> 

дачи исходят из тог о , что иоследуемая среда иаким>то образом 

параметризована, т .е . заменена модель», описываемой конечным 

числом параметров До сих пор мы не ка~

салясь вопроса, как выбирать параметры, хотя и отмечали неже­

лательные д({|фекты, связанные с неудачной параметризагсией. Ёс- 

ли параметров взято слишком мало, то модель будет неадехватка



ио^содним дашшм, а это лрнвадет к то)фг,что невязка 

будет иметь система'х'аческу» компоненту» в то вреыя как при ия- 

терпретахош мы ее раосиатрнваем как случайную. Ёслн аараметров 

слишком много, то меящу их оцеюсами возникают сильные корредя- 

ционнне связи, и при этом величина дисперсии оценок может на­

столько возрасти, что решение станет бессшоленным.

Сильная корреляционная зависимость тжду оцеюсами пара­

метров возникает и в случае, если между параметрами существует 

связь, которая при опредедвиныг условиях ш хет раосмзтрнваться 

как функциональная. Например, входной импеданс естествв1шого 

электромагнитного ооля Z  аавиоит, вообще говоря,от мощностей 

bf я удельных сопротивленхА слоев (ом. орпюр 4 в § 2 

г л .1 ). Однако если дхина волны в слое во много раз (ло крайней 

мере больше, чем в (О раз) превосходит мощность накокроро слоя, 

то Z  становиюя эавася&»м голысо o f  продольной проводимости 

этого слоя: , ток что оараметри в пе могут

быть определены раздельно. И еоди яопсльвувша для решения об­

ратной задачи данные МТЗ додучош на veiotx пв^шшах, для ко­

торых отношение длины водны х иоцноотв какого-^ иэ слоев ва- 

Л11К0 . то K09$í«iaieitT к(фрбЛ10фШ Meii;iQr оценками ооответотвущах 

ЭТОМУ олою параметров щ)ябдв1ИТ0Я к адкнще» а их днспероив 

станут очень бол1>191ш. Кв-м того, v o  такая выборка данных ые 

несет информации отдельно а двртатрах pf я Л/ , общво 

честно инфор!ющих о них в данной шбориа, олределяемоо детвр~ 

минантом ЕВфОрШЦИОНВОЙ ш т р ш а  Фжшора, СТА80ВИТСА бдк.акнм в 

нулю.

Диспероии оценок иарамсегро» маповятоя бояы шш  на только 

в случае оильких кор'радяцкошшх ооязей иекду u m i, но п когда 

используемые харакз'брногхш! П Ш  олйбо O’i* {>Tí5X пара­

метров. В атом одучаи кодичвотво ийформадии ио 44шеру , оодер- 

дащейоя в данной виборкд о гакях параметрах« таляе охалипаетсл 

малым.

В обоих олу'1ш ш  параштривахсоя двдяотоя иаудачноА к тре­

бует корректировка. Такую корректировку мояпо проводить по-раз- 

ном/.

Мохно не изменять модачь, но. некоторым параметрам прида­

вать ^жкоированные значония. Это должны d m  либо такие пара- 

мотри, иэменеши! которых олабо влияют на рассматриваеше ха-



рактерис тики поля, либо такие, оценки которых обнаруживают 

сильную корреляцию с оценками других параметров. При Фиксации 

параметров следует, конечно, использовать априорную инсЬорма- 

даю о среде. Например, если эксперимент проводится вбли:1и 

скважин, то МОЖНО (Т>иксировать глубину осадочного чехла; если 

д;и  данного района имеотсл даннне акустического каротажа, то 

можно принимать известными скорости сейсшческих волн. Но по­

скольку точные значения закрепляемых параметров нам неизвест­

ны и мы вынулдеш принимать длл них некоторые приближенные 

значения, эта будет приводить к тол^, что оставшиеся парамет­

ры будут оцениваться с ошибкой [15]. Рассмотрим, к чему сво­

дятся эти ошибки.

Пусть №  фиксируем h - j  компонент вектора тп 
. . . ,  ) ,  которые можно рассматривать как (А-у)-мврний век­

тор Компоненты вектора тп, которые 

подлежат оцениванию (  т , ,  т ,  > обозначим через

........ ) ,  так что ^  простоты будем считать, что

случайные ошибки исходных данных независимы и распрелелены 

нормально о одшаковой дисперсией . Оредное значение ^(у ) - 

•= ♦ (111) обозначим через Оператор Ф ( т )  будем считать ли- 

нейним: Ф < т )« А | ц  (если это не так^ то линеаризуем задачу и 

сведем ее к лииейн<»ог оценкванию поправок к искомым парамет­

рам относитвльио некоторого начального приближения).

Таким образом, вектор ш  оценивается из условия миниш-

вацшг г
Л .( т а ) » ( у - А т )  < у - А т ) .

Представим штршсг А в воде ^ 8 ]

А »

/ С „  I \

тах что С (4 ] )У | « а (| ^ )* А | | | . Тогда» учитывая, что вектор д  

ш  1^сируем условие, вэ которого ояредел;;в7ся оцеп

ха вектора | , иэ;лю запасать э вкде

( и - С % / ( и - С ^ ) * т 1 п ,



здесь и • Таквм образом,

Пус ть 11̂0 г значенкя параиэтров, отввчапгяе орадно!^ 

значенкю вектора наблшений, т .е . . Тогда

1 ,- (с 'с )- 'с 'х * ,- Ю ч )-  (67)

Определям теперь сиоценхе оцанхя вектора | . ползпаешй 

по форщгле (6 6 ) о учетом того» что вектор принимает неко­

торые ^^скроваш ш е значения отлвгчные от Величина сме­

щения определяется следукщм образом (сы. в § 1 форц/лу

в ( о = с ( Ъ - ^ , -
Подставляя сЕща |  и из выражешШ (66) X (67)» подучим

С учетом того, что смещение оценки нееакреплев-

НЫХ параметров Я будет и(ють нкд

в (и - < С ’'С > "0 ''» (1 ,,- 1 | > . (68)

Из 8Т0Й формулы сразу видно, что еоли мы оряняли значешш па­

раметров 1\ равными их точным значениям 1||, то оценка оотадь- 

ных параметров оказывавтал нес мещенной, а диопероая »тах пара­

метров определится из ковариационной матриш

я , « с ^ ( с Ч ) ' Ч  (69)
Воли Кб параметры 1\ не фиксировать, а оценивать их сов­

местно о параметрами , то диспероня оцешш |  определяется 

из ковариационной матрицы

(70)

При сравнении выражений (69) и (70) вядно, что, выбирая пара­

метры, значенЕя которых предполагаетоя фиксировать, следует 

исходить из того, чтобы оот£шшиеоя оарамепш бниш некоррели- 

роваяы, тогда дисперсии оцевок параметров (  , опраделяемые 

диагональныш элементами матрицы уменьшатся по орав-

неншо о соответствущими диагональными злемвнта!.:̂  матрицы 

Но удучшенне точности оаекох параметров доотхга- 

етоя, лишь еоли принять ^  *'1\р > води то оредвмй

квадрат ошибки параметров (  вовраотает ив-ва калчия омеще- 

иия. Он определяется диагонадьаыми влеюнтаиг мвтрк ш  
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- « ¡ (c 'c )- ' ♦ ( C ' 'o - 'с'^» (i i  - n , ) ( 4  - n ,) '» 'e (c 'c ) - '.  (71) 
Первый член здесь определяет дисперсяю, а второй ~ квадрат 

смашення оценки.

Таким образом, при аахрепленки параметров надо добиваться 

еще и того, чтобы смещение •(I) не оказалось бы слишком боль­

шим.

Анализ формулы для омещешм! оценки (68) показывает, что 

в (| )  можно сделать №лым при выполнении следующих условий.Во- 

первых, если исходные параметры тп бш ш  корре. тированными, а в 

результате закрепления части пареметров корреляция между оо- 

таваимися сильно снизилась, то элементы матрицы (С^С)~^ будут, 

как уже говорилось, малы по сравнению с элементами матрицы 

так что квадрат смещения может быть №Ui по сравнению 

с дисперсией иоход1Шх параметров (если, конечно, i\~i\pHe слинь 

ком велико). Во-вторых, если исходные параметры и не были 

сильно коррелкровакы, ко дисперсии некоторых из них были вели­

ки иэ-эа того, что исходная выборка содержала о них мало ин­

формации, т .е . используемые характеристики поля мало изменя­

лись при вариациях зтях параметров, то при закреплении именно 

таких параметров элементы иатрицы оказываются малыми,и смо- 

щение оставшихся параштров не будет велико, даже если при 

фиксации значений допущена ошибка.

Таким образом, закреплять следует такие параметры, кото­

рые олабо влияют на раосмат^ятавше характеристики поля,а так­

же такие, закрешгение которых сильно уменьшает корреляцию оо- 

тавшихся параметров.

Другой способ корректировки параметризации - это измене- 

иве модели путем "у^отупнения" слоев, что также приводит к 

ушньшению числа оцеяиваешх параметров. Укрупнять слои следу­

ет до тех пор, пока  внедиагональные члены корреляционной мат- 

рйиц станут заметно отличаться от

единицы, что будет указывать на отсутствие корреляционных свя­

зей между выбранными параметрами.

Как при одном, так и при другом способе изменения пара­

метризации МОЖНО исходить из анализа инФорматсионных свойств 

используешх наблюдений. Такой подход основан на исследова}ПШ 

и1̂ рмативных областей [29].



Расс мотрим диагокальнув чдвны кнфорттотоИ матрицы Фи- 

шею: /e iArn )'}

• ^ p p " ^ * \ l h i r - )  ' ......... * ’ Í '« )Р 'Ш и Wtjj

где - логарцф№1ческая функция правдоподобия для задан­

ной tíüúüpKJí ^  велтор истинных значений параметров. Ве­

личина Jpp характеризует количество информации, содержащейся 

в выборке относительно параметоа т^,ЛСак упомина­

лось Ü § I Jpp ^шляется мерой чувствительности фушещи прав­

доподобия к Г.ШШМ иэменешипл т ^ . Когда в исходных данных от­

сутствует ий|<ор?лагсил о с̂аком-л}{бо иэ параметров тпр [р ^  ,2,^,. 
. . . .  А ) 2у<тп) не реагирует на вариаицю гПр и О,Это свой­

ство функции правдоподобия мошо использовать для вубора за­

крепляемых параметров.

В частном случае некоррелированних случайных величин 

У| ♦ • • • » ^  » распрад€Угешшх нормально о постоянной диолерсисй

Кавдое с лагаемое в формуле (72а) - ^ 1 — —  J  представляет

собой количество информощш, котор?5е соде^^тся в г'-м наблю­

дении о параметре . Чтобы устранить влияние размерно-

сти параметров, нормируем величину — -д^ — у íza , и 

будем рассштривать » *  ^

(í> 4 V

KiiK уначения фунищи Jpix) в точзсах <г. , в которых проводят­
ся наблкщенйя ( см. § 2 ) .  Правая часть этого выражения долшя 
вычисляться сог.чаоно фop^Jyлв (72) при истинных значениях па^ 
раметров ) .  Но поскольку истинные значения
нам неизвест1Ш, а дл>1 исоледовашш распределения информагщи 
по JC достаточно приближенно знать поведение функций »
тл при вычаслеюи этих функций вместо нотншшх иопольэуются 
априориие эначения параметров.

Построенная таким образом функция J p ix ) отражает рас- 

прелеление инфоршции о параметре по х  » Интервал (

внутри которого принижет значения, близкие к



максимально)^, будем называть ин-*юр№тивной областью параметра 

7Пр . Внутри информативной области проявляется наибольшая зави­

симость функции праддополобил от датюго Сравнение глакси- 

мальннх значений Jpi■x') для разных параметров позволяет оце­

нить, в какой степс1Ш наблкдаемые характеристики поля зависят 

от того или иного параметра. Кровле того, из сравнения поведе­

ния кривых для раз1шх р  можно сулить о том, насколько 

силыш коррел-шионкыо связи ме-тлу оценками выбран1Еых парамет­

ров. Если ]фивие л в некотором инторвало х  при­

близительно совнадают, то ц слу'ше, когда наб.шдения соответ­

ствуют значениям х  только из этого интервгша, оценки паршлет- 

ров и тп̂  будут сильно коррелирова}Ш.

Зацаннои выборке наблщоний соответствуют определешше 

точки { £ = 1 ,2 , . . . ,  ) на оси х  . ;iдя каедой заданной вы­

борки мо:-сно определить, попадают ли точки х -̂ онутрь ин(?юрма- 

ТИВ1ШХ областей для выбраишх аараме13)0в, и на основании этого 

?Л02Ц10 судить о том, 1са1сую ишУ'Оршлию содержит данная выборка о 

том или ином параметре. Ес.ти яначею1я оказываются вне ин­

формативной области для некоторого наргшетра , то его зна- 

чб1П1в следует фиксировать.

Если в интервале наблвдешй кривые отражр.юпие рас-

ггрелеле1гае ин(|юрШ1ДО1 по х  , совпадают д.т1я двух или более па­

раметров, то следует фиксировать вси такие параметры ̂  кроме од­

ного, иначе из-за сильной корредяд>1~.с дисперсии их окажутся 

очень болыяиш.

Подобный анализ может быть полезен и при выборе укрупнен- 

11ых параметров: замене льзух или нескольких сосед!шх слоев од­

ним. Это целесообразно делать в случаях, когда оценки парамет« 

ров соседних слоев обнаруживают сильную корреляционную связь.

П р и м е р ,  Проиллюстрируем изложенное на примере .инфор- 

мацио1Шого анализа выборки Ш иэ примера I  § 6 .

На рис.19 изображены ин^юриативнне 'области па^метров 

Л  • ^ 2 » ?1 ► 9 г ‘ 9 а ^  интервале периодов Г е С Ю “ ^ ,, 10 )с.Вер­

тикальными линиями отмечен диапазон периодов, соответствукшх 

выборке Щ. Видно, что наблюдения не попадают в инг^юрмативную 

область параметра и ^шшь частично попадат в ишборматив- 

1Щ0 области параметров и . Обратим внимание читателя на 

то, что из-за отсутствия информации о парамот{>ах верхнего слоя
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повысилась корреляция между оценками параметров оооедннх сло­

ев (с м. табл. 2 )* Из рассмотрения информативных областей сле­

дует« что в данном случае наиболее разушо фиксировать параг- 

мегри и . В табл.1 были приведены результаты оценки 

параметров но выборке |  в случав, когда оцеюгаадись все парв^ 

метры совместно и когда а црЕшосиш ^шкс^оваяные зна- 

чен*ля. В пооледнем случае значения и считались равными 

ТОЧНЫМ значениям и соответствущими начальному приближению 

этих параметров.

Закрепление аараиетров А, и приводит к сущес гвекно-

Л,

Замена точиых значений и приближенными пректиче-
не оказывается на оценках.



Большая погрешность оценки р ,  объясняется гам, что в а с- 
ходыых дяннмх яедостато'с!0 ияформапза о р . Дня увеличения 

точности оценки этого параметра необхосюю расширить интервал 

пер11одов по крайнем мере до 10^ о.

§ 9 . Оценка параметров 

при налачни априорной ин$оршциЕ

Яри решеяки обратных задач болыюе эначание^кжевг учет 

априорншс сведений о среде. Построение мод&та среды всегда ос­

новывается на каких-то представлениях о характ^е изучаемся 

структуры, представлениях, суцеотвующшс до проваае1а[я 9кспери- 

мента. При выборе иачальыого приближения для параиетров, как 

уже упошналось ранее, иопользустся априорные сведения о воз­

можных значениях этих параметров. Но в оптшшзационной схеме 

решения обратных вддач вщшорнус ш ^рмацш о о модели можно 

учитывать и в более сложной форме. Одна яз возможностей 

учет связей мечц^у параметрами или ограничений на параметры ти­

па нвравелств. Такие ограничения М017Т быть либо следствием 

физической црирсда изучаемой модели, либо ре^хьтатом других 

иссдедований. Другая возможность - Н01|0ль9ова}ше результатов 

оцешси оараметров модели по данным лредшестгущих набледений 

путем задания априорной вероятности параметров. Б этом случав 

параметры можно оценивать по методу ъексшума апостериорной 

вероятности. Слабым местом такого подхода к оценке параметров, 

как уже упоминалось в § С , является то , что парамвт]Ш в общем 

не являются случайныш величинами, и для них лоэтоь^у теряет 

смысл понятие вероятности. Но если жифортция о  параметрах 
есть результат некоторых проведенных ранее неэависншх наблю­

дений, по которым построена оценка максимального правдоподо­

бия, то испольаование в качестве априорного распрелеления па~ 
раметра распределения этой оцешси (в  оценка, наломним, явля­

ется случайной величиной!) эквивалентно тому, что в качестве 

исходных данных для реаения обратной задачк исаользу«>тся сов­

местно результаты двух экспериментов - настоящего (|) и пред- 

шествущего (2 ) . Покажем это.

Пусть выборка данных, используекшх для решения' обратной 

эацачя, *- • в выборка, на основаняи которой построено апри-



орное распределение оараметров, - ^ц .Оункцня правдоподобия, 

учитиаашая данные двух выборок, представляется суммой

¿ д 1 ,Л т ) «  ; " • ) +

Предположим, что оценки максимального правдоподобия, по­

лученные отдельно по данным выборок I  и П , различаются не слип- 

ком сильно. Раздолш  2 у ^ (т ) в ряд Те1Ъюра в окрестности мйк- 

сяк^ма 1Т1о я оградичимся квадратичным членом:

^ Л д (т )= к г ^ ^ (А ^ ) + ^ ( г п - т ц / з ( л 1 - А » о )  . (74)

Здесь Л - матрипа, имеющая элементы .

Как показано в § 6 , дрмблкженно мо»ио считав, что эта матри­

ца с точностью до знака совпадает о информационной матрицей 

Фвшера, так что Л □ ♦ "  ковариащданая

матрица оценки т о * .  _

Посколысу' ¿у (*»»0^ зависит от т  , то максимизация 

(73) эквивалентна максимизации функции

а / " » ) ”  '»"*>-

15сли теперь формально трактова’гь парамотрн то 1шк слу­

чайные вели’ш ны, имеюадв агфиорноо нормальное распредбление со 

средним значением Шр и ковариационной матрицей Й д  ,то 1 (,т ) 

с точностью до ЦОО10ЯНН0Г0 слагаемого есть логарифм апостери­

орной вероятностй параметра тп , и, таким образом, значение 

А , максимизирукхцев ¿ < т ), еста оценка ш кои 1̂ ма апостериор­

ной вероятности. Часто называют обобщенной [2Г7] 

или апостериорной фушсцисЛ правдододобая.

Рассмотрим, к чему сведется оценка максимуш апостериор­

ной вероятности в случае, когда наблвдвкия yJ  независимы и 

распределены норюльно с равныш дисперсиями а априорная 

ковариационная ш тря1¥1 оц0Н(ж параметров 

случае оценка подучается из условия мкшолизаюш следущей це­

левой функщш:

>- <т)= - ф ( т ) / ( у  - Ф ( т » +

'.1аходдение &ш и м 7ма Л .(т> эквивалентно решвАюэ систеш нели­

нейных уравнеыиЛ л-ч ....... “  ,
» 0 ,  у  = 1 . 2 , . . . , л .

Используя метод }[ыотона - Рафсона (ом . § 4 ) , мы можем свести 

рвыв1ше системы нелинейных уравнений к системе линейных урав- 
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где

Иений отнооитольно попрааки - приближе­

ние искомого вектора параметров на(»-1>-м’ тагв ит^тм ьного про-, 

цеоса):

А Ь т “ * « В ,  (75)

- /д Х { т )  dXim )\  | О Ф ( .т )  ^♦<го) \ ^
¿ I  -

- Ф С т " - ^ )  ♦ ^  ,

9 *' ^0

,íS** я л в /  ' ^ “ */ »Ui “  m  ~ ш  J • , ‘
^  L 0  гфя < .

Легко видеть, тао при отсутствии априорной информации о рас­

пределении napajierpa т  (cj}, -*-во) система (75) переходит в 

систец/ Еориалышх уравнений! мет0Д1Д наименьших квадратов. Как 

уже упоминалось в предыдущих параграфах, если меящу oueiotaie 

параметров существует сильная корреляциоф*ая связь, то матри­

ца системы нор»аалышх уравнений оказывается плохо обусловлен­

ной. Если же уч«1тывается априорное распределение параметров в 

приведенной выше форме, обуслоплешюсть этой матрию! повыша­

ется в результате прибавления к ев диагональным эламентам по- 

ло:штелышх слагаемых.

Таким образом, учет априорного распределения приводит к 

noBmeíow устойчивости решенкя. Более подробно вопросы повя- 

шения устойчивости решения будут рассмотреш в гл.Ц.

Отметим недостаток метода учета информации о параметрах, 

заданной в виде априорного распраделб1шя (точнее, путем зада­

ния априорного среднего значения и ковариадионной матрицы).Иэ 

сказанного ранее следует, что яредстааленае в таком воде ин­

формации о предыдущих исследованиях правомерно лишь в случае, 

когда анриорнан оценка близка к той, которая пол^’чается из 

да1гаого зкслврамвнта, а априорные дислврсии параметров не 

слитком велшш, - иначе прибдиенив (74) перестанет бытьафа- 

вацливым. Но чаще всего априорные данное имоит малую точность, 

и в этом случае распределение оценки (nüJ^y4eHHoü по предыду­

щим иооледовал..^ш), которое мы приаимаьм в качоство априор­

ного распределения параметров, может сильно отличаться от нор- 

ьельного ( см. § G ). Поато»^' принятие нармрльного распредол«;- 

ния в качестве априорного может привести к сильным искажениям.
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Теи более» что о<Ь2чно гопользукгт не полностью ховарнацвониую 

матрицу оценок , а лишь сведения о дисперсиях оараметров. 

Все 9Т0 приводит к тоц;г, что использование априорной информа­

ции в такой форме оодврют значительный произвол и мохет при­

водить к неверным выводам.

Более корректным с точки зрения octeoEX предотаааешгВ об 

изучаемой среде является эаоанхе априорной информации путем 

указания области допустима значений параметров в пространстве 

А!. Дахе при отсутствш! предварительных геофизических исследо­

ваний М0ЛШ0 указать реальные пределы возможных изменений того 

ЕЛИ иного параметра. Например, заведомо можно считать, что 

плотность вещества земной коры мохет прингаеть значения от I 

до 5 т/оу^\ если в качестве параметров взяты мощности слоев,то 

ОНИ обязаны быть неот^мщатежьными и т .д . В действительности, 

благодаря знаниям, полученным из предыдущих исследований, эти 

пределы могут быть значительно сувены.

Простейшая форма ограниченкй, определяющих область допу- 

стишх значений для параметров в пространстве / 0 , - это зада­

ние пределов изменения для каждого иэ параметров:

в более общем виде область долустишх значений может быть за­

дала неравенствами

где ^^<П1> - некоторая , в общем нелинейная функция псфаиетров

W  .

Задача, таким образов, овогштся х кахохкению ишицума 

(или максицума) целевой функции К ( т )  при огрвниченнях (76) 

иди (7 7 ). Заметим, что если К < т )  - целевая функция, пост­

роенная на оонове фуншщи правдооодобия, то аацачу нахождения 

экстремума этой функции при ограничениях (7в) можно 1рактовась 

как определение оценки махогмвдьной апостериорной верояп{ооти, 

если считать, что параметр« являются случайными величина]«,ап­

риорно подчинящишся ровномаржщу распределению (76).. В етом 

случае, однако, нельзя для нахождения оцекки использовать ме­

тоды поиска акстре)дума, отхоанные в § 7 ,  поскольку апостериор­

ная вероятность не будет ухе непрерывной функцией. Макоиъ|ум 

апостериорной ({^шсции правдоподобия в данном случае будет либо 
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оовцадать о экотрец^иэм Х<т> \,есля он окашвавтся внутри кно- 

гошрного ларааделвовпада, опрададаемого неравенотваш (7 6 )) , 

либо окажется на грашсце тахоВ области. На рио.20 кэобрахеяы 

обе 8ТК воэиохностн дда случая, когда модель описывается од­

ним параметром (ироотранотм - одномерное ).

Ь

т
л>и

п т
тЬя п

Рис. 20.

Скааанное отаоснтся аолностьс и к случаю, когда область 

допустимых значения параметров определена нераненотвамя (7 7 ): 

для поиска экстрец/ма целеьой функции не ш гу т  быть использо­

ваны описанные в § 7 методы. Для решения »кстремадьша задач 

при налички ограничений типа (76) или (77 ) щяменяются методы 

математического программфования.

№  начнем о рассмотрения более общего случая, 1«>гдв ог­

раничения эаданц неравенотваш типа (7 7 ) ,  оооколы^ линек1ше 

неравенства (76) могут рассматриваться как частный случай та­

ких ограничений. Наиболее распространенным спссобон рва1еиия 

этих задач является метод штрсфшх фушсцкй ^201. Его н^вя за- 

к.вгчавтоя в слддущем.

Для конкретности будем считать, что тробУвтся определить 

минимум целевой функции Х ( т )  при ограничения? (7 7 ). Ьыодится



последовательность фушщий г « 1,2 , неотрица­

тельных и непрерывш« в нространстио Л! , обладающих сло,ду1>- 
11ШМ свойством: при г-*-о<> /^ (т )- **0 , если вшюлнены условия 

(7 7 ), и если хотя бы одно иэ этих условий нару­

шено. Фушсдао -*̂ (»»1) называют штрафом или штрафной функцией. 

Пример штраТ)Ной ~ "

Р Д т )  =  г  ^ ^ { y ;< m ) [ t  + »g n y ¿ (T T i )jy .

Исходная экстремЕшькач задача на поиск минимума Х (т )  при 

наличии ограничений (77) сводится теперь к поиску безусловно­

го миник^ш фушсции:

=  X ( m )  + Р^<тп) . (78)

Функция играет роль своеобразного штрафа за нарушение

условий (7 7 ) : чем больше г ,  тем быстрее возрастает функция 

^ ^ ( т )  за лроделами области, внутри которой должно находить­

ся решение. При г-»-оо решение задачи минимизация (76) схо­

дится к решению исходной задачи.

Недостатком »того иетсда является медленная сходимость, 

вызванная тем, что при больших значениях г  рельеф функции 

становится очв}1ь сложным: в<)Д1Эи границы области псн 

являются крутыо откосы и овраги. Дяя ускорения сходимости ис­

пользуют следущий прием. Цначале берут кебольаое значение г  

и находят минимум . Затем увеличивают г  , а в качестве

начального П1» 1($лижения для поиска яиголь^ют ранение, получен­

ное при предыдущем значении г  . Токую процедуру повторяют до 

тех пор, пока пгграф не станет достаточно малым.

Хотя ограничения типа линейных неравенств (76) могут рао- 

оматриваться как частный о^^чай 01*раничениЯ общего вида (77) 

и, следовательно, при решении задач о такими 01^)аничениями 

мо:?:вт так::-с пришняться метод втрафных функций, оказывается 

более }(влвсообраэкым в этом случав использовать методы линей­

ного црограмдфования. !4етод решения обратной задачи для слу- 

чшг, 1согда расп])едвлекие ошибок нвблкщекяЯ нормальное, а ог­

раничения на параметры имеют вкц (7 6 ), описан в [56]. бу­

дем слсловать здесь этому изла^юнию.

Примем лдя простоты, что наблкцения независиш и имеют 

о.тинакоиуьз дисперсию. Тогда оцвкку т  следует производить пу-



тем ми1шмиэа^(ии суиш коадратов отклонений

[ у - Ф ( т ) ] '^ [ у  “ Ф ( т > ]  , ( ''9 )

гло Ф ( т ) -  опо1)атор решения прлмой задачи. Микимизищио (79) 

следует производить при условиях (76).

Линеаризуем задачу с тем, чтобы свести ас к лииеИному оцв- 

нивазшю ли методу наименьших ¡шадратов. Выберем некоторое на­

чальное приближение (когорое, естестиенно , должно удовлет­

ворять условиям (76 )) и вместо ш  будем искать поправку к 

ЭТОМУ начальнол^ приблиявшш: Л тп *»п - п ^°^ . Тогда приближен­

но можно записать

♦ < ш )  я Ф < Ы ° ')+  АЛ л> ,

здесь матрица А имеет алементы ,■ =  — , Обозначим
V

и * у - Ф ( т ® ’> и получим, что вместо функции отклика (79) сле­

дует копшмисифовать

( А й ш  - м )^ (  А Ь т  - и )  (80)

пра услоьия;^

^ , < Д т < / Ь 2 . (81)

где ц .2» Систему нарапенств (81)

МОЖНО записать в ви;;и

Ь И т ^ у ,  (62)

гд9 матрица В =  ( Д *  ^  , а

?Л1гшшэа1и1Я (во!> 9кви1)алел7')(Г*нахо;4цонию минн^ у ш  неле ­

пой фуНКфШ ,  , _
Х ( & т )  я> & т  А А &.«п'-,2и А & т  . (83)

Длл т'’Г0 чя'Оби овести зздачу миишмпзании (83) при условиях (32) 

¡с »адачо линейного програ1ЛШ1>ова1шн, введём еще одну дополни­

тельную поремснн^'ю X  ]1 вмоото минкт-̂ ум̂  нелиней1гой фушсшгц

(83) будем искать миml̂ :̂''м ^  при уолопии

Л ?п ^А Ч й 1П--ги'^АЛт “ -Г ^  О . (^И)

Обозначим длл ул>^отва й''А «  С » 2 - - Р  , тогдо условие

(84) можни ишто^ть в внг̂ з̂

+ р ^ Л т  - л? О . (Ш )

*  Под вектор»й1м нерсшвнством ш  будем понимать систему 
неравенств для аоех ко^почонт вектора.



Система неравенств (85) я« является, однахо, системой ли­

нейных неравенств. Дхя лшеаркэацвн втой систеш преАлагаетоя 

заменить квадрапгщтю (^нкцвю (83) 1огоочн(>-ашейной. Дхя »того 

выберем в (м5лаоти Л точек н б^дем считать,

что приближенно область, определяемая нераветотвом (6 5 ) , сов> 

падает с область», определяемоА К  линейшоа! веравевствамг:

< 20Ат^  + р>'^&т-а < бш ^О &п ^  , у •  1 ,2 , . . . ,  /г. (06) 

Геометрически это оиначает, что границу области ( 86) ,  явля1>> 
цуюся гиперп^раболоквом в ( Л 1 )-мв^»ом пространстве пере­

менных Д т , ,  ж ш  заменяем набором Л гицер» 

шгосхостей, касательных к этому гиперпараболоиду в точках Д т ^ .

Теперь задача оказывается сведена к следупвей задаче ли­

нейного щ>огра1мировапп{

С'^фашад, 0 « ( в ,  (67)

где в ''в < 0 , в , . . . , 0 ,- 1) ,  а »  и §  могут быть

легко построены, воли объединить условия (82) и ( 86) .

При решении задачи (87) иопольауется теория двойотвеано- 

сти, являхщаяся центральной в лшейш»! программировании. Воли 

исходная задача состоит в михоямЕэации, то двойственная к 

ней - в минкшзации, и решение одной Щ)ямо приводит к решению 

другой. №  здесь не будем подробно пононять эту теорию, о т с ^  

лая читателя к опециальным руководствам Э9}.

К задаче (87 ) двойственной является следутдая:

в ^ р в т (п ,  р > 0 .  (88)

По решению задачи ( 88) р* лвттп может быть построено решение 

задачи (87) с учетом следущето свойства решений взаимвдвойст- 

венных задач: если / 7* > 0,т о

(89)

так ЧТО нахождение решения (87) сводится просто к реоюнию си> 

стеш  линейша уравнений (89) для ооответот^пцих анцехсов г, 

А решение задачи ( 88) осуществляется с помощью симплекс-метода. 

Мы здесь не будем останаЕЛаватьоя на его деталях: описание сим* 

плекс-метода можно найти в любом курсе по линейно!^ програм- 

шфованшэ, например в работах [4 , 39].

Итак, если ввести новые переменные и  . . . ,

в ^  в 1 ,2 , . . . ,Д  ) ,  то задача, дбойственная к исходной,

мохет быть оформулярована следухшим образом:

П2



+ 2  ( й т ^ С  =  гп7л ,

^ • 1
А

В и + 2  (р + 2 СЛтп^)ш^ » 0  ,

н

2 и ^ д  =  1 ,  и > 0 ,
Ja1

Построенное таким способом реше1ше J:¡JVl Л ш  пплу’шется, 

конечно, приближенным. Но его мокко использовать :ии выбора 

следуинего начального ириближенил = 1п‘®4 Л т  и повто­

рить процесс определения попрапок до стаОилизацки ре- 

шешш.

§ £0. Равномерное распределение ошибок набладений

До сих пор ш  считали, что функция распределения набллие- 

ний является регулярной (см. § I ) .  Это позволядо строить функ­

цию правдоподобия и путем ее максимизации находить оценки па­

раметров. При этом как в случав отсутствия априорных ограниче­

ний, так и при их наличии обратная задача сводилась к нахоли̂ е- 

нию экстремума некоторой функции от1слика в пространстве /^ .Т е ­

перь рассмотрим случай, когда распределение наблвдештй оказы­

вается равномерным:

Ф ( т )  -  »  4  у  4  ф ( т ) + е  .

Как ужа упоминалось в § I , такая 11ункцил распределения не 

удовлетворяет условию регулярности, так что в этом случав ста­

новится невозможным использовать выводы статистической теории 

оценивания для нахождения оценок параметров, В то же вуемя во 

многих геофизических задачах можно считать, что наблвдения 

удовлетворяют условию (9 0 ) , т .е . подчиняются равномернолту рас- 

предолешпо.

Двойное неравенство (90) молно э:шисать в виде

у  -  в  <  Ф ( т п )  С у  + е  ( 91)

и и ск ать такие параметр): тп , которые удовлетворяю т это\1у ус­
ловию. Очевидно, что в этом случае "решением" б у д е т  ужо не точ­
к а , а  некоторая облас т ь  в  ггрс ст11анс тпо , причем в с е  точки 
этой области будут равноправш : из них нельзя п и е л и т ь  в бо-Иг- 
шей или в мв}1ьшо!1 степени праш1оподобнъ0. Э та о б л а сть  моя'.ет 
быть су^сна в р езультате нааичени-ч: опоиопчих огранич^ы П  на нг;-

1ГЗ



раметры. В гл. С  будет рассштрен случай, когда из всех воз­

можных решений, удовлетворяяц15Х неравенству (9 1 ), выбирается 

такое, которое удовлетворяет минщун^ нормы в метрике 

Здесь же ми рассмотрим решение обратной задачи, удовлетворяю­

щее неравенству (91) при условии, что параметры подчинены ог­

раничениям типа линеИных неравенств (7 6 ). Для простоты будем 

считать оператор прямой задачи линейным, гак что обратная за­

дача мо;кет быть сфор1«1улирована как определение области в прост­

ранстве М ,  точки которой удовлеа аоряют сле.дуацей системе ли­

нейных непавенств:

Способ построения такой области предложен в работе [5>зЗ для 

решения обратной задачи гравиметрии, в которой оператор пря­

мой задачи действительно является линейным.

Пусть размерность простракотва параметров модели Л , а 

размерность пространства наблодений п  . ¿ведем новый неизве- 

СТ1ШЙ ( А л )-1.юр1ШЛ вектор х ;

х ,  =  т , . - т 7 ’" ’ » х а 1 , г , . . . , А ,

+ » I о 1 , 2 , . . . ,  л .

Тогда задача (92) мо«ет оыть записана в форме

С а е= :В , 0 < х ^ Х ,  (33)

где матрица С имеет размер п х (Дг + п ) и строится добавлени­

ем справа к матрице А единичной матрицу 1 „ ,т .е .  Св{1А,1^|| , 

б у ■«' в - ,

а вектор X  определяется следующим образом:

V _  ^ш а к  .• « *> ь

1 - 1 ,2 , .

Геометрическая интерпретация решения задачи (93) дана на 

рис.21 для к -- 2, Г7 - I .  Решением является часть плоскости 

С х « 0 ,  вырезае№я параллелепипедом О ^ х ^ Х  . Точзси этой об­

ласти, являющиеся в общем случав внутренними точками некото­

рого выпуклого многогранника, оп;)вдвляютоя соотношением

(Э4)

где х'"** - точки, соответствущие вершинам многогранника;

- аодохительные числа, такие, что 2  1»^= I .



ния X  называешх допустими  базис1ш ш  решени я ш  ( 9 3 ) .Оп- 

редаявние этих частных решений производится следующим образом.

Рис. 21,

Иэ матрици С извлекается п  столбцов с номерами

» *̂ 3 которых строится квадратная матрица С ,  

(считаем, что ее ранг равен п  ) .  Набор чисел {*/1 
обозначим через J  . Иэ оставшихся столбцов С • выбирается 

столбцов о номерами { *  • • • г }f  совокупность

которых обоэначим через . Лы  выбранных множеств J  к 

решается линейная система

с _ ,*  =  в -  2

Базисное решегае, соотвотствукщее эадаиным 1/  и , опреде­

ляется следупцим образом:

- ^ » 0 .  У- >/и



До1тустишм базйсшм решением будет такое, которое удовлетво­

ряет условш 0 < х < Х .  Поскольку подмнохества *7 и »7  ̂ гложут 

быть извлечет из исходного набора индексов оазличны-

ми способами, то число допустишх базисных решений Д  < ^*^>Г+л* 

Теперь вернемся к исходной задаче, которая состояла в 

том, чтобы определить область в пространстве удовлетворя­

ющую (9 2 ) . Запишем выражение (94) длл Л первых компонент 

ьектопа х :

л
= = 2 , - т .  ) .

Учитиаал, что получим
н
^  г = 1, г , . . . , А .  (95)

в ?
В пространстве область, определяемая соотношением (95 ), 

представляет собой в общем случае выпу1слий многогра1шик. Дяя 

иллюстрации этого обратимся снова к рис.21. Поскольку п дан­

ном случае размерность простра)1стЕа_ /И принята равной двум, 

так что х ,  = т ,- т | " ’” , , то пространство /Н бу­

дет совпадать с плоскостью (дг,, ) , Щ)ичем началу координат 

X ,  =  5= О , оудет соответствовать в пространство точка 

JблacтьsJ решета будет в этом случав заштрихо- 

ваннык! участок плоскости ( от,, ).

Сделаом теперь некоторые замечания, касащиеся того, как 

подхода^ть к решению зада'-ш (91) при лине&шх ограничениях на 

параметры, если оператор прямой задачи оказывается не;шнейным.- 

Очевидно, что в этом сл̂ ’чае путем линеаризации задачи и исполь­

зования метода последовательных приближений невозможно прибли­

зиться к тo^шo^or решению, так как область в пространстве 

удовлетворяющая (9 1 ), в общем случае будет 01*ра1шчена' криво- 

ЛJfHO]iнoî  гшюрпоаэрхностьй. Поэто?<у можно только питаться ап­

проксимировать эту область многогранншшм.что осуществляется, 

например, еле,горшим образом. Шберем некоторое начальное при­

ближение для пара1.1вТ1>ов и опреде^шм область для поправки 

к нем^/ опииаюшм ранее методом. Эта область будет представ^ить 

некотор1'й ;шпуклый мпогохт)аняш'. Определим центр т>асеоги это­

го многогранника и построим сладущее приближение;

. Такуи процедуру будем повторять до тех 

лор, ыока не cтLШeт блиакой нулю.



Г л а в а  III 

?®ТОД РЕГУ1ЯРЙЗЛШ

§ I. Понятие рвгуляриэ1фущвго оператора

В $ 4 гл.Х 0НЛО определено вояяше некорректно поотаь- 

ленной задачи я указано, что большинство обратншс задач геофи­

зики относится к классу некорректных. Некорректность обратних 

аалач приводит к тому, 'гго точное решение охазивается искать 

бесошсленно, и уже в самой постановке задачи ставится требо­

вание поиска приближенного решения, удовлетворяпаего тем или 

иным условиям.

Пусть оператор реяецвя орямо2

Ф ( т а ) в у ,  m e / f f ,  у е К ,  (96)

Ми будем считать, что решение обратной задачи - нахождение m 

по заданному у  '^при точша входних ДЕишьос едяиственно. Но 

при наличии дахе достаточно малых возмущение правой части (96) 

может оказаться, что решения m c /l /, удовлетворядцего точно 

(9G ), не чзуществует или оно находится очень далеко от т^^.со- 

ответствущего невозцрцеыной правой части . . В таком слу­

чае, как было указано в првлндущед главе, для построения 1три- 

бЛЕжекного решеияя (9&) иоаользуотся методы оптишзацин, оо- 

новаяные на учете статистк'гзских свойств помехи. Но и эти 

оцеша могут быть неустойчивы по отношеншо к малым вариаидям 

у  , и при различных реализациях помехи *  ■ у *-*Но могут

сильно различаться. Эта неустойчивость выражается в том, что 

дисперсия оценок оказывается очень большой, причем иногда на­

столько, что cata оценки теряют сшсл. В таких случаях основ­

ное требование, предъявляемое к приближенному решению, аакл» 

чается в том, что решение должно быть устойчиво по отношению 

к вариациям исходных данных в пределах кх погрешности.При этом 

выгоднее допустить некоторое смещение оценок, но добиться 

уменьшения кх дисперсии.

Для построения приближенных решегогй некорректных задач 

широкого класса А.Н.Тюсоновым был разработан метод [l8] ,осно-



ванный на сгршщнпв регулярааащш. Этот метод успешно прнмвыя^ 

етоя л для решенкя обратных аадач геофнзаки [24.34,35,36,36.41].

Согласна щзяшщгу регуляриэацвм прнблвхенное решакжв допж> 

во сколь угодно ТОЧНО атфоксимяровать истяяное решение при 

приближении у  Уо* Иначе говоря, пусть ^  отличается от 

в метрике щюстранства У  на величш^у О . Приближенное реше- 

нне, удоалетворякпзее принципу регуляризации, доляно бить вы­

брано так, чтобы ори 9 - ^0  т  стремилось бы х в метрике 

пространства . Оператор «в<Э>  посгроевия решения т  ваэы- 

вается регулярианруящим, есш! он обладает следухтюти свойства­

ми: I )  определен при всех достаточно малых 6  ; 2) для любого 

е > 0  найдется б ( е )  такое, что если Нл--У51)< в  ,то Ц т - 1Пр1|< 

<в .где тп- Решение т  , полученное о помощью рагул^гри-

зируицего оператора, нааывается регудяризованныи решением (96). 

Оператор включает в себя некоторый параметр 0(.а(Х.(д>,

который иазиаается параметром регуляризации.

Таким образом, задача маховдения приближенного решения 

сводится, во-первых, к поогроению регудяризущвго оператора 

н во-вторых, к выбору параметра регуляризации со ­

гласованного с то'шостьп исходных данных 8  .

Способ построения ре17Лярязут90( опе^^торов для уравнения 

(96 ) основан на адриорних представлениях о характере решения. 

Тако(1 дополнительной инфоржшяай о реаенив мохет быть,например, 

требование гладкости решения (есля т ^ т ( .п ) )  или близости ре­

шения к некоторой заданной точке в пространстве / #  и т .д . Еа 

основании этих иредотавлеиий строятся так называемый стабиди- 

аируюцщй функционал £3(п > ), л ре1уляризованное решение (96) 

опредедяотся как одно иэ возможных арж1 аиевшшх решений.удов- 

детвсряетцнх условию

Я минимпзирущеа функционал'

Очевидно, что если минимум £ 3(тп ) доотжгав'гся внутри об­

ласти, определяемой (9 7 ) , то его и следует пркнямать в качео1Ч  

ве рваенш?. В противиом случае, при условия квааимоЕютояности 

фукш'^гонала 62 ( т ) ,  иаименьовв значение фушсционала доотигсвт- 

оя на грашшо ;х}̂ 1а о л  (9 ? ) . т .е . при ввачвахк т ,  лаяцем т ~  

кимут* Фугащяоналу £2 < т )  при условии { ( ♦ ( т ) -  у  || ■ в . Э*о-



задача на нахождение условного экстрец^ма, и она может быть 

решена методом неопределенных множителей Лагранжа, Сведем ее 

к отысканию минимума функционала:

)  =  | Ф ( т ) - у | | ^  + ot,Sa(m>,

При этом параметр оь должен быть определен кз усло№1 
f} ̂ ( т )  - у  (I »  5  . Функционал сЛ'‘* ( т ,у )  называется сгладдваО" 

щим фушсционалом.

Зс© сказанное справедливо для произвольного выбора мет­

рики как в пространстве У  , как а в пространстве /^ .В  за­

дачах геофизики практичосчи всегда метрику нространства У 

ШЖНО принимать квадратичной. Это олацует из того »что Ф < т )- у  

можно рассматривать как олу^!айнуп помеху« распределение кото- 

рой практически во всех случаях мотяо свести к нормальному 

(см. гл. П )>  А. выборочное пространство с нормальным распре­

делением всегда можно некоторой трансформацией щжвести к про­

странству с квадратичной метрикой. Действительно, если кова*

ряадаонная матрица помехи R , го линейное преобразование 4 '  = 
••l/l f 

= R ' у переводит пространство У в У , с нормальным рас­

пределением, характеризующимся ковариапионной матрицей I  ,что 

эквивалентно пространству о квадратичной метрикой.

Вид оператора Ф < т п ) в задачах геофизики, как уже говори­

лось в гл,2 , может быть самым разнообразным, Если этот опера­

тор нелинеен (ила воо(^е не представим в анадитическом виде), 

то нахождение рехуляриаовашютю решения сводится к вычислитель> 

ной задаче поиска экстремума в пространстве /ff, При этом бла­

годаря введению стабидизирукоего функционала экогрес^м 

является локализованным, ч для его поиска можно применять ите­

ративный метод Ньютона •  Рафсона, или (что то же самое) линезг- 

ризовать оператор ф < т )  в искать поправки tvri'* к последо­

вательным приближениям тт̂ *̂ . В зависимости от того,какова раз­

мерность пространств /ff ТА У  (конечная или бесконечная) ли­

нейный оператор, определяющий поправку чореэ 

поправку Д|г?^«тп-1т1*  может иметь вид либо

A û m  =« & у  ,

если û i T i e / ^ * ,  & у €  К " ,  1Ц)и этом А есть матрица л х А , 

либо ^

Л ^(аг) «  J  J ( x , r ) ü  m (r)rfr* ,

а



если Л т ( г )  я t y i x )  принадлежат функциональным пространст-i 

вам; соответственно G { x ,r )  является ядром интегрального пре­

образования.

Лоэ»«эжен и более обощгй олучай, включащий оба упомянутыг 

способа задания модели, а именно когда 1&эдель соответствует 

словсто-неоднородной среде с неирернвным распределением иско­

мого параметра m ( r )  внутри каадого слоя  ̂ ** 

=* I ,  2 , . . . )  и скачкалм на границах слоев, В 

этом случае

Д ^ ( д г ) * ] £  V  4 7 ^ (a r ,r )Ü 7 n (r )r fr + 2
tf с в

9
Мы раосмэтрим в поодвдупцих парагрефах только первые два 

случая, поскольку задача (99) мохет быть сведена к ним.

§ 2 . Построение регуляризовакного решения линейной систеши

Рассмотрим линеаризованную задачу

А т - а ,  с а д

понимая под т  поправку а под у  соответственно по*

правку к исходным набдодеаиям относительно рассчитанной дхя 

модели, соответствущей ( приблихвнию. Согласно при-

нято»<7 в § I  предлолохснию, будем считать, что решение (1(Ю) 

при точных входных данных единственно. Это означает, что ранг 

матрицы А долши быть равен числу искомых параметров А ,т .е . 

размерности пространства /ff, При этом число уравнений мохет 

быть больше числа неизвестных ( л > А ) .  Еоли правые чаоти выра- 

хения (100) содержат погрешнооти, то,как было показано в § 5 

г л .Ц ,  приближенное решение мохет быть построено методом ная- 

менших квадратов. Полученные таким способом оценки являются 

иесмещенкыми и имеют наименьшую дисперсию в клаоое линейных 

несмещенных оценок. Но в сдучае, если штрпца сиотеш нормали 

НЫХ уравнб1шй А^А оказывается плохо обуоло&хенной, то реше- 

кке по методу каименьоскх квадраюв неустойчиво и его дисперсия 

может стать сколь угодно большой. При этом имеет смысл отроить 

приблихбнное решение в хласое оыащенних оценок, ио характере* 

зулщкхол меньшей днсоерсией. Именно таким свойством обладает 

решение, получаемое по методу регудгфизации.
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СтвавляэЕр^шиЙ функцЕонал б 2 ( .т )  в этом сл7 чав выдирает­

ся в виде И т - Ш д Я * » ГДе - некоторое ащдаорное ана- 

ченке, котароб тжет я не быть очень близким к истяиному рев?е- 

нжю. Пркнимая метрЕки пространств и К квадратичными, по­

лучим« что регуляризованнов решение кинимизирует следующий 

фушсцюяал:

+ а . ( т - т а > ^ (т - 1 П д )

или (что то хе самое) отвечает решению систеш 

( а '^А а . 1 ) т  в А ^у  4  оьШд .

Это решение имеет ввд щ  « (  а Ч  + л Г ) 'Ч А ' " у  +  оьтПо) - 

При о . »  О регуляриэованиое решите оереходит в решение цо ме­

тоду наименьших квадратов. Его мохно рассматривать как оценку 

искомых параметров.

Покахем, чему равно смещение регуляризованноА оценки. 

Пусть ^(у )«ур .посхол ы (у  решение по методу наименьших хвал- 

ратов является, как известно, несмещенным, то смещение регуля- 

риаованного репенкя мохно опрадел(1ТЬ относительно него, т .е . 

относительно т д » ( А Ч ) " ’ А^у^ , Таким образом,

О д ^*£ (т п )- Щ д В

* ( А Ч  + о(.1 ) - Ч А ' 'у о + 01. т а ) - < А " А Г 'А ' ‘уо  =

•.< 1  + оь (а '‘а г ' ) 'Ч а ' 'а > - Ч а ' 'у ( , +  о<.1П о ) - ( а ’'а>“Ч ’'у „«

=  (1  ю ь ( А Ч ) ' ’ ) " ’ [ос(А ’'А>"*1Пд-а.(А ’’А ) " ’ т о ]  =

■ оь<А''а +  0 .1  ) ' Ч т д - т д )  . (1 0 1 )

Отсюда ВИДНО, что омещение регуляризованной оцешш зависит от 

величины параштра регуляриза!:^ ос (при оо = О смещение ста-, 

аовктся равным кулю) и от того, насколько априорное анаяение 

Ш д отличается от истяиного решения

Теперь рассмотрим дисперсию регуляризованного решпноя. 

Пре«де всего заметим, что поскольку ш  приняли метркку прост­

ранства У квадратичной, ми тем сашм додразуивпаем, что слу­

чайные цогрешноотЕ хоииоя9нт еектора у  неаавлоиш и распре­

делены норюльпо о джоперсией а ^ ^ Ъ ^ /п .  Дхя такого случая, 

как ужа было показано в 9 Б г л .Ц , ковар:шционвая штрица оце­

нок наименьших квадратов имеет вид

Для регуляркэоваяного решенил имеем с учетом £ыpoJre'Jня (Ю Г)



+ а .1 Г 'А Ч а - З д ). 

Подставляя эту формулу в выражение для ковариационной лвтршщ 

К =  £  {(тп  -£‘( т ) ) ( т - £ < . 1т())'^} 

и учитывая, что " Уо><У-¡#о>^} =  »

получаем *  с *<  А '’А +  оь1 )"’ а ''А (А '’а-Ю(.1 )~' =

- сзЧ !  +  « . (А ’'А ) ' ’ > ' Ч а '‘А ) " ’ . (102)

£сли матрица А^А является плохо обусловленной, то эле­

менты ( А ^ А ) '^  очень велики, и дисперсия оценки, получаемой по 

методу ианм:ньших квадратов, оказывается очень большой. Эле­

менты же ковариационной матрицы регуляризованной оцешш мог7 Т 

быть значительно меньше, как вщшо из выражения {102).

В качестве примера приведем штрипу

\ I  0 ,7  /

Эта матрица, как легко убедиться, является плохо обусловленной. 

Обратная ей матрица

/  700 -1000 Ч

\ -1000 1430 /

Воли принять величину параметра регуляриэашт оь равной 

[, то матрица 

(при с *  в I )  следупцей:

0 ,0 0 1 , то матрица Rperi определяемая по формуле (1 ( ^ ) ,  будет

/  34,75  -49,36 \

\ -49,36 7 0 ,7 9  / ^

т .е . в данном случае дисперсия рв1 7 ляриэоваяно1'о решения со­

ставляет приблизительно Ь% от дисперсии решения нерегуляризо- 

ванного.

Заметим, что еоли число ураввечий линейной систеш равно 

числу неиавестшос (л  и матрица систеш (100) является по­

ложительно опредеденноЯ, хотя 8 пдо:п> обуодовленной, то, как 

показано в [?-4], рехуляризованвов решение может бить построено 

путем решения систеш

( А + ouI)ifi я .
{Латрица систеш  норшльяшс уравнений в методе наименьших квад­

ратов является, как известно, положительно определенной. Поэ- 
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Т0М7 » если указаншш способом стронть рэгулярязоваяное решеняо 

не нсхолннх уравнений ( 100) ,  а нелосрелотвенно систеш  нормаль­

ных травнеяйй .г< .т
А Атп а А у «

то ш  получим решение, совпадащее о тек, которое получается 

путем минишзащш сглахиващ его  функционала ддя иоходноВ он- 

стеш  прк *  0 .

§ 3 . Рвгул/!фЕ8ованвод решение 

интегрального уравнения первого рода

Раоокютрим линеаризованную задачу, в которой искомая мо­

дель арнпаддеяит проотранотву функция /п (г > , а наблпцвния у  

определены в ввде фушсцнональной заввсимооти от некоторого да- 

раштра сс% Связ& м е .^  я т ( г )  определяется интегральним 

орвобразованвем вида .

^  C ix ,r)m i.r)är . (103)
г,

Примеры обратных гео({взических задач, приводяцшссл х тахоцг 

уравнению, бам  даны в § 3  гл.1 (примеры 2 . 4 )«

Уравнение (103) является интегральным уравнением Фредголь- 

ма первого рода относительно функции m ir}. Как известно, аа- 

дача нахождения решения интегрального уравне^тия первого рода 

является некорректно поотавленно2 : решение неустоАчиво по от~ 

ношению к малым вариациям оравой чаоти. Для нахождения устой- 

«швого приближенного решения уравнений используется ие> 

тод регуляризации.

Вообще, еолв решение принадлежит пространству функ11ИЙ,то 

прв оостроекий отабилиэгруисого функционала долаош учитывать­

ся апрворние ограничения на степень гладкости решения, вытека- 

одяе В8 физической природы за!1ачи. Требование гладкости ф ик­

ции до р -1  э порядка означает, что функция m(r*) г.олжна удов­

летворять условию минишаацви

d r "  J

Tjifi '  некоторые валашше веотрицательные непрерывные

фикции, ^р (г> > 0 . ^ ’нкиионал £2(тл)п форме (£04) называется 

стабилизатором р -го порядка» Ды  построения рвгулр)ИЗове/’чо^



го решенкя интегрального уравнения {103) мохно копольаовать 

стаднлнзатор лхх5ого аорядка« но пракгачвога юоольа^ит»! ота- 

бнлизатори не выше первого порядка.

Возьмем для построения прийлихенного решения (103) отаби- 

лиэатор первого порядка:

>% I

Sa ( т )  =  у  [ т \  г )  + f , ( r ) ( ^ )

Рег7Лярвэованное решение должно мкшплзнровать функционал 

^ г '•t

« 5  i í <?(Х,Г)П7(Г‘>-У(Х>1 rfcr + 

г ^ '

+  S { ? : o ( ^ ) " > * < r > + y , ( r ) ( ^ ) ] d r . (106)

Минимизация функцаонала {10&) определяется иэ условия равен­

ства нулп его первоК вариаюш, хо7<^>ая записнваетоя в виде

'*1 г*.
d  /  _  / _х dm\

S ~оь
.d r

%

1 ,i
Ok(f^{r)m'{n)ÍSm{r) |  ̂ (106)

где б т ^ г * )  - произвольная вариация функции гп(г), такая, что 

т ( г )  к m ( r )  + 6 m (r )  ггринадледат классу допуотишх ^ ш щ к й ;

^ С
'  V G iXfr)ffiar,l)dJCf Н г ) л  J  G { x ,r )t / (x ) i /x .

а . _ А

Гсловив равенства нулю анрахения (106) прх произвольной функ^ 

Ш !  Ь т { г )  выполняегся, если

(107)

'"i ”

^  (г ’) т ' ( ' ' )  öm (f*>  I « 0 .  (108)
г,

Если известны значения m i r }  на коннду прошхутка иа- 

тегрирования (. я ) ,  то d m < r , )  »  5 т ( г ^ )  *  О и усло­

вие (108) выполняется. В этом случае задача нахождения регуля- 

ризованксго решения сводятся к решению ивтегро~дифференциально^ 
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го уравнвюм (107) при краевых условиях = т (г ^ )  = т ^ .

Всл» экачвння mir.') на концах и неизвестны, то 

условие (108) может быть выполнено, если принять

777'<^,) =  =  О . (Ю Э)

В этом случае в качестве рег>'дяризованного решения мохно брать 

такое решение уравнения (1 0 7 ) , которое удовлетворяет краевым 

условаям (109).

Уравнение (107) с краевыми условиями (108) или (109) мо­

жет быть решено численно, при этом получается устойчивое реше­

ние. В частном случае, когда ^ ,(^>  = О, уравнение (107) пере­

ходит в интегральное уравнение Фредгольма второго рода,для чи­

сленного решения которого суиествуог устойчивые »ычислительные 

схемы.

Определим теперь связь между регуляризованным решением 

интегрального уравнения и регуляризованным решением линейной 

системи. Заметим, что ecjm некому» фушиш'-j m (r>  аппроксимиро­

вать кусочно-постоянной, а вместо функции j/(ar> брать ее зна- 

чв1Р1я в дискретных точках x ¡  , то интегральное уравнение 

(103) сведется к линейной системе (Í00). Такая замена инте­

грального уравнения линейной системой производится при поста­

новке больлшнства обратных задач геофизики, когда разрез дро­

бится на слои, искомое распределение того или иного (¿изическо- 

го параметра с глубиной заменяется набором средшх значений 

втого параметра в каадом слое, а наблюдения выполняются в от­

дельных дискретных точках. Обрати>/ внимание, что в этом случае 

моащости слоев должны быть фиксирораны, т .е . они не должны вхо­

дить в число искомых параметров разреза.

Нетрудно видеть, что если для регуляризации реше1шя ин­

тегрального уравноння (103) ваять огабалиэатор нулевого поряд- 

ка ( = I , = О , А >  I ) ,  то 1фи переходе от интегрального 

уравнения к линейной системе рвшвгше (107 ), (108) оведо'/оя к 

регулярнзованному решению линейной сиогем? при = 0 . Но в 

рассматриваемом случав, когда параметры разреза представлял 

значения научаемой физической величшш ь последовательных сло­

ях фиксированной мицности, при построении peryAfípHsoBatíHoro ре­

шения линейной систв!« можно учесть не только рассмо'1’ренное ь 

§ 2  априорное ограничзние на исколю мидель, но и уоигоние.ака- 

логичное условию гладкости Ф/нкиди т{г}, з^ключащеося в tjm*
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что эначени'̂  я соседних слоях не долпш сильно различат!*- 

оя. В сроотдйэтеы случае, когда мощности вое? слоев равны,ста- 

билизирутаци \ (функционал можно э«гшсатт> в вило

6й (т п )=  ,

где некоторые априорно выбранный коэффш{вент, онределякь> 

шяй, в каком ооотношешш находятся условия "гладкости” и бли-' 

зости решения к начальному щ)иблЕ1хению Ретуляркэованное 

решение систеш (100) при использовании такого стабилизи;у1)- 

щего ||ункцигнала будет решением следущей сиотеш:

[А ^А  + об (1  + ^ Л ) ] т  я  +  оат«о » 

где ^  - трхдкагональвая матрица вида

I -I 0 0

-I 2 -I 0

0 -I 2 -1

0 0 «  • • • «

0 0 • • •

о\

-I 2 -I /

О -I I /

Нетрудно видеть, что к решению именно такой систеш дли 

случая Ш ц в О , оведетоя (107) при условиях

(1 0 9 ) , еолж производные заменить конечннми разностяш.

§ 4 . Выбор п а р ^ т р а  регуляризации

Как ухе говорилось в § I ,  яри построении регуляриэованно- 

го решения возникает проблеш выбора параметра регуляризации 

сь • Исходя из определения рехуляриэованного решения как такого, 

которое шнимиэирует отабилизирулций (*)ушщионал при условии

l Ф ( m ) - з ¡ '  =  S ^  (П О )

ясно , что паршаетр п. додхен выбираться так, чтобы ооотвотст« 

вупцев ему решение удовлетпоряло условию ( Н О ) ,  т .е . па­

раметр о& должен быть согласован с погреьшостью исходдах дан­

ных. Бели бы было ВОЗМОЖНО для KaJUloB конкретной задачи опре­

делить такую функцию об = ос. ( S  ) ,  для которой оператор R jí y ;» )  

являптся регуляризуодим, то тем самым была бн решена э«^дача о 

выборе параматра оо по заданному 5  . Но, как прапило, pemeime



такой задачи окаэнвается эатрудиите.дьным. Поэтоиу обычно эва-' 

чение параметра о& подбирается в процессе вычислений. Такой 

подбор может осуществляться разньша способами в эависииюотк от 

той информации, которая кмеетоя относительно иолодаых данных.

Боли известно значение К , то !Юхно просто определять 

вь цутем подбора так, чтобы удовлетворить условию (ИО),Обы чно 

ото делается следующим образом. Задача о минимизаши 

сглалнващего функционала ( у * т )  решается ддя некоторой по­

следовательности заачениЦ сх.{о&д,а.,«00̂ , . . ,  ооставляюооос 

геометрическую прогрессию. В практике чаще всего берут следур- 

цую последовательность; 10*^, 10“ ^ ,  Для ка^пого зна­

чения оСр минимизируется сглаживахицА функционал и

по полученному решению т “* строится невязка . в

качестве искомого, значения ои берется такое, д м  которого вн- 

подняетоя равенство (110) о заданной точностью.

Чтобы пользовбтьсл егим способом, необходимо иметь доота- 

точно точные предотавдвнкл о дисперсии ошибок наблкщений. Но 

часто в практических задачах величина б  либо неизвестна,ли­

бо оценена Л1шь приближенно. В таких случаях можно использо­

вать так называешй квазиоптимальный способ выбора оо. Он эа> 

юшчаетоя в том, что в качестве параметра регуляризации выбя- 

рается наименьшее из значений, реалиэущих ишшцум квазнопти- 

мальвой нормы: .

Вели минишзировать для последоватвльшис зна­

чений составляшщх геометрическую прогрессию, то в каче­

стве приблиадиной оценки уи(ос) мохно брать I! т  ^ - т  ^ " ’ 11. 

Оказывается, что при некотором значении сх.̂  расстояние меящу 

последовательными решениями миоимизирущиш

становится малым: решерше как бы стабилизируется, а при даль­

нейшем уменьшинии «> решения тп ^ начина)от расходиться.В ка­

честве параметра рег7 лчрнза1даи предлагается принимать такоз^ 

при котором последовательные решения т  ^ наимонее равдичают- 

ся. Если при зтом известно (хотя бы приближенно) сначение 

то выбор 06 МОЖНО одновременно контролировать вычиоленяем на 

каждом шаге гжачеиия невязки .

Выяснилось, что для достаточно широкого круга зьдач вти 

два споооба определения аараметра регуляризация - кразиопти-
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мальный и по величш1е нввяэкя - практически эквивалентны. Это 

было по1сазано вначале чисто экспериментально, на отдельных ча­

стных задачах, а затем обосновано теоретически [42].

В качестве примера подбора параметра ре17ляризащш ряо- 

смотрим решение плохо обусловленной системы травнэний:

ч (£1 1 )

¿с, -f 0 ,8 X 2 « 2,во .

Цуоть "точные" правые части уравнений равш соответственно

3 ,1 0  и 2 ,8 1 ,  так что "истинное" решение есть л :,*  I ,  2 . 

Правые части системы ( l i l )  содержат погрешности (0 ,01  и -OjOi), 

такие, что S '= 0 ,0141 . Если решать систему ( Ш )  с возмущен­

ными правыми частями, то решение в силу плохой обусловленно- 

отк матрицы системы оказываетоя очень далеким от истинного 

(лг, = +30, - 19,1).

Оряменим для решения системы (I I I )  метод регуляризации. 

Возьмем стабилизатор в виде £2 « || х  || ̂  = 4  , т .е . в ка> 

честве априорного значения неизвестного вектора примем (0 ,0 ) .  

Результаты определения вектора э: при последовательных значе­

ниях ои приведены ниже:

ос... 10® 10~2 10"^ 10"^ J0-5

л-;*... 1 .240 1,509 1 ,543 1,551 1,593 1,995

л Г ...1 ,П 6 £.360 £ ,388 1,387 1 ,343 0 ,899

б^...0 ,837 О.ОЭЭ 0,0X76 0,0137 0,0095 0 ,0083

Из них ВИДНО, что минимум НОрА/Г *"■̂ -'11 достигается

при значении 00 = 10'*^. И в то же времн невязка

соотвбтствусщая этом7 эвачению о» , оказывается наиболее близ­

кой к заданной.
о

Таким образом, значение о* = 10 одновременно соответ­

ствует сбокм критериям выбора аараметра регуляризации.

Регуляризованное решение систеш (111) при о . »  

есть = 1 ,6 51 ; 1 ,3 8 7 . Оно о'.личается от истинного ре­

шения, и это неудивительно у так как в данном примере погреш­

ность исходных данных взята достаточно большой. Однако оно яв­

ляется значительно лучшим приблвхением к истинному решению, 

чем нерегуляризованное решение. Смешение б и дисперсин

регуляризовакного решения, вы’шсленные по формулам (101) ____

(1 0 2 ) , а такяе значение среднеквадратичной ошибки
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приведены ниже: 

* *^ист *^рег в А Р - «н .к

I I 1,551 0 ,5 4 0 ,32 0 ,6 3 1 3 ,4

г 2 1,387 -0,60 0 ,36 0 ,7 0 1 4 ,9

Видно, что основной вклад в погрешность регулярнзованного ре­

шения о<5условлвн смещением* Как следует из формулы (1 0 1 ) ,сме­

щение МОЖНО уменьшить, еоли выбрать априорное значение 

более близким к истинному решению. Для сравнения мы привели 

и значения срелнеквадратичних ошибок решения, получаемого по 

методу наименьших квадратов без регул^нзацки. Дегко видеть, 

что ОНИ оказываются значительно больше, чем среднеквадратич­

ные ошибки регуляризовакного решения, несмотря на то, что ре­

гуляризованное решегше характеризуется довольно значительным 

смещением.

§ 5 . Использование метода регуляризации 

при решении обратных задач геофизики

В этом параграфе мн приведем заимствованные из работ 

[35 , 41] решения некоторых модельных задач сейсмологии и Ш З 

с помощью метода регуляризацди.

П р и м е р  I ,  Определение структуры среды по дисперсии 

фазовой скорости основного тона волны Рэлея. Этот численный 

пример взят из работы [Ж ].

Для модели, представляацей два однородных слоя на полу­

пространстве, были рассчитаны дисперсионные кривые фазовой 

скорости волны Рэлея для периодов от 5 до 50 о. В эти данные 

была внесена погрешность, имеющая равномерное распределение, 

при разных значениях 8 .  Поскольку оператор решения прямой за­

дачи в данном сдучае является нелинейным, для того чтобы с в ^  

сти обратную задачу к решению линейной системы, производилась 

липеаризация (см. § 3  гл .1), и для каждого значения об сгла- 

Ашагаций функционал минимиэировачся методом после­

довательных приближений. Стабклизирущий фушщионал был взят 

в виде 5 2 (т )  = 2  "  искоше параметры,

777̂ .л - начальное приближение для этих параметров; восо-
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вые множители, зависящие от размерности соответотвущего па~ 

раметра. Выбор параметра регудяризацнн сс производился по 

условию квазиоптимальности (см. § 4 ) .  Принятое начальное при- 

бли-жение довольно сильно отличалось от истинного. Определенив 

подлежало только пять параметров: глубвт грашщ слоев ( 

и ) и скорости поперечных волн ( /  = I ,  2 ,  3 ) .  Значе­

ния плотностеб были фиксированы, поскольку скорости поверхно­

стных волн слабо зависят от распределения плотности.

Ниже приводятся результаты определения параметров струк­

туры ори з^азных значениях погрсЕпности исходных данных.'

Л » й,.
Р4»

км К1^с г/с|^

Точный 
разрез....... 18 40 3 .4 5 3 ,95 4 ,70 2 ,9 3 ,3

Начальное
ггриблияе- 
нае. . .  . . 25 54 3 ,2 9 3,70 4,^65 /ЗА,. 2 .85 з;г5

Решение при

6 = 0 . . . . 18,01 40,01 3 .4 5 3.95 4,700 - -

е*=0.(Х. .18,05 40.06 3 ,4 5 3 .97 4 ,69 -

б »о д з .. 1 9 Д 0  49,(Ю 3 .4 5 4.32 4.57 -

В случае точного задания исходных данных ( б » о) разрез 

восстанавливается нракппескх точно. При б  »  0 ,01  приближе­

ние к истинноц;г решешио также сяс&зывается очень хорошм.А прк

5  <=0,13 решение хотя я определяется усто&чхво, но иекотохше 

параметры довольно сильно отлсчаотся от истинных. В то хе вре­

мя без регуляризации (прк о(.« 0 ) вообще ве удается получить 

устойчивого решенЕЯ »  итерацконный процесс нахождения посяе~ 

доватвлышх щтбяаявяв^ расходится.

П р и м е р  2 . Обратная задача УГГЭ. В работе [41] рас- 

оиотрен случай, когда раопредвлеыке проводкшсти а<х) отыски­

вается в классе {^сочно-гдадххх ^ушохий. Оператор решепкя 

прямой задачи адесь также является нелинейным, и назсожцение 

акстремуна сглажкващего фуюсцкоаала црахзводигоя, как к в 

предыдущем примере, методом ооокедоветедьянх архблихеинй,прж 

атом ва 1сажз(ом шаге решается дшеаркзованная задача (линеари­

зация оператора задачи МТЗ была показана на хфимере 4 в $ 3 

гл. I ) .



прж построенш стабилиэирупдвго функционала в данной за­

даче учитывается требование гладкости функции внутри отдель­

ных слоев. В связи с этим стабюшзатор был взят в воде

что отвечает гладкости распределения проводимости С{гу внутри 

слоев и наименьшему уклонению границ слоев и значения прово­

димости в полупространстве от априорно заданных.

Находцение ре1 7 Д9риэовалного решения о таким стабилиза­

тором сводится к решение систем ивтегро-джфференциальных и 

алгебраических уравнений (см. § 2 ,  3 ) .

В качестве начального приближения принята структура с ку> 

оочно-постоянным распределением проводимости (рис,2 2 , ) , при­

чем достаточно далекая от иотишюй структури. На рис. 22  ̂  а 

изображены кривые кажущегося сопротивления« рассчитанные для 

ИСТИННОЙ структуры (сплошная .пиния) и начального приближения 

(штрихпунктирная). Кривая, соответствующая истиннол^у разрезу, 

осложнялась случайными ошибками при разных значениях б  , На 

рис. 2 2 ,5  приведены истинный разрез (сплошная линия),началь­

ное приблкгение (штрихпунктирная) и результаты решения при 

разных £|. Параметр регуляризации выбирался квазиоптимальным 

способом. Видно, что при малых в  ( б <  10” -̂) разрез восстанав­

ливается практически точно. При увеличении погре1иности вход­

ных данных ( б  = 10“ ^  и б  е 10 ) наблвдается некоторое от­

клонение от истинного разреза. }{о при этом рассчитанные ддя 

зтих приближений кривые кажущегося сопротивления находятся в 

пределах полосы погрешности исходных данных.

При б  = 10“ ^ относительная погрешность входных данных 

по отношенш) к максимальнок/^ значению ршна 0 ,3 ^ .  Следует 

заметить, что в практике работ по методу МТЗ не удается полу­

чить погрешнооти каиущегооя сопротивления менее При такой 

низкой ТОЧНОСТИ исходных данных метод регуляризации при не­

удачном выборе начального приближения мохет привести к реше­

нию. довольно далекому от истинного, И при этом нет никакой 

возможности оценить неопределенность получешого, решения, тах 

как (хотя и 1С0ЖИ0 оценить дисперсюз) смещение определить нель­

зя, поскольку неизвестно истинное решение,
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§ 6 .  Метод рег7Л!трнэацян как способ учета 

априорной информации

Рассмотрим статистическую трактовку метода регуляризации 

в применении к решению задач, в которых модель задана сово­

купностью конечного числа параметров, а на(5лцдения образуют 

дискретный ряд значений, содержащих погрешности. (Область при­

менения метода регуляризации, вообще говоря, более широкая, 

так как о его помощью мохно решать и такие вадачи, в KOTopjx 

искомая модель представлена в виде неизвестной функции т{Г 'у , 

наблхщения ^  - в виде функции некптсфого параметра х ,  а 

связь между гп{г) и у{х) опредиляется интегральинм преобразо­

ванием. )

Как метод регуляризации, так и статистические методы,опи- 

сашше в г л .I I , слз'жат д м  нахождения приближенного решешк в 

случав, когда исходные дакные содержат погрешности. При этом 

предполагается, что при точных исходных данных решение обрат­

ной задачи является единственным. Цель в том, чтобы по возму­

щенным данным дать наилучшую оценку этого решения .Различие же 

в подходах к построению оценки в статистических методах я ме­

тоде регуляризации определяется тем, какие требовг1ния предъ­

являются к приближенному решению.

Статистическим критерием построения наилучшей оценки яв­

ляется треборание эффективности, т .е . тнимума дисперсии,Дис­

персия оценки зависит от по1'решностей в исходных данных,и при 

отсутствии этих погрешностей она должна быть равна нулю,а са­

ма оценка должна совпадать с истинным решением. Бели исходить 

иэ таких требований, то, как было показано в г л .Ц , задача 

построения оценки сводится к минимизации некоторой целевой 

функции \ (in ) . При построении оценки методом максимального 

правдоподобия функция Х ( т )  с точностью до слагаемого,ве за­

висящего от m  , равна с обратным знаком логарифмической (|)унк- 

ции праадоподобия.

Но в ряде случаев в силу некорректности задачи получен­

ная таким способом оценка, дахе при малых погрешностях исход­

ных данных, может сильно отличаться от истинного решения я 

иметь при этом большую дисперсию. Целью метода регуляризации 

и является собственно получение устойчивого приближенного ов—



шенкя такой задачи. К оценке, получаемой по методу регудярааа- 

цта, предъявляется требование сколь угодно точно аппроксимиро­

вать истинное решекие при достаточно малой погрешности исход** 

НЫХ данных. Как только что было сказано, оценка, получаемая 

отатнстическим методом, может не удовлетворять такому критери).

Условие малого отличил приближенного решения от истинного 

при малоЦ погрешности входных данных приводит к то|«(у,что оцен­

ка производится на основе минимизации не просто целевой функ­

ции > .< .т), а о добавлением стабюязатора й ( т п ) ,  т .е . \ ( т )  +

+ о о 5 2 (т ) .  При этом стабилизатор строится иа основе учета ап­

риорной информации об искомых параметрах. Парамей’р регудяриза« 

ции 00 зависит от погрешюсти входных данных б  : ос^ о при 

С >* О, так что в отсутствие погрешностей решения, получаеше 

обоими методами, совпадают друг с другом и с истинным решени­

ем. В случав, если глшило^м \ < т>  определяется уогойчнво, оо-* 

-►О й опять же решения, полученные с учетом и без учета ре­

гуляризации, будут совпадать.

Различие мехду оценками, полученными статистическими ме­

тодами и методом регуляризации, возникает тогда, когда задача 

оказывается некорректной.

В § 9 гл. П  ш  виде;ги» что в в рамках статистических ме­

тодов оценку МОЖНО сделать устойчивой, вводя те или иные ап­

риорные ограничения на параметры. В общем под регуляризацией 

и понимается наложение таких априорных ограничений на решение, 

при которых некорректная задача мэ>£ет быть пе])бведвна в класс 

условно корректных. Например , путем фиксации некоторых пара­

метров (см. § 8 г л . ^ )  МОЖНО добиться получеиия устойчивых 

оценок (с малыми дисперсией и смещением) для остальных пара­

метров. Укрупнение параметров, нахождение определенных связей 

или ограничений на парамет|ш также является способом регуля­

ризации решения. Бели же в качестве априорных охраничений по­

пользовать оаопрвдоиение ацрлориой вероятности ю х о ш х  пара- 

■варов и проводить ои еш ^ путем максимизации апостериорной 

Фогшащи прашооодобкя 9  г л .^ ) ,  то оказываетоя, что посф> 

роение таких оценок будет проиа'юдитьоя в полном соответотвяи 

с методом регуяяриэацви по Тихонову.

Без .эгравжчешся общяоота м[)хно принять, что аЕтриорное 

распределение параметров т  •> нормальное со ореднил ж

ГМ



матрицей ковариации <3^ I . Адосгериорная функция лтзавдоподо- 

бия будет при этом иметь вил
( m - m  )  (ш - тп д)

--------- ^-- --- .

/̂Tï
Максимум апостериорной функции праадоподобня эквивалентен ми- 

нимуКГ функции

- 1 о д (у ;т п )  + | т - т д Н У с ; ^  . (ÏÏ3)

Опять же без ограличеяия общности mo» îo принять, что распреде­

ление исходных наблЕщений нормальное с ковариационной матрицей 

c j  I  . Тогда

и шяимвзащш функции (IÎ2) сводится к шнишэации

< 4 » (т )- у ) ' ’(Ф (г о )- у )  + ((3^/сЗ^,)Ятп- то1|*. СП З) 

Таким образом, учет априорной вероятности параметоов при­

водит к ТОМУ, что к целевой функции Х .(г о )г < ^ (т )- ^ )7 Ф (т )- у >  

добавляется дополнительный член, который может рассматривать­

ся как стабилизатор. Он и по форме соппадает с тихоновским 

стабилизатором, при этом отношение дисперсий cs^/<s^ играет 

роль параметра регуляризации. Следовательно, оценка, получае­

мая максимизацией апостериорной фушидии правдоподобия, будет 

такой же, как и решение, построенное методом регуляризации, 

при условии, что « .s s c ^ /c ;^  . Однако если подходить к оцен­

ке параметров иэ уадовия максимума апостериорной функции прав­

доподобия, то необходимо фиксировать на основании каких-то со- 

обра.'сений значение и ори этом значении искать мини­

мум функции (113), При построении хе регуляризовакного реше» 

ния параметр регуляризации оо подбирается из условия

( Ф < т ) - у ) Ч Ф ( т ) - у ) “ б ^ ,  (ÏÏ4)

т .е . 11редполагается заданной диспе]Ч:ия исходных наблхщений

Итак, различие в саособах построения оценок состоят в 

тон, какая используется информация относительно погрешности 

наблвдений: либо задается отношение дисперсий наблюдений и па­

раметров и при этом величина дисперсии наблюдений 

оценивается на основе подученной оценки параметров, либо за­

дается дисперсия наблвдекий (или связанная с неб величина б ^ )



и оценивается параметр регуляризации ои из условия,что оцэн- 

ка должна удовлетворять уравнению (114). Правда, при исполь- 

эовазши метода регуляризаща. как уже говорилось в § 4 ,  есть 

возможность оценивать параметр регуляризации оь при отсутст* 

ВИИ ин(Ьормадии о величине д  (квазиоптимадьный способ выбо 

ра сс.). В этом случае, казалось бы, мохно обойтись вообще без 

информа1а1и о погрешностях набЛ1;цвиий, Но такой способ приво-> 

дит к удовлетворительным оцеккам (близким к решению) только 

при достаточно малых 6 ,  При погрешностях,соответствующих ре­

альным наблвдениям, регуляризованное решение хотя и есть ус- 

тойчизое решение, но его точность может оказаться очень низ­

кой.

Остановим еще внимание читателя на различии метода pei7 ~ 

ля})изащш и метода поиска экстрецума функции отклика о по­

мощью дви»11ированил (§ 7 гл .П )*  Дело в том, что по форме эти 

методы довольно похожи, и мохет создаться впечатление,что они 

эквивалентны по существу. Метод демпфирования на каащом ша- 

ге итерации использует регуляризацию, но в конечном счете он 

приводит не к регуляризованному решению, а к тако||^у, которое 

соответствует минимуму заданной функции отклика. Это обуслов­

лено тем, что на каадом шаге в качестве начального приближе­

ния, используемого прк построении стабилизатора, берется не 

ОДНО и то же значение, а решение, полученное на предыдущем 

шаге. Таким образом метод демпфирования представляет собой 

устойчивый метод поиска экстремуш^ который приводит к реше­

нию в случав, когда обычные итвративнйэ методы расходятся.



МЕТОД БЭИКУСА - ГМЬБЕРТА

§ I . Постановка задачи

Мбтод, разработанный Бэй1̂ 00И н Гильбертом [50-52, 55] е 

soipoico используемый в зарубежных исследованиях, предназначен 

для решения таких задач, в которых число исходных данных ог­

раничено, но точность их достаточно высока; в то же время мо­

дель - оространственлое измененге тех или иных фгзеческях па­

раметров т ( г )  - не может быть априорно представлена коноч­

ным набором параметров. Тшиш образом, пространство наблкщо- 

ннй У является конечномерным, "наблюдения" - у  - представ­

ляют в этом пространстве точку или довольно узкую область, а 

пространство моделей /Н является бесконечновюрным. (Разумеет­

ся, иококую модель - для конкретности будем ее считать одно­

мерной функцие>( m i r )  о любой степенью приближения можно 

представить конечным набором значений т̂ - в достаточно тон­

ких слоях этом размерность пространства 

Ai будет весьма велшса и в общем мокет значительно превышать 

размерность пространства К ) .  Очевидно, что подобная за~ 

дача имеот бесконечное мнокество решений. И длл того чтобы 

ставить задачу о выборе еданствонного решения иэ этого множе­

ства, на класс решений следует наложить опредвло1ШЫ0 ограни­

чения.

Задача в т ^о й  поотшювке возникла при п ош т :е  исполь­

зовать данш^е о периодах соботвенных колебаний для изучения 

строения Зе)лг:;. Катяой модели распределения упругих постоян­

ных в Земл(. - Х ( г ) ,  р (^>  “  мо.-чвт быть поставлена в 

ооотвотстрки олр0д.}ленпол совокупность периодов собствегашх 

колебашгГ!, члсло кЬторих неограничено. Наблвдв131я же по- 

ЗВ0ЛЯ1ТГ оп|)ололи1 Ь конечный и притом весьма 01т-аяиченыый на­

бор таких даннш:. Но поскольку ети даяние несут ии<|)ормацию od 

упиггях свойствах Земли, дополнящую иадш продс^авлеяил.полу-



чаеше путем интерпретации других сейсмических наблщений 

(объемных и поверхностных волн), то имеются основания для та­

кой постановки задачи. '*

На каящом этапе наших знаний о строении Земли существует 

определенное представление о распределении тех или иных физи­

ческих параметров з Земяе, обобщающее все предалушие исследо­

вания. Поэтом? можно ставить задачу так: что добавляют те или 

иш1е наблюдения (пусть их даже весью ограниченный набор) к 

имеоцимся представлениям? 1{наче говоря, какое минтлзльное из­

менение следует внести в принятый на данном уровне наших пред­

ставлений разрез Земли, чтобы при этом можно было удовлетво­

рить используемой совокупности наблвдвний? При таком подходе 

ограничение, наклагсиваемое на модель, заключается в том, что 

искоюя модель должна быть как можно более близка к заданной.

Полученное ори таких априорных ограничениях на разрез ре­

шение m < r) будет одним из возможных. Но, кроме того,как уже 

говорндось, можно построить бесконечное множество разрезов,ко­

торые бы удовлетворяли заданной совокупности исходных данных. 

Спрашивается, можно ли 0характе]ШЭ0вать эти решения какими- 

то общиш для всех них свойствами? Очевидно, что хорошо было 

бы найТ! такие интегральные характеристики разрезов, которые 

бы определялись по заданной совокупности наблвдений однознач­

но и в то же время наилучоош образом отражали бы поведение 

искомой фушщии m ir*y. Собственно говоря, такой подход к яа- 

хожденшо осредненных характеристик разреза положен в основу 

методов, использущих предварительную параметризацию разреза 

(ом. гл. О ) :  фактически вместо истинного распредедеякя m (r>  

мы ставим о нахождении осредненнюс характеристик это­

го распредедекиа в априори выбранных сдоях. При этом выбор па­

раметров (дробление разреза на слои) производитоя обычно ва 

основании качвственш£Х соображениГ о том, какова разрешащад 

опособность нсходшх данных в том или ином интервале глубин.

Подход Бэйкуса и Гильберта тем ж отличается от методов, 

использущих предварительную параметризацию разреза, что ои 

дает возможность ^расдиэовать определение раярешаяаей спо^ 

собности исходных данных и нахождение таких осредненных га- 

уактеристшс, которые бы по заданной совокупности данных (шре- 

делялясь бы однозначно.



Перейден теперь к шгештаческов форао'лнровке задачи.

Прежде всего отметим, что метод Бэйкуса - Гильберта пря-> 

ценим только ддя решения линеардзованных задач, т .е . таких, в 

которых овя8ь М0жау наблюдениями ( /  = 1 , 2 ........ л ) и мо­

делью т ( г )  опрвле-Фгется линейным ^д^ционалом

¿/. =  ^  < ? ,.(г )т (г > < ? ^ . (115)
у

Интегрирование здесь ароизводится по той области среды, хо- 

торан оказывает влияние на нспользуеше в качестве исходных 

данких характеристики геофизического поля у- . Как уже гово­

рилось в гл»|, в таком виде может быть определена в обцем слу­

чае только связь мешсу поправкой к некоторок^ начальному при­

ближению и раэносты) мекду наблддаешми характеристи- 

камв ПОЛЯ у 1 и рассчвтанныии для этого начального прибли«е~ 

НИЯ. В дальнейшем ддя простоты мы будем считать Землю офери- 

ческа-симметричной и интегрирование в (115) производгть толь­

ко во г  от центра Земяи ( л «  0 ) до поверхности ( г  « ^ ) .П р и  

этом под /77 (г ) будем понвмать поправку к начально!^ приближе­

нию, а под у.-‘ разность медду наблвдаемой и рассчитанной 

ддя начального прибдихенин характеристикой поля. Таким обра­

зом, вместо функционала (115) будем рассматривать в дальней­

шем следущий: ^

У i^^%  С ^ ( ' * ) т < г > ^ г , (116)
о

или в общем виде

у = А ш  , (117)

где А - линейный оператор. В частном случае, когда т  при­

надлежит фуякциэяальномн пространству, виц этого оператора 

описывается выражением (116). Если т  принадлежит конечномер­

ному Щ)осграыотау , го А - »втрица л х А ,  преобрааущая 

к " ,  причем Лг>л.

Лоохольху система уравнений (117) имеет бесконечное мно­

жество решений, то обратная задача отавится так;

а) яаЛти решение, удовлвтворащее уравнениш (II? ) и не­

которым ограничениям, накладываешм на исксц/ю модель;

б) одредолить такую сглалвиаую {уаюрго < л ?(г )> , которая 

определяется одвовначно, и в то же времп дает ~ по возможности 

яавдучшее дредстазланж© ■© фу акции ~ т { г ) '



Это по сути дела два разных подхода к решвнхс эада'Ш

(117). Но рг тот и другой известны в литературе под общим на> 

званием метода Бэйкуса - Гильберта .

§ 2 . Построение одного из возможных решений

Вначале 1<ассмотрим случай, когда исходцшв дашше у .  не 

содержат погрвишоотей. Как уже говорилось, для построения ре­

шения. удовлетворяпцего системе уравнений (1 1 7 ) , должнн быть 

наложены какие-то ограничения на функцию т(г>). Поскольку, как 

правшю, mi.r') представляет попраэку к некоторому начальному 

приближение:, то естественным является требование минимвзации 

этой поправки, т .е .  наиболыие!! близости искомой модели к на­

чальному приближению (в дал’жеШпем мы увидим, что 1югут быть 

и другие ограничени я ). Бели расстояния в пространстве моде­

лей определяются в квадратичной метрике, то это сводится к

требованию i л ,
11^11 - J  (r>rfrtamin . (118)

о

По форме фушсционал (118) совпадает со отабилиэирущим функ- 

даоналом (104) при £, О, Однако в данном случае не 

следует поништь наложение ограничения (116) как регуляризар- 

ШП). Напомним, что метод регуляризации используется в случае, 

когда задача при точных входных данных имеет единственное ре­

шение, а щ>и наличии погрешностей решение становится неустой­

чивым. В данном случае задача при точных входных данных имеет 

бесконечное множество решений и наложение ограничения (118) 

используется не ддя нахождения устойчивого приближенЕЯ к ис­

тинном/ решению, а для выбора одного иа возможных решений.

В линейной алгебре при решении неопределенных систем 

вводится понятие нормального решения. Ёслн система имеет бес­

конечное множество решений, то нормальным решением нааывается 

такое, которое миннииэнрует корну ьокомого вектора й т П  . 

Таким образом, решение задачи (117) при огравнченин (€18) яв­

ляется нормальным решением.

Задача нахождения решения, минимизирупдего функционал

(118) и удовлетворяющего уравнениям (1 1 6 ) , является задачей 

вариационного исчисления и решается о помощью неопределенных 

множителей Лагранжа. Вместо условного минимума (118) отыски­

вается абсолютный минимум функционала
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d r .

7равнбнкя Эйлера да»г

m { r )^ '2 , 'K .jC j i r }y  (119)

а ко»ф|ш1венты X j  олрелеляотся подстаиовхой выражения (Í I9 ) 

в систем/ (S 16 ):
А

S  >-у 5  » /< = 1 ,2 , . . . , п ,  (120)

Таким образом, задача овсиштся к решении сиотеш линей­

ных уравнений ({2 0 ) . Матрица этой системы является симметрич­

ной, а в случае, когда все ядра G-ir) линейно независиш, то 

в подонвтельво определенной. При атом система (120) всех’да 

ш еег  рвоенве.

Используя выражение для оператора прямой задачи в фо1т в

(117), мохно ваписать решение, удовлетворяющее ограниченшо

(118) в в *,в  . ( Ш )
m

В раосмотренном случае, когда m  принадлв.*гт üyBxmoaaibHoxty 

пространству, длементн матрицы определяются следущим

образом: , %
U A ^ )^ y  =  |  C l ir ^ C jir ^ d r  . (122)

Болж мел(ду какиш-то ядрами существует линейная

вависнмость, тс система (120) оказывается вырожденной и мат- 

ржпи^обратной АА^, не существует. Этот случай будет рао- 

смотрен в гл .| . Здесь же мы будем считать, что система (120) 

невырожденная.

Теперь перейдем к расомотрению случая, когда исходные 

данные содержат оанбка. Вначале опишем способ реаения, пред­

ложенный ддя »того сл '̂чая Бейкуоом и Гильбертом [&0].

Сначала предположим, что ошибки нехоррелированы и мак- 

сишльно возможная оишбка величшш у,- равна С у . Тогда зада­

ча ставится так; среди всех т(.г)^  удовлетворящих неравен­

ствам я

y j - t ^ j ^ ^ G j i r ) m i r ) d r 4 .  » (I2 J )



найти такое, которое минимизирует ^
о

Легко ПОНЯТЬ, что такая постановка задачи справедлива 

только для случая, когда распредаление ошио«и наблвдений мо»- 

но принять равномерным, т .е . когда пространство у  имеет мет­

рику С ,  Эта задача решается аналогично предцдущей. Модель 

m ir )  выражается в ввде линейной комбинации ядер

т ( ^ )  =  , iI24)

а хоэ^ицвенты \ , подбираются иэ линейных неравенств 
* д

* ^ 0  2 
Причем так, чтобы минишэжровать т  i r ) ä r  .

Предположим вначале, что ядра G^ir)  ортонормированы,т.е. 

S ^ a i < r )C j i r )d r  = B ,.j .

Тогда систею лкнеЁных неравенств сведется к следущей:

<  X ,. < , (125)

С m ^ ir )d r  =  2  •
♦'о J ''

Требование приводит к тому, что иэ возмож­

ных значений , определяемьа неравенствами (1 2 5 ) ,следует вы­

бирать минимальные по абсолютной величине.

Если ядра неортогональные (что обычно и имеет место), то 

производится такое преобразование, чтобы ортогонализировать 

ядра. Иначе говоря, выбирается новая система данных,являщая- 

ся линейной комбинацией исходных, ддя которых ядра были бы 

ортоноркированы. Это легко сделать путем пряведенжя матрипы 

системы (120) к диагональной форме. При этом, однако, ддя но­

вых данных ковариационная матрица ошибок мохет оказаться 

диагональной, е для них ухе не будет справедлива система не­

равенств (1 2 3 ) . Таким образом, задача эаклптается в том, что­

бы джагонализировать матрицу G fir )G jir )d r )  , 

сохранив диагональной матрицу ковариации»

Бели хе матрица ковариацкй была недиагональной, то нухно 

диагонализировать и ее. Поскольку обе матрицы сишетричвые и



нолояятедьно oopeделенные, то хх ыохно совместно ярдвестя х 

днагональноь^ виду.

Теперь рассмотрим случай, более соответствухций реальным 

наблпденшш: будем считать, что раощзеделекне ошгбкд величины 

¿/у не равномерное, а HopMajibHoe о нулевым средним и днепер- 

сией <3у. В этом случав ми ухе не имеем права считать, что ре­

шение прямой задачи, определяемое фушсционалом Gj(r)m(r)ifr^

долхыо удовлетворять системе неравенств (1 2 3 ) . 3igecb следует 

исхадить из того, что ошибка распределе­

на нормально, и если ошибки независимы, то функция т ( г )  дол»> 

на удовлетворять условию иинииизацки взвешенной суммы квадра­

тов отклонений:

в то яе^время т { г )  должно удовлетворять и миницуМУ Функцио­

нала V m *(r )ifr  . Очевидно, что решение такой задачи всэмож- 
0

но, если заранее определить, в каком соотношении должны нахо> 

1Р1Тьоя оба минимизируешх ^нкционала. Иначе говора, такая за­

дача сводится к м1танмиза1щи линейноЯ комбинации функционалов

вида 1 А г Я

у J  C y (r )m < r )i /r ^  J  m * (r )r fr  , (126)

где значение ü  должно быть выбрано из некоторых а1фиорных 

соображений.

Рассмотрим, над мэжко трактовать ^  . Коля т ( г )  есть по­

правка к некоторому априорно выбранному начадьноцу приблихе» 

ник> модели, то о(№чно првдполагаетоя. что это начальное при~ 

бЛЕхенхе получено как решение обратной задачи по каким-то дру­

гим данным. Поскольку такое решение всегда определяется по 

данным, имещим погрешюоти, то оно никогда не бывает точным, 

а имеет некоторую ошибку, дисперсия xovopoK быть извеот^

на. Строго говоря, она додлна зависеть от г . но в первом 

12р£ближешш мояно принять ее постоянной, равной Тогда не

основала выводов § 9 г л .О  легко видеть, что 1 / с ^  ш 

выражение (126) по своей orpyicrype аналогично функции откли­

ка при оценке по методу нахменьших квадратов, иостроенно)! о 

учетом априооной вероятвостж модели.



Представляя, как л ранее, m i r )  ъ виде линейной комбнна- 

1ЩЯ ядер (1 2 4 ) , подставляя в выражение (I2 6f  и определяя K08<|h 

фициенты иэ условия его минишэаитти. получим

где =  C¿ir)Cj-ir)i/r. В случав, ко/да ядра ортонорлшро- 

ваны, решением системы (127) будет

>-?= i-y А' + ='/'=»> •
Систему (127) удобнее преобразовать к виду, кото]шй в 

предельном случае d  непосредственно переходит в систе­

му (120 ), Действительно, (127) можно записать в виде

?  S  V U - ?  - v f í  1 = “ ’ 7 = 'Л - ."-  (« 8 )
J ■'

Поскольку матрица В по предположению не является выроаден- 

ной, то решение систем! (126) совпадает с решением следующей 

системы: с*

4 2 9 )
* т

И при уравнения (129) переходят в уравнения (120).

Система (120) по исходному предполояенш) не является вы- 

роященной. Но матрица систеш &  может оказаться плохо обуо­

ловлвнной, и, таким образом, если правые части содержат ма­

лые погрешности, то можно полу'£ИТь решение, далекое от истин­

ного. Лля нахождвоия устойчивого пргбликекия к рвшешш можно 

использовать метод регуляризации в той форме, в которой он 

($ыл описан в § 2  гл.Ш, Но в данном случае удобнее использо­

вать другой подход.

tí конечном счете нам необходимо получить не вектор 

А { > - р  X j  » являзсцийся решением системы (1 2 0 ) ,а ре­

шение системы (1 1 7 ) , минишэпрущее норму 1{лп{|, т .е , нор- 

шльвое ретеняе. А.Н.Тахоновыи било показано [40], что регу­

ляризация нахождения нормального решения сводится к минимиза­

ции следующего сглаживающего функционала:

lly-Am|t%otl|mÍ|^ , (130)

так что регуляризованное нормальное решегае определяется из 

систем!:

г.’:в а* - параметр регуляризаций. 
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Учтем теперь, что m  = А^А , тогда Л  опрвле-татся из 

системы

( а '̂ а а '’ + ооА '')Л  = а ''у

или (АА^  + а . 1 ) Л = у .  (131)

И поскольку А А ^ «  в , то система (131) совпадает с системой 

(129) в с,лучие, когда все Су р;1внк ме.'хду собой. Ксли обо­

значить öy = »У ( J  = ^ ........ ^  . то п.-’-рамстр perv.noHsaiyni

О. оказывается равен отношению дисперс;::! . Этот же

результат был получен при сопоставлении мотода регуу1яриза:1;ии 

с методом максимальной апостериорной вероятности (см.§ 6 гл. !̂). 

В предельном случае оо О рогуляризованное решение совпадает 

с тем, которое получается по ?летолу БэЯкуса - Гильберта, ког­

да исходные данное зада1Ш то»шо.

Трудности, с которыми при'-’о.'ситсл ста-ткинаться пои реше­

нии обратншс геофизических задач методом Бэйкуса - Гильберта, 

СБЯзань! с неединственностью решения и необходимостью линеари­

зации для построения одного из возмо;йшх решений. Как мы ви­

дели, Д-1Я нахождения одного из возмо.тлкх решений вволится не­

которое ограничение, но не на саму искоь^ю модель я?(г), i на 

поправку Л ш (г )  к некоторому шюиуг'ольно выбpnннc^v началь­

ному приблихенил' тг!^(г). П’̂ отому сло^о'вт о;л1дать, что получа­

емая в результате решения иско№х.ч (?7 нкци-: m i r )  будет зави­

сеть от начального приближения. üTa зависимость будет тем бо­

лее .у|;;ественна, чем меньше информации содеркитсл в использу­

емых данных.

П р и м е р  I .  Определение скоростей упругих волн и 

плотности в шнтии по данным о периодах собственных колебаний 

Зе\-»ли. В качестве примера приведем результаты решения обрат-

ной задачи, полученные БэШ^^сом и Гильбертом в одной из ран­

них работ [55], где они впервые применили описанный метод ддя 

построения упругой модели Земли, т .е , для нахо^шения скорос­

тей продольных и поперечных в; тн Ур(г> и v ^ir ) и плотности 

р(г> по даншл! о периодах собственных колеба5ШЯ. В качестпе 

исходных данных были взяты пепиоли £7 колеба1Пь1: д*5',д . 0*^23'

0*̂16 » 0*̂35 » 0*̂<|3 > 0*̂ 52 • 0*^в0 » » О *̂ 87 * О 2̂3 » О 2̂9 '  О 3̂6 ’

0^ . »  0 5̂ 5* 0^66» 0^ ^ »  0 1̂05 • '̂-рзме того, в качестве ограни-
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чвнК; на распределение плотности была добанлени данные о сррс- 

неЛ плотности Зешш и ее моменте инерюш.

Решение строилось из двух начальных приближений (рис.23.о), 

ОДНО иэ которых соответствовало модели Гутенберга (ггунктирные 

кривые), а для второго скорости в мантии были ьадты постоянны­

ми. ранними их средним зыаченилм, плотность же монотонно воз 

растала с глубиной (сплошные кривые). PeзyJy,тaты решения, по­

лученные путем послбловательннх приближений, изображены на рис . 

23, е .

П

а

■JS

\

■5

0,6 0^ , %о1,0 0,6

?шо, 23.

В глубинных частях мантии решения ояльнс различаются,при* 

чем эти различия имеют тот же характер, что к различия мему 

начальными пряблшкекшшв. Но в верхней части мантии решения 

имеют общие особенности, выраженные в наличии двух зон пони­

женной скорости* Особенно хорошее совпадение наблюдается для 

первой эоны, в которой ивкимадьная скорость соответствует глу­

бине 86 км. Здесь оба решения ярахтячеохи coBoaoajDT. Во вто­

рой зоне (на глубине 320-340 км) уже заметны различия в рас­

пределении скоростей, хотя в обоих решениях эта зона выявля­

ется.
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Отмеченные особенности пвшений обусловлены гфиродой ио- 

пользованних дятшх. При решении этой задачи вспользов(1Лнсь 

данные о периодах только основных мод ( л в о) с достаточно 

высокими номерами (от 19 до П для ^¡-вроилальных и от 23 до 

105 для крутильных колебаний). Такие колебания, как известно 

иэ теории, сосредоточены в верхних слоях Зе>л-ш и насут инфор­

мацию соответственно о верхней части разреза.

Приведенный приме; показывает, что для того чтобы су­

дить о "качестве" решения, нано иметь возможность оценивать 

раярешающую способность исходных данных, т .е . уметь опреде­

лять, в каких обл аст/1Х с  какой степенью детализации может бы«» 

построено решение по заданно» совокупности данных. При исполь­

зовании статистических методов эта задача решается путем по­

строения информативных областей (§ 8 г л .П )*

П р и м е р  2 . Определение геоэлектрического разреза по 

данным [/ТЗ. В качестве исходш. : данных были взяты значения

кажущегося сопротивления ( п  = 20) в интервале периодов 

0,61 с < Т < 530 с, осложненное ошибками наблюдений.

Так же, как и в предыдущем примере, решение строилось 

из двух различных,представленных на рис. 2 4 , о , начальных при­

ближений. 3 случав I (на рис.24 - сплошные кривые) распреде­

ление проводимости на глубинах О < л  < 8 км аппроксимироталось 

кусочно-постоянной функцией Л, - ( I ;  О .Ь ; I ;  1 ,5 ;  3 ,5 ; «х» ) 

км, С,-= ( I ;  0 ,023  ; 0 ,6 3 ; 0 ,017 ; 0 ,6 3 ; 0 ,012 ) С ^ м ;  В случае 

Ц  (пугостирные кривые на рис.24) проводимость считалась псь 

сто.хнной во всем полупространстве -г> О и равной 9* 10“^  Сц/м. 

Начальные приближения были выбраны так, что соответствущие 

им крЕвые зондирования (О на рис.24,<Г ) оказались весьш да­

леки от точек, отвечасщих исходным данным. На этом яе рисунке 

изображены кривые ( /  ) , соответствущие решениям, полученным 

из этих начальных приближений.

Найденные решения различаются количественно (рис.2 4 ,^  ), 

но для НИХ обоих хареисгерны одни и те же качественные законо­

мерности: понижение проводимости на глубинах 3-4 км и 8-10 км 

и возр{>стание ее на глубине 5-7 км.

Друше примеры использования метода Бэйкуса - Гильберта 

для оценки распределения проводимости в Земле модно наЯги о 
работах [66, ¿7].
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ирнведеннио в § 2 прнмб1>ы илясстрируют неединственность 

решения обратной эпдяти для исходной модели. Но и в линеаризо­

ванной постановке (116) обратная задача имеет бесконечное мно­

жество решений. Испольэовпние огриничеиил на искомую (fyHKiaiM 

позволяет внбрать из этого множества одно возможное решение.

А полная совокупность решений m ir)  характеризуется тем, что 

все 01{И ДОЛЖНН удоьлетворять интегральным соотношениям (116), 

Каждый из Функ1июналов (116) можно трактовать каз? результат 

ос['вднения функции m ir) в интеовале (0 ,Ä ) о весом G^ir)^ а 

значения этих результатов осреднения и определяют то общее, 

чем характеризуются все воэможние решения задачи. Но при этом 

ОНИ не даст ншсакого представления о характере функции m < r). 

И хотя бессмисленно ставить задачу о поиске т ( г )  (т;ис как ро- 

шение этой задачи неелинственнс/, можно искать другие способы 

осреднения т ( г ) ,  которые мо)чно было бы получить по исходным 

данннм однозначно и результаты которых давали бы наилучшев 

Гфедставление о поведении функции m ir ),  т .е . отвечали бы уо- 

реднени.) т ( г )  в возможно более узкой окрестности заданной 

точки Г р . При условии, что m i r )  - достаточно гладкая функ­

ция, результат такого сглаживания будет более или менее близок 

к истинно^ог значению m  в то'ке г^. А ширина интервала сгла­

живания, точнее такого, внутри которого сглаживающая функция 

зна’гительно больше, чем вне его, будет характеризовать разрв- 

шах»дую способность данных в окрестности точки г^ .■

Ü рамках метода Бэйкуса - Гильберта рассматривается толь­

ко линейное осреднение функции m ir)'.
й

< т > ^  »  j ^ ir ,r ^ )m ir )i f r , (132)

где tAir,r^)~  сглаживащев ядфо, которое пренполагается нор­

мированным, т .е . удовдетворякщим условиаз = I.Оче­

видно, что если (8<л)- г1)уккция Дирака),то 

оглаженное решение точно совпапзет с m i r ^ ) .  

Поэток/ для того чтг̂ (у- < т > ^  как можно лучше отражало зна­

чение mir^),  необходимо, что(А| сглакивавдее ядро било как 

можно более близки к в -':унк1ши.



Сгла'кенлое решение определяется через исходные фунюдаоня- 

II.' (5 16 ). Лри эт'JM, поско;1ьку и фуикшюшиш (!10) и сгла'кен- 

иов решение < т > ^  лииенно выражаются черв:’ т (г )^  . ■ и 

< т > ^ ^  мо:<от Оыть прелстаилоно в виде яинеЯиий к1)кйии?';или 

этих Фу)тамонал()н. Соотьетствеппо значения сгллу.внной |?)ункции 

< т > ^   ̂ агвеча;'ЖИ0 зацгишым наблюдеиичм б--1ут линейной 

комОина11>1еИ данных, Такнм образом,

< т  ^ )¿/J =  ?  I  <г) ^  (г )

и сгла-лииашцее ядро выранаотся и' ви,де линейной коиЗанации функ 

ционалов (И 6 ) :

= ^  OJi^'¡¡)0J(.r). (133)

Коэ<)фициенты этой линелнои кокзинации должны опое'1еляться яз 

условия наилучшей ’'cocpe;íOтoчeiшocтн'' функции uf(r,rg) около 

точки , т.е, максимальной близости :с 6 -(Ьункцни.

Критерии "дельтообразности" сглаживащего ядра могут 

быть разными. Одним иэ подходов к построению фушчош и? (г, г,) 

характеризуодейся большими значениями при г  , близких к точ­

ка г, , и быстро убыващей по абсолкзтной величине при удале- 

ЕЕИ от нее, яаляется минимизация функционала

^  J (r ,r g )i /f ^ ^r ){ fr  , (134)
V и V

В котором функция Л г , г ^ )  обращается в нуль в точке ^  

и МОНОТОННО возрастает с возрастанием Примерами таг.

ких функций могут бнть

Очевидно, что нз нескольких ьозможных (|!ункци̂ ! 

слв;!ует выбирать такую, для которой значение функпхонала (134) 

ддя любое функцЕИ, опрвделявизй внрахвнивм (133) к удовлвг80> 

рающей условию нормировки, будет минимальным. Обычно для про^ 

стоты вычаолвний выбирает ^О'нхцжю (135).

1308М0яки и другие подходы к выбору критерия дельтообраэ- 

яоотж оглажквапдей функции» некоторые иэ которых будут рво~ 

смотрены далее.



Решение < т > у .  ̂ yi, >.и[«творя‘'*:[ве вибраннок^ критепиь 

дельтообразности сглакина'кывго яира, mo;«io назвать локально 

усреднонним.

Поскольку постриеняе Фун дай кЛ{г,г^) оь^аится к опреде­

лению коэ{?»|)ИИиенТ'Л< a¿ п iíup;i;*ei[HM (133), то использование 

критерия дельтообразности (ÍLJ4) для ^̂ lyioumu u?(r,r¡j) прийодит 

к задаче на нахоаденив условного экстрек^ш в пространстне 

коэФГ'Ициектов а-, Обо.кга'отм функ(1ионал (Г34) 'icpcrj s ir ^ ) .  

Учитывая выражение дл i J <

функцию неиэвестннх KoaírfiHiuiOHTüB a¿ :

я

'S<^0> = 2 S  j* ^  ir , r^) с  ¿ iry C jir ) d  г . (I3G) 

• y  o

Условие нормировг.и о1(.г,г^^) поиволит к TpaMMeiravi

2  =< ■
J o

Тахим образом, чгдача сволятся к отыаинаю экстремума 

(1о6) тзи условии (137),

Перейдем к матричным обозначениям, ¿введем матрицу S  ,эле- 

><енты которой я

= S  '^ < ''f ' 'o ^ G .i r )C Á r )d r . (130)

о

Нвизпестш:е коэ(}х*)иииента буяем считать компонентами век­

тора а , а величины - компонентами вектора

0 Таким Обр а зом , следует минишзиро1з)лть «у = а ^ 5 о  пои усло­

вии g  = 1 .

Введение неопределенного множителя Ла^гранжа приводит к 

задаче на нахождение абсолютного экстремума ({ункисни а ^ 5 а  + 

что эквивалентно решению систелы уравнений

2 5 а  +• ^ 5  = 0  ,

Э^’а  =11  

Внразим о из первого урапненич:

a = - ( X / 2 > S " ’g

и, подставив это значение во второе уравнение системы, полу­

чим внр;1ке1ше для мнотателя Лагран-г';: - X / Z s C g ^ S '  g  ) "  . Под­

ставляя его в Форл '̂лу (139), получаем решение для искомс)го 

векторп коэ-}г1;и;1иентов:



а . ( Ш)

Величина J (r ^ )  оп])вделяет степень близости сгла'кивниие- 

го ядоу к б -;уш<10О1.

Рассмотрим, как можно интерпретироиать эту величину.Возь~ 

мам в к̂ 1честие */(г ,Г д ) функцию 12<г-Гц)*, И если г ,  )

в интервале <Гц-^/2, 1 /1} постошша и ровна У/1, то

1

г«-1/2 Г

Та1шм oÖpuaoM, в этом случае величина точно равне.

ширине интервала сглаживания. В случае, когда функ» 

’Ия i/f (г , r^j) имеет другой вид, j ( r )  мо.кно трактовать как вф- 

фективную ширину интервала допустимого разрешения* Ёсли дета­

ли искомой функции m ir )  имеют масштаб, превышающий величи» 

ну ,1 , то такие детали могут быть разрешены при использованкн 

рассматриваемой выборки данныа. В противном случае выявить их 

по заданной выборке наблкщени1( принципиально нев0зм1зжн0.

Величина <s харак> 

терм;ует раэрешапдую 

способность данных,хотя 

и не дает представления 

о характер>е сглалавгшия. 

На рис*25 изображены 

разные функции 

которым соответствует 

одно и то же значение i , 

Позтол5у для полного су­

ждения о характере лсь 

Рио.25. кального усреднения ре­

шения необходимо знать не только соответствущую величину s, 

НО и вид функции «/# (  г , ) .

П р и м е р  ! •  Проиллюстрируем вид сглаживающих ядер 

получаешх но разным выбо^жам данных. Пример взят иэ 

работы {б1], где исследовалась разрешащая способность разных 

наборов данных р периодах собственшх колебаний Зем/ш для 

оценки пдотности. Как уже говорилось, аериоды собственных ко­

лебаний определяет распределение скоростей упругих волн и





11Л')ТНости в ;iewie. Если распределение скоростей Фиксировать, 

то оОрг^тнан задача будет заключаться в определении плотноств 

Совокупности периодов разных сойстненкнх колеОаннИ <Эу- 

(LVT х; "'пкте. изоватьсл разной разрешш'^цей способностью.Это вид­

но из результатов по Д1̂ ум выборкам ланнкх о периодах сферо­

идальных колебаний. Первая выборка солго:кала периоды колеба­

ний пои г?= 0 , 1 , , 1 ^ ,  вторая - периода nv» I,

2 ........ 8 и при п =  О, I ,  2 ........ 8. Кроме того, к каждой из

выборок были добавлены данные о средней плотности Земяи и мо­

менте ев HHepiora, поскольку они дают ограничения ни распреде­

ление плотности. Па рис.26 изображены сглаживгшцяе ядра г , 

Гд ) длч разных значений (вертикальные линии). Несмотря 

на то, что выборки характеризуются щжблиэителлно ояинакопым 

объемо!.. (в первой Î7 данных, во второИ - 19), вндно, что во 

втором случав разрешающая способность данных в целом значи­

тельно выше, чем в первом, особенно в глубинных областях Эв)«н 

ли. Такое различие обусловлено природой данных, содерж/дщихся 

в этих двух выборка .

1&бор того или иного критерия дельтообразности сглажива­

ющего ядра определяется видом ядер <7,(г)уТ,е. характером ис- 

польэувкых данных. В случав, когда G^ir) - ступенчатые функ­

ции, критерий мишшума (134) не каилучший. Это иллюстрируется 

приводюшм ниже примером.

П р и м е р  2 ,  Определение распределения скорости по 

данным о временах пробега волн, отраженных от горизонтальных

границ при нормальном падении. Пусть глубины границ г-,- изве­

стны, и задача состоит в оценке скоростного разреза \\а- 

блйдения можно определить следумцтли (функционалами:

‘   ̂S  *
, о

где л<-?> = [г/(г)] , * = I ,  ■'....... ..  . Из элементарных физиче­

ских соображений ясно, что по таким данным можно оценить сред­

нее '’’/ ' ' * ’1-1 
ние скорости в каждом из с."оев: з — ;— ;— : • Покажем,

что этот результат получается и при форм?иьном применении ме­

тода Бэйкуса - Гильб*»ота, если в качестве критерия дельтаоб- 

разн(К;ти взята яшринп ии^твала, г п р  отлична

от И^'ЛЯ, Поскольку 
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гда Л‘<х) - функцнй Ховисайда, го очевидно, что нeлiIч)í>̂ î  

будет минимальной, если в качестве нее взять толщину слол.гцн 

находится рассматриваемая точка : л (^р ) = , если

. Коэ((«?)иго1внти в этом йлyч.̂ ie <3удут слвяу»>

[цими: 

а, ,=

ири этом

а.. =

<п>^  = -
о 2 : -г. ,ср

А если бы ~л решенци этой задачи 01Гределять а,- ц-4 усло­

вия мннммизации (134),то сглаживахшая функция была бы отлична 

от нули не только в том слое, где находится рассматрянаамая 

точка, НО и во всех остальных слоях.На рис.27 для случая трах

г---- 1

0‘ -*Т 0*~ \
(_____



равных по ТОЛПШН0 слоев Л, = = 1 /3  жзображены сглажж-

вашие ядра» отвечащие разным критервш дельтообразноств. 

Сплошной лянвей изоОражена функцвя соответствую­

щая мвнжм7 ч> шярикы интервала, где она отлвчна от нуля, а 

точечной лшнией - минвл^ЧУ (134) прв . Даже

когда раосматркваеиая точка каходится в центре плоя 

(рве. 27 ,0  ),  сгла'кивание, удовлетворяющее критерию дельта-

образности втл1л, проводится ПО болев шрокой

области. Ёслн ле точка сдвигается к гранвце слоя (рю.27.^1 

в сглаженном решенш! возрастает вес соседнего слоя.

Упомянем здесь еще об одном критерии дельтообразности, 

который будет более подробно рассмотрен в $ 6 . Боли ||7 нкцня 

uf(r,rg) приближается к ^ ® -Функции, то очевидно, что инте­

грал от нее = j f (r \ r Q )d r ' должен приближаться к 

функщгв Хевисайда //(г - гд ). А близость Ф < г ,г р )  к /f (r - r g )

можно опреде~чть величиной функционала 
я

“ ^2 * [ ф (г ,г р )- //(г - г д )] ^ £ ? г  . (14П

О

Таким образом, можно определять коэффициенты а,- из условия 

минимизации определяемого выражением (141). На рис. 27

пунктиром изображено сглаживащее ядро, отвечащее тнимуцу 

(141) для того яе самого примера. Из атого pnoj чка видно от­

личив такого критерия от рассмотренных ранее.

Нетрудно показать, что если i/f(r,rg) является П-обпазяой 

функцией, отличной от нуля в интервале (Г д ~ 1 /2 , Г р + / /2 ) ,т о  

л < Гц )»г .

§ 4 . Разрешащая способность данных, содержащих погрешности

В $ 3  оглалеяное ровение < т > ^  было определено как 

линейная комбинация данных ^

< т > ^ ^ ш ;^ а ^ (Г д > у . , (142)

и для того, чтобы <П7>^ являлось наилучшим локальным ос­

реднением функции w < r )  "в  окрестности точки коэффициен­

ты Of рассчитывалиЬь па основании того или иного коятерин 

дельтообразности сглаживащего ялра. Очевидно, что если лан- 

кый у,, не точные, а содержат ошибки, то и решение < т > ^  
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тоже будет опред&пвно с ошибкой. Лиоперсия этой ошибки выра- 

яшвтся через ковариашги ошибок исходных наблюдений:

ИЛИ, если ковариационную матрииу ошибок наблю1ч-1Шй обозначить 

чеоеэ Р, то р * я о '^ И о .

Чтобы решение (142) наиболее точно отражало сглаженную 

тем или ИНЫМ способом модель, необходимо, чтобы в: о дисперсия 

была как можно меньше. Таким образом, при определении чоэф(![)И- 

циентов следует исходить не только иэ условия наидучшего 

разреше1шя, ко и иэ требования, чтобы точность получаемого ре­

шения была достаточно высокой.

Можно легко показать, 'ггс минимизироват' одновременно 

и нельзя, если только матрици Р я 5  не окажутся случайно 

подобными: при уменьшении ^ величина будет расти, и нао­

борот, уменьшение будет приводить к увеличению ,5. Это 

можно понять нз рассмотрения геометрической кнтерсрвташа ре­

шения.

Решение, удовлетворящее наилучшему разрешению, т .е . ми- 

НЕмуцу ^>а^5с1 при условии можно представить как

точку касания эллипсоида в пространстве пара­

метров с гиперплоокостью ^   ̂ определяемой уравнением

I . На рис. 28 это ппоял<шсгр1фовано для случая трех-



мерного пространства ( п  - 3 ) .  Аиалогишо, решение, обладаю­

щее наибольшей точностью, будет представлять точку касания 

пг'угого эллипсоида, определяемого уравнением р* = а ^ Я а , с  той 

же гиперплоскостью. Поскольку матрицы 5 и R яиляются положи­

тельно опредаченннми, то оба эллипсоида будут строго выпуклы­

ми.
I аэннм значениям j  будут соответ^лтвовать подобнче эл­

липсоиды, прв этом значению отвечать такой,ко­

торый не имеет o6duix точек с гиперплоскостью Л  , а значению

- такой, который пересекается с ней по некоторо»^ 

эллипсу. Велм решению, соответствущему наибольшей точности 

( 9 * “ 9тл?п некоторая точка на гиперплоско­

сти Л  , то очевидно, что при передвижении вдоль «Я' от точки 

о .  к точке а величи}1а j  будет монотонно возрастать,То
min rm in

же самое рассуадение можно провести и по отношению к величи­

не . которая будет возрастать 1фи перемещении от точки 

о .  к а .
ГтпЫ ‘"mfr»

Поэтоцу В да1ш  м случае задачу можно ставить одним иэ 

способов: либо задаться величиной разрешения, т,е,фиксировать 

«f ж при этом условии юшимиэировать дисперсию, либо фиксиро­

вать днсперсжю и минимизировать л».

Пусть задано, например, значение j  . Тогда задача све­

дется к нахождению миник7ма функции

a ^ R a  +  - j )  + -1) ,  (143)

где 06 и X  - неопределенные множители Лагранжа.Дифференци­

руя (143) по неизвестным параметрам, приходим к системе урав­

нений

R o  о(.6а + ^ 9 = 0 ,

о 3 С1 S ,

e ' 'g « I  .

Решив эту сиете^ог, мы бы нршле оь = оь(.|9>  ̂ о в о ( л ) .

К сожалению, эта система нелинейная, поэтому ее решение со­

пряжено с вычшслктедькыми трудностями.

Свести поставленкую задачу к решению системы линейных 

уравнений мотою, если ({'кксиповать ие д , е оо удоб­



ства вводится слв;;ущия замена: а  = и»'Чд»> (мноностель и> 

биравтся для сохранения размерносуи), так что эадалатьсл ил- 

дует эначвннеи О и искать -з, X ,  &  как фушсции О . 

стаю (144) в итнх переменных будет иметь вил

а 'д К

Иведем обозначения: V  =  и / П сов О + 4 * 1 п  О , 

•в < и/ Х ( 0 ) / 2 )  с о е  \3 .

Тогда Ш а « - р д ,

1

и*!;.

^ ( 0 )

откуда' а .  W ' ' з < g " w - ’ 5 )

' _г «.-1 - ...

(И б )

=

Рассмотрим теперь,каков- 

ошсл ^  и как слвдув!' выби­

рать значение этой величины.

Прежде всего заметим,что 

поскольку множитель и/ выби­

рается так, чтобы привести к 

ОДНОЙ размерности 5  и П , то 

величини и также ок? 

зывастсч ОДНОЙ размерности. 

Рассшгрим кривую зависимо­

сти шр* от имея в виду, 

что р* и 5 определяются по 

фср|[̂ 7яам (147) , (1 4 8 ) ,т .е . со­

ответствуют решению систеш 

(145) (рис.39). Каждой точке 

этой кривой будет ооответ01ч 

вовать определенное эначвнже 

О , причем легко видеть,что

(

шр*

V
Рт1с

к V ;
Ртш

г̂п1л втаг



точке , со ответствущ ей  р1^,„ (и соответственно л ) ,  будет* III —

отвеч ать  = О, а  точке, соответствущ ей о и ,■ ‘' Г тпа» *
о  = и / 2 . Молто показать (ш  здесь  не приводим этот ьинод),что 
, .  (/{юо^У

------- О есть  у го л , составляеш й касательной
к к])Ипой с горизонталью.

Поскольку в реааьных гео<^изичоских задачах в се гд- жела­
тельно и повисить точность, и увеличить разрешение, то ясно , 
что следо'ет выбирать значение О т а к , чтобы соответствущ ая 
ек/ точка кривой была наиболее близка к  точке С ,
?тп<п  ̂ (р и с .2 9 ) .  ¿ели размершй мно;штель го пибоать так| 
чтобы кри вая и^р*(б) была по возможности симметрична относи­
тельно биссектрисы прямого у г л а , то такой точке будет соот­
в е тс тв о в ать  зкач е 1и<в С , близкое к  и /4.

Срешншл решение (146) для коэффициентов с решением 
(1 4 0 ) . В сл уч ае , если ошибки не учитываются, ^  =и/2 и вы­
ражение (1 4 6 ) переходит в (1 4 0 ) . “>1атрица 5  , как  и рассмот­
ренна я  в  § 2 матрица В , может о казаться  плохо обусловленной, 
а  это  приведет к  ток^ , что обращв1шв такой иатрицы будет неус­
тойчивым, и коэффициенти £г̂ - , ви'оюляемие по формуле (1 4 0 ) , 
будут содержать большие погрешности. Учет сшибки наблвдений и 
соответственно использование вместо £ матрицы V/ приводит к 
регуляризации решения. Если ошибки наблвдениа некоррелярованы 
и имеют одну и ту  же дисперсию с *  , то и вычисление
по фор)1(уле (14 6 ) эквивалентно вычислении по формуле (1 4 0 ) ,но 
при этом иместо обращения плохо обусловленной матрицы 5  будет 
производиться обращение штрицы, полученной из 5  добавлени­
ем некот<^рого положительного параметра к  ее ди агон а ьным эле­
ментам. Т акая матрица будет уже хорошо обусловлена.

§ 5 . Нахо.ждение одного иэ возможных решений 
в с л уч ав , ко гд а  ядра не яв/ ются квадратично интегрируемыми

Все выводы преды;1увдх параграфов справедливы только в 
с л уч ав , к о гд а  ядра ква:;.ратично интегрируемы. При определе­
нии одного нз возможных решений матрица систем ; (120) имеет 
диагональные элемент! пои построении сглажен­
ного решения в ромках критерия л^льтообразности, заключаще- 
го ся  в минимизации (1 3 4 ) , таюке используется  матрица, диаго- 
160



нальные элементы которой Очевидно, что
если ядра Ĝ îr) таковы, что указании« интегралы не существу­
ют, то весь  опис анный в предилущих параграфах аппарат пост­
роения решения становится нен именим. О тшсим случаем  прехо­
дится встречаться при решении обратных ш ш еш тических задач 
лучевиИ сейсмики, т . е ,  при определении скоростного р азр еза  по 
годографу. В § гл .|  было показано, что сияэь поправки к  го ­
дографу t t f  с поправкой к  скоростному разрезу 6 v i r )  опреде­
ляется следущим функционалом:

8 л . - г  с  ,  a m

где г ^  -  значение г  и тм jcu шним!/ш ^ -г о  л у ч а . В этой 
точке ядро G-ir) имеет интегрируемую особенность, но интег­
рал от квадрата G^ir) расходится.

Для HaxoiiuieiütH решении, удовлетворяацего условию миил-
миза1Ц1и ^ [6 y ]V r ,  нельзя непосредственно применить метод,опи- 

0
санчиЯ в § 2 ,НО если рассматривать ядро (функционала (149) как  
предел (функции

I  О, r < r ;  r > r ^  ,
Щ)И стремлении г  к ^ ^ , т о  Формально т.ткое решение мо.тло по­
строить. JInw ^ э т о  рсыонио бг/<г) по всех  то чках , кро­
ме _ будет равно нулю, а  в самих точк.'1Х будет

иметь интегри1;уелс^ю особенность такого типа, что ^  [5 v ]* rfr= 0 , 
а  интегралы (149) конечны. Для случ:^; z/Q = c o n 5 l нетрудно по- 
к а з 1ать, что особенность в точ7'ЛХ г ^ г ' ^  при стремлении г  к 
г*Д сппав-i б у”,ет тип:1

l n

Такое решение действительно будет удовлетворять условие 
минимизации i{iyHKUJiOH.'j.';;. и n то же время соответ-
ствукшим выбором коэФ^)Ициентов ари (150) можно добиться то го , 
чтобы выпо.чнялись соотноиения (1 4 9 ). Однако это решение не 
является прием-чем1.'м с  (МзическоЯ точки зрения, а  з н а 'а т ,  кри­
терий миним1:5.|-а:;< j^ n ? * ( r ) r f r ,  использонанный для посгроекия

П .З о и .,:п :



'>того решения в случ ае , ко гда ядра не я 1зляются квацоатично 
интегрируемыми, ле годится. Оченицно, что и данном случае не­
обходимо потребовать, чтобм решение было непре1)ыышм и более 
идш менее плавно измешшась в исследуемом И11те) вало. Окаэива- 
е т с я , что для построенил такого  решения после некоторого пре­
образования условий мохет быть использован формальный 
апп арат, описанний в § 2 [б 0 ] .

Рассмотрим построение одного из возможшх решений в слу­
ч ае , ко гда данние точные, т а к  что искомая фунюом определяет­
с я  из условий ( 1 1 6 ) .*  11рои11те 1’рируем (И 6 ) по частям: 

я

О

где ^  G^.{r)dr .

О
Если бк m < r) била разрывна в  интервале {О, f i ) ,  то и леноЙ ча­
сти  выраяенш! (151) добавились бы дополнительные члеш , содер- 
жацие значений! т{п)  о точках разрыва, но если ясходить иэ 
условия непрерывности функции, то эти членн будут отсутство­
в а т ь . Непрерывность рсшеннл т ( г )  мо:кно ооеспе'шт' , миними-

[ т Ч г Я  d r .  Но и такое решение должно быть в то же
О

время наиболее близким к  исходнои!^  ̂ (в  дашой постановке -  к 
m i r ) ) .  ПОЭТОЦ7 должно быть наложено еше некоторое условие 
на з начение т  на конце интервала, т . е .  в точке r - / f .  13наче- 
ние т{й)  и производная m ' i r )  однозначно определяют мскоцую 
модель /77<г>. Условия, наложешшв ни т ( / ? ) ,  могут быть раз~ 
личными. Например, ш.-кно принять m i R ) -  U, если точно изве­
стно значение начального приближения в точке г  =‘R . Можно ми-

вимизировать т \ й )  одновременно с V [ т ' ( г ) ]  d r ,  т . е .  оп­
ределять m iR )  и т \ г у  из условна минимизации функционала

Здесь ос.- размерный коэффвцвент, который выбирается иэ усло­
вий конхретной геофизической задачи.

Обобщение описанной далее методики на случай, когда 
данные кмест погрешность, производится точно так  же, к ак  8то 
делается для квадратично аитеграруемих я&ер (ом . $ 2 ) .



Поскольку лииеИко записит от rnKR) и т'{г} , то 
метод, описиинкй в § 2 , может быть полностью применен в дан­
ном случав.

Определение мипицума { lb :. ' при условиях (1Ы ) сводится к 
решению следущ ей систем ! линейных ураннений:

ГГ)’ ( . Г )  = 2  X. .л .<г),
{ ‘ ‘

1
^  Г г 1
S v -  о.^--------] ^.{DAjirydr  /=1 , 2 , . . . , п .
J  о

П р и м е р  I ,  Прииллюстрируем сш сл  условий ,наклал^вае- 
WX на искомую Функдаю в сл уч ае , когда ядра не явллкггся квад ­
ратично интегрируемими. (Этот ппимер не отвечает геофизичесиэй 
задаче, а  относите ic области И1 :’епполяции Функции, заданной 
значениями в дискретних то ч ках .)

Пусть значения искомой ftiymciaiK m(jr> 3ai(aH)i в дискретных
точках : т ( х ^ . ) = т ^ .  ( t - \J, i ..........л ) .  ч-1алапа состоит в то ч
чтобы на интервале ) определить функшю т< х ),п р о х о ­
дящую через заминние точки.

Формально значе11яя  Фушсщш т{х)  п точкг^х х^- можно пред­
стави ть о виде линейных (¡гункционалов типа ( И 6 ) ,  в которых 
ядра будут 5 -ч|»унк1сиями:

^  б ( х -X j.)  ,  z '* t , 2 , . . . ,  п - 1 ,

(153)
2 \  8 ( х ) m ( x ) r f x  = mp .

■̂0
Ь'сли оценивать функцию т(х)  из условия миюгмиэаадш 

^ft7^ (x)tfx ,T o  получим функцию, равную нулю в е зд е , 1фОме точек 
X = X ,-, а  в самих точках х ,-  равную ее заданным значениям .

Рассмотрим теперь решение, которое получается из услош я

минишзаци.1 , .фоинтегрируем по частям уравнения

^ /У (х -X q) т'(х)d x , i’ = 0 , 1 , . . . ,  ^ - 1  .
■'о



Здесь Н(х) -  »¡»ункция ХэвисаЛцг'. Поскольку в данном сдучл* 
значение т < л :^ )  = т „  предполагается зада{шым, т о в  миними­
зируемом функцион?1ле (£52) следует положить со --- 0 . Решением 
этой аадачи Оудет

Л *1

т Ч х >  = 2  ,
/.О ‘

т . т . т.  -  т . .
х "  - х  “

т. -  т„
X =•О •

Иначе говоря, производная искомой (1унк1ши окауииается кусочно- 
постоянной, а  сама функция -  кусочно-линейной. Таким образом,
J  результате ||>ормального применения описанного метода мы полу­
чаем кусочно-линейную аппроксимацию фушорш, заданной своими 
значениями в отдельных точках.

Теперь рассмотрим решение, которое получается, если кро­
ме непрерывности потребовать ещо и глaJutocти функции т {гу .  
Проинтегрируем выражения (151) по частям, предполагая, что 
w ' ( r )  непрерывна ь рассматриваемом интервале:

f)
^ ,-< Ä )m < ^ ?)-^ .(/ ? )rn '(/ ? )+  J  J ^ - { r ) m ' \ r y d r  = y .  ,

0 •
r

гд е  J  . я . ( r ' )  d r ’ .
0

Наблвдения являю тся линеИниг-ы Фуи|ЩИоналцми т ”(,г} 
и лшюйно зависят от значений шС/?> н Аналогично про-
дылущему, МОЖНО ощюделять. m < r) из условии минимума выражения 

й
У + оо[тЧ^)]^ + .

С
Фушшял т"(.г)  и уначуни.! т'{Й) т ( / ? )  определятся из 
оистеш  линейных уравнении, которые сгрг-ято ' la ic  же, как к l  
продцдущем случае.

Если такой подход применить к рас .^мотрйнной за^таче интер­
поляции функции при условии, что в точке х  -х ^  зояшю не 
только значение функщп! т , но и значение ее первоИ производ­
ной rn ' ix^y ,  то получигд, что вторая произиодиал искомх)8 Функ­
ции являотсл кусочно-линайноЯ, и соответстленио сам-^ liiyiiKi» : 
IM



/пС^с) в каждом интервале ( х , . ,  аппроксимируется ку­
бичной параболой, причем в точках х .  будет непрврнвна не 
только первая производная (в  соответствии с принятым нами д о - 
пущешем), но и вторая -  в силу непрерывности функции

Таким образом, применение метода ЬэИкуса •* 1'ильберта в 
такой форме к задаче интерпи^гяции ifyHKUHM д ает  интерполяцию 
кубическим сплаКном.

П р и м е р  2 , Рассмотрим теперь решение обратной кине­
матической задачи геометрической сейсмики, о постановке кото­
рой упоминалось в начале этого порагрифа.

При решении этой задачи оказы вается удобным выбирать в 
качество искомой (^нкюти не поправку к скорости б ь '(г ') , а  без­
размерную велитаиу т ( г )  = -  O v ( r )  /  где -  исход­
ный скоростной разрез, к которому определяется поправка. При 
таком выборе искомой 'Т'уюсции

-1

< r < Ä

а  = ^  Х у ( г ) .

функция т^ .(г>  имеет слв.дуадиЯ с ш с л : при г  < она равна 
нулю, а  при г > г ^  она представл яет  удвоенное аремя пробега 
волны вдоль участка  луча от точки г  = до точки, имеющей 
координату г  (р и с .3 0 ), Соответственно ^¿{/3) -  -  время

ГшЦ О t
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пробега ВОЛНЫ вдоль i >го луча« Элеивнти матрацы сяс тея« ура- 
внвняй для определенкя хо»({фяцивнтэв будут с оответогввкно 
вметь вид а

= ' ^ ^ r ) ■ ^ J ^ r y d r .

Вектор А , длеиоитама tuno jyyro  являются нбиэаес ткив коэфг1а> 
теяти  X ^ , ооределнется В1гражеиием Л»С~^01 ,  где Ot -  
вектор невязок времен пробе га  относвтельно исходной миделя«

Совероенно аналопчно ооредеяях>тся функции ж Лfiz}  
в случае , когда иэучвв1иая среда средотавллет полупространств«? 
z > 0 ,  а  осорость v m v i J e ) ,  >1ля такого случая на  р«о» 31 
представлекы реиюнил оО|)8Т8оЙ задачи ддя еле дующей 
тянынД” скоростной в интерлолс О < ■а’ < 2¡J0 хм peapeü ва/к я 
виде кусочко-линеЯнои ($укк101И ^  , а  в качестве начального tsp»~ 
Олихенйя принята лвнейнал ¡̂ункция У ^ гУ »  Сб -f 0,02 х )  кЫ с,  
Разность b v i x )  мелиту *kcthhhlm" разрезом и начальным прябли- 
жеяжрм (сплооошя кришя) является также кусочно-линеВнов функ- 
циеЯ. 3  начальной части (^<Í7Í> км) эта  Функция изменяв 
ется ДОВОЛЬНО алавно, а при большх л  ее иг>монения взяты 
эначительно более реэкиш* поскольку при построения реаекня 
мы исходили иэ условия плавного иэмененил 0 ю а ж  6v iz} ,CA e-  
длет ожидать лу'аоего с овпалеиия ре<веняя с  модель» прк z < í7 ¿ w  
л худвего прв бблъш х  значениях j c  .  для нахолдв1т я  решекия кс> 
польэовались две вшк>рхи даннихг «  ü и п   ̂ 10. Значения 
S t f  нсиользуеше в  качестве хсходшх данных,соответствова­
ли лучам, выходяпим в интервале расстояииК О < <г < 1Ü00 км, 
в  первом случае с  ша̂ 'ом »  ¿0U хм, а  во »г&ром -  о  вагом 
Д х  = iUO км.. Параметр а ,  бил прикяет рамим 0 ,1 .

Как и олцахось, пои больвих эначв;а1ях ж мехду реавмюм 
и нсходяой моделью отмечается заметное расхождение,
ио при ма;шх х  оеосние очень хороао ашфоксим1фует модель 
д а »  для MEuioft сборки ( п  ~ S>.

§ 6 . Построеюге сгдакенното реоеккя 
в  случае, когда ядра ие каакрвтичио интегркруеш

í¿cja  ядра C f  не является квадратично иктег ркруешми.то 
критерий дельтообразноств сглаживаинего ядре, эа1Ш)чащ1ГЙся в



минимизации (?ункционала (134 ), уже не годится, так как интег­
ралы »У,-,-,  определяемые формулой (£38), не существуют. В этом 
случав имеет смисл минимизировать функционал (141 ), кот.)рый, 
как было показано, также характеризует ширину интервала разре- 
шення.

Поскольку 5 < г )  являются интегрируемыми ({¡уккциями, то и 
определенная в  ̂ ^ г{|ункция не имеет сингулярностей
и, таким образом, подынтегральное выра'кв1ше в (141) является 
конечным.

Рассмотрим, как производится построение сглаженного ре­
шения и оценка раэрешаххдей способности на основе критерия дель- 
тообрааностя, заюиочащегося в минимизации функционала (141). 
П>^скольку , то

“  2  a^.Л¿i r} .  (104)

Подставим выражение (1Ь4) в (141):
я  я

л  . ¿ ? г - г 2 .
*■ «V о *' ' ^0 

в векторной форме это выражение может бнть ЦШС1Ш0 следущим
образом: ,  ,

л ( Г ц ) * ! 2 ( а  Р о - 2 а  Ь + > ? -Г д ) ,

где 9Л8М0НТЫ матрицы Р и вектора Ъ равнн соответственно
я

о я
у л ^ i r } d r  .

'^0 гВеличина <У должна  минимизироватьс;1 при условии = 1 , так 
что искомое решение должно минимизировать фуюашонол 

1 2 ( 0 ^ 0  -  2Ь ^а + Л - Г о )  + Х ( а ^ д - 1 )  
шш определяться кз окс ^емы уравнений

2 ^ | ( Р о - Ь )  + Х д  « О ,  
а'^3 = 1 .

Выражая о иэ первог о ураваевкн и водставдяя его во второе, 
получаем .  .

+ ----- р - ' д  . (155)
9  Р  9



Если наблщ ения содержат ошибки, то т а к  же, к ак  и в рас­
смотренном в § 4 случае , миними^зьрювать сл ед ует  не j  , а  ли­
нейную комбйнй1?йю e ín O  + , что приводит к  решених., 
имеющецу вид ( ib b ) ,  но в нем матрица Р  и вектор  h  должны 
быть заменены слелущими:

Р  в Р 51л\) + u /R c o s  \5 ,

>»*=heÍTn>.
В случав , ко гда ка<3лвдв{1ия накорр JЛиpoвfr 'л к  их ласпвр- 

сии равны, переход к  выражениям (1Ь6) с водится просто к  до­
бавлению постоянного слагаемого ос= it/<3*clg \) к  дкаго{«альным 
элементам матрицы Р . Такая процедура 01ш зы вавтся существен­
ной в случав , ко гда матрипа Р  плохо обусловлена,Поскольку Р 
является пол -кительно определенной, то добавление постоянноги 
слагаемого к  ее  .,,1агональным элементам пр»гаодит к  регуляриза­
ции при обращении плохо обусловленной матрицу ( с м .§  2 г л .Ш ) .

П р и м е р  1 .  Как и в § 6 , прокллсстрнруеи сш сл  полу­
ченных результатов не задаче об интерполяции Ф7НК1ЦШ, задан­
ной своими значениями в диокретяых то чках .

Итак, пусть эаланы значения нсследуемой фикции 
m ia r)  в точках Х/е<0,Х‘)  i i ~ ' ,  2 , . . . ,  л  ) ,причем 
< . Ядра <7^<х) в этом сл уч ав , к а к  уже отмачалооь,
бу<1у т  б-функциями б ( х - х ^ ) , а  Л ^< л ') -  ф уккцкяш  Хевисайда 
/ / ( х - х ^ )  . Элементы матрици Р  определяются сладудщгм образом: 

я . ^ . = . ^ - т а х { х , - , х у }  , 
а  комюненты векторов Ь (Х д ) и g  имс т  вид

Л^<Хд) -  /Г -  т а к  { х „ ,  х-,-} ,  «  I .

йычисл.чя вектор коэффициентов o¿ но формуле (I5 & ), получим, 
чгго 6 .ли рас с матриваемая точка х^  ,  в  которой опредедяется 
сглаженная функция  ̂ находится в  интерааде (л"/.,, »г,- ),

И слелова-^вльно, аградвляетая линейной интерполяци­
ей 1 значениям и пу.



(ЗедпчЕиа «s- пои этом определитс я  как

, = , 2 ‘- f í Z f ¿ l f : o r f í d >  (1Ь7)

т .е .  в точках лгдсог^., 1сак в следовало ожидать, S -  О,посколь­
ку в ^т»и точкам отсутствует неоднозначность в определении 
значений (функции т<о;>, так что локалььЬ усредненное ..начение 
совпадает с  самим зиаченвен фуимоа. в  ггроиеяутках же мехду 
этиш точками функция т { х )  тхрт быть прсжзвольноИ. ]3ся ин~ 
фор№ция о функции т (х )  в [громе^^уточных точках j r^ jtoTf дает­
ся  интегралом (IU 2 ), где ддро дане не гаределяет в обычном 
сш сле локальное сглаживание э  окрестности jTq , тах как явля­
ется суммой дщгх ОмЬункций, сосредоточенных в точках а 
j c ¿ .  Цоотроеаное таким способом сглаюнвое р е в е т е  будет бо­
лее или меаее соответствовать фушарга m ia r )  только в случае, 
ecjB  фушщня достаточно плавно меняется меяц^ зш^шиим t o v  
к аш .

Ясно» что при таком "сглаживалмевс” я т е  нет смыс­
ла г оворять о  вярияе интервала сглаживания, хотя величшш а  
ж харвктеризует векоторым образом степеяь усредяеиия фуккцих. 
Из фО{Яфлн (1 5 7 ) с ладует» что наибольаее зкачевие 4 оршимвет 
в середине хнтерва яа шжцу точкамв, где оно равно ).
Мвтересто сраввнть этот результат с  тем . котор»'8 был осяучен 
в $ 3  джя сл уч ая , яощ а иглаживаяцее яцро является О-обрезнов 
i^ymaiBet» сяаваетркчной отю с итеяьш) рассштриваемэв точки и 
отдичноВ от вуля в  интервале динвой I : в  этом случае а  =1 . 
Воли жв усреднение проводится не ш> Bcei^ иятерваду р&ввомвр- 
■0. что гч вет  место щж сглаживавии О-обраэвой фунхмей. а  
тахьио по эначенили в  дцух кравввх точках , то J  .

П р и м е р  2 .  Обратимся  теперь ж задаче яаходкеяия ско- 
роствого разр е з а  Zfijr)  по даявни о времвяах пробега волн в 
конечном числе точек , ддя жт^рой в § 5 бияи построены реве- 
аия, удокветворящ ве крятеркв глаикостк 8г/С г> ,и посмотрим, 
что (^дет в  »том  сдучве npeTcraBJOTrb сгларениое ремевве*

Прежде всего  отметим то , что сглажеявое ременне вмеет 
с ш сл только ддя оооравочной ф уиаиа  m C r)«-d i'C ?> /vg< z> , а 
не для оиончатакьаого рес1гределе"вк <хорости v c z } ,  ;1наче го­
воря, если < т >  есть результат локального сглалирания 
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функции m < z), тп 1'д(1-<л7>^.^> не яьаявтса сглаадюшм реша- 
нием для v i x ) .  иоэтоцу далее бу.зут приводиться результаты толь 
ко дхя функ10П1 т < ^ > .

11а pKC.Ii2.a приведены сглаженмые решения ллн
тех же выборок иоходшис данных; п = 5 , rt - СО, которые Ошш 
ис пользованы в примере $ 5 ,  и истинное распределение r n i z )  
(содооная кривая). При рассмотрении примера 1 настоящего пари 
графа упоминалось, что сглаженное решение долгао более или мб- 
нее подходяце аштрокоишровать нск<щ '̂0 ^^нхиио только в те/ 
областях, где эта ({^нкция меняется достаточно плавно. Относя-



тельно плавное взменение функции m ix ' )  в рассштрияаемом слу­
чав и?леет мес то при 0< л ' < i7bf20U км. Поэто!^ оглаженное ре- 
шоние и оказывается близким к исходной модели
в этом интервале глубин. Напомним, что решение, noCTiiOeHHoe на 
основе Крите- тя наибольшей плавности функции б  v i z ) ,  было в хо­
рошем согласии с исходной моделью на таких же глубинах,

1Ц- ри с.3 2 ,(У приведены кривее определяющип сте­
пень сглаженности решения для двух использованных выборок дан­
ных. Вортнкальные линии на этом рясунке указывах>т глубшш, к 
которым приурочены мини«^мы лучей.

Видно, что на этих глубинах величина s  уменьшается, так 
что именно там использование данные дают наилучшее разрешение.

Тот факт, что минимумы 
J i z )  оказываются несколько 
смещены относительно значе- 

^ сторону меньишх 
значений -г , нетрудно по­
нять, если обратиться к 
рис,33 : прибл>1-1(вние функции 

______________ 'Viz) к стзгпенчатой функции
Z Zm Z будет наилучшим, если сту­

пень начинается со значения 
Рис, I®. г  несколько меньшего,чем

Обратим внимание на то , что в  рассмотренной задаче оба ре- 
шешш -  локально сглаженное и то , которое удовлетворяет усло­
вию минимизации (152} (пример 2 из § 5 ) ,  -  оказываются близки 
между собой и хорошо отражают поведение искомой функшп  ̂ в той 
области, Где она достаточно плавная, В следующей главе будет 
показано, что решение неопределенной систеш  линейных уравне­
ний (такой , в которой число уравнений меньше числа неизвестных), 
удовлетворякщее условию минимизации Hopiu искомого вектора,об­
ладает я  свойством наилучшего разрешения, но в рамках критерия, 
несколько отличного, от тех критериев двльтооораэности сглажи- 
ваяшей (функции, которые расс: :атривались в настоящей главе . Та­
ким образом, понятно, яго два подхода к  построению решения в 
рамках метода Бэйкуса -  Гильберта должны приводить к близким 
реаультатам,



Г л а в а  Z

мвгад псЕвлоо ьр А д аш

§ { . Обобщенная постановка 
линеаризованных обратных задач

В предыдущвх главах были рассмотрены подходи к решению 
обратных эцдач, раэли'шпнихся соотношением количества исход-* 
ных даншос и колнчества определяемых параметров мэдели. Когда 
данкых больше, чем искошх парамегров, последние определяютс я 
приближенно методами оптимизации, базирующимися на теории ста 
тистического оцеш зания, Коли количество данных мало по срав­
нению с числом параметров модели (представление модели в фор> 
ме неизвестноа функции m ( r )  эквивалентно представлении ее 
бесконечно большим числом аарамотров), то для построеюся ре­
шения может быть использован метод Бэйкуса -  Гильберта. Б 8ToS 
главе мы покажем, что для линеаризованных обратных задач  как 
то т , Taic и другой методы являл/гся ^тастюлш случаями метода 
псевдообращения (или обобщенного обраще»гия^, разработанного в 
ли1.эйной алгебре .пля решения несовместных и неопределенных си­
стем уравнений [ 2 ,  4 5 , 6 5 , 6 8 ] .

Очеввдно, что все  juiHeapnsoBaHHHe обратные задачи оводят­
ся к решению линейной си стеш

А т = у ,  (158)
где m  = ;  Ч =-{ i / , матрица  раз­
мера л хЛ ,п [> и 1еы на соотношение мз;%ду г? к  /г по наложено ни­
каких .)грс1ниченир..

Иокамс'м это сна'ш ш  для слз'чая, когла Л<л н Д11Я оценки 
uypüMC''f;jO. т̂ . ислользуето^! мотч')!: наименьШ1:х квапр атоо при ус ­
ловии, ч'Г1 наОладенкл наравнотоФШ и коп{>елировани. Оценка п а- 
рамотрсч' i; >тогл идучае производзттся путам минимизшсш следуьь 
щеП Ф у и ■ oTitnyKa:

= <у -  Ä.m>  ̂R '4  у  -  i.
Г',- иащоин л/' Kv-.vpuit.i oicflo^ flor.n.ojLtiKy



матри11С1 Я * является симметричной и положительно-определен- 
ноН, Х (|п ) Мч':кно првобризовить к сумме квадратов, Исли выбрать 
нов!^е исхолшш лянн’«е и соответственно место мат-
ри1Ш А впять матри1г/ то Х ( .т )  мо'хет быть записа
на в слелумчем пиле:

Х ( т ) =  ( у '  -  А 'т ) ^ ( у ' -  А ' т ) .
А минимиашшя такой квадратично!! форми эквивалентна решению 
cиcтeмl^ уравнений А 'т  в  у '  по методу наименьших квадратов. 
Решение при этом получается таким, котооое удовлетворяет (1Ь8) 
[фиближенно.

В случае, когда число исходных данных ограничено, а мо­
дель не может быть представлена конечным числом параметров дяя 
решения оОратной задачи используется метод Бэйкуса -  Гильберта, 
который представляет процедуру построения решения с минималь­
ной нормой. Как уже упоминалось в гл .][7 , такая процедура может 
быть вообще использована для решения задач, в которых искокых 
параметров <*')льше» чем исходных данных, и решений существует 
бесконечное мнохестро« а  связь  меяи;у наблщен ями У и мо­
делью тп определяется линейным оператором у - А т ,  причем 
тп может принадлежать как  пространству конечного числа изме~ 
рениВ, так  и пространс тву функций. В качестве решения обрат­
ное задачи в этом случае принимается нормальное решение си­
стемы (1 5 8 ).

Таким образом, в общем решение .танеаризованной обратной 
задачи сводится к решению системы уравнений (1 58 ). При этом в 
зависиш сти от соотношения между А , л  и рангом матрицы А 
система может вообще не иметь решения, иметь единственное ре­
шение ил« иметь их бесконечное множество. 3̂ случае,когда ранг 
матрицы г=А ( А < п ) ,  то ,если  решение существует, оно единст­
венно. УслоБиз г  = п  гарантирует существование решения: при 
п = А оно будет единственным, а при п<Л будет существовать 
бесконечное множество решении. Поэтому задачей решения систо- 
№ (1Ь8) является в общем случае построении одного из возмож­
ных решений либо, если точ .ого  решения не существует,построе­
ние приближенного решения. ^

^ Решение строитс*^ путем преобразования пространства У в 
4^ с помощью некотооого линей-ого оператора Н :

А  = Н у .  д а * )
174 ^



Очевидно, что определяемое так "решение" m ми 10т не быть точ 
ным решением (1Ь0), если чкапо ураонениЛ препышает числи н е- 
иэвеотних, НО во всяком ojQryno оно должно удоалетворять (158 ) 
при0ли.'%енно. ч то же время, если число неизвестных больше чи­
сла уравнений и может существовать бесконечние MioiieCTBO ре» 
шений (1Ö8), то m  должно бить одним иэ многих рншени!*., при­
чем желательно, чтобы оно наилучшим образом отратпо свойства 
всех решениЛ. Сказанное оп{>елиллет требовашся, г^влъ^шляомиа 
к оператору Н [ 5 8 ] ;

1 . Очевицно, что если по^^ченное решение m s  Ну подста­
вить в систему (158 ), то результат не должен сильно отличить­
ся от у  . Это значит, что единичн.дя матри­
ца порядка п ) .бл и з о ст ь  АН к 1 „  опр едвл - .т ,ни ск ол ько  а д е к ­
ватна выбранИ'ЧЛ модель. Если, напр]п«ор, параметров, огшсынах)- 
щих модель, взято слишком мало, то может оказаться, что какие- 
то особенности наблвдений не могут быть выявлены в рамках та ­
кой модели.

2 . Поскольку у  » A m , то m  =» й А ш , и для того чтобы 
m наиболее хорошо отражало истинное решение m  , которо'^ мо­
жет бить ОДНИМ нз ккодества возможных, необходимо, чтобы мат­
рица И А была близка к еди1Ш шой .<йатриие 1 ^ . Близость НА к 
Ij, определяет разреи^лдцую способность наблвдений.Еоли
то существует только одно решение (£ 58 ), которое и определяет­
ся по (£ 59). Ксли НА отличается от I * ,  то это значит,что оу- 
шествует бесконечное множество решений (£ 58), и m  описывает 
общий свойства этих решений. Кслн пар&..1зтры являются зн а­
чениями искомой функнии т ( г )  в последовательных точках г у  , 
то m  оудет отвечать оглаяе -ной фунчции при этом чем
более НА от;шчается от 1^^,тем более сглажеиное решение ш  
будем получать.

3 . Наблюдения всегда соде^исат ошибки. Иоэтоцу и решение 
будет нолучаться с некоторой ошибкой. Если ховариационная мат­
рица наблшенвй , то ковариадвонная матрица оценок аар ам ег- 
ров . Очевидно, что диспероня решения не должна 
быть слиш) >м велика, шшче решение теряет смысл.Поскольку мат- 
рищ. R jj может считаться заданной, то требование малости дис­
персии решения накладывает оагюделеняые огранечения ня опера- 
тол И .Другими словами, это есть требование рогуляриэнции р е -  
шпния. J 75



Нахождение решения системы (158) является , собственно го­
воря, задачей линейной алгебры. Но поскольку это решение бу­
дет |>ассиатриваться как решение обратной геофизической задачи, 
представляв'^''л важным его истолкование и сопоставление о ре­
зультатами решения, aoлyчaeмы^nl другими методами, описан11>1ми в 
преды;:.тцюс главах . Кроме того, в аспекте именно геофизи­
ческой задачи помимо построения решения еще подлежат рас- 
смотренио следущ ве вопросы: а )  определение раэрешагшеЯ спо> 
со<)ноств данных; б ) определение к№Т>ормаи;ионной содер;кательно- 
стн исходного материале; в ) оггрелелекие оптимальной параметри­
зации, т .е ,  таких параметров, которые по данной выборке могли 
бы быть определены однозначнс .

§ 2 , Син17лярное разложение

Метод построения решения (159) предложен Е.Муром и Р.Пен- 
роузом [65 , 6 8 ] . Матрица Н , называемая псевдообратной или 
обобщенной обратной к  Д , с помощью которой осуществляется 
нахождение такого ре ения, строится на основе сингулярного раэ- 
ложения прямоугольной матрицы А . Сингулярное разложение за ­
ключается в том, что любая прямоугольная матрищ! А , ранг ко­
торой г < А , л ,  может быть представлена в виде следущ его про­
изведения: г

А в и л у " ,  (160)

где А  -  диагональная матрида размер;! гк г* { / и  V -  по>аю- 
угольные матрицы размера соответственно пж пл  А х г ,  столбцами 
которых являются вектооы и (/ ,у< г),о п р едел яеш е из 
систеш  уравнений

=  ( Ш )
А и ^ = Х , ^ ^ .

Диагональные влементы ш т) 1Ш А назгшаются сингулярными 
числами матрицы А . Систецу (161) мот:» ина з записать в ркде

АУ * и л ,

А^и==УЛ 
яли А ^ А У ^ У А * ,

АА’'и  = и л *  .



Таким образом, \>/ являются собственными векторами,отвв~ 
чаодими ненулевым собственным значениям симметричной »атрицы 
А^А , а  -  собстпенпимн векторами матрицы АА'^. 3 свяэа 
с этим матрици и  и V  оитоно’ ’ягровбнн, т .е .  удовлетворяют со­
отношениям и'^и = 1 ^ ,

Псевдообратная штоица И определяется следующим обра­
зом: . .

H « V A ^ U ^  (162)

В случав, когда матрица А кпч’фатния и ео ранг г* ■ А «  г? , 
А = У А У   ̂ и соответстиеннс) Н *=УА~’ У  = А' ’ , т .о . в этом 
случав псевдообратная матрица просто совпадает с обратно14.

Операция псевяообратения может быть обобщена н на случай, 
когда число искомых параметров становится бесконо’шым.т.е. /ff 
является функциональным пространством. Используем обоэначенш!,

х;
принятые 0 пр'^дцдуще/ главе:

, £ = 1 , 2 , . . . ,  л  , С163)

Б этом случае и г/ (̂.г) будут соотиетственно собственными 
значениями и собствониими ^̂ ункил̂ гми интегрального уравнения

J € i r , r ^ ) v ¿ i r ^ ) c / r ' ~ ' h } . Ы r ) ,

где ядро = •

И дальией1̂ ем мк будем считать, что размерность простран­
ства мо;:ет быть как конечной, так  и бесконв'шой.

§ 3 . Свойства решения, получаемого путем псевдообращения

Рассмотрим свойства решения, определяемого с помощью опе­
ратора псевдообращения (162 ), в разных случаях.

Как уже было сказано, в случае / •»А */ ?  матрица А име­
ет обратную, система (158) имеет единств* реиенис ш яА '^ у  
и обобщенное совпадает с ним.

В случае г * А < / 7  роленк;;, точно удовлетворяпцего (158), 
не существует (система несовместная). Длл построения приближен­
ного решения в т/1ких задачах используется метод нг^именьших 
квадратов. Это решение минимизирует средни!! квадрат невязки

• '"в  = < А т - у У ( А т - у ) .



Пока'кем, что р е ш е т е , определ-чемое оператором псевдообоащення 
( i6 2 ) ,  совпялает с оешением, по.1учасш«л по методу налмвншях 
KDa .’iDüTOii W» J,. Оно, как  изнестно, определяется из систе»« 
нормальных уравнени!*

С А ' 'А ) т „ ^ =  ■
Ес.':и i" »A ,T O  Матрица А^А и;/еет oÖTKiTjryw и

m ( . А^А)  ' а '̂ У . (IG4)
Используем для А с/.игулярное ;)2зло.у.1‘лие i.iG ü). Тогда 

m „ ^ = ( V A U 'U A V ^ r ’ A'’y  .

Учитилая ортонормированность китокц U и V ,  получим ,
= V A '^ v '^ V A U y  = V A  'U  ' 'у  = Н у .

Таким образом, ü этим случае решоние Цбк:) coBnd^'iaeT о 
тем, которое получается по методу наименьших квадратов.

Теперь рассмотрим случа.! А > /? =: г , ко гда система (158) 
Оудет иметь бесконечное множес тво решений. Спрашивается, чем 
будет характеризоваться то иэ решений, которое определяется 
псеадообратным оператором И? Оказывается,оно будет таким, ко­
торое, удовлетворяя (1 5 8 ) , одновременно мротамизилгот ||гпЦ^ = 
в т ^ т п  ,  т . е ,  яп ляетс  I норшльньм оешением.

Поскольку г е л , а  вектори представляют п  собственных 
векторов матрицы А^А^отвечаххцих йенуловым собстненным значе- 
ншш, ДОЛЖНЫ сущ ествовать еще к-^п собственных векторов , 
отвечащ их нулеоим собственным значениям матри 1̂ ы А^А . йместе 
с п  с обственными векторами .......... п )  они обра­
зуют полную ортонормированнуи систеь^^, i . j  которой может быть 
разложен любой вектоо  т  - в пространстве /f f^.

Таким образом, общее решение (158 ) можно представить в
виде

m * V o » . + V o e .o ,  (165)

где Vg -  матрица размера А а ( А - л ) , столбцы которой -  собствен­
ные векторы V g j . иостроение решения m  сводится,следователь­
но, к  нахождению векторов бь и вЬд.

В силу ортонормированности собственных векторов имеют ме­
сто следупдие соотношения:

v ’’v - i „ ,  v ; v „  = i ^ . „ ,  v ' ' v , - o ,  v ^ v  = o .  ( 166)



Поскольку гал^оистема собстпенних вектороз и^. в прост-
ршктве к ” является полной я вектор наблюдени;} у  мо:кет быть 
разложен по этой системе воктопов:

у  = а ^ .  (167)
Учитывая сингуля]>ное разло.-сение ш тпи::; А и разложения

т  и у  по собственным иектоп1М, з;ашшем систег»^ уравнений 
(£Ь8) в виде

и Л У ^ ( У а . + У 5« .о )= :ир  . (168)

Преобразуя это выражение с учетом (166 ), получим
и Л а . * и ^  ,

откуда ы, -  р  .
Таким обрг.зом, в оОи,ом решении вектор ек» '[иксирован, а 
мо:кет выбираться произвольно. 1йличиз1а  тп 'т а  выпа-кается 

через оь и еьд следующим образом:

т " т  = (Уоь  оь + = ои'^а. + .

Из ятого выражения ви;1Но, что минй^вльнoe значение го^тп будет 
дост1ггнуто тогда, когда 0«.^= 0 . Из формулы (164) следует,'гго

Таким образом, решение с миникьльной нормой мо.’кет быть 
:>ат1сано в виде

п .= у л  ’ в " а  = « а .
откуда ВИДНО, что оно совпадает с тем, которое определяется 
пс еадообратным оператором (162 ), /.тнио такое оешение, как уже 
говорилось Б гл .| 7 , и диет метод Бо1{куса -  Гильберта.

Теперь оасомэтрим наиболее обци2 случай, ког.ка г <  А , п , 
причем соотношение метду А и л  îo:̂ 'вт быть любым. Если в 
этом случае А<г>, т )  оеиений по методу наименьших квадратов 
может Оыть бесконечное множество. Это следует из того , что си­
стема нормнльных уравнений оказывйется вырожденной и матрипа 
этой систем:; А’’А не имеет обратной*. 1̂ слк ;кс А > л , т о  система 
(158) может не иметь точ1юго решение.

Так же, к'с\к и в рассм0тпе1м 0м ранее случае, разложим ре­
шение по систеки) собствсннчх вектопо" и

т  =ЛГоь+УдСк.0 . (£69)
В виде такого :ко разлолвния ш..ию представить и вектор н;̂ бл*>- 
.'.екиЯ:



у = и р .  + И о р о ,  (170)

где и£ 0 -  столбцы матои) !̂  ̂ и ^ -  представляют собой собствен- 
ине векторы матрищ. КД",  отвечащие нулевым собственным зна­
чениям. Если подстаиить выраченил (169) и (170) в систацу 
(158) и для матрИ1!Д А использовать ее сиш^лярное оазло.тение, 
то легко видеть, что точного решения системы в этом случав не 
сущес твует ,

Рассмотпим решение, минимиэируодее средний квадрат неаяэ- 
ки % * * ( А т - у / ( А т - у ) .  подставляя в это виражение т  и у  
из выоал.ений (1о^) и (170 ), получим

в Ч ( и А в 1. - и р - и о Р о / ( и А « . - и р - и о ;^ о ) « ^ >  +
♦ вь^А* ос -  2ои 'А р  .

Отсода ВИДНО, что минимум квадрата невязки достигается ь слу­
чае м.вА~^^ . Но это условие определяет только сс. но не вЬд. 
Если на решение еще наложить условие миник^ма нормы {|пп|| , то 
получим 6(,д-  0.

Таким образом, решение, отвечающее и минимуму нормы,и ми- 
ник^МУ квадрата невяэки будет иметь вид

т  -У А '^ р  .

Из форк1улы (170) нетрудно видеть, что так что т  =
= У А * ^ и ^ у » Н у .

Таким образом, в этом случае обобщенный обратный оператор 
дает прнближекное решенне по методу налменышсх квадратов, об­
ладающее мишшвльной нормой,

§ 4 . Определение оптимальной параметризации

В гл.Х  офор1̂ Л1фованы основные требования к  парамет­
ризации модели: о одной стороны, параметров должно быть взято 
не олишком иного, чтобы не получилось бесконечного множества 
решеквй, а  о друхчзй -  пои слишком малом число параметров мо­
дель может окаэаться неадекватной наблюдениям, т . е ,  некоторые 
особениос ти набдедечии не смогут быть объяснены в рамках при­
нятое ш делн. По&тому вопроо о выборе оптимальной параметри­
зации является весьма важным при постановке обратной геофизи­
ческой задачи.

В рамках рассмотренных ранее методов -  оптимизащюнного 
и метода БэКкуса -  Гильберта -  не удается дать однозначного
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ответа на этот вопрос, хотя и имеются Н0кот>)рыв возможности 
удучшить первоначально выбранную параметриза1шю, исходя из по­
лучаемых [1вэультатов. При решении обратной эада’ш по методу 
чсиссимального ппавдополобия о;"'овременно с оце;и^ой параметров 
определяются и ковариационная и корпеляционная штрИ1щ оценок. 
Анализ коррелятионноИ матрицу позволяет выявить те параметры, 
между оценками которых с ушестиует силы1ая корреллдаонная зави­
симость и которые нет смысла оценивать раздельно, ¡{место не­
скольких сильно коррелированных параметров можно В1̂ бпать один, 
являющийся некоторой их комбинацией, и тшсим обра зом неразре- 
шешше параме тры заменить тем , кото;;ый может быть однозначно 
оценен по заданной выборке данных. К со.халению, этот метод не 
дает конструктивного способа дотализиповать параметризтию ,т.е. 
разукрупнять параметры, ¿¿динственная возможность згжлючавтся в 
анализе корреляционных свойств получаемых невязок. Ксли откло­
нения наблюдаемых значений от тр'->петически расс’штшшых для по­
лученного решения име'^ дисперсию зна'ителыю большую, чем та, 
КОТО!")*« оценивается по наблюдениям, или они, напримео, оказы­
ваются коррелировапш^ш, тогда как ошибки иабл:олений нозависи- 
мы, то это лает основания полагать, что параметры выбраны не­
удачно и их следует пазукрупнять.

¡3 методе Бэйкуса -  Гильбеота г>азг‘еш:1лх;1ш1 способность на­
блюдений оценивается как  по вел>гчи)1о »г{ги),лара1сте\)изуго::1ой ши- 
Т)Ину интервала сглаживания, т ак  и по виду сглатаваю адх ядер 

Анализ этих'Ьункылй позволяет зак.шо’ш ть , с  какой 
степс ЬО детализачии исходные данные позволяют определять ис- 
кô /̂̂ íc► модель в том или ином интервале глубин. 1)сли параметри­
зация зашпочается в разбиении разреза на слои и ппинятии в ка ­
честве параметров средних эначени!! искомой Физической величины 
в ка-.шом слое, то для грубой оценки толщин слоев можно исполь­
зовать значения д на со ответствуш их глубинах.

Теперь рассмотрим, ках осушестйл'тется вибоп оптималыюй 
параметризации в рамках метода псевдообращения. 1сачестве 
исходной выберем такую паоаметрмэ.'ши^о, при которой параметры 
оказываютс я неразрешенными, так  что существует бесконечное,мно­
жество решений системы (1 5 8 ) . Это мо:?:вт быть в случав, когда 
либо число неизвестных парамотооз А больше числа уравнений, 
либо р . ^  матриц:; А глоньше А . ;1.>следний случа»: означаот.что

181



ciiiK O T op ue из параметров саязани: они ие могут бить определени 
|)издельио. Задача состоит в том, чтоби вибрать такие комбина­
ций папаметров, которые m oi^ t  бить определеш однозначно.

¡¿ачи ранг warpaiDJ А павон г ,  то очевидно, что одно- 
значло MO.'RHO оп1х;делить только г  параметров. Определим 
г-мерн1Лй вектор т *  , элементы которого будем считать новыми 
параметрами, подлокащми определению. Это легко сделать, если 
Обратиться к првдстаь.̂ 1ению решения w  в форме (1 65 ). Из иы- 
радекил (165) видп'', что произвол при построении решения за­
ключается в выборе вектора вектор ои определяется од­
нозначно. Он представляет соооИ вектор в подпрострг^нстве 
JU ^^  ̂ построенном на собственных векторах V,- . Таким об- 

дзом, если решение искать но в пространстве , а  в no;uipo- 
странстве то оно оказывается единственним.

Нетрудно видеть, что связь вектора новых параметров 
= еь. с исходным вектором m  0П1'0'1е.’‘лется с ледующим образом:

SS V  . Эти параметры однозначно определяотся по наблю­
дениям: ^

m  - А  и  у  .

Интересно выяснить, какой физический -мысл имеют новые 
параметры т *  . В случав, когда m  = т .е .  искомая мо­
дель представляет сойой зшяисимост1. рассматриваемой г!)изиче- 
ской величины от глубины, napfiM eT iw j являются результа­
том сглаживания этой (1ункции по глубине с весовой 'Т|ункцивй 
»',•(-*’> . (Как уже говорилось в § 2 , и этом случав явля­
ются собственными ([ункщшми интегральног>' уравнения.) Очевид­
но, что для того чтобы новая парвмотриза:(2я име.па физический 
смысл, необходимо, чтобы такое сглаживание было компактным, 
т . е ,  производилось по ограниченной области глубин. Самым иде­
альным случаем будет такой, какой изображен на рис.34 , когда 
каждая из собственних функции усредняет искомую модель
по определенной области глубин, которые не пересекаются мелсду 
содой. В этом случае новая параметризация будет заключаться в 
разбиении оаяреза на слои и ьиЛорв в качестве параметров оред-

4

НИХ значений < m > .e-¿- \ m i z y d j r  в каадом слое. К со-

жалешц), в большинстве практических задач собственные (функции 
(или собственные векторы г/,-) имеют значительно более



сложний нид.и задача заклю'шетсл в нахоаденки такой комОинац;'..: 
этих иектооов, которая .адвялг« Ои по возможности компактное раз­
решение относительно исходной модели. 13 некоторых случаях это

Рис, 34.
удается сделать, в других это олазиваотся невозмо.чным. Это ил­
люстрируется прнводим11ии ниже примерами.

П р и м е р  í .  Пусть собственные векторы имеют вид 

V,’' -  1/у Т4 (I Д, 2 , 2 , ^ ) .
■о[ -- ( -3 .-З Д  ,1 .1 ) .

Легко видеть, что следущее преобр;13онание приводит к компа кт­
ности:

1/ 1 ^  - ¿ / з Д  ) ;  V*-- (3 ,
1/ г̂ { I .  I .  о ,  о ,  0 ) ; л ; ; =  со.  0 .  1 .  1 . 1 ) .

Рассмотрим другой случай, когда собственные вектори имеют
вил

 ̂ 1/-/ТЛ (£ , 2 , 2 .  2 ,  I  );\>[^ 1//Л  ( - 3 , 1 , 1 , 1 , - а ) .

Здесь у.ке не удается добиться кошактного разрешения. П})вобра- 
эоааняв, аналогичное предыдущему, приводит к тоь^, что

и * '' 1/И2 (1 , 0 . 0 , 0 ,  I ) :  1 / / з  ( 0 , 1 .  1 .1 . О).

и хотя в получэышх вектооах, отличш4 от ну;1Я разные компо~ 
нентк, Е нервом из векторов они не являются соседнини. Ес-ии 
такой вектор осуществляет переход от па11аметрой т , , ,

ппеястаоляюиих значения какой-то величина в послело-



тслы 1'-х слонх, то првойразовы1ними парим0т р 1»ли бу,дут средние 
¡1.'1ченш1 этих величин в 1 -м  и Ĉ -м слоях и во 2 , 3 и 4-м .

В сле.опоцем параграс-ре Судет дан критерий то го , возможно 
л-т нот осуществление компактного разрешения параметров.



п р и м е т )  2, Рассмотрим вид собственных фушщи:  ̂
в следуищек задаче гравиметрии. Пусть имеется узкая  вертикаль­
ная интрузия, характери;зуща>1ся шюмзльноЛ пдотностьи, и зада­
ча состоит в оценке распределения аномальной плотности по ьер- 
тккали & р ( ^ )  . Такуо аномалию можно модвлиропатс тонким 
стержнем, расположенним вдоль оси ж .  Измв1>ения аномалии с и­
лы тяжести Л у  производятся на поверхнос ти Земяи ( дг с  0) 
вдоль оси X , Оператоо (163) в этом случае имеет вид

где *у -  гравитационн.'ж посто-шиая; *У- площадь поперечного
сечения стержня. Согласно оказа4шо»)(у ранее, неизвестную 1?1унк-
цию Др( ^ )  ш :«]0 заменить набором папаметров ^ р Т  -  -•в  ' '

h^ ^ i ,г '} v^ izУ d 2  ( г = I ,  2 , . . . ,  л ) ,  которые однозначно 
определятся по исходним данним. Функ1щи для случад,ког­
да наблюдекия проводятся в точках = 1 , 2 , . . . , 1 0  (/»=10), 
изэбражоцн на рис.35. Из него видно, что новые нарамвтри 
не дают компактного описания функщш за  исключеи'ем,
пожалуй, только параметра представляющего результат ус­
реднения й р ( .е )  с весоао1< (|̂ икцие1< .

§ 5 . Разреишхцал способность данных

Среди перечисликких в § I  тробова1Шй, предъявляемых к 
оператору решения обратной задачи Н , было требование близо­
сти Я = НА к единичной матрице 1 ^ , Матрица й н; звана Р.Виг­
гинсом [70 ] матрицей ^шзрешенил. Смысл такого названия вытека­
ет нз того, что эта матрица огтределяет, в  какой степени в по­
лучаемом решении разрешены ,apaмoтп’i искомой модели, поскольку 
решен: . т  св//зцно с  модель/о ш  прообразоламием, осундас твля- 
емим именно этой матрицей: гл » П к !  .

О ра 1̂реш0НКй пар»1метроо имеет с ш сл г оворить только в о̂ 1у 
чае, кoJ•,.-- 'шсло параметров больно числа наблвдений, или во 
всяком больше ранга матригщ А . Иначе матритщ
имаат ( )̂n..■Iиvю, к оператор Н может быть записан в вице Н =
-  (А^А)'  ' 1 . При э т о м

к '



и, таким (Х)1>аэом, параметры оказиваются пол}юстыо разрешены, 
т .е .  могут быть определены раздельно.

Другая снтув101/1 возникает, когда ранг матрицы л  меньше 
числа парам- гров. В этом случав матри1Ш не имеет обрат­
ной, и Н НО булет совпаднть с  единичной матрицей. В то же 
время задача построения решения требует, чтобы матриця разре­
шения Й была кик МОЖНО более близка к единичной.

Исли близость Я к оп5>еделить по методу наюденыиих 
квадратов, то оказы вается, что оператор псевдообращения дает 
наилучшую матри!^ разрешения. Покажем это.

Используем синг'’лярное разложение матриш< А :
К = н и л у ' ^ ^ в у ' ^

в будем вместо матрицы Н искать матрицу Ь , такую, чтобы 
калщая лэ строк Я была бы наиболее близка в метрике к век­
тору имешек^ компоненты ( 8у,- -  символ Кронекера,
/ = I ,  л , , . . , А  ) .  Иначе говоря, каад^хя строка матрию: В ,  ко­
торую ш  будем рассматривать как вектор должна являться 
решешем по мотоду 1.аименьших квадратов следущ его уравнения:

или подученного иэ него в результате транспонированшк 

Такжм решением будет вехтоо

опогда с ледует , что В » У .  Такям образом, Я = У У ^ .
Б сдучае * е ,  когда И является оператором псевдообраще-

ша.я,
Я = У А  'и'^ОАУ^ ,

т .е .  матрица разрешенн я, образованная таким оператором, дей­
ствительно явл яется  наиболее близкой к единичной в указанном 
0№сле,

Излолям другой подход к построению опеоатора Н , лающе­
го наилучшее разрешение, не используя при этом сю1гулярного 
разложения матрицы А . Па>1лу'Ш1б0 оазрешение достигается тог­
д а , когда матрица <1 = Н А - 1 ; ,  близка к нулево... Бл>1зость О 
к нулевой ?»трице ло>.ло определить следуодим 0бра:50М.Рассшт- 
рим произведение г';о а  -  произвольный вектор.Очевидно,



что вектор 0^0 должен иметь минимадькую иоому, т . е ,  иеличи:!
л в ( О О ' ' а  я  а  а ' ‘а  

дсшсна Оыть минимальной.
Выполним сле^]уьхцее прео0раэо«(ние:
J1 . а ' ’а а ' 'о  = а ’' ( МАА' ^И^- НА-  А ''н '' + 1 д ) а  =:

» а Ч и ' "  - ( А А ^ ) ‘ ‘ а ) Ч а а '’ ) ( . и ' ' -  (А А '') ‘ ’а ) о +

+ е в ''< 1 ;, 'А ''(А А ''> " 'А )а  .

Если матрица АА  ̂ имеет обратную и яш ш втся, таким оОрааом,по­
ложительно олуюделвнной, то первое слагаемое в  правой ч«сти 
не отрицательно и достигает минимального эначения (рапного ну­
лю) только тогда, когда И^в(АА^) ' ’ А иля 

м . а Ч а л " ) - »  .

Как уже О1...0 показано в г л .и ,  такой оператор определяет 
нормальное решение систеш  линейных уравнений. И легко видеть, 
что ОН совпадаот с оператором псввдоойпащения. Лейстнительно, 

а Ч А А ' ^ ) “ ' « У Л и ''(и А " * и * ')= У Л " 'и '^ . 
представление оператора М в |}>ормв (£71) улооно в сдучае, 

когда число уравнении п  меньше числа неиавеотных и когда 
ранг матрицы А раиен п  .

Ог шгим, что рассмотренные критерии близости матряц?^ Й .{ 
не учитывают компактности разрешеииЯс Действительно, яти 

критерии приводят к возрастанию диагональных элементов , но 
гтои гтом ОКИ не «О'вотвнтельны к тому» каки е  и э  остальных эло^ 
ментов должны Оыть н&.ш. Понятно, чт решение т  Оудет наи­
лучшим о<}разом отражать истинную модель т  , если элеионты 
каадой строки матрицы Я '^у?;ут ум^?ньшвтьоя при удалении от 
диаг г1али. 3 этом сл^/чае можно говорить о кокпактном раареше>
НИИ.

Если собственние векторы обладают компактностью, то и 
матрииа Я дает компактное разрешение. Ма трицы разрешения 
для Приведенных в § 4 примеров собственных векторов будут 
иыетл вил

г/2 1/2 0 О О \ /1/2 0 0 О 
1/2 1/2 О О О \ О 1/3 1/3 1/3 О

О Г/3 1/3 1/3 
О 1/3 1/3 1/3

«г- О 1/3 1/3 1/3 о 
о 1/ 3 . С/З 1/3 о

о 1/3 1/3 1/3/ \1/2 О О О  1/2



Нетрудно покаачть, что матрица R является инвариантной 
к лкхЗои̂ / преобразованию векторов v^., сохраня?лцему их ортонор­
мальность. Действительно, пусть такое преобразовании осущест­
вляется матг-тцеЛ С ( г х  г )  :

V *  ^ VC ,
и при этом = С '’С = .

Поскольку матрица С квадратная, то С ’̂ =С“’ и С С ^ * 1 ^  . 
Новая матрица разрешения R* бу^^ет в этом с.тучпе иметь яил 

R* = V *  V * '' = VCC " V " = V V  \  
т .е .  ока совпадает с »«трице!< R .

Таким образом, по виду »штрицы разрешения R можно судить 
о том, суаесто ует ли возможность построить такие параметры,ко­
торые бц оп]>еделялись однозначно и в то же время дггаа.ти бы 
комаактное описание модели.

JUh примера, рассмотренного в § 4 , R будет являться (|унк-. 
цией двух  пе еменных -г и . На рис.36 изображен вид функ­
ции Я-ПЯ нес"ольких произвольно внбранш •; значений 
Видно, что только для малых значений может бнть достигну­
то компактное разрешение. Иначе говоря, использованная выбоо- 
к а  исходных данных (значени;! Ду<*г) в точках а: =1 , ' г , . .  .f-Q) 
позволяет разрешить особенности распределения плотности лишь 
в верхней части аномального тела, при этом масг-*’аб деталей, 
которые могут быть разрешены, составляет 2-3 отн. ед.

Описйнный подход к построегатю оператопа, поэволя'дцего по­
лучить решение, характериэущ ееся наидучивш разрешением, не­
сколько отличен от того , который использовался Дх.Бэйкусом и 
Ф.Гильбертом для построения локально сглаженного решения. Во- 
первых, ОН не учитывает условия нормировки сглажитшщего яд­
ра ( т . е .  строк матрицы R ) ,  а  во-вторых, Kaic уже упоминалось, 
не удовлетворяет требованию компактности разрешения. Таким об­
разом, различив заключается в выборе критерия дельтаобразно- 
сти сглаживающего ядра. Если а качестве такого критерия при­
нять то т , который описан в ..астоящем параграфе, т .е .  близость 
CTpoii матрицы разрешения (или сглаживащего ядра) и единичной 
матрици в метрике решением, удовлетворящим такому кри­
терию, оказывается'нор?лальное pe' ^nne.

Таким образом, ])йшвние, полу’1аемое по метолу БэНкуса -  
Гильберта как одно иэ в.'>з?л'.)чшх (¡ютоние с мииимальн'^1! ноп- 
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мой), окаэываетсл одновременно и таким, которое отвечает наи- 
лучшему локально^/ сглаживанию, нп только в рамках описанного 
здесь критерия двдьтооОразяоотщ сглаживащего адра.



Для рассмотренного в § 4 примера на рис.37 ггриведены 
сглаживающие фушшин (для = 1 ) ,  построенные на
основе двух разных критериев дельтообразности.Благодаря тому, 
что критерг ■ минимизации Э'̂ ИюктивноЙ цофини интервала сглажи- 
ваннл ^сплошная кривая) учиты­
вает  компактность разрешения, сгла''01в а т в е  ядро Я  { г  со­
ответствующее этому критерию, является более сосредоточенным

Рис. 37 .

в окрес твоотм точки ,  ио его  ю к с ицум оказываетс я  с двинут  
относательно . 3 то же врем» ядро, построенное в ооответ- 
отвии с  крв^'врвем ¿ т з о с т и  к  &-<11ункцни» опжс ^ным в настоя­
щем параграфе (цунктирная  кривая)» имеет мвкоицгм в точке 
НО оно характеризуетс я  оущеотвенно отличными от нудя значе- 
нилми в более широкой облаотж,

§ 6 . Рас пре^деленке инФормашш

Р а с смотрим теперь вопрос об ивформационной содврчсзтвль- 
ности исходних данных. Каддое нэ набледений несет определен­
ную информацию о параметрах г )дели. При этом информация, предо­
ставляемая разными наблщениями, может не С ^ть независимой. 
Простейвмм примером этого являемся случай, когда  ка1’и1е-то 
из строк матрИ'-о» А равны ю т  отличаются постоянным миотате- 
лем. Какое-то из наблюдений может оказаться линейной комбина­
цией некотор«х других. В общем, если ранг матрицы меньше чи­
сла уравнений, то имещийся набор п  данных М0.1Ш0 заменить г



кезависймими лянейкнми М}лйкны!${яш этях дангшх. Способ  такой 
замены (¡яктичвски был приведен в § Он заключается в разло- 
жскки вектора наблкщекия ^  по собственным векторам и

Общее решение т  представляется су»*лоИ Ул.+
+ У^0Ьц, п ’'оторой произвольный вектор, а и» определя­
ется из системи уравнений А о . . Так что длн посгроекия 
о<>и1его решения системы (158) достаточно знать г  значений Ру, 
являвдихся компонентами вектора Эти г  компонент
мотаю рассматривать как "преос5разованни " набл»“дения. Каждая 
из них предста1и1яет собой результат усреднения исходных Д£ш- 
ных у  с веса№1, определяемыми собствешшкв векторами . 
Легко видеть, что здесь имеется полная аналогия с преобразо­
ванием параметров.

Аналогич!! ■) матрице разрешения вводится матрица расщ^еде- 
ленил информации »' '=АН. Как уже говорилось в § I ,  э та  мат­
рица должна быть по возможности близка к единичной матркцв 2^. 
Покажем, что оператор обобщенного линейного обращения удов­
летворяет и такому условию.

Запишем выражение для матрици распределения информации, 
используя сингулярное разложение кг-триш  ̂ А :

5  = АН = иЛУ' ^Ч - и с  .
Определим неизвестную матрицу С так , чтобы 5  была наилуч- 
иш!/! приближением к 1^ по методу наименьших квадратов.Это зна­
чит, что вектор-столбец матрицы С должен быть решением по 
методу наименьших квадратов следупцей систеш уравнений:

и с , .  -  ,

где б у  п  >-мерний вектор, имега^ий компонентами (А *
2 .  Таким решением явл яет с я

так что С и, таким образом» 5  в Ц и  ,
Бели же в качестве оператора Н ис пользовать оператор . 

псевдообращения, то получим

Итак, geйcтвifтeльнo, оператор псевдообращения дает н ая- 
дучшг^ рас гтределение информации.

П р и м е р .  Проиллюстрируем характер распределения ин­
формации на следущем прос том примере. Пусть исходные данные -
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годограф ВОЛНЫ, отраженной от плоской горизонтачьной границы, 
в некотором ограниченном интервале расстояний: I^ I ( х ¡ У  , 

Ипэестш начальные приближения длл мощности слоя 
и скорости в слое Требуется оценить Л и г/ по годогра|1у .

Лянеарпзуем задачу» используя формулы, приведенные в § 3 
гл .1  (для случая 00= 0 ) :

в г ,  = - _ 1 ^ Е = —  
v У u ^ . c ^ . / г h J  "•

Здесь -  разность мелсту наблзденным временем пробега в
точке и рассчитанным для начального приближения Лр , г/ц . 
В качестве искошх параметров будем рассматривать безразмар- 
ные величины бЛ/Л^ и Ьу/ь  ̂ .

Пусть наблвдения проводятся в пяти точках профиля: х/Ь^ = 
= 0 ;  0 ,1 5 ; 0 , 5 ;  0 ,7 5 ; 1 , 0 .

Таким образом, для опр еделения двух неизвестных парамет­
ров нмовтся пять уравнений. Матрица распределения информации 
5  в этом с. у чае оказы вается такой:

L,45 0 .40 0,25 0,06 -0 ,1 5
0 ,40 0 ,35 0,24 0 ,09 -0 ,0 8
0 .25 0 ,24 0,21 0,Г7 0,12
0 ,06 0 ,09 0,17 0 ,28 0 ,40

-ОДЬ -0 ,0 8 0 , i2 0,40 0,71

Элементы этой матрицы имеют следущий смысл: рассчитанные для 
полученной модели ( б Л ,  5 г» ) значения ^1-  будут представлять 
резудьта'* усреднения исходных наблкщений с весами, равными эле­
ментам i  -й  отроки этой матрицы.

Теперь посмотрим, каков будет характер собственных векто­
ров в данной задаче. Собствекные векторы оказываются сле­
ду тшми:

’  м ^ с : [  0 ,4 3  0 ,4 3  0,44 0 ,45  0 , 4 8 ] ,
1*5 = [ - 0 ,5 1  -О ,-.! -0 ,12  0,26 0 , 7 0 ] .

Как уже упоминалось, вся  информация об искомых параметрах со­
держится в двух величинах:

#•1 /»1
Поскольку элементы первого из векторов пачти ог^инаковы, то 
есть  результат усреднения всех исходных даннмх S / , с ппгжти-
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ч е с к к  рав ^ ш ш  в е с а м л ,  и ,  т а к и м  о б р н ч о м , г о у б о  х а р с 'х т о р и -  

э у в т  с о е д не е  з н а ч е н и е  и с х о д н ы х  >"анн1,’х .  1 1 й п :;т а е г/ с л  т е п е р ь  ин ­

т е р п р е т и р о в а т ь  ^2 • би  э л е м е н т ы  с с с т и ь .т я л и  а р и ф м е т и -  

ч е с к у й  п р о г р е с с и ю  т а к ,  ч т о б и  с л о д н м !! э л е м е н т  р о и ю и ю я  нулю  

(н а п р и м е р , - 0 , 6  - 0 , 3  О О ,о  О ,С ) ,  т о  o c o e g u e H K iíe  с  т а ­

к и ш  н о с а м и  д а н !ш е  х а р ы с т е р и з о в л л и  бы  с р е л н и /  H ajüiOH к р и в о й  

В М - 2г ) .  О л е м е н т ы  в е к т о п а  U j  ')т -ш ч а/ ;)тся  о т  т о к о : ;  п р о г р е с с и и ,  

х о т я  и  н е  н а м н о г о .  П о э т о т ^  п р и б ^ и .^ ен н о  м о :. 'л о  т п а к т о в а т ь  

к а к  " с р е д н и й "  н а к л о н  5 / ( х )  и и н т е р в а л е  н с .б л а д е н и :{ .

5 7 .  Р е гу л я р и з а ц и я  о п е р а т о р а  о О р а1Ц ения

П е р е М в м  т е п е р ь  к  р а с с м о т р е н и е  т р е т ь е г о  т р о б о и а к и я ,  п р е д ъ ­

я в л я е м о г о  к  о п е р а т о р у  о б р ащ ен и я  М .  ;] ;^ б л к1д е 1ш л  у  в с е г д а  с о ­

д е р ж а т  о я я б к и :  д а х е  е с л и  ош ибки  и з м е р е н и й  c e e ; ;cj£u к  н у л ю ,в с е ­

г д а  о с т аю т с я  оц1и б к и  о к р у г л е н и я  п р и  ч и с л е н ны х  р а с ч е т а х .О н и  в н -  

a ir e a ^ T  с о о т в е т с т в у я х 'у 1е  ош ибки п  ^ .д с л к с  в е / .т о р а  п а о а м е т с ю в  т .

" е л и  т  = Н у ,  т с  м и т р и ц а  к о в а р н а ,и и  о ц е н о к  п а р а м е т р о в  

о п р е д е л я е т с я  со о т н о ш е н и е м

г д е  R y  -  K .-> 3apnuiut:;H H xi: м а т р и ; ; ' :  gu i;:6o !-: н. 'J б л :• ^ ;;e i^ и ;; . iШ н o ,ч т o  

д а ж е  в  с л з 'ч а е  м aл ]^ x  ошибо;с и у  Р д  Mv- е т  н е о г р а н и ч е н н о  в о з ­

р а с т а т ь ,  е с л и  в о з р а с т а е т  о п е р а т о р  Н .

О п е р а т о р  о б о б щ е н н о го  л и н е1 ’.н о г о  о б р а щ е н и я  о п р е д е л я е т с я  

к а к ^ У Л ' * и ^ ,  r í e  Л ” ’ -  . ' ;п а г о на л ь ^ а н  м а т р и ц а ,  э л е м е н т ! ;  к о ­

т о р о й  • в е л и 'ш н ы , о б р а т н о е  н е !г\ 'л е п ‘:м  с и н г у л я р н о м  ч и а т а м  

Ио ч а с т о  с п е к т р  с и н г у л я р Ш 1Х ч исе л  с о д е р ж и т  о ч е н ь  к и а и е  з на ч е ­

н и я  X  , ч т о  п р и в о д и т  к  больш ой  д и с п е п с и и  о ц е н о к  п а р а м е т р о в .  

Д е й с т в и т е л ь н о ,  е с л и  д л я  т о с т о т м  р ч с с м о т о е т ь  с л у ч ай ,  к о г д а  

R j ^ s c í ^ I ,  TÜ =  ,  01' к у л а  д и с п е р с и я  п а -

о а м б т р а  огг̂ ег.олкегап 'bouj/r/j-.o,:

Из э т о г о  н и р а 'и е н и л  н и д н о , ч т  . п ои  ль-'.и-^ 'и :! и с п е к т р е  с и н г у - с я р -  

н ы х  ч и с е л  М сиш х з на ч е ни й  э :1ж б г л  м о г у т  с т а т ь  с к ’х т ь  у г о д н о  б о д ь -

1ИИМИ.
Т а к и м  о б р а з о м ,  з а д а ч а  с о ст о и т  ь т о м ,  ч т о б ы  в и д о и з м е н и т ь  

о п е р а т о о  обр.гщ егп -.': Н ч т о б и  у м е н ь ш и т ь  д и с п е р с и ю  о ц е н к и .
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Эта задача тесно связана с задачей решения плохо обуслов­
ленных систем уравнений, с которими часто ппихолится сталки­
ваться при оценке параметров по методу наименьших квадратов. 
Если сингулярные числа штпи1и: А угхлн, то тем более будут Ма­
ли собстнешше значения штрихи: А^А что приводит к 
плохой обуслопленности системы норшльных уравнении. Напомним, 
что 1ГОИ решении таких систем оценка относительной ошибки реше­
ния II ® п» II /  11 т  II опоеделяется непапонстпом

Пш11 ЦОуН

^ йнИ
где с  -  так называемое 'шсло оОуслонлснности матрицы системы, 
травное отношению нíшбoлы•Jвгo / наименьшего собственных значе­
ний [3 9 ] .  Поэтол^у если собствегаые значения матрицы силь­
но различаются, то решение оказывается неус той'отвым.

Существуют разные способы "загрубления" оператора И.Один, 
наиболее естественный и часто используемый, заключается в от- 
брасываюга малых сингулярных чисел штрицы А . Малые значенкк 
X,- округляются до 1гуля, тем самым уменьшается число ненуле­
вых сингулярных' значений и понижается ранг матрици А . Порого­
вое значение определяется допускаемой дисперсией рсления.Если 
для МОЖНО допустить дисперсип , то в спектре сингу­
лярных чисел следует оставить только талсие ^  значений,для ко­
торых еще выполняется неравенство

'X .
JЖ| \ 'У  "

Другой способ п^зедложен .V.;. • ,;аИь„ишом [о4 ] и основан на 
стохастическом подходе. Ш19я этого подходи заключается в сле­
дующем.

Будем вместо ур<-1внвний Ат^.-^  рассг/ктрипглгь уравнения 
Атп + е  = у  ,  Ц 7 2 )

где в  -  случайная помеха, которач включает в себя как ошибки 
измерения величин , так и ошибки округл(^ния. Наличие слу­
чайной помехи приводит к тому,что для т  можно получить толь­
ко оцешсу, удовлетворяхядую некоторому критери и

Вектор наблвдений у  , определяемый уравнением (С72),  
оказываетоя, как  видно из этого уравнения, случайной величиной.



З а д а ч а  с т а в и т с я  т а к :  п о  в ы б о п о 'ш о ^ у  з н а ч е н к ю  у н о .г / ч и т ь  

в ы б о р о ч н ую  о ц е н ;с у  ш ^ Ь у ,  т - '/ .у ю , ч т о б ы  ш н и м и л т р о ^ з а т ь  с р е д ­

н е е  п о  в с е м  ь о з м о ж н и м  р е а л и я а ц ш г м  у  : ;н а ч о н и е  к в а д р а т а  о т к л о -  

н е н и ) ' т - Ь у .  Д л я  п о м е х и  в  с 'и т н с т с я  и з в с с т н '^ й  о е  к о в а р и а ц и ­

о н н а я  м а т р и ц а  Р ,

1Л ини м и эац ия с р е д н е г о  к в а п о а т а  о т к л о н е н и я  п р о в о д и т с я  а н а ­

л о г и ч н о  т о м у ,  к а к  э т о  б и л о  с д е л а н о  в  §  5  п р и  м и н и м и за ц и и  м а т -  

р и щ ; А . :з - :б в р е м  п рои звольн ы м и  о е к т о о  а  , о п р е д е л и м  с к а - т я р н о е  

п р о и з в е д е н и е  о т к л о н е н и я  т - Ь у  и  э т о г о  т > о и э в о л ь н о г о  в е к т о ­

р а  и  м и к и м и з и р у е м  с р е д н е е  з н а ч е н п е  к т з а д р а т а  э т о й  п е .т ач й н ы :

£ [ [ ( т п  -  Ь у )^ а ]^ }  = £[о '^ (тл  -  Ь у ) ( т п  -  Ь у  )'^а] . ( 1 7 3 )

О б о зн ач и м  ^ ( т т 1т ^ )  = > У . и т а  м а т р и ;и 1 и м е е т  с м ы с л  а п р и о р н о й  

к о в а р и а ц и о н н о й  м атр и ш ^  п а 1) а м е т р о в ,  О ч е п и д н о , ч т о  п а р а м е т р ы  

м о к н о  с ч и т а т ь  н е к о р р е л и р о в а н н и м и  с  п о м « х о И ,т а к  ч т о  

Т о г д а  к о в а р н а Ц И 0НШ1Я м а т р и ц а  н аб л ю д е н и й  м о ж е т  бнт ь  з а п и с а н о  в

ВИД6
5 = £ (.уу^) = 5 [(Атп + е )(А т  + *)^] ,

П р е о б р а з у е м  з ь г р а ч е н и е  ( 1 7 3 )  а н а л о г и ч н о  т о м у ,  к а к  э т о  бы­

л о  с д е л а н о  в  §  5 :

£■ [а^(тп  т ^ - т п у ^ Ь ^ - Ь у т п ^  + и у у ^ 1 Г ) а ]  =

= а ^ [ \ У  + -  £ ’ ( т п у ^ ) Ь ^ -  С £ ( у т п ^ ) ]  а  =

= а''Сь'’- 3 '’'£(утп''>]''5[ь''-3'’£ (у т '')]  а +

+  а ^ [ \ У - 5 ( у  т п ' ^ ) ^ 5 " ' £ ( . у т 0 ]  о .

. . ¡а т р и ц а  3  я в л я е т с я  п o л o ■ ítи тeл ьн o  о п 1;с д е л е н н о И , п о э т о и ^  

м и н и \ у м  д о с т и г а е т с я  я  т о м  с л у ч а е ,  к о г д а  п е р в о е  с л а г а е м о е  о б р а ­

щ а е т с я  в  н у л ь ,  т . е ,  Ь ^  = 5 ” ^ < . у т ^ )  и .т а  Ь  = £ ( т у ' ^ ) 5 ' ’ .П о -

СК0ЛЫ(У

£ (тпу^) = £ [ т ( А т  + вУ] = М»/А̂ , 

т о  Ь  =  W A ^ ( A W A ' ’ + Я , ) " ’  .

А

Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  з а д а н н о г о  в ы б о р о ч н о г о  з н а ч е н и я  у  -

н а и л у ч ш а я  о ц е н к а  в  у к а з а н н о м  р а н е е  с ш с л е - о п р е д е л я е т с я  с л е п у ю -

щим образом: л т, г  ч - 1 а
т п  =  ША(А\УА + у .

1>сли в с е  п а р а м е т р ы  н е з а з и с ; : ? .и  и  и м е ю т  о .* и т а т с с в у !о  л и с п с 1>- 
с и п  (о д и н .ч ко вы Н  в е с ) ,  т о  = Ь *  А ’" ( А А ' ’ - + - Р ^ / с Д ) " ' .
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.Чаконец рассмотр;га сл:^ча>1 некоррслзфованной помехи и бу­
дем сч и тать , что все наОладсния имеют одну и ту же дисперсию.
]i этом случае ковариационная ю-три-'^а помехи и

L = A ''[AA'' + ( c ;/ G „ ) h ] ‘ ’ . (Т74)
Точно в  та-чом ни;1е 0;ь-1о полу юно вира--::енис .для оператора 

обращения в  § 2 ГЛ.1У, где рассш тривадся вопрос об оценке мо­
дели m ir}  по MCTogj’ Ь эккуса -  Гильбег'та в случае, когда ис­
ходные данные имекуг погрешности при тех же предположениях о 
независимости параметров и нек.ррелироэанности помехи. Но там 
вывод проводи.-чс;! для условий, когдп параметров больше,чем ис­
ходных данных, и из всех возмо.тцшх решений выбиралось тшсое, 
которое глинимкзировало норг^у искомого вектора. Приведенный же 
здесь вывод свободен от такого ограничения, так  что результат 
его 01сазы вавтся сгф аве;ш 11)им при любом соотношении числа ис­
комых параметров и исходных данных. Нетрудно показать,что  для 
случая , ко гд а  параметров меньше, чем наблюдений, решение, по­
лученное с помощью оператора (1 7 4 ), является  регуляриэопанным 
решением по методу наименьших квадратов.

Используем дда А сингулярное р^пло-'г и е :
L= V A U '‘ [U A ^U '' + ( c V c ^ > I „ ] ' ' .  

iUiH преобразования пр&вои части jToro в^^рахения используем со­
отношение 1 * А '’а ,  где А -  посиннольная невырозденная матри­
ца. Очевидно, что матря1;а  А? + ( .ö V g ^ ) I ^  явлчется иевыровдвн- 
ной, поэтоь^ единичную матрицу мо.'эдо представить в виде 
произведения ,

1 ^ = [А  + (c;V g^ ) I J '  .

Добавление единичной матрицы в качестве сомно;1й1теля не изме­
няет произведения матриц, поэтому можно записать:

L .= V A i^ u ’' [ U A ' u 4 ( c 3 V c ; ^ ) y ’ = 

= V A [ A 4 ( c iV < ) I J '4 A H ) 4 ( G V < ) U ' ' ] [ U A * u 4 ( G V ü ^ ) l„ ] " ^ -

-V A  [ А*+ ( С I [ и ‘' ил ' I I " (G Vcl}xj' ] [ и а 'и Ч  ( с ; i „l  '=*

= (173)

Про1:зведв1ше матриц ль тся  ди.чгии .. . •
ной матрицей с эломсит:^;:. ' .



Тагсим образом, оператор Ь отличается от оператора псев- 
дообращения только тем. что вместо мптрип̂  ̂ А"’ с лиагональ- 
ними элементами должна бить использована митпиця, имс1'>
тая  лнагомальние элемент!; • >0*сперсия поме­
хи деЯствует при этом как огрчни'штсль на ишые сингулярнне 
числа. При малых вместо очень больших значени;- ХГ1 т  бу­
дем иглвть величины, стоемяадиеся к нуло ка;ч X^<,G^/C*), а ори 
больших значениях X,- эти элемент!^ будут пп^истичоски совпа­
дать с элементами Х'  ̂ оооатно^! матриц'; Л’ ’ .

Рогуляризацил решения систем; ноомх-и.них уравнений, в ме­
тоде намменьших кпадоатов зшогочается в том, 'гго вместо реше­
ние тя(А^А>’ ^А^у стооится регу.'1яризо11.1Н1юв оешегше (см. §2 
гл .Ц ^ ) , которое ппи П1ц- О б-уют и ^ ть  яит

¡¿ели исплльзовать длп поолстаилония штрию; А сингу.1яр - 
1юе р;*апо?енив, то получим

= а.1)" 'УАи"у =
= сх1)" 'У 1^Л и '‘у  =

= СУЛ*У''+ ои1)‘ ЧУЛ,^+ сх.У)<А% а,1^)“’ л и ' 'у  =

= (УА^У^ + ос1)“ЧУА^У'У+а.У><Л^ + с*-1^)“’ л и у  =

= У < .А Ч а .1 ^ ) '’л и ' 'у  .

Учитывая, что произиелкл;^ ^.иагональнух матриц коммута­
тивно, можно записать оператор построения пегуляриэовашюго
решения в виде

Нр„ = У А С А Ч а . 1 ) - ' и " ,

что совп<'гдает с оператором Ь , опрсделлешм пыргшением (17о). 
Параметр регуляриэа:х»1 а , при этом, 1сак и следовало омсдать, 
равен отношению дисперсии помехи к  априорной дис персии пара>- 
метров.

§ 3 . Учет вэаишоЯ корреляции наблхшений 
и с вязи мехду параметрами

До сих пор мы неявно предполагали, что искоше 1гаг>''.м‘?тоы 
ргмеют одинаковый в ес , а  используемые набладения ¿/,- 

независт.1ь; и их пш>1бки характериэухтсл одной и той яе диспер-
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сиеИ. Это позволяло строить oúu;ee решение систем: А т а ^  т.чк, 
4To6iii 01!0 с o.'íHoii CTopowí минимизнровмо Hopf</ m  , т . е . вели­
чину т ’'тп , с  ,,p yro ;í -  средни/ кг 'ап ат непяз!^ набладений, 
т . е .  е ^ е  = ( А т  -  у  ) ^ ( А ш  -  у  )  .

И реальк::у. reaiin^íH’-iocKHx -jag¿'4ax такая ситуация возникает
кралнс  релко, Преаде всего параметоы hmcíüt разный вес , т . е ,
по-разному ы и я т  на найлмдения. Очевидно, что в этом случае
следует шнишлипэпать ис т ^ т = У .  ^ «звешенную сумму 

^  л 2 I ■ 1  ̂ *
квадрпто!* ^ -  ьс с соответству^лцего параметра.
Веса Züj* ;ол<ни вводиться eiie и ,гяя того, чтоби привести па­
раметры к 0езоазмернол 7̂ пи,ду, посколысу в ге 0<г)иэических зада- 
'тах ОНИ могут иметь разную размерность (мощности слоев, 
скорости и плотности в НИХ и т . д . ) .  В общем можно принять,что 
парамвт];ы характеризуются некоторой ковариациогаой матрицей W, 
которая в случав отсутствия с вязи медду папаметоаш будет диа­
гональной; / G* О

W =
о с ;

о . . . ‘ с?
при этом с *  мо.тао рассматривать как дисперсиям (  -го  парамет­
р а , соответственно представляет вес данного пара­
метра.

Таким образом, в общем сл^учае при поиске решения следует 
ьдцммизировать не тп^гп , а  тп Ш~ ш

Аналогично, в случав, когда наблюдения характеризуются 
ковариационной матрицей ошибок ^^^»то в соответствии с вывода­
ми г л .О  сценка парамотров долгшп птюиэводчтъся из условия ми­
нимизации величины ( А и > - ^ )  Р ^ ( А т г > - ^ ) .

Чтобы привести эти случал к тоцу, для которого б!1Л пост­
роен аш арат обобщенной лине!Шой инверсии, достаточно выпол­
нить преобразование .параметров и наблодений следущим образом. 
Отметим прежде всего , что матрицы ковариация RJ  ̂ и являются 
симметричными и положительно определенными, и, таким образом, 
существуют матрида и Произведем преобразования:

Тогда новые параметры тп ' будут свяэаш  с преобразованными на- 
блвденияш! и ' уравнениями типа (158 ): А ' т ' а у ' .  Решение этой
198



системы уравнений!, получаемое по методу псевцообргицения, будет 
минимизировать

т '^ т '  = =т ' ^и/" ' т

и *  .

Таким образом, простая .мена >̂У1три.11; А и исходных урав­
нениях пршзодит к тому, что решение будет отвечать взвешв!то- 
му, т . е .  такому, для которого диспе[)сии всех паре.метроз оди­
наковы, а  параметры неаавйсимы.

ООнчно бывает известна ^лaтpицa копариа1и1и ошибок наблк>- 
дений ковариационная матригщ параметров мотет быть пост­
роена с точностью до постоянного МН0.1ШТС.':.: . :ши этом ко­
вариационная матрищ "нових" наблюденй/ булет единичной I ,  а  
ковариационная матрица "новых” параметров -  I . величину 

можно рассматривать как аппиорную дисперсию параме*1роа 
(см.  § 7 ) .

По построенному решению т ^ , Ч )  свою очередь, можно оце­
нить остзточную диспеосию:

¿ * = ( А ' т ' - у ' ) ' ' ( А ' т ' - у О  
и тем самым проверить, 1туавильно ли была выбрана дисперсин ис- 
ходних наблюдений. Если окакется, что ^ ^ « 1 ,  то исходная дис­
персия была, по-видимоку, в зята  слишком большой по сравнению 
с внутренней согласованностью данных. Ксли . 5 ^ » 1 , т о  либо оце­
ненная по наблвдениям дисперсия била сильно заяи;«ена, либо мо­
дель ..¿адекватна исходным наблвдениям. 13 последнем случае от­
клонения е^. должны содержать снстематичоскую ошибку, которую 
обычно бьтает легко обнаружить.



Пооле ирочтенин этоЛ книги у читателя естественно вознях- 
нет вопоос: а  какой «е из описаннях методов предпочтительнее 
для решения той или иной конкретной обратной задичя? Ответ на 
этот вопрос зависит от то го , какие используются дйнше я какио 
имеются {шриорные сае ;1ония о среде,

Чтобы решить, какоЛ следует использовать метод, надо прв*- 
всего провести анализ имещойся априорной ик{юрмации с  точ­

ки зрения того, можно ли линеаризовать поставленную задачу »ина­
че говоря, достато'шо ли аяриорних да(шых, чтобы построить хо- 
рошее начальное íфибли:кeJшв для исксялой модели среды. Следует 
подчеркнуть, что к  настоящему времени большинство обратннх за­
дач геофизики допускает линеариэигсиц. ¿¿ели расс штриваются гло­
бальные геофизичоскяе з̂ 1дичи, связанные с исследованием распре­
деления той или ИНОЙ (Улзической величины в ^еш е в "слом или 
в отдельньх глубинш^х областях, то благодаря тому, что строе­
ние Земли ухе достаточно изучено, аач:ш>ное прибли.'£сние может 
быть всегда взято более или менее близклм к искомоку рвшвнию.В 
региональних исследованиях, особемно при изучении верхнеЛ тол­
щи, нельзя осноы^ваться на подобных сообра.?.ениях, так гсак 
строение среды на небольших глубинах мо:̂ 1С ' сильно меняться от 
района к району. Однако обычно до ароведения геофизических ис­
следований выполняются рвкогносци])овочные работы (геологиче­
ская съемка, скважинные исследования и т . п . ) ,  которые предо­
ставляют необходилую априорную ин(|юрш1П1го.

Конечно, встречаются и такие случаи, когда априорных све* 
дений недостаточно для того , чтобы линеаризовать задачу. В 
этом случае необходим предварительный ана)шз исходных данных о 
тем, чтобы иметь возможность наиболее разумно параметризовать 
модель. При этом у  иооледоаателя должны существовать опреде­
ленные представления о том, в какой степени те юш иные пара- 
мет1»  ̂ среды влняхтт на используеше характеристиюг геофизиче­
ского поля. Например, если для решения обратной задачи исполь- 
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ауются даяние М'ПЗ в ограниченном чнтврвале периодов, причем 
Д1ШНЫХ на очень много, а  их разброс т.исов, что крииал »
аттроксишругацал эти данные, является монотонной и плавной в 
этом интервале периодов, то не имеет с мыс ла щпроксимировать 
геоэлектряческйй разрез большим чис лом слоев, поскольку пара­
метры этях оло«в ока>7ГСЯ сильно связанными. Если подобные 
представлеккя о связи используеких да1шых с мзде^ью cpe;9i от­
сутствуют или являются недостаточно оп. здвлен1"лл1, то можно 
рекомендовать производоть выбор параметров путем построения 
информативных о ^ о т е ;( ,  как было описано в § 8 гл .П *  Ана.диз 
янфорштивкых областей дает возможность более или менс е обо- 
онованко подойти к выбору параметров.

Оценку р ’боашшх параметров следует производить методом 
максимального пра доподобил или нели!1вйным методом наименьших 
квадратов, оводяишшся к минимизации некоторой целевой фушс- 
НИИ. При этом еоли исходных :анных иного (по отнооемию к чио>- 
ду оцениваемых .параметров) и оценку параметров удается полу­
чить с высокой точнос тью, то погршимооть полученной оцеюся 
М0)(1М0 характеризоваФь ковариационн ой матрицей параметр<№к£Оли 
же решение оказывается веуотоЯчивы’ * (или даже неоднозначным), 
то ддя характеристик/ погрешнос ти необходаю в просграястве 
па, амвтров оконту])>1ТЬ область всех допустимых ревений, т .е »  
таких, которые бы удовлетворяли исходным данным в ооответс п и я  
с некоторым пороговым условием.

Порейдем топерь к рассмотрению более распроотраяекного 
с лучая, когда априорные данные таковы, что допускают линваг«- 
зацию э<и1ачи. Априорная модель может быть представлена либо 
набором параметров, что соочветствуйт с лоистой среде, либо в 
виде 1ч.ирврывной или кусочно-непрерывной функции М(^).Иско~ 
мыш при этом будут поправки к заданной априорно модели.В слу~ 
чае, когда априорная модель представлена набором параметров 

, рошечие можно искать либо в рамках такой же модели, т . е .  
в виде поправок к исходным значениям параметров,либо в
форме фунтсциоыальных зависимостей в  каадом из оЛовв»

В перБим случае, если число исходных данных больше чио- 
ла искошх параметров, решение определяется по ивтоду наимень­
ших квадратов. В общем же, если матрица системы^ нормальных



уравнений оказываетоя вырожденной или число дшшых меньше чи­
сла параметров, для нахождения решения может Оыть использован 
метод псовдообпаще1ш я, который ыишчает в себя метол наимень­
ших квалратгт к ак  частный случай.

Второй случай возмоден тогда, когда есть основания счи­
тать , гто используеш е данные могут дать разрешение, лучшее, 
чем то , в соотвотствин  с которым построе11а  априорная модель. 
При этом для построения решения может использоваться метод 
Бэйкуса -  Гильберта. Опять же, в общем случав, если такое ре­
шение оказывается невозможно построить и з-за  того , что некото­
рые иэ да1шых несут одну и ту яе ияформацию о среде, следует 
использовать длл  построения решения метод псевдообраи:е1шя, 
частним случаем которого я адяется метод Бэйкуса -  Гильберта. 
Сказанное соравадлЕВО, если в априорная модель, и по­
правка к  ней представля]отся в виде непрерывной футиига или за­
даются очень большим числом параметров, превышающим число ис­
ходных данны".

Таким образом, "идно, что наиболее общим ь линеаризовгш- 
ных задачах является метод псевдообращения, поскольку к ному 
мотао свести построение решения как для модели заданной конеч­
ным числом параметров, так и для с лучал, когда модель пред­
ставляется в виде неизвестной функции координат. При этом ме­
тод псевдообращения не накладывает никаких огрг тачений на со­
отношение между числом параметров и числом исходных данных и 
позволяет строить решение как в случав, когда параметры пол­
ностью веразрешены (система нормальных уравнений оказывается 
вырожденной), т ак  ж в случае, когда разные данные хаг>актвриэу- 
ются одно.1 и той же и»5оомативностью, что приводит к вырожцен- 
яости матрицы В (§  2 гл .1У ) или матрицы 5 (§  3 г л .П ) .  Этим 
объясняетс я  то , что метод псеадообращенш! завоевывает все боль­
шее п]шзндкие среди геофизиков, занимающихся решением интерпре­
тационных задач . Заметим, что хотя этот метод известен в линей­
ной алгебре достаточно давно, он долгое время, несмотря на его 
широкие возмолшости, не пол зовался даже среди математиков тем 
внишнием, которого заслуживает. Можно полагать, что в скором 
времени метод псеидоо^^оащекия займет главенствущ ее положение 
среди методов решения обпатных эгдач,



Ш agecb нигде не упомннули о методе рвгуляризьции. Как 
следует из изложенного в гл.ТТХ, е г о использование огфеделяет- 
ся тем, насколько устойчиво решение по како1,^-либо из указан­
ных ранее методов. Если решение ом зи вается неустойчшшм, то 
лри любом подходе следует использовать рв17ля^изацвю.

Отметим, что в рамках всех описанных методов имеется воз­
можность не T0Ju>K0 строить решение по заданной выборке данных 
наблщений, но и анализировать погрешность получи :мого рваенил. 
а также paspemaiogys способность и информатявноч^ть исх'^дкых дан­
ные:, и на основании такого анализа определять, как  следует из­
менить даныне (дополнить выборку, увеличить точн ость наблюде­
ний), чтобы получить точность и разрешение, требуемые для це­
лей того или иного исследования.
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