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ПРЕДИСЛОВИЕТеория ортогональных мпогоялепов в своем развитии к настоящему времени достигла значительного совершенства. Многие результаты этой теории имеют законченный характер. Подробно исследованы свойства ортогональных многочленов различных типов прн достаточно общих условиях. Полностью изучепы наиболее важные и характерные классы ортогональных многочленов. Имеется немало работ по теории ортогональных многочленов, отличающихся оригинальностью и глубиной исследований. Кроме того, постоянно расширяется множество теоретических и прикладных вопросов, при решении которых используются ортогональные многочлены.Как известно, первые примеры классических ортогональных многочленов рассмотрели Л. Лежандр, П . Лаплас, Ж . Лагранж, Н . Абель. Затем великий русский математик П . Л . Чебышев разработал общую теорию ортогональных многочлепов и исследовал важные частные случаи классических ортогональных многочленов. Дальнейшие, наиболее важные результаты по теории ортогональных многочленов получили Т. Стилтьес, К . Якоби, III. Эрмнт, Э. Лагерр, К . А . Иоссе, Ю . В. Сохоцкий.В. А . Стеклов разработал эффективный метод исследования асимптотических свойств классических ортогональных многочленов. С  помощью этого метода подробно изучены асимптотические свойства многочленов Якоби, Чебышева — Эрмита и Чебышева — Лагерра.Классические результаты в теории ортогональных многочленов получил Г. Сеге. Он открыл повый метод исследования асимптотических свойств многочленов, ортогональных на окружности с произвольным весом. С  помощью этого метода Г . Сеге получил асимптотические формулы для ортогональных многочленов вне окружности и на самой окружности. Далее, Г . Сеге нашел формулу представления многочленов, ортогональных на сег

менте, через многочлены, ортогональные на окружности. С помощью этой формулы были подробно исследованы асимптотические свойства многочленов, ортогональных па сегменте.С . II. Бернштейн разработал еще один метод исследования асимптотических свойств многочленов, ортогональных на сегменте. Этот метод основан на результатах теории приближения функций.Методы В. А . Стеклова, Г. Сеге и С. Н. Бернштейна излагаются в монографии Г. Сеге [11.21], впервые изданной в 1939 г. Русский перевод этой книги Г. Сеге, вышедший в 1962 г., содержит дополнения Я . Л . Гсронпму- са, в которых дается подробный обзор всех результатов по теории ортогональных многочленов, полученных примерно за 20 лет. Монография Я . Л . Геронимуса [11.8] носвящсна развитию методов Г. Сеге и С. II. Бернштейна.В комплексной области Г. Сеге ввел многочлены, ортогональные по контуру, н с помощью своего метода рассмотрел их асимптотические свойства при простейших условиях. Далее, Т . Карлеман и С. Бергман почти одновременно ввели комплексные многочлены, ортогональные по области.Весьма важные результаты по теории ортогональных многочленов получены в работах Е . А . Рахманова [VI.24—26]. В этих работах приводятся сложные контрпримеры в связи с известной проблемой В. А . Стеклова в теории ортогональных многочленов [IV.10] и излагаются различные оценки для ортогональных многочленов при наиболее общих условиях на весовую функцию.В работах В. М. Бадкова [V I.2—4] глубоко исследованы асимптотические свойства ортогональных многочленов при степенных и логарифмических особенностях весовой функции.Хорошо известны многочисленные применения классических ортогональных многочленов в вычислительной математике, математической физике, в кваптовой механике и во многих других областях науки. В настоящее время эти применения значительно расширяются и усиливаются. В качестве примера можно указать операционное исчисление [ II .2, 3] и различные задачи вычислительной математики [11.20]. Но наиболее существенное применение классические ортогональные многочлены находят в спектральных методах расчета и проектирования систем автоматического управления [11.22].



8 П РЕДИ СЛ ОВИ Е П РЕДИСЛ ОВИЕ 9В библиографическом справочнике по теории ортогональных многочленов [II 1.6], изданном в 1940 г., приводится примерно 2000 работ. Дальнейшие списки работ, а также исторические сведения имеются в монографиях [II .7, 8, 16, 23, 24; 111,4, 5].В последние годы постоянно возрастает число работ по теории ортогональных многочленов и их применениям. Эти работы и результаты в них становятся необозримыми.Все сказанное выше относится только к случаю ортогональности по одному переменному. А  в случае двух и более переменных ортогональные многочлены изучены значительно меньше, хотя основные определения и простейшие свойства их были рассмотрены более 100 лет назад.При обобщении классических ортогональных многочленов на случаи двух и более переменных возникает необходимость рассматривать так называемые биортогональ- пые системы многочленов.В 1865 г. Ш . Эрмит рассмотрел две пары биортого- пальных систем многочленов по двум переменным, когда областями ортогональности являются вся плоскость или единичный круг. Позже эти многочлены Эрмита были обобщены на случай многих переменных.В 1881 г. П . Аппель ввел многочлены по двум переменным, биортогональные но треугольнику.Многочлены Эрмита и Аппеля являются аналогами и обобщениями классических ортогональных многочленов па случай двух и более переменных, ибо эти многочлены являются собственными функциями некоторых линейных дифференциальных операторов в частных производных второго порядка.В 1881 г. Г . Орлов [11.19] рассмотрел некоторые ортогональные многочлены но двум переменным, которые определяются аналогом формулы Родрнга.В 1926 г. вышла большая монография П . Аппеля и Ж . Камне де Ферье [ I I I .1], в которой подробно излагаются свойства многочленов Аппеля двух переменных и мпо- гочленов Эрмита по многим переменным. При этом основным аппаратом исследования являются обобщенные ги- пергеометричсские функции двух и более переменных.В 1938 г. Д . Джексоп [VI 1.9] рассмотрел простейшие свойства многочленов двух переменных, ортогональных по области с произвольным весом. При этом оказалось, что весовая функция и область ортогональности при каж

дом натуральном п определяют некоторое пространство размерности п +  1 ортогональных многочленов степени п. Для таких многочленов установлены аналогичные одномерному случаю алгебраические и экстремальные свойства, а также рассмотрены ряды Фурье по ним.Подробный обзор всех вышеупомянутых результатов по теории ортогональных многочленов двух и более переменных содержится в монографии-справочнике Г. Бейтмена и А . Эрдейи [1.2]. В библиографическом справочнике (II 1.6] приводятся все работы по теории ортогопальных многочленов двух и более переменных, опубликованные до 1940 г.В 19(17 г. вышла очень содержательная работа Г. Кролла и И. Шеффера [VI 1.18]. В этой работе были усилены и обобщены результаты Д . Джексона о многочленах двух переменных, ортогональных по области. Кроме того, рассмотрены некоторые линейные дифференциальные операторы в частных производных второго порядка, собственными функциями которых являются ортогональные по области многочлены. В связи с этим можно сказать, что Г . Кролл и И . Шеффер рассмотрели некоторые двумерные аналоги классических ортогональных многочленов, являющиеся решениями линейных дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка.Аналогичные результаты получил Г. К . Энгелис [VI.35], по он применил другой метод исследования и привел более подробный перечень линейных дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка, решениями которых являются ортогональные мпо- гочлены двух переменных. Кроме того, Г. К . Эпгелис вывел формулу Родрнга для некоторых классов ортогональных многочленов двух переменных.Весьма существенные результаты по теории ортогональных многочленов двух переменных получены в работах Т. Корнвиндера, указанных в списке литературы. В этих работах рассматриваются новые системы ортогональных многочленов, устанавливаются повью свойства известных систем ортогональных многочлепов, большое внимание уделяется связям ортогональпых многочленов с дифференциальными уравнениями. Некоторые работы Т. Корнвиндера носят обзорный характер, в них анализируются и результаты других авторов, описываются применения ортогональных многочленов двух переменных и приводятся подробные списки литературы.



10 П РЕДИСЛ ОВИЕ П РЕДИСЛ ОВИЕ 11Как известно [11.15], ортогональные многочлены по одному переменному являются незаменимым аппаратом при конструировании квадратурных формул различных типов. Аналогичная ситуация имеет место и в случае ортогональности по двум и более переменным. А  поскольку в настоящее время потребность в кубатурных формулах возрастает, то при конструировании таких формул изучаются и необходимые свойства ортогональных многочленов двух и более переменных. На эту тему много работ опубликовал И. П. Мысовских. Все результаты этого направления изложены в очень содержательной монографии И. П . Мысовских [11.16]. В этой монографии рассматриваются наиболее важные с вычислительной точки зрепия кубатурные формулы и при этом излагаются необходимые свойства ортогональных многочленов по двум и более переменным. Анализ содержания монографии И. П . Мысовских показывает, что применение ортогональных многочленов при построении кубатурных формул опережает и стимулирует развитие самой теории ортогональных многочленов двух и более переменных.Вместе с тем следует заметить, что, в то время как ортогональные многочлены одного переменного уже имеют многочисленные и разнообразные применения во многих областях науки, теория ортогональных многочленов двух и более переменных применяется еще недостаточно широко. Видимо, в этом направлении можно ожидать дальнейших результатов.Из сказанного выше следует, что по теории ортогональных многочленов двух переменных к настоящему времени получено много важных результатов. Большинство из них опубликовано в отдельных статьях. Систематическое изложение некоторых вопросов имеется только в монографиях П . Аппеля и Ж . Кампе до Ферье [ I I I .1] и И. П . Мысовских [11.16]. Поэтому представляется целесообразным изложить наиболее важные свойства ортогональных многочленов двух переменных в отдельной монографии.Осповным содержанием первых двух глав настоящей монографии являются результаты, которые получили Д . Джексон [VI 1.9], С . А . Агаханов [V I.1], С . Огааа, С . Ариока и С. Кида [VI 1.23].Глава III написана по монографии II. Аппеля и Ж . Кампе де Ферье [ I I I .1].

Большое внимание в настоящей монографии уделяется связи ортогональных многочлепов двух переменных с дифференциальными уравнениями. Этому вопросу посвящены гл. IV , V  и IX . Как уже отмечалось, в некоторых случаях ортогональные многочлены двух переменных являются собственными функциями линейных дифференциальных уравнений в частных производных второго порядка. Такие уравнения называются допустимыми. Условия допустимости и некоторую классификацию допустимых уравнений впервые рассмотрели Г. Кролл и II. Шеффер [VI 1.17]. Другую классификацию допустимых уравнений дал Г. К. Энгелис [V I.35].Глава IV  написана но результатам Г. К . Энгелпса. При этом многие формулировки изменены и приведена новая классификация допустимых уравнений, содержащая все ранее известные уравнения, а также и некоторые новые.Глава V  написана по работе Г. К . Энгелнса [V I.35].Некоторые результаты гл. V I и V II  являются повыми и публикуются впервые. В конце этих глав излагаются результаты А . А . Цыганкова [VI.30—32] о суперортого- нальных гармонических многочленах, причем все формулировки изменены.Вся гл. V I I I  и три первых параграфа гл. I X  написаны но работе Г. Кролла и II. Шеффера [V I 1.18], причем многие формулировки изменены и усилены. В § 4 гл. IX  излагается один важный результат С . А . Агаханова [V I.1], а в § 5 той же главы — результат Г . Кролла и И . Ш еффера [V II.1 8 J.В гл. X  излагаются некоторые результаты из работ Т . Корнвнндера [V.4; V I I .12—14].Поскольку при изложении результатов других авторов многие формулировки и доказательства изменены, то все упомянутые авторы, приоритет которых является бесспорным, не несут ответственности за то изложение их результатов, которое принято в настоящей монографии. С другой стороны, автор надеется, "что допустил не слишком много упущений как в смысле подбора, изложения и обзора результатов, так и при составлении списка литературы.Для чтения настоящей монографии необходимо знание основных свойств ортогональных многочленов одного переменного, например, по одной из монографий [11.21, 24; II  1.4]. Кроме того, в изложении используются основные
I



понятия и методы нз теории функции действительного переменного [1.4, 9], нз теории функций комплексного переменного [1.5, 6], а также нз теории дифференциальных уравнений [1.3, 7, 12].Автор выражает глубокую благодарность профессору Б . И. Голубову и аспиранту А . Д . Шишкину за внимательный просмотр рукописи, подробное обсуждение многих результатов и за ряд ценных замечаний по тексту.

12 П РЕДИСЛ ОВИЕ

Схема зависимости глав

ОСНОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

{ Уя(-«")}— многочлены Чебышева первого рода.
Ш а(г)} — многочлены 4<ч'>ышева второго рода.
{/'„(х; а, Р )} — ортогональные многочлены Нкоби.

//„(х)} — ортогональные многочлены Чебышева — Эрмита. 
А„(х; а )} — ортогональные многочлены Чебышева — Лагерра.

Г — замкнутая спрямляемая жорданова кривая.
G  — внутренность кривой Г.
D  — внешность кривой Г.
А (х, у) — весовая функция в области G  (дифференциальный 

вес).
dF(x,  у) — интегральная весовая функция в области G.

!Fnk(x, у ) } — основные ортонормировапные многочлены.
Fnk(x,  у)}  — основные ортогональные многочлены с единич

ным главным ко:к(>фициентом.
{Ф я*(.г, у ) } — моническис ортогональные многочлены.
{Ф „*(х, у)} — ионические ортогональные многочлены с еди

ничным главным коэффициентом.
{Л „*(х, у) }  — классические многочлены Аппеля.
{,1П* (х, у ) } — основные ортогональные многочлены Аппеля.
(л, к ) — порядок алгебраического многочлена Я я*(х, у).
{Ап*} — степенные моменты весовой функции А(х, у) по об

ласти G.
{А»*} — определители Грама системы одночленов {х^уч) с ве

сом А(х, у) но области G.
| 6'J‘ ) — биномиальные коэффициенты.

— пространство многочленов степени и, ортогональных с 
весом А(х, у) по области G.

W„* — множество многочленов порядка (л, к).
Wnh — множество многочленов порядка (л, к) с единичным 

главным коэффициентом.
{а«»(/)} — коэффициенты Фурье функции /(х, у) по ортого

нальным многочленам двух переменных.
{У„*(х, у)} — частичные суммы ряда Фурье по ортогональным 

многочленам двух переменных.
Г(/>) — гамма-функция Эйлера.
Н(/>, q) — бета-функция.
Lip а  — множество функций, удовлетворяющих условию 

Липшица.
(а) п — символ Похгаммсра, означающий произведение п чи

сел а(а +  1)(в +  2) . . .  (а +  л — 1).

I



14 ОСНОВНЫ Е ОБОЗН АЧЕНИЯ Глава I
С(р,  а) — некоторый класс кратно гладких кривых 

(гл. V I, § 4).
w =  q>(z)— функция, отображающая конформно и однолист

но область G  на круг |ш| <  I при условиях q>(z0) = 0  и <р'(*о) >  0.
z =  ф(ш) — обратная фуикцин к функции w =  <р(г).
iv =  Ф(г) — функция, отображающая конформно и однолист

но область D  на область |u>| >  1 при условиях Ф(оо) =* оо и 
ф'(оо) =  Ч >  0.

/,2(Л, G) — пространство функции, суммируемых с квадратом 
но области G  с весом А(х, у).

11/Нс — норма функции /(jc, у) в пространстве Li(h,  G).
(/'; Q) — скалярное произведение в пространстве /,2(/i, G).
Ц  (А, Г) — пространство фупкцпй, суммируемых с квадратом 

па контуре Г с весом А(х, у).
11/11г — норма функции /(х, у) в пространстве /,2(А, Г).

Я 2(А, G) — пространство гармонических функции, суммируе
мых с квадратом но области G с весом А(х, у).

Е я (/, G) — панлучшее равномерное приближение функции 
/(х, у) в замкнутой области С  многочленами степени пе выше п.

(/, G) — паилучтео приближение фупкцпй /(х, у) мно
гочленами степени не выше п в метрике пространства L 2(A, G ).

D t =  D ,  — частная производная по х.
/>2 — D ,  — частная производная но у.
£>[и] — осповной линейный дифференциальный оператор в 

частных пронзводпых второго порядка (гл. IV , § 1).
(А ,} — собственные значения оператора /)[и].

и(х, у) — характеристический многочлеп оператора D[u\.
F(x\ а, Ь, а) — гнпергеометрическая функция одпого перемен

ного.
Я2(х, у; а. А, с, а, р) — гнпергеометрическая фупкция Аппеля 

двух переменных.
Ф (х, у; 2, и-) — обобщенная производящая фупкция мопнче- 

скнх ортогональных многочленов.
{/’n»(z, г)} — ортогопальпые мпогочлепы по двум сопряжен

ным комплексным переменным.
{7\,*(z, г)} — многочлены Чебышева первого рода по двум со

пряженным комплексным переменным для области Штейнера.
{?/,,*(г, г)} — многочлены Чебышева второго рода по двум со

пряженным комплексным переменным для области Штейнера.
{А’ч*(ы, v; а.  р, ч)} — ортогопальпые многочлены по области, 

ограниченной двумя прямыми и параболой.
А'пш(х, у; и. v ) — частичная сумма билпнейпого ряда по орто

гональным мпогочлепам двух переменных.
Гя — прообраз окружности | к » | = Я > 1  при отображении 

iv =  Ф (г).

О Б Щ И Е  С В О Й С Т В А  О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Х  НО О Б Л А С Т И  М Н О Г О Ч Л Е Н О В

§ 1. Ортогональные по области многочленыдвух переменныхПри рассмотрении алгебраических многочленов по двум переменным х  н у прежде всего необходимо упорядочить множество одночленов, составленных из произведении степеней этих независимых переменных, т. е. множество одночленов вида (x’V ) .  Обычно принимается так называемое лексикографическое упорядочение, при котором рассматриваемые одночлены располагаются в виде последовательности
1 , х , у , х 1, х у , у г, . . . , х я, х п- ' у , . . . , у п, . . .  (1)При таком упорядочении одночлены разбиваются на пачки видах", х п- 'у ,  х п~У , . . ху"-\  у". (2)Каждая пачка (2) содержит п + 1  одночленов одной и той же степени п по совокупности переменных х и у. При этом сначала выписывается полная степень переменного х , а затем степень этого переменного понижается с повышением степени у. Разумеется, можно принять и другое упорядочение, например, поменять местами х и у в системах (1) и (2). Однако упорядочение (1) и(2) предпочтительнее, ибо при введении комплексного переменного получается формула z — x  +  iy.Последовательность (1) для лучшей обозримости целесообразно представить в виде бесконечной треугольной таблицы:1,
х, у,
Xх, ху, у\X я, х п-'у ,  . . . ,  х у п-\  у \

(3 )



ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ М НОГОЧЛЕНЫ  Д В У Х  П ЕРЕМ ЕН Н Ы Х 1710 |ГЛ. I S 11В этой таблице строки составлены из пачек одночленов вида (2). Конечно, при необходимости можно считать, что в таблице (3) одночлены упорядочены так же, как в последовательности (1). Таблицу (3) для краткости можно записать в видеГгп- у } ,  п =  0, 1, 2, . . . ,  *  =  0, 1, 2, . . . ,  п. (4)Далее, пусть дана таблица действительных чисел
С оо,Сю, С|1,Сю, Сц, С2 2,..............................................................  (5)СпО, С„|, * • ., Сп> |, Сяп,

В этой таблице у каждого числа первый номер означает номер пачки, а второй номер — место расположения числа в данной пачке, причем и пачки, и числа в них нумеруются, начиная с числа 0. Таблицу (5) можно, конечно, записать в виде (4).Умножим теперь число ст, на одночлен хт~’у' и сложим полученные произведения, начиная с номеров 0 и 0 до номеров п и к. В результате получим алгебраический многочлен по двум переменным
п—1 т к

Р пк(х, У) -= 2  2  Cm,Xm- y  +  V  Сп,Хп~ у .  (6)
т= 0 в=0 *=0

ственно считать, что главный коэффициент многочлена
f  отличен от пуля. В  этом случае для краткости будем говорить, что многочлен (6) имеет порядок (п, к).  Разумеется, некоторые из коэффициентов (7), кроме главного, могут обращаться в нуль.Подсчитаем число слагаемых в многочлене (б). Прежде всего заметим, что первая (двойная) сумма соответствует первым п пачкам таблицы (3), считая и пачку с номером 0. Следовательно, в двойной сумме содержится не более 0 ,5 и (« + 1 )  слагаемых. А  из пачки с номером п в многочлен (6) берется к +  1 одпочленов старшей степени. Таким образом, число слагаемых в многочлене (6) не превосходит числа

N ( n , k ) = l < Z ± "  +  k +  1. (8)А если многочлен (6) содержит все одночлены из пачки с номером п, т. е. к =  и, то из формулы (8) находим
Щ п ,  =  1+ д + < .  < ■ + » »  +  » .Л е м м а  1. Пусть в системе многочленов 

Р«>(х, У),Р 10(х, у), Р И(х, у),
РгЛх , У), Ргх{х, У), Ргг(х, у),  (9)
Рпо(*, У), Рп,(х, у),  . . . ,  Pn.k-i(x, у) ,  Р пк(х, у)В этой формуле номер п означает номер последней пачки в таблице (3), из которой берутся однородные многочлены паивысшей степени, а номер к означает нанвысшую степень переменного у из последней пачки. Таким образом, номер п в формуле (6) означает степень многочлена но совокупности переменных х  и у.  При этом очевидно, что степень у в формуле (6) может оказаться больше, чем к.В формуле (6) вторая сумма содержит однородные одночлены степени п относительно совокупности переменных. Таким образом, многочлен (6) имеет старшие коэффициентыСпо* Сп|, • . СПг j - i ,  спк. ( 7 )Последний из этих коэффициентов, т. е. число спк будем называть главным коэффициентом многочлена (6). Есте-

порядка не выше (п, к) каждый многочлен имеет от
личный от нуля главный коэффициент. Тогда любой мно
гочлен Q„k(x, у) порядка (п, к) единственным образом 
представляется в виде

Qnk(x, У) =  2  2  пЛ-r, У) +  2  а „ ,Р п ,( х ,  у). (1 0 )
т о »=0 1=0Д о к а з а т е л ь с т в о .  Аналогично формуле (6) для данного многочлена Qnk(x, у) вводим разложениеп—1 m к

Qnk(x, у) =  2  2  ьт.х т- у  +  2  Ь п ^ - у .
т = 0 я=0 *=0 ( 11)Далее, все многочлены (9) прелсчпгг- m —г~ формуле(6), и при этом вводим верхние' ицдегсы у гоэффициен-2 П. К. Суетин ,>*А



18 ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. I М НОГОЧЛЕНЫ  Д В У Х  П ЕРЕМ ЕН Н Ы Х 19тов. Тогда, сравнивая коэффициенты при одинаковых одночленах в формулах (10) и (11), получим равенства
ft ®n fcCnfc tt _  _ Jn.h) , - (n,ft-l)On.fc—1 —  “ nftGn.fc—1 ■ a n ,k —l c n ,k —l  t

On,h—2 — a nhc n,h—2 +  a n ,h - lc n,h—2 +  a n,ft—2cn.*-2 i (•-)

U „  „(n.ft) L „  (n.ft—1) . . „(0,0)®00 — flnftC00 +  ®n,ft —1̂ 00 +  . . . +  ЯооС00 •Таким образом, для определения неизвестных коэффициентов {ат,) получена треугольная линейная система N уравнений, где N  определяется по формуле (8), Определитель системы (12) равен произведению всех главных коэффициентов (сЙ ’**) многочленов (9). Поскольку всо эти главные коэффициенты отличны от нуля, то система (12) имеет единственное решение. Лемма доказана.Ипогда возникает необходимость рассматривать многочлены, у которых главный коэффициент равен 1. В этом случае применяется обозначение Q nk(x, у),  т. е. имеемп - 1  m f t - lфпft(*, у) =  2  — ст,х т- у  +  с„,хп- у  +  xn~hyh.
т -0 8 -О «=0 (13)Переходим к определению многочленов двух переменных, ортогональных по области.Пусть на плоскости хОу  дана конечная односвязная область G, ограниченная спрямляемой жордановой кривой Г. Неотрицательная функция h(x, у) называется весовой функцией в области G  или просто весом, если она суммируема по области G  и не эквивалентна нулю, т. е. выполняются условия

0 < \   ̂h(x , y ) d x d y < o o .  (14)сВ этом случае конечны интегралыЬпа =  f f  h (x, у) xn~hyhdx dy, (15)‘ gкоторые называются степенны-vu моментами весовой функции h(x, у) .

8 И Далее, пусть дана система алгебраических многочленов
У),

F lk(x, у) ,  F it(x, у),
F*4 X' !/). F u(x , У)< F *(*t  У)’ (16)
F„o(x, у) ,  F K,\x, у) ,  F n„( * , У),Эта система многочленов называется ортонормированной 

по области G с весом h(x, у),  если выполняются условия:1. Главный коэффициент спк каждого многочлена 
F  л ft (х , у) положителен.2. Многочлены (16) удовлетворяют условию ортоиор- мированпости с весом h(x, у) по области G , т. е.

{ 1 h (х, у) F nh (х, у) F m,  (х, у) dx dy =  6nm6„,. (17)‘ GТак как А(х, у) есть весовая функция, то можно ввести функциональное пространство L z(h, G ) ,  в котором скалярное произведение определяется по формуле(/; ф) =  С J  h (*. у) 1 (*, у) ф (*. у) dx dy- (18)
'сТогда условие ортонормпрованности (17) представляется в виде

(F„k; F n.) =  f>nm6k..Далее, наряду с многочленами {F „k(x , у)),  ортонор- мированнымп но области G  с весовой функцией Л(х, у),  часто рассматриваются ортогональные с тем же весом многочлены, у каждого из которых главный коэффициент равен 1. Для таких мпогочленов аналогично формуле (13) применяется обозначение {Г„»(х, у)) и имеет место равенство
Fm, (*, у) -  ~  F nh (х, у). (19)Рассмотрим несколько замечаний по поводу определения весовой функции. Прежде всего, в определении этой функции можно опустить условия ограниченности области G  и спрямляемости контура Г . В самом деле, предположим, что область G  не ограничена, а кривая Г



20 ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ М НОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. I ТЕОРЕМ А СУЩ ЕСТВОВАН И Я 21

?
не спрямляема. Тогда в определение весовой функции, кроме двух условии (14), необходимо включить условие существования всех интегралов вида (15). Кроме того, естественно предположить, что весовая функция h (x ,y )  не обращается в нуль тождественно ни в какой подобласти G, ибо в противпом случае это может изменить конфигурацию области ортогональности.Далее, весовая функция h(x, у) в формуле (17) часто называется дифференциальным весом. Но наряду с этим иногда рассматривается так называемый интеграль
ный вес, который определяется следующим образом. Пусть в области G  определена функция F(x, у) двух переменных х а у с  ограниченным изменением. Предположим, что для любых четырех точек М , (хь у,) ,  
Мг(х2, y t), М ,(х 2, У г ) ,  М Д х „  Уг)  П р и  УСЛОВИЯХ X ,  <  X ,  и yt <  уг выполняется неравенство

F ( x 2, l h ) - F ( x „  y2) - F ( x 2, y l) + F ( x l, y t) > 0 .Тогда, если область G  конечна и выполняются условия0 <  |* J  d F (х, у) <  оо, (20)'сто функция F (x ,  у) называется интегральной весовой 
функцией или просто интегральным весом в области G. А  если область G  но ограничена, то от функции F (x , у) дополнительно требуется, чтобы были конечны все моменты

hnh =  f  f  xn~hyhdF  (x, у). (21)GВ случае интегрального веса условие ортонормнрованно- сти имеет вид( У F nh (х, у) F m,  (х, у) dF  (х, у) =  6,„ А , .  (22)GВ настоящей главе ортогопалыше многочлены по двум переменным рассматриваются только в случае дифференциального веса, но почти все формулировки и доказательства очевидным образом переносятся и на случай иптегралыюго веса. В этом случае интегралы в формулах (20) и (21) можно рассматривать при условии, что неубывающая функция F (x ,  у) имеет ограниченную вариацию, например, в смысле Витали [1.9].

§ 21 Ортогональные мпогочлепы, удовлетворяющие условиям (17) или (22), иногда называются многочленами, 
ортогональными по площади области G. Но обычно для краткости их называют многочленами, ортогональными 
по области.§ 2. Теорема существованияи критерии ортогональностиВ настоящем параграфе доказывается основная теорема о существовании и единственности системы ортонор- мироваиных многочленов {F„k(x, у)), приводятся два критерия ортогональности и рассматриваются простейшие свойства этих многочленов.Л е м м а  2. Если h(x, у) — весовая функция в области 
G, то для всякого неотрицательного в области G  алгеб
раического многочлена Р„*(х , у) порядка (п, к), где 
п >  1, выполняется условиеУ У л (X, у) p nh (х, у) dx dy >  0. (1)

GД о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, предположим противное, что этот интеграл равеп нулю. Тогда в силу условия (1.14) и свойств интеграла Лебега находим, что 
Р пц(х, у ) 33 0 почти всюду в области G.  Но многочлен 
Рпп(х, у) имеет порядок (п, к) и может обращаться в нуль только па множестве плоской меры нуль. Лемма доказана.Т е о р е м а  1. Для всякой весовой функции h(x, у),  
определенной в области G, существует единственная си
стема многочленов {F nk(x, у)}, ортонормированная по 
области G  с весом h(x, у).Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для многочлена нулевого порядка имеем

0̂0 (*. у) =  с00 >  0, У I* h (х, у) fiodx dy =  1, сп в силу условия (1.14) величина с00 определена.Далее, имея в виду применить индукцию, предположим, что определены ортонормированные многочлены
F 00(x, у), F l0(x, у) ,  F „ ( x ,  у),  . . . ,  F„  *_i(x , у).  (2)Рассмотрим процесс определения многочлена F nk(x,y)  порядка (п, к). По лемме 1 этот пеизвестный многочлен



24 ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ ТЕОРЕМ А СУЩ ЕСТВОВАН ИИ 25|ГЛ. Iности к ортогональным многочленам меньшего порядка определяется с точностью до постоянного множителя по формуле (5). Следовательно, многочлен F nh(x, у) только множителем может отличаться от ортогонального многочлена порядка (п, А). А  именно это и утверждается в достаточности теоремы 2. Теорема доказана.Условие (6) часто называют первым критерием орто
гональности.Рассмотрим теперь экстремальное свойство ортогональных многочленов. Обозначим через (Р„* множество всех многочленов порядка (л, А) с единичным главным коэффициентом, т. е. множество многочленов вида

Qnk(x, у ) = ‘ Хп- кул +  1{л- 1(х, у),  (7)где //„-1(х, у) есть многочлен порядка меньшего, чем (л, А). Предположим, что требуется найти минимум интеграла
J  (Qnh) “  J  J  A (x, у) [Ф„л (x, y)\*dx dy (8)

Gв классе всех многочленов ТР„».Т е о р е м а  3. Минимум интеграла (8) в классе мно
гочленов 1Г„* достигается тогда и только тогда, когда

Qnh (X, у) =  t  „ft (х, у) =  "(гГл)  ̂п* (■*» У)* (9)
Спк

причем этот минимум определяется равенствомinin J  (Ф„А) =  l/[c„ft,*>]3. (10)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу леммы 1 для всякого многочлена вида (7) имеем представление
Qnh (*. У) -  2  2  (*, у) +m=о i—O

h- 1*l~ НпД  п,  (X , у) ■+• t  nft (x, \j).»=0 cnhПодставляя это разложение в интеграл (8), находим 
j  (Qnh) =  2  2 * а "'* -ь 2 а " * + г'(„лип* (И)т —о 1 0  «—0 1‘ мА ]’Минимум этого выражения достигается тогда и только

И 21тогда, когда а„.  s*0 , т. е. когда имеет место равенство (9), причем из равенства (11) следует формула (10). Теорема доказана.Установленное экстремальное характеристическое свойство ортогональных многочленов иногда называют 
вторым критерием ортогональности.Продолжаем рассматривать простейшие свойства ортогональных но области многочленов.Т е о р е м а  4. Для всякого ортогонального многочле
на F nh(x, у) при условии л > 1  множество G , тех точек 
области G, где этот многочлен положителен, и множество 
С г тех точек области G, где этот многочлен отрицателен, 
оба имеют положительные плоские меры.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как л >  1, то в силу ортогональности многочлена F nk(x, у) многочлену нулевого порядка F 0o(x, у) имеем равенствоf  [ h(x, у) F nh (х, у) dx dy =  0. (12)

GПоскольку весовая функция А(х, у) неотрицательна в области G,  то предположение о том, что неравенство 
F„h(x, i/)3* 0 выполняется почти всюду в области G  приводит к неравенству вида (1) из леммы 2, а это противоречит условию (12). Аналогично выполнение неравенства Fnk(x, {/)< 0 почти всюду в области G  в силу леммы 2 также ведет к противоречию с условием (12). Теорема доказана.Т е о р е м а  5. Если ортогональный многочлен пред
ставляется в виде произведения двух многочленов по 
формуле

Fnk(x, y) =  Q m.(x ,  у )В РЯ(х, у),  (13)
где и р >  1, то оба многочлена Qm,(x , у) и
В г,,(х, у) являются ортогональными каждый со своей 
весовой функцией в области G.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дай произвольный многочлен Ты(х, у) порядка (г, I) меньшего, чем (m, s).  Тогда порядок многочлена В РЯ(х, у )Т „(х ,  у) будет меньше порядка (л, А) ортогонального многочлена F nk(x, у).  Поэтому имеем равенство

f J h  (х, у) F n)l (х, у) В рч (х, у) Tri (х, у) dx dy =  0,
G . . . . . . .



26 ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ А Л ГЕБ РА И Ч ЕСК И Е СВОЙСТВА 27|гл, Iкоторое в силу формулы (13) приводится к виду| \ А (х, у) Bj,q (.т, у) Qm,  (х, у) Тт, (х, у) dx dy =  0.
"gПоскольку Tri(x, у) есть произвольный многочлен порядка (г, I) меньшего, чем (m, s),  то, следовательно, 

Qm.(x, у) есть ортогональный мпогочлеп порядка (m, s) ,  соответствующий весовой функции A, (х, y ) = h  (х, у) X  X  в,%(х, у). Аналогично доказывается, что В РЯ(х, у) есть ортогональны!! многочлен, соответствующий весовой функции Л2(х, у) =  A (x, y)Qm,(x, у). Теорема доказана.Из доказанной теоремы вытекают два важных следствия. Во-первых, если ортогональный многочлен представляется в виде произведения (13), то для каждого сомножителя справедлив аналог теоремы 4, т. е. множество тех точек нз области G,  где этот множитель положителен, н множество тех точек, где этот множитель отрицателен, оба имеют положительную плоскую меру. Во-вторых, прп разложении ортогонального многочлена на множители каждый множитель может быть только в первой степени, ибо будучи во второй степени он не менял бы знака в области G.§ 3. Алгебраические свойстваКак и в случае одной переменной ортогональные многочлены но двум переменным представляются через моменты весовой функции.Всякой весовой функции А(х, у) соответствует система степенных моментов, которые определяются по формулеA,.a =  f  f  h(x, y )xn~hyhdxdy,  (1)
*Gгде n =  0, 1, 2, . . .  и к =  0, 1, . . . ,  n. Множество этих моментов целесообразно представить в виде треугольной таблицы:Аоо, ,Аю, Ап,Аг«, А2|, А2г,

(2)Апо, Ащ, . . . ,  А„ и—1, Ann,

§ 31Из моментов 
АоО = 0̂0*

(2) составляем определители
h h

h00/, /i 1 00 10 11Я10 
h Г A n - N o N o N i10 *20 1 h h A . .и 21 22

Дао N o N o N i N oN o N o N . N oN . N , N . N . * • • • »N . N o N . N oN o N o N . ■• • N aN o N o N . • • N  +  l.AN . N . N . • • N + l .A  +  1N a N + i,fc N + l .A + l  • •• Nn,2A
( 3 )

Определитель Д„» составляется следующим образом. Рассмотрим систему липейно независимых функций
\, х ,  у, х г, ху, уг...........х - у .  (4)Моменты, определяемые но формуле (1), можно рассматривать как скалярные произведения различных функций нз системы (4). Умножим каждую функцию из системы(4) на 1 и проинтегрируем с весом А(х, у) по области G. Из полученных моментов составляется первая строка определителя Д„А. Далее, умножаем все функции системы(4) на функцию х  и интегрируем с весом А (х, у) по области G. В результате получим вторую строку определителя А„» пз системы (3). Затем умножаем все функции системы (4) на функцию у и снова интегрируем все произведения с весом А(х, у) по области G.  Получепные числа составляют третью строку определителя А„*. Аналогичное построение проводится для каждой функции системы (4). В самом конце этих построений все функции системы (4) умножаются на последнюю функцию х п-У  и все произведения интегрируются с весом h (x ,y )  по области G. В результате получится последняя строка определителя А„».На основе вышесказанного нетрудпо сформулировать простое правило составления определителя Д„* без обращения к системе (4) и к формуле моментов (1). В самом деле, первая строка этого определителя составлена из моментов таблицы (2), выписанных в том порядке, как они расположены в этой таблице, начиная с момента



28 ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ М НОГОЧЛЕНЫ А Л ГЕБ РА И Ч ЕСК И Е СВОЙСТВА 29[ГЛ. IА ., и до момента А„*. Из тех же моментов состоит и первый столбец определителя Д„*. Далее, к первому индексу моментов первой строки прибавляется 1. В результате получается вторая строка. Затем ко второму индексу моментов, стоящих во второй строке, снова прибавляется 1. Так получается третья строка определителя А„*. В результате такого попеременного увеличения первого и второго индексов моментов получается весь определитель А„*.Поскольку все определители (3) являются определителями Грама линейно независимой системы функций, то все они отличны от нуля. Это нетрудно установить и непосредственно. В самом деле, систему липейпо независимых функций (4) переобозначим и представим в виде
У), <р2(х, у),  . . . .  ф *(х, У), (5)где число N  определяется по формуле (1.8). Тогда вместо (3) для определителя А,,* получим формулу

А и л  =

( V  * ! >  

( ф 2 ; ф . )

( ф , ; ф 2)  . .  

( ф 2 ; ф 2 )  .

• ( Ф ^ Ф л )

• ( ф 2; ф * )

( ф * ;  « М ( ф * : ф 2)  • • •  (Флг5 Флг)Допустим, что этот определитель равен пулю. В этом случае линейная однородная система 
у2  (Ф*;<Рт)Ьт =  О, А-= 1 , 2 ............ N ,  (7)ТП=1имеет нетривиальное решение {Ьт}. Представим систему (7) в виде

Умножим каждое уравнение на А* и сложим почленно. В результате получим равенство( 2  2  ^тфт ) =  0.\к=1 т=1 /Далее, раскрывая скалярпое произведение по формуле (1.18), имеемj  [  А (*, у) 2  Ьтфт (*, у) J dx dy =  0.

§ 3 )Поскольку все функции (5) суть переобозначенные одночлены (4), то по лемме 2 это равенство возможно только при условии Ьт **■ 0. Таким образом, определитель (6) отличен от нуля.В определителе (3) заменим последнюю строку функциями (4) н при га 3* 1 рассмотрим мпогочлеп
Рпк (*, У)

Лоо Л ,о • •  * n , f t - 1 K kЛю Л20 •• Лп + 1 ,А -1 A n + i,k
1 А п + М - 1  • •• Л2п , 2(А-1)1 X

j f i - f c  +  l y b - l х и ~

(8)Если к =  0, то предпоследняя строка этого определителя имеет видА,|-|, Л—|А„, л—(Ann • • • А2п—2, 2n—2A2n—2, !п-1*Главный коэффициент многочлена (8) равен Ал,*-! нри 
к >  1 и Ал-!, л—1 при к =  0.Умножим многочлен (8) на любую функцию из системы (4), кроме последней, и проинтегрируем с весом А (х, у) по области G. В силу правила построения определителей (3) получим определитель с двумя одинаковыми строками. Следовательно, при условии (т, s ) < ( n ,  к) имеем равенствоf j  h (х, у) хт -У  Р пк (х, у) dx dy =  0.'сЭто означает, что мпогочлеп Р„*(х, у) является ортогональным многочленом порядка (га, к),  соответствующим весовой функции А(х, у) и области G. Определим норму этого многочлена. Умножая равенство (8) па последнюю из функций (4) и интегрируя, находимI Pin, f  =  f f A (x, y) Pf,h (x, y) dx dy =  

g "=  A „ ,* _ , f f A (x, y) P nh (x, y) xn~kyhdx dy =  A „ ,* _ i A „a >  0. ‘ c (9)Поскольку в этой формуле га и к — произвольные, то в последовательности определителей (3) любые два соседние имеют одинаковые знаки. Но так как первый определитель Д „  положителен, то и все остальные также



30 ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. I А Л ГЕБ РА И Ч ЕСК И Е СВОЙСТВА 31положительны. Следовательно, из равенства (9) находим формулу для ортоиормированных .многочленов
Fnh (*, у)

1 l̂ nfc Л|*(*, у)- ( 10)А  прп к =  0 под знаком корня имеем A „-i. n-iA»«.С помощью формул (3), (8) и (10) можно вычислять многочлены, ортоиормнрованные но области G  с весом 
h(x, у).  Применяя эти формулы, находим

' « ( * • » ) - 7 5 ;
’̂п(*. у)

F i0(*, У)

F tl (х , у)

/ \ А <

pi o ( * ,  у )
1 |*<1

€1 ю 11"оо '‘ ,0\ о '*20 *21 *1 X У'‘ оо '‘ ,0 *11 *20* ю '*20 * 1 , *30* и *21 *12 *31 t1 X У''оо * ,о " м *20 *2 ,'‘ .0 '‘ 20 '*2, *30 *31*11 '*2, *22 *31 *32\ о *зо *3 . *40 *411 X У х~ *У

( 11)

По этим и аналогичным формулам можно вычислить любое конечное число ортоиормированных многочленов, если известны степенные моменты весовой функции.Рассмотрим теперь некоторые рекуррентные соотношения для ортоиормированных многочленов. Произведение
(ах +  by)Fnh(x, у) (12)есть многочлен степени не выше л +  1 но переменному х  и при к  <  п степени не выше л по переменному у. А  при 

к =  л степень многочлена (12) по переменному у не превосходит л + 1. Следовательно, степень многочлена (12) но совокупности переменных не превосходит л +  1. Поэтому в силу леммы 1 имеем разложениеп +  1 m
(ах +  by) F nh (х, у) -  У  £ ms (х ,у) ,  (13)m=o *—О

9 3|где коэффициенты определяются по формулес™. =  ( f h (x , у) (ax +  by) F ,lh (x, y) Fm. (x, y) dx dy. (14) ‘ o'В силу ортогональности многочлена F nk(x, у) пз формулы (14) следуют равенстваCm. =  0, hi =  0, 1, . . . ,  л - 2 .Следовательно, в правой части равенства (13) индекс суммирования т принимает только три значения л — 1, л, л +  1, т. с. имеем п-1
(ах +  by) F nh (х, у) =  2  C n -^ .F n -м (х, у) +n n-f 1+  2  cn, F n,( x ,  у) +  2] cn+i.,Fn+i.$(x, у). (15)«—О *=0Рассмотрим частные случаи этой формулы. Если положить а =  1 и Ь =  0, то получим разложение многочлена 

xF„k(x, у).  Коэффициенты этого разложения определяются но формуле
ат, =  J I А (х, у) x F „ h (х, у) F m,  (х, у) dx dy. (16)

GНетрудно видеть, что порядок многочлепа xF m,(x , у) есть (л г + 1 , s).  Для первой суммы в правой части формулы (15) имеем т — л — 1. Следовательно, в первой сумме коэффициенты (16) можно записать в виде« „ - j , ,  =  f  ( h (х, у) F nh (х, у) (x F n -i,. (х, у)] dx dy. (17)с'Если порядок (л, s) меньше порядка (л, к),  то в силу ортогональности многочлена F„k(x, у) интеграл (17) равен нулю, т. е. в первой сумме, стоящей в правой части равенства (15), индекс суммирования s пробегает значения к, /с+1 , . . . ,  л — 1, Далее, коэффициенты третьей суммы в формуле (15) можно записать в видеЯп+м — f  J h (х, у) [xFnh (х, у)] F n+lt.  (х, у) dx dy. (18)
'вПоскольку произведение в квадратных скобках под знаком интеграла (18) есть многочлен порядка (л +  1, к ) , то при s >  к этот интеграл равен нулю. Следовательно,



32 ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ А Л ГЕБ РА И Ч ЕСК И Е СВОЙСТВА 33|ГЛ. 1в последней сумме равенства (15) индекс суммирования 
s изменяется от 0 до к. Таким образом, из равенства(15) имеем формулу

п-1
xf"nk(x, у) =  2  n—i ,j (х, у) +

«=лn k+  П« (-Г, I/) +  2  Пп+1,»  ̂П+1,» (Х, у)- (19)
г—о »=оАналогично доказывается разложениеп -1

у1‘пк(Х1 У) ~  2  6„_ i>4f  n —l,i (Х, у) +»=fc-i
"  h + l+  ш  к„,/'пг(х, у) +  2 bn+i , h n+i,»(х, у). (20) »=о »=оВ этом случае в формулах (14) и (15) полагаем а =  0 и 6 = 1  и учитываем тот факт, что произведение 

yF m,(x , у) есть многочлен порядка (т +  1, s + 1 ) .Формулы (19) и (20) называются рекуррентными 
формулами для ортогональных многочленов по двум переменным.Рассмотрим теперь аналог формулы Крнстоффеля — Дарбу для ортонормированных многочленов но двум переменным.Произвольный многочлен Р пп(х, у) порядка (я, п) можно представить в видеn m

I  пп(х , у) — 2  2  mt(x, у), (21)т —О г - огде коэффициенты определяются равенством
А тг — J  j  h  (и, v) Р „ п (и, v) F т, (и, v) du dv. (22)

G

переменному для суммы в квадратных скобках вводим специальное обозначение
п т

К п {*, y \ u , v ) =  2  2  F m,(x ,  у) F m,(u, v). (24)m=o в—0Тогда формула (23) приводится к виду
Рпп (х, У) =  j  f h  (и, v) Р пп (и, v) К „ ( х ,  у; и, v) du dv. (25)сфункция (24) называется ядром порядка п ортонорми- 

рованной системы многочленов, а формула (25), справедливая для всякого многочлена степени не выше п, свидетельствует о воспроизводящем свойстве ядра (24). Рассмотрим произведение
иКп(х, у; и, v).  (20)Будем считать здесь х  и у параметрами. Тогда произведение (26) есть многочлен по и и у степени п + 1 .  Заменяя в формуле (25) п на п + 1  и применяя эту формулу к многочлену (26), получим
и К п (х, у; и, v) ==  J f h(t,  т) t K n(x, у, t, т) К п+1 (и, v; t, x)dtdx  =

G=  f Jft(/, т) t K n(x, y\ t, t)| 2  ^'n+i,«(M' v) Fn+i,i{ti T) dx-\-

+  { j  h (t, x) t K n (x, y; t, x) [ 2 o F n, (u, v) F „ ,  (t, x) j dt dx +  
+  f |  h (t, t) t K n (x, y; t, x) K „ - t (u, v; t, t) dt dx. (27)‘  G

§ 31

Подставляя значение (22) в разложение (21), находим
Р пп (х, у) =
= f Wt (и, v) Р „ „ (u,v)  2  2  F m,  (х, у) F m, (и, v) 1 du dv.

G m=o i=0 J (23)Как и в случае ортогональных многочлепов по одному

Далее, для краткости введем обозначение
L n (х, у, и, v) =  К„  (х, у, и, v) — А '„_ , (х, у; и, v) =-  2  F nh( x , y ) F nh(u,v).  (28)А=0Теперь, используя ортогональность многочленов .(* , т)) и обозначение (28), из равенства (27)

3 П. К . Суетни
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34 ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  |ГЛ. Iнаходимы А„(х, у; и, v) ==  J  [ h (t, т) tLn (х , у; t, т) L n+i (u, v; t, т) dt dx +
G

+  [ f h (t, t ) tK n (x, y; t, t ) L n (и , v; t, x) dt dx +
V+  f $ h (t, x) t K n (x, У  t, t ) A „ _ ,  (u, v ; /, t ) dt dx. (29) 
' g‘В этом равенство поменяем местами нары значений (х, у) и (и, v).  В результате получим аналогичное равенство

х К п(и, р; х, у) =  х К „  (х, у, и, v) —*= I" С A (t, т) tLn (и, V; t, х) L n+l (х, у; t, т) dt dx +
G

+  f [ A (/, t) tK„  («, v, t, x) L n (x, y; t, x) dt dx +
G+  J J  A (t, x) t h n(и , v\ t, t ) A n_j (x, y, t, t ) dt dx. (30)
GА теперь вычтем почлепно из равенства (29) равепство (30). После использования формулы (28) и очевидных сокращений находим

{и х) Кп (х, у; и, р) ==  J j ft (t, X ) Ц 1 п (х, у, t, т) L n+l (и, v \ t ,x )  —
G— L n (и, v, t, т) L n+l (х, у; t, t)J dt dx +-Ь J  l A (t, t ) t [An (u, v\ t , t ) A n—i  (x, y> t, x)

a
— Kn(x, y; t, t ) A „ _ j  (и, v, t, x )]dt dx ++  [ | h(t,  x) t [A „ (x, y, t, x) А „ _ ,( и , v, t, x) —
a -  A „  (и , v, t, t ) A ,,- !  (x, у  t, t)J dt dx. (31)Вычисляем сумму двух разностей, стоящих в квадратпых скобках в двух последних интегралах формулы (31). Ис-

§ 3| А Л ГЕБ РА И Ч ЕСК И Е СВОЙСТВА 35пользуя формулу (24), получаем
2  А „,(м , v) F n,(t ,  т) А „_1 (х, у; t, х) —«—О J— 2  F nt(x, у) F n,( t , т) А „ _ ,  (и, р; t, т) +«=о J+  | 2  р п,(х, у) F „ ,(t ,  т) j  А „ _ !  (и, v; t, т) —

— [ 2 (“ . v) F n, (t, т) j А „ _ ,  (х, у; t, х) =  0. (32)
Далее, для краткости вводим обозначениеД/„(х, у; и, р ; t, х ) - L K(x, у; f, x )A B+l(u, р; t, т ) -

-  L n(u, V ,  t, x )L n+l(x, у , t, х) .  (33)Тогда, учитывая равенство (32) и обозначение (33), пз формулы (31) находим равенство
(и — х) А „ ( х , у; и, р) =— J j  А (<, т) Ш „  (х, у; и, v, t, т) dt dx. (34)

GАналогично доказывается второе равенство:(р — У) К*  (х , у; и, р) —=» j  j  А (*, т) тЛ/„ (х, у ; и, р; t, т) dt dx. (35)
GУмпожаем равенство (34) на А , а равепство (35) на В  и складываем пх почленно. В результате получим формулу

{(Ли +  Bv) — (Ах +  Ву)\ А „  (х, у, и, и) ==  f j  Л (<. т) (М  +  Дт) Л/„ (х, у; и, р; f, т) dt dx. (36) ' gЭта формула является обобщением формулы Кристоффе- ля — Дарбу на случай ортогональных многочленов двух переменных.
3*



ЗГ) ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ М НОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. I М ОНИ ЧЕСК И Е ОРТОГОНАЛЬНЫ Е М НОГОЧЛЕНЫ 37§ 4. Моничгскно ортогональные многочленыВ результате процесса ортогопализацин исходной системы одночленов (х"_у }  получена система ортонормнро- ванпых многочленов
№« к( х ,  У ) К  п =  0 ,1 ..........  А =  0, 1, . . п. (I)Э т и  многочлены теперь будем называть основными орто

гональными многочленами. Система многочленов (1) разбивается па начни вида
F «A X, у ) ,  F ul(x, у ) ,  . . . .  F uu(x, у ) .  (2)Все многочлены системы (2) имеют степень п, но устроены они по-разному, ибо содержат разное число одночленов вида

'У, ху , У (3 )В  результате нарушается симметрия в.системе многочленов (2), а также во всем множестве многочленов (1). Для построения симметричной системы многочленов можно сделать следующее.Фиксируем первые п пачек основных одночленов:1,
х, у,
If2 nr II Ji2

х у п-\  у пВозьмем любой одночлен х " ~ У  из системы (3) и рассмотрим многочлен видап — 1 тпФпА (X, у) =  * " - у  +  2 2  Лт.хт- у .  (5)
т= о «— 0Этот многочлен называется моническим многочленом, ибо он содеришт только один старший член степени п. В силу формулы (1.8) многочлен (5) содержит 0 ,5 /i(/t+ l) коэффициентов {Лт Докажем, что коэффициенты этого .многочлена можно выбрать таким образом, чтобы выполнялись условияf \ л (х, у) Ф пк (х, у) х р~чучс/х dy =  0, (6)сгде р =  0, 1, . . . ,  п — 1 и 7 =  0, 1, . . . ,  р. Эти условия

§ 41означают ортогональность многочлена (5) всем функциям системы (1).Используя формулу (5) н моменты весовой функции, систему уравнений (6) приводим к видуп — 1 т2  1̂ m«Am» =  А „ а ,m о а о п —1 ma j  2 i^m «Am +1,1 =  h n  +  i .htга 0̂ « -0
2  A mJ l m + n- l.tl + f - l    — +

Определитель этой системы *-■ есть определитель Грама системы функций (4). Ранее было установлено, что такие определители отличны от нуля н положительны. Следовательно, система уравнений (7) имеет единственное решение. Многочлен ( 5 ) ,удовлетворяющий условиям (6), называется моническим ортогональным многочленом. Вводя положительный коэффициент А нк нормировки многочлена (5), получим ионический ортонормн- рованный многочленФ-и(*, у ) =  Лп„Ф„к(х, у) =  Л пкх л- ку“ +  /?л- ,( х ,  у),  (8)где (х, у) есть некоторый многочлен степени нс выше п — 1.Многочлен (8) можно представить через моменты весовой функции аналогично формулам (3.8) и (3.11). В самом деле, рассмотрим систему функций1, х, у,  х 1...........х " - ' , х п~гу ............. у"-',  х - у .  (9)Определитель Грама этой системы имеет видЛ 1, Л h00 10 n nhЛ, Л. h h10 20 п, л-1 *n +  l,A* n - l .n - I У » —1- • 24-2,24—2 ^2*»—l,fc+n—1
h .пп Лп+1,А ••• ^2П — 1.А + П-1 Л2П,2А

( 10)

Нетрудно доказать, что этот определитель отличен от нуля. Для этого достаточно представить систему линейно независимых функций (9) в виде (3.5) с другим номе-



ром N.  Тогда определитель (10) предстаиится в виде (3.6), и его отличие от нуля очевидно.Далее, как и в предыдущем параграфе, заменяя в определителе (10) последнюю строку функциями (9), вво-
38 ОРТОГОНАЛЬНЫ Е ПО ОБЛАСТИ М НОГОЧЛЕНЫ  [ГЛ. I

дим многочлен '<00 А10 • • An -l ,n - l ,lnkЛ.о ft2„ ' • An,n-l ,1п+\,к
Р»к (*, у) = An -i ,n - l An,n-i •"  А2П-*,2П-2 А2П—l.n+A-l1 X .. „ " “ I xn~^y^

( 1 1 )Главный коэффициент этого многочлена есть определитель Д .-t. >-|, полученный из определителя (11) вычеркиванием последних строки и столбца. Следовательно, аналогично (3.10) имеем формулуФ па (х, У) =  г * Рпк {х, у). (12)
у ^п—1,л—1̂ пАВ результате этих построений для всех номеров к получим систему ионических ортонормнрованных многочленов степени пФ „.(х , у),  Ф п1(х, у), . . . ,  Фп.п-Лх, у) ,  Ф „ ,( * , у).  (13)Эти многочлены характеризуются тем, что каждый из них имеет единственный старший член из системы (3) и каждый многочлен (13) ортогонален всем многочленам младших степеней. При этом многочлены (13) не обязательно ортогональны между собой.Выписывая многочлены (13) для всех номеров и, получим треугольную таблицуФоо(*, У),Ф .о(*, У), Ф .«(*. У).Ф м (*, у),  Ф 2|(х, у),  Ф 2г(х, у), (14)Фпо(з;, у),  Ф м (*, У) 1 • • •> Ф|»,п-»(#> у) 1 Ф«п(^, у),

Таким образом, получена система ионических ортопорми рованных многочленов, соответствующих весовой функции А(х, у) и области G.  Аналогично системе (1) сис

тему многочленов (14) можно записать в виде(ФпЛ х, у)), п =  0, 1, Л - 0 ,  1, . . . ,  п. (15)Заметим, что из формулы (3.11) при Л =  0 и формулы (12) следует равенство Ф „0(х, у )= / \ ,„ (х , у).  Но другие многочлены систем (1) и (15) могут, конечно, отличаться между собой.Далео, пусть дан произвольный однородный многочлен степени п
П

Qn(x,y)  =  2  anhxn~hyh. (16)А—0Этот многочлен составлен только из одночленов (3) степени п. Применим процесс ортогонализацин к системе одночленов (4) и к многочлену (16). В результате получим ортогональный многочлен
Bn (х, y) =  bnQn (х, у )+  2  2^m tX ‘у*. (17)т —0 1=0Этот многочлен называется обобщенным моническим ор

тогональным многочленом. Он ортогонален только к многочленам меньшей степепи.Т  е о р е м а 6. При любом однородном многочлене(16) обобщенный монический ортогональный многочлен(17) является линейной комбинацией монических орто
гональных многочленов (13), г. е.

Пtf»,(x,j/) =  2  УпкФпк(х,у). (18)А=»0Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку ионические ортогональные многочлены (13) охватывают все старшие степени порядка п, то для многочлена (17) имеем разложение
7»

В п { х ,у ) =  2  7паФ па(х , у)-\- 77„_1 (х, у), (19)А*=0где многочлен Пп- ,( х ,  у) имеет степепь нс выше и — 1 по совокупности переменных, т. е. он является лилейной комбинацией одночленов (4). Используя равенство (19), а также ортогональность многочленов (13) н (17),

$ 4| М ОНИ ЧЕСК И Е ОРТОГОНАЛЬНЫ Е М НОГОЧЛЕНЫ  39



40 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. I
М ОНИ ЧЕСК И Е ОРТОГОНАЛЬНЫ Е М НОГОЧЛЕНЫ 41находимf 1 Л(х, у) y)dxdy

=  (j/i (х, у) Я п_ ,  (х, у) Вп (х, У) — 2  Упкф пк (*. У)ft=o d.rdy =  0.

Следовательно, имеем тождество /?„_,(х, у ) ^ 0 .  Этим формула (18) доказана.Далее, пусть дана ортогональная матрица порядка n +  I с действительными коэффициентами
•п + 1 1 а оо V •.. а ,

Ко ап •" а ,

ко “,.1 •. .  а,
(20)

Ортогональность матрицы означает выполнение условий
(21)2  a ’nja hj =  6«.л. *  =  °> ! .  •••» »•j=0Рассмотрим многочлены видаП

Qnm(x,y)— 2  a m jF n i^ y ) ,  т =  0 ,1 , . . . ,  я . (22) ;=оПоскольку матрица (20) имеет п +  1 строк, то столько же будет и многочленов вида (22).Т е о р е м а  7. При любой ортогональной матрице (20) 
многочлены (22) ортогональны между собой, нормирова
ны и ортогональны всем многочленам младших степеней.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку в правой части равенства (22) стоят только ортогональные многочлены степени и, то каждый многочлен (22) ортогонален всем многочленам младших степеней. Далее, в силу условий (21) имеем «j  J  Л (х, у) Q „m (X , у) (х, у) f/x (/у =  2  a,njahj =  6mft.с i=oТеорема доказана.Итак, всякая ортогональная матрица вида (20) определяет систему ортогональных многочленов (22) степени 
п. Заметим, что ортогональные многочлены, соответствующие двум различным ортогональным матрицам вида

(20), вообще говоря, не являются ортогональными между собой. Ортогональные многочлены вида (22), соответствующие весовой функции h(x, у) и ортогональной матрице (20), будем называть общими ортонормирован- 
ными многочленами.Таким образом, весовая функция Л(х, у) в области G  при всяком фиксированном п определяет следующие системы ортогональных многочленов степени п:1. Основные ортогональные многочлены^по(х, У), Fn,(x, у ), . . . ,  F n„(x, у).  (23)2. Монические ортогональные многочлены

Ф..о(х, у),  Ф„|(х, у),  ..., Ф п .(х , у ) .  (24)3. Обобщенные монические ортогональные многочлены вида (17).4. Общие ортогональные многочлены вида (22), определяемые ортогональной матрицей (20).Из предыдущих результатов следует, что основные ортогональные многочлены (23) и монические ортогональные многочлены (24) определяются однозначно. Но обобщенные монические ортогональные многочлены вида (17) определяются неоднозначно и фактически образуют пространство многочленов размерности п +  1, ибо в формуле (16) имеется п + 1  произвольных коэффициентов. То же самое утверждение следует из формулы (18). Д алее, общие ортогональные многочлены вида (22) также определяются неоднозначно, ибо можно менять ортогональные матрицы (20). Но при любой матрице (20) для этих многочленов справедлива теорема 6, т. е. аналогично формуле (18) имеем равенство
Q„m (г, у) =  2  Я*,,А)Ф ,1 л (х, у).

k=0Таким образом, множество общих ортогональных многочленов вида (22) также имеет размерность п +  1.Множество всех ортогональных многочленов четырех типов и их линейные комбинации обозначим через Й’„. Это есть пространство размерности я +  1.Далее, теорема 6 справедлива не только для многочленов (17) н (22), но и для основных ортогональных многочленов (23). Только в этом случае вместо разложе-
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к

F nk (х, У) — 2  Ь „,Ф „,(х , у), к =  0 , 1 , п. (25)
•=0Если эти равенства подставить в формулы (22), то снова найдем, что общие ортогональные многочлены (22) при любой ортогональпой матрице (20) представляются через моническпе многочлены (24).Таким образом, все многочлены пространства Wn представляются через моническпе ортогональные многочлены (24). Следовательно, система моннческих ортогональных многочленов является базисом в пространстве 

W„ всех ортогональных многочленов степени п. Далее, треугольную систему уравнении (25) можно разрешить относительно моническнх ортогональных многочленов. Отсюда следует, что система основных ортогональных многочленов (23) также является базисом в пространстве Wn. Разумеется, в этом пространстве существуют и другие базисные системы многочленов степени п.Таким образом, всякая весовая функция h(x, у) в области G  определяет последовательность пространств ортогональных многочленов
Wa, W lt W2, . . . .  W n- t, Wn, Wn+l, . . .  (26)В силу вышеприведенных результатов эти пространства ортогональны между собой в смысле скалярного произведения
(Рп; Qm) =  J  J h (х, у) Р п (х, y)Qm (х, у) dx dy, (27)Gт. е. если Р я(х, у ) е  Wn и Qm{x, у )е= Wm, причем п Ф т ,  то интеграл (27) равен нулю.Ортогональные многочлены из пространств (26) обладают многими свойствами из тех, которые справедливы для основных ортогональных многочленов. Приведем только один результат.Т е о р е м а  8. Если Р п(х , j/)e Wn, то оба произведе

ния х Р п(х, у) и уРп(х, у) представляются в виде линей
ных комбинаций многочленов из трех пространств 1ЕП_ ,,  
Wn, Wn+i.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Многочлеп хР„(х , у) имеет степень п +  1 по совокупности иеремеиных. Следовательно, в силу леммы 1 имеем разложение по основным ор-

« 51тогональным многочленамп+1 m
х Р п (х ,у) =  2] 3$ат,Е т,( х ,у ) .  (28)

т—о «=0Коэффициенты определяются по формулам
От, =  J  J  h (х, у) Р п (х, у) [xFm, (х, у)| dx dy. (29)GПоскольку многочлен Р„(х , у) ортогоналеп всем многочленам степени не более п — 1, то интеграл (29) равен нулю при т <  п — 2. Следовательно, в правой части равенства (28) останутся только три суммы, в которых индексы суммирования принимают значения п — 1, л, л + 1 .  Аналогично доказывается утверждение для многочлена уР п(х, у).  Теорема доказана.Для моннческих ортогональных многочленов справедливы рекуррентные формулы вида (3.19) и (3.20).§ 5. Нормальные бнортогональнмс системыПоскольку моническпе ортогональные многочлены одной и той же степени, вообще говоря, не ортогональны между собой, то, естественно, возникает задача о построении бнортогональной системы многочленов. Так как система всех моннческих ортогональных многочленов линейно независима и минимальна, то в силу известных результатов [ И .12] существует такая система многочленов (Ч'л.Дх, у)),  что выполняются условия|  ( h (х, у) Ф,,* (х, у) Т т,  (х, у) dx dy =  (i)GБудем называть бнортогональную систему многочленов <Фп»(*, у ); Ч'т.( х , У)) (2)

нормальной биортогональной системой, если при любом номере п выполняется равенство
Ч'пДя.У) =  2  с(п̂ Фпр(х,у) .  (3)J|«=0Это условие нормальности означает, что многочлены второй системы ('Е п.( х , у)) из любой пачки с номером п представляются в виде линейной комбинации моннческих



ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. I НОРМАЛЬНЫЕ БИОРТОГОНАЛЬПЫЕ СИСТЕМЫ -4544 § 5|ортогональных многочленов из пачки с тем же номером п.Из формулы (3) следует, что многочлены {Чг„ , (х, у)} ортогональны всем моннческпм ортогональным многочленам степени меньшей, чем п. Докажем, что при любых п и s существует система чисел 1с!,'/,), при которой многочлен (3) удовлетворяет условиям (1) при к — =  0, 1, . . п. Для интеграла (1), как обычно, вводим обозначение(Ф»л; у ,,.)  =  ( ( к (х, у) Ф„* (х, у) Vn, (х, у) dx dy. (4)' GПодставляя разложение (3) в интеграл (1) и учитывая обозначение (4), получим систему уравненийП2  Сщ) (Фил! Фпр) =  к =  0 , 1 , п. (5)р=оОпределитель этой системы имеет вид(Фя0’ ФгН>) (ф,.«; ф„ .)  ••• (ф„« :фп„)А .+ г  = (ф« ; ФП0) (ФПГ ф«.) •• (Ф„1> Фпп)(фпП; ф „<.) (фпв' фп.) ••• (ф,,п ;фпп)Это есть определитель Грама системы мопнческнх многочленов степени п. Нетрудно показать, что он отличен от нуля. В самом деле, допустим противное, что этот определитель равен нулю. Тогда однородная система

В силу обозначения (4) это равенство имеет видJ.f У ) 2  Р/.Ф-Л (Х’У)
h - о

dx dy =  О.
По по лемме 2 это равенство невозможно, если хотя бы одно из чисел {{!*} отлично от нуля. Из этого противоречия следует, что определитель (6) отличен от нуля. А тогда система уравнений (5) имеет единственное решение. Следовательно, существование нормальной бнор- тогональной системы (2) при условии (3) доказано.Рассмотрим некоторые преобразования нормальных биортогональных систем вида (2).Пусть дана ортогональная матрица (4.20). С помощью этой матрицы преобразуем бнортогональную систему (2) в новую систему многочленов по формулам

П
ffnh(x, у ) =  2  ah,^ni>(x,y), к =  0 ,1 , . . . ,  и, (8)

р—0
П1р.и(л\ У) =  a,qxVnq(x,y),  s — 0 ,1 , . . . .  п (9)ч=оПоскольку определитель ортогональной матрицы (4.20) отличен от нуля, то систему (8) можно разрешить относительно монических ортогональных многочленов, т. е. имеем равенства

ПФ „ р ( х ,у ) =  2  ЬрМпк (*, у), Р =  0 ,1 ,
п

2  МФ..*; ф «.) -  о, а-=  о,1........ п,«=0имеет нетривиальное решение {§»), при котором эту систему можно записать в виде
(ф «а; 2 Р .Ф п.)  = 0 , А =  0,1......п. (7)

Умножая каждое из уравнений (7) на fi* и складывая нх, получим
2 М > - * ;  2 Р . Ф « ) - 0 .h=0 «=« /

Подставляем эти равенства в систему (3). В результате получим П(-С, У) =  2  Cqm(pnm (x i y)j Ч =  0, 1, ., П.т=0А  теперь, подставляя эти многочлены в равенства (9), получим формулы
пфп» (^i у) =  2  d,my nm(x, у), S  =  0 ,1 , . . . ,  п. (Ю)»■ =оТаким образом, многочлены (9) представляются через многочлены (8) по формулам (10).Докажем, что многочлены (8) и (9) бпортогональиы. В самом деле, в силу биортогональности системы (2) и
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п п

(фп*; 'I’ll») “  2  2  ahpatq (Фпр! 119) =P“ 0 9=0
n

= Ш ahpatp = ^hf p=0Выбирая прп каждом номере п ортогональную матрицу вида (4.20), получим нормальную бнортогональную систему{фп»(х, у)\ фт.( х , (/)}. (И )Условие ортогональности функций ф„*(х, у) и ф„,.(.г, у) при п Ф т  следует нз равенств (3), (8) и (9). Поскольку при каждом л ортогональная матрица произвольна и не зависит от ортогональных матриц других порядков, то нормальная биортогональная система (11), соответствующая весовой функции h(x, у) и области G,  в значительной мере произвольна, т. е. обладает большой общностью.Рассмотрим теперь аффинные преобразования независимых переменных в нормальных бнортогональных системах.Предположим, что вместо переменных х п у вводятся новые переменные и и v по формулам
и =  рпх +  рпу +  р,„, V =  рих  +  Рг-у +  Ргь. ( 12)Считаем, что все коэффициенты (р*,) действительные числа н определитель системы (12) отличен от нуля, т .е .
Р = Рц Рп

Рц
# 0 .Отсюда следует, что существует обратное ванне

х  =  qnu +  ql2v +  <7,о, У =  quU +  q^v +  7го,
(13)преобразо-(14)причем аналогично (13) имеем7 = Чц ?12

Я 22
Ф 0 . (15)

Обозначим через D  область, в которую преобразование (12) переводит область G.  Далее, подставляем значения х  и у из системы (14) в весовую функцию и в

нормальную биортогональную систему (2). В результате получим
Л(и, v ) =  h(qttu +  ql2v +  q,0, j 2lu +  q22v +  q2„), (16)Ф п*(н, v) =  Ф„»(<7,,и +  q,2v +  7 ,„, q2,u +  q22v +  720), (17)V  me («, i>)= 4r та (q,tu +  ql2v +  7 ,o, q2lu +  q22v +  q2a).(18)В силу условия (15) функции (17) и (18) являются многочленами степеней соответственно п и то.Нетрудно доказать, что многочлены (17) и (18) образуют ортогональную систему с весом (16) по области 

D.  В самом деле, имеемj  j A (u, i>) 3>„* (ц, у)ф та {и, v) du dv =
и

=  JJ/t(x, |/)ФП),(X,у) У т, ( х , y)\p\dxdy  =  |p|6„m6A,.
GСледовательно, после преобразования (12) на плоскости 

uOv имеем биортогональную систему
1 у Т р | Ф м * (и ,1 ,): у 1 т Л т ‘ (и ’ , ; ) }-А нормальность этой системы следует из равенств (3), которые после замены (14) приводятся к виду
4f„ ,( u , v) =  2<Гп*рФ>|р(М, v).р=о *Таким образом, при невырожденных аффинных преобразованиях нормальные биортогональные системы сохраняют свои свойства. Такие преобразования обычно применяются для упрощения нормальных биортогональ- ных систем многочленов. В частности, аффинные преобразования независимых переменных применяются для упрощения области ортогональности. При этом коэффициенты (/;*.} можно выбрать таким образом, чтобы выполнялось условие р =  1.Разумеется, невырожденные аффинные преобразования можно применять также к ортогональным многочленам по двум переменным.



48 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ [ГЛ. I РЯДЫ ФУРЬЕ ПО ОРТОГОНАЛЬНЫМ МНОГОЧЛЕНАМ 49§ •!. Риды Фурье но ортогональным многочленам двух переменныхОбозначим через L 2(h, G)  множество функций двух переменных, определенных в области G  н удовлетворяющих условиюI/ F  =  .fj h ( x ,y ) f 2( x , y ) d x d y < o o .  (1)
' сДля каждой такой функции можно определить коэффициенты Фурье по системе основных ортонормированных многочленов {Fn„(x, у))  с помощью формулы

A nh =  (/; Рпh) =  J  \ h (*, У) / (-г, У) Fnk {т, у) dx dy. (2)
GВ результате всякой функции /(х, у),  удовлетворяющей условию (1), ставится в соответствие ряд Фурье но ортогональным многочленам двух переменныхоо т

2 2 A m,h т ,  (х, у). (3)т = о  в—ОЧастичная сумма порядка (п, к) этого ряда имеет вид
п—1 т к•Sift (-Г) У) — 2  2  A m t ! ’ т » ( j\  У) Ф  2  А „ ,  /‘ ( х , у). (4)т=-о « о *=0Рассмотрим простейшие свойства рядов Фурье (3) и их частичных сумм (4). Прежде всего докажем неравенство Бесселя для этих рядов. Как обычно, используя формулу (4), находим

J J к  (-г, У) (/ ( * ,  У) —  S „ h (х, у )|- dx dy ==  II / IJ — 2 (/; S nh) +  (Snh; S nh)' n—1 m ftl / r  — ' У  У  A1 4- У  Лг« J  / l ma I /lna
m о s o  s o >  0. (5)

Таким образом, если /(x, y ) e  G ) ,  то справедливонеравенство Бесселя
21 2 Л т . < « / | | 2- (G )

■
8 С|Из этого неравенства следует условие 

Инг ( 2  Ат,  | =  0.
Т71 —*  ОО \  S  - О

( 7 )Далее, как и у всех ортогональных рядов, частичные суммы (4) наилучшим образом приближают функцию /(х, у) в метрике пространства L 2(h, G ) .  Б самом деле, для всякого многочленап —1 т ft72nft(-T, у) =  2  2 cm«̂ ' mt(x <y) +  2  их (•*"> У) ( )̂
т о х о х Оаналогично формуле (5), учитывая формулу (2), получаем равенство1 / -  Л ,ft f  =  II / II2 -  2 (/; P nh) +  (Pnh; Р пк) =n—1 т к2  2  п̂чРта +  2 Л »»С,„т - 2

+

m=0 s=0п—1 т
2 2 Ста +

+

т = о  s=0п —1 т 2 а ]*=0 J
+

II/F +
2  2 ( ^ т . - с т ,)2 +  2 И п , - с п . ) 2и—1 т  ft

2 2 + 2
т -о S—0 в=0Следовательно, для любого многочлена (8) имеем неравенство

U / - P J O I I / - S J I . ( 9 )Все эти, а также и некоторые другие свойства справедливы и для рядов Фурье но общим ортонормнрован- ным многочленам, определенным с помощью ортогональной матрицы (4.20) по формуле (4.22). В этом случае вместо ряда (3) будем иметь ряд2  2  у).
т —о а оВводим частичные суммы этого ряда:

л -1  т к

( 10 )

^ пк (***» У) 2  bmaQma (̂ \ У) 4“ bnaQha У)•
4 П. К. Суетин



"

Тогда из неравенства (9) получаем два неравенства
[ f - S n n l > \ f - S * nn\,из которых следуют два равенстваII / Snn II =  1 / — Snn It
S nn( x , y ) ^ S * n(x,y).  (11)Этот результат очевиден и потому, что для всякой функции /(х, у) из пространства Li(h, G)  существует единственный многочлен порядка (я, п), приближающий эту функцию нанлучшпм образом в метрике пространства /,г(А, G ) .  Заметим, что в отличие от равенства ( I I)  частичные суммы S„k(x, у) и S * k (x,y)  рядов (3) и (10) при к Ф п, вообще говоря, не равны между собой, ибо в силу формулы (4.22) многочлен Q m.(x , у) может иметь любые степени переменного у, а не только степени, не превосходящие s, как это имеет место для многочлена 

Fn,.(x, у).Далее, вычитая из тождества (11) аналогичное ему тождество для номера п — 1, получим очень важное тождество
п ' п~  An»Fn» {х, у) — b„,Qn,( x ,  у). (12)

» = o  » = oЕще раз заметим, что в этом тождестве слева стоят основные ортоыормнрованные многочлены, которые но весовой функции Л(х, у) определяются однозначно, а многочлены {()п,( х , у)),  стоящие справа, определяются по формуле (4.22) с помощью произвольной ортогональной матрицы вида (4.20). Возводя обе части тождества (12) в квадрат и интегрируя но области G  с весом Л(х, у),  получим равенство
£  л 1  =  £  ы . .*=0 »=0Следовательно, неравенство Бесселя (6) н условие (7) имеют место не только для основных, но и для всяких общих ортонормнрованных многочленов.Таким образом, ортогональные ряды (3) и (10) имеют одинаковые внутренние суммы. Для этих сумм вве-
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В п ( х , У ) -  £  Ьт(?ы (х,у).  (13)*=0Тогда оба эти ряда можно записать в виде
£  в„ (*, .'/)•П=0Сумму (13) можно упростить, если иметь в виду одну фиксированную функцию f(x ,  у) .  В самом деле, для коэффициентов в сумме (13) в силу формулы (4.22) имеем равенство

Ь„, -  J  j  h (х, у) / (х, у) Q,„  (х, у) dx dy =
G=  £  flip ! J  А (х, У) / (х, у) F Пр (х, У) dx dy =  р-0 * с - £ « £ 4 .  р, « =  0 ,1 .............#*. (14)р-0Поскольку функция /(х, у) фиксирована, то коэффициенты Фурье <Л„Р} определены. Эти коэффициенты можно рассматривать как координаты некоторого вектора в пространстве п +  1 измерений. Далее, так как числа U ill'l образуют ортогональную матрицу вида (4.20), то систему уравнений (14) можно рассматривать как ортогональное преобразование вектора {Л „р} в вектор lb„,). Из линейной алгебры известно, что при любом фиксированном векторе (Л„Р) всегда существует ортогональное преобразование с матрицей ||а(,£)|, которое переводит указанный вектор в вектор 16„Л, у которого отлична от нуля только одна компонента. Не нарушая общности, можно считать, что носле такого ортогонального преобразования имеем

Ьщ» ■= bnt -  . . .  — =  0, Ь„п Ф  0.В этом случае формула (13) приводится к виду# „(х , у ) =  bn„Q„„(x, у).Если считать, что эти преобразования выполнены для всех номеров п, то вместо ряда (10) получим ряд 4*
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по
bnnQnn(x,y)- Еще раз заметим, что этот ряд полученП̂ Опри специальном выборе ортогональных многочленов в зависимости от функции /(х, у).  Для другой функции ортогональные многочлены в аналогичном ряде будут другими.Приведем еще один результат о связи основных и общих ортогональных многочленов, соответствующих данной весовом функции А(х, у) в области G.  Равенство (12) можно представить в видеf |  А v) f  («, v) F ,„  (a, v) F ,„  (x, y) du dv =  c *=® J=  .f J  h (u ,v)f(u ,v )

G

П1  Qn. ( “ ,v)Q u .(* ,y ) du dv.Поскольку в этом равенстве функция /(u, v) произвольна, то имеем тождествоП П2  F n, (и, v) F nt (х, у) в  2  <?„. (и, v) Qnt (х, у).«=0 1—0Из этого тождества следует, что и для общих ортонормн- рованиых многочленов справедлива формула Кристоффс- ля — Дарбу, установленная в конце § 3 для основных ортонормнрованных многочленов.

Н Е К О Т О Р Ы Е  Х А Р А К Т Е Р Н Ы Е  П Р И М Е Р Ы  II Ч А С Т Н Ы Е  С Л У Ч А И  О Р Т О Г О Н А Л Ь Н О С Т И  НО О Б Л А С Т И
Глава II

§ I . Различные произведения классических ортогональных многочленовПусть многочлены {Р„(х)} ортонормированы на интервале (а, Ь) с весовой фупкцнен А ,(х ) , т. е. 
ьj  hy (х) Р п (х) l \  (х) dx =  6nA. (1)аДалее, пусть аналогично многочлены iQ m(y)) ортонорми- рованы на интервале (с, d) с весовой функцией Аг(у), т. е.
d] К  (у) Qm (у) <?« (У) dy =  f)m,.  (2)

СПо этим двум интервалам образуем плоскую область 
G  — {(х, у): а <  х  <  b, c < y < d ), (3)и в этой области рассмотрим весовую функцию с разделяющимися переменными
h (х, у) =  A|(х)A2(i/). (4)Рассмотрим многочлены но двум переменным
F nm(x, y ) - P u- m(z)Qm(y),  (5)
п =  0, 1, . . . ,  т =  0, 1, . . . ,  п.Эти многочлены можно расположить в виде таблицы:
P »(x)Q A y),
P t(* )Q A y ) ,  р » ( * Ш у ),
Р г ( * Ш У ) ,  Р Л * Ш у ), Р * ( * Ш у ),

P n W Q ,( h ' P » - * i * ) Q i i v h  Р А * Ш у ),

( 6 )



54 ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ ПРОИЗВЕДЕНИЯ ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ 55|ГЛ. IIНз формулы (5) следует, что эти многочлены являются моническнмн, т. е. справедливо равенство
Fnm(x, у)=* сптх п~тут +  /?„_,(х, у),где многочлен /?„_,(х, у) имеет степепь не выше п — 1.Докажем, что многочлены (6) являются ортонормн- рованнымн но площади области (3) с весовой функцией (4). В самом деле, используя условия (1) и (2), находим
f  J / i ( x , y ) F пт ( х ,  y ) F h,( x ,  у) dx dy —
G

Ь d=  j  *1 (-r) p n - m  (x) p h- .  (x) dx j  ht (y) Qm (у) Q, (y) dy =
a c

=  (7)Если m  =  s  и n  =  к ,  то правая часть равенства (7) равна 1, a во всех остальных случаях — нулю.Рассмотрим некоторые наиболее важные примеры.1. Пусть область G  есть вся плоскость, а весовая функция определяется равенством
h(x, у) =  е х р ( - х г -  у2). (8)В этом случае в качестве многочленов (Рп(х)} и iQm(y)) имеем многочлены Чебышева — Эрмита, ортогональные на всей оси. Для краткости будем называть их многочленами Эрмита. Формула (5) в этом случае имеет вид
Рпт(х, у ) =  П п- „ ( х ) Н т(у), т =  0, 1, п. (9)Таким образом, .многочлены по двум переменным (9) ортогональны на всей плоскости с весовой функцией (8). Условно будем называть их многочленами Эрмита — Эрмита. Формулу (9) можно представить в виде равенства^nfm,m(x, у ) =  Н п(х)Нт(у), (10)в котором индексы п и т могут принимать любые целые неотрицательные значения. Множество многочленов Эрмита — Эрмита (10) можно, конечно, представить в виде таблицы (0).Далее, как известно [11.21, 24] многочлен Эрмита 

IIп( х )  удовлетворяет дифференциальному уравнению
Ип (х) — 2хН'„(х) -(- 2пН п(х) =  0. (И)

§ ПАналогично имеем второе уравнение
Н'т (у) -  2уН'т (у) +  2тНт (у) =  0. (12)Умножим равенство (11) на И т(у),  а равенство (12) на //„(х) и сложим почленно. В результате получим4 ,  [Н п (х)П т(у)\ +  £  [Я „(х ) IIт (у) 1 -
дх ду-  2х ^  [//„ (х) IIт M l  -  2у ^  [IIп (х) Н т М ) ++  2 (n +  т) I I n (х) IIш (у) =  0.Следовательно, многочлен (10) удовлетворяет дифференциальному уравнению в частных производных второго цорядка£ + $ - 2 i £ - 2» £ + 2 <"+ " > “ - 0- <|3>Иногда [11.10] многочлены Эрмита рассматриваются при весовой функции h  (х) =  ехр (— 4 j-j. Тогда вместо (8)имеем формулу
h (х, у) — ехр |г |-  (14)В этом случае вместо уравнений (11) и (13) получим уравнения
II п (х) — xH'n (х) +  n i l „ (х) =  0, (15)

(,6)2. Пусть теперь область G  есть первый координатный угол, т. е.G = { ( x ,  у):  х > 0 ,  у >  0), (17)а весовая функция в этой области имеет видА(х, у) =  хау^е~хе~у, ос >  — 1, [ i > — 1. (18)В этом случае весовая фупкцня также допускает разделение переменных, в результате чего имеем две весовые функцииA ,(x) =  xee-*, h2( y ) =  /в "» ,



которые определяют две системы многочленов Чебышева — Лагерра{/,„(*; a )} , {Lm(y\ Р)>. (19)Следовательно, многочлены
 ̂n+m.m (X, I/) =  C(.)L,m(y', Р) (20)ортонормпровамы с весом (18) по области (17). Эти многочлены будем называть многочленами Лагерра — Лагер
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ра. Поскольку многочлены (19) удовлетворяют соответственно дифференциальным уравнениям
xL"n (х; а) +  (1 +  а  — х) L n (х; а) +  nL„ (х; а) =  0, (21)
у С  (УI Р) +  (1 +  Р -  У) Ь'м (у, р) +  ,nLm ( у  р) =  0, (22)то многочлен (20) удовлетворяет уравнению в частных производных
О2и , 0'и . , ,  , , йк , , ,  , „  , ди

х 'о? +  +  {1 +  “  ”  х ) *7 +  (I +  р “  у)-о7 +-I- (п +  т) и =  0. (23)3. Аналогично определяются многочлены Лагерра — Эрмита, ортопормнрованные по правой полуплоскости
G  = { ( х , у):  х > 0 )  (24)с весовой функцией
h(x,  у) =  х ае~х ехр{—уг/2), а > — 1, (25)В этом случае имеем
F n+m,m(x, у ) =  L„(x\ а ) П т(у).  (20)Многочлен //,„({/) аналогично (15) удовлетворяет уравнению
н ”т(у) — уН'т(у) +  т Н т(у) =  0. (27)Из уравнений (21) и (27) находим, что многочлен (20) удовлетворяет уравнению в частных производных

д2 и , д~и , . .  , . ди ди , . пх ^ 7 + ^  +  (1 +  а - х ) ^ г - ! / ^ '  +  (и + ,,1 )“ = а  (28)4. Рассмотрим теперь многочлены Нкобп — Эрмита, соответствующие области
G  = { ( х , у):  - 1 < х <  1) (29)

§ || П РОИЗВЕДЕНИЯ ОРТОГОНАЛЬНЫ Х МНОГОЧЛЕНОВ 57н весовой функции
h (х, у) =  (1 — х)“  (1 +  х)Р ехр {— - | - J ,« > - 1 ,  P > - 1 .  (30)В этом случае имеем равенство
F (х, у ) =  Р„ (х; ос, р)//т (р), (31)где многочлен Якоби Р „(х ; а , Р) удовлетворяет уравнению(1 - x 2)v "  +  [р — а  — (а +  р +  2)x]v' ++  л (а  +  р +  п +  1)р =  0. (32)Как обычно, из уравнений (27) и (32) находим, что многочлен (31) удовлетворяет уравнению в частных производных
(l-xS)S+$+,p_a_(a+p+2)x,̂ _— У + [га (а  +  Р +  п +  1) +  гп]и =  0. (33)5. Следующая комбинация одномерных классических ортогональных многочленов — многочлены Якоби — Л агерра, которые соответствуют областиС = ( ( х ,  у):  — 1 < х < 1 ,  у >  0) (34)и весовой функцииЛ(х, р) =  ( 1 — х)°(1 +  x ) pi/Tc_K. (35)Из уравнений (22) и (32) следует, что многочлены Якоби — Лагерра
F  \n+m,m (X, у ) = Р „( Х \  ОС, Р )Lm(y\ 1) ( Щудовлетворяют дифференциальному уравнению(1 — х*) ^  +  у +  IP — а — (а +  Р +  2) х] +
+ (1 + Y — У ) %  +  М «  + Р + и +  1) + т ] и - 0 .  (37)6. Наконец, последняя комбинация — многочлены Якоби — Якоби определяются областьюС = ( ( х ,  у):  - 1  < х <  1, - 1  <  у <  1) (38)



и весовой функцией
h(x,  у ) - ( 1 - * ) • ( ! + * ) » ( ! _  у ) '( 1 + у ) \  (39)В этом случае многочлены
F n+m,m(X, у ) = Р „ ( х ' ,  а, $)Р т(у\ f , б) (40)в силу уравнения (32) удовлетворяют уравнению
(1 _  * 2) ' В + ( 1  ~ у2) $ + { а + р + 2 ) I ? ++  (б — у — ( Y + 6  +  2) у] ~  +  [п(а +  р +  п + 1 )  ++  т (у +  б +  т +  1)1 и =  0. (41)Выбирая в последних формулах соответствующим образом параметры ос, {J, у, 6, получим многочлены Чебышева — Чебышева, Чебышева — Лежандра, Лежандра — Лежандра.Рассмотренные дифференциальные уравнения в частных производных для произведений одномерных классических ортогональных многочленов будут получены другими способами в дальнейшем изложении.
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§ 2. Разные случаи связи ортогональности но области с ортогональностью по интервалу1. Пусть многочлены {P„(t)) ортонормнрованы с четным весом ht(t) на интервале (— 1, 1), т. е.
1tf  hl (t)Pn (t)Pm(t)dt =  bnm. (1)

-1Фиксируем х  при условии |х| <  1 и заменим в этом интеграле переменную интегрирования по формуле
| х | < 1 . (2)Тогда из равенства (1) находим

( 3 )

Далее, вводим разложение 
Р п ( 0  -  £  aht\

h = ОПроизводя в нем замепу по формуле (2), получим
j  2| ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ ПО ОБЛАСТИ II ПО И Н ТЕРВАЛ У 59

(4)
Ч т Ы - ж - ш '

- ( 1 - * * )  2 2  - * * ) " " * - ( ! - * * )  2 Р п (х ,у ) .k=0 (5)Так как весовая функция Л, (t)— четная, то в силу известных результатов [11.21, 24] многочлен (4) содержит только те степени t, показатели которых имеют одинаковую с п четность. Пусть сначала п четное. Тогда в формуле (4) имеем а21+, — 0, и в равенстве (5) все оставшиеся числа п — к четные. Л если п нечетное, то аг, ^  
ms 0, и, как и в первом случае, во всех слагаемых числа 
п — к  также четные. Следовательпо, в любом случае функция Л „(х , у) есть алгебраический многочлен по х  и по у степени п. Кроме того, поскольку в формуле (4) 
ап Ф  0, то степень многочлена Я „(х , у) по переменному 
у равна п.С помощью формулы (5) равенство (3) приводится к виду

V I - * 2I Л,  ̂y = = = i )  п '• (*• у)Rm (*» у) dy  =( l - x 2) * 6 nm, Л Г -  - L  (л +  В» +  1). (6)А  в случае п =  т имеем равепство 
35V  1-Х п + —

J /ч(у=)д™<*.у)<*0-( i-W" *•
- ~ V  1-х *

(7)
Далее, пусть многочлены {@„(х; т)) ортонормнрованы с весовой функцией

М * ) ( 1 - х 2) , + Г (8)

I
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г т * тJ К  (-г) (1 — * 2) Qn (х; т) Qh (*; т) dx  =  б„А (9)Рассмотрим многочлен по двум переменным/’n+m,т(х, y) =  Q„(x-, т)Пт(х, у).  (10)В силу равенства (5) этот многочлен имеет степень т по у, а общая его степень равна п +  т. Докажем, что многочлены вида (10) ортонормпрованы в единичном круге

G  = { ( х , у): х г +  у2 <  1) (11)с весовой функцией
к  (х, у) =  Л, ( у = = =  ) к , (х). ( 12)В самом деле, используя формулы (6), (10) и (12), находим последовательно
f J к (х , у) F n+m<m (х, у) F h+t<,  (х, у) dx dy =“с =  j j К  fyJL_ j /г2 (x) Q n (x ; m) R m (x, y)X  

X Q k(x; s) l i , ( x ,  y) dx dy =

X
1f ki (x)Qn(x; m )Q k (x ;s)X  -1

J (7 / ~x«) Rn (J,y)R> (J, y) dy
/ t _

v ~L- V i - dx

A
6m, j  k.i (x) Qn (x; m) Qk (x; .»)(! — x2)w dx, (13)

где для краткости положено А  =  0,5(m +  s + 1 ) .  Если 
т ¥= s, то правая часть равенства (13) равна нулю, ибо 6т. =  0, причем в этом случае п и к любые. А если 
т — s, то правая часть равенства (13) в силу формулы(7) приводится к левой части равенства (9). Этим орто-

$ 21нормированность многочленов вида (10) с весом (12) по области (11) доказана.2. Установленный результат допускает некоторое обобщение. Предположим, что многочлены (Q „(x ; т)) ортонормпрованы с весом (8) на нптервале (а, Ь), где 
а и b удовлетворяют условию — 1 ^ а < Ь < 1 .  Тогда многочлены вида (10) ортонормпрованы с весом (12) по области

G  = { ( х , у): х г +  у1 <  1, а <  х  <  Ь).В самом деле, при этих условиях формула (13) верна с заменой в ней интервала (— 1, 1) интервалом (а, Ь). Остальное очевидно.3. Предположим, что многочлены (@„(х; т)) ортонор- мпроманы на интервале (0, а ) , где 0 <  а К  <», с весомm+ r
к2(х)хт. е. выполняется условие о т+!_j  X 2 /г2 (х) Qn (х; т) Q,  (х; т )  dx =  6 „,. (14)оПусть, как н в начале настоящего параграфа, многочлены {/'„(t)} ортонормпрованы на интервале (— 1, 1) с весом h,(t) .  Заменим в интеграле (1) переменное интегрирования по формуле
t = * y / lx ,  (15)где х  фиксировано при условии 0 <  х <  а. В результате равенство (1) примет вид

VT

Далее, из формулы (4) аналогично формуле (5), используя подстановку (15), находим равенство
Л . (У/ V x )  =  £  ah (у/ У  х )к =

к=0=  х - " /2 £  а„ук ( У х ) п~к =  х - п/2Л „ (X, у). (17)
к —ОI



64 ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ |ГЛ. IIТаким образом, многочлены (26) ортонормиропанм с весом (27) по области (28).5. Пусть дана область
G  = { (х, у): х у >  0, а  <  х  +  у <  {J). (29)Будем считать, что а  5® 0. Если а > 0 ,  то область (29) есть трапеция, а при а  =  0 получим треугольник. Случаи а  <  ji <  0 рассматривается аналогично.Отображение

переводит в область (29) прямоугольник 
D = {(t ,  т ) : а  <  t <  (}, а <  т <  Ь). Якобиан преобразования имеет вид
j ( t  т\ _ д  <*■»>_  1Кроме того, из формул (30) имеем равенства 

ах +  ЬуX +  у =  t,
X + V

(31)
(32)
(33)Далее, обозначим через {/*„,(т)} многочлены, ортонор- мированные на сегменте (я, Ь\ с весовой функцией А|(т), т. е. 

ьj  h1 (т) Р т (т) Р ,  (т) dx =  6т>. (34)
аАналогично через ((>„(<; т)} обозначим многочлены, ор- тонормпрованные на сегменте [сс, р] с весовой функциейМ 0 = М 0 * ,т+\ (35)т. е. имеем
j  М О  Qn(t; m)Qk(t; m)dt = 6 „й. (36)аА теперь в области (29) вводим весовую функцию
h (х, у) =  A , (“ f f i ) fh (* +  «/)• (37)Рассмотрим многочленыA’n+m,m (х, у) =  <?„ (X +  у; ш) Р т ("* j  ^  ) (х +  !/)”*. (38)

Докажем, что эти многочлены ортогональны по области (29) с весовой функцией (37). Переходя от области (29) к области (31) и учитывая формулы (30) и (32), находим
Jnh'*  =  j  \ Л (X, У) F n-f m,m (х, у) F h+, t, (X , y)]rfx dy =' G

GX <?„ (x +  у ; m) P m (" y - y ) (x +  y)m XX  Qh (x +  y\ s) P ,  (x +  y)‘  dx dy =-  ь^га J f  К  (0 К  (0 Qn V ; m) P m (t) x
D

X Q h( t ;s ) P ,  (x)t,+ 'dtdx  ==  J  A, (<) G . (/; m) Q„ (/; a) tm+,+' d tx
a

hX  J* Aj (t) Pm (т) P ,  (t) dx. (39)aЕсли m¥=s,  то в силу условия (34) равен нулю второй интеграл в произведении (39). А если то =  s, но п Ф к , то в силу формул (35) и (36) равен нулю первый интеграл в произведении (39). Таким образом, многочлены (38) ортогональны по области (29) с весовой функцией (37).Различные частные случаи приведенных результатов рассматривали Ф . Дидон, Г . Орлов, А . Кошмидер, X . Лархер и другие. Общие случаи изложены в работах С. А . Агаханова fV I .l ]  и Г. К . Э иге лиса (VI .34].§ 3. Некоторые теоремы в случае весовой функции
е разделяю щ им ися перем енны миПусть на сегменте [я, А] определены две непрерывно дифференцируемые функции <р(х) и i|(x ) , удовлетворяющие условию
ф (х)<  t(-(x), X€=(a, b ) .  ( 1)Эти две функции при условии (1) определяют областьС = ( ( х , у): а < х < Ь ,  ф (х ) <  у <  ф(х)}. (2)5 П. К. Суетни

§ 31 НЕК ОТОРЫ Е ТЕОРЕМ Ы  05

к



GO ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОВЛАСТИ
НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ G7

|ГЛ. IIПредположим, что в области (2) дана весовая функция h (х, у ) .  Обозначим, как обычно, через {/'„* (*. У)> основные ортопормнровапныо многочлены, соответствующие весовой функции й(х, у) н области (2), т. е. имеемf  у) F nh (*̂ » У) ^ ms (х, у) dx dy =  Ь nm&hs* (3)
аВ  настоящем параграфе рассматривается случай весовой функция с разделяющимися переменными, т. е. имеем формулуЛ(х, у ) =  ht(x)h2(y).  (4)При атом будем считать, что обе функции Л,(х) н h2(y) положительны и непрерывны в замкнутых областях, определяемых условиями (1) и (2).Т е о р е м а  1. Если в случае области (2) и весовой 

функции (4) многочлены г, у)) не зависят от пере
менной у, то они ортонормированы на сегменте [а, 6] с весовой функцией

Ч ( * >
h3 (х) =  ht (х) \ ha (у) dy. (5)<р(*)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что в силу условия (1) фупкцня (5) положительна. Далее, поскольку все многочлены {F nt(x , у)) не зависят от переменной у , то можно ввести обозначение F„(x) =  /’„ „ ( х ,у).  Тогда, используя формулы (4) и (5), равенство (3) приводим к виду| j  h (х, у) F n (х) F m (х) dx dy =с Ь Г Wx) 1— \ F n (х) F m (х) Л, (х) j  /(2 (у) dy dx =  6„m.« L «>(*) JТеорема доказана.Т е о р е м а  2. Если при условиях (1) и (4) все мно

гочлены {Fn0(х, у)) не зависят от у, а три многочлена
F n(x , у ) ,  F 22(x, у), F S2(x , у) (б)

не зависят от х , то обе функции <р(х) и ф (х) постоянны 
на сегменте [а, Ь].Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу условий теоремы многочлены (6) можно представить в виде

F ,i(y ) ,  F 22(ij), F ,2(y). (7)

Для этих миогочленов из равенства (3) находим 
j  j  h i (*) li2 (у) F nc (х) F „k (у) dx dy =G

г Г * х) 1=  J  A i(x )F „0(x)I j  F kk(y)ht (y)dy dr =  0. (8)a L«T(*) JДля краткости введем обозначение ♦<*)Ф а (*) =  j  F kh (у) h2 (у) dyx k =  1, 2, 3. (9)к*)Тогда условие (8) представляется в виде 
ь

^ h l (x)Fuo (х)Ф *(х)dx =» 0. (10)
аТак как это равенство справедливо при любом номере п, причем каждый многочлен F,,0(х) имеет степень п, то в силу теоремы Вейерштрасса о приближении непрерывных функций многочленами из равенства (10) находим условие
I,

j h t ( x ) F ( x ) O k( x ) d x ^  02 (11)<1которое выполняется для всякой функции F ( x ) ,  непрерывной па отрезке [а, Ь]. Поскольку функция F (х) произвольна, то из условия ( И )  следует, что все три функции (9) равны нулю тождественно на отрезке |а, Ь\. Следовательно, дифференцируя функцию (9) но х получим тождество
F M  (*) J* *[♦(*) ]Ф' ( * ) "  М ф  (*) М ф  (х ) ]<р' ( х ) . (12)Далее, для трех многочленов (7) вводим разложения 
F n (y) =  A {(y +  ею),
F 22(y) =  Л2(уг +  а2,у  +  а20),  (13)
F ,1 ( у ) = Л , ( у 3 +  а12у2 +  а „у  +  а20) .Тогда из условия (12) получим три условия:[Ч (х) +  a lu]/b[i|- (х) Jif' (х) «■ [<р (х) +  a lu]/i2[cp (х) ]ср' (х ),

s 31

( 14)



08 ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ (ГЛ. II § 3| НЕКОТОРЫЕ ТЕОРЕМЫ 00I f 2 (X) +  я2,ф (х) +  я2„]Л J i f ( x )  ф|/ (x) —— [ф2 (x) +  я21ф (x) +  a2„J//2[(p (x)Jq/(x), (15)[(J-’ (x) +  я32ф2 (x) +  я3|ф (x) +  я3„]Л,[ф (x) ]i|-' (x) —“  [ф’ (-г) +  аиф2(*) +  в».<р(*) +  аз. ]лг[ф (x) J«f' (x ) . (16)Если выполняется условие c p '( x ) * 0  на всем отрезке [я, 6], то из тождества (14) следует аналогичное условие ф '( х ) з * 0, и в этом случае теорема доказана.Предположим, что нашлась такая точка х „ е ( я , Ь), в которой ф '(х о )^ 0 . Тогда в силу непрерывности производной ф'(х) условие ф '(х )=^0 выполняется в некотором интервале 6 (х„), содержащем точку х„.Из тождеств (14) и (15) находим([ф1 (*) +  «г. ф (х) +  я2„] [ф (х) +  я,„] —
— [фг (х) + а21ф (х) + я2„] {* (х) + a.JJAjfo (х) ]ф' (х) -  0.

(17)Аналогично из (14) и (16) следует тождество {[ф’ (х) +  а32фг ( х ) +  я31ф(х) +  a3,,J (ф (х )+  я,„] —— I V  (*) +  я«фг(х) +  а31ф (х) +  а3„] [ф(х) +  а,„])Х
ХЛг[ф(х)]Ф'( х ) -0 . (18)Будем рассматривать эти тождества только в интервале 

6 (х0), где ф '(х)^=0. Поскольку Нг(у ) Ф 0 ,  то оба последних множителя в тождествах (17) и (18) можно опустить. Поэтому в силу условия (1) тождество (17) приводится к видуф (х )ф (х )+ я ,„[ф (х )+  ф (х )]+ (я „ ,я 2| — я2„ ) - 0 .  (19)Аналогично из условия (18) находим тождество ф (х )ф (х )[ф (х )+  if(x )J +  я32ф(х)ф (х) ++  а,„я32[ф (х )+  if(x )J +  я|и[«р2(х) 4- ф (х )ф (х )+  ф2(х)] г+  (я а - и3. ) » 0 , (20)Для упрощения этих тождеств введем обозначения» ( * ) “ ф ( * Ж * ) .  н(х) =  ф ( х ) + ф ( х ) , (2 1 )
А  =  Я|„д2| — я2о, В  =  я|(|и3| — д3„. (22)Тогда вместо (191 и (20) получим тождествам (х )+  я„,1;( х ) +  А  ** 0, (23)и (х )г(х ) +  я32« ( х ) +  я,„я32у(х) ++  я ,о[у2(х ) — и (х)] +  В  =  0. (24)

Определяя функцию и(х) из тождества (23) и подставляя ее в условие (24), находим(а?о — А ) v(x) +  (я10 — я32) А  +  В  =  О. (25)А  теперь докажем, что выполняется условиея (о -  А ф  0. (26)Б самом деле, ранее было доказано, что все три функции(9) равны нулю тождественно. Подставляя иод знак интеграла (9) первые два многочлена (13), получим тождества| (У +  а1о) 11г (у)(1у з = 0 ,*<*>J  (У2 +  апУ  +  я2о) '‘ i (У) dy — 0,<г(*)
Ых)

из которых находим
j У %  (У) dy - -  (я21я10 — я20) f ht (у) dy.

J yh% (у ) d y =  — «ю j К  (у) dy,<r"(*) «’(*)Ч><*) ♦<*>
ч(х) ч\х)Далее, в силу неравенства Коши — Буняковского
[ Щх) Л- Ч**) ♦(*)

j yht (y)dy\ <  j f t ,(у) dy J y2h, (y) dy. f(*) J  V{x) f<*)

(27)
(28)имеем
(29)Здесь очевидно, что знак равенства исключается. Подставляя в неравенство (29) значения интегралов из тождеств (27) н (28), а также учитывая первое из обозначений (22), из неравенства (29) получим а]0< . А .  Этим условно (26) доказано.А  теперь нз тождества (25) следует, что и(х) есть тождественное постоянное. Далее, из тождества (23) находим, что и я(х) есть тождественное постоянное в интервале 6 (х0) . Но тогда нз равенств (2 1) следует, что обо функции ф(х) н ф(х) такжо постоянны в интервале б(х0). А  это противоречит условию ф '(х )¥=0 при х е б ( х 0). Теорема доказана.В  настоящем параграфе изложены результаты нз работы [ V I I .23], причем одна формулировка усилена.



70 ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ |ГЛ. И ВЗАИМОСВЯЗЬ ВЕСОВОЙ ф у н к ц и и  и о б л а с т и 71§ 4. Условии взаимосвязи весовой функции и области ортогональностиВ настоящем параграфе рассматриваются свойства ортогональных по области мпогоплепов в том случае, когда весовая функция зависит от формы области ортогональности.Пусть на отрезке [—1 , 1] определена весовая функция Л, (/) и ей соответствуют ортонормнрованные многочлены {/?„,(/)}, т. е.
1
{ /1, ( 0 n m(t)Hk (t)dt =  6mh. (1)

—1Предположим, что па этом отрезке выполняется условие 
ах* +  Ьх +  с >  0, i e [ — 1 , 1]. (2)Тогда можно ввести функцию
Ф ( х ) =  Уахг +  Ьх + с ,  i e [ - 1, 1], (3)и соответствующую ей область
С  =  {(х, у):  - 1 < х <  1, | у | < Ф ( х ) > . (4)Далее, пусть на том же отрезке определена весовая функцияМ * 5  т) =  Л ,(х )[Ф (х )]1т+\ * е [ - 1 ,  1J, (5)и ей соответствуют ортопормнрованные многочлены 

lQ„(x; т)), т. е.
\ h3 (х; т) Qn (х; т) Qh (х; т) r/x= 6„*. (<>)

-1Т е о р е м а  3. Если весовая функция h,(t) четная, то 
для многочленов, ортонормированных по области (4) 
с весовой функцией

h(x,  у) =  Л»(х)Л|(|//Ф(х)], (7)
справедлива формулаm(x, y) =  Qn(x\ пг)Фт {x)R m [у/Ф(х)]. (8)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вводя разложение для многочлена Em(t), удовлетворяющего условию ( 1) , получил!

' 8 4|формулу
ф т  <х>Rm [ф У  -  2  с У Ф т-  (X). (9)Поскольку весовая функция h,(t) четная, то многочлен 

R m(t) содержит только те степени t, показатели которых имеют одинаковую с т четность. Следовательно, в формуле (9) могут быть отличными от нуля только те из У коэффициентов {с,}, для которых числа т — s четные. Поэтому, функция (9) есть многочлен степени т по у н степени но более т по совокупности переменных. Отсюда следует, что формула (8 ) определяет многочлен общей степени п +  т и степени т но у.Докажем ортогональность многочленов (8) по области (4) с несом (7). Используя формулы (7 ) и (8) , находимИ  А (*’ 0> Еп+т,т (X, у) F h+.. .  (х, у) (lx dy =
G

1=  J  h.x (х) Qn (х; т) Q,{ (х; s) [Ф (х))п,+*+» X  
-1

I'®'1 ' Ф(*) чX ) hl [ф н ] Пт [фО)] п$ [ ОчГ)] фё)} dx' <10)
Во внутреннем интеграле заменим переменное интегрированно но формуле у =  /Ф (х). В результате, используя равенство ( 1), правую часть равенства ( 10) приведем к виду

1fim. J  h2(x)Qn (х; т) Qh (х; «) [Ф (x)]"*+*+i dx. (11)
-1Если т Ф s, то величина (1 1 ) равна нулю, ибо бт. =  0. А  если т =  s, то в силу формул (5) и (G) произведение(11) будет равно б„*. Теорема доказана.Теорема справедлива и в том случае, если равенство(3) с условием (2) заменяется равенством и условнол!Ф (х) =  Л х +  Я > 0. х е = ( - 1 , 1].причем в этом случае условие четности функции можно опустить.



ВЗАИМОСВЯЗЬ ВЕСОПОП ФУНКЦИИ И ОБЛАСТИ 7.1
Приводом сщо одни результат о зависимости области ортогональности и весовой функции от свойств ортонор- м крова иной системы многочленов.Пусть на отрезке [—1 , 1] определены две непрерывные функции ф(х) и ф (х ), для которых выполняется условноФ( * ) < * ( х ) ,  1]. ( 12)Эти две функции при условии (12) определяют область С  =  {(х, у):  —1 <  х <  1, ф ( х ) <  у <  ф (х)). (13)Введем переменную t, связанную с х  и у формулами j 2у — i  (х) — <р (jc) _ Ч>(*) — ф(*) ,  , ф (*) +  ♦(*)
1 Ч> (-Г) — Ф (х) ’ У =  2 +  2 (14)Пусть в области (13) определена весовая функция
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...........................................\ 2 у  -  ф ( х )  -  Ф (*> 1
h (х, У) =  К  (х) /ji [— -  <р (х) J ’ (15)

и ей соответствуют ортонормпрованпмс многочлены 
(Ли(А у)).Т е о р е м а  4. Если функция Л, (/) четная на сегмен
те 1- 1 , И , а все многочлены {F„„(x , у ) ) не зависят от у, то 
существуют такие постоянные А  и И и такой неотрица
тельный на сегменте [—1 , 1] многочлен, ях’ +  йх +  с, что 
область (13) совпадает с областьюС  =  ((х, у):  —1 < х < 1 , \у — Л х — В\ <  Уах1 +  Ьх +  с).(16)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу ортогональности многочленов {f’n0(x)} с весовой фуикцней (15) имеем равенство

\ j  It (х, у) (х) F m  (х) dx dy =
'а =  |  К  (*) К *  (х) F m  (х) х- I♦<*>

1ч<*) Г 2 у  -  ф (х)  -  ф (X ) 1 2 d y

L V  И  ~  Ф (х) J1 Ф (X) -  ф (X ) j

8 ЧВо внутреннем интеграле заменим переменное интегрировании по формулам (14). В результате этот интеграл 1приведется к виду j  hl (t)dtwmhla. Тогда из формулы 
-17) следует, что многочлены {/’„„(х)) ортонормнрованы отрезке [—1 , 1] с весовой функциейМ * ) 4 * Ж * )  — ф(х)]/|,0.Далее, аналогично равенству (17) при к Ф  0 имеемJ j  к (А у) Епо (х) F hh (х, у) dx dy =

Ш  0I 4<х)-  J  К  (*) (х) j  F hh (х, у) А, [ dy dx =  0.- I  Ч*(х) (18)Для впутреппего интеграла вводим обозпачепне**>ф.м- J' а»)V(x)Тогда равенство (18) приводится к виду 
1J К  (х) F n0 (х) ФЛ (х) dx =  0.

-1Так как к Ф  0, то это равенство справедливо при всех п. Поэтому в силу теоремы Войерштрасса о приближении непрерывной функции многочленами из последнего равенства следует условие 
1J  К  (х) F  (х) Ф „ (х) dx  =  О,- Iгде F ( x ) — произвольная функция, непрерывная па сегменте [—1 , 1]. Следовательно, все функции вида (19) равны нулю тождественно на отрезке [—1 , 1 ], т. е. имеем

<*) -  J  и .  У) К  [̂  ] (20)Т(*)



V i ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ |ГЛ. IIРассмотрим тождество (20) для двух многочлсиов
F u (x, у) =  Л „ ( я „ х  +  у +  я10), (21)
Р ц (х ,  у)  — Л 2г(аихг +  аггху  +  у2 +  я2,х  +  аиу +  a2i) .

( 22)Обозначения в формулах (21), (22) объясняются тем. что старшие коэффициенты этих многочленов отличны от нуля. Заменим в интеграле (20) переменное интегрирования у но формулам (14), н подставим многочлен (21) под знак интеграла. В результате получим« „ *  [ i f i L f l i * ! ]  |  к ,„ )  л  +  « )  ++ [ ** **» 7 W1 f  к, (l)dl +  <■„ [♦ W 7 iw] J  (l)dl-O. -1 *■ -1 Поскольку весовая функция h,(t) четная, то второй интеграл в этом равенстве равен нулю. Следовательно, используя условие (12), придем к равенству
ап х  --------- -̂-------- Ь аю =  О.Аналогично, подставляя разложение (22) в интеграл (20) , находимIя21х* J  /t, (t) dt ++ J  «мо Л + а ц т  J м о л ]  +

+  [t w - T ( » ) |- Г 1 % ( ( ) л  +  f  rt , ( , ) dt +L * _ i   ̂  ̂ - i+  r t i f L ± H £ } l 2 J (fcj(/)rf/ +  a23x  |  Л, (t)dt +*■ ■* - i  - i+  [* w 7™  J  Ik, (I) л  +  J  л, (О л] +
1+  fli5 J* A1 (0  dt =  0. (24)

j  5| ВЫЧИСЛЕНИЕ МОМЕНТОВ ВЕСОВОП ФУНКЦИИ 75Для интегралов в этом равенстве введем обозначения 
1

hl h -  j  l% ( t ) d t ,  к =  0 ,1 ,2 .
-1В силу четности весовой функции имеем Л,, =  0. Следовательно, равенство (24) приводится к виду. _2I.  I _ _  Ч> (*) +  ♦(*) I. ■ Г ♦ (-е) — ф (-'ll- 1. ,

в  41х  ™10 ° 2 2 Х  2 *40 I 2 I '

. r t ( * )  +  4 > ( * ) 1 4  . _  _ L  , _  ф ( * )  + ♦ < * ) , .  , _  Л+  1-------- 2  I *, ,e  a i 3 T 'l lO + a 2I 1  "10 4” ̂ 2‘ (25)Далее, из формулы (23) следует равенствоq>(x)+if(x) =  2 (A x +  f l ) .  (20)Подставляя это значение суммы двух функции в равенство (25), получим соотношение[(if (х) — «р (x))/2j* =  ахг +  Ьх +  0, — l ^ x ^ l ,из которого следует формулаif (х) — ф (х ) =  2 Vex2 +  bx +  с. (27)А  теперь из (26) н (27) находим равенстваif (х) =  Л х  +  В  +  \ахг 4- Ьх +  с,Ф (х) =  Лх  +  В  — Уях* +  Ьх +  с,В результате неравенствоф ( х ) < у  <  if (х ) , - 1  <  х  <  1,приводится К ВИДУ— Уях* +  Ьх +  с <  у — Л х — В  <  \ахг +  Ьх +  с.Таким образом, области (13) и ( 10) совпадают. Теорема доказана.В настоящем параграфе изложены результаты из работы [VI 1.23].§ 5. Конкретные примеры вычисления моментов весовой функцииВ § 3 гл. I приведены формулы, в которых основные ортопормнрованные по области многочлены представляются в виде определителей, составленных с помощью



1 \ ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ |ГЛ. II $ 5| ВЫ Ч И СЛ ЕН И Е  М ОМ ЕНТОВ ВЕСОВОЙ Ф У Н К Ц И И 75Рассмотрим тождество (20) для двух многочленов 
y) =  A „ ( a iix  +  у +  а.о),

f  гг {х, у) =  Лгг(а2,хг +  а1гху +  уг +  а „ х  +  аи у  +  аг»).
( 2 1 )

( 2 2 )Обозначения в формулах (21), (22) объясняются тем, что старшие коэффициенты этих многочленов отличны от нуля. Заменим в интеграле (20) переменное интегрирования у  но формулам (14), и подставим многочлен (21) под знак интеграла. В результате получим+  [ U f L j l l S K  , * . ( 0 *  +
-1  *■ -1Поскольку весовая функция h,(t)  четпая, то второй интеграл в этом равенстве равен нулю. Следовательно, используя условие ( 12 ) , придем к равенству„ „ Г + Ш + Х Й 1 + . . . - 0 .  (23)Аналогично, подставляя разложение (22) в интеграл (20), находим 

1Я21х2 J  /»! (<) dt +
-1 1+  а2гх 1 ♦ < * ) - * «  J  t h A t)dt +

-1 1 +
+  [♦ м - » < * * 1f  thi (t)dt +  

-1
1+  a23X ^  ^1 (0  +  

- 1+  а ,х I 1Ч, (x) — ф (ar) J  < М < ) Л + 'ф (X) +  ?_(*) ^ +l+  J hl (t)dt =  0. (24)

Для интегралов в этом равенство введем обозначения 
1

hik =  J  tkht (t)dt, *  =  0, 1 , 2 .В силу четности весовой функции имеем Ац =  0. Следо- нательно, равенство (24) приводится к виду
+  [ i l f l + i i i - ' T * , .  +  + « „  а ц т ^ + а ^ - о .(25)Далее, из формулы (23) следует равенствоф ( х ) + * ( х )  =  2 (Лх +  Д ) . (20)Подставляя это значение суммы двух функции в равенство (25), получим соотиошснно[(if (х) — ф (x))/2j “ =  а х2 +  6х  +  с ^ О ,  — l ^ x ^ l ,из которого следует формулаif (х) — ф (х) =  2 Уахг +  Ьх +  с. (27)А  теперь из (26) и (27) находим равенстваif (х) =  А х  +  В  +  Махг +  Ьх + с ,ф (х) =  А х  +  В  — У ах1 +  Ьх +  с.В результате неравенствоф ( х ) <  I/ <  If (х ) , - 1  <  1,приводится к виду— У ах1 +  Ьх +  с <  у  — А х  — В  <  Уахг +  Ьх + с .Таким образом, области (13) и ( 10) совпадают. Теорема доказана.В настоящем параграфе изложены результаты из работы [VI 1.23].§ 5. Конкретные примеры вычисления моментов весовой функцииВ § 3 гл. I приведены формулы, в которых основные ортопормнрованные по области многочлены представляются в виде определителей, составленных с помощью



в

76 ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ |ГЛ IIмоментов весовой функции. Если известны моменты весовой функции, то, используя формулы (1.3.3), (1.3.8) и (1.3.10), можно вычислить любое конечное число ортогональных но области многочленов, соответствующих данной области ортогональности и весовой функции в ней. Эти формулы при больших номерах, конечно, весьма громоздки, но в принципе можно считать ортогональные многочлены известными, если известны моменты весовой функции. В настоящем параграфе приводятся различные случаи, когда все моменты весовой функции вычисляются конкретно и л и  представляются через известные величины.Пусть в области G  определена весовая функция 
h(x, у ) .  Моменты этой функции определяются по формулеЛп+ *л  =  j  \ h  (х, у) хпу Ч х  <1у. ( 1)Рассмотрим простейшие случаи, когда все эти интегралы вычисляются.1. Пусть дана область

G  =  { (х, у):  0 <  х  <  1, 0 <  у <  х р), где >  0, и в ней весовая функцияЛ(*. y) =  * V .  а >  — 1, Р >  — 1. (2)Тогда в силу формулы (1) имеем* ..+ * ,а -  J  J  х«+ пуР+Чх dy

|* x®+n | J  yP+l,dy dx ф  +  А +  Щос | „  И  +  р (Р + *-И )Г
2. Ту же самую весовую функцию (2) рассмотрим в неограниченной области
G =  { (х, у ) : х  >  0, 0 <  у <  е~х).В этом случае, применяя формулу (1), находимоо е х

Ьп+к.к — j  •re+n J  yV+hdyи о dx

ОО----- fi +  l  +  l ^ ne - « ^ b + " d x  =
ВЫ ЧИСЛЕНИЕ МОМЕНТОВ ВЕСОВОП ФУНКЦИИ 77

(Р Ф * —!_________ Г/а+пв- ' ^  =  I-» I-вf  1)“ + " + з  J  (Р +  А - Н ) в+П +2 *3. Рассмотрим теперь область 
G  =  ( (х, у ) : х  >  0, у  >  0, х г +  у1 <  1) и в ней весовую функцию Л(х, у) =  хау1,( 1 - х 1-  уг)р, ( 3)где а > —1, Р > — 1 и р > — 1. И этом случае в силу формулы ( 1 ) имеемЛ»+А.А =  f  j  Xa+n/ +ft (1 — X 2 — уг)1> dx  =G

1 я/а=  ( ( 1  — p2)p р'‘+л+“ +Р+1(/р \ (cos cp)a +n (sin cp)6+A (/ip. (4)
Далее воспользуемся известными формуламиr t e ) r(*>J  xP-1  (1 — x m)7-1  dx тГ

я/аJ (sin ф)"-1  (cos «p)6_1 dip /(tM4) (5)
2r ( i + i )  ‘С  помощью этих формул находим

1 г Л, +  * +  оt - b H - 2 ) r(p  +  1)) (1 ~  Рг)р рп+Л+°+Р+'с/р  -------— — ^ -----— - ---------г—.о 2Г ( " +  * +  а  + .Р  +  р +г |« _ |_ я _ М  j  , . | р +  * - Ц |21, ( Л п + Р ± * + 1 ) •я/аJ (СО*s  ф ) « + "  ( s in  ip)P+* dip
(0 )



78 ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ |ГЛ. IIПодставляя эти значения в формулу (4), получим
Г <р + 1 ) Г |( ^ ) 1Г1

4Г|( a + n + p + f c  
 ̂ 2

+  р +  з )14. Пусть теперь дана область С  =  ((х , у): х г +  уг < 1 ) .Тогда п формуле весовой функции (3) параметры а  и (J могут быть только натуральными числами. В  этом случае вместо формулы (4) получим равенство
1 2ЛЛц + ft.A =  | ( 1  — Р2)р р"+*+«+Р+>ф>( (cOSIp^ + ' ŝinipJfl+Arfcp.о оЗдесь второй интеграл равен нулю, если хотя бы одно из чисел а  +  п и fi +  к нечетное. А  если оба эти числа четные, то в силу равенства (G) имеем

2 яj  (cos ф)а+" (sin <p)P+* d(p
r ( i ± f t ! ) 1Г1Jp +  A + l j

Г!1 *  +  п +  Р +  к , А11 2Таким образом, и в этом случае все моменты вычисляются.5. Рассмотрим область в виде треугольника 
G  =  { (х, у ) : х  >  0, у >  0, х  +  у <  1} и в ней весовую функциюA ( x ,i/) — * V ( l “ * ” lO T (7)при условиях а > — 1, >  — 1 и у >  — 1. Как обычно,имеемЛ».+а,л =  f J * e+"0p+*(i — *  — y)v d x d y  =

' g - J x « + « r  J  yf,+* (1 — x  — j/)v c/p J  dx. (8)С помощью известной формулы [1.1] 
о

§ SI ВЫЧИСЛЕНИЕ МОМЕНТОВ ВЕСОВОП ФУНКЦИИ 70находим 
1—■«J  ‘  -  х - У ) у *У =  (1 -  ^)Р+Л+¥+11IIПодставляя это эначеннс в интеграл (8 ) , получаем
Ац+А,/| Г(Р+* +  1)Пу +П Р + * + у + j  *a+n _  г ) Р + И » Н ^ .

Для вычисления интеграла используем формулу (5) при 
т =  1. В результате имеем

=  Г ( «  <-п +  1 )Г (р  +  * - Ц ) Г ( у  +  1)' n + ft.ft Псс +  п +  р +  Л +  у +  З)Многочлены, определяемые весовой фуикцней (7), называются многочленами Анпеля.
6. Пусть теперь в областиС  =  {(х , у):  х г < у )дана весовая функция h(x, у) =  (у — х г)ае~^  при условиях a > —1 и р > 0 .  Тогда в силу формулы (1) находимА„+а,а =  j  j  (у — **)“  e~fiux nyhdx dy =

G °° Г y'v T— |  yhe~^v j  (y — x2)a xndx dy. (9)о L-гу JЕсли n печетпое, то виутренпнй интеграл равен пулю. А  при п — 2т имеем
П  П

2 j  (у — х2)*1 x zmdx — 2уп | ^ 1 — x tmdx  =  о о
У * 2

• г (” + т ) Г ( а + 1)г (“ + « + т )Подставляем правую часть в равенство (9). В результате



80 ПРИМЕРЫ ОРТОГОНАЛЬНОСТИ ПО ОБЛАСТИ |ГЛ. и Глава I I Iполучим
An + МI г('п + т) 1 (« +  С р ,1+a+m+i

е-№у idyГ (т  +  а +  - | )  0
г(т+т)г(а +  1)

г ("* + “  +  т ) Л+а+т

оо

Til
fc + o + m + -2iu =

Г (m - f  -L  j  Г (a +  1) Г (* +  a +  m +  i . )  r ( m - h a + 4 )| ;t + a+m+-Можно привести н другие примеры, когда степенные моменты весовой функции в данной области вычисляются в конечном виде. Во всех этих случаях с помощью определителей можно вычислить несколько первых ортонор- мированпых многочленов. При этом можно, например, воспользоваться формулами (1.3.11).

К Л А С С И Ч Е С К И Е  О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Е  М Н О Г О Ч Л Е Н Ы  А П П Е Л Я

§ 1. Формула Родрнга для многочленов АппеляВ настоящей главе излагаются основные свойствамногочленов Аппеля. Эти многочлены можно рассматривать как некоторое обобщение на случай двух переменных ортогональных многочленов Якоби.Пусть дана треугольная область
С  =  {(х, у):  х > 0, у > 0, х  +  у < 1 ) ( 1 )н в ней весовая функцияА (х, i/) =  x « - y - ' ( l - x - i / ) * - » - p. (2)Будем считать, что параметры весовой функции (2) удовлетворяют условиямс с > 0, р > 0, ч > с с  +  р — 1 . (3)Для краткости положимр =  Т - а - р > - 1 .  (4)Далее, введем стандартные обозначения(я)„ =  1, (я)„ =  я(я +  1 ) ..  .(я +  и -  1). (5)Здесь а означает первый сомножитель, а п — число сомножителей.Рассмотрим функцию
Апт(х, у) =  Лит (х, у ; а ,  Р, у) *=_____________ д » - у - Р  дп+т

~  ( а ) п (Р)т  (1 — х  — у ) 1’ д х п д у тДокажем, что эта функция при любых целых неотрица- тельных п и т есть многочлен по х  и у.  Это можно сде- ; лать с помощью формулы Лейбница для производной высшего порядка от произведения двух функций(ия)("> =  21 СЙи<"-*>!**>.
к—Ов II , К , СуСТШ!

+  та - х - у ) р +пcl - n - a ^ l - m - p • (6)

(7 )



Сначала применим эту формулу для частной производной по х  н равенстве (0) . В  результате, используя обозначение (5), получим-li_ J^a+n-l — х  — )̂p + n+mjП=  2  C* (xe+n- , )<n -'l> [(1 —  X  —  y ) P + " +  =
h=0— 2  C l  (a  -(- n — 1) (a +  n — 2) . . .  (a  +  A) xe + * - ‘  X  л= 0X ( p  +  n +  m )(p +  n +  m — 1 ) . . .  (p +  n +  m — fc +  1) XX  (I x  { ,)"+ "+ "-* ( -  1)* -  £  C* (a +  A)(n_ * )x“ +*-» Xл=оХ ( - 1)Л(р +  n + m - f c +  l)ft (1 — z  — p )T + «+ "-\  (8)Подставляем сумму (8 ) в равенство ((5) и снова дифференцируем с помощью формулы (7) т раз теперь уже по у.  В  результате находим последовательно~77, [уР+т_| (1  — х  — у)р+"+п*-А| =9т=  2  С ' т  (рР + т - 1 ) ( т - « )  [(1 _  х  _  y )l> + n + m -A ](.)  „

1=0=  2  С ( Р  +  т о - 1 ) ( Р  +  о т - 2 ) . . . ( Р  +  з ) у Р + - * Х
• = 0X  ( р + п  +  т —к)(р +  п +  т—к—1) . . .  (р +  п +  т —к —s + l ) XX  (1 -  I  -  у ) Р + » + « - * - ( -  1)‘ =  2  С  (Р +  s)(m_ .) j ,P + -V XX  (р +  п +  т — к — s +  1)„(1 — х — y)»’+n+m- * - * ( — 1)*. (9)Подставляя правые части равенств (8) и (9) в формулу(6) , получаем

X  2  с *  (ct +  A)(n_ftj xa+*-1  (р +  я +  m — А- +  1)*(— l)fc хА—О

82 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ АППЕЛЯ |ГЛ. I l l S М Ф ОРМ УЛА РОДРИГА ДЛЯ М НОГОЧЛЕНОП А П П ЕЛ Я 83X  2  С‘т (Р +  A m -.)^ + -‘ ( -  1)’ х  X  (р +  м +  m — А- — s +  1),(1 — х — у)p+n+m-A-». После очевидных сокращении, наконец, имеем формулу
^  пт  (•I'l У ) = n m"фУ  ̂2  2  (a  +  k)(„-h)Xh X(®)n (Р)т ,1=0 ,=0X  (р +  »  +  т  — А* +  1)л (р +  « +  т — А- — s +  1), X  

X ( -  1 )ft+‘C  (Р +  »)(т - .) У *  (1 -  х -  у)»+— (10)Таким образом, фупкцня (6 ) есть многочлен но х  к у. Этот многочлен называется многочленом Аппеля, а формула (6 )— формулой Родрига для многочленов Ан- пеля. Из формулы (10) следует, что степени многочлена Анпеля отдельно но х  и но у равны п +  т. Такова же и степень этого многочлена по совокупности переменных.Преобразуем формулу ( 10) . Прежде всего, имеем равенства
r h _  » ( / » - ! )  ■ ■ • ( »  - А -  - 1 - 1 )  I“ А-! — аТ^~   ̂ ( ~ п)а./.« т ( т —  l ) . . .( m  — * +  I) I ,  , , 4/ _ . ч----------------- 7р ( *) ( т )«(р +  п +  то — А- — s +  1),(р +  и +  т — к  +  l)fc —«= (р +  п +  т  — к — * + 1) (р +  п +  т  — к — s +  2) . . ., . .  (р +  п +  т  — А)(р +  п + т —А-+ 1)(р +  п +  т —А +  2 ) . . .  

. . .  (,Р +  ^ +  ni) =- (р +  п +  т — А- — s -f l)(fc+,) ==  ( -  1)А+' ( -  п — т — />)*+.•С  помощью этих равенств коэффициент в формуле (10) приводится к виду( -  1)*+* ( -  « ) „ ( -  » , ) , ( -  п  -  т  -  p ) i h + l ) [ a  +  A)(n-fc)(P-t «)(,«-.)> (*!)('!) (®)„<&>m
Ш ( И )Далее, используя обозначение (5), находим(« +  *)(„-,,) =  (g +  A) (« :-A-+I) . . . ( g + f c + n -АгМ) =  J l _  (®)„ a (a  +  l) ...(ос +  п - 1) (a)*’
6*
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XJ J 3 7  j '/ ( * .» > * '*  ( * • ¥ ) * ' dxdy

dxdy  =*-  j  j  /(x, У) F ( x ,  y) -  J /U-r, »/) f  (x, tf) dx
G  L  *o  -=  f / (x, y) F  (x, y)dy — [  \ fx  (x, y) F  (x, y) dx dy. (17) г aЕсли на контуре Г выполняется условно 

F {x ,  у ) - О , (18)то криволинейный интеграл равен нулю, н равенство (17) приводится к видуf j  / (х, у) F'x (х , у) dx dy — — j  j  F  (x, y) fx (x, y) dx dy.

°  °  (19)Далее, аналогично равенству (17) имеем J  J  /(х, у) F u (х , у) dx dy =G
U-  f f  J f  j  / (X, y) F'y (x, y) dy dx dy

И 4"1 (-r> ?/) F y) ~ Jfu (j%y) F (x’y) (ly
dxdy

Далее, с помощью формул (19) и (21) нетрудно получить равенство
Я дп+тр(х  )

г л г(-')■*■ Я f <*■ »> 9 ^ 9  dx *•(22)Это равенство справедливо, если функция /•’ (х, »/) и все се частные производные, кроме последней смешанной порядка п +  т, обращаются в нуль на контуре Г , либо тому же самому условию удовлетворяет функция /(х, У).Рассмотрим теперь функцию
F (x ,  у) =  z - + « - y +»-• (1  -  х -  у у + " + ”'. (23)В силу условии (3) и обозначения (4) все частные производные этой функции, кроме двух последних смешанных порядков ( и — 1 ) + т  н п +  ( т — 1 ), равны нулю на контуре Г, который является границей области (1). Тем нс менее нетрудно доказать, что и для функции (23) справедлива формула (22) , если выполняется условие 

п +  т >  1 , т. е. если хотя бы одно из чисел п или т отлично от нуля. •Пусть п > 1 .  Тогда в силу формулы (17) имеем
J K  * * % & * * *  - к  •> *-9 ^ -  
I ■ - я ^ яя-9 1" <24>х l  о

— у ) F  (х, у) dx  — j  J  f v (x, у) F  (x, y) dx dy. (20) I  Рассмотрим частную производнуюСледовательно, при том же условии (18) имеем равенство
( J  / (х, у) F ’y (х, у) dx dy =  -  J  j  f'y (x, j/) F (x, y) dx dy.

°  °  (21) Разумеется, формулы (19) и (21) справедливы, если вместо условия (18) на контуре Г выполняется условие /(х, у ) 35 0.

0” -l+mF(x и) 
д х п ~ 10 у т

(25)
Из формулы (23) следует, что эта частная производная Равна нулю на вертикальном катете и на гипотенузе коп- ТУРа Г. А  на горизонтальном катете имеем условие у ** 0. Следовательно, криволинейный интеграл в формуле (24) Равен нулю.



8S ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  А П П ЕЛ Я (ГЛ II IЛ если т >  1, то из формулы (20) находим
И ,, J n + m F ( x , y ) J  . r tlj> n+m~ lF ( x ,y )'<*• у> d ld y  ~

■ dx dy. (27)

GАналогично предыдущему случаю, рассматривая вместо
дп +т -lF  (Х((25) частную производную — <х» / ^ - i— ’ па“ Дем» чтокриволинейный интеграл в формуле (26) равен нулю. Таким образом, дли функции (23) справедливо равенство (22), причем в некоторых случаях интегралы в зтом равенстве могут быть несобственными.Применим теперь формулу (22) к интегралу, стоящему в равенстве (16). В результате получим(/*до, Л„т) = J J ' ,У1 « ,■

GДалее, поскольку N  <  п +  т, то многочлен Р к (х , у) содержит только одночлены вида х"у’ , где к +  8 < п  +  т. Позтому имеем тождество■>- . о  (28)
д х п д у тСледовательно, интеграл (27) равен нулю, т. с. имеем(P.v; A nM) =  0, А  <  n +  m. (29)Таким образом, многочлен Аппеля Л „т (х, у) ортогонален всем многочленам младших степеней и, в частности, всем многочленам Л *,(х , у) при условии k +  s < n  +  m. А  если 

к -f s =  п +  т, то условие (28) но выполняется. Следовательно, .многочлены Аппеля, принадлежащие одной и той же пачке, вообще говоря, не ортогональны между собой.§ 2. Представление многочленов Аппеля через гипергеометрнческую функцию двух переменныхГнпергеометрнческая функция одной переменной определяется как сумма степенного ряда по формуле [1.1], v V  (■)»<*)»
Ь, « ) =  ± ~ щ 1 Г хк- ( 1 )

к = 0

§ 2| П РЕД СТА ВЛ ЕН И Е ЧЕРЕЗ ГН ПЕРГЕОМ ЕТРН Ч Ф УН К Ц И Ю 8!1Этот ряд сходится при условии Ixl <  1, а сама функция ( 1 ) удовлетворяет дифференциальному уравнениюх (1 — х ) ^  +  [а — (я +  Ь +  1 ) х] ~7~г аЬи 
d x  ЛТ

0.rfx - ----------  (2)Для этой функции имеют место формулы Эйлера [1.1]
( 3)F (x; a, b, а) =  — i —  f  J— а , а  — Ь, a j ,

F  (х; а, Ь, а) =  F  ( j z r p  а — а ,Ь ,  а ) , (!)
F  (х; a, b, а) =  (1 -  x ) a- a~bF  (х\ а - а ,  а  -  Ь, а) .  (5)Как известно [1.1], существует несколько тппов гипер- гсометрических функций двух переменных. Рассмотрим только одну из них, которая называется гнпергеомстрн- ческой функцией Аппеля и определяется равенствомл F 2 (х, у; а, Ь, с, а ,  0) -  £  2  «'*)Эта функция зависит от пяти действительных параметров
а, Ь, с, а ,  р. (7 )Нетрудно показать, что ряд (6 ) сходится абсолютно при условии |х| +  |у| <  1 .Рассмотрим связь гнпергеометрической функции А ппеля (6 ) с гнпергеометрической функцией бдного переменного (1). Из формулы (6) с помощью равенства(c )m-. =  с ( с +  1) . .  .(с  +  s — 1 ) (с +  s ) . . .(с  +  s +  к — 1 ) ==  (c).(c +  s ) * =  (с)* (с +  к),находим последовательно 
F 2 (х , у: а, Ь, с, а, Р) =- У  <»>■<«>.Г у  w - n *  Д , . _

h  w.*1 [ &  w  J
— 2  т ^ т г F  a' c +  »*• (R)Аналогпчно, мепяя порядок суммирования, получим еще



одну формулу:
V I  (а)ь ( c ) i ,  I (&)« (е "Ь 1 

1'г(Ху У'< а > Ь, с ,  а ,  0 )  =  ^  (а).к\ ^  ф )  * !  ' *  =
л=о ” L*^o * J- 2 т г я т г ^ : Ь е +  * ; Р>л  (9)
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ft=ОС  помощью (8 ) и (9) для гипсргсомстрнческой функции Аппеля нетрудно установить ряд тождеств, аналогичных формулам (3) — (5). Прежде всего, используя равенство (4), из (8 ) находим
F 2 (х, у ,  а, Ъ, с, а, Р) = 2  "ф^ТГ  ̂(*'» а> с + s- а) У* =

1 V  с (  х \ (  у V
~  г ^ ; ь- “ - р)- ( |0 >Аналогично, используя равенство (9), получаем

F 2 (x , у; а,  Ъ, с, а, Р) =  2  ~ ^ r W  F b ' с + к ' =ft—о
-  ъ = я  %Г  (Д  i » ■ - » . .  +  ft. t)  Ш к -

” И -  »)• F ‘i ~ , '  7 = i ‘ e<“ • Р /  1111Далее, к функции F 2 i ~ x '  “  ~ a' b' c ' p ) nP“ 'меняем формулу (11). В результате имеем
р г ( Г=~г  Н Ь : а ~  а’ Ь' с' “ • Р) =

=  ^ F ,  —̂ г, — г; а -  а, р -  Ъ, с, а, р).г \х +  у -  1 ’ * +  у — Г  1 ’ ' ЧПодставляя это значение в правую часть равенства (10),

§ 21 П РЕД СТА ВЛ ЕН И Е ЧЕРЕЗ ГИП ЕРГЕОМ ЕТРИ Ч Ф УН К Ц И Ю  91придем к тождеству
F 2 (х , у; а, Ь, с , а , Р) =

шш------- -̂----- - F 2 (— - *— г, —т̂ — г; а  — а, р — Ь, с, а , р)
( 12)Эти н другие тождества для гииергеометричсскон функции Аппеля рассмотрены в монографиях (1.1; I I I .1].Произведем в тождестве (12) замену двух параметров по формулам а  — а =  а ' и р — Ь =  6 ' . Опуская штрихи у повых параметров, получим

F t (х , у ; а  — а ,р  — Ь ,с ,  ос, р) =----------------- - F 2 (— ± — . ,  — —— г; а, Ь, с, ос, p V  (13)* \ *  +  у — 1 ’ Ж +  У — 1’ ’ ’ ’ ' * )  v >Положим в этом тождестве
а — —п, Ь =  —т , с =  —п — т — р, (14)где параметр р определяется равенством (1.4). В этом случае имеем равенства(a) ft =  (-n )ft =  ( - n ) ( - n  +  l ) . . . ( - n  +  A - l ) ,
(b) , =  (—т). —(—т) (—т +  1 ) . . . (—т +  s — 1 ), из которых получаем
(-п )к  — 0, к > г г ,  (~ т ) ,  =  0, s > m .  (15)Таким образом, при условиях (14) разложение (С) превращается в конечную сумму. Применяя формулу (6) к функции, стоящей в правой части равенства (13) и учитывая условия (15), получим равенство

“  -  Р . « . !> )-
V  у  (-  ")ft (-  т). ( - "  -  w -  р\к+.)( х ) к(  у У  
ft „ Г ! ,  А - ! ,! ( « ,„ ф ) . \ x  +  V - i l  [ x + y - l j -В (16)А  теперь сравниваем равенства (16) и (1.14). Поскольку I  суммы, стоящие в правых частях этих равенств, одннако-



92 ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  А П П Е Л Я |ГЛ. швы, то, следовательно, имеемA im  (•Г) У) =  ^ nm ( х ,  у, GC, Р , Y) =— (1 — х — y)n+mf'i  ( Г[* +  v — 1* * +  if — Г  — и, — m, — п — т — р, ос, р). (17)Далее, птергеометричсскую функцию, стоящую в правой части равенства (17), заменяем но формуле (13). В результате получимЛ „,„(х, у; ос, р, y ) ==  (1 - х -  y)~pF t (x, у; ос +  и, р +  т, - п  -  т  -  р, ос, Р). (18)Таким образом, многочлены Аппеля представляются через гипергоометрическую функцию двух переменных по формулам (17) н (18) при специальных значениях параметров (7). С помощью (17) и (18) можно изучать свойства многочленов Аппеля. Еще раз заметим, что в этих формулах р =  Ч — а  — р > — 1 .Рассмотрим теперь дифференцированно гипергеомет- рпческой функции Аппеля. Из разложения (0), учитывая равенстваА ( А -  1) . . .  ( А -  п  +  I) =  IА-! (А —л)р* (* — 1) . . . ( *  — т +  1) 1*!находн.м
,п+т

(*—т)!’
(аМ Ь>.И<А + .)ъ у  у  (19)(в), (Р), (* -  "И — "*)1 У 'Далее вводим новые ипдексы суммирования р п q по формулам к — п =  р и s — m =  q. Используя равенства

(<*)* =  (ос) („+,)= (а) „(а +  п)Р,(Р)« = (Р) (•» + ») =  (Р)>»(Р"1” т )ч*(e)(»t4 = (c )(« + m)(c +  Н +  III ) (р|из разложения (19) получаем
0хи0ут («)„ (Р)т X

8 :ц С  V  <л +  п\. +  "О,, <с I- ” -! л')0)+ч)ДНФ Ф  У Р А В Н ЕН И Е  ДЛЯ М НОГОЧЛЕНОВ А П П Ш Ш 93* 2 2р=0 9=0 (« +  »)„<? + "0op!vl ■ X v y 4

(я )н (^)т  (f )(n +  m) п  I  .  I  .  п  ,= ------(сс| [ (р)м------ /, 2(.г,у;а +  и ,& -И н ,с + л  +  т ,  ос +  и, Р +  т ) .Такова формула для вычисления частных производных от гнпергеометрнчсскон функции Аппеля.§ 3. Дифференциальное уравнение для многочленов АппеляСначала докажем, что функция Аппеля 
v =  f\(x ,  у; a, b, с, ос, Р) ( 1 )удовлетворяет системе дифференциальных уравненийx ( i - x ) g - x y ^  + [« - ( c +  a +  l ) x ] £ -

- ay ' ^ - cav =  0. (2) f l f ( l - | f ) $ - n f ^  +  ( P - ( r  +  6 +  l ) | , ] ^ -
- b x ' ^ - c b v  =  0. (3)В самом деле, в силу формулы (2.8) имеем равенства 

' Г  (х; а ,с  +  s, ос) у*,О2!, _  Ч? (1>), (с), 
О х 1 А

О2и V  *6)* <с)« v  /577^ =  Z  ДЩДГ 1 {-г: а' с +  *• *) sy '

о »  v  <6)* (с)* V .  ,~ ' (В) л А (х, а, с + s, а)у*,«=о
0е V  1*)» 1е). /

~ j  =  - щ д г  * t o « . с +  *. *> s,rV  lfr). 1е). Г / .
v  =  2 d  Т й )  ^  (J-; а ,  С +  S , о с)у*.

« - и  ' '̂4 *
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I

Умножая эти равенства на соответствующие мпожптелн, определяемые уравнением (2) , н складывая их почленно, получим равенство
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/ j ч d2vх(1 — х ) —~ — ху а2 о

, / . . . .  , dv dv+  [ а - ( с  +  а +  1)х] — - a y — - c a v

Г <х; а « с +  si “ ) +«=о VP,J+  [а — (а +  с +  s +1) х] F'  (х; а , с +  s, а) —
— a(c +  s ) F ( x ; a t c +  s, а)} у’ .Сумма в фигурных скобках равпа нулю тождественно при соответствующих х и s, так как фупкция /•’ (х; я, c +  s, а) удовлетворяет дифференциальному уравнению (2.2) при условии b =  c +  s. Следовательно, функция ( 1 ) удовлетворяет уравнеппю (2).Аналогичным образом для проверки уравнения (3) находим производные из формулы (2.9) и составляем левую часть уравнения (3). В результате нолучнм. .  ,0 2v 02v

у ( 1 - у ) ^ ~ х у о7о-у ++  IP — (с +  Ь +  \ ) у ] -^  - b x ^ - c b v

2 (а)**! {У (1 — У) F" (у; Ъ,с +  к, Р) ++  (р - ( 6  +  с +  к +  1)у] Г  (у, Ь, с +  * , Р) —— Ь (к +  с) F  (у; Ь, с +  к, Р)} xh.Сумма в фигурных скобках равна пулю тождественно. Следовательно, функция (1) удовлетворяет уравнению (3).Таким образом, функция (1) удовлетворяет системе дифференциальных уравнении (2) и (3). Складывая эти два уравнения, получим дифференциальное уравнение в частных производных второго порядка
. . . d 2 v  _  О V  , . и  V  ,х { \ - т ) - ч - 2 х у  — + ( , { 1 - 1, ) - ^  +0- V , д~1>

Ох Охду ду

g л|+  [ a - ( a  +  b +  c + l ) x j ^  + ( p - ( a  +  b +  c + l ) y ) g -— с (а +  b) v =  0. (4)Далее, в силу (2.18) имеем равенство y =  F :( x , у; а  +  п, P +  m, с, a , Р) ==  (1 - х - у ) рАпт(х, у; а , р, ч), (5)где введены обозначения
с =  - п  — т — р , р  =  ч -  а - р .  (6 )Для функции (5) при условиях (G) уравнение (4) приводится к виду

, ,  , O’ v „* 0  — х) — 5 — 2хрОх
ifv . <Vv

0х0у +  У ( ' - У У ^  ++  ! « - ( «  + p - /H - i ) x i g + i p - ( «  + p - p  +  i ) * j g -— с (я -f- р -f- п -f- w) v =  0, (7)А  теперь для краткости введем обозначение
и =  Л пт(х, у, а, Р, 7 ) . (8)Тогда равенство (5) представляется в видеу =  (1 - х - у У и .  (9)Эта функция удовлетворяет уравнению (7). Для того, чтобы получить уравнение для многочлена Аппеля (8 ), подставим функцию (9) в (7). Дифференцируя функцию (9), находим равенства
v’x — — р(1 — X — +  (1 — X — у)Ри'х,

v’xx — р ( р — l) ( l  — x — y)P-*u — 2 p (l — x  — y)v-tu'x ++  ( t  —  X  —  у)Рихх,

V*v =  Р (р — 1) (1 — х  — у)р~г“  — Р (1 — X — у)Р-'и'у —— Р (1 — X — у)р~1их +  (1 — X — y)puly, 
v'v =  — Р (1 — X — y)v~lu +  (1 — X — уУ'и'у, 
рп  — Р (р — 1) (1 — X — у)р~2и — 2р (1 — X — y)P~lu'v ++  (1 —  X  —  у)Ри1П1.



Всо эти производные, а также функцию (9) подставляем в уравнение (7). Но сначала заметим, что все эти величины имеют общин множитель (1 — х  — у ) г~2. Поэтому, опуская этот множитель, из уравнения (7) получим уравнениех (1 — х) [/)(/» — l)u  — 2р*(1 — х  — у)их +
4- (1 — х  — — 2 х у \ р (р —\)и—р(1—х —у){их + и [ )  ++  (1 — x  — y f u xv\ 4- У(1 — У)[р (р  — i ) u —2 p(i— х —y)uv+  4- (i — X — у)2Му„] 4- [a — (a 4- p — p +  l ) x j ( l  — X — y ) X  

X  [ — pu +  (l — x  — y) u'x] ++  IP — (a +  P — P +  1) У\ (1 — x —y) [ —pu +  (1—x —y)r/ ]̂— — c ( a  +  P +  B +  m )(l — x  — y)2u =  0 . (10)Вычисляя сомножитель при функции и в последнем уравнении, находим
р ( р - 1 ) [ х ( 1 - х ) - 2 х у  +  у ( 1 - у ) ] ~— р(1 — х — y)[oL — (a  4- (i — р +  I)x 4 -j}  —
- ( a  +  p -  / i  +  l ) y ] - c ( a + P  +  n + m ) ( l - x - i / ) !  =

=  ( l - x - y ) [ p ( p - i ) { x  +  y ) - p ( c t  +  $) +
+  p(a  +  $ - p + l ) x  +  p(a +  $ - p + \ ) y -

—  c ( < x  +  j} +  H +  m ) ( l  —  x — i / ) ]  ==  (1 — X — у ) г[~р(  a  +  fl) —c (a 4 - fJ4 -л 4- лг)] ==  (1 — x  — y ) 2 [—p(o. +  (1)4-(л +  m +  p) (a 4- (J +  л +  m)] =  =  ( 1 — x — y ) 2(n +  m) (n +  m +  y ) .Аналогично, вычисляя сомножители при производных 
их и ии в ( 10) , получим соответственно величины(1 - х - | / ) г[«х -(т  +  1 ) 4  ( 1 - х - » ) Ч ? ~ ( 7 + 1)у].Следовательно, уравнение (10) приводится к виду

х  (1 — х) ихх — 2хуиХу +  у (1 — у) и,'* ++  [а — (у +  1) х |и ' +  IP — (у +  l) y |u ' +
4- (и 4- ni)(n 4- т 4- y)w =  0. (11)Таким образом, многочлен Аппеля (8 ) удовлетворяет

or. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ АППЕЛЯ |ГЛ. III уравнению (11). Оно зависят от параметров a , (J, у и от чисел я и т, причем эти числа входят в (1 1 ) в виде суммы п +  т. Представим это уравнение в несколько ином виде. Введем обозначениеЯ.»», — (п4- т) (п 4- т 4- у ) . (12)Тогда из (11) получим уравнениеI ^  X (х — 1) и'ас 4- 2хуиХу 4- у (у — 1) и"уу 4-+  [(у 4- 1) X — а] и'х 4- [(у 4- 1) У — Р1 Uy — \п mU, (13)Поскольку числа л и т  входят в формулу (12) в виде суммы, то при фиксированном N =  n +  m величина (12 ) не изменяется, если числа л и т  меняются так, что их сумма постоянна. Следовательно, уравнение (13) при собственном значении (12) имеет л 4- т 4- 1 линейно независимых решении в виде многочленов Аппеля одной и той же пачки. •§ 4. Ортогональность собственных функций уравнения АппеляПусть л (х , у) и v(x, у ) — собственные функции уравнения Аппеля, соответствующие различным собственным значениям Х„т и ХР„  т. е. имеем
х  (х — 1) iijcx +  2хуи’ху 4- У ( у — i) u vv 4-+  l(y+ 1) х  я] их 4* [(у  4- i ) y  — Р1 и'у =  Х„т м, (1)х (х — 1) v’xx 4- 2xyvsv 4- у ( у — 1) г ' „ 4-4- ((у 4- 1) х  — a] v'x 4- [(у 4- i ) y  — Pi v'v =  \pqv. (2)■ Докажем, что функции и(х, у) и v(x, у) ортогональны по области
G =  ((x, у) :  х > 0 ,  у > 0 ,  х  +  у <  1} (3)с весовой функцией
h(x,  p) =  xe _ ,i/l' - , ( l  - х -  уУ~а~*, (4); где параметры, как обычно, удовлетворяют условиям

§ 4| ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ СО БСТВ ЕН Н Ы Х Ф У Н К Ц И Я  Я7

a > 0, (3 > 0 , у —a  —р > —1 . (5)\Умножаем уравнение (1) на V, а уравнение (2)— на и и вычитаем почленно из первого равенства второе. В pc- п. К. Суетни



98 ОРТОГОН АЛЬН Ы Е М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  А П П Е Л Я  |ГЛ. I I Iзультато получим
х ( х  — 1) [vuxx — up**] +  2ху [шху — шСу] ++  У (у — t)[vuvv — uvvv\ +  I(v +  \)х — a] [vu'x — uvx] ++  ((Y 4- 1)у — Pi [t’Mu — Ш,Л  =  (^nm — Кч) uv• (6)Интегрируя равенство (6) почленно с весовой функцией(4) по области (3), находим( f  h (х, у ) х ( х — 1) [vu"xx — ui'xx] dx dy +  с +  2 [ \h(x ,  у) ху [ vu'xy — ui’xy] dx dy +

G

4- J  f  h (x ,  у) у (у — \)[vu"vv — uvn ] dx dy +
a+  j  J & ( * .  y)[(v +  l ) x - a j  [ vu'x — uv'x\ dx dy +

G+  i  J  h(x, y) [(y  +  l ) y - p ]  [vu'v — uvv\dxdy  =
G— (^nm ^ ji?) И h (x, у) и (x, y) v (x , y) dx dy. (7)GДокажем, что сумма всех нптегралов, стоящих в левой части равенства (7), равна нулю. Будем применять к этим интегралам формулы интегрирования по частям, приведенные в § 1. В силу формулы (1.17) имеем равенствоJ  f  h (х, у) х  (л: — 1) [vu'xx — uv"xx\dx dy =

G=  I* hx (x — 1) vu'xdy — J  ^u'x - ^ [ h x ( x — \)v]dxdy —Г  G— j* hx (x — 1) uv'xdy +  J  J  v* №x (x — 1) u\ dx dy. (8) Г  GАналогично с помощью формулы (1.20) получаем j  j  h (* . У) xy [vu'xy — ui£yl dx dy =

' +
S 4| ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ СО БСТВЕН Н Ы Х Ф У Н К Ц И Я 99=  — j hxyvu'xdx — J J u'x ^  Ihxyv) dx dy г a+  J hxyuvgdx +  J J v'x ^  [hxyu ] dx dy. (9)г  GПоскольку контур Г состоит из двух катетов, расположенных но осям коордипат, и гипотенузы, то в силу условий (5) криволинейные интегралы в равенствах (8) и(9) по катетам равны нулю. Обозначим гипотенузу через L.  Так как па L  выполняется условие х +  у =  1, то имеем равенства[ hx  (х — 1) vu'xdy =  j" hxyvu'xdx,

L Lf  hx (x — 1) uv'xdy =  [  hxyui'xdx.
L LСледовательно, при почленном сложении равенств (8) и(9) криволинейные интегралы взаимно упнчтожаются, и в правой части останутся только двойные интегралы.Аналогичные рассуждения можно применить и к равенствамJ j h (х, у) ху [vu'xy — uvly] dx dy =G *= J hxyvu'ydy — j* \u'vj 2  [/uyn] dx dy — г o'— j* hxyuv'ydy +  J |' v'yJZ I hxyu] dx dy, г  Gf  J  Л(х, У)У(У — i)[vu"yy — uv'yy[dxdy =G*= — § h y ( y  — l)iu'ydx — ^ u ' y ^ [ h y ( y — i) v ]d x d y  +Г G

+ \hy ( y — l)uv'ydx + JJ v’v j j  [ h y ( y ~  1)m) dx d y .r aСледовательно, равенство (7) приводится к виду■ д_
: дх I— V - J  -т "XfoЖ~ u'x J i l  h x (x  — 1)н] +  v'x [hx (х — 1)и] —



100 — ч'х ^  (hxyv\ +  v'x -^ [hxyu] — U y ^  [Axyi>] ++  Vy ^  [hxyu] — [hy (у  — 1) v] ++  v'v Ihy (у — 1) « 1} dx dy +
+  f j  h(x , y) |(v+ 1) x  — a] [ги* — не*] dxdy  +  c+  [ J  h (x, у) [(у +  1) у — PI [ш * — “ ' у] dx dy =G=  (Km — b,,q) j  f h (x , у) u (x, y) v (x, y) dx dy. (10)

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ АППЕЛЯ |ГЛ. III

Если при вычислении частных производных от произведении, стоящих в квадратных скобках, выделить частные производные от функций и и v, то взаимно уничтожатся восемь слагаемых, и сумма в фигурных скобках формулы(10) несколько упростится. В результате из (10) получим равенствоJ J { — u'xv ^ [ h x ( x  — i)) +  v' j i ± . \ h x ( x -  1)| —
G

— u'xv ^ [ h x y  1 +  ^  [hxy\ — u'yv £  [hxy] -f+  v'yit ^  [hxy] -  u'vv ̂  [hy (y -  1)] +  v'yU ^  [hy (y -  1)1 ++  h [(у +  l) x  — a) [m'x — uv'x] ++  h |(y  +  l ) y  — Pi [vu'y — uvv\}d xdy  —=  (Km — Кч)  f  J fc ( x , «/)«(*. y ) v (x ,y )d x d y .  (11)GДокажем, что сумма в фигурных скобках равна пулю тождественно в области G .  Для этого достаточно сгруппировать слагаемые но четырем множителям
u'xv, v'ji, u'vv, VyU (12)и доказать, что коэффициенты при этих множителях рай

ны нулю. Из формулы (11) находим, что при множителях (12) стоят соответственно величины
— ■ ^\hx(x — \)\ — ^ [ h x y \  +  h I(y  +  1) х  — a l ,^ • |А х (х  — 1)1 -f ^  |/ыу| — Л I(Y +  1 ) * — a ),— lh*V\ — £  (hy(y — 1)1 +  Л |(y  +  1 )y  — PI,
5 7 1* * 1/1 +  £ f l b y ( y -  1)1 — / * l( Y + l) y  — PI-

С  помощью формулы (4) для весовой функции А (х, у) нетрудно доказать, что все эти четыре величины равны нулю тождественно в области G.  Проведем вычисления, например, для последней из этих величин. В силу формулы (4) имеем
* ^-|Л.гу] +  ^11Ч/(У — 1)1 — A |( Y +  1)У — PI ==  h'xiy +  hy +  h'yy (у — 1) +  h(y — 1) +  hy —— A|(y +  1) У — Pi = x y | ( a  — l) x e - V , ~, (l — *  — y)v _a~p—— (Y — a  — P) x ^ y f l -1 (1 — x  — y)Y -«-P -i] ++  Shy — h +  y ( y — 1) |(P — 1) x01- ^ -2 (1 — x  — y)v-«-P _— (y  — a  — P) x ® -» / -1 (1 — x  — y)v-a-P -i] _— h l(V +  1) У ~  PI =  & [(«  ~  О У ~  ^  *У +

-f 3y — 1 +  (P — 1) (у — 1) — у (у — 1) J Z x l f  ~

— (y  +  i) y  +  p] — o.Следовательно, из равенства ( 1 1 ) при условии А„т =^Хр, имеем
( J  J h(x, у)и (х ,  y)v(x ,  у ) dxdy  — 0.GТаким образом, собственные функции уравнения Анпеля, соответствующие различным собственным значениям, ортогональны между собой.

S 4| ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ СО БСТВ ЕН Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й  101



102 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ АППЕЛЯ |ГЛ. III§ 5. Нормальная биортогональная система АппеляКак было отмечено в § 1, многочлены Аппеля, входящие в одну пачку с номером N  =  п +  т, не ортогональны между собой. Поэтому в соответствии с § 5 гл. I целесообразно ввести такую систему многочленов 
у)),  которая была бы бнортогональной с системой многочленов Аппеля {Апт(х, у)),  т. е. для этих систем выполнялись бы условияj  J h(x, у) А пт(х, у ) ^ , ,^ ! ,  у) dx dy =  6„фт,.  (1)сПусть фиксированы целые неотрицательные числа к и s. Рассмотрим гниергеометрическую функцию Аппеля (2 .6 ) при условиях

а =  —к, Ь =  —s, с =  к +  s +  у. (2)В этом случае формула (2.6) приводится к виду
Вг (х, У, — k , — s , k  +  s +  у, а,  Р) =

- 2 2Р = 0 « = 0 (— *)р (~* *)(J (* +  * + y\i> + q)(«)р (Р), я! </! X РуЧ. (3)Учитывая равенства
( - & ) р  =  0, р > к - {~s)q — 0, q > s , (4)находим, что функция (3) есть многочлен степени к +  s по совокупности переменных. Поэтому можно ввести обозначение
В к,(х ,  У) =  В к,  (х, у, а ,  р, у) =„  у  V  ( - * ) „ ( - « ) ,( *  М  I ?)(„+,) (5.

Эти многочлены будем называть многочленами Аппеля второго рода. Каждый из них является ионическим, т. е. содержит только один члеп степени к +  s. Кроме того, из формулы (5) следует, что первый индекс к означает нанвысшую степень по х, а второй индекс s — напвыс- шую степень но у. Следовательно, многочлен В м(х, у) не зависит от у , а многочлен В„,(х , у) не зависит от х.Гипергеометрическая функция Апнеля (2.6) удовлетворяет дифференциальному уравнению (3.4). Это урав-

§ 5| Н О РМ АЛ Ь Н АЯ Г.ИОРТОГОНАЛЫ1АЯ СИСТЕМ А А П П Е Л Я  Ю Зпение при условиях (2) имеет вид
/а , дги с, d2v , . .  . d2v ,

х { 1 - х ) 7 ? - 2 х у о Щ  +  у { 1 ~ у ) 7 ?  ++ [a-(Y+ !)*)£+ IP —( Y + ++  (к +  s) (к +  s  +  y ) v =  0. (6) Таким образом, многочлен (5) удовлетворяет дифференциальному уравнению (6) . А  тогда, в силу результатов предыдущего параграфа, если собственные числа
Кт =  (п + т )  (п + т  + ч ) ,  h ,  =  (k + s )  (к + s +*f)  (7 )различны, то для многочленов (5) выполняется условие ортогональностиИ * <  А  У) В пт (х, у) B kt (х, у) dx dy — 0. (8)сДалее, многочлен Аппеля Л пт(х, у) удовлетворяет дифференциальному уравнению (3.11). И поскольку уравнения (3.11) и (6) одинаковы, то две системы многочленов(Л „т (х, у )) , <Дк,(х, у))  (9)являются собственными функциями одного и того же дифференциального уравнения (6 ) . Поэтому если собственные числа (7) различны, то в силу результатов предыдущего параграфа многочлены Л„™(х, у) и В к.( х ,у )  ортогональны между собой, т. е. выполняется условие

\ ] к (х, у) А пт (х, у) Вк,  (х, у) dx dy =  0. (10)GРассмотрим теперь случай
п +  т =  к +  s, п Ф  к, т Ф  s. (1 1 )Применяя формулы (1 .2) , (1 .6 ) и формулу интегрирования по частям (1.27), находим(^nmi В ki) =  J  J  h (х, у) А пт (х, у) В к,  (х, у) dx dy =

( _  !)"+"• f f a - * - ЮР+П+т 0n + mBk,  ( x ,  у) , /4m=  («)„(P)m J J  dxr,dyn, a x a V‘ M
G
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II

Далее, старший член многочлена (5) имеет вид(-* > » ( -« > ,( *  l-» +  V W .)  xhu,  =(«)„ (Р), и •! У

104 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ АППЕЛЯ |ГЛ. I l l

1- 1)> + ,( H » + Y W . > ^  
(*)h (Р). (13)

Поскольку при условиях (11) либо к < п ,  либо s < m ,  то
dn+m I3hl ( х ,  у)имеет место тождество ----- > п > т-----  “  О- Поэтому интеграл, стоящий в правой части равенства ( 12) , равен нулю. Следовательно, равенство (10) доказано и при условиях (1 1 ).Таким образом, многочлены (9) образуют биортого- нальную систему многочленов с весом Аппеля ( 1 .2) в общем случае.Рассмотрим теперь равенство (12) при условиях к =  =  п и s =  т. В этом случае, используя коэффициент старшего члена (13), находим(л +  т |  v ) ,„  . п! т\

спт =  (л пт; Ппт) = ------ ---  ----- ------- Нпш, (14)[(«)пФ)тГгде введено обозначенпеЯ п т =  J.f (1 — х — y)p+n+mj a +n-iyP + m~i dx dy. (15)сВычисляя э т о т  интеграл, находимi Г 1-*
Н пт =  f Х«+п- 1 j  yP+m-l (t — X — y)P+n+”<dy

o L o J
dx. ( i 6)Для внутреннего интеграла имеем равенство

1—Xf  y P + m - l  ( j  —  х  —  y)P+n +m d y  =  о =  (1 — x)P+P+n+ImB (fl +  т, р +  п +  т +  1).Подставляя это значение в формулу (16), получаем
1//„т= В (Р  +  Ш, Р  +  П +  ГП +  1) [ Ха + п- , (1— x)3+P t"  + 2ml/x =о«= В (Р +  т ,  р  +  п -f т 1) В (а -(- п, Р +  р  +  п +  2 т  +  1).

8 ЯЭтим величина (15) вычислена. Подставляя ее значение в формулу (14), получим нормировочный коэффициент с„,„. Разумеется, выражение для этого коэффициента можно упрощать и далее.А  теперь вводим многочлены'!'* .(* , у) =  Г - Я / Ж У ) .  (17)к»Тогда в силу равенства (14) для многочленов (17) выполняется условие (1). Таким образом, две системы многочленов АппеляU nm(x, У)), <’Г».(х, у))  (18)образуют биортонормнрованную систему многочленов.Докажем, что система (18) является нормальной би- ортогоналыюй системой. В самом деле, поскольку каждый многочлен 'РцДх, у) ионический, то имеем разложение n + m  р^nm (l| У) =  2  2  ар-ч.?'¥p-q,q(x i У)> (1*1)р=0 9=0где коэффициенты определяются по формуле
а1п-ч.я =  J J h (х, у) А пт (х, у) A p_ q q (х, у) dx dy. (20)GВ силу ортогональности многочленов Аппеля интегралы вида (20) все равны нулю при условии р < п  +  т. А тогда формула (19) примет видn + m
А Пт (X, у) =  2  Яп + m—o^n+m-o.o (х, I/). (21)9—0Эта формула представляет все многочлепы Аппеля первого рода из пачки с номером N =  п +  т через многочлепы Аппеля второго рода из пачки с тем же номером N.Нетрудно видеть, что систему равенств (21) при фиксированном N =  п +  т можно обратить и представить каждый многочлен Аппеля второго рода Ч'л-т.пДх, у) через многочлены Аппеля первого рода, входящие в пачку с тем же номером N.  В самом доле, систему равенств (21) при фиксированном N  можно представить в виде

N

2  a(Jv V m) У * -Я .9 (X, у) =  Лл’-т .т  (х, у ),  (22)9=0
т — 0, 1 , . . N.



106 ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е М Н О ГО ЧЛ ЕН Ы  А П П ЕЛ Я  |ГЛ. l i tВ силу формулы (20) определитель этой системы есть определитель Грама для многочленов Аппеля первого рода из пачки с номером N.  Так как система многочленов (18) бнортогональна, то многочлены Аппеля, принадлежащие одной пачке, линейно независимы между собой. Поэтому определитель системы (22) отличен от нуля. Следовательно, система равенств (22) разрешима относительно многочленов Аппеля второго рода, т. е. имеем
У) =  2  Mv̂ p!p̂ w-p,p (*> У). (23)р=0g =  0, 1 , . . . ,  W.В силу биортогональности коэффициенты определяются по формуле

b(N -P\p =  И  л <*• г')-4' * - ? . ,  ( * • у) (*. у ) dx <*у -
аТаким образом, биортогональная система многочленов (18) является нормальной системой.В заключенно параграфа приведем несколько многочленов Аппеля второго рода. Из формулы (5) имеем

Воо(.х ' У) = ^io(х > У) ---- аГ^Х ' ^01(‘г’ У)~  ̂ р” У'

*ао(*. У) -  i -

в 1х1 2(2 +  , )  (2 -Ц И М -Т ) ,
и ог Iх » У) г р р (Р 1) УПри условии If ==а +  р биортогональная система (18) рассмотрена в монографии [II 1.1]. Общий случай рассмотрен в работе Г . К . Энгелнса [V I .34].§ 6. Ряды по многочленам АппеляПусть в треугольной областиG =  ((x , у):  х > 0, у > 0 , х  +  у < 1 ) (1 )определена функция двух переменных /(х, у) .  Предположим, что эта функция суммируема по области ( 1 ) с весовой функциейЛ(лг, у) =  ха~ и / - ' ( \ - х — у ) р, р =  Ч — а - ? ,  (-)

§ <Ч РЯ Д Ы  ПО М НОГОЧЛЕНАМ  А П П Е Л Ят. е. выполняется условно
f 1 h (*. у) I / (х. у) \dxily<<x>.
GТогда можно ввести коэффициенты но формуле 

йпт =  .f I  М * . У)/(*, у) (х, у) dx dy
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(3)

(4)и рассматривать ряд но многочленам Аппеля первого рода2  2  an-h,h^n—h,h(r i У)-п—0А=0Д  если ввести коэффициенты по формуле 
Ьцт == И  Ь(х, у) /(-г, у) ^nm (х, у) dx dy,

(5)
(6)то получим ряд по многочленам Аппеля второго рода

о о  П2  2  Ьп-А,АУ,.-*,*(•*•, У)- (7)
П - 0  f t - 0Ряды (5) н (7) обладают обычными свойствами би- ортогональнмх и двойных рядов.В качестве примера рассмотрим функцию/(*. У) =  (1 - х - у ) \  о >  1 р. (8)Вычисляя коэффициенты но формуле (6), находим
bum =  f f  h (x, у) (1 — X  —  y)° A nm ( X , y) dx dy =G_ Г Г ( 1 - х - у Д  д п + т Г (1 — x  — y)p + n + m l  ,J J  (“ )« (P)m dx"dym [ J  а х “ У -( -  l)" + m ‘ («) dn+m( i - z - y)(

d z n d y m
dxdy

l ) " +m f  Г ( i - x - y ) P + n+*'„(P)mJ cJ  x l - a - y - p - m_  (— l)n+m (— o)(n+w) Г f  (1 — X  — y)p+q , .  /Q.
J  J  x l - a - n  i - d - m  d x d y -  (9 ) 

G  9Двойной интеграл вычисляется аналогично интегралу
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(5.16). В результате получаемуР+т - 1  (1 — х — у)р+° dy dx =
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1 Г 1-*f-H 5о L о■= В ( р  +  о +  1 , Р +  т) ) xfx+n~ 1 (1 — j)H+m+p+o dx =О=  В (р  +  а +  1, р +  т) В (а +  п, р +  т +  р +  а +  1). Подставляя это значение в равенство (9), получаем
Ъпт =  (( а ) ^ ( Р ) В (Р +  °  +  1, Р +  ш ) В ( а +  И .Р  +  Р +

, 4 (— °)(n+m) Г (а +  и) Г (р +  го) Г (р +  о +  1)+  m +  а +  1) — (а)п(р)тГ(а +  р +  п + т +  р +  0 +  1) •
( 10)Из этой формулы следует, что если о — натуральное число, то Ь„+т =  0 при п +  т > а .  А  если о — дробное число, то можно применить формулу (а)„ =  Г(я +  и )/Г(а). В результате равенство ( 10) приводится к виду 

. Г ( -  а +  я +  "») Г (а) Г ф) Г (/» +  а +  1)
Г (— о) Г (а +  Р +  п - f  т -J- р +  о +  1) *

( 1 1 )Далее, поскольку при фиксированном а имеет место асимптотическая формулаГ (д +  п) Г (п) *■ [ ‘ +  0  (-= -)]•то для величины ( 1 1 ) справедливо равенствоГ (а) Г (Ц Г (р + g + 1 )
Г ( -  О) (п +  т )°+ Р + 2 °+ Р + г [ ‘  +  ® ( т £ г ) | -  <12>Таким образом, скорость убывания коэффициентов Аппеля (6 ) функции (8 ) зависит от граничных свойств этой функции, а также от параметров весовой функции (2).Формула (12) справедлива, если согласно условию (3) выполняется неравенство р +  о > —1 , которое не исключает случая, когда о — отрицательное число с большим абсолютным значением. В этом последнем случае функция (8 ) но ограничена в окрестности гипотенузы треугольника (1), но тем не менее ее коэффициенты А п пеля (6) могут стремиться к нулю достаточно быстро.

В качестве второго примера рассмотрим функцию 
F {x ,  у) =  лГ +  у\  (13)Условно (3) в данном случае означает выполнение неравенства +  а > 0, 6 +  р > 0. (14)Прнмепяя формулу (6) к функции (13), находим
ъпт -  J  > с(_  !)»+«( - l ) n + m  f  Г  ( 1 - х - у ) Р  +  п +  т  ( х °  +  УЬ)  J  ,(® )п Ф )т-У  х 1 - а - г у - Ц - т  дхп0ит Х<1У' ( l j )Из этой формулы следует, что в случае функции (13) могут быть отличны от пуля только коэффициенты {6„„} и {ftom}. А если а и f t  натуральные числа, то f t „ 0  =  0 при 

п >  а и ft„m =  0 при т >  ft.Пусть теперь а — дробное число. Тогда из формулы (15) получаем
( - 1 ) "  Г f  ( 1 - х  - » ) " + "  <>пха j  J  

G= la)~ J.f * а + а ~ 1У * ~ ' ( 1  —  х  — у ) Р + П <1х ,1 у  =n c
1 r> -*  1—  j* J yP-1  (1 — X  — y)p+n dy \dx =П L n J(a)(-<*)(«) ( - a ) n—  B(P, /I -f p +  1) f  *■+«“ > (1 -  -r)p+n+fJ dx

П v0B (P, n +  P +  l) B ( a  +  a , p  +  n +  p +  1)
Г ( -  a +  П) Г (a) Г (P) Г (n +  P +  1) г (a +  «) 
Г (— а) Г (a -f- n) Г (a -(- a  -f- p -f- n +  P +  1)Г (« )П Р )Г (а  +  а) N  ,Г(-а)пга + 2а+(1 L l"/J'

u
Аналогичная формула справедлива н для коэффициента ft»B1. Из этих формул следует, что коэффициенты Аппеля зависят от граничных свойств функции (13) и от параметров весовой функции (2). Заметим, что условия (14) не исключают случаев, когда числа а и ft отрицательны.
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§ I .  О сн овн ой  дифференциальный оператор п теорема об ортогональностиВ настоящей главе рассматриваются ортогональные по области многочлены, удовлетворяющие некоторому линейному дифференциальному уравнению в частных производных второго порядка. Эти многочлены можно считать одним из обобщений на случай двух переменных классических ортогональных многочленов одного переменного, которые, как известно, удовлетворяют некоторому линейному дифференциальному уравнению второго порядка.Пусть даны пять многочленов но двум переменным с действительными коэффициентами
а =  а ( х , у ) ,  b =  b ( x ,y ) ,  с =  с ( х , у ) ,

( 1 )
d =  d ( x , y ) ,  g =  g ( x ,y ) .По этим многочленам введем линейный дифференциальный оператор в частных производных второго порядка
г» m  д2и I д2и , ,д и  ди
Du =  а —s +  2 Ьт—г- +  c _ i  +  d 7  +дх2 Ох ду ду* дх ® Оуи соответствующее ему уравнение

О2и 0 , д2и , д2и ,д и  , _ д и  «а —; +  26 ,  Л +  с — 5 +  вт- +  g гг- =  Mi,
дх2 д х д у  ' ду* дх ь дугде Х =  Х(х, у ) — некоторый фиксированный многочлен. Далее, с целью сокращения записи введем специальные обозначения для частных производных

(2)

(3)

(4)~di' ~  ду Тогда для оператора (2) имеем представление
Du =• aD\u +  2 6 £xD au +  cD\u +  dDtu +  gDtu. (5)

5 <1 ОСНОВНОЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЙ ОПЕРАТОР 111Используя обозначение (5), уравнение (3) представляем в видеZ)u =  A,u. (6)Оператор (5) будем называть основным дифференци
альным оператором, а уравнение (G)— основным диффе
ренциальным уравнением, соответствующим операто
ру (5).Далее, имея в виду обозначения (4), рассмотрим еще четыре дифференциальных оператора

r t =  aD, +  bDi, Г 2 =  b D , +  cDt, (7)A i =  r ,  +  dE, Л г =  Гг +  gE,  (8 )где E  — тождественный оператор.Нетрудно доказать, что для оператора (5 ) имеет место равенство
Du  =  A lD lu +  AiDiU. (9)В самом деле, используя формулы (4), (7) и (8) , находимЛ ,0 ,и  +  A tD 2u =

( & , , д Л ди ( ,  д , д \ди“  Г *57 +  b ! i  +  d ) T x  +  ( 6 Л ?  +  c ~di  +  е ) д Ц  “Л- а ^  +  26 д‘ и д2 и , , д и  ди г,
+  c —  +  d -r +  g j - y ~ D u .д х1 ' - ' ' д х д у  1 ' ' ду* ~ Г '‘ ТхСледовательно, уравнение (6) приводится к виду 

A , D tu +  A zDzu =  Xu. ( 10)Пусть теперь, как и в гл. I , определены некоторая односвязная область G  и в ней весовая функция h(x, у) .  Рассмотрим функционал
J  “  i  j  h (** У)1> (х . У) dx dy ( И )на множестве всех алгебраических многочленов по двум переменным. С помощью этого функционала в пространстве всех многочленов можно определить скалярное произведение по формуле
( P , Q ) - J ( P Q ) .  (12)Будем говорить, что функционал ( 1 1 ) согласован с 

дифференциальным оператором (5), если для всякого
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(13)многочлена Р ( х , у)  выполняются условия 
J ( A xP ) - J ( A tP) =  0.Этн условия означают, что многочлены (1), определяющие оператор (5 ), и весовая функция h ( x ,y ) ,  определяющая функционал ( 1 1 ), связаны между собой.Л е м м а  1. Рели функционал (11) согласован с опе

ратором (5 ), то для любых многочленов Р (х ,  у) и Q (x ,  у) 
справедливы равенства

J ( P A tQ) =  - J ( Q r , P ) ,  (14)
J ( P A . . Q ) = - J ( Q r 1P ) .  (15)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу формул (7) и (8) , используя линейность функционала (11), находим У [Л ,(/><?)] =  У [aDt (/><?) +  bDi (PQ) +  dPQ) == У  [aPl),Q +  <iQI)J> +  bPI)2Q  +  bQDJ>  +  dPQ] ==  J  [P(aD,Q +  bD2Q) +  Q(aD xP +  bD2P) +  dPQ\ ==  У [PAXQ  +  C IV ']  =  У [PA ,<?] +  У [< ?Г ,П  (16)Поскольку левая часть равенства (16) в силу условии(13) равна нулю, то из правой части (16) следует условие (14). Аналогично имеемУ [Л t(PQ)  1 =  J  [bDx (P Q ) +  cDz(PQ) +  gPQ] ==  У [PAZQ +  Q l\Р] =  У [PAXQ\ +  У [<?r,/J] =  0.Лемма доказана.Формулы (14) и (15) можно рассматривать как аналоги формулы интегрирования но частям для функционала ( 1 1 ).Т е о р е м а  1. Если оператор (5) и функционал (11) 

согласованы, а для многочленов и, V ,  X ,  р выполняются 
условия

D u * * \ u ,  Dv =  nv,  (17)
то для скалярного произведения ( 12) имеет место ра
венство[ ( Х - ц ) и ;  у] =  0. (18)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя тождества (17) и формулу (9), находим[(А. — р)и;  у] =  (Xu; v) — (рн; v) — (Du; v) — (Dw, и) —*= J [ v ( A xD xii +  A 2D 2u)\ — У [н(Л ,D ,v  +  A JD tv)\ ==  J [ v A tD tu] +  У [vA2D 2u] — У [uAxD xv\ — У [uA2D 2v\. (19)

Далее применяем формулы интегрирования но частям(14) и (15). В результате из равенства (19) получим[ ( X -  р)и;  и ]----- У [(Я ,и )Г ,у ] — J [ ( D zu ) Г,у] ++  У [ ( Д у )Г|Н] +  У[(УУ2у )Г 2н] ==  У [(D xv) (aDxu +  bD2u) +  (D2vx) (bl),u +  сП2и) —— (Dxti) (aD,v  +  bD2v) — (D2u) (bDxv +  cl)2v)) =  0.Теорема доказана.Рассмотрим важный частный случай этой теоремы. Предположим, что X и р в тождествах (17) различные постоянные. Если уравнения (17) имеют нетривиальные решения, то числа X и р называются собственными чис
лами оператора (5). А  если решения этих уравнений являются многочленами, то при постоянных и различных X н р условие (18) в силу формул (И )  и (12) приводится к виду(и; у) =  J  J  А (х, у) и (х, у) v (х, у) dx dy =  0. (20)

GСледовательно, многочлены и и у, являющиеся решениями основного дифференциального уравнения (3) и соответствующие различным собственным значениям оператора (2), ортогональны с весовой функцией h(x, у) но области G,  если оператор (2) и функционал (11) согласованы между собой. Поэтому теорема 1 называется теоремой об ортогональности.В связи с этой теоремой возникает вопрос о существовании многочленов, которые являются решениями уравнения (6 ).О п р е д е л е н и е .  Основной дифференциальный оператор (5) и основное уравнение (6 ) будем называть до
пустимыми, если для каждого целого неотрицательного числа п существует такое число Х„, что уравнение

Du — Х„и (21)имеет п +  1 линейно независимых решений в виде многочленов степени п .
(?„о(х, у), Q nX(x, у) ,  Q nn{x, у )  !(221н нс имеет нетривиальных решений по множестве многочленов степени меньшей, чем п.Заметим, что в системе многочленов (22) второй индекс означает не степень переменной у,  как это было в

8 П. К. Суетин
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114 ДОПУСТИМОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ |ГЛ. IV i  1) ОСНОВНОЙ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Й  ОП ЕРАТОР 115главе 1, а просто номер многочлена в данной системе. Кроме того, если п — 0, то из формулы (6 ) следует, что нетривиальное решение может быть только в случае Я, =  0 .Таким образом, если уравнение (6) допустимо, то существует последовательность собственных значении
К  -  о, Я „ Я,........... Я„, . . .  (23)уравнения (6), причем каждому значению Я„ соответствует система п +  1 линейно независимых многочленов (22) .Из определения допустимости уравнения (6 ) следует, что все числа (23) различны между собой. В самом деле, допустим противное, т. е. Я„ =  ).т при т >  п. Тогда имеем 

у)"* b«Qnk(x, У )• Но поскольку т > п , то в силу определения числа Я« имеем j/ )™0,  что противоречит определению числа Я„.Предположим теперь, что основное уравнение допустимо, а оператор (5) согласован с функционалом (11). Тогда в силу теоремы 1 многочлены (@„»(х, у)),  соответствующие собственному значению Я„, ортогональны всем многочленам у)),  соответствующим другому собственному значению Я™. Иными словами, при этих условиях в силу равенства (20) имеемf  I А (* , У) Qnk (х, у) Qmt (х, у) dx dy -  0. (24)
GС  другой стороны, как показано в гл. I, всякая весовая функция h(x, у) определяет последовательность пространств ортогональных многочленовИ7. ,  И7,,  И7, ............W ................ (25)В силу равенства (24) многочлены (22) входят в пространство И7*. Это справедливо при любом п. Далее, поскольку пространство И7, имеет размерность п +  1, а система п +  1 многочленов (22) линейно независима, то эта система образует базис в пространстве XVn. Следовательно, если уравнение (6) допустимо, то все многочлены пространства И7,, удовлетворяют уравнению (21).Рассмотрим монические многочлены степени п

Р»н(х , у ) - л " " У  +  R .- t ( x ,  у ,  к) ,  к — 0, \...........п. (20)Т е о р е м а  2. Основное дифференциальное уравнение (6 ) является допустимым тогда и только тогда. когда при 
каждом целом неотрицательном п существует такое Я„,

что уравнение (2 1) имеет и +  1 линейно независимых ре
шений в виде монических многочленов (26) и не имеет 
нетривиальных решений во множестве многочленов сте-  ̂ пени меньше п.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что уравнение (6 ) допустимо н многочлены (22) линейно независимы между собой. Тогда имеем тождество

DQn>(*, У ) "  k«Q«k(x, у) .  (27)Для каждого из этих многочленов введем представление 
<?пм(х, у ) = В пК{х, р ) + / / , _ , ( х ,  у; к) ,  (28)где многочлен в „*(х , у) есть сумма всех старших членов, а Я „ _ , ( х ,  у; к) — многочлен степени не выше п — 1. До- г кажем, что система многочленов <
В,«(х, У), Вш(х, у) ,  . . . ,  В пп(х, у) (29)линейно независима. Предположим противное, что существует такая нетривиальная система чисел (я»), что имеет место тождество2  ahB nh (х, у) == 0. (30)Тогда из формулы (28) находим равенствоП П2  « л£»а (-Г, У) =  2  ак ^ П-1  (-Г. у ; к) =  (X, у). (31)
*=0 А=0Это выражение есть многочлен степени не выше п — 1. Применим к равенству (31) основной дифференциальный оператор (2). В силу равенства (27) получаем
D

П
2 ahQnh (х, у) о 71=  Я„ 2  akQ nh (х, у) -  

**=0=  К В п- 1  (х, у) =  D H n - 1 (х, у).Отсюда в силу допустимости уравнения следует тождество //„_,(х,  1/)зв0. Л это противоречит линейной независимости системы многочленов (22). Таким образом, тож- £ Дество (30) возможно только при тривиальной системе чисел 1а*}, и система многочленов (29) линейно независима.Далее, рассмотрим множество Г„ всех многочленов • «ад базисом из ( « +  1) одночленов (х"- \  ук). Это мно-
л



жество является пространством размерности п +  1. В этом пространстве многочлены (29) образуют базис. Поэтому для всякого к, удовлетворяющего условию 0 *£ к ^  и, существует такая система чисел lbm'1, что выполняется условие
x n-kyh =  £  Ьт]В пт (X, у).771—ОЛ теперь можно ввести многочлены
P n . k  ( X , у ) =  i  b ^ Q n m  (X , У) -  X - t y *  +  H n - l  (X , у ) .

т = ОВ  силу тождества (27) для этих многочленов выполняется условие
D P nh(x, у) =  кпР„„(х,  у ) . (32)Таким образом, если уравнение (6 ) допустимо, то при каждом к„ существует система монических многочленов вида (2(»), для которых выполняется условие (32). А  если существует ионическая система многочленов вида (26), для которой выполняется условие (32), то эту систем) можно принять в качестве многочленов (22), и уравно нне (6 ) в этом случае является допустимым. Теорема доказана.Из доказательства этой теоремы следует, что в случае допустимости уравнения (6) многочлены (22) можно вы брать таким образом, что каждый многочлен Q*k(x, у) имеет порядок (л, к).Еще раз заметим, что теорема 2 справедлива без условия согласованности оператора и функционала и относится только к дифференциальному уравнению (6 ).

Н О  ДОП УСТИ М ОЕ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН О Е У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ, IV

§ 2. Условия допустимости основного дифференциального уравненияОсновное дифференциальное уравнение
ки ( 1)определяется многочленами я, b, с, d, g. Этн многочлены надо выбрать так, чтобы уравнение ( 1 ) было допустимым. В силу теоремы 2 допустимость уравнения (1) означает, что при каждом целом неотрицательном п су-

ществует такое кп, что уравнение К  Du =  кпи (2)имеет в качестве решений п +  1 монических многочленов ^ -*(х , у ) =  х п- у  +  /?„_,(* , у; к), к — 0, 1 ...........п. (3)Т е о р е м а  3. Основное уравнение (1) допустимо гог- ; да и только тогда, когда оно имеет вид
(Ал? +  e I0x  +  a0ly +  a j  D\u ++  2 (Лгу +  blox  +  boly +  bM) D xDpi  ++  (ЛУг +  cxvx  +  coly +  c00) D\u - f  +  (Bx +  d j  Dpi  +  (By +  gM) Dpi =  n (nA — A +  B)u,  (4) 

где коэффициенты
&km, bkm, Ckm, d00, g„0 (5)

произвольные фиксированные действительные числа, а 
числа А и В таковы, что при любом целом неотрицатель
ном р выполняется условие

А р +  В  Ф  0. (6)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что уравнение(1) допустимо. Тогда существует система монических многочленов (3), которые являются решениями уравнения (2).Степени многочленов я, b, с, d, g пока неизвестны. Р Обозначим через я0, Ь», са суммы тех членов у многочленов я, Ь, с соответственно, степени которых больше 2, а через d„ и g„ обозначим суммы тех членов у многочленов d и g, степени которых больше 1. Далее, подставляем многочлен (3) в уравнение (2) и учитываем только те одночлены, степени которых больше п. В результате получим тождество
а« ^ ( хП~кУн) +  2ь° £ Ty(xn~hyh'> +  со Jy-^xn~hyh) ++  4> (xn-Ayh) +  g0 (xn-byb) =  о. (7) S Здесь многочлены‘ b „  c0, do, go (8)фиксированы u от номера n не зависят. С другой сторо-
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ны, тождество (7) выполняется при любом п и при к — - О ,  1 ...........п.Пусть сначала п =  1. Тогда тождество (7) справедливо для двух одночленов х  и у. Для одночлена х  это тождество имеет вид d„ «  0. Аналогично для у  из (7) имеем тождество go *■ 0.Предположим теперь, что п =  2. Тогда тождество (7) выполняется для трех одпочлепов хг, ху, уг. Для первого из них тождество (7) имеет вид 2а0 ■■ 0. Аналогично для одночлена ху  из (7) находим 2й0 «■ 0. Наконец, для одпо- члепа уг тождество (7) приводится к виду 2с0 0. Т аким образом, все многочлепы (8) равны пулю тождественно.Следовательно, если уравнение (1 ) допустимо, то многочлены а, Ь, с имеют степени не больше 2, а многочлены 
d a g  — не больше 1 , т. е. для этих многочленов имеем формулы

а =  а10хг +  а „х у  +  а02уг +  а,0х  +  а0,у +  а0(),
Ь =  Ьг „X* +  Ь„Ху +  ЬогУ1 +  ЬхлХ +  Ь0,У +  Ь0 о,
С  =  С „ Х 1 +  С ц Х У  +  СогУг +  С ,о Х  +  С о ,У  +  С00, (9)
d — dxoX +  doxy +  do о,
g  =  gxoX +  g o ,у  +  go 0.Далее, из предположения допустимости требуется вывести уравнение (4). Но в этом уравнении у многочленов (9) коэффициенты (5) младших членов ие связаны между собой и являются произвольными. А  связь имеется только между старшими коэффициентами многочленов (9).  Поэтому, опуская младшие члены у многочленов (9) и подставляя оставшиеся старшие члены в уравнение (2 ), получим

в11(а20хг +  ап ху  +  аогу* ) -£  +
О Х+  2 {Ьг„х2 +  Ьп ху  +  Ъогуг) +

+  (*ио*2 +  *У +  *огУг) +
д у

+  (d10x  +  doly) д£  +  (g10x  +  g01y) щ  =  Х„и. (10)Поскольку многочлены (3) являются решениями уравнения (2) , то при переходе к ( 10) учитываются только

118 ДОП УСТИМ ОЕ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН О Е У Р А В Н Е Н И Е  |ГЛ. IV одночлены {хп-У ). Пусть сначала и — х". Тогда из уравнения ( 10) получаем последовательно(ЯгоХ1 +  а „ху  +  Оогуг)п(п — 1 )х"_г +
+  (d,oX +  do,y)nxn~i *= Х „х\ I ( a „ f  +  a „ x y  +  ao2y ') n ( u  — 1) +  (d,»x +  do,y)nx  — X„x*. Отсюда следуют равенства

a20n ( n  —  1 )  +  d,on  =  X „ ,  a ,, (n  —  1 )  +  dol =  0 ,

( H )Oo 2 0 , o, i do, — 0.
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Далее, подставляем в уравнение (10) функцию и — у". В результате находим(CjoX1 +  С„ху  +  СогУ*)п(п — 1 ) +  ( g x o X  +  g o t V ) ’ ^  =“  ХпУ*, с«  =  0, с „ ( л  — 1 ) + £ , .  =  0, c „  =  g x o  =  0,
( 12)

СогП(п —  1 ) +  go,n  =  X B.Таким образом, нз равенств (11) и (12) имеем условия' Оог =  а п  “  d 01 “  C j0 =  С ,|  =  g , о =  0, (13)!• Х„ =  n l d ,0 +  a20(n — 1)] =  п [gox +  Coiin — 1)]. (14)Поскольку равенство (14) должно выполняться при всех 
п, то имеем еще два условия d,0 =  go, и а20 =  с02. В связи с этими условиями вводим обозначения
Тогда равенство (14) приводится к виду' Х „ » л [ Л ( л -  1 )+ Д ] . (16)Подставляем теперь значения (13), (15) и (16) в уравнение (10). В результате получим
\ Г * *  3  +  2 (h*0** +  ЬпХу +  Ь°гуЪ* +

+  Ayi В  +  В х Тх +  ВУти ~  п И ( « - ! )  +  В] и. (17)ди Пи

о уПусть теперь и =  ху.  Тогда уравнение (17) примет вид |  2(Ьюх' + bXixy  +  Ь02у г) + 2 В х у  =  2(А +  В )ху .



120 ДОП УСТИМ ОЕ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН О Е У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ. IV ДОП УСТИМ ОСТЬ ОСНОВНОГО У Р А В Н ЕН И Я 121Поскольку это должно быть тождеством, то, следовательно, должны выполняться условия
6«  — Ь02 =  0, 6, ,  =  Л.Итак, все старшие коэффициенты многочленов (9) определены, н формула (4) для допустимого уравнения доказана. Остается доказать условие (0).Предположим, что при некотором целом неотрицательном р выполняется условие Лр +  В =  0. Тогда при 

п =  р +  1 из формулы (10) находим =  0. Но это противоречит тому факту, что все собственные числа (Л*) различны между собой, причем Х0 =  0. Таким образом, необходимость теоремы доказана.Переходим к доказательству достаточности условий теоремы 3. Рассмотрим ионический .многочлен вида
Р пк(х, у) =  х " ~ У  +  £  £ c m .* m- y .  (18)

т —о «=0Докажем, что при условии (6 ) и при фиксированных п и к можно так выбрать коэффициенты {с„.} , что многочлен (18) будет решением уравнения (4).Подставляя многочлен (18) в уравнение (4),  получим(Аг2 +  а10х +  а01у +  а00) ° - ^  +
О Х

1*1 +  c,„(s +  2) (s +  1)Cm+|, I+2 +  c0i (s +  l) s c m+i, ,+1 ++  c00(s +  2 ) ( s +  1 )cm+ ,,.+ , +  B(m — s)cm, +[ +  d00(m +  1 — s)cm+, , , +  Bscm. +  g00{s +  1)Cm+t, .+i ==  л [ Л ( я — 1 ) +  B]cm,. (20)Группируя слагаемые no неизвестным коэффициентам, приводим равенство (20) к видуГ ст. { Л  (т — s) (т — $ — 1 ) +  2Л ( т  — «) +4-i4s(s — \)+  В(т  — s)-\- Bs — я [Л (я — 1)+/?]) +I +  с „ +1. .  {д10( т  +  1 — s) (т — s ) +  2bol(m +  1 — s)s  +  
h +  d0<l(m +  1 — s)) +  cm+i, ,- ,a„,(m  +  2 — s) (m +  1 — s) +  +  c„+ j .  ,a0„(m +  2 — s) (m +  1 — s) ++  cm+ i . .+, (26,„(m — s) (s +  1 ) +  c0,(s  +  l) s  +  gw(s +  1 )) +  +  2cra+2. .+ A o (m +  1— s)(s +  1) + cm+(f ,+iC,0(s +  2) ( s + l )  +  +  cm+1. ,+ ,c0o(s +  2) (s +  1 ) =  0 . (2 1)Это равенство является рекуррентной формулой для вычисления коэффициентов многочлена (18), который должен быть решением уравнения (19). Докажем, что но формуле (2 1 ) можно вычислить все коэффициенты многочлена (18). Равенство (21) содержит 8 неизвестных коэффициентов+  2 (Аху +  blox  +  Ь01у +  Ь00) +

+  (АУг +  clox +  coly +  c j  +
д у

O P  8 Р+  (Вх  +  d j  - j p  +  (By +  g j - j a  -=  л [ Л ( л - 1 )  +  B \ P nh. (19)Поскольку это должно быть тождеством, то, как обычно, вычисляем коэффициенты при одночлене х т~’у * слева и справа и приравниваем их. П результате имеем
Л(т  — s) (т — s — 1 )ст. +  а,1)(т +  1 — s) (т — s)cm+ ,. .  +  -Г а0,(т  +  2 — s) (т +  1 — s ) c „ +li, _ ,  ++  а00(т +  2 — s ) (т +  1 — «)сга+2, , +  2А (т  — s)scmt ++  26,о(m — s) (s +  1 ) Cm+,,•+! +  26„,(m  +  1 — s)scm+l>. ++  26„0(m +  1 — s) (s +  l)c m+J' , +i +  yls(s — 1 ) cm, +

I  Cm ,, Cm+ |, *« Cm+1. •— 1* ^m+2, I ,Cm + |. j + | ,  Cm+1, 0+ 1,  Cm+|, j + 1 , Cm+1, »+2* ( 2 2 )Для известных сомножителей этих коэффициентов введем обозначения
Awl, Л „\ 1,„  Лт + 1, , - 1, Лп+1, , ,  Лт + 1.* + 1» *̂п + 2,*+1»Л т + 1,«+ц Лт +21+4. (23)Н этих обозначениях нижние индексы совпадают с таковыми у чисел (22), а верхние указывают номер слагаемого в равенстве (21). Вычислим первое число из системы (23). Нз равенства (21) находим
Ami =  Л ря2 — 2sm -f s2 — т +  s +  2ms — 2s2 +  s2—s) +  +  Вт — n (nA — A  +  B) =  m (Am — A +  B) —— n (nA — Л +  B). (24)Эта величина не зависит от s. Аналогично две последние Величины из системы (23) не зависят от т. Следователь-



122 ДОП УСТИМ ОЕ ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И АЛ ЬН О Е У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ. IVио, равенство (2 1 ) можно представить в виде 
А т Стж +  -+ -+4" -^т+г.^т+г,» "Ь ^m+l.i+lCm-H.f+l +  »'1т + 2,*+1Ст+2.*+1 "++  -^«+2ст +1 .« + 2 +  4 V » t .  ,»+а — О- (25)Поскольку многочлен (18) фиксирован, то величины т и s в формуле (25) могут принимать значеният - 0 , 1 , . . . ,  в ; s =  0, 1, . . т. (2G)Из формулы (18) имеем равенствася* =  1 ; (27)с-р =  0, р =  0, 1 , . . . .  (к — 1 ),  ( к +  1 ), . . . ,  п.Таким образом, все старшие коэффициенты многочлена (18) известны, причем эти коэффициенты охватываются значениями индексов (26). Следовательно, с помощью рекуррентпой формулы (25) можно определять коэффициенты {ст,} , начиная с номера т =  п — 1. В формуле (25) положим т =  п — 1. Из этой формулы, замечая, что Сп+1. • =  0, находим^ п - 1сп—I.» +  A nftCn,t +  1 +■+ ^n.i+lCn.i+l "+ 1̂»+2̂ »,*+2 =  О’Это равенство определяет все коэффициенты (сп_ , , ,},  ибо в силу формулы (24) выполняется условие Л*,,1! ,  ф  0.Далее, в формуле (25) полагаем т =  п — 2 и определяем коэффициенты {с„_2. А н а л о г и ч н о  нз формулы (25) определяются все коэффициенты {с„.} при условии 

А \ ? Ф  0. А  в силу формулы (24) это условие имеет вид =  т (Ат — А  +  В) — п (пА — А +  В) =
=  (т — п)[А(п +  т — \) +  В \ ф 0 .  (28)Поскольку старшие коэффициенты многочлена (18) определяются равенствами (27), то число т в равенстве (28) принимает значения 0, 1, . . . ,  п — 1. Следовательно, условие (28) эквивалентно условию (6) , которое считается выполненным.Таким образом, многочлен (18) определяется однозначно при условии (6 ) и при фиксированных коэффициентах (5). А  поскольку в формуле (18) индекс к может

I  31 ПРИМЕРЫ Д О П УСТИ М Ы Х УРАВНЕНИЙ 123принимать значения 0, 1 , 2 , . . . ,  п, то таких монических многочленов получается n +  1 .Остается доказать, что при условии (6) уравнение (4) не имеет нетривиальных решений в классе многочленов степени меньше п.Допустим, что некоторый многочлен степени т <  п удовлетворяет уравнению (4). Представим этот многочлен в виде
Qml1 (* , у) =  Xm~hyh + 2 2  Cp,XV~‘y‘  +  щт р=о *=0I  +  a *  <w rm- y .  (29)

*=0Подставляем этот многочлен в уравнение (4) и сравниваем коэффициенты при одночленах х т~кук. Поскольку при подстановке в (4) последней суммы из равенства (29)» не получится одночленов вида х т~ку к, то прпдем к равенству (25) при условии s =  k п cmh =  i .  С  другой стороны, из (29) находим cm+l, р =  ст+2, ,  =  0. Следовательно, равенство (25) в этом случае приводится к виду А „* =  0 . А  это противоречит условию (28). Таким образом, теорема 3 , наконец, доказана полностью.§ 3. Некоторые примеры и свойства допустимыхдифференциальных уравненийВ предыдущих главах были получены некоторые дифференциальные уравнения, решениями которых являются ортогональные по области многочлены. В  начале настоящего параграфа для этих уравнений проверяются условия допустимости.В § 1 гл. II  для многочленов Эрмита—Эрмита (2.1.10) 
Fn+n. m(x, у ) =  Н я(х )Н т(у) (1)получено уравнение
- У - а  +  2* п  +  2» = - 2 <”  +  ” , >“ -д х‘

ди
ЭУ ( 2)

Здесь А  =  0, В  =  2, и„„ =  с0о =  — 1, а остальные коэффициенты (2.5) все равны нулю. Уравнение (2) можно



124 ДОП УСТИМ ОЕ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН О Е У Р А В Н Е Н И Е  |ГЛ. IVзаписать в виде
дги
дх*

di u „  ди „
- ^  +  2 х Тх +  2У

ди
~4у 2 пи. ( 3)Тогда вместо (1) получим формулу

/-'nk(x, у) =  l l n- k(x) llk(y), к =  О, 1, п. (4)Теперь ясно, что =  2п и уравнение (3) имеет п +  1 линейно независимых решении (4). Следовательно, уравнение (3) является допустимым. То же самое можно сказать и об уравнении (2.1.16).Далее, в уравнение (2.1.23) для многочленов Лагер- ра—Лагсрра номера п и т также входят в виде суммы 
п +  т. Следовательно, это уравнение можно представить в виде

- x % - y %  +  ( * - a - v £  +  ( y - P - ' ) i r u пи.(5)А  тогда в силу формулы (2.1.20) решениями этого уравнения являются многочлены Лагсрра—ЛагерраЛ а ( х , у) =  £ „-» (* ; а ) М у ; Р).  *  =  0, 1 , . . . ,  п.Таким образом, уравнение (5) допустимо.Аналогично доказывается, что уравнепио (2.1.28) для многочленов Лагерра — Эрмнта (2.1.26) также является допустимым.С  другой стороны, уравнение (2.1.33) для многочленов Якоби — Эрмита, уравнение (2.1.37) для многочленов Якоби — Лагерра и уравнение (2.1.41) для многочленов Якоби — Якоби не являются допустимыми прежде всего потому, что числа п и т входят в эти уравнения не в виде суммы, а более сложным образом. Эти три уравнения можно записать в виде
Du =  Кпти. ( 6 )Решение этого уравнения при фиксированных п и т можно представить в виде произведения соответствующих ортогональных многочленов, но если менять числа п и т, оставляя неизменной их сумму, то параметр Я„т будет изменяться. Следовательно, уравнение (6) в указанных случаях не будет допустимым.Далее, в § 3 гл. I l l  для многочленов Аппеля было получено уравнение (3.3.13), которое можно представить

В виде
х ( х  — l ) u «  +  2xyuxv +  у(у — i ) u ’vu ++  |(v +  1) X — а] их +  [(Y +  1) У — PI ы' “  п(п +  у) и. (7)

в этом случае имеем
А ч= 1, В  = -f +  1, а ,о =  Ьи, =  — 1, do о =  — a ,  go» =* — Р,и остальные коэффициенты все равны нулю. Поскольку многочлен Аппеля, определяемый формулой (3.1.6), имеет степень п +  т но совокупности переменных, то решениями уравнения (7) являются многочлены Аппеля из одной пачки таблицы (3.1.15)|  Л»о(х, у ) ,  А я- , ' , ( х ,  у ) ,  . . . ,  А ,„ ( х ,  у) .
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Таким образом, уравнение Аппеля (7) является допустимым.Рассмотрим теперь некоторые общие свойства допустимых уравнений. Как было установлено в предыдущем параграфе, коэффициенты-многочлены допустимого уравнения определяются по формулам
а =  Лхг +  +  а01у +  я0«,
Ь =  Лху  +  Ьи,х +  Ь„у  +  ^00»

(8)
с =  А у 2 +  с,„х +  coty  +  с„„,
d =  /ix +  d00, g =  Hy +  go0.13 дальнейшем изложении будут применяться вспомогательные многочленыср =  d — D,a  — D 2b, if =  g — I),b — D zc, (9)(о =  Г,Ь -  Г 2я, a =  Г .с  — Г A  (10)p =  ctp — by, ч =  aif — bq>, ( 1 1 )a  =  яс — b*. (12 )Здесь использованы обозначения операторов (1.4) и (1.7)

дх' ду'Г , =  aD , +  bDz, Г 2 =  bDt +  cD2. (13)Т е о р е м а  4. Если уравнение (2.1) допустимо, то 
степени многочленов (9) и (10) не более 1, степени мно-



гочленов ( 1 1 ) не более 2, а степень многочлена ( 12) не 
более 3.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя формулы (8) , (9) и (13), находимф ”  d — D ta — Djb  =  Их +  d00 — -^ (А х 2 +  a10x +

Q
4  aoly +  a00) -  —v (Axy +  blox +  b0ly  +  b j  -

=  B x  - f  (Iqq З А х  я ,  о ^ 01» ( ^ * )  

y  =  g  — D l b — D .i c = * B y  +  g00 —  - £ ( A x y  +  & ю *  +4  4  fcuo) -  (ЛУ2 +  *10*  +  *oi</ +  *oo) =*=  1}y 4  ?oo — 3Ay — bl0 — c0l. (15)Далее, с помощью формул (8) и (13) получаем 
м “  Г,й — Ггя =  aDxb 4  bDzb — bD,a — cDza -  ( A x 2 +  f l 10X  +  Я,.1/ +  Яоо) ( А р  4  f t ,о) 4  4 ( A x p  4  bl0x  +  bo,у +  600) (Ax  4  60t) —— (Axp +  6l0x +  b0,у +  b„o) (2Ax +  a,o) ——  (Ap2 +  C ,»X  +  С о , у  4  C0o) Ho,  =

^(biobot — Abo 0 — Я0|С 1()) Х  4
4  ( Л я о о  +  я  о,Ьы +  b*ol a,ob0, —  C o , a „ ) p 4

" 4  ( Я ( , # Й ц  4 "  boobo, —  CooUo, — я  | о boo) • ( 1 6 )Аналогично, в силу формул (8) u (13), имеем о “  Г ,с — ГгЬ — aD,c  4  bDzc — bD,b — cDzb =— (A x1 4- я,0х 4- a0,y  4  я00)си 4+  (Axy  4  bi0x  4  b „ у  4  fc„0) (2A y  4 c „ ) -— (Axy  4  b,oX 4  bo,у 4  &»«) (Ay  4  610) —— (Ay1 4  c „ x  4  Со,у 4  c0«) (Ax  4  6, ,)  ==  (b,tCoi — bio — Acoo — c„feoi 4  Я|0с ,0)х 44  (ящСю 4  Л boo — bo,b,o)y 44 ( я 0оС|»4 ЬооСо, — b0ob,o— Coobo, ) . (17)Рассмотрим теперь многочлепы (11). С  помощью формул(8), (14) и (15) паходим
Р •= сф —  Ьф =*- — (А у2 4  с,оХ 4  с „у  4  с»,) (Их 4  d„, — ЗАх — я „  — Ь01) —

t i e  ДОП УСТИМ ОЕ ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И АЛ ЬН О Е У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ. IV — (Аху  4  Ь,„х 4  Ь„,у 4  Ь0о) (By 4  g„t — ЗАр — b „  — с „ ) ,
f  — яф — &ф =  (18)=  (Ах2 4  я 10х  4  я0,у  4  я0о) (#р +  gш> — 3А у  — Ь,0 — с0)) —— (Аху  4  Ь,оХ 4  Ь„,у 4  Ь0») (Вх 4  d„, — ЗА х — я,» — boi) .(19)Из формул (18) и (19) следует, что многочлены (11) имеют степень не больше 2.Вычислим теперь многочлен (12). С  помощью формул (8 ) получаем 
а — ас — Ь2 ==  (Ах2 +  я ,0х +  я011/ +  япв)(Ар2 +  с 1вх +  с0)р 4  ем) —

— (Аху +  Ь10х +  boiy +  Ь00)2 -  -  А с10х* +  А (с01 -  2610) хгу +  А (я10 -  2Ь01) хр2.+
4  Ля01р* +  (Лс00 4  я 10с 10 — Ь]0) х* ++  (аю*о1 +  «01*10 — ЗАЬцд 260,6 ,0) ху 4  4  (я01с01 4  Ля00 bh) у2 +  (fl|0c00 2Ь,пЬ„п +  я00с 10) х  4  4  («oi*oo ~b00boi +  a00c0t) у +  (яоо*оо bw).  (20)Теорема доказана.Многочлен (20) играет важную роль в дальнейшем изложении свойств допустимых уравнений. Для коэффициентов этого многочлена введем обозначения (а*,} , где первый индекс означает степень переменной х . а второй — переменной у. В результате многочлен (20) представляется в видеa  =  a ( x , у) =  a ,„x J 4  а г,хгу 4  а 1гхр2 4  а«,р2 44  <ХюХ2 4  а  „ х у  4  а 02р2 4  а ,0х 4  а 0,у 4  а „ .  (21)Как известно, при изучении уравнений математической физики многочлен (2 1 ) определяет тип уравнения в частных производных.§ Аффинные преобразования аргументов оеновного дифференциального уравненияСначала рассмотрим основное дифференциальное уравнение
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■ (1)



без условия допустимости. В этом случае все коэффицл- енты его
а(х, у) ,  Ь(х , у) , с(х, у) ,  d(x, у) , g(x, у) (2)
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являются произвольными многочленами по двум переменным.Вместо переменных х  и у введем новые переменные £ и ц по формулам*  — ЯнЪ +  7иП +  ? 1». У =  ЯиЪ +  ? 22П +  Чго- (3)Будем считать, что все коэффициенты действительны и определитель q системы (3) отличен от нуля. Тогда существует обратное преобразование
Ъ =  р их +  р12у +  р, о, п =  РиХ +  рггу +  р10, (4)причем определитель р системы (4) отличен от нуля.В уравнении (1) перейдем к новым переменным. Прежде всего, заметим, что многочлены (2) преобразуются в новые многочлены
а(%, ц), 5(£,  ц), с & ,  ц), S (£, х\), g ( ц ). (5)Далее, вводим обозначения
и(х, у ) =  и (</ц| +  </,,ц +  г/|0, qu$ +  q„x) +  qr2„) ==  « (£ .  n).
0 , a_

0*1’ ( 6 )(7)В результате, учитывая формулы (4),  (6 ) и (7), находим
D tu ди

()£
ГЛ ди

D m  =  —
1 ду, . 2 и и"“•“г?

ди | ди 
дх di) дх

ди d£ ди̂  Зц
d | ду dt] ду

(/>Ц01 +  />2,Я 2)«>(P ia^ i +  P t J i i )

(/>1101 +  />210г)г “ .
D\u —  — 7,  —  (pliD l +  U1

dy

D xD 2u == [P llP llD l  +  (P u P -21 +  P21P 12) 0102  +  />21 />220*2] «•Подставляем все этн производные в уравнение (1). Тогда,

§ 4| А Ф Ф И Н Н Ы Е П РЕО БРАЗО В АН И Я  АРГУМ ЕН ТО Вучитывая обозначения (5 ), получим 120
» ( к , ^  +  2/ д‘ и

1 о2
21 дц1 )+  ( Р ч Р ч  +  />11/>1* ) ^ ^  +  />ll/>2l ^ j l  +

, ~ /  2 0-U -  дги L 2 \ ,+  ^ й , ^ -  +  2/ > „ р „ з р -ч +  л . 5 ? ]  +
, у  {  ди , ди \ , ~  (  ди . ди \+  + Р 2. ^ )  + / / ( Р 125Г +  />22^ “ Ь ,Введем для краткости обозначения

я« =  а р п  +  Z b p u p n  +  cp \t ,

К  — «/>11/>21 +  0(/>ll/>22 +  />21 /> 12) +  f/>12/>22.

С« =  «/>21 +  2Ьр.п р.п  +  с / 4 ,

do =  d p t,  +  gPxu g.< =  d p u  + g P i fВ силу этих обозначений уравнение (8 ) представляется в виде
л а * v

и . л .  d*n 3 ’ » я -  я-  — (1 3 )

(8)

(9)
( 10)

( П )

( 1 2 )

а 4- *>b *Ги  1_ ~ **ти , ди ди°<^ +  “  u«l^ t f  c° ^ f  +  rf« 3 f  +  з7| =  Хм*Напомним, что это уравнение получается из уравнения (1) при замене переменных но формулам (3). При помощи этих же формул дифференциальный оператор
D  =  aD\ +  2bDxD t +  cD\ +  dD x +  gDt (14)преобразуется в оператор0  =  ««0* +  26o0 j 0 ,  +  c„02 +  d0D x 4- £o02- (13)Пусть теперь в области G  дана весовая функция 

h(x, у) .  Тогда на множестве всех многочленов определяется функционал
J  (0) =  j  J*fl (•*■» У) Р  (-г, у) dx dy.л ( 10)

Далее, аффинное преобразование (4) переводит область 
G  н весовую функцию h(x, у) соответственно в область G  н весовую функцию й(£, ц ), которые определяют й П . К . Суетин



функционал7(/>) =  J  f  h ( l ,  r \ ) P ( l ,  4 ) d l d 4. (17)о
130 ДОП УСТИ М ОЕ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН О Е У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ IV § *1 АФ Ф И Н Н Ы Е П РЕО БРАЗО В АН И Я АРГУМ ЕНТОВходим равенства7 ( J tP ) =  \q\ [pttJ ( A tP ) +  p,tJ ( A tP ) ] -  0, 7 ( Я гЛ ) =  |9 | [puJ(AtP ) +  pitJ ( A tP)] =  0.
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Т е о р е м а  5. Если функционал (16) согласован 
с оператором (14), то после невырожденного аффинного 
преобразования (4) функционал (17) будет согласован 
с оператором (15).Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласованность оператора (14) и функционала (16) означает, что для всякого многочлена Р (х , у) выполняются условия

] ( А , Р ) = ] ( А гР) =  0, (18)где в силу формул (1.7) и (1.8) имеем
А ,  — аПх +  ЬП, +  dE , Л г =  bDx +  сОг +  gE.  (19)Рассмотрим аналогичные формулы для оператора (15). В силу обозначении (7),  (9),  (10) н (12) находим

Теорема доказана.Т е о р е м а  6. Если уравнение (1) допустимо, то по
сле невырожденного аффинного преобразования (3) урав
нение (13) также допустимо, причем главные коэффици
енты Л и В  допустимого уравнения инвариантны при 
этом преобразовании.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустимость уравнения (1) означает, что его коэффициенты-многочлены (2) определяются формулами

а — Л хг +  я ,0х  +  а01у  +  я00,
Ь =  Лху  +  biox  +  b,ty +  600,с =  А у г +  ctax  +  с01у +  См, (22)
d =  В х +  d00, g =  By +  got.

A t =  auD I +  b0D t +  d0E  =-  +  2bpu p ll  +  cp it ) £  ++  Й>цЛ21 +T>(PnPi2 +  P ilP u)  +  CPnP-ц ] ^  ++  (dPn +  gPit) E  =  Pi~a (P n T \  +  Pi 1 ^ j)  +
+  P iJ> [P n  ^  +  P22J Г,) +  P ^ ( P n  +  ++  P n c [̂ P12 +  Pit +  (Plid  +  p rig) E  =— Px 1 (a/)l +  bDt +  dE) +  P i2 (bDi +  сО г +  "gE) =

*=PnA i +  Pi2A 2- (20)Аналогично с помощью обозначении ( I I)  и (12) доказывается формула■“Ti =  РцА | +  РиА г- (2 1)Таким образом, вспомогательные операторы (19) при аффинном отображении (3) преобразуются по формулам (20) и (21). Используя этн формулы и условия (18),  иа-

Рассмотрнм аналогичные многочлены для уравпепня (13). Используя формулы (9) и (3), находим
ао -  аР\\ +  2Ьрп р 1г +  ср\г =  Ар\х (qn l  +  g ,aii +  7 ,0)2 +  +  2 A p u p l 2 ( q n l  - f  g 12T] +  q l0) ( q u l  +  <722ti +  7 2n) ++  A P n  (4 ill  +  922*1 +  4tof +  £1 (£,*]) =

“  A \pn {q'lV  +  7*i4* +  2 7ii7 i2?n) ++  2 p ,iP ,2{qn q2i l2 +  7, ,72.Д11 +  71272l£n +  7i272>’l2) ++  Я12 (721 "̂ +  722*1" +  27.л72г5ч)] Ф @2 (£, *l) ==  A l(/*ii7n Ф 2pn p ltqllqn  +  />?27ai) ++  2 [/>ll7ll7l2 +  PilPl2 (7ll722 +  7l272l) +  Pl272l722] £*1 +Ф  (P ii7 i2  +  2 p n P i27 ,2722 +  />1272г) *1'1 +  ^ 2( ^1  *l)- (23)В этой формуле через (>,(£. т|) и & ( £ .  ц) обозначены некоторые многочлены первой степени. Далее, поскольку преобразования (3) и (4) взаимно обратны, то справедливы равенства7п — Ргг/р, 7 и ------ Р\г/р, 72! Р2 1/Р, Цгг P J p .(24)9*



С  помощью этих равенств вычисляем коэффициенты в формуле (23). Имеем последовательно
Р \ i 7 n  +  “ Р ц Р ч Ч п Ч и  +  p ] tq h  =

=  \ { P n P n  ~  ZPnPitPuPu +  PitPti) -  1.
P

P \ i4 u 4 it  +  Р и Р и ^ Ч и Ч г г  +  Ч ч Ч и )  +  Р х Л ч Ч г г  =

=  - ^ [ - Р п Р г г Р ч  +  P i i P i t l P u P n  +  P u P i i )  Р ч Р и Р  11 ] =

P

Р п Ч ч  +  ^ Р ч Р ч Я ч Ч и  +  Р ч Ч п  =

~ \ { Р и Р ч  — Z P u P i t P i i P i i  +  Р ч Р п )  -  0 .  

РАналогично по формулам (10) — (12) с помощью равенств (24) вычисляются и остальные коэффициенты уравнения (13). В результате вместо (22) получим формулыа„ =  Л | 2 +  а,„Ъ +  а„,»1 +  а„0,+  Б ,„! +  501ц +  Ъ 00,
С, =  Лг|2 +  <?,„£ +  ?0|Ц +  ?00, “ J
d„ =  B l +  d t0, ge =  Br\ +  gat.Теорема доказана.
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§ 5. Преобразование коэффициентов характеристического многочленаВ конце § 3 был рассмотрен многочлен третьего порядкаа ( х , у) =  ас — Ь1 —=  а гох 3 +  а  цхгу +  а ,гхуг +  а<,,у* +  а :ох2 +  а  „х у  ++  <Хи2уг +  aioX +  а ,„у  +  а 00. (1)Этот многочлен составлен по старшим коэффициентам- многочленам допустимого уравнения и поэтому называется характеристическим многочленом допустимого уравнения. Приравнивая его нулю, получим характеристическоеуравнение< * ( * .» )  “  0.  (2)

Если в допустимом уравнении произвести невырожденное аффинное преобразование независимых переменных, то оно приведется к виду (4.13). Вычислим характеристический многочлен для преобразованного допустимого уравнения (4.13). В силу формул (3.12), (4.9) — (4.11) имеема 0(&. Л) =  a0c0 — bl ==  (aph  +  2ЬРпРч  +  срг12) («P ii +  2bptlpti +  cpU) —

-  l^ P n P ti +  Ъ(рцри  -I- p21p l2) +  ep,tP2t]* =— « e (p liP U  +  Р чР \i — 2P iiP tiP u P u ) +

+  b! [4 P n P n P n P n  ~  (P iiРгг +  P u P n Y l =-  (ас —Ъ!) (pu pt2 — p u P u )* =  (ac — b1) p * =  / r a (£, ij).
(3)Здесь, как обычно, введепо обозначениеa (£ . 4) =  a ( 7 . . l  +  7.24 +  Ч,», ЧиЪ +  4zir\ +  Ч*>). (4)Поскольку при невырожденном аффинном преобразовании р Ф  0, то из формул (3) н (4) следует, что характеристическое уравнениеn)=/>!a (£ , ц ) = 0  (5)преобразованного допустимого уравнения (4.13) получается нз уравнения (2) простой подстановкой
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х  =  ЧиЪ +  Ч .гП  +  7 .о , у =  ЧиЪ +  722»! +  Чго. ( 6 )Таким образом, уравнения (2) и (5) аффинно эквивалентны. Поэтому можно рассматривать задачу упрощения уравнения (5) по сравнению с уравнением (2) путем со- ® ответствукнцего выбора аффинного преобразования (б). Иными словами, необходимо так выбрать аффинное преобразование (б), чтобы многочлен (3) максимально упростился по сравнению с многочленом (1). В связи с этим рассмотрим многочлен (4). Используя формулы (1) и (б), находима ( | .  Ч ) =  а « ( 7 и £  +  7 . 2П +  7 .» ) 5 ++  а 2 .( 7 . .£  +  7.24 +  7 |» )2(7 г .б  +  7224 +  720) ++  а ,2(7..£ +  7.24 +  7«>) (72.S +  7224 +  Чг°У ++  о „,(72,1 +  7224 +  Чг»У +  « 20(7 ..1  +  7.г4 +  7.»)* +



■

+  а „(7 и 6  +  Ч,гЦ +  7 .о) (ЯиЪ +  9224 +  Яг„) ++  O u2( 92iS  +  922П +  Ч г»)г +  O i o ( 9 t i i  +  9124 +  9 io ) ++  а 01 ( < ь £  +  ЧггГ] +  7го) +  О м . ( 7 )Поело элементарных преобразований многочлен (7 ) можно представить в видеа ( б ,  п ) =  а 2„ | 5 +  « 2i £ ! ' 1 +  а , г\ ч г +  ссо .п 1 +  a * > V  ++  a , , £ t i  +  а о2Л г +  +  а»И1 +  «•'»• ( 8 )При этом из равенства (7 ) для коэффициентов многочлена (8) получаются формулы«зо =  «.m7 ii +  « 2i7 *i72i +  « 127П721 +  «оз721» a 2i ~  «3»87ii7i2 +  «21 (711722 +  ^ЯпЧиЯи) "t""Ь « 1 2 ( 7 2 l7 l2  +  ^ Я и Я н Ч г г )  +  «О.Г^721722.«12 =  «3o'^7n7i3 +  «21 ( 72i7 i2 +  %Я 11Я12Я22) ++  « 12( 7117*2  +  2 7 1272i722) +  « 0387217*2.«03 =  « 3o7 l2 +  «2 l7 l 2722 +  «12712722 +  «оз7:12.«20 =  « 30-87 I i7 i0  +  «21 ( 7*1720 +  2 7 n 7 io 7 2 i)  ++  «12(721710 + 2 7 u 7 2|7 2o)  +  «038721720 *b+  «20^11 "Ь « I l 7 l l 7 2 1  "Ь «02721.a , ,  — a 2uG 7 n 7 i2g , 0 "H+  a 2| 2 ( 7 io7 i 2? 2i 8” 7 i"7 n 7 2 *  8" 7 u 7 t i7 » » )8 ”+  a , 22 (< 7 i,7 22 7 2„ +  ЧнЯиЯг» 8* 7 it7 i2 7 i» )8 '+  аогвЯгхЯггЯг»  +  Я г Л Я п Я ч  +8" otii (Я ч Я г г  8" 7 iz 7 2i ) 8" a „ . 2 7 2, 7 22,«02 ~ «3o87127io +  «21 (712720 +  2 7 l 27227lo) ++  «12 (Ч22Я10 +  27i272272o) +  «03872*2720 ++  ®2o7?2 +  « 1 1Я 12Я22 +  «027*2. (18)«10 ~  « эо87и 7ю +  «21 (*721*710 4- 2 7 io7 i i 7 *o) 4"+  «12 ( 7 n 7 * o  +  2 7 207 2I7 10)  +  a M 3 7 s , 7 20 ++  « 2o2 7 i»7 n  +  « и  (7 io 7 2 i +  7 n 7 2o) ++  «оз272о721 +  «10 7 u  +  « o i 7 2 i .  ( 1G)
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(9)

( 10)

( I D
( 12)

(13)

( 1 4)

«oi “  « 3087i27io 4- «21 ('/22710 4- 27107 , 272o) 4-4- «12 (7г27*о 4- 271072072.) 4- «0*8722720 4- +  «2o27io7i2 +  « i i (7io72i  +  7 i 272o) ++  «02720722 +  a io 7 l2  + « 0 1 7 2 2 . ( I 7 )
«00 “  « » 7 i i  8" «21710720 4" « i 2 7 io 7 2o 4"+  «03720 +  «2o7*0 +  «Il7lo720 +  «027*0 +8" « io 7 io  "l" «01720 “I" «ou- (1 <4>)По всех этих формулах коэффициенты Ca*,) многочлена(1 ) фиксированы, а параметры {7*,} преобразования (6) требуется выбрать таким образом, чтобы наибольшее число коэффициентов {'а*,), определяемых формулами (9) —(18), обращалось бы в нуль.По старшим коэффициентам характеристического многочлена (1) определим вспомогательный многочлен треть
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его порядка/?(/)= а 20<5 +  а 2,/2 +  а , 2< +  а„2 (19)и соответствующее уравнение
П  (0  =  0. (20)Кроме того, рассмотрим еще один многочлен/?, ( т ) =  а 2„ 4- а 2,т 4- а ,2т2 +  а 02т5 (21)и соответствующее ему уравнениеЛ .( т ) = 0 . (22)Из формул (19) и (21) следует равенство/?(7)= 73/?,(1/7) =  (1/т3)/?.(т), т =  1/7. (29)Дифференцируя это равенство, находим
IV  (/) =  3<2/?, (1/7) — tR[ (i/t). (21)Предположим, что /, есть отличный от нуля корень уравнения (20). Тогда из равенства (23) следует, что число т, =  1//, является корнем уравнения (22).Будем рассматривать отдельно различные случаи в зависимости от свойств корней уравнения (20).1. Пусть уравнение (20) имеет три различных действительных корня‘ о U, (25)
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§ 5) КОЭФФИЦИЕНТЫ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОГО МНОГОЧЛЕНА 137причем будем считать, что tt 'Ф 0 и t2 ^  0. В этом случае коэффициенты аффинного преобразования (б) можно выбрать при условиях</и =  <|<7и. Яп ~  г̂Чгг- (-^')Предположим, что числа Цц и qz2 отличны от нуля. Тогда для определителя системы (G) имеем=  ЯиЯгг (*i t-i) Ф  (2^)А теперь подставляем первое из равенств (2G) в формулу (9). В результате получаем«эо =  C b otfA  +  **i^i9*i +  a i*^i9 * i +  а оз9*1 =

0- (28)
У'1‘2

Аналогично, учитывая второе из равенств мулы (12) находима„з — (̂ 2) — 0-
(26), из фор- 

(29)Таким образом, если уравнение (20) имеет три различных корня (25), то можно так выбрать аффинное преобразование (G), что выполняются условияа*> =■ a 0J =  0. (30)При этом коэффициенты qu и q22 лишь отличны от нуля, а в остальном произвольны. Докажем, что эти коэффициенты можно выбрать таким образом, чтобы выполнялись еще два условия:
a * i  -  а п  =  - г 1 . ( 3 1 )В самом деле, из формулы (10), учитывая равенства (26), находим«21 =  a 3o^i7ii^ *9*2 +  «2i(**9*i9*2 +  ++  «гг (9*1 2̂9*2 +  2 1̂9*19*2) +  а »$я\\Яа —=  9*1922 [ З а * о ^ 1̂ 2 +  «21 (2<1<г +  * i )  ++  a l„( 2 tl +  <2) +  Зао3] — 7 *i922 t.,R (f|) +

+  2 « „ ^ -  +  3a03- ^ J  ==  9*»9.2[/2« '( / i ) +  /?/?;(-^ )J. (32)

С  другой стороны, учитывая тот факт, что t, — нуль многочлена R(t ) ,  а т, =  1/<, — нуль многочлена Я ,( т ) , из формулы (24) имеем равенство
t X  (1 /*,) =  3ifR,  (1//ж) -  R'  (/,) =  -  R'  (<,).Подставляя это значение в равенство (32), получаем
а 21 =  921922 (̂ 2 — Ч) R  (fl)‘ (33)Аналогично из формулы (11), учитывая равенства (24) и (2G), находим«12 =  9219*2 i3«3y/i/2 +  a 2| (/2 4- 2 /,/2) -f- a 12 (/j 4 - 2 /.,) 4- З«03] =  9 *i9 **^ i^  (̂ 2) +  l\ R i  ^ ~ j |  ==  9*l922(^l-<2)«'(<2). (34)Таким образом, в силу формул (33) и (34) условия (31) приводятся к виду«21 =  92l9*2 (^2— t l ) R  ( 1̂) =  — 1,
«12 =  9*i9*3 (*1 — *2) R  (I*) — — 1.Из этих условий коэффициенты q2i и q22 определяются однозначно. Разумеется^ вместо условий (31) можно ввести условия СС21 =  я и ct 12 —  Ь, где а и b —  любые отличные от нуля числа.Далее, в аффинном преобразовании (6) остаются произвольными два числа ql0 и q2a. Докажем, что эти числа можно выбрать таким образом, чтобы выполнялись условия
*v <v«м  =  a 02 =  0. (35)В самом деле, приравнивая пулю правые части равенств (13) и (15), получим систему уравнений('1«зо9п +  2«2,9 И921 "Ь « 129*1)910 ++  (a 2i9u +  2o£j 29j ,921 -f Ло.03я2\) Я20 *=

=  « 2 o9 u  a n9 n9*i — «ог9*1> (36)
(3aJ09 ii + 2«219,2922 4- «1*9**) 9 io ++  (a 2i9i2 +  2 « ,29 ,2922 -(- 3« 039*2) 9*0 ~~  «2o9l2 «Il9l29*2 — « 0*922 • (37)
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§ 5| КОЭФФИЦИЕНТЫ Х А РА К Т ЕРИ СТ И Ч ЕС К О ГО  М НОГОЧЛЕНА (39■

н силу равенств (24) и (20) определитель этой системы имеет видА =  (3 « Я0П +  2 а21<! +  ct|.2)<72i XX  (« 2,*? +  2 а , 2<2 +  Зослз) 722 —— (З а30<] +  2 «2lf2 +  « 12) ?22 (a 2i*i "I" 2« 12*i 4" :К з )  721 =-  а  А  [«■ («,) ч я [  ( - i - )  -  и-  (1. ) < ;я; ( - ^ )  ] _-  А А  ч , - 1 , )  н о  (38)Поскольку определитель системы уравнений (30) и (37) отличен от пуля, то коэффициенты 7,0 и 7*» можно выбрать таким обраэом, чтобы выполнялись условия (35).Таким обраэом, если уравнение (20) имеет три различных действительных корня (25), то аффинное преобразование (0) можно выбрать таким образом, чтобы выполнялись условия (30), (31) и (35), т. с.а 3„ =  «„л =  0, а 2, =  а 12 =  — 1, а 20 =  а „2 =  0, (39)
2. Предположим теперь, что уравнение (20) имеет один простой корень и одни двойной корень f2 =  t3. Тогда поскольку корней два, то условия (30) выполняются, а из формул (33) и (34) следуют равенстваа 21 =  — 1, а |2 =  0, (40)причем одни из коэффициентов 721 пли 7«  остается произвольным. Далее, поскольку теперь один из корней двойной, то условно (38) но выполняется. Поэтому вместо условий (35) рассмотрим условия«м =  0, а , ,  =  0. (41)В силу формулы (14) второе из равенств (41) приводит к уравнению[(eX]o7h7i2 4* 2oc2i (ЦиЦи "l” <7и9:г) 4* 2 a ,2 72,722l7,0 4- +  [2a2,7 ,,7 ,2 +  2 a ,2(7,i92i +  ЯиЯи)+ (УЪчЯиЯгз^ы =■=  - 2а 2„7м7,2 — a ,,  (7 t,722 +  7 ,2721) -  ‘̂ «гЯ^Ягг- (42)Вычисляем определитель системы уравнений (36) и (42). Аналогично формуле (38) получаемА , — ( :*«30<? +  2<х21*! +  a I2) 7,;, XX  2721722 (ct2l/j/2 +  a 12(fj +  t2) +  3aos) —

“ ЯиЯчз 13«з0*1*г 4" «21 (*1 4 - t2) +  a 12) X  X  («21*? +  2 a I2<, +  3a 03) 7 *t ==  ^ЯиЯзЗ (*l) («21*1*2 4" «12 (*1 4" *2) 4* 3 <ZU3J —
* 1 ^ 1  l'3«so*l*2  +  «21 (*1 +  *3) +  « K ’ l J  ==  2q'tiqtiR  (*1) («21*1*2 4- «12 (*1 4- *2) 4- 2 a u3 +"1" 3 « зл/|/., -(- «2jH *f «21*1*2 "1“ «I2*l( ==  - Я ч \ Я г г ^  ( * i)  [ * 2  ( ^ « з о * ?  +  2 « 21/ j  +  a 12)  +

4" (^ «0 3  4" 2 « i 2̂ j +  «21*1)] =•= 2qtiqitR  (<х)р2Л (<j) -f t\R, j j  =-  27?i72,  [ « ' (*,)J2 (*2 -  *1) Ф  0 . (4 3 )Поскольку определитель системы уравнений (36) и (42) отличен от нуля, то эта система имеет решение, при котором условия (41) выполняются.Таким образом, если уравнение (20) имеет один простой и один двойной корни, то аффинное преобразование (6) .можно выбрать так, чтобы выполнялись условия
^  *** ^  «X/ ^  <v«30 «03 0, сс21 === 1, «|2 == « 20 =  «II =  0. (44)3. Рассмотрим теперь случай, когда уравнение (20) имеет одни тройной корень f ,, т. с. выполняются условия
п  ( * i)  = « з о * ?  +  « 2 .* ?  4- « ,2 * 1  +  « 03 =  0 ,  (4 5 )
II  (<,) =  3a30/J +  2«21f ,  +  « 12 =  0, (46)
R "  (Л )=  2(3aJ(J*, 4- a 2,) =  0. (47)В этом случае из формулы (24) имеем

В  /!•(/)- в 1/|,(4) - 1я ;(1 ) +  1  я ; (± ). <И)Положим теперь t =  t, в формулах (23), (24) и (48). 
% ® результате, используя услонпн (45) — (47), получим

I  й| (̂ г) “ Я , ( х )  ~  «9>А теперь снова используем равенства (26), где t,¥= t„  но



уже /?(<2) ^ 0 .  Тогда из формулы (9), как обычно, находима ™  —  7 м д  ( * i)  =  (5 0 )Далее, из формул (32) и (34) имеем равенства
«21 =  ПпЧгг (М  +  l i n i (-/j*)]. (51)£ . . - * . , А [ « | Л ' ( 0  +  й л ; ( ^ ) }  (52)В силу условии (49) из (51) находим оси =  0. Аналогнч- но с помощью условии (46), (47) и (49) получаем«12 =  ЧпЧгг I 2̂ (* «̂зо î +  «21) Ф 2 /j («21^1 "Ь «12) Ф+  (« 12̂ 1 +  З«03)] =  (<i) у+  (53)С другой стороны, из (12) имеем«0, =  722«(М- (54)Далее, используя условия (26), из формулы (15) находим
««2 =  7*2 [ i J f  (<2) +  Ч г Ж  (77) ++  ( а 20/* +  а  +  ct0J)]; (55)

В формулах (54) и (55) произвольны величины t2, qte, 
Чю, q22. Сначала фиксируем t2 так, чтобы обе производные в квадратных скобках были отличны от нуля. Затем выбираем q,0 и q2l) так, чтобы вся сумма в квадратных скобках была равна нулю. После этого выбираем q22 так. чтобы все произведение (54) было равно единице. В результате получим «,,3 =  1, «02 =  0.Таким образом, если уравнение (20) имеет одни тройной корень, то аффинное преобразование можно выбрать так, чтобы выполнялись условияа 1О =  0, ам  =  1, OLu =  a u =  а „2 =  0. (56)4. Допустим теперь, что уравнение (20) имеет два простых корня t, и t2. Это возможно только при условии

140 ДОП УСТИ М ОЕ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН О Е У Р А В Н Е Н И Е  |ГЛ. IV а 30 =  0. В этом случае можно снова использовать формулы (26). Если оба корня t, и t2 отличны от нуля, то все формулы и рассуждения из первого случая переносятся без изменении и на этот случай. В результате и в этом случае имеем условия (39). А  если, например, t2 =  0, то имеем условия а 31) =  а „3 =  0. При этих условиях можно считать, что характеристический многочлен достаточно упрощен. Но, конечно, можно пойти и дальше. При условии t2 «= 0 произведем замену по формулам (6). Применяя равенства (26), получим
х  —  7 н |  +  7н>* У =  7г<£ +  7 «П  +  7*>.Остальные все формулы н выводы сохраняются. Таким образом, н в этом случае имеем условия (39).5. Предположим теперь, что уравнение (20) имеет один двойной нуль Тогда равенства (45) н (46) выполняются, н вместо условий (49) получим условия/?1 (1Д1) =  /?;(1Д1) =  0. (57)В результате из формул (50) и (51) получим а 3(, =  а 2| =  =  0. Далее, из формулы (48), учитывая условия (57), находимл '( м = ( 1 Д 1 ) д ;( 1 / * ,) .Следовательно, из средней части равенства (53) имеем
a I2 =  Ч31Ч22 ~2 (̂ l) 2tl ttR  (£j) +

+  t \ R '(/,)] =  7,tqt R ’ (*,)(*, -/ ,) * .Поскольку R  ( Л ) ^ 0, то выпором параметров можпо обеспечить условие a 0J =  сс,2 =  1.Докажем теперь, что параметры </,„ и q20 в преобразовании (6 ) можно выбрать таким образом, чтобы выполнялись условияa„2 =  a , ,  = 0 .  (58)В самом деле, из формулы (37) при условиях (26) имеемл ' (*2)7 io +  f f l i  ( " У  720 =  Ci- (5 9 )
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Аналогично из формулы (42) получается равенство 2[За5„М 2 +  а 2. (t, +  <г) +  а |2]</,« ++  2 [а2,М 2 +  а,г (t, +  /2) +  За,,,] t/2o =  сг. (00)В этих двух равенствах правые части нс зависят от 7 ,„ и Ч: о.Далее, поскольку в данном случае уравнение (20) имеет только один двойной корень t, и больше у него корней нет, то имеем а 31) =  0 . Поэтому, не нарушая общности, можем считать, что это уравнение имеет вид
R(t) =  a 2i*: +  а  |2* +  а 0, — (at +  Ь)г.Отсюда следуют равенстваа 2. — я2, ct12 “  2ab, Gtoj ~   ̂ »/?'(<) =  2а (at Л- b), R ,(x )  =  a!x +  2аЬхг +  Ь2т3,/?; (Т) =  а* +  4а Ьт +  Ж х 1.С  помощью этих равенств находим формулы

142 ДОПУСТИМОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 1ГЛ. IV Таким образом, если уравиеиие (20) имеет один двой- ной корень и не имеет других корней, то а(1)([)пнное преобразование (0) можно выбрать так, чтобы выполнялись условия
а , „ =  0, а ,„  =  а „  =  1 , а 2, =  оГ02 =  а , ,  =  0. (61)
б , Рассмотрим теперь случаи, когда уравнение (20) имеет только один простой действительный нуль tt. И этом случае имеем
/?(/,)= /?,(t//,) =  о,Д '( * 1) О / * , ) *  о .Условно (43) в данном случае выполняется. Поэтому из равенств (41) находим яг„ =  а , ,  =  0. Далее, формула (33) также справедлива, и из нее находим а 2. =  1. Таким образом, в этом случае имеемCCjo =  0, OCoj ~  0t2i =  1, ОС2о =  (Хц  ”  0. (62)
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t\R\ =  аН\ +  4аЫ2 +  Ж  =
at.  4- 36=  at2 (at., +  b) +  36 (att -f- b) =  R (t.,) ^  i2 (a 2|fi +  a 2.ti +  a ,2) =  2 (a2<, +  a2f2 +  2ab) =  R ' (t2) , 2 («•<!«, +  2abty +  2abt2 +  3b-) =

2a(at.i \-b )[tl f  ^ )  =  /?'(T2) '^ 4
4 -2 6

Подставляем найденные значения коэффициентов уравнений (Г)'.)) н (60). U результате получим систему уравнений
at ,  -1-36Д '(^ )7 1 о +  Л '( ' * ) - " 1 Г - ? 2 о =  С1.
at,  + 2 6Л ' (t-i)q ю +  R ’ (t-i)  ̂ Чм — суОпределитель этой системы имеет видДа =* — 7 ?  (Я ' (*2)1* Ф  °-

4 аСледовательно, условия (58) выполняются при соответствующем выборе коэффициентов qi0 и 7-0.

7. Наконец, рассмотрим последний случай. Предполо- чтн уравнение (20) не имеет действительных корней. Тогда ctjo =  0, и это уравнение будет квадратным. Обозначим через t, нуль производной характеристического многочлена, т. е. /?'(<))= 0... Г.слн / | = 0 , то необходимо а ц  =  0. В этом случае в аффинном преобразовании (6) полагаем
921 =  7.2 =  0, 7 ,, Ф  0, 722=^0. (63)Тогда из формул преобразования (9) — (14) находимa .m =  a ia =  0, а п  =  a 2i7 u 7 u , а 03 =  а 037 2̂| а 20 =  а 317п 7м +  а 207ц,
«ч*®.. =  2a2i9n7227i« ot.i9i.922»а оз =  •3ot0s7 t»9 io  Ф  а огЧ'2Л'Поскольку числа qu и q20 произвольны, то их можно выбрать так, чтобы некоторые из двух последних коэффициентов были равны пулю. Например, если а 2, ¥=0,то получим a 2o =  a i. =  0. Таким образом, при условиях (63) имеем®аи =  ОС 12 =  ОС-о =  GC11 =  0 ,  ОС 2. =  CCoj =  1. (64)



НОРМАЛЬНЫЕ ФОРМЫ ДОПУСТИМОГО УРАВНЕНИЯ 145Пусть теперь / , ^ 0. Тогда из формулы (2-4) следует условие
Поэтому из формулы (38) находим
Следовательно, в силу (35) имеем «го =  ®ог =  0- Таким образом, в этом случае после аффинного преобразования получимOtjo “  Oto3 “  ! f «20 =  «02 =  В* ( б о )В настоящем параграфе рассмотрены различные возможности упрощения характеристического уравнения с помощью аффинных преобразований. Можно привести, конечно, и другие случаи, которые отличаются от рассмотренных тем, что в исходном уравнении переменные 
х  и у меняются местами.
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§ 0. Нормальные формы допустимого дифференциального уравненияПусть дано допустимое дифференциальное уравнение в общем виде /
д2и(Лх2 +  а 10.г +  aoly +  я00) —г +

-f 2 (Аху -f- 610х -f boly +  600) +
+  (АУг +  cI0r +  со\У +  c00) 7 i  +dy+  (Bx +  c l j  +  (By +  gM) -  и [A (n — 1) +  В) и. (1)Главные коэффициенты Л и й  должны быть такими, чтобы при любом целом неотрицательном т выполнялось условие

Ат  +  В Ф  0. (2)Отсюда следует, что В  Ф  0. Поэтому можно ввести замс-

$ «Iну переменных по формулам х  — £ — —  ,/ =  и — —х  * в х У ■ ' в ' (3 )В результате уравнение (1), если вернуться к старым обозначениям переменных и коэффициентов, приведется к виду
( Л х *  +  я 10х  +  а01у  +  я 00)  7 1  +их

д*и
+  2  ( А х у  +  6 10х  +  Ь01у  +  6 0 о )  ^ 7 ^ -  +

д1
+  (А у 2 +  с 10х  +  с01у  +  с „ о  )  +I + в ( * - £ + » £ ) - » и < — *> +  ч « .  <4)Это уравнение будем называть к а н о н и ч еск и м  д и ф 

ф ерен ц иа л ьн ы м  допуст имым у р а в н ен и ем . Оно также рассматривается только при условии (2).Для уравнении (1) и (4) характеристический многочлен имеет вид
а ( х ,  у )  =  а с — Ьг ==  а,„х* +  а 2| х гу +  а ,гх у г +  а«,у3 ++  а 2о*г +  a„xi/ +  а„гуг +  а , о * +  а 01у +  а0«. (5)В силу формул (3.20) и (3.2!) коэффициенты этого многочлена определяются через коэффициенты уравнения(1 ) с помощью равенствCCjo =  Л  С |0,  Коз =  Л  flo i, <Х:, =  Л  (С 0,  2 6 ,0) ,®Х2 =  А  (а 10 2&0|), <xt0 =  Асоп +  Я10С|0 Ь10,« I ,  =  flioCoi "Н Я 0|С|о — 2 Л 6 00 — 2 6 ,„6 ,0 ,
К #2 =  Я д |С д | -)- Л Я д д  6 д  1 ,ССto =  ЯюСоо 2 6 ,обо» Ч" Я „0С|о,ССо, =  HoiCiio — 26о,6оо "4” ЯооСо,,«00 ~  ®00̂ 00 бдо• (б)Если в уравнении (1) заменить переменные по формулам*  =  <7м| +  + '/им10 П . К. Сустин У =  Я Л  +  дггЦ +  Яго, ( 7 )



ДОП УСТИМ ОЕ ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И АЛ ЬН О Е У РА В Н ЕН И Е Н О РМ АЛ Ь Н Ы Е Ф ОРМ Ы  ДОП УСТИМ ОГО УРА В Н ЕН И Я 14714Г) (ГЛ. IVто можно упростить это уравнение и соответствующий ему характеристический многочлен (5). Будем классифицировать уравнения (I)  по простейшим формам их характеристических многочленов (5). В случае канонического уравнения (4) вместо преобразования (7) естественно рассматривать преобразование*  =  9и6 +  ?иЛ. У =~ Чи\ +  ?i*4- (И)Как и в предыдущем параграфе по старшим коэффициентам многочлена (5) вводим многочлен и уравнение третьего порядка
В  (0  =  a , +  а  гХ' +  а  nt +  а 0,  =  0. (9)Будем рассматривать различные случаи наличия и расположения корней уравнения (9).
1. Предположим, что уравнение (9) имеет три различных действительных корня. Тогда можно так выбрать аффинное преобразование (7), что для коэффициентов нового характеристического многочлена выполняются условия (5.39)

«V <v «V <vaj„ =  a„j =  0, a 2i =  ai2 =  - l ,  a 2« =  «02 =  0. (10)Возвращаясь к старым обозначениям коэффициентов и переменных, можем считать, что условия (10) выполняются для коэффициентов характеристического многочлена (5). Следовательно, в силу равенств (0) пз условии( 10) находим
а * ,  =  Л е ю  =  0 ,  a „ i  =  / l « ol =  0 ,

«21 =  Л (c„i — 20,о)=  1, oti2 =  Л ( а ,о — 2Ь01) — —1, а 2о =  ^ с оо Ф  « io« jo  ^ io  =  9 ,а 02 =  ^«ов Ф «01С01 0̂1 =  0. (II)Поскольку из третьего и четвертого равенств следует условие Л=^=0, то, не нарушая общности, можем положить Л =  I. Л  тогда пз равенств (11) получим
С ,0 =  0 ,  floi =  0 , С01 =  2 Ь ,о  — 1 ,

« 1 0  =  2 6 „ ,  1 |  « 0 0  =  ^ 1 в »  « 0 0  =  ^ 0 1  • ( ^ “ )Подставляем все эти значения в уравнение (1). В ре-

§ в|вультато это уравнение примет вид [x» +  (2601- l ) x  +  fceM ^  +ах
д~и+  2 (ту +  bi0x  +  boly +  Ьпо) +

ф [ » *  +  ( 2 6 ,0 - 1 )  У +  t f o ] $  ++  (Вт +  d j ^  +  (By +  g j  =  n (n -  1 +  B) u. (13)Будем считать это уравнение первой нормальной формой допустимого уравнения (1). Эта форма определяется тремя коэффициентами Ь0■, Ь,0, Ь, а  коэффициенты d„o и £„о на форму уравнения (13) нс влияют. Естественно рассмотреть простейший случай, когда выполняются условия
Ь„ =  bltl =  bm, =  0. (14)В этом случае имеем уравнение< * - * > §  +  2- у £ т и +  ( Г  -  У) $  +  +  4 . )  5  ++  (By +  е00) ^  =  П (н -  1 +  В) и. (15)Если в этом уравнении положитьД =  Ч + 1 , ф,„ =  - а ,  =  (16)то получим уравнение Аппеля (3.13), которое было рассмотрено в предыдущей главе.Характеристический многочлен для уравнения (15)имеет вид
а (х , у) =  ас — Ьг =  х у (I  — х  — у ) . (17)Вместо условий (14) .можно, конечно, наложить другое условие на эти коэффициенты. А  если в формулах (13) и (15) положить (1М — =  0, то получим нормальную форму первого типа для канонического допустимого уравнения (4).2. Пусть уравнение (9) имеет один простои и один двойной корни. Тогда в силу условий (5.44) имеем равенства (18)« 3 0  =  « и з  =  9 ,  Я » !  =  ~  1 ,  « 1 2  —  « 2 0  а “  9 .

10*



|4 8  ДОПУСТИМОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕН И Е |ГЛ IV  Сопоставляя равенства (6) и (18), находим 
Gtjo “ А с , о  в 0, ОСоз ~ A d о| = О, 
а и — A  (Coi 2Л,о) =  — 1, <Хц =  Л (я „ — 26,„) =  О, а 2П =  ^ С 0 0  " Ь  Я 10С 10 ^10 =  О»а ,, — я,„с,,, 4" ЯщСю — 2А boo 26„, 6,, — 0.Из этих равенств при А  =  1 вместо (12) получаем С|„ =  0, я,„ =  0, Со, — 2Ь,о — 1, Я|0 =  26„„

*00 ”  ^ 1 0 ’  1*00  ~  ^01 ( ^ ю  О -Подставляем эти значения в (1). Получим вторую нормальную форму допустимого уравнения(х2 +  260,х  +  а00) ^  +
Ох+  2 [ху +  Ь10х  +  boly  +  60,  (6 ,0 1)) -j—^  +

+  +  (26,0 -  1) у +  6?„] 0  +  (В х  +  c l j  g -  +
ду
ди

+  (By +  gM) ^  — n(n — l  + В )и . (19)Приравнивая нулю все свободные коэффициенты в многочленах при старших производных, получим простейшую 
нормальную форму второго типа:

* *  й г * + 2 х у  д х  д у  ( У  У ) ^  + ( В х  +  d o o ) ~  +
д и

+  (By +  tfoo) g -  — п (л — 1 +  В) и. (20)Характеристический многочлен для уравнения (20) имеет вид« ( * ,  у) =  ас — Ьг — —х гу. (21)3. Рассмотрим теперь случай, когда уравнение (9)имеет один тройной корень. В этом случае справедливы равенства
0Cjo О, « „ , =  1, а г1 =  а , г =  а ог =  0.

§ «| Н О РМ А Л Ь Н Ы Е ФОРМ Ы  ДОП УСТИМ ОГО У Р А В Н ЕН И Я  149Сопоставляя формулы (6) и (22), получаемGCjn ~  А С,о ~  0, Gtns =  Аап, =  1,а 2, =  А (с„, — 26,о) — 0, а,г =  Л (а„ — 26(1|) =  0,а ог =  ^oi^oi "Р Лаи0 60, =  0.Отсюда при А =  I находимCm — 0, Ян, =  1, с0| =  2 6 , я, 0 =  26, 1, я,ю =  ^ui 26,0.Подставляем эти значения в уравнение ( I ) . В результате получим третью нормальную форму допустимого уравнения[лт +  26и,х  +  у +  (6*, — 26,ц)] ^  +
+  2 (ху +  6 ,0х +  60, у +  60ц) g g  +  (у- +  26,„у +  c j  ^  ++  (Вх  +  </„„) £  +  (By +  g00) ^  =  n ( n - l  +  В) и. (23) Простейшая форма последнего уравнения имеет вид(•г2 +  У) 7 1  +  2 ху

д 'и д‘ и+  Г 7 3  +
+ ( В х  + t/цц)g- + ( B y  + g 00) ±  =  n ( n - l  +  B ) u .  (24)Уравнению (24) соответствует характеристический многочлена  (х, у ) =  яс -  6J =  (хг +  у ) у* -  х1уг — у*. (25)

(22)

4. Если уравнение (9) имеет два простых корня, то, как показано в предыдущем параграфе, после некоторого аффинного преобразования получим условия (10). Следовательно, в этом случае допустимое уравнение приводится к нормальной форме первого тина (13) и (15).Предположим теперь, что уравнение (9) имеет только один двойной корень. Тогда выполняются условия (5.61):
азо =  0, aoi =  a,2 =  l, а2, =  а„2 =  а,, = 0 . (2 6)

С помощью этих условий из формул (6) при А = 1
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сю =  0, я,„ =  1, с0| =  2й|0,«ю =• 1 +  2601, я оо =  V  26ц,, />оо =  610(1 +  6„,).В результате находим четвертую нормальную форму допустимого уравнения[ * 3 +  (1 +  2 Ь01) х  +  у +  (Ь'01 - 2 6 10) ] ^  +0Х л+  2 Uw +  Ьпгг +  Ь011/ +  610 (1 +  60|)| ^  +  +  (/А* +  2610// +  с00) +  (Пх +  (/„„) ^2- +V

ди+  (By +  gt0) % - - n ( n - l  +  B )u . (27) Простейшая форма этого уравнения имеет вид/„.* I _  | О U . n  U U , „<Г11 ,( ■ * + *  +  +  2-гулт^: +  0* г »  +• д~и
дх ду ОУдх* 

ди
~дх ' ' »оо/ t?i/Уравнению соответствует характеристический многочлен+ (Я* + <U£  + (% + /?оо) £■  = " ('* -  1 + д) «• (28)

а(.г, у) =  ас — Ь2 = ( х  +  у )у 2. (29)5. Если уравнение (9) имеет один простои корень, то справедливы условия (5.62). Среди них нет коэффициента а ,2. Случаи, когда ос,* =  0, будет рассмотрен ниже. Л сейчас будем считать, что <х,г = 1 .  Тогда получим условия«V »Ч/ »s» ^  <ч*а 3„ =  0, a„j =  a -, =  а ,г =  1, а го =  а ,| =  0. (30)Далее, как обычно, сопоставляя равенства (6) и (30), имеемСи “  0, ащ — 1, Со| =  I "Ь 26,„, Яю “  1 Ф 26,„, 
с оо =  ^10- /'по =  —  +  Ь01 +  /*10 +  /'щ/'io*Подставляя эти значения в уравнение (1), получим пятую

8 «I
нормальную фюрму допустимого уравнения:

U 2 +  (1 +  2601) лг +  У +  аоо1 +ОХ+  2 [ту +  bl(tx  +  60|у +  (4 - +  Ь„1 +  Ъ10 +  601610)| 577^ ++  [у2 +  (1 +  2Ь10)у  +  Ы ]  0  +  (Вх +  d j £  +
+  ( « У  +  * о о ) ^  - и ( « - 1  +  Л ) « .  ( 3 1 )Простейшая форма этого уравнения имеет вид/ • , . v д 2и  , с , (  . 1 \ д 2и  . ,  ч д2м< *  + 1 +  »> 5?  +  2 11»  +  т )  +  »> J ?  ++  (В * +  ' U +  +  (»!/ +  « .„ ) - £  - » ( ' ! - !  +  (-42)Ох ОуУравнениюгочлепа  (*, 1/) =

(32) соответствует характеристический мно-
ас — Ь2 =  (х2 +  х  +  у) (у2 +  у) — (ху +  4 -) =  =  хуг +  у* +  х2у  +  г  — (33)6. Если уравнение (9) не имеет корней, то в первом подслучае рассмотренного в предыдущем параграфе случая 7 выполняются условия

«зо =  ctu =  a2o — се,, =  0 , a2i =  a0j =  l. (3 4 )Из этих условий, как обычно, паходимсю =  0, а,„ =  1, с0, =  1 +  26,0, а,„ =  26„,,
С00 =  /'lOt /'«О =  /*01 0  Ф ^ю)‘Следовательно, шестая нормальная форма допустимого уравнения имеет вид(х2 +  2 Ь01х  +  у +  я00) ^  +  дх

+  2 \ху +  blox  +  boly +  6„, (1 +  610)| ++  \уг +  (1 +  2 bt0)y  +  bin) ] —j +оу+  (Я* +  с/00) +  (Яу +  £00) ^ -  =  п (п -  1 +  Я) и. (35)



152 ДОП УСТИ М ОЕ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН О Е У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ. IVПриравнивая нулю вес произвольные коэффициенты в многочленах при старших производных, получим простейшую нормальную форму шестого тина<** +  й §  +  2* » и ^  +  <»,  +  к > 0  ++  (Дг +  о  1т +  («V +  Ь .)  57 (30)Этому уравнению соответствует характеристический многочленсс(х, у) =  (хг +  у) (уг +  у ) - х 2уг =  у (у г +  х г +  у ) . (37)7. Рассмотрим теперь условия (5.65). В них отсутствуют коэффициенты а ,2 и a 2t. Предположим, что эти коэффициенты равны 1. Тогда получим
« з „ =  « „ 2 =  оси =  а : , =  1, « 2„ =  «„2 =  0 . (3 3 )Из условий (38) следуют равенстваСю =  1, doi =  I, Coi =  1 "Ь 26|о, Яю =  1 "f 21),к,*-оо=  1 2й0|, я0о =  V  1 2Ь|0.Подставляя эти значения в уравнение (1), получим седь

мую нормальную форму допустимого уравнения[х 2 +  (1 +  2/>01) х +  у +  (&о 1 — 1 26,0)J +«2+  2 (ху +  Ь10х +  f>(lly +  Ьои) - j j g  ++  [lT +  1 +  0  +  2610) у +  (д{0 — 1 — 260,) ]  ++  +  d j  - g  +  (By +  у00) - g  =  n (n -  1 +  fi) u. (39)Простейшая форма этого уравнения имеет вид (х2 +  х +  у -  l ) g '  +  2 x y g g  +  (у2 +  х +  у — 1) £■ +  
0у- ++  (fix +  d00) - g  +  (fiy +  y00) g  -= n (n — 1 +  fi)  u . (40)Уравнению (40) соответствует характеристический многочленa ( x , y) =  (x* +  x  +  y — l)(y *  +  x  +  y — l) — x 1y2 ==  x 3 +  x3y +  x y 2 +  2xy -  2x -  2y +  1 +  y \  (41)

§71 П О Н И Ж ЕН И Е П О РЯ Д К А Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  М Н ОГОЧЛ ЕН А 153Анализ всех рассмотренных случаев значений коэффициентов характеристического многочлена показывает, что необходимо рассмотреть еще два случая возможных значений. В самом деле, среди условий (10), (18), (22), (26), (30), (34), (38) но встречаются еще две комбинации:« > „ = « „ 3 = 1 , «21 =  « |2 =  0, (42)«3„ =  «„3 =  «21 =  1, «12 =  0. (43)В этих двух случаях уравнение (9) имеет соответственно вид
е +1  =  о, t3+ r - +  i =  o.Поскольку оба уравнения имеют по одному действительному корню, то после соответствующих аффинных преобразований условия (42) н (43) заменятся условиями (30). Следовательно, условия (42) и (43) не приводят к новым нормальным формам. Ясно, что и наложение дополнительных условий на другие коэффициенты не выводит эти два случая из числа рассмотренных.Таким образом, в настоящем параграфе показано, что если хотя бы один из четырех старших коэффициентов характеристического многочлена отличен от нуля, то допустимое дифференциальное уравнение с помощью некоторого аффинного преобразования приводится к одной из семи нормальных форм.§ 7. Нормальные формы при понижении порядкахарактеристического многочленаВ настоящем параграфе допустимое дифференциальное уравнение (6.1) рассматривается при условияхa 3o =  a 2i =  « |2 =  а„з =  0. (|)В этом случае характеристическое уравнение (6.5) имеет вида(х, у) =  а 2„х2 +  а ,,ху +  а 02у2 ++  а ,0х +  а„,у +  а„„ =  0. (2)Это уравнение определяет либо кривую второго порядка, либо две прямые, либо одну прямую. Каждому из этих случаев соответствует некоторое допустимое дифференциальное уравнение. Рассмотрим наиболее характерные примеры таких дифференциальных уравнений.



I . Пусть сначала А  =  1. Тогда из условий (1) и формул (0.(5) находим равенства
Ощ =  0, сю =  0, Я|0 =  2&ui, I =  2ft,о.Следовательно, уравнение (6.1) в атом случае приводится к виду

( *  +  2bu x  +  a J %  +
°Х т.4+  2 (ху +  blox  +  boly +  b0„)-j^-j-y ++  (У* +  2ft,оУ +  O 0  +  (Bx  +  d j  £  +
+  (By +  g00)%  =  n ( n - \  +  B )u . (3) Как обычно находим простейшую форму этого уравнения
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X- 'й1 . о п . _£ iL  , „2 Л« ,

+  (В *  +  < U | f  +  (»»  +  < !« ,)*  - » ( » - !  +  Щ и . (И)Характеристическое уравнение в этом случае имеет вид 
а (х , y) =  (xz — 1) (уг — \ ) — хгуг =  1 — х г — уг =  0. (7)Уравнение (6) и соответствующие ему ортогональные многочлены впервые рассмотрел Ш . Эрмит [V I 1.7]. Свойства ортогональных многочленов Эрмнта и уравнения (6)

подробно излагаются в монографии II. Аннеля и Ж . Камне де Ферье [111.1].Уравнение (6) будем называть восьмой нормальной 
формой допустимого дифференциального уравнения.2. Пусть теперь А  = 0 .  Тогда из первых четырех формул (6.6) следуют условия (1). А  из остальных находим®20 =  ®10̂ 10 ^ИЬ ®02 =  «01С01 0̂1*

’■ OloCoi "I" Яо)С,о — 2 ft о ft ft 10g
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+  (Bx +  d j ^  +  (By +  f r J * J i  =  n ( n - i  +  B )u . (4)Поскольку в данном случае имеем характеристическое уравнение
а (х , у ) =  а с -  Ьг =  х гуг -  х гуг ■» 0,то уравнение (4) не представляет интереса.Рассмотрим второй частный случай уравнения (3). Положим в этом уравнении

f t .o  =  f t » ,  =  ftoo =  0 ,  a „ o  =  c 00 =  l .  ( 5 )Тогда получим
д*и

’  0 х  Оу

an
a,« =  Я|цС,1о — 2ft, А» "Ь аооСю, a 0i =  OolCoo ~ 2ft0|ftoe "Ь ЯоиСо!) а пл =  o nnc ,tn ftoo*

(8)

*00 uooL’ooЛ дифференциальное уравнение (6.1) при условии / 1 = 0  имеет вид
.ОГи .

(а10х  +  а,,,!/ +  а„„) ++  2(ft1(rr +  boly  -(- fte0) 0х0у +  (^10̂  +  coiJ/ +  coo) 0yi ++  (Bx +  d j g  +  (By +  g00) g  =  nBu. (9)Этому уравнению соответствует характеристическое уравнение
а (х , у) — ас — ft2 ==  (aiox  +  а0,у  +  a00) (el0*  +  coiy  +  с00) —- ( f t , „ i  + &0|у + ft00)2 =  0. (10)При рассмотрении наиболее важных н характерных случаев можно исходить нз допустимого уравнения (9) и подбирать его коэффициенты таким образом, чтобы получать различные линии, соответствующие уравнению(2). С  другой стороны, можно зафиксировать некоторую конкретную линию с уравнением вида (2), а затем подбирать коэффициенты уравнения (9), но при этом необходимо обеспечить выполнение громоздких условий (8).Пусть дано допустимое дифференциальное уравнениеЛ  +  2 —  +  1 / 4  +

д х 1 +  “  д* ° «  у  0у

<Ги

+  (Bx +  d j g  +  (By +  g j g  -  nBu. (11)



15(1 ДОПУСТИМОЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРЛШ1Е1ШЕ (Г.Т IVСоответствующее характеристическое уравнение 
а  (х, у ) =  ас — Ьг =  ху — 1 =  О ( 12)определяет гиперболу. Будем называть уравнение (11) 

девятой нормальной формой допустимого уравнения.3. Рассмотрим дифференциальное уравнение
о2 ы д'и ди О и

+  Ут1 +  (В х +  d j £ +  (By +  e j £  =  пВи. (13)дх‘  ~ ду‘  ' '  ■ ' *•*»' ОуСоответствующее характеристическое уравнеппе 
а (х , у ) =  ас — Ь1 = х у  =  О (14)определяет пересекающиеся прямые. То же самое характеристическое уравнение (14) соответствует еще двум допустимым дифференциальным уравнениям

дги 01и
- х 7 ? - у 7 ?  ++  (Вх  +  <10о) %  + (Ву + ёоо) %  = пВи< (15)

у о ?  +  х °о72 +  (/ijr +  d°o) ё + {Пу + 8оо) 5 =  пВи‘ (,,1)Каждое из этих уравнений можно считать десятой нор
мальной формой допустимого уравнения. Если в уравнении (15) положить

В =  I , d,m =  - а  -  1, £„„*=-{1 — 1,то получим уравнение Лагерра — Лагерра (3.5).4. Рассмотрим теперь случаи, когда уравнение (2) определяет две совпадающие прямые. Это будет например, когда а(х, у ) ™  0 или с(х , у ) « 0 .  В этих случаях имеем уравнения
q2 «X2 К о *  +  Ь01у  +  Ко)оГоу К о *  c«,y  +  с°о) ~ i  ++  (Вх +  c l j  ̂  +  (Ву +  g00) ~  =  пВи, (17)

К о *  +  а 01у  +  а и0) - ^  +  2 К 0*  +  Ь01У +  «̂<1) 57̂  ++  (Ях +  г/00) +  («у  +  &,„) ^  =  пВи. (18)Этим уравнениям соответствует одно и то же характери-

$ 7| ПОНИЖ ЕНИЕ ПОРЯДКА ХАРАКТЕГИСТИЧ. МНОГОЧЛЕНА 157  стнческое уравнениеа ( х , у) =  ас — Ь2 = —(Ь10х  +  Ьи,у  +  Ь„„У =  0, (19)которое определяет две совпадающие прямые, если хотя бы один из коэффициентов Ь,„ или Ь01 отличен от нуля.В частности, такому типу принадлежат уравнения
2 г оГТу +  У ^  ++  (Вх +  (/оп) — +  (Ву +  у  ,,„) — =  пВи, (20)
/ I 4 \ ^ и  I О(^ +  1 ) ^  +  ^ — # ++  ( в *  +  о !  +  №  +  « „ > £  -  « » “ ■ (21)Будем считать уравнение (20) одиннадцатой нормальной 

формой допустимого дифференциального уравнения.5. До сих пор считалось, что уравнение (2) является уравнением второго порядка. Рассмотрим теперь случаи, когда это уравнение вырождается и имеет вида ( х , у) = а ,„ х  +  а „,у  + а 0„ =■=(). (22)Эго будет иметь место, например, для двух уравненийК о *  "1" Я01У Ф "1” “ 0̂0 ,)х f)y “1" С00 ФФ (Вх  +  (/о.) 37 Ф (Ву  1- g j  ̂  =  пВи , с00 Ф  О, (23)
+  К о *  +  с° 'у  +  +Ф (/Аг +  t/00) ̂  +  (//у +  g j  =  n flu , аии ф  0 . (24)В частности, имеем уравнение— х —  — —  +

*  Ох2 Оу1 •Ф (Вх  +  d j  ̂  +  (//у +  tf00) -  пВи, (25)которое можно считать двенадцатой нормальной формой допустимого уравнения. Если в уравнении (25) положить
В  =  1, (!»„ = - а -  1, £„„ =  0,



то получим уравнение Лагерра — Эрмита (2.1.28). Аф- фннцо эквивалентная уравнению (25) форма имеет вид
Х 7 ?  +  Ь  +  { П х  + ( I J  Б + { В у  + “ п В и ' <2в>G. В предыдущем случае считалось, что из двух коэффициентов 0С|„ и оси хотя бы один отличен от нуля. Предположим теперь, что выполняются условияаю =  а О| =  0, а 0о = 1 . (27)Тогда из формул (8) находим равенства®20 =  «нАо 1̂0 =  ИI ®02 =  Яо^О! *>«. =  0, a ti =  а 10с01 +  о0|С,о — 2 6 ,о6 „, =  0,

осю =  ЯюЯоо ”1* я,|0С|о — 2й,.Ь.. === 0, (28)
ОСо| =  flol^oo "1" OooCot 2 6 „ , 6 oo =  0 ,

®00 =  Я ооС 00 I'oo =  1 *Все эти условия выполняются, если положитьОио “  =  1,а остальные коэффициенты все прпраппять пулю. В результате допустимое уравнение (9) приведется к виду-  -  $  +  < « * +  < U  S  +  (« »  +  * ->  £  -  • (20)Будем считать это уравнение тринадцатой нормальной 
формой. Если в уравнении (29) положить В  =  2, d„„ =  ■=£„„ =  0, то получим уравнение Эрмита — Эрмита (3.3). Условия (28) выполняются также для уравнения

158 ДОП УСТИ М ОЕ Д И Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН О Е У Р А В Н Е Н И Е  [ГЛ. IV

0-и . д \
3 ?  +  ^  +  <«* +  « » > £  +  +  * - > g  =  я®*. (30)Можно, конечно, выделить в отдельный тип все то из уравнении (9), для которых выполняются условия (28). Но здесь рассмотрены только два примера таких уравнений.7. Уравнения (17) и (18) рассмотрены при условии, что из коэффициентов btt и Ь0, хотя бы один отличен от нуля. Предположим теперь, что b,0 =  fc0i =  0, но £>оо ^  0.

Тогда, например, уравнение (18) примет вид
, д*и Л
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\ I о/,  ̂ ** 1(а1их +  а01у +  аоо)-^2 +  ~°°»дхду +, fhl

' Ту+  (Вх +  c u f i  +  ("У +  SJTy  =  nIiu' Ь""ф 0 - (И1)В качестве простейшей формы примем уравнение
У дх% +  2 дх (hj +  (Вх  +  (/„„) дх ! (By +  £un) (}(j — пВи.(32)Будем называть это уравнение четырнадцатой нормаль

ной (формой допустимого дифференциального уравнения
( 8. 1 ) .8. В качестве пятнадцатой нормальной формы примем уравноннс. ,  \ а ц п и и , / 4 I .t in„ _ j .) _ _ 2 !, _  +  (1 +  * ) - ! +

+  (Ях +  U s  +  A - U J ;  “  (33)В  этом случае характеристическое уравнение
а (я, у ) ~  ас — ft1 =  I — хг — у1 — 0 (34)определяет окружность. То же самое уравнение (34) соответствует допустимому уравнению« + ^ . + 2 » 5 i f , + ( ' - ' ) : 7 ++  (Дх +  +  (it,j +  * „ ) | 2  -  л В «. (35)Аналогичные между собой уравнения (33) и (35) существенно отличаются от уравнения восьмого нормального типа (6), которому соответствует то же самое характеристическое уравнение (34).Приведем некоторые другие примеры допустимых уравнений, которые, как это будет установлено в следующей главе, существенно отличаются от рассмотренных выше 13 нормальных типов.1. Несмотря на то, что уравнение( | _ х ) 5 ?  +  2» г а  +  (1 + х ) | ?  ++  (Вх +  <U  £  +  («» + еJ  щ  -  »в “  (30)



аналогично уравнениям (33) и (35), по своим свойствам оно существенно отличается от них.2. Допустимое уравнение
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( | _ „ g +  (! +  „ £  +. Ои

, А

+  (В*  +  (1,ю) '■ £ +  (п У +  щ  =  пВи  (37) имеет характеристическое уравнение 
а (х , у) =  ас — b1 =  1 — х : =  О,которое определяет две параллельные прямые.3. Для уравнения
М—  4- 4- —  4-
У Ях1 “  д х д у  +  ду* +4- (Дх 4- г/0„) ^  4- (By 4- g0„ ) р  =  пВи (38)имеема  =  ас — Ьг =  у — х 2 =  0.Допустимому уравнению
£ *  4 . .4- (Дх 4- г/,ш) 5“ +  (Ду +  /?„„) ^  =  нДк (39)соответствует характеристическое уравнение а  =  ас — 5г =  — 1 — я2 =  0.5. Для допустимого уравнения, 0„  <?4u

Ox1 ~J  Ях O i j  X  0 y i  ++  (Bx 4- d j  4- (By 4- g j  =  nBu  (4 0 )находимa  =  ac — b z =  —x 1 — i/: =  0.6. Если в уравнении (31) положить 6„„ =  0, то получим уравнение
ЛК о *  +  а01у 4- я „ „ ) ^  4- 
дх

4- (Дх 4- d„ 0) 4- (Д// 4- А'(>0) Щ =  л Дм. (4 1)Все эти примеры соответствуют различным частным случаям характеристического уравнения (2).

Глава V

П О Т ЕН Ц И А Л Ь Н О
СА М О СО П Р Я Ж ЕН Н О Е У Р А В Н Е Н И Е  
Н Ф О РМ У Л А  РО Д РИ ГА

§ 1. Потенциально самосопряженные операторы

Du

В настоящем параграфе основной дифференциальный оператор
дги .  о »  д2и ,  д2и ,  J  Яи д и  /<ч
j ?  +  2b7TT) +  ' ^  +  d T , +  i i * ;  <*>рассматривается при условии, что ого коэффициенты непрерывно дифференцируемы в некоторой области G. В теории дифференциальных уравнений в частных производных известны так называемые самосопряженные 

операторы. В случае двух переменных такой оператор имеет вид [1.7, с. 179]
„  Я ( ди ■ Яи\ Я ( ,  Яи ди\
0 и  =  а 7 [а - х + Ь Т у ) + ^ { Ь ^  +  с ШВыполняя дифференцирование, получимА*-
Du Я" и „ .  Я1 и Я~и ,

а Я  +  2Ьт ъ  +  с 7 ?  +

+ (  1 4- ( —  4- —  /9\
\ 0х ' д у ) 0х \(>х Оу ) Оу * *~Следовательно, для того, чтобы оператор (I)  был самосопряженным, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

(3), да . ЯЬ 
а  =  —  4- — , дх ду

0Ь Ос 
дх д у ‘О п р е д е л е н и е . Оператор (1) называется потенци

ально самосопряженным в области С , если в этой области существует такая положительная и дважды непрерывно дифференцируемая функция h(x, у ) , что оператор
h D u - ( h a ) ^  +  2 ( h b ) ^  +  (hc)d±  +

+  {hd)d£  +  (hg)%  (4)является самосопряженным в области G. И  п  К. Суетни
ду
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hd =  £ ( h a )  +  ± ( h b ) , kgду дх (5)Эти равенства являются условиями потенциальной самосопряженности оператора (1). Выполняя дифференцирование, из равенств (5) находим

dh ,  dh , ( , да дЬ \
a 77 +  b ^ - h (d - - d l - ^ ) '
, Oh , Oh , / дЬ

Для краткости введем обозначения
,  да дЬ дЬ дсф „  d _  _  _  _  ^  =  g -  -  -  - .

ду

( 6 )(7 )
(8 )Поскольку оператор (I) определен, то обе функции (8) известны. Используя обозначения (8), нз равенств (6) и (7) находим

ОН , , dhа т  +  О тдх ду 
, d h  , dh

дх ' ду

цк,\Jк.

(9 )
( 10 )

в виде
dh ') +  ‘ / 1 dh\° ( - dx ду) =  Ф.. / 1 dh \ +  c ( 1 dh \ =  ф.» -) A dy )

Равенства (9) и (10) можно рассматривать как систему уравнений в частных производных для определения неизвестной функции к (х , у ) . Представим эту систему
( « 1)
( 12 )

Далее, будем считать, что функции (8) в области G  но обращаются в нуль одновременно, т. с.Ф*(х, p )+ t|r(x , у ) > 0 .  (13)Тогда для существования решения системы уравнений ( I I)  и (12), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условиеа ( х , у) =  ас — Ьг Ф 0. (14)

§ 1| П О ТЕН Ц И АЛ ЬН О  САМ О СО П РЯ Ж ЕН Н Ы Е ОП ЕРАТО РЫ  ЮЛПо коэффициентам системы уравнений ( I I )  и (12) введем еще две функции:(} =  фс — фб, f  =  яф — b(f. (15JТогда при условиях (13) и (14) получим решение системы уравнений (11) и (12) в видеJ_(jiЛ ____J _  djL  — 1 .
h дх а  ’ h ду а  ' (1G)Т е о р е м а  1. Для того, чтобы оператор (1) был по

тенциально самосопряженным, необходимо и достаточно, 
чтобы выполнялось условие (17)± ш  =  . ± ш

дх у а  J  ду \  а  ]Д о к а з а т е л ь с т в о .  II редположим сначала, что оператор ( I ) потенциально самосопряжен, т. е. функция й (х, у) как решение системы уравнений (11) и (12) существует и отлична от нуля в области G . Тогда, дифференцируя равенства (10), получим
д_ / _ у \ _______ L  O b  i i '  4- —  —

д х  \ а )  д2 д х  д у  ' h д у д х '

д_ /_Р_\ = ____ 1_£Л £Л
ду\а  ) ~  д2 °У °х

1 d‘ h 
li дх ду ‘Этим необходимость условий (17) доказана.Пусть теперь условия (17) выполняются в области G. Из уравнений (10) находим равенства

яIn к (х, у) =  j  dx +  с , (у),
хо
V1пй(х, у ) =  J ду +  сг (х).

(18)
(19)

Здесь с, (у) и C j( х ) — неизвестные функции. Для определении функции с,(у)  дифференцируем равенство (18) по 
у и используем условие (17). В результате получим

Т Т у  —5- - j d x  + * ( I f ) - T -  (т )х. х + с^ ‘п *
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+  С3 (2 0 )

Аналогично из уравнения (19) находим
_1_ м
h дх

С2 (х) f e u - . * -
последовател ьно

( 21)

Найденные функции (20) и (21) подставляем в формулы (18) п (19). В результате получим искомую функцию А (х, у ). Например, из равенств (19) и (21) имеем
1v * \+  J  [ Ш в - в ] <г*  +  Ч  (22)

«о *о )Теорема доказана.Поскольку система уравнении (1G) рассматривается при условии (14), то необходимое и достаточное условие потенциальной самосопряженности (17) можно представить в виде0V OCt. </|J п,<Ф , да (23)
Далее, определение потенциальной самосопряженности оператора (1) имеет смысл, если хотя бы одно из равенств (3) не выполняется, т. с. если хотя бы одна из функций (8) но равна нулю тождественно. А  если равенства (3) имеют место, т. е. оператор (1) определен но формуле (2), то обо функции (8) равны нулю тождественно. Тогда равны нулю и обе функции (15). В этом случае из формулы (22) следует, что функция А (х, у) есть тождественное постоянное. Но нарушая общности, можем считать, что А (х, (/)*■ 1.Таким образом, если оператор (1) самосопряжен в области G , то в этой области имеем А(х, у)ш  1,А  в общем случае из формулы (22) следует, что функция А (х, у) положительна в области G. Эта функция называется весовой функцией потенциально самосопря

женного оиератора в области G . Пз формулы (22) следует, что весовая функция потенциально самосопряженного оиератора определяется с точностью до постоянного сомножителя.Весовая функция на множестве всех многочленов определяет функционал
J(l> ) =  ^  Р (х , у) h (x , у) dxdy, (24)сесли, конечно, все такие интегралы существуют. В § 1 гл. IV  было рассмотрено условие согласованности функционала (24) с дифференциальным оператором (1). Эти условия имеют вид (4.1.13)У ( Л ,Р )= / ( Л гР) =  0, (25)где Р (х , у ) — произвольный алгебраический мпогочлеп по двум переменным, а операторы Л , и Л г определяются равенствамиЛ , =  а Я , +  ЬОг +  <1Е, Л г =  Ы){ +  cD2 +  gE. (26)Рассмотрим условия согласованности (25) в случае потенциально самосопряженного оператора (1).Т е о р е м а  2. Если оператор (1) потенциально само

сопряжен в односвязной области G , ограниченной кусоч
но гладкой кривой Г , и А(х, у ) — его весовая функция, 
то для согласованности функционала (24) с оператором ( I ), необходимо и достаточно, чтобы для любого много
члена Р (х , у) выполнялись условияf  А (х , у) Р  (х, у) (ady — b dx) =  г =  ( А (х, у) Р  (х, у) {bdy — с dx) =  0. (27)гД о к а з а т е л ь с т в о .  В силу формулы Грпна для любых двух непрерывно дифференцируемых функций справедливы равенства

\ \ uT x ^ dy =* \ u v d y ~ \ \ v T z d xd y' (2 8 )
с г  о

^ u ^ d x d y ^ - ^ u v d x - ^ v ^ d x d y .  (29)С Г СПопользуй эти равенства и первую из формул (26),



находим
j  И , р ) =  J J* A (*. у) («^7 + ь J7 + dP) dx dy =

— I* ft (x, у) P  (x, y) (ady — b dx) —

-  И p  I t ?  +  °~^r ~ hl1] dx dy- (30)Аналогично, применяя формулы (28) и (29), в. случае второго из операторов (26) имеем
J  (А *Р ) ”  J J  h  ( * . У) ( fc5 7  +  +  £ 7')  -

=  j* **(», У)7> (-г. У) (bdy — c dx) — 
v

- U p ^ y ) \ d- T r  +  a- i r - he\dxdy- (31)

В силу условий (5) двойные интегралы в правых частях равенств (30) и (31) равны пулю. Поэтому условия (25) эквивалентны условиям (27). Теорема доказана.
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§ 2. Допустимые и потенциально самосопряженные уравнения13 настоящем параграфе рассматриваются случаи, когда основное дифференциальное уравнение является и допустимым, и потенциально самосопряженным. При этом, поскольку в предыдущей главе были получены нормальные формы допустимых уравнений, то на потенциальную самосопряженность проверяются только указанные нормальные формы.1. Рассмотрим уравнение Аппеля в общем виде (4.6.15)
( х 2 — х ) ^ ,  +  2X1/ 

дх
д и . > •» \57-y  +  l r - r i t f+  (Вх +  d00) +  (By +  g j  9£  -  п (п -  1 +  В) и. (1)

8 21 Д О П УСТИ М Ы Е и  САМ О СО П РЯЖ ЕН Н Ы Е У Р А В Н ЕН И ЯВ этом случае имеем
а ■■ 
d

гг - х , b =  ху , с —у1-  у,
Вх +  d00, К =  By  +  g 00*Из равенств (2) находим

да „  , дЬ— =  2х — 1, —дх дх
дЬ

У' 55 — =  2« — 1 ду ’ ’
да дЬ „  ,  дЬ , дс 0 .57 +  5 5 = 3 х - 1- 5 7 + 5 5  = 3- ' ' - 1-

(2)(3)
(4 )(5 )

167

Прежде всего, рассмотрим условия самосопряженности уравнения ( I ) . В силу формул (3) и (5) из равенств (1.3) получаем
В х  +  d„„ =  Зх — I , By  +  g„„ =  Зу -  1. (6)Следовательно, уравнение (!)  самосопряжено при условиях В =  3, d,,,, =  gto =  — 1, и тогда А(х, у ) =  1.Предположим теперь, что условия (6) не выполняются. Тогда в силу равенств (5) для функций (1.8) имеем(7 )

(8)

ф г г  -  <в -  3> * +  м »  +  «•
- 0 > - * ) я  +  (е*, +  П.ФДалее составляем вспомогательные многочлены но формулам (1.14) и (1.15). Используя равенства (2), (7) н (8), находим

а =  а с - Ь г =  х у ( [ - х  — у ) , (9)(3 =  ф с— ifA ==  (d0„ +  \ ) уг + (2  — В  — g„„) ху  — (d„„ +  1 )у , (10)f  =  я»|- — £кр ==  (/?.... -Ь 1)х! + ( 2  - B - d M) x y - ( g m, +  1)х. (11)Для этих трех многочленов необходимо проверить условие потенциальной самосопряженности (1.23)
дх г дх ду '  ду ( 12)Используя формулы (9) — (11), получаем 
ду да 

а д 7 - У Т х  ==  ху (1 -  X -  у) [2 (g00 +  1) X +  (2 -  В -  d00)y -(/?00+ 1 ) ] -
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dR а да 

а ¥ “ р ^  ==  ху(\ — х  — у) |2(f/00 4- 1)У +  (2 — В  — ?оо)х —(f/„o+l)l—- 1(4,0 +  1) у- +  (2 -  п  -  gw) ху  - ( 4 ,о +  1)г/)(х-х2-2 х г / )=
=  3~y2(l — B  — gw — dw). (14)Правые части равенств (13) и (14) совпадают. Следовательно, условие (12 ) выполняется при любых значениях параметров В , 4>« и goo.Таким образом, уравнение (1) является потенциально самосопряженным при любых значениях параметров.2. Переходим к рассмотрению второй нормальной формы допустимого уравнения (4.6.20)х2 ^  +  2х| +  

дх дх ду ду+  (Вх +  d j  £  +  (By +  g j  щ  =  п (п 1 +  В) и. (15)
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В этом случае имеем многочлены
Ф♦

й =  ху,
да дЬ

(1 — дх ду
дЬ дс£ ~ дх ду

у  -  У, (16)
(17)Функции (16) и (17) равны нулю при условиях В  — 3, 4>о =  0 и goo — — 1. Следовательно, при этих условиях уравнение (15) является самосопряженным.Предположим теперь, что функции (16) и (17) но обращаются в нуль тождественно. Тогда с помощью этих многочлепов находим формулы

а  — ас — 1г — —хгу,Р =  фс -  ifft =  ху  (2 -  В  -  goo) +  dooty'- -  do„y,
t  =  a\J - -  b(p =  (goo +  1 )хг -dooxy,

n  l!P  _  ft 0 a _______ r i . f i , l
a d y  P d y  ~~ y  '°° ’

0y do. a ° )a ^ - V a 7 “ - ^ o o -

8 2)Таким образом, условия (12) для уравнения (15) выполняются, и, следовательно, это уравнение является потенциально самосопряженным при любых значениях параметров.3. Третья нормальная форма допустимого уравнения имеет вид (4.6.24)
, 2 ,  \ д а  . о д и ,
(x* +  y ) j ?  +  2 x y »7a7j +  y ду1 ++  ( « X  +  ( W g  +  (By +  g w )  %  =  /I ( n  -  1 +  В )  и. (18) Аналогично предыдущим случаям здесь имеемс р = (Д -3 )х  +  4 ,о , ^ =  3)1/ + П о следовательно, при условиях В  =  3 и d0* =  goo *= 0 уравнение (18) является самосопряженным. А  в общем случае, как обычно, рассматриваем многочленыa  =  ас — Ьг =  у3,§ =  фс -  ifb =  у (dooy -  go  ox),К =  flip — b(f =  (В  — 3) У3 +  gooX2 +  go„y — dooxy.С помощью этих равенств находим

и dot.a-X  — 6 —ду 1 ду 2/ГооХг/3 — 4»!/\

a 3  “  V Л7 =  У3 (2̂ 00* -  4,0у)-дхТаким образом, условие (12) выполняется и уравнение (18) является потенциально самосопряженным при любых значениях параметров.4. Рассмотрим теперь четвертуй, нормальную форму допустимого уравнения (4.6.28)(х2 +  х +  у ) ^ '  +  2 ху 
дх

д-и , , 2 dlU 
дх ду +  У оу-

+  (Вх +  4 , 0) +  (ВУ  +  g 00) п(п  — 1 В )и . (19)

1
Поскольку в данном случае имеемф ==(В  — 3)х +  ( 4 о  — 1), $ =  (В — 3)у + goo,то, следовательно, уравнение (19) будет самосопряженным при условиях В  — 3, doo =  1 и goo =  0. А  в общем
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случае рассматриваем многочлены 
а =  а с -  Ь1 =  (х +  у) У1,(} =  <рс -  фй =  (</.,« -  1 )уг -  g»«xy,
1  =  я ф -й ф  =  ( / ? - 2  -  d<,„)xy + ( В  - 3 ) у г +

+  g>w(x* +  x  +  //).Для этих многочленов находим
а £  — Y =  У1 !(• — <А>о) У~ +  о̂о (** +  2ху)|,
«  % ~  Р S =  У ''1(1 “  ^  ** +  * " > +  2х;/)1 •Следовательно, уравнение (19) потенциально самосопряженное при любых значениях параметров.5. Пятая нормальная форма допустимого уравнения имеет вид (4.6.32):(X* +  X +  y ) j j  +  2 (ху +  +  (У1 +  У) ++  (Их +  d j  ^  +  («у +  /Г J  g j -  и (я — 1 +  # )и • (29)Поскольку в данном случае имеемФ = (/ ? -3 )х  +  е?„„— 1, ф = ( Д - 3 ) у  +  £и0 — 1,то, следовательно, уравнение (20) самосопряжено при условиях В  =  3 и с/оо =  gait =  1. А в общем случае рассматриваем еще три многочлена
а  =  хгу +  ху- +  у3 +  у2 — j  ,Р =  (В — 2 — у00)ху +  (</00 — +

+ 00 +  TJ у  У  у  К о  — ()»V =  (В -  2 -  </„0)ху +  (« -  3)1,- +  (Коо -  1)х* ++  (ffoo +  у  — у  X +  К 0 1) {/ у  К о
С помощью этих многочленов получаются равенства

“ S  ~  v S  =  М »  +  £«« +  1 -  В ) Х ' У  +

+ 2 К „  +  2 — Д )ху 3 + (1 — c/0ffl)y ' +

X
$ 2| +  (Я — 1 — 2g J  хгу +  ( у  -  у  с/„„) У* +

+  К о - 1 )  *У + у  (3̂ 00 -  «) г  +  У  (1 -  *оо) * ++  у  К о  +  2 — В )у -\ -—(В  1 — 2 g00), (21)Ко + Яоо + 1 -  В )  *V +

+  2 К о  +  2 — В) ху3 4- (1 — d j y '  ++  К о  +  1 — 2г/00) х у  +  (В — 1 2(/оо) у3 +
+  (go» — 1) ху +  ( у  +  у  2 о̂о j У  +

+  { ( « « , +  2 -  й ) х  +  ( е „  -  -г - т ) !/ _
- т К  + т - 1 ) -  <22>Сравнение многочленов (21) н (22) показывает, что они могут совпадать только при условиях В  =  3 н d„„ =  £о« =  1. По, как было отмечено выше, при этих условиях уравнение (20) самосопряжено. Следовательно, других случаев потенциальной самосопряженности уравнение (20) нс имеет. Таким образом, этому уравнению соответствует только единичная весовая функция й (х, у)«= 1.6. Переходим к рассмотрению шестой нормальной формы допустимого уравнения (4.0.36)

. . . .  .  д*и , 0 д ги , , . дги(Х‘  +  у )^  +  2 х у о7оГ. +  ( У +  У ) ^  +0Х (>(/ <?!/+  (/Лг +  f/„„)^ +  (By +  g,m)—y п ( п -  1 f-tf)u . (23)Этому уравнению соответствуют многочлены 
ф =  (В  -  3)х +  ф =  (В  -  3)// +  tfoo -  1.Следовательно, уравнение (23) самосопряжено при условиях В  =  3, rf„„ =  0 и =  1. А  в общем случае имеем
а =  ас — Ьг =  у (уг +  х г +  у ) , р =  фс -  фй =  (В  — 2 -  gm)xy +  dmi f  +  d,,(,y,■)f =  яф — Йф = (g„, -  I ) х г -  d^xy  +  (В -  3) уг +  (go,, -  l) y .



Д О П УСТИ М Ы Е II САМ О СО П РЯЖ ЕН Н Ы Е У РА В Н ЕН И Я «73(72 П О ТЕН Ц И АЛ ЬН О  САМ ОСОП РЯЖ ЕН Н ОЕ У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ  VС помощью этих формул получаются равенстваа  S  ~  V ' 2 =  Г  К о *3 +  2 ( g m - n  +  2) x y - d 00y -  -  d 00y ] ,(24)-  Р 57  =  У3 К . , * ’ +  2 (gon — В  +  2) ту -<*оо У2 (** 2 goo)* 2d00y ĉ ool • (25)Из равенств (24) и (25) следует, что уравнение (23) потенциально самосопряжено тогда и только тогда, когда ВЫ ПОЛНЯЮ ТСЯ условия ф>0 =  О II В  =  g„0 +  2.7. Следующая нормальная форма допустимого уравнения имеет вид (4.6.40)
(х2 +  х  +  у

Ох1

+  (Вх +  duo) g  +  (By +  g j  щ  »  п (п — 1 +  В) и. (26)В этом случае имеем формулы
<р =  (В — 3)х +  d00— I, i|i =  ( f l - 3 ) y  +  g„o — 1.Следовательно, при условиях В  =  3, d„„ =  g„„ =  1 уравнение (26) является самосопряженным. Л в общем случае, как обычно, вводим многочлены
а  =  ас — Ь2 =  х3 +  х гу  +  хуг +  у 1 — 2т — 2 у +  1,Р =  фс — ij-б =  (В  — 3 )х2 +  (В — 2 -  gm)xy ++  (d„0 — 1 )!Г +  (<*оо — В  +  2)т +  (du0 — 1)у + (1  — d0)), 
t  =  яф — Ыр =  (£„«— 1)х2 +  (/? — 2 — dm)xy  +

+  (В — 3 )  г/2 +  ( g o „  —  l ) *  +  (g o o  -  /? +  2 ) у  +  (| — goo).Далее, вычисляя обе части равенства (12), находим
a t ~ ^  =  ( 1 - Ы * ‘ +  2№о +  2 - Д ) т 3у ++  (doe +  g„„ +  10 -  4Я )х2у2 +  2(d„„ +  g„0 — В  +  1)ху3 ++  (1 -  d „ ) у* +  (3 -  Д )г 1 +  (d,„ +  2В -  2g,„ -  5)тгу ++  (ЗД -  2d„, -  7 )*у 2 +  2(1 -  d„„)у3 +

■ \ -2 (B -d w - g ai>-  1)тг +  2 ( 1 - ^ ,) т у  +  2 ( ^ , -  1)у ++  (d„. -  1 ) у 2 +  (6 -  В  —  g „ „  —  2d„,)T +  3 (d „ -  1),
а 7х ~  V £  =  ( 1 -  Ы * 4 +  2 (<*оо +  2 -  В )х 3у ++  (d,o +  goo +  10 — АВ)хгуг +  2 (go, +  2 — Д )х у 3 +

§ 21 +  (1 -doo)y* +  5 ( g « ,,-  1)т1у +  ( 3 - f l ) y 3 ++  2 ( 1 — goo)xJ +  2(1 — goo) Ту +  2 (goo — 1)т ++  (2В  +  2 d „  -  goo -  7)уг +(3fi -  d o , -  2^„, -  6)y ++  3 ( g o o — 1 ) .Полученные два многочлена совпадают только при условиях В =  3, doo =  goo =  1, которые выше были отмечены как условия самосопряженности уравнения (26).8. В силу формулы (4.7.6) восьмая нормальная форма допустимого уравнения имеет вид
( * - 1 ) Й  +2ху

О Х

(Т“ U . / о л \ д и |5 1 ¥  +  (" ' - , ) 5 5 +
+  (Вх  +  4 ) i  +  (fij +  g j  щ  -  п (» - 1 +  В) и. (27)Это.му уравнению соответствуют многочлены

Ф  =  ( 5  —  3 ) т  +  d o o , ф  =  ( Д  —  3 ) у  +  g o o .Следовательно, уравнение (27) является самосопряженным, если выполняются условия В  =  3, d„0 =  g 00 =  0. А  в общем случае рассматриваем многочлены
а  =  1 —  х 2 —  у 2,

Р  =  d 00y 2 —  g „ o x y  — (В  — 3 ) х  — d .o .  

f  =  g o . x 2 -  d o . x y  - ( B - 3 ) y -  g „ o .С  помощью этих формул находим dv За<*««//3 — ^ио*2!/ — 2g0«*y2 — 2 ( В — 3 )ту — d00y, (28)
а да

 ̂О  У  == goo*3 -  2d00T2y -  g00xy2 — 2 (Д — 3)ху — g00x . (29)лр „За
Сравнение многочленов (28) и (29) показывает, что они могут совпадать только при условиях d,„ =  gm — 0. Следовательно, при этих условиях уравпепие (27) потенциально самосопряжено.



174 ДО П УСТИ М Ы Е П САМ О СО П РЯЖ ЕН Н Ы Е У Р А В Н ЕН И Я 175П О ТЕН Ц И А Л Ь Н О  СА М ОСОП РЯЖ ЕН Н ОЕ У Р А В Н Е Н И Е  1ГЛ VЯ. Рассмотрим теперь девятую нормальную форму допустимого уравнения (4.7.11)
а-а <Гии 0 О и . и и 

1 " дх an У 77* ^+  (Вх +  d00)d£  +  (И у +  g j y y пВи. (30)Для этого уравнения имеем<р =  Их +  d„„ -  1, =  B y +  go» ~  1 •Поскольку В Ф  0, то уравнение (30) не является самосопряженным ни при каких значениях параметров. Далее, для проверки условия (12) вводим многочлены
<х — ас — Ъг — ху — 1,jl =  (pc — tfft =  Вху +  (d„„ — 1 — В) у  +  (1 — £,,„),
7 =  «ф — бер =  Вху  +  (g„u — 1 — В ) х  +  (1 — d0,i).С  помощью этих формул находим
“ Й -  *37 -  М » — 1 -  И)У + (И + I -  «.,)• (31)

о $  -  Р g  -  to» -  1 -  О) х + (Я + 1 -  о -  (32)Многочлены (31) и (32) совпадают при условиях d„0 =  =  g (K) =  / H - l .  Следовательно, при этих условиях получаем потенциально самосопряженное уравнение
& и  , „  <ги , аги ,

*  О х '1 +  “ О х  0 у  +  У  о , /  ++  (Вх +  В  +  1) g  +  (By +  В  +  1) g  -  пВи. (33)10. Переходим к рассмотрению следующей нормальной формы допустимого уравнения. В силу формулы (4.7.15) имеем- * £ — » $ + < * *  +  ■ « £  + ( в» + *»«>%  - пВи■(34)Как обычно, сначала находим многочлены ср =  Вх  +  с/оо +  1, if =  By +  +  1.Поскольку В Ф  0, то уравнение (34) не является само-

s Щсопряженным. Далее, с помощью формул а  =  ху , 0 =  - В х у  -  doay -  у,7 =  - В х у  -  gMx  -  хнаходим тождества
О у  да O R  „  да

а-т — Y t  — « г  -  Р г  Ох ' О х  Оу г  дуОх 0.Следовательно, уравнение (34) является потенциально самосопряженным при любых значениях параметров.11. Следующая нормальная форма допустимых уравнений представляется в виде уравнений (4.7.17) и (4.7.18). В этих уравнениях при старших производных имеется шесть произвольных коэффициентов. Рассмотрим уравнение (4.7.17) при условиях6io — Col — 1, б»| =  боо =  Сю “  Соо =  0. (33)Тогда уравнение приведется к виду
2х О1 и 

Ох Оу
1 д ' и  . +  У -T.! +  0у+  (ВХ -f d j |  +  (By +  g j g  =  пВи. (30)В этом случае имеем многочлены(р =  Вх  +  do,,, $ =  B y +  gw — 2.Так как В Ф  0, то уравнение (3G) не является самосопряженным. Далее, из формула  =  ~ х \  $ = ( 2 - g M)x +  dMy, y =  ~ В х г -  dttxнаходим

0у да 
а т- — Уг-Ох ' Ох

, да
Следовательно, уравнение (36) является потенциально самосопряженным при любых значениях параметров.Вместо условий (35) можно ввести другие условия па коэффициенты уравнения (4.7.17). В результате получаются, например, уравнения, у которых группы членов, содержащие старшие производные, имеют вид

2х д‘ и 
Ох ду

. ° ‘ и о+  Х —2, 2х 
ду

О1 и
Ox ay +  ду!' 2 ( г +  у)

61и 
Ох ду'



170 ПОТЕНЦИАЛЬНО САМОСОПРЯЖЕННОЕ УРАВНЕНИЕ |ГЛ. V ДОПУСТИМЫЕ И САМОСОПРЯЖЕННЫЕ УРАВНЕНИЯ 177Псе такие уравнения на потенциальную самосопряженность рассматриваются аналогично уравнению (3(5).12. Рассмотрим допустимое уравнение в нормальной форме (4.7.25)
{ П х + d J  £ + {П у + e J  £ = пВи- (37) Этому уравнению соответствуют многочлены

(p =  Bx +  d0„ +  \, ф =  By + е„„, а = х ,
Р =  —В х  — d00 — 1 , Ч =  —В ху — g„  „X.Нетрудно проверить, что в данном случае справедливы тождества

(38)д \  З а  ЗВ а (Ух Аа —' — Р т- =  0.3* 'Аж 3̂  г ЗуСледовательно, уравнение (37) пе самосопряжеио, но потенциально самосопряжено при любых значениях параметров.13. В силу уравнения (4.7.29) тринадцатая нормальная форма допустимого уравнения имеет вид-  §  -  J  +  (Вх +  d j p x +  (By +  g00) g  =  нВи. (39)В этом случае имеем многочлены ф =  В х  +  d0„, ф =  B y  +  g„0, а  =  1,Р =  -  d0o, 7 =  +  g 00.С  помощью этпх формул нетрудно доказать, что для уравнения (39) выполняются тождества (38). Следовательно, уравнение (39), которое не является самосопряженным, потенциально самосопряжено при любых значениях параметров.14. В случае четырнадцатой пормальпой формы (4.7.31)
( " ю 1  Ф  Я П1У  +  f lOo) +  -^ 0 0  QX 0у  "Ь+  (Вх  +  dw) +  (By +  gon) — =  пВи (40) пмеем многочленыа  =  — b i o ,  <р =  В х +  d00 — а10,Ф =  B y  +  g00, Р =  — (By +  goo) boo,
Ч =  (al0x  +  a0,y  +  a00) (By +  gm) -  6»«(Bx +  doa -  a ,„).

§ 21Так как В  Ф  0, то уравнение (40) не является самосопряженным ни при каких значениях параметров. Л потенциальная самосопряженность имеет место при условии яю =  0. В частности, потенциально самосопряженным является уравнение (4.7.32)
У 2  +  2 3 ?£  +  (Пх +  rf«o) £  + + Ту =  пВи‘

(41)15. Для уравнения пятнадцатой нормальной формы
0 . З‘ и 0 (Ги , . 3"и— х) —т — 2м——  +  (1 +  аг) —  +

' дх1 °х ° у v згг+  (Я* +  <*о„) £  +  (Ву +  g„„) £  «  пВи (42)имеем многочленыa  =  1 — х г — у2, ф =  Вх  +  d00 +  2, ф =  By +  g 00,Р =  В (х г +  уг) +  (В +  d00 +  2)х +  g0l,y +  d00 +  2, (43)If =  (В +  doo +  2) у -  goo* +  goo.Из этих формул следует, что уравнение (42) нс является самосопряженным. Л условия потенциальной самосопряженности имеют вид d„o =  — В  — 2, g 0о =  0.Нетрудно доказать, что все 6 допустимых уравнений, приведенных в самом конце § 7 гл. IV , не являются нп самосопряженными, нп потенциально самосопряженными. Рассмотрим только уравнение (4.7.36). В этом случае имеем многочлены
а =  1 — х г -  i/\ ф =  В х  +  d„0, ф =  B y  +  goo,Р =  В (х г -  уг) +  (В +  dM) x - g»„y +  d„„,
Ч =  - 2 Вху  -  g„„х +  ( В -  d0o) у +  g„0.Используя эти формулы, находимЗ а
a f x - y j x

■ -(l—x2—y2)(—2By—g„0) +  2xl(B—do„)y +  go„—2 B x y - g 00x],ЗВ г, да
а ду Р ду

=  ( \ — х2 — у2) (— 2 By — g j  +  2 у [В (х2 — у2) +Ф (В +  d00) х  gooU Ф du0).2 и. к. Суетня
д а
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178 П О ТЕН Ц И А Л Ь Н О  САМОСОПГПЖ Р.1Ш ОЕ У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ. VПоскольку В  Ф О, то эти два многочлена не могут совпадать тождественно ни при каких значениях параметров. Таким образом, уравнение (4.7.36) не является потенциально самосопряженным.Аналогично доказывается, что для уравнения (4.7.37) — (4.7.41) также не • существует условий потенциальной самосопряженности.§ 3. Формула Родрнга для ортогональных по области многочленовДля классических ортогональных многочленов одного переменного имеет место формула Родрнга, с помощью которой исследуются свойства этих многочленов. В настоящем параграфе рассматривается некоторый аналог формулы Родрнга для ортогональных многочленов но двум переменным, которые являются решениями допустимых н потенциально самосопряженных уравнений.Будем считать, что основной дифференциальный оператор является допустимым и потенциально самосопряженным в некоторой односвязной области G. Тогда существует весовая функция h(x, у) этого оператора в области G.Осповные многочлепы а, Ь, с, которые являются коэффициентами при старших производных оператора, могут разлагаться на множители. Предположим, что эти разложения имеют внд

а =  а{аг, b =  albtc{, с — с,с2. (1)Это предположение по нарушает общности, ибо в крайнем случае можно положитья, =  с, =  1. (2)Далее, введем еще вспомогательные многочлены «о =  агсг — «1 Ь\с2 =  а Д я ^ ,) , (3)Ро =  (рсг -  f a  А  =  р/с„ (4)То =  «гф ~ =  Т/а<, (5)
р  =  а  „ я „  q =  а  „ с , .  ( 6 )Если выполняются условия (2), то эти равенства не приводят к новым многочленам. Из формул (3) — (5) находим
а  =  « „ я . с , ,  =  p uc „  т  =  Т «а ‘ - (7 )

С  помощью введенных обозначений преобразуем систему уравнений (1.16). Используя равенства (6) и (7), получаем
(8) 

(9)

S3 )

1 дк б р„с, Р„
к дх а a o V l “  г '

1 дк V V»", у„
к Оу а V i ci ч 'Рассмотрим теперь вспомогательные операторы4 ', =  />D,+(£,/> +  ?«) Я,У *  =  q D 2 +  ( D 2<i  +  То) Я *ФгФ ,

Л . +  Ь е ,
D t +  * E .

( 1 0 )

( И )

(12)(13)Операторы (10) н ( I I )  всегда преобразуют многочлены в многочлены. Аналогичным свойством обладают и операторы (12) и (13), если многочлен ji„ делится на многочлен р и многочлен То делится на многочлен г/.Далее, нз формул (10) и ( I I )  следуют равенстваЧ ' ,Я  =  Д ,  (/ > « )+ М -  (1 4 )
V J l - D t (q R )+  ТоЯ, ( 15)справедливые для всякого многочлена В. Аналогично с помощью равенств (8) и (0) из формул (12) и (13) находим
\  D t (hit) =  D 2R - b y  D J i  =  /),Я  +  Я ^  =  Ф 1Я , (16)~ D 2(ЛЯ) =  D J I  +  D.,h -  D J I  +  я ^  =  Ф ,Я . (17)Рассмотрим теперь линейный ( ic всех многочленов
J  (Я) =  J  j  A (х, у) Я  (х, у) (lx dy.

Рассмотрим теперь линейный функционал на множестве всех многочленов (18)
Будем считать, что этот функционал согласован с основным оператором, т. с. выполняются условия/(Л 1Я ) = / ( 4 » Я ) = 0 ,
12*

( Ш )



где операторы А ,  н А г определяются равенствами
А , =  яЛ , +  bD. +  dE , А 2 =  bD , +  cD2 +  gE. (20)Л е м м а  1. Если функционал (18) согласован с ос

новным оператором, то для любого многочлена R  выпол
няются условия/('К,/?) = / ( ¥ ,/ ? )  =  0. (21)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу равенств (10) для произвольного многочлена R  имеемУ [Л ,(с,Л )] =  У[Лг(аД /?)) =  0. (22)С  другой стороны, используя первое из равенств (20), получаемЛ ,( с :Л) =  я Л ,(с2Л ) +  bD,(cnR)+ dc2R  ==  D , (яс2Я ) +  D 2(bc2R) +  c ,R (d  -  D xa -  D 2b) =

=  D t(ac2R) +  D 2(b c .R )+  c2Rq>. (23) Диалогично с помощью второго из равенств (20) находим Л 2(я,Ь ,/?)= Ь£),(я161/?)+ cD2(a,biR) +  gatb ,R  ==  D , (6я, fe,/?)-f- Д ,(ся ,6 ,Я ) +  я Д Я ф . (24)Далее, используя условия (22), формулы (23) и (24), получаем
J [ A l (czR ) — A z(albiR)\ =  J{D ,[(ac2 — ba,b,)R] ++  Я 2[(&с2 — ca,b ,)R] + ( c 2<p -  яД ф )/?} =  0. (25)Разности в круглых скобках вычисляем с помощью фор- ыул (1),  (3), (4), (6). В результате имеем
ас2 — Ья,6, =  я , (я2са — a ^ C j )  =  ata 0 =  р, 
bc2 — catbi =  axbiCiC2 — с,с2я,6, =  0,С2ф — я,&,ф =  {}„. -Следовательно, равенство (25) с учетом формулы (14) представляется в виде/[/),(/>/?)-р0Я) =  /(Ч ',Л ) = 0 .Этим первое пз условии (21) доказано. Далее, используя формулы (1),  (5), (G), (15) н (22), находим /[Л2 (я2Л ) -  Л , ( с Д Л ) J =  J{D ,[(ba , -  яс Д ) Л] ++  Я , f (гя* — bc,b,) R\ + ( я 2ф — с Д ф ) Я )  ==  J[D z(qR) +  Т„Л] =  У(Ч',Л ) =  0. Таким образом, лемма 1 доказана.

180 ПОТЕНЦИАЛЬНО САМОСОПРЯЖЕННОЕ УРАВНЕНИЕ [ГЛ. V Л е м м а  2. Для всякого многочлена R  справедливы 
равенстваФ ,(/>Л)= Ч '.Л , . (20)Ф 2(7Я ) = Ч ' 2Я . • (27)В самом дело, используя формулы (10) и (12), на- i ходимФ , (pR) =  D , (p R ) +  р„Л =  р О Д  +  (D,p  +  р„) Л =  Ч ',Л.Аналогично равенство (27) следует нз формул ( I I )■ и (13).Л е м м  а 3. Если для многочлена R при натуральном 
к определены операторы Ф *Л  и Ф 2Л, то имеют мес
то формулыхФ^Я =  ф { -1 [хФ хЛ — (к — 1) Л), (28)уф!]Я =  ф £-1 [рФ ,Я  — (к — 1) Л). (29)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу формулы (12) имеем х Ф 1Л =  х ( я 1Л +  ^ л ) ,Ф х (хЯ) =  Л +  x D 2R  +  ^  Л =  Л +  х Ф хЯ , х Ф ,Л  =  Ф ,( х Л ) — Л.Подставляя в последнее равенство вместо Л многочлен Ф ,Л , получимхФ (Л =  Ф , (хФ хЯ) -  Ф ХЛ =  Ф , [хФ хЯ  -  Л).Этим формула (28) доказана при к — 2. Далее, подставляя снова вместо Л многочлен Ф ,Я , находимхФ ?Я  =  хФ* (Ф ХЛ) =  Ф х (х Ф ;Л  — Ф ХЛ) ==  «И, [Ф х (хФ хЛ -  Л) -  Ф ,Л ] =  Ф? (х<1>,Л -  2 Л).Дальнейшее применение зтих преобразований приводит к равенству (28). Диалогично доказывается формула (29). Лемма доказана.Л е м м а  4. Если для некоторого многочлена 5 (х , у) выполняется условиеf  D iS  =  0,
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182 П О ТЕН Ц И АЛ ЬН О  СА М ОСОП РЯЖ ЕН Н ОЕ У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ. V
то для любого многочлена Q (х, у) и любого номера к 
найдется такой многочлен Q, (х, у ) , что имеет место ра
венство

S 4 \ V ,  (/Л?) =  4 ', (/»*"'<?,). (31)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя формулы (10) и(12), получаемЯ Ф .Ч '.Л  =  5 Ф , \pD,R  +  (D lP  +  ft,) Л] -=  5 { d , (PD tR) +  О , i(DlP) R] +  Д , ( Port) 4-+  ^ ( P D .R  +  R D lP +  Р„Д)} =  S ^ D ^ D . R  ++  pD\R  +  ( D ip ) R  +  (D lp ) D lR  +  (D tp0) R  ++  puD 1 Д +  pnD ,R  +  i  p0R D lP 4- 1  P ;« )  -
=  s[/>Z>?/?4-2(01p +  Po)0 i «  ++  [d \p  4- D ,p0 +  7  № lP  +  ^  PS) r \  (32) С другой стороны, в силу формулы (10) имеем V , [ -  Л 5 (Р 0 +  D lP ) +  S D ,R  -  Л а д ]  -=  PD 1 [ 7  Л а д  +  D lP) +  S D ,R  -  Л а д ]  ++  (DlP  +  р0) [ 7  Л а д  +  D lP) +  S D tR  -  Л а д ]  =- =  - ^ Л а д  4- D tp ) D lP +  (D XR ) S (  р0 +  D lP ) ++  R  (DtS)(  p0 +  £,/>) +  Л 5 ( а д  +  D 2lP ) ++  p (DtR) D ,S  +  р5Л?Л -  p ( D Ji)  D ,S  -  /> Л ад  4

+  (D lP +  p0) [ l  Л а д  +  D lP) 4- S D ,R  — Л а д ]  ==  S  [ f  Л?Л +  2 (D lP  4- Po) D j Я -  pRD\S  +4- R  [d \P 4- D A  +  1  poO ,p  4- 7 P|)]. (33)

Так как выполняется условие (30), то правые части равенств (32) н (33) одинаковы. Следовательно, равны и левые части этих равенств. Полагаем в левых частях этих равенств R  =  phQ  и приравниваем их. В результате получим равенство5 Ф ,Ч ', (//<?) ==  ч ', [ / / - ч ? а д  +  d ,p ) + s d , w q ) - iH )D ,s ].Из этого равенства, вводя обозначение
Q, =  Q S ( h  +  D lP) +  kSQD,p  +  pSD ,Q  -  pQ D ,S,находим формулу (31). Лемма доказана.Аналогично при условии D$S — 0 доказывается формула5Ф ,ЧМ г/Ч>)= ч м / - '& ) •  (34)Л е м м а  5. Если основной оператор потенциально 

самосопряжен, то операторы Ф| и Ф 2 коммутативны. Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формул (12) и (13) находимф , ф 2л  — =-  <!>. ( о .«  +  Ь  я )  -  Ф , ( с ,Я  +  Ь  д )  _  _ 0 1( о ,И  +  Ъ л )  +  Ь ( о 1Л +  Ь л ) _
- о . ( о , я  +  Ь л ) - Ь ( о 1я  +  Ь я ) -

- я [0 , ( т ) - ° * ( т ) 1 -Разность в квадратных скобках равна нулю в силу формул (8) и (9) и условия потенциальной самосопряженности (1.17) основного оператора. Лемма доказана.А  теперь рассмотрим основной результат настоящего параграфа.Т е о р е м а  3. Если основной оператор потенциально 
самосопряжен и выполняются условия

D ,c , =  D m , =  0, (35)
то формула

Qnm-(x, у) — 7  D ’lD™ (hpnqm)
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определяет алгебраический многочлен по переменным 
х  и у.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы (1G) , полагая в пен R  =  p"qm, находим равенство

D ,(h p nqm) = h ( ]\ ( p ”q’’‘).Дифференцируя это равенство по х  п используя формулы (8) и (12), получаем
D\ (hp"qm) =  hD lФ , (pnqm) +  ( а д  Ф , (f>nqm) ==  h [ а д ,  ( р У )  +  -р * г  ( А т )] =  АФ? (р Т ) .Далее, снова применяем оператор D { и формулы (8) н (12). В результате имеем
D\ (А / ,У  ) =  h [/ЛФ? ( р У ) +  Ь  Ф? ( р У )] =- А Ф ? ( р У ) .Продолжая эту операцию, придем к формулеД ?(А р У ) - а ф ? ( р У ) .Л теперь к этому равенству применяем оператор D 2. В результате находима д ( А р у )  ==  h [ а д ?  ( л ™ )  +  !•  ф ? ( р У )] =  йФ2Ф ? ( р у ).Применяя эту же операцию еще m — 1 раз, получим равенство£>?£>? (hp”qm) =  ЛФ” Ф? (p nqm).Сопоставляя это равенство с формулой (36), находим
Qnm{х, у) =  Фа Ф 1 (р  q )■ (37)Таким образом, остается доказать, что функция (37) есть алгебраический многочлен.Из формулы (12) при любом многочлене II имеем«D, ( р У Д )  =  D x (p hq‘R )  +  ^ р У Л  ==  р А" У  [k R D lP  +  It ' j  D xq +  p D j i  +  рол). (38)

18't ПОТЕНЦИАЛЬНО САМОСОПРЯЖЕННОЕ УРАВНЕНИЕ |ГЛ. V S 31 Ф ОРМ УЛ А РОДРПГА 185С  другой стороны, в силу равенства (6) и первого из условий (35) получаем
L  2Л
I] дх а „а , s V ( W i  +  ^ а д )  =  « ^ П о следовательно, сумма в круглых скобках (38) есть некоторый многочлен Л ,. Поэтому равенство (38) можно представить в виде
ф ,(рУЛ) =  р*-уЯ,. ( 30)Аналогично доказывается еще одпо равенство: Ф 1( р У Л ) - р У - ‘Л 1. (40)Из этих двух равепств следует формулаФ|Ф»(р У Д ) ”  Ф . ( р У - , Д») =■ р*" У ’Д»- (41)Далее, к обеим частям равенства (41) применяем формулу (30), а затем (40). В результате таких преобразований, пользуясь коммутативностью операторов Ф , и Ф 2 и полагая k =  п, s =  m, R  =  1, получим формулуФ ?Ф ” ( р У п) =  Л п т (х, у).Таким образом, равенство (37) действительно определяет некоторый алгебраический мпогочлеп. Теорема доказана.Формула (36) называется формулой Родрига для основного потенциально самосопряженного оператора.Т е о р е м а  4. Если при условиях теоремы 3 ф у н к 

ционал (18) согласован с основным оператором, то мно
гочлен Q nm(x, у ) , определенный формулой Родрига (36), 
ортогонален всем многочленам меньшей степени, г. е. 
при условии

k +  s <  п +  m (42)
справедливо равенство

J  (x hy Q nm) =  f U  (г, у) xky‘Qnm (х, У) d x  dy =  0. (43)сД о к а з а т е л ь с т в о .  Будем считать, что при условии (42) к < п , ч  рассмотрим мпогочлеп
Т =  x*y,Q „m(x, у ) . (44)Прнмепяя (37) и (40), многочлен (44) представляем



(80 П О ТЕН Ц И АЛ Ь Н О  САМ ОСОП РЯЖ ЕН Н ОЕ У Р А В Н ЕН И Е  |ГЛ V в виде7' =  * У Ф У Ф Г ( л У " )  =-  х*Ф? [//‘Ф Г ( А т )] =  х кФ " ( р ”Я ) . (45)Далее применяем формулу (26). П результате из равенства (45) имеем
Г  =  х*Ф? (р"П ) =  х *Ф ?"‘  Ф , (р п_1Л ). (46)Затем, используя формулу (28), находим
Т =  х л“ ‘ Ф Г г [-rfPi'F, ( рп~ 1В ) -  (п -  2) 'F , (/>"_1Л ) ] .(47)С  другой стороны, применяя формулу (31) при S  =  х, получаемя Ф .Ч 'Д р - 'Д ) »  Ч ' , ( р - ,Д 1).Подставляем это значение в равенство (47). В результате получим формулу
т =  х *-,ф?-*Ч'1 (р"~*Я2). (48)По сравнению с формулой (46) в формуле (48) уменьшились показатель степени х , степень оператора Ф , н степень р , но зато вместо многочлена Л стоит другой многочлен В .. Применяем это преобразование еще к — 1 раз. В результате придем к равенству
г -  Ф Г * - 1ч'1(р п- * - , л * +1).Далее применяем п — к — 1 раз формулу (31) при 5  =  1. В результате получим равенство T = XV ,( R * ) , где 11ц есть некоторый многочлен. Подставляя эго представление многочлена (44) в интеграл (43) и учитывая условие (21), находим 7(7’) =  7 (4 r,/f.v) =  0. Этим равенство (43) при условии к <  п доказано. Случай, когда х <  т. рассматривается аналогично с помощью формул (27), (29) н (34). Теорема доказана.§ 4. Весовые функции и формула Родрнга в наиболее характерных случаяхВ настоящем параграфе для некоторых допустимых и потенциально самосопряженных уравнений, рассмотренных в § 2, находятся области ортогональности н весовые

ВЕСОВЫЕ ФУНКЦИИ и ФОРМУЛА РОДГИГАфункции, проверяются условия согласованности основного оператора и линейного функционала н приводится формула Родрнга.Прежде всего заметим, что в силу формул (1.27) условия согласованности основного оператора и линейного функционала имеют вид
( 1)

(2)
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[  Р  (х, у) h (a dy — bdx) =  0, г[  Р  (х, у) h (bdy  — с dur) =  0.
Эти условия имеют место, если на контуре Г выполняются тождестваЛ (a dy — Ь d x ) *  0, (3)Л (6 dy — с dx)** 0. (4)Л для тождеств (3) н (4) достаточно выполнения условий 

ha dy s  hb dx  =» hb dy s* he dx »  0. (5)1. Рассмотрим уравнение Аппеля (2.1). В этом случае имеем многочлены
а  =  х у (1 - х -  у ) ,P = ( c L +  1)(уг -  У )  +  ( 2 -  В  -  gao)xy, If = ( £ » .> +  1) (хг — х) +  (2 — В  — doa)xy.

( 5)
(7)
(8 )При рассмотрении потенциальной самосопряженности бы ло введено условно (1.14)

а с - Ъ г Ф  0. (9)В силу формулы (6) это условие определяет треугольную область
G  =  { (х, у ) : х  >  0, у  >  0, х  +  у <  1) (10)Далее, для вычисления весовой функции применяется формула (1.22):
h (x, у) =  exp | j  - £ di/ +  J  [ (a  )» -» ,]  <1Х +  С‘ ( И )
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Используя формулы (G) и (8), находим v 1 — В — <1 — е е + 1J L  =  on '’ но , *00 1а  1 — х  — у  ' у 1
у

188 ПОТЕНЦИАЛЬНО САМОСОПРЯЖЕННОЕ УРАВНЕНИЕ (ГЛ. V

j ■« ~  W  + 0̂0 +  £оо— — х  — у) — In |x |J  —- ( £ „ „  +  1)\пу. (12)Аналогично нз формул (6) и (7) имеем
1 [(£),..] * -1 2> |" *•

Следовательно, на гипотенузе выполняются условия (3) и (4). Таким образом, условия согласованности для уравнения (2.1) выполняются.Выведем теперь формулу Родрига для многочленов Аппеля. В общем случае эта формула выводится при условиях
а =  я , я 2, Ь =  а 16 , с „  с =  с , с 2, (17)Z?,c, =  0, / Л а ,=  0. (18)В силу формул (16) полагаем ах =  х , А, =  1, сх — у. Тогда из общих формул (3.3) и (3.6) находим

а лP = < V * i  =  —± . =  х ( 1 - х - у ) ,

ВЕСОВЫЕ ФУНКЦИИ И ФОРМУЛА РОДРИГА

(13)Подставляя нптегралы (12) и (13) в формулу (11),  получаем
h (х, у) =  ехр {(П +  d00 +  gM — 1) (In (1 — х  у) In х]— 

— ( g o o  +  1 )1,1 У  +  (в  +  goo — 2) In X +  с ,}  =(1 - X - y ) B+doo+*o„-'c2'Полагая здесь сг =  1 и вводя обозначения — d0o =  а , 
—go» =  Р, В  — 1 =  1 , получим весовую функцию Аппеля А(х, р ) - х » - у - * ( 1 - х - у ) (14)Поскольку эта весовая функция должна быть суммируема по области (10), то должны выполняться условияа > 0 ,  Р > 0 , f > a  +  (J — 1- (15)Проверим условия согласованности (1) и (2) для основного оператора Аппеля и интегрального функционала с весовой функцией (14). Из уравнения (2.1) находим формулыa =  х ( х  — 1), А =  ху , с =  у (у  -  1). (16)Следовательно, в силу неравенств (15) услопня (5) выполняются на обоих катетах, входящих в состав границы области (10). А  на гипотенузе, используя формулы (10), получаемА (я dy — bdx) =  — A (a +  b)dx  =  хА(1 — х — y)dx  *  О, 

h (b d y  — cdx) =  — А (А +  c)dx  =  pA( l  — х  — y)dx  «  0.

7 =  ®«А = ;г т - =  У ( 1 - * - У ) -  11Следовательно, общая формула Родрига (3.30) в случае уравнения Аппеля (2.1) имеет вид
Q ,m (х, у) -  |  [ h x ‘ym (1 -  X -  </)п+т]. (19)В гл. I l l  при нзучеппн многочленов Аппеля в качество определения этих многочленов принята формула Родрига(19) с некоторым коэффициентом в правой части. А  затем с помощью этой формулы установлена ортогональность многочленов Аппеля но области (10) с весовой функцией (14) и получено дифференциальное уравнение (2.1). А  в настоящем параграфе формула Родрига (19) выведена из дифференциального уравнения (2.1).
2. Дифференциальное уравнение второго нормального типа (2.15) потенциально самосопряженно при любых значениях параметров. В этом случае имеем формулы
a =  -  хгу,Р = ( 2  -  В  -  у»»)ху +  d»»y(y -  1),7 =  (g«. +  1)х! г  d»„xy.Здесь условие а — — х гу >  0 определяет нижнюю полуплоскость. Используя эти три формулы, из общей формулы ( I I )  получаемА (х, у) =  х В+* ™ - \ -  p f е х р [ </|М> (У ~~ 11 +  2 d » ].



13 нижней полуплоскости эта функция не является весовой функцией. Но условия согласованности (1) и (2) здесь выполняются. В самом деле, из формул
а =  х г, Ь =  х у , с =  у (у — 1) (21)следует, что при условии g„0 <  0 все тождества (5) на горизонтальной оси выполняются. Далее, но формулам (21) вводим многочлены</| =  х , 6 , - 1 ,  с, =  у,  а„ =  — х,
Р =  а 0с, =  — х г, q =  а» с, =  -  ху.Следовательпо, формула Родрига в данном случае имеет вид
Qnm (х, У) =  |  О Ж  [k ( -  Ж2)" ( -  ХУ)т\.

190 ПОТЕНЦИАЛЬНО САМОСОПРЯЖЕННОЕ УРАВНЕНИЕ |ГЛ. V В этой области с помощью общей формулы (11),  используя многочлены а , {}, у, находим функцию
h (x , у) =  у" (ж +  у)л(1 +  ж)_ в ехр (goo* — ^ у -) . (22)где для краткости введены обозначения о =  В — 2 —— ф,„ +  g.... 6 =  d„„ — g„o — 1 • Как и в двух предыдущихслучаях функция (22) не является весовой функцией в указанной полуплоскости. Докажем, что условия согласованности все же выполняются. В самом деле, в силу формул
а =  х2 +  х  +  у, b — ху , с =  у2, (23)вычисляя левые части равенств (3) и (4) на линии 

х  +  у =  0, получаем
h (—x2dx +  x 2dx) ■■ h (x 2dx — x*dx) *• 0.
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Эта формула определяет п +  т +  1 линейно независимых многочленов степени п  +  т , являющихся решениями уравнения (2.15), если в нем вместо п поставить п +  т.3. Дифференциальному уравнению (2.18) соответствуют многочленыа  =  « Л  Р =  У(Ф>«У —  g . o x ) ,

у =  (Я — 3)у2 +  £„„(жг +  у) — daoxy .Условие а  =  у3 >  0 определяет верхнюю полуплоскость. В  этой области с помощью формулы (11) находим
h (х , у) =  у " ' 3 ехр ( — ^ г -  -  dW*у Sl° +  goo'j.Эта функция не является весовой, но условия согласованности выполняются. Поэтому, учитывая формулы 

а =  х 2 +  у, b =  ху , с =  у2, вводим многочлены
«, =  1, 6, =  х, с, =  у, а0 =  г ,
Р =  aua, =  г/2, q =  а„с, =  у2.Следовательно, формула Родрига в этом случае имеет вид 
Qnm (X, р) = { д а ? (/ и / гП + 3т).4. В случае дифференциального уравнения (2.19) имеем а  =  (х +  у )у 2 >  0. Следовательно, область ортогональности в этом случае есть полуплоскость у >  —х.

В связи с формулами (23) вводим многочлены 
а, =  1, 6, =  х, с, =  у, а„ =  (ж +  у)у ,

1 р =  а„я, =  (ж +  у) у, q =  а„с, =  (ж +  у) у2.Следовательно, формула Родрига для уравнения (2.19) имеет вид
Q nm(x, у) =  i / а д  [% " +im(* +  У)п+т].5. Поскольку уравнение (2.20) самосопряжено прнусловиях /3 =  3, da„ =  =  1 и не имеет случаев потенциальной самосопряженности, то этому уравнению соответствует только единичная весовая функция /<(ж, у ) *  I.6. Уравнение (2.23) самосопряжено при условиях /3 =  3, d0» =  0, get =  1, и, следовательно, А (ж, у)*» 1. Л других случаев весовой функции это уравнение не имеет.7. Уравнение (2.20) также имеет только случай са- мосопряжения, прн котором Л (ж, у) =  1.8. Допустимое уравнение восьмого нормального типа (2.27) потенциально самосопряжено только прн условиях 

dtt =  g«о =  0, т. е. такое уравнение имеет вид( х * - 1 ) ' - ^  +  2 х у ^ - Н г - 1 ) $  +0х 0x0 у ду+  / з ( х ^  +  у ^ )  = п ( л  — 1 +  В) и. (24)
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а =  1 - х г - у г, р = ( 3  - В ) х ,   ̂ = ( 3  -  В)у.С помощью этих многочленов находим область ортогональности
G = 1 {х , у): х - +  у - <  1} (25)н соответствующую весовую функциюА (*, У)“ (1 — х 2 — У2У В-*)П, В >  1. (26)Далее, с помощью формул
а =  х г — 1, Ь =  ху, с =  у 2 — 1проверяем условия согласованности (3) и (4). Для верхней полуокружности имеем
a dy —Ъ d x =  (1 — х2) — х V I — х 1 dx =  О,

V 1 — *■
Ь dy — cd x  =  —x 2dx +  x 2dy =  0.Аналогичные равенства имеют место и для нижней полуокружности. А  теперь, как обычно, вводим многочлены 

«1 =  1, Ь, — ху, с, =  1, сс„ =  а , р =  у =  ( 1 — х г — у-). Следовательно, формула Родрига для уравнения (24) н весовой функции (26) имеет вид
Q .....(* , у) =  |  д а г  [ h( l  -  X2 -  г ) ' ,+ т ]. (27)9. Уравнению (2.33) соответствуют многочлены 
а =  ху  — 1, $ =  Щ х у  — 1), ч =  Щ л у — \).Следовательно, область ортогональности определяется условием ху  >  1, а весовая функция имеет вид
h (x , у ) = е в'ж+'\  В <  0.Далее, в случае уравнения (2.33) справедливы равенства 
а =  х , b =  1, с =  у, а, =  Ь, *= с, «= 1, 
а „  =  а ,  р  =  г/ =  х у  —  1 .С помощью этих равенств, как обычно, на формулы (11) находим формулу Родрига
Qnm (X, у)  =  1  [/I (хр -  1)"+ т ] . (28)

Условия согласованности (1) и (2) в этом случае не выполняются, но многочлены (28) являются решениями уравнения (2.33), если в этом уравнении вместо п поставить п +  т.10. В случае уравнения (2.34) по многочленам
а  — ху, р =  —Вху  — dwy — у, Ч =  —Вху  — gMx  — х определяются область ортогональности
G = [ ( x ,  у):  х > 0 ,  у >  0) (29)н весовая функция
h (х, у) =  x - doo-'y-*°o-'e-B(X+V)t (30)где параметры удовлетворяют условиям d«» <  0, g»o <  0, 

В >  0. Поскольку в случае уравнения (2.34) имеем равенства я =  —х, 6 =  0, с =  —у, то условия согласованности (5) выполняются. Из тех же трех равенств получаемя, =  с, =  1 , 6, =  0, р =  owl, =  а, 7 =  а 0с, =  а .Подставляя последние два многочлена в формулу (3.36), находим формулу Родрига& - < * . » > - < • ” >Многочлены (31),  ортогональные но области (29) с весовой функцией (30), являются обобщением многочленов Лагерра — Лагерра, рассмотренных в § 1 гл. II .11. Уравнению (2.36) соответствуют многочлены(z =  —х1, р =  (2 — £00)х  +  d,,,,у , if =  В х d00x.С помощью этих многочленов из формулы (11),  полагая в иен х 0 =  у,, =  1, получаем функцию
h (х, у) =  х в°°~2 exp (By +  ' ^ j .Далее, поскольку в этом случае я =  0, b •= х, с =  у, а0 =  

— а , р =  7 =  а , то формула Родрига имеет вид
Qnm (X, у) =  |  й Ж  \h ( -  Х * Г т].12. В  случае уравнения (2.37) имеем многочлены 
а  =  х, £ =  —В х  — d0o — 1, f  =  — Вху — g„0x.13 ц. к. Сустин



ВЕСОПЫЕ ФУНКЦИИ II ФОРМУЛА РОДРИГА 195С помощью этих многочленов находится весовая функция
h (х, у) =  х  Ниа ' ехр ( — Ц -  — — Вх), (32)которая определена в правой полуплоскости х  >  0. Д алее, в данном случае имеем равенства а =  —х , 6 =  0, с =  — 1, а 0 =  а ,  р =  q — х. Следовательно, условия согласованности (5) здесь выполняются, а формула Родрн- га имеет вид
Qnm (х, I/) = 1  D \D ? (hxn+m). (33)Если в формуле (32) положить —d„„ — 1 =  а, В — 1, |Гоо =  0, то получим формулу (2.1.25). Следовательно, многочлены (33), ортогональные с весом (32) по правой полуплоскости, являются обобщением многочленов Ла- герра — Эрмнта (2.1.2(5).13. Уравнению (2.39) соответствуют многочлены а  =  1, р =  —Вх +  d0o, Y =  —Ну +  goo.Поскольку условие а  =  1 >  0 выполняется при любых х  и у, то область ортогональности — вся плоскость. Этим трем многочленам в силу формулы (11) соответствует весовая функция
h (х, у) =  ехр ^  (х2 +  у2) +  dwx  +  f o y j .  (34)Далее, учитывая равенства а =  — 1, 6 =  0, с =  — 1, а 0 =  =  а , р =  q =  а , получаем формулу Родрнга<?nm (*,</) =  !  D № .  (35)Если в формуле (34) положить В  =  1, d00 =  ^Uo =  0, то получим формулу (2.1.14). Следовательно, многочлены (35) являются обобщением многочленов Эрмнта — Эрми- та, рассмотренных в § 1 гл. II .14. Уравнению (2.41) при условиях В  — 1, d„„ =  g„u =  =  0 соответствуют многочленыа  =  - 1 ,  Р =  - у ,  ч =  у 1 -  х.Применяя формулу (11),  в этом случае находим* ( А » )  — м р  [у ( * — $•)]•

194 ПОТЕНЦИАЛЬНО САМОСОПРЯЖЕННОЕ УРАВНЕНИЕ |ГЛ. V S UЭта функция является весовой функцией в двух областях, определяемых неравенством у ( З х — г/2) <  0. Но условия согласованности дифференциального оператора и линейного функционала на границах этих областей не выполняются.15. Поскольку уравнение пятнадцатой нормальной формы (2.42) потенциально самосопряжено при условиях 
d„о =  — В  — 2 и goo =  0, то, подставляя эти условия в уравнение (2.42), находим( l - x ) g - 2 p  «±. +  (1 +  *)

дх дхду ду
—  X  2 •"

+  {В х - В - 2 ) %  +  В у $ ! - п В и .  (36)А  многочлены (2.43) в этом случае имеют вид а =  1 — х* — уг, р =  В (х г +  у2 — 1), y =  0- Подставляя эти многочлены в формулу (11),  получим 6 (х, !/)= ехр(—Вх) .  (37)Эта функция является весовой в единичном круге, но условия согласованности дифференциального оператора и линейного функционала, определяемого функцией (37), не выполняются.

13*
I
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Глава VI

ОРТОГОН АЛЬН Ы Й н о  о б л а с т и  
ГА Р М О Н И Ч ЕС К И Е М IЮ ГО Ч Л СН Ы

§ 1. Однородные гармонические многочленыНа плоскости хОу введем комплексное переменное п полярные координаты по формуле
2 =  х  +  iy =  re4 =  r(cos ф +  I sin <р). (1)Как известно, однородные гармонические многочлены по двум переменным определяются равенствами[>»/*]
и„ (X, у) =  Не 2" -  2  ( -  i)h C * V - * V \  (2)л=*оl(n-l)/2]
vn { x , y ) ~  Imzn =  2  ( - 1  W V * " V * +I. (3)fc—оВ силу формулы (1) для этих многочленов имеем представление в полярных координатах

ия(х, у ) = и „ ( г ,  ф ) =  h „ ( z ) =  rn cos Иф, (4)
Vn(х, у) ~  vn(г, ф )=  i\,(z) =  г" sin иф. (5)Однородные гармонические многочлены (2) н (3) упорядочим но лексикографическому принципу, т. е. представим их в виде последовательности1, X, у , х г - у \  2х у .......... и„(х,  у),  vn(x, у),  . . .  (6)Поскольку =  1 и Но =  0, то систему (0) будем записывать в виде
И, и„(х,  у),  vn(x, у)). (7)Докажем, что многочлены (7) ортогональны по площади единичного круга

8 ВВ самом деле, из формул (4) и (5) имеемj  J “ п (х , у) vk (х, у) dx <1у =  
с

1 2 Л=  J  г"4 h+'dr |  cos иф sin /,-ф f/ф =  0. (9)о IIЛиалогично доказывается ортогональность между собой всех многочленов (2) и (3). Мри этом, как и в ранснст- ве (9), вопрос сводится к ортогональности тригонометрической системы функции. Вычислим нормы этих многочленов. В силу равенства (4) при п >  0 имеем
J J  ип(х, y)(lxdy  =  j r2n + ldr  ̂ COS2 Иф (ftp =  2-(нЛ J . с и оАналогично вычисляются нормы многочленов (5). Следовательно, ортонормированные однородные гармонические многочлены имеют вид"о «* у = ,  ип (х, у) =  у ^ ! и„ (х, у), (10)

I
t'n (X, у )  =  У  - vn (х, У ) .  (11)Из формул (4) и (5) следует, что ортонормированные многочлены (10) н ( I I )  внутри круга (8) убывают со скоростью геометрической прогрессии, а на единичной окружности могут возрастать, но но быстрее, чем Уп.Далее, из формул (2) и (3) следует, что главные коэффициенты многочленов (10) и (11) отличны от нуля. ' Тот факт, что некоторые главные коэффициенты отрицательны, не имеет принципиального значения. Поскольку . у каждого многочлена из системы (7) главный коэффициент отличен от нуля, то всякий гармонический многочлен Р„(х, у) порядка не выше п  можно разложить но многочленам (7), т. е. представить в виде

П
р« (X, у) =  у  +  ^  (х , у) +  рлгл (х, у)). (12)А—1В силу равенств (10) н (11) коэффициенты разложенияС = { ( х ,  у): х г +  уг <  И ( 8)



198 ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е ГА РМ О Н И Ч ЕСК И Е М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  |ГЛ. V I (12) определяются по формуламah -  ~<А Л — I" J  1\ (*, У) “ к (*, У) dx dy, (13)
GPh =   ̂ n J j  Л» (* . y) »’h (X , y) dx dy. (14)
GПусть теперь в единичном круге (8) определена гармоническая функция

F (x ,  y) =  F ( r , ф ) = ^ ’ (z). (15)В силу известных результатов эту функцию в единичном круге можно разложить в ряд вида
а °°

F  (г, ф )=  у  +  ^  rh (flh cos k(f +  bh sin kif),h=lгде коэффициенты определяются по формулам ( 16)

a fc =  i j *  F (p , <p) cos ky  dy,О2Л
bh -  F ( p, <r)sii\kifd<f.

(17)
(18)

Разложение (16) нетрудно получить из формулы П уассона для гармонической функции (15) в круге радиуса р <  1 либо из формулы Коши для аналитической функции, если сначала ввести сопряженную к функции (15) гармоническую функцию.В разложении (16) перейдем к декартовым координатам. В результате, учитывая формулы (4) и (5), получим
F (х, у) =  Ц  +  2  \ак“ к(х, у) +  bhrh(x, у)]. (19)
Ряды (16) и (19) сходятся равномерно внутри единичного круга (8), причем никаких граничных свойств от функции (15) не требуется.Рассмотрим ряды вида (19) с точки зрения ортогональности по области. Предположим, что функция (15) суммируема ио области (8) с квадратом, т. е. выполняется

§ 1| ОДНОРОДНЫ Е ГА РМ О Н И Ч ЕСК И Е М НОГОЧЛЕНЫ  199условиеI F  l!c =  J jV(*. у) f d x d y C o o . (20)Множество таких функций будем обозначать через //j(G). Аналогично равенствам (13) и (14) определяем коэффициенты Фурье но системе (7) функции (15) по формулам
Oh =  \ |  Р  (*, у) ик (*. у) dx dy, (21)

G

bh =  1 {k л У)- J  j* F  (*, y) vh (x, y) dx dy. (22)GДокажем, что формулы (17), (18), (21), (22) определяют одни и те же коэффициенты Фурье функции (15). В самом деле, возьмем число р близкое к 1. Тогда, исходя из формул (17) и (18), находим2Л
оI, — ibh =  j* F  (р, ф) (cos кц — t sin k<f) с/ф =О

I  '< * > { £ * •  <23>
± +  Inip1h + 2 U I=PДалее применяем формулу интегрирования по частям для аналитических и гармонических функций [ I I .5]J j F  (z) ф' (z) dxdy =  \ F  (z) ф (z) dz. (24)G ГВ результате из равенства (23), обозначая через G,, круг радиуса р, получаем

2 (А +ак — ibh

=  h+ l} [  j F (*• У) У) — iVh (x > d x d y - (25) nft c(>В силу условия (20) в этом равенстве можно перейти к пределу при р -*• 1. Тогда в правой части равенства (25) получим интегралы (21) и (22).



200 ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е ГАРМ О Н И Ч ЕСК И Е М НОГОЧЛЕНЫ  |ГЛ. V I ОДНОРОДНЫ Е ГА РМ О Н И Ч ЕСК И Е М НОГОЧЛЕНЫ 201Таким образом, если для функции (15) выполняется условие (20), то ее ряд (19), коэффициенты которого определяются но формулам (21) и (22), сходится равномерно внутри единичного круга (8).Вместо ряда (19) можно рассматривать ряд Фурье по ортоиормированным однородным гармоническим многочленам
оо

F (*, у) =  -£  «О +  [ «л «л (-Г, у) +  ькi\ (х, у )]. (20)А —IКоэффициенты этого ряда определяются но формулама  а =  [  j  У) и к (-г, У) dx d y ,  (2 7 )‘ с& А « Я  Г (*’ У  ̂ Vh dx d,J• (28)GРассмотрим несколько известных либо очевидных свойств рядов Фурье (19) и (20) для функций класса 
Я г ( С ) .1. В силу условия (20) для коэффициентов Фурье (27) и (28) выполняется неравенство Бесселя

- £ +  2 ( « « ’  +  й ) < № (29)А = 1Отсюда следуют предельные соотношенияlim ah =  0, 1 iin bh =  0, (30)
k -* o o  h-*oolim —p= =  0, lim — =  0.
h - o o  l/ к  k -*o o  у  к

(31)2. Введем частичные суммы ряда (20)— П
Sn (х, у) =  +  2  I (ih“ k (х, У) +  Ьау* (х ,  у)1- (32)А- IКак и у всех ортогональных рядов, частичные суммы (.32) наилучшим образом приближают функцию F  (х, у) в метрике пространства П г(С ) ,  т. е. при всяком гармоническом многочлене вида (12) выполняется неравенствоВ/’ -  S J 0 =£ II/’ -  P J 0. (33)

В  § и 3. В силу известных результатов о полноте ряд (20)!■' сходится к функции /’ (х, у) в среднем но области(8), т. е. имеемПш \ F - S n\a =  0. (34)
11-*оо4. Если функция F (x ,  у) гармоническая в замкнутом 1 '  кругео ) = { ( х ,у ) :  (х — хоу  + ( у  — уоу  <  рг), то справедливо неравенстволр21 /’ (х0, у0) |* <  J  J  | F  (х, у) |* dx dy. (35)О)Из условия (34) и неравенства (35) следует, что ряд(20) сходится равномерно внутри единичного круга (8), т. е. равномерно на всяком компакте, расположенном внутри этого круга. Таким образом, разложение (20) получается независимо от разложения (10).5. Если функция F (х, у) имеет на единичной окружности почти всюду угловые граничные значения /’ ( I , ф), причем функция /’ (1, ф)суммируема на сегменте [0,2л], то разложение (20) после перехода к полярным коорди-

t патам превращается в тригонометрический ряд Фурье. Из этого факта можно получить ряд следствий. Например, если функция /'(1, ф) непрерывно дифференцируема р раз, причем F lp)( 1, ф ) е Ы р  а , то для остатка ряда (20) имеет место неравенство f 11.4, 11]
\Н„(х, у)1 =  \F(x, у) — S „(x ,  у) | (с, In п)/пр+а.0. В силу экстремального свойства (33) частичных сумм (32) для наилучшего приближения функции • /’ (х, у) в метрике пространства //2(С) справедлива 

f формула _____________________£ ( / ’, G) =  | F  — Цс =  1 /  £  (Ъ1 +  Ц )  =
J  А = п + |

I  [  П V  ЯА +  ЬА”  У  к  -!• 1 •А=п+1 17. Оценим скорость сходимости ряда (20) внутри  ̂ единичного круга (8). Рассмотрим область= { ( х , у): х г +  yz <  р <  1). (36)
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Оценим остаточный член ряда (26) в замкнутой области (36). Используя разложение (16) и формулы для коэффициентов (27), (28), находим последовательноI OOV] р* (я* cos Ачр +  bh sin Ачр) <
* = п + 1| м [ / 2- ^ р ‘ ] ( | г ,1  +  | ь .1 ) </ оо / со / со I2  у  2  й + у  1  й

A=n + t Х=л + | fc=n + l -I

< 2 E f i \ F , G ) V  V  (А- +  1)рг* .
'  A = n +1Ряд под знаком корня имеет порядок интеграла

1 «  +  ') р ” ‘й - Р ,<" +‘ , ( = Й г г+ 1 1 7 -р )-п+1Таким образом, ряд (26) сходится внутри единичного круга со скоростью геометрической прогрессии.8. Если функция /(г) является аналитической в круге Ы  < / 7 , где И >  1,то остаток ее ряда Тейлора в замкнутом круге Izl <  1 убывает со скоростью геометрической прогрессии со знаменателем q =  1//?, причем постоянная в оценке остаточного члена зависит от И >  1 и возрастает неограниченно при /? —► 1. Эта зависимость определяется граничными свойствами функции /(z) в окрестности окружности l z l = / f .  Почти все результаты такого типа о рядах Тейлора переносятся на ряды Фурье (26). Приведем только одну формулировку. Если функция F ( x ,y )  гармоническая в круге Izl <  /?, непрерывно дифференцируема р раз в замкнутом круге lz l < / ? , причем F (p,(H, ( p ) e L ip a , то для остатка ряда (26) справедливо неравенство [11.25]|Я» (*.  У) К In /f +  1
Н"пр+а Я — Г I 2 +  уг < 1 ,где постоянная с2 не зависит от п и R .  При этих условиях для коэффициентов Фурье вместо предельных соотношений (30) и (31) получаются различные оценки скорости сходимости их к нулю.

S 2| Таковы простейшие аппроксимативные свойства рядов Фурье по ортонормированным однородным гармоническим многочленам.Во всех вышеизложенных результатах важную роль играло свойство ортогональности многочленов системы(7) по единичному кругу с единичным весом h(x, у ) ^  I. Но на самом деле многочлены (7) ортогональны по любому кругу с центром в начале координат и с любым радиально симметричным весом. Как и в монографии [ II . 23], назовем весовую функцию радиально симметрич
ной, если она постоянна на каждой окружности с центром в начале координат, т. е.

h(x, у ) =  h ( z ) =  h(r),  г — Izl.Предположим, что эта функция определена в круге Izl <  И. Тогда с помощью формул (4) и (5) находим
\ f  h (х, у) и„ (х, у) vh (х, у) dx ду =|* |< Я

R *Я=  | А (г) rn+h+ldr J  cos лф sin А-ф t/ф =  0.и IIАналогично доказывается ортогональность и других функций из системы (7). А  норма, например, функции 
и„ вычисляется но формуле

н|ы „Й  =  л J h (г)г ' ,+ 'с1г.ОМожно рассматривать и случай, когда /{ =  Например, функция А(г) =  схр (—г) является радиально симметричным весом на всей плоскости, а нормы многочленов (7) в этом случае представляются через гамма-функцию Эйлера.§ 2. Аналог формулы Кристоффсли — ДарбуКак н для любых ортогональных рядов в случае ортогональности по площади возникает задача о вычислении частичной суммы билинейного ряда. И настоящем параграфе эта задача рассматривается для ряда Фурье по однородным гармоническим многочленах!.



2 0 4  ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ГАРМ ОНИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. VIПри условии 1</1 <  1 рассмотрим равенство1 +  q +  Г  +  • • • +  Чп -  1 7  !  ,, • (1)Положим в этом равенстве
Ч =  zt  = ( *  +  *У) (5 — »»i). (2)Тогда, используя формулы (1.2) и (1.3), находим

Ч' =  2*(f)* =  (М *. У )+  tok(*, У)\[М 5. ч ) -  tok( l ,  n)J ==  ик(х, y)u„(t ,  4 ) +  vk(x, y)vk( l ,  !]) ++  1 /K (5 , 4 ) — uk(x, y)vh(%, n )J. (3;Далее, в силу равенства (2) имеем1 — 7 = ( 1  — х |  — уц )+Ц хг\ — y l ) .  (4)Умножим эту иеличниу на комплексно сопряженную. Н результате получим равенство(1  - j : 6 - y i l ) ! +  ( j : i l - i / l ) !  =-  1 -  2 ( * &  +  J/ ч Ж * 1 +  У ' )  ( V  +  ч 3) -  ( 5 )Обозначим эту величину через g(x, у, | ,  ц ). Кроме того, для краткости введем обозначении
ик =°ик(х, у) ,  м» =  к*(£, ч ) . (<»)
vk =  v„(x, у) ,  г* =  н*(5- ч)- (7)Тогда нз формулы (1), учитывая равенство (3), находим1 +  21 (мА“ А +  УА«>а) +  » 21 (”к“ /, — " а ’̂а) —

А=1 *= 1( t  — </n + 1 )((1  — x l  —  цц) —  I (хт) — у ?)| /04------------------ *(*. У. 5, Л) • К )Числитель дроби вычисляем с помощью формулы (3) при к — п + \ .  Затем разделяем действительную и мнимую части в равенстве (8). В результате получим формулы
П1 +  21 ( « А »  А +  ‘ М  —

А--1

■= , , Г  ,1 ~~7.Г [( 1 — «п + |И»+1 — Гп + ,Т'я+,)(1 — * Ъ  —  РЧ) —К и У Ъу 'JJ
— (vn+iUn+1 — Un+ 1К„+х)(хч — 1/5)]- (9)

П ^
21 (*?А«А — "А̂ а) “
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А —1 — 1= У (х, у, •, ц) К1 — «п+lM^+l — Vn+i~Vn+l)(xi\ — УЪ) +

+  (r„+1un+1 — un+,r „ +I) (1 — x l — уч)Ь (1°)Цалое, нз равенства (1), дифференцируя его но у, находим1 +  2? +  Зд »+  . . .  +  и , - 1 =  -
~ - (JLr = T -  + 1^ 7 ( 1  +  ч +  чг + . (1 1 )Вычислим отдельно слагаемые в правой части равенства( I I ) .  В силу формул (3) и (4) имеем(и I- О <Г _  — (я -Н ) *1 ( ~ , ~ \ ,1 - 9  $(*,У ,  5, r\)^UnUn +  VnVn> +

+  I (о.м„ — н»у„)] |(1 — x l — у ч) — I (тц — 1/5)1 “— [(“ ■**• +  V'ton) (1 — т5 — Щ\) +
+ (г»п„ — м„Т-„) (дгц — y l )  +  I (у„и„ — Ы„г„) (1 — x l  — у ч)— — I (и,J ln +  v , J n) (п\ — у£)]. (12)Второе слагаемое в правой части равенства (11) вычис- 

1см с помощью формул (3) — (5). В результате полу-асм
-j- Ц  (1 +  ч +  ч2 +  • • • +  чп)(1 — xg — i/ч) — / (J4 —

g  ( * .  у ,  1- ч)
п1 +  1ы (“ <»"* +  VkVh) +А 1

+  i 2  ~  =
А — 1 J

‘7  j(l — *\ — l/'l) | 1 + («А»А + 'V »)j
п

+ (-ГЧ — 1/5) 21 (ь’а«а — Wâ a) +к__«
+
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+ i (1 — х\ — г/ч) 2  (*V*a — UkVh) —*=■ 1
1 +  ^ 2  ( u hu h +  *V> a ) J J .— Ц щ  — yl) (13)

+

Таким образом, оба слагаемых в правой части равенства (11) преобразованы с помощью формул (3) и (4). Подставляем значения (12) и (13) в равенство (11). Кроме того, левую часть этого равенства преобразуем с помощью формулы (3). Далее, вычисляя в полученном равенстве только действительную часть, находимп-12  (к +  !)(« * «  * +  =
Л=0

“  ( lg ' ^ [(ЦцЦв +  vnvn) (1 — х | — уч) ++  (v„Un — unvn) (хч — у£)] +
+  7  {(1 -  4  -  у ч ) £ 1 +  2  (***“ А +  J

+  (ХЧ — yl) Д  (vhuh — (14)

После простейших преобразовании равенство (14) приводится к видуП—1 ^ __2  (к +  1 )(uhuh +  v ^ h) =  
ft=0

[ n - IО  -  *1 — УЧ) 2  (ик“ ь +  W h )Л -0n—1
+  (ХЧ — yl) 2  — ИАЩ,) —

Л =  1— и (1 — x l  — у\]) (ипи„ +  г „г п) —
— п (ХЧ — yl) (vnU„ — U„T’„) J .  (15)

Суммы в иравой части этого равенства можно заменить

+

§  2)по формулам (9) н (10). В результате получим формулул-1 _  .2  (* +  1)(“ а“ А +  V^'h) =
Л= 0=  J  |(1 — х£ — уч) 7  [(1 — Unu„ — v„v„)  (1 — х% — уч) — — (гп“ п — UnVn) (ХЧ — yl)] — .— (XX] — yl) J  [(1 — м„и„ — vnv„)  (хц — уЪ) +

+  ( г п И п  —  и п г п )  ( 1  хЪ У Ч )  1— и(1 — х |  — уч) (u „u „ +  vnv„) —— п(хч — y^)(«’n^n — Mn^n)]- (16)Формулы (15) н (16) являются аналогами и обобщениями классической формулы Кристоффеля — Дарбу для ортогональных многочленов одного переменного. В этих формулах частичная сумма билинейного ряда но орто- нормнрованным однородным гармоническим многочленам представляется через более простые выражения. При рассмотрении формул (15) и (1G) следует учесть обозначения (б) и (7). Кроме того, в этих формулах через g обозначена сумма (5), т. е. имеем
g (x ,  у, I ,  ч)=  1 — 2(х£ + уч) + (*г + У') ( I 2 +  Ч1)- (17)Если точки Л/(х, у) и Р (? , ч) различны, то функция (17) в силу формулы (5) положительна. Далее, нз формул (4) и (5) следует, что функция (17) положительна, если точки М  и Р  совпадают, но находятся внутри единичного круга.Предположим, что точка Л/(х, у) находится на единичной окружности, т. е. выполняется условие х г +  у2 =  =  1. Тогда из формулы (17) находим
g(x,  у, g, ч) =  (х ~  1)2+ (У  — Ч)2- С другой стороны, при том же условии х г +  у1 =  1 имеем равенства1 — х? — уч =  х ( х  — £ ) +  у (у ч ).* ч  -  y l  = ( х  — 1)ч — (у -  ч)£-



Учитывая :»ти равенства, получаем
И — *5 -  рч I (I * — $ 1 + 1.'/ -  ч 0 ^  (I * — S14-1 ?/ — ч I)3 

« ( * ,  У,  5 ,  Ч )  (x — l f  +  iy — Ч Г (18)1*4 — Pil (I* — £1 +  1у — ч!) <- (I * — 1 1 + 1 р -  ч I)2 2
«(*. р, |,ч) ""  (* -  D* +  (р -  ч)* "" (19)
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Эти неравенства справедливы, если точка Л/(х, у) находится на единичной окружности, а точка Р ( | , ц) изменяется в замкнутом единичном круге.§ 3. Ортогональные в единичном круге гармонические многочленыПусть в единичном круге
G  =  {(х, у): х г +  у1 <  1) (1)определена весовая функция h(x, у) ,  которая, как обычно, неотрицательна, не эквивалентна нулю и суммируема по области (1), т. е. выполняются условия
О <  |  [  h (х, у) d x  d y <  о о .

ОПрименим процесс ортогонализацнн с весовой функцией /г(х, у) к системе однородных гармонических многочленов(1, п„(х, у) ,  н„(х, у)).  (2)13 результате получим систему гармонических многочленов(Л0, А „ (х, у), В „(х , у)),  (3)

Рассмотрим многочлены (3) в том случае, когда весовая функция отграничена от нуля и удовлетворяет условию Липшица, т. е. выполняются два условия:
h(x, у ) >  с, >  0, ( 4 )

y ) - h ( l ,  tj) I — Б1 +  \ у -  ,,|). (5)Оценим многочлены (3) при условиях (4) и (5). Разложим многочлен В„(х , у) но системе однородных гармонических многочленов (2). Аналогично формуле (1.12) получим
11

В »  (х, у) =  - у -  +  [ « а« а (х, у) +  ( V *  (х, y ) j .  (0 )А=1Коэффициенты этого разложения определяются но формулам“ а =* -~U -  П J J //„(£, ’1 )ик(Ъ, 4)rf|d4,
G

Ра =  -  ~  J  J  В» ($, ч) v„ (£, ч) (II
GИспользуя эти формулы, из рапенства (fi) находим

В» (х, у)-~  | -  |  j  В п (£, ч) К п (х, у , I ,  ч) d% dr\, (7)' сгде, как обычно, введена частичная сумма билинейного ряда
П

к »  (х, у,  £. ч) =  V  +  2  (А- +  1) (м*м* +  РЛГ„), (8)А 1
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которые ортонормированы по области (1) с весовой функцией li(x, у) .  Ортонормнрованность системы (3) означает выполнение трех условии: причем для краткости использованы обозначения (2.0) и (2.7). Далее, из равенства (7) получаем формулу
Я6’
Яс
я

h (X , у) Л„ (x^y) Ah (X, у) dx dy 
h (х, у) Лп (х, у) Bh (.г, у) dx dy 
h (х, у) Ин (х, у) В,, (х, у) dx dy

^ n k l B n  (*, У) =  л * j* j  B„ (l,  ч) («г.Мп +  I ’ n V n )  dl (h) +
G

,} c c° ,
+  f )  J B, , (£, 4) K n - I  ( x ,  у, l ,  ч) d l  (l\\. (9)' G

&nh Сначала оценим первое слагаемое в правой части этого14 И К. Суетни



210 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ |ГЛ VIравенства. В силу условия (4) имеемJ  л) 11 " а I ^
V h ( l ,  1 | ) | Д „ ( 6 ,  T j ) | | 2 ? * | r f 6 r f . p

У г1 G

< y r t / Я '  «•  п) г a  *  -  ( А т г п й ;- тСледовательно, все первое слагаемое в правом части равенства (9) по абсолютному значению не превосходит величины
2(п +  1) ( | М * .  У) I +  | М х ,  У)|). ( 11)

Переходим к оценке второго слагаемого в правой части равенства (9). Прежде всего, заметим, что в силу ортогональности многочлена В „(х , у) с весовой функцией h(x, у) имеет место равенствоJ I h (5. Л) Вп (£. Л) A'n-i (х , у, | ,  г)) dt) =  0.GС помощью этого равенства находим
W  “  ■§ J  J  В п (I , л) Я , ,- !  (X, у, I ,  л) с/ц =G

“  як (л, V) J j* 1/) —л(£. Л)1 Я..(£, л) А 'п -^ х , у, I, л) ( I I 6?Л-
G

( 12)Этот интеграл можно оценить с помощью формулы Кристоффеля — Дарбу (2.15). Но сумма К л- Х(х, у, $, ц) меньше суммы (2.15) на 1/2. Если в интеграле (12) вместо К п~, поставить 1/2, то полученный интеграл не превосходит 1/Улс,. После этого остается рассмотреть интеграл с подынтегральным выражением вида£  (k +  1 )(uhuh +
к—О

On =  (Л (х, у) — h (£, л)1 в п (I, Г))
+ « А  J =  [/t (х, у) -  h (6, л)1 В п (5, л) - J  X

ГX  (1 — х£ — ул) 2] («*“ * -4- vkvh) +L А=0+  (хл — yl)  2  (Vkuh — ukvh) —A=1— n (1 — X% — УЛ) (u„un +  v„vn) —

— n(xr\ — yl)(vnUn — ИпУп)|. ( 1 3 )Предположим теперь, что точка Л/(х, у) находится на 1 единичной окружности. Тогда справедливы неравенства (2.18) и (2.19). Используя эти неравенства и условие j (5), для величины (13) получаем оценкуГ"-1| от» | <  2Л/, I /У» (6. Л) I 2  (I I +  I W *  D +L к =оп - 1  ^  ^+  2 j  (| *>AW* ( +  | и к ” к |) +А—1+  п (I UnUn | +  | П(|Пп | Т" I I’nUn | "Т I u»v„ |) J * (1̂ )Интегрируем это неравенство почленно и применяем для полученных интегралов оценку (10). В результате имеем
I  f J | o „ |  а д < Д / 1  у = ( 1 « * 1  +  | ^ / )  +
В  + 2 1у = 1( | ^ |  +  1иИ) +  у = ( 1 “ "1 +  1'," 1 ) <

V n  +  1. (15)Сопоставляя все полученные оценки, можем сформулировать основной результат настоящего параграфа.Т е о р е м а  1. Если весовая функция удовлетворяет 
условиям (4) и (5), то для ортонормированных много
членов (3) в замкнутом единичном круге выполняются 
неравенства|Л „(х , у) I *S e»Vn +  1, х* +  у * < 1 ,  (И»)

§ 3| ОРТОГОНАЛЬНЫЕ В ЕДИНИЧНОМ КРУГЕ МНОГОЧЛЕНЫ 211

|fi„(x , у) I CjVn +  1, x* +  y- 1. (17)



212 ОРТО ГО Н АЛ ЬН Ы Е ГА РМ О Н И Ч ЕСК И Е М НОГОЧЛЕНЫ  |ГЛ. V I ОРТОГОН АЛЬН Ы Е ПО ОБЛАСТИ М НОГОЧЛЕНЫ 213В самом деле, первое слагаемое в формуле (9) но превосходит величины (11), а второе оценивается с помощью неравенств (14) и (15). Этим неравенство (17) доказано. Аналогично доказывается неравенство (10). Заметим, что обе оценки (10) и (17) неулучшаемы в смысле порядка, ибо они не могут быть усилены даже в случае ортонормированных однородных гармонических многочленов.А внутри единичного круга многочлены (3) ограничены равномерно. В самом деле, из формулы (0), учитывая оценки интегралов (10) и формулы (1.4) и (1.5) при х 2 +  у2 <  р2, находим
11{п (•<•, У) | <  - Г Г =  ( 1 +  ^  V к  +  1 ()'

V  лс. и 1Несколько более точная оценка внутри круга получается, если в формулах (13) и (14) вместо формулы (2.15) использовать вторую формулу Кристоффсля — Дарбу (2.16), но в этом случае доказательство значительно усложняется.

8 *1которые ортогональны с весом А(х, у) но области G,  т. о. удовлетворяют условию[ \ h ( х ,  у) Ф „ (лг, у) Ф т (х, у) dx dy =  6„т . (4)
аСистему (3), как и систему (1), можно представить в виде

{Ао, Л „(х , у),  Я „(х , у)).  (5)Но тогда условия ортогональности для системы (5) запишутся в виде трех равенств.Предположим сначала, что весовая функция отграничена от нуля, т. е. выполняется условие
h ( x , y ) > h , >  0, М  (х, у ) е  G.  (6)Обозначим через р расстояние точки 1 / е С  до контура Г, и пусть Ыр — круг радиуса р с центром в точке М. Тогда в силу неравенства (1.35) при условии (6) находим§ 4. Ортогональные но области гармонические многочлены в общем случаеСистему однородных гармонических многочленов расположим в виде последовательности1, и .(х , у) ,  у .(х , у ) ,  . . . ,  ц „(х , у), ип(х, у ) ...........  (1)Для упрощения дальнейших формулировок иерсобозна- чнм эти многочлены и представим в видеФ». Ф ((*. У)< фД*, У),  . . . .  ф ,,(х , У ) ,  . . .  (2)

Яр21 Ф н (X, у) |3 | Ф „ (?, 11) I2 (1% dy1 <"V
GА  если р (/*’, Г) есть расстояние от замкнутого множества /''с: G  до контура Г , то из неравенства (7) получается равномерная оценка|Ф „(х , у)| <  1/(УлЛ0р (^ , Г ) ) , М (х, y ) ^ F .Пусть конечная одпосвязная область G  ограничена спрямляемой жордановой кривой Г . Предположим, что в области G  определена весовая функция А(х, у) ,  которая, как обычно, поотрпцатсльна, не эквивалентна нулю и суммируема по этой области. Применим процесс ортого- нализлцпи с весовой функцией А(х, у) к последовательности (2). В результате получим последовательность гар м о ни чес к и\ многочленов

Таким образом, если выполняется условие (6), то многочлены (3) ограничены равномерно внутри области G.Далее, пусть в области G  определена гармоническая Функция /(х, у) ,  суммируемая с квадратом по области 
G  с весовой функцией А(х, у) ,  т. е.1/1о =• f J А ( г, у) f l ( г, у) dx dy <  оо. (8)

Ф Д * .  у),  Ф » ( * , и),  .... Ф»(х, у),  ..., (3 ) Для такой функции можно определить коэффициенты



Фурье по системе многочленон (5) с помощью формулЯ* ■= J J Л (*. у) / (х, у) А к (х, у) dx dy,
G

bk = \ \ h  (x, у) f  (x, y) B h (x, y) dx dy.
GВ результате функции /(x, у) ставится в соответствие ряд Фурье по ортогональным гармоническим многочленам оо

аоА о +  2  [< М а (*, у) +  bkB h (х, у)]. (9)
a= iС  другой стороны, обозначим через {/fn(z)} многочлены по комплексному переменному, ортогональные по области G  с тон же самой весовой функцией й(г) =  

— h(x , у).  Условие ортогональности в комплексной области имеет видj* J  Л (z) К „  (г) dx dy =  (10)
GОсновные свойства этих многочленов изложены в монографии [11.23].Рассмотрим некоторые определения и обозначения, необходимые для дальнейшего изложения. Будем говорить, что спрямляемая жорданова кривая Г принадлежит классу С(р,  а ) ,  где р — натуральное число и 0 < а < 1 ,  если в ее уравнении z =  A.(s), где s — длина дуги, периодическая функция X(s) непрерывно дифференцируема 

р раз, причем \'р> ( s ) e  Lip а . Далее, обозначим через w =  =  ф(г) функцию, которая отображает конформно и однолистно область G  на круг |u>| <  1 при условиях <p(z„) =  0 
и ф (zo )> 0 , где z0 — некоторая фиксированная точка области G,  и пусть г =  ф(и;)— обратная функция.Поскольку в условиях ортогональности (4) и (10) весовая функция и область ортогональности одни и те же, то и асимптотические свойства ортогональных гармонических многочленов (3) и многочленов {K n(z)) оказываются аналогичными. Далее, так как свойства многочленов {АГ„ (z)} и рядов Фурье по ним подробно изложены в монографии [11.23], то здесь естественно ограничиться только некоторыми формулировками свойств многочленов(3), аналогичными соответствующим известным результатам из указанной монографии.
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§ 4] ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПО ОБЛАСТИ МНОГОЧЛЕНЫ 2151. Если Г е С (р , а ) , а весовая функция удовлетворяет условию (6), то существует такая постоянная с,, что для многочленов системы (3) выполняется неравенство1Фп(х, у)1 *£ с ,(л  +  1), M ( x , y ) ^ G .2. Предположим, что весовая функция вместо условия (б) удовлетворяет условию

h ( z ) > c 2[ i -  1ф(г)1]р, z e G ,  р > - 1 .  (11)Тогда, если Г е С ( 1 ,  а ) , то имеет место оценка
1 + 2 .|Ф „ ( х , y ) K c , ( n  +  1) 2 , Л / ( х ,у ) е С .3. Если Г е С ( 1 ,  а) и выполняется условие (11), то справедливо неравенствоi Ф * (*, У) ds <  с, (п +  1 ) 'fp .г4. Если весовая функция удовлетворяет условию (6), то ряд Фурье (9) сходится к функции /(х, у) равномерно внутри области G.5. Если при условии (11) ряд Фурье (9) сходится к функции /(х, у) в метрике пространства //2(Л, G ) ,  то он сходится к этой функции н равномерно внутри области G.6. При условии (11) для всякой точки М (х, у ) ^ С  выполняется неравенствооо

А1 +  2  К  (х, у) +  B l  (X, «/)] <  [р(Д/ С*)|Г Г7'
где р (М, Г) есть расстояние от точки Л/(х, у)' до контура Г.7. Если Г е С ( 1 ,  а) и выполняется условие (11), то имеет место равномерная в замкнутой области G  оценка

А 1 +  2  [А Ц .г, у) +  В \ (х, y ) ] < c e(H +  1)’ +р.
*  =  18. Для функции Лебега ряда (9) 

L n(x, y ) - $ j h ( l ,  Ц)|Л2 +п+  2  И а {х , у) A h ( I, 1)) +  B k (х, у) B h ( I ,  ц )  ]
А—1

d%dr\



Л е м  м а 2. Для любых двух гармонических много
членов а„(х , у) и Pm (*, у) существуют такие сопряжен
ные им гармонические многочлены а п(х, у) и jJm(x, у),  
что имеет место равенствоf f « „  (г) pm (г) | <р' (г) |г dx dy =с =  —  f  f  CCn (Z) Pm (Z) | tp' (Z) |2 l/j- J y .  (1 0 ) 

GД о к а з а т е л ь с т в о .  Аналогично формулам (G) и (7) вводим разложения
Pm [ф (w)| =  Р (г, fi) =  + 2  C0S sin Л'0) Г*’ft=I
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  В дальнейших рассуждениях, как обычно, для краткости будем применять обозначение
(Ап, B m) =  \ \h(x , у) А п (х , у) В т (х, у) dx dy. (16)'o'I Если n <  m, то в силу ортогональности многочленов си- [ стемы (2) имеем равенства
(Ат, я») =  (0т, Я „ ) - 0 . (17)Пусть теперь т < п .  Тогда, используя равенство (10) и 

к учитывая выбор сопряженного многочлена, получим[  (Ат, В„) = —(А т, 0 „) =  О, (0 т, Л п) = - ( В т, А „ ) =  0.
(18)
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Рт [ф(и>)1 =  Р(г, 0) =  ^  (— ~bhcosk0  +  ah sin kQ) r \  k=l
( 12)Используя разложения (6) и (12), получаем1 2Я ооJ  j  « (г, 0) Р (г, 0) г dr d0 =  2  2 ( Д  1) a^ k +  b*“ *)•О О А**1 (13)Аналогично с помощью (7) и (11) находим

л 00J  j  a ( r , 0)Р(г, 0) г dr dQ =  2  2('Д  t) (— +  «*&*)•о о *= l
(14)Сопоставляя (13) и (14), приходим к равенству (10). Лемма доказана.Во всех дальнейших рассуждениях будем считать, что сопряженный гармонический многочлен Q n(x, у) к многочлену (?„(£, У) выбирается таким образом, что выполняются условия лемм 1 и 2.Л е м м а  3. Если гармонические многочлены (2) орто- 

нормированы по области G с весовой функцией (4), то 
имеют место равенстваA „(z) =  —Я „ (г ) , 0 „ ( z ) =  A „ ( z ) . (15)

Заметим, что в условиях (17) и (18) исключен случай л =  т.С  другой стороны, при любых л и т из равенств(Arn, А п) ---- (А „, Л т ) , (0т, 0 „)----- (Я „, Я т ),учитывая ортогональность многочленов (2), находим
(Ат, Л„) =  (0т, Я,) =  0, (19)причем здесь случай л =  т не исключается.А  теперь разложим сопряженные многочлены по системе (2). В результате получимA „(z) -  а0А0 +  2  I M a (z) +  fc„0A(z)], (20)ft=l
В п (z) =  a „A 0 +  S  («„A* (z) +  pk0 k(z)J. (21)ft— lУчитывая условия ортогональности (18) и (19), найдем, что в формулах (20) и (21) отличны от нуля только по одному коэффициенту, ибо в условия (18) не входит случай п — т. Следовательно, разложения (20) и (21) приводятся к виду
A n(z)— bnB„(z) ,  Я„(г)*= a „ A „( z ) . (22)Коэффициенты Ья и а „ в этих равенствах можно определить с помощью формулы для сопряженного гармонического многочлена. Для произвольного многочлена с
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В п (z) =  с„ +  id0 +  У, (ch +  idh) zh «=A =  I

п=  <ч» +  Ц> +  (г а +  idk) [uk (.r, y) +  ir* (x, ;/)| =1 n— +  '4> +  - j  (■ *.!/) — dkvk (x, y)] +it i
+  t K “ a (-Г, У) +  Chvh (x, y)|). (23)Поскольку гармонические многочлены A n(z) и Л „ (z) сопряжены, то в силу формулы (23) имеем равенстваП

л п (z) =  с0 +  2) 1<V*a' (*, у) — dhvh (х, у)\, (24)А~ 1
пЛ . (Z) — </0 +  2  l̂ fcWA (X , у) +  chvh (.г , р)|. (25)

h — lАналогично имеем еще две формулы:
п

п п (г) =  са +  У,  [скм* (х, у) — dhvh (х, {/)], (20)А —1п(2) =  </0 +  2] 1<4"а (*. У) +  chvh (х, у)]. (27)А =  1Сравнивая старшие коэффициенты в этих четырех разложениях, из равенств (22) находим два условияс» (I п ос„с„, (-S)из которых получаем ft„a„ =  — 1. Поэтому равенства (22) можно представить в виде
Ап (г) =  Ь„Я„ (2), В п (z) -  -  ± -  А п (г). (29)

ипДалее, в силу неравенства (5) и ортопормированности многочленов (2) имеем(*) \2d x d y ^ i ,“оj J | S n(2)|s |c p '(* )|*c / x d y < l.С

Подставляя в эти неравенства правые части равенств(29) , находим ft* <  1 и 1 <  ft“ , откуда следует ft?, — I . Наконец, для определения знака числа ft,, обратимся к равенствам (25) и (26). Так как в формуле (24) d„ =  О н старшин коэффициент с„ положителен, а в формуле (26) коэффициент при V , (х, у )  должен быть положительным, то < 7 „< 0 . Поэтому из равенств (28) находим ft,, >  > 0 ,  и, таким образом, ft,, =  1. Подставляя это значение в формулы (29), получим равенства (15). Лемма доказана.Т е о р е м а  2. Вели весовая функция определяется по 
формуле (4), то равенства (3) выполняются и имеют 
видЛ „(х , у ) =  )~2Р„(х, у), В„(х ,  у ) =  }2Q„(x, у) .  (30)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу формулы (1) равенства(30) эквивалентны формуле^ п (*) =  - ^ - И п(*) +  Ш п(2)1 (31)Интеграл (4.10) для этих многочленов имеет видf 1 h (2) К„  (2) K m (2) dx dy ='с— 4 -  j f h (z) \An (z) +  iB n (2)1 [Am (z) -  iB m (z)] dx  dy. (32)‘ GВ силу определения многочлепов (2) правая часть равенства (32) равна 0, если п Ф т ,  н I, если п =  т. Тд- кнм образом, остается доказать, что правая часть равенства (31) есть многочлен по переменному z — x  +  iy порядка п с положительным старшим коэффициентом. Тот факт, что функция (31) есть алгебраический многочлен по z, следует из равенства B„(z) =  A „(z ) ,  доказанного в лемме 3. Далее, в силу этого равенства, учитывая ({юр- мулу (24), аналогично равенству (23) находим71

An (z) + iBn (z) =  с0 + 2  К ма у) — (lltVh (Г- У)1 +
h I71+  +  i 2  \dkuh (x, y) +  chvk (x, y)j =A -l -  2 ( c k +  >dk)z*. (33)

и и
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Поскольку в формуле (24) для многочлена A n(z) выполняется условие d„ =  0, то старшин коэффициент многочлена (33) равен с„ >  0. Теорема доказана.Формула (31) позволяет переносить некоторые свойств» многочленов {K„(z)}  на многочлены (Л „(г)} и 
lB „(z)i .  Приведем только самые характерные формулировки.1. Если Г е £ ( р + 1 , а ) ,  то для суаерортогоиальных гармонических многочленов, соответствующих весовой функции (4), равномерно внутри области G  выполняются неравенства

с (F ) с (F)| Л » ( * ) |< - ^ + 5 - ' |Я » (г) К - ^ + а - »  z e = F c G ,  (34)где постоянная ct(F) содержит в знаменателе расстояние р(А\ Г) от замкнутого множества f ' c G  до контура Г.2. Если контур Г есть правильная аналитическая кривая, то существует такая постоянная q <  1, что выполняются неравенства|Л .(х )| < C i(F)g", Il?n( z ) l < c l ( f ’) g", z e f c G ,  (35)где постоянная cz(F) содержит в знаменателе расстояние р (F, Г ) , причем q -*■  1 при р (F, Г) 0.3. Если Г е С ( 2 ,  а ) , то в замкнутой области G  справедливы равномерные оценки|Л«(г)| < с , У я +  1, IZ?„(z) I *£с,1п +  1, z<=£.4. Если T s C ( p  +  l ,  а ) ,  то равномерно внутри области G  выполняется неравенствооо2  М *(г) +  (Z)] < '  z ( = F c G ,  (36)* -n + l пгде постоянная Ci(F) имеет такое же строение, как постоянная Ci(F) в оценках (34). А  в случае правильной аналитической кривой Г левая часть неравенства (36) не превосходит величины Ci[F)qn, где постоянная ct(F) аналогична постоянной ct(F)  в неравенствах (35).5. Обозначим через /?„(г, /) остаток ряда Фурье по суперортогональным гармоническим многочленам гармонической в области G  функции, удовлетворяющей условию (4.8), и пусть ^  (/, G) есть наилучшее приближение *той функции гармоническими многочленами по

222 ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е ГАРМ О Н И Ч ЕСК И Е М НОГОЧЛЕНЫ  |Г Л . VI СУП ЕРО РТО ГО Н АЛ Ь Н Ы Е ПО ОБЛАСТИ М НОГОЧЛЕНЫ  223рядка нс выше п в метрике пространства Hz(G).  Если Г е С ( р  +  1, а ) ,  то внутри области G  выполняется неравенство|Д „(2 , Я К - ^ Я п ^ / . С ) ,  Z < = F a G .6. С  рядов Фурье по ортогональным многочленам (A„(z)> на ряды Фурье но суперортогональным гармоническим многочленам легко переносятся различныеоценки функции Лебега и соответствующие оценки скорости сходимости этих рядов в замкнутой области G .7. В монографии [П.23] для многочленов {K „(z )) получены различные асимптотические формулы в дополнении D  замкнутой области G.  Из этих формул нетрудно получить в той же области D  асимптотические представления для суперортогональных гармонических многочленов (2).8. Обозначим через «? =  Ф (г) функцию, которая отоб-а̂жает конформно и однолистно область D  на область 
w\ >  1 при условиях Ф (<»)=< » II ф '( о о ) > 0 , и пусть С „  есть внутренность контура Гя. который при отображении w =  Ф (г) переходит в окружность | щ | = / ? > 1 .  Если функция 1(х, у) гармоническая в канонической области С „ , то для остатка /?„(z, /) нетрудно получить различные-— —” п(лпплтн

О, аналогичные соответствующим известным результатам о рядах Тейлора и рядах Фабера [11.25]. Эти оценки зависят от граничных свойств гармонической функции /(х, у) во внутренней окрестности контура Г„.



Глава V IIО Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Е  ПО К О Н Т У Р У  М Н О Г О Ч Л Е Н Ы  Д В У Х  П Е Р Е М Е Н Н Ы Х

§ I . Основные определении || простейшие свойства .Пусть спрямляемая жорданова кривая Г определяется параметрически уравнением
z — x  +  i y ~ ‘k(s)*=x(s) +  iy(s) ,  ( 1 )где s — длина дуги, отсчитываемая от некоторой фиксированной точки. Если кривая (1) не замкнута, то такой точкой является начало кривой. А если кривая Г замкнута, то функция X(s) имеет период /, равный длине всей кривой.Функция двух переменных/<(х, у ) =  h ( z ) =  h [ x ( s ) ,  I/(s)] =  h(s) (2)называется весовой функцией на кривой Г , если она неотрицательна, не эквивалентна нулю и суммируема на Г , т. о. /0 <  \ h (.г, у) ds =  W< (х (*), у (а) | ds <  оо.Г оБудем считать, что одночлены но двум переменным упорядочены лексикографически, т. с . так же, как это изложено в § 1 гл. 1.При рассмотрении плоской кривой (1) следует различать два случая. Если кривая Г алгебраическая, то система всех одночленов (1.1.1) линейно зависима на этой кривой, т. е. некоторые из этих одночленов представляются линейно через другие. Этот случай рассматривается в следующем параграфе. Л если кривая (1) трансцендентная, то система одночленов (1.1.1) линейно независима. В настоящем параграфе будем считать, что кривая Г трансцендентная.Два многочлена /J„*(x, у) н Р т,(х ,  у) называются 

ортогональными на кривой Г  с весовой функцией h ( x ,y ) ,

если выполняется условие
\ h (х, У) Pnh (х, У) Pm. (х, у) ds =  0. гПусть дана система алгебраических многочленов
/ \ > о ( * .  У)УЛо(х, у) .  Л .(х , у),
Piо(х, у ) ,  Р ц (х , у) , Ргг(х, у) ,  (3)
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Рпо(х, у) ,  Р „ i(x , у ) ............Р „„(х , у),

Эта система называется ортонормированной на кривой Г с весовой функцией h(x, у) ,  если выполняются условия:1. Главный коэффициент спК каждого многочлена 
Р,.„(х, у) положителен.2. Многочлены (3) удовлетворяют условию ортонор- мированности

(4)С h {х, у) P nh (х, у) Рщр (х, у) ds =  бnm̂ hp1Многие свойства многочленов, ортогональных по области переносятся иногда с небольшими изменениями на многочлены (3), ортогональные по контуру, или, как иногда говорят, ортогональные но длине дуги. Поскольку и формулировки, и доказательства свойств этих двух систем .многочленов аналогичны, а часто просто одинаковы, то здесь мы ограничимся только формулировками свойств многочленов (3).1. Если функция А(х, у) является весовой фупкцией на трансцендентной кривой Г , то для всякого алгебраического многочлена Q „.(x ,  у) ,  неотрицательного на Г , выполняется условиеf  h ( . г ,  у) Q nh ( х ,  у) ds >  0, п > 1 .2. Для всякой весовой функции й (х, у),  определенной на контуре Г. существует единственная система многочленов (3), удовлетворяющая условию ортопормп- рованности (4).3. Первый критерий ортогональности в этом случае  ̂ формулируется следующим образом. Пусть дан некоторыймногочлен Р „*(х, у) с главным коэффициентом сп)1> 0 .  15 П . К . Сустнн



220Для того чтобы этот многочлен был ортогональным многочленом порядка (и, к) с весовой функцией h(x, у) по контуру Г , необходимо и достаточно, чтобы для люоого многочлена Qmp{x, у) ,  .меньшего порядка (/га, р ) ,  выполнялось условно1 Л (х, у) Р„ь (х, у) Qmp у) ds =  0.г4. Если ввести многочлены с единичными главными коэффициентами, то для всякого многочлена Q„i,(x, у) и ортогонального многочлена РщДх, у) того же порядка (л, к)  выполняется неравенствоf h (х, у) [ $ „ ft (г, t/)l4 ds >  f It (х, у) [Pnh (х, У)\: ds =Г  ГКак и во всех других случаях ортогональности это экстремальное свойство ортогонального многочлена часто называется вторым критерием ортогональности.5. В случае ортогональности по контуру можно ввести моннческие ортогональные многочлены аналогично тому, как это сделано в § 4 гл. I для многочленов, ортогональных по области.6. Степенные моменты весовой функции h(x, у) на контуре Г определяются по формуле
h„h =  f h (х, у) xn~hyhds. гС  помощью этих моментов многочлены (3) представляются через некоторые определители аналогично формулам из § 3 гл. I.7. Для многочленов, ортогональных по контуру, имеют место рекуррентные формулы и аналоги формул Кри- стоффсля — Дарбу, но эти формулы, как и в случае ортогональности по области громоздки и малоэффективны.8. Как и в случае ортогональности по области весовая функция А (х, у) н контур Г определяют последовательность пространств ортогональных многочленов
w „  w t, je 2, . . . ,  w ........Эти пространства ортогональны между собой, т. е.(Л »  Рт) =  ( h (х , у) Р п (г, у) Р т (х , у) ds =  0, гесли Р п е= Wn и Р т е  \Vm, но п Ф т .

ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е ПО К О Н ТУРУ М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  |ГЛ. V I I 9. Для ионических ортогональных по контуру многочленов существуют нормальные бнортогональные системы.10. Рассмотрим еще одно экстремальное свойство ортогональных но контуру многочленов. Обозначим через И7пЛ(Г) множество всех .многочленов порядка не выше 
(п, к) ,  для которых выполняется условие (5):

§ 1| ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ И ПРОСТЕППШЕ СВОЙСТВА 227

.f h (x, У) <Лк(х, y ) d s s ^ l .Пусть фиксирована точка Л/0(х0, у0). Будем искать точную верхнюю границу
А  =  sup (х0. у0) (6)на множестве 1РП*(Г) многочленов, удовлетворяющих условию (5). Как и в случае ортогональности но одному переменному нетрудно доказать, что величина (6) определяется по формуле” -1 *" к
А =  £  2  Pint (Х„, у0) +  P'nt (X0, у„),т = о  в—0 5=опричем эта верхняя грань достигается только для многочлена ’  п —1 т

Q n h (•*■. у )  = _L 
у л ^  У и) Р ТЛ1 (•/% у) +щ=0 5=0 +  2  p nt(x0, уи) Р „ .{ х ,  у )] .

*=" JАналогичным экстремальным свойством обладают и многочлены, ортогональные но области.11. Пусть на контуре Г определена функция /(х, у) ,  для которой выполняется условиеI/Нг =  J  к(х , у ) р ( х ,  y ) d s <  оо. гМножество таких функций будем обозначать через £-2(я, Г ) . Коэффициенты Фурье функции /(х, у) по системе многочленов (3) определяются но формуле
а„к =  J  h (х, у) /(х, у) Р пк (х, у) ds.

15*



228
ОРТОГОН АЛЬН Ы Е Н А  А Л Г ЕБ Р А И Ч Е С К О Й  КРИВОЙ 229В результате функции /(х, у) ставится в соответствие ряд Фурье по ортогональным многочленам£  2  ап,р ,„ ( х ,  у). ( ' )п=0Частичные суммы этого ряда имеют вид

л —1 т h

S„h {х, У) =  2  2  ат,Р т,(х ,  у) +  ^  ап.Р „ ,( х ,  у). (8)
ТП -О  8 - 0  оОтметим простейшие свойства рядов (7) и их частичных сумм (8). Прежде всего, частичные суммы (8) наилучшим образом приближают функцию /(х, у)  в метрике пространства L z(h, Г ) , т. е. при любом многочлене 

Q nh(x, у) порядка (и, к) выполняется неравенствоi / - s j i r < i / - G . A .Далее, для рядов (7) имеет место неравенство Бесселя£  i x . < i / p r ,П = 0 8=0из которого следует условие

ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е ПО К О Н ТУРУ М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  |ГЛ. V II

Аналогичными свойствами обладают и ряды Фурье но общим ортогональным многочленам, которые получаются из многочленов (3) с помощью ортогональных матриц. При этом, как н в случае ортогональности по площади, частичные суммы (8) порядка (п , п) не зависят от выбора системы общих ортогональных многочленов, соответствующих данной весовой функции А(х, у) и контуру Г .§ 2. Ортогональные на алгебраической кривоймногочлены но двум переменнымВ настоящем параграфе рассматривается случай, когда контур Г является алгебраической кривой. Предположим, что уравнение этой кривой имеет видJV—1 т р -1
x N-ryP =  У  V  CmrXm~*y‘  +  £  CN.xX-’y1. (1)m=o »=0 *=о

8 2|Будем считать, что уравнение (1) нельзя сократить ни на х,  ни на у. Это имеет место, если с„о^ 0  либо с„0 =  О, но оба коэффициента с10 и cot отличны от нуля. В этом случае будем считать, что кривая (1) имеет порядок (А , р).  Разумеется, в качестве контура ортогональности Г может быть взята нс вся кривая, определяемая уравнением (1), а только ее часть.Вводя обозначение для правой части уравнения (1), представим это уравнение в виде
x N- py p =  Q(x , у ) .  (2)Поскольку па кривой Г выполняется равенство (2), то на этой кривой система одночленов {хп~ку1'} не является линейно независимой. Рассмотрим этот вопрос подробнее. Как и в первой главе, представим систему основных одночленов в виде таблицы
X, у ,
X2, ху, у \

'У, х у " - ' ,  у"
ХКУ ...........x ” +l- ’ y>, x N~py p+ ‘ .............. х у ” , у ” +\

(3)
Поскольку кривая Г определяется уравпеппем (2), то па этой кривой одпочлепы всех первых N  пачек таблицы (3), включая пачку с номером N — 1, линейно независимы между собой. А  в силу равенства (2) одночлеп 
Xs ~рур на кривой Г представляется линейно через предшествующие ему в таблице (3) одночлены.Обозначим через Г (т) число линейно независимых на кривой Г одночленов порядка т во множестве \Vm всех одночленов порядка но выше т. Из равенства (2) следует, что из N  +  1 одночленов порядка N  линейно независимы N  одночленов, т. е. имеем Г (N) =  N.  Вычислим теперь число Г(Аг+ 1 ) .  Умножая равенство (2) сначала на х , а затем на у, получим два равенства:

x s+' - py p =  xQ (x ,  у ) ,  x” - py p+l =  yQ (x, у ) .  (4)Из этих равенств следует, что в пачке с номером А + 1  ужо два одночлена представляются на кривой Г линейно через предшествующие им одночлены. Таким образом, имеем Г ( А + 1 )  =  А . Далее, из равенств (4) получаются



три равенства:
х " +г~рyP =  x*Q(x, у ) ,  x N+l- py p+l =  xyQ (x ,  у) ,  
jM -v y P + t  =  y * Q ( x ,  у ) ,которые выполняются на кривой Г . Следовательно, в пачке с номером А +  2 уже три одночлена зависят линейно от предыдущих. Поэтому находим Г(УУ +  2) =  Л\ Продолжая этот процесс умножения полученных равенств на 

х  и на у,  придем к равенствуГ (т) =  N, т >  N.  (5)Таким образом, если кривая Г определяется алгебраическим уравнением (1) степени N,  то в каждой пачке одночленов (3), начиная с пачки с номером N,  будет только N  линейно независимых па кривой Г одночленов. При этом, поскольку из пачки с номером т опускаются лнпейно зависимые одночлены
х т- ру р, хт- р- ' у р+' ...........xjr-J,y— 'r+P, (6)то в этой пачке остаются одночлены 
х т, хт- ' у , х т- р+'ур- 1,
x H-p-lym-N+,+i' Хут~\ УШ. (7)В результате (3) приводится к виду1,
х , у ,
х \  ху. уг,
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г Л'-2 ,. г „ * - 2
X  у ,  . . м х у  у У  у

. . . .  х К - р + ' у р~ \  x s - p - l y p + l ,  . . . .
~JV + 1X у м x s + * - p y р - \  х н - р - ' у р + \  • • у * * ' .

. . ., Х т- р + 1у р- \  х К - Р - ' у " ‘ - К + Р+ \ . . . .  у т,

Полученная система одночленов линейно независима па кривой Г . В соответствии с формулой (5) все начни в этой системе, начиная с начни с номером N,  содержат только N  одночленов.

Далее, пусть дан алгебраический многочлен
п —1 т к

Qnk (х, у ) =  2  2  ст̂ т- у  +  v  <?„•*"-у .  (9)тп=0 *—0Если э т о т  многочлен рассматривать только на кривой Г, определенной уравнением (1), то, не нарушая множества значений этого многочлена и некоторых его свойств, можно в суммах (Я) опустить одночлены вида (6), т. е. можно положить
Стр =  Ся(р+|> =  ••• =  £|П (m—.v+p) =  0 . ( Ю УПредположим теперь, что па кривой Г определена весовая функция А(х, у) .  Применим процесс ортогоналн- аации к системе одночлепов (8). В результате получим систему ортогональных многочлепов (Л„»(х, у)),  которые можно расположить аналогично таблице (8). В этой системе многочленов индекс к принимает значения с пропусками. При этом для каждого многочлена выполняются условия (10).Рассмотрим некоторые примеры. Пусть сначала кривая Г определяется формулой!
у =  А х  +  В, a * Z x * C b .  (И )В этом случае N  =  1, и пачка с номером 1 в таблице (3) содержит только один линейно независимый одночлен х.  Следовательно, таблица (8) в этом случае будет состоять только из одного первого столбца, т. е. на линии (11) линейно независимой будет система степеней (хп). При этом весовая функция в силу формулы (11) превра- И  щается в функцию одной переменной, т. е. имеем
h(x, у) =  h(x, А х  +  В ) =  К ( х ) ,  а ^ х К Ь .А ортогональные многочлены также будут зависеть только от переменного х,  причем линией ортогональности будет сегмент [я, 6].Пусть теперь кривая Г есть единичная окружность
хг +  у г *= 1. (12)Тогда в таблице (3) пачка с номером 2 будет содержать только два линейпо независимых одночлена х г н ху.  Поскольку в этом случае N — 2, то все пачки таблицы(8) будут содержать по два одпочлепа вида х п и х"~'у. Следовательно, всю таблицу (8) можно представить в

§ 2| ОРТОГОНАЛЬНЫЕ НА АЛГЕБРАИЧЕСКОЙ КРИВОЙ 231



232 ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е ПО К О Н ТУРУ М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  |ГЛ. VII § 21 ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е Н А  А Л ГЕБ РА И Ч ЕСК О Й  КРИ ВОП  233виде последовательности1, х , у, х\ х у , х 5, х ", хп- 'у ,  . . .  (13)Ортогоналнзируя эту последовательность с единичным весом h{x,  р )в 1 по окружности (12), получим ортонор- мированную систему многочленовМ „  А п(х, у) ,  В п(х, y ) i .  (14)Здесь через (А „(х , у)} обозпачепы ортоиормнрованные многочлены с нечетными номерами, т. е. гланпый член мпогочлена Л „(х , у) есть а „х " , а главный член многочлена В п(х, у) имеет вид $пх п- 1у.  Докажем, что при условияхx =  cos(jp, p =  sin(p (15)для многочлепов (14) справедливы формулы^„(cos<p, sin ф) =  В п (cos ф, sin ф) =  -—^Д-. (1G)
у л у ЛВ самом деле, поскольку на окружности (12) ds =  с/ф, то из условия ортогональности2Л 2Лf А 1 (х, у) с/ф =  j  (а0 +  а ,х )  с?ф =  2лос0 =  О о онаходим а 0 =  0 и а 1 =  ~^=. Аналогично имеем1/л2Л) В х (х, у) с/ф =  j  (я0 +  ахх  +  Р ^ ) с/ф =  2ла0=  О,О О2Л 2Л

\ В х (х, у) А х (х, у) с/ф =  j  (ахх  +  Р,у) с/ф =  о о2Я=  | (а, cos Ф +  Pi sin ф) -£ p j-  d,p =  а , V n  =  0.
Таким образом, формулы (16) при п =  1 доказапы непосредственным вычислением. Далее применяем индукцию. Предположим, что формулы (16) снраведлнвы для

всех номеров от 1 до п. Тогда при условиях (15) получаемЛп+1 (х, у) =  а0А а +  V  [ahA h (х, у) +  bhBh (х, у)] +ft=l+  а ;|+1х” +1 П„ л . 'V  / cos Агф , sin Iran
у Г  + ‘ ‘ v # ) ++  ап+1 cosn+! ф. (17) Условно ортогональности этого многочлена нмеет видj  А п+1 (х, у) cos А-ф </ф =

2Л=  a ftj/ n  +  a n+1j  cosn+I ф cos Аф с/ф =  0. (18)оВ силу известного равенства
т - 1eos”* ср =  -^ гг  cos т Ф +  2  cj,m) cos Аф (19)

* ft—оиз условия (18) находим«ft =  — / лап+1с<лп+1), А =  1, 2, . . . ,  н.Кроме того, имеем еще одно условно ортогональности
2Лj  А п+1 (х, у) sin Ачр с/ф =  о 2Л=  bk У^п +  a n+, j c o s ^ 1 ф sin Аф с/ф =  0. оСледовательно, формула (17) приводится к виду

П■̂1ц-и (х, у) =  — a n+1 V  С;,,1+1) cos Аф -f ап+1 со8п+1ф =ft=i вП+1 / . IV=  -p r -c o s  (п +  1)ф.
Используя условие нормировки, получим первую нз формул (16) при п +  1.
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т*
В п+ г (*. у) =  ао̂ о "У ^  (

к = 1  ' cos kw , 0 sin Лсср> +
+  « „ - ц 008* " * 1* -  +  рп+| cos" ф sill ф. (20)У 31С другой стороны, из формулы (19) дифференцированием получается равенство т -1cosm_1 (р sin ф =  — si n т Ф +  ^  f̂tm) s‘ n ‘̂Ф-2 к = 0Следовательно, используя условия ортогональности, из формулы (20) получаем

aft =  0, Ра =  — V**Pn+Aft+1\ k — l , 2 , . . . , n .Поэтому равенство (20) приводится к видуЯп+1 (*, У) =  sin (п +  *) Ф-Используя условие нормированности, получим вторую из формул (16) при п + 1 .  Этим равенства (16) доказаны.Таким образом, система (15) на окружности (12) имеет вид ортонормироваппой тригонометрической системы
{1/У2зт, (созпф)/Уя, (зт/»ф)/Уя).§ 3. Ортогональные но контуругармонические многочленыРассмотрим снова однородные гармонические многочлены (6.1.7)(1, и „(х , у) , v„(x, у)).  (1)Поскольку на единичной окружностиf  =■{(*, У)- хг +  у г *=*\) (2)эти многочлены имеют вид
И , cosmp, siniMp), (3)то, нормируя их на окружности (2) с единичным весом 

h (ф) *  1, получим систему пронормированных однородных

гармонических многочленовИ/У2л, ип(х, у)/Ул, vn(x, у)/УТЛ. (4)Всякий гармонический мпогочлен Р „(х , у) порядка не выше п единственным образом представляется в виде
П

Рп(х,  у) =  4 г  +  2 ]  К М * .  у)+ bhvh(x, у)], (5)А = 1где коэффициенты оиределяются по формулам
ак =  4 "  f  Рп (6, П) “ к (I . Ч) da, v
bh =  4 "  j Рп (5. Ч) »к (S. Ч) ds. vПусть теперь на окружности (2) определена весовая функцияЛ(х, y ) = h ( ф). (8)Применим процесс ортогоналнзацнп к системе (1) на окружности (2) с весовой функцией (8). В результате получим некоторую систему ортонормированных гармонических многочленов(Л ., А „ ( х , у), В я(х, у)).  (9)С  другой стороны, если применить процесс ортогонали- зации к системе (3) с весовой функцией (8), па отрезке [—л , л], то получим систему ортонормированных тригонометрических полиномов
М 0, Л„(ф), В п(ф)). (10)Нетрудно видеть, что системы (9) и (10) при условиях х  =  соэф и у =  sin ф совпадают. Это следует из того, что процесс ортогопализацпн многочленов (1) на окружности(2) не зависит от величины г в формулах (6.1.4) и (6.1.5) для многочленов (1). Асимптотические свойства тригонометрических полиномов (10) изучены достаточно подробно [VI.22, 23). Эти свойства можно перепоенть на многочлены (9), если рассматривать их только на окружности. Но здесь мы приведем простейшие оценки для многочленов (9) независимо от свойств полиномов (10).
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( 7 )
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ГА РМ О Н И Ч Е СК И !! М НОГОЧЛЕНЫ 237Как и в § 2 гл. V I , для краткости будем использовать обозначения (6.2.6) н (6.2.7). Кроме того, введем частичную сумму билинейного ряда

П
Кп (х, у,  I ,  л) =  4 - +  2] +  VkVh)- (И)В силу равенства (6.2.9) при условии, что обе точки находятся на окружности (2) , для функции (1 1 ) справедлива формула
К п-1  (х , у, I ,  Л) +  —  =
-  к* - -  ■«’" > < * - * « - » ' ) > -

— (VnUn — U„vn) (хц  — p£)J. (12)Далее, для многочлена В п(х, у) аналогично формуле(5), используя формулы для коэффициентов (6 ) и (7), находим представление
(х, у) — —  J*В п (|, ц) А„(х, у, I , *i) ds. (13)vС другой стороны, в силу ортогональности многочлена 

В„ (х,  у) с весовой функцией (8) выполняется условиеj  Я» (5, ’I) h (I ,  ц) А'„_! (х, у,  | , 11) ds =  0. (14)vКак обычно, будем применять для краткости комплексные переменные z =  x  +  iy и £ =  |  +  iri. Тогда из формулы (13), учитывая условие (14), получаем
h (г) В п (г) =  -1  f  В п (£) [h (г) -  h (О) А'„_| (г, С) ds +V+  (2) J (SHwn (2) н„ (0  +  vn (г) vn (01 ds. (15)VДалее, предположим теперь, что весовая функция (8) удовлетворяет двум условиям:
h(x,  у ) >  h „ >  0, (16)Ih ( x , y ) - h ( l ,  л ) | < Л / ( | * - ! |  +  |0 - П|) . (17)Первый интеграл в правой части равенства (15) оце-

ОРТОГОН АЛЬН Ы Е ПО К О Н Т У Р У  М Н О ГО ЧЛ ЕН Ы  |ГЛ. V II § 3|нивается с помощью формулы (12), неравенств (16), (17), (6.2.18), (6.2.19) н неравенства Буняковского — Шварца. Аналогично второе слагаемое в равенстве (15) оценивается с помощью неравенства (16). В результате получим'* <•) I "■ w  I <  7 V X  1 г\h  ®  ®  *  -Аналогичное неравенство справедливо и для многочлена Л „ ( 2). Таким образом, если весовая функция удовлетворяет условиям (16) н (17), то ортонормнрованные гармонические многочлены (9) равномерно ограничены в замкнутом единичном круге, т. е. имеют место неравенства
\А„(х, у) < с 2, |Я „(х , у) I <  с 2, х1 +  !/г < 1 .  (18)Рассмотрим теперь общий случай. Пусть на плоскости дана замкнутая спрямляемая жорданова кривая Г и на ней определена весовая функция
h ( x , y ) = h ( z ) .  (19)Применим процесс ортогоналнзацнн к системе однородных гармонических многочленов (1) с весовой функцией (19) по замкнутому контуру Г . В результате получим систему ортогональных гармонических многочленов(Л0, Л „(х , у), В п(х, у)).  (20)Условия ортонормнрованностн имеют видf h (х, у) Л„ (х, у) В т (х, у) ds =  0,гf h (х, у) Л „ (х, у) Ат (х, у) ds =  ®nmiГ( h (х, у) В п(х, у) В т (х, у) ds =  6nm.гКак обычно, обозначим через G  внутренность контура Г, н пусть функция ш =  ф(г) отображает область G  на круг |и > |< 1  при условиях ф (20) =  0 и ф '(г0) > 0 ,  где 

20 — некоторая фиксированная точка области G , а обратную функцию обозначим через 2 =  ф(и>). Будем считать, что кривая Г — гладкая и принадлежит классу С(  1, а). Тогда в силу известных результатов [II.5] производная
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Р Я Д Ы  Ф УРЬЕ 239<p'(z) непрерывна н отлична от нуля в замкнутой области В ,  а производная ^'(м;) непрерывна и отлична от нуля в замкнутом круге |и?| ^  1. Следовательно, выполняются условия0 < с 3*£ l<p'(z)i *£с4, г е Г ,  (21)О <  с5 <  lip'(ir) I <  ce, \w\ <  1. (22)Предположим, что весовая функция (19) отграничена от нуля, т. е. имеем

h ( z ) >  А„ >  0, г е Г .  (23)Приведем простейшие оценки многочленов (20) при этих условиях. Используя условно нормировки, а также неравенства (21) и (23), получаемf В гп [ф (ш)11 dw I =  ' Hi  (z) I (f' (z) 11 dz К  |irj=l г < - M  A (z)fi*(z) <& =  £ - .  (21)0 p  0Далее, как обычно, обозначим через J5„(z) гармонический многочлен, сопряженный многочлену B„(z).  Тогда в сплу теоремы Рисса [II .4] из неравенства (24) следует оценка
\ Жи>)) | | <  с7.iir I—1Следовательно, для комплексного многочлена

Q n ( z ) - B n( z ) + i B n(z) (25)справедливо неравенствоf |<?„(z)|2| J z | < c e f | Qn [ф (и;)] |21 dw К  ce. (26)Г |ю|=1Так как Г е С ( 1 ,  а ),  то в силу известных результатов [V1.28] о сравнении различных норм многочленов в комплексной области нз неравенства (26) находим
\Q»(z) I «£ с,Уи +  1, z e f f .  (27)Заметим, что постоянные с , и с» в неравенствах (26) и (27) не зависят от п. В силу формулы (25) из неравенства (27) получаем оценкуU?,i(z) I <  c.V h +  1, z e C .  (28)

ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е П О К О Н Т У Р У  М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  [ ГЛ V II § 41Аналогично доказывается неравенство
\An(z) I <  c ,0Vn +  1, z« = C . (29)Еще раз заметим, что при доказательстве неравенств (28) н (29) использовано только условно (23).Далее, оценим многочлеи (25) внутри области G.  При условии Ы  <  1, используя формулу Коши и неравенство (26), находим последовательно

III =1
< 2 Н V \Q u lW )]  |2И 1111-1 I  /  г - dt Iш|-

V  1 - м ’ | w \ <  1.

Следовательно, имеем оценкуl(>„(z) I <  Сц/И  -  lcp(z) I, г е С ,  нз которой получается неравенство 
\Bn(z) I *£ с,,/У1 — lcp(z) I, z e G . (30)Аналогично доказывается и второе неравенство
\An(z) I <  C|2/V1 — 1ф(z) I, z e G ,  (31)Таким образом, ортогональные гармонические многочлены (20) при условии (23) ограничены равномерно внутри области G.§ 4. Ряды Фурье по ортогональным но контуру гармоническим многочленамПусть на замкнутом спрямляемом контуре Г дана действительная функция /(х, у) .  Предположим, что эта функция удовлетворяет условию1 / !>г =  (х, у) f  (х, у) (1.ч <  оо. (1)гМножество таких функций обозначим через £,2(А, Г ) . Как обычно, для функции /(х, у) определяем ее коэффициенты Фурье по ортогональным гармоническим
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ап — j/t(z)/(z) A n(z)ds, bn =  j  k(z) f(z) B n(z)ds. (2) г г13 результате функции /(х, у) ставится в соответствие ряд Фурье но гармоническим многочленамоо
а 0А 0 + — 1«/А (*. у) +  bhB k (X, у)]. (3)А=1Ряды вида (3) являются некоторым обобщением на случай произвольного контура Г рядов Фурье по тригонометрической системе. Эти ряды обладают многими обычными свойствами ортогональных рядов. Например, частичные суммы ряда (3) наплучшнм образом приближают функцию /(х, у) в метрике пространства Г ) ,для ряда (3) имеет .место неравенство Бесселя, коэффициенты (2) стремятся к нулю при п -*• <®, ряд (3) сходится к функции /(х, у) в .метрике пространства L 2{h, Г ) .Сначала будем считать, что весовая функция ft(x, у) почти всюду на контуре Г положительна, а замкнутый контур Г является спрямляемой жордановой кривой. Т аким образом, в этом случае отграннченность весовой функции от нуля и гладкость контура Г не предполагаются. Но поскольку кривая Г спрямляема, то производная cf'(z) существует почти всюду и суммируема на контуре Г. Аналогично и производная существует почтивсюду и суммируема на окружности |и?| =  1 [11.9].Л е м м а  1. Если для весовой функции h(z) и контура Г выполняется условиеГ IФ' («) I*.1 Л (г) d s < i  оо, (4)

то для всякой функции /(х, y ) ^ L z(h, Г) существует гар
моническая в области G функция /(х, у), которая почти 
всюду на Г имеет угловые граничные значения, совпада
ющие с функцией /(х, у), первоначально заданной толь
ко на контуре Г.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку функция /(х, у) определена на контуре Г , то функция /[»[(ш)] определена на окружности |и>| =  1. Для этой функции, используя

§ Чусловия (1) н (4), находим
J 1/Ж01ЦЛ1- J 1/Ж0П |||=1 |<|=1 У *  п и о н у  (01V *  т о н  у  (01
|/ f |/Ж0]|2лЖ0ПФ'(0|Л|1/ J ,т
* т=1 '  1й=1 —Li£U_1Ч>(011У (01

d s < i  оо.

Далее, поскольку функция / [ф(^)] суммируема на окружности 1/1 =  1, то формула Пуассона [11.9]2Л
/И.(г«-)1 -  j ;  j' /IK«I0)I , _ ^ с' ~ ; _ е|+ r,  «0 (5)оопределяет гармоническую в круге 1иН <  1 функцию / [ф (и?) ], которая имеет на окружности 1/1 =  1 почти всюду угловые граничные значения / [ф (/)]- Производя в функции / [ф(и?)] замену по формуле \[(w) =  z, получим функцию /(z) гармоническую в области G  и имеющую почти всюду на контуре Г угловые граничные значения /(х, у).  Лемма доказана.Таким образом, в результате решения задачи Дирихле в области G  по граничным значениям на контуре Г ряд(3) фактически становится рядом Фурье по ортогональным гармоническим многочленам для гармонической в области G  функции /(х, у) ,  имеющей почти всюду на контуре Г угловые граничные значения, по которым определяются коэффициенты Фурье (2). 13 связи с этим возникает вопрос об условиях сходимости ряда (3) к функции /(z) внутри области G.Как обычно, для частичных сумм ряда (3) вводим обозначение
S„{z) =  а0А0 +  S  [ahA h (z) +  bhB h (z)]. (6)

k=-lБудем говорить, то ряд Фурье (3) сходится к функции /(z) в среднем, если выполняется условиеlim f  A(z) [/(z) — S „ (z)]1 ds *- 0. (7)
n-00 p16 П. К . Суетни



Т е о р е м а  1. Если выполняются условия (4) и (7), 
то ряд Фурье (3) сходится к функции j(z) равномерно 
внутри области G.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя обозначение (G), в силу формулы (5) при условиях ic =  q>(z) и |и>| =  r <  1 имеем/ (2) -  S„  (2) =  / [ t  (м?)] -  [ф («>)] =2Я
Поскольку |ш| =  1<р(г) I =  г <  1, то для ядра Пуассона имеем оценку
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1 — г-
1 — 2гсоз (ф — 0) -(- г2 ^  1 — г ^  1 — г‘ $ )Следовательно, переходя к неравенству, из формулы (8) получаем[ / ( Z ) -S „ ( 2 ) ] 2< * •  0 ° )

Таким образом, имеем неравенство|/(z) — ( z ) K T - _ | ^ (j)1 \ f  —  S „ \ r .Теорема доказана.Т е о р е м а  2. Если весовая функция h(z) и контур Г 
удовлетворяют условию (4), то билинейный ряд • 00

К  (2, С) -  4  +  Д  [Ah (2) А„ (£) +  В„  (2) Bh (У) (И)
сходится равномерно внутри области G по обоим пере
менным г и £.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для частичной суммы билинейного ряда ПА'п (2, 0 - 4 + 2  М л (2) (0  +  Bh (2) (0J (12)*=■1при условиях 2 =  ф(м>), £ = ф ( 0 >  t =  те'9 аналогично

формуле (8) имеем представление Л'„(2, 0  =  А „  [ф(и;),ф(01 =
-  ♦ (*“ )! оПрименяя оценку (9), аналогично неравенству (10) па- ходимА,2, (2, 0 <<  л2(,1 —  J/l(у) (г- " > *J rfs- (13)С  другой стороны, в силу обозначения (12) имеем равенство( h (0  А'2 (2, 0  ds =  Л5 +  V  [А1 (2) +  4  (2)] =  Кп  (2, 2).р Л=*1 (14)Следовательно, неравенство (13) приводится к виду« ■ О .1)-Полагая в этом неравенстве £ =  2, получаемг е С - (,5)А теперь переходим к пределу при п В результатеимеем

4 + 2  [ 4  (г) +  #£ (2)] ^  ,  _  | ф (,)1» 2 ё С . (16)к = 1Таким образом, ряд (11) сходится равномерно внутри области G , если 2 =  t- А  при различных 2 и £ то же утверждение получается после применения неравенства Коши — Буняковского. Теорема доказана.Функцию (11) можно представить через действительные переменные в видеА(г, £ )=  А(х, у, 1 , ц). ( 17)Как обычно, эта функция называется керн-функцией контура Г и веса Л (г). В силу теоремы 2 керн-функция (1?)
16*



является гармонической в области G  но переменным х, у и по переменным | ,  ц.Докажем, что K(z,  £ ) е £ 2(Л, Г) но переменному при фиксированном г е С .  В  самом деле, аналогично равенству (14) имеем формулуU ( S )  [K n+P(z, С ) - А ' , ,( 2, t)]2^  =Г =  21 М*(*) + 5J(z)], г е С .ft=n+1Следовательно, при фиксированном z & G  последовательность функций (А'„(2, 5)} сходится в среднем на контуре Г с весовой функцией /»(£). Поэтому в формуле (14) можно сделать предельный переход при п -*-<». В результате получим равенствоf  h (£) К 1 (г, 0  ds =  К  (2, г), г е С ,Г
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Таким образом, при фиксированном г е б  имеем А'(г, £ ) е  е L 2(h, Г ) . Это следует также из неравенства (16), ибо ортогональные многочлены М Д г ) }  и {Bk(z)) являются коэффициентами Фурье функции (17), и поскольку ряд в левой части неравенства (16) сходится, то в силу теоремы Рнсса — Фишера существует единственная функция в классе L2(h, Г ) , которая является граничными значениями на контуре Г некоторой гармонической в области 
G  функции.Л теперь докажем формулу/(*)= f А (О/(О А'(г, О*. ^С. (18)Обозначим интеграл (18) через /(г) и вычтем из него почленно очевидное равенство

S n( z ) =  fA (C )/(C )A '„(2, t,)ds. гВ результате получим/  (2) -  S n (2) =  f h (£) /(£) [А  (2, £) -  К п (2, £)1 ds.Г

I I  I] Р Я Д Ы  Ф У РЬ Е  245Переходя к неравенству, находим |У (2 )-5 „(2 )|<<  f h (£) f- (С) ds f h (£) (A' (2, l) -  K n ( 2, £)]* ds. г г>• Поскольку последний интеграл стремится к нулю, то формула (18) доказана.Рассмотрим теперь условия сходимости ряда Фурье по *  ортогональным гармоническим многочленам в замкнутой Б области G.Предположим, что функция /(г) гармоническая в t области G  и непрерывная в замкнутой области G .  Обозна- ' чнм через £ „(/ , G)  наилучшее равномерное приближе
ние этой функции в замкнутой области G  гармоническими многочленами порядка не выше гг, и пусть (?„(г)— f гармонический .многочлен наилучшего приближения. Тогда, как обычно, имеем равенство/ ( 2 ) -  S n < *)-(/  ( 2 ) -  0„(2)] ++  f л (£)(/(£)-Сг,(С)]А'п(2, £)ds.гПереходя к неравенству и вводя функцию Лебега

L n ( z ) ~  f  h(Z)\Kn (2, C)|rf*, (19)i получим неравенство Лебега
\ f ( z ) - S n( i ) \ < E K( f , G ) [ i  +  L n(z)], z =  G .  (20)Для функции Лебега (19) имеем оценку1  L Ь\ (2) <  f h (С) ds f h (C) К*  (2, C) ds =  C3K n (2, 2). (21)г гЖ  Если точка 2 находится внутри области G, то в силу неравенства (15) функция Лебега (19) ограничена.К -  Предположим теперь, что Г е С ( 1 ,  а ) , а весовая функция h(z) отграничена от нуля, т. е. выполняется условно (3.28). Тогда в силу неравенств (3.28) н (3.29) при г е б  имеем оценку
K n(z,z) =  A l +  V  К ( 2) + Д 2 ( г ) ] <

k = l П< С 4 2  (* +  1 ) < С 5(» + I ) 2, г е С -
Ш- k= О



Поэтому, учитывая оценку (21), из неравенства Лебега (20) находим
|/(г)— 5 ,(г )|< с ,( я + 1 ) £ ,(/ , С ), г е С .  (22)Еще раз заметим, что неравенство Лебега (22) справедливо при условии, что весовая функция h(z) лишь отграничена от нуля.
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§ 5. Сунерортогональныс по контуру гармонические многочленыПусть, как и в предыдущих параграфах, на замкнутой спрямляемой жордановой кривой Г определена весовая функция
h(x, y) =  h(z),  г е  Г. . (1)Как известно (IV .9 ], эта функция однозначно определяет систему многочленов по комплексной переменнойF 0, F t(z), F t (z) ...........F n(z), . . .  (2)каждый из которых имеет положительный старший коэффициент и которые удовлетворяют условию комплексной ортоиормнрованностн^  I* Л (z) F n (2) F m (2) ds =Г (3)У  каждого многочлена системы (2) введем действительную н мнимую части по формуле

F„(z) =  Р „(х , y ) + i Q n{x, у) =  P„(z) +  iQn(z), (4)где многочлены Р „( х , у) и Q „(x , у) являются сопряженными гармоническими многочленами.С другой стороны, весовая функция (1), как и в предыдущих параграфах, определяет систему ортонормпро- ванных по контуру Г гармонических многочленовU o , А п(х, у ) ,  Д „(х , у)) .  (5)В работе [V I.31] впервые была рассмотрена задача об условиях, при которых для многочленов (4) и (5) имеют место равенства
Л я(х, у) =  а „Р„(х , у ) ,  Я п(х, у ) =  $nQn{x, у) ,  (6)где а„ и jj„ — некоторые постоянные.

О п р е д е л е н и е .  Если условия (G) выполняются, то система гармонических многочленов (5) называется су
пе роргогональной на контуре Г с весовой функцией (1).В настоящем параграфе доказывается, что равенства(6) имеют место, если весовая фупкцня определяется по формуле

h(x, y) =  h ( z ) =  1ф'(г)I, г е  Г , (7)где, как и в предыдущем параграфе, функция w =  q>(z) отображает конформно и однолистно внутренность G  контура Г на область |н>| <  1 при условиях <р(г0) =  0 и <р'(2о) > 0 .  Но сначала рассматриваются вспомогательныепредложения.Л е м м а  2. Для любого гармонического многочлена а „(г) существует такой сопряженный ему гармонический 
многочлен a „( z ) , что имеет место неравенство

$  1«ч(г)|г | ф ' ( 2 ) | ^ <  f I <*п(г)|21 ф ' (г) | ds. (8)Г  гД о к а з а т е л ь с т в о .  Как известно, сопряженный гармонический многочлен а „(г) определяется по исходному многочлену а„(г) с точностью до свободного члена. Но в любом случае функция
00

Я (w) =  а„ [ф (ц>)] +  1а„ [ф (и>)1 =  У  chwk
h =  Оявляется аналитической в области |м>| <  1 и непрерывной в замкнутом круге | ш | < 1 , причем производная Я' (w) суммируема на окружности |мч =  1. Следовательно, имеем равномерно сходящиеся разложения [ II .4]ооa  (0) =  a „  [ф (е<0)] =  +  ] £ ( a heosA-e +  6Л sin А-0), (9)

^  оо
а(9) =  а„ [ф (е10)] =  -у  +  2 ( —6ftcosA-0+aftsinA-0). (10) 

*=■ !Поскольку нулевой коэффициент многочлена а „(г) произвольный, то его можно выбрать таким образом, чтобы в разложении (10) выполнялось условие а 0 =  0. Тогда
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2 4 8  ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПО КОНТУРУ М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  |ГЛ  M Iиз разложении (9) и (10) получаем
-i- j [ a ( 0 ) J * d 0 - ^ +  У (а 1  +  Ы),

п Лв 1О2 Я. . .  оо- U  (a (в)]2 (Ю — У ( а \  +  Ь1).о
( « )

( 12)Сопоставляя равенства (11) и (12), приходим к неравенству (8). Лемма доказана.Л  е м м а 3. Для любых двух гармонических много
членов a „(z) и Pm(z) существуют такие сопряженные им
гармонические многочлены a „(z) и p,„(z), что имеет ме
сто равенство1 а п (z) р„, (г) | ф' (z) | d s =  — f  a „  (z) pm (z) | <p' (z) | ds. (13) г rД о к а з а т е л ь с т в о .  Аналогично формулам (9) и(10) вводим разложения~  ооР (0 )= Р » Ж *‘°)1 =  - у  +  V ( ^ c o s A 0  + \ s i n M ) ,  (14)

h=lооР(0) =  р„1ф(е,в)1 =  2 ) ( ~  bftCosA-0 +  в * sin А-0). (15)Л = 1Используя разложения (9) и (15), получаем2** оо~  « (0)р(0)d0 -  V (_ a ~bh +  fcAa„). (16)
oJ  Л=1Аналогично с помощью формул (10) и (14) находим *л S (0)р (0)с/0 =  ^ ( - a hbh +  akbh). (17)о h=lИз равенств (10) и (17) следует формула (13). Лемма доказана.В  этих двух леммах сопряженный многочлен а „ ( 2) выбирался таким образом, чтобы нулевой коэффициент в разложении функции а»(ф(е,в)] был равен нулю. Будем

1
8 5| СУПЕРОРТОГОНЛЛЬНЫЕ ГАРМ ОНИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ 2 4 9придерживаться этого правила и в дальнейшем изложении.

Л е м м а  4. Для гармонических многочленов (5), ор- 
тонормированных с весовой функцией (7), справедливы 
равенстваЛ„ ( z ) - B . ( z ) ,  B n(z) =  —A n(z). (18)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В дальнейших рассуждениях, как обычно, для краткости будем применять обозначение

(Ап, B m) =  f  А п (z) В т (z) | ф' (z) | ds. (19)Тогда равенство (13), справедливое при любых п и т, представляется в виде( а . ,  М - - ( а „ ,  М .  (20)Пусть сначала п < т .  В этом случае в силу ортогональности системы многочленов (5) имеем равенстваОА т, В п) =  (Вт, /Т„) =  0. (21)А  если т < п ,  то, используя равенство (20), находим 
(А т, Л„) =  - ( Д '„ ,  Я„) =  0, (Вт, Л . ) - - ( В т, Л я) =  0.

Заметим, что в равенствах (21) и (22) исключен случайДалее, при любых п и т о  из равенств вида (20)
(А т, Л я) =  - ( А п, Я т), (Вт, В„) = - ( В п, В т), (23) учитывая ортогональность системы (5), получаем

(А т, Я . ) - 0 ,  (Вт, В п) =  0, (24)причем здесь случай п — т не исключается в силу равенств (23).А  теперь разложим сопряженные гармонические многочлены по основной системе (5). В результате имеем
Лп(2)=я0Ло+ i  (а' Л  (z) +  bhB h (z)), (25)k=l
B n (z) =  a0A0 +  У  l * hAh (z) +  p„B h (z)J. (20)

k = lВ силу обозначения (19) равенства (22) u (24) являют-



ся условиями ортогональности. С  помощью этих условий находим, что в суммах (25) и (2G) имеется только по одному слагаемому, которые определяются тем, что в условиях (22) исключен случаи п =  т. Следовательно, эти два равенства приводятся к виду
Л  П(2) =  6 „ДП(2), 5 ,.(2) =  а„Л п(2). (27)Коэффициенты Ь„ и а „  в этих равенствах можпо определить с помощью понятия сопряженного гармонического многочлена.Для произвольного многочлена с комплексными коэффициентами имеемЯ .. (2) =  (с„ +  id0) +  V  (ch +  idh) z* -

k = l
П=  (c„ +  id0) +  ^  (ch +  idh) [uk (x, y) +  ivh (x, y)\ =

h — l
n-  C0 +  2  [CfcH* (x, y) — dhvh (x, y)) +  

h=1
n+  id0 +  i £  ldhHh (x, У) +  chvh (x, y)J. (28)A =  1Поскольку многочлены A„(z)  и Д п(г) сопряжены, то в силу формулы (28) имеем равенства

71

А п (2) =  с0 +  2  [chuh (х, у) — dhvh (х, у)], (29)А=171Л „ (2) =  d0 +  2  [rfA“ A (х, у) +  chvh (х, у)]. (30)к = 1Аналогично получаются еще две формулы7»
в п (2) =  С0 +  У  lchuh (х, у) —~dhvh (х, у)), (31)А—1
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~ " -

Вп (2) =  <  +  Д  [<*А«А (X, у) +  Chv „  (X , У ) ] . (32)Обращая внимание на старшие коэффициенты в этих разложениях, из равенств (27) находим два условия 
cn =  bn( - d „ ) ,  З п =  а„ся. (33)Отсюда следует равенство Ьп сс„ =  — 1- Следовательно,

§ 5] СУПЕРОРТОГОНАЛЬНЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ МНОГОЧЛЕНЫ 251 формулы (27) приводятся к видуЛ „ ( 2) =» bnB n(z), B n(z) =  — у  Л „ ( 2). (34)Далее, в силу неравенства (8) и ортонормированности многочленов (5) имеем два неравенства:П Л „(2 )|-|ф ' (2 )|< Ь < 1 ,
Г[ | Й „ ( 2 ) | * | ф '( 2 ) | * < 1 .
ГПодставляя в эти неравенства правые части формул (34), получим два условия ^  1 и 1 ^  Ь\, нз которых следует : Ь1 =  1.Наконец, для определения знака числа Ьп обратимся к равенствам (30) н (31). Так как в равенстве (29) 

d„ =  0 н старшин коэффициент с„ положителен, а в ра- Ьенстве (31) старший коэффициент — З п- тоже должеп быть положительным, то З п <  0, и поэтому первое нз равенств (33) приводит к условию Ьп >  0. Следовательно, имеем bn =  1. А  тогда нз равенств (34) получаются равенства (18). Лемма доказана.Т е о р е м а  3. Если весовая функция определяется по 
формуле (7), то условия (6) выполняются и имеют вид

А п (х, у) =  - 1 = Р „  (х, у), В „  (х, у) =  Д  Q,, (х, у), (35) 
у  я у  лг. е. для ортогональных многочленов (2) справедлива 

формула
F n(z) =  У лЛ „(х, у ) + П я В „ ( х ,  у ) .  (36)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первая из формул (18) означает, что многочлен B„(z)  сопряжен многочлену Л „(г ) . Следовательно, функция (36) есть комплексный многочлен но переменной 2. Докажем, что старший коэффициент этого многочлена положителен. В силу первой нз формул (18), записывая равенство (28) в обратном порядке, находимЛ „ ( 2) +  iBn(z) =  Л,,( 2) +  /Зп(2) =71=» С0 +  ^  [CftUh (х, у) — dhvh (х, у)1 +

А =  1



п+  ~  (X, у) +  chvh (.х , !/)1 =к = 1 =  С0 +  id0 +  V  (cft +  idk) zh. (37)*=iИз процесса ортогонализацпи системы однородных гармонических многочленов следует, что в формуле (20) имеем 
dn =  0 и е „ > 0 .  Следовательно, старший коэффициент многочлена (37) положителен.Наконец, для многочленов вида (36) проверяем условие ортонормированности в комплексной области (3). Используя ортонормпрованность многочленов (5) и формулу (36), получаем

^  I* h (z) Fn (z) Fm (z) ds =  г
=  Y  | И п  (2) +  iBn (2)] [Am (z) — iBm (z)] | ф' (z) | ds =  6nm.  гСледовательно, многочлены, определяемые равенством (36), в силу теоремы единственности тождественны многочленам (2), ортонормнрованным на контуре Г с весовой функцией (7). Теорема доказана.Для контура Г существует еще одна весовая функция, при которой гармонические многочлены (5) суперортогональны. Обозначим через D  внешность конутра Г , и пусть функция и? =  ф (г) отображает конформно и однолистно область D  на область |м ?|> 1  при условиях Ф (°°) =  «>и Ф '( ° ° ) > 0 . Тогда для обратной функции справедливо разложение [1.6]
z =  Фо(w) =  +  Р« +  Y  -̂---7 +  • • • "I--- 7, +  • • •»w w wnМ > 1 .  (38)Вторая весовая функция, при которой гармонические мпо- гочлены (5) суперортогональны, имеет видA „(z )=  |Ф '(2) | , z e  Г . (39)В этом случае все вышеприведенные формулировки и доказательства сохраняются. Единственное пояснение требуется лишь в самом начале доказательства леммы 2. Фигурирующая там функция k(w)  здесь в силу разло-
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=  сс„ [ф0(ш)] +  ian [»|'0(w)J =
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I » ! » 1- <40>k=0 fc-=lПоскольку нулевой коэффициент многочлена a „(z) произвольный, то мнимая часть пулевого коэффициента в правой части равенства (40) также произвольная. Следовательно, если аналогично формулам (9) н ( I I )  ввести разложения ооa  (0) =  a „  [ф0 (ei0)J =  ~  («л cos к0 +  bh sin АО),
л=1^  оо

а  (0) =  сГ„ [i|i0 (е10)] =  -^  +  ^ ( — bh cos АО +  ah sin A-0),k=lто можно положить a„ =  0. А остальная часть рассуждений в доказательствах лемм и теоремы остается без изменений. Таким образом, если весовая функция определяется формулой (39), то справедливы равенства (35) и (36).Таким образом, если весовые функции определяются по формулам (7) и (39), то гармонические многочлены(5) являются суперортогональнымп по контуру Г.Многочлены (2), ортогональные но контуру в комплексной области, исследованы очень подробно [IV .9], Для этих многочленов установлены оценки скорости сходимости к нулю внутри области G ,  асимптотические свойства вне контура Г и на самом контуре, получены неравенство Лебега и многие другие результаты. Благодаря формуле (36) почти все эти результаты переносятся на суперор- тогональные, гармонические многочлены (5). Приведем наиболее важные формулировки. Но сначала заметим, что если Г е С (р , ос), то отображающая функция tv =  ф(г) непрерывно дифференцируема р раз в замкнутой области 
G ,  причем <р<р) ( z ) e  Lip ос. Аналогично в замкнутой области Г) имеем Ф '1”  ( z ) e  Lip ос [11.5].I. Если Г е С ( 1 ,  ос), то существует такал сходящаяся к нулю последовательность положительных чисел (е„), что выполняются неравенства|Л я(г) |*£ e„V« +  1, \B„{z) I *£ е„Уп +  1, z e £ .



2. Если Г е С (/ <  +  1, а ) , то внутри области G  справедливы оценки
с, ( Л  с,  ( Лл*
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И » ( 2 ) К ^ н ,  | Д „ ( * )!< ■ _+в, z ( = F c z C ,  (41)где постоянная с ,(F) содержит в знаменателе расстояние р (F, Г) от замкнутого множества F  до контура Г в степени р +  2.3. Если Г е С ( / )  +  1, а ) ,  где р +  а >  1/2, то имеет место асимптотическая формулаК ( г )  +  В*  (г)]17* =  | Ф  (г) |" [» +  о ( “ ёт)]. z e _ D -(42)4. Если Г е С ( р +  1, а ) , то для остатка /?„(z, /) ряда Фурье по суперортогональным гармоническим многочленам (5) функции /(х, р )е / / ,(Л , Г) равномерно внутри области G  выполняется неравенство
I «п  (г, /) | <  ^  №  (/, Г), г е / ’ с С ,  (43)где/?„ (/, Г) есть наилучшее приближение гармонической функции /(х, г/) в метрике пространства //2(Л, Г) гармоническими многочленами порядка не выше h.5. Если Г ^ С ( 1 ,  а ) , где а > 1 / 2 , то для функции Лебега ряда Фурье по суперортогональным гармоническим многочленам (5) справедливо неравенство£„(z)«S с, ln(n +  1), z e f f .Отсюда следует неравенство Лебега для остатка ряда Фурье по сунерортогональным гармоническим многочленам в замкнутой областиIIK(z,  / ) 1 < с4Е„(/, £ )1 п (и + 1), г е С .6. Если контур Г есть правильная аналитическая кривая, то в неравенствах (41) и (43) алгебраический порядок убывании заменяется скоростью геометрической прогрессии.7. Если функция /(х, у) является гармонической в области G K, где R >  1, то для остатка ее ряда Фурье по суперортогональным многочленам в замкнутой области С  с п раведли во неравенство

\Rn(z, f ) \ < c t(R)/Rn, ze=<7,

где постоянная ct(R) зависит от граничных свойств гармонической функции /(х, у) в окрестности контура Г в и имеет такое я;е строение, как постоянная в соответствующих аналогичных результатах для рядов Тейлора, Фабера и рядов Фурье но ортогональным многочленам(2) [П.25]. Доказательства проводятся с помощью асим- “ / / *»\
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§ 6. Условия одновременной ортогональностигармонических многочленовпо области и по ее границеПусть, как и в предыдущих параграфах, конечная од- носвиэная область G  ограничена замкнутой спрямляемой жорлаповой кривой Г . Рассмотрим две весовые функцииА,(х, у) =  Л,(г)= l<p'(z) I1, ze=G, (1)А 2( х , у) — A 2( z ) =  lq>'(z)l, г е Г .  (2)В силу результатов § 5 гл. V I весовая функция (1) определяет комплексные многочлены (0.5.31)A-n ( z ) - J = [ a „(z) +  /6„(z)l, (3)
ортонормнрованпые по области G . причем гармонические многочлены (яп(г)) и (б„(г)} суперортогональны но области G  с весовой функцией (1).Аналогично в силу формулы (5.36) весовая функция (2) определяет комплексные многочленыЛ .( г ) = Г л [ Л п(г) +  /Я„(г)], (4)ортонормнрованпые по контуру Г , причем гармонические многочлены (Л п(г)} и (B„(z) ) суперортогональны но контуру Г с той же весовой функцией (2).При переходе от формулы (0.5.31) к формуле (3) изменены обозначения суперортогональных многочленов. Это сделано для т.ого, чтобы подчеркнуть различное происхождение суперортогональных многочленов в формулах (3) и (4). В настоящем параграфе доказывается, что многочлены (3) и (4) отличаются только постоянным множителем. Но сначала установим ряд вспомогательных утверждений.



256 О РТО ГО Н АЛ ЬН Ы Е НО К О Н Т У Р У  М НОГОЧЛЕНЫ  |ГЛ. V IIЛ е м м а 5. Пусть в области G определены две анали
тические функции

j(z) =  u ( z ) + iv ( z ) ,  F(z) =  A ( z ) + i B ( z ) ,  (5)
причем обе они непрерывны в замкнутой области G . Тог
да для их действительных и мнимых частей имеют место 
равенстваf f I» (2) А  (г) — v (г) В  (г)] | ф' (г) |* dx dy -

с

—  4-  J  I м  ( г )  А  ( г )  —  V ( 2 )  В  ( Z ) l  I ф '  ( 2)  I * .  ( 6)Г(г) +  «(2) В  (*)] | ф' (г) |* dx dy =
' с -* 4*1 И * М ( г )  +  и (г) В  (*)) | ф' (г) | ds. (7)

ГД о к а з а т е л ь с т в о .  Для аналитических функций имеет место формула интегрирования но частям (6.1.24)j J / ( 2 )  f T W d x d y  f(z)gjz)dz.с ” гПрименяя эту формулу к произведению функции (5), получим
S \ f(z)F(z)\<p'(z)\2dxdy  =G

(8)гС  другой стороны, при г е Г  имеем равенствоТ  ф ' (z) < Й Г ) dz =  -  %  =  | dw I =  I Ф ' ( 2) I * .Следовательно, равенство (8) можно представить в виде 
J  J /  (2 ) F  (2 ) | Ф ' (2) I* dx dy -  4 -  j  / (2 ) F  (2) I Ф ' ( 2) | ds. (9 )

Л  теперь, разделяя с помощью равенств (5) действительные и мнимые части в формуле (9), получим равенства(6) и (7). Лемма доказана.

* в| ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ П О ОБЛАСТИ И ГРА Н И Ц Е 257Далее, пусть даны два гармонических многочлена a „(z) и jJ,„(z). Как обычно, вводим их сопряженные гармонические многочлены a „(z) и §m(z). Применим лемму 5 к двум комплексным многочленамa „(z) +  i a n(z), p„,(z) +  ip„,(z). (10)В результате получим равенства
j  J  1«.| (2) Pm (2) — a „ (z) pm (z)J | ф' (z) I2 dx dy —G =  - i -  ) [a„ (z) pm (z) — a „  (z) pm (z)] | ф' (z) | ds, (11) г
j  j  [%> (2) Pm (2) +  a„(z) pm (z)) |ф '(г) 12d x d y  =

G

=  “ J "  j f l a "  (2) P m (2) +  * «  (2) P «  (2)1 I Ф' (2) | (>2)ГПредположим теперь, что как и в лемме 2 из § 5 гл. V I сопряженные гармонические многочлены <х„(z) и j},„(z) в комплексных многочленах (10) выбраны так, что выполняется условие (6.5.10)f f a „  (z) pm (z) | ф’ (z) Is dx dy =" G =  — f   ̂Ct„ (s) pm (z) I cp' (z) I2 rfu: c/y. (13)' GТогда из формулы (12) находимJ  а п (z) pm (г) | ф' (z) | ds =  — { a„  (z) pm (z) | ф ' ( z ) | ds. (14)Таким образом, сопряженные гармонические многочлены a „(z) и j}„,(z) можно выбрать так, чтобы выполнялись условия леммы 2 из § 5 гл. V I и леммы 3 из § 5 настоящей главы одновременно.Рассмотрим теперь интегралj  ( F n (z) K m (z) I ф' (z) I2 dx dy. (15)
Если n <  m, то этот интеграл равен нулю в силу ортогональности гармонических многочленов из формулы (3).
17 П . К . Суетин



258 ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е ПО К О Н ТУ РУ  М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  |ГЛ V II ОРТОГОНАЛЬНОСТЬ ПО ОБЛАСТИ И ГР А Н И Ц Е 259А если п >  т ,  то с помощью формулы (9) этот интеграл приводим к виду/пт =  4  J  F n (Z) К т (2) | ф' (2) I ds, (16)ги опять находим, что э т о т  интеграл равен нулю теперь уже в силу ортогональности гармонических многочленов из формулы (4). Таким образом, при условии п Ф т  интеграл (15) равен нулю. Следовательно, при п¥=гп справедливы равенстваf J  А п (г) ат (г) | ф' (2) 1* dx dy =
G =  f \l1nW b m{z)\4'(z)?dxdy.  (17)

G

\ \ A n(z)bm(z)\v’ (z)Vdxdy =
G =  — j  f Iin (z) ° m (z) I fp' (2) Is d x  dy• (18>

GАналогично, приравнивая нулю интеграл (16), получимf А н(2)я т (2) |ф '( 2) | * =  [ В» (г) Ът (2) I ф' (г) I ds, (19) г г( А п (2) Ьт (2) I ф' (2) I ds =  -  f Пп (г) ат (г) | ф' (г) | ds. (20) Г гЗаметим, что интегралы (17) и (18) равны нулю при 
п < т ,  а интегралы (19) и (20) — при т < п .Далее, рассмотрим снова последовательность однородных гармонических многочленов1, х, у, х г - у \  2х у ...........и п(х, у) ,  Vn{x, у),  . . .  (21)Ортогоналнзируя эту последовательность с весовой функцией (1) но области G ,  в соответствии с формулой (3) получим систему суперортогональных гармонических многочленов(а0, an(z),  6„(г)). (22)Аналогично, в результате ортогонализацин системы (21) с весовой функцией (2) но контуру Г получим суперор- тогональную систему гармонических многочленовЫ „  А  „(г ) , Я „(2 )}. (23)

§ «1Разобьем теперь последовательность (21) на две поднос л едовател ьностн1, х , хг - у г, . . . ,  м„(х, у) ,  . . . ,  (24)К  2Л 2ху, . . . .  н„(х, у),  . . .  (25)Ортогоналнзируем последовательность (24) относительно веса (1) по области G.  В результате получим системуetc а ,( х , у) ,  а 2(х, у) ,  . . . ,  а ,( х ,  у),  . . .  (26)Аналогично, ортогоналнзируя последовательность (25)с той же весовой функцией (1), находимМ * .  у),  РДх, У) ...........М * .  y)i  ••• (27)Далее, применим процесс ортогонализацин к системе (24) с весовой функцией (2) по контуру Г. Для полученных многочленов введем обозначение7». 2/). Т*(*» У) ........... ЧГ«(*, У ), ••• (28)Аналогично ортогоналнзацией системы (25) с весовойфункцией (2) получается системаkt(x, у ) , Х2(х, у ) , . . . ,  (х, у),  . . .  (29)Л е м м а  6. Если для каждого гармонического много
члена а „( х . у) системы (26) ввести сопряженный ему 
многочлен а „( х , у ) ,  удовлетворяющий условию (13), то 
полученная система многочленова ,( х , у),  а 2(х, у),  . . . ,  а „( х , у) ,  . . .  (30)
является ортогональной по области G с весом (1).Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формулы (13) имеем равенствоf  У а „  (г) а т (2) | ф' (2) |*rfx dy =*с — — У У On (г) otm (z) I ф' (г) I2 dx dy. (31) сВ этой формуле переход от гармонического многочлена а  „(г) к сопряженному многочлену а„(г) производится таким образом, что многочлен а „ ( 2) - Н а „ ( 2) является аналитической функцией. Следовательно, если в формуле (31) вместо сст (г) поставить а т (г),  то тогда вместо а т (г) надо поставить — а т (г). В результате формула (31) 
17*
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‘ сИз этой формулы следует, что многочлены (30) ортонор- мированы с весом (1) но области G.  Лемма доказана.Поскольку все многочлены (30) составлены из последовательности (25), то в силу теоремы единственности ортогональной системы многочлены (27) и (30) совпадают, т. е. a„(z)  =  ji„(z). Следовательно, равенство (31) можно представить в виде<а„, М = - ( Р п ,  « - ) .  (32)Полагая в этом равенстве п =  т, получим (а„, ^„) =  0. А  если п Ф  т, то в силу условий(a„, p„) =  (<zm, {L) =  (a „, а,„) =  (2„, jL) =  0из формулы (32) находим (a„, j),„) =  0. Таким образом, система гармонических многочленов{сс„, а п(х. у ) , р„(х, у)} (33)ортонормнрована с весовой функцией (1) по области G.  Но таким же свойством обладает и система (22). Следовательно, в силу теоремы единственности системы (22) и (33) совпадают.Л е м м а  7. Если для каждого гармонического мно

гочлена ^„(z) u j  системы (28) ввести сопряженный ему 
многочлен If,, (z),  удовлетворяющий условию (14), то по
лученная система многочленов

7i(z), T2(z).......Т■(*), . . .  (34)

будет ортонормированной с весовой функцией (2) по кон
туру Г .Д о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, в этом случае из формулы (14) имеем равенство.[ Yn (z) Tm (z) I <p' (z) | (/s =  — J  Y„ (2) ym (z) | ip' (z) | ds,

из которого находимf Yn (z) Ym (Z) I Ip' (z) I ds =  f Yn (Z) Ym (z) | ip' (z) | ds. г  гЛемма доказана.Далее, аналогично предыдущему имеем y „ ( z ) =  X„ ( z ).  Следовательно, система многочленов{у„, y „ ( z ),  X„(z)} (35)ортонормнрована с весом (2) по контуру Г . И по теореме единственности системы (23) и (35) совпадают.Т е о р е м а  4. Ортогональные многочлены (3) и (4) 
отличаются только положительным множителем, т. е.
имеем

F„(z) =  cnK„(z).  (36)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу вышеизложенных результатов имеем разложения
П

А П (Z) =  с0а0 V  cmflm (z), (37)m = l£n(z) -  i  dmbm (z), (.38)m = lгде коэффициенты определяются но формуламCm =  f j  л п (z) am (z) I ip' (z) \hlx dy, (39)
' g

dm =  I j  в п (z) bm (z) | ф' (z) \2dx dy. (40)
‘ gИз равенства (17) следует, что при т Ф п  величины (39) и (40) равны между собой. Поэтому из разложений (37) и (38) имеем*■»(*) = ьП-1 _

=  У л  z  Cm[am(z) +  fbm(z)] +  V n [cnan(z) -f idnbn(z)] =тг»=о =  Qn- 1  (z) +  У  л (c„a„(z) +  idnbn (z)), (41)где (?„_,(z) есть алгебраический многочлен но z. Поскольку сумма в квадратных скобках в правой части равенства (41) есть многочлен, то его действительная и мни-
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мая части свяааны условиями Коши — Римана. А тогда, учитывая формулу (3), находим cn =  d„. Следовательно, равенство (41) в силу той же формулы (3) можно представить в виде

F n( z ) =  V 2 k  2  стК т(г). (42)т=оДля определения коэффициентов разложения (42) применим условие комплексной ортогональности многочленов (3). В результате получим/ 2лст =  f  f  F n (2) K m(z) | ф' (z) |2dr dy — c=  Y ~ T  j  j  I"4" (Z) +  lBn (2)1 (Z) ~ ibm (г)1 I Ф' (2) |2̂  =
G

— V  \  j* J  1 А„(г)ат (2) + B n(z)bm{z)\\y' (z ^ d x d y  —
G

~  l V  I T , f  j*t4n (z) bm (z) ~  Bn (z) “ " W l I Ф' (z) l2ctr с1У-
G (43)Поскольку коэффициенты разложения (42) действительны, то из формулы (43) имеем

\ [ А п (г) Ьт (г) | ф' (z) 12dx dy =
G =  j  f  (г) am (г) I ф' (г) 12dx dy. (44)

GДалее, сопоставляя равенства (18) и (44), находим, что оба интеграла (44) при т < п  равны нулю, т. е. имеем( f А п (2) Ьт (2) I ф' (2) \Чх dy =  0, (45)
'о1 J в п (z) ат (г) I ф' (г) \Чх dy =  0. (46)‘ сУчитывая структуру многочленов am(z) и bm(z), найдем, что эти два равенства справедливы и при т =  п.А  теперь воспользуемся теоремой единственности ортогональной системы. Будем считать, что все старшие коэффициенты гармонических многочленов положительны.
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* в|Тогда из условий (45) н (46) получим 

An(z) =  g„an(z), B n(z) =  L b n(z). (47)Из этих равенств следует, что в формулах (41) и (42) ст =  0 прн т < п .  А  тогда из равенств (37) и (38) следует формула (36). Теорема доказана.Обозначим через р„ старший коэффициент многочлена F „(z), а через Л„ — многочлена K „(z ). Тогда из равенства (36) находимр» =  (48)С  другой стороны, в силу известных результатов [11.23; I V .9] при некоторых условиях имеют место асимптотические формулы« 2У2П 1 +  0 (1), « 2У2П
к

^  11+0(1)1, У =  Ф '(°о).Учитывая эти формулы, из равенства (48) находимlim  с„ =  1. (49)n-*oo v лС  помощью формул (36) и (49) на многочлены (А'*(г)} переносятся многие асимптотические свойства многочленов {/■’„(z)}.
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§ 1. Основные определения и простейшие свойстваПусть на множество Е  определена функция двух переменных F ( x , у ) , имеющая ограниченную вариацию П.9]. Эта функция называется обобщенным интегральным несом на множестве Е , если при любых п н к существуютинтегралы
hnk =  ( j x n~hykd F (x , у), к =  0, 1, . . n , n = 0 , 1, . . .  (1)' ЕЭти интегралы называются обобщенными моментами веса 

d F (х, у) на множестве Е . Множество Е  может быть ограниченным илн неограниченным, одномерным и л и  двумерным. Таким образом, приведенное определение обобщенного интегрального веса dF (x, у) на множестве Е  охватывает случаи ортогональности но области н но контуру, по одному и но двум переменным.Если выполняется условие
dF{x, y) =  h(x , y )d x d y , (2)то функция А(х, у) называется обобщенным дифференциальным весом на множестве Е . Эта функция может принимать и отрицательные значения, но все интегралы вида (1) при условии (2) должны существовать.Далее, дифференциальное выражение dF (х , у) в формуле (1) можно рассматривать как меру, определенную на множестве Е. В этом случае можно изучать ортогональные многочлены двух переменных, используя различные определения мер и их свойства. Разумеется, при таких общих условиях ортогональные многочлены теряют многие свойства, причем остающиеся свойства формулируются и доказываются по-иному. Прежде всего заметим, что иной вид имеет сама теорема существования системы ортогональных многочленов.

Поскольку все моменты (1) существуют, то, как н в гл. I, их можно расположить в виде треугольной таблицы:Аоо*А ю, Ац,Аго, A*i, Агг,
hnoy 1 ) • • •}

По этим моментам, как н в гл. I, составляем определители
^00 — 0̂0» A jo " Aoo

h
*1.
h , = Aoo

hio
Aio An A20 A2110 20

hn Л21 Л22
h h • Л .00 10 11А .о Л20 А21 ■■ A<n+I)ftА11 Л2. Л22 '■ A( n + lX ft+ l)

t l nh А(п +  1)А A(n + l)(fc+ i)  * ' A2»2ftЕсли весовая функция А(х, у) из формулы (2) пеотрн- цате.тыга и  не эквивалентна нулю, то все определители вида (4) отличны от нуля и даже положительны. Это доказано в гл. I. Л в общем случае, который рассматривается в настоящей главе, определители (4) могут быть отрицательными или обращаться в нуль.Как п в гл. I, обозначим через 1Р„Л множество многочленов порядка не выше (и, к ). Некоторый многочлен ^ п * ( я , у) порядка (/г, к) называется обобщенным орто
гональным многочленом порядка (п, к), если условие

.f j Г пк (г, у) Qm,  (х, у) dF  (х, у) =  0 (5)
Евыполняется для любого многочлена Q m,{x , у) порядка 

(rn, s) меньшего, чем (п, к).I с о  р ем  а 1. Если ^  0, то существует един
ственный ортогональный многочлен F nk(x, у) порядка (и, к ), удовлетворяющий условию (5).Д о к а з а т е л ь с т в о .  Не нарушая общности, можно считать, что главный коэффициент искомого многочлена
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равен 1. Тогда имеем разложение
F nh(x, У) =  2  2  ст̂ т~‘У  +  2  сп̂ п- ‘У  + х п- * у .

т=0 *=о *=о
( 6 )В этой формуле коэффициенты (ст.) неизвестны. И х надо определить так, чтобы многочлен (6) был ортогонален всем одночленам1, х , у, х \  х у , IД . . х п- к+'ук- ' .В силу формулы (5) это означает, что должны выполняться условияf j* F nh (х, у) xP-4yidF  (х, у) =  0, (р , д) <  (п , к). (7)ЕПодставляя сюда многочлен (6) и учитывая моменты (1),  систему (7) приводим к виду

п —1 т  Л—12  Ч" CnJ^ns ==
т = 0  «=0 **=0
n—1 т  Л—12  2  C iJ l ( m + l ) i  +  2  C n J l ( n+l)« =  ^(n+l)ft« (8)
m=0 <=0 8—0

л—1 m h —l2  2  £т«Л(л+т)(»+Л-1) +  2  C „ J l i n ( t + h - l )  5=4 2̂"(2 fc-l)'
m=0 e=0 *=0Определитель ДП(*-п системы (8) по условию теоремы отличен от нуля. Следовательно, система (8) имеет единственное решение. Теорема доказана.И з определения ортогонального многочлена условием(5) и теоремы 1 следует важный вывод. Если среди всех определителей (4) только один определитель ДП(*-п отличен от нуля, то однозначно определяется только один ортогональный многочлен F „*(х, у ) , который, таким образом, не зависит от всех остальных определителей вида(4). Заметим, что ортогональный многочлен F„0(x, у) определяется при условии A (n-i)(n-i) ^  0. Л если отличны от нуля все определители вида (4), то однозначно определяется вся система ортогональных многочленов 

U 'n„(x, у)).Рассмотрим более общий случай. Предположим, что первоначально дана не функция F (x , у) на множестве Е ,

260 ОБОБЩЕННЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. VIII а система моментов (3). Эти моменты определяют некоторый линейный функционал но формулеЛ п* =  Е ( х " - У ) .  ( 9 )Иными словами, линейный функционал F  определяется своими степенными моментами (3) и может пе иметь интегрального представления через функцию F (x , у) на множестве Е . Но формула (9) определяет этот функционал на множестве всех алгебраических многочленов. У с ловие ортогональности в этом случае вместо формулы(5) имеет вид
F ( F nhQ m.) =  0. (10)Поскольку определители (4) вводятся по системе моментов (3)', то теорема 1 н все выводы из нее справедливы н в случае функционала F , определенного формулой (9).Далее, теорема 1 указывает условия существования всех подряд ортогональных многочленов {/’„»(х, у)), которые называются основными ортогональными многочленами. Но, как и в § 4 гл. I, здесь можно ввести ионические ортогональные многочлены. Рассмотрим ионический многочлен степени п порядка (п, к)

п —1 тФ»а (*. У) =  * П- У  + 2 2  a mtxm~ Y -  (И)m * o  j * oОртогональность этого многочлена ко всем многочленам меньшей степени, аналогично условию (10), означает выполнение условияЕ ( Ф „ ^ „ _ ,)  =  0, (12)где многочлеп @ „_,(х , у) имеет степень не более п — 1.Для формулировки теоремы существования мопнче- ских ортогональных многочленов среди определителей(4) выделим отдельно определители
Дп — А(п — 1)<п — |) : 1о о Л . о  • ■ ■  Л(п -1 И п -1 )

10 Л20 •• К ( п - 1)

(п -1 )(п -|) An (n -l)  • 7S7S«ч
•ei

(1 3 )Т е о р е м а  2. Если определитель (13) отличен от 
нуля, то однозначно определяются все п +  1 монических 
ортогональных многочленов (11) при к =  0,  1, . . . ,  п.



I268 ОБОБЩ ЕННЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ [ГЛ. V IIIД о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку ионический многочлен (11) должен быть ортогональным всем многочленам степени не более п — 1, то он должен быть ортогональным всем одночленам
1 , х, у , х г, ху, . . . .  х у п~г, у п~1.Следовательпо, в этом случае, используя условие ортогональности (12), вместо системы (8) получим систему

п—I m

^ ^ . OLmJ l mt =  Anfcim=o »=0
n—1 m2  2  «mAm+l)» =  — fy n + l)ft , (14)m=0 »=■<>
n—I m2  2  l)(«+n—1) =  h(in—i)(fc+n—l)-
m=o »=oОпределитель Д„ этой системы отличен от нуля. При этом левая часть системы (14) одна и та же для всех ионических многочленов степени п, а при переходе к другому ионическому многочлену меняется только правая часть. Теорема доказана.Далее, как и в гл. I, можно рассматривать обобщенные ионические многочлены. Пусть фиксирован однородный многочлен степени п

П

Qn (*, у) =  2  Р-n,xn- hyh-
k—0Тогда при условии Д п ^ О  можно так подобрать многочлен Пп- ,( х ,  у) степени не выше п — 1, что многочлен

В п(х, !/) =  ( М * ,  I/ ) + / ? „_ ,( * , У) (15)будет ортогональным относительно функционала F , т. е. будут выполняться условия
F ( B Hxm- l~kyk) =  О, А: =  0, 1, . . . ,  т < п .  (10)В самом деле, условия (16) и в этом случае сводятся к системе уравнений (14), по правые части будут иметь вид
- F ( Q Hx ’,- , - kyk) , Аг =  0, 1, . . . ,  р, р =  0,  1, . . . ,  п -  1.До сих нор в определениях основных ортогональных многочленов (6), моннческих ортогональных многочленов

* 1| ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ II ПРОСТЕЙШ ИЕ СВОЙСТВА 269( I I )  н обобщенных ортогональных многочленов (15) говорилось только об ортогональности. В связи с этим возникает вопрос об условиях, когда все эти многочлены мои;но нормировать. Иногда это невозможно, ибо для некоторого многочлена Q n(x, у) и некоторого функционала 
F a может выполняться условие F 0(Q?,) =  0. В этом случае говорят, что функционал F„ вырожден. С другой стороны. функционал F  называется невырожденным, если для любого отличного от тождественного нуля многочлена (?„(*, у) выполняется условие F  {Q*) ф. 0. А  если, кроме того, имеет место неравенство

F ( Q ; ,) > 0 ,  (17)то функционал F  называется положительным. В  этом случае все рассмотренные выше ортогональные многочлены можно нормировать по обычным формуламЯп*(л\ y) =  - ^ = = F nh(x, у), р ,1к =  F ( F f lh). (18)Далее, пусть, как п в § 4 гл. I, дана ортогональная матрица
а а • __I]00 01 °п

°10 а . г ■ «uL

аг»0 “ щ • пп IIОртогональность матрицы означает выполнение условий
П
2 =  ®mft» fflt к  =  0 ,  1 , . . . ,  п .
)—0Тогда вводим систему многочленов

п
Q„h (*. У) =  2  (*, У). А- =  0, 1.............п. (19);=оНетрудно показать, что эти многочлены ортонормнрова- ны относительно функционала F.Таким образом, если все определители вида (4) отличны от нуля, то функционал F , удовлетворяющий условию(17) , определяет основные ортогональные многочлены(18) , моннческис ортогональные многочлены ( I I ) ,  обобщенные ионические ортогональные многочлены (15) н общие ортогональные многочлены (19). Множество всех



этих многочленов, их всевозможные линейные комбинации, а также тождественный нуль, как и в первой главе. обозначим через W n. Если Р „(х , y ) ^ W „ ,  то для любого многочлена R n-i( x , у) степени не выше п — 1 выполняется условно
=  о. (20)Пространство Н'„ можно определить безо всяких условий на функционал F  как множество таких многочленов Р „(х , у) степени не выше п, для которых выполняется условие (20). Если Д „ ^ 0 ,  то пространство имеет размерность не меньше п +  1.Для общности можно рассматривать невырожденность функционала только на множестве многочленов степени не выше т , что означает выполнение условия /,’ (@т)=/=0 дли всякого отличного от тождественного нули многочлена Qm(x, у) степени не выше т. Если для всякого такого многочлена выполняется условие F  (Qm) > 0 ,  то функционал называется положительным на множестве многочленов степени не выше т. Если функционал положителен. то из равенства F (R *n) =  0 следует тождество Лт(х, (/)“  0.Т е о р е м а  3. Если Д„ Ф  0 и функционал F не вырож

ден на множестве многочленов степени не выше п — 1, 
то монические ортогональные многочлены степени п об
разуют базис в пространстве \V„.Эта теорема доказывается так же, как теорема 6 из главы I. Только вместо интегралов по области здесь фигурирует функционал F . А  в конце доказательства поскольку функционал F  не вырожден из условия F  ( R n -i)  =  = -0  следует /?„_,(х , y ) SB0. Заметим, что в теореме 3 пространство IV„ рассматривается изолированно от других аналогичных пространств.§ 2. Теорема существования в наиболее общем видеПусть дана система степенных момептов {Л„») и соответствующий ей линейный функционал F. Если отличны от нуля все определители (А»*} вида (1.4), то можно ввести последовательность пространств

Wo, W „ W2...........Wn.............. (1)которые ортогональны между собой по функционалу F .
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§ 2| ТЕОРЕМ А СУЩ ЕСТВО ВАН И Я В Н А И Б О Л ЕЕ ОБЩ ЕМ  В И Д Е  271Вместо всей системы определителей (1.4) рассмотрим только последовательность определителей (1.13)А ., А г...........А ............... (2)В силу теоремы 2, если Д„ Ф  0, то однозначно определяются все п + 1  ионических ортогональных многочленов«1>по (-Г, у ) ,  ф „ ,  ( х ,  у ) ...............ф „ я ( х ,  у ) .  ( 3 )Далее, если Д„ ^ 0  н функционал F  но вырожден на множестве многочленов степени не выше п — 1, то по теореме 3 многочлены (3) образуют базис в пространстве W„, т. е. для всякого многочлена нз этого пространства справедливо представление
1\ (X, у) =  2  с*Ф „*(х, у).ft -о (4)В настоящем параграфе будем считать, что нрп условии Д„ Ф  0 пространство W„ имеет размерность п +  1. Это эквивалентно тому, что пространство W„ есть множество всех многочленов вида (4).  Формула (4) означает также, что монические ортогональные многочлены (3) образуют базис в пространстве W„. Таким образом, если все определители (2) отличны от нуля, то однозначно определяется последовательность ортогональных между собой пространств (1).  Основная задача настоящего параграфа заключается в том, чтобы доказать существование в каждом из пространств (1) ортогонального базиса.В пространстве W„ помимо моническнх ортогональных многочлепов (3) существуют и другие базисы, которые можно получать как линейные комбинации многочленов(3). Пусть дан такой базис:
Вп о(х, у ), 13П{ (х, у ), . . . ,  ^ПП (*, У)• (5)Здесь первый индекс п означает степень многочлена, а второй индекс — номер многочлена в данном базисе. Рассмотрим некоторые свойства базисов вида (5) в пространстве W„.Прежде всего заметим, что многочлены (5) линейно независимы. Поэтому их можно переставлять между собой, прибавлять к каждому из них линейные комбинации других, умножать каждый многочлен на любое отличное от нуля число.Л е м м а  1. Если А „ Ф 0  и многочлены (5) образуют 

базис в пространстве W n, то в системе (5) не существует



многочлена /?„»(х, у ), для которого выполнялись бы ус
ловия

F ( B nkB „.) =  0, s =  0, 1, п. (G)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное, что такой многочлен B „k(x, у) существует. Условие (6) означает, что этот многочлен ортогонален всем многочленам (5) и в том числе самому себе. Разумеется, это может быть только в том случае, когда функционал F  вырожден в классе многочленов степени п. При этом он может быть не вырожден в классе многочленов степени не более п — 1. Тогда в пространстве Нг, +, возьмем любой мониче- скнй многочлен Ф ,„+ 1)т(х, у) п рассмотрим два многочленаФ („+1)„,(х, у ) , Ф ( п-И)т(х, У) +  7?nk(x, У). (7)С другой стороны, любой многочлен В „(х , у) степени не выше п можно представить в виде
П(■*■* у) =  _  ctB nt(x, у) /*„_ 1 (х, у), (8)

где Р п- Х(х, у) есть многочлен стсненн не выше п — 1. В силу условии (6) из формулы (8) находим F ( B „*//„) =  =  0. Следовательно, оба многочлена (7) являются мони- ческнми, что противоречит единственности моннческого многочлена порядка ( л + 1 ,  пг). Лемма доказана.С л е д с т в и е .  Если многочлены (5) образуют базис в И\, и для некоторого многочлена B nk(x, у) выполняются условия (О) при всех s, кроме s =  k, то необходимо
F ( B  1 н )ф 0 . (9)Л е м м а  2. Если &пФ 0  и А п ц ^ О , то в пространстве 

W „ существует такой базис (5), что по крайней мере для 
одного многочлена этого базиса выполняется условие (9).Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим монический базис (3) в пространстве \Vn. Если хотя бы для одного многочлена этого базиса выполняется условие (9), то доказательство закончено. Пусть теперь для всех многочленов (3) выполняется условие ^ (Ф £ л ) = -0 . Возьмем, например, равенство /' (Ф*о) =  0. Тогда по лемме 1 существует хотя бы одни многочлен Ф „*(х, у ) , для которого

272 ОБОБЩЕННЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ |ГЛ. VIII имеем условие Е(Ф„оФп*)!̂  0. Рассмотрим новый базис:
В ПМ(х,  У ) — Фпт(х, у ) ,  т Ф к ,я..*(х, у) =  Ф„«(х, у ) + Ф .» ( х , у).От моннческого базиса этот базис отличается только одним многочленом с номером к. Для этого многочлена имеем
F  {Впк) =  2 F  (Ф„0Фмл) Ф  0.Лемма доказана.Л е м м а  3. Если Д„ Ф  0 и Д я+, Ф  0. го в пространст

ве И7,, существует такой базис Ш „*(х , у)),  что хотя бы
для одного многочлена В „ .(х , у) выполняются условия

F  (В * ,)  =̂ = 0,  h (B ,„B „m) =  0,  m ^ s .  (И)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В  силу леммы 2 существует хотя бы одни многочлен, для которого выполняется условие (9).  Не нарушая общности, можем считать, что это многочлен В па(х, у ) , т. е. имеем условие F  (/if,о) Ф- °- Вводим новый базис по формуламфпо(-Г, у ) =  В „0(х, у ) , ( I 0)(?„т(х, у ) “* С„Впа (х, Il ) + B nm{x, у).Тогда имеем равенство
F(Q„„Q„m )= cmF (Q n0B n„)+  F (Q n,,Bnm). (13)
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f Поскольку F  (В ‘„о)=?^0, то cm в формуле (12) можно выбрать так, чтобы правая часть равенства (13) была равна нулю. Лемма доказана.Л теперь рассмотрим осповнон результат настоящего параграфа — теорему существования ортогонального базиса в пространстве 1V„.Т е о р е м а  4. Если А„  Ф  0 и Дп+1 Ф  0, то в простран
стве \Vn существует ортогональный базис (Д„т (х, у)) ,  для 
которого выполняются условия

F ( B nKB n„ ) =  0, к Ф т ,  (14)
F ( B U ) ^ 0 .  (15)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что условия леммы 3 выполняются для многочлена В п„(х, у ) , т. е. вместо

18 П. К . Сустнн



(11) имеем/’ (Дг,о)¥=0, F ( B n0B nm) =  О, /« =  1 ,2 ............ п. (16)Среди многочленов
В п1(х, у ) , В „г(х, у ) ............В пя(х, у) (17)выберем тот, для которого выполняется условно F  (В J ,)  Ф  

ф  0. Не нарушая общности, можем считать, что это многочлен В „ , ( х , у ) ,  т. о. имеем F ( В ^ ф О .  Далее вводим новый базис по формулам<?»»(*, У ) =  В я„(х , у),  C M * .  у) =  В п1(х, у),
Qnm(х , у) =  стВ я1(х, у ) +  В ят(х, у ) , m =  2, 3...........п.(18)Из равенства (18) находим условие ортогональности
F  (BnlQnm) — Cmf* ( ^ iu ) +  Ь (B „iB nm) =  О,которое определяет постоянную сга. Следовательно, новый базис (С М (* . у)) можно выбрать так, чтобы и многочлен 

Q n{ (х, у) был ортогонален всем другим многочленам этого базиса. Таким образом, в силу условий (16) в базисе (С М (* . у)) ужо два первых многочлена удовлетворяют условиям (14) и (15).Такой процесс ортогонализацин можно продолжить. При этом возможны следующие два случая.1. На каждом шаге среди оставшихся многочленов имеется хотя бы один мпогочлеп СМ(*. у ) , для которого выполняется условие F  (Qnm) ф  0. Тогда процесс ортого- яализацип можно продолжить, и в конце получим базис, удовлетворяющий условиям (14) и (15).2. 11а некотором шаге окажется, что многочлены
С М *. У), С М *. У)........... С М *. У) (19)удовлетворяют условиям (14) и (15), а для всех оставшихся многочленовС М + • >(*, У), CM +i>(*. у ), . . . .  С М * ,  у) (20)выполняется условие
^  (^мш) “  0, /«>.</. (21)Например, это условие может выполняться ужо для всех многочленов (17). Рассмотрим этот случай подробнее.

*274 О БО БЩ ЕН Н Ы Е ОРТО ГО Н АЛ ЬН Ы Е М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  (ГЛ. V I I I § 21 ТЕОРЕМ А СУЩ ЕСТВО ВА Н И Я  В Н А И Б О Л ЕЕ ОБЩ ЕМ  ВИДЕ 275Возьмем произвольный многочлен из системы (20), папрнмер, многочлен @n<.+i>(*. У)- Предположим, что для него выполняются условияМ С М + ..С М )  =  0, т -  * +  2, * +  3........... п. (22)Поскольку многочлены (19) ортогональны всем многочленам (20), то условия (21) и (22) означают, что многочлен С М + .> (* . у) ортогонален всем многочленам базиса ( С М * , !/)) в том числе и самому себе. Но по лемме 1 этот случай невозможен.Следовательно, среди многочленов (20) существует хотя бы один, например, многочлен (М+а>.(*. !/). Для к°* торого условие (22) не выполняется, т. е. имеем (23)вместо многочлена (10) вводим новыйF ( С М + п С М М *  9.А  тогда в базисе (CM *. //))C M + d (* , У) аналогично формуле многочлен
9»(«+i)(*. y ) = Qn( 1+1>(*» У)~Ъ~ Qnc+1)(*. у)- ( -_/*)В силу условий (21) и (23) для этого многочлена имеем
&  (С?п(»+1)) =  3/' ( Q n ( t + l ) Q n ( i + 2 ) )  ^  9.Таким образом, изменяя базисный многочлен по формуле (24) при условии (23), приходим к первому случаю, когда процесс ортогонализацин может быть продолжен.Следует заметить, что равенство (24) справедливо при условии s +  1 <  п. Поэтому случай s  4* 1 =  п надо рассмотреть отдельно. Поскольку в этом случае s =  n — 1, то условия (21) сводятся к одному равенству /' (^пп) =  0. А  это вместе с ортогональностью базиса {(?„»(*, у)) противоречит лемме 1. Теорема доказана.Теорема 4 является теоремой существования системы ортогональных многочленов в самом общем случае. Эта теорема относится к пространству Wn и справедлива при условиях А „Д в+1 Ф  0. А  если все определители (2) отличны от нуля, то во всех пространствах (1) существуют ортогональные базисы, удовлетворяющие условиям (14) и (15).Если функционал F  положителен, то ортогональный базис можно нормировать. В самом деле, в силу неравенства (1.17) условие положительности функционала F  означает, что для всякого отличного от тождественного нуля многочлена С М * . у) выполняется неравенство18*



276 О БО БЩ ЕН Н Ы Е О РТО ГО Н АЛ ЬН Ы Е М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  (ГЛ. V III РЯ Д Ы  Ф УРЬЕ 277^’ ( ф й ) > 0 . 13 этом случае, аналогично формулам (1.18)полагаемМ?.А= A’ (fiSft). I{nh (Х, у) Г— В пк (х, у). (25)Далее, нетрудно видеть, что в каждом пространстве 
W„ при наличия одного ортонормированного базиса можно построить бесконечное множество других. В самом деле, пусть дана ортогональная матрицаII а а .. III 00 01 • 'on

к° яи ••• °1П
ко «я» ••• °пп

(26)
Ортогональность матрицы (26) означает выполнение условийп~  (27)/=0Т е о р е м а  5. Пусть в пространстве Wn даны два ба
зиса (В пк(х , у)) и ф „>(х, у)).  Если базис {В„к(х , у)) ор- 
тонормирован, то для ортонормированности базиса « ?  пь(х, у)) необходимо и достаточно существование такой 
ортогональной матрицы (20), что имеют место равенства

П
Qnm (х, у) =  2  я™,Дп, (X, у), ш =  0, 1, . . . ,  п. (28)»=0Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как многочлены (Впк(х, у)) образуют базис, то коэффициенты в равенствах (28) определяются однозначно, т. е. матрица (26) определена. Учитывая ортонормнроваппость базиса {Вяк(х, у)),  из равенств (28) находим

П7' (QnmQnk) ~  2L amjahj• (-6)i—0А  теперь, если матрица ортогональна, то в силу условии (27) правая часть равенства (29) равна б**, и, следовательно, базис {(?„т (х, у)}  ортонормирован. А  если базис ((^пт(х, у)) ортонормирован, то левая часть равенства (29) равна 6„А, и матрица (26) ортогональна. Теорема доказана.Далее, поскольку матрица Д п+1 ортогональная, то для транспонированной матрицы А „ +1 имеем равенство

A'n+iA n+i =  Е . Следовательно, аналогично формулам (28) справедливы формулыП
В пл(ху у) =  am$Qnm(Xi У)•Т71 =0Иными словами, обратный переход от базиса ((?„». (х, у)) к базису (В„ , ( х , у))  осуществляется с помощью трансно-

J нироваиной матрицы А п+1 к матрице A n+t.§ 3. Ряды Фурье но обобщенным ортогональным многочленам двух переменныхПусть на множестве Е  определена функция F(x,  у) ограниченной вариации, и этой функции соответствует ортонормированный базис
{Вп„(х, у)),  к =  0, 1, . . . ,  л,  п =  0 , 1 , . . .  (1)Предположим, что на множестве Е  дана действительная функция /(х, у) такая, что существуют все интегралы вида
К н  (/) -  J  f  / (х , у) x n~hy hdF  (х, у). (2)

ЕТогда коэффициенты Фурье функции /(х, у) по базисной системе (1),  как обычно, можно определить по формуле
a„h =  j J / (х, у) В „к (х, у) dF  (х, у). (3)

ЕПоскольку интегралы вида (2) существуют, то все коэффициенты (3) конечны. Следовательно, функции /(х, у) можно поставить в соответствие ее ряд Фурье по ортогональным многочленам двух переменных2  2  ankl?nh(x,y). (4)n—о fc=0В § 6 гл. I ряды (4) рассмотрены в случае неотрицательного дифференциального веса. т. е. при условии
Sd F (x , у ) =  h (х, y) dxdy ,  где А (х, у ) >  0. Но все результаты, изложенные в упомянутом параграфе, переносятся почти без изменений на случай неотрицательного интегрального веса dF(x,  у) ,  удовлетворяющего условиям (1.1.20) и (1.1.21).  Не будем повторять формулировки,



а перейдем к рассмотрению более общих случаен. Сразу же заметим, что ряды Фурье (4) нельзя рассматривать в том случае, когда базисная система (1) определена линейным функционалом F  без нптегрального представления. В самом деле, в общем случае функционал F  можно определить с помощью степенных моментов, и при некоторых условиях базисная система (1) существует. А  формулы (2) н (3) имеют смысл, если функцпопал F  допускает интегральное представление, в котором dF (x, у) означает меру, определенную на множестве Е .Для внутренней суммы ряда (4) введем обозначение
Н п (х, у, /) =  2  anhB nh (х , у). (5)А-0Из результатов предыдущего параграфа следует, что сумма (5) нс зависит от аналогичных сумм с другими номерами. Более того, многочлены (1) можно рассматривать только при данном фиксированном п. Тогда при некоторых условиях система многочленовД „„(х, у ) , B nt(x, у ) ............Я „ „(х , у) (6)является базисом в пространстве IV ,. В этом случае сумму (5) можно рассматривать как проекцию фупкцпн /(х, у) на пространство И7,,.Предположим, что в пространстве IV , определен другой базис
Qno(x, у ) , Q nl(x, у ) , . . . .  0 „ ( х ,  у ) . (7)Вводим коэффициенты Фурье функции /(х, у) по этому базису
Ь„т -  1 j  / (х, у) Q un (х, у) dF  (х, у) (8)

ки аналогичную (о) сумму
ПУ »  (х, у, /) =  2  bnmQnm(X, ]/)• (9)' m оТ е о р е м а  6. Внутренняя сумма (5) ряда Фурье (4) 

для данной функции /(х, у) не зависит от выбора базиса' 
в пространстве IV ,, т. е. при любых базисах (6) и (7) 
имеет место равенство

И Л Х, у, / ) =  Ч М х , у, /). (Ю )
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§ 3] ряды ФУРЬЕ 279Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из равенства (9) в силу формулы (2.28) находим

п г пФ „(х , У, /) =  2  ьпт 2  cmkB nk(x, у)
m=o L*=0-  2  ( £  ьптстк) в пк(х, у). (11)

* = 0  \т=0 /Далее, так как матрица перехода от базиса (G) к базису(7) ортогопальна, то в силу формулы (2.30) имеем равенство П
B n k { x i У )  ~  C m k Q n m ( x ,  у ) -  (^ 2 )

т =0Следовательно, используя формулы (8) и (12),  получаем2  bnmCmk — f  f  / (х, р) 2  CmhQnm(x i У) d t  (х, у) — 
т=о £ L m=0 J=  j  j  / (х, у) В пк (х, у) dF  (X, у) =  anh. (13)

ЕСопоставляя равенства (11) и (13), находим формулу (10). Теорема доказана.Таким образом, используя обозначение (5), ряд (4) представляем в виде2 Я „ ( х , р , Л ,  (14)
п=̂0 •где общий член определяется однозначно независимо от выбора базиса в пространстве IV ,.Пусть, как обычно, функция /(х, у) определена па множестве Е  и существуют все интегралы вида (2).  Тогда в силу теоремы 6 однозначно определяется проекция //„(х, у, j) функции /(х, у) на пространство IV ,. Обозначим через 1V„(/) ту часть пространства IV ,, которая ортогональна функции /(х, у ), или, точнее — проекции //„(х, у, /) на пространство IV ,, т. е. полагаем<?„(х, у ) е  I V ,( / ) с  IV , ~  F ( B nQ n) =  0. (15)Т е о р е м а  7. Если функционал F положителен, то 

пространство 1V,(/) имеет размерность п или п +  1.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в пространство IV , фиксирован некоторый базис (6). Тогда любой многочлен из



РЯ Д Ы  Ф УРЬ Е 281пространства \Vn можно представить в виде
П

Qn(Xy у) — i  ЬптВ пт (х, у). (1C)
т— оС другой стороны, проекция функции /(х , у) на пространство Wn определяется по формуле (5). Следовательно, условие ортогональности (15) имеет вид

F  (/<?) -  F (H„Q„) =  £  аптЬ„,п =  0. (17)
т=оЕсли в формуле (5) все коэффициенты {«„„) равны нулю, то условие (17) выполняется для всех многочленов из пространства Wn. Следовательно, в этом случае 1 Е „(/ )=  УУ п, и размерность пространства W n(f) равна 

п +  1.Предположим теперь, что среди коэффициентов разложения (5) хотя бы один отличен от нуля. Для общности предположим, что отличны от нуля еще несколько коэффициентов, т. е.я„о ¥= 0, я„, ¥=0, . . . ,  апк ¥= 0, к *£ п. (18)Рассмотрим условие ортогональности (17).  Поскольку я „о  ¥= 0, то в формуле (17) можно менять произвольным образом все коэффициенты {ftnJ ,  начиная с номера т =  =  I. Пусть эти коэффициенты фиксированы произвольно. Тогда коэффициент Ьп„ можно выбрать так, чтобы выполнялось условие ортогональности (17).  Следовательно, множество многочленов вида (16),  удовлетворяющих условию (17),  имеет размерность п. Это утверждение справедливо и в том случае, если в силу условий (18) отлнч- ны от нуля еще несколько коэффициентов разложения(5). Теорема доказана.Продолжаем рассматривать ряды Фурье но ортогональным многочленам двух переменных при наиболее общих условиях.Г е о  р е м  а 8. Если А „Д п+|¥=0, то для всякой функ
ции /(х, у) с конечными интегралами (2) в пространстве 1Е„ существует такой базис {(?„*(£, у)),  что сумма вида (о) содержит не более одного слагаемого, т. е.

Чп(х, у, I) — а„ (/) vn (х, у ) , (19)я весь ряд (14) приводится к виду
оо^  М / ) М * ,  у)-

>1 = 0

VHJU О БО БЩ ЕН Н Ы Е ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  |ГЛ. V I II Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что при данном 
п имеем равенство W„ (/)“* И ». Тогда в силу теоремы 6 Я „ ( х , у. /) ** 0. Это означает, что все коэффициенты Фурье порядка п функции f (x,  у) равны нулю. В этом случае условие (19) выполнено.Пусть теперь Wn(f)¥= Wn. Тогда в силу теоремы 7 пространство 1 V„(f)  имеет размерность п. Следовательно, в пространстве 1РП существует вектор-многочлен v ,, (х, у ) , ортогональный всему подпространству И М / ). Можно считать, что норма вектора vn(x, у) равна 1. В этом случае в пространстве IV , вводим базис

Q „„(x, y ) = v n(x,  у),  <?„,(х, у),  . . . ,  <?„»(х, у) (21)и определяем коэффициенты Фурье функции /(х, у) по этому базисуя,.* -  J  f  / (х, у) Qnh (*. У) dF  (х, у). (22)ЕТак как многочлены (21) ортогональны между собой, то выполняются условияЯ„о 0 , Я ,  1 Я „2 . • .  япп — 0 .Для нулевого коэффициента вместо общей формулы (22) вводим специальное обозначениея„ (/) =  яп0 =  f [ / (х, у) t>n (х, у) dF  (х, у).
ЕСледовательно, в этом случае вся сумма (5) приводится к виду (19).Предположим, что такая операция проделана для всех номеров п. Тогда ряд (14) приводится к ряду (20). Теорема доказана.Ряд вида (20) будем называть приведенным рядом 

Фурье функции /(х, у ) .Т е о р е м а  9. Если A n A n + i^ O , то при любых бази
сах (6),  (7) и (21) справедливо равенство

a U f ) = i a l k =  £  b lm. (23)А=0 m=oД о к а з а т е л ь с т в о .  В самом деле, в силу теоремы 6 имеем формулу п »я» (/) (х, у) =  я„ л# „й(х , у) =  bnmQ nm(x, у),
h=0 m=0из которой и следует равенство (23).

8 31

(20)



Рассмотрим простейшие арифметические операции над прицеленными рядами вида (20). Прежде всего, заметим, что при любой постоянной с функции с/(х, у) соответствует приведенный рядоо
2 сап (/) vn (х, у). 

т»= 0Далее, пусть дана другая функция ф (х, у) на множестве 
Е  и ее приведенный ряд Фурье имеет вид2  Ьп (ф) Ып (х, у). (24)71 = 0Т е о р е м а  10. Если функции f( x , у) соответствует 
приведенный ряд (20), а функции <р(дг, у ) — приведенный 
ряд (24), то сумме /(х, у )+ < р(х, у) соответствует приве
денный ряд

ОО2  cnwn (х , у),71=0
для общего члена которого справедливо равенство

CnWn(x , y ) = a n(f)v„(х , у ) +  Ьп(<р)ип(х, у ) . (25)Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 6 для функции 
j (x ,  у )+ < р (х, у) в пространстве Wn существует базис

w„(x,  у ) =  ivn0(x, у ) , wni(x, у ) ........... w „„(x, у ) , (26)при котором проекция функции /(х, у )+ < р(х, у) на пространство W n состоит из одного слагаемого, т. е. имеем//„(х, у, / +  ф) =  cnwn(x, у ) .С другой стороны, проекции функций /(х, у) п ф (х, у) на пространство \V„ можно разложить по базису (26), и в силу теоремы 6 имеем равенстваП
и 71 (х, У. /) =  2  (*, у) =  a,i (f) Vn (X, у),

А=0п
Н п(х, У У ф) =  2  РаИ>па(Х, у) =  Ь „(ф )м „(х, у).к=0Далее, в силу линейности операции проектирования имеем формулу
Нп(х,  у,  / +  ф ) =  //„(*, У,  / )+  //п(х, у,  <р), из которой и следует равенство (25). Теорема доказана.

282 ОБОБЩЕННЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ [ГЛ. VIII § 3| Р Я Д Ы  Ф УРЬ Е 283Рассмотрим теперь случай, когда мера dF(x,  у) неотрицательна па множестве Е,  т. е. выполняются условия0 <  J  f  dF( x ,  у) <  оо, (27)
Е0 <  j  f ( M x ,  y ) dF( x ,  у ) < о о ,  (28)
Егде отличный от тождественного нуля многочлен @„(х, у) неотрицателен на множестве Е.  В этом случае можно ввести множество функций Е*(Е,  dF) ,  для каждой из которых /(х, у) выполняется условиеl/ F  -  J  j  /*(*. V)dF(x ,  у )< о о .  (29)

ЕКак обычно, для всякой функции /(х, р ) е  Ьг(Е, dF) можно рассматривать задачу на минимум интеграла
J n  - 1 / -  Q *  Р -  И  [/ (* , У) -  Qn (х, y)]'dF  (X, у) (30)

Епа множестве всех многочленов степени пе выше п.Т е о р е м а  11. Если мера dF(x,  у) неотрицательна 
на множестве Е , а функция /(х, у) удовлетворяет усло
вию (29), то интеграл (30) имеет минимум только в слу
чае частичной суммы

Sn (х, У, 1) =  2  ahvh (х, у) (31)А=0
приведенного ряда Фурье (20) функции /(х, у ) , причем 
этот минимум равен

m in /n -» |/Р — 2  (3-)ft—оД о к а з а т е л ь с т в о .  Произвольный многочлеп 
Q n( x, y)  степени не выше п можно представить в видо

Qn(x, у ) =  5 п(х, у, /)+  Я Д х , у ) . (33)К многочлену /?„(х, у) применим теорему 8. В результате получим приведенное разложение ФурьеП
п „  (х, у) =  2  cmwm (х, у).m=f (3 4 )
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Qn(x, у) =  2] akvk(x, у) +  2  cmwm(x, у). (35)

#1 = 0  т=оДалее, для краткости введем обозначение(<V . »’m) -  f f г* (x, У )  wm (x, у) dF  ( r ,  y). (36)
'  EИспользуя это обозначение и равенство (35), для интеграла (30) получаем последовательно/ „ H / - G . P -2  ahvh(x, у) — 2  cmwm(x, у) dF(x,y)=* 4=0 m=o J=  в/ f  — 2 V  e* (/; vh) -  2 i  cm(/; wm) +

h=0 tn=*0
n м

+  1 2  \aham(Ly, vm) + 2akcm(vk; wm) + ckcm(wk; wm)J. 
h=0 m=o (37)Поскольку обе системы многочленов (у*(х, </)} и 

{wm(x, у))  являются ортонормированными, то в силу обозначения (36) имеем равенства(vk; v,„) =  (vk; wm) =  (w„; щ„.) =  0, к Ф m,
(vk\ vA) =  (wm; w ,„)=  1.Следовательно, равенство (37) приводится к виду /п-1/Р- 2 а \-2 I  Cm (/; Itfm) +

А=0 m=o

+  2 2  a hc „  (v „; u>a) +  2  Cm. (38)
ft=0  m= 0Далее, поскольку многочлен vk(x,  у) является базисным многочленом порядка к , то имеем представление

“\ (х , y ) = r kvh(x, у ) +  gk(х , у ) ,где многочлен gA(x, у) ортогонален многочлену у*(х, у ) , 
т. е. имеем равенство ( у *; gk) = 0 ,  с помощью которого

§ 41находим
(/; g » ) = 0, ( v„; щ * ) =  гк,(/; U’ m ) =  Г „ ( / ;  У т ) =  Гтят.Учитывая эти условия, из формулы (38) получаем У „ =  1 / Р -  2  «I ~  2 2  crarmam +

+  2 2  а кс кгк +  2  с*, =  | / р  -  2  « J  +  2  А .  (39)
А«=0 т=о А= 0  т=оСопоставляя равенства (35) и (39), находим, что минимум интеграла (30) достигается только в случае суммы(31) , причем этот минимум определяется но формуле(32) . Теорема доказана.Поскольку при условиях (27) и (28) величина (32) неотрицательна, то справедливо неравенство Бесселя

2  « * < 1/ Р ,
А= 0из которого следует условие lim ак =  0.

(40)
(41)

Еще раз заметим, что неравенство (40) и предельное соотношение (41) справедливы для коэффициентов приведенного ряда Фурье по ортогональным многочленам двух переменных функции /(х, у),  удовлетворяющей условию (29).
§ 4. Монические ортогональные многочлены при минимальных условияхПусть дана бесконечная треугольная таблица чисел
Лю. Ли»/|2#, кг |, к л , (1)

кпt« • • м кп
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С  помощью этих чисел можно определить линейный функционал F  но формуле
K > - F ( : г - У ) .  (2)Иными словами, числа (1) принимаются в качестве степенных моментов функционала F.  Благодаря формуле (2) линейный функционал F  определен на множестве всех алгебраических мпогочленов по переменным х  и у.По числам (1) можно составить определители вида (1.4).  Но в настоящем параграфе будем рассматривать только определители (1.13)

О БО БЩ ЕН Н Ы Е ОРТОГОН АЛ ЬН Ы Е М НОГОЧЛЕНЫ  (ГЛ. V I I I

Аоо А ю •• А( П -iX n - I )А „ - Аю А20 - • Лп(п-1)Л(П—1Кп—1> Лп(п-1) •• • А2(П-Пг(п-1)По теореме 2 если определитель (3) отличен от нуля, то при данном п однозначно определяется система п +  1 мо- ничоскнх ортогональных многочленовФ п0(г, у),  Ф „ ( х ,  у ) ........... Ф„п(х, у).  (4)Рассмотрим определитель
фпА (*, У)

пкA(n+l)fe
ч(2п-1)(п+А-1)

(5)

Этот определитель получен из определителя А„ добавлением последней строки и последнего столбца следующим образом. Последняя строка определителя (5) составлена из одночленов1, х, у,  х\  . . , ,  ху"~г, у "-\  х " ~ у . (G)А  последний столбец определителя (5) составлен из значений функционала (2) от произведений последнего од- почлена х"~кук из системы (6) на все предыдущие одночлены этой системы.Докажем, что для ионических многочленов (4) справедлива формулаФпА (* , У) =  т~ фпк (* . У)- (7)

§ 41 В самом деле, главный коэффициент многочлена (5) равен А „, и поэтому многочлен, стоящий в правой части равенства (7),  имеет единичный главный коэффициент. Далее, если умножить равенство (5) почленно на одночлен х т~1‘ур и вычислить функционал F , определенный формулой (2),  то получим равенство
Аоо А ,« ••• А( п - 1) ( п - 1)А ю Л20 ••• Л»(п—1) А(п +  1)АЛ( п -1 Х п -1 ) Лп (п -1 ) ••• A2(n—l)2(n—1) А(2П-1)(п+ А -^ т р А(т+1)р ••• А( п + т - 1) ( п + р - 1) Л(п+т)<А+р)

(8)При условиях т =  0, 1, . . . ,  п — 1, р — 0,  1, . . . ,  т определитель (8) имеет две одинаковые строки и, следовательно, равен нулю. Поэтому в силу теоремы единственности ионической системы (4) формула (7) доказана.Т е о р е м а  12. Если Д т Ф  0 при каждом т < п + 1 ,  
то для монических многочленов справедливы рекуррент
ные формулы

ПхФгщ(*, у) =  Ф(п+1)А (х, у) +  2  ЯитФпт (х, у) +
т=0+  " S  а|« _.) .Ф (я_ 1И(х, у), (9)

1=0
п

УФ пк(*, у) — Ф (|| + 1ХА+1)(-Г1 у) +  2  6»тФ пт(х, у) +т=0+  2  Ь(п_1),Ф(п_1)«(х, у). (10)*^оД о к а з а т е л ь с т в о .  В силу результатов § 2 при каждом /и в пространстве Wm существует базисная система многочленов iB mр(х, у)},  для которых выполняются условия
F ( B mfB m. ) = b > . ,  F ( B mfB, , )  =  0. (11)Рассмотрим разложение П(■*% у) — Ф(п+1)А (х, ) +  2  вптФ пт(х, Jf) +т»о+  2  а(п-1)«Ф(1»-1)* (•£> у) +  2  S  m̂i>k^Bmp(x, у).

i -О т«-0 Р“=0 ( 1 2 )



Умножим равенство (12) на многочлен В,„р(х, у) при 
т <  га — 2 и вычислим функционал F  от обеих частей. В результате, используя условия (11),  получим

F  (хФп hBmp) =  * ™ » F  (Вгпр). (13)Так как т <  га — 2, то левая часть равенства (13) равна нулю. Следовательно, имеем кщ !') =  0. Этим формула (9) доказана. Аналогично доказывается формула (10).  Теорема доказана.Далее, для характеристики функционала F  и соответствующих ему ионических .многочленов введем величины
A f t "  =  F  (Ф„*Фт1). л =  0, 1............ т =  0, 1, . . .  (14)Для этих величин имеем очевидные равенства
A f t " - A f t h\ A f t * -  0, п ф т .Рассмотрим определитель
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'Sio .|(п,0)ЛП1 (̂П.О) • лпп 1^n+l = J (n,l)Л»10 Л(ПЛ)ЛП1 л( н, 1) • лпп (15)д("'п>по j(n,n)Лп1 . < " 'п) ппТ е о р е м а  13. Если для функционала F монические 
ортогональные многочлены порядков п и п +  1 определя
ются единственным образом, то определитель (15) отли
чен от нуля.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное, что определитель (15) равен нулю. Тогда система линейных уравнений2  А1* м а ,  =  0, А- =  0, 1............ п, (16)
имеет нетривиальное решение (я,). По этому решению образуем многочлен

П

Q* (х, у) =  2  « Ж .  (*, у)- (17)• =0Умножаем это равенство на Ф„»(х, у) и вычисляем функ- СИцпонал от обеих частей. Нснользуя обозначения (14) к

условия (16), находим
F(Q„<l>nk) -  2  а/(Ф п .Ф » *) =«=0 -  2  a .A ft M = 0 ,  А =  0, 1............ п.«=0Следовательно, многочлен (17) ортогоналоп всем многочленам степени п. Рассмотрим два многочленаФ (.+ 1>»(*, У), Ф ( .+.,» (*, y ) + Q n ( x ,  У)- О 8 )Эти многочлены имеют одинаковый старший члеп вида x „+i-kyk п 0ga они ортогональны всем многочленам степени не выше га. Поэтому оба многочлена (18) мониче- скно. Но это противоречит единственности ионических многочленов порядка га+ 1. Теорема доказана.Из доказательства этой теоремы следует, что если определитель (15) равен нулю, то в системе ионических многочленов {Ф (я+Пк(х, у)) каждый многочлен определяется пеоднозначпо.Далее, если А „ Ф 0, то формула (7) определяет некоторые многочлены, которые можно назвать обобщенными ионическими многочленами порядка га. Эти многочлены можно рассматривать без функционала и без условия ортогональности. А  если все определители (3) отличны от нуля, то система моментов определяет монические многочлены всех степеней и порядков.Т е о р е м а  14. Если некоторая система монических 

многочленов (Ф„*(ж, у)} удовлетворяет рекуррентным со
отношениям (9) и (10), то эта система является ортого
нальной монической системой относительно (функциона
ла F , определенного условиями

F  (Ф 0о) =  А"(1) =  1, (19)^ ( Ф „ * ) = 0 , га >  0. (20)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего установим, что условия (19) и (20) вместе с рекуррентными соотношениями (9) и (10) определяют функционал F  на множестве всех многочленов.Рекуррентные соотношения (9) и (10) при га =  0 имеют вид* ф 0о (*. у) =  х  =  Ф „  (*. у) +  аоо>Фоо (*. г/).уФоо (*. У) =  У =  ф и (*. У) +  С >фоо (*. У)-
9  П . К . Суетин

§ 4] М О Н И Ч ЕСК И Е ОРТОГОН АЛЬН Ы Е М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  289
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(̂•r) =  «w. F ( y )  =  С ’-Таким образом, функционал F  определен на всех многочленах первой степени. Далее применяем метод индукции. Предположим, что этот функционал определен па всех многочленах степени ие выше п — 1. Пусть дан произвольный многочлен /?„(х, у) степени п. Для него имеем разложение П

я „ у) =  2  «п*Фп* (*, у) + Qn-I (*, у).
/1 = 0

в силу условия (20) находим F ( R n) =  F ( Q n. t) . Следовательно, функционал F  определен на всех многочленах.Докажем, что многочлены {Ф„»(х, у)) являются ортогональными моннческнми многочленами относительно функционала F. В самом деле, пусть сначала n >  1. Тогда в силу условии (20) из равенств (9) и (10) получаем^ х Ф ^ - ^ Ф ^ - О .  (21)Далее, пусть п >  2. Умножим равенство (9) сначала па х, а затем отдельно на у. Аналогично равенство (10) умножаем на у. К  этим трем равенствам применяем функционал F . Учитывая условия (21),  находим
F(**<l\k) =  F( x y  Ф „А) =  F {y *  Ф * )  =  0.Продолжая аналогичные рассуждения, получим равенства
F (x m- y ' Ф „А) =  0, 0 s £ s s £  т <  п.Следовательно, .ионические многочлены (Ф „*(х, у)) ортогональны многочленам меньшей степени. Теорема доказана.Т е о р е м а  15. Если при условиях теоремы 14 все 

определители вида (15) отличны от нуля, то и опреде
лители (A„) также отличны от нуля.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку при условиях теоремы 14 функционал F  определен, то можно ввести числаA n k - F ( x - Y ) ,  (22)=  F  (Ф„*Фт ,). (23)Предположим, что один из определителей (Ап) равен нулю, например, Д п+1 =  0. Тогда рассмотрим многочлен

§ *1степени п

Qn(x, у ) — 2  2  am,x m~‘ y‘ . (24)m =  0 *=0Умножим это равенство почленно на х р~нуЛ и вычислим функционал от обеих частей. В результате, используя обозначение (22), получим
F ( x > - hyhQn) -  £  2 а „ Л р + т Х А + .) . (25)т  —о 3—0Приравниваем сумму (25) нулю и рассматриваем это уравнение при значениях р =  0, 1, . . и, к =  0, 1, . . . ,  р. В  результате получим систему уравнений
2  2  a m«A(p+m)()H-«) =  0, (26)m —0 в-*0Определитель этой системы Д п+| =  0. Следовательно, система (26) имеет нетривиальное решение lamt). Таким образом, если Д п+1 =  0, то существует такой многочлен (24), для которого выполняются условия

F ( x p-y < ? „)  = 0 ,  0 к ^  р п. (27)Допустим, что степень этого многочлена равна m <  п. Тогда его можно представить в виде
ТП

Qn(x, у) =  2  «т.Фт, (х, у) + /?т _ !  (х, у). (28)*=0Здесь не все коэффициенты (си,) равны нулю. Умножим равенство (28) на многочлен Ф тА(х, у) и применим функционал F  к обеим частям. В результате, учитывая условия (27), получим систему уравнений
т

2  ®ТП*А (Ф п ч Ф т й ) *=0 О, к =  0, 1, . . . ,  т. (29)
В силу обозначений (23) определитель системы (29) имеет вид

•̂ m + l д(т,0) Дт.о) л<т -°)
гпо "т\ ••• лт тд(т. О л то 4Г»Л) Mm.l)

л(т,т) Дт.т) л(т,т)лто ml ••• лтт (30)



292 ОБОБЩЕННЫЕ ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ 1ГЛ. VIIIПо условиям теоремы определитель (30) отличен от нуля. Следовательно, система (29) имеет только тривиальное решение. Но это противоречит тому, что в формуле (28) не все коэффициенты {а т,} равны нулю. Теорема доказана.Т е о р е м а  10. Пусть для функционала F  определе
ны монические ортогональные многочлены степени не вы
ше п + 1 .  Если отличны от нуля все определители вида (30) порядка от 1 до п, то для монических ортогональ
ных многочленов справедливы рекуррентные соотноше
ния вида (9) и (10).Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку все моннческне многочлены имеют только однп старшин член и коэффициент его равен 1, то аналогично равенству (12) имеем формулы

П

хф „к (X, у) =  Ф(п+1)Л (*> У) +  2  вптФпт (*, У) +т=0+  2  а{п-1)«Ф(п-1)1 (#» У) +  2  ~  arnpĥ (bmp(2s y)i (31) 
• = 0  m=o p— 0

n
уФпк (*, у) =  Ф(п+1ХА+1> (* , y) +  2  ЬптФпт (*, У) +m=0+  Y  4 8 L l).0 (n -l). (*, У) +  ¥  2  Ьтрк>Фтр (*, у). (32)

» = 0  m=o p=oДля доказательства теоремы достаточно доказать, что в равенствах (31) и (32) отсутствуют двойные суммы, т. е. выполняются условия
а<*> .*) 

тр 0. (33)Если и =  0 или п =  1, то условия (33) очевидны. А  если п =  2, то каждая двойная сумма превращается в одно постоянное слагаемое. Вычисляя функционал F  от обеих частей равенств (31) и (32), при п =  2 получима Г ^ ( Ф о о )  =  С ° ^ ( Ф » о )  =  0. (34)Поскольку в силу условий теоремы имеем^ ( Ф о о ) - ^ ( Ф г о ) - л # о ,то из равенств (34) находим а(0°0'п) =  feu„,0) =  0.Далее, пусть q ^ n  — 2. Умножим равенство (31) на многочлен Ф,г(#, у) н вычислим функционал от обеих

частей. В результате получим систему2  аяПР'к)Г  (Ф«рФвг) =  0, г =  0, 1............q. (35)р=0Определитель этой системы A q+t ^  0 по условию теоремы. Следовательно, имеем a „ 'h) =  0. По поскольку систему (35) можно рассматривать при условиях <7 =  0, 1, . . .  . . . ,  п — 2, то первое нз равенств (33) доказано. Аналогично доказывается второе из равенств (33). Теорема доказана.§ 5. Обобщенные производящие функции для монических ортогональных многочленовПусть на ограниченном множестве Е  дана функция 
F ( x , y )  с ограниченной вариацией. Тогда линейный функционал можно определить по формуле

( 1 )

§ я  ОБОБЩЕННЫЕ ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ 293

F  (Рп) =  j  J  Рп {х, у) dF  (х , у).Предположим, что функционалу (1) соответствует система монических ортогональных многочленов{Ф „»(*. У)),  п — 0 ,1 ........... А =  0, 1, . . . .  п. (2)Каждый монический многочлен определяется с точностью до постоянного сомножителя. В простейшем случае имеем равенство
Ф пк (X, у) -  хп~кук +  fllT-V (X, у), (3)где (х, У) — многочлен степени не выше га — 1. Но вместо равенства (3) можно принять равенствоФп* (* , у) =  Н пк [ , r " - y  +  R ln-V (х, 17)], (4)где положительные постоянные {'//„*), например, таковы, что все многочлены (2) ограничены равномерно на множестве Е.Рассмотрим функцию четырех переменныхФ (х , у; z, w ) =  2  2 Ф » .а (х , y)zn kwh.

п—0 ft=О (5)Будем считать, что этот ряд сходится, когда точка



29'. О БО Б Щ ЕН Н Ы Е ОРТОГОН АЛЬН Ы Е М Н ОГОЧЛ ЕН Ы  (ГЛ. V I II ОБОБЩ ЕННЫЕ ПРОИЗВОДЯЩ ИЕ ФУНКЦИИ 295Д/(ж, у) изменяется на множестве Е , а точки z \\ w расположены в некоторой окрестности начала координат. Более того, предположим, что ряд (5) сходится равномерно, когда точка Л/(ж, у) изменяется на множестве Е , а комплексные числа z и ip по модулю меньше 1. Или во всяком случае сходимость ряда (5) такова, что его можно интегрировать и дифференцировать почленно. При необходимости этого можно достичь выбором постоянных в формуле (4). При этих условиях функцию (5) будем называть обобщенной производящей функцией системы мо- нических многочленов (2).Рассмотрим некоторые преобразования ряда (5). Прежде всего, заметим, что после перегруппировки слагаемых этот ряд можно представить в виде
оо тФ(л-, у; z, w) =  2  2  w )xm~ y ,  (6)

m = 0  a = 0где
фт.(г, w) =  //fnizm_V  +  2  X^rj2r_V .  (7)r^rn+1 j —0В самом деле, в силу равенства (4) имеем 
Ф (х , у; z, w) =  2  2  H nhXn~hyhzn~hwh +

n=o A=0+  2 2  ir „hIt№ )(x ,y )z n- hwh. (8)
n=0 A=0Поскольку многочлен R „ l hi (x, у) имеет степень не выше 

п — 1, то при перегруппировке слагаемых во второй сумме равенства (8) множитель при одночлене х т~'у‘ будет содержать одночлены zr_Ju>' степени большей, чем т. Этим формула (6) при условии (7) доказана.Далее, рассмотрим разложение
(9)

m=s «=оБудем считать, что точка Л/(ж, у) изменяется на множестве Е , а р и т достаточно малы. Умножим почленно разложение (5) на функцию (9) н проинтегрируем по

* 5|множеству Е . В результате получим равенство 
П  (z, w, р, т) =  j  f  d F  ( х ,  у) =

п=о к=0где в силу разложения (9) имеем2  2  ^ ( Р ,  T ) z n ~ h w h ( Ю )

Е2  £  C p m- V  f f Ф„* (ж, у) xm~ V d F  (ж, у). (11)
=0 «=0Для интегралов в этом разложении введем обозначение 
=  f f Фпь (*, У) xm~ Y d F (x , у). (12)

*ЕВ силу определения многочленов (2) имеем равенства Д Й '*’ =  0, т < п .  (13)Используя обозначение (12),  подставляем разложение (11) в равенство (10). В результате, учитывая условие (13), получим 
П  (z, w\ р, т) =

оо п Г оо т■ 2 2 2  S C e V - Vп -  о к - О  1 m=n »=о zn~hwh. (14)Меняя порядок суммирования, находим 
Я (z, w, р, т) =

оо m Г оо л2  2 C p m" V  2  2 ^ r V ‘ V  . (15)
т — о в=о I «=о к =  о 1Разумеется, ряды (14) и (15) сходятся при достаточно малых по модулю значениях z, w, р, т.Функцию (15) представим теперь в несколько ином виде. Воспользуемся разложением (6). Подставляя это разложение в интеграл (10), находим

Я  (z, w, р Ф ( х ,  у ,  г, w)  
1 - х р - у т dF  (ж, у) =
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оо т2  2  ф т .  (2 , W)т—о в—о 2  2  С п\) кТЛЛ(», + т)(А +  «)п = 0 А = 0 ]•(16)
(17)
(18)

Далее, введем обозначениеоо тшпА (2, U>) “ » ^  2  фт* (2, W)h(n+m)(А+»)-т = о  *= 0Тогда равенство (16) приводится к видуЛ (г, щ; Р, т) =  2  2  C h„0),lft (г, ш) рп~'|т\ 
п = 0  А—О^ Т е о р е м а  17. /7ри любом к =  0, 1........... /г функция(17) есть алгебраический многочлен степени п по сово

купности переменных z и w.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для получения правой части равенства (17) умножим разложение (6) на одночлен 
х  ук и проинтегрируем по множеству Е. В результате находимj  J  хп~кукФ (х, у; 2, w) dF (х, у) =

Е

=  2 2  фт.(2, w ) ^ x n+n- h- y k+‘dF(xt У) =  т = о  в=о £оо т=  2  2  фт» ( Z I w) *̂(п+т)(А+») =  wnA (2, W). (19)=0 » = оС другой стороны, интеграл, стоящи!! в левой части равенства (19),  можно вычислить с помощью разложения (5). В результате имеемJ  J  х” ~кукФ (х , у; г, w) dF ( x , у) =
Е 2  2  2m_v f  | Ф т ,( х , y)xn~hy hd F (x , у) =ГП=0 1=0 7* 7П2  2 z m~ V F (nA, ‘) =  (0,1A (2 , W),  (20)m=o 5=0

§ 5) О БО БЩ ЕН Н Ы Е П РО И ЗВО Д ЯЩ И Е Ф У Н К Ц И И  297где для краткости введено обозначение/■1,а,‘ ) =  J  J  Ф т .  (х, у) xn~kykd F  (х, у). (21)
ЕПоскольку Ф ,„,(х , у ) — мопический ортогональный многочлен, то величина (21) равна нулю при m >  п. Далее, если ш =  и, то величины (21) при s =  0, 1, . . . ,  п не могут все быть равны пулю одновременно, ибо в противном случае ионические многочлены степени п +  1 определяются неоднозначно. Теорема доказана.Рассмотрим теперь многочлен

Рп (2, W) =  2 ah0)nk(z, w). (22)А=0Из теоремы 17 следует, что при любой нетривиальной системе чисел {я„) многочлен (22) имеет степень не более п.Т е о р е м а  18. При любой нетривиальной системе чи
сел (я*) многочлен (22) имеет степень п по совокупности 
переменных г и w.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное, что при некоторой нетривиальной системе чисел (я*) многочлен (22) имеет степень меньше п. Из формул (20) и (22) имеем равенствоп Г п m I/>„<*, ») -  2  « . 3  2  n r v - v  . (2.4)

А=0 L т=о » = 0  JУмножим это равенство на многочлен Ф„р(г, w) п проинтегрируем по мере dF(z,  w).  Поскольку многочлен (23) имеет степень меньше п,  то, учитывая обозначения (21), получим2  аА А—0 2  2 ^ . а,' )̂ <п,р) Iта (24)
Далее, в силу ортогональности монпческого многочлена Ф „р(г, w) во внутренней сумме равенства (24) останутся только слагаемые, в которых т =  п.  Следовательно, равенство (24) приводится к видуП2  « а |»=о (25)
С другой стороны, для величины (21) при т =  п, используя
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П Г  =  ^ ( ф ^ - у )  -  А’(Ф».Ф,.Л) =  А<пу кПоэтому из раиенстиа (25) имеем

п2  «л £  л < г 4 " .- р) =  0. (26)л=о L*=oПоскольку числа (яД и обозначения к г ч даны, то можно ввести
ялЛ(,1пл',) =  b„ s =!>■—п 0, 1, . . ,  п .  (27)Подставляем эти числа в равенство (26) и замечаем, что это равенство справедливо при р =  0, 1, . . . ,  га. В результате получаем систему уравнений£  M & p) =  0, р =  0, 1.............га. (28)*=0В силу формулы (4.30) определитель системы (28) есть определитель А „+1. Он отличен от нуля, ибо моническне многочлены определяются однозначно. Следовательно, система (28) имеет только тривиальное решение. А  тогда система (27) также имеет только тривиальное решение, что противоречит условию теоремы. Теорема доказана.Все вышеизложенные результаты получены при условии, что основной функционал имеет интегральное представление (1).  Но почти все формулы и утверждения сохраняются в в более общем случае, когда функционал определяется с в о и м и  моментами.Пусть дана система чисел{А»*}, п — 0, 1, . . . ,  А =  0, 1, . . . ,  га. (29)Считая эти числа моментами, определяем функционал по формуле

F ( x ' ~ V ) - h . k. (30)Далее вводим определители {Д„> и (Л„). Если Д„¥=0, то можно ввести моническне ортогональные многочлены. Эти многочлены можно определить но формуле (4.7) без функционала F . Затем вводим функции (7), (17) и (18). Теоремы 17 и 18 сохраняются н в общем случае. Только при доказательстве теоремы 17 надо приравнять правые

ОБОБЩЕННЫЕ ПРОИЗВОДЯЩИЕ ФУНКЦИИ 299части равенств (5) и (6). Заметим, что из формулы (20) следует равенство
<o#0(2, W )  =  П°о'0) =  А’ (Ф„о) -  А00 =  А ,.Естественно считать, что эта величина отлична от нуля.Т е о р е м а  19. Пусть дана некоторая .коническая си

стема многочленов (Ф„ц(х, у)) и по ней составлены функ
ции (5), (7) и (17).  Для ортогональности этой системы 
относительно функционала F , определенного условиями (30), необходимо и достаточно, чтобы функция (17) при 
любом п была алгебраическим многочленом степени п 
относительно z и w.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость следует из теоремы 17. Докажем достаточность. Поскольку ионическая система дана, то ряд и функция (5) определены. А  формула (20) в данном случае имеет вид

оо mы„л(г, и>)= 2  2  А’<„'Я'*)гт -*и;*. (31)m=o 8 = 0По условию теоремы функция (31) есть многочлен степени п.  Следовательно, имеем равенства =  0, m >>  п.  Но, с другой стороны, аналогично формуле (21) здесь имеем/ & • • > - A’ (<D.n.x-'-V).Сопоставляя два последних равенства, находим, что ионическая система (Ф ,„.(х , у))  является ортогоиалыюй относительно функционала F.  Теорема доказана.Т е о р е м а  20. Пусть выполнены условия теоремы 19. Тогда для ортогональности монической системы (Ф„»(х, у)) относительно функционала F , необходимо и 
достаточно, чтобы при любой нетривиальной системе чи
сел {а») многочлен (22) имел степень п по совокупности 
переменных z и w.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость была доказана в теореме 18. Предположим, что при любой нетривиальной системе (а»} функция (22) есть многочлен степени п. Пусть я* =  0 при 1с Ф т  и ат =  1. Тогда формула (22) приводится к виду P„(z,  w ) = c a .m(z, w).  Следовательно, каждая функция (17) есть многочлен степепи га. А  теперь но теореме 19 мопическая система (Ф „*(х, у))  ортогональна относительно функционала F.  Теорема доказана.
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§ 1. Каноническое допустимое дифференциальное уравнение н моннческне ортогональные многочленыРассмотрим каноническое допустимое дифференциальное уравнение (4.6.4)

(Ах1 +  а , 0х  +  а01у +  а00)-4 , +
О Х+  2 (Аху +  Ь10х  +  Ь01у +  Ь00) +

()2и+  (V  +  С10х  +  с01у  +  с00) +
ду

+  в ( х ъ  +  у д̂ - п [ В  +  ( п - \ ) А \ и .  ( 1)По левой части уравнения (1) вводим канонический допустимый дифференциальный оператор
д2иD  (и) =  (Ах1 +  а ,„£  +  а01у  +  аио) —j  +
О Х+  2 (Аху  +  Ь10х  +  boly  +  bw) +

+  (АУ- +  clox  +  coly  +  c j  У  +  В  (х  +  у  ■£). (2)С  помощью этого оператора и обозначенияЯ„ =  л [Я  +  ( п - 1 ) Л ]  (3)уравнение (1) приводится к виду0 [« ]  =  X„u. (4)С  другой стороны, пусть дана монпческая система многочленов(Ф-оД*. У)),  л - 0 ,  1, . . . .  к  =  0, 1, . . . .  л.  (5)

E
g 1| К А Н О Н Н Ч ЕСЦ О Е ДОП УСТИМ ОЕ У Р А В Н Е Н И Е  301Как и в предыдущей главе но этой системе образуем обобщенную производящую функциюОО ПФ (х,  у; г, w) =  2  2 Ф nk(x,y)zn- hwh. (6)

п=о к= 0Наконец, предположим, что дана система моментов 
(link), л — 0, 1, к =  0, 1, . . . .  л, (7)и эта система определяет линейный функционал F  по формуле

Y ) .  (8)Таким образом, дифференциальное уравнение (4), конические многочлены (5) и линейный функционал(8) первоначально вводятся независимо между собой. В § 5 гл. V I I I  получены необходимые и достаточные условия, при которых монические многочлены (5) ортогональны относительно функционала (8). В настоящей главе рассматриваются условия, при которых монические многочлены (5) ортогональны по функционалу (8) и являются решениями уравнения вида (4).Будем говорить, что канонический допустимый оператор (2) и линейный функционал (8) согласованы между собой, если при каждом п существует монпческая система многочленов (5), которые являются решениями уравнения (4) и каждый многочлен ортогонален любому многочлену меньшей степени относительно функционала (8).Поскольку функционал F  определяется своими моментами (7),  то естественно ожидать, что в условиях согласованности будут фигурировать все коэффициенты оператора (2) и моменты (7).Пусть некоторая функция Ф зависит от 2 и №. Рассмотрим вспомогательный оператор
£ 'ф| - л ( ^  +  2- й  + < 0 )  +

+ » ( • £ + * £ ) •  »В силу формулы (3) для этого оператора имеем равенство
Е  [zm- w ‘] =  knzm- w ‘ .п. ( 10)



Л е м м а  1. Если .ионические многочлены (5) удов
летворяют уравнению ( 4 ) ,  то д.гя производящей функции(6) выполняется условиеД [Ф (х , у; z, w)] =  Е  [Ф (х, у; z, ip)]. (11)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего заметим, что в равенстве (11) оператор D  в левой части вычисляется по переменным х и у, а оператор Е  в правой части — по г и w. Далее, поскольку моничсские многочлены (5) удовлетворяют уравнению (4),  то имеемП[Ф„*] =  Х„Ф я,( х , у). (12)Умножая это равенство на z”~kw*, получаем^ [Ф .,* (* . y)z""*tp*j =  А.„Ф„*(х, I/)г"-\т\ (13)Аналогично из равенства (10) находим

Е[Ф„ь(х,  y)zn~kwk] =  Х„Ф „*(х, y)zn~kwk. (14)Поскольку правые части равенств (13) и (14) одинаковы, то справедлива формулаЯ [Ф -*(х , у)г"-*1Р*] =  £ [Ф „»(х, y)zn~kwk].Суммируя это равенство по всем п и к, в силу формулы(6) получим равенство (11).  Лемма доказана.Заметим, что аналогичным суммированием из равенства (13) получается формулаоо п

D  [Ф] = 2 ^ 2  Фщ  (х, у) zn~hivh (15)n=0 к—0Рассмотрим теперь второе представление производящей функции (8.5.6)<ю mф  (*. у ; * .» )  -  2  2  тт, (г, w) zm- y .  (16)т = о  #=0Л е м  м а 2. Если при каждом п .ионические многочле
ны (5) являются решениями уравнения (4),  то имеет 
место равенство£ [ф т .(г , ip)] =

=  Ятфт . ( г ,  ip) +  a 10( m - s + 1)  ( т - « ) ф )м+1). ( г ,  i p ) ++  а „ ,( т  +  2 — s) ( т  +  1 -  s)cp(m+lu. _ 1,(z , w) +
+  я „„(т  +  2 -  s) (m +  1 -  s)(p(M+„ .( z ,  w) +

+  2 [6„(m -  s) (s +  1)ф(т+1)(.+1, (z, u>) +
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6<ji (/7i "f“ s ) 64p(m+l)« (2 , w ) " \ ~

+  b00( m -  s  +  i ) ( s +  1)ф(т+2 )(*+1 )(z, «>)] +
+ C|0(S + 2)(S+ 1)ф(ш+«)(.+1) (z, ir) +

*1” c0i ( s  "b 1)£ф(т-им«+1 ) (z, ir) ++  Coo(S +  2) (s +  1)ф(т+1И, +2) (z, it). (17)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Вычисляя оператор (2) от функции (16), находим
D  [Ф] = 2 2  Фм.  (2, W) D 1 х " -у \  =тп=о «=о

оо тп=  2  2  Фт.(2, «Г) {(Ах2 +  я ,0х +  aoly +  aB0)(m -  s)X
т 0 »—0

X ( m  — s — 1) хт ~•—*!/* +  2 (Ary +  Ь10х +  b„,y +  bM) X  X  (т — s) sxm~, —̂y, '~* +  (Ay- +  cI0x +  с0}у +  cu0) s X  X  ( s — l ) x m-*y‘ _ l  +  В[ х ( т — s)x m~ * - y  +  ysxm- ,y, ~1)}.
(18)Вычисляя коэффициент при одночлене х"'~'у‘ в правой части равенства (18),  получаем

А ( т  — s )  (т — s  — 1)ф„.(г, i p ) +
+  а10( т  +  1 -  s) ( т  -  «)ф(1В+„ .(г , ip) +

+  а0,(от +  2 -  s )  ( т  +  1 -  «)ф,т+п(.-1 )(2 , w )  +
+  а 00( т  +  2 — s )  ( т  — s +  1)ф(т+„ ,( г , i p ) +

+  2 [А ( т  — «)«фт,(г, ip) ++  6 „ , ( m - s )  ( s +  1 )ф(Я>+, )(.+|)(2 , w) +
+  6 „ , ( т +  1 -« ) 5 ф (т+,„ ( г ,  ш) ++  6«»(т — s +  1 ) ( s +  1)ф(т+1)(1+|)(г, w)] ++  A s ( s -  1)фт,(г, w) ++  C,„(S +  2 ) ( S +  1)ф(т+1>(. + 2.(2,«’ ) ++  C01( s + 1)«ф(т+, „ . +1)(г, w) ++  Coo(S +  2) (s +  1 )ф(т+1>(.+1) (z, ip) +

+  B [ ( т - « ) ф т,(г, w )  +  s y m, ( z ,  ip)]. (19)Далее, вычисляя оператор (9) от функции (16), находим
оо т

Е [ Ф] =  2  2  хт- у £ [ ф т,( 2, 1р)].
т —0 *=0
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Поскольку в силу формулы (11) ловыо части равенств (18) и (20) тождественны, то вся сумма (19) равна /£[фт.(г, ш)]. Поэтому, учитывая формулу (3), нз (19) находим равенство (17).  Лемма доказана.Предположим теперь, что моническнс многочлены (5) ортогональны относительно функционала (8). Рассмотрим многочлены (8.5.17)оо т<2’ “>) -  2  2  blH+mXk+*j9m<2> “ О- <21>т = о •—оПо этим многочленам вводим новые многочленыtf„*(z, w) =  E [ o)„»(z, щ)]. (22)Из формул (21) н (22) получаем равенствооо щФпА (2> м’) “  2  2  Л<п + т)<к+.)Е[фт . ( г- И )̂]. (23)
т = 0  »=оЛ е м м а  3. Если монические многочлены (5) удов

летворяют уравнению (1) и ортогональны относительно 
функционала (8),  то имеет место формулаоо тФп„ (2. w) =  2  2 Й * )Фт1(«, и>), (24)т=о в- огде коэффициенты определяются равенствомj(n.A) _

=  Л(п+ т ;('|+»)Ят  +  (/И —  S) (Ж  —  8 —  1 ) [ a 10/l(n+m -l)(A+») +

+  flo A n + m - l ) ( H i + l )  +  Я 00Л(п +  т - 2 )(Л+ » ) 1  +

+  2 (/ H  —  S ) S  [ 6 j ( A ( i i + m - l X * + * - l )  +  6 „ ,Л ( п + т -1 ) ( А + « )  +■Р ^\><Л(п+т-2)(А+»-1)1 +  ® (* 1) (c i</l(/i +  m - l) ( ft + « - |)  ++  св1^(п+«"-1Кк+*-») +  с«о̂ (п + т-г)(А+«-2)1- (25)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формул (17) и (23) находим оо гп

'f’uft ( 2> w ) =  2  2 Л ( п + т ) ( А + . ) |Я гаф т § (г ,м ;)  +т=о *=0+  я 1о (т  -  l - s ) ( m  — *)Ф(Л1И)1(2,1Г) ++  «01 ( т  +  2 -  а) ( т  +  1 -  а) ф(, +1Х, _ 1) (г, w) ++  а00 ( т  |- 2 -  s) (m +  1 -  а) ф{т+2)5 (:, w) +
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+ 2 [610(т -а )(а  + 1)ф(т+1К, +1)(г,«’) ++  601 (т +  1 -  з)Зф(т+Ч1)4 (г, w) +  Ь00 (т — з +  1)Х X ( s +  1)Ф(т+2)(, +1)(г,1Р)] +  с10( а +  2 ) ( s +  1)ХХ  V  +  l K .+ 2 ) ( 2’ » >  +  C0 l ( *  +  1) * ‘Р(т +  ,) ( .+  „ ( г - и') ++  с00 (а +  2) (а +  0 ф т(|+г)(2,и>)|. (2G)В фигурных скобках равенства (26) стоят функции фт,(г , и>) с различными коэффициентами. Для этих функции справедлива формула (8.5.7). Поэтому, приводя подобные члены в правой части равенства (26), получим формулу (24) при условии (25). Лемма доказана.Для упрощения дальнейших вычислений и формул введем специальные обозначения
Н (т (а) =  6т,а,о +  hm(«+i)«oi +  Л(т _ 1),а00,
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1 С \ ъ ) =  Лт«6ю ■+■ 6т(« + 1)60, +  h(m — \)»bgot
/ / ^ ( С )  -  h m £  JO +  ^ т ( « + 1)^01 ■+■ ^ ( m - l ) « C o o *

(27)(28) (29)С помощью этих обозначений равенство (25) приводится к виду7 т», > =  Л(п + т)(А+«)^т +  («* — а) ( т  — 8— 1) //(Й + т - 1) («) ++  2 ( т  -  a) atffttm -i) (Ь) +  *(а -  1) т-*}, (с ) . (30)Во всех этих равенствах фигурируют коэффициенты допустимого уравнения (1) н моменты (7),  определяющие функционал (8).§ 2. Необходимые условия согласованности канонического оператора н функционалаДля сокращения дальнейших формулировок и доказательств с помощью обозначений (1.27) — (1.29) вводим величины
Лт. =  /'тДт + («» — а) (т — 8 — 1) //(т-п (а) ++  2 ( т  -  з) a#(£T-j) (Ь) +  а (а -  1) (с), (1)//щ« — ^т*0> — Eh(m + l)j — А ™  + 1)«> (2)Е т , =  Я.т , ////(т + 1)(«+1) — ^(т + 1)(*+1)- (9)Еще раз заметим, что все эти величины зависят только20 II. К . Суетни
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от коэффициентов допустимого уравнении (1.1) и от моментов (1.7). Кроме того, величина (1) есть коэффициент X(mi0), определяемый формулой (1.30).Т е о р е м а  1. Если канонический оператор (1.2) и 
линейный функционал (1.8) согласованы, то для величи
ны (1) выполняются условияЛ™. =  0, т  =  0 , 1, . . . ,  s =  0 , 1 , . . . ,  т. (4)Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 17 из § 5 гл. V I I I  функция (1.21) есть многочлен степени п. Поэтому из формулы (1.22) находим ф.,0(2, ю ) в 0 . Далее, из формулы (1.24) получаемФ* (*. w) =  2  2  (2, и) =  0. (5)т=о *=0С другой стороны, из формулы (8.5.7) следует, что раз- Лт * еНИв Фу" К1'" "  T ""(zi w) начинается с одночлена 2 ‘ w‘i я далее идут одночлены более высокой стенени. Поэтому из тождества (5) находимХ£;0) =  0, m =  0 , 1 , . . . ,  s =  0 , 1, (6)Далее, из формул (1) и (1.30) имеем равенство /!т,  ==  Ат«". Поэтому из условий (6) следуют условия (4). Теорема доказана.В силу формул (1),  (1.3), (1.27) — (1.29) условия(4) приводятся к виду

А т, =  hm,\ m +  (т — s) (т — s — 1 )[А(т_ „ .а 10 +А(т—|)(*+|)Яо| Л(т-2)§Ноо] "1“+  1(т — s)s +  hlm. t)lbtl +  A(m_ 2)(1_ ,,6 oe] +
+ s(s — l)[A(m_l>(._a)c10 + + A,*-!,,..,,^,] ==  0. (7)Это рекуррентная формула, по которой моменты можно вычислять последовательно. Первые 6 формул при ма
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лых индексах имеют вид
Aw =  hooko =  0, (8)Лю =  AioX] =  0, A ti =  А,,А,| ■= 0, (9)
А  го =  А2Д 2 +  2(А,„а,о +  А,,ао| +  А00а0о) =  0, (10)>l2i =  Аг,Л2 +  2(А106,о +  А,,А01-I-А0оА00) =  0, (И )
А 22 А22А2 2 (А,0с1() +  АпС,, +  АооСоо) =  0. (12)

S 21Поскольку Ко =  0, то условие (8) выполняется при любом А00. Далее, так как Х | ^ 0 , то из равенств (9) находим условияЛю =  Ап =  0. (13)Л тогда равенства (10)— (12) приводятся к видуЛ20А2 "I- 2А0„а„о — 0,А2|Я,2 +  2Л0оАоо =  0, (1^)Л22X2 *Ь 2АооСоо=  0.Так как Х: ^  0, то эти три равенства определяют моменты А2„, А», Л2г через момент Л„0, который по условию отличен от нуля. Не нарушая общности, можно считать, что Лоо =  1. Тогда по формулам (7),  (13) и (14) определятся все моменты функционала.Таким образом, если канонический оператор (1.2) и линейный функционал (1.8) согласованы, то моменты определяются но рекуррентной формуле (7).Т е о р е м а  2. Если канонический оператор (1.2) и 
линейный функционал (1.8) согласованы, то для вели
чин (2) и (3) выполняются условияС т. *= 0, m =  0, 1........... s =  0, 1...........т. (15)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим формулу (1.22) при условии п — 1. Поскольку многочлены ш(0 (z, w) и (i),,(z, w), определяемые формулой (1.21),  имеют степень 1, то в силу формулы (1.9) для оператора Е  из равенства (1.22) при п =  1 имеем две формулыФкД2^ )  =  £ ( wi*(z, «»)1 =

=  д[г-^(о10(*,и>) + u ^ a > 10(z,u>)], (16)\fM (z, w) =-£[«>1 ,( * ,» ) !  ==  f i [ z ^ - c o n (z,H;) +  ш ^ Го )„(г ,ш )]. (17)Далее, из формулы (1.21), учитывая условия (13), находим
о)|о(0,0) =* А|0фоо (0, 0) =  ыц(0, 0) =  А,,фво(0, 0) =  0. Поэтому из формул (10) и (17) следуют равенства^ ,0(z, w) — B(oto(z, w), ^„ ( z ,  w) =  #a>„(z, w). (18)20*



Л теперь сопоставляем формулы (1.21) и (1.24) при н =  1 и равенства (18).  11 результате получаем^яч * =  Bh(m+1)«. ХЙ;0 =  Bh(m+ix ,+i). (19)Л теперь, учитывая условия (4) и равенства (19),  из формул (2) и (3) находим условия (15). Теорема доказана.Величины (1),  (2) и (3) можно рассматривать в общем случае без условия согласованности.Л е м м а  4. Для величин (1),  (2) и (3) справедливо 
тождество

2Л(т+1)(1+)) +  (то — я) Ят(. „ ,  +  (я + 1 )Cm, ^  0. (20)Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя равенство (1.3), из формулы (1) находимAm+I)<*+1) =  ^(m+lK»+I )(m +  1)(Я +  niA) ++  (m — s) (то — s — 1) H ^ l) (a) ++  2 (то -  я) (я +  1) 11% (b) +  ( « + ! )  sH%~l)(e). (21)Далее, из формулы (2), учитывая равенства (1.3) и (1.30), имеем
В т($+1) =  Хт(Ди — /l/l(m+1)(*+1) — (̂m+D(«+l) ==  Л(т+1)(»+1 )Ш [В +  (m — 1 )А\ -|- (то — я — 1) (то — s  — 2) X  X  Я Й +1) (а) +  2 (то -  я -  1) (S  + 1 )  Н% (Ь) ++  (s -(- 1) sHm 1 (с) — ЯЛ(П1+!)(«+!) — ^(т+1)(«+1). (22) Аналогично из формулы (3) находим
С,п, =  * — Bh(m+1)(»+1) — (̂m+lXi+i) ==  l̂(m+i)(»+i)Hi (В  +  (то — 1) А\ ++  (то — s) (то — s — 1) Я Й +1) (а) +  2 (то — s) sH % (b) ++  S (S 1) Hm Ч с) — Bh(m+!)(,+ !) — A(m+1)(,+ 1). (23)А  теперь вычисляем левую часть тождества (20) с помощью формул (21) — (23). В результате получаем 2A(m+i)(,+ i) +  (ТО — я) /?ш(,+ |) +  (я +  1 ) С т,  ==  (1 — то) l^(m+i)(«-H) (м +  1) (В +  тА) +  ,

+ (то — я) (то — я — 1) ЯЙ+>) (а) + 2 (то — я) (я +  1) Н% (Ь) +

308 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ И ДИФФ. УРАВНЕНИЯ |ГЛ. IX +  (s +  1)®Ят *'(с)] +  (ТО — в) lfym+lX«+l)W* l® 1)^1 ^+  (то -  я -  1) (то -  я -  2) И „ +1) (а) ++  2 (то -  я -  1) (я + 1 )  Н% (Ь) +  (* +  1) *ЯЙ - ,)  (с) -  -  Яй(т+1)(. +1)} +  (я +  1) {/1(т+1)(.+1)"1 (Я +  (то -  1) А] +
+  (то -  я) (то -  я -  1) ЯЙ +1) (а) +  2 (то -  я) *Н%  (Ь) ++  s ( s — 1 ) Я т  * (с) — Я/1(т ц-1Х«+1)|.Если в полученной сумме привести подобные члены по величинамЛ(т+ 1Н»+1)> Вт^1)(а), Н% (Ь), II т ' (с),то сомножителем каждой из этих величин будет 0. Лемма доказана.Таким образом, величины (1),  (2) и (3) линейно зависимы между собой. Поэтому из трех условий (4) и(15) одно можно опустить. Будем рассматривать два условия А т. =  В т, =  0. При этом в силу формулы (2) второе условие можно представить в виде
Я А ( т + | ) .  =  Xmi * =  /l(m+l)«Xm +  (т  s) (rn s  1 ) Xx  Hm (a) +  2 (то -  я) sH\‘ ~ x) (b) +  я (я — 1) Я < Г 2) (с). (24)Это равенство можно преобразовать с помощью формулы (1.3).Рассмотрим подробнее основные рекуррентные соотношения (4) и (24). Их можно представить в виде
А т,  =  Х<Г> =  hm,k m +  (rn — я) (то — я — 1) Я Й - i  (а) ++  2 (то -  я) яЯ^™-1!) (Ь) +  я(я -  1) Я Й Д )  (с) -  0, (25) Л(т+J). (Хт  -  В) +  (то -  я) (то -  я -  1) Н%  (а) ++  2 (то -  я) яЯ<Г1) (Ъ) +  я (я -  1) Я Й " г) (с) =  0. (26)В равенстве (26) заменим то на то— 1. В результате получим
hm.  (Xm_ t -  В) +  (то -  1 -  я) (то -  я -  2) И й . ,  («) ++  2 (то -  1 -  я) я//|*пГ-,1) (Ь) +' s (я -  1) (с) =  0. (27)А  теперь вычитаем почленно из равенства (25) равен-
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ство (27). После элементарных преобразовании имеем формулу
hms (^m —1 —  В  — \ т ) =  2 (П1 — .9 —  1) / / [ „ L j  ( а )  ++  2зН%-'1(Ь). (28)Далее, используя формулы (1.3), (1.27) и (1.28), из равенства (28) находим рекуррентную формулу
— [В +  (т — 1)Л] Ат, ==  (я* * 1) (й(т- 1(«в|о "I" А(т_ , )(,+))я01 +  Л(т_ 1(,а00) +■1" s (Л(т-|)(«-I)bl0 +  fl(n-i),boi ф h(m-l){»-i)b»»). (29)В силу допустимости уравнения (1.1) множитель при 

hm, отличен от нуля. Далее, в силу равенств (2.13) имеем Лю =  Л | , = 0 .  Следовательно, рекуррентную формулу (29) можно использовать при условии т >  2.

310 ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МНОГОЧЛЕНЫ И ДИФФ. УРАВНЕНИЯ |ГЛ. IX

§ 3. Достаточные условия согласованности канонического оператора и функционалаПусть дана система монических многочленов
Ul \„(x , y)) ,  п =  0, 1, . . . .  А =  0,  1, . . . ,  п, (1)которые удовлетворяют каноническому допустимомууравнению# [я] =  А„и. . (2)С другой стороны, пусть система моментов
{hnk}, п =  0, 1, . . . ,  к =  0, 1, . . . ,  п, (3)определяет линейный функционал но формулеAn* - F ( z " - V ) .  (4)Тогда можно ввести производящую функцию (1.6) и оператор (1.9). Рассмотрим функцию (1.21)оо т(г, w) -  Д  2  л(„ +т)(Л+.,Фт , (г, w). (5)

Применяя к этой функции оператор (1.9), получим

новую функциюФ„л (2, W) =  Е  [а>пЛ (z, IV)] =оо m=  2  2 ^ ) ( л + « ) £ [ ,Рш(г' и’)] =  
т—0 «=-0 =  2  2  * £ ‘ 4 *  < * ,» ) . (6)

т = 0  а=0Далее, по коэффициентам этого разложения вводим ве
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личины
А т, =  ь(т°;°\ 0 )

В т» “  ^т»П' — Bh(m+l)t ^(m + Dii (®)
Cm» =  -̂mi * — B h\m +l)(a+l) ^(m+l)(a+l)- (®)Т е о р е м а  3. Если монические многочлены (1) удов

летворяют уравнению (2) и выполняются условия

Л т. ^ В т. ^ С п. ^  0, (Ю)
то многочлены (1) являются моническими ортогональны
ми многочленами относительно функционала (4).Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 19 из § 5 гл. V I I I  достаточно доказать, что при каждом п функция(5) есть многочлен степени п по совокупности переменных z и w. Рассмотрим функциюоо m оо п

«00 ( z . « 0  =  2  2  Afflj(fmj(z, it ) =  2  2  a»ft2"-*/r*. (11) 
m=o a=o n=o ft= 0- Для соответствующей функции (6) в силу условий (10) имеемtoo(z. w ) ~ E  («оо (2, щ)1 —=  2 2  K a „hzn- hivh =  2  2 ^ т ; 0)фт1(2, ш) =  о. n=0 ft=0 т = о  а—0Отсюда следуют равенства Хпапк =  0. Но поскольку Я0 =  0 и при п >  1, то имеем я„* =  0 при 1. Следовательно, функция (11) есть тождественное постоянное, причем«00 ( 0 , 0 ) = А о о ф о о ( 0 , 0 )  =  0 0 0 = ^ 0 .



Далее, вводим две функции вида (5):оо т2  2 л (т+1).Фт .(2 ,ш ), (12)
т —о в=ооо т

(йп ( 2* ы,) =  2  S  А ( т + , х . + ,>ФЯ 1 ( * . « ’ >- (13)т = о  s—оВ силу формулы (6) им соответствуют функцииоо т

Ь о  (2, W) =  Е  [0)10 (г, ш)) =  2  2  Х1!;0)ф (г, w), (14)w m=0 «—Ооо т♦и (г* и>) =  Е  [о)ц (г, ц>)) =  2  2  * т ;1)фт ,( г , w). (15)т=о 1 = 0
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В силу формул (8),  (9) и условии (10) имеем равенства' =  Eh(m+,) „  =  ЯЛ(т+1)(, +1),с помощью которых, используя формулы (12) — (П>), находим!f1(,(z, w) =  BlOla(2, w), ifn (z, w) =  Bwtt{z, w).  (16)А  теперь к разложениюw,0 (z, w)
оо n2  2  bnhz' hwk (17)применяем оператор E. В результате полупимОО п♦ « ( * . » ) -  2  2  М п А2п-*Ш*. (18)

п=0  А=0Если умножить разложение (17) па В , то в силу первого из равенств (16) получим разложение (18). Поэтому имеем равенства ВЬщк =  к„Ьпк. Но поскольку Хо =  0 и Д-1 =  В , то из этих равенств находим Ьпк =  0 при п >  2 и Ьоо =  0. Следовательно, функция (12) есть многочлен степени 1 по совокупности переменных z и w. Аналогично доказывается, что и функция (13) также есть многочлен степени 1. Кроме того, поскольку свободные члены этих многочленов равны нулю, то из формул (12) и (13) находим условия й,о =  й ,, =  0.Таким образом, функция (5) есть многочлен стенепн 
п при я =  О и п =  1. Далее, будем доказывать теорему по индукции. Предположим, что являются многочленами

§ 31 ДОСТАТОЧ Н Ы Е УСЛ ОВИ Я СОГЛАСОВАНН ОСТИ 313все функции(о)m,(z, Ц>)}, т  =  О, 1, п 1. (19)Докажем, что тогда и функция (5) является многочленом степени п.Рассмотрим функцию (6)2  2 & V . <«.»>• <20>т=о « = 0Преобразуем коэффициент в этой формуле. Поскольку выполняется условие (10), то равные нулю величины (7) — (9) можно прибавлять к этому коэффициенту в любой комбинации. Поэтому справедливо равенство̂ т«  ̂ =  ^т» (̂п+п»)(Л+«) рЕ(п+т—1)(А + *)
—  ? С ( п + т —! ) ( * + • - ! ) •  (2 1 )Будем считать, что здесь р =  п — к и q — к. В силу формул (1.30), (2.1) — (2.3) для четырех величин, стоящих в правой части равенства (21),  при указанных сложных индексах имеем равенства

=  Й(„ + т )(* + ,)Я.т +  ( т  — s)(rn — S — 1) # (Л + т -1)(я) +  
+  2 (т — s) s//(n+m-l) (Й) +  s (s — 1) //(n+m-l) (c)i (22) A(n+m)(fc+«) =  1ч n+mXM-iAn+m ++  (к +  m — к — s) (n +  m — к — s — 1) //(?,+m-i) (я) +

i +  2{n +  m — к — s)(k +  s)7/<J|+m-i)(b) ++  (A +  «) (ft +  « -  1) t f g f t - J ! )  (c), (23)
Я(П+т-1)(М-») =  Й(П+т)(Л+»)^п+т-1 ++  (n +  m — к — s — 1) (n +  m — к — s — 2) Я<Л+т-1) (я) +  +  2 (n -I- m — к — * — 1) (к +  s) //(JS+JT-n (b) ++  (k +  s){k +  s -  1) H f t X n ' l ) (e) -— #й(„+т)(ц+,) — A (n+m)(fc+l) , (24)C(n+m-l)(A+i-l) =  Й(„+т)(А+«)^п+т-г ++  (n +  m — k — s) (n +  m — к — s — 1) (a) ++  2  (n  +  m  —  к  —  *) ( к  +  *  —  1) Я п + т —i* (b) +



+  (к +  s -  1) (к +  S  -  2) JSfJttSlV (с) -— ДЛ<п+т)<А+») — An+m)(M-i). (25)В формулах (24) и (25) величину Л (п+ти»+„  надо заменить по формуле (23). Тогда во всех формулах (22) — (25) будут четыре величиныЛ( П+ШИА+.), Н (п+т-1 («), Н (п¥т-\\Ь), / / ft t t ljfy )  (20)с различными коэффициентами. Если подставить все величины (22) — (25) в равенство (21), то получим линейную комбинацию величин (26) в видеХгл« — C,/!(n + m)(A + «) +  с 2 / № -!( < * )  ++  c X V m - l ’ (Ь) +  c j f t & l f i c ) .  (27)Коэффициенты в этой формуле могут зависеть от п, к, 
т, s. Вычислим эти коэффициенты. Для первого из них из формулы (21), учитывая формулы (22) — (25), находим£| =  Xm Xn+m Р (^n+m—1 7? Xn+m)

Я (Хп+т— I В  Хп+т) =  Хт 1" (Я --  1 ) Xп f т 3" ПН —— лХп+га_ , =  т [В  +  (т — 1)Л] +  (я — 1) (п +  т ) Х  X  [Д + ( и  +  /п — 1)Л] +  иД — п(п +  т — 1) ХХ [ Д  +  (л +  т - 2 ) Л ]  =  л [ Д + ( я -  1 ) Л ] = Х Я. (28)Аналогично вычисляется второй коэффициент: 
c2 =  (m — s ) ( m — s —l) — (n +  m — k — s)(n +  m —

— k — s —l) — (n — k)[(n +  ni — k — s —\)(n +  m —
— k — s — 2) — (n +  m — k — s)(n +  m — k — s — l)\ —

— к [(n +  т — к — s) (n +  т — к — s — i) — (n +  т —
— к — s)(n +  m — к — s — 1)] = ( n  — к)г +  к — n. (29)Далее, для третьего коэффициента из тех же формул имеем

c3 =  2(m — s)s — 2(m +  n — k — s) ( k +  s) —— (n — fc)[2(n +  m — £ — s — l)(A; +  s ) —2(n +  m —— & — *) (Л +  s)] — Аг[2(л +  m — Л — *) (& +  * — 1) —— 2(n +  m — к — s) (к +  s) \ =  2(n — k)k.  (30)
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ct = ( s - l ) s - ( J t  +  s)(X +  s - l ) -  — (га — &)[(& + s) ( ft +  s — l )  — (ft + «)(& +  « — 1)] —— k[ (k +  s -  l ) ( k  +  s -  2) — (k +  s) (ft +  s - l ) ]  =
=  k* — k. (31)Таким образом, все коэффициенты в формуле (27) вычислены. Из формул (28) — (31) следует, что все эти коэффициенты не зависят от индексов т и «, а зависят только от п и к, которые в данных рассуждепиях фиксированы.Преобразуем формулу (27). В силу формул (1.27) — (1.29) имеем

Н п  +  т —1 (в )  =  Л ( п + т —l)(k + J)a io 3"+  Л(п+т—1НА+»+1)в01 +  Л(П+т_ 2)(А+,)а00, (32)
Н[п+т-1)(Ь) =  Л(п+т-1)(А+»-1)Ью ++  Л(п+т-1)(А + *)&01 +  Л (п + т —2)<А+«—1)50о> (3 3) Д (п  + т - 1) (с) =  А ( п + т —1ХА+«—2)Гю +

/ П  й\.

В формулах (32) — (34) имеется 7 различных моментов. Следовательно, с помощью этих формул равенство (27) приводится к видуХт';,‘) =  Л(п+тДА+«)Хп +  ajfyn+m—!)(*+,) ++  а 2Л(п+т_  1XA+J+D +  a 3/i(n+m_ ,x * +,_ i)  ++  a 4^(n +  m -l)(A  +  j - 2 ) +  a 6^(n +  m - 2 KA+*) ++  a„/i(„+m _ 2x A + « _j)  +  а 7Л („+ т _ 2х * + 1 - 2). (35)Здесь все коэффициенты также не зависят от т и s, причем для них справедливы равенства
а, =  Cja,, +  Cj 60i, ог — сга0\, а3 =  c3bia +  с4с01,в4 =  с4с „ ,  flj =  с2я0„  а, =  Cjfc0 о* я7 =  (36)Умножим равенство (35) почленно на <pm, (г, w) и просуммируем но всем т и s. В результате получимоо т2 ]  2 ]  Х ' ^ Ч т .  ( г ,  W)  =т —о *=0 оо т=  Л (п + т Х * + « )ф т «  (2» +т = о  f= o
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+  а-2 ^ Л (п + т -1)(М-«+1)фт<(2, W) +т—0 4-—Ооо т+  а., ^  2  Л(п+т-|)(Л+»_1)фш»(2, IV) +т=о 4—0 оо т+  а 4 2  ~  Л(п+т -1ХЛ+*-2)Фт. (2, W) +  т = о  4—0оо т~1‘ 5̂ ^  (̂п + т —2)(Л+*)Фт4 (2, w) +т = о  «=0оо т+  ав i l  ^ Л ( П + т _ 2)(Л+1_ , )фтв (2, ш) +  т = о  4=»о оо т+  Я; 2  2 ^ (п  + т-2М*+*-2)Фт«(2, Ц>). (37)т = о  4=0Из этого равенства, учитывая формулы (5) и (G), находимф«»(г, Ц7) =  Я„(1)„»(2, ц>) +  а,О),,-,)*(2, и>) +■+■ а2<>>(4>—ixk-i-1> w)Ф" (z, 1̂ ) +-а»<й(я_ , „»-*)(*, ir) +  a1w(„ - , )»(z, и?) ++  a.o)(n-2,(» - .,(z , w )+  a ,u {n- iHk- 2)(z, w). (38)Если к =  0, то из формул (30) и (31) находим с, =  =  с4 =  0. А  тогда из равенств (36) следуют условия 

а, =  а 4 =  а , =  а, =  0. Аналогично при Л =  1 из формулы (31) получаем с4 =  0, откуда в силу (36) имеем а .=  =  а7 =  0. Далее, если к =  п, то из формул (29) и (30) находим сг =  сэ =  0, и в этом случае имеем а, =  аг =  а5 =  =  0. Наконец, если к = * п — 1, то из (29) и (36) следует Cj =  0 и а2 =  0. Следовательно, формулы (37) и (38) можно рассматривать при условиях п >  2 и к =* 0, 1, . . .
п.В силу индуктивного предположения все функции (19) суть многочлены. Поэтому из формулы (38) находим равенствофп»(г, w) =  Я.„й).*(г, w) +  <?„-■ (2, w),  (39)где <?„-,(2, w) есть многочлен степени не выше я — 1.

Далее, в силу формулы (6) равенство (39) приводится к виду
£ [ g> „ *(z , 1Р)] =  Х ,.ы .|,(2 , w ) +  < ? „ - , (2 ,  ip ) .  (40)Л теперь вводим разложение«■)nfc(z, w ) =  2  i  b,,qZV~4WЧ. (41)

р- 0 Я-ОПодставляя это разложение в равенство (40), получим2  2  kpbpqZP~4W4 =
р о ?=0 =  К  2  £  6,„2р- V  +  (2, IP). (42)

р —0 ?= 0Поскольку это тождество, то выполняются условия 
\РЬ,Я =  \ пЬРч при р > п .  Но так как ’к „Ф 'к п при р ^ п ,  то имеем bpq =  0 при р > п .  Следовательно, функция (41) есть многочлен степени п.  При этом все старшие коэффициенты многочлена (41) произвольны. Теорема доказана.§ 4. Вывод дифференциального уравнения 

из системы уравнений ПирсонаПусть в односвязной области G,  ограниченной замкнутой спрямляемой жордановой кривой Г , определена весовая функция h(x,  у) непрерывная в замкнутой области G  и рапная нулю на контуре Г. Как обычно, вводим ионические ортогональные многочлены<Фп»(х, у ) ) ,  я  — 0, 1, . . . .  & =  0, 1, . . . .  п .  (1)Предположим, что в замкнутой области G  определены две системы непрерывно дифференцируемых функций
f a (x , у),  Ь(х,  у),  с(х,  у),  g(x,  у),  (2)

Л(х,  у),  В(х,  у),  F{x ,  у),  И( х ,  у).  (3)

Будем считать, что в области G  для весовой функции и функций системы (3) выполняются условия
1 dh F  1 dh И  . . .
h дх А  ’ h ду U  ‘Систему уравнений (4) будем называть системой Пирсо-
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на. Функция (2) пока будем считать произвольными п не зависящими от уравнении Пирсона (4) и от системы функций (3).Для произвольного многочлена Q(x,  у) степени не выше п — 1 рассмотрим интеграл
г
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+

+ ++ I +

и И < г & + . » т г ] 1 л * -  <г'>Обозначим через L  всю сумму в фигурных скобках. Кроме того, в обозначении монического многочлена Ф я»(лг, у) для краткости будем опускать не только переменные х  и у,  но и индексы п и к. Выполняя операции дифференцирования, получим
г . d h l  ОФ , , дф\ , ,  д А  (  дФ  , , йф\ ,
L  =  A Tx \a - * + b - y )  +  h ^ \ a - *  +  b - y )  +

(О а О Ф  дЬО Ф  <Рф _Д^ф\
I Ох дх дх Оу +  а  0Х* +  ^ дх ду \

n d h ( дФ . дф\ , , 0 В (  дФ ш 0ф\
R Tylc -oi +  « -J7 )  +  h - u [c l> l +  e 7 t l

, _  /дс ОФ dg дФ дгФ  й2ф \
+  h B  qx  . (ty Оу +  с дх ду "Ь 8 у  '  'Далее, частные производные от весовой функции к  в равенстве (6) заменяем с помощью уравнений (4). В результате каждое слагаемое в сумме (6) будет иметь множитель к .  Поэтому сумму (6) можно представить в виде

L  =  kM,  (7)где введено обозначение
р  (  ДФ | , ДФ \ О А (  ОФ , Дф\ ,"  -  F  Г  —  +  Ь w l  +  I »  S  +  Ь w )  +

, , (да  ДФ дЬ ДФ , Д2ф  , , сГФ \ .
+  А [ к ! 7  +  к Ж  +  а 1 ?  +  Ь*7Ту) +
. „ (  дФ  . дВ I  ДФ , Дф\ ,

+  I I [ c H 7  +  e  d y )  +  -w [ c 1 }7  +  g 1i 7 )  +

Учитывая равенство (7), для интеграла (5) находим представление
J  =  f  \ Л (-г, У) Q (х, у) М  (х, у) dx dy. (9)* GА  теперь начнем преобразования интеграла (5) в другом направлении. Для краткости введем обозначения

+  п ‘ - в №  +  * % \  <|0>Тогда интеграл (5) можно представить в виде суммы двух интегралов. Для первого из них имеем равенство
=  j § Q - s z ( hRJ dxdytm

G

- ^ J L i Q h R j d x d y - ^ h R ^ d x d y .  (1 1)О ОК  первому интегралу, стоящему в правой части равенства (11), применяем формулу Грина. В результате, учитывая обращение в нуль весовой функции на копту- ре Г , получим
И  i  < w > d x d ,J  =  J  W R i  d v  “  ° -G ГСледовательно, равенство (11) приводится к виду 
J i =  f  \Q -^ (hRi)dxdy = — ^ k R l -^-dxdy.G GАналогично доказывается равенство
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( 12)

la^u/iiiTuv --- ------- 1-----=  f  J <?-^7 (hB2)d x d y  =  - ^ k B 2- ^ - d x d y .  (13)G CДалее, в интегралах (12) и (13) используем обозначения (10). В результате имеем
J  -  / ,  +  J ,  _  —  JJ* (д, * 2 .  +  « . 4 2 . )  -

Г.



+ * ( • 5 + « 5 ) * ] * * -
+  w [ b A ^  (,4>Для краткости введем обозначения

R , - a A %  +  c B % ,  R,-(15)Тогда интеграл (1-4) представится в виде суммы двух интегралов
J 3 - ^ k R 3^ d x d y ,
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(16)
(17)Для интеграла (16) аналогично формуле (11) имеем

J n ”  J J  ̂  (Л/?3Ф) d x  dij — j* J  Ф (h R 3) d x  d y.
"в ' GПервый интеграл равен нулю. Поэтому получаемУ , =  — \ I Ф  - г -  (АЯЛ dr Ли (18)- ^ ^ ■ h W d x d y .Аналогично доказывается равенствоА - -  И ф ^ № ) ^ ^ - ( 10)А  теперь подставляем интегралы (18) и (19) в равенство (14).  В результате находим

(20)Вычислим сумму Т в квадратных скобках под знаком интеграла (20). В силу обозначений (15) имеем
r - - k m  +  ± w

dh п  . . oh г, . и п .=  57 Л з +  Л 7 7 +  * 7 Л « +  Л ^ ГдПл . dh dR.
дх ~  ду ду

I § «) ВЫ ВОД УРА В Н ЕН И Я  ИЗ СИ СТЕМ Ы  П И РС ОН А 321++  « я 0  +  ^ ^ ( « в )  +  « в +
+ £ Н £  + *я£) + *[££<М> ++ МЙ + ̂<*Я> + *В$ ]• <21)Далее, с помощью формул (4) из правой части равенства (21) можно исключить частные производные весовой функции. В результате равенство (21) приводится 

к виду 
Т =  АР,где введено обозначение 

BQ
Ох

(22)

у> *2 . +  + \ Ж ± ( а Л )  +1 а г  о* ‘ A  dy А  ̂ dx dx '  ’

+ ^ 3 -  +  f  ++ ЪЛИ dQ , dQ  , Г dQ д u  ,

+  ь л Х 2 -  +  2!2 — (цВ) (23)т  О х О у  Оу д у  '  ь  д у 1 \ '  'Подставляем значение (22) в интеграл (20) и учитываем равенство (9). В результате получим равенство
\ [ UQM dx dy =  j  J  ПФР dxdy. (24)о aВ этом равенстве сложные величины Л/ и Р  определяются формулами (8) и (23). Преобразуем эти величины. В силу формулы (8) имеемЛ/ =  а Л ^ + ( М  +  с / У ) ^ - | - ^ ^ -  +

,  I  г  , dA  Л da . .  ОВ г> d c \  дф\ О х  О х  Оу Оу ]  Ох

. /» г* , a dA  * л db . .  OR , D dy  ̂ дФ+  b̂F  +  b —  +  A -  +  g H  +  g - w  +  B J L ) — ^II . К . Суетни
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- аЛ -дгФ . . . . .  . . .  0гФ . . . .  + ( Ь А  +  еВ) дг0у +  йВ д-ф
0уг

-1-
+ |я/-’ +  А  (аА> +  сИ +  А  (г/У)] оф

Ох -1-: [»f  +  £ ( M ) +  *// +  ■£ т ] 1 ОуАналогично из равенства (23) находим
Р  шш аЛ O'Q

дх1■ +  <М +  * * > £ £  +  * * $ • +
+ \aF + ■& < * * >  + ^ +  £ < * * ; > ] 4 ■ +

+1 [gi i  +  *  (ев) +  ' п/  + * (*«)] 0Q
оуДалее, для краткости введем обозначения

а 2о =  аА, 2а и =  ЬА +  сВ, агг =  gB, (27)«10 =  aF +  Ах +  сП  +  (с/?)- (28)« и  =  bF +  -^ (b A )  +  g II +  ± ( g B ) , (29)
Ь19- а Р  +  ± ( а А ) + * ™ -  +  ± ( Ь А ) , (30)(31)Тогда равенства (25) и (26) приводятся к виду
М

О х 1
+  2а, д*Ф , <?*Ф ,+  а22 — г,— Ь а О ф М»

а2о ~ А  +  2a2i ^ 7 ,  +  ai2 +  Ь10-
Ох Оу

д*<)

д у -

d'-Q
О х О у ОУ‘

*® Ох   ̂ * Оу ’(32)
д±  +  ь Ж
О Х  +  о у  ■(33)Далее, предположим, что сумма (33) есть алгебраический многочлен степени не больше, чем и — 1. Нетрудно указать достаточные условия для этого предположения. В самом деле, с самого начала настоящего параграфа считалось, что Q  есть алгебраический многочлен степени но более п — 1. Пусть, например, а ,0 есть многочлен но

г
х степени не более 2, а агг есть многочлен по у степени не более 2. Аналогично аи может содержать одночлены 
ху,  х,  у с различными коэффициентами. Далее, Ь1а есть многочлен по х  первой степени, а — по у тоже первой степени. При этих условиях многочлен (33) имеет степень не более п — 1.С другой стороны, с самого начала предполагалось, что Ф есть ионический ортогональный многочлен Ф „*(х, у),  соответствующий весовой функции h(x,  у) и области G. Поэтому имеем равенствоJ  j  *  (•*. У) ‘ I’m, (х,  у) Р п -1 {х, у) dx dy =  0. (34)

GОбратимся теперь к формуле (32). Будем считать, что коэффициенты в этой формуле удовлетворяют тем же условиям, что и коэффициенты в формуле (33). Можно, например, считать, что (32) и (33) являются допустимыми дифференциальными операторами второго порядка. Это означает, что из многочленов (27) — (31) не все имеют пониженную степень. Поскольку ионический многочлен имеет видФп*(х, р) =  я " - у +  /?„_, (х, у),  (35)то формула (32) определяет ионический многочлен того же типа
Mnk(x, y) =  cnhx n- kyk +  s n- t(x, у ) . (36)Для этого многочлена в силу формул (24) и (34) получаем условиеJ  J  Л (*. У) Qn-i (х, у) М nk (х, у) dx dy =  0.

G
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Поскольку это равенство выполняется для всякого многочлена Q n-i( x , у) степени но более га — 1, то в силу теоремы единственности многочлен (36) может только множителем отличаться от ионического многочлена (35). Следовательно, имеем равенство М пК =  >.„цФпА, нз которого в силу формулы (32) находим
n̂k

дх*
+  2а.> пк

О х ду +  О+  а пк 1 п к ‘ (37)21*



Я2/| ОРТОГОНАЛЬНЫ  К М НОГОЧЛЕНЫ  Н Д11ФФ. У Р А В Н ЕН И Я  |ГЛ. 14Таким образом, если весовая функция h (х , у) в области G  удовлетворяет уравнениям Пирсона (4) и обращается в нуль на границе Г области G , а функции (27) — (31) являются многочленами указанных степенен, то ионические ортогональные многочлены (I)  удовлетворяют дифференциальному уравнению (<>7).В  случае неограниченной области G  и неснрямллемо- го контура Г все рассуждения и выводы сохраняются, если при данной весовой функции можно применять формулу Грина о преобразовании двойного интеграла в криволинейный.Теоретически ясно, что уравнение (37) при упомянутых условиях охватывает в качестве частных случаев все допустимые и потенциально самосопряженные уравнения, весовая функция которых обращается в нуль на границе области ортогональности.Рассмотрим некоторые примеры.1. Пусть в области
G  =  {(х, у):  - 1 « £ * < 1 ,  - i ^ y < i )дана весовая функцияЛ(х, р ) - ( 1 - * ) « ( 1 + * ) » ( 1 - у ) Ч 1  +  У)в, где все показатели положительны. 15 этом случае имеем

1 — х“

ah L/_ . д  « ( ! - ¥ > - Y d +»> 
JTi — u Vх » У) . 1dy i - v ‘Следовательно, в данном случае имеем равенства /1 — 1 — х 2, В  =  1 — уг, /•’ =  р(1 — х) — а(1  +  х ) ,
// =  6(1 -  (/)- f ( t  +  у), « =  А' =  1, b  =  с  —  0 .Далее, из формул (27) — (29) находим 
аг о =  1 — х г, аи =  0, а2, =  1 — у', 
а ю =  р (1 — х) — а  (1 +  х) — 2х, а .. =  6(1 —I/)— 7(1 +  1/ ) - 2tf.Подставляя эти значения в уравнение (37), получаем (1 — х*)и** +  (1 — y2)u'vu +  IP — а — (а  +  Р +  2)х]и'х ++  |б — Y — (Y +  6 +  2) у] и'у — k„hu. (38)

§ *1 ВЫ ВОД У Р А П П Е Н Н Я  ИЗ СИСТЕМ Ы  П ИРСОН А 325Будем считать, что ионический ортогональный многочлен имеет единичный старший коэффициент. Тогда, сравнивая старшие коэффициенты слева и справа в уравнении (38), придем к равенству— (и — /. ) (н — А- +  а  +  р +  1) Аг (Аг +  у +  б +  1).Уравнение (38) уже встречалось в § 1 гл. I I .2. Рассмотрим теперь область£  =  {(х , у):  —l ^ x ^ l ,  у > 0 )и в ней весовую функциюА(х, у) =  (1 — х ) а (1 +  x jy e - * ' .Поскольку в данном случае выполняются равенства 
а *  . р ( 1 - х ) - « ( 1  +  х )  9 h  _  , у  — У  
Ох 1 _  ** ’ Оу у ’то, следовательно, имеем функции (2) и (3)Л =  1 — х 2, П =  у,  -Г =  р ( 1 - х ) - а ( 1 + х ) ,// =  К — у, 6 =  с =  0, а — g — 1,Подставляя этн значения в формулы (27) — (29), находим

«20 =  1 -  х 2, я2, =*= 0, аи =  у,«ю =  Р(1 — х) —а ( 1 + х ) —2х, а,, =  у — у + 1 .В результате получаем уравнение
(1 -  х * )^  + -Ир -  а -  (« + р + 2)х] ^  -I-

+  (1 +  Y — -  К« — 2 )А- — п(п  +  а  +  р +  1)1 и.3. Пусть теперь в области 
С  =  <(х, у ): х г< у )  определена весовая функцияЛ (л-, 1/) =  (у -  х г)ае~*', а  >  0, р > 0 .Как и в предыдущих случаях находим последовательно 
dh , — 2ах dh ,  а  — 9>у -|- Вх2• и - ' ч г г ? '  - 11 _ У  <У — х
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А =  у -  хг, F  — —2ах, Н =  а - $ у  +  $хг, а =  1, Ь =  с =  g =  0, а,о — —2х(1 +  а ),
О 2 2  — у — **, Я2| =  Ягг =  яп =  0.Здесь введено дополнительное условие g =  0, ибо в противном случае многочлен ап будет иметь степень 2. .Подставляя найденные значения коэффициентов в уравнение (37), получим уравнение

=  — (и — к) (и — А +  а +  1) и.В настоящем параграфе изложены результатыС. Л . Агаханова [V I. 1].§ 5. Допустимое дифференциальное уравнение в частных про из водных произвольного порядкаПусть дана система многочленовС М *, У), <?..(*, У),( М * . У). ( М * . У),  СМ*> У).
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А * .( * , У). Q si(x , У), . . . .  (?.vjv(*, у ) .Будем пока считать, что у каждого многочлена индексы означают номер пачки и номер многочлена в пачке, а но степень н не порядок главного члена, т. е. фактически степени всех многочлеиов системы (1) произвольны. По системе многочленов (1) образуем дифференциальный оператор в частных производных
P N [«1 - 2 2  QmhD?-hDhv, (2)

m=l /1=0 д 0где, как обычно, введены обозначения F)x =  Dv =  — .Рассмотрим дифференциальное уравнениеА> [и] =  Аи. (3)Оператор (2) и уравнение (3) будем называть допустимыми, если существует такая последовательность чиселАо, At, . . . ,  А„, . . . ,  ( )̂для которой выполняются условия:

1. При каждом номере п уравнениеA v [h] =  A„u (5)имеет п +  1 линейно независимых решений в виде много- членов степспи п по совокупности персмеппых х  и у.2. Уравнение (5) но имеет нетривиальных решений в виде многочленов степени меньшей, чем п.Из этих условий следует, что А„ =  0 и все числа (4) различны между собой, т. е.А» =  0, А„ Ф  А*, п Ф т. (6)'Поскольку при данном п существует п + 1  линейно независимых многочленов степени п, являющихся решениями уравнения (5), то можно ввести пространство 
W , многочленов, которые являются решениями уравнения (5). Кроме того, тождественный нуль также является решением уравнения (5). Поэтому, включая тождественный пуль во множество W n, можем рассматривать множество W„ как векторное пространство размерности 
п +  1.Т е о р е м а  4. Если уравнение (3) допустимо, то каж
дый многочлен Qmk(x, у) из системы (1) имеет степень 
не выше т.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в пространстве Wn дап базис

В  по(*, {/), Е „ I (*, у ), . . .» В пп(х , у ) . (/)Все многочлены этого базиса являются решениями уравнения (5). Для каждого многочлена из системы (7) вводим разложение
П

Еп. (*, У) =  2  а,рх п-РуР +  / И  (х, у). (8)Р=ч>Поскольку система (7) линейно независима, то отличен от нуля определитель

В самом деле, предположим протпвпое, что Л „ =  0. Тогда из формулы (8) следует, что существует некоторая линейная комбинация многочленов (7), которая является

(I (1 . а00 «1 on
а о . . . . о _10 11 in
П Лпо %1 • • пп # 0 . ('•>)



328 ОРТОГОН АЛЬН Ы Е М НОГОЧЛЕНЫ  И ДИФ Ф . У Р А В Н ЕН И Я  (ГЛ IXмногочленом степени но выше п — 1 п удовлетворяет уравнению (5). Но в силу допустимости уравнения эта линейная комбинация есть тождественный пуль, что означает линейную зависимость многочленов (7).Докажем, что при условии (9) в пространстве Wn существует монический базис«»о(х, у ) , о)„,(х, у ) , . . . .  g)„„(x , у ) , (10)где
«иЛ (х, у) =  xn~hyh +  Лп-V  (х, у)у (11)Рассмотрим систему уравненийП̂  Сгк̂ гт =  f̂tmt /Я =  0, 1, . . . ,  /I. (I —)«=0Определитель этой системы Л„¥=0. Следовательпо, при любом к эта система имеет единственное решение (с,*). Тогда многочлены (11) можно ввести но формуле
«,.л(х, у) \ С,кВт (х, у).В этом случае, используя формулу (8), находим«>.л (х, у) =  V  с,h р —о2  a . vx n -V ijV  +  7?(„n-V ( x , У)

V—Р=о 2 L С , к < 1 » р  I X"*=о J Рур +  f l f c f t x ,  у).Из всей суммы в этом равенстве в силу условий (12) останется только одночлен х п~ьук. Таким образом, формула ( I I )  доказана.Итак, если уравнение (3) допустимо, то при каждом 
п линейно независимыми решениями уравнения (5) будут ионические многочлены (10) вида (11).Будем доказывать теорему но индукции относительно номеров т многочленов (Qm,( x , у)) из системы (1).Пусть т = 1 .  Тогда система (10) состоит из двух многочленов®>ю(х, У) =  х  +  Со',0), wM (х, у) =  у +  Со1,0.Подставляя их в уравнение (5) при л =  1, получим равенства(?.о(х, у) =  Я.,0),о(х, у ) , <?.,(х, у) =  Х1со„(х, у ) . (13)

Следовательно, утверждение теоремы доказано для
т -» 1 .Рассмотрим теперь случай т =  2. В этом случае имеем три многочлена

‘•*20 (*. У) =  X2 +  в [г а)(X, у), co2l(j-, у) =  ху +  у),
«22 (*. у) =  У2 +  (х, у).Подставляя эти многочлены в уравнение (5) при п =  2 получим
- ( ? ! '  +  ( ( ? i uA c<020 +  (?n # ,< i> 2«) =  > .г«го,(^ !i "1" ( ^ ю ^ х О а  "1” Q u B v(i)2t) =  X jC O ; , ,
-Qzz "Р ((̂ 1« х̂М:г “Ь ^ iiZ),(i),i) =  Я2СО2:.Из этих трех равенств в силу формул (13) следует, что теорема справедлива при т =  2. Аналогично рассматривается случай т =  3.Предположим теперь, что теорема верна для всех номеров m < n  — 1, где п ^  N. Тогда рассмотрим систему многочленов (10) и уравнение (5). Подставляя эти многочлены в уравнение (5), аналогично предыдущим случаям получаем равенства

§ 5| ДОП УСТИ М ОЕ У Р А В Н ЕН И Е  В Ч А СТ Н Ы Х П РОИ ЗВОДН Ы Х 329

п - 1  ти !  Q u o  +  jL i Q m k B x  =  X „G )„0,m =  l  ft—оn —1 m( «  -  1)! Q m  +  £  2  Q „ , k D ? - kD huoin l =  X „ g>m=»l ft=o n it
n-i mv  v( и - * ) ! * ! & . +  v  2  Q m k D x D ^m=i ft—0 X „G )n

n -1  m/1! Qnn +  2  2  =  x nGinn.
1 ft=oИз этих равенств следует, что все многочлены {Q„,(x,  у)) при s =  0, 1, . . . ,  п имеют степень нс более п. Теорема доказана.
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и.чеют место формулы

уравнение (3) допустимо, то

? -  п! V  а" п > 1 , (14)
Qmh (х, у) =  C kmamx m- hy* +  ( C - V ( x , У ) , (15)

где числая „  Яг, . . . ,  а.у (16)
произвольны, но хотя бы одно из них отлично от нуля, 
причем в формуле (14) я„ =  О при n > N .Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала рассмотрим случаи и = 1 .  В этом случао из формул (1.4) находим равенства? . о ( х ,  y) =  ) . iX  +  a l0, Q ti(x, у )  =  к , у  +  а , , .Следовательно, формулы (14) и (15) доказаны при п =  1.Предположим, что формулы (14) и (15) справедливы для номеров 1, 2, п — 1. Сделаем переход к номеру п. Пусть имеем разложение

0|«А (х, </)-= 2  ^ а ^ Р -Ч у Ч .  (17)р=о д=оПодставляем многочлен (17) в уравнение (5). В результате получаем равенство
i  Q , +

k-= о n —1 m+  2  2  (c5iamxm-*y* +  / * £ £ )  «п. -m l ft—u =  ЯпШп.  =  X „( x n- ‘y‘  +  / *& ?). (18)Л теперь сравниваем старшие коэффициенты при одночленах степени п. В правой части равенства (18) есть только один старшин член \nx n~‘y ’. В двойной сумме все старшие члены будут иметь вид х п~‘ у ‘ с соответствующими коэффициентами. Следовательпо, у мпогочле- на (17) также должен быть только один старший член вида x n~kyk, т. е. в формуле (17) имеем условие для старших коэффициентов апч — 0 при q Ф к. Поэтому из

$ 5] ДОПУСТИМОЕ УРАВНЕН И Е В ЧАСТНЫ Х ПРОИЗВОДНЫХ 331 формулы (18) находим равенствоaw(n-s)ls!/'V +
П — 1 »n - i  « V  V  _  (я — *)!#!+  х у 2* (яrn =  l ft=0Следовательно, имеем формулу ш к)\ (* — к)\

\ Л—*..*
А п Х  у  .

/ ч, , , V  _  V  C m ( n(н s). *•. ап,  +  ^  «т (п — ( -  m +  к)\ (* — к)\'
m—1 h= О (19)Далее воспользуемся формулой

Vfc=o (п — *)! *! п!1 (п — в — m  Л)! (* — А)! (в — т ) ! *В результате равенство (19) приводится к видун-1Я„ =  (п — s)! «! а „, +  и! 2  77“
( п  —  т ) !

( 20 )

( 21)

Пз этого равенства следует, что первое слагаемое не зависит от s. Поэтому можно ввести обозначение 
(п — s) Ы а „, =  п!а„, нз которого следует равенство а „ ,— =  С ’,ап. Этим формулы (14) и (15) доказаны. Если п >  >  7V, то в правых частях равенств (19) и (21) не будет первого слагаемого. А  многочлен (15) естественно рассматривать только при условии гп <  N. Теорема доказана.Т е о р е м а  5. Если выполнены условия (14) и (15), 
а постоянные (16) таковы, что все числа (14) отличны 
от нуля и попарно различны, то уравнение (3) допустимо.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим уравнение (5) при условиях (14) и (15). Докажем, что это уравнение имеет 
п +  1 линейно независимых решений в виде многочленов степени п.Рассмотрим многочлен с произвольными коэффициентам н

В п.  (х, у) -  V  V ^ ' -  V - y .pt=0 q-ъ
(2 2 )



332 О РТО ГО Н АЛ ЬН Ы Е М НОГОЧЛЕНЫ  II ДИФ Ф . У Р А В Н ЕН И Я  |ГЛ. IXПодставляя этот многочлен в уравнение (5), находим
N  VI2  2  (C hmamxm~hy h +  ilST-V) D T hD hvR nt =  к„В п.( х , у).

m-l fc=oДалее вычисляем коэффициенты при одночлене х р~яу> в обеих частях равенства. В  результате имеем равенство
( р  —  Я)' .Ч\__________1 *<Л.*) ,

(p_ ? _ m +  *)!(9 _ * ) | J  -г +  £ ■ут —р+1 ft=ОВнутреннюю сумму в первой двойной сумме вычисляем с помощью равенства (20). Применяя затем формулу (14), находим
п m

m = »p + 1 ft—ОВ этих равенствах нельзя полагать р все старшие коэффициенты п. Следовательно,
(23)у многочлена (22) остаются произвольными. Фиксируя эти коэффициенты произвольно и перенося слагаемые с этими коэффициентами в правую часть, получим систему уравнений

(ХР - К ) А % ' » +  2  2  bmkA W - . Cpq, (24)m=p + lfc=o
Р =  о, 1, . . . .  Л -1 , g =  0, 1, . . . .  Р,  m +  k > p  +  q.При указанных значениях индексов система (24) является треугольной! системой линейных неоднородных уравнений!. У  определителя этой системы ниже главной! диагонали стоят нули. А  главная диагональ составлена из разностей вида (кр — кп), где р < п ,  причем некоторые из этих разностей повторяются. Более того, поскольку система (24) треугольная, то ее можно решать начиная с последнего уравнения. Например, последние три уравнения имеют вид(Я „_1  —  К )  А ( п - |) ( п -3) +  ++  fr{n-i)”n - lH ( n - l) ( n - l)  =  С ( л -1 Х п -3 ) '
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( ^ п - 1  —  hi) A ( n ' - l X n - a )  +  Ь ( ! 1 - ! х л - 21 ) ^ п - 1 Х п - 1 )
(^•н- 1  — кп) /1 (П1_'х п - 1 ) — С(п—1 )(п - 1 )>

—  c (n —l X n - 2 ) l
Таким образом, система уравнений (24) разрешима. Более того, поскольку в правых частях уравнений (24) стоят л +  1 произвольных постоянпых (23), то имеется л + 1  линейно независимых решений системы уравнений (24). Теорема доказана.Т е о р е м а  0. Если выполнены условия теоремы 5, 
то при любом п уравнение (5) не имеет нетривиальных 
решений в виде многочлена степени не выше л — 1.Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, что при некотором п существует отличный от тождественного нуля многочлен В я- Х(х, у) степени пс выше л — 1, который является решением уравнения (5). Тогда все рассуждения, приведшие к системе уравнений (24), остаются справедливыми. Только в данном случае все числа (23) равны нулю, и, следовательно, в данном случае система (24) становится однородной. Но поскольку определитель системы отличен от нуля, то система имеет только тривиальное решение. Следовательно, все коэффициенты многочлена B n~t(x, у) равны нулю. Теорема доказана.Таким образом, нз доказанных трех теорем настоящего параграфа следует, что условия (14) и (15) необходимы и достаточны для допустимости уравнения (3), если все числа (14) отличны от нуля и различны между собой.Рассмотрим частные случаи уравнения (3).Если N =  1, то получим уравнение<* +  М й +  &  +  *«) £■ =  " « . (25)ибо в данном случае в силу формулы (14) имеем к„ =  па. Уравнение (25) аффинным преобразованием х  =  t — Ь„ 
у =  т — Ьг приводится к виду

ди , ди
Х ТХ +  УТ ,, пи. (2G)Моническая система мпогочлеповФ »*(*. У) =  * - У ,  * - 0 , 1 , . . . ,  я , (27)является решением уравнения (20). Принимая эту систе-



334 ОРТОГОНАЛЬНЫ  К М НОГОЧЛЕНЫ  II ДИФ Ф . У Р А В Н ЕН И Я  |ГЛ. IXму как базис, получим пространство многочленов 1F,,, которые являются решениями уравнения (26). Допустим, что существует линейный функционал Г, относительно которого все многочлены из пространства W n ортогональны многочленам меньших степеней. По системе моннческих многочленов (27) можно построить базис (B nk(x , у )), ортонормированный относительно функционала F . К аж дый многочлен Н„к(х, у) является однородным относительно многочленов (27). Следовательно, многочлен 
у) также является однородным, но уже степени 2/г, т. е. имеем разложениеЛпл (-г, у) =  1] с.Ф<т). (х, у). (28)в—оС  другой стороны, предположим, что функционал F  согласован с уравнением (26). Тогда выполняются условия А’ (Ф-*) =  0. Следовательно, применяя функционал F  к многочлену (28), получим равенство 211*’ № ) =  2  ('!><*.о.) =  0.«^0Таким образом, функционал /•' вырожден, н поэтому уравнение (26) не представляет интереса с точки зрения теории ортогональных многочленов.Пусть теперь N — 2. Тогда из формул (l'i)  и (15) находим

-  " ! [ п г = т й  +  C T ^ j i ] =  , l  ( а ‘  +  ( п  -  1 ) я ’ >’

Q l0(x, y)  =  a,x +  f’ >„ Q lt(x, у) =  сиу +  rfo,^ 2о (̂ * У) ~  С-^а х̂1 Т  UiqX -j- auly -f- а00,
Q u  (•*. У) =  С\а.,ху +  binx  +  b0ly +  ba„,

Q u  (*, y) =  C\a2y3 -f cl0x  +  c0ly +  c00.Вводя обозначения o( =  В  и a2 =  А  и подставляя все эти многочлены в уравнение (3),  получим уже рассмотренное ранее допустимое дифференциальное уравнение второго порядка.В настоящем параграфе изложены результаты из работы [VII .  18].

Глава XН Е К О Т О Р Ы Е  Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н Ы Е  В О П Р О С Ы
X

§ I . Примеры представления ортогональных но области многочленов через многочлены ЯкобиВ настоящем параграфе рассматриваются некоторые частные случаи, когда ортогопальные но области многочлены представляются в виде различных произведений многочленов Якоби. К таким случаям относятся и ортогональные многочлены Аппеля.Пусть на интервале (—1, 1) дана весовая функция Якобц* ( 0 - ( 1 - 0 ‘ (1 +  0 ' .  1), (1) где параметры, как обычно, удовлетворяют условиям а > - 1 ,  р > - 1 .  (2)Обозначим через {Pn(t; ос, Р)} ортопормированные многочлены Якоби. Каждый такой многочлен имеет положительный старший коэффициент, а для всех многочленов Якоби выполняется условие ортонормнрованностн 1I  h (0 Р п (t; а, р) А  (Г, ос, Р) dt =  6llft. (3)-1Ha концах интервала ортогональности имеем 
P n ( U « ,  Р) =/  ( «  +  р + 2 в  +  1 ) Г ( « + Р  +  я  +  1) Г ( «  +  и +  1) , , ,

V  п12а + ^+ , Г ( р  +  в + 1 )  1
Л ,( -1 ;а ,  р ) -=  .  f  ( «  +  Р + 2 в + 1 )  г  ( а  +  р +  в -i- 1) п р  +  я - М )

У  „ !2«+Р+1г(а +  в-1-1)
(3 )



\
Если выцолияется условии

Ч - « ш а х  ( a ,  ft) >  — 1/1!, ( *•)то максимум абсолютного значения многочлена Якоби па отрезке [—1, 1] достигается на одном нз концов зтого отрезка. Следовательно, из формул (4) и (5) при условии (6) имеем неравенство
Р п (< ;« , Р)|<с1(«,Р)(« +  1) 2. « е [ - 1 , Ц .  О)Далее, если выполняются условияа  >  — р >  — у ,  (к)то для многочленов Якоби имеет место весовая оценка « 1  Р ■ 1
( I - / )2 4(1 + 02 4 I (/; ос, Р)|<с,(а, Р),« s H . i l .  (9)Все зтн результаты изложены в монографиях [11.21, 24].Заметим, что в случае совпадения индексов, т. е. при условии а  =  р, для многочленов Якоби применяется обозначение
?-(<; а) = Р.(«; а, а). (Ю)П р и м е р  1. Для краткости введем обозначение се* =  а  +  fc +  ~ (11)и рассмотрим систему многочленов
F»k (х < У> «) =  Рп-h  (*; «л) (1 — **)* К   ̂у = = у»' а )

( 12)

п — 0, 1, . . . ,  к =  0, 1, . . . .  л.Докажем, что эти многочлены пронормированы в единичном кругеС  =  ((х,  у ) :  х2 +  ./г < 1 }  (13)с весовой функцией
Л(*. т/) =  (1 - х *  -  у2)’ , а >  — 1. (14)

330 ПЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ (ГЛ. X 8 II ПРЕДСТАВЛЕНИЕ ЧЕРЕЗ МНОГОЧЛЕНЫ ЯКОГ.И .337В самом деле, используя формулы (12) и (14), находим
j ' n m ’  =  \ j  ? ’..fc(-r, у ,  a )  ? 'm . (х , у ;  a )  h  (х ,  y ) d x d y  =ft м

X
- V i-

i / ' „ _ fc( x ;  а A) ( x ;  а , ) ( 1  —  x 2) 2 X■ I

X  ( 1 - х 2 -  у2)а </у f/x. (15)
Во- внутреннем интеграле заменим переменное по формуле у  — t]l  I — Xs . В результате этот интеграл приведется к виду 1

(1 -  х * Г *  | Я* (|; а) Я . (/; а) (1 -  /2)а <//. -1 ( 10)Если к Ф в ,  то интеграл (16) в силу условия (3) и обозначения (10) равен нулю. Пусть теперь к — s. Тогда из формулы (15) получим
С -ct — ft+tt+1-

A m  =  \ / '„ - f t  ( х ; a h) P - m - h  (х ;  a h) (1 —  х 2) d x .-1В силу обозначения (11) этот интеграл равен нулю, если п Ф т , и 1 при п =  т.Таким образом, многочлены (12) ортонормнрованы по области (13) с весовой функцией (14). Эти многочлены были рассмотрены в § 4 гл. V . Они удовлетворяют дифференциальному уравнению (5.4.24). С  помощью свойств многочленов Якоби для многочленов (12) можно получить оценки внутри области (13), равномерные оценки в замкнутом единичном круге и весовые оценки, аналогичные неравенствам (7) и (9).К р и м е р  2. Рассмотрим многочлены но двум переменным
Qnk (*, У, «, Р) =  /'„-ft (2х -  1; а, р„) (2х)*/2 Т\ ( J L ;  pj,

22 п, К. Суетни
(17)
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п и» 0, 1, . . к — 0, 1, . . п, где для краткости введено обозначение
Ра =  Р +  к +  (18)Докажем, что многочлены (17) ортогональны по области G  =  ((x,  у ): у2< х <  1) (19)с весовой функциейЛ (*. У) =  ( 1 - * ) а( х - У У ,  а > —1, ? > - ! .  (20)В самом дело, как и в предыдущем случае, имеем 
J  пт =  j  \ Qnh (-Г, у; а , Р) Qm, (г, у ; а , р) /( (г, у) dx dy =

J  / V * ( 2 л — 1; а , р„)(2л)а/2(1 -  х )* хX  P m~ t(2 x — 1; а , р .)(2х//1 Xх'Т
К* х/т. (21)

Во внутреннем интеграле заменяем переменное интегрирования по формуле у = /Ух. В результате этот интеграл приводится к видуР + - 1*  2 р * ( < ; Р ) Л ( * ; Р ) ( 1 - * * ) р* .-1Если к Ф s, то это произведение равно нулю. Пусть теперь к =  s. Тогда из формулы (21), учитывая обозначение (18), находимх
Jnmk) =  2* j  T > n _ h  (2x — 1; ct, pA) (1 -  x f  x  0 X x PA? m_ A( 2 x - l ; a ,  pft)c/-r. (22)Заменяя переменное интегрирования но формуле 2х —

§ п— 1 *= t, из равенства (22) получаем 1
J (nmh) «  2А J  (<; a , рА) ( Ц ^ ) “  X  -1х ( Ц ^ Г ^ » - к (В « , Рk ) \ d t

2к“ -1X  (1 +  t f hP m- k (t; а , рА) Л б,(n-fcXm-fc)«+Р+ГО 2

ЗЗв

(23)
Если п Ф т , то величина (23) равна нулю. Следовательно, многочлены (17) ортогональны по области (19) с весовой функцией (20). А  нз равенства (23) при п =  т следует, что ортонормнрованные многочлены, соответствующие весовой функции (20) в области (19), определяются формулой

Qnh (•*> уС“ > Р) — ^ 2 *'11' - Qnh (•*. у; a. Р)- (24)Аналогично предыдущему примеру из асимптотических свойств многочленов Якоби можно получить для многочленов (2'х) различные оценки внутри области (19), в замкнутой области, а также весовые оценки.А  теперь рассмотрим самый важный случай, когда ортогональные по области многочлены представляются через многочлены Якоби.П р и м е р  3. Пусть в треугольнике
G =  {(x, у): х > 0 ,  у > 0 ,  х  +  у < \ )  (25)определена весовая функция Аппеля
h (х, у ) =  х лу* (1 — х  — у ) т (20)при обычных условияхa > —1, р > - 1 .  к > - 1 .  (27)Для краткости введем обозначенией,  =   ̂+   ̂+  2А +  1 (28)О')*



3i0 НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ |ГЛ. Xи рассмотрим многочлены
A nh ( А  у) =  л пк {х, У\ а , Р, Y) =-  Л . - а (1 -  2х; а , аА)(1 — x)h _  1; у, р), (29)
и “ О, 1........  А: =  0, 1, . . . .  п.Докажем, что эти многочлены ортогопалыш по области (25) с весовой функцией (2(!). 13 самом деле, используя формулы (26) и (29), находим
J  пт =  И  А пк (х, у ) A m * (х, у) h  ( х , у) dx dy =■

G1=  J‘ P n -k( l - 2 x ;  a , ak) ( l - x ) h+‘ x*  ? „ _ , (  1 -  2x; a , a,) X0
X  «Г ( 1 — X  — y f  dy dx. (30)

Но внутреннем интеграле заменяем переменную интегрирования по формулам
t, У

(I +  0(1 - * )
г 1 — х  — у =( 1 - * ) ( ! - / )  

гН результате этот интеграл приводится к виду 1( Ч г Г VM I v. V , P ) ( i - o v ( 1 +  t f j t ' .- iЕсли k ^ s ,  то это произведение равно нулю. Л если k =  s, то из равенства [30] получаем
/(А.А) J  пт ^УТу+Т \  ̂ п—л(1 2х, a , ак) хоX  (1 -  *)г'‘+р+т+' х*Р т- к (1 -  2х; а , ак) dx. (31)

Заменим в этом интеграле переменные по формулам1 — 2 X  =  t, х  =  1 Т ; - , 1 —  X  =  1 1.Тогда, используя обозначение (28) н вводя для краткости еще одно обозначение
Ък- f c  +  V +  P + T + 4 ’ (32)получим равенствоi
J (nmh) =  j* Р п -к  (С ah) Pm_* (<; a, ак) X2 ‘ - i Х ( 1 - 0 в (1 +  t)°hdt. (33)Следовательно, многочлены (29) ортогональны по области (25) с весовой функцией (26). А  из формул (29) и (33) следует, что ортонормнрованные многочлены Аппеля определяются равенством
А Пк (х, у, а, р, у) =  (—1)" 2hhA nh (х, у; а , р, у). (34)Таким образом, ортонормнрованные многочлены Аппеля представляются через многочлены Якоби по формулам (29) и (34).Обозначим через p„(ot, Р) старшин коэффициент орто- нормпрованного многочлена Якоби Р „(х ; а , Р). Тогда из равенств (29), (32) п (34) находим, что главный коэффициент ортонормпрованного многочлена Аппеля определяется формулой B+A+V4-Р + —+ —•
с„к =  9в—л (а. ял) 9а (V. Р) 2 2 . (35)Далее, вычислим многочлены Аппеля на сторонах треугольника (25). Из формул (29) и (34) находим
A „h (х, 0; а , р, у) =

=  ( - i ) n2bhP n. h[ i  -  2х; а, яА)(1 -  x)hP k (-1 ; Y, Р), Я|А (°. у; а , р, у) ==  ( -1 ) "  2 (1; ос, ак) Р к (2у — 1; у, р),■̂1цА (*» 1 х; се, р, у) ==  ( -1 ) "  2"" Р п-к  (1 -  2х; а , ак) (1 -  x)h Т\ (1; у, р).
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Из этих формул с помощью свойств многочленов Якоби можно получить оценки для ортонормированных многочленов Аппеля на сторонах треугольника (25). Заметим, что параметры весовой функции Аппеля, удовлетворяющие условиям (27), отличаются от тех параметров, при которых многочлены Аппеля рассмотрены в гл. I II .И настоящем параграфе изложены результаты из работы [V. 4].§ 2. Ортогональные многочлены но двум сопряженнымкомплексным переменнымПри обычных обозначениях z =  x  +  iy  и z = x  — iy множество всех одночленов .можно расположить ввиде треугольной таблицы1,г, z,
z1, zz, V ,

( 1 )
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Поскольку эти одночлены линейно независимы, то можно рассматривать многочлены видап—1 m _  иЛ ,А(г, г) =  V  V  Ст, 2"— ?  +  £  с ,„г ""*? . (2)
тп—0 в —0 •= ОБудем считать, что главный коэффициент многочлена (2) отличен от нуля, т. е. с,,» Ф  0. В этом случае порядок многочлена (2) равен (и, к).Для многочленов вида (2) можно внести определенно ортогональности аналогичное тому, которое рассматривалось до сих пор для обычных алгебраических многочленов по двум переменным.Пусть на плоскости хОу  дана конечная односвязная область G , ограниченная спрямляемой жордановой кривой Г, и в этой области определена весовая функция 

к (х , у ) , удовлетворяющая обычным условиям (1.1.14). Далее, пусть дана система многочленов/\.(2, Z),
Pi«(zt г), Л ,(г, г),

§ 2| МНОГОЧЛЕНЫ ПО КОМПЛЕКСНЫМ ПЕРЕМ ЕННЫ М  .Vt.J^20(г, г ) , Ргх (2, г ) , Р*Л2< * ) . (3)
Р,1й(2, г) , Р „|(г, г ) , . . . ,  Рпп(г, г),

Эта система многочленов называется ортонормпрованной но области G  с весовой функцией к (х , у ) , если выполняются условия:1. У  каждого многочлена P„*(z, I)  главный коэффициент с„* положителен.2. Для любых двух многочленов системы (3) имеет место условие ортонормированностиJ  |  P„h (2, z) Р т, (z, z) h (x, у) dx ily =  6nm6A,.  (4)
aТеорема существования для этих многочленов доказывается так же, как аналогичная теорема для алгебраических многочленов в § 2 гл. I.Можно рассматривать случай неограниченной области, но тогда к обычным условиям на весовую функцию добавляется условно существования нрн любом п интегралов вида

j  j  h (х, у) | z )*" dx dy <  оо.
аДля ортонормированных многочленов (3) справедливы оба критерия ортогональности, изложенные в § 2 гл. I для обычных алгебраических многочленов по двум действительным иеременным.Далее, но системе одночленов (1) можно ввести моменты весовой функции

hnh =  И  Л (х , у) zn~hzhdx dy. 
аВ результате получим треугольную таблицу моментов, аналогичную таблице (1.3.2). Из этих момеитов можно составить определители вида (1.3.4). Все такие определители положительны, и поэтому для многочленов (3) имеют .место формулы вида (1.3.11).Процесс ортогонализацнн .можно применить и в том случае, когда из пачки с номером п системы одночленов (1) берется только один одпочлеп вида zn~kzk. В результате получим мопическую систему ортонормированных



P I
многочленов. Каждый такой многочлен ортогонален только многочленам младших степеней. Поэтому по ионическим многочленам можно определить нормальную бнорто- гональную систему многочленов аналогично тому, как это проделано в § 5 гл. I. Можно рассматривать также н обобщенные моннческио ортогональные многочлены, а также общие ортогональные многочлены, которые получаются из многочленов (3) с помощью ортогональных матриц.Рассмотрим некоторые примеры н частные случаи, когда ортогональные многочлены вида (3) представляются через ортогональные многочлены по одному дейст

3 4 /, НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ПОПРОС.Ы |ГЛ. X

вительному переменному.П р и м е р  1. Пусть в единичном круге
G =  {(x, у ): хг +  уг <  1> (5)определена весовая функция
h (x, у) =  ( 1 - х г - у 2)'1, а  >  —1. (6)Рассмотрим многочлены(г, 2 ; а) =  P k(2zz — 1; а , п - к ) 2я~\ (7)
B kn(z, 2 ; a) =  T \ (2 z z -  1; а , п - к ) Г ~ к. (8)В этих формулах индексы изменяются при условиях 
п =  0, 1, .... Л —0, 1, .... п, (9)прячем первый индекс у многочленов (7) и (8) означает наивысшую степень переменной г, а второй — переменной 2. Заметим, что многочлены (7) и (8) при фиксированном п в условиях (9) но составляют одной пачки, а заполняют таблицу (3) но углам, стороиы которого параллельны краям таблицы.Докажем, что .многочлены (7) и (8) ортогональны по области (5) с весовой функцией ((5). В самом деле, сначала для многочленов (7) при условиях к ^  п н s ^ m  имеем
J  пт =  И  li ,lh (2, z; а) п т,  (г, г; a) h (х , у) dx dy «=

P h (2р2 — 1; а , п — к) р»»-*£<("-*)* х
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X  р,  (2р2 —  1; а ,  т — s) р ™ - * в - ,<т - * * ( 1  —  р2)а р rfpj d y  «= 
гл_   ̂ еЦн-Л-т+*)Т^фХ о1

X j  Ph (2р2 — 1; а, п — к) Р, (2р2 — 1; .а, т — s) хО
Xpn- * +m- '( l  — p*)®pdp. (10)Если п —к Ф т — s, то первый интеграл равен нулю. Предположим, что n — k =  m — s. Тогда равенство (10) примет вид 1

/пт*’ = 2л |  Т\ (2р2 — 1; а, п — к) Р, (2р2 — 1; а, п — к) х

X  л> (1 —  р2)а р с/р.В этом интеграле произведем замену по формулам 
2р- —  1 =  t, р- =  — 2— , 1 —  р- г •В результате получим1•/«ж0 =  2л j  7\ (Г, а , п — к) Р .  (/; а, п — к) х  -1

n_± t\n~ h =  *  л2 ) [ 2 2п-Л + а + 1и (IDТаким образом, многочлены (7) ортогональны между со
бой. Аналогично доказывается ортогональность многочленов (8). Далее, аналогично формуле (10) для двух многочленов из систем (7) и (8) при условиях к ^ п  и s ^ r n  имеем =  j  f link (2, 2; a) H,m (2, 2; a) h (x, y) dx dy =

ti 2Л=  j +о1
X J Pk (2p2 — 1; a , n — к) P, (2p2 — 1; a , wi — s) XX p"-*+n»-»(l — p2)*p d p . (12)



3'i0 НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ |ГЛ. XЕсли хотя бы одно нз равенств п =  к  и т  =  s  не выполняется, то первый интеграл в правой части формулы (12) равен нулю. Л если оба эти равенства выполняются, то из формулы (12) находпм 1
/&"0 =  2л j  Р п (2(г -  1; а, 0) 7>т (2Р2 -  1; а, 0) хо

Х ( 1  —  Р*)а Р ^ Р  =  - ^ T i  Ьпт‘Эта величина равпа нулю, если п Ф  т. А  еслп выполняется условно п =  т  =  к  =  s ,  то формулы (7) и (8) определяют одип и тот же многочлен, который в общей системе ортогональных мпогочленов, определяемых областью (5) и весовой функцией (6),  выписывается, копечно, один раз.Таким образом, многочлены, определяемые формулами(7) и (8), ортогональны по области (5) с весовой функцией (6).Из формулы (11) имеем равенство| S n * | S  =  * / 2 n - * + ° + l .Следовательно, ортопормнроваппые многочлены системы(7) определяются по формуле
Й„*(г, г; а) = У2"-*+а+7лЯп*(г, г\ а).Аналогичная формула справедлива и для многочленов (8).С  помощью свойств многочленов Якоби можно оценить многочлены (7) и (8) внутри круга (5) и в замкнутом круге.П р и м е р  2. Пусть на интервале (0, Н1), где /?*£«>, определена весовая функция h (t). Обозначим через (СМ *; к ) }  многочлепы, ортопормпровапные на том же интервале (0, Нг) с весовой функцией
hk( t ) - t 'h ( t ) ,  < е ( 0 ,  R 1). (13)Следовательно, для этих многочленов выполняются условия л*j  O n  ( С  к )  Q m (t ; к)  h k (t)  dt =  8nm* ( 14)0

8 2) МНОГОЧЛЕНЫ ПО КОМПЛЕКСНЫМ ПЕРЕМЕННЫМ 3'*7 При условиях (9) рассмотрим многочлены
fink (z, z) =  Qh (zz; n — к) zn~h, (15)y i
П к (s, 7) »  - L  Qk (zz; n -  k)~zn- \  (16)У лДокажем, что эти многочлены ортонормнрованы в круге 
G  =  ((x , у ): хг +  у '- < Я г) (17)с весовой функцией/i(jr +  у1) — h(zz). (18)D самом деле, для двух многочленов нз системы (15) при условиях & <  п и К  т имеем=  f J fink (г, 2) fimi (Z , 1) ll (ZZ) dx dy =‘ fi гл Я= 4r j* f e* (рг ; n  -  k ) (pl ; m  -  *) x 0 <1 + (/,p (19)Если п — к Ф т  — s , то интеграл (19) равен нулю. Предположим, что п — к =  т — s. Тогда из равенства (19) находим л
J W  =  2 j  Qh ((>*; п -  к) Q. (рг; п -  к) р*<»-*>А (Р2) Р dp.ОПолагая в этом интеграле р! =  ( и учитывая формулу (13), получим
J nm0 =  ) Qh (/; П — к) Q , (/; п — к) A „_ ft (t) efr =  6*,.

Здесь учтено условие (14). Таким образом, многочлены (15) ортонормнрованы по области (17) с весовой функцией (18). Аналогично доказывается ортонормирован- ность многочленов (16) и ортогональность между собой многочленов (15) и (16). Заметим, что, как и в предыдущем случае, формулы (15) и (16) при п =  к определяют один и тот же многочлен.



318 н е к о т о р ы й : д о п о л н и т е л ь н ы е  в о п р о с ы |ГЛ XП р и м е р  3. Пусть даиа весовая функция Чебышева — Лагсрра
Л а > —1, О  О,п ей соотпотствуют ортопормпропанпыс многочлены Чебышева — Лагсрра {/'„(*; а)>.  13 этом случае вместо равенств (13) н (14) имеем формулы
hk(t)=  ta+ke~\ t >  О,оо
f  I ' n  (^! в  4* к) I ' m  {t< ос +  к) hi, ( / )  d t  =  t)п т •оЛ весовая функция (18) в этом случае имеет вид
h ( x ,y )  =  (x* +  y-)a e-l*'+vl \  (20)Следовательно, многочлены
Huh(z, 2; а) =  - J = lh(zz\ а +  п — к)z"-\ (21)У л
/?Ап (г, г; а) =  -рг (гг; а +  и — А:) г"- '1 (22)

у портонормнрованы на всей плоскости с весовом функцией (20). Это проверяется непосредственным вычислением. Кроме того, формулы (21) и (22) являются частным случаем формул (15) и (16).В настоящем параграфе изложены результаты из работы [V. 4].
§ 3. Многочлены Чебышевапо двум сопряженным комплексным переменным для области ШтейнераСреди многочленов Якоби наиболее выделяются своими свойствами и важными применениями многочлены Чебышева первого рода и второго рода.Многочлены Чебышева первого рода ортогональны с весовой функцией
h(x) * € = ( - 1 , 1 ). ( 1)

8 3| МНОГОЧЛЕНЫ Ч ЕЛ Ы Ш ЕВА ДЛЯ пил АСТИ Ш Т ЕП П ЕРА  319 Для этих многочленов справедливы формулы
Р „ ( х ; -----j  =  Т„ (х) — cos (п arccos х) =  cos н0, (2)
Тю{ т) -  У ± Т н(х), « > 1 . (3)Аналогично многочлены Чебышева второго рода ортогональны с весовой функцией
h (х) =  П  -  х\  х е [ - 1 , 1], (4)н для них имеют место формулы

sin  [(n У  1) arcco s х ) _  sin (п у  1)0

V T ^ 7
Рп 4 -)  =-£/„(*) sin 0
On(x) =  \ f  \ и п(х).

(5)
(С)Если ввести переменное w =  е'в, то нз формул (2) и (5) получим равенства

Т п(х) =  cos/iO =  4 -(e in0+  e~,ne),sin (л +  1)0 g<(»+i)0 _  g-i(n+»e
U „ (x) sin 6

0 )(«)В работе T . Коривиндера [V. 4] рассмотрены многочлены Чебышева по двум сопряженным комплексным переменным для области Штейие- ра. При этом установлены аналоги формул (7) и (8).  В настоящем параграфе излагаются некоторые результаты из указанной работы. На плоскости sOt рассмотрим треугольник R  с вершинами в точках
(6 ) Рпс. 10.3.1

Л  ( 0 , 0 ), 4 ( i i . - J L ) .

A k ' V f \Иными словами, рассматривается область (рнс. 10.3.1)Я - ( ( М ) : 0 < . < л , - ^ « < ^ } .  (Ю)
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у з  Уз
S .Вводим новые переменные по формулам о ____t _  _ _____t _

V -Г  Т  У з -

( 11)

( 12)

Это преобразование переводит точки (9) в точки
р 0{о, о), л ( т я ,т я)’ О3)которые являются вершинами треугольника (рис. 10.3.2) 
П =  |(ст, т): 0 < о < = £ ,  4 - < т < 2 о ;  у  < о <

< Y >  у  <  т <  2л — о|. (И)При отображении (12) прямые (11) преобразуются в прямые
2а, 
т =

2я — а,

а, (15)на которых расположены стороны треугольника D. Якобиан отображения (12) имеет вид 
да да

D (а, т) _  Ts "di _  2
дх дх ~  у з 'ds дI (16)Рассмотрим теперь при натуральных п и А вспомогательные функцииМ У  (а, т) =  ei(,,0+*T) ±  е il(n+*)°-',T,+

+  eit- (n+*)°+',xl eH-ha-nx)еЧАо-(п+л)т] е<[-по+(в+А)т]
М У  К  т) =  eiua +  e~inx +  ei<-n<,+ni)|

(17)(18)
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МУ (а,т) =  + eihT +  e"h0- h' \  (19)

М У  (а, т) =  1. (20)Эти функции разобьем на две системы:
(М У (а, х)1, 0, А > 0 , (21)

(М У (а, т)], 1, А > 1 .  (22)Отмстим несколько свойств этих систем функций. Прежде всего, заметим, что имеют место формулы комплексного сопряжения
М У  (а, т) =  М У  (а, т), (23)

М У  (а, т) =  -  М У  (а, т). (24)Далее, при п >  1 и А > 1  из формулы (17) имеем равенство
МУ (а, т)Мф(а, т) ==  М(п+тК* + Р)(°» т) +  7?(п+"Нр)(Л-р) (°, т) +У  ^ ( n —m—р)(А+т) ( а ,  х )  |- М '* -р )( А —т ) ( а ,  Т) +

4- (̂n+p)(/i-m-p) (а, т) -f- A(nlm)(ft+m+p) (а, т). (25)Аналогично из формул (17) — (19) находим
МУ (а, т)МУ(а, т) =  (<т, т) +

+  M|h-m).(a, т) +  E[n-m){h + m)(0, т), (26)

МУ (а, т) МУ (а, Т) =  МУ+no (а, т) ++  /‘ (н-т)л (а, т) +  A(,,+m)(A-m) (а, т). (27)Кроме того, из равенств (18) и (19) получаются формулы
МУ (a, Т) МУ (а, т) =  МпМ)*(а, т) +  МУ-юоК *), (28) 
М,У (а, т) МУ (а, т)= МУ (а, т) +  К  *)• (29)Наконец, для функций системы (22) имеем основную



формулуА’У  (О, т) Е (тр (о, т) ==  Е { п  + т)(Л+р) (<*» Т) —  £ (н  +  т + р Х * -|> )  (°1 Т) ++  £|п-т-рХ*+т)(а 1 Т) — ^[п-рНк-ги) (°* т) +
+  *Д п + р Х А -"» -Р ) (°> т ) ~ ' ^ (» -т ) (Л  + т  + р)(ст. Т)- (30)Нее эти равенства доказываются элементарными преобразованиями.В силу формул комплексного сопряжения (23) н (2i) один нз сомножителей в левой части каждого из равенств (25) — (30) можно заменить комплексно сопряженной величиной. Например, в силу формул (23) н (24) имеем равенства£ У  (<х, т) £j+p (о, т) =  К  Т) Ерт(о, Т), (31)
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Е (,Гь (а, т) Е̂ тр (о, т) =  -  £ЧУ  (о, т) Е $  (о, т). (32)В  системах функции (21) и (22) произведем замену переменных по формулам (12). При этом введем новые обозначения:/■У (*'. 0  -  E\,h (s +  у = ,  X — у = ) -  (,13)Для этих функции, в силу формулы (17), имеем 0  -  ( s +  y j - s ~  y j )  ”
evp i [(« +  к) ( .  +  ^ f )  -  *  (* - p f ) ]  +± c :

+  e x p i [ - ( n  +  * > ( »  +  ^ )  + " ( * - ^ ) ] ±  ±  M p I [ - * ( . + ^ ) - « ( . - ^ ) ] +
k  (s+w)~ ("+ A) (’_ w)l+  exp t ± e x p  /=oxp i j^n +  k)s  +  (n — A ) -^ = j± e x p  i |^w +  (« 2 A )^ =  j +

® 3I МНОГОЧЛЕНЫ ЧЕБЫШЕВА ДЛЯ ОБЛАСТИ ШТЕЙНЕРА 35.3 +  exp i ks — ( А + 2 н У = | ± е х р  ij —(n + k )s+ (n —* ) ^ ]  ++  exp i J — ns +  (n +  2k) j ±  exp i |As — (2/i +  A) ^=rj.Из этого равенства получаем две формулы:E l* ) (s, /) =  2 Jexp i (п — А) -ф= | cos (п +  A) s ++  2 £ exp i (п +  2А) У = ]  cos ns ++  2 ^exp i (2n +  A) j cos ks, (34)
E\ih (s, t) =  2i jexp i (n — A ) ^ = j  sin (n +  k)s —

— 2i p x p  i (n +  2A) У=г| sin ns —
— 2i jexp i (2и +  A) jj  s‘n (35)

Кроме того, нз формул (18) и (19) имеем еще два равенства:АЧУ  (х, <) =  2 jexp  in ^ = j  cos ns +  exp i2n j , (36)
W  (x, 0  =  2 [exp ik ( j cos ks +  exp i2k (37)
В силу обозначения (33) вместо функций (21) и (22) имей две системы функций:1*1* ( * , 0 ) .  ' * > 0 ,  А > 0 ,  (38){ * У  (*, 01# п > 1 .  * > 1 .  (39)Л е м м а  1. Система функций (38) ортогональна по 

области (10), г. е. для двух различных функций этой си
стемы выполняется условие

j  f  F iV  (х, t) /’У  (x, t) ds dt =  0. (40)
' i tД о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала докажем ортогональность функции (37) единичной функции (20). В силу 23 и. к. Суетни



(10) имеем[ f F iV  {s, t) ds J t  =  
я

JVa dVa

35/, НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ir . i- \

,d t

ds

Я " лj* 2 cos As j exp i k l- ^ =  dt +  J  exP i2A':j 7 j <O _ -itYi -*/* 5Я  Г •/ > 3 * ' * t= 2 П  2 cos As ^ ‘■osA | cos2k y = d tо L ° 0-  j* 12 cos As sin 4 "  +  4 "  sin 4 f  ) ds =О Л
21/3 Г / • 4** 1 . 2Ь\ , п— t - ) r " T — г ” " т ) А - а

Аналогично докалывается ортогональность функции (•>•>) единичной функции (20). Заметим, что функции (36) и (37) при совпадении индексов комплексно сопряжены.Докажем теперь ортогональность функции вида (31) единичной функции (20). С помощью формулы (34) аналогично предыдущему равенству получаемг cos •IV а
(п +  A)s j* cos(n -k )-y = d t  +

•IV a •IVI

1/3
lit+  cos ns j cos(« +  2A)—‘f=dt +  cosks j  соз(2 л + А )^ =  о 11 *

я=  4 V ' i  j* 008(n +  b) * s‘ n (n ~  A) - j -  +0
+  jj—p jjC o s « s s in (n  +  2A)-^-+ ^j-q-^cosAssin(2n +A )y j rf s

я

=» 2 /3  j" [t4t7 [sin (4« + 2A') 4-- sin (2n + /lA) 4f j +

+ [sin ̂ п + 2к̂ 4“+ sin (2* —2и) 4"] +
+ [®in (2и + /*А') 4* + sin (2,i—2/*) 4"]} * =

_ |  1 [cos (4л +  2А) 4* соз(2л+ 4А-) 4*1 
—<1 ^ 3 \п = Т -1  4л | 2А- 2л -,-4/fc J + ̂ I cos (4n +  2А) —  co s (2к — 2л) I»  + 2к |_ 4л -)* 2А 2А- — 2л J
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+
+ 12и -f  к[co s (2л 4А-) 4 "2л-j 4А + co s (2л —  2Аг) —  2/1 -  2 к (41)Если А =  и, то вычисления упрощаются с самого начала и число слагаемых будет меньше. А  если к Ф п ,  то все косинусы при s =  л равны 1/2. Следовательно, после подстановки пределов везде в числителях будет стоять величина — 1/2. Поэтому величина (41) приводится к виду

3 [«”— ( 4л 2к ~  2л +  4а ) +  л +  2А- [in  +  2к +
+  2к - 2л) +  2л +  к ( 2л +  4к  +  2л -  2a ) J  =  ° -Таким образом, все функции системы (38), кроме единичной, ортогональны единичной функции (20).Далее, в силу формул (25) — (29), (31) и (32) любое произведение, стоящее под знаком интеграла (40), можно представить через алгебраическую сумму функций системы (38) без единичной функции. Следовательно, интеграл (40) равен нулю для любых двух различных функций системы (38). Лемма доказана.Л е м м а  2. Система функций (39) ортогональна по 

области (10), г. е. для любых двух различных функций 
этой системы выполняется условиеf  j V ^ s ,  t)F < -J(s, t)dsdt =  0. (42)

Доказательство следует из формулы (30).Из условий ортогональности (40) и (42) следует, что системы функции (21) и (22) ортогональны но области 23*
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( 1 4 ) ,  т .  с .  в ы п о л н я ю т с я  у с л о в и я

)  \ Е & *  (О, т )  B l i  ( а ,  т )  d o d x  =  0 ,

D
( 4 3 )

\ E t f  (О, т )  л 4™ ,* (О, т )  (la d r  = -  0 .  

‘ п
( 4 4 )

Р а с с м о т р и м  т е п е р ь  к о м п л е к с н у ю  п е р е м е н н у ю

„ ( + )  ,  ,  io . —it  . Ц - O + i )
2  =  X  +  ly  -  E \ i ' (a , t )  = »  e  +  e  +  e ( 4 5 )

С о п р я ж е н н а я  в е л и ч и н а  и м е е т  в и д

=  £ < + > ( ( т ,  г)  =  e ~ ia +  e ix +  е , ( ° - т ) . ( 4 6 )

П р е д п о л о ж и м ,  ч т о  т о ч к а  Р (о , т )  о п и с ы в а е т  г р а н и ц у  о б 

л а с т и  I )  п р о т и в  ч а с о в о й  с т р е л к и  ( р и с .  1 0 . 3 . 2 ) .  О п р е д е л и м  

к р и в у ю  Г  н а  п л о с к о с т и  х О у ,  в  к о т о р у ю  п е р е х о д и т  г р а 

н и ц а  о б л а с т и  I) .
П у с т ь  с н а ч а л а  т о ч к а  Р(а, т )  п р о б е г а е т  с т о р о н у  Р ЛР-. 

Т о г д а  о  =  2 т ,  г д е  т  и з м е н я е т с я  о т  0  д о  2 л / 3 .  П о д с т а в л я я  

о т о  у с л о в и е  в  ф о р м у л у  ( 1 5 ) ,  п о л у ч и м

2  =  х  +  iy  =  е ‘и  +  2 е - ' \  0  <  т  <  2 л / 3 .  ( 4 7 )

А н а л о г и ч н о ,  е с л и  т о ч к а  Р (а, т )  и з м е н я е т с я  п о  с т о р о н е  

Р .Р Х, т о  в  с и л у  ( 1 5 )  и м е е м  о  =  2 л  —  т ,  п р и ч е м  т  и з м е н и  

е т с я  о т  2 л / 3  д о  4 л / 3 .  С л е д о в а т е л ь н о ,  и з  ф о р м у л ы  ( 4 5 ;  

н а х о д и м

z  =  x +  / / /  =  2 е~ и +  е 'и ,  2 л / 3  <  т  <  4 л / 3 .  ( 4 8 )

Н а к о н е ц ,  е с л и  т о ч к а  / * ( о ,  т )  п р о б е г а е т  о т р е з о к  Р„РХ в  

н а п р а в л е н и и  о т  P t д о  Р«, т о  и м е е м  т  =  2 о ,  п р и ч е м  о  и з 

м е н я е т с я  о т  2 л / 3  д о  0 .  П о э т о м у  и з  ф о р м у л ы  ( 4 5 )  п о -  

н о л у ч а е м

2 =  X  +  iy  =  2 с ' °  +  е-"%  2 л / 3  0 .  ( 4 9 )

В  э т о м  р а в е н с т в е  з а м е н и м  п а р а м е т р  о  п о  ф о р м у л е  о  =  

=  2 л  —  0 .  Т о г д а  р а в е н с т в о  ( 4 9 )  п р и в е д е т с я  к  в и д у

2  =  л- +  iy  =  2 е~ ‘* +  е ,г* , 4 л / 3  ^  0  <  2 л .  ( 5 0 )

А  т е п е р ь  и з  ф о р м у л  ( 4 7 ) ,  ( 4 8 )  и  ( 5 0 )  н а х о д и м  о б щ у ю  

ф о р м у л у

z =  х  +  iy  — 2 е~ ‘в +  « ' * * ,  О < 0 <  2 л .  ( 5 1 )

Э т о  е с т ь  п а р а м е т р и ч е с к о е  у р а в н е н и е  к р и в о й  Г ,  в  к о т о р у ю  

п е р е х о д и т  п е р и м е т р  т р е у г о л ь н и к а  D .

X
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Н е т р у д н о  д о к а з а т ь ,  ч т о  у р а в н е н и е  ( 5 1 )  о п р е д е л я е т  н а  

п л о с к о с т и  х О у  к р и в у ю  Ш т е й н е р а ,  т .  е .  г и п о ц и к л о и д у  п р и  

т =  3  ( р н с .  1 0 . 3 . 3 ) .  В  с а м о м  д е л е ,  к а к  и з в е с т н о ,  у р а в н е 
н и е  к р и в о й  Ш т е й н е р а  и м е е т  в и д  [ I .  1 0 ,  1 1 ]

( х *  +  р * ) «  + 8 х ( 3 р * - х ! )  Н 1 8 ( х *  +  р " ) - 2 7 -  0 .  ( 5 2 )

П е р е х о д я  к  с о п р я ж е н н ы м  к о м п л е к с н ы м  п е р е м е н н ы м  ( 4 5 )  
и  ( 4 0 ) ,  п о л у ч и м  ( V .  4 ]

2 ! 2 *  -  4 2 *  -  4 1 *  +  1822 -  2 7  =  0 .  ( 5 3 )

А  т е п е р ь ,  п о д с т а в л я я  ф у н к ц и ю  ( 5 1 )  в  у р а в н е н и е  ( 5 3 ) ,  

п о с л е  э л е м е н т а р н ы х  п р е о б р а з о в а н и й  

п о л у ч и м  т о ж д е с т в о .

В н у т р е н н о с т ь  G  к р и в о й  Ш т е й н е 

р а  б у д е м  н а з ы в а т ь  о б л а с т ь ю  Ш т е й 

н е р а .  В ы ч и с л и м  я к о б и а н  п р е о б р а з о 

в а н и и  о б л а с т и  П  в  о б л а с т ь  G .
В  с и л у  р а в е н с т в а

1> ( а ,  т ) _  D  ( а ,  т )  D  (г, ~г) 
°  ( х , У )  I )  ( г ,  I )  '  U  ( х , У )

( 5 4 )

д о с т а т о ч н о  в ы ч и с л и т ь  д в а  в с п о м о г а -  

т е л ь н м х  я к о б и а н а .  С  п о м о щ ь ю  ф о р м у л  ( 4 5 )  н  ( 4 6 )  н а 
х о д и м - - b t f  < « . * ) -

— 8‘ sil> (<* -  т ) sin ( Ч ^ )  si" (т “  “г )-  <55>
С л е д о в а т е л ь н о ,  и з  ф о р м у л ы  ( 5 4 )  п о л у ч а е м  

О  (а, т )  21
D  ( * -  У) £ < 7 >  ( о ,  т )  ‘

( 5 6 )

Т а к и м  о б р а з о м ,  о п р е д е л и т е л ь  ( 5 4 )  о т л и ч е н  о т  н у л я .  П о 

э т о м у  о т о б р а ж е н и е  ( 4 5 )  п р е о б р а з у е т  о б л а с т ь  D  в  о б л а с т ь  
G  в з а и м н о  о д н о з н а ч н о .

Т е о р е м а  1 .  Д л я  ка ж дой  пары  неот рицат ельных ц е 
л ы х  чи сел  (и, А) сущ ест вует  еди нст вен ны й  м н огоч л ен  
видаГ ,» (2. 2) — *"£* +  (>,+»-,(2, 2),
д л я  которого вы полняет ся у сл о в и е

Tnh (2 (а, т), 2 (0 , т)1 =  1ЕЦ1 (а, т).
( 5 7 )

(58)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  И формуле (57) второе слагаемое в правой части есть многочлен степени не выше п +  +  А-— 1 по совокупности переменных z и г, а в тождестве (58) переменные z(o, т) н z(o, т) определяются формулами (45) и (46). Н силу формул (45) и (40) утверждение теоремы справедливо для пар индексов ( I , 0) и (0, 1). Кроме того, из очевидной формулы(а, Т) =  Е [ У  (а, т) Е*0Х ' (о, х) — 3 — zz — 3 (59)следует справедливость теоремы и при индексах (1, 1).Далее применяем метод индукции. Предположим, что утверждение теоремы справедливо для всех пар индексов, сумма которых не превосходит числа п +  к. Тогда, полагая в формуле (26) т =  1 и используя равенство (45), получим£(« + »* (?, х) =  &пк (о, т) Z —-  К  т) -  Е # 1 т + и  (О, Т). (00)Эта формула справедлива при условиях и > 1  и Л >  1. А если п =  1 и 4 > 1 ,  то перед третьим слагаемым будет коэффициент 2. Аналогично при условиях к — 1 и га> 1  коэффициент 2 будет у второго слагаемого в правой части формулы (00). Этим формула (58) доказана для всех индексов вида (л +  1, к ) , где оба индекса отличны от нуля. А  если хоть один из этих индексов равен нулю, то следует воспользоваться формулами (28) либо (29).Аналогично из формулы (27) при т  =  1 находим равенствоS & V o K  т) =  я й >(СГ, x)z —-  Е # 1 т (а, т). (01)Отсюда следует, что тождество (58) распространяется на все индексы вида (и, А- +  1). Если один нз индексов принимает значение 0 или 1, то формула (01) заменяется другой формулой аналогично тому, как это отмечено для формулы (00). Теорема доказана.Многочлены (57) называются многочленами Чебыше- 
ва первого рода для области Штейнера. Из формулы комплексного сопряжения (23) для многочленов (57) находим равенство

T .k(z, i ) ~ T k„ ( i ,  z). (02)

35S НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ПОПРПг.Ы |ГЛ X
S 3| МНОГОЧЛЕНЫ ЧЕБЫ Ш ЕВА ДЛЯ ОБЛАСТИ Ш ТЕЙНЕРА .459Эти многочлены можно вычислять последовательно с помощью рекуррентных формул вида (00) и (01). Вычислим несколько первых из них. В силу определения вспомогательных функций (17) — (19) имеем формулых) -  s E t f V ,  т) -  2E(0V ( or, т),

Е ю } (а, т) =  z E iy  (а, т) — (о, т),
& П * К  т) -  2^11’ (о, т) — 2Е(1Х (о, т) — 2 & п \ о , т), (03)

(о, т) =  zE [X  (а, т) -  (о, т) -  2 ^ > (о . т),
t i V  (ст, х) =  zE [V  (а, т) -  2 £ ^ > (а , х) -  (а, х ).Используя все эти равенства, а также формулы (59) — (61), находим
Tto(z, z) =  1, Tl0(z, z) =  z, TQI(z, z) =  z,
T „( z ,  z) =  zl - 2 z ,  Tn (z ,z )  =  z z - 3,
Гог ( Z ,  Z )  =  Z 1 — 2 Z,
Too (Z, z ) =  z* -  3zf +  3, 7%, (z, Z) -  z-i - 2 z* -  z,
T xz(z, z) =  zz1 -  2z* -  z, T„,(z, z ) =* z* — 3zz +  3,
T „(z , z) =  z2z! -  2z5 -  2z* +  4zz -  3, (04)
T „(z , z) =  z3z — 3zJz — zl +  5z.Далее, из определения функции (17) аналогично равенству (30) имеем формулу[ M l V ,  х)]3 =  E iX ( a , х) — 2Е(ю )(о, х) —

- 2 Е (0$'(о, х) +  2 М 1 ‘ (а, х) — G.Правую часть вычисляем с помощью формул (58) и (04).В результате получим[М Т ) (о, т)]3 =  z V  -  4z3 -  4z3 +  18zz -  27.А  теперь вводим обозначение
S  (z, z) =  -  [ E\7> (a. T)]3 =  -  +  4z3 ++  4z3 -  18zz +  27. (05)В силу формул (53) и (55) величина (05) обращается в нуль на кривой Штейнера и положительна внутри этой кривой. Поэтому из равенства (56) находим
' ' ь п - Ш - т Ь * (00)



НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫзги» |ГЛ. XРассмотрим теперь условие ортогональности (43). Преобразуя интеграл но области D  в интеграл по области Штейнера G  и используя формулы (58) и (60), получим1 \ ЯЦ* (<т, т) E l У  (о, т) da dr —' 6 -  2 f  f  Гпк (г, 1) Tmp(z, 1) J xdv  .  =  0. (07)
Таким образом, многочлены Чебышева первого рода, которые определяются ио формуле (58), ортогональны по области Штейнера с весовой функцией

h (х, у; -  1/2) =  г е= G. ((«)
V  S  (z,z)Переходим к рассмотрению многочленов Чебышева второго рода.Т е о р е м а  2. Для любой пары неотрицательных це

лых чисел (и, к) существует единственный многочлен
и ял(г, г ) =  2-2*+ (2, г), (09)

который удовлетворяет условию

II -у -Ч. + /7()\ ̂ nh 1%  ̂ (̂ » v l ^(—) ' 'Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пз равенства (17) нетрудно получить формулыz t V  (о, т) =  (о, т), z/^,7’ (о, т) =  Е\г ) (о, т),
zE<i~)(a, т) =  £^2’ (°, т) +  M i ’ К  *)•Следовательно, формула (70) доказана для четырех пар индексов (0. 0 ), (1. 6), (0. 1) и (1, 1). Далее применяем индукцию. Предположим, что теорема справедлива для всех пар индексов, сумма которых но превосходит п +  к. Из формул (17), (45) и (40) аналогично формулам (00) и (01) имеем равенстваM n+I)h(°. т) -

=  z M . h V ,  т ) —  M n - i X * + i ) ( ° ,  т ) —  £ т *  -1) ( ° .  т ).

М ц х + , ) ( о ,  т )  -=  zÊ Hk (а, т) — £’(,,+!)(*_!) (о, т) Е(П1у)к (а, т).

Эти формулы справедливы при условиях и 3s 1 и к**  1. Л  если то — 0 или р =  0, то полагаем Мир (о, т) =  0, и обе формулы имеют место и в этих случаях. Из этих двух формул следует справедливость теоремы для индексов ( « +  1, к) и (в, к +  1). Теорема доказана.Многочлены (09) называются многочленами Чебыше
ва второго рода для области Штейнера. Эти многочлены можно вычислять с помощью рекуррентных формул. Несколько первых из них имеют вид^oo(z, z ) = l ,  U it( Z ,z ) = ‘ Z, Utt (z, z ) ~  z, t/„(z , z) =  Z2 -  1, U 10(z, z) =  z * - z ,l/ i.(z , z) =  z’z - z * - z ,

V ia(z, z) =  z1 — 2zz +  1.Из формулы комплексного сопряжения (24) для многочленов Чебышева второго рода получается равенство z ) =  i/*„(z, z).А  теперь рассмотрим условие ортогональности (44). В силу формул (60) и (70) из этого условия находимf \ E[n\iKh+i)(o, T)£j*V iK P+i)(° . Г)(ladr =
D

-  f f % Г )(0’ T) - ' % T- I)(0’ T) [MrV, Tjpctodt-

=  2 J  j  С/,1Л (z, z) t/mp (z, z) V S  (z, z) efr tfy =  0. 
aТаким образом, многочлены Чебышева второго рода(09) ортогональны по области Штейнера с весовой функцией

у; j j  — V S { z ,  z), г е С ,  (71)Обобщая формулы (68) и (71), можпо рассматривать весовую функцию вида* ( * ,  У\ « ) - [ 5 ( 1 ,  г ) Г ,  : е С .  (72)В силу теоремы существования и единственности весовая фупкцня (72) однозначно определяет систему многочленов
{P,k{z, z; a )}  (73)ортонормнрованных по области Штейнера с весовой функ-
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цней (72). Эти многочлены можно рассматривать как обобщенно ультрасфернческих многочленов Якобн на случай области Штейнера. Ясно, что многочлены Чебышева первого рода и второго рода являются частными случаями многочленов (73). Нетрудно показать, что параметр ос в формуле (72) должен удовлетворять условию а  >  —5/6.

3fi2 НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ |ГЛ X

§ 4. Еще одно обобщение многочленов Якоби на случаи двух переменныхПусть на плоскости uOv дана область G (рнс. 10/».I) , ограниченная двумя перпендикулярными между собой прямыми V  — U — 1 п р — —  и  — 1, которые пересекаются в точке .1/| (0, — 1), н параболой 4н — и2, которая касаетсяуказанных прямых в точках Л/2(—2 , 1 ) и М ,{ 2, 1 ) , т .е.  имеем
G  =((</, v ): Iu I <  v +  1,4у  <  а*). ( 1)Предположил!, что в этой области определена весовая функцияА(н, 17) =  (1 — и  +  17)а  XX ( l  +  u +  !7 )*(u *-4 i7 )1, (2) где параметры удовлетворяют условиям 

а > - 1 ,  р > - 1 ,  к >  —1,
а +  т >  -3 / 2 , р +  7 >  -3 / 2 . (3)Далее, как обычно, вводим ортонормпровапные лшого- члены

у; а, р, 7)), л —0, 1, . . . .  А: =  0,1........«, (4)соответствующие области ( 1) и весовой функции (2). В силу формулы весовой функции (2) многочлены (4) можно рассл(атрнвать как обобщение и аналог многочле- нов Якобн на случай двух перелшнных для области ( 1).Во всех приведенных определениях заменим переменные по формулам
( 5)

\
Это отображение преобразует в область (1) треугольник

D  =  ( (х, у ): — 1 <  у <  х  <  1). (6)Выясним, как преобразуется весовая функция (2) при отображении (5). В силу равенств1 — н +  у =  (1 — х) (1 — у ), 1 +  м +  17 =  (1 +  х)(1 +  у) ,
и1 — \v =  (х — у )2из формулы (2), учитывая еще якобиан преобразования (5), находим*(* , 1/) =  (1 — •r)“ (l — i/)“ (l + * ) * ( l  +  tf)#( * - 1/),т+1- (7)Далее, подставляя переменные (5) в многочлены (4),  получим систему многочленов
0-\к(х + у ,  ху; <х, 7 )), л =  0, 1..........*  =  0. 1, . . . , / * .  (8)Нетрудно доказать, что многочлены (8) ортонормиро- ганы с весовой функцией (7) но области (6). Для этого достаточно доказать, что каждый многочлен из системы(8) имеет положительный главный коэффициент. В самом деле, для многочлена из системы (4) имеем формулу
K „( U , v, а , р, 7) =  cnkun- hvk +  <?„+*-,(м, 17), (9)где многочлен Q„+k- t(u, v) имеет порядок меньше, чем (я, А). Подставляя в формулу (9) значения (5),  находим/’*»(•»• + У, *У\ а , Р, 4 ) =  c„k(x +  y ) n-', (xy)k ++  //„+*_,(х, y ) ~ c ,k(xnyh +  a*y') +  В п+к(х, у ) , (10)где многочлен Н„+к(х, у) имеет порядок меньше, чем 

(п +  к ,  А). Таким образом, если ортонормнровать систему одночленов {хту р} по области (6) с весовой функцией (7),  то нолучилс систему лшогочленов (8). Заметим, что многочлен (9) имеет степень п. а степень многочлена (10) но совокупности перелшнных равна п +  к. Поэтому лпю- гочлены (8) при указанных значениях индексов располагаются не по пачкам, как многочлены (4),  а заполняют основную таблицу по сторонал! углов, нараллельныл! сторонам треугольной таблицы.Рассмотрим некоторые частные случаи системы многочленов (8).

§ 4] ОБОБЩЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ ЯКОБН 363

и =  х  +  у, v =  ту.



НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ОБОБЩЕНИЕ МНОГОЧЛЕНОВ ПКОБИ ЛГ»530 i |ГЛ. XТ е о р е м а  3. Если в формуле весовой функции (7) 
у =  —1/2, то для многочленов (8) имеет место равенство

=  anh [Р„(х; а, Р) P h (у; а, Р) +  Р к (х; а, р) К  {у; ос, Р)].
( 1 1 )Д о к а з а т е л ь с т в о .  В связи с формулой (11) вводим обозначенне(М-г, у) =  Рп(х] ос, Р)РДг/; ос, Р) +

+ 7\(х; а, Р)Л„(г/; а. Р). (12)Этот многочлен не меняет своего значения, если поменял о местами х и у. Аналогичным свойством обладает н весовая функция (7) при условии “Y =  — 1/2. Рассмотрим треугольник
D , =  {(х,  у): — 1 < х < у <  1). (13)Многочлен (12) и весовая функция (7) принимают одни и те же значения в симметричных точках, расположенных в треугольниках (6) и (13). Объединяя эти два треугольника, получим квадрат И. Используя формулу весовой функции (7) при  ̂ =  —1/2 и формулу (12), находим2 f  \ Qnh (х, у) Q m,  (х, у) h (х, у) dx dy =

'  D=  1 f Qnh (x, y) Qm,  (x, y) h (.r, y) dx dy = .* В 1 1=  \ \ [p„(x; oc, P) P„(I/; oc, P) +  P h{x; oc, P)P „(y ;  a, P)]x -1 -1X  [Pm (x; a, P) P, (y; oc, p) +  P, (x; oc, p) Pm (y, a, P)] X X (1 -  x)°(l - y ) a (\ +  x)p( l +  y f  dxdy  -=  bnmbk,  -j- bkmbnl +  bn,bkm -f 6^, bum- (1 l)Докажем, что эта сумма равна нулю, если (га, к)¥= ч̂ (/га, s) . Пусть сначала п Ф т  и k¥=s. Предположим, что га >  иг. Тогда в силу условий к ^  га н s</ra имеем *• <  т <  га. Следовательно, в этом случае все слагаемые

Я 41в сумме ( И )  равны нулю. Случай п < т  рассматривается аналогично. Пусть теперь га = /га и к Ф в .  Если k < s ,  то имеем к <  /га, и опять вся сумма (14) равна нулю. Случаи s < k  и к =  s при га Ф  /га рассматриваются аналогично. Теорема доказана.Для вычисления коэффициента в формуле (11) положим га = /га и k =  s  в формуле (14). И результате получим 2i!(>,JI: =  2[1 +  б„»]. Следовательно, для искомого коэффициента имеем равенство я„* =  1/11 +  б„».Т е о р е м а  4. Если в формуле весовой функции (7) 
у =  1/2, то для многочленов (8) имеет место равенство

Enh(x -\- у, ху; а , р, 1/2) =
Р и+Х (*; «• Р) P h (Я а - Р) ~  l\  to  «■ Р) l , n+i ( У * Р)

X — у • \ ' IД о к а з а т е л ь с т в о .  Прежде всего, заметим, что правая часть равенства (15) есть многочлен, ибо в числитель можно прибавить величину
~7>n+t{y, ос, Р)Р*(у; a, P) +  /Vn(y; а, Р)/\(у; ос, Р).Далее, обозначим через у) правую часть равенства(15). Учитывая формулу весовой функции (7) при у =  =  1/2, аналогично равенству (14) получаем2 ) I Pnh(л-. у) п Ш.(л-, у )h (х, у )dxdy  =

' D  1 1=  \ \ [/>,,+1(х; ос, Р ) ( у ;  а,Р)—7\(х; а, Р)Р„+1(у; а, Р)]х- I  -1X  [ Pm+i (х ; а, Р) Р, (у, ос, Р) — Р, (х; ос, Р) Pm+l (у, а , р) ] X Х (1  — х)“ (1 — у)а (1 +  х)р (1 +  j/)p dx dy ==  26(n + 1)(m +I)6ft,  —  fy m + D fc fy n + l)» — в(„+ 1 )*8 (т +1)Л. ( 16)Как и в конце доказательства предыдущей теоремы, здесь нетрудно показать, что сумма (16) равна нулю, если (//, />•) =/=(///, «). А при условиях га = /га и k =  s эта сумма равна 2. Теорема доказана.В настоящем параграфе изложены результаты из работы Т . Корнвиидсра [V. 4].



36С НЕКОТОРЫЕ ДОПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИИ О РЯДАХ ФУРЬЕ 3071ГЛ. х§ 5. Несколько замечании о рядах Фурье но ортогональным многочленам двух переменныхВ настоящем параграфе рассматриваются некоторые достаточные условия, при которых дважды непрерывно дифференцируемая функция двух переменных разлагается в ряд Фурье но ортогональным многочленам двух переменных.Пусть конечная односвязная область G  ограничена гладкой жордановой кривой Г . Для расстояния между точками Л/(х, у) и Р(%, ц) вводим обозначениеr = V ( S - s ) ’ +  ( i , - j / ) \  (1)Далее, вводим функцию
v ( l ,  п; *. у) =  1пг*=1п У(| —х)1 +  (п —{/)’ . (-)Эта функция называется фундаментальным решением уравнения Лапласа на плоскости [1.3, 7, 12].Предположим теперь, что в области G  дана функции двух переменных f(x , у ) , которая непрерывна в замкнутой области П, н ее частные производные до второго порядка включительно также непрерывны в замкнутом области G . Тогда для этой функции имеет место интегральное представление/ (X, у) =  ^  J  [/(1 .1) ^  ~  In /• %\ ds +  г

+  A j j  ( i n  О  А / ( 6 .  ч )  а д .  ( 3 )  1313 этой формуле М (х, у) — внутренняя точка области G , А — оператор Лапласа, a v — направление внешней нормали к кривой Г в точке /*(£, ц ). Формула (3) хорошо известна [1.7] и получается из второй интегральной формулы Грина на плоскости.Формулу (3) можно использовать при исследовании условий, достаточных дли разложения функций двух переменных в ряды Фурье но ортогональным многочленам двух переменных.Пусть в области G  определена весовая функция h (z ,y )  и ой соответствует система основных ортонормнрованиых многочленов

8 5| Предположим, что функция (2) разлагается в ряд Фурье по многочленам (4), т. е. имеемIn г =  2  2  a»h №• ’1) (х, у), (5)п-о Л - огде коэффициенты определяются по формулея..л (I , Л) -  i 1 h (х, у) In rF nh (х, у) dx dy. (6)сПредположим теперь, что выполнены следующие условия.1. При фиксированной точке Л/(х, у) внутри области 
G  ряд (5) сходится равномерно относительно точки 
Р(Ъ, ц) на Г.2. Ряд (5) можно дифференцировать почленно по направлению внешней нормали v в точке Р ( | ,  Т|) иа Г , т. е. имеем разложениеОО 71

-  2  2  £  la"'< л)] 7’ пй (X, у)м (7)
п = 0  А  —Опричем полученный ряд сходится равномерно относительно точки Р(%, ц) на контуре Г при фиксированной точке Л/(.г, у) внутри области G .3. При фиксированной точке М (х, у) внутри области 

G  и при изменении точки Р(%, л) п0 всей области G  ряд (5) сходится таким образом, что его можно интегрировать почленно по площади области G , т. е. имеет место равенство|‘ J ( l n  r ) A f ( t ,  л  W i 
fi

=  £  2  I 1 a nh (£, л) А/ (6, Л) dt d)]Fnh (x , y). (8)
i t —0 A —0 qПри выполнении всех этих условий, подставляя разложения (5), (7), (8) в формулу (3), находим

оо П

/ (х, у) -  2  2  (*» y ) j ,i J  /№. л) ^  [ЯпА (5, Л)1 ds —
П = 0  0 ~  I

ОО п

—  2  2  f П А  ( X ,  у) ^  \ 0nh (I, Л) ^  ds  +
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+ 2  2 ) (*> У) ^  f J a , , h Ч) А/(5. Ч)^(/Ч- ('••)

п -оА -О ”  цЛ теперь введем коэффициенты по формуле«па (/) -  зк J [/&  Ч) h  a,,h Ч) “  я"* (5- Ч) 37] *  +  ' 
г L +  к Я в» * ® * ч ) А / в * 4 ) ^ * 1 -  (10)1 GТогда из равенства (9) получим разложение/ ( * ,у ) -  2  2  <*пк(П F„n(.r, у). (11)

л —ОА=0Таким образом, если выполнены сформулированные выше три условия, то всякая функция /(х, у ) , имеющая в замкнутой области Г, непрерывные производные до второго порядка включительно, разлагается в ряд Фурье по ортогональным многочленам двух переменных. Заметим, что вышеупомянутые три условия зависят только от весовой функции Л(х, у).Рассмотрим подробнее формулу (10). Учитывая формулу (6), находим
anh (/) -  f  / (5, ч) J  J  Л (А У) 4 т  Fnh (*, у) dx dy ] * —

г L с Jf j * ■h (* • у) l n rF " * (•*■-у ) dxdy \ ds +
г L c .1

2 - J J a/ (£. 4) J* j  A (x, У) In r F nk (x, y) dx dy j d| di] -
Jc L o  JJ JA(x, y ) F nh (x, y)Uj J[/(g, ч) 4̂  ~ ln r fj] +о l r L+  "h J  J ln r^ f  4) f t  <?ч| dx dy. (12)

+

В силу формулы (3) все выражение в фигурных скобках равно /(х, у ). Следовательно, равенство (12) приводится к виду

\

«..А (/) -  3 \ А (х, У) F „А (х, у) I (х, у) dx dy.
' аТаким образом, ряд ( I I )  есть обычный ряд Фурье функции /(х, у) но системе многочленов (4).Далее, в правой части равенства (3) содержатся три интеграла/»(*. If) “ S f f f i  (13)г

U (х, у) -  J  / (6, Ч) ds, (14)г/з(*. У) — Ч) ln r  ( I 5)
оЭти интегралы называются логарифмическими потенциа

лами соответственно простого слоя, двойного слоя н по 
области. Если все эти логарифмические потенциалы разлагаются в ряды Фурье по многочленам (4),  то имеет место равенство (11). Но условия представления трех функции (13) — (15) рядами Фурье по многочленам (4) могут быть различными в смысле требовании, налагаемых на функцию /(х, у) и на весовую функцию /г(х, у ). Поэтому вместо трех функции (13) — (15), зависящих от одной функции /(х, у ), целесообразно рассмотреть логарифмические потенциалы с тремя различными функциями распределения

§ 5| НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИЯ О РЯДАХ ФУРЬЕ 300

U (*. У) =  2л J Фх (5t 4)1 n rds, г (16)
fi (х, у) =  ^  J ‘Гг (5. Ч) 4 д г  г (17)
1Лх, у) Jj Ф»(5* 4)lnrd$dn. (18)
Таким образом, общая задача о разложении произвольной функции двух переменных /(х, у) в ряд Фурье по многочленам (4) в силу формулы (3) сводится к исследованию условии представимости рядами Фурье но тем же многочленам (4) логарифмических потенциалов простого слоя (1G), двойного слоя (17) и но области (18). 24 п. к, Сустии
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К О М М Е Н Т А Р И И  II Д О П О Л Н Е Н И Я
В теории ортогональных многочленов можно различать два 

крайних^ существенно различных направления исследовании. 
В первом из них свойства ортогональных многочленов рассмат
риваются при наиболее общих условиях, налагаемых на весовую 
функщно без конкретизации вида этой функция. Во втором на
правлении изучаются наиболее характерные классы ортогональ
ных многочленов, определяемые весовыми функциями конкретно
го вида. В нервом из этих направлении получено не так уж мно
го результатов н эти результаты почти не имеют применений. 
Напротив, второе направление весьма богато но содержанию, ха
рактеризуется конструктивными результатами, интенсивно разви
вается и имеет многочисленные применения. Так, например, если 
весовая функция только суммируема, то для соответствующих ей 
ортогональных многочленов можно доказать теорему существова
нии, экстремальные свойства, некоторые из алгебраических свойств 
и очень мало нз дальнейших свойств. А если предположить, что 
весовая функция удовлетворяет дифференциальному уравнению 
Пирсона, то возникает целая теории классических ортогональных 
многочленов.

Таким образом, в теории ортогональных многочлепов наиболее 
важпой является задача исследования асимптотических свойств 
ортогональных многочленов при весовых функциях конкретных 
классов. При этом сужение класса весовых функций во многих 
случаях пе обедняет тему, не упрощает задачу и, самое главное, 
но исключает возможности важных применений полученных ре
зультатов.

Все вышесказанное относится и к случаю ортогональности но 
двум переменным. Именно поэтому в настоящей монографии глав
ное внимание уделяется отдельным наиболее характерным клас
сам ортогональных многочленов двух переменных.

Г Л А В А  I

В первых трех параграфах этой главы излагаются простейшие 
свойства ортогональных многочленов двух переменных в общем 
случае, когда весовая функция только суммируема по области. Ре
зультаты этих параграфов аналогичны соответствующим свойствам 
ортогональных многочленов одного переменного, но но форме, ко
нечно, более сложны. Из содержания следующих трех параграфов 
следует, что случай двух переменных конструктивно более сложен 
и более многообразен. Наиболее характерным результатом явля

ется тот факт, что при каждом натуральном п весовая функция и 
область ортогональности определяют пространство W„  размерно
сти п +  ! ортогональных многочленов степени п. В связи с этим 
усложняется и конструкция ряда Фурье по ортогональным мно
гочленам двух переменных н появляется возможность варьиро
вать этот ряд в зависимости от разлагаемой функции. Рассмотрен 
случай дифференциального веса, но все результаты справедливы 
н дли интегрального веса dh'(x, у) при условии, что функция 
F  (х, у) не убывает и имеет ограниченную вариацию, например, 
в смысле Витали [1.9). Эта глава написана но работе Д. Джексо
на [VI 1.9). Учтены также результаты из монографии-справочни
ка [1.1]. Установить авторство конкретных результатов, изложен
ных в этой главе, затруднительно. Следует заметить, что в неко
торых современных работах авторы перед изложением новых 
результатов отдельные параграфы посвящают общим свойствам 
ортогональных многочлепов двух переменных, которые давно рас
смотрены в упомянутой работе Д . Джексона.

Г Л А В А  II

В § I излагается простейшая схема перехода от одномерного 
случая к двумерному, когда весовая функция в прямоугольной 
области допускает разделение переменных. Для произведений раз
личных классических ортогональных многочленов одного пере
менного выводятся некоторые линейные дифференциальные урав
нения в частных производных второго порядка, которые далее в 
гл. IV  отмечаются независимо от гл. II как отдельные частные 
случаи в общей классификации допустимых дифференциальных 
уравнений.

В § 2 излагается общий метод перехода от многочленов, орто
гональных но одному переменному, к ортогональным многочленам 
двух переменных. Этот метод охватывает довольно большой класс 
ортогональных по области многочленов. В результате получаются 
формулы, которые в некоторых частных случаях представляют 
ортогональные по области многочлены через ортогональные много
члены по одному переменному. В разработке этого метода прини
мали участие Ф. Дидон, Г. Орлов, А. Кошмидер, X . Лархер, 
С. А. Агаханов [ V I .1]. Этот метод успешно применяется и в сов
ременных работах [V.3, 4; V I 1.23, 29].

В следующих двух параграфах гл. II изложены результаты, 
которые получили С. Огава. С. Ариока и С. Кида [V II.23]. В § 3 
рассматривается общий случай весовой функции с разделяющими
ся переменными. Здесь доказывается некоторая обратная теорема, 
в которой из свойств ортогональных многочленов выводятся ут
верждения о конфигурации области ортогональности. Далее, в § 4 
для ортогональных по области многочленов получена конструк
тивная формула в одном частном случае, когда весовая функция 
и область ортогональности связаны между собой некоторым ус-' 
лопнем. Результаты этих двух параграфов показывают большое 
многообразие и сложность различных частных случаев ортого
нальности но области.

В $ 5 приводятся примеры областей и весовых функций, для 
которых степенные моменты весовой функции вычисляются в ко
нечном виде.
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ГЛ А В А  III

Классические многочлены Аппели являются наиболее естест
венным обобщением многочленов Якоби на случаи двух перемен
ных. Эти многочлены были введены в 1881 г. в работе П. Аппеля 
IV 11.1]. Основные свойства их наложены в монографии П. Ап
пели и Ж . Камне дс Ферьо [111.1]. В этой монографии нормаль
ная биортогональнаи система Аппеля построена при условиях 
« >  О, й >  0, f  =  а  -]- [1. Общий случай рассмотрен в работах 
[VI.34; VI 1.5].

Г Л А В А  IV

Дифференциальное уравпепие (4.7.6) научали П1. Эрмнт, Ф . Ди- 
дон и другие французские математики. Соответствующие много
члены двух переменных, ортогональные в единичном круге, на
зываются многочленами Эрмнта, который ввел эти многочлены с 
помощью производящей функции аналогично многочленам Ле
жандра. а затем вывел для них уравнение (4.7.0). В монографии 
Г. Орлова [11.19], опубликованной в 1881 г., рассматривается 
уравнение (4.7.0), приводится формула Родрнга для многочленов 
Эрмнта, а также устанавливается первый и второй критерии ор
тогональности для этих многочленов. Дальнейшие свойства мно
гочленов Эрмнта и уравнения (4.7.0) излагаются в монографии
11. Аппеля и Ж . Кампе де Ферье [111.11.

В 11)07 г. Г . Кролл и И. Шеффер [V II. 18] впервые рассмотре
ли 9 различных типов допустимых дифференциальных уравнений 
в частных производных второго порядка. Затем в 1974 г. эти же 
уравнения подробно исследовал Г. К. Энгелнс [V I.35]. При этом 
он дал классификацию этих уравнений при несколько более об
щих условиях, применил другой метод исследования и установил 
формулу Родрнга для соответствующих ортогональных много
членов.

Глава IV  написана но работе Г. К. Энгелиса [VI.351. При этом 
многие формулировки изменены и дана новая классификация до
пустимых уравнений, основанная на другом принципе. В этой 
классификации получается 15 типов допустимых уравнений, сре
ди которых содержатся все 9 типов, указанных Г. К. Эпгелисом. 
В новой классификации отдельно рассматриваются те допусти
мые уравнения, характеристический многочлен которых имеет по
ниженный порядок.

Г Л А В А  V

Как известно [11.7. 21. 24]. классические ортогональные мно
гочлены одного переменного характеризуются следующими 
свойствами.

1. Ортогональные многочлены являются собственными функ
циями некоторого липейного дифференциального уравнения вто
рого порядка.

2. Несомая функция удовлетворяет дифференциальному урав
нению Пирсона и некоторому граничному условию.

3. Ортогональные многочлены представляются через весовую 
функцию но формуле Родрнга.

4. Имеется простая конструктивная формула представления 
производящей функции ортогональных многочленоп через весовую 
функцию.

5. Производные ортогональных многочленов также ортогональ
ны па том же интервале.

Этими свойствами обладают только классические ортогональ
ные многочлены, т. е. многочлены Якоби, Чебышева — Эрмнта, Че
бышева — Лагерра, а также многочлены, получающиеся из этих 
трех систем линейными преобразованиями независимого перемен
ного. Каждое из пяти указанных свойств является характеристи
ческим в том смысле, что из одного следуют остальные четыре,

Н случае ортогональности по двум переменным ситуация зна
чительно усложняется. В гл. IV  рассмотрены классы ортогональ
ных многочленов двух переменных, которые являются собствен
ными функциями допустимых уравнений, т. е. для таких много
членов выполняется аналог свойства 1.

В гл. V  рассматриваются условия, при которых для ортого
нальных по области многочленов выполняются аналоги свойств 1 
и 2. При этом оказалось необходимым рассматривать систему урав
нений Пирсона дли весовой функции, условие потенциальной са
мосопряженности для допустимых уравнений и. кроме того, ус
ловие согласованности допустимого дифференциального оператора 
и линейного функционала. Только при выполнении всех этих ус
ловий для ортогональных по области многочленов имеет место не
которая формула Родрнга, т. е. выполняется аналог свойства 3. 
Глава V  написана по работе Г. К. Энгелиса [V 1.35].

ГЛ А В А  VI

Почти все результаты, изложенные в § 2, 3, 4 гл. V I , явля
ются новыми и публикуются впервые. Некоторые из пих являют
ся аналогами и следствиями соответствующих свойств ортогональ
ных по площади многочленов но комплексному переменному, из
ложенных в монографии [11.23].

В § 5 изложены результаты А. А. Цыганкова [VI.32], причем 
многие формулировки изменены в связи с тем, что в настоящей 
монографии принято другое, более естественное упорядочение ис
ходной системы однородных гармонических многочленов.

Г Л А В А  V II

При введении ортогональных многочленов двух переменных 
возникают два направления исследований. Во-первых, можпо вве
сти многочлены, ортогональные по области. Эти многочлены были 
рассмотрены во всех предыдущих шести главах. Во-вторых, можно 
ввести многочлены но двум переменным, ортогональные на плос
кой кривой. Эти два направления различны по формулировкам, 
условиям и результатам, хотя некоторая аналогия имеется. Ос
новное различие заключается в том. что в любой области G  си
стема одночленов {х"у*} является линейно независимой, а если 
кривая Г алгебраическая, то эта система уже не является линей
но независимой, и из псе необходимо исключить одночлены, ли
нейно зависимые на кривой Г. В результате нарушается симмет
рия и возникают дополнительные трудности. Кроме того, если 
кривая Г замкнута, то внутри этой кривой ортогональные много-
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члены обладают некоторыми дополнительными свойствами. Таким 
обрааом, случаи ортогональности по области п по контуру необ
ходимо рассматривать отдельно.

В гл. V II  рассматриваются в основном те свойства ортогональ
ных но контуру многочленов, которые отличают их от многочле
нов. ортогональных по области. Эта глава написана но работам 
А. А. Цыганкова [VI.30—32], но почти все формулировки изме
нены. Некоторые результаты являются новыми и публикуются 
впервые. В 5 5 и 6 изложены наиболее существенные результаты 
А. А. Цыганкова, но формулировки изменены.

Г Л А В А  V III

К предыдущем изложении неоднократно упоминалась работа 
Г. Кролла и II. Шеффера [ V I I .18]. В этой работе имеются 
разделы:

I. Введение. II. Формальные свойства. III. Допустимые диф- 
фсренциалы1ые уравнения в частных производных. IV . Характе
ристика ортогональных многочленов применительно к уравнениям 
второго порядка. V . Продолжение.

15 разделе II ортогональные многочлены двух переменных рас
сматриваются при минимальных условиях на весовую функцию. 
Вместо дифференциального веса (как это изложено в гл. I) рас
сматривается интегральный вес иногда даже без условия неотри
цательности. Кроме того, часть результатов этого раздела отно
сится к случаю, когда линейный функционал, определяющий ус
ловие ортогональности, не имеет интегрального представления, 
а определяется только на множестве многочленов своими степен
ными .моментами по одночленам {х"у*}. В этом случае область 
ортогональности и весовая функция не конкретизируются. Во 
многих определениях и формулировках теорем некоторые свойст
ва линейного функционала, которые в случае дифференциального 
веса доказываются, в общем случае постулируются. В целом по
лучается формальная теория, вполне аналогичная той, которую 
разработал Д. Джексон [VI 1.9].

Глава V III  написана но разделу II вышеупомянутой работы 
Г. Кролла и II. Шеффера. При этом многие формулировки изме
нены. Основное отличие заключается в том, что в гл. V III , как 
и во всей настоящей монографии, не применяются двойные ряды.

КОММЕНТАРИИ II ДОПОЛНЕНИЯ

ГЛ А В А  IX

Первые три параграфа гл. IX  написаны но разделу IV  рабо
ты Г. Кролла и И. Шеффера [VI 1.18]. В § 1 рассматриваются 
вспомогательные результаты о связи канонического допустимого 
оператора и обобщенных ионических многочленов. В следующих 
двух параграфах устанавливаются необходимые и достаточные ус
ловия согласованности канонического допустимого оператора и 
линейного функционала в само»! обще»! случае, когда линейный 
функционал определяется своими степенными моментами.

В § 4 изложен важный результат С. А. Агаханова [V I .1]. Этот 
результат показывает, что шшимо допустимых дифференциальных 
уравнений есть еще другие случаи, когда ортогональные по обла
сти многочлены Я В Л Я Ю Т СЯ  собственными функция»!!! линейных 
дифференциальных операторов в частных производных.

В § 5 излагается общая теорема об условиях допустимости 
линейного дифференциального уравнения в частных производных 
произвольного порядка. Эта теорема впервые установлена в работе Г. Кролла и И. Шеффера [V II .18]. В гл. IV  изложена тео
рема Г. К. Энгелиса об условиях допустимости линейного диф
ференциального уравнения в частных производных второго по
рядка. Доказательства теорем Г. К. Энгелиса и Г. Кролла и 
II. Шеффера различны, но первое из них, которое уступает в об
щности, представляется более удобным для анализа условий до
пустимости. Именно поэто.му оба эти доказательства нриведепы в 
настоящей .монографии.

Г Л А В А  X

Во многих совре»1енных работах по теории ортогопальных 
многочленов . рассматриваются различные обобщения многочленов 
Якоби на случай двух переменных. При это»! часто вводятся но
вые области ортогональности н даже новые определения ортого
нальных многочленов по двум переменным. Кроме того, постоян
но расширяется множество частных случаев, когда ортогональ
ные но области многочлены двух переменных представляются че
рез многочлены, ортогональные по одно»|у переменному. Такого 
характера результаты содержатся в работах Т. Корнвиндера 
[V.3, 4; V I I .12—14]. Наиболее важные на них излагаются в гл. X .

15 § 1 рассматриваются некоторые случаи, когда ортогональ
ные по области многочлены представляются через многочлены 
Якоби. К таки»! случая»! относятся и основные ортогональные 
многочлены Аппеля.

В § 2 вводятся ортогопальпые многочлены по дву»! сопряжеп- 
ным комплексным переменным. Это новый вид ортогональных 
многочленов, который в настоящее время интенсивно изучается. 
Такие многочлены можно ввести для всех областей и весовых 
фупкций, рассмотренных ранее. В § 3 вводятся аналоги многочле
нов Чебышева но двум сонрнжепным комплексны»! перемепны»! 
для области Штейнера.

В § 4 рассмотрены хшогочлены по двум действительны»! пе
ременным, ортогональные в области, ограниченной двумя перпен
дикулярными между собой прямыми и параболой.

СП И СО К  Л И Т ЕРА Т У РЫ

КОММЕНТАРИИ II ДОПОЛНЕНИЯ

Большинство работ из списка литературы процитировано в 
тексте. Многие авторы упомянуты в предисловии и в коммента
риях потому, что их работы имеют важноо значение в теории ор
тогональных многочленов. Некоторые работы в тексте нс цитиру
ются, но включены в список литературы, ибо они имеют непо
средственное отношение к теории ортогональных многочленов 
двух переменных.

В .монографии приведено .мало результатов о рядах Фурье по 
ортогональным многочлена»! двух переменных. Этот вопрос вооб
ще разработан недостаточно. Шюющнеся в этом направлении ре
зультаты относятся к отдельны»! случая»! н носят незаконченный 
характер [1.1; I I I .1; V.5; V I .17, 18, 29]. А между тем аналогичный 
круг вопросов для кратных тригонометрических рядов Фурье н
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дли рядов Фурье — Лапласа исследован очень подробно [11.27, 28; 
IV.3, 7].

Далее, связь ортогональных многочленов двух переменных с 
теорией дифференциальных уравнении в частных производных не
сколько шире и сложнее [IV.8; V I I .12, 13], чем то результаты по 
атому вопросу, которые изложены в настоящем монографии.

К сожалению, многие важные вопросы, связанные с ортого
нальными многочленами двух переменных, ввиду недостатка ме
ста не включены в настоящую монографию. Например, не рассмот
рены ортогональные многочлены по дискретным переменным, про
изводящие функции в наиболее важных случаях, связь ортого
нальных многочленов с теорией представлений групп, многочлены 
Эрмита, ортогональные в круге.
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