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П РЕД И С Л О В И Е

Графические способы исследований пред­
метов окружающего нас мира, присущие 
начертательной геометрии, широко исполь­
зуются в ряде технических и других наук, 
обогащая их наглядностью и простотой ре­
шений. Особенно большое практическое при­
менение начертательная геометрия находит 
в конструкторской практике. Учитывая это 
и возрастающую в последнее время роль 
математических наук во втузах, начертатель­
ная геометрия как прикладная математиче­
ская дисциплина рассматривает уже значи­
тельно больший комплекс задач, чем те, 
которые включались раньше в курсы начер­
тательной геометрии. В настоящее время 
появилась необходимость создания (в пре­
делах существующей программы) учебника, 
содержащего более полные сведения.

В этом учебнике в доступной и строгой 
форме представлены и некоторые исс педо- 
вания. направленные на сближение при по­
мощи графических методов теории геомет­
рии с инженерной практикой, что будет 
способствовать повышению уровня геомет­
рической и конструкторской подготовки ин­
женеров.

В учебник включен материал, имеющий 
исключительное практическое значение, как 
например: определение площадей поверх­
ностей и объемов тел, ограниченных по­
верхностями; приведены начальные сведе­
ния об эталонах и кривизне кривых линий 
и поверхностей.

Для облегчения изучения курса начерта­
тельной геометрии, особенно студентами 
заочных втузов, в конце каждой главы даны 
вопросы для самопроверки. Это поможет 
студентам обратить внимание на основ­
ные положения учебной программы курса 
и контролировать изучение пройденного ма­
териала.

После первого издания книги (196S г.) 
получено много советов и пожеланий чита­
телей как по объему и распределению мате­
риала, так и по содержанию отдельных раз­
делов курса.

При переработке учебника сокращены 
некоторые разделы, а также включен новый 
материал, необходимый для более полного 
изложения и обоснования важнейших во­
просов прикладной геометрии.

При подготовке второго издания учеб­
ника учтены критические замечания про­
фессоров В. О. Гордона, Н. Н. Иванова, 
В. С. Левицкого, Н. Н. Рыжова. Н. Ф. Чет- 
верухина и особенно И. И. Котова. Большую 
помощь при подготовке рукописи к печати 
оказал также коллектив кафедры начерта­
тельной геометрии и графики Всесоюзного 
заочного политехнического института, ко­
торым авторы выражают глубокую призна­
тельность.

Пожелания и замечания, направленные 
на улучшение этого издания, просим на­
правлять в издательство «Высшая школа» по 
адресу: Москва, К-51, Неглинная ул., д. 29/14.



В В ЕД ЕН И Е

Начертательная геометрия является од­
ним из разделов геометрии, в котором про­
странственные формы (совокупности точек, 
линий и поверхностей) с их геометрическими 
закономерностями изучаются в виде их изоб­
ражений на плоскости.

Основной целью начертательной геомет­
рии является умение изображать всевозмож­
ные сочетания геометрических форм на плос­
кости. а также умение производить исследо­
вания и их измерения, допуская преобразо­
вания изображений.

Начертательная геометрия по своему со­
держанию и методам занимает особое поло­
жение среди других наук. Обогащая точные 
науки наглядностью и простотой решения 
многих задач, начертательная геометрия в то 
же время является могучим орудием для ра­
ботников изобразительного искусства (ху­
дожников. архитекторов, скульпторов) в соз­
дании их произведений. Она как бы является 
и грамматикой «языка техники» (чертежа).

Невозможно достаточно полно предста­
вить себе предмет по его даже самому под­
робному описанию. Описание не может за­
менить чертежа, построенного по определен­
ным геометрическим правилам. Начерта­
тельная геометрия является наилучшим сред­
ством развития у человека пространственно­
го воображения, без которого немыслимо 
никакое творчество.

Инженер в своей практической деятель­
ности не может обойтись без знания этой 
науки. Она нужна ему при проектирова­
нии и при создании по выполненному про­
екту того или иного сооружения, маши­
ны и т. п.

Художнику и архитектору она нужна для 
построения перспективы предметов, т. е. для 
изображения предметов такими, какими они 
представляются в действительности нашему 
глазу. Скульптору она нужна для определе­
ния очертаний произведений ваяния, кото­
рые создаются из бесформенного куска кам­
ня. дерева, глины и т. п.

Математические науки достигают еше 
большего расцвета, когда изучаемые вопро­
сы геометрических форм и их сочетаний со­
провождаются реальным и конкретным их 
представлением. Разрешая математические 
задачи в их графической интерпретации, 
начертательная геометрия находит приме­
нение в физике, астрономии, химии, меха­
нике. кристаллографии и многих других 
науках. Тесно примыкая своими проблемами 
к запросам практической жизни, начерта­
тельная геометрия все же остается по форме 
и методам прикладной математической нау­
кой.

Потребность изображать на плоскости 
трехмерные (пространственные) образы по­
явилась уже у человека первобытного об­
щества. Позднее, когда начали создавать 
крепостные укрепления и другие соору­
жения и машины, возникла потребность 
предварительного составления их изобра­
жения.

Хотя изображение, как бы оно совершен­
но ни было, не может заменить (с точки 
зрения представления) самого сооружения, 
машины и т. п., пользование изображениями, 
во многих случаях представляет большие 
преимущества по сравнению с использова­
нием самих оригиналов.



Изображения дают возможность пред­
ставить не только существующие, но и вооб­
ражаемые объекты, представить впечатле­
ния, которые воспринимаются от внешнего 
мира, передать их органам чувств и сохра­
нить их в памяти. ;

Такой запас представлений служит ма­
териалом для созидательной работы вооб­
ражения. С помощью изображений можно 
видеть и изучать не только внешние формы 
существующих, переставших существовать 
и воображаемых предметов, но и такие их 
детали, для рассмотрения которых потребо­
валось бы полное разрушение данного пред­
мета, можно непосредственно сравнивать 
оригиналы, далеко расположенные один от 
другого, и т. п.

Однако не всякое изображение отражает 
геометрические свойства оригинала и может 
быть принято для всестороннего его ис­
следования. Изображение, которое позволя­
ет определять взаимосвязь (взаимопринад- 
лежность) элементов объекта, называют 
полным.

Изображения, по которым можно опре­
делить размеры объекта, называют метри­
чески определенными.

Изображения бывают рельефные и по­
верхностные (плоскостные).

К рельефным изображениям можно от­
нести всякого рода модели и предметы 
ваяния.

К поверхностным изображениям можно 
отнести панорамы, картины, фотографии, 
рисунки, чертежи. Из поверхностных изобра­
жений наименее совершенными являются

линейные — рисунки и чертежи, однако эти 
изображения наиболее употребительны в 
практике.

Рисунком называют изображение пред­
мета от руки и на глаз с кажущимися относи­
тельными размерами и положениями от­
дельных его элементов.

Чертежом называют изображение пред­
мета, построенное по особым правилам при 
помощи чертежных инструментов, в точной 
зависимости от размеров и положения в 
пространстве соответствующих линий пред­
мета.

Чертеж является более точным вырази­
телем наших представлений о каком-либо 
предмете, чем рисунок. В чертеже отража­
ются геометрические свойства изображае­
мого объекта. В технике чертежи являются 
единственным и незаменимым средством вы­
ражения человеческих идей. Чертежи необ­
ходимы в самых разнообразных проявлениях 
многосторонней деятельности человека. Они 
должны не только определять форму и 
размеры предметов, но и быть достаточно 
простыми и точными в графическом испол­
нении. решать вопросы всестороннего ис­
следования отдельных частей предмета.

Эти требования к чертежам привели к 
созданию теории изображений, составляю­
щей основу начертательной геометрии.

Правила построений изображений, изла­
гаемые в начертательной геометрии, основа­
ны на метоле проекций. Поэтому проекцион­
ный метод построения изображений является 
основным методом начертательной геомет­
рии.



Условные обо

У С Л О В Н Ы Е  0 Б 0 1 Н  А Ч ЕН И  Я

Охуг — натуральная система коорди­
нат;

О — начало координат;
Ox, Оу, Oz — оси проекций;

S — центр проецирования; произ­
вольно выбранное направле­
ние проецирования показыва­
ют отрезком прямой или 
стрелкой;

II — горизонтальная плоскость 
проекций;

V - фронтальная плоскость про­
екций;

W — профильная плоскость про­
екций;

А, В, С, О, ... /, //, ///, ... — точки, распо­
ложенные в пространстве; 

а, Ь, с, d, ... /, 2, 3, ... — проекции точек 
на плоскости Н\ 

а \  Ь \ с', </', ... Г, I ,  У, ... — проекции то­
чек на плоскости К; 

а ”, Ь", с", d", ... /" ,  Т \  Г  ... — проекции 
точек на плоскости W:

АВ, CD, EF, ... — прямые линии в прост­
ранстве, задаваемые о iрезками; 

ab, а'Ь'\ cd, c'd'\ ... — проекции отрезков 
прямых линий;

Р, Q, Т, R, ... — плоскости, прои »вольно рас­
положенные в пространстве;

ABC  ... или (в проекциях; abc, а'Ь'с'\ . . .— 
плоскость, заданная фемя точками, 
двумя пересекающимися прямыми, 
треугольником;

Рн, Pv, Qh, Q v, . . .— плоск1*сть, заданная 
следами;

N h, М у, S y , ... — плоскости, перпендику­
лярные к плоскостям проекций (про­
ецирующие); 

я, Р, у, 6, ... — углы;
I'

j l  — оси (при замене плоск^тей проекций) 
'  в основной системе плоскостей про­

екций;

тельной системе плоскостей проекций 
последовательно;

L — прямой угол, обозначаемый в случае 
необходимости дугой с точкой внутри 
полученного сектора;

= — совпадение (тождественность) двух гео­
метрических элементов или их проек­
ций, например,

А ж В , М ж m. a s Ь

или

АВ s CD, A B s a b ,  a 'b 's c'd,...

Латинский алфавит

А а  — а N п — эн
ВЬ — бэ О о — о
С с — цэ Рр  — пэ
Г) d — дэ 0 9  — к у
Е е  — е R г — эр
F f - > Ф S s — эс

Gg —  ге (же) Tt — тэ
H h  — ха (аш) U и — у

Ч — и Vv — вэ
J j  — йот (жи) Ww — дубль-вэ

К к — ка X  х  — икс
U  — эль Уу — игрек

.1/ т — эм Z  z — зет

Греческий алфавит

А а — альфа N ’ — ни
В ft — бэта Нч — КСИ
ГУ — гамма Оо — омикрон
Л д — дельта П я — пи
Е е — эпсилон РР — ро
Z r  — дзета La — сигма
Н rj — эта Тт — тау
0 0  — тэта Tv — ипсилон
I i — йота Ф ф — фи
К* — каппа X* — хи
ДА — лямбда — пси
M/i — ми flw — омега

Арабские цифры 

0 1 2  3 4 5 6 7 8 9

Римские цифры

I I I  I I I  IV  V V I V II V I I I I X  X



ГЛАВА I

ОСНОВНЫЕ МЕТОДЫ ПРОЕЦИРОВАНИЯ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФОРМ НА ПЛОСКОСТИ

ЦЕН1 Р А Л Ь Н О Е ( К О Н И Ч Е С К О Е )  П Р О Е Ц И Р О В А Н И Е §1
Центральное проецирование* представляет 
собой один из общих случаев проецирования 
геометрических форм (геометрических обра­
зов) на плоскости.

Центральное проецирование называют 
также коническим, полярным проецированием. 
или перспективой0 •.

Сущность метола центрального проеци­
рования можно рассмотреть на следующем 
примере. Вообразим в пространстве какой- 
либо геометрический образ (например, кри­
вую линию АСВ), который спроецируем из 
заданного центра (полюса) S на выбранную 
плоскость проекций Q (рис. 1).

Центр S расположен на некотором конеч­
ном расстоянии от геометрического образа 
(оригинала) и плоскости проекций. Чтобы 
спроецировать точку А кривой АСВ  на плос­
кость Q, надо из заданного центра S провести 
прямую линию (проецирующий луч) через 
точку А до пересечения с плоскостью про­
екций.

Точку а пересечения проецирующей пря­
мой AS с плоскостью Q называют централь­

ной (конической, полярной, перспективной) 
проекцией точки А.

Аналогично находят центральные про­
екции и других точек заданной кривой ли­
нии АСВ. По таким точкам определяют кри­
вую асЪ — центральную проекцию кри­
вой АСВ.

Совокупность проецирующих прямых 
представляет собой коническую поверхность

/

* Проецирование — построение проекций 
(изображения), от лат projicerc

• • О т  лат. perspicere — смотреть сквозь. Р И С. 1



# Глава I. Основные методы проецирование i еочегрических форм на и л ос к ос та

Ю (проецирующий конус) с вершиной в цент­
ре S. Поэтому такой метод проецирования 
называют 1 акже коническим. Коническая про­
екция представляет собой линию пересе­
чения проецирующей конической поверхно­
сти с плоскостью проекций. Эта линия из­
меняет свой вил и размеры в зависимости от 
направления плоскости проекций и поло­
жения ее относительно центра и оригинала. 
Направ.гением плоскости называют направ­
ление прямой линии, перпендикулярной к 
этой плоскости. Действительно, кривая ли­
ния acb пересечения конической поверхности 
плоскостью Q хотя и сохранит свой вид, но 
изменится в размерах по закону подобия, 
если плоскость Q проекций приближать па­
раллельно ей самой к оригиналу или удалять 
от него. Эта линия с изменением направле­
ния плоскости проекций изменяется по виду 
и по размерам.

Центральной проекцией кривой линии в 
общем случае является кривая.

Если геометрический образ представить 
прямой линией, то все проецирующие лучи 
точек этой прямой расположатся в одной 
плоскости. Такую плоскость называют прое­
цирующей.

Две плоскости пересекаются по прямой 
линии. Поэтому проекцией прямой линии 
А В в общем случае является прямая линия ab 
(рис. 2).

Если точка М  прямой А В принадлежит
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плоскости проекций Q, то точка М и ее про­
екция т тождественны (совпадают), т. е. 
М = т.

Если прямая СЕ проходит через центр 
проекций, т. е. является проецирующим лу­
чом, то она проецируется на плоскость Q в 
виде точки (с= е ).

Если проецирующий луч некоторой точ­
ки D параллелен плоскости проекций, то он 
пересекается с плоскостью проекций в беско­
нечно удаленной точке d« . Эту точку назы­
вают несобственной. Каждая прямая про­
странства имеет единственную принадлежа­
щую ей несобственную точку. Все параллель­
ные между собой прямые пересекаются в од­
ной несобственной точке.

Пучок (связка) прямых пространства мо­
жет иметь собственный и несобственный 
центры. Связку с несобственным центром 
образуют все прямые, параллельные какой- 
либо прямой пространства. Если данная 
прямая DK лежит в плоскости центра S, 
параллельной плоскости проекций Q, она 
проецируется на плоскость Q в виде несоб­
ственной прямой.

Две параллельные плоскости пересека­
ются по несобственной прямой линии. Пучок 
плоскостей пространства может иметь соб­
ственную и несобственную оси. Пучок с не­
собственной осью образуют йсе параллель­
ные плоскости. Геометрическое место не­
собственных точек пространства принято 
считать несобственной плоскостью.

Собственные и несобственные элементы 
пространства взаимосвязаны обычными 
свойствами принадлежности. Метрические 
понятия на несобственные элементы не рас­
пространяются. Дополнение пространства 
несобственными элементами дает возмож­
ность более полно, без всяких ограничений, 
осуществлять проецирование.

Центральное проецирование обладает 
большой наглядностью. Его используют в 
построениях перспективы различных соору­
жений. Перспективные изображения, полу­
ченные при помощи центрального проециро­
вания. очень близки зрительным представ­
лениям о предмете. Это объясняется устрой­
ством зрительного органа, работающего по 
принципу центрального проецирования. Оп-
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тический центр хруста-пика глаза можно 
считать центром проецирования, сетчатку 
глаза (заднюю стенку около глазного нер­
ва) — плоскостью проекций, лучи зрения — 
проецирующими прямыми.

По этому же принципу устроен фотоап­
парат. Фотографические снимки дают весьма 
наглядное представление об изображаемом 
предмете или их группе, причем изображе­
ния здесь получаются в обратном, перевер­
нутом, виде.

Перспективные проекции, обладая та­
ким большим достоинством как нагляд­
ность, неудобоизмеримы. Поэтому их при­
менение ограничено в технике преимущест­
венно изображением общих видов крупных 
сооружений.

На практике при построении проекцион­
ных чертежей большое значение имеет про­
стота построений и обратимость чертежей, 
т. е. чтобы каждое изображение было бы 
определенным и полным. По такому изобра­
жению можно воспроизводить формы и 
размеры предметов и их взаимосвязь. Цент­
ральное проецирование не отвечает этим

требованиям: центральные проекции не оп­
ределяют формы и размеры предметов. 
Здесь любой точке пространства соответ­
ствует единственная ее проекция, но проек­
ция точки не определяет однозначно ее поло­
жения в пространстве: на проецирующем 
луче (конусе) можно выбрать множество 
точек (линий), имеющих одну и ту же про­
екцию.

Между предметом (оригиналом) и его 
изображением (проекцией) существует гео­
метрическая связь, называемая проекцион­
ной. Главнейшие свойства этой связи рас­
сматриваются в проективной геометрии.

Чтобы по изображению представить фор­
му предмета, геометрическое соответствие 
(связь) должно быть взаимно однозначным, 
т. е. таким, при котором точке пространства 
однозначно соответствуют ее проекции, а 
проекциям однозначно соответствует дан­
ная точка.

Центральные проекции необратимы =  
невозможно по изображению полностью 
представить геометрические формы пред­
метов.

П А Р А Л Л ЕЛ Ь Н О Е (Ц И Л И Н Д Р И Ч Е С К О Е )  П Р О Е Ц И Р О В А Н И Е
Параллельное (цилиндрическое) проеци­

рование можно рассматривать как частный 
случай центрального проецирования с не­
собственным центром. Здесь предмет рас­
сматривают с бесконечно удаленной точки 
зрения.

Вообразим в пространстве какой-либо 
геометрический образ (например, кривую 
линию AB)t который спроецируем на за­
данную плоскость проекций Q (рис. 3).
Направление проецирования указывает 
стрелка. В этом направлении удалена в бес­
конечность точка S — центр конического 
проецирования.

Чтобы спроецировать точку А кривой А В 
на плоскость Q, надо провести через эту точ­
ку параллельно направлению проецирова­
ния прямую линию (проецирующий луч) 
до пересечения с плоскостью проекций.

Точку а пересечения проецирующего лу­
ча точки А с плоскостью Q называют napa.t-
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лельной {цилиндрической) проекцией данной 
точки А. Аналогично находят параллель­
ные проекции и других точек заданной кри­
вой линии А В. По таким точкам определяют 
кривую ab — параллельную проекцию кри­
вой А В.

Совокупность проецирующих лучей пред­
ставляет собой цилиндрическую поверхность 
(проецирующий цилиндр). Поэтому такой 
метод проецирования и называют цилиндри­
ческим.

Параллельной (цилиндрической) проекцией 
кривой линии в общем случае является кри­
вая линия.

Если геометрический образ представить 
прямой линией, то все проецирующие лучи 
точек этой прямой расположатся в одной 
плоскости. Такую плоскость называют прое­
цирующей.

П [юс пирующая плоскость пересекает 
плоскость проекций по прямой линии. Эту 
линию называют следом проецирующей 
п.юскости.

Если точка М  прямой А В принадлежит 
плоскости проекций (рис. 4), то точка М  
и ее проекция т взаимно тождественны — 
совпадают (М ~ т ).

Прямая линия СЕ\ параллельная направ­
лению проецирования, имеет своей па рал-
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лельной проекцией точку (с=е), т. е. прое­
цируется на плоскость проекцией в виде 
точки.

Совокупность проецирующих лучей мо­
жет иметь вид проецирующего цилиндра, 
призмы или плоскости в зависимости от 
формы и положения изображаемого пред­
мета.

Проецирующий цилиндр называют 1 ак- 
же цилиндром видимости. Цилиндр види­
мости касается изображаемого предмета — 
обертывает его по линии, называемой кон­
туром (рис. 5).

Параллельная проекция представляет со­
бой линию пересечения цилиндрической по­
верхности (цилиндра видимости) плоско­
стью проекций Q.

Поэтому контуром проекции изобража­
емого предмета является проекция контура 
самого предмета.

Цилиндрическая проекция данного на­
правления проецирования изменяется по ви­
ду и размерам только в зависимости от на­
правления плоскости проекций.

Предметы при неизменном направлении 
проецирования имеют одну и ту же парал­
лельную проекцию на все плоскости данного 
направления. В зависимости от направления 
проецирования по отношению к плоскости 
проекций параллельное проецирование раз­
деляют на к о с о у г о л ь н о е  и п р я ­
м о у г о л ь н о е  (ортогональное). Парал­
лельное проецирование называют косоуголь­
ным, если направление проецирования со­
ставляет произвольный угол с ПЛОСКОСТЬЮ 
проекций. Примером косоугольного проеци­
рования может служить тень, падающая о г 
предмета, освещенного лучами Солнца. Здесь 
вследствие значительного удаления Солнца 
от Земли можно допустить, что его лучи па­
раллельны. Параллельное проецирование 
называют прямоугольным, или ортогогшль- 
ным. если направление проецирования сов­
падает с направлением плоскости проекций, 
т. е. составляет с плоскостью проекций пря­
мой угол. Примерами ортогональных про­
екций могут быть различные технические 
чертежи, изображения зданий в плане и 
фасадах и пр.
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В параллельных проекциях предмет изоб­
ражается таким, каким его можно видеть, 
находясь в бесконечном удалении от него 
(это условие невыполнимо). Практически 
эту условность легко принимают и по изоб­
ражению правильно представляют предмет 
в натуре.

Параллельные проекции в сравнении с 
центральными менее наглядны, но удобо- 
измеряемы.

Одна проекция без каких-либо дополни­
тельных условий является недостаточной, 
чтобы судить о форме и размерах рассмат­
риваемого предмета.

Существует несколько способов установ­
ления взаимно однозначных соответствий 
между оригиналом и его проекциями. Эти 
свойства изложены ниже.

Предварительно рассмотрим основные 
свойства параллельного проецирования.

О С Н О В Н Ы Е  С В О Й С Т В А  П А Р А Л Л Е Л Ь Н О Г О

Все геометрические образы — плоские 
(двумерные) и пространственные (трехмер­
ные) изображаются на плоскости проекций 
в общем случае искаженно, независимо от 
способа проецирования.

При проецировании устанавливается гео­
метрическая (проективная) связь между ори­
гиналом и проекцией. Геометрические об­
разы (формы) содержат в себе свойства, 
сохраняющиеся в проекциях при любых их 
преобразованиях. Эти свойства в данном 
преобразовании называют проективными, 
или инвариантными.

Рассмотрим основные свойства парал­
лельного проецирования.

С в о й с т в о  1. Если отрезок прямой 
делится точкой в каком-либо отношении, 
то и проекция отрезка делится проекцией 
точки в том же отношении.

Представим, что отрезок А В прямой ли­
нии делится точкой С в некотором отноше­
нии АС : СВ т : п (рис. 6).

Спроецируем отрезок А В на плоскость Q 
при заданном направлении проецирования.

I IP  O f  IIИ РОВ АIIИ Я

Параллельная проекция аЪ отрезка А В яв­
ляется линией пересечения проецирующей 
плоскости отрезка с плоскостью проекций Q. 
Точке С соответствует ее проекция с.

В проецирующей плоскости отрезка А В 
проведем через точки А и С прямые А К и СЕ, 
параллельные проекции ab данного отрезка. 
Замечаем, что АК = ас и СЕ = cb как па­
раллельные отрезки между параллельными 
прямыми. Треугольники АС К и С BE по­
добны. Из подобия треугольников следует: 
АС  : СВ =  АК  : СЕ, а отсюда АС : СВ = 
=  ас : cb.

Это подтверждает, что проекция отрез­
ка делится-проекцией точки в таком же от­
ношении, в каком точка делит данный от­
резок.

С в о й с т в о  2. Точка пересечения про­
екций пересекающихся прямых линий являет­
ся проекцией точки пересечения этих прямых 
линий.

На рис. 7 даны две пересекающиеся в точ­
ке Е прямые линии — А В и CD. Построим 
при заданном направлении проецирования
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параллельные проекции ab и cd этих прямых 
на плоскости Q.

Проецирующие плоскости данных пря­
мых пересекаются по прямой Ее, параллель­
ной направлению проецирования. Прямая 
Ее является проецирующим лучом точки £. 
Проекции ab и cd прямых АВ  и CD являются 
линиями пересечения проецирующих плос­
костей с плоскостью проекций Q. Поэтому 
точка е пересечения проекций данных пря­
мых является в то же время и проекцией точ­
ки пересечения этих прямых.

Можно рассуждать и таким образом. 
Если точка Е принадлежит отрезку А В. 
то проекция е этой точки принадлежит про­
екции аЪ данного отрезка (свойство I парал­
лельного проецирования). -

Точка Е  согласно условию принадлежит 
и отрезку CD. Следовательно, проекция е 
этой точки будет принадлежать проекции 
cd отрезка CD.

Проекция е точки Е является точкой пе­
ресечения проекций ab и cd пересекающихся 
прямых АВ  и CD.

С в о й с т в о  3. Проекции отрезков па­
раллельных прямых линий параллельны и име­
ют одно направление, а длины их находятся 
в таком же отношении, как и длины самих 
отрезков.

Пусть две параллельные прямые линии 
представлены отрезками А В и CD-(рис. 8). 
Спроецируем эти отрезки на плоскость про* 
екций Q. Направление проецирования извест­
но. Проецирующие плоскости параллельных 
между собой отрезков взаимно параллельны. 
Линиями пересечения их плоскостью явля­
ются параллельные прямые.

Итак, параллельные прямые линии про­
ецируются на плоскости проекций в виде 
параллельных прямых независимо от выбора 
направления проецирования. У параллель­
ных отрезков односторонние крайние точки 
проекций являются проекциями или наиболее 
удаленных, или наиболее близких точек этих 
отрезков от плоскости проекций. Такие про­
екции называют однонаправленными.

Параллельные проекции на одной плос­
кости проекций не определяют параллель­
ность отрезков в пространстве. Проведем
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через точки А и С данных прямых А В и CD 
отрезки А Во и CD0, параллельные проекциям 
аЬ и cd.

Имеем подобные треугольники АВВ0 и 
CD D0. Из подобия этих треугольников сле­
дует: АВо : СДо ЛД : CD, но так как АВо— 
= ab и С D0 =  cd, то ab :cd — АВ: CD, т. е. 
длины проекций отрезков двух параллель­
ных прямых находятся между собой в таком 
же отношении, как и длины самих отрезков.

Проекции прямых могут быть параллель­
ными, и их длины могут находиться в том 
же отношении, как и длины самих отрезков, 
но этого недостаточно, чтобы утверждать 
параллельность отрезков в пространстве. 
Так, непараллельные отрезки АВХ(А ВХ АВ) 
и CD проецирующих параллельных плоскос­
тей проецируются на плоскость Q параллель­
ными отрезками ah и cd. Соединим концы 
(точки А и D, В и О  параллельных отрезков 
прямыми AD  и ВС, пересекающимися в 
точке К. Проекции ad и Ьс этих прямых пе­
ресекаются в точке к, являющейся проекцией 
точки К. Любая другая прямая линия, пе­
ресекающая данные отрезки и проходящая 
через точку К, имеет своими проекциями 
также прямые, проходящие через проекции 
этой точки. Отсюда следует, что точки пе­
ресечения проекций любых прямых, пересе­
кающих данные параллельные отрезки, яв­
ляются проекциями точек пересечения этих 
прямых линий.

С в о й с т в о  4. Проекции отрезков двух 
скрещивающихся прямых линий в зависимости 
от направления проецирования могут или 
пересекаться, или быть параллельными.

Прямые линии, не пересекающиеся и не 
параллельные между собой в пространстве, 
называются скрещивающимися.

Две скрещивающиеся в пространстве пря­
мые линии АВ и CD проецируются на плос­
кость Q в виде параллельных прямых ab 
и cd при большом числе направлений проеци­
рования (рис. 9). В этом случае необходимо, 
чтобы проецирующие плоскости таких пря­
мых линий были взаимно параллельны.

Через точку В прямой А В проведем пря­
мую ВЕ% параллельную другой данной пря­
мой CD. Двумя прямыми определяется плос­
кость А BE. Через точку D прямой CD про-
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ведем прямую DG, параллельную прямой 
А В. Двумя такими прямыми определяется 
плоскость CDG. Как видно, две плоскости 
А BE и CDG взаимно параллельны. Они 
пересекаются плоскостью проекций Q по 
параллельным прямым линиям.

Следовательно, проекциями двух скре­
щивающихся прямых линий являются па­
раллельные прямые линии. Они получаются 
только при единственном направлении про­
ецирующих плоскостей данных отрезков. 
Направления проецирования (их может быть 
бесчисленное множество) должны быть па­
раллельны этим плоскостям.

Две скрещивающиеся в пространстве пря­
мые линии А В и CD проецируются на плос­
кость Q в виде пересекающихся прямых 
а\Ь\ и cidi. В этом случае необходимо, чтобы 
проецирующие плоскости прямых пересека­
лись. Достаточно, чтобы они не были взаим­
но параллельны, т. е. чтобы направление 
проецирования не лежало в плоскости, па­
раллельной данным прямым А В и CD. 
Таких направлений проецирования может 
быть бесчисленное множество.

Очевидно, по параллельности или пере­
секаемости проекций на одной какой-либо 
плоскости нельзя судить о параллельности 
и пересекаемости прямых в пространстве.

»
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С в о й с т в о  5. При прямоугольном прое­
цировании прямой угол между отрезками 
прямых проецируется без искажения (пря­
мым углом), если одна из его сторон парал­
лельна плоскости проекций, а другая не пер­
пендикулярна к ней.

Пусть угол между прямыми АС  и СВ 
при вершине С в пространстве будет прямым. 
Одна из сторон этого угла, например А С, 
параллельна плоскости проекций (рис. 10). 
Проецирующие плоскости данных прямых 
АС  и СВ перпендикулярны к плоскости Q.

Угол между проецирующими плоскостя­
ми определяется здесь углом между линия­
ми их пересечений плоскостью проекций. 
Такие линии являются проекциями любых 
прямых, лежащих в тех же проецирующих 
плоскостях.

Две проецирующие плоскости данных 
прямых АС  и СВ взаимно перпендикулярны. 
Так, отрезок АС  перпендикулярен к данному 
отрезку СВ и к проецирующему лучу Сс 
тч ки  С, т. е. отрезок АС  перпендикулярен 
к проецирующей плоскости отрезка СВ.

Поэтому проецирующие плоскости дан­
ных отрезков АС  и СВ взаимно перпендику­
лярны. Они пересекаются плоскостью проек­
ций по взаимно перпендикулярным прямым 
линиям. Из этого следует, что ортогональ­
ной проекцией прямого угла АС В является 
прямой угол асЪ.

В виде прямого угла проецируется и лю­
бой угол (острый или тупой), если стороны 
его лежат соответственно во взаимно перпен­
дикулярных проецирующих плоскостях. За­
метим также, что прямой угол может прое­
цироваться в виде острого или тупого угла, 
если ни одна из его сторон не параллельна 
плоскости проекций.

О  ̂ В О С П Р И Я Т И Е  (П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Е )  П Р Е Д М Е Т А
§ 4  ПО Е Г О  И З О Б Р А Ж Е Н И Ю  В П А Р А Л Л Е Л Ь Н Ы Х  П Р О Е К Ц И Я Х

В технике важно не только уметь строить 
изображения (проекции) геометрических об­
разов, но и уметь мысленно логически вос­
принять (представить) в пространстве вид 
предмета по его изображениям. Различные 
машины, сооружения и пр. строят по их 
проекционным изображениям (чертежам), по 
которым определяют их форму и размеры.

Одна параллельная проекция без каких- 
либо дополнительных условий недостаточна 
для представления предмета в натуре: по 
такому изображению нельзя определить не 
только форму и размеры предмета, но и его 
положение в пространстве. Параллельная 
проекция не обладает свойством- обрати­
мости.

Рассмотрим некоторые способы воспол­
нения изображений геометрических образов 
при параллельном проецировании.

I. Прямоугольные (ортогональные) проекции

Метод ортогональных проекций* был 
впервые систематически изложен Гаспаром 
Монжем, поэтому его иногда называют 
методом Монжа. Метод ортогональных 
проекций является наиболее распространен­
ным для технических целей; хотя он и не дает 
наибольшей наглядности изображения, но

* Ортогональна! — означает прямоугольная, 
от греч. орОо; — прямой и povia — угол.
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является простым в графических построе­
ниях и обеспечивает высокую точность и 
удобоизмеримость изображений предметов 
на плоскости. Он является основным при 
составлении технических чертежей.

Ортогональное проецирование представ­
ляет собой частный случай параллельного 
проецирования, когда направление проеци­
рования совпадает с направлением плоскос­
ти проекций.

Здесь все точки геометрического образа 
проецируют параллельными лучами на плос­
кость. перпендикулярную к ним. Однако 
такого изображения недостаточно для пред­
ставления самого предмета. Но при орто­
гональном проецировании неопределенность 
изображения какого-либо предмета на одной 
плоскости можно восполнить путем изобра­
жения его на другой плоскости, перпенди­
кулярной к первой. Такие два изображения 
(комплекс двух ортогональных проекций)

определяют положение предмета в прост- 17 
ранет ве.

Чтобы создать представление о геомет­
рическом образе по двум его проекциям, 
необходима некоторая работа воображения, 
тем большая, чем сложнее форма предмета.
Для этого предметы располагают относи­
тельно плоскостей наивыгоднейшим для их 
удобоизмеримости образом, т. е. основные 
их измерения представляют параллельно 
плоскостям проекций.

На рис. 11 показан в двух проекциях 
ортогональный чертеж технической детали, 
выполненной из угольника. Здесь по двум 
проекциям можно определить все размеры 
детали и представить ее форму. Такие изоб­
ражения в черчении называются видами: 
вид спереди (на фронтальной плоскости про­
екций) и вид сверху (на горизонтальной плос­
кости проекций).

Р я с .  11

2. Аксонометрические проекции

Аксонометрические изображения* часто 
используют для пояснения сложных черте­
жей машин и механизмов и их отдельных 
деталей; пространственных кинематических 
схем; схем водоснабжения, отопления и вен­
тиляции; в проектах зданий, монтажных 
работ и т. д.

При аксонометрическом проецировании 
предмет связывают с пространственной сис­
темой трех взаимно перпендикулярных коор­
динатных осей. Предмет и оси координат 
проецируют на одну плоскость — плоскость 
аксонометрических проекций.

Равные масштабные отрезки, взятые на 
осях координат, при проецировании иска­
жаются. Между этими отрезками и их про­
екциями, лежащими на аксонометрических 
осях, устанавливаются некоторые соотно-

• От лат. acion — ось и metrio — измеряю, 
что означает измерение по осам. Аксонометри­
ческие проекции бывают параллельные и цент* 
ральные. Здесь рассма1 риваетса только параллель- 
наа аксонометрия
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18 шения (аксонометрические оси являются про­
екциями осей координат).

Зная соотношения (коэффициенты иска­
жения) для координатных осей, можно по­
строить проекции отрезков, расположенных 
на этих осях, или на осях, параллельных им 
(умножая их на соответствующие коэффи­
циенты искажения), и получить аксономет­
рическую проекцию предмета.

Аксонометрические проекции бывают 
прямоугольные — полученные путем прямо­
угольного проецирования предмета вместе 
с координатными осями на плоскость, и 
косоугольные — полученные путем косо­
угольного проецирования.

В зависимости от отношений показате­
лей искажения координат аксонометриче­
ские проекции делят на три группы: изомет­
рические, диметрические и три метрические. 
По соотношению общих размеров проеци­
руемого предмета и его изображения аксо­
нометрические проекции делят на точные и 
увеличенные.

На рис. 12 показано изображение техни­
ческой летали в аксонометрии.
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3. Проекции с числовыми отметками

Метод ортогональных проекций яаляется 
весьма распространенным, но его приме­
нение не всегда целесообразно, особенно 
при составлении чертежей пространствен­
ных форм, у которых одно измерение (в вер­
тикальном направлении) очень мало по срав­
нению с измерениями в двух других направ­
лениях (в горизонтальных). В этом случае 
наглядность и удобоизмеримость чертежа 
не удовлетворяют требованиям практики, 
а построение одной из проекций (фронталь­
ной) довольно сложно.

Более рационально здесь применять ме­
тод проекций с числовыми отметками, ос­
нованный на том, что все точки геометриче­
ского образа в пространстве ортогонально 
проецируют на горизонтальную плоскость 
проекций -  - плоскость нулевого уровня. Уда­
ление точек от горизонтальной плоскости 
проекций на чертеже указывают числовыми 
отметками, расположенными возле проек­
ций точек внизу справа. Если точка располо­
жена выше плоскости проекций, то ее отмет­
ка положительна, если ниже — отрицатель­
на и при отметке ставят знак (— ) минус.

Составленный таким образом чертеж гео­
метрического образа позволяет брать его 
измерения в направлении, параллельном 
плоскости проекций, непосредственно из 
чертежа, а измерения в вертикальном на­
правлении определять путем подсчета, поль­
зуясь отметками.

На рис. 13 дано построение чертежа точек 
в проекциях с числовыми отметками. Здесь 
Н — плоскость проекций (плоскость нуле­
вого уровня), А% В и С =  заданные точки 
(вершины треугольника ЛВС).

Отрезки Аа; ВЬ и Сс предполагаются 
перпендикулярными к плоскости проекций Н.

Согласно числовым отметкам, постав­
ленным около проекций точек, точка А 
расположена над горизонтальной плоскос­
тью проекций Н  на расстоянии 2 единиц 
принятою масштаба измерения, точка В — 
на расстоянии 6,5 единиц, точка С — ниже 
плоскости проекций на расстоянии 4,5 еди­
ниц. Заданный геометрический образ (тре­
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угольник ABC) пересекается с плоскостью 
проекций Н по прямой линии M N  — линии 
нулевого уровня.

На рис. 14 показан чертеж этого геомет­
рического образа в проекциях с числовыми 
отметками. Каждый чертеж в проекциях с 
числовыми отметками сопровождается мас­
штабом. Масштаб чертежа обычно прини­
мают порядка где п =  целое 

число.
Для удобства выполнения чертежей и 

решения метрических задач плоскость про­
екций лучше выбирать таким образом, чтобы 
отметки всех изображаемых точек были по­
ложительными. В этом случае плоскость 
проекций опускают ниже точки, имеющей 
наибольшую отрицательную отметку. Не­
удобными являются также отметки, выра­
женные крупными числами, например, трех- 
или четырехзначными,— в случае, когда сре­
ди сравнительно спокойного рельефа имеет­
ся значительно возвышение.

Поднимая или опуская плоскость проек­
ций (плоскость нулевых отметок), ей можно 
придать такое положение, при котором или 
все точки рассматриваемого предмета будут 
иметь отметки одного знака, или отметки 
их будут уменьшены на одну и ту же вели­
чину.

При изображении поверхности Земли за 
плоскость проекций удобно принять уровень 
моря*. Все точки с положительными отмет­
ками будут тогда надводными, а с отрица­
тельными — подводными. Иногда для уп­
рощения чертежа знаки ( + )  и ( — ) перед 
отметкой не ставят, а применяют различный 
цвет точек, лежащих выше и ниже плоскости 
проекций.

Изображения геометрических форм в про­
екциях с числовыми отметками не обладают 
наглядностью. Однако эти изображения яв­
ляются обратимыми. Пользуясь изображе­
нием, можно восстановить в пространстве 
точное взаиморасположение всех точек гео-

• В Советском Союэе за нулевую плоскость 
принята поверхность Балтийского моря. За эталон 
«начало высоты» у нас в стране принят нуль 
кронштадтского футштока. От него вычисляются 
все высоты

0 1 2  3 4 5 19
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метрического образа, определить по имею­
щимся проекциям форму и размеры самого 
оригинала.

Метод проекций с числовыми отметками 
широко применяют при изображении топо­
графических поверхностей в горизонталях, 
при проектировании гидротехнических и до­
рожных сооружений.

4. Векториальные (федоровские) проекции
Федоровские* проекции представляет 

собой изображение геометрических образов 
на одной плоскости проекций. Удаление то-

• Названы по имени акалемика Е. С  Федо­
рова <1833 — 1919) — основоположника теоретиче­
ской кристаллографии
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20 чек от плоскости проекций здесь определяют 
путем произвольно направленных парал­
лельных отрезков (векторов), исходящих из 
проекций этих точек.

Для точек, расположенных выше плоскос­
ти проекций (плоскость предполагается го­
ризонтальной), высотные отрезки считают 
положительными, для расположенных ни­
ж е — отрицательными. Отрицательные вы­
сотные отрезки имеют противоположные 
направления.

К  С  П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н А Я  М О Д ЕЛ Ь
К О О Р Д И Н А Т Н Ы Х  П Л О С К О С Т Е Й  П Р О Е К Ц И Й

Пространственные геометрические обра­
зы вследствие их трехмерности ориентируют 
относительно общепринятой прямоугольной 
декартовой системы координат*^ системы 
трех взаимно перпендикулярных коорди­
натных плоскостей (рис. 15).

Координатные плоскости образуют в про­
странстве прямоугольный трехгранник. Реб­
ра этого трехгранника (линии пересечения 
плоскостей) называют осями координат и их 
обозначают х, у , z; точка их пересечения — 
начало координат — обозначается О (на­
чальная буква латинского слова Origo — 
начало).

Ось х  называют осью абсцисс (от лат. 
abscissa — отсеченная, отделенная), ось у  — 
осью ординат (от лат. ordinata — подряд про­
веденная), ось z — осью аппликат (от лат. 
applicata — приложенная). Из координатных 
плоскостей одна располагается горизонталь­
но, две другие — вертикально.

Горизонтальную координатную нлос- 
ко<!гть хОу трехгранника называют горизон­
тальной п~югкостью проекций (плоскость Н).

Первую вертикальную координатную 
плоскость xOz трехгранника называют фрон­
тальной п.юскостью проекций (плоскость V).

* Декарт (1596 — 1650) — французский мате­
матик и философ, предложивший систему коорди­
нат для определения положений систем точек в 
пространстве.

форм

Длины высотных отрезков равны вели­
чинам удаления соответствующих точек от 
плоскости проекций. Концы этих отрезков 
можно рассматривать как параллельные про­
екции точек пространства, когда направле­
ние проецирования составляет с плоскостью 
проекций угол 45\

Чертежи в федоровских проекциях обла­
дают свойством обратимости. Их приме­
няют в геологии и горном деле, в топогра­
фических, земляных и других работах.

Вторую вертикальную координатную 
плоскость yOz трехгранника называют про- I 
фильной плоскостью проекций (плоскость W).

Координатные оси могут иметь положи­
тельные и отрицательные направления.

В Советском Союзе, как и в большинстве 
европейских стран, принята правая, или ев­
ропейская, система расположения проекций.
Ось х  направлена от начала координат влево, 
у  — вперед (к зрителю), z — вверх.

Обратные направления координатных 
осей считаются отрицательными.

Координатами некоторой точки А явля­
ются числа: они выражаю! длины отрезков
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координатных осей, измеренные некоторой 
установленной единицей длины е.

0а х ~ .Kt ------  — аосцисса точки А;
е

Ул
аха

€
аЛ

— ордината точки А;

2Л - —  — аппликата точки А. 
е

Координаты точки можно получить и по 
расстояниям точки от координатных плос­
костей (плоскостей проекций).

Например, хл — абсцисса точки А опре­
деляет удаление точки А от профильной плос­

кости проекций W\ ул — ордината точки А — 
удаление точки А от фронтальной плоскости 
проекций У; гА— аппликата точки А — уда­
ление точки А от горизонтальной плоскости 
проекций Н.

Числовые величины, выражающие коор­
динаты точки А , например, * 15, >>=10, 
z=12, записывают так: Л(15, 10, 12).

Давая от точки О противоположные на­
правления координатным осям, получим 
полную систему координатных осей. Здесь 
координатные плоскости образуют восемь 
прямоугольных трехгранников, деля про­
странство на восемь частей — восемь ок­
тантов*.
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П О С Т Р О Е Н И Е  Ч Е Р Т Е Ж Е Й  Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Х  О БРАЗОВ  
В О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Х  П Р О Е К Ц И Я Х

Чертежи геометрических образов в ор- ецирующими линиями, иш проецирующими 
тогональных проекциях широко применя- лучами. Прямая 4а. проецирующая точку А 
ются в начертательной геометрии. Они прос­
ты в построениях, дают возможность легко 
производить различные измерения геомет­
рических образов и определять взаимополо- 
жение отдельных их элементов. Пользуясь 
такими чертежами, можно решать различ­
ные задачи, относящиеся к этим геометри­
ческим образам.

Пусть даны в пространстве точка А и 
система двух взаимно перпендикулярных 
плоскостей проекций Н  и К (рис. 16). Плос­
кость проекций V обычно располагается 
вертикально и за проецируемым предметом, 
горизонтальная плоскость проекций Н — 
ниже заданного предмета.

Эти плоскости пересекаются по прямой 
линии, которую называют осью проекций.

Проводя из точки А проецирующие лу­
чи перпендикулярно к плоскостям Н  и К 
определим ортогональные проекции этой 
точки. Так, проекцию а точки А на плоскости 
Н называют горизонтальной проекцией точ­
ки: проекцию а точки А на плоскости V— 
фронтальной проекцией точки.

Прямые линии, связывающие точки про­
странства с их проекциями, называют про-

Р и с. 16

От лат. octo восемь.
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на плоскость проекций //, называется гори- 
зонта льно-проецирующей прямой, или гори- 
зонтально-проецирующим лучом. Эта прямая 
без искажения проецируется на фронтальную 
плоскость проекций V.

Прямая А а\ проецирующая точку А на 
плоскость проекций К называется фронталь- 
но-проецирующей прямой, или фронтально- 
проецирующим лучом. Эта прямая без иска­
жения проецируется на горизонтальную 
плоскость проекций Н. Проекции проеци­
рующих лучей на соответствующих плос­
костях проекций показывают тонкими 
сплошными или штриховыми линиями.

Два проецирующих луча Аа и А а \ исходя­
щих из какой-то точки геометрического об­
раза, представляют собой задание некото­
рой плоскости. Эту плоскость называют 
носкостью проецирующих лучей или проеци­
рующей плоскостью; она перпендикулярна 
к плоскостям проекций Н и Уи к оси проек­
ций О х.

Отметим, что удаление точки от горизон­
тальной плоскости проекций Н равно удале­

нию фронтальной проекции этой точки от 
оси проекций. Удаление точки от фронталь­
ной плоскости проекций V равно удалению 
горизонтальной проекции той же точки от 
оси проекций. Отсюда вытекают следующие 
теоремы:

Т е о р е м а. Точка в пространстве уда- 
лена от п.юскостей проекций Н и V на вели­
чины удаления от оси ее фронтальной и 
горизонтальной проекций.

По двум проекциям точки можно пред­
ставить положение этой точки в пространст­
ве: восставляя перпендикуляры в точках а 
и а ' соответственно к плоскостям Н и  К на 
их пересечении можно определить искомую 
точку А пространства.

Т е о р е м а .  Положение точки в про­
странстве вполне определяется ее ортого­
нальными проекциями на две плоскости.

Геометрические образы в пространстве 
ориентируются также и относительно сис­
темы трех взаимно перпендикулярных коор­
динатных плоскостей. Линии пересечения 
этих плоскостей — координатные оси — по­
казаны на рис. 16.

Для построения чертежа точки основные 
плоскости проекций Н и V совмещают, 
поворачивая вниз вокруг оси х  плоскость Н 
до совмещения ее с плоскостью проекций V.

Таким образом, все построения, выпол­
ненные в двух плоскостях, располагаются 
соответствующим образом в одной плоскос­
ти, принятой за плоскость чертежа. В резуль­
тате'получим ортогональный чертеж, или 
эпюр* точки А (рис. 17), состоящий из двух 
проекций а и а . Проекции а и а точки А 
располагаются на одном перпендикуляре 
к оси проекций. Прямую, соединяющую на 
чертеже разноименные проекции а и а' точ­
ки А , называют линией связи.

Обычно на чертеже контуры полей сов­
мещенных плоскостей проекций не пока­
зывают.

Т е о р е м а .  Горизонтальная и фрон­
тальная проекции .модой точки геометриче­
ского образа располагаются на одной .тнии 
связи.

• От франц. еригс чертеж, проект.
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Рассматриваемый чертеж (рис. 17) точ­
ки А является метрически определенным. 
Совместное использование двух ортогональ­
ных проекций на двух взаимно перпендику­
лярных плоскостях проекций положено в ос­
нову метода Монжа.

Две проекции (горизонтальная и фрон­
тальная) рассматриваемого геометрическо­
го образа, соединенные линиями связи со­
ответствующих его точек, служат основой 
для оазличных исследований этого геомет­
рического образа.

При решении многих задач в начерта­
тельной геометрии геометрические образы 
часто не связывают с плоскостями проекций, 
а пользуются разностью удалений их точек 
от соответствующих плоскостей проекций.

На рис. 18 представлен ортогональный 
чертеж треугольника ABC  — построены его 
горизонтальная abc и фронтальная а'Ь'с' 
проекции.

Как уже известно, при параллельном 
проецировании проекции геометрического 
образа на плоскостях одного направления 
остаются неизменными, т. е. сохраняют и 
вид, и размеры. Учитывая это, плоскости 
проекций можно приближать к геометриче­
скому образу или удалять от него. Изобра­
жения на этих плоскостях остаются постоян­
ными. По изображениям можно определять 
разности удалений точек геометрического 
образа от плоскостей проекций.
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На чертеже разноименные проекции гео­
метрического образа можно раздвигать по 
линиям связи, сближая их или удаляя одну 
от другой. Поэтому здесь ось проекций как 
прямую, фиксирующую положение плоскос­
тей проекций И и К можно исключить. 
В этом случае будем иметь безосный чертеж 
геометрического образа. Такими чертежами 
в основном и будем пользоваться.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Какие изображения называют рисунками, 
какие — чертежами?

2. Какие известны вам основные метолы 
проецирования геометрических форм на плос­
кости?

3. Сформулируйте и докажите основные свой­
ства параллельного проецирования

4. Что называют несобственными элемен­
тами пространства?

5. Что называют обратимостью чертежа?

6. Сформулируйте и покажите на чертежах 
особенности методов ортогональных и аксономет­
рических проекций, проекций с числовыми от­
метками и федоровских проекций.

7. Что называют координатами точки про­
странства в декартовой системе координат?

8. Укажите основные свойства чертежей гео­
метрических образов

9. Укажите особенности осных и безосных 
чертежей.



Г Л А В А  II

ТОЧКА И ОТРЮ КИ ПРЯМЫХ линий 
НА ЭПЮ РЕ МОНЖА

f s mТ Ч Е Р Т Е Ж И  Т О Ч Е К .  Р А С П О Л О Ж Е Н Н Ы Х  В Р А ЗЛ И Ч Н Ы Х  
Д !  У Г Л А Х  П Р О С Т Р А Н С Т В А

Две плоскости проекций — Н  и V при 
их пересечении разделяют пространство на 
четыре части (четыре двугранных угла). Та­
кие двугранные углы пространства называют 
также квадрантами, или четвертями.

На рис. 19 показана пространственная 
модель системы двух плоскостей проекций 
Н и У и точек А, В. С н D, расположенных 
в различных углах пространства. Указаны 
проекции этих точек на плоскостях H  и V.

Точка А расположена в первом углу про­
странства. точка В — во втором, С— в треть­
ем и D — в четвертом.

Чертежи точек, расположенных в раз­
личных углах пространства, представлены 
на рис. 20. Точка А находится в первом углу 
пространства. Она удалена от плоскости 
проекцией Н  на величину аха', равную оас- 
стоянию от ее фронтальной проекции а до 
оси проекций, и удалена от плоскости V на 
величину аха, равную расстоянию от ее 
горизонтальной проекции а до оси про­
екций.

Точка В находится во втором углу. Обе 
проекции этой точки (горизонтальная Ь и 
фронтальная Ь’) на чертеже располагаются 
на одной линии связи выше оси проекций.

В зависимости от расстояний проекций 
Ь и Ь' точки В от оси устанавливаем, что точ­
ка В располагается ближе к плоскости проек­
ций К чем к плоскости Н.

Точка С находится в третьем углу. Здесь 
горизонтальная проекция с располагается 
выше оси проекций, а фронтальная проекция 
с'— ниже оси проекций. Поскольку фрон­
тальная проекция точки С ближе к оси 
проекций, чем ее горизонтальная проекция с, 
утверждаем, что точка С пространства рас­
полагается ближе к горизонтальной плоскос­
ти проекций Н.

Точка D находится в четвертом углу. 
Обе проекции этой точки располагаются 
ниже оси проекций.

Таким образом, по расположению проек­
ций точек относительно оси проекций можно 
судить о положении точек в пространстве, 
т. е. можно установить, на каких расстояниях 
от плоскостей проекций и в каких углах 
пространства они находятся.

Точки А. В, С, ... пространства на черте­
же часто называют их проекциями, т. е. 
аа'\ ЬЬ’; сс : ...

На рис. 20 представлены также и чертежи 
точек, занимающих некоторые частные (осо­
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бые) положения. Так, точки / / #; 22*; 33' и 44' 
находятся в плоскостях проекций.

Точка IV  находится на передней поле 
плоскости Н\ горизонтальная проекция I 
точки IV  располагается под осью и совпада­
ет с точкой /  пространства ( /= /)♦  а фрон­
тальная — Г  находится на оси проекций.

Точка 2 2  находится на задней поле плос­
кости Н\ горизонтальная проекция 2 точки
21 расположена над осью и совпадает с са­
мой точкой / /  пространства (11 = 2), а фрон­
тальная— I  находится на оси проекций.

Точка 33’ находится на нижней поле 
плоскости У; фронтальная проекция 3' точки 
33' расположена под осью и совпадает с точ­
кой II I  пространства ( / / /  =  3'), а горизон­
тальная — 3 находится на оси проекций.

Точка 44' находится на верхней поле 
плоскости У\ фронтальная проекция 4’ точки 
44* расположена над осью и совпадает с точ­
кой I V  пространства (I У—4*)% а горизон­
тальная — 4 находится на оси проекций.

Т е о р е м а .  Если точка принадлежит 
плоскости проекции, то одна из ее проекций 
находится на оси. а другая совпадает с 
точкой.

Точка 55* (рис. 20) принадлежит оси про­
екций. Обе ее проекции — 5 и 5* совпадают 
и принадлежа! оси.

Точки 66\  77', 88* и W  принадлежат 
биссекторным плоскостям — плоскостям, 
делящим углы пространства пополам. 
Здесь горизонтальные и фронтальные 
проекции точек равноудалены от оси про­
екций.

Плоскость, делящую первый и третий 
углы пространства пополам, называют пер­
вой биссекторной носкостью .

Плоскость, делящую второй и четвертый 
углы пространства Пополам, называют вто­
рой биссекторной плоскостью.

Точки 66* и 77* принадлежат первой бис­
секторной плоскости, точки 88' и W — вто­
рой биссекторной плоскости.
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*7
9 * 9 '

Т е о р е м а .  Если точка пространства 
при над. и жит бис секторной плоскости, то

ее горизонтальная и фронтальная проекции 
равноудалены от оси.

§8 Ч Е Р Т Е Ж И  Т О Ч Е К  В Т Р Е Х  П Р О Е К Ц И Я Х
Чертежи фигур в двух проекциях опреде­

ляют форму и размеры рассматриваемого 
предмета и его положение в пространстве. 
Такие чертежи являются метрически опре­
деленными (полными). Однако в ряде слу­
чаев применяю! изображения фигур на ipex 
плоскостях проекции.

В результате того, что пространственные 
формы являются трехмерными, чертежи их 
в трех проекциях являются более ясными, 
более удобопредставляемыми. В этом слу­
чае вводят третью плоскость проекций W% 
перпендикулярную к плоскостям Н  и К 
i .e . получаем известный прямоугольный 
|рех!ранник координатных плоскостей про­
екций.

На рис. 21 представлена система трех 
BtanMHo перпендикулярных плоскостей про­
екций //, Vи УУи точка А. Положение точки 
А относительно плоскостей проекций опре­
деляется расстояниями от этой точки до 
соответствующих плоскостей проекций.

Опуская перпендикуляры из точки А на 
плоскости //, V и W найдем соответствую­
щие проекции точки А: горизонтальную а, 
фронтальную а' и профильную а".

Совмещая плоскости Н и W проекций 
вместе с изображениями на них данной точ­
ки с плоскостью У поворотом их вокруг осей 
v и z в направлениях, указанных на рис. 21 
стрелками, получим чертеж точки А в трех 
проекциях. По чертежу точки можно легко 
представить ее положение в пространстве.

I* и с. 21
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Чертеж плоское*!ей проекций представ­
ляется положением осей проекций. Здесь 
ось у  имеет два положения (рис. 22).

Построение на чертеже третьей (профиль­
ной) проекции точки А производим следую­
щим образом. Из горизонтальной проекции 
а проводим горизонтальную прямую линию

сшг до пересечения ее с осью у  ординат. 27 
Отрезок Oat переносим на второе положе­
ние оси ординат (обычно вращением вокруг 
гочки О).

В точке а , восставляем перпендикуляр 
к оси у  до пересечения его с горизонтальной 
прямой, проведенной из фронтальной про­
екции а данной точки. Точка пересечения 
является искомой профильной проекцией а" 
гочки А.

Отметим, что профильная и фронталь­
ная проекции точки на чертеже всегда распо­
лагаются на одной горизонтальной линии 
связи. Профильная проекция а" точки уда­
лена от оси z на величину, равную расстоя­
нию горизонтальной проекции а точки до 
оси х, т. е. на чертеже удаление профильной 
проекции а" точки от оси г определяет уда­
ление точки А от фронтальной плоскости 
проекций V.

На рис. 23 показана пространственная 
модель трех взаимно перпендикулярных 
плоскостей проекций, делящих пространство 
на восемь частей — восемь октантов. Сов­
мещая плоскости Н и Wc плоскостью проек­
ций V вращением в заданных (условно)

Р и с. 23
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направлениях вокруг осей абсцисс и аппли­
кат, получим эпюр (чертеж) этой модели, 
представленный положениями осей про­
екций.

В плоскости проекций Иоси проекций л: и 
z остаются неизменными. При совмещении 
плоскости Н  с плоскостью V положительное 
направление оси у совпадает с отрицатель­
ным направлением оси — z, а отрицатель­
ное направление оси — у  — с положитель­
ным направлением оси z.

При совмещении плоскости W с плос­
костью V положительное направление оси у  
совпадает с отрицательным направлением 
оси —х % а отрицательное направление оси 
—у  — с положительным направлением оси х.

О ктант IV
z - y

Хш--у 0 dy -х -у

А
/

/(ша

d'
АУ \

"d
y .- z

г. 24

Если обозначить на рис. 22 противополож­
ные направления координатных осей на чер­
теже соответствующими знаками, то полу­
чим обозначения осей проекций для восьми 
октантов (рис. 24).

Построение профильных проекций то­
чек, расположенных в других октантах, мож­
но производить в том же порядке, как и для 
точек октанта /.

На рис. 24 показаны построения про­
фильных проекций точек А, В9 С и D. распо­
ложенных в октантах /, / / ,  I I I  и IV. Так, 
профильная проекция Ь" точки В9 располо­
женной в октанте //, на чертеже определяется 
следующим образом. Из горизонтальной 
проекции Ь точки В проводят горизонталь­



ную прямую линию bbr до пересечения с 
осью у  ординат (отрицательное направле­
ние оси — у) в точке Ьх. Затем точку Ьх пере­
носят на второе положение оси у  ординат 
(тоже отрицательное направление оси — у). 
В точке Ь} восставляют перпендикуляр к 
оси у  до пересечения его в искомой точке 
Ь" с горизонтальной прямой, проведенной 
из фронтальной проекции Ь' данной точки.

На пространственной модели (рис. 23) 
нетрудно убедиться, что профильная проек­
ция Ь" точки В. расположенной в октанте //, 
при совмещении плоскостей проекций рас­
полагается слева от оси z.

Аналогично определяются профильные 
проекции и других точек С и D. Можно, 
например, построить профильные проекции 
точек, расположенных и в других октантах.

При рассмотрении чертежа точки А 
(рис. 24) устанавливаем, что горизонталь­
ная а и фронтальная а проекции точки А 
находятся на одном перпендикуляре к оси 
абсцисс х (на одной линии связи).

Фронтальная а' и профильная а" проек­
ции точки находятся на одном перпендику­
ляре (на одной линии связи) к оси аппликат г. 
Линия, связывающая горизонтальную и про­
фильную проекции точки А, представляется 
двумя отрезками. Это аа, — горизонтальная 
прямая и а, а"— вертикальная прямая, сое­
диненные дугой окружности или равно на­
клоненной к осям прямой линией. Из точки О 
пересечения осей проекций можно провести 
прямую под углом 45 к направлениям осей 
ординат. Она будет постоянной прямой чер­
тежа. Ломаную линию аа^а” называют го­
ризонтально-вертикальной .тнией связи.

а

Таким образом, на чертеже в трех проек­
циях линиями связи являются: аа'— верти­
кальная линия; а’а" — горизонтальная ли­
ния; аа"— горизонтально-вертикальная ли­
ния.

Пользуясь постоянной прямой чертежа, 
легко определить профильную проекцию 
точки на пересечении горизонтальной линии 
связи с горизонтально-вертикальной.

На технических чертежах обычно оси 
проекций не показывают. Это означает, что 
плоскости проекций могут перемещаться 
параллельно самим себе. Однако в случае 
отсутствия осей проекций по известным двум 
проекциям некоторой точки и постоянной 
прямой линии чертежа можно определить 
третью проекцию точки (рис. 25).

f

Ч ЕРТЕЖ И  О Т Р Е З К О В  П Р Я М Ы Х  Л И Н И Й

I. Прямые линии общего положения

Прямая линия пространства в системе 
плоскостей проекций занимает некоторое 
определенное положение. Она может быть 
расположена произвольно относительно 
плоскостей проекций или занимать неко­

торые частные положения — быть па­
раллельной плоскости проекций или пер­
пендикулярной к ней, принадлежать плоскос­
ти проекций и пр.

Прямая линия, занимающая в системе 
плоскостей проекций произвольное (общее) 
положение, называется прямой общего по­
ложения.
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На рис. 26 представлена модель плоскос­
тей проекций и прямой А В общего положе­
ния. Здесь построены проекции ab и a h ' 
отрезка А В на плоскостях И и К, помечены 
разности расстояний {ув — ул  и % — zA) от 
концов отрезка (точек В и А) до плоскостей 
проекций.

Разность расстояний от концов отрезка 
до горизонтальной плоскости проекций Н  
определяется здесь величиной Zg— zA, рав­
ной разности аппликат точек В и А 
отрезка А В.

Разность удалений концов отрезка от 
фронтальной плоскости проекций К опреде­
ляется величиной yg — ул% равной разности 
ординат точек В и А отрезка А В.

На рис. 27 представлены осный и безос­
ный чертежи отрезка прямой линии, указаны 
построения величин разностей удалений кон­
цов отрезка от соответствующих плоскос­
тей проекций.

На осных чертежах геометрические об­
разы неизменно связывают с плоскостями 
проекций: на безосных положение плоскос­
тей проекций точно не фиксируют, но их 
направления считают известными.

Осные чертежи применяют только в тех 
случаях, где плоскости проекций при реше­
нии поставленных задач используют как 
вспомогательные плоскости, упрощающие 
решение этих задач.

На чертеже величина разности удалений 
точек геометрического образа от плоскостей 
проекций не изменяется, если разноименные 
проекции этого образа сближать или уда­
лять в направлении линий связи его точек.

В начертательной геометрии многие за­
дачи. связанные с изображениями и исследо­
ваниями геометрических образов, решают, 
пользуясь разностями удалений их точек от 
плоскостей проекций.

Для прямой линии А В общего положения

Ъ  -  и  Ф 0 ;

У в “  Ул * 0 ;

*л “  *л *  0 ;

ZB -  2Л #  Уш -  уА .

Отрезки прямых линий на чертеже на­
зывают их проекциями. Так, на рис. 27 по­
казан чертеж отрезка аЪ, аЪ \

Рассмотрим отрезки прямых линий, за­
нимающих некоторые частные положения 
относительно плоскостей проекций.

2. Прямые, параллельные плоскостям 
проекций

Прямые линии, параллельные плоскос­
тям проекций, называют соответственно го-
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ризонтальной. фронтальной и профильной 
прямыми. Их также называют линиями 
уровня.

На рис. 28 показаны прямые линии, па­
раллельные плоскостям проекций.

Прямая линия cd, c'd ' параллельна го­
ризонтальной плоскости проекций. Для этой 
прямой zD — Zc -= 0.

Здесь фронтальная проекция c d ’ парал­
лельна направлению оси проекций; гори­

зонтальная проекция cd определяет нату­
ральную величину отрезка прямой.

Прямая ef% e 'j ' параллельна фронтальной 
плоскости проекций. Для этой прямой 
y F —  у Е 0 .  Здесь горизонтальная проекция 
ef параллельна направлению оси проекций, 
фронтальная проекция e 'f  ' определяет на­
туральную величину отрезка прямой ef.
eV. "

Прямая ig, i'g' параллельна профильной 
плоскости проекций. Она проецируется без 
искажения на профильную плоскость проек­
ций. Для этой прямой — Xj 0. Здесь все 
точки этой прямой имеют общую плоскость 
проецирующих лучей. Проекции прямой рас­
полагаются на одном направлении проеци­
рования, т. с. они совпадают с направлением 
линий связи.

К прямым, параллельным плоскостям 
проекций, следует отнести также и некото­
рые прямые, лежащие в плоскостях проекций 
(рис. 29).

Так, прямая 12, Г  2' лежит в горизонталь­
ной плоскости проекций; прямая 34, 3'4' — 
во фронтальной плоскости проекций; пря­
мая 56, 5’6 \  лежащая в профильной плоско­
сти проекций, представлена чертежом в трех 
проекциях.

Р и с. 29
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32 3. Проецирующие прямые

Прямая линия, параллельная направле­
нию проецирования, называется проецирунь- 
щей.

При прямоугольном проецировании про­
ецирующая прямая совпадает с направле­
нием плоскости проекций и проецируется на 
эту плоскость в точку. Прямая линия, на­
правление которой совпадает с направле­
нием горизонтальной плоскости проекций, 
т. е. прямая линия, перпендикулярная к го­
ризонтальной плоскости проекций Н, назы­
вается горизонтально-проецирующей.

Прямая линия, перпендикулярная к фрон­
тальной плоскости проекций V, называется 
фронта, гьно-проецирующей.

Прямая линия, перпендикулярная к про­
фильной плоскости проекций W. называется 
профи. tbHo-проецирующей.

Проецирующие прямые являются в то 
же время и прямыми, дважды параллель­
ными плоскостям проекций. Они перпенди­
кулярны к одной плоскости проекций и па­
раллельны двум другим плоскостям проек­
ций.

На рис. 30 показаны чертежи прямых, 
перпендикулярных к плоскостям проек­
ций Н, У и W. Прямая hj, к ’/  перпендикуляр­
на к горизонтальной плоскости проекций Н. 
Для этой прямой

У» ~  >к *  0  :

x j -  х,с - 0.
Здесь горизонтальная и фронтальная про­

екции прямой рисиолакпотся на одной линии

связи, причем фронтальная проекция k'j' 
определяет натуральную величину отрезка, 
а горизонтальная проекция kj преобразуется 
в точку. Эта прямая одновременно является 
профильной и фронтальной прямой.

Прямая тп, т п  перпендикулярна к фрон­
тальной плоскости проекций V. Для этой 
прямой

Z* -  ZJV ■  о .

Хм  -  Хн  *  0 .

Здесь горизонтальная и фронтальная про­
екции прямой располагаются на одной ли­
нии связи, причем горизонтальная проекция 
тп определяет натуральную величину отрез­
ка. а фронтальная проекция т п преобразу­
ется в точку. Эта прямая одновременно яв­
ляется горизонтальной и профильной 
прямой.

Прямая pq. p'q  перпендикулярна к про­
фильной плоскости проекций W. Для этой 
прямой

Zp — -  0
»  -  Уц -  0.

Здесь горизонтальная и фронтальная про­
екции прямой совпадают с направлением оси 
проекций (перпендикулярны к линиям связи) 
и каждая из них определяет натуральную 
величину отрезка. Эта прямая одновременно 
является горизонтальной и фронтальной 
прямой.

Профи и.но-проецирующие прямые на-

• / 
J n

к *

k - j
т

1-2

7св

б 'аГ—.ш

8

9*9  1040

I» я С. 341 I» и с. 31
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зывают также прямыми, параллельными на­
правлению оси проекций.

На рис. 31 показаны осные чертежи отрез­
ков прямых линий, лежащих в плоскостях 
проекций.

4. Прямые, параллельные биссекторным 
плоскостям

Как уже известно, все точки геометри­
ческих образов, лежащих в биссекторных 
плоскостях, равно удалены от плоскостей 
проекций Н  и V.

На рис. 32 показаны чертежи отрезков 
прямых, лежащих в биссекторных плоскос­
тях. Прямая rs, r's лежит в первой биссектор- 
ной плоскости — плоскости, делящей пер­
вый и третий углы пространства пополам. 
Прямая fu, fV  лежит во второй биссектор- 
ной плоскости — плоскости, делящей второй 
и четвертый углы пространства пополам.

Если одну из проекций (например, фрон­
тальную) перемещать параллельно ей самой 
в направлении линий связи, то горизонталь­
ная и смещенная фронтальная проекции пред­
ставят чертеж отрезка прямой, лежащей в 
плоскости, параллельной биссекторной плос­
кости. Так, отрезок rs, г 's  '  прямой принад­
лежит плоскости, параллельной первой бис­
секторной плоскости. Отрезок гм, г 'и ' при­
надлежит плоскости, параллельной второй 
биссекторной плоскости.

На рис. 33 показаны безосные чертежи 
лих прямых линий. Для прямой rs, r 's ',  
параллельной первой биссекторной плоскос­
ти, zs — 2Д ys —у л . Проекция rs и r's' с 
направлением оси проекций составляют рав­
ные углы 6.

Для прямой fu, г V , параллельной второй 
биссекторной плоскости, — ^т~"Ут—Уи-

33

« 2 d

Р и с .

Здесь разноименные проекции tu и rV  пря­
мой взаимно параллельны.

Д ЕЛ ЕН И Е О Т Р Е З К А  П Р Я М О Й  Л И Н И И  В ЗА Д А Н Н О М  О Т Н О Ш Е Н И И

Отрезок прямой можно разделить точкой 
в любом заданном отношении. Точка может 
располагаться как на самом отрезке, так и 
вне его, т. е. на продолжении этого отрезка.

Если точка принадлежит отрезку прямой, 
то она делит этот отрезок в каком-то опре-

§ 1 0
деленном отношении. Такое деление назы­
вают внутренним. Если точка принадлежит 
прямой данного отрезка, но лежит не на от­
резке, а на его продолжении, то она также 
делит отрезок в каком-то определенном от­
ношении. Такое деление называют внешним.
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На рис. 34 показано деление отрезка А В 
точкой С в заданном отношении С А : СВ

2 : 3 (внутреннее деление). Из точки А про­
ведена в произвольном направлении вспомо­
гательная прямая и на ней отложено пять 
(2 +  3) равных масштабных отрезков любой 
длины.

При внутреннем делении данному отрез­
ку Л Д соответствует отрезок А5 произволь­
ной прямой, равный сумме (2 + 3) величин, 
составляющих данное отношение.

Соединяя точки 5 и В прямой и проводя 
через точку 2 прямую, параллельную 5В. 
в пересечении этой прямой с отрезком А В 
получим искомую точку С. Отрезку АС  соот­
ветствуют два масштабных отрезка на про­
извольной прямой, а отрезку СВ — три та­
ких отрезка. Точка С делит отрезок А В в от­
ношении С А : СВ 2 : 3.

На рис. 35 показано деление отрезка DE 
точкой С в заданном отношении CD : СЕ 

3 :5  (внешнее деление).
Точка С располагается на продолжении 

отрезка DE ближе к точке D.

§ п  С Л Е Д Ы  П Р Я М О Й  Л И Н И И

Точки пересечения прямой линии с плос­
костями проекций называют следами прямой 
линии.

Точку пересечения прямой линии с гори­
зонтальной плоскостью проекций И  назы­
вают горизонтальным следом.

Г и с. 35

Из точки Е в произвольном направлении 
проведена вспомогательная прямая линия 
и на ней отложено пять (наибольшее чисто 
из величин, составляющих заданное отно­
шение) равных отрезков любой длины.

При внешнем делении заданному отрез­
ку DE соответствует отрезок Е2 произволь­
ной прямой, равный разности величин, сос­
тавляющих заданное отношение (5—3) .

Соединяя точки 2 и D прямой и проводя 
через точку 5 прямую, параллельную 2 0 % 
в пересечении этой прямой с прямой отрезка 
DE получим искомую точку С.

Отрезку CD соответствуют три отрезка 
произвольной прямой, а отрезку СЕ — пять 
таких отрезков. Точка С делит отрезок DE 
в отношении CD : СЕ 3 : 5.

При рассмотрении свойств параллель­
ного проецирования установлено, что отно­
шение отрезков прямой равно отношению их 
проекций. Чтобы разделить отрезок прямой 
в каком-то заданном отношении, достаточ­
но разделить в том же отношении проекции 
отрезка.

Точку пересечения прямой линии с фрон­
тальной плоскостью проекций V называют 
фронтальным следом.

На рис. 36 показана пространственная 
модель построения следов отрезка А В пря­
мой линии. Здесь прямая пересекает гори-
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зонтальную плоскость проекций Н в точке 
М и фронтальную плоскость проекций V 
в точке N.

Горизонтальный след (точка А/) имеет 
здесь и горизонтальную проекцию т ,  т. е. 
Л/*ю; фронтальная проекция т будет на 
оси проекций. Точка А/ имеет аппликату, 
равную нулю ( Zu 0).

Фронтальный след (точка N) и его фрон­
тальная проекция п совпадают, т. е. N ш п'; 
горизонтальная проекция п будет на оси 
проекций. Точка N  имеет ординату, равную 
нулю 0v =  0).

Прямая, пересекая в точках М и N  плос­
кости проекций Н  и V, проходит через чет­
вертый, первый и второй углы пространства.

На рис. 37 показано построение следов 
отрезка ab, а'Ь' на чертеже.

Чтобы определить горизонтальный след 
прямой, необходимо сначала найти на пере­
сечении фронтальной проекции прямой с 
осью его фронтальную т проекцию; недо­
стающая горизонтальная проекция т точки 
тт прямой тождественна искомому гори­
зонтальному следу.

Чтобы определить фронтальный спед 
прямой, сначала необходимо найти его го­
ризонтальную проекцию п как точку пересе­
чения горизонтальной проекции прямой с 
осью; недостающая фронтальная проекция 
п точки пп’ прямой тождественна искомому 
фронтальному следу.

Как видно, прямая линия между точками 
тт и пп находится в первом углу и прохо­
дит через четвертый и второй углы про­
странства.

Если прямая параллельна плоскости про­
екций, то следом ее на этой плоскости явля­
ется несобственная точка.

Если прямая пересекает ось проекций, то 
оба ее следа (горизонтальный и фронталь­
ный) совпадают и находятся в точке пересе­
чения прямой с осью проекций.

Р и с. 38
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36 Следы профильной прямой можно по­
строить, используя деление отрезка в данном 
отношении. Пусть профильная прямая за­
дана отрезком ab, a h '. Определим следы 
этой прямой (рис. 38).

Фронтальная проекция т горизонталь­
ного следа прямой лежит на оси проекций 
и делит фронтальную проекцию a b ' отрезка 
внешним делением в отношении та* : m'b'.

Очевидно, горизонтальная проекция т 
горизонтального следа прямой должна де­
лить горизонтальную проекцию отрезка 
внешним делением в том же отношении 
(та : mb т а \  т ’Ь').

Из точки b проведем в произвольном на­
правлении прямую линию и отложим на 
ней отрезки Ы —а’Ъ и 12- а'т  . Точки I и а 
соединим прямой, а через точку 2 параллель­
но прямой 1а проведем прямую 2т до пере­
сечения ее в точке т с прямой ab.

Точка т является горизонтальной про­
екцией горизонтального следа. Здесь же 
находится горизонтальный след прямой 
линии.

Горизонтальная проекция л фронталь­
ного следа прямой линии находится на оси 
проекций и делит горизонтальную проекцию 
ab отрезка внешним делением в отношении 
па : rtb. В таком же отношении фронтальная 
проекция а'Ь' отрезка делится фронтальной 
проекцией п точки лл’.

Из точки а' в произвольном направлении 
проведем прямую и от точки а' отложим на 
ней отрезки а'З ab и 34 Ьп. Соединяя пря­
мой точку 3 с точкой Ь' и проводя через точ­
ку 4 прямую, параллельную прямой ЗЬ\ 
находим на пересечении ее с прямой а’Ь' 
точку л'. Точка л' является фронтальной 
проекцией фронтального следа; здесь же на­
ходится фронтальный след прямой.

§12 О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Д Л И Н Ы  О Т Р Е З К А  П Р Я М О Й  И У Г Л О В  Е Г О  
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Прямая линия, занимая в пространстве 
общее положение, наклонена к плоскостям 
проекций под некоторыми произвольными 
углами. Угол между прямой и плоскостью 
определяется углом, составленным прямой

и ее ортогональной проекцией на эту плос­
кость. Этот же угол можно определить как 
дополнительный до 90 острого угла между 
прямой и направлением плоскости.

Длину отрезка прямой и угол его наклона 
к плоскости проекций можно определить, 
пользуясь построением прямоугольного тре­
угольника.

Рассмотрим схему решения поставлен­
ной задачи. Пусть заданы отрезок А В прямой 
и плоскость проекций Q (рис. 39).

Построим ортогональную проекцию ab 
отрезка А В на плоскости Q. Через точку А 
в плоскости проецирующих лучей точек А 
и В параллельно плоскости Q проведем пря­
мую линию А К.

В прямоугольном треугольнике АВК  один 
из катетов равен проекции отрезка на плос­
кости Q (АК ab)9 а другой — разности уда­
лений точек В и А концов отрезка А В от 
плоскости Q{BK Bb— Аа). Гипотенуза АВ 
прямоугольного треугольника наклонена к 
катету А К под углом 6, равным углу наклона 
отрезка к плоскости Q.
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Построением в плоскости Q прямоуголь­
ного треугольника аЬВ0 определяют нату­
ральную величину прямой линии и угол S 
наклона прямой к плоскости проекций.

Решим эту задачу на чертеже (рис. 40). 
Принимая плоскость Q, согласно описанной 
схеме, за горизонтальную плоскость проек­
ций //, на горизонтальной проекции отрезка 
как на катете строим прямоугольный тре­
угольник. Вторым катетом является разность 
удалений концов отрезка от горизонтальной 
плоскости проекций. Эта разность на черте­
же определяется величиной гв — гл .

Выбрав направление второго катета ,и 
откладывая на нем отрезок, равный величине 
этого катета (zB— zA), получим прямоуголь­
ный треугольник, гипотенуза А^Ь которого 
равна натуральной величине данного отрез­
ка ab. а'Ь’. Угол а наклона гипотенузы к го­
ризонтальной проекции ab отрезка есть угол 
наклона данного отрезка к горизонтальной 
плоскости проекций.

Принимаем плоскость Q, согласно схеме, 
за фронтальную плоскость проекций V На 
фронтальной проекции отрезка, как на ка­
тете, строим прямоугольный треугольник. 
Вторым катетом является разность удале­
ний концов отрезка от фронтальной плос­
кости проекций. Эта разность на чертеже 
представляется величиной уъ —уА .

Выбрав направление второго катета и 
откладывая на нем отрезок, равный его ве­
личине (ув —уА ), получим прямоугольный 
треугольник a b 'Во. Гипотенуза а Во этого 
треугольника равна натуральной величине 
отрезка ah, a'b'. Угол р наклона гипотенузы 
к фронтальной проекции а'Ь' отрезка есть 
угол наклона данного отрезка к фронтальной 
плоскости проекций.

Если координаты, определяющие удале­
ние концов отрезка от плоскости проекций, 
имеют разные знаки, надо иметь в виду ал-

ВЗАИМНОЕ П О Л О Ж Е Н И Е  П Р Я М Ы Х  Л И Н И Й

Прямые линии в пространстве могут 
занимать различные положения: они могут

гебраическую разность. Это относится к ос- 
ным чертежам.

Отрезки прямых линий, параллельных 
одной из плоскостей проекций, проециру­
ются на эту плоскость в натуральную вели­
чину. Угол наклона к другой плоскости оп­
ределяется непосредственно из чертежа.

Отрезки прямых, параллельных биссек- 
торным плоскостям, составляют равные 
между собой углы наклона к плоскостям 
проекций (я Р). Для профильных прямых 
сумма углов я - 0  90 . Для прямых, парал­
лельных оси проекций, я ^ р  0. Для прямых, 
перпендикулярных к одной из плоскостей 
проекций. я +fl 90 . Для произвольно рас­
положенной прямой я-*~Р< 90 .

быть взаимно параллельны, пересекаться и 
быть скрещивающимися.

§13
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1. Пересекающиеся прямые

Прямые линии, имеющие общую точку, 
называют пересекающимися.

Прямые ab, а'Ь' и cd, c'd ' пересекаются в 
точке kk' (рис. 41).

Согласно второму свойству параллель­
ного проецирования, одноименные проек­
ции этих прямых пересекаются и точки их 
пересечения являются проекциями одной 
точки пространства, т. е. принадлежат одной 
линии связи.

2. Параллельные прямые
Прямые линии, пересекающиеся в несоб­

ственной точке, называют параллельными.
Согласно третьему свойству параллель­

ного проецирования одноименные проекции 
двух параллельных прямых линий парал­
лельны, находятся в таком же отношении, 
как и длины самих отрезков, и являются 
проекциями одного направления.

На рис. 42 показан чертеж отрезков двух 
параллельных прямых — ab% а'Ь' и cd, с d \  
занимающих в пространстве общее положе­
ние. Если на чертеже одноименные проекции

прямых параллельны, то в общем случае 
этого достаточно, чтобы установить парал­
лельность прямых в пространстве. Исклю­
чением являются некоторые частные поло­
жения прямых линий. Так, по параллель­
ности одноименных проекций двух профиль­
ных прямых нельзя утверждать, что прямые 
в пространстве параллельны.

На рис. 43 представлен чертеж двух про­
фильных прямых линий — ef, e ' f  и pq, p q  . 
Одноименные проекции прямых параллель­
ны. т. е. e f upq  и r'/ 'ц  p q .  Каждая из пар 
проекций прямых имеет одно направление.

Проверим равенство отношений однои­
менных проекций отрезков. Через точки р 
и р' проведем параллельные прямые и отло­
жим на них отрезки р I e f и р 2  e 'f  \ Соеди­
ним точку I с точкой q и 2 с q . Получаем два 
подобных треугольника: A pql и A pq’2. 
Из подобия треугольников следует:

р! р2 4  t fг ш _ МДМ ш ' •
pq p q ' pq pq'

Путем проверки всех трех признаков па­
раллельности прямых устанавливаем, что 
прямые pq ,p 'q  и ef, e f '  взаимно парал­
лельны.



I  13. Bi

f

Такие прямые параллельны и в случае, 
если точки пересечения одноименных проек­
ций прямых линий, соединяющих концы 
данных отрезков, являются проекциями точ­
ки пересечения этих прямых линий.

Соединим прямыми линиями соответ­
ственно проекции концов отрезков. Точка к 
пересечения горизонтальных проекций этих 
прямых располагается на одной линии связи 
с точкой к ' пересечения фронтальных проек­
ций прямых.

Следовательно, концы отрезков прямых— 
точки ee\jgr. рр и qq —  лежат в одной плос­
кости. Прямые ef% e f  и pqf p'q' в простран­
стве параллельны.

3. Скрещивающиеся прямые

Прямые, не пересекающиеся и не парал­
лельные между собой, называют скрещиваю­
щимися.

Если пересекающиеся и параллельные 
прямые лежат в одной плоскости, то скре­
щивающиеся прямые лежат в двух парал­
лельных плоскостях.

На рис. 44 показан пример задания двух 
скрещивающихся прямых — ab, a h ' и cd, c'd'.

Проекции двух скрещивающихся прямых 
могут пересекаться, точки их пересечения 
не лежат на одной линии связи, т. е. каждая 
из точек пересечения проекций прямых яв­
ляется проекцией двух точек пространства 
этих прямых. Точка пересечения горизон­
тальных проекций ab и cd прямых является
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40  горизонтальной проекцией к и t двух точек 
кк' и и', принадлежащих прямым аЬ. а'Ь' и
cd. c d’. Эти тонки не совпадают. Они 
принадлежат одному i оризонтально-про- 
ецируюшему лучу и имеют разные аппли­
каты.

Если одна из прямых является профиль­
ной. то взаимное положение такой линии 
с любой другой линией можно установить 
по их профильным проекциям (рис. 4S). 
Прямые линии ef. e 'f ’ и cd. c'd' являются 
скрещивающимися.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Построй1 е чертежи точек, расположенных 
■ различных углах пространства

2. Покажите построения чертежей точек, рас­
положенных ■ различных октантах, в трех про­
екциях.

3. Что называют постоянной прямой черте­
жа? Как с помощью постоянной прямой чертежа 
построить третью проекцию точки?

4 Постройте чертежи отрезков прямых ли­
ний. расположенных в различных углах простран­
ства. Укажите частные положения отрезков пря­
мых линий.

S. Какие прямые называют линиями уровня, 
проецирующими прямыми линиями?

6. Дайте определение внутреннего и внеш­
него деления отрезка прямой.

7. Что называют следом прямой линии? По­
стройте следы прямых частного положения.

8. Укажите правило построения следов пря­
мой линии.

9. Для какой прямой на чертеже следы будут: 
а) совпадать: 6) равно удалены от оси проекций: 
в) лежать на оси проекций?

10. Как изображаются на чертеже пересе­
кающиеся. параллельные и скрещивающиеся пря­
мые линии?

11. Могут ли скрещивающиеся прямые линии 
иметь параллельные проекции на плоскос­
тях // и V?



ПЛОСКОСТЬ НА ЭПЮРЕ МОНЖА.
ОСНОВНЫЕ П ОЗИЦИОННЫ Е И МЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ

ЗАДАНИЕ П Л О С К О С Т И

В геометрии плоскость представляют как 
предельное понятие ровности или как бес­
конечную поверхность, имеющую на всем 
своем протяжении одинаковое направление.

Плоскость можно представить как бес­
конечное множество прямых, проходящих 
через неподвижную точку и пересекающих 
вне ее неподвижную прямую линию.

Плоскость определяют три точки, не 
лежащие на одной прямой.

Она делит пространство на две части.
Плоскость безгранична и бесконечна.
Рассмотрим задания плоскости на черте­

же в ортогональных проекциях, т. е. на эпюре 
Монжа.

1. Плоскость общего по ложен ия

Положение плоскости в пространстве оп­
ределяется положениями задающих ее эле­
ментов. Три точки, не лежащие на одной пря­
мой, определяют задание плоскости. По­
скольку плоскость безгранична, то, естест­
венно. предметы плоскости (точки, прямые, 
плоские фигуры) могут находиться в преде­
лах отсека или за его пределами.

Отсеком плоскости называют часть плос­
кости, ограниченную каким-либо контуром.

На рис. 46 показана пространственная 
модель плоскостей проекций и отсека плос­
кости. Плоскость можно представить мно­
жеством точек. Однако достаточно только 
трех из них для ее задания: точки Ащ В и С 
определяют задание и положение плос­
кости.

Эту плоскость можно представить: пря­
мой линией А В и точкой С вне прямой; двумя
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42 пересекающимися прямыми линиями А В и 
АС; двумя параллельными прямыми линия­
ми А В и C D ; плоским геометрическим обра­
зом (треугольником АВС)\ следами Рн и 
Ру — линиями пересечения плоскости плос­
костями проекций Н и  К При этом от одного 
вила задания плоскости можно перейти к 
другому виду. Задание плоскости наглядно 
представляется ее следами.

На рис. 47 показано построение таких 
прямых (следов) на чертеже, когда плос­
кость задана двумя пересекающимися пря­
мыми ab, а'Ь' и ас, а'с\

Для построения горизонтального следа 
Рн плоскости достаточно определить гори­
зонтальные следы двух любых прямых этой 
плоскости. Такими следами являются точки 
/ / '  и 2Т—  горизонтальные следы прямых 
abt а'Ь' и ас, а'с'.

Проводя через точки / / '  и 2 2  прямую, 
получим горизонтальный след Рн— линию 
пересечения плоскости Р горизонтальной 
плоскостью проекций.

Линия пересечения плоскости Р фрон­
тальной плоскостью проекций V определя­
ется точками ЗУ и 44'— фронтальными сле­
дами прямых аЬ% а'Ь' и ас, а'с'.

Следы плоскости пересекаются на оси 
проекций. Угол между следами Рн и Ру 
плоскости Р на чертеже всегда больше угла 
между этими следами в пространстве. Сумма 
двух плоских углов трехгранного угла боль­
ше третьего плоского угла.

В системе плоскостей проекций плос­
кость может иметь множество различных 
положений.

2. Проецирующие плоскости

Плоскости, перпендикулярные к пло­
скостям проекций, называют проецирую­
щими.

Любые геометрические образы, располо­
женные в таких плоскостях, проецируются 
на перпендикулярные к ним плоскости про­
екций в виде прямых линий.

На чертеже проецирующие плоскости 
обычно задают линиями их пересечения 
плоскостями проекций— следами.

На безосных чертежах проецирующие 
плоскости представляются одной прямой 
линией — линией пересечения только той 
плоскостью проекций, к которой они перпен­
дикулярны.

На рис. 48 показана модель проецирую­
щих плоскостей в системе плоскостей про­
екций Н и  К а на рис. 49 — осный и безосный 
чертежи этих плоскостей.

Фронтально-проецирующая плоскость М. 
Плоскость, перпендикулярную к фронталь­
ной плоскости проекций К называют фрон- 
тально-проецирующей. Эту плоскость мож­
но задать двумя следами Мн и Му на 
осном чертеже и одним Му — на безосном 
чертеже.

Угол наклона фронтального следа к на­
правлению оси проекций равен углу or на­
клона плоскости М  к горизонтальной плос­
кости проекций Н (рис. 49).

Горизонтально-проеиирующая плос­
кость N. Плоскость, перпендикулярную к 
горизонтальной плоскости проекций //, на­
зывают горизонтально-проецирующей. Эту 
плоскость можно задать двумя следами Ын 
и Ny на осном чертеже и одним !Ян — на 
безосном чертеже.
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Угол наклона горизонтального следа к 
оси проекций равен углу 0 наклона плоскости 
N к фронтальной плоскости проекций V.

Профильно-проецирующие плоскости G 
и R. Плоскости, перпендикулярные к про­
фильной плоскости проекций W4 называют 
профи, мю-проецирующими.

Плоскость G параллельна оси проекций, 
плоскость R проходит через ось проекций.

В системе двух плоскостей проекций И  и 
Упрофильно-проецирующие плоскости мож­
но задать следами только на осном чертеже; 
безосные чертежи таких плоскостей следами

не задаются. Плоскость G задана на осном 
чертеже следами GH и Gy.

Следы RH и R y плоскости R совпадают 
с осью проекций. Задание плоскости следами 
на осном чертеже в двух проекциях является 
неполным: при таком задании плоскость мо­
жет занимать множество положений. Плос­
кость R будет занимать определенное, един­
ственное положение, если дополнительно к 
условию совпадения ее следов с осью проек­
ций зададим еще любую из точек К этой 
плоскости. Геометрические образы рассмат­
риваемых плоскостей проецируются с ис-
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кажением на плоскости Н и  V и в  виде отрез­
ков прямой линии на плоскость проекций W.

Гори ЮН I Я. 1ЫШИ плоскость S. Плоскость, 
параллельную горизонтальной плоскости 
проекций Я, называют горизонтальной. Эта 
плоскость перпендикулярна к фронтальной 
плоскости проекций V. Ее задают на осном 
и безосном чертежах одной прямой лини­
ей — фронтальным следом S b.

Геометрический образ горизонтальной 
плоскости проецируется без искажения на 
горизонтальную плоскость проекций.

§ 1 5  П Р Я М Ы Е  Л И Н И И  И Т О Ч К И  П Л О С К О С Т И

Прямая линия принадлежит плоскости 
при условии, если она проходит: а) через две 
точки этой плоскости; б) через точку плоскос­
ти параллельно любой прямой этой плос­
кости.

На рис. 51 показана схема задания плос­
кости двумя пересекающимися прямыми — 
АВ и АС. Прямая /  //принадлежит плоскости 
ABC , поскольку она проходит через точки /  
и //это й  плоскости; прямая / / / / / т а к ж е  при­
надлежит плоскости А ВС. Она проходит 
через точку / /  плоскости и параллельна 
прямой А В этой плоскости.

Фронтальная плоскость U. Плоскость, 
параллельную фронтальной плоскости про­
екций К называют фронтальной. Она пер­
пендикулярна к горизонтальной плоскости 
проекций Н. Ее задают на осном и безосном 
чертежах одной прямой линией — горизон­
тальным следом UH.

Геометрический образ, расположенный 
во фронтальной плоскости, проецируется без 
искажения на фронтальную плоскость про­
екций.

Профильная плоскость Т. Плоскость, па­
раллельную профильной плоскости проек­
ций W% называют профильной. Она перпен­
дикулярна к горизонтальной плоскости про­
екций Н и фронтальной плоскости проек­
ций К Ее задают на осном и безосном чер­
тежах одной прямой линией, перпендикуляр­
ной к направлению оси проекций, которая 
и представляет собой сливающиеся горизон­
тальный Тн и фронтальный Ту следы.

Геометрический образ, расположенный 
в профильной плоскости, проецируется без 
искажения на профильную плоскость про­
екций.

На рис. 50 показаны примеры положений 
геометрических образов в проецирующих 
плоскостях.

Во фронтально-проецирующей плоскос­
ти Му находятся две пересекающиеся пря­
м ы е— ab, а'Ь' и ас, а'с'; в горизонтально- 
проецирующей плоскости NH— две парал­
лельные прямые de% d'e' и pq% p'q'.

Выбрать точку в плоскости, т. е. задать 
чертеж точки, принадлежащей данной плос-
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кости, произвольно, нс связывая с элемента­
ми плоскости, невозможно. Точка в плос­
кости выбирается по условию, что она нахо­
дится на прямой линии этой плоскости. 
Точки А/ и К принадлежат плоскости как 
точки прямой / / / э т о й  плоскости. Принад­
лежит плоскости и точка N как точка прямой 
/ /  / / /  плоскости.

На рис. 52 представлен чертеж плоскости 
abct а 'Ь 'с. Чтобы провести прямую, принад­
лежащую данной плоскости, необходимо вы­
полнить условия, при которых она будет ле­
жать в плоскости.

На прямых abt a b ' и ас, а'с , которыми 
задается плоскость, намечаем точки / / '  и 
22'. Прямая линия /2, Г2* принадлежит дан­
ной плоскости. Точки кк' и тт' этой прямой 
принадлежат плоскости.

Через точку 22' можно провести прямую 
23, 2'3\ параллельную прямой ab9 а'Ь'. Эта 
прямая, согласно условию, будет принадле­
жать плоскости аЬсл а'Ь'с'. Точка пп\ наме­
ченная на прямой 23, 2 '3 \ принадлежит плос­
кости.

В плоскости, кроме прямых произволь­
ного (общего) положения, можно наметить 
и линии, занимающие особое положение по 

• отношению к плоскостям проекций. К таким 
линиям относятся:

1) прямые линии, параллельные плос­
кости проекций — горизонтам и фрон­
та, ш,

2) линии наибольшего наклона тоскости 
к плоскостям проекций Я  и К

Линию наибольшего наклона плоскости 
к горизонтальной плоскости проекций назы­
вают линией наибольшего ската.

Пусть плоскость задана двумя пересекаю­
щимися прямыми линиями ab. а'Ь' и 6с, Ь'с' 
(рис. 53). Построим сначала горизонталь 
плоскости - - прямую, параллельную гори­
зонтальной плоскости проекций.

Фронтальная проекция горизонтали па­
раллельна направлению оси проекций или, 
что то же самое, перпендикулярна к направ­
лению линии связи.

Сначала проводим фронтальную проек­
цию а'Г  горизонтали. Намечаем точку / ' 
пересечения ее с фронтальной проек­
цией Ь'с' прямой Ьс, Ь'с' плоскости. Оп­

ределяем горизонтальную проекцию / точ­
ки / / ' .

Горизонтальную проекцию о/ горизон­
тали определяют как недостающую проек­
цию прямой плоскости.
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46 Построим в этой же плоскости фрон­
та tb — прямую линию, параллельную фрон­
тальной плоскости проекций. Горизонталь­
ная проекция фронтали параллельна направ­
лению оси проекций.

Проведем горизонтальную проекцию а2 
фронтали. Намечаем точку 2 пересечения ее 
с горизонтальной проекций Ьс прямой Ьс, 
Ъ'с плоскости. Определяем фронтальную 
проекцию 2  точки 2 2 . Прямая а 2  является 
недостающей фронтальной проекцией фрон­
тали а2% а ‘2 .

Линией наибольшего наклона пюскости 
к плоскости проекций Н  или V называют 
прямую, лежащую в плоскости и перпенди­
кулярную соответственно или к горизон­
талям или фронталям этой плоскости. На 
основании свойства параллельного проеци­
рования о взаимной перпендикулярности 
прямых линий устанавливаем, что прямой 
угол, составленный горизонталью с линией 
наибольшего наклона, проецируется на эту 
плоскость без искажения. Проводим гори­
зонтальную проекцию сЗ линии наибольшего 
наклона перпендикулярно к горизонтальной 
проекции а! горизонтали. Фронтальная про­
екция с'3' искомой линии определяется по 
условию взаимопринадлежности прямой и 
плоскости.

Пример. В заданной плоскости abc% a LY  
построить прямую. Фронтальная проекция 
е'Г  прямой известна (рис. 54).

Р е ш е н и е .  Фронтальная проекция e f  
прямой в точках Г  и 2  пересекается фрон­
тальными проекциями a b ' и а с  прямых 
ab, a h' и ас, а’с’ данной плоскости. Опреде­
ляем недостающие горизонтальные проек­
ции / и 2 этих точек.

Прямая ас, аV  плоскости — профильная. 
Здесь недостающую горизонтальную про­
екцию 2 точки 22  можно определить по усло­
вию, что точка 22  делит отрезок ос, а с  внут­
ренним делением в заданном отношении.

Из точки а в произвольном направлении 
проводим прямую линию и на ней от точки а 
откладываем отрезки, равные а 2  и 2с'. 
Конец последнего отрезка соединяем пря­
мой линией с точкой с, а из конца первого 
проводим прямую, параллельную этой ли­
нии до пересечения ее в точке 2 с проек­
цией ас.

Точка 2 делит горизонтальную проек­
цию ас прямой ас, а с' в том же отношении, 
как и точка 2  делит фронтальную проек­
цию а'с' этой прямой.

На прямой 12 находится недостаю­
щая горизонтальная проекция ef отрез­
ка ef% e f .
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Пример. В плоскости abc, а'Ь'с' построить 
точки ее и и ', удаленные на заданном рас­
стоянии / от плоскостей проекций Н и V. 
Точка ее принадлежит первой биссекторной 
плоскости; точка tf'— второй биссекторной 
плоскости (рис. 55).

Р е ш е н и е .  В плоскости abc, а'Ь’с' на 
расстояниях от плоскостей Я  и К равных /, 
проводим горизонталь и фронталь. Точка 
ее' пересечения горизонтали и фронтали 
принадлежит плоскости; она равноудалена 
от плоскостей проекций и располагается в 
первом углу пространства. Продолжим раз­
ноименные проекции горизонтали до пере­
сечения в точке tt'.

Точка п' принадлежит плоскости, равно­
удалена от плоскостей проекций и располо­
жена во втором углу пространства.

В плоскости abc, а'Ь'с есть еще две точки, 
отвечающие условию задачи и расположен­
ные в третьем и четвертом углах npocipaH- 
ства. Предлагаем читателю найти их само­
стоятельно.

Пример. В заданной плоскости abc, а'Ь'с' 
построить прямые, параллельные биссек- 
торным плоскостям (рис. 56).

Р е ш е н и е .  Разноименные проекции 
прямых данной плоскости продолжим до их 
пересечения. Так, проекции аЬ и а'Ь' прямой

аЬ, а'Ь' пересекаются в точке / / ' ;  проекции 47 
Ьс и Ь'с' прямой Ьсу Ь’с пересекаются в точ­
ке 22\ Прямая 12, V 2  принадлежит данной 
плоскости. Ее проекции совпадают.

Проведем, например, через точку сс 
плоскости прямую се, с'е\ проекции се и 
с'е которой будут параллельны проекциям
12 и Г  2' прямой /2, V I . Построенная прямая
се, с'е принадлежит плоскости и параллель­
на второй биссекторной плоскости.

Проекции прямой линии, параллельной 
первой биссекторной плоскости, составляют 
равные углы наклона с направлением оси 
проекций и не параллельны.

Проведем через точку 22  горизонталь­
ную прямую линию, а через точку IV — пря­
мую. делящую линии связи точек прямой аЬ, 
а'Ь' пополам. Эти прямые пересекаются в 
точке 33'. Через точку 33' проведем линию 
связи и на прямой ab9 а'Ь' наметим точ­
ку //'. Проекции прямой /2, t '2  составляют 
с направлением оси проекций равные 
углы.

Любая прямая плоскости, параллельная 
прямой г2, Г'2\ параллельна первой биссек­
торной плоскости.

Итак, прямая Ьк, Ь'к' принадлежит плос­
кости аЬсщ a'b'c* и параллельна первой бис­
секторной плоскости.
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§ 1 6 П Р О Е К Ц И И  П Л О С К И Х  Ф И Г У Р

Любая из точек плоской фигуры (тре­
угольника, квадрата, окружности, эллипса 
и т. п.) принадлежит плоскости этой фигуры. 
Поэтому проекции плоской фигуры строят 
по условию принадлежности точек фигуры 
ее плоскости.

На рис. 57 показано построение недостаю­
щей горизонтальной проекции многоуголь­
ника. Здесь плоскость многоугольника пред­
ставлена двумя его сторонами ab% а'Ь' и 
Ьсщ Ь'с'. Соединим точки сил и сс прямой ли­
нией. Фронтальные проекции Ь'е' и b'd' 
прямых пересекаются фронтальной проек­
цией а'с прямой в точках Г и 2'. Определяем 
горизонтальные проекции / и 2 этих точек.

Прямые Ы и Ь2, пересекаясь соответ­
ствующими линиями связи, определяют точ­
ки е и d — недостающие горизонтальные про­
екции вершин ее и dd' многоугольника.

По проекциям можно судить о положе­
нии фигуры относительно плоскостей про­
екций. На рис. 58 каждая из проекций тре­
угольники изображает как бы разные его

стороны — лицевую и оборотную. Здесь по­
строена одна из основных точек плоской 
фигуры — центр тяжести треугольника — 
точка пересечения медиан. Эта точка на чер­
теже во всех случаях определяется непосред­
ственно, т. е. если точка делит отрезок пря­
мой в пространстве пополам, то и проекции 
точки делят проекции отрезка также попо­
лам. В этом случае достаточно провести 
медианы на каждой из проекций треуголь­
ника. Для построения центра тяжести можно 
также использовать и известное из геомет­
рии свойство этой точки — она делит каж­
дую из медиан в отношении 2 : 1 .

На рис. 59 каждая из проекций изображает 
одну и ту же сторону треугольника. Это лег­
ко представить по чертежу путем воображе­
ния. Признаком этогq может также служить 
и порядок обхода вершин. В первом случае 
(см. рис. 58) обход вершин для обеих проек­
ций производят в разных направлениях: 
например, для фронтальной проекции — по 
ходу часовой стрелки, а для горизонталь-
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ной — против хода часовой стрелки. В дан­
ном случае обход вершин для обеих проек­
ций производят в одном направлении.

С проведением взаимно перпендикуляр­
ных прямых связано построение ортоцент­
ра — точки пересечения трех высот тре­
угольника и центра описанной окружности- 
точки пересечения перпендикуляров, вос­
ставленных из середин сторон треугольника.

На рис. 59 построены взаимно перпенди­
кулярные прямые в плоскости треугольника 
для частного случая, когда две стороны тре­
угольника параллельны плоскостям проек­
ций: одна параллельна плоскости проекций 
//, другая — плоскости V. Ниже изложены 
приемы построения взаимно перпендикуляр­
ных прямых в произвольном их положении.

Построение центра вписанной в тре­
угольник окружности — точки пересечения 
биссектрис треугольника — можно выпол­
нить на чертеже непосредственно (без других 
дополнительных приемов) только для част­
ного случая расположения треугольника от­
носительно плоскостей проекций.

Биссектриса проекции угла является про­
екцией биссектрисы этого угла в том случае,
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если стороны его одинаково наклонены к 
плоскости проекций.

П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е  П Р Я М Ы Х  Л И Н И Й  И П Л О С К О С Т Е Й  
П Р О Е Ц И Р У Ю Щ И М И  П Л О С К О С Т Я М И

При рассмотрении проецирующих плос 
костей установлена важная для них особен
ность. Любой геометрический образ, лежа­
щий в проецирующей плоскости, имеет одну 
из своих проекций на соответствующем следе 
этой плоскости. Это свойство проецирую­
щих плоскостей дает возможность легко ре­
шать задачи на построение точек пересече­
ния прямых линий проецирующими плоскос­
тями и линий пересечения плоскостей общего 
положения проецирующими плоскостями.

Точка пересечения прямой линии ab9 а'Ь' 
фронтально-проецирующей плоскостью M v 
(рис. 60, слева) определяется следующим об­
разом. На фронтальном следе плоскости на­
ходим фронтальную проекцию х' точки хх*у 
принадлежащей данной прямой. Горизон­
тальная проекция х  определяется как недо­

стающая проекция точки х х \  принадлежа­
щей прямой аЬщ а'Ь'.

На рис. 60 справа показано построение 
точки пересечения прямой cd, c'd гориэон- 
тально-проецируюшей плоскостью N„. Для 
этого сначала находим горизонтальную про­
екцию у  точки у /  на пересечении горизон­
тальной проекции cd прямой cd, c'd' с гори­
зонтальным следом NH плоскости.

Фронтальная проекция /  точки уу  оп­
ределяется на пересечении линии связи 
с фронтальной проекцией c d ' прямой
Ы  d d .

Линия пересечения плоскости общего по­
ложения проецирующей плоскостью опре­
деляется по точкам пересечения двух любых 
прямых линий плоскости общего положения 
проецирующей плоскостью.

4 718



Глава III. Плоскость на пюре Монжа. Oci

Р И

Пусть произвольно расположенная плос­
кость, заданная двумя пересекающимися пря­
мыми abt a b ' и Ьсч Ь'с\ пересекается фрон­
тально-проецирующей плоскостью Му 
(рис. 61). Находим точки / / '  и 22' пересечения 
прямых ab% а'Ь' и Ьс, Ь'с' плоскости abc, 
a b e c  проецирующей плоскостью М у. Пря­
мая линия 12, Г2* является линией пересе­
чения плоскостей.

На рис. 62 показан пример построения 
на осном чертеже линии пересечения плос­
костей, заданных следами. Следы плоскости, 
как известно, представляют собой прямые

Р и с .  61

линии пересечения этой плоскости плоскос­
тями проекций. Линию пересечения двух 
плоскостей, заданных следами, строят по 
точкам пересечения их одноименных следов, 
если они пересекаются в пределах чертежа.

Если следы плоскостей в пределах черте­
жа не пересекаются, то линию пересечения 
этих плоскостей строят по точкам пересе­
чения любых других (пересекающихся в 
пределах чертежа) прямых плоскости об­
щего положения с проецирующей плоско­
стью.
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Здесь прямая ab, а'Ь' плоскости общего 
положения (фронтальный след Ру) пересе­
кается в точке IV  с проецирующей плоско­
стью. Прямая ас, а'с' плоскости общего по­
ложения (горизонтальный след Рн) не пе­
ресекается в пределах чертежа с проециру­
ющей плоскостью. В этом случае в плос­
кости abc, а'Ь'с намечаем дополнительную 
прямую, например, Ьс, Ь'с'. Она пересекает 
проецирующую плоскость в точке 2Т.

Прямая 72, V2? является линией пересе­
чения заданных плоскостей.

На чертеже показано, что горизонталь­
ная проекция 12 прямой /2, V 7  направлена 
в точку пересечения горизонтальных следов 
данных плоскостей.

На рис. 63 построена линия пересечения 
горизонтально-проецирующей плоскости 
Ын, Nv фронтально-проецирующей плос­
костью Мн, Mv.

Линию ху , х 'у ' пересечения двух проеци­
рующих плоскостей определяют, исходя из 
основного свойства этих плоскостей: гори­
зонтальная проекция ху  прямой хуу х 'у  
должна принадлежать горизонтальному сле­
ду Ын плоскости, а фронтальная проек­
ция х у  этой прямой — фронтальному сле­
ду Му плоскости.

На рис. 64 показано построение на 
безосных чертежах линий пересечения про­
ецирующих плоскостей. Две горизонталь­
но-проецирующие плоскости Ын и Тн пе­
ресекаются по прямой линии аЬ9 а'Ь\ пер­
пендикулярной к горизонтальной плоскости 
проекций Н. Горизонтально- и фронтально- 
проецирующая плоскости (Ын и М у) пере­
секаются по прямой линии /2, / §Т . Здесь 
проекции 12 и V 7  линии пересечения плос­
костей принадлежат их соответствующим 
следам.

/

П Е Р ЕС ЕЧ Е Н И Е П Р Я М Ы Х  Л И Н И Й  П Л О С К О С Т Я М И  О Б Щ Е Г О  
ПОЛОЖЕНИЯ. У С Т А Н О В Л Е Н И Е  В И Д И М О С Т И  П Р Я М О Й §18

Схема решения задачи на построение 
точки пересечения прямой линии с плоско­
стью является весьма важной среди других 
позиционных задач курса начертательной 
геометрии. Эта схема используется и для

решения задач на построение точек пере­
сечения прямых с поверхностью, на пере­
сечение поверхности плоскостью, постро­
ение линий пересечения поверхностей линей­
чатыми поверхностями и т. п. Здесь в реше-

4 *
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нии задачи используют проецирующую 
плоскость как вспомогательную.

Рассмотрим схему решения задачи на 
построение точки пересечения прямой с пло­
скостью. Пусть плоскость Q, заданная двумя 
прямыми — А В и АС, пересекается пря­
мой EF (рис. 65).

Решаем задачу в определенной последо­
вательности: через прямую EF проводим 
одну из проецирующих плоскостей (плос­
кость М  или N);

определяем линию I II пересечения за­
данной плоскости Q вспомогательной про­
ецирующей плоскостью М  (N);

определяем точку X  пересечения данной 
прямой EF с линией I I I  пересечения плос­
костей Q и М  (N ). Эта точка, общая для 
прямой EF и плоскости Q, является искомой 
точкой пересечения прямой с плоскостью.

По этой схеме решим задачу на чертеже. 
Пусть даны плоскость аЬс% а'Ь'с' и пря­
мая ef% e ' f  Определим точку пересечения 
прямой с плоскостью (рис. 66).

Придерживаясь схемы, задачу решаем 
в такой последовательности:

прямую ef, e 'f ' заключаем во фронталь- 
но-проецирующую плоскость М у (для этого 
через фронтальную проекцию прямой сле­
дует провести фронтальный след Му плос­
кости);

определяем линию пересечения заданной 
плоскости вспомогательной проецирующей 
плоскостью; прямая /2, 1'?  пересечения 
плоскостей определяется по точкам IV  и 22  
пересечения прямых ас, oV  и Ьс, Ь'с данной 
плоскости проецирующей плоскостью;

определяем точку хх ' пересечения пря­
мой ef, e 'f' с прямой линией 12, Г 2  пересе­
чения плоскостей.

Точка jcjc' является искомой точкой пере­
сечения прямой ef \ e f f  с плоскостью abct 
а'Ь'с'.

На рис. 67 показано решение аналогич­
ной задачи на осном чертеже. Здесь плос­
кость abc, а Ь’с* задана следами.

Пусть прямая e f  e 'f ' пересекает плос­
кость abc% а'Ь'с\ заданную непрозрачным 
треугольником (рис. 68). Определим точку 
пересечения прямой с треугольником и ука­
жем видимые и невидимые отрезки прямой 
относительно плоскостей проекций. Через 
прямую ef% e f  проводим гориэонтально- 
проецирующую плоскость Nh. Строим ли­
нию 12, 1'2‘ пересечения треугольника плос­
костью Nh п о  точкам пересечения сторон ас, 
а'с' и ab, а'Ь' треугольника с этой вспомога­
тельной проецирующей плоскостью. Опре­
делим точку хх ' пересечения прямой ef, e ' f  
с линией /2, Г 2 . Она и будет искомой точкой 
пересечения прямой с треугольником. Ука-



жсм видимые и невидимые (относительно 
плоскостей проекций) отрезки прямой линии, 
применяя способ так называемых конкури­
рующих точек.

Конкурирующими называют точки, лежа­
щие на одном проецирующем луче.

Если смотреть по направлению проеци­
рующего луча, то можно увидеть ту из кон­
курирующих точек, которая наиболее уда­
лена от плоскости проекций (или, что то же 
самое, наиболее близко расположена к нам).

Так, на горизонтально-проецирующем 
луче 13, ГЗ' находятся точки IГ  и 33', при­
надлежащие прямым ас, а'с' и ef, e'f'. Точ­
ка / / '  принадлежит стороне ас, а'с' треуголь­
ника, точка 33' принадлежит прямой ef, e 'f ’. 
По фронтальным проекциям Г и 3' этих 
точек устанавливаем, что одна из них (точ­
ка / / ')  расположена выше другой (точка 33') 
относительно плоскости проекций И. Сле­
довательно, на участке хЗ, х'З' прямая ли­
ния ef, S f  (если смотреть на горизонталь­
ную плоскость проекций Н) находится под 
плоскостью треугольника, т. е. закрыта этим 
треугольником. Условно горизонтальную 
проекцию прямой на участке хЗ покажем 
штриховой линией.

Чтобы определить видимость прямой от­
носительно фронтальной плоскости проек­
ций, воспользуемся фронтально-проециру- 
ющим лучом 45, 4'5'. Здесь точка 55' при­
надлежит стороне ас,, а'с' треугольника, а 
точка 44' — прямой ef, e'f'. По местоположе­
нию горизонтальных проекций этих точек 
устанавливаем, что точка 55' ближе к нам, 
чем точка 44'.

Поэтому на участке 4х, 4'х' (если смот­
реть на фронтальную плоскость проекций V) 
прямая if, e 'f закрыта треугольником и 
является невидимой. Условно на участке 4'х' 
фронтальную проекцию e ' f  прямой покажем 
штриховой линией.

В начертательной геометрии проециру­
ющие плоскости часто используют как вспо­
могательные для решения очень многих 
геометрических задач.

Пример. Через точку аа провести пря­
мую, пересекающую данные скрещивающие­
ся прямые Ьс, Ь'с' и de, d'e' (рис. 69). Р и с. 68

Р е ш е н и е .  Рассмотрим схему решения 
этой задачи в пространстве. Любую из дан­
ных прямых, например, ВС и точку А при­
нимаем за плоскость. Эту плоскость в точ­
ке X  пересекает другая из данных пря­
мых — DE. ,
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Прямая линия АХ  пересекает прямую ВС 
в точке У. Решим задачу на чертеже по ука­
занной схеме. Пусть точка аа' и прямая Ьс, 
Ь'с' представляют плоскость.

Определим точку хх ' пересечения с этой 
плоскостью второй из данных прямых — de% 
d e Чтобы найти эту точку, через пря­
мую de, d е' проводим вспомогательную

фронтал ьно-проецирующую плоскость Му 
и находим линию 12, Г 2' ее пересечения 
с плоскостью аЬсу а'Ь'с'. На пересечении 
прямых /2, Г ?  и de, de ' находится точ­
ка хх'.

Искомая прямая линия проходит через 
точки аа' и хх ' и пересекается в точке уу' 
с прямой Ьс, Ь'с'.

§ ] 9  ВЗАИ М НО П Е Р Е С Е К А Ю Щ И Е С Я  П Л О С К О С Т И

Две плоскости пересекаются по прямой 
линии. Прямую линию пересечения плоскос­
тей можно определить по точкам пересе­
чения двух любых прямых линий одной 
плоскости с другой плоскостью или по точ­
кам пересечения прямых каждой из плос­
костей — пересечения прямой первой плос­
кости со второй плоскостью и пересечения 
прямой второй плоскости с первой плос­
костью.

Следовательно, для построения линии 
пересечения плоскостей необходимо найти 
две общие для них точки.

Линию пересечения плоскостей можно 
построить, применяя к решению задачи 
и вспомогательные секущие плоскости. 
Обычно выбирают проецирующие плос­
кости, часто — горизонтальные или фрон­
тальные.

На рис. 70 решение аналогичной задачи 
представлено на чертеже. Здесь произвольно 
выбранная секущая вспомогательная плос­
кость S y пересекает заданные плоскости по 
прямым линиям — горизонталям /2, Г 2' и 
34% 3 '4\ Горизонтали пересекаются в точ­
ке хх'.
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Вторая секущая горизонтальная плос­
кость Uv пересекает заданные плоскости 
по горизонталям 56% 5'6' и 7Н% 7 # ,  которые, 
в свою очередь, пересекаются в точке у у \  
Прямая ху% х У  является линией пересечения 
заданных плоскостей.

На рис. 71 дано построение линии пере­
сечения двух треугольников и указана види­
мость этих треугольников относительно 
плоскостей проекций.

Линия пересечения ху% х 'у ' двух данных 
треугольников построена по точкам пересе­
чения двух сторон одного треугольника с 
плоскостью другого треугольника. Постро­
ение точки хх  пересечения стороны ed, e'd' 
треугольника edk, e’d'k' с плоскостью тре­
угольника abc, а'Ь'с' производим по общей 
схеме.

Через прямую ed, e’d' проводим проеци­
рующую плоскость Му . Определяем ли­
нию /2, 1'Т пересечения этой плоскости с 
плоскостью треугольника abc, a 'bY . Точ­
ка ххf пересечения найденной линии 12, Г 2

со стороной edy e'd' треугольника является 
точкой пересечения стороны одного тре­
угольника с плоскостью другого треуголь­
ника, т. е. она принадлежит линии пересе­
чения заданных треугольников.

Аналогично определяем вторую общую 
для двух треугольников точку — уу'. Пря­
мая линия х у , х 'у ' является линией пересе­
чения двух треугольников abc, а'Ь'с' и edk, 
e'd'k'. Видимость треугольников относитель­
но плоскостей проекций Я  и V определена 
с помощью конкурирующих точек.

Видимость треугольников относительно 
горизонтальной плоскости проекций опре 
делим следующим образом. Проведем гори 
зонтально-проецирующую прямую 67, 6'Т  
пересекающую стороны ed, e 'd  и ab% а'Ь 
треугольников в точках 66' и 77. По фрон 
тальным проекциям 6' и 7  устанавливаем 
что точка 77  прямой ab, а'Ь' ближе к нам — 
она дальше отстоит от плоскости про­
екций Я, чем точка 66' прямой линии 
е<и e'd'.
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Следовательно, прямая ed, e'd' на уча­
стке dx , <tх' (от точки dd' до пересечения ее 
с плоскостью треугольника abc, a b ' c )  яв­

ляется видимой. Этого достаточно, чтобы 
определить видимую и невидимую части 
треугольника edk, e'd'k' относительно гори­
зонтальной плоскости проекций Н. Соответ­
ственно определяем видимость относитель­
но той же плоскости проекций Н  и другого 
треугольника.

Аналогичными построениями определя­
ем видимость треугольников относительно 
фронтальной плоскости проекций. Прово­
дим фронтально-проецирующую прямую 
28, 2 пересекающую стороны Ьс, b'd  и 
ed. e'd' заданных треугольников в точках 22  
и 88' При этом устанавливаем, что точка 22  
конкурирует с точкой 88', т. е. она наиболее 
удалена от плоскости проекций V и находит­
ся ближе к нам, чем точка 88'.

Поэтому прямая Ьс, Ь'сг на участке by, 
Ь'у' (от точки ЬЬ' до пересечения ее с плос­
костью треугольника edk, e'd'k') является 
видимой. Этого достаточно, чтобы опре­
делить видимую и невидимую части тре­
угольника аЬс, а'Ь'с относительно фронталь­
ной плоскости проекций V. Соответствен­
но определяем видимость относительно 
плоскости проекций V и другого треуголь­
ника.

§20 П Р Я М Ы Е  Л И Н И И  И П Л О С К О С Т И ,  П А Р А Л Л Е Л Ь Н Ы Е  П Л О С К О С Т И

1. Прямые линии, параллельные плоскости 2. Взаимно параллельные плоскости

Прямая параллельна плоскости, если она 
параллельна любой прямой этой плоскости. 
Через каждую точку пространства можно 
провести бесчисленное множество прямых, 
параллельных данной плоскости.

Пусть плоскость Q представлена двумя 
пересекающимися прямыми линиями А В 
и АС  (рис. 72). Прямая FG параллельна 
плоскости Q, так как она параллельна пря­
мой I I I  этой плоскости.

На рис. 73 показан чертеж взаимно па­
раллельных прямой линии и плоскости. 
Плоскость задана двумя параллельными 
прямыми — аЬ, а'Ь'  и cd, c'd'. Прямая 
параллельна плоскости, так как она парал­
лельна прямой 12, Г 2  этой плоскости.

Если две пересекающиеся прямые линии 
одной плоскости соответственно параллель­
ны двум прямым другой плоскости, то эти 
плоскости параллельны.

Через точку пространства можно про­
вести бесчисленное множество прямых, па­
раллельных данной плоскости. Пучок этих 
прямых представляет плоскость, параллель­
ную данной. Для задания плоскости из 
этого множества прямых достаточно выде­
лить две любые прямые. Для этого проведем 
из точки F вне плоскости Q (рис. 72) пря­
мые FD  и FK, параллельные прямым А В 
и АС  этой плоскости.

Прямые определяют плоскость, парал­
лельную плоскости Q
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На рис. 74 представлен чертеж плоскости, 
заданной двумя параллельными прямыми 
abt а'Ь' и cd, с*«Г Проведем через точку ее 
плоскость, параллельную заданной.

Прямые ет, е'т' и еп, е л ', параллельные 
прямым Ы  и /2, / '7  данной плоскости, 
определяют плоскость, параллельную за­
данной.

Если плоскости заданы следами или глав­
ными линиями (горизонталью и фрон-

1алью). то для условия параллельности 
плоскостей достаточно, чтобы их следы, 
или главные линии, были между собой па­
раллельны.

Проведем через точку кк' плоскость, па­
раллельную данной плоскости аЬс, а'Ь 'с. 
Плоскость аЬс, а'Ь'с' задана следами 
(рис. 75). Проведем через точку кк' одну из 
главных линий искомой плоскости, напри­
мер, горизонталь. Через след горизонтали, 
точку IV  проходит фронтальный след пс. п е

I» я с. 75
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58 искомой плоскости, параллельно одноимен­
ному следу аЬч а'Ь' заданной плоскости. 

Горизонтальный след тп, т п паралле­

лен следу ас, а 'с' данной плоскости и про­
ходит через точку пересечения фронтального 
следа искомой плоскости с осью проекций.

§21 П Р Я М Ы Е  Л И Н И И  И П Л О С К О С Т И ,  П Е Р П Е Н Д И К У Л Я Р Н Ы Е  к плоскости

1. Прямые линии, перпендикулярные 
к плоскости

Прямая перпендикулярна к плоскости, 
если она перпендикулярна к любым двум 
пересекающимся прямым этой плоскости. 
Если прямая перпендикулярна к двум таким 
прямым плоскости, то она перпендикулярна 
к любому множеству прямых этой плос­
кости.

Через каждую точку пространства можно 
провести только одну прямую, перпендику­
лярную к данной плоскости. Такая прямая, 
как известно, определяет направление плос­
кости.

На схеме (рис. 76) показано, что пря­
мая EF перпендикулярна к плоскости Q, 
так как она одновременно перпендикулярна 
к двум прямым АВ  и АС  этой плоскости.

Для построения чертежа прямой, пер­
пендикулярной к плоскости, воспользуемся 
условием проецирования прямого угла. Рас­

смотрим рисунок пространственной модели 
плоскости Q и прямой EF% перпендикулярной 
к ней (рис. 77).

В плоскости Q из точки А проведем две 
прямые А В и А С, параллельные плоскостям 
проекций, — фронгаль и горизонталь.

Прямой угол FAC  проецируется на гори­
зонтальную плоскость проекций Н без ис­

кажения, в виде прямого угла fac. Здесь одна 
из сторон АС  угла FAC  параллельна гори­
зонтальной плоскости проекций Н.

Прямой угол FAB проецируется на 
фронтальную плоскость проекций V также 
в виде прямого угла fa 'b '  (на модели не 
показано). Отсюда вытекает следующая тео­
рема:

Т е о р е м а. Прямая линия перпендику­
лярна к плоскости, ес.ги ее проекции перпен­
дикулярны к одноименны у проекциям на­

Р и с. 76 Р и с .  77
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правлений горизонтали и фронтали плос­
кости.

Имея направления проекций горизон­
тали и фронтали, согласно этой теореме, 
определяем проекции прямой линии, пер­
пендикулярной к плоскости.

Горизонтальная проекция перпендику­
ляра составляет прямой угол с горизонталь­
ной проекцией горизонтали плоскости. 
Фронтальная проекция перпендикуляра со­
ставляет прямой угол с фронтальной проек­
цией фронтали плоскости. На основании 
этой теоремы можно определить и постро­
ить направления заданных плоскостей и 
плоскости заданных направлений.

На рис. 78 даны построения по определе­
нию направления плоскости abc, а Ь'с'. 
В этой плоскости проведены горизонталь 
а Л а Г и фронталь с2% с’2*.

Проекции прямой ек, е'к' перпендикуляр­
ны соответственно к одноименным проекци­
ям направлений горизонтали и фронтали 
плоскости, т. е. ek-Lal и ek ' J -  с'2*.

Прямая линия ек, е'к’ перпендикулярна 
к плоскости abc, а'Ь'с' и является направле­
нием этой плоскости.

Если плоскости проецирующие, то на­
правления этих плоскостей определяют пря-

59

мые, параллельные плоскостям проекций 
(рис. 79).

Так, горизонтальная прямая ab, а ’Ь' яв­
ляется направлением горизонтально-проеци- 
рующей плоскости NH. Фронтальная пря­
мая cd4 c'd' является направлением фрон­
т ал ь но-проецирую щей плоскости Му . Го- 
ризонтально-проецирующая прямая ef, e 'f' 
является направлением горизонтальной пло­
скости Sy.

Пример. Через точку аа провести плос­
кость данного направления ек, е'к ' (рис. 80).

/

с
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60 Р е ш е н и е .  Через точку аа проведем 
главные линии (горизонталь и фронталь) 
искомой плоскости, перпендикулярные к 
прямой ек, е'к'. Здесь фронтальная проек­
ция а'с' горизонтали параллельна направле­
нию оси проекций; горизонтальная ее про­
екция составляет прямой угол с горизон­
тальной проекцией ек направления ек% е'к' 
плоскости.

Горизонтальная проекция ab фронтали 
параллельна направлению оси проекций; 
фронтальная ее проекция составляет прямой 
угол с фронтальной проекцией е'к' направ­
ления ек, е'к' плоскости.

Направлением плоскости, заданной глав­
ными линиями — горизонталью ас. a 'd  и 
фронталью аЬ% а'Ъ\ является прямая ек, е'к'. 
Эта плоскость может быть заданной, на­
пример двумя параллельными прямыми ли­
ниями (12; Г Г  и 34. 3'4').

2. Взаимно перпендикулярные плоскости

Две плоскости взаимно перпендикуляр­
ны, если одна из плоскостей имеет прямую 
линию, перпендикулярную к другой плос­
кости.

Для построения плоскости, перпендику­
лярной к другой плоскости, достаточно оп­
ределить прямую, перпендикулярную к этой 
плоскости. Через эту прямую можно про­
вести множество плоскостей, перпендику­
лярных к данной плоскости.

На модели (рис. 76) прямая EF перпенди­
кулярна к плоскости Q. Любая плос­
кость Г, R... прямой КЕ перпендикулярна к 
плоскости Q.

На рис. 81 представлен чертеж двух вза­
имно перпендикулярных плоскостей. Плос­
кость dek, d'e'k' перпендикулярна к плоско­
сти аЬс, а'Ь'с'ч так как прямая dk, d'k' этой 
плоскости перпендикулярна к плоскости 
аЬс, a'b'S.

Установлено, что через прямую, перпен­
дикулярную к плоскости, можно провести 
бесконечно большое число плоскостей, пер­
пендикулярных к заданной плоскости. Одно­
именные следы этих плоскостей, однако, не 
взаимно перпендикулярны.

Пусть плоскость ahc, d b 'c ’ задана сле­
дами (рис. 82). Построим плоскости, перпен­
дикулярные к плоскости abc, a'b'd  и зададим 
их следами. Проведем прямую ef% e 'f, пер-
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пендикулярную к плоскости abc, а'Ь'с'. Про­
екции прямой, как известно, составляют 
прямые углы с соответствующими следами 
плоскости. Определим следы тт' и пп' 
прямой линии е/, e'f. Через точку тт про­
ходят горизонтальные, а через точку пп' — 
фронтальные следы плоскостей, перпенди­
кулярных к заданной плоскости. Следы их, 
как видим, не перпендикулярны к соответ­
ствующим следам заданной плоскости. Пло- 
кости QHt Qy: Мн , Mv и Afo, Nv перпенди­
кулярны к плоскости abc, a'b'd.

Если одноименные следы двух плоско­
стей взаимно перпендикулярны, то плоско­
сти не перпендикулярны между собой 
(рис. 83). Это легко доказать на примере 
(рис. 82). Если горизонтальный след NH 
плоскости NH. Ny , проходя через след пря­
мой — точку тт\ перпендикулярен к гори­
зонтальному следу ас, a d  заданной плоско­
сти, то фронтальный след Nv искомой 
плоскости (он должен пройти через фрон­
тальный след пп прямой) не может быть

перпендикулярен к фронтальному следу а Ь' 
заданной плоскости.

Если одноименные следы двух плоско­
стей взаимно перпендикулярны, то в плос­
кости нет прямой, перпендикулярной к дру­
гой плоскости, т. е. условие перпендику­
лярности двух плоскостей не соблюдается.

ВЗАИМНО П Е Р П Е Н Д И К У Л Я Р Н Ы Е  П Р Я М Ы Е  О Б Щ Е Г О  П О Л О Ж Е Н И Я

Две прямые взаимно перпендикулярны, 
если каждая из них является направлением 
одной из плоскостей другой прямой.

Через точку можно провести бесконечное 
множество прямых, перпендикулярных к 
данной прямой, но только одна из них будет 
пересекать другую под прямым углом. Все 
эти прямые принадлежат одной плоскости. 
Поэтому для построения чертежа прямой 
линии, перпендикулярной к другой прямой, 
необходимо прежде всего построить плос­
кость, перпендикулярную к этой прямой.

На схеме (рис. 84) через точку А прове­
дена плоскость Q перпендикулярно к задан­
ной прямой CD и определена точка К пере­
сечения прямой CD с этой плоскостью. 
Прямая А К пересекает заданную прямую CD 
пол прямым углом.

Пример. Через данную точку хх' пря­
мой аЬч а'Ь' перпендикулярно к ней провести 
прямую, пересекающую данную прямую cd, 
e'd' (рис. 85).

Р е ш е н и е .  Через точку хх' прямой ab9 
а'Ь' проведем плоскость х!2% х 'Г 2 , перпен­
дикулярную к ней. Эта плоскость в точке уу' 
пересекает прямую линию cd, e'd'. Через 
прямую cd, e'd' проводим секущую вспомо­
гательную проецирующую плоскость NH.

Р и с. 84
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Определяем линию 34, 3'4' пересечения этой 
плоскости с плоскостью х!2, х ’у 2*.

На пересечении двух прямых 34, 3'4‘ 
и cd, c'd' определяем точку у у \  Прямая ху, 
х'у' является искомой, удовлетворяющей 
заданному условию.

Пример. В плоскости abc, а'Ь'с построить 
прямую, пересекающую данную прямую ef, 
e 'f' под прямым углом (рис. 86).

Р е ш е н и е .  Определяем точку хх  пере­
сечения прямой ef, e ' f  с плоскостью. Для 
этого через прямую проводим проецирую­
щую плоскость Nh, N у и строим линию 12, 
Г ?  ее пересечения с данной плоскостью.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Покажите способы задания плоскости о б ­
щ ею  положениа и проецирующих плоскостей.

2. Как строят прямые линии и точки в пло­
скости?

Эта линия пересекает прямую ef, e 'f  в точ­
ке хх'.

Через точку хх' проводим плоскость RH. 
К, перпендикулярно к прямой ef, e ' f  Любая 
прямая такой плоскости составляет с данной 
прямой линией угол, равный 90°.

Очевидно, искомой является прямая ли­
ния х5, х'5' пересечения плоскости RH. Ry 
с данной плоскостью abc, а'Ь'с'. Она опреде­
ляется по точкам 44' и 55' пересечения одно­
именных следов этих плоскостей.

Итак, прямая х5, х'5' принадлежит дан­
ной плоскости и составляет с прямой ef, e ' f  
прямой угол.

3. Изложите особенности проецирующих 
плоскостей.

4 Покажите способы построения горизон­
тали, фронтали и линии наибольшего наклона
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плоскости общего положения и проецирующих 
плоскостей.

5. Как определяют в треугольнике центр его 
тяжести, центры описанной и вписанной окруж­
ности?

6. Покажите на примерах как определяют, 
точки пересечения проецирующих плоскостей пря­
мыми линиями, линии пересечения проецирую­
щих плоскостей плоскостями общего положения 
и проецирующими плоскостями.

7. Изобразите схему и укажите последова­
тельность решения задачи на построение точки 
пересечения прямой с плоскостью общего по­
ложения

8. Как определяют видимость элементов 
(еометрических образов относительно плоскостей 
проекций?

9. Изобразите схему и укажите последова­
тельность построения линии пересечения двух 
плоскостей.

10. Изобразите схему и приведите примеры 
построений прямых линий, параллельных и пер­
пендикулярных к плоскостям.

11. Сформулируйте условие параллельности 
и условие перпендикулярности двух плоскостей.

12. Сформулируйте условие перпендикуляр­
ности двух прямых о б щ е ю  положения. Изобра­
зите схему.

13. Как определяются на чертеже расстояния 
от точки до проецирующей плоскости, плоскости 
о б щ е ю  положения?

14. Как определяются на чертеже расстояния 
от точки до прямой частного и общего поло­
жения?



Г Л А В А  Г У

ОБОБЩ ЕННЫ Е ЧЕРТЕЖ И ПЛОСКИХ ФИГУР

§23 Д В О Й Н О Е  П А Р А Л Л Е Л Ь Н О Е  ПРОЕ11ИРОВАНИ1 
П Л О С К И Х  Ф И Г У Р  НА О Д Н У  плоскость

При построении ортогональных черте­
жей предметов необходимо предусмотреть 
систему двух взаимно перпендикулярных 
плоскостей проекций. Очевидно, что можно 
построить два изображения оригинала и на 
одну плоскость, выбрав два различных на­
правления проецирования. Так, например, 
треугольник ЛВС (рис. 87) можно предста­
вить на плоскости Q двумя параллельными 
проекциями (изображениями) а,Ь,с, и аф2с2, 
выбрав при этом соответственно два раз­
личных направления проецирования. Отме­
тим, что:

линии аха2; btb2; .... связывающие разно­
именные проекции точек оригинала (линии 
связи), параллельны между собой как следы 
параллельных плоскостей проецирующих 
лучей точек Л, В, ;

разноименные проекции а,Ь, и а2Ь2, Ь,с, 
и bjCj, ... любых прямых линий некоторого 
заданного плоского геометрического обра­
за ЛВС пересекаются между собой на одной 
общей прямой линии 0 i0 2— линии пересе­
чения плоскости этого геометрического об­
раза с плоскостью Q проекций. В этих же 
точках прямые линии АВ, ВС. ... пересека­
ются с плоскостью проекций Q\

прямая линия ОхОг делит линии связи 
в одном и том же отношении.

Соответствие, установленное в резуль­
тате двойного параллельного проецирова­

ния, называют родственным, или перспек­
тивно-аффинным*.

Описанные свойства чертежа плоского 
геометрического образа в двойных парал­
лельных проекциях на одну плоскость дают 
возможность по одной известной проекции 
оригинала и при некоторых других условиях 
определять вторую его проекцию.

Укажем построение второй проекции 
треугольника ABC, если известны проек­
ция atbtCi треугольника, линия пересече­
ния 0 Х0 2 его плоскости с плоскостью про­
екций и проекция аг точки А вершины 
(рис. 88).

Проекция ajb2 прямой АВ должна про­
ходить через известную проекцию а2 точ­
ки А и точку Л * /2. в которой atbt пересекает 
прямую 0 \0 г .  Прямая агЪг, пересекаясь 
линией связи, определяет положение точ­
ки 62.

Аналогично путем последовательных по­
строений определим проекцию ajbtc2 тре­
угольника ЛВС. При фиксированных на­
правлениях проецирования чертежу atbtCi,

* Это соответствие впервые рассмотрел 
Эйлер, но в аналитической форме. В начертатель­
ной геометрии оно рассматривалось многими гео­
метрами,  в том числе и русскими учеными — 
H . M  Душиным. Н А. Глаголевым. Н Ф Четверу- 
(ИНЫМ и др.
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atbjc2 треугольника соответствует в про­
странстве только один треугольник ЛВС. 
Такому чертежу может соответствовать бес­
конечное множество других треугольников 
его же плоскости, если изменять направления 
проецирования так, чтобы плоскости про­
ецирующих лучей точек проходили через 
прежние линии связи, а новые проецирую­
щие лучи исходили бы из тех же проекций 
точек, пересекаясь в точках плоскости рас­
сматриваемого треугольника.

Очевидно, бесконечному ряду указанных 
плоскостей проецирующих лучей в простран­
стве соответствует пучок параллельных пло­
скостей, осью которого является прямая, 
параллельная линиям связи точек чертежа. 
Этому же чертежу соответствует бесконечно 
большое число треугольников, расположен­
ных в любой из плоскостей пучка с осью ОхОг 
(при тех же условиях выбора направления 
проецирования). Для таких чертежей суще­
ствует два пучка плоскостей: пучок плоско­
стей расположения геометрических образов 
(первый пучок) и пучок плоскостей, парал-

ПРЯМЫЕ УГ Л Ы  О Б О Б Щ Е Н И Я

Наличие бесконечно большого числа гео­
метрических образов, соответствующих 
обобщенному чертежу, позволяет построить 
на таком чертеже два равных угла, кото­
рые являются разноименными параллель-

лельных плоскостям направлений проеци­
рования (второй пучок).

Таким образом, каждому чертежу пло­
ского геометрического образа в двойных 
параллельных проекциях соответствует бес­
конечно большое число различных плоских 
геометрических образов, различно располо­
женных в пространстве. Такие чертежи назы­
вают обобщенными. Линию 0 i0 2 пересече­
ния плоскости геометрического образа пло­
скостью проекций называют основной линией 
обобщенного чертежа, или основной линией 
обобщения.

Отношение, в котором основная линия 
обобщения делит (внутренним или внешним 
делением) расстояния между разноименны­
ми проекциями точек (линии связи), назы­
вают внутренним или внешним показателя­
ми обобщения.

Основой чертежа плоского геометриче­
ского образа в двойном параллельном про­
ецировании являются: основная линия обоб­
щения, направление проецирования и пока­
затель обобщения.

ными проекциями равных им углов. По­
кажем эти построения сначала для прямых 
углов.

Представим в ортогональных проекциях 
полусферу с секущей ее плоскостью Му
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(рис. 89), проходящей через диаметр. Линией 
сечения сферы плоскостью Му является круг. 
Наметим на этом круге точку аа и соединим 
ее прямыми линиями с произвольно выбран­
ными точками ахах и а2а2. а также с точ­
ками сс' и ее большого круга (основания) 
сферы. Прямые линии aaXt аа \ и аа2. аа \ 
примем на направления проецирования.

Треугольники с обшей гипотенузой есщ 
е с' прямоугольные. Прямые углы сахе, с?а\е 
и caje\ с'а2е'— параллельные (цилиндриче­
ские) проекции прямого угла сае, с а е .  
Горизонтальные проекции чертежа в орто­
гональных проекциях можно принять за про­
екции обобщенного чертежа, в котором пря­
мая линия ОхОг является основной линией 
обобщения, прямая аха2— направлением 
обобщения, а точки а, и первой и второй 
проекциями точки аа . Проекции прямого 
угла плоскости Mv представляются также 
прямыми углами только при определенных 
направлениях проецирования. Если в той же

плоскости проецирующих лучей выбрать 
другую пару направлений проецирования, 
то прямые углы са\е и саге обобщенного 
чертежа будут проекциями или острого или 
тупого угла.

При сохранении положения плоскос­
ти Му и вращении плоскости направлений 
проецирования вокруг прямой аха2 прямые 
углы представляются проекциями прямых 
же углов пространства плоскости Му.

Таким образом, можно сделать вывод, 
что в каждом обобщенном чертеже суще­
ствуют два прямых угла, являющихся раз­
ноименными проекциями прямых углов, рас­
положенных в плоскостях первого пучка.

На рис. 89 показано также, что прямые 
углы сахе и са^е можно получить как углы, 
опирающиеся на диаметр окружности, центр 
которой определяется на пересечении основ­
ной линии Ох 0 2 с перпендикуляром из сере­
дины отрезка ахаь Такие углы называют 
прямыми уг.шми обобщения.
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На рис. 90 приведены построения обоб­
щенною чертежа заданного угла х. имею­
щею равновеликие проекции с вершинами 
в точках ах и а3, при данной основной ли­
нии OiCh.

Сначала наметим точку а* симметрич­
ную точке а, относительно основной линии. 

■Отрезок a/j, точкой г разделим пополам. 
Прямая tk, перпендикулярная к д а ,  в точке к, 
■ересекает основную линию O1O2.

Построим отрезок а3к. Из какой-либо 
[точки У отрезка tk проводим прямую 12 
под углом 90° — а к основной линии до

точки 2 пересечения ее с основной линией. 
Из точки /  радиусом 12 опишем дугу окруж­
ности до точки 3 пересечения ее с прямой аэк. 
Построим радиус 13.

Из точки а3 проведем прямую параллель­
но прямой 13 до точки О пересечения се с 
прямой tk. Из точки О радиусом Oat опишем 
окружность, которая пройдет через точку о2 
и на основной линии отметим точки 
и е\ *<>2. На хорду eict будет опираться цент­
ральный угол, равный 2л. Точки с, и е, со­
единим с точками а, и а2. Углы с,а,»?, и t y v ,  
будут искомыми.

67

ПОЗИЦ ИОННЫЕ ЗАДАЧИ НА О Б О Б Щ Е Н Н Ы Х  ЧЕ РТ ЕЖА Х

При рассмотрении основных свойств ор­
тогонального чертежа и чертежа в двойном

§25
параллельном проецировании на одну плос­
кость отмечено единство их. Ортогональный

I-



Глава IV . Обобщенные чертежи и лоск их ф им р

68  чертеж — частный случай обобщенного чер­
тежа. Покажем на примерах возможности 
применения свойств обобщенных чертежей 
к решению позиционных задач.

На рис. 91 обобщенный чертеж треуголь­
ника flibiCi, а2Ь1с1 преобразован в о р т о ­
гональный aib|Ci, а\ Ь\ с \ . За плоскость про­
екций обобщенного чертежа здесь принята 
плоскость Н. Вводим две новые плоскости 
проекций: плоскость V\% перпендикулярную 
к направлению обобщения, и плоскость И, 
перпендикулярную к плоскости Н и парал­
лельную направлению обобщения. Путем
вращения вокруг следа ^  совместим про­

екцию агЬгсг треугольника с плоскостью V\. 
В совмещенном положении треугольник 
представляется проекцией аг'Ьг 'сг”.

Из вершин этого треугольника и тре­
угольника аД с , восставляем перпендикуля­
ры к их плоскостям. Определим некоторый 
треугольник пространства, проекцией ко­
торого на плоскости V является треуголь­
ник a\bxc{. Из этих построений видно, что 
обобщенный чертеж треугольника aibtct, 
(hbjCj можно рассматривать как ортогональ­
ный осный чертеж в системе плоскостей 
проекций Н и V\.

Обозначения точек геометрических об­
разов на обобщенном чертеже примем такие 
же, как и на ортогональных. При переходе 
от ортогонального чертежа к обобщенному 
построим основную линию обобщения — 
геометрическое место точек пересечения раз­
ноименных проекций прямых линий плос­
кости.

На рис. 92 построена основная линия 
обобщения чертежа плоскости аЫ\ а'Ь'с\ 
заданной главными линиями. На пересече­
нии разноименных проекций прямых (гори­
зонтали и фронтали) найдены точки IV  и 22'. 
Эти точки определяют искомую прямую 
основную линию обобщения чертежа. 
Для проецирующих плоскостей основной 
линией обобщения является соответствую­
щий след плоскости.

На обобщенных чертежах прямые линии 
и точки в плоскости выбирают по тем же 
условиям и теми же приемами, как для 
ортогональных чертежей:

На рис. 93 прямые de, d e и rt, r't‘ при­
надлежат плоскости аЬс, а Ь'с'. Прямая de. 
de' принадлежи! плоскости по условию что 
она параллельна прямой Ьс, Ь'с плоскости 
и пересекается в точке 33* с основной ли­
нией 0 |02  обобщения чертежа. Прямая ли­
ния rf, r t' также принадлежит плоскости аЬс, 
а'Ь'с. Она проходит через две точки плос­
кости: пересекается в точке гг' с прямой ли­
нией Ьс, Ь'с\ а в точке 44’ с основной ли­
нией 0102 чертежа.

9
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При решении позиционных задач на обоб­
щенных чертежах, как и на чертежах ортого­
нальных. можно применять метод вспомо­
гательных проецирующих плоскостей.

На обобщенном чертеже каждую из про­
екций прямой линии можно рассматривать 
как линию пересечения плоскости чертежа 
проецирующей плоскостью. Обозначим М 
и N следы проецирующих плоскостей обоб­
щенного чертежа, причем след М проеци­
рующей плоскости относится к проекциям 
точек чертежа со штрихом ('). След N про­
ецирующей плоскости относится к проекци­
ям точек чертежа без штриха.

На рис. 94 показано построение линии 
пересечения двух плоскостей— abc, a b c и 
edk. e'd'k'. Основные линии чертежей задан­
ных плоскостей пересекаются в точке х х .  
Точка хх  приналлежи! линии пересечения 
плоскостей.

Другую общую для двух плоскостей точ­
ку уу' найдем, если введем вспомогательную 
секущую плоскость. Секущая проецирую­
щая плоскость М пересекает плоскость abc, 
а'Ь'с по прямой 12. VT. а плоскость dek, 
d'e'k' — по прямой 34, 3'4'. Эти прямые 
плоскости М Пересекаются в точке уу'. Пря­

мая линия ху, х  у  является искомой линией 
пересечения плоскостей.

Ec.tu основные .шнии заданных плоскос­
тей взаимно параллельны, то и линия пере­
сечения плоскостей параллельна им.

Пусть плоскости abc, а'Ь'с' и edk, e'd'k' 
имеют параллельные основные их ли­
нии OiOj и OjOt (рис. 9S). Для построения 
линии пересечения заданных плоскостей до­
статочно определить одну общую для них 
точку, так как направление искомой линии 
известно. Введем вспомогательную секущую 
плоскость М. Она пересекает заданные плос­
кости по прямым 12, 1'2" и 34, 3'4'. которые 
пересекаются в точке хх'. Проводя через 
точку хх' прямую ху, х 'у \  параллельную 
направлению основных линий, получаем ис­
комую линию пересечения заданных плос­
костей.

Две плоскости взаимно параллельны, если 
параллельны их основные линии и если черте­
жи этих плоскостей имеют общий показа­
тель обобщения.

Рассмотрим примеры построения недо­
стающих проекций треугольников, удовлет­
воряющих определенным заданным усло­
виям. Предварительно на прямой линии
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построим гармонически расположенные точ- Пусть отрезок А В (рис. 96) прямой линии 
ки и на обобщенном чертеже прямые углы, разделен точками С и D внутренним и внеш­

ним делением в отношении:
СА DA 2

■ Ж  — —  -

СВ DB 3

Точки А, В, С и D в этом случае называют 
гармонически расположенными, а точки С 
и D — гармонически сопряженными отно­
сительно отрезка А В*.

На рис. 97 точка D, гармонически со­
пряженная с точкой С относительно отрез­
ка АВЧ найдена следующим образом. Через 
концы А и В прямой линии А В проведем 
параллельные прямые AI и ВЗ. На прямой А1 
отложим равные отрезки AI и А2. Находим 
точку 3 на пересечении прямых CI и ВЗ. 
Прямая 32 пересекается прямой А В в иско­
мой точке D.

• От греч. apuuuia — связь. Расположение че­
тырех точек прямой, при котором две точки делят 
отрезок, составленный двумя другими точками, 

внутренне или внешне, в одном и том же отно­
шении
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Точки, гармонически сопряженные с точ­
ками относительно некоторого отрезка, 
можно найти, основываясь на известной 
теореме:

Т е о р е м а .  Биссектрисы внутреннего и 
внешнего углов треугольника делят проти­
волежащую сторону на части, пропорцио­
нальные прилегающим к ним сторонам 
(рис. 98).

Через точки А и В проведем дугу окруж­
ности произвольного радиуса и разделим ее 
точкой 1 пополам. Находим точку 2 пере­
сечения прямой 1C с окружностью. Как 
видно, *.А2С= В2С.

В точке 2 восставляем перпендикуляр к 
прямой 2С и отмечаем точку D его пересе­
чения с прямой А В.

По теореме имеем:

или
АС : СВ =  А2 : В2

А С : СВ =  AD : DB

Таким образом, точка D является гар­
монически сопряженной с точкой С относи­
тельно отрезка А В.

На рис. 99 показан также прием построе­
ния точки D, сопряженной с точкой С 
относительно отрезка А В. На отрезке АВЩ 
как на диаметре, строим дугу окружности и 
определяем точку К  пересечения окружности 
с перпендикуляром к А В в центре О этой 
окружности. Проводим прямую КС до пе­
ресечения ее в точке D с перпендикуля­
ром BDt восставленным к прямой АВ в точ­
ке В. Точку D по дуге окружности радиусом 
BD переносим на прямую А В. Эта точка 
является искомой.

Приведенные выше построения дают воз­
можность определить геометрическое место 
вершин углов, биссектрисы которых про­
ходят через точку С, а стороны — через 
точки А и В (рис. 100). Строим точку D, 
гармонически сопряженную с точкой С по 
отношению отрезка А В.

На отрезке СО, как на диаметре, строим 
окружность. Любая точка Е этой окруж­
ности является вершиной угла, для которого 
прямая С Е— биссектриса.
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Р и с .  103

ствовали две высоты треугольника abc 
(рис. 103).

Р е ш е н и е .  Построим высоты тре­
угольника а'Ь'с' при вершинах Ь' и я '; про­
должим их и стороны этого треугольника 
до пересечения с основной линией обобще­
ния. Через точку Ь' проводим также прямые, 
параллельные стороне a Y  и высоте а'е '.

На отрезках 12 и 34, как на диаметрах, стро­
им окружности.

Углы 2'Ь'Г и 2Ы, а также З'Ь'4' и ЗЬ4 — 
прямые. Поэтому точка Ь находится в 
точке пересечения построенных окружно­
стей. По точке Ь определяют направление 
обобщения и остальные вершины треуголь­
ника.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. В чем состоит принцип двойного парал­
лельного проецирования на одну плоскость?

2. Какое соответствие называют родствен­
ным?

3. Какие чертежи называют обобщенными?
4. Что называют основной линией об общен­

ного чертежа и как ее опредслаюг?

5. Что называют показателем обобщения?
6. Можно ли ортогональные чертежи рас­

сматривать  как обобщенные? Если можно, то 
почему?

7. Какие точки прямой называют гармониче­
ски расположенными и какие гармонически со­
пряженными?
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72 Рассмотрим несколько примеров.
Пример. По известной линии обобщения 

построить недостающую проекцию аЬс тре­
угольника аЬс, а'Ь'с при условии, чтобы угол 
при вершине Ь равнялся заданному углу *, 
а биссектриса этого угла соответствовала 
высоте треугольника а'Ь'с' при вершине Ь' 
(рис. 101).

Р е ш е н и е .  Высоту при вершине Ь' и 
стороны треугольника а'Ь'с' продолжим до 
пересечения их с основной линией обобще­
ния. Проекции аЬ и Ьс сторон, а также бис­

сектриса угла при вершине Ь пройдут через 
полученные точки 22, 33' и IV.

На отрезке 23 строим равнобедренный 
треугольник 2оЗ, имеющий угол 2а при вер­
шине о. Из точки о, как из центра, радиу­
сом о2 описываем окружность. Эта окруж­
ность является геометрическим местом вер­
шин всех треугольников, имеющих углы я и 
общую сторону 23. Определяем точку 4, 
гармонически сопряженную с точкой /  от­
носительно отрезка 23, и на отрезке 14. 
как на диаметре, строим окружность углов.

Р и с .  101
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СПОСОБЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПРОЕКЦИОННОГО ЧЕРТЕЖА

Две ортоюнальные проекции геометри­
ческого образа определяют его положение в 
пространстве. Однако произвольное поло­
жение такого геометрического образа отно­
сительно плоскости проекций не всегда 
удобно для решения ряда позиционных и 
метрических задач. Здесь происходит иска­
жение в проекциях проецируемых форм, 
отсутствует необходимая наглядность как 
объекта в целом, так и отдельных его эле­
ментов.

Во многих случаях решение задач зна­
чительно упрощается, если прямые линии 
и плоскости геометрического образа явля­
ются проецирующими относительно плос­
костей проекций.

Различные требования к чертежу, а так­
же необходимые условия для упрощения 
решения ряда позиционных и метрических 
задач требуют построения новых, дополни­
тельных проекций, исходя из двух заданных. 
Дополнительные проекции позволяют полу­
чить либо вырожденные проекции отдель­

ных элементов, либо их натуральные вели­
чины. Построение новых, дополнительных 
проекций называют преобразованием черте­
жа. Такое преобразование может быть вы­
полнено следующими способами:

п е р е м е н о й  ( з а м е н о й )  плоскос­
тей проекций с условием, что рассматрива­
емый объект или его элементы займут одно 
из частных положений относительно новой 
плоскости проекций;

п е р е м е щ е н и е м  ( в р а щ е н и е м )  
геометрического образа в пространстве так, 
чтобы он занимал, согласно условию по­
ставленной задачи, какое-то частное поло­
жение относительно плоскости проекций;

п е р е м е н о й  н а п р а в л е н и я  
п р о е ц и р о в а н и я  как с оставлением 

существующей системы плоскостей проек­
ций, так и с одновременным введением новой 
плоскости проекций.

Рассмотрим эти способы преобразования 
чертежей геометрических образов и покажем 
их практическое применение.

П Р Е О Б Р А Ю В А Н И Е  П Р О Е К Ц И О Н Н О Г О  Ч Е Р Т Е Ж А  С П О С О Б О М  
ЗАМЕНЫ П Л О С К О С Т Е Й  П Р О Е К Ц И Й §26

Ортогональные проекции на две взаимно 
перпендикулярные основные (горизонталь­
ную и фронтальную) плоскости проекций 
позволяют видеть предмет сверху и спереди.

Однако в некоторых случаях предмет необ­
ходимо видеть и с других сторон.

При решении геометрических задач за­
данный чертеж не всегда может быть удоб-
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ным. Иногда необходимо строить дополни­
тельные чертежи, которые могут быть или 
результатом решения поставленной задачи, 
или результатом ее упрощения. Такие чер­
тежи предмета могут быть построены спо­
собом перемены (замены) плоскостей про­
екций. При этом предмет в пространстве 
остается неизменным. Изменяют положения 
плоскости проекций; при этом всегда сохра­
няется взаимная перпендикулярность двух 
плоскостей проекций.

Одна из плоскостей проекций является 
о§щей для двух систем плоскостей проекций. 
Пользуясь данными чертежа геометриче­
ского образа в основной системе плоскостей 
проекций, легко построить его чертеж в до­
полнительной системе. Все свойства геомет­
рического образа, отнесенные к основной 
системе, справедливы и для дополнительной 
системы плоскостей проекций.

Пусть заданы точка А и система двух 
взаимно перпендикулярных плоскостей про­
екций Н и V (рис. 104). Ортогональными 
проекциями точки А на плоскостях Н и V 
являются а и а'.

Возьмем дополнительную плоскость про­
екций Vu перпендикулярную к плоскости //, 
и спроецируем точку А на эту плоскость; 
проекцией будет а{. Получаем две системы

плоскостей проекций: основную Н и V и 
дополнительную Н и  К-

Положение точки А в пространстве опре­
деляется двумя ее проекциями а и а' в основ­
ной системе плоскостей проекций и а и а{ — 
в дополнительной системе плоскостей про­
екций. При переходе от одной системы плос­
костей проекций к другой системе видим, что 
аппликата zA точки А и ее горизонтальная 
проекция а остаются инвариантными (не­
изменными). Это связано с условием, что 
плоскость проекций Н остается неподвиж­
ной,.т. е. не изменяет своего положения. Эта 
плоскость является общей для двух систем 
плоскостей проекций.

На рис. 105 дополнительную систему 
плоскостей проекций определяют две взаим­
но перпендикулярные плоскости V и //,.

Переход от одной системы плоскостей 
проекций к другой легко проследить и на 
ортогональном чертеже (рис. 106). Точка аа 
задана проекциями а и а' ъ системе плос-

у
костей проекций ^  Дополнительно постро­
енная ось проекций определяет положение 
горизонтально-проецирующей плоскости И 
и определяет на чертеже дополнительную

систему плоскостей проекций ^



Проекция ai точки А на плоскости К 
определяется на перпендикуляре к дополни­
тельной оси и отстоит от нее на величи­
ну гА , равную расстоянию от точки А до 
горизонтальной плоскости проекций Н. Ве­
личину zA легко определить из основного 
чертежа.

Замена одной из плоскостей проекций 
не всегда может разрешить поставленную 
задачу. Иногда приходится менять две и 
более плоскостей.

Пример. Определить расстояние от точ­
ки кк' до прямой аЬ, а'Ь' (рис. 107).

Р е ш е н и е .  Расстояние от точки до 
прямой определяем отрезком перпендику­
ляра, опушенного из точки на прямую. Вы­
бираем систему плоскостей проекций, где 
отрезок аЬщ а'Ь' является проецирующим 
относительно какой-то плоскости проекций. 
Перпендикуляр, опущенный из точки на 
такую прямую, параллелен плоскости про­
екций и проецируется на эту плоскость в 
натуральную величину.

Чтобы выбрать плоскость проекций пер­
пендикулярно к отрезку прямой произволь­
ного положения, необходимо произвести 
две замены плоскостей проекций.

I/
В системе плоскостей проекций т* пря­

Н
мая параллельна плоскости проекций Уг и 
проецируется на нее в натуральную величи­
ну (a ,V ).

В системе плоскостей проекций пря­
мая перпендикулярна к плоскости проек­
ций Н1 и проецируется на нее в виде точ­
ки ai = Ь\.

На этой же плоскости проекций соответ­
ствующими построениями определяем про­
екцию к\ заданной точки кк'.

Проекция к\е\ является натуральной ве­
личиной расстояния от точки кк' до пря­
мой abt а'Ь'.

Проекции ке и к'е' перпендикуляра ке, к'е' 
в основной системе плоскостей проекций 
определяем соответствующими построения­
ми, переходя от конечной системы плоскос­
тей проекций к начальной.
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78 Пример. Определить расстояние между 
параллельными прямыми аЬч а'Ь' и cd, c'd' 
(рис. 108).

Р е ш е н и е .  Задачу решаем способом 
двойной замены плоскостей проекций. Одну 
из плоскостей проекций выбираем перпен­
дикулярно к данным прямым. Проекции 
прямых на плоскость, им перпендикуляр­
ную, преобразуются в точки. Расстояние 
между ними определяет расстояние меж ду 
прямыми.

Выбирая плоскость V\ параллельно пря­
мым ah, а'Ь' и cd, c'd', определяем их допол­
нительные проекции a ib i’ и с, dt\

Выбирая плоскость Hi перпендикулярно 
к прямым, определяем их проекции atbi 
ucidi.

На плоскость Hi прямые проецируются 
в точки.

Перпендикуляр, опушенный из любой 
точки одной прямой на другую, проециру­
ется на плоскость проекций /У, без иска­
жения. Он и опрслеляе! расстояние между

прямыми. Намечая новую проекцию xiyi 
перпендикуляра, обратными построения­
ми находим его основные проекции
ху, х'у'.

Способом замены плоскостей проекций 
определим натуральную величину плоского 
геометрического образа, заданного треуголь­
ником аЬс9 а'Ь'с' в горизонтально-проеци­
рующей плоскости NH (рис. 109).

Выбираем дополнительную горизонталь- 
но-проецирующую плоскость проекций V\ 
параллельно плоскости геометрического об­
раза. Направления проецирования (линии 
связи) точек геометрического образа на чер­
теже составляют прямой угол со следом NH 
его плоскости.

Пусть горизонтальная базовая плоскость 
отсчета проходит через точку сс'. Проведем 
линию отсчета и отметим величины zA —zc 
и zB—zc разностей аппликат вершин тре­
угольника.

На новом (дополнительном) направле­
нии проецирования точки сс произвольно
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намечаем точку- Cj — проекцию точки сс 
на выбранную плоскость проекций. Перпен­
дикулярно к линиям связи проводим линию 
отсчета.

На направлениях проецирования других 
точек аа и ЬЬ' заданного геометрического об­
раза от линии отсчета откладываем соответ­
ствующие им величины гл — гс и Zg— Zc 
разностей аппликат. Определяем точки ах 
и V . Проекция а\Ъ\С\ представляет собой 
натуральную величину треугольника abc, 
а'Ь'с\

Если отсек плоскости занимает произ­
вольное положение относительно плоскостей 
проекций, го натуральная величина опреде­

ляется с помощью замен двух плоскостей 
проекций. Дополнительно к основному чер­
тежу последовательно строятся два чертежа 
отсека плоскости.

Первый дополнительный чертеж пред­
ставляет собой положение отсека плоско­
сти в проецирующей плоскости; второй 
(с помощью известных построений) опре­
деляет натуральную величину отсека плос­
кости.

Рассмотрим построение первого допол­
нительного чертежа.

Пусть отсек произвольно расположенной 
плоскости представляется треугольником 
ahc% а Ь'с' (рис. 110). В плоскости треуголь­
ника строим горизонталь Ы % Ь'Г или фрон- 
таль Ь2Ч Ь'Т.

Если дополнительная плоскость проек­
ций перпендикулярна к горизонтали, то тре­
угольник перпендикулярен к этой плоскости 
проекций, т. е. он занимает положение про­
ецирующей плоскости.

Если дополнительная плоскость проек­
ций перпендикулярна к фронтали. то тре­
угольник перпендикулярен к этой плоскости 
проекций и занимает также относительно ее 
положение проецирующей плоскости.

При перезадании плоскости из общего 
положения в проецирующую горизонталь 
и фронта ль плоскости указывают направ­
ления дополнительных плоскостей проек­
ций.

На чертеже горизонтальная проекция Ы 
горизонтали Ы , Ь'Г определяет направление 
проецирования в дополнительной системе
плоскостей проекиий ^ . На соответст­

вующем направлении проецирования (ли­
нии связи) намечаем проекцию с\ точки сс'. 
Перпендикулярно к линиям связи строим 
линию отсчета. Пользуясь разностью zB — Zc 
аппликат точек ЬЬ' и сс\ строим дополни­
тельную проекцию bi точки ЬЬ'.

Проекции сГ и bi’ точек сс' и ЬЬ' опреде­
ляют положение следа МУ1 плоскости, ко­
торая является проецирующей относительно 
плоскости проекций У,. Угол я наклона следа 
МУА плоскости к направлению оси проекций

(  JfO  является углом наклона плоскости

79



T.iaaa V. (п о с о б и  нргоАра ишаинм ирп« к ннпмно! о чертежа

SO

данного отсека к i ори юнтальной плоскости 
проекций //.

На чертеже фронтальная проекция Ь'Т 
фронтали Ь2, Ъ'2 определяет направление 

. проецирования в системе плоскостей проек-

На соответствующей линии связи наме­
чаем проекцию ах точки аа . Строим линию 
отсчета. Пользуясь разностью ординат 
ув —уА — разностью удалений вершин тре­
угольника от фронтальной плоскости про­
екций К — строим проекцию Ь\ точ­
ки hh\

Проекции at и bi точек аа и bb' определя­
ют положение следа Nm плоскости. Полу­
чаем чертеж плоскости, проецирующей от­
носительно плоскости проекций Нх. Угол р 
наклона следа Nm плоскости к направлению

оси проекций (  j / , )  является углом наклона

плоскости данного отсека к фронтальной 
плоскости проекций V.

Таким образом, для того чтобы произ- 
вольно расположенную плоскость предста­
вить проецирующей плоскостью, за направ­
ление плоскости проекций следует принять
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направление горизонтали ит фронтали дан­
ной п. юскости.

Пример. Определить точку пересече­
ния прямой ef, e 'f' с плоскостью abc, a’b'd  
(рис. 111).

Р е ш е н и е .  Выберем дополнительную

систему плоскостей проекций, например .

где заданная плоскость является проецирую­
щей относительно плоскости Ц. За направ­
ление плоскости проекций Vt выбираем го­
ризонталь ас, a Y  данной плоскости. На­
мечаем ось проекций. Она проходит под 
прямым углом к горизонтали ас, а'с'. Строим 
недостающие проекции точек в дополни­
тельной системе плоскостей проекций. Они 
принадлежат одной прямой — следу QVI 
плоскости.

Построенная проекция e%f% прямой ef, e 'f' 
пересекается следом Qvt плоскости в точке 
jet'. Определяем основные проекции х  и х' 
точки пересечения прямой с плоскостью. 
Горизонтальная проекция дг точки пересе­
чения определяется на дополнительной ли­
нии связи и горизонтальной проекции ef 
прямой. Фронтальная проекция х/ принад­
лежит фронтальной проекции соответствую­
щей горизонтали плоскости.

Пример. Определить расстояние от точки 
kk' до плоскости abc, a'b'd (рис. 112).

Р е ш е н и е .  Расстояние от точки до 
плоскости определяется отрезком перпенди­
куляра, опущенного из точки нг эгу плос­
кость. Выбираем плоскость проекций Vi 
перпендикулярно к плоскости проекций И 
и плоскости abc, a 'bY . Известными по­
строениями определяем новую проекцию 
а\ Ь\‘с\ треугольника и проекцию к\ точ­
ки кк'.

Опуская из точки *Г перпендикуляр ыа 
след Му\ плоскости, находим отрезок к \е \ \  
равный натуральной величине искомого рас­
стояния от точки кк  до плоскости.

Построениями в обратном порядке оп­
ределяем проекции ке и К4  искомого рас­
стояния ке. к'е в основной системе плоско­
стей проекций.

Пример. „ Построить линию пересечения 
отсеков плоскостей, заданных треугольни-

Р и с. 111
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ками abc, a b c  и dek% d ек '. Определить ви­
димость сторон треугольников (рис. 113).

Р е ш е н и е .  Способом замены плоскос­
тей проекций строим дополнительный чер­
теж треугольников так, чтобы один из тре­
угольников. например abc, а'Ь'с' , являлся бы 
проецирующим. Направление горизонтали 
а /, а Г  указывает направление плоскости 
проекций. Определяем новые проекции 
axbi Ci и d/ei'k i треугольников, причем 
проекция fli 'V c i' представляется в виде пря­
мой линии. Это будет след плоскости тре­

угольника на перпендикулярной к нему плос­
кости проекций. Плоскости двух треуголь­
ников пересекаются по прямой линии. Одна 
из проекций этой линии принадлежит сле­
ду QVt плоскости треугольника аЬс% а'Ь'с.
Основные проекции ху% х'у' линии пересече­
ния треугольников определяются построе­
ниями в обратном порядке, т. е. восстанов­
лением плоскости. Видимость сторон тре­
угольников относительно плоскостей про­
екций Н и V определяем по направлению 
стрелок методом конкурирующих точек.

§27 П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е  П Р О Е К Ц И О Н Н О Г О  Ч Е Р Т Е Ж А  С П О С О Б О М  
ВРАЩЕН ИЯ

1. Вращение вокруг проецирующих 
прямых линий

Для одного и того же геометрического 
образа способом замены плоскостей проек­
ций можно построить множество чертежей.

выбирая для каждого из них соответствую­
щую систему плоскостей проекций. Способ 
вращения вокруг проецирующих прямых ли­
ний лает возможность строить такое же 
множество чертежей в одной системе плос­
костей проекций. При этом плоскости про-

6 *
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скций остаются неизменными. Рассматрива­
емый предмет путем вращения вокруг осей, 
перпендикулярных к плоскостям проекций, 
приводится в новое положение. В этом новом 
положении строят его ортогональные про­
екции. т. е. строят чертеж предмета.

Геометрически оба способа равноценны, 
но они выполняются на чертеже различными 
способами. Способ вращения применяется 
не только для преобразования проекций. 
Он широко используется в технике при рас­
смотрении и исследовании различных вра­
щающихся форм конструкций механизмов 
и машин.

Весьма важным в инженерной практике 
является исследование траекторий точек вра­
щающихся элементов конструкций.

Вращение точки вокру1 оси рассмотрим 
на ортогональном чертеже, когда ось враще­
ния перпендикулярна к плоскости проекций. 
Если ось занимает произвольное положе­
ние относительно плоскостей проекций, за­
дача значительно усложняется.

Пусть точка аа (рис. 114) вращается 
вокруг горизонталыю-проецирующей пря­
мой ef e'f'. Траекторией точки является ок­
ружность, плоскость Si которой называют 
плоскостью перемещения точки. Плоскость 
движения точки аа' горизонтальная и перпен­
дикулярна к оси вращения.

Центром вращения точки аа является 
точка оо пересечения плоскости S» движения 
осью вращения. Радиус вращения точки аа' 
определяется отрезком ао, а'о\ равным рас­
стоянию от этой точки до оси.

Радиус вращения — горизонтальная пря­
мая линия — проецируется в натуральную 
величину на горизонтальную плоскость про­
екций. Зная натуральную величину радиуса 
вращения точки аа\ можно построить ее 
смешенные проекции ахах\  а2а2 . Горизон­
тальные проекции ах и а2 точки аа' переме­
щаются по дуге окружности, а фронтальные 
ai и а2 — по горизонтальной прямой — 
стелу Si плоскости перемещения точки аа .

Точка uiai получается вращением точки 
аа ' вокруг оси против часовой стрелки на 
угол 6|. Точка а2а2 получается поворотом 
в том же направлении на угол fc.
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Пример. Вращением вокруг прямой ef. e f  
точку аа ввести в плоскость Ы d. h'c d ' 
(рис. 115).

Р е ш е н и е .  Точка аа вращается вокруг 
оси в юризонтальной плоскости S* : центром

6*
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84  вращения является точка оо\ радиусом вра­
щения — ао, а'о\

Плоскость Sy пересекает данную плос­
кость bed, b'c'd' по горизонтали 12, Г2 
Дугу окружности точки аа пересекает гори­
зонталь 12, I 'Z  данной плоскости в двух 
точках а\ах и а2а{. Эти точки определяют 
искомые положения вращающейся вокруг 
оси точки аа .

Вращение какой-либо фигуры вокруг про­
ецирующих прямых сводится к вращению 
точек этой фигуры.

На рис. 116 методом вращения определе­
на натуральная величина треугольника abc. 
а'Ь'с', принадлежащего горизонтально-прое- 
цирующей плоскости NH. Здесь ось враще­
ния — горизонтально-проецирующая пря­
мая, проходящая через вершину аа тре­
угольника.

Треугольник вращением вокруг оси на 
угол р доводим до положения, пфаллельно- 
го фронтальной плоскости проекций V.

Все вершины треугольника перемещаем 
по дугам окружностей, которыми определя­
ются горизонтальные плоскости движения 
этих точек. След Nxh может быть смещенным 
следом плоскости Nh - За точку наблюдения 
принята точка сс'. Следом плоскости дви­
жения этой точки является S o ; центром вра­
щения является точка оо’\ радиус вращения 
ос, о'с'. Натуральная величина радиуса вра­
щения представляется горизонтальной его 
проекцией ос.

Вращением вокруг оси определяем сме­
щенные проекции d  и ci' точки сс'. Анало­
гично определяем и смещенные проекции Ь\ 
и Ы вершины ЬЬ' данного треугольника. 
Треугольник abc, a 'bV  в смещенном поло­
жении представляется проекциями abicx и 
a'bx'ci'; фронтальная проекция а Ь \с \ опре­
деляет его натуральную величину. Наметим 
в смещенном положении треугольника точку 
М / .  Чтобы определить основные (началь­
ные) проекции этой точки, плоскость тре­
угольника необходимо привести в исходное 
его положение. Намечаем след плоскости 
перемещения точки. Фронтальная проекция 
к ' точки кк' находится на этом следе плос­
кости. Горизонтальная проекция точки пе-
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ремещается по дуге окружности вокруг цент­
ра на угол р до совмещения со следом N# 
плоскости треугольника. Имея горизонталь­
ную проекцию к, определяем недостающую 
фронтальную проекцию к' точки кк.

Покажем прием перевода произвольно 
расположенной плоскости в горизонтально- 
или фронтально-проецирующую плоскость. 
Вращая отсек произвольно расположенной 
плоскости вокруг проецирующей прямой, 
можно заметить, что плоскость данного от­
сека может быть и перпендикулярна к плос­
кости проекций.

Известно, что две плоскости взаимно пер­
пендикулярны, если прямая линия одной 
плоскости перпендикулярна к другой плос­
кости. Учитывая это, можно определить 
одно из положений вращающейся плоскости, 
когда она перпендикулярна к плоскости 
проекций. Выбирая, например, в плоскости 
отсека горизонталь и вращая отсек вокруг
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горизонтально-проецируюшей прямой, ус­
танавливаем. что угол наклона плоскости к 
горизонтальной плоскости проекций оста­
ется постоянным, а угол наклона к фрон­
тальной плоскости проекций изменяется. 
Плоскость отсека перпендикулярна к фрон­
тальной плоскости проекций, если горизон­
таль данного отсека перпендикулярна к 
фронтальной плоскости проекций.

Угол поворота плоскости вокруг оси оп­
ределяется углом между начальным и ко­
нечным положениями горизонтали этой 
плоскости. Отсек произвольно расположен­
ной плоскости можно перевести в горизон- 
тально-проецирующую плоскость, вращая 
вокруг оси, перпендикулярной к фронталь­
ной плоскости проекций.

Выбираем в плоскости отсека фронталь. 
Вращаем плоскость вокруг фронтально-про- 
ецирующей прямой до положения, когда 
фронталь будет перпендикулярна к горизон­
тальной плоскости проекций. Устанавлива­

ем, что плоскость данного отсека перпенди- 85  
кулярна к горизонтальной плоскости проек­
ций. Угол поворота плоскости вокруг оси 
определяется углом между начальным и ко­
нечным положениями фронтали плоскости.

Таким образом, для того чтобы произ­
вольно расположенную плоскость перевести 
во фронтально-проецирующую. за ось вра­
щения следует принять прямую, перпендику­
лярную к горизонтальной плоскости проек­
ций Н.

Чтобы перевести произвольно располо­
женную п^шскость в горизонта.\ьно-проеци- 
рующую плоскость, за ось вращения следует 
принять прямую, перпендикулярную к фрон­
тальной плоскости проекций У.

На рис. 117 показан пример перевода 
способом вращения произвольно располо­
женной плоскости abcy а'Ь'с' во фронтально- 
проецирующую плоскость. За ось вращения 
принята прямая ае, а е \  перпендикулярная 
к горизонтальной плоскости проекций Я.
Ось проходит через вершину аа треуголь­
ника аЬсш а'Ь'с'. Намечена горизонталь д /, а'Г  
данной плоскости. Угол поворота плоскости 
определяется углом 6 между начальным и 
конечным положениями горизонтали.

Плоскость отсека перпендикулярна к 
фронтальной плоскости проекций, если го­
ризонталь ее перпендикулярна к этой плос­
кости проекций. На чертеже необходимый 
угол поворота плоскости определяется уг­
лом S между горизонтальной проекцией аI 
горизонтали а /, а'Г  и линией связи. На этот 
угол поворачиваются горизонтальные про­
екции Ь и с вершин ЬЬ' и сс' данного тре­
угольника. Фронтальные проекции Ь' и с' 
перемещаются по горизонтальным прямым 
линиям — следам плоскостей движения то­
чек ЬЬ' и сс'.

Указанными построениями определяются 
смещенные горизонтальные bi и 'о  и фрон­
тальные Ь\ и с /  проекции вершин треуголь­
ника, т. е. данный треугольник представля­
ется проекциями ab\c\ , a b i 'a '  в смешенном 
положении. В этом новом положении плос­
кость треугольника является фронтально- 
проецирующей плоскостью Л/».

Угол наклона отсека плоскости к горизон­
тальной плоскости проекций определяется
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86  углом ос наклона следа Му плоскости к на­
правлению оси проекций.

2. Плоскопараллельные перемещения

Плоскопараллельное перемещение мож­
но рассматривать как вращение вокруг не- 
выявленных проецирующих прямых. Здесь 
все точки геометрического образа переме­
щаются во взаимно параллельных плос­
костях.

Т е о р е м а .  При плоскопараллельном пе­
ремещении геометрического образа одна из 
его проекций, оставаясь равной самой себе, 
пере мещается в плоскости проекций; другие 
проекции точек геометрического обра ш пе­

ремещаются по прямым, параллельным на­
правлению оси проекций.

Пользуясь этой теоремой, можно при­
менить известный способ вращения, не зада­
ваясь изображением оси вращения и не уста­
навливая величины радиусов вращения то­
чек геометрического образа.

На рис. 118 показано применение способа 
плоскопараллельного перемещения для оп­
ределения натуральной величины отсека 
плоскости, заданного треугольником abc. 
а'Ь 'с. Для этого намечаем в плоскости тре­
угольника горизонталь al, а'Г. Горизонталь­
ную проекцию abc треугольника перемещаем 
в положение a A c j так, чтобы горизонталь­
ная проекция горизонтали совпала с направ­
лением проецирования. В этом случае гори-



зон таль перпендикулярна фронтальной плос­
кости проекций К а треугольник представ­
ляется во фронтально-проецирующей плос­
кости.

Фронтальной проекцией треугольника в 
новом положении является прямая a ib i c t . 
Затем перемешаем треугольник в положение, 
параллельное плоскости проекций Н , т. е. 
перемешаем фронтальную проекцию а%Ь\'с\ 
в положение aj'b j'c i, параллельное направ­
лению оси проекций. Это соответствует то­
му, что в пространстве треугольник парал­
лелен горизонтальной плоскости проекций Н. 
Проекция ajbzCi представляет собой нату­
ральную величину данного треугольника.

Горизонтальную проекцию aibxci тре­
угольника можно получить и поворотом на 
некоторый угол вокруг центра. Этот центр 
(точка о) получается на пересечении перпен­
дикуляров. восставленных из середин отрез­
ков ад,, bbi и сс\.

Фронтальную проекцию a i'b i'c i  (отре­
зок прямой) можно получить поворотом на 
некоторый угол вокруг центра о\ (на чер­
теже не показано). При этом углы поворота 
проекций вершин треугольника равны меж­
ду собой.

Проводя через точку о горизонта л ыю- 
проецирующую прямую, а через точку о,'— 
фронтально-проецирующую прямую и при­
нимая их за оси вращения, можно получить 
конечное перемещение плоской фигуры, ког­
да она будет параллельна плоскости проек­
ций. На чертеже показаны построения основ­
ных проекций к и к' точки кк' плоскости тре­
угольника по заданным ее проекциям к2 и к2.

Плоскопараллельное перемещение имеез 
перед вращением некоторое преимущество: 
оно позволяет более свободно располагать 
проекции геометрических форм, исключать 
оси вращения и вспомогательные дуги; од­
нако чертеж занимает большую площадь.

3. Вращение вокруг прямых, параллельных 
плоскостям проекций

Натуральную величину плоского геомет­
рического образа можно определить враще­
нием вокруг оси, параллельной плоскости

проекций. В этом случае геометрический об- 87 
раз одним поворотом вокруг оси можно 
привести в положение, параллельное плос­
кости проекций.

На рис. 119 показано определение нату­
ральной величины треугольника abi\ а'Ь'с 
вращением вокруг горизонтальной прямой 
линии этого треугольника — горизонтали.
При этом все точки геометрического образа 
вращаются вокруг оси по окружностям в 
плоскостях, перпендикулярных к оси.

Когда треугольник занимает положение, 
параллельное горизонтальной плоскости 
проекций, радиусы вращения его точек па­
раллельны этой плоскости, т. е. проециру­
ются на плоскость проекций в натуральную 
величину.

Намечаем ось вращения — горизонталь 
а ! , а'Г. Вершины bb' и сс' треугольника пе­
ремещаются в плоскостях 5в//и ^//движения 
этих точек.

Центром вращения точки hh‘ является 
точка <т пересечения оси вращения плос-

I



Глава

88

V. Ci ■ реобра 'ртеж а

костью San- Радиус вращения определяется 
отрезком obt о'Ь'— линией наибольшего на­
клона плоскости к горизонтальной плоскос­
ти проекций.

Натуральная величина радиуса враще­
ния определена способом построения прямо­
угольного треугольника.

От центра оо вращения точки ЬЬ' по на­
правлению следа плоскости ее движения от­
кладываем натуральную величину радиуса 
вращения. Отмечаем горизонтальную про­
екцию Ь\ точки ЬЬ\ смещенной до плоскости 
уровня. Точка аа находится на оси враще­
ния. Она не изменяет своего положения при 
вращении треугольника. Смещенную проек­
цию ci точки сс' определяем аналогичными 
построениями. Однако можно исходить и из 
условия, что точка С\ принадлежит прямой 
bi I и следу плоскости ScH движения этой точ­
ки.

Смещенная горизонтальная проекция 
аЬхС\ определяет на чертеже натуральную 
величину треугольника аЬс, а'Ь'с'.

Р я с .  120

Пользуясь указанными построениями, но 
в обратном порядке, определяем основные 
проекции к и к '  точки кк \ произвольно 
помеченной в смещенном положении тре­
угольника.

Пример. Построить равносторонний тре­
угольник, если отрезок акч а'к' является ли­
нией наибольшего наклона плоскости к го­
ризонтальной плоскости проекций и высо­
той треугольника (рис. 120).

Р е ш е н и е .  Отрезок ак, а к \  как линия 
наибольшего ската плоскости, составляет 
прямой угол с горизонталью плоскости. 
Проводим горизонталь через точку кк'. Вра­
щением вокруг горизонтали определяем ис­
тинную величину данного отрезка.

Из точки оцоо проводим две прямые под 
углом 60е к горизонтали. Они пересекают 
горизонталь в точках ЬЬ' и сс' и являются 
сторонами равностороннего треугольника. 
Строим основные проекции ас„ а <f и аЬ, а‘Ь‘ 
сторон искомого равностороннего треуголь­
ника аЬс, а'Ь'с'.

Пример. Определить величину угла на­
клона прямой e f e 'f  к данной плоскости 
аЬсч а'Ь'с' (рис. 121).

Р е ш е н и е .  Угол между прямой и плос­
костью можно определить как дополнитель­
ный до 90 острого угла между прямой и на­
правлением плоскости. Через точку f f  про­
водим перпендикуляр fk %f k '  к плоскости 
аЬс, а'Ь'с\ который определяет направление 
этой плоскости.

Вращением вокруг горизонтали Зк, З'к' 
определяем величину угла при вершине fT  
между прямыми ej\ e 'f  и Jk^fk '. Угол 6, 
дополнительный до 90“ острого угла е^0к% 
определяет угол наклона прямой e f e 'f  к 
плоскости аЬс, a 'bY ,

Пример. Определить величину угла меж­
ду двумя данными плоскостями (рис. 122).

Р е ш е н и е .  Угол между двумя плоскос­
тями определяется острым углом между 
направлениями этих плоскостей. Через про­
извольно выбранную точку tt' проводим 
прямые, перпендикулярные к данным плос­
костям. Они определяют направления этих 
плоскостей. Вращением вокруг горизонтали 
/ 2 , Г 2* определяем истинную величину угла & 
при вершине а ' между прямыми.

б
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9 0  4. В решение вокруг прямых общего 
положения

При проектировании инженерных соору­
жений, конструировании машин и механиз­
мов обычно стремятся к частному располо­
жению их основных элементов относительно 
плоскостей проекций. Плоскости сооруже­
ний. корпусов машин, станин, рам и т. д. 
берут взаимно перпендикулярными. Плос­
кости проекций выбирают параллельно этим 
плоскостям. Оси поверхностей вращения и 
вращающихся элементов берут перпендику­
лярными к плоскостям проекций или парал­
лельными им.

Однако нередко оси вращающихся точек 
механизмов для некоторых станков необ­
ходимо задавать прямыми общего положе-

Р и с. 123

ни я. В этом случае определяют траектории 
точек вращающихся деталей механизма и вы­
черчивают детали в нужном положении. 
Если ось вращения некоторой точки является 
прямой общего положения, то плоскостью 
движения этой точки является плоскость об­
щего положения.

Траектория точки — окружность — прое­
цируется на плоскости проекций эллипсами. 
Чтобы избежать построений эллипсов, для 
определения конечного положения движу­
щейся точки пользуются преобразованием 
чертежа.

Пусть точку кк' требуется повернуть во­
круг оси — прямой e f e 'f  ' на угол « по часо­
вой стрелке (если смотреть по направлению 
оси от точки ее' к точке f f  концов прямой) 
(рис. 123). Выберем систему плоскостей про­
екций таким образом, чтобы одна из плоско­
стей была перпендикулярна к прямой ef% e 'f— 
оси вращения точки кк’.

Этот чертеж точки и прямой необходимо 
преобразовать дважды. При первом преобра­
зовании прямая ef\ e 'f  представляется парал­
лельной плоскости проекций И. При втором 
преобразовании она перпендикулярна к плос­
кости проекций Hi. На плоскость Hi эту 
прямую (ось вращения) проецируем в точ­
ку ei = / ь  Проекция к i точки кк' на плоскос­
ти Hi перемещается по дуге окружности. 
Проекция к\ перемещается по следу плос­
кости S v  1 — прямой, перпендикулярной к 
направлению проецирования. Поворачивая 
точку к 1 на заданный угол вокруг центра 
( e i s / i )  в заданном направлении, находим 
ее смещенную проекцию к г.

Основные проекции к и к '  точки кк' в сме­
щенном положении определяем, пользуясь 
восстановлением плоскостей проекций. Оп­
ределяя не одно, а ряд положений вра­
щающейся точки вокруг данной оси, мож­
но построить ее траекторию (окружность) 
в основной системе плоскостей проекций, 
которая проецируется на плоскости проек­
ций эллипсами.

Рассмотрим задачу на определение оси 
вращения заданного в пространстве переме­
щения отрезка прямой из одного его положе­
ния в другое. Согласно теореме о переме­
щении плоской фигуры в ее плоскости пере-
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ход плоской фигуры из одного положения 
в другое можно осуществить путем ее пово­
рота около центра. Центр поворота находит­
ся на пересечении перпендикуляров, восстав­
ленных из середин отрезков, соединяющих 
начальное и конечное положения каких-либо 
двух точек фшуры.

Рассмотрим решение задачи на орто­
гональном чертеже в общем виде. Пусть в

ВИНТОВЫЕ П Е Р Е М Е Щ Е Н И Я

Любое перемещение неизменяемой сис­
темы точек можно рассматривать как ее 
винтовое перемещение. Частными случая­
ми винтового перемещения являются по­
ступательное и вращательное перемеще­
ния

Перемещение любой геометрической фи­
гуры называют поступательным, если оно

пространстве заданы два положения а\Ь\, 
ai'bi' и агЬг, аг'Ьг данного отрезка ab, а'Ь' 
(рис. 124). Соединим точки aia\ и агаг, Ь\Ь\ 
и b ib i  прямыми. Из середин отрезков а\аг, 
ау'аг и Ь\Ьг, Ь \'Ы  проведем плоскости, пер­
пендикулярные к ним. Линия пересечения 
плоскостей является осью вращательного 
перемещения отрезка ab, а'Ь' из положения 
aib\, a \ b i  в положение aibi, a i'b i.

удовлетворяет условию равенства и парал­
лельности всех положений этой фигуры в 
процессе ее перемещения.

Перемещение фигуры (твердого тела) на­
зывают вращательным, если конечное поло­
жение фигуры можно получить из ее началь­
ного положения путем поворота на некото­
рый угол вокруг неподвижной оси.
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V. Cuoci ежа

Перемещение фигуры (твердого тела) на­
зывают винтовым, если ее конечное положе­
ние можно получить двумя последователь­
ными перемещениями: поступательным и

гС2
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вращательным. Порядок последовательнос­
ти этих перемещений может быть произволь­
ным, а направление поступательного пере­
мещения должно быть параллельным оси 
вращательного перемещения. В этом случае 
ось вращательного перемещения называют 
винтовой осью перемещения.

Параметром р винтового перемещения 
называют отношение *

t  *
где s =  величина поступательного переме­

щения;
р — величина угла поворота вокруг вин­

товой оси, измеряемая в радианах.
Опишем схему построений для определе­

ния винтовой оси заданного перемещения 
неизменяемой системы и величин угловых и 
осевых перемещений точек системы. Пред­
положим, что треугольник переместился 
из положения А\В\С\ в положение АгВгСг 
(рис. 125). Возьмем в пространстве некото­
рую точку О и проведем три отрезка 0 £ , OF 
и ОС, соответственно равные по величине 
и направлению отрезкам А\А1% В{В2 и С\С* 
Полученные три точки £, F и G принадлежат 
некоторой плоскости Q, на которую из точ­
ки О опустим перпендикуляр ОК. Точка К 
есть основание этого перпендикуляра на
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плоскости Q. Отрезок OK определяет на­
правление винтовой оси и дает величину 
осевых перемещений точек системы.

Таким образом, чтобы определить поло­
жение винтовой оси, а также угловые и осе­
вые перемещения точек неизменяемой сис­
темы необходимо выполнить следующее: 

построить плоскость, перпендикулярную 
к направлению винтовой оси;

спроецировать на эту плоскость две ка­
кие-либо (не лежащие на одном перпенди­
куляре к плоскости) точки неизменяемой 
системы;

найти центр и угол поворота проекций 
этих точек.

Пусть известны начальное А\В\С\ и ко­
нечное AiBjCi положения треугольника А ВС. 
Для определения винтовой оси и параметра 
заданного перемещения применим следую­
щую схему.

Сначала построим плоскость Q, на ко­
торую треугольники А\В\С\ и А 2В2С2 мож­
но спроецировать равными треугольниками 
aibici и aibicj (рис. 126). На плоскости Q 
найдем центр о поворота для перемещения 
проекции треугольника из положения а\Ь\С\ 
в положение агЬгсг и найдем необходимый 
при выбранном направлении поворота угол 
поворота р. В точке о восставим перпендику­
ляр к плоскости Q и найдем точки его пере­
сечения 1 и 2 с плоскостями треугольников 
А\В\С\ и А 2В2С2. Построенный перпенди­
куляр определяет положение винтовой оси. 
Величина отрезка перпендикуляра между 
точками 1 и 2 равна величине s осевых пере­
мещений точек неизменяемой системы.

Величина угловых перемещений точек 
системы равна углу р.

На рис. 127 показан чертеж перемещения 
треугольника, который из начального поло*

93
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9 4  жения atbicu ai'ht'ct' перемещен в положе­
ние aibici, аг'Ьг с г . Плоскости проекций выб­
раны таким образом, что плоскость Н пер­
пендикулярна к линии тк, т'к' пересечения 
плоскостей Nw и Nw  треугольников.

Фронтальная плоскость проекций V па­
раллельна второй биссекторной плоскости 
плоскостей Лш и N ih . За первую биссектор- 
ную плоскость принята плоскость, делящая 
пополам угол между полуплоскостями, в 
которых расположены треугольники o if tin . 
a i’b ic i  и агЬгсг, аг'Ьг'сг.

Расположение треугольников после сов­
мещения плоскостей Nih и Nih предусмот­
рено такое, что один из них можно получить 
путем поворота другого. Все плоскости, 
направления которых параллельны какой- 
либо из указанных биссекторных плоскос­
тей, составляют с плоскостями NlH и N2h 
равные углы, а линии их пересечения обра­
зуют равные углы с линией тк, т'к' пересе­
чения плоскостей N ih и N ih . Это следует 
из того, что угол между двумя плоскостями 
равен углу между направлениями этих плос­
костей.

Таким образом
Два равных треугольника проецируются 

на одну и ту же п.юскость равными тре­
угольниками в том случае, если их плоскости 
составляют с плоскостью проекций одинако­
вые углы. а стороны треугольников соответ­
ственно составляют одинаковые углы со 
следами плоскостей треуго гьников.

Фронтальный след Qx плоскости, на ко­
торую эти треугольники проецируются рав­
ными, можно определить следующими по­
строениями (рис. 127). Из какой-либо точки, 
например а /,  проведем отрезки прямых 
линий соответственно равные и параллель­
ные отрезкам, соединяющим одноименные 
фронтальные проекции вершин треуголь­
ников. Концы этих отрезков располагаются

на прямой линии, параллельной следу Qv. 
Эта прямая линия принята за фронтальный 
след Qy плоскости. Из точки <?■ а /  опустим 
перпендикуляр atOQ , а/ар  ' на плоскость Qv 
и найдем точку его пересечения oq , Op' с 
плоскостью Qv . Направление перпендику­
ляра определяет направление винтовой оси 
перемещения, а его величина равна величине 
осевого перемещения s.

Из точки oq проводим прямую 0Q 2, 
параллельную Nih , а затем прямую 21, 
параллельную aiaQ. Прямая 12 являете! 
горизонтальной проекцией оси перемеще­
ния. Плоскость Qv вращением вокруг оси 
агЗ, агУ  переводим в положение, парал­
лельное ПЛОСКОСТИ Н. Точки Oq, И Oqq явля­
ются смещенными проекциями точки oqOq.

Делим отрезок aQ^ai пополам и из его 
середины восставляем перпендикуляр. Точ­
ка oq0 пересечения перпендикуляра с пря­
мой 12 является смещенной проекцией цент­
ра поворота. Находим основную фронталь­
ную проекцию oq центра и проводим фрон­
тальную проекцию 1 2  винтовой оси па­
раллельно перпендикуляру аГ а^ '.

Величина осевого перемещения
s=  Г Т  = a t a q .

Угол ОфОфОг р соответствует угловым 
смещениям точек.

Параметрами перемещения будут:

5 5

Если начальное и конечное положения 
треугольника заданы находящимися в про­
извольно расположенных плоскостях, чер­
теж необходимо перестроить таким образом, 
чтобы эти плоскости стали проецирующими.

§29 В С П О М О Г А Т Е Л Ь Н О Е  П Р О Е Ц И Р О В А Н И Е

Построение новых, дополнительных про- плоскость проекции. Вспомогательное про­
екций в ходе решения геометрической задачи ецирование может быть центральным и ко- 
можно осуществить путем вспомогательно- соугольным. Плоскость проекций и направ- 
го проецирования на заранее выбранную ление проецирования (ортогональное, косо-



угольное) или центр проекций (центральное 
проецирование) выбирают в зависимости от 
условий поставленной задачи.

Вспомогательным проецированием целе­
сообразно пользоваться при решении ряда 
позиционных задач. Метрические задачи ре­
шаются в большинстве случаев сложнее. 
Применяют вспомогательное проецирова­
ние на одну из плоскостей проекций Н или V 
или на вторую биссекторную плоскость*.

1. Центральное вспомогательное 
проецирование

Центральной проекцией точки на плос­
кость является след прямой, проведенной 
через точку и центр (полюс) проецирования.

Пусть точка аа проецируется из центра 
ss' на некоторую плоскость общего поло­
жения, заданную двумя пересекающимися 
прямыми Ьс% Ь'с' и bd, b'd' (рис. 128). Опреде­
ляем точки 11' и 22  пересечения разноимен­
ных проекций отрезков be, Ь'<? и bd, b'd'. 
Прямая Рк является следом соответствия. 
Через луч sa, s'a' проводим горизонтально- 
проецирующую плоскость NH . Эта плос­
кость пересекается с плоскостью bed, b'c'd' 
по прямой 34, 3'4'.

Проецирующий луч sa, s'a' точки аа' 
пересекается линией 34, 3'4' в точке аР аР'. 
Точка aF аР ' является следом луча на плос­
кости и центральной проекцией точки аа' 
на данной плоскости проекций bed, b'c'd'.

Фронтальную проекцию 3'4' прямой 34, 
3'4' называют носителем следа луча, или 
носителем.

Плоскость проекций удобно задавать сле­
дом соответствия и точкой. Направление 
носителя определим, если проведем через 
точку проецирующую плоскость параллель­
но лучу.

На рис. 129 показано определение следа 
aFaу  луча точки ss' на плоскости, заданной 
следом соответствия Рк и точкой рр'. Го- 
ризонтально-проецирующая плоскость N h ,

* Вторая биссекторная плоскость обеспечи­
вает получение двух проекций точек.пространства 
на одной плоскости проекций. Эту плоскость на­
зывают плоскостью соответствия.

Р и с .  128

проходящая через точку рр' параллельно 
данному лучу, пересекает заданную плос­
кость по прямой ркщ р'к'. Она определяет на­
правление носителя. Проводя горизонталь- 
но-проецирующую плоскость QH, проходя­
щую через луч точки ss \  определяем носи­
тель 1аг. ГаР и искомую точку aFaFf — след 
луча точки ss на данной плоскости.

При центральном вспомогательном про­
ецировании вертикальные плоскости про-

*

Р и с .  129
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еиируюших лучей образуют пучок с общей 
вертикальной прямой центра проецирова­
ния. Этим пучком плоскостей пересекаются 
плоскость соответствия и плоскость проек­
ций. Центры пучка линий пересечения на­
ходятся на обшей вертикальной прямой. 
Пучок прямых плоскостей соответствия вто­
рично проецируется пучком горизонтальных 
проекций лучей, а пучок прямых данной 
плоскости проекций проецируется пучком 
носителей вспомогательных проекций точек 
пространства.

ь' I sI
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Фронтальные и вспомогательные проек­
ции точек пространства, образуя централь­
ное соответствие, соединяются пучком фрон­
тальных проекций лучей.

На рис. 130 дан пример общего случая 
проецирования отрезка ab% а'Ь' прямой из 
центра ss' на плоскость. Плоскость здесь 
задана следом соответствия Рк и точкой «Г 
пересечения плоскости с вертикальной пря­
мой центра проецирования.

Проводим через проецирующие лучи sa, 
s 'd  и sb, s'b' точек аа' и ЬЬ‘ концов данной 
прямой горизонтально-проецирующие плос­
кости; они определяют носители. Фронталь­
ные проекции 5] 7 '  и $ \Т  носителей пере­
секаются фронтальными проекциями s'a 
и s'b' лучей в точках аг ' и Ь? Прямая аР'b/  
является вспомогательной центральной про­
екцией отрезка ab, а'Ь' на данную плоскость.

В случае, если дополнительная плоскость 
вертикальная, то точка ss{' пересечения ее 
с вертикальной прямой центра проецирова­
ния является бесконечно удаленной (несоб­
ственной). В этом случае носители предста­
вятся вертикальными прямыми линиями.

На рис. 131 дано построение вспомога­
тельной центральной проекции отсека плос­
кости abc, a 'b Y  на плоскость соответствия.

2. Косоугольное вспомогательное 
проецирование

Во вспомогательном проецировании при 
решении позиционных задач наибольшее 
значение имеет косоугольное проецирование. 
Здесь центр проецирования в заданном на­
правлении удален в бесконечность. Направ­
ление проецирования выбирают в зависи­
мости от преобразования чертежа в боль­
шинстве случаев, когда на дополнительную 
плоскость проекций прямые проецируются 
в точки, плоскости — в прямые линии, 
т. е. прямые линии и плоские фигуры пред­
ставляются вырожденными проекциями.

При построении вспомогательной косо­
угольной проекции отсека плоскости доста­
точно спроецировать три ее точки. Если на­
правление проецирования параллельно плос­
кости отсека, то проекцией плоскости явля­
ется прямая линия.
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На рис. 132 построена вспомогательная 
косоугольная проекция отсека аЬс9 а'Ь’с' 
плоскости на фронтальную плоскость про­
екций V по направлению, параллельному 
плоскости аЬсч а'Ь 'с.

При косоугольном проецировании луче­
вые плоскости взаимно параллельны. Па­
раллельными прямыми линиями являются 
и носители.

На рис. 133 показан пример построения 
вспомогательной косоугольной проекции от­

резка ab, а'Ь' на плоскость, заданную следом 
соответствия /)с и точкой рр . Направление 
проецирования указывает стрелка точки аа'. 
Через точку рр' параллельно направлению 
проецирования проводим горизонтально- 
п рое пирующую плоскость. Определяем на­
правление носителя. Проводим лучевые вер­
тикальные плоскости через точки аа' и ЬЬ' 
отрезка прямой.

На пересечении носителей и фронтальных 
проекций лучей определяем вспомогатель­
ные косоугольные проекции а /  и Ь /  то­
чек аа' и ЬЬ' концов прямой аЬъ а'Ь'. Так опре­
деляем вспомогательную косоугольную про­
екцию аг 'Ьг 9 данной прямой.

3. Прямоугольное вспомогательное 
проецированне

Позиционные задачи в прямоугольном 
вспомогательном проецировании решаются 
так же. как и в косоугольном проецировании. 
Построения при решении метрических задач 
несколько усложняются, так как искомые 
размеры на дополнительной плоскости при 
вторичном проецировании искажаются. При 
решении этих задач дополнительную проек­
цию необходимо перенести на плоскость чер­
тежа без искажений. Это можно осуществить 
или путем вращения дополнительной плос­
кости вокруг ее фронталн. или заменой до-

97
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полнительной плоскости другой плоско­
стью, биссекторной относительно направ­
лений дополнительного и основного проеци­
рования.

Перенесение дополнительной проекции 
на плоскость чертежа в неискаженном виде 
производят по следующей схеме. Пусть точ­
ка аа' проецируется на вертикальную плос­
кость R по направлению горизонтального 
луча (рис. 134). Биссекторной плоскостью Р\ 
угол между направлениями дополнительно­
го и основного проецирования разделим 
пополам. Изображение сохраняет свой вид 
на любой плоскости, параллельной плос­
кости Р\ . Вспомогательную прямоугольную 
проекцию а\ точки аа определяем на пере­
сечении фронтальной проекции луча с линией 
соответствия, являющейся носителем этой 
проекции.

Если направление проецирования парал­
лельно направлению оси проекций, то угол 
между проецирующими лучами дополни­
тельного и основного проецирования явля­
ется прямым. Плоскость Pi делит этот угол 
пополам.

На рис. 135 дано построение натуральной 
величины отрезка ab, а Ь'. Принимаем на­
правление горизонтально-проецирующей

плоскости отрезка аЬ% а'Ь' за направление 
проецирования на дополнительную плос­
кость проекций. Плоскость Р\ делит угол 
между проецирующими лучами дополни­
тельного и основного проецирования попо­
лам. Вспомогательная прямоугольная про-

Р и с. 135 Р и с .  137



екция ai'b i* отрезка равна натуральной ве­
личине данного отрезка abt a h ’.

На рис. 136 рассмотрен пример опреде- 99  
ления расстояния между двумя горизонталь­
ными параллельными прямыми аЬщ а'Ь' и
cd. e'd'.

Укажем схему вспомогательного прямо­
угольного проецирования при произвольном 
направлении луча (рис. 137). Плоскость, 
перпендикулярную к лучу, можно задать 
главными линиями — горизонталью аЬ% а'Ь' 
и фронталью ас, а'с'. Пусть точка аа' при­
надлежит плоскости соответствия. Ее раз­
ноименные проекции совпадают.

Плоскость, биссекторная относительно 
дополнительного и основного лучей, явля­
ется биссекторной относительно дополни­
тельной и основной (фронтальной) плоскос­
тей. Любой луч, например, прохолящий че­
рез точку ЬЬ' горизонтали, пересекает бис- 
секторную плоскость Рк .

Носителем вспомогательной прямоуголь­
ной проекции точки ЬЬ' является линия 
наибольшего уклона (линия ската). Она со­
ставляет прямой угол с горизонталью. Про­
екции носителя и горизонтали на биссск- 
торную плоскость при принятом направле- /

~
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н и и  проецирования составляют между собой 
также прямой угол на фронтальной грани 
двугранного угла. На этой грани опреде­
ляем след луча. Точку Ь ' определяем на 
фронтальной проекции луча и на расстоянии 
от точки аа\ равном отрезку горизонтальной 
проекции аЬ горизонтали ab, а'Ь'.

Проекция а'Ы симметрична проекции ab 
горизонтали относительно следа Рк плос­
кости соответствия. Перпендикуляр к про­
екции а'Ь\ в точке Ь\ является носителем 
точки Ы' и симметричен носителю дополни­
тельной проекции точки ЬЬ'. Разноименные 
проекции носителя пересекаются в точке кк' 
биссекторной плоскости. Прямая явля­
ется следом соответствия плоскости Р и

осью построения вспомогательной прямо­
угольной проекции Ь\ точки ЬЬ'.

Описанные построения могут явиться 
диаграммой для определения следа соответ­
ствия и носителя. На рис. 137 показаны необ­
ходимые данные для построения этой диа­
граммы.

Способ вспомогательного прямоуголь­
ного проецирования при произвольно вы­
бранном направлении луча можно приме­
нить к решению ряда задач.

Пример. Определить величину расстоя­
ния от точки аа' до прямой Ьс, Ь'с' (рис. 138).

Р е ш е н и е :  Строим диаграмму для 
определения оси соответствия и носителя. 
Пользуясь диаграммой, определим прямо­
угольную вспомогательную проекцию 
b i 'f c i  прямой Ьс, Ь'с' и проекцию а% точ­
ки аа . Расстояние между вспомогательными 
прямоугольными проекциями прямой и точ­
ки равно истинной величине расстояния от 
данной точки аа до прямой Ьс, Ь'с'.

Пример. Определить величину линейного 
угла, заданного проекциями двугранного 
угла (рис. 139).

Р е ш е н и е .  Г рани аЬс, а'Ь'с и bed, b'c'd' 
спроецируем на плоскость, перпендикуляр­
ную к ребру Ьс, Ь'с*. Для определения следа 
плоскости соответствия и направления но­
сителя построим диаграмму, по которой 
построим вспомогательные прямоугольные 
проекции граней. Угол между проекциями 
этих граней равен искомой величине дву­
гранного угла.

Пример. Построить отрезок прямой, со­
елиняющей ближайшие точки между двумя 
скрещивающимися прямыми (рис. 140).

Р е ш е н и е .  Строим вспомогательные 
прямоугольные проекции данных скр~ ""да­
ющихся прямых по направлению одной из 
них, например прямой аЬ, а'Ь'. Пользуясь 
диаграммой для определения следа соответ­
ствия и носителя, находим вспомогательную 
прямоугольную проекцию ехкх искомого 
кратчайшего расстояния между данными 
прямыми и основные его проекции. Искомый 
отрезок и его дополнительная проекция 
находятся в плоскостях, образующих дву­
гранный угол со сторонами, параллельными
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этому двугранному углу. На диаграмме он 
представляется двумя плоскостями, пере­
секающимися по фронтали. Одна плоскость 
перпендикулярна к направлению проециро­
вания, другая — биссекторная. Через точ­
ку Г| проводим прямую rtt параллельно

С Т Е Р Е О Г Р А Ф И Ч Е С К О Е  П Р О Е Ц И Р О В А Н И Е

Часто при проецировании геометриче­
ских образов, расположенных на сфере, поль­
зуются стереографическим проецировани­
ем* — частным видом центрального про­
ецирования. Здесь за полюс проекции выби­
рается некоторая-точка N сферы, а плоско­
стью проекций с/ужит плоскость, касатель­
ная к сфере в точке Л/, лежащей на одном 
диаметре с полюсом (рис. 141).

Стереографическое проецирование уста­
навливает соответствие между точками сфе­
ры и плоскости.

Р и с .  141

• От греч. DTipiog — пространственный и 
Ypayu— пишу. Метод стереографического про­
ецирования предложен знаменитым астрономом 
Гиппархом (2 в. до и. э.). Эти проекции широко 
применаются в кристаллографии,  в картографии 
и астрономии,  а также в теории аналитических 
функций (при итучении дробно-линейных от обра­
жений).

вспомогательной проекции еук\ искомого 101 
отрезка, и из точки t пересечения ее с 
фронталью проводим прямую /г', кото­
рая указывает направление фронталь­
ной проекции е'к' искомого отрезка 
ек. ек '.

§30
Из точки N  (центра проецирования) дру­

гие точки сферы проецируются лучами на 
плоскость проекций Q. При этом каждая 
точка сферы, отличная от точки N, перехо­
дит в некоторую определенную точку пло­
скости. Такое соответствие является взаим­
но однозначным.

На рис. 141 показаны построения стерео­
графической проекции ab кривой линии А В. 
расположенной на сфере радиусом R. Рас­
сматривая касательную к кривой линии как 
предельное положение секущей, можно легко

Р и с .  142

показать, что стереографической проекцией 
касательной к сферической кривой линии 
является касательная к стереографической 
проекции этой кривой.

На рис. 142 показаны касательные к сфере 
в точке А прямые линии А1 и А2 Они на-
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холятся в касательной к сфере плоскости 
/ \  которая пересекается плоскостью cie- 
реографических проекций Q по прямой ли­
нии 12.

Совместим плоскость Р вращением во- 
Kpyi оси 12 с плоскостью Q. Этим методом 
определится истинная величина угла л меж­
ду касательными к сфере прямыми лини­
ями. При этом точка а\ является стсв>ео- 
графической проекцией точки А, а пря­
мые 1а\ и 2а\ — стереографическими проек­
циями заданных касательных. Поэтому угол 
между пересекающимися сферическими кри­
выми линиями равен углу между стерео- 
I рафическими проекциями этих кривых 
линий.

Соответствие, устанавливаемое стерео­

графическими проекциями, является кон­
формным*.

Установлено, что окружностям на сфере 
соответствуют окружности на плоскости, 
причем окружностям, проходящим через 
центр стереографического проецирования, 
соответствуют на плоскости прямые ли­
нии — окружности бесконечно большого ра­
диуса.

На рис. 143 показаны построения стерео­
графических проекций заданных касатель­
ных на чертеже.

• Конформное преобразование — отображе­
ние одной фигуры на другую, при котором лае 
любые кривые первой фигуры, пересекаюшиеся 
под углом, преобразуются в кривые второй фигу­
ры. пересекаюшиеся под тем же углом
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I В чем состоит принцип преобразова­
ния чертежа способом замены плоскостей прое­
кций?

2. Что определает направление новой плос­
кости проекций при переводе плоскости общего 
положения в проецирующие плоскости?

3. Укажите схему решения задачи по опре­
делению углов наклона плоскости к плоскостам 
проекций способом замены плоскостей проекций.

4. Укажите схему решения задачи по опре­
делению натуральной величины отсека произ­
вольно расположенной плоскости способом заме­
ны плоскостей проекций.

5 В чем состоит принцип преобразования 
чертежа способом врашениа вокруг проецирую­
щих прямых?

6. Какую прямую принимают за ось вра­
щения при переводе отсека плоскости из общего 
положения во фронтально-проецирующую плос­
кость?

7. Какую прямую принимают за ось враще­
ния при переводе отсека плоскости из общего 
положения в горизонтально-проецируюшую плос­
кость?

8. Можно ли считать плоскопараллельнос

перемещение вращением вокруг невыявленных 
осей (проецирующих прямых) и почему?

У. Определите ось вращения фигуры при 
плоскопараллельном перемещении.

10. Укажите последовательность приемов оп­
ределенна натуральной величины отсека плоскос­
ти способом плоскопараллельиого перемещения.

11. Укажите последовательность приемов оп­
ределении натуральной величины отсека плоскос­
ти способом врашениа вокруг прамых,  параллель­
ных плоскости проекций.

12. Приведите технические примеры решения 
задач способом вращения вокруг осей общего 
положения.

13. Что называют параметром винтового пе- 
ремешениа?

14. Обьасните принцип вспомогательного 
пр осциров ани а .

15. Что  называют носителем во вспомога­
тельном проецировании?

16. Какое вспомогательное проецирование 
называют центральным,  косоугольным,  прямо­
угольным?

17. Какое проецирование называют стерео­
графическим?
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рОдним из видов пространственных форм 
являются многогранники — замкнутые про­
странственные фигуры, ограниченные плос­
кими многоугольниками. Вершины и сторо­
ны многоугольников являются вершинами 
и ребрами многогранника^ Они образуют 
пространственную сетку. Если вершины и 
ребра многогранника находятся по одну 
сторону плоскости любой из его граней, то 
многогранник называют выпуклым; все его 
грани — выпуклые многоугольники.

Многогранники как простейшие прост­
ранственные формы с древнейших времен 
преобладают в техническом творчестве че­
ловека. Многие инженерные сооружения 
древности, дошедшие до наших дней как 
замечательные памятники архитектуры, 
представляют собой форму многогранни­
ков. Например, хорошо известные египет­
ские пирамиды, многие башни и здания, 
храмы и замки, построенные за многие 
тысячелетия до наших дней.

В русском национальном зодчестве име­
ется огромное количество примеров непо­
вторимого сочетания многогранных форм, 
создающих незабываемое художественное 
впечатление.

Многогранные формы предметов при­
менялись не только в древние и средние

века. Они дошли и до наших дней, находя 
исключительно широкое применение в ар­
хитектуре и технике.

I Многогранные формы часто применя­
ются в конструкциях современных зданий 
и различных инженерных сооружений. На­
пример, крыши жилых, общественных и 
промышленных зданий часто представляют 
собой пересекающиеся призмы и пирамилы^, 

^Многогранные формы имеют также де­
тали машин и механизмов, станков и ин­
струмента. > При конструировании многих 
инженерных сооружений, имеющих кривые 
поверхности, их часто заменяют (аппрокси­
мируют) близкими по форме гранными по­
верхностями.

Многогранники в виде оптических призм 
используют и в технической оптике. Здесь 
также приходится решать инженерные зада­
чи, связанные как с проектированием опти­
ческих приборов, так и с учетом физических 
явлений преломления и отражения лучей при 
их падении на границу раздела двух сред.

В природе очень многие вещества имеют 
кристаллическое строение в виде многогран­
ников. Это не только большинство веществ, 
слагающих горные породы, но и почву; все 
металлы и металлические сплавы; огромное 
большинство твердых химических реакти-
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вов, аспирин, сульфонамид, пенициллин; 
кости и зубы; волосы и перья, шелк и хло­
пок, нейлон и его разновидности и даже 
растянутая резина. Поэтому важно не толь­
ко изучать различные формы многогранни­
ков, чтобы понять принципы строения крис­
таллов, важно еше больше узнать природу 
пространства и мир, который заполнен пред­
метами сложнейших форм.

Наибольший практический интерес пред­
ставляют призмы, пирамиды, призматоиды 
и правильные выпуклые многогранники — 
тела Платона (тетраэдр, гексаэдр, октаэдр, 
додекаэдр и икосаэдр), а также многие мно­
гогранники, имеющие произвольную форму. 
Хотя пирамиды, призмы, а также некоторые 
правильные многогранники хорошо извест­
ны, кратко охарактеризуем геометрические 
тела каждой из перечисленных групп.
1. Пирамиды

/Многогранник, одна грань которого — 
многоугольник со сколь угодно большим 
числом сторон (не менее трех), а остальные 
грани являются треугольниками с общей 
вершиной, называют пирамидой. V

Если в основании пирамиды лежит пра­
вильный многоугольник и ее высота (перпен­
дикуляр, опущенный из вершины на основа­
ние) проходит через центр этого мноюуголь-

ника, пирамиду называют правшьной. Пи­
рамида общего вида может быть получена 
также пересечением многогранного угла про­
извольной плоскостью. Отсеченная часть 
многогранного угла вместе с фигурой сече­
ния образует пирамиду.

•Если плоскостью, пересекающей все бо­
ковые ребра, отсечь вершину пирамиды, 
получим усеченную пирамиду. /

2. Призмы

V Многогранник, две грани которого пред­
ставляют собой равные многоугольники с 
взаимно параллельными сторонами — осно­
ваниями, называют призмой.-Ребра, не при­
надлежащие основаниям и параллельные 
между собой, называют боковыми ребрами. 
Основания образуются одно из другого пу­
тем параллельного переноса. Соответству­
ющие вершины соединяются между собой 
прямыми, которые образуют параллело­
граммы, являющиеся боковыми гранями 
призмы. Призма может быть получена как 
результат взаимного пересечения плоско­
стей. V

На рис. 144 показано построение призмы, 
ограниченной тремя горизонтально-проеци­
рующими плоскостями N|, и N3, горизон­
тальной плоскостью Q и плоскостью Р
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106 произвольного положения. Каркас призмы 
составлен линиями пересечения плоскостей.

Вертикальные грани призмы называют 
ее боковыми гранями.

Грань /4itf,Cb принадлежащая плоскос­
ти Л  произвольным образом расположен­
ной относительно плоскости Q основа­
ния А ВС, представляет собой сечение приз­
мы. Такую призму называют усеченной.

^П ризм у, ребра которой перпендикуляр­
ны к основанию, называют прямой. Если в 
основании призмы имеется прямоугольник, 
призму называют параллелепипедом. V

3. Призматоиды

На рис. 145 дано наглядное изображение 
призматоида — m iio io i  ранника, ограничен-

V
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ного двумя многоугольниками, расположен­
ными в параллельных плоскостях. Они явля­
ются его основаниями. Боковые грани приз­
матоида представляют собой треугольники 
и трапеции, вершины которых являются и 
вершинами оснований. В данном случае 
нижнее основание призматоида — прямо­
угольник, верхнее — правильный шести­
угольник. Две боковые грани — трапеции, 
а остальные — треугольники.

Призматоид называют антипризмой, ес­
ли основаниями его являются равные пра­
вильные многоугольники, центры которых 
принадлежат общей нормали к ним, но один 
многоугольник повернут относительно дру­
гого вокруг нормали на угол * =  (я —
число сторон многоугольника).

Боковые грани антипризмы — правиль­
ные треугольники, вершины которых явля­
ются и вершинами многоугольников осно­
ваний.

На рис. 146 изображена антипризма с 
четырехугольными основаниями. Угол по­
ворота одного основания относительно дру­
гого равен Ф 180°: 4 *  45°.

4. Правильные выпуклые m h o i o i раниики 
(геля Платона)

I Многогранник называют правильным, ес­
ли его грани представляют собой правиль­
ные и равные многоугольники. Многогран­
ные углы такого многогранника равны меж­
ду собой. Существует пять типов правильных 
многогранников. Эти многогранники и не­
которые их свойства были описаны более 
двух тысяч лет назад Платоном*. Их назы­
вают правильными те.шми Платона. /

Правильный че!ырехгранннк (правильный 
тетраэдр)**. Он ограничен четырьмя равно­
сторонними, а следовательно, равными тре­
угольниками (рис. 147). Правильный тетра-

* Платон (прозвище; от греч хАатбе широ­
кий: настоящее имя — Лристокл;  427-=347 гг. 
ло н. э.) — древнегреческий философ-идеалист.

• * От греч. TSTpdc&pov, , oi  xexpotf. — че­
тыре и сора — основание, грань.
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эдр — это правильная трехгранная пирами­
да. При этом каждая из четырех граней мо­
жет быть выбрана в качестве ее основания. 
Перпендикуляр, опушенный из любой вер­
шины тетраэдра на противолежащую грань, 
проходит через ее центр. Центры граней 
правильного тетраэдра являются вершинами 
вписанного в него правильного тетраэдра.

Правильный шес1И1 раннмч (гексаэдр)*. 
(рис. 148). Он состоит из шести равных квад­
ратов, которые по три соединены около 
каждой вершины — это куб. Куб предегав- 
ляет собой частный случай призмы. Если 
последовательно соединить центры всех 
смежных граней, получится многогранник. 
Расстояния между центрами любых смеж­
ных граней куба равны между собой. Значит, 
получен многогранник, все ребра которого 
равны между собой, — правильный восьми­
гранник.

Правильный восьми! ранник (октаэдр)*9. 
Он состоит из восьми равносторонних и 
равных между собой треугольников, соеди­
ненных по четыре у каждой вершины. Каж­
дая из диагональных плоскостей делит ок­
таэдр на две пирамиды с основаниями, 
имеющими вид квадрата. В октаэдр, опи­
раясь вершинами в центры его граней, впи­
сывается многогранник — куб. Поэтому куб 
и октаэдр можно назвать взаимно соответ­
ствующими (дуальными) многогранниками.

Правильный двенадцатигранник (додека­
эдр)*** (рис. 149). Додекаэдр состоит из 
12 правильных и равных пятиугольников, 
соединенных по три около каждой вершины. 
Два из пятиугольников можно принять за 
основания додекаэдра. Они принадлежат 
двум параллельным плоскостям. Центры 
этих пятиугольников принадлежат обшей 
нормали к этим плоскостям. Один пяти­
угольник повернут относительно другого

innвокруг нормали на угол где п — число

• От грсч. — шесть и iop* — основа­
ние, грань.
в • • От |реч oxtac^pov . от oxxw восемь и 
сора основание, грань.

• • •  О т  (реч. ■= дв енадцать  и i f y a
основание,  грань .
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вершин многоугольника, т. е. на угол 
1£0° =  зб° Остальные десять пятиугольни­

ков образуют боковую поверхность доде­
каэдра. Додекаэдру соответствует правиль­
ный двадцатигранник.

Правильный двадцатигранник [икосаэдр)*. 
Он состоит из двадцати равносторонних и 
равных треугольников, соединенных по пяти 
около каждой вершины (рис. 150). Икосаэдр 
можно расчленить на две правильные пяти­
угольные пирамиды и антипризму с пяти­
угольными основаниями.

Боковую поверхность этой антипризмы, 
состоящую из десяти правильных треуголь­
ников, можно назвать боковой поверхно­
стью рассматриваемого икосаэдра. Основа­
ния пирамид (антипризмы) являются пяти­
угольниками, центры которых лежат на об­
щей высоте, и поэтому один многоугольник 
повернут относительно другого на 360. В ико­
саэдр можно вписать додекаэдр, имеющий 
двенадцать пятиугольных граней. Додекаэдр 
и икосаэдр являются взаимно соответству­
ющими многогранниками.

Теорему о свойствах многогранников до­
казал Эйлер*•; она получила название тео­
ремы Эшера.

• От греч. *1x001 — двадцать  и I t y a  — осн о ­
вание. грань.

• •  Эйлер (Euler) Леонард (1707 — 1783) — ве­
ликий математик.

"  Т е о р е м а .  У всякого выпук.юго много­
гранника чис.ю граней тюс число вершин 
минус число ребер равно двум, т. е.

Г + Д -/> «  2.
Проверив это соотношение, результаты 

можно свести в табл. 1.

Г в f Г - В — Р

Тетраэдр . . 4 4 6 4 4- 4 — 6 = 2
Куб (гексаэдр) . . . 6 8 12 6-t- 8— 12= 2
Октаэдр . . . . . 8 6 12 8 +  6— 12 2
Д о д е к а э д р ................. 12 20 30 12 +  2 0 -  30 = 2
Икосаэдр . . . . . 20 12 30 20 -г 12—30 = 2
Пятиугольная
пирамида . 6 6 10 6-*- 6— 10= 2
Треугольная
призма . 5 6 9 5 -г 6— 9 =  2

Это свойство выпуклых многогранников 
можно использовать при построении изобра­
жений многогранников, так как построение 
проекций многогранников сводится к по­
строению проекций вершин и ребер, т. е. к 
построению сетки многогранника. Чертеж 
выпуклого многогранника можно проверить 
по формуле Эйлера.

Кроме правильных выпуклых многогран­
ников существуют и правильные выпукло­
вогнутые многогранники. Их называют звез- 
дчатыми (самопересекаюшимися). Каждая 
грань звездчатого многогранника разделена 
на две области: в н е ш н ю ю  — видимую и 
в н у т р е н н ю ю  — невидимую.

Два правильных звездчатых многогран­
ника описал Кеплер*.

В 1810 г. Пуансо** открыл еще два пра­
вильных звездчатых многогранника.

В 1812 г. Коши*** доказал, что из всех 
возможных многогранников только девять 
являются правильными многогранниками: 
Платоновых тел — пять и правильных звезд-

• Кеплер Иоганн (1571 — 1630) — выдаю­
щийся немецкий астроном и математик.

• •  Пуансо Луи (1777 — 1859) — французски# 
механик и математик.

• • •  Коши Огюстен Луи (1789 — 1857) — вы­
дающийся французский математик
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чатых многогранников (тел Пуансо) — че­
тыре.
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5. Правильные звездчатые чмокн ранннки

Звездчатый додекаэдр первою продолже­
ния (ма ши звездчатый додекаэдр). Он обра­
зован путем продолжения граней правиль­
ного выпуклого додекаэдра до их первого 
пересечения. Каждая грань выпуклого доде­
каэдра при продолжении сторон образует 
правильный звездчатый пятиугольник 
(рис. 151). Звездчатый додекаэдр первого 
продолжения имеет 12 граней, являющихся 
правильными звездчатыми пятиугольника­
ми, 30 ребер и 12 вершин, являющихся вер­
шинами правильных пятигранных выпуклых 
углов. Для изготовления правильного звезд­
чатого додекаэдра первого продолжения 
можно рекомендовать сначала изготовить 
правильный выпуклый додекаэдр. Далее 
нужно изготовить 12 правильных пятиуголь­
ных пирамид и поставить их основаниями 
на грани додекаэдра.

Звездчатый додекаэдр второго продолже­
ния (средний звездчатый додекаэдр). Он обра­
зован путем продолжения граней звездча­
того додекаэдра первого продолжения до 
их нового пересечения (рис. 152). Имеет 
12 граней в виде правильных выпуклых пяти­
угольников, 30 ребер и 12 вершин, являю­
щихся звездчатыми правильными пятигран­
ными углами.

Р н с. 152

Звездчатый додекаэдр третьего продол­
жения (большой звездчатый додекаэдр). Он 
образован путем продолжения граней звезд­
чатого додекаэдра второго продолжения до 
их нового пересечения (рис. 153). У него 
12 граней в виде правильных звездчатых 
пятиугольников, 30 ребер и 20 вершин, явля­
ющихся вершинами звездчатых правильных 
трехгранных углов.

в
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!веглчатый икосаэдр (большой звездча­
тый икосаэдр) (рис. 154). Образован путем 
пересечения и продолжения граней правиль­
ного икосаэдра. У него 20 граней в виде 
правильных треугольников, 30 ребер и 12 вер­
шин, являющихся вершинами звездчатых 
правильных пятигранных углов.

К правильным звездчатым многогран­
никам можно отнести и восьмигранник, рас­
падающийся на два тетраэдра (рис. 1SS).

Многогранники называются no.tynpaeu.tb- 
ными, если их грани — правильные много­
угольники различных видов и все многогран­
ные углы равны. Простейшими примерами 
таких многогранников являются прямые 
призмы, у которых основания — правиль-
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ные многоугольники, а боковые грани — 
квадраты и антипрнзмы — скошенные 
призмы.

Еще Архимед* доказал, что кроме двух 
серий призм и антипризм, существует 13 ти­
пов полуправильных многогранников (тела 
Архимеда). В существующей более 2000 лет 
теории полуправильных многогранников 
был дефект, замеченный советским мате­
матиком В. Г. Ашкинузе. Оказывается, име­
ется 14-й полуправильный многогранник 
Архимеда — скошенный ромбокубооктаэдр.

Имеются также и звездчатые полупра- 
вильные многогранники; их насчитывается
51 вид. Возможно, что есть и другие виды 
этих многогранников.

Ч Е Р Т Е Ж И  М Н О Г О Г Р А Н Н И К О В  И М Н О Г О Г Р А Н Н Ы Х  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й

Чертежи многогранников, как и чертежи 
любых пространственных фигур, должны 
быть обратимыми, т. е. такими, чтобы по 
ним можно было бы точно воспроизвести 
форму и размеры изображаемого предмета.

Для получения обратимого чертежа мно­
гогранника необходимо соблюдение опре­
деленных условий расположения ребер кар­
каса в проекциях, а также наложения на чер­
теж и ряда других дополнительных условий.

На рис. 156 дан чертеж призмы, ребра 
которой произвольно наклонены к плоскос­
тям проекций Н и И Как показано на чер­
теже, кроме параллельности боковых ребер, 
параллельны также и основания призмы.

На чертеже показано определение гори­
зонтальной проекции к точки кк' по извест-

• Архимел (ок. 287 — 212 гг. до и. э.) - вели­
чайший математик и механик Дреаней Гроша.
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ной ее фронтальной проекции к' при усло­
вии, что точка кк' принадлежит грани аЬЫаи 
аЪ'Ъ{ах\

Выбираем в грани любую из прямых, 
проходящих через заданную точку. Такой 
прямой может быть произвольного поло­
жения прямая 12, Г2 ', пересекающая реб­
ра аа I, а'дГ и bb\ , b'bi' в точках / / '  и 27  или, 
например, прямая кЗ, к'3\ параллельная 
боковым ребрам и пересекающая в точке 33' 
ребро ab, а'Ь'. Фронтальные проекции Г 2  
и к'З' этих прямых проходят через фрон­
тальную проекцию к ' искомой точки. Гори­
зонтальные проекции 12 и кЗ определяются 
по условию принадлежности прямых соот­
ветствующей грани.

На пересечении линии связи с горизон­
тальной проекцией любой из вспомогатель­
ных прямых определяется недостающая го­
ризонтальная проекция к точки кк'.

Построим горизонтальную проекцию 
многогранника (рис. 157), если известны его 
фронтальная проекция и три ребра ab% а'Ь\ 
ас, а с' и ае,а е \  Горизонтальные проекции 
вершин и ребер многогранника определяют 
с учетом условия, что они принадлежат или 
параллельны плоскостям (граням) каждой 
из пары заданных ребер. Так, горизонталь­
ная проекция / вершины IV  определена как 
недостающая проекция точки, принадлежа­
щей плоскости abc, а'Ь'с'. Плоскости abc, 
а'Ь'с принадлежат точки 27  и 33'; плоскос­
ти асе, а'с'е принадлежат точки 44\ 55' и 66 
плоскости abe, а'Ь'е' — точка 77'. В плоскос­
ти 4е7, 4'е'Т  будут точки 88\ 99' и 10, Ш , 
а в плоскости 329, 3'79' определяются ос­
тальные вершины многогранника.

Однозначное определение многогранной 
поверхности или многогранника позволяет 
получить вполне законченный чертеж рас­
сматриваемого предмета.

Пусть будет задано одно изображение 
некоторой многогранной поверхности, обра­
зованной частями пересекающихся плоскос­
тей (рис. 158).

Установим, для какого минимального 
числа ее точек надо задать вторые проекции, 
чтобы оригинал был полностью опреде­
лен.



прямой состоит из двух точек. Плоскость 
определяется тремя точками, не лежащими 
на одной прямой линии.

Точечный базис плоскости состоит из 
трех независимых точек. Установим точеч­
ный базис для многогранной поверхности. 
Определим, для скольких точек этой поверх­
ности надо задать еще и фронтальные их 
проекции, чтобы оказалось возможным по­
строение единственной фронтальной проек­
ции поверхности. Три точки первой грани, 
заданные проекциями аа\ ЬЬ' и сс \ одно­
значно определяют фронтальную проек­
цию a'b'c'd' многоугольника.

Точки сс' и dd' принадлежат линии пере­
сечения двух граней. Для построения фрон­
тальной проекции второй грани многоуголь­
ника cdejk, c'd'e'fk' достаточно задать лю­
бую точку этого многоугольника, напри­
мер кк'. Построим фронтальную проекцию 
c'd 'e 'fk ' многоугольника.

Точки кк' и ^ 'принадлеж ат двум граням 
многогранной поверхности. Для построения 
фронтальной проекции третьего многоуголь­
ника достаточно задать проекции еще ка­
кой-либо точки, например, гг', принадлежа­
щей этому многоугольнику.

Отметим, что для построения фронталь­
ной проекции рассматриваемой многогран­
ной поверхности достаточно было задать 
проекции трех точек аа' л ЬЬ' и сс' одной из 
ее граней и по одной точке ее' и гг' в каждой 
последующей грани. Следова i ельно, точеч­
ный базис этой поверхности равен пяти.

Точечный базис многогранной поверх­
ности, у которой все углы двугранные, 
можно выразить формулой

S - Г +  2 .

Известно, что прямая линия вполне опре­
деляется двумя точками. Точечный базис*

• Учение о точечном базисе пространствен­
ных фигур разработано Н Ф. Четвсрухиным.

где Г  — число граней.
Определим точечный базис поверхности, 

горизонтальная проекция которой показана 
на рис. 159. Задав три точки аа\ ЬЬ' и сс\ 
определяем грань abede. a'b'c'd'e'. Определив 
сторону de, d'e\ общую для двух граней, 
и задав точку кк\ можно построить грань 
edfk, e'd 'fk '.

t
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По точкам сс', dd' и ff* определяем фрон­
тальную проекцию с'd ' f f  грани cdfr , c'd 'fr'. 
По точкам bb\ сс' и гг* определяем сле­
дующую грань и т. д. Как видно, точеч­
ный базис такой поверхности равен че­
тырем.

Точечный базис многогранной поверх­
ности, у которой все углы при вершинах 
трехгранные, равен четырем. Этому усло­
вию всегда удовлетворяют пирамиды и 
призмы. Для любой пирамиды или призмы 
точечный базис равен четырем.
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II

Линией пересечения многогранника плос­
костью в общем случае является плоский 
многоугольник. Такой многоугольник мож­
но построить или по точкам пересечения с 
плоскостью ребер многогранника, или по 
линиям пересечения граней многогранника 
с плоскостью. Задача сводится к определе­
нию точек пересечения прямой с плоскостью 
или к определению линий пересечения плос­
костей.

Плоскую фигуру, полученную от пересе­
чения многогранника плоскостью, называют 
сечением. Проекции многоугольника сечения 
могут преобразовываться (вырождаться) в 
прямые и точки.

Вершины многоугольника сечения явля­
ются вершинами усеченного многогранника,

I

а стороны многоугольника являются ребра­
ми усеченного многогранника. Число сторон 
многоугольника сечения равно числу граней 
многогранника, пересекаемых секущей плос­
костью. В зависимости от направления и 
положения секущей плоскости, сечением ку­
ба, например, может быть треугольник, че­
тырехугольник, пятиугольник и шестиуголь­
ник (рис. 160).

Если секущая плоскость параллельна 
плоскости проекций, то фигура сечения про­
ецируется на эту плоскость проекцией без 
искажения — в натуральную величину.

На рис. 161 показано построение линии 
пересечения пирамиды фронтально-проеци-

Р и с. 160
8 — 71*



руюшей плоскостью Му . Здесь многоуголь­
ник сечения определяется по точкам пере­
сечения ребер пирамиды с плоскостью.

Фронтальная проекция 1'2'3'4' сечения 
преобразуется в прямую, совпадающую со 
следом Му проецирующей плоскости. Она 
получается по точкам пересечения со следом 
плоскости фронтальных проекций ребер пи­
рамиды. Горизонтальные проекции вершин 
многоугольника сечения находят по их фрон­
тальным проекциям на пересечении линий 
связи с соответствующими проекциями ре­
бер пирамиды. Фигурой сечения является 
выпуклый многоугольник 1234, 1'2'3'4'.

Если многогранник пересекает плоскость 
произвольного положения, то для опреде­
ления линии пересечения необходимо вос­
пользоваться некоторыми дополнительны­
ми вспомогательными построениями.

Так, на рис. 162 показаны необходимые 
построения для определения сечения призмы 
плоскостью ejky e 'f  к'. Определяем точки 
пересечения ребер призмы с плоскостью. На­
ходим точку пересечения ребра ааи а'а\ плос­
костью. Проводим через это ребро вспомо­
гательную проецирующую плоскость NH и 
определяем линию rf, f t '  пересечения се 
секущей плоскостью.

Прямая гг, rV пересекает ребро аа\ , d а\ 
в точке 1Г.

Аналогичными построениями определя­
ются точки 33' и 44' пересечения остальных 
ребер призмы с секущей плоскостью. Точ­
ки / / ' ,  22\  33' и 44‘ являются вершинами 
искомого многоугольника сечения.

Фигура сечения с искажением проециру­
ется на плоскости проекций Н и V. Штрихо­
выми линиями изображены невидимые сто­
роны многоугольника сечения; они принад­
лежат невидимым граням призмы.

На рис. 163 показан другой пример, когда 
прямую призму, поставленную основанием 
на плоскость проекций Я, пересекает плос­
кость abc, a'b'dy заданная главными линия­
ми — следами. Секущая плоскость прохо­
дит через ребро 12, Г2' основания призмы 
Следовательно, ребро 12, Г2' является одной 
из сторон многоугольника сечения. Боковые 
грани призмы являются отсеками горизон-
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тально-проецируюших плоскостей. Поэтому 
линии сечения можно определить как ли­
нии пересечения проецирующих плоскостей 
граней призмы с заданной секущей плоско* 
стъю.

Проецирующая плоскость Uh фронталь­
ной грани призмы пересекает плоскость abc, 
а'Ь'с* по фронтали, которая и определяет 
прямую 34, 3'4' пересечения фронтальной 
грани секущей плоскостью — сторону иско­
мого многоугольника сечения.

Путем построения прямых 12, I '?  и 
34, 3'4' двух смежных граней определяется 
прямая 13, УЗ'.

Горизонтальная плоскость Sy верхней 
грани призмы пересекает секущую плос­
кость abc, а'Ь'с по горизонтали. Прямая 45, 
4'5' этой горизонтали является линией пере­
сечения грани приемы (верхнего основания) 
секущей плоскостью.

Вертикальная грань гориэонтально-про- 
ецирующей плоскости Nm , Ny пересекает 
секущую плоскость по прямой 56, 5 '6 \ явля­
ющейся стороной искомого многоугольни­
ка. Замыкающей стороной многоугольника 
сечения является отрезок 26, 2 6 '.

Многоугольником сечения является шес­
тиугольник 134562, ГЗ'4'5'6'2. Для построе­
ния линии пересечения многогранника плос­
костью вспомогательные секущие плоскости 
можно выбирать каждую через одну грань 
многогранника.

Прямая линия может пересекать по­
верхность многогранника в одной, двух и 
более точках. Если многогранник выпук­
лый — не более чем в двух точках. Прием 
решения этой задачи основан на схеме опре­
деления точки пересечения прямой с плос­
костью.

Задачу решаем в такой последователь­
ности (рис. 164). Через прямую EF проводим 
вспомогательную плоскость Рш обычно про­
ецирующую. Строим фигуру сечения много­
гранника этой вспомогательной плоскостью. 
Точки пересечения сторон многоугольника 
сечения с прямой являются точками пересе­
чения прямой с многогранником. Если пря­
мая EiFi не пересекает многоугольник се­
чения, то она не пересекает и многогранник.

Р и с .  164

На рис. 165 решена залача на построение 
точек пересечения прямой е / ,  e f  с тетраэд­
ром. Через прямую eft e 'f  проведена фрон- 
тально-проецируюшая плоскость Му . По-
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Р и с .  166

строена линия 123, Г2*3' пересечения этой 
плоскости тетраэдром. Точки хх' и у /  пере­
сечения сторон треугольника сечения пря­
мой efy e 'f  являются точками пересечения 
этой прямой с многогранником.

На чертеже указана видимость прямой 
в горизонтальной и фронтальной проекциях.

Иногда более целесообразно использо­
вать не проецирующую плоскость прямой, 
а какую-либо другую плоскость. Например, 
чтобы построить точки пересечения прямой 
с пирамидой, прямую можно заключить в 
плоскость, проходящую через вершину пи­
рамиды (рис. 166).

Для призмы такая вершина находится я 
бесконечности.

Секущая плоскость представлена данной 
прямой и прямой, параллельной ребрам 
призмы (рис. 167).

На рис. 168 показаны построения на 
эпюре Монжа точек пересечения прямой ли­
нии с призмой. Через прямую eft e 'f  прово­
дим вспомогательную секущую плоскость, 
параллельную ребрам призмы, и определяем 
линию 12% 1'2  пересечения этой плоскости 
с плоскостью Му основания призмы. Ли­
ния 12, Г 2  пересечения плоскостей опреде­
ляется по точкам 1Г и 22  пересечения пря­
мых е /, е'1$ и e f e 'f  вспомогательной секу-
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шей плоскости с плоскостью Му основания 
призмы.

Если след 22  прямой ef, e 'f  на плоскос­
ти Му выходит за пределы чертежа, то се­
кущую плоскость задают двумя параллель­
ными прямыми el, е 'Г  и J 3 ,f3 ' и определяют 
следы 11' и 33' этих прямых.

След секущей плоскости пересекается 
сторонами основания призмы в точках 44' 
и 55'. Через эти точки параллельно ребрам

проходят стороны многоугольника сечения, 117 
которые пересекают прямую ef, e 'f  в точ­
ках хх ’ и у / .  В этих же точках прямая ef, e 'f  
пересекает многогранник. На чертеже по­
казана видимость прямой в горизонтальной 
и фронтальной проекциях.

Если грани призмы перпендикулярны к 
какой-либо плоскости проекций, то задача 
на построение точек пересечения прямой 
такой призмой значительно упрощается.

ВЗ АИМН ОЕ П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е  М Н О Г О Г Р А Н Н И К О В

Линию пересечения двух многогранни­
ков можно построить двумя способами.

П е р в ы й  с п о с о б  позволяет опреде­
лить линию пересечения многогранников по 
точкам пересечения ребер одного многогран­
ника с гранями другого и наоборот. Это из­
вестная задача на определение точки пере­
сечения прямой с плоскостью.

В т о р о й  с п о с о б  позволяет опреде­
лить линию пересечения многогранников 
как линию пересечения граней многогран­
ников. Это — задача на построение линии 
пересечения двух плоскостей.

Преимущество отдается тому из Спосо­
бов, который в зависимости от условия за­
дания дает наипростейшее и наиболее точное 
решение. Эти два способа построения линии 
пересечения двух многогранников часто ком­
бинируют. Линиями пересечения двух много­
гранников в общем случае являются про­
странственные замкнутые многоугольники. 
В зависимости от вила многогранников и их 
взаимного расположения линиями пересе­
чения могут быть один, два и более простран­
ственных многоугольников.

Линиями пересечения двух выпуклых 
многогранников является один или два мно­
гоугольника.

Если один многогранник частично пере­
секается, как бы неполностью врезается в 
поверхность другого, то имеем одну замкну­
тую ломаную линию их взаимного пересе­
чения. Такое взаимное пересечение выпук­
лых многогранников называют неполным 
проницанием или врезкой.

§34
Если один многогранник полностью пере­

секается вторым многогранником, получаем 
две линии их пересечения — линию входа 
одного многогранника в другой и линию 
выхода. Такое взаимное пересечение геомет­
рических тел называют по тым проницанием.

Линии пересечения — многоугольники — 
представляют собой совокупности отрезков 
прямых, по которым пересекаются грани 
двух многогранников.

Вершины многоугольников являются 
точками пересечения ребер одного много­
гранника с гранями другого и ребер второго 
с гранями первого. Стороны многоугольни­
ков строятся как отрезки прямых, соединяю­
щих только те пары вершин, которые при­
надлежат одной и той же грани первого мно­
гогранника, а также и одной грани второго 
многогранника.

При определении сторон многоугольника 
строго соблюдается последовательность со­
единения его вершин. Иногда в трудных слу­
чаях используются лаже диаграммы или 
таблицы. Проекции линии пересечения двух 
многогранников располагаются внутри кон­
тура наложения одноименных проекций мно­
гогранников.

Если проекция какого-либо ребра одного 
из многогранников не пересекает общий кон­
тур — контур проекций, то ребро не пере­
секает другой многогранник. Однако, если 
проекция ребра одного из многогранников 
пересекает даже и две проекции контура на­
ложения, это еще не означает, что это ребро 
пересекает второй многогранник.



118 Покажем на ортогональном чертеже 
(рис. 169) построение линии пересечения 
прямой четырехугольной призмы с тетра­
эдром (пирамидой). Рассмотрим случай пол­
ного проницания одного многогранника дру­
гим.

Призма своим основанием стоит на го­
ризонтальной плоскости проекций Н. Гори­
зонтальные проекции ее вертикальных ребер 
преобразуются в точки. Грани боковой по­
верхности призмы представляют собой от­
секи горизонтально-проецирующих плоскос­
тей. Линия пересечения многогранников оп­
ределяется по точкам пересечения ребер 
каждого из них с гранями другого много­
гранника. Так, ребро sa, s'a тетраэдра пере­
секает две вертикальные грани призмы: 
одну =- в точке / / ' и  вторую — в точке 2 2 . 
Ребро sb, s'b' тетраэдра пересекает две вер­
тикальные грани призмы в точках 33' и 44'\ 
ребро sc, s'с' — в точках 55' и 66'.

Из четырех вертикальных ребер призмы 
только одно ребро пересекает тетраэдр. На­
ходим точки его пересечения с гранями тет­
раэдра. Через это ребро и вершину ss' 
тетраэдра проводим вспомогательную гори­
зонтально-проецирующую плоскость /Vw. 
Она пересекает тетраэдр по прямым, кото­
рые пересекают ребро призмы в точках 77 
и 88' — в точках пересечения ребра призмы 
с гранями тетраэдра. Соединяя каждые пары 
таких точек одних и тех же граней отрезками 
прямых, получаем две линии пересечения 
многогранников. Одна из них представляет 
собой пространственный многоугольник 
137581, ГЗ'7'5'8Ч\ другая — треугольник 
246, 2 4  6'.

Видимыми являются только те из отрез­
ков многоугольников пересечения, которые 
принадлежат видимым граням многогран­
ников; невидимые обозначаем на чертеже 
штриховыми линиями.

Отрезки 24, 2 4 ' и 26, 26 ' линии пересе­
чения 246, 2 4 ’6' видимы во фронтальной 
проекции. Они принадлежат видимым гра­
ням призмы и тетраэдра. Отрезок 46, 4'6' 
является невидимым во фронтальной про­
екции. Этот отрезок принадлежит видимой 
в этой проекции грани призмы и невидимой

Р и с .

|ранм тетраэдра. Во фронтальной проекции 
видимы о I резки 13, ГЗ' и 18, Гв' второй 
линии пересечения, а отрезки 37, 3'7', 75, 75 ' 
и 58, 5'<*Г этой линии — невидимы.

Рассмотрим пример неполного проница­
ния многогранников, когда каждый из мно­
гогранников неполностью пересекается дру­
гим многогранником. Здесь имеется одна 
замкнутая ломаная линия их взаимного пе­
ресечения. Воспользуемся теми же много­
гранниками, но в ином их взаимном рас­
положении (рис. 170).

На рисунке показано, что не все ребра 
боковой поверхности пирамиды пересекают 
призму. Стороны многоугольника пересе­
чения будем определять как линии пересе­
чения между собой граней многогранников. 
Выбираем одну из вертикальных граней 
призмы и определяем линию пересечения 
ее с гранями тетраэдра.

Горизонтально-проецируюшая плос­
кость NH грани призмы пересекается с гра­
нями тетраэдра по треугольнику. Отрез-
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ки 52, 5'2/; 24, 1 4 ' и 46, 4'6' сторон этого 
треугольника, принадлежащие граням приз­
мы, являются сторонами искомого много­
угольника пересечения.

Затем определяем линию пересечения 
второй вертикальной грани призмы с тетра­
эдром. Горизонтально-проецирующая плос­
кость Rh этой грани пересекает тетраэдр 
по четырехугольнику. Отрезки 15, / '5 ';  /7, V T  
и 68% 6'Х  принадлежат соответственно каж­
дый двум граням многогранников — гра­
ням призмы и граням пирамиды. Они явля­
ются сторонами линии пересечения много­
гранников.

Проецирующая плоскость Тн третьей 
вертикальной грани призмы пересекается с 
тетраэдром по треугольнику. Отрезки 38, 
З’К и 37, 3'7' сторон этого треугольника 
также представляют стороны пространст­
венного многоугольника пересечения задан­

ных многогранников. Определим видимость 119 
этого многоугольника в проекциях. Отрез­
ки 52, 5 '2/; /5, / '5 ';  68, б’8* и 46, 4'6Г видимы 
во фронтальной проекции. Каждый из них 
принадлежит двум видимым граням много­
гранников. Отрезки 24, 2 4 ’\ 77, ГТ\ 38, 3'8’ 
и 37, У7’ невидимы во фронтальной проек­
ции. Покажем их условно штриховыми ли­
ниями. Теперь легко определить и видимость 
участвующих в пересечении ребер много­
гранников — видимость двух ребер тетра­
эдра, пересекающих призму, а также види­
мость двух ребер призмы, пересекающих 
грани тетраэдра. Выделяя видимые грани, 
чертежу можно придать большую нагляд­
ность.

Покажем схемы построения линий пере­
сечения пирамид и призм, основания кото­
рых лежат в проецирующих плоскостях.
Пусть даны пересекающиеся между собой 
пирамиды с вершинами S и Si. Основания 
пирамид лежат в одной плоскости Q. Вспо­
могательные секущие плоскости, которые 
проводят через ребра одной пирамиды при 
определении точек пересечения их с другой 
пирамидой, выбирают проходящими через 
вершины обеих пирамид (рис. 171).

Проведем через вершины 5 и Si пирамид 
прямую и построим ее след К на плоскос­
ти 0.Э та прямая и ребро пирамиды, которое 
пересечет вторую пирамиду, определяют 
вспомогательную секущую плоскость. Пусть 
такая плоскость проходит через ребро SiF 
пирамиды с вершиной Si.

След секущей плоскости пересекает ос­
нование пирамиды с вершиной S в двух точ­
ках, а сама секущая плоскость пересекает 
грани этой пирамиды по двум прямым. 
Прямые пересекают ребро SiF в двух точ­
ках, которые принадлежат линии пересече­
ния многогранников.

Выбирая секущую плоскость, проходя­
щую через ребро SiE второй пирамиды, 
определяем точки пересечения ребра S, £  с 
первой пирамидой.

Секущая плоскость ребра S\D второй 
пирамиды дает возможность определить две 
точки его пересечения с первой пирамидой — 
точки, общие для заданных многогранников.



Найденные точки одних и тех же граней пи­
рамид последовательно соединяем прямы­
ми. Видимость отрезков ломаной линии пе­
ресечения можно определить с помощью 
одновременного обхода многоугольников 
оснований пирамид.

Указанное на схеме взаимное располо­
жение пирамид определяет случай полного 
проницания одной пирамиды в другую. Если 
удалить вершину одной из пирамид в бес­
конечность, то эта пирамида обратится в 
призму, и прямая вершин многогранников 
расположится параллельно ребрам призмы.

Рассмотрим схему построения линии пе­
ресечения призмы с пирамидой, когда их 
основания принадлежат одной плоскости 
(рис. 172).

Через вершину пирамиды проводим пря­
мую параллельно ребрам призмы и нахо­
дим точку К  — след этой прямой на плос­
кости Q оснований многогранников.

Вспомогательные секущие плоскости ре­
бер многогранников проходят через пря­
мую SK. С помощью секущей плоскости, 
проходящей через ребро SC  пирамиды, опре­
деляем две точки его пересечения с гранями 
призмы. Аналогично определяем две точки

пересечения ребра SA пирамиды с призмой 
и ребра ЕЕ\ призмы с пирамидой. Строим 

линии пересечения граней пирамиды с гра­
нями призмы и указываем их видимость.

В рассматриваемом случае имеется не­
полное проницание заданных многогранни­
ков. Последовательность соединения найден­
ных точек линии пересечения и ее видимость 
определяется методом одновременного об­
хода многоугольников оснований пирамиды 
и призмы.

При удалении двух вершин пирамид в 
бесконечность прямая, проходящая через 
них. преобразуется в несобственную пря­
мую. Положения бесконечно удаленных вер­
шин определяются направлениями боковых 
ребер призмы соответственно.

Покажем схему построения линии пере­
сечения двух призм с основаниями, лежа­
щими в одной плоскости (рис. 173).

Через какую-либо точку К, лежащую рне 
плоскости Q, проведем прямые линии КМ 
и KN. параллельные соответственно ребрам 
призм. Этими прямыми линиями определя­
ется плоскость KMN.  Любая плоскость, па­
раллельная плоскости KMN,  след которой 
пересекает основания призм, пересекает
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призмы по прямым, параллельным реб­
рам.

Секущая плоскость, параллельная пло­
скости KMN  и проходящая через боковое 
ребро ЕЕ\ призмы, пересекает грани дру­
гой призмы по двум прямым, которые пе­

ресекаются ребром ЕЕ\ в двух точках. Эти 
точки принадлежат линии пересечения мно­
гогранников.

Аналогично находим точки пересечения 
ребер каждой из призм с гранями другой 
призмы.

Р и с .  173
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Найденные точки олырх и тех же граней 
последовательно соединяем прямыми и оп­
ределяем видимость отрезков ломаной ли­
нии пересечения многогранников. Получаем 
случай неполного проницания многогран­
ников.

Описанные схемы построения линии пе­
ресечения многогранников справедливы и 
для случаев, когда основания многогранни­
ков лежат в разных плоскостях.

Рассмотрим схему построения линии вза­
имного пересечения двух призм, когда их 
основания лежат в пересекающихся плоскос­
тях Q и V (рис. 174). Строим плоскость KM N ,

Р А З В Е Р Т К И  М Н О Г О Г Р А Н Н И К О В

Совмещение всех граней многогранника 
с одной плоскостью путем последователь­
ного вращения их вокруг ребер называют 
разверткой многогранника.

Все грани многогранника на развертке 
представляются в натуральную величину. 
Поэтому построение развертки сводится к 
построению натуральных величин граней

параллельную ребрам призмы. Секущая 
плоскость, параллельная плоскости KMN  и 
проходящая через ребро ВВ\ призмы, дает 
возможность определить точки пересечения 
этого ребра с другой призмой. С помощью 
секущих плоскостей, проходящих через 
ребра каждой из призм, определяем точки 
их пересечения с гранями другой призмы. 
Соединяя последовательно найденные точ­
ки одних и тех же граней, определяем ли­
нию пересечения двух призм и ее види­
мость.

Таким образом, получен случай непол­
ного проницания MHOI oi ранников.



На рис. 17S представлен один из трех воз- 123 
можных вариантов развертки тетраэдра.

На рис. 176 представлен один из двадцати 
возможных вариантов развертки куба.

На рис. 177 представлен один из двадцати 
возможных вариантов развертки октаэдра.

На рис. 178 представлен вариант развер­
тки додекаэдра.

На рис. 179 представлен вариант разверт­
ки икосаэдра.

многогранника. Их расположение и после­
довательность могут быть различными, од­
нако развертку надо делать такой, чтобы 
наивыгоднейшим образом использовать 
площадь листового материала, из которого 
создается многогранник. При построении 
разверток следует также учитывать и общую 
длину шва.

Каждый многогранник имеет несколько 
вариантов развертки.
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124 Чтобы получить развертку выпуклого 
многогранника, нужно на его поверхности 
провести линию разреза — шов. Шов дол­
жен удовлетворять трем основным усло­
виям:

проходить через все вершины выпуклого 
многогранника;

не быть замкнутым;
состоять из связанных между собой уча­

стков (линия шва должна быть одна).
Обычно шов проводят по ребрам, но это 

не всегда бывает рационально. Иногда шов 
проводят и вне ребер многогранника, при­
держиваясь, однако, описанных условий. Это 
дает возможность уменьшить не только дли­
ну шва, но и более экономно раскроить 
материал -  - придать развертке форму, наи­
более близкую к форме листового мате­
риала.

Рассмотрим это . на конкретном при­
мере.

На рис. 180 показана развертка пра­
вильного тетраэдра SABC  со швом вне его 
ребра. Для любого из вариантов развер1ки

тетраэдра со швом по ребрам общая длина 
шва равна За, где а — длина ребра. Такие 
развертки могут быть выполнены без 
отходов только из полос шириной, крат­
ной4^

Длину шва можно уменьшить, если 
развертке тетраэдра придать форму, на­
пример прямоугольника (точка К  — сере­
дина ребра SB). Для этого случая общая 
длина шва

I « SB + АК + КС,

или

/ + 2 -  0(1 + J3) % 2,73а,

т. е. на 9% меньше, чем для шва по ребрам. 
Такой наиболее рациональный раскрой ма­
териала при построении разверток много­
гранников имеет большое практическое зна­
чение.

а
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На рис. 181 показано построение раз­
вертки прямой четырехугольной усеченной 
призмы, стоящей своим основанием на плос­
кости Н. В стороне выбрана горизонтальная 
прямая линия, и на ней помечены отрез­

ки СВ =  cb. ВЛ = ba, АЕ  — ае, ЕС — ес крат­
чайших расстояний между ребрами. На пер­
пендикулярах к этим отрезкам отклады­
ваются величины соответствующих ребер: 
CCi = с 'сГ , BBi »  b'b\', ... Многоугольник 
СС\В\АХЕХСХС представляет собой разверт­
ку боковой поверхности призмы.

Нижнее основание призмы на чертеже 
представлено в натуральную величину. Этот 
многоугольник А ВСЕ основания построен 
на стороне ЕС развертки боковой поверх­
ности призмы.

Определена натуральная величина 
верхнего основания. Многоугольник верх­
него основания построен на стороне 
BiCi развертки боковой поверхности 
призмы.

На рис. 182 показаны построения раз­
вертки наклонной призмы.

Построим дополнительный чертеж в

системе плоскостей проекций Определим
натуральные величины параллельных ре­
бер боковой поверхности. Натуральные ве­
личины граней строят последовательно пу­
тем вращения каждой из них вокруг ребра 
до совмещения с плоскостью И- Вращаем 
грань c\cee\,c\<f'e"e\' вокруг ребра с,с, с "с". 
Строим плоскости вращения точек е\е"  и ее”. 
Их следы проходят через проекции е" и е "  
перпендикулярно к проекции оси враще­
ния — с"с,", а из точки с я  С, как из центра, 
проведена дуга окружности С Е ^се  до пе­
ресечения в точке Е  с прямой е"Е.

Проведя из течки Е  прямую параллель­
но с"с," до пересечения ее в точке £, со 
следом плоскости вращения точки е\е", по­
лучаем натуральную величину ребра ЕЕХ 
призмы на развертке.

Аналогично сгроят натуральные вели­
чины и других граней призмы. К развертке 
боковой поверхности пристроены основания 
призмы. Одно из оснований abce, а’Ь'с'е' на 
чертеже представлено в натуральную вели­
чину. Натуральная величина другого осно-
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вания а\Ь\С\е\, а \Ь \С \'е \ определена спо­
собом плоскопараллельного перемещения.

Развертку пирамиды обычно строят, при­
держиваясь следующей схемы: определяют 
длины ребер пирамиды; последовательно в 
плоскости чертежа строят грани пирами­
ды — треугольники.

На рис. 183 показано построение разверт­
ки треугольной пирамиды. Методом вра­
щения определена натуральная величина 
каждого из ребер. На ребре sc, s 'd  по- 
строей треугольник SCB  по трем известным 
сторонам; на стороне SB построен тре­
угольник SBA и на стороне SA — треуголь­
ник SAC .

Основание ABC пирамиды равно гори­
зонтальной проекции abc.

В результате получена полная развертка 
пирамиды.

Построение разверток представляет со­
бой весьма важную задачу в проектировании 
технических форм из листового материала.

Многогранная поверхность и ес разверт­
ка на плоскости есть такое геометрическое 
преобразование поверхности в плоскую фи­
гуру, которое является взаимно однознач­
ным.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и Р ■ с. 183

1. Какие многогранники называют выпуклы- 
мв и выпукло-вогнутыми?

2. Какие многогранники называют правиль­
ными?

3. Назовите правильные выпуклые много* 
гранники.

4. Что называют числом Эйлера многогран­
ника?

5. Назовите правильные звездчатые много­
гранники

6. Что называют точечным базисом много­
гранника?

7. Изложите  сущность способов построения 
линии пересечения многогранников.

8 Что называют разверткой многогранной 
поверхности?



КРИВЫЕ ЛИНИИ

ГЛАВА VII

Кривые линии используют в различных 
областях техники и науки. Они находят ши­
рокое применение в практике моделирова­
ния, в разметочном деле, при построении 
равносильных многокомпонентных систем 
и др.

Кривые линии — это очертания многих 
инженерных конструкцйй и сооружений, де­
талей машин и механизмов, траектории дви­
жущихся объектов.

Развитие технологии изготовления по- 
• верхностей многих технических форм тре­
бует в настоящее время более детального 
развития вопросов конструирования плот­
ных каркасов линий. Кривыми линиями 
составляются каркасы и сети поверхно­
стей.

В начертательной геометрии кривые ли­
нии представляют большой интерес как про­
изводящие (образующие) кинематических 
поверхностей.

Рассмотрим некоторые вопросы обра­
зования и задания плоских и пространствен­
ных кривых линий и их основные проекцион­
ные свойства.

Кривую линию можно рассматривать 
как след движущейся точки.

Кривые линии можно рассматривать 
также как границы поверхности или как 
результат взаимного пересечения поверх­
ностей.

Способы образования кривых линий мо­
гут быть различны. Одни кривые линии обра­
зуются по определенному закону (законо­
мерные кривые); образование других носит 
эмпирический (опытный) характер (незако­
номерные кривые линии).

Закономерные кривые линии могут быть 
заданы графически и аналитически, т. е. урав­
нением. Незакономерные кривые линии за­
даются только графически на чертеже.

Уравнением кривой линии называют такое 
уравнение между переменными, которому 
удовлетворяют координаты любой точки, 
принадлежащей этой линии.

Закономерные кривые линии разделяют 
на алгебраические (определяемые в декарто­
вых координатах алгебраическими уравне­
ниями) и трансцендентные (определяемые 
неалгебраическими уравнениями).

Порядком алгебраической кривой линии 
называют степень ее уравнения.

Геометрически порядок плоской алгебра­
ической сривой линии характеризуется наи­
большим числом точек ее пересечения пря­
мой линией. Порядок пространственной ал­
гебраической кривой линии характеризуется 
наибольшим числом точек ее пересечения 
плоскостью общего положения.

Проекции кривых в общем случае пред­
ставляются кривыми того же или более 
низкого порядка. Каждая из кривых линий
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обладает большей или меньшей степенью 
искривленности. Эта искривленность харак­
теризуется некоторым числом и называется 
кривизной линии.

В общем случае для любой точки кривиз­
на различна и характеризует ее локальное 
(местное) свойство, т. е. характеризует кри­
вую на бесконечно малом участке, состав­
ляющем окрестность этой точки.

Рассматривая кривую линию как траек­
торию движущейся точки, устанавливаем, 
что она должна быть непрерывной. Движу­
щаяся точка в любом из положений должна 
иметь определенное направление движения. 
Прямая, проходящая через рассматривае­

мую точку и указывающая это направление, 129 
есть касательная к кривой.

Из кривых линий особый интерес пред­
ставляют окружность и цилиндрическая вин­
товая линия, каждая из которых является 
соответственно эталоном плоских или про­
странственных кривых линий. *

Кривые линии на чертеже задают обычно 
проекциями ряда их точек. Длина отрезка 
кривой (плоской или пространственной) оп­
ределяется в общем случае приближенно 
путем замены кривой линии вписанной в нее 
ломаной линией с максимально большим 
числом ее сторон, достаточно хорошо пере­
дающей форму кривой.

П Л О С К И Е  К Р И В Ы Е  Л И Н И И

Кривые линии, все точки которых при­
надлежат плоскости, называют плоскими. 
Так, кривая линия АВ  является плоской. 
Она построена в плоскости Q (рис. 184). 
На кривой А В возьмем точку С и проведем 
через нее секущие СЕ и CF.

При приближении точки Е  к точке С 
секущая СЕ поворачивается вокруг точки С. 
Когда точка Е совпадет с точкой С, секу­
щая СЕ достигнет своего предельного поло­
жения I. В этом предельном положении се­
кущая называется полукасательной к кри­
вой А В в точке С. При приближении точ­
ки £  к точке С секущая CF в предельном 
положении занимает положение полукаса­
тельной t.

Кривая линия в точке С имеет две раз­
носторонне направленные полукасательные. 
В точке С разносторонне направленные по­
лукасательные к кривой А В определяют одну 
прямую линию — касательную*. В этом слу­
чае кривая линия в точке С называется 
плавной.

Кривая, плавная во всех ее точках, на­
зывается плавной кривой линиеи.

Прямая л, проведенная в плоскости кри-

§36
вой через точку С и перпендикулярная к 
касательной, называется норма.1ью. На кри­
вой могут быть точки, где разносто­
ронне направленные полукасательные не 
принадлежат одной прямой линии, а состав­
ляют между собой некоторый угол. Так, 
на кривой линии Л, 5, в точке С\ угол Ь 
между разносторонне направленными полу- 
касательными не равен 180° (рис. 184). Здесь 
кривая линия в точке Ci имеет излом. Точ­
ка С, называется точкой излома, или выхо­
дящей точкой.

* Касательная — прямая,  соединяющая две 
бесконечно близкие точки кривой. Р И С. 184

9 — 718
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Касательные и нормали к кривым линиям 
строят или графически, или пользуясь спе­
циальными приборами.

На рис. 185 показано построение каса­
тельной к кривой линии, проходящей через 
заданную вне кривой точку М. Здесь через 
точку М  проведен пучок прямых, пересе­
кающих кривую А В. Помечены хорды / / ,  
22, 33... Через середины хорд проведена 
кривая ab — кривая ошибок. Эта вспомога­
тельная кривая пересекает данную кри­
вую А В в точке С. Прямая СМ  является 
касательной.

На рис. 186 построена касательная к кри­
вой, параллельная заданному стрелкой на­
правлению. Для определения точки касания

проведен ряд секущих параллельно направ­
лению стрелки.

Хорды / / ,  22, 33, ... разделены пополам. 
Кривая ошибок аЬщ проходящая через сере­
дины хорд, пересекает данную кривую А В 
в точке С. Через точку С параллельно за­
данному направлению проходит искомая 
касательная.

На рис. 187 построена касательная к 
кривой линии А В, проходящая через точку С 
этой кривой. Прямая линия EF проведена 
перпендикулярно к предполагаемому на­
правлению касательной. Через точку С про­
веден ряд секущих, пересекающих пря­
мую EF. От точек пересечения секущих пря­
мой отложены отрезки, равные соответст­
вующим длинам хорд, образованных секу­
щими. Концами этих отрезков намечается 
кривая ошибок ab. Она пересекает пря­
мую EF в точке К. Прямая линия СК есть 
искомая касательная.

Покажем прием построения нормали к 
кривой линии, проходящей через заданную 
точку К вне кривой (рис. 188). Принимая 
точку К  за центр, проводим ряд окружностей 
произвольных радиусов и пересекающих 
кривую А В. Намечаем ряд хорд / / ,  22, 33,... 
Строим из концов хорд разносторонне на­
правленные перпендикуляры к ним и откла­
дываем на них отрезки, соответственно рав­
ные длинам этих хорд. Концами отрезков 
таких перпендикуляров намечается кривая 
линия ab ошибок. Она пересекает данную 
кривую А В в точке С. Прямая п является 
искомой нормалью к кривой А В, проходя­
щей через 1 очку К. Практически при решении 
таких задач пользуются соответствующими 
приборами. Наиболее распространенными 
из таких приборов являются: зеркальная 
линейка, призматический дериватор (стек­
лянная трехгранная призма) и пр.

Проекции кривых .линий при параллель­
ном (цилиндрическом) проецировании со­
храняют многие свойства их оригиналов.

На рис. 189 представлена плоская кривая 
линия АСВ. При заданном (стрелкой) на­
правлении проецирования эта кривая про­
ецируется на плоскость Q в виде кривой acb. 
Секущая / — /(''кривой АСВ проецируется в 
виде секущей 1—4 проекции acb кривой.
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Точки /, 2, 3, 4 пересечения проекции секу­
щей с проекцией кривой являются проек­
циями точек пересечения кривой АСВ секу­
щей. Число точек ее пересечения прямой 
линией равно числу точек пересечения их 
проекций.

При параллельном проецировании поря­
док плоской алгебраической кривой не изме­
няется. Если движущаяся по кривой линии 
точка стремится в бесконечность, то и про­
екция этой точки также стремится в беско­
нечность, т. е. несобственные точки кривой 
проецируются в несобственные точки про­
екции кривой.

Касательная гс к кривой АСВ в точке С 
есть предельное положение секущей СЕ. 
Проекция 1С касательной в точке с к проек­
ции кривой есть предельное положение про­
екции се секущей.

Итак, касательная к кривой проецируется 
в касательную к проекции кривой.

В частном случае, когда плоскость кри­
вой параллельна плоскости проекций, кривая 
и ес проекция конгруэнтны.

131
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Плоскую кривую линию рассматриваем 
как траекторию точки, движущейся в плос­
кости. Можно полагать, что точка движется 
по касательной к кривой линии, а касательная 
без скольжения перекатывается по кривой. 
Касательная указывает направление движе­
ния точки.

Движение точки связано с непрерывным 
изменением двух величин: расстояния 5, на 
которое удаляется точка от начального сво­
его положения, и угла а — поворота каса­
тельной относительно начального положе­
ния (рис. 190). Кривые линии называются 
простыми, если с увеличением длины s 
угол at тоже непрерывно увеличивается.

Р и с .  190

ч

Угол а смежности между полукасатель­
ными в двух бесконечно близких точках 
кривой, отнесенный к единице длины дуги, 
определяет степень искривленности кривой 
линии. Чем больше угол « смежности между 
полукасательными, тем больше кривизна 
кривой.

Величина, равная lim ^  при As-*0,As
принимается за меру кривизны кривой ли­
нии*.

Итак, кривизна — это предел отношения 
угла смежности касательных к соответст­
вующей дуге.

Кривизну кривой линии обозначим к.
Согласно определению A = lim ^ при As-*0.

Кривизна в каждой из точек плоской кри­
вой линии различна. Она определяется с 
помощью соприкасающейся в этой точке 
кривой окружности (рис. 191).

Соприкасающейся окружностью, или кру­
гом кривизны кривой в данной точке, назы­
вают предельное положение окружности, 
когда она проходит через данную точку и 
две другие бесконечно близкие к ней точки 
кривой.

Центр соприкасающейся окружности на­
зывают центром кривизны кривой линии в 
данной точке.

Радиус г такой окружности называют 
радиусом кривизны. Кривизна к кривой ли­
нии в данной точке равна т. е. величине.
обратной радиусу соприкасающейся в этой 
точке окружности.

В рассматриваемой точке кривая линия 
и соприкасающаяся окружность имеют об­
щие касательную и нормаль.

На рис. 192 показаны построения центра 
кривизны кривой линии АВ  в заданной точ­
ке С.

На кривой линии А В помечаем ряд точек 
и проводим из них полукасательные. От 
этих точек по направлению полукасатель-

Р и с. 191 * Символ lim означает несобственный предел.
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ных отложим произвольной длины равные 
отрезки. Концами отрезков намечается кри­
вая линия АхВи эквитангенциальная относи­
тельно кривой А В*. Точке С кривой А В 
соответствует точка Сх кривой AXBV

Нормали п и л, в точках С  и Cj данной 
кривой А В и вспомогательной АХВХ пересе­
каются в точке О.

Точка О является искомым центром кри­
визны кривой А В в точке С. Радиус кривиз­
ны гс .

Кривизна кривой А В в точке С равна:
*=4-.гс
Геометрическим местом центров кри­

визны кривой линии АВ  является кривая ajt)0 
(рис. 193). Такую кривую называют эволю­
той данной кривой А В.

Рассматриваемая кривая линия по отно­
шению к своей эволюте называется эволь­
вентой.

Эвольвенты образуются точками каса­
тельной прямой, катящейся без скольжения 
по кривой линии. Касательную можно пред­
ставить как нерастяжимую гибкую нить, 
один конец которой закреплен на кривой

Изменим направление натянутой нити 
так, чтобы она оставалась касательной к 
кривой аоЬо. Каждая точка нити опишет 
при этом эвольвенту данной кривой аоЬо.

Отметим основные свойства эволют 
и эвольвент.

1. Всякая плоская кривая линия имеет 
бесчисленное множество эвольвент.

2. Через каждую точку касательной к 
эволюте проходит одна и только одна эволь­
вента.

3. Касательные эволюты являются нор­
малями эвольвенты.

4. Длина дуги эволюты равна абсолютно­
му значению разности радиусов кривизны 
эвольвенты в концах ее дуги.

5. Всякая плоская кривая есть геометри­
ческое место центров кривизны своей эволь­
венты.

* Кривая А В относительно кривой А, В, на­
зывается трактрисой или влекомой.

Трактриса (от лат.  t racto — тащу, влеку) — 
трансцендентная плоская кривая линия.

Широкое применение в различных техни- 133 
ческих расчетах имеет эвольвента окружнос­
ти или развертка круга.

Вид эвольвенты круга имеет, например, 
профиль зубьев цилиндрической зубчатой 
передачи — так называемое эвольвентное за­
цепление. Эвольвентный профиль встреча­
ется также в червячных зубчатых передачах.

Р и с .  193
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Простые кривые линии, у которых радиу­
сы кривизны для последовательного ряда их 
точек непрерывно увеличиваются или умень­
шаются, называют монотонными.

Кривые линии, составленные из после­
довательного ряда дуг монотонных кривых 
линий, называют составными. Они могут 
быть различных видов.

Точки стыка монотонных кривых линий 
называют вершинами, а сами монотонные 
кривые — сторонами составной кривой 
линии. В вершинах полукасательные 

сторон располагаются на одной прямой 
линии.

Вершину называют регулярной, если в 
ней полукасательные сторон имеют проти­
воположные направления и если в этой 
точке стороны имеют обший центр кри­
визны.

Кривые линии, имеющие только ре­
гулярные вершины, называют регуляр­
ными.

На рис. 194 представлена регулярная 
кривая линия АСВ. Она составлена из двух 
монотонных кривых линий АС и СВ. Точка С 
стыка монотонных кривых линий является 
регулярной вершиной составной кривой ли­
нии. В этой точке полукасательные направ­
лены разносторонне и стороны имеют об-

Р и с. 194

щий центр кривизны. Радиусы кривизны 
кривой линии в разных направлениях от 
точки С увеличиваются.

Кривая ОДА» является эволютой кривой 
линии АСВ.

Вершины, отличные от регулярных вер­
шин, называют иррегулярными.

Вершина составной кривой линии назы­
вается двойной, если в ней полукасательные 
сторон имеют противоположные направле­
ния, нормали направлены в одну сторону 
и радиусы кривизны не равны.

Двойные вершины имеют коробовые кри­
вые линии. На рис. 195 точка А является 
двойной вершиной.

Точки стыка сторон монотонных кривых 
линий называют вершинами острия (точ­
ка Я), если в них полукасательные сто­
рон имеют одинаковое направление, а нор­
мали имеют противоположные направ­
ления.

Вершину острия называют также точкой 
возврата первого рода или точкой заостре­
ния.

Точку стыка сторон монотонных кривых 
линий называют вершиной перегиба (точ­
ка С), если в ней полукасательные сторон 
и нормали сторон имеют противоположные 
направления. Вершину перегиба называют 
также поворотной, или инфлекционной, точ­
кой кривой.

Точку стыка сторон монотонных кривых 
линий называют вершиной клюва (точка D), 
если в ней полукасательные сторон и нор­
мали сторон имеют одинаковые направ­
ления.

Вершину клюва называют также точкой 
возврата второго рода.

К особым точкам плоской кривой линии 
следует отнести также:

а) точку излома — А (рис. 196), где полу­
касательные не принадлежат одной прямой 
линии, а кривая в этой точке имеет две каса­
тельные;

б) узел (двойной — точки В и С, трой­
ной — точка D и т. д.), где кривая много­
кратно пересекает самое себя.
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Составные кривые линии, у которых хотя 
бы одна из вершин иррегулярная (двойная, 
острия, перегиба, клюва), называют ирре­
гулярными. Эволюты регулярных кривых 
линий являются иррегулярными кривыми 
с вершинами острия.

Регулярные замкнутые кривые линии на­
зываются овалами.

В зависимости от угла поворота каса­
тельной к овалу симметричные овалы назы­
вают простыми (360°), двойными (720°), 
тройными (1080°) и Т. д.

г

Р и с .  196
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На рис. 197 показан односимметричный 
простой овал. Эволютой овала является од­
носимметричная кривая линия. Осью сим­
метрии является прямая линия А В.

На рис. 198 показан двухвершинный двой­
ной овал. Эволютой овала служит симмет­
ричная иррегулярная кривая линия с двумя 
вершинами острия. Прямая вершин явля­
ется осью симметрии овала и его эволюты.

На рис. 199 показан четырехвершинный 
тройной овал с двумя осями симметрии. Эво­
лютой овала является двухсимметричная 
иррегулярная кривая линия с четырьмя вер­
шинами острия. Прямые, соединяющие про­
тивоположные вершины, являются осями 
симметрии овала и его эволюты.

В технике находят применение овальные 
зубчатые колеса, например, в ротационных 
газовых счетчиках и счетчиках расхода жид­
кости, в ротационных насосах. Овалы ис­
пользуют при конструировании механизмов, 
преобразующих непрерывное вращение в 
ступенчатое.

Плавные кривые линии, составленные 
дугами окружностей различных радиусов, 
называют коробовыми кривыми линиями.

Коробовые кривые линии находят широ­
кое применение при построении очертаний 
сводов дверных и оконных проемов, сквоз­
ных арочных проходов через здание, ароч-. 
ных мостов, кулачков механизмов и пр.

На рис. 20С построен коробовый овал, 
заданный размерами его осей симметрии А В 
и CD. Концы полуосей — точки А и С — со­
единяем прямой линией АС и на этой прямой 
от гочки С откладываем отрезок С2, рав­
ный А1 разности полуосей (AI = АО—СО).

Из точки 3 середины отрезка А2 восстав­
ляем перпендикуляр и находим точки 4 и 5 
пересечения его с большой и малой полу­
осями. Эти точки являются центрами сла­
гаемых дуг окружностей.

Учитывая, что овал является замкнутой 
кривой линией, симметричной относитель­
но осей, находим соответственно другие 
точки как центры остальных слагаемых дуг 
окружностей.

Покажем построение коробовой кривой 
очертания пологого свода (рис. 201). Кривая 
задана пролетом А В и подъемом СО свода.
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На стороне АО пролета свода строим 
прямоугольник A ECO. Высота его определя­
ется подъемом СО свода. Из точки К пере­
сечения биссектрис углов ЕАС и ЕС А опус­
каем перпендикуляр на диагональ АС  пря­
моугольника и определяем точки 1 и 2 
пересечения его с пролетом А В и линией СО 
подъема. Точки 1 и 2 являются центрами 
слагаемых дуг окружностей. Из условия

Р и с .  201

симметрии определяем точку 3 — центр 
дополнительной слагаемой дуги окруж­
ности.

На рис. 202 показаны построения очерта­
ния ползучего свода, если его пяты не лежат 
в одной горизонтальной плоскости. Очерта­
ние свода можно построить, если известны: 
точка А пяты, пролет AD и касательная ЕК 
в ключе.

Р и с .  200 Р и с .  202
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Строим трапецию AEKD. Из вершины Е 
трапеции радиусом ЕА делаем засечку на

касательной ЕК. Определяем точку С — 
Ключ свода.

Засечкой радиуса СК из центра К верши­
ны трапеции определяем точку В — вторую 
пяту свода.

Из точки С проводим перпендикуляр к 
касательной ЕК свода и определяем точ­
ки / и 2 пересечения его с прямой AD и B2t 
параллельной AD. Точки / и 2 являются 
центрами слагаемых дуг окружностей кри­
вой АСВ очертания заданного свода.

На рис. 203 построен контур кулачка, 
имеющий заданный размер А В. Отрезок А В 
принимаем за диаметр окружности. Второй 
диаметр проводим перпендикулярно к А В 
Он является осью симметрии кривой линии. 
Центрами слагаемых дуг окружностей ку­
лачка являются точки О, А, В и /.

§39 С О П Р И К А С А Н И Е  П Л О С К И Х  К Р И В Ы Х  Л И Н И Й

Кривые линии называются соприкасаю­
щимися, если в общей их точке они имеют 
общую касательную. Нормали кривых ли­
ний в точке соприкасания принадлежат од­
ной прямой линии.

В точке соприкасания нормали могут 
быть направлены в одну сторону. В этом 
случае кривые линий имеют внутреннее со­
прикасание (рис. 204).

Если нормали в точке соприкасания на­
правлены в разные стороны, кривые линии 
имеют внешнее соприкасание (рис. 205).

Соприкасание монотонных кривых ли­
ний имеет первый порядок, если в точке 
соприкасания радиусы их кривизны не равны 
между собой.

На рис. 206 монотонные кривые 
линии АВЧ CD и EF соприкасаются в точ­
ке К.

Центры к0 кривизны этих кривых линий 
в точке К соприкасания не совпадают.

Р и с .  204 Р и с. 205
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т. е. радиусы кривизны не равны. Будем 
иметь соприкасание первого порядка. Эво­
люты ОоЬо, с0А» и $J0 соприкасающихся кри­
вых линий АВЩ CD и EF не соприкасаются, 
и каждая из соприкасающихся монотонных 
кривых линий располагается всеми своими 
точками по одну сторону другой кривой. 
Такой вид соприкасания называется объем­
лющим.

Соприкасание монотонных кривых линий 
имеет второй порядок. если в точке сопри­
касания они имеют общий центр кривизны, 
а их эволюты имеют соприкасание первого 
порядка.

На рис. 207 монотонные кривые линии Л В 
н CD соприкасаются и пересекаются в точ­
ке К. Центры ко кривизны этих кривых ли­
ний совпадают, т. е. радиусы кривизны рав­
ны. Получаем пересекающееся соприкасание 
второго порядка.

Здесь эволюты а<>Ьо и codo соприкасаю-

П Р Е О Б Р Л З О В Л Н И Е  П Л О С К И Х  К Р И В Ы Х  ЛИ

Кривые линии можно построй гь путем 
преобразования лрутнх линий.

Линии, принятые :(ля преобразования, 
называют исходными, или базовыми. Они

щихся кривых линий АВ  и CD имеют внеш­
нее соприкасание.

Эволюты соприкасающихся кривых ли­
ний могут иметь внутреннее соприкасание 
как пересекающееся, так и объемлющее. 
Монотонные кривые линии, эволюты кото­
рых находятся в пересекающемся соприка­
сании, имеют объемлющее соприкасание 
второго порядка.

Монотонные кривые линии, эволюты ко­
торых находятся в объемлющем соприкаса­
нии, имеют пересекающееся соприкасание 
второго порядка. Порядок соприкасания 
можно повышать. Монотонные кривые ли­
нии имеют соприкасание третьего порядка 
и т. д., если их эволюты имеют соприкаса­
ние второго порядка и т. д.

Таким образом, порядок соприкасания 
монотонных кривых линий на единицу боль­
ше порядка соприкасания их эво.иот — моно­
тонных кривых линий.

ий §40
могут быть кривыми или прямыми ли­
ниями.

Рассмотрим некоторые вилы преобразо­
ваний кривых линий.
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Конхоидальным называют такое преоб­
разование кривой линии, при котором ра­
диусы-векторы ее точек, исходящие из за­
данного полюса, увеличиваются и уменьша-

Р и с. 208

Р и с .  209

ются на одну и ту же величину. Кривые ли­
нии, являющиеся конхоидальным преобра­
зованием других линий, называют конхои­
дами*.

Любая конхоида состоит из двух ветвей, 
которые иногда преобразуются в одну 
кривую линию.

На рис. 208 показаны построения конхо­
иды кривой линии А В. Через точку О (полюс) 
проведем пучок лучей, пересекающих кри­
вую А В. На каждом луче от точки базовой 
кривой откладываем в обе стороны равные 
отрезки. Геометрическим местом концов 
этих отрезков является кривая линия — кон­
хоида исходной кривой А В относительно 
данного полюса О. Конхоидой окружности 
относительно ее центра является пара ок­
ружностей, концентрических базовой окруж­
ности.

На рис. 209 представлены конхоиды ок­
ружности относительно полюса, лежащего 
на окружности. Такого рода конхоиды на­
зывают улитками Паскшя**.

Пометим на базовой окружности ра­
диусом г точку О и примем ее за полюс. 
На ради усах-векторах от точек базовой ок­
ружности откладываем отрезки, равные 

Концами этих отрезков наметится 
кривая линия — кардиоида***.

Задаваясь отрезками ах или alt меньшими 
или большими 2г, получим конхоиды ок­
ружности — укороченные или удлиненные 
кардиоиды.

Улитку Паскаля применяют в технике 
при конструировании эксцентриков, кулач­
ков у машин, ряда зубчатых колес. Их также 
широко используют и в оптической технике.

Конхоиды прямой называют конхоидами 
Никомеда

• От греч XOTYoeiftijc -  похожий на ра­
ковину.

• •  Паскаль, Блез(1623— 1662) — выдающий 
св французский математик И физик; философ.

От греч. xapftts — сердце и eifoc — вид.
****Никомед (3—2 вв. до и. э.) — древнегрече­

ский геометр. Впервые рассмотрел и применил 
конхоиду для нахождения двух средних пропор­
циональных между заданными величинами, а так­
же для решения задач о трисекции угла и удвоении 
куба.
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На рис. 210 показаны различные кон­
хоиды Никомеда одной и той же прямой 
линии.

2. Преобразование инверсии

Инверсией* кривой линии относительно 
окружности радиусом R называют такое 
преобразование, при котором произведение 
радиусов-векторов соответствующих точек 
данной (базовой) кривой и точек строящейся 
кривой постоянно и равно R1.

Число R2 называют коэффициентом (сте­
пенью) инверсии. Центр окружности радиу­

сом R называют центром (по^иосом) ин- 141 
версии.

На рис. 211 показаны построения инвер­
сии кривой линии А В при заданном полю­
се О и радиусе R. Из точки О. как из центра, 
проводим пучок прямых, пересекающих ба­
зовую кривую А В, и описываем окружность 
радиусом R. Помечаем точки пересечения 
этих прямых с кривой АВ и окружностью.
Точ*а А\ строящейся кривой линии А\В\ 
является инверсией точки А базовой кри­
вой А В, если соблюдается условие:

О А О А | * R2.

Положение точки А \ на прямой пучка 
можно определить графически. Луч ОА и 
соседний с ним луч пересекают окруж­
ность в точках У и 2. Проведем из точки / 
прямую /J , параллельную прямой А2. От­
резок 03  равен по величине отрезку ОАи 
что легко доказать. Так как ЛОА2 
то OA iOl - 02:03 или ОА :R= R :Q3, тогда

ОА 03 -  R \  
или

ОА ОАг~ R2.

Путем подобных построений можно оп­
ределить ряд точек, удовлетворяющих за­
данному условию.

* От лат. invcrsio — превращение, преобра­
зование. Р и с .  211
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Геометрическим местом таких точек яв­
ляется кривая линия А\ВХч являющаяся ин­
версией кривой А В.

Инверсией любой окружности радиу­
сом Ru концентрической с окружностью 
радиусом R относительно данного полюса, 
является также концентрическая окружность
радиусом

Если Ri =- Я, то Rz= R. т. е. инверсией 
окружности радиусом R является окруж­
ность таким же радиусом R.

02 п
Если Rt—nR, то Я, -  ~  , т. е. инвер-ЯЛ

сией окружности радиусом nR является ок­
ружность радиусом . Здесь п — целое 
число.

Укажем основные свойства инверсии:
1. Инверсия есть взаимно однозначное 

преобразование всех точек плоскости, за 
исключением одной — полюса (центра) О ин­
версии. Полюс инверсии преобразуется в не- 
собственные точки.

2. Инверсия есть преобразование, двукрат­
ное применение которого дает тождествен­
ное преобразование, т. е. инверсия есть ин­
волюционное преобразование.

3. Прямая, проходящая через полюс. пре­
образуется в ту же прямую линию.

4. Окружность. не проходящая через по­
люс инверсии, преобразуется в окружность, 
также не проходящую через no.voc инверсии 
(рис. 212).

5. Окружность, проходящая через no.voc 
инверсии, преобразуется в прямую, не про­
ходящую через полюс инверсии и обратно.

6. Окружность диаметром R, соприка­
сающаяся внутри с окружностью радиу­
сом R, преобразуется в прямую линию, каса­
тельную к ним в этой же точке (рис. 212).

3. Конформное преобразование

Кривые линии называют конформными*, 
если они заполняются последовательным 
рядом их парных точек.

Парными точками конформных кривых 
линий называют такие точки, в которых 
полукасательные или параллельны, или со­
ставляют между собой равные углы.

Кривые линии АВ и А\В\ (рис. 213) — 
конформные, а точки 0 и 0.1 и /, 2 и 2 — 
парные. В этих точках полукасательные па­
раллельны между собой.

На рис. 214 кривые CD и С\ Di также яв­
ляются конформными. Они имеют парные 
точки, в которых полукасательные состав­
ляют между собой углы Ь.

Конформные кривые линии называют 
равными, если они при наложении совпада­
ют. Парные точки равных кривых линий 
совпадают.

Равные конформные кривые линии на­
зывают параллельными, если полукасатель 
ные в их парных точках параллельны. По­
строение кривой линии, конформной данной 
кривой, называют конформным преобразо­
ванием этой кривой линии.

Чтобы построить кривую, конформную 
заданной кривой линии, т. е. чтобы преобра-

* От  поэдиелат. conform s — соответствующая
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зовать заданную кривую в конформную ей 
кривую, необходимо знать зависимость, ко­
торая должна соблюдаться при замене длин 
дуг 5 данной кривой линии А В длинами 
дуг 5i конформной ей кривой линии А\В\. 
Эту зависимость называют функцией ком*

Р и с .  214

формного ареобразования. которая имеет 143 
вид:

m * lim -  F(s).
As

Здесь Лжи Asi — бесконечно малые ду­
ги кривых линий АВ и AiBx.

На рис. 215 дан пример преобразова­
ния кривой линии А В в конформную ей 
кривую А\В\. График функции конформ­
ного преобразования задан зависимостью 
m — F (s).

На кривой линии А В от начальной точ­
ки О помечается ряд точек /, 2% Л ... и изме­
ряются длины дуг su Sj, S j , ограниченные 
начальной и выбранной точками.

Для каждой из точек по заданному гра­
фику зависимости m ^F (s)  определяются ве­
личины значений mu mi, ли, ... Из точек /,
2, J, ... кривой А В опустим перпендикуляры 
на нормаль л и касательную t. От точек пе­
ресечения их с касательной и нормалью по 
направлению перпендикуляров откладыва­
ем отрезки, равные величинам mi, т2, т 3, ... 
Концами таких отрезков наметятся кри­
вые ef и ик.

Бесконечно малая дуга As кривой А В 
проецируется на нормаль л отрезком, рав­
ным As sin а, а на касательную г — отрезком

As - cos o r .
Площадь бесконечно малого отсека, ог­

раниченного кривой efy нормалью п и бес­
конечно близкими перпендикулярами к л. 
равна m As sina — Asi sm a, т. е. величине 
проекции бесконечно малой дуги искомой 
конформной кривой линии A\Bt на первую 
нормаль л.

Рлошадь бесконечно малого отсека, ог­
раниченного кривой ки9 касательной t и 
бесконечно близкими перпендикулярами к г, 
равна m As cos ос = Asj -cos ос, т. e. величине 
проекции бесконечно малой дуги искомой 
конформной кривой линии AtBj на первую 
касательную.

Подсчетом указанных площадей могут 
быть определены проекции ряда точек кон­
формной кривой линии At В, на нормаль л 
и касательную t. По этим проекциям опреде­
ляются точки искомой конформной кривой
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жением ab, а'Ь' производящей линии, не­
подвижной осью, шагом и ходом. Располо­
жение оси примем, как и для поверхности 
вращения, перпендикулярным к плоскости 
проекции Н.

Ходами всех точек производящей линии 
являются цилиндрические винтовые линии, 
имеющие одинаковые с винтовой поверх­
ностью шаг и ход. Эти винтовые ходы точек 
производящей линии имеют, очевидно, и об­
щий так называемый единичный шаг

кот°Рый называется параметром 
винтовой поверхности р = ъ =  Горизон­
тальными проекциями ходов точек произ­
водящей линии являются окружности с об­
щим центром в точке, являющейся вырож­
денной проекцией винтовой оси.

Наметим путем поворота вокруг зтой точ­
ки ряд положений горизонтальной проекции 
движущейся производящей линии. При по­
вороте производящей линии вокруг оси на 
угол р она получает осевое перемещение на 
величину:

s .*  р. р,
где угол р измеряется в радианах.

Фронтальные проекции ряда положений 
производящей линии, соответствующие их 
горизонтальным проекциям, определяют ис­
ходя из условия, что фронтальные проекции 
точек производящей выше на величины s 
фронтальных проекций одноименных точек 
производящей линии в начальном ее поло­
жении. Соединив фронтальные проекции од­
ноименных точек производящей линии при 
различных ее положениях плавными кривы­
ми, получим фронтальные проекции ходов 
ряда точек производящей линии, представ­
ляющие собой синусоиды.

Путем приведенных выше построений 
наметится сеть винтовой поверхности, со­
стоящая из ряда положений производящей 
линии и винтовых ходов ряда точек произ­
водящей линии.

Здесь горизонтальный очерк винтовой 
поверхности представлен контуром, ограни-
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ченным горизонтальными проекциями хо­
дов точек производящей линии и горизон­
тальными проекциями производящей линии 
в начальном и конечном ее положениях.

Фронтальный очерк поверхности пред­
ставлен контуром, ограниченным фронталь­
ными проекциями начального и конечного 
положений производящей линии, а также 
фронтальными проекциями ходов крайних 
точек производящей линии и кривыми ли­
ниями, огибающими ходы точек производя­
щей линии или ряд ее положений.

Плоскости, проходящие через ось вин­
товой поверхности, называют меридиональ­
ными. Меридиональную плоскость, парал­
лельную плоскости проекций V, называют 
фронтальной или главной меридиональной 
плоскостью.

L



Гл а в а  V I I I .  Поверхности. И х  о б р а ю вава с  ■ п л а в е  аа )вю р с  М р вж а

178 Каркас винтовой поверхности можно 
представить двумя семействами линий: се­
мейством производящей в разных положе­
ниях и семейством ходов точек производя­
щей — семейством винтовых параллелей.

На рис. 262 показана линейчатая винто­
вая поверхность.

На рис. 263 показан другой вид задания 
винтовой поверхности. Винтовая поверх­
ность здесь задана начальным положением 
aobo, а'оЫ) производящей линии и базовой 
линией. Базовой линией поверхности служит 
цилиндрическая винтовая линия (гелиса), 
соосная с заданной винтовой поверхностью 
и имеющая с ней одинаковые шаг и ход. 
Базовой линией пользуются при определе­
нии угловых смещений точек производящей 
линии по известным их осевым смещениям 
и при определении осевых смещений по из­
вестным угловым смещениям.

Кроме того, здесь показано определение 
недостающих фронтальных проекций е и с'

точек ее' и сс' винтовой поверхности. Ок­
ружности, построенные из центра о и про­
ходящие через заданные точки е й  с, пока­
зывают, что точки ее' и сс' лежат на винто­
вых ходах точек 4>Со и сссо производящей 
линии.

По горизонтальной проекции чертежа 
видно, что точки ее' и сс', следуя по винто­
вым ходам, перемещаются в положения 
Доо исоС<>. При этом имеем соответствующие 
угловые смещения <х£ и а*-.

Пользуясь базовой пинией, находим, что 
угловому смещению осе  соответствует осе­
вое смещение se, равное осевому расстоя­
нию между точками 7  и / '. Проводим линию 
связи точки ее' и строим искомую фронталь­
ную проекцию е', которая располагается в 
осевом направлении выше фронтальной про­
екции ео на найденную величину se .

Для определения осевого смещения зс» 
соответствующего указанному угловому 
смещению ас, определяем величину S —5с

I' и с. 262
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осевого смешения для углового смещения 
2 я —Ос- Угловому смещению 2я —ас в на­
правлении поднимающейся точки соответ­
ствует осевое смещение S— sc* равное осе­
вому расстоянию между фронтальными про­
екциями 3' и 4' точек 33' и 44'.

Проводим линию связи точки сс' и стро­
им искомую фронтальную проекцию с \ ко­
торая в осевом направлении располагается 
выше фронтальной проекции со на вели­
чину sc.

Винтовые поверхности, у которых про­
изводящими являются прямые линии, на­
зывают геликоидами.

Геликоид называют прямым, если про­
изводящая прямая линия составляет с осью 
поверхности прямой угол; во всех других 
случаях геликоид называют косым.

Если производящая прямая линия пере­
секается с осью поверхности, геликоид на­
зывается закрытым; если не пересекается — 
геликоид называется открытым.

Наименьшее расстояние между произво­
дящей прямой линией и осью называют 
эксцентриситетом (плечом) геликоида.

Геликоиды, подобно однополостным ги­
перболоидам вращения, можно рассматри­
вать как геометрические места скрещиваю­
щихся прямых линий.

На рис. 264 показан чертеж прямого за­
крытого геликоида правого хода и шага S. 
Здесь поверхность задана базовой гелисой 
и производящей линией ab, а'Ь'. Базовая 
линия рассматриваемой поверхности явля­
ется винтовым ходом точки аа' производя­
щей линии. Линией сужения поверхности

12*
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является ось поверхности. Фронтальные про­
екции производящей линии во всех ее поло­
жениях параллельны следу Qv , а горизон­
тальные проекции производящей линии рас­
полагаются лучами, исходящими из точки — 
горизонтальной проекции оси поверхности.

Поверхность закрытого косого геликои­
да правого хода представлена на рис. 265. 
Горизонтальная проекция производящей ли­
нии поверхности во всех ее положениях ис­
ходит из точки о — вырожденной проекции 
винтовой оси.

Для определения фронтальных проекций 
положений производящей линии построен 
направляющий конус поверхности, образую­

щие которого составляют с винтовой осью 
один и тот же угол а, что и производящая 
прямая заданной поверхности.

Горизонтальным очерком поверхности 
является окружность. Фронтальный очерк 
представляется фронтальной проекцией вин­
тового хода начальной точки производящей 
и кривыми, огибающими ряд положений 
производящей линии. Эти гиперболовидные 
линии являются трансцендентными кривыми 
линиями, мало отличающимися от прямых 
линий. Линией сужения поверхности явля­
ется ось. Параметр рк перекрещивания про­
изводящей линии с осью является постоян­
ным вследствие однообразия ес движения.
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После полного оборота производящей 
линии величина параметра перекрещивания 
равна

S - sin ас
*  Т '

где Р— угол сектора развертки направляю­
щего конуса.

р -  2к sin л , 
отсюда:

S ■ sin л S
Рк ш ; ----- :—  -  — •  *0,2 *  s in  а 2 к

где so— единичный шаг базовой линии по­
верхности.

На рис. 266 показан кольцевой закрытый 
косой геликоид правого хода. Поверхность 
косого закрытого геликоида пересекается 
соосным с ним цилиндром радиусом п . 
Линией пересечения цилиндра геликоидом 
является цилиндрическая винтовая линия.

На рис. 267 представлен прямой от­
крытый геликоид. Поверхность задана на­
чальным положением ab, ab' производящей 
линии, шагом S и ходом (указан стрелкой). 
Эксцентриситет геликоида по величине ра­
вен отрезку расстояния производящей ли­
нии от оси.
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182 Линия сужения представляет собой вин­
товой ход точки производящей линии, наи­
более близко отстоящей от оси. Параметр 
перекрещивания производящей линии по­
стоянен вследствие однообразия ее движения: 

/  c o s  <5

*  ’  ~2я  ' 
где / — длина дуги линии сужения, соот­

ветствующая углу поворота произ­
водящей линии;

Ь — угол между касательной к линии 
сужения и осью поверхности. 

Ввиду того что 5 =  / ■ cos д, имеем

Чертеж открытого косого геликоида по­
казан на рис. 268. Геликоид правого хода 
задан производящей линией abt a b' и базо­
вой линией — гелисой, которая одновремен­
но является винтовым ходом точки ЬЬ' 
производящей линии. Окружность радиусом 
оЬ является окружностью эксцентриситетов 
для положений производящей линии, а ци­
линдрическая винтовая линия точки ЬЬ' про­
изводящей линии, наиболее близкой к оси, 
является линией сужения поверхности.

Для определения фронтальных проекций 
положений производящей линии построен 
направляющий конус поверхности, образую­
щие которого составляют с осью поверх-
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ности угол а, равный углу между производя­
щей прямой и осью.

Меридиональные плоскости вспомога­
тельного конуса поверхности, параллельные 
горизонтально-проецирующим плоскостям 
положений производящей линии, пересека­
ют конус по его образующим, параллель­
ным производящей линии. Горизонтальные 
же проекции производящей линии во всех 
ее положениях направлены по касательным 
к окружности эксцентриситетов. По намечен­
ным горизонтальным проекциям производя­
щей линии можно определить соответствую­
щие им фронтальные проекции. Такую по­
верхность называют конво.чотным гелико­
идом.

Если производящая прямая во всех своих 
положениях является касательной к базовой 
винтовой линии, образуется винтовая поверх­
ность, которую называют торсом-геликои- 
дом, или эвольвентным геликоидом (рис. 269).

Винтовую поверхность, являющуюся гео­
метрическим местом главных нормалей ге- 
лисы, называют минимальным ге.ткоидом.

Винтовую поверхность называют вин­
товым тором, если ее меридиональным се­
чением являются окружности. На рис. 270 
показан винтовой тор правого хода и шага S. 
Винтовым ходом центра производящей ок­
ружности заданного диаметра является ци­
линдрическая винтовая линия.

Винтовую поверхность называют винто­
вым столбом, если линией пересечения ее 
плоскостью, перпендикулярной к ее оси, яв­
ляется окружность.

Винтовую поверхность называют нор­
мальным геликоидальным круглым цилинд- 
ром, если производящая линия — окруж­
ность находится в нормальной плоскости 
винтового хода ее центра. Этот винтовой ход 
можно принять за базовую линию поверх­
ности.

На рис. 271 показана поверхность нор­
мального геликоидального круглого ци­
линдра левого хода и шага 5. Эту поверх­
ность можно образовать движением шара 
заданного радиуса, центр которого переме­
щается по винтовой линии радиусом г. 
Горизонтальный и фронтальный очерки по-
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182 Линия сужения представляет собой вин­
товой ход точки производящей линии, наи­
более близко отстоящей от оси. Параметр 
перекрещивания производящей линии по­
стоянен вследствие однообразия се движения:

I ■cos 6

где / — длина дуги линии сужения, соот­
ветствующая углу поворота произ­
водящей линии;

6 — угол между касательной к линии 
сужения и осью поверхности.

Ввиду того что S = l-c o s  д, имеем

Чертеж открытого косого геликоида по­
казан на рис. 268. Геликоид правого хода 
задан производящей линией аЬ, а'Ь' и базо­
вой линией — гелисой, которая одновремен­
но является винтовым ходом точки ЬЬ' 
производящей линии. Окружность радиусом 
оЬ является окружностью эксцентриситетов 
для положений производящей линии, а ци­
линдрическая винтовая линия точки ЬЬ' про­
изводящей линии, наиболее близкой к оси. 
является линией сужения поверхности.

Для определения фронтальных проекций 
положений производящей линии построен 
направляющий конус поверхности, образую­
щие которого составляют с осью поверх-
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ности угол а, равный углу между производя­
щей прямой и осью.

Меридиональные плоскости вспомога­
тельного конуса поверхности, параллельные 
горизонтально-проецирующим плоскостям 
положений производящей линии, пересека­
ют конус по его образующим, параллель­
ным производящей линии. Горизонтальные 
же проекции производящей линии во всех 
ее положениях направлены по касательным 
к окружности эксцентриситетов. По намечен­
ным горизонтальным проекциям производя­
щей линии можно определить соответствую­
щие им фронтальные проекции. Такую по­
верхность называют конво.иотным гелико­
идом.

Если производящая прямая во всех своих 
положениях является касательной к базовой 
винтовой линии, образуется винтовая поверх­
ность, которую называют торсом-геликои­
дом. или эвольвентным геликоидом (рис. 269).

Винтовую поверхность, являющуюся гео­
метрическим местом главных нормалей ге- 
лисы, называют минимальным ге.ткоидом.

Винтовую поверхность называют вин­
товым тором, если ее меридиональным се­
чением являются окружности. На рис. 270 
показан винтовой тор правого хода и шага S. 
Винтовым ходом центра производящей ок­
ружности заданного диаметра является ци­
линдрическая винтовая линия.

Винтовую поверхность называют винто­
вым столбом. если линией пересечения ее 
плоскостью, перпендикулярной к ее оси, яв­
ляется окружность.

Винтовую поверхность называют нор­
мальным геликоидальным круглым цилинд­
ром , если производящая линия — окруж­
ность находится в нормальной плоскости 
винтового хода ее центра. Этот винтовой ход 
можно принять за базовую линию поверх­
ности.

На рис. 271 показана поверхность нор­
мального геликоидального круглого ци­
линдра левого хода и шага 5. Эту поверх­
ность можно образовать движением шара 
заданного радиуса, центр которого переме­
шается по винтовой линии радиусом г. 
Горизонтальный и фронтальный очерки по­
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верхности представляются кривыми линия­
ми, огибающими семейство окружностей, 
центры которых находятся в точках на соот­
ветствующих проекциях базовой линии.

На рис. 272 показана поверхность вин­
тового столба, которая имеет производя­
щую окружность, лежащую в плоскости, 
перпендикулярной к оси.

Винтовые поверхности, и особенно гели­
коиды, широко используются в технике. 
Винты разных видов, сверла, пружины, шне­

ки, винтовые лестницы, устройства наклон­
ных винтовых въездов для автомобилей и 
т. д. имеют в своей основе геликоиды. По­
верхность закрытого кольцевого геликоида 
используется при конструировании Архиме­
дова винта — простейшего механизма для 
подъема воды и других жидкостей, а также 
в винтовых транспортерах, грейдер-элевато­
рах, бурильно-крановых машинах для транс­
портировки мелкокусковых и сыпучих мате­
риалов.
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Т О Р С О В Ы Е  П О В Е Р Х Н О С Т И

Поверхность, образованную движущейся 
в пространстве производящей прямой, на­
зывают линейчатой.

Линейчатые поверхности делят на две 
группы: развертывающиеся — торсы и нс- 
развертывающиеся (косые) поверхности.

Торсом называют линейчатую поверх­
ность, которую можно (путем последова­

тельных ее изгибов по образующим) всеми 
точками совместить с плоскостью без скла­
док и разрывов. У такой поверхности два 
бесконечно близких положения образующей 
или параллельны между собой, или пере­

секаются.
При развертке поверхности на плоскость 

бесконечно малые плоские ее отсеки, огра­
ниченные бесконечно близкими образую­
щими, последовательными изгибами поверх­
ности по образующим укладываются в плос­

Геликоидальную форму имеют даже и 
некоторые белковые молекулы. Модель 
структуры деоксирибонуклеата (ДНК) — но­
сителя наследственности клетки — представ­
ляет собой двухзаходный геликоид.

Примером практического применения 
циклических винтовых поверхностей могут 
служить цилиндрические винтовые рессоры 
круглого сечения.

Они находят применение в конструкциях 
воздуховодов промышленных зданий, осо­
бенно фабрик и заводов пищевой и химиче­
ской промышленности, в конструкциях змее­
виков, служащих для поверхностного тепло-, 
обмена, где теплообмен совершается между 
газообразными или жидкими веществами, 
движущимися по трубам и находящимися 
или протекающими вне труб. Такие змеевики 
устанавливают в варочных котлах, теплооб­
менниках, холодильниках, конденсаторах, 
выпарных аппаратах, перегонных кубах и Т. п.

Свойства винтовых поверхностей исполь­
зуются в воздушных и гребных винтах для 
создания тяги, приводящей в движение само­
леты, суда и др., в осевых вентиляторах и 
пропеллерных насосах, в винтовых спусках 
и пр.

кости, на которой производится разверты­
вание.

Рассмотрим ломаную пространственную 
линию. Продолжим все стороны такой 
ломаной линии в одном направлении. Полу­
чим последовательный ряд плоских отсеков, 
составляющих гранную поверхность, кото­
рая называется гранным торсом.

Если продолжить стороны ломаной ли­
нии в направлении, противоположном при­
нятому, то получится другая половина (пола) 
гранного торса. Обе полы торса отделяются 
друг от друга ломаной линией. Теперь бес­
конечно увеличим число сторон простран­
ственной ломаной линии. В соответствии с 
этим увеличится и число ребер гранного 
торса.

В пределе ломаная линия превратится 
в кривую линию, граниый торс — в плавный
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торс, а ребра торса займут положения каса­
тельных к кривой линии А В (рис. 273). Эта 
кривая линия называется ребром возврата 
торса. Односторонне направленные полука- 
сательные к кривой А В определяют одну 
полу поверхности торса.

Поверхность торса образуется движе­
нием прямой линии (образующей), которая 
во всех положениях остается касательной 
к пространственной кривой линии — ребру 
возврата торса.

Касательную плоскость к поверхности 
торса можно определить как предельное 
положение плоскости, проходящей через об­
разующие в двух бесконечно близких точках 
ребра возврата.

Если ребро возврата (пространственная 
кривая А В) поверхности торса преобразуется 
в точку, имеем коническую поверхность с 
вершиной в этой точке. Здесь вершина ко­
нуса не определяет задание поверхности. 
Если вершина конической поверхности уда­
лена в бесконечность в заданном направле­
нии, имеем цилиндрическую поверхность.

Определителем поверхности с ребром 
возврата является пространственная кри­
вая — ребро возврата поверхности; кониче­
ской поверхности — направляющая кривая 
и вершина; цилиндрической поверхности — 
направляющая кривая и направление обра­
зующих.
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Если направляющей конической или 
цилиндрической поверхности является кри­
вая 2-го порядка, то образуется коническая 
или цилиндрическая поверхность 2-го по­
рядка.

Каркас торса можно составить из семей­
ства прямолинейных образующих.

Л И Н Е Й Ч А Т Ы Е  К О С Ы Е  П О В Е Р Х Н О С Т И

Линейчатая неразвертываемая (косая) по­
верхность может быть образована переме­
щением в пространстве прямой по некото­
рым направляющим линиям. Для определе­
ния закона движения производящей, т. е. для 
определения полноты задания поверхности, 
необходимо иметь три направляющие линии. 
Ими и определяется характер движения про­
изводящей косой линейчатой поверхности 
(рис. 274).

Направляющими линиями косых по­
верхностей могут быть кривые и прямые 
линии.

Если все три направляющие линии — 
прямые произвольного положения, то дви­

§49
жением по ним производящей прямой линии 
образуется поверхность, которую называют 
однополостным гиперболоидом.

Если же направляющие прямые парал­
лельны одной плоскости, то движением по 
этим прямым производящей прямой линии 
образуется поверхность — косая плоскость 
(гиперболический параболоид).

Одним из видов косых поверхностей яв­
ляются линейчатые поверхности с направ­
ляющей плоскостью и линейчатые поверх­
ности с плоскостью параллелизма. Введе­
нием в задание поверхности направляющей 
плоскости исключается одна из направляю­

щих кривых линий косой поверхности.
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Поверхностью с направляющей но ско ­
стью называют линейчатую поверхность, 
у которой движущаяся производящая пря­
мая линия не изменяет угла наклона к не­
подвижной плоскости, которая является на­
правляющей плоскостью поверхности.

Производящая прямая линия, образуя 
поверхность, скользит по двум направляю­
щим линиям, сохраняя постоянным угол 
наклона к направляющей плоскости.

Поверхности с направляющей плоско­
стью называют прямыми, если угол я равен 
нулю. В этом случае производящая прямая 
параллельна направляющей плоскости, ко­
торую называют плоскостью параллелизма. 
В других случаях поверхности с направляю­
щей плоскостью называют косыми поверх­
ностями.

Поверхности с направляющей плоско­
стью называют косыми или прямыми ци­
линдроидами, если обе направляющие яв­
ляются кривыми линиями. Если одна из на­
правляющих линий прямая, то поверхность 
называют косым или прямым коноидом. Если 
обе направляющие линии — прямые (оче­

видно, скрещивающиеся прямые линии), то 
поверхность называют дважды косой плос­
костью или косой носкостью.

Прямые цилиндроиды, прямые коноиды 
и косые плоскости называют поверхностями 
Ката.иша или поверхностями с плоскостью 
парм.челизма.

1. Линейчатые поверхности с плоскостью 
параллелизма (поверхности Каталана)

Из общего числа косых поверхностей 
рассмотрим обширную их группу — поверх­
ности с плоскостью параллелизма. Косые 
поверхности с плоскостью параллелизма 
впервые были рассмотрены Монжем. Такие 
поверхности Монж считал образованными 
движением производящей прямой линии по 
двум направляющим линиям или по двум 
поверхностям, которая во всех своих поло­
жениях параллельна некоторой плоскости.

Дальнейшее углубленное исследование 
поверхностей с плоскостью параллелизма 
дано бельгийским ученым Каталаном, имя 
которого и носят эти поверхности.
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Поверхности с плоскостью параллели i- 
ма по их образованию направляющими ли­
ниями делят на три группы:

первая группа — цилиндроиды, когда обе 
направляющие являются кривыми линиями;

вторая группа — коноиды, когда одна из 
направляющих является прямой линией;

третья группа — косые п.юскости (ги­
перболические параболоиды), когда обе на­
правляющие являются прямыми линиями.

Ц И Л И Н Д Р О И Д Ы

На рис. 275 показана поверхность ци­
линдроида.

В задание этой поверхности входят на­
правляющие кривые линии АВ  и СО и плос­
кость параллелизма Р. Поверхность образо­
вана движущейся прямой линией, параллель­
ной плоскости Р.

Рассмотрим образование цилиндроида. 
Возьмем цилиндр (рис. 276), образующими 
которого являются горизонтальные прямые 
линии. В данном случае они взяты параллель­
но и плоскости V. Цилиндр пересечем двумя 
горизонтально-проецирующими плоскостя­
ми N ih и N i h . Эти плоскости между собой 
пересекаются по вертикальной прямой ли­
нии fg t f'g '. Сечениями цилиндра являются 
кривые линии ab, а'Ь’ и cd, cd'.

Оставляя одно из сечений неподвижным, 
например cd, e'd\  перемещаем другое се­
чение аЬ, а'Ь' в направлении проецирую­
щих лучей в плоскости N ih на величину z 
Это сечение занимает новое положение aibi9 
аГЬГ.

При таком перемещении образующие по­
верхности остаются параллельными фрон­
тальной плоскости проекций, но они не па­
раллельны между собой. Образуется новая 
линейчатая поверхность — iцилиндроид

Любая из плоскостей, проходящих через 
линию fg% f g \  пересекает основной цилиндр 
и цилиндроид по равным и параллельным 
кривым линиям.

Фронтальная плоскость проекций для 
рассматриваемой поверхности является 
плоскостью параллелизма. Фронтальный 
очерк цилиндроида представляет собой про-
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екцию на плоскость параллелизма линии 
сужения.

Точки линии сужения строятся с по­
мощью касательных плоскостей к рассмат­
риваемой поверхности.

Покажем построение точки линии суже­
ния, принадлежащей, например, образующей 
331, 3 '3 \\ В точке 33' кривой линии аЬ, а'Ь' 
проведем касательную и отметим точку оо’ 
пересечения ее с прямой линией fg , fg '.

Отметим также точку uu' пересечения 
фронтально проецирующей плоскости Му 
прямой линии 331, 3е3\ с прямой fg , f g \  
СИ резок ilc равен величине z смещения в 
плоскости NlH точек кривой линии ab% d b ' .

Отложим на прямой ik от точки i отре­
зок п. равный отрезку п  =  о'и\ и проведем 
через точку г след N£H секущей плоскости. 
Образующая J J i , З'Зх пересекается с этой 
плоскостью в точке ее\ которая и является 
искомой точкой линии сужения. Повторяя 
подобные построения для других образую­
щих цилиндроида, можно построить линию 
сужения этой поверхности.
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Цилиндроиды находят применение в ин­
женерном деле: в строительстве гидроэнер­
гетических сооружений, в машиностроении, 
кораблестроении и т. п. Они используются 
также в сельскохозяйственном машиностро­
ении.

коноиды
У коноидов одна из направляющих яв­

ляется прямой линией. Рассмотрим коноиды, 
у которых направляющая прямая перпенди­
кулярна к плоскости параллелизма. Чертеж

такого коноида легко строится, если дана 
зависимость между расстоянием производя­
щей линии от плоскости параллелизма и 
углом р поворота производящей вокруг 
оси.

Прямой закрытый геликоид может рас­
сматриваться как коноид, для которого меж­
ду величинами z и р существует линейная 
зависимость

Z -  Р Р.

где р « ^  -  const винтовой параметр гели­
коида.

На рис. 277 показан коноид, поверхность 
которого задана направляющими линиями: 
кривой, вертикальной прямой (ось коноида) 
и плоскостью параллелизма Qv II Н.

Коноид пересечен соосным с ним цилинд­
ром радиуса г. Линией их пересечения яв­
ляется кривая я, at 'Ь/. Развернем 
цилиндр в плоскости V. Преобразовани­
ем линии пересечения является кривая 
Al Bt. Построим оси координат для этой 
линии.

На оси ординат отложены величины г 
подъема производящей прямой линии над 
плоскостью параллелизма Qv. На оси абс­
цисс отложены величины г, р,  где р — угол 
поворота производящей линии.

Винтовой параметр коноида в любой 
точке поверхности может быть определен 
из графика г =/(£)• В соответствующей точ­
ке кривой линии AiBi  графика проводим 
к ней касательную. Тангенс угла наклона 
касательной к оси абсцисс при г =  1 показы­
вает величину винтового параметра, т. е.

р т | | 4
Ах 
А 0

Определяя винтовые параметры коноида 
для различных положений производящей 
линии, можно построить кривую зависимос­
ти р=Ф(р)  второго графика, выявляющую 
характер изменения формы поверхности в 
зависимости от угла поворота Р производя­
щей линии.



9 49. Ланей I

189

Поверхность, у которой между величи­
нами z и р имеется зависимость г =  /с-sin 20, 
называют коноидом Плюккера*.

На рис. 278 показан коноид Плюккера, 
ограниченный одноосным с ним цилиндром 
радиусом г. Коноид с цилиндром пересека­
ется по кривой линии, которая в развертке 
представляется синусоидальной кривой ли­
нией, построенной в координатах k sin 20

| н г, р. Эту кривую линию легко построить по 
заданным величинам к и г.

Винтовой параметр коноида Плюккера 
определяется уравнением

Л 2
р -  lim — 2к ■ cos 2р.

_

L
 PlUcker luliut  (1801— 1868), немецкий ма ­
тематик.

Из этого уравнения следует, что винтовой 
параметр коноида равен нулю для положе­
ний bd, b'd' и ас, а'с? производящей линии. 
Эти прямые линии называют линиями торса 
коноида.

Построив развертку цилиндра, соосного 
с коноидом Плюккера. можно определить 
винтовой параметр в любой точке этой по­
верхности.

На рис. 278 (внизу справа) дано изобра­
жение поверхности коноида Плюккера в 
аксонометрии.

Частный вид коноида представлен и на 
рис. 279. Здесь направляющие линии поверх­
ности ориентируются относительно прост­
ранственной прямоугольной декартовой си­
стемы координат следующим образом. 
Плоскость направляющей кривой (окруж­
ности) параллельна координатной плоское-
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192 ти xOz. Координатная плоскость хОу пере­
секает окружность по диаметру. Направля­
ющая прямая находится на оси Ох. Третья 
координатная плоскость yOz является плос­
костью параллелизма.

Такой вид поверхности используется в 
строительной технике при конструировании 
оболочек покрытий промышленных и об­
щественных зданий (рис. 280), при конструи­
ровании устоев мостов и других несущих 
гидротехнических сооружений. Поверхнос­
тями коноидов оформляются арки для окон 
и дверей в прямых стенах зданий (рис. 281), 
проемы в цилиндрических башнях водоза­
борных сооружений (рис. 282). В корабле­
строении коноиды используются при кон­
струировании носа ледореза, носа быстро­
ходного теплохода или катера на подводных 
крыльях; в авиационной промышленности — 
при конструировании летательных аппара­
тов. В сельскохозяйственном машинострое­
нии коноидами представляются: отвалы плу­
гов, шнеки, конические прямоугольные 
пружины и т. д.

КО С А Я  П Л О С К О С Т Ь

На рис. 283 и 284 показаны модели обра­
зования косой плоскости. Направляющими 
линиями поверхности являются скрещиваю­

щиеся прямые линии А В и CD. Производя­
щая прямая линия скользит по направляю­
щим, оставаясь во всех положениях парал­
лельной плоскости параллелизма. Покажем, 
что косую плоскость можно образовать так­
же движением прямой линии, пересекающей 
всегда три скрещивающиеся направляющие 
прямые, параллельные одной плоскости.

На рис. 285 построены скрещивающиеся 
прямые линии ab, ab'\  cd, e'd' и ef, e'f ,  па­
раллельные плоскости Qh■ Производящая 
прямая линия, перемещаясь в каждое из 
последующих положений, пересекается ука­
занными направляющими прямыми линия­
ми. Через каждую точку любой из направ­
ляющих прямых линий проходит произво­
дящая прямая линия в одном из своих поло­
жений. Ее можно построить как линию пере­
сечения двух плоскостей, каждая из которых 
проходит через выбранную на направляю­
щей прямой линии точку и через одну из 
двух других направляющих прямых.

Докажем, что три произвольно выбран­
ных положения производящей линии парал­
лельны некоторой плоскости. Тогда все по­
ложения производящей линии также парал­
лельны этой плоскости. Проще и удобнее 
взять положения производящей линии, для 
которых плоскости Mw  . M iv.  М зу — фрон-

Р и с. 283 Р и с .  284
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талыю-проецирующие. При принятых ус­
ловиях прямые линии 12, Г  7 ; 34, У 4' и 
56, У 6' представляют положения производя­
щей линии.

Построим отрезок 17, параллельный и 
равный отрезку 34, и проведем прямую 27.

Из чертежа следует, что Д /67 =  ДЛЯ и 
67 ^  38 = 52, поэтому отрезки 27 и 56 рав­
ны и параллельны. Прямые 34, У4' и 56,5 '6 \ 
как параллельные соответствующим сто­
ронам треугольника /27, Г 7 Т ,  параллельны 
его плоскости; прямая kl,  к 'Г  находится в 
плоскости этого треугольника.

Таким образом, плоскость /27, 1*27' яв­
ляется плоскостью, которая остается парал­
лельной движущейся производящей прямой 
линии. Плоскость /27, Г 7 7 ' является, сле­
довательно, плоскостью параллелизма, а 
производящая прямая линия образует по­
верхность — косую плоскость (гиперболи­
ческий параболоид).

Из изложенного следует, что косую плос­
кость можно задать или дв^мя направляю­
щими прямыми и плоскостью параллелиз­
ма, или тремя направляющими прямыми 
линиями, параллельными некоторой плос­
кости. Примем прямые линии k l, к'Г; 34, У4' 
и 56,5 '6 \ параллельные плоскости 127, Г 7 Т , 
за направляющие прямые линии. Прямая 
линия — новая производящая, которая при 
движении пересекает эти направляющие ли­
нии, образует, согласно изложенному, ко­
сую плоскость. Прямые линии ab, а ' Ь cd, c'd' 
и * 'f представляют собой теперь три по­
ложения новой производящей, а плос­
кость Qh является плоскостью паралле­
лизма. Таким образом, косая плоскость 
имеет две плоскости параллелизма, две си­
стемы направляющих и две производящие 
прямые линии. Каждое из положений одной 
производящей прямой линии пересекается 
всеми положениями другой производящей.

13 — 718
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194 На рис. 286 косая плоскость задана дву­
мя направляющими прямыми линиями ab9 
а'Ь' и cd, c'd', а также плоскостью паралле­
лизма — горизонтальной плоскостью Н.

Концы отрезков направляющих линий 
находятся в параллельных горизонтальных 
плоскостях. Точки аа и cd  располагаются 
на одном проецирующем луче. Они имеют 
общую проекцию на плоскости паралле­
лизма.

Разделим отрезки аЬ, а'Ь' и cd, c'd' на­
правляющих линий на одинаковое число 
частей и обозначим точки деления. Соединяя 
прямыми линиями соответствующие точки,

получим ряд положений производящей ли­
нии поверхности.

Огибающая горизонтальные проекции 
положений производящей линии представ­
ляется параболой, которая является гори­
зонтальной проекцией линии сужения по­
верхности. Производящая линия в любом 
положении является касательной к параболе. 
Эту параболу можно считать заданной двумя 
ее точками d и Ь и касательными в этих 
точках — аЬ и cd.

Известными построениями найдены фо­
кус F параболы и ее вершина к. Рассматри­
ваемая косая плоскость спроецирована на
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плоскость Рч перпендикулярную к оси пара­
болы. Линия сужения в новой системе плос­
костей проекций Н и Р проходит через точки 
направляющих линий и лежит в проециру­
ющей плоскости K f. Новые вертикальные 
проекции а 'Ь " и c"d" направляющих линий 
взаимно параллельны.

Из основного свойства этой поверхности 
следует, что на ней находится система пря­
мых линий, параллельных плоскости U — 
вторая система образующих, для которых 
направляющими являются линии ad, а"сГ' 
и Ьсщ

-  .  /

Из этого следует, что плоскость U мож- 195 
но рассматривать как вторую плоскость 
параллелизма косой плоскости, для которой 

каждая заданная направляющая линия яв­
ляется положением производящей, а два 
любых положения производящей линии — 
направляющие. Задавая чертеж в системе 
плоскостей проекций Р и I/, можно опреде­
лить вторую линию сужения — параболу 
т " я ' \  т п ' \  относящуюся к положениям 
второй производящей линии и лежащую 
в плоскости 7>, перпендикулярной к плоско­
сти проекций Р.
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196 Плоскость 7> второй линии сужения — 
параболы т "п '\ т '"п'"  определяется по­
строениями, аналогичными построениям 
плоскости Rp линии сужения db% d ’b'.

В новой системе плоскостей проекций Р 
и U, где плоскость V  является второй плос­
костью параллелизма, прямые d  <t\ а'”сГ" 
и b 'Y \  Ь"'сf"  представятся направляющими 
линиями косой плоскости.

Проекции b‘”t?” и c C d ” этих направляю­
щих линий являются касательными парабо­
лы m’"ri"  — проекции искомой линии суже­
ния. Точки их касания определяются построе­
ниями.

Парабола m 'V \ располагается
в проецирующей плоскости 7>.

В основной системе плоскостей проекций 
эта линия сужения представляется парабо­
лой тп, т п'. Плоскости Л и Г линий сужения 
пересекаются по прямой, являющейся осью 
для обеих парабол.

Линии сужения пересекаются между со­
бой в их вершинах кк'. Эту общую точку 
линий сужения косой плоскости называют 
центром сужения.

На рис. 287 показан чертеж косой плос­
кости. Направляющие линии поверхности 
ab, а'Ь' и cd, c'd' проецируются на плоскость

параллелизма параллельными прямыми ли­
ниями ab и cd. В этом случае линии суже­
ния — взаимно перпендикулярные прямые 
тп, т'п' и eft e ' f , пересекающиеся в центре 
сужения. Плоскости параллелизма Н  и Q 
тоже взаимно перпендикулярны.

Косую плоскость можно рассматривать 
как поверхность прямого коноида, для ко­
торого между величинами г и р существует 
зависимость г =  k tg fi, где Р— угол поворо­
та производящей линии, а г — величина ее 
поступательного перемещения.

Пусть направляющими линиями косой 
плоскости являются две скрещивающиеся 
прямые линии А В и CD, одна из которых — 
А В перпендикулярна к плоскости Q паралле­
лизма (рис. 288).

Здесь показаны оси координат Ох, Оу 
и Ог. Ось Oz совпадает с направляющей АВ. 
Ось Ох проходит через след направляю­
щей CD.

Можно представить, что производящая 
прямая линия в начальном положении сли­
вается с осью Ох, а затем, повернувшись 
на угол Р и поднявшись на величину г, за­
нимает положение EF.

Для точки F производящей линии £F, 
находящейся на расстоянии г от оси Ог, 
имеем:

х ш г ■ cos р ; 

у — г ■ sin р ; 

г -  к tg0.

Из этих зависимостей имеем уравнение 
поверхности:

х = к-у

Р и с. 288

Полагая х постоянным, получим линей- 
к

ную зависимость z -  у  ■ у .которой соответ­

ствует прямая линия СО, параллельная плос­
кости zOy. Эта линия перпендикулярна к 
оси Ох и составляет с осью г угол v. Отсюда 
следует, что если пересекать рассматрива­
емую поверхность плоскостями, параллель-
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ными плоскости zOy% то в сечении получим 
прямые линии.

Это значит, что поверхность имеет две 
взаимно перпендикулярные плоскости па­
раллелизма хОу и zOy, две производящие 
линии и две взаимно перпендикулярные ли­
нии сужения.

Винтовой параметр поверхности в любой 
ее точке, учитывая винтовую ось Oz, можно 
определить из выражения:

Д г к
Р Ар  cos 2р

Как видно из уравнения поверхности 

координаты дс и z ее точек являются
взаимозаменяемыми, поэтому, учитывая 
винтовую ось Ох, винтовой параметр по­
верхности в любой ее точке можно опреде­
лить уравнением:

А х к
^ А у cos2y
Косые плоскости имеют применение, осо­

бенно в инженерно-строительном деле. Эти­

ми поверхностями образованы покрытия 197 
различных зданий (например, скаты крыши, 
имеющей в плане вид трапеции, когда конек 
крыши горизонтальный); образованы кры­
лья ветряков, боковые стенки набережной 
при переходе от наклонной стенки к верти­
кальной и т. д.

На рис. 289 показан пример плавного 
перехода от вертикальной стенки набереж­
ной к наклонной, при строительстве шлю­
зовых сооружений и каналов. Здесь переход­
ная поверхность стыкуется по прямой FG 
с вертикальной стенкой и по прямой КЕ с 
наклонной стенкой.

Эта поверхность состоит из двух поверх­
ностей коноидов и одной поверхности косой 
плоскости. Направляющими линиями косой 
плоскости являются прямые А В и СО; плос­
костями параллелизма — координатная 
плоскость xOz и плоскость yOz. Направ­
ляющими линиями первой поверхности ко­
ноида являются прямая AF и кривая GC, 
у второй поверхности коноида — прямая 
ВК и кривая DE. Плоскостью параллелизма 
этих коноидов является координатная плос­
кость yOz.

Р и с. 2Н9
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198 2. Линейчатые поверхности с направляющей 
плоскостью

Линейчатой поверхностью с направляю­
щей плоскостью называют поверхность, об­
разованную движущейся производящей пря­
мой линией, которая остается всегда на­
клоненной под определенным постоянным 
углом к неподвижной плоскости. Эта не­
подвижная плоскость называется направля­
ющей носкостью поверхности.

Поверхности с направляющей плоско­
стью в общем случае являются неразвер- 
тывающимися (косыми) поверхностями.

К О С Ы Е  Ц И Л И Н Д Р О И Д Ы
Р и с .  290

Поверхности, образованные производя­
щей прямой линией, которая скользит по 
двум направляющим кривым линиям и со­
ставляет с направляющей плоскостью по­
стоянный угол <х, называют косыми цилинд­
роидами.

Покажем схему построения положений 
производящей линии этой поверхности. 
Пусть косой цилиндроид задается двумя кри­
выми линиями А В и CD и углом я накло­
на производящей прямой линии к направ­
ляющей плоскости Q (рис. 290). Построим

Р и с .  291
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одно из положений производящей линии 
поверхности, когда она проходит через точ­
ку S направляющей линии А В. Примем 
точку 5 за вершины двух конусов.

Направляющей линией одного конуса 
является заданная линия CD поверхности. 
Другой конус является конусом вращения, 
ось которого перпендикулярна к плоскос­
ти Q, а образующие конуса наклонены к 
плоскости Q под углом л. Линия пересече­
ния ATS этих конусов — одно из положений 
производящей линии косого цилиндроида.

Выполняя аналогичные построения, мож­
но наметить достаточный ряд положений 
производящей линии и определить вил и 
положение поверхности.

На рис. 291 косой цилиндроид задан кри­
выми линиями ab, а'Ь' и cd, c'd’ и углом а 
наклона производящей прямой линии к на­
правляющей плоскости Qy || И.

Положения производящей линии по­
строены по рассмотренной выше схеме. 
Точки / / ' ,  2 2 , 33' кривой линии аЬ, а'Ь' при­
няты каждая за вершины двух вспомога­
тельных конусов. Так, например, точка IV  
является одновременно вершиной конуса 
вращения, образующие которого наклоне­
ны к направляющей плоскости под углом 
а также является и вершиной конуса с на­
правляющей линией cd, c'd'. Эти два вспо­
могательных конуса пересекаются по прямой 
линии, которая представляется одним из 
положений производящей линии заданной 
поверхности косого цилиндроида. Такими 
построениями намечены и другие положе­
ния производящей линии.

199

шины вспомогательных конусов выбирать 
на направляющей кривой линии коноида, 
один из вспомогательных конусов преобра­
зуется в плоскость.

Построение положений производящей 
линии поверхности также упрощается, если 
направляющая прямая линия косого коноида 
перпендикулярна к направляющей плоскости 
(рис. 292).

к о с ы е  коноиды
Поверхность, образованную производя­

щей прямой линией, которая скользит по 
двум направляющим линиям (одна из них 
является прямой) и составляет во всех по­
ложениях постоянный угол а с направляю­
щей плоскостью, называют косым коноидом.

Схема построения положений произво­
дящей линии косого коноида в том же зада­
нии аналогична схеме построения положений 
производящей линии цилиндроида. Если вер-

Д В А Ж Д Ы  К О С А Я  плоскость «косой 
Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К И Й  П А Р А Б О Л О И Д )

Поверхность, образованную производя­
щей прямой линией, которая скользит по 
двум направляющим прямым линиям и со­
ставляет с направляющей плоскостью по­
стоянный угол а , называют дважды косой 
плоскостью или косым гиперболическим па­
раболоидом.

Положения производящей линии дважды 
косой плоскости строятся по той же схеме, 
что и для косых цилиндроидов и коноидов.
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200 3. Косые цилиндры с тремя направляющими

Линейчатую поверхность можно задать 
тремя направляющими линиями. Линейча­
тые поверхности такого рода образования 
называют косыми цилиндрами с тремя на­
правляющими.

Покажем для такой поверхности схему 
построения какого-либо положения произ­
водящей линии. Пусть кривые линии А В, 
EF и CD (рис. 293) будут направляющими 
линиями поверхности. На направляющей 
линии А В выбираем одну из точек К% кото­
рую принимаем за вершину конусов с на­
правляющими линиями EF и CD. Прямая 
линия КМ  пересечения вспомогательных ко­
нусов пересекает все заданные направляю­
щие и. следовательно, является положением 
производящей прямой линии.

Поверхность косого цилиндра с тремя 
направляющими можно задать также дву­
мя направляющими линиями и направляю­
щим конусом. Направляющими линиями 
могут быть и прямые линии.

Если все три направляющие линии пря­
мые, которые все параллельны одной плос­
кости, то движением производящей линии 
образуется, как уже известно, поверхность — 
косая плоскость. Если же направляющие 
прямые линии взяты произвольно, то дви­

жением производящей линии образуется по­
верхность, которую называют однополост­
ным гиперболоидом. Эта поверхность имеет

Р и с .  293
так же, как и косая плоскость, две системы 
направляющих и две системы образующих.

Рассмотрим некоторые виды косых ци­
линдров с тремя направляющими. Косым 
переходом называют косой цилиндр с тремя 
направляющими, которыми являются две 
окружности одинаковых радиусов, лежащие 
в параллельных плоскостях, а направляющая 
прямая линия перпендикулярна к плоскос­
тям направляющих окружностей и проходит 
через середину отрезка, соединяющего цент­
ры направляющих окружностей.

На рис. 294 показана поверхность косого 
перехода.

На рис. 295 построена параллельная (ци­
линдрическая) проекция такой поверхности

Р и с . 294



на плоскость, параллельную плоскостям на­
правляющих окружностей. Здесь показаны 
проекции направляющих окружностей и про­
екция ab направляющей прямой линии, ко­
торая проходит через точку s — середину 
отрезка оол соединяющего проекции цент­
ров направляющих окружностей.

Для построения положений производя­
щей линии проведем через прямую ab какую- 
либо вспомогательную плоскость. Пусть 
последняя пересекает плоскость первой ок­
ружности по прямой линии 12, а плоскость 
второй окружности — по прямой линии 34. 
Прямые 12 и 34 параллельны между собой, 
а отрезки 12 и 34 — хорды окружностей — 
равны, как наклоненные под равными углами 
к параллельным диаметрам ао и Ьо окруж­
ностей. Прямые л>у1ии 14 и 23 являются 
положениями производящей линии. Отре­
зок ек, соединяющий середины хорд 12 и 34. 
равен и параллелен отрезкам 14 и 23 и про­
ходит через середину отрезка ab.

Для посгроения других положений про­
изводящей прямой линии надо вращать 
вспомогательную плоскость и соединять ука­
занным способом прямыми линиями точки 
пересечения ею направляющих окружностей. 
При вращении вспомогательной плос­
кости точки е й  к описывают окружности 
равных диаметров. Поэтому вспомогатель­
ным конусом рассматриваемой поверхности 
является круговой конус с вершиной в точ­
ке 5 и направляющими окружностями с цент­
рами в точках о, и о,.

На рис. 296 показаны построения поло­
жений производящей прямой линии поверх­
ности косого перехода при образовании 
косого отверстия в плоской стене. Направ­
ляющими линиями в этом случае являются 
полуокружности, лежащие в параллельных 
плоскостях стены, а направляющей прямой 
линией служит прямая линия тл% т п \  пер­
пендикулярная к плоскостям стены и про­
ходящая через точку к к ' — середину отрез­
ка 001, о'о\ *

При определении положений производя­
щей линии поверхности сначала строят фрон­
тальные их проекции, они находятся на сле­
дах фронтально-проецирующих плоскос­

тей Му производящей линии. Следы Му 
плоскостей проходят через точку т » п — 
преобразованную проекцию направляющей 
прямой тп, т'п'. По известным фронталь­
ным проекциям положений производящей 
определяются их горизонтальные проекции.

Р и с. 296
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На рис. 297 показано применение косого 
цилиндра с тремя направляющими при 
оформлении поверхности марсельского сво­
да. Направляющими линиями здесь явля­
ются лежащие в параллельных плоскостях 
полуокружность и дуга окружности с отрез­
ками параллельных прямых. Направляю­
щая прямая ОО, перпендикулярна к 
плоскостям окружностей и проходит через 
центр Oi окружности. Положение произво­
дящей прямой линии определяем, применяя 
вспомогательные плоскости производящей 
в ряде ее положений.

Поверхности косых цилиндров с тремя 
направляющими применяют при конструи­
ровании гребных винтов судов и пропелле­
ров самолетов. В этом случае за направляю­
щие кривые линии принимают соосные ци­
линдрические винтовые линии различных 
диаметров и шагов, а за направляющую 
прямую линию — ось цилиндрических вин­
товых линий (рис. 298).

Положения производящей прямой линии 
определяют, применяя вспомогательные го-

ризонтально-проецирующие плоскости про­
изводящей линии в ряде ее положений. Как 
это следует из чертежа, производящая пря­
мая линия непрерывно изменяет угол на­
клона к оси цилиндрических винтовых линий.

В строительной технике широко приме­
няются поверхности двоякой кривизны — 
тонкостенные покрытия при возведении ан­
гаров для самолетов, крытых стадионов, 
рынков, вокзалов, зданий цирка, актовых 
залов общественных зданий и дворцов куль­
туры и т. д. Такие поверхности имеют зна­
чительно большую жесткость, чем другие 
поверхности.

^ ( ( П О В Е Р Х Н О С Т И  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А  О Б Щ Е Г О  ВИДА

Поверхностью второго порядка называют картовой системе координат, имеющем вид:
такую поверхность, которую можно выра- 2 2 2
зить алгебраическим уравнением второй сте- Ах + Ву + Cz + DxУ + + Fzx + Gx +

пени в пространственной прямоугольной де- + Ну + J2 + К «  0.
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Это уравнение при некоторых частных 
значениях коэффициентов А , Вш С, можно 
привести к одному из следующих видов: 
для эллипсоида

»2 

V
для однополостного гиперболоида

-2у*
л1 + Ьг с1 “  ' : 

для двуполостного гиперболоида

-1 ь* -*
m2

Г2

для эллиптического параболоида 

л *
для гиперболического параболоида

Если поверхность второго порядка об­
щего вида имеет центр симметрии, ее на­
зывают центральной поверхностью второго 
порядка. К таким поверхностям относятся 
поверхности эллипсоида, однополостного 
гиперболоида, двухполостного гиперболои­
да, конус второго порядка, эллиптический и 
гиперболический цилиндры. Эти поверхнос­
ти имеют три плоскости симметрии, т. е. 
каждая из координатных плоскостей явля­
ется плоскостью симметрии. Начало коор­
динат является центром симметрии поверх­
ности.

Эллиптический и гиперболический пара­
болоиды, параболический цилиндр являют­
ся нецентрально симметричными поверх­
ностями второго порядка и имеют две плос­
кости симметрии.

Поверхности второго порядка (за исклю­
чением параболического и гиперболического

цилиндров, а также гиперболического пара­
болоида) имеют сечения в виде окружностей.

Любая поверхность второго порядка об­
щего вида может быть задана тремя ее 
очерками. Если плоскостями проекций яв­
ляются плоскости симметрии, то для зада­
ния поверхности достаточно иметь два ее 
очертания.

Покажем определение недостающих про­
екций точек, расположенных на рассматри­
ваемых поверхностях.

На рис. 299 показан эллиптический пара­
болоид. Требуется построить недостающие 
горизонтальную проекцию т точки тт и 
фронтальную проекцию п точки пп'.
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параболоида за одну из проекций обобщен­
ного чертежа и строим вторую недостаю­
щую его проекцию, наметив основную ли­
нию 0 102, параллельную большой оси эл­
липса основания. Направление линий связи 
ортогонального чертежа сливается здесь с 
направлением обобщения.

У горизонтальных проекций всех эллип­
сов, полученных от пересечения параболоида 
плоскостями, параллельными плоскости Qy , 
недостающими проекциями обобщенного 
чертежа являются окружности с общим цент­
ром oi, диаметры которых равны большим 
осям эллипсов.

Сечению параболоида плоскостью , 
проходящей через заданную точку тт', соот­
ветствует на обобщенном чертеже окруж­

ность, на которой определяем две проек­
ции Ш| точки тт'.

Пользуясь известными построениями, 
определяем две горизонтальные проекции т 
заданной точки тт’.

По заданной горизонтальной проекции л 
точки строим на обобщенном чертеже ее 
недостающую проекцию л,. Данной проек­
цией п, определяется окружность, соответ­
ствующая эллипсу сечения параболоида той 
плоскостью QNy,  в которой находится точ­
ка пп’.

Точке et этой окружности соответствует 
на фронтальной проекции параболоида точ­
ка е \  которой определяется положение сле­
да QMV плоскости. Построив линию свпи 
точки пп’, определяем фронтальную проек­
цию п' заданной точки.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

I. Укажите основные способы заданна по­
верхностей?

2. Что называют каркасом поверхности?
3. Что  называют определителем поверхно­

сти?
4. Назовите основные виды перемещений 

произвола щей линии.
3. Как образуютса и задаются  на чертеже 

поверхности переноса прамолинейного  направле­
ния, поверхности врашениа .  винтовые поверх­
ности?

6. Какие поверхности вращения называ ют  
поверхностями вт орого  порядка?

7. Укажите основные свойства поверхностей 
вращения

8. Какие винтовые поверхности называ ют  
геликоидами? Укажите их виды

9. Что  представлает  собой эксцентриситет 
геликоида?

10. Какую винтовую поверхность называ ют  
кон вол ю тны м геликоидом,  торсом-геликоидом.

винтовым сто лбо м,  нор мальны м гелакоадалыым 
круглым цилиндром,  винтовым тором?

11. Какие поверхности называют торсаыа?
12. Назовите известные Вам поверхиоста Ка- 

талана.
13. Укажите возможные примеры практачс- 

ского применения поверхностей Каталана.
14 к Ъ у *  поверхность называют коноадом 

Плюккер а?
15. Что  представляет собой линия сужена! 

(стрикционнаа  линия) поверхности Каталана?
16. Какие косые поверхности называют лв- 

нейчатыми поверхностами с направляющей пло­
ско стью ? Укажите схему постросниа положеаа! 
производащей линии таких поверхностей.

17. Какие поверхности называют косима оа- 
лин драм н с трема на пр авлаю щими?

18. Какую поверхность называют косым пе­
рех одо м? Где она применаетса?

19. Дайте определение поверхности второго 
порадка  общего  айда.



ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ПОВЕРХНОСТЕЙ ПЛОСКОСТЯМИ 
И ПРЯМЫМИ ЛИНИЯМИ

ГЛАВА IX

П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й  О С Н О В Н Ы Х  В И Д О В  
П Р О Е Ц И Р У Ю Щ И М И  П Л О С К О С Т Я М И §51

Плоскость пересекает поверхность по 
плоской кривой линии. Линию пересечения 
поверхности проецирующей плоскостью 
строят по точкам пересечения с плоскостью 
ходов ряда точек производящей линии и са­
мой производящей линии в ряде ее положе­
ний.

Рассмотрим построение линий пересече­
ния кинематических поверхностей основных 
видов проецирующими плоскостями.

На рис. 300 поверхность переноса задана 
начальным положением ab, а'Ь' производя­
щей линии и направлением прямолинейного 
переноса — стрелкой. Поверхность пересе­
кает фронтально-проецирующая плос­
кость Му .

Для построения линии пересечения, со­
гласно указанной выше схеме решения зада­
чи. возьмем на производящей линии ab, а'Ь' 
ряд точек аа\ П \  2 2 , .... ЬЬ' и построим их 
ходы — прямые линии, параллельные дан­
ному направлению переноса. Ходы этих 
точек пересекаются с плоскостью Му в 
точках а \ а \ % 1 \1 \\ 2 \ 2 \ у b tb i \  которые 
принадлежат искомой линии пересечения 
aibt , ai'bi'.

При построении линии пересечения по­
верхности вращения плоскостью сначала 
строят главные точки линии пересечения, 
а потом ряд промежуточных ее точек.

Главными точками кривой линии пере­
сечения поверхности вращения плоскостью

Р и с. 300
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называют точки пересечения этой плоско­
стью главного меридионального сечения по­
верхности. экватора поверхности, а также 
высшую и низшую точки линии пересечения 
относительно плоскости проекций Н.

Промежуточными точками линии пере­
сечения являются точки пересечения плос­
костью параллелей поверхности.

На рис. 301 построена линия пересечения 
поверхности вращения, заданной очерками, 
фронталь но-проецирую щей плоскостью М у . 
Главными точками искомой линии пересе­
чения являются точки 11' и 2 2 , в которых 
главный меридиан поверхности пересека­
ется плоскостью Л/| , а также точки 33' 
и 44\ в которых заданная плоскость пере­
секает экватор поверхности. Точки IV  и 22  
являются одновременно высшей и низшей 
точками искомой линии пересечения.

Точки 55' и 66' являются промежуточны­
ми точками линии пересечения. Соединив 
горизонтальные проекции найденных точек 
линии пересечения плавной кривой, получим 
горизонтальную проекцию искомой линии 
пересечения. Фронтальная ее проекция со­
впадает со следом Му плоскости.

На горизонтальной проекции видимую 
часть этой кривой линии от невидимой отде­
ляют точки 3 и 4 проекции экватора. Та часть 
линии пересечения, которая расположена 
выше экватора, является в и д и м о й  на 
горизонтальной плоскости проекций.

Построение линии пересечения поверх­
ности вращения, заданной очерками, гори- 
зонтально-проецирующей плоскостью N н 
показано на рис. 302.

Точки IV  и 22  главного меридиана и 
точки 33' и 44' экватора определяются на

Р и с .  302



чертеже непосредственно. Для определения 
высшей и низшей точек проведем параллели 
поверхности, касающиеся плоскости NH. Го­
ризонтальные проекции этих двух паралле­
лей представляются одной окружностью, 
для которой заданный след NH является ка­
сательной.

На рис. 302 построена окружность, каса­
тельная к следу NH. Точка касания 5 ^ 6  явля­
ется горизонтальной проекцией точек 55' 
и 66' касания параллелей поверхности враще­
ния плоскости NH. Эти параллели являются 
ходами точек производящей линии. Строим 
фронтальные проекции параллелей и фрон­
тальные проекции 5' и 6' высшей и низшей 
точек 55' и 66' искомой линии пересечения.

Параллели точек сс' и ее' производящей 
кривой линии (горизонтальные проекции 
совпадают) пересекаются проецирующей 
плоскостью N H в  точках, являющихся про­
межуточными точками линии пересечения. 
Соединив найденные точки плавной кривой 
линией, получим фронтальную проекцию 
искомой линии пересечения.

Фронтальную проекцию видимой части 
линии пересечения от невидимой ее части 
отделяют точки Г  и 2 \  лежащие на проекции 
главного меридиана. Та часть кривой линии 
пересечения, которая расположёна на поло­
вине поверхности вращения, обращенной к 
плоскости К очевидно, является н е в и д и ­
м о й  на фронтальной плоскости проекций.

На рис. 303 показаны построения линий 
пересечения поверхности вращения (тора) 
проецирующими плоскостями. Тор пересе­
кает фронтальная плоскость N h  и фрон­
тально-проецирую ша я  плоскость М у ,

На рис. 304 показано построение линии 
пересечения винтовой поверхности горизон- 
тально-проецируюшей плоскостью Nh .

Винтовая поверхность задана начальным 
положением ab, a b ' производящей линии и 
базовой гелисой. Базовая линия показыва­
ет, что винтовая поверхность имеет шаг S 
и левый ход.

На производящей линии взят ряд точек 
аа\ ЬЬ' и определены горизонтальные 
проекции a i ...... Ь\ и аг, Ьг точек пересе­
чения их винтовых ходов заданной плоско­
стью N h . Этими построениями определены

необходимые углы поворота точек при пере­
ходе из начальных их положений аа\ ЬЬ\ ... 
в положения а \ а \ щ b ib i \  ..., агаг\ b ib i\  ... 
Точки производящей линии при переходе 
их из начальных положений до совмещения 
с плоскостью NH совершают винтовое пере­
мещение вверх.

Осевые перемещения точек производя­
щей линии, соответствующие их угловым 
перемещениям, определяют по базовой ли­
нии. Так, например, угловому перемещению 
лА1 z  а, оа соответствует осевое переме­
щение sAl , а осевому перемещению sA2 со­
ответствует угловое смешение лл2.

Проведем через горизонтальные проек­
ции ai, b I ... и а2, Ь2 ... точек линии связи. 
Пользуясь найденными значениями вели­
чин , s A2, получим ряд точек, опреде­
ляющих фронтальные проекции ai 'Ь\9 и a ib i  
искомых линий пересечения aibi , ai'bi9 и 
aibi, a ib i ' .
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На рис. 305 показано построение линии 
пересечения винтовой поверхности горизон­
тальной плоскостью Q y. Винтовая поверх­
ность задана начальным положением произ­
водящей линии аЬ, а'Ь' и базовой линией — 
гели сой Поверхность имеет шаг 5 и правый 
ход.

На производящей линии наметим ряд 
точек аа\ IV , 22 , .... ЬЬ'. Горизонтальными 
проекциями их винтовых ходов являются 
окружности, проходящие через горизонталь­
ные проекции а , У, 2, ... точек. По чертежу 
определяем величины sA , si, S2, ... осевых 
перемещений точек производящей линии, 
когда они из начальных положений, пере­
мещаясь по винтовым ходам, попадают на 
заданную плоскость Q v . Пользуясь базовой

линией, определяем угловые перемещения 
точек, соответствующие найденным осевым 
перемещениям. Так, например, осевому пе­
ремещению sA соответствует угловое пере­
мещение &А =  ^aoai .

Определив таким образом угловые сме­
щения ряда точек производящей линии, по­
ворачиваем горизонтальные проекции точек 
на соответствующие им углы поворота *А, 
а ,, з 2, ... и намечаем горизонтальные проек­
ции ах, / , .  ... точек искомой линии пересече­
ния а, Ь, а , 'ft'.

Если винтовую поверхность пересекает 
фронтально-проецирующая плоскость, для 
построения линии пересечения можно вос­
пользоваться вспомогательными прямыми 
геликоидами.
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На рис. 306 показано применение вспомо­
гательных прямых геликоидов при построе­
нии линии пересечения винтовой поверхно­
сти фронтально-проецирующей плоско­
стью Му . Винтовая поверхность правого 
хода задана здесь базовой линией (гелисой) 
и производящей линией аЬщ а'Ь\ лежащей 
в плоскости Qy.

Рассмотрим семейство вспомогательных 
геликоидов. Геликоиды этого семейства име­
ют общую базовую линию с заданной вин­
товой поверхностью, а за производящие их 
линии примем горизонтали заданной плос­
кости M v ■ В пересечении плоскостью Qy эти 
геликоиды образуют семейство прямых ли­
ний. Последние представляют собой поло­
жения производящих линий геликоидов, ко­
торые винтовыми движениями опустятся 
на плоскость Qv производящей линии за­
данной поверхности.

Величины перпендикуляров, опущенных 
из точки о на горизонтальные проекции ука­
занных положений производящих, равны 
величинам эксцентриситетов вспомогатель­
ных геликоидов, а геометрическим местом 
оснований этих перпендикуляров является 
лежащая в плоскости Qy кривая линия лш. 
т'п' — спираль Архимеда. Для построения 
спирали величины ее радиусов-векторов, рав­
ные эксцентриситетам с0, с , ......можно взять
из фронтальной проекции чертежа. Величи­
ны углов з 1э а2, ... поворота радиусов-век­
торов спирали можно определить, поль­
зуясь базовой линией, как углы поворота 
производящих линий вспомогательных ге- 

|  ликоидов при их опускании винтовым дви­
жением на плоскость Qv . Осевыми переме­
щениями этих производящих линий явля­
ются S , , s2, s3, ...

Для ряда точек спирали Архимеда по­
строим соответствующие положения произ­
водящих линий вспомогательных геликои­
дов (прямые линии, перпендикулярные к 
радиусам-векторам спирали) и отметим 
точки аа\ сс\ ... их пересечения с горизон­
тальной проекцией ab производящей ли­
нии данной винтовой поверхности. Вин­
товые ходы, проходящие через эти точки, 
являются линиями пересечения заданной
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винтовой поверхности вспомогательными 
геликоидами. Точки пересечения этих вин­
товых ходов плоскостью М у , лежащие на 
производящих линиях вспомогательных 
геликоидов (горизонталях плоскости М у), 
принадлежат искомой линии пересечения.

Находящиеся в плоскости Qy произ­
водящие линии вспомогательных геликои­
дов с отмеченными на них точками аа\ 
сс\ ... приводим в начальные их положе­
ния горизонталей плоскости. Эти точки 
занимают положения а \а \\  c ic t \  ..., го­
ризонтальными проекциями которых яв­
ляются точки Л1, ci, ... . Геометрическим 
местом этих точек является искомая кри­
вая линия aictbi, ai'ci'bi' пересечения за­
данной винтовой поверхности фронталь- 
но-проецируюшей плоскостью Mv .

М —711
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Точки пересечения прямой линии с по­
верхностью обычно определяют по сле­
дующей схеме:

1) через прямую линию проводят вспо­
могательную секущую плоскость (часто 
проецирующую);

2) строят линию пересечения этой вспо 
могательной плоскости с поверхностью;

3) находят точки пересечения прямой 
линии с линией пересечения поверхности 
вспомогательной плоскостью.

На рис. 307 показано построение точки 
пересечения х х ' прямой линии ef, e 'f  с 
поверхностью переноса прямолинейного 
направления, заданной начальным поло­
жением аЬч а'Ь' производящей линии и на­
правлением переноса — стрелкой точ­
ки ЬЬ'.

Через заданную прямую линию e f e 'f  
проводим фронтально-проецирующую

видов

плоскость Му и строим линию aib i , a\'b\ 
пересечения поверхности переноса этой 
плоскостью. Прямая линия e f  e 'f  пересе­
кается с линией aibi, ai 'bi ' в точке х х ,  
которая и является искомой точкой.

Построение точек пересечения прямой 
линии ef, e ' f  с поверхностью вращения, 
заданной очерками, показано на рис. 308. 
Здесь через данную прямую линию про­
ведена фронтально-проецирующая плос­
кость Му и построена линия пересечения 
ею поверхности вращения. Прямая линия 
пересекается с построенной кривой линией 
в точках хх'  и у у , которые и являются 
искомыми точками входа прямой ef, e'f 
в поверхность и выхода ее из поверхности.

Р и с. 307 Р и с. 308
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На рис. 309 показан другой пример по­
строения точек пересечения прямой ли­
нии ab, а'Ь' с поверхностью вращения. 
Прямая линия здесь пересекается с осью 
поверхности вращения. Проводим гори­
зонтально-проецирующую плоскость N н 
данной прямой линии. Эта плоскость яв­
ляется меридиональной плоскостью по* 
верхности вращения. Она пересекает по­
верхность вращения по меридиану.

Для определения точек пересечения пря­
мой линии ab% а'Ь' с этим меридианом плос­
кость Nh поворачиваем вокруг оси поверх­
ности до совмещения ее с главной меридио­
нальной плоскостью N i h. Указанное мери­
диональное сечение совпадает с главным ме­
ридиональным сечением, а прямая линия аЬщ 
а />' занимает положение aibi, ai 'bi ' и в точ­

ках x ix i '  и у\у\* пересекается с главным ме­
ридиональным сечением.

Методом восстановления плоскости пу­
тем обратного вращения определяем иско­
мые основные проекции точек хх  и уу входа 
прямой в поверхность и выхода ее из по­
верхности.

На рис. 310 показаны построения точки 
пересечения прямой ef, e 'f  с винтовой по­
верхностью правого хода, заданной произ­
водящей линией аЬ, а'Ь' и базовой гелисой. 
Через заданную прямую линию проведена 
горизонтально-проецирующая плоскость N h 
и построена линия пересечения aibi, ai'bi' 
этой плоскости с винтовой поверхностью. 
С построенной линией пересечения пря­
мая линия ef, e ' f  пересекается в искомой 
точке х х

14*
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Линию пересечения поверхности произ­
вольно расположенной плоскостью строят 
как и для проецирующей плоскости, по точ­
кам пересечения с этой плоскостью ходов 
ряда точек производящей линии и самой 
производящей линии в ряде ее положений.

В тех случаях, когда на поверхности не 
показаны положения производящей и хо­
дов точек, применяют вспомогательные 
плоскости и поверхности.

Построение линии пересечения поверх­
ности переноса прямолинейного направле­
ния произвольно расположенной плоско­
стью показано на рис. 311. Здесь поверхность 
переноса задана начальным положением аЬ, 
а'Ь' производящей линии и направлением 
переноса — стрелкой точки ЬЬ'.

Искомая кривая линия aibi , ai'bi '  по­
строена по точкам пересечения с плоско­
стью cde% c'd'e' ходов ряда точек аа\ П \  ... 
производящей линии. Ходы представлены 
прямыми линиями, параллельными данно­
му направлению переноса.

видов

Для определения точки aia \' пересече­
ния хода точки аа с данной плоскостью про­
ведена фронтально-проецирующая плос­
кость М4У и построена линия 34% 3'4' пере­
сечения ее с заданной плоскостью. Точ­
ка а \а\' пересечения этой прямой линии 
ходом точки принадлежит искомой кривой 
линии пересечения.

Другие точки линии пересечения опреде­
лены путем таких же построений. Заметим, 
что прямые линии пересечения данной плос­
кости фронтально-проецирующими плоскос­
тями ходов точек П \  2 2 , ... производящей 
линии параллельны прямой линии 34% 3'4\

Плоскость произвольного положения в 
ряде случаев удобно использовать как вспо­
могательную секущую для построения то­
чек пересечения прямой с поверхностью пе­
реноса прямолинейного направления.

Пусть поверхность задана плоской на­
правляющей линией аЬ, а'Ь' и направлением 
переноса — стрелкой точки ЬЬ'. Прямая ef\ 
e 'f  пересекает поверхность (рис. 312).

Р и с .  311 Р и с .  312
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Через прямую e f e 'f  проводим плос­
кость, параллельную направлению переноса, 
и строим горизонтальный след Рн этой 
плоскости. Для этого из концов прямой, 
точек ее' и f f , проводим прямые e l , е'1' 
и f2% f 2 \  параллельные направлению пере­
носа — стрелке, и определяем следы 1Г и 22  
этих прямых на плоскости направляющей 
линии заданной поверхности.

Прямая 12, Г 2  является горизонтальным 
следом Рн. секущей плоскости. След плос­
кости пересекает в точке 3?  направляющую 
аЪ, а'Ь'. Ход точки 33' пересекает заданную 
прямую ef, e f  в искомой точке хх'.

При построении линии пересечения по­
верхности вращения произвольно располо­
женной плоскостью, как и в случае проеци­
рующей плоскости, сначала определяют 
главные точки кривой линии пересечения.

На рис. 313 построена линия пересечения 
поверхности вращения, заданной очерками, 
плоскостью m nf m'n'f.  Плоскость Qv эк­
ватора поверхности вращения пересекает 
заданную плоскость по горизонтали abt a 'b \ 
которая пересекает экватор в главных точ­
ках IV  и 22  линии пересечения. Главная 
меридиональная плоскость N ih поверхнос­
ти вращения пересекает заданную плоскость 
по фронтали cd, e'd'. Фронталь пересекается 
с главным меридианом в точках 33' и 44'. 

Эти точки также являются главными точ­
ками линии пересечения. Заметим, что фрон­
таль cd, e'd' пересекается с осью поверх­
ности вращения в точке кк' и, следовательно, 
точка кк' является точкой пересечения оси 
поверхности вращения заданной плоско­
стью.

Высшая и низшая точки линии пересе­
чения поверхности вращения плоскостью 
особенно просто определяются для случая 
фронтально-проецирующей плоскости. По­
вернем заданную плоскость, вращая ее во­
круг оси, в положение фронталь но-проеци­
рующей плоскости. Ее фронтальный след 
пройдет через точку к'. При указанном стрел­
кой направлении поворота углом поворота 
является угол Ь. Повернув на этот угол в 
принятом направлении точку тт' плоско­
сти, найдем ее смещенное положение т \т\ .
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Искомый фронтальный след Л/, плоскости 
определится точками m i' и к'.

Из рассмотрения чертежа следует, что 
точки 6\б\ ' и 5 \5 \’ являются высшей и низ­
шей точками линии пересечения при смешен­
ном положении заданной плоскости.

Для восстановления заданной плоскости 
необходимо ее повернуть в обратном на­
правлении на угол д. При обратном повороте 
точки 6\6\ и 5 i5 i' перемещаются в горизон­
тальных плоскостях и занимают искомые 
положения 66' и 55' высшей и низшей точек 
линии пересечения.
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214 Промежуточными точками линии пере­
сечения являются точки пересечения любой 
из параллелей поверхности вращения задан­
ной плоскостью. Возьмем, например, парал­
лель точки ее главного меридионального 
сечения. Ее плоскость пересечет заданную 
плоскость по горизонтали. Точки 77 и 88' 
пересечения этой горизонтали с параллелью 
являются промежуточными точками иско­
мой линии пересечения.

Видимую часть линии пересечения от 
невидимой в горизонтальной проекции отде­
ляют точки / и 2 проекции экватора, а во 
фронтальной проекции — точки 3' и 4' про-
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екции главного меридиана. Точка 66\ рас­
положенная выше экватора, видна в гори­
зонтальной проекции, а значит видна и ду­
га 1362 проекции линии пересечения. Точ­
ка 66' видна и во фронтальной проекции, 
так как она лежит перед главной меридио­
нальной плоскостью. Отсюда следует, что 
видимой является вся дуга 3'6 '74' проекции 
линии пересечения.

Линии пересечения винтовых поверхнос­
тей произвольно расположенными плоскос­
тями, как и фронтально-проецирующими 
плоскостями, наиболее просто строить, 
пользуясь вспомогательными геликоидами

На рис. 314 показано применение вспомо­
гательных прямых геликоидов для построе­
ния линии пересечения винтовой поверхнос­
ти произвольно расположенной плоскостью 
nine/, m n 'e 'f. Винтовая поверхность левого 
хода задана базовой линией — гелисой и 
производящей линией ab, a b\ лежащей в 
плоскости Qy.

Рассмотрим ряд вспомогательных гели­
коидов, производящими линиями которых 
являются горизонтали данной плоскости. 
Углы поворота Si, **  ... производящих ли­
ний вспомогательных геликоидов при опус­
кании их винтовым движением на плос­
кость Qy зависят от осевых смещений st, 
s2, ... соответствующих производящих ли­
ний.

Ось винтовой поверхности^ пересекается 
заданной плоскостью в точке кк\ через кото­
рую проходит горизонталь /2, Г 7  плоскос­
ти. Эксцентриситеты с©, е,, ... вспомога­
тельных геликоидов проецируются на гори­
зонтальную плоскость проекций в натураль­
ную величину и могут быть определены по 
горизонтальной проекции линии наиболь­
шего уклона г г, fV  заданной плоскости mnej, 
т  n'e f .  Пользуясь величинами эксцентриси­
тетов с и углов поворота я, строим кривую 
линию (спираль Архимеда) как геометриче­
ское место оснований перпендикуляров, опу­
щенных из точки о на расположенные в 
плоскости Qy проекции производящих пря­
мых линий вспомогательных геликоидов. 
Через точки спирали перпендикулярно к ее 
радиусам-векторам проводим ряд располо-

в
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женных в плоскости Qy производящих линий 
вспомогательных геликоидов и отмечаем 
точки аа\ сс\ ЬЬ' их пересечения с задан­
ной производящей линией abt а 'Ь ' винтовой 
поверхности.

Расположенные в плоскости Qy произ­
водящие линии вспомогательных геликои­
дов вместе с отмеченными на них точка­

ми аа\ сс\ ...» ЬЬ' приводим в начальные их 215 
положения горизонталей плоскости mnej\ 
m 'n 'ff. Указанные точки занимают тогда 
положения a ia i\  a c i\  ..., b ib i\  геометри­
ческим местом которых является искомая 
кривая линия a\b\, a i'b i' пересечения вин­
товой поверхности заданной плоскостью 
mnef , m 'n'e'f.

К О Н И Ч Е С К И Е  С Е Ч Е Н И Я

При пересечении конуса вращения плос­
костью могут получаться пересекающиеся 
прямые, окружность, эллипс, гипербола и 
парабола. Плоскость, проходящая через вер­
шину конуса, пересекает его по п р я м ы м  
л и н и я м .  Сечением конуса вращения плос­
костью, перпендикулярной к его оси, явля­
ется о к р у ж н о с т ь .

Если секущая плоскость пересекает все 
образующие конуса и не перпендикулярна 
к его оси, то в сечении получается э л л и п с .

Если секущая плоскость пересекает обе 
полы конуса вращения и, следовательно, 
параллельна двум образующим конуса, то 
в сечении получается г и п е р б о л а .  Если 
же плоскость пересекает только одну полу 
конуса и параллельна одной образующей 
(угол ее наклона к оси конуса равен у!лу, 
который составляют образующие конуса с 
его осью), то в сечении получается п а р а ­
б ол а .

При построении линии пересечения ко­
нуса вращения плоскостью удобно исполь­
зовать следующую теорему.

Т е о р е м а: Ортогональная проекция 
плоского сечения конуса вращения на плос­
кость. перпендикулярную к его оси. представ­
ляет собой кривую второго порядка и имеет 
одним из своих фокусов ортогональную про­
екцию на э ту  плоскость вершины конуса.

На рис. 315 показано построение линии 
пересечения конуса вращения фронтально- 
проецирующей плоскостью М у . Линией пе­
ресечения является эллипс. Точки IV  и 22 — 
высшая и низшая точки линии пересечения. 
Отрезок V 2  равен величине большой оси 
эллипса (V 2  2л), а отрезок 12 равен боль-

§54
шой оси эллипса горизонтальной проекции 
линии пересечения (1 2  — 2 а  c o s o l ).

Определив большую ось 12 эллипса го­
ризонтальной проекции и его фокус s, найдем 
малую ось эллипса. Для этого из фокуса s

Р и с . 315
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проведем окружность радиусом, равным по­
ловине большой оси /2, и засечем на перпен­
дикуляре, проведенном к большой оси в ее 
середине, точки 3 и 4. принадлежащие малой 
оси. Отрезок 34 равен величине 2b малой 
оси эллипса, полученного от пересечения 
заданного конуса плоскостью М у . По из­
вестным осям строим эллипс — проекцию 
рассматриваемого сечения конуса.

На рис. 316 показан случай, когда секу­
щая фронтально-проецирующая плоскость 
пересекает обе полы конуса вращения. Здесь 
линией пересечения является гипербола.

Определяем без каких-либо вспомога-

Р и с, 317

тельных построений вершины гиперболы и 
ее центр.

Для построения горизонтальной проек­
ции ветвей гиперболы воспользуемся гори­
зонтальной проекцией s точки ss\ которая 
является одним из фокусов гиперболы-про­
екции. Пользуясь этой точкой и действитель­
ной осью 2л, находим асимптоты гипербо­
лы-проекции, а затем известным способом 
строим необходимое количество ее точек.

На рис. 317 показано построение линии 
пересечения конуса вращения фронтально- 
п росцирующей плоскостью М у . Плоскость 
составляет с осью конуса угол, равный углу
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наклона к оси конуса его образующих. Здесь 
линией пересечения является парабола. На 
чертеже определены вершина, фокус и точ­
ки //' и 27 параболы. Имея вершину и фо­
кус, строим директрису параболы, а затем 
обычным способом находим необходимый 
ряд точек параболы — горизонтальной про­
екции линии пересечения.

На рис. 318 показаны построения линии 
пересечения конуса вращения горизонталь- 
но-проецирующей плоскостью NH. Линией 
пересечения здесь является гипербола.

Пересечем конус меридиональной плос­
костью N SM . перпендикулярной к плоскос­

ти NH . На образующих конуса и прямой 217 
пересечения плоскостей NSH и NH находятся 
вершины гиперболы. Определяем центр оо' 
гиперболы. Асимптоты гиперболы парал­
лельны образующим is, 3 'i и 4sy 4's' конуса.
Они получены как линии пересечения конуса 
меридиональной плоскостью, параллельной 
плоскости N h . Проведем в точках 3 и 4 
касательные к окружности основания конуса 
и отметим точки IV  и 22 их пересечения со 
следом Nh . Прямые линии o l, о 'Г  и о2, о'7  
являются асимптотами гиперболы. Имея 
вершины и асимптоты для фронтальной про­
екции гиперболы» определяем известным 
способом ряд точек гиперболы.

Построение линии пересечения конуса 
вращения произвольно расположенной плос­
костью mne, m 'rif показано на рис. 319.
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218 Здесь сначала определены точки линии пере­
сечения. расположенные на главном мери­
диане. Фронталь 12, Г2 ', расположенная в 
главной меридиональной плоскости, пере- 
секае! образующие фронтального очерка в 
точках 33" и 44', а ось конуса — в точке кк’. 
Затем построена горизонталь 5к, 5’к’ плос­
кости и намечен след N s h  меридиональной 
плоскости, перпендикулярной к горизонта­
ли. В плоскости N s h  находятся высшая и 
низшая точки линии пересечения. Эти точ­
ки ЬЬ' и аа определены как точки пересечения 
прямой к8, к'81 плоскости N s h  и заданной 
плоскости с образующими 6s, 6 's' и 7s, 7's', 
расположенными в меридиональной плос­
кости N s h  .

Отрезок аЬ является большой осью эл­
липса горизонтальной проекции, а точка s — 
одним из фокусов этого эллипса. Засекая из 
фокуса s точки d и с радиусом, равным поло­
вине отрезка ab, на перпендикуляре, восстав­
ленном к отрезку ab в его середине о, опре­
делим малую ось dc эллипса. Взаимно пер­
пендикулярные диаметры ab, а 'Ь ' и dc, d c’ 
представляются, как и всякие сопряженные 
диаметры в их фронтальных проекциях, 
сопряженными диаметрами фронтальной 
проекции линии пересечения конуса враще­
ния заданной плоскостью. Известным мето­
дом по сопряженным диаметрам опреде­
ляем большую и малую оси эллипса и строим 
необходимый ряд его точек.

§С С  П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е  П Л О С К О С Т Я М И  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й  
- - В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А  О Ы Ц Е Г О  В И Д А

Рассмотрим построение линий пересе­
чения поверхностей второго порядка общего 
вила проецирующими плоскостями. На 
рис. 320 показан конус второго порядка, 
который пересекает горизонтально-проеци- 
руюшая плоскость Nh . Построим линию 
пересечения. Для этого намечаем горизон­
тальные проекции /, 2, ... ряда точек этой 
поверхности, находящихся на различных па­
раллелях — эллипсах конуса. Принимаем 
горизонтальную проекцию основания ко­
нуса за одну из проекций обобщенного чер­
тежа. Намечаем основную линию O iO i па­
раллельно большой оси эллипса основания.

Для точек I, 2,... горизонтальных проек­
ций на обобщенном чертеже недостающими 
проекциями являются точки /,, 2........ Ок­
ружностям. проходящим через точки /,. 
2 i, ..., соответствуют эллипсы тех паралле­
лей, на которых располагаются точки //', 
27.......

Пользуясь построенными окружностями, 
отмечаем точки 12, 22, .... которым на фрон­
тальном очерке конуса соответствуют точ­
ки l i ,  2z\ ... Через эти точки проходят сле­
ды плоскостей параллелей-эллипсов, на ко­
торых находятся выбранные точки. Проведя

линии связи намеченных точек, получаем 
их фронтальные проекции Г , Т , ...

Таким образом, определяем достаточ­
ный ряд точек искомой линии пересечения — 
гиперболы.

На рис. 321 показано пересечение эллип­
тического параболоида (Ьронтально-проеци- 
рующей плоскостью M v. Здесь большая ось 
эллипса-основания не параллельна направ­
лению оси проекций. Параболоид задан его 
высотой h и полуосями а и Ь хчлипса-осно- 
вания. Рассмотрим построение фронталь­
ного очерка параболоида. Принимаем гори­
зонтальную проекцию основания парабо­
лоида за проекцию обобщенного чертежа, 
наметив основную линию OiO параллельно 
большой оси эллипса и направление обоб­
щения перпендикулярно к ней.

Определим точки е и к, в которых линии 
связи основного чертежа касаются эллипса- 
основания параболоида. Для этого через 
центр эллипса проводим вертикальную пря­
мую o l и находим ее вторую проекцию oi/i 
на обобщенном чертеже.

Диаметру Г|А|, перпендикулярному к 
прямой U o i, соответствует диаметр эллип­
са ек.
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Пользуясь точками е и к ' параболоида 
заданной высоты, строим параболу фрон­
тального очерка поверхности. Намечаем ряд 
секущих горизонтальных плоскостей Qi, ко­
торые пересекут поверхность по эллипсам. 
Горизонтальные проекции диаметров этих 
эллипсов, параллельных диаметру ек, е к ' 
эллипса-основания, находятся на прямой ек, 
а их величины определяются линиями связи 
по точкам параболы фронтального очерка.

Построением подобных треугольников ееоо, 
22ооf ... определяем горизонтальные проек­
ции больших осей этих эллипсов. На обоб­
щенном чертеже указанным эллипсам со­
ответствуют окружности с центром в 
точке о\.

Проводим далее ряд горизонталей плос­
кости М \ , расположенных в плоскостях Q i, 
и находим их недостающие проекции на 
обобщенном чертеже. Эти проекции па рал-

219
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лельны построенной прямой о, /,. Точки 
пересечения указанных проекций горизон­
талей с соответствующими окружностями 
являются проекциями точек пересечения го­
ризонталей эллипсами.

На обобщенном чертеже находим гори­
зонтальные проекции точек пересечения и 
строим искомую горизонтальную проекцию 
линии пересечения.

На рис. 322 построена линия пересечения 
эллиптического параболоида произвольно 
расположенной плоскостью, заданной сле­
дами.

Принимаем горизонтальную проекцию 
основания параболоида за одну из проекций 
обобщенного чертежа, наметив основную 
линию ОхОг параллельно малой оси эл­
липса-основания. Проводим ряд секущих 
горизонтальных плоскостей Qy, которые 
пересекают параболоид по эллипсам, а плос­
кость — по горизонталям. Недостающи­
ми проекциями эллипсов обобщенного чер­
тежа являются окружности с общим цент­
ром 01.

Строим окружности, соответствующие 
намеченным эллипсам-параллелям и не­
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достающие на обобщенном чертеже проек­
ции горизонталей. Точки mm,, ее,. ля,, ... 
являются на обобщенном чертеже точками 
пересечения эллипсов соответствующими го-

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Укажите общ ую  схему определенна точек 
линии пересеченна поверхности плоскостью .

2. Какие точки линии пересечениа поверх­
ности плоскостью  называю т главными (опор­
ными)?

3. Укажите последовательность графических 
построений при определении точек пересечениа 
прямой с поверхностью.

риэонталями. На основном чертеже найдем 221 
точки mm', nri, ее', определяющие иско­
мую линию пересечения параболоида за­
данной плоскостью.

4. Укажите условна, при которых в сечении 
конуса вращение плоскостью получаетса окруж­
ность, эллипс, гипербола, парабола, пересекаю- 
шиеса прамые.

5. Укажите последовательность графических 
построений при определении линий пересеченна 
плоскостями поверхностей второго порадка об­
щего вида.
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Две поверхности пересекаются по кривой 
линии, которую можно определить по точ­
кам пересечения линий одной поверхности 
с другой или по точкам пересечения линий 
каждой из поверхностей — линий первой по­
верхности со второй и линий второй поверх­
ности с первой. Такими линиями могут быть 
производящая в ряде ее положений, ходы
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точек производящей линии и вообще любые 
линии на поверхности.

Следовательно, для построения линии 
пересечения поверхностей необходимо найти 
общие точки для данных поверхностей.

Линию пересечения поверхностей можно 
построить, применяя вспомогательные секу­
щие поверхности (посредники), пересекаю­
щие данные поверхности по каким-либо 
линиям. Точки пересечения этих линий при­
надлежат одновременно двум данным по­
верхностям, т. е. линии их пересечения. Взяв 
достаточное количество вспомогательных 
поверхностей, можно найти достаточное ко­
личество точек искомой линии.

На рис. 323 показана схема определения 
линии пересечения поверхности торса с по­
верхностью вращения. В качестве вспомога­
тельной поверхности (посредника) выбрана 
плоскость Q, пересекающая торс по его об­
разующей — прямой линии, а поверхность 
вращения — по кривой линии. Точки К  и Е  
искомой линии пересечения поверхностей 
определены как точки пересечения этих ли­
ний. Аналогичными построениями опреде­
ляется ряд точек линии пересечения поверх­
ностей.

Таким образом, задача на построение 
линии пересечения поверхностей сводится 
здесь к ряду задач на определение точек 
пересечения линий с поверхностью.
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Точки пересечения поверхностей кривы­
ми линиями можно определять, применяя 
вспомогательные поверхности, проходящие 
через данные кривые линии.

Рассмотрим построение точек пересече­
ния кинематических поверхностей основных 
видов кривыми линиями. Здесь при выборе 
вспомогательной поверхности используется 
то обстоятельство, что кинематические по­
верхности основных видов одного и того же 
закона образования пересекаются между со­
бой по общим ходам точек.

На рис. 324 представлена схема, а на 
рис. 325 ортогональный чертеж построения 
точки пересечения цилиндра кривой линией. 
Цилиндр задан плоской направляющей ли­
нией А В  и направлением образующих — 
стрелкой точки В.

Построим точку пересечения этой по­
верхности кривой линией CD. Кривую ли­
нию CD  принимаем за направляющую ли­
нию вспомогательного цилиндра, образу­
ющие которого параллельны образующим 
заданного цилиндра, т. е. параллельны стрел­
ке точки В  Строим линию C| D x пересечения 
этого цилиндра плоскостью Q. Кривые ли­
нии С, £>, и А В, принадлежащие плоскости Q, 
пересекаются в точке K v

Образующая, проходящая через эту точ­
ку. принадлежит заданному и вспомога­
тельному цилиндрам, а точка К  ее пересе­
чения с кривой линией CD  является искомой.

Определим точку пересечения кривой ли­
нии ab% а'Ь ' с поверхностью вращения, за­
данной очерками (рис. 326).
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Кривую линию аЬ, а 'Ь ' принимаем за 
производящую линию вспомогательной по­
верхности вращения, соосной с заданной 
поверхностью, и строим фронтальный мери­
диан a ib i9 a i'b i* этой вспомогательной по­
верхности

Фронтальные меридианы данной и вспо­
могательной поверхностей вращения пере­
секаются в точке k ik i\  через которую про­
ходит общая параллель этих поверхностей. 
Точка кк' пересечения этой параллели с кри­
вой аЬч а'Ь ' является искомой.

На рис. 327 показаны построения точки 
пересечения винтовой поверхности кривой 
линией се, cV . Винтовая поверхность задана 
базовой линией (гелисой) и производящей 
кривой (фронтальным меридианом) ab, а 'Ь '.

Кривую линию се, de' принимаем за 
производящую линию вспомогательной вин­
товой поверхности одинакового хода и шага 
с заданной винтовой поверхностью и строим

фронтальный меридиан cie i, с\'е\ вспомо­
гательной винтовой поверхности.

Фронтальные меридианы ab, а'Ь ' и ciei, 
с\е\ пересекаются в точке k ik i\  через кото­
рую проходит общий винтовой ход заданной 
и вспомогательной поверхностей (на чертеже 
показана лишь горизонтальная его проек­
ция). Точка кк' пересечения этого винтового 
хода с данной кривой се, de является ис­
комой.

На рис. 328 показана схема построения 
точки пересечения кривой линии CD  с ко­
нусом, заданным вершиной S и направляю­
щей линией А В, лежащей в плоскости Q.

Заданная кривая CD  принята за направ­
ляющую линию вспомогательного конуса, 
вершиной которого является точка S. По­
строена линия пересечения C i D i вспомога­
тельного конуса с плоскостью Q.

Кривые линии А В  и C iD i пересекаются 
в точке К\, через которую проходит общая 
образующая K iS  данного и вспомогатель­
ного конусов. Эта образующая пересека­
ется с кривой CD  в искомой точке К.

На рис. 329 решена аналогичная задача. 
Здесь кривая линия cd, c'd ' пересекает конус, 
заданный вершиной ss' и направляющей аЬ% 
а 'Ь ' в точке kk'.

Точки пересечения кривых линий с ки­
нематическими поверхностями других ви-
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дов определяют, применяя вспомога­
тельные проецирующие цилиндры кривых 
линий.

На рис. 330 показаны построения точки 
пересечения кривой линии cd, c'd ' с торсом, 
заданным ребром возврата ab, а'Ь '. Гори-

Р и с. 330

зонтально-проецирующий цилиндр данной 
кривой cd, c'd ' пересекает торс по кривой 
линии тп % т 'п '. Точка кк' пересечения кри­
вых линий т п ч т 'п  и cd, c'd ' является искомой 
точкой пересечения заданной кривой cd, c'd' 
с поверхностью торса.

I

I

О С Н О В Н Ы Е  С П О С О Б Ы  П О С Т Р О Е Н И Я  Л И Н И Й  
В З А И М Н О Г О  П Е Р Е С Е Ч Е Н И Я  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й §58

При построении линии пересечения двух 
поверхностей вспомогательные секущие по­
верхности (посредники) выбирают такими, 
чтобы они, пересекаясь с данной поверхно­
стью, давали бы простые для построе­
ния линии (например, прямые или окружно­
сти).

Часто за вспомогательные секущие по­
верхности принимают либо плоскости, либо 
сферы.

В ряде случаев при решении задач при­
меняют комбинацию вспомогательных се­
кущих поверхностей. Из общей схемы по­
строения линии пересечения поверхностей

можно выделить два основных способа — 
способ вспомогательных секущих плоскос­
тей и способ сфер.

Линия пересечения двух поверхностей, 
также как и линия пересечения поверхности 
плоскостью, имеет характерные (опорные, 
главные) точки, с которых и следует начинать 
построение линии пересечения. Они позво­
ляют видеть, в каких границах можно изме­
нять положения вспомогательных секущих 
поверхностей (плоскостей) для определения 
произвольных точек.

Иногда при общем расположении двух 
взаимно пересекающихся поверхностей целе-

i s — 71В



226 сообразно произвести преобразование чер­
тежа.

Рассмотрим указанные способы построе­
ния линий пересечения поверхностей.

1. Способ вспомогательных секущих 
плоских посредников

При решении задач на построение линии 
пересечения поверхностей вспомогательные 
секущие плоскости обычно выбирают про­
ецирующие (часто параллельные) или вра­
щающиеся вокруг прямой (собственной или 
несобственной).

Вспомогательные секуише проецирующие 
плоские посредники. Такие плоские посред­
ники применяют в случае, когда они, пере­
секаясь с каждой из данных поверхностей, 
дают прямые линии или окружности. Часто 
проецирующие плоскости выбираются в ви­
де плоскостей уровня — плоскостей, парал­
лельных плоскостям проекций.

На рис. 331 показана модель пересекаю­
щихся поверхностей. Здесь линию пересече­

ния поверхностей можно построить, приме­
няя вспомогательные секущие плоскости 
уровня.

Одна и та же секущая плоскость уровня Р 
пересекает цилиндр по образующим (пря­
мым линиям), а поверхность вращения — 
по окружности. Прямая линия поверхности 
цилиндра пересекается с окружностью по­
верхности вращения в точках / и 2. Эти точки 
принадлежат искомой линии пересечения 
поверхностей.

Выбирая ряд секущих плоскостей, можно 
построить последовательный ряд точек ли­
нии пересечения поверхностей.

Вспомогательные секущие вращающиеся 
плоские посредники. Вращающиеся плоскос­
ти-посредники применяют для построения 
линии пересечения конических и цилиндриче­
ских поверхностей.

Пусть даны две конические поверхности 
с вершинами Si и S г (рис. 332).

Известно, что плоскость, проходящая 
через вершину конической поверхности, пе­
ресекает ее по образующим — прямым ли­
ниям. Очевидно, любая плоскость, проходя-

Р и с .  331 Р и с .  332
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щая через вершины Si и 52 пересекающихся 
конических поверхностей, пересекает каждую 
из поверхностей по образующим.

Точки К  и Е  пересечения образующих, 
находящихся в одной секущей плоскости Р щ 
принадлежат иокомой линии пересечения 
конических поверхностей.

Выбирая ряд вращающихся вокруг пря­
мой S 1S2 вспомогательных секущих плос­
костей, получим ряд точек искомой линии 
пересечения поверхностей.

2. Способ вспомогательных секущих 
сферических посредников

При построении линии пересечения не­
которых поверхностей, а также при их осо­
бом взаимном расположении не всегда ра­
ционально применять вспомогательные се­
кущие плоскости. В некоторых случаях при­
меняют способ вспомогательных секущих 
сфер.

Вспомог ательные секущие концентриче­
ские сферические посредники*. Этот способ 
применяют для построения линии пересе­
чения двух поверхностей вращения общего 
вида с пересекающимися осями (с общей 
плоскостью симметрии). Каждая из этих 
поверхностей имеет семейство окружностей, 
по которым она пересекается концентриче­
скими сферами.

Пусть две поверхности вращения с пере­
секающимися осями и общей фронтальной 
плоскостью симметрии заданы одной фрон­
тальной их проекцией (рис. 333). Точки пере­
сечения меридианов поверхностей вращения 
принадлежат искомой линии пересечения 
поверхностей. Их определяем непосредст­
венно (без каких-либо дополнительных по­
строений) на чертеже.

Другие точки линии пересечения можно 
1юстроить следующим образом. Из цент-

* С феры с общим центром называются кон­
цент рически  им

ра оо пересечения осей проведем сферу ра­
диусом R. Фронтальной проекцией сферы 
является окружность радиусом Я, проведен­
ная из центра о'. Эта вспомогательная сфера 
пересекает заданные поверхности вращения 
по окружностям. Окружности на чертеже 
изображаются отрезками прямых. Они пе­
ресекаются в точках IV  и 22. Проекции этих 
точек есть точки пересечения проекций ок­
ружностей. Точки V и 2  принадлежат фрон­
тальной проекции искомой линии пересече­
ния поверхностей вращения. Изменяя ра­
диус R вспомогательной секущей сферы, 
можно получить последовательный ряд то­
чек линии пересечения.

Вспомогательные секущие эксцентриче­
ские сферические посредники*. Вспомога­
тельные секущие эксцентрические сферы при­
меняют при построении линии пересечения 
двух поверхностей вращения, имеющих об­
щую плоскость симметрии. Оси поверхнос­
тей вращения не пересекаются. Каждая из 
таких поверхностей имеет семейство окруж­
ностей, по которым пересекаются эксцентри­
ческие сферы.

* Сферы с различными положениями центров 
называются эксцентрическими.

• 5*



перпендикуляре, восставленном из центра 
окружности к плоскости M v.

Для пересечения конуса (поверхности вра­
щения) вспомогательной секущей сферой 
по окружности надо, чтобы центр такой 
сферы находился бы на оси конуса вращения 
(поверхности вращения).

Точка во пересечения перпендикуляра 
с осью конуса вращения (поверхности вра­
щения) является центром вспомогательной 
секущей сферы соответствующего радиуса R 
Такая вспомогательная секущая сфера пере­
секает кольцо и данную поверхность по ок­
ружностям, фронтальные проекции кото­
рых— отрезки прямых. Точки пересечения 
окружностей принадлежат искомой линии 
пересечения поверхностей.

Аналогично можно определить последо­
вательный ряд точек линии пересечения по­
верхностей. Вспомогательные сферы имеют 
различные центры на оси конуса (поверх­
ности вращения).

На чертеже построены фронтальные про­
екции линии пересечения. Горизонтальные 
проекции строят, пользуясь параллелями 
поверхностей, которые проецируются на го­
ризонтальную плоскость проекций в виде 
окружностей.

Способ эксцентрических сфер можно при­
менить и для построения линии пересечения, 
когда одна из пересекающихся поверхностей 
не является поверхностью вращения. Необ­

ходимо, чтобы только такая поверхность 229 
имела семейство круговых сечений, центры 
которых и ось поверхности вращения имели 
бы одну плоскость симметрии.

На рис. 336 показаны пересекающиеся 
конус вращения и эллиптический конус с 
круговым основанием. Покажем построения 
линии пересечения поверхностей.

• Возьмем произвольно круговое сечение 
плоскости M v эллиптического конуса, про­
ецирующееся на фронтальную плоскость 
проекций в отрезок Г ? .  Из его центра вос­
ставляем перпендикуляр к плоскости до 
пересечения в точке оо' с осью конуса вра­
щения.

Сфера соответствующего радиуса R . про­
веденная из центра оо\ пересекает конус вра­
щения по окружности, проецирующейся на 
фронтальную плоскость V отрезком 3’4\ 
и пересекает эллиптическую поверхность по 
второй окружности, проецирующейся на 
плоскость V в отрезок 5'6\ Точки а' и Ь' 
пересечения проекций окружностей являют­
ся проекциями точек аа' и ЬЬ' искомой линии 
пересечения поверхностей (каждая из то­
чек а' и Ь' представляет собой проекции двух 
точек).

Возьмем другое круговое сечение эллип­
тического конуса плоскостью M iv  и повто­
рим построения. Линия пересечения поверх­
ностей проходит через точки пересечения 
очерковых образующих.

П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й  П Р О Е Ц И Р У Ю Щ И М И  
Ц ИЛИНДРАМ И (П Р И З М А М И ) § 59

Рассмотрим наиболее простые случаи 
взаимного пересечения поверхностей ци­
линдров и конусов (призм и пирамид), когда 
образующие одной из поверхностей (ци­
линдра, призмы) перпендикулярны к какой- 
либо плоскости проекций. Проекция искомой 
линии на эту плоскость определяется не­
посредственно из чертежа.

На рис. 337 показано построение линии 
пересечения пятигранной пирамиды с ци­
линдром, образующие которого перпенди­

кулярны к горизонтальной плоскости про­
екций.

Линия пересечения состоит из пяти рав­
ных между собой дуг эллипсов. Эллипсы 
могут быть построены по точкам пересече­
ния ребер и других произвольных прямых 
пирамиды с поверхностью цилиндра или 
с помощью вспомогательных горизонталь­
ных плоскостей, пересекающих цилиндр по 
окружностям, а пирамиду — по правильным 
пятиугольникам.
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На рис. 338 построена линия пересечения 
трехгранной призмы, ребра которой перпен­
дикулярны к фронтальной плоскости про­
екций, с усеченным конусом вращения, ось 
которого перпендикулярна к горизонтальной 
плоскости проекций. Проекции точек линии 
пересечения определяются при помощи вспо­
могательных горизонтальных плоскостей.

На рис. 339 построена линия пересечения 
фронтально-проецирующего цилиндра с ко­
нусом вращения.

С помощью вспомогательных секущих 
плоскостей определены точки пересечения 
очерковых образующих одной поверхности 
с другой и промежуточные точки линии 
пересечения поверхностей.

Проводя вспомогательную секущую 
фронтальную меридиональную плоскость 
конуса вращения, определяем точки пере­
сечения главного меридиана конуса враще­
ния с параллелью (окружностью) проециру­
ющего цилиндра.

Выбирая горизонтальную секущую плос­
кость, проходящую через ось цилиндра вра­
щения, определяем две гочки пересечения 
очерковой образующей цилиндра с поверх­
ностью конуса.

Промежуточные точки, а также высшая 
и низшая точки линии пересечения поверх­
ностей, находятся с помощью вспомогатель­
ных горизонтальных плоскостей -— плоскос­
тей уровня.
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На рис. 340 построена линия пересечения 
горизонтально-проецирующего цилиндра 
вращения с поверхностью вращения.

Фронтальные меридиональные сечения 
поверхностей пересекаются в точках //' и 22'. 
Точки 33' и 44' линии пересечения построены 
с помощью горизонтальных плоскостей, пе­
ресекающих обе заданные поверхности по 
окружностям.

На рис. 341 построена линия пересечения 
правильной шестигранной призмы с соос­
ным с ней конусом вращения. Такой случай 
возможен при снятии конической фаски на 
шестигранной гайке.

Величина D, равная диаметру вписанной 
окружности направляющего шестиугольни­

Р и с .  340

ка призмы, определяет размер гаечного 
ключа. Конус вращения задают вершиной 
и углом при его вершине. Верхняя плос­
кость М\ гайки пересекает конус вращения 
по параллели — окружности. Такую парал­
лель называют окружностью обточки гайки.

Искомая линия пересечения состоит из 
шести одинаковых частей.

Для определения наивысших точек линии 
пересечения строим параллель конуса, ка­

сающуюся граней призмы.
Параллель конуса, пересекающаяся реб­

рами призмы, определяет низшие точки 
линии пересечения.

Для постррения промежуточных точек 
линии пересечения берем какую-либо из
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промежуточных параллелей. Эта параллель 
каждую из граней пересекает в двух точках, 
которые принадлежат линиям пересечения 
граней призмы с конусом. Грани призмы, 
плоскости которых параллельны оси конуса

вращения, пересекают конус вращения по 
гиперболам.

На рис. 341 построена также профильная 
проекция заданных поверхностей и их линии 
пересечения.

§60 В З А И М Н О Е  П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е  Л И Н Е Й Ч А Т Ы Х  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й

1. Взаимное пересечение конических 
поверхностей

Линии пересечения конических поверх­
ностей (пирамид) удобно строить, если эти 
поверхности имеют плоские направляющие 
линии. Если направляющие линии поверх­
ностей пространственные, то их можно за­
менить плоскими, пересекая каждую из по­
верхностей плоскостью. Направляющие ли­
нии конических поверхностей могут лежать 
или в одной, или в разных плоскостях.

При решении задачи на построение линии 
взаимного пересечения конических поверх­
ностей (пирамид) на чертеже построения в 
значительной мере упрощаются, если на­

правляющие линии поверхностей лежат в 
проецирующих плоскостях

На рис. 342 показана схема построения 
линии пересечения конических поверхностей, 
направляющие линии которых лежат в одной 
плоскости Q.

Следуя основной схеме построения линии 
пересечения кинематических поверхностей, 
определяем точки пересечения образующих 
одной поверхности с другой.

Вспомогательные секущие плоскости, ко­
торые проводят через образующие одной 
поверхности при определении точек их пере­
сечения с другой поверхностью, выбирают 
проходящими через вершины обеих кони­
ческих поверхностей. Следы этих плоскостей



на плоскости Q проходят через точку К  
пересечения с плоскостью Q прямой линии, 
соединяющей вершины S и Si заданных ко­
нических поверхностей.

Следы секущих плоскостей пересекают 
направляющие линии поверхностей в точках, 
через которые проводят образующие задан­
ных поверхностей. Точки пересечения по­
строенных образующих принадлежат линии 
пересечения конических поверхностей.

На рис. 343 показана схема построения 
линии пересечения двух конических поверх­
ностей, направляющие линии которых лежат 
в разных плоскостях. Одна коническая по­
верхность задана направляющей кривой в 
плоскости Q и вершиной S, другая — направ­
ляющей кривой в плоскости U  и вершиной S i.

Прямая линия, проходящая через верши­
ны S и Si конических поверхностей, пересе­
кается с плоскостью Q в точке /Г, а с плоско­
стью U — в точке Т.

Следы вспомогательных секущих плос­
костей на плоскости Q проходят через точ­
ку К л а на плоскости U  — через точку Г. 
Кроме того, следы пересекаются между со­
бой в точках, находящихся на прямой пере­
сечения плоскостей Q и U .

Проводим ряд вспомогательных секу­
щих плоскостей и строим линии их пересе­
чения с заданными поверхностями. По точ­
кам пересечения таких линий (образующих) 
строим линию взаимного пересечения koi  i - 
ческих поверхностей.

Для определения последовательности со­
единения найденных точек линии пересече­
ния применяют метод одновременного об­
хода направляющих линий заданных по­
верхностей.

Приведем примеры применения указан­
ных схем к решению задач на чертеже.

На рис. 344 построена линия пересечения 
конуса с пирамидой для случая, когда их 
направляющие линии лежат в одной проеци­
рующей плоскости Qv.

Прямая линия, проходящая через вер­
шины ss' и л  s i' заданных поверхностей, 
пересекается с плоскостью направляющих 
линий в точке п' (точка « ' находится за пре­
делами чертежа), через которую проходят

следы всех вспомогательных секущих плос­
костей.

Следы P q вспомогательных плоскостей, 
каждая из которых касается одной поверх­
ности и пересекает другую, показывают, что 
заданное пересечение имеет вид врезки.

Для построения линии пересечения за­
данных поверхностей сначала выбираем сле­
ды вспомогательных плоскостей, проходя­
щие через вершины направляющего много-



угольника пирамиды и через точки направ­
ляющей линии конуса, принадлежащие очер­
ковым его образующим. Затем намечаем 
следы ряда промежуточных вспомогатель­
ных плоскостей.

Образующие заданных поверхностей, 
проходящие через точки пересечения следов 
вспомогательных плоскостей с направляю­
щими линиями, пересекаются между собой 
в точках, принадлежащих искомой линии 
пересечения.

Для определения последовательности со­
единения точек линии пересечения применим 
метод одновременного обхода направляю­
щих линий. Соединяем последовательно 
плавной кривой точки образующих конуса,

совершая обход по направляющей линии в 
направлении против хода часовой стрелки от 
точки сс' к точке dd\ а затем обратно к 
точке cd  в направлении хода часовой 
стрелки.

Одновременно делаем обход направляю­
щей линии пирамиды в направлении против 
хода часовой стрелки от точки ЬЬ' до точ­
ки аа'. Такими обходами устанавливается 
порядок соединения точек пересечения обра­
зующих поверхностей, которые принадлежат 
части линии их пересечения.

Для установления последовательности 
соединения точек остальной части линии 
пересечения совершаем обход по направ­
ляющей линии конуса в направлении хода
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236 часовой стрелки от точки сс' до точки ее' 
и обратно к точке сС' в направлении против 
хода часовой стрелки. Одновременно делаем 
обход направляющей линии пирамиды в на­
правлении хода часовой стрелки от точки аа 
до точки ЬЬ'.

Указанными одновременными обходами 
установится порядок последовательного со­
единения точек оставшейся части линии пере­
сечения поверхностей.

При определении фронтальных проекций 
точек линии пересечения более точные ре­
зультаты получаются, если их строить как 
точки пересечения фронтальных проекций 
соответствующих образующих, а затем про­
верять путем построения линий связи. При 
построении линий пересечения поверхностей 
достигается большая наглядность изобра­
жения, если видимые линии на проекциях 
поверхностей обводить сплошными линия­
ми, а невидимые — штриховыми. Следует 
иметь в виду, что видимые точки линии 
пересечения в проекции получаются только 
при пересечении двух видимых образую­
щих заданных поверхностей.

На рис. 345 построена линия пересечения 
конуса с пирамидой для случая, когда их 
направляющие линии лежат в разных одно­
именных проецирующих плоскостях, в дан­
ном случае в горизонтально-проецирующих 
плоскостях NH и UH .

Прямая линия, проходящая через верши­
ны заданных поверхностей, пересекается с 
плоскостью NH в точке а\  а с плоско­
стью Uh —  в точке f f .

Фронтальные проекции следов каждой 
вспомогательной секущей плоскости на плос­
костях Sn  и Uh проходят соответственно 
через точки г' и/ и пересекаются между собой 
в точке, лежащей на вертикальной прямой 
линии — фронтальной проекции линии пере­
сечения плоскостей NH и (/„.

Крайние парные следы секущих плос­
костей показывают, что при заданном рас­
положении поверхностей пересечение явля­
ется полным, т. е. имеет вид входа и выхода.

Вспомогательные секущие плоскости вы­
бираем таким образом, чтобы их следы про­
ходили через вершины направляющего мно­

гоугольника пирамиды и точки направляю­
щей линии конуса, принадлежащие его очер­
ковым образующим; затем строим следы 
промежуточных вспомогательных плоско­
стей.

Точки взаимного пересечения образую­
щих, проходящих через соответствующие 
точки направляющих линий, принадлежат 
искомой линии пересечения. Последователь­
ность соединения точек линии пересечения 
устанавливается одновременными обходами 
направляющих линий.

На рис. 346 показано пересечение конуса 
с пирамидой, когда направляющие их линии 
лежат в разноименных проецирующих плос­
костях Nh и  M v .

Прямая линия, проходящая через верши­
ны заданных поверхностей, пересекается с 
плоскостью M v в точке Jf\  а с плоскостью 
Nh — в точке tt' (точка tt' на чертеже не 
показана).

След каждой вспомогательной секущей 
плоскости на плоскости NH проходит через 
точку tt', а ее след на плоскости Му — через 
точку JJT. Следы пересекаются между собой 
на линии ек, е 'к ' пересечения плоскостей 
N h и  М р .

Следы вспомогательных плоскостей, ка­
сательных к одной поверхности и пересека­
ющих другую, показывают, что заданное 
пересечение является неполным.

Для построения линии пересечения про­
водим следы вспомогательных секущих 
плоскостей через вершины направляющего 
многоугольника пирамиды и точки направ­
ляющей линии конуса, принадлежащие его 
очерковым образующим, а затем проводим 
ряд промежуточных следов. Образующие 
заданных поверхностей, проходящие через 
точки пересечения следов вспомогательных 
плоскостей с направляющими линиями, пе­
ресекаются между собой в точках, принад­
лежащих искомой линии пересечения.

Для определения последовательности со­
единения найденных точек пересечения при­
меняем правило одновременных обходов 
направляющих линий.

Если вершины пересекающихся кониче­
ских поверхностей находятся на равных рас­
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стояниях от плоскости их направляющих 
линий, то следы прямой, проходящей через 
вершины поверхностей, представляются не­
собственными точками, т. е. каждая из таких 
точек (следов прямой) находится в беско­
нечности.

В этих случаях следы вспомогательных 
секущих плоскостей, проходящие через об­
разующие каждой из заданных поверхнос­
тей, параллельны прямой линии вершин ко­
нических поверхностей.

Если же направляющие линии кониче­
ских поверхностей лежат в одной проеци­
рующей плоскости, но линия, соединяющая 
вершины поверхностей, не пересекается в

пределах чертежа с плоскостью направляю­
щих линий, часто пользуются дополнитель­
ными сечениями.

Достаточно простые построения искомой 
линии пересечения получаются, если обе за­
данные поверхности пересечь проецирующей 
плоскостью, параллельной прямой линии, 
соединяющей вершины поверхностей и по­
строенные линии пересечения принять за 
направляющие линии. При этих условиях 
следы вспомогательных секущих плоско­
стей на плоскости дополнительных направ­
ляющих параллельны соответствующей про­
екции прямой линии, соединяющей вершины 
поверхностей.
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238 2. Пересечение конической поверхности 
цилиндрической

Построим линию пересечения конической 
поверхности с цилиндрической (рис. 347). 
Коническая поверхность задана направляю­
щей кривой линией в плоскости Q и верши­
ной 5. Цилиндрическая поверхность задана 
направляющей кривой в этой же плоскости Q 
и направлением образующих — стрелкой 
точки В. Построение такой линии аналогич­
но случаю определения линии пересечения 
двух конических поверхностей, из которых 
одна имеет несобственную вершину.

В качестве вспомогательных секущих 
плоскостей, которые проводим через обра­
зующие, принимаем плоскости, проходящие 
через вершину конической поверхности па­
раллельно направлению образующих ци­
линдрической поверхности.

Такие секущие плоскости пересекают каж­
дую из поверхностей по образующим. Вспо­
могательные плоскости пересекают плос­
кость направляющих линий по прямым, 
проходящим через точку К. Точку К  можно 
построить как точку пересечения с плоско­
стью Q прямой линии S/T, параллельной об­
разующим цилиндрической поверхности и 
проходящей через вершину S конической 
поверхности.

Следы секущих плоскостей пересекают 
направляющие линии заданных поверхно­
стей в точках, через которые проходят обра-
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зующие поверхностей. Точки пересечения 
образующих определяют линию взаимного 
пересечения поверхностей.

Рассмотрим схему построения линии пе­
ресечения конической поверхности с цилинд­
рической для случая, когда плоские направ­
ляющие линии поверхностей лежат в разных 
пересекающихся между собой плоскостях Q 
и U (рис. 348).

Коническая поверхность задана направ­
ляющей кривой в плоскости Q и верши­
ной S. Цилиндрическая поверхность задана 
направляющей кривой в плоскости V и на­
правлением образующих — стрелкой точ­
ки В.

Прямая, параллельная направлению об­
разующих цилиндра и проходящая через 
вершину S конической поверхности, пересе­
кается с плоскостями направляющих линий 
в точках К  и Т. Через эти точки проходят 
парные следы P i и Pq вспомогательных 
плоскостей. Следы пересекаются между со­
бой в точках, лежащих на линии пересечения 
плоскостей Q и U. Следы пересекают на­
правляющие линии поверхностей в точках, 
через которые проходят образующие этих 
поверхностей. Точками пересечения обра­
зующих определяется линия пересечения по­
верхностей.

На рис. 349 построена линия пересечения 
цилиндра трехгранной пирамидой для слу­
чая. когда направляющие линии поверх­
ностей лежат в одной плоскости Q i .
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Согласно указанной схеме построения 
линии пересечения поверхностей проводим 
прямую линию, параллельную образующим 
цилиндра и находим точку а ' ее пересечения 
с плоскостью Qv (точка tt' на чертеже не 
показана).

Следы Pq секущих плоскостей (касатель­
ных к поверхностям) показывают, что по­
верхности цилиндра и пирамиды не полно­
стью участвуют в пересечении и, следова­
тельно, пересечение неполное, т. е. получа­
ется одна замкнутая линия пересечения.

Проводим следы вспомогательных плос­
костей через вершины направляющего мно­
гоугольника пирамиды и через точки очерко­
вых образующих направляющей линии ци­

линдра. Точки взаимного пересечения обра­
зующих, проходящих через намеченные сле­
дами точки на направляющих линиях, при­
надлежат искомой линии пересечения. По­
следовательность соединения точек линий 
пересечения устанавливается методом одно­
временного обхода направляющих линий.

На рис. 350 построена линия пересечения 
конуса призмой, когда направляющие линии 
поверхностей находятся в разных одноимен­
ных проецирующих плоскостях — во фрон- 
тально-проецирующих плоскостях Му и Uy .

Прямая линия, проходящая через вер­
шину конуса и параллельная ребрам призмы, 
пересекается с плоскостью Uy в точке гг', 
а с плоскостью М у — в точке кк' (точка кк'
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на чертеже не показана). Следы вспомога­
тельных плоскостей на плоскостях М у и V v 
проходят через эти точки. Их горизонталь­
ные проекции Рм  и Pv проходят соответ­
ственно через точки к и t. Кроме того, сле­
ды Рц и Pv пересекаются между собой на 
линии e f— горизонтальной проекции линии 
пересечения плоскостей и Uy.

Следы вспомогательных крайних двух 
секущих плоскостей показывают, что пере­
сечение является полным, т. е. имеет вид 
входа и выхода.

Следы вспомогательных плоскостей сна­
чала проводим через вершины направляю­
щего многоугольника призмы и через точки

направляющей линии конуса, принадлежа­
щие очерковым его образующим. Затем 
проводим следы промежуточных вспомога­
тельных плоскостей. Точки взаимного пере­
сечения образующих, проходящих через на­
меченные следами точки на направляющих 
линиях, принадлежат искомой линии пере­
сечения.

Для определения последовательности со­
единения точек искомой линии пересечения 
воспользуемся методом одновременных об­
ходов направляющих линий поверхностей.

На рис. 351 построена линия пересечения 
цилиндра пирамидой для случая, когда на­
правляющие линии поверхностей лежат в
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через точку г' — фронтальную проекцию точ­
ки tt'. Кроме того, парные следы Рм  и P N 
пересекаются между собой в точках, находя­
щихся на прямой линии пересечения плос­
костей NH и М у .

Следы вспомогательных крайних двух 
секущих плоскостей показывают, что по­
верхности цилиндра и призмы пересекаются 
не полностью, и, следовательно заданное 
пересечение имеет вид врезки.

Следы вспомогательных плоскостей про­
водим через вершины направляющего мно­
гоугольника пирамиды и через точки на­
правляющей линии цилиндра, принадлежа­
щие очерковым его образующим. Затем

разных разноименных проецирующих плос­
костях NH и М у .

Проводим, согласно приведенной выше 
схеме, через вершину ss' пирамиды прямую 
линию, параллельную образующим цилинд­
ра и находим точки tt' и кк'  (точка кк' 
на чертеже не показана) ее пересечения 
с плоскостями N h  и М у  направляющих 
линий.

Горизонтальные проекции Р ч  следов 
вспомогательных плоскостей на плоскос­
ти М% проходят через точку к — горизон­
тальную проекцию точки кк\ а фронтальные 
проекции парных им следов PN вспомога­
тельных плоскостей на плоскости NH —

16 — 71*
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242 проводим следы промежуточных вспомога­
тельных плоскостей.

Определяем точки пересечения образу­
ющих. проходящих через намеченные сле­
дами точки на направляющих линиях. Они 
принадлежат искомой линии пересечения.

Последовательность соединения точек 
линии пересечения определяем методом од­
новременных обходов направляющих линий 
поверхностей. Поверхность цилиндра огра­
ничена плоскостью QH.

3. Взаимное пересечение цилиндрических 
поверхностей

Если вершины пересекающихся кониче­
ских поверхностей в заданных направлениях 
удалять в бесконечность, получим кониче­
ские поверхности с несобственными верши­
нами — цилиндрические поверхности. Пря­
мая линия, соединяющая несобственные вер­
шины, является также несобственной, т. е. 
бесконечно удаленной.

Все плоскости, проходящие через такую 
прямую, взаимно параллельны. Они парал­
лельны и направлениям удаления вершин в 
бесконечность, а значит, и образующим ци­
линдрических поверхностей.

На рис. 352 показана схема построения 
линии пересечения цилиндрических поверх­
ностей, направляющие линии которых лежат 
в одной плоскости Q. Через какую-либо 
точку К , лежащую вне плоскости Q, прове­
дем прямые К Е  и K F % параллельные соот­
ветственнообразующим цилиндрических по-

I* и с. 352

верхностей. Этими прямыми линиями опре­
делится плоскость, которая пересечется плос­
костью направляющих линий цилиндров по 
прямой линии.

Любая плоскость, параллельная плос­
кости K E F , след которой пересекает обе на­
правляющие линии цилиндрических поверх­
ностей, пересекает эти поверхности по обра­
зующим.

Точками пересечения таких образующих 
определяется линия пересечения поверхно­
стей.

На рис. 353 показана схема построения 
линии пересечения цилиндрических поверх­
ностей для случая, когда их направляющие 
линии лежат в разных пересекающихся плос­
костях Q и U.

Одна цилиндрическая поверхность задана 
направляющей кривой в плоскости Q и на­
правлением образующих — стрелкой точ­
ки А. Вторая цилиндрическая поверхность 
задана направляющей кривой в плоскости V 
и направлением образующих — стрелкой 
точки В.

Вспомогательные плоскости, параллель­
ные направлениям образующих поверхно­
стей, пересекают цилиндрические поверх­
ности по образующим, а плоскости Q и U  их 
направляющих линий — по прямым Pq и Р у , 
которые пересекаются между собой на пря­
мой пересечения плоскостей Q и U.

Точки пересечения образующих опреде­
ляют линию пересечения цилиндрических, 
поверхностей.
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На рис. 354 построена линия пересечения 
двух цилиндров, направляющие линии кото­
рых лежат в одной горизонтальной плос­
кости Qy.

Для определения направления следов 
вспомогательных плоскостей с целью на­
хождения точек пересечения образующих 
одной поверхности с другой поверхностью 
проведем через произвольно выбранную точ­

ку кк' прямые линии, параллельные обра- 243 
зующим заданных поверхностей.

Точки пересечения ее и f f  этих прямых 
линий с плоскостью определяют прямую 
линию ef e’f  1 параллельно которой проводят 
следы вспомогательных секущих плоскостей.

Следы Pq 9 касательные к направляющим 
линиям цилиндров, показывают, что не все 
образующие цилиндров участвуют в пере-

Р и с. 354
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сечении. Рассматриваемый случай дает одну 
замкнутую линию пересечения — линию 
врезки одной поверхности в другую.

Проводим следы вспомогательных секу­
щих плоскостей через точки направляющих 
линий цилиндров, принадлежащих очерко­
вым образующим.

Через точки пересечения следов вспомо­
гательных плоскостей с направляющими ли­
ниями поверхностей проводим образующие 
и отмечаем точки их взяимного пересечения. 
Полученные точки принадлежат иско­
мой линии пересечения заданных поверх­
ностей.

Для определения последовательности со­
единения точек пересечения образующих 
применим метод одновременного обхода 
направляющих линий. Соединив найденные 
точки пересечения образующих, получаем 
одну замкнутую пространственную кривую 
линию.

Внизу справа (рис. 354) показана модель 
пересекающихся цилиндров.

На рис. 355 построена линия пересечения 
поверхностей цилиндра и призмы, направ­
ляющие линии которых расположены в раз­
ных одноименных проецирующих плоскос­
тях — во фронтально-проецирующих плос­
костях М у и  U у, пересекающихся между 
собой по фронтально-проецирующей прямой 
линии.

Для определения на плоскостях направ­
ляющих линий направлений следов вспомо­
гательных плоскостей через произвольно 
выбранную точку кк' проводим прямые ли­
нии k l, к 'Г  и к2, к '2 параллельные образу­
ющим поверхностей. Точки IV  и 27 явля­
ются точками пересечения этих прямых ли­
ний с плоскостями М у и  I/к. Через точку 27 
проводим прямую линию 23 ,73 ', параллель­
ную прямой k l, k 'V , и находим точку 33' 
ее пересечения с плоскостью М у .

Плоскость к 132, к 'V3 '7  параллельна об­
разующим обеих поверхностей и пересека­
ется с плоскостью М у по прямой линии 31, 
3 'V , которая в точке 44' пересекается линией 
пересечения плоскостей М у и U y. Плос­
кость к132, к'1 '3 '7  пересекается с плоско­
стью U у по прямой линии 24, 74 '.

Таким образом, на плоскостях М у и V у 245 
направляющих линий следы вспомогатель­
ных плоскостей параллельны соответственно 
прямым линиям 14, V4' и 42, 4 '7 .

Строим вспомогательные секущие плос­
кости, следы которых проходят через вер­
шины направляющего многоугольника приз­
мы и через точки направляющей линии ци­
линдра, принадлежащие очерковым его об­
разующим.

Следы вспомогательных секущих плос­
костей показывают, что цилиндр и призма 
полностью не пересекаются. Поэтому пере­
сечение поверхностей является неполным, 
т. с. имеет вид врезки.

Образующие поверхностей, проходящие 
через точки пересечения парных следов Р  м 
и Р ( с направляющими линиями, пересека­
ются между собой в точках, принадлежащих 
искомой линии пересечения заданных по­
верхностей.

Для определения последовательности со­
единения точек линии пересечения поверх­
ностей применяют метод одновременного 
обхода направляющих линий поверхностей.

На рис. 356 построена линия пересечения 
двух цилиндров. Направляющая линия од­
ного цилиндра лежит в горизонт ал ьно-про- 
ецирующей плоскости Nh ■ Направляющая 
линия другого цилиндра находится во фрон- 
тально-проецируюшей плоскости М у .

Имеем две пересекающиеся поверхности 
второго порядка.

Для построения линии их взаимного пе­
ресечения воспользуемся вспомогательными 
секущими плоскостями параллельными об­
разующим заданных поверхностей.

Определим направления следов вспомо­
гательных плоскостей на плоскостях N H 
и М у  направляющих линий. Выбираем гори- 
зонтально-проецирующую плоскость N i h  
параллельно плоскости NH и точку кк' вне 
этой плоскости. Через точку кк' проводим 
прямые линии k l, k 'V  и к2, к '7 , параллель­
ные направлениям образующих заданных 
поверхностей, и строим точки их пересече­
ния IV  и 27 с плоскостью NiH . Таким обра­
зом, вспомогательные плоскости имеют сле­
ды на плоскости NH , параллельной плос-
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гости NlH , параллельные прямой ли­
нии 12, 1'7.

Прямые k l, к 'Г  и к2, к '2' пересекаются с 
плоскостью М у в точках 33" и 44’. Прямая 
линия 34, 3'4’, следовательно, указывает 
направление следов вспомогательных плос­
костей на плоскости М у.

Вспомогательная секущая плоскость, ко­
торая на плоскости NH имеет след P N 
(Рщ, 8 Г 2’), на плоскости М у имеет след Р у  
[Р у  II 34). '

Построим на плоскостях Nh и Му следы 
аругих вспомогательных секущих плоскостей. 
Через точки пересечения парных следов Pn 
и /*„ с направляющими линиями проводим 
образующие и отмечаем точки их взаимного 
пересечения. Эти точки принадлежат иско­
мой линии пересечения поверхностей.

Путем одновременных обходов направ­
ляющих линий устанавливается последова­
тельность соединения точек искомой линии 
пересечения поверхностей.

Сначала определяются характерные 
(опорные) точки кривой линии пересечения 
поверхностей — точки, проекции которых 
находятся на проекциях контурных линий 
одной из поверхностей, крайние правые и 
крайние левые, наивысшие и наинизшие точ­
ки линии пересечения. Для определения та­
ких точек выбираются соответственно и 
вспомогательные секущие плоскости. Следы 
этих плоскостей касаются направляющих 
линий поверхностей, проходят через точки 
очерковых образующих, через крайнюю пра­
вую и крайнюю левую точки направляющей 
линии.

По горизонтальной проекции чертежа 
определяем, что образующие поверхности 
цилиндра с направляющей линией в плос­
кости Nh не все участвуют в пересечении. 
По фронтальной проекции чертежа опреде­
ляем, что образующие цилиндра с направ­
ляющей линией в плоскости М н также не 
все участвуют в пересечении. Таким образом, 
у обеих поверхностей имеются образующие, 
не участвующие в пересечении, и, следова­
тельно, имеем случай врезки поверхностей.

Каждая из поверхностей здесь не пол­
ностью пересекает другую поверхность.

Видимость в проекциях точек линии пе- 247 
ресечения поверхностей определяется по ус­
ловию, что видимой будет только та из то­
чек кривой, которая принадлежит двум ви­
димым образующим.

Точки пересечения в проекциях видимой 
образующей одной поверхности с невидимой 
образующей другой поверхности — невиди­
мые точки; невидимыми будут и точки пере­
сечения двух невидимых образующих.

Выделяя видимые точки кривой от неви­
димых ее точек получаем более наглядный 
чертеж искомой линии пересечения двух 
заданных поверхностей и видимость самих 
поверхностей в проекциях.

4. Пересечение линейчаюй поверхности 
с плоскостью параллелизма (поверхности 
Каталана) цилиндрами и конусами

На рис. 357 построена линия пересечения 
цилиндроида, заданного направляющими 
линиями kt, k’t’ и ef, e’f  и плоскостью парал­
лелизма М у  с цилиндром.

Направляющая линия цилиндра лежит 
в плоскости M v, направление образующих 
указывает стрелка точки а а .

Линию пересечения заданных поверхно­
стей строим по точкам пересечения с цилинд­
ром производящей линии цилиндроида в 
ряде ее положений. Эти точки находим с 
помощью вспомогательных плоскостей про­
изводящей линии, параллельных образую­
щим цилиндра.

Вспомогательную плоскость, проведен­
ную через производящую fk ,fk ‘, определяем 
прямыми линиями /к ,/к ' и /с,/с'; при этом 
прямая линия /с, / с ' параллельна образую­
щим цилиндра.

Плоскость cfk, e 'f к' пересекает плос­
кость М у по прямой линии, параллельной 
прямой fk ,fk ', а цилиндр — по его образу­
ющим. Точки 11' и 22 пересечения этих об­
разующих цилиндра с производящей лини­
ей kf, k 'f цилиндроида принадлежат искомой 
линии пересечения рассматриваемых поверх­
ностей. Подобным же методом строим и 
другие точки кривых линий пересечения за­
данных поверхностей.
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На рис. 358 построена линия пересечения 
коноида с конусом. Коноид задан направ­
ляющими линиями аЬ% а 'Ь ' и cd, e'd' и плос­
костью параллелизма N h * а конус — на­
правляющей линией, лежащей в плоско­
сти М у, и вершиной 55'.

Линию пересечения заданных поверхно­
стей строим по точкам пересечения с кону­
сом производящей линии коноида в ряде 
ее положений.

Точки пересечения производящей линии 
коноида с конусом определяются с помощью 
вспомогательной плоскости производящей, 
проходящей через вершину ss' заданного 
конуса. Для построения точки пересечения, 
например, производящей линии //, Г Г  ко­
ноида с конусом, проводим через вершину 
конуса прямую линию, параллельную поло­
жению //, Г Г  производящей линии, и на­
ходим точку ее пересечения tt' с плоско­

стью М у направляющей линии конуса. Про­
изводящая линия //, Г Г  коноида пересека­
ется с плоскостью М у в точке кк'.

Вспомогательная плоскость, проведенная 
через указанную производящую и проходя­
щая через вершину конуса, таким образом, 
пересекает плоскость М  у по прямой ли­
нии tk4 t'k\ а конус — по образующей srt, sV , 
проходящей через точку пп пересечения пря­
мой линии rfc, t'k ' с направляющей линией 
конуса.

Точка хх' пересечения образующей sn, s'n' 
конуса с производящей линией //, Г Г  ко­
ноида принадлежит линии пересечения за­
данных поверхностей. Указанным методом 
построен ряд точек, принадлежащих искомой 
линии пересечения.

Плоскость М у направляющей линии ко­
нуса пересекает поверхность коноида по 
кривой линии.



|  60 . В ш м а о е  в грссгчгавг  . ш е а ч н ы х  яо ве рх в о ст гй

249

Р и с .  358

5. Пересечение поверхности одинакового 
ската цилиндром

Построим линию пересечения поверх­
ности одинакового ската цилиндром.

На рис. 359 показаны поверхность оди­
накового ската, образующие которой со­
ставляют с плоскостью уровня Qv угол S , 
и цилиндр. Образующие цилиндра парал­
лельны плоскости Qy , а его направляющая 
линия лежит в плоскости NH .

Кривая линия ef, e 'f  является ребром воз­
врата заданной поверхности одинакового 
ската. Направление образующих цилиндра 
указывает стрелка точки аа направляющей 
его линии.

Плоскости, параллельные плоскости 0 У, 
пересекают поверхность одинакового ската

по линиям уровня, горизонтальные проек­
ции которых — эвольвенты проекции ef 
ребра возврата ef e 'f.

Линии уровня являются одновременно 
ходами точек производящей линии поверх­
ности одинакового ската.

Определим точки пересечения указанных 
ходов точек производящей прямой линии 
поверхности одинакового ската с цилинд­
ром. Плоскость Q ху, параллельная плос­
кости Q y, пересекает цилиндр по образую­
щим, которые проходят через точки IV  и 33' 
направляющей его линии. В этой же плос­
кости находится ход точки 22 производящей 
линии dtt d 't' поверхности одинакового ската. 
Точки гг' и кк' пересечения построенного 
хода точки 22 производящей линии поверх­
ности одинакового ската с образующими ци-



линлра принадлежат искомой линии пересе­
чения заданных поверхностей.

Строя ходы ряда точек производящей 
линии поверхности одинакового ската и оп­
ределяя точки их пересечения с соответст­
вующими образующими цилиндра, наме­

чаем достаточное число точек, определяю­
щих вид и положение искомой линии пере­
сечения поверхностей.

Можно также воспользоваться способа­
ми преобразования эпюра, представляя ци­
линдр проецирующей поверхностью.
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Ходами точек производящей линии по­

верхности вращения являются, как известно, 
окружности. При построении линии взаим­
ного пересечения поверхностей вращения 
определяют прежде всего главные точки ли­
нии пересечения — точки, лежащие на глав­
ном меридиане, на экваторе, высшую и низ­
шую точки относительно плоскости, пер­
пендикулярной оси поверхности вращения.

Рассмотрим построение линии взаимно­
го пересечения поверхностей вращения с 
параллельными осями.

На рис. 360 показаны две пересекающиеся 
поверхности вращения, оси которых парал­
лельны и лежат в одной фронтальной (глав­
ной) меридиональной плоскости.

Точки IV  и 229 пересечения главных мери­
диональных сечений поверхностей одно в ре-

Р и с. 360

менно являются высшей и низшей точками 
линии пересечения.

В плоскости Qv экватора поверхности 
вращения с осью оо% o'о' находится параллель 
поверхности вращения с осью o io i, о\о\. 
Экватор пересекается этой параллелью в 
двух точках 33\ которые являются главными 
точками линии пересечения. Точки (две) 44' 
пересечения экватора поверхности вращения 
с осью oioi, о\'о\ параллелью другой 
поверхности вращения следует рассматри­
вать так же, как главные точки линии пересе­
чения.

Для построения промежуточных точек 
линии пересечения выбираем любую гори­
зонтальную плоскость, расположенную где- 
либо между высшей и низшей точками. 
В этой плоскости находятся параллели обеих 
поверхностей. Точки (две) пересечения этих 
параллелей являются промежуточными точ­
ками линии пересечения поверхностей.

Построенная указанным методом линия 
пересечения симметрична относительно об­
щей фронтальной меридиональной плос­
кости Uh заданных поверхностей враще­
ния.

На рис. 361 построена линия пересечения 
поверхностей вращения, оси которых и глав­
ные меридиональные плоскости парал­
лельны.

Для определения высшей и низшей точек 
линии пересечения проводим меридиональ­
ную плоскость NH поверхностей, проходя­
щую через оси обеих поверхностей. Повора­
чиваем ее вокруг оси оо , о о в положение, 
параллельное фронтальной плоскости про­
екций. Ось oioi, 0 i*01# занимает положение 
0202, 02 0 2 .

Повернутая вместе с осью поверхность 
вращения имеет очерк, показанный на чер­
теже тонкой линией, который можно по­
строить как прежний очерк, сдвинутый впра­
во на величину, равную фронтальной проек­
ции расстояния между осями 0101, о\о\ и 
0202, 02'02 '.

Точки /1/1' и 2\2\ пересечения построен­
ного (тонкой линией) очерка с очерком по­
верхности вращения с осью 00, 0*0 ' являются
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смешенными проекциями высшей и низшей 
точек линии пересечения поверхностей.

Восстановлением плоскости NH опреде­
ляем проекции IV  и 22 высшей и низшей 
точек.

Точки линии пересечения, находящиеся 
на экваторах заданных поверхностей, опре­
деляем как точки пересечения экватора одной 
поверхности с соответствующей параллелью 
другой поверхности.

Точки линии пересечения, лежащие на 
главных меридианах, можно определить как 
точки пересечения фронтального меридиана 
одной поверхности с линией пересечения

этой фронтальной меридиональной плос­
костью другой поверхности.

Заметим, что горизонтальная проекция 
линии пересечения имеет точки касания с 
горизонтальными проекциями экваторов по­
верхностей, а фронтальная проекция линии 
пересечения — точки касания с фронтальны­
ми очерками поверхностей.

Рассмотрим построение линии пересе­
чения поверхностей вращения, оси которых/ 
(рис. 362) пересекаются и имеют общую 
фронтальную меридиональную плоскость. 
При таком расположении осей можно, при­
меняя метод вспомогательных сфер, выби­
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рать на заданных поверхностях их пересе­
кающиеся между собой параллели. Сферы 
с центром в точке пересечения осей заданных 
поверхностей вращения пересекаются по их 
параллелям.

Примем точку кк' пересечения осей за­
данных поверхностей вращения за центр 
вспомогательных сфер. Можно наметить 
ряд сфер, которые пересекут обе поверхности 
по их параллелям. Например, сфера радиу­
сом R пересекает поверхность вращения с 
вертикальной осью и поверхность вращения 
(конус) с наклонной осью по параллелям. 
Полученные параллели пересекаются между 
собой в точках 33' и 44\ принадлежащих ис­
комой линии пересечения заданных поверх­
ностей. Горизонтальные проекции этих то­
чек найдем на горизонтальной проекции 
параллели, проведя линию связи.

Точки //' и 22 пересечения фронтальных 
меридианов являются одновременно выс­
шей и низшей точками линии пересечения. 
Точки 55' и 66' линии пересечения, лежащие 
на экваторе, определяются с помощью вспо­
могательной сферы соответствующим ра­
диусом. Точки 77' и 88' линии пересечения, 
лежащие на горизонтальном очерке поверх­
ности вращения с наклонной осью (конус 
вращения), сгроим при помощи сферы, впи­
санной в поверхность вращения с криволи­
нейной образующей.

На рис. 363 изображены пересекающиеся 
прямой круговой усеченный конус, ось кото­
рого перпендикулярна к горизонтальной 
плоскости проекций, и четверть кругового 
кольца, ось которого перпендикулярна к 
фронтальной плоскости проекций.

Плоскость, в которой перемещается 
центр производящей окружности тора, сов­
падает с главной меридиональной плоско­
стью N h  конуса. Учитывая это, производя­
щую окружность тора, например, если она
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расположена в плоскости Q v , можно при­
нять за линию пересечения тора вспомога­
тельной сферой. Центр оо сферы следует 
выбрать на оси конуса; тогда сфера с кону­
сом пересечется также по окружности. Ок­
ружности пересекаются в точках, принадле­
жащих искомой линии пересечения.

Метод, которым решена эта задача, из­
вестен как метод эксцентрических сфер в 
отличие от метода концентрических сфер, 
которым решена предыдущая задача.

П Е Р Е С Е Ч Е Н И Е  В И Н Т О В Ы Х  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й  М Е Ж Д У  С О Б О Й  1
И Д Р У Г И М И  П О В Е Р Х Н О С Т Я М И  <

При построении линий пересечения вин- товых поверхностей принимают линии пере- 
товых поверхностей между собой и другими сечения их плоскостями, перпендикулярными 
поверхностями за производящие линии вин- к осям винтовых поверхностей.
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На рис. 364 показаны построения линии 
взаимного пересечения двух винтовых по­
верхностей одинакового шага с обшей осью. 
Производящие линии (кривая и многоуголь­
ник) поверхностей расположены в плос­
кости Q y, перпендикулярной к оси оо, o'о'. 
Одна винтовая поверхность с производящей 
кривой линией имеет правое направление, 
другая — левое направление.

Ходы (цилиндрические винтовые линии) 
точек, расположенных на производящих ли­
ниях поверхностей и находящихся на одина­
ковых расстояниях от оси оо, о'о\ пересека­
ются между собой, и точки их пересечения 
принадлежат искомой линии пересечения. 
Например, ходы точек 33' и 44' производя­
щей кривой линии пересекаются ходами 
точек ЬЬ' и dd' производящей линии abed, 
a'b 'c'd '.

Заданные поверхности имеют одинако­
вый шаг, а производящие их линии лежат в 
одной плоскости. В соответствии с этим 
горизонтальные проекции точек пересече­
ния ходов находят на биссектрисах углов, 
вершины которых расположены в точке о, 
а стороны проходят через горизонтальные 
проекции 3 и 4, Ь и d указанных выше точек. 
Точка Зв, например, являе'гся горизонталь­
ной проекцией точки пересечения хода точ­
ки 33' производящей кривой линии с ходом 
точки ЬЬ' производящей линии abed, t^b'c’d'. 
Фронтальная проекция З'в точки пересече­
ния этих ходов находится на пересечении 
фронтальных проекций ходов ючек ЬЬ' и 33'. 
Эту проекцию можно построить, используя 
угловое смещение точки ЬЬ' или 33'. Опреде­
лив соответствующее ему осевое перемеще­
ние s3e, строим фронтальную проекцию 
Зв точки пересечения рассматриваемых 
холов.

Ход точки ее' производящей кривой ли­
нии пересекается ходами точек IV  и 22 
производящей линии abed, a'b ’c'd ' в точках, 
горизонтальными проекциями которых яв­
ляются точки е\ и е2, расположенные на бис­
сектрисах углов eol и ео2. Фронтальные про­
екции е\ н е ] этих точек находятся на фрон­
тальной проекции хода точки ее'. Построе­
ниями. аналогичными указанным, опреде­

ляем необходимый ряд точек, принадлежа- 255 
щих искомой линии пересечения заданных 
поверхностей.

Последовательность соединения точек 
линии пересечения определяем методом од­
новременного обхода производящих линий 
заданных поверхностей. Этот метод подобен 
методу, примененному выше при построе­
нии линии пересечения цилиндров и ко­
нусов, имеющих плоские направляющие 
линии.

Точка аа' производящей линии abed, 
a 'b 'c'd ' и точка 55' производящей кривой 
линии приняты за начальные точки одновре­
менных обходов. Рассмотренное пересечение 
винтовых поверхностей относится к случаю 
врезки.

На рис. 365 показаны построения линии 
пересечения винтовой поверхности с ци­
линдром.

Винтовая поверхность задана базовой 
гелисой левого направления и производящей 
линией — окружностью радиусом г, лежа­
щей в горизонтальной плоскости Qv, пер­
пендикулярной к оси винтовой поверхности. 
Цилиндр задан очерками. Направляющая 
линия — окружность радиусом R — лежит 
в плоскости Q y .

Линия пересечения построена по точкам 
пересечения цилиндра производящей линией 
винтовой поверхности в различных ее поло­
жениях. Горизонтальные плоскости произ­
водящей линии винтовой поверхности пере­
секают цилиндр по окружностям радиу­
сом R.

Линии пересечения винтовых поверхнос­
тей соосными с ними поверхностями вра­
щения мы часто встречаем при обточках на 
поверхность вращения винтов с прямоуголь­
ной и треугольной резьбой.

На рис. 366 винт с квадратной нарезкой 
обточен на поверхность вращения.

Линии пересечения поверхности враще­
ния кольцевыми винтовыми коноидами, ко­
торыми представлены верхняя и нижняя 
полки нарезки, строят по точкам пересечения 
кольцевых коноидов параллелями ряда то­
чек производящей линии поверхности вра­
щения. Плоскости этих параллелей пересе-
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кают каждый из коноидов по образующим. 
Следовательно, линии пересечения заданных 
поверхностей построены по точкам пересе­
чения параллелей поверхности вращения 
соответствующими образующими коно­
идов.

Построение захода нарезки показано на 
рисунке в предположении, что полный заход 
на станке совершается равномерно при по­
вороте винта на 360°. В этих условиях 
проекцией захода на плоскость, перпендику­
лярную винтовой оси, является спираль Ар­
химеда, а проекции нарезки захода на плос­
кость, параллельную винтовой оси опреде­
ляются как линии пересечения винтовых 
коноидов полок со спиральным цилиндром.

На рис. 367 показана обточка винта пра­
вого хода с треугольной нарезкой на по­
верхность вращения.

Треугольная нарезка, как уже указыва­
лось выше, образуется двумя кольцевыми
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геликоидами, производящие прямые линии 
которых пересекаются осью винта и накло­
нены к ней под равными углами.

Линии пересечения строят по точкам 
пересечения поверхности вращения образу­
ющими кольцевых косых геликоидов полок 
нарезки. Эти точки определяют методом 
вращения, как при нахождении точек пере­
сечения поверхности вращения прямой ли­
нией, пересекающейся с осью поверхности 
вращения.

На рисунке показано также построение 
захода нарезки, который предполагается рав­
номерным и полным при обороте винта 
на 360 .

Проекцией линии впадины нарезки на 
плоскость, перпендикулярную к винтовой 
оси в этих условиях является спираль Архи­
меда. Проекцию нарезки захода на плос­
кости, параллельные винтовой оси, строят 
при помощи направляющего конуса.

I ? — 71Я
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При пересечении между собой поверх­
ностей второго порядка линиями пересече­
ния в общем случае являются пространст­
венные кривые линии. В некоторых частных 
случаях взаимного расположения поверх­
ностей рассматриваемой группы линиями 
их пересечения могут быть кривые второго 
порядка. Известно, что поверхность второго 
порядка пересекается плоскостью по кривой 
второго порядка.

Если плоскость пересекает две пересе­
кающиеся поверхности второго порядка, ли­
ниями сечения являются две кривые второго 
порядка, пересекающиеся в четырех точках. 
Через эти точки проходит линия пересечения 
поверхностей. Она является кривой четвер­
того порядка; ее называют биквадратной 
кривой.

Так как порядок линии пересечения равен 
произведению порядков поверхностей, ли­
нией пересечения поверхностей второго по­
рядка всегда является алгебраическая, в об­
щем случае пространственная, кривая чет­
вертого порядка.

Р и с. 368

Кривая четвертого порядка может рас­
падаться на более простые кривые низших 
порядков. Например, линией пересечения 
двух цилиндров с параллельными осями 
является биквадратная кривая, которая рас­
падается на четыре прямые — общие обра­
зующие цилиндров. Имеются случаи распа­
дения биквадратной кривой на две кривые 
второго порядка.

Большое разнообразие форм биквадрат­
ной кривой и ее свойства описываются рядом 
теорем.

Т е о р е м а  1. Если две поверхности вто ­
рого порядка пересекаются по одной плоской 
кривой линии, то  они имеют и вторую плос­
кую кривую линию пересечения.

Известно, что любая плоская кривая на 
поверхности второго порядка является кри­
вой второго порядка.

Вторая кривая линия пересечения тоже 
является кривой второго порядка, поскольку 
порядок этой линии определяется как раз­
ность порядков биквадратной кривой — кри­
вой четвертого порядка и порядка первой
ЛИНИИ.

С л е д с т в и е  1. Если сфера пересекает 
какую-либо поверхность второго порядка по 
одной окружности, то  она пересекает эту  
поверхность и по другой окружности.

Указанная теорема и следствие из нее 
включают в себя и такие случаи, когда 
одна из распавшихся кривых пересечения 
поверхностей второго порядка является 
мнимой.

На рис. 368 построена линия пересечения 
сферы с конусом, направляющей линией 
которого служит параллель ab, а 'Ь ' сферы, 
а вершина ss' находится во фронтальной 
меридиональной плоскости сферы. Эти 
поверхности заданы фронтальными очер­
ками.

Окружность ah, а 'Ь ' является первой ли­
нией пересечения заданных поверхностей. 
Второй линией пересечения является окруж­
ность cd, c'd\ расположенная во фронтально- 
проецирующей плоскости.
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С л е д с т в и е  2. Если биквадратная кри­
вая распадается на пару совпавших кривых 
второго порядка или на четыре совпавшие 
прямые, то  имеется касание поверхностей 
вдоль линии второго или первого порядка со­
ответственно.

Например, сфера, вписанная в конус вра­
щения, касается его по окружности (рис. 369); 
или два цилиндра второго порядка касаются 
друг друга по прямой линии (рис. 370).

Возможен частный случай, когда биквад­
ратная кривая вырождается в точку. Здесь 
две поверхности касаются друг друга в точке. 
Например, сфера касается цилиндра второго 
порядка в точке (рис. 371).

Т е о р е м а  2 (о двойном соприкоснове­
нии). Две поверхности второго порядка. име­
ющие в двух их общих точках общие каса­
тельные носкости . пересекаются между со­
бой по двум кривым линиям второго порядка.

На рис. 372 показан пример такого пере­
сечения поверхностей второго порядка. Здесь 
ылиптический цилиндр пересекается с ци­
линдром вращения. Оси поверхностей пере­

секаются и взаимно перпендикулярны. По­
верхности имеют двойное прикосновение в 
точках IV  и 22*. В этих точках они имеют

17*
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сечения поверхностей распадается на две 
кривые второго порядка, которые проходят 
через точки прикосновения I Г  и 22 и через 
точки пересечения образующих их фрон­
тальной плоскости симметрии.

На рис. 373 показан пример пересечения 
поверхностей второго порядка. Здесь ци­
линдр вращения, ось которого перпендику­
лярна к профильной плоскости проекций, 
пересекается с конусом.

Заданные поверхности в их общих точ­
ках аа и ЬЬ' имеют общие касательные плос­
кости R a w  и R b w  , перпендикулярные к 
профильной плоскости проекций. Линиями 
пересечения рассматриваемых поверхностей 
являются эллипсы, расположенные во фрон- 
тально-проецирующих плоскостях M v и Miv.

Теорема о двойном соприкосновении 
применяется и для решения задач на построе­
ние круговых сечений тех поверхностей вто­
рого порядка, которые их имеют. При этом 
пользуются сферой, имеющей двойное со­
прикосновение с данной поверхностью.

Например, чтобы определить круговые 
сечения эллиптического цилиндра, следует 
выбрать сферу с центром на оси цилиндра и 
соприкасающуюся с цилиндром (рис. 374).

Образующие цилиндра касаются сферы 
в точках 1Г и 22

Согласно теореме, линия пересечения ци­
линдра сферой распадается на пару плоских 
кривых, лежащих во фронтально-проеци- 
руюших плоскостях M v. Такими кривыми 
линиями являются окружности. Любая плос­
кость, параллельная плоскости M v , пересе­
кает цилиндр по окружности.

На рис. 375 показан пример применения 
теоремы о двойном прикосновении к опре­
делению круговых сечений конуса второго 
порядка с нормальным эллиптическим се­
чением.

Вспомогательную сферу выбираем с цент­
ром на оси конуса так, чтобы она соприкаса­
лась с конусом. Например, сфера с цент­
ром оо касается конуса в двух точках IV  и 22. 
В этих точках у конуса и сферы имеются 
общие касательные плоскости Tw.
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Р и с .  374 Р и с .  375

Плоскости М  v круговых сечений прохо­
дят через прямую /2, Г Т . Они пересекают 
конус по окружностям. Любая плоскость, 
параллельная плоскости М у, пересекает ко­
нус по окружности. Такие сечения эллипти­
ческого цилиндра или конуса второго по­
рядка называют антипараллельными сече­
ниями.

Т е о р е м а  3. Если две пересекающиеся 
поверхности второго порядка касаю тся в 
трех точках, то  они соприкасаются вдоль 
кривой второго порядка.

С л е д с т в и е .  Если две поверхности 
второго порядка касаю тся друг друга по 
кривой линии, то  эта  линия является кривой 
второго порядка.

Т е о р е м а  4 (теорема Монжа). Если 
две поверхности второго порядка описаны 
около третьей поверхности второго порядка 
(или вписаны в нее), то  они пересекаются по 
линии, распадающейся на две кривые второго 
порядка.



Глава X . В вавчво с  всргссчгввг вив ер хвое i гй

262 На рис. 376 пересекающиеся конусы опи­
саны около сферы. Они касаются сферы по 
окружностям с диаметрами 12 и 34. Здесь 
линиями пересечения двух конических по­
верхностей являются эллипс и парабола — 
кривые второго порядка, Плоскости которых 
перпендикулярны к плоскости, определяемой 
осями конусов.

Теорема Монжа является частным случа­
ем теоремы о двойном соприкосновении. Ею 
обычно пользуются, когда имеется пересе­
чение поверхностей вращения второго по­
рядка, описанных около общей сферы или 
вписанных в сферу, например, при конструи­
ровании трубопроводов из листового ма­
териала.

Т е о р е м а  5. Если пересекающиеся по­
верхности второго порядка имеют общую 
плоскость симметрии, то  линия их пересе­
чения проецируется на эту  плоскость в виде 
кривой второго порядка.

Проекцией пространственной кривой ли­
нии пересечения двух цилиндров вращения 
с пересекающимися осями (рис. 377) на плос­
кость, параллельную плоскости симметрии 
поверхностей, является гипербола.

На рис. 378 методом вспомогательных 
сфер построена линия пересечения двух ко­
нусов вращения, оси которых пересекаются 
и параллельны фронтальной плоскости про­
екций.

Р и с .  378

Проекцией линии пересечения конусов 
на фронтальную плоскость проекций явля­
ется гипербола.

Пространственная кривая линия пересе­
чения поверхностей конуса и цилиндра вра-

Р и с. 377 Р и с. 379
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шения с параллельными осями (рис. 379) 
проецируется на плоскость, параллельную 
плоскости симметрии поверхностей, в виде 
параболы.

Линия пересечения двух поверхностей 
второго порядка может распадаться на пря­
мую и пространственную кривую третьего 
порядка.

На рис. 380 заданы пересекающиеся ци­
линдр вращения и эллиптический конус с 
круговым основанием. Прямолинейная об­
разующая S E  конуса совпадает с прямоли­
нейной образующей цилиндра.

Здесь биквадратная кривая линия пере­
сечения поверхностей найдена с помощью 
вращающихся проецирующих вспомога­
тельных секущих плоскостей N. Она пред­
ставлена прямой S E  и кривой третьего по­
рядка SKD .

Любая плоскость, пересекающая линию 
пересечения поверхностей, пересекает ее в 
четырех точках.

Одна из них находится на прямолинейной 
части линии пересечения поверхностей. Три 
остальные точки принадлежат криволиней­
ной части этой линии.

Р и с .  381
Покрытия ряда общественных зданий и 

инженерных сооружений часто осуществля­
ются в виде сводов.

На рис. 381 показан римский крестовый 
свод с четырьмя колпаками. Он представляет 
собой два пересекающихся полуцилиндра, 
описанных около эллипсоида вращения. Ли­
ниями пересечения полуцилиндров являются 
плоские кривые.

Лотковый свод образуется двумя цилинд­
рами одинакового диаметра, описанными

Р и с .  3«0

йР 9 9 9 9
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264 около сферы. Лотки пересекаются по двум 
плоским кривым.

На рис. 382, а показан лотковый свод с 
четырьмя щеками. На рис. 382,6  показан 
открытый лотковый свод.

Плоские кривые пересечения поверхно­
стей второго порядка применяются и при

конструировании поверхностей ледорезов. 
Такая поверхность может быть образована 
поверхностями трех конусов, попарно опи­
санных около одной и той же сферы.

На рис. 383 показаны различные примеры 
конструирования переходов труб с пересе­
кающимися осями.

Р и с. 383



т» уз2. Уравнение — — р  1, представляет
кривую гиперболического типа. Это гипер­
бола или пара пересекающихся прямых.

3. Уравнение у 2 2рх характеризует кри­
вую линию параболического типа — парабо­
лу, пару параллельных прямых (в частном 
случае совпадающих) или мнимое место 
точек.

Изучение кривых линий второго порядка 
представляет значительный интерес ввиду 
широкого применения их в ряде разделов 
физики, в астрономии, механике, архитек­
туре и др.

Известно, например, что планеты дви­
жутся по эллипсам. Траекториями движения 
твердого тела могут быть эллипс и парабола. 
Направленные под углом к горизонту ка­
мень, снаряд, неуправляемые баллистиче­
ские ракеты движутся по параболам.

Кривые линии второго порядка называют 
кониками или линиями конических сечений. 
Они получаются, например, при пересече­
нии конуса вращения плоскостями.

Рассмотрим кривые второго порядка и 
их некоторые свойства.

1. Эллипс

Эллипс представляет собой геометриче­
ское место точек, сумма расстояний от 
каждой из которых до двух данных точек 
(фокусов) есть величина постоянная.

Пусть в плоскости даны две точки Ft и F2 
(фокусы эллипса) на расстоянии 2с друг от 
друга (рис. 216).

Любая точка Е  плоскости принадлежит 
эллипсу, если соблюдается условие:

E F \ + E F i *  2а ,

где 2а —  данная длина.
Если фокусы Fi и Fj совпадают, то

EF , «  E F j *  а.

Получаем геометрическое место точек, 
равноудаленных от одной данной точки,

т. е. окружность. Поэтому окружность есть 145 
частный вид эллипса.

Уравнение эллипса имеет следующий 
вид:

где Ь2 - а2 - с2.

Такое простейшее уравнение эллипса на­
зывают каноническим. Оси координат явля­
ются осями симметрии эллипса. Точку пере­
сечения осей симметрии называют центром 
эллипса; точки пересечения эллипса осями 
симметрии — вершинами э.глипса. Отрезки, 
соединяющие противоположные вершины 
эллипса, равные 2а и 2Ь, называют соответ­
ственно большой и малой осями эллипса.

Диаметры эл.гипса — отрезки прямых, 
проходящих через центр эллипса. Два таких 
диаметра, каждый из которых делит попо­
лам хорды, параллельные другому, называ­
ют сопряженными. Большая и малая оси 
эллипса являются сопряженными взаимно 
перпендикулярными диаметрами.

Касательные, проведенные к э.ыипсу в 
концах какого-либо диаметра, параллельны 
другому диаметру, сопряженному с первым.

Касательная к эллипсу составляет рав­
ные углы с фокальными радиусами-вектора- 
ми точки касания.

Нормаль эллипса в заданной точке делит 
пополам угол между фокальными радиусами- 
векторами этой точки.

Р и с .  216
10 71К
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1*^ Величину 5̂  = * — отношение фокусною
расстояния к длине большой оси называют 
эксцентриситетом эллипса. Для эллипса 
с < 1.

Две прямые, перпендикулярные к фо­
кальной оси эллипса и удаленные от центра
на величину называют директрисами*
эл.птса. Директрисы обладают следующим 
свойством.

Отношение расстояний о т  любой точки 
эллипса до фокуса и соответствующ ей ди­
ректрисы есть величина постоянная, рав­
ная е.

Укажем способ построения эллипса по 
точкам, исходя из его определения и кано­
нического уравнения.

Из уравнения определяем величины а и Ь, 
представляя их в заданном масштабе отрез­
ками на осях координат (рис. 217). Из точ­
ки С , как из центра, радиусом а проводим 
дугу, которая пересекает прямую А В  в точ­
ках Fi и F a . Точки Fi и Fi являются фоку­
сами эллипса, так как соблюдается зависи­
мость с* —а2 — Ь2. Из фокусов Fi и F j, как 
из центров, проводим дуги окружностей 
соответственно радиусами г и 2а — г, где 
г — произвольной длины. Точки пересече­
ния окружностей являются точками эллип­
са, так как сумма расстояний от каждой из 
них до фокусов равна 2а и есть величина 
постоянная. Изменяя радиус г и повторяя 
построения, получаем новые точки эллипса

При параллельном проецировании ок­
ружность проецируется на плоскости или 
в виде окружности (частный случай), или 
в виде эллипса (общий случай).

Окружность проецируется на плоское 11. 
проекций без искажения, если ее плоское 11. 
параллельна плоскости проекций. Если же 
окружность принадлежит проецирующей 
плоскости, то одна из проекций представля­
ется в виде отрезка прямой, равного диамет­
ру окружности, а другая в виде эллипса. 
Если окружность принадлежит плоскости 
произвольного положения, то ортогональ­

ными проекциями ее являются эллипсы. 
Эл.тпс есть кривая, родственная окруж­
ности.

Параллельной проекцией эллипса может 
быть эллипс или окружноегь.

На рис. 218 показано построение парал- 
ie 1 1 .1ЮЙ проекции окружности на плое-

* От погднелат. directrix — направляю щ ая . I» и с. 2IH
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кости Q при заданном направлении проеци­
рования. Проекцией окружности на плос­
кости Q является эллипс. Окружность и 
эллипс являются центральносимметричны­
ми кривыми. Каждый из диаметров окруж­
ности и эллипса в середине пересекает любой 
другой их диаметр. Точки О и о пересечения 
диаметров окружности и эллипса являются 
центрами их симметрии.

Двум взаимно перпендикулярным диа­
метрам А В  и CD  окружности соответствуют 
два взаимно сопряженных диаметра ab и cd 
эллипса.

Касательной tA% проведенной к окруж­
ности в точке А и параллельной диамет­

ру CD , соответствует касательная ta% парал- 147 
лельная сопряженному диаметру cd эллипса.

Описанному около окружности квадрату 
соответствует описанный около эллипса па­
раллелограмм. Такое родство двух фигур 
позволяет показать ряд способов их по­
строения.

На рис. 219 представлены два произволь­
но выбранных и делящихся пополам отрез­
ка — А\В\ и Ci Di . Рассмотрим эти отрезки 
как сопряженные диаметры эллипса. Один 
из отрезков, например А\В\Ч примем за 
диаметр окружности, родственной эллипсу.
Здесь соответственные диаметры эллипса и 
окружности совпадают (А В  = А\В\).

Диаметры А В  и CD  родственной эллипсу 
окружности являются взаимно сопряжен­
ными, т. е. взаимно перпендикулярны. По­
строив окружность и наметив на ней ряд 
точек Е , можем определить соответствую­
щий им ряд точек Ei эллипса.

Укажем другие способы построения эл­
липса как линии, родственной окружности, 
хли даны два его сопряженных диаметра.
Пусть сопряженным диаметрам А В  и CD 
окружности соответствуют сопряженные 
диаметры A iB i и C iD i родственного ей 
эллипса (рис. 220). Докажем, что точке Е  
(рис. 220, а) окружности соответствует точ­
ка Е\ эллипса (рис. 220,6). Через точку Е  
окружности проведем прямую B E  до пере-

б )

и с. 220
10*
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сечения ее в точке К  с прямой АС. В тре­
угольнике А В К  прямые Л£. ВС  и К М  явля­
ются его высотами. Они пересекаются в 
точке G.

Исходя из соответствия двух родствен­
ных фигур — окружности и эллипса — уста­
навливаем. что треугольнику А В К  с его 
высотами АЕ< ВС  и К М  соответствует тре­
угольник А\В\К\ с прямыми А\Е\Ш В\С\ и 
К\М\. Точка Е  окружности соответствует 
точке Е\ эллипса.

Пусть эллипс задан сопряженными диа­
метрами А\ В\ и Ci Di (рис. 220, б).

Точки эллипса можно определить сле­
дующими построениями. На прямой А\С\ 
намечаем произвольную точку К\. Через 
точку Aj проводим прямую, параллельную 
диаметру CiDi, и находим точку Gi пере­
сечения ее с прямой С,#,. Точка Е\ эллипса 
определяется на пересечении прямых AtGx 
и К\В\. Повторяя такие построения, найдем 
целый ряд точек эллипса.

На рис. 221 показан другой способ по­
строения эллипса по его сопряженным диа­
метрам. На полудиаметрах ОхС\ и 0\В\ 
строим параллелограмм. Стороны парал­
лелограмма делят соответственно на оди­
наковое число равных отрезков.

Лучи, проведенные из точек С\ и В\ кон­
цов полудиаметров через одинаково нуме­
рованные точки сторон параллелограмма, 
пересекаются в точках эллипса.

Рассмотрим случай построения эллипса 
как ортогональной проекции окружности 
(рис. 222).

Пусть окружность данного диаметра при­
надлежит плоскости М \ . Плоскость 
параллельная горизонтальной плоскости 
проекций Я, пересекает плоскость окружнос­
ти по диаметру abt а 'Ь '. Здесь двум взаимно 
перпендикулярным диаметрам аЬ% а 'Ь ' и 
cd. с d' окружности соответствуют сопря­
женные взаимно перпендикулярные диамет­
ры ab и cd эллипса — горизонтальной про­
екции окружности. Такие сопряженные диа­
метры эллипса называют его осями. Диа­
метр abt а 'Ь ' окружности и ось аЬ эллипса 
равны.

При ортогональном проецировании ок­
ружности на плоскость Н  диаметр аЬ, аЪ ' 
этой окружности является большой осью 
эллипса. Малой осью эллипса cd является 
ортогональная проекция диаметра cd, e'd’ 
окружности на плоскость Н , т. е.

cd *  CD cos 6.

Направление малой оси эллипса на плос­
кости Н  совпадает с проекцией направления 
плоскости окружности.
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Т е о р е м а .  Ортогональной проекцией 
окружности, плоскость которой не перпен­
дикулярна к плоскости проекций, является 
эллипс.

Большая ось эллипса равна и параллельна 
том у диаметру окружности, которому па­
раллельна плоскость проекций.

Ма.гая ось эллипса параше льна проекции 
направления плоскости окружности и равна 
проекции диаметра окружности, являюще­
гося линией наибольшего ската плоскости 
этой окружности.

На рис. 223 показан способ построения 
эллипса по заданным его осям. Он основан 
.на параллельном проецировании окружнос­
ти. Для построения точек эллипса из цент­
ра О проводим две окружности, диаметрами 
которых являются большая и малая оси 
эллипса. Из центра О окружностей произ­
вольно проводим луч и помечаем точки Е  
и К  пересечения его с окружностями. Из 
точек Е  и К  проводим прямые, параллель­
ные соответственно осям A iB i и C iD i эл­
липса. Точка К I их пересечения является 
точкой эллипса, что легко доказать.

Рассмотрим треугольник О ККо.

Здесь
AiBi С | О |

О К . £/С||| ОКо.

Очевидно
К,Ко ОЕ C\D\
------- *  —  • --------- * const.К Ко OK A iB i
Выбирая другие лучи и помечая точки 

на окружностях, построим ряд соответст­
вующих точек эллипса.

На рис. 223 показано построение прямой, 
касательной к эллипсу в точке К\.

Пусть эллипс задан его осями. Проведем 
две окружности на большой и малой осях 
эллипса, как на диаметрах, и построим эл­
липс по точкам (рис. 224).

Известно, что двум взаимно перпенди­
кулярным полудиаметрам О К  и О Е  окруж­
ности соответствуют два сопряженных полу- 
диаметра ОК\ и ОЕ\ эллипса.

Совместим радиус О К  вращением по 
часовой стрелке вокруг центра О с радиу­
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сом ОЕ. Треугольник О ККи  построенный на 
радиусе О Ку в совмещенном положении 
представляется треугольником ОЕК\.

Отрезок К\1Щ параллельный горизонталь­
ному диаметру А В  окружности, занимает 
положение К\2. В этом смещенном положе­
нии он перпендикулярен к диаметру А В. 
Получаем прямоугольник К\ЕЕ\2 , стороны 
которого параллельны осям эллипса. Диаго­
нали 2Е и Е\К\ этого прямоугольника пере­
секаются в точке S, а на продолжении пере­
секаются с осями эллипса в точках О, М  и N.

Точка S является центром окружности, 
проходящей через точки О, М  и N. Треуголь­
ники OSN  и O SM  — равнобедренные, 
т. е. OS SN  -  SM .

Отрезок E\N 02 Ьщ отрезок Е\М  
= О Е  ~ а.
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Длина отрезка M N  E\N + Е\М  равна 

сумме полуосей эллипса. Она постоянна для 
любого положения точек Е  и Е\. Поэтому, 
если взять отрезок определенной длины и 
передвигать его двумя закрепленными точ­
ками М  и N  па двум взаимно перпендику­
лярным прямым, то любая точка Е\ этого 
отрезка опишет эллипс.

Полуосями эллипса являются расстояния 
от точки Е\ до точек М  и N.

На этом принципе оендван так называе­
мый эллиптический циркуль — прибор для 
вычерчивания эллипсов.

Укажем способ построения осей эллипса 
по заданной паре его сопряженных диа­
метров.

На рис. 225 пересекающиеся в точке О 
отрезки K U  и G E  являются сопряженными 
диаметрами эллипса. Один из полудиамет- 
ров, например О Кл повернем на 90 вокруг 
центра О по часовой стрелке. Получим от­

резок ОК\. Через точки К\ и £ проводим 
прямую и из середины S отрезка К\ЕЧ как 
из центра, описываем дугу радиусом OS. 
Прямая К\Е  пересекает дугу окружности в 
точках М  и N. Отрезок M N  определяет 
сумму полуосей эллипса.

Прямые О М  и ON  указывают направле­
ния малой и большой полуосей эллипса, 
а величины этих полуосей соответственно 
равны отрезкам EN  b и ЕМ  а.

Эллипсы называют подобными, если от­
ношения их осей равны между собой. На 
рис. 226 построены три подобных концент­
рических эллипса. Их оси совпадают.

Прямые, соединяющие концы осей каж­
дого эллипса, параллельны между собой. 
Они являются гипотенузами подобных пря­
моугольных треугольников. Подобные кон­
центрические эллипсы не являются эквиди­
стантными* кривыми. Расстояние между 
этими кривыми не одинаково для разных 
точек кривых.

Кривая линия, все точки которой равно­
удалены от ближайших точек эллипса, не 
является эллипсом.

На рис. 227 показано построение ортого­
нальных проекций окружности заданного 
радиуса R, лежащей в плоскости общего 
положения abc, а'Ь 'с'. Плоскость задана 
главными линиями.

Пусть центром окружности является точ­
ка аа . На плоскости Н  и У проекций окруж­
ность проецируется эллипсами.

На горизонтальной плоскости проек­
ций И  большая ось эллипса совпадает с 
направлением горизонтали плоскости и рав­
на диаметру 12 окружности. На фронталь­
ной плоскости проекций V большая ось 
эллипса совпадает с направлением фронтали 
плоскости и равна диаметру У 4’ окружности. 
Малая ось определяется указанными ниже 
построениями.

Отметим в горизонтальной плоскости 
проекций соответственно полухорды 35 и 56

* Э кви д и стан тн ы м и  называют кривые ли­
нии. отстоящие одна от другой на одном к том 
же расстоянии на всем своем протяжении (от лат. 
aequidistans — равноудаленный, от aequus. рав­
ный и от ditto — отстою, нахожусь на расстоянии).
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эллипса и окружности. Полухорду 56 вра­
щением вокруг точки 5 совместим с большой 
осью. В совмещенном положении она равна 
отрезку 57. Точки 3 и 7 соединим прямой 
линией.

Из точки 2 проведем прямую, параллель­
ную прямой 57, до пересечения в точке 8 
с направлением малой оси эллипса. Отре­
зок а8 определяет величину малой полуоси 
эллипса — горизонтальной проекции окруж­
ности.

Малая ось эллипса на фронтальной плос­
кости V проекций определяется построени­
ем, аналогичным выполненному в горизон­
тальной плоскости проекций.

Параллельной проекцией эллипса может 
быть или эллипс, или окружность. В первом 
случае сопряженные диаметры эллипса про­
ецируются сопряженными диаметрами эл­
липса-проекции. Во втором случае сопряжен­
ные диаметры эллипса проецируются взаим­
но перпендикулярными диаметрами окруж- 
н ости-проекции.

Покажем построение недостающей гори­
зонтальной проекции эллипса с центром сс\ 
лежащего в плоскости abc, а'Ь 'с'. Фронталь­
ной проекцией эллипса является окружность 
заданного диаметра (рис. 228).

Рассмотрим эллипс как фигуру, родст­
венную окружности. Построим прямую ли­
нию 12, 1'7 пересечения разноименных про­
екций прямых линий плоскости. В плос­
кости abc, а'Ь 'с построим прямые линии Зс% 
З'с и 4с, 4'с\ одноименные проекции кото­
рых взаимно перпендикулярны. Они стро­
ятся следующим образом.

Из середины линии связи точки сс' про­
водим прямую, перпендикулярную к ней. 
Определим точку о пересечения перпендику­
ляра с прямой 12, Г ? .  Из точки о, как из 
центра, проводим окружность, проходящую 
через точки с и с . Она пересекает прямую /2, 
I  T  в точках 33' и 44'.

Прямые линии Jc, З 'с ' и 4с% 4'с' называют 
линиями главных направлений плоскости. 
Они находятся в данной плоскости и их од­
ноименные проекции, как опирающиеся на 
диаметр окружности, взаимно перпендику­
лярны.
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152 Двум взаимно перпендикулярным диа­
метрам e 'f' и к'и ' окружности соответствуют 
родственные им взаимно перпендикулярные 
диаметры efuku эллипса — малая и большая 
оси эллипса. Дополнительные точки эллипса 
определяются известными построениями. 
В случае, если эллипс проецируется на плос­
кости проекций в виде эллипсов, эллипсы- 
проекции могут быть определены по про­
екциям его двух сопряженных диаметров.

2. Гипербола

Гипербола — геометрическое место то­
чек, разность расстояний от которых до двух 
данных точек (фокусов) есть величина по­
стоянная.

Пусть в плоскости даны точки F\ и F i — 
фокусы гиперболы. Расстояние между ни­
ми 2с (рис. 229). Любая точка М  плоскости 
принадлежит гиперболе, если соблюдается 
условие:

M F i -  MF\ — 2а.

Уравнение гиперболы имеет вид:

где
Ь *- с2- а \

Уравнение гиперболы отличается от 
уравнения эллипса лишь знаком при втором 
члене левой части. Очевидно, многие из вы­
водов, относящихся к эллипсу, справедливы 
и для гиперболы.

Оси координат являются осями симмет­
рии гиперболы.

Точка пересечения координатных осей 
является центром симметрии.

Вершинами гиперболы являются точки ее 
пересечения осью симметрии. Полагая в 
уравнении гиперболы у  -  0, имеем

х1
-1-1 .ш

откуда
я2ш а:

или
х *  ± а .

Следовательно, точки А\(а, 0) и Л2(—ау 0) 
являются вершинами гиперболы. Расстоя­
ние между ними 2а.

Ось симметрии, пересекающую гипербо­
лу, называют действительной осью симмет­
рии (фокальной осью).

Полагая х = 0, получаем

или

~ьг.
откуда

У -  ± ± Ь ^ 1 .

т. е. ординаты точек пересечения гиперболы 
осью Оу — мнимые числа. Это означает, 
что ось Оу не пересекает ветви гиперболы. 
Ось симметрии, которая не пересекает ги­
перболу, называют мнимой осью симметрии.

Величины а и b называют соответственно 
действительной и мнимой полуосями гипер­
болы.
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Из канонического уравнения гиперболы
следует, что , ^ 1. Это означает, что вели­
чина |jc| изменяется от до + оо (правая 
ветвь гиперболы) и от —а до — ао (левая 
ветвь гиперболы), а величина у  изменяется 
от — оо до + оо. По мере удаления в беско­
нечность ветви гиперболы неограниченно 
приближаются к прямым линиям.

Две прямые линии, проходящие через 
центр гиперболы и касающиеся гиперболы 
в несобственных точках, называют асимпто­
там и гиперболы. Асимптоты гиперболы на­
правлены по диагоналям прямоугольника 
со сторонами 2а и 2Ь.

В случае, если а = Ь, гиперболу называют 
равносторонней.

Диаметрами гиперболы называют пря­
мые, проходящие через ее центр. Два диа­
метра гиперболы, каждый из которых делит 
пополам хорды, параллельные другому диа­
метру, называют сопряженными. Оси сим­
метрии (действительная и мнимая) гипер­
болы являются сопряженными и взаимно 
перпендикулярными диаметрами.

Величину ^  отношения фокусного рас­
стояния к длине действительной оси назы­
вают эксцентриситетом гиперболы. Для ги­
перболы £ > 1.

Две прямые, перпендикулярные к фо­
кальной оси гиперболы и удаленные от
центра на величину называют директри­
сами гиперболы.

Отношение расстояний о т  лннюй точки 
гиперболы до фокуса и соответствующ ей ди­
ректрисы есть величина постоянная, рав­
ная £.

Касательная к гиперболе одшшково на­
клонена к фокальным радиусам-векторам 
точки касания.

Нормаль гиперболы в любой ее точке 
делит угол между фокальными радиусами- 
векторами этой точки пополам.

Укажем способ построения гиперболы 
по точкам, исходя из ее определения и кано­
нического уравнения. В заданном масштабе 
величины а и b полуосей гиперболы предста­
вим отрезками на осях координат (рис. 229). 
Из точки О, как из центра, радиусом а про­

ведем дугу окружности до пересечения ее 153 
в точках Fi и F i с осью Ох. Точки F\ и F i 
являются фокусами гиперболы, так как со­
блюдается зависимость

Из фокусов, как из центров, проводим 
дуги окружностей соответственно радиуса­
ми г и 2а - г. Точки их пересечения являются 
точками гиперболы, так как разность рас­
стояний от каждой точки до фокусов равна 2а 
и есть величина постоянная. Изменяя г и 
повторяя построения, получаем новые точки 
гиперболы.

Укажем другой способ построения точек 
гиперболы. Пусть гипербола задана своими 
полуосями а и Ь (рис. 230). По заданным 
полуосям строим асимптоты гиперболы и 
определяем ее вершины.

Проводим прямую параллельно действи­
тельной оси Ох на расстоянии от нее, равном 
величине а действительной полуоси. Парал­
лельно действительной оси на произвольном 
расстоянии от нее проводим другую прямую 
и определяем на ней точку М  гиперболы.

Из точки 1 пересечения этой прямой с 
асимптотой опускаем перпендикуляр на пер­
вую вспомогательную прямую до пересече-
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154 ния его в точке 2. Отрезок 02 равен ртрез- 
ку ЗМ 9 концом которого определяется точ­
ка М  гиперболы.

Аналогичным образом определяем не­
обходимый ряд точек гиперболы.

3. Парабола

Парабо.ш представляет собой геометри­
ческое место точек, равноудаленных от за­
данной точки (фокуса) и прямой.

Параболу можно построить по точкам, 
если заданы фокус и прямая — директриса.

На рис. 231 точка М  принадлежит пара­
боле, если принять точку F  за фокус, а пря­
мую А В — за директрису параболы. Здесь 
M F M G . Расстояние FD  от фокуса F  до 
директрисы А В  называют параметром па­
раболы.

Прямая FD  является осью симметрии 
параболы. Ее называют осью параболы.

Точку О — точку пересечения параболы 
осью — называют вершиной, которая делит 
пополам расстояние между фокусом и ди­
ректрисой.

Эксцентриситет параболы, вследствие 
равноудаленности любой ее точки от фокуса 
и директрисы, равен единице, т. е. е 1.

Уравнение параболы имеет вид:
У2-  2р х ,

где
р -  F0 .

По заданному уравнению параболы мож­
но определить вид и свойства кривой. Из 
уравнения следует, что для каждого задан­
ного значения х имеется два значения у% 
равные по абсолютной величине, но проти­
воположные по знаку:

У -  ± у/Г2рх •

Из этого следует, что парабола симмет­
рична относительно оси Ох (фокальной оси). 
При х 0 два значения ординаты совпада­
ют, т. с. парабола касается оси Оу в начале 
координат.

Если значения х неограниченно возраста­
ют, то соответствующие им значения у также 
неограниченно возрастают, т. е. ветви пара­
болы простираются в бесконечность и в 
одном направлении, так как значения х не 
могут быть отрицательными.

Из канонического уравнения параболы 
следует, что ее ордината у есть среднее про

Р и с .  231 Р и с .  232



§ 41. Кривые !■■■■ в ю р о ю  порядка

порциональное между удвоенным парамет­
ром 2р и абсциссой х. Пользуясь этим свой­
ством, можно определить любое число точек 
параболы. Для этого намечаем систему ко­
ординат Оху (рис. 231). По оси Ох от начала 
координат в противоположном направлении 
откладываем отрезок ОС 2р. Задаемся абс­
циссой ОЕ. На отрезке С Е , как на диаметре, 
строим окружность. Она пересекает ось Оу 
в точке К ч поэтому (О К )2 ОС-ОЕ, что 
соответствует каноническому уравнению па­
раболы. Отрезок О К  равен ординате той 
точки М  параболы, для которой абсциссой 
является отрезок ОЕ.

Точки параболы можно определить и 
другим путем. По оси Ох от точки О начала 
координат откладываем по разные стороны
отрезки OD  и O F , равные -f. Через точку D
проводим прямую, перпендикулярную к 
оси Ох — директрису параболы. Проводим 
прямую параллельно директрисе на расстоя­
нии х н |  от нее. Радиусом (х + ^ ) прово­
дим дугу, центром которой является фо­
кус F. Пересечением дуги с этой прямой 
определяется точка М  параболы.

Задавая различные значения дг, можно 
определить ряд точек параболы. Прямую 
линию, проходящую через середины парал­
лельных хорд параболы, называют диамет­
ром параболы. Все диаметры параболы па­
раллельны оси Ох (оси симметрии), поэтому 
центром параболы является несобственная 
точка.

Ось симметрии называют г.швмым диа­
метром параболы.

Касательная в любой точке параболы 
пересекает ось в точке, абсцисса которой 
равна по величине и противоположна по 
знаку абсциссе точки касания. Это легко 
доказать.

Касательная в любой точке кривой вто­
рого порядка имеет равные углы с фокаль­
ными радиусами-векторами.

Проведем касательную к параболе в точ­
ке М  (рис. 232). Найдем точку К  пересечения 
касательной с осью Ох. Треугольник M K F 
равнобедренный, в котором M F FK .

Для параболы 155

M F = х + у .

F K  = U F O K  OF, 
откуда

O K K F  — OF х -f J  — f  '•

Проекция Е К  отрезка КМ  на ось (полка­
сательная) в вершине О параболы делится 
пополам. Проекция EN  отрезка M N  на ось 
(поднормаль) есть величина постоянная, рав­
ная р для любой нормали параболы.

Укажем способ построения параболы, 
если даны две ее точки А и В  и касательные 
к параболе в этих точках (рис. 233). Каса­
тельные пересекаются в точке К. Хорду А В 
параболы точка Е  делит пополам. Пря­
мая К Е  является диаметром, сопряженным 
с хордой А В. Отрезки А К  и В К  касательных 
делим каждый на одинаковое четное число 
п частей. Эти отрезки нумеруем последова­
тельно от А до В ч т. е. до 2п. Соединяем пря­
мыми линиями точки / и п + Л 2 и п 4- 2, ...
Через четные точки деления (2, 4, 6, 8f ...) 
проводим диаметры параболы и отмечаем

Р и с .  233
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точки их пересечения с построенными пря­
мыми линиями. Построенные таким обра­
зом точки принадлежат параболе.

Ось и вершину О параболы определяем 
следующим образом.

Известно, что касательные КА  и К В  со­
ставляют равные углы с фокальными радиу­
сами-векторами. Один из фокусов параболы 
несобственный. В точках А и В  проводим 
фокальные ради усы-векторы параболы. Точ­
ка F  пересечения радиусов-векторов FA  и F B

является фокусом параболы. Второй фокус 
в бесконечности. Ось параболы проходит 
через фокус F  параллельно диаметру. Она 
пересекает параболу в точке О. которая яв­
ляется вершиной параболы. Эту точку мож­
но определить, если ветвь параболы еще не 
построена. Из точки F  (фокуса) опускаем 
перпендикуляр на одну из касательных, на­
пример К В , до пересечения в точке D. Осно­
вание перпендикуляра, опущенного из точ­
ки D на ось параболы, является вершиной О 
параболы.

На рис. 234 показан способ определения 
фокуса данной параболы. Из вершины пара­
болы (точки О) под углом 30° к касательной 
в вершине проводим прямую до пересече­
ния ее с параболой в точке Е . Перпендикуляр, 
опущенный из точки £ на ось, проходит че­
рез фокус F  параболы. Это легко доказы­
вается, исходя из основного определения 
параболы.

Покажем на этом же чертеже построение 
касательных к параболе, проходящих через 
данную точку К  Из точки К  как из центра, 
описываем окружность, проходящую через 
фокус F  и пересекающую директрису пара­
болы в точках А и В.

Параллели к оси в этих точках пересе­
кают перпендикуляры, опущенные из точ­
ки К  на прямые A F  и BF  в точках 1 и 2. Они 
являются точками касания касательных к 
параболе, проведенных из точки К

П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н Ы Е  К Р И В Ы Е  Л И Н И И

Кривые линии, все точки которых не 
принадлежат одной и iocko cih , называют

пространственными, или линиями двоякой 
кривизны (рис. 235).

Пространственную кривую линию на 
чертеже задают последовательным рялом 
ее точек (рис. 236). Чтобы установить осо­
бые точки такой кривой линии, необходимо 
сопоставить две ее проекции*.

Наличие двойного узла 2 горизонталь­
ной и У  фронтальной проекций ланной

• При соответствующ ем выборе направления 
проецирования лю бую  из точек пространственной 
кривой линии можно изобразить в виде особой 
сс точки.
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кривой линии еще не определяет наличия 
двойною узла на самой кривой линии.

Точка IV  самопересечения кривой линии 
является двойным узлом заданной простран­
ственной кривой линии. Касательная как 
предельное положение секущей к простран­
ственной кривой проецируется в касатель­
ную к проекции кривой.

Часто приходится решать задачу на оп­
ределение длины пространственной кривой 
линии, заданной ее ортогональными про­
екциями. Графически эта задача решается 
приближенно, заменой дуги кривой отрез­
ками прямых.

На рис. 237 представлен чертеж простран­
ственной кривой линии. Для определения 
ее длины нд этой кривой намечаем ряд
точек 0(У, //', 22..... так, чтобы дуги кривой
были близки к отрезкам прямых.

Одну из проекций кривой (например, го­
ризонтальную) со всеми помеченными точ­
ками преобразуем в прямую, параллельную 
направлению оси проекций. Из точек фрон­
тальной проекции кривой проводим гори­
зонтальные линии до пересечения их соот­
ветствующими линиями связи точек гори­
зонтальной проекции кривой в преобразо­

вании. Эти точки пересечения наметят кри­
вую линию А\В\. Действительная длина 
заданной пространственной кривой линии 
представится отрезком А В  прямой линии, 
равным длине кривой линии А\В\.

Р и с. 237
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Из пространственных кривых линий в 
технике широко применяются цилиндриче­
ские винтовые линии и особенно цилиндри­
ческие винтовые линии одинакового укло­
на — гелисы. Они используются в некоторых 
механизмах машин и приборов для преобра­
зования вращательного движения в возврат­
но-поступательное. Нарезанная на одном 
валу в виде гелисы левая и правая резьба 
применяется в некоторых поворотных ме­
ханизмах.

Известно, например, что в молекуле пе­
нициллина отрицательно заряженные атомы 
кислорода и положительно заряженные ато­
мы натрия группируются вокруг винтовых 
линий. Вокруг винтовых линий группиру­
ются также и незаряженные углеводородные 
части молекулы.

Осью гелисы называют ось цилиндр» 
вращения, на котором она лежит. Диаметр 
цилиндра вращения является диаметром ци­
линдрической винтовой линии.

Моделью винтовой линии может служить 
цилиндрическая пружина.

Цилиндрическую винтовую линию — гс- 
лису — будем рассматривать как траекто­
рию движения точки, равномерно вращаю­
щейся вокруг оси и одновременно равномер­
но перемещающейся в направлении этой оси.

Величину 5 перемещения точки в направ­
лении оси, соответствующую одному полно­
му обороту вокруг оси, называют шагом 
винтовой линии.

5Величину s0 2* называют единичным
шагом цилиндрической винтовой линии. 
Это — величина перемещения точки в на­
правлении оси при повороте ее вокруг оси 
на угол, равный одному радиану.

Такое равномерное перемещение точки 
вдоль оси и равномерное перемещение его 
вокруг оси может быть использовано при 
построении чертежа цилиндрической винто­
вой линии.

На рис. 238 построена цилиндрическая 
винтовая линия (гелиса) заданного радиу­
са г и шага S. Окружность радиусом г (го­
ризонтальная проекция гелисы) разделена

v
«в

2<р
г л г

Р и с .  238
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линия. Она составляет угол Ь с вертикаль- 159 
ной прямой. Цилиндрическая винтовая ли­
ния, как прямая и окружность, обладает 
свойством сдвигаемости. Любой отрезок 
такой кривой линии можно сдвигать вдоль 
самой кривой.

Гелиса используется как эталон при срав­
нении с ней других пространственных кри­
вых линий на бесконечно малых их участках.
Она используется как базовая линия при 
задании винтовых поверхностей, а также при 
решении ряда задач, относящихся к винто­
вым поверхностям. Цилиндрическая вин­
товая линия обычно задается диаметром, 
шагом и ходом.

На рис. 239 показано построение недо­
стающей проекции а точки аа\ принадлежа­
щей заданной цилиндрической винтовой ли­
нии левого хода. Точка bb' не принадлежит 
гелисе.

На рис. 240 для гелисы правого хода 
показано определение величины углового

*
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на восемь равных частей. На такое же число 
равных частей делится и ее шаг. Через точки 
деления окружности проводят вертикальные 
линии (линии связи). Через соответствую­
щие точки деления шага проводят горизон­
тальные прямые. Точки пересечения этих 
прямых линий определяют фронтальную 
проекцию цилиндрической винтовой линии.

Построенная гелиса имеет правый ход 
(направление). На чертеже ход цилиндриче­
ской винтовой линии определяет стрелка, 
поставленная на горизонтальной проекции.

Принято считать, что точка опускается 
по траектории к плоскости, перпендикуляр­
ной к оси. Если стрелка совпадает с направ­
лением часовой стрелки, то эта цилиндриче­
ская винтовая линия правого хода. Если 
стрелка указывает направление, обратное 
ходу часовой стрелки, то цилиндрическая 
винтовая линия левого хода.

Преобразованием гелисы на развертке ее 
проецирующего цилиндра является прямая Р и с. 240
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смешения точки по заданному ее осево­
му смещению и величины осевого смеше­
ния точки по заданному ее угловому сме­
щению.

Осевому смещению s точки, движущей­
ся по гелисе из положения У/1 в положе­
ние 22 % соответствует определенное угловое 
смещение ас 7 . Угловому смещению у. точ­
ки. движущейся из положения 33' в положе­
ние 44', соответствует определенное осевое 
ее смещение sa. На чертеже показано по­
строение единичного шага 5о цилиндриче­
ской винтовой линии.

На рис. 241 показаны соосные цилиндри­
ческие винтовые линии одинакового шага S 
и хода, но различных радиусов (г и п). 
Эти кривые линии имеют одинаковый еди­
ничный шаг 5о, но разные углы наклона 
(90 ^— 5) и (90 — £|) к горизонтальной 
плоскости Qy .

Замечаем, что осевому смешению s точки, 
движущейся по траектории гелисы радиу­
сом г из положения пп’ в положение tt\ 
соответствует определенное угловое пере­
мещение

Такому же осевому перемещению s точ­
ки, движущейся по траектории гелисы радиу­
сом Г| из положения ее в положение кк', 
соответствует определенное (как и для пер­
вой гелисы) угловое перемещение а*.

§44 К О Н И Ч Е С К И Е  В И Н Т О В Ы Е  Л И Н И И

Траекторию точки, движущейся по обра­
зующей вращающегося вокруг своей оси 
прямого кругового конуса, называют коми- 
ческой винтовой линией. Если и вращатель­
ное и прямолинейное движения равномерны, 
имеем коническую винтовую линию с по­
стоянным шагом S (рис. 242).

Шагом комической винтовой линии назы­
вают величину прямолинейного перемеще­
ния точки в направлении оси конуса при пол­
ном ее обороте вокруг оси.

Коническая винтовая линия с постоян­
ным шагом проецируется на плоскость, пер­

пендикулярную к оси конуса, в виде спирали 
Архимеда*, полюсом которой является про­
екция вершины конуса

Проекция конической винтовой линии 
на плоскость, параллельную оси конуса,— 
синусоида с уменьшающейся высотой волны 
(угасающая синусоида).

• Спираль Архимеда — плоская кривая ли­
ния, которая образуется при равномерном дви­
жении точки по радиусу-вектору, вращающемуся 
с постоянной угловой скоростью вокруг непод­
вижной точки (полюса).
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На рис. 243 представлена коническая 
пинтовая линия одинакового ската. Гори­
зонтальной проекцией этой винтовой линии 
является логарифмическая спираль* с по­
люсом в точке — горизонтальной проекции 
вершины конуса вращения. Касательная к

* Л01 арифмическая спираль — плоская кри­
вая линия, образуемая движением точки по вра­
щающемуся вокруг полюса радиусу-вектору, если 
угол поворота увеличивается в арифметической 
прогрессии, а расстояние точки до полюса при этом 
возрастает в геометрической прогрсссии.

логарифмической спирали составляет по­
стоянный угол у с радиусом-вектором. Из 
этого следует, что касательная к винтовой 
линии составляет постоянный угол с соот­
ветствующей образующей конуса; значит 
она составляет постоянный угол и с направ­
лением оси конуса вращения.

Две винтовые линии на конусс вращения, 
одинаково наклоненные к образующей, 
конгруентны, если они направлены в одну 
сторону (обе право- или левовинтовые).

Рассмотренные конические винтовые ли­
нии являются монотонными (простыми) про­
странственными кривыми линиями.

I I —71И
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I К Р И В Ы Е  Л И Н И И  Н А  С Ф Е Р Е

Плоские кривые линии на сфере (шаре) 
имеют только одну геометрическую форму— 
окружность. При неизменной ориентации 
сферы в пространстве различают линии, за­
нимающие частное положение относитель­
но плоскостей проекций.

Параллели или линии широт, — окруж­
ности, полученные от пересечения сферы 
горизонтальными плоскостями. Наиболь­
шую параллель, полученную от пересечения 
сферы горизонтальной плоскостью, про­
ходящей через ее центр, называют эква­
тором.

Меридианы — окружности, полученные 
от пересечения сферы горизонтально-про- 
ецирующими плоскостями, проходящими че­
рез центр сферы. Окружность, полученная
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от пересечения сферы любой плоскостью, 
проходящей через центр сферы, является 
геодезической лигшей. Эта линия кратчайшим 
путем соединяет любые две точки на сфере. 
Ее также называют 6рахистодой*т или орто­
дромией•• (рис. 244).

Из пространственных кривых линий на 
сфере рассмотрим линию одинакового ската 
и локсодромию.

На рис. 245 изображена сферическая ли­
ния одинакового ската. Касательные к такой 
линии в любой ее точке имеют постоянный 
угол наклона к горизонтальной плоскости 
проекций.

Горизонтальной проекцией линии наи­
большего ската на поверхности сферы радиу­
сом Ко является эпицик.юида, полученная 
перемещением точки круга радиусом г, ка­
тящегося по внешней стороне круга радиу­
сом R. Здесь:

R + 2г ш Ко и 3-2*г = 2 кК ; 
откуда

Фронтальная проекция рассматриваемой 
пространственной кривой линии определя­
ется по точкам пересечения линий связи 
фронтальными проекциями соответствую­
щих параллелей.

Из пространственных кривых линий на 
сфере особый интерес представляет сфери­
ческая локсодромия*** — кривая, пересекаю­
щая все меридианы сферы под одним и тем 
же углом. Она имеет большое значение в 
мореплавании и авиации. Корабль, напри­
мер, следуя на дальние расстояния, держится 
постоянного курса (постоянного угла между 
меридианом и направлением движения ко-

* От греч. ВрсГУЮТОС — кратчайший.
•• От греч. ор&ОС— прямой и - бег.

От греч. Хо£ос— косой и fcp6|*os — бег. 
Название предложено голланд. ученым 

В Снеллиусом, впервые исследовавшим локсо­
дромию в 1624 г.
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рабля). Траекторией движения корабля меж­
ду пунктами отправления и прибытия явля­
ется локсодромия. Она прокладывается на 
шаре по спирали, делая бесконечно большое 
число оборотов, стремясь к полюсам. 

Локсодромия имеет уравнение вида.

Я -  tg я • In tg (45° + - j ) ,

где ф — широта точки на сфере (считая от 
экватора);

А — долгота точки на сфере (считая от 
какого-либо начального меридиа­
на);

а — заданный угол между локсодроми­
ей и меридианами.

На рис. 246 построена локсодромия в 
ортогональных проекциях. Обе ее проекции

I

i
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можно построить, определяя соответствую- 163 
щие долготы по вышеприведенной формуле, 
задаваясь для данного а последовательно 
широтами ф.

Построение локсодромии можно начать 
с построения горизонтальной ее проекции, 
представляющей собой логарифмическую 
спираль вида.

i  - tg я ■ In р ,

где р— радиус-вектор спирали;
Я— долгота.
Сферическую локсодромию очень удобно 

строить, применяя стереографические про­
екции. Из способа образования локсодромии 
следует, что касательные к ее стереографи­
ческой проекции должны составлять постоян-

Р и с. 246
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164 ный угол я с проекциями касательных к ме­
ридиональным сечениям или составлять по­
стоянные углы с радиусами-векторами, сое­
диняющими точки стереографической про­
екции кривой линии с точкой касания сферы 
плоскостью стереографических проекций.

Кривой линией, удовлетворяющей этому 
условию, является, как уже известно, лога­

рифмическая спираль. Она должна нахо­
диться в плоскости проекций и составлять 
с радиусами-векторами, исходящими из точ­
ки касания, заданный угол «.

Соединяя точки спирали с полюсом пря­
мыми линиями и находя точки пересечения 
этих прямых линий со сферой, наметим ряд 
точек, которые принадлежат локсодромии.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Какие кривые линии называют алгебраи­
ческими и какие трансцендентными?

2. Что  называют порялком алгебраической 
кривой?

3. Ч то  называю т кривизной плоской кривой 
и как ее определяют графически?

4. Дайте определение эволю ты и эвольвенты 
плоской кривой.

5. Укажите основные свойства эволют их 
эвольвент.

6. Какие кривые линии называют монотон­
ными?

7. Расскажите об иррегулярных вершинах 
кривых линий.

8 К а ш е  кривые называют овалам и? Пока­
жите примеры овалов.

9. Какие кривые называются соприкасаю­
щимися?

10. Какое преобразование плоских кривых 
называют конхоидальным. инверсией, конформ­
ны м ?

11. Какие кривые называют, кривыми линия­
ми второго порядка? Расскажите о каждой из них.

12. Какие кривые линии называют эквидис­
тантны ми?

13. Какие пространственные кривые называ­
ют гелисами. и как их задают нр эпюре М онжа?

14. Как определяют на чертеже направление 
(ход) цилиндрической винтовой линии?

15. Расскажите о конических винтовых ли­
ниях.

16. Расскажите о кривых линиях на сфере
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1. Аналитический способ задания 
поверхностей

Поверхности (алгебраические или транс­
цендентные) можно рассматривать как гео­
метрическое место точек или линий. Коорди­
наты точек этого геометрического места 
удовлетворяют некоторому заданному урав­
нению вида F  (х, у, г) 0.

Поверхность называется трансцендент­
ной, если ее уравнение — трансцендентная 
функция* относительно х, у, г.

Алгебраической поверхностью л-го по­
рядка называют поверхность, уравнение ко­
торой — алгебраическое уравнение степе­
ни л. Плоскость, как известно, выражается 
уравнением первой степени. Ее называют 
поверхностью первого порядка. Любая про­
извольная плоскость пересекает поверхность 
л-го порядка по кривой линии того же по­
рядка (иногда распадающейся или'мнимой). 
Любая произвольная прямая пересекает по­
верхность л-го порядка в л точках (действи­
тельных или мнимых).

Аналитический способ задания поверх­
ности находит широкое применение в прак­
тике. особенно если требуется исследовать 
свойства поверхности, инвариантные относи­
тельно ее изгибания — внутренние свойства 
поверхности.

2. Задание поверхности каркасом

Поверхности, к которым нельзя приме­
нить математические закономерности, обыч­
но задают достаточно плотной сетью линий, 
принадлежащих этим поверхностям. Сово­
купность таких линий называют дискрет­
ной* сетью , или дискретным каркасом по­
верхности.

Одним из распространенных в промыш­
ленности методов конструирования поверх­
ностей является метод конструирования по­
верхностей с помощью непрерывного карка­
са. Каркас поверхности может состоять и из 
пространственных кривых линий. Однако

• Простейшими примерами трансцендентной 
функции яклаю тся: показательная, тригонометри- * Дискретный — означает состоящий из от­
ческая. ло!арифмяческая функции. дельных элементов
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166 чаше всего поверхности задают каркасом их 
плоских сечений.

Каркасы поверхностей могут состоять из 
одного, двух и трех семейств плоских сече­
ний. Во всех случаях любое плоское сечение 
из этого семейства может быть исходным; 
другие семейства сечений строятся как до­
полнительные на основе первого.

В основе теории каркаса лежит следую­
щее положение: непрерывное однопараметри­
ческое множество линий в пространстве 
задает поверхность и. обратно, всякая по­
верхность м ож ет бы ть представлена одно- 
параметрическим множеством линий, свой­
ства которых и закон их распределения в 
пространстве определяют свойства поверх­
ности.

Каркасы поверхностей делят на точеч­
ные и лекальные. Точечным каркасом назы­
вают совокупность точек на поверхности, 
выбранных таким образом, что, ориентиру­
ясь по ним. можно достаточно полно пред­
ставить вид и форму поверхности во всех ее 
частях. Точки можно выбрать или изолиро­
ванными друг от друга, или же соединить их 
между собой прямыми линиями.

Рассмотрим опирающуюся на поверх­
ность сеть из треугольников — триангуля­
ционную сеть (рис. 247).

Если принять прямые линии триангуля­
ционной сети, опирающейся на рассмат­
риваемую поверхность, за ребра многогран­
ника, то неполной, полученной на основе то-

Р и с. 247

чечного каркаса, моделью поверхности будет 
вписанный в поверхность многогранник с 
треугольными гранями. Вершины и ребра 
такого многогранника дают общее пред­
ставление о форме поверхности. Чем полнее 
и равномернее представлен точками (верши­
нами многогранника) каркас поверхности, 
тем точнее представляется и поверхность.

Лекальным каркасом называют совокуп­
ность намеченных на поверхности линий 
(рис. 248). Здесь поверхность пересекается 
рядом параллельных, находящихся на оди­
наковом расстоянии друг от друга плоскос­
тей Р. Кривые линии A BC , А\В\С\У... явля­
ются линиями пересечения поверхности эти­
ми плоскостями.

Для построения лекального каркаса по­
верхности обычно берут доски. Их ограничи­
вают цилиндрическими поверхностями, на­
правляющие линии которых А ВС Щ А\В\С\ 
а направления образующих перпендикуляр­
ны к плоскостям. Эти доски разделяют 
тонкими металлическими пластинками. Кри­
волинейные кромки пластинок совпадают с 
кривыми линиями A BC , A iB iC i,... — сече­
ниями поверхности плоскостями. Они и 
определяют лекальный каркас поверхности.

Этот метод применим для выполнения 
штампов при изготовлении поверхностей 
из листового материала.

Пользуясь точечными и лекальными кар­
касами поверхностей, можно построить сна­
чала неполные, а затем и полные модели 
поверхностей. Модель будет тем полнее, 
чем точнее она дает представление о поверх­
ности. Из неполной модели можно получить 
полную модель поверхности путем запол­
нения ее каким-либо материалом. Это за­
полнение контролируется поверочными ли­
нейками.

На рис. 249 показана модель каркаса 
поверхности, заданного двумя семействами 
линий. Модель представлена продольными 
и поперечными стрингерами•, имеющими 
пазы для их соединения при сборке. Обтя­
гивая собранный каркас каким-либо листо-

* От голлаид. stringer — плоский криволиней­
ный брус.

л
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вым материалом, получим соответствую­
щую этому каркасу поверхность.

Такой способ находит применение при 
изготовлении кузовов автомобилей, в само­
лете- и судостроении и т. п.

Способ задания поверхности лекальным 
каркасом, например, с помощью линий пере­
сечения поверхности плоскостями уровня, 
применяется в топографии, горном и дорож­
ном деле. Проекции линии уровня на плос­
кость проекций с соответствующей отметкой 
представляют собой карту рельефа мест­
ности.

Задание поверхностей каркасом не явля­
ется вполне определенным. Можно при од­
ном и том же каркасе получить поверхности, 
несколько отличающиеся одна от другой.

Р и с .  249

3. Кинематический способ задания 167
поверхностей

В начертательной геометрии поверхности 
можно рассматривать как кинематические, 
т. е. образованные непрерывным перемеще­
нием в пространстве какой-либо линии или 
поверхности. Эти линии и поверхности на­
зывают производящими (образующими) ки­
нематической поверхности. Поверхность, об­
разованная перемещением линии, представ­
ляет собой геометрическое место различных 
положений производящей линии.

Поверхность, образованная непрерыв­
ным перемещением производящей поверх­
ности, рассматривается как огибающая раз­
личных положений производящей поверх­
ности. Образованная таким образом кине­
матическая поверхность соприкасается с про­
изводящей поверхностью в различных ее 
положениях, т. е. имеет некоторые общие 
линии. Эти линии называют характеристи­
ками поверхности.

Производящая (образующая) кинемати­
ческой поверхности перемещается в про­
странстве по определенному закону. Она 
может в процессе движения сохранять свою 
форму (иметь неизменный вид), а также в 
процессе движения и непрерывно изменять 
свою форму. От вида образующей и закона 
ее перемещения зависит форма (вид) кинема­
тической поверхности. Закон перемещения 
в пространстве образующей удобно задавать 
неподвижными кривыми, которые называют 
направляющими линиями кинематической по­
верхности.

На любой кинематической поверхности 
можно выделить два семейства кривых ли­
ний: семейство образующих и семейство на­
правляющих. Из этого семейства линий мож­
но составить каркас кинематической по­
верхности.

Совокупность основных параметров по­
верхности, которые определяют ее задание, 
называют определителем поверхности. На­
пример, определителем конуса вращения 
могут быть ось и образующая или вершина 
и направляющая линия. Определителем ци­
линдра вращения может быть ось и образую-
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168 шая (прямая или кривая) или ось и направ­
ляющая (окружность). Окружность может 
быть и направляющей линией цилиндра и его 
образующей.

Цилиндр вращения можно также пред­
ставить как поверхность, огибающую одно­
параметрическое семейство сфер с центрами, 
расположенными на прямой (оси цилиндра). 
Поэтому определителем цилиндра вра­
щения может быть ось и радиус образующей 
сферы.

Задание поверхности на чертеже проек­
циями ее определителя обеспечивает обра­
тимость чертежа, его метрическую опреде­
ленность, но не дает наглядности изображе­

ния. Для большей наглядности изображения 
поверхности в ряде случаев используют ее 
очерки — границы видимости на плоскостях 
проекций.

Очерком данной поверхности называют 
линию пересечения с плоскостью проекций 
проецирующей поверхности (цилиндриче­
ской иди конической, в зависимости от вида 
проецирования), обертывающей данную по­
верхность.

Обертывающие проецирующие цилиндр 
или конус касаются данной поверхности по 
кривой линии, которую называют контур­
ной линией. Очевидно, очерк поверхности 
является проекцией контурной линии.

§47К И Н Е М А Т И Ч Е С К И Е  П О В Е Р Х Н О С Т И  О С Н О В Н Ы Х  В И Д О В

Производящая (образующая) линия при 
движении в пространстве из начального по­
ложения в некоторое конечное занимает 
ряд последовательных положений, т. е. со­
вершает ряд перемещений. Под перемеще­
нием понимается переход производящей ли­
нии из одного ее положения в какое-либо 
другое. Такая производящая образует кине­

матическую поверхность. Каждая точка про­
изводящей описывает линию, которую назы­
вают ходом данной точки.

Рассмотрим основные виды перемещений 
производящей линии.

Поступательным перемещением произво­
дящей кривой линии называют такое ее 
перемещение, при котором начальное и ко­
нечное положения производящей представ­
ляют собой равные и параллельные кривые 
линии.

На рис. 250 показан чертеж поступатель­
ного перемещения кцив^й линии, которая 
из начального положения ab% а'Ь ' переходит 
в положение aib t, а\Ы. Прямолинейные от­
резки. ходы точек производящей линии, 
равны и параллельны между собой. Они 
определяют величину и направление посту­
пательного перемещения кривой линии.

Вращательным перемещением произво­
дящей линии называют такое ее перемеще­
ние, при котором все положения производя­
щей получаются путем поворота ее вокруг 
некоторой неподвижной оси.

На рис. 251 показаны положения abt ab 
и a ib iy a\bi кривой линии, совершившей 
вращательное перемещение на угол р вокруг 
неподвижной вертикальной оси. В этом слу­
чае гори зон тальные проекции ab и aibi 
производящей линии имеют одинаковыйР и с . 250
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вид, а угол поворота кривой линии проеци­
руется на плоскость Н  в натуральную ве­
личину.

Винтовым перемещением производящей 
линии называют такое ее перемещение, при 
котором все последующие положения про­
изводящей получаются при помощи двух 
перемещений: поступательного и вращатель­
ного. Последовательность этих перемеще­
ний — произвольная, а направление посту­
пательного перемещения параллельно оси 
вращательного перемещения. Эту ось назы­
вают винтовой осью перемещения.

На рис. 252 показан пример винтового 
перемещения кривой, которая из начального 
положения ab. а'Ь ' переходит в положение 
a ib i, a i'b i'. Кривая совершила поворот во­
круг вертикальной оси в заданном направ­
лении на угол Р , и поступательное переме­
щение вдоль винтовой оси на величину s в

а,

указанном направлении.
Величину р=-£ , где угол р измеряется

в радианах, называют параметром винто­
вого перемещения. Поступательное и враща­
тельное перемещения можно рассматривать 
как частные случаи винтового.

Поступательное перемещение можно 
представить винтовым перемещением с па­
раметром р у  =-д- *=ао, так как в этом
случае р=  0.

Вращательное перемещение можно пред­
ставить винтовым перемещением с пара­
метром р j  - |  0, так как в этом случае 
s = 0.

Полное перемещение производящей ли­
нии при образовании ею поверхности рас­
сматривают как предельное суммарное. со­
стоящее из бесконечно большого числа бес-
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лает возможность рассматривать и кинема­
тическую поверхность пре дельно суммарной, 
состоящей из бесконечно большого числа 
бесконечно малых (по плошали) поверх­
ностей, из которых каждая ограничена бес­
конечно близкими положениями произво­
дящей линии.

Наибольшая наглядность изображения 
поверхности на чертеже получается построе­
нием сети поверхности, т. е. построением 
последовательного ряда положений произ­
водящей линии и ходов ряда точек произво­
дящей, а также построением очерков по­
верхности.

Рассмотрим кинематические поверх­
ности. у которых бесконечно малые переме­
щения производящей линии сохраняют свой 
вид.

Поверхности, у которых бесконечно ма­
лые перемещения производящей линии яв­
ляются поступательными перемещениями 
одного направления, называют поверхностя­
ми переноса прямолинейного направления.

Поверхности, у которых бесконечно ма­
лые перемещения производящей линии яв­
ляются перемещениями вращения с общей 
неподвижной осью, называют поверхностя­
ми вращения.

Поверхности, у которых бесконечно ма­
лые перемещения производящей линии яв­
ляется винтовыми перемещениями одного 
параметра с общей винтовой осью, назы­
вают винтовыми поверхностями.

Огм! им следующие важные свойства 
кинематических поверхностей основных ви­
дов.

С в о й с т в о  1. Любую кривую шнию 
поверхности, пересекающую ходы всех точек 
производящей линии, можно рассматривать 
как производящую линию поверхности.

Поверхность переноса может быть об­
разована поступательным перемещением 
любой кривой линии, принадлежащей по­
верхности, по тому же направлению. По­
верхность вращения может быть образована 
вращением любой ее кривой вокруг той же 
оси. Аналогичное положение характерно и 
для винтовых поверхностей; их производя­

щими могут быть различные по форме кри­
вые, лишь бы они пересекали все ходы точек.

С в о й с т в о  2. Две поверхности, имею­
щие общий закон образования и отличающиеся 
друг о т  друга лишь производящими линиями, 
м огут пересекаться между собой только 
по общим ходам точек производящих линий.

С в о й с т в о  3. Строение кинематиче­
ской поверхности основного вида не изменя­
ется в точках данного хода.

При перемещении точки по ходу кусок 
вырезанной вокруг нее поверхности совме­
щается с поверхностью всеми своими точ­
ками.

С в о й с т в о  4. Каж дая кинематиче­
ская поверхность основного вида может 
без деформаций сдвигаться вдоль самой себя.

При изучении кинематических поверх­
ностей основных видов прежде всего рас­
сматривают вопросы задания поверхности 
на чертеже, способы построения на основе 
этих заданий ряда положений движущейся 
производящей линии и очерков.

Через каждую точку кинематической по­
верхности основного вида проходит произ­
водящая линия и ход рассматриваемой точ­
ки. Сообразно с этим, точку на заданной ки­
нематической поверхности намечают или 
исходя из условия, что через нее проходит 
ход соответствующей точки производящей 
линии, или из условия, что через нее прохо­
дит производящая линия поверхности. В тех 
случаях, когда на чертеже трудно получить 
производящую линию в соответствующем ее 
положении и указанные ходы ее точек, при­
меняют вспомогательные проецирующие се­
кущие плоскости и строят линию сечения по­
верхности плоскостью.

I. Поверхности переноса прямолинейного 
направления

Поверхность переноса прямолинейного на­
правления образуется непрерывным посту­
пательным перемещением производящей 
кривой линии. Поверхность можно задать 
(рис. 253) начальным положением A BC  про­
изводящей линии и направлением переноса 
(стрелкой). Ходами точек производящей ли-
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нии являются прямые, параллельные на­
правлению переноса.

Кривые линии Л ВС , /4iZ?iCi,..„ представ­
ляющие собой ряд положений производя­
щей линии, определяют сеть поверхности 
переноса прямолинейного направления. 
Ячейки этой сети обладают тем свойством, 
что их противолежащие стороны являются 
равными и параллельными линиями.

Поверхность переноса прямолинейного 
направления можно рассматривать и как 
поверхность, образованную движением пря­
мой линии (образующей), которая все время 
параллельна данному направлению и сколь­
зит по кривой линии ЛВС. Эту же поверх­
ность называют цилиндрической поверхно­
стью. Здесь кривая ЛВС  — направляющая 
линия, а прямая (направление переноса) — 
производящая (образующая) линия поверх­
ности.

На рис. 254 показано построение недо­
стающей горизонтальной проекции к точки 
кк' поверхности переноса прямолинейного 
направления, заданной производящей ли­
нией ab, а 'Ь ' и направлением переноса —- 
стрелкой точки аа .

Проведем через данную проекцию к' 
точки кк' фронтальную проекцию хода, па­
раллельного направлению переноса. Оче­
видно, что этот ход принадлежит точке //'
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производящей линии. Построим горизон­
тальную проекцию хода, на которой, про­
ведя линию связи, найдем искомую горизон­
тальную проекцию к точки.

2. Поверхности вращения

Поверхность вращения образуется вра­
щательным перемещением производящей ли­
нии вокру! неподвижной оси (рис. 255). При

Р и с. 255
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ось вращения принимается вертикальная 
прямая.

Холом каждой точки производящей ли­
нии является окружность, которую назы­
вают параллелью поверхности вращения. 
Плоскости параллелей перпендикулярны к 
оси поверхности.

Таким образом, параллели без искажения 
проецируются на плоскость, перпендикуляр­
ную к оси, окружностями с общим центром.

Наибольшую из параллелей (окружно­
стей) поверхности вращения называют эква­
тором  поверхности, а наименьшую— шейкой 
(горлом) поверхности.

Плоскости, проходящие через ось по­
верхности вращения, называют меридиональ­
ными, а линии, по которым они пересекают 
поверхность — меридианами.

Поверхность вращения называют закры­
той , если меридиональное сечение поверх­
ности является замкнутой кривой лини­
ей. пересекающей ось поверхности в двух 
точках.

Каркас поверхности вращения можно 
представить параллелями или меридианами 
поверхности, а также сетью, состоящей из 
параллелей и меридианов.

Отметим некоторые важные свойства 
поверхностей вращения:

1. Поверхности вращения обладают свой­
ством сдвигаемости. т . е. вращаясь вокруг 
своей оси, поверхность м ож ет сдвигаться 
без деформации вдоль самой себя.

2. Если меридиан поверхности вращения 
проходит через две точки поверхности, то  
он является кратчайшей линией между эти­
ми точками (геодезической линией) и все ме­
ридианы равны между собой.

3. Каж дая из параллелей поверхности 
вращения пересекает меридианы под прямым 
углом, т . е. параллели и меридианы образуют 
прямоугольную сеть на поверхности вра­
щения.

4. Поверхность вращения можно задать 
любой кривой, если эта  кривая пересекает 
все ходы точек производящей линии.

5. Каж дая из нормалей к поверхности 
вращения пересекает ось поверхности.

Это означает, что для любой поверхности 
вращения можно строить вписанные или 
описанные сферы.

При вращении вокруг оси плоской или 
пространственной алгебраической кривой 
л-го порядка образуется алгебраическая по­
верхность вращения в общем случае 2л-го 
порядка. Если кривая второго порядка вра­
щается вокруг своей оси, то она образует 
поверхность второго порядка.

По виду кривых линий второго порядка 
в главном меридиональном сечении поверх­
ности вращения имеют следующие назва­
ния:

сфера (шар), если производящая кривая 
линия является окружностью, а ось совпадает 
с ее диаметром;

тор*, если производящая окружность 
вращается вокруг оси, лежащей в плоскости 
окружности и не проходящей через ее центр.

Если ось вращения пересекает производя­
щую окружность или касается ее, получается 
закрытый тор.

Если ось вращения не пересекает произво­
дящую окружность и не касается ее, получа­
ется открытый тор  (кольцо);

эллипсоид вращения образуется враще­
нием эллипса вокруг его оси.

Если за ось вращения принята большая 
ось эллипса, имеем вы тянутый эл.шпеоид 
вращения, если малая — сж аты й эл.птсоид 
вращения;

параболоид вращения образуется враще­
нием параболы вокруг ее оси;

однополостный гиперболоид вращении об­
разуется вращением гиперболы вокруг ее 
мнимой оси;

двуполостный гиперболоид вращения обра­
зуется вращением гиперболы вокруг ее дей­
ствительной оси;

конус вращения образуется вращением 
вокруг оси кривой 2-го порядка, распадаю­
щейся на две пересекаюшиеся прямые линии;

цилиндр вращения образуется вращением 
вокруг оси кривой 2-го порядка, распадаю­
щейся на две параллельные прямые линии.

ф Тор ярляе*ся поверхностью четвертого по­
рядка
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Конус и цилиндр вращения являются ли­
нейчатыми поверхностями. Линейчатой по­
верхностью является и однополостный ги­
перболоид вращения. Здесь производящая 
прямая и ось вращения представляют собой 
две скрещивающиеся прямые линии.

Поверхность вращения на чертеже мож­
но задать проекциями производящей линии 
и проекциями неподвижной оси (рис. 256).

При принятом расположении оси по­
верхности вращения горизонтальная проек­
ция производящей линии не изменяет своего 
вида при всех положениях производящей 
линии, а углы поворота точек производящей 
линии проецируются на горизонтальную 
плоскость в натуральную величину.

Путем поворота вокруг центра (проекции 
оси вращения) построим ряд положений го­
ризонтальной проекции производящей ли­
нии. Имея горизонтальные проекции про­
изводящей линии и параллели, можно по­
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строить фронтальные проекции параллелей, 
а затем и фронтальные проекции ряда поло­
жений производящей линии. Эти построения 
наметят сеть заданной поверхности враще­
ния.

Поверхность вращения, заданную непод­
вижной осью и производящей произволь­
ного вила кривой, можно представить и за­
данной очерками (рис. 257). Здесь фронталь­
ным очерком является фронтальная проек­
ция фронтального меридиана, а горизон­
тальным — горизонтальная проекция наи­
большей параллели.

На рис. 258 показано построение не­
достающей горизонтальной проекции е точ­
ки ее' и недостающей фронтальной проекции 
с’ точки сс' поверхности вращения. Ходами 
точек производящей линии поверхности вра­
щения являются ее параллели. Производя­
щей линией является фронтальный мериди­
ан. Параллель точки ее пересекается с про­
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изводящей линией в точке e ie i. Через го­
ризонтальную проекцию е\ этой точки про­
ходит горизонтальная проекция указанной 
параллели. Линия связи точки ее' пересе­
кает параллель в искомой точке. Замечаем, 
что заданной фронтальной проекции е' точки 
ее соответствуют две горизонтальные про­
екции.

Таким образом, поставленная задача име­
ет два решения, так как фронталь но-проеци­
рующий луч, общий для обеих найденных 
точек, дважды пересекает поверхность вра­
щения

Для определения недостающей фронталь­
ной проекции d  точки сс' строим горизон­
тальную проекцию параллели (окружность) 
этой точки. Этой окружности соответствуют 
в нашем случае фронтальные проекции двух 
параллелей. Линия связи точки с пересекает 
их в точках с'.

Таким образом, и эта задача имеет два 
решения, так как горизонтально-проецирую-

щий луч, общий для обеих полученных точек, 
дважды пересекает заданную поверхность 
вращения.

На рис. 259 показано образование по­
верхности однополостного гиперболоида 
вращения. Такая поверхность на чертеже 
(рис. 260) изображена очерками. Осью по­
верхности вращения является горизонталь- 
но-проецирующая прямая, а производящей 
линией — прямолинейный отрезок ab, а'Ь'.

Наименьшей параллелью (шейкой) по­
верхности является окружность, радиус г 
которой равен наименьшему расстоянию 
между осью и производящей линией. Парал­
лели, плоскости которых находятся на оди­
наковых расстояниях от плоскости шейки 
поверхности, имеют одинаковые радиусы. 
Поэтому плоскость шейки является плос­
костью симметрии, а центр кк' параллели 
шейки — центром симметрии поверхности. 
Поверхность вращения ограничена здесь дву­
мя равными параллелями.

Какое-либо другое положение a ib i, a i'b i' 
производящей линии найдем, если на гори­
зонтальной проекции параллели отложим 
от точек а и b равные дуги aai= bbi. Точки 
а\ и bi будут тогда горизонтальными про­
екциями точек, принадлежащих производя­
щей линии. Проведя через эти точки линии 
связи, получим фронтальную проекцию 
aib i производящей a ib i, atb i.

Каждая из меридиональных плоскостей 
поверхности вращения служит плоскостью 
симметрии поверхности. Поэтому на рас­
сматриваемой поверхности, если принять 
плоскость Nh за плоскость симметрии, име­
ем прямую линию cd4 c'd 't симметричную 
прямой линии ab9 а 'Ь '. Прямая линия cd, 
c'd ' пересекается всеми параллелями по­
верхности и, следовательно, ее можно при­
нять за производящую линию поверхности 
вращения.

Таким образом, однополостный гипер­
болоид вращения имеет две производящие 
прямые линии. Производящие линии ab, 
а 'Ь ' и cdy с 'd' составляют с осью поверхности 
угол S , величина которого не изменяется 
при вращении производящих линий вокруг 
оси. Через центр кк' проведем прямые ли­
нии, параллельные различным положениям
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производящих линий аЬу а'Ь ' и cd4 e'd '. 
Геометрическим местом этих прямых линий 
является поверхность конуса вращения с 
вершиной в точке кк\ состоящая из двух 
полостей (половин), направленных каждая 
в сторону расширения поверхности. Этот 
конус вращения называют асимптотическим 
конусом поверхности.

Две скрещивающиеся прямые опреде­
ляют задание гелисы, если одну из них при­
нять за ось гелисы, а другую — за касатель­
ную к ней. Если при этом гелиса имеет пра­
вый ход, то прямые имеют правое скрещива­
ниеt если левый ход — левое скрещивание.

Поэтому, аналогично, производящую пря­
мую линию однополостного гиперболоида 
вращения называют правой или левой про­
изводящей линией, в зависимости от того, 
в каком скрещивании она находится с осью 
поверхности. Согласно чертежу, производя­
щая линия аЬ% а 'Ь ' является левой, а произво­
дящая линия cd, e'd '—  правой производящей 
линией.

Параметром скрещивания прямых линий 
называют отношение величины наимень­
шего расстояния между этими прямыми ли­
ниями к величине угла между ними. Точки 
на прямых линиях, расстояние между ко-
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176 торыми равно наименьшему расстоянию 
между прямыми, называют центрами скре­
щивающихся прямых тний.

Два смежных положения производящей 
правой и левой линий представляют собой 
две скрещивающиеся прямые линии. Следо­
вательно, поверхность однополостного ги­
перболоида вращения можно рассматривать 
как два семейства скрещивающихся прямых 
линий. При этом каждая прямая одного се­
мейства пересекает все прямые другого се­
мейства. кроме одной, ей параллельной.

На каждой поверхности, представляющей 
собой семейство скрещивающихся прямых 
линий, можно провести кривую линию, яв­
ляющуюся геометрическим местом центров 
скрещивающихся бесконечно близких поло­
жений производящей линии. 'Эту кривую на­
зывают линией сужения (стрикционной ли­
нией) поверхности. Она представляет собой 
самую короткую из кривых линий на поверх­
ности, пересекающих все положения произ­
водящей линии.

Для однополостного гиперболоида вра­
щения линией сужения является параллель 
радиусом г, его шейка, так как она, очевидно, 
является самой короткой кривой линией на 
поверхности, пересекающей все положения 
правой и левой производящих линий.

Параметр скрещивания двух бесконечно 
близких положений производящей линии 
равен:

где As и Aff— бесконечно малые расстояния 
и у|лы между смежными положениями про­
изводящей линии. Наименьшее расстояние 
между бесконечно близкими положениями 
производящей линии равно:

Д s «  Д sr cos 6 ,

При полном обороте производящей ли­
нии si 2nR, а величина р равна углу сек­
тора, получающегося от развертки асимпто­
тического конуса.

Возьмем на асимптотическом конусе вра­
щения его параллель радиусом г. Длина об­
разующей конуса . а угол сектора при 
развертке конуса

Р *  • sin S =■ 2п ■ sin S. г
Величина параметра скрещивания после 

подстановки
sr cos £ г

Рк "  “1
Рассматриваемую поверхность называют 

однополостным гипербо.юидом вращения, по­
тому что она меридиональными плоскостя­
ми пересекается по гиперболам.

Лежащие в меридиональной плоскости 
образующие асимптотического конуса явля­
ются асимптотами для гиперболы меридио­
нального сечения.

На рис. 260 построена гипербола, которая 
является фронтальным очерком поверхности 
однополостного гиперболоида вращения, и 
указаны ее действительная и мнимая оси.

Поверхности вращения второго порядка 
широко используются в машиностроении и 
строительной технике. Различные детали 
машин и механизмов, конструкции различ­
ных опор и башен и т. п. ограничены именно 
такими поверхностями. Широко известная 
радиомачта В. Г. Шухова (1853— 1939) пред­
ставляет собой семейство однополостных 
гиперболоидов с двумя сериями прямолиней­
ных образующих. Такая конструкция обла­
дает высокой прочностью и легкостью.

И теперь конструкция Шухова с успехом 
применяется, например, в качестве лесов 
(опалубки) железобетонных градирен, водо­
напорных башен, морских маяков и др.

3. Винювые поверхности
Винтовая поверхность образуется вин­

товым перемещением производящей линии. 
Ее можно задать (рис. 261) начальным поло-

где Asi— бесконечно малая дуга линии су­
жения.

Вследствие однообразия движения про­
изводящей линии величину рк надо считать 
постоянной. Следовательно,

As  Д  5 |  Sl
/V =■ lim ---—---- cos о *  — ■ cos д .*  АР  АР  р



Поверхности второго порядка очень час­
то задаются на чертеже их очерками. Боль­
шое значение имеет следующая теорема.

Т е о р е м а  6. Очертание поверхности 
второго порядка есть кривая второго по­
рядка.

Доказательство этой теоремы простое.
Проведем из некоторой точки вне по­

верхности три произвольные касательные 
к поверхности. Точки касания определяют 
плоскость, которая пересекает поверхность 
по кривой второго порядка.

Представим, что выбранная точка явля- 265 
ется вершиной конуса второго порядка, а ли­
ния сечения — направляющей линией этого 
конуса.

Замечаем, что у поверхности и у конуса 
имеются общие касательные плоскости.

Данная поверхность и конус имеют трой­
ное прикосновение.

Здесь проецирующий конус пересекается 
любой плоскостью по кривой второго по­
рядка и дает очерк поверхности на этой 
плоскости.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Изобразите общую схему построения ли­
нии пересеченна Поверхностей.

2. Изложите принципы построения точек пе­
ресечения кривых линий с поверхностями

3. Назовите основные способы построения 
линий пересечения поверхностей.

4. Опишите способы секущих плоскостей и 
сферических посредников при определении линии 
пересечения поверхностей.

5. Какое пересечение поверхностей называ­
ют полным и неполным?

6. Отметьте преимущество решения задач 
ни построение линии пересечения поверхностей 
проецирующими цилиндрами и проецирующими 
призмами?

7. Покажите схемы построения линий пере­
сечения двух конических (с собственной н несоб­
ственной вершинами) поверхностей, имеющих 
плоские направляющие линии.

8. В какой последовательности соединяются 
точки искомой линии пересечения поверхностей и 
как определяется ее видимость в проекциях?

9. Какие точки линии пересечения поверх­
ностей называют главными (опорными)?

10. Изложите принципы построения линий 
пересечения поверхностей врашениа и винтовых 
поверхностей между собой.

11. Назовите основные теоремы, применяе­
мые при построении линии пересечения поверх­
ностей второго порядка.
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Плоскость может касаться поверхности 
в точке, по прямой линии или плоской кри­
вой. Она может в одном месте касаться по­
верхности, а в другом пересекать ее. Линия 
касания может быть одновременно и линией 
пересечения поверхности плоскостью.

На рис. 384 показан отсек некоторой ки­
нематической поверхности, ограниченной по­
ложениями производящей линии и ходами 
точек производящей линии.

Р и с. 384

Плоскость, образованную касательными, 
проведенными в точке К  поверхности к про­
изводящей линии и к ходу, называют каса­
тельной плоскостью поверхности в данной 
ее точке. Плоскость Q является, таким обра­
зом, касательной плоскостью к рассматри­
ваемой поверхности в точке К .

Плоскость, касательная к поверхности в 
данной точке, содержит касательные пря­
мые, построенные к любой из кривых линий, 
намеченных на кинематической поверхности 
и проходящих через данную точку. Из этого 
следует, что касательную плоскость в данной 
точке поверхности можно определить как 
плоскость, образованную касательными к 
двум любым линиям, построенным на по­
верхности и пересекающимся в заданной на 
поверхности точке.

При исследовании формы поверхности 
в окрестности рассматриваемой точки каса­
тельная плоскость играет весьма важную 
роль. Однако не в каждой точке поверхности 
можно провести касательную плоскость. 
В некоторых точках касательная плоскость 
или неопределенная, или не единственная. 
Такие точки называют особыми точками 
кинематических поверхностей. Например, 
точки ребра возврата поверхности торса, 
вершина конической поверхности, точки оси
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поверхности вращения, где меридиан и 
ось пересекаются не под прямым углом, 
и др.

Прямую линию, проходящую через точ­
ку касания и перпендикулярную к касатель­
ной плоскости, называют нормалью поверх­
ности в данной точке. Нормаль поверхности 
в данной точке определяет, следовательно, 
направление плоскости, касательной к по­
верхности в этой точке.

Касательная плоскость может иметь с 
поверхностью одну общую точку. В этом 
случае все линии поверхности, пересекаю­
щиеся в рассматриваемой точке, находятся 
по одну сторону касательной плоскости. 
Такие точки поверхности называют эллип­
тическими.

Поверхности, у которых все точки эллип­
тические, являются выпуклыми криволиней­
ными поверхностями. К ним относятся сфе­
ра, эллипсоид вращения, параболоид вра­
щения и др.

Касательная плоскость, как известно, ка­
сается торса вдоль его производящей пря­
мой линии. Она является, следовательно, 
касательной плоскостью этой поверхности 
для всех ее точек, расположенных на произ­
водящей прямой линии. Точки поверхности, 
удовлетворяющие этому условию, называют 
параболическими. Параболическими, напри­
мер. являются точки на цилиндрах, конусах 
и поверхностях с ребром возврата.

Касательная плоскость к поверхности в 
данной ее точке может пересекать эту по­
верхность. В пересечении получаются: или 
две пересекающиеся в данной точке кривые 
линии, или две пересекающиеся прямые ли­

нии, или пересекающиеся в данной точке 267 
прямая и кривая линии.

Две пересекающиеся прямые линии полу­
чаются в том случае, когда поверхность ли­
нейчатая и имеет две производящие прямые 
линии, например, однополостный гипербо­
лоид вращения.

Пересекающиеся прямая и кривая линии 
получаются в случае линейчатой неразверты- 
ваюшейся поверхности, имеющей одну про-* 
изводящую прямую линию. К  таким по­
верхностям относятся все геликоиды, кроме 
торса-геликоида.

Касательные плоскости неразвертываю- 
щейся линейчатой поверхности (однополост­
ный гиперболоид вращения, геликоид и др.), 
в отличие от торса, в различных точках про­
изводящей линии имеют различные направ­
ления.

Точку поверхности, касательная плос­
кость в которой пересекает поверхность, 
называют гиперболической. Каждый отсек 
поверхности, все точки которой являются 
гиперболическими, имеет седлообразную 
форму.

Прямые линии, касательные к кривым 
линиям пересечения поверхности касатель­
ной плоскостью, называют г.швными каса­
тельными поверхностями в данной точке.

Касательную плоскость к заданной по­
верхности можно построить в соответствии 
с видом поверхности, если она: касается по­
верхности в данной ее точке; проходит через 
данную точку, лежащую вне поверхности; 
параллельна заданной прямой линии; имеет 
заданное направление; проходит через дан­
ную прямую линию.

П Л О С К О С Т И .  К А С А Т Е Л Ь Н Ы Е  К  П О В Е Р Х Н О С Т Я М  
С П А Р А Б О Л И Ч Е С К И М И  Т О Ч К А М И

Рассмотрим построение касательных пло­
скостей к торсам — поверхностям с парабо­
лическими точками. Касательные плоскости 
касаются этих поверхностей вдоль их обра­
зующих.

Как указывалось выше, касательную 
плоскость к поверхности в заданной ее точке 
определяют двумя прямыми, касательными

§65
к двум пересекающимся в этой точке кривым 
линиям поверхности. Поэтому касательную 
плоскость в заданной точке поверхности с 
параболическими точками можно опреде­
лить двумя пересекающимися прямыми, из 
которых одна является образующей, про­
ходящей через заданную точку, а другая 
прямая может быть касательной к любой

к
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построенной на поверхности кривой линии 
в точке ее пересечения этой образующей (за 
исключением тех. которые касаются ее). 
Этими кривыми линиями могут быть, на­
пример. направляющие линии, входящие в 
задания поверхностей.

На рис. 385 построена касательная плос­
кость в точке К  к цилиндру.

Здесь касательная плоскость Q определе­
на образующей цилиндра, проходящей через 
заданную точку К , и касательной к направ­
ляющей линии А В  в точке I  пересечения об­
разующей с направляющей линией.

На рис. 386 построена касательная плос­
кость в точке К  к конусу.

Касательная плоскость определена обра­
зующей K S , проходящей через точку К . 
и касательной к направляющей линии конуса 
в точке / пересечения ее этой образующей.

Покажем построение касательной плос­
кости к рассматриваемой поверхности, про­
ходящей через точку, расположенную вне 
заданной поверхности.

На рис. 387 построена касательная плос­
кость, проходящая через данную точку К , 
к конусу, заданному плоской направляющей 
линией и вершиной S. Точка К  лежит вне 
поверхности конуса. Касательные плоскости 
к конусу проходят через его вершину.

Через данную точку К  и вершину S конуса 
проведем прямую SK  и определим точку М  
пересечения ее с плоскостью Р  направляю­
щей линии конуса. Из точки М  проводим 
касательные M l и М2 к направляющей ли­
нии и через полученные точки касания про­
водим образующие S1 и 52.

Плоскости S1M  и S2M  являются искомы­
ми касательными плоскостями к конусу, 
проходящими через заданную точку К , а 
прямая SM  является линией пересечения 
этих плоскостей.

Построение касательной плоскости, про­
ходящей через заданную точку кк' к цилинд­
ру, когда точка лежит вне поверхности ци­
линдра, показано на чертеже (рис. 388). 
Цилиндр задан направляющей линией ab% 
а‘Ь' и направлением образующих — стрел­
кой точки аа\

Через точку кк' проводим прямую ли­
нию ке, к'е\ параллельную направлению

в
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образующих цилиндра, и находим точку ее 
ее пересечения с плоскостью Qv направляю­
щей линии. Из точки ее проводим касатель­
ные e l, е 'Г  и е2, е'2' к направляющей линии, 
а через точки касания IV  и 22'— образующие 
цилиндра. Плоскости ke/t к'е'1 ' и ке2, Л V i '  
являются искомыми касательными плоскос­
тями.

Касательную плоскость к торсу, проходя­
щую через точку, лежащую вне поверхнос­
ти юрса. определяют следующим образом. 
Через точку проводят плоскость, пересекаю­
щую торс по кривой линии. Затем через дан­
ную точку проводят касательную к постро­
енной кривой. Образующая "орса, проходя­
щая через точку касания, и касательная оп­
ределяют положение искомой касательной 
плоскости.

Применение вспомогательных секущих 
плоскостей можно использовать и для слу­
чаев построения при аналогичных условиях 
касательных плоскостей к конусам и цилинд­
рам, когда их направляющие линии не яв­
ляются плоскими кривыми линиями.

Рассмотрим построение касательных 
плоскостей к поверхностям с параболически­
ми точками, когда касательные плоскости 
параллельны заданной прямой линии.

Общая схема построения плоскости, ка­
сательной к цилиндру и параллельной задан­
ной прямой, показана на рис. 389.

Цилиндр задан направляющей плоской 
кривой линией и направлением образую­
щих— стрелкой точки А.

Через заданную прямую Е К  проводим 
вспомогательную плоскость-посредник, па­
раллельную направлению образующих ци­
линдра. К направляющей линии цилиндра 
проводим касательные, параллельные следу 
плоскости-посредника, а через точки каса­
ния 1 и 2 проводим образующие цилиндра. 
Плоскости, представленные такими каса­
тельными и образующими, являются иско­
мыми касательными плоскостями.

На рис. 390 построена касательная к тор­
су плоскость Q, параллельная заданной пря­
мой AiN .

Для построения такой плоскости выбира­
ем какую-либо вспомогательную секущую 
плоскость Р % параллельную прямой M N ,

IL
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и находим линию ED  пересечения плоскости 
с торсом. К  построенной линии пересечения 
ED  проводим касательную параллельно пря­
мой M N , и через точку касания К  проводим 
образующую К С  торса. Касательная Г и об­
разующая К С  определяют искомую каса­
тельную плоскость.

При построении плоскостей, касательных 
к торсам и проходящих через точки, лежащие 
вне поверхности торса, а также плоскостей, 
параллельных данной прямой линии, можно 
пользоваться и другой схемой, основанной 
на применении вспомогательного (направля­
ющего) конуса торса.

Пусть требуется провести к торсу, задан­
ному ребром возврата А В , касательную 
плоскость, проходящую через точку S , ле­
жащую вне поверхности торса (рис. 391).

Построим, принимая точку S за вершину, 
направляющий конус торса и пересечем торс 
и его направляющий конус какой-либо плос­
костью Q. Кривые линии CD  и С\ СН пересе­
чения торса и конуса плоскостью являются 
конформными кривыми линиями. К этим 
кривым линиям проводим общую касатель­
ную, которая касается их в парных точках 
I и /|.

Через точки касания / и / 1 проводим вза­
имно параллельные образующие торса и его

направляющего конуса. Этой касательной 
и образующими определяется искомая ка­
сательная плоскость Р.

Если необходимо провести касательную 
плоскость к торсу, параллельную заданному 
направлению G K , то направляющий конус 
торса следует построить, принимая за его 
вершину одну из точек прямой линии G K , 
например точку S. Затем надо построить ка­
сательную плоскость к направляющему ко­
нусу, проходящую через прямую GK. Для 
этого проводим из точки Е  пересечения пря­
мой линии GK  с плоскостью Q касатель­
ную Е2\ к кривой линии С\ D\. Эта касатель­
ная и образующая конуса, проходящая через 
точку касания 2if определяют касательную 
плоскость SE2\ к конусу, проходящую через 
данную прямую GK.

Построим теперь касательную к кривой 
линии CD, параллельную касательной Е2\.

Касательная к направляющей линии тор­
са и образующая торса, проходящие через 
точку касания 2, образуют искомую каса­
тельную к торсу плоскость Т.

Метод построения касательных плоскос­
тей к торсам при помощи их вспомогатель­
ных конусов достаточно простой в том слу­
чае, когда эти поверхности являются поверх­
ностями одинакового ската, так как при 
этих условиях вспомогательными их кону­
сами являются конусы вращения.

В рассматриваемых кинематических по­
верхностях с параболическими точками име­
ются особые точки, к которым принадлежат 
вершины конусов и точки ребра возврата 
торсов.

Вершина конуса является особой точкой, 
как точка, не имеющая хода, а точки ребра 
возврата — как точки, ходы которых имеют 
направления производящей линии в различ­
ных ее пс ложениях.

Плоскость, касательная к поверхности 
конуса, как известно, касается конуса вдоль 
производящей (образующей) его линии. Вер­
шина конуса при всяком положении произво­
дящей находится в касательной плоскости. 
Через вершину конуса проходит бесконечно 
большое число касательных плоскостей, так 
как производящая прямая занимает на кону­
се бесчисленнее множество положений.
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При пересечении поверхности торса плос­
костью, перпендикулярной к касательной 
ребра возврата, получается кривая линия 
с вершиной острия, касательная в которой 
является главной нормалью ребра возврата 
поверхности. Соприкасающаяся плоскость 
ребра возврата является касательной плос­
костью торса. Это необходимо учитывать 
при исследовании пространственных кривых.

Таким образом, касательная плоскость 
к торсу в точке его ребра возврата определя­
ется касательной к ребру возврата и каса­
тельной в вершине острия к линии пересе­
чения торса плоскостью, перпендикулярной 
к первой касательной в рассматриваемой 
точке. Следовательно, в каждой точке ребра 
возврата торса можно построить только 
одну касательную к торсу плоскость.

271

П Л О С К О С Т И . К А С А Т Е Л Ь Н Ы Е  К  П О В Е Р Х Н О С Т Я М  
С Э Л Л И П Т И Ч Е С К И М И  Т О Ч К А М И §66

Для построения касательной плоскости 
в заданной точке поверхности вращения 
прежде всего на поверхности необходимо 
построить любые две кривые линии, прохо­
дящие через заданную точку. За такие линии 
обычно принимают параллель и меридиан 
поверхности.

На рис. 392 построена касательная плос­
кость к поверхности вращения, заданной 
очерками, в намеченной на ней точке сс'. 
Касательная плоскость определяется каса­
тельной прямой ас, а*с* к параллели точки сс' 
и касательной прямой сЬ, с'Ь' к меридиану 
этой точки.

Для определения фронтальной проекции 
с'Ь' касательной прямой меридиональную 
плоскость N h  путем вращения вокруг оси 
поверхности совмещаем с фронтальной ме­
ридиональной плоскостью N i h  . Касатель­
ная cb, с'Ь' занимает положение cifci, с\ Ь\, 
в котором определяется точка ss' пересече­
ния ее с осью поверхности вращения.

При восстановлении плоскости точка ss' 
не изменяет своего положения, и, следова­
тельно, искомой фронтальной проекцией ка­
сательной является прямая линия s'c'. Плос­
кость, заданная двумя пересекающимися в 
точке сс' касательными (одна — параллели, 
другая меридиана), является касательной 
плоскостью к заданной поверхности вра­
щения в точке сс'.

При вращении меридиональной плоскос­
ти вокруг оси поверхности вращения каса­
тельная sc, s'c' образует поверхность конуса 
вращения, которая касается заданной по­

верхности вращения по параллели точки сс'. 
Построенная плоскость асЬ, а’с'Ь\ очевидно, 
касается указанного конуса вращения по его 
образующей sc, s' г'.

Для случаев, когда к поверхности враще­
ния проводятся касательные плоскости, про-
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ности, или касательные плоскости, парал­
лельные заданному направлению, имеется 
множество решений.

Через точку вне поверхности вращения 
можно провести множество плоскостей, ка­
сательных к поверхности. Поверхностью, 
огибающей это семейство плоскостей, явля­
ется некоторая взаимокасательная с поверх­
ностью вращения коническая поверхность.

Кривую линию соприкасания поверхнос­
тей следует рассматривать как геометри­
ческое место точек касания поверхности вра­
щения касательными плоскостями, проходя­
щими через заданную точку. Касательных к 
поверхности вращения плоскостей, парал­
лельных заданному направлению, можно 
провести также множество. Это семейство 
плоскостей огибает цилиндрическая поверх­

ность, взаимокасательная с рассматривае­
мой поверхностью вращения, для которой 
заданное направление служит направлением 
образующих. Кривая линия взаимокасания 
является геометрическим местом точек ка­
сания поверхности плоскостями.

Рассмотрим построение взаимокасатель­
ных конических и цилиндрических поверх­
ностей с поверхностью вращения — со сфе­
рой.

На рис. 393 построена взаимокасатель­
ная со сферой коническая поверхность, вер­
шиной которой является точка ss\ лежащая 
во фронтальной меридиональной плоскости 
сферы.

Линией взаимокасания поверхностей яв­
ляется окружность, плоскость Т у которой 
перпендикулярна к прямой линии os, о s\ 
соединяющей точку ss с центром оо сферы.

Р и с .  393 Р и с .  394
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По касательным к сфере фронтально-про- 
ецирующим плоскостям М\у и М гу , про­
ходящим через вершину ss\ определяем 
высшую и низшую точки IV  и 22’ линии взаи- 
мокасания. Эти точки являются одновре­
менно точками, расположенными на фрон­
тальном меридиане сферы.

По касательным к сфере горизонтально- 
проецируюшим плоскостям Njw и N a h  
определяем точки касания 33' и 44\ располо­
женные на экваторе сферы.

Горизонтальной проекцией окружности 
взаимокасания является эллипс, малая ось 
которого — отрезок 12, а большая ось — 
горизонтальная проекция 56 диаметра 56, 
5'6' окружности, параллельного горизон­
тальной плоскости проекций Н.

Любую из промежуточных точек линии 
взаимокасания определяем по условию их 
расположения на соответствующей парал­
лели сферы.

Случай, когда вершина ss касательного 
к сфере конуса не находится во фронтальной 
меридиональной плоскости сферы, показан 
на рис. 394.

Фронтально-проецирующие плоскости 
M iv  и А/ак, проходящие через вершину ss' 
и касательные к сфере, определяют точки IV  
и 22' линии взаимокасания, лежащие на 
фронтальном меридиане сферы.

Горизонтально-проецирующие плоско­
сти N * h и N a h , касательные к сфере, оп­
ределяют точки 33' и 44' линии взаимокаса­
ния, лежащие на экваторе.

Для определения горизонтальной проек­
ции окружности взаимокасания совместим 
путем вращения вокруг вертикальной оси 
сферы меридиональную плоскость N sh с  
фронтальной меридиональной плоскостью. 
Определяем смешенные проекции aia\ и 
bibi высшей и низшей точек, а также истин­
ную величину а\ Ь\ диаметра окружности 
взаимокасания и смещенную проекцию цент­
ра этой окружности. Путем восстановления 
плоскости находим малую и большую оси 
ab и cd (cd=d\ b 'i) эллипса горизонтальной 
проекции окружности взаимокасания и со­
пряженные диаметры ab ' и c 'd  эллипса 
фронтальной проекции окружности взаимо 
касания. По сопряженным диаметрам ah '

и c d ' строим эллипс фронтальной проекции 273 
окружности соприкасания.

Любую из промежуточных точек окруж­
ности соприкасания определяем по условию 
их принадлежности соответствующей парал­
лели сферы.

На рис. 395 построена линия взаимокаса­
ния сферы с цилиндром вращения, ось кото­
рого параллельна фронтальной плоскости 
проекций V.

Окружность соприкасания находится в 
плоскости Т у , перпендикулярной к оси ци­
линдра и проходящей через центр оо сферы. 
Плоскость Ту пересекает сферу по окруж­
ности, диаметр которой равен диаметру 
сферы.

Горизонтальной проекцией окружности 
соприкасания является эллипс, в котором 
отрезок 12 — большая ось и отрезок 34 — 
малая ось.

Недостающие горизонтальные проекции 
точек 55' и 66' линии взаимокасания опреде-

18— 7Щ
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ляем по условию их расположения на соот­
ветствующей параллели сферы.

При построении линий соприкасания ко­
нических и цилиндрических поверхностей 
с поверхностями вращения непосредственно, 
без каких-либо дополнительных построений, 
определяются лишь точки линии взаимока- 
сания. расположенные на фронтальном ме­
ридиане и на экваторе поверхности вращения.

Для определения промежуточных точек 
линии взаимокасания применяют обычно 
(смотря по случаю) вспомогательные поверх­
ности: конусы, цилиндры и сферы.

Сущность метода вспомогательных по­
верхностей состоит в том, что удовлетворяю­
щие поставленным условиям касательные 
плоскости к поверхностям вращения, прохо­
дящие через точку, расположенную вне по­

верхности вращения, или параллельные за­
данному направлению, строят как плоскости, 
касательные не к поверхностям вращения, 
а к вспомогательным (взаимокасательным 
с поверхностями вращения) поверхностям.

За вспомогательные конические поверх­
ности принимают соосные с поверхностью 
конусы вращения, касающиеся поверхности 
вращения по общей их параллели. Вершины 
таких конусов расположены на оси поверх­
ности вращения.

Каждая плоскость, касающаяся конуса 
вдоль его образующей, касается поверхности 
вращения в точке пересечения образующей 
касания с параллелью. Таким образом, ка­
сательная к конусу вращения плоскость яв­
ляется касательной плоскостью и к поверх­
ности вращения в заданной точке.

За вспомогательные цилиндрические по­
верхности принимают цилиндры, направля­
ющими кривыми линиями которых служат 
меридиональные сечения поверхности вра­
щения. Направления образующих цилинд­
ров перпендикулярны к плоскостям их на­
правляющих линий, т. е. перпендикулярны 
к плоскостям меридиональных сечений по­
верхности вращения.

Плоскость, касающаяся этого цилиндра 
по его образующей, касается поверхности 
вращения в точке пересечения образующей 
цилиндра с меридиональным сечением по­
верхности. Как видно, и здесь касательная 
плоскость к вспомогательному цилиндру 
является касательной плоскостью к поверх­
ности вращения в ее точке.

На рис. 396 показаны построения каса­
тельных плоскостей заданного направления 
ah, а 'Ь ' к поверхности вращения. Поверх­
ность вращения задана очерками.

Для поверхности вращения указанного на 
чертеже вила можно построить две такие 
плоскости.

Построим меридиональную плоскость 
N h 4 параллельную прямой аЬ% а'Ь0. Искомые 
касательные плоскости перпендикулярны к 
плоскости N h. Вращением вокруг оси по­
верхности вращения совместим плоскость 
N h с  фронтальной меридиональной плос­
костью. Прямые линии, лежащие в этой плос­
кости и параллельные заданной прямой



$ 66. п

линии ab% а'Ъ\ после поворота плоскости 
имеют проекции, параллельные проекциям 
прямой линии a iЬ, а\ Ь'.

Прямые, перпендикулярные к прямой 
а\ Ь' и касательные к фронтальному очерку 
поверхности, являются следами Aiv  сме­
шенных касательных к поверхности враще­
ния плоскостей, а точки схс\ и kik 'i — сме­
шенными проекциями точек касания поверх­
ности врашения этими плоскостями.

Определяем основные проекции точек 
касания ее' и кк'. Искомые касательные плос­
кости определены прямыми линиями, каса­
тельными в найденных точках к параллелям 
и меридианам поверхности вращения.

Построение проходящих через данную 
прямую линию касательных плоскостей к 
поверхности врашения производят при по­
мощи вспомогательного однополостного ги­
перболоида вращения.

На рис. 397 показано решение такой за­
дачи для поверхности вращении, заданной 
очерками. Касательная к поверхности вра­
щения плоскость проходит через прямую 
линию ab, а'Ь*.

Построим соосный с заданной поверх­
ностью вращения вспомогательный гипер­
болоид врашения, производящей линией ко­
торого является данная прямая линия аЬ, 
а'Ь '. Прямые линии, касательные к фронталь­
ным очеркам данной и вспомогательной по­
верхностей. являются фронтальными следа­
ми Qv плоскостей, касательных одновре­
менно к обеим поверхностям. В этих плоскос­
тях находятся соответствующие положения 
ш bi, <7| Ь\ и a ib i, а\ Ьг производящей 
линии гиперболоида, а также и искомые 
точки касания.

При вращении плоскостей Qv вокруг оси 
поверхности вращения они все время остают­
ся касательными плоскостями к обеим по­
верхностям, а точки с\с\ и kik\ их касания 
поверхности вращения и точки d id 'i и mn'i 
касания гиперболоида перемещаются по со­
ответствующим параллелям этих поверхнос­
тей. Когда при вращении производящие 
aib\, <7 i Ь'1 и a ib i. <72 b i занимают положе­
ния производящей линии аЬ, аЬ\  точки 
касания cic'i и kik'i вращающихся плоскос-
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тей занимают, повернувшись на соответ­
ствующие углы, положения сс' и кк'.

Искомыми касательными плоскостями 
являются плоскости cab, с 'а 'Ь ' и kabt k'a'b '.

У поверхностей вращения особыми точ­
ками являются точки пересечения меридиана 
с осью вращения. Эти точки не имеют ходов. 
Касательные плоскости в точках меридиана, 
как известно, перпендикулярны к соответ­
ствующим меридиональным плоскостям. 
В каждой из указанных особых точек можно 
построить к поверхности врашения каса­
тельную плоскость, пользуясь лишь каса­
тельной к тому меридиану, к которому отне­
сена эта особая точка.

Поверхности вращения имеют бесконечно 
много меридиональных плоскостей и, сле­
довательно, в особой точке поверхности вра­
щения можно построить бесконечное мно-
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276 жество сс касательных плоскостей. Если 
меридиан поверхности вращения пересекает 
ось под прямым углом, то все касательные

плоскости в этой особой точке сливаются 
в одну касательную плоскость, перпендику­
лярную к оси поверхности вращения.

§67 П Л О С К О С Т И , К А С А Т Е Л Ь Н Ы Е  К  П О В Е Р Х Н О С Т Я М  
С Г И П Е Р Б О Л И Ч Е С К И М И  Т О Ч К А М И

Гиперболические точки имеют многие 
поверхности: линейчатые неразвертываю- 
щиеся (косые) поверхности, вогнутые по­
верхности вращения, винтовые поверхности 
и др.

Рассмотрим, как изменяются направле­
ния касательных плоскостей в точках косой 
поверхности.

Пусть производящая прямая линия неко­
торой косой поверхности, совершив беско­
нечно малое перемещение, переходит из по­
ложения А В  в положение А\В\ (рис. 398).

Расстояние между наиболее близкими 
точками прямых А В  и А\В\ обозначим А г. 
Проведем прямую М \К % параллельную пря­
мой А В. При переходе из положения А В 
в положение А\В\ производящая прямая 
линия совершает перемещение, состоящее из 
поступательного перемещения в направлении 
М М  1, на величину Дг и вращательного пе­
ремещения вокруг прямой линии М М  1 на 
угол Д f i.

Через точку Е  прямой линии А В прове­
дем плоскость, перпендикулярную к прямой 
линии А \В\. В пересечении этой плоскости

прямыми линиями намечается прямоуголь­
ный треугольник E K E i4 из которого имеем:

E iK  — x-igAfi = Az* tg Ф .

Приблизим прямую АВ. одновременно 
и поворачивая ее, до совпадения с прямой 
A iB i. При этом приближении секущие ЕЕ\ и 
М М I косой поверхности занимают поло­
жения перпендикулярных к прямой АгВ\ ка­
сательных прямых линий к этой поверхности 
в ее точках Е\ и М\. Эти касательные и про­
изводящая линия А\В\ определяют как поло­
жения, так и направления касательных плос­
костей к косой поверхности в точке Е\ и в 
центральной точке М i производящей ли­
нии А\В\.

Касательную плоскость к косой поверх­
ности в центральной точке производящей 
линии называют центральной касательной 
п.юскостью.

Величина угла фтреугольника Е \ К Е  в пре­
деле равна величине угла между направле­
ниями касательных плоскостей в централь­
ной точке производящей линии и в точке, 
отстоящей на расстоянии х от центральной 
точки.

После подстановки полученная выше за­
висимость имеет вид

tg<*>
Рк

lim — параметр перекрещива- 
А Р

где рк 
ния.

Эта зависимость дает закон изменения 
направлений касательной плоскости — на­
правлений нормалей вдоль производящей 
линии косой поверхности. Приведенной за­
висимости удовлетворяют образующие пря­
мого гиперболического параболоида (пря­
мой косой плоскости). Поэтому нормали
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косой поверхности вдо?5ь ее производящей 
линии образуют поверхность прямого ги­
перболического параболоида. Эту поверх­
ность называют параболоидом нормалей. Его 
плоскостью параллелизма является плос­
кость, перпендикулярная к производящей ли­
нии поверхности.

При движении точки касания по произ­
водящей линии, начиная от центральной точ­
ки. касательная плоскость вращается вокруг 
производящей линии, и ее угол поворота 
ф 45 при jc рк и ф 90 придг=<ю.

Задачи на построение касательных плос­
костей к косым поверхностям можно ре­
шать, применяя однополостные гиперболо­
иды, соприкасающиеся с этими поверхностя­
ми вдоль образующих.

Общим видом задания косой поверх­
ности является задание ее тремя направляю­
щими кривыми линиями (рис. 399). Рассмот­
рим на этой поверхности два бесконечно 
близких положения M S  и M i S t производя­
щей линии. Касательные хл , tB и tc , прове­
денные к направляющим линиям в точках 
А, В и С прямой Л/N. являются предельными 
положениями секущих, проходящих через 
точки А |, В\ и С 1 производящей линии 
M \N\.

Если провести на поверхности какую- 
либо кривую линию, то касательная к ней и  
является также предельным положением се­
кущей. проходящей через точки пересечения 
К  и K i этой кривой линии с бесконечно близ­
кими положениями M S  и M \S\ производя­
щей линии. Поэтому всякая прямая линия, 
которая пересекает бесконечно близкие по- 

ложения производящей линии, в пределе пе­
реходит в касательную к поверхности.

Примем три секущие A A i, ВВ\ и СС\ за 
направляющие линии однополостного ги­
перболоида. Когда эти секущие при сближе­
нии положений M S  и M \S\ производящей 
займут положения касательных tB , /с, 
однополостный гиперболоид, деформируясь, 
займет свое предельное положение, в кото­
ром он с заданной поверхностью имеет об­
щую производящую M S  соприкасания.

В каждой точке этой производящей ли­
нии можно провести к поверхности каса-

Р и с. 399

тельную прямую линию, которая может 
входить в систему направляющих линий 
соприкасающегося однополостного гипер­
болоида. Этот гиперболоид называют со­
прикасающимся гиперболоидом с данной ко­
сой поверхностью.

Очевидно, что произвольно можно на­
метить сколь угодно много соприкасающих­
ся гиперболоидов косой поверхности по за­
данной ее производящей линии.

Если за направляющие линии соприка­
сающегося однополостного гиперболоида 
принять три касательные, параллельные ка­
кой-либо плоскости, то он будет иметь вид 
гиперболического параболоида. Эти поверх­
ности называют соприкасающимися гипер- 
бо. тческими парабо. tвидами.

Рассмотрим построение касательной 
плоскости к косому цилиндру с тремя на­
правляющими в заданной его точке.

На рис. 400 поверхность задана тремя 
направляющими: двумя дугами окружнос­
тей. лежащих в плоскостях, параллельных 
фронтальной плоскости проекций К и пря­
мой ej\ e 'f , перпендикулярной к плоскости К

На по верх ноет »К левая половина чертежа) 
взята производящая прямая /2, Г 2' и на ней 
точка kk\ Для построения в этой точке каса­
тельной плоскости к поверхности проводим 
в точках //' и 22' направляющих линий каса­
тельные к ним и принимаем эти касательные 
и прямую линию ej, e f  за направляющие 
линии вспомогательного соприкасающегося 
гиперболоида.
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Затем строим два каких-либо положе­
ния 34, 3'4' и 56, 5'6' производящей этого 
гиперболоида. Положения производящей 
строим (сначала фронтальные проекции) по 
условию, что они пересекаются с направля­
ющими линиями гиперболоида. Касательная 
плоскость к заданной поверхности в точке 
кк' по ее принадлежности к системе направ­
ляющих гиперболоида пересекается образу­
ющими 34, 3'4' и 56, 5'6\ которые являются 
скрещивающимися прямыми линиями.

Таким образом, нужно решить следую­
щую задачу: через данную точку провести 
прямую, пересекающую две заданные скре­
щивающиеся прямые линии. Через точку 
кк' проводим прямую линию, параллельную 
прямой 34, 3'4'. Находим точку gg' пересе­
чения прямой 56, 5'6' с плоскостью указан­
ных параллельных прямых линий.

Чтобы найти точку gg', проводим гори- 
зонтально-проецирующую плоскость пря­
мой 56, 5'6'. Эта плоскость пересекается с 
плоскостью параллельных прямых по пря­

мой линии 78, Т8\ которая в пересечении с 
прямой 56, 5'6' дает искомую точку gg'.

Прямая линия, проходящая через точки 
gg' и кк'. является касательной к косой по­
верхности в точке кк', а плоскость 2kg, 
2'k'g\ составленная этой касательной и про­
изводящей линией 12, Г2 1,— искомой каса­
тельной плоскостью.

На правой половине чертежа (см. рис. 400) 
показано решение задачи по определению 
точки хх касания заданной поверхности с 
плоскостью abc, а'Ь'с?, где ab, а 'Ь '— заданная 
производящая линия поверхности.

Строим касательные в точках IV  и 2Т 
к направляющим линиям и принимаем их 
и прямую линию ef, e 'f за направляющие 
прямые линии вспомогательного соприкаса­
ющегося гиперболоида. Строим две образу­
ющие линии 34, 3'4' и 56, 5'6' этого гипербо­
лоида и определяем точки пересечения 77' 
и 88' (на чертеже показаны только их фрон­
тальные проекции) этих образующих с за­
данной плоскостью abc, а 'Ь 'с'.

Прямая линия 78, 78 ', как пересекающая­
ся образующими гиперболоида, отнесена 
к направляющим его линиям и потому явля­
ется одной из касательных прямых линий 
к заданной коерй поверхности. Точка пере­
сечения хх? этой касательной с производя­
щей прямой ab, а 'Ь ' является искомой точкой 
касания заданной поверхности плоскостью 
abc, а 'Ь 'с '.

Рассмотрим построение касательных 
плоскостей к вогнутым поверхностям вра­
щения.

На рис. 401 показана обращенная к оси 
вращения часть тора, в точке сс' которого 
построена касательная к нему плоскость. 
Точка сс' находится во фронтальной ме­
ридиональной плоскости. Касательная плос­
кость Qv является фронтально-проецирую- 
щей и определяется касательными tif'i и 
t it '2, проведенными к фронтальному мери­
диану и соответствующей параллели. Каса­
тельная плоскость Qv пересекает поверх­
ность тора по кривым линиям, которые 
между собой пересекаются в точке сс'. Каса­
тельные tt' к этим кривым линиям в точке их 
пересечения cd являются главными каса­
тельными поверхности тора в точке сс'.
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Винтовые поверхности, кроме торса-гели­
коида, являются поверхностями с гипербо­
лическими точками.

На рис. 402 построена касательная плос­
кость в точке сс' винтовой поверхности пра­
вого хода, заданной базовой линией и произ­
водящей ab, а 'Ь '.

Искомую касательную плоскость опре­
деляем касательной тс , т  с к производя­
щей линии в точке сс' и касательной cd, 
c'd ' к винтовому ходу точки сс'. Окружность 
радиусом Тс является горизонтальной про­
екцией этого винтового хода.

Для определения фронтальной проекции 
c'd ' касательной строим вспомогательный 
конус торса-геликоида этой цилиндриче­
ской винтовой линии. Вершиной конуса вра­

щения является точка кк\ а окружностью 279 
основания — окружность радиусом гс .

Прямая к !, параллельная прямой линии 
cd, является горизонтальной проекцией об­
разующей конуса, параллельной касатель­
ной cd, c'd\ а прямая линия к 'Г — фронталь­
ной проекцией этой образующей. Таким об­
разом, фронтальная проекция c'd ' касатель­
ной к винтовому ходу точки сс параллельна 
прямой линии к 'Г . Искомой касательной 
плоскостью, следовательно, является плос­
кость с dm, c'd'm '.

Через точку кк' проведем плоскость, па­
раллельную плоскости cdm, c'd'm  , и найдем 
линию 12, Г 2' пересечения ее с плоскостью Qy.
Для этого, кроме прямой линии к1, кЧ\ 
параллельной касательной cd, c'd\ строим

Р и с .  401 Р и с .  402
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280 еще прямую линию к2, к’2  % параллельную 
касательной с т % с т \  и находим их следы. 
Прямая линия 12, Г 2  является искомой 
линией пересечения, а прямая линия ке% 
к'е\ перпендикулярная к прямой линии 
/2, Г2 \  — линией наибольшего уклона пло­
скости.

При движении точки с<? вдоль ее винто­
вого хода касательная плоскость поверх­
ности совершает винтовое движение одина­
ковых шага и хода с базовой линией, а па­
раллельная ей плоскость, проходящая через 
точку кк\ вращается вокруг оси.

Поверхностью, огибающей положения 
указанных касательных плоскостей, является

поверхность торса-геликоида, а поверхно­
стью, огибающей параллельные им плоскос­
ти, проходящие через точку кк\— поверх­
ность конуса вращения. Этот конус враще­
ния является, очевидно, вспомогательным 
конусом торса-геликоида, а окружность ра­
диуса Г£=— горизонтальной проекцией вин­
товой линии — ребра возврата торса-гели­
коида.

Прямая си% с’и параллельная прямой 
линии ке, к'е\ является производящей пря­
мой линией указанного торса-геликоида. Та­
кой вспомогательный торс-геликоид приме­
няют при решении многих задач на винтовые 
поверхности.

§68 П Р И М Е Н Е Н И Е  К А С А Т Е Л Ь Н Ы Х  П Л О С К О С Т Е Й
П Р И  Р Е Ш Е Н И И  П О З И Ц И О Н Н Ы Х  З А Д А Ч  Н А  П О В Е Р Х Н О С Т И

Построение касательных плоскостей к по­
верхностям является основой теории теней.

При построении теней на поверхностях 
касательные плоскости к поверхностям стро­
ят или проходящими через точку, лежащую 
вне поверхности, или параллельными задан­
ному направлению.

Касательными плоскостями к поверх­
ностям пользуются и при решении ряда 
других задач. Касательными плоскостями, 
например, к конусам и цилиндрам, парал­
лельными заданному направлению, пользу­
ются для определения наиболее близких и

наиболее удаленных от плоскостей проекций 
точек кривых линий пересечения этих по­
верхностей плоскостями, не строя эти кри­
вые. Покажем сначала схему решения этой 
задачи.

Пусть поверхность цилиндра (рис. 403) 
пересекается плоскостью Q по кривой линии; 
требуется определить наиболее близкую и 
наиболее удаленную точки этой кривой ли­
нии от заданной плоскости Р.

Прямая линия M N  является линией пере­
сечения плоскостей Ри  Q. Проведем к кривой 
линии касательные, параллельные прямой 
линии M N . Точки касания / и 2 являются 
наиболее близкой и наиболее удаленной 
точками кривой линии от плоскости Р . Эти 
же точки У и 2 можно получить и как точки 
пересечения с плоскостью Q образующих 
цилиндра, вдоль которых касаются его ка­
сательные плоскости, параллельные линии 
пересечения M N  плоскостей Р  и Q.

Таким образом, точки 1 и 2 можно опре­
делить, не прибегая к построению кривой 
линии, как точки пересечения прямых ли­
ний — соответствующих образующих ци­
линдра —  с плоскостью Q.

На рис. 404 показаны построения для 
определения наиболее близкой точки хх' 
и наиболее удаленной точки у/  от плоскости
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проекций V кривой линии пересечения ци­
линдра плоскостью тпе. т 'п 'е '. Цилиндр 
задан плоской направляющей кривой ли­
нией аЬ. а 'Ь ' и направлением образующих — 
стрелкой точки аа'.

Строим касательные плоскости к задан­
ному цилиндру, параллельные линии пересе­
чения данной плоскости тпе. т п е '  с плос­
костью проекций V или, что равнозначно, 
параллельные фронтали т к . т  к' плоскости.

Касательными являются плоскости, ко­
торые касаются цилиндра вдоль его обра­
зующих, проходящих через точки касания 
//' и 22' направляющей линии аЬщ а'Ь ' с пря­
мыми, параллельными следу cd. e'd' плос­
кости с тк % с 'т 'к '. Точки ххг и уу ' пересече­
ния этих образующих данной плоскостью 
тп е. т 'п 'е ' являются наиболее близкой и 
наиболее удаленной от плоскости V точками 
кривой линии пересечения цилиндра задан­
ной плоскостью.

Р и с. 404

При определении точек пересечения об- 281 
разующих цилиндра плоскостью через об­
разующие проведены их горизонтально-про- 
ецирующие плоскости.

На рис. 405 по приведенной схеме опре­
делены наиболее близкая и наиболее уда­
ленная от профильной плоскости точки кри­
вой линии пересечения конуса плоскостью 
тпе , т'п 'е*. Конус задан вершиной ss' и 
направляющей плоской замкнутой кривой 
линией. В рассматриваемом случае задача 
решена путем построения точек пересече­
ния образующих /5, /V  и 2s, 2V  конуса 
заданной плоскостью. Вдоль таких образу­
ющих конуса касаются плоскости, парал­
лельные линии пересечения cd, c d  плоско­
сти тпеч т 'п 'е ' с выбранной профильной 
плоскостью Uh ,U v.

По схеме построения к конусам касатель­
ных плоскостей, параллельных заданному 
направлению, через вершину ss' конуса про-
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282 водим прямую линию, параллельную пря­
мой cd, c 'd , и находим точку кк ' ее пересе­
чения с плоскостью Q v направляющей ли­
нии конуса. Через точку кк ' проводим пря­
мые линии k l, к 'Г  и к2, к '2', касательные 
к направляющей линии ab, а 'Ь ' конуса.

Касательные плоскости, параллельные 
прямой cd, c 'd , касаются конуса вдоль об­
разующих s i, s 'V  и s2, s ' 2 ,  проходящих 
через точки касания IV  и 22'. Точки хх' и 
уу пересечения этих образующих данной 
плоскостью тп е, n in e  являются искомыми. 
Точка кк' пересечения прямой skf s'k ' с 
плоскостью направляющей линии конуса 
построена при помощи подобных треуголь­
ников s'3k' и s4k, в которых s'3 = c'd  и s4 cd.

Рассмотрим построение линии пересе­
чения наклонного кругового цилиндра пло­
скостью.

На рис. 406 цилиндр задан направляющей 
линией в плоскости Qv —  окружностью и

Р и с .  406

направлением образующих — стрелкой точ­
ки аа и дана фронтально-проецирующая 
плоскость М у. Найдем наиболее близкие и 
наиболее удаленные точки эллипса пересе­
чения цилиндра плоскостью М у по отноше­
нию к плоскостям проекций Н  и V. Эти точки 
можно определить как точки пересечения 
с плоскостью Му образующих цилиндра, 
вдоль которых касаются плоскости, парал­
лельные соответственно горизонталям или 
фронталям заданной плоскости Му .

Касательные плоскости, параллельные 
горизонталям плоскости М у, касаются ци­
линдра вдоль его образующих, проходящих 
через точки аа' и ЬЬ’ направляющей линии. 
Эти образующие пересекаются плоскостью 
М у в точках IV  и 22', в которых касательные 
к эллипсу пересечения параллельны гори­
зонталям плоскости. Точки IV  и 22 явля­
ются соответственно наиболее удаленной 
и наиболее близкой от плоскости И  точками 
линии пересечения. Точки 1 и 2 касания па­
раллельных касательных находятся на диа­
метре эллипса горизонтальной проекции.

Параллельно прямой линии иг, и с' про­
водим касательные к направляющей линии 
цилиндра, а через точки dd' и кк'— образую­
щие d3, d'3' и к4, к '4' цилиндра. Эти образую­
щие пересекаются с плоскостьюМ v в точках 
33' и 44'. Через эти точки проводим каса­
тельные, которые являются фронталями 
плоскости M v.

Точки 3 и 4 касания параллельных каса­
тельных находятся на диаметре эллипса 
горизонтальной проекции, а точка ох— сере­
дина отрезка 34 — центр этого эллипса. 
Точка 44' является наиболее удаленной от 
плоскости К  а 33'— наиболее близкая к 
плоскости V точка линии пересечения.

Построенные диаметры 34 и 12 эллипса 
горизонтальной проекции линии пересече­
ния не являются сопряженными. Остальные 
точки линии пересечения построены как точ­
ки пересечения ряда образующих цилиндра 
с проецирующей плоскостью.

Рассмотрим применение касательных 
плоскостей к построению соприкасающихся 
однополостных гиперболоидов вращения 
при проектировании гиперболических зуб­
чатых колес.
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Две косые поверхности могут, очевидно, 
соприкасаться вдоль их обшей производя­
щей линии только тогда, когда центры про­
изводящих линий соприкасания совпадают 
и когда параметры перекрещивания рк этих 
производящих линий для обеих поверхностей 
равны.

В гиперболических зубчатых колесах, при­
меняемых в передачах с перекрещивающими­
ся валами, имеется соприкасание двух гипер­
болоидов вращения, катящихся один по 
другому.

На рис. 407 определены асимптотические 
конусы этих гиперболоидов и фокусы ги­
пербол меридиональных сечений соприка­
сающихся гиперболоидов, когда заданы вер­
тикальная и наклонная оси передачи и ра­
диусы п  и гг окружностей шеек гиперболо­
идов. Здесь угол между осями 6.

Углы &i и hi асимптотических конусов 
гиперболоидов, а следовательно, и углы 
между асимптотами гипербол фронтальных 
меридиональных сечений определяем при 
взятом расположении осей путем построе­
ния фронтальной проекции производящей 
линии ик, и к ' соприкасания гиперболоидов.

Как известно, параметр перекрещивания 
производящей линии гиперболоида враще­
ния рК = ^  . Учитывая равенство парамет­
ров перекрещивания производящих линий 
соприкасающихся гиперболоидов, имеем

Г\ _  Г2

tg<5i tg<*2
Из чертежа имеем также, что 6 £i+$2.
Горизонтальная проекция ик производя­

щей линии соприкасания параллельна гори­
зонтальной проекции оси гиперболоида.

Для определения величин углов 6i и S i 
строим равнобедренный треугольник осох 
с углом при вершине с, равным 26. Приняв 
вершину с за центр, опишем окружность 
радиусом ос=о\с. Точку е пересечения ок­
ружности прямой линией ик соединяем с 
точками о и о,. Полученные углы ^.oek^^bi 
и ^ о хек = Ьг являются искомыми, так как 
удовлетворяются следующие условия:

г с Гх гг
6\  + Ь г -  6 И — -  -  — —tg 0\ tg О2

1

Деля (на фронтальной проекции чертежа) 283 
угол Ь на части dt и Ьгл получаем прямую 
и к'— фронтальную проекцию производя­
щей линии ик, и к ' соприкасания гиперболо­
идов. Имея величины действительных осей 
гипербол ab= 2n  и т 'л ' = 2г2 и асимптоты, 
можно построить фронтальные меридио­
нальные сечения соприкасающихся гипер­
болоидов (на чертеже они не показаны).
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284 Величины мнимых полуосей гипербол 
меридиональных сечений, как это следует 
из чертежа, имеют выражения:

и -2_. 
tg£i tg dj

Мнимые полуоси гипербол меридиональ­
ных сечений соприкасающихся однополост­
ных гиперболоидов вращения, как видно, 
являются равными.

§69 П О С Т Р О Е Н И Е  О Ч Е Р Т А Н И Й  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й

Касательные плоскости применяют также 
при построении очертаний поверхностей. 
Очерк поверхности следует рассматривать 
как линию пересечения соответствующей 
плоскостью проекций цилиндра, который

Р и с .  408

огибает касательные к поверхности плос­
кости, перпендикулярные к плоскости про­
екций.

Эта линия пересечения является, очевид­
но, геометрическим местом ортогональных 
проекций точек касания поверхности указан­
ными касательными плоскостями.

Покажем применение касательных плос­
костей к построению очертаний поверхнос­
тей вращения, оси которых параллельны 
одной из плоскостей проекций.

На рис. 408 построен горизонтальный 
очерк детали, ось которой параллельна плос­
кости проекций V и наклонена к плоскости 
проекций Я . Поверхность детали состоит 
из цилиндра вращения и поверхности вра­
щения, производящей линией которой явля­
ется дуга окружности радиусом R с центром 
в точке кк'. Для построения кривой линии 
горизонтального очерка заданной поверх­
ности применяем метод вспомогательных 
сфер. Вспомогательные сферы выбирают 
касающимися заданной поверхности враше­
ния вдоль ее параллелей. Плоскости, пер­
пендикулярные к плоскости проекций Н  и ка­
сательные к заданной поверхности, явля­
ются касательными плоскостями и вспо­
могательных сфер. Эти плоскости касаются 
сфер в точках пересечения экваторов сфер 
параллелями их соприкасания.

Возьмем сферу, касающуюся заданной 
поверхности по параллели се, с'е'.

Центром этой сферы является точка оо\ 
лежащая на оси заданной поверхности вра­
щения.

Плоскость Qv является плоскостью эква­
тора сферы, который переоекается парал­
лелью се, с'е' поверхности вращения в двух 
точках IV . Горизонтальные проекции I  этих 
точек определяются точками пересечения



линии связи с горизонтальной проекцией Подобными построениями определен ряд 285 
экватора — с окружностью, радиус которой точек 22', 33", ... искомой кривой линии го- 
о! равен отрезку о'е'. ризонтального очерка поверхности.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. К акую  плоскость называю т касательной 
к поверхности в данной точке?

2. Ч то  называю т нормалью  поверхности в 
данной точке?

3. Какие точки поверхности называю т эл­
липтическими, параболическими, гиперболиче­
скими?

4. Приведите примеры поверхностей, имею­

щих эллиптические, параболические или гипербо­
лические точки.

5. На какой поверхности имеются и эллипти­
ческие. и параболические, и гиперболические 
точки?

6. Докажите, что плоскость, касательная к 
поверхности вращения в точке, расположенной на 
главном меридиане, является проецирующей
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РА ЗВЕРТ КИ  П О ВЕРХН О С ТЕЙ

Обычно поверхность рассматривают как 
гибкую нерастяжимую оболочку.

Некоторые поверхности, если их посте­
пенно деформировать, можно совместить с 
плоскостью без разрывов и складок. Такие 
поверхности называют развертывающимися. 
Фигуру, полученную при совмещении раз­

вертывающейся поверхности с плоскостью, 
называют разверткой. Построение развер­
ток поверхностей представляет большой ин­
терес, особенно при конструировании из 
листового материала моделей различных со­
оружений, форм для металлических отливок, 
сосудов, трубопроводов, резервуаров и т. п.

Р А З В Е Р Т К И  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й  Т О Р С О В

К развертывающимся поверхностям от­
носятся торсы — поверхности с ребром воз­
врата (поверхности, образованные касатель­
ными к пространственной кривой линии), 
в частности, конические и цилиндрические 
поверхности.

Плоскость, касательная к торсу, при ка­
чении по торсу без скольжения получает на 
себе отпечаток с изображением всех геомет­
рических образов, намеченных на торсе. 
Такие же изображения получаются и на ка­
сательной к торсу плоскости при разверты­
вании его на эту плоскость, т. е. при совмеще­
нии поверхности торса с плоскостью путем 
изгибания торса по ряду последовательных 
положений его производящей прямой линии.

Таким образом, торсы обладают общим 
свойством — развертываться на касатель­
ных к ним плоскостях.

Любая фигура, начерченная на поверх­
ности торса, преобразуется в плоское изобра­
жение на развертке. Можно рассматривать 
торс и его развертку как точечные множест­
ва, между которыми устанавливается взаим­
но однозначное соответствие. Это соответ­
ствие обладает рядом важных свойств.

С в о й с т в о  1. Каждой точке поверх- 
ности торса со о тветствует единственная 
точка на его развертке.

С в о й с т в о  2. Каждой кривой линии 
на торсе в общем случае со о тветствует кри­
вая линия на его развертке, длина кривой 
линии на торсе равна длине ее преобразования.

С в о й с т в о  3. Угол между кривыми 
линиями {угол между касательными к кри­
вым в точке их пересечения) на поверхности 
торса равен углу между преобразованиями 
этих кривых линий на развертке.
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Из этою свойсI h;i можно сделать вывод, 
что поверхность и ее развср[ка конформны, 
т. е. имеется такое геометрическое преобра­
зование, которое переводит поверхность в 
развертку с сохранением постоянства углов.

С в о й с т в о  4 Замкнутая линия на по­
верхности торса и соответствую щ ая ей 
линия на развертке ограничивают одинако­
вую площадь.

Из этого следует, что площадь развертки 
торса равна площади самой поверхности 
торса.

Развертки поверхностей торсов можно 
строить при помощи сферической индикат­
рисы положений производящей линии (об­
разующей) торса.

Сферическую индикатрису образующих 
какой-либо линейчатой поверхности можно 
получить следующим образом. Из любой 
точки пространства, принятой за центр сфе­
ры радиуса R , равного произвольно выбран­
ной единице масштаба, проведем прямые, 
параллельные образующим линейчатой по­
верхности. Геометрическим местом таких 
прямых линий является некоторая кониче­
ская поверхность. Линия пересечения этого 
конуса указанной сферой и называется сфе­
рической индикатрисой0 образующих линей­

* От франц. indicatrice — указываю щ ая (ли ­
ния или поверхность), наглядно характеризующая 
какое-нибудь свойство изучаемого объекта.

чатой поверхности. Любая касаюльная к 
сферической кривой составляе! прямой угол 
с радиусом сферы, проведенным в точку 
касания.

Таким образом, сферическая индикатриса 
образующих линейчатой поверхности явля­
ется одной из кривых линий на вспомога­
тельном конусе поверхности. Эта кривая 
составляет с соответствующими образую­
щими конуса прямые углы.

Для конических и цилиндрических поверх­
ностей сферические индикатрисы их образую­
щих строят на самих поверхностях как кри­
вые линии, перпендикулярные образующим.

Сферической индикатрисой образующих 
цилиндра является плоская кривая линия. 
Здесь сфера имеет бесконечно большой ра­
диус. Она преобразуется в плоскость, пер­
пендикулярную к направлению образующих 
цилиндра.

При развертке конической поверхности 
сферическая индикатриса его образующих 
преобразуется в дугу окружности радиусом 
Я, где R — радиус сферы. При развертке 
цилиндрической поверхности сферическая 
индикатриса его образующих преобразуется 
в прямую линию (дугу окружности беско­
нечно большого радиуса).

Рассмотрим схему решения задачи на 
построение развертки конуса. Пусть конус 
задан направляющей линией А В  и верши­
ной S  (рис. 409).
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Из вершины S конуса, как из центра, про­
водим сферу радиусом R. Определяем ли­
нию 1 2  3 . . .  пересечения конуса сферой. 
Эта линия строится по точкам пересечения 
образующих конуса (выбранных произволь­
но) со сферой. Затем строим сферическую 
индикатрису образующих в преобразовании 
и намечаем положения преобразований вы­
бранных на конусе образующих. Для этого 
из произвольно выбранной точки S прово­
дим дугу окружности радиусом R. На дуге 
окружности откладываем отрезки / 2,2 J, .... 
равные соответствующим отрезкам сфери­
ческой кривой. Через вершину S и через точ­
ки /, 2, J ,  ... проводим прямые S/, S2, S3,

равные оIрезкам соответствующих образу­
ющих конуса.

Кривой А В  концов этих образующих и 
двумя крайними образующими опреде­
ляется контур развертки поверхности ко­
нуса.

На рис. 410 показаны построения раз­
вертки конуса. Конус задан направляющей 
линией abt а ’Ь' и вершиной ss'.

Намечаем произвольно образующие ко­
нической поверхности. Из вершины ss' 
проводим сферу радиусом R и строим 
линию пересечения сферы с конусом — 
сферическую индикатрису образующих ко­
нуса.

Вращением вокруг вертикальной оси, про­
ходящей через вершину ss\ определяются 
натуральные величины образующих. От точ­
ки s' откладываем отрезки, равные приня­
тому радиусу R  сферы. Концами этих отрез­
ков в исходном их положении определяется 
сферическая индикатриса aobo, а'оЬ'о обра­
зующих конуса.

Определяем натуральную величину сфе­
рической индикатрисы методом разверты­
вания ее горизонтально-проецирующего ци­
линдра — кривую линию АоВо, на которой 
отмечаем ряд точек, соответствующих точ­
кам, намеченным на индикатрисе.

Проводим из точки S дугу окружности 
радиусом R и откладываем на ней кривую, 
длина которой равна длине дуги найденной 
кривой линии АоВо. На кривой линии АоВо 
отмечаем ряд точек, соответствующих точ­
кам пересечения сферической кривой ряда 
образующих конуса.

Через указанные точки проводим ра­
диусы, направления которых указывают на­
правления преобразований образующих ко­
нуса, и откладываем от вершины S натураль­
ные величины соответствующих образую­
щих. Геометрическим местом концов обра­
зующих конуса в преобразовании является 
кривая линия А В. Данная кривая и крайние 
образующие SA и S B  представляют собой 
контур искомой развертки заданного конуса. 
Здесь кривая линия А В  является конформ­
ным преобразованием направляющей ли­
нии конуса ab, а'Ь '.
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На рис. 411 построена развертка кониче­
ской поверхности с применением способа 
треугольников (триангуляции)*.

Такой способ можно применять для по­
строения разверток всех линейчатых поверх­
ностей. Сущность этого способа состоит в 
том, что заданную линейчатую поверхность 
заменяют (аппроксимируют) вписанной мно­
гогранной поверхностью с треугольными 
гранями.

Впишем в данную коническую поверх­
ность пирамиду с возможно большим числом 
граней. Отсек пирамиды ограничен направ­
ляющей ломаной и вершиной ss'. Развертка 
представляет собой последовательный ряд 
треугольников — граней пирамиды. Вели­
чины ребер вписанной в конус пирамиды оп­
ределяем методом вращения их вокруг вер­
тикальной оси, проходящей через точку ss' 
в положение, параллельное фронтальной 
плоскости проекций V. Горизонтальная 
проекция направляющей ломаной линии 
равна длине направляющей линии пира­
миды.

Натуральные величины треугольных гра­
ней пирамиды находим методом пост­
роения треугольников по трем его сто­
ронам.
Треугольник SA B  представляет собой нату­
ральную величину соответствующей грани 
sab, s'а 'Ь ' пирамиды. Здесь натуральные ве­
личины двух сторон треугольника опреде­
лены непосредственно из чертежа (А В ab и 
S/4 s'а '); натуральная величина третьей сто­
роны SB  треугольника определена с по­
мощью дополнительных построений. Ана­
логично строим и остальные грани пи­
рамиды.

Рассмотрим схему решения задачи 
на построение развертки цилиндра 
(рис. 412).

Проводим плоскость (сферу бесконечно 
большого радиуса) перпендикулярно к об­
разующим цилиндра.
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• Триангуляция — от лат. triangulum — тре­
угольник (tres — три и angulus —  угол) — разбие­
ние поверхности на треугольники (криволиней­
ные».
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Определяем кривую линию У 23 ... пере­
сечения цилиндра плоскостью. На произ­
вольно выбранной прямой откладываем 
спрямленные отрезки кривой линии. Из то­
чек У. 2, Л... концов этих отрезков перпенди­
кулярно к ним проводим прямые линии — 
преобразования соответствующих образую­
щих.

Крайними образующими и кривыми ли­
ниями концов образующих в преобразова­
нии определяется контур развертки поверх­
ности цилиндра.

19-718
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На рис. 413 построена в соответствии с на­
меченной схемой развертка цилиндра, за­
данного направляющей линией аЬ, а 'Ь ' и 
направлением образующих — стрелкой точ­
ки ЬЬ’.

Развертку строим для отсека цилиндра, 
ограниченного крайними его образующими, 
направляющей линией и линией пересече­
ния цилиндра плоскостью N h .

Выбираем новую систему плоскостей 
проекций с условием, чтобы образующие 
цилиндра были параллельны новой плоскос­
ти проекций, т. е. чтобы они проецирова­
лись на эту плоскость в натуральную ве­
личину.

Строим нормальное сечение цилиндра 
плоскостью Qv 1 и определяем натуральную 
величину линии сечения.

По данным чертежа строим контур раз­
вертки. Здесь отрезок АоВо прямой является 
преобразованием кривой Ао Во сечения. Про­
ведя через соответствующие точки прямой 
АоВо прямые линии, перпендикулярные к 
ней. получим намеченные на цилиндре обра­
зующие в преобразовании. Отложим на 
преобразованиях образующих величины их 
отрезков, ограниченных плоскостью N h  и 
направляющей линией Кривые концов пре­
образований образующих и крайние обра­
зующие определяют контур развертки за­
данного цилиндра.

На рис. 414 построена развертка цилинд­
ра способом раскатки. Крайняя образующая 
аа\ч а а\ цилиндра лежит во фронтальной 
плоскости NH . С этой плоскостью совместим 
остальные образующие цилиндра, являю­
щиеся в то же время ребрами вписанной в 
цилиндр призматической поверхности.

Вращаем грань abbiai, а ’Ь‘Ь\ а\ вокруг 
ребра аа\, а'а\ до совмещения с плоскостью 
N h  - В этом случае точка ЬЬ' вращается во 
фронтально-проецирующей плоскости М у, 
перпендикулярной к ребру аа\, аа\. После 
совмещения этой грани с плоскостью N h 
точка ЬЬ' находится от точки аа' на расстоя­
нии. равном действительной длине отрезка 
аЬч а'Ь\ Чтобы построить совмещенное по­
ложение точки ЬЬ' на чертеже, достаточно 
слела1ь на следе плоскости М у засечку из

и»
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точки аа радиусом, равным аЬч а 'Ь Анало­
гично определяют совмещенные с плос­
костью N h  и другие точки направляющей 
линии цилиндра. Чем точнее направляющая 
ломаная призмы вписывается в направляю­
щую кривую цилиндра, тем точнее строится 
развертка цилиндрической поверхности.

Совмещенные с плоскостью N h  точки 
b ifc 'i,... образующих цилиндра определя­
ются на пересечении перпендикуляра к обра­
зующей. Фигура развертки получается здесь 
как отпечаток на фронтальной плоскости 
цилиндра, катящегося по этой плоскости 
без скольжения.

Рассмотрим задачу на построение раз­
вертки поверхности с ребром возврата.
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292 На рис. 415 торс задан ребром возврата 
ab, а 'Ь '. Построим вспомогательный конус 
торса с вершиной ss'.

Пересечем обе поверхности плоскостью 
Q v. Она пересекает торс и конус по кривым 
линиям cd, e'd' и c\di, c't d\ .

Плоскости, касающиеся торса и вспомо­
гательного конуса вдоль параллельных об­
разующих, взаимно параллельны и, следо­
вательно, пересекают плоскость Qv по па­
раллельным прямым линиям. Эти прямые 
линии являются касательными в соответ­
ствующих точках к линиям cd, e'd ' и c\di, 
c\d'i пересечения торса и его вспомога­
тельного (направляющего) конуса плос­
костью Q v. Кривые линии cd, e’d' и cid i, 
c'ld ’t конформны между собой. Такие кри­
вые и в преобразовании являются также 
конформными. Это следует из подобия тре­
угольников, основаниями которых являются 
параллельные между собой бесконечно ма­
лые хорды кривых, а сторонами — парные 
образующие торса и его направляющего 
конуса.

Строим развертку вспомогательного ко­
нуса и строим преобразование линии Г|</|, 
с'| d\ пересечения конуса плоскостью Qy.

Полученную линию С, D, конформно 
преобразуем в кривую линию C D — пре­
образование линии пересечения торса плос­
костью Qy.

Имея преобразование линии пересечения 
CD  торса плоскостью, строим преобразо­
вания образующих торса как прямые линии, 
параллельные соответствующим им преоб­
разованиям парных образующих вспомога­
тельного конуса. Откладывая на преобразо­
ваниях образующих торса их ис1инные вели­
чины, получаем ряд точек, геометрическим 
местом которых является преобразование 
ребра возврата торса.

Для построения вспомогательных гра­
фиков можно, очевидно, вместо касатель­
ной и нормали в начальной точке кривой 
выбрать два любых взаимно перпендику­
лярных направления. За такие направления 
выберем прямые линии /—/ и I I — II, из ко­
торых прямая линия I I — //совпадает по на­
правлению с преобразованием начальной 
образующей направляющего конуса.

Развертка заданного торса представляет­
ся контуром А В  D C А, гдсА В  — преобразова­
ние ребра возврата, a CD  — преобразование 
линии пересечения cd, e'd' торса плоскостью 
Q v. Контуры разверток торса и его вспомо­
гательного конуса можно представить за­
полненными подобными бесконечно малы­
ми треугольниками, основаниями которых 
являются параллельные между собой бес­
конечно малые хорды А л  и As конформных 
кривых линий C iD i и CD, а боковыми сто­
ронами — параллельные между собой пре­
образования парных образующих конуса и 
торса.

Отношение т =  lim нМ  бесконечно ма-Д Si
лых дуг кривых линий CD  и Ci D i, ограничен­
ных парными точками, равно отношению 
величин парных образующих торса и конуса, 
или отношению любых проекций этих пар­
ных образующих. Таким образом построены 
вспомогательные графики, ординатами ко­
торых являются величины т  (в заданном 
масштабе), найденные для ряда проекций 
парных образующих торса и вспомогатель­
ного конуса.

Числовые величины площадей вспомога­
тельных графиков (измеренные в единицах 
принятого масштаба), ограниченных кривы­
ми линиями, ординатами начальных их то­
чек. осями абсцисс и текущими их ордина­
тами, соответствуют величинам расстояний 
от проекций точек кривой линии CD  до про­
екций ее начальной точки.

Путем подсчета площадей графиков оп­
ределяем достаточный ряд точек для по­
строения кривой линии CD  — преобразова­
ния линии пересечения cd, e'd ' торса плос­
костью Q y.

Проведем через ряд точек кривой линии 
CD  образующие преобразования торса па­
раллельно преобразованиям парных им об­
разующих вспомогательного конуса. Отло­
жив истинные их величины, получаем точки, 
которыми наметится кривая линия А В  — 
преобразование ребра возврата ab, а 'Ь ' за­
данного торса.

Истинные величины образующих торса 
можно определить из преобразований обра­
зующих конуса путем увеличения последних
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в число раз* соответствующее величинам 
ординат графиков.

При развертывании торса в преобразова­
нии сохраняются длины дуг его ребра воз­
врата и величины бесконечно малых углов 
между его образующими, а следовательно, 
сохраняются величины радиусов кривизны 
ребра возврата торса. Пользуясь этим, легко 
построить развертку торса-геликоида, за­
данного его ребром возврата — цилиндри­
ческой винтовой линией.

На рис. 416 построена развертка усечен­
ного конуса вращения, вершина которого 
находится за пределами чертежа.

Обозначим D и d диаметры окружностей 
нижнего и верхнего сечений конуса.

Примем точку ss' за вершину конуса, 
подобного заданному. Такой конус пересе­
кается плоскостью Q y основания данного 
конуса по окружности, диаметр которой 
di = D — d.

Построим развертку этого вспомогатель­
ного конуса. В развертке получим круговой

сектор, в котором дуга E F  является преобра­
зованием окружности диаметром d 1 осно­
вания вспомогательного конуса.

При развертывании заданного усеченно­
го конуса преобразованиями окружностей 
диаметрами D и d являются дуги А В и CD  
окружностей, пропорциональные дуге E F  
с коэффициентами пропорциональности, рав­
ными и ki ^  - .D — a D - а

Через некоторую точку О проводим лучи 
и строим кривую линию А В , пропорциональ­
ную кривой линии E F  при коэффициенте
пропорциональности ki - . Эта кривая
линия является преобразованием окружности 
диаметром D основания заданного конуса 
при его развертывании.

Через точки 0% /, 2, ... кривой линии А В 
проводим прямые линии, параллельные пре­
образованиям SO, S/f S2, ... образующих 
вспомогательного конуса, и на них отклады­
ваем отрезки, равные длине образующей
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заданного усеченного конуса. Таким обра- окружности диаметром d. Контур AC DBA  295 
зом, намечается ряд точек дуги CD  окруж- является искомым контуром развертки за- 
ности, которая является преобразованием данного усеченного конуса.

У С Л О В Н Ы Е  Р А З В Е Р Т К И  Н Е Р А З В Е Р Т Ы В А Ю Щ И Х С Я  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й §71
При конструировании часто необходимо 

решать задачи, используя методы начерта­
тельной геометрии, на построение развер­
ток неразвертывающихся поверхностей.

Теоретически неразвертывающаяся по­
верхность не может иметь развертку. Однако 
в практике для получения нужной поверх­
ности из листового материала строят так 
называемые условные развертки неразверты­
вающихся поверхностей, где, кроме изгиба­
ния, производят растяжение и сжатие листа.

На рис. 417 построена условная развертка 
цилиндроида, представляющего собой кон­

струкцию части трубопровода. Цилиндроид 
задан двумя одинаковыми направляющими 
окружностями. Плоскостью параллелиз­
ма является фронтальная плоскость проек­
ций V.

Развертку цилиндроида строят способом 
триангуляции. Цилиндроид заменяют впи­
санной многогранной поверхностью с тре­
угольными гранями. На плоскости последо­
вательно строят все треугольники много­
гранной поверхности. Точки разогнутых по 
способу хорд окружностей соединяют плав­
ной лекальной кривой линией.

Р и с .  417
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Для построения условных разверток не- 
развертывающихся поверхностей вращения 
за аппроксимирующие поверхности прини­
мают цилиндры и конусы.

На рис. 418 показана аппроксимация по­
верхности вращения, заданной очерками. 
Предполагаем, что неполная модель* по­
верхности вращения получена из ее лекаль­
ного каркаса. За лекальные кривые линии 
приняты меридиональные сечения поверх­
ности. Угол между плоскостями меридио­
нальных сечений принят равным 45е.

Неполная модель ограничивается цилин­
дрическими поверхностями, для которых 
направляющими линиями служат указанные 
выше меридиональные сечения поверхности 
вращения, а образующие перпендикулярны

* Неполной моделью называю т модель по­
верхности, приближенно зам еняю щ ую  данную 
кривую поверхность.

к плоскостям средних меридиональных се­
чений.

Для построения такой модели строим 
на поверхности вращения ряд ее параллелей 
и отмечаем точки их пересечения направляю­
щими линиями цилиндров.

Отрезок проекции экватора, ограничен­
ный меридиональными плоскостями Ncn 
и S oh , заменяем отрезком прямой cd, каса­
тельной в точке а к проекции экватора. 
На горизонтальной прямой линии отклады­
ваем отрезки, равные отрезку cd, и через 
середины этих отрезков проводим прямые 
линии, перпендикулярные к горизонтальной 
прямой.

На перпендикулярах отложим спрямлен­
ные меридиональные сечения, на которых 
отметим точки их пересечения параллелями. 
Через отмеченные точки проводим горизон­
тальные прямые линии и на них откладываем 
в обе стороны отрезки, равные соответствен­
но половине длин касательных к параллелям.
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ограниченных плоскостями направляющих 
линий цилиндров. Эти отрезки можно полу­
чить путем построения касательных к гори­
зонтальным проекциям соответствующих 
параллелей поверхности вращения.

Соединяя крайние точки построенных от­
резков плавными кривыми линиями, полу­
чаем очерк одного звена (лепестка) разверт­
ки неполной модели заданной поверхности 
вращения. На рис. 418 построено четыре та­
ких звена.

Полная выкройка одежды пог-рхности 
состоит из восьми таких звеньев.

На рис. 419 приведен другой прием ап­
проксимации неполной моделью поверх­
ности врашения. Принято, что каркас по­
верхности состоит из се параллелей, а модель 
ограничивается поверхностями усеченных

конусов, опирающихся на эти параллели. 
Здесь задача сводится к построению ряда 
разверток конических поверхностей и одной 
развертки цилиндрической поверхности 
(средний пояс).

При аппроксимации неразвертывающих- 
ся поверхностей следует учитывать, что ап­
проксимирующие поверхности этих поверх­
ностей нельзя получить так, как для тор­
сов— только путем последовательного ря­
да изгибов разверток. В этих случаях ма­
териал развертки после превращения ее в 
одежду модели должен иметь соответствую­
щие остаточные деформации (растяжение, 
сжатие и др.).

Решение задачи построения разверток 
одежды неразвертываюшихся поверхностей 
зависит от структуры и свойств материала
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развертки и от выбранных способов его обра­
ботки при получении формы одежды модели 
поверхности. Задача эта не может, очевидно, 
иметь общего решения и не является только 
геометрической задачей.

Академик П. J1. Чебышев (1821— 1894) 
дал общее решение задачи по аппроксимации 
поверхностей (уравнения которых известны) 
для случая, когда материалом выкроек слу­
жит ткань. Эту задачу он назвал задачей 
построения выкроек одежды. Предполага­
ется, что ткань выполнена из тонкой пряжи 
с некрупными клетками, образованными ос­
новой и утком. При покрывании ею какой- 
либо поверхности, нити ткани. из(ибаясь, 
изменяют лишь углы между основой и 
утком, тогда как длина нитей не изме­
няется.

На рис. 420 показана выкройка одежды 
полусферы радиусом К, исполненная спосо­
бом Чебышева. Она представляется Коробо­
вым че!ырехсиммегричным овалом. Овал

составляют дуги четырех касающихся друг 
друга окружностей радиусом г 0,65 R и 
дуги окружностей радиусом ef 4,36г 2.84Я 
Величина 2.x равна 0,27Я. Материал распола­
гается при выкройке таким образом, чтобы 
точки с и d находились на одной нити основы, 
а точки а и Ь — на одной нити утка, или на­
оборот.

Для получения одежды сферы радиусом R 
нужно приготовить указанным способом две 
выкройки и, поместив между ними сферу. 
сши1ь между собой выкройки в точках а. Ь. с 
и d. Сшивая выкройки по их соответствую­
щим дугам, получаем одежду сферы, плотно 
прилегающую во всех ее частях.

Построения методом Чебышева выкроек 
поверхностей, отличных от сферы, представ­
ляются очень интересной и еше не решенной 
задачей.

На рис. 421 показано построение прибли­
женной развертки сферы путем применения 
касательных к сфере конусов. Сфера разделе­
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на меридиональными плоскостями на неко­
торое число равных частей и построена при­
ближенная развертка каждой части.

На прямой линии откладываем длину 
экватора и отмечаем точки А, С, ... пересе­
чения экватора меридиональными плоскос­
тями. Из середины полученных отрезков 
проводим перпендикуляры к ним и на пер­
пендикулярах откладываем спрямленные ме­
ридиональные сечения, отметив точки их 
пересечения с параллелями. На чертеже де­
лим меридиан на некоторое число равных 
частей и строим параллели, проходящие 
через точки деления. Затем определяем вели­
чины Г s' | , 2's'i, ... образующих конусов, 
касающихся по намеченным параллелям 
сферы.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Что  назы ваю ! разверткой поверхности?
2. Какие поверхности называю т развертыва- 

юшимиса и какие неразвертываю щ имися?
3. Укажите основные свойства разверток.
4. Дайте определение сферической индикат­

рисы образующих торса.

На развертке через точки /, 2, ... деления 299 
меридиана проводим окружности с центрами 
на прямой KSi радиусами, равными /Si,
2Si, ..., и на этих окружностях от точек 
/, 2, ... откладываем в обе стороны длины 
дуг, равные половинам отрезков параллелей, 
заключенных между меридиональными плос­
костями. Соединяя построенные точки плав­
ными кривыми линиями, получаем очерк 
одного лепестка развертки.

Описанную приближенную развертку 
сферы можно использовать как «одежду» 
сферы лишь при условии изготовления ее из 
достаточно пластичного материала, позво­
ляющего компенсировать дефекты постро­
енного контура одежды сферы при его де­
формациях.

5. Укажите последовательность графических 
построений разверток поверхностей конуса и ци­
линдра с помощ ью  сферической индикатрисы их 
образующих.

6. Что  называю т аппроксимацией поверх­
ности?
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Для большинства поверхностей можно 
наметить три главных взаимно перпендику­
лярных направления (высота, длина, ширина) 
и параллельно им вести измерения поверх-
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ности. Результаты измерений можно при ­
ставить на чертеже поверхности.

При ортогональном проецировании по­
верхность целесообразно представить таким 
образом, чтобы ее главные направления из­
мерений были параллельными основным 
плоскостям проекций — горизонтальной Н 
и фронтальной К  В этом случае измерения 
поверхности, параллельные их направле­
ниям, проецируются на соответствующие 
плоскости проекций без искажения. Они 
могут быть нанесены на чертеж и взяты с 
него.

На рис. 422 показан чертеж машинострои­
тельной детали — вилки. Грани вилки раз­
мещены параллельно основным плоскостям 
проекций. Направления главных измерений 
поверхности здесь могут быть представлены 
в виде трех взаимно перпендикулярных осей: 
Ох, Оу и Or, пересекающихся в точке О.

Однако этот чертеж не дает полной на­
глядности детали, так как каждая из проекций 
содержит только два измерения.

Чтобы получить наглядное изображение 
рассматриваемого предмета (плоского или 
пространственного) на какой-либо плоскос­
ти, необходимо или ввести косоугольное 
проецирование, или, сохранив ортогональ­
ное проецирование, заменить одну из основ-
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ных плоскостей проекций произвольно рас­
положенной плоскостью.

Пусть заданы (рис. 423) плоскость //. 
прямая А В  и направление проецирования, 
показанное стрелкой. Очевидно, косоуголь­
ная проекция А I В\ отрезка А В  не определяем 
положения заданной прямой в пространстве, 
так как всякая другая прямая, ограниченная 
проецирующими лучами А Ал и В В \, имес! 
ту же проекцию А\В\.

Чтобы получить при косоугольном про­
ецировании на плоскость П  проекции, но 
которым можно точно определить располо­
жение заданной фигуры в пространстве, 
берут какую-либо плоскость Q и находят на 
ней ортогональную проекцию заданной фи­
гуры. Затем по заданному стрелкой направ­
лению проецируют на плоскость П  одновре­
менно и фигуру, и ее ортогональную про­
екцию. При таком проецировании каждой 
точке пространства соответствуют две ее 
проекции на плоскости П. Полученный в 
плоскости П  чертеж называют аксонометри­
ческим. Плоскость П  называют плоскостью 
аксонометрических проекций, а плоскость Q — 
основной плоскостью проекций.

Аксонометрическая проекция, или аксо­
нометрия, представляет собой один из ме­
тодов построения наглядных изображений 
предметов в одной плоскости.

Аксонометрические чертежи обладают 
свойством наглядности и одновременно 
свойством обратимости — по таким черте­
жам легко представить общую форму пред­
метов и их положение в пространстве.

Изображение предмета в аксонометрии 
получается параллельным проецированием 
его на плоскость проекций.

Чтобы получить такое изображение, пред­
мет жестко связывают с системой трех вза­
имно перпендикулярных координатных осей 
Oxyz (натуральной системой координат в 
пространстве).

Представим себе в пространстве точку А. 
Отнесем ее к системе прямоугольных (декар­
товых) координат Oxyz (рис. 424).

За единицу измерения, общую для всех 
координатных осей, примем отрезок е — 
натуральный масштаб.

Отложим эти отрезки от точки О на каж­
дой из осей (е* е, ег е). Проецируем 
точку А на некоторую произвольно выбран­
ную плоскость /7, принятую за плоскость 
аксонометрических проекций. Выбранное на­
правление проецирования указано стрелкой.

Натуральные оси Оде, Оу\ Oz проециру­
ются на аксонометрическую плоскость про­
екций П  в общем случае искаженно. Их про­
екции (OjJCj, О^ур O xzx) называют аксоно-



Гл ава  X I I I .  Л ксоном м рнческнс проекции

302 метрическими осями координат. Проекции 
e*i( е,\ч ей натуральных масштабов назы­
вают аксонометрическими масштабами. 
В общем случае они не равны в и не равны 
между собой. Отрезки еХ\, еу\, еп принимают 
за единицы измерения по аксонометриче­
ским осям.

При проецировании точки А на плоскость 
П  координатные ее отрезки а%а% аА
(пространственная ломаная линия ОахаА) 
соответственно проецируются отрезками 

ача\9 а\А\ (плоская ломаная линия 
О лах\а\А\).

Точки А \ и а\ называют аксонометричес­
кими проекциями точек А н а : при этом точку 
А I называют аксонометрической проекцией 
точки А. а точку а \— вторичной проекцией 
точки А (или основанием точки А\). Указан­
ными построениями можно получить на­
глядное изображение любого геометриче­
ского образа.

Натуральные оси координат Ох, Оу\ Oz 
в общем случае имеют различные углы на­
клона к плоскости П  аксонометрических 
проекций. Поэтому отрезки натуральной 
координатной ломаной ОахаА проециру­
ются на плоскость П  с различным иска­
жением.

При косоугольном проецировании Х1ина 
проекции любого из этих отрезков может 
быть меньше, равна или больше, а при пря­
моугольном — равна или меньше его на­
туральной длины. Так как при параллельном 
проецировании отношение длин отрезков 
параллельных прямых сохраняется, то аксо­
нометрические масштабы откладываются на 
каждой из соответствующих сторон лома­
ной O taxiaiA i столько раз, сколько раз на­
туральный масштаб е откладывается на 
каждой из сторон координатной ломаной 
ОахаА. Например, если натуральная аб­
сцисса ха точки  А равна хА 3,5,
то и аксонометрическая абсцисса точки А\ 
равна

Г«|

Следовательно, аксономефические коор­
динаты, измеренные аксонометрическими 
масштабами, численно всегда равны нату­
ральным.

Отношения -ty- называют
коэффициентами или показателями иска­
жения по аксонометрическим осям.

Таким образом, метод построения аксо­
нометрического чертежа является коорди­
натным методом построения чертежа в од­
ной проекции. Такой чертеж обладает свой­
ством обратимости.

Построим аксонометрический чертеж тре- 
уюльника А ВС  по заданным натуральным 
координатам его вершин А (1, 0, 2). В  (4. 6, 6) 
и С (6, 5, 4). Направления аксонометриче­
ских осей Ojjc,, 0 %v% и O i z1 и аксонометри­
ческие масштабы ех\, ef\ и еп известны 
(рис. 425).

Строим координатные ломаные вершин 
аксонометрической проекции треугольника 
с учетом, что аксонометрические координа­
ты, измеренные аксонометрическими мас­
штабами. численно равны натуральным. Так, 
аксонометрическая абсцисса точки А\ чис­
ленно равна единице, т. е. величине е*»; 
аксонометрическая ордината равна нулю.
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аксонометрическая аппликата — двум аксо­
нометрическим масштабным отрезкам e: i.

Аналогично строим координатные лома­
ные точек Ci и В\. Соединив прямыми аксо­
нометрические проекции A i. В\ и С i точек, 
получим аксонометрическую проекцию 
A\B\Ci треугольника ЛВС.

Аксонометрическую координатную ло­
маную любой точки можно построить, если 
известны аксонометрическая проекция точ­
ки. ее основание (вторичная проекция) и 
аксонометрические проекции натуральных 
осей. Из этого следует, что аксонометриче­
ский чертеж при заданных аксонометриче­
ских масштабах является обратимым, если 
можно построить основание (вторичную про­
екцию) любой из точек изображенного на 
чертеже геометрического образа. Основания 
точек используют в процессе построения 
аксонометрии, но на готовом аксонометри­
ческом чертеже объекта их сохраняют толь­
ко в исключительных случаях.

Наглядность изображений на аксономет­
рических чертежах зависит от выбора на­
правления проецирования. Эта наглядность 
теряется, если направление проецирования 
параллельно одной из координатных плос­
костей.

Hai лядность теряется в еще большей сте­
пени. если направление проецирования па­

раллельно какой-либо оси координат, т. е. 303 
параллельно двум координатным плоское - 
стям. В этом случае проекция координатной 
оси преобразуется в точку; в точки преобра­
зуются и проекции прямых линий изобра­
жаемой фигуры, параллельных этой оси.

В зависимости от направления проециро­
вания относительно плоскости аксономет­
рических проекций аксонометрия может быть 
к о с о у г о л ь н о й  или п р я м о у г о л ь ­
ной.  Прямоугольную аксонометрию на­
зывают также ортогональной или нормаль­
ной.

В зависимости от отношений показате­
лей искажения координат аксонометриче­
ские проекции делят на три группы:

триметрические — все три масштаба не­
одинаковы:

е*1 Ф  е,I Ф ег\ ;
диметрические — два масштаба одина­

ковы:
€*1 ж  t t  I Ф  I t
изометрические — все три масштаба оди­

наковы:
= еу\ -* еХ| .

По соотношению размеров проецируемо­
го предмета и его изображения аксонометри­
ческие проекции разделяют на т о ч н ы е  и 
п о д о б н о  у в е л и ч е н н ы е  — п р и в е ­
д е н н ы е .

О С Н О В Н А Я  Т Е О Р Е М А  А К С О Н О М Е Т Р И И  (Т Е О Р Е М А  П О Л Ь К Е ) §73
Рассмо|рев общие сведения об аксоно­

метрических проекциях, можно сделать сле­
дующий вывод:

1) аксонометрическиечер|ежи обратимы:
2) аксонометрическая и вторичная про­

екции точки вполне определяют ее положе­
ние в пространстве.

Аксонометрические проекции обратимы 
только при наличии аксонометрии трех глав­
ных направлений измерений фигуры и коэф­
фициентов искажения по этим направлениям.

Аксонометрическую проекцию фигуры 
можно считать ее проекцией на плоскость 
произвольного положения при некотором 
выбранном направлении проецирования.

Очевидно, возможно и обратное. На 
плоскости можно выбрать произвольную 
аксонометрическую систему осей с произ­
вольными аксонометрическими масшта­
бами.

В пространстве возможно (все>ла будет) 
такое положение натуральной системы пря­
моугольных координат и такой размер на­
турального масштаба по осям, параллельной 
проекцией которых является аксонометри­
ческая система.

При построении аксонометрических 
чертежей необходимо знать степень произво­
ла выбора аксонометрических осей и аксоно­
метрических масштабов.
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Выделим из куба (рис. 426) пирамилу с 
вершиной 0  и основанием ABC. Три плоских 
угла при вершине 0 — прямые; ребра, исхо­
дящие из вершины 0, равны между собой и 
равны единице. Такую треугольную пи*

рамилу называют масштабный тетр аэ­
дром.

Рассмотрим теперь другую, уже плоскую 
фигуру.

Пометим в плоскости П  четыре точки 
0 i, А\, В* и Ci (рис. 427). Они выбраны про­
извольно (не лежат на одной прямой и не 
совпадают). Соединим точки прямыми ли­
ниями. Полученная из шести отрезков фигу­
ра 0\А\В\С\— четырехугольник с диагона­
лями — называется полным четырехуголь­
ником. Между масштабным тетраэдром и 
любым полным четырехугольником суще­
ствует очень важная геометрическая связь, 
которая устанавливается основной теоремой 
аксонометрии.

Эта теорема впервые была высказана 
немецким геометром К. Польке в 1853 г. 
в следующем изложении:

Т е о р е м а .  Три произволыюй длины о т ­
резка прямых, лежащих в одной плоскости 
и выходящих из одной точки под произволь­
ными углами друг к другу, представляют 
параллельную проекцию трех равных отрез­
ков, отложенны х на прямоугольных коорди­
натных осях о т  начала*.

Проведем из точек 0 i, A t, В\ и Ci па­
раллельные прямые произвольного направ­
ления и на них произвольно пометим точ­
ки 0, А, В  и С; получим пространственную

Р и с. 427
• Более подробно см.: Е. А. Г л а з у н о в  

и Н Ф  Ч е т в с р у х и н  Аксонометрия. М.. 
Гостсхизлат. 1953.



фигуру — тетраэдр. Параллельной проек­
цией такого тетраэлра является полный че­
тырехугольник O iA iBxC i.

Можно построить бесчисленное множест­
во тетраэдров произвольной формы и найти 
такое направление проецирования, при кото­
ром их проекцией является полный четырех­
угольник O xA\BiC\. Среди этого множества, 
очевидно, имеется и тетраэдр с прямым трех- 
I ранным углом при вершине О и с равными 
ребрами О А, О В  и О С  — масштабный т е т ­
раэдр. Три равных и взаимно перпендику­
лярных ребра этого тетраэдра служат мас­
штабами осей координат в пространстве.

Итак, любой невырождающийся* полный 
четырехугольник можно рассматривать как 
параллельную- проекцию масштабного т е т ­
раэдра.

Согласно основной теореме, любые три 305 
прямые в плоскости, исходящие из одной 
точки и не совпадающие между собой, мож­
но принять за аксонометрические оси. Лю­
бые произвольной длины отрезки на этих 
прямых, отложенные от точки их пересече­
ния. можно принять за аксонометрические 
масштабы.

Эта система аксонометрических осей и 
масштабов является параллельной проекци­
ей некоторой прямоугольной системы ко­
ординатных осей и натуральных масш­
табов.

В практике построения наглядных изобра­
жений обычно применяют лишь некоторые 
определенные комбинации направлений ак­
сонометрических осей и аксонометрических 
масштабов.

Т Р Е У Г О Л Ь Н И К  С Л Е Д О В  И П О К А З А Т Е Л И  И С К А Ж Е Н И Я §74
Допустим, что при рассмотрении какой- 

либо заданной в пространстве фигуры уста­
новлены оси координат — направления Ох, 
Оу и Oz главных ее измерений, проходящие 
через точку О. Координатную плоскость 
хОу примем за основную плоскость про­
екций Н. За аксонометрическую плоскость 
проекций П  примем некоторую плоскость, 
заданную горизонталью ab, а 'Ь ' и фрон- 
талью ас, а 'с ' (рис. 428).

Зададим произвольно направление про­
ецирования стрелкой точки ss’. Определим 
проекции точки оо' на плоскости П  по задан­
ному направлению Для этого проведем че­
рез точку оо' прямую ok, o 'k ', параллельную 
направлению стрелки, и найдем точку oio'i 
пересечения ее с плоскостью П.

Повернем аксонометрическую плоскость 
П  вокруг горизонтали ab, а 'Ь ' до совмещения 
ее с плоскостью проекций Н. Точку 0\ 
плоскости П  в совмещенном с плоскостью Н 
ее положении соединим с точками А, В  и C i.

* Четырехугольник н и ш а с т с а  невырожда- 
тщи.ис.ч. если е ю  вершины не принадлежат олной 
прямой.

Отрезки 0\А , O i B h O i C i являются про­
екциями отрезков осей координат направле­
ний главных измерений Ох, Оу и Oz на аксо­
нометрической плоскости проекций.

На плоскости аксонометрических про­
екций имеются проекции всех трех направ­
лений главных измерений. Единицы измере­
ния по осям координат проецируются на 
плоскость П  при этом не в натуральную 
величину, а искаженно.

Отношение длины проекции отрезка к его 
натуральной длине называют коэффициен­
то м  или показателем искажения. В рассмат­
риваемом случае коэффициенты искажения 
по осям различны.

В прямоугольной аксонометрии проеци­
рование и на основную, и на аксонометри­
ческую плоскости проекций должно быть 
прямоугольным.

Пусть (рис. 429) главные направления 
измерений фигуры устанавливаются осями 
координат Ох, Оу и Oz. За основную пло­
скость чертежа Н  принимаем плоскость хОу. 
Аксонометрическая плоскость проекций П 
представлена главными линиями: горизон­
талью ab. а 'Ь ’ и фронталью ас, а 'с '.

» -  71*
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Начало координат — точку оо' ортого­
нально проецируем на плоскость /7. Про­
екции направления проецирующего луча оп­
ределяем из условия перпендикулярности 
прямой к плоскости. Проекцией точки оо 
на плоскости П  является точка ою\ .

Совмещая плоскость П  с основной пло­
скостью проекций Н  вращением вокруг го­
ризонтали ab% аЪ\ определим смещенную 
проекцию Ох точки о\о\ и точку С \— сме­
щенную проекцию точки с с . Отрезки ОхА. 
0 \В  и 01 Ci являются аксонометрическими 
проекциями отрезков ОА. О В  и ОС.

Стороны АС, А В  и ВС  треугольника A BC  
являются линиями пересечения (следами) 
плоскостей xOz, хОу и yOz с плоскостью 
аксонометрических проекций П.

Из условия перпендикулярности прямой 
к плоскости следует, что отрезки 0\А % ОхВ

Р и с .  429

и 01 C i, как проекции отрезков 0/4, О В  и ОС, 
перпендикулярных к плоскостям v0z, xOz 
и хО\\ составляют прямые углы с отрезками 
ВС  I, А С  1 и А В. Треугольник A BC  является 
треугольником следов; аксонометрические 
оси являются его высотами.

Таким образом, точка 0\ является точкой 
пересечения высот треугольника следов. Точ­
ка 0 i всегда (независимо от выбора пло­
скости /7) располагается внутри треуголь­
ника следов. Отсюда следует, что аксономет­
рические проекции направлений главных из­
мерений составляют между собой тупые 
углы.

Таким образом, по заданным направле­
ниям аксонометрических проекций главных 
направлений можно определить треуголь­
ники пересечения плоскостей, проходящих 
через главные направления измерений, с
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плоскостями, параллельными плоскости 
П — плоскости аксонометрических проекций.

На рис. 430 намечены произвольные на­
правления Ох А1, 01 #i и 0 i Ci аксонометри­
ческих проекций главных направлений изме­
рений и построен один из треугольников 
следов АхВхСх. для которого эти проекции 
являются высотами. Треугольники АхО\В\9 
ВхОхСх и СхОхАх являются проекциями 
прямоугольных треугольников АхОВх, 
ВхОС\ и СхОАх, гипотенузы которых — 
отрезки АхВх, ВхСх и СхАх: они имеют об­
щую точку 0  пересечения катетов. Истинные 
величины этих треугольников, катетами ко­
торых являются отрезки главных направле­
ний измерений, можно построить показан­
ным на чертеже способом.

Откладывая на катетах этих треугольни­
ков отрезки равной длины можно найти 
проекции этих отрезков е%\ч еу\ и ен на пря­

мых 0j.V|. 0%ух и 0jZ|. Это позволит опре- 307 
делить коэффициенты искажений по осям

ех\e,i
» р. —  • я  е е г

Обозначим а, рч у углы наклона натураль­
ных осей 0.x, 0v, Oz к плоскости П. Тогда

е,х
е

€
ежх
е

cos 2 ;

« с o%fi:

cos у.

Коэффициенты искажений главных направ­
лений измерений равны косинусам углов на­
клона этих направлений к плоскости аксоно­
метрических проекций.

Если все три коэффициента искажений 
различны [р Ф ц Ф г ), то аксонометрическая

Р и с .  430

20*
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308 проекция является триметрической. При ра­
венстве двух коэффициентов искажений I/»* 

r^ q )  она является диметрической, а при 
равенстве трех коэффициентов искажений 
{р г q) — изометрической.

Для диметрической проекции характерно 
равенство двух углов, например ot 0. Это 
соответствует равенству отрезков 0\А\ и 
и0|&1. Поэтому треугольник А \В\ С\ в этом 
случае является равнобедренным, и прямая 
0 iC i составляет равные углы с прямыми 
0\А\ и 0\В\.

Таким образом, в нормальной аксономет­
рии коэффициенты искажений по двум глав­
ным направлениям измерений равны только 
в том случае, если проекции этих направле­
ний составляют равные углы с проекцией 
третьего направления измерений.

Для изометрической проекции i  0 у. 
В этом случае проекции главных направле­
ний измерений расположены под углами, 
равными 120е.

Отрезок ООх составляет с главными на­
правлениями измерений углы oti, Pi. yi.

которые являются дополнительными до 90 
углов а, Р и у.

Для углов ап, $\ и yi существует извест­
ная из тригонометрии зависимость:

с о е 2 at| +  COS2 Р I + COS2 yi -  1

или

(1 - sin2 ai) + (1 - sin2 pi) + (1 - sin2 у») - I.

Заменяя в последнем выражении углы 
act, pi и Yi дополнительными, получим

cos2 а + cos2 р + cos2 у ~ 2

или

р2 + q2 + г2 Ш 2*

т. е. в нормальной аксонометрии сумма квад­
ратов коэффициентов искажений равна двум. 
Поэтому выбором двух коэффициентов иска­
жений предопределяется величина третьего.

§ 75ПРЯМОУГОЛЬНЬ1Е И З О М Е Т Р И Ч Е С К И Е  п р о е к ц и и

В прямоугольных изометрических про­
екциях коэффициенты искажений пр трем 
осям одинаковы, т. е.

Р Я = г.
Здесь плоскость аксонометрических про­

екций равно наклонена к координатным 
осям, т. е. плоскость отсекает на всех трех 
осях равные отрезки Ох Оу Oz. В этом 
случае треугольник следов равносторонний 
(рис. 431).

Подставляя в уравнение р2 -f q2 г2 
вместо q и г равную им величину />, имеем 

3/>2 = 2;
откуда

Д .  О.,2.

т. е. изометрическая единица измерения рав­
на 0,82 натуральной. Р и с .  431

-
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P ■ c. 432

В изометрии ось Oxz\ располагают вер­
тикально, оси 0\х\ и 0\у\ составляют с осью 
0\2\ углы по 120°. Координаты любой из 
точек пространства при построении ее изо­
метрической проекции умножают на коэффи­
циент 0,82, а соответствующие этим числам 
отрезки откладывают по направлениям ак­
сонометрических осей.

Практически для построения изометри­
ческих изображений не пользуются коэффи­
циентом искажения, равным 0,82, а заменяют 
его единицей. В этом случае получаются изо­
бражения, увеличенные в л  1,22 раза.

На рис. 432 показано построение изо­
метрической проекции Л\ точки А% заданной 
в ортогональных проекциях.

Построим изометрическую проекцию ку­
ба с окружностями, вписанными в его грани 
(рис. 433).

Аксонометрические оси Oijci, Охух, Oiz\ 
совпадают с направлениями ребер куба. 
Очевидно, грани куба (квадраты) изобразятся 
ромбами, а окружности —  эллипсами.

Центры квадратов (окружностей) в изо­
метрии являются центрами ромбов (эллип­
сов). Диаметры окружностей, Параллельные 
координатным осям, изображаются сопря­
женными диаметрами эллипсов. Каждый из

диаметров окружности равен по величине 
стороне квадрата. Следовательно, такие со­
пряженные диаметры эллипсов сократятся 
в отношении 0,82 : 1.

Оси эллипсов совпадают с диагоналями 
ромбов. Малые оси эллипсов совпадают с на­
правлениями соответствующих аксономет-

Р н с .  433
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Р и с .  434

рических осей, большие перпендикулярны к 
ним. Верхняя грань куба (квадрат), перпен­
дикулярная к оси Oz, ортогонально проеци­
руется на аксонометрическую плоскость про­
екций в виде ромба. Окружность, вписанная 
в квадрат, проецируется эллипсом.

Большая ось эллипса равна и параллельна 
тому диаметру окружности, который парал­
лелен плоскости аксонометрических про­
екций. Каждый из диаметров окружности 
составляет прямой угол с осью Oz. Поэтому 
большая ось эллипса перпендикулярна к 
аксонометрической оси O iz i; малая ось эл­
липса совпадает с направлением оси O izi. 
Это справедливо и для построения эллип­
сов — проекций окружностей других граней 
куба.

Определим соотношение между диагона­
лями ромба. Одна из диагоналей квадрата — 
А С — параллельна плоскости аксонометри­
ческих проекций. Она проецируется на эту 
плоскость в натуральную величину AiC i.

Из прямоугольного треугольника А\В\К\ 
имеем

ВхКг
AtKi tg 30° - 0,58 (tg 30° - 0,58)

или
B iK i «  0,58AiKx.
Очевидно, что соотношение между полу­

осями эллипса, вписанного в ромб, равно:
I-  -  0,58.

где Ь = 0,58а или 2b *  0,58d.
Здесь большая ось эллипса равна диамет­

ру окружности, т. е. 2a= d.
Итак, в изометрии большая ось эллипса 

равна диаметру d проецируемой окружности, 
малая ось равна 0,58</.

Пользуясь приведенными коэффициен­
тами искажения, получаем увеличение всех 
размеров изображения в 1,22 раза. В таком 
отношении увеличиваются большая и малая 
оси эллипсов:

2а= 1,22 </,
26 = 1,22- 0.58 <f=0,7 d.

Изометрические проекции применяются 
в тех случаях, когда элементы предмета по 
трем основным взаимно перпендикулярным 
направлениям представляются одинаково 
важными.

На рис. 434 дано изображение кронштей­
на в изометрии.

§76 П Р Я М О У Г О Л Ь Н Ы Е  Д И М Е Т Р И Ч Е С К И Е  П Р О Е К Ц И И

В прямоугольных диметрических про­
екциях коэффициенты искажений одинаковы 
по двум осям; третий коэффициент искаже­
ния не равен первым двум, т. с. 

p = r * q .
Здесь плоскость аксонометрических про­

екций равно наклонена к двум координат­

ным осям. В этом случае треугольник сле­
дов равнобедренный.

Пусть q= £  — наиболее употребитель­
ное соотношение коэффициентов искажения. 
При этих условиях определим числовые ве­
личины коэффициентов искажения по на-



правлению аксонометрических осей и распо­
ложение осей в плоскости аксонометрических 
проекций.

Подставляя в уравнение р2+ + 2 
рвместо q и г равные им величины — и р , 

имеем
Р '+ Р 1— f - 2  

или
9р2 = 8.

Отсюда

Р

Тогда

0,94.

Я ш  ;  * 0 ,4 7 .

Итак, диметрическая единица измерения 
по двум осям 0 1X 1 и Oizi равна 0,94, а но 
оси O iy i равна 0,47 натуральной.

Рассмотрим равнобедренный треуголь­
ник A iB iC i следов плоскости аксонометри­
ческих проекций П  (рис. 435).

Пусть О А 1 = 0C i = 1. Основание (/4iCi =
= v 'T ) равнобедренного треугольника сле­
дов делится пополам прямой Ох В\ в точке К  i 
( B iK i— высота треугольника A iB iC i) .  

Здесь
K lA,  = KiCt  = ^ ~ .
Поскольку

2V2OiAt = O iC i =
то

sin 6 2 3 0,75,
где

Ь = * .А \0 \К \=  ^ C iO iK  1.
Отсюда 

Ь =48°35';
26=97°10'.
Следовательно, угол между осями ОхСх 

и 0\А\ равен 97°10'.
Ось ОхВ\ составляет с осями ОхА\ и 

O iC i углы, равные
360° -97° ИГ • 13Г25'.

Р и с .  435

В прямоугольной диметрии принято ось 
0\z\ располагать вертикально; ось O ix i со­
ставляет с горизонтальной линией угол 7° 10', 
а ось O iy i— угол 41°25\

При построении аксонометрических осей 
Otxi и O iy i можно не измерять углы, а 
воспользоваться соотношением катетов пря­
моугольных треугольников, гипотенузы ко­
торых указывают направление осей O ix i и 
O iy i.

Так,

tg7°l<y - 0,1257 *  1 ;
Я

tg 41°25' •  0,8821 «  -1.
8

При построении точной диметрической 
прямоугольной проекции координаты любой 
из точек пространства умножают на соответ­
ствующие коэффициенты искажений: по на­
правлению осей О lXi и О т  на 0,94, а по оси 
O iy i— на 0,47. Практически пользуются при­
веденными коэффициентами искажений, рав­
ными 1 и 0,5. Получается несколько увели­
ченное изображение. Все элементы изобра­
жения увеличиваются в % 1,06 раза.
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На рис. 436 построена диметрическая про­
екция А 1 точки А , заданной координатами 
в ортогональных проекциях.

Построим в масштабе 1,06 : 1 диметри- 
ческую проекцию куба с вписанными в его 
грани окружностями (рис. 437).

0,35 R 
0,33 R

Две грани куба (квадраты), параллель­
ные плоскости хОг, изображаются в виде 
ромбов; другие же грани, параллельные 
плоскостям хОу и yOzt изображаются па­
раллелограммами.

Окружности, вписанные в квадраты, про­
ецируются эллипсами, вписанными в ромбы 
и параллелограммы.

Центры окружностей и точки соприкаса­
ния их с квадратами в серединах сторон яв­
ляются, очевидно, и в диметрической проек­
ции также центрами эллипсов и точками 
соприкасания эллипсов с ромбами и парал­
лелограммами в серединах их сторон. Диа­
метры окружностей, параллельные осям, яв­
ляются сопряженными диаметрами эллип­
сов.

В диметрии, так же как в изометрии, ма­
лые оси эллипсов имеют направления аксо­
нометрических осей, а большие перпендику­
лярны к ним. В натуральной диметрии 
большие оси эллипсов равны d — диаметру 
окружности, в приведенной — 1,06

Определим величину малой оси эллипса— 
проекции окружности, принадлежащей гра­
ни куба, параллельной плоскости xOz. Рас­
смотрим прямоугольный треугольник ОВ\ К  i 
(рис. 435).
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Здесь 

O K  I OiKt . o* ----  sin p
K i B t K x O  

Известно, что

.  Жcos p — q -

,/ l - cos1 p.

Тогда
Oi ACi
K ,0

поэтому
Q|A-|
*.С,

- 0,895,

- 0,895.

Kx O  -  K i C i

Отношение малой оси эллипса к большой 
такое же, как и отношение соответствующих 
диагоналей ромба, в который вписывается
эллипс, т. е. -j- = 0,895.

Итак, в натуральной диметрии малая 
ось эллипса имеет направление оси Oi^i и 
равна 0,895 d, в приведенной — 0,895 1,06 d 
или 0,95 d.

Определим величины малых осей эллип­
сов — проекций окружностей, вписанных в 
грани куба, параллельные плоскостям хОу 
и уОг.

В проекции верхней грани куба малая ось 
имеет направление аксонометрической оси 
Oizi.

Большая ось перпендикулярна к малой 
и проецируется на плоскость аксонометри­
ческих проекций в натуральную величину.

Рассмотрим на рис. 435 прямоугольный 
треугольник ОС\Е\.

Здесь

ОЕ\ О хЕ
ЕхСх ОЕ\

- • sin у - v/| - cos1 у,
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но

cos у - г , 

Имеем:

Ы 1
3 ■

Oi£,
О Е Г - Л —
Малая ось эллипса, параллельная 0 i£ i, 

является проекцией диаметра окружности, 
параллельного O E i. Поэтому справедли­
вым является и отношение -4* 0,33.а

Итак, в натуральной диметрии для пло­
скостей хОу и yOz малая ось эллипса равна
0,33 d, в приведенной — 0,33 ■ 1,06d 0,35d.

На рис. 438 дано изображение детали 
в прямоугольной диметрии.

К О С О У Г О Л Ь Н Ы Е  А К С О Н О М Е Т Р И Ч Е С К И Е  П Р О Е К Ц И И

Рассмотрим косоугольные аксонометри­
ческие проекции на плоскости, параллельные 
плоскостям проекций. В этом случае две

§77
аксонометрические оси и все прямые, парал­
лельные им, а также углы этой плоскости 
проецируются без искажения.
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Пусть плоскость П  аксонометрических 
проекций фронтальная (рис. 439).

Выбираем направление проецирования 
001. Коэффициенты искажения по осям 
О т  и 0 1 П равны единице.

Коэффициент искажения по направлению 
оси 01 у\ в обшем случае отличен от единицы. 
Получаем косоугольную диметрическую про- 
екцин).

Р и с .  440

Если направление проецирования вы­
брано таким образом, что и коэффициент 
искажения по оси O iyi тоже равен единице, 
имеем косоугольную изометрическую про­
екцию.

Косоугольную аксонометрическую про­
екцию называют еще фронтальной проекци­
ей, а также кавальерной проекцией, или 
кавальерной перспективой.

Часто в косоугольной диметрии коэффи­
циент искажения по оси 0\у\ принима­
ют равным 0,5, а углы наклона этой оси к 
горизонтальной линии равными 45% 
40й, 60°. Такие проекции называют каби­
нетными.

На рис. 440 дано изображение куба в ка­
бинетной проекции, а также построены эл­
липсы — проекции окружностей, вписанных 
в грани куба.

Фронтальную диметрию целесообразно 
применять в тех случаях, когда криволиней­
ные очертания фигуры (поверхности) рас­
положены во фронтальной плоскости. Они 
проецируются на плоскость Я  аксонометри­
ческих проекций без искажения — в нату­
ральную величину.

На рис. 441 дано изображение крышки 
сальника во фронтальной косоугольной ди­
метрии.
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Бели на ортогональном чертеже направ­
ление аксонометрического проецирования за­
дано проекциями, можно построить про­
екции треугольника следов прямоугольной 
аксонометрической системы, определяемой 
заданным направлением. И. наоборот, при 
заданных на ортогональном чертеже про­
екциях треугольника следов некоторой ак­
сонометрической плоскости можно постро­
ить проекции направления проецирования на 
эту аксонометрическую плоскость. Такие 
построения позволяют решать позиционные 
и метрические задачи, переходя от ортого­
нального чертежа к аксонометрическому, и 
наоборот.

Покажем на аксонометрическом* чертеже 
решение основной позиционной задачи — 
определение точки пересечения прямой пло­
скостью.

На рис. 442 плоскость, заданную следами, 
пересекает прямая, которая задана аксоно­
метрической проекцией А В  и вторичной 
проекцией ab.

Чтобы определить точку пересечения пря­
мой с плоскостью, необходимо через пря­
мую провести вспомогательную секущую

$ 78. П

В А К С О Н О М Е Т Р И И  I

плоскость. Она пересекает заданную плос­
кость по прямой 12. Прямая 12 пересекает 
прямую А В  в искомой точке К .

Аналогично решается задача на построе­
ние линии пересечения двух плоскостей. 
В этом случае определяются точки пересе­
чения любых двух прямых одной плоскости 
с другой плоскостью или точки пересечения 
одной их прямых первой плоскости со вто­
рой и наоборот.

На рис. 443 показаны построения в ак­
сонометрии линии пересечения плоскости, 
заданной треугольником, с тетраэдром. При 
помощи вспомогательных проецирующих 
плоскостей найдены точки А и В  пересече­
ния стороны треугольника с гранями пира­
миды и точка С пересечения ребра пирамиды 
с плоскостью треугольника. Прямые линии 
АС  и С В  определяют линию пересечения пи­
рамиды плоскостью.

Решение метрических задач в аксономет­
рии представляет некоторые трудности. 
Здесь применяют вспомогательные приемы, 
дающие возможность решать подобные за­
дачи.

Р и с .  443

L
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316 Часто пользуются совмещением плоской 
фигуры с плоскостью чертежа с последую­
щим восстановлением фигуры в первона­
чальное положение, или строят дополни­
тельную фигуру, подобную заданной и на­

ходящуюся с аксонометрической проекцией 
в родственном соответствии.

Выбор приема решения задачи и методы 
решения зависят от вида аксонометрических 
проекций.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Какие проекции называю т аксонометри­
ческими? Назовите их виды.

2. Ч то  называю т коэффициентом (показате­
лем) искажения?

3. Сформулируйте основную  теорему аксоно­
метрии — теорему Польке.

4. Ч то  представляет собой треугольник сле­
дов?

5. Укажите коэффициенты искажений по на­
правлениям осей в прямоугольной азометрии. 
в диметрин

6. Укажите направления и величины осей эл­
липсов как изометрических и диметрических про­
екций окружностей, вписанных в квадраты граней 
куба, ребра которого параллельны координат­
ным осям.
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Плоскую кривую линию можно рас­

сматривать как траекторию (путь) движу­
щейся точки в плоскости. Предположим, 
что точка перемещается по касательной к 
кривой линии. Касательная без скольжения 
обкатывает кривую, а движущаяся точка 
всегда совпадает с точкой касания. Направ­
ление движения точки указывает полукаса- 
тельная. На рис. 444 представлена плавная 
кривая А В.

Положения движущейся точки обозна­
чены 0, /, 2, ... . Полукасательные to, fi, fa,... 
указывают направление движения точки в 
соответствующих положениях.

Движение по траектории точки можно 
рассматривать как непрерывную зависи­
мость двух величин: расстояния s, на которое 
точка удаляется от своего начального поло­
жения, и угла я поворота полукасательной 
(угла смежности).

Каждому участку пути s, пройденного 
точкой, соответствует определенный угол я 
поворота касательной относительно началь­
ного положения.

В прямоугольной системе координат, при­
держиваясь заданного масштаба измерений, 
строим график зависимости я ==/(s). По оси

абсцисс откладываем величины s длин дуг 
отрезков кривой линии, а по оси ординат — 
величины углов я в радианах*.

Величины s и я (в радианах) называют 
естественными координатами. Построенная 
по этим координатам кривая является гра­
фиком уравнения кривой линии А В  в естест­
венных координатах.

Кривые линии называют простыми, если 
их уравнения я=/(5) являются непрерывны­
ми функциями такого вида, где величины s и 
я изменяются односторонне, т. е. все время 
увеличиваются при движении точки.

Если график уравнения я =/(s) кривой 
линии в естественных координатах прямо­
линейный, то я = s* tg 6, а 

15 «  а ■--- а ■ ctg 6.
ig о

Здесь 6— угол наклона прямой линии 
графика к оси абсцисс.

Известно, что длина дуги окружности рав­
на произведению радиуса на радианную

* Длина дуги есть предел, к которому стре­
мится периметр вписанной ломаной линии, когда 
число звеньев неограниченно возрастает так. что 
длина наибольшего из звеньев стремится к нулю.



этих углов определяют радиусы этих ок­
ружностей.

Проекции 07, 72, ... отрезков прямых ли­
ний графика на ось абсцисс определяют дли­
ны дуг окружностей соответствующих ра­
диусов.

Пользуясь графиком, определяем ра­
диусы Ко,  К I, ... дуг окружностей на участ­
ках 07, 72, ... кривой линии.

Ко “  ctg<5о. Ri - cig<5i, . . .
Величины Ко, К ..... определяем как гори­

зонтальные катеты прямоугольных треуголь­
ников с углами 6o,6i, ... при этих катетах. 
Противолежащие углам Ь катеты равны еди­
нице масштаба.

Чтобы построить кривую по заданному 
ее графику уравнения я = /(s) в естественных 
координатах, проводим в намечеиной на­
чальной точке А начальные направления 
касательной Го и нормали по строящейся 
кривой А В.

На направлении по начальной нормали от 
точки А откладываем отрезок, равный Ко.

Помечаем точку Оо —= центр окружности 319 
радиусом Ко.

Из точки Оо, как из центра, проводим 
дугу окружности радиусом Ко. Длина дуги 
окружности равна 01. Из точки 7 дуги про­
водим направления полукасательной t\ 
и нормали ш. Углы а смежности между 
полукасательными равны углам я между 
направлениями соответствующих норма­
лей.

На направлении нормали т  от точки 
Оо откладываем отрезок OoOi, равный 
Ко— К г Намечаем точку Ох— центр окруж­
ности радиусом Ki. Длина дуги этой окруж­
ности равна 12. Указанными построениями 
определяется кривая линия А В.

Кривизну кривой линии в любой из ее 
точек можно определить, пользуясь графи­
ком ее уравнения в естественных координа­
тах.
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меру соответствующего ей центрального уг­
ла, т. е.

! - «  К. (2)
Сравнивая формулы (1) и (2), замечаем, 

что прямолинейный график уравнения кри­
вой линии в естественных координатах соот­
ветствует окружности (рис. 445). Радиус R 
этой окружности равен

или R ctg6
В зависимости от угла 6 наклона прямой 

графика к оси абсцисс имеем окружность с 
большим или меньшим радиусом. Так, если 
прямая графика совпадает с осью абсцисс, 
имеем окружность с бесконечно большим 
радиусом (R =  оо), т. е. имеем прямую.

Если прямая графика совпадает с осью 
ординат, имеем окружность с бесконечно 
малым радиусом (R  = 0); это точка.

Величина к обратная радиусу дуги
окружности, называется кривизной окруж­
ности.

Из графика уравнения окружности в 
естественных координатах имеем

Кривизна окружности равна тангенсу угла 
Ь наклона прямой линии графика к оси абс­
цисс. Кривизна окружности во всех точках 
одинакова. Чем больше радиус окружности, 
тем меньше ее кривизна.

График уравнения оc=/(s) кривой линии 
в естественных координатах может быть 
представлен в виде ломаной линии — ли­
нии, состоящей из отрезков прямых, под 
разными углами 6 наклоненных к оси абс­
цисс (рис. 446).

Кривую линию, составленную из дуг 
окружностей различных радиусов, называют 
коробовой кривой.

Тангенсы углов Ь наклона отрезков пря­
мых линий графика к оси абсцисс определяют 
кривизны дуг окружностей, а котангенсы
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На рис. 447 представлена кривая линия 
А В. Построен график л =/ (s) уравнения этой 
кривой в естественных координатах.

Допустим, что кривая линия А В  является 
коробовой кривой с бесконечно большим 
числом бесконечно малых дуг окружностей 
различных радиусов.

Если в кривую графика вписать ломаную 
линию с вершинами в точках 0, /, 2, то 
этой линии графика соответствуют некото­
рая коробовая кривая линия A iB i и ломаная 
линия aibi (на чертеже не показаны). Верши­
ны ломаной линии aibi являются центрами 
дуг окружностей, составляющих коробовую 
кривую А\В\,

Бесконечно увеличим число сторон ло­
маной линии графика, оставляя ее вписанной 
в кривую графика.

В пределе, когда ломаная линия пред­
ставляется кривой, коробовая кривая А\В\ 
перестраивается в кривую А В. Ломаная ли­
ния aibi центров представляется кривой

линией flofeo, которая является геометриче­
ским местом центров бесконечно большого 
числа бесконечно малых дуг окружностей, 
составляющих кривую линию А В.

В пределе перехода к графику or =/(s) 
можно определить величину радиуса г кри­
визны кривой в любой из ее точек, равную

lim —Да
Здесь As— длина проекции бесконечно 

малого отрезка кривой линии 
графика на горизонтальную 
ось s;

Aot— длина проекции бесконечно 
малого отрезка кривой гра­
фика на вертикальную ось а.

Кривая линия aobo является геометриче­
ским местом центров кривизны кривой ли­
нии — эволютой кривой АВ.

Эволюта aobo кривой линии 4̂ £ представ­
ляет собой огибающую нормалей данной 
кривой.
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На рис. 447 показано также построение 
радиуса п  кривизны кривой А В  в данной 
точке 1 при помощи графика ot f (s )  ее урав­
нения в естественных координатах.

Из точки У графика проводим касатель­
ную ti и прямую, параллельную оси s. 
Строим прямоугольный треугольник led. 
Противолежащий точке 1 катет cd равен 
принятой единице масштаба чертежа.

Касательная fi является предельным по­
ложением хорды, проходящей через точку 
1 кривой линии графика. Углы di наклона 
к оси абсцисс касательной и хорды в пределе 
равны.

Замечаем, что
cd А*
—  *  l im -----*  tg 6\.Id A i ~ 4) A j

Здесь cd • 1, lim
Ai - o  As
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к.

Отсюда — *  к | Id или " - S 7 г I .

Итак, пользуясь графиком уравнения кри­
вой линии в естественных координатах, мож­
но определить радиус кривизны и кривизну 
в любой точке кривой.

К Р И В И З Н А  О Р Т О Г О Н А Л Ь Н О Й  П Р О Е К Ц И И  П Л О С К О Й  К Р И В О Й  л и н и и §80
Определим соотношение между кривиз­

ной плоской кривой линии А С В  в данной 
точке С и кривизной ее ортогональной про­
екции acb в точке с — проекции точки С 
(рис. 448).

Кривую А С В  ортогонально спроецируем 
на плоскость Н. Пусть точки А, В  и С кривой 
являются вершинами треугольника A BC , 
проекцией которого является треугольник 
abc. Опишем около треугольника A BC  ок­
ружность.

Из геометрии известно, что радиус этой 
окружности

R - АВ АС ВС 
4JF ’

Пусть угол между плоскостями Q и Н 
равен ф. Тогда f= F  cos ф 

Имеем:
г
R

ab ас bc-4F cosoti cos яа ■ cos яз
AB AC ВС i f  соьф

где oil, «2, осз— углы наклона сторон А В. АС 
и ВС  треугольника A BC  к плоскости про­
екций //.

где А ВЧ АС  и ВС  — стороны треугольни­
ка A BC \

F  — площадь треугольни­
ка ABC.

Очевидно, радиус окружности, описан­
ной около проекции abc треугольника A BC ,

ab ас-beг •

Здесь abt ас, Ьс — стороны треугольника
abc\

f  — площадь треугольника 
abc. V и с. 44#

21 -718
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322 Если точки А и В  кривой неограниченно 
сближать с точкой С, то в пределе описанная 
около треугольника Л ВС  окружность пред­
ставится кругом кривизны кривой в точке С, 
а направления сторон треугольника преобра­
зуются в направление касательной к кривой 
в точке С. Такие же преобразования происхо­
дят в проекции.

Углы оп, «2, аз преобразуются в угол at 
наклона касательной к плоскости проекций
Н. Радиусы К и г дуг окружностей в этом 
случае представляют собой радиусы К* и 
г к кривизны кривой А В  и ее проекции аЬ 
в точках С  и с.

Здесь имеем отношение: 
г. cos3*
К« cos ф

Если касательные tc и te параллельны, 
то «--О, и это уравнение принимает вид:

Г. _ 1
Ка COS ф

Определение кривизны кривой в рассмат­
риваемой точке и кривизны ее проекции не­
обходимо при исследовании локальных 
свойств кривой.

§81 Э В О Л Ю Т Ы  К Р И В Ы Х  Л И Н И Й  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А

Эволюта, как известно, является геомет­
рическим местом центров кривизны кривой 
линии. Покажем построение центров кри­
визны для точек эллипса (рис. 449).

Исходя из условий симметрии эллипса 
относительно осей, устанавливаем, что 
центры кривизны для вершин Ах и В\ эллип­

са находятся на его большой оси, а для вер­
шин Ct и D 1— на прямой линии малой оси.

Радиусы кривизны для вершин А\ и В\ 
одинаковы. Одинаковы также радиусы кри­
визны для вершин Ci и D\ эллипса.

В вершинах эллипса радиусы кривизны 
можно определить, представляя эллипс как 
ортогональную проекцию окружности.

Угол между плоскостью окружности и 
плоскостью чертежа

ф — arc cos —.а
Здесь а и b — полуоси эллипса.
Радиус окружности К = К* =а.
Касательные в точках С и Ct* D и Di 

окружности и эллипса взаимно параллельны, 
поэтому i f  ■ ао > О

Касательные в точках А и A t, В  и В i 
окружности и эллипса составляют между 
собой углы та - 2В - Ф

Пользуясь формулой соотношений ра­
диусов кривизны плоской кривой в данной 
точке и ее ортогональной проекции, опреде­
ляем величины радиусов кривизны для вер­
шин эллипса.

Для вершин Ci и D\

Rk
Р ■ с. 449

cos3a
cos ф

1 ао • ■ а
Ьг



Для вершин А\ и В\ 

\ ■ Я* cos3 я cos ъф ь*■ Q • — —  • a cos- ф — - -аcos ф COS ф
Графически центры кривизны в вершинах 

эллипса опрелеляем следующим образом. 
Строим прямоугольник О С \ЕВ\, стороны 
которого равны полуосям эллипса. Перпен­
дикуляр, опущенный из вершины Е  прямо­
угольника на его диагональ В\С\. пересекает 
большую ось эллипса в точке Во— центре 
кривизны эллипса в вершине В\, а малую 
ось эллипса в точке Со— центре кривизны 
эллипса в точке С\. Докажем это.

Замечаем, что
ACiC0E~~AOCiBi ~AEBiBo.

Из подобия треугольников имеем:
B iB o  С \ Е  О С  |
B i E  C iC o  O B  I 

но B\E C iO = b  и

Тогда B iB o  - rK ш — ; c ,c 0

C iE  O B i—a.
a2

* mT
Это соответствует результатам вычисле­

ний, полученных из формулы.
Для построения центра кривизны эллипса 

в произвольно выбранной точке К  i прово­
дим нормаль л и из точки У ее пересечения 
с большой осью проводим к ней перпенди­
куляр. Через точку 2 пересечения перпенди­

куляра прямой КхО  проводим прямую, па- 323 
раллельную малой оси эллипса, и отмечаем 
точку Ко ее пересечения с нормалью. Точка 
Ко — центр кривизны хшипса в точке К 1т

На рис. 449 показано построение каса­
тельной к эллипсу в точке K i. Здесь эллипс 
рассматривается как фигура, родственная 
окружности.

Если за ось родства взять большую ось 
эллипса, то эллипс можно рассматривать 
как преобразование окружности диаметром 
А В. Точка К  окружности преобразуется в 
точку Ki эллипса, а касательная в точке К  
к окружности преобразуется в касательную 
в точке К I эллипса. Эту касательную можно 
легко построить.

Эллипс, как указывалось выше, является 
д в у с и м м е т р и ч н ы м  ч е т ы р е х ­
в е р ш и н н ы м  о в а л о м .  Его эволютой 
является замкнутая иррегулярная кривая ли­
ния, имеющая четыре вершины острия.

С построением эволют решаются неко­
торые практические задачи, например, зада­
чи по конструированию эллиптических зуб­
чатых колес.

Ползун, приводимый в движение при по­
мощи такой зубчатой передачи, может пере­
мещаться (определенную часть цикла) с поч­
ти постоянной скоростью. Так перемешается 
резец в малых строгальных станках.

На рис. 450 показано построение центров 
кривизны гиперболы в заданных ее точках.
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Центр кривизны гиперболы в ее верши­
не А определяется как точка пересечения 
с действительной осью перпендикуляра, вос­
ставленного в точке / к диагонали 01 пря­
моугольника. построенного на осях гипер­
болы (к асимптоте).

Для определения центра кривизны гипер­
болы в точке К  построим нормаль в этой 
точке и отметим точку 2 пересечения ее с 
действительной осью гиперболы. В точке 2 
восставим перпендикуляр к нормали и най­
дем точку 3 пересечения его с прямой линией 
K F |, проходящей через данную точку и 
фокус гиперболы.

В точке 3 восставим перпендикуляр к 
прямой линии K F * и отметим точку Ко

его пересечения с нормалью. Точка Ко явля­
ется искомым центром кривизны гиперболы 
в точке К.

На рис. 450 показан также и второй спо­
соб построения центра кривизны Ко. Для 
этого строится прямоугольный треугольник 
E U K o , гипотенуза которого параллельна 
действительной оси гиперболы, а катет 
E U  пересекается в точке U с диаметром 
О К.

На рис. 451 построены центры кривизны 
параболы в заданных точках. Центр кривиз­
ны Ло в вершине А параболы находится 
от этой вершины на расстоянии, равном 
двойному расстоянию от фокуса F  до 
вершины А.

Для определения центра кривизны пара­
болы в точке К  построим нормаль и ди­
аметр, проходящие через точку К. В точке 1 
пересечения нормали с осью восставим к 
нормали перпендикуляр и отметим точку 2 
его пересечения с диаметром параболы. 
В точке 2 восставим перпендикуляр к диа­
метру и найдем точку Ко его пересечения 
с нормалью.

Точка Ко является искомым центром кри­
визны параболы в точке К .

Рассмотрим центры кривизны для точек 
D и £, расположенных на хорде, перпендику­
лярной к оси параболы и проходящей через 
ее фокус. Центры кривизны Do и Ео лежат 
в вершинах квадрата, построенного на сторо­
не ED  2р. Радиусами кривизны являются 
диагонали квадрата.

Эволютой параболы является кривая ли­
ния с вершиной острия. Ее называют полу- 
кубической параболой.

§82 К И Н Е М А Т И Ч Е С К И Е  К Р И В Ы Е  Л И Н И И . Р У Л Е Т Т Ы

Плоскую кривую линию называют кине­
матической, если она образована движени­
ем линии в ее плоскости или движением 
точки, неизменно связанной с этой движу­
щейся кривой линией.

Если кривая или плоская фигура переме­
шаются в своей плоскости по определенному 
закону, то траекторией точки, неизменно с 
ними связанной, является некоторая кривая

линия. Такую кривую можно определить как 
траекторию точки, неизменно связанной с 
какой-либо подвижной кривой линией, кото­
рая без скольжения катится по другой не­
подвижной кривой линии.

Согласно теореме, изложенной в разделе 
«Плоскопараллельные перемещения», лю­
бое перемещение плоской фигуры в ее пло­
скости из начального положения в некоторое
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конечное можно получить путем поворота 
ее на соответствующий угол вокруг некото­
рого центра (см. рис. 118). Эта теорема, оче­
видно, справедлива и для бесконечно малых 
перемещений плоской фигуры в ее плоско­
сти. При бесконечно малом перемещении 
дуги также являются бесконечно малыми 
и в пределе принимают направления каса­
тельных к траекториям соответствующих 
точек, а перпендикуляры к ним имеют поло­
жения нормалей.

Точку пересечения нормалей называют 
мгновенным центром вращения плоской фи­
гуры. Геометрическим местом мгновенных 
центров вращения непрерывно движущейся 
плоской фигуры является кривая линия. Ее 
называют неподвижной центроидой движе­
ния фигуры.

Если каждый из мгновенных центров 
вращения жестко связать с движущейся 
плоской фигурой, то их геометрическим ме­

стом является некоторая кривая линия, не­
изменно связанная с фигурой. Такую кривую 
линию называют подвижной центроидой дви­
жения фигуры.

Траекторией точки, неизменно связан­
ной с движущейся плоской фигурой, явля­
ется кривая линия, которую можно рас­
сматривать как траекторию точки, неизмен­
но связанной с подвижной центроидой. об­
катывающей без скольжения неподвижную 
центроиду. Подвижная центроида может со­
прикасаться с неподвижной как с внутренней, 
так и с внешней ее стороны.

Кривые линии, построенные при помощи 
центроид, называют рулеттам и*. Рулетту 
можно задать подвижной и неподвижной 
центроидами и производящей точкой.

На рис. 452 рулетта задана неподвижной 
центроидой А В, подвижной центроидой CD

* От франц. roulette, от rouler — катать.
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326 и производящей точкой Е. Эволютами цент­
роид являются кривые линии соответствен­
но ab и cd.

Из точки Е  проводим прямые линии, 
перпендикулярные к ряду нормалей под­
вижной центроиды CD. Геометрическим ме­
стом точек их пересечения является кривая 
линия e f Ее называют подерой* эволюты cd 
центроиды CD  относительно точки Е.

Кривая cd по отношению к своей подере ef 
называется антиподерой относительно точ­
ки Е.

На продолжении нормалей неподвижной 
центроиды от точек кривой линии А В  от­
ложим отрезки, равные соответствующим 
отрезкам нормалей, ограниченных кривыми 
CD и ef. В концах этих отрезков восставим 
перпендикуляры к ним и отложим отрезки, 
равные расстояниям от точки Е  до соот­
ветствующих нормалей подвижной цент­
роиды.

Геометрическим местом концов перпен­
дикуляров является кривая линия — рулет- 
та EF .

§83 Р А Д И У С Ы  К Р И В И З Н Ы  Р У Л Е Т Т

Пусть рулетта образуется движением не­
которой точки £, жестко связанной с под­
вижной центроидой С Д катящейся без сколь-

* От франц. podairc. от грсч. тсо&ос — нога.

жения по неподвижной центроиде А В 
(рис. 453). Эволютами центроид являются 
соответственно кривые cd и ab.

Точке Е  рулетты соответствует точка О 
соприкасания центроид.
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Покажем построение радиуса кривизны 
рулетты в точке £. Как известно, центр кри­
визны кривой линии в заданной точке опре­
деляется на пересечении нормалей, построен­
ных в данной точке кривой и в точке, беско­
нечно близкой к ней. Принимаем, что точ­
ка F  бесконечно близка к рассматриваемой 
точке £, и точке F  соответствует точка У 
соприкасания центроид, бесконечно близкая 
к точке О.

Обозначим а угол между нормалями пе 
и рулетты в точках Е  и F ; Р — угол между 
нормалями по и т  неподвижной центроиды 
в точке О и 1 и у— угол между нормалями 
по и Л| подвижной центроиды в точках О 
и 1 соприкасания центроид.

При соприкасании центроид в точке I  
отрезок Е1 занимает положение F I. Поэтому 
отрезки E I и F1 равны. Прямая E I состав­
ляет угол 6 с нормалью пе рулетты в точке Е  
и угол е с нормалью т  подвижной центро­
иды в точке 1. Угол между нормалями пе 
и по обозначим ф.

При принятых обозначениях углов имеем:
а + с - Р + ф ;
6 + ф = у + г.
Сложим два равенства и произведем со­

кращение:
* + S ш р + у.
Обозначим As равные между собой бес­

конечно малые дуги центроид, ограничен­
ные точками О и / их соприкасания. Разде­
лим полученные выражения на величину As 
и перейдем к пределу:

lim + lim ~  — lim — + lim
А *-  0 “  &1 - 0 Ш  A S  A i -  О А л Гн Г„

Здесь гя и rk— радиусы кривизны не­
подвижной и подвижной центроид в точке О 
их соприкасания.

Бесконечно малые дуги 01 центроид 
можно заменить их хордами. Рассмотрим 
треугольник E O I. Заменяем величины углов 
значениями их синусов:

Ь sin 6 sin 1.Е01lim — — lim--- —--------

или 327
6 cos ф

l,m Т  ~ Т 7 Г  Ai -  о Д ]  ь и

Рассматриваем треугольник К01 ана­
логично предыдущему:

х sin a sin Z.K0/
ш —  -  lim  ——  ->--- — — .

Д« - 0  Дз Ai-o As К 1

или
а cos ф lim — - — —

Aj - o Дs ООе

Ое — предельное положение точки К, кото­
рая и определяет центр кривизны ру­
летты E F  в ее точке Е.

Указанная выше зависимость получит 
вид:

cos Ф cos ф 1 1 
ЕО ООе  гь + и» "

или

С О * / * *  1 \ . ± + 1 .  (|)
\ ЕО ООе)  ъ  ги

Величина искомого радиуса кривизны гс 
рулетты E F  в точке £ равна:

Ч Е0  + 00е .
Определим радиус кривизны рулетты (на 

чертеже рулетта не построена) в точке £ i, 
которая совпадает с центром кривизны под­
вижной центроиды в начальный момент 
соприкасания центроид.

В этом случае
Ф - 0.
cos ф -  1 ;
ОЕ  ■ 0£| ”  гв.
Подставляя эти значения в формулу (1), 

получаем
,  / 1 1 \ 1 11 { - + —— j - — + —

\ Г. ООе / гш гш

или

—  - L
ООе гв
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Из этого следует, что центр кривизны ру- 
летты в точке Е\ совпадает с центром кри­
визны неподвижной центроиды.

Рассмотрим теперь построение центра 
кривизны рулетты в заданной точке Е  
(рис. 454). Точке Е  рулетты соответствует 
точка О соприкасания центроид. Центрами 
кривизны подвижной и неподвижной цент­
роид в точке их соприкасания являются Оп 
и От. Прямая линия ЕО  является нормалью 
рулетты в точке Е.

В точке О восставим перпендикуляр к 
нормали пе , определим точку К  пересечения 
нормали с прямой ЕОп. Прямая линия КОя, 
проходящая через центр кривизны От не­
подвижной центроиды и точку К , пересека­
ется нормалью пЕ в точке О е

Приведенный способ построения цент­
ров кривизны рулетты впервые был открыт 
Эйлером.

Нетрудно заметил ь, что для каждого по­
ложения соприкасающихся центроид имеет­
ся совокупность точек, неизменно связанных 
с подвижной центроидой, в которых описы­

ваемые ими рулетты имеют бесконечно боль­
шие радиусы кривизны. Для таких точек

ООе - ° о

Основная формула (1) примет вид:

1 ^  1  1—  cos ф ш -- + ---
ЕО Г„ Г0

или
г. • гш

ЕО  - ----- cos ф.
гп + гв

Из этого выражения следует, что геомет­
рическим местом таких точек является ок­
ружность диаметром

Гщ +  Г„

Эту окружность называют кругом пово­
рота , или кругом Лагира. В точках этой ок­
ружности их рулетты имеют вершины пере­
гиба с бесконечно большими радиусами 
кривизны.
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Рулетту называют циклической или цик­
лоидальной. если центроидами ее являются 
дуги огружностей. Циклоидальные кривые 
применяют при многих технических расчетах. 
Профили зубьев шестерен, очертания мно­
гих типов эксцентриков, кулачков и иных 
деталей машин имеют форму циклоидаль­
ных кривых линий.

Циклоидальный профиль зуба применя­
ется в зацеплениях точных механизмов, осо­
бенно в часовых.

Рассмотрим кривую линию как траекто­
рию точки окружности, катящейся без сколь­
жения по прямой линии. Такая кривая на­
зывается циклоидой*.

Прямую линию (неподвижную центро­
иду) рассматриваем как дугу окружности 
с бесконечно большим радиусом.

На рис. 455 построена циклоида как тра­
ектория точки £, принадлежащей окружности

• От |реч. в д Х о ы Ц с — кругообразный, от 
Х&Аос круг и аТ&ос — вид

радиусом г, катящейся без скольжения по 
прямой линии.

Для построения циклоиды на горизон­
тальной прямой линии (неподвижной цент­
роиде) от точки Ео соприкасания центроид 
отложим отрезок, равный 2itr — длине ок­
ружности с радиусом г подвижной центро­
иды. Этот отрезок и окружность делим на 
одинаковое число равных частей.

Отметим ряд положений подвижной цент­
роиды (окружности), когда она соприкаса­
ется в точках 0, /, 2, .... 8 с неподвижной 
центроидой (прямой линией).

В момент соприкасания центроид в точ­
ке / производящая точка £ занимает поло­
жение Е 1, а центр О окружности перемеща­
ется в 0 1 . радиус ОЕо поворачивается на 
угол, равный Ф1 = 360° : 8=45°, и занимает 
положение 0\Е\. В момент соприкасания 
центроид в точке 2 производящая точка £ за­
нимает положение Ег, а центр О окружности 
перемещается в Ог\ радиус ОЕо поворачи­
вается на угол, равный ^2 = 360° : 4==90°, 
и занимает положение O iE i. Путем анало-

t j
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330 гичных построений определяем положения 
£», £«,..., Еа производящей точки £

Г со метрическим местом этих точек явля­
ется кривая линия — циклоида.

Предполагая, что подвижная центроида 
(производящая окружность) неограниченно 
долго катится по прямой (направляющей 
прямой) линии, получим кривую, состоя­
щую из бесконечного ряда арок. Арки сое­
диняются в наинизших точках £о, £*,... 
циклоиды — в точках возврата (вершинах 
острия). Здесь арки имеют общую каса­
тельную.

Наивысшую точку циклоиды называют ее 
регулярной вершиной.

Отрезок £о£а прямой между двумя ближ­
ними вершинами острия называют основа­
нием циклоиды.

Отмстим некоторые основные свойства 
циклоиды.

С в о й с т в о  1. Нормам к циклоиде про­
ходит через нижнюю точку производящего 
круга — точку соприкасания центроид в соот­
ветствующ ем положении.

Прямой угол между касательной и нор­
малью в заданной точке циклоиды вписан 
в окружность производящего круга. Он опи­
рается на диаметр производящего круга.

С в о й с т в о  2. Касательная к цикло­
иде проходит через верхнюю точку произво­
дящего круга.

Пользуясь способом Эйлера, определим 
в помеченных точках радиусы и центры кри­
визны циклоиды. Центр кривизны циклоиды 
в любой из ее точек находится на нормали 
к циклоиде на таком же расстоянии от ниж­
ней точки производящего круга, что и точка 
циклоиды.

С в о й с т в о  3. Величина радиуса кри­
визны циклоиды в данной точке равна двой­
ному расстоянию о т этой точки до мгновен­
ного центра вращения.

Эволюта циклоиды представляет собой 
по виду такую же циклоиду, что и данная, 
только сдвинутую вниз на величину 2г 
и вправо на величину пг.

Точки возврата (вершины острия) ци­
клоиды тождественны регулярным верши­
нам циклоиды-эволюты, а регулярные вер­
шины циклоиды симметричны относительно 
направляющей прямой (неподвижной цент­
роиды) вершинам острия циклоиды- 
эволюты.

Эго свойство впервые было установлено 
голландским ученым Гюйгенсом и носит 
название теоремы Гюйгенса.

С в о й с т в о  4. Радиус кривизны цикло­
иды в ее регулярной вершине равен 4г, т . е. 
длине половины арки цик.юиды.

Длина L  всей арки циклоиды
L=8r.
Определим величины углов наклона ка­

сательной и нормали к циклоиде в любой 
из ее точек к направляющей прямой.

Циклоиду можно рассматривать как тра­
екторию движения точки производящего 
круга по направляющей прямой. В момент 
соприкасания центроид в точке N  производя­
щая точка занимает положение £ (рис. 456). 
Вертикальный радиус круга, проходящий 
в начальный момент соприкасания центроид 
через вершину острия циклоиды, поворачи­
вается на угол ф и занимает положение ОЕ. 
Касательная Е Т  к циклоиде в точке £ про­
ходит через верхнюю точку производящего 
круга, а нормаль EN  — через нижнюю.

Проводим прямую Е К  параллельно на­
правляющей прямой А В. Получаем два пря­
моугольных треугольника Е Т К  и EK N . Ги­
потенузы этих прямоугольных треугольни-
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ков определяют направления касательной 
и нормали к циклоиде в точке Е.

Из треугольника Е Т К  следует:
/1 ТЕК -90 - / .ЕТ К
Угол Е Т К  определяем из равнобедрен­

ного треугольника ОТЕ\ он равен £ . Отсюда 
Ф

г_ТЕК «90 - у .
С в о й с т в о  5. Угол между касатель­

ной к циклоиде в данной точке и направляю- 
щей прямой равен дополнительному до 90° 
половины ее основного угла9.

Угол наклона нормали EN  к направляю­
щей прямой А В  определяем, придерживаясь 
следующих рассуждений.

Из чертежа (рис. 456) следует, что
z. NEK - 90 —/.ТЕК . 

т. е.
Z. NEK  - 90 - 9̂0 -
С в о й с т в о  6. Угол между нормалью 

к циклоиде в данной точке и направляющей 
прямой равен половине ее основного угла.

Обозначим И расстояние от точки Е  
до направляющей прямой. Это расстояние 
соответствует высоте точки Е  циклоиды.

Из A E N T  имеем:
Е.Ы =2г • sin

а из Д N EK
KN  - EN ■ sin j .
Сопоставляя два выражения и замечая, 

что K N  = h9 получаем 
„ . Ф Фh ~ 2г ■ sin у  sin у »

т. е. h=2r- sin2 -у, 
отсюда

где к — постоянная для данной циклоиды 
величина.

С в о й с т в о  7. Синус угла между каса­
тельной к циклоиде в данной точке и верти­
кальной прямой пропорционален квадратному 
корню из высоты этой точки.

Циклоиды бывают удлиненные и укоро­
ченные. Если производящая точка находится 
вне производящего круга (подвижной цент­
роиды), который катится без скольжения по 
направляющей прямой (неподвижной цент­
роиде), то ее траекторией является кривая 
линия — удлиненная циклоида.

Если производящая точка находится внут­
ри производящего круга, то она при движе­
нии без скольжения круга по прямой описы­
вает кривую линию, которую называют 
укороченной циклоидой. Удлиненные и уко­
роченные циклоиды называют также тро­
хоидами*.

Циклическую рулетту называют эпици­
клоидой (надциклоидой), если центроиды ее 
(окружности данных радиусов) находятся во 
внешнем соприкасании. Если соприкасание 
центроид (окружностей) внутреннее, рулетту 
называют гипоциклоидой (подциклоидой). 
Построение эпициклоиды и гипоциклоиды 
аналогично построению циклоиды.

На рис. 457 построена эпициклоида. Ее 
неподвижной центроидой является окруж-

• Угол ф поворота радиуса производящею • От греч. Tpa^oti&ijs — колосообразный,
круга называют основным углом. круглый 01 тромбе — коягсо. круг и ttboc — вид.
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ностъ радиусом К, подвижной — окружность 
радиусом г. Нормаль EN  в точке Е  эпици­
клоиды проходит через точку N  соприкаса­
ния центроид (мгновенный центр вращения).

Способом Эйлера определен центр Ое 
и радиус ЕО е кривизны эпициклоиды в дан­
ной точке Е . Радиус кривизны эпициклоиды 
в вершине острия — начальной точке Ео— 
равен нулю.

Радиус кривизны в регулярной вершине 
эпициклоиды:

Г. т  4 Г ------ .
* R ♦ 2г
В зависимости от соотношения между 

радиусами окружностей подвижной и не­
подвижной центроид получаем эпициклоиды 
с соответствующим числом вершин острия.

Если эпициклоида имеет две вер­
шины острия.

Если г = ^  эпициклоида имеет три вер­
шины острия и т. д.

Эпициклоиду называют кардиоидой, если 
г= К. Выше отмечено, что кардиоида явля­
ется также и конхоидой окружности относи­
тельно точки, лежащей на окружности. Эво­
лютой эпициклоиды (аналогично циклоиде) 
является эпициклоида, подобная данной, с 
тем же центром направляющей окружности

(неподвижной центроиды), но повернутая 
на угол -j- радианов (т. е. -jp градусов). 
Здесь п £

Отношение подобия равно д . Если 
п> 3, то линейные размеры эволюты состав­
ляют j  соответствующих размеров
самой эпициклоиды.

Подобные траектории описывают точки 
подвижных колес планетарных редукторов 
с внешним зацеплением.

На рис. 458 построена гипоциклоида. 
Нормаль EN  гипоциклоиды в точке Е  про­
ходит через точку N  соприкасания центроид. 
Касательная Е Т  проходит через точку, ди­
аметрально противоположную точке со­
прикасания центроид.

Способом Эйлера определяем центр Ое 
и радиус ЕО е кривизны гипоциклоиды в дан­
ной точке Е.

Радиус кривизны гипоциклоиды в вер­
шине острия равен нулю, а радиус кривизны 
в регулярной вершине

г, - 4 г R -w
Л -  2г

В зависимости от величины п £  отно­
шения радиусов окружностей неподвижной

р

I
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и подвижной центроид гипоциклоиды имеют 
п вершин острия.

Гипоциклоиду называют астроидой*,
если п 4, т. е. г- где радиус г подвижной
центроиды в четыре раза меньше радиуса R 
неподвижной центроиды. Астроида имеет 
четыре вершины острия.

Гипоциклоиду называют перициклоидой. 
если r> R .

Гипоциклоида преобразуется в отрезок 
прямой, если п 2, т. е. г=^--

Т е о р е м а .  Точка окружности радиу­
сом г, катящ ейся без скольжения по внутрен­
ней стороне окружности радиусом R 2г, 
движется по диаметру неподвижной окруж­
ности.

Это свойство используют для преобразо­
вания вращательного движения в возвратно­
поступательное. Например, такая схема при­
меняется в некоторых конструкциях типо­
графских машин.

Эволютой гипоциклоиды является гипо­
циклоида, подобная данной, с тем же цент­
ром направляющей окружности (неподвиж­
ной центроиды), но повернутая на угол,
равный -J радианов. Отношение подобия
равно |f5 j.

Эволюты гипоциклоиды по длине больше 
самой кривой.

Рассмотрим рулетту, для которой непод­
вижной центроидой является окружность 
радиусом г, а подвижной — прямая линия 
(рис. 459). Здесь прямая линия А В  катится 
без скольжения по окружности, а точка £, 
неизменно связанная с прямой, занимает 
ряд положений £о, £ 1, £ 2, ... .

Геометрическим местом этих точек явля­
ется кривая линия — рулетта, называемая 
эвольвентой или разверткой круга (окруж­
ности). Данная же окружность является 
эволютой. Каждое из положений прямой А В 
является нормалью рулетты. Длина отрезка 
ЕъЗ равна длине дуги ЕоЗ неподвижного 
круга.

• От греч. аотрои п с и »

Таким образом, при построении точек 
развертки круга необходимо определять дли­
ны дуг окружности. Длина эвольвенты на 
участке £о£

Угол ф выражен в радианах.
Учение об эволютах впервые разработал 

выдающийся голландский механик, физик 
и математик X V II в. Христиан Гюйгенс 
(1629— 1695) и применил его к исследованию 
циклоиды. Он установил таутохронность* 
движения по циклоиде. Гюйгенсу принадле­
жит изобретение часов с циклоидальным 
маятником. Он доказал, что часы с обыкно­
венным маятником (круговым) не могут 
идти точно, и поставил перед собой задачу: 
определить, по какой кривой должна дви­
гаться точка, чтобы период се колебаний не 
зависел от амплитуды (т. е. чтобы время ка­
чания не зависело от величины размаха). 
Такой «таутохронной» кривой оказалась ци­
клоида.

Не менее интересной задачей является 
«задача о брахистохроне»** (кривой бы-

• От греч т а б тб е — тот же самый и *р6иос 
время.

•• От греч. ^pi^tJTOC -- кратчайший и 
Хрйиос аремя.
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334 стрейшего спуска). Ес поставил в 1696 г. 
Иоганн Бернулли (1667— 1748). Это задача
об определении линии, по которой в наикрат­
чайшее время тяжелый шарик перемешается 
из одного его положения в другое (относи­
тельно уровня земли) под действием силы

тяжести. Такой линией также оказалась цик­
лоида.

Решение этой задачи сыграло выдающую­
ся роль в истории математики. Оно привело 
к созданию новой ветви математики — ва­
риационного исчисления.

§85 П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н Ы Е  К Р И В Ы Е  Л И Н И И . Т Р Е Х Г Р А Н Н И К  Ф Р Е Н Е "

В отличие от плоских, пространственные 
кривые линии не лежат всеми своими точка­
ми в плоскости. Пространственную кривую 
линию рассматриваем как траекторию (путь) 
движущейся точки в пространстве. Пло­
скости, проходящие через любые три точки 
пространственной кривой линии, в общем 
случае имеют различные направления и по­
ложения.

На рис. 460 представлена модель про­
странственной кривой линии АВ.

На кривой А В  выберем некоторую точ­
ку С. Проведем секущие С Е  и CF. При при­
ближении точек Е  и F  к точке С секущие 
изменяют свои направления и в пределе 
принимают направления полукасательных tc.

Если кривая линия А В  в рассматривае­
мой точке С  плавная, то прежде всего необ­
ходимо, чтобы разносторонне направлен­
ные полукасательные принадлежали одной 
прямой линии. Эту прямую называют каса­
тельной к кривой линии в ланкой точке.

Через касательную можно провести бес­
численное множество плоскостей. Все они 
являются касательными к пространствен­
ной кривой линии в данной ее точке. Неко­
торые из них могут и пересечь кривую линию.

Рассмотрим плоскости, определяемые по- 
лукасательными tc и секущими С Е  и CF. 
Они имеют различные направления. Их на­
зывают плоскостями полукасательных к кри­
вой линии в данной точке.

Если точка F  секущей C F  приближается 
к точке С, то плоскость поворачивается 
вокруг полукасательной. В пределе, когда 
секущая занимает положение полукасатель­
ной, плоскость занимает предельное поло­
жение.

Плоскость полукасательной в ее предель­
ном положении называют соприкасающейся 
полуплоскостью кривой линии в данной 
точке.

Если точка F  секущей C F  приближается 
к точке С, то плоскость поворачивается 
вокруг полукасательной и в пределе занимает 
положение соприкасающейся полуплоскости.

Для того чтобы пространственная кривая 
линия была плавной в данной точке С, необ­
ходимо, чтобы соприкасающиеся полупло­
скости имели одинаковое направление, т. е. 
чтобы они принадлежали одной плоскости. 
Такую плоскость называют соприкасающейся 
плоскостью пространственной кривой ли­
нии в данной точке.

Определению соприкасающейся плоско­
сти можно дать и другое толкование. Секу­
щими С Е  и C F  определяется некоторая

• Френе (Frcnct) Жан Фредерик (1816— 
1900)— французский математик. С его именем 
связаны фундаментальные для теории простран­
ственных кривых формулы

*
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плоскость. С изменением направлений секу­
щих изменяются и направления плоскости, 
определяемой секущими.

Плоскость занимает некоторое предель­
ное положение при условии, если пределом 
секущих является касательная.

Соприкасающаяся плоскость определя­
ется как предельное положение плоскости, 
проходящей через три бесконечно близкие 
точки пространственной кривой линии. Ее 
можно рассматривать так же. как плоскость, 
проходящую через касательную к кривой 
линии в данной точке и бесконечно близкую 
к ней точку кривой.

Соприкасающаяся плоскость самым наи­
лучшим образом (по сравнению с другими 
плоскостями) приближается в данной точке 
к пространственной кривой линии. Это дает 
возможность рассматривать пространствен­
ную кривую линию вблизи этой точки как 
кривую, лежащую в соприкасающейся пло­
скости.

Соприкасающаяся плоскость неизменно 
связана с движущейся точкой. Эта плоскость 
скользит вдоль касательной и вращается 
вокруг нее, т. е. совершает винтовое движе­
ние. Касательная к пространственной кри­
вой линии служит осью винтового движения 
сопри*дсаюшейся плоскости.

Для пространственной кривой линии в 
данной ее точке можно построить множество 
нормалей. Их геометрическим местом явля­
ется плоскость. Ее называют нормальной 
плоскостью. Одна из множества нормалей 
лежит в соприкасающейся плоскости. Ее 
называют главной нормалью.

Другая нормаль перпендикулярна к со­
прикасающейся плоскости. Ее называют би­
нормалью. Плоскость, составленная бинор­
малью и касательной, называют спрямляю- 
щей. или ректифицирующей плоскостью кри­
вой линии в данной точке.

Такая плоскость определяет возможность 
кривой линии приближаться вблизи рас­
сматриваемой точки к прямой (спрямляться).

На рис. 460 показаны также нормальная N 
и спрямляющая R плоскости кривой линии 
А В  в точке С.

Три взаимно перпендикулярные плоско­
сти (соприкасающаяся, нормальная, спрям­

ляющая) образуют трехгранник (триедр). 3 3 5  
Его называют трехгранником Френе (Frenet) 
по имени французского ученого, впервые 
предложившего его в 1847 г. Трехгранник 
Френе называют также сопутствующим три- 
едром или основным (подвижным) трехгран­
ником.

При рассмотрении пространственной кри­
вой линии каждую точку кривой относят к 
сопровождающему ее трехграннику.

Кривую линию можно спроецировать в 
окрестности рассматриваемой точки на пло­
скости трехгранника Френе. Соприкасаю­
щуюся плоскость принимаем за горизон­
тальную, а спрямляющую — за фронталь­
ную плоскости проекций (рис. 461).

Проекцией пространственной кривой А В 
на соприкасающуюся плоскость Q является 
кривая ab (вид сверху). Точка с — обыкно­
венная точка кривой ab. Это следует также 
и из того, что пространственная кривая 
линия вблизи точки С лежит в соприкасаю­
щейся плоскости по одну сторону от каса­
тельной. Кривая линия проходит из первого 
октанта в восьмой.

Проекцией пространственной кривой ли­
нии А В  на спрямляющую плоскость R явля­
ется кривая а 'Ь ' (вид спереди). Она дает 
точку пере!иба с'. Проекцией кривой АВ



336 на нормальную плоскость N  является кри­
вая а 'Ь "  (вид слева). Она дает точку острия с"  
(точку возврата первого рода).

Кривая линия проходит по одну сто­
рону спрямляющей плоскости R и по 
разные стороны соприкасающейся плоско­
сти Q.

Если точкой С пространственной кривой 
линии является особая точка, то ее проекция­
ми на плоскости основного трехгранника 
являются точки иного вида. При построении 
проекции пространственных кривых линий, 
а также плоскостей сопутствующего триед- 
ра большое значение имеет следующая 
теорема.

Т е о р е м а .  Проекция касательной к 
пространственной кривой линии является в 
общем с.гучае касательной к проекции кривой 
линии.

На рис. 462 показана пространственная 
кривая линия А В  и ее ортогональная про-

I* н с. 462

екция ab на плоскость Р. Секущая С Е  кривой 
линии А В  в общем случае проецируется также 
секущей се проекции кривой ab.

Если точку £ приближать к точке С, то 
проекция е точки приближается к проекции с. 
Когда секущая С Е  занимает предельное по­
ложение (с полукасательной, то н проекция 
се преобразуется в пол у касательную \  к про­
екции ab.

Соприкасающуюся в точке С простран­
ственной кривой линии А В  плоскость можно 
построить следующим образом. Определим 
следы К , Г, £, ... секущих С£, СА на 
плоскости Р

Геометрическим местом этих следов яв­
ляется кривая линия K F. Соприкасающаяся 
в точке С кривой А В  плоскость определя­
ется двумя прммыми линиями; одна из них 
является касательной в точке С к кривой 
А В, другая — касательной в точке Т  к 
кривой K F.

Соприкасающуюся плоскость рассматри­
ваем как предельную секущую плоскость, 
вращающуюся вокруг касательной tc■ Про­
странственные кривые линии как это сле­
дует из определения, имеют двоякую кри­
визну.

Три бесконечно близкие точки кривой 
определяют соприкасающуюся плоскость. 
Очевидно, эти же точки определяют и сопри­
касающуюся окружность с центром на глав­
ной нормали кривой линии в данной точке. 
Такая соприкасающаяся окружность опре­
деляет первую кривизну пространственной 
кривой линии в данной точке.

Вторая кривизна определяется величиной 
кручения кривой на бесконечно малом участ­
ке, т. е. отношением угла поворота соприка­
сающейся плоскости на бесконечно малом 
участке дуги кривой линии к длине этой 
дуги.

Предел этого отношения называют кру­
чением кривой линии в данной точке. Чем 
«быстрее» кривая отходит от соприкасаю­
щейся плоскости, тем больше абсолютная 
величина кручения. Для плоской кривой 
линии кручение равно нулю, поскольку все 
точки кривой линии лежат в одной сопри­
касающейся плоскости.
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З А Д А Н И Е  П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н Ы Х  К Р И В Ы Х  Л И Н И Й  
В Е С Т Е С Т В Е Н Н Ы Х  К О О Р Д И Н А Т А Х §86

Пространственную кривую линию, так 
же как и плоскую, будем рассматривать как 
след движущейся точки.

На рис. 463 представлена пространствен­
ная кривая линия АВ.

Для соответствующих положений 0 J,2,... 
движущейся точки построены ее пол у каса­
тельные to, ft, f2, ... и внутренние нормали 
(бинормали) по, /12, ...

Движущаяся по пространственной кри­
вой линии точка связана с непрерывными 
изменениями трех следующих величин: рас­
стояния 5, на которое она удаляется от на­
чального своего положения; угла а поворота 
полукасательной и угла р поворота сопри­
касающейся плоскости при переходе точки 
из начального положения в рассматриваемое.

Угол я между полукасательными назы­
вают углом смежности, а угол р между би­
нормалями— углом кручения. Величины s, 
л и р называют естественными координата­
ми пространственной кривой линии.

Величины углов а смежности и р круче­
ния можно определить следующим образом. 
Проведем через произвольно выбранную 
точку S прямые линии, соответственно па­
раллельные полукасательным и бинормалям 
заданной пространственной кривой линии. 
Геометрическим местом этих прямых явля­
ются конические поверхности направляю­
щий конус полукасательных и направляющий 
конус бинормалей.

Точку S примем за центр сферы радиу­
сом R. Сфера пересекает направляющие ко-

Р и с. 463

22 7IX



338 нусы по кривым линиям — сферическим ин­
дикатрисам полукасательных и бинормалей 
пространственной кривой линии.

Длины дуг индикатрис определяют в 
соответствующем масштабе величины (в ра­
дианах) углов зс поворота полукасательной 
и углов fi поворота соприкасающейся пло­
скости.

Измеряя длины дуг s заданной простран­
ственной кривой линии и соответствующие 
им углы х смежности и 0 кручения, построим 
графики зависимостей *  / (s ) и fi F  (s). 
Такие зависимости называют уравнениями 
пространственной кривой линии в естест­
венных координатах.

Из графика зависимости or f (s )  можно
определить величины отношений '
для ряда точек пространственной кривой 
линии.

Величину г Jim £—  называют радиусом

кривизны пространственной кривой линии 
в данной точке. Это — радиус соприкасаю­
щейся с пространственной кривой линией 
окружности, проходящей через три беско­
нечно близкие точки кривой.

Центр дуги этим радиусом лежит на 
главной нормали и является центром кри­
визны пространственной кривой линии в 
данной точке.

Величину k i -j называют первой
кривизной пространственной кривой линии 
в данной точке.

Из графика зависимости f i= F (s ) мож­
но определить величины отношений ^
для ряда точек пространственной кривой 
линии.

Величину р \ ц '  ж называют винтовым

параметром пространственной кривой ли­
нии в данной точке.

Величину кг £ - называют кри­
визной кручения (второй кривизной) 
пространственной кривой линии в данной 
точке.

Кривизна кручения дает возможность оп­
ределять «быстроту» отхода кривой от со­
прикасающейся плоскости.

Пространственные кривые линии раз­
деляют на кривые линии п р а в о г о  и 
л е в о г о  хода.

Если смотреть по направлению полукаса­
тельной прямой, будем видеть, что сопри­
касающаяся плоскость поворачивается по 
ходу часовой стрелки, а пространственная 
кривая является линией правого хода (поло­
жительного винтового параметра).

Ьсли плоскость поворачивается против 
хода часовой стрелки, то кривая линия будет 
л е в о г о  хода (отрицательного винтового 
параметра).

Итак, вил и положение пространствен­
ной кривой линии определяются однозначно, 
если она задана уравнениями х f ( s )n P  F(s) 
в естественных координатах при наличии 
некоторых начальных условий: положения 
начальной точки кривой, направления на­
чальных полукасательной и главной норма­
ли и хода кривой линии. Эти условия опре­
деляют начальное положение трехгранника 
Френе пространственной кривой линии.

При движении трех(ранника Френе пло­
скость каждой его грани занимает последо­
вательный ряд положений, которыми наме­
чаются три семейства плоскостей.

Обертывающей поверхностью семейства 
соприкасающихся плоскостей простран­
ственной кривой линии является ее к а с а ­
т е л ь н ы й  торс, его образующие — каса­
тельные к кривой линии, которая служит 
ребром возврата торса.

Обертывающей поверхностью семейства 
спрямляющих плоскостей является с п р я м ­
л я ю щ и й  торс кривой линии.

Пространственная кривая линия лежит 
на спрямляющем ее торсе, так как с каждой 
спрямляющей плоскостью семейства она 
имеет общую точку и каждая спрямляющая 
плоскость содержит в себе касательную к 
кривой.

Обертывающей поверхностью семейства 
нормальных плоскостей кривой линии явля­
ется ее п о л я р н ы й  торс.
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Степень искривленности пространствен­
ной кривой линии в рассматриваемой точке 
определяется кривизной кривой в этой точке. 
Можно установить зависимость между ра­
диусом R кривизны пространственной кри­
вой линии в заданной точке и радиусом г кри­
визны ортогональной проекции этой кри­
вой на плоскость.

Пусть некоторая пространственная кри­
вая линия А В  в точке С имеет ралиус кри­
визны R (рис. 464). Построим для этой точки 
соприкасающуюся плоскость Q и укажем 
направление касательной, главной нормали 
и бинормали.

Кривую линию ортогонально проецируем 
на плоскость проекций Н  Угол между со­
прикасающейся плоскостью и плоскостью 
проекций обозначим г; угол между каса­
тельной и и плоскостью Н  будет ф.

Проведем касательную t£ к данной кри­
вой под бесконечно малым углом Д а к каса­
тельной tc. Проекциями этих касательных 
являются касательные к проекции кривой; 
угол Axi между ними бесконечно малый.

Проведем прямую K D  параллельно пло­
скости Н  и пересекающую две касательные. 
Проекцией ее является kd. Треугольники v 
C K D  и ckd в пределе рассматриваем как 
равнобедренные.

Площади их соответственно равны:
f  = ^(С0|2 Д 1 , / «  '|crf)J Да, .

Между площадями F  и /  треугольников 
существует зависимость:

/■ F • cos i
Подставляя данные для /  и F, имеем 
у  (с</)2 Д *1 *-i-(CD)2 Да c o s e .

Учитывая, что cd CD  cos ф. получаем 
-i (CD)2 cos2 ф A it —^(CD)2 ■ Да-cosс

или
cos2 ф Д ai ■ 

откуда
COSEД ai COS2 Ф

Д a • cos с ,

Да.

Бесконечно малые хорды As кривой А В 
и Asi ее проекции ab можно выразить за­
висимостью:

A si = As-cosф.

Величина отношения:

Asi As- cos ф -cos2 ф 
А а | Да cos с

Переходя к пределу, имеем 
cos3 ф 
COS £

К.

Полученная зависимость показывает, что 
радиус кривизны в какой-либо точке про­
екции пространственной кривой линии равен 
радиусу кривизны в соответствующей точке 
самой кривой линии, умноженному на куб 
косинуса угла наклона касательной кривой 
линии к плоскости проекций и деленному 
на косинус угла между плоскостью проекций 
и соприкасающейся плоскостью кривой ли­
нии.

Р и с. 464
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Установим зависимость, которая сущест­
вует между бесконечно малыми углами меж­
ду образующими, нормалями и радиусами 
направляющей окружности конуса вращения.

На рис. 465 показан конус вращения, 
образующие которого составляют с осью 
угол 6. Здесь SC, SD. ... — образующие ко­
нуса, С М , D M , ... — нормали (внутренние) 
конуса и ОС  и OD  — радиусы направляю­
щей окружности.

Обозначим: г — угол между образую­
щими конуса, р— угол между его нормаля­
ми и у — угол поворота образующей вокруг 
оси конуса. Тогда, учитывая бесконечно ма­
лые углы, получаем зависимости:

Д s « К Д з з  р Д/f™
Имея р R tg<5 и 

подстановок получаем

г Л у.
г R sin д , после

Д * - К Д * = К tg 6 A ft • R ■ sin <5 ■ Д у.

Откуда

Afi . Ду* ctg Л и = cosec 6 .
Д 1 Да

Отношение ctg 6 кз называют ко­

нической кривизной конуса вращения, которая 
равна котангенсу угла наклона образующей 
конуса к оси врашения.

Пользуясь выражениями величин ^  и 
*1  и учитывая, что ctgJd 1 со sec2 6, 

получаем

(НГ‘ *+(if)** +
Определим кривизну преобразования 

пространственной кривой линии при раз­
вертке ее спрямляющею торса. Используем
полученную зависимость г R С05£ , счи­
тая, что в общей точке пространственной 
кривой линии и ее преобразования (при раз­
вертке спрямляющего ее торса на касатель­
ную его плоскость) кривизна преобразова­
ния равна кривизне проекции пространствен­
ной кривой линии на эту касательную пло­
скость.

Для этого случая ф 0 и с 90 , откуда 
после подстановки г х . Последнее пока­
зывает, что преобразованием кривой линии 
при развертке ее спрямляющего торса явля­
ется прямая линия.

Кривые линии на торсе, имеющие при 
ею развертке преобразованиями прямые 
линии, называют геодезическими линиями 
торса.

Очевидно, кратчайшее расстояние между 
двумя точками, взятыми на торсе, и измеряе­
мое по поверхности торса, надо измерять по 
соответствующей геодезической линии.

Пространственная кривая линия, таким 
образом, является геодезической линией ее 
спрямляющего торса.

Рассмотрим взаимное расположение 
вспомогательных конусов, сопровождаю­
щих кривую линию торсов — касательного, 
спрямляющего и полярного.

Предположим, что при вершине S по­
строен вспомогательный конус касательного
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торса некоторой пространственной кривой 
линии (рис. 466). Этот конус пересекается 
по кривой линии Л В  произвольно располо­
женной плоскостью Q. Рассмотрим конус 
как поверхность, огибающую семейство пло­
скостей, из которого каждая проходит через 
вершину конуса и параллельна соответст­
вующей соприкасающейся плоскости кривой 
линии. Образующие этого конуса параллель­
ны полукасательным кривой линии.

Плоскости, проходящие через образую­
щие конуса и нормальные к его поверхности, 
параллельны соответствующим спрямляю­
щим плоскостям кривой линии и проходят 
через вершину конуса. Для этого семейства 
плоскостей огибающей поверхностью явля­
ется некоторая коническая поверхность с 
вершиной S. Она должна служить вспомога­
тельным конусом спрямляющего торса кри­
вой линии, а образующие этого конуса будут 
параллельны образующим спрямляющего 
торса. Как показано на рис. 466, вспомога­
тельный конус спрямляющего торса пересе­
кается плоскостью Q по некоторой кривой 
линии EF .

Выше указано, что бинормали простран­
ственной кривой линии имеют направления 
внутренних нормалей направляющего кону­

са кривой линии. Геометрическим местом 341 
прямых линий, проведенных через вершину 
конуса S параллельно бинормалям кривой 
линии, является коническая поверхность, ко­
торая служит вспомогательным конусом по­
лярного торса кривой линии.

Вспомогательный конус полярного торса 
пересекается плоскостью Q по кривой ли­
нии CD. Его образующие перпендикулярны 
к соответствующим образующим вспомога­
тельного конуса касательного торса и лежат 
в касательных плоскостях к вспомогатель­
ному конусу спрямляющего торса кривой 
линии.

Пространственная кривая линия не лежит 
на ее полярном торсе.

Так как касательные к пространственной 
кривой линии всегда направлены перпенди­
кулярно к нормальным плоскостям, про­
странственную кривую линию можно рас­
сматривать как траекторию точки нормаль­
ной плоскости, когда эта нормальная пло­
скость обкатывает без скольжения полярный 
торс кривой линии.

При спироидальном движении трехран- 
ника Френе неизменно с ним связанная 
нормальная плоскость катится по полярно­
му торсу со скольжением, одновременно

Р и с .  466



342 вращаясь на угпы 0 вокруг образующих 
полярного торса и вокруг полукасательной.

Образующую полярного торса, вокруг 
которой при качении поворачивается нор­
мальная плоскость, называют осью кривизны 
кривой линии в данной ее точке.

Полярный торс, таким образом, является 
геометрическим местом осей кривизны про­
странственной кривой линии. Оси кривизны, 
вокруг которых поворачивается нормальная 
плоскость, проходят через центры кривизны 
кривой линии.

Образующие полярного торса параллель­
ны бинормалям кривой линии и проходят 
через центры кривизны.

Для осуществления спироидального дви­
жения трехгранника Френе можно исполь­
зовать или касательный торс пространствен­
ной кривой линии, или ее полярный торс. 
Это движение трехгранника можно полу­
чить, пользуясь спрямляющим торсом кри­
вой линии. В этом случае спрямляющая 
плоскость кривой линии должна скользить 
по спрямляющему торсу.

При скольжении прямая линия касания 
спрямляющей плоскости спрямляющего тор­
са или занимает положения, параллельные 
самой себе (если спрямляющим торсом про­
странственной кривой линии является ци­
линдр), или получает повороты вокруг то­
чек, находящихся на ребре возврата спрям­
ляющего торса. Во всех случаях спрямляю­
щая плоскость скользит также и вдоль этой 
прямой линии.

Рассмотрим образование вспомогатель­
ных конусов касательного и полярного тор­
сов. Предположим, что вспомогательный 
конус спрямляющего торса уже построен 
(рис. 466). В касательной его плоскости BSD , 
параллельной спрямляющей плоскости кри­
вой линии в начальной ее точке, проведем 
иЭ вершины 5 линии SB  и SD, параллельные 
начальным полукасательной и бинормали.

Угол, который составляет прямая 
линия SB. параллельная начальной полука­
сательной, с начальной образующей вспо­
могательного конуса спрямляющего торса, 
обозначим 8о. Касательную плоскость BSD  
перемещаем по вспомогательному конусу 
спрямляющего торса. Намеченные в этой

плоскости прямые линии занимают положе­
ния, параллельные полукасательным и би­
нормалям кривой линии, и геометрическими 
местами их являются вспомогательные ко­
нусы касательного и полярного торсов.

Такой возможный способ образования 
вспомогательных конусов касательного и 
полярного торсов позволяет рассматривать 
вспомогательный конус касательного торса 
как составной, состоящий из бесконечно 
большого числа бесконечно малых частей 
конусов вращения. Оси конусов вращения 
совпадают с образующими вспомогательно­
го конуса спрямляющего торса, а углы 8 
наклона их образующих к осям вращения 
равны углам межлу соответствующими об­
разующими вспомогательных конусов каса­
тельного и спрямляющего торсов.

Бесконечно малые углы поворота обра­
зующих этих слагаемых конусов вокруг их 
осей равны бесконечно малым углам между 
спрямляющими плоскостями в двух беско­
нечно близких точках кривой линии. Углы 
между спрямляющими плоскостями изме­
ряются углами между главными нормалями. 
Обозначим эти углы у.

Угол Ду межлу смежными главными 
нормалями называют углом полной кривизны.

Для каждого из слагаемых конусов вра­
щения можно применить полученные выше 
зависимости, относящиеся к конусу вра­
щения:

Л у2 *  Д а* + Л Р2

Эту зависимость называют уравнением 
Ланкрэ. Она может быть сформулирована 
в виде следующей теоремы: квадрат угла 
полной кривизны равен сумме квадратов углов 
смежности и кручения.

Делим обе части приведенного уравне­
ния на (As)2:

или к2 Э£ *f + ki.
Ay

Это равенство, где — к называют
полной кривизной кривой в данной ючке, 
выражает собою теорему: квадрат полной
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кривизны кривой в данной точ"ке равен сумме Коническая и полная кривизны имеют 343 
квадратов ее первой кривизны и кривизны большое значение при исследовании про­
кручения в этой точке. странственных кривых линий.
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Пространственная кривая линия, как уже 
известно, может быть образована точкой 
нормальной плоскости, когда эта плоскость 
катится без скольжения по полярному торсу. 
Перпендикуляры, опущенные из этой точки 
на образующие, вокруг которых происходят 
повороты нормальной плоскости, пересе­
кают образующие в центрах кривизны.

Когда нормальная плоскость обкатывает 
весь полярный торс, на этой плоскости полу­
чается отпечаток торса в виде его развертки 
и отпечаток перпендикуляров, опущенных 
из точки на образующие полярного торса. 
Геометрическим местом точек пересечения 
перпендикуляров образующими (центров 
кривизны) является некоторая кривая ли­
ния — подера преобразования в развертке 
ребра возврата полярного торса.

Подёрой кривой линии, как известно, 
называют геометрическое место оснований 
перпендикуляров, опущенных из какой-либо 
точки (полюса) на касательные к взятой кри­
вой линии. Нормали подеры делят пополам 
отрезки, соединяющие полюс с соответст­
вующей точкой кривой линии.

Построим развертку полярного торса 
пространственной кривой линии (рис. 467).

Пусть кривая задана уравнениями 
a f ( s )  и Р F  (s) в естественных координа­
тах и некоторыми начальными условиями, 
определяющими вид и положение кривой, 
а также характер движения ее подвижного 
трехгранника.

Из точки О (полюса) проводим пучок 
прямых линий, составляющих с начальной 
прямой углы Р I, 02, .... и на этих прямых 
откладываем соответствующие величины ра­
диусов кривизны ряда точек кривой линии.

Величины R радиусов кривизны можно 
получить построениями из заданного графи­
ка а / (5) уравнения кривой линии в естест­
венных координатах по зависимости R ^ *

Эти построения намечают кривую линию 
E F  — подеру преобразования А/N ребра воз­
врата полярного торса.

Точки, определяющие кривую линию M N, 
можно получить двумя способами. Первый 
из них основан на указанном выше свойстве 
подеры.

Построим нормали подеры и найдем точ­
ки их пересечения соответствующими пер­
пендикулярами, восставленными к радиусам 
кривизны из их середин. Прямые линии, про­
ходящие через полюс и найденные точки, 
пересекают преобразования образующих по­
лярного торса в точках, принадлежащих 
искомой кривой линии M N.

Для второго способа рассмотрим тре­
угольник 2CD, у которого угол Afi беско­
нечно малый. Этот треугольник прямоуголь­
ный с катетом CD  AR. Из этого треуголь­
ника в пределе имеем: П 2С 4  *

А р
На рис. 467 имеется график второго 

уравнения в естественных координатах 
Р F  (s) кривой линии. По оси абсцисс от­
кладываем вместо величин s величины соот­
ветствующих им радиусов кривизны, а ор­
динаты оставим прежними. Таким построе­
нием намечается график зависимости 
Р <t>(R). Пользуясь этим графиком, путем 
построения касательных можно определить
ряд величин Г- равных расстояниям от
точек подеры E F  до соответствующих им 
точек преобразования ребра возврата по­
лярного торса кривой линии M N.

Точки, лежащие на ребре возврата поляр­
ного торса, называют центрами сфериче­
ской кривизны кривой линии в соответствую­
щих ее точках, а отрезки, соединяющие точ­
ки пространственной кривой линии с цент­
рами сферической кривизны, — радиусами 
сферической кривизны кривой линии в дан­
ных ее точках. Величина радиуса Ксф сфе-
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рн чес кой кривизны определяется, как это 
следует из чертежа, выражением

♦ (££)*.

Угол поворота нормальной плоскости 
определяется углом а между полукасатель- 
ными. Для бесконечно малого угла пово­
рота Да нормальной плоскости имеем в 
пределе As R A a R сф-Лб, где £ — угол 
между радиусами сферической кривизны.

Отношение ~^y  = 1C~~^a называют сфе­
рической кривизной пространственной кри­
вой линии в данной ее точке.

Пространственную кривую линию можно 
рассматривать состоящей из бесконечно 
большого числа бесконечно малых дуг, опи­
санных из центров сферической кривизны 
ее радиусами.

Сферу с центром и радиусом сферической 
кривизны называют соприкасающейся сфе­
рой пространственной кривой линии в дан­
ной ее точке.

Рассмотрим теперь построение развертки 
спрямляющего торса. Как уже известно, 
при развертке спрямляющего торса про­
странственной кривой линии ее преобразо­
ванием является прямая линия.

На рис. 468 показано построение раз­
вертки спрямляющего торса пространствен­
ной кривой линии. Здесь прямая линия А В 
является преобразованием заданной кривой 
линии.

Пользуясь сферическими индикатрисами 
образующих вспомогательных конусов ка­
сательного и спрямляющего торсов, опреде­
ляем для ряда точек кривой линии величины 
углов а и Ь. Тогда на основе графика урав-
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нения л f { s ) t входящего в задание, можно 
построить график зависимости Ь Ф(5).

Откладывая на прямой А В  от точки О 
длины дуг s и проводя из концов этих от­
резков прямые линии под соответствующи­
ми углами Ь к прямой А В, получаем ряд пря­
мых линий, которые являются преобразо­
ваниями образующих спрямляющего торса.

Покажем, как можно построить точки. г^е 
принадлежащие преобразованию ребра воз­
врата спрямляющего торса. Рассмотрим 
бесконечно малый прямоугольный треуголь­
ник 124. сторона 42 которого равна ГДЬ, 
где t — отрезок преобразования образую­
щей торса, заключенный между точками 
ребра возврата и прямой А В, а угол 142 
прямой.

Из этого треугольника имеем: 345

T-S6 ш д j ■ sin 6 . 

откуда, переходя к пределу, получим

д 5 7
Д <5 sin 6 '

Полученное выражение показывает, что 
точку /, принадлежащую преобразованию 
ребра возврата спрямляющего торса, можно 
построить как вершину параллелограмма 
156/, одной диагональю которого служит



346 прямая /б. перпендикулярная к преобразо­
ванию образующей торса, и одна сторона 
которою, перпендикулярная к преобразо­
ванию кривой линии, равна ^

Значения Адвеличин Др можно опре­
делить. как это показано, построениями, 
пользуясь графиком зависимости

6 = Ф  (s).

§90 В И Д Ы  П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н Ы Х  К Р И В Ы Х  Л И Н И Й

Рассмотрим пространственные кривые естественных координатах at /(s) и р F  (s)
линии особых видов — кривые, которые име- прямолинейные. Из этих графиков имеем:
ют или все три графика прямолинейными или Да , ,. —  *  is ф *  ki — constчасть их является прямолинеиными графи- д 5 в *
ками в естественных координатах. и

-- • lg Ф - *2 *  C O nS l .
1. Цилиндрические винтовые линии — гелисы А 5

Таким образом, для этой кривой линии 
У цилиндрической винтовой линии (ге- кривизна ki и кривизна кручения ki постоян- 

лисы) графики (рис. 469) ее уравнений в ны для всех ее точек.

Р и с .  469
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348 перемещениям точки всегда соответствуют 
равные осевые перемещения, и наоборот.

Точка при ее движении по цилиндрической 
винтовой линии равномерно вращается во­
круг ее оси и одновременно равномерно пере­
мещается в направтении этой оси.

Выражение S yrctgb после подстановки
в него значений г и ctg 6 принимает
вид

кг к2
s - .r ?

k i
Т Г г ё-

Осевое перемещение, соответствующее 
угловому перемещению у = 2п, обозначим S.
В этом случае S=2k-j §— .

Величину S, как уже известно, называют 
шагом цилиндрической винтовой линии. Ве­
личину —̂  = so называют единич­
ным шагом цилиндрической винтовой линии.

Касательный торс гелисы (рис. 470) пересе­
кается плоскостью Qv по кривой линии аЬ\ч 
a b'■ , горизонтальная проекция которой яв­
ляется эвольвентой окружности радиусом г.

Главные нормали поверхности, как пря­
мые линии, перпендикулярные к соответ­
ствующим спрямляющим плоскостям, пере­
секаются осью винтовой линии и перпен­
дикулярны к ней.

Откладывая на главных нормалях вели­
чины радиусов кривизны, получаем геомет­
рическое место центров кривизны строящей­
ся кривой линии тоже в виде цилиндрической 
винтовой линии, радиус спрямляющего ци­
линдра которой п  R — г.

После подстановки значений R и вели­
чина п получает выражение п —

Покажем, что образующие торса-гели­
коида, ребром возврата которого служит 
кривая линия cd% c'd\ параллельны соответ­
ствующим бинормалям рассматриваемой 
цилиндрической винтовой линии.

Бинормали кривой линии ab, а'Ь’ накло­
нены. как указывалось, к плоскости Qv под 
углом Ь.

Для гелисы радиусом г имеем S  = 2nr- ctg& 
аналогично для гелисы радиусом г\ имеем
S  27rricig6i, где b i— угол наклона каса­
тельных гелисы к оси.

Из указанных зависимостей получаем
г ctg<* « nctg£i, 

откуда после подстановок значений
ki кги ctg 6к ,

г - р -
получаем

%ь
к\

к х к 1

кг к*

ctg <51

*»

Р и с .  470 l %6  - ctg & | и - 90 - 6 .
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Из зтого следует, что образующие торса- 
геликоида с ребром возврата cd, c'd ' накло­
нены так же. как и бинормали кривой ab, 
а'Ь' к плоскости Qv под углом Ь. Поэтому 
нормальная плоскость кривой линии ab, 
a'b' всегда содержит в себе соответствую­
щую касательную к кривой линии cd, c'd' 
и яв. 1ЯС1СЯ, следовательно, касательной пло­
скостью кривой линии cd, с d\ Таким обра­
зом, полярным торсом строящейся кривой 
линии является торс-геликоид.

Полярный торс пересекается пло­
скостью Q* по кривой линии cd 1, c'd ' 1, 
горизонтальная проекция которой является 
эвольвентой окружности cd.

Радиус кривизны R i цилиндрической вин­
товой линии cd, с d равен радиусу кривизны 
кривой линии ab, а'Ь'.

Для определения радиуса кривизны кри­
вой линии cd, c'd' имеем выражение

г» — Ki cos2 (90 — <$i) — cos2 6 , 
откуда

к, Г|cos2 £
в эту

COS2 6 •

формулу
Ctg2 £

значения

1+ Ctg2& и ctg 5 -

Нормальная плоскость кривой линии cdt 
c'd\ перпендикулярная к касательной, на­
клонена к плоскости Qv под углом 90°— 6 
и содержит бинормаль кривой линии.

Бинормали кривой линии cd, c'd' парал­
лельны соответствующим касательным кри­
вой линии abt a'b' и, следовательно, нормаль­
ные плоскости кривой линии cd, c'd ' являются 
касательными плоскостями кривой линии ab, 
а'Ь'.

Известно, что пространственная кривая 
линия может быть образована точкой нор­
мальной ее плоскости, когда эта плоскость 
катится без скольжения по полярному торсу.

В рассматриваемом случае искомую ге- 
лису можно образовать точкой касательной

плоскости ее полярного торса-геликоида, 
когда касательная плоскость катится по 
торсу без скольжения. Эта движущаяся точ­
ка всегда является центром кривизны кри­
вой линии cd. c'd'. Касательный торс-гели­
коид кривой линии ab, а'Ь' является, таким 
образом, полярным торсом-геликоидом кри­
вой линии cd, cd '.

Цилиндрические кривые линии, касатель­
ные торсы-геликоиды которых—взаимно по­
лярные торсы-геликоиды, называют взаим­
ными гелисами.

На рис. 471 показаны развертки касатель­
ного и полярного торсов-геликоидов. Пре­
образованиями их ребер возврата является 
окружное 1ь радиусом R. а преобразования-

349
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350 ми кривых линий аЬч а'Ь ' и cd, c'cf пересече­
ния этих торсов плоскостью Q v— кривые 
линии АВ\ и C D |.

При построении кривых линий АВ\ и 
C D I на касательных к окружности ра­
диусом R откладываются истинные величи­
ны отрезков образующих касательного и 
полярного торсов, ограниченных пло­
скостью Qv и ребрами возврата торсов.

В выражении для радиуса сферической 
кривизны

‘-/*4117
имеем i t  —0, откуда радиус сферической
кривизны £с+ равен радиусу кривизны R. 
Следовательно, геометрическим местом 
центров сферической кривизны является реб­
ро возврата cd% c 'd  полярного торса. Та­
ким образом, у цилиндрической винтовой 
линии центры кривизны совпадают с цент­
рами сферической кривизны.

2. Униполярные кривые линии. Эволюты 
пространственной кривой линии

Пространственные кривые линии, имею­
щие общий полярный торс, называют уни­
полярными. Каждая точка нормальной пло­
скости пространственной кривой линии, ка­
тящейся без скольжения по полярному торсу, 
опишет одну из унополярных кривых линий.

На рис. 472 показана развертка полярного 
торса пространственной кривой линии на 
нормальную ее плоскость, точка С которой 
образует эту кривую линию. Точка С явля­
ется центром подеры E F  преобразования А В  
ребра возврата полярного торса.

Какая-либо точка нормальной плоскости, 
например, точка Ci, лежашая при данном 
положении нормальной плоскости на одной 
главной нормали с точкой С, описывает 
пространственную кривую линию, радиусы 
кривизны R I которой определяются расстоя­
ниями от точки Ci до преобразований соот­
ветствующих образующих полярного торса. 
Главные нормали, бинормали и касательные

унополярных кривых линий соответственно 
параллельны между собой.

Унополярные кривые линии, таким обра­
зом, имеют всегда взаимно параллельные 
соответствующие ребра подвижных их трех­
гранников и, следовательно, одинаковые на­
правляющие конуса сопровождающих их 
торсов.

Если построить по определенному зада­
нию некоторую пространственную кривую 
линию, можно построить и кривую линию, 
с ней унополярную.

Из развертки полярного торса заданной 
кривой линии определим необходимые для 
построения расстояния между главными нор­
малями в соответствующих точках этих кри­
вых линий, расстояния между центрами кри­
визны и величины радиусов кривизны.

Между радиусами кривизны заданной и 
унополярной кривых линий существует при 
взятом положении точки С\ зависимость 
Ki R + a -cos р.

Пространственные кривые линии так же, 
как и плоские кривые линии, имеют эволю­
ты. Каждая из пространственных кривых 
линий имеет бесконечно-большое число эво­
лют. но они не являются геометрическими 
местами центров кривизны, как это имеет 
место для плоских кривых линий.

Р и с .  472
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В нормальной плоскости, на которую 
произведена развертка полярного торса, че­
рез точку С, описывающую при качении 
этой плоскости рассматриваемую кривую 
линию, проведем прямую и будем ее считать 
преобразованием геодезической линии, взя­
той на полярном торсе.

При качении нормальной плоскости точ­
ка С описывает заданную кривую линию, 
а прямая катится без скольжения по геоде­
зической линии полярного торса. Таким 
образом, эта геодезическая кривая линия 
полярного торса является эволютой рассмат­
риваемой пространственной кривой линии. 
Таких эволют пространственной кривой ли­
нии, очевидно, можно наметить на полярном 
ее торсе произвольно много.

3. Линии одинакового ската

Линиями одинакового ската называют 
пространственные кривые, у которых все 
касательные составляют одинаковые углы 
с плоскостью. Касательными торсами этих 
кривых линий являются поверхности одина­
кового ската.

Цилиндрическая винтовая линия явля­
ется линией одинакового ската. Линии оди­
накового ската, как и цилиндрические вин­
товые линии, имеют вспомогательные ко­
нусы касательного и полярного торсов в виде 
конусов вращения, а вспомогательный конус 
спрямляющего торса в виде прямой линии, 
являющейся осью указанных конусов вра­
щения.

В отличие от цилиндрической винтовой 
линии, для линии одинакового ската гра­
фики уравнений a = J{s ) и 0= F(s) не прямо­
линейные.

4. Сферические кривые линии

вых линий, имеющих постоянный радиус 351 
сферической кривизны, ребром возврата по­
лярного торса является или окружность, 
или точка. Для цилиндрической винтовой 
линии преобразованием ребра возврата ее 
полярного торса при его развертке является 
окружность радиусом R R Сф.

Точки пространственной кривой линии, 
у которой полярным торсом является конус 
вращения, располагаются на сфере, радиус 
которой R< ф.

Сферическую пространственную кривую 
линию можно построить, если известны: 
радиус Ас* сферической кривизны ее точек, 
вспомогательный конус спрямляющего ее 
торса, положение начальной точки, радиус 
кривизны R в начальной точке, ход и направ­
ление полукасательной в начальной точке.

Имея задание кривой линии и график ее 
уравнения at f(s )  в естественных координа­
тах, применяя известные методы, можно 
построить в проекциях заданную сфериче­
скую кривую линию и все сопровождающие 
ее поверхности.

5. Косые круги

Косым кругом называется пространствен­
ная кривая линия, у которой уравнение 
л f[s ) в естественных координатах явля­
ется линейным.

11редположим, что косой круг задан вспо­
могательным конусом его спрямляющего 
торса, ходом, начальным углом 5 и графи­
ком его уравнения в естественных координа­
тах a= j{s). Из графика известным построе­
нием определяют величину радиуса кривиз­
ны R рассматриваемой кривой линии, кото­
рая сохраняется неизменной для всех точек 
кривой линии.

Преобразованием ребра возврата каса­
тельного торса строящейся кривой линии 
является (так как кривизна ребра возврата 
торса при его развертке не изменяется) ок­
ружность радиусом R, касательные которой 
являются преобразованиями образующих 
касательного торса. Расстояния от точки, 
описывающей кривую линию, до преобра-

Геометрическим местом центров сфери­
ческой кривизны пространственной кривой 
линии является, как известно, ребро возврата 
ее полярного торса. Рассматривая (рис. 467) 
развертку полярного торса пространствен­
ной кривой линии, устанавливаем, что у кри-



352 зований образующих полярного торса равны 
соответствующим радиусам кривизны.

Таким образом, преобразованиями об­
разующих полярного торса являются каса­
тельные прямые к окружности указанным 
радиусом R, которая служит преобразова­
нием ребра возврата полярного торса.

Следовательно, кривая линия, являясь 
линией постоянной кривизны, имеет ребром 
возврата полярного ее торса также линию 
постоянной кривизны.

В рассматриваемой кривой линии радиус 
сферической кривизны остается для всех 
точек ее постоянным и равным радиусу R 
кривизны кривой линии и, следовательно, 
центр кривизны кривой всегда совпадает с 
центром сферической кривизны.

Имея в задании рассматриваемой кривой 
линии вспомогательный конус ее спрямля­
ющего торса, ход, начальный угол до и 
линейный график уравнения а = Д5) в естест­
венных координатах, можно известными ме­
тодами построить в проекциях заданную 
кривую линию и сопровождающие ее по­
верхности.

6. Кривые линии постоянною винтовою 
параметра

Рассмотрим пространственные кривые 
линии, у которых графики уравнений /? - F(s) 
в естественных координатах прямолинейные. 
Из графика зависимости fl F(s) построе­
нием определяем величину р винтового па­
раметра. которая остается постоянной для 
всех точек кривой линии.

Кривую линию постоянного винтового 
параметра удобно строить, когда в ее зада­
ние входят вспомогательный конус ее спрям­
ляющего торса, ход, начальный угол &о и 
линейный график /?— F(s) ее уравнения в 
естественных координатах.

Пользуясь вспомогательным конусом ее 
спрямляющего торса, строят вспомогатель­
ные конусы касательного и полярного торсов 
и построением сферических индикатрис об­
разующих этих конусов определяют ряд 
соответствующих друг другу величин уг­

лов I  и /I. Дальнейшие построения кривой 
линии постоянного винтового параметра 
производятся обычным методом.

7. Соприкасающиеся гелисы

Рассмотренные пространственные кри­
вые линии имеют прямолинейными некото­
рые из графиков зависимостей: г = J[s), 
Р = F (s), 6=ф(5).

Кривые линии общего вида имеют гра­
фики указанных зависимостей криволиней­
ными. Рассмотрим криволинейные графики 
уравнений л fls ) и р F(s) пространствен­
ной кривой линии произвольного вида как 
предельные, состоящие из бесконечно боль­
шого числа бесконечно малых их хорд, 
а соответствующий им криволинейный гра­
фик уравнения д <£(s) как предельный, со­
стоящий из бесконечно большого числа бес­
конечно малых ступеней.

Приведенные соображения позволяют 
рассматривать пространственную кривую 
линию как предельную кривую линию, со­
стоящую из бесконечно большого числа 
бесконечно малых дуг цилиндрических вин­
товых линий.

Имея для заданной точки пространствен­
ной кривой линии известными величины кри­
визн к I и Jh. можно определить радиус
г - и винтовой параметр р ~  гелисы,
которая в данной точке кривой линии вхо­
дит слагаемой бесконечно малой дугой.

Такие цилиндрические винтовые линии 
называют соприкасающимися гелисами про­
странственной кривой линии в данной ее 
точке. Ось соприкасающейся гелисы назы­
вают винтовой осью пространственной кри­
вой линии в данной ее точке.

Откладывая на радиусах кривизны от 
точек кривой линии отрезки, равные радиу­
сам соприкасающихся гелис, получаем гео­
метрическое место точек — кривую линию. 
Через точки этой кривой линии проходят 
оси соприкасающихся гелис, параллельные 
соответствующим образующим спрямляю­
щего торса кривой линии.
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Геометрическим местом винтовых осей 
пространственной кривой линии, а также 
геометрическими местами ее бинормалей и 
главных нормалей являются некоторые ли­
нейчатые неразвертывающиеся (косые) по­
верхности.

8. Кривые линии Бертрана

Пространственные кривые линии назы­
вают эквидистантными, если они имеют 
общие главные нормали и расстояния меж­
ду их соответствующими точками, измеряе­
мые по главным нормалям, остаются по­
стоянными.

Некоторые из пространственных кривых 
линий допускают построения эквидистант. 
Пространственные кривые линии этой груп­
пы называют кривыми линиями Бертрана*.

Эквидистантные кривые линии имеют 
общие главные нормали и, следовательно, 
общий направляющий конус спрямляющих 
их торсов.

Кривая линия, представляющая собой 
геометрическое место центров кривизны 
пространственной кривой линии, распола­
гается на полярном торсе и является в раз­
вертке подерой ребра возврата полярного 
торса.

Две эквидистантные пространственные 
кривые линии имеют общим геометрическое 
место их центров кривизны. Отсюда можно 
сделать вывод, что полярные торсы экви­
дистант пересекаются между собой по кри­
вой линии — геометрическому месту цент­
ров их кривизн.

Нормальные плоскости эквидистант ка­
тятся по соответствующему полярному тор­
су, пересекаясь все время между собой по 
главным нормалям кривых линий.

Линию центров эквидистант, учитывая 353 
ротативный метод образования простран­
ственных кривых линий, можно получить 
качением без скольжения касательной плос­
кости по указанному выше торсу с ребром 
возврата полярных торсов эквидистант.

Аналитические исследования простран­
ственных эквидистант позволяют устано­
вить. что для кривой линии, имеющей экви- 
дистанту при 0=const и а = const, справед­
лива зависимость

. . . . , sin 4
к  | sin ф + k i cos ф « ----,

а
которую представим в виде 

а  + a ctg0fc:i — R , 
где кз — коническая кривизна кривой линии;

R — радиус кривизны; 
а — величина скольжения.

Кроме этого, установлено, что: 
произведение винтовых параметров эк­

видистант в соответствующих точках явля­
ется постоянной величиной, равной

отношение длины дуги As одной эк- 
видистанты к длине дуги Дв сферической 
индикатрисы бинормалей другой эквиди- 
станты постоянно и равно 

Л 5 а
Л a sin ф 

При построении эквидистанты для за­
данной пространственной кривой линии <;на- 
чала следует проверить справедливость ука­
занной выше линейной зависимости при на­
меченных значениях величин ф и а.

У цилиндрических винтовых линий ве­
личины кз и а являются постоянными и. 
следовательно, эти линейные зависимости 
для них всегда выполняются. Поэтому ци­
линдрические винтовые линии имеют не­
ограниченное чисно эквидистант.

М О Н О Т О Н Н Ы Е  И С О С Т А В Н Ы Е  П Р О С Т Р А Н С Т В Е Н Н Ы Е  К Р И В Ы Е  
Л И Н И И . В Е Р Ш И Н Ы  К Р И В Ы Х  Л И Н И Й §91

Пространственные кривые линии, у ко­
торых величины 5, а и 0 непрерывно воз­
растают. называют монотонными. Монотон­

* Бертран. Жозеф Луи Франсуа(1822— 1900) — 
французский математик.

ная пространственная кривая линия не мо­
жет содержать в себе точек, для которых 
величина угла д является кратной у  Это 
следует учитывать при построении состав­
ных пространственных кривых линий, со­
стоящих из последовательного ряда дуг

г
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монотонных пространственных кривых ли­
ний. Слагаемые монотонные кривые линии 
в этом случае называют сторонами состав­
ной пространственной кривой линии, а точ­
ки стыка сторон — вершинами пространст­
венной кривой.

Принимаем, что в вершине — точке сты­
ка сторон — полу касательные сторон рас­
полагаются на одной прямой линии, а со­
прикасающиеся плоскости сторон в обшей 
их точке совпадают. Точки стыка являются 
начальными точками сторон.

Вершину называют регулярной, если в 
точке стыка полу касательные сторон име­
ют противоположные направления, центры 
кривизны сторон совпадают и винтовые 
параметры сторон равны.

Составную пространственную кривую 
линию, имеющую только регулярные вер­
шины. называют регулярной пространствен­
ной кривой линией.

Вершины составных пространственных 
кривых линий, отличные от регулярных, 
называют иррегулярными вершинами про­
странственной кривой линии.

Вершину составной пространственной 
кривой называют двойной, если в точке стыка 
сторон полукасательные сторон имеют про­
тивоположные направления, главные нор­
мали имеют одно направление, а радиусы 
кривизны не равны; также не равны и вели­
чины винтовых параметров.

На рис. 473 показана пространственная 
кривая линия, которая в точке А имеет 
двойную вершину.

Полукасательные сторон в точке А рас­
полагаются на одной прямой и направлены 
в разные стороны. Главные нормали сторон 
в точке стыка направлены односторонне. 
Центры кривизны сторон в точке их стыка 
не совпадают.

При образовании пространственных кри­
вых линий могут быть и характерные точки 
в виде вершины петли.
Пространственная кривая линия с вершиной 
петли в точке К  показана на рис. 474.-

На рис. 475 показана пространственная 
кривая линия, имеющая иррегулярную вер­

J
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шину в точке В. Полукасательные сторон в 
точке их стыка, а также главные нормали 
направлены в разные стороны. Положение 
главных нормалей в точке стыка показывает, 
что полукасательные сторон получают при­
ращения углов их поворота « различных 
знаков.

Обе стороны пространственной кривой 
линии в точке стыка располагаются выше 
соприкасающейся плоскости, но по разные 
стороны их общей спрямляющей плоскости.

Вершину В  называют вершиной перегиба 
первого рода.

На рис. 476 показана пространственная 
кривая линия с иррегулярной вершиной в 
точке С. Полукасательные сторон в точке 
стыка направлены так же. как и главные 
нормали — в разные стороны. Дуги кривой 
линии в окрестности точки стыка располо­
жены по разные стороны соприкасающейся 
и спрямляющей плоскостей. Положение 
главных нормалей в точке стыка сторон 
показывает, что полукасательные сторон 
получают приращения углов их поворота а 
с различными знаками.

Таким образом, в рассматриваемом слу­
чае координаты я и р пространственной 
кривой линии А В  в точке С  получают отри­
цательные приращения.

Вершину С  называют вершиной перегиба 
второго рода.

Рассмотрим вершины, у которых полу­
касательные в точке стыка сторон имеют 
одно направление.

На рис. 477 показана пространственная 
кривая линия с иррегулярной вершиной в 
точке D. Полукасательные сторон имеют 
одно направление, а главные нормали сто­
рон в точке стыка — разные направления.

Дуги кривой линии расположены по раз­
ные стороны соприкасающейся и спрямля­
ющей плоскостей. Положение главных нор­
малей показывает, что полукасательные сто­
рон получают приращения углов их пово­
рота а одного знака.

Вершину D называют вершиной острия 
первого рода.

На рис. 478 показана кривая линия, име­
ющая в точке Е  иррегулярную вершину.

!)•
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356 Полукасательные сторон в точке Е  имеют 
одно направление, а главные нормали — 
разные направления. Дуги кривой в окрест­
ности точки стыка располагаются по одну 
сторону соприкасающейся плоскости, но 
по разные стороны спрямляющей плос­
кости.

Вершину Е  называют вершимой острия 
второго роба.

На рис. 479 показана пространственная 
кривая линия с иррегулярной вершиной в 
точке F. Полукасательные и главные нор­
мали сторон в точке стыка направлены в 
одну сторону. Здесь дуги кривой в окрест­
ности точки Е  располагаются по одну сто­
рону соприкасающейся плоскости и по одну 
сторону спрямляющей плоскости.

Вершину F  называют вершиной к.иова 
первого рода.

На рис. 480 показана пространственная 
кривая линия с иррегулярной вершиной в 
точке G. Полукасательные и главные нор­
мали сторон в начальной их точке имеют 
одинаковые направления. Дуги кривой в 
точке стыка располагаются по разные сто­
роны соприкасающейся плоскости и по одну 
сторону спрямляющей плоскости.

Вершину G называют вершиной клюва 
второго рода.

Р и с .  479

Составные пространственные кривые ли­
нии, имеющие иррегулярные вершины, на­
зывают иррегулярными пространственными 
кривыми линиями.

Иррегулярные пространственные кривые 
линии могут быть замкнутыми и незамкну­
тыми.

Пространственные кривые линии, как ли­
нии пересечения поверхностей, обычно со­
держат в себе иррегулярные вершины. Рас­
смотрим некоторые пространственные кри­
вые линии пересечения поверхностей. За­
метим, что прямую линию, касательную к 
кривой линии пересечения поверхностей, 
можно построить как линию пересечения 
плоскостей, касательных к поверхностям в 
выбранной на кривой линии точке, а поло­
жение нормальной плоскости кривой линии 
пересечения поверхностей в намеченной на 
ней точке определяется нормалями поверх­
ностей, построенными в данной точке кри­
вой линии.

На рис. 481 показаны два пересекающих­
ся цилиндра вращения, оси которых пересе­
каются и взаимно перпендикулярны, а ра­
диусы Г| и г2 окружностей (оснований ци­
линдров) не равны между собой.

Линию пересечения цилиндров можно 
построить или методом вспомогательных

Р и с. 4К0
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секущих плоскостей, или методом вспомо­
гательных сфер. Фронтальная проекция ли­
нии пересечения представляется частями вет­
вей равнобочной гиперболы с центром в 
точке о' — фронтальной проекции точки пе­
ресечения осей цилиндров.

Рассмотрим сторону сЬ, с'Ь ' кривой линии 
пересечения цилиндров, принимая точку сс' 
за вершину.

Нормальная плоскость стороны cb, с'Ь' 
в точке кк' определяется нормалями ци­
линдров. Фронтальными проекциями нор­
малей являются отрезки к'п ' и к 'т \  а прямая 
линия тп, т  п — линией пересечения нор­
мальной плоскости с плоскостью Nh пере­
сечения осей цилиндров.

Фронтальной проекцией касательной к 
стороне сЬ, с'Ь‘ в точке кк' является пря­
мая k'f\ перпендикулярная к прямой п 'т\  
а горизонтальной проекцией этой касатель­
ной — прямая к/.

Наметим проекции касательных для ряда 
точек стороны сЬ, с'Ь ' и построим кривую 
линию ef% e 'f '—  геометрическое место точек 
пересечения касательных плоскостью Nh . 
Эта кривая линия является линией пересе­
чения с плоскостью NH касательного торса 
стороны сЬ, с'Ь '.

Приняв точку оо' за вершину, построим 
направляющий конус стороны сЬ, с'Ь’ и 
определим линию e\f\*e\'f\ его пересечения 
с плоскостью Uh || К

Кривая линия e i'f i' конформна кривой 
линии e 'f. Эти кривые линии имеют беско­
нечно удаленные точки в направлении о'п' — 
направлении фронтальной проекции каса­
тельной в точке сс'. Из рассмотрения на­
правляющего конуса следует, что кривая 
линия сЬ, с'Ь ' имеет положительный винто­
вой параметр.

Повторяя приведенные рассуждения для 
стороны cd, c'd\ получим, что она имеет 
отрицательный винтовой параметр. Сто­
роны сЬч е'Ь ' и cd, e'd ' в точке сс\ как это 
показывают горизонтальные их проекции, 
имеют общую соприкасающуюся плоскость 
и располагаются обе по одну ее сторону. 
Отсюда следует, что точка сс является вер­
шиной петли кривой линии bed. Ь 'с d\ точ-

_____I
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ки Ь Ь а а \  dd' также являются вершинами 
петли.

Таким образом, рассматриваемые линии 
пересечения цилиндров являются иррегу­
лярными кривыми линиями, содержащими 
каждая по четыре вершины петли.

На рис. 482 показана пространственная 
кривая линия, которая получается при пере­
сечении сферы радиусом R с цилиндром
вращения радиусом г ^ , когда ось ци-т
линдра находится на расстоянии г от центра 
сферы. Эта кривая линия называется окном 
Вивиани.

При заданном расположении поверхно­
стей кривую линию пересечения можно по­
строить, пользуясь вспомогательными гори­
зонтальными секущими плоскостями.



Фронтальная проекция кривой пересе­
чения имеет вил восьмерки, профильная ее 
проекция является параболой с вершиной 
в точке d"  и с параметром, равным г.

Точки аа и bb' следует рассматривать 
как вершины пространственной кривой ли­
нии, в которых происходят изменения зна­
ков параметров сторон.

Из рассмотрения профильной проекции 
кривой линии следует, что точки аа\ bb' 
являются вершинами петли. Окно Вивиани. 
таким образом, представляет собой ирре­
гулярную пространственную кривую линию 
с двумя вершинами петли. Кроме этого, 
рассматриваемая кривая линия имеет точ­
ку dd'% общую для сторон anb, а'п 'Ь ' и acb, 
а 'с 'Ь\ которая называется двойной точкой 
кривой линии.

В точке dd' стороны имеют наибольшие 
радиусы кривизны. Точку dd' поэтому сле­
дует рассматривать как общую регулярную 
вершину сторон anb, а'п 'Ь ' и асЬч а с'Ь '.

Таким образом, окно Вивиани имеет две 
вершины петли и две совпавшие регулярные 
вершины и состоит из четырех сторон.

Р и с .  482

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и
I. Что  н а з ы в а ю т  естественными координа­

тами плоской кривой линии?
2 Какие кривые линии называют простыми?
3. Какие кривые называю т коробовыми?
4. Какие кинематические кривые линии на­

зываю т рулеттами?
5. Дайте определение неподвижной и под­

вижной центроид рулетты.
6. В чем заключается способ Эйлера при 

определении радиусов кривизны рулетт?
7. Ч то  называют кругом Jla in p a  рулетты?
8. Какие рулетты называют циклическими?
9. Назовите основные свойства циклоиды.

10. Что  называют сопутствую щ им триедром
пространственной кривой линии?

И . Что представляет собой первая и вторая 
кривизна пространственной кривой линии?

12. Что называют естественными координа­
тами пространственной кривой линии?

13. Что  называют винтовым параметром про­
странственных кривых линий?

14. Как определяется ход (направление) про­
странственной кривой линии?

15. Расскажите об образовании торсов, сопро­
вождающих пространственную кривую.

16. Что представляет собой коническая и пол­
ная кривизна пространственной кривой линии?

17. Какие кривые линии торса называют гео­
дезическими?

18. Какие вершины пространственной кривой 
называют иррегулярными?

19. Укажите общую схему проецирования 
пространственной кривой линии.

20. Что  называют подерой кривой линии?
21. Что  называют сферической кривизной 

пространственной кривой линии в данной точке?
22. Ч то  называют соприкасающейся сферой 

пространственной кривой?
23. Какие кривые линии называют унопо- 

лярными?
24. Какие пространственные кривые линии 

называют кривыми линиями Бертрана?
25. Какие пространственные кривые линии 

называют монотонными?
26. Расскажите о вершинах составных про­

странственных кривых линий.
27. Какие пространственные кривые линии 

называют иррегулярными?
28. Укажите примеры иррегулярных прост­

ранственных кривых линий.
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Производящая кинематической поверх­
ности общего вида, перемещаясь в каждое 
последующее положение, может сохранять 
определенный характер движения, но пара­
метры перемещений, положения осей и на­
правления бесконечно малых слагаемых пе­
ремещений производящей линии непрерыв­
но изменяются. Эти перемещения имеют 
следующие виды:

поступательное перемещение переменно­
го направления;

П О В Е Р Х Н О С Т И  П Е Р Е Н О С А

Движение производящей линии называ­
ют поступательным общего вида, если бес­
конечно малые ее перемещения As являются 
поступательными перемещениями, а угол 
между направлениями последовательных 
двух таких перемещений — бесконечно ма­
лая величина.

Поверхности, образованные непрерыв­
ным общего вида поступательным переме­
щением производящей линии, называют по­
верхностями переноса.

Поверхность переноса может быть зада­
на производящей линией А В  в начальном 
ее положении и некоторой плоской или про­
странственной кривой линией Л/N, опреде­
ляющей направление переноса (рис. 483).

Любая из точек производящей линии 
при ее движении в заданном направлении 
определяет ход производящей линии — кри-

вращательное— с непрерывно изменя­
ющимися в пространстве положением и на­
правлением оси вращения;

винтовое— с непрерывно изменяющими­
ся положением и направлением винтовой оси 
и непрерывно изменяющимся параметром.

Указанными перемещениями производя­
щей линии образуются кинематические по­
верхности общего вида. Их называют: по­
верхности переноса, ротативные поверхности 
и спироидальные поверхности.

%i
вой линии, равной и параллельной кри­
вой M N.

На рисунке заданная поверхность пред­
ставляется сетью, состоящей из ряда после­
довательных положений произволящей ли-

ЛГ
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360 нии и из ходов ее точек. Каждая ячейка такой 
сети имеет попарно не только равные, но 
и параллельные криволинейные стороны. 
Такую сеть называют предельной чебышев- 
ской сетью.

Пусть даны две плоские кривые линии А В 
и CD, лежащие в одной плоскости (рис. 484). 
Эти кривые считаем опорными. Пометим 
на каждой из них некоторое одинаковое 
число точек. Через каждую точку кривой А В 
проведем пучок прямых, пересекающих в 
помеченных точках кривую CD. Отрезки 
прямых пучка, ограниченные центром, на­
пример точкой А, и точками кривой CD, 
разделим в заданном отношении т :п . Гео­
метрическим местом точек деления является 
кривая линия Co Do, параллельная и пропор­
циональная кривой CD.

Коэффициент пропорциональности

Р и с. 484

Здесь т  — расстояние от любой точки кри­
вой Co Do до центра пучка; 

л — расстояние от этой же точки кри­
вой CoDo до соответствующей 
точки опорной кривой.

Выбрав за центры пучков другие точки 
опорной кривой А В  и повторив указанные 
построения, можно найти кривые линии, 
тоже параллельные и пропорциональные 
кривой CD, с коэффициентом пропорцио­
нальности k i т  \  я Построенные указан­
ным способом кривые линии не только па­
раллельны между собой, но и равны.

Предельную чебышевскую сеть можно 
построить и для произвольно заданных опор­
ных кривых и при любых заданных коэффи­
циентах

Сеть поверхности можно рассматривать 
и как геометрическое место серслин отрез-



ков, ограниченных опорными кривыми ли­
ниями — отрезков, соединяющих точки од­
ной из опорных кривых линий с точками 
другой опорной кривой. Указанная схема 
построения поверхности переноса предло­
жена Софусом Ли, а образуемая поверх­
ность называется поверхностью Ли.

Рассмотренная поверхность отличается 
от многих других поверхностей переноса 
тем, что кривые линии семейств, образую­
щих предельную чебышевскую сеть, имеют 
равные коэффициенты пропорциональности 
относительно их опорных кривых линий.

Если коэффициенты пропорциональнос­
ти не равны, можно построить две поверх­
ности, удовлетворяющие одному и тому же 
заданию. Для этого необходимо знать, к 
какой именно из опорных кривых относятся 
коэффициенты к и k i. Такие две поверхности 
называют сопряженными поверхностями пе­
реноса.

Поверхность Ли называют изолированной 
поверхностью. Она не имеет второй сопря­
женной с ней поверхности.

Если одна из опорных линий прямая, 
поверхность переноса имеет вид цилиндра — 
поверхности переноса прямолинейного на­
правления.

Если опорными линиями являются две 
скрещивающиеся прямые, поверхность пре­
образуется в плоскость, параллельную опор­
ным прямым линиям.

Предельную чебышевскую сеть можно 
получить, если отрезки пучков прямых, огра-

Р О Т А Т И В Н Ы Е  П О В Е Р Х Н О С Т И

Движение производящей линии называ­
ют ротативным, если ее бесконечно малые 
последовательные перемещения являются 
вращательными вокруг осей, пересекаю­
щихся под бесконечно малыми углами. Про­
странственные кривые линии как ребра воз­
врата торсов в преобразовании (при раз­
вертке их касательных торсов) являются 
плоскими кривыми. Если кривые равны, то 
касательный торс первой кривой линии мож­
но обкатывать без скольжения по касатель­
ному торсу второй кривой. Очевидно, ребро

ниченных опорными кривыми линиями, де- 361 
лить в заданном отношении не внутренним, 
а внешним образом. В этих случаях предель­
ная чебышевская сеть расположится не меж­
ду опорными кривыми, а с любой одной 
стороны опорных кривых (рис. 485). И здесь 
каждая из кривых линий первого семейства 
сети поверхности пропорциональна одной 
из опорных кривых с коэффициентом про­
порциональности к каждая из кри­
вых второго семейства сети пропорциональ­
на второй опорной кривой с коэффициентом
пропорциональности ki = w „ Такие по­
верхности переноса называют внешними. 
Внешняя поверхность переноса имеет и со­
пряженную с ней внешнюю поверхность 
переноса, расположенную по другую сто­
рону опорных кривых линий.

Сеть поверхности переноса можно по­
строить и по одной заданной опорной кривой 
линии. Такая сеть может располагаться как 
внутри опорной кривой линии, так и вне ее. 
Опорная же кривая линия в этих случаях 
называется ребром возврата сети поверх­
ности.

Если поверхность переноса находится 
внутри опорной линии, ее называют поверх­
ностью переноса с внешним ребром возврата 
сети. Если поверхность переноса распола­
гается вне опорной кривой, ее называют 
поверхностью переноса с внутренним ребром 
возврата сети.

§93
возврата подвижного торса всегда касается 
ребра возврата неподвижного торса, а об­
разующие торсов в точках касания кривых 
совпадают.

С подвижным торсом можно неизменно 
связать производящую линию. При качении 
такого торса без скольжения по неподвиж­
ному торсу имеем общий случай ротатив- 
ного движения производящей линии. По­
верхность, образованную ротативным дви­
жением производящей линии, называют ро- 
тативной.



362 Торсы, с помощью которых образуются 
указанные кинематические поверхности, на­
зывают аксоидами ротативного движения 
производящей линии. Аксоиды (подвижный 
и неподвижный), соприкасаясь один с дру­
гим по прямой, проходящей через точку 
касания их ребер возврата, могут находиться 
по разные стороны обшей для них касатель­
ной плоскости или по одну сторону этой 
плоскости.

Подвижный аксоид может обкатывать 
неподвижный, находясь или с внутренней, 
или с внешней его стороны.

Ротативную поверхность можно задать 
двумя соприкасающимися аксоидами и про­

изводящей линией, неизменно связанной с 
подвижным аксоидом в начальном его по­
ложении.

Торсы, представляющие собой аксоиды 
заданной ротативной поверхности, могут 
преобразовываться в конические и цилиндри­
ческие поверхности, в плоскости и прямые.

Ротативную поверхность называют регу­
лярной, если подвижным аксоидом ее явля­
ется плоскость. Регулярная ротативная по­
верхность образуется производящей линией, 
жестко связанной с плоскостью (подвижным 
аксоидом), которая является соприкасаю­
щейся плоскостью ребра возврата непод­
вижного аксоида и которая обкатывает без

Р и с .  4X6
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скольжения касательный торс ребра возвра­
та (неподвижный аксоид).

Регулярную ротативную поверхность на­
зывают улиткой вращения*, если произво­
дящая ее линия принадлежит плоскости (под­
вижному аксоиду). Улитки вращения назы­
вают цилиндрическими, или коническими, если 
неподвижными аксоидами их являются соот­
ветственно цилиндрические или конические 
поверхности.

Улитки вращения называют линейчаты­
ми или циклическими, если производящими 
линиями их являются соответственно прямая 
или окружность.

Регулярная ротативная поверхность мо­
жет быть задана неподвижным аксоидом- 
торсом и производящей линией в начальном 
ее положении, неизменно связанной с пло­
скостью, касательной к торсу-аксоиду.

На рис. 486 показано образование такой 
поверхности. Касательная к торсу-аксоиду 
плоскость Q обкатывает его без скольжения. 
Производящая линия A BC  и ее ортогональ­

* Улитки вращения называют также реъными 
поверхностям и М о н ж и . surfaces moulurei и Letimt- 
(lichen

ная проекция abc на плоскость Q вращаются 
вокруг последовательного ряда образую­
щих торса-аксоида, по которым касается 
плоскость Q. Положения производящей ли­
нии ротативной поверхности определяют 
вначале построением положений ее проек­
ций на касательные плоскости. Затем в точ­
ках полученных проекций восставляют пер­
пендикуляры к касательным плоскостям и 
на них откладывают отрезки, равные уда­
лениям соответствующих точек производя­
щей линии от касательных плоскостей. Кон­
цами таких перпендикуляров определяется 
ряд положений производящей линии проеци­
руемой регулярной ротативной поверхности.

Определение положений производящей 
линии улиток значительно упрощается, по­
скольку здесь отпадает необходимость по­
строений указанных перпендикуляров.

На рис. 487 представлена цилиндриче­
ская улитка вращения. Улитка образована 
производящей линией, находящейся в каса­
тельной к аксоиду-цилиндру плоскости Р. 
Касательная к проецирующему аксоиду-ци- 
линдру плоскость при ее качении по аксоиду 
без скольжения занимает ряд последователь­
ных положений. Находящаяся в касательной
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плоскости производящая линия определяет 
ряд ес положений.

Все точки производящей перемещаются 
в плоскостях, перпендикулярных к образу­
ющим аксоида-цилиндра. Ходами их точек 
являются кривые линии, являющиеся эволь­
вентами линий сечения цилиндра-аксоида 
этими плоскостями. Проекции таких линий 
на плоскость Q имеют общую эволюту — 
направляющую линию цилиндра-аксоида.

На рис. 488 представлена схема образо­
вания поверхности конической улитки вра­
шения.

Последовательный ряд положений про­
изводящей линии такой поверхности опре­
деляется следующим образом. В плоскости 
(подвижном аксоиде) начального положения 
производящей линии улитки строится раз­
вертка неподвижного аксоида-конуса как его 
отпечаток на эту плоскость, обкатывающую 
аксоид. Пользуясь чертежом развертки, про­
изводящую линию улитки можно ориенти­
ровать относительно соответствующих об­
разующих конуса, вокруг которых будет 
поворачиваться касательная плоскость при 
ее качении без скольжения по конусу — 
аксоиду.

4НН

Совмещая касательные плоскости Q с 
плоскостью Р направляющей линии аксоида- 
конуса, можно построить совмещенные по­
ложения производящей линии и последую­
щим восстановлением этих плоскостей, 
т. е. введением плоскости в первоначальное 
положение, можно определить ряд положе­
ний производящей линии поверхности улит­
ки вращения. Сеть поверхности определя­
ется положением производящей и ходами 
точек ее.

На рис. 489 на эпюре Монжа показаны 
построения ряда положений производящей 
линии улитки вращения общего вида. Не­
подвижным аксоидом здесь является торс 
с ребром возврата тп, т'п'. На чертеже 
слева построена развертка торса на каса­
тельной его плоскости в начальном положе­
нии и показана заданная в той же плоскости 
производящая линия.

Это дает возможность на развертке по­
лучить неизменными величины радиусов 
врашения точек производящей линии вокруг 
соответствующих образующих торса, вокруг 
которых и поворачивается касательная плос­
кость при ее качении без скольжения по 
аксоиду-торсу.
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366 Совмещая касательные плоскости с го­
ризонтальной плоскостью, строим совме­
щенные положения производящей линии и, 
восстанавливая эти плоскости, определяем 
горизонтальную и фронтальную проекции

производящей линии в заданном положении. 
Рядом положений производящей линии и 
ходами точек ее определяется сеть поверх­
ности регулярной ротативной улитки вра­
щения.

§94 С П И Р О И Д А Л Ь Н Ы Е  П О В Е Р Х Н О С Т И

Движение производящей линии называ­
ют спироидальным, если ее бесконечно малые 
последовательные перемещения являются 
винтовыми перемещениями, а оси ее двух 
последовательных бесконечно малых пере­
мещений пересекаются и составляют между 
собой бесконечно малые углы. Параметры 
последовательных винтовых перемещений 
могут непрерывно изменяться или оставать­
ся постоянными.

Представим две пространственные кри­
вые линии и их касательные торсы. Такие 
кривые, как ребра возврата торсов, в преоб­
разовании (при развертке их касательных 
торсов) являются плоскими кривыми.

Рассмотрим случай, когда такие кривые 
являются конформными. В этом случае ка­
сательный торс первой кривой можно про­
катывать по касательному торсу второй 
кривой со скольжением вдоль соприкасаю­
щихся образующих.

Пусть As и Asi — величины бесконечно 
малых дуг конформных кривых, при одина­
ковых значениях их углов смежности; 
As — Asi (здесь s > s i ) — величина скольже­
ния подвижного торса на бесконечно малом 
участке его ребра возврата. Коэффициентом 
скольжения подвижного торса по неподвиж­
ному вдоль образующей их соприкасания 
является величина

т 11 m
Д j  — Д si

д< -• о
Ал -  О

Д а

Соприкасающиеся торсы могут распола­
гаться по одну и по разные стороны их об­
щей касательной плоскости. Предположим, 
что такие торсы, соприкасаясь по общей их 
образующей, располагаются по разные сто­
роны их общей касательной плоскости.

Прокатываем со скольжением вдоль об­
щих образующих подвижный торс по не­
подвижному. Он совершает винтовое движе­
ние. Параметром такого винтового движе­
ния является величина

р =  lim
Д j  — Д si 

Д fit +  Д Pi

Если с подвижным торсом неизменно 
связать производящую линию, то при про­
катывании его со скольжением по непод­
вижному торсу будем иметь общий случай 
винтового (спи рои дальнего) движения про­
изводящей линии. Поверхность, образован­
ную спироидальным движением производя­
щей линии, называют спироидальной поверх­
ностью. Спироидальная поверхность может 
быть задана двумя соприкасающимися по 
общей образующей неподвижным и под­
вижным аксоидами, и неизменно связанной 
с подвижным аксоидом производящей ли­
нией в начальном ее положении.

Спироидальным движением практически 
можно получить любую желаемую форму 
поверхности. Спироидальные поверхности 
называют регулярными, если подвижным 
аксоидом является плоскость. Производя­
щая линия регулярной спироидальной по­
верхности неизменно связана с подвижным 
трехгранником (трехгранником Френе) ребра 
возврата неподвижного аксоида-торса, ко­
торый совершает, как известно, винтовые 
движения. Вместе с трехгранником винтовые 
перемещения совершает и производящая ли­
ния. Параметры этого перемещения равны 
параметрам ребра возврата неподвижного 
аксоида.

Спироидальную поверхность называют 
винтовой у.шткой в случае, если производя­
щая линия лежит в плоскости (подвижном

А



аксоиде), катящейся со скольжением по не­
подвижному торсу-аксоиду. Представим се­
бе, что винтовая улитка задана неподвижным 
аксоидом-торсом, начальным положением 
производящей линии и графиком зависи­
мости h = ф(Р),
где Р — угол кручения ребра возврата не­

подвижного торса-аксон да, или 
угол поворота производящей ли­
нии;

И — величина скольжения плоскости 
производящей линии вдоль обра­
зующих торса.

Пусть также известны графики уравнений 
a As) и р fls) в естественных координа­
тах ребра возврата неподвижного торса- 
аксоида. Имея указанные выше графики, 
можно построить и график зависимости 
51 =  s ± h /Ы . который является графи­
ком уравнения в естественных координатах 
ребра возврата подвижной плоскости. Оче­
видно, можно построить в этой плоскости 
и ребро возврата подвижного аксоида-плос- 
кости.

Если неподвижным аксоидом является 
конус и известны графики зависимостей 
И ф($) и я =  F(0), можно получить график 
зависимости a flh) /(s), который явля­
ется графиком уравнения в естественных 
координатах ребра возврата подвижного 
аксои да-плоскости.

Если неподвижным аксоидом винтовой 
улитки является цилиндрическая поверх­
ность, ребро возврата подвижной плоскости 
представляется несобственной прямой (точ­
кой).

Построение чертежа сети регулярной спи- 
роидальной поверхности аналогично регу­
лярной ротативной поверхности. Здесь ка­
сательная плоскость-аксоид обкатывает не­
подвижный аксоид-торс со скольжением 
вдоль его образующих. Проекция произво­
дящей линии на касательную плоскость не 
изменяет своего положения относительно 
находящейся в этой же плоскости прямой 
линии скольжения, т. е. расстояния от точек 
этой кривой в направлении линии скольже­
ния до точек ребра возврата этой же прямой 
остаются неизменными. Не изменяются и

расстояния от точек проекции производящей 367 
на касательную плоскость до линии сколь­
жения.

Совершенно очевидно, что параметры 
слагаемых бесконечно малых винтовых пе­
ремещений производящей линии здесь 
равны:

г А з
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График такой зависимости можно полу­

чить как производный от графика 0 = F(s).
Он устанавливает закон изменения винто­
вого параметра спироидальной поверхности 
с изменением длины дуги ребра возврата 
аксоида поверхности.

Полученные параметры рассматриваем 
как винтовые параметры спироидальной по­
верхности для любой ее точки. Поверхность 
винтовой улитки можно задать ее неподвиж­
ным аксоидом-торсом производящей линии 
в касательной к аксоиду плоскости (в на­
чальном ее положении) и графиком зависи­
мости h =ф(Р).
Здесь h — величина скольжения плоскости 

производящей линии вдоль об­
разующих неподвижного аксо- 
ида-торса.

Р— угол кручения ребра возврата не­
подвижного аксоида-торса в ра­
дианах.

На рис. 490 показана сеть поверхности 
винтовой улитки левого хода. Поверхность 
задана неподвижным аксоидом — проеци­
рующим относительно плоскости Q ци­
линдром, касательной к цилиндру плоско­
стью N  с производящей линией ЛВС в на­
чальном их положении и графиком зависи' 
мости h = F (р).

Угол р поворота касательной плоскости 
вокруг образующих цилиндра проецируется 
на плоскость Q без искажения. На эту же 
плоскость ходы точек производящей линии 
проецируются в виде эквидистантных кри­
вых. Их общей эволютой является кривая 
линия — преобразованная проекция цилинд­
ра на плоскости Q.

Перекатывая плоскость производящей 
линии по цилиндру, можно определить уг-
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лы Р поворота этой плоскости вокруг обра­
зующих цилиндра и проекции на плоскость Q 
производящей линии в ряде ее положений. 
По проекциям ряда положений производя­
щей линии и величинам скольжения Л, ко­
торые берут из графика h =  F(0), можно 
определить и соответствующие им положе­
ния производящей линии.

График зависимости И — F(0) можно пе­
рестроить и в производный график зави­
симости р = Др) между углом поворота ка­
сательной плоскости-аксоида и винтовым 
параметром поверхности.

На рис. 491 построена сеть поверхности 
конической винтовой улитки на эпюре Мон- 
жа. Здесь поверхность задана: неподвижным 
аксоидом-конусом с вершиной ss' и направ­
ляющей кривой, лежащей в плоскости Qv\ 
производящей линией ЛВЧ принадлежащей 
касательной плоскости аксоида в начальном 
ее положении и графиком зависимости 
h = F(0) величины скольжения касательной 
плоскости вдоль образующих аксоида от 
углов поворота этой плоскости.

Построением сферической индикатрисы 
нормалей неподвижного аксоида-конуса (на
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370 чертеже не показано) определяются значения 
величин углов Р поворота касательной плос­
кости при ее качении со скольжением по не­
подвижному аксоиду-конусу.

Для определения положения производя­
щей линии поверхности в касательной к 
конусу-аксоиду плоскости в начальном ее 
положении строим развертку конуса. Имея 
развертку, можно получить величины уг­
лов а между образующими аксоида-конуса, 
соответствующие найденным углам р.

Имея график h = устанавливаем за­
висимость а=ДИ) =<t>(s). Эта зависимость 
в естественных координатах представляет 
собой уравнение кривой ребра возврата ка­
сательной плоскости аксоида-конуса. По­
строение такой кривой по графику не вызы­
вает затруднений (см. гл. XJV). В касатель­
ной плоскости выбирается и заданная про­
изводящая кривая линия А В. Касательная 
плоскость производящей кривой при ее ка­
чении со скольжением по аксоиду-конусу 
занимает ряд положений. Она скользит 
вдоль образующих конуса с условием, что 
последовательный ряд точек ее ребра воз­
врата всегда совпадает с вершиной конуса.

Таким образом, можно точно ориенти­
ровать касательную плоскость и ее произ­
водящую линию относительно тех образую­
щих аксоида-конуса, которые соответству­
ют углам поворота касательной плоскости. 
Совмещая касательную плоскость с плос­
костью Qt и намечая соответствующее по­
ложение производящей линии, а затем вос­
станавливая эту плоскость, можно опреде­
лить положение производящей линии по­
верхности винтовой улитки.

Построение чертежа поверхности вин­
товой улитки общего вида, где неподвиж­
ным аксоидом является торс — поверхность 
с ребром возврата, аналогично построению

улитки вращения, но с учетом скольжения 
плоскости производящей вдоль образую­
щих торса-аксоида. И здесь с помощью 
сферической индикатрисы нормалей аксои- 
да-торса определяют углы поворота Р ка­
сательной плоскости вокруг соответствую­
щих его образующих, а затем развертку 
аксоида-торса на касательную плоскость в 
начальном ее положении.

Заметим, что если длина дуги кривой 
линии преобразования ребра возврата торса- 
аксоида 5, то длина дуги ребра возврата 
касательной плоскости аксоида я  =  s — h.

По графику зависимости h = flfi) и дли­
нам дуг s ребра возврата торса в преобра­
зовании можно построить и график 5i =  F(fi) 
зависимости длины дуги 5i ребра возврата 
касательной плоскости аксоида от угла 0 
поворота касательной плоскости. Такой гра­
фик можно перестроить в график зависи­
мости si =А<х). Он дает возможность по­
строить ребро возврата касательной плос- 
кости-аксоида.

Соответствующие точки ребер возврата 
касательной плоскости-аксоида и торса-ак­
соида, как точки конформных кривых, яв­
ляются парными точками. При качении со 
скольжением касательной плоскости эти точ­
ки ребер возврата совпадают.

Очевидно, для каждой образующей ак- 
еоида-торса можно определить соответству­
ющее положение ребра возврата его каса­
тельной плоскости и положение находящейся 
в этой плоскости производящей линии. Вра­
щая касательную плоскость до совмещения 
с плоскостью уровня и намечая соответст­
вующее положение производящей линии, 
а затем, восстанавливая эту же плоскость, 
определяем последовательный ряд положе­
ний производящей линии поверхности вин­
товой улитки общего вида.

§95Л И Н Е Й Ч А Т Ы Е  Р О Т А Т И В Н Ы Е  И С П И Р О И Д А Л Ы 1  ЫЕ П О В Е Р Х Н О С Т И  
С Н А П Р А В Л Я Ю Щ Е Й  П Л О С К О С Т Ь Ю

При задании поверхностей с направля- линии к направляющей плоскости нельзя 
ющей плоскостью направляющими линиями знать, к какой именно группе поверхностей 
и углом ос наклона производящей прямой (цилиндроидам, коноидам, косым плоско-



§ 95. Ли ю

стям) следует отнести проектируемую по­
верхность. Нельзя также заранее предвидеть, 
будет ли эта поверхность ротативной или 
спироидальной.

Однако можно более рационально по­
дойти к конструированию поверхностей с 
направляющей плоскостью, рассматривая их 
как образованные при помощи аксоидов. 
За неподвижный аксоид принимается ци­
линдр, образующие которого перпендику­
лярны к направляющей плоскости. За под­
вижный аксоид выбирается плоскость, ка­
сательная к неподвижному аксоиду.

Производящая прямая линия такой по­
верхности неизменно связана с подвижным 
аксоидом и находится в плоскости, которая 
одновременно перпендикулярна к направ­
ляющей плоскости поверхности и касатель­
ной плоскости неподвижного аксоида-ци- 
линдра.

Пусть ортогональной проекцией огиба­
ющей положений производящей прямой ли­
нии линейчатой поверхности на направля­
ющую плоскость является кривая линия ab 
(рис. 492). Она является прямоугольной про­
екцией линии сужения поверхности, так как 
представляет собой проекцию самой корот­
кой линии на поверхности, которая имеет 
общие точки с производящей линией во 
всех ее положениях.

По кривой ab построена ее эволюта аоЫ.
Для линейчатой поверхности за ход точки 

производящей линии можно принять любую 
проходящую через нее кривую линию, пере­
секающую все положения производящей ли­
нии.

Если за проекцию хода точки выбрать 
кривую линию, эквитангенциальную проек­
ции линии сужения, то проекцию линии су­
жения следует рассматривать как трактрису 
к проекциям ходов точек производящей 
прямой линии. Неподвижной центроидой 
в этом случае является кривая aobo— эво­
люта проекции ab линии сужения; подвиж­
ной центроидой — прямая линия — нормаль 
кривой ab.

Если за проекцию траектории ходов то­
чек движущейся производящей прямой ли­
нии принять кривую т л ,  перпендикулярную

Р и с .  492

к проекциям ряда ее положений, то эта 
кривая будет эвольвентой линии ab — оги­
бающей проекции ряда положений произ­
водящей линии.

Траекториями других точек производя­
щей прямой линии являются кривые линии, 
эквидистантные между собой и с кривой 
линией тп.

Кривая линия ab является одновременно 
и неподвижной центроидой движения проек­
ции производящей прямой линии. В этом 
случае имеем качение без скольжения про­
екции производящей линии по проекции 
линии сужения.

Рассматривая поверхности с направля­
ющей плоскостью при известных проекциях 
их линий сужения, можно выбирать проекции 
ходов точек произвольно, а также в виде 
эвольвент проекции линии сужения и в виде 
эквитангенциальных кривых линий к про­
екции линии сужения.
1. Ротативные линейчатые поверхности 
с направляющей плоскостью

Рассмотрим образование линейчатой 
улитки вращения — ротативной поверхнос­
ти с направляющей плоскостью, когда про-
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372  изволящая прямая линия лежит в касатель­
ной плоскости неподвижного аксоида-ци- 
линлра этой поверхности.

На рис. 493 показана линейчатая цилинд­
рическая улитка. Неподвижным аксоидом 
является горизонтально-проецирующий ци­
линдр. Подвижным аксоидом служит плос­
кость, касательная к неподвижному аксоиду 
(цилиндру).

Производящая прямая линия ab, а'Ь' 
находится в начальном положении касатель­

ной к аксоиду-цилиндру плоскости. Каса­
тельная плоскость (подвижный аксоид) Nh 
катится вместе с производящей линией ab, 
а’Ь' по неподвижному аксоиду без скольже­
ния и занимает ряд положений N oh , N ih , ... 
Производящая прямая занимает различные 
положения.

Горизонтальные проекции ходов точек 
производящей линии представляются эволь­
вентами, для которых общей эволютой яв­
ляется кривая линия — горизонтальная про­

Р и с. 493



екция направляющей линии цилиндра-ак­
соида. Фронтальные проекции этих ходов 
представляются прямыми линиями, парал­
лельными оси проекций.

Производящая прямая линия все время 
остается касательной к неподвижному ак- 
соиду-цилиндру. Геометрическим местом 
точек касания прямой с цилиндром является 
пространственная кривая линия се, с'е\  ко­
торая является, очевидно, ребром возврата 
рассматриваемой развертываюшейся по­
верхности одинакового ската.

Известно, что среди линейчатых винто­
вых поверхностей (геликоидов) имеется одна 
поверхность (торс-геликоид), которая явля­
ется развертывающейся поверхностью (тор­
сом) и одновременно поверхностью одина­
кового ската. Покажем, что поверхность 
одинакового ската можно рассматривать 
как поверхность, составленную из беско­
нечно большого числа бесконечно малых 
отсеков поверхностей торсов-геликоидов.

Примем эволюту о>съ кривой се за про­
екцию направляющей линии цилиндра-ак­
соида. направлением образующих которого 
будет прямая тп. тп'. Построим к этому 
цилиндру какую-либо касательную плос­
кость и неизменно свяжем с ней производя­
щую прямую линию, горизонтально-про- 
ецирующая плоскость которой перпендику­
лярна к этой касательной плоскости.

Будем катить касательную плоскость по 
цилиндру с направляющей линией соео. со'еб, 
давая ей одновременно такое скольжение 
вдоль образующих цилиндра, чтобы про­
изводящая прямая заняла положение обра­
зующих рассматриваемой поверхности оди­
накового ската.

Ребра возврата — цилиндрические вин­
товые линии слагаемых торсов-геликоидов 
являются соприкасающимися гслисами реб­
ра возврата рассматриваемой поверхности 
одинакового ската в соответствующих его 
точках.

Можно установить зависимость h F(s) 
и представить ее в виде графика. Величина 
скольжения h плоскости, катящейся вдоль 
образующих цилиндра с направляющей ли­
нией соео, со'ео. зависит от длины кривой.

На рис. 493 построены графики: h fifi) 373 
и р Фф).

Можно сделать вывод, что поверхность 
одинакового ската может быть образована 
и как ротативная. и как спироидальная по­
верхность.

На рис. 494 ротативная поверхность за­
дана горизонтально-проецирующим аксои- 
дом-цилиндром, начальным положением 
производящей прямой линии ab, а'Ь' и на­
правляющей плоскостью Qy .

Производящая прямая линия составляет 
с направляющей плоскостью угол а Ф 0 и 
лежит в плоскости, перпендикулярной к на­
правляющей плоскости Qr и плоскости под­
вижного аксоида.

Подвижным аксоидом является плос­
кость. касательная к неподвижному аксоиду- 
цилиндру. Горизонтальной проекцией линии 
сужения поверхности является кривая ли­
ния ас — эвольвента горизонтальной про­
екции направляющей линии цилиндра-ак­
соида. Горизонтальные проекции положений 
производящей прямой линии совпадают с 
касательными кривой линии ас. Соответ­
ствующими построениями определены фрон­
тальные проекции ряда положений произво­
дящей прямой линии.

Для рассматриваемой поверхности по­
строены две сети, которые определяются по­
ложениями производящей линии и ходами 
ее точек.

Горизонтальные проекции ходов точек 
производящей прямой линии первой сети 
представлены эвольвентами кривой ли­
нии ас. Горизонтальные проекции ходов 
точек производящей прямой линии второй 
сети представлены кривыми линиями, эк- 
витангенциальными кривой линии ас. Гори­
зонтальные проекции сети поверхности яв­
ляются получебышевскими сетями.

Ротативную поверхность с направляю­
щей плоскостью можно рассматривать как 
составную поверхность, состоящую из бес­
конечно большого числа бесконечно малых 
отсеков поверхностей олнополостных ги­
перболоидов врашения. осями которых яв­
ляются соответствующие образующие не­
подвижного аксоида-иилиндра.
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Радиусы шеек слагаемых гиперболоидов 
врашения равны радиусам кривизны линии 
сужения ротативной поверхности. Ротатив­
ная поверхность по своему образованию 
отличается от поверхностей одинакового 
ската тем, что касательная плоскость, катя­
щаяся по цилиндру-аксоиду, не имеет 
скольжения.

Ротативную поверхность с направляю­
щей плоскостью можно рассматривать как 
линейчатую винтовую улитку. В этом слу­
чае касательная плоскость, содержащая про­
изводящую прямую линию и катящаяся по 
цилиндру с направляющей линией ас, а'с', 
получает соответствующие осевые переме­
щения в направлении образующих цилиндра. 
Зависимость между осевыми перемещениями 
и углами р поворота касательной плоскости, 
а также между осевыми перемещениями и 
длиной линии ас можно определить постро­
ениями соответствующих графиков: h F(s) 
и h

2. Спирояляльные линейчатые поверхности 
с направляющей плоскостью

Покажем построение спироидальных по­
верхностей с направляющей плоскостью, 
сохраняя, как и для ротативных поверхнос­
тей, в задании неподвижный аксоид-ци- 
линдр и производящую прямую линию в ее 
начальном положении. Производящая пря­
мая линия поверхности располагается в 
плоскости, перпендикулярной одновременно 
к направляющей плоскости и плоскости, ка­
сательной к аксоиду-цилиндру.

Подвижным аксоидом является плос­
кость, касательная к неподвижному аксоиду- 
цилиндру. При обкатывании неподвижного 
аксоида она скользит вдоль его образующих.

На рис. 49S показан чертеж спироидаль­
ной поверхности с направляющей плоско­
стью Qy, параллельной горизонтальной 
плоскости проекций Н.

Неподвижным аксоидом является гори- 
зонтально-проецирующий цилиндр. Произ­
водящая прямая линия ab, а'Ь' (начальное ее 
положение) поверхности составляет с на­
правляющей плоскостью Qy угол а. Она 
лежит в плоскости, которая перпендикулярна

одновременно к двум плоскостям: направ- 375 
ляющей плоскости Qv и плоскости Nh, 
касательной к неподвижному аксоиду-ци- 
линдру.

Зависимость величины скольжения h от 
угла fi поворота касательной плоскости за­
дается графиком. Горизонтальной проекци­
ей линии сужения является эвольвента ей 
горизонтальной проекции направляющей ли­
нии неподвижного аксоида-цилиндра. Имея 
горизонтальную проекцию ей линии сужения 
и ее начальную точку ее', можно, пользуясь 
графиком, построить фронтальную проек­
цию е'и' линии сужения ей, е'и .

Горизонтальные проекции траектории 
намеченных концов производящей прямой 
линии поверхности представляются кривы­
ми линиями, эквитангенциальными кривой 
линии ей.

Фронтальные проекции этих линий мож­
но построить по известным горизонтальным 
проекциям положений производящей линии 
и заданному углу at наклона производящей 
линии к направляющей плоскости.

На чертеже с помощью методов враще­
ния и восстановления показано построение 
фронтальной проекции положения произво­
дящей линии, проходящей через точку ее' 
линии сужения.

Повторяя построения для ряда других 
положений производящей линии, найдем 
недостающие фронтальные проекции поло­
жений производящей и ходов ее точек. По­
ложениями производящей прямой линии и 
ходами ее точек на поверхности наметится 
сеть, которая будет получебышевской сетью.

Винтовой параметр Р — щ1 спироидаль­
ной поверхности изменяется при переходе 
производящей прямой линии из одного 
ее положения в другое. Величина винтового 
параметра поверхности для намеченного по­
ложения производящей прямой линии опре­
деляется тангенсом угла наклона к оси 
абсцисс касательной к кривой линии графика 
h = flP). График р =фф) показывает изме­
нение винтового параметра поверхности в 
зависимости от угла ft поворота касательной 
плоскости Nh.
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Спироидальную поверхность с направ­
ляющей плоскостью можно рассматривать 
как составную, состоящую из бесконечно 
большого числа бесконечно малых отсеков 
поверхностей косых геликоидов. Осями этих 
геликоидов служат соответствующие обра­
зующие неподвижного аксоида, а их винто­
вые параметры равны для соответствую­
щего положения производящей линии пара­
метрам спироидальной поверхности.

Эксцентриситеты слагаемых геликоидов 
равны радиусам кривизны проекции на на­
правляющую плоскость линии сужения спи­
роидальной поверхности.

Положения производящей линии рас­
сматриваемой поверхности можно получить 
при качении со скольжением касательной 
плоскости вдоль образующих цилиндра, на­
правляющей линией которого служит линия 
сужения ей, е'и', а направлением образую­
щих — вертикальная прямая.

Величину скольжения h, можно опреде­
лить как суммарную: 

h , - h ± h , ,
где h — соответствующая ордината графи­

ка h =ЛР); 
hr — соответствующая величина смеще­

ния в направлении образующих ци­
линдра с направляющей линией ей, 
е'и' точек ребра возврата поверх­
ности одинакового ската с этим же 
цилиндром-аксоидом и с началь­
ным положением образующей ab, 
а'Ь'.

На рис. 496 показан другой метод по­
строения цилиндрической линейчатой спи­
роидальной улитки. Производящая прямая 
линия поверхности находится в касательной 
плоскости к цилиндру с направляющей ли­
нией ей, е'и' и направлением образующих 
тп, т 'п ; она имеет постоянный угол на­
клона а к горизонтальной направляющей 
ПЛОСКОСТИ Qy.

Плоскость производящей линии обкаты­
вает цилиндр со скольжением. Зависимость 
величины скольжения hi от угла 0 поворота 
плоскости задана графиком hi = fifi). По­
строен также график р ф($) зависимости 
параметра р от угла р.

Положения производящей линии поверх- 377 
ности строим следующим образом. Сначала 
строим вспомогательную поверхность оди­
накового ската. Горизонтальной проекцией 
линии ее пересечения плоскостью Qy явля­
ется кривая ab — эвольвента линии ей.

Для ряда положений производящей ли­
нии вспомогательной поверхности одинако­
вого ската по известным их горизонтальным 
проекциям построены фронтальные проек­
ции аналогично тому, как это выполнялось 
выше для ротативных поверхностей.

Кривая линия ей, е'и' является ребром 
возврата вспомогательной поверхности оди­
накового ската. Спироидальная поверхность 
пересекается плоскостью Qy по кривой ли­
нии сЬ, <?Ь'.

Расстояния / между горизонтальными 
проекциями соответствующих точек кривых 
линий аЬ, а'Ь' и cb, с'Ь' можно получить из 
формулы /= /ii* c tg a , где h ,— величина 
скольжения для рассматриваемого положе­
ния производящей линии, заданная графи­
ком hi =  ДР).

Фронтальные проекции ряда положений 
производящей линии определяются по ус­
ловию параллельности их проекциям ряда 
соответствующих положений производящей 
линии вспомогательной поверхности одина­
кового ската. Геометрическим местом точек 
пересечения различных положений произво­
дящей линии с образующими аксоида-ци- 
линдра является кривая линия ек, е'к' — 
линия сужения линейчатой спироидальной 
улитки.

Спироидальную поверхность можно об­
разовать также, если за неподвижный аксоид 
принять цилиндр с направляющей линией 
еоко— эволютой кривой линии ек, а за на­
правление образующих — вертикальную 
прямую тп, т'п'.

С касательной плоскостью этого цилинд­
ра неизменно связывается производящая 
прямая линия. Касательная плоскость ка­
тится по цилиндру со скольжением. Величину 
скольжения hi можно определить из отно­
шения hi = h — hr.

При таком образовании поверхности рас­
сматриваем ее как составную, состоящую из
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бесконечно малых отсеков бесконечно боль­
шого числа слагаемых косых геликоидов, 
эксцентриситеты которых равны радиусам 
кривизны кривой линии.

Рассмотрены два вида задания поверх­
ностей с направляющей плоскостью. В пер­
вом случае поверхности с направляющей

плоскостью заданы двумя направляющими 
линиями, направляющей плоскостью и уг­
лом я наклона производящей прямой линии 
к направляющей плоскости.

Во втором случае поверхности с направ­
ляющей плоскостью общего вида заданы 
неподвижным аксоидом-цилиндром; началь­



ным положением производящей прямой ли­
нии. лежащей в плоскости, перпендикуляр­
ной к направляющей плоскости и плоскости, 
касательной к цилиндру-аксоиду графиком 
зависимости h =  F(p).

Покажем для поверхностей с направляю­
щей плоскостью пример перехода от одного 
вида их задания к другому.

На рис. 497 поверхность с направляю­
щей плоскостью задана двумя направляю­
щими кривыми линиями ab9 а'Ь' и cd, с d \ 
направляющей плоскостью Q y  и углом а 
наклона производящей прямой линии к на­
правляющей плоскости.

При этом задании можно построить ли­
нию сужения ей, е й .  Эволюту еьио горизон­

тальной проекции ей линии сужения можно 379 
представить, согласно второму способу за­
дания, проекцией направляющей линии не­
подвижного аксоида-цилиндра, направлени­
ем образующих которого является прямая 
тп, т'п\ перпендикулярная к направляющей 
плоскости Q y .

Величину скольжения h можно опреде­
лить, пользуясь фронтальной проекцией ли­
нии сужения. Ее можно выразить графиком 
И F(0) зависимости ее от угла 0 поворота 
касательной плоскости вокруг неподвижного 
аксоида. Таким образом, исходя из первого 
задания поверхности, можно получить все 
данные для второго задания этой же поверх­
ности.
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Кинематическую поверхность можно об­
разовать движением производящей линии 
или поверхности, непрерывно изменяющих­
ся (деформирующихся) в процессе их дви­
жения.

Поверхность общего вила можно задать 
образующей, законом изменения ее формы 
в процессе движения и законом перемещения 
образующей в пространстве. Ее можно за­
дать образующей, перемещающейся по ли­
ниям данного каркаса.

Последовательные положения образую­
щей, постепенно изменяющей форму, можно 
принять за направляющий каркас, а произ­
вольно выбранную линию каркаса, наобо­
рот, использовать в качестве образующей

* Этот  способ задания поверхности общего 
вида предложен И. И. Ко товым и описан в кино* 
телелекции Н. А. Соболева.

И в этом случае образуется та же самая 
поверхность. •

Рассмотрим кинематическую поверх­
ность общего вида. Поверхность задается 
образующей в исходном ее положении и 
1лементами, определяющими закон изме­
нения ее формы в процессе перемещения.

Движение переменной образующей в про­
странстве однозначно определяется тремя 
направляющими линиями D£, MNt FK 
(рис. 498). Одну из направляющих DE при­
мем за линию хода точки А образую­
щей А ВС. Эту направляющую назовем осью 
поверхности.

Вторая направляющая MN определяет 
положение плоскости Я, содержащей обра­
зующую АВСЩ в каждый момент се переме­
щения в пространстве. Плоскость Р во всех 
ее положениях является нормальной к на­
правляющей MN.

Р и с .  498



Третья направляющая FK определяет 
направление директрисы А В, ориентирую­
щей образующую ABC в плоскости Р и 
изменение ее величины.

Укажем последовательность образова­
ния поверхности общего вида:

задаемся образующей ABC, привязанной 
к директрисе А В, в плоскости Р:

устанавливаем закон изменения формы 
образующей и показываем последователь­
ные формы образующей, которые она при­
нимает при единичном перемещении по 
оси DE;

задаемся осью DE поверхности; 
намечаем последовательные положения 

точки А на оси DE, расположенные на еди­
ничных интервалах;

задаемся кривой MN, ориентирующей 
плоскость Р;

задаемся направляющей кривой KF; 
через точку А\ проводим плоскость Pi, 

нормальную к направляющей кривой A/N;
находим точку Gi пересечения кривой FK 

плоскостью Pi;
через точки A i и Gi проводим директ­

рису;
строим образующую AiBiCi в заданном 

положении;
повторяем построения для точки Аг 

и строим остальные положения образую­
щей.

Указанными построениями определяется 
поверхность.

К плоскости Pi, содержащей директрису, 
можно привязать не только плоскую, но и 
пространственную кривую, а также и любую 
поверхность.

Накладывая дополнительные условия на 
элементы общего задания поверхностей, 
можно получить различные конкретные вилы 
поверхностей.

Рассмотренный способ образования по­
верхности общего вида как следа плоской 
или пространственной кривой, а также как 
огибающей перемещающейся в пространстве 
образующей поверхности, находит широкое 
применение в практике конструирования по­
верхностей.

Циклическая поверхность с переменной

производящей окружностью, центр которой 381 
перемещается по направляющей кривой, на­
зывается К а ч а л о в о й .  Она образуется движе­
нием по направляющей кривой окружности 
или сферы переменным радиусом, причем 
плоскость производящей окружности пер­
пендикулярна к кривой. Каналовая поверх­
ность может быть представлена как оги­
бающая семейство сфер переменных радиу­
сов, центры которых находятся на направ­
ляющей кривой линии.

Каркас каналовых поверхностей состоит 
из последовательного ряда окружностей пе­
ременных радиусов.

На рис. 499 показана спироидальная 
улитка с производящей окружностью пере­
менного радиуса.

Зависимости г Яв) и h F(0) представ­
лены графиками. Кинематической поверх­
ностью с переменной производящей будет, 
например, трехосный эллипсоид. Здесь эл­
липс, вращаясь вокруг одной из осей, не­
прерывно сжимается или растягивается, при­
чем соблюдается условие, что экваториаль­
ным сечением поверхности является не ок­
ружность. а эллипс.

Примером каналовой поверхности может 
быть рабочий резервуар пескоструйной ма­
шины. применяемой в металлургии — в ли­
тейном производстве.

Кинематические поверхности с перемен­
ными производящими применяются в газо­
проводах, в гидротурбинах, в центробежных 
насосах. Большое число различных форм, 
выполненных из пластмассы, керамики, яв­
ляются именно такого вида поверхностями.

Произвольную поверхность, для которой 
не найден простой закон ее образования, на­
зывают графической. Такие поверхности име­
ют часто очень сложную форму. Это поверх­
ности гребного винта, крыльчатки, колеса 
водяной турбины, кулачков и т. п. Они 

задаются на чертеже рядом сечений парал­
лельными плоскостями, отстоящими друг 
от друга на единицу длины. К графическим 
поверхностям относится и рельеф земной 
(топографической) поверхности. Этот рельеф 
характеризуется линиями — горизонталями, 
полученными при пересечении поверхности
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горизонтальными плоскостями, равноот- представить также параллельным переме- 
стояшими друг от друга. шением деформирующейся в пространстве

Топографическую поверхность можно плоской фигуры.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Какие поверхности наз ываю т поверхност­
я м и  переноса общего  вида?

2. Какую сеть поверхности назыв аю т пре­
дельной чебышевской сетью?

3. Какие поверхности переноса наз ываю т со­
пряженными и какие из олир ованными?

4 Укажите построение поверхности перено­
са. пользуясь одной опорной кривой.

5. Какие поверхности называю т ротативны-  
ми. регулярными ротативными,  улитками враше­
ния?

6. Какие поверхности называют спироидаль- 
ными.  регулярными спироидальнымн.  винтовыми 
улитками?

7. Расскажите,  как образуются ротативные и 
спироидальные линейчатые поверхности с направ­
ляющей плоскостью.

8. В чем заключается способ задания кине­
матической поверхности общего вида с перемен­
ной образу ющей?

9. Какие поверхности называют каналовыми.  
графическими?
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ПЛОЩАДИ ПОВЕРХНОСТЕЙ

В инженерной практике часто приходится 
решать задачи по определению площадей 
торсовых поверхностей, вращения, винто­
вых. переноса и многих других кинематиче­

ских поверхностей. Покажем графические 
и графо-аналитические способы определения 
площадей отсеков некоторых кинематиче­
ских поверхностей.

П Л О Щ А Д Ь  Т О Р С О В О Й  П О В Е Р Х Н О С Т И . П Р И М Е Н Е Н И Е  Т О Р С О В  
П РИ  О П Р Е Д Е Л Е Н И И  П Л О Щ А Д Е Й  Д Р У Г И Х  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й §97

Площадь поверхности торса можно опре­
делить. пользуясь разверткой этой поверх­
ности. Такую задачу можно решить и без 
построения развертки поверхности торса. 
Пусть требуется определить площадь торса, 
заданного ребром возврата тп, т'п 
(рис. 500). Торс пересекается плоскостью Qy 
по кривой линии аЬ, а'Ь'. На поверхности 
торса имеется вырезанный контур. Строим 
сначала вспомогательный конус торса. При­
меняя сферическую индикатрису образую­
щих вспомогательного конуса, строим его 
развертку. Развертка вспомогательного ко­
нуса торса представлена контуром SCDS.

Поверхность торса можно рассматривать 
состоящей из бесконечно большого числа 
треугольников с вершинами, расположен­
ными на ребре возврата торса и с бесконечно 
малыми углами при этих вершинах. Для 
определения площади торса суммируем эти 
бесконечно малые площади треугольников.

принимая точку S за их вершину. В этом слу­
чае образующие торса совпадают с преоб­
разованиями парных им образующих вспо­
могательного конуса. Откладывая на преоб­
разованиях образующих торса их истинные 
величины, получаем контур SABS. площадь 
которого равна площади поверхности задан­
ного торса.

Отмечаем на преобразованиях образую­
щих торса точки пересечения образующих с 
заданным на торсе контуром. Соединяя эти 
точки плавной кривой линией, получаем 
контур, площадь которого равна площади 
заданного на торсе контура.

При определении площадей неразверты- 
вающихся поверхностей следует применять 
вспомогательные развертывающиеся по­
верхности-торсы.

Допустим, что на рассматриваемой по­
верхности построено бесконечно большое 
число кривых линий, которые взаимно не
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пересекаются, а расстояния между каждыми 
соседними кривыми линиями бесконечно 
малы. Строя для этих кривых линий каса­
тельные к поверхности торсы, получаем 
рассматриваемую поверхность заполненной

бесконечно большим числом бесконечно уз­
ких полосок. Суммируя бесконечно малые 
площади бесконечно большого числа этих 
полосок, получаем в пределе искомую пло­
щадь заданной поверхности.
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П Л О Щ А Д Ь  П О В Е Р Х Н О С Т И  В Р А Щ Е Н И Я

Площадь поверхности вращения легко 
определяется методом интегрирования при 
условии, что производящая кривая задается 
уравнением и является плоской меридио­
нальной кривой. Если производящая кривая 
линия задается графически, то площадь по­
верхности вращения, образованной такой 
кривой, можно определить графо-аналити- 
ческим способом Паппа — Гюльдена* или 
способом Громова.

Способ Паппа — Г юльдена основан на 
положениях графической статики и ограни­
чивается условием, что производящая кри­
вая линия поверхности вращения является 
меридиональной и не пересекает ось враще­
ния. Площадь поверхности вращения, опи­
санной такой кривой, равна произведению 
длины этой кривой на длину окружности, 
описанной центром тяжести производящей 
линии

F -  2%RcL.

где Rc— радиус окружности, описываемой 
центром тяжести производящей 
кривой;

L— длина производящей кривой.
Центр тяжести производящей кривой оп­

ределяют путем построения силовых и вере­
вочных многоугольников.

Способ Паппа — Г юльдена дает прибли­
женные, но практически пригодные решения, 
однако определение центра тяжести произ­
водящей линии весьма трудоемко. Построе­
ния силовых и веревочных многоугольников 
при определении центра тяжести очень гро­
моздки и не дают большой точности.

Способ Г ромова основан на графической 
интерпретации суммирования бесконечно 
малых. Графические операции здесь значи­
тельно сокращены и точность результатов 
в основном зависит от точности построения 
касательных и нормалей к кривым, где для 
этой цели часто используются дериваторы

* Палп Александрийский — яревнег речеекмй 
математик 2-й половины 3 в. н. э.

Гюльден Пауль (IS 77— 1643)— швейцарский 
математик.

§98
(приборы для построения касательных и 
нормалей).

Пусть требуется определить площадь по­
верхности вращения, заданной кривой А В 
в меридиональной плоскости и осью 
(рис. S01). Площадь поверхности вращения 
рассматриваем как предел суммы бесконечно 
большого числа боковых поверхностей усе­
ченных конусов вращения бесконечно малой 
высоты АЛ, образующие которых имеют 
направления касательных к главному мери­
диональному сечению.

Площадь боковой поверхности усечен­
ного конуса вращения равна произведению 
полусуммы длин окружностей на образую­
щую:

( 2  кг. + 2 х г 2)
FK ш ------- j ^

или

F, -  ж (г, + n ) L
где п  и Г2 — радиусы оснований усеченно­

го конуса;
L — длина образующей конуса.

Величину площади боковой поверхности 
усеченного конуса вращения можно пред­
ставить увеличенной в 2л раз площадью пря­
моугольника со сторонами L и г> t  Здесь 

—  j —  представляет величину среднего
радиуса по высоте конуса сечения.

Площадь боковой поверхности вписан­
ного элементарного усеченного конуса мож­
но определить по формуле

A F,

Вписывая усеченные конусы в поверх­
ность вращения и суммируя боковые пло­
щади, в пределе получаем площадь поверх­
ности вращения.

Длины образующих конусов уменьша­
ются, стремясь к пределу, равному нулю, 
но число их бесконечно возрастает. Величи­
на ri£^-2, равная полусумме радиусов верх-

25 71*

Л
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него и нижнего основании усеченного конуса 
вращения, стремится к своему пределу, рав­
ному г.

т
Fn и * lim У 2nr AL

А/  -  В  
» -• «

Обозначая ДН высоту элементарного усе­
ченного конуса вращения и д угол между 
образующей и осью, имеем

Аг ■ (ri — гг) — ALsin Ь и ДЛ = ALcos 6, 
откуда

Ат «  АЛ tg д .

Учитывая эти зависимости, получаем:
_ 2пг 2 кгF* -  Дг и F, ■ ------ АЛ.

sin о cos 6

Площадь поверхности вращения

Из рассмотрения рис. 501 следует, что 
отрезок, равный равен отрезку радиу­
са кривизны меридионального сечения А В, 
заключенному между кривой А В и осью по­
верхности.

Отложим от оси по направлению радиу­
сов параллелей соответствующие им вели­
чины Таким построением наметится
кривая линия CD.

Бесконечно малый отсек площади, за­
ключенный между кривой линией CD, осью 
врашения и двумя бесконечно близкими ра­
диусами параллелей.

A F
cos д АЛ

Величина площади, ограниченной кривой 
линией CD, осью и радиусами крайних па­
раллелей.

2 я-cos£-АЛ
Д г -0 ДА-0 *  -  •

/   ̂ cos<J
ДА-0

дл.
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Величина полученной плошали равна ^
части площади заданной поверхности вра­
щения.

Определение площади поверхности вра­
щения способом Громова удобно в тех слу­
чаях, когда величины углов 6 незначитель­
ны. Если углы д имеют большие значения, 
то для определения площади поверхности 
вращения (рис. 502) удобнее воспользоваться 
зависимостью:

я
Fn ■ * /  2 ж — - Лг.sin а

Аг — о •—«

Величины отрезков касательных к мери­
диональному сечению, заключенных между 
точками касания и осью поверхности вра­
щения. равны отношению ~

Проведем перпендикулярно к оси вра­
щения прямую / — /, которую примем за 
ось абсцисс. На эту прямую линию спроеци­
руем ортогонально ряд точек меридиональ­
ного сечения и на проецирующих лучах 
отложим, как ординаты, отрезки, равные
величинам Таким построением наме­
тится кривая линия CD. Площадь отсека, 
ограниченного этой кривой, осью абсцисс 
и бесконечно близкими ординатами, рас­
стояние между которыми Лг, равна ^ Аг.

Величина площади, ограниченной этой 
кривой линией CD, осью абсцисс и крайними

387

ордина1ами указанной кривой, равна: 

г
F -  > -Лг./  А \1Л()

д#--оН-т
т. е. она равна части площади заданной 
поверхности вращения.

П Л О Щ А Д Ь  В И Н Т О В О Й  П О В Е Р Х Н О С Т И

Площадь винтовой поверхности рассмот­
рим как предел суммы площадей бесконечно 
узких лент, по которым винтовой поверх­
ности касаются (по винтовым ходам точек 
производящей линии) торсы-геликоиды.

На рис. 503 винтовая поверхность задана 
базовой линией — гелисой и главным ме­
ридиональным сечением ab. а'Ь'. Определим

площадь отсека этой поверхности. о!рани- 
ченного ходами точек аа и ЬЬ\ кривыми ли­
ниями cd, cd ' и тл , т п \  Фронтальные 
проекции этих кривых линий на чертеже не 
показаны. Построим величины углов 2 на­
клона к плоскости Qv, перпендикулярной 
к оси винтовой поверхности, образующих 
торсов-геликоидов, касающихся винтовой

25*
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поверхности по ходам точек производящей 
линии.

Ципиндрические винтовые линии — ходы 
точек производящей линии ab, ab' — имеют 
направляющие конусы их торсов-геликоидов 
с общей вершиной кк'.

Касательную плоскость в точке IV  вин­
товой поверхности определяем касательной 
к производящей линии и касательной к ходу 
точки IV. Касательную к винтовому ходу 
точки определяем, пользуясь направляющим 
конусом. Искомая касательная параллельна 
образующей к!г, к'1г‘ этого направляющего 
конуса.

Из вершины кк' конуса проводим пря­
мую к1\, к '1 \, параллельную касательной 
в точке / / '  производящей линии ab, а Ь". 
Прямые линии k h , k 'h  и k l i ,k ’h ‘ определят 
плоскость, параллельную касательной плос­
кости к винтовой поверхности в точке IV. 
С плоскостью Qy эта плоскость пересека­
ется по прямой ЛИНИИ 111 2, l i ' l i .  Плос­
кость k l i l г, к '1 i ' l l '  является касательной 
плоскостью вспомогательного конуса торса- 
геликоида, касающегося заданной винтовой 
поверхности по винтовому ходу точки IV. 
Радиус гI окружности основания этого вспо­
могательного конуса равен отрезку kl пер­
пендикуляра. опушенного из точки к на 
прямую h i  г. Цилиндрическая винтовая ли­
ния радиусом п  и шагом, одинаковым с 
шагом базовой линии, является ребром воз­
врата торса-геликоида, касающегося вин­
товой поверхности по ходу точки IV.

Угол si наклона к плоскости Qy каса­
тельной плоскости k l i l 2, k ' l i 'h '  равен уг­
лу х наклона к плоскости Qy, образующих 
вспомогательного конуса торса-геликоида. 
Угол XI определен из прямоугольного тре­
угольника (левая сторона фронтальной про­
екции), у которой один катет равен 0,55, 
а другой — пп .

На рис. 503 путем построений определе- 389 
ны радиусы го, п ,  г г ,... цилиндрических вин­
товых линий — ребер возврата торсов-гели­
коидов. касающихся винтовой поверхности 
по ходам точек 00', IV, 22, ... и определены 
углы хо, XI, Х2, ... наклона к плоскости Qy 
касательных плоскостей торсов-геликоидов.

Можно принять, что каждый торс-гели­
коид имеет с заданной винтовой поверх­
ностью общую бесконечно узкую винтовую 
ленту площадью AF , которая на плоскость 
проекций Н проецируется бесконечно узкой 
кольцевой лентой площадью Д/.

Между этими площадями имеется сле­
дующая зависимость:

ДГ — Д F cos х.

Воспользуемся этой зависимостью. Про­
ведем внизу чертежа вертикальную пря­
мую /—/ и, отложив на ней горизонтальную 
проекцию главного меридионального сече­
ния, отметим проекции точек 0, 1, 2, ... про­
изводящей линии. Через эти точки проведем 
прямые линии, перпендикулярные к пря­
мой 1—/ ,  и отложим на них отрезки, равные 
соответственно длинам дуг горизонтальных 
проекций ходов точек 0, 1, 2, ..., ограничен­
ных данными кривыми линиями тп и cd.
Концы этих отрезков наметят кривую ли­
нию ей. Площадь контура 04ие0 равна пло­
шали контура mndcm.

Затем строим кривую линию, абсциссы 
которой (если прямую 1— 1 принять за ось 
ординат) равны соответственно величинам

. Каждую из абсцисс кривой линии
увеличиваем в число раз. равное числовой 
величине соответствующей абсциссы кривой 
линии ей. Таким путем наметим кривую ли­
нию eiui. Площадь контура 04uiei0 равна 
площади заданного отсска рассматривае­
мой винтовой поверхности.

П Л О Щ А Д Ь  П О В Е Р Х Н О С Т И  П Е Р Е Н О С А

Поверхность переноса можно рассматри­
вать как составную поверхность, представ­
ленную бесконечно большим числом беско­
нечно малых поверхностей цилиндров. На-

§100
правляющими линиями таких цилиндриче­
ских поверхностей являются различные по­
ложения производящей линии, а направ­
ления образующих цилиндров определяются



390 направлениями соответствующих касатель­
ных к траекториям точек произволящей ли­
нии.

На рис. 504 поверхность переноса задана 
производящей линией аЬлаЬ и направлени­
ем переноса — кривой ак% а'к'. Определим 
площадь поверхности, ограниченную на­
чальным и конечным положениями произ­
водящей линии и ходами крайних ее точек. 
Пусть поступательные бесконечно малые 
перемещения производящей линии ab, а'Ь' 
равны AL, где L — длина кривой ак% а'к' —

направления траектории точек производя­
щей линии. Определим кривые линии пере­
сечения слагаемых цилиндров плоскостями, 
перпендикулярными к образующим этих ци­
линдров. Они определяются как проекции 
производящей линии ab% а'Ь' на плоскости, 
перпендикулярные к образующим таких ци­
линдрических поверхностей. Направления 
образующих цилиндров указывают каса­
тельные к кривой линии скч а'к'.

На рис. 504 показаны построения нату­
ральной величины проекции производящей

Р и с .  504
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линии на плоскость, перпендикулярную к 
касательной кривой ак, а к' в начальной ее 
точке аа'.

На производящей кривой ab, а'Ь' помет им 
ряд точек и проведем через них прямые, 
параллельные касательной к кривой ак, а'к' 
в точке аа'. Выберем некоторую плоскость 
тпе, т'п'е', перпендикулярную к этой каса­
тельной. Вращением вокруг фронтали те, 
т'е' эту плоскость приведем в положение, 
параллельное фронтальной плоскости про­
екций V.

Фронтально-проецирующая плоскость 
образующей цилиндра, проходящей через 
точку аа' перпендикулярно к плоскости тпе. 
т'п'е', пересекает фронталь плоскости в 
точке / / ' ,  а горизонтально-проецирующая 
плоскость этой образующей пересекает го­
ризонталь плоскости в точке 22 .

Определяем смещенную фронтальную 
проекцию 20 точки 21. Из точки 20‘ перпенди­
кулярно к смешенной горизонтали плоскости 
проведем прямую линию до пересечения ее 
в точке А0 прямой а’Г. Точка А0 является 
смещенной фронтальной проекцией точ­
ки пересечения с плоскостью тпе, т п е  
образующей цилиндра, проходящей че­
рез точку ad  его направляющей ли­
нии ab, а'Ь'.

Аналогичными построениями определя- 391 
ются и другие точки пересечения соответ­
ствующих образующих цилиндра плоско­
стью. Геометрическим местом этих точек 
в смещенном положении плоскости является 
кривая линия АоВо, которая прелставляет 
собой натуральную величину проекции про­
изводящей кривой ab, а'Ь' поверхности пе­
реноса на плоскость тпе, т'п’е'.

Повторяя такие же построения, находим 
проекции производящей линии поверхности 
переноса на плоскостях, перпендикуляр­
ных к касательным в соответствующих 
точках кривой ак, а'к’ — направлении пе­
реноса.

Выбираем две взаимно перпендикуляр­
ные прямые и принимаем их за оси коорди­
нат. По оси абсцисс откладываем длины L  
дуг кривой ак, а’к' направления переноса 
поверхности, а по оси ординат длины L q 
кривых линий, полученных от пересечения 
соответствующих слагаемых цилиндров 
плоскостями, перпендикулярными к их об­
разующим.

Площадь, ограниченная осями коор­
динат, крайней ординатой и кривой ли­
нией концов спрямленных кривых L q . 
равна площади- заданной поверхности пе­
реноса.

П Л О Щ А Д Ь  К О Н И Ч Е С К О Й  У Л И Т К И  В Р А Щ Е Н И Я  §101

Пусть коническая улитка вращения за­
дана аксоидом-конусом и производящей 
замкнутой плоской фигурой, составленной 
из двух ветвей циклоиды.

На рис. S05 производящая конической 
улитки вращения представлена в касательной 
к аксоиду-конусу плоскости в начальном ее 
положении. В этой же плоскости представ­
лена и развертка аксоида-конуса как отпеча­
ток поверхности, которую обкатывает без 
скольжения плоскость заданной производя­
щей линии улитки вращения. Аксоид-конус 
показан на рис. 491. Определим площадь 
поверхности, ограниченной начальным и ко­

нечным положениями производящей ее 
линии.

Воспользуемся, как и для поверхностей 
вращения, теоремой Паппа — Гюльдена. Эта 
площадь, согласно теореме, равна длине 
дуги производящей линии, умноженной на 
длину дуги, описанной центром тяжести 
производящей линии.

Длина одной арки циклоиды равна Кг. 
Центром тяжести периметра производяще­
го контура является точка Ос — центр сим­
метрии фигуры.

П р и м е ч а н и е .  Если производящей 
линией является асимметричная кривая или
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ломаная, то сс центр тяжести можно опре­
делить с помощью формул:

£ L* х Li * xi + L2 X2 + L y x *  + ... 
LL L| + Lj + Lj + ...

IL* у L r y t  + L r y i  + L y  уз 4- ...
^  £ L Li + La + Lj + ...

Здесь Li, Li, L3, ... — длины отрезков ли­
ний;
X \ ,  X 2 ,  x y ,  ... и У и  У 2 ,  у ъ  . — коор­
динаты центров тяжести отрезков ли­
ний, относительно выбранных осей' 
координат.

Определим величины гс расстояний от 
центра тяжести фигуры до образующих ак­
соида-конуса. вокруг которых последова­
тельно вращается плоскость производящей 
линии.

Углы Р поворота катящейся по аксоиду- 
к он у су плоскости можно определить с по­
мощью сферической индикатрисы норма­

лей конуса. Радиус сферы равен единице 
масштаба.

Зная величины углов 0 (из рис. 491) и 
соответствующие им величины радиусов гс 
вращения центра тяжести фигуры вокруг 
образующих конуса, можно построить гра­
фик зависимости гс =• WPI

Площадь, ограниченная кривой гс =  ^(0), 
крайними ординатами и осью абсцисс, рав­
на длине Lc кривой линии, описанной цент­
ром тяжести производящего контура, т. е.

Lc I#t АР

в Кривая линия Lc =  /(P) представляет со­
бой зависимость длины траектории центра 
тяжести производящего контура от угла 
поворота касательной плоскости.

Площадь заданной поверхности кони­
ческой улитки вращения

F *  LcP

Здесь р — длина производящего контура.
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П Л О Щ А Д Ь  П О В Е Р Х Н О С Т И  к Л Т л Л Л Н А

Определим площадь поверхности Ката- 
лана — поверхности с плоскостью паралле­
лизма.

§102
На рис. 506 поверхность с плоскостью 

параллелизма задана се линией сужения ab9 
а'Ь' и горизонтальной плоскостью паралле-

Р и с. 506
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394 лизма Qy. При принятом направлении плос­
кости параллелизма, как указывалось выше, 
горизонтальные проекции образующих по­
верхности являются касательными к гори­
зонтальной проекции линии сужения.

На заданной поверхности намечаем ряд 
кривых линий, горизонтальные проекции 
которых — эольвенты горизонтальной про­
екции ab линии сужения. Касательные к 
этим кривым линиям составляют прямые 
углы с соответствующими образующими 
поверхности.

Определим площадь отсека поверхности, 
ограниченного кривыми линиями тп, т п '  
и и/с, и к' и образующими — начальной тп. 
т п  и конечной кп, к'п'. Заданную поверх­
ность рассматриваем состоящей из бесконеч­
но большого числа бесконечно узких лент, ог­
раниченных каждая двумя бесконечно близ­
кими кривыми линиями, горизонтальные 
проекции которых — эвольвенты кривой ab.

Каждую бесконечно узкую ленту можно 
рассматривать принадлежащей торсу, ко­
торый огибает касательные плоскости к по­
верхности, проведенные в точках построен­
ной на поверхности кривой линии. Касатель­
ные плоскости определяются образующими 
поверхности, проходящими через точки ка­
сания, и касательными, проведенными в 
точках касания к кривым линиям, построен­
ным на поверхности.

Каждую бесконечно узкую ленту можно 
представить прямоугольником, площадь ко­
торого Д /=  LAs, где L— пина кривой ли­
нии. построенной на поверхности, a As — 
бесконечно малая ширина ленты. Отрезки As 
лежат на образующих поверхности и проеци­
руются на плоскость проекций Н без иска­
жения.

Для определения площади заданного от­
сека поверхности сначала найдем натураль­
ные длины ряда построенных на поверхности 
кривых линий и/с, и'к', ..., тп. т'п'. Длины 
этих кривых линий определены методом 
развертывания их горизонтально-проециру- 
ющих цилиндров. Они представляются кри­
выми линиями UK, .... M S .

Проведем горизонтальную прямую ли­
нию MU,  которую примем за образующую 
поверхности и отметим на ней точки ее 
пересечения кривыми линиями, построенны­
ми на поверхности.

Примем эту прямую линию за ось аб­
сцисс.

Ординатами являются длины соответ­
ствующих кривых линий, проведенных на 
поверхности. Таким построением наметится 
кривая линия S K .

Площадь, ограниченная этой кривой ли­
нией, осью абсцисс и крайними ординатами, 
равна площади заданного отсека поверх­
ности.

K i n ?  П Л О Щ А Д Ь  П О В Е Р Х Н О С Т И  О Д И Н А К О В О Г О
8  1 U J  (Р А В Н О Г О ) С К А Т А

На рис. 507 показана поверхность одина­
кового ската, образующие которой накло­
нены под углом а к плоскости Q. Поверх­
ность ограничена крайними образующими, 
кривой линией А В, лежащей в плоскости Q, 
и кривой линией CD. Определим площадь 
этой поверхности.

Поверхность одинакового ската пред­
ставлена как улитка вращения, образован­
ная производящей прямой, находящейся в 
плоскости (подвижном аксоиде), касатель­
ной к проецирующему цилиндру (неподвиж­
ному аксоиду).

Поверхность одинакового ската, как и 
поверхность каждого из торсов, можно рас­
сматривать как предельную суммарную по­
верхность. составленную из бесконечно боль­
шого числа бесконечно малых треугольни­
ков. На поверхности одинакового ската сла­
гаемые — бесконечно малые треугольни­
ки — составляют один и тот же угол а с 
плоскостью Q, по которому определяется 
скат поверхности. Ортогональные проекции 
таких треугольников на плоскости Q опре­
деляют ортогональную проекцию поверх­
ности на эту плоскость.
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Площадь F поверхности одинакового 
ската можно определить по формуле

F = f  , cos а

где / — площадь проекции поверхности на 
плоскости Q: 

л - угол наклона образующих поверх­
ности к плоскости Q.

П Л О Щ А Д Ь  Л И Н Е Й Ч А Т О Й  П О В Е Р Х Н О С Т И  С Н А П Р А В Л Я Ю Щ Е Й  П Л О С К О С Т Ь Ю §104
Определим площадь отсека поверхности 

с направляющей плоскостью, заданной не­
подвижным аксоидом — проецирующим ци­
линдром с направляющей линией cd% c'd\ 
производящей прямой линией аЬ% а Ь’ в на­
чальном ее положении, графиком h = flfi) 
зависимости величины скольжения h каса­
тельной плоскости от угла Р ее поворота 
вокруг образующих цилиндра-аксоида 
(рис. 508).

Горизонтальные проекции всех положе­
ний производящей линии при Qv || Н явля­
ются касательными к горизонтальной про­
екции ей линии сужения ей, ей  Поверхность 
рассматриваем состоящей из бесконечно 
большого числа лент, горизонтальные про­

екции которых ограничены эвольвентами 
проекции ей линии сужения.

Определим площадь отсека поверхности, 
ограниченного контуром в виде замкнутой 
кривой линии.

Площадь заданного отсека поверхности 
можно представить как предел бесконечно 
большого числа бесконечно малых площа­
док A f\ каждая из которых проецируется на 
горизонтальную плоскость проекций беско­
нечно малой площадкой:

A f - A 5 A L, 
где As — бесконечно малая ширина ленты 

в проекции:
AL— бесконечно малая дуга соответ­

ствующей эвольвенты.
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Производящая прямая линия во всех 
своих положениях наклонена к плоскости Qv 
под углом а. Как приближение считаем, что 
прямоугольник площадью А / является про­
екцией бесконечно малой площадки AF от­
сека, ограниченного соответствующими час­
тями производящей линии в смежных ее 
положениях и ходами бесконечно близких 
точек производящей линии.

В этом случае площадь отсека поверх­
ности можно рассматривать как предел сум­
мы площадей, состоящих из лент, ширина 
которых определяется бесконечно близкими 
точками производящей линии, а длина — 
ходами этих точек.

На рис. 508 построены развертки гори- 397 
зонтально-проецирующих цилиндров ходов 
точек производящей линии аЬ. а'Ь’ и опреде­
лены длины этих хоасв АА*,.... ВВк

На вертикальной прямой линии взят 
отрезок АВ, равный длине отрезка произво­
дящей линии, и в соответствующих его точ­
ках восставлены перпендикуляры 4 проведе­
ны горизонтальные линии), равные длинам 
ходов точек производящей линии. Площадь 
полученного контура. о(раниченного пря­
мыми и кривой линией, равна с некоторым 
приближением плошали заданного контура 
отсека поверхности с направляющей плос­
костью.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Как опрелеляют плошаль торсовой по­
верхности?

2. В чем состоят принципы метола Папоа — 
Гюльдена и метола Громова при определении 
площадей поверхностей врашения?

3. К ак определяют плошаль винтовой по­
верхности и площадь поверхности переноса?

4. На каком  принципе основан метод опре­
деления площади улиток врашения? Дайте общ ую 
схему решения этой 1адачи.

5 Расскажите, как определяют плошали по­
верхностей Каталана, поверхностей равного ска­
та. площади линейчатых поверхностей с направ­
ляющей плоскостью.
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§105

Определение объемов геометрических 
тел, ограниченных кривыми поверхностя­
ми, большое значение имеет в конструи­
ровании различных резервуаров, воздухо­
водов, насосов, ряда агрегатов машин и 
механизмов, форм поверхностей гидро­
технических и других инженерных соору­
жений.

О Б Ъ Е М  Т Е Л А , О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Г О  Т О Р С О В О Й

Пусть поверхность торса задана его реб­
ром возврата ab, а'Ь' (рис. 509). Определим 
объем тела, ограниченного этой поверхно­
стью, плоскостью Q\ , гориэонтально-про- 
ецируюшим цилиндром ребра возврата ab. 
а'Ь' торса и горизонтально-проецируюшими 
плоскостями крайних образующих торсовой 
поверхности.

Построим направляющий конус торса. 
Эту поверхность ограничим плоскостью Qy 
и крайними образующими. Построим кри­
вую отношений длин парных образующих 
торса и его направляющего конуса. Через 
парные образующие торса и направляющего 
конуса проведем их горизонтально-проеци- 
рующие плоскости NH . Этими плоскостями 
торс и конус рассекаются на бесконечно 
большое число пирамид бесконечно малых

В начертательной геометрии методы оп­
ределения объемов тел, ограниченных по­
верхностями. являются новыми. Они могут 
найти широкое применение в различных об­
ластях техники. Покажем графические ме­
тоды определения объемов пространства, 
ограниченного кинематическими поверхно­
стями.

П О В Е Р Х Н О С Т Ь Ю

объемов. Пирамиды, ребрами которых яв­
ляются парные образующие торса и направ­
ляющего конуса, подобны. Линейные раз­
меры пирамид, принадлежащих торсу, в 
т раз больше линейных размеров соответ­
ствующих пирамид, принадлежащих направ­
ляющему конусу торса.

Очевидно, объем каждой из пирамид, 
принадлежащих торсу, в т3 раз больше 
объема соответствующей пирамиды, при­
надлежащей направляющему конусу.

Выбираем две взаимно перпендикуляр­
ные прямые и принимаем их за оси коорди­
нат. По оси абсцисс в заданном масштабе 
откладываем величины объемов пирамид, 
ограниченных направляющим конусом, а по 
оси ординат — соответствующие образую­
щим конуса величины m3
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Глава X V II .  Объемы i

400 Так можно построить кривую линию ек% 
представляющую собой график указанной 
зависимости. Площадь, ограниченная кри­
вой ек, осью абсцисс и двумя бесконечно 
близкими ординатами, расстояние между 
которыми ЛИ, равна АИ*тэ. По числовой ве­
личине эта площадь равна бесконечно ма­

лому объему трехгранной пирамиды, 
ребрами которой являются образующие 
торса.

Площадь, ограниченная кривой ек% осью 
абсцисс и крайними ординатами, по число­
вой величине равна объему заданного тела 
с торсовой поверхностью.

§106О Б Ъ Е М  Т Е Л А , О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Г О  П О В Е Р Х Н О С Т Ь Ю  В Р А Щ Е Н И Я

Определим объем тела, ограниченного 
поверхностью вращения. На рис. 510 по­
верхность вращения задана производящей 
кривой линией А В в меридиональной плос­
кости и вертикальной осью. Объем поверх­
ности ограничен плоскостями крайних па­
раллелей.

Рассматриваемый объем можно считать 
составленным из бесконечно большого числа 
бесконечно малых объемов цилиндров, пло­
щади основания которых равны площадям 
кругов параллелей, а высоты Д/i бесконечно 
малы. Объем такого слагаемого цилиндра 
равен nr2Ah.

Во фронтальной меридиональной плос­
кости отложим от оси поверхности враще­

ния, придерживаясь масштаба измерения, 
по направлениям радиусов параллелей ве­
личины пг2. Таким построением наметится 
кривая CD. для которой вертикальная ось 
поверхности является осью ординат. Отсек 
площади, ограниченный этой кривой ли­
нией, осью ординат и абсциссами, расстоя­
ние между которыми бесконечно мало, по 
числовой величине равен яг2Д/|, т. е. 
бесконечно малому объему слагаемого ци­
линдра.

Площадь, ограниченная кривой лини­
ей CD, осью ординат и крайними абсцисса­
ми, равна (в принятых единицах измерения) 
объему заданной поверхности, ограниченной 
плоскостями крайних ее параллелей.

Р и с. 510



(  107. Объем тела, o r p a n w рхностыо

О Б Ъ Е М  Т Е Л А , О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Г О  В И Н Т О В О Й  П О В Е Р Х Н О С Т Ь Ю

Определим объем тела, имеющего вин­
товую поверхность. Пусть винтовая поверх­
ность задается производящей линией аЬ, а'Ь\ 
находящейся во фронтальной меридиональ­
ной плоскости и базовой линией — г ели сой 
правого хода с шагом S и радиусом г 
(рис. 511).

Определим объем тела, ограниченного 
винтовой поверхностью, двумя цилиндри­
ческими поверхностями винтовых ходов 
крайних точек аа и ЬЬ' производящей линии, 
двумя меридиональными плоскостями с уг­
лом 60 между ними и горизонтальной 
плоскостью Qy.

Указанный объем геометрического тела 
рассматриваем как сумму бесконечно малых

§107
объемов цилиндрических колец толщиной Дг.
Здесь Дг — бесконечно малое приращение 
радиуса винтовых линий.

На рисунке вверху справа построены 
также развертки ряда цилиндрических се­
чений представленного тела. Бесконечно ма­
лый объем цилиндрического кольца равен 
FAr, где F — площадь развертки цилиндри­
ческой поверхности.

Выбираем оси координат. По оси абсцисс 
от начала откладываем отрезок, равный 
длине ab горизонтальной проекции произ­
водящей линии, а по оси ординат — значе­
ния величин измеренных площадей (в задан­
ном масштабе) разверток соответствующих 
цилиндров.

Р и с .  511
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Глава X V II. 0«

402 Указанными построениями определяется 
кривая линия — график зависимости 
F =ф( I). Площадь, ограниченная этой кри­
вой линией, осью абсцисс и двумя бесконеч­
но близкими ординатами, расстояние меж­
ду которыми Л г. равна FAr, т. е. численно 
она равна величине бесконечно малого

объема составляющего цилиндрического 
кольца.

Площадь, ограниченная кривой графика, 
осью абсцисс и крайними ординатами, чис­
ленно равна величине объема рассматри­
ваемого геометрического тела с винтовой 
поверхностью.

§108О БЪ Е М  Т Е Л А , О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Г О  П О В Е Р Х Н О С Т Ь Ю  П Е Р Е Н О С А

Рассмотрим схему решения задачи на 
определение объема тела, ограниченного по­
верхностью переноса общего вида.

На рис. 512 представлена схема задания 
поверхности переноса. Поверхность перено­
са задана производящей плоской замкнутой 
кривой линией в начальном ее положении 
и направлением переноса — траекторией А К 
точки производящей линии.

Определим объем пространства, ограни­
ченного перемещающимся в направлении АК 
от точки А на длину L контуром из началь­
ного его положения в заданное конечное 
положение. Объем такой поверхности можно 
рассматривать как предельный, состоящий 

из суммы бесконечно большого числа бес­
конечно малых объемов слагаемых цилинд­
ров. Различные положения производящей

являются направляющими линиями цилинд­
ров, а направлениями образующих — соот­
ветствующие касательные к траектории то­
чек производящей линии.

Бесконечно малый объем слагаемого ци­
линдра

А К -  F A L,

где F — площадь проекции производящего 
контура на плоскость, перпендику­
лярную к соответствующей каса­
тельной к траектории АК точки 
производящей линии;

A L— бесконечно малая дуга траекто­
рии АК  точки производящей линии.

Определим натуральные величины про­
екций производящего контура на плоскос­
ти Q. перпендикулярные к касательным в
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соответствующих точках траектории А К. 
Выбираем оси координат. По оси абсцисс 
откладываем длины дуг траектории АК,  а по 
оси ординат — площади Fq найденных про­
екций производящего контура на плоскос­
ти Q, перпендикулярные к касательным в 
соответствующих точках траектории А К. 
Здесь единица площади Fq представляется

отрезком, равным принятой единице изме- 403  
рения.

Строим график Fq ^(L) указанной за­
висимости. Площадь, ограниченная кривой 
графика, осью абсцисс и крайними ордина­
тами, численно равна искомому объему за­
данного геометрического тела с поверхно­
стью переноса.

О Б Ъ Е М  Т Е Л А . О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Г О  К О Н И Ч Е С К О Й  У Л И Т К О Й  ВР А Щ Е Н И Я §109
Рассмотрим задачу на определение объе­

ма конической улитки вращения.
Пусть улитка вращения задана непод­

вижным аксоидом-конусом и производящей 
замкнутой плоской фигурой, составленной 
из двух ветвей циклоиды, находящейся в 
касательной к конусу плоскости.

На рис. 505 представлена развертка ко­
нуса и производящая линия поверхности в 
начальном ее положении в плоскости, каса­
тельной к аксоиду-конусу; определен центр 
тяжести Ос площади производящего кон­
тура, который является в рассматриваемом 
случае и центром симметрии фигуры.

Если фигура сложная и асимметричная, 
то центр тяжести площади фигуры опреде­
ляется по формулам:

L F  х  h  - j c i  + F j  - x j  + F j - x j  +  . . .

Ус

£  F f  I +  F j  +  F j +  ...
Z.F у Fi  • yi + Ft  • y i  +  Fj y j  +  ... 
£  F Ft  +  F j +  Ft  +  ...

Здесь Fi,  Fi ,  F i ,  ... — площади простейших 
фигур (треугольников, прямоугольни­
ков и т. д.), вписанных в контур;
*1. *2, Хз, ..., у и Уг, Уз, ... — координа­
ты центров тяжести мрооейших фи­
гур контура относительно выбранных 
осей координат.

Определив центр тяжести, измеряем рас­
стояния от центра тяжести площади фигуры 
до ряда образующих конуса-аксоида, вокруг 
которых вращается плоскость производящей 
линии. Определяя сферическую индикатрису 
нормалей, находим величины углов 0 пово­
рота касательной плоскости. Строим график 
зависимости г с =ФФ). Этот график дает 
возможность определить длину дуги тра­
ектории центра тяжести площади произво­
дящего контура.

Объем конической улитки вращения ра­
вен произведению площади производящего 
контура на длину траектории центра тяжести 
площади этого контура, т. е. V= F-L^.

Известно, что согласно теореме ГаЛилея, 
площадь, ограниченная аркой циклоиды и ее 
основанием, равна утроенной площади про­
изводящего круга.

Площадь производящего контура

F -  2 ■ Зкг1

Объем тела, ограниченного заданной по­
верхностью, равен

У - F Lc.

О Б Ъ Е М  Т Е Л А , О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Г О  П О В Е Р Х Н О С Т Ь Ю  К А Т А Л А Н А §1  ю
Пусть поверхность Каталана — поверх­

ность с плоскостью параллелизма — задана 
линией сужения Ьс, Ь'с', плоскостью паралле­
лизма Qi II И и начальным положением

производящей прямой линии ab, а'Ь’ 
(рис. 513).

Определим объем, ограниченный задан­
ной поверхностью, направляющей плоско-

з**
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I  111. Объем тела. «иравачсаА го  иоверхиостыв одинакового ската

стью Qv, горизонтально-проецирующими 
плоскостями Noh и N ih крайних положений 
производящей линии и горизонтально-про­
ецирующими цилиндрами кривых линий аап, 
a'ai и ЬЬч, b’bi’. Горизонтальная проекция Ьс 
линии сужения Ьс, Ь'с' является эволютой 
горизонтальных проекций ходов точек про­
изводящей линии.

На данной поверхности можно наметить 
бесконечно большое число линий с расстоя­
нием Д/.друг от друга. Проводя через эти 
линии горизонтально-проецирующие ци­
линдры, рассечем заданный объем тела с 
поверхностью Каталана на бесконечно боль­
шое число цилиндрических колец бесконечно 

малых объемов.
Объем АК каждого цилиндрического 

кольца равен ДК= FAL, где F — площадь 
боковой поверхности цилиндра.

Развертки поверхностей проецирующих 
цилиндров представлены на чертеже

(рис. 513) внизу. Вверху справа показано 405 
построение графика зависимости F 4(L). 
где по оси абсцисс отложены расстояния 
между точками производящей линии, а по 
оси ординат — соответствующие значения 
величин площадей поверхностей цилиндров, 
измеренных по построенным их разверткам.

Отсек площади, ограниченный кривой 
линией графика, осью абсцисс и ординатами, 
расстояние между которыми AL, равен F-AL, 
т. е. по величине он равен бесконечно малому 
объему указанного выше цилиндрического 
кольца.

Площадь, ограниченная кривой линией, 
осью абсцисс и крайними ординатами, равна 
по величине в заданном масштабе искомому 
объему.

Г рафик зависимости V = f{L) показывает 
характер нарастания объема при переходе 
от одной цилиндрической кольцевой поверх­
ности к следующей.

О Б Ъ Е М  Т Е Л А , О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Г О  П О В Е Р Х Н О С Т Ь Ю  
О Д И Н А К О В О Г О  С К А Т А §111

Определим объем пространства, огра­
ниченного поверхностью одинакового ската, 
горизонтальной плоскостью Qv, двумя го- 
ризонтально-проецирующими плоскостями 
начальной и конечной образующих поверх­
ности и горизонтально-проецируюшим ци­
линдром кривой Ьс, Ь'с' (рис. 514).

Воспользуемся теоремой Паппа — Гюль- 
дена. Объем тела с поверхностью одинако­
вого ската рассмотрим как предельный сум­
марный. состоящий из бесконечно большого 
числа бесконечно малых объемов составля­
ющих геометрических тел. Такие составля­
ющие тела представляются образованными 
вращением вокруг соответствующих осей 
(образующих аксоида-цилиндра) прямо­
угольного проецирующего треугольника с 
непрерывно изменяющейся высотой.

Их бесконечно малые объемы 
SV -  F-AU, 

где F — площадь производящего треуголь­
ника;

ALc— бесконечно малая дуга кривой цент­
ра тяжести треугольника.

Центр тяжести площади треугольника 
находится в точке пересечения его медиан.

Координаты центра тяжести площади 
треугольника можно определить по фор­
мулам :

Х |  +  JC2 +  X  J
*  -

yi + yi + у 1 
~ 3

Здесь xi, ха, дез и у у г ,  уз— координаты вер­
шин треугольника относительно выбранной 
декартовой системы координат.

Траекторией центра тяжести площади 
производящего непрерывно изменяющегося 
треугольника является кривая линия ек, е’к’. 
Горизонтальная проекция ек этой линии 
является геометрическим местом точек од­
ной трети (начиная от вершины прямого 
угла) перемещающегося горизонтального 
катета.

Точки фронтальной проекции е’к' тра­
ектории центра тяжести находятся на соот­
ветствующих линиях связи и на одной трети 
расстояния от горизонтального катета, рав­
ного одной трети высот соответствующих 
прямоугольных треугольников.

Внизу (рис. 514) построен график зави­
симости F = ф(L). По оси абсцисс отложены
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длины дуг кривой линии ек — горизонталь­
ной проекции траектории ек, е 'к\ по оси 
ординат — площади соответствующих тре­
угольников.

Объем заданного тела с поверхностью 
одинакового ската численно равен площади, 
ограниченной кривой линией F =ф(Ц% осью 
абсцисс и крайними ординатами.

В случае, если поверхность одинакового 
ската пересекают две секущие горизонталь­
ные плоскости, то траекторией центра тя­
жести площади производящего прямоуголь­
ного треугольника является эвольвента го­
ризонтальной проекции линии сужения по­
верхности, а линией графика F —ф(Ц  — 
прямая линия, параллельная оси абсцисс.

v. . , .О Б Ъ Е М  Т Е Л А , О Г Р А Н И Ч Е Н Н О Г О  Л И Н Е Й Ч А Т О Й  П О В Е Р Х Н О С Т Ь Ю  
S I  I  1 ?  Н А П Р А В Л Я Ю Щ Е Й  П Л О С К О С Т Ь Ю

На рис. 515 представлена ротативная по- проецирующим цилиндром с направляющей 
всрхность с направляющей плоскостью. По- линией cd, с d \ начальным положением про- 
верхносгь задана неподвижным аксоидом— изводящей линии ab, a b \  лежащей в плос-
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Г л а в* X V II .  Объемы геом етрических тел, ограниченных поверхностями

408  кости, перпендикулярной к направляющей 
плоскости Qv и плоскости, касательной к 
неподвижному аксоиду-цилиндру. Постро­
ена линия сужения ей, е'и' поверхности.

Определим объем, ограниченный задан­
ной поверхностью, направляющей плоско­
стью Qy, горизонтально-проецирующими 
плоскостями Nh крайних положений про­
изводящей линии и горизонтально-проеци­
рующими цилиндрами кривых линий До). 
a’a i и ЬЬь, Ь'Ы, горизонтальные проекции 
которых являются эвольвентами проекции 
ей линии сужения ей, е'и'.

Наметим бесконечно большое число го- 
ризонтально-проецирующих цилиндров с 
расстоянием As. друг от друга. Получим 
бесконечно большое число цилиндрических 
колец бесконечно малых объемов.

Объем AV каждого кольца равен
AV - F ■ As,

где F — площадь поверхности горизонталь- 
но-просцирующсго цилиндра.

Построим развертки поверхностей секу­
щих проецирующих цилиндров. Построим 
график зависимости F =<f>(s), на котором по 
оси абсцисс отложим проекции расстояний 
между точками производящей линии, а по 
оси ординат — соответствующие значения 
величин площадей поверхностей цилинд­
ров. измеренных по построенным их раз­
верткам.

Площадь, ограниченная кривой линией 
графика, осью абсцисс и ординатами, равна 
по величине в принятых единицах измерения 
объему тела с рассматриваемой поверхно­
стью.

Кривая линия зависимости V=J[s) вто­
рого графика показывает характер нараста­
ния объема при переходе от одной цилиндри­
ческой поверхности к следующей.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Как определяют объем тела, ограниченно­
го конической н торсовой поверхностью?

2. Как определают объем тела, ограничен­
ного поверхностью вращения?

3. Укажите последовательность решения за­
дачи по определению объема тела, ограниченного 
винтовой поверхностью.

4 Дайте общ ую  схему определения объема 
тела, ограниченного поверхностями Каталана. 

одинакового ската, линейчатой поверхностью с 
направляющей плоскостью.

S. На каком принципе основан метод опреде­
ления объемов тел, ограниченных улитками вра­
щения? Дайте общ ую  схему решения этой задачи.
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Представление о кривизне поверхности 
в какой-либо ее точке можно получить пу­
тем исследования кривизны в этих точках 
ряда проходящих через нее намеченных на 
поверхности кривых линий. Обычно рас­
сматривают кривизну нормальных сечений 
поверхности.

Линию пересечения поверхности плоско­
стью. проходящей через нормаль, называют 
нормальным сечением поверхности.

Нормальная плоскость в общем случае 
пересекает поверхность по кривой линии, 
а касательную плоскость — по прямой ли­
нии, которая является касательной к кривой 
линии сечения поверхности

Нормальные плоскости, построенные в 
какой-либо точке поверхности, пересекают 
ее по кривым линиям, которые имеют в 
этой точке различные радиусы кривизны, 
направленные по нормалям поверхности.

Если в касательной плоскости отклады­
вать от рассматриваемой точки по разные 
стороны в направлении касательных к нор­
мальным сечениям отрезки, равные корням 
квадратным из величин соответствую-

* Линия, которая дает наглядное представле­
ние о характере искривления поверхности в данной 
ее точке, названа по имени французского матема­
тика Дюпена. Франсуа Пьера Шарля (1784 — 1873).

щих радиусов кривизны, то концами этих 
отрезков наметится кривая линия — инди­
катриса Дюпена, которая показывает рас­
пределение кривизны нормальных сечений.

Величина радиуса кривизны любого нор­
мального сечения поверхности при этих ус­
ловиях пропорциональна квадрату соответ­
ствующего полудиаметра индикатрисы.

В зависимости от вида поверхности, ин­
дикатриса Дюпена может иметь вид эллипса, 
гиперболы или двух параллельных прямых 
линий. Если индикатриса Дюпена касается 
поверхности только в одной точке, то она 
является эллипсом. В этом случае все точки 
поверхности, достаточно близкие к рассмат­
риваемой точке, находятся по одну сторону 
касательной плоскости. Такие точки поверх­
ности, как известно, называются эллиптиче­
скими.

Некоторые поверхности имеют точки, в 
которых индикатриса Дюпена является ок­
ружностью, т. е. кривизна всех нормальных 
сечений поверхности в этой точке одинакова. 
Такие точки поверхности называют омбили­
ческими*. Все точки поверхности сферы ом­
билические.

• От франи ombilic, от лат. um bilicu i — 
округленная точка
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410  Индикатриса Дюпена имеет вил сопря­
женных* гипербол, если касательная плос­
кость в рассматриваемой точке пересекает 
поверхность. Такую точку называют гипер­
болической. Касательная плоскость к линей­
чатой поверхности проходит через ее про­
изводящую прямую линию.

Если она остается касательной плоско­
стью для всех точек этой прямой, то инди­
катриса Дюпена такой поверхности в точках 
производящей линии представляется двумя 
параллельными прямыми линиями. Точки, 
расположенные на этой производящей ли­
нии, называют параболическими.

Описанные выше возможные виды инди­
катрисы Дюпена показывают, чго в каждой
точке поверхности величины кривизны к ^
нормальных сечений поверхности достига­
ют двух крайних значений.

Направления, в которых кривизны нор­
мальных сечений имеют минимум и макси­
мум, взаимно перпендикулярны и совпадают 
с главными диаметрами индикатрисы Дю­
пена. Их называют главными направлениями 
на поверхности в рассматриваемой точке.

Нормальные сечения Ni и N2, проведен­
ные в главных направлениях, называют г.шв- 
ны.\ш сечениями.

Величины к 1 J и кг J главных се-
А  |  R !

чений называют главными кривизнами по­
верхности в рассматриваемой точке. Соот­
ветствующие этим кривизнам радиусы Ri 
и Ri называют главными радиусами криви ты 
поверхности в рассматриваемой точке, а их 
центры - центрами кривизны поверхности 
в данной ее точке.

В эллиптической точке главные кривизны 
имеют одинаковые знаки, а в гиперболиче­
ской — противоположные. В параболиче­
ской точке одна из главных кривизн равна 
нулю.

В гиперболической точке поверхности 
можно отметить два асимптотических на­
правления (асимптоты гиперболы) с нулевой

* Сопряженными  называют гиперболы, 
имеющие общие асимптоты.  Дейс 1 вительная ось 
каждой h i  них равна мнимой оси л р у ю й  и на­
оборот.

кривизной нормального сечения, т. е. можно 
построить прямые, к которым ветви гипер­
болы неограниченно приближаются при уда­
лении в бесконечность. Здесь радиусы кри­
визны бесконечно большие.

Радиус кривизны R £ любого нор­
мального сечения N выражается через глав­
ные радиусы кривизны формулой Эйлера*:

1 c o s 2 ф s in 2 ф

R Ш ~Ri + R2"
или

к *  Дс | ■ c o s 2 ф + кг  - s in2 ф,  
где ф — угол между плоскостями N и Ni 

нормальных сечений;
Vi — главное нормальное сечение, соот­

ветствующее главному радиусу кри­
визны R I.

Для параболических точек ^  0. Фор­
мула Эйлера принимает вид I — или

К  К  |

к кI со52ф. Если индикатрисой Дюпена 
является равнобочная (равносторонняя) ги­
пербола, то главные радиусы кривизны рав­
ны по величине и противоположны по зна­
ку: R2 — R |. Формула Эйлера принимает 
вил:

I I ,  , cos  2 ф
- ■ - (cos2 ф -  s in 2 ф) -  ——----R К | R

В этом случае асимптотические направ­
ления взаимно перпендикулярны (ф ± 4 5  ).

Величину, равную полусумме главных 
кривизн, называют средней кривизной по­
верхности в рассматриваемой точке.

Поверхности, во всех точках которых 
средняя кривизна равна нулю, называют 
минимальными.

Минимальные поверхности с гиперболи­
ческими точками имеют индикатрисами Дю­
пена равнобочные гиперболы.

Из поверхностей врашения минимальной 
поверхностью является катеноид — поверх­
ность, которая получается при вращении 
цепной линии вокруг своей оси. Цепной

* Эйлер в 1760 г. вывел слелующую формулу:

д ________ 2Ri - ^ 2 __________
R 1 + K 1 — ( R 1 - R 1 ) c o s 2ф
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лнниеи называется линия провеса однород­
ной нити (цепи), подвешенной за оба ее 
конца. Из линейчатых поверхностей мини­
мальной поверхностью является поверх­
ность винтового коноида.

Произведение ц 1 д главных кривизн
называют гауссовой* кривизной поверхности 
в панной точке.

Индикатриса Дюпена в рассматриваемой 
точке поверхности дает возможность опре­
делить кривизну любого нормального се­
чения поверхности, а также главные направ­
ления кривизн, главную и среднюю кри­
визны.

При исследовании кривизн поверхностей 
воспользуемся аппаратом дифференциаль­
ной 1 еометрии. придерживаясь преимущест­
венно графических методов решения наме­
ченных задач.

Индикатрису Дюпена можно построить 
по известному из дифференциальной гео­
метрии уравнению:

L
Е х1 +

2 М
7 ^ 6

ху + N
У1 •  ±  1 •

Здесь постоянные величины Е, L G, М. 411 
N называют коэффициентами Гаусса; их 
можно определить из аналитических выра­
жений рассматриваемой поверхности (ее 
уравнений).

В правой части уравнения положитель­
ный знак относится к эллиптическим точкам 
поверхности, отрицательный — к гипербо­
лическим.

Уравнение показывает, что это кривая 
линия второю порядка, центром которой 
является рассматриваемая точка поверх­
ности.

Пользуясь коэффициентами Гаусса, мож­
но определить главные радиусы кривизны 
из квадратного уравнения (LN  — M 2)R2—
— (EN — 2FM I GL)R + (EG— F*) 0, вы­
текающего из характеристического уравне­
ния индикатрисы.

Это уравнение можно привести к виду:
AR2— BR \ С 0.
Его применяют для опрелеления глав­

ных радиусов кривизны и построения инди­
катрисы Дюпена рассматриваемой поверх­
ности.

C O IIP M K A C A IO IU H frif Я Э Т А Л О Н Ы  К И Н Е М А Т И Ч Е С К И Х  П О В Е Р Х Н О С Т Е Й  §  ]  1 4

В начер1ателыюй геометрии при иссле­
довании кривизны поверхностей не пред­
ставляется возможным широко пользовать­
ся построением индикатрисы Дюпена, 
так как во многих случаях здесь рассматри­
ваются поверхности, не имеющие аналити­
ческих выражений. Для этого используют 
методы дифференциальной геометрии.

Соприкасающимся эталоном поверхности 
данного закона образования называют та­
кую поверхность, которая при соответству­
ющем ее размещении может иметь с рассмат­
риваемой кинематической поверхностью об­
щие касательную плоскость, заданную точку

* По имени крупнейш ею  немецкою  матема­
тика Гаусса. Карла Фридриха (1777 1855).

касания и индикатрису Дюпена для этой точ­
ки касания.

Аналогично определению соприкасаю­
щейся окружности плоских и пространствен­
ных кривых линий можно определить сопри­
касающийся эталон в заданной точке кине­
матической поверхности основного вила.

Соприкасающимся эталоном кинемати­
ческой поверхности основного вида в за­
данной се точке называют предельное поло­
жение винтового тора, который с заданной 
кинематической поверхностью основного'ви- 
да имеет три общих бесконечно близких хода.

Кинематическая поверхность основного 
вила имеет в заданной на поверхности точке 
ту же самую индикатрису Дюпена, что и 
соприкасающийся в этой точке ее эталон.
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412 Это следует из того, что соприкасающиеся 
окружности нормальных сечений поверх­
ности и кривые линии сечения ее соприкаса­
ющегося эталона совпадают как предель­
ные положения окружностей, проходящих 
через три точки на трех общих бесконечно 
близких ходах.

Если окружность вменена производя­
щей прямой линией, то соприкасающийся 
винтовой тор имеет вид прямого или косого 
закрытого геликоида, конуса вращения, ци­
линдра вращения или плоскости. Эти по­
верхности сами являются эталонами.

У линейчатых ротативных и спироидаль- 
ных улиток соприкасающимися эталонами 
соответственно являются конусы вращения 
и геликоиды с эксцентриситетом, равным 
нулю.

Однополостиыс I иперболоиды вращения 
и геликоиды с неравными нулю эксцентриси­
тетами являются соприкасающимися эта­
лонами ротативных и спироилальных ли­
нейчатых поверхностей с направляющей пло­
скостью.

Очевидно кривизну в заданных точках 
кинематических поверхностей основных ви­
дов с плоскими производящими линиями 
можно определить, например, построив ин­
дикатрису Дюпена ;1ля точек винтовою тора, 
вводя в расчетные уравнения соответствую­
щие параметры:

г — радиус производящей окружности,
R — радиус гелисы центра производя­

щей окружности,
р — винтовой парамегр винтового-гора. 
ф — угол наклона к оси винтового тора 

касательной, построенной в данной точке 
производящей окружности.

Давая соответствующие значения вели­
чинам этих параметров, можно получить 
расчетные уравнения к построениям инди­
катрис Дюпена для винтового тора общего 
вина и для его частных случаев: закрытых 
геликоидов (R со), торов (р 0), конусов 
вращения (р 0, R оо) и цилиндров вра­
щения (р оо).

Полученные таким путем расчетные урав­
нения позволяют строить индикатрису Дю­
пена кинематических поверхностей основных 
видов при общем способе их задания базо­
вой линией и производящей кривой линией 
произвольного вида.

Отметим, что для поверхностей враще­
ния базовая линия преобразуется в ось 
поверхности, а для поверхности переноса — 
в направление переноса. В этих случаях не­
обходимо лишь построить соответствующее 
плоское сечение рассматриваемой поверх­
ности и. пользуясь им. по чертежу опреде­
лить параметры г. R и ф соприкасающегося 
винтового тора, который имеет общую с 
заданной поверхностью индикатрису Дю­
пена.

Прямые и косые геликоиды наиболее точ­
но характеризуют строение линейчатых по­
верхностей с плоскостью параллелизма и 
направляющей плоскостью в их бесконечно 
малых отсеках, поэтому их можно рассмат­
ривать как соприкасающиеся эталоны этих 
поверхностей.

Таким образом, построение индикатрисы 
Дюпена различного ви;|а геликоидов дает 
возможность решить все вопросы о кри­
визне линейчатых поверхностей с плоско­
стью параллелизма и направляющей плос­
костью.

В о п р о с ы  д л я  с а м о п р о в е р к и

1. Дайте определение инликазрисы Дкгисна.
2. Какие поверхности называют минималь­

ными?
3. Что называют 1ауссовой кривизной по­

верхности в данной точке?

4 Н апиш и 1е общее уравнение индикатрисы 
Дюпена

S. Какие поверхности наш ваю т соприкасаю ­
щимися эталонами рассмазриваемых кинемати­
ческих поверхностей?



Л И Т Е Р А Т У Р А

Б у б е н н и к о в  А.  В.. Г р о м о в  М. Я. 
Начертательная геометрия. М.. «Высшая школа» 
1965.

В ы г о д с к и й  М Я Дифференциальная 
геометрия. М. —Л.. Г И Т Т Л , 1949

Г л а г о л е в  Н. А. Начертательная геомет­
рия М . Г И Т Т Л .  1953.

Г л а з у н о в  Е. А.  и Ч е т в е р у х и н  Н. Ф 
Аксонометрия. М .. Г И Т Т Л , 1953.

Г о р д о н  В О. и С е м е н п о в - О г и -  
е в с к и й М  А. Курс начертательной геомет­
рии. М .. Ф изматгиз. 1971.

Г р о м о в  М Я. Начертательная геомет­
рия Ч. I I .  М ВЗПИ, 1954

Г р о м о в  М Я Пространственные кривые 
линии в ортогональных проекциях. М.. ВЗПИ. 
I9S6.

Д о б р я к о в  А. И. Курс начертательной 
геометрии, М. — Л .. Госстрой» вдаг, 1952.

И е р у с а л и м с к и й  А. М. Начертатель­
ная геометрия М.. Росвузиздат. 1963.

К о л о т о в  С.  М. .  Д о л ь с к и й  Е. Е., 
М и х а й л е н к о  В Е.. Г у с е в  Н А. ,  Г о р ­
л е н к о  Б. С. Курс начертательной геометрии. 
Киев. Госстройиздат УС СР. 1958.

К о т о в  И. И. Начертательная геометрия. 
М .. «Высшая школа». 1970.

К р ы л о в  Н. Н.. JI о б а и 1  в с в с-
к и й П. И.. М ) Н  С. А . Начертательная гео­
метрия. М .. «Высшая школа». 1963.

К у з н е ц о в  Н. С. Начертательная геомет­
рия. М .. «Высшая школа», 1969.

К у л и к о в  А. С. Начертательная геомет­
рия в применении к черчению, конструированиво 
и проектированиво. М . М аш гиз, 1959.

К у р д в о м о в В  И Курс иачертательно! 
геометрии. С П б.. 1893-97.

М а к а р о в  Н И. Курс иачертательно# 
геометрии. С П б., 1870.

М о и х  Г. Начертательная геометрия. М., 
изд. А Н  СССР. 1947.

П о п о в  Н. А. Курс начертательной геомет­
рии. М .. Гостехиздат, 1947.

П о с в я н с к и й  А. Д .  Краткий курс начер­
тательной геометрии М.. «Высшая школа», 1970.

Р у с с к е в и ч  Н. Л. Начертательная гео­
метрия. Киев, «Будввельник», 1970.

Р ы н и и Н. А. Начертательная геометрия. 
Л., Госстройиздат, 1939.

С е в а с т ь я н о в  Я А Основания начер­
тательной геометрии. С П б., 1821.

Т р а у т м а н  Н Ф Сборник задач по на­
чертательной геометрии в примененвги к различ­
ным областям науки и техники. М .. М ашгиз, 1954.

Ф р о л о в  С. А. Преобразование проекций. 
М ., «Машиностроение», 1970.

Ч е т в е р у х и н  Н Ф ,  Л е в и ц к и й  В. С., 
П р я н и ш н и к о в а  3. И. .  Т е в л и н  А.  М. ,  
Ф е д о т о в  Г. И. Начертательная геометрия. 
М., «Высшая школа», 1963.

Ч е т в е р у х и н  Н. Ф и др. Курс начерта­
тельной геометрии. М .. «Высшая школа», 1968.

Ч у в и к о в  Н. Г. Преобразование проек­
ций М ., «Советская наука». 1957.



О Г Л А В Л Е Н И Е

Предисловие ..................... ...............................
Введение .............................................................
Условные обозначения ...................................
Г л а в а  I. Основные методы ироеинроаа-

|  1. Центральное (коническое) проециро­
вание ......................................................................
|  2. Параллельное (цилиндрическое) про­
ецирование .........................................................
|  3. Основные свойства параллельного
проецирования ................................................
{  4. Восприятие (представление) предмета 
по его изображению в параллельных про­
екциях ..................................................................

1. Прямоугольные (ортогональные) про­
екции ..................................................................
2. Аксонометрические проекции . . .
3. Проекции с числовыми отметками
4. Век ториальные (федоровские) проек­
ции ......................................................................s S. Пространственная модель координат­

ных плоскостей проекций ..........................
|  6. Построение чертежей геометрических 
образов в ортогональных проекциях . .

Вопросы для самопроверки ..................
Г л а в а  I I .  Точка и отрезки иримых линий 
ия зиюре М оиаа
{  7. Чертежи точек, расположенных а раз­
личных углах пространства ......................
S 8. Чертежи точек в трех проекциях 
(  9. Чертежи отрезков прямых линий

1. Прямые линии общего положения .
2. Прямые, параллельные плоскостям 
проекций .........................................................
3. Проецирующ ие п р я м ы е ......................
4. Прямые, параллельные биссскторным 
плоскостям .......................... ..........................

|  10. Деление отрезка прямой линии в за­
данном отношении ........................................
{  I I .  Следы прямой линии ......................
|  12. Определение длины отрезка прямой 

и углов его наклона к плоскостям проекций 
{  13. Взаимное положение прямых линий

1. Пересекающиеся прямые ..................
2. Параллельные прямые ......................
3. Скрещивающиеся п р я м ы е ..................
Вопросы для самопроверки . . . .

Г л а в а  I I I .  Плоскость иа эпюре Мопжа. 
Основные иозиииоииые и метрические за- 
лачи
|  14. Задание плоскости ...............................

1. Плоскость общего положения . . .
2. Проецирующ ие п л о с к о с т и ..................

|  1S. Прямые линии и точки плоскости
{  16. Проекции плоских ф и г у р ..................
§ 17. Пересечение прямых линий и плос­
костей проецирующ ими плоскостями . 
{  18. Пересечение прямых линий плоскос­

тями общего положения. Установление ви­
димости п р я м о й ...............................................  SI
|  19. Взаимно пересекающиеся плоскости $4 
(  20. Прямые линии и плоскости, парал­
лельные п л о с к о с т и ...........................................  J6

1. Прямые линии, параллельные плос­
кости ................................................................. $6
2. Взаимно параллельные плоскости $6 

|  21. Прямые линии и плоскости, перпен­
дикулярные к п л о с к о с т и ..............................  S8

1. Прямые линии, перпендикулярные к 
п л о с к о с т и ..........................................................  S8

2. Взаимно перпендикулярные плоскости 60
|  22. Взаимно перпендикулярные прямые
общего п о л о ж е н и я ........................................... 61

Вопросы для самопроверки ................. 62
Г л а в а  IV. Обобщенные чертежи плос­
ких фи1 ур
|  23. Двойное параллельное проецирова­
ние плоских фигур на одну плоскость 64
|  24. Прямые у !лы  о б о б щ е н и я ................. 65
{  25. Позиционные задачи на обобщенных
чертежах ............................................................ 67

Вопросы для самопроверки ................. 74
Г л а в а  V Способы преобразовании проек­
ционного чертежа
|  26. Преобразование проекционного чер­
тежа способом замены плоскостей проек­
ций .........................................................................  75
f  27. Преобразование проекционного чер­
тежа способом в р а щ е н и я ..............................  82

1. Вращение вокруг проецирующих пря­
мых линий .................................................... 82
2. Плоскопараллельные перемещения 86
3. Вращение вокруг прямых, параллель­
ных плоскостям проекций .....................  87
4. Вращение вокруг прямых общего по­
ложения ............................................................  90

|  28. Винтовые пе ре м ещ е н и я .....................  91
|  29. Вспомогательное проецирование 94

1. Центральное вспомогательное прое­
цирование ........................................................  95
2. Косоугольное вспомогательное прое­
цирование ........................................................ 96
3. Прямоугольное вспомогательное про­
ецирование .................................................... 97

|  30. Стереографическое проецирование. 101
Вопросы для самопроверки ................. 103

Г л а в а  V I. Vfaoi ограииики ,
{  31. Общие спедения о многогранниках 
Виды м н о г о г р а н н и к о в .................................. 104

1. Пирамиды ...............................................Ю5
2. Призмы ................................................... Ю5
3. П р и з м а т о и д ы ...........................................106
4. Правильные выпуклые многогранни­
ки (тела П л а т о н а ) .......................................106
5. Правильные звездчатые многогран­
ники ...................... .............................. IW

5

7

9 г
II ✓

13

16

16
17
18

19

20

21
23

24
26 ui
29 Ф
29

30
32

33

33
34

36
37
38
38
39
«0

41
41
42
44
48

49



Оглавление

£

I

{  32. Чертежи м ногограннике* и м ного ­
гранных поверхностей ...................................  110
|  33. Пересечение многогранников плос­
костью  и прямой линией .......................... 113
i  34. Взаимное пересечение м ногогранни­
ков ..........................................................................117
{  35. Развертки м ногогранников . . . .  12?

Вопросы для самопроверки ..................127
Г л а в а  V I I  Кривые лнаав
{  36. Плоские кривые л и н и и ......................129
|  37. Понятия о кривизне плоской кривой
л и н и и ......................................................................132
i  38. М онотонные и составные плоские 
кривые линии. Вершины кривых линий 134 
{  39. Соприкасание плоских кривых линий 138 
{  40. Преобразование плоских кривых ли­
ний ...................... : ............................................... 139

1. Конхоидальное.преобразование . . 140
2. Преобразование и н в е р с и и ..................141
3. Конформное преобразование . . . 142 

i  41. Кривые линии второго порядка . 144
1. Э л л и п с .........................................................145
2. Гипербола ................................................152
3. П а р а б о л а .................................................... 154

S 42. Пространственные кривые линии . 156
5 43. Цилиндрические винтовые линии . 158 
(  44. Конические винтовые линии . . 160 
§ 45. Кривые линии на сфере ................. 162

Вопросы для самопроверки ..................164
Г л а в а  V I I I .  Поверхности. Их обрамва- 
вв( и ja ja ia t  на эиюре Мовжа 
§ 46. Образование и задание поверхнос­
тей. Сети и очерки поверхностей . . . 163 О /

1. Аналитический способ задания по­
верхностей .................................................... 165
2. Задание поверхности каркасом . . . 165
3. Кинематический способ задания по­
верхностей .................................................... 167

{  47. Кинематические поверхности основ­
ных видов .........................................................168

1. Поверхности переноса прямолинейно­
го направления ............................................170
2. Поверхности вращения ......................171
3. Винтовые поверхности ......................176

{  48. Торсовые поверхности ......................184
§ 49. Линейчатые косые поверхности . . 185

1. Линейчатые поверхности с плоско­
стью  параллелизма (поверхности Ката­
лана) ................................................................. 1 8 6 ^
Ц и л и н д р о и д ы ................................................187
Коноиды .........................................................188
Косая п л о с к о с т ь ........................................... 192
2. Линейчатые поверхности с направля­
ющей п л о с к о с т ь ю ....................................... 198
Косые ц и л и н д р о и д ы ...................................198
Косые к о н о и д ы ............................................199
Дважды косая плоскость (косой гипер­
болический п а р а б о л о и д ) .......................... 199
3. Косые цилиндры с тремя направляю­
щими ' ................................................................. 200

{  50. Поверхности второго порядка общего
вида ..................•.................................................. 202

Вопросы для самопроверки ..................204

Г л а в а  IX . Пересечение поверхностей 415
влоскостамв в врамыма лаииама

(  51. Пересечение поверхностей основных 
видов проецирующ ими плоскостями . . 205
б 52. Пересечение поверхностей основных
видов прямыми линиями ..........................210
(  53. Переъечение поверхностей основных 
видов плоскостями общего положения . 212
§ 54. Конические сечения .......................... 215
$ 55. Пересечение плоскостями поверхнос­
тей второго  порядка общего вида . . . 211 

Вопросы для самопроверки ................. 221

Г л а в а  X. Взавмвое вересеченне аоверх- 
воете*
s 56. Общая схема построения линии пере­
сечения поверхностей ...................................  222
{  57. Пересечение поверхностей кривыми
линиями ............................................................. 223
|  58. Основные способы построения линий 
взаимного пересечения поверхностей . . 225

1. Способ вспомогательных секущих 
плоских посредников ............................... 226
2. Способ вспомогательных секущих 
сферических п о с р е д н и ко в .......................... 227

$ 59.' Пересечение поверхностей проециру­
ю щ ими цилиндрами (призм ам и) . . . .  229 
g 60. Взаимное пересечение линейчатых 
поверхностей ..................................................... 232

1. Взаимное пересечение конических по­
верхностей .....................................................232
2. Пересечение конической поверхности 
ц и л и н д р и ч е с к о й ............................................238
3. Взаимное пересечение цилиндричес­
ких поверхностей .......................................  242
4. Пересечение линейчатой поверхности 
с плоскостью  параллелизма (поверхнос­
ти Каталана) цилиндрами н конусами. 247
5. Пересечение поверхности одинаково­
го ската цилиндром .............................. 249

§ 61. Взаимное пересечение поверхностей
в р а щ е н и я .............................................................251
S 62. Пересечение винтовых поверхностей 
между собой и другими поверхностями 253 
9 63. Взаимное пересечение поверхностей 
второго порядка. Особые случаи пересе­
чения .................................................................  258

Вопросы для самопроверки ................. 265

Г л а в а  X I. Плоскости, касательные к 
иоверхиостам
S 64. Основные понятия. Виды касания . 266 
{  65. Плоскости, касательные к поверхнос­
тям с параболическими точками . . . .  267 
i  66. Плоскости, касательные к поверхнос­
тям с эллиптическими точками . . . .  271 
{  67. Плоскости, касательные к поверхнос­
тям с гиперболическими точками . . . 276 
|  68. Применение касательных плоскостей 
при решении позиционных задач на поверх­
ности ..................................................................... 280
9 69. Построение очертаний поверхностей 284 

Вопросы для самопроверки ................. 285



|  70. Развертки поверхностей торсов 
{  71. Условные развертки неразвертыва-
юшихса поверхностей ....................................

Вопросы для самопроверки ..................
Г л а в а  X I I I .  Аксонометрические ироек- 
иии
9 72. Общие сведения. Виды аксонометри­
ческих проекций .................................................
i  73. Основная теорема аксонометрии
(теорема Польке) ............................................
9 74. Треугольник следов и показатели
искажения ..............................................................
|  7S. П рямоугольны е изометрические про­
екции .......................................................................
9 76. П рямоугольные диметрические про­
екции .......................................................................
|  77. Косоугольны е аксонометрические
проекции ..............................................................
i  78. Позиционные и метрические задачи
в аксонометрии .................................................

Вопросы для самопроверки ..................

Г л а в а  X IV . Кинематические плоские и 
пространственные кривые линии и их основ­
ные свойства

|  79. Задание плоских кривы х линий а ес­
тественных координатах ...............................
|  80. Кривизна ортогональной проекции
плоской кривой линии ....................................
|  81. Э волю ты  кривых линий второго по­
рядка .......................................................................
5 82. Кинематические кривые линии. Ру­
летты .......................................................................
6 83. Радиусы кривизны рулетт . . . 
{  84. Циклические {циклоидальны е) ру­
летты .......................................................................
i  85. Пространственные кривые линии.
Трехгранник Френе ........................................
|  86. Задание пространственных кривых 
линий в естественных координатах . . . 
§ 87. Кривизна ортогональной проекции 
пространственной кривой линии . . . .  
9 88. Коническая и полная кривизна про­
странственной кривой линии ......................
|  89. Развертки поверхностей торсов, со­
провож даю щ их пространственную  кривую
линию  ..................................................................
9 90. Виды пространственных кривых ли­
ний ...........................................................................

1. Цилиндрические винтовые линии — 
гелисы ..............................................................
2. Унополярные кривые линии. Э волю ­
ты пространственной кривой линии .
3. Линии одинакового ската ..................
4 Сферические кривые линии . . . .
5. Косые круги  ............................................
6. Кривые линии постоянного  винтового 
параметра ..........................................................
7. Соприкасающ иеся г е л и с ы ..................
8. Кривые линии Б е р т р а н а ......................

9 91. М онотонные и составные простран­

416 Г л а в а  X I I .  Ризиертки п о п е р х п о с к ! ственные кривые линии. Вершины кривых
л и н и й ...................................................................... 353

Вопросы для самопроверки .................358
Г л а в а  XV. Кинематические воверхаоств 
обмего вида
(  92. Поверхности переноса ..................... 359
9 93. Ротативиые п о в е р х н о с т и .................361
9 94. Спи роидальные поверхности 366 
9 95. Линейчатые ротативиые и спирои­
дальн ые поверхности с направляющей 
пл оскостью ......................................................... 370

1. Ротативиые линейчатые поверхности с 
направляющей п л о с к о с т ь ю ......................371
2. Спироидальные линейчатые поверх­
ности с направляющей плоскостью . . 375

9 96. Кинематические поверхности общего 
вида образования с переменной образу­
ющей .......................................................................380

Вопросы для самопроверки ................. 382
Г л а в а  X V I. Плоналн поверхностей 
9 97. П лощ адь торсовой поверхности. 
Применение торсов  при определении пло­
щадей других поверхностей ...................... 383
9 98. П лощ адь поверхности аращения 385 
9 99. Пл о щ а д ь  винтовой поверхности 387 
9 100. П л ощ адь поверхности переноса 389 
9 101. П л ощ адь конической улитки вра­
щения ....................................................................... 391
9 102. П л о щ а д ь  поверхности Каталана 393 
9 103. П лощад ь поверхности одинакового
(равного)  ската ................................................  394
9 104. П лощ адь линейчатой поверхности
с направл яю щей  п л о с к о с т ь ю ......................395

Вопросы для самопроверки ..................397
Г л а в а  X V II .  Объемы геометрических

9 105. Объем тела, ограниченного торсо­
вой п о в е р х н о с т ь ю ............................................398
9 106. Объем тела, ограниченного поверх­
ностью вращения ............................................400
9 107. Объем тела, ограниченного винто­
вой п о в е р х н о с т ь ю ............................................401
9 108. Объем тела, ограниченного поверх­
ностью переноса ............................................402
9 109. Объем тела, ограниченного кониче­
ской улиткой вращения .............................. 403
9 N0.  Объем тела, ограниченного поверх­
ностью Каталана  ............................................403
9 I I I .  Объем тела, ограниченного поверх­
ност ью одинакового  ската ...................... » 405
9 112. Объем тела, ограниченного линей­
чатой поверхностью с направляющей плос­
костью .................................................................. 406

Вопросы для самопроверки 408 
Г л а в а  X V I I I .  Кривизна поверх постя 
9 ИЗ.  Основные понятия о кривизне по­
верхности. Индикатриса Дюпена . . . .  409
9 114. Соприкасающиеся эталоны кинема­
тических поверхностей ...................................  411

Вопросы для самопроверки ..................412
Ли тература  ......................................................... 413

286

295
299

300

303

305

308

310

313

315
316

317

321

322

324
326

329

334

337

339

340

343

346

346

350
351
351
351

352
352
353



С. А. ФРОЛОВ

НЛЧЕРШЕИЬНЛЯ
ГЕО/ИЕТРИЯ



Б Б К  2 2 .151 .3я73 
Ф91 

УДК 5 1 5 (0 7 5 )

РЕЦЕНЗЕНТ:
каф едра  начертательной геометрии и черчения 
М о ско вско го  автомехан ического  института

Фролов С. А.
Ф91 НАЧЕРТАТЕЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ: Учебник для вту­

зов. — 2-е изд., перераб. и доп. — М.: Машиностроение, 
1983. — 240 с., ил.

В пер.: 1 р. 20 к.

Учебник полностью соответствует ноной програм м е Мин и стер 
ства вы сш его  и среднего специального образования СССР по 
начертательной геометрии для втузов  (к р о м е  архитектурных и 
строительных специальностей). Во вто р о м  издании учебника 
(1-е изд. 1978 г.) подчеркнута роль инвариантных свойств орто­
гонального проецирования в создании теоретической базы курса. 
Особое внимание уделено способам образования  поверхностей 
и их заданию на эпюре Монжа. Материал по использованию ЭЦВМ 
для реш ения задач, исходные данные к о то р ы х  представлены в гра­
фической ф о р м е,  оставлен в прежнем объеме. Иллюстрации вы ­
полнены в м н огок расочн ом  исполнении, что способствует лучше­
му восприятию и усвоению материала студентами.

ъ 1702040000  030 Б Б К  22 .151 .3я73Ф »■ ■■ --------  30-83 с038 01 -83 515

И Б 3961

Сергей Аркадьевич Ф ролов 

НАЧЕРТАТЕЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ

Редактор И. Г. К алаш н икова  
Художественный редактор
А. С. Вершинким
Макет худож ни ка  Е. И. П одм арьк овой  
Технические редакторы  J1. П. Гордеева ,
Н. Н. Ч истякова  
К о рректор  Н. В. Д авы дова

Переплет худож ни ка  А. Г. Антоновой

Г раф ик и-иллю страторы :
В. Л. Богаты рев ,  В. П. Н о в и к о в ,
В. Г. Целищев

Операторы Л. А. Я ко влева ,
Л. В. Данилова

Подписано в печать 14.09.83. Формат 7 0 x 1 0 8 /1 /1 6
Бум ага  типограф ская  № 1 Гарнитура Сенчури Печать офсетная Уел. печ. л .  21,0 
Уел. кр.-отт. Уч.-изд. л. 21,47. Тираж 140 000 зк з .  Закал 1957 Цена 1 р. 20 к.

Ордена Трудового  Красного Знамени издательство "Маши но строение", 
107076 М осква Б-76, С тром ы нски й пер., 4

© И здательство  "Машиностроение*1, 1978 г.
© Издательство "М аш иностроение", 1983 г., с изм енениям и



С.А. ФРОЛОВ

НЛЧЕР14ТЕ/1ЬН4Я 
ГЕО/ИЕТРИЯ
Издание второе, переработанное 
и дополненное

Допущено Министерством 
высшего и среднего специального 
образования СССР в качестве 
учебника для студентов 
машиностроительных 
специальностей вузов

М ОСКВА «М АШ ИНОСТРОЕНИЕ» 1983



Б Б К  22 151 3я73 
Ф91 

УДК 5 1 6 (0 7 5 )

РЕЦЕНЗЕНТ:
каф едра  начертательной геометрии и черчения 
М осковск ого  автомеханического  института

Фролов С. А.
Ф91 НАЧЕРТАТЕЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ: Учебник для вту­

зов. — 2-е изд., перераб. и доп. — М.: Машиностроение, 
1983. — 240 с., ил.

В пер.: 1 р. 20 к.

Учебник полностью соответствует ноной программе Мин и стер 
стна вы сш его  и среднего специального образования СССР по 
начертательной геометрии для втузов  (к р о м е  архитектурных и 
строительных специальностей). Во вто р о м  издании учебника 
(1-е изд. 1978 г.) подчеркнута роль инвариантных свойств орто­
гонального проецирования в создании теоретической базы курса. 
Особое внимание уделено способам образован ия  поверхностей 
и их заданию на зпюре Монжа. Материал по использованию ЭЦВМ 
для решения задач, исходные данные к о то р ы х  представлены в гра­
фической ф орм е, оставлен в прежнем объеме. Иллюстрации вы ­
полнены в м н огок расочн ом  исполнении, что способствует лучше­
му восприятию  и усвоению материала студентами.

k 1702040000-030 оч Б Б К  22 .151 .3я73Ф „ -■ j ; „„--------  30-83 с038 01 -83 515

И Б 3961

Сергей Аркадьевич Ф ролов 

НАЧЕРТАТЕЛЬНАЯ ГЕОМЕТРИЯ

Редактор И. Г. К алаш н икова  
Художественный редактор
А. С. Вершинки»
Макет худож ни ка  Е. И. П одм арьковой  
Технические редакторы  Л. П. Гордеева,
Н. Н . Чистякова 
К орректор  Н. В. Д авы дова

Переплет х удож н и ка  А. Г. Антоновой

Г р аф и ки -и ллю страторы :
В. Л. Б о гаты рев ,  В. П. Н о в и к о в ,
В. Г. Целишев

Операторы Л. А. Я к о в лев а ,
Л. В. Д анилова

Подписано в печать 14.09.83. Формат 70X108/1/16
Б ум ага  типограф ская  № 1 Гарнитура Сенчури Печать офсетная Уел. печ. п.  21,0 
Уел. кр.-отт. Уч.-изд. л. 21,47. Тираж 140 000 экз .  Закал 1957 Цена 1 р. 20 к.

Ордена Т рудового  Красного Знамени издательство "М ашиностроение", 
107076 М осква Б-76, С тром ы нски й пер., 4

© И здательство  "М аш иностроение", 1978 г.
© Издательство " М а ш и н о с т р о е н и е 1983 г., с изменениями



ОГЛАВЛЕНИЕ

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

П Р Е Д И С Л О В И Е .........................................................................................................................  6

ВВЕДЕНИЕ .................................................................................................................................  7

О БО ЗН АЧЕН И Я  И С И М В О Л И К А .......................................................................................  8

Глава I. М ЕТО Д П РО ЕКЦ И Й
8 1. Некот оры е свойства е в к л и д о в а  п р о с т р а н с т в а ............................................  13
8 2. Рекон струкция  евклид ова  п р о с т р а н с т в а ........................................................  14
6 3. Центральное проецирование ................................................................................ 17
9 4. Параллельное проецирование .............................................................................  18
S 5. Ортогональное п р о ец и р о в ан и е .................................... ........................................  19
8 6. Инвариантные свойства ортогонального  проецирования . . . . . . . .  21
§ 1. Эпюр Монжа ................................................................................................................. 26
S в. Неопределяемые понятия геометрии, ортогональны е проекции точ*
кн, прямой, плоскости .....................................................................................................  29
Вопросы для с а м о п р о в е р к и ............................................................................................  45

Глава II. СПОСОБЫ ПРЕОБРАЗО ВАН ИЯ ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПРОЕКЦИЙ

ПОНЯТИЯ И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я ............................................................................................  46

I. СПОСОБ П Л О СКО ПА РАЛ ЛЕЛЬНО ГО П Е Р Е М Е Щ Е Н И Я ................................. 48
9 9. Способ параллельного перемещ ения ............................................................... 48
б 10- Способ вращения в о к р у г  оси, перпендикулярной к  плоскости
п р о е к ц и и ................................................................................................................................... 62
§ 11. Способ вращения в о к р у г  оси, параллельной плоскости проекции
(вращение в о к р у г  линии уровня) ............... ' ........................................................... 55
8 12. Способ вращ ения в о к р у г  оси, принадлеж ащ ей плоскости  п р о е к ­
ции (совмещ ение) ..............................................................................................................  57

II СПОСОБ ЗАМЕНЫ ПЛОСКОСТЕЙ ПРОЕКЦИЙ ................................................ 59
8 13. Замена одной плоскости  п р о е к ц и и ................................................................. ......59
8 14. Замена двух плоскостей  п р о е к ц и и ....................................... .. ....................... ......61
8 15. Сочетание способа п лоскоп араллелъвага  перем ещ ения  со спосо­
бом замены плоскостей проекции .......................................... .. ................................ ......62
§ 16. Другие способы преобразования  ортогон альны х п р о е к ц и й ............... ......65
Вопросы для с а м о п р о в е р к и ............................................................................................ ......6Я

Глава III ЛИНИЯ

ПОНЯТИЯ И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я ............................................................................................  «9

I. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ КРИВЫЕ ЛИНИИ
8 17. Касательные и нормали к пространственной к р и в о й ...........................  70

II ПЛОСКИЕ КРИВЫЕ ЛИНИИ
8 18. Приближенные способы построения касательной и нормали к 
плоской  кривой .................................................................................................................... ^
9 19. Кривизна плоской  к ри вой  ..........................................................................  74
g 20. Приближенный способ построения центра кри визн ы  кри вой в  за­
данной точке .......................................................................................................................... ^
8 21. Эволюта и э в о л ь в е н т а ............................................................................................
8 22. К лассификация точек плоской к р и в о й ......................................................... 16
g 23. Ортогональные проекции л и н и и .......................................................................
9 24. Определение длины пространственной кри вой  по ее ортогональ­
ным п р о е к ц и я м ...................................................................................................................
Вопросы для  с а м о п р о в е р к и ............................................................................................  81



4  Оглавление

ПО НЯТИЯ И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я ............................................................................................
fi 26. О бразование поверхности и ее задание на эпюре М о н ж а .....................
fi 26. Определитель поверхности .................................... .. .........................................
fi 27. Ортогональные проекции п о в е р х н о с т и .........................................................
fi 28. Классиф икация п о в е р х н о с т е й .............................................................. ...

КЛАСС I
fi 29. Нелинейчатые поверхности с образую щ ей перем енного  вида
(группа А]) ............................................................................................................................
fi 30. Нелинейчатые поверхности с образующ ей постоянного вида 
(группа Б ] ) ............................................................................................................................

КЛАСС II
fi 31 Линейчатые п о в е р х н о с т и ......................................................................................
fi 32 Линейчатые поверхности с трем я  направляю щ ими (группа АЦ) . . 
fi 33. Линейчатые поверхности с д в у м я  направляю щ ими (группа Б ц )  . . 
fi 34. Линейчатые поверхности с д в у м я  направляю щ ими и плоскостью
параллелизм а  (поверхности К а т а л а н а ] ....................................................................
fi 35. Линейчатые поверхности с одной направляющей — торсы (гр у п ­
па В ц ) ........................................................................................................................................
fi 36. П оверхности параллельного переноса (п од класс  1 ) ..............................
fi 37. Поверхности вращ ения  (подкласс  2 ) ...........................................................
fi 38. Винтовые поверхности (подкласс  3) ...........................................................
Вопросы для с а м о п р о в е р к и ............................................................................................

Глава V ПОЗИЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ

ПОНЯТИЯ И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я ............................................................................................
fi 39. Принадлежность точки линии (Л G i ) ............................................................
fi 40. Принадлежность точки поверхности (А £  л ) .............................................
fi 41. Принадлежность линии поверхности (1C а)  .............................................
fi 42. Пересечение линии с линией ( / П т ) ...............................................................
fi 43. Пересечение поверхности с поверхностью (q H J )  .................................
fi 44. Пересечение плоскостей ......................................................................................
fi 46. Пересечение поверхности плоскостью (построение с е ч е н и я ) ............
fi 46. П лоскость, касательная к  п о в е р х н о с т и ........................................................
fi 47. Построение линии пересечения поверхностей (общ ий случай) . . . 
fi 48. Построение линии пересечения поверхностей с помощ ью  в сп ом о­
гательных секущ их  п л о с к о с т е й ...................................................................................
fi 49. Построение линии пересечения поверхностей с помощ ью  в с п о м о ­
гательных цилиндрических п о в е р х н о с т е й ...............................................................
fi 60. Построение линии пересечения поверхностей с пом ощ ью  в с п о м о ­
гательных конических поверхностей ........................................................................
fi 51. Построение линии пересечения поверхностей с помощ ью  семейст­
ва вспом огательн ы х  сферических поверхностей ................................................
fi 52. Построение линии пересечения поверхностей в торого  порядка
(частные случаи) .................................................................................................................
fi 6 3. Определение точек пересечения линии с п о в е р х н о с т ь ю ........................
Вопросы для  с а м о п р о в е р к и ............................................................................................

Глава  VI. МЕТРИЧЕСКИЕ ЗА Д А ЧИ

ПОНЯТИЯ И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я ............................................................................................
fi 54. Построение в заи м н о  перп ен ди кулярн ы х  п р я м ы х ,  п рям ой  и плос­
кости, п л о с к о с т е й .................................................................................................................
fi 55. Определение расстояния м еж ду  д в у м я  точкам и  ....................................
fi 56. Определение расстояния м еж ду  точкой  и прям ой , м еж ду  парал
лельны м и п р ям ы м и  ...........................................................................................................
fi 57. Определение расстояния м е ж д у  точкой и плоскостью , прям ой  и
плоскостью , меж ду п л о ско стям и  и скр ещ и ваю щ и м и ся  п р я м ы м и ............
fi 58. О проекциях  плоски х  углов  .............................................................................
fi 59. Определение величины плоского  угла по его ортогональны м про­
екц и я м  .....................................................................................................................................

Г лав  я IV . П О В Е Р Х Н О С ТЬ

82
83
84 
86 
88

91

93

94
96

101

102

106
109
111
114
117

118
119
120
124
125
126 
128 
131 
140
147

148 

1М
I M

158

163
165
172

173

174 
180

181

183
187

189



Список литературы 5

§ 60. Определение угле м еж ду прям ой и п л о с к о с т ь ю ......................................  190
§ 61. Определение угла между п л о с к о с т я м и .......................................................  192
§ 62. Определение угла между скрещ иваю щ им ися  п р я м ы м и ....................  194
Вопросы для  с а м о п р о в е р к и ........................ ... ............................................................... 196

Глава VII. РАЗВЕРТКА ПОВЕРХНОСТЕЙ

ПОНЯТИЯ И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я ...........................................................................................  196
£ 63. О сновные свойства разв ер тки  п о в е р х н о с т е й ............................................  197
S 64. Развертка поверхности м н о г о г р а н н и к о в .....................................................  198
S 65. Построение приближенных р азвер то к  развертываю щ ихся поверх­
ностей ........................................................................................................................................  201
§ 66. Условная развертка  п о в е р х н о с т е й .................................................................  206
Вопросы для с а м о п р о в е р к и ............................................................................................  209

Глава VIII. АКСОНОМЕТРИЧЕСКИЕ ПРОЕКЦИИ

ПОНЯТИЯ И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я ............................................................................................  210
8 67. Стандартные аксонометрические п р о е к ц и и ................................................ 212
£ 68. П римеры построения аксонометрических  проекций геометричес­
ких ф и г у р ...................................................................................... .........................................  215
§ 69. Решение позиционных задач на аксонометрических  проекциях  . . . 219
§ 70. Решение метрических задач на аксонометрических  п роекц иях  . . . 221
Вопросы для с а м о п р о в е р к и ............................................................................................  222

Глава IX. И СПОЛЬЗОВАНИЕ ЭЦВМ Д Л Я  ГРАФИЧЕСКОГО РЕШЕНИЯ З А ­
ДАЧ

ПОНЯТИЯ И О П Р Е Д Е Л Е Н И Я ............................................................................................  223
§ 71. О возм ож ности  использования ЭЦВМ д ля  графического  решения
з а д а ч ............................................................................................................................................  223
9 72. Основные вопросы  проблем ы  автоматизации процесса графичес*
кого  решения з а д а ч ..............................................................................................................  226
§ 73. Машинное чтение ч е р т е ж а ...................................................................................  227
§ 74. Метод маш инного решения з а д а ч ..................................................................... 228
§ 75. Составление маш инны х алгоритмов решения з а д а ч ..............................  231
§ 76. Определение рационального м аш инного а л г о р и т м а ..............................  239
Вопросы для с а м о п р о в е р к и ............................................................................................  240

1. Б убен ни ков  А. В., Г ром ов  М. Я. 
Начертательная геометрия. М.: Высшая 
ш кола, 1973. 416 с.

2. Д о б р я к о в  А. И. Курс начертатель­
ной геометрии. М. — Л .:  Госстройиздат, 
1952. 484 с.

3. К лимухин А. Г. Начертательная гео­
метрия. М.: Стройиздат, 1973. 368 с.

А. Котов И. И. Начертательная геомет­
рия. М.: Высшая ш кола , 1970. 382 с.

5. К ры лов Н. Н., Л обандиевскнй П. И., 
Мзн С. А. Начертательная геом етрия. М.: 
Высшая ш кола , 1977. 231 с.

6. Кузнецов Н. С. Начертательная гео­
метрия М.: Высшая ш ко л а ,  1969. 496 с.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

7. Начертательная геом етрия/ Н. Ф. Чет­
верухин, В. С. Левицкий, 3 . И. П ряниш ­
ни кова  и др. М : Высшая ш кола , 1963. 
420 с.

8. Начертательная геом етрия/ С. М. К о ­
лотое , М. Ф. Евстифеев, В. Е. Михайлен- 
к о  и др. Киев: Виша ш кола, 1975. 262 с.

9. Ф ролов С. А. Автоматизация процес­
са граф ического  решения задач. Минск: 
Выш ейшая ш ко л а ,  1980. 255 с.

10. Фролов С. А. Сборник задач по на­
чертательной геометрии. М.: Машино­
строение, 1980. 141 с.



ПРЕДИСЛОВИЕ
Учебник предназначен для сту­

дентов технических вузов (кром е  
архитектурны х и строительных спе­
циальностей) .

Содержание учебника полностью 
соответствует новой (1979 г .)  про­
грамме по начертательной геомет­
рии.

Второе издание подверглось зна­
чительной переработке. При подго­
товке  рукопи си  к  изданию были 
учтены отзывы и предложения, по­
лученные автором от читателей и 
относящиеся к а к  к  содержанию, 
та к и объему некоторы х разделов 
учебника, в частности: внесены из­
менения в систему обозначений 
проекций геометрических ф игур; 
строже изложен вопрос, касаю щ ий­
ся инвариантных свойств ортого­
нального проецирования, и более 
четко подчеркнута их роль в созда­
нии теоретической базы курса на­
чертательной геометрии; подроб­
нее изложен материал, связанный с 
определителем поверхностей, и 
уточнена построенная на его базе 
систематизация наиболее распрост­
раненных видов поверхностей; 
внесены уточнения в классиф ика­
цию позиционны х и метрических

задач; вклю чен новый материал, 
связанный с построением пл оскос­
ти, касательной к  поверхности; 
изложение способов преобразова­
ния ортогональных проекций дано 
в первой главе непосредственно за 
методом Монжа. Более раннее зна­
ком ство  со способами преобразо­
вания ортогональных проекций 
позволяет использовать эти спо­
собы на всех этапах изложения 
курса.

Во втором издании полностью 
сохранен дидактический принцип 
изложения материала — от общего 
к  частному, а не наоборот, к а к  это 
имеет место в большинстве кур со в  
начертательной геометрии.

Для облегчения чтения чертежей 
они выполнены линиями разных 
цветов. Кром е того, чтобы легче 
представить ’ ’и гр у ”  геометричес­
ки х  образов в пространстве, м но­
гие чертежи, построенные по прави­
лам ортогонального проецирова 
ния, иллюстрируются наглядными 
изображениями.

Автор приносит искренню ю  бла­
годарность всем читателям, при­
славшим пожелания, направленные 
на улучшение содержания учебника.



8 Обозначения и символика

определять объемы вы полняемых 
при этом земляны х работ.

Естественные н а уки  достигают 
еще большего расцвета в тех случа­
ях, ко гд а  изучаемые свойства соп­
ровождаются доступны ми для че­
ловеческого восприятия наглядны­
ми геометрическими моделями.

Методы начертательной геомет­
рии, позволяю щ ие решать матема­
тические задачи в их графической 
интерпретации, находят ш ирокое  
применение в ф изике , химии, меха­
нике, кристаллограф ии и м ногих

д р уги х  науках. К а к  и другие от­
расли математики, начертательная 
геометрия развивает логическое 
мышление.

Приведенный далеко не полный 
перечень вопросов, которы е сос­
тавляют предмет исследования в 
начертательной геометрии, не ос­
тавляет сомнения, что начертатель­
ная геометрия входит в число фун­
даментальных дисциплин, состав­
ляю щ их основу инженерного об­
разования.

ОБОЗНАЧЕНИЯ И СИМВОЛИКА

Д ля обозначения геометрических 
ф игур и их проекций , для отобра­
жения отнош ения между ним и, а 
та кж е  для кр а тко сти  записей гео­
метрических предложений, алго­
ритм ов решения задач и доказа­
тельства теорем в курсе  использу­
ется геометрический язык, состав­
ленный из обозначений и символов, 
приняты х в курсе  м атематики (в 
частности, в новом  курсе  геомет­
рии в средней ш к о л е ) .

Все многообразие обозначений и 
символов, а такж е  связи между ни ­
ми м о гут  бьггь подразделены на 
две группы :

группа I — обозначения геомет­
рических фигур и отношений меж­
ду ними;

группа II - обозначения логичес­
ких операций, составляющие син­
таксическую основу геометричес­
кого языка.

Ниже приводится полный список 
математических символов, исполь­
зуемы х в данном курсе . Особое 
внимание уделяется символам , к о ­
торые применяются для обозначе­
ния проекций геометрических фи­
гур.

Группа I
СИМВОЛЫ, ОБОЗНАЧАЮЩИЕ 
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФИГУРЫ 

И ОТНОШЕНИЯ МЕЖДУ НИМИ

А. О б о з н а ч е н и е  
г е о м е т р и ч е с к и х  ф и г у р

1. Геометрическая ф игура обоз­
начается — Ф .

2. Т о ч ки  обозначаются пропис­
ны м и б уквам и  латинского  алфави­
та или арабскими цифрами:

А, В, С. D ........L. М, N. ...
1, 2, 3, 4......12, 13, 14, ...

3. Линии, произвольно располо­
женные по отношению к  плоскос­
тям  проекций , обозначаются строч­
ны м и б уква м и  латинского  алфа­
вита:

а, Ь, е, d ... , I, m, л, ...

Линии уровня обозначаются: h — 
горизонталь; / — фронталь.

Л ля прям ы х используются такж е 
следующие обозначения:

(АВ) — прямая, проходящ ая 
через точки  А и В;

1-АБ) — луч с началом в точке А;
[АВ] — отрезок прямой, ограни­

ченный точкам и А и В.



ВВЕДЕНИЕ

Начертательная геометрия явля­
ется одним из разделов геометрии, 
в котором  пространственные ф игу­
ры, представляющие собой сово­
купность точек, линий, поверхнос­
тей, изучаются по их проекцион­
ным изображениям на плоскости  
(или какой-либо другой поверх­
ности) .

Основными задачами начертатель­
ной геометрии являются: а) созда­
ние метода изображения геометри­
ческих ф игур на плоскости  (по ­
верхности), б) разработка спосо­
бов решения позиционны х и метри­
ческих задач, связанных с этими 
фигурами, при помощ и их изобра­
жений на плоскости (поверхности ).

Начертательная геометрия по 
своему содержанию занимает осо­
бое положение среди д ругих н а ук: 
она является лучш им средством 
развития у человека пространствен­
ного воображения, без ко тор ого  
немыслимо никакое  инженерное 
творчество.

Начертательная геометрия явля­
ется теоретической базой для сос­
тавления чертежа — гениального 
изобретения человеческой мысли.

Чертеж — это своеобразный я зы к , 
с помощью которого , используя 
всего лишь точки , линии и ограни­
ченное число геометрических зна­
ко в , б укв  и цифр, человек имеет 
возможность изобразить на поверх­
ности, в частности на плоскости, 
геометрические ф игуры или их со­
четания (машины, приборы, инже­
нерные сооружения и т. д .) .  При­
чем этот графический я зы к являет­
ся интернациональным, он понятен 
любому технически грамотному че­
ловеку независимо от того, на ка ­
ко м  язы ке он говорит.

Решений задач способами начер­
тательной геометрии осуществляет­
ся графическим путем. Простейшей 
геометрической операцией, ко то ­
рую приходится выполйять в про­
цессе решения, является определе­
ние точки  пересечения двух линий. 
Вследствие того , что все геометри­
ческие построения осущ ествляются 
с помощ ью только  линейки и цир­

ку л я , линиями, точку  пересечения 
ко то р ы х  следует определять, явля­
ются прямые и окруж ности. Ины­
ми словами, путем проведения от­
резков прям ы х и дуг окружностей 
(в ред ких  случаях участков лекаль­
ны х кр и в ы х ) в определенной по­
следовательности, устанавливаемой 
теоремами и правилами начерта­
тельной геометрии, можно решать 
сложные задачи из различных об­
ластей на уки  и техники.

Возможность расчленения про­
цесса решения задач на выполнение 
элементарных, однотипных опера­
ций позволяет получить итерацион­
ные способы решения задач, ко то ­
рые л е гко  и естественно м огут  
быть автоматизированы с помощью 
вычислительной техники .

Использование начертательной 
геометрии является рациональным 
при конструировании слож ны х по­
верхностей технических форм с на­
перед заданными параметрами, 
применяемых в авиационной и ав­
томобильной промышленности, 
при создании корпусов  судов и су­
довы х движителей и во м ногих  
д ругих  областях техники .

Достиж ения многомерной начер­
тательной геометрии находят при­
менение при исследовании диаг­
рамм состояния м ногоком понент­
ны х систем и сплавов в тех случа­
ях, ко гд а  другие способы исследо­
вания оказы ваю тся чрезвычайно 
слож ны м и и не обеспечивают тре­
буемой точности.

Известна роль начертательной 
геометрии в архитектуре, строи­
тельстве, изобразительном и с ку с ­
стве. П роекционные способы, раз­
работанные в начертательной гео­
метрии, дают возможность полу­
чать наглядные изображения про­
ектируем ы х объектов и целых 
ко м п л е ксо в .

Благодаря начертательной гео­
метрии появилась возможность 
изображать на плоскости рельеф 
земной поверхности и решать прос­
ты м и  граф ическими способами за­
дачи, связанные с проектированием 
дорог, каналов, тоннелей, а такж е
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4. Поверхности обозначаются 
строчными буквами греческого ал­
фавита: .

а, /3, 7, 5, ... . f, Ч, v % ...
Чтобы подчеркнуть способ зада­

ния поверхности, следует указы ­
вать геометрические элементы, к о ­
торыми она определяется, напри­
мер:
а (а II Ь) — плоскость а определя­

ется параллельными 
прямыми л и ft;

0(di d jtfa ) — поверхность 0 опреде­
ляется направляющи­
ми d, и d2l образую­
щей g и плоскостью па­
раллелизма а.

5. Углы обозначаются:
LABC — угол с вершиной в точ­

ке В, а также La° , LQ , ... , ...
6 .Угловая величина (градусная 

мера) обозначается з н а ко м ^ , кото ­
рый ставится над углом:

АВ& — величина угла АВС\
А»V3 — величина угла
Прямой угол отмечается квадра­

том с точкой внутри tlL  •

7. Расстояния между геометри­
ческими фигурами обозначаются 
двумя вертикальными отрезка­
ми — ! |.

Например:
\АВ\ — расстояние между точка­

ми А и В (длина отрезка АВ ) ;
\Аа\ — расстояние от точки А до 

линии а;
\Аа\ — расстояние от точки А до 

поверхности а;
\аЬ\ — расстояние между линия­

ми а и Ь;
|а£| расстояние между поверх­

ностями а и 0.

8. Для плоскостей проекций при­
няты обозначения: я, и ir7,
где я, — горизонтальная плоскость 
проекций;

я 2 — фронтальная плоскость 
проекций.
При замене плоскостей проекций 
или введении новых плоскостей по­
следние обозначают тг3, я4 и т. д.

9. Оси проекций обозначаются:
У, где х — ось абсцисс; у  —

ось ординат; 2 — ось аппликат.
Постоянную  прямую  эпюра Мон­

жа обозначают k .

10. П роекции точек, линий, по­
верхностей, любой геометрической 
ф игуры  обозначаются теми же б у к ­
вами (или циф рам и), что и ориги­
нал, с добавлением верхнего индек­
са, соответствующ его плоскости 
проекции, на которой  они получе­
ны:

А \  В \ С \ D'......... L \  М\ ЛГ, ... -
горизонтальные проекции точек;
A  f В ” . С", D ”......... L ' \  Л Г , ЛГ\ ... ~
фронтальные проекции точек; 
а \  Ъ \  с \  й \  ... , Г , т \  л \  ... — 
горизонтальные проекции линий;
И • N I* * Ф* *** м"  ^а , о  , с  , а  , ... , Г , m  , п  , ... 

фронтальные проекции линий;• л| f > I ь' • *
а  , 0 , У , Ь , ... , f  , Ti , V , ... ~  
горизонтальные проекции поверх­
ностей;

И  # 1  с  н  > *  I I  •• ____

| ^  | 7 • ^ I 1 • ^  9 V t ••• 
фронтальные проекции поверхнос­
тей.

11. Следы плоскостей (поверх­
ностей) обозначаются теми же б у к ­
вами, что и горизонталь или фрон- 
таль, с добавлением подстрочного 
индекса 0Q, подчеркивающ его, что 
эти линии лежат в плоскости  про­
екции  и принадлежат плоскости 
(поверхности) а.

Т а к: hQQ — горизонтальный след 
плоскости  (поверхности) а;

/о а — фронтальный след 
плоскости  (поверхности) а.

12. Следы прям ы х (линий) обоз­
начаются заглавными б уквам и , с 
ко то р ы х  начинаются слова, опреде­
ляющ ие название (в латинской 
транскрипции) плоскости  п р о е к­
ции, которую  пересекает линия, с 
подстрочным индексом , указы ваю ­
щ им принадлежность к  линии.

Например: На — горизонтальный 
след прямой (ли­
нии) а;

Fa — фронтальный
след прямой (ли­
нии) а.
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13. Последовательность точек, 
линии (любой фигуры) отмечается 
подстрочными индексами ,л*

^1 ' ^  3 I ••• *
^ 1 * I ^3. •••• аП9 

° | 1  ° 1  • f l 3 i  ••• * ° п »

Ф |, ♦ *. Фз, ... , фя и т. д.

Вспомогательная проекция точ­
ки , полученная в результате преоб­
разования для получения действи 
тельной величины геометрической 
ф игуры , обозначается той же б у к ­
вой с подстрочным индексом  0 :

Во, Со, До, ...

А к с о н о м е т р и ч е с к и е
п р о е к ц и и

14. Аксоном етрические пр о е к­
ции точек, линий, поверхностей 
обозначаются теми же б уквам и , 
что и натура с добавлением верхне­
го индекса 0 :

А \  В°% С0, D \  ...
1°, 2°, 3°, 4°, ... 
л 0 1,0 _0 _|0 а , о , с , и 9 ...
л° д° л° а  . Р , 7 * 0 • —

15. Вторичные проекции обозна­
чаются путем добавления верхнего 
индекса1 :

l l \ 2 10, З10, 4 1\ ...
f l >0 с . о  d i o
Л 1 О д I О - , 1 0  с 1 оа , 0 • 7 . 6 » —

Д ля облегчения чтения чертежей 
в учебнике при оформлении иллю­
стративного материала использова­
ны несколько  цветов, каж д ы й  из 
ко тор ы х  имеет определенное смыс­
ловое значение: линиями (точка ­
ми) черного цвета обозначены ис­
ходные данные; зеленый цвет ис­
пользован для линий вспомогатель­
ны х графических построений; крас­
ными линиями (точкам и) показа ­
ны результаты построений или те 
геометрические элементы, на ко то ­
рые следует обратить особое вни­
мание.

Б. С и м в о л ы ,  о б о з н а ч а ю щ и е  о т н о ш е н и я  
м е ж д у  г е о м е т р и ч е с к и м и  ф и г у р а м и

№
по пор.

О бозна­
чение

Содержание Пример символической 
записи

1 = Совпадают {A B ) *  ( C D ) — прямая, проходящ ая 
через точки  А и Я, совпадает с прямой, 
проходящ ей через точки  С и D

2 71 К онгруентны L A B C  L M N K  — угол  A BC  конгруен- 
тен у гл у  M NK

3 сО Подобны A A B C  W  A  M NK  — треугольники  ABC  
и M N K  подобны

4 н Параллельны а || fi — плоскость а параллельна плос­
ко сти  fi

Б 1 П ерпендикулярны а 1 t  — прямы е а и Ь перпендикулярны

6 — Скрещ иваю тся с -  d — прямы е e n d  скрещ иваются

7 т т Касательные t JТ J — прямая 1 является касательной 
к  линии 1.
fi а  — плоскость  fi касательная к  по 
верхности а

8 -♦ Отображаются Ф | -* Ф3 — фигура Ф| отображается на 
ф игуру Фа
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Продолжение табл.

№ 
по пор.

О бозна­
чение

Содержание Пример символической 
записи

9 S Центр проецирования. 
Если иентр проецирова­
ния несобственная точ­
ка , то его положение 
обозначается стрелкой, 
указы ваю щ ей направле­
ние проецирования

10 в Направление проециро­
вания

—

11 Р Параллельное проециро­
вание

— параллельное проецирование на 
плоскость а  в направлении я

В. О б о з н а ч е н и я  т е о р е т и к о - м н о ж е с т в е н н ы е

№
па пор

Обо эн a 
чение

Содержание Пример символической 
записи

Пример символической 
записи в геометрии

1 М, N Множества — —
2 А. В, С. ... Элементы

множества
—

f -

a { . . . } Состоит из ... Ф { а . в , с , ... } Ф (>1, В, С, ... } — фигура 
Ф состоит из точек А, В,
С. ..

4 $ Пустое мно 
жести о

L — 5} — множество L 
пустое (не содержит эле­
ментов)

5 е Принадлежит, 
является эле­
ментом

2 G N (где N  — множ ест­
во натуральных чисел) — 
число 2 принадлежит мно 
жеству N

А €  а — точка А принад 
лежит прямой а (точка 
А лежит на прям ой а )

6 с Включает,
содержит

AI CW -  м нож ество N  яв 
ляется частью (под м но ­
ж еством ) множества М 
всех рациональных чисел

а С а — прямая а принад 
лежит плоскости а  (по 
нимается в смысле: м но ­
жество точек прямой а 
является подмножест­
вом  точек плоскости а )

1 и Объединение С *  A  U В — множество 
С есть объединение мно­
жеств А  и Д; Л ,  2. 3_, 
4 , 5}  =  {1 .2 .3}LU {4 .5 }

ABCD  =  \А  В ] U [ВС ] U [СД] 
— ломаная линия, A BCD  
есть объединение отрез­
ко в  И В ] ,  [ f i C j ,  \CD\

8 п Пересечение
множеств

М — К  С\ L  — множество 
М есть пересечение мно 
ж ест в К  и L  (содержит 
в себе элементы, принад­
лежащие к а к  множ еству 
К , та к  и множ еству L ) .
М  П N  = ^3 “  пересечение 
множеств М и N  есть пус­
тое множество (м нож ест­
ва М и N не имеют общ их 
элем ентов)

а =  а  О 0 — прямая а 
есть пересечение п л о ско ­
стей QH 0

а П  Ь =  5) — прямые а и 
Ь не пересекаются (не 
имеют общ их точек)



12 Обозначения и символика

Группа II
СИМ ВОЛЫ , ОБО ЗНАЧАЮ Щ ИЕ Л О ГИ Ч Е С КИ Е  ОПЕРАЦИИ

№
па пор

Обозначение Содержание Пример символической 
записи

1 л К онъ ю нкция  предложений; 
соответствует союзу "и * '. 
Предложение ( р Л я )  истин­
но тогда и только  тогда, 
ко гд а  р и g оба истинны

а П 0  =  { * : / с е а Л К е в }  Пересе­
чение поверхностей а и р  есть м н о­
жество точек (л и н и я ), состоящее 
из всех тех и только  тех точек K t 
которы е принадлежат к а к  поверх­
ности а, так и поверхности 0

2 V Д изъю нкция предложений; 
соответствует сою зу "и л и ” . 
Предложение (p V g )  истин­
но, ко гд а  истинно хотя бы 
одно из предложении р  или 
g (т. е. или р, или д, или 
о б а ).

—

3 И м пликация — логическое 
следствие. Предложение 
р " *  g означает: "если р, то 
и д "

(а || с /\Ь  || с ) ^ а  || Ь 
Если две прямые параллельны 
третьей, то они параллельны меж ­
ду собой

4 Эквивалентность. Предло­
жение (р * *  q ) понимается 
в смысле: ’ ’если р, то и q ; 
если д, то и р ”

А A G 1C а.
Точка  принадлежит плоскости , ес­
ли она принадлежит некоторой л и ­
нии, принадлежащей этой п л о с ко с ­
ти. Справедливо также и обратное 
утверждение: если точка  принад­
лежит некоторой линии, принадле­
жащей плоскости , то она принад­
лежит и самой плоскости

5 V Квантор общ ности, читает­
ся: для в ся ко го , для всех, 
для лю бого. Выражение 

означает: "для 
в с я ко го  х  имеет место 
свойство Я (х )  **

V ( A А В С )(уГ +  b V  С =  1 8 0 °).
Для в ся ко го  (для лю бого ) треу 
гольника сумма величин его углов 
при вершинах равна 180°

6 3 К вантор  сущ ествования, 
читается: сущ ествует. В ы ­
ражение ^  (х )  Я (х ) озна­
чает: ’ ’сущ ествует х , обла­
дающее свойством  Я (JC) **

( V o X 3 о) 1 о £ На] .
Д ля любой плоскости а сущ еству­
ет прямая а, не принадлежащая 
плоскости  а и параллельная плос­
ко сти  а

7 3 1 Квантор единственности 
сущ ествования, читается: 
сущ ествует единственное 
(-я, -й)... Выражение ( 3 1 * )  
(Ях) означает: "сущ е ству ­
ет единственное (только  
одно) х , обладающее свой­
ством  Ях*’

C V A .  В ) ( А  *  В )(  3  10)(0 Э А , В ) 
Д ля лю бы х д вух  различных точек 
А и В существует единственная 
прямая а, проходящ ая через эти 
точки

Я (Р х) Отрицание вы сказы вания 
(Рх)

а — Ь20 ( З а Н а  3  а, Ь ) .
Если прямые а и fa скрещ иваются, 
то не сущ ествует плоскости  Q, к о ­
торая содержит их

9 \ Отрицание знака [А В \  \  J CD] — отрезок \А В \  не ра­
нен отр езку  | C D \ . 
а X  Ь — линия а не параллельна ли­
нии Ь
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МЕТОД ПРОЕКЦИЙ

§ 1. НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА ЕВКЛИДО ВА ПРОСТРАНСТВА

С позиции теории множеств лю бую  геометрическую  ф игуру следу­
ет рассматривать к а к  множество всех принадлежащ их ей точек. Г о ­
воря иначе, всякая  геометрическая ф игура есть не пустое множество.

Отображение геометрической ф игуры  на плоскость (или ка кую - 
либо д р угую  поверхность) м ож но получить путем проецирования ее 
точек на эту плоскость (поверхность).

Прежде чем говорить о сущ ности метода проецирования, целесо­
образно рассмотреть некоторы е свойства евклидова пространства*.

Известно, что эти свойства м о гут  быть выражены при помощ и систе­
мы аксиом и предложений, которы е устанавливают зависимости и отно­
шения м еж ду элементами пространства. Т очки , прямые и плоскости 
евклидова пространства находятся в определенном взаимоотнош ении, 
которое м ожет быть обозначено словом принадлежность или инцидент­
ность Термин инцидентность заменяет такие понятия, к а к  "лежать на” , 
’ ’проходить через” . Вместо выражений "то чка  А лежит на плоскости  а ” , 
"прямая а проходит через то ч ку  Я м м ож но  употреблять выражения 
’точка А инцидентна (принадлежит) плоскости  а*\ "то чка  В инцидентна 
(принадлежит) прям ой а’ \  В символической форме эти выражения 
можно записать A G ъ\ В G а.

Отношения принадлежности между элементами евклидова про­
странства м о гу т  быть выражены следующ ими предложениями:

1. Если точка  А принадлежит прям ой а, а прямая а принадлежит 
плоскости а , то точка А принадлежит плоскости  а:

A G a C a ^ A G a .

2. Две различные точки  А и В всегда принадлежат одной и той же 
и только  одной прям ой а или каждой прям ой а принадлежат, по крайней 
мере, две точки  А и В:

( V 4 ,  В ) ( А * В ) ~  ( 3 1а)(а 3 А, В).
3. Три различные точки  А, В и С, не принадлежащие одной прям ой, 

принадлежат одной и той же и только  одной плоскости :
( V A .  В, С)(А \  С) Л (А, В, СИ а ) »  ( 3  1 о )(а  Э А, В, С).

4. Если две точки  А и Bf принадлежащие прям ой а, принадлежат 
плоскости  а, то прямая ^'принадлежит плоскости  а:

( V A ,  В) (А Ч В)(А,  B e  а) Л (А, B e  а ) - *  (а С а ) .

• Основные свойства трехмерного пространства, в ко то р о м  мы живем, были 
изучены до нашей зры греческими геометрами.

Наиболее сущ ественный в клал  имели труды  по геометрии трехмерного прост* 
ранства ве л и ко го  геометра древности Евклида, излаженные им в Началах (111 в. до 
нашей эры) По имени автора "Начал”  геом етрическом у пространству, изучаемому в 
элементарной геометрии, присвоено название евклидова пространства
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Кроме приведенных выше, м о гут  быть сформулированы и другие 
предложения принадлежности для элементов евклидова пространства. 
К таким  предложениям, н частности, относятся:

5. Две прямые, принадлежащие одной плоскости, м огут  принадле­
жать одной точке, но этого может и не быть

6. Дне плоскости  м огут  принадлежать одной и той же прям ой, но 
этого может и не быть.

1. Плоскость и не принадлежащая ей прямая м огут принадлежать 
одной точке, но этого может и не быть.

Последние три предложения по сущ еству перефразируют аксиом у
о параллельности. R самом деле, предложение 5 утверждает, что в е в к ­
лидовой плоскости две прямые либо пересекаются (принадлежат одной 
точке ), либо не имеют общей точки — в этом случае они называются 
параллельными. Аналогично, предложение в говорит о том, что в е в к ­
лидовом пространстве две плоскости либо пересекаются (принадлежат 
одной пр ям о й ), либо они параллельны, а предложение 7 — о том , что 
прямая, не принадлежащая плоскости, либо пересекает ее (прямая и 
плоскость принадлежат одной т о ч к е ) , либо они параллельны.

§ 2. РЕКО Н СТРУКЦ И Я Е В КЛ И Д О В А  ПРОСТРАНСТВА

Принятие аксиом ы  Евклида о параллельности при последующем из­
ложении приводит к  определенным трудностям , вызванным тем, что, 
рассматривая метод проекций, составляющий основу для изображе­
ния на плоскости  геометрических ф игур, расположенных в простран­
стве, мы обнаруживаем "неоднородность”  евклидова пространства 
и погруж енны х в него геометрических ф игур.

Действительно, пусть даны дне прямые а и ft, определяющие плос­
кость а (рис. 1 ). Возьмем в плоскости а произвольную  то чку  S 
(S ^  а Л Ь) . Через точку  S проведем произвольную  прям ую  /, которая 
пересечет прям ую  а в точке Ла , а прям ую  ft в точке Л ь . Проведем че­
рез точку  S прям ую  . пересекающую прям ую  а в точке а прям ую  ft в 
точке Вь . Аналогично, прямые / 2, I j ,  проведенные через то чку  S, пересе­
кают прямые а и ft соответственно в точках С° и Сьц Da и Db .

Выполненные построения показы ваю т, что мы каждый раз полу­
чаем две точки  — одну на прямой а и одну, однозначно соответствующ ую 
ей точку , на прямой ft. Т ак будет продолжаться до тех пор, пока в пучке

а
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Рис 2
Л

прямых с центром в точке S  не полнится прямая /j, параллельная прямой 
Ь. Эта прямая пересекает прям ую  а в точке  Ма. Ввиду параллельности 
прямых /, и Ь они не будут пересекаться, следовательно, не будет и точки 
Л/ь на прям ой Ь, однозначно соответствующ ей точке A#fl, т. е. вы яв­
ленная ранее закономерность, состоящая в том, что каж дой точке пря­
мой а соответствует точка прямой b и наоборот, нарушается с появле­
нием параллельной прямой. Кроме точки  Ма появится еще одна точка 
Nb е 6) ,  которая также будет отличаться от всех остальных точек 
прямой b (так к а к  /* ||<з). Рис, 1 показывает, что м ы  оказываемся перед 
фактам, что прямые а и b (из-за аксиом ы  о параллельности) не являются 
однородными: каждая из них содержит то чку  {Ма и соответственно), 
отличную от всех д ругих точек, объединенных в прямые а и Ь.

Свойства евклидовой плоскости  обнаруживают еще одно несоответ­
ствие, которое влечет за собой нарушение принципа взаимной непре­
рывности.

Действительно, если расстояние м еж ду точками Аа и В° прямой 
а -  величина бесконечно малая (см. рис. 1 1 , то и расстояние А х d между 
соответствующ ими этим точкам  точкам и А ь и Вь прямой Ь будет также 
бесконечно малым.

Приведенные рассуждения будут справедливы и для другой пары со­
ответственных точек (например, CaDa и ChDb ).

Но если мы возьмем на прямой а две бесконечно близкие точки  
Ка и L fl, разделенные точкой Ма, то, к а к  видно из чертежа, им будут 
соответствовать две бесконечно удаленные точки  и L°  прямой Ь

Если мы обратимся к  трехмерному евклидову пространству, то в 
нем появится множество точек, принадлежащих прям ы м  m и л, по 
которы м  пересекаются плоскости а и 0 с плоскостям и Й и 7, опреде­
ляемыми пучкам и  прям ы х, параллельных плоскостям  а и 0 и принадле­
жащ их точке 5 (рис. 2 ).

Становится очевидным, что евклидово пространство, свойства к о ­
торого определяются, в частности, и аксиом ой о параллельности, не 
может быть использовано для разработки метода центрального прое­
цирования. Более того, мы оказываемся перед альтернативой: или 
нринять на веру существование аксиом ы  о параллельности и, ка к  след­
ствие, признать неоднородность окруж аю щ его  нас пространства, или 
считать, что пространство однородно, подвергнув сомнению существова­
ние аксиом ы  о параллельности.
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;1ля того чтобы освободиться от указанных недостатков, необходи­
мо трехмерное евклидово пространство подвергнуть реконструкции.

Из рис. 1 видно, что для того чтобы точка Ма не отличалась от осталь­
ных точек (Аач /**. , 1)а ) прямой а, достаточно потребовать, чтобы 
параллельные прямые lk и ft пересекались; при зтом точку их пересечения 
Mh будем считать бесконечно удаленной — несобственной точкой (в отли­
чие от точек евклидова пространства, которые считаются собственными).

Таким образом, дополнение прямой несобственной точкой, в кото­
рой прямая пересекается с параллельной прямой, позволяет устра­
нить недостаток, являющийся следствием аксиомы о параллельности.

Теперь мы можем утверждать, что любая точка прямой а будет 
иметь соответствующую ей точку на прямой ft. Эта точка может быть 
ка к  собственной, так и несобственной.

Наличие на прямой несобственной точки позволяет установить не 
только взаимно однозначное соответствие между точками прямых а 
и 6, но и ликвидирует и второе несоответствие, связанное с наруше­
нием непрерывности в расположении точек, принадлежащих прямой. 
Точки Кь и Lb прямой ft, соответствующие бесконечно близким точ­
кам Ка и La прямой а, удалены в бесконечность, и расстояние между 
ними бесконечно большое.

В то же время расстояние между точками КаМа и LaMa прямой а 
бесконечно мало. Для того чтобы избежать разрыва прямой ft, доста­
точно предположить, что расстояние между точками КЬМ° и так же 
бесконечно мало, ка к  и между двумя другими бесконечно близкими 
точками K bL b. Это может произойти лишь в том случае, если прямая ft 
будет замкнутой. Условная модель такой прямой показана на рис. 3.

На плоскости можно провести бесчисленное множество прямых, 
каждая из которых имеет несобственную точку. Что же представляет из 
себя множество этих точек плоскости?

Так ка к  каждая прямая плоскости имеет только одну несобствен­
ную точку, то она может пересекать множество этих несобственных 
точек только в одной точке, поэтому естественно считать множество 
несобственных точек плоскости несобственной прямой. Выясним также, 
что представляет собой множество несобственных точек пространства.

Представим две параллельные плоскости а и 0 (рис. 4 ). Проведем 
я каждой из них по одной прямой о и ft так, чтобы a lift. Эти прямые 
пересекутся в несобственной точке . Проведем в плоскости а пря­
мую с, а и плоскости 0 прямую d, причем с \\d. Эти прямые пересекутся

также в несобственной точке В-. Несобст­
венные точки Аш и Б - определяют несобс­
твенную прямую I Так ка к  точки А - и 
В .  принадлежат ка к  плоскости а, так и 
плоскости 0, то несобственная прямая 
также принадлежит этим плоскостям. 
Следовательно, в евклидовом простран­
стве, дополненном несобственными точ­
ками, две параллельные плоскости пере­

чь & секаются по бесконечно удаленной —
несобственной прямой. Ранее было уста­
новлено, что множество несобственных 
точек пространства пересекаются прямой 
в одной несобственной точке. Теперь мы 
показали, что это же множество имеет с 
плоскостью одну общую несобственную 

Рис, 3 прямую.
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Рис. 4

Естественно считать множество несобственных точек пространства 
несобственной (бесконечно удаленной) плоскостью*.

Итак, для реконструкции евклидова пространства достаточно: до­
полнить множество точек прямой несобственной точкой, что приво­
дит к  дополнению евклидовой плоскости несобственной прямой, а трех­
мерное пространство — несобственной плоскостью.

Дополненные несобственными элементами евклидовы плоскость 
и пространство называют соответственно проективной плоскостью и 
проективным пространством

Отмеченные ранее в пп. 5, 6, 7 (см. § 1, с. 14) свойства евклидова 
пространства для проективного пространства могут быть сформулиро­
ваны иначе:

п. 5 — две прямые, принадлежащие одной плоскости, всегда при­
надлежат одной и той же и только одной точке;

п. 6 — две различные плоскости всегда принадлежат одной и той же 
и только одной прямой;

п. 7 — плоскость и не принадлежащая ей прямая всегда принадле­
жат одной и той же и только одной точке.

Во всех рассмотренных случаях точка и прямая могут быть ка к 
собственными, так и несобственными.

§ 3. ЦЕНТРАЛЬНОЕ ПРОЕЦИРОВАНИЕ

Сущность центрального проецирования заключается в следующем: 
пусть даны плоскость я, и точка S (S ^  я, рис. 5 ). Возьмем произ­
вольную точку А (А ^  я j , А \  S ) . Через заданную точку S и точку А 
проводим прямую (Sj4 ) и отмечаем точку А \  в которой эта прямая 
пересекает плоскость я, . Плоскость я, называют плоскостью проекции, 
точку S — центром проекции**, полученную точку А ‘ — центральной 
проекцией тоики А на плоскость я , ,  прямую (Sj4) — проецирующей 
прямой Положения плоскости я, и центра S определяют аппарат цент­
рального проецирования. Если он задан, то всегда имеется возмож­
ность определить положение центральной проекции любой точки прост­
ранства на плоскости проекции.

Действительно, пусть дана произвольная точка В (см. рис. 5 ) ; про­
ведя проецирующую прямую (Sfi) и найдя точку ее встречи (пересе­
чения) с плоскостью я , ,  определяем центральную проекцию В1 точки

* Па аналогии с плоскостью  евклидова пространства, в ко тор ом  плоскость м о ж ­
но рассматривать к а к  множества точек (со б ств е н н ы х), которы е  пересекаютсв пря­
мой в одной ( собственной] точке  и плоскостью  по одной (собственной) прямой.

* *  В н е ко то р ы х  учебниках встречается определение точки  S к а к  полюса проекции 
или к а к  верш ины конической  поверхности В зтих случаях проекции называют соот­
ветственно полярны м и или кони че ски м и .
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В при данном алпарате проецирования (фиксированном положении 
Я |  И S) .

В том случае, когда точка С принадлежит плоскости, проходящей 
через центр проекции и параллельной плоскости я , ,  проецирующая 
прямая (SC) пересечет плоскость проекции в несобственной точке 
Сш. Таким образом, можно сделать вывод, что при заданном аппарате 
проецирования каждая точка пространства имеет только одну цент­
ральную проекцию. Это утверждение вытекает из того, что через две 
различные точки можно провести только одну прямую. К  сожалению, 
обратное утверждение — каждой центральной проекции точки одно­
значно соответствует точка, не имеет места.

Из рис. 5 видно, что точка А ‘ может быть центральной проекцией 
любой точки А 1ч ;4э, ... , A nt принадлежащей прямой M 'S ) . По> 
тому одна центральная проекция точки не дает возможности судить
о положении самой точки в пространстве

Для определения положения точки необходимо иметь две ее цент­
ральные проекции, полученные из двух различных центров. Имея две 
центральные проекции точки А\  и А \ % полученные из центров S , и S 3 
(рис. 6 ) , можно определить положение точки А в пространстве. Для 
этого достаточно провести прямые [А\ S, ) и (i4’3S 3 ) и отметить точку 
их пересечения.

На рис. 6 показано также определение положения точки В по задан­
ным проекциям В\ и В\ .

§ 4. ПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ПРОЕЦИРОВАНИЕ

Рассмотрим частный случай центрального проецирования, когда 
центр проекции помешен в несобственной точке S *. В этом случае про­
екцией точки А на плоскость я, будет точка А \  в которой проецирующая 
прямая (Se А) пересекает плоскость проекции Я| (рис. 7 ).

Для нахождения проекции точки В следует провести прямую 
(S^BJII (Se А) и определить точку ее пересечения с плоскостью пх. 
Очевидно, что при таком положении центра проекции и все остальные 
проецирующие прямые будут также параллельны (S А). Множество всех 
прямых пространства, имеющих несобственную точку, образуют связ-

* На чертеже несобственная точка указывается направлением я.
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ку , центр которой — несобственная точка, совпадающая с центром про­
екции.

В связи с параллельностью проецирующих прямых рассматривае­
мый способ проецирования называется параллельным, а полученные 
с его помощью проекции — параллельными проекциями.

Аппарат параллельного проецирования полностью определяется 
положением плоскости проекции я, и направлением проецирования я.

Отмеченное раньше свойство центрального проецирования сохра­
няется и в данном случае. Применительно к  параллельному проециро­
ванию оно может быть сформулировано:

каждая точка пространства, при заданном аппарате проецирования, 
будет иметь только одну параллельную проекцию.

Обратное утверждение, ка к  и в случае центрального проецирова­
ния. не имеет места.

Действительно, точка А 1 (см. рис. 7) может быть параллельной 
проекцией любой точки A Xt A 7t A 3t ... , А п% принадлежащей прямой 
M 'S .) ,  позтому одна параллельная проекция точки не позволяет судить
о положении самой точки в пространстве.

Для определения положения точки в пространстве необходимо 
иметь две ее параллельные проекции, полученные при двух различ­
ных направлениях проецирования

В зтом случае положение точки А определяется пересечением пря­
мых, проведенных через А\ и А\ параллельно соответствующим нап­
равлениями, и ^  (рис. 8 ) .

На рис. 8 показано также нахождение положения в пространстве 
точки В  по известным ее параллельным проекциям В \  и В \ .

§ 5. ОРТОГОНАЛЬНОЕ ПРОЕЦИРОВАНИЕ

Частный случай параллельного проецирования, при котором нап­
равление проецирования s перпендикулярно плоскости проекции, на­
зывается прямоугольным или ортогональным (от слова orthogonioa — 
прямоугольный) проецированием.

Ортогональное проецирование находит широкое применение в ин­
женерной практике для изображения геометрических ф игур на плос­
кости.

Рис. 9 дает наглядное представление об ортогональном проецирова­
нии точки.
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Рис. 9

Раньше отмечалось, что для Рис. 10
решения обратной задачи — опре­
деления положения точки в прос­
транстве по ее параллельным про­
екциям — необходимо иметь две параллельные проекции, полученные 
при двух направлениях проецирования.

Так к а к  через точку можно провести только одну прямую, перпен­
дикулярную  к  плоскости, то, очевидно, в отличие от центрального и 
параллельного (косоугольного) проецирования (см. рис. 5 и 7) при 
ортогональном проецировании для получения двух проекций одной 
точки необходимо иметь две не параллельные плоскости проекции.

Выделим в пространстве две взаимно перпендикулярные плоскости 
я , и я 2 . Спроецируем ортогонально точки ^ К ч пространства на
плоскость я , , получим множество проекций точек \ К \  ... }  , образую­
щих поле проекций точек {X ,  , которое условимся называть гори­
зонтальной плоскостью проекции. При ортогональном проецировании 
множества точек пространства и . . . . }  на плоскость я 2 получим мно­
жество проекций т о ч е к о б р а з у ю щ и х  поле проекций точек ...J f 
которое будем называть фронтальной плоскостью проекций.

На рис. 10 показаны точки пространства А и Я и их ортогональные 
проекции А \  А ” и  В \ Вм. Здесь, ка к  и в ранее рассмотренных случаях 
центрального проецирования (см. рис. 5) и параллельного проециро­
вания (см. рис. 7 ), одной точке пространства соответствуют две точки — 
ее проекции.

Если положение плоскостей я , и я а фиксировано, го каждой точ­
ке пространство будет соответствовать упорядоченная пара точек но 
полях проекций.

Справедливым оказывается и обратное утверждение — упорядочен­
ной паре точек полей проекций соответствует единственная точка прост­
ранства.

Отмеченное свойство является фундаментальным — составляю­
щим основу построения проекционного чертежа.

Ортогональное проецирование обладает рядом преимуществ перед 
центральным и параллельным (косоугольны м) проецированием. К  ним 
в первую очередь следует отнести:

а) простоту графических построений для определения ортогональ­
ных проекций точек;

б) возможность при определенных условиях сохранить на проек­
циях форму и размеры проецируемой фигуры.

Отмеченные преимущества обеспечили широкое применение орто­
гонального проецирования в технике, в частности, для составления 
машиностроительных чертежей.



§ 6. И Н ВАРИАНТН Ы Е СВОЙСТВА 
ОРТО ГО НАЛЬНО ГО  ПРОЕЦИРОВАНИЯ

Геометрические ф игуры  проецируются на плоскость проекции в 
общем случае с искажением. При этом характер искажений эависит 
от аппарата проецирования и положения проецируемой ф игуры по от­
ношению к  плоскости  проекции . В частности, при ортогональном прое­
цировании, если проецируемая ф игура занимает произвольное положение 
по отношению к  плоскости  проекции , ее проекция не сохраняет метри­
ческих характеристик оригинала — происходит искажение линейных и 
угловы х величин.

Действительно, при ортогональном  проецировании трапеции ABCD 
на плоскость я l9 не параллельную плоскости  трапеции (рис. 1 1 ) ,  дли­
ны ее сторон, величины углов  при вершинах, площадь и другие метри­
ческие характеристики  оригинала на проекции  A iBlC‘D> не сохраняются.

Наряду с этим между ф игурой-оригиналом  и ее ортогональной проек­
цией на плоскость сущ ествует определенная связь, заключающаяся в том, 
что некоторые свойства проецируемой ф игуры  Ф сохраняются и на ее 
проекции Ф '.

Из рис. 11 видно, что точки  А , Б, С, D — верш ины проецируемой 
трапеции (ф игура Ф) проецируются в точки  А \  В \  С \  D ‘ — вершины 
трапеции-проекции (ф игура Ф ' ) ;  отрезки  (А В ]% |BC]t | CD], \DA] — 
стороны трапеции проецируются в отрезки  \А * 0 \Ш (В ’С '], | C'D \% \D A ] — 
стороны трапеции-проекции.

Параллельным основаниям \АВ] II [DC] проецируемой трапеции со­
ответствуют такж е  параллельные основания | А 'В ‘] || [D'C*] трапеции- 
проекции.

Свойства геометрических фигур , которые не изменяются в процес­
се проецирования , называются независимыми или инвариантными отно­
сительно выбранного способа проецирования

Основу любой геометрии составляет система аксиом . Любое гео­
метрическое определение и предложение (теорем а), равно к а к  и доказа­
тельства теорем, базируются на принятой системе аксиом .

При ортогональном проецировании — получении проекций геомет­
рической ф игуры  по ее оригиналу или при решении обратной задачи — 
определении ф ормы и размеров оригинала по его ортогональным пр о е к­
циям базируются на инвариантных свойствах ортогонального проеци­
рования:

1. Ортогональная проекция точки есть точка:

Инвариантные свойства 21
ортогонального проецирования

А А '
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2. Если фигура Ф, принадлежит фигуре Ф, то ортогональная проек­
ция фигуры  Ф1, принадлежит ортогональной проекции фигуры  Ф'*:

Ф, с  Ф =* Ф1, С Ф ' ,
Из свойства 1 получаем:
1 а. Ортогональная проекция прямой на плоскость есть прямая , 

в частном случае, когда прямая перпендикулярна плоскости  пр оек­
ции, — точка (рис. 12 и 1 3 ) :

( V / )  / \

Действительно, возьмем на прямой I (рис. 12) ряд точек 1% 2, 3% ... 
... , п и проведем через них проецирующие прямые а ,,  а3, а1% ... , а „ , 
перпендикулярные плоскости я, . Каждая из этих пр ям ы х пересечет 
плоскость я, в точках 1 \ 2 \  3 \  ... , л \

Множество всех прям ы х , ... проходящ их через нетож­
дественные точки  прямой i перпендикулярно к  плоскости я, , образу­
ют проецирующ ую плоскость о, которая пересекается с плоскостью  
я, по прямой, поэтому точки  1\ 2 \  3 \  (ортогональные п р о е к­
ции точек 7, 2, 3 , ..., п прямой I) принадлежат одной прямой Г — ор­
тогональной проекции прямой L

На рис. 13 показан случай, ко гд а  прямая i 1 я , .  Из чертежа видно, 
что все прямые { a , ,  a2t аг% ... , ап J .  проецирующ ие точки  1 , 2, 3, ... , п 
прямой /, совпадают с этой прямой и пересекают плоскость я, в одной 
точке I 1 = 2 ' = 3' = ... = п — горизонтальной проекции прямой ** .

Из свойства 2 следует:
2 а. Если точка А принадлежит линии  4, то ортогональная проекция 

точки А 1 принадлежит ортогональной проекции линии 19 (рис. 14) :
А £ 1 ~  А'  € / \

2 б. Если линия I принадлежит поверхности а, то ортогональная 
проекция линии 1‘ принадлежит ортогональной проекции поверхности 
а' (рис. 15) :

I  С  а  э  f  С а ' .

* С позиции теории множеств это свойство м ож но сф ормулировать иначе: “ ес­
ли множество М принадлежит (является под м нож еством ) м нож еству N , то орто- 
тональная проекция множества М на плоскость принадлежит ортогональной проек* 
иии N на чту же плоскость

**Н а  рис. 13 горизонтальная проекция прямой V обозначена Wj, так к а к  и этом 
случае i —

Я|

1-н,

f l i - f l j - e , . . .-а,

j >1
21►3

я '- 1'шН,
С

Рис. 13
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Рис 16 Рис. 17

2 в. Если точка А принадлежит поверхности а, то ортогональная 
проекция точки А ' находится на ортогональной проекции линии 1\ при­
надлежащей ортогональной проекции поверхности а (рис. 16 ):

А е  а =* А' € I' С а \

В том случае, когда удовлетворяется условие принадлежности А" £ 1$1 
и A ”  G I "  С а "  на другой плоскости проекции ла (л2Ц я| ),  справедливы 
следующие утверждения:

А е  ( А ' е  Г ) Л ( А " €  О ;

A G I С а < * Л А ‘ e t c  а ) М А " е  Г  с  а ” ) .

Поставленные здесь знаки эквивалентности между левой и правой 
частями показывают, что справедливы и обратные утверждения:

— если ортогональные проекции точки А ( А ‘ и А " )  принадлежат со­
ответственно ортогональным проекциям линии Ц1‘ и i “ ) , то точка А 
принадлежит линии /;

— если ортогональные проекции точки А ( А ‘ и А ” ) принадлежат со­
ответствующим ортогональным проекциям линии /(/* и I* ) ,  которые, в 
свою очередь, принадлежат одноименным ортогональным проекциям 
поверхности а (а* и а " ) ,  то точка А принадлежит поверхностна (рис. 17).

2 г. Если фигура Ф принадлежит плоскости а, перпендикулярной 
плоскости проекции л ,,  го ортогональная проекция этой фигуры при­
надлежит линии пересечения плоскости а с плоскостью л, — горизонталь-
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ному следу hQa плоскости а:

(Ф С а)Л  (а 1 я, ) =* Ф 'С  h0Q.

В справедливости зтого утвер­
ждения легко  убедиться, рас­
сматривая рис. 18,а. Пусть а — 
плоскость, перпендикулярная 
плоскости проекции я , .  Плос- 

JCj кость а можно рассматривать
ка к  состоящую из множества 

прямых { а , . а7, а3, ... , ап } , перпендикулярных я, , каждая из которы х 
пересекает плоскость я, в точке, принадлежащей прямой haa.

Допустим, что в плоскости а задана точка А (А € а ) .  Очевидно, го­
ризонтальная проекция может быть найдена ка к  результат пересечения 
прямой Oj с плоскостью я, (ау В А и Qj С а и 1 я, ), но из свойства 1а 
(см. рис. 13) следует, что aj П л , = А' е  hoa.

Если в плоскости а будет задана какая-либо фигура Ф, то, проеци­
руя точки В, С, D, ... этой фигуры на плоскость я, , мы каждый раз бу­
дем получать горизонтальные проекции этих точек, принадлежащие сле­
ду hQQ плоскости а. Совокупность горизонтальных проекций точек 
В\ С\ D \  ... укажет горизонтальную проекцию фигуры Ф \ т. е. Ф‘ С Лад.

Из рис. 18,6 видно, что отмеченное свойство сохраняется и в том 
случае, когда вместо плоскости будет взята произвольная горизонталь­
но проецирующая поверхность.

2 д. Если фигура Ф принадлежит плоскости 0, параллельной плос­
кости проекции я ,, то ортогональная проекция зтой фигуры на плос­
кость я, конгруентна самой фигуре (рис. 19) :

(Ф  С  0 ) Л ( 0  II Я, )= *  ф '

В справедливости этого свойства ортогонального проецирования лег­
ко  убедиться путем следующих рассуждений: представим, что плоскость 
/3 совпадает с плоскостью проекций я, (частный случай параллельности). 
Не вызывает сомнений, что ортогональная проекция фигуры Ф‘ на плос­
кость я, ничем не будет отличаться от самой фигуры «I».

Если плоскость 0 будет перемещаться вдоль проецирующего луча 
я, оставаясь при этом параллельной своему первоначальному положе­
нию (плоскости я, ), то это не повлечет за собой изменения формы и 
размеров проецируемой фигуры.

2 е. Следует иметь в виду, что в том случае, когда проецируемой 
фигурой является прямой угол, для получения неискаженной орто­
гональной проекции этого угла достаточно, чтобы только одна из его
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ортогонального проецирования

сторон была параллельна плоскости проекции (при условии, что дру­
гая сторона угла не перпендикулярна плоскости проекции).

Это свойство может быть записано:
(ABC = 9 0 °)Л (|В С ) || я , , (В Л )1 я ,  ) =* а ' в С  = 90е .

Если L ABC прямой и сторона ВС этого угла параллельна плоскос­
ти проекции я ,, а сторона ВА не перпендикулярна плоскости я ,, то

ортогональная проекция угла на плоскость я, — АГВ'С‘ -  90е .
В большинстве учебников по начертательной геометрии это инва­

риантное свойство ортогонального проецирования предлагается в виде 
теоремы о частном случае проецирования прямого угла. Ниже при­
водится одно из возможны х доказательств этой теоремы, взятое на­
ми из учебника В. О. Гордона и М. А. Семенцова-Огиевского.

Положим, что сторона ВС прямого угла ABC (рис. 20) параллельна 
плоскости проекции я , . В этом случае прямая ВС параллельна В'С*.

Пусть вторая сторона прямого угла, наклонная АВ , пересекает свою 
проекцию А*В1 в точке К. Проведем в плоскости проекции через точку К 
прямую KL параллельно В'С'. Прямая KL также параллельна ВС и LB KL 
получается прямым. Согласно теореме о трех перпендикулярах LKBC 
также прямой. Следовательно, и LA %B‘C* будет прямым.

Отмеченные инвариантные свойства имеют чрезвычайно важное 
эначение при решении позиционных (свойства 2 а ... 2 г) и метрических 
(свойства 2 д и 2 е) задач.

2 ж. Если точка К есть результат пересечения прямых а и Ь. то орто 
гональная проекция этой точки К‘ определяется пересечением ортого­
нальных проекций прямых а и Ь' (рис. 2 1 ).

К этому свойству можно прийти путем следующих рассуждений. До­
пустим нам даны дне фигуры Ф | и Ф 2. Обозначим ф игуру, получаю 
шуюся в результате их пересечения, Ф 3. Тогда Ф э = Ф, П Ф 2, но Ф3 С  Ф, 
и Ф3 С Ф 2) на основании аксио­
мы 2 можно записать:

Ф 3 С Ф', и Ф 3 С Ф j  ,
В

т. е.

Ф , = Ф, П Ф 2 =* Ф'з = Ф ’, П Ф 2 п 1

Рис 21

Г
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Рис. 23

Если в качестве фигуры Ф, будет задана прямая а, а вместо фигу­
ры Ф 2 — прямая Ь (пересечение прямых а и b — точка К ) , то мы придем 
к  заключению, которое требовалось доказать:

К = а п  Ь -  К  = а п  Ь1.
В том случае, когда а II Ь, точкой пересечения прямых а и Ь будет 

бесконечно удаленная (несобственная) точка Кш% которая при орто­
гональном проецировании на плоскость я, спроецируется также в несоб­
ственную точку К 'т ; следовательно, а | |6 \ Это свойство можно записать:

[а || Ъ ) М а \ * х ) - а  II Ь\
2 з. Если прямые а и Ь параллельны между собой и не перпендикуляр­

ны п.госкости проекции я , . то пара^ьлельны и их ортогональные проекции 
на эту п^ъоскость (рис. 22). Приведенный инвариант позволяет сформу­
лировать еше два свойства, инвариантные относительно ортогонального 
проецирования.

2 и. Если отрезок | АВ] параллелен отрезку (CD]% то отношение 
длин отрезков равно отношению длин их ортогональных проекций 
(рис. 23) *: f (

f 1 П1 II f f ’ D l  ж I ' А В |
1 1 111с°]  " ТсБГ * W l

2 к. Если точка С принадлежит отрезку [АВ], то отношение [АС] к 
[СВ\ равно отношению их проекций. Или иначе, если точка С делит 
отрезок в данном отношении, то и проекция С* (или С”) делит проек­
ции отрезка в том же отношении (рис. 24 ):

\л с \  \ а 9с '\
\СВ\ |С ‘л ‘ | *

С е [АВ]

Справедливость двух последних утверждений ясна из рис. 23 и 24 
и не нуждается в доказательстве.

§ 7. ЭПЮР М ОНЖ А

В машиностроении для того чтобы иметь возможность по чертежу 
судить о форме и размерах изображаемых предметов (деталей, уз­
лов, машин, агрегатов), при составлении чертежей, ка к  правило, поль­
зуются не двумя, а несколькими плоскостями проекций.

Наиболее часто используются три плоскости проекции. В связи с тем, 
что начертательная геометрия призвана передавать результаты своих

* Имеется я виду, что отрезки  не перпендикулярны  плоскости проекции.
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теоретических исследований для практического использования, ор­
тогональное проецирование целесообразно рассматривать также в систе­
ме трех плоскостей проекций.

Положение в пространстве точки, а следовательно, и любой гео­
метрической фигуры может быть определено, если будет задана ка­
кая-либо координатная система отнесения. Наиболее удобной для ф ик­
сирования положения геометрической фигуры в пространстве и выявле­
ния ее формы по ортогональным проекциям является декартова система 
координат*, состоящая из трех взаимно перпендикулярных плоскостей.

Рис. 25 дает наглядное представление о макете, состоящем из трех 
взаимно перпендикулярных плоскостей проекций.

Условимся называть:
плоскость я, — горизонтальной плоскостью проекции;
плоскость яа — фронтальной плоскостью проекции;
П Л О С К О С Т Ь  Яд — профильной плоскостью проекции.
Линии пересечения плоскостей проекции образуют оси координат. 

Ось х называют осью абсцисс, ось у — осью ординат и ось 2 осью аппли­
кат. Точка пересечения осей принимается за начало координат и обозна­
чается буквой О (первая буква латинского слова Origo — начало).

В Советском Союзе, ка к  и в большинстве европейских стран (в от­
личие от США и некоторых стран Латинской А м ерики ), принята пра­
вая система расположения плоскостей проекций. При этом положи 
тельными направлениями осей считают: для оси х — влево от начала 
координат, для оси у — в сторону зрителя от плоскости яа, для оси 
г — вверх от плоскости я, ; противоположные направления осей считают 
отрицательными.

Плоскости проекции делят пространство на восемь частей — ок­
тантов Октанты условно принято нумеровать, ка к  это показано рим­
скими цифрами на рис. 25.

Каждый октант представляет собой прямоугольный трехгранник, 
у которого гранями служат части плоскостей проекций (называемые 
полами), а ребрами — оси координат.

* Декарт (15 96 —1650) — ф ранцузский математик и философ, предложивш ий 
систему координат для определения положения системы точек в пространстве.

V!

У VI I I
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Учитывая при отсчете координат точки отмеченные выше направле­
ния осей у и z t получим табл. 1 знаков координат.

Т а б л и ц а  1

О ктант Зн а к координаты

X > 2

I ♦ + +
11 ♦ — ♦

111 ♦ — —
IV ♦ ♦ —

О ктант Знак координаты

X У 2

V — + ♦
V I — — ♦
V II — — —

V III — + —

Пользоваться пространственным макетом, показанным на рис. 25, 
для изображения ортогональных проекций геометрических фигур не­
удобно ввиду его громоздкости, а также из-за того, что на плоскос­
тях я, и я а (показанных на макете) происходит искажение формы 
и размеров проецируемой фигуры.

Поэтому вместо изображения на чертеже пространственного макета 
пользуются эпюром — чертежом, составленным из двух или трех свя­
занных между собой ортогональных проекций геометрической фи­
гуры *.

Преобразование пространственного макета в эпюр осуществляет­
ся путем совмещения плоскостей я, и я3 с фронтальной плоскостью 
проекции я2. Для совмещения плоскости я, с я3 поворачиваем ее на 90° 
во кр уг оси х в направлении движения часовой стрелки (рис. 26).

На рис. 26, для наглядности, плоскость я, повернута на угол, чуть 
меньший 90° После совмещения горизонтальной плоскости поворачи­
ваем во кр у г оси г также на угол 90° профильную плоскость в направле­
нии, противоположном движению часовой стрелки. Вместе с полами

• Эпюр — от ф ранцузского  г л а г о л а  еригег — улучшать, исправлять рисунок.

Z -

»-х
-У«

*2l*t<*J>l я, |Л!<Я|||

О

- h
1

*1 |Я,(Я3)|

Рис 26 Рис 27
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гочки. прямой, плоскости

плоскостей проекций будет перемешать­
ся и ось у , при этом ось у, принадлежа­
щая горизонтальной плоскости  пр оек­
ции, после поворота совпадает с осью 2, а 
ось у  профильной плоскости  — с осью х.
После преобразования пространственный 
макет примет вид, показанны й на рис. 27.
На этом рисунке указана такж е последо­
вательность, в которой  располагаются 
полы плоскостей проекций , так, запись

I я ! ( *э ) ]  указывает, что в этой части 
эпюра (ограниченного положительным 
направлением осей х  и z) ближе к  нам 
находится верхняя левая пола фронталь­
ной плоскости проекции, за ней распола­
гается задняя левая пола горизонталь­
ной плоскости проекции, далее — верх­
няя задняя пола профильной плоскости 
проекции.

Так к а к  плоскости не имеют границ, в совмещ енном положении (на 
эпюре) границы не показы ваю т; нет необходимости оставлять надписи, 
указывающие положение пол плоскостей проекций ; излишне также 
напоминать, где отрицательное направление осей проекций. Тогда, в 
окончательном виде, эпюр, заменяющий чертеж пространственного 
макета (см. рис. 25) ,  примет вид, показанный на рис. 28. П лоская мо­
дель (эпюр) пространственного макета несет такую  же информацию, 
ка кую  содержит пространственный макет.

V

Рис. 28

§ 8. НЕОПРЕДЕЛЯЕМ Ы Е П О Н Я ТИ Я  ГЕОМ ЕТРИИ;
ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПРОЕКЦИИ ТОЧКИ, ПРЯМОЙ, плоскости

К основны м — неопределяемым — понятиям  геометрии относятся: 
точка, прямая, плоскость, расстояние и множество; они не м огут быть 
определены с помощ ью д руги х , более простых (элементарных) понятий.

В то же время с помощ ью  системы аксиом  возм ож но установить 
отношения между отмеченными основны ми понятиям и, которые в 
дальнейшем служат основанием для ф орм улировки  различных гео­
метрических предложений (теорем ), составляющих теоретическую базу 
геометрии. Учитывая особую роль, ко тор ую  играют в геометрии, в том 
числе и геометрии начертательной, основные понятия, целесообразно 
начать изложение курса начертательной геометрии, связанного с исполь­
зованием метода проецирования, с рассмотрения ортогональных пр оек­
ций точки , прямой, плоскости  и определения ддрны отрезка прямой 
(являющ егося мерой расстояния), заданного ортогональными проек­
циями*.

По этой же причине проекции точки , прямой, плоскости  и опреде­
ление длины отрезка прямой рассматриваются вместе, несмотря на

* Рассмотрение проекции множества теряет всяким смысл, так к а к  в геомет­
рии имеют дело с множествами, элементами ко то р ы х  являются точки . В общем 
случае множество не имеет границ — оно представляет собой пространство, запол­
ненное точкам и. П роекция та ко го  множества покроет все поле проекции. П оэтом у 
речь может идти только  о проекциях конечного  множества, образующ его ко н кр е т ­
ную геометрическую  ф игуру. П роекции геометрических ф игур  будут рассмотрены в 
гл. I I I  и IV



то, что прямая относится к  разделу линия, плоскость является предста­
вителем поверхностей, о которы х речь будет идти позже, в гл. I I I  и 
IV , а определение расстояния составляет содержание § 55 гл. VI.

О РТО ГО Н АЛ ЬНЫ Е П РО ЕКЦ И И  Т О Ч К И

Точка, к а к  математическое понятие, не имеет размеров. Очевид­
но, если объект проецирования является нульмерным образом, то го­
ворить о его проецировании бессмысленно.

В геометрии под точкой целесообразно понимать физический объ­
ект, имеющий линейные измерения. Условно за точку можно принять 
шарик с бесконечно малым радиусом. При такой трактовке понятия 
точки можно говорить о ее проекциях. Более того становится оправдан­
ным сделанное ранее (см. с. 13) определение геометрической фигуры 
ка к  множества всех принадлежащих ей точек.

При построении ортогональных проекций точки следует руковод­
ствоваться первым инвариантным свойством ортогонального проеци­
рования А -* А ’ .

Пусть даны в пространстве точка А и три взаимно перпендикуляр­
ные плоскости проекции (рис. 29,а).  Положение точки в пространстве 
определяется тремя координатами (х , у, г ) ,  показывающими величи­
ны расстояний, на которые точка удалена от плоскостей проекций. 
Чтобы определить эти расстояния, достаточно через точку А провести 
прямые, перпендикулярные к  плоскостям проекций, определить точ­
ки  А', А ", А"  встречи этих прямых с плоскостями проекций и изме­
рить величины отрезков [АА'], [АА”], [АА'"\, которые укаж ут соответ­
ственно значения аппликаты г, ординаты у и абсциссы jc точки А .

Точки А \ А ”, А " ‘ называют ортогональными проекциями точки
А, при этом согласно принятым обозначениям (см. с. 9 ) :  А' — горизон­
тальная проекция точки А; А ” — фронтальная проекция точки .4; А ’" — 
профильная проекция точки А. Отрезки: [АА'"]  -  [ОАх ] — абсцисса точки 
А\ [АА"\  = [ОАу \ — ордината точки А ; [АА ] -  {ОАг] — аппликата 
точки А. *

3 0  Метод проекций -

•  Конгруентность отр езков  [АА  J *  \ О А х ]. [АА  ] [ОАу],  [А А  ] — [О Аг ] следует 
из того , что параллелепипед А А “А ХА " А  А х О А у  прям оугольны й.
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точки, прямой, плоскости

Прямые {АА' )Ч (A A ” ) t (AAtn) называются проецирующими пря­
мыми.

При этом прямую (А А ' ) % проецирующую точку А на горизонтальную 
плоскость проекций, называют горизонтально проецирующей прямой.

Аналогично: прямые (АА")  и (АА111) называют соответственно: 
фронтально (АА”) и профильно (АА$") проецирующими прямыми.

Две проецирующие прямые, проходящие через точку A t определя­
ют плоскость, которую  принято называть проецирующей.

Чтобы получить эпюр точки А , преобразуем пространственный макет, 
изображенный на рис. 29,а, так, ка к  это было показано в предыдущем 
параграфе (см. рис. 26 и 27 ).

Фронтальная проекция точки А остается на месте, ка к  принадле­
жащая плоскости я j , которая не меняет своего положения при рас­
сматриваемом преобразовании.

Горизонтальная проекция А 1 вместе с горизонтальной плоскостью 
проекции повернется по направлению движения часовой стрелки и 
расположится на одном перпендикуляре к  оси х с фронтальной проек­
цией А".

Профильная проекция А 1,1 будет вращаться вместе с профильной 
плоскостью проекции и к  концу преобразования займет положение, 
указанное на рис. 29,6. При этом А'"  будет принадлежать перпенди­
куляру к  оси 2 , проведенному через А '\  и будет удалена от оси г на 
такое же расстояние, на какое горизонтальная проекция А 1 удалена 
от оси х.

Поэтому связь между горизонтальной и профильной проекциями 
точки может быть установлена с помощью двух ортогональных от­
резков [А1Ау ] и [АуА'"\  и сопрягающей их дуги окружности с цент­
ром в точке пересечения осей х% у, 2 . Отмеченной связью пользуются для 
нахождения недостающей профильной (или горизонтальной) проек­
ции.

Положение профильной (горизонтальной) проекции по заданным 
горизонтальной (профильной) и фронтальной проекциям может быть 
найдено и без проведения дуги окружности. В этом случае связь между 
горизонтальной и профильной проекциями может быть установлена с 
помощью ломаной линии А 1 А ХА'"  с вершиной А х на биссектрисе угла, 
образованного осями у, принадлежащими плоскостям я, и я3 .

Биссектрису ОАу называют постоянной прямой k эпюра Монжа.
Чтобы определить положение точки А в пространстве, необходи­

мо знать три ее координаты (х9 у % 2 ) ,  равные длинам отрезков [АА'"\Ч 
\АА'*\% \АА‘] (см. рис. 29,а). Величины этих отрезков могут быть легко 
определены на эпюре рис. 29,6:

[ А А " ' ) ? 1 А ‘А у] 2 [ А "  А г ); 
[ А А " \^ \А 'А х \ ^ \ А ‘"А г \\ 
1 А А ' \ ^ [ А " А Х\ = [А"‘А У\.

Попутно отметим, что горизонтальная проекция точки А опреде­
ляется абсциссой х и ординатой у ; ее фронтальная проекция — абс­
циссой х и аппликатой 2 , а профильная проекция — ординатой у и ап­
пликатой 2 , т. е.

АЧ х.у);
A " ( x t 2 ) ;  * (1)
А"'(у, 2) .

Из записи (1) следует:
1. Точка в пространстве удалена:
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а) от плоскости проекции я3 но такую же величину, на какую гори­
зонтальная проекция этой точки А ‘ удалена от оси у  (или же фронталь­
ная проекция А "  от оси г ) ;

б) от плоскости проекции ir2 на такую же величину, на какую гори­
зонтальная проекция этой точки А 1 удалена от оси х  (или ее профильная 
проекция А " 9 от оси г ) ;

в) от плоскости проекции ttj на такую же величину, на какую ее 
фронтальная проекция А " удалена от оси х (или ее профильная проек­
ция А ‘" удалена от оси у ) .

2. Две проекции любой точки принадлежат одному перпендику- 
ляру (одной линии связи) :

а) горизонтальная и фронтальная — перпендикуляру к оси х;
б) горизонтальная и профильная — перпендикуляру к оси у ;
в) фронтальная и профильная — перпендикуляру к оси 2 .
3. Для ортогонального проецирования отмеченное ранее свойство 

(см. с. 19) может быть сформулировано: положение точки в прост­
ранстве вполне определяется положением ее двух ортогональных проек­
ций К ак следствие из этого — по двум любым заданным ортогональным 
проекциям точки всегда можно построить недостающую ее третью орто­
гональную проекцию.

Действительно, сочетание любых двух ортогональных проекций точ­
ки  всегда дает нам значения всех трех ее координат.

Пользуясь табл. 1, помещенной в § 7, и зная положительное и от­
рицательное направление осей, а также принимая во внимание свой­
ства проекций точки (пп. 1, 2, 3 ), можно указать на эпюре проекции 
точки, если известны ее координаты, или определить, в ка ко м  октанте 
расположена точка и на какие расстояния она удалена от плоскостей 
проекций, если заданы хотя бы две ее ортогональные проекции.

ПРИМЕР. Ламы координаты  точек А Аналогично находим положение горн 
( - 2 0 ,  - 2 0 ,  + 15) и В ( > 15 ,  * 5 ,  “ 10) .  эонтальной и фронтальной проекций точ 
Требуется найти положение проекций ки  В. Для этого на положительны х нал 
этих точек и определить, я ка к и х  о к -  раялениях осей х  и у  откладываем со 
тантах они находятся (рис. 30) .  ответственно 15 и 5 м м . Эти координа 

Д л я  определения положения гори- ты определяют положение В 1. Фронталь 
эонтальной проекции А 1 точки  А откла- ная проекция принадлежит прямой ли 
дываем от начала координат на отрица нии связи, проходящ ей через В перпен 
тельном направлении оси х (от точки  О д икул я рно  к  оси 1 , и удалена от этой 
впраяо] значение х  = —20 м м  и опреде- оси на заданное значение г  =  “ 10. 
ляем то ч ку  А т, а на отрицательном на­
правлении оси у  отклады ваем значение Приведенная в g 7 табл. 1 знаков к о ­
у  — 20 (для плоскости  я , отрицатель* ординат точек, расположенных в разных 
ное направление оси > совпадает с поло- октантах, позволяет л е гко  определять, 
жительным направлением оси г)  и оп- к а к о м у  октанту  принадлежит точка, ec- 
редел я ем положение точки  А у .  ли известны хотя бы дне ее проекции

Пересечение перпендикуляров, вое- Т очка  А  находится я V I октанте про­
с т а в л е н ы ! из точек А х  и А у  к  со я  „ к  км< он,  располагается за 
ответстяую иш м  осям  х  и у ,  укаж ет по ; фронт4льной плоскостью  проекции (в  эо 
ложен не горизонтальной проекции А  не OTpHtMTeJ1IlHbIX 3„ , ченнй ординаты у )
Toql<H -'4- А„ выше горизонтальной (аппликата г — по­

Мы эняем, что фронтальная А  и го- ложительна) и правее профильной плос- 
риэонтальная А  проекции точки  при- коста  проекции («бсцисса *  -  отрица 
надлежат одном у перпендикуляру к  T M U l i ) i  ,  « я я  „ р о я р м я м ,  o rp i-  
оси х (см. п. 2, с. 22) и то , что фрон- ниченной верхней правой полой плос- 
тальная проекция удалена от оси х на касти  -  правой полой плоское- 
величину аппликаты  г (в данном слу- ты тг* и задней верхней полой профиль* 
чае 2 =  > 1 5 ) .  П оэтому для определе ной плоскости проекции * а 
ния положения А  отклады ваем от точ­
ки  А х  на перпендикуляре к  оси х  значе- Чтобы найти профильную проекцию  
ние аппликаты  z = * 15. точки , достаточно из А 11 провести пря-



Неопределяемые понятия геометрии; ортогональные проекции 33
точки, прямой, плоскости

d ' * d "
А'
О

Аж

В'
О

о в ж с,

ОС

ОС’
А У В*

D, Е, F'
£' Ft

F'

Рис. 30

мую, перпендикулярно к  оси 2 , и отло ­
жить на ней от этой оси влево (по  от­
рицательному направлению оси у , при 
налле ж ахи ей профильной плоскости 
проекции] значение у = — 20 мм.

Рис. 31

Точка  В расположена в IV  октанте, 
в ко тор ом  координаты  х и у  — полож и­
тельны, а координата г — отрицательна. 
На рис. 30 указано такж е  положение 
профильной В проекции этой точки.

На рис. 31 показаны горизонтальные и фронтальные проекции точек 
Л, Б, С, D% £, F. Зная положительные и отрицательные направления осей, 
можно без труда определить октант, которому принадлежит точка; так, 
точка А находится в третьем октанте пространства, а точка В, симмет­
ричная точке Л относительно плоскости ла , принадлежит седьмому 
октанту. Точка С находится в восьмом октанте, так ка к  значения абсцис­
сы х и аппликаты z — отрицательны, а значение ординаты у  — положи­
тельно.

На рис. 31 показаны проекции D ' и D" точки D. Для этой точки 
характерно равенство аппликаты г и ординаты у, поэтому точка D уда­
лена на одинаковое расстояние от плоскостей ъх и п7 (|D*DX\ = \D' DX\ )9 
т. е. она принадлежит биссекторной плоскости шестого и восьмого 
октантов. На рис. 31 указаны также проекции точек Е и F. Точка Е 
принадлежит фронтальной плоскости проекции яа (ордината У( )£ = 0 ), 
а точка F — горизонтальной плоскости проекции п, (г <. )р = 0 ) .

В тех случаях, когда нет необходимости в определении положения 
точки (или любой геометрической фигуры) относительно системы 
плоскостей проекций, можно не указывать на эпюре осей проекций. 
Иными словами, для безосного чертежа плоскости проекции принима­
ются неопределенными до параллельного переноса (т. е. могут переме­
шаться параллельно самим себе).

В инженерной практике при составлении чертежей, когда требуется 
определить форму и размеры геометрической фигуры или взаимное 
расположение совокупности геометрических фигур, обычно оси проек­
ций не указывают. Отсутствие на чертеже осей не мешает определять 
третью проекцию любой точки по двум ее заданным проекциям, если 
указаны три проекции какой-либо другой точки.

ПРИМЕР Лапы три проекции точки  водим прям ую , параллельную линии
А А'* а такж е  горизонтальная связи (Л ,Д #,) | и отмечаем точку  их
и фронтальная проекции точки  В ( В ‘ и пересечения А  | Через то ч ку  А х прово-
R") Требуется найти проф ильную про дим постоянную  прям ую  к. Прямая к
екцню В 9'* (рис. 32) Через горизонталь- проводится к а к  биссектриса угла
ную проекцию  точки  А проводим  пря А А , А .
мую, параллельную линии связи [А А ) ,  Зная положение постоянной прямой,
а через профильную проекцию  А про- л е гко  найти недостающую профильную
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Рис 32 Рис. 33

проекцию  точки  В. Для зтого через В ' дим вертикальную  прямую . Точка  ее пе-
пронодим горизонтальную  прям ую , от- ресечения с горизонтальной прямой, про-
мечаем точку  В, ее пересечения с п о ста  веденной через В",  определяет и ском ую
янной прямой к. Через то ч ку  В , про в о- профильную проекцию  В'”.

Постоянная прямая позволяет решать задачу по определению третьей 
проекции точки по двум заданным независимо от того, в каком  октанте 
находится точка.

ПРИМЕР. Ланы три проекции точки  
А (А*, А*\  А ' ” ) ,  а также  горизонтальная 
и фронтальная проекции тачки  С{С‘ и 
С " ) ,  расположенной в V I октанте 
(рис. 33) .  Требуется определить С$и.

Через данную проекцию  А 1 проводим 
горизонтальную  прям ую  и отмечаем точ­
к у  А ] пересечения ее с вертикальной 
прямой, проведенной через А" ' .  Через 
то ч ку  А j проводим  постоянную  пря ­
м ую  к.

Для определения третьей проекции 
точки  С достаточно через то ч ку  С  про­
вести горизонтальную  прям ую , а из точ­
ки  С | пересечения ее с постоянной пря­

мой к — вертикальную  прям ую . Точка 
пересечения этой вертикали с горизон­
тальной прям ой, проведенной через С“t 
укаж ет положение и ском ой  проекции 
С " '. Если на безосном чертеже потребу­
ется указать оси, то зто всегда можно 
сделать (с точностью до параллельного 
переноса] . Для зтого одну из осей, нап­
ример jc, проводим произвольно, следя 
лишь за тем, чтобы она была перпендику­
лярна линии связи, соединяющей гори­
зонтальную и фронтальную проекции 
точки . Тогда ось г определится к а к  пря­
мая, перпендикулярная к  оси х в точке 
пересечения оси х с постоянной прямой к.

О РТО ГО НАЛЬНЫ Е П РО ЕКЦ И И  ПРЯМОЙ

При построении проекции прямой следует исходить из инвариант­
ного свойства 1а (см. § 6) ортогонального проецирования:

(V/)A</\» , ) . / -  Г*
При ортогональном проецировании на плоскость прямая, не пер­

пендикулярная плоскости проекции, проецируется в прямую.
Поэтому для определения проекции прямой достаточно знать про­

екции двух не тождественных точек, принадлежащих этой прямой.
[АВ\% определяющий прямую I (рис. 34,а ), занимает произвольное 

(общее) положение по отношению к  плоскостям проекций (углы нак*

* Естественно, будут справедливы и следующие утверждения:

1) ( V I ) A ( / 1 тг2) 2) < V /)A < n ir3) . | - Г в.
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Рис 34

Рис. 35

лона прямой I к  плоскостям проекций — произвольные, но отличные 
от 0 и 90 ) . Такая прямая называется прямой общего положения.

На эпюре проекции прямой общего положения составляют с ося­
ми проекций также произвольные углы (рис. 34 ,6 ). Прямую на эпю­
ре можно задать не только проекциями ее отрезка (см. рис. 34 ,6 ), 
но и проекциями некоторой произвольной части прямой, не указы ­
вая концевых точек этой части. При этом можно ограничиться обоз­
начением проекции только одной буквой, отнеся ее к  какой-либо точ­
ке прямой (рис. 35,а) или к  прямой (точнее ее проекции) в целом 
(рис. 35 ,6).

С л е д ы  п р я м о й

Прямая общего положения пересекает все основные плоскости про­
екции. Точку пересечения (встречи) прямой с плоскостью проекции 
называют следом прямой

В зависимости от того, с какой  плоскостью проекции происходит 
встреча прямой i, следы обозначают и называют: Н{ — горизонтальный 
след прямой /; F\ — фронтальный след прямой 1. Я/, Н \\ Fj, F[1 — соот­
ветственно горизонтальная и фронтальная проекции следов Нj и Fj. 
Следует иметь в виду, что Hl ~ Н\\ Fj -  F{\

Установим правило нахождения следов прямой. Для примера рас­
смотрим определение И j (см. рис. 34 ,6 ). Горизонтальный след — точка, 
принадлежащая ка к  прямой /, так и плоскости проекции itx (Н  ̂ = 1Г\ irx ) , 
поэтому Н*{ G I"  и f f (  G х , следовательно, H*j = Г  п  i .  Горизонтальная 
проекция //}  G Г (так ка к  I). Поэтому для нахождения горизонталь­
ного следа прямой необходимо:



36 Метод проекций

1) отметить точку пересечения фронтальной проекции прямой с 
осью х (I” п  х  = I f f ) ;

2) через полученную точку пронести прямую а, перпендикулярную 
оси i ( a l x ) ;

3) пересечение перпендикуляра а с горизонтальной проекцией пря­
мой укажет положение горизонтального следа Hi (а П t  = Н[).

Таким образом, алгоритм определения горизонтального следа пря­
мой I может быть записан: = (1*‘ П х = / / } ') ;  (a i j c ,  а э  /Г /)  ; а Г) t .

Для определения фронтального следа прямой вместо Г' П jc выпол­
няется операция Г П х = Fj§ а прямая a, i  Jt проводится через точку 
FJ. Последняя операция заключается в нахождении F(r = а, П Г'.

Ч а с т н ы е  с л у ч а и  р а с п о л о ж е н и я  п р я м о й

Кроме рассмотренного общего случая (см. рис. 34,а, б ) , существу­
ют следующие частные случаи расположения прямой по отношению 
к  заданной системе плоскостей проекций:

A. Прямая параллельна плоскости проекции.
Б. Прямая перпендикулярна плоскости проекции.
B. Прямая принадлежит плоскости проекции (частный случай па­

раллельности) .
Рассмотрим каж ды й из этих случаев.
А. Прямая, параллельная плоскости проекции (горизонталь, фрон- 

таль) *.
1. Горизонталь — прямая, параллельная горизонтальной плоскости 

проекции: h || я, .
Все точки горизонтали удалены на одинаковые расстояния от плос­

кости я j . Поэтому фронтальная проекция любой горизонтали параллель­
на оси х. Горизонтальная проекция может занимать любое положение 
(рис. 36,а и б) .V  А € Л; г ( )а const, поэтому h” || х

2. Фронталь — прямая, параллельная фронтальной плоскости проек­
ции: f  II 1Г3 .

Все точки фронтали удалены на одинаковое расстояние от фрон­
тальной плоскости я2. Поэтому горизонтальная проекция любой фронта­
ли параллельна оси j c . Фронтальная проекция может занимать любое 
положение (рис. 37,а и б ) . V Я G f\ у ( — const, по этом у/ '  || х.

Б. Прямая, перпендикулярная плоскости проекции (проецирую­
щая прям ая).

• Горизонталь и фронталь называют такж е  линиями уровня.

Рис зе .
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1. Горизонтально проецирующая прямая — прямая, перпендикуляр­
ная горизонтальной плоскости проекции: а 1 я, .

Такая прямая проецируется на плоскость я, в точку; ее фронтальная 
проекция перпендикулярна оси х (рис. 3 8 и б) : а — точка, а*' — пря­
мая 1 х.

2. Фронтально проецирующая прямая — прямая, перпендикуляр­
ная фронтальной плоскости проекции: Ъ I я3.

Эта прямая проецируется на плоскость яа в точку, а ее горизонталь­
ная проекция перпендикулярна оси х (рис. 39,а и  б ) : Ь" — точка, Ь‘ — 
прямая 1 х. Прямые а и b являются частными случаями соответственно 
фронт ал и и горизонтали.

В. Прямая, принадлежащая плоскости проекции.
Характерным признаком для эпюра, на котором изображена та­

кая прямая, будет принадлежность одной из проекций прямой оси.
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Рис. 40

На рис. 40,а и б показаны проекции прямых Л0 и f0 . Прямая h0 принад­
лежит горизонтальной плоскости проекции: Л0 С я ,. Прямая f 0 принад­
лежит фронтальной плоскости проекции: f 0 С я 2. Прямые А0 и f 0 явля­
ются нулевыми горизонталью и фронталью.

О РТО ГО Н АЛ ЬН А Я  П РО ЕКЦ И Я  П Л О С КО С ТИ

Плоскость является простейшей поверхностью. Положение плоско­
сти в пространстве однозначно определяется тремя различными точ­
ками А, В, С, не принадлежащими одной прямой. Поэтому для зада­
ния плоскости на эпюре Монжа достаточно указать проекции:

а) трех различных, не принадлежащих одной прямой точек (рис. 41,а );
б) прямой и не принадлежащей ей точки (рис. 4 1 ,6 );
в) двух прямых, пересекающихся в собственной (рис. 41,в) или 

несобственной (рис. 41,г )  точке.
Плоскость может быть задана также проекциями отсека плоской 

фигуры Ф (рис. 41 ,d ). В некоторых случаях бывает целесообразным 
задавать плоскость не произвольными пересекающимися прямыми, а 
прямыми, по которы м эта плоскость пересекает плоскости проекции. 
Такой вариант задания плоскости называют заданием плоскости следами. 
На рис. 42,а показана плоскость а. Эта плоскость пересекает ось проекции 
в точке Х а, а плоскости проекции по прямым hoa, f oa. Прямую, по ко ­
торой плоскость пересекает плоскость проекции, называют следом 
плоскости. При этом различают:

hoa ~ а п  711 —горизонтальный след плоскости а; 
foa = а П jt2 —фронтальный след плоскости а.
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Рис. 41
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Рис. 42

Точку Ха = jc П q пересечения оси jc с  п л о с к о с т ь ю  о называют точкой 
схода следов (в этой точке сходятся два следа).

На рис. 42,6 показано задание плоскости следами. Сопоставляя 
между собой наглядное изображение (рис. 42,а) и его плоскостную 
модель — эпюр Монжа (рис. 42,6) ,  мы видим, что задание плоскости 
следами обладает преимуществом перед другими вариантами ее изоб­
ражения на эпюре:

во-первых, сохраняется наглядность изображения, что позволяет 
легко представить положение плоскости в пространстве;

во-вторых, при задании плоскости следами требуется указать толь­
ко две прямые вместо четырех (см. рис. 41,в, г )  или шести (см. 
рис. 41,d ) .

Показанная на рис. 42 плоскость а занимает общее (произвольное) 
положение по отношению к  плоскостям проекций (углы  наклона этой 
плоскости к  плоскостям проекций — произвольные, но отличные от 0  и 
90е ). Такая плоскость называется плоскостью общего положения

Из рис. 42,6 видно, что на эпюре Монжа следы плоскости общего по­
ложения составляют с осью проекции также произвольные углы.

Ч а с т н ы е  с л у ч а и  р а с п о л о ж е н и я  п л о с к о с т и
Кроме рассмотренного общего случая (см. рис. 42) ,  плоскость по 

отношению к  плоскостям проекций может занимать следующие частные 
положения:

А. Перпендикулярное к  плоскости проекции.
Б. Параллельное плоскости проекции.
Рассмотрим эти случаи.
А. Плоскость, перпендикулярная к плоскости проекции. Такие плос­

кости называют проецирующими, при этом различают:
1. Горизонтально проецирующую плоскость 0 1 я, .
2. Фронтально проецирующую плоскость у 1 яа.
Рис. 43, 44 дают наглядное представление о проецирующих плос­

костях и их задании на эпюре Монжа, причем плоскость 0 задана сле­
дами, 7 —параллельными прямыми ( т и п ) .

Б. Плоскость, параллельная плоскости проекции.
Эти плоскости называют плоскостями уровня, причем плоскость Й II я, 
называют горизонтальной, а плоскость в || я 2 — фронтальной. Рис. 45,а 
дает представление о горизонтальной плоскости Й, а на рис. 46,а показана 
фронтальная плоскость е. На рис. 45,6 и 46,6 эти плоскости заданы на 
эпюре Монжа.
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Рис. 43
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Г л а в н ы е  л и н и и  п л о с к о с т и

Главными линиями плоскости называют:
1. Горизонталь — прямую, принадлежащую плоскости и параллельную 

горизонтальной плоскости проекции
2. Фронталь — прямую, принадлежащую плоскости и параллельную 

фронтальной плоскости проекции
3. Линию наибольшего наклона — прямую, принадлежащую плоскос­

ти и перпендикулярную к горизонтали или фронтали этой плоскости
На рис. 47,а показаны горизонталь h и фронталь f  плоскости а. 

Рис. 47,6 и в иллюстрируют задание этих линий на зпюре Монжа. Из 
рис. 47,6, в видно, что горизонталь плоскости параллельна ее горизон­
тальному, а фронталь — фронтальному следу.

Характерные особенности проекций горизонтали и фронтали приве­
дены ниже:

П р о е кц и я : 
горизонтальная фронтальная

Г о р и зо н та л ь .......................Параллельна h0Q Параллельна оси х
Ф р о н т а л ь .............................Параллельна оси jc Параллельна f aQ

Представление о линии наибольшего наклона плоскости дает рис. 48, 
на котором показана прямая с — линия наибольшего наклона плоскости 
а к  горизонтальной плоскости проекции. В некоторых учебниках ее 
называют также линией наибольшего ската.

Рис. 48
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Отличительной особенностью линии наи­
большего наклона прямой к  плоскости гг, 
является перпендикулярность ее горизонталь­
ной проекции горизонтали /Г плоскости а или 
ее горизонтальному следу hoa.

У прямой d — линии наибольшего наклона 
плоскости а к  плоскости проекции п2 ~  
фронтальная проекция перпендикулярна 
фронтальной проекции фронтали плоскости f  
или ее фронтальному следу faa. Рис. 48,а 
показывает прямую с — линию наибольшего 
ската плоскости а; на рис. 48,6 эта линия 
задана на эпюре Монжа. На рис. 49 пока­
зана прямая d — линия наибольшего наклона 
плоскости 0 (а II Ь) к  плоскости проекции я 2.
Т ак ка к  плоскость 0 задана параллельными 
прямыми и направление фронтального следа 
плоскости / 0£ нам не известно, то для опреде­
ления направления фронтальной проекции 
прямой d необходимо построить фронтальный
след плоскости f 0 $ или фронтальную проекцию фронтали этой плоскости.

На рис. 49 проведена фронталь f  ( f ,  f " )  плоскости 0 (ее построе­
ние проще, чем определение фронтального следа плоскости 0).  Затем 
через произвольную точку А " (A £ 0) проведена фронтальная проек­
ция d" (d" 1 f " ) .  Отмечена точка М" = d" п  f " . По А"  и М" найдены 
А'  и М’. Эти две точки указывают положение горизонтальной проекции 
прямой d‘ — линии наибольшего наклона плоскости 0 к  плоскости про­
екции Яj .

Рис. 49

ОПРЕДЕЛЕНИЕ РАССТОЯНИЯ МЕЖДУ ДВУМЯ ТОЧКАМИ

. Расстояние между двумя точками А  и В определяется длиной от­
резка прямой, заключенного между этими точками.

Из инвариантных свойств ортогонального проецирования следует, 
что ортогональная проекция отрезка будет конгруентна оригиналу 
лишь в том случае, когда он параллелен плоскости проекции (см. § 6, 
свойство 2 д ) :

([ i4B] II я, ) «• [ А' В ' ] ^ [ АВ] .
Аналогично:

([АВ] || я 2 ) И " £ ” ] ^ И В ] .

Во всех остальных случаях отрезок проецируется на плоскость про­
екции с искажением. При этом ортогональная проекция отрезка всегда 
будет меньше его длины.

Для установления зависимости между длиной отрезка прямой и 
длиной его проекций рассмотрим рис. 50,а. В прямоугольной трапе­
ции АВВ'А' (углы  при вершинах А' и В' — прямые) боковы ми сто­
ронами являются отрезок АВ  и его горизонтальная проекция А'В', а 
основаниями — отрезки АА '  и ВВ', по величине равные удалениям кон ­
цов А и В отрезка от горизонтальной плоскости проекции я , .

Проводим в плоскости трапеции А В В 'А ’ через точку А прямую А В Х, 
параллельную горизонтальной проекции отрезка АВ. Получим прямо­
угольный треугольник А В В Х, у  которого катет ЛВ,  -  А'В', а катет 
ВВХ равен разности аппликат концов отрезка (\ВВ'\ -  |.А.4'|). Гипо-
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в;
? 8

в,
1А \ f

а)

тенуэа этого треугольника равна длине отреэка АВ.
А В \2 = \А '&\2 + (\ВВ \ -  \ А А \ ) 2 .

Зависимость между длиной отреэка и его фронтальной проекцией 
может быть установлена с помощью треугольника А А гВ % в котором 
гипотенуза равна длине отрезка, один из катетов — фронтальной проек­
ции отрезка, а другой — разности удалений концов отреэка от фронталь­
ной плоскости проекции:

\АВ\2 = \А"В"\2 + ( | Л Л " | -  \ВВ"\)2.
Приведенные примеры показывают, что для графического опре­

деления на эпюре Монжа длины отреэка достаточно построить пря­
моугольный треугольник, взяв за один его катет горизонтальную (фрон­
тальную) проекцию отрезка, а за другой катет — разность удалений 
концов отрезка от горизонтальной (фронтальной) проекции.

На рис. 50,6 показано определение действительной величины от­
реэка АВ  с помощью построения треугольника А'В'В0 . На этом же чер­
теже приведен второй вариант решения задачи — путем построения 
треугольника А " В " А 0 на базе фронтальной проекции отрезка.

Построение прямоугольного треугольника не единственный гра­
фический способ определения длины отреэка. В дальнейшем будут 
показаны различные способы преобразования ортогональных проек­
ций, с помощью которы х можно получить более экономичные решения.

С помощью прямоугольного треугольника можно решать задачу на 
построение на эпюре проекции отрезка наперед заданной длины.

ПРИМЕР. На прям ой общ его полож е­
ния а отлож ить ат точки  А вправо отре­
зок длиной 25 м м  (рис. 5 1 ).

РЕ Ш Е Н И Е:.
1. Отмечаем на прямой а произволь­

ную то ч ку  1 ( 1 ', Iм ) ;
2 Определяем длину отреэка \А  1 ) ;
3. На прям ой ( A ‘l Q) о т  т о ч к и  А

отклады ваем
25 м м .

отрезок А ‘В { длиной

4. Из точки  В0 опускаем  перпенд ику­
ляр на прям ую  а'. И В*] является го р и ­
зонтальной проекцией отрезка заданной 
длины.



При последующем изложении материала нам часто придется обра­
щаться к  параллельным прямым и плоскостям. В связи с этим целесо­
образно не только показать задание на эпюре Монжа точки, прямой, 
плоскости, но и выяснить условия, которые должны быть выполнены 
для изображения параллельных прямых, плоскостей, прямой и плос­
кости.

В расширенном евклидовом пространстве (пространстве, допол­
ненном несобственными точками и прямыми) две прямые, прямая и 
плоскость, две плоскости всегда пересекаются. Различие по сравне­
нию с обычным евклидовым пространством состоит лишь в том, что 
точка пересечения прямых или прямой и плоскости и прямая, являю­
щаяся результатом пересечения двух плоскостей, могут быть ка к  соб­
ственными, так и несобственными. В последнем случае прямые, прямая и 
плоскость, плоскости считаются параллельными.

Изображение на эпюре Монжа параллельных прямых, прямой и пло­
скости, плоскостей базируется на инвариантном свойстве 2з (см. § 6) 
ортогонального проецирования.

1. Параллельные прямые.
Если а || Ь, то а Г) Ь в несобственной точке /С., следовательно, ее 

проекции Ki  и КЦ будут также несобственными. Поэтому о' || Ь1 и а" II Ь", 
т. е. у параллельных прямых параллельны их одноименные проекции.

2. Параллельность прямой и плоскости.
Если а П а = Кш — несобственная точка (иначе а II а ) ,  то ее проекции 

будут также несобственными точками KL и КН. Поэтому а Ц о и  а" || а " .

44 Метод проекций

Рис. 52
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Известно, что прямая, параллельная плоскости, должна быть параллельна 
какой-либо прямой, принадлежащей этой плоскости. Поэтому, чтобы 
задать на эпюре Монжа прямую а, параллельную плоскости а, необходи­
мо и достаточно в плоскости а ’ ’взять”  произвольную прямую Ь и про­
вести а || b по правилу, изложенному в п. 1.

3. Параллельные плоскости.
Две плоскости параллельны, если н одной из них можно провести 

две пересекающиеся прямые, параллельные двум пересекающимся 
прямым другой плоскости. Поэтому, чтобы задать на эпюре Монжа 
плоскость а (а П Ь ), параллельную плоскости { ( т П п ) ,  достаточно 
указать проекции пересекающихся прямых а и Ь, соответственно па 
раллельных прямых т и п .

В частности, если плоскости заданы следами, то у параллельных 
плоскостей будут параллельны их одноименные следы. На рис. 52 по­
казаны эпюры: параллельных прямых а II b (рис. 52,а) ;  параллель­
ных прямой а и плоскости о (рис. 52,6) ;  параллельных плоскостей а 
и 0 (рис. 52, в и г ) . На рис. 52, в плоскость а (а П Ь) , плоскость { ( ш П я ) ,  
на рис. 52,г плоскости заданы следами.

ВОПРОСЫ Д Л Я  САМ ОПРО ВЕРКИ

1. В чем состоит р еко н струкц и я  трех­
мерного евклидова пространства?

2. Что такое несобственные элементы 
пространства?

3. С ф ормулируйте основные отнош е­
ния принадлежности между элементами 
евклидова пространства.

4. Перечислите основные способы ме­
тода проекции.

5. К акие  преимущ ества присущ и о р ­
тогональному проецировании! по срав­
нению с ко соуго л ьн ы м  проецирова­
нием?

6. Укаж ите  основные инвариантные 
свойства ортогонального  проецирования.

1. К а ки м  образом пространственная 
фигура из трех взаимно перпендикуляр­
ных плоскостей преобразуется в плос­
кую  модель?

Я. К а ко й  о ктант имеет отрицательное 
направление всех осей?

9 К а ки м и  полами плоскостей проек- 
иий ограничены ] ] ,  111, V I, V I] октанты ?

10. К а к  обозначаются проекции точки , 
прямой, плоскости  на плоскостя х  про­
екций?

11. К а к  по отношению к  осям проек 
ций располагаются проекции точек, на­
ходящ ихся в 1, I I ,  I I I ,  ... , V I I I  октантах?

12. К акие  знаки имеют координаты  
дс, у , z точки , находящейся в 1, I I ,  I I I ,  ... 
... , V I I I  октанте?

13. Какие  координаты  на эпюре опре­
деляют горизонтальную  и фронтальную 
проекции точки?

14. В к а к и х  октантах значения ко о р ­
динат точки  отрицательны, в ка к и х  по­
ложительны?

15. К а к  определить положение треть­
ей проекции точки  на безосном чертеже, 
если известны две ее проекции  и три 
проекции д ругой  точки?

16. Дайте определение и способы на­
хождения следов прямой и плоскости.

17. К а ки е  линии плоскости  называют­
ся главны м и, перечислите характерные 
особенности проекций этих линий на эпю ­
ре Монжа.

18. Какие  прямые и плоскости  назы­
ваются проецирую щ им и, в чем состоит 
отличительная особенность их ортого ­
нальных проекций?



ГЛАВА II

СПОСОБЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПРОЕКЦИЙ

ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Трудоем кость и, к а к  следствие, точность граф ического решения за­

дач часто зависят не только  от сложности задач, но и от того , ка ко е  по­
ложение занимают геометрические ф игуры , входящ ие в условия зада­
чи, по отнош ению к  плоскостям  проекций.

Проиллюстрируем сказанное примерами.

ПРИМЕР 1- Требуется определить точ­
к у  пересечения ("в с тр е ч и ")  линии I с 
плоскостью  а (рис 53) .

Т а к к а к  и линия /, и плоскость а  зани­
мают произвольное положение к а к  по о т ­
ношению друг к  д р у гу , так и относитель­
но плоскостей проекций, то ответить на 
поставленный вопрос непосредственно 
по пространственному изображению или 
по ортогональны м проекциям  (эпю ру 
М онжа) без дополнительных графичес­
к и х  построений не представляется воз­
м ож ны м .

В то же время ситуация, заданная на 
рис. 54,а, позволяет сразу, без ка ки х - 
либо дополнительных построений, пол у­
чить ответ.

Для решения задачи используем инва­
риантное свойство 2г (см. § 6 ) .

Точка  К % в ко тор ой  линия J пересека 
ет плоскость а, к а к  принадлежащая го ­
ризонтально проецирую шей плоскости , 
будет иметь горизонтальную  проекцию

К на горизонтальном следе плоскости  
hQQ: К' = t  П  Ji0Q. Зная положение К  , 
определяем К ".

На рис. 54,6 приведено решение этой 
задачи на эпюре Монжа.

ПРИМЕР 2. Определить длины сторон 
A AR C  и величины у гл о в  при его верш и­
нах.

Очевидно, если плоскость A ABC  
(плоскость  а) занимает произвольное по­
ложение относительно плоскостей п р о е к­
ций (рис. 5 5 ) ,  или перпендикулярное к  
какой-либо  плоскости  (рис. 5 6 ) ,  то для 
решения поставленной задачи необходи­
мо вы полнить определенные графические 
построения. В то же время ответ на по 
ставленные вопросы  может быть полу 
чен без ка ки х-л и бо  граф ических пост 
роений непосредственно из ортогональ 
ны х проекций , если плоскость A A BC  па 
ржллельна плоскости  проекции (рис 
57,а, б ) .  Это утверждение базируется на 
инвариантном свойстве 2д (см. § 6) .

Приведенные примеры показы ваю т, что проецируемая фигура м о ­
жет занимать по отнош ению к  плоскости  проекции или произвольное, 
или частное положение. В первом случае, к а к  правило, получаются 
проекции, неудобные для решения задач. В то же время решение зада­
чи значительно упрощ ается, ко гда  мы имеем дело с частным располо­
жением геометрических ф игур относительно плоскости проекции (см. 
рис. 54 и 57) .  Наиболее вы годны м  частным положением проецируемой 
ф игуры  (в случае ортогонального проецирования), при котором  получа­
ются проекции ф игуры , удобные для решения задач, следует считать:

а) положение, перпендикулярное  к  плоскости  проекции, — при 
решении позиционны х задач (см. рис. 54) * ;

* Определения и деление задач на позиционные и метрические см. в гл. V и V I.
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б) положение, параллельное плоскости проекции, — для решения 
метрических задач (см. рис. 57) .

В связи с этим, естественно, возникает вопрос, ка ки м  путем мож­
но получить удобные проекции для решения поставленной задачи по за­
данным неудобным ортогональным проекциям?

Переход от общего положения геометрической фигуры к  частно­
му можно осуществить изменением взаимного положения проецируе­
мой фигуры и плоскости проекции. При ортогональном проецировании 
это может быть достигнуто двумя путями:

во-первых, перемещением в пространстве проецируемой фигуры 
так, чтобы она заняла частное положение относительно плоскостей 
проекций, которые при этом не меняют своего положения в простран­
стве;

во-вторых, выбором новой плоскости проекции, по отношению к  
которой проецируемая фигура, не меняющая своего положения в прост­
ранстве, окажется в частном положении.

Первый путь лежит в основе способа плос ко параллель ног о переме­
щения; второй — составляет теоретическую базу способа замены пло­
скостей проекций Рассмотрим каждый из этих способов в отдельности.

I. СПОСОБ ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО 
ПЕРЕМЕЩЕНИЯ

Изменение взаимного положения проецируемой фигуры и плоскос­
тей проекций способом плоскопараллельного перемещения осущест­
вляется путем перемещения геометрической фигуры в новое поло­
жение так, чтобы траектории перемещения ее точек находились в па­
раллельных плоскостях.

В зависимости от положения этих плоскостей по отношению к  пло­
скостям проекций и вида кривой (траектории перемещения точки) 
различают несколько способов плоскопараллельного перемещения:

1. Способ параллельного перемещения.
Плоскости — носители траекторий перемещения точек параллель­

ны плоскости проекции. Траектория — произвольная плоская линия.
2. Способ вращения во кр уг оси, перпендикулярной к  плоскости 

проекции.
Плоскости — носители траекторий перемещения точек параллель­

ны плоскости проекции. Траектории — дуги окружностей, центры кото­
рых находятся на оси, перпендикулярной плоскости проекции.

3. Способ врашения во кр уг оси, параллельной плоскости проекции 
(вращение во кр уг линий ур о в н я ).

4. Способ врашения во кр уг оси, принадлежащей плоскости проек­
ции (вращение во кр уг следа плоскости ).

Рассмотрим каждый из этих способов в отдельности.

48 Способы преобразования
ортогональных проекций

§ 9. СПОСОБ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕЩЕНИЯ

Для параллельного перемещения (переноса) справедливо утвержде­
ние, которое может быть выражено в виде следующей теоремы:

при параллельном переносе геометрической фигуры относительно 
плоскости проекции проекция фигуры на эту плоскость хотя и ме­
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Рис. 58

няет свое положение, но остается конгруентной проекции фигуры в 
ее исходном положении

Докажем эту теорему для случая, когда проецируемая фигура плос­
кая и ее плоскость принадлежит плоскости уровня Ф С о, плоскость о II я, 
(рис. 58) .  В этом случае на основании инвариантного свойства 2д (см. 
§ 61 горизонтальная проекция Ф1 будет конгруентна самой фигуре Ф
(ф ‘ = ф ).

При перемещении фигуры Ф в новое положение Ф, фигура Ф* бу­
дет конгруентна Ф, так как:

а) расстояние между точками фигуры не меняется;
б) в процессе перемещения фигура Ф все время остается в плос­

кости а.
В силу параллельности плоскостей а и я, Ф*, — Ф ( , но Ф| = Ф, a 

Ф = Ф ', следовательно, Ф ‘, Ф \  Доказанная теорема будет справедли­
ва и в случае, когда геометрическая фигура занимает произвольное 
положение относительно плоскости проекции.

Отметим еще два свойства параллельного перемещения:
1. При всяком  перемещении точки в плоскости, параллельной пло­

скости проекции я ,,  ее фронтальная проекция перемещается по пря­
мой, параллельной оси х.

2. В случае произвольного перемещения точки в плоскости, парал­
лельной я3, ее горизонтальная проекция перемещается по прямой, па­
раллельной оси х.

Справедливость отмеченных свойств может быть легко  показа­
на на простом примере.

Возьмем плоскость а, параллельную горизонтальной плоскости 
проекции я! (рис. 59) .  Пусть точка A G а переместится из положения А в 
А х (А -• А } ) , двигаясь в плоскости а по произвольной траектории (/ , ,  12 
или 13 ) .  Очевидно, фронтальная проекция точки А "  переместится в А \ \  
при этом [А"А['] принадлежит следу fQat который параллелен оси х 
{\А"А"]  С f 0Q || х ) .

На рис. 59,6 показано перемещение точки В G Q || я 3 . Из чертежа видно, 
что горизонтальная проекция траектории перемещения точки В из перво­
начального положения в новое Вх представляет \В’В\ ] С Л0<3 || х и не 
зависит от вида линии — траектории перемещения точки из положения 
й в В , .

Пользуясь приведенной теоремой и отмеченными свойствами, легко 
построить новые проекции геометрической фигуры по заданным ее 
ортогональным проекциям, и, в частности, такие ее проекции, которые

to*



50 Способы преобразования
ортогональных проекций

соответствуют отмеченным выше (см. с. 48) частным положениям 
проецируемой фигуры по отношению к  плоскости проекции.

Проследим на примерах использование способа параллельного пе­
ремещения для перевода произвольно расположенной геометрической 
фигуры в частное положение.

ПРИМЕР 1. |ЛЯ] прямой общ его п о ­
ложения а перенести н положение, парал­
лельное П Л О С К О С Т И  Я 2 (рис. 601.

У [ Л Я ] .  параллельного плоскости Я2, 
горизонтальная проекция должна быть 
параллельна оси х.  Поэтому пепеводим 
[л  в ' ]  в новое положение | А \ В\  J, парал­
лельное оси х.  Перемещение отрезка в 
новое положение осуществляем та к , что­
бы любые его точки  двигались в плос­
костях ,  параллельных плоскости . При 
таком  перемещении новая горизонталь­
ная проекция конгруентна исходной 
[■А|В] ] == [Л 'В ' ]  (на основании теоремы 
с. 49) .

Фронтальные проекции точек отрезка 
[ А пВ ] будут перемешаться в новое п о ­

ложение по прям ы м , параллельным оси 
х  (свойство 1 , с .4 9 ) .

На рис. 60 графические построения 
выполнены в указанной ниже последо* 
ват ел ьности:

1) через произвольную  то ч ку  А \  про­
вели пр ям ую а\ , параллельную оси,х;

2) отложили на ней от точки  А , отре- 
эо к [ А ' , В ' , ] » |Л 'В ’ ] ;  ,

3) из тачек Л , и Я, восставили пер­
пендикуляры  к  оси х  и нашли точки пе­
ресечения их  с соответствующ ими гори ­
зонтальными прям ы м и, проведенными 
через точки  А "  и В " .

Полученные точки А } # Я, являются 
концам и фронтальной проекции отрезка 
[А , Я, ] ,  параллельного плоскости тг3 .

Для перевода отрезка прямой, произвольно расположенной в про­
странстве, в положение, параллельное плоскости п2, потребовалось 
выполнить только одно перемещение отрезка параллельно плоскос­
ти проекции. Для перевода отрезка из общего положения в проецирую-

Рис. 59

Рис. 60 Рис 61
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Рис. 62 Рис. 63

шее необходимо последовательно выполнить два его перемещения па­
раллельно плоскостям проекции: вначале перевести отрезок в поло­
жение, параллельное плоскости я, (или п7 ) путем перемещения па­
раллельно плоскости я j (или я, ), затем перевести отрезок в положе­
ние, перпендикулярное яа (или я , ) .

ПРИМЕР 2. | CD] прямой общ его поло- На рис. 61 [CD] вначале переведен в 
жения Ь перевести в положение 1 я 3 (рис. положение ||Я] ( [C j  D t j  ) ,  затем переме- 
61). шением параллельно плоскости JT, — в

положение 1 я 3 ( | C 2D 2 ] ) .

Зная характер геометрических построений, которые необходимо 
выполнить для перемещения отрезка из общего положения в проеци­
рующее, можно легко перевести плоскость, произвольно расположенную 
в пространстве, в частное положение (параллельное или перпендикуляр­
ное плоскости проекции).

На рис. 62 показан перевод плоскости общего положения a ( / iaQ, 
fQ а ) в новое о, (Л0а, ■ fo а, ) . при зтом а, 1 я 2.

Как видно из чертежа, перевод плоскости а в положение а, осу­
ществлен с помощью горизонтали Л, которая переведена в положе­
ние Л, 1 я3, поэтому и a, 1 я2. Следует обратить внимание на то, что 
расстояние d остается постоянным:

I “  l^oo j Л j |.

Рис. 63 дает представление о преобразовании ортогональных проек­
ций А ЛВС, определяющего плоскость общего положения 0, в проекции 
А А 7В7С7л задающего плоскость II я, .

Геометрические построения выполнены в последовательности, у ка ­
занной индексами, поставленными у проекций точек справа внизу. 
Выполненные на эпюре построения соответствуют перемещению плоско­
сти в пространстве вначале || я, во фронтально-проецирующее положение 
(А Л , В | С ,  ) ,  затем перемещением || яа плоскость треугольника переве­
дена в положение || я , (А А 3 В7 С7 ) .
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§ 10. СПОСОБ ВРАЩЕНИЯ ВОКРУГ ОСИ,
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОЙ К ПЛОСКОСТИ ПРОЕКЦИИ

Вращение во кр уг оси, перпендикулярной к  плоскости проекции, 
является частным случаем параллельного перемещения. Отличие от 
общего случая состоит лишь в том, что за траекторию перемещения 
точки берется не произвольная линия, а дуга окружности, центр ко ­
торой находится на оси вращения, а радиус равен расстоянию между 
точкой и осью вращения.

Проследим, ка к  будет изменяться положение точки А при ее вра­
щении во кр уг оси I, перпендикулярной плоскости яа (рис. 64) .  Точ­
ка А перемещается по дуге окружности в плоскости а (а 1 I и, следо­
вательно, а || it2) ,  поэтому эта окружность проецируется на плоскость я2 
без искажения, а на плоскость я, — в отрезок прямой, параллельной оси 
х (рис. 64,6) .

Таким образом, при врашении точки во кр у г оси, перпендикуляр 
ной к  фронтальной плоскости проекции, фронтальная проекция точ­
ки  перемещается по окружности с центром на фронтальной проекции 
оси врашения, а горизонтальная — по прямой, параллельной оси х.

Вращение точки во кр уг оси i 1 ttj иллюстрирует рис. 65,а. Точка 
В перемещается в новое положение Я, по окружности, принадлежащей

Рис. 64

р
г

б>

Рис. 65



Способ вращения вокруг оси, S3
перпендикулярной к  плоскости проекции

плоскости 0 1 I. Так ка к  i 1 я , , то 0 || я, . Поэтому при вращении точ­
ки вокруг оси, перпендикулярной к  горизонтальной плоскости проек­
ции, ее горизонтальная проекция перемещается по окружности, центр 
которой принадлежит горизонтальной проекции оси вращения, а фрон­
тальная проекция точки — по прямой, параллельной оси х (рис. 65,6) .

Выяснив характер проекций траекторий перемещения точки при ее 
вращении в о кр у г оси, перпендикулярной плоскости проекции, легко 
осуществить перемещение любой геометрической фигуры из задан­
ного положения в частное путем ее поворота во кр уг оси i  I ir , (или я2 ).

В качестве примера покажем на эпюре Монжа, к а к  осуществляется 
перемещение отрезка произвольной прямой в частное положение путем 
вращения в о кр уг оси, перпендикулярной плоскости проекции.

ПРИМЕР 1. [А В ] прям ой общ его поло­
жения а перевести я положение, парал­
лельное Я] (рис. 6 6 ).

Чтобы осущ ествить такое перемеще­
ние, достаточно повернуть [.АВ] в о к р у г
оси i 1 я ] на L *Р . ^

Величину угла ifi выбирают такой , 
чтобы после поворота ( A ' lB i ]  занял п о ­
ложение II оси X.

Т ак к а к  точка  В принадлежит оси вра­
щения, то она не будет менять своего поло­
жения в процессе преобразования. В ] — В, 
следовательно, B j — В ' и В "  -=■ В ". Д ля на­
хождения точки  А \ ‘ необходимо из A t 
восставить перпендикуляр к  оси * и о т­
метить то ч ку  его пересечения с горизон­
тальной прям ой , проведенной через А " .

ПРИМЕР 2. [C D ] прям ой общ его поло­
жения b перевести в положение 1 Яз 
(рис. 6 7 ).

Чтобы осущ ествить перемещение от­
резка из общ его положения в проеци­
рующее, необходимо последовательно 
вы полнить два вращения в о к р у г  осей, 
перпендикулярны х к  плоскостям  п р ое к­
ций.

После первого вращения отрезок пе­
реводится в положение, параллельное 
плоскости  Я] (или Я3 ) ,  и лишь после 
этого вращением в о к р у г  оси, перпен­
д и кул я рн о й  плоскости  проекции я | (или 
я 2) перемещают отрезок в положение, 
перпендикулярное плоскости  Я] (или 
Я ,) .

На рис. 67 [C D ] вначале вращением 
в о к р у г  !■ 1 я 3 переведен в положение 
II Я1 ( [C jrD ," l || х ) ,  затем вращением в о к ­
руг i ]  1 Я| [С|£>( ] перемещен во фрон­
тально проецирующее положение 
( [ C i D ' j ] ! * ) * .

* Д ля упрощ ения геометрических построений здесь, к а к  и во всех д ругих  слу­
чаях использования способа вращения, ось вращения следует выбирать так, что­
бы она пересекала вращ аемую прям ую .

Г,

Рис. 66



В случае перевода плоскости 
общего положения в частное 
задача решается аналогично толь­
ко  что рассмотренным приме­
рам.

Чтобы плоскость, произволь­
но расположенная в пространст­
ве, заняла проецирующее поло­
жение, достаточно вращением 
перевести прямую, принадлежа* 
щуйэ этой плоскости, в положе­
ние, перпендикулярное плоскос­
ти проекции. Количество графи­
ческих построений, которые не­
обходимо выполнить для такого 
перемещения, может быть со к­
ращено, если взять не произволь­
ную прямую, а горизонталь или 
фронталь плоскости. Уменьше­
ние графических построений в 
этом случае происходит благода­
ря тому, что перевод горизон­
тали или фронтали в проецирую­
щее положение можно осущест­
вить за один поворот, а не за два, 
ка к  это пришлось бы делать, 
если поворачивать прямую об­
щего положения.

На рис. 68 плоскость общего 
положения а, заданная параллель­
ными прямыми а и Ь, поворотом 

в о кр у г оси 2 1 я, переведена во фронтально проецирующее положение. 
Новые проекции прямых а, и Ь, найдены с помощью горизонтали h.

Геометрические построения, приведенные на рис. 68, выполняем в 
следующем порядке:

1. В плоскости а проводим горизонталь h (А', Л " ) .
2. Вращением вокруг оси I, проходящей через горизонталь h и пер­

пендикулярную плоскости H i, переводим h ( h \  h " )  в положение 
Л. (А |* / г ! )1 т г2.

3. При повороте горизонтали на L ^  на такой же угол повернется 
все множество точек этой плоскости, поэтому для определения ново­
го положения проекций прямых at и Ь, достаточно повернуть в о к ­
руг оси i точки 1, 3 и 2Л 4 (3 G а, 4 G Ь) на тот же L

4. По горизонтальным проекциям 1',, 3\ и 2 \ , 4\ определяем их 
фронтальные проекции. .

Если необходимо перевести плоскость в положение || я , ,  то это 
легко сделать, повернув фронтальные проекции прямых а, и Ь\ вокруг 
оси i j 1 я j на угол у° так, чтобы а" и заняли положение, параллельное 
оси X.
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* Навое положение а, и Ь| м ожно определить и иначе: через l j  и 2 \ провести 
прямые q\ и b J, составляющие с прямой h\ такой  же угол , ка ко й  а и Ь' со стан л я 
ют с Л \



§ 11. СПОСОБ ВРАЩЕНИЯ ВОКРУГ ОСИ,
ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ПЛОСКОСТИ ПРОЕКЦИИ 
(ВРАЩЕНИЕ ВОКРУГ ЛИНИИ УРОВНЯ)

Эффективным приемом, упрощающим решение задач, связанных 
с определением метрических характеристик плоских фигур, является 
способ вращения этих фигур во кр уг их линий уровня. Путем такого 
вращения можно плоскость, которой принадлежит рассматриваемая 
фигура, повернуть в положение, параллельное плоскости проекции.
В этом случае ортогональная проекция любой принадлежащей плос­
кости фигуры будет конгруентна оригиналу и, следовательно, позво­
лит определить все метрические характеристики проецируемой фигу­
ры непосредственно по ее проекции без каких-либо дополнительных 
построений.

Очевидно, вращая плоскость вокруг горизонтали, можно перевести 
ее в положение, параллельное плоскости я , # и получить неискаженный 
вид горизонтальной проекции. Врашение плоскости во кр уг фронтали 
позволяет перевести ее в положение, параллельное плоскости па, что 
обеспечит получение неискаженного вида фронтальной проекции.

Каждая точка плоскости при ее вращении перемещается по о круж ­
ности, принадлежащей плоскости, перпендикулярной к  оси вращения. 
Центр окружности будет находиться на оси вращения, а величина ра­
диуса вращения равна расстоянию от точки до оси вращения. Если за 
ось вращения взята горизонталь, то окружность, представляющая тра­
екторию движения точки, будет проецироваться на плоскость пх в отре­
зок прямой, перпендикулярной горизонтальной проекции горизонтали.
На плоскость тг2 окружность проецируется в эллипс, построение которо­
го можно не делать. Точка пересечения горизонтальных проекций гори- 
эонтали и горизонтальной проекции окружности определяет горизонталь­
ную проекцию центра вращения.

Аналогично, при вращении плоскости во кр уг фронтали любая точ­
ка, принадлежащая плоскости, перемещается по окружности, кото­
рая проецируется на плоскость ла в отрезок прямой, перпендикуляр­
ной фронтальной проекции фронтали. Фронтальная проекция. центра 
вращения определяется пересечением фронтальных проекций фронта­
ли и окружности.

Вращение точки во кр уг горизонтали показано на рис. 69. Точка А 
при вращении во кр у г горизонтали й будет перемешаться по о кр уж ­
ности су плоскость которой 0 перпендикулярна оси вращения й. Что­
бы переместить точку в новое положение путем поворота ее во кр уг 
й, необходимо найти положение центра вращения и определить величину 
радиуса вращения. Центр вращения О находится в точке пересечения оси 
вращения й с плоскостью 0. Чтобы определить величину радиуса вращения
О А , необходимо построить в плоскости ir, прямоугольный ДО'Л'Ао*. 

Для этого принимаем горизонтальную проекцию ОА* за катет прямоу­
гольного треугольника; второй катет должен быть равен разности ап­
пликат концов отрезка ОА: \Z(.)a “  2 ( ) 0 l  = \А1\. Гипотенуза А О ‘А 'А 0 
О'А0 = R. Новое, после поворота, положение точки А\ находится в 
месте пересечения дуги окружности, проведенной из горизонтальной
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(вращение вокруг линии уровня)

* Величину отрезка [ОА]  м ожно определить и д ругим  путем , например, в реше­
нием его в о к р у г  оси, перпендикулярной плоскости  проекции ; плоек о параллель­
ны м перемешением или, к а к  зто будет показано в § 13, с помощ ью  замены плоско ­
сти проекции.
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ЯНО’Л91

Рмс. 69

проекции центра вращения
О1 радиусом, равным \Q'Aq\% 
с горизонтальным следом 

плоскости 0.
На рис. 70 описанные выше построения выполнены на эпюре Мон­

жа. Характер и последовательность геометрических построений, кото ­
рые необходимо выполнить для перемещения плоскости, произволь­
но расположенной в пространстве, в положение, параллельное плос­
кости проекции вращением во кр уг линии уровня, показаны на 
рис. 71, на котором плоскость а, заданная пересекающимися прямы­
ми а и Ь, переведена вращением во кр уг своей фронтали /  в положе­
ние, параллельное плоскости яа.

Плоскость а однозначно определяется также тремя точками 1, 2 и
А. Так ка к  точки 1 и 2 принадлежат фронтали f t которая принята за ось 
вращения, то они не меняют своего положения в процессе преобразова­
ния. Поэтому, чтобы задать новое положение плоскости а, || ir7, доста­
точно осуществить поворот только одной точки А. Ниже приводится 
последовательность геометрических построений, которые необходимо 
выполнить для поворота точки А\

1) провести горизонтальную проекцию фронтали плоскости а —

2) пользуясь точками 1\ 2 \  найти точки Г \  2 " ,  определяющие фрон­
тальную проекцию фронтали f ”;

3) найти проекции центра вращения ( 0 \  О” ) ,  для чего через А "  
провести прямую, перпендикулярную к  и отметить точку пересе­
чения перпендикуляра с f "  — точку О ";

4) определить величину радиуса вращения, ка к  гипотенузу прямо­
угольного треугольника 0 " A " A 0t у которого катет А "А 0 = 1У( м  “
- У ( - ) о 1 ;  „  (1

5) из центра О" провести дугу радиусом О '\А 0 1 точка пересечения 
которой с прямой О"А" укажет положение А " .

Точка Л, совместно с прямой f  (точками i ,  2) определяет плос­
кость а, || п7в

- П Л  2 ' ) ;
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§ 12. СПОСОБ ВРАЩЕНИЯ ВОКРУГ ОСИ,
ПРИНАДЛЕЖАЩЕЙ ПЛОСКОСТИ ПРОЕКЦИИ (СОВМЕЩЕНИЕ)

Совмещение является частным случаем врашения плоскости во к­
руг горизонтали и фронтали. При совмещении за ось врашения при­
нимается не произвольная горизонталь или фронталь плоскости, а ее 
горизонтальный или фронтальный след (нулевые горизонталь или фрон­
таль). В зтом случае в результате поворота плоскости она совпадает 
(совмещается) с плоскостью проекции п , , если вращение осуществляет­
ся вокруг горизонтального следа плоскости, либо с я5 при вращении 
вокруг ее фронтального следа.

Совмещение так же, ка к  и вращение вокр уг горизонтали или фронта­
ли, применяется, когда требуется определить истинный вид фигур, 
принадлежащих плоскости, или построить в плоскости общего положе­
ния фигуру заданной формы и размеров.

Сущность способа совмещения можно уяснить из рассмотрения 
рис. 72,а. Плоскость общего положения а вращается во кр уг следа h0Q до 
совпадения ее с горизонтальной плоскостью проекции. При этом преобра­
зовании след Аса, ка к  ось вращения, останется на месте. Поэтому для 
нахождения совмещенного положения плоскости достаточно найти 
совмещенное положение только одной принадлежащей ей точки (не 
лежащей на следе hoa) .

В качестве такой точки целесообразно (для упрощения графических 
построений) взять точку А , принадлежащую фронтальному следу.

Точка А (А'А")  при вращении во кр уг оси hoa будет перемещать­
ся по дуге окружности, принадлежащей плоскости 0, перпендикулярной 
к  оси врашения.

Графические построения, которые необходимо выполнить на эпю­
ре Монжа для определения положения точки А,  приведены на рис. 72, а 
(ка к  видно из рисунка, они аналогичны построениям, выполненным 
на рис. 70) .  Совмещенное с плоскостью проекции положение фрон­
тального следа f0Qi определяется точками X Q и А \ .

Следует иметь в виду, что любая геометрическая фигура плоскости 
а при ее совмещении с плоскостью проекции nt проецируется в конг- 
руентную фигуру. Поэтому [ХаА “], указывающий расстояние от точки 
схода слелов Ха до А ", принадлежащей фронтальному следу, конг-
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руентен [ХаА\\ на совмещенном 
положении следа / 0а, • В связи с 
этим положение точки А\9 a 
следовательно, и следа fQQj мож­
но определить, не пользуясь 
центром и радиусом вращения. 
Для этого достаточно из точки 
Х а (рис. 72,6) описать дугу 
радиусом, равным расстоянию 
\ХаА"\, д о  ее пересечения с 
прямой (горизонтальным сле­
дом h0/3 плоскости 0, в кото­
рой будет перемешаться точка 
А) % проведенной через А ' пер­
пендикулярно к  hoa. Через по­
лученную точку пройдет фрон­
тальный след плоскости / 0Qj при 
совмещении его с плоскостью Я |.

В § 9 ... 12 мы познакоми­
лись с различными способами 
перевода геометрической фигу­
ры, занимающей общее положе­
ние в пространстве, в частное

положение. Иногда приходится 
решать обратную задачу, связан­

ную с построением проекций плоской фигуры заданной формы и разме­
ров, принадлежащей плоскости общего положения.

Решение такой задачи можно выполнить, используя способ совме­
щения.

План решения задачи следующий:
1) совмещаем плоскость, которой должна принадлежать фигура, с 

какой-либо плоскостью проекции;
2) строим (вычерчиваем) на совмещенном положении плоскости 

требуемую фигуру;
3) "поднимаем”  (поворачиваем) плоскость вместе с изображенной 

на ней фигурой в пространство.
Графические построения, которые надо выполнить, чтобы "под­

нять”  плоскость в пространство, аналогичны построениям, выполняемым 
при совмещении плоскости с плоскостью проекции, только выполняются 
они в обратной последовательности.

В качестве иллюстрации покажем решение задачи на построение 
проекций окружности с, принадлежащей плоскости общего положе­
ния а, если известно положение ее центра О и величина радиуса R (рис. 73) .

Графические построения осуществляем в последовательности, у ка ­
занной в приведенном выше плане решения.

Плоскость а совмещаем с плоскостью я, так же, ка к  это было сдела­
но на рис. 72,6. Затем через точку О (O', О") проводим фронталь 
и горизонталь h (h\  Л ") плоскости а и находим их совмещенное положе­
ние (/; || f i oa) и /i j (hi II hoa) . Центр окружности О е / ,  поэтому для 
определения положения центра достаточно через горизонтальную 
проекцию О' провести прямую, перпендикулярную оси вращения hQQl и 
отметить точку ее пересечения с совмещенной фронтапью (горизонталью).

Из центра 0 \  проводим окружность ci заданным радиусом R. От­
мечаем точки N [ , AfJ, C i ,  D\ , в которы х f[ и h\ пересекают о кр уж ­
ность с\ . По М\ находим М‘ (М G Д следовательно, М ‘ € / ' ) ;  М\ перехо­
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дит б  М ‘ по дуге окружности, плоскость которой перпендикулярна к  
оси врашения h0Q. Дуга этой окружности проецируется на я, в \М\М‘\.

Аналогично находим точки ЛЛ С \ D‘ — концы  двух диаметров о к ­
ружности. На рис. 73 показано также нахождение произвольных то­
чек А \  В\  Е‘.

II. СПОСОБ ЗАМЕНЫ ПЛОСКОСТЕЙ 
ПРОЕКЦИЙ

Изменение взаимного положения проецируемой фигуры и плоскостей 
проекций способом замены плоскостей проекций достигается путем 
перехода от заданных плоскостей проекций к  новым. Новая плоскость 
проекции выбирается перпендикулярной к  одной из старых. Проецируе­
мые геометрические фигуры при этом не меняют своего положения в 
пространстве.

При выборе положения новой плоскости проекции следует р уко ­
водствоваться тем, что по отношению к  новой плоскости проецируе­
мая фигура должна занимать частное положение, обеспечивающее по­
лучение проекций, наиболее удобных для решения поставленной за­
дачи. В некоторых случаях бывает достаточно заменить только одну 
плоскость проекции я, на я3 или я2 на я 3. Бели замена одной плос­
кости проекции не обеспечивает требуемого вида вспомогательной 
проекции, производят замену двух плоскостей. При этом переход от

„ . w я 2 - п4исходной системы плоскостей проекции х к  новой — - может
быть осуществлен по одной из следующих схем:

71 2 71 2 л  4
*  т г  тт

ИЛИ « « *
* я Г  " * 7 -

Приведенные схемы показывают, что мы одновременно можем ме­
нять только одну плоскость проекций я, (или я э ) ,  другая плоскость 
я2 (или л ,)  остается неизменной. После того ка к  будут определены 
новые фронтальные (или горизонтальные) проекции, можно перехо­
дить ко  второй системе, заменяя плоскость яа (или я, ) новой пло­
скостью. Наличие одной плоскости проекции, которая не меняет свое­
го положения, позволяет использовать ее к а к  связующее звено меж­
ду старыми (исходными) проекциями и новы ми41.

§ 13. ЗАМ ЕНА ОДНОЙ ПЛОСКОСТИ ПРОЕКЦИИ
_ .  Я  2
Пусть в системе плоскостей х —— дана точка А и указаны ее проек­

ции А 1 и А "  (рис. 74,а). Проследим, ка к  изменится положение проек­
ций точки A t если плоскость яа заменить новой плоскостью я3, пер­
пендикулярной к  я , .  Горизонтальная плоскость проекции не меняет

•Следует иметь в виду, что В. Л. Т ороховы м  предложен способ замены плос­
костей ffj и я а одновременно д вум я  взаимно  перпендикулярны м и плоскостям и

Яз я 3
я 3 и я4 , что позволяет осуществить непосредственный переход от х  ----  к  1 ,  -----  .

Я3 я а Я1
м инуя промежуточное звено х , —— или Xj ——  . Подробно с зтим способом м о ж ­
но познаком иться в кн и ге  С. А (Фролова "М етоды преобразования ортогональных 
проекций ". М.: Машиностроение, 1970.



Я,
своего положения, т. е. мы осуществляем переход от системы х ——

- *» „  1 к  новой системе х , —  . Плоскость я3 пересекается с плоскостью я, по
прямой х , , которая определяет новую ось проекции. Положение го- | 
риэонтальной проекции А'  точки А остается без изменения, так ка к  
точка А и плоскость я, не меняли своего положения в пространстве.

Для нахождения новой фронтальной проекции точки А " достаточно 
спроецировать ортогонально точку А на плоскость я3. Из чертежа вид­
но, что расстояние от новой фронтальной проекции А ‘‘‘ точки А до 
новой оси х,  равно расстоянию от старой фронтальной проекции А" до 
старой о си *  (\A‘"AXi | *= |>1"Лд|).

Чтобы перейти от пространственного макета к  эпюру, необходимо 
совместить плоскость я3 с плоскостью чертежа. Метод замены плос­
костей проекций предусматривает совмещение новой плоскости с той 
из старых плоскостей, к  которой она перпендикулярна. В рассматри­
ваемом случае ввиду перпендикулярности плоскостей яэ и я, плос­
кость Я] совмещена с я, . За ось вращения принята новая ось проек­
ции х , . Направление поворота не оказывает никакого  влияния на ре­
зультат преобразования. Поворот следует делать в таком направле­
нии, при котором новые проекции не накладываются на старые и не 
затрудняют чтения чертежа. На рис. 74,а совмещение плоскости я3 
с я, осуществлено вращением ее по направлению движения часовой I 
стрелки.

Равенство аппликат новой А'" и старой А" фронтальных проекций 
точки А и использование в обоих случаях прямоугольного проециро­
вания делают построение новой фронтальной проекции чрезвычайно 
простым. Оно состоит в том, что через старую горизонтальную про­
екцию точки проводят прямую, перпендикулярную к  новой оси, и о тк ­
ладывают на ней от точки пересечения с осью отрезок, равный расстоя­
нию от старой фронтальной проекции до старой оси (рис. 74,6) .

Замена горизонтальной плоскости я, новой плоскостью я3 и пост­
роение новых проекции точки А в системе х , jJ -  осуществляется анало­
гично только что рассмотренному случаю, с той лишь разницей, что 
теперь остается без изменения фронтальная проекция точки, а для нахо­
ждения новой горизонтальной проекции А' ' точки А необходимо из 
старой фронтальной проекции точки опустить перпендикуляр на новую 
ось х , и отложить на нем от точки пересечения с осью х , отрезок, равный 
расстоянию от старой горизонтальной проекции до старой оси х.

Построения, выполненные по этому правилу, приведены на рис. 75.
На рис. 76 показан отрезок [.443], произвольно расположенный в про-
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странстве, и его новая фронтальная проекция на плоскость я3, которой 
он параллелен. Все построения ясны из чертежа и не требуют пояснения.

На рис. 77 приведено решение задачи, при котором плоскость обще­
го положения а оказалась фронтально проецирующей относительно 
плоскости я ,. Известно, что горизонтальный след фронтально прое­
цирующей плоскости перпендикулярен к  оси jc , следовательно, что­
бы  плоскость а заняла фронтально проецирующее положение, необхо­
димо новую ось * |  провести перпендикулярно к  h0Q. Через точку XQ l, в 
которой hQa n jt, , пройдет фронтальный след / оа, . Для определения его 
направления достаточно найти одну точку. В качестве такой точки можно 
взять произвольную точку 1” £ f 0Q и указать ее фронтальную проекцию 
1"' на новой плоскости яэ . Через и 1 999 проводим / 0 Qj .

§ 14. ЗАМ ЕНА ДВУХ ПЛОСКОСТЕЙ ПРОЕКЦИЙ

Часто при определении действительной величины какой-либо гео­
метрической фигуры или для получения более полного (наглядного) 
ее изображения замены одной плоскости проекций бывает недостаточ­
но. В таких случаях приходится осуществлять замену двух плоскос­
тей проекций.

Рассмотрим, ка к  определяются новые ортогональные проекции точ-
*  яэки в новой системе плоскостей проекции дса -т*- , если известны ее про-

Я «
екции в старой системе плоскостей х . Пусть А1 и А" ~  проекции 
точки А на исходных плоскостях проекций х (рис. 78).  Для того 
чтобы определить положение новых проекций А 199 и А 9 999 в системе х а i f j " ,  
заменяем вначале плоскость я, новой плоскостью яа. Точку, через 
которую проводится новая ось, и направление оси можно выбирать 
произвольно. Следует следить лишь за тем, чтобы не происходило накла­
дывания новых проекций на старые и чтобы геометрические фигуры, 
расположенные в первой четверти пространства, оставались в нем и после 
замены плоскости проекции.

Новая горизонтальная проекция А 199 точки А будет принадлежать од­
ной линии связи, проходящей через старую фронтальную проекцию А "
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и перпендикулярную к  новой оси лг, ,  и будет удалена ат новой оси на 
такое же расстояние, на какое старая горизонтальная проекция точ­
ки  была удалена от старой оси х. Поэтому для определения положе­
ния проекции А "9 достаточно от точки A Xt на продолжении перпенди­
куляра А "А Х отложить [Ах А 9'9], равный о тр е зку \АХА ' ] .

Положение новой фронтальной проекции точки в системе плоскос-
.  -  *этеи проекции х 7 определяется аналогично только что рассмотрен­

ному случаю с той лишь разницей, что теперь за исходную (старую)
и от нее переходить к  систе-систему будем принимать систему

* *  о  *ме х 7 —  . В этом случае плоскость я3 не меняет своего положения в
пространстве, следовательно, не изменится положение и горизонталь­
ной проекции А 999. Фронтальная проекция А 9999 будет определена, если из 
А $9> восставить перпендикуляр к  оси и отложить на нем от точки АХу 
[Ах A tt99] , равный расстоянию от точки А 91 до оси — [Ах А 99]»

^ная правила построения проекций одной точки в новой системе 
плоскостей проекций, можно построить новые проекции любого чис­
ла точек, а следовательно, и любой геометрической фигуры.

На рис. 79 показан пример перевода отрезка [CD] прямой общего 
положения Ъ в положение [О99 9 *D,9t,\ отрезка фронтально проецирующей 
прямой Ь(Ь‘", Ь9999 ). Вначале заменой плоскости я3 плоскостью я а пере­
водим отрезок [CD] в положение || я3 , затем, заменив я, плоскостью я4 , 
ставим отрезок по отношению к  плоскости я4 в проецирующее положе­
ние <[С1М7 Г М1, [C999D9t9] ) .

§ 15. СОЧЕТАНИЕ СПОСОБА 
ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО ПЕРЕМЕЩЕНИЯ 
СО СПОСОБОМ ЗАМЕНЫ ПЛОСКОСТЕЙ ПРОЕКЦИИ

Пользуясь только одним способом плоскопараллельного переме­
щения или только одним способом замены плоскостей проекций, всег­
да можно перейти от произвольного расположения геометрической



Сочетание способа плоскопараллельного перемещения ^  
со способам замены плоскостей проекции

фигуры к  частному, обеспечивающему получение удобного вида проек­
ций. Однако иногда бывает целесообразно применять не один какой-либо 
способ, а использовать сочетание двух способов — плоскопараллельное 
перемещение и замену плоскостей проекций.

Существенным преимуществом способа замены плоскостей проек­
ций является построение только одной вспомогательной проекции 
(при замене одной плоскости проекции), в то время ка к  способ плоско­
параллельного перемещения требует построения двух вспомогательных 
проекций (при перемещении параллельно одной плоскости) *.

В то же время способ замены плоскостей проекций обладает не­
достатком, заключающимся в том, что при замене плоскостей проек­
ций трудно заранее предусмотреть на чертеже место расположения вспо­
могательных проекций. Применяя способ параллельного перемещения, 
всегда можно выбрать наиболее удобное положение вспомогательных 
проекций на поле чертежа. Решение задач этим способом значительно 
облегчается при использовании кальки. В этом случае одну из двух 
дополнительных (вспомогательных) проекций не строят, а перечерчива­
ют на кальку, которую  затем прикладывают в наиболее удобном месте 
чертежа. Следующую вспомогательную проекцию строят с помощью 
проекции, изображенной на кальке, и одной из предшествующих про­
екций.

Естественно, возникает вопрос, каким  путем можно сочетать дос­
тоинства обоих способов: удобное расположение вспомогательных 
проекций (характерное для способа плоскопараллельного перемеще­
ния) и построение при каждом последовательном преобразовании только 
одной проекции ( ка к  в способе замены плоскостей проекций).

Возможность совместного применения способов плоскопараллель­
ного перемещения и замены плоскостей проекций была указана еще
В. И. Курдюмовым в 1893 г. Сочетание этих способов известно под 
названием способа сложных перемещений, причем сложные перемещения 
подразделяют на два вида.

Первый вид сложных перемещений состоит в том, что построение 
новых проекций достигается путем последовательного применения сна­
чала способа замены плоскостей проекций, затем способа вращения 
вокруг оси, перпендикулярной к  плоскости проекции.

Второй вид сложных перемещений заключается в замене плоскос­
ти проекции с последующим совмещением новой плоскости с той из 
первоначальных плоскостей, которую  она заменила**.

Рассмотрим решение задач с использованием первого (задача 1) и 
второго (задача 2) видов сложных перемещений.

З А Д А Ч А  1. Т о ч ку  А повернуть против 
часовой стрелки в о к р у г  фронтали /  на 
L (рис. 8 0 ) .

Решение этой задачи способом враше­
ния представляет определенные труднос­
ти, так к а к  при вращении в о к р у г  ф рон­
тали траектория перемещения точки  
проецируется на горизонтальную  плос­

кость  проекции с искажением, в виде 
зллипса, с искажением будет проециро­
ваться и L \р .

Решение м ожно значительно уп р о с  
тить, если применить способ сложных 
перемещении. Ход решения задачи в 
этом случае состоит в следующем: вна­
чале с помощ ью способа замены плос-

* Исключение составляет только  способ врашения в о к р у г  линий уровня, при 
котором  строится только  одна вспомогательная проекция.

• • К а к  вариант второго  вида сложны х перемещений м ожно рекомендовать на 
втором  этапе преобразования вместо совмещения с первоначальной плоскостью  
вы полнить совмещение с плоскостью , параллельной ей.
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Рис 80

кости  проекции переводим фронталь в 
положение, перпендикулярное пл о ско с ­
ти я 3, затем, используя способ вращения 
в о к р у г  оси, перпендикулярной п л о ско с ­
ти я а , поворачиваем то ч ку  А ш в о кр у г  
оси 1 *' на заданный L .

Отмеченный ход решения задачи о п ­
ределяет перечисленную ниже после­
довательность геометрических построе­
ний:

1 )  п р о в о д и м  н о в у ю  ОСЬ JC| 1 / “ ;
2) определяем новые горизонтальные 

проекции фронтали и точки  А*"\
3) поворачиваем то ч ку  А 111 в о к р у г

фронтали f*n (то чки  =  Q' "\ на ^  и 
определяем положение точки  А у ' \

' 4) построениями, вы полненны ми в об ­

Рис. 81

ратной последовательности, определяем 
новые ортогональные проекции точкил1* л9А 1 и А  ] .

З А Д А Ч А  2. Определить вы соту четы­
рехгранной пирамиды SABC  (рис. 81) .  
Для решения этой задачи заменяем плос­
кость проекции я 2 на я а с последующим 
совмещением ее с плоскостью  я 2 . Чтобы 
определить направление новой оси Х| , в 
плоскости основания пирамиды A B C  про­
водим горизонталь h (ось х ( 1 h‘) . Совме­
щаем новую  плоскость я а с плоскостью  
я 2 и строим на ней совмещенную п р ое к­
цию пирамиды S \  А У'ВУ'С |,\  Отрезок пер­
пендикуляра S'; К'[\  опуш енного  из вер­
шины пирамиды S ]f на основание 
Ay By Су , определяет высоту пирамиды.

Из приведенных примеров видно, что для получения ответа с помо­
щью сочетания двух способов потребовалось построить только одну 
вспомогательную проекцию вместо двух, необходимых при решении 
этих задач способами плоскопараллельного перемещения или замены 
плоскостей проекции.

Используя сочетание двух способов, можно существенно упростить 
решение целого ряда задач, особенно в тех случаях, когда в ходе решения 
необходимо повернуть плоскую  фигуру или пространственное тело 
во кр уг прямой общего положения.

Следует иметь в виду, что количество графических построений будет 
уменьшаться только в том случае, когда мы заменяем плоскопараллель­
ное перемещение (в частности, врашение) заменой плоскостей проекций, 
а не наоборот.



§ 16. ДРУГИЕ СПОСОБЫ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
ОРТОГОНАЛЬНЫХ ПРОЕКЦИЙ

Кроме плоскопараллельного перемещения и замены плоскостей 
проекций начертательная геометрия располагает большим количест­
вом различных способов получения новых, наиболее удобных для ре­
шения задач проекций по заданным неудобным.

В т р и д ц а т ы е  годы вышла в свет книга С. М. Колотова "Вспомога­
тельное проектирование***, в которой были изложены основные прин­
ципы получения неискаженного вида прямоугольных проекций на спе­
циально выбранную плоскость, а также построения косоугольных и 
центральных проекций на заданные плоскости проекции.

В последующие годы появилась серия работ, посвященных созда­
нию новых и усовершенствованию ранее предложенных способов вспо­
могательного проецирования.

Особое место среди этих работ занимают работы, посвященные 
криволинейному вспомогательному проецированию. Их авторы ис­
пользовали для получения вспомогательных проекций в качестве прое­
цирующих кривые линии, пространственные или плоские.

В настоящее время имеется много хорошо разработанных и дове­
денных до практического использования способов, которые могут 
быть объединены под общим названием вспомогательное проецирова­
ние.

Рис. 82 ... 85 дают наглядное представление о получении проек­
ций, удобных для решения задач с помощью вспомогательного прое­
цирования. Так,  на рис. 82 решена задача по определению расстояния 
между скрещивающимися прямыми а и Ъ путем ортогонального про­
ецирования этих прямых на вспомогательную плоскость a i  о .П р и  
этом направление проецирования я || а.

Рис. 83 показывает целесообразность использования косоугольно­
го проецирования на заданную плоскость проекции при решении задачи 
по определению точки встречи прямой с плоскостью.

Известно, что точка встречи прямой с плоскостью определяется 
элементарно просто, если плоскость занимает проецирующее положение. 
В случае, изображенном на рис. 83, плоскость общего положения а 
переведена во фронтально проецирующее положение путем проецирова­
ния а на плоскость проекции в направлении горизонтали этой плос­
кости.

На рис. 84 для определения точек встречи прямой а с произволь­
ной конической поверхностью применено центральное проецирование. 
За центр проекций принята вершина конической поверхности S. В этом 
случае коническая поверхность оказывается проецирующей, что значи­
тельно упрощает решение поставленной задачи.

На рис. 85 приведен пример решения задачи по определению то­
чек встречи прямой с поверхностью кольца. Для упрощения решения 
этой задачи использовано криволинейное (в частности, окружностное) 
проецирование. При таком способе проецирования поверхность кольца 
оказывается горизонтально проецирующей. Все построения для нахожде­
ния положения точек М и N  ясны из чертежа и не требуют пояснений.

Использование теорем проективной геометрии и свойств коллине- 
арных преобразований дало толчок к  созданию различных способов
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* Колотой С. М. Вспомогательное проектирование. Киев, 1933.
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S

Рис. 86

перспективно-аффинных и гомологических преобразований ортого 
нальных проекций, составляющих основу проективных преобразований.

На рис. 86 показано перспективно-аффинное преобразование эллип­
тического параболоида в параболоид вращения. Рис. 87 дает нагляд­
ное представление о преобразовании поверхности гиперболоида вра­
щения а в сферу а ( путем гомологических преобразований. Не вызы

Рис. 85
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Рис 87

Рис. 88

вает сомнения целесообразность таких преобразований. Действитель­
но, при решении позиционных задач лучше иметь дело с поверхностью 
вращения, чем с эллиптическим параболоидом (рис. 86), и со сферой, 
чем с поверхностью гиперболоида вращения (рис. 87). И, наконец, 
применение топологических преобразований пространства и погружен­
ных в него геометрических фигур привело к созданию чрезвычайно 
гибкого способа, позволяющего осуществить преобразование сложных 
нелинейчатых поверхностей, ограничивающих геометрические тела, в 
простые цилиндрические поверхности и даже плоскости.

В основе рассматриваемых преобразований лежат топологические 
свойства:

а) взаимная однозначность — каждой точке исходной фигуры Ф 
соответствует одна и только одна точка преобразованной фигуры Ф,;

б) взаимная непрерывность — бесконечно близким точкам исход­
ной фигуры Ф соответствуют также бесконечно близкие точки преобра­
зованной фигуры Ф | . На рис. 88 бесконечно близким точкам А и В 
фигуры Ф соответствуют две бесконечно близкие точки A t и Я, фи­
гуры Ф | .

Преобразования, обеспечивающие сохранение топологических свойств 
составляют теоретическую базу способа топологических преобразований.
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Рис. 89

На рис. 89 показано решение задачи по определению точек встречи 
плоской кривой I с произвольной поверхностью вращения а. Тополо­
гическим преобразованием фигура Ф, ограниченная произвольной по­
верхностью вращения а, преобразована в шар а , .  Указанными преоб­
разованиями задача сведена к простейшей — определению точек встре­
чи плоской кривой с поверхностью сферы. Зная положение точек М, и 
7V, , с помощью линий связи (прямых, параллельных оси х) опреде­
ляем М и N.

Изучение отмеченных выше способов преобразования ортогональ­
ных проекций выходит за рамки учебной программы курса начерта­
тельной геометрии для втузов. Мы остановились на них лишь для того, 
чтобы читатель имел в виду, что кроме классических способов (см~ 
§ 9 ... 14) в арсенале начертательной геометрии имеются и другие, подчас 
более мощные, способы преобразования ортогональных проекций*.

ВОПРОСЫ  Д Л Я  С А М О П РО В ЕР К И

1. В чем со стои т  принцип  п р е о б р а з о в а ­
н и я  о р т о г о н а л ь н ы х  п р о е к ц и и  с п о с о б о м  
п л о е к  о п ар а л л ел ь н о  го п е р е м е щ е н и я ?

2. В чем со стои т  отличие сп о с о б а  в р а ­
щ е н и я  в о к р у г  осей , п е р п е н д и к у л я р н ы х  к  
п л о с к о с т и  п р о е к ц и и ,  от  сп о с о б а  п а р а л ­
л е л ь н о г о  п е р е м е щ е н и я ?

3. К а к  о п р е д е л я е т с я  п о л о ж е н и е  ц ен т р а  
в р а щ е н и я  и величина рад и у са  в р а щ е н и я  
т о ч к и  при ее  п о в о р о т е  в о к р у г  г о р и з о н т а ­
ли и ф р о н т а л и ?

4. К а к  м о ж н о  о п р ед ел и ть  с о в м е щ е н ­
ное с п л о с к о с т ь ю  Я] ( л 3 ) п о л о ж е н и е  ф р о н ­
т а л ь н о го  ( г о р и з о н т а л ь н о г о )  сл е д а  п л о с ­
к о с т и  б ез  н а х о ж д е н и я  центра и рад и у са  
в р а щ е н и я ?

5. К а к  п е р е м е ш а ю т с я  п р о е к ц и и  т о ч к и

при ее в р а щ е н и и  в о к р у г  оси , перп ен ди ­
к у л я р н о й  к  п л о с к о с т и  п р о е к ц и и  Я ] ( я 2 ) ?

6. С к о л ь к о  п а р а л л е л ь н ы х  п е р е м е щ е ­
нии и в к а к о й  п о сл е д о в а те л ь н о с т и  н е о б ­
х о д и м о  в ы п о л н и т ь ,  чтобы  п еревести  о т ­
р е з о к  п р я м о й  о б щ е г о  п о л о ж е н и я  в о т р е ­
з о к  г о р и зо н т а л ь н о  (ф р о н т а л ь н о )  п р о ец и ­
р у ю щ ей  п р я м о й ?

1. В чем с о с то и т  с у щ н о с ть  п р е о б р а з о ­
в а н и я  о р т о г о н а п ь н ы х  п р о е к ц и й  сп о с о б о м  
з а м е н ы  п л о с к о с т е й  п р о е к ц и й ?

8. С к о л ь к о  п ер е м е н  п л о с к о с т е й  п р о е к ­
ций и в к а к о й  п о сл е д о в а те л ь н о с т и  н е о б ­
х о д и м о  в ы п о л н и т ь ,  чтобы  перевести  о т ­
р е з о к  п р я м о й  о б щ е г о  п о л о ж е н и я  в о т р е ­
з о к  ф р о н т а л ь н о  (го р и зо н т а л ь н о )  п р о ец и ­
р у ю щ ей  п р я м о й ?

* Б о л е е  п о д р о б н ы е  св е д е н и я  о п ер е ч и с л ен н ы х  сп о с о б а х  п р е о б р а з о в а н и я  читатель 
н айдет  в к н и г е  С. А. Ф р о л о в а  "М ето д ы  п р е о б р а з о в а н и я  о р т о г о н а л ь н ы х  проекций '* .  
М.: М а ш ин о с тр о е н и е ,  1970 .



Г Л А В А  III

ЛИНИЯ

Линии занимают особое положение в начертательной геометрии. 
Используя линии, можно создать наглядные модели многих процес­
сов и проследить их течение во времени. Линии позволяют установить 
и исследовать функциональную зависимость между различными ве­
личинами. С помощью линий удается решать многие научные и инже­
нерные задачи, решение которых аналитическим путем часто приво­
дит к использованию чрезвычайно громоздкого математического ап­
парата.

Линии широко используются при конструировании поверхностей 
различных технических форм. Умело подбирая линии, дизайнер имеёт 
возможность придать изящные эстетические формы конструируемым 
изделиям.

понятая И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
В § 8 отмечалось, что при определении геометрических фигур в 

геометрии принято исходить из основных (неопределяемых) поня­
тий — точка, прямая, плоскость и расстояние, а в современном пред­
ставлении также понятия множество.

Базируясь на этих элементарных понятиях, линию целесообразно 
трактовать как траекторию перемещения точки (рис. 90). Такое пред­
ставление линии позволяет получить определение линии, используя такие 
основные понятия геометрии, как точка и множество. В этом случае 
линию можно рассматривать как непрерывное множество всех принад­
лежащих ей точек.

Если учесть, что положение точки при ее движении по заданной 
траектории будет зависеть от непрерывно меняющейся величины d 
(расстояние до точки от начала координат*), то можно утверждать, 
что положение точки, принадлежащей линии, определяется непрерыв­
но меняющейся величиной d. Тогда, окончательно приняв d за пара­
метр, приходим к следующему определению — линия есть непрерыв­
ное однопараметрическое множество точек.

В этом определении словом непрерывное подчеркивается, что двум 
бесконечно близким значениям параметра соответствуют две также 
бесконечно близкие точки.

С ледует  и м еть  в ви д у ,  <гга д а н н о е  о п р е д е л е н и е  линии  я в л я е т с я  у с л о в н ы м .  В д е й ­
ст ви тел ьн о сти  п о л о ж е н и е  то ч к и  б уд ет  зави сеть  не т о л ь к о  от  в е к т о р а  d (о п р ед е ­
л я ю щ е г о  ве л и ч и н у  р а с с т о я н и я ] ,  но и от  у г л о в  его н а к л о н а  к  п л о с к о с т я м  п р о е к ­
ции.

Мы о с т а н а в л и в а е м с я  на н е м  л и ш ь  п о т о м у ,  что в д а л ь н е й ш е м ,  при излож ен и и  
гл. IV " П о в е р х н о с т ь " ,  о н о  п о з в о л я е т  п олучить  о п р е д е л е н и е  п о в е р х н о с т и ,  о сн ов ан и е  * 
т а к ж е  на п о н я т и я х  т о ч к а  и м н о ж е с т в о  и, что б олее  важ н о ,  п одой ти  к  а т о м у  о п р ед ел е ­
нию с т о ч к и  зр е н и я  к и н е м а т и ч е с к о г о  сп о с о б а  п о л у ч е н и я  п о в е р х н о сти .

В случае о к р у ж н о с т и  начало  к о о р д и н а т  не д о л ж н о  с о в п а д а т ь  с ее ц ен т р о м
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Р а с с м а т р и в а я  п о ве р х н о сть  к а к  
след ,  к о т о р ы й  о с т а в л я е т  г ео м ет р и ч ес ­
к а я  ф и г у р а  при  с в о е м  п ерем ещ ен и и  в 
п р о с т р а н с т в е ,  м о ж н о  ввести  п онятие  
о п р е д е л и т е л ь ,  к о т о р о е  и гр ае т  весьм а 
в а ж н у ю  р оль  в теории  поверхностей .

Линии подразделяются на ал­
гебраические *, если в декарто­
вой системе координат они оп­
ределяются алгебраическими 
уравнениями, и трансцендент­
ные**, если они описываются 
трансцендентными уравнениями.

Линии могут бытъ пространственными и плоскими.
Пространственными или линиями двоякой кривизны называют 

линии, все точки которых не принадлежат одной плоскости.
Линии, у которых все точки принадлежат одной плоскости, называ­

ют плоскими.
Если Алгебраическое уравнение, описываю шее линию, п- й степени, 

то алгебраическая кривая считается л-го порядка. Порядок алгебра­
ической кривой определяется также числом точек ее пересечения с 
плоскостью (для пространственной линии) или прямой (для плоской 
линии). При зтом следует иметь в виду, что в число точек пересече­
ния включаются точки с действительными и мнимыми координатами.

Простейшей линией является прямая. Так как свойства прямой 
и задание ее на эпюре Монжа уже известны читателю (см. гл. 1, § 8), 
в настоящей главе речь будет идти о характеристиках и свойствах кри­
вых линий (пространственных и плоских) и построении их ортогональ­
ных проекций.

I. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ КРИВЫЕ ЛИНИИ
Было отмечено, что пространственными кривыми называются ли­

нии, все точки которых не принадлежат одной плоскости. Рис. 91 да­
ет наглядное представление о произвольной пространственной кри­
вой линии.

§ 17. КАСАТЕЛЬНЫЕ И НОРМАЛИ К ПРОСТРАНСТВЕННОЙ КРИВОЙ

На рис. 92 показана пространственная кривая I. Возьмем на ней 
произвольную точку М и проведем через нее секущие [AM) и \МВ) .

При приближении точки А к точке М \МА)  будет поворачиваться 
вокруг точки Af, и когда точка А совпадет с точкой М, |АМ) достиг­
нет своего предельного положения (луч f , ).

Предельное положение секущей в точке М называется полу каса­
тельной к кривой I в точке Л#.

• К а л г е б р а и ч е с к и м  л и н и я м ,  в частности , о т н о с я т с я  о к р у ж н о с т ь ,  элли п с ,  п ар а ­
бола ,  г и п е р б о л а ,  ас тр о и д а ,  к а р д и о и д а  и др .

* " К .  т р а н с ц е н д е н т н ы м  л и н и я м  о т н о с я т с я  си н усои д а ,  спираль  а р х и м ед а ,  ц и к л о н  
да  и др.

Рис. 90

z
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[MB) при совпадении точки В с точкой М займет предельное поло­
жение f2. Из чертежа видно, что в точке М к кривой I проведены две 
полукасательные, направленные в противоположные стороны. Полу­
касательные f, и t 7 образуют прямую, которую назьшают касатель­
ной к кривой в данной точке ( t \ f ) •

Через касательную к пространственной кривой в данной точке можно 
провести пучок плоскостей*. Одна из плоскостей этого пучка, называе­
мая соприкасающейся плоскостью, играет особую роль при исследовании 
свойств пространственных кривых.

Подойти к понятию соприкасающейся плоскости можно путем сле­
дующих рассуждений: пусть дана пространственная кривая 4 (рис. 93). 
Возьмем на ней произвольную точку М и укажем полукасательные
i, и t7 к  кривой I в этой точке. Через точку М проведем две секущие 
[МА) и [MB).  Обозначим полуплоскость, заданную полу касательной 
f, и секущей [МА),  а , , а плоскость, определяемую полукасательной t7 
и |MB) , — а 3. При приближении точек А и В к точке М плоскости at и 
а а будут проворачиваться вокруг полу касательных. Когда секущие 
займут положение полукасательных, плоскости ot| и а 3 займут пре­
дельное положение.

Так как полукасательные принадлежат одной прямой, то плоскости
а, и а2 совпадут, образуя одну плоскость а, которую называют соприка­
сающейся плоскостью пространственной кривой в данной точке.

Соприкасающаяся плоскость может быть определена так же, как 
предельное положение плоскости, проходящей через три бесконечно 
близкие точки пространственной кривой линии.

Соприкасающаяся плоскость неразрывно связана с движущейся по 
кривой точкой. Так как каждая точка кривой имеет свою касатель 
ную (кроме особых точек), то соприкасающаяся плоскость при переме­
щении по кривой будет все время менять свое положение. При этом она 
будет не только следовать за касательной к кривой, но, одновременно, и 
вращаться вокруг нее.

К пространственной кривой линии I в любой ее точке (за исключени­
ем некоторых особых точек) можно провести пучок перпендикулярных 
к ней прямых (рис. 94) **. Множество этих перпендикуляров (норма­
лей! определяют плоскость, которую называют нормальной плоско­
стью 0. Одна из нормалей этого множества, принадлежащая соприкасаю­
щейся плоскости, называется главной нормалью па .

* П у ч к о м  п л о с к о с т е й  н а з ы в а е т с я  м н о ж е с т в о  в с е х  п л о с к о с т е й ,  п р о х о д я щ и х  че 
реэ одн у  и гу же п р я м у ю  а\ п р я м а я  а н а з ы в а е т с я  осью  это го  п учк а .

“ ■ П у ч к о м  п р я м ы х  н а з ы в а е т с я  м н о ж е с т в о  вс ех  п р я м ы х  п л о с к о с т и ,  п р о х о д я щ и х  
через д ан н у ю  т о ч к у  М то ч к а  М н а з ы в а е т с я  ц е н т р о м  п учка .

Рис 91 Рис. 92
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Рис. 93 Кис. 94

Р
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Другую нормаль зтого мно­
жества, перпендикулярную к 
соприкасающейся плоскости, 
называют бинормалью п$. Би­
нормаль п$ и касательная ^  
определяют плоскость у 9 кото­
рую называют спрямляющей 
плоскостью кривой (рис. 95).

Трехгранник Френе. Три 
взаимно перпендикулярные 
плоскости f l j  и )  (рис. 95), 
проходящие через одну точку 
пространственной кривой, об­
разуют прямоугольный трех­
гранник, называемый основ­

ным или подвижным трехгранником. Его называют также трехгранником 
Френе *.

Трехгранник Френе используется в качестве системы плоскостей 
проекций, на которые проецируют пространственную кривую для изу­
чения ее свойств. При этом плоскость а принимают за горизонталь­
ную, плоскость у за фронтальную и плоскость 0 за профильную плос­
кость проекции.

Дифференциальные свойства пространственной кривой исследу­
ют по ее плоским проекциям на гранях трехгранника Френе.

П. ПЛОСКИЕ КРИВЫЕ ЛИНИИ
Кривая линия называется плоской , если все ее точки принадле­

жат одной плоскости.
Основные понятия и определения, приведенные на с. 69 для простран­

ственных кривых, сохраняются с некоторыми изменениями и для плос­
ких кривых линий; плоские кривые могут быть также алгебраическими 
и трансцендентными

В первом случае уравнение кривой в декартовых координатах мо­
жет быть представлено в форме f ( x , у) = 0, где f ( x 9 у) — целый много­
член от х и у.

Определения полукасательной и касательной в точке плоской кри-

• П о и м ен и  ф р а н ц у зс ко го  м а т е м а т и к а  Жана Ф р е д е р и к а  френе, пр е д л о ж и вш е ­
го  его  я 1847 г.



Приближенные способы построения касательной 73 
и нормали к плоской кривой

вой также совпадают с аналогичными определениями для пространст­
венной кривой.

В отличие от пространственной кривой, для каждой точки которой 
может быть проведено множество перпендикулярных к ней прямых, 
образующих нормальную плоскость, плоская кривая в каждой ее точке 
имеет только одну нормаль — прямую, перпендикулярную к касательной 
в данной точке кривой и принадлежащую плоскости кривой.

В инженерной практике часто приходится проводить касательные 
и нормали к плоским кривым. Рассмотрим графические способы пост­
роения этих линий.

S 18. ПРИБЛИЖЕННЫЕ СПОСОБЫ ПОСТРОЕНИЯ 
КАСАТЕЛЬНОЙ И НОРМАЛИ К ПЛОСКОЙ КРИВОЙ

Графический способ построения касательной и нормали к плоской 
кривой базируется на использовании "кривой ошибок’*. Для построения 
этой кривой из точки, через которую должна проходить искомая каса­
тельная, проводим лучи, пересекающие заданную кривую. Отмечаем 
концы хорд, по которым лучи пересекают кривую, и с помощью этих 
хард строим "кривую ошибок".

Сущность способа проследим на конкретных примерах.

П РИМ ЕР 1 П о с т р о ен и е  к а с а т е л ь н о й  к 
к р и в о й ,  п р о х о д я щ е й  через  т о ч к у ,  не  при* 
н ад л еж ащ у ю  к р и в о й  (рис. 9 6 ) .

П усть  даны  к р и в а я  J и то ч к а  А
(А  е а Э / ) Л ( Л  ^  / ) .

П р о в е д е м  через т о ч к у  А р я д  с е к у щ и х  
й], а 3, а 3, а4 . О т м е т и м  то ч к и  1, 1 ] ,  2, 
2 | ,  3, 3 ] ,  4. 4 j , в к о т о р ы х  эти с е к у щ и е  
н ересекаю т к р и в у ю  I. Ч ерез  с е р ед и н ы  
п о л у ч ен н ы х  х о р д  п р о в е д е м  п л а в н у ю  к р и ­
вую m (ли н и ю  m н аз ы в а ю т  ' 'к р и в о й  о ш и ­
б о к " )  .

П ересечение линии  m с задан н ой  к р и ­
вой I о п р е д е л и т  т о ч к у  к а с а н и я  М. ( A M ) — 
и с к о м а я  к ас а те л ь н а я  t к  к р и в о й  2, п р о в е ­
денная  из т о ч к и  А.

П РИ М ЕР 2. П о ст р о ен и е  к а с а т е л ь н о й  к  
к р и в о й  п ар а л л ел ь н о  з а д а н н о м у  н а п р а в ­
лению я (рис.  9 7 ) .

Д л я  о п р е д е л е н и я  т о ч к и  к а с а н и я  М 
п р о в е д е м  р я д  с е к у щ и х  в ] ,  в а , а3. а4 п а ­
р аллель н о  з а д а н н о м у  н а п р а в л ен и ю  *. Че 
реэ сер ед и н ы  х о р д  [1 1 ,  ] ,  [2 2 а ] ,  | 3  З 3 ] ,  
[4, Л4 ] п р о в е д е м  п л ав н у ю  к р и в у ю  m и 
о т м е т и м  т о ч к у  М ее пересечения  с з а д а н ­
ной к р и в о й  I. Т о ч к а  М б у д ет  т а ч к о й  к а ­
с ан и я ,  а п р я м а я  t % п р о х о д я щ а я  через эту  
то ч к у  п ар а л л ел ь н о  #, и с к о м о й  к а с а т е л ь ­
ной.

П РИ М ЕР 3. П о с т р о ен и е  к а с а т е л ь н о й  к  
к р и в о й  в данной  т о ч к е  к а с а н и я  М (рис .  
98) .

П р о в е д е м  п р о и з в о л ь н у ю  п р я м у ю  Ь, 
п р и м е р н о  п е р п е н д и к у л я р н у ю  к  и с к о м о й  
к ас ате л ь н о й ,  а через т о ч к у  М р я д  с е к у ­
щ их  а | ,  о : . а 3 . а4 т а к ,  чтобы  они  п е р е с е ­
к али  и к р и в у ю  1 и п р я м у ю  fa. От т о ч е к  пе­
ресечения с е к у щ и х  с п р я м о й  fa о т л о ж и м  
(на с е к у щ и х )  о т р е з к и ,  р а в н ы е  х о р д а м

|Л#1] , [Л#2], |Af3] , |Af4] , при э т о м  д л и н ы  
х о р д ,  р а с п о л о ж е н н ы х  по р азн ы е  стороны  
от т о ч к и  к ас ан и я  Af, о т л о ж и м  с разн ы х  
с т о р о н  oj п р я м о й  fa П олучен н ы е точ ки  
со е д и н и м  п л а в н о й  к р и в о й  гл.

П ересечение к р и в о й  m с п р я м о й  fa у к а ­
жет т о ч к у  1, п р и н а д л е ж а щ у ю  касатель* 
ной. С о е д и н и в  А с М п р я м о й  ли н и ей ,  п о ­
л у ч и м  и с к о м у ю  к ас ате л ьн у ю  /.

П РИ М Е Р  4. П о строен и е  н о р м а л и  к 
к р и в о й ,  п р о х о д я щ е й  через т о ч к у ,  не п р и ­
н а д л е ж а щ у ю  данной  к р и в о й  (рис. 9 9 ) .

В п л о с к о с т и  даны  к р и в а я  I и то ч к а  A t 
не п р и н а д л е ж а щ а я  к р и в о й  I. П р и м е м  точ­
к у  А за центр  о к р у ж н о с т е й  р азн ы х  ра­
д и у с о в ,  эти о к р у ж н о с т и  п е р е с е к у т  дан ­
ную к р и в у ю  в т о ч к а х  1, 1 1( 2, 2 ]( 3, 3 , .
4 ,  4 | , к о т п р ы е  п р и м е м  за к о н ц ы  х о р д  Из 
к о н ц о в  х о р д  в о с с т а в и м  п е р п е н д и к у л я ­
ры  П ри э т о м  п е р п е н д и к у л я р ы ,  восста- 
вл*г*ные из точ ек  1, 2, 3, 4, б у д у т  им еть  
п р с 1 и в о  по л о ж н о е  н ап р а вл ен и е  п ер п е н д и ­
к у л я р а м ,  в о с с т а в л е н н ы м  из точ ек  l | t 2g , 
3 ] ,  4 | .  На «тих п е р п е н д и к у л я р а х  о т л о ­
ж и м  о т р е з к и ,  рав н ы е  дл и н е  с о о т в ет ­
с т в у ю щ и х  хорд .

П о л у ч е н н ы е  точ ки  с о е д и н и м  п лав н ой  
к р и в о й  m  Пересечение m с I у к а ж е т  п о ­
л о ж е н и е  т о ч к и  М , через к о т о р у ю  пройдет  
и с к о м а я  н о р м а л ь  л (л 1 [1, 1 | | ) .Д л я  п р о ­
в е д е н и я  н о р м а л и  к  к р и в о й  л и н и и  парал 
л е л ь н о  за д а н н о м у  н ап р а вл ен и ю  или через 
д ан н у ю  на к р и в о й  т о ч к у  п р ед в а р и тел ь н о  
надо  п ост р о и ть  к асательн ую  к  к р и в о й  
(см .  п р и м е р ы  1 и 3 на с. 7 3 ) .  О пред елив  
п о л о ж е н и е  то ч к и  к а с а н и я  (п е р в ы й  с л у ­
чай) и н а п р а в л е н и е  к ас ате л ьн о й  (в т о р о й  
с л у ч а й ) ,  л е г к о  п р о в е сти  н о р м а л ь  к  
к р и в о й .
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Рис 96

Рис 9$ Рпс 99

§ 19. КРИВИЗНА ПЛОСКОЙ КРИВОЙ

Величина угла о между полукасательными в двух бесконечна близ­
ких точках, отнесенная к длине дуги я, заключенной между этими точка­
ми, характеризует степень искривленности кривой линии. Чем больше 
угол о , тем оольшую кривизну имеет линия. Обозначив кривизну к,

можно записать к = l i m (при Л& — 0), т. е. кривизна — предел отноше­
ния угла между полукасательными к соответствующей дуге

В общем случае кривизна в каждой точке плоской кривой будет 
различной (исключение составляют только окружность и прямая, для 
которых кривизна в любой их точке постоянна; для прямой она рав­
на нулю). Графически определить величину кривизны в данной точке 
кривой можно с помощью окружности (круга) кривизны.

Окружностью кривизны в данной точке А кривой I называют предель­
ное положение окружности, проведенной через точку А и две другие 
бесконечно близкие ей точки А х и также принадлежащие кривой I 
(рис. 100). Радиус такой окружности г называют радиусом кривизны , а 
ее центр О — центром кривизны  Чем меньше величина радиуса кривиз­
ны, тем больше искривлена линия. Поэтому количественная характе­
ристика кривизны определяется величиной, обратной радиусу кривиз­
ны k = -г— .

Рмс 97
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ЦЕНТРА КРИВИЗНЫ КРИВОЙ В ЗАДАННОЙ ТОЧКЕ

Из рис. 100 видно, что окружность кривизны в точке соприкасания 
имеет общую с кривой I касательную (д и нормаль пА . Этим свойством 
можно воспользоваться для графического определения центра кривизны 
кривой в данной точке.

Пусть даны кривая I и точка Af, принадлежащая зтой кривой (рис. 101). 
Возьмем на кривой I ряд произвольных точек А , В, С. Проведем через 
них полукасательные tA% и отложим на них равные отрезки произ­
вольной длины. Через полученные точки Л ,,  Blt С, проведем плавную 
кривую . Касательная tM к кривой I в точке М пересечет кривую i t в 
точке Af, (кривую J, называют эквитангенциальной относительно 1, а 
кривую I относительно 1Х называют трактрисой). Проведем через М 
нормаль пм к кривой I, а через точку Af, — нормаль пм к кривой i, и 
найдем пересечение нормалей пм и пм ; точка пересечения О укажет 
положение центра кривизны для точки ifo кривой I. [ОМ] равен радиусу
кривизны г%л% а отношение h — - — — кривизне кривой I в данной точ-

. .  мке м.

§ 21. ЭВОЛЮТА И ЭВОЛЬВЕНТА

Определение эволюты и эвольвенты неразрывно связано с поня­
тием кривизны кривой линии. Если определить положение центров 
кривизны О ,, 0 3, ... , Ол ряда, принадлежащих данной кривой I (рис. 
102), точек А 1% А г% ... , А п и соединить их плавной кривой, то полу­
чим кривую гл, называемую эволютой кривой /. Итак, эволюта есть 
множество точек, являющихся центрами кривизны линии.

Кривая I по отношению к кривой m (своей эволюте) называется 
эвольвентой. Образование эвольвенты можно представить из рассмотре­
ния рис. 103. Отметим на кривой m ряд точек М, М ,, М7, ... , Мп. Примем 
их за вершины ломаной линии. Из точки М , как из центра проведем дугу 
окружности AfL, радиусом г, = |Af,Af| (точка L, е  ). Затем из
точки М2 проведем дугу радиусом r2 = \M7L\\  и отметим точку ее 
пересечения с продолжением звена M3MZ ломаной линии Af,AfaAf3- 
U  = С Х г  П (Af3Af3). Далее проведем дугу радиусом г3 = |А#3£ а | и 
определим положение точки L3 — L3 = L2L3 Г\ (Af4Af3). Следуя опи­
санным путем, можно определить точки L , ,  ... , L Множество точек 
L j, L2, ... , Ln образуют центровую кривую /. Если число сторон лома­
ной линии Af, Af,, Af 3, ... , Мп неограниченно возрастает, то в пределе 
получим кривую m и соответственно кривую /, состоящую из после-



Рис. 102 Рмс 103

довательных дуг окружностей монотонно изменяющихся радиусов. 
Кривая / есть эвольвента кривой т.

Эвольвенты находят широкое применение в технике. В частности, 
профили зубьев различных зубчатых передач имеют форму эвольвенты 
окружности. Ввиду широкого использования эволют и эвольвент в 
инженерной практике целесообразно отметить некоторые их свойства, 
вытекающие непосредственно из рассмотренных способов построения.

1. Эволюта представляет собой множество точек, являющихся цент­
рами кривизны всех точек эвольвенты.

2. Касательные эволюты являются нормалями эвольвенты.
3. Всякая плоская кривая линия имеет бесчисленное множество 

эвольвент.
4. Через каждую точку касательной к эволюте проходит одна и 

только одна эвольвента.
5. Длина дуги эволюты равна абсолютному значению разности ра­

диусов кривизны эвольвенты в концах ее дуг.

§ 22. КЛАССИФИКАЦИЯ ТОЧЕК ПЛОСКОЙ КРИВОЙ

Вид кривой I вблизи некоторой точки Af с единственной касатель­
ной t зависит от характера движения точки вдоль касательной и нап­
равления поворота касательной. Поясним это утверждение на примерах.

Пусть по кривой I движется точка М (рис. 104). Перемещение точ­
ки Af0 (Mq G /) в положение Af, (Af, € /) можно рассматривать как 
движение точки по дуге кривой I в направлении, указанном зеленой 
стрелкой.

Проведем через точки М0 и Af, касательные к кривой I. Точку Af0 
можно рассматривать не только с позиции ее принадлежности к кри­
вой но и как принадлежащую касательной t0. В этом случае пере­
мещение точки Af0 (Affl G t0 ) в положение Af, (Af, G ) следует трак­
товать как движение точки по касательной в направлении, указанном 
зеленой стрелкой. Причем для того чтобы точка Af0 G tQ заняла поло­
жение Af, G f, , необходимо, чтобы касательная tQ при переходе в по­
ложение ti поворачивалась в направлении, указанном стрелкой.

При перемещении точки Af, в положение Af3 направление ее движе­
ния вдоль кривой (касательной) по сравнению с участком Af0Af, не 
меняется; не меняется и направление поворота касательной f , .

1
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Из рассмотрения рис. 104 видно, что характер движения точки по 
кривой выявленный для участков Af0Af| t Af, Afa , сохранится и на дру­
гих участках Af3Af3, ... , Af/1_ 1Afn. Все рассмотренные точки (Af0, М1ш 
М2, ... , Мп ) кривой I и проведенные через них касательные (*0f f , e 

-■ , tn ) обладают общим свойством: направление движения точки 
вдоль кривой (и касательной) и направление поворота касательной 
не меняются.

Такие точки и проведенные через них касательные к кривой называ­
ют соответственно: обыкновенной (регулярной) точкой и обыкновен­
ной (регулярной) касательной. Кривую состоящую только из ре­
гулярных точек, называют плавной кривой. На рис. 105 изображена 
плавная кривая и указаны принадлежащая ей регулярная точка Af и 
проведенные через нее касательная и нормаль к кривой I.

Если направление движения точки или поворота касательной меня­
ется, то мы будем иметь дело с особой точкой и особой касательной.

На рис. 106 показана кривая I и указаны принадлежащие ей точки 
Af0i Af,, Af. Af3, Af3 с проведенными через них касательными tQ% /, 

/3 . Мы видим, что ни в одной из указанных точек направление их 
движения вдоль кривой не меняется. Что касается направления вра­
щения касательной, то оно меняется на противоположное в точке М. 
Такую точку называют точкой перегиба В точках перегиба касательная 
меняет вместе с направлением врашения и сторону кривой. Две ветви 
кривой расположены по разные стороны от общей касательной t и по 
разные стороны от нормали п.

На рис. 107 показана кривая I с особой точкой Af, которая называ 
ется точкой возврата первого рода или заостренной точкой. В точках 
возврата первого рода две ветви кривой располагаются по одну сто­
рону от нормали и по разные стороны от касательной.

Рис. 108 дает представление о точке возврата второго рода*. Мы 
видим, что в точках возврата второго рода две ветви кривой распо­
ложены по одну сторону от общей для обеих ветвей касательной и по 
одну сторону от нормали. В точках возврата второго рода изменяется не 
только направление движения точки по кривой, но и направление вра­
шения касательной.

Кроме отмеченных, к особым точкам кривой относятся:
а) угловая точка (рис. 109). В угловой точке (ее называют так­

же точкой излома) направление кривой и касательной к ней изменяется 
’ скачком”, и поэтому кривая имеет в точке Af две касательные и, соот­
ветственно, две различные нормали;

* Т о ч к у  в о з в р а т а  в т о р о г о  ро д а  н а з ы в а ю т  т а к ж е  " к л ю в " .

Рис. 104 Рис. 105
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Рмс. 106 Рис 107 Рис 108

i r h

Рис 110

6) узел , или многократная точка (рис. 110). В узловой точке кривая 
пересекает саму себя. В зависимости от числа самопересечений узло­
вые точки могут быть: двойными, тройными и т. д. На рис. 110,а и  6  

показаны двойные, на рис. 110,в — тройная точка.

§ 23. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПРОЕКЦИИ ЛИНИИ

Для построения ортогональных проекций кривой (пространствен­
ной или плоской) необходимо построить проекции ряда точек, при­
надлежащих этой кривой, и соединить между собой одноименные проек­
ции в той же последовательности, в 'какой они располагались на оригина­
ле. При задании кривой ее проекциями необходимо указать по крайней 
мере проекции одной точки, принадлежащей кривой. Действительно, если 
на проекциях кривой I (рис. 111) не указать проекции точки А (А \ А'*)ч 
то по одним только проекциям i  и Г  нельзя судить о форме кривой.

Следует также иметь в виду, что по двум ортогональным проекци­
ям кривой нельзя сразу ответить на вопрос о том, какой кривой (плос­
кой или пространственной) соответствуют данные проекции. Чтобы
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Рис. 111 Рис. 112

установить, какая (плоская или пространственная) кривая линия задана 
на эпюре, необходимо выяснить, принадлежат ли все точки кривой одной 
плоскости: если принадлежат — кривая плоская, в противном случае — 
пространственная. Заданная на рис. 112 кривая / — пространственная, так 
как точка Af, взятая на кривой, не принадлежит плоскости а, определяе­
мой тремя другими точками А , В, С этой кривой.

СВОЙСТВА К Р И В Ы Х , И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е  О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О  
О Р Т О Г О Н А Л Ь Н О Г О  П Р О Е Ц И Р О В А Н И Я

При построении ортогональных проекций кривых необходимо знать 
те свойства этих кривых, которые сохраняются (инвариантны) при 
проецировании. К таким свойствам относятся:

1. Касательные к кривой проецируются в касательные к ее проек­
циям.

2. Несобственным точкам кривой соответствуют несобственные 
точки ее проекции.

При проецировании плоских кривых в дополнение к отмеченным 
будут справедливы следующие свойства:

3. Порядок проекции алгебраической кривой равен порядку са­
мой кривой.

4. Число узловых точек (точек, в которых кривая пересекает саму 
себя) на проекции кривой равно числу узловых точек самой кривой*.

О Р Т О Г О Н А Л Ь Н Ы Е  П Р О Е К Ц И И  В И Н Т О В О Й  Л И Н И И

Из пространственных кривых в технике находят широкое приме­
нение винтовые линии. Винтовую линию можно рассматривать как 
результат перемещения точки по поверхности вращения.

Если зафиксировать положение точки на поверхности прямого кру­
гового цилиндра острием хорошо заточенного карандаша, а затем на­
чать вращать цилиндр вокруг его оси и равномерно перемешать ка­
рандаш вдоль оси цилиндра, то острие карандаша опишет на цилинд­
рической поверхности пространственную кривую, называемую цилинд­
рической винтовой линией**. Ось цилиндрической поверхности будет

* Случаи, к о г д а  к ас а те л ь н а я  п р о е ц и р у е т с я  в т о ч к у  ( с в о й с т в о  1 ) ,  а плоская к р и в а я  
в п р я м у ю  (с в о й с т в а  3 и 4 ) ,  не у ч и т ы в а ю тся .

• • Е с л и  д в и ж е н и е  то ч к и  б у д ет  п р о и с х о д и т ь  по п о в е р х н о с т и  в р а ш е н и я  д р у г о г о  
вила, н а п р и м е р  к о н и ч е с к о й  или с ф е р и ч е с к о й ,  то п о л у ч и м  соответственно к о н и ­
ческ ую  и с ф е р и ч е с к у ю  в и н т о в ы е  линии .



80 Л иния

осью винтовои линии, а радиус цилиндрическом поверхности — радиусом 
винтовой линии.

Если вращение цилиндра и прямолинейное перемещение каранда­
ша равномерны, то получим цилиндрическую винтовую линию, на­
зываемую гелисой, т. е. гелиса является траекторией движения точ­
ки, равномерно вращающейся вокруг оси и одновременно переме­
щающейся с постоянной скоростью вдоль этой оси. Величину Р переме­
щения точки в направлении оси, соответствующую одному ее обороту 
вокруг оси, называют шагом винтовой линии

Для построения проекции винтовой линии, в частности гелисы, предва­
рительно строим проекции прямого кругового цилиндра (рис. 113). 
Окружность основания цилиндра (горизонтальная проекция гелисы) 
делим на одинаковое число равных частей. На такое же число частей 
делим шаг (на фронтальной проекции). Из точек деления окружности 
проводим линии связи, а через соответствующие точки деления шага —

Рис. 114



Определение длины пространственной кривой 8 j 
по ее ортогонл.1 ьным проекциям

горизонтальные прямые. Отмечаем точки Г \  2 '\  3 '\  ... , fi", в которых 
пересекаются соответственные прямые. Соединив полученные точки ( ] ” , 
2м, 3", ... , 8") плавной кривой, получим фронтальную проекцию вин­
товой линии. Цилиндрические винтовые линии подразделяют на пра­
вые и левые (с правым или левым ходом). Основанием для такого де­
ления служит направление движения точки, "спускающейся” по вин­
товой линии. Если проекция этого направления на плоскость, перпен­
дикулярную к оси винтовой линии, совпадает с направлением дви­
жения часовой стрелки, то винтовая линия — правого хода, в противном 
случае винтовую линию считают левой. На рис. 113 показана правая 
винтовая линия.

Гипотенуза треугольника 1% 11 \ 01о9 изображенного на рис. 113 
справа, является разверткой гелисы на протяжении ее шага. Цилиндри­
ческая винтовая линия вполне определяется радиусом, шагом и ходом.

§ 24. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЛИНЫ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ КРИВОЙ 
ПО ЕЕ ОРТОГОНАЛЬНЫМ ПРОЕКЦИЯМ

На рис. 114 даны две проекции пространственной кривой I. Чтобы 
определить длину кривой, необходимо осуществить ее спрямление. 
Спрямление пространственной кривой, заданной ортогональными про­
екциями, осуществляется следующим путем:

1. Спрямляем горизонтальную проекцию кривой А* В' в | А ХВХ). 
Для этого намечаем на /' ряд точек Г, 2 \  3 \  ... так, чтобы дуги, заклю­
ченные между этими точками, мало отличались по длине от стягиваю­
щих их хорд. Откладываем длины хорд \А*1*\Ч \1*2'\% \2*3*\ч ... , на 
горизонтальной прямой а в последовательности, которую они зани­
мали на проекции кривой.

2. Из точек А х, 1 j , 2 , ,  3 , ,  ... , В, прямой а восставляем перпендику­
ляры и отмечаем точки их пересечения с горизонтальными прямыми, 
проведенными через соответствующие фронтальные проекции точек 
А '\ Г \  2 '\  3м, ... , Я".

3. Полученные точки пересечения А 0л l Qt 20, 30, ... , В0 укажут верши­
ны ломаной линии, выпрямив которую, получим отрезок \А0}В0 ) ], 
равный длине пространственной кривой с точностью аппроксимации 
дуг кривой их хордами.

ВОПРОСЫ Д Л Я  С А М О П Р О В Е Р К И

1. Д ай те  о п р е д е л е н и е  п р о с т р а н с т в е н ­
ной и п л о с к о й  к р и в о й

2. Что н а з ы в а е т с я  п о р я д к о м  а л г е б ­
р аи ч ес к о й  к р и в о й  и к а к  м о ж н о  о п ­
ределить  его ,  если к р и в а я  ( п л о с к а я  
или п р о с т р а н с т в е н н а я ) задана  г р а ф и ­
чески?

3. П еречи сли те  с в о й ств а  к р и в о й  л и ­
нии, и н в а р и а н т н ы е  о т н о с и тел ь н о  парал 
л е л ь н о г о  п р о е ц и р о в а н и я

4. Н азо в и те  " о с о б ы е  т о ч к и ” к р и в о й  и 
дайте их о п р ед ел е н и е .

5. Что т а к о е  с о п р и к а с а ю ш а я с я  п л о с ­
к о сть ?

6 Д а й т е  о п р е д е л е н и е  т р е х г р а н н и к а  
Френе

7. Р а сс к аж и т е ,  к а к  м о ж н о  п о ст р о и ть  
к а с а т е л ь н у ю  к  п л о с к о й  к р и в о й :

а) п р о х о д я ш у ю  через задан н ую  то ч к у ,  
не принад леж ащ ую  к р и в о й ,

б) п р о х о д я ш у ю  через т о ч к у ,  заданную  
на к р и в о й ;

в)  п а р а л л ел ьн у ю  з а д а н н о м у  н ап р авл е  
нию

8 Что т а к о е  эв о л ь в е н т а  и эво л ю та  
п л о с к о й  к р и в о й ?  Д ай те  о п р ед ел е н и я  и 
у к а ж и т е  о с н о в н ы е  с в о й с т в а  этих к р и в ы х .

9. Что н а з ы в а е т с я  к р и в и з н о й  п л о с к о й  
к р и в о й  в дан н ой  то ч к е ?  К а к  м о ж н о  о п р е ­
д ел и ть  ее г р а ф и ч е с к и '5

10. Что т а к о е  ш аг  в и н т о в о й  линии?
11 К а к  п о строи ть  на чертеже ц и л и н д р и ­

ч е ск у ю  в и н т о в у ю  линию ?
12 К а к  м о ж н о  о п р ед ел и ть  д л и н у  д уги  

п р о с т р а н с т в е н н о й  к р и в о й  по ее о р т о г о ­
н а л ь н ы м  п р о е к ц и я м ?



Г Л А В А  IV

ПОВЕРХНОСТЬ

Мир поверхностей разнообразен и безграничен. Он простирается от 
элементарной, отличающейся простотой и математической строгостью 
плоскости, до сложнейших, причудливых форм криволинейных по­
верхностей, не поддающихся точному математическому описанию.

Без преувеличения можно сказать, что по разнообразию форм и 
свойств, по своему значению при формировании различных геомет­
рических фигур, по той роли, которую они играют в науке, технике, 
архитектуре, изобразительном искусстве, поверхности не имеют себе 
равных среди других геометрических фигур.

Естественно, что начертательная геометрия как наука, передающая 
результаты своих теоретических исследований в распоряжение инженера 
для их практического использования, не может обойти вниманием такие 
важные геометрические фигуры, какими являются поверхности.

ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
В математике под поверхностью подразумевается непрерывное мно­

жество точек, между координатами которых может быть установлена 
зависимость, определяемая в декартовой системе координат уравнением 
вида F (х , у, г) — 0, где F (х% у % г) — многочлен п-й степени, или в форме 
какой-либо трансцендентной функции. В первом случае поверхности 
называют алгебраическими во втором — трансцендентными.

Если алгебраическая поверхность описывается уравнением n-й степе­
ни, то поверхность считается л-го порядка. Любая произвольно располо­
женная секущая плоскость пересекает поверхность по кривой того же 
порядка (иногда распадающейся или м нимой), какой имеет сама поверх­
ность. Порядок поверхности может быть определен также числом точек 
ее пересечения с произвольной прямой, не принадлежащей целиком 
поверхности, считая все точки (действительные и мнимы е).

В начертательной геометрии геометрические фигуры задаются гра­
фически, поэтому целесообразно рассматривать поверхность как со­
вокупность всех последовательных положений некоторой перемещаю­
щейся в пространстве линии. Образование поверхности с помощью 
линии позволяет дать иное определение поверхности, базирующееся 
на основных элементарных геометрических понятиях, таких, как точ­
ка и множество. Действительно, если принять, что положение движу­
щейся в пространстве линии будет непрерывно меняться с течением 
времени /, и принять / за параметр, то поверхность можно рассматри­
вать как непрерывное однопараметрическое множество линий. В свою 
очередь, линия определяется как непрерывное однопараметрическое мно­
жество точек, поэтому можно дать следующее определение поверхности: 
поверхностью называется непрерывное дву параметрическое множество 
точек.
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'  ь.

Рис. 116

В зависимости от того, чем 
задается каркас поверхности, 
точками или линиями, кар­
касы подразделяют на точеч­
ные и линейные. Линейным 
каркасом называется множес­
тво линий, имеющих единый 
закон образования и связан­
ных между собой определен­
ной зависимостью. Условия, 
устанавливающие связь между 
линиями каркаса, называют 
зависимостью каркаса Эта за­
висимость характеризуется

некоторой изменяющейся величиной, называемой параметром каркаса. 
Линейный каркас считается непрерывным , если параметр каркаса — 
непрерывная функция, в противном случае он называется дискретным.

В качестве линий, образующих каркас, обычно берут семейство 
плоских кривых, полученных в результате сечения поверхности пуч­
ком параллельных плоскостей. В основе теории каркаса лежит поло­
жение о том, что непрерывное однопараметрическое множество ли­
ний в пространстве задает поверхность, и, наоборот, всякая поверх- 
ность может быть представлена однопараметрическим множеством ли ­
ний, свойства которых и закон их распределения в пространстве опреде­
ляют свойства поверхности.

Для того чтобы по каркасу можно было судить о форме поверхнос­
ти и иметь возможность осуществлять расширение дискретного кар­
каса до непрерывного, поверхности следует задавать каркасом, образо­
ванным двумя семействами плоских сечений.

На рис. 116 показан каркас поверхности, состоящий из двух ортого­
нально расположенных семейств линий а , , а7, а 3, ... , ап и Ь , , Ь3, Ь3, ..., Ьп. 
При необходимости заданный каркас может быть расширен путем прове­
дения дополнительных линий а, и b • в интервале между соседними линия­
ми семейства i а ... ) и \ b ... J соответственно.

§ 26 ОПРЕДЕЛИТЕЛЬ ПОВЕРХНОСТИ

Поверхность с позиции кинематического способа ее образования 
рассматривают как множество всех положений движущейся линии 
(или поверхности). При таком подходе к образованию поверхности 
можно утверждать, что поверхность будет задана (определена), если в 
любой момент движения образующей будут известны ее положение 
и форма, а это, в свою очередь, позволит однозначно ответить на вопрос, 
принадлежит ли точка пространства данной поверхности или нет.

Кинематический способ образования поверхности подводит нас к 
понятию определителя, под которым мы будем подразумевать необхо­
димую и достаточную совокупность геометрических фигур и связей 
между ними% которые однозначно определяют поверхность В число 
условий, входящих в состав определителя, должны быть включены:

1. Перечень геометрических фигур, участвующих в образовании 
поверхности.

2. Алгоритмическая часть, указывающая на взаимосвязь между 
этими фигурами.
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на зпюре Монжа

§ 25. ОБРАЗОВАНИЕ ПОВЕРХНОСТИ 
И ЕЕ ЗАДАНИЕ НА ЭПЮРЕ МОНЖА

Ранее отмечалось, что поверхность можно рассматривать как со­
вокупность последовательных положений некоторой линии g}, пере­
мещающейся в пространстве по определенному закону.

Для получения наглядного изображения поверхности на чертеже 
(эпюре Монжа) закон перемещения линии g} целесообразно задавать 
графически в виде совокупности линий j d, ... ]и  указаний о характере 
перемещения линии g., при этом указания могут быть заданы также 
графически, в частности с помощью направляющей поверхности у.

В процессе образования поверхности линия gj может оставаться 
неизменной или менять свою форму. гПодвижная линия gj* называ­
ется образующей, неподвижные линии < d, ...~1 ** и поверхность у — 
направляющими.

Процесс образования поверхности может быть легко уяснен на при­
мере, показанном на рис. 115. Здесь в качестве образующей взята плос­
кая кривая gj. Закон перемещения кривой gj задан двумя направляю­
щими <̂ , и of2 и плоскостью у, при этом имеется в виду, что образую­
щая gj скользит по направляющим 3, и й2, все время оставаясь парал­
лельной плоскости у, а точка А, принадлежащая образующей переме­
щается по кривой <?,. Описанный способ образования поверхности 
называется кинематическим. Кинематическим способом можно образо­
вать и с его помощью задать на чертеже разнообразные поверхности.

К а р к а с  п о в е р х н о с т и
Другим способом образования поверхности и ее изображения на 

чертеже является задание поверхности множеством принадлежащих 
ей точек или линий, при этом точки или линии выбираются так, чтобы 
они давали возможность с достаточной степенью точности определять 
форму поверхности и решать на ней различные задачи.

Упорядоченное множество точек или линий, принадлежащих поверх­
ности. называется ее каркасом.

* g — о б р а зую щ а я , от  л а т и н с к о го  слова genero — о б разую , порож даю . 
* *  d — направляю щ ая, о т  л а т и н с к о го  слова dingo — направляю .

Рис 115
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Итак, определитель поверхности состоит из двух частей: из совокуп­
ности геометрических фигур (первая часть) и дополнительных сведе­
ний о характере изменения формы образующей и законе ее перемеще­
ния (вторая часть). Чтобы отличить первую (геометрическую) часть оп­
ределителя от второй (алгоритмической) части, условимся заклю­
чать первую — в круглые, а вторую — в квадратные скобки; тогда в 
общем случае определитель поверхности будет иметь следующую струк­
турную форму:

ф(Л; [А]9

где (Г) — геометрическая часть, | А] —алгоритмическая часть.
Для того чтобы определитель относился к конкретному виду по­

верхности, необходимо в каждую часть определителя вложить конк­
ретное содержание.

Следует им еть в вид у , что при задании пове р хно сти  м о ж н о  в ряде случаев вм ес­
то ге о м е тр и ч е ски х  элем ентов задавать числовы е парам етры . Н априм ер , лю бая сфера 
будет отличаться о т  всех д р у ги х  сфер т о л ь ко  величиной радиуса R,  п о это м у , задавая 
число, у ка зы ва ю щ е е  значение Я, м ы  определяем  о д н у  еди нственн ую  сф еру. О чевидно, 
чи словы м  парам етром  ко н и ч е с ко й  п о ве р хн о сти  вращ ения м о ж е т  сл уж и ть  L —  
угол  м е ж д у  об разую щ ей и осью  к о н и ч е с к о й  п о в е р х н о с ти * .

П арам етры  по ве р хн о сти  бы ваю т д в у х  в и д о в : парам етры  ф орм ы  и параметры  
полож ения .

П арам етры , изм енение к о т о р ы х  вы зы вает изм енение ф орм ы  поверхности , на­
зы ваю т парам етрам и ф орм ы .

П арам етры , изм енение к о т о р ы х  пр и в о д и т  к  изм енению  п ол ож ени я  по ве р хно сти  в 
пространстве, назы ваю т парам етрам и пол ож ени я .

С ум м а  усл о ви й , о п ред ел яю щ их с о в о ку п н о с т и  всех н е за ви си м ы х параметров 
п о ве р хн о сти , назы вается ее п а рам етри ческим  числом .

П арам етры  ф орм ы . В т о л ь ко  что р а ссм отренны х случаях парам етр R для сфе­
ры и Lsp° для ко н и ч е с ко й  по ве р хн о сти  отн осятся  к  парам етрам  ф орм ы . Число 
парам етров, и зм е н я ю щ и х  ф о р м у  п о в е р хн о сти , м о ж е т быть л ю б ы м  целы м  поло­
ж ительны м  числом , начиная с нул я . Т а к , наприм ер : число парам етров ф орм ы  для 
п л о с ко с ти  равно н у л ю ; для сферы — единице. Если п оверхность  задана своим  ур а в ­
нением в ка н о н и ч е с ко й  ф орм е, все парам етры  ф орм ы  в х о д я т  в это уравнение

П араметры  п о л о ж е н и я . Число парам етров , ха р а кте р и зу ю щ и х  полож ение п о ве р х ­
ности в пространстве , не м о ж е т быть меньш е трех и больш е ш ести. Т а к , наприм ер: 
для п л о с ко с ти  оно  равно трем , для тр е хо сн о го  эллипсоида — ш ести.

Если уравнение, определяю щ ее поверхность , составлено д л я  п р о и зв о л ьн о го  по л о ­
ж ения п о ве р хн о сти , то оно  содерж и т не т о л ь ко  все парам етры  ф о р м ы , но и все 
парам етры  п о л о ж е н и я , т. е. число н е за ви си м ы х парам етров уравнения  в это м  случае 
равно па р а м е тр и че ско м у  числу п о ве р хн о сти .

Чтобы найти (установить) определитель поверхности, следует исхо­
дить из кинематического способа ее образования. Так как поверхность 
может быть образована различными путями, очевидно одна и та же по­
верхность может иметь различные определители, например, поверхность 
прямого кругового цилиндра (цилиндрическую поверхность вращения) с 
кинематической точки зрения можно представить:

а) как след, оставляемый в пространстве прямой g  при ее враще­
нии вокруг оси I (рис. 117,а ) ;  при этом определитель цилиндрической 
поверхности вращения будет иметь вид

*  (ё<»'); l i j  = R, (я) 1;

* В о б о и х  случаях полож ени е  пове р хно сти  в пространстве  не учиты валось
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а)

1

Рис. 117

б) как след от вращения кривой g, принадлежащей поверхности пря­
мого кругового цилиндра, вокруг оси i (рис. 117,6); в этом случае 
определитель поверхности можно эаписать:

ф < £  «); [& = R l(Z) Г;
в) как результат поступательного перемещения окружности jf, при 

этом центр окружности О перемешается вдоль оси «, а ее плоскость а все 
время остается перпендикулярной к этой оси (рис. 117,в ) ;  тогда опре­
делитель поверхности можно записать:

ф (I 0 ;  (2, = т, ( | ) Л (О е  о л ( ? с  а i «) и

г) как огибающую всех положений сферической поверхности 0, 
центр О которой перемещается по оси i (рис. 117,г); определитель в 
этом случае примет вид

Ф(ЛГ);  \ f i j = r f W ) A ( O G i ) ] .
Из множества определителей поверхности обычно выбирают наибо­

лее простой; в рассматриваемом случае таким определителем будет
ф ( I  О ; Igj = R,  (i ) ] .

§ 27. ОРТОГОНАЛЬНЫЕ ПРОЕКЦИИ ПОВЕРХНОСТИ

Вы уже знаете, что две ортогональные проекции на две непарал­
лельные плоскости однозначно определяют положение точки и поло­
жение и вид линии. Переходя к рассмотрению ортогональных проек­

* R- — преобразование  (рассм атривается  к а к  вращ ение в о к р у г  оси  i ) ,  переводя­
щее лю бы е т о ч ки  А и В в ‘та ки е  то ч ки  А \ и B h  что L4fl| =  \А | By | .

* *  Tj  — преобразование (рассм атривается  к а к  параллельное п ерем ещ ение), пе­
реводящ ее т о ч к и  А и В в та ки е  то ч к и  A j и B t , что \АВ\ — \А \ В\ \.
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ций поверхностей, мы обнаруживаем, что некоторые поверхности не 
могут быть заданы своими проекциями. В справедливости этого ут­
верждения можно убедиться на примере проецирования простейшей 
поверхности — плоскости. Действительно, если мы будем проецировать 
все точки плоскости, занимающей произвольное положение по отноше­
нию к плоскостям проекций, то проекции множества точек плоскости 
покроют полностью все плоскости проекций. Это произойдет потому, что 
плоскость является незамкнутой поверхностью — она может быть без­
гранично продлена в любом направлении.

Не только незамкнутые поверхности невозможно задать проекци­
ями всех принадлежащих им точек, но и ряд замкнутых поверхностей 
при определенной ориентации их к плоскостям проекций не могут 
быть определены (заданы) ортогональными проекциями их точек, 
например, если ось поверхности кольца занимает положение, перпендику­
лярное к плоскости проекции, то кольцевую поверхность можно задать 
ее двумя ортогональными проекциями (рис. 118,а ) ,  но стоит только 
перевести ось кольца в наклонное положение, как задание этой поверх­
ности двумя ортогональными проекциями (на те же плоскости проек­
ций) становится невозможным (рис. 118,6).

Чтобы задать поверхность на чертеже, достаточно указать проекции 
не всего множества точек или линий, принадлежащих поверхности, 
а только некоторых из них, с помощью которых может быть установлено 
взаимно однозначное соответствие между образом (проекцией) и прооб­
разом (объектом проецирования). Такими точками или линиями могут 
быть точки или линии, входящие либо в состав определителя поверхнос­
ти, либо в ее каркас (точечный или линейный). В первом случае поверх­
ность задается определителем, во втором — каркасом.

Задание поверхности проекциями ее определителя не всегда обес­
печивает наглядность, а это, в свою очередь, затрудняет чтение чертежа, 
поэтому для получения наглядного изображения поверхности на эпюре
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Монжа в ряде случаев следует 
указывать очерк (очертание) 
этой поверхности.

Очерком поверхности (при 
ортогональном проецировании) 
называют след на плоскости 
проекции проецирующей цилинд­
рической поверхности, которая 
огибает заданную поверхность.

Рис. 119 дает наглядное пред­
ставление о том, как получается 
очерк произвольной замкнутой 
поверхности а на горизонталь­
ную плоскость проекции.

Рис. 119

§ 28 КЛАССИФИКАЦИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ*

Многообразие форм поверхностей создает большие трудности при 
их изучении. Для того чтобы облегчить процесс изучения поверхнос­
тей, целесообразно осуществить их систематизацию, распределив все 
поверхности по классам, подклассам, группам и подгруппам.

При делении поверхностей на классы, подклассы, группы, под­
группы следует к одной классификационной категории относить по­
верхности, обладающие характерным признаком, который у поверхнос­
тей, входящих в другую категорию, отсутствует. Таким признаком мо­
жет служить, в частности, единство способов образования поверхностей, 
т. е. тех условий, которые входят в определитель поверхности. Поэтому 
в основу систематизации поверхностей может быть положен их опреде­
литель.

Будем считать, что поверхности принадлежат одному классу, если 
они имеют одинаковое содержание геометрической части определите­
ля. Используя этот критерий, все многообразие поверхностей можно 
отнести к двум классам:

класс 1 составляют поверхности, образующие gj которых — кривые 
линии;

класс II объединяет поверхности, образованные прямой линией, 
т. е. gj — прямая.

Поверхности, входящие в класс I, называются нелинейчатыми в от­
личие от поверхностей класса II, которые считаются линейчатыми.

При отнесении поверхностей к классам I или II во внимание при­
нималась геометрическая часть определителя — вид линии, образую­
щей поверхность. Условия алгоритмической части определителя, ха­
рактеризующие закон движения образующей, позволяют выделить 
из классов I и II поверхностей три подкласса (рис. 120).

• С ледует  им еть  в в и д у ,  что м н о г о о б р а з и е  п о в е р х н о с т е й  и сп о с о б о в  их  п о л у ­
чения  не  и м е е т  п р ед ел а ,  п о э т о м у  создать  ст р о гу ю  си стем у  д л я  к л а с с и ф и к а ц и и  по­
ве р х н о с т е й  не п р е д с т а в л я е т с я  в о з м о ж н ы м .  Б о л е е  то го ,  с ге о м е т р и ч е с к о й  точки  
з р е н и я  к л а с с и ф и к а ц и я  п о в е р х н о с те й  не м о ж е т  им еть  н ау ч н о го  о б о с н о в а н и я .  Что 
к а с а е т с я  м е т о д и к и ,  и с п о л ь з у е м о й  в п р о ц ес се  обу ч ен и я ,  то  здесь,  н ап р о т и в ,  в с я ­
к а я  п о п ы т к а  си сте м а ти за ц ии  м а т е р и а л а ,  в  т о м  числе и р а с с м а т р и в а е м о г о  в о п р о ­
са о  к л а с с и ф и к а ц и и  п о в е р х н о с т е й ,  з а с л у ж и в а е т  с а м о г о  с е р ье зн о го  в н и м ан и я .
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Подкласс 1 содержит поверхности, образованные поступательным 
перемещением образующей линии. Такие поверхности называют поверх* 
костями параллельного переноса Их определитель — Ф (g t d ) ;  [g: = 
-  Td (g) \*.

Подкласс 2 составляют поверхности, образованные вращением обра­
зующей линии — поверхности вращения Их определитель — Ф (£, | ) ;
[ g j =  R i ( g ) \ * .

Подкласс 3 включает поверхности, образованные винтовым пере­
мещением образующей, — винтовые поверхности. Их определитель — 
ф ( А О ;  [ g j =  T i { g ) o R i (g ) ] ^ .

Поверхности подклассов 1 , 2 и 3 имеют одинаковую геометричес­
кую часть определителя. В зависимости от вида образующей (кривая или 
прямая) поверхности параллельного переноса, вращения и винтовые 
могут быть отнесены как к первому (g  — кривая) ***, так и ко второму 
(£ —прямая) классам (см. рис. 1 2 0 ).

Каждый из классов I и II делится на группы А, Б , ... , которые могут 
быть подразделены на подгруппы а, б, ... В свою очередь, подгруппы 
состоят из отдельных видов поверхностей а, 0, ... Критерии для деле­
ния на группы, подгруппы и виды также берутся из определителя по-

* В ы р аж ен и я  T ^ ( g )  и R^(g)  у к а з ы в а ю т  на х а р а к т е р  д в и ж е н и я  о б р а зу ю щ е й  £, так  
T j ( g )  — п о ст у п ате л ь н о е  п е р е м е щ е н и е  в д о л ь  d, R^(g)  — в р а щ е н и е  в о к р у г  I.

** З д е с ь  Tj{g)  О J?j-(£) — к о м п о з и ц и я  из д в у х  д в и ж е н и и :  п а р а л л е л ь н о г о  пере­
м ещ ен и я  в д о л ь  оси  и в р а ш е н и я  в о к р у г  оси  I.

• • •С л е д у е т  п о м н и ть , что об р а зую щ а я  кр и в а я  Л не меняет своей ф орм ы .

Рис. 120
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Рис. 121

верхности. На рис. 121 показала общая структура отнесения поверх­
ностей к классам, подклассам, группам, подгруппам и видам. Из рис. 121 
видно, что класс II (линейчатые поверхности) содержит три группы Ац, 
Б |] ,  Вц. Признаком для такого деления служит число направляющих 
линий:

группа Ац — линейчатые поверхности с тремя направляющими
<*»(*; d i . d j . d j ) ;  IgjH { d I f d j , d 3 } *  (Si];

группа Вц — линейчатые поверхности с двумя направляющими 
(функции третьей направляющей выполняет направляющая плоскость 7 )

Ф (8\ <*i. d2, 7 ); [gj n  { d , ,  d 2 } \  (gp)  = *"];
группа Вц — линейчатые поверхности с одной направляющей (реб­

ром возврата); в этом случае все три направляющие "совпадают” с
ребром возврата d 1 Id, = d 2 = d 3 1

Ф (g; d ) ; [ i n  { d, = d, = d> } M S ].



В свою очередь, каждая группа подразделяется на подгруппы. Так, 
группа Ац содержит четыре подгруппы (см. рис. 121): 

я j j — косой цилиндр с тремя направляющими

*  ( /;  2 , .  d j ,  d j ) ;  [gf n {  d , t d , .  d 3} * 0 ] ,

все три направляющие d , , d a, d a — кривые; 
бц “  дважды косой цилиндроид

Ф(в; d t , d 2,'cT3); [gj n  { d i .  dj ,  d j}

две направляющие d , , d 2 — кривые, da — прямая;
Bj| — дважды косой коноид

* (* ;  d , , d 2, d j ) ;  [ ^ n  { d , , d 2, d , } * § ] ;

одна направляющая dj — кривая, две d 2, d a -  прямые;
Г|| — однополостный гиперболоид

Ф (*; d , ,  d 2, d 3 );  (*; n  { d , ,  d Jf d 3 } 4 8)1;
все три направляющие , d2t <Ja — прямые.

Каждая из подгрупп включает отдельные виды поверхностей, нап­
ример, в подгруппу б|] входят: о — поверхность косого клина, 0 — по­
верхность дважды косого винтового цилиндроида и •у — поверхность 
косого перехода.

Рассмотрим более подробно поверхности, входящие в каждый из 
отмеченных классов и пол классов.

КЛАСС I
§ 29. НЕЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ С ОБРАЗУЮЩЕЙ 
ПЕРЕМЕННОГО ВИДА (ГРУППА Aj) 

Эта группа поверхностей имеет единый по форме определитель 

Ф(*1 8п> d j . d j . d j ) ;  [ { * ,  gn \ n  { d i , d 2, d 3 } h  $ ]* ,

в котором gj — образующая переменного вида, d , ,  d 3t d a — направ­
ляющие *.

П р и м е ч а н и е .  В риле случаев за ко н  перем ещ ения образую щ ей м о ж е т быть

залах не тр е м я , а д в у м я  ( d j , d a ) и даже одной (d ] ) направляю щ ей. В д в у х  последних 
случаях вм есто  о тс у т с тв у ю щ и х  н а п р а вл я ю щ и х  у ка зы в а ю тся  дополнител ьны е  услови я .

В качестве прим ера м о ж н о  привести  поверхность  Q, п о ка за н н у ю  на рис. 115, у
к о т о р о й  за ко н  перем ещ ения образую щ ей  gj задан д в у м я  на п р а вл я ю щ и м и  d j и d 3 и 
п л о с ко с ть ю  7 , к о то р а я  в ы п о л н я е т ф у н кц и и  третьей направляю щ ей d a . Определитель
зтой  п о в е р хн о сти  имеет вид

Ф<*; 2,. d 2l 7 ) ;  (gj П { il,. d 2. } * $ Л < * /7 )  = O ')  Л ( i j  Э А е d , ) ] .

Нелинейчатые поверхности с образующей 91
переменного вида (группа Aj)

• Здесь, к а к  и в определителе поверхностей  гр у п п  Б ], А ц ,  Б ц  (с м  $ 28, 30, 32, 33, 
34 ) ,  н е ко то р ы е  из н а пр а вл я ю щ и х d j ,  d 3) d a м о гу т  быть не т о л ь к о  к р и в ы м и  d,  но и 
п р я м ы м и  Я л и н и ям и .
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Т а б л и ц а  2. Нелинейчатые поверхности с образующей переменного 
вида. Группа Ai; Ф (g, ...... gn; , 3,, ?3); [<{ g ............ gn } П {?,, Э,, ?,} * 5? ]

Рис. 122 Поверхность общего вида (aj)

Рис. 123 Каналовая  поверхность  ( 6 j )  

d,

Рис. 124 Циклическая поверхность (bj)

С м ы словое  значение а л го р и тм и ч е ско й  части это го  определителя м ож ет быть в ы ­
ражено сл ед ую щ и м  пред лож ен ием : кр и в о л и н е й н а я  образую щ ая  (S) пересекает 
направляю щ ие d ] и (пересечение gs с d t и является  не п у с ты м  м н о ж е ство м  

— g- П  f  d j .  d 3 \  \  ”$)  и об разую щ ая  g . параллельна п л о с ко с ти  у  (gfl =  0е ) , а то ч ка  А ,  
принадлеж ащ ая об разую щ ей gjt с ко л ь зи т  по направляю щ ей d j (g: Э Д ^  d j ) ,

Д р у ги м  пр и м е р о м  м о ж е т сл уж и ть  трубчатая п оверхность  0 (см . рис. 1 2 6 ) ,  у  кото­
рой задана т о л ь ко  одна направляю щ ая <4, . О тсутствие  н а п р а вл яю щ и х d 7 и d 3 ко м п е н -



сируется  д о п о л н и т е л ь н ы м  у с л о в и е м ,  в х о д я щ и м  в а л г о р и т м и ч е с к у ю  часть оп р ед ел и те ­
ля этой п о в е р х н о с т и ,  к о т о р о е  за к л ю ч а е т с я  н т о м ,  что центр  о к р у ж н о с т и  О п е р е м е ш а ­
ется в д о л ь  н ап р а в л я ю щ е й  d ,  , а ее п л о с к о с т ь  у все  в р е м я  о ст ае тся  п е р п е н д и к у л я р н о й  
к d ] .

Рассматриваемая группа поверхностей включает в себя три под­
группы.

1. Подгруппа а| — поверхность общего вида о (табл. 2, рис. 122). 
Такая поверхность может быть образована перемещением произвольндй 
(плоской или пространственной) кривой gj по направляющим d , , d 2, d 3.
В процессе движения образующая gj все время меняет свою форму, 
принимая вид g t , g2, g3, ... , gn;

2. Подгруппа б] — каналовая поверхность 0 (табл. 2, рис. 123). Кана- 
ловой поверхностью называют поверхность, образованную непрерывным 
каркасом замкнутых плоских сечении, определенным образом ориенти­
рованных в пространстве. Площади этих сечений могут оставаться посто­
янными или монотонно изменяться в процессе перехода от одного сече­
ния к другому. В инженерной практике наибольшее распространение 
получили два способа ориентирования плоскостей образующих:

1) параллельно какой-либо плоскости — каналовые поверхности с 
плоскостью параллелизма;

2) перпендикулярно к направляющей линии — прямые канало- 
вые поверхности.

Каналовая поверхность может быть использована для соэдания 
переходных участков между двумя поверхностями типа трубопрово­
дов, имеющих:

а) различную форму, но одинаковую площадь нормального сече­
ния;

б) одинаковую форму, но различные площади сечения;
в) различную форму и различные площади поперечных сечений
3. Подгруппа В| — циклическая поверхность у (табл. 2, рис. 124). 

Циклическую поверхность можно рассматривать как частный случай 
каналовой поверхности. Она образуется с помощью окружности, центр 
которой перемещается по криволинейной направляющей В процессе 
движения радиус окружности монотонно меняется

Нелинейчатые поверхности с образующей 9 3
постоянного вида (группа Бj)

§ 30. НЕЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ 
С ОБРАЗУЮЩЕЙ ПОСТОЯННОГО ВИДА (ГРУППА Б ,)

Определитель таких поверхностей имеет вид

Ф(?; d t , d 2, d 3 ); [i; n { d , , . rf31 * <5>],
где g — образующая, cf,, , З 3 — направляющие.

Нелинейчатые поверхности с образующей постоянного вида (груп­
па Б |)  содержит две подгруппы.

1. Подгруппа Г| — поверхность общего вида (табл. 3, рис. 125) об­
разуется произвольной (плоской и л и  пространственной) кривой g. 
характер перемещения которой определяется формой и положением 
направляющей d, и дополнительным условием  (на рис. 125 оно сос­
тоит в том, что точка А € g скользит по направляющей d , ,  а бинор­
маль кривой g в точке А принадлежит спрямляющей плоскости у кри­
вой d ,J .
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Т а б л и ц а  3. Нелинейчатые поверхности с образующей постоянно­
го вида. Группа Ь\;  Ф (g\ , ? 3t З 3 ) ;  [gj П *  - 1

2. Подгруппа Д) — трубчатая поверхность (табл. 3, рис. 126). Трубча­
тая поверхность является частным случаем циклической и канал овой 
поверхностей. Она обладает свойствами, присущими этим видам поверх­
ностей. У циклической поверхности она позаимствовала форму образую­
щей, а у канал о вой — закон движения этой образующей.

Итак, трубчатая поверхность может быть получена при движении 
окружности постоянного радиуса по криволинейной направляющей; 
плоскость окружности все время остается перпендикулярной к нап­
равляющей.

КЛАСС II
§ 31. ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ

Линейчатая поверхность в общем случае однозначно определяется 
тремя направляющими линиями. Действительно, пусть даны три про­
странственные кривые линии (?2 и <̂э (рис. 127). Возьмем на кри­
вой произвольную точку М , примем ее за вершину конической по­
верхности а, а за направляющую этой поверхности примем дугу кривой 
Эз. Если N — точка пересечения дуги кривой с поверхностью о, то 
(MN) пересечет дугу кривой d3 в точке L. То, что (MN) обязательно 
пересечет дугу кривой d3, не вызывает сомнения, так как (MN) и кривая 
d 3 принадлежит одной и той же поверхности а. Из рис. 127 видно, что 
через точку М , взятую на направляющей d, , проходит одна прямолиней-
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ная образующая g, пересекающая две другие направляющие d2 и d3*. 
Задавая другое положение точки Af — Af, и принимая точку Af j за верши­
ну конической поверхности, мы получим при той же направляющей ? 3 
отсек новой конической поверхности а, , которую дуга кривой d2 пересе­
чет в точке N, . Точки Af, и N, определяют прямую (Af,N, ), которая пе­
ресечет третью направляющую d3 в точке Lg . (Af,L,) — новая обра­
зующая £| линейчатой поверхности.

Описанным способом можно построить любое число прямолиней­
ных образующих, которые выделят в пространстве одну единственную 
линейчатую поверхность. Следует иметь в виду, что нельзя за направ­
ляющие брать три различные по форме и произвольно расположен­
ные линии. Произвольно можно задавать только две направляющие, 
форму и положение третьей направляющей выбирают так, чтобы она 
находилась внутри конгруенции** прямых, определяемой двумя уже 
взятыми направляющими.

Чтобы третья направляющая принадлежала линейчатой поверхности, 
она должна входить внутрь конгруенции, определяемой первыми двумя 
направляющими. Иными словами, задав дуги двух направляющих линей-

* Н е см отря  на то , что кр и в ы е  d , ,  d 2 и d 3 , п о ка за н н ы е  на рис. 127, б уд ут  к р а т ­
н ы м и  (через т о ч к у  М п р о хо д и т  не одна, а п2 х п 3 о б р а зую щ и х , где п2 — п о р я д о к
кр и в о й  d 2, л 3 — п о р я д о к  кр и в о й  d 3 ) ,  м ы  рассматриваем  случай, ко гд а , ли ни я  d , 
пересекает ко н и ч е с к у ю  п оверхность  о, заданную  то ч ко й  М и направляю щ ей d*3 , 
то л ь ко  один раз. Т а ко е  допущ ение  в о зм о ж н о  в то м  случае, если рассматривать 
не всю  п оверхность  Q, а т о л ь ко  ее о тс е к , в ф о р м ирован ии  к о т о р о го  приним ает учас­
тие не вся кр и в а я  d 3 , а т о л ь ко  ее д уга

• •П о д  ко н гр у е н ц и е й  п р я м ы х  подразум евается м н о ж е ства  п р я м ы х , зависящ их от 
д в у х  парам етров. Н априм ер , если взя ть  две про и зво л ьн ы е  к р и в ы е  d j и d 2 (ри с . 128) 
и на кр и в о й  d | о тм етить  т о ч к у  Af, п р и ня в  ее за ве р ш и н у  ко н и ч е с ко й  поверхности  с
направляю щ ей d 2 9 то  м ы  п о л учи м  м н о ж е ства  п р я м ы х  (о б р а зу ю щ и х  ко н и ч е с ко й  
п о в е р х н о с т и ), п р о х о д я щ и х  через т о ч к у  М €  d , , и о д н у  из то ч е к, принадлеж ащ их
м н о ж е ств у , опред ел яю щ ем у линию  d 2 . Если приня ть , что то ч ка  М будет перемещ ать 
ся по к р и в о й  d , ,  последовательно занимая полож ени я  A#,. М 2, А#3, ... , Мп , то  мы  
по л учи м  новы е  ко н и ч е с ки е  пове р хно сти  й ] ,  0^ ,  ... , а л , п р ям ол ин ейны е  о б р а зую ­
щие к о т о р ы х  заполнят н е ко то р ы й  о тсе к  пространства . М н о ж е ства  всех п р я м ы х  ~  
о б р а зую щ и х  к о н и ч е с ки х  поверхностей , за верш и ны  к о т о р ы х  в зя ты  последовательно 
все та ч к и  од н о й  л и ни и  d ,  (d2 ) ,  а за на п р а в л я ю щ ую  принята  вторая  л и н и я  d 2 (d ,  ) ,  я в ­
ляется  д вупа р а м е тр и ч е ски м  м н о ж е с тв о м , т. е. ко н гр уе н ц и е й .

II



«

чатой поверхности, мы определяем область ее существования. На рис. 128 
зта область ограничена линиями красного цвета. Очевидно, дуга кривой 
<?3, ограниченная точками L и L«. будет принимать участие совместно с

ч  ^  с *•
дугами кривых d, (ММп ) и d2 (NNn ) в образовании линейчатой поверх­
ности (LLn лежит внутри конгруенции). Кривая d4 может быть исполь­

зована в качестве третьей направляющей только на участке FFn (т. е. в 
той части, которая лежит внутри конгруенции).

Кривая е, не погруженная в область конгруенции прямых, не бу­
дет принадлежать линейчатой поверхности и, следовательно, не мо­
жет быть принята за третью направляющую*.

Теперь, после того как мы познакомились с требованием к зада­
нию третьей направляющей линейчатой поверхности, можно перейти 
к рассмотрению различных групп этих поверхностей и, в частности, 
рассмотреть задание их на чертеже, а также возможности использова­
ния в технике.

§ 32. ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ 
СТРЕМЯ НАПРАВЛЯЮЩИМИ (ГРУППА Ац)

Классификация линейчатых поверхностей и их распределение по 
группам и подгруппам в рамках общей схемы классификации поверх­
ностей (см. рис. 121) в зависимости от вида определителя, содержащего 
информацию о числе направляющих, показаны на рис. 129.

* М ы рассматриваем  случаи, ко гд а  образую щ ие  б уд ут  д ействительны м и пря 
м ы м и .
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Из рис. 129 видно, что все многообразие линейчатых поверхностей 
может быть отнесено к трем группам:

группа Ац — линейчатые поверхности с тремя направляющими; 
группа Б ц  — линейчатые поверхности с двумя направляющими; 
группа Вц — линейчатые поверхности с одной направляющей. Рас­

смотрение линейчатых поверхностей начнем с группы Ац. Определитель 
этой наиболее общей группы линейчатых поверхностей имеет вид

Ф (8\ d , .  d 2, d 3 ); \gj n  { d , ,  d 2, d 3 j  * $ ] ,
где g — прямая, образующая, d , , da и d 3 — направляющие.

Линеичатые поверхности с тремя направляющими
(группа А и )

Т а б л и ц а  4. Линейчатые поверхности с тремя направляющими. 
Группа Ац; Ф (g\ d , , d 3, d 3 ) ;  \gj n  { d , , d 2, d 3 j* ^ ft.» |

Рис. 130 П о в ер х н о с ть  о б щ е г о  в и д а  ( к о ­
сой ц и л и н д р  с т р е м я  н а п р а в л я ю щ и м и )

Рис. 131 Д в а ж д ы  к о с о й  ц и л и н д р о и д
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В зависимости от формы направляющих и их расположения в про­
странстве можно получить различные поверхности этой группы, которые 
могут быть отнесены к четырем подгруппам (табл. 4, рис. 130 ... 133).

1. Поверхность косого цилиндра с тремя направляющими (см. табл. 4, 
рис. 130). Эта поверхность может быть задана на эпюре Монжа проек­
циями трех криволинейных направляющих и пересекающей их прямо­
линейной образующей.

2. Поверхность дважды косого цилиндроида (см. табл. 4, рис. 131). 
Она образуется в том случае, когда две из трех направляющих кривые, 
а третья — прямая линия. В инженерной практике находят примене­
ние частные случаи поверхностей этого вида.

Поверхность косого клина. Эта поверхность получается в том слу­
чае, когда все три направляющие расположены в параллельных плос­
костях, причем криволинейные направляющие — гладкие кривые. По­
верхность косого клина используется при конструировании поверхности, 
крыла летательного аппарата (рис. 134). При этом достигаются хорошие 
технологические условия изготовления его каркаса.

Поверхность косого перехода. Для образования поверхности ко­
сого перехода в качестве криволинейных направляющих берут дуги 
окружностей одинакового радиуса, расположенные в параллельных 
плоскостях, а в качестве третьей направляющей — прямую, перпен­
дикулярную к плоскостям окружностей и проходящую через середи­
ну отрезка, который соединяет центры окружностей (рис. 135). Поверх­
ности косого перехода применяются в архитектуре и строительной 
практике.

3. Поверхность дважды косого коноида (см. табл. 4, рис. 132). 
Эта поверхность образуется в том случае, когда одна из трех направ­
ляющих кривая, а две другие — прямые линии.

4. Поверхность однополостного гиперболоида (см. табл. 4, рис. 133), 
Поверхность однополостного гиперболоида может быть получена при 
движении прямолинейной образующей по трем скрещивающимся пря­
мым, не параллельным одной плоскости.

На рис. 136 поверхность однополостного гиперболоида задана пря­
мыми направляющими d , t d2, d 3 и показаны образующие g , , и gl . 
Определение положения образующей рассмотрим на примере пост­
роения прямой £, . На направляющей d, отмечаем произвольную точку
1 ( i \  ] " ) .  Эта точка совместно с направляющей с?2 (прямая d a для 
упрощения геометрических построений принята горизонтально проеци­
рующей) определяет плоскость 0. Находим точку 2 = d 3 П Л0^. Точки 1 и
2 определяют образующую £, . Аналогично находят проекции прямых
Яг и Я, -
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(группа Ац)

Рис. 136  Рис. 137

Поверхность однополостного гиперболоида обладает одним замеча­
тельным свойством: направляющие d , ,  d 2, d 3 можно принять за обра­
зующие, а образующие g t , g}, g , считать направляющими, при этом 
получится та же самая поверхность, т. е. определители

Ф(*; d , . d 2, d } ); |£; n  { d , . d 2. d 3 } * 5>|,
« '(d ;  l i . f i . f f »  I; | d j n  [ g l , g l t g i  } ^ <SJ ]

тождественны. Иными словами, в однополостном гиперболоиде име­
ются два семейства прямолинейных образующих, причем образую­
щие одного семейства не пересекаются между собой, но каждая из 
образующих одного семейства пересекает все образующие другого 
семейства.

Можно представить случай, когда три прямолинейные образующие 
могут быть совмещены друг с другом путем вращения вокруг неко­
торой оси. В этом случае вся поверхность может быть образована враще­
нием только одной из трех образующих во круг  этой оси. Покажем, что 
при этом получается поверхность однополостного гиперболоида.

Пусть прямая g  (рис. 137) вращается вокруг  оси J (прямая g и ось I 
скрещ иваю щ иеся). Проведем прямую а, пересекающую ось i в точке А . 
Прямые а и i определяют меридиональную плоскость поверхности, 
которая образуется вращением прямой g. При вращении прямой а в о к ­
руг оси / образуется коническая поверхность вращения, заданная на 
чертеже двум я положениями образующей а , , а 3 и осью i. Прямая g t не 
параллельная этой конической поверхности, пересечет ее в двух точках. 
Допустим, что этими точками будут М и N.  При вращении прямая g 
пересечет прямые а, и а 3 в точках М х% N x и N 1, т. е. произвольная 
прямая меридиональной плоскости пересекает меридиан поверхности в 
двух точках. Это говорит о том, что меридиан этой поверхности — кри­
вая второго порядка.

Ось j меридиана не пересекает, но янляется для него осью симмет­
рии. Это, в свою очередь, гоиорит о том, что меридиан поверхности — 
кривая второго порядка — гипербола, а прямая i — ее мнимая ось. Мы 
показали, что в частном случае линейчатая поверхность с тремя скреши- 
нающимися прямолинейными напранляющими Пересе кается плоскостью, 
проходящей че|>ез ось поверхности, по гиперболе: отсюда и произошло
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название ‘згой поверхности (Н)пополостый sunepGo/ioui) и ращении*. 
Плоскость, перпендикулярная к оси однополостного гиперболоида, 
пересекает его по эллипсу, в частном случае — по окружности (при 
пересечении однополостного гиперболоида вращения) -

Практически для построения проекций однополостного гиперболои­
да вращения необходимо: построить проекции днух окружностей, распо­
ложенных в днух параллельных плоскостях; разделить проекции окруж ­
ностей на произвольное равное число частей (рис. 138); затем соединить 
прямой линией точку I \9 нижней окружности с любой (кроме 12 ) точкой 
верхней окружности. На чертеже 138 точка f \  соединена с точкой 3 ‘2\  точ­
ка 2',' с 4 2 и т. д. Соединив все точки деления нижней окружности сто ч ­
ками деления нерхней окружности, получим проекции каркаса поверх­
ности. Второе семейство линий каркаса этой поверхности может быть 
образовано, если соединить первую точку верхней окружности с третьей

ч •« I |  I I n M  к лМ  ‘ 1 Г 1*точкой нижнеи окружности {12 с 3, ), точку 2 2 с точкой 4 1, 3 2 с 5, и т. д.
Поверхность однополостного гиперболоида вращения широко ис­

пользуется в технике, в частности, для передачи вращения при скре­
щивающихся осях с помощью зубчатых или фрикционных гипербои- 
дальных колес. Особенно ш ирокое применение эта поверхность нашла 
в строительстве. Одним из примеров может служить башня Шухова, 
построенная в Москве для установки антенны радиостанции ’’Комин- 
терн” — первой мощной радиостанции в Советском Союзе.

Гиперболический параболоид. В частном случае, когда прямолиней­
ная образующая скользит по трем скрещивающимся прямым (нап­
равляю щ им ), параллельным одной плоскости, получается поверхность, 
называемая гиперболическим параболоидом. Такому названию эта 
поверхность обязана тем, что при пересечении ее плоскостями в сече­
ниях получаются гипербола и парабола.

Поверхность гиперболического параболоида обладает одним заме­
чательным свойством, состоящим в том, что не только ее направляю­
щие параллельны одной плоскости, но и образующие, скользящие по 
этим направляющим, также параллельны некоторой плоскости. Что­
бы убедиться в справедливости этого высказывания, докажем следую­
щую теорему.

Если прямая перемещается в пространстве по трем прямым , па­
раллельным одной и той же плоскости, то она будет двигаться, все 
время оставаясь параллельной некоторой другой плоскости.

Пусть даны три скрещивающиеся направляющие прямые d , ,  d2w d 3, 
параллельные горизонтально проецирующей плоскости у (рис. 139). 
Чтобы не загромождать чертежа лишними геометрическими построения­
ми, будем считать, что образующие гиперболического параболоида 
принадлежат фронтально проецирующим плоскостям 0 , ,  и 03. При 
таких условиях образующие g x, g 2i g3 определяются соответственно 
точками ] и 2, 3 и 4, 5 и б пересечения направляющих с плоскостями 0 , ,  
021 0 з * Построим [ 7 ' ]  , конгруентный и параллельный отрезку |5 '6 '] ,  и 
проведем прямую 7‘4 \  Из чертежа видно, что Д 2*3*7* = A 5 '6 'S ', так как 
стороны этих треугольников параллельны, а сторона 3*7* А 3*2*7' конгру­
ентна стороне 5 '6 ‘ А 5 ,6 ‘8 ‘.

Из конгруентности треугольников следует [2 '7 'j  ^ [ 5 'S ' ] ,  но 15*8'] ^  
^  11*4*) (как  параллельные между параллельными), следовательно, 
|2 '7 ']  — 11*4'].  Отсюда вытекает, что отрезки (1'2‘\ и 14*7'} конгруентны

* П оверхность  о д н о п о л о стн о го  гиперболоида  вращ ения м о ж н о  получить  та к  
же враш ением  ги перб ол ы  в о к р у г  ее м н и м о й  оси.
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Рмс. 139

и параллельны. Прямые g, и g 3 как 
параллельные соответствующим 
сторонам Д 3 '4 'Т  параллельны его 
плоскости; третья образующая g7 
принадлежит плоскости этого тре­
угольника.

^  Из изложенного следует, что
произвольно взятые образующие 

Рис 138 гиперболического параболоида па­
раллельны некоторой плоскости. 

Это, в свою очередь, говорит о том, что на поверхности гиперболического 
параболоида имеется два семейства прямых линий, каждое из которых 
параллельно своей плоскости, т. е. эта поверхность так же, как и по­
верхность однополостного гиперболоида, имеет две плоскости парал­
лелизма. Если плоскости параллелизма взаимно перпендикулярны, 
то гиперболический параболоид называют прямым, если не перпенди­
кулярны, то поверхность называют наклонной. Для образования одной 
и той же поверхности безразлично, из какого семейства взяты прямые 
за направляющие. В рассматриваемом примере можно за направляю­
щие принять скрещивающиеся прямые g lt g 7% g3 , параллельные плос­
кости А тогда образующими поверхности окажутся прямые d , ,  
d7. d 2.

§ 33. ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ С ДВУМЯ НАПРАВЛЯЮЩИМИ 
(ГРУППА Бц)

Движение прямой — образующей по трем направляющим, не един­
ственный способ образования линейчатой поверхности. Только что 
доказанная теорема убедительно подтверждает справедливость тако­
го высказывания. Из этой теоремы вытекает важное следствие: линей-
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катая поверхность может быть однозначно определена двумя направ- 
ляющими и плоскостью параллелизма

В этом случае определитель линейчатой поверхности примет вид 
Ф(#; 3 l t d 2, y ) ;  \8j n { d l f d , . }  * *9 Л ( ^7) = *°)] .

Здесь у — направляющая плоскость В частном случае, если угол между
g jy  = 0 (образующая параллельна плоскости у ) ,  то у называют плос­
костью параллелизма.

Пусть будут заданы две произвольные кривые d, и d 3 и плоскость 
у. Можно задать такой закон перемещения прмолинейной образую­
щей g t при котором она, скользя по линиям d, и d 3 , все время сох­
раняет постоянный L if° с плоскостью у. Плоскость у заменяет ту третью 
направляющую, которая образуется множеством точек пересечения 
движущейся прямолинейной образующей g- с плоскостью у.

В рассматриваемую группу поверхностей входят три подгруппы: 
а) цилиндроиды , б) коноиды, в) косые плоскости.

Перечисленные подгруппы поверхностей могут быть отнесены к 
двум разновидностям:

поверхности, образованные с помощью направляющей плоскости; 
поверхности, в создании которых принимала участие плоскость 

параллелизма.
К первой разновидности относятся косые линейчатые поверхности 

(косой цилиндроид, косой коноид, дважды косая плоскость); ко вто­
рой — прямые линейчатые поверхности (прямой цилиндроид, прямой 
коноид, косая плоскость). Поверхности с плоскостью параллелизма 
называются поверхностями Каталана*. Из линейчатых поверхностей с 
двум я направляющими рассмотрим только поверхности Каталана, так 
к ак  именно эти поверхности находят широкое применение в технике.

§ 34. ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ С ДВУМЯ НАПРАВЛЯЮЩИМИ 
И ПЛОСКОСТЬЮ ПАРАЛЛЕЛИЗМА (ПОВЕРХНОСТИ КАТАЛАНА)

При формировании линейчатой поверхности с помощью плоскости 
параллелизма образующие должны быть параллельны этой плоскости, 
поэтому они пересекаются с ней в несобственных точках, множество 
которых определяет несобственную прямую; эту прямую следует рас­
сматривать как  третью направляющую линейчатой поверхности, т. е. 
плоскость параллелизма является как  бы собственным представителем 
несобственной прямой. Образование линейчатой поверхности с помощью 
плоскости параллелизма является частным случаем общего способа 
формирования линейчатой поверхности с двум я направляющими.

Определитель для группы поверхностей Каталана имеет вид

; d , . d , , 7 ) ;  \gj n  { d , . d j  }  Ч Ф Л  (gfl = 0  ) | .

Д ля задания поверхности этой группы на эпюре Монжа достаточно 
указать проекции направляющих d, и d2 и положение плоскости па­
раллелизма у (табл. 5, рис. 140 ... 142).

• П о  им ени б е л ь ги й с ко го  м атем ати ка  Каталана (Katalan) , исследовавш его свои 
ства этих поверхностей
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1. Поверхность прямого цилиндроида (см. табл. 5, рис. 140). По­
верхность прямого цилиндроида образуется в том случае, когда нап­
равляющие d, и d7 гладкие кривые линии, причем одна из них должна 
принадлежать плоскости, перпендикулярной плоскости параллелизма.

Для определения проекций прямолинейных образующих поверх­
ности прямого цилиндроида достаточно провести прямые, параллель­
ные плоскости параллелизма. На рис. 143 показано построение обра­
зующей gj.

Вначале проводим gj, определяем точки М‘ и N*, по ним находим М" 
и N".  (AfN) проводим параллельно плоскости параллелизма у; для это­
го достаточно, чтобы (M' t f )  || hQy.

Поверхность прямого цилиндроида находит применение в инженер 
ной практике, в частности, она используется при изготовлении воз­
духопроводов большого диаметра.

2. Поверхность прямого коноида (см. табл. 5, рис. 141), Отличие по­
верхности коноида от цилиндроида состоит только в том, что одна из 
направляющих линий коноида — прямая. Поэтому для задания поверх­
ности коноида на эпюре Монжа необходимо указать проекции: кривой d3 
(одна направляющая), прямой d, (вторая направляющая) и плоскости 
параллелизма у. Если прямолинейная направляющая перпендикулярна 
плоскости параллелизма, то мы будем иметь дело с частным случаем 
поверхности, которая называется прямым коноидом

Для получения проекционного чертежа (эпюра Монжа), обладаю­
щего наглядностью, следует указать проекции не одной, а ряда пря­
молинейных образующих этой поверхности. Для этого проводим нес­
колько прямых, параллельных плоскости параллелизма у и пересе­
кающих направляющие d, и d 3. На рис. 144 показано построение произ­
вольной образующей gj. Чтобы прямая gj была параллельна плоскости 
параллелизма y t необходимо, чтобы она была параллельна прямой, 
принадлежащей плоскости у. Так как плоскость у горизонтально прое­
цирующая, то горизонтальные проекции всех прямых, принадлежащих 
этой плоскости, совпадают с горизонтальным следом плоскости Ло*. 
Поэтому построение частной образующей поверхности коноида начинаем
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Рис. 145

с проведения ее горизонтальной проекции gJ% причем g j  || h0 ̂  |на основа­
нии инвариантного свойства 2  г (см. § 6 ) ортогонального проецирова­
ния] . Отмечаем точки М‘ и N*, в которых горизонтальная проекция 
образующей g} пересекает горизонтальные проекции направляющих d\ и 
d3, по Af и N' находим точки Л#м и N ", которые определяют фронтальную 
проекцию прямой g j 1.

Поверхность прямого коноида используется в гидротехническом 
строительстве для формирования поверхности устоев мостовых опор.

3. Поверхность гиперболического параболоида — косая плоскость 
(см. табл. 5, рис. 142). Гиперболический параболоид может быть по­
лучен при скольжении прямой по двум скрещивающимся прямоли­
нейным направляющим, при этом образующая все время остается па­
раллельной плоскости параллелизма. Гиперболический параболоид 
имеет две плоскости параллелизма, соответствующие двум семействам 
прямолинейных направляющих. Если плоскости параллелизма перпен­
дикулярны друг другу, то гиперболический параболоид называют пря­
мым. В инженерной практике гиперболический параболоид часто назы­
вают косой плоскостью.

Для задания на чертеже косой плоскости достаточно указать про­
екции двух скрещивающихся прямых d, и d 3 и положение плоскос­
ти параллелизма 7 . Для получения проекционного чертежа, обладаю­
щего наглядностью, обычно указывают проекции нескольких прямо­
линейных образующих, для зтого:

1) на направляющих d, и d 3 выделяют отрезки \АВ\  и |С Я | ;
2) делят проекции отрезков | АВ] и | CD] на произвольное число рав­

ных частей (на рис. 145 проекции точек деления обозначены Г ........6 ';
Г .......6 ” и 1\ .........6\i ;  1 Г......... 6 ' / ) ;

3) одноименные проекции точек деления соединяют прямыми.
Задавая таким путем косую плоскость, мы не пользовались плос­

костями параллелизма. Если требуется определить их положение, то 
достаточно через произвольную точку К провести прямые е и f 4 парал­
лельные соответственно прямым d 3 и d, . Вторая плоскость паралле­



I Об Поверхность

лизма (для семейства направляющих g, и g2 ) определяется пересе­
кающимися прямыми I и m (I || g x, m II g2 ) •

Косая плоскость находит широкое применение н инженерно-строи­
тельной практике для формиронания понерхностей откосов насыпей 
железных и автомобильных дорог, набережных гидротехнических соору­
жений н местах сопряжения откосон, имеющих различные углы наклона.

4. Плоскость. Если направляющие прямые d, и d 3 пересекаются или 
параллельны, то при движении по ним прямолинейной образующей g по­
лучается плоскость. Изображение плоскости на лноре Монжа и различные 
варианты ее расположения по отношению к плоскостям проекций были 
подробно рассмотрены н § 8 гл. I.

§ 35. ЛИНЕЙЧАТЫЕ ПОВЕРХНОСТИ С ОДНОЙ НАПРАВЛЯЮЩЕЙ -  
ТОРСЫ (ГРУППА Вц)

Рассматриваемая в этом параграфе группа линейчатых поверхнос­
тей с одной криволинейной направляющей называется торсами, а кри­
волинейная направляющая таких поверхностей — ребром возврата*.

Поверхностью с ребром возврата (торсом) называют поверхность, 
описываемую движением прямой — образующей g, касающейся некото­
рой пространственной кривой — направляющей d

Торсы обладают замечательным свойством — они могут быть сов 
мешены с плоскостью без складок и разрывов, путем последователь­
ных ее изгибов по прямолинейным образующим. В связи с этим мож­
но дать и другое определение поверхности юрса. Торсом называют 
линейчатую поверхность, которую можно совместить всеми ее точка­
ми с плоскостью без складок и разрывов. Такие поверхности называ­
ют также развертывающимися поверхностями.

Если ребро возврата вырождается в точку, то получается частный 
вид торса — коническая поверхность (если точка собственная) или ци­
линдрическая поверхность в случае вырождения ребра возврата в несоб­
ственную точку.

Итак, к рассматриваемой группе линейчатых поверхностей относятся:
1) поверхность с ребром возврата (табл. 6, рис. 146);
2) поверхность коническая (табл. 6, рис. 147);
3) поверхность цилиндрическая (табл. 6, рис. 148).
В частном случае торсовые поверхности преобразуются в плоскость. 

Для этого достаточно, чтобы ребро возврата d, преобразовалось в плос­
кую кривую, а направляющая d, конической или цилиндрической по­
верхности — в прямую линию. Определитель этой группы поверхностей 
имеет вид

ф (i; d \ t S);  l^rrcT , = Sj Gdi ] .
Рассмотрим более подробно каждую из отмеченных поверхностей.
1. Поверхность с ребром возврата. Образование этой поверхности 

можно представить таким образом. Пусть даны плавная кривая d и точка
S, причем S G a D d (рис. 149). Разделим кривую d на п участков, грани­
цы которых отметим точками 1, 2, 3, ... , п. Проведем прямую S1 и 
отложим на ней от точки S вниз [SS, ]. Конец отрезка S, соединим 
прямой с точкой 2 G d, получим отсек конической поверхности S, 1 2.

* Ребро возврата следует рассматривать к а к  к р и в у ю , в ко то р о й  "совпадаю т*' 
все три кр и в о л и н е й н ы е  направляю щ ие линейчатой по ве р хно сти  d , — =  d j .



Линейчатые поверхности с одной направляющей
(группа ВП)

Т а б л и ц а  6. Линейчатые поверхности с одной направляющей — 
торсы. Группа Вц; Ф (g; d , , S ) ; \g, П 3, = S) €  В, |

На прямой (S ,2) откладываем [S ,Sa ] и конец отреэка S 2 соединя­
ем с точкой 3 G d — вновь получаем отсек конической поверхности 
Sj.23. Повторяя описанные операции л раз, мы получим п следую­
щих один за другим отсеков конических поверхностей с вершинами 
в точках S , , S7, S3, ... , Sn . Если уменьшить длину отрезков |SS, ], |S, S7 ], 
|S aS 3 | . |S n _ jS rt] , то ломаная линия ... Sn в пределе превра­
тится в плавную пространственную кривую d, , называемую ребром 
возврата, а прямолинейные звенья зтой ломаной линии перейдут в каса­
тельные к кривой d, . Непрерывное множество этих касательных образу­
ет поверхность с ребром возврата (торс).

Из рис. 146 видно, что поверхность с ребром возврата имеет две 
полы. Ребро возврата служит границей этих пол. Так как в каждой 
точке плавной кривой можно провести только одну касательную, то
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при задании поверхности с ребром возврата направляющую — кривую 
d можно не указывать. Поэтому определитель такой поверхности бу­
дет иметь вид

где d, — пространственная плавная кривая — ребро возврата, g — пря­
мая — образующая, S — точка, принадлежащая кривой d, . Условие, 
отражающее закон движения прямолинейной образующей, состоит в 
том, что она, двигаясь вдоль ребра возврата, все время остается каса­
тельной к нему.

В машиностроении находит применение частный вид торсовой по­
верхности, у которой ребром возврата служит цилиндрическая винто­
вая линия. Полученную с помощью этой линии поверхность называют 
винтовым торсом. На рис. 150 показаны ортогональные проекции отсека 
поверхности винтового торса.

2. Коническая поверхность. Все прямолинейные образующие кони­
ческой поверхности пересекаются в собственной точке S. Это условие 
соблюдается лишь в том случае, когда ребро возврата d, вырожда­
ется в собственную точку S (см. рис. 147). Определитель конической 
поверхности имеет вид

Приведенная символическая запись определителя конической поверх­
ности показывает, что эта поверхность однозначно определяется прямоли­
нейной образующей, кривой направляющей и точкой S, при этом прямоли­
нейная образующая пересекает направляющую (gJ П d ^ ф — пересечение 
gj и d не пустое множество) и все образующие пересекаются в одной 
точке (п gj = S ) .

На рис. 151 показано задание конической поверхности на эпюре 
Монжа. Проекции образующих glt glt g2% ... , gn на рис. 151 указаны 
только для наглядности. Коническая поверхность однозначно задает­
ся проекциями ее образующей, направляющей и вершиной {gjd% S ) .

3. Цилиндрическая поверхность получается в том случае, когда все 
прямолинейные образующие пересекаются в несобственной точке S-.

В этом случае определитель поверхности может быть записан:

•и * ; сГ, .$ > ;  [fyTTd, = Sj G d, ),

Ф (*; rfi. S ) ; |gj n d ,  * ф Л n  gf «  SJ.

Ф (/; Э, S . ) \ \gj n  d Ц д п  gj = S_|.

sb

Отличие определителя ци­
линдрической поверхности от 
определителя конической по­
верхности состоит лишь в том, 
что образующие цилиндричес­
кой поверхности параллельны 
(пересекаются в несобствен­

ной точке), в то время как 
для конической поверхности 
характерным является пересе­
чение всех ее прямолинейных 
образующих в собственной 
точке.

На рис. 148 (табл. 6)

Рис. 149

показана произвольная цилинд­
рическая поверхность. Рис. 152 
дает представление о ее задании 
на зпюре Монжа.
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Рис. 152
Рис. 151

Hi
Рис 153

4 .  Плоскость. Раньше было отмечено, что частным случаем торсо­
вых поверхностей является плоскость, и указаны условия, при ко­
торых поверхность с ребром возврата, коническая и цилиндрическая 
преобразуются в плоскость. Рис. 153 дает наглядное представление об 
этих преобразованиях.

§ 36. ПОВЕРХНОСТИ ПАРАЛЛЕЛЬНОГО ПЕРЕНОСА (ПОДКЛАСС 1)

Поверхностью параллельного переноса называется поверхность, об­
разованная поступательным перемещением плоской линии , при этом 
образующие поверхности все время остаются параллельными между 
собой.

Рис. 154 дает представление об образовании такой поверхности. 
Ввиду того, что поверхности параллельного переноса несут на себе се­
мейства параллельных кривых линий, уместно напомнить, какой смысл 
вкладывается в понятие параллельные кривые линии. Под параллельны­
ми кривыми линиями подразумеваются линии, получаемые одна из 
другой путем параллельного переноса принадлежащих им точек на 
некоторое одинаковое расстояние. Например, на рис. 155 кривая g парал-

Рис. 150
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Рис. 155

Рис. 156

лельна кривой g , так как точки А, А х% A 2i ... , Ап кривой g получены из 
точек А , И , , А 7% ... 9 А п кривой g путем переноса их по параллельным 
прямым ( AA) t ( i4 , i4 ,) t (А7А 7),  ... f (AnA n ) на величину вектора t. 
В рассматриваемом примере мы получаем частный случай поверхности 
параллельного переноса — цилиндрическую поверхность. Для образова­
ния сложных криволинейных поверхностей параллельный перенос кри­
вой линии следует осуществлять с помощью мгновенных векторов пе­
реноса, характер изменения направления которых может быть задан 
графически в виде кривой d (направление мгновенных векторов пе­
реноса определяется хордами кривой d ) .

В общем случае определитель поверхности параллельного переноса 
имеет вид

*  (*; <f); 1 gj = Td (g ) ) .

В геометрическую часть определителя входит образующая кривая 
g и направляющая d. Алгоритмическая часть состоит из условия па­
раллельного перемещения точек образующей (gj — Td (g) ).
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На рис. 156 поверхность параллельного переноса задана на эпюре 
Монжа. Для того чтобы перейти от задания поверхности проекциями 
ее определителя (красные линии) к заданию поверхности каркасом 
достаточно: на кривой d (3 \ d* ) наметить ряд точек А } (Л^А7)> 
Аз { А \ А г ) % ... , А п (А'пА п ) ; через эти точки провести кривые £Jf ...

1 In i параллельные кривой £. Проведение проекций параллельных 
кривых сводится к проведению параллельных линий. Это следует из 
свойства параллельного проецирования, состоящего в том, что проекции 
равных и параллельных отрезков равны и параллельны. На рис. 156 
такими отрезками являются стороны параллелограмма А ЛА\ А*А\ Ч ап­
проксимирующего участок криволинейной поверхности отсеком плос­
кости. Из чертежа видно, что образующую и направляющую можно 
поменять местами. Если за образующую взять кривую d, а за направ­
ляющую кривую £ , то мы получим ту же самую поверхность параллель­
ного переноса.

§ 37. ПОВЕРХНОСТИ ВРАЩЕНИЯ (ПОДКЛАСС 2)

А. Поверхности врашения общего вида (рис. 157).
Поверхностью вращения общего вида называют поверхность, кото­

рая образуется произвольной кривой (плоской или пространствен­
ной) при ее вращении вокруг неподвижной оси.

В состав определителя поверхности вращения входит образующая g, 
ось врашения i и условие о том, что эта образующая вращается вокруг 
оси j:

Ф ( А О ;  !* ; = Д , ( * > Ь
Каждая точка образующей (A t В, С, D, Е] при вращении вокруг 

оси i описывает окружность с центром на оси вращения. Эти окруж­
ности называют параллелями. Наибольшую и наименьшую параллель 
называют соответственно экватором и горлом (шейкой).

Плоскости ач проходящие через ось поверхности врашения, назы­
вают меридиональными, а линии, по которым они пересекают поверх­
ность, — меридианами

\ ~  Ось (i)
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Меридиональную плоскость о , ,  параллельную плоскости проекции, 
принято называть главной меридиональной плоскостью, а линию ее 
пересечения с поверхностью вращения — главным меридианом*.

Задание поверхности вращения на эпюре Монжа проекциями гео­
метрических фигур, входящих в состав его определителя, хотя и од* 
ноэначно определяет поверхность, но обладает одним недостатком, 
заключающимся в том, что при таком задании трудно представить форму 
поверхности. Поэтому при задании поверхности вращения обычно ука­
зывают проекции ее оси, главного меридиана и экватора (иногда указы­
вают окружность, по которой поверхность вращения пересекается с 
плоскостью проекции).

При этом указывают только горизонтальную проекцию экватора 
(или параллели) и фронтальную проекцию главного меридиана**.

Б. Частные виды поверхностей вращения.
В технике, в частности в машиностроении, поверхности вращения 

находят широкое применение. Это объясняется распространенностью 
вращательного движения и простотой обработки поверхностей вра­
щения на станках. Особенно распространены поверхности, имеющие 
в меридиональном сечении кривую второго порядка или две прямые, 
на которые распадается эта кривая.

Рассмотрим некоторые частные виды поверхностей вращения. Возь­
мем в качестве образующей окружность. В зависимости от взаимного 
расположения окружности (или ее дуги) и оси вращения можно полу­
чить различные поверхности.

1. Тор.
Тором называется поверхность, которая может быть получена при 

вращении окружности g вокруг оси I, не проходящей через ее центр О***.
В зависимости от соотношения величин R — радиуса образующей 

окружности и расстояния t от центра окружности до оси вращения 
поверхности тора подразделяют на:

открытый тор (или кольцо) при R < t — окружность не пересекает 
ось вращения (табл. 7, рис. 158,а ) ;

закрытый тор при R > t — окружность пересекает ось вращения 
или касается ее (табл. 7, рис. 158,6).

2. Сфера.
Сфера образуется в том случае, когда центр окружности принадле­

жит оси вращения О G i, т. е. сферу можно рассматривать как частный 
случай тора, у которого / = 0 (табл. 7, рис. 158,в).

3. Глобоид.
Образующей этой поверхности является дуга окружности, плос­

кость которой может, в общем случае, не совпадать с осью вращения 
(табл. 7, рис. 158,г)« Чертежи на рис. 162 дают представление об ор-

* На рис. 157 п о ка за н ы  не м еридиональны е п л о с ко с ти  а  и Q ], а п о л уп л о ско сти , 
расп олож енны е по од н у  с то р о н у  от оси враш ения  г  С оответственно  на р и сун ке  
п о ка за н ы  то л ь ко  половина  меридиана и гл а вн о го  м еридиана .

• •  Здесь речь идет о пове р хн о сти , ось враш ения к о т о р о й  i 1 f f j . Если ось враш е­
ния I 1 я 3 , то следует у ка зы в а ть  ф ронтальную  п р о е кц и ю  э кватора  и горизонтал ьную  
п р о е кц и ю  гл а вн о го  меридиана.

• • •  П оверхность  тора м о ж е т бы ть получена и в том  случае, ко гд а  п л о ско сть  о к ­
р уж н о сти  пересекает ось п о ве р хно сти . Следует им еть в ви д у , что в отличие от о  сталь 
н ы х  поверхностей  враш ения , образую щ ая  к о т о р ы х  — кр и в а я  в то р о го  п о р яд ка  (или 
п р я м а я ] , п оверхность  тора является  п оверхностью  не в то р о го , а четвертого  поряд ка .
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Т а б л и ц а  1. Поверхности вращения; частные виды. 
Подкласс 2. Ф (g\ i) ;  \gj = (g) ]

ft)
a) 6)

Рис. 158: a — открытый тор, б — закрытый тор, в — сфера, г — глобоид

I

Г
I
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А
%

г)

а) б)
Рис. 159 Эллипсоид: а — сжатый, б — вытянутый

Ч|\\ \

\  - )  -

б)

Рис. 160 Параболоид вращения
Рис. 161 Гиперболоид вращения: а — 
однополостный, б — двухполостный

тогональных проекциях тора (рис. 162,а и б ) ,  сферы (рис. 162,в ) ,  гло­
боида (рис. 162,г). Так как поверхности вращения, изображенные на 
рис. 162, симметричны относительно оси 1 , то при i 1 л, их горизонталь­
ные проекции симметричны относительно горизонтальной оси; поэтому 
можно вычерчивать не всю горизонтальную проекцию, а лишь ее полови­
ну, как это сделано на рис. 162 (конечно, если условия задачи не требуют 
изображать ее полностью).



] ] 4 Поверхность

4. Эллипсоид вращения.
Этот вид поверхности образуется при вращении эллипса вокруг его 

оси, при этом, если за ось вращения принять малую ось \C D \ , то полу­
чим сжатый эллипсоид вращения (рис. 159,а ) ;  когда вращение осу­
ществляется вокруг  большой оси | АВ\ % образуется поверхность вы­
тянутого э^шипсоида вращения (рис. 159,6).

Рассмотренные поверхности вращения: тор, сфера, эллипсоид отно­
сятся к замкнутым поверхностям. Кроме замкнутых поверхностей 
вращения существуют незамкнутые поверхности, которые образу­
ются, в частности, при вращении параболы, гиперболы и прямой (линий, 
имеющих несобственные т о ч к и ) .

5. Параболоид вращения.
Для того чтобы получить параболоид вращения, в определителе по­

верхности вращения за образующую g следует принять параболу, а 
за ось вращения i — ее ось (рис. 160). Для задания параболоида вращения 
на эпюре Монжа достаточно указать проекции образующей g и оси I.

6 . Гиперболоид вращения.
При вращении гиперболы можно получить две различные поверх­

ности :
а) однополостный гиперболоид вращ ения41, образуется при враще­

нии гиперболы g вокруг ее мнимой оси j , (рис. 161,а ) ;
б) двуполостный гиперболоид вращения, образуется при враще­

нии гиперболы вокруг  ее действительной оси i (рис. 161,6) -
1. Коническая и цилиндрическая поверхности вращения.
Эти поверхности можно получить путем вращения прямой g вокруг 

оси /. Коническая и цилиндрическая поверхности были подробно рассмот­
рены в § 35 (см. рис. 147, 151 и 148, 152).

§ 38. ВИНТОВЫЕ ПОВЕРХНОСТИ (ПОДКЛАСС 3)

Поверхности называется винтовой, если она по;1учается винтовым 
перемещением образующей  (рис. 163) **.

* П о в е р х н о с т ь  о д н о п о л о с т н п г о  г и п е р б о л о и д а  вр а щ ен и и  о т н о с и т с я  т а к ж е  к  к лассу  
л и н ей ч аты х  п о в е р х н о с т е й  Она м о ж е т  бы ть  получена путем  в р а щ е н и я  п р я м о й  в о к р у г  
о с и ,  с к р е щ и в а ю щ е й с я  с ней П о д р о б н о  о д н о п о л о с т н ы й  г и п е р б о л о и д  р а с см ат р и в ал с я  
р § 32.

* * В и н то во е  п е р е м е щ е н и е  х а р а к т е р и з у е т с я  в р а щ е н и е м  в о к р у г  оси  и о д н о в р е м е н ­
н ы м  п о с т у п а т е л ь н ы м  д в и ж е н и е м ,  п а р а л л е л ь н ы м  этой оси
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Рис IH.I

В зависимости от формы образующей отдельные виды ыинтпных 
поверхностей могут быть отнесены кик к классу линейчатых, гак и не­
линейчатых поверхностей. Выделение зтих поверхностей в самостоя­
тельный подкласс связано со стремлением подчеркнуть значение вин- 
тоных поверхностей в технике, архитектурно-строительной практике
и, особенно, в машиностроении. Определитель винтовой поверхнос­
ти имеет нид

где g — образующая (кривая или прямая), i — ось винтовой линии, 
алгоритмическая часть оп|н?делителн содержит указание, что образую­
щая f*j совершает винтовое перемещение, которое можно рассматри­
вать как композицию из двух перемещений; а) параллельного пере­
мещения вдоль оси / и б) вращения вокруг згой оси.

А. Нинтоные поверхности с криволинейной образующей.
На рис. 164 показана винтовая поверхность, образованная плос­

кой кривой g, совершающей винтовое перемещение. Закон этого пе­
ремещения определяется видом винтовой линии d (ее диаметром, шагом 
и ходом) и характером расположения образующей#. В случае, показан­
ном на рис. 164, он определен тем, что в процессе движения плоскость 7 , 
которой принадлежит образующая, все 
время проходит через ось вращевия i. I •

Б. Винтовые поверхности с прямоли- !
нейной образующей и направляющей —
нинтоной линией постоянного шага. I ^

'МЯ, i); \8j Т, [g) •> R t ig) I ,

Все точки образующей при винтовом 
движении описывают винтоные линии, 
каждая из которых может служить 
направляющей поверхности. Такие линии 
называют также винтовыми параллеля­
ми. Все винтовые параллели имеют 
одинаковый шаг Р, называемый шагом 
винтовой поверхности. Очевидно и еди­
ничный шаг Р0 у этих параллелей будет 
общий: Ра = Я/2л.

I/ \
N

Характерной особенностью для вин­
товых поверхностей с постоянным ша­
гом является постоянство угла накло­
на прямолинейной образующей к направ­
ляющей плоскости, за которую принята 
плоскость, перпендикулярная оси винто­
вой поверхности. Рис 164



I ] 6 Поверхность

Как уже неоднократно отмечалось, для получения наглядного изоб­
ражения поверхности (в частности, винтовой) ее задание проекциями 
геометрической части определителя следует расширить до задания кар­
касом, с о с т о я щ и м  из двух семейств линий: семейства направляющих 
(винтовых параллелей) * и семейства, составленного из последователь­
ных положений прямолинейных образующих.

Винтовая линия постоянного шага, построенная на поверхности 
прямого кругового цилиндра, называется гелисой Поэтому линей­
чатые винтовые поверхности, направляющая которых — гелиса, на­
зываются геликоидами. В зависимости от величины угла наклона обра­
зующей к оси геликоиды бывают прямыми, если этот угол равен 90°, и 
косыми (наклонными), если угол — произвольный, отличный от 0 и 9 0 ° .

Рис. 165 дает представление о прямом геликоиде. Изображенная 
на рис. 166 поверхность называется косым геликоидом. На рис. 165 
и 166 поверхности указаны только частично, своими отсеками, заклю­
ченными между направляющей d и осью i.

В свою очередь, прямые и косые геликоиды подразделяются на зак­
рытые и открытые Признаком для такого деления служит взаимное 
расположение оси геликоида и его образующей. Если образующая и

* На ипюре М онж а, к а к  п р а в и л о ,  у к а з ы в а ю т  т о л ь к о  о д н у  (и ли  д н е ]  в и н т о в ы е  
п а р а л л ел и ,  п р и н а д л е ж а щ и е  с е м е й с т в у  н а п р а в л я ю щ и х
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ось пересекаются, геликоид называют закрытым, если скрещивают­
ся - открытым.

Следует отметить одно важное свойство винтовых поверхностей, 
состоящее н том, что эти поверхности, так же как и поверхности враше­
ния, могут сдвигаться, т. е., совершая винтовое перемещение, поверх­
ность скользит вдоль самой себя. Это свойство обеспечивает винтовым 
поверхностям широкое применение в технике. Винты, шнеки, сверла, 
пружины, поверхности лопаток турбин и вентиляторов, рабочие органы 
судовых движителей, конструкции винтовых аппарелей и лестниц — вот 
далеко не полный перечень технического использования винтовых по­
верхностей.

ВОПРОСЫ  Д Л Я  С А М О П Р О В Е Р К И

1. В чем с у щ н о с ть  о б р а з о в а н и я  п о в е р х ­
ностей к и н е м а т и ч е с к и м  с п о с о б о м ?

2. Что н а з ы в а е т с я  к а р к а с о м  п о в е р х ­
ности?

3. Чем отл и ч ае тся  н е п р е р ы в н ы й  к а р ­
кас  о т  д и с к р е т н о г о ?

4. Что т а к о е  о п р е д е л и т е л ь  п о в е р х ­
ности?

5. Что я в л я е т с я  с о д е р ж а н и е м  г е о м е т ­
р и ческ ой  и а л г о р и т м и ч е с к о й  частей о п ­
р ед ел и т ел я?

6. Н ап и ш и те  о п р ед ел и те л ь  п о в е р х н о с  
тей: К аталан а ,  в р а ш е н и я ,  г е л и к о и д а ,  
а д н о п о л о с т н о г о  г и п е р б о л о и д а ,  к о н о и д а .

1. К а к  за дается  п о в е р х н о с т ь  на эпю ре 
М онжа?

Я. Что т а к о е  о ч е р к  п о в е р х н о с т и ?

9. К а к и е  п о в е р х н о с т и  н а зы в а ю тся  по­
в е р х н о с т я м и  К ата ла н а?

10 Д ай те  о б щ у ю  с х е м у  к л а с с и ф и к а ц и и  
п о в е р х н о сте й .

11. П р и в ед и те  с х е м у  к л а с с и ф и к а ц и и  
л и н е й ч а т ы х  п о в е р х н о сте й .

12. Д айте  о п р е д е л е н и е  разли ч н ы х  ви д ов  
л и н ей ч аты х  п о в е р х н о с те й

13. К а к  о б р а з у ю т с я  п о в е р х н о сти  яра 
щ е н и я ?

14. У к а ж и те  о с н о в н ы е  св о й ств а  п о в е р х ­
ности  в р а ш е н и я .

15. К а к  о б р а з у ю т с я  в и н т о в ы е  п о в е р х н ­
ости?

16. По к а к о м у  п р и з н а к у  п о в е р х н о сти  
г е л и к о и д а  п о д р а з д е л я ю т  на з а к р ы т ы е  и 
о т к р ы т ы е ?



Г Л А В А  V

ПОЗИЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ

ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Круг залам, отпеты на которые могут быть получены графическим 
путем, чрезвычайно широк. При л о м  независимо от степени слож­
ности их решении и характера вопросов. требующих ответа, нее они 
могут быть отнесены нсего лишь к одному из днух классов: 1-й класс — 
задачи позиционные; 2-й класс — задачи метрические.

Следует иметь в ниду, что деление задач на позиционные и метри­
ческие является услонным. Если из нсего многообразии задач позици­
онную группу можно выделить, то чисто метрические задачи встреча­
ются очень редко; как пранило, при решении метрических задач предва­
рительно приходится выяснять позиционные отношения между геометри­
ческими фигурами, входящими в условия задачи или построенными н 
процессе решения, т. е. решать позиционную задачу.

Несмотря на это, распределение задач по отмеченным классам в ме­
тодическом отношении имеет большой смысл, так как позволяет ус­
тановить единые (обобщенные) алгоритмы, пригодные дли решения 
широкого круга задач, входящих в один класс, и, как следствие, обес­
печить простой и надежный поиск частного алгоритма для решения 
поставленной задачи.

В зтой главе будут рассм отрим  различные виды позиционных задач 
и указаны алгоритмы их решения. Под позиционными подразумева­
ются задачи, решение которых позволяет получить ответ о принад­
лежности элемента (точки) или подмножества (линии) множеству 
(поверхности). К позиционным относятся также задачи на определе­
ние общих элементов, принадлежащих различным геометрическим 
фигурам.

Первая группа задач может быть объединена под общим названием 
з а д а ч и  н а  п р и н а д л е ж н о с т ь  (инцидентность). К ним, 
в частности, относятся задачи на определение:

1) принадлежности точки линии ( A G I) ;
2) принадлежности точки поверхности М € а ) ;
3) принадлежности линии поверхности (/С а ) .
Ко второй группе относятся з а д а ч и  н а  п е р е с е ч е н и е .  Эта 

группа содержит также три типа задач:
1) на пересечение линии с линией (/ П т ) ;
2) на пересечение поверхности с поверхностью (о п 0);
3) на пересечение линии с поверхностью ( / По ) .
С точки зрения единства принципа, положенного в основу решения 

позиционных задач, их можно не делить на две группы. Подходя к пози­
ционным задачам с таких позиций, можно считать, что все многообразие 
позиционных задач может быть сведено к решению задач первой груп­
пы — задач на принадлежность: 1) A G Л 2) Д е о и 3 ] / С о. В справедли­



Принадлежность точки линии ( A ^ l )  119

вости такого утверждения легко убедиться, перефразирован условия 
задач, входящих по вторую группу. Действительно:

1) задачу на определение точки пересечения линии с линией (/ П т) 
можно заменить задачей 1 (A G 4) первой группы: "определить точку, 
принадлежащую как линии I, так и линии гл” ;

2) условие "построить линию пересечения поверхностей о и0” ( q H J -  
задача 2 второй группы) можно заменить задачей, относящейся к первой 
группе: "определить (построить) линию /, принадлежащую как поверх­
ности а , так и 0” (/ С а — задача 3 первой группы);

3) задачу 3 второй группы "построить точку А пересечения линии / с 
поверхностью а (/ П о ) ” можно рассматривать как две задачи первой 
группы: A G I (задача 1) и A G а (задача 2).

Если учесть, что линию можно рассматривать как множество при­
надлежащих ей точек, то задача третьего типа (/ С а) сводится к много­
кратному решению задачи определения А € а. Тогда окончательно полу­
чим следующее определение:

к позиционным о т н о с я т с я  задачи, решение которых, в конечном 
счете, сводится 1} к построению точки, принадлежащей линии (AG I) ч и
2) к построению точки, принадлежащей поверхности (А £ а).

Решение таких задач базируется на инвариантном свойстве 2 (см. § 6) 
ортогонального проецирования, из которого вытекает:

А € / «==* (А’ £ / ')Л (Л "  G Г ) ;  (2)
A G a  —  (А '£  Г С а‘)Л(А" G Г  С а ” ) .  (3)

Проследим на примерах, как решаются позиционные задачи.

§ 39. ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ ТОЧКИ ЛИНИИ (A G I)

При выяснении вопроса о принадлежности точки линии или при ре­
шении аналогичной задачи на построение точки, принадлежащей ли­
нии, достаточно использовать только свойство (2) из § 38.

Следует иметь в виду, что если линия занимает произвольное поло­
жение по отношению к плоскостям проекций, то решение может быть 
получено в системе двух заданных плоскостей проекций. В случае, 
когда линия принадлежит плоскости, перпендикулярной оси проек­
ции, для решения следует пользоваться вспомогательной плоскостью 
проекции.

ПРИМ ЕР 1. На д ан н ой  к р и в о й  / у к а ­
зать п р о и з в о л ь н у ю  т о ч к у  А , п р и н а д л е ж а ­
щ ую  зтой  к р и в о й  ( р и с . 1 6 7 ) .

РЕШ ЕНИЕ. З н а я ,  что на о с н о в а н и и  
с в о й ств а  (2) A* G I' и Л "  £  I” % а т а к ж е ,  
что А и А п р и н ад л еж ат  о д н о й  л и н и и  
с в я з и ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  оси  п р о е к ц и и  
jr, о т м е ч а е м  на к а к о й  л и б о  п р о е к ц и и  л и ­
нии I п р о и з в о л ь н у ю  т о ч к у  А , о б о з н а ч а е м  
ее те м  ж е и н д е к с о м ,  к а к о й  и м еет  п р о е к ­
ция л и н и и  /. На рис. 167 т о ч к а  А* в з я т а  на 
го р и зо н т а л ь н о й  п р о е к ц и и  линии  f .  Д л я  
о п р е д е л е н и я  Л ”  через т о ч к у  А ‘ п р о в о д и м

п р я м у ю ,  п е р п е н д и к у л я р н у ю  оси п р о е к ­
ции, и о тм еч ае м  т о ч к у  ее пересечения с 
ф р о н т а л ь н о й  п р о е к ц и е й  линии  /"

П РИ М ЕР 2. У к азать  го р и зо н та ль н у ю  
п р о е к ц и ю  то ч к и  С по д анной  ее ф р о н ­
тал ьн о й  п р о е к ц и и  С " ,  если и зве ст н о ,  что 
то ч к а  С €  \ А В \  (рис .  1 6 8 ) .

РЕШ ЕНИЕ Т а к  к а к  о т р е з о к  |Л А ]  при 
н а д л е ж и т  п л о с к о с т и ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  
оси  п р о е к ц и и ,  то  реш ить  зту  задачу в сис­
т ем е  за д а н н ы х  п л о с к о с т е й  п р о е к ц и й  не 
п р е д с т а в л я е т с я  в о з м о ж н ы м *  Д л я  ее ре 
ш ен и я  в о с п о л ь з у е м с я  в с п о м о г а т е л ь н о й

* И м е ет ся  в в и д у  г р а ф и ч е с к о е  реш е н и е  О твет  на п о с т а в л е н н у ю  задачу м о ж е т  бы ть 
п олучен  из у с л п в и я  д е л е н и я  о т р е з к а  в д а н н о м  о тн о ш е н и и  (см .  $ 6, и нвариант  2 к )  .
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а

Рис. 168

п л о с к о с т ь ю  п р о е к ц и и  В к ач ест в е  н сп о  
м о га т е л ь н о й  п л о с к о с т и  в о з ь м е м  п л о с  
к о с т ь  trз , п е р п е н д и к у л я р н у ю  оси  п р о е к  
ции. На п л о с к о с т и  я  j  н а х о д и м  п р о е к ц и ю  
Л " 9В " 9 о т р е з к а  \ЛВ]  и на ней о т м е ч а е м

в с п о м о г а т е л ь н у ю  п р о е к ц и ю  С9"  т о ч к и  С. 
З н а я  С999, н а х о д и м  С \

Все н е о б х о д и м ы е  г е о м е т р и ч е с к и е  по 
ст р о ен и я  ясны  из чертежа и не н уж д аю т 
ся н п ояснении

§ 40. ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ ТОЧКИ ПОВЕРХНОСТИ [A G а)

При составлении алгоритма решения этой группы задач следует 
базироваться на свойстве (3) из § 38, т. е. для того чтобы на черте­
же поверхности указать проекции принадлежащей ей точки, необхо­
димо вначале построить проекции какой-либо линии, принадлежащей 
поверхности, а затем на этой линии отметить точку.

В качестве линии, как правило, выбирается образующая поверх­
ности. Если поверхность может быть получена образующей различной 
формы, то предпочтение следует отдавать наиболее простым и удобным 
для построения линиям: окружностям для поверхностей вращения, 
прямым для линейчатых поверхностей (в частности, для плоскости 
целесообразно использовать линии уровня*).

ПРИ М ЕР 1. В п л о с к о с т и  а ( а | | Ь ]  у к а  
зать  п р о и з в о л ь н у ю  т о ч к у  Л (рис .  1 6 9 )  

РЕШ ЕНИЕ В п л о с к о с т и  о  п р о п а л и м  
п р о и з в о л ь н у ю  го р и зо н т а л ь  И При п о с т ­
роении  ее п р о е к ц и й  сл е д у е т  и м еть  н в и ­
д у ,  что п р я м а я  п р и н а д л е ж и т  п л о с к о с т и  
н т о м  случае ,  если  она  со д е р ж и т  д н е  р а з ­
л и ч н ы е то ч к и ,  п р и н а д л е ж а щ и е  п л о с к о с ­
ти В кач ест ве  т а к и х  точек  п р и н и м а е м  
то ч к и  1 и 2, п р и н а д л е ж а щ и е  с о о т в е т с т  
ненио  п р я м ы м  а и bt о п р е д е л я ю щ и м  
п л о с к о с т ь  а.

На рис 169 п о с т р о е н и е  п р о е к ц и й  г о ­
ри зо н та л и  h н ы п о л н е н о  п с л е д у ю щ е й

п о с л е д о в а т е л  ь к а г т и :
а) на п р я м о й  а в з я л и  п р о и зв о л ь н у ю  

т о ч к у  1, через ф р о н т а л ь н у ю  п р о е к ц и ю  
зтой  т о ч к и  п р о п ел и  ф р о н т а л ь н у ю  про  
о к ц и ю  г о р и зо н т а л и  /Г';

б) о т м е т и л и  т о ч к у  2"  — Л П Ь ;
н) о п р е д е л и л и  го р и зо н т а л ь н ы е  про 

е к ц и и  Г  и 2 9 то ч ек  1 и 2;
% < 1 л*г) через то ч к и  1 и 2 пропели  гори 

зо н та л ьн у ю  п р о е к ц и ю  г о р и зо н та ли  h'
Г о р и зо н т а л ь  h С о, т а к  к а к  h п р о х о  

дит  через точ ки  1 и 2, п ри н ад л еж ащ и е  
п л о с к о с т и  а

* О со б ен н о  ц е л е с о о б р а з н о  п о л ь з о н а т ь с я  л и н и я м и  у р о н н я  н случае, к о гд а  п л о с  
к о с т ь  задана  сл е д а м и .
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Рис 1G9

На п р о е к ц и я х  горн  юн тал и h' и / |м 
о тм еч ае м  ii|K)i'KiiHii то ч к и  Д (Л* £  h* 
и А "  / Г ) .  Т о ч к е  А  ^ О, так  к а к
Л €  / С а

П РИ М Е Р  !2 . В г и т е  к о п  и 0  у к а з а т ь  точ 
ку  Нч у д а л е н н у ю  с т  г о р и  э о н г а л ы ю й  п л о с  
к о сти  п р о е к ц и и  на р а с ст о ян и е  15 м м  и о т  
ф р о н т а л ь н о й  п л о с к о с т и  п |>оекини на р а с ­
ст о ян и е  10 м м  (рис .  170) .

РЕШ ЕНИЕ. П р о н а л и м  и п л о с к о с т и  0 
ф р о н т а л ь  f  и го р и з о н т а л ь  Л, у д а л е н н ы е  
от  п л о с к о с т е й  п р о е к ц и й  с о о т в е т с т в е н н о  
ма р а с с т о я н и я  10 и 15 м м  П ересечение 
о д н о и м е н н ы х  п р о е к ц и й  /  и И у к а ж е т  про 
е к ц и и  и с к о м о й  то ч к и  И ( Н — f  П  /i , 
/ Г  =  / " П Л " ) .

ПРИ М ЕР 3. О п р ед ел и ть  ф р о н т а л ь н у ю  
п р о е к ц и ю  то ч ки  Л ,  п р и н а д л е ж а щ е й  п л о с ­
к о с т и  О, если  и зв е с т н а  ее г о р и з о н т а л ь н а я  
п р о е к ц и я  Л* ( рис. 17 1 ) .

Мы (наем ,  что A Gq  <=э(Л ‘G l ' C a  ) А  
А < Л "  G Г  С Q M ) ,  п о э т о м у ,  чтобы п о л у ­

чить отнет  на п ас та н л е н н у ю  задачу, д о с ­
таточно  через  Л* п р о н ести  г о р и з о н т а л ь ­
ную п р о е к ц и ю  п р я м о й ,  п р и н а д л е ж а щ е й  
п л о с к о с т и  а ,  найти ее ф р о н т а л ь н у ю  про  
е к ц и ю  и на ней о т м е т и т ь  т о ч к у  Д ' \  Т а к  
к а к  п л о с к о с т ь  о  задана с л е д а м и ,  то  ц е л е ­
с о о б р а з н о  н кач естне  в с п о м о г а т е л ь н о й  
п р я м о й  и с п о л ь зо в а т ь  о д н у  из г л а в н ы х  
ли н и й  п л о с к о с т и .  На рис. 171 п р о в е д е н а  
ф р о н т а л ь  / п л о с к о с т и  а

П РИ М ЕР 4. На ц и л и н д р и ч е с к о й  п о ­
в е р х н о с т и  Q, задан н ой  н а п р а в л я ю щ е й  d и 
о б р а з у ю щ е й  g,  у к а з а т ь  п р о и з в о л ь н у ю  
то ч к у  Л ( рис. 172) .

РЕШ ЕНИ Е. П р о в о д и м  п р о и з в о л ь н у ю  
п р я м о л и н е й н у ю  о б р а з у ю щ у ю  gj ц и л и н д ­
ри че ск о й  п о в е р х н о с т и  Q. Д л я  з т о г о  на 
к р и в о й  d о т м е ч а е м  п р о и з в о л ь н у ю  т о ч к у
1 (1 * G d ‘ и 1м G d ” ) . Ч ерез  п р о е к ц и и  т а ч ­
ки  1 п р о в о д и м  п р о е к ц и и  п р я м о й  gj  па

Рис 170

Рис. 171

Рис. 172



рал л ель но соо тве тствую щ и м  п р о е кц и я м  
g и g ‘ На п р я м о й  gj отмечаем произ­
вольную  т о ч к у  А ■ А

А £ а  *=* ( A ' e g ' j C a ,) A ( A " e g ' j  С а") .

toy ПРИ М ЕР 5. На ко н и ч е с ко й  поверхнос­
ти о ука за ть  т о ч к у  А,  удаленную  от го- 
пизонтальной п л о с ко с ти  пр о е кц и и  на рас­
стояние 2G м м  (рис  173 ) .

РЕШ ЕН ИЕ. П р о в о д и м  п л о ско сть  7  || Я) 
и удаленную  от оси х на заданное рас­
стояние 20 м м . На ко н и ч е с ко й  п о ве р х ­
ности о отмечаем произвол ьн ую  прям о  
ли ней ную  о б р а зую щ ую  gj [g^ g' j ) .  Т очка  
пересечения g Г\ fQ  ̂ у ка ж е т  ф ронталь­
ную  п р о е кц и ю  А 11 и с ко м о й  то ч ки  А.  По 
А ' наход им  А '.

Следует им еть в вид у, что данная зада­
ча имеет бесчисленное м н ож ество  реше­
ний: лю бая то ч ка  отр е зка  3м, 4 "  м ожет 
быть принята за ф ронтальную  п роекцию  
то ч ки , уд овл етворяю щ ей услови ю  п о ­
ставленной задачи.

ПРИМ ЕР 6 . На поверхности  наклонно* 
го  гел и ко и д а  о указать  ф ронтальную  про* 
е кц и ю  то ч ки  А л если известна ее го р и зо н ­
тальная п р о е кц и я  А 1 (рис. 174 ) .

РЕШ ЕН И Е. Через гор и зо н тал ьн ую  пр о ­
е кц и ю  то ч ки  А 1 пр о во д и м  гори зонтал ь ­
ную  п р о е кц и ю  прям о л и н е й но й  образую ­
щей g . Ф ронтальная п р о е кц и я  g0‘ опреде­
ляется из услови я  равенства угл о в  н а к ­
лона всех п р ям о л и н е й н ы х  об разую щ их 
к  направляю щ ей п л о ско сти  (в  нашем 
случае за н аправл яю щ ую  п л о ско сть  п р и ­
нята я , ) .
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Рис. 176

М н ож ество  п р я м ы х ,  п е р е с е к а ю щ и х  
ось в и н т о в о й  п о в е р х н о с т и  i н т о ч к е  .S, о б  
разуют п о в е р х н о с т ь  п р я м о ю  к р у г о в о г о  
к о н у са  /3, п р я м о л и н е й н ы е  о б р а з у ю щ и е  
к о т о р о г о  с о с т а в л я ю т  за д а н н ы й  у г о л  с 
п л о с к о с т ь ю  711 . П о э т о м у  д л я  о п р е д е л е ­
ния ф р о н т а л ь н о й  п р о е к ц и и  ц"  п р о в о д и м  
п р я м о л и н е й н у ю  о б р а з у ю щ у ю ^  к о н и ч ес  
кой  п о в е р х н о с т и  0,  по к о т о р о й  г о р и з о н ­
тально  п р о е ц и р у ю щ а я  п л о с к о с т ь  7 , п р о ­
х о д я щ а я  через т о ч к у  А и ось I, п е р е се к а ет  
п о в е р х н о с т ь  0. Ф рон тальн ая  п р о е к ц и я  g '  
д о л ж н а  б ы ть  п ар а л л ел ь н а  g\ . Д л я  ее п о ­
ст р о ен и я  на г о р и зо н т а л ь н о й  п р о е к ц и и  
d ‘ о т м е ч а е м  т о ч к у  Г ,  в к о т о р о й  П d  ; 
110 l '  о п р е д е л я е м  1 . Через 1 "  п р о в о д и м  

11*7  Д ли  п о с т р о е н и я  ф р о н т а л ь н о й  п р о  
ек ц и и  Л “ через А п р о в о д и м  л и н и ю  с в я з и  
п е р п е н д и к у л я р н о  оси  х и о т м е ч а е м  т о ч к у  
ее п ересечения  с g f .

ПРИМ ЕР 7. На п о в е р х н о с т и  ц и л и н д ­
роида 0 у к а з а т ь  ф р о н т а л ь н у ю  п р о е к ц и ю  
точ ки  И , если и зв е ст н а  ее го р и зо н т а л ь н а я  
п р о е к ц и я  Л ‘ (рис.  1 7 5 ) .

РЕШ ЕНИЕ Ч ерез  г о р и з о н т а л ь н у ю  п р ол I _ ие к ц и ю  то ч к и  А п р о в о д и м  го р и зо н т а л ь  
ную п р о е к ц и ю  п р я м о л и н е й н о й  о б р а з у ю  
щей g* п о в е р х н о с т и  0 , д л я  з т о г о  через

X

Рис. 177

л ‘ п р о в о д и м  п р я м у ю  g II h Qa и отм еч аем  
т о ч к и  !)\  и 1) 7 , в  к о т о р ы х  п р я м а я  g  пе­
р е с е к а е т  н а п р а в л я ю щ и е  d\  и .

По т о ч к а м  /J ,  и 1)*г с т р о и м  их ф р о н  
та л ьн ы е  п р о е к ц и и  I)” и /У2\  к о т о р ы е  о п ­
р е д е л я ю т  ф р о н т а л ь н у ю  п р о е к ц и ю  обра 
зую ш ей  На g"  н а х о д и м  т о ч к у  А ” . Д л я  
ее п о с т р о е н и я  через А* п р о в о д и м  линию  
ев я jh  п е р п е н д и к у л я р н о  оси jc и о тм еч ае м  
т о ч к у  ее п ересечения  с g n .

П РИ М ЕР 8 . П о ст р о и т ь  го р и зо н та ль н у ю  
п р о е к ц и ю  т о ч к и ,  п р и н а д л е ж а щ е й  п о в е р х ­
ности в р а ш е н и я  Q (g, 1) , если известн а  ее 
ф р о н т а л ь н а я  п р о е к ц и я  Л "  (рис. 1 7 6 ) .

РЕШ ЕНИЕ. Ч ерез данную  ф р о н та л ьн у ю
п р о е к ц и ю  то ч к и  А "  п р о в о д и м  ф р о н  тальi*1ную п р о е к ц и ю  о к р у ж н о с т и  I , принадле 
ж ащ ей  п о в е р х н о сти  Q. С т р о и м  го р и з о н ­
тальн ую  п р о е к ц и ю  этой о к р у ж н о с т и  I*. 
О к р у ж н о с т ь  I — п а р а л л е л ь  п о в е р х н о сти  
Q, ее следует  р ас см ат р и в ат ь  к а к  сечение 
п о в е р х н о с т и  а  г о р и зо н та ль н о й  п л о с к о ­
стью 7 . Д л и н а  о т р е з к а  О ” 1 "  у к а ж е т  в е л и ­
чину р а д и у с а  о к р у ж н о с т и  J‘. На 1‘ о тм еч а  
ем  А . Д л я  н а х о ж д е н и я  А* через А '* про  
в о д и м  лин и ю  с в я зи  п е р п е н д и к у л я р н о  оси 
х и о т м е ч а е м  т о ч к у  ее пересечения с ( .

В рассмотренных примерах были заданы поверхности линейчатые 
или врашения. Это позволило для решения задачи на принадлежность 
точки поверхности использовать простые линии — прямые или окруж­
ности. Для нелинейчатых поверхностей, на которых невозможно провес-
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ти такие линии, приходится строить кривые, принадлежащие поверх­
ности.

Приведенный ниже пример показывает, как  следует решать задачу 
на принадлежность точки поверхности в случае, когда поверхность 
нелинейчатая.

П РИ М ЕР 9 О пределить недостаю щ ую  
(ф ронтал ьную ) п р о е кц и ю  то ч ки  А,  при 
надлежащ ей нелинейчатой поверхности  
а, если известна ее горизонтальная  п р о ­
е кц и я  Л* (рис. 177) .

РЕШ ЕН И Е. Определение недостаю щ ей 
п р о е кц и и  то ч ки  А осущ ествляется  анало 
гично рассм отренны м  ранее случаям  (см . 
прим еры  1 ... 8 ) .  Вначале через т о ч к у  А 
п р о в о д и м  п р я м у ю  I' — го р и зо н тал ьн ую  
п р о е кц и ю  линии I. Ч тобы  л и н и я  / принял 
лежала п оверхности  Q, н е о б хо д и м о , ч то ­
бы л ю б ы е  т о ч к и , взяты е  на этой л и н и и , 
принадлеж али поверхности  а. В качестве

та ки х  то ч е к приним аем  то ч ки  1*в 2 ', Э ',4 1, 
5 ’ , в к о т о р ы х  1‘ пересекает гори зонтал ь­
ные п р о е кц и и  о б р а зую щ и х  g\ ,  g7, g\ ,  g'4, 
g$ i зная 1 , 2 , , 5 ' , определяем  1 , 2 м, ... 
... , 5*‘ . С оединив эти то ч ки  плавной к р и ­
вой , п о л учи м  /**; на 1п отмечаем А 01. Т о чка  
Л £  О, та к  к а к  / '  и А "  t \  а / С q.

Следует иметь в вид у, что при реше­
нии п о д о б н ы х  задач в качестве линии  i 
целесообразно пользоваться п л о ско й  
к р и в о й , в частности, принадлежащ ей 
проецирую щ ей п л о ско сти  (в  рассм отрен­
ном  случае кр и в а я  / принадлеж ит го р и ­
зонтально проецирую щ ей п л о ско сти  7 ) .

§ 41. ПРИНАДЛЕЖНОСТЬ ЛИНИИ ПОВЕРХНОСТИ ( i  С а)

Построение линии, принадлежащей поверхности, принципиально 
не отличается от построения точки, принадлежащей поверхности (см. 
§ 40, примеры 1 ... 9) . Различие состоит лишь в том, что определяются 
проекции не одной, а п точек, принадлежащих линии.

ПРИ М ЕР 1. П остроить  ф ронтальную  
п р о е кц и ю  кр и в о й  /, принадлежащ ей п о ­
верхности  ги пе р б о л и ч е ско го  параболои­
да а, заданного  направляю щ им и  d j ,  d 7 и 
п л о ско сть ю  параллелизма /3, если и зве ст­
на горизонтальная п р о е кц и я  кр и в о й  
( рис.  178)  .

РЕШ ЕН ИЕ П оверхность  Q п р е л п  я в л я ­
ет собой м н ож ество  то ч е к, а ли ни я  I, при 
надлежащ ая понерхности  о, является  
п о д м н о ж е ств о м  зто го  м нож ества . П о э то ­
м у для соблю дения услови я  I С а н е о б хо ­
д и м о , чтобы  ка ж д ы й  элемент (т о ч к а ) 
подм н ож ества  J принадлежал м н о ж е ств у  
а Д ля  обеспечения это го  усл о ви я  необ ­
хо д и м о , чтобы  лю бая то ч ка  А : G I принад ­
лежала Л И Н И И  gj С а .

Если необходимо определить 
плоскости, то решение задачи знач*

Решение сводится  к  след ую щ ем у:
] .  На гори зонтал ьн ой  п р о е кц и и  п о ве р х ­

ности а п р о во д и м  гори зонтал ьны е  пр о е к 
цни  п р ям о л и н е й н ы х  о б р а зую щ и х  g | ,  g\,  
Si.  ga. gi параллельно Л0^.

2 Н аходим  ф ронтальны е проекции  
этих о б разую щ их g[, g\, gj, g4l g‘i.

3. Отмечаем т о ч к и  Г ,  2 1, 3*. 4 1, 5 ',  в к о ­
то р ы х  горизонтальная  п р о е кц и я  кр и в о й  
/ пересекает гори зонтал ьны е  п р о е кц и и  
о б р а зую щ и х  g\ . gj .  g \ ,  g'4l g\  :

4. Н аходим  ф ронтальны е пр о е кц и и  то-
а М л 99 П М м Ф 0 р Мчек 1 , 2 , 3 , 4 , 5 на со ответствую щ и х 

ф ронтальны х п р о е кц и я х  о б разую щ их g", 
g'i, g j .  g 4. g ’s- С оединив их плавной к р и ­
во й , по л учи м  и с к о м у ю  ф ронтальную  п р о ­
е кц и ю  V  кр и в о й  / С а.

проекцию прямой, принадлежащей 
ельно упрощается.

П РИ М ЕР 2. П остроить  ф ронтальную  
п р о е кц и ю  пр я м о й  т , принадлежащ ей 
п л о с ко с ти  Q, если известна ее го р и зо н ­
тальная п р о е кц и я  т' (рис.  179) .

РЕШ ЕН И Е. П рям ая  однозначно  опре 
деляется д в у м я  не тож д е стве н н ы м и  точ­
ка м и , по это м у  для определения т не 
о б хо д и м о  и достаточно найти ф ронталь 
ные п р о е кц и и  д в ух  не то ж д ественны х 
то ч е к 1 и 2, принад леж ащ их п р я м о й  т,  
т. е д важ д ы  реш ить задачу по определе­
нию  п р о е кц и й  то ч ки , принадлеж ащ ей

п л о с ко с ти , если известна одна из ее пр о ­
е кц и й  (см.  в 40 прим ер 3 ) .

На рис. 179 решение вы полнено  в сле­
д ую щ е м  п о р я д ке :

1. О тм етили на гори зонтал ьн ой  про ­
е кц и и  п р ям о й  т две различные то ч ки  
Г  и 2 ‘ .

2. О пределили их ф ронтальные п р о е к ­
ции 1 “ и 2 м. П олож ение точек и 2"  
найдено с п о м о щ ью  ф ронтален А  В  1 и 
h  Э 2. м

3. Т о ч ки  1 и 2 определяю т и с ко м у ю  
ф ронтальную  п р о е кц и ю  п рям ой  т ”.
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S 4 2 . ПЕРЕСЕЧЕНИЕ ЛИНИИ С ЛИНИЕЙ ( / П т )

Решение задач на определение обшей точки, принадлежащей как  ли­
нии /, так и линии т , или иначе, задач по определению точки пересече­
ния двух линий, вытекает непосредственно из инварианта ортогональ­
ного проецирования

К = а п  Ь —  К' = а Г Ь1 А К "  = а"  П  Ь " .

ПРИМЕР 1. П о к а за т ь  на зпю ре М онж а 
две п р о и з в о л ь н ы е  п е р е с е к а ю щ и е с я  линии  
т и л ( рис 1Я0) .

РЕШ ЕНИЕ. П усть  К =  т П  п ,  тогд а  
А £  in и А £  п. Из у с л о в и я  п р и н ад л еж н о с  
тн A t  ш в ы т е к а е т  К 1 G т и А "  €  т *  . 
Так  к а к  A’ £  л, то  А* £  л ‘ и А’#' G и " .  Д л я  
того чтобы  т  П  л, н е о б х о д и м о ,  чтобы  
К‘ и А'" п р и н а д л е ж а л и  о д н о м у  перпенди

к у л я р у  к оси  х . На рис 180 п о к а за н ы  пе­
р е с е к а ю щ и е с я  к р и в ы е  п\ и п.

ПРИМ ЕР 2 Д ан н у ю  к р и в у ю  i пересечь 
г о р и зо н т а л ь ю  Л, п р о х о д я щ е й  через точ ку  
Д (рис .  1 8 1 ) .

РЕШ ЕНИЕ. Через А ” п р о в о д и м  ф р о н ­
тальную  п р о е к ц и ю  го р и зо н та л и  Л || оси  
дг. О тм еч аем  т о ч к у  А' "  =  h ” П  Г .  Н ах о д и м  
К' G ( .  Т о ч к и  А и Л 1 о п р е д е л я ю т  гори 
«онтальную п р о е к ц и ю  h* г о р и зо н та ли  h

К'

\

Л
А ■ 9

1*ис. 1 НО Рис 1Н 1
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8 13. П ЕР ЕС ЕЧ ЕН И Е  П О В ЕРХ Н О С Т И  С П О В ЕРХ Н О С Т ЬЮ  (а П 0 )

Д ве поверхности пересекаются по линии, точки которой принадле­
жат каждой из пе|)есекающихся поверхностей. Поэтому построение 
линии пересечения двух поверхностей а и 0 сводится к нахождению 
общих точек, принадлежащих как  множеству точек, составляющему 
поверхность а, так и другому множеству точек, входящих в состав 
поверхности 0.

Способ построения линии пересечения днух поверхностей состоит в 
следующем: заданные поверхности пересекают третьей, вспомогатель­
ной поверхностью (вид и расположение вспомогательной секущей по­
верхности выбирают с таким расчетом, чтобы можно было легко опреде­
лить линии пересечения этой поверхности с заданными); находят линии, 
по которым эта вспомогательная секущ ая поверхность пересекает каж­
дую из данных поверхностей. Далее отмечают точку (точки ), в которой 
пересекаются полученные линии перес ечения (рис. 182).

Построив отмеченные операции п раз, получим множество точек. 
Линия /, соединяющая эти точки, является искомой линией Пересе 
чения поверхностей.

Используя геометрический я зы к , ход решения задачи можно предс­
тавить в виде формализованного алгоритма, записанного в символи­
ческой форме.

В табл. 8 дано традиционное для начертательной геометрии словес­
ное описание алгоритма (слева) и соответствующая ему символичес­
кая запись на геометрическом язы ке  (справа).

Т а б л и ц а  8 . Описание алгоритма решения задачи по определению 
линии пересечения двух поверхностей

Словесное описание на традиционном я з ы к е  
начертательной геометрии

С и м во л и че ская  запись 
на геом етрическо м  я зы к е

1. В во д и м  всп о м о гательн ую  с е к у щ у ю  поверх ­
ность

2. О пределяем  линии пересечения этой в сп о ­
могательной поверхности  с каж дой  из заданных 
поверхностей

3. Находим то чки , в ко то р ы х  пересекаю тся 
полученны е линии пересечения С оединяем  эти 
точки  плавной линией

Ввод им  7j

О пределяем  гну = 7у П  Q 
" , = 7 у П 0  

Находим Lj — nij П  rij
/=  /., и  L 2 U / . J  и  и  / V

* В  н екото ры х  случаях  линии пересечения м ож ет распадаться на дне и более линий, 
т е. м н о ж ество  J м ож ет состоять  и ! п од м н ож еств  1|. 12 , ... . tn . Э ти  линии м о гут  быть 
к а к  к р и вы м и  ( пространственны м и  или п л о с к и м и ], так  и п р я м ы м и . При этом  линии 
м о гут  бы ть  к а к  д ей стн и тельн ы м и , так  и м н и м ы м и

Алгоритм нахождения точек, общих для днух заданных множеств 
точек — поверхностей о и /3, можно записать в виде

I = (L, и  L, U L3 U ... и  Ln ) \ \Lj; = (7У П а )  П (7> П 0) ] . (4)
Повторяя многократно последовательность операций, обозначен­

ных в приведенном алгоритме (каждый раз, естественно, меняя поло­
жение вспомогательной секущей поверхности 7^), можно получить любое 
число точек, принадлежащих искомой линии пересечения заданных 
поверхностей.

Рассматриваемый алгоритм определения точек, принадлежащих ли­
нии пересечения днух поверхностей, является универсальным, так как
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Рис 182

под а и 0 могут подразумеваться любые поверхности, в том числе и 
плоскости. На выбор вида и расположения вспомогательной секущей 
поверхности у j в приведенном алгоритме также не накладывается ника­
ких ограничений.

Вдумчивый читатель может задать вполне справедливый вопрос: 
"Что зто за алгоритм, который предписывает решать залачи по определе­
нию точки (то чек ), принадлежащей линии пересечения двух поверхнос­
тей, путем решения двух задач, в каждой из которых также приходится 
строить линию пересечения поверхностей?” .

Такое, на первый взгляд, нелогичное построение алгоритма стано­
вится вполне оправданным, если учесть, что данные поверхности а и
0 могут иметь любую форму и занимать произвольное положение в 
пространстве, что не позволяет непосредственно, по эпюру, опреде­
лить линию их пересечения. А в качестве вспомогательной секущей 
поверхности мы можем выбрать поверхность удобной формы и так 
ориентировать ее относительно плоскостей проекций, чтобы получить 
простое решение для определения линии ее пересечения с каждой из 
заданных поверхностей.

Среди инвариантных свойств ортогонального проецирования нахо­
дим (Ф С 7 ) Л  (7  1 711 ) Ф' С Л0у, т. е.в если фигура Ф принадлежит 
поверхности 7 1 плоскости я , ,  то ортогональная проекция Ф ‘ на эту 
плоскость принадлежит следу поверхности h0 (см. § 6, свойство 2 г ). 
Поэтому, если принять за вспомогательную секущ ую  поверхность 1 я, 
(или я 3 ) ,  то линии nij и rij пересечения этой поверхности с поверхнос­
тями а и /3 будут иметь горизонтальные (или фронтальные) проекции 
m'j С h Qy и n‘j С  h 0 у ( m "  С  f Q у и n'j С  /0 у ) , т. е. решение подчас слож­
ной задачи на построение линии пересечения поверхностей а и 0 мы 
заменяем решением двух простейших задач: 1 ) определить линию пере­
сечения проецирующей поверхности yJ с поверхностью о; 2 ) определить 
линию пересечения той же поверхности с поверхностью 0. Очевидно, 
что каждая из этих задач сводится к построению второй проекции линии, 
принадлежащей поверхности, если известна одна из ее проекций. Решение 
последней задачи состоит из многократного определения недостающей 
проекции точки, принадлежащей поверхности, т. е. сводится к решению 
позиционной задачи второго вида Л G а (см. § 40).
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Использование универсального алгоритма для решения задач по 
определению линии пересечения поверхностей проследим вначале на 
наиболее простых примерах пересечения двух плоскостей.

Две плоскости пересекаются по прямой линии, для определения 
которой достаточно найти дне точки, принадлежащие одновременно 
каждой из заданных плоскостей.

Чтобы найти такие точки, достаточно ввести дне вспомогательные 
секущие плоскости 7 , и у 3, т. е. дважды выполнить последователь­
ность операций, предусмотренных частью алгоритма (4 ) ,  заключенной 
в квадратные скобки  (см. § 43 ):

L x = (7 ,  П  а ) П  ( 7 1 Г  0 ) ;

— (>з ^й)П(72 ^0);
/= ( L , , L 2 ).

Рассмотрим общий случай пересечения плоскостей, когда обе плос­
кости — общего положения.

I 28 Позиционные задачи

П Р И М Е Р  1. Определи i ь линию  пересе­
чения I плоскостей  а ( а  П  h) и 0 ( r | | d )  
(рис IH 3 ).

Р Е Ш Е Н И Е . П роводим  яспом о гатель 
н у т  гори ю нтально  проецирую щ ую  плос­
кость  7 , ). О пределяем  проекции 
п р ям ы х  Ш| = 7 | П  а  и п| = 7 , Л  0 Т а к  
к а к  п л о ско сть  7 , J 771 , то /?11 и п\ гонпя 
дут С hf%  ̂ С п ом ощ ью  точек 2* и 3 \* » t 1 принадлежащ их п р ям ы м  ш , и л , ,  о п ­
ределяем ф|>онтальные проекции )тих

f ^ А 1 i Л $9 J IIточек 1 , 2  и 3 , 1 , ко то ры е  определя

h i t  п р ям ы е  т 1/  и Л |  . О тмечаем  т о ч к у  пе­
ресечения ф ронтальных проекций пря* 
м ы х  L*\ ~ т ”  П П \. Го р и ю н та л ьн а я  про 
екц ия /„j принадлежит горизонтальным  
п ро екц иям  т\ и л * .

Д л я  нахождения точки  /,2 вводим  
п ло ско сть  7 2 || 7 , . П л о ско сть  7 3 пересе­
чет заданные пло ско сти  по п р ям ы м  т 7 и 
п 2, соотнетстненно параллельны м  п р я ­
м ы м  /Л| и л , П о это м у  для определения 
их проекций достаточно найти проекции 
то л ьк о  одной то чки , принадлежащей 
•'лждой иэ п р ям ы х  т 7 и л 2. На рис. 1ЯЗ

Гис 1НЛ
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Рис. 184

за такие то чки  п риняты  Jj и 6 . Пересече 
пир т 2 П  л 2 = L 2 Т о чки  /м и /,2 о п р е ­
деляют и с к о м у ю  п р ям ую  /.

П Р И М Е Р  2. О пределить линию  пересе­
чения п лоскостей  а и 0, заданных следа­
ми ( рис. 184 ).

Р Е Ш Е Н И Е  В  данном случае решение 
значительно упрощ ается  н св язи  с тем , 
что отпадает необходим ость в вы п о л н е ­
нии построений, пред усм отренны х  пер­
в ы м  и в то р ы м  п ун ктам и  алгоритм а (см . 
g 43, табл 8 ) .  Э то  происходит п о то м у, 
что роль всп ом огательн ы х  секущ и х  п ло с ­
костей  7 | и 7 3 при задании п л о ско сти  
следами м о гут  вы п о л н ять  п ло ско сти  
проекций я , и Л3 , а со о тветствую щ и е  
следы . /iO0 и /Оо. f 0li несут ф ун кц и и

$ I #« мпроекций п р ям ы х  m  , п и m  . п . С ледо­
вательно, то чки  пересечения одноим ен 
ных следов п лоскостей  Q и 0 определяю т 
положение проекций  то чек  I. , и L 2 '■

Рис. 185

П Р И М Е Р  3. О пределить линию  пересе­
чения п лоскостей  а  и 0 ( рис. 185) .

Р Е Ш Е Н И Е .  В во д и м  вспом огательны е 
секущ и е  п лоскости  7 , || Л, и 7 2 || Л2 . 
Э ти  п ло ско сти  пересекаю т заданные а и
0 по гор изонталям  и (п л о ско сть  
7 i ) и фронтам нм /■, и /2 (п л о ско сть  7 2 ) .

Находим  то чки  L j и L 3 : L \ — Л*| П  h[ ; 
L  j — f ! П  f \ .  Зн ая  L \  и L 2, определяем  
LV и 1. 2 - Через одноим енны е проекции_ • I ж *точек  1̂  i L. 2 и L iL  2 проводим  проекции
1 и / и ско м о й  п р ям о й  пересечения плос­
костей  а и 0 .

Э т у  же задачу м о ж н о  реш ить иначе. 
Вм есто  д вух  всп о м о гательн ы х  секущ и х  
п лоскостей  ур о вн я  в з я т ь  одну плоскость 
7 общ его п олож ен и я , параллельную  од­
ной из заданных п лоскостей  а  (или  0 ) .  
Т а ко й  вариант реш ения основан на том*, 
что линии пересечения плоскости  а  д в у ­
м я  параллельны м и  п л о ск о стям и  0 и 7  па­
раллельны  м еж д у собой.

П  и L j  /ца f q .

Через одноим енны е проекции точек  
L |  и L j  провод им  проекции и ско м о й  
п рям ой  Г и / .

Е сли  одноим енны е следы п лоскостей  
не пересекаю тся в пределах чертежа, то  
не пред ставляется  в о зм о ж н ы м  и сп о л ьзо ­
вать п лоскости  проекций в качестве  в с п о ­
м огательны х  секущ и х  плоскостей  В  этих 
случаях  приходится вво д и ть  секущ и е  
п л о ско сти , ко то р ы е  целесообразно про ­
водить параллельно п л о ск о стям  п р о е к ­
ций. П о ясн и м  сказанное на примере ре­
ш ения задачи по определению  линии пе­
ресечения пло ско стей  а  и 0 .

П Р И М Е Р  4. Определить линию  пересе­
чения пло ско стей  а  и 0 ( рис. 18 6 ).

Р Е Ш Е Н И Е . П ровод им  всп о м о гатель ­
ную  с е к у щ у ю  п л о ско сть  у  ||0 (h Qy |j h0$ и 
/07 II /ofl) * Т о ч к у  X y вы б и р аем  та к , чтобы  
одноим енны е следы плоскостей  Л и 7  пе­
ресекались в пределах чертежа. Находим 
i j  линию  пересечения п лоскостей  а  и 
7 . П роекции  1\ и t j у к а зы в а ю т  направле­
ния проекций линии I пересечения плос­
костей  а  и 0 .

Д л я  определения точек , через ко то р ы е  
пройдут зти  проекции, рассм отрим  
A X a L ^ X y ^  A X a L 2 X fi. В  Д Х а 0 7 
(L UL 3 ) || ( L ^ L f )  A  поэтом у
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|Х0 Х,| i X q L j  | \XQX y \ \Xa L \
—к . — Иа этой про nop- .\Хлхй\ \ x q l \ i и \хах&\ \x ql \\
ции определяем  \XaL%\ и через т о ч к у  Три о тр езка  из четырех заданы на чер-
L\ провод им  С || J | \  теж е, это дает во зм о ж н о сть  определить

Д л я  нахож дения горизонтальной  про- четверты й  \ X Q L'i I- Через т о ч к у  L 7 про
екции t достаточно составить пропор- ноднм \* ||
иию:

Решение задачи по определению линии пересечения плоскостей зна­
чительно упрощается, если одна из плоскостей занимает проецирую­
щее положение. Из рис. 187 и 188 видно, насколько проще решается 
задача, когда одна из пересекающихся плоскостей — проецирующая, по 
сравнению с задачей (см. пример 1, рис. 183), в которой обе плоскости 
занимают общее положение. В зтих случаях появляется возможность 
воспользоваться инвариантом (Ф C 0 ) A ( 0 1 f f i ) = ^ 'C  hoe* поэтому одна 
из проекций линии пересечения (/' на рис. 187 и Г  на рис. 188) входит в 
состав исходных данных задачи (/' =hQtj на рис. 187 и Г  = f Q$ на рис. 
188). Решение сводится к определению недостающей проекции прямой, 
принадлежащей плоскости (см. § 41, пример 2, рис. 179).



Пересечение поверхность плоскостью ] 3 ]
{построение сечения)

§ 45. П ЕРЕС ЕЧ ЕН И Е  П О ВЕРХНО СТИ  ПЛОСКОСТЬЮ  
(ПОСТРОЕНИЕ С ЕЧ ЕН И Я )

При пересечении поверхности или какой-либо геометрической фигу­
ры плоскостью получается плоская фигура, которую называют сечением.

Сечение поверхности плоскостью в общем случае представляет со­
бой кривую (или прямую, если пересекаются плоскости), принадле­
жащую секущей плоскости.

Определение проекции линий сечения следует начинать с постро­
ения опорных точек — точек, расположенных на очерковых образу­
ющих поверхности (точки, определяющие границы видимости проек­
ций кривой) ; точек, удаленных на экстремальные (максимальное и 
минимальное) расстояния от плоскостей проекции. После этого опре­
деляют произвольные точки линии сечения.

Если произвольные точки определяются с помощью одного и то­
го же приема, то для нахождения опорных точек, как правило, при­
ходится пользоваться различными способами.

В дальнейшем при построении сечения поверхности и линии пере­
сечения поверхностей будет показано нахождение как опорных так и 
произвольных точек сечения.

А. Построение сечения многогранников.
Многогранником называют пространственную фигуру, ограничен­

ную замкнутой поверхностью, состоящей из отсеков плоскостей, имею­
щих форму многоугольников (в частном случае треугольников).

Стороны многоугольников образуют ребра, а плоскости много­
угольников — грани многогранника.

Проекциями сечения многогранников, в общем случае, являют­
ся многоугольники, вершины которых принадлежат ребрам, а сто­
роны — граням многогранника41. Поэтому задачу по определению сечения 
многогранника можно свести к многократному решению задачи по 
определению точки встречи прямой (ребер многогранника) с плоскостью 
или к задаче по нахождению линии пересечения двух плоскостей (грани 
многогранника и секущей плоскости).

Первый путь решения называют способом ребер, второй — спо­
собом граней. Какому из способов следует отдать предпочтенение, 
надо решать в каждом конкретном случае.

П Р И М Е Р  1. О пределить сечение четы- Реш ение задачи значительно упрощ ает
ре хг ранной п ри зм ы  A R C D E F G H  (рис. 189) ся, если с е к у щ а я  п л о ско сть  или плоскос-
пл ос к  остью  || Ь ) . ти граней (если  м ногогранник относит-

Р Е Ш Е Н И Е . Реш аем  эту задачу спосо- ся  к  п р и зм ам ) занимает проецирующее
бом  ребер. Д л я  этого  заклю чаем  ребра в положение.
горизонтально  проецирую щ ие п лоскости  П Р И М Е Р  2. Определить сечение трех-
71» 7а» 7э» 74 : 7 i ( А Е ) ;  72 D ( B F ) \  гранной пирам иды  S A B C  горизонтально
7 з Э  ( C G ) ;  74 Э  (D H ) . проецирую щ ей п л о ско стью  Q (рис. 190 ).

Н аходим  проекции линии пересечения Д л я  получения ответа на посталвен- 
этих п ло ско стей  с п л о ско стью  а  (п р ям ы е  ную  задачу не требуется н и к а к и х  допол-
1, 2; 3, 4 ; б, 6 ; 7, 8 ) .  О тм ечаем  то чки  нительны х  построении. На основании ин- 
пере сечения п олученны х  п р ям ы х  с вариантного свойства  2г ( § 6) г ори зон 
со о тве тствую щ и м и  ребрами п ри зм ы  К = тапьная про екц ия сечения пирамиды 
= (1 , 2) П  ( А Е )  \ L  = (3 , 4 ) П  ( B F )  ; пло ско стью  Q долж на принадлежать сл«- 
М — (5 , 6) П  ( C G ) ;  N =  (7 ,8 ) П  (DH) .  ДУ п лоскости  И а(^. П о это м у  достаточно 
Ч еты р ех уго л ьн и к  K L M N  — и ско м о е  се* отм етить точки  A#, N ,  h \  в ко то р ы х  то ­
чение. ризонтальный след h 0q секущ ей  плоскос-

*В  частном  случае  м н о го уго л ьн и к  сечения м о ж ет проецироваться в отрезок п р я ­
мой (см . инвариантное сво й ство  2г, 5 6 ).
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‘07,

Рис 189

Е” В* D" С*

Рис. 190

ти Q пересекает горизонтальны е п р о е к ­
ции ребер пирамиды.

Ф рон тал ьн ы е  проекции верш ин тр еу ­
го льн и ка  сеченин определяю тся по их г о ­
ризонтальны м  п р о екц и ям . Д л я  этого  до 
статочно иэ точек М \  N  , L  пронести л и ­
нии св я зи  — вер ти кальн ы е  п р ям ы е  и 
отм етить точки  их пересечения с ф ро н ­
тальны м и  п ро екц и ям и  ребер пирамиды

П Р И М Е Р  3. Определить сечение п яти ­
гранной п ри зм ы  A B C D E , ребра котором 
перепенд икулярны  горизонтальной п л о с ­
кости  проекции, секущ ая  плоскость Q “  
общ его полож ения (рис. 191 ).

Т а к  к а к  ребра призм ы  перп ен д и куляр ­
ны  п лоскости  Я| , то горизонтальные про ­
екции точек пересечения зтих ребер с 
п ло ско стью  Of ( 1 \  2\ 3', 4 \  5 ') совпала-
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ют с горизонтальны м и  п р о екц и ям и  ребер, 
т. е. точкам и  А',  В \  С\  D \  Е

Ф рон тал ьн ы е  проекции точек  встречи 
определяем из у сл о ви я  принадлежности 
этих точек  п лоскости  Q. Реш ение сво д и т ­
ся к  нахождению  недостающ ей п р о ек ­

ции точки , принадлежащ ей плоскости , 
если известна хотя бы  одна из ее проек­
ций (см . § 4 0 , пример 3, рис. 171). На 
рис 191 ф ронтальные проекции точек 
1*, 2", 3м, 4*, 5" найдены с помощ ью 
ф ронтальной пло ско сти  а.

Б. Построение сечения поверхности врашения.

Так как для рассматриваемого круга задач в алгоритме I = (L x и 
и L 7 и L 3 и ... и L n ); [L j = (yj П а ) П (7  ̂ п 0 ) ] а — поверхность враше­
ния, а 0 — плоскость, то для нахождения общих точек L j9... , принад­
лежащих как поверхности а, так и плоскости 0 , целесообразно в качест­
ве вспомогательных секущих поверхностей 7j принять плоскости, пер­
пендикулярные к оси вращения; в этом случае плоскости yj будут 
пересекать поверхность а по окружностям, а плоскость 0 по линиям 
уровня* Определение точек L j сводится к нахождению точек пересече­
ния прямой с окружностью.

П Р И М Е Р . Определить сечения понерх­
ности сф еры Ct п л о ско стью  общ его  п о л о ­
жения 0 ( рис 192 ).

Р Е Ш Е Н И Е . При сечении понерхности 
сф еры п ло ско стью  получается о к р у ж  
ность. Е сл и  се к у щ а я  пло ско сть  общ его 
п олож ения, то эта о к р уж н о сть  проеци­
руется на п ло ско сти  проекций в виде 
зллипсов

П остроения начнем с определения 
опорных точек  Д л я  нахож дения низш ей 
А и вы сш ей  В точки  кривой  сечения про 
водим  через центр сф еры О всп о м о гател ь ­
ную  се к у щ у ю  п ло ско сть  7 ( 1 h QL). Т о ч к и  
А и В принадлежат линии пересечения 
плоскостей  7 , и 0. Э ти  то чки  находят в 
результате пересечения прям ой  ( 1 , 2 ) = 
= 7 1 П  (j с поверхностью  Q. А и В — 
= ( 1, 2) П  Q. Д л я  их определения вое 
п о льзуем ся  способом  зам ены  п лоскостей  

-  ^проекции. Перейдем от си стем ы  х ---  к
* Л|п I _Х |— . Ось х } проводим  перпендикуляр-Я|

но Л о0 . По отнош ению  к  л 3 п л о ско сть  0 
заним ает проецирую щ ее положение, поэ­
то м у  то чки  А 7 и в ко то р ы х  след 
/а£, пересекает новую  ф ронтальную  
проекцию  очерка сф еры  л У, буд ут вспо  
м о гательн ы м и  п ро екц и ям и  и ско м ы х  то 
чек О братны м и  построениям и  опред еля­
ем положение горизонтальны х А \  В \  а 
затем  и ф ронтальны х А **, В" проекций 
и ско м ы х  точек

j-A'fi'] я в л я е т с я  малой осью (д и ам ет ­
ром ] горизонтальной проекции эллипса 
Д л я  определения бо льш ого  диаметра это 
го зллипса J D $ Е1 ] достаточно из вспо 
могательной проекции центра сф еры

О " провести п р ям ую , перпендикулярную  
к о тр е зк у  | i4 |f i| ]. Т о чка  СУ(С*, С ' ) ,  в 
которо й  перпенд икуляр  пересекает [viy, 
В { ] 9 я вл я е т с я  центром эллипса, че 
рез ко то р ы й  пройдет сопряж енны й  ( боль­
ш ой) диаметр эллипса DE

DE  принадлежит горизонтали п л о ско с ­
ти 0. Д л я  определения точек D и Е в в о ­
дим  всп ом огательн ую  сек ущ ую  плос­
ко сть  7 з, проходящ ую  через то ч ку  С 
и параллельную  п лоскости  проекций Я ] .  
Э та  пло ско сть  пересекает поверхность 
сф еры по о кр уж н о сти  с, которая  проеци 
руется на п л о ско сть  я , без и скаж ен и я в 
о кр уж н о сть  радиуса R = [ 6й 7й], прове 
денную  из центра О'. Пересечение этой 
о кр уж н о сти  с горизонтальной п р о ек ­
цией горизонтали И 3 определяет п олож е ­
ние горипонтальных проекций точек 
D* и Г  Д л я  нахождения точек F и G , я в ­
л яю щ и х ся  граничны м и точкам и  видим ос­
ти для ф ронтальной проекции эллипса, 
во сп о л ьзуем ся  пло ско стью  7 з II • Эта  
пло ско сть  пересечет поверхность сф еры 
по гл авн о м у  меридиану, которы й  прое­
цируется на tfj во  ф ронтальную  п р о ек ­
цию очерка сф еры, а п лоскость  0 по фрон*
тали / з (/3 /3 ) .  Пересечение с фронталь* 
ной проекции очерка сферы ука ж е т  п о ­
лож ение точек F“ и G ".

Д л я  нахождения точек М и N, у к а зы  
ваю щ их границы видим ости  на горизон ­
тальной проекции сечения, проводим
П Л О С К О С Т Ь  7 4  II Я ! ( 7 4  Э  О ) .

П л о ско сть  74 П  /3 = h 4 , а поверхность 
сф еры — по о кр уж н о сти , которая  проеци­
руется на пло ско сть  Л| в горизонтальную  
проекцию  очерка сферы

•И м еется в виду, что ось поверхности  враш ения перпенд икулярна п л о ско с ­
ти проекции.
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Хг

Пересечение Нг4 с гп р щ о н тал ьн ы м  ачер 
ко м  сф еры а* определяет полож ение и с ­
к о м ы х  горизонтальны х проекций точек  
АV и N*

Д л я  определения про извольн ы х  точек 
/. I и L 2 . принадлежащ их линии сечения, 
к а к  правило, целесообразно в качестве  
нспом огательной секущ ей  п ло ско сти  ис- 
п о л ы о н ать  пло ско сти  уро вн я

На рис 192 показано  построение то ­

чек L \ и L 2 с пом ощ ью  горизонтальной 
п лоскости  7 5 П ровед я п лоскости  7  ̂|| Я , , 
м ы  каж д ы й  раз будем  получать о к р у ж ­
ность в результате пересечения 7 . с О 
н п р ям ую  — горизонталь при пересече 
нии 7у с 0. Пересечения окруж н о стей  и 
п р ям ы х  у к а ж у т  положение горизонталь 
ных проекций точек , принадлежащих го 
ризонтальной проекции линии сечения

Если задана произвольная поверхность вращения, то ход решения 
задачи и последовательность ныполненин геометрических построении 
ничем не отличается от случая, рассмотренного на рис. 192.

На рис. 193 показано построение сечения произвольной поверхности 
вращения а плоскостью общего положения Как и в предыдущем 
примере, кначале определены опорные точки: низшая 4̂ и высшая Н: 
точки Сш D границы видимости на фронтальной и точки Е. F — на 

( горизонтальной проекциях. На рис. 193 показано также построение 
произвольных точек L , и L i .
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Решение задачи но определению сечения понерхносги вращения а 
плоскостью значительно упрощаемся, если секущая плоскость 'занима­
ет проецирующее положение. В этом случае одна из проекций сечения — 
отрезок прямой, принадлежит следу плоскости.

Задача по определении! то р о й  проекции линии сечения сводится к 
многократному решению ранее1 рассмотренной задачи по нахождению 
второй проекции точки, принадлежащей плоскости, если извества хо­
ти бы одна ее проекция (см. § 40, пример Л, рис. 171).

Рис. 194 дает представление о таком частном случае решения за­
дачи. Из черчежа нидно, что оно проще решений, рассмотренных на 
рис. 192 и 193. Поэтому целесообразно при решении задач на опре­
деление сечения поверхности плоскостью предварительно перевести 
секущую плоскость в проецирующее положение.

В. Построение сечения поверхности прямого кругового конуса.
Поверхность прямого кругового ковуса отвосится к  поверхностям 

вращения, но мы рассматриваем ее отдельно, так как она завимает 
особое место среди других поверхностей вращения. Эта поверхность 
в своем роде уникальна, она служит носителем замечательных кри­
вых второго порядка: окружности, эллипса, параболы и гиперболы. Роль 
и области использовавия этих кривых в вауке и, особенно, технике 
невозможно переоценить.

Все перечисленные кривые являются плоскими и, следовательно, 
могут быть получены в результате сечения конической поверхвости 
плоскостью. В связи с этим перечисленные кривые называют также 
коническими сечениями. В частных случаях при определенном положе­
нии секущих плоскостей а а, 7 , (см. рис. 195, 196, 197) кривые

Рис 193 Рис. 194
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нторого порядка распадаются на дне прямые (действительные или мни­
м ы е * ) .

Прежде чем говорить о построении ортогональных проекций сече­
ния поверхности прямого кругового конуса, отметим существование 
теоремы, которой будем пользоваться при построении кривых вто­
рого порядка.

Т е о р е м а :  ортогональная проекция плоского сечения поверх­
ности прямого конуса на плоскость, перпендикулярную к его оси, пред­
ставляет собой кривую второго порядка и имеет одним из своих фо­
кусов ортогональную проекцию на эту плоскость вершины коничес­
кой поверхности.

Условия, которые должны быть выполнены, чтобы получить ту или 
иную кривую  второго порядка, при сечении конической поверхности 
плоскостью могут быть установлены из свойств кривых второго порядка

Известно, что эллипс представляет кривую второго порядка, не 
имеющую бесконечно удаленных (несобственных) точек. Поэтому, 
чтобы получить в сечении конической поверхности эллипс, надо вы б ­
рать такую  плоскость, которая пересекает все прямолинейные обра­
зующие этой поверхности. В частном случае, когда диаметры эллип­
са равны (секущ ая плоскость перпендикулярна к  оси конической поверх­
ности), в сечении получается окружность.

Из аффинной геометрии известно, что параболой называется кри­
вая второго порядка, касающаяся несобственной прямой, или, что 
то же самое, кривая, имеющая одну несобственную точку. В  связи с 
этим для получения параболы необходимо, чтобы секущ ая плоскость 
была параллельно одной образующей конической поверхности. В преде­
ле, когда секущ ая плоскость переходит в касательную к поверхности, 
две симметричные дуги параболы преобразуются в две полупрямые, 
принадлежащие одной прямой.

•Плоскость Gj (рис 195) пересекает коническую  поверхность по двум  мнимым 
прям ым , пересекающимся в собственной точке

Рмс. 195 Рис 196 Рис 197
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Рис 198

И, наконец, гипербола с аффинной точки зрения представляет со­
бой кривую  второго порядка , пересекающую несобственную прямую , 
или, иначе, гипербола — кривая второго порядка, имеющая дне не­
собственные точки, т. е. чтобы получить гиперболу, нужно секущ ую  
плоскость взять параллельной двум прямолинейным образующим. 
В частном случае, когда секущ ая плоскость проходит через вершину 
конической поверхности, гипербола распадается на две пересекающи­
еся прямые.

На рис. 195 показаны положение секущей плоскости для получения 
эллипса (плоскость о, ) и окружности (плоскость о2 ) и одна из плос­
костей, принадлежащих связке, проходящей через вершину конической 
понерхности, и пересекающих эту поверхность по двум мнимым пря­
мым, пересекающимся в действительной точке (плоскость а , ) . На рис. 
196 показаны положение секущей плоскости для получения параболы 
(плоскость 0 , )  и плоскость 0 1 , имеющая с конической поверхностью 
общую прямую  ( точнее две совпавшие прямые). На рис. 197 изображены 
плоскость 7 , ,  пересекающая коническую  поверхность по гиперболе, и 
плоскость 7 3, и сечении которой образуются две пересекающиеся пря­
мые.

На рис. 198 принедены фронтальные проекции поверхности прямо 
го кругового конуса, следы фронтально проецирующих секущ их плос­
костей и укаиан вид получаемой в сечении кривой. По рис. 198 можво 
установить признаки, обес печивающие получение в сечении той или иной 
кривой второго порядка. Так, если обозначить угол наклона образующей 
конической поверхности к его оси через а угол между секущей 
плоскостью и той же осью через £ , то можно утнерждать, что при С' ^  
> 3' (рис. 198,а) в сечении получается эллипс (в частном случае, если 
. 90 , окруж ность), при £ - 0П (рис. 1 9 8 , — парабола и при v" < 
< (рис. 198,в) — гипербола.

Проследим на примерах характер графических построений, кото­
рые должны быть выполнены для построении сечения поверхности 
прямого кругового конуса.
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П Р И М Е Р  1. П остроить проекции сече ­
нии поверхности  п р ям о го  кр уго н о го  ко* 
нуса OJ п ло ско сть  h i  а  (рис. 199 ).

Р Е Ш Е Н И Е . П л о ск о сть  а  ф ]ю н тальн а  
н рое пиру нмпа я. Угол между сек  уш ей  
п л о ско стью  ki осью  кон и ческой  понерх- 
пости L ^ Гнииш г угла  наклона оГ)рачую 
Hjeii ко н и ческо й  поверхности  к  его оси , 
поэтом у и сечении получим  зллипс, 
большам ос'ь kotojm m o | Л В \  буд ет прое- 
ииронатьсн на п ло ско сть  я 2 без и с к а ж е ­
ния н а млпая ось иш ипса CD  
снроецируется на п л о ско сть  я ?  и то ч к у  
• •— *«»
1 IJ , располож енную  н середине
отр езка  \ Л " В Н | Неличина малой оси 
| С1)\ определяется на услония (О, D )  €=

а. П р овод и м  через C"D ” ф ронтальную  
проекцию  параллели понерхности Q — h n. 
Д л я  построения ее горизонтальной  про 
екции цз горизонтальной проекции ф о 
куса  эллипса .S' пронодим о к р у ж н о сть  
радиусом  | 1" 2" | и отм ечаем  то чки  ее 
пересечения С* и 1У с п ер п ен д и куляр о м , 
носстанленны м  н середине | А*В11 —
I ори ю нтальной  проекции больш ой  оси 
»ллипса Зн ая  больш ой  и м алы й  д и ам ет ­
ры  зллипса, и зн естн ы м  способом  строим  
эллипс.

П Р И М Е Р  2. На рис. 200 покачаны  про 
екпии  понерхности п р ям о го  кр уго н о го  
ко н уса  IaJ н ф ронтальна проецирую щ ей 
плоскости  0. П остроить проекции линии 
сечения

Р Е Ш Е Н И Е . У го л  наклона секущ ей  
п лоскости  Р к  оси ко нической  поверхнос­
ти равен у г л у  наклона  прямолинейной 
образую щ ей  к  зтой оси = $  П о это м у 
в сечении п о лучи тся  парабола, вершина 
которой  спроецируется в т о ч к у  А (Л ',  Д ” ), 
а горизонтальная проекц ия ф о куса  я точ­
к у  S* (п о  теорем е с. 13 6 ). Зн ая  полож е ­
ние вер ш и н ы  Л 1 и ф о куса  S ',  пронодим 
директрису параболы . П о  д анны м  д и р ек ­
трисе и ф о к у с у  строим  параболу. Ф р о н ­
тальная проекция дуги параболы нрое 
цируется я совпадаю щ ий с
ton

П Р И М Е Р  3. П остроить проекции сече­
ния поверхности  п рям ого  к р уго во го  ко  
нуса OJ п л о ско стью  7 ( рис. 201 ).

Р Е Ш Е Н И Е . Т а к  к а к  I наклона с е к у ­
щей п ло ско сти  7  к  оси кон и ческой  по ­
верхности  м еньш е угла  наклона обр азу ­
ющ ей ко н и ческо й  понерхности L 
то п л о ско сть  7 пересечет поверхность 
GJ по гиперболе. 'Ф о к у с ы  и нерш ины  го 
ризонтальной проекции ое ветвей опре 
д еляю тся  непосредственно из чертежа. С 
пом ощ ью  ф о кусо н  и нерш ин строим 
асим птоты  горизонтальной проекции ги ­
перболы . Зн ая  положение верш ин, фоку- 
соя  и асим птот, м о ж н о  настроить любое 
число точек , принадлеж ащ их нетням  ги ­
перболы .

Асимптота

Рис 199 Рис 200 Рис 201



Пересечение поверхности плоскостью
(построение сечения)

Рис. 202

В  рассмотренных примерах пересекающая коническую поверхность 
плоскость занимала проецирующее положение. Если секущая плос­
кость общего положения, то целесообразно с помощью способов преоб­
разования перевести ее в проецирующее положение. Это позволит свести
задачу к простейшей — одному из 
2 0 1 ) .

П Р И М Е Р  4. Построить проекции сече 
ния ко н и ческо й  поверхности  а ; п ло с ­
ко стью  а  (рис 202]

Р Е Ш Е Н И Е .  Ч то бы  упростить решение 
задачи, о сущ естви м  зам ену п лоскости  7Т3 
ноной пло ско стью  77 д. П л о ско сть  ТГд вы  
бираем так , чтобы  по отнош ению  к  ней 
се к у щ а я  п л о ско сть  о заняла проециру­
ю щ ее положение. Спроецируем  на п л о с ­
ко сть  7Г] ко н и че скую  поверхность GJ. 
Вы полненны е  преобраионания п озволили  
свести  решение к  случаю , рассм отренно ­
м у  ранее (см  пример 1, рис 199 ).

Д л я  построения ф ронтальной п р о е к ­
ции эллипса сечения на рис. 202, кр о м е

рассмотренных случаев (рис. 199...

точек  А ч В и С, D , на вспом огательной  
проекции в з я ты  точки  Е . F и A#. N t го 
ризонтальны е и ф ронтальные проекции 
этих точек  определены с пом ощ ью  го ­
ризонталей И 2 и h 3 . К р о м е  опорных то ­
чек  А и Й , я вл я ю щ и х с я  вы сш ей  (В )  и 
низш ей (Л )  то чкам и  сечения, на рис. 202 
п оказан ы  то чки  Р и L , принадлежащие 
ф ро нтальны м  п ро екц и ям  о чер ковы х  о б ­
разую щ их ко н и ческо й  поверхности td. 
'Зти то чки  служ ат границей видим ости  
для ф ронтальной проекции сечения. Д л я  
нахож дения точек  Р" и L "  п ользуем ся  
ф ронталью  /
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§ 46. ПЛОСКОСТЬ, К А С А Т ЕЛ Ь Н А Я  К ПО ВЕРХНО СТИ

Касательные плоскости играют большую роль в геометрии. По­
строение касательных плоскостей н практическом отношении имеет 
важное значение, так как наличие их позволяет определить направле­
ние нормали к поверхности в точке касания. Эта задача находит широкое 
применение в инженерной практике. К помощи касательных плоскостей 
обращаются также для построения очерков геометрических фигур, 
ограниченных замкнутыми поверхностями. В теоретическом плане 
плоскости, касательные к поверхности, используются в дифференциаль­
ной геометрии при изучении свойств понерхности в районе точки касания.

О с н о в н ы е  п о н я т и я  и о п р е д е л е н и я
Плоскость, касательную к понерхности, следует рассматривать как 

предельное положение секущей плоскости (по аналогии с прямой, каса­
тельной к кривой, которая также определяется как предельное положе­
ние секущ ей).

Плоскость, касательная к поверхности в заданной на поверхности 
точкещ есть множество всех прямых — касательных, проведенных к 
поверхности через заданную точку.

В дифференциальной геометрии доказывается, что все касательные 
к поверхности, проведенные в обыкновенной точке, компланарны 
(принадлежат одной плоскости) .

Выясним, как проводится прямая, касательная к поверхности. Каса­
тельная t к поверхности 0 н заданной на понерхности точке М (рис. 203) 
представляет предельное положение секущей I^ пересекающей поверх­
ность в двух точках (<WMft Л/М2, . ММп ) у когда точки пересечения
совпадают (М ^ Мп% 1п = l /ц). Очевидно |М ,,  М 2...... Л/п J  *Е g4 так как
g С Q. Из сказанного выше нытекает следующее определение: 
касательной к поверхности называется прямая, касательная к какой- 
либо кривой, принадлежащей поверхности

1ак как плоскость определяется днумя пересекающимися прямыми, 
то для задания плоскости, касательной к поверхности н заданной точке, 
достаточно провести через эту точку дне произвольвые линии, принадле­
жащие понерхности (желательно простые по форме), и к каждой из них 
построить касательные в точке пересечения этих линий. Построенные 
касательные однозначно определяют касательную плоскость. Наглядное 
представление о проведении плоскости а, касательной к понерхности 0 в 
заданной точке Af, дает рис. 204. На 
этом рисунке показана также нор­
маль п к поверхности 0. 1

г
м

/
1"1

Рис. 204



Плоскость, касательная к поверхности

Инг 206Рис. 205

Нормалью к поверхности в заданной точке называется прямая, пер- 
пендику^шрная к касательной плоскости и проходящая через точку 
касания.

j Iпннк) пересечении поверхности плоскостью, проходящей через нор­
маль, называют нормальным сечением понерхностн. В  зависимости 
от вида поверхности касательная плоскость может иметь с поверх­
ностью как  одну, так и множестно точек (линию). Линия касания мо­
жет быть в то же время и линией пересечения поверхности с плоскостью.

Возможны также случаи, когда на поверхности имеются точки, н 
которых невозможно провести касательную к поверхности; такие 
точки называют особыми. В качестве примера особых точек можно 
принести точки, принадлежащие ребру возврата торсовой поверхнос­
ти, или точку пересечения меридиана поверхности вращения с ее осью, 
если меридиан и ось пересекаются не под прямым углом.

Виды касания зависят от характера кривизны поверхности.

К р и в и з н а  п о н е р х н о с т и
Вопросы кривизны поверхности были исследованы французским 

математиком Ф. Дюпеном (1784— 1873), который предложил нагляд­
ный способ изображения изменения кривизны нормальных сечений 
поверхности.

Д ля зтого в плоскости, касательной к рассматриваемой поверхности 
в точке М (рис. 205, 206), на касательных к нормальным сечениям по 
обе стороны от данной точки откладываются отрезки, равные корням 
квадратным из величин соответствующих радиусов кривизны этих 
сечений. Множество точек — концов отрезков задают кривую, называе­
мую индикатрисой Дюпена. Алгоритм построения индикатрисы Дюпена 
(рис. 205) можно записать:

1. A f €  a ,  0 А  оТТ/3;
2. [ MN) La 4 \ MN)  L 0;
3. \ M N ) C y lt [ M N ) C y 2...... \ M N ) C y n ;
4. 7 i  n  0 = /i , 7 3 n 0 = h ,  .. .. 7 „  n  0 = ln i
5. T', П а = f, . y 2 П а = t2% . 7 „  Л а = tn ;
6. [ЛМ, ] = JTTT,. \МАг ] = vrKr2 ....[ MAn] =
где R — радиус кривизны.

M ,  и  А 2 U  ... U  А п ) — индикатриса Дюпена.
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Рис. 209

Если индикатриса Дюпена поверхности — эллипс, то точка М на­
зывается эллиптической, а поверхность — поверхностью с эллипти­
ческими точками (рис. 206). В этом случае касательная плоскость имеет 
с поверхностью только одну общую точку, а все линии, принадлежащие 
поверхности и пересекающиеся в рассматриваемой точке, расположены 
по одну сторону от касательной плоскости. Примером поверхностей с 
эллиптическими точками могут служить: параболоид вращения, эллип­
соид вращения, сфера (в этом случае индикатриса Дюпена — окружность 
и др.).

При проведении касательной плоскости к торсовой поверхности 
плоскость будет касаться этой поверхности по прямой образующей. 
Точки этой прямой называются параболическими, а поверхность — 
поверхностью с параболическими точками. Индикатриса Дюпена в этсм 
случае — две параллельные прямые (рис. 207*).

На рис. 208 показана поверхность, состоящая из точек, в кото-

•Крннан второго  пор яд ка  — парабола — при определенных усл о ви ях  м ож ет расля 
даться на дне д ействительны е параллельные п р ям ы е , дне м н и м ы е  параллельные 
п р ям ы е , две совпадаю щ ие п рям ы е . На рис 207 м ы  имеем  дело с д в у м я  действитель­
н ы м и  параллельны м и  п р ям ы м и .
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рых касательная плоскость пересекает поверхность. Такая поверх­
ность называется гиперболической, а принадлежащие ей точки — ги­
перболическими точками. Индикатриса Дюпена в данном случае — гипер­
бола.

Поверхность, все точки которой являются гиперболическими, имеет 
форму седла (косая плоскость, однополостный гиперболоид, вогнутые 
поверхности вращения и др.).

Одна поверхность может иметь точки разных видов, например, у 
торсовой поверхности (рис. 209) точка М эллиптическая; точка N  — 
параболическая; точка К  — гиперболическая.

В кур се  дифференциальной геометрии д о казы вается , что норм альны е  сечения, 
в ко то р ы х  величины  кр и ви зн ы  Kj  = 1/Rj  (где Rj  — радиус кр и ви зн ы  рассм атрива ­
емого сечения) и м ею т экстр ем альн ы е  значения, располож ены  в д вух  взаи м но  перпен­
д и кул яр н ы х  п ло ско стях .

Т аки е  к р и ви зн ы  К ] = 1 l R mKr, К 7 ~  1У Rmin  н а зы ваю тся  гл авн ы м и , а значения 
П = ( К | ♦ К 7 )12 и К = К\  К}  — соответственно  средней кр и ви зн о й  поверхности и 
полной (га у ссо во й ) кри ви зн о й  поверхности  в рассм атриваем ой точке . Д л я  эллипти ­
ческих точек  К  >  0, гиперболических  К <  0, параболических К  = 0.

З а д а н и е  п л о с к о с т и  к а с а т е л ь н о й  к п о в е р х н о с т и
н а  э п ю р е  М о н ж а

Ниже на конкретных примерах покажем построение плоскости, ка 
сательной к поверхности с эллиптическими (пример 1), параболичес­
кими (пример 2) и гиперболическими (пример 3) точками.

П Р И М Е Р  1. П остроить  п л о ско сть  Q, 
касательную  к  поверхности  враш ения /3, 
с эллиптическим и  то чкам и . Рассм отрим  
два варианта реш ения этой задачи а ) точ­
ка  М Е  /3 и б ) то чка  М

В а р и а н т  а (рис. 2 10 ) .
Касательная  п л о ско сть  определяется 

д в у м я  касательн ы м и  f, и 12 , проведен ­
н ы м и  в то чке  М к  параллели и м еридиа­
ну  поверхности  /3.

П роекц ии  касательной  t , к  параллели 
h поверхности  0 буд ут ^  1 ( S JA#J ) и 
t \  || оси х. Го ри зон тальн ая  проекц ия к а ­
сательной (*2 к  меридиану d поверхности
0, п р о х о д ящ ем у  через то ч к у  Af, совпадет 
с горизонтальной  проекцией м еридиа­
на. Ч то б ы  найти ф ронтальную  проекцию  
касательной  /J* м еридиональную  п ло с ­
ко сть  7(7  3  Af) путем  вращ ения в о к р у г  
оси поверхности  /3 переводим  в полож е 
ние 7 ! ,  параллельное п лоскости  1Г2 . В  
этом  случае то чка  М -► Af, ( A f , , M 7 )* 
П р о екц и я  касательной  l7 h\  определя 
ется (1#|5Я) Е сл и  м ы  теперь во зврати м  
п л о ско сть  7 | в первоначальное п олож е ­
ние, то то чка  S "  останется на м есте  ( к а к  
принадлежащ ая оси в р а щ е н и я ), a Af" -  

Af " и ф ронтальная проекция касател ь ­
ной /j определится (A f* S " ) .

Д ве  пересекаю щ иеся в то чке  Af G. fl 
касательн ы е  и /3 определяю т плос­
кость  а , касательн ую  к  поверхности  0. 

В а р и а н т  б (рис. 211)
Д л я  построения плоскости , касатель ­

ной к  поверхности  проходящ ей через

т о ч к у , не принадлеж ащ ую  понерхности, 
н уж н о  исходить из следую щ их  сообра­
жений через то чку  вне поверхности, 
состоящ ей  из эллиптических  точек , м о ж ­
но пронести м н о ж ество  п лоскостей , каса 
тельны х  к  поверхности . Огибаю щ ей этих 
поверхностей будет н екото рая  коничес­
к а я  поверхность. П о это м у , если нет до ­
полнительны х указаний , то задача имеет 
м н о ж ество  решений и в тако м  случае 
сводится  к  проведению  конической  по ­
нерхности 7 , касательной к  данной по­
верхности  0.

На рис. 211 показано  построение к о ­
нической  поверхности  7 , касательной к 
сфере 0. Л ю бая  п л о ско сть  а, касательная 
к  кон и ческой  поверхности  7 , будет к а ­
сательной к  поверхности  /3.

Д л я  построения проекций поверхнос' 
ти 7 из точек  Af1 и Af" проводим  каса ­
тельны е  к  о к р у ж н о с тя м  Н' и f "  — про 
е кц и ям  сф еры О тм ечаем  то чки  касания
1 ( I 1 и 1 " ) ,  2 ( 2‘ и 2” ) ,  3 (3 ' и 3 " )  и 
4 (4 f и 4 |. Го ризонтальная  проекция 
о кр уж н о сти  — линия касания конической  
поверхности  и сф еры  спроецируется в 
[ 112 * j . Д л я  нахож дения точек  эллипса, в 
ко то р ы й  эта о к р уж н о сть  спроецируется 
на ф ронтальную  п лоскость  проекций, 
во сп о л ьзуем ся  п араллелям и  сферы.

На рис. 211 та к и м  способом  опреде­
лены  ф ронтальны е проекции точек Е и F 
( Е п и F " ) . И м ея  ко н и ческую  поверхность 
7 , строим  к  ней касательную  п лоскость  о. 
Х ар актер  и последовательность графичес-
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Рис. 212

ких  построений, ко то р ы е  необходимо 
для этого  вы п о лн и ть , приведены в еле 
д ую щ ем  примере.

П Р И М Е Р  2. П остроить п лоскость  Q, к а ­
сательную  к  поверхности 0 с параболи­
чески м и  то чкам и .

К а к  в примере 1, рассм отрим  два ва 
рианта реш ения: а] точка  N G  0; б ) точ ­
к а  0

В а р и а н т  а (рис. 212 ).
К о н и ческая  поверхность относится к 

п оверхностям  с параболическим и  то чка ­
ми (см . рис. 20 7 ). П ло ско сть , касатель­
ная к  ко н и ческо й  поверхности , касается 
ее по прям олинейной  образую щ ей. Д ля  
ее построения необходимо:

] )  через данную  то чку  N  провести 
о бразую щ ую  SN  (S 'A /1 и S MN H) ;

2) отм етить т о ч к у  пересечения обра­
зую щ ей  (SN)  с направляю щ ей d: 
(SN)  C d  = А ,

3) провести касательную  ( к  d в точ 
ке А .

О бразую щ ая ( S A ) и пересекаю щ ая ее 
касательная / определяю т плоскость  Q, 
касательную  к  конической  поверхности 0 
в данной точке  N  *.

В а р и а н т  б (рис. 213 ).
Д л я  проведения плоскости  а, каса ­

тельной к  кон и ческой  понерхности 0 и 
проходящ ей через т о ч к у  не принадле-

*Т а к  к а к  поверхность 0 состоит из параболических то чек  (к р о м е  верш ины  S ) ,  то 
касательная к  ней п л о ско сть  о будет иметь общ ую  с ней не одну т о ч к у  Nt а прям ую  
(SN)
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ж ащ ую  заданной поверхности , н еобхо ­
димо :

1) через данную  то ч ку  N  и вер ш и н у £ 
конической  поверхности  0 провести пря 
м ую  а ( о 'и о " ) ;

2 ) определить горизонтальны й  след 
этой прям ой  И а\

3) через И а провести  касательны е 
1\ и f j к  кр и во й  h 0fl — горизонтальном у 
следу ко н и ческо й  п овер х н о сти ;

4) то чки  касания А ( А 1 и А" )  и В (В ‘ 
и В") соединить с верш иной  кон и ческой  *  
поверхности S  ( S 1 и S " ) .

П ересекаю щ иеся п р ям ы е  t Xt ( j4 S ) и  

/ ^, ( B S ) определяю т и ско м ы е  касатель 
ные п ло ско сти  Q, и

П Р И М Е Р  3. П остроить п л о ско сть  О, ка- НЛШНТЛ 
сательную  к  поверхности  0 с гиперболи­
чески м и  точкам и .

Т о ч ка  К (рис. 214) находится на по ­
верхности глобоида (в н у тр е н н я я  п о вер х ­
ность к о л ь ц а ] .

/

Щщ

I I

Рис 213

Рис. 214
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Рис. 215

Д л я  определения полож ения касательной  
плоскости  О необходим о:

1 ) провести  через т о ч к у  К  параллель 
поверхности  0 h { h \  Л * ) ;

2 ) через т о ч к у  К 1 провести  касатель 
ную ft (,»  S J , " ) ;

3) для определения направлений п р о ­
екции касательной  к  м еридиональном у 
сечению необходимо пронести через точ 
к у  К и ось поверхности  п л о ско сть  7» го ­
ризонтальная проекц ия t j  совпадет с 
h п-у; д ля  построения ф ронтальной п р о ек ­
ции касательной  f j  предварительно пере 
ведем п ло ско сть  у  п утем  враш ения ее 
в о к р у г  оси поверхности  враш ения в п о ­
лож ение 7 , || я 3. В  этом  случае м еридио­
нальное сечение п л о ско стью  7 со вм ести т ­
ся  с левой очер ковой  дугой  ф ронтальной 
проекции  — п о л уо кр уж н о стью  gH.

Т о ч ка  К (К*. К " ) 9 принадлежащ ая 
кр и во й  меридионального сечения, пере­
м ести тся  в положение X ,  (K j ,  /СV) ■ Ч е ­
рез К"  проводим  ф ронтальную  проекцию  
касательной  /_ в совм ещ ен н ом  с плос- 

п 1костью  7 ) [[ 71 з положении и отмечаем  
то ч к у  ее пересечения с ф ронтальной про 
екцией оси вращ ения S \ .  Во звр ащ аем

плоскость  7 | в исходное положение, точ ­
ка  — К"  (то ч ка  S f  = S " ) . Фронтальная 
проекция касательной  t'j определится 
то чкам и  К " и S ” .

Касательны е  /, и 12 определяю т и с к о ­
м ую  касательную  плоскость  о, которая 
пересекает поверхность 0 по кр и во й  / .

П Р И М Е Р  4. Построить плоскость о, к а ­
сательную  к  поверхности /3 в точке  К . 
Т о ч ка  К находится на поверхности од ­
нополостного гиперболоида враш ения 
( рис. 215 ).

Э т у  задачу м ож н о  решить, придержи 
ваясь  алгоритм а, использованного  в пре 
д ы д уш ем  примере, но у чи ты ва я , что по 
верхность однополостного гиперболоида 
враш ения я вл я е т с я  линейчатой поверх­
ностью , ко то р ая  имеет два семейства 
прям олинейны х  образую щ их , причем 
каж д ая  из образую щ их одного сем ейст­
ва пересекает все  образую щ ие другого 
сем ейства (см . § 32, рис. 138). Через 
к аж д ую  то чку  этой поверхности м ож но 
провести две пересекаю ш иеся п р ям ы е  — 
образую щ ие, ко то р ы е  будут одноврем ен­
но касательн ы м и  к  поверхности одно­
полостного гиперболоида вращ ения
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Эти касательны е определяю т касатель ­
ную п ло ско сть , т. е. пло ско сть , касатель­
ная к понерхности однополое т о г о  гипер­
болоида праш ении, пересекает п у  п о вер х ­
ность П О  Д вум  П р ям ы м  Ц I И Ц ■} . Д л я  
построении и рос к ни й »тих п р ям ы х  д о п а  
ш чно ит горипон гальной проекции то чки  
К пронес! и касательны е /*, и f j к i оригкш

тальной  проекции о кр уж н о сти  d \ — гор 
ла понерхности однополости ого гипербо­
лоида нраш ения; определить то чки  I 1 и
2 , н которы х  t \  и /3 пересекаю т одну и*| 
няпранлию ш их понерхности d j . П о  l f и 
2‘ находим 1н и 2м, ко то р ы е  совм естно  
с К" определяю т ф ронтальны е проекции 
и ско м ы х  прям ы х .

§ 47. ПОСТРОЕНИЕ ЛИНИИ П ЕРЕС ЕЧ ЕН И Я  П О ВЕРХНО СТЕЙ  
(ОБЩИЙ СЛУЧАЙ)

В алгоритме для решения задач на построение линии пересечения 
днух поверхностей i - (L , и L 7 и L j U  ... и L n) \ | | ^ П о )  П (7^00)] 
н качестве bciiomoiательной поверхности (посредника) yj следует вы ­
бирать понерхности, которые пересекали бы заданные понерхности а 
и /3 по наиболее простым для построения линиям — прямым или окруж ­
ностям.

В качестве вспомогательных поверхностей — посредников наиболее 
часто используются плоскости и сферы; при решении некоторых задач 
бывает целесообразно обращаться за помощью к цилиндрическим и 
коническим поверхностям.

Ниже будет показано решение задач на определение линии пересече­
ния поверхностей с помощью вспомогательных секущих плоскостей 
(§ 48), цилиндрических (§ 49), конических (§ 50), а также сфери­
ческих (§ 51) поверхностей.

Прежде чем решить вопрос, какую вспомогательную секущую по­
верхность выбрать для построения линии пересечения поверхностей, 
следует выяснить, не занимает ли одна из пересекающихся поверхнос­
тей проецирующее положение, так как в данном случае решение по­
ставленной задачи значительно упрощается. Это происходит из-за то­
го, что одна из проекций линии пересечения будет совпадать со сле­
дом проецирующей поверхности, которая входит в условия постав­
ленной задачи (см. инвариантное свойство 2г, § 6).

Поэтому решение сводится к определению недостающей проекции 
линии, принадлежащей поверхности, если известна одна ее проекция 
и указаны проекции поверхности (см. § 41, пример 1, рис. 178).

Рис. 216 иллюстрирует решение задачи по определению линии I = 
= оП (], при этом 0 1 я, . Зелеными линиями показано построение фрон­
тальной проекции Г  — линии пересечения сферической поверхности а с 
поверхностью горизонтально проецирующего прямого кругового цилинд­
ра 0. Точка А л принадлежащая линии пересечения поверхностей и являю­
щаяся ближайшей к вертикальной оси i поверхности сферы, одновремен­
но будет высшей точкой А" на фронтальной проекции кривой Г . Точка 
В" — крайняя правая на линии пересечения является также границей 
видимости кривой Г .

На рис. 217 показано определение горизонтальной проекции t  — 
линии пересечения произвольной конической поверхности а с фрон­
тально проецирующей цилиндрической поверхностью 0. В этом случае, 
как и в предыдущем примере, задача на построение линии пересечения 
поверхностей сводится к определению недостающей проекции линии 1, 
принадлежащей поверхности а. Все построения, необходимые для нахож­
дения точек А\ В\ С", ... кривой t  по заданным точкам А *, В'\ С“ , ..., вы ­
полнены зелеными линиями и не нуждаются в дополнительных п о я с ­
нениях.



Повернув вокруг прямой а плоскость j j  на L  ̂получим новое по­
ложение секущей плоскости 7 ,. Плоскость 71 также пересечет поверх­
ности а и 0 по прямым, которые, в свою очередь, пересекаются в точках, 
также принадлежащих линии пересечения. Поворачивая плоскость j j  
вокруг прямой а , мы будем получать различные положения секущих 
плоскостей и соответствующие им прямые линии их пересечения с задан­
ными поверхностями*

При построении проекций линий пересечения поверхностей на эпю­
ре в первую очередь необходимо определить опорные точки, которые 
получаются при сечении поверхностей а и 0 плоскостями, касательными 
к одной, в частном случае к двум, пересекающимся поверхностям.

На рис. 218 показаны плоскость 7 3, проходящая через прямую а и 
касательная к поверхности а, и плоскость 7 3, также п р о х о д я щ а я  через 
прямую а и касательная к поверхности 0 .

Горизонтальные следы этих плоскостей h Qyi и h 0 ^ 3 определя­
ют L Ло7 3 На hoy If  в пределах которого следует проводить горизон­
тальные следы вспомогательных секущих плоскостей. С  помощью плос­
костей 7 j и 7 , можно определить четыре точки, принадлежащие линии 
пересечения. На рис. 218 показаны две точки Е  и F , полученные с по­
мощью плоскости 7j  .

На рис. 219 приведен пример определения положения прямой а , че­
рез которую должны проходить вспомогательные секущие плоскос­
ти, с помощью которых можно найти точки, принадлежащие линии пе­
ресечения конической и цилиндрической поверхностей.

Решение этой задачи по существу не отличается от только что рас­
смотренного примера. Действительно, цилиндрическая поверхность 
отличается от конической тем, что точка S  (вершина конической поверх­
ности) у цилиндрической поверхности оказывается несобственной 
точкой Soo. В этом случае прямая а , проходящая через точки S и See,
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•П оэтом у о п и сы ваем ы й  способ н азы ваю т та к ж е  способом  вращ аю щ ейся плос 
кости .

Рис 218
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§ 48. П ОСТРОЕНИ Е ЛИНИИ П ЕРЕС ЕЧ ЕН И Я  П О ВЕРХН О СТЕЙ  
С ПОМОЩЬЮ ВС П О М О ГА ТЕЛ ЬН Ы Х СЕКУЩ И Х ПЛО СКОСТЕЙ

При определении линии пересечения поверхностей пользуются не 
отдельными плоскостями, а пучками плоскостей, причем ось пучка 
может быть как собственной, так несобственной прямой.

Рассмотрим каждый из этих вариантов в отдельности.
1. Определение линии пересечения поверхностей с помощью пучка 

плоскостей, ось которого — собственная прямая.
Этот способ применяется для построения линии пересечения:
а) двух конических поверхностей;
б) конической и цилиндрической поверхностей;
в) конической поверхности с поверхностью пирамиды или призмы;
г) двух цилиндрических поверхностей;
д) цилиндрической поверхности с поверхностью пирамиды или приз­

мы.
Сущность способа легко проследить на примере решения задачи 

по определению линии пересечения двух произвольных конических по­
верхностей а и 0 (рис. 218).

Раньше (см. § 45, рис. 198,в) было установлено, что коническая 
поверхность пересекается плоскостью по двум пересекающимся прямым 
образующим в том случае, если секущая плоскость проходит через верши­
ну конической поверхности. Поэтому, если через вершины S, и S 7 кони­
ческих поверхностей а и 0 провести прямую а и заключить ее в плос­
кость 7j f то эта плоскость пересечет поверхность а по прямым (S , 1 ), 
(5 ,2 )  и поверхность 0 по прямым (S 2 3 ), ( S a 4 ). Эти прямые пересека­
ются в точках А , В, С, Д  принадлежащих искомой линии пересечения.
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Рис 219

будет параллельна образующей цилиндрической поверхности. Все осталь­
ные построения ничем не отличаются от рассмотренных в предыдущем 
примере (см. рис. 218).

В качестве примера использования пучка плоскостей для определе­
ния линии пересечения двух поверхностей по заданным их ортогональ­
ным проекциям рассмотрим следующую задачу.

П Р И М Е Р . П остроить линию  пересече- А#, = ( S ,  1) П  ( S 2 2 ) и А#а = ( S j l ) n
иия д вух  ко н и чески х  поверхностей а  и 0 П  ( S 2 3).
(рис. 220) . б. Через п р ям ую  а проводим  плос-

Р Е Ш Е Н И Е . ко с ть  *у2 , касательную  к  конической  по-
1 . Через вер ш и н ы  ко н и чески х  поверх- верхности  0. Находим  п р ям ы е  ( £ ] 4 ) ,  

н остей S j  и S ]  проводим  п р ям ую  а . (S , 5) и ( S 2 6) и отм ечаем  то чки  L ] и L  2
2. О пределяем  горизонтальны й  след их взаим но го  пересечения, 

п рям ой  а — На .
3. З а кл ю ча е м  п р ям у ю  а но вспомога- H i  рис. 220 п о казан а  та кж е  определе- 

тельную  с е к у щ у ю  п л о ско сть  у \ , касв НИ€ точек K j ,  К 2 и с пом ощ ью  
тельную  к  ко н и ческо й  поверхности  Q. От- вспом огательной  секущ ей  плоскости  y jm 
м ечаем  п р ям ы е  ( S 2 2) , ( S 2 3) и ( S  j 1 ) , С оединив в  определенной последователь­
но к о то р ы м  эта п л о ско сть  пересекает по- ности плавны м и  ли н и ям и  одноименные 
верхность /3 ,  и касается  поверхности  C l. проекции то чек , получим  проекции иско-

4. О тм ечаем  то чки  M j и М 2| причал- мой кр и во й  пересечения данных поверх- 
л еж ащ ие и ско м о й  линии пересечения ностей.

2. Определение линии пересечения поверхностей с помощью пучка 
плоскостей, ось которого — несобственная прямая.

Этот способ является частным случаем предыдущего. Отличие сос­
тоит лишь в том, что прямая а — несобственная, она проходит через 
несобственные точки S , и .

Рис. 221 иллюстрирует наглядную геометрическую модель рассмат­
риваемого способа. Чтобы выбрать наиболее рациональное положение 
вспомогательной секущей плоскости для определения линии пересечения 
двух произвольно расположенных цилиндрических поверхностей, доста­
точно представить заданные цилиндрические поверхности как образован­
ные из конических поверхностей с вершинами в несобственных точках
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1SI

S iam ъ\ S 2- ■ Поэтому семейство секущих плоскостей будет составлять 
пучок параллельных плоскостей, проходящих через несобственную 
прямую a* Для определения направления горизонтальных
следон плоскостей этого пучка достаточно из произвольной точки прост­
ранства Т провести две прямые: , параллельную образующей илиндри- 
ческой поверхности а, и параллельную образующей цилиндрической 
поверхности 0 . Эти пересекаюшиеся прямые определят направление 
вспомогательных секущих плоскостей 7 , которые пересекают поверх­
ности а и 0 по прямым линиям.

Проведя плоскость уj, параллельную 7 , мы получим две прямые, по 
которым плоскость 7 j пересекает поверхность а, и две прямые при 
ее пересечении с поверхностью 0. Взаимное пересечение этих прямых 
укажет четыре точки А л В  и С, Л, принадлежащие линии пересечения.

Для нахождения опорных точек, как и в предыдущем примере, 
проводим плоскости 7 , и у 7 соответственно касательные к поверхнос­

тям а и 0. С помощью этих плоскос­
тей находим точки М х< М а и N %, 
N 3 . Положение горизонтальных сле­
дов h QJl и Л о7 2 определяют 
область (полосу), внутри которой 
следует проводить вспомогатель 
ные секущие плоскости для опре­
деления общих точек, принадле­
жащих линии пересечения.
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Рис 221

Использование семейства вспомогательных секущих плоскостей, 
взятых из пучка плоскостей с несобственной осью, для определения 
на эпюре Монжа линии пересечения двух поверхностей проследим на 
следующем примере.

П Р И М Е Р . О пределить линию  пересече­
ния двух  произвольно  располож енных 
эллиптических  цилиндрических поверх ­
ностей а  и /3 (рис. 222 ) .

Р Е Ш Е Н И Е .
1. О пределяем  направление всп о м о га ­

тельны х секущ и х  плоскостей . Д л я  этого  
через про извол ьн ую  т о ч к у  пространства 
Т  проводим  п р ям ы е  Я] и i 2i параллель­
ные образую щ и м  данных цилиндричес­
ки х  поверхностей Q и /3. Го ри зон тальн ы е  
следы  этих п р ям ы х  НЯ] и Hg2 опред еля­
ют след вспом огательной  секущ ей  плос­
ко сти  у.

2. П ронодим  с е к у щ у ю  п ло ско сть  у  у , 
параллельную  п лоскости  у и касательн ую  
к  поверхности  (3 Эта п л о ско сть  пересе­
чет цилиндрическую  поверхность а  по 
п р я м ы м  ( S lt» l ) , ( S lQ_ 2 ) и будет к асать ­

ся  поверхности 0 по прям ой  ( S ae. 3 ) .  
Взаим ное пересечение этих п рям ы х  ука  
ж ет  точки  М | и M 2t принадлежащ ие и с ­
к о м о й  линии пересечения.

3. Пронодим  п ло ско сть  7 2, параллель­
ную  плоскости  у  и касательн ую  к  поверх 
ности  а. М ы  вн о вь  получим  дне прям ы е  
( 5 ] м 5 )  и ( S ] M 6) ,  по к о то р ы м  плос­
ко сть  у 2 пересекает поверхность 0. П л о с ­
ко с ть  у 2 пересечет (к о с н е т с я ] поверх ­
ность а  по прям ой  ( £ , . 4 ) .  П о лучен ­
н ы е  п р ям ы е  пересекаю тся в точках  N t
И N 2 .

На рис. 222 показано  такж е  построе­
ние точек  К \ 9 К 2 и L  | , L 2 с пом ощ ью  
вспом огательно й  секущ ей  п лоскости  yj  и 
точек  А  | , А 2, B y , В 2 и C (l С 2, D | , D 2 , най­
денны х при помощ и плоскостей  у 3 и у4

Способ параллельных секущих плоскостей можно использовать для 
определения линии пересечения и н том случае, когда эти плоскости пере­
секают заданные поверхности не только по прямым, но и по окруж­
ностям или комбинации из этих ■ линий (одну поверхность плоскость 
пересекает по прямой, другую — по окружности) *

Примером может служить пересечение сферической и цилиндри­
ческой поверхностей.

П Р И М Е Р . Определить линию  пересече 
ния поверхности  элл и пти ческо го  цилинд­
ра а  с поверхностью  сф еры  0 (рис. 2 2 3 ).

Р Е Ш Е Н И Е .
1 . П роводим  в интервале м еж д у  точ­

к ам и  1 ' и 2f вспом огательны е  секущ ие

"П л о ск о с т ь  м о ж н о  использовать и в том  случае, когда она пересекает поверх 
ности  по п р о и зво л ьн ы м  к р и в ы м  линиям .
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Рис. 222

п ло ско сти  7 , ,  7 а , 7 з, 74 , 7 *, параллель­
ные ф ронтальной п лоскости  проекции л 3. 
К а ж д а я  из этих п лоскостей  пересечет ци ­
ли н д ри ческую  поверхность по п р ям о л и ­
н ейны м  образую щ и м , а поверхность сф е­
ры по о к р у ж н о с тя м .

2. П л о ск о сти  7 j и 7 s , параллельные 
л а и касательн ы е  к  цилиндрической п о ­
верхности , у к а ж у т  п р ям ы е  а и Ь, к о т о ­
рые б уд ут  содержать опорны е точки  
A t Л i и В, В | — дальние А, А \  и ближ  
ние В, В | по отнош ению  к  плоскости  
я а то чки  кр и во й  пересечения.

3. Д л я  определения вы сш ей  А#| и низ­
шей N точек линии пересечения проводим 
п ло ско сть  74, проходящ ую  через центр 
поверхности  сф еры Э та  пло ско сть  пере­
сечет сферу по гл а вн о м у  меридиану.

4. С пом ощ ью  п лоскости  7 д, проведен­
ной через ось цилиндрической поверхнос­
ти, определяем  то чки  Е, Е j и F, F x, у к а ­
зы ваю щ и е  границы видим ости  линии пе­
ресечения на ф ронтальной проекции.

На рис. 223 показано  построение п р о ­
и зво льн ы х  точек , принадлежащ их линии 
пересечения, с пом ощ ью  плоскости  7 3, 
проведенной в полосе, ограниченной 
п л о ск о стям и  7 , и 7 .̂
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§ 49. ПОСТРОЕНИЕ ЛИНИИ П ЕРЕС ЕЧ ЕН И Я  П О ВЕРХНО СТЕЙ  
С ПОМОЩЬЮ ВС П О М О ГА ТЕЛ ЬН Ы Х Ц И ЛИ Н Д РИ ЧЕСКИ Х 
П О ВЕРХН О СТЕЙ

В тех случаях, когда требуется построить линию пересечения двух 
поверхностей, из которых одна — линейчатая цилиндрическая, а дру­
гая — произвольная поверхность врашения, целесообразно в качест­
ве поверхностей-посредников использовать цилиндрические поверх­
ности.

На рис. 224 показано решение задачи по определению линии пере­
сечения поверхности эллиптического цилиндра а и поверхности коль-
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ца 0. В данном примере в качестве вспомогательных секущих поверх­
ностей целесообразно испольэовать поверхности эллиптических цилинд­
ров, оси которых параллельны оси заданной цилиндрической поверх­
ности а. За направляющие цилиндрических поверхностей следует при­
нять окружности — параллели кольцевой поверхности 0.

Определение точек, принадлежащих линии пересечения поверхнос­
тей а и 0, осуществляется следующим путем:

1. Пересекаем поверхность кольца плоскостями е2, eJt .... па­
раллельными плоскости я , . Полученные в сечении окружности с |, с j, 
С], ... принимаем за направляющие цилиндрических поверхностей у , , у 7,
Уз,  -

2. Определяем горизонтальные следы этих поверхностей h „ Tl, *i 0>2 , 
h 07j , ... и отмечаем точки пересечения этих следов с горизонтальным 
следом заданной цилиндрической поверхности h до-

3. Через полученные точки проводим прямолинейные образующие 
£ i .  8 i .  Йз.  g*.  8 i ,  g t ,  по которым поверхности 7 , , у 2 , у>,  ... пересекают 
данную поверхность а.

4. Точку 1*2 принимаем за центр окружностей — горизонтальных 
проекций линий пересечения поверхности кольца плоскостями e lf е2,
*i* * » » » * »5. Отмечаем точки 1\ 2\ 3', 4\ 5\ 6' пересечения этих окружностей
с соответствующими прямолинейными образующими цилиндрической

Рис. 224
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понерхности а. Зная положение точек 1\ 2* 3\ определяем их фрон­
тальные проекции i" , 2 ", 3 ", ...

Отмеченным путем можно пронести любое количество вспомога­
тельных цилинлрических поверхностей и с их помошью определить 
достаточное число точек, необходимых для построения линии пересе­
чения поверхностей а и 0 .

§ 50. П О С Т РО ЕН И Е  Л И Н И И  П Е Р Е С Е Ч Е Н И Я  П О В ЕРХ Н О С Т ЕЙ  
С ПОМОШ ЬЮ  В С П О М О ГА Т Е Л Ь Н Ы Х  К О Н И Ч Е С К И Х  П О В ЕР Х Н О С Т ЕЙ

Использование вспомогательных конических поверхностей для упро­
щения построения линии пересечения двух поверхностей дает поло­
жительный эффект лишь в том случае, если мы для получения вспо­
могательной проекции воспользуемся центральным проецированием, 
приняв за центр проекции вершину конической поверхности S.

В этом случае любая коническая поверхность, принадлежащая связ­
ке конических поверхностей, вершины которых принадлежат точке 
S — центру связки, займет проецирующее положение относительно 
плоскости проекции, что даст возможность так же, как это было сде­
лано при использовании плоскостей и цилиндрических поверхностей 
(§ 48 и 49), базироваться на инвариантном свойстве 2 г*Ф С  7 A  (7 I
1 тг, ) =* Ф ' С h о у и благодаря этому упростить решение задачи.

Построение линии пересечения поверхностей с помощью коничес­
ких поверхностей целесообразно в тех случаях, когда одна из пере­
секающихся поверхностей коническая, а другая поверхность враще­
ния.

Например, если заданы поверхность вращения и произвольная 
коническая поверхность, то для определения линии их пересечения 
следует воспользоваться вспомогательными коническими поверхнос­
тями, вершины которых совпадают с вершиной заданной конической 
поверхности, а за направляющие этих поверхностей принять окружности, 
проведенные на поверхности врашения.

На рис. 225 показано решение задачи на построение линии пере­
сечения поверхности вращения с конической поверхностью.

Геометрические построения, которые необходимо осуществить 
для определения линии пересечения, выполняем в следующем порядке:

1 ) на поверхности вращения а проводим ряд окружностей с lt c7t 
с2, которые можно рассматривать как результат пересечения по­
нерхности а пучком плоскостей { е  ...] , параллельных плоскости я , ;

2 ) принимаем эти окружности за направляющие конических поверх­
ностей 7 ,, 7 3, 7 3, ... с вершиной в точке S . Горизонтальными следа­
ми этих поверхностей будут окружности И ^  , Л ^ , Л ^ ,  .... про­
веденные из центров 2\ 7*, 121 ..., радиусами, соответственно равными 
фронтальным проекциям отрезков | 2", 3"|, | 7", 8м| , | 12", 13м\ ;

3) определяем прямые (S '4 ') ,  ( S '5 '), (S' 9 ') , (S' 10'), (S' 14'), ( S '15'), 
по которым вспомогательные секущие понерхности 7 i ,  7 а, 7 з пересека­
ют заданную коническую поверхность 0 ;

"И нвариантное  сво й ство  2г, сф орм улированное  относительно  плоскости  при 
ортогональном  проецировании, будет справед ливы м  и для ко н и ческо й  поверх­
ности, если использовать центральное проецирование.



4) отмечаем точки пересечения этих прямых с соответствующими 
окружностями. Точки Л % В, С, Д  Е % F  принадлежат искомой линии 
пересечения.

На рис. 225 показано также определение высшей L и низшей К  точек, 
принадлежащих линии пересечения. Положение этих точек найдено с 
помощью горизонтально проецирующей плоскости £, проходящей через 
вершину конической поверхности 5 и ось j поверхности врашения а. 
Плоскость { пересечет коническую поверхность по образующей ST, а по­
верхность вращения по меридиану g. Для определения точек пересече­
ния меридиана g с образующей ST  вращаем плоскость {, которой принад­
лежат эти точки, вокруг оси, перпендикулярной к я ( и проходящей через 
вершину конуса S, до положения, параллельного плоскости л3. Находим 
фронтальные проекции точек К\ и L y, а затем X м и Г ,  Зная положение 
К  и L " , определяем их горизонтальные проекции К 1 и I/. Соединив одно­
именные проекции полученных точек плавной кривой, получим проек­
ции линии пересечения заданных поверхностей.

Построение линии пересечения поверхностей с помощью 157
вспомогательных конических поверхностей
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§ 51. ПО СТРО ЕНИ Е ЛИНИИ П ЕРЕС ЕЧ ЕН И Я  П О ВЕРХН О СТЕЙ  
С ПОМОЩЬЮ СЕМ ЕЙ СТВА  ВСП О М О ГА ТЕЛ ЬН Ы Х С Ф ЕРИ ЧЕС КИ Х  
П О ВЕРХН О СТЕЙ

Для определения линии пересечения двух произвольных поверх­
ностей вращения целесообразно воспользоваться одним свойством, 
присущим поверхностям вращения, которое состоит в том, что две лю­
бые соосные поверхности вращения пересекаются по окружностям, 
проходящим через точки пересечения меридианов поверхностей 
(рис. 226).

В частном случае, если одна из поверхностей вращения — сфера, 
приведенное выше предложение может быть сформулировано иначе: 
если центр секущей сферы находится на оси поверхности вращения, 
то сфера пересечет данную поверхность по окружностям, число кото­
рых равно числу точек пересечения главных меридианов поверхностей 
(рис. 227).

Если ось поверхности вращения перпендикулярш плоскости проек­
ции я, (или ) ,  то окружности проецируются на плоскость тг, (или я а) 
без искажения, а на плоскость яа (или тг, ) в отрезки прямых, перпенди­
кулярных фронтальной (горизонтальной) проекции оси вращения (см. 
рис. 226).

Поверхность сферы может пересекаться по окружности не толь­
ко с соосной поверхностью вращения, но и с любой другой поверхнос­
тью, имеющей семейство окружностей, например, с циклической поверх­
ностью, конической поверхностью второго порядка, имеющей в основа* 
нии окружность, и др.

1я ~ 1р

/ \

/ \
N *

Рмс 226 Рис 227
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Построить линии пересечения поверхностей с помощью вспомога­
тельных секущих сфер можно двумя способами:

1) способом концентрических сфер;
2) способом эксцентрических сфер.
Особенности каждого из этих способов и условия его примене­

ния проследим на конкретных примерах.
1. Способ концентрических сфер.
Этот способ применяется для построения линии пересечения двух 

поверхностей вращения, оси которых пересекаются. Для упрощения 
графического решения необходимо, чтобы плоскость, определяемая ося­
ми поверхностей вращения, была параллельной какой-либо плоскос­
ти проекции.

П Р И М Е Р  1. П остроить линию  Пересе 
чения д вух  конических  поверхностей 
вращ ения с пересекаю щ им ися о сям и  
( рис. 228) .

Р Е Ш Е Н И Е .
Сф ера, проведенная из то чки  О "  пе ­

ресечения ф ронтальных проекций осей 
поверхностей вращ ения, пересечет п о вер ­
хность а  по о кр уж н о сти , ко то р ая  прое 
цируется на пло ско сть  в о тр езок
| 1 " 2И], а поверхность /3 — по о к р у ж н о с ­
ти, проецирую щ ейся на 7Та н о трезок  
| 3 "4 Н]. На горизонтальную  пло ско сть  
проекции эта о к р уж н о сть  спроецируется 
без и скаж ен и я  н о к р у ж н о сть  радиуса 
10" ,  3й|, проведенную  из центра в то ч ­
ке О1

Пересечение о тр езко в  ( 1Я2И] и |Э *4 "] 
у к а ж е т  ф ронтальные проекции д вух  т о ­
чек L 7 и L 3 ( L |  = L } ) ,  принадлежащ их 
линии пересечения поверхностей Q и |3. 
Величина радиуса всп ом огательн ы х  сфер 
для определения линии I j и зм еняется  
в пределах от Я щ щ  -  \0"М“\цо Rmax =
— 10" В "\  (то ч к а  М н определяется к а к  
то чка  касания о кр уж н о сти , проведенной 
к  гл авн о м у  меридиану поверхности  0 из 
центра О " ) .  Д л я  определения точек  л и ­
нии I, R m a x =  \ОнСИ\, R m \n = \ОиМ"\.  
На рис. 22Й показано  определение точек 
N " и N  принадлежащ их линии 17 . Гори  
зонтальная проекц ия линии пересечения 
м о ж ет бы ть найдена из у сл о ви я  ее при ­
надлеж ности  поверхности  /3. Д л я  ее п о ­
строения необходимо через ф ронтальны е 
проекции точек  к р и в ы х  I" и провести 
горизонтальны е п р ям ы е  — ф ронтальны е 
проекции параллелей поверхности  0, а 
из то чки  О 1 — о к р уж н о сти  — горизон ­
тальн ы е  проекции параллелей, на к о т о ­
ры х с п ом ош ью  линий с в я^ и м о ж н о  о п ­
ределить горизонтальны е проекции точек, 
принадлежащ их к р и в ы м  г, и /> О собы е  
то чки  А, В, С, D определяю тся пересе 
чением главны х  меридианов повер хнос­
тей Q и /3. Они же я в л я ю т с я  вы сш и м и  
(то чки  А и С ) и ни зш и м и  (т о ч к и  В и 
D) то чкам и  линии пересечения п о вер х ­
ностей. Границы  видим ости  линии на го ­
ризонтальной п лоскости  проекции опре­
д еляю тся  то чкам и , принадлеж ащ им и г о ­

ризо нтальном у о чер ку  поверхности а 
(то ч к и  Е\| и Е*2 для линии i 7 и Г |  и F*2Дл я

Л И Н И И  1 | ) .

П Р И М Е Р  2. Построить линию пересе 
чения понерхности вращ ения а  произ­
вольн ого  вида с поверхностью  прям ого  
к р у го в о го  цилиндра р. Оси поверхнос­
тей пересекаю тся (рис. 229 ).

Р Е Ш Е Н И Е
1. О пределяем  центр вспом огательвы х  

сфер — т о ч к у  пересечения осей поверх ­
ностей враш ения О — i t П | 2.

2. Находим  проекции опорных точек, 
принадлежащ ие линии пересечения I
(А ‘\  В '#, С ' \  D " ) .  Т а к  к а к  эти точки  
принадлежат п ло ско сти  главны х  мериди­
анов поверхностей, которая  параллель­
на п ло ско сти  , то эти точки  определя­
ю тся  пересечением ф ронтальных п ро ек ­
ций главн ы х  меридианов поверхностей.

Р'

Рис. 228
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3. Д л я  определения произвольны х  
( п р о м е ж уто чн ы х ) то чек  линии пересече­
н и я  из то чки  О м провод им  сем ейство  
концентрических  о кр уж н о стей , являю * 
щ ихся ф ронтальны м и  п р о екц и ям и  вспо* 
м огательны х  сфер.

Радиус м акси м альн о й  сф еры  равен 
расстоянию  от ф ронтальной проекции 
центра сф еры  О* до наиболее удаленной 
проекции то чки , принадлежащ ей линии 
пересечения — то чки  D " . Величина м и н и ­
м ального  радиуса вспом огательной  се* 
к уш е й  сф еры  равна радиусу о кр уж н о сти , 
касаю щ ейся  цилиндра 0м. На рис. 229 п о ­
казано  построение точек  К, К\  и L, £ , с 
п ом ощ ью  вспом огательной  сф еры  yj.

Го ри зо н тальн ы е  проекции точек  л и ­
нии пересечения с тр о ятся  при пом ощ и 
параллелей поверхности  вращ ения а, 
ко то р ы е  проецирую тся на п л о ско сть  ffj 
без и скаж ен и я.

П Р И М Е Р  3. П остроить линию пересе­
чения поверхности  тора О и сф еры 0, оси 
ко то р ы х  определяю т пло ско сть , парал­
лельную  фронтальной п ло ско сти  п р о ек ­
ции (рис. 2 3 Q ).
Р Е Ш Е Н И Е .

Т а к  к а к  осью  сф ерической  повер хнос­
ти м о ж е т  бы ть  лю бая  п р я м а я , проходя* 
щ ая через центр этой поверхности , то за 
центр вспом огательны х  сф ерических п о ­
верхностей м о ж н о  принять п р о и зво л ь ­
ную  т о ч к у  на оси поверхности  вращ ения
а. П о это м у  граф ическое решение задачи 
по определению линии пересечения задан 
ных поверхностей свод и тся  к  вы п о л н е ­
нию следую щ их геом етрических  построе ­
ний :

1 . П риним аем  то ч к у  О* за центр о к ­
руж ностей — ф ронтальны х проекций  
всп о м о гательн ы х  секущ и х  сфер.

Рис 229

2. П роводим  ф ронтальную  проекцию  
вспом огательной  сф ерической поверх­
ности  7*.

3. О пределяем  отрезки  [ 1*2"] и 
[ 3М4Я ] — ф ронтальные проекции о к р у ж ­
ностей, по к о то р ы м  7у П а и 7у П 0.

4. Т о чки  пересечения окруж ностей  
(о тр е зк о в  [ 1 " 2Н] и [ 3И4Я] ) М* и M J  при 
надлежат и ско м о й  линии пересечения

5. Ф ронтальны е проекции опорных 
точек  А м и Я ” определяю тся пересечени­
ем ф ронтальных проекций меридианов 
поверхностей а и 0.

6. Го ри зон тальн ы е  проекции линии пе­
ресечения определяю тся с пом ощ ью  па­
раллелей поверхности  0.

2. Способ эксцентрических сфер.
Способ эксцентрических сфер может быть использован для пост­

роения линии пересечения двух поверхностей, имеющих общую плос­
кость симметрии. При этом каждая поверхность должна иметь семейст­
во окружностей. К ак  и в способе концентрических сфер, плоскость 
симметрии должна быть параллельна одной из плоскостей проекции. 
Сущность способа легко уяснить из следующих примеров.

П Р И М Е Р  1. П остроить линию  пересе­
чения поверхности  кольца (о т к р ы т о г о  
тор а ) о с поверхностью  вращ ения 0, 
им ею щ их о бщ ую  п л о ско сть  сим м етрии  
(рис 23 1 ).

Р Е Ш Е Н И Е
Х о т я  м ы  и им еем  дело с повер хнос­

тям и  вращ ения, но применить здесь ело 
соб конц ентрических  сфер не представ­
л яется  в о зм о ж н ы м , так  к а к  оси п овер х ­
ностей не пересекаю тся.

Во зм о ж н о сть  использования способ* 
эксц ентрических  сфер о б усл о вл и вается

тем , что обе поверхности несут на себе 
сем ейства о кр уж н о стей , по к о то р ы м  они 
м о гут  пересекаться эксцентрическим и  
сф ерами, причем на кольцевой  поверх­
ности им еется н е ск о л ьк о  сем ейств о к ­
руж ностей , в том  числе и окруж ностей , 
принадлежащ их п у ч к у  п лоскостей , ось 
ко то р о го  совпадает с осью  кольца.

Реш ение задачи сводится к  следую ­
щ им  граф ическим  построениям :

1. Рассечем ко л ьц евую  поверхность 
ф ронтально  проецирующ ей плоскостью  
£, проходящ ей через ось кольца ; эта плос­
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семейства вспомогательных сферических поверхностей

кость пересечет ко л ьц евую  поверхность 
па о кр уж н о сти , ф ронтальная про екц ия 
которой — отрезок  [ 1 * 2 " ] .  Э та  ж е о к ­
руж ность м ож ет бы ть  получена, если 
ко льц евую  поверхность пересекать се­
м ейством  эксц ентрических  сф ер, центры 
кото ры х  располож ены  на п е р п ен д и кул я ­
ре, проведенном  через центр о кр уж н о сти  
к п лоскости  €.

Д л я  того чтобы  вспом огательная  сф е­
ра пересекала по о к р уж н о сти  и п овер х ­
ность враш ения необходимо, чтобы  ее 
иентр принадлежал оси этой поверхности. 
П о это м у  за центр вспом огательно й  сф е ­
ры следует брать т о ч к у  О \ пересечения 
уп о м ян уто го  п ерпенд икуляра  с осью  п о ­
верхности  0. В  этом  случае сфера, радиус 
которо й  раяен расстоянию  от то чки  О\ 
до то чки  1 , пересекает обе поверхности

по о к р у ж н о с тя м . О кр уж н о сть  с, по к о ­
торой сфера пересекает поверхность 0, 
я в л я е т с я  параллелью  поверхности 0; эта 
параллель проецируется на плоскость  it* 
в о тр езо к  О кр уж н о сти  I я , 2“
и 3 м, 4 " пересекаю тся в точках  L"  и L\  
{L I  = L \ )  Аналогично  стр о ятся  и другие 
про извольн ы е  точки , принадлежащ ие ис­
к о м о й  линии пересечения поверхностей а  
и0.

Ф ронтальны е  проекции опорных точек 
А "  и В " определяю тся пересечением 
ф ронтальны х проекции главн ы х  мериди­
анов поверхностей а и 0 . Горизонтальны е 
проекции (на рис. 231 не п о казан ы ) м о ­
гут  бы ть  построены с п ом ощ ью  паралле­
лей понерхности 0 так  же, к а к  это бы ло  
сделано в примере 2.

П Р И М Е Р  2. Построить линию  пересе­
чения поверхности вращ ения О с к о н и ­
ческой  поверхностью  вто р о го  пор яд ка  0, 
имею щ ей в основании о кр уж н о сть  
( рис. 2 3 2 ).

Способ эксцентрических сфер можно применять и в тех случаях, 
когда одна из пересекающихся поверхностей не является поверхнос­
тью врашения. Необходимым условием является наличие на этой по­
верхности семейства окружностей, которые можно рассматривать как 
результат пересечения поверхности со сферой. В число условий входит 
также условие, чтобы перпендикуляры, восставленные из центров кру­
говых сечений, пересекали ось поверхности вращения.

Задача, помещенная в следующем примере, иллюстрирует возмож­
ность использования эксцентрических сфер для построения линии пересе­
чения двух поверхностей, когда одна из них не я вл яе ^ я  повеохностью 
врашения.
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Рис 232

Р Е Ш Е Н И Е
1 . Вы д ел и м  на ко н и ческо й  п о вер х н о с ­

ти /3 к р уго во е  сечение. Д л я  этого  пере­
сечем поверхность 0 ф ронтально  проеци­
рую щ ей пло ско стью , параллельной осно 
ван ню конуса . Э та  п л о ско сть  пересечет 
к о н и че ску ю  поверхность по о кр уж н о сти , 
ко то р ая  проецируется на ф ронтальную  
п л о ско сть  проекции в виде о трезка  
| \т2”\.

2. П ер п ен д и куляр , во сставлен н ы й  из 
центра этой о к р уж н о сти  к  ее п ло с ­
ко сти , пересечет ось поверхности  вращ е 
ния в то чке  О ] ,  ко то р ую  принимаем  за 
центр вспом огательной  секущ ей  сф еры  
7>. Центр другой эксцентрической  сф еры  
*)j м о ж н о  определить аналогична рассм от
ренном у случаю . П остроения начинаем с 
проведения прям ой  ( 3 " 4я ) ,  параллельной 
прям ой  из то чки  5я (середины
о тр езка  [ 3 “ 4 ] ) во сставл яем  перпенди­

к у л я р  к  о тр е зк у  | 3"4М] и определяем 
т о ч к у  O j  пересечения его с осью  п оверх ­
ности  вращ ения а.

3. Сф еры , проведенные из центров 
О у и 0 2 радиусами, соответственно  ран 
н ы м и  | ОТ 1 ” | и I 0 ;3 " | .  пересекаю т по о к ­
р уж н о стям  не то л ько  поверхность 0, но 
и поверхность нпащ ения О. О трезки  
| 6“ , 1**\ и ( 8й, 9й] я в л я ю т с я  фронталь 
н ы м и  про екц и ям и  этих о круж ностей . Пе-

Ге сечен и я о тр езко в  [ 1 ", 2й] и | 6*, 7*1, 
3 ", 4*1 и I 8" , 9Н] у к а ж у т  то чки  Af*. 
Af j и JVV, N *t принадлежащ ие линии пе­

ресечения поверхностей Q и 0.
Ф рон тальн ы е  проекции опорных точек 

А "  и В* определяю тся пересечением 
ф ронтальны х  проекций главны х  мериди­
анов поверхностей а  и 0. Горизонтальны е 
проекции  точек , принадлежащ их линии 
пересечения, определяю тся и звестн ы м  
сп о со бам  (см . пример 1 , рис. 2 2 8 ).



Построение линии пересечения поверхностей 1 6 3  
второго порядка (частные случаи)

§ 52 ПОСТРОЕНИЕ ЛИНИИ П ЕРЕС ЕЧ ЕН И Я  П О ВЕРХНО СТЕЙ  
ВТОРО ГО  П О РЯД КА  (ЧА С ТН Ы Е СЛУЧАИ)

Рассмотрим некоторые частные случаи пересечения поверхностей 
второго порядка.

Известно, что порядок линии пересечения поверхностей равен про­
изведению порядков поверхностей, поэтому две поверхности второго 
порядка всегда пересекаются по кривой четвертого порядка. При опре­
деленных услониях эта кривая распадается на несколько линий бо­
лее низкого порядка. При этом сумма порядков линий, на которые 
распадается алгебраическая кривая, равна порядку самой линии. В част­
ности, кривая четвертогб порядка может распадаться на четыре пря­
мые или две кривые второго порядка. Следует иметь в виду, что некото­
рые линии, на которые распадается кривая, могут быть мнимыми.

Случаи, когда кривая четвертого порядка распадается на четыре пря­
мые (четыре линии первого порядка), можно проследить на приме­
рах пересечения поверхностей двух цилиндров второго порядка с парал­
лельными осями (рис. 233,а ), а также двух конических поверхностей 
второго порядка, имеющих общую вершину (рис. 233,6).

Условия, при которых кривая четвертого порядка распадается на 
две кривые второго порядка, могут быть сформулированы следую­
щими теоремами:

Т е о р е м а  1. Если две поверхности второго порядка пересекают­
ся по одной плоской кривой, то они пересекаются и еще по одной плос­
кой кривой.

В качестве иллюстрации этой теоремы на рис. 234 показаны фрон­
тальные проекции /| и /} кривых второго порядка (в частности, о к ­
ружностей) , полученных при пересечении поверхностей сферы а и эллип­
тического цилиндра 0.

Т е о р е м а  2. Если две поверхности второго порядка имеют ка­
сание в двух точках, то линия их пересечения распадается на две кривые 
второго порядка, плоскости которых проходят через прямую, соединя­
ющую точки касания.

На рис. 235 показано пересечение двух поверхностей второго по­
рядка: конической а и цилиндрической 0. Поверхности а и 0 имеют 
две общие касательные плоскости е и Й и соответственно две общие

р

Рис. 233
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точки касания А и В . Поэтому 
по теореме 2 они пересекаются 
по двум кривым второго по­
рядка, расположенным в плос­
костях ( и TJ.

Плоскости f и 13 проходят 
через прямую ( А В ) . Так как 
(АВ ) перпендикулярна плос­
кости проекции я 2, то плоскос­
ти { и т] фронтально проеци­
рующие, следовательно, при­
надлежащие им кривые прое­
цируются на плоскость в 
отрезки [C "D "\  и \EnF*\9 
при этом [C D " ]  С fat9 а 
[ E ” r \ C f on.

Теорема 2 может быть использована и для решения задачи на опреде­
ление положения плоскостей, пересекающих поверхности второго поряд­
ка по окружностям.

П Р И М Е Р . Определить полож ение плос- Р Е Ш Е Н И Е . П роведем  сф еру 0, имею-
костей  f  и т), ко то р ы е  пересекаю т поверх- ш у м  две общ ие касательн ы е  плоскости  с
ность эллиптического  цилиндра а  по ок- цилиндрической поверхностью  (сф ера 0 и
р уж н о стям  (рис. 2 3 6 ). цилиндр а  им ею т двойное сопри к аса

Рис 234

Рис 235 Рис. 236
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с поверхностью

ние). Д л я  этого центр сф еры  долж ен 
находиться на оси i цилиндрической  по ­
верхности а, а ее радиус R = |ify tV  Понер 
хности цилиндра и сф еры  соп ри касаю тся  
в точках  А и В.  На основании  теорем ы  2 
поверхности  сф еры  и цилиндра пересе­
каю тся  по д вум  к р и в ы м  второ го  п о р яд ­
ка, принадлежащ им  ф ронтально  проеци­
рую щ им  п л о ск о стям  }  и т) Э ти  кр и вы е , 
проецирую щ иеся на п л о ско сть  1Г2 в о т ­
резки \С“0 " ]  и я в л я ю т с я  о к р у ж ­
н остям и , так  к а к  со п р яж ен н ы е  диаметры  
зам кн уто й  кри вой  вто р о го  пор яд ка  р ав ­
ны м еж д у  собой |i4fl| = \CD\ и [АВ\ =
= \EF\ .

Рис. 237

Т е о р е м а  3. Если две поверхности второго порядка описаны 
около третьей поверхности второго порядка или вписаны в нее, то ли­
ния их пересечения распадается на две кривые второго порядка% плос­
кости которых проходят через прямую, соединяющую точки пересе­
чения линий касанця *

Эта теорема по существу является частным случаем теоремы 2. 
Практическое использование теоремы возможно в том случае, когда 
две поверхности вращения второго порядка могут быть описаны око­
ло сферы или вписаны в нее.

Рис. 237 дает представление о том, как можно определить линии 
пересечения двух конических поверхностей а и 0, описанных около 
сферы у. Поверхность о соприкасается со сферой у по окружности,
фронтальная проекция которой [ I м2м] , а с поверхностью 0 — по окруж ­
ности, проецирующейся в [ 3 4" ] .  Точки пересечения этих окружностей А 
и В являются точками соприкасания поверхностей а и 0.

По теореме 3 плоскости кривых и 12 должны проходить через 
прямую {А В ) . Так как {A B )  1 то плоскости f D /, и tj D 12 фрон­
тально проецирующие, а проекции кривых ia и 12 проецируются в отрез­
ки \C"D" ] и [ Е иГ  ].

Показанные на рис. 237 конические поверхности а и 0 пересекают­
ся по двум кривым, одна из которых I , — эллипс, другая 12 — пара­
бола (см. § 45, рис. 199, 200).

§ 53. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е Т О Ч ЕК  П ЕРЕС ЕЧ ЕН И Я  ЛИНИИ 
С ПОВЕРХНО СТЬЮ

В общем случае для графического решения задачи по опреде­
лению положения точек пересечения (встречи) линйи с поверхностью 
необходимо выполнить ряд геометрических построений в приведенной 
ниже последовательности: заключить данную линию во вспомогательную 
поверхность; определить линию пересечения этой вспомогательной 
поверхности с заданной поверхностью; отметить точки, в которых 
пересекаются полученная линия с заданной (рис. 238).

* Э та  теорема известна  та к ж е  к а к  "теорем а  М о н ж а ” , по им ени осн овоп олож н и ка  
начертательной геом етрии  Гаспара М онжа, д о казавш его  эту теорему.
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Запишем указанную последовательность решения в виде табл. 9 
(как  это сделано в § 43 при составлении алгоритма для решения за­
дачи по определению линии пересечения двух поверхностей). В пра­
вой части таблицы приведена символическая запись, соответствую­
щая смысловому содержанию отмеченных этапов решения.
Т а б л и ц а  9

С ловесное описание на традиционном я з ы к е  
начертательной геометрии

С и м во л и ческая  запись 
на геом етрическо м  я эы к е

1 . За кл ю ча е м  данную  линию  во  всп ом огательн ую  
поверхность
2. О пределяем  линию  пересечения всп о м о гател ь ­
ной поверхности  с заданной поверхностью
3. О тм ечаем  то чки  пересечения полученной л и ­
нии пересечения с заданной

За кл ю ча е м  а с  7 

О пределяем  i = 7 п а 

О тм ечаем  {/С, . . J  = /л  а

Алгоритм для решения задачи определения точек пересечения ли 
нии с поверхностью в символической форме можно записать:

= (7 П а )  П а .

Здесь, как и у алгоритма определения линии пересечения двух по­
верхностей, в зависимости от порядка и взаимного расположения задан­
ных кривой и поверхности множество искомых точек {tf, .. .J может 
состоять из одной, двух и более точек.

Полученный алгоритм является универсальным, пригодным для ре­
шения задачи с любым вариантом задания исходных данных. Рассмот­
рим различные варианты решения задачи:

1. Пересечение кривой с поверхностью.
2. Пересечение кривой с плоскостью.
3. Пересечение прямой с поверхностью.
4. Пересечение прямой с плоскостью.
При решении всех этих задач, как правило, целесообразно для умень* 

шения графических построений и их упрощения пользоваться в качестве 
вспомогательной секущей поверхности у — проецирующей цилиндричес-

Рис. 238
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кой поверхностью, в частности, 
если определяется точка пересече­
ния прямой с поверхностью, — 
плоскостью. Упрощение решения 
достигается благодаря тому, что 
одна из проекций линии пересече­
ния I автоматически определяется 
положением и формой следа прое­
цирующей поверхности у. Поэтому 
задача по определению точек встре­
чи линии с поверхностью сводится 
к построению второй проекции 
линии, принадлежащей поверхнос­
ти, если известна одна ее проекция, 
т. е. к задаче, которую мы неоднок­
ратно решали.

Рис. 239

1. Пересечение кривой с поверхностью.
При определении содержания и последовательности выполнения 

геометрических операций, входящих в состав алгоритма для реше­
ния задачи по определению точек пересечения кривой с поверхнос­
тью, мы пользовались наглядным чертежом, изображенным на рис. 238. 
Теперь проследим, как решается эта задача на эпюре Монжа.

П Р И М Е Р . О пределить то чки  пересече­
ния кр и во й  а с произвольной  цилинд­
рической поверхностью  Q (рис . 239).

Р Е Ш Е Н И Е .
1. З а кл ю ча е м  к р и в у ю  а но ф ро нталь­

но проецирую щ ую  цилиндрическую  п о ­
верхность у.

2. О пределяем  линию  пересечения п о ­
верхностей у и а. Д л я  зтого  отмечаем  на 
а" “  fa y  s  I" п р о изво л ьн ы е  то чки  1 " ,  
2й. 3” , 4 ', 5W; зная ф ронтальные проек­

ции точек , находим их горизонтальные 
проекции 1 ', 2\ 3#, 4*, 51. Соединив эти 
то чки  плавной к р и во й , получим  горизон ­
тальную  проекцию  ? кри вой  J, по к о т о ­
рой всп ом огательн ая  цилиндрическая по ­
верхность у пересекает данную  поверх ­
ность а.

3. О тм ечаем  то чки  К\  и К \  пересече 
ния к р и в ы х  t  и а . По горизонтальны м  
п р о екц и ям  определяем  их ф ронтальные 
проекции К * и К 7.

2. Пересечение кривой с плоскостью.
Решение этой задачи аналогично только что рассмотренной, если и 

есть какое-либо отличие, то оно состоит лишь в том, что приходит­
ся определять вторую проекцию линии, принадлежащую не цилинд­
рической поверхности, как это было в приведенном выше примере, 
а плоскости.

П Р И М Е Р . О пределить т о ч к у  встречи 
линии а с пло ско стью  а  (рис. 2 4 0 ).

Р Е Ш Е Н И Е
1. За кл ю ча е м  линию  а я проецирую ­

щ ую  цилиндрическую  поверхность у , б е з ­
различно к а к у ю  71  Я] или 7 1 Я 3 (на 
рис. 24 0 7 I л ) .

2. О бозначим  линию пересечения 
7 П  а  = it тогда Г С / „ Г

3. О пределяем  горизонтальную  проек 
цию f . Д л я  зтого  отм ечаем  на t  ряд то 
чек  1 , 2", 3 ", с п ом ош ью  горизонта 
лей (Л ,,  Л2, А ,, ...) п лоскости  а  нахо 
дим то чки  I 1, 2\  З 1......принадлежащ ие I*

4. О тм ечаем  т о ч к у  К* = t  по К 1 на 
ходим К " .

3. Пересечение прямой с поверхностью.
В алгоритме решения чадами для определения точек встречи прямой 

с поверхностью в кячестне вспомогательной секущей поверхности следу­
ет брать плоскость.
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Сложность решения рассматриваемой группы задач зависит от трудо­
емкости нахождения линии пересечения 7 п а, которая определяется 
видом поверхности а и расположением прямой а как относительно 
поверхности а, так и по отношению к плоскостям проекций.

Чтобы получить рациональное решение, следует пользоваться наибо­
лее простым способом определения линии 1(1 = 7 Л <*). Этого можно 
достигнуть двумя путями: 1 ) соответствующим выбором положения 
вспомогательной секущей плоскости 7 или 2 ) переводом секущей пря­
мой а в частное положение. Рассмотрим каждый из этих вариантов 
решения.

Вариант 1.
а) Вспомогательная секущая плоскость — проецирующая.

П Р И М Е Р . Определить т о ч к у  пересече 
ния прям ой  а с поверхностью  торса 
( рис. 24 1J .

Р Е Ш Е Н И Е . За кл ю ча е м  п р ям у ю  а во  
ф ронтально проецирую щ ую  п л о ско сть  
7 . Ф ронтальная  про екц ия линии пересе­
чения I" совпадает с /©«у s  а". О тм ечаем  
т о ч к у  I м, в которо й  проекц ия I* пересе­
кает  проекцию  d " ребра возврата  d. Знам 
полож ение I м, определяем  горизонталь­
ную  проекцию  1'. П ронодим  ряд п р я м о ­

линейных образую щ их торсовой п оверх ­
ности (ка са тел ьн ы х  к  кривой  d J и ф и к ­
сируем  то чки  2"t 3й, в ко то р ы х  V* пере 
секает ф ронтальны е проекции этих обра ­
зую щ их.

На горизонтальны х проекциях  со о т­
ветствую щ и х  образую щ их определяем 
горизонтальны е проекции 2\ 3'. Соеди­
нив зти точки  плавной кривой , получим  
горизонтальную  проекцию  I1, t  Пи1 = JC*— 
горизонтальная про екция иско м о й  точки  
встречи. По К ‘ определяем  К".

б) Вспомогательная секущая плоскость — общего положения. Исполь­
зование вспомогательной проецирующей плоскости не всегда упрощает 
решение, возможны случаи, когда целесообразно применять плоскость 
общего положения.

В качестве иллюстрации, подтверждающей эту мысль, может служить 
задача по определению точек пересечения прямой общего положения с 
конической поверхностью.

Плоскость пересекает коническую поверхность по кривой. Иск­
лючение составляет только плоскость, проходящая через вершину кони-

Рис 240 Рис. 2 11
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с поверхностью

ческой поверхности. В этом случае 
кривая второго порядка распада­
ется на две прямые — образующие 
конической поверхности (см.
§ 45) *

П Р И М Е Р . О пределить то чки  пересече­
ния прям ой  а с поверхностью  п р ям о го  
кр уго во го  ко н уса  Q (рис. 24 2 ).

Р Е Ш Е Н И Е . За кл ю ча е м  п р ям ую  а в 
п л о ско сть  7 , п ро х о д яш ую  через в ер ш и ­
ну кон и ческой  поверхности  S .  На 
рис. 24 2 п л о ско сть  7  задана пересекаю ­
щ им ися  п р я м ы м и  а и h , при этом  h — 
горизонталь.

О пределяем  горизонтальны й  след п ло с ­
кости  7 ; для зтого находим горизонталь­
ный след прям ой  Н а и через него п р о во ­
дим h параллельно горизонтальной 
проекции горизонтали И1. О тм ечаем  точ 
ки  21 и 3', в ко то р ы х  Л о 7 Г 1/1 ОЛ< ( S f2f ) 
и (S'a1) — образую щ ие поверхности  Q, 
по к о то р ы м  она пересекается п л о с к о с ­
тью  у.

Т о ч к и  К\  и Кг  ( К\  = а Л  ( S #2#) и К*7 =
— а1 Л ( 5 ,31) )  — горизонтальны е п р о ек ­
ции и с к о м ы х  точек  пересечения. Зн ая  
положение К \  и К 2, определяем  К ” и К%.

Вариант 2. Перевод секущей прямой в частное положение.
При пересечении поверхности сферы плоскостью в сечении полу­

чается окружность, которая проецируется на плоскости проекции в об­
щем случае в виде эллипсов или прямой и эллипса (если секущая плос­
кость проецирующая). В частном случае, когда секущая плоскость 
параллельна плоскости проекции, окружность проецируется на 
эту плоскость проекции без искажения. Поэтому, чтобы упростить 
решение задачи, следует произвольно расположенную прямую перевес­
ти в положение, параллельное какой-либо плоскости проекции. Тог­
да представляется возможность заключить прямую в плоскость, па­
раллельную плоскости проекции.

П Р И М Е Р  1. О пределить то чки  в стр е ­
чи прям ой  а ,  заданной о тр езко м  [ j4 B ]  
с поверхностью  сф еры  а  (рис. 243).

Р Е Ш Е Н И Е .  Переводим  п р ям ую , п р о и з­
во льн о  располож енную  в пространстве , в 
полож ение, параллельное п ло ско сти  про 
екции. Д л я  этого переходим от си стем ы

Лз *3 -х --- к  систем е ---, в которо й  it3 II 0*1 Я|
В  этом  случае горизонтально  прое 

ц ирую щ ая п л о ско сть  7  Э  а пересечет по 
верхностъ сф еры  по о к р уж н о сти  с ради­
уса R (см . рис. 243), ко то р ая  спроеци- 
руется  на п ло ско сть  itt в [ 1 12*] f а на

П - 'тскость л j в о кр уж н о сть  c j  того  же 
ралнуса R. Т о чки  К \ х и К \ х пересече 
ния c j  с [А" В"] — вспом огательны е  про­
екции и ско м ы х  то чек , по ним  определя­
ем вначале К J и а затем  и К"  и K J .

Е сл и  прям ая  а , пересекаю щ ая по ­
верхность вращ ения, проходит через ость 
< этой поверхности , то перевод прям ой 
а в частное положение целесообразно 
о сущ естви ть  путем  вращ ения прямой 
в о к р у г  оси L

П Р И М Е Р  2. Определить точки  встре ­
чи п рям ой  а с поверхностью  вращ ения 
а  (рис. 244) .

•Если се к у щ а я  п л о ско сть  проходит через вер ш и н у  ко н и ческо й  поверхности 
и со ставл яет  с  ее осью  угол  больш ий , чем угол наклона  к  этой оси образую щ ей 
ко н и ческо й  поверхности , то сечение распадается на две м н и м ы е  прям ы е .
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Р Е Ш Е Н И Е . Го ри зон тальн о  проециру­
ю щ ая п л о ско сть  7 , в ко то р ую  закл ю чаем  
п р ям ую  а , пересечет поверхность вра 
ш ения по меридиану g j .

Ч то б ы  не строить искаж енной  ф ро н ­
тальной проекции м еридионального  суче ­
ния, поворачиваем  п л о ско сть  7 и н ах о ­
д ящ у ю ся  в ней п р ям ую  а в о к р у г  оси |

до полож ения, параллельного л2, тогда 
&\ совпадает eg* — горизонтальной п р о ек ­
цией главного  меридиана, a h Qy с t 
После поворота прям ая  а займет п оло ­
жение a, ( f lb f l j ) .  С пом ощ ью  точек f 
и /С'2|1 в ко то р ы х  а" П ^ [ ,  определяем по ­
ложение К'[ и /Г j  I а затем  К \  и К j.

4. Пересечение прямой с плоскостью.
Определение точки встречи прямой с плоскостью относится к эле­

ментарной задаче, но ее значение для решения самых различных, бо­
лее сложных задач, трудно переоценить. Задача по нахождению точ­
ки встречи прямой с плоскостью входит как составная часть (фраг­
мент) в алгоритм решения широкого круга как позиционных, так и 
метрических задач.

Решение этой задачи даже в самом обшем случае, когда и плос­
кость и прямая занимают произвольное положение в пространстве, 
легко сводится к простейшей задаче по определению линии пересе­
чения двух плоскостей, из которых одна — проецирующая (см, 
§ 44, рис. 187, 188), с последующим определением второй проекции 
точки, принадлежащей плоскости, если известна одна из ее проекций (см. 
§ 40, примеры 1 ... 3, рис. 169 .......  171). Для этого достаточно пря­
мую заключить во вспомогательную проецирующую плоскость.

П Р И М Е Р  1. О пределить т о ч к у  встречи 
прям ой  а с п л о ско стью  а  (рис. 2 4 5 ).

Р Е Ш Е Н И Е . Т а к  к а к  а — п р ям ая , то 
в алгоритм е К = (7 П а )  П а  в качестве

секущ ей  поверхности  следует вы бирать 
п лоскость. Эта п л о ско сть  пересечет задан­
ную  О по прям ой  / . П о э то м у  в рассм ат­
риваем ом  случае предписываем ая алго-

Рис. 243 Рис. 244



Рис. 245

ритм о м  последовательность вы п о лн ен и я  
геом етрических  построений будет и м еть  
следую щ ее содержание:

1 ) проводим  через а 1 (и л и  а " )  го р и зо н ­
тальны й  (ф р о н тал ьн ы й ) след го р и зо н ­
тально проецирую щ ей (ф рон тальн о  про ­
ец ирую щ ей ) п ло ско сти  7 ;

2 ) определяем  ф ронтальную  (го р и зо н ­
та л ьн ую ) проекцию  линии пересечения 
п ло ско сти  7 с данной п л о ско стью  а  
Г  = 7 й П а “ (« л и  Iе = У  П а 1);

3) определяем  К н — а "  П  V* (и ли  К 1 = 
= а* П / ' ) ;  зная К " 9 находим  К* (и ли  
зная К 1, находим К м).

А л го р и тм  реш ения не м ен яется , если 
м ы  будем  им еть дело с д руги м  вариан 
том  задания п ло ско сти  — параллельн ы ­
ми п р ям ы м и  или п р ям ы м и , по к о то р ы м  
п л о ско сть  пересекает п лоскости  п р о ек ' 
иий (след ам и  п л о ско сти ) .

Определение точек пересечения линии
с поверхностью

Рис. 246

П Р И М Е Р  2. Определить то ч ку  пере 
сечения прям ой  а с плоскостью  а 
( рис. 2 4 6 ).

Р Е Ш Е Н И Е . Т а к  же, к а к  и в преды ­
д ущ ем  примере, заклю чаем  п рям ую  а в 
проец ирую щ ую  п л о ско сть  7 Э  а (Л *
— а1) .  С троим  линию  пересечения п ло с ­
костей  7 П о  = /. О тм ечаем  К"  =
П о К* находим К 1.

Реш ение задачи упрощ ается, если одна 
из заданных ф и гур  (п р я м а я  или п ло с ­
к о с т ь ) занимает проецирую щ ее полож е ­
ние. Рис. 247, а и б иллю стрирует реш е­
ние таких  задач:

а) п л о ско сть  а — проецирую щ ая, а 
п р ям ая  а - общ его  полож ения (рис. 247.а)

б ) п л о ско сть  а  — общ его полож ения, 
а п р ям ая  а — проецирую щ ая (рис. 24 7 ,6 ).

Реш ения задач н астолько  просты , что 
они ясн ы  из чертежей и не тр еЬую т к а ­
ких-либо пояснений.
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В О П Р О С Ы  Д Л Я  С А М О П Р О В Е Р К И

1. И зло ж и те  общ ий принцип построе­
ния обобщ енного  алгоритм а д ля  реш ения 
задачи по определению линии пересече­
ния поверхностей.

2. С ф о р м ул и р уй те  во зм о ж н ы е  вариан ­
ты  реш ения задачи по определению л и ­
нии пересечения м ногогр анника  п л о с к о с ­
тью.

3. В  к аки х  случаях  для определения 
линии пересечения двух  поверхностей 
м о ж н о  прим енять сп о со б :

а) вращ аю щ и х ся  п ло ско стей ;
б ) п учка  п лоскостей  с несобственной 

п р я м о й ;
в ) конц ентрических  сфер;
г ) эксцентрических  сф ер?
4. К а к и е  то чки  линии пересечения п о ­

верхностей н а зы ваю тся  о п о р н ы м и ?
5. Н апиш ите  и дайте пояснение ал го ­

ритма реш ения задачи по определению 
то чки  встречи п р ям о й  с пло ско стью .

6. В  чем закл ю чается  решение задач 
по определению сечения поверхности  
п ло ско стью  с пом ощ ью  способа граней 
и способа ребер?

7. В к а к и х  случаях  п ло ско сть  пересе­
кает поверхность п р ям о го  к р уго во го  к о ­
нуса : по д в ум  пересекаю щ им ся п р я м ы м , 
по о кр уж н о сти , эллипсу, параболе, гипер ­
б о л е ?

8. Ч то  пред ставляю т собой ф ронталь­
ны е  проекции линии пересечения двух 
поверхностей вращ ения второго  порядка, 
им ею щ их общ ую  п л о ско сть  сим м етрии , 
параллельную  п л о ско сти  7Г3?

9. К а к а я  зави си м о сть  сущ ествует 
м еж д у  п о р яд ко м  пересекаю щ ихся по­
верхностей и п о р яд ко м  линии, получен ­
ной в результате  их пересечения?

10. С ф о р м ули р уй те  у сл о ви я  (тео р е ­
м ы ) ,  при к о то р ы х  к р и ва я  — линия пере­
сечения поверхностей — распадается на 
две к р и в ы е  второ го  п о р яд ка ?

11. Приведите прим еры , когда к р и ­
вая — линия пересечения д вух  цилиндри­
чески х  поверхностей -  распадается на од­
н у , две, три, четы ре прям ы х .

12. В  чем состоит содержание алгорит­
м а  реш ения задачи для определения то ­
ч ек  пересечения линии с поверхностью ?

13. Чем  следует р уко во д ство ваться  
при вы боре  вспом огательной  секущ ей  
поверхности  при определении точек  пере­
сечения линии с поверхностью ?

14. В  к а к о м  случае м о ж н о  для уп ро ­
щ ения реш ения задачи по определению 
точек  встречи прям ой  с поверхностью  
прим енять способ вращ ен и я в о к р у г  оси, 
п ерпенд икулярной  п л о ско сти  проекции?
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МЕТРИЧЕСКИЕ ЗАДАЧИ

ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
В § 6 гл. I отмечалось, что при параллельном, в частности ортого­

нальном, проецировании геометрические фигуры, произвольно распо­
ложенные по отношению к плоскостям  проекций, проецируются на эти 
плоскости с искажением их метрических характеристик (характеристик, 
которые могут быть получены путем измерения линейных и угловых 
величин). Д ля того чтобы иметь возможность по метрически искажен­
ным проекциям судить о размерах и форме оригинала, необходимо знать 
способы решения задач по определению неискаженных линейных и 
угловых величин.

Метрическими называются задачи, решение которых связано с на­
хождением характеристик геометрических фигур, определяемых (из­
меряемых) линейными и угловыми величинами.

Все многообразие метрических задач, в конечном счете, сводит­
ся к  двум  видам: А — задачам на определение расстояния между дву­
мя точками; Б  — задачам на нахождение величины угла между двумя 
пересекающимися прямыми.

К  метрическим относятся также задачи на построение отрезка и у г ­
ла с наперед заданным значением соответственно линейной и градус­
ной (радианной) величины.

Несмотря на то, что чисто метрические задачи встречаются редко, 
целесообразно выделить их в самостоятельную группу, вклю чив в нее 
и те задачи, в которых на промежуточных этапах решения приходится 
выяснять позиционные отношения между геометрическими фигу­
рами.

В основе алгоритма решения любой метрической задачи лежит ин­
вариантное свойство ортогонального проецирования, заключающееся 
в том, что любая фигура, принадлежащая плоскости, параллельной 
плоскости проекции, проецируется на эту плоскость в конгруентную 
фигуру, т. е. ( Ф С 0 )  Д (011 Я , ) => Ф ' ~ Ф .

Рассмотрим возможные пути решения задач на определение метри­
ческих характеристик геометрических фигур.

А. Определение расстояний.
Решение задач на определение расстояния между точкой и прямой, 

двум я параллельными прямыми, точкой и плоскостью, прямой и плос­
костью, д вум я плоскостями, скрещивающ имися прямыми, в конечном 
счете, сводится к нахождению расстояния между двуКЧя точками.

Чертежи на рис. 248 подтверждают это утверждение. Из этих черте­
жей видно также, что, прежде чем приступить к  решению задачи на 
определение расстояния между точкой и прямой или двум я параллель­
ными прямыми (рис. 248,а и 6 ), необходимо провести плоскость 7 , 
перпендикулярную к  прямой I , или опустить перпендикуляр из точки А 
(A G m  или>1 е 0) на плоскость а (рис. 248,6, г, d, е). Поэтому, прежде чем 
решать задачи на определение расстояний, выясним характер и последо-
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вательность графических построений, которые должны быть выполнены 
для построения на эпюре взаимно перпендикулярных прямых, прямой и 
плоскости, плоскостей.

§ 54. ПОСТРОЕНИЕ ВЗАИ М Н О  П ЕРП ЕН Д И КУ Л Я РН Ы Х  ПРЯМ Ы Х, 
ПРЯМ ОЙ И ПЛОСКОСТИ, ПЛО СКОСТЕЙ

Не будет преувеличением утверждать, что построение взаимно пер­
пендикулярных прямых и плоскостей наряду с определением рассто­
яния между двумя точками являются основными графическими опера­
циями при решении метрических задач.

Теоретической предпосылкой для построения на эпюре Монжа проек­
ций прямых и плоскостей, перпендикулярных по отношению друг к 
другу в пространстве, служит отмеченное раньше (см. § 6) свойство
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проекции прямого угла, одна из сторон которого параллельна какой-ли­
бо плоскости проекции:

(А в £  = 9 0 °)Л ( [Д С )  II IT,, |В> Щ *.)= * Л<# С ?=  90°.

1. Взаимно перпендикулярные прямые.
Чтобы можно было воспользоваться отмеченным свойством для 

построения на зпюре Монжа двух пересекающихся под углом 90° пря­
мых, необходимо, чтобы одна из них была параллельна какой-либо 
плоскости проекции. Поясним сказанное на примерах.

П Р И М Е Р  1. Через т о ч к у  А провести  
п р ям ую  J , пересекаю щ ую  горизонталь h 
под п р я м ы м  у гл о м  (рис. 2 4 9 ).

Т а к  к а к  одна из сторон h п р ям о го  
угле параллельна пло ско сти  Я| , то  на эту  
п ло ско сть  п рям ой  угол  спроецируется 
без и скаж ен и я  П о э то м у  через А 1 право  
дим  горизонтальную  проекцию  V 1 Л\ 
О тм ечаем  то ч ку  М* = Находим
М м (АГ С А " ) ,  Т о ч к и  А "  и М"  опред еля­
ют Г  (см . рис. 249, а ) .

Е сл и  вм есто  горизонтали  будет задана 
ф ронталь f ,  то геом етрические  па строе 
ния по проведению  п р ям о й  1 1  / ан ало ­
гичны  то л ько  что рассм отренны м  с той 
л и ш ь  разницей, что построения н еи ска ­
женной проекции п р ям о го  угла  следует 
начинать с ф ронтальной проекции  (с м . 
рис. 249, б ) .

П Р И М Е Р  2. Через т о ч к у  А провести  
п р ям ую  I , п ересекаю щ ую  п р я м у ю  а , за ­
данную  о тр езко м  [ В С ] ,  под угл о м  90 
( рис. 2 5 0 ).

Т а к  к а к  данный о тр езо к  заним ает про ­
и звольн ое  положение по отнош ению  к  
п л о с к о с тям  проекций, м ы  не м о ж е м , к а к  
в пред ы д ущ ем  примере, во сп о л ьзо ваться  
сво й ство м  о частном  ал у чае проецирова­
ния п р ям о го  угла, п о это м у вначале не ­
обходим о  [ ВС] перевести в  полож ение ,

параллельное какой-либо  п лоскости  про ­
екции.

На рис. 250 ( ВС] переведен в поло 
жение, параллельное п лоскости  я 3 , Э то  
сделано с п ом ощ ью  способа зам ены  плос­
костей  проекции  путем  зам ены  п л о с к о с ­
ти я  1 || [ В С ] .

В результате  такай  зам ены  в новой 
тг2

систем е Jtj —— [ В С ]  определяет гаризон

тальную  п р ям ую , п о это м у  все дальней­
шие простроения вы п о лн ен ы  так  же, к а к  
это б ы л о  сделана в пред ы д ущ ем  прим е­
ре: после тога , к а к  бы ла  найдена тачка  
Л1 j ( ее перевели на исходные п лоскости  
проекции в  положение М* и М 1, эти то ч ­
к и  со вм естн а  с А "  и А 1 определяю т про­
екции  п р ям о й  I .

П Р И М Е Р  3. П ровести  горизонтальную  
проекц ию  стороны  ( ВС\  п рям ого  угла 
A B C t если и звестн ы  его ф ронтальная про ­
е кц и я  L A MB HC и  горизонтальная проек 
ц ия стор он ы  [ i4fB f] (рис. 2 5 1 ). 

Р Е Ш Е Н И Е :
1. Переводим  сторону утла [В .А ]  

в полож ение || я а путем  перехода от си с

тем ы  п лоскостей  проекций  х ---к  навой
« *1 я 3 *

Я'1 Г

а)
Рис. 219
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Р и с . 250

2. О пределяем  н овую  ф ронтальную  
проекцию  [ В МА М\ .

3. И з В " в о сставл яем  п ерп ен д и куляр  к  
[В |#Л , ] .  На этом  перпенд икуляре  опре-

Рис 251

д еляем  т о ч к у  С" (С ?  удалена от оси x t 
на расстояние | CXj Cj | — |СЖС*|).

4. Го ри зон тальн ая  про екц ия С 1 опреде­
л я е тс я  к а к  то чка  пересечения п р ям ы х  
<C|CX i )Л  (С тСх ) *  С \

2. В з а и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы е  п р я м а я  и п л о с к о с т ь .
Из курса стереометрии известно, что прямая перпендикулярна плос­

кости, если она перпендикулярна хотя бы к двум пересекающимся 
прямым, принадлежащим этой плоскости.

Если в плоскости взять не произвольные пересекающиеся прямые, а ее 
горизонталь и фронталь, то открывается возможность воспользоваться 
свойством проекции прямого угла, как это было сделано в примере 1, 
рис. 249.

Рассмотрим следующий пример; пусть из точки А € а требуется вос­
ставить перпендикуляр к плоскости а (рис. 252).

Через точку А проводим горизонталь И и фронталь / плоскости а. 
Тогда, по определению ( А В ) , перпендикулярная к плоскости а, должна 
быть перпендикулярна к прямым h и /, т. е. 6а К1 = BA IL = 90°. Но 
сторона AM L ВАМ  II я , , поэтому L ВАМ  проецируется на плоскость я, без
искажения, т. е. В* А ‘М ‘ = 90°. Сторона А К  L В А К  || яа и, следовательно, на 
плоскость я 3 этот угол проецируется также без искажения, т. е. и
Б ^ Р к ' = 90е. Приведенные рассуждения можно сформулировать в виде 
следующей теоремы: для того чтобы прямая в пространстве была перпен­
дикулярна плоскости, необходимо и достаточно, чтобы на эпюре гори­
зонтальная проекция прямой была перпендикулярна к  горизонтальной 
проекции горизонтали плоскости, а фронтальная проекция к фрон­
тальной проекции фронтали этой плоскости.

Если плоскость задана следами, то теорема может быть сформули­
рована иначе: для того чтобы прямая в пространстве была перпендику­
лярна плоскости, необходимо и достаточно, чтобы проекции этой прямой 
были перпендикулярны к одноименным следам плоскости.
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Ри с  252 Рис. 253

Установленные теоремой зависимости между прямой в пространст­
ве, перпендикулярной к плоскости, и проекциями этой прямой к про­
екциям линий уровня (следам) плоскости лежат в основе графического 
алгоритма решения задачи по проведению прямой, перпендикулярной к 
плоскости, а также построения плоскости, перпендикулярной к заданной 
прямой.

П Р И М Е Р  1. Во сстави ть  в верш ине А 
п ерп ен д и куляр  A D  к  п лоскости  Д ABC  
( рис. 2 5 3 ).

Д л я  того чтобы  определить направле ­
ние проекций перп ен д и куляр а , проводим  
проекции горизонтали  h и ф ронтали f  
п ло ско сти  A A R C .  П осле этого из точки  
А 1 во сставл яем  перп ен д и куляр  к  V, а из 
А я -  к  Г

П Р И М Е Р  2. Из то чки  А ,  принадлеж а­
щей п л о ско сти  a  (m  II л ) , восставить  пер­
п ен д и кул яр  к  этой пло ско сти  (рис. 2 5 4 ).

Р Е Ш Е Н И Е .  Д л я  определения направле 
ния проекций  перпенд икуляра  Г  и /*, 
к а к  и в пред ы д ущ ем  примере, проводим  
через т о ч к у  А ( А \  А " )  горизонталь 
h (V ,  /|м) ,  принад леж ащ ую  пло ско сти  Ct.
З н а я  направление h1, строим  го р и зо н ­
тальную  проекцию  перпенд икуляра  
? ( I ' i / i ' ] .  Д л я  определения направления 
ф ронтальной проекции перпенд икуляра 
через т о ч к у  А (А*, А " )  провод им  фрон- 
таль f  ( f \  f " )  пло ско сти  а. В  силу парал 
лельности  / ф ронтальной п ло ско сти  про 
екции прям ой  угол м еж д у  I и / проеци­
р уется  на я 2 без и ска ж е н и я , п о это м у  п р о ­
водим  V* i  f M.

На рис. 255 эта же задача решена для 
сл учая , когда п л о ско сть  а  задана следа 
ми. Д л я  определения направлений п р о е к ­
ций п ерпенд икуляра  отпадает необходи 
м о сть  в проведении горизонтали и фрон- Рис. 254.
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Рис. 255 Рис 256 Рис. 257
тали, так  к а к  их ф ун кц и и  вы п о л н яю т  
следы  пло ско сти  h и  /0а  К а к  видно 
из чертежа, решение сводится  к  провед е ­
нию через то чки  А 1 и А я проекций
■ П / о е .

П Р И М Е Р  3. П остроить п л о ско сть  7 , 
п ерп ен д и куляр н ую  к  данной п р ям о й  i и 
про ходящ ую  через заданную  т о ч к у  А 
(рис. 2 5 6 ).

Р Е Ш Е Н И Е . Через т о ч к у  А проводим  
горизонталь Л и фронта ль f . Эти  две пе ­
ресекаю ш иеся  п р ям ы е  определяю т п л о с ­
к о сть ; чтобы  она бы ла п ер п ен д и кул яр ­
на к  прям ой  / , необходим о, чтобы  п р я ­
м ы е  Л и /  со ставл яли  с п рям ой  I угол  
9 0 °.  Д л я  этого проводим  h* I t  и 
Ф рон тал ьн ая  п ро екц и я И" и гор изонталь­
ная п ро екц и я f* про во д ятся  параллель* 
но оси х.

Рассм отренны й  случай п о зво л яет  по 
ин о м у  реш ать задачу, приведенную  в  при ­
мере 3 (с. 175 рис. 2 5 1 ). Сторона [ВС]

L A B C  должна принадлежать плоскости  
7-1 [ Л В ]  и проходить через то ч к у  В 
( рис. 257 ) .

Э то  условие  и определяет ход реш ения 
задачи, ко то р ы й  состоит в  следую щ ем : 
заклю чаем  т о ч к у  В в п л о ско сть  71  [ А В ] , 
д л я  зтого через т о ч к у  В проводим  гори­
зонталь и ф понталь п ло ско сти  7 так , 
что бы  Ы 1 А 9В* и f*  1 А " В п.

Т о ч ка  CG  ( В С ) ,  принадлежащ ей плос­
ко сти  7 , п о это м у  д ля  нахождения ее го ­
ризонтальной проекции  проводим  через 
С "  про извольн ую  п р ям ую  1 "2 ", принад­
леж ащ ую  п л о ско сти  7 ; определяем  гори* 
зон тал ьн ум  проекцию  этой прям ой  1 *2' и 
на ней отм ечаем  т о ч к у  С% (С1 определяет­
с я  пересечением линии связи  — перпенди­
к у л яр а , о пуш енного  из С ", с горизон­
тальной проекцией прям ой  1 *2 ). С9 
совм естно  с В 1 определяю т горизонталь­
ную  проекцию  (В С )  1 ( , 4 В ) .

3. Взаимно перпендикулярные плоскости.
Дее плоскости перпендикулярны, если одна из них содержит прямую, 

перпендикулярную к другой плоскости.
Исходя из определения перпендикулярности плоскостей, задачу 

на построение плоскости 0, перпендикулярной к плоскости о, решаем 
следующим путем: проводим прямую 4 , перпендикулярную к плоскости 
о; заключаем прямую I в плоскость 0. Плоскость 0 1 а , так как 0 3 I 1 а.

Через прямую I можно провести множество плоскостей, поэтому 
задача имеет множество решений. Чтобы конкретизировать ответ, не­
обходимо указать дополнительные условия.

П Р И М Е Р  1. Через данную  п р я м у ю  а 
провести  п л о ско сть  0, п ер п ен д и кул яр ­
ную  к  пло ско сти  а  (рис. 2 5 8 ).

Р Е Ш Е Н И Е .  О пределяем  направление 
проекций перпенд икуляра  к  п л о ско сти  а ,

д ля  зтого  находим горизонтальную  про ­
екцию  горизонтали  (А ')  и ф ронтальную  
проекцию  ф ронтали ( / " ) ;  из проекций 
произвольной  то чки  A S .  а проводим  про 
екции перпенд икуляра  1 1  h1 и Г  i f " .  
П л о ск о сть  01  о , та к  к а к  0 3 1  1 О.
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П Р И М Е Р  2. Через данную  т о ч к у  А про ­
нести горизонтально  п ро ец ирую щ ую  плос 
к о с ть  7 . п ерп ен д и куляр н ую  к  п ло ско сти  
а, заданной следами (рис. 259, а ) .

И с к о м а я  п л о ско сть  7 долж на содер­
ж ать  п р ям ую , п ер п ен д и кул яр н ую  п л о с ­
ко сти  а , или бы ть  перпенд икуляр ной  
к  п р ям о й , принадлежащ ей п ло ско сти  а. 
Т а к  к а к  п ло ско сть  7 долж на б ы ть  го р и ­

зонтально проецирую щ ей, то п р ям ая, 
п ерп ен д и куляр н ая  к  ней, должна бы ть  
параллельна п ло ско сти  Я] , т. е. я вл я т ь с я  
горизонталью  п ло ско сти  а  или (что  то 
ж е  сам ое] го р и зон тальн ы м  следом  этой 
п л о с к о с ти —h о а . П о э то м у  через гори зон 
тальную  проекцию  то чки  А проводим  
горизонтальны й  след h 1 h Q q, ф рон ­
тальны й  след f Qy 1  оси х

На рис. 259,6 показана фронтально проецирующая плоскость 7 , про­
ходящая через точку В  и перпендикулярная к плоскости

Из чертежа видно, что отличительной особенностью эпюра, на кото­
ром заданы две взаимно перпендикулярные плоскости, из которых од­
на — фронтально проецирующая, является перпендикулярность их фрон­
тальных следов f Q y i  f o a \ горизонтальный след фронтально проецирую 
щей плоскости перпендикулярен оси х.

Рис. 259



§ 55. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е РАССТО ЯН И Я М ЕЖДУ Д ВУМ Я ТО ЧКАМ И

В § 8 гл. I (см. рис. 50) было показано графическое определение 
длины отрезка [А В \ % являющегося мерой расстояния между точками 
А и Б , путем построения прямоугольного треугольника.

Рассмотрим другие варианты решения этой задачи. Мы знаем, что 
ортогональная проекция геометрической фигуры будет конгруент- 
на оригиналу в том случае, когда фигура занимает положение, парал­
лельное плоскости проекции. Поэтому отрезок [ АВ ] проецируется 
на плоскость я ,  (или я 3 ) без искажения лишь в том случае, когда он 
параллелен плоскости я ,  (или я 2 ) .  Поэтому решение рассматрива­
емой задачи сводится к переводу отрезка в положение, параллельное 
какой-либо плоскости проекции.

Перевод отрезка из общего положения в частное (параллельное плос­
кости проекции) можно осуществить, применив один из способов преоб­
разования ортогональных проекций: или замену плоскости проекции, 
или плоскопараллельное перемещение (в частном случае — вращение 
вокруг оси, перпендикулярной плоскости проекции).

П Р И М Е Р  1. Определить расстояние 
м еж д у  то чкам и  А  и В (рис. 2 6 0 ). Реш е­
ние задачи сводится к  нахож дении дли* 
ны  отрезка , к о н ц а м и  которо го  я в л я ю т ­
ся  точки  А и В .  П ереводим  отрезок 
[ А В] из общ его п олож ен и я  я  частное — 
параллельное п лоскости  Я а , и спользуя 
для этого зам ен у  п ло ско сти  я а п л о ско с ­
тью  я 3. Н о в у ю  п л о ско сть  Л3 выбираем  
та к , чтобы  о тр езок  [ А В ]  о казал ся  па­
раллелен этой п лоскости . Д л я  этого но­
в ую  ось jc| проводим  параллельно [ А 'В 1] . 
Длина отрезка  (-А7Я7] — новой проекции 
отрезка  [ А В] — у ка ж е т  иско м о е  рассто­
яние.

П Р И М Е Р  2. На рис. 261 приведено ре­
ш ение этой же задачи п утем  перемещ ения 
отр езка  А В параллельно п лоскости  Я| в  
положение A \ B \ t параллельное горизон­
тальной п ло ско сти  проекции. В  этом  с л у ­
чае о трезок  будет проецироваться на Я] 
без и скаж ен и я.

П Р И М Е Р  3. На рис. 262 для определе­
ния длины о трезка  .АВ его перевели в  

Рис. 260 полож ение, параллельное плоскости  Я ] ,
путем  вращ ения в о к р у г  оси i 1  яз .
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Рис 261 Рис 262



Определении* расстояния между точкой и прямой, ]8 1
между параллельными прямыми

§ 56. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е РАССТОЯНИЯ М ЕЖДУ ТО ЧКО Й И ПРЯМОЙ, 
МЕЖДУ П А РАЛ Л ЕЛ ЬН Ы М И  ПРЯМЫМИ

Расстояние от точки до прямой определяется длиной отрезка пер­
пендикуляра, опущенного из точки на прямую.

Это определение может быть положено в основу составления алго­
ритма графического решения задачи определения расстояния от точ­
ки до прямой.

Рис. 263 дает наглядное представление о графическом решении зада­
чи по определению расстояния от точки А до прямой а . Через точку 
А можно провести множество прямых { i , ,  i2t /Jf ...f ln}  , перпендику­
лярных к прямой а . Это множество прямых определяет плоскость 
у. Чтобы выделить из { / , ,  12ш 1э, ..., ^^единственную  прямую lj, пере­
секающую прямую а , необходимо наити точку встречи прямой а с 
плоскостью у — М = а П 7 ; определить длину отрезка | A M ] .

Реализация этого алгоритма путем геомет­
рических построений значительно упрощается, у 
если прямая будет параллельна плоскости 
проекции.

В этом случае можно без каких-либо 
вспомогательных построений провести проек 
ции прямой, перпендикулярной данной и 
проходящей через заданную точку. На рис. 264 
показано решение такой задачи. Как видно из 
чертежа, решение достигается минимальным 
числом геометрических построений. Поэтому 
нет смысла решать эту задачу в общем виде, 
а следует предварительно с помощью спосо­
бов преобразования ортогональных проекций 
перевести прямую в положение, параллельное 
плоскости проекции (см. рис. 260, 261,262).

Рис 263

Рис. 264 Рис 265
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Рис 267 Рис. 268

Решение задачи на определение расстояния между параллельными 
прямыми ничем не отличается от только что рассмотренного приме 
ра. Это утверждение базируется на том, что расстояние между парал­
лельными прямыми определяется величиной перпендикуляра, опу­
шенного из точки, взятой на одной прямой, на другую прямую.

П Р И М Е Р  1. Определить расстояние 
м еж д у  пераллельным н п р ям ы м и  / л и п  
(рис. 2 6 5 ).

Р Е Ш Е Н И Е  На прям ой  и отм ечаем  про 
иэнольную  то ч к у  А  С п . Вращ аем  п р ям ы е

m  и /I в о к р у г  оси j (/ ^  A, j i f f , )  до по 
лож ения m 1 II тт, и п ( || Я ; .  Из точки  / Г  
о п ускаем  перпенд икуляр  А "М "  на пря 
м ую  нГ/, О пп глеляем  деис гви гельную не
личину | AM]



Определение расстояния между точкой и плоскостью, 183
прямой и плоскостью, между плоскостями и скрещивающимися прямыми

На рис. 266 показан  второй вариант 
реш ения этой эадачи. С п о м о щ ью  спо ­
соба параллельного  перемещ ения п р ям ы е  
ш и п  переведены в положение, параллель­
ное п ло ско сти  л 2 . Дальнейш ее решение 
сводится к  определению расстояния от 
точки  А ,  в зято й  на одной п р ям о й , до д р у ­
гой прям ой  m | .

Перевод  п р ям ы х  m и п из общ его  по­

лож ения н частное м о ж н о  осущ ествить 
путем  зам ены  п лоскости  l l j  ноной плос­
ко стью  параллельной п р ям ы м  m и 
п. Реш ение задачи этим  способом  приве­
дено на рис. 267.

На рис. 268 рассм атриваем ая задача 
решена путем  вращ ения п р ям ы х  m и 
л в о к р у г  горизонтали Л до положения, 
параллельного  п лоскости  Я, .

§ 57. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е РАССТО ЯН И Я М ЕЖДУ ТО ЧКО Й 
И ПЛОСКОСТЬЮ , ПРЯМ ОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ ,
М ЕЖДУ ПЛО СКО СТЯМ И И СКРЕЩ ИВАЮ Щ ИМ ИСЯ ПРЯМ Ы М И

Определение расстояния между: 1 — точкой и плоскостью; 2 — пря­
мой и плоскостью; 3 — плоскостями; 4 — скрещивающимися прямы­
ми рассматривается совместно, так как алгоритм решения для всех 
этих задач по существу одинаков и состоит из геометрических построе­
ний, которые нужно выполнить для определения расстояния между за­
данными точкой А и плоскостью а. Если и есть какое-то различие, то 
оно состоит лишь в том, что в случаях 2 и 3 прежде чем приступить 
к решению задачи, следует на прямой m (случай 2) или плоскости fi 
(случай 3) отметить произвольную точку А. При определении расстоя­
ния между скрещивающимися прямыми предварительно заключаем 
их в параллельные плоскости а и fi с последующим определением рас­
стояния между этими плоскостями.

Рассмотрим каждый из отмеченных случаев решения задач.
1. Определение расстояния между точкой и плоскостью.
Расстояние от точки до плоскости определяется длиной отрезка 

перпендикуляра^ опущенного из точки на плоскость.
Поэтому решение этой эадачи состоит из последовательного вы ­

полнения следующих графических операций:
1) из точки А опускаем перпендикуляра на плоскость а (рис. 269);
2) находим точку М пересечения этого перпендикуляра с плоскостью 

М — а П о;
3) определяем длину отрезка ( A M ].
Если плоскость а общего положения, то для того чтобы опустить 

на эту плоскость перпендикуляр, необходимо предварительно опре­
делить направление проекций горизонтали и фронтали этой плоскос­
ти. Нахождение точки встречи этого перпендикуляра с плоскостью 
также требует выполнения дополнительных геометрических построений.

Д о

Рис. 269 Рис 270
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К

Рис 272

Решение задачи упрощается, если плоскость о занимает частное поло­
жение относительно плоскостей проекций. В этом случае и проведение 
проекций перпендикуляра, и нахождение точки его встречи с плоскостью 
осуществляется без каких-либо дополнительных вспомогательных по­
строений.

П Р И М Е Р  1. Определить расстояние от 
точки  А до ф ронтально проецирую щ ей 
пло ско сти  а ( рис. 27 0 ).

Р Е Ш Е Н И Е . Через А* проводим  гор и ­
зонтальную  проекцию  перпенд икуляра

f  1 /i0q 1 а через А" — его ф ронтальную  
проекцию  Г  i  fa а  О тм ечаем  т о ч к у  ЛГ' — 
= ^  /па- Т а к  к а к  AM  || я 2 , т о \А М ] = 
= \АМ\ = d

Из рассмотренного примера видно, насколько просто решается за­
дача, когда плоскость занимает проецирующее положение. Поэтому, если 
в исходных данных будет задана плоскость общего положения, то, 
прежде чем приступить к решению, следует перевести плоскость в поло 
жение, перпендикулярное к какой-либо плоскости проекции.

П Р И М Е Р  2. Определить расстояние от 
точки  К до плоскости , заданной Д ABC  
( рис. 27 1 ).

Р Е Ш Е Н И Е
1. П ереводим  п ло ско сть  Д ABC  я п р о ­

ецирую щ ее полож ение* Д л я  зтого  пере
Я а Яд

ходим от систем ы  х --- к  х ,  ---; налран-я, я,
ление ноной оси вы бирается  перпенди­
к у л я р н ы м  к  горизонтальной проекции 
горизонтали п ло ско сти  тр еугольника

2. П роецируем  Д AB C  на н о вую  п л о с ­
ко сть  Яд (п л о ско сть  l ^ A B C  спроецнру 
ется на Яд в | С ?В ','] ) .

3. П роецируем  на ту  же п лоскость  точ 
к у  K ( K ’ ^ K ’i ).

4. Через то чку  К"  пронодим ( К " М \ ) 1 
о тр езку  [C V B V j-  И ско м о е  расстояние
d = I A'V-WTI

Реш ение задачи упрощ ается, если плос 
ко сть  задана следами, так к а к  отпадает 
необходим ость в проведении проекций 
линий уровня.

П Р И М Е Р  3. О пределить расстояние от 
то чки  К  до п лоскости  о, заданной следа­
ми ( рис 2 7 2 ).

•Наиболее рациональным  путем  перевода плоскости  тр еугольн и ка  я проеци­
рую щ ее положение я в л я е т с я  способ зам ены  п лоскостей  проекций, так  к а к  в этом 
случае достаточно построить то л ьк о  одну всп ом огательн ую  проекцию .



Определение расстояния между тонкой и плоскостью,
прямой и плоскостью, между плоскостями и скрещивающимися прямыми

Р Е Ш Е Н И Е . За м е н яе м  пло ско сть  Я| = ^оО| ) и 1 ' проводим  Л o Q j. Опре
пло ско стью  тг,, для этого  пронодим но- деляем  н о вую  горизонтальную  проекцию
вую  ось х\ 1 f  oq На h 0q отм ечаем  про то чки  К — К \  И з то чки  К j о п ускаем  пер-
изнольную  то ч ку  1 * и определяем  ее но- п ен д и куляр  на Л по, и отмечаем  то чку
вую  горизонтальную  проекцию  на плос €ГО пересечения с h o fll — М\.  Длина от-
кости  ( Г , ) .  Через то чки  Х Л| (А а ,  = резка  К\М\  у к а ж е т  иско м о е  расстояние.

2. Определение расстояния между прямой и плоскостью.
Расстояние между прямой и плоскостью определяется длиной отрез­

ка перпендикуляра, опущенного из произвольной точки прямой на 
плоскость (см. рис. 248).

Поэтому решение задачи по определению расстояния между прямой 
m и плоскостью а ничем не отличается от рассмотренных в п. 1 примеров 
на определение расстояния между точкой и плоскостью (см. рис. 270 ... 
272). В качестве точки можно брать любую точку, принадлежащую 
прямой m.

3. Определение расстояния между плоскостями.
Расстояние между плоскостями определяется величиной отрезка 

перпендикуляра, опущенного из точки, взятой на одной плоскости, 
на другую плоскость.

Из этого определения вытекает, что алгоритм решения задачи по на 
хождению расстояния между плоскостями а и 0 отличается от анало­
гичного алгоритма решения задачи по определению расстояния между 
прямой m и плоскостью о лишь тем, что прямая m должна принадлежать 
плоскостиос, т. е., чтобы определить расстояние между плоскостями а и 0, 
следует:

1) взять в плоскости а прямую т\
2) выделить на прямой т  произвольную точку А ;
3) из точки А опустить перпендикуляр I на плоскость 0:
4) определить точку М — точку нстречи перпендикуляра / с плос­

костью 0;
5) определить величину отрезка | АМ\ .
На практике целесообразно пользоваться другим алгоритмом реше­

ния, который будет отличаться от приведенного лишь тем, что, преж­
де чем приступить к выполнению первого пункта, следует перевести 
плоскости в проецирующее положение.

Включение в алгоритм этой дополнительной операции упрощает 
выполнение всех без исключения остальных пунктов, что, в конеч­
ном счете, приводит к более простому решению.

П Р И М Е Р  1. О пределить расстояние п лоскости  п лоскости  а и 0 занимаю т 
м еж д у  п л о ско стям и  о и 0 (рис. 273) проецирую щ ее положение, п о зто м у  рас

Р Е Ш Е Н И Е . Переходим от си стем ы  стояние м еж д у н о вы м и  ф ронтальным и
711 „  следами Л ю , и /пл. я вл яе т ся  и ско м ы м .

х --  к jci ---. По отнош ению  к новой 1
IT, IT,

В инженерной практике часто приходится решать задачу на построе 
ние плоскости, параллельной данной и удаленной от нее на заданное 
расстояние. Приведенный ниже пример 2 иллюстрирует решение такой 
задачи.

П Р И М Е Р  2. Т ребуется  построить п р о ­
екции п ло ско сти  0, параллельной данной 
п лоскости  а  ( т || л ) ,  если и звестно , что 
расстояние м еж д у ними ранно d ( рис. 274 ) 

Р Е Ш Е Н И Е
1. В п ло ско сти  Q пронодим произволь 

ные горизонталь h (1 , Я) и ф ронталь f 
(1, 2).

2 И з точки  1 носставлнем  перпенди 
к у л я р  I к  плоскости  а  (I* 1 h \  Г  1 / " ) .

3. На перпенд икуляре  I отмечаем  про ­
и зво льн ую  то ч к у  А.

4. О пределяем  д лину о трезка  |1 Л ] — 
| l* i4n ) (полож ение  | l Jj4n ] указы н ает на 
эпюре м етрически  неискаж енное напраы 
ление прям ой  I ) .
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Рис 273 Рис. 274

Б. О ткл а д ы ва е м  на прям ой  ( 1 М 0 ) от 7. Через т о ч к у  В  проводим  плоскость
то чки  1 ' о тр езо к  [ l Jf l0 ] = d. 0 ( li я П  f t ) .  Ч то б ы  0 Л а, необходимо co-

в. О тм ечаем  на про екц иях  Г и 1Н то чки  блюдатъ условие  h t || Л и f\ \\ f.
В* и В '\  со о тветствую щ и е  то чке  В 0.

4. Определение расстояния между скрещивающимися прямыми.
Расстояние между скрещивающимися прямыми определяется длиной 

перпендикуляра, заключенного между параллельными плоскостями, 
которым принадлежат скрещивающиеся прямые.

Для того чтобы через скрещивающиеся прямые m и / провести вза­
имно параллельные плоскости а и 0Ч достаточно через точку A (A  G т )  
провести прямую р, параллельную прямой /, а через точку В (В € f )  — 
прямую кл параллельную прямой т .  Пересекающиеся прямые т  и р, f  и к 
определяют взаимно параллельные плоскости а и 0 (см. рис. 248, е) .  
Расстояние между плоскостями а и 0 равно искомому расстоянию между 
скрещивающимися прямыми пил f.

Можно предложить и другой путь для определения расстояния между 
скрещивающимися прямыми, который состоит в том, что с помощью 
какого-либо способа преобразования ортогональных проекций одна из 
скрещивающихся прямых переводится в проецирующее положение. В 
этом случае одна проекция прямой вырождается в точку. Расстояние 
между новыми проекциями скрещивающихся прямых (точкой А[ и 
отрезком C^Dj) является искомым.

На рис. 275 приведено решение задачи rfa определение расстояния 
между скрещивающимися прямыми а и Ь, заданными отрезками ( АВ] и 
[ C D ]. Решение выполняют в следующей последовательности:

1. Переводят одну из скрещивающихся прямых (а ) в положение, 
параллельное плоскости я 3 ; для этого переходят от системы плоскостей 
_ _ л 2 w Я.проекции х—  к новой jc, — ось хх проводят параллельно гориэонталь- 

я 1 я 3 , ной проекции прямой а . Определяют а" [А* В ” ] и Ь” |C "D j].
2. Путем замены плоскости я ,  плоскостью я 4 переводят прямую



О  п р о ек ц и ях  п ло ск и х  у гл о в  I

а в положение а'2ч перпендикулярное плоскости я4 (новую ось х2 прово­
дят перпендикулярно а ] ) .

3. Строят ноную горизонтальную проекцию прямой Ь[ — | C jD j].
4. Расстояние от точки А\ до прямой C\D\ ( отрезок | А 2М $2\ )янляет- 

ся искомым.
Следует иметь в ниду, что перевод одной из скрещивающихся пря­

мых в проецирующее положение является ничем иным, как переводом 
плоскостей параллелизма, в которые можно заключить прямые а и Ь, 
также в проецирующее положение.

В самом деле, переведя прямую а в положение, перпендикулярное 
плоскости п4 , мы обеспечиваем перпендикулярность любой плоскости, 
содержащей прямую а , плоскости п4 , н том числе и плоскости о, опреде­
ляемой прямыми а и т  (а П т % т  II 6 ). Если мы теперь проведем пря­
мую л, параллельную а и пересекающую прямую ft, то мы получим 
плоскость являющуюся второй плоскостью параллелизма, в которую 
заключены скрещинающиеся прямые а и Ь. Т а к к а к 0 ||  а ,т о и 0  1 пл.

§ 58. ( )  П РО ЕК Ц И Я Х  ПЛО СКИ Х УГЛ О В

Отметим ряд свойств ортогональных проекций плоских углов, зна­
ние которых поможет в дальнейшем правильно читать эпюр и решать 
задачи по определению величины угла, если известны его ортогональные 
проекции.

1. Если стороны угла не параллельны плоскости проекции, то угол 
проецируется на эту плоскость с искажением.

Следует им еть в ви д у , что проекции острого или тупого  углов  м о гут , при опреде­
ленных усл о ви ях , проецироваться на п ло ско сть  проекции без и скаж ен и я , буд учи  и 
не параллельны м и  плоскости  проекции.
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Рис. 276 Р и с .277

И э рис. 276 видно , что все  у гл ы  с верш иной  на прям ой  (Л/А/), стороны  которы х  
располож ены  в  проецирую щ их п л о ско стях  а  и 0, проецирую тся в  L K N L \  при этом 
п роецируем ы е угл ы  B A D  и В А С  м о гу т  и зм ен яться  в пределах от 0 ° до 1 8 0 °. Е с те ст ­
венно , что  среди них буд ет у го л , равны й  L  K N L .

2. Если хотя бы одна сторона тупого, прямого или острого угла 
параллельна плоскости проекции, то проекцией угла на эту плоскость 
будет угол с тем же названием, что и сам угол (тупой, прямой, ост­
ры й).

Убедиться в этом легко на примере, показанном на рис. 277. Пусть 
дан отрезок | А В ] || я , , строим тупой L  А БС  и острый L  ABD . Сторону BD 
угла A BD  проводим так, чтобы ( BD\ принадлежал плоскости, определя­
емой точками А, В, С. Проводим в плоскости А, В, С отрезок j B E ] 1 
1 [Л й ] . Так как L А В Е  прямой, а сторона угла А В  || л-, , то проекция 
этого угла на плоскость л, также будет равна 90°. Из чертежа видно, что 
L  A 'B 'D  <  90° , a L  А 'В  С  >  90° .

3. Если обе стороны любого угла параллельны плоскости проек­
ции, то на эту плоскость он проецируется без искажения.

Справедливость этого утверждения не вызывает сомнения — оно 
вытекает непосредственно из инвариантного свойства ортогонального 
проецирования (Ф  С 0)Л (0 II я i ) = Ф = Ф.

4. Если стороны угла параллельны плоскости проекции или оди­
наково наклонены к  ней, то деление пополам проекции угла соответст­
вует его делению пополам в пространстве (рис. 278).

Стороны / A BC  (рис. 278) наклонены под одинаковым углом к 
плоскости проекции Я! : Х Й 0дА ' = В Й „ь^  L А 'В 'С  — ортогональ-
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ная проекция L ABC на плоскость я j , [ B>D*\ — биссектриса L Л'В'С*. 
На основании свойства биссектрисы внутреннего угла в треугольни*

ке = 1,0 по свойствУ 2и (см. гл. I, § 6) следо­

вательно, Но \В'А'\ = \ВА\ cos ip° и IB 'C ’l = |ВС| cos

OTKVna 1 В ‘Л'\ _  jB/l L Г  = J M J  Следовательно т e
О Т К уД Я  \B’C ’\ \BC \  cos |B C | ’ ^ л е д о в а т е л ь н ° .  |D C | -  ,B C | , * e

[B D ) — биссектриса Z_ ABC.
В заключение следует еще раз заострить внимание читателя на част­

ном случае проецирования прямого угла. Сформулируем его не в виде 
свойства, как  зто было сделано в гл. I, § 6, а в виде вытекающего из него 
следствия: если проекция некоторого угла, у которого одна сторона 
параллельна плоскости проекции, равна прямому углу% то и проецируе­
мый угол также прямой.

Это следствие имеет весьма важное значение. Базируясь на нем, 
мы можем просто, с минимальным числом геометрических построений 
решать на эпюре Монжа задачи по построению:

а) прямых, перпендикулярных друг к другу;
б) прямой, перпендикулярной плоскости;
в) взаимно перпендикулярных плоскостей (см. гл. V I,  § 54).

§ 59. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е ВЕЛИ ЧИ Н Ы  П ЛО СКО ГО  У ГЛ А  ПО ЕГО  
О РТО ГО НАЛЬНЫ М  П РО ЕКЦ И ЯМ

В предыдущем параграфе было отмечено, что плоский угол прое­
цируется на плоскость проекции без искажения в том случае, когда 
его стороны параллельны этой плоскости. Это свойство может быть 
принято за основу при составлении алгоритма решения эадачи на опре­
деление величины угла по его искаженным ортогональным проекциям.

Решение эадачи будет сводиться к перемещению плоскости общего 
положения, которой принадлежит угол, в положение, параллельное 
какой-либо плоскости проекции. Такое перемещение можно осущест­
вить с помощью способов преобразования ортогональных проекций.

Наиболее рациональное решение задачи по переводу плоскости угла 
в положение, параллельное плоскости проекции, достигается путем 
вращения плоскости угла вокруг линии уровня. В этом случае для 
получения ответа на поставленную задачу достаточно произвести пово­
рот только одной точки вокруг горизонтали или фронтали плоскос­
ти угла — построить только одну вспомогательную проекцию.

При использовании других способов преобразования нам приш­
лось бы дважды менять плоскости проекции, либо дважды осуществ­
лять перемещение (или вращение), параллельное плоскости проекции, 
т. е. в обоих случаях потребовалось бы построение двух вспомогатель* 
ных проекций.

Приведенные ниже примеры иллюстрируют использование способа 
вращения вокруг линии уровня для решения задачи по определению 
величины плоского угла.

П Р И М Е Р  1. Определить угол м еж д у  горизонтали h до н о во го  полож ения, па
пересекаю щ им ися п р ям ы м и  а и Ь раллелъного п лоскости  Я  j .  Т о ч к и  А  и В
(рис. 2 7 9 ). принадлежат оси вращ ения Л , поэтом у

Р Е Ш Е Н И Е . Вращ аем  п ло ско сть  а, оп* при вращ ении п лоскости  а  в о к р у г  оси h
ред еляем ую  п р ям ы м и  а и Ь, в о к р у г  ее они не м еняю т своего  полож ения. Следе-
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Рис. 279

вательно, для определения нового  п о л о ­
ж ения плоскости  Л( достаточно осуш ест- 
нить поворот то л ько  одной то чки  К .  
Д л я  зтого  проводим  через К 1 п р ям ую , 
перп ен д и куляр н ую  И1 (с  этой прям ой  
будет совпадать горизонтальная п р о е к ­
ция о кр уж н о сти , по которо й  перем еш ает­
ся точка при ее вращ ении в о к р у г  h ). 
Далее определяем  полож ение центра 
вращ ении О  и вели чи н у  радиуса в р а ш е ­
ния R  для гочки К  (построения в ы п о л ­
нены аналогично то м у , к а к  зто б ы л о  
сделано на рис 71, § 11) П олож ение 
то чки  К  J говм естно  с А 1 и В 1 определяет 
н о вы е  проекции п р ям ы х  а | и h j, задаю ­
щих п ло ско сть  а I  . П о э то м у  А * К \ В ‘ равен 
и с к о м о м у  у г л у  ^  .

П Р И М Е Р  2. Определить неличину у г ­
лов  Д А  В С  (рис  2Я0 ).

Р Е Ш Е Н И Е  Вращ аем  п ло ско сть  Д  А  В С  
в о к р у г  ф ронтали / зтого треугольника  
до полож ения, параллельного п лоскости

Рис. 280

Через верш ину А  Д  A B C  проводим 
ф ронталь / (/*, Г ' )  ■ Т о чки  А  и П  к а к  при­
надлежащ ие оси вращ ения не и зм ен я ! 
своего полож ения в процессе преобразо 
мания. П о это м у , к а к  и в предыдущ ем  
примере, достаточно повернуть только  
одну то ч ку  На рис. 2Я0 в качестве  такой 
то чки  взята  верш ина А Д A B C .

Верш ина тр еуго льн и ка  С  при нраще 
нии в о к р у г  ф рон 1 али будет перемешать 
ся по дуге о кр уж н о сти , пло ско сть  ко то  
рой перпенд икулярна  оси вращ ения { ;  
п о это м у ф ронтальная проекция этой 
о кр уж н о сти  перпендикулярна f" и новое 
положение C j определится в точке 
пересечения зтого перпендикуляра с 
н о в ы м  полож ением  прям ой  B \ D ". После 
тако го  поворота пло ско сть  треугольника 
переноди1 ся в положение, параллельное 
плоскости  п 2 . С ледовательно, на основа 
нии инвариантного свойства 2д (см  § 6) 
у гл ы  при верш инах Л " ,  В ," и С "  проеци 
рую тся  без искаж ения.

§ 60. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е У ГЛ А  М ЕЖ ДУ ПРЯМ ОЙ И ПЛОСКОСТЬЮ

Определенно угла между прямой и плоскостью, двумя плоскостями, 
скрещивающимися прямыми, сводится к нахождению угла между двумя 
прямыми.

Чертежи на рис. 281 подтверждают зто высказывание. Изнестно, 
что углом между прямой и плоскостью называется угол между этой 
прямой и ее прямоугольной проекцией на данную плоскость*

• Естественно , речь идет о случае, когда прям ая  не перпенд икулярна  плоскости .



Определение угла между прямой и плоскостью 19 1

/

/

/
а) m a-m nr 6) a p-w« и - ф °

m-Yfla
п-7Пр

в)

5^7
ef-Cf-9°
kaA^f
kle

Р и с .281

Геометрическая интерпретация приведенного определения показа­
на на рис. 281,а. План решения задачи может быть записан в следую­
щем виде:

1. Из произвольной точки К  G m опускаем перпендикуляр на плос­
кость а.

2. Определяем точку встречи этого перпендикуляра с плоскостью — 
К °  (точка К а — ортогональная проекция К  на плоскость о ).

3. Находим точку А — пересечения прямой m с плоскостью а.
4. Проводим (К  А \ — проекцию прямой m на плоскость а.
5. Угол L К А К а — искомый.
Решение этой задачи может быть значительно упрошено, если опре­

делять не угол между прямой и плоскостью а дополнитель­
ный до 90° L ф °. В этом случае отпадает необходимость в определе­
нии точки К а и проекции mQ. Зная величину фг , вычисляем 3 ° ■* 90°
-г°.

П Р И М Е Р  1. О пределить угол  м еж д у 
п р ям о й  а и п л о ско стью  a  (m  || л )  
(рис. 2 8 2 ).

Р Е Ш Е Н И Е .
1. О пределяем  направление горизон ­

тальной проекции горизонтали Л ' и ф ро н ­
тальной проекции  ф ронтали f "  п л о с к о с ­
ти а

2. И з произвольной  то чки  К  прям ой  а 
проводим  п р ям ую  I 1 О; для этого череэ 
К '  проводим  I' 1 И' и через К " - I"  1 f .

Л. О пределяем  вели чи н у  угла вр а ­
щ ением  его в о к р у г  горизонтали до по­
лож ен и я, параллельного п ло ско сти  л, .

А. В ы чи сл яе м  значение и ско м о го  угла 
3 е = 90 -

Решение аналогичной задачи упрощается, если плоскость задана 
следами, так как в этом случае отпадает необходимость в определении 
проекций линий уровня.
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Рис. 282

П Р И М Е Р  2. О пределить угол  м еж д у 
п рям ой  а и пло ско стью  а, заданной сле ­
дами ( рнс. 2 8 3 ).

Р Е Ш Е Н И Е
1. И з произвольной  то чки  К  прям ой  а 

о п ускаем  перп ен д и куляр  J на пло ско сть

Рис. 283

о (t 1 hQa J "  i  foa)-
2. О пределяем  вели чи н у  угла  .

3. В ы чи сл яем  значение и ско м о го  угла 
= 90е - Ф ° .

§ 61. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е У ГЛ А  МЕЖДУ ПЛОСКОСТЯМ И

Мерой угла между двумя плоскостями служит линейный угол, обра­
зованный двумя прямыми — сечениями граней этого угла плоскостью, 
перпендикулярной к их ребру.

Для построения линейного угла, являющегося мерой двугранного 
угла, необходимо выполнить следующие геометрические построения:

1. Определить прямую а — линию пересечения данных плоскос­
тей а и 0, а = а П 0 (рис. 284).

2. Провести плоскость у (7 1 а и у  1 0).
3. Построить прямые m = у О а и п= 7 П
4. Найти величину угла $ ° между прямыми т и п .  Угол £ ° — иско­

мый.
Рассмотренный план решения задачи предусматривает выполнение 

большого числа геометрических построений, связанных с нахождени­
ем линии пересечения данных плоскостей (а = а П £ ) ,  проведением 
плоскости, перпендикулярной к  найденной прямой (у 1 а ). Далее 
приходится еще дважды решать задачу по определению линии пере­
сечения плоскостей ( т  = у П а и п = 7  П J )  и лишь только после это­
го можно приступить к определению величины искомого углаф®.

Проследим, как можно упростить решение этой задачи. Дополним 
чертеж на рис. 284 точкой К  G у и опустим из этой точки перпенди­
куляры k и I на плоскости а и 0 (рис. 285). Точки М и N  пересечения
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Р и с . 284 Рис. 285 Рис 286

этих перпендикуляров с плоскостями совместно с точками К  и 
A [A G а ) являются вершинами плоского четырехугольника KN AM % 
у которого углы при вершинах М и N прямые. Следовательно, меж­
ду углами при вершинах А и К  существует зависимость, которую можно 
выразить следующим равенством: $ ° = 180° - ф °. Из рис. 285 видно, что 
вместо L гораздо проще определять дополнительный до 180° L ф°. Все 
решение сводится к построению угла путем проведения из произволь­
ной точки пространства К  прямых k и I , перпендикулярных к заданным 
плоскостям, и определению угла между этими прямыми; после че­
го подсчитывается значение величины = 180° (рис. 286).

%

Рис 287.
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П Р И М Е Р  1. Определить угол м еж ду 
п л о ско стям и  Q (а  || Ь ) и 0 ( c H d )  
(рис. 2 8 7 ).

Р Е Ш Е Н И Е .

1. О пределяем  направление горизон ­
тальны х проекций горизонталей Л | и Л j, 
ф ронтальны х проекций фрон тал ей /[' и 
f\ заданных плоскостей  О и 0.

2. И з произвольной  точки  К  проводим 
проекции перпенд икуляров  Л и  I ( k* 1  Л{,
k " l f j  и / ' l / i i  Г  l f j ) .

3. О пределяем  величину ф®.

4. Вы чи сл яем  значение = 180 ° — 'у°

Рис. 288

Если плоскости, угол между которыми требуется определить, за­
дан следами, то решение упрощается еще больше, так как отпадает 
необходимость н выполнении п. 1 только что рассмотренного реше­
ния.

П Р И М Е Р  2. О пределить угол  м еж д у  
п л о ск о стям и  а и р ,  заданными следами 
(рис. 2 8 8 ).

Р Е Ш Е Н И Е . Все геом етрические  постро 
ення сво д ятся  к  проведению  через т о ч к у  
К  п р ям ы х , перп ен д и куляр н ы х  к  следам

плоскостей  а и 0 (k* 1 h00b fe" 1 /oQ и 
f  1 Г 1 Л>0) .  За тем  известн ы м  сп о ­
собом  находим вели чи н у  ;р (на рис. 288 
угол  ^  определен путем  враш ения в о к ­
руг ф ро н тали ). З н а я  вы чи сл яем  зна­
чение <3

§ 62. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е УГЛ А  М ЕЖДУ СКРЕЩ ИВАЮ Щ ИМИСЯ ПРЯМЫМИ

Углом между скрещивающимися прямыми называется плоский угол% 
который образуется между прямыми, проведенными из произволь­
ной точки пространства параллельно данным скрещивающимся пря­
мым.

Поэтому решение задачи по определению величины угла между скре­
щивающимися прямыми по существу ничем не отличается от решения 
задачи по определению угла между пересекающимися прямыми (см.

Рис. 289



Опеделемие угла между
скрещивающимися прямыми

§ 59). Единственное отличие состоит в том, что на первой стадии ре­
шения необходимо построить плоский угол, являющийся аналогом 
искомого угла. Для этого через произвольную точку, которую при­
нимаем за вершину угла, проводим две прямые, параллельные заданным 
скрещивающимся прямым. Чтобы не происходило наложения линий 
вспомогательных построений на исходные данные задачи, точку, которую 
принимают за вершину угла, следует брать в свободном месте чертежа, 
как это сделано на рис. 289.

П Р И М Е Р  1. О пределить угол  м еж д у  
скр ещ и ваю щ и м и ся  п р ям ы м и  а и Ь 
(рис. 2 8 9 ).

Р Е Ш Е Н И Е . И з произвольной  то чки  К  
проводим  п р ям ы е  с и а (с  II а и d | j b ) .  
О пределяем  величину угла $ °  (с м . § 59, 
пример 1 , рис. 2 7 9 ).

В О П Р О С Ы  Д Л Я  С А М О П Р О В Е Р К И

1. К а к и е  характер и сти ки  геом етричес­
ки х  ф и гур  н азы ваю т м етр и чески м и ?

2. В  к а к и х  сл учаях  у гл о в ы е  вели чи ­
н ы  проецирую тся без и ска ж е н и я ?

3. К а к  реш ается задача по определе­
нию величины  угла  м еж д у  д в у м я  п р я ­
м ы м и , прям ой  и п л о ско стью , д в у м я  
п л о с к о с тям и ?

4. Что  я в л я е т с я  мерой угла м еж д у  
с кр ещ и ваю щ и м и ся  п р я м ы м и ?

5. К а к  построить на эпюре М онж а  про­

екции д вух  взаи м но  перпенд икулярны х  
п р я м ы х ; п рям ой , перпендикулярной  
п л о ско сти ; д вух  взаи м но  перпенд икуляр ­
н ы х  п ло ско стей ?

6. К а к  определить величину о трезка  
п рям ой  общ его  полож ения по его орто ­
го н альн ы м  п р о екц и ям ?

7. К а к  определить расстояние от точ ­
к и  до п л о ско сти ; м еж д у  п л о ск о стям и ; 
м еж д у  параллельны м и  и скр ещ и ваю  ШИ 
м и ся  п р я м ы м и ?
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РАЗВЕРТКА ПОВЕРХНОСТЕЙ

ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Приступая к изучению развертки поверхности, посляднюю целесооб­

разно рассматривать как гибкую, нерастяжимую пленку. Некоторые 
из представленных таким образом поверхностей можно путем изгиба­
ния совместить с плоскостью. Если при этом отсек поверхности может 
быть совмещен с плоскостью без разрывов и склеивания, то такую 
поверхность называют развертывающейся, а полученную плоскую 
фигуру — ее разверткой. Поверхности, которые не могут быть 
совмещены с плоскостью, относятся к неразвертываемым поверх­
ностям.

К  группе развертывающихся поверхностей относятся только линей­
чатые поверхности и, в частности, те из них, которые имеют пересе­
кающиеся смежные образующие. Точка пересечения может быть как 
собственной (поверхности с ребром возврата и конические), так и 
несобственной (цилиндрические поверхности).

Деформацию поверхности а для получения ее развертки можно 
представить как постепенное ее разгибание (совмещение с плоскос­
тью /3, касательной к этой поверхности). На рис. 290 задана коничес­
кая поверхность а и показана касательная к ней плоскость 0. Обра­
зующая g — линия касания.

Отметим на направляющей конической поверхности d точку 2; про­
ведем через нее образующую конической поверхности (S 2 ). Если рас­
стояние между точками 1 и 2 мало, то отсек конической поверхнос­
ти, заключенной между образующими S1 и S2, можно с определенной 
степенью точности отождествлять с A 1S2. Если теперь мы повернем 
A 1S2 вокруг стороны 1S до его совмещения с плокостью 0, то по­
лучим A l 0S20t представляющий развертку отсека 1S2 поверхности 
а на плоскость 0.

При перемещении точки 2 в положение 20 направляющая коничес­
кой поверхности d переместится в положение d, , а точка 3 € d займет 
положение 3, G d, . Соединив точку 3, с вершиной S, получим отсек 
конической поверхности = 2S3, который, как и в предыдущем
случае, можно с определенной степенью точности рассматривать как 
A 20S3i . Вращая этот треугольник вокруг сторопы S20 до совмещения с 
плоскостью 0, получим A 2qS3 q — развертку отсека 2S3 поверхности а на 
плоскость 0.

Отметив на направляющей d точки 4У 5, N, принимая их за вер­
шины треугольников 3S41 4SS, (N  - 1)SN и осуществляя их после­
довательный поворот вокруг предварительно совмещенной стороны 
этих треугольников, можно получить приближенную развертку по- 

‘верхности а на плоскость 0.
Для выполнения показанных на рис. 290 построений необходимо, 

чтобы плоскость, касательная к поверхности, касалась ее по прямой
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Рис 290

образующей, которую принимаем за первоначальное положение оси 
врашения.

Если касательная плоскость касается поверхности в точках, при­
надлежащих линии, то такие точки называют параболическими (см. 
гл. V, § 46). При этом у торсовых поверхностей (конических, цилинд­
рических, с ребром возврата) линии, образованные параболическими 
точками, — прямые, которые можно принять за оси врашения (см. 
рис. 290). Поэтому ранее отмеченный признак для развертывающих­
ся поверхностей может быть заменен следующим: к развертывающим­
ся поверхностям относятся поверхности, имеющие только параболичес­
кие точки*

Построение разверток имеет большое практическое значение, так как 
позволяет изготавливать разнообразные изделия из плоского (листово­
го) материала путем его изгибания.

§ 63. ОСНОВНЫ Е СВОЙСТВА РА ЗВ ЕР Т К И  П О ВЕРХН О СТЕЙ

С позиции теории множеств поверхность и ее развертку следует 
рассматривать как два тачечных множества.

Так как по определению развертка поверхности представляет собой 
плоскую фигуру, образованную из поверхности без разрывов и склеива­
ния, то между отмеченными двумя множествами устанавливается взаим­
нооднозначное соответствие:

каждой точке (фигуре) на поверхности соответствует точка (фи­
гура) на развертке и наоборот.

Фигура 1S2, образованная подмножеством точек, принадлежащих 
поверхности о, конгруентна фигуре 1S20, принадлежащей развертке о0. 
Аналогично Д 2 S 3 C a ®  2nS3 0 С а 0 и т. д. Отсюда следует, что рассто­
яние между точками 1 к 2 или любыми другими точками, взятыми 
на фигуре 1S2, равно расстоянию между точками 10 и 20 фигуры 10S20. 
На основании этого можно сформулировать следующие свойства:

1. Длины двух соответствующих линий поверхности и ее развертки 
равны между собой, следствием чего является:

* К  та к и м  повер хностям  о тн о сятся  торсы , при этом  особы е  то чки , принадлежа­
щ ие ребру возврата  или верш ине ко н и ческо й  поверхности , но внимание не при ­
ним аю тся.
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Рис. 29 i

замкнутая линия на поверхности и соответствующая ей линия на раз­
вертке ограничивают одинаковую площадь.

2. Угол между линиями на поверхности равен углу между соот­
ветствующими им линиями на развертке*

Рис. 291 дает наглядное представление о развертке как взаимно­
однозначном преобразовании, сохраняющем равенство:

а) расстояний между точками;
б) углов между линиями;
в) площадей фигур.
Кроме перечисленных свойств, следует отметить также:
3. Прямой на поверхности соответствует также прямая на развертке 

(обратное утверждение не имеет смысла).
4. Параллельным прямым на поверхности соответствуют также па­

раллельные прямые на развертке.
5. Если линии, принадлежащей поверхности и соединяющей две 

точки поверхности, соответствует прямая на развертке, то эта линия 
является геодезической **.

§ 64. Р А З В ЕР Т К А  ПО ВЕРХНО СТИ  М Н О ГО ГРА Н Н И КО В

Развертка поверхности многогранников известна читателю из средней 
школы. Поэтому на этом вопросе мы останавливаемся кратко, только в 
плане повторения известных ранее сведений.

Под разверткой многогранной поверхности подразумевают плос­
кую фигуру, составленную из граней этой поверхности, совмещен­
ных с одной плоскостью.

Существуют три способа построения развертки многогранных по­
верхностей:

1) способ нормального сечения;

* Гео м етри ческо е  преобразование, при ко то р о м  сохраняю тся величины  у гл о в , на 
эы вается  ко н ф о р н ы м , следовательно, построение разверток я в л я е т с я  ко н ф о рн ы м  
преобразованием , а поверхность и ее развертка  конф орны .

•• Геод езической  н азы вается  л и н и я , принадлежащ ая поверхности  и соединяю ­
щ ая кратчай ш и м  путем  две то чки , та кж е  принадлежащ ие понерхности.



Развертка поверхности многогранников 199

2) способ раскатки;
3) способ треугольников (триангуляции).
Первые два применяются для построения развертки призматичес­

ких поверхностей, третий -- для пирамидальных поверхностей. Рас­
смотрим каждый их этих способов.

1. Способ нормального сечения.

П Р И М Е Р . П остроить р а звер тку  н а к ­
лонной  трехгранной п р и зм ы  A B C D E F  
(рис. 2 9 2 ).

РЕШЕНИЕ. Пересечем  п р и зм у  A B C D E F  
п л о ско стью  7 , перпенд икулярной  к  б о к о ­
в ы м  ребрам п р и зм ы . П остр ои м  сечение 
заданной п р и зм ы  этой п л о ско стью  — 
Д  123. О пределим  д лины  сторон Л  123. 
В  свобод н ом  месте чертеж а проведем  
п р ям у ю  а (на рис. 292 п р ям ая  а п ро ве ­
дена го р и зо н та л ьн о ). О т произвольной  
то чки  1 0, в зято й  на этой п рям о й , о тло ­
ж и м  о тр езки  [ 1 о 2 а ] • [ 20 30 ] .  | 3 0 1а ] ,  
ко н гр уен тн ы е  сторонам  Д 123. Через точ ­
к и  10| 20 , 30 , 10 проведем  п р ям ы е ,

п ерп ен д и куляр н ы е  к  п рям ой  а , и отло ­
ж и м  на них от точек  10 , 20 , 30 , 10 о трез­
к и , ко н гр уен тн ы е  со о тветствую щ и м  дли ­
нам б о к о в ы х  ребер ( [  \А ] ,  [ I D ] , [ 2В ] ,  
[ 2 £ ] ,  . . . ) .  П о лученн ы е  то чки  А 0В 0С0А 0 
и D 0 Е а F 0 D 0 соединяем  п р ям ы м и  « 
П л о ск а я  ф игура A 0B 0C0A 0D 0F 0E 0D 0 
пред ставляет собой р азвер тку  бо ко во й  
поверхности  п ризм ы .

Ч то б ы  п олучить п олную  развертку  
п р и зм ы , необходим о к  развертке  б о к о ­
вой  поверхности  пристроить основания 
п р и зм ы  — Д А 0В 0С0 и Д D 0E 0F 0, предва­
рительно определив их неискаж енны е 
размеры .

*Н а  рис. 292 ребра A D , B E  и C F  параллельны  п ло ско сти  i r , , п о это м у они проеци­
р ую тся  на эту  п л о ско сть  без и скаж ен и я . Е с л и  ребра п р и зм ы  заним аю т произвольное 
полож ение, то прежде чем  приступить к  построению  развертки , следует с пом ощ ью  
способов преобразования перевести их в  полож ение, параллельное какой-либо плос­
к о сти  проекции.

Рис. 292
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2. Способ раскатки.
Этот способ целесообразно использовать для построения разверт­

ки поверхности призмы в том случае, когда основание призмы парал­
лельно какой-либо одной плоскости проекции, а ее ребра параллель­
ны другой плоскости проекции.

П Р И М Е Р  П остроить р а зве р тку  б о к о ­
вой поверхности  наклонной  трехгранной 
п ри зм ы  A B C D E F  (рис. 293).

Р Е Ш Е Н И Е . П р и м ем  за п ло ско сть  раз­
в ер тки  п ло ско сть  7 , п ро ходящ ую  через 
ребро A D, параллельную  ф ронтальной 
п л о ско сти  проекции. С о вм ести м  грань 
A D E B  с п ло ско стью  у. Д л я  зтого  м ы слен  
но разрежем  б о к о в у ю  поверхность приз­
м ы  по ребру A D , а затем  о сущ естви м  по ­
во ро т грани A D E B  в о к р у г  ребра A D  
(A"D").

Д л я  нахож дения совм ещ енного  с п л о с ­
ко стью  у  полож ения ребра B q E q  из точ ­
ки  В * провод им  луч , перп ен д и куляр н ы й  
к  A MD 7 и засекаем  на нем д угой  ^радиуса 
I А §В*\ , проведенной из центра А , т о ч к у  
Я 0. Через Я 0 проводим  п р ям ую  B qE0 i 
параллельную  (A " D m).

Приним аем  совм ещ енное  положение 
ребра В 0 Е0 за н о вую  ось вращ ения и по­
ворачиваем  в о к р у г  нее грань B E F C  до 
совм ещ ения с пло ско стью  у. Д л я  этого 
из то чки  С " пронодим  л уч , перпендику­
л яр н ы й  к  со вм ещ ен н о м у  ребру В 0 Е0, 
а из то чки  Я 0 — д угу  о кр уж н о сти  радиу­
сом , ранным  I f i ' C ' l ;  пересечение дуги 
с л у ч о м  определит положение то чки  С0. 
Через С0 пронодим C0F 0 параллельно 
В 0Е 0 . А налогично  находим положение 
ребра A 0Dq. Соединив то чки  A " B 0C 0Aq 
и D E qF qDq п р ям ы м и , п олучи м  ф игуру  
A mB QC 0A Q D q F qE q Dm — р азвер тку  б о к о ­
вой  поверхности  п ри зм ы . Д л я  получения 
полной развертки  призм ы  достаточна к  
како м у-ли бо  из звеньев ломаной линии 
А ”В 0С 0А 0 и  DmE 0 F 0D 0 пристроить треу­
го льн и ки  основания А 0 В qCq и  Dq E0F q .

3. Способ треугольников (триангуляции).
П Р И М Е Р . П остроить р а зве р тку  б о к о ­

вой  понерхности пирамиды  SA BC  
(рис. 294) .

Развер тка  бо ко во й  поверхности  пира­
м иды  представляет собой п л о ск ую  ф и гу ­
ру, со сто ящ ую  из тр еуго л ьн и ко в  — граней 
п и р ам и д ы .

На рис. 294 определение длин ребер 
пирамиды вы полнена  с пом ощ ью  вращ е­
ния их в о к р у г  оси I 9 S  и i 1 п А. П утем  
враш ения ребра пирам иды  совм ещ аю тся 
с пло ско стью  у  п л о ско сть  7 || и 7 Э  i. 
По еде тога  к а к  определены длины ребер 
|S " i4 a |, |5 "В 21. приступаем  к  пост­
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Рис. 294

роению развер тки  Д л я  зтого  через про ­
и зво льн ую  т о ч к у  S 0 проводим  п р ям ую  а. 
О ткл а д ы ва е м  на ней от то чки  S 0 ( S 0>4 0 ] 5* 
в  [ S " y l2 ]. И з то чки  А 0 проводим  д у гу  ра 
ли у сам  г ,  = | A tB*\l а из то чки  S 0 — д у ­
гу  радиусом  Я ,  — | S * I f ) i  Пересечение

дуг у ка ж е т  положение верш ины  В 0 
A S qA qB о ( A S o ^ a A q  =? A S A B  — грани 
п и р ам и д ы ). Аналогично  находятся то чки  
С0 и А 0 . Соединив точки  A QB 0C 0A Qt 
получим  р азвер тку  б о ко во й  поверхности 
пирамиды SA EiC .

§ 65. П ОСТРОЕНИ Е П РИ БЛ И Ж ЕН Н Ы Х  РА ЗВ ЕРТ О К  
РА ЗВЕРТЫ ВА Ю Щ И ХС Я  П О ВЕРХН О СТЕЙ

Мы уже указывали, что к развертывающимся поверхностям отно­
сятся только торсы (поверхности с ребром возврата, коническая и ци­
линдрическая поверхности).

Развертка любой развертывающейся поверхности (кроме гран- 
ных) является приближенной. Это объясняется тем, что при развертке 
поверхности последнюю аппроксимируют поверхностями вписанных 
или описанных многогранников, имеющих грани в форме прямоуголь­
ников или треугольников. Позтому при графическом выполнении раз­
вертки поверхности всегда приходится производить разгибание или 
спрямление кривых линий, принадлежащих поверхности, что неизбежно 
приводит к  патере точности.

Рассмотрим способы построения приближенных разверток поверх­
ностей: цилиндрической, конической и с ребром возврата.

А. Построение развертки цилиндрической поверхности.
Для построения развертки цилиндрической поверхности исполь­

зуются те же способы нормального сечения и раскатки, которые при­
меняются при развертывании боковой поверхности призмы.

В обоих случаях цилиндрическую поверхность заменяют призматичес­
кой поверхностью, вписанной (или описанной) в данную цилиндричес­
кую. Затем задачу решают так же, как зто было показано в примерах 
1 и 2 предыдущего параграфа. На рис. 295 и 296 показано построение бо­
ковой поверхности цилиндра способом нормального сечения (рис. 295) и 
способом раскатки (рис. 296).
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При построении развертки поверхности цилиндра вращения пред­
почтение следует отдать способу нормального сечения, так как в этом 
случае можно не прибегать к замене цилиндрической поверхности приз­
матической.

Для того чтобы построить развертку поверхности прямого кру­
гового цилиндра, выполняем следующие геометрические построения:

1. Рассекаем цилиндрическую поверхность а плоскостью y t перпен­
дикулярной к  прямолинейной образующей цилиндрической поверх­
ности.

2. Делим окружность с — линию сечения а л у  на одинаковое число 
частей п.

3. Проводим в свободном месте чертежа прямую а и отмечаем на 
ней отрезок 10 10 , равный длине окружности сечения с.

4. Делим [ 1010] на такое же число одинаковых частей л, на кото­
рое была разделена окружность с.

5. Через точки деления i 0, 20, 30, ...f 12Q, 1Q проводим прямые, 
перпендикулярные к  прямой а , и откладываем на них от точек 10, 20, 
30, 120% 10 отрезки, равные длине соответствующих образующих 
нижней и верхней частей цилиндрической поверхности.

6. Соединив концы образующих плавной кривой, получим разверт­
ку цилиндрической поверхности.

На рис. 296 приведен пример построения развертки боковой по­
верхности эллиптического цилиндра способом раскатки. Необходи­
мые геометрические построения выполняем в следующем порядке:

1. Делим окружность основания цилиндра на л равных частей (на 
рис. 296 п = 12).

2. Через точки деления проводим прямолинейные образующие ци­
линдрической поверхности — ребра призмы, которой мы заменяем 
цилиндрическую поверхность а.

3. Принимаем за плоскость развертки горизонтальную плоскость
0, проходящую через ребро 1 призмы, тождественное 1-й образующей 
цилиндрической поверхности

Дальнейшие построения аналогичны выполненным на рис. 293 при 
построении развертки боковой поверхности призмы A BC D EF.

Б. Построение развертки конической поверхности.
Задача на построение развертки конической поверхности решается 

так же, как в случае построения развертки боковой поверхности пира­
миды — способом треугольников (см. рис. 294). Для этого коническая 
поверхность аппроксимируется вписанной в нее пирамидальной по­
верхностью.

На рис. 297 показана развертка поверхности пирамиды SA BC D EF...,впи­
санной в заданную коническую поверхность а. Фигуру S 0A QB QC0D0E 0F 0 ... 
... A G принимаем за приближенную развертку конической поверхности. 
Чем больше число граней у вписанной пирамиды, тем меньше будет 
разница между действительной и приближенной развертками конической 
поверхности.

Если задана поверхность прямого кругового конуса (рис. 298), то 
развертка его боковой поверхности представляет круговой сектор, 
радиус которого равен длине образующей конической поверхности

I = |Sj4|, а центральный угол = 2яг/i, где г — радиус окружности осно­
вания конуса. Величина угла \р получается в радианах. На практике 
бывает целесообразно иметь его градусную величину. Это легко сделать, 
подставив в приведенное равенство значение величины i, выраженное че­
рез радиус основания конуса г и угол наклона образующей коничес-
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3) из произвольной точки О0, принадлежащей биссектрисе угла 
A cS qA q , проводим лучи \О0А 0) .  |О010) ,  (О 020),  (О0Л 0) и на них 
откладываем отрезки |О0Л , ] = * [O 0i40], ] = fe(O0i 0], (Oo2I# ] =
- k\O02Q ],..., (OqA } q ] = k\O0 A q ], где k = Dyd = 2.

Для построения развертки поверхности а достаточно определить 
положение точки A iQ и через нее провести дугу окружности радиу­
сом, равным длине отрезка \ O0A ]q] из центра в точке О0 . Эта окруж­
ность пересечет лучи \OQl 0 ) t |О020), ... в точках 1,0# 2,0, ... Из точек 
* | 0- 210* ... проводим прямые (Л ,e (2 Io.2Jo ), па­
раллельные соответствующим прямым (A 0S 0) t ( J QSQ J , (20S 0),  и на
них откладываем отрезки |i4,0 B ,0]t |7,0 l 3e], \2i0 2 i0h —* равные / — 
длине образующей А В  усеченного конуса а.

В. Построение развертки поверхности с ребром возврата.
Построение развертки поверхности с ребром возврата осуществля­

ется путем аппроксимации ее отсеками конической поверхности с по 
следующей заменой их плоскими треугольниками. В качестве иллюст­
рации решения такой задачи обратимся к  следующему примеру:

пусть на зпюре Монжа заданы проекции поверхности с ребром воз­
врата а; построить ее развертку (рис. 300).

На ребре возврата d отмечаем ряд точек 1Ч 2, 3. 4, 5 и через их проек­
ции проводим касательные к проекциям d‘ и d" “  [ 11, ] ,  [ 22, ] ,  [ 33, ] ,
1 44j ] ,  | 55, ) .  В отсеках поверхностей, ограниченных этими касательны­
ми, проводим диагонали 2 i , ,  32 ,, которые делят каждый из криво­
линейных четырехугольников на два 1 треугольника ” .

Если расстояния между точками 1 и 2, 2 и 3, 3 и 4, 4 и 5 будут доста­
точно малыми, то стороны "треугольников” , противолежащие вер­
шинам 7,, 2,, 3,, 4 j (и J , o, 2 lfl, 3 ,fll 4,0) ,  можно считать прямо­
линейными.

Для построения развертки многогранной поверхности, аппроксими­
рующей заданную поверхность о, определяем длины сторон этих треуголь­
ников. По трем сторонам строим треугольники, начиная с A J 020i , 0, к 
которому пристраиваем остальные в последовательности, указанной 
на рис. 300 римскими цифрами. Фигура J 020304050 5,0 4,r 3t| 2lfl 1,0 — 
приближенная развертка поверхности а.
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кой поверхности к плоскости п, {L. ф ). В этом случае I = г/cos ф .тог­
да S = 2 n r c o s lr  - 3fi0° cos i/Л.

На рис. 299 показано построение развертки поверхности прямого 
кругового усеченного конуса, вершина которого находится за преде­
лами поля чертежа.

Решение этой задачи осуществляется следующим путем:
1) строим вспомогательный конус 0, подобный данному конусу а, 

диаметр d основания конуса 0 следует выбирать так, чтобы отноше­
ние D id  (где D ~  диаметр окружности основания конуса о ) выражалось 
целым числом (на рис. 299 оно равно 2);

2) строим развертку боковой поверхности вспомогательного ко­
нуса 0 S qA q1q2q ... 5„ Аи ,

S”

S'

Рис. 297

Рис 29Я
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§ 66. УСЛО ВН АЯ Р А З В ЕР Т К А  П О ВЕРХН О СТЕЙ

В двух предыдущих параграфах было показано построение развер­
ток гранных и торсовых поверхностей. Все остальные поверхности 
относятся к неразвертываемым — они не могут быть совмещены с плос­
костью без разрывов и склеивания, т. е. теоретически неразвертываемые 
поверхности не имеют своей развертки. Поэтому в дальнейшем мы 
будем говорить лишь об условном решении задачи по построению раз­
верток неразвертываемых поверхностей.

При необходимости изготовить из листового материала неразвер­
тываемую поверхность приходится кроме изгибания осуществлять так­
же сжатие и растяжение определенных участков листа.

Общий прием решения задачи на построение условной развертки не­
развертываемой поверхности состоит в том, что отсеки заданной поверх­
ности аппроксимируются отсеками развертывающихся поверхностей — 
гранными, цилиндрическими или коническими.

Рассмотрим наиболее часто встречающиеся способы построения ус­
ловных разверток.

Допустим, что требуется изготовить из листового материала по 
верхи ость цилиндроида а, сопрягающего дне трубы одинакового диамет­
ра (рис. 301). Решение сводится к следующему: эадавную неразвер­
тываемую поверхность цилиндроида аппроксимируем вписанными в 
нее отсеками конической поверхности, которые, в свою очередь, заме­
няем треугольниками.

Чтобы заменить поверхность цилиндроида отсеками конических 
поверхностей, проводим на поверхности цилиндроида семейство пря­
молинейных образующих, параллельных плоскости параллелизма. В рас­
сматриваемом случае плоскостью параллелизма служит фронтальная 
плоскость проекции. На участке понерхности, заключенной между двумя 
смежными образующими 1Л и 2В% проводим ’ диагональ*’ 2Л, получен­
ные отсеки поверхности 1А2 и А2В принимаем за плоские треугольники^ 
Также поступаем и со всеми остальными отсеками поверхности цилинд­
роида, заключенными между образующими. После этого осуществляем 
построение развертки многогранной поверхности, составленной из 
треугольников так же. как это было сделано на рис. 297.
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Точки 70f 20f ... и Л „, Ниш ... соединяем нланными кривыми. На 
рис. 301 показана только половина раэнертки — нторая половина сим­
метрична ей относительно прямой N0n b.

При построении условных разнерток поверхностей вращения можно 
в качестве вспомогательных (аппроксимирующих) поверхностей исполь­
зовать развертывающиеся цилиндрические и конические поверхности.

Рис. 302 и 303 дают наглядное представление о графическом спо­
собе построения условной развертки с помощью этих поверхностей. 
На рис. 302 показана произвольная поверхность вращения о, состоя­
щая из кусков q | , а3 , ...э границами между которыми служат ме­
ридианы поверхности а.

Куски  q | , а 3 , а 3, ... неразвертываюшейся поверхности а заменяем 
кусками цилиндрических поверхностей 01,02,03, ... (на рис. 302 указан 
только один кусок - отсек 0| ). После этого осуществляем развертку 
составной цилиндрической поверхности 0 — 0 , U  03 U 03...

Р и с . 301

Ij — отсек ц и л и н д р и ческо й  
поверхности

Р , —отсек конической 
поверхности

Рис 302 Рис 303
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Рис. 304

На рис. 303 показан пример перехода от произвольной поверхнос­
ти врашения а к поверхности /3, составленной из отсеков конических 
поверхностей 0 1 , /Э2 $ 0 3 , ..., которыми заменяются куски а, , , о3, ... по­
верхности а; границами между этими кусками являются параллели 
поверхности а (на рис. 303 показан только один отсек /3| ) .

Развертка отсеков конических поверхностей 0̂  осуществляется по 
способу, изложенному на с. 204, рис. 299.

В качестве примера использования цилиндрической поверхности 
для построения условной развертки построим развертку поверхнос­
ти сферы (рис. 304).

Для ее построения пересекаем поверхность сферы горизонтально 
проецирующими плоскостями 7 ,, у 7, 7 3, проходящими через центр 
сферы. Куски  сферической поверхности а , ,  а 7, а 3, .... заключенные 
между меридиональными сечениями /i07j — ^07 , — “
Л0> , заменяем кусками цилиндрических поверхностей , 0 3, прямо
линейные образующие которых перпендикулярны к плоскости средних 
меридиональных сечений , Л0л , h^  ,...

'  IС р  1 2ср 1 JC p
Длина образующих, в которые преобразуются дуги параллелей по­

верхности вращения, определяйся отрезками прямых, заключенных 
между соседними меридиональными плоскостями А В  -► \АаВ 0 ].

Чтобы построить развертку куска цилиндрической поверхности 0,, 
аппроксимирующего участок сферы Л| , проводим горизонтальную 
прямую а .  На ней откладываем |v40fi0]. Через середину этого отрез­
ка проводим вертикальную прямую, на которой откладываем спрям­
ленное меридиональное сечение (на рис. 304 показана только его поло 
вина) и отмечаем на нем точки пересечения с параллелями сферы (М0ч 
^о, 20, За ). Через точки М 0, 1Q% 20, 30 проводим горизонтальные прямые 
и откладываем на них по обе стороны от вертикали M 0S0 отрезки,
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равные половине длин касательных, проведенных в точках М\ 1\ 2\ 3‘ 
и заключенных между следами плоскостей ( и hQy  ̂ .

Полученные точки A 0l Л , 0, A 1q, A 2q и B Qt В ,0, B2q% Б 3осоединяем 
плавными кривыми. Фигура A QS0B0 — условная развертка половины 
участка сферической поверхности а, . Пристроив к ней другую половину, 
расположенную симметрично относительно прямой а , получим разверт­
ку 0io участка а , .  Для получения развертки всей сферической поверх­
ности необходимо к участку 0 ,0 пристроить л (в нашем случае пять) 
фигур 0 зо, 0 3о, 0 So, 0Ло1 конгруентных фигуре /31<г

В О П Р О С Ы  Д Л Я  С А М О П Р О В Е Р К И

1. Что  н азы вается  разверткой  понерх­
ности?

2. К а к и е  поверхности  о тн о сятся  к  раз­
вер ты ваю  ши м ся ?

3. Перечислите свой ства  поверхности , 
ко то р ы е  сохраняю тся  на ее развертке

4. Н азовите  способы  построения раз­
вер то к  и сф о р м ули р уй те  содержание 
каж д о го  из них.

5. В  к а к и х  случаях  для построения 
развертки  и сп о льзую тся  способы : нор ­
м ального  сечения, р аскатки , тр еуго льн и ­
к о в ?

6. В  чем состоит общ ий прием реше­
ния задачи на построение условной  раз­
вер тки  неразнерты наем ы х поверхнос­
тей?

7. С ф о рм ули р уй те  и дайте подробное 
объяснение  способов построения у сл о в ­
ной развертки .

8. К а к  м о ж н о  построить развертку  
усеченной ко н и ческо й  поверхности с не­
доступной  вер ш иной?

9. К а к о й  способ целесообразно исполь­
зовать для построения условной  разверт­
ки  поверхности  сф ер ы ?
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ГЛАВА VIII

АКСОНОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ПРОЕКЦИИ

ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Рассмотренные и предыдущих главах ортогональные проекции на­
ходят широкое распространение в технике при составлении чертежей. 
Это объясняется тем, что выполнение чертежей с помощью ортого­
нальных проекций достаточно просто, при этом можно получить про- 
е к р и , сохраняющие метрические характеристики оригинала. С помо­
щью чертежей, построенных в ортогональных проекциях, если их до­
полнить вспомогательными изображениями — видами, разрезами и 
сечениями, можно получить представление о форме изображаемого 
предмета (как  о внешнем виде, так и о внутреннем строении) и его 
размерах.

Наряду с отмеченными достоинствами метод ортогонального про­
ецирования имеет существенный недостаток. Для того чтобы полу­
чить представление о пространственном геометрическом образе, задан­
ном его ортогональными проекциями, приходится одновременно рас­
сматривать две, три, а иногда и больше проекций, что значительно за­
трудняет мысленное воспроизведение геометрической фигуры по ее 
проекциям.

В ряде случаев бывает необходимо наряду с чертежом геометри­
ческой фигуры, выполненным в ортогональных проекциях, иметь ее 
нагляднее изображение. Такое изображение может быть получено пу­
тем проецирования оригинала на специально выбранную плоскость. 
Мы знаем, что одна центральная или параллельная проекция на одну 
плоскость проекции не определяет положения фигуры в пространстве и 
не позволяет установить ее форму. Чтобы устранить эту неопределен­
ность и получить обратимый чертеж (чертеж, обеспечивающий взаимную 
однозначность между точками, принадлежащими проецируемой фигуре и 
ее проекции), необходимо иметь не одну, а две ее проекции.

Получить две взаимосвязанные проекции одной фигуры на одну 
плоскость можно следующим путем: пусть в пространстве задан от­
резок | АВ\ (рис. 305); чтобы получить параллельные проекции это­
го отрезка на произвольную плоскость а*, по которым можно определить 
расположение заданной фигуры в пространстве, следует взять какую- 
либо плоскость 7 и найти на ней ортогональную проекцию заданной 
фигуры (отрезка). Затем надо спроецировать отрезок |А В ] и его орто­
гональную проекцию [А* В ' | на плоскость а в направлении s. При таком 
способе проецирования каждой точке пространства соответствуют две ее 
проекции на плоскости а.

* П л о ско сть  а  н азы ваю т картинной  плоскостью .
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В качестве плоскости у можно взять не произвольную плоскость, 
а одну из координатных плоскостей, например хОу. Если теперь спрое­
цировать координатные оси Охуг и горизонтальную проекцию А ' точки А 
совместно с самой точкой А на плоскость а, то мы получим в плоскости 
а чертеж, который называют аксонометрическим, при этом проекцию 
точки А - А ° называют аксонометрической (иногда главной) проекцией
точки А , а точку Л 10 — вторичной проекцией точки А (рис. 306).

Таким образом, в аксонометрии имеются два поля проекций: поле 
главных и поле вторичных проекций. В этом отношении аксономет­
рические проекции не имеют принципиального отличия от ортогональ­
ных проекций.

Для того чтобы на аксонометрических проекциях можно было ре­
шать метрические задачи относительно изображенных геометричес­
ких фигур, на аксонометрическом чертеже указывают проекции коор­
динатных осей с изображенными на них отрезками < ® о, е°о, е°а — проек­
циями натурального масштаба е. Проекции е°о , е °о, натурального 
масштаба ех, еу, ег называют аксонометрическим'масштабом по осям 
х ° , у 0, z ° .

Положение точки А в пространстве относительно натуральной сис­
темы координат Oxyz определяется пространственной координатной 
ломаной ОАхА 'А  (рис. 306). Аксонометрическая проекция А а точки А 
определяется плоской координатной ломаной O °A axo A t0 А ° , у которой 
звено 0 °Л “ о совпадает по направлению с осью х ", а о .410 и А У0А ° па­
раллельны соответственно осям у 0 и г °  .

В  общем случае отрезки О0 Л® о, >4“ о Л 10, Л 10 Л 0 не равны между 
собой и ни один из них не равен натуральному масштабу е. Отнойе-

ми (коэффициентами) искажений по аксонометрическим осям.
Очевидно, принимая различное взаимное расположение натураль­

ной системы координат и картинной плоскости и задавая разные направ­
ления проецирования, можно получить множество аксонометрических 
проекций, отличающихся друг от друга как направлением аксонометри-

А А называют показателя-

>-

Рис. 305 Рис. 306
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ческих осей, так и величиной коэффициентов искажения вдоль этих осей. 
Справедливость этого утверждения была доказана немецким геометром 
Карлом Польке. Теорема Польке утверждает, что три отрезка произ­
вольной длины, лежащих в одной плоскости и выходящих из одной 
точки под произвольными углами друг к другу. представляют парал­
лельную проекцию трех равных отрезков, отложенных на прямоуголь­
ных осях координат от начала.

На основании этой теоремы аксонометрические оси и коэффициенты 
искажения по ним могут выбираться произвольно. При этом коэффи­
циенты искажения по аксонометрическим осям можно принять: раз­
личными для всех аксонометрических осей Ф ky o Ф kzo ) ;  оди­
наковыми для каких-либо двух осей (например, k^o = / го ); равными 
для всех аксонометрических осей (^ о  = k^o = fc^o). В первом случае 
аксонометрическую проекцию называют триметрическои, во втором — 
диметрической и в третьем — изометрической.

В зависимости от угла между направлением проецирования и кар­
тинной плоскостью аксонометрия может быть прямоугольной (орто­
гональной), если этот угол прямой; в противном случае ее считают ко­
соугольной.

§ 67. СТАН Д АРТН Ы Е А КС О Н О М ЕТРИ ЧЕС КИ Е ПРОЕКЦ ИИ

В инженерной практике, в частности в машиностроении, наиболь­
шее распространение получили прямоугольные диметрические и изо 
метрические проекции. Отметим некоторые свойства этих проекций.

1. Зависимость коэффициентов искажения по аксонометрическим 
осям от направления проецирования.

Установление зависимости между коэффициентами искажения и 
направлением проецирования представляет определенный практичес­
кий интерес.

Картинная плоскость пересекает координатные оси в точках X Q = 
= Уй = У^, ZQ - Z 4̂ , а плоскости проекций по прямым X QYQ4
X QZQt YQZ Q. Точки X Q1 YQ4 Z q определяют треугольник, называемый 
треугольником следов (рис. 307). Очевидно, A XQYQZ Q = A X °Y^ Z^ .

Опустим из начала координат О перпендикуляр на плоскость а. Точ­
ка в которой этот перпендикуляр пересекает плоскость о, является 
прямоугольной проекцией точки О . Отрезки О0 X*Q4 О0 У^ и О0 ZaQ — 
прямоугольные аксонометрические проекции отрезков координатных 
осей ОХа% О Уа , OZQ Треугольники ОО0Х°, ОО0 УЛ°, ОО0 Z* -  пря 
моугольные, отрезки О0Х^ч О0 У °, OnZ£ — их катеты, а отрезки ОХ£, 
ОУ£, OZ£ — гипотенузы этих треугольников. Отсюда

° ' x « * ° °  * Ов7\ *
" о * Г "  с о !“  • " о у Г "  COS“  • COS1, •?  а а

о л л а .. „где а , р , 7 — углы ваклона осей jt, у, z  к картиннои плоскости.
О * X е О * V  О *  7Л ш

Так как о х /  —Q уш' ky n, Q?y  = k  я« . TO kg* cosa ,
• о * '*kyO - cosfl , k^o - cos 7 .

В прямоугольной аксонометрии коэффициенты искажения связаны
зависимостью k 2п + /г; п + h = 2.

1 У 'Изометрическая проекция. В прямоугольной изометрической проек­
ции коэффициенты искажения по всем осям одинаковы:
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Рис. 307

k2_o = h ' o = к 2 о - 2, т. е. 3feJ = 2, fe = .
V z  О

следовательно, коэффициенты искажения по осям х ° , у 0, г ° равны 0,82. 
Изометрическую проекцию, как правило, выполняют без искажения

(т. е. коэффициент искажения k = 1), что соответствует увеличению ли­
нейных размеров изображения по сравнению с действительными в 1,22 
раза (1/0,82 % 1,22).

Диметрическая проекция. Для прямоугольной диметрической проек­
ции характерно равенство коэффициентов искажения по двум осям
kxa = k£a ; коэффициент искажения по третьей оси k и = ~^~^хп (или
fe о = -r-fe.o ). Поэтому 2feJ + *- = 2, k2 = , fe = = 0,94, т. e. ко-Jr Сь •  ̂ j  v
эффициент искажения по осям У  и г ° равен 0,94, а по оси у" = 0,47. 
Диметрическую проекцию, как и изометрию, выполняют, как правило, 
без искажения по осям х“ и у " и с искажением fê o = 0, 5 по оси у 0., В 
этом случае увеличение линейных размеров изображения по сравнению с 
действительными происходит в 1/0,94 = 1,06 раза.

2. Определение углов между осями стандартных аксонометричес­
ких проекций.

Изометрическая проекция. Для прямоугольной (ортогональной) 
аксонометрии справедливо следующее утверждение: коэффициенты 
искажения по аксонометрическим осям равны косинусам углов нак/юна 
координатных осей к  картинной плоскости (доказательство см. п. 1). 
Так как для изометрии fexo = kyo = fê o = 1, то отрезки ОсХ£ = Оа Y °  = 
= О0 Z£. Это, в свою очередь, означает, что в прямоугольной аксономет­
рии треуюльник следов равносторонний.

В теории ортогональных аксонометрических проекций доказывает­
ся, что аксонометрические оси являются высотами треугольника следов. 
Из элементарной геометрии известно, что в равностороннем треугольни­
ке высоты попарно пересекаются между собой под углом в 120 . Поэто­
му совпадающие с ними аксонометрические оси в ортогональной изомет­
рии образуют между собой углы в 120°. Обычно ось z ° принимают 
вертикальной (рис. 308).
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Рис. 308

Диметрическая проекция. Для диметрической проекции характер­
но равенство двух коэффициентов искажения по осям х° н 2 ° ,  коэф­
фициент искажения по третьей оси равен их половине:

k _о = k_o = 2k а .
Л * У

Равенство kxa = обеспечивает конгруентность отрезков О0 = 
= Oq Z£% т. е. треугольник следов — равнобедренный (рис. 309). В этом
треугольнике высота У£А° , совпадающая с направлением аксонометри

Г Гческой оси у 0, делит пополам сторону X^Z£; |X^i4°| = \А° Z£\ =
ПриняВоЮ °Х °|  = |O0Z (J| = 1, имеем X °Z £  = yfS. Из А О0 А ° Z °  определя­
ем sin 8 °:

0 у/Т 2 уГ ?
sinfi

что соответствует равенству угла S ° = 48е 35*. Тогда
L X l O °Z %  = 2 L h °  = 97° 10'.



Обычно при построении диметрических проекций ось г °  распо­
лагают вертикально. Тогда треугольник следов и его высоты (аксоно­
метрические оси) займут положение, показанное на рис. 309. В этом 
случае

= (28° - 90° ) = (97° 10' - 90е ) = 7° 10';

В О °А 0 = CU^Y*q = (Й °  -  7° 10') = (48° 35' - 7е 10') = 41е 25\

Приближенно аксонометрические оси стандартной диметрии мож­
но построить, если принять tg 7°10' ^ 1/8, a tg 41е 25' = 7/8. Тогда аксоно­
метрические оси i "  и /  проводят так, как это показано на рис. 310. Ось 
у 0 может быть проведена так же, как продолжение биссектрисы L х? О0 2 °  .
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§ 68. ПРИМ ЕРЫ ПОСТРОЕНИЯ
А КС О Н О М ЕТРИ ЧЕС КИ Х  ПРО ЕКЦ И Й  ГЕО М ЕТ РИ Ч ЕС К И Х  Ф И ГУР

При построении аксонометрических проекций пользоваться коэф­
фициентами искажения неудобно. Поэтому обычно строят рекомен­
дованные ГОСТ 2.317—69 (СТ СЭВ 1979—79) стандартные прямоуголь­
ные иэометрию и диметрию, принимая соответствующие масштабы 
увеличения в 1,22 раза для изометрии и в 1,06 раза для диметрии. Введе­
ние этих масштабов позволяет строить аксонометрические проекции без 
сокращения размеров, откладываемых по аксонометрическим осям. Для 
диметрической проекции размеры по оси у 0 сокращают вдвое.

А. Построение аксонометрических проекций геометрических фи­
гур, ограниченных отрезками прямых и отсеками плоскостей.

При параллельном проецировании на плоскость прямые проеци­
руются в прямые (см. § 6, 1 а ) ,  следовательно, для построения ак­
сонометрического изображения прямой а достаточно определить аксо­
нометрические проекции двух принадлежащих ей точек, которые одно­
значно определяют прямую а 0 — аксонометрическую проекцию пря­
мой а .

Построение аксонометрических проекций многогранников, в част­
ном случае многоугольников, сводится к определению аксонометри­
ческих проекций их вершин, которые затем соединяют между собой 
отрезками прямых линий.

На рис. 311,6 показано построение стандартной изометрической 
проекции шестигранной пирамиды, ортогональные проекции которой 
заданы на рис. 311, а. Построение выполняем в следующей последо­
вательности: проводим прямые хл у, 2, которые принимаем за оси на­
туральной системы координат; за начало координат принимаем точку
О (0\ О " ) .  Затем проводим аксонометрические оси jc°, у 0, 2 ° .  Измерив 
на ортогональном чертеже натуральные координаты вершин основания 
пирамиды (точки j, 2, 3, 4, 5, 6) и ее вершины (точка S ) , строим их 
аксонометрические проекции (точки 7°, 2 °, 3 °, 4 °, 5 °, 6 °, S 0 ). Чтобы 
получить изометрическую проекцию пирамиды, соединяем полученные 
точки отрезками прямых линий в той же последовательности, в какой 
они соединены на ортогональных проекциях.

Б. Построение аксонометрических проекций геометрических фи­
гур, ограниченных кривыми линиями и поверхностями.

В общем случае аксонометрической проекцией кривой линии (или 
поверхности) будет также кривая линия (поверхность).

Пример построения стандартной изометрии произвольной простран­
ственной кривой I показан на рис. 312. Построение аксонометрических
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4 '

Рис. 311

проекций точек, принадлежащих кривой 1Ч осуществляется в последова­
тельности, указанной ниже.

1. Относим данную линию к некоторой натуральной системе коор­
динат Оху 2 .

2. Отмечаем на кривой I точки J, 2, Зч ... и определяем их орто­
гональные координаты (рис. 312,а ).
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3. По координатам точек 7, 2, 3, ... строим их вторичные проек­
ции У10, 2* °, 3 |0, ... (рис. 312,6).

4. Через вторичные проекции точек проводим прямые, параллель­
ные аксонометрической оси 2 ° ,  и откладываем на них отрезки, рав­
ные значению соответствующих аппликат точек (1, 2, 3, ...); находим 
точки 1 °% 2 °, 3 °, ...

5. Соединив найденные аксонометрические проекции точек 1°, 2° ,  
3е , ... плавной линией, получим аксонометрическую проекцию кри­
вой I ®

В практике построения аксонометрических проекций машиностро­
ительных деталей часто приходится строить аксонометрические проек­
ции окружностей. В большинстве случаев плоскости окружностей быва­
ют параллельны какой-либо из координатных плоскостей. Рассмот­
рим возможные варианты построения окружности в изометрической 
и диметрической проекциях.

Чтобы иметь более наглядное представление о расположении и вели­
чине осей эллипсов, в которые проецируются окружности, последние 
вписаны в грани куба. На рис. 313,а показана проекция куба в изомет­
рии, а на рис. 313,6 — в диметрии. Окружность, вписанная в грань куба, 
касается его ребер в их середине. Так как касание является инвариантом 
параллельного проецирования, то в аксонометрических проекциях точки 
касания эллипсов, в которые преобразуются окружности, будут нахо­
диться так же в серединах ребер куба. Кроме «этих четырех точек можно 
указать еще четыре точки, принадлежащие концам большого и малого 
диаметров эллипса. В прямоугольных изометрических и диметрических 
проекциях направления больших осей эллипсов перпендикулярны сво­
бодным аксонометрическим осям, а малые оси эллипсов совпадают по 
направлению со свободными аксонометрическими осями.

Для прямоугольной (практической) иэометрии величина большого 
диаметра эллипса равна l,22d окружности, малого диаметра — 0,71d 
(см. рис. 313/]). В прямоугольной диметрии большой диаметр эллип­
са равен l,06d, малый диаметр для эллипсов, расположенных в гранях 
куба, параллельных координатным плоскостям Оху и О уг , равен 0,35d. 
Для эллипса, принадлежащего грани куба, параллельной плоскости Охг% 
малый диаметр равен 0,95d (см. рис. 313,6).

>
Рис. 313



Чтобы исключить арифметические подсчеты при определении длин 
отрезков, умноженных на величину масштаба искажения, следует поль­
зоваться пропорциональным масштабом. Для его построения достаточно 
провести две взаимно перпендикулярные прямые а и Ь (рис. 314) и на 
одной из них от точки пересечения К  отложить [ К О ] , равный 100 едини­
цам, а на другой — отрезки | K I], \К1Г\, [КПГ\, [K IV ], (X V ], (К V/], соответ­
ственно равные 35, 50, 71, 95, 106, 122 единицам измерения. Точки 
I. II, ... V I соединяем с точкой О. Если теперь от точки О на прямой О К от­
ложить [О В ] заданной длины / и из конца В  отрезка [О В] восставить 
перпендикуляр к [О/?], то он пересечет прямые (О/), (O il), (O III) , 
(O /V ), (О10, (O V I) в точках 1, 2, 3, 4, 5, 6. Полученные отрезки [В1], 
[В 2 \, |ВЗ], \В4\, [В 5 \, [Д6 ] будут равны соответственно 0,35/^ 0,5/, 0,71/,
0,95/, 1,06/, 1,22/.

Если плоскость окружности занимает произвольное положение по 
отношению к координатным плоскостям, то построение аксономет­
рической проекции окружности осуществляется так же, как это делается 
при построении аксонометрической проекции кривой (см. с. 215 п. Б, 
рис. 312). Построение аксонометрических проекций поверхностей, 
ограничивающих геометрические фигуры, можно осуществить двумя 
способами:

1. Способ сечений. Этот способ заключается в следующем:
1 ) поверхность геометрической фигуры, аксонометрическую проек­

цию которой требуется построить, рассекаем плоскостями 7 i . 7 з » 7 э. •••. 
у п (рис. 315);

2) определяем линии пересечения заданной фигуры Ф плоскос­
тями 7j (/,, /3, /3, ... / „);

3) строим аксонометрические проекции линий /,, /2, /j, ..., /п - 
-*• /,°, /2, /°, ..., для упрощения определения линий Zj и построения их
аксонометрических проекций секущие плоскости следует принимать 
параллельными какой-либо плоскости проекции;

4) кривая d° , огибающая линии /,°, /°, /3°, ..., /„, является очерковой 
линией — линией видимого контура фигуры Ф ° .

2. Способ вписывания сферических поверхностей. Целесообраз­
ность применения этого способа основывается на том, что в прямо-
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угольной аксонометрии поверхность сферы проецируется на картинную 
плоскость в виде круга. Этот способ следует использовать в тех случаях, 
когда фигура ограничена поверхностью врашения. Так как в любую по­
верхность врашения могут быть вписаны сферические поверхности, то 
аксонометрическую проекцию поверхности врашения можно рассматри­
вать как огибающую этих сфер.

Сущность способа покажем на конкретном примере. Пусть требу­
ется построить аксонометрическую проекцию (прямоугольную изомет­
рию) кольца (рис. 316,д). Построения выполняем в следующей пос­
ледовательности:

1) строим эллипс с0 — аксонометрическую проекцию окружнос­
ти с (A C BD );

2) из произвольных точек эллипса с0. О®, O j, O j, On, ( V
Oj е с° ) проводим окружности bj радиусом г — аксонометрические 
проекции вписанных сферических поверхностей 0;

3) огибающие d? и d°2 окружностей bj являются видимым очерком 
аксонометрической проекции кольца (рис. 316,6).

§ 69. РЕШ ЕН И Е ПОЗИ ЦИО ННЫ Х ЗА Д А Ч 
НА А КС О Н О М ЕТРИ ЧЕС КИ Х  П РО ЕКЦ И Я Х

Решение позиционных задач на аксонометрическом чертеже не от­
личается от решения этих задач в ортогональных проекциях на эпюре 
Монжа.

Алгоритмы решения задач для определения линии пересечения двух 
поверхностей (см. § 43, табл. 8) и нахождения точек встречи линии с 
поверхностью (см. § 53, табл. 9 ), составленные для ортогональных 
проекций, остаются без изменения при решении аналогичных задач в 
аксонометрических проекциях. Рассмотрим решение основных пози­
ционных задач: определение точки встречи прямой с плоскостью и по­
строение линии пересечения двух поверхностей.

ЗА Д А ЧА  1. Определить точку К  - m п 0 (рис. 317).
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Рис 317 Рис. 318

РЕШ ЕН И Е.
1. Заключаем данную прямую m во вспомогательную плоскость у, 

перпендикулярную какой-либо координатной плоскости (на рис. 317 
у 1 плоскости O ° j t °y 0 ). Горизонтальный след Л0  ̂ плоскости у совпада 
ет со вторичной проекцией т 1й прямой т .

2. Отмечаем (7 °2 ° ) ,  по которой пересекаются плоскости у и 0: 
(7 ° 2° ) = у П 0.

3. Находим К ° = т °  П (1° 2° ) .
4. Зная 1C*, определяем вторичную проекцию K AQ.
ЗА Д А ЧА  2. Построить линию 10 пересечения конической 0 и цилинд­

рической й поверхностей 1° = 0 п й (рис. 318).
Эта задача может быть решена двумя способами.
Способ 1. Решают зту задачу в ортогональных проекциях, а затем 

строят аксонометрическую проекцию полученной линии пересечения.
Способ 2. Состоит в построении искомой линии пересечения непо­

средственно на аксонометрической проекции. При этом решение осу­
ществляется по алгоритму, составленному для решения аналогичной 
задачи в ортогональных проекциях.

Решение приведено на рис. 318. Как видно из чертежа, для опреде­
ления точек (L J и Lj ) G I f  (£] = mj П nj) используются плоскости, 
принадлежащие пучку плоскостей, проходящих через прямую SA. Лю­
бая плоскость этого пучка пересекает поверхности 0 и Й по прямым т °
и л °

Точки и Ц  принадлежат искомой линии пересечения поверхнос­
тей 0 и Й.
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§ 70. РЕШ ЕН И Е М ЕТРИ Ч ЕС КИ Х  ЗА Д А Ч  
НА А КС О Н О М ЕТРИ ЧЕС КИ Х  П РО ЕКЦ И Я Х

Между ортогональными и аксонометрическими проекциями су­
ществует зависимость, которая позволяет по ортогональным проекци­
ям геометрической фигуры и заданному направлению аксонометричес­
кого проецирования построить треугольник следов и, наоборот, по 
заданной проекции треугольника следов определить направление аксоно­
метрического проецирования. Связь между ортогональными и аксоно­
метрическими проекциями позволяет преобразовать последние в проек­
ции ортогональные и решать на них метрические задачи.

В тех случаях, когда геометрическая фигура Ф расположена в од­
ной из координатных плоскостей или в плоскостях, параллельных коор­
динатным, для определения метрических характеристик фигуры Ф доста­
точно выполнить построения, переводящие плоскость фигуры в положе­
ние, совмещенное с плоскостью чертежа (или параллельное ей ).

Геометрические построения, которые необходимо осуществить 
для совмещения координатной плоскости с плоскостью аксономет­
рической проекции, можно проследить на рис. 319. Пусть заданы ак­
сонометрические оси лс°, у °  и . Строим треугольник следов, для чего на 
оси х° отмечаем произвольную точку XZ. Через проводим стороны 
треугольника z ° , X ^ Z ^ L y 0 и Z °Y ^ L  х ° . Прямые
( Z °  У^) являются следами картинной плоскости а на координатных 
плоскостях (Я^У^ ) ' Л°а» iX°az a ) ~ foa и - wga . Для совмеще­
ния плоскости хОу с плоскостью а необходимо повернуть ее вокруг го­
ризонтального следа h°Qa. При этом точки Х£ и У® плоскости хОул как 
принадлежащие оси врашения /Гоа* не меняют своего положения во 
время врашения. Поэтому для определения совмещенного положе­
ния плоскости хОу достаточно повернуть точку О до ее совмещения 
с плоскостью а . Точка Оа при вращении вокруг оси HqQ будет переме 
щаться по окружности с центром в точке С0. Эта окружность принад 
лежит плоскости 7 1 а.

Рис 319 Рис 320
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Сонмещенное положение точки О0 находится в точке пересечении 
перпендикуляра к оси вращения /i°0Q, проведенного через О0, и дуги 
окружности с центром в точке С° , радиусом С0 X Справедливость 
этого утверждения вытекает из того, что в натур^Л'То© Y* = 90°. Выпол­
ненные построения обеспечивают равенство Х£О 0 = 90°, так как он 
образован хордами, опирающимися на диаметр. Для определения совме­
щенного с плоскостью а положения точки Л, принадлежащей плоскости 
хО у, достаточно пронести прямую аи Э (Оп;4п ), найти ее сонмещенное 
положение а 0 и на а 0 определить точку А а .

Совмещенное положение плоскостей хОг и yOz с аксонометри­
ческой плоскостью а находится аналогично рассмотренному случаю 
с той лишь разницей, что вращение плоскостей осуществляется соот­
ветственно вокруг осей Л,°а и u)qQ.

Проведение прямой, перпендикулярной к плоскости, является одной 
из основных метрических эалач. Проследим, как может быть решена зга 
задача с помощью совмещения координатной плоскости с аксонометри­
ческой. Пусть требуется провести прямую I , перпендикулярную плос­
кости 0 и проходяшую через точку О (рис. 320).

РЕШ ЕНИЕ.
1. Строим треугольник следон X £Y£Z£t для чего на оси х ° отме­

чаем точку Х °.  При выборе положения точки Х£  необходимо следить за 
тем, чтобы две стороны треугольника следон пересекали следы заданной 
плоскости 0 .

2. Определяем (Л иЯ ° )  — линию пересечения плоскости 0 с плос­
костью аксонометрии а \ ( А ° В 0 ) = 0 П а ] .

3 . (Л 0#* ) — след плоскости 0 на плоскости а, поэтому аксонометри­
ческая проекция перпендикуляра Г  будет перпендикулярна к (А 0 В  ). 
Пронодим Г  так, чтобы /° 1 (>411 В 0 ) А  (/° Э О0 ) .

4. Чтобы построить вторичную проекцию перпендикуляра, совме­
щаем координатную плоскость хОу с плоскостью а (построения выпол­
нены аналогично показанным на рис. 319). Совмещенное положение 
следа h°O0o определяется точками Х £ аВ °.  Из точки О0 опускаем пер­
пендикуляр О0Сс на прямую Ло0о- Зная положение С0°, находим (У . 
Определяем вторичную аксонометрическую проекцию перпендикуля­
ра 0.

Следует иметь в виду, что решение метрических задач на аксоно­
метрических проекциях сопряжено с определенными трудностями. По­
этому целесообразно при выявлении метрических характеристик ге­
ометрической фигуры, заданной в аксонометрических проекциях, пе­
рейти к  заданию этой фигуры в ортогональных проекциях и решать 
задачу так, как это было рекомендовано в гл. VI.

В О П Р О С Ы  Д Л Я  С А М О П Р О В Е Р К И

1. К а к и е  проекции  н азы ваю тся  а к с о ­
н о м етр и чески м и ?

2. К а к  п ро извод ится  переход от о р ­
тогональны х  коорд инат к  а ксо н о м етр и ­
че ск и м ?

3. Что  такое  тр еуго льн и к  следов?
4. Ч е м у  равны  показатели  и скаж ен и я  

по аксо н о м етр и чески м  о с я м  в п р ям о  
уго л ьн ы х  и зом етри чески х  и диметричес- 
ких  п р о екц и ях ?

5. К а к  определить аксо н о м етр и чески е  
оси, если задан тр еуго л ьн и к  следон ор ­
того нальн ы х  аксо н о м етр и чески х  (и зо м е т ­

рических  и д и м етр и чески х ] проекций?
6. Что  такое  аксоном етрический  м асш ­

таб?
7. У к а ж и те  коэф ф иц иенты  искаж ения 

для бо льш ой  и малой оси эллипса — а к ­
соном етрической  проекции о кр уж н о сти , 
принадлежащ ей координатной плоскости  
(или  параллельной ей) для изом етрии 
и диметрии.

8. С ф о рм ули р уй те  теорем у П ольке .
9. В  чем различие м еж д у  п р ям о уго л ь ­

н ы м и  и к о со уго л ьн ы м и  аксоном етричес­
ки м и  п р о екц и ям и ?



ГЛАВА IX

ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ЭЦВМ 
ДЛЯ ГРАФИЧЕСКОГО 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ

ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ
Всего лишь три десятилетия отделяют нас от того дня, когда пер­

вая ЭЦВМ  решила первую задачу. Сейчас трудно найти область науч­
ной, инженерной и административно-хозяйственной деятельности, где бы 
ни использовались быстродействующие вычислительные машины и 
комплексы.

Начиная с 1963 г., в Советском Союзе ведутся работы по созданию 
машинных языков для описания графической информации и исполь­
зованию ЭЦВМ для автоматизации процесса конструирования, в част­
ности автоматизации процесса составления и чтения чертежей.

Несколько позже появились работы, посвященные решению пробле­
мы комплексной автоматизации графического решения задач с использо­
ванием для этой цели электроники и вычислительной техники.

Приведенный ниже матриал познакомит вас с основными вопро­
сами проблемы автоматизации процесса решения задач, исходные дан­
ные которых представлены в графической форме, и возможными путями 
их практической реализации. Вы освоите также технику программирова­
ния, точнее — составления управляющих программ (схем счета) и спосо­
бы выбора наиболее рационального машинного алгоритма.

§ 71. О ВОЗМ ОЖНОСТИ И С П О Л ЬЗО ВА Н И Я ЭЦВМ  
Д Л Я ГРА Ф И Ч ЕС КО ГО  РЕШ ЕН И Я ЗАД АЧ

Отметим сразу, что использование современной электронно-вычис­
лительной машины является не только возможным, но, как это бу­
дет показано, вполне логичным путем для решения задач, исходные 
данные которых представлены в графической форме.

Возможность применения ЭЦВМ  для аналитического решения задач 
сейчас ни у кого не вызывает сомнения.

Если мы обратимся к графическому решению задач, то легко убе­
диться, что между графическим и аналитическим способами решения 
имеется много общего. Эта общность вытекает из изоморфизма между 
алгеброй и геометрией.

Действительно, основными неопределяемыми понятиями математи­
ки являются точка и число. Многообразие (множество) точек опре­
деляют различные геометрические фигуры, которые являются предме­
том изучения в геометрии. Изучением многообразия (множества) чисел,



выраженных в символической форме, занимается алгебра. Любое теоре­
тическое исследование в области точных наук осуществляется путем 
использования различных математических операций. Простейшей опера­
цией в геометрии является движение, с помощью которого можно каж­
дую точку (множество точек) перевести в некоторую другую точку 
(другое множество), установив взаимное соответствие между старым 
(исходным) и новым (преобразованным) положениями. Аналогичной 
операцией в алгебре служит преобразование, устанавливающее соответ­
ствие между числами и их многообразиями. Изоморфизм между алгеб­
рой и геометрией позволяет алгебре приобретать геометрическую форму 
и наоборот.

Достаточно ввести понятие гипоточка (элемент пространства, то- 
чечность которого на единицу меньше точечности точки — пустое мно­
жество) , чтобы записать элементы многомерного пространства в сим­
волике арабских цифр в виде конечного множества 0, 1, 2, 39 ... N, 
полностью сходного с конечным множеством чисел 0, i, 2, Зч ..., N.

Между операциями над элементами пространства и действиями над 
числами много общего. Так, например, пересечение элементов прост­
ранства, выраженное в аддитивной записи, напоминает сложение це­
лых чисел. Аналитическое решение задач, выраженное в форме уравне­
ний, сводится к операции исключения неизвестных.

Аналогичные приемы применяют и при графических решениях. Бо­
лее того, в самой идее проецирования трехмерных объектов на плос­
кость проекции (основного метода начертательной геометрии) исполь­
зуется прием исключения одной из трех координат.

Соответствие между алгеброй и геометрией позволяет при решении 
математических задач не делать (с чисто формальной точки зрения) 
различия, каким способом оно осуществляется: аналитическим или 
графическим.

Различие между графическими построениями и алгебраическими 
преобразованиями, являющимися промежуточными операциями, ко­
торые приходится выполнять в процессе решения задачи, есть лишь 
формальная сторона вопроса. Она не может служить поводом для утвер­
ждения, что имеется принципиальное отличие между графическим и 
аналитическим методами решения. Более существенным оказывается не 
отличие двух методов решения, а то общее, что объединяет эти методы. 
Основанием для такого объединения является:

1) выполнение в определенной последовательности различных ло­
гических и арифметических (или графических) операций;

2) использование промежуточных результатов в ходе последую­
щих операций;

3) необходимость изменять направление процесса решения в зави­
симости от результатов промежуточных операций.

Таким образом, для осуществления автоматизации процесса реше­
ния задач нужно иметь машину, которая должна:

— производить в определенной последовательности различные ло­
гические и арифметические операции, необходимые для решения за­
дачи;

— иметь устройство для хранения исходных величин и промежуточ­
ных результатов;

— быть способной автоматически выбирать нужное продолжение даль­
нейшего процесса решения в зависимости от результатов промежуточных 
операций.
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Всем этим требованиям отвечают электронные цифровые вычисли­
тельные машины. Что касается выполнения геометрических построе­
ний, то они необходимы, если решение задачи осуществляется вруч­
ную. При переходе к машинному решению оказывается возможным 
избежать таких построений (см. § 74). Последнее утверждение осно­
вано на богатом опыте, накопленном в результате механизации про­
цесса ручного труда.

Известно, что машина выполняет какие-либо операции, взятые из 
сферы физической деятельности человека, не так, как это делает че­
ловек. В этом легко убедиться на простом примере: швейная машина, 
предназначенная для облегчения труда швеи, сшивает ткани лучше 
и быстрее, но не так, как это делает швея. Очевидно, машинизируя про­
цессы, взятые из области умственной деятельности человека, мы встре­
тимся с таким же явлением.

Можно показать, что использование ЭЦВМ  для автоматизации про­
цесса решения задачи графическим методом является не только воз­
можным, но ё ряде случаев и более логичным, чем применение таких 
машин для автоматизации процесса решения задач аналитическим спо­
собом.

В защиту такой постановки вопроса можно привести высказыва­
ние крупнейшего философа и математика Г. Лейбница (1646 1716), 
который впервые обратил внимание на перспективность использования 
двоичной системы счисления. Он писал, в частности, что ” ... вычисление 
с помощью д во ек , т. е. О и 2, в вознаграждение его длиннот является для 
науки основным и порождает новые открытия, которые оказываются 
полезными впоследствии даже в практике чисел, а особенно в геометрии, 
причиной чего служит то обстоятельство, что при сведении чисел к прос­
тейшим началам, каковы 0 и 1л всюду выявляется чудесный порядок". 
Г. Лейбниц не имел в виду использование двоичной системы счисле­
ния в ЭЦВМ , но его прогноз был поистине гениальным. В ЭЦВМ  при­
меняется, как правило, двоичная система счисления.

И еще одно обстоятельство, на которое мы хотим обратить внима 
ние читателя. Чертеж, являющийся формой задания исходных данных 
задачи, решение которой целесообразно осуществлять графическими 
методами, может быть расчленен на черные (принадлежащие линиям) и 
белые (определяющие свободное поле чертежа) элементарные пло­
щадки, т. е. любой чертеж может быть представлен в виде двоичных 
сигналов (черное — да, 1; белое — нет, 0 ), передаваемых в машину. 
Причем информацию о чертеже, выраженную в форме только двух 
резко отличающихся сигналов, можно получить и ввести в машину без 
участия человека. Это удобнее, чем трансформирование в такие же 
сигналы величин, входящих в качестве исходных данных в аналитические 
выражения.

Получив информацию об исходных данных (Задачи, ЭЦВМ может, 
по указанию человека, приступить к обработке этой информации по 
программе, составленной, в частности, и по алгоритму графического 
решения задач.

Все сказанное не оставляет сомнения в том, что имеется принци­
пиальная возможность использовать ЭЦВМ  для графического реше­
ния задач.



§ 72. ОСНОВНЫ Е ВОПРОСЫ П РО БЛЕМ Ы
АВТО М АТИ ЗАЦ И И  ПРОЦЕССА ГРА Ф И Ч ЕС КО ГО  РЕШ ЕН И Я ЗАД АЧ

Для выяснения вопросов, которые должны быть решены, чтобы пол­
ностью автоматизировать процесс решения задач, проследим за деятель­
ностью человека, решающего задачу графическим путем. При решении 
задачи человек последовательно выполняет следующие операции:

1) выясняет требования поставленной задачи — какой вопрос сле­
дует решить;

2) знакомится с условиями задачи — видом и характером располо­
жения геометрических фигур, входящих в исходные данные;

3) составляет и сохраняет в памяти (или записывает на бумаге) 
алгоритм решения;

4) на основании теорем и правил, хранящихся в памяти, осуществля­
ет реализацию этого алгоритма путем выполнения необходимых гео­
метрических построении;

5) убеждается в правильности полученного решения.
В выполнении всех перечисленных выше операций принимает учас­

тие головной мозг человека. При этом выполнение первой и второй 
операции немыслимо без связи головного мозга с внешним миром 
посредством органов чувств (зрения или слуха для выполнения пер­
вой операции и зрения — для второй операции). Третья операция, если не 
производится запись алгоритма, выполняется только головным мозгом. 
Четвертая операция выполняется рабочими органами (руками) под 
действием команд, поступающих от головного мозга и под его контро­
лем. Пятая операция выполняется либо головным мозгом и органами 
зрения, либо головным мозгом, органами зрения и рабочими органами.

Проследим, в какой степени использование ЭЦВМ  позволяет вы ­
полнить эти операции. Условия эадачи, решаемой графическими ме­
тодами, задаются в виде чертежа. Такая форма задания непосредст­
венно не может быть использована машиной. Поэтому необходимо 
чертеж преобразовать в цифровой код и представить последний в "по­
нятной" для машины форме. Для этого машина должна быть обору­
дована дополнительным устройством, которое могло бы самостоятельно, 
без участия человека, преобразовать чертеж в цифровой код.

Наиболее трудоемким является составление алгоритма решения за­
дачи и его реализации на машине. Для автоматизации этого процесса 
необходимо разработать новый метод решения задач, учитывающий воз­
можности ЭЦВМ, и на его основе составить программу работы машины.

Результаты решения на ЭЦВМ  выдаются в цифровой форме. В связи 
с этим, чтобы получить ответ в виде чертежа, следует предусмотреть на 
выходе машины преобразователь цифровых величин в аналоговые 
(линии чертежа).

Таким образом, чтобы осуществить автоматизацию процесса гра­
фического решения задач, необходимо решить следующие вопросы:

1) создать конструкцию "читающего”  устройства (преобразовате­
ля аналог — код) ;

2) разработать теорию обработки информации, полученной в ре­
зультате преобразования чертежа в цифровой код;

3) разработать метод решения задач, учитывающий возможность 
его реализации на ЭЦВМ ;

4) создать теоретическую базу для программирования графическо­
го решения задач, установив критерии, выполнение которых гаранти­
рует получение правильного ответа;
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5) создать конструкцию пишущего устройства (преобразователя 
код — аналог).

Если будут решены перечисленные выше вопросы, то три основ­
ные операции из пяти, которые выполняет человек при решении задачи 
графическими методами, могут быть выполнены техническими средства­
ми без его участия. Несмотря на многообразие задач, решаемых графи­
ческими методами, каждое из таких решении состоит из комбинации не­
большого числа однотипных операций, которые можно представить в ви­
де стандартных подпрограмм (операторов); с помощью последних легко 
может быть составлена программа для решения любой задачи. Когда 
будут составлены программы, роль человека при решении задач сведется 
только:

1) к определению типа задачи;
2) к выбору необходимой программы или, в крайнем случае, состав­

лению компилирующей программы из имеющегося набора операторов;
3) к установке чертежа, который содержит исходные данные задачи, 

в "читающее”  устройство и чистого листа бумаги в преобразователь 
код — аналог ("пишущее”  устройство).

Все остальные операции, связанные с чтением чертежа, решением 
задачи, проверкой правильности решения и графического изображе­
ния ответа, будут выполнены машиной без участия человека.

§ 73. МАШ ИННОЕ ЧТЕН И Е ЧЕРТЕЖ А

Независимо от того, решает ли задачу человек или ее решение бу­
дет поручено машине, первая операция процесса решения должна вклю ­
чать в себя ознакомление с исходными данными, т. е. чтение чертежа. Под 
выражением "прочесть чертеж*1 мы подразумеваем совершающийся в ко­
ре головного мозга процесс обработки информации о чертеже, получен­
ной посредством органов зрения. В результате его выполнения мы 
получаем возможность представить, какие геометрические фигуры изоб­
ражены на чертеже и каково их взаимное расположение.

Говоря о чтении чертежа машиной, мы вкладываем в это понятие 
иной смысл, а именно: машина должна определить координаты полно­
стью или частично черных растрзлементов и установить их принадлеж­
ность к каждой из заданных на чертеже линий или точке*. Такое опреде­
ление основано на машинном методе графического решения задач, 
который будет изложен в следующем параграфе.

Так как ЭЦВМ может оперировать только с числами, представлен­
ными в виде электрических сигналов, то первым шагом на пути ма­
шинизации процесса чтения чертежа является:

1) выявление на поле чертежа элементарных площадок (растрэле- 
ментов), принадлежащих линии;

2) определение их координат;
3) преобразование последних из цифровой формы в электрическую.
Отмеченные выше преобразования могут быть реализованы аппа­

ратурными средствами с помощью преобразователя аналог — код и 
счетчика координат. Выявление растрзлементов, принадлежащих линиям 
чертежа, может быть выполнено посредством развертки с помощью 
светового (или электронного) анализирующего луча, который, переме­
щаясь по определенному закону, последовательно, строка за строкой, 
’’просматривает”  (анализирует) все поле чертежа.

1 И м еется  в ви д у , что чертеж вы полнен  черны м и л и н и ям и .



Мы не будем останавливаться в рамках учебника по курсу начерта­
тельной геометрии на изложении теоретических основ и созданной на их 
базе программы "чтения”  чертежа*

§ 74. М ЕТО Д  М А Ш И Н Н О ГО  РЕШ ЕН И Я  ЗА Д А Ч

Решение задач, исходные данные которых представлены в графичес­
кой форме, целесообразно осуществлять графическими методами.

Для реализации процесса решения задач предполагается исполь­
зовать цифровую электронно-вычислительную машину, принцип дейст­
вия которой позволяет оперировать только с числами. Поэтому в про­
цессе подготовки задачи для машинного решения необходимо осущест­
вить ее арифметизацию, выбрать численный метод решения и составить 
расчетные формулы.

Таким образом, мы приходим к двум взаимно исключающим выво­
дам: с одной стороны, форма задания исходных данных требует графи­
ческого метода решения; с другой — реализация процесса решения на 
ЭЦВМ  допускает применять только аналитический метод.

Использовать каждый из этих методов в том виде, в котором они 
обычно применяются, невозможно. Принцип действия и конструктив­
ные особенности существующих ЭЦВМ ве позволяют использовать 
их в качестве чертежной машины для выполнения всех тех геомет­
рических построений, которые свойственны графическому методу 
решения. Трудности в использовании аналитического метода состоят 
в том, что для него необходимо иметь уравнения всех геометричес­
ких фигур, представленных на чертеже.

Для того чтобы составить (описать) уравнение геометрической 
фигуры, машина должна опознать ее. В настоящее время наука не распо­
лагает данными, которые необходимы для опознавания широкого круга 
материальных образов. Поэтому не представляется возможным соста­
вить алгоритм опознавания, а следовательно, и моделировать его на 
машине.

Из сказанного следует, что решение задачи, исходные данные которой 
представлены в графической форме, невозможно осуществить на ЭЦВМ, 
используя только аналитический или графический методы в их ’’чистом’1 
виде. Необходимо разработать новый метод решения задач, учитываю­
щий характер задания исходных данных и возможности вычислительной 
машины.

Этот метод должен отвечать двум основным требованиям: во-первых, 
решение должно осуществляться без каких-либо геометрических пост­
роений; во-вторых, обходиться без определения уравнений геометричес­
ких образов, заданных на чертеже (за исключением прямых и окруж ­
ностей) .

Для решения графическим методом не требуется знание уравнений 
геометрических образов; при аналитическом решении нет необходи­
мости в геометрических построениях. Поэтому, если воспользоваться 
этими свойствами графического и аналитического методов, то можно 
с их помошью создать новый метод, удовлетворяющий отмеченным 
требованиям. Для этого достаточно, чтобы логика нового метода строи­
лась на базе графического метода решения, а необходимые геометри-

228 Использование ЭЦВМ
для графического решения задач

* П о  дроби о асп екты  м аш инного  ’’ч те н и я " чертежа, а та к ж е  другие вопросы  
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чес кие построения заменялись алгебраическими решениями, харак­
терными для аналитического метода.

В новом методе фигурирует алгебра, но эта алгебра качественно 
отличается от той, с которой приходится иметь дело в аналитическом 
методе. Она заменяет собой геометрические построения, которые выпол­
няются с помощью линейки и циркуля, т. е. в этом случае она ограничи­
вается только операциями с уравнениями прямых и окружностей. Из­
вестно, что основу графического метода решения задач составляют раз­
личные геометрические построения, которые выполняются только для 
того, чтобы найти точки пересечения прямых и окружностей, проведен­
ных в процессе решения задачи, как между собой, так и с линиями, 
заданными на чертеже. Иначе говоря, основной, наиболее существенной 
отличительной особенностью графического метода является выполнение 
в определенной логической последовательности операций по определе­
нию точки (точек) пересечения двух линий.

Решение задач на ЭЦВМ  новым методом не противоречит принци­
пам ее работы, так как этот метод позволяет использовать ее не в ка­
честве чертежного агрегата, а как машину для определения коорди­
нат точек пересечения двух линий, в общем случае заданных значени­
ем координат некоторой последовательности принадлежащих им то­
чек (растрзлементов), выявленных в процессе автоматического "чте­
ния" исходных данных.

Если при решении задачи по определению точки пересечения двух 
линий "вручную*1 не имеет значения, какие линии пересекаются, то для 
машинного решения мы должны четко различать следующие случаи:

1) пересечение двух прямых;
2) пересечение прямой с кривой (в частном случае с окружностью);
3) пересечение двух кривых (в частности, двух окружностей).
Иногда операция по нахождению координат точки пересечения двух

прямых или прямой и кривой, если прямая занимает горизонтальное или 
вертикальное положение, может быть заменена определением на линии 
точки с заданным значением абсциссы (ординаты), если известна величи­
на ее ординаты (абсциссы).

Итак, для автоматизации процесса графического решения задач с 
помощью ЭЦВМ ее функции могут быть сведены к выполнению ариф­
метических операций по определению координат точки пересечения 
двух линий и решению логических задач, связанных с нахождением 
последовательности, в которой определяются координаты точек.

Если логическая схема решения (алгоритм) всецело зависит от ус­
ловий поставленной задачи и вида исходных данных, то определение 
координат точек пересечения линий для всех задач одинаково. Отличие 
может состоять лишь в том, с каким из отмеченных выше случаев пере­
сечения приходится иметь дело.

В отличие от человека для машины определение точки пересечения 
двух линий является не элементарной операцией, а задачей. Число и 
характер команд, которые должна выполнить машина для ее решения, 
во всех перечисленных выше случаях будут различными. Если для оп­
ределения координат точки пересечения двух прямых (случай 1), или 
пересечения прямой и окружности, или двух окружностей (частные ва­
рианты случаев 2 и 3) машине достаточно решить систему уравнений, 
которыми описываются эти линии, то в общем варианте случая 2 (рис. 
321) машина должна сначала на кривой выделить точки 1 и 2, располо­
женные ближе к прямой (множество Af, J ) , чем любые другие точки 
множества М 7 составить уравнение прямой, проходящей через эти
точки, и лишь после этого приступить к определению координат точки
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Рмс. 321 Рмс. 322 Рмс. 323

пересечения К . В случае 3 (рис. 322) машина предварительно должна 
выделить две пары таких точек (по одной паре из каждого множества 
Л1,{ ... j  и Л1а {- ■ })«  расстояние между ними было наименьшим из
всех возможных в данной ситуации, и только после этого приступить к 
составлению уравнений прямых, проходящих через эти точки 1, 2 и 3, 4, 
и совместному решению этих уравнений.

Если одна из координат искомой точки известна, то в зависимости 
от того, на какой линии — прямой или кривой — определяется недоста­
ющая координата точки, возможны два варианта решения. В первом ва­
рианте (прямая линия) задача решается подстановкой значения х (или у ) 
в уравнение прямой и решения этого уравнения относительно у (или *) . в

Во втором варианте (кривая линия) отыскания в множестве Af, 
точки (растрэлемента) с абсциссой х является случайностью (рис. 323). 
К ак  правило, такой точки в Af, {  ... }  не будет, поэтому можно говорить 
только о нахождении в Af, {  ... ^ точек J и 2, у которых абсолютное 
значение разности \xR — | и \х2 — *к\ меньше наперед заданной величи­
ны Ad. Затем машина составляет уравнение прямой, проходящей через 
выявленные точки 1 и 2, и на ней определяет искомую точку (так, как 
это делается в первом варианте).

Геометрические построения при графическом способе решения за­
дач выполняются с помощью линейки и циркуля, т. е. приведением 
простейших линий — прямых и окружностей.

Для ЭЦВМ  "провести”  прямую или окружность означает составить 
ее уравнение. Проведение прямых нужно для того, чтобы в дальней­
шем выделить на них какие-либо точки (в частности, точки пересе­
чения с другими линиями); проведение окружностей необходимо для 
решения таких задач, как:

1) определение на заданной линии точек, удаленных отданной точки 
на расстояние d;

2) определение на плоскости точек, удаленных от данной точки А 
на расстояние d, и от точки В  на расстояние d7.

При решении метрических задач машина должна уметь определять 
расстояние между двумя точками, делить отрезок в данном отношении.

Для того чтобы ЭЦВМ  можно было поручить решать задачу, необ 
ходимо, чтобы она умела выполнять элементарные графические опера 
ции, входящие составной частью в решение этих задач.

В табл. 10 приведен перечень операций, которые должна "уметь" 
выполнять ЭЦВМ.

Запрограммировав перечисленные в табл. 10 операции, мы получим 
подпрограммы (операторы), с помощью которых можно составить 
компилирующую программу, пригодную для решения любой эадачи, 
исходные данные которой представлены в графической форме.
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Т а б л и ц а  10

Содержание операции Обозначение Число
команд

Определить уравнение прям ой , проходящ ей через две 
данные т о ч к и .......................................................................... . с о . I 10
Определить уравнение п рям ой , параллельной данной, 
проходящ ей через заданную  т о ч к у  ..................................... ..  . 11 7
Определить уравнение п р ям о й , перпенд икулярной  дан­
ной, проходящ ей через заданную  т о ч к у .................................. I I I 9
Определить уравнение горизонтальной  п р ям о й , прохо­
дящ ей через заданную  т о ч к у  . ................. .................................. IV 5
Найти то ч к у  пересечения д вух  заданных п р я м ы х ............... V 17
На данной прям ой  найти то ч к у  с заданным  значением 
а б с ц и с с ы .............................................................................................. V ia 11
На данной прям ой  найти т о ч к у  с заданным  значением 
о р д и н а т ы .............................................................................................. VI6 10
Найти расстояние м еж ду д в у м я  заданными то чкам и  . . . V I I 8
Разделить заданный отрезок  в данном о т н о ш е н и и ............ V I I I 5
На данной п р ям о й  найти то чки , удаленны е от данной 
то чки , на заданное р а с с т о я н и е ................................................... I X . 40
О пределить уравнение п р ям о й , проходящ ей через две 
т о ч к и , удаленны е от д вух  данных точек  на заданное 
расстояние ........................................................................................... I X 6 11
Найти на заданной кр и во й  две то чки , ближ айш ие к  дан­
ной п р ям о й  ........................................................................................ X 23
Найти на днух заданных к р и в ы х  по паре то че к , чтобы  , 
д ве то ч ки , вы д елен н ы е  на одной кр и во й , я вл я л и с ь  бл и ­
ж ай ш и м и  к  д в ум  вы д елен н ы м  т а ч к а м  другой кр и во й  . . X I 26
Найти на заданной кри вой  то чки , расстояние от к о т о ­
ры х  до данной то чки  ближ е всего  к  заданном у расстоя-

X I I . 25
Найтм то чки  пересечения кр и во й  с о к р уж н о стью , прове­
денной из заданного центра д анны м  р а д и у с о м ..................... хиб 19
О пределить уравнение прям ой  по со во куп н о сти  ее

X I I I 57

§ 75. С О СТА ВЛ ЕН И Е М АШ ИННЫХ АЛГО РИ ТМ О В РЕШ ЕН И Я ЗАД АЧ

Простейший пример алгоритма — математическая формула, она ука­
зывает, над какими величинами и в какой последовательности необ­
ходимо выполнять арифметические операции для решения более слож­
ных задач. Если при графическом методе процесс решения нельзя за­
писать в виде формулы, то зто можно сделать с помощью схемы счета, 
указывающей последовательность выполнения различных геометричес­
ких операций, реализуемых с помощью операторов, приведенных в 
табл. 1 0 .

Установим алгоритм и запишем его в виде схемы счета, составлен­
ной из стандартных операторов для решения задачи по определению 
точки встречи прямой с плоскостью (рис. 324). Пусть заданы плос­
кость а (а II Ь ) и пересекающая ее прямая т .  Требуется найти точку 
К  = т  П  а .

Мы знаем, что для решения этой задачи необходимо прямую т  зак­
лючить в плоскость 7 ; найти прямую пересечения плоскостей 7 П а = 
= п; отметить проекцию точки К , в которой пересекаются одноимен­
ные проекции заданной прямой т  и полученной линии пересечения п. 
Все необходимые построения приведены на рис. 324. Индексация араб­
скими цифрами указывает на последовательность определения точек.
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В рассматриваемом случае схема счета, представляющая алгоритм 
решения задачи, записанный в символах стандартных операторов (табл. 
10), примет вид

V1III2V3V4II1S V6I1Ve III9V10.
Выполнение двух операторов I I I nV n + 1 можно заменить одним опера­

тором V I, *. Окончательно схема счета машинного алгоритма запишется
V, V I.а V, v i . 4 I, V. v i , 7.
( Л  (2) (3) (4) (К') [К")  (5)

Арабские цифры и буквы  в скобках указывают точку, обозначен­
ную на чертеже, которая получается в результате выполнения опера­
тора, под которым она поставлена.

Проследим, как будет изменяться схема счета, а следовательно, и 
алгоритм решения задачи в зависимости от взаимного расположения 
геометрических фигур как между собой, так и по отношению к плос­
костям проекций.

Внесем изменение в эпюр, задающий исходные данные предыду­
щей задачи (см. рис. 324) так, чтобы горизонтальная проекция т  пря­
мой т  заняла положение, параллельное горизонтальным проекциям а и 
Ь‘ прямых а и Ь (рис. 325).

В данном случае решить задачу так, как в предыдущем случае, не 
представляется возможным. Действительно, если мы заключим прямую 
т  в горизонтально проецирующую плоскость у , а затем будем опреде­
лять с помощью оператора V точку J ,  то сделать это нам не удастся, так 
как пересечение а " и Ьм произойдет в несобственной точке (а* П й" = 
= ). По той же причине нельзя определить и точку 3. Не имея точек 1 и
3, мы не получим точек 2 и 4, а следовательно, нам не удастся найти 
проекцию л" прямой п. Но эта задача может быть решена по схеме счета 
(5 ), если решение начать с фронтальных проекций (см. рис. 325).

* Т а к а я  замена целесообразна, так  к а к  она ум еньш ает затраты  м аш инного врем е­
ни. На вы полнение  д вух  операторов I I I ,  V  требуется  26 ком анд , оператор V I a реализу­
ется с п о м о ш ью  то л ько  11  ком анд .
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Как следует из рис. 325, схема счета по формальным признакам 
ничем не отличается от предыдущей:

V V I,  V V I.  I V V I..
(5) (б ) (7) (8) (К ' )  ( К ” )

(6)

Условимся считать этот путь вторым вариантом решения в отличие 
от первого варианта, описанного схемой счета (5 ).

Когда одна из заданных геометрических фигур (прямая или плос­
кость) занимает проецирующее положение, решение задачи представ­
ляется следующими схемами счета:

а) прямая — проецирующая, плоскость общего положения зада­
на параллельными прямыми (рис. 326, а) :

V I6 V I.  V I6 V I. I V V I. ;
(7)

(9) (10) (И )  (12) ( Г ) ( X м)
б) прямая — проецирующая, плоскость общего положения зада­

на следами (рис. 326, б) :
V I6 V I.  II V  ;
(13) (14) ( К ‘) '

в) плоскость — проецирующая, прямая общего положения (рис. 326,в ) :
V V I..

( К ' )  ( К ” ) (9)
аВсе многообразие случаев задания исходных данных задачи по оп­

ределению точки встречи прямой с плоскостью может быть отнесено к 
семи альтернативным вариантам. Кроме схем счета (5 ), (6 ), (7 ), (8 ), 
(9) отметим еще:

V V I.  I I  V V I.
(15)(16) ( К " ) ( К ' )

(рис. 327,а)

(рис. 327, б)

V I6 V I.  V I6 V I.  
(17) (18) ( К " )  (К ' )

(Ю )

( П )

V
В)

Рис. 326
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Рис. 327

Приведенные примеры иллюстрируют иэменение алгоритма реше­
ния одной и той же задачи в зависимости от характера расположения 
геометрических фигур.

Программирование решения многих задач является трудоемким 
процессом. Поэтому, чтобы каждый раз, когда машина приступает 
к решению задачи с другими исходными данными, не составлять новую 
программу (схему счета, которая является управляющей программой), 
следует создать единый (обобщенный) алгоритм, запрограммировав 
который получим программу, пригодную для решения всех вариантов 
данной задачи. Чтобы выяснить логическую схему построения обобщен­
ного алгоритма, выпишем составленные ранее схемы счета частных 
алгоритмов в виде табл. 11.

Из табл. 11 (строка 1) видно, что если после выполнения опера­
тора V, точка пересечения найдена, то следует переходить к выполне­
нию оператора V I,  Jt если и в этом случае точка определяется, то ма­
шина должна приступить к выполнению следующего оператора V 3 и т. д., 
пока не будет выполнен оператор V I,  7, завершающий решение эадачи.

Это решение соответствует исходным данным, показанным на рис. 324. 
Если при решении задачи по варианту I после выполнения оператора V 6 
точку не получили (случай, изображенный на рис. 326,а), то следует пере­
ходить к выполнению группы операторов V l6 M V Ia ,6 v ig  V I, . I . .  V «  
(табл. 11, строка 2). Если в результате выполнения оператора V Ig ,, 
новой точки не будет, то следует переходить к выполнению операто­
ров II] ,  V ]2 (табл. 11, строка 3, рис. 326,6).
Т а б л и ц а  11

XX

2

Схема счета общего случая Необходимое добавление 
в основную схему 

для решения частных случаевВариант I Вариант II

1 V , V I . aV s V l ^ I sV eV I . ,
2 V , V Ie, V 3V I^ , I ,V 6 . . . V I6 j j  V ia,* V I6l1 V Ia ia I 19 V 20
3 V , V I .  V ,V I-  1-V« . . . v i 6 . . v i a i v ig .......... i i « v „

4 V , V I ^ V j V I . ................. V m V I . *

5 V . V I .  v , ..................... V 2sV Iai6I I a7V 2eV I . J9

6 V , ................................. V .V I^ V .o V I . j . I . j V . jV I . ^
7 V , ..................................
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Отсутствие новой точки после выполнения оператора V Ia4 может 
служить указанием для перехода к  выполнению операторов V33 V Iaa4 
(табл. 11, строка 4, рис. 326, в ) .  В том случае, когда не найдена новая 
точка после выполнения оператора V 3, переходят к выполнению груп­
пы операторов V 3a V l,^  I l 2, V ai V I (табл. 11, строка 5, рис. 327,а ) .

Если при выполнении оператора V, точку не получили, переходят к 
выполнению варианта II решения (табл. 11, строка 6, рис. 325). И, нако­
нец, если точку не получают при выполнении операторов V, и Ve, то не­
обходимо переходить к выполнению участка подпрограммы, состоящего 
из операторов V l6 ao V I l3I V I6a2 V l , a3 (табл. 11, строка 7, рис. 327,6).

Схемы счета для решения частных вариантов задачи, сведенные в 
табл. 11, могут быть объединены в одну схему счета, представляю 
щую обобщенный алгоритм:

I ( ГГ - -----------
V1VIfl2y ,V Ia4I5V(lV Ie rV,Vla4VI0VIflMI l2VI1V lfl|4*|VI6I5V Iei6VI6I7V Iei8II,VM j

г> * *п„V* V«Vlflj,i lrVeV1flw :Vie»VlaHVI6uVlfln 
_________________ ♦ | 12 )

Д ля наглядности и выявления структуры  построения обобщенно­
го алгоритма для решения задачи по определению точки встречи прямой 
с плоскостью полученную схему счета целесообразно представить гра­
фически в виде "дерева” , устанавливающего связь между исходны­
ми данными задачи и алгоритмом ее решения (рис. 328).

Рис. 328



Из приведенной схемы видно, что машина сможет самостоятельно 
выбрать правильный путь решения, если программа будет составлена 
так, чтобы она начала работать по ’’жесткой”  подпрограмме (5) ос­
новного (вариант I) алгоритма. После выполнения оператора V, выпол­
няется проба а, позволяющая выяснить, определяется ли точка в резуль­
тате его выполнения*. Если да, то машина приступает к выполнению 
оператора V 1в^, если нет, то ей следует выполнять оператор V e. Анало­
гичные пробы выполняются и после операторов V 3, V I . 4, V 6. По резуль­
татам этих проб машина либо продолжает решение по основной програм­
ме, если точка определена, либо приступает к выполнению другого участ­
ка программы, когда точка не получена. Выбор нового участка зави­
сит от того, при выполнении какого оператора не получена новая точ­
ка пересечения.

Пользуясь схемой счета (12) обобщенного алгоритма, машина само­
стоятельно решает любую задачу по нахождению точки встречи прямой с 
плоскостью, независимо от характера расположения исходных данных и 
варианта задания плоскости **.

Нахождение точки встречи прямой с плоскостью является элементар­
ной, но часто встречающейся задачей, входящей в состав алгоритма для 
решения более сложных задач, например, задач по определению линии 
сечения линейчатой поверхности плоскостью.

Обозначим через R схему счета (алгоритм) для решения задачи по 
нахождению точки встречи прямой с плоскостью. Тогда в общем слу­
чае алгоритм для решения задачи по определению линии сечения ли­
нейчатой понерхности плоскостью в символической форме может быть 
записан:

Z o K ) ;  2 ,  ( Р , ) ; 1 , ( 5 , ) ;  2 з ( Д Р , ) ,  (13 )

где Х 0 ( « J  — различные пробы, позволяющие выбрать правильный 
путь решения в зависимости от вида и характера расположения ис­
ходных данных; I ,  (Я,) — логическая последовательность элементарных 
операций для нахождения точки, через которую проходит прямолинейная 
образующая линейчатой поверхности; (S^) — последовательность 
выполнения операторов I или 11 для нахождения проекций прямолиней­
ных образующих; Z 3 (ЛР,) — вспомогательные операции.

Выполнение R для всех задач рассматриваемого типа одинаково, 
оно может меняться только в пределах вариантов задания и распо­
ложения секущей плоскости. При определении сечения линейчатой 
поверхности плоскостью задача сводится к  многократному выпол­
нению подпрограммы R  — определению точки встречи прямой с плос­
костью. Содержание ( Z It Z le Z 3) продиктовано задачей определения 
частных положений последовательности прямолинейных образующих 
линейчатой поверхности; очевидно, для различных поверхностей оно 
будет различным.

Проследим изменение Х 3 в зависимости от вида линейчатой
поверхности.
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• На схеме ( рис 328) у ка за н ы  та к ж е  проба и оператор V 0 , а0 — проба на число 
геом етрических  образов, заданных на чертеже. Есл и  N  4, то прежде чем приступить 
к  вы полнению  основной  п ро гр ам м ы , необходимо определить координаты  точки 
схода следов (оператор V G ) .

* ‘ И склю чен и е  со ставл яю т  два случая  : если п л о ско сть , проходящ ая через ось х,
задана следами; если пересекаю щ ая п л о ско сть  п р ям ая  — проф ильная.
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Рис. 329 Рис. 330

П Р И М Е Р  1. О пределить сечение цилин­
д рической  поверхности  п л о ско стью  
(рис. 3 2 9 ).

Д л я  определения линии  сечения п ро из­
во льн о й  цилиндрической  поверхности  
п л о ско стью  м о ж ет б ы ть  реком енд ован  
след ую щ ий  план м аш инного  реш ения эа­
дачи:

1 ) из м ассива  я че е к  п ам яти , где хра­
н я тс я  коорд инаты  растрэлем ентов, при ­
надлеж ащ их горизонтальной  проекции 
кр и во ли н ей н о й  направляю щ ей  ( м н о ж ест ­
ва  М 1  вы б р ать  т о ч к у  1 *,, и м ею ­
щ ую  м иним альное  значение дс;

2 ) найти на ф ронтальной  проекции 
кри во ли н ей н о й  направляю щ ей  к о ч ­
к у  1'; с х = Ж (.) Г , ; * J

3) определить уравнение п р ям о й  л Э  I 1, 
и || п р ям о й , определяем ой  м н о ж е ство м  
растрэлем ентов Afя {  ; п f/

4) определить уравнение п р ям о й  П |Э 1 |  
и || п р ям о й  A f, Г . . . }  ;

5 ) найти т о ч к у  встречи  п р ям о й  л, с 
п л о ск о стью  а , заданной п ересекаю щ и м и ­
ся  п р я м ы м и , пред ставленны м и  м н о ж ест ­
вам и  М] Г ... Л , Af4 f  ... 1 и Afj J" ... 1  ,
Af6 { . . Л .  L L J  1  J

Ч т о б ы  найти в то р ую  т о ч к у , принадле­
ж а щ ую  и ско м о й  линии  сечения, н уж н о  
определить уравн ен и я  проекции следую ­
щ ей прям олинейной  образую щ ей  п о вер х ­
ности. Д л я  этого  п о вто р яем  операции, 
пред усм отренны е  пп. 1...4. Д л я  опреде­
лен и я  п о ло ж ен и я  второй  ( л * )  и всех  п о ­
след ую щ их  ( л ’з, л j . .... л п ) пгю екции 
п р ям ы х  берем  на кр и во й  АЦ ’■ след у ­
ю щ ую  иэ записанны х т о ч к у  (растрэле- 
м е н т ) . П осле  того , к а к  б]|дут определе­
н ы  зф авнения проекций  л 2 и n j' ( л j ||Л] 
и п'.’Гя^1) ,  м аш ина приступает к  в ы п о л ­
нению п. 5. Ц и к л  иэ операций, п ред усм от­
ренных в пп. 1... 5, в ы п о л н яе тся  до тех

пор, п о ка  на кр и во й  М<] {  •••} не останет­
с я  ни одной то чки . Тогда в си м во л и ке  
м аш инны х  операторов операции £ ( , £ ]а 
£ 3 м о ж н о  записать:

! , (/ > ,) - П  I I I  X  I V ;  • (1 4 ) 
2 j ( S , )  -  I I  I I ;  (1 5 )

Z i { R P , ) - R .  (1 6 )
С хем а счета п р о грам м ы  д ля  реш ения 

поставленной  задачи прим ет вид
П ] I I I 2X 3I 4 V S I I 6I I TR 8. (1 7 )

Ц и к л  П  ... R .  вы п о л н яе тся  до тех пор, 
п о ка  в Af7 /  . . Л  не останется ни одной 
то чки .

П Р И М Е Р  2. Определить сечение к о н и ­
ческо й  поверхности  п л о ско стью  (рис. 330)

О тличие реш ения этой эадачи от пре­
д ы д ущ ей  буд ет со сто ять  ли ш ь в том , что 
вы р аж ен и е  (1 5 )  м о ж ет  бы ть  записано 
£ i ( S | )  ~  I I и схем а счета примет вид

P i m i X i U V W T ^ B .  ( 18)

П Р И М Е Р  3. О пределить сечение одно­
полостного  гиперболоида п лоскостью  
(рис. 3 3 1 ).

Д л я  определения характера и после­
довательности  вы п о л н ен и я  операторов, 
вх о д ящ и х  в  £ ) ,  £ ]  и £ j ,  во сп о л ьзуем ­
ся  с в о й ство м  направляю щ их  рассм атри ­
ваем ой  поверхности , со сто ящ и м  в  том , 
что если спроецировать т о ч к у , в з я т у ю  на 
одной иэ трех направляю щ их  (принад ­

• П  — операция обращ ения к  первой 
записанной в M f  ^ \  м ассиве точке .
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Рис. 331 Рис. 332

леж ащ их  о д н о м у  с е м е й с т в у ),  на плос­
к о сть  а  в направлении д вух  д ругих  нап ­
равляю щ и х  и п олученны е то чки  соеди­
нить с со о тве тствую щ и м и  п р о екц и ям и  
(след ам и ) д вух  других  н ап р авл яю щ и х < 
то п олученны е п р ям ы е  буд ут принадле 
ж ать в то р о м у  сем ей ству  образую щ их .

Т о ч к и  пересечения со ответствен н ы х  
п р ям ы х , принадлежащ их р азн ы м  сем ейст 
вам , определяю т к р и в у ю  вто р о го  п о р яд ­
к а  — сечение однополосного  гиперболои-

п,ш2а д ,  «.и, ii.li, я10к11н12я1311411М,Шп

v„n„in20vJIii22ii2,ii24ii23RJ6R2,iaiMv10in„v31 М 2  '
(1 9 )

П Р И М Е Р  4. О пределить сечение кона  
ида пло ско стью  (рис. 3 3 2 ).

Реш ение этой задачи аналогична преды
душ ей с тай  л и ш ь  разницей, что точки  

да п л о ско стью  а. В  этом  случае в ы  раже- следует брать на криволинейно й  направ­
ляю щ ей  и проецировать их на секущ ую  
п л о ск о сть  в направлении прямолинейной 
н аправляю щ ей  коноида.

С хем а счета в это м  случае примет вид

ния ( 1 4 ) ,  (1 5 ) и (16)  п р и м ут вид 

2 l ( P j )  - n i l l V I V ;
I a ( S e) -  n i l  I I  I I ;

Z 3(RPi) “ R  R  R  R  I 1 V  I I I  V

д ля  первого цикла, а для всех последую- П ,J l l2X 3I 4V, 11̂ 117Пя11чЛ 10Л ,,R  13Л 131J41,,V|#I I I ]7V Ig 
щ нх ц и кло в

Ejf/zpj) — r  r  11  v h i v.
С хем а счета п р о грам м ы  запиш ется  в 

виде ( 20)

Чтобы машина самостоятельно (без участия человека) могла выб­
рать правильный путь решения з а д а ч и ,  ей должна быть известна по­
верхность, линию пересечения с которой требуется определить. Приз­
наками, с помощью которых машина сможет "распознать" по эпюру 
Монжа, с какой поверхностью она имеет дело при решении задачи, 
служат:

1) присутствие точечного образа;
2) отсутствие криволинейных образов;
3) число криволинейных образов.
Эти признаки положены в основу проб, составляющих содержание
(<*|) I из выражения (13) ] ,  которые должна выполнить машина для 

выбора нужного варианта решения.
Обозначим *
а) схемы счета ( 1 7 ) —Q , ; (18) — Q j ; ( 1 9 ) — Q j ;  ( 2 0 ) — ;
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б) пробы: а, — проба на наличие точечного образа, если точечный 
образ есть (а! = 1 ), то выполняется массив <Э2, если нет (а] = 0), то 
следует переходить к пробе а 2; — проба на наличие криволинейного 
образа, если такой образ есть (а 3 = 1), то необходимо выполнять пробу 
а 3| если нет (а 2 = 0 ), то машина должна приступить к выполнению 
массива Q3; а , — проба на число криволинейных образов, если образ 
один (а 3 = 1), то выполняется массив внесли два (а э = 2 ), то машина 
приступает к  выполнению массива Q4.

Вариант задания секущей плоскости не влияет на характер поиска, 
так как при составлении признаков прямолинейные образы не учиты­
вались. В  общем виде схема счета программы для решения рассмот­
ренных задач примет вид

а,-0 «,-0
«,-1

«2 «5 Q, Qj Qj 4̂

•i-l

«2-1 a,-2

§ 76. О П РЕД ЕЛ ЕН И Е  РАЦ И О Н АЛЬН О ГО  М АШ ИННОГО АЛГО РИТМ А

Решение одной и той же задачи может быть осуществлено различны­
ми графическими способами, каждому из которых соответствует свой 
машинный алгоритм. Возникает вопрос, какому из них отдать предпо­
чтение? Чтобы ответить на этот вопрос, достаточно сопоставить между 
собой ’’схемы счета”  сравниваемых алгоритмов.

Сравнение осуществляется путем подсчета суммарного числа машин­
ных операций (команд), которые необходимо выполнить для реали­
зации алгоритма на ЭЦВМ . С этой целью в графе 3 табл. 10 указано 
число команд, которые должна выполнить машина для реализации пе­
речисленных в таблице стандартных операторов.

Поясним сказанное на примере: пусть требуется определить рассто­
яние от точки А до плоскости а (рис. 333).

Эта задача может быть решена различными способами, в том чис­
ле и теми, что представлены на рис. 334 и 335. В  первом случае решение 
осуществляется без применения способов преобразования (рис. 334).

Во втором плоскость общего положения а переведена во фронталь­
но проецирующее положение с помощью перемещения || п, (рис. 335). 
Выясним, какое решение требует меньшей затраты машинного вре­
мени. Для этого составим схемы счета для каждого варианта решения.

Схема счета, отражающая логику графического решения задачи, без 
применения способов преобразования будет иметь вид

II I ,  V , V I . ,  V 4 V I , s I 6 I I I ,  V e V I . ,  Н,о V I6 ll V I I , а I I I , ,  I X . M VII,,- 
( 1 ) ( 2 ) ( 3 ) ( 4 )  (5) (6) (7) (8)

Схема счета решения этой же задачи с применением способа парал­
лельного перемещения может быть записана:
V I. ,  I l l ,  V , V I I . I X ^ IH . Ib V . I ,  Ш.о V „  V II,  aI X . iaI I I , * I I , sV ,eI I I , ,V , e V II , , .  
( J )  <2) (3) (4) (5) (в ) (7) (8)
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Подсганпн число команд, которые необходимо выполнить для каждо­
го оператора, и суммировав их, мы получим: для первого варианта — 
195 команд, для второго варианта — 278. Если условно принять, что 
время выполнения одной команды одинаково для различных команд, то 
можно сделать нывод, что первый вариант решения лучше. Машина 
затратит на 30сс меньше времени, чем решая эту же задачу по второму 
варианту. Что касается точности решения, то в обоих случаях она будет 
одинаковой (определяется точностью задания исходных данных).

Уместно отметить, что, переходя на машинный метод решения задач, 
мы обнаруживаем, что не все те способы решения, которым следо­
вало отдать предпочтение при решении задачи "вручную” , оказывают­
ся удобными для машины. И наоборот, громоздкий, нерациональный 
способ, если он выполняется с помощью линейки и циркуля, может 
дать весьма рациональное машинное решение, т. е., переходя на ма­
шинный способ решения, образно говоря, необходимо произвести ’’пере­
оценку ценностей” .

В О П Р О С Ы  Д Л Я  С А М О П Р О В Е Р К И

1. Перечислите о сн овн ы е  во п р о сы , к о ­
торые д олж ны  бы ть реш ены для о сущ ест ­
влен и я а в т о м а т и за ц и и  процесса граф ичес­
кого  реш ения задач

2. Нарисуйте  с тр у к ту р н у ю  сх ем у  уста ­
н о вки , в кл ю чаю щ ую  Э Ц В М , ко то р ая  о б е ­
спечивает к о м п л е к сн у ю  автом атизацию  
процесса граф ического  реш ения задач, и 
дайте объяснение назначения всех  элем ен ­
тов , вход ящ их  в схем у.

3. Что  под разум евается  под терм и ­
н о м "  м аш инное чтение чертежа*'?

4. К а к и м  образом  о сущ ествл яе тся  в ы ­
явление растрзлем ентов, принадлежащ их 
линии чертежа, и к а к  определяется зна* 
чение координат зтих растр злем ен тов?

5. К а к и м  тр ебованиям  должен о тве ­
чать м аш инны й  метод реш ения задач, 
исходные данные ко то р ы х  представлены  
в граф ической  ф орм е?

6. В  чем сущ н ость  м аш инного  метода 
реш ения задач?

7. Что такое стандартный оператор?

8 . Ч то  такое  схема счета и что служит 
основанием  для ее составления?

9. С оставьте  схем у счета для маш ин­
ного реш ения задач:

а) определить расстояние м еж ду д ву ­
м я  п л о ск о стям и ;

б ) определить то чки  встречи прямой 
с поверхностью  прям ого  конуса, цилинд­
ра, сф ер ы ;

в ) найти линию  пересечения поверх­
ностей сф еры и к р уго во го  цилиндра, ось 
которо го  не проходит через центр сферы.

10. К а к  определяется рациональный 
м аш инны й  алго р и тм ?

11. Определите, к а к о й  способ решения 
задачи по нахождению  расстояния между 
скр ещ и ваю щ и м и ся  п р ям ы м и  будет наи­
более целесообразны м  для м аш ины :

а) без способов преобразования;
б) с использованием  способа замены 

плоскостей  проекций ;
в ) способом  параллельного перемеще­

ния
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