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О бозначения и символы
Обочпачеиия С’одержаиие

О X у  Z Н а т у р а л ь н а я  с и с г с м а  к о о р д и н а т .
1ох) Ось абсцисса.
|оу) Ось ордината.
|о/) Ось агтликата.

II. V, W  П.юскости проекции.
И ['0pH40HTaJH>ibiM плоскость проекций.
V Фронтшп.пая плоскость проекций,
W  Профильная плоскость проекций.

Qi , Q[| Ьиссск'к) pni.ic плоскосги,
Л, В, (',1. П, 1(1 Точки просграпстпа.

а, Ь, с, 1, 2, 3 I'opHJon nuibin.ie проекции точек,
а Ь с Г, 2', Фроптал1>т.1е проекции точек.

3'
а” , Ь” . с" Профильные проекции точек.
I ” , 2". 3”
Л (х, у, /,) Координаты точки Л.

J Ось 1зращс1П1Я.
i ГорИ}онтальн«1я проекция оси проекции,

i ' Фронта;ц>пая проекция оси вращения.
1 "  11рофил1>1и1я нр<5екцим оси вращсЕШя.

(Л В )  Прямая Jпп^ия.
( а Ь ) Горюо1пшп,н;1Я проекция прямой ЛВ,
( а' Ь' ) <1>ронтал1.пая проекция прямой ЛВ,

( i\" Ь”  ) Профильная проекция прямой А В.
1ABI Расстояние между точками А  и В  (длина 

отрезка А В )
[ЛВ)  Луч с пач.июм н точке А,
|ЛВ| Отрезок прямой линии,

М „ , Nv ('леДЕ>1 прямой лиш1и.
Мн= (А В )  г> И Горизонтальный след прямой линии,

М|, I оризотшп.ная и|к)екция шризопгаш.ноп)
следа прямой А В ; причем т „  соннадаег с М,,

1П,|' ‘|)ро11тал1>пая проекция тризопта.1Н.иого следа 
прямой ;щнии

ш,," Профильная проекция ropH;30HTaJH.noio следа 
прямой линии.

Nv- (А В )  гл V <1>ро1пчип.пый слел прямой лииии.
Пу Гори зон сальная пр()екпия фронг;ип.ио1о с.теда



прямом лмним.
Ну' = Nv Фропиишиая проекция фромтальмою слсла

прямой лмним.
11̂ " Профильная проекция фpoптaJH>нolí) следи

прямой лмнин.
Р, О, К, Т Плоск{)С1и в нространстис.
Ру, Ри. Р\у 1'ори:«»1Тшп.пый, фронтальный и профши.цый

след1>1 плоскости Р.
( ’имв(и)ьс. С?одержацио.

-  PeзyJпл•aт, ранснство.
= Совпадение.
^ Конфуэнтность.

Подобие.
II Параллельность.
1  Иерпсмдикулирносп.,
._ (?крс1циван»п1исся прямые, 
е  Пpипa^ifIcжи■|.

с И.11М 15 Содержит, ик.'почает в себя, проходит чере:1. 
Пересекает (мерсссчелие множества).
Об1.едипяст (об 1.сли!1епие множества).
Касание.

/ О трипатю  вискачываиия.
0  Пустос множество.

0 ^ Коническая поверхность.
Цилиндрическая поверхмость. 

л  Союз «и» (« и при этом ») '  кот.юпкция
пре^июжения.

V Союч «или» («Jiибo») - ди'п.юнкция нред.иожения.
—> «Если.... » то. «cлcдoвaтcJП.IIo» - импликация.
<-> «Рхми.... то ..., » - в обе сюроиы, эквивачентность
V «Д;1Я всякого», «для всех», Я1я ли)бо1х> - кна1ггор 

общности.
_> Оюбражаечся (преобразуется).
(•) Точка.
С) Вращение.
Л '1рсу|х)льпик.



Введение

К основным целям курса «Начертательная геометрия» 
о'| ИОСЯ1 ся: ра и$игис пространстиснною  представления и 
ко11сг])ум ивно-ю омстрическою  мышления, рашитис способности 
к. ана;и^чу. сиЕ^тсзу и обобщеннЕо СЕЮСобов нроектироваЕЕИЯ 
раз;п1чных геометрических, а также гехнических обьектоБ , 
изучение, С4)Сгаа'Есние чертежей.

'Задача курса: изучение способов и з о б р а ж с Е Е И я  
11ростраЕ1сгвеЕЕИЬЕХ форм иа плоскосее» и Е1римеЕ1ение с ю  
(соретичсскнх осное1 для рсп1енЕ1я ЕЕроектируемЕлх различньЕХ 
гсхЕЕИческих, конструкторских Зilдaч путем 1сомсгричсских 
мосЕроеиии.

И основе изучсЕ}ия курса «Начертательная геометрия» 
1сжаг научение и нроециронанис Есомегричсских образов
1 рсхмсриои) НрОС1раНСГЕ5а )Еа КООрДИЕЕаТЕЕЫС ЕиЕОСКОСТИ ГЕроекции: 
X -аб(.ТЕ,исса, V’ - ордината, /  - апЕЕ.чиката.



1 - Л Е К Ц И Я . П редмет начертательной геометрии, её 
зад ачи  и роль подготовки бакалавра. М етоды  проецирования. 
М етод М онж а.

П Р Е Д М Е Т  Н А Ч Е Г Г А Т Е Л Ь Н О Й  ГЕО М ЕТРИ И , ЕЁ  ЗАДАЧИ

Начертательная геометрия является специальньЕМ разделом 
математики, в котором рассматриваются следующие основные 
задачи:

1. Способы проецирования пространственных форм 
геометрических тел (точек, прямых плоскостей, поверхностей) на 
плоскосгь.

2. Изу^1ение и анализ геометрических свойств форм 
пространственных тел по их эпюрам (плоским чертежам).

3. Решение пространственных геометрических задач 
графическими способами.

М Е Т О Д Ы  П РО Е Ц И РО В А Н И Я

П роецирование - это мысленный процесс получения 
изображения предметов на плоскости при помощи пучка 
воображаемых проецирующих лучей.

В зависимости от направления проецирующих лучей 
различают два метода проецирования:

1. Ц ентральное проецирование

Если проецирующие лучи исходят из одной точки, то 
такое проецирование называется центральным.

Сущность этого метода заключается в том, что задается 
центр проецирования 8  неподвижным и все проецирующие лучи 
исходят из этой неподвижной точки.

Например, в пространстве даны точки А,В,С (рис.1.), 
необходимо получить их проекции на плоскости Р. Для этои) из 
этих точек проводим проецирующие лучи, проходянще из центра 
проецирования 8. Проецирук)Щие лучи, пересекаясЕ> с плоскосгью 
проекции Р, образуют точки а,Ь,с. Эти точки а,Ь,с являются 
проекциями пространственных точек А,В,С на п.юскости 
проекции I*.



к Р  - плоскость проекций.
S - центр проецирования. 
А ,В ,С  - точки в трехмерном 
пространстве.
|SA),ISB),1SC) - лучи 
проецирования.
|SA )r>P=a -  центральная 
проекция пространственной 

гочки А на плоскости Р. 
|S B )n P = b  - цситрш1ьная 
проекция пространственной 
ю ч к и  В на шюскости Р. 
(S C )n P = c  -  центральная 
проекция пространственной 

точки С  на плоскости Р.

Если точка I) принадлежи! плоскости проецирования Р, то  
проекция данной точки совпадаег с !!оложением самой точки 
I). т с. ( • ) I) е Р=> а = I)

Точки А ,В ,(\1 ) - С0 6 СТВСНН1>1С точки плоскости р.
Гхли в !1ространстве выбрать гочку К  таким образом, что 

проецирующий луч, !1рохолящий чсрст н ею , будет паралыельным 
1и!оскости !1роекции Р, то в э'1Ч)м случае проекция точки К  
гсорстичсски обра $устся в бесконечное ги,

КЧК) и Р  (8К ) п  Р  =  к  00

Отсюда ю ч к а  К является несобственной точкой плоскости 
Р. В зак-'1ючение можно ска:5агь. чго метод нейтральною  
прос!дировапия широко примс!1яс1ся п изобразительном искусстве 
(ди кшне) и при ироектирова1!ии архитектурно-строительных 
чсргсжей (в !!срс!1с к 1 иве).

2. Параллслыим; пр<н‘цнроваиис

Если проецирующие лучи пчипмно парал;!сл!.н!.1, то такое 
просцироваштс паи>п(аетси лар<и1л ел ы 1ым проецированием.



в  этом методе предполагается, что цс1п р  проецирования 
находится в бесконечности и, следовательно, задастся 
направление проецирования 8  (рис,2).
8  - направление проецирования (обычно задано)

(Аа) II 8
[Аа) п  Р = а  -  параллельная проекция пространственной гочки 
А на гиюскости Р.

|ВЬ) II 8
[ВЬ)пР=Ь - нараллельнад проекция пространственной точки В на 
шюскости Р.

V  А а  - угол наклона 
проецирующего луча к 
плоскости проекции Р. 
< а= Р  ^ (8)
При а  ^  90‘\  1гарш1лелыюс 
проецирование называется 
к о с о у 1 о :Н )Н ы м  
проецированием.
При а  = 90" проецирование 
называется нря.моуго.чьным 
(ортогональным) 
проецировагЕием.

Рис.2.

Метод прямоугольной) ггроецироваЕгия созда '1 в конце 
ХУНГ века французский ученый Гаспар Монж (1746-1818) и 
положил основу науки -  начертательная геометрия.

О сновны е свойства параллельного проецирования

1. Проекция точки на плоскости есть точка.
2. Проекция прямой иа плоскости проекции есть прямая.
3. 1хли точка принадлежит прямой, го ее [фоекция на 

плоскости проекции гакже принадлежит нрямоГг
4. Проекции параллельЕ ЕЫ х прямЕ.ЕХ ЕЕа плоскости 

ц р о е к Е Щ и  также в з а и м н о  п а р а л л е л ь н ь г



2 - ЛККЦИЯ. Точка. Ортогональные проекции точки. 
»пн»р Монжа. Точки частного положения. 

Ортогошшьные проекции точки

П е р п е н д и к у л я р н о е  п р о с ц и р о в а п и с  г е о м е т р и ч е с к и х  
: : ) л е м е н 1 0 в  н а  в з а и м н о  н е р и е и д и к у л я р } | ы е  д в е  п л о с к о с т и  п р о е к ц и и  

н а я . ш а е т с я  о р т о г о н а л ы н л м  п р о е ц и р о в а н и е м  ( м е т о д  Г а с п а р  
М о н ж а ) .  С лоЕ К )  " ' о р т о ю и ш Е Ь Е ю е ”  с > з н а ч а е т  с м е .1с л  п р я м о у 1Х)ЛЬЕЮс. 

С  т о ч к и  з р е н и я  г е о м е т р и и ,  в с е  г е о м е т р и ч е с к и е  образЕ .Е  м о ж е е о  

pa^дeJ!ИTE> Е1а  Е с о м е т р и ч с с к и е  ч а с Е И ,  т . е .  в с я к о е  т е л о ,  с о с т о и т  и з  

п о в е р х н о с т и ,  н о в с р х н о с т Е .  и з  п ; е о с к о с т и ,  Е и ю с к о с т ь  и:з Е1рЯМЫХ, 

Е Ерям ая  и з  Е с о м е т р и ч с с к о й  с о в о к у п н о с т и  т о ч е к .  П о э т о м у  

Е1р о с ц и р о в а н Е 1с  ц е л е с о о б р а з н о  тЕа^ЕИЕЕать с  п р о с Е Е и р о в а п и е м  т о ч к и  

Е1И EEJEOCKOCTЬ ЕЕроеКЕШИ. О д н а  ЕфОеКЕЩЯ ВСЯКОЕ« ГСОМе'ЕрИЧеСКОЕХ) 

э л е м е н т а  н е  м о ж е ' ) '  о и р с д е . и и т ь  в с с  е т  р а з м с р ь Е  и  п о л о ж с Е Е и е  и 

п р о с т р а н с т в е .  П о э т о м у  Е Е С о б х о д и м о  1Ео;|у1Ее1Еие Е Е р о с к ц и и  н а  д в у х  

и л и  т р е х  ПЛОСКОС1ЯХ п р о е к ц и и .

С л е д о в а п е л ь н о ,  р а с с м о т р и м  opE■o)■OEEaJП>Eloc Е Т р о с г ш р о в а п и е  

т о ч к и  Л ,  15 н а  д в у х  ЕПаИМЕЮ IICp!IeHДИKyJEЯpПЫX п л о с к о с т я х  

н р о с к ц и и  ( р и с . З ) .

Д а н ы  д в е  п е р п е и д и к у л я р Е п л е  е { л о с к о с т и  п р о с к щ Е И  У _ 1 Н .
П р о е ц и р о в а н и е  т о ч к и  н а  д в е ,  т р и  в з а и м н о  

п с р п с Е 1д и к у л я р Е Ч 1.1е  п л о с к о с т и  п р о е к ц и и  Е1а з ы в а е т с я

о р т о )  о11<ь’1ЫЕЕ.1м п р о е ц и р о в а н и е м .

У - ф р о ) т ы Е Л ! а я  п л о с к о с т е >  п р о с к ц и Е Г  

Н - Г 0 рЕ130Е1т а л ь п а я  г е л о с к о с т ь  

ЕЕроекций .
[ О Х ] - о с ь  вращеЕЕИя 
А  -  п р о с т р а н с т в с Е П Е а я  т о ч к а ,  

а ' -  фроЕЕта;Еьная п р о е к ц и я  
п р о с т р а н с т в е н н о ! !  ■тo^Eки Л .  
а -  1 о р 1 ! 'к > тали > и ая  Е Е р о е к Е т я  
цр о сг])анствеЕ Е Н 011 т о ч к и  Л .  
а,^ - ЗЕ1ачепие п р о с  I р а н с т в е н н о й  
т о ч к и  Л  ЕЕО о с и  п р о е к ц и и  X .

1’ и с .З



Если из пространственной точки Л провести плоскость Q  
перпендикулярно к фронтальной и горизонтальной плоскостям 
проекций, то  в этом случае пространственное положение точки А 
можно проанализировать следующим образом;

Q i  V и Q 1 H

Удаленность пространственной точки А относительно 
фронтальной плоскости проекции можно написать в следующем 
виде:

fAa'l = 1а a j  = IAVI
Удаленность пространственной точки А относительно 

горизонтальной плоскости проекиии можно написать в 
следующем виде:

[Аа] = [а' a j  = IAHI

Для перехода из пространственного чертежа на эпюр 
г0 риз01ггальную плоскость проекции Н вращаем вокруг оси 
проекции fO X ) по направлс1н1ю часовой стрелки на 90*̂ . В 
результате г о р и зо т  альная плоскость проекции Н и фронтальная 
плоскос1ъ  проекции V будут совмещены па одну плоскосгь. 
Такой чертёж  называют эпюром М онжа (гиюским чертежом).

Эпюр точки представлен на рис.4.

[а а'] - линия связи, 
|а а'1 1 [ОХ)



Проекции ю ч ек  ни четырёх четвертях

плоскость
V_LH

иазыиают

В ти м н о  перпендикулярные фронтальная 
проекции и юризонтальная нлоскост». проекции 
пространство делят иа четыре части. 1/4 час'
ч с ш с р ]  Т.К).

Ряссмогрим иространствемнос полож ение точек 
Л ,Ь ,( ',! ) ,  прияа;и1еж ан1ие четвертям  (р и с .5) и п роаналиш руем  
их эпюры (рис.6). У_1Н

1!с.1П1 точка Л принадлежит первой четверти пространства, 
ю  на эпюре её гори юнтальная проекция а лежит ниже оси 
проекиии [ОХ), а фроп1альная проекция а ' выше оси проекции 
iOX).

Пели точка И прииа;1лсжит второй чегвсрти пространства, 
К) па эпюре ее горичоитшн>пая проекция Ь и фронга;н.ная Ь' 
проскшш лежит выше оси проекции [ОХ).

LxjHi точка С припа;1лежит третьей четверти пространства, 
го па эпюре ее [ори'зоит;ин>пая проекция с лежит выше оси 
проекции (ОХ), а фронт;ыьпая проекция с ' ниже оси проекции 
IOXJ.

l'.cjni точка I) принадлежи! чс!иёртой ч е 1верги 
прос I ранстиа, то на эпюре её 1ори;и>нтаЛ1>иая (I и фронтальная d ' 
проекции лежи!' ниже оси проекции |()Х ).
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Рис.6.

Проецирование точки на три взаимно перпендикулярные 
плоскости проекции

Три взаимно перпендикулярные плоскости проекции V IH , 
V.LW, П J.W  делят трехмерное [грострамство на восемь часюй, 
1/8 часть называют октантом.

Пространственный чертёж точки Л в первом октанте 
нрсдставлен па рис.7.

W  - профильная п;ю скость íipocRuníi.



З н а ч е н и я  р а с с т о я н и я  т о ч к и  д о  п л о с к о с т и  п р о е к ц и и  

н а я л и а к ) !  к о о р д и н а т а м и  т о ч к и .

Например: Даны координаты (X ,Y ,Z ) точки А.
/ 1,)1Я п о с т р о е н и я  l ^ ) p и ■ ю н l a J П . н o й  п р о е к ц и и  т о ч к и  а  

н е о б х о д и м о  и с п о л ь з о в а т ь  к о о р д и н а т ы  ( х , у ) ,  а  д л я  ф р о н 1 Ш 1 ь п о й  

п р о е к ц и и  а '  к о о р д и н а т ы  ( х , / ) ,  д л я  п р о ф и л ь н о й  п р о е к ц и и  а "  

к о о р д и н а т ы

В э т о м  с л у ч а е  у д а 1 е н н о с 1 ь  т о ч к и  А о т н о с и  гсЛ1>но 

п р о ф и л ь н о » !  п л о с к о с т и  п р о е к ц и и :

[ Л ¡1 "I = 1А\У1 = [о а ,! = X 
т о ч к и  А о т н о с и т е л ь н о  

|А а '! = 1АУ1 = [о а,1 := V 
т о ч к и  А о т н о с и ю л ь н о

ф р О П Т Ш 1ЬП 0 1 » 

г о р и з о Р 1 т а л ь н о й

Удаленность 
плоскосги проекции.

Уд1и1енность 
плоскосги проекции.

[А а] = 1АН1 =  [о а,1 = X
Для перехода из пространс гветюгх) чертежа иа :^п1ор 

гори {омтшп.ную плоскость проекции Н вращаем вокрут’ осп 
проекции |()Х ) по направлению часовой стрелки на 90", а 
профильную плоскость пр()екции XV вращаем вокруг с)си 
проскцнп [О /)  против часовой стрелки па 90” .

В результате горизонтшн.ная, фронта;[Ьная, профил»>ная 
плоскости проекции И,УДУ будут совмещ ены на одну плоскость 
(рис.8.)

Для построения 
необх()димо а (х,у).

Рис. 8.

гори к)п 1альпо11 проекции точки Л



а(«) а,(«) II |оу) п  а^(«) II [ох)

Для построения фронтальной проекции точки А необходимо 
a'(x,z).

а'(*> ->  а ,(-)  II |oz) п  аД*) II [ох)

Горизонтальная и фронтальная проекции точки Л ложит 
на одной вертикальной линии связи.

а' а] J- [ох)

Фронта;1Ьная и профи-чьная проекции точки А лежит на 
одной горизонтальной линии связи.

ja'a'M J_[o/.)

Знаки оси проекции восьми октаню в гтриведены в таблице ).

Таблица 1

Если одна из ксюрдинат точки равна нулю, то тогда точка 
прин;уь11ежит одной из плоскостей проекции.

На р и с . 9 . п р и в е д е н ы  т о ч к и  ч а с т н о г о  п о л о ж е 1 ! Н Я ,  

р а с п о л о ж е н н ы е  н а  п е р в о м  о к т а н т е .



V
Рис. 9.

Если X *  О, V = О, /  7̂  О, тогда точка В е  V

1Сслн X 7?= О, V ^ О, /  = О, тогда точка Л е Н

1Ссли X = О, V О, /  ^ О, тогда точки С е  \У

Одна проекция точки, расположенная на п л о с к о с т и  

проекции, с о Е { п а д а е т  с самой точкой, а  две ироекЕдии точки л е ж а т  

п а  о с я х  ЕЕрОСКЦИЕТ

Если ДЕ5С к о о р д и н а т ы  гочки р а н п 1,1 пули», то т о г д а  точка 
Е1р и и а д л с ж и т  одной ич осей проекции.

Если X О, V = О, /  = О, тогда точка Е е |о х )

1{сли X =: о, V о, /  = о, тогда точки Е е|оу )

Если X = О, V = О, /  ^  О, тогда точка 1>е[о/)



Дие проекции точки, расположенные на оси проекции, 
совпадают с самой точкой, а одна проекция лежиг в начшю 
координат.

Если всс координагы ю чки  равны нулю, ю гла ю ч ка 
совпадает с самой точкой.

Если X = О , V = О, 7  = О, то 1да точка с-О

Три проекции точки, расположенные в начале координат, 
совпадают с самой ю чкой.

Задача: П остроить эпюр точек С и О, заданной координатами 
(р и с .10.).

С(40,2(), -30), 1)(20,15,(»)

Отсюда следует, что гочка С €  4 четверти, а ю чка I) е  П 
плоскости п роек1П1и.



3-ЛЕКЦИЯ. Прямая. Ипкариантныс свойства прямой к 
ортогональных проекциях. Определение натуральной величины 
отре зка прямой и углов наклона к плоскостям проекций.

ИрЯМ41Я

Кратча11111сс рассю янис между двумя 14)чками прямой есть
О Г р С и Ж  ПрЯМС)11.

Иниариантные свойства прямой в ортогональных 
проекциях.

Свойства геометрических фи1-ур, которы е не ишепяются в 
процессе проедироваиия, называют независимыми или 
инвариантными относительно выбранною способа проецирования.

На рис.11 нредсгашюны прос1ранствен1п.1е мер1ежи 
()|рС{Ков: прямые [АВ1,[СП|,[ЕК1 и направление проецирования 
|8). Проецируя У1И отрезки прямых иа горизо11тшп>ну1о плоскость 
проекции И, рассмотрим инвариантные свойства прямых.

1. Нслп oTpcjoK ирямой|А И | не пар.ииюлен панравлснто 
проецирования (S), j o  у т о  отрею к прямой IAU] проецируется на 
плоскость проекций Н в виде отрезка прямой (а Ь].

[A lii # IS) => |а  b | < [AHI
2. Нели отрезок прямой | ( ’1)| параллелен наиравлению 

|)]-)(1С11Н]1она1Н1я jS), го эю  огрскж  прямой [ ( ’1)) проепирусгся па 
п.тоск()С1Ь проекций в точку.

IC D IIIIS ) > |c ^ d |



3. Если отрезок прямой [ЕЕ] параллелен плоскосги 
проекций И, то  это отрезок прямой [ЕЕ] проецируется па эту 
плоскость проекций без изменений, т.е. в натуральную величину.

[ЕЕ] II Н  [е П = I ЕЕ I
4. Если любая точка К  принадлежит отрезку прямой |Л В ], 

то проекция этой точки К  также принадлежит проекции яаинош  
отрезка прямой.

\/(  •  )К  е  [ЛВ] => (*)к е  [а Ь]
5. О тнош ение отрезков прямых равняется огношению их 

проекциям и плоскости проекций.
[А К ] /  [КВ] = ш  /  п, [ак] /  |кЬ ] = т  /  п

Определение натуральной величины отрезка прямой и углов 
наклона плоскостям проекции

Прямая ош осительио плоскостей проекций (И,У,\У) 
может располагатся в обшем и частном положениях.

Если прямая не параллельна ни одной из плоскостей 
проекций, то такая прямая называется прямой общего положения. 
Проекции такой  прямой наклонены к оси проекций [ох).

Рассмотрим пространственный чертеж прямой общ ею  
1ЮЛОЖСНИЯ заданной координатами (рис. 12).

А (10;15;40), В(60;35;10)



На проекционном чертеж е построим прямоушл«.)Е1.1Й 
треуюльник (ЛИ(.').

0'1ск)да 1 - катет [В(!) = |а  Ь)
2 - катет 1 А С |- |А а | - |В Ы

Заю м
|Ла1 = 1АН1 =  Х а; |В Ь |  =  1В111 =  7 Ь ;

С лсдовапельно;
[Ас] = / а  - /1> =  Л /

У|х>л (1  наклона отречка прямой [АВ] относительно 
lopи юнтajп>пoíi плоскости проекций Н.

^ а  = [А В ] ' П
Угол наклона отрезка прямой [АВ] относию льно 

1х>рн {ОМгал1.нон плоскосги проекпмй У.
Z P  = [А В | '  У

Поэтому горизонтальная и фронтальная проекции о гр сж а  
прямой [АВ[ мсн1.н1с истмЕ1пой величины.

[аЬ ]< [А В ] и |а 'Ь ' |< [ А В |

Построим ^пюр огрсж.! прямой |АИ[ заданной координатами
(рис. 13).

а'



Определим натуральную величину отрезка прямой [ЛВ1 и 
углы наклона к Н  - горизонтшп>ной, V- фронтш1ьной плоскостям 
проекций.

Для определения натуральной величины отрезка прямой 
[АВ] используется способ прямоу1Х)льного.треугольника.

Для этого строится такой прямоугольный треугольник, у 
когорою  один катс! раиняс'гся одной из проекций отрезка 
прямой [АВ] (го р и зо тал ьн ая , фронтальная, профильная), а 
вз'орой кагет равняется шпебраической разносзи координат 
концов отрезка прямой [АВ]
(A Z = Z a-Z b ), (A Y = Y b -Y a), ( А X=Xb-Xa), а тогда гипотенуза 
прямоуго;гьного треугольника будет равняться натуральной 
величтпге отрезка прямой [АВ1.

П ри н адлеж н ость  точки прямой

Если точка К  приЕ1адлежиг отрезку прямой (АВ|, то 
одноимснпые проекции э ю й  точки на плоскостях проекции 
такж е иринад;1ежат одноим ентлм  проекциям отрезка прямой 
[АВ].

Т.е. (*)К G [АВ| ^  («)к е  [а Ь] л  (*)к' е  |а 'Ь '] л  (•)к "  g [а"Ь"1

Пример: Определить: какая из данных точек СМ),К,Р>
п р ти и 1леж ит отрезку прямой [А В | (рис.14). 

а'

( (•  ) С i  АВ 
( •  ) I) г  АВ 
( •) К  G АВ 
( •) Е i  АВ

1о



Л.('лснне от{)езка в заданном отношении

Пример: Па oipciKc прямой [ЛИ] определи!», »очку К, 
делящую CU) »{ oinomcuHH 2/3. (рис15).

Дано: |ЛВ1 (а Ь, а’Ь’)
Определить: (-)К  е  [АИ] л  |А К | /  |К И ) = 2/3

|а  kl /  |к  Ы = |а 'к '1  /  (k 'b 'K A K l /  1К В |=2/3

•)'1о 1 пример рсш аею я иа ocuoijamiH »сорсм»>1 
.|рсвисгреческс)»х) умеиок) <l)aj»cca.

1Ч‘Орема: Нели 11арги»лел1.и».1с ирям1,1е, пересекаю щ ие 
(. lopofii . i  угла, (ггсекаюг на одной е ю  сгороме раьпллс o i p c j K H ,  го 
опп о 1сскаю»' рлнпмс огречки и »»а друю п сю  сгоро1»е.



4-ЛЕКЦИЯ. Прямые частного п(»ложения. Следы прямой. 
Взаимное положение двух прямых.

Прямые частного положения

Прямые перпсндику;1ярные или параллельные к плоскости 
проекций V, П, \У называются прямыми частногх) положения.

1. Прямые параллельные одной из плоскостей проекций,
а) Если прямая паратлельна горизонтальной пжк’кости 

проекций, то такая прямая называется 
горизонтальной прямой.

[АВ] II И - горизонтальная прямая.

Построим пространственный чертеж горизонтш1ьиой 
прямой [АВ] по заданным координатам (рис. 16).

А(20;10;30) В(50;30;30)

V
Ь ' а'

А

а
о

Рнс. 16.



Ь ‘ а '
о ■ о

а

|А В | II Н г:> [аЪ'1 II |ох) Aja bj =  |ЛВ|

Горизонтальная проекция 1ч)[)ичонта;1ьной прямой есть её 
натуральная величина.

VíOJi наклона горизо1пальиой прямой к фронтальной 
HjKiCKocTH проекций V есть уг ол ß.

Z p  = lA B r V

b) Гхли прямая параллельна (|)ронта;п>ной плоскости 
проекций, го такая прямая называется (|)рон1а:и>ной прямой.

|А В | II V фронтальная прямая.

Построим iipocTpaHCTBCHMbn'i чертеж (|)ронг<и1ьпой прямой
1 Л В | по чаланпым координатам (рис.!8).

А (10;20;30) В(50;20;10)



а'

А

,Ь а

Рис. 18.

У

П остроим эпюр этой фронтальной прямой (АВ), заданной 
координатами, (рис. 19).

X О

Ь а

(»ИС. 19.

(АВ) II V => )а Ь) )| )«х) л  [а'Ь ') = |ЛВ| 

24



Фр()Н'1алы1ля проекция фропгалыюй примой есть её 
пачур<ии>иая гзеличина.

У1х>!| наклона фро1па)п.иой прямой к гори :юп тальной 
плоскости проекций II есть угол а .

Z  а  = |Л И | ' I I

с) Г.сли прямая парал:1ел1>на пpoфпJн.пoй [июскости 
проскци!!, то такая прямая пазываол ия профильЕЮЙ прямой.

|Л В | II \¥  -  профильная прямая.

Построим нр<)с1рапствепньи1 чертеж пpoфиJп.пoй прямой 
|ЛИ] по '5аданны\{ координатам (рис.20).

Л(25;5;3(() 1Ц25;25;10)

У



X

а ?

Ь '

а »

Ь

О
/ ■

У

у
Рчс. 21.

|А1Я II W => [а Ь1 ±  |ох) л  |а'Ь'] ±  [ох) л  |а"Ь") = IABI

Профильная проекция профилыюй прямой сеть её 
матура;ц>ная величина. Угол нак^юна профильной прямой к 
горизонтальной плоскости проекций Н есть уюл а .

Z a  = lA B ] 'H

Yixwi наклона прямой к фронтальной hjiockocih н|н)екций 
есть угол р.

Z  П = |Л В Г  V



2. Прямые, перпендикулярные одн(ж плоскостей 
проекций, назьпшются проецирующими прямыми.

а) 1хли прямая исрнсЕщикуляриа сори юнта.11.мой 
плоскосги проскЕщй, [О 1акая прямая называется 
горизонтальной проецирующ ей прямой.

1ЛН1 J II ю ризонзально- проецируюнщя прямая.

Построим пространсгвснный чсргеж горизонтально 
проецирующей прямой [АВ| по :?аданн1>1м координатам (рис.22).

А(4»;10;30) В(40;10;5)

Y



О

Рис. 23.

[АН] I II > |аТ)'1 L |ох) л  [a 'h '| =  |ЛВ|

Фроптадьная проекция i ориюмта.>ьцой проецирующей 
прямой есть ее натуральная величина.

I орию нгальиая проекция юришнталЕ^но проецирующей 
прямой есть точка [а=Ь).

6) Нели прямая перпендикулярна фронча^чьной плоскосги 
проекций, то такая прямая ца и.пшегся фропта;п,ЕК)й проецирующей 
прямой.

[С'!)| 1 V - фропга;п>но прое1щрующая чгрямая.



11о с 1|Н)им 11рос'1р а и с 1 мсмиЕоШ ч е р г е ж  ф р о и г а л ь и о  п р о с ц и р у к ) !ц е й  
прям ой | ( 1 ) |  п о  ш даниы м  к о о р д и н а т а м  ( р и с . 24),

С(30;5;15) 1)(30;3(»;15)

П о с т р о и м  )пюр фpc)нтaJп.иo м р о сц и р у Е о т е й  |С1)] еео 
ча/1,атЕЕ.1м коордиЕЕазам (рис .2 5 ) .

с-с1'
О

О

б о

с 6
1>ис. 2 5 .

[С \)\ 1 V -4> |с(11 .1. [(>х) л  1с(11 -  !С'1)! 

2‘ )



Горию итальная проекция фронтально проецирующей 
прямой есть её натуральная величина.

Ф ронтальная проекция фронтально проецирующей прямой 
есть точка

в) Исли прямая перпендикулярна профильной плоскости 
проекций, то гакая прямая наялвается профильно - просЕщрующей 
прямой.

[Е Р | ±  - профильно - проецирующая прямая.

Построим пространствещ 1ый чертеж профильно 
проецирующей прямой |Е Р | по заданным коорлинатам (рис.2(>).

Е  (25; 15; 5) К (5 ;1 5 ;5 )

г

Рис. 26. 

30

у



е
о

X

е

e"=f"
о

о у

V
Рис. 27.

[EFI J  W => |с Т | II |(>х) л  jel'j II |ох) л  |e f | = |с Т )  = IEFI

Фронтальная и ю ризонзальиая проекции профилЕ.но - 
проецирующей прямой есть naiypiuii.niw величина прямой.

Профильная проекция профшплю - проецирущ сй пря.мой 
ест», точка

Следы прямой

Точки персссчсиия прямой с плоскостями проекций V, Н, 
W называется следами прямой.

Построим нросгранствепный чертеж прямой (АВ) общего 
положения по зндапным координатам (рис.28).



Дано: А (45;15;5), В(20;5;30) 
Определить: М „ - ? Nv - ?

У

Рис. 28.

Если продолжить прямую (ЛВ) до пересечения с 
ш ризонтальмой плоскостью проекций И, то получаем 
горизонтальный след М„ данной прямой.

(ЛВ) гл Н = М „ ( т „  , П1„') -  горизонтальный след прямой.

Нели продолжи!!, прямую (ЛВ) до пересечения с 
ф ронтальной плоскостью 1!роск!и1Й V, то !К)лучаем фрО!Пи1П>Н1>!Й 
след Nv данной !!рямой.

(Л В ) Г'! V = Nv (Пу, Ну') фрО!!Т.ЬТЬ!11>1Й след прямой.

П остроим эпюр пря.мо11 (ЛВ) общс!о положения 1!о 
з а д а н н 1>!М координата.м (рнс.29).



/

и ч атр ^р тц

Рис. 29.
Д | я  о п р е д е л е н и я  И ) р и  1<>нта.и .ио1х> с л с д а  М ц  (П 1 „ ,  Ш л " )  

| | р ч м о 1 1  п р < )Д 1 )л ж и м  ф р о и т л л ь п у н )  п р о е к ц и ю  ( а ’Ь ’ ) Д1) п е р е с е ч е н и я  

с о с ы и  п р ое к п и ! )  [ о х ) ,  ' ^ а г с м  и »  т о ч к и  п е р с с с ч е п и я  ( Ш н )  

п р о в о д и м  п с р и с и д м к у л я р  к  о с и  и р о с к ш и !  ( о х )  д о  п е р с с с ч с н и я  с ю

1. п р о л о . ' 1 ж е 1 т е м  г о р и ^oи т iL ^ I .п о й  п р о е к ц и и  ( и  Ь )  п р я м о й  ю ч к е  

(>«„)•
Д л я  о п р е д е л е н и я  ф р о т ч ш ь и о ю  с л е д а  ( П у  П у ' )  п р я м о 1 1  

П |н ) л о . 1 ж и м  ф р о и 1 ^ ь и > п у к )  и р < ) с к ц и » о  (<1 I ))  д о  и с р с с с ч с п и я  с  о с ь ю  

п р о е к ц и ! )  (ох), ' ^ а т е м  и ч  т о ч к и  п е р с с с ч с н и я  ( П у )  п р о в о д и м  

п с р п с 1 г д и к у л я р  к  ( ) с и  п р ( ) с к ц и 1 1  (ох) д о  п е р с с с ч с н и я  е ю  с  

п р о д о л ж е н и е м  г о р и ю н т а л ь и о й  п | Х ) е к ц и и  (а' I)') п р я м о » !  ю ч к с

(Пу').
1̂  }ак.почеиие можно скачан>. чго прям;1я (А15) после 

(|^ротальною  слсда ^v  (Пу п^') переходи! ио II - четверть 
пространства, а пос.че ю рию нтальио!!) следа М ,, (П1„, Шн’) 
переходит в IV чсгверчь пространстпа.

Ичанмнт' полиженис двух прямых
В  п р о с г р а и с г п с  д в е  п р я м Е л с  м о в у г  р а с п о л а | ' а т Е . с я  т» 

с л е д у ю щ и х  п о л о ж е н и я х ;  I )  ЕЕаршиЕСЛЕ.ЕЕо; 2 ) п е р с с с к а  е е>ся; 3 ) 

екре11ЩватЕ>ся.



На рис.31 предс1 авлсп эпюр взаимно - параллельных 
нрям]>[х |Л В] и |('1)|.

а'

Нели одноименные проекции двух прнм1>1Х взаимно 
napajiJiejH>Hbi, ю  такие прим1.1с наз1.1ваются паразлельнымн 
прямыми.

То сси.:
(ЛИ) II (CD) > (аЬ) II (cd) л  (а'Ь') II (c'd') л (а"Ь") II (c"d")



?.. На рис.32 иринсдси прсстрапстисииыГ! чсрю ж  
псрссскаюшихсн П р Я М Е > 1 Х  1ЛВ| 11 1С1)|.

D

f’Mc. 32.
Па рИ1-33 ириксдси л  пор двух псрссскаюшихсн прямых 

|ЛИ1 и | ( ’1)|.
d ’



Если две прямые имеют одну общую точку, то чакис 
прямые иа:5ываются пересекающимися прямыми. На »̂1юрс 
однонмеииые проекции пересекающихся прямых имеют одну 
общую точку к к ’, ироекции кспорой лежат иа одно»« 
вертика/п.нон линии связи, перпсн;щкуляр1юй к оси 1гроскции 
|ох),

1’о ес1ь:

(А В) м  (С1>) = (• )К  => (а Ь) о  (с г1) = («)к л  (аЪ ') п  (с'с*') = 

(• )к ' л  (а "Ь ") п  (с” (1'') = (•)к"

На р и с .  3 4  п р и в е д е н  п р о с  г р а п с ч  венн1.1Й чep^c>^  

с к р е щ и в а ю щ и х с я  прям 1.1Х  (АВ) и [С1)Ь

О

Рис. 34.



и (СП].

С1'

О

Рис. 35.

Если две прямые пе псрссскаю гся и не пар;и1лсльны , то 
гакис прямые иашишючся скрещ иваю щ имся прямыми.

То есть:
(ЛИ) ■ (СП) л  (ЛИ) о  (СП)

Их о;и1оимеии1.1е проекции мотуг пересекаться в точках, 
ПС южаищх на одной линии свячи.

Копкурируинцие точки. 'Гочки. у которых совпадают  
юризоича-чьцыс и.чи фро1Гпии>1и>1е проекции двух прямых, 
мач1.и^ю |ся конкурирующие. С помощью конкурирующих точек 
определяю] ВИДИМОС11. и  неви];имость гсч)мегрических УлемсЕИоп,

На чергеже ю ч ки  I н 2, 3 и 4 - конкурирующие точки.



5 -  Л Е К Ц И Я . П роекции  прямого угла. Плоскость. 
С пособы  задания ш ю скости  на чертеже. С леды  плоскости.

Если ДЕ1е сгоро»пл треуиш 1>ника отпоситс;11.1К) плоскости 
проекции расположсп!.! в общем положении, то проекция 
прямок) угла проецируется иа эту плоскоси. проекции иод 
острый или тупой У1ХЗЛ.

На р и с . 3 6  п р и в е д е н  п р о с ч р а н с т в с н м ы й  чертеж ДЕ$ух в и ш м н о  

п с р п е н д и к у л я р н 1 > 1 х  п р я м ы х  (ЛИ) и (ВС).

(ЛВ) 1 (ВС)

Рис. 36,

Теорема: Если одна си)роиа прямого уьча пар<и1лс.чьна 
плоскости, а другая сторона пе перпендикулярна этой плоскости 
проекции. К) этот у|Х)л просцирус1ся на плоскость проекции б с 1 
искажения, т.е. под прямЕ>1М углом.

(ЛВ) II И л  (ВС) 1 И /a b c = Z Л B ( ' = 90"

1ример: ( ) 1гр сде ,аи Е 1. р а с с ю я п и е  от точки С д о  прямой (ЛВ) 

(рис.37).



Лано: (АВ) II И л  ( • ) ( ' 
Определить: 1(*)(\(АВ)1 • ? мм.

Рис. 37.
Плоскосгь. (  |и к‘<»Г>ы 'ш иш нн п лоскости  ин чертеже.

Плоское!!. JJO eoBOKyiiUocib мш )жества точек и являегся 
нейpepMBHoii ио!?ерхиосты{).

Через три гочки псегда ^^oжп() провести две парачлсльпые 
П.1М две мерсееканициеся прямые, лоугому плоскость проекции па 
'ч ртежс в осиоипом iiuiiieicn в следующих видах.
I Проекциями i pex Г()Чск, не лежащих на одной прямо11 
Р (Л ,1 Ш  (рис.38).



2, Проекциями прямой и точки^не лежащей на этой прямо11. 
Р((АВ) л  (•)С ), (« к : г(Л В ) (рис.39).

■X

Рис. 39.

3. Проекциями пересекающихся двух прямых Р((АВ) п  (1К')) 
(рис.40).

X



4. Проекциями двух взаимно - иараллслЕ.иых прямых Р((ЛИ) 
(С1))) (рис,41).

с'

Рис. 41.

5. Плоскмчп! геометрическими фигурами треутольника, 
четырёху!х>;п>ппка, ромба и 1.д. Р(Л ЛВ(')-. Р(1 !ЛВСВ), 
Р(ОАВСГ))...

6 Следами плоскости Р(Рц' •Ч-. •V ) (рис.42).

О



Линии мсрссечеиия плоскосги с плоскостями проекции Н, 
V, »»азываются следами плоскости.

Относительно плоскостей проекций плоскость може) 
занимать различное положение.

Плоскость, не нерпендикулярная ни одной из основных 
плоскостей нроскции И, V, называемся плоскосгью общегх) 
положения.

На рис.43 приведен пространственный чертеж плоскости 
общ его положения Р.

V
\

N
N=n,

/л

Ч У  -

М=т

\Pw

Рн

Рис. 43.
Р о  Н  = Рц -  горизо}!тальный след июскости Р.
Р  о  V = Ру - фронтальный след нлоскоспи Р.
Р  п  W  = Руу. -  црофилыилй след шюскосги Р.

Р„ о  1 \  = Р „  п  = Р „  Р , п  = Р , .

Ру, Ру, Ру - Р точка схода следо»^ нлоск<кги 1*.

На плоскости общего положения ограничиваем грс.мм 
точками плоскосгь А ЛИ (^ Определим горизонтальный и 
ф ронта1п.ный следы сторон (Л С ) плоскости Л Л В (', а затем 
горизонтсьнзный и фронта.г1ЬЕ1ый следм сторон (ЛИ).



Ич чертежа видло: од|[()Имспт.1е с;[сды сгоро» Л А И (' 
совпадают с одпоимсппыми следами плоскос! и Р.

М „ ( т „ ,  ш ,/)  е  Р„ л  (nv, 1 4 ')  е  Ру

Пример: Построит!, следы Ру н Р,, плоскости Р чадаипой 
Л ЛИ (’ (рис.44). Э'1а Jaдaчa я11л я с 1ся дом аш не-ф аф ической  
раГю'юй (эпюр 1) студентов. Ксюрдипаты (Х .У ,/)  точек Л,В,С' 
$адаю1ся п миллиметрах со|'ласио варианга.

Лаио: Р(ЛА1К’); 
Определить; Р(Р„ , Ру) -  ?

N0 X V /
А 65 20 10
К 35 10 40
( ' 10 45 20

О

Рис. 44.
.ЛJп <»pитм реш ения норного Jнюpii:

1. (ЛК) г'1 И = М ,|(ш „, ш ,|')
2. (ЛИ) о  V = Nv(nv, п ,')
3. (ИС) Г'1 V = .\|\(11,^, п,у')
4. N . ^  = Р,

Ру гл (ох) Р^
(К Р , и  М „ = Р „

-П



Плоскости перпенликулярные или пар.ише/гьиые к 
основным плоскостям проекций называются плоскостями 
частного полож81гая.

1. Если плоскость параллельна горизонтальной шюскостп 
проекций, то ее называют горизонтальной плоскостью Р II Н.

На рис. 45 приведен пространственный чертеж 
шризонтальной плоскости.

Рис. 45.

Как видно из чертежа, гочка, прямая и плоскость А А В (' 
прина/длежат горизонталыиж плоскости Р и фpoнтaJП>пыc 
проекции их проецированы па фронтальный след плоскости.

На рис. 46 приведен эпюр юризонга-чьной плоскости Р.



о

Рис. 46.
‘l>poiiia;ibHbiii слсд 1*у [Х)рн плоскости Р

параллелен оси проекций ¡ох).

I* II И \ \  !1 |ох)

(  IU>iic I н о  Ю р и Ю И T iL lE .no i i  п л о с к о с  ги :

Если нсяк^ш гочка. прямая, плоскость прииадлсжаг 
'ори K)nr;LU>iioii плоскости Р, го ф роп паьи ы с проекции всякой 
ю чки . ирямо11. iiJiocKoeiH проецирую 1ся иа ф р о м rajn.ni.iii след 
1(-)тиЧОИ 1а:п>цои плоскости.
1 о  с с li.:

V (•) А G Р II И => il' G Pv

li ji4)M случае следует oiM em ib, ч ю  плоскосп . Л Л В(' 
иросиирустся иа ¡хуричоитши.пун) п.тоскость проекций в 
иагуральиук) ве.чичппу

(Л ЛИС) fc Р II II => (Л iihc) ^  |Л Л И (’1

2. lie И1 плоскосгь параллсльна ф ро1п ал ьи о 1| плоскосги 
проекции, го ее начьиииот ф|и>1м альи 1и1 1ьик'к<н.1ьн> Р II V.

Па рис 47 приведен нрострамсгвеииыи чергеж  фроиг.ии.иой
М Ю СКОО'И .



V

Рис. 47.

К ак видно из чертежи, точка, прямая н плоскость Л ЛИС 
ири»а;1; 1еж ат фронпишной аю ско сти  Р и горичомпшьиыс 
проекции их проецированы иа 1ори:юп гштьпый след фроит^шьпо!! 
плоскости.

На рис. 48 приведен эпюр фроитальпо»! плоскости Р.

а'о

X

Рн а

Рис. 48.

О

1'оричоптальный след Р,, фронгалыю»! плоскосги Р 
пар;и[ле;1си оси проекции |ох) .



Р II V Р„ II lox)
('iu)ncrm) ф р о тал ьн о й  плоскосги:
lic;in всякая чочка, прямая, плоскость прииадлсжаг 

(|)ропга-1П>иой плоскосги Р, то  горичо1па-Ш.иые ГЕроекции всяк(>й 
точки, прямой, плоскости просиирую гся lía горизонт<и1ьпый слсд 
(¡ipoH I ;ип>пой плоскости .

Го сс1 ь:
V (•) А G Р II V ¡1 е  1»„

В л о м  случае следует о г м с г т ь , чп) плоскосгь Л Л1К’ 
проецируется на фро1п а .1ьпую плоскость проекций и патураль}1ую 
НС 1ичииу

(Л ЛВС) G Р II V (Л а'ЬЧ-') = 1Л ABCI

3. Гс;и1 плоскость парш 1лсл].иа профил1,ной плс)скосги 
проекций, то ее на;ч>шают профильной плоскостью Р II W .

Иа рис.49, приведен прострапс! венный чертеж проф пд1>пой
И'ЮСКОСТП.

Рис. 49.
Как видно из чертежа, Г4)чка, прямая п плоскосгь Л Л И (' 

црина^ичсжат профилыюи плоскосги Р, и од}1оимеппыс проскшш 
их проецируются на одноимеппые следы профильной плоскости. 

Иа рис, 50 приведен эпю!") профильной плоское!и  Р.



X

Р у

а ' «а"

Рх 0

/а '

Рн
V

Рис. 50

V

Горизонтальный след и фронт.и1ьный след
профильной плоскости перпендикулярны оси проекций 1«х).

Р  II W => Р„ 1 |о х ) л  Р у Х  1ох)

С войство профилыюй плоскости;

!:сли всякая гочка, 1грямая, плоскость прин<1ллеж;п 
Ефофильной плоскости Р, то горизонтальные и фронта-чьпыс 
проекции всякой точки, прямой, плоскости проецируются п;| 
горизонтальный и фронтальный следы профильной плоскости

То есть:
V (•) А е  Р II а е  Р„ л а' 6 Ру

в  этом случае следует отметить, что плоскость А АИС 
проецируется на профильную плоскость проекций в н<пур.ь'1ьпую 
величину.

(А АВС) е  Р II =>( А а"Ь"с") = 1Д АВС1

Плоскости, перпендикулярные к гиюскостям проскпиЛ 
(Н, V, \У), называются просцнруницими плоскостями.

1. Ггсли плоскость церпендикулярна 1х)ри;«)НТсип.моп 
плоскосги проекций, то  се называют горизоитальш! - 
проецирую щ ей плоскостью  Р X И.

Па рис.51 приведен пространственный чертеж 
1х)ри 1онта;ц>но - проецирующей плоскости.



Как видно из чертежа, точка, прямая и плоскость Л ЛВ С  
принадлежат горичонтсыьпо - проецирующей плоскости Р  и 
гори ? о н т а Л 1>1н.гс проекции их проецируются на ифичонтальпый 
с ;к .1 плоскости

На рис. 52 привсдсп эпюр торизоптальпо
•'I ч)».пирующей плоскости Р.

X



Ф ро и тш 1Ы 1ы й  след Ру го р и зо н тш Е ы ю  - п р о е ц и р у ю щ е й  

плоскости пер1гендикуляреЕ? к  оси проекций fox).
V ± Н -> 1 \  1 [ох)

Свойсгпо !Х1ричоптш1ы ю  - проецирующей плоскосги;

EcjIH всякая точка, прямая, плоскость принадлежат 
горизонтально - ироецирую 1цей плоскости Р, то горизоптапьныс 
проекции всякой гочки, прямой, плоскости проецируются па 
горизонта;п>иый след iX)pH:K)nrajn>no - проецирующей плоскости.

То есть:
V (•) Л  G Р X и  => а G Р„

Угол н а к л о н а  1Х)ризонт<инлк) - ироецирую Ецей п л о с к о с г и  

к ф р о н т а л ь н о й  п л о с к о с т и  п р о е к ц и й  V - естЕ. yixxí р.

Z  Р Р  '  V

Выберем точки А, И, С, I), ЕЕринадлежащие г о р и з о н т а л ь н о -  
проецирующей плоскости.

(•) А е  Р  л  (•) А е I

(•) В е  Р л  (•) В G II

( • )  I) £ Р л  (•) I) е  III

( . )  С  е  Р л  (•) С е  IV

Заключение: 1'ори:1онгш 1ьпо - проецирующая плоскос 1ь 
проходит через I, II, III , IV чечверЕИ пространства.

2. Если ЕЕЛоскость перпснликулярна ф р о н г ш Е ь н о й  плоскости 
проекций, т о  ее п азьтакп  фронтально - проецирующей 
плоскостью Р X V.

На р и с .53 п р и в е д е н  пр ос ] ра 1 Ес г ве н Е1 ЬЕЙ ч е р т е ж  фроЕ1та л ь н о -  
п р о е ц и р у ю щ е й  п л о с к о с  ги.



у
Рис.53.

Kilк видно »и чертежа точка, прямая, плоскость А ЛВС' 
м]1ииад;}сжат фронтально - просппрующс»! плоскости Р, и 
фротчии.ш.ю проекции их проецмрукпся па фроцтаги.пый слсд  
И.И)СКОС1И.

На рис.54 прииедсп ЛЕюр ф роп тал 1>ио - прскцирую тей
1!.'1()СКС)СГИ Р-

Р\/

X,



Горизонтальный слсд фронтши>ио - ПрОСЦНруН)ЩС(1
плоскости перпендикулярен к оси проекций |ох).

Р  _1. V Рн 1  [ох)
Свойство ф р о } 1 Т < ь '1 ь п о  - п р о е ц и р у ю щ е ! !  тиюскости ;

Если всякая точка, прям<ы, плоскость прнма,;и1сжа! 
фронтально - проецирую щ ей плоскости Р, то фронза.'п>ныс 
проекции всякой точки, прямой, гыоскости просцируюгся на 
фронтальный след ф ро1п а 1П>но - иросцирующей плоскосзи Р.

То есть:
V (• )  А е  Р X V => а ' е  Ру

Угол наклона фромт«ии.ио - проецирующей плоскости к 
горизонтальной плоскости проекций II - есть угол а .

Выберем точки А , В, С, I), принадлежащие фрониип.но 
проецирующей плоскости Р.

(• )  А е  Р л  (•) Л е  I

( • )  С е  Р л  {•) С е  II

( • )  П е  Р л  (•) I) е  III

( • )  В с  Р л  (•) В е  IV

Заключение: фронтально - проецирующая плоскосгь 
проходит через I, 11, !И , IV  четверти пространства.

3. Если плоскосгь перпендикулярна профильной илоскосш 
проекций, то ее называет профильно - проецнрующей 
плоскостью Р J_ \У-

Па рис 55 привс]1сп прострапствснньи! чертеж профичьно- 
проещ фую щ ей гиюскости Р.



Рис.55.
Как видно из ч ср |еж а , точка, ирямим, Г1лоскосп> Л А В С  

принадлежа! профильпо-просцирую щ е»! п лоскости  I* и 
профи.иьпьк“ ироекции их проецируются на ггрофил1.иыи след 
ИЛОСКОСТИ р.

Иа рис.56 приведен эпюр нроф ильно-ироепирую щ ей 
плоскости Р.



Горичолтальны й след Р,, и фроптш 1Ь)м.п1 след Ру 
п роф и льи о 'п росц и рую щ сй  плоскости  11ара-||лсл1>т>1 к оси 
проекций [ох).

Р  1  \У Р„ II |о х ) л  Ру Л [ох)

С войство проф ильн о-и роецирую щ сй плоскости :

Нели I^cякilя точка, прямая, плоскосгь прииадлсж аг 
Г1роф и лы 1о-пр<)сцирую 1цей плоскости Р , то  профильные проекции 
всякой то чки , п рям ой , ПЛОСКОС1И проецируются иа профи^п>ный 
след проф ильн о-п роецирую щ ей плоскости  Р.

Т о есть:
V ( • )  А е  Р  1  => а "  е  Р«

Угх)л н ак л о н а  профи;п.по-мроецирую и1ей плоскости Р  к 
гори ю пташ .мой п лоскости  проекций Н  - есть у1Х)л а .

^  а  =  Р  II

Угол н ак л о н а  профиль{ю -проецирую ш с11 шгоскости Р к 
ф ронтальной п лоскости  пре)екций V - есть у1Х)л р.

/  Р ^  Р ^ У

В ы берем  точку  А, принадлеж ащ ей профильно- 
проецирую щ ей ш ю скости  Р.

(• )  А е  Р  л  (•)  А е  I

З аклю чен и е; проф ильно-проецнрую щ ая шгоскость проходит 
через 1, I I , IV  четверти нросгранства.

О дна ич проекций  всякой гочки, прямой, плоской ф и 1ур|.|, 
принадлеж ащ их проецирую пщ м плоскостям, леж ит па 
соответствую щ их следах нросцирун)щ их плоскостей, г.е. 
проецирун)пп1е плоскости  обладаю т свойсгвом сбора.



а '
О

6

Р и с.57.
Э за ПЛОСКОС! г> Т  яш 1ястся часгнь!м случаем  !1рофш п.но- 

111‘юец,ирующе11 !ии»скости. Если а  = 45" , то  плоскость Т  
иачмвают биссекч'орпым (р и с .58).

Р и с .58,
О , пер1$ая биссекторм ая плоскосгь  - плоскость,

| 11К)ходя!иая чсрсч первый и тречи!! уии ,1 иространсччии
0 ,1  !5ГОраЯ би ссекг0 р!1ия !1 Л О С К О С !Ч .  ! ! Л О С К О С Т Ь ,

проходяи 1ая чсрсч второй и чсгвсрты й уи)ы просграпсчва, 
( '|Я)»1С! В<.), Если ИCЯK¿lЯ точка  Л llp^ИliUЬICЖИ г бпссскторпо»! 
П-10СК0 С1И. то она равноуда.1спа ог ю ри чоп  ч ;и1!.ио11 и 
г[1ромтальиой п,чоскостеи п роекций .



7 -  ЛККЦ ИЯ. Ириналлсжность прямой и точки 
плоскости. 1'лавные линии плоскости.

ПринадлсжиосТЕ. прям о11 и точки (июскосги осиоЕ?ана на 
геом етрию  (р и с .59).

1.Е сли  11рям<1я (M N ) с плоскостью  1* имеет две ( 1, 2 ) 
общ ие то ч к и , то  она ирииал;1еж и г  данной плс)скос1И Р. (M N )c; Г.

2. 1*слн прямая (КК) ироходит через точку  (К), 
принадлеж ащ ую  плоскости Р  и параллельно некоторой прммо!1 
(В С ) п лоскости , то  эта прямая (КР) такж е ирин;илеж ит данио!? 
п лоскости  I*.

(К,К) гл (АВ) = ( • )  К 6  Р  л  (КГ) 11 (ВС) -4> (КГ) с: Р 
П рим ер; О пределить недостаю щ ую  проекцию  прямой (MiN). 

прип;щ леж ащ ей плоскости  Р, вы раж оню й и вило днух 
пересекаю щ и х прямых (АВ) и (В ( ’) (рис.60).

Дано;
Р((АВ) п  

(В О ) л  
(MN) с  Р
О прсделигь: О
( т п )  - ?



3. Ксли ()Л}|оименные сл сд и  прям ой  (Л В ) п ри н адлеж ат  
ОЛИОИМС11П1.1М следом плоскости Р, го эта прямая (Л В ) гакж с
И p И H i l Д Л C Ж И T  П Л < )С К О С '1 И  р.

(ЛИ ) о  II -  Мн е  Р„ л  (ЛИ ) о  V =  Nv е  Ру ^  (ЛИ) с: Р

Г1римс]у: О пределить горизопт^ыьпую  проскцмк) п р ям о й  
(ЛИ), принадлеж ащ ей плоскости Р. (р и с .61).

Лапо;

, Ру) л  
(ЛИ) с  Р  
Определить:
1мЪ) - ? •О

Рис. 61.
4. Бели точка («)К принадлеж ит н екоторой  прямой (IVIN) 

п'ш скости Р, 14) точка (•)К  также принахьчежит пл1)скости Р

е ж  е  ( М ^ ) с -  Р  ( • )  К  е  Р

Пример: О пределить горпчон гальпую  ироекпию  точки К , 
прии;1д.тсж;1п1е 11 профильно - проец ирую щ ей плоскости Р  (р и с .6 2 )
Дано:
Р(Р„ ,1 \ )  Л 
л  (•) К  е  Р  
Определит!.; 
(к) - ?

П' Р у



ПрямЕлс, Е ф и н ад л сж ати с  11;1оскости и иархчлсльиые одной 
из плоскостей проекц и й  И, V, ЕЕазываются главными линиями 
плоскости.

Рассмотрим п ространственны й чертеж п л о с к о с е и  общ еЕ о  
полож ения 1* (рис.63).

Рис. 63.

h„ Е'оризонталь плоскосги . 
f „ -  фроЕпинь п лоскости ,

Горизонтшш п лоскости  - это  прямая, принадлеж ащ ая 
плоск()стн I* и нараллсльЕ1ая juiockoceh  проекций 11

Ь „ с : Р л Ь „  1111

Ф ронтши. п лоскости  - э т о  Е1рямия, ЕЕринадпежащая плоскости I* 
н паралле;ЕЕ.ЕЕая п л о с к о с ш  проекЕшй

УГ„с: Р  л  f j l  V



Pv

X

Рн

X

Р ис.64.

И$ ]Уисунка и и л и о ,  ч т о  фроит^и1Ы1ая п р о е к ц и я  т о р и з о п г а л и  
11 10СК0С 1И Р и а р а ч л с л ь м а  о с и  п р о е к ц и й  1ох) и горизоЕ! г а т ь н а я  
11р 1>см»пя 11)р п з 1)П1ИЛЕ1 п а р ш 1л е л ь н а  горЕЕЧОЕЕтгшыЕому с л е д у  
д а н н о й  HJEt)CKocrH Р.

h„r . Р А h„ II II h ' II lox) л  h II Р„

И i р и с у н к а  п и л п о .  ч т о  lopmoiETiUEE.EiaH ЕЕроекция ф р о п т а л и  
П.10СК0С 1Е1 Р Eiap<LE.Tc.ibiia о с и  проекЕЦЕЙ |ох) и ф р о н т ш п .п а я  
п р о е к ц и я  фроцт;иЕЕ1 параллелЕДЕа фpolEтa^EE.E^oмy с л е д у  даЕЕЕЮй
и .ио ск осгп  Р,

1„с:Рл1;11 V z z > f | | |o x ) A l‘ ' II Pv

.ImiiiH скита плос'кости

Л и н и и ,  ЦрИПа;1ЛСЖаШТЕС ЕЕЛОСКОСТИ и Е1СрЦеПДЕ1КуЛЯрЕЕЫ0 
1х>р1 ги> 1 Е га . :Е ям  и ф р о Е Г Е а л я м  njEOCKocin, » ¡ а з ы Е ^ а ю г  линиями ската
И Л С К  К О С  I El.



Рассмотрим пространстисины й чертеж лииии скатя 
п лоскости  Р  относительно горизонтальной плоскости ироекции 
(р и с .65)

(В М ) -  линия ската  п л о ск о сги  Р  относительно юризонтал!,мой 
п лоскости  проекций Н .

(В М ) с  Р  л  (В М ) I л  (В М ) 1

П рим ер; О пределить угол наклона плоскости Р  отпосигсл!.п<* 
горизонгальной плоскости  проекции Н (рис. 6 6 )

Д ано:
I* Ру ) 

О пределить: 
г : а  = Р П

Р у



8 ЛККЦИМ. К;шим1 1ое положение прямой и плоскости . 
11е))1‘сече1 1ие прямой с плоск<к'тьн> частною  положения.
I к'рссеченне плоскостей, одна n:t которы х -  частного 
положения.

Взаимное положение прямой и шюскости

В [ipocipiincruc прямая м п л о ск о сп . Moiyi Г)ьт> в 
следую щих полож ениях:

1) П ерссскагься в co6 ctbchik)ü точке.

(А В) п  1» = (• )  К

2 ) П срссскаться в месобствспиой ю ч ке .

(Л В ) гл I» = (• )  К <Х)

В JTOM случае прямая параллсл.н а п лоскосги .

Btan.MHO(‘ положение двух плоскостей

В просгрансгве две плоскости M oiyr б ы гь  в следующих 
п(И|ожепиях:

1) I IcpcccK aiься в с о б с 1'вснной п р ям о й .

Р  о  О  = (M N )

2 ) Ili’-PCCCKÜN.CH в несобсгвснмой прям ой.

Р п  Q  = (M N )oo

В Э10М случае две плоскостгг параллелып,!.

11ересече1П1е прямой с шюскостьк» ^laci noro  положения

PaccMoipnM просграпс111снт.1Й ч ср зсж  юричопта-п.но- 
просппрую1це11 п.'юскости Р  и прямую (,ЛВ) общ еи) полож ения 
( рис.67).



П рямая (Л В ) с плоскостью  Р  пересекается одной точке.

(Л В ) о  Р  =  (*)М

С ледует отм етить, что точка пересечения прямой с 
плоскостью  одноврем енно принадлеж ит и прямой, и плоскости. 
В слу'1ае, если  плоскость частного по.'юже){пя, ю  реш ение задачи 
)ттро1цастся, т .к . одна проекция точки пересечепия с тако (1 
плоскостью  будет на соответствующ ем следе ш ю скости. 
О бозначив сс  с помоип>ю ве{)тик<ип.ной Jпlннм связи, находим 
вторую проекЕцио точки пересечения нрям о11 с ироецируючцс!! 
плсккостью  Р. (р и с .6 8 )



Из точки В прямой (ЛВ) проводим прямую общего 
1 М) 1оЖ1 'пия (В(')  и рассмотрим исрссечснис сс с плоскостью Р. 
( р и с . С ) 7 , 6 8 ) .

(В С ) о  Р  -  (*)N

Г1с)нч‘ечспия плоскостей, одна из которы х-частною  
положения

i IcpcccKiiionuic прямые (Л15) и (В С ) образую т плоскость 
ч>Г»ЦС10 иоложспия.

fliocKocTb о б щ ею  полож ения - л  ЛВС' пересекается с 
inocKocTbK) Р  м астною  полож епия по прям ой линии,

(M N ) с  I» л  (M N ) с  (Д Л В С ) I* n  (Л ЛВС:) = (M N )

ГоризонТ 1Ь1 ьпан проекция .ш ти п  псрсссчсния этих 
плоскостей проецпрустси па горизон i альпый слсд горизонт;и1ЫЮ- 
просцирующей плоскосги V.

'Заключение: Если <.)дна из п ересекаю щ и хся плоскосгсй 
яплясгся luiocKocibK) частного ноложс}1ия, то  п этом случае одна 
проекция линии их пересечения будет извесгна. О бозначив сю , 
пахоляг вторую проекцию  линии персссчси ия этих двух 
плоскостей.



п ри м ер: О пределить линию  исрсссчспия плоскости обЕцсю 
ПОЛОЖСИИЯ 0 (Л  Л В С ) с соричоит^ии.иоп ПЛОСКОСТ1>Ю р. 
(р и с .69).

Дано:
0 ( Л  Л В С ) л
Р(1\), Р II н
О пределить:
(M N ) =  Р  О

О

Рис.69.

Пример: О пределить линию  псресече1п1я плоскости общего 
полож ения Р (Р „  . Ру), С гори ю нта;1ьной плоскостью О. (рис.70).

Дано:

Р(Ру Рн)» А 
и(Оу)»
0 1 1  и
О пределить: 
Р п О  = 
(МЫ) II н

Ру

Рис.70.
Заклю чен ие: Когда одна из пересекаю щ ихся п лоскос 1с11 

об 1цс1Х) полож ен и я , а другая - гори клшип>пая плоскость, 
следовательно, харакчер лииии пересечения л и х  плоскосгей 
IopиюнтaльиíLЯ прямая.



9 - ЛККЦИЯ. Пересечение двух 1и10с к о с 1ей оби^ею 
иоложеиия. Пересечение прямой линии общего положения с 
плоскостью общею положения.

Пересечение двух плск*костей общего положения

11рос'1р аи с 1‘вснмый чертеж  перссечс'ция двух плоскос гс11 

о б щ ею  полож ения 0 (0 „ , О у) и 1ч р „  , р  у) приведен  на рис.71.

Рис.71.

Ич чертежа видно, что две илоскосчи пересекаю тся но 
прямой линии (M N ), чтобы  провести ее достаточн о  Г)Е>1ло 
оГниначить ¡очки пересечения одноименны х следов зацанных 
iL'iocKocieii.

Q y  гл Pv  = (• )N ( ii , i i ' )  Ш1 Q „ n  P,| =  ( » j lV K i i i ,  ш ')



Рис.72.

Е сли  одноим енны е следы двух пересекаю щ ихся плоскостей 
общ его п олож ен и я  не пересекаю тся в пределах чертеж а, го в 
этом с л у ш е  для построения линии перессчсЕП1я дапшлх 
плоскостей  использую т вспомогательную  плоскость и в качестве 
такой  п л о ско сти  берут плоскости частного положения.

Н а рис. 73 приведен эпюр двух пересекаю щ ихся ш ю скосте11 
о б щ ею  полож ен ия.



Дино: 0 ( 0 „  , О ,)  л  Р (Р „  Л \.)
Определит!.; (iVIN) =  О  п  I’
1’с!11с!!ие; 1) Для опреда!сиия точки  М (т  , ш') отмечаем

пересечения го р то н та л ь !1!.1х следов плоскостей О  и Р.
2) для определения точки N (п , п ')  проводим 

всномогагельиую  горизонтальную  !и!оскост1> 8 .

(S п  Р) п  (8  п  О ) =  N (11 , п ').

Вс!1омогательняя горизонтальная п лоскость  8 , !1е р есекаяс1, 
л.шмыми Д!зумя 1ТЛОСКОСТЯМИ, образует горизоита.1ьную прям ую  
( 1,2 ) и. и С1ЮЮ очеред!., горизонтальная прямая пересекается в 
ю ч к е  N (11 , и ').

Ес;!!1 одна из пересекаю щ ихся !1лоскостей об щ его  
полож с!1Ия !5ы раж е!1а с.чсдами, а другая в виде треуголы пж а, го 
);1кже испо;п>зуют всномо1“ательпую  !1лоскосгь частного  
положения.

Пример; OпpeдeJ!И!!> линию  персссчси ия д!зух плоскостей  
оГ)!Псго 1И^!оження О  (Д АВС) и Р (Рц Д*у) (ри с.74).

Рис.74.



Дано; Q  (Д А В (’) л  Р (Р „  Л \ )
О пределить; (M N ) =  Q  п  F
Решс}1ие; I) Дпя определен и я  точки М  ( т ,  т ' )  проводим

вспом огательную  горизонтальную ш ю скость S.

(S п  Р ) п  (S п  Q ) = М (п1, ш ')

2) для определен ия ю ч к и  N (n , п ')  провод11м 
вспом огательную  горизонтальную плоскость R.

(R  п  Р )  п  (R  п  Q ) = N (n , п ')

Заклю чение; Е сли  из пересекаю щ ихся плоскостей обе 
общ сп) полож ения, то  характер линии их пересечения будсг 
такж е общ его полож ения.

П ересечен и е п р я м о й  oG iuero полож ения с п лоскостью  общ его
полож ения

На рис. 75 приведен  пространственны й чертеж прямой (ЛВ) 
и плоскости Р  общ еп ) полож ения.



Д | |Я  [1С)СГрОС11ИЯ точки псрсссчсния прям ой с плоскостью  
общ ею  полож ения необходимо вы п олн и ть  следующие три  
условия:

(ЛИ) п  I» = ( • )  К

1. ^icpci данную прямую (Л И ) провести некоторую  
вспомо1агельнук) плоскост!. Q  ч астн о го  положения,

(АИ) с У

2. П остроить нpяv1yю (M N ) п ересечен и я  данной плоскости  
Р ct) вспом о1ател1.!и>й Q

Q  п  Р -  (M N )

•V О пределить точку встречи К  д ан н о й  прямой (Л В ) с 
линией псрсссчсния (M N ) двух п л о ско стей  Р  и Q.

(M N ) г , (ЛИ) = ( • )  К

Пример; Опрсде;н1ТЬ точку всгречп прям ой  (А В ) с плоскосн .ю  1* 
о б щ ею  полож ения (рис.76).

Дано:
Р (Р „ Л \ ) л ( Л В )  
OiipejicjHiib:
(• )  К =(Л В) <  ̂ Р

Он



Пример: О п редели ть точку  нспречи прямой (А В ) с плоскосгьк! 
Р(Л  C D E ) общегх) положения (ри с.77).

Д ано: Р(А  C D K ) л  (АВ) 

О пределить: ( • )  К  =  (АВ) Г\ Р

X



10-ЛЬЖЦИЯ. 11ср |1ендикуля|111(К'гь примой и плоскости. 
Л.Л о р т м ы  [М'шепня чадмч. Перпендикулярное! ь двух
! ! .1 0 С К 0 С ! е Й .

Пер!1енликулнрност1> прямом и ¡июскости

1̂ 1Сстоя}{ис ог точки д о  плоскости определяется нслимнпо!! 
псрпспдикуляра, опуглсимою из данной гочки пя данпую 
п.ю скость.

Прямая ЯВЛЯС1СЯ перпендикуляром, если она 
перпендикулярна днум пересекаю щ им ся прямым, принадлсж апщ х 
гг'юскости (рис.7Х)

Рис. 78.
Из чертежа ви/НМ). ч го  н качестве пересекакииихся прям 1.!Х 

иснол1.зо1?аны ю ри{01гга |ь (Ь„) и ф ронталь (Ср) д ан п о 11 плоск1)сгн 
I*

1. Гх'лп прямая перпендикулярна плоскосги . го 
1 ори }ом гальпая проекция прямо!? псрнспднкуляр}{а
1 о 1)н зо т а л ь п о н  нрс)скнпи 1Ч)|)н зоигалн. а ф роп гал1.пая п роск1П!Я 
прямой перпепднкулярна фс>он га-'н.но|| проекщ ти фр<)}ггалн 
(рис.79. КО).

(ЛК) I Р > (ак) ] Ь л  (а' к ') I Г



2 . Если прямая перпендикулярна плоскости, то 
одноим енны е проекции прямой перпендикулярны олноимснпым 
следам п лоскости .

(Л К ) 1 Р  ^  (а к ) 1  Р „  л  (а ' к ')  1  Р,-

X



Алгоритмы решения {адачи
1}1нмср: О нрсдслип. расстоя}1ие от точки  8  до  п лоскости  

Р (Л Л В (’) (рис.81). Э та задача является д ом аш н е - 
трафичсской работой  (эпю р 2) с т у д е т о в . К оординаты  
(Х ,У,/Д точки 8  и точек  Л З 1С  задаю тся в 
миллиметрах согласн о  варианта.

Дало: 1*(Л Л В С ) л  (* )8  

011рсде;ш  ть: 1 8 Р  I - ?
N0 ] X У 7
А 65 2 0 10
В 35 1 0 40
С 10 45 2 0
8 55 50 50

О



А лгоритм  реш ения второго эп ю р а .
1) Ь„(Ь, Ю  с: (.)С(с, с ') , Го (Г, Г) с: (.)А(а, а')
2) 8 ' X  (Г ), N X (Ь)
3) Х,.,^ с  о  X  V
4) О  гл Р (Л  А В С ) =  (M N )
5) (MN) Х,,̂  ̂ = (-)К(к, к')
6) I 8 К I = [ к 1 = ? т т
П рим ер: П остроить плоскость К (К ц ,Яу)» проходящую через

точку  А, перпендикулярной к прямой (В ( ')  плоскости 
Р(А А В С ) (ри с.82). Э та задача является домаш ней 
граф ической работой  (эпюр 3) студентов. Координаты 
(Х ,У ,/)  точек А ,В ,С  задаются в миллиметрах согласно 
варианта.

Д ано: Р (Л  А В С )
О предслигь:
( • ) А е К ( К „  ,К у)Х (В С ) - ?

№ X V ^ г
А 60 30 10
В 40 10 45
С 15 40 ^ 2 5

О



A i i o p i i i M  p c i i J C H i w  г р с г ь с г о  э п ю р а

1) f ,  (f, Г ')  (-)A (a , a ') , Г ' J  ( b ', c ')  л  f  II lox)
2) n  II M „(m „  , m ,,')
3) M iiítn,,) G K„ 1  (h , c)
■í) n  ¡ox) = Rx
5) Kx e Rv J ( b', c') Л Rv II f '

И с р и е н д и к у л и р н о с т ь  д н у х  ш ю с к о с г е й

I'C.IM о д н а  ШЮСКОСТЕ. п р о х о д и т  ч е р е з  п р я м у ю  

п е р п е н д и к у л я р н у ю  в т о р о й  п л о с к о с г и ,  т о  э г и  д в е  i l i o c k o c t m  

1я а и м и о  п с р м е н д и к у л я р н ы  ( р и с . 8 3 ) .

(А К ) J Р л  (А К ) < z Q ~ > Q  X V

Рис. 83



п ри м ер: Даны п лоскость Р  следами, точка А и точка схода 
следов О х ш ю скости  О  • Ч ерез точку А ¡гровссти 
перпендикулярную  плоскость О  данной плоскости Р  
(ри с.84).

Дано:

Р(1*„ , »4), (•)А  л  ( . ) 0 х
О пределить: (•)А  е  О  .1 Р

О.

•X

Рис. 84

А ;поритм реш ения :шлачи.
1) (»)Л 1  Р

Н 1У1л(Ш || , 1П|^ )
3) V  — Ыу(Пу , Пу )
4) (•)Ыу(Пу/) и  ( • ) 0 х  =  0 \ . ( • )М „ (т „ )  ^  (« )0 х  =  Ои



11 - ЛЬЖ ЦИЯ. Параллельность прямой и ш юскости. 
Пар}и1лельиость двух плоскостей. Алгоритмы решения »идач.

Пар:ки]ельность прямой и шюскости
Если 11р1)странствс11ная [трямая (АВ) иаршительна некоторой 

прямой (MN), 11рин<1длежа1дей ¡игоскости Р, то данная прямая 
(ЛИ) параллельна плоскости Р. (рис.85).

(ЛИ) II ÍMN) с Р ^  (ЛВ) II Р

Лрп.мср: Определить юрн юнтшп.ную н роскцию  прямой (ЛВ) 
11араллс;н.Ек>й плоскости 1*((СО)г'1(1Ж)) (рис.86),

Дано:
Р(((’1))- м1)|-:)),
(ЛИ) II Р 
Определит].;
(а Ь) ■ ?



Пример: О пределить изризонтальиую проекцию  прямой (ЛИ) 
параллельной проф ильно-проецирую щ ей плоскосп п 1* 
(рис.87).

Дано:
Р(Рн » 1 \ )  -L W , (Л И ) II Р  
Определить:
(а Ь) - ?

, а'

Рис. 87

Алгоритм рсщ ения Зс1л ач и  .
1) ( A B ) c Q l  V
2) О  п  Р  = (M N )
3) (А В ) II (M N )

П аряллелы ккть лвух плоскостей

1 . Iscjm ДПС псресскаю щ исся прямые одной плоскости 
соответстпспно пар<и1лельны  двум псрссскаю ш имся прямым 
второй П .'Ю СК О СТИ , то  эти две гшоскостп взаимно пара.1лсльпы 
(рис.8 8 ) и (ри с.89).

(А В ) II (Л ,В ,)  А (ВС) II (В ,С ,) Р  II Q



X

Рис. 89



2. Н ели две 1ию скости параллельны, то  одноименные следы 
плоскостей  такж е взаимно пара;ы ельны  (рис.90).

1*„ II Он л  1\- II Оу => Р  II О

Пример: Ч ерез точку К провести плоскосгь О  параллелг.ной 
плоскосги  Р  (рис.91).

Дано:
Р (Р „  , Ру) л  ( . )  Е  
О пределить:
Е е  0 ( 0 , ,  ,0 ^ )  л  У  II Р

X



Л л ю р н г м ы  реш ен и я  з а д а ч и
1ример: П остроить плоскость О  следами пара;ьчельной данной 

Р (Л А И (’) па расстоянии 20 мм (р и с .92). Э 1а задача 
ЯВЛЯС1СЯ д ом а1и н с-ф аф и ч еск о й  рабо то й  (эпю р 4) 
сгудсмю в. К оординаты  (Х,У,7>) то чек  Л ,В ,С  задакпся п

Дано: Р(Л Л В С ) 
Определить:
0 (0 „, Оу) II
Р  л  10Р1 = 20

N9 1 X П У г
А ^ 65 2 0 10
В 35 10 40
С 1()” ^ 45 2 0

Алгоритм реш ения ч о в с р г о ю  эпюра,
1) |1„(Н, И') с: ( .)С (с , е ' ) . (\\ Г) с ( .)А (а , а ')
2 ) К ( к , к ')  = Ь ( , п 1о ,  ( к , к ' ) 1 |ох)
3) ( - )К  1. Р , (» )к ' I  Г ' л  ( - ) к  Л Ь
4) 1К1)1 = I к(1„]
5) 1КЕ1 =[ к е„ ]
6 ) («Ж  е  И, п  V = Nv
7) IV ' е  Оу II Г ' л  0 „  II Ь 
« )  О  II 1* А  10Р1 =  20 П1П1.



12 - ЛРЖ Ц И Я. Способы преобраювания чертежа. Способ 
перемены плоскостей проекций. Алгоритмы решения аадач.

Способы преобразования чертежа

Для перевода геом етрических элементов ич общегх) 
полож ения на ч а с т о е  с построением  новых полож ении проекций 
называю т преобразованием  чертеж а.

П реобразован ия могут быть вЕлполнены следующими 
способами:

1. П ерем ен ой  (заменой) плоскостей  проекций с условием, 
что рассм атриваем ы й объект ш ш  его элементьЕ должны занимать 
одно из частн ы х  полож ений относительно новой плоскости 
проекций.

2. П еремепгсиием  (враЕцением) ЕсомстрическоЕо о б р а за  и 
ЕЕространстве т а к , чтобы он занима;Е оЕфеделснЕюе (соЕласно 
условию поставлен ной  задачи) частное ЕЕоложение относительно 
плоскости п роекций .

При сп о со б е  совмещ ения плоскость общ ею  полож ения, 
вращ ается вокруг о д е е о г о  из с е ю и х  следов и с е о  назьЕвают частным 
случаем сп о со б а  вращения.

Способ перемены плоскостей проекций

С ущ ность э т о г о  способа заклю чается в е о м , ч е ч * 

геом етрический образ в пространстве сохраЕЕяет свое е е о л о ж с е е и с . 

а вместо V , Н  вводятся дополЕ1ительные плоскости проекций.

При зам ене обязате;ЕЬНо с о х р а Е Е я е т с я  взаимная 
перпендикулярность двух плоскостей проскЕЩИ.

О д Е ш  си стем а заменяется второй системой е ю  следую щ е1Е 
схеме.

При одной  замене:

X У/Н ^  Х 1 У,/И или X \ / \ \  X, У/Н,

Д;ея перехода на Етовую систему берем фроЕнааьпую 
Ешоскость проекц и й  с условием, что  ¥ 1  1 И (рис.93).



Рис. 93

11р о стр аи сти ст1ук) то чку  А проецируем на старую  систему 
плоскости проекци!!, затем проецируем  ее на поиую фронтальную  
ПЛОСКОСТ1. пpocкциi^.

X у / и  -  старая система.
X старая ос1. проекций
X, У ,/Н  -  новая система.
У , иов<1Я фронг^ьн^ная п лоскость проекций.
У 1 п  II = X, - но15ая ось проекций .
( • ) . \  -  прос гранегвенная точка, 
а  -  1 0 [)изонта'л.Пс1.я проекция точки А. 
а ' ф ропгатьпая проекции гочки Л. 
а /  -  новая фронпьтьная п роекц и я  ю ч к и  Л.



Рис. 94

Д ля определения новой ф ронтальной проекции точки А 
отклады ваем  от ново»! оси проекций удатеЕ!Ность точки А 
относите;ц .по горизонтальной плоскости  проекций



[1римс|>: Определить патуральпую  величину о тр езк а  1АВ1 
(рис.‘>5),
Дано: |ЛН|
О пределип .; 1АВ1

А л г о р т м  реш ения задами.
1) V > V, , Х 1 II I ¡1 Ь 1
2) ! а , '  I)/ I = [АН] , |А ,В .1 II V, , Z  а  = [АВ] " И

Пример; О тр ек ж  |А В ) перевести  в ф рон т1шь»ю -  проеннрун)щ ее 
иолож е1Н1с (рис.96).

а,
Дано: |А1Я 
Оиредс.'ни ь: 
|А ,15,| 1  V,



А лгоритм  реш ения задачи.
1) Н  Н 1 , X , II I а ' Ь ' ] , [А ,В ,| II Н ,
2) V  VI , Хз 1 I а , Ь, ]

5 -эп ю р а  целесообразно определить 
треугольной плоскости частного

П еред  реш ением 
патура;Н)Ную величину 
гю лож епия.

Алгоритм решения задачи
П рим ер: О пределигь натуральную  величину греуголыш ка Л ЛВС 

(рис. 97). Э та задача является дом аш нечраф и ческой  
работой  (эш ор 5) студентов. Координаты  (Х ,У ,7) точек

Д ано: Р (Д  А В С ) 
О пределить; 1А Л В С  I

№ X V 7
А 60 30 10

В 30 10 40
С г  10 40 2 0



Л лю ри гм  реш ения пятого апю ра
1 ) 1|̂ , (И, Н') С1 (•)С (е , с ' ) , Н' II |о х )
2) V ->  V, , (Д Л .Б .С .)  1  V , ,  
. 1 ) Н - > Н ,  ,Х,11 (а /Ь ,'с /)
4) (А А 1П,С,) II Н , (Л а,Ь,с,) = 1Д АВС1

11римср; ОпрслслитЕ> угол п акло п а  плоскости  Р  к плоскос гям 
проекций фpoптaJп.noii V и горизон тальной  Н 
(рис.98).

Дано;

О пределить:
/  а  = Р  '  Н  , 

/  \\ = Г ' ' У

Ллгори1М реш ения задачи.
1) У --> У , , Х^ Л . Р н ,
2 ) N(11 , п') е  Ру 
.М N Ы ,(п ,')

“  Р \1
.5) /  а  = Р  I! ,

1) И ->  И , , X, 1  Р у ,
2) М (ш  . т ' )  е  Р„
31 М  -> М , ( т , )
4) Р х 1 41, = Рц[
.5) /  Р = Р '  V



зад ач .
13 -  Л Е К Ц И Я . С 1н>со6  вращ ен и я . А лгоритм ы  реш ен ия 

С'п(К'об враш ения

С ущ ность этого м етода заклю чается в том, что плоскость 
п роекц и й  сохраняет свое полож ение, а пространствечгпый 
геом етри чески й  образ подлеж ит вращению.

Н а рис. 99 приведен пространственны й чертеж  способа 
вращ ения точки  А.

Л -  ось  вращ ения, она можез бы ть ,Ц_Н, Л1Н, ЛНУ.
У  - п лоскость вращ ения, он а  может быть у ] .У ,01111,
д п у .

П лоскость  вращ ения и о с 1. вращения всегда взаимно 
перпендикулярны  О 1  .1 в а  Л п  О  =  О

О  -  центр вращения.
А -  пространственная точка.
К  -  радиус вращ ения, [ О Л ) = К 
А, -  новое полож ение ю ч к и  Л 
(р - угол вращ ения точки  А

С )А  О ,К „ - > С ) А ,



X

Л лю ригм  реш ения задачи

1) («)Л е- Q Í Л л Q II И , Qv II [ох)
2 ) .1 Q  -  <)(о', о)
^) О  W Л -  |( )A ¡  = R = |oii)

l.xjni гочка Л враш ается вокруг оси п ерп ен ди кулярной  
lopHW in альной плоскости ггроскггггй И , го горизон тальная 
проекция эгой  точки вращ ается по окруж ности, а ф р о н тальн ая  
проекция 10ЧКП нерсмспгасгся по прямой параллельной оси  
проекций |ох).

Если гочка Л »{рашается вокруг оси перп ен ди кулярной  
ф ропгам .пой  плоскости  проекций V, то  ф ронтальная п р о ек ц и я  
Л'ой ]()чки j?paiJUicrcM по окруж носги , а горизонгальпая п р о ек ц и я  
ю ч ки  пс)1ем сщ ается ио прямой пар;»ллсльной оси проекций  |о х ) .

11ример; О прелслп гь iiarypíL'n.nyio всличппу отрезка  I АН] 
(])ис. 1 0 1 ).



Д ано: [АВ]
О пределить:
]АВ1

Рис. 101
А ;1Горитм реш ения задачи

. |1 У  , д  II V , ^  (5 = [АВ] 'V

П рим ер: Враш,ением о тр езо к  [АВ] перевести в параллельное 
полож ение к  оси  проекции ! ( ) / )  (р и сЛ 0 2 ).

Д ано: |А В ] 
О предслигь: 
[А В | II \ОХ)



1 )  1 А Ь ]  - О -  Л ] „  - >  1 Л , И , ]  в а  [ ( а / Ъ / !  =  1 А В 1 ,  Z a =  1 А В 1  "  П

2) | А ,В ,Ю  |А:В;1 II [0 7 .)

I  !ример; Вращением определить натуральную  величину 
чреугольпика А В С  (рис. 103).

Дано;
( А  А В С )  1 V  
О предели! ь: 
1 А  А В С !

X

Рис. 103
Л лю рн гм  решения задачи.

(Л Л В С ) о  ^  (А Л ,В , С ,) II И

В р а п и ' и и н  в о к р у г  г о р и | о н т 1У П 1 и л и  ф р о н т ш 1и

И оиорою м вокруг l•opизol!TiUIll ввести то чку  л  на 
\'ровси1. ю р и ч о т а л и  (р и с .104).



Дано:
Л II Ï I  л  (-)А  
О пределись:
(•)А  -О- JiiH 

(*)A ,

Рис. 104

А лгоритм  реш ения задачи.

1) ( .)А  е  Q  1 Л
2) Q  о  Л = О
3) |о  aol = R

Пример: Н ращ еиисм шжру! г о р и з о т и ш  или ф р о 1[тш»и 
определить натурш 1ьмую величину треу1х>льника Л Л Ш ” 
(рис. 105). Эта :1адача является домаш не - графической 
работой  (эпюр 6 ) студентов. Координаты (Х ,У ,/)  точек 
А ,В ,( ' за;1аются в м иллиметрах со!ласмо иариаига.

Д ано: Р (Л  А В (')  
О пределить: 1Л Л В С  I - ?

N« X Y /.
Л 70 30 И)
В 40 15 40
( ' 10 40 2 0

(Л Л В С ) Л||„ > (Л A jB iC ,) = 1Л A lK 'l



Р и с .105.

.■Vil ()[)и ! м реш ения ш естою  эпю ра.

1)h„(h,  h ' )c («KXc, с ' ) , h' Il [ox)
2) C K ' е  .I|,„ > С, ^  ( '
3) ( • )«  G J||„ > В,
4) Ы А  с  J„„ - >
5) («КЧ, u  (•)!{, w («H', >■ (Л Л ,И ,( ' ,)  = 1Л Л1К’

О



С 'пособ совм ещ ен ия 
(В р ащ ен и я  в о к р у г  следов ш ю скости )

П ри  способс совм ещ ения за ось вращ ения берется 
горизон тальны й или фронтши»ный след плоскосги

Е сли  плоскость совм ещ ается  с [’оризонтальной плоскосгью  
п р о ек ц и й  И , то  горизонтальны й след плоскости является о с 1,ю 
вращ ен и я  (рис. 106).

Е сли  1 Ь 10С К 0С Т Ь  совм ещ ается  с фронтальной плоскостью 
п р о ек ц и й  V, то  ф ронтальн ы й след плоскости является осью 
вращ ен ия (рис. 107).

С овм ести ть п лоскость  общ его полож ения Р  с 
ш р и зо н тал ьн о й  плоскостью  проекций  II (рис. 106).

I* г >  .1,.,, ^  Р. с  Н

X



Л л ю р ш м  реш ения задачи.

1) N (п, п ') е  IV

2 ) ( .)N  О  .1ги > (•)^^
п'| = Ц \ 11,1

! 1ример: О пределить натуральную величину отрезка  [ЛИ ] 
иринад.'1сж а1цей н.'ю скости Р ( Р „ , 1 \ )  (рис. 107).

Д.1Ио:
А

1ЛИ] с  Р  
О пределить: 
1ЛВ1 - ?

А.игоритм реш ения задами

а ' . Г,') е  ( .)И
> I», с- V

I) М »',Г ) С)А  
:’ ) I* О  .1ру
:ч) (*)м-О-.1п. >(*)м„ 
■)) (.)м, -0 -.1,у ^ им,,,
1 ) Г„ II 1>, . |а,| 1>„| = 1АВ1

Ь ’



С овм естить вран^ением вокруг гх)ризоЕПШ1ьного следа 
ф ронтальп о-проеци рую щ ую  плоскость I* с г о р к п о н т < и 1Ы 1о й  

п лоскостью  проекций Н  (ри с. 108).

Д ано:
Р(Рн  , Ру) X  V
О пределить:
Z  ф = Pv " Р„ = 90"

PsJ

Рис. 108

С овм естить вращ ением  вокр>т 1 opиз^)!^г¿L;lы^oгo следа 
горизон тально  - Г(роецирующую плоскосгь О  с 1()ризон1 шп>ной 
плоскостью  проекций Н . (рис. 109).

Д ано:
д(0 „ , Ov) 1  н
О пределить:

^  Ф = О у '  Он 
= 90‘’



Сч)вмсстить вра щ ен и ем  в о к р у г  ф р о н т ш 1ы ю 1Х) с л е л а  
ф рош  ал ь н о '  про ец и р у ю щ у ю  и л о с к о с т ! .  Р  с ф р о н т ш 1Ь}ЮЙ 
и л о с к о с п .ю  п р о е к ц и й  V. ( р и с .1 10).

Дано:
1ЧР„ , 1\.) 1  V
Определить;

/  ц> = \ \ ^  Уп 
= 90^

С овм естить вращ ением noKpyi 
юрм и)Н галыю  н|^осиирук)щую н лоскос '1ь 
ш ю скостью  ир()екции V, (рнс.111).

Q O . U  -> Q n ..c ^ V
Д;и)о;

0 (C > „-0 v) 1 и
()прсле;гигь;

^  <Р = Q v^Qh =  90"

ф ронтального сл ед а  
Q  с ф р о н тальн о й

X



15-ЛЕКЦИЯ.
П О В С р Х Н < К ’Т С Й .

Поверхности.

Поверхности

Классификация

П оверхностью  н а з1.1в а с 1ся совокупность послсдоватсл1)ПЫх 
л ини й , движ ущ ихся в п ространстве по определенном у закону. Эту 
движущ ую линию  назы ваю т образующей и она мож ет постоянной 
или бесконечно м еняю щ ейся.

Л иния, определяю щ ая характер движ ения образующей, 
назы вается направляю щ ей.

К лассиф икация иоверхносгей

П оверхности п о  х арактеру  образующей делят на два вида.
1. П рям олинейны е поверхн ости
2. К риволинейны е поверхн ости

П оверхности линейчаты е мо1у) бьп ь  образованы
движ ением  прям ой л и н и и . Л инейчаты е -  поверхносгн , у когорых 
образую щ ие параллельны е или пересекаю тся, яв.чяются 
развертываю щ имися. К ним относятся поверхносгн конуса, 
пирамиды, цилиндра и  призмы.

Коническая поверхность

В общ ем случае кон и ческая  поверхность задается 
направляю щ ей кри вой  л и н и и  и вершиной конуса (рис. 1 1 2 ),

S - верш ина конуса 
Ь  - образующая.
ЛИ  ■ направляю н1ая.



Рис. I 13

Цилиндрическая поверхность.

1̂  общ ем случае ц ш п тд ри ческая  поверхн ость  задастся 
напраЕи1ЯК)П1С11 и наирашгением образую щ ей (р и с .114).

М

А

В, 1> - Образующ ая 
M N  -  направление 
образую щ с ;1 

А В и Л , И 1 
направляю щ ая 
кривая линия



Л инейчаты е поверхности, образующ ие которых 
скрещ иваю тся, назы ваю тся не развертывающимися. К  нлм 
относятся ц и ли ндроид , коноид, гиперболический параболоид или 
косая плоскость.

П о в е р х н о с ти  с ш ю скосты о  п араллели зм а 
Ц и л и н д р о и д . П оверхность, на:1ываемая цнлиЕЬ'фоидом, 

образуется при перем ещ ении прямой JП^нии, но всех своих 
полож ениях сохраЕ!ЯЮщей параллельность некоторой задннн(И1 
плоскости (п л о ско сги  пара.члс;и1зма) и пересекаю щ ей две кривые 
линии (две нап равляю щ ие) (рис. 116).

О d'

Рис. 1 16
К онои д. П оверхность, называем^ш к о е ю и д о м ,  образуется при 

перемещ ении п р ям о 11 .чиееии, во  всех своих положениях 
сохраняю щ ей пapaлJEeлE>нocтE> н екою рой  заданно!« плоскости 
(плоскости n a p a л J E C Л и з м a )  и пересекаю щ ей две Е Е а н р а в л я н м ц и е ,  

одна из которы х кривая, а дру1ая -  прямая ;п1ния (рис.! 17).



Рис. 117
1 и 1К‘рГюл11ч ееки й  параГю лоид и л и  ко сая  п лоскосгь .

Hii рис. 118 лаиы рисун ок и чертеж поверхн ости , 
HiiihiBncMoii косой плоскостью  или т п с р б о л и ч с с к и м  
иараболонлом. О брню вание JToii поверхности м о ж н о  
рассмагрннать как результат перем ещ ен ия прям олип ей пой  
()б|1азующей но двум направляюпАим скрещ иваю щ им ся прям ы м  
линиям -  параллел 1>но некоторой п л о ско сти  параллелизма. Н а
рисунке п .ю скостью  паратлелизма 
Иап|1ав-'1Н1(ИЦИМИ-ИРЯМЕ>1С АВ и ( 'I ) .

являегся  плоскосгь К.

К

И гак. Л-1Я рассматриваемых н оверхп ос 1 с (1 -  ин.'н1нлр0 ида, 
к>)Поила и косой  плоскости образующей! является прямая л и н и я , 
кою рая  долж на одновременно н е р с с с к а 1Ь две нап равляю щ ие 
.11Н1ИИ и оставаться постоянно параллельной н еко то р о й  
плоскости. пpичe^J эти 1ии1равляю 1цие и плоскость пap¿L•|лeлизмa 
должны быть в неизменном полож е1П1и между собой.

Крииолинс'йиыс п0исрчи(к'ти. К риволи нейны е
п о в ерхн ости  образую тся  у1виж снием  плоской или 
нрос гране гвепно!! кривой. О ни не м о 1у г  б ьп ь  с>бразованы 
д виж ением  прям о11 линии .  К к р и в ы м  новсрхносгям  о т н о с я т с я ;  
новерхности  вр а щ ен и я  общ его вида, не линейчатЕле новсрхЕЕОстн 
вюроЕС) ЕЕорядка, ЕН1к;Еическис п о в е р х н о с г н  общеЕХ) Еища, 
ЕЕовсрхности переноса ,  каркаст>ЕС ЕюверхЕюсги, винтовы е 
ио|{ерхиосгн общсЕО 1И1да.



к  поверхностям  вращ ения относятся: сф ера, тор, кольцо, 
эллипсоид вращ еиия, параболой;! вращ еиия, одноиолоси»>1Й 
ш п ер бо л о и д  вращ еи ия, двухполосны й гиперболоид вращения.

К риволинейны е поверХЕЮсти развертываю тся приближеЕшо.
Поверхности вращения

П оверхности вращ ен ия образуются вращательным 
перемещеЕшем прои зводящ ей линии вокру] неподвиж ной оси. 
О бы чно за ось вращеу!ия приЕ1имается вepтикaJIЬнaя ЕЕрямая.

Х одом лю бой  то чки  (А,В) прои}водящей линией 
поверхносги вращения является окружносЕЕ., которую  назьЕвакл 
параллелью поверхности вращ ения (рис. 119).



I |jU)CK()CTn iiiipiuijicjicii перпендикулярны  оси  понерхнос1 И. 
Все параллели (окруж ное! и) без и скаж сп н я  проецирую тся 
(окруж ностями с общим центром ) на ш ю скость, 
перпендикулярную  оси.

11аибол1.шую т  параллелей п оверхн ости  вращ ения 
называют экватором поверхности, и наи м ен ьш ую  -  горлом 
(iiiciiKoiO-

И лоскости, прохо;1япш е чере^ ось п оп ерхности  вращ ения, 
называют меридиональными, а лини и , н о  которы м  они 
перссекаип' поверхность. - меридианами.

П оверхность враи1ения называю т закрытой, если 
меридиои;ш ьное сечение поверхности является зам кн уго 11 криво11 
тинией, пересекаю щ ей ось поверхности в двух точках .

К аркас поверхносги  BpaiueFiHH мож}Ю представить 
параллелями или меридианами иоверхнос! и, а такж е сетью, 
сост(»яще11 из парш ию лей и меридианов.

Ниже иеречислеи 1>1 основные сво й ства  noBcpxHOCTeii 
мращения:

если меридиан проходит через две точки поверХ1Гости, Т() 
его отречок-кратчайщ ее расстояние (геодези ческая линия) на 
поверхности между этими точками,

псе меридиан!.! равш.! между собой,
каждая !П пара:и!слей поверхнос1 Н вращ ения nepeccKaei 

меридиат>! под !!рямым углом, т.с. 1!ар;ии!ели и мерилиан !>1 
образу!(1Т прямоу1Х);!1.!!ую сс!!. !!а п о в е р х н о сти  вращ ения.

лю бая из iK)pM<uieii к !1оисрхности Ефащения пересекаю т ось 
поверхНОС1И.

П оверхносзь вращеп!!я можно представи ть заданной 
очертаниями (очеркам и). Ф ронтальны м очерком  является 
фротт1Ч1ЛЬная проекция ф р 01!1Ш1ЬН01Х) м еридиана, а 
1Х)рнзонтш1ьпым -- гори юнтальная п роек!ш я наиболь!11е1| 
парш1лели.

Критерием задания {ювсрхносги я!1л я с 1ся припадлеж пость 
ю ч к и  1101?орхно( тп Hcjui на черзеж е п о вер х н о сти  по известной 
одпо || проекпис!! точки о!1редслястся взорая  ее  проекция. И) 
поверхность за.чана од!!означ!!0 .



16 - Л Е К Ц И Я . Пересечение поверхности с плоскостью 
частного положения. Пересечение поверхностен с плоскостью 
общего положения.

Пересечение поверхностей с плоскостью частного положения.
Пересечение при емы с гиюскостьи» частного пшюженим

Л иния пересечения м н огоф ан н и кя  с плоскостью  
опрсделясгся по точкам  пересечения ребер многогранника или по 
линиям  п ересечен и я  ф а н е й  многогранника с данной плоскостью . 
Т акая задача сводигся к определению  точек пересечения прямой 
с плоскостью  или к определению  линий пересечения двух 
плоскостей.

При п ересечен ии  м ногогранника с проецирующ ей 
плоскостью , многоугольник сечения определяется по точкам 
пересечения р ебер  м ногогранника с плоскостью  и одна проекция 
фигуры сечен и я  преобразуется в прямую, совпадающую со следом 
данной проец ирую щ ей  плоскости.

П рим ер: О пределить проекции сечения прямой при:ш 1>1 с 
плоскостью  частноЕхз полож ения и патуралып.1Й вид фитуры 
сечения, (рис. 120), Эта }«1дача является домаш не-фафическо»! 
работой (эп ю р  7 и 8 ) студентов. Исходные чертежи, согласно



Пример: Определить проекции сечения прямой призм1>: с 
||р()фил1>п()-пр()ецирун)1цс11 11л о с к о с 1 ью, не прибегая к помощи 
про(|1илы 1ой нроскции (рис. 1 2 1 ).

Р у  т ' к '

X



При пересечении цилиндра с проецирующей плоскостьк> 
образуются следующие фигуры сечения (рис. 1 2 2 ).

0 „ - цилиндрическая поверхность.

Л -  ось  цилиндра.

Р  -  секущая плоскость.

1) I* ±  .1 Р  0 ц  -  обр азуется окруж1ЮСТ1>.

2) Р  .1 => Р  п  0 ц  -  обр азуется эл ли п с .
3) Р  Р  о  0 ц  -  образуется часть эллипса
4) Р  II Л => Р  (П 0 ц  -  образуются дие параллельные прямые и.1и 
прямоуго:п>пик.



Пример: О пределить ироекции сечеиия цилиндра с фроипи1ЫЮ- 
ир<)сцирук)1цей плоскостью I* и натур.шьиы!! вид 
ф ш уры  ссчсиия (рис. 123).

1 , 2  - Гх^п.тая ось эллипса .
3 .4 м;1лая ос 1> эллипса.

('е^1ення конуса с проецнруюп(ей плоск<к'тьи>
При псрсссчспии конуса с проецирук)Щс11 плоскостью 

образуются слсдуюпшс фигуры ссчсния (рис. 124).

0 ,̂  - 11()1{срхиос1Т| копуса.
Л - (,)сь конуса.
I* - с с к у т а я  п л о ск о ст ь
1. -  образующая К 1 )п у с а .

а  угол наклона, обра:зую1цей к оси копуса
О - угол наклона секущей плоскости к оси конуса



1 ) 0  = 90° => Р  п  0̂  ̂ -  обрачустся окружность
2) О > а  => Р  гл 0 ^  -  образуется эллипс.
3) О = а  => Р  0,^ -  образуется парабола.
4) 0  < а  го  Р  о  0,^ -  образуется шпсрбола.
5) ( * ) 8  с  Р  ^  Р  Г') 0  ̂ -  образуются треугольник или

Пример: Определить проекции сечения конуса с фронга-пьио* 
проецирующей плоскостью Р  и натура.'п.ньп1 вид



1 , 2  -  больи^ая ось уллипса.
3 .4  -  малая о с 1> эллипса.

Пример; Определись проекции сечеиия сферы с  фроигал1>ш> 
проецирующей плоскостью Р и натуральпьп! вид 
фигуры сечеиия (рис. 126)

Р у

1 и ‘|кчечония поверхностей с  плоскостью  о б щ его  положения

Пересечение притмы с плоскостью  о б щ его  положении

1 л ; 1и поверхность ян.тяется многогранником, то н этом 
случае посгроение линии пересечения поверхносгн с плоскосгью 
об щ ею  положения уирои1,асгся

Примс)); 0|рсделн'п. ир1>екцни сечеиия гр1'у 1Х)гп.ной прямой 
п р и з . м ы  с п л о ск о с 1ью о б щ е ю  положения и 
натурал1>ны1« иид фигуры с с ч е т п Е Я  ( р и с .127. рпс.12Х),



Э т а  задача является домашпе-фафической работой 
(эпю р 7 и 8  ) студентов механического направления 
образования. Исходшле черпежи, согласно в а р и а т а ,  
сту д с 1гг1.1 берут с наглядного стенда кафедры.

Рис. 127

Задача решается в следующей последовательности

1) Определяют точки встречи плоскости с ребрами призм1,1.

2) Полученные точки соединяют между собой JП^ниeй. 
Полученная фи1ура является рсзул1>гатом пересечения 
плоскости с призмой.

3) Стюсобом совмешепия определяют натурал1)ны{1 вид фи1ур1.1 
сечения.



111')КЧЧ‘'1С11ИС ЦИЛИИЛр:! с п л о с к о с т ь ю  об|ЦСГ(> п о л о ж ен и я
Па р и с .129 ирнвсдсн иростраистиспиый чертеж персссчсиия 

ЦПтиндра с плоскосгью ()Г)ЩС1Х) положения .



Пересечение цилиндра с  плоскостью общси) положения 
определяется в следующей последовательности (рис. 130)

1) На поверхности цилиндра проводят несколько характерных

образующих.

2 )  ОЕтрсдсляют точки встречи этих образующих с  плоскостью I*.
3 )  Соединяют найденные точки линией иоследователЕ.но между 

собой и получают фронтальную проекцию фшуры сечения.
4 )  Способом совмещ ения определяют натуральный вид фщуры 

сечения.

Ру.



17 - Л Е К Ц И Я . Ишимпос пересечение двух поверхностей. 
Сп(»с(»б вспомогательных секущ их плоскостей.

Взаимное пересечение двух поверхностей

В с)Г>1цем случае п с р сс ск а ю т и сс я  дне поверхности обра зуют 
прострапс I всппую линию.

Линия, общая тя  днух п ср ссек аю т и хся  покерхпостей, 
пачываеч'ся линией пересечения (ггсрсхода). Чтобы определил, 
проекции ЛИН1Ш пересечения, псобходимо найти проекции 
нескольких точек, общих для рассматриваемых поверхностей. Для 
определения точек, приЕтадлсжащих линии пересечения 
поисрхпостей, используют два сп екоба:
1. С пособ  вспомогательных секу щ и х плоскостей
2. С 'пособ нсн()Могательных с с к у п ш х  сф ер  (ш аров)

Использование каждого из этих способов зависит от  видов 
данных поисрхпостей и от их в:заимного расположеЕшя.

( пособ вспомогательных секущих плоскостей

'>го 1 способ применяю! в случае, если две псрссекаю ш псся 
повсрх1И)С1 и являются многогранниками или одна т  них 
м п ою ф ан п и к, другая поверхность вращения. И в случае, если 
две п о в с р л н о с т  вращения оси их не перссскаю тся пли 
пар.1Л,цельные

С'уипюс'п. способа вспомо 1 агсльны х секущих ш е о с к о с т с й  
заключается и следующем:
1. З ад ат п л е  две поверхности пересекаю т нсномогитсльной 

плоскостью,
2 . OпpcJ^cл^iю! .чинни персссчсния двух повсрхнос 1сй со  

вспомогаге.чьпом илоскосгыо. (па каждо11 из заданных 
поисрхносгей 15 отдельности)

3. Находят ю ч к и  нсрессчсния полученных линий, которые и 
нртша/ътежат искомой проекции JПlПии пересечсЕШя дт^ух 
поверхностей.
На линии пересечения днух поверхностей, в первую очсрсд!., 

определяю! опорные (характерные) точки, т.е. высшую и низшую, 
кра11нее п|^авую и левую, затем определяют пром сж угочп 1.1с 
точки.



Для построения проекции линии пересечения двух 
поверхностей достаточно определить 7 или 9 точек. Полученные 
точки соединяют плавно с  помощью линейки, лекало.

Наиболее нрое1ы случаи взаимного пересечения 
поверхностей, когда одна ич ЯЕ$ляется нр1)ецирую1ией. т.е 
прямолинейные образующей :>той поверхности (пригмы, цилиЕЕдра) 
перпендикулярньЕ какой ли бо  еелоскости проекции.
Пример: Построить п р о ек ц и и  линии пересечения прямого 

круювого к о и у са  врашения с прямой Г Е р и з м о й  

(рис.131). Э та  задача яшЕяется домашЕ1е-1рафической 
работой (эпюр 9 )  студеЕЕТОВ. Исходные чертежи, 
согласно варианта, студенты берут с  наглядного стенда 
кафедрьЕ.

Пусть конус вра1Е1сния с  вертикальной о сью  пересекаевся 
фронтально-нроецируюЕцей призмой.

Анализ условия -задачи (рис. 131) Еюказываст, чго одею из 
геом етр и ч ески х ЕюверхЕЕосЕи — коЕ1ус, а второй - ЕЕризма. 
образуюЕцие боковой ЕюверхЕЮСТИ котороЕо Е1ерпендикуляр1Ео 
ф ронтальной плоскости проекции. Так как призма трех1ранпая. 
каждую Е'раЕЕЬ можно сч и тать  фрОЕЕТа;ЕЕ>ЕЮ - ПроеЕ1Иру!С)ЕЕ1СЙ 
Етлоекостью.



П о т о м у  в '«»дачах с участием проецирующем Г1ри'зм1>1 одна 
ш  нроскции линии пересечения совладает  с в1.1ражсиЕюй и 
. 1 0 манук> линию проекций призмы в пределах очерка в ю р о й  
повсрхносги. Необходимые г рафические операции проводятся для 
П('сгроепия 1гсдостаюп1ей проекции. Следовательно, из рисунка 
<|)ронтшн.ная проекция линии пересечения со вп ад ает  с 
(1)ронпип.т)й проекции призмы. 1 'оризонтальн!.1е проекции ю ч е к  
Jп1пии пересечения определяю гея согласно «признаку 
припсилсжносги» точек поверхности конуса.

Прежде чем строить I оризонтальЕ1ую  линию пересечения 
необходимо найти характерные (опорны е) точки I ,  4 ,  5 ,  затем  
промежу ! очные точки 2, 3, 8 , 7  линии пересечения.

1^спомога1е;п.ные секущие I оризонтальные плоскости 
перссекаю! конус с  вращения по окружностям, а призму по 
п[)ямолинейпым образующим, зд е сь  лю бая боковая г ра}«ь призмы 
нерссскас! конус вращения отрезком зл.чинса (1, 7, 6 , 5)  и правая 
боковая грань призмы пересекает конус вращения отрезком (1 ,  2 ,  3 ,
4) napaбoJп.г 11ижняя горизоптшп>пая 1 рамь призмы пересекает  
ко11\с иращения по части окружности (4 ,  5).
Пример; Построй 1т> проекции линии пересечения полусферы с  

1П«лпндром вращения (рис. 132).
Д н а ;т з  условия задачи (рис 132) показывает, что одно из 

ге<)\1сгрических поверхлскгей -  сфера, а втх)рой ци;1индр. 
образуюпп^е боковой поверхности когорого перпендикулярны 
Iоризонт;ин>ной плоскости проекции.



Рн

Рис. 132
С л ед о ва 1сльно, из рисунка гори ю н тчьная проекция линии 

пересечения совпадает с  гориюнтальпой проекцией цилиндра в 
пределах очерка поверхности сферы.

ФpoнтaJп>ныe проек!1ии точек линии пересечс1т я  
определяются построением параллелей сферы.

В заи м н ое  и срссечеи и с м н огогранников.

Линия пересечения лвух многогранпиков может Пыть 
определена по точкам пересечения ребер о д н о ю  многог ранника с 
гранями другого: :)го - извесгпая :задача на определение точки 
пересечения прямой с плоскостью.

Линия пересечения многогранников может быгь определена 
и как линия пересечения граней много1'рапников: задача на 
определение лиеши !!ересс1Еепия двух пJE0CK0CIeй. 1 !рсимуи1есгно 
ОТДаСЕСЯ гому из СЕЮСОбоЕЦ которое » зависимости от уС.!ОЕи1Я 
задачи д а с 1 более ЕЕросзое и ЕЕаиболее Еочное реЕПСЕЕие. ' Ь о  два 
сп особа посгроения ;еипии г Е с р е с е ч е и и я  двух ме1оеОЕ'раЕтиков часЕО 
комбипируи) Е',



Линиями псрссечспия двух мно 1 0 1 'ранников в обиюм 
с . 1\чае ЯВ.1ЯКУГСЯ iipocrpanci венные замкнутые прямоуг ольники. В 
зависимое! и от вила миоюграмников и их вшимного 
рас1И)ложсиия лие1иями нсрсссчсиия могут б ы гь  один, два и болсс 
ирое гране incMim.ix МЕЮгоугольников.

1 х л и  о д и н  МНОГО! paiEEiHK ч а с т и ч н о  п е р е с е к а е т с я  д р у г и м ,  к а к  

Й1.1 НС 1ЕОЛНОСТЫО в р с } а с г с я  в  л р у Е 'о й  MHOJ OE р а н Е ж к ,  1 0  и м е е м  о д н у  

t i lM K liy  г у ю  ПрОСТраЕЕСТЕ^СННуЮ л о м а н у ю  ЛИНИЕО, ЕЮ В ЧаИМЕЮС 

и с р с с с ч е н и с  м н о е  о г р а Е ш и к о Е ^  начЕ>1ва!ОТ h c i i o j h i e i EM Е Е р о и и к а Е ш е м  

MJEH BpCiKoii.

Нр!!мср: Нос е роить проекции линеен пересечения двух призм 
(pEIC. 133).

о

1:сли о д и н  МНОЕ 01 раЕ1ЕЕИК ЕЮЛЕЮС J Ь Ю  ЕЕС реС С К аС ТС Я  B E O p I . E M  

MEEOI 01 ранником. ЕЮЛучаСМ ДЕ^С ЛИИИН и х  Е1ерСССЧСЕШЯ линию  
в х о д а  о д Е Е о г о  МНОГОЕ раЕЕИЕЕка в л р у ю й  и ; е и п и ю  вЕ. ЕХода.  Такая 
B ia H M llO C  ЕЕСрСССЧСЕЕИС МНОЕ ОЕ раЕЕПИКОВ ПаН>ЕВаЕ01‘ IEOJEEEI.IM 

нроЕиЕканисм.

H pU N EC p : Н о С Е р О П Г Ь  МроСКЕЦЕИ ЛИННЕЕ ИСрСССЧСЕЕИЯ ЕфЯМОЕЕ НрЕПМЬЕ 

с Е1Е«рамидоЕ1 (рис. 134). ’ )Еа задача я в л я е т с я  домаише -



1раф ичсской рабогой студсигов мсхаиическ01с) 
направления образования. Координаты (Х ,У ,Х ) точек 
А ,В »С ,1)  пирамиды и E ,K ,l] ,Q  пpиз.vIы задаются в 
миллиметрах согласно варианта.

Н ри:ш а своим основанием стоит на гориюпталыюй 
плоскости проекции П. ['оризоитальпыс проекции ее вертикальных 
ребер преобразуются в точки. I рани боковой поверхности причмы 
в гори:юнта1ьной их проекции преобразуются в отрезки прямых, 
т.е эти грани представляют собой отсеки горизопгалыю 
проецирующих плоскостей.

Линии пересечения двух многограш шков определяются по 
точкам пересечения ребер од ною  многогранника с гранями 
другого многогранника. Так, ребро СД  пирамидЕ>! пересекает две 
грани призмы: одну - в точке 4 и вторую - в точке 3 . Ребро АД 
пирамиды [Еересекает две грани призмы в точках 5 и I, ребро ВД 
в точках 7 и 2 .

X

Рис. 134 .

Из четырех боковых ребер призмЕл только о дее о  ребро К 
псресскас'Е' ТЕирамиду. Чтобы пайги е о ч к и  пересечсЕшя ж м о  ребра



10 с ] (Х111ями мирам иды, чсрсч ребро Г> и п ср т и и у  Д пирам и 1̂ы 
прокодим вс11()могатсл1.иую 1орж о»ггалы ю  проецирую щ ую  
плоскость Р. Она псресскаст пирамиду по прямым л и н и я м , 
которых пересекает ребро п р ж м ы  в то чк ах 6  и 8 , Э т и  т о ч к и  и 
ЯВЛЯЮ1СЯ точкам и пересечения ребра Е  прш м ы  с т р е тям и  
пирамиды. Соединяя киж;ц>1е пары т а к и х  точек одних и т е х  ж е  
|р:1псп о тр е:ш ш и  прямых, получаем две линии иерссечсния 
многогранников. Одна т  .1их представляет со б о й  
просфа1к:твенпый м ногоу! одьник 4 6 7 8 5 4 , другая грсугольмик 
3 2 1 3 . И проекциях видимы только те ш  огре^ков м ногоуголыгиков 
пс|'>есечения. ко1 орыс принаячежат видимым граггям 
многогранников; невидимые о тр е ж и  о б а и и ч а ю т  на чергеж е 
штриховым и ;1инпям и.

В о ф р о та л ь н о й  проекции отрезки 32  и 31 л и н и и  
пересечения 3 213  видим1.1. Они црица;у1сжат видимым г|1амям 
н р п ш ы  и 1Н1рами;;|,1. Отрезок 21 являегся невидимым во 
(|)ро»п'ал1.ной пр(ч;кции. Э тот отрезок принадлежи! ви,'1км»>1м 
1 |Х1ПЯм приемы и невидимым гр;1ням нирами;1Ы. В о фpoкгaJH.нoй 
проекции также ви;1имы отрезки 4 6  и 45  второй л и н и и  
пе|х;сечсция, а ог резки 67 , 78  и 85  п ой линии иеви;1имы.

18 Л Е К Ц И Я . В заим ное пе|н.'се'н.‘ ние нинсрхиос 1сй 
в р а т с  111111. С п о со б  в с п о м о га ю л ь н ы х  с е к у щ и х  сфер.

При носгрсхзнии линии пересечения двух поверх)«остей 
вращения прежде всего определяют главные се точки: ю ч к и  
нс)Х'ссчений 1'лавны х меридианов, ж в а то р о в . вы сш ую  и н и зш у ю  
точки по о тп о те п и ю  к плоскосш  уровня. После )то1 о 1)пределя}ог 
друг не промежуточные точки.

Для определения точек линии пересечения д в ух 
поверхностей враптения пользуются всгюмогательными секущ и м и  
поверХ1юстями посредниками, плоским и и сферическими. Их 
выбирают так. чтобы они пересекали каждую  и} нонерхностсй по 
просю йннш  ли1П1ям. т.е параллелям поверхпос1сй вращения.



Способ всп о м огательн ы х секущих сфер.

Этот способ прим еняю т в случае, если две пересекающиеся 
поверхности являются 1юверхи(х;тями вращения, оси симметрии их 
пересекаются и параллель№1 од^юй т плсккостей проекций.

Различают два вида способа вспомогательных секущ их сфер:
1. К о н ц ст р и ч е с к и х  сф ер -  т.е. всп о м огател ьн ая  сфера 

проводится с  о д н о г о  цеЕП'ра.
2 . Эюсцеш рических сфер -  т.е. вспомогательная сфсрс1 

проводится с нескольких цеетров, лежащих на одной линии.
Сущ ность способа концентрических сфер заключается в том, 

что вспомогательная сфера нр ово д тся из точки пересечения ^х;сй 
врап1сния двух поверхностей

Вспомогательная “ min”  сфера пересекает одну повсрх)юс7 ь 
по окружности, а со  второй касается по окружности. В пересечении 
этих окружностей «юлучаются точки, обище для обеих 
поверхностей, прина.гпежащие проекции их линии пересечепия.

Построение начинаю т с проведения минимальной сфср|>1. 
Кроме минимальной сф еры проводят три и более сфер. Обычно для 
посгроения проекции линии пересечения достаю чно определшь 7 
или 9 точек.

Пересечение соосн ы х поверхностей вращения (частный 
случай нересеченнн)

Соосными п о в е р х н о с т я м и  вращения н азы в аю т  поверхности, 
имеЕОЩие общую ось  вр ащ ен и я. Ехли пересекающ иеся поверхЕЕости 
имеЕСУт обЕдую о с ь ,  т о  линия ЕЕсрссечеЕ1ия )т и х  ЕЮверхносЕсй будет 
окружностью  ЕюртЕендикулярЕЕой к оси враЕцения.

Пример: Пересечение с(})еры с Ещлиндром приведсЕЮ lEa рис. 
135. Пересечение сферЕ.1 с  конусом п р и в е д с Е Ю  еш  рис. 136



Особенности пересечения соосных поверхностей вращения 
¡¡они^ляст в качестве испомогательных поверхностей при 
построении проекции линии нересечения поверхностей 
иснользопаи, сферы, соосные с данш>1ми новсрхноетями.

Взаимное пересечение поверхностей 2-го порядка

Представляют значительный интерес и имеют Г)о;и>п[ос 
п]Х1К тичсскос значение задачи на нерсссчеиие Ш1гебраических 
ион^ч^хносге!« 2- ю  порядка.

Линией нерссечсиия двух поверхностей 2 -го порядка всегда 
являе1ся алгебраической кривой линией 4 -порядка (в обм1ем 
с 1учае н[)остранственная). Это следует из правила, что порядок 
линии пересечения двух «ип-ебраических поверхностей ранен 
произведению порядков этих поверх}1остей. 1’акис кривые 4 -ю  
порядка 1! отличие от других пространственных кривых такоп) же 
порядка называют биквадратными кривыми .'нитям и. Они мо1уг 
распадаться на кривые низших порядков. Имеются случаи 
распадения биквадратной кривой на две кривы е 2 -го порядка, на 
прямую и нросгранствснную кривую 3 -го порядка, на четыре 
прямые линии. [Разнообразие форм б и квад раш ой  кривой и ее 
сво!1С1на описываются рядом теорем.

'Георема. Если две нерссекаюппю ся шнебраические 
новерхпости 2 'ГО тюрядка имскп' общую плоскость симметрии, то 
||иния их пересечения проецируется на :л у  или другую ей 
нар;и1лельпую плоскость в виде кривой 2 -ю  порядка.

1’ассмотрим примеры посгроения проекции лтпши 
пересечения двух нокерхнооей вращения 2 -го порядка с



пересекающимися осями на плоскость, параллельную плоскости 
симметрии этих поверхностей.

В качестве :$аданных гюнерхпостей возьмем два цилиндра 
вращении радиусами К , и К2 с осями, ггересскающимиси под 
прямым углом (рис. 137). Проекцию линии пересечения ци.аиндров 
вращения можно определить, используя всномоытельные секущие 
сферы -  посредники с центром в точке О. С  пом1>щью 
окружности радиусом , равным радиуса К , большею
цилиндра, определяем две точки проекции линии пересечеиия на 
оси меньшего ц и ;тн д р а.

С  помощью ряда других окружностей радиусами бо;п.ше К , 
определяем проекции точек кривой пересечения.

Линии пересечения двух цилиндров вращения с 
пересекающимися осями проецируются на гиюскосгь, 
параллельную их плоскости симметрии, в виде равносторонней 
гиперболы.

Па р и с . 138  показаны построения проекции линии 
пересечения конуса вращения с цилиндром вращения. Оси 
поверхностей взаимно перпендикулярны и нар<Ц1лельны одной 
фронта;н>ной плоскости проекции.



Пример построения лииии пересечения двух поверхгю стей 
вращения с общей плоскостью СИММС грии. где можно использовать 
ВСП0М01 а1ел1.ныс секущие сферы посредники покачан на рис. 1 3 9 . 
Одна ич поиерхпостей - конус, другая -  сфера. Реш им  его 
способом секущ их ж сц снтри чески х сфер. Такая задача може г быть 
решена и с испольчованием вclюмoгaтeJП>нl>lx секущ их плоскосгей 
уровня или способом к о н ц с т р и ч е с к и х  сфер.

При носгроении линии пересечения [юверхпосгей прежде 
всею  определяем 01юрные точки 1 и 5 пересечения очерковы х 
образующих поверхностей. Затем определяем пром еж у! очные 
ю ч к и . !1ринадлежащие линии пересечения гюверхносгей.

Любая вспомогательная секу1цая сфера поср ед ш ж  
радиусом К^ф с центром на оси ксщуса пересекает е10 и чада»п«ую 
с(()сру по окружностям. О круж ности пересекаются в то чках 2 ,3 .4 
линии пересечения новерх1юсгсй.

1?ыбирая секущие эксцс^ггрические сферы дру1их радиусов 
с р а и тч п ы м и  положениями цегпров па оси поверхности 
вращения конуса, полу^тм ряд тс)чск, принадлежащих искомой 
И1ПИИ псрс-ссчспия поверхностей.



Дру1х>й пример построения линии псрсссчсмия двух 
поверх11ос1сй вращения способом эксцсн1ричсскнх сфер 
рассмотрен на рис. 140 , где кольцо (открытый тор) перссекастся с 
конусом вращения. П овсрхносги имеют одну общую плоскость 
симметрии. Оси пересекаю щ ихся поверхностей вращения между 
собой не пересекаются. Поверхности заданы их фронг;ип>ными 
очерками.



круговые сечения конуса пращения получаются при 
ссчсиии его плоскостями уровня. Ко;пщ о имеет три системы 
кругоиых сечений, диумя h:j них мы воспользуемся и реш ении 
зилачи. Одна система круговых сечений тора находится в 
плоскостях, перпендикулярных оси тора. Другая система 
находится в проецирующих плоскостях, вращающих вокруг этой 
оси.

При ЦОС(роении линии пересечепия поверхностей прежде 
всею  определяем точки i и 2  пересечеЕшя очерковы х 
обра5ующих 1[()верхпостей. Затем через ось вращения тора 
проводим фронтал1.по-проецирующую плоскость R . О на 
псрссекает тор по окружности. Ц отгр ( ) j  сферы, пересекающей 
ю р  по aro ii окружности, находится на пересечепни 
перпендикуляра, носстаиовленного в центре окружности к 
П.10СК0С1И R  с осью конуса вран1ения. Эта вспомогателышя 
секущая сфера имеет радиус К1ф. Она пересекает кол1>цо и конус 
lipameHHH по окружностям, ф ронтальные проекции которы х -- 
отречки прямых. Две точки 4  пересечения окруж ностей 
принадлежат искомой линии пересечепия поверхностей.

Л пал01ичн0 определяем д ругую  промеж уточную  то чк у 3 
-uiinm пересечения (юверхностей. 11ри этом b c h o m o i  агельная 
сфера имеет друю й центр O j, находя1цийся на оси конуса 
вращения.

Горизонтальную проекцию линии пересечения определяют в 
11роекцис)пной свячи с ее фронтальной проекцией.



19 - Л К К Ц И Я .  О пределение углов. Угол между прямой п 
п л оскостью . Угол меж ду двумя плоскостями .

Угол м еж д у  прямой и плоскостью .

Угол между прямой и плоскостью определяется углом между 
прямой и ее ортогональной проекцией на плоскость. У1Х)Л между 
прямой и плоскостью  можно определить, исгю;1Ь{уя 
пространсгвснный чертеж в следующс11 последователыюсги 
(р и с .141)

Р и с .141.

1) Определяют точку встречи прямой ЛИ с  плоскостью Р.

(• Ж  = ( Л В ) п  1»

2 )  Из вершины А прямой (А В) проводят псрнендикуляр иа 
плоскость I*, затем определяют точку встречи перпендикуляра 
с плоскосгью Р.

о  Р  = а



( 'осдимяя точки к  и а, о[|рсдсляк)1 угол а  - уюл между 
iipHMoii (Л В )  н плоскостью I*.

(•) а и  (•) К  = (а  К ) ,  Z  а  = (ЛИ ) л  Р

а  + ц> = 9(1" , / . а  = 9()" - ф

' ')ту задачу можно p e u n m .  и вторым с п о с о б о м .  В этом 

с п о с о б с  Tpc6ycMi,iii yio.i а  опр еделяется  углом ф, i .e .  углом, 
ct)ciaiuicHHi.iM между п е р п сп / тку л я р ом , о и у щ ст и .1 м  из иершины 
Л 1 1 <) п .ю с к о с т ь  1* н прямо!? ( Л К ) .

IlpnMcp: Па рис. 142 приведен чертеж определения угла между 
прямо»! (Л1П и нлоскосчью Р-

Рис . 1 4 2 .



Угол между двумя пл(х;костями Р и О  измеряется липсйиьем 
у1Лом а ,  получс}!»и>1м от перссечення данных нлоскосгст! Р  и у .  
Опре;1с ; 1ение лннсйноп) угла между двумя плоскостями треПусч 
ряда геометрических посгроенией.

Угол между двумя плоскостями определяется следующим 
обраю м  (рис. 143).

Рис. 143.

Из проичвольио!! ТОЧКИ А прострапс1 ва проводим 
перпендикуляр к заданным плоскостям О  п Р. Затем определяем 
п а 1уршп>ную величину угла ф и отсюда можно определить уго.) 
между двумя плоскостями а

Z  а  = 180" - ф

Пример; Определить угол между двумя п.1(КК.остями Р(Рц  ̂ и 
д ( О . м О у ) -  (рис.144).



Д;п 1о:

0 ( ^ 1,
I )11рсдслнгь; 
/  а  1>'' Q

Рис. 144.

( ) 11|Н‘Д1'л е н т ‘ углов .межлу двумя псрсчч'каницимнся 
прямы ми

!![»и\1>.|’ Омрсдслигь угол между днумя ncpcccкí^к)щ;l^иlcя

X

\ 0 н



Алгоритм решения чадачи
1) Ь о(Ь , Ь ')  е  (•)С(с, с ')

2 ) С-)!? О  .1 „„ -> (•)!«,

Пример: Определить угол между двумя псресекакицимнся 
прямыми ЛИ и А С  (рис. 146)

Дано;
( А В )  (П ( А С )  л  
( А В )  J_ П 
Определить:
1 ^ Авс: I -  ?

о

Рис. 146

Алгоритм решения чадачи

1 ) (•)<-’ -О- Лщ

Пример ;1адачи второй контрольной работы.

[1ример: Череч гочку А провес ти прямую Л К, пар^сиюльмую 
чаданЕкэй плоскости Р  и псресекаюшук) прямую НС 
(рис. 147)

Дано: Р ( Р „ , Р у ) , ( И ( ' ) л ( . )  А
Определить: (•) Л с  (А К )  л  ( А К )  п  (И(’ ) л  (А К ) II Р  - ?



О у

X

Л - н о р т м  решения задачи

! I С )  Л  г  К  II I»
2) ( . )  К )  =  К  о  ( В С )  
а )  ( 1 К ’ ) с У

ы  К г - ,  О  = ( 1 , 2 )
0 ( 1 , 2 )  п  ( В Г )  =  ( . ) К

Пример: Ч ерез ю ч к у  Л и р о в е ст и  прямую А К ,  параллельную  
:1 адаммой плс)ск»)сти Р ( (1 )К )  I! (К О ))  и п е р е се к а ю щ у ю  
прямую В С  (рис. 148).



Дано: !» ((I)E ) II (FQ )), (В С )  л  (•) А 
Определить: (•) А  е  (А К )  л  (А К )  п  (В ( ')  л  (А К )  II Р  - ?

•X

Алгоритм решения шдачи
1) (•) А  е R  II Р
2) (•) К )  = R  п  (В С )
Ь) ( B C ) c Q
b ) R n Q  = ( l , 2 )
c ) { \ , 2 ) г л  (В С ) = ( . ) К

Пример задачи иго1х>вой письменной конг}Х)Л1>}И)й paGori.i

Пример: !, На отрезке А С . как на основашш, noc í роить 
равнобедренный греугольник «ак, чтобы eio трсгья псршина 
распола!cUiacb на прямой В Е  (рис149).



X

V '|1!'И(м решения шлачи 
. (ЛС*/2 = ( Л К )  = (К С )
:  !*> К е; 0(11„ Г.,) 1  (ЛС:) 

М ё К ) о О  = ( * ) Т  
3,1 .'ВК) с Р(1>„ , *\ ) 1 *1 

у  Р  ::: (M N )
^M^)  п  ( ВК)  -  (•)Т 

4 ( » П ’ и  ( • ) ( ’ л  (•)'!’ и  (в),^

Пример: 2 . ( ’||()С4>Г)ом и1мсиы п.чоскосгсй проекций !ЮСГроить 
ц о т р  окружиосгп, оиисаиио!! иокру! Iреугольника Л 1{ (\
(рис 150).



в .

Пример; 3. Построить ироекции линии взаимного исресечсиия 
данных поверхностен, (рис 151).
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прилож ения. 

О порны е слова.

1. Проекция.
2. Ортошнальная проекция.
3. Недосгающая проекция.
4 .  Пространство.
5. Октант.
6 . Четверть.
7. Квадрант.
8 . Точка.
9. Точка частного цоложсния.
10. Опорная точка.
11. Промежугочная точка.
12. Общая точка.
13. Прямая.
14. Отрезок.
15. Прямая общего положеипя.
16. Следы прямой.
17. Горизонтальный след  прямой.
18. Фронтальный след прямой.
19. Натуральная величина прямой.
2 0 .  Угол гтаклона прямой.
2 1 .  Прямая частного положения.
2 2 .  ГоризоЕтгсШЬная прямая.
23 .  Фронтальная прямая.
24 .  Профильная прямая.
25 .  Горизошально -  проецирующая прямая.
26 .  ФpoнгiL^LHo -  проецирующая прямая.
27 .  Профи;п,но-проецирующая прямая.
28 . Две прямые.
29 .  Параллельная прямая.
30 . Пересекающая прямсш.
31 . Конкурснгные точки.
32 . Плоскость.
3 3 .  Ось абсциссы.
34 . Ось ординаты.
35 . Ось aпнJHIкaты,



Горизонтальная плоскость  проекции.
. 7̂ <1>ронт«1.!1}>наи плоскост!. проекции.
1 8 . Г1рофил1>цая нлоскос 1 ь проекции.
ЗУ- Г о р и з о т  атьный слсл плоскости.
40. «фронтальный след «июскости.
4 Г  Профильный след плоскости.
42. Точка схода следов.
43. Плоскосгь общего положения.
44 . П лоскость частною положения.
1 .1 . Горизоит<ип>по - проецирующая плоскосге.. 
К). Фронт.ип.по - проецирующая плоскость.
4 ’ Профильно -  проецирующая плоскость.

Горизо1ЕТШП>ная плоскость.
А'.‘ <1)ропт«иц.Е1ая плоскость.

) профи.п>ная плоскость.
'>1 Биссекторная плоскость.

Главные ЛИ1П1И Еиюскости.
! оризонтшп. плоскости.
Фронтап> плоскости.
Линия наибольщсю наклона. 
1̂ с1юмогагельная нлоскос»ь.
Прямо11 угол.

.К Угол.

.‘'V. Повсрхпость.
Харакю р.

6  Г Центр.
Ось.

6  V Расстояние.
М . Ребро.
6.5. Боковая сторона,
6 6 . Многограипик.
67. Верхнее основание.
6 8 . Нижнее основание.
69. Призма.
70  Пирамида.
71. Цилиндр.
72. Конус.
73. Усеченный коЕгус.
74. Сфера,
7.5, ВсЕЮмоЕазелЕЛЕая сфера.



76. Минимальная сфера.
7 7 .  Максимальная сфера.
7 8 .  Тор.
7 9 .  Принадлежность.
80 . Параллельность.
81 . Перпендикулярность.
82 . Скрещивающаяся.
8  3. Пересекающ аяся.
8 4 .  Пересечег1ие двух поверхностей.
85 .  Пересечение поверхносги с  плоскостью.
8 6 . Треугольник.
87 . Натуральная величина треугольника.
8 8 . Четырехугольник.
89. Многоугольник.
9 0 .  Ромб.
9 1 .  Равносторонний треугольник.
9 2 .  Равнобедренный треугольник.
9 3 .  Образующая.
94 .  Направляющая.
95 .  С пособ прямоугольного треугольника.
96 .  Перемена, замена.
97 .  Вращение.
98 . Совмещение.
99 .  Диаметр.
100. Радиус.
101. Равно.
102. Центр сферы.
103. Касательная.
104. Вершина конуса.
105. Вершина пирамиды.
106. Окружность, ннисанЕ1ый в трсуголы тк.
107. Окружность, описаннЕ»1Й около треугольника.
108. Высота.
109. Длина.
ПО. Дальность.
111. Направление.
112. Сторона.
113. Катет.
11 i. Гипотенуза.
115. Овал.



116. Эллипс.
117. 1 1араб()ла.
1 18. Гипербола.
1 19. Трапеция.
1 2 0 . Ко» {цс нтричсс кий.
1 2 1 . Эксцентрический.
1 2 2 . Симметрик.
123. Биссектриса.
124. Линия экватора.
125. Линия мершшамы.
126. Очерковая образующая
127. Прочрачный.
128. П лоскость вращения.
129. О сь Ефан|сния.
130. Центр вращения.
131. Р<ииус вращения.
132. У 1х>л вращения.
133. Ду«а окружности.
134. С)[иосительно.
135. Дву|раниый угол.
136. Основная проекция.
137. Алгоритм.
138. Певи/щмая лииия.
139. Линия свячи.
140. Опорная точка.
141. 'Георема.
142. Определение.
143. С’воГ|стно.
144. Луч.
145. Чертеж.
146. Периметр.
147. 1 1одобный.
148. 1 1редста1зление.
149. 1 1ричнак.
150. Сеченне.
151. СимЕюлика.
152. ( 'оосиый.
153. С пособ.
154. Условия.



В опросы  вариан гон д;1Я итогонон оцспкп по 
« 1 1ачертатс;п>иой геомстрпи».

Варнант № I

1. На отрезке C4Í, как iia стороне, построить 
прямоугольник, приняв за напраштение его диагонали прямую ВС. 
(Рис 1)

2. Способом вращения определит!» величину yiJia между 
прямой В Е  и гиюскостьк) Л В С .  (Рис.2).

3. Построит!, проекции линии взаимного пересечения 
даинЕ.«х поверхностей (Рис.З).

Вариант № 2

1. На прямой С Е  найти точку, удаленную от плоскосги 
А В С  на расстояние 4 0  мм. (Рис. 1).

2. Способом вращения определить величину В!.1со !ы  
треу!х»!ы!ика Л В С ,  проведенной через вершину В  (Рис. 3).

3. Построить ироекции линий Епаимного пересечения 
данЕ 1 1 . 1 Х поверхностей. (Рис. 3).

Вариант № 3

1. Построить точку, сп.мметричнуЕо точке В  относигсмп.но 
прямой С А . (Рис. 1).

2. Способом вра!дения построит». ucEüp и точки сонряж1*п!?я 
сторон угла А В ( !  дугою окружности радиуса в J5mm. (Рис.2),

3. Построить проекции .чинии взаимнотх) пересечения 
д ан н о й  1 ю в е р х н о с 1 И с п ;!о ск о ст ью  А В (\  (Рис.З). П.юскосте. 
с ч и т а т ь  прозрачной.

Вариант № 4

1. Построить прямую призму высотой в 7 0  мм. приняв за 
ее основание греугх^льник А В ( ’ (Рис П-

2. Способом вращения построить ю ч ку  пересечения нелсо! 
Tpeyiojn.HHKa Л В ( ’ (Рис 2).

3. Построит!. ф р оп 1<ип.ную проекцию и истинный вид 
сечсЕИШ данной поверхносги плоскостью Р  (Рис 3). Плоскость 
сч!т?ачь прозрачной.



1. Па отрезке АЕ, как па катете, построить прямоу1Х):п,лый 
IpeyiОЛЫ111К, если вершима прямого угла находится в точ ке  А , а 
|реп>я licpifinna па прямой С Е . (Рис I).

2 . ( 'пособом  замены определить величину расстояния от 
гочки А Д(> прямой B E  (Рис 2).

3. Построить проекции jhihmm взаимного пересечения 
Лапных поверхностей. (Рис 3).

Вариант N*> 6

1. Пост рои гь т очку симметричную точке Е  относительно 
плоскости A I U ’. (Рис.1).

2 . С’пособом замены определить величину угла меж ду 
прямой ВЬ' и плоскостью A B C  (Р и с .2).

3- Посг(Х)ит1. проекции jmihmh взаимного пересечения 
noKcjixnocгей. (Рис.З).

Вариаггг № 7

1. Па отрезке АС!, как на основании, построить 
р;11';н)бедрспный греугольник гак, чтобь( e io  третья ве]>плина 
ра(.:1(>лаки1а1'ь  па прямой B E  ( Р и с ! )

2. i ’noco5i)M замены определить величину расстоя1П1я меж ду 
ок|.>:Ч11пиак!ми1мися прямыми А В  и С Е  (Р и с .2).

3. Посгроить проекции .мппии взаимного пересечения 
л.1инм\ ПОИС11ХНОСгей (Рис.З).

Вариап г N” Н

1. ()п|кдсл1ггь величину расстояния от точки А до 
ПЛОСКО̂ ' 1 и В ( ’Е  (Рис.1).

2. ( ’пособо.м замены в плоскосги  A B C , на отрезке А ( '  как 
па стороне, построить равносгоромний треугсмп,иик (Рис 2).

3. П и с 1 р1)И1 ь 11роекции линии псрсссчсния данной 
по 1?е|1Хност и с плоскосгью ABC' (1^ис.З). Плоскосгь считать 
прозрачной.



1. Построить проекции линии пересечения плоскости
с плоскостью, проходящей через точку Е  перпендикулярно 
прямой А Е . (Р и с .! ) .

2. Способом замены па прямых А В  и С Е  найти точки, 
наиболее близко расположенные между собой. (Рис 2).

3. Построить проекции линии пересечения данных 
поверхностей. (Рис.З).

Вариант № 10

1. Не прибегая к помощи профильной проекции, проведи 
прямую, параллельную оси О Х  и пересекающую прямые А В  и С Е  
(Рис 1).

2. Способом замены построить прямую , уд<1ленную на 15 
мм от  граней угла при ребре А В  (Рис 2).

3. Построить проекции линии взаимною пересечения 
данных поверхностей (Рис 3)

Вариант № 11

1. Построить плоскость, пара;1лельную плоскости А В С  так, 
чтобы обе плоскости oтccкaJги на прямой А Е  отрезок длиной в 
4 0  м м  (Рис 1).

2. Способом замены па ггрямой А В  найти точки, 
удаленные от прямой С Е  на 60  мм. (Рис 2).

3. Построить проекции линии взаимног’о пересечения 
данных поверхностей (Рис 3).

Вариант № 12

1. Не прибегая к помощи профильной проекции, провести 
прямую, параллельную оси О Х  и пересекающую прямые А В  и 
С Е  (Рис 1).

2. Способом замены построить прямую, удшгенную на 15 мм 
от  граней угла при ребре А В  (Рис,2).

3. Построить проекции линии взаимпотх) пересечения 
данных поверхностей (РисЗ)



1. Построить прямоугольную проекцию прямой С К  на 
плоскосгь Л В ( \  (Рис 1).

2. Способом чамсны опрсдс;[ить ислнчппу расстоянпя от‘ 
ю ч ки  К до плоскости А В С . (Рис.2).

3. П осгроиг1> проекции линии взаимного пересечения 
лаипых поверхн(К'тей (Рис 3).

Нариа1гг К« 14

1. П о с 1 роить точку си м м с 1 ричную точке С о ш о си т е л ь и о  
1ПОСКОСТИ Л15К (Рис1).

2. Способо.ч! замены нос « рои гь плоскость  на расстоянии 3 0  
мм от плоскосги Л В ( ’ (Рнс 2).

3. Построить проекции линии взаимною  персссчсиия 
дапно11 поверхности с  плоскостью. (РисЗ.), П л о ск о сть  
счи'га I ь прозрачной.

В а р и а т  № 15

1. Через точку К провести плоскость, перпендикулярную 
плоскости Л В ( '  и параллельную прямой Л В  и найти проекции 
линии пересечения проведенной плоскости с плоскостью А В ( ^  
(Рис. 1 ).

2. С пособом замены построить исгинный вид 1рсуп)льника 
Л ВК . (Рис2).

3. Построить проекции линии взаимного персссчсиия 
данных повсрхпосгей. (Рис 3).

Вариа)гг № 16

I. Построить плоскость т  рассю япии 6 0  мм от плоскости А В ( ' .  
( 1*ис I)

2. Способом замены построить равнобедренпый 
Iрсут'о.тьник. приняв за с ю  боковую сторону отрезок А В . а за 
1ИНИН) основания прямую АК, (Рис 2).

3. Построить нроскции . и т и и  взаимного пересечения 
данно11 поверхности с  плоскоспью А1И' (Рис 3). П чоскость  
с ч т а т ь  пр(5зрачно1Т



1. Оггрсдслит1. »еличину расстояния от ю чки Л до 
плоскости  в е к .  (Рис1).

2. Способом замены построить пенгр и точки сопряжения 
сторон угла Л В К д у ю ю  окружности радиуса в 15 мм. (Рис 2).

3. Построить проекции лииии взаимного персссчсния 
данны х поверхностей. (Рис 3).

Вариант № 18

1. На отрезке А В , как на стороне, построить ромб, приняв 
за направление его диаш на;п 1 прямую СА. (Рис 1).

2. Способом вращения построить центр окружиосги, 
описанной вокру!' треугольника А ВС . (Рис 2).

3. Построить проекции линии взаимного пересечения 
данных поверхностей. (Рис 3).

Вариант № 19

1. Па пря.мой А Е  найти точку, yдiЬ'Ieннyк) от п;к»скос1 и 
АВС.' на рассю яиии 4 0  .мм. (Рис 1).

2. Способом вращения опредс.тигь вeJ!ичинy у1ла между 
!!рямой В Е  и плоскостью А В (\  (Рис,2).

3. Построить проекции линии взаимного !!срсссчсиия 
данной поверхности 1!;1о с к о с 1ью Л ВС , Плоскосгь сч 1! !а г 1. 
прозрачной. (Рис.З).

Вариант № 20

1. Вдо.ть прямо1г отложить О! точки Е  в обе сюромы 
отрезки длиной в 4 0  мм. (Рис 1).

2. Способом вращения определить вeJп^чинy у1ла между 
прямыми Л В  и С Е .  (Рис. 2).

3. Построить проекции линии взаимного персссчсния 
ДаНПЬ!Х !!ОВСрХ1!ОС1С11. (Рис.З),



1. Ч ср с ! прямук) Л Е  провести плоскость перпендикулярную 
плоскости Л В С  и построить проекции линии взаи м л о 1Х) 
пересечения проведенной плоскости с  данной [тлоскостью
( 1>ис.1 ).

2 . ( 'пособом  замены определигь величину угла м еж ду 
плоскостями ЛВС’ и ЛИК (Рис 2).

3. [1осгроить проекции линии взаимного п е р е с е ч е т 1я 
данных иоверхиостс1| (Рис 3).

Вариант № 2 2

]. Посгроить точку, симметричную точке В  относитс^ц>ио 
прямой С-А. (1’ис 1).

2. СТюсобом вращения построить центр окружности, 
нписанны11 13 треугольник ЛВС'. (Рис 2).

3. Построить фроит.аьнук) проекцию и истинный пил 
сечеиия данной поверхности с плоскостью  Р, (Рис 3). П Jю cк ocть  
считать прозрачной.

Вариант № 23

1. Определип. ве;п«чину высоты треуго;п.ника Л В С ,  
проведепшн! через вершину В. (Рис 1).

2. Способом вращения определить величину расстояния от  
точки Е до 1ГЧОСКОСТИ А ВС . (Рис 2).

3. Посгроить ос1ю в 1И.1е проекции линии взаимной^ 
пересечения данных поверхнос1 С11 (Рис.З).

Вариан! № 24

1. Построить [глоскость па расстоянии 6 0  мм от плоскости  
Л ВС . (Рис.1).

2. ( 'пособом  вращения в ш ю скости  ЛВС' на отрезке ВС\ 
как на основании, пострсиггь равпобокую трапецию, если се 
высота равна 20  мм. а диаюншп. 5 0  мм. (Рис 2).

3. Построй г ь проекции ;ц|нии взаимною пересечения 
данной п о вер хн осл 1 с  11лоскосгы о  А С Е . (Рис.З). П .ю скост! .  
считать прозрачном-



1. Определить величину расстояния от точки В до прямо11 
С Л  (Рис 1).

2. Способом вранхения на прямой А В  найти ю чку, 
отстоящую от плоскости В С Е  на расстоянии 3 0  мм. (Рис.2).

3. Построить шризонтальную проекцию и исгинный вид 
сечения данной поверхности с плоскостью Р. (Рис. 3). Плоскосп. 
считать прозрачной.

Вариант № 26

1. Построить прямую призму высотой в 70  мм, приняв за 
ее основание треугольник А В С . (Рис 1).

2. Способом вращения построить плоскость на расстоянии 
3 0  мм от плоскости А В С .  (Рис.2).

3. Построить проекции линии взаимного пересечения 
д а п Е 1ы х  [юверхностей. (РисЗ).

ВариаЕ1т  № 27

1. Определить величину расстояния от точки В до пря.мой 
С А . (Рис 1).

2. Способом вращения определить величину расстояния от 
точка А до прямой ВА . (Рис 2).

3. Построить проекции линии взаимного псрсссчсгшя 
данных поверхностей. (Рис.З)

Вариант № 28

1. На отр еж е С’Е, как на катете, п о с т р о т ь  прямоу1ол 1.Н1>111 
треугольник, если гипотенуза лежит на прямой С'В. (Рис 1).

2. Способом вращения построит!. истинны!? В!Ы 
треугольника А В С . (Рис2).

3. Построить горизонтгии.ную проекцию и истинный вид 
сечения данной поверхности с плоскостью Р. (Рис 3). П лоскос 1 !> 
считать !!розрачной.



1. Па отрезке АС, как на стороне, построить ромб, п ри н яв 
{а направление смежной стороны прямую Л В .  (Рис 1).

2. С пособом вращения определить величину угла м е ж л у  
npHMoii B l i  и плоскостью Л В (\  (Рис.2).

3. Построить проекции . п и и т  в$аимного пересечения 
данных нонерхностсй. (Рис. 3).

Вариант № 3 0

1. Определить величину углов наклона плоскости Л В С  к 
плоскостям И и V . (Рис.1).

2. Способом вращения онрсдс;игп. величину расстояния о т  
ючки Л до HpHMoii BC^ (14ic 2).

3. Построить проекции лтипш взаимноЕО персссчсиия 
данных noBcpxnocTcii (Рис 3).

Вариант N‘> 31

1- Построить проекции прямоуго.'н.пою раннобедрспш)И)
I [)cyiojn,HHKa Л В С  с катето.м В С  па прямо11 т ,  исходя ич 
условия, что р;1диус окружности, om icannon  около треуюльиика, 
равен 0,5 Л В .  (Рис.1).

2- С пособом вращения oпpcдeJП^тTl ис.'и1чину у1 ла м еж лу  
111>ямо»1 Н1- и плоск()сты() Л В С . (Рис.2).

3. Построить нроскции линии FTUiHMHoro пересечения 
laiiHbrx поверхностей (Рис.З).

В а р и а т  № 32

1. П|1овсст'и черс! точку Л прямую Л Г, исресскающук) 
<адани1.1с прямые В С  и Ь’.Д . (Рис 1).

2. С пособом ча.мены тккгроить центр и точки сопряжения 
cTt>poH угла Л В ( '  дугою окружности piunyca в 15 мм. (Рис 2).

3. Построить нроскции JHiHHH взаимною  перессчспия 
тайных iioHcpxHocTCTi. (Рис 3).



1. Через точку А провести прямую А К  параллельную 
1ЫОСКОСТИ Р (В С  I) Д Е )  и пересекающую прямую MN. (Рис 1).

2. Способом замены определить действительную ве.тичину 
угла между плоскостями А С В  и А ЕВ. (Рис 2).

3. Построить проекции линии пересечения данной 
поверхности с  плоскостью  А В С . (Рис 3).

Вариант № 34

1. Построить проекции прямоугольной трапеции А В С Д  с 
большим основанием В С  на прямой ш, исходя из условия, что 
А Д = А В  В С = 1 ,5  А В , угол при вершине В  равен 9 0 “. (Рис 1).

2. Способом вращения построить центр окружности, 
вписанный в треугольник А В С . (Рис 2).

3. Построить фpoнтílльнyю проекцию и истинный вид 
сечения данной поверхности с  плоскостью Р. (Рис 3). П ю с к о с п .  
считать прозрачно»!.

Вариант № 35

1. Построить проекции сферической поверхности, 
радиус которой К = 2 5 м м , касательной к ачоскости Р(Рц ,Ру) в 
точке А б Р ,  (Рис.1).

2. Способом вращения в плоскости А В С  на отрезке В С , 
как на основании, построить равнобокую трапецию, если сс 
высота равна 2 0  мм, а диагональ - 50 ми. (Рис 2).

3. Построить проекции линии взаимного пересечения 
данных поверхностей (Рис.З).

Варнант № 36

1. Провести плоскость 0 ( 0 н  » 0 \ )  касательную к сфере и 
параллельную заданной плоскости Р(Р„ ,Ру)- (Р и с , 1 ).

2. Способом замены опредс.тить величину расстояния от 
точки Е  до плоскости А В (\  (Рис.2).

3. Не прибегая к помощи профильной проекции, построить 
основные проекции линии пересечения данной поверхносги с 
плоскостью Р(Рц »Ру)- Плоскость считан, прозрачной. (Рис.З).



1. На отрезке Л С ,  как на основании, построить 
равнобедренный греугольник так, чю бы  его третья вершина 
располагалась на прямой В К  (Ри с1)

2. Способом замены определить величину расстояния между 
скрещивающимися прямыми А В  и С Е  (Рис.2).

3. Построигь проекции линии взаимною  пересечения 
данных новерхЕЮСтей (Рис.З).

Вариант № 38

1 . Построить прямую призму высотой в 6 0  мм, приняв за ее 
основание треугольЕгик СНА. (Рис. 1).

2. Способом замены определить натура;и>ную величину 
расстояния от ю ч к и  Л до плоскости треуюльника Е С В .  (Рис.2).

3. П о с т р о т ь  осЕЕопиыс проекции линии пересечения данной 
НОВСрХЕЮСТИ с ILTOCKOCTbK) В А С , (Рис.З).

Вариант № 39

1. Онрс/Юлить натура.1ьнук) длиЕ{у вьесоты ЕЕИрамиды при вершине
S с основанием треугольника ABC^ (Рис. 1).
2. Способом заменьЕ onpejíCJiHTb натуральную величину 
р ассто яЕ щ я межлу скрещиваюЕцимися нрямьЕМИ А В  и С Е . (Рис.2).
3. П острои ть проекцЕЕи л и н и и  взаимного п е р е с е ч е н и я  дан1Еых 
ЕЮЕ$еркЕ1остей. (Рис.З).

Вариант N'> 40

1. ПоСТрОИЕ'Ь НрЯМОу1Х)ЛЬ!ЕЫЙ трсуЕ'ольник, ссли извсстно, 
4 1 0  о д и н  из катетов, р;Н?НЕ>1Й в 50мм, ЕЕрИЕ1адЛСЖИГ плоскости 
1р е у Е о л ь н и к а  А В С , а гииотспуза Егаклонена к данной плоскости 
под углом 45". (1’ ис I)

2. Способом замены построить Ефямую , удаленную на 15 
м.м от граней угла при ребре Л В .  (Рис 2).

3. Построить ЕЕроекЕгии ;ГИЕЕИИ взаим>шго ггересечения 
данньЕХ поверхностей. (P iec 3).



1. П остроить проекции прямоугольною треугольника АИС с 
катетом В С  на прямой m и у т л  при вершине А равный 30", 
исходя из условия, Ч1Ч) радиус окружности, описанной около 
треугольника, равен 0,5 АВ. (Рис 1).

2. С п о со б о м  вращения определить величину расстояния от 
точки Е  д о  плоскости А В (\  (Рис 2).

3. П остроить основные проекции линии взаим!ЮГО 
пересечения данных поверхностей (Рис.З).

Вариант № 42

1. П остроить проекции прямоуюльной трапеции А ВС Д , 
если известгю, что А В=А Д , В С = 2 А В  и В С  принад1[ежит прямой 
т .  (Рис.1) .

2. С п о со б о м  вращения определить величину угла между 
прямой В Е  и luiocKocTbK) A B C . (Р и с .2).

3. П остроигь проекции ; 1инии взаимного пересечения 
данных поверхностей. (Рис. 3).

BapHairr № 43

1. П остроить проекции прямоугольника А В ( ’ с  большой 
стороной В С  на прямой т ,  исходя из условия, что отношение его 
сторон равно 2. (Рис 1).

2. С п особом  замены на прямой А В найти точки, 
удаленные от прямой С Е  на 6 0  мм. (Рис 2).

3. Построить проекции линии взаимного пересечения 
данных поверхностей (Рис 3).

Вариант № 44

1. П остроить проекции квадрапа AIKVI с диагональю ВД  на 
прямой т .  (Рис 1).

2. Даны скрещиваюпнюся прям1>1с АВ и СД. Способом 
замены построить прямую параллельную ( ’Д  и отстающую от 1юё 
на расстоянии 20мм, а также пересекающую 1грямую АВ. (Рис 2).

3. Построить ироекции jh u ihh  взаимною пересечения 
данных n o B cp x H o cT c ii (Рис 3).



1. Посгроить п плоскости Р( а II в ) м н о ж е ст во  точек, 
ра1Я!оудатс1Пгых от концов строчка ( 'Д .  (Рис.1).

2. (лю собом  чамспы на прямой А В  найти точку, отстаюЕцую 
от прямой (,’Д па расстоянии 40 мм. (Рис.2).

3. Построить ocHoiufbie проекции линии пересечения данной 
поверхности с  плоскостью Р  . (Рис.З).

Вариант № 46

1. Построить точку симметричную точке Е  относигельно 
плоскости А В С . (Рис.1).

2. Способом замены определить величину угла между 
11РЯМОЙ В К  и плоскостью А В С  (Рис.2).

Построить проекции ;п 1нии взаи.мпого норессчения 
.laniibix 1И)верхиостей. (Рис.З).

Вариант N" 47

1. Построигь проскшш сферической поверхности, центр 
Koiopoi'o находится в точке А, касательной к гию скости Р(Рц ,Ру)
(Рис. 1).

2. С'нособом вращения построигь центр и точки сопряжения 
t i opon угла А В ( '  дугою окружности. (Рис.2).

.V Построить проекции линии взаимного пересечения 
.чайных повсрхиостей. (Рис.З).

Вариант № 48

1. На отрезке А В. как на croptmc, п о с 1 роип> ромб, приняв 
ш направление с ю  диагоииш прямую (.'А, (Рис 1),

2, С'пособом вращения н о с т р о т ь  цснгр окружносги, 
описапиой вокруг ■греу1(>.|и>ника А В ( ' .  (Рис 2).

Посгроить проекции JUiHHH взаи.мпого пересечепия 
данных поверхностей. (!*мс 3).



1. На прямой А Е  найти точку, удаленную от плоскости 
А В С  на расстоянии 40  мм. (Рис 1).

2 . С п о со б о м  вращения определить вс;шчину угла между 
прямой В Е  и плоскостью А В ( ' .  (Р и с .2).

3. Пострюить проекции линии взаимного пересечения 
данных поверхностей. (Рис.З).

Вариант № 50

1. В д о л ь  прямой С Е  отложить от точки Е  в обе стороны 
отрезки длиной в 4 0  мм. (Рис 1).

2. С п особом  вращения определить величину угла между 
прямыми А В  и С Е .  (Рис. 2).

3. П остроить проекции линии взаимного 1!ерссечспия 
данных поверхностей. (Рис.З).

Вариант № 51

1. П остроить проекции прямоугольного треугольника А В С  с 
катетом В С  на прямой т  и углом при вершине А равный 60", 
исходя из условия, что радиус окружности, описанной около 
треу1Х)льника, равен 0,5 А В . (Рис 1)

2. С пособом замены построить равнобедренны»! 
треугольник, приняв за его боковую сторону отрезок АВ, а за 
линию основания прямую АЕ. (Рис 2).

3. Построить проекции линии взаимного пересечения 
данной поверхности с  плоскостью А В С  (Рис 3). Плоскость 
считать прозрачной.

Вариант № 52

1. П остроить проекции сферической поверхности, центр 
которой находится в точке А, касательной к плоскости Р(1*ц ,Ру)
(Рис. 1).

2. С п особом  вращения построить центр и точки сопряжения 
сторон угла АВС' дугою окружности радиуса в 15мм, (Рис.2).

3. Построить проекции линии взаимного пересечен11Я 
данных 11овсрхЕ!Остей. (Рис.З).



I. Построит», проекции прямоугольника Л И С  с бо.'ЕыиеГт 
ciopoHoii В С  па прямой ш, исходя ич условия, что отношение еи> 
сю р он  paimo 2. (Рис.1).

I. C'iiocüGoM крашения ностроии> ш ю с к о с 1 ь на рассгомпии 
3 0  мм от Г1ЛОСКОС1 И Л В ( ' .  (1*ис.2).

3- Построим, проекции линии взаммти>К) пересечения 
лапных повсрхпосICÜ, (РисЗ).

Вариан '1 N" 54

1. Построит!, проекции квадрата Л В С Д  с о  стороной В С  на 
прямо!) П1 , если ичиестио положение першины квадрата точки Л. 
(Ри.Ч ).

2. ( 'пособом чамены на прямой Л В  найти точку, отстаюигую 
о| прямой С Д  на расстоянии 40мм. (Рис2).

3. Постр4)итт> проекции ли}ни1 вчаи м пою  псрсссчсния 
дипных нонерхностсй- (РисЗ).

Вариант N" 55

1. Провесги чсрсч точку А прямую Л ’Г, пересекающую 
{аданные прям».1с ВС' и К Д  . (Рис i).

2 . ( 'пособом чамеш,! построить истинный вид трсу|х).п>иика 
ЛИК, (Рнс2).

3. Построить проекции линии взаимного пересечения 
данных поверхностей. (Рис 3).

Вариант № 56

1 . Иостро1ггь проекции сферической поверхности, 
|1адпус когорой К=25мм, касатс.чьной к плоскости  1*(Рц ,Ру)  ̂
точке Л е Р .  (Рис. I ).

1. Способом вращ ения в плоскости А И С  па отречке И(', 
как п<1 1)С}К)вании, и о сгр о и 1ь [)аинобокуго 1р ансци ю , если ее 
в1>1сота равна 20 мм, а диагоншп. - 50  мм. (Рис 2).

3. Пе прибегая к помощи профи-||ьной проекции, построить 
0СНО15ПЫС проекции липпп псрсссчс}щя janH oii ш)нср,\пос1и с 
плоскостью Р(Р„ Л \ )  II -íocKocTb счмтаг}, прочрачпой. (Рис.З).



1. Не прибегая к помощи профилыюй проекции, проЕ^ссти 
прямую, пар«ии[ельную оси О Х  и пересекающую прямые АН и 
С К  (Рис 1).

2. С п особом  вращения опрсделигь натуральный вил 
треугольника А В С .  (Рис 2).

3. П остроить проекции лииии взаимного пересечения 
дартых гтоверхностей (Рис 3)

Вариант № 58

1. На отр езке С Е ,  как на катете, построигЕ. прямоугольный 
треу1х)лыгик, если гшготенуза лежит на прямой ('И. (Рис 1).

2. С п о со б о м  вращения построить истинный вид 
треую.тьггика А В ( ' .  (Рис2).

3. П остроить горизонта1н>)1ую проекшпо и истинный вид 
сечения данной поверхности с  плоскостью Р. (Рнс 3). ГЪ{)СК0 С1 Ь 
счита 1ь прозрачной.

Вариант № 59

1. Определить величи1[у высоты »реугольника АИ(\ 
проведенной через вершину В. (Рис 1).

2. С п особом  вращения onpeдcJH^ть ве;щчину расстояния oí 
точки С  до плоскости A B E .  (Рис 2).

3. Построить основные проекции линии пересечения д а т ю й  
поверхности с  плоскостью КАС^ (Рис 3).

Вариант № 60

1. Через прямую А Е  про»ес 1н плоскосгь перпендикулярную 
плоскости А В ( '  и построгггь проекции линии взаимною 
нересечения проведенной плоскости с  данной нлоскосп.ю 
(Рис.1).

2. С п особом  замены определить величину угла между 
плоскостями А В ( '  и A B E  (Рис 2).

3. Построить проекции jniuHH взаимною пересечения 
данных поверхностей (Рис 3).
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