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ПРЕДИСЛОВИЕ К ДЕВЯТОМУ ИЗДАНИЮ

Девятое издание данного учебника отличается от его восьмого 
издания. Это издание полностью соответствует программе по ма
тематике для втузов, рассчитанной на 400 — 450 часов.

В учебник включены две новые главы XX и XXI.
Глава XX «Элементы теории вероятностей и математической 

статистики» содержит материал, предусмотренный соответствующим 
разделом обязательной программы по математике МВССО СССР.

Глава XXI «Матрицы. Матричная запись систем и решений 
систем линейных дифференциальных уравнений» также содержит 
материал, предусмотренный обязательной программой. Но, кроме 
того, в этой главе обращено большое внимание на матричную 
запись систем линейных дифференциальных уравнений и решений 
систем -линейных дифференциальных уравнений.

Использована матричная запись последовательных приближен
ных решений системы линейных дифференциальных уравнений 
с переменными коэффициентами. Этот материал необходимо поме
стить в курсе дифференциального и интегрального исчисления 
для втузов потому, что в настоящее время во многих книгах по 
электротехнике, радиотехнике, автоматике исследование решений 
систем дифференциальных уравнений производится с использова
нием аппарата теории матриц.

Написаны новые §§ 26, 27, 28 гл. XVI. Здесь рассмотрен метод 
последовательных приближений решения дифференциальных урав
нений, доказывается теорема о существовании решения дифферен
циального уравнения и теорема единственности. Обращено вни
мание на строгость изложения всей главы о дифференциальных 
уравнениях.

Параграф 31 гл. XIII  «Понятие о теории устойчивости Ляпу
нова» значительно расширен. В этом издании он называется так: 
«Понятие о теории устойчивости Ляпунова. Поведение траекторий 
дифференциального уравнения в окрестности особой точки». Здесь 
параллельно с рассмотрением устойчивости решений систем диф
ференциальных уравнений рассмотрено поведение траекторий 
вблизи особой точки на фазовой плоскости. Это необходимо было 
сделать потому, что при изучении соответствующих вопросов 
в курсах электротехники, радиотехники, автоматики этими поня
тиями необходимо свободно пользоваться. Заново написаны неко-
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торые параграфы с изложением теории комплексных чисел. Суще
ственно расширен § 2 гл. XI, где дано доказательство существо
вания определенного интеграла от непрерывной функции. Написан 
дополнительный § 11 гл. XI «Интегрирование-комплексной функ
ции действительной переменной». Написаны новые §§ 24 и 25 
гл. XVI,  посвященные рядам с комплексными членами и степен
ным рядам с комплексной переменной. Написан новый § 12 гл. XVII,  
посвященный рядам Фурье в комплексной форме. Расширено из
ложение вопроса об интеграле Фурье. Освещены понятия, исполь
зуемые в специальной прикладной литературе (спектр, спектраль
ная функция). Написаны новые § 15 «Ряд Фурье по ортогональной 
системе функций» и § 16 «Понятие о линейном функциональном 
пространстве. Аналогия между разложением функций в ряд Фурье 
и разложением векторов» в гл. XVII.  Этот материал изложен 
таким образом, чтобы студенты и инженеры могли понимать ма
териал других дисциплин, опирающийся на этот математический 
аппарат.

В главе XIX написан новый § 20 «Дельта-функция и ее 
изображение».

В главе VIII  помещен § 19 «Получение функции на основа
нии экспериментальных данных по методу наименьших квадратов». 
Содержанием этого параграфа ранее являлось Приложение 1г по
мещавшееся в конце первого тома этого учебника.

В главе VII даны § 10 «Интерполяционная формула Ньютона» 
и § 11 «Численное дифференцирование». Содержанием этих пара
графов ранее являлось Приложение II.

Произведены некоторые дополнения в главах V, VII,  IX, 
XII ,  XIII.

Глава XIII  «Дифференциальные уравнения» целиком перене
сена во второй том.

Автор

Настоящее (13-е) издание не отличается от предыдущего 
(1978 г.).



В пятом издании полностью сохранен без изменений весь текст 
четвертого издания, но этот материал разделен на два тома (для 
удобства использования настоящего и предыдущих изданий учеб
ника нумерация глав тоже оставлена без изменения).

Содержание всего учебника определяется программами курса 
математики для втузов, рассчитанными на 300 —450 часов. Учеб
ник предназначается для изучения курса математики как в ста
ционарных, так и в заочных втузах. Это учитывалось при изло
жении материала; в частности, с этой целью в учебнике разобрано 
много примеров, иллюстрирующих изложенный теоретический 
материал и дающих образцы решения задач.

Первый том содержит материал, соответствующий программе
1-го курса втуза, за исключением главы XIII  «Дифференциаль
ные уравнения», которая, как правило, проходится на 2-м курсе. 
Но так как в некоторых втузах предварительные сведения о диф
ференциальных уравнениях, необходимые для последующих дис
циплин, даются на 1-м курсе, то часть этой главы (§§ 1—28) и 
помещена в первом томе.

Отметим, что материал, содержащийся в программе втузов, 
рассчитанный на число часов порядка 300, почти полностью со
держится в первом томе (но в нем содержится и материал, выхо
дящий за рамки этой программы).

Второй том—конец главы XIII  (§§ 29 — 34), главы XI V- г  
XIX —содержит материал, соответствующий программе 2-го курса 
втуза.

Первые две главы первого тома —«Число. Переменная. Функ
ция» и «Предел. Непрерывность функций» написаны в пределах 
возможного кратко. Некоторые вопросы, обычно излагаемые в этих 
главах, без ущерба ~для дела перенесены в третью и последую
щие главы. Это дало возможность раньше перейти к основному 
понятию дифференциального исчисления —производной, чего тре
буют другие дисциплины втузовского курса (целесообразность 
такого расположения материала подтверждается опытом работы).

В связи с включением во втузрвскую программу по высшей 
математике вопросов, необходимых для обеспечения курсом мате
матики втузовских дисциплин, связанных с автоматикой и вычис-’

ПРЕДИСЛОВИЕ К ПЯТОМУ ИЗДАНИЮ
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лительной техникой, в учебнике подробно изложены соответст
вующие разделы:

«Численное интегрирование дифференциальных уравнений и 
систем дифференциальных уравнений» *), «Интегрирование систем 
линейных дифференциальных уравнений», «Понятие о теории устой
чивости Ляпунова», «Оператор Гамильтона», «Интеграл Фурье» 
и т. д.

В главе XVIII рассмотрены основные уравнения математиче
ской физики.

Обращено большое внимание на выяснение характера физи
ческих явлений, приводящих к уравнениям различных типов и 
соответствующим краевым задачам. -Большое внимание уделено 
численным методам решения дифференциальных уравнений-в част
ных производных.

В главе XIX излагаются основные понятия операционного 
исчисления и операционный метод решения дифференциальных 
уравнений. Это требуется для многих последующих дисциплин, 
и особенно электротехнических.

В учебник включено большое количество задач и примеров 
для упражнений, многие из которых иллюстрируют связь мате
матики с другими дисциплинами.

Задачи и примеры специально подобраны по каждому разделу 
курса, что способствует усвоению излагаемого материала. Это 
обстоятельство также делает книгу удобной для самостоятельного 
изучения курса математики, в частности для студентов-заочников.

_________  Автор

Шестое издание отличается от пятого только тем, что в конце 
1-го тома дано приложение, где изложен важный для инженеров 
вопрос «Получение функции на основании экспериментальных 
данных по методу наименьших квадратов».

Седьмое издание отличается от шестого только тем, что в 
конце 1-го тома дано приложение «Интерполяционная формула 
Ньютона. Численное дифференцирование».

*) Обычно излагаемые численные методы анализа также изложены в дан
ном учебнике.



ГЛАВА XIII
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ

§ 1. Постановка задачи. Уравнение движения тела 
при сопротивлении среды, пропорциональном скорости.

Уравнение цепной линии

Пусть функция y = f{x) отражает количественную сторону 
некоторого явления. Часто, рассматривая это яв'ление, мы не 
можем непосредственно установить характер зависимости у от х, 
а можем установить зависимость между величинами х и у и про
изводными от у  по х: у ' , у", . . . .  г/<п), т. е. написать д и ф ф е р е н 
ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е .

Из полученной зависимости между переменными х, у и про
изводными требуется установить непосредственную зависимость у 
от л:, т. е. найти у = }(х) или, как говорят, п р р и н т е г р и р о 
в а т ь  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е .

Рассмотрим два примера.
П р и м е р  1. С некоторой высоты сброшено тело, масса которого т. Тре

буется установить, по какому закону будет изменяться скорость и падения 
этого тела, если на него, кроме силы тяжести, действует тормозящая сила 
сопротивления воздуха, пропорциональная скорости (с коэффициентом пропор
циональности К), т. е. требуется найти v =  f( t ) .  . ,

Р е ш е н и е .  По второму закону Ньютона

da' »  .где —  есть ускорение движущегося тела (производная от скорости п,о вре
мени), a F — сила, действующая на тело в направлении движения. Эта сила 
складываемся из двух: силы тяжести mg и силы сопротивления воздуха— ku 
(мы берем ее с минусом, так как она направлена в сторону, противоположную 
направлению скорости). Итак,

m ^ - = m g —kv. ( 1)

Мы получили соотношение, связывающее неизвестную функцию с и ее произ
водную ~  , т. е. д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в н е н и е  о т н о с и т е л ь -
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н о  н е и з в е с т н о й  ф у н к ц и и  у. (Это уравнение движения некоторых типов 
парашютов.) Решить дифференциальное уравнение—это значит найти такую 
функцию v = f ( t ) ,  которая тождественно удовлетворяет данному дифференци
альному уравнению. Таких функций имеется бесконечное множество.

Читатель легко проверит, что всякая функция вида

удовлетворяет уравнению (1), каково бы ни было постоянное число С. Какая 
же из этих функций дает искомую зависимость v от I? Для того чтобы ее

Из этой формулы следует, что при достаточно больших t скорость v мало за
висит от г>о-

Заметим, что если k =  0 (т. е. сопротивление воздуха отсутствует или оно 
столь мало, что мы можем им пренебречь), то мы получаем известный из 
физики результат *):

Эта функция удовлетворяет дифференциальному уравнению (1) и начальному 
условию i '= o 0 при 1 =  0. . .

П р и м е р  2. Гибкая однородная нить подвешена за два конца. Найти 
уравнение кривой, по которой расположится нить под действием собственного 
веса (так располагаются подвешенные канаты, провода, цепи).

Р е ш е н и е .  Пусть М 0 (0, Ь)— наиболее низкая точка нити, М —ее про
извольная точка (рис. 250). Рассмотрим часть нити М аМ.  Эта часть нахо
дится в равновесии под действием трех сил:

1) натяжение Т, действующее по касательной в точке М и составляющее 
с осью Ох угол (р;

2) натяжение Я  в точке Мо< действующее горизонтально;
3) вес нити ys, направленный вертикально вниз, где s —длина дуги М0М, 

у — линейный удельный вес нити.

*) Формула (24) может быть получена из (2') с помощь(о предельного 
перехода:

к ( 2)

найти, используем дополнительное условие: при
'У у  сбрасывании тела ему была придана началь

ная скорость с0 (которая, в частности, может 
быть равной нулю); мы предполагаем эту на
чальную скорость известной. Но тогда искомая 
функция v —-f( t )  должна быть такова, чтобы 
при / =  0 (в начале движения) выполнялось 
условие v =  с0. Подставляя t — 0, о =  с0 в фор
мулу (2), найдем

М0
Таким образом, постоянная С найдена. 

Следовательно, искомая' зависимость v от t 
такова:

О
Рис. 250. .

i|=^,o+gC (2”)
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Разлагая натяжение Т  на горизонтальную и вертикальную составляющие, 
получим уравнение равновесия:

Т  cosqp =  # ,  Tsln<p =  ys.
Деля члены второго равенства на составляющие члены первого, получим

^ H S‘ ( 3)

Положим теперь, что уравнение искомой кривой можно записать в виде - 
y  =  f ( х). Здесь J  (х) — неизвестная функция, которую надлежит найти. Заме
тим, что

tg < P = n * )= g ,
Следовательно,

dy _  1 
dx а '

где через а обозначено отношение .
Продифференцируем обе части равенства (4) по х :

diy 1 ds
dx2 a dx

(4)

(5)

-/■+(* )’•
Но, как известно (см. § 1 гл. VI),

ds 
dx 

dsПодставляя значение -j j - в уравнение (5), получим дифференциальное урав
нение искомой кривой:

dx2
Оно выражает связь между первой и второй производными от неизвестной 

функции у.
Не останавливаясь на методах решения уравнении, укажем, что-всякая 

функция вида

(7)у — ach  ( — +  С2) + С 2

удовлетворяет уравнению (6) при любых значениях постоянных Ci и С2, в чем 
можно легко убедиться, подставив первую И вторую производные указанной 
функции в уравнение (6). Укажем далее без доказательства, что этими функ
циями (при различных Ct и Сг) исчерпываются все возможные решения урав
нения (6). Это будет показано в § 18.

Графики всех полученных таким образом функций называются цепными 
линиями.

Выясним теперь, как надо подобрать постоянные Ci и Со, чтобы получить 
именно ту цепную линию, низшая точка М  которой имеет координаты (О, Ь). 
Так как при х — 0 точка цепной линии занимает наиннзшее положение, то
в этой точке касательная горизонтальна, т. е. =  Кроме того, по условию,
в этой точке ордината равна Ь, т. е. у  =  Ь.

Из уравнения (7) находим

У' = s h  (  — + С * )  .
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Геометрический смысл теоремы заключается в том, что суще
ствует и притом единственная функция у — ф(х), график которой 
проходит через точку (х0; у0).

Из только что высказанной теоремы вытекает, что уравне
ние (Г) имеет бесконечное число различных решений (например, 
решение, график которого проходит через точку (х0; у0)\ другое 
решение, график которого проходит через точку (х0; y j  и т. д., 
если только эти точки лежат в области D).

Условие, что при х — х0 функция у должна равняться задан
ному числу у0, называется начальным условием.. Оно часто запи
сывается в виде

У \х=ха =  у0•
О п р е д е л е н и е  1. Общим решением дифференциального урав

нения первого порядка называется функция * -
у =  ф(х, С), ' (2)

которая зависит от одной произвольной постоянной С и удовле
творяет следующим условиям:

а) она удовлетворяет дифференциальному уравнению при любом 
конкретном значении постоянной С;

б) каково бы ни было начальное условие у = у 0 при х = х 0, 
т. е. у\х=х0=Уо, можно найти такое значение С — С0, что функция 
у = ф(х, С0) удовлетворяет данному начальному условию. При 
этом предполагается, что значения х0 и у0 принадлежат к той 
области изменения переменных х и у, в которой выполняются 
условия теоремы существования и единственности решения.

2. В процессе разыскания общего решения дифференциального 
уравнения мы нередко приходим к соотношению вида

Ф(х, у, С) —0, , (2')
не разрешенному относительно у. Разрешив это соотношение отно
сительно у, получаем общее решение. Однако выразить у из соот
ношения (2') в элементарных функциях не всегда оказывается 
возможным; в таких случаях общее решение .оставляется в неяв
ном виде. Равенство вида Ф(х, у, С) =  0, неявно задающее общее 
решение, называется общим интегралом дифференциального урав
нения.

О п р е д е л е н и е  2. Частным решением называется любая 
функция у = ф(х, С0), которая получается из общего решения 
у — ф(х, С), если в последнем произвольной постоянной С при
дать определенное значение С = С„. Соотношение Ф(х, у, С0) =  0 
называется в этом случае частным интегралом уравнения.

П р и м е р  1. Для уравнения первого порядка
dy___  У
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общим решением будет семейство функций У= — ! эт0 можно проверить про
стой подстановкой в уравнение.

Найдем частное решение, удовлетворяющее следующему начальному усло
вию: Уо= 1  ПРИ * о = 2 . Подставляя эти значения х0 и у0 в формулу у =  С/х, 
получим 1— С/2, или С =  2. Следовательно, искомым частным решением будет' 
функция у  =  2/х.

Сточки зрения геометрической о б щ и й  и н т е г р а л  пред
ставляет собой с е м е й с т в о  к р и в ы х  на координатной плоско
сти, зависящее от одной произвольной постоянной С (или, как

говорят, от одного параметра С). Эти кривые называются инте
гральными кривыми данного дифференциального уравнения. Ч а с т 
н о му  интегралу соответствует о д н а  к р и в а я  этого семейства, 
проходящая через некоторую заданную точку плоскости.

Так, в последнем примере общий интеграл геометрически изо
бражается семейством гипербол у = С/х, а частный интеграл, опре
деленный указанным начальным условием, изображается одной 
из этих гипербол, проходящей через точку Af0(2; 1). На рис. "251 
изображены кривые семейства, соответствующие некоторым зна
чениям параметра: С=  1/2, С = 1 ,  С =  2, С =  —1 и т. д.

Чтобы сделать рассуждения более наглядными, мы будем 
в дальнейшем наз’ывать р е ш е н и е м  у р а в н е н и я  не только 
функцию у = ср(лг, С0), удовлетворяющую уравнению, но и соот
ветствующую и н т е г р а л ь н у ю  к р и в"у ю. В связи с этим мы 
будем говорить, например, о р е ш е н и и ,  п р о х о д я щ е м  ч е р е з  
т о ч к у  (лу, уЛ.
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Следовательно, чтобы установить связь между х, у  и ^ , т. е.
чтобы написать дифференциальное уравнение, общий интеграл 
которого определяется формулой (2), нужно исключить С из соот
ношений (2) и (3).

П р и м е р  2. Найти дифференциальное уравнение семейства парабол 
у = С х -  (рис. 253).

Дифференцируя по х  уравнение семейства, найдем

Подставляя сюда значение
С =  у/х-

из уравнения семейства, получаем дифференциальное уравнение данного се
мейства:

d y _ 2 y  
dx х  ’

Это дифференциальное уравнение имеет смысл при х  Ф 0, т. е. в любой 
области, не содержащей точек на оси Оу.

§ 4. Уравнения с разделенными и разделяющимися переменными. 
Задача о распаде радия

Рассмотрим дифференциальное уравнение вида

% = Ш Ш .  0 )

где правая часть есть произведение функции, зависящей только 
от х, на функцию, зависящую только от у. Преобразуем его сле
дующим образом (предполагая, что f2 (у) ф  0):

j ~ d y  = fi{x)dx.  (Г)

Считая у известной функцией от х, равенство (Г) можно рас
сматривать как равенство двух дифференциалов, а неопределен
ные интегралы от них будут отличаться постоянным слагаемым. 
Интегрируя левую часть по у, а правую по х, найдем

$ т Л!1- $ ШЛх+с- (п
Мы получили соотношение, связывающее решение у, независимую 
переменную х и произвольную постоянную С, т. е. получили 
общий интеграл уравнения (1).

1. Дифференциальное уравнение типа (Г)
М (х) dx +  N (у) dy = 0 (2)

называют уравнением с разделенными переменными. Общий
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интеграл его по доказанному есть

 ̂М (*) dx +   ̂N (у) dy =  С.

П р и м е р  1. Дано уравнение с разделенными переменными х dx-\-y dy — 0. 
Интегрируя, получим общий интеграл:
У 2
Z__=  Так как левая часть послед-
2 ~  2 '

него равенства неотрицательна, то и правая 
часть тоже неотрицательна. Обозначив 2Cj 
через С2, будем иметь хг -\-уг =  С*. Э то— 
уравнение семейства концентрических окруж
ностей (рис. 254) с центром в начале коор
динат и радиусом С.

2. Уравнение вида
М г (х) Ni (у) dx +  M2(x)N2 (у) dy = О

(3 ).

называется уравнением с разделяющи
мися переменными. Оно может быть 
приведено *) к уравнению с разде
ленными переменными путем деления обеих его частей на вы
ражение Ni(y) М2(х):

M 1(x )N 1( y ) ^_
N l (y)M 2 (x)a x '

Ml (х) N  2 (у) 
'JVi (у)М2(х)d y  =  О,

или
м  i(x) dx ■. " ± M d u =  0N i ( y ) a y

du и — duРазделяем переменные: ~  =

M 2(x)

т. e. к уравнению вида (2).

П р и м е р '  2. Дано уравнение

=  —^  тИнтегрируя, находим ^  J  -^ -+ С , т- е- In \у  | = — In I х  | +
-(-1 п |С |* * ) или In | у | =  In | С/х |; отсюда получаем общее решение: у — С/х.

П р и м е р  3. Дано уравнение (1 + х )  и d x - |- ( l—y ) x d y  =  0. Разделяя пе
ременные, находим * ■* dx-\- * -  dy =  0, j  dx-\- 1 j  d y = 0 .  Ин
тегрируя, получаем In | x  Ц -x  +  ln | у | — y — C, или ln |x i / |4 - x —y  — C\ послед
нее соотношение есть общий интеграл данного уравнения.

П р и м е р  4. Установлено, что скорость распада радия прямо пропор
циональна его количеству в каждый данный момент. Определить закон изме
нения массы радия в зависимости от времени, если при < =  0 масса радия 
была т 0.

*) Эти преобразования законно производить только в той области, где ни 
(«/), ни М 2 (х) не обращаются в нуль.

?*) Имея в виду дальнейшие преобразования, мы обозначили произвольную 
постоянную через 1п| С| ,  что допустимо, так Как 1 п |С | (при С 0) может 
принимать любое значение от — оо до -j-co.
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Р е ш е н и е  о д н о р о д н о г о  у р а в н е н и я .  По условию 
f (hx, ку) = f  (х, у). Положив в этом тождестве X =  1/х, получим

/(* . y) = f (  1. - j ) ,

т. е. однородная функция нулевого измерения зависит только 
от отношения аргументов.

Уравнение (1) в этом случае примет вид

(Г)

Сделаем подстановку

Тогда будем иметь

w == ~ , т. е. у — их.

dy , du-т- = и-\--7- х.dx  ‘ dx

Подставляя это выражение производной в уравнение (Г), получим
du

Это — уравнение с разделяющимися переменными:
du * / 1  \ du dx

X - j -  =  r ( l , U )  —  U,  ИЛИ -гтр— г------- =  .dx ' v ’ '  ’ f  (1, и) — и х

Интегрируя, найдем

Подставляя после интегрирования вместо и отношение у/х, 
получим интеграл уравнения (Г).

П р и м е р  4. Дано уравнение
dy ху
dx х г—у2 ‘

Справа стоит однородная функция нулевого измерения; следовательно, 
имеем однородное уравнение. Делаем замену у/х  =  и\ тогда

ы + х

у = и х ,  

du и
dx 1 — и2 ’ 

Разделяя переменные, будем иметь

(1— и2) du dx

dy , du

du u3
dx 1 — и2

\  и3 и  J X ’
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отсюда, интегрируя, находим

Подставляя и =  у/х, получим общий интеграл исходного уравнения:

Полечить у  как явную функцию от х, записанную с помощью элементарных 
функций, в данном случае невозможно. Впрочем, здесь легко выразить х
через у:

будет однородным в том и только в том случае, когда М (х, у) и 
N (лг, у) являются однородными функциями одного и того же 
измерения. Это вытекает из того, что отношение двух однород
ных функций одного и того же измерения является однородной 
функцией нулевого измерения.

П р и м е р  5. Уравнения

являются однородными.

§ 6. Уравнения, приводящиеся к однородным

К однородным уравнениям приводятся уравнения вида

Если =  c =  то уравнение (1) есть, очевидно, однородное. 
Пусть теперь с и et (или одно из них) отличны от нуля. Сде
лаем замену переменных

х = у У — 2 1 п |С у |.

З а м е ч а н и е .  Уравнение вида
М(х,  y)dx +  N (х, y)dy =  0

(2х-{-3у) dx-\-(x— 2y)dy — 0, (хг + у2) dx— 2 x y d y = 0

dy   ax-\-by-\-c
~dx axX+bxy+Ci ' О )

x = xl +  h, y = yi +  k. (2)

Тогда
dy _ 'dyt 
dx dxi '

Подставляя в уравнение (1) выражения х, у и ~ , будем иметь

diji _  axj -\-byi-\-ah-\-bk-\-c 
dxi aiXx->rbiyi-{-aih-{-bik-\-Ci (3)
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Подберем h и k так, чтобы выполнялись равенства
ah-\-bk-\-c — 0, |

Qj/l -f- bjk -(- Ci — О, J  ̂ ^

т. е. определим h и k как решения системы уравнений (4). При 
этом условии уравнение (3) становится однородным:

dyi
dxi

axj +  byj 
aiXi+biyi '

Решив это уравнение и перейдя снова к х и у по формулам (2), 
получим решение уравнения (1).

Система (4) не имеет решения, если
а b 
Oi Ь! 0.

т. е. obj=a,b. Но в этом случае - -̂ =  -у  =  Х т. е. ад =  Ха,
bl = 'kb и, следовательно, уравнение (1) можно преобразовать 
к виду

dy _  (ax +  b y ) + c .

Тогда подстановкой
dx X (ах +  by) -j- ct

■ г —ах-\-by

(5)

(6)

уравнение приводится к уравнению с разделяющимися перемен
ными.

Действительно,
/  dz , и dy
'  1 й  =  а +  Ь 1 7 '

откуда
dy 1 dz а
dx b dx b ‘ H i

Подставляя в уравнение (5) выражения (6) и (7), получим
1 dz а __ г + с
b dx Ь ~  Яг +  Cj’

а это есть уравнение с разделяющимися переменными.
Прием, примененный к интегрированию уравнения (1), приме

няется и к интегрированию уравнения
dy _  г /  а х + Ь у + с  Л 
dx 1 \ а 1х + Ь 1у + с 1} ’

где / —какая угодно непрерывная функция.



П р и м е р  1 Дано уравнение
d y _ x + y —3 
dx х — у — 1

Чтобы преобразовать его в однородное уравнение, делаем замену х  
р - / / ,  i k - "Тогда ' '

dyi __ н  Ч~ у j -4- ft
dx i x1— yl + h  — k — l

Решая систему двух уравнений
. : | , Л + й —3 = 0 ,  h — k — l = 0 ,

находим
Л =  2, k±l .

j ' 6 ] УРАВН ЕНИЯ, ПРИВОДЯЩИЕСЯ К ОДНОРОДНЫМ

В результате получаем однородное уравнение
dy i_Xi+yj
dx i x1— y l '

которой решаем подстановкой
У\— =и;

тогда

</i =  u*i,

и  + X i

dyi__ > ~ *f.
dxx 1rfxl ’
du 1 +  н
dxj 1—«’

и мы получаем уравнение с разделяющимися переменными

Разделяем переменные:

du 1 + U 2
dxy 1 — и ‘

1 — и
1 +  ы2 *1

Интегрируя, находим

arctgH —-i l n ( l + a 2) =  lrifx1| +  ln |C |,

arctg  u =  In | Cxx Y 1 + и 31,
или

Cxx Y T + H * = e t,zlt

Подставляя1 сюДа — вместо и, получим
>. Ху

Наконец, переходя к переменным х  и у, окончательно получаем

arctg у -  I
С Y (*—2)3+ ( у  — I)2 = е  * - 2 .

29

= Xy+h,
t
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П р и м е р  2. Уравнение

уже нельзя решить подстановкой x =  aT1-J-/i, y  — yi-\-k ,  так как в этом случае 
система .уравнений, служащая для определения h и k, неразрешима ( здесь

Это уравнение можно свести к уравнению с разделяющимися переменными 
заменой

Так как г =  2х + у ,  то мы получим окончательно решение исходного уравне
ния в виде

т. е. в виде неявной функции у  от лг,

§ 7. Линейные уравнения первого порядка

О п р е д е л е н и е .  Линейным уравнением первого порядка на
зывается уравнение, линейное относительно неизвестной функции 
и ее производной. Оно имеет вид-.

где Р (х) и Q (х) — заданные непрерывные функции от х (или 
постоянные).

Р е ш е н и е  л и н е й н о г о  у р а в н е н и я  (1). Будем искать 
решение уравнения (1) в виде произведения двух функций от х:

Одну из этих функций можно взять произвольной, другая 
определится на основании уравнения (1).

2 1
определитель ^ ^ из коэффициентов при переменных равен нулю

2 x j - y  =  z.

Тогда у' =  г ' — 2,  и уравнение приводится к виду

или
, 5 г + 9

2 ~ 2 z + 5 '
Решая его, найдем

-у  г + ^ 1 п |5 г + 9 |= х  +  С.

-|-(2x  +  i / ) + ^ l n |  I0 x + 5 y + 9  J =  x + C ,

или
\0у — Ьх-\-1 In 110x-)-5i/ +  9 | =  Cj,

% +  P( x ) y=Q(x) , ( 1)

y = u(x)v(x). (2)
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Дифференцируя обе части равенства (2), находим

dy

dy dv , du
dx dx 1 dx

Подставляя полученное выражение производной — в уравне
ние (1), будем иметь

«й+£*+л»-<г.
или

+  P v ) + v f x = Q . (3)

[, чтобы

£ + Л = ° - (4)

Выберем функцию v такой, чтобы

Разделяя переменные в этом дифференциальном уравнении отно
сительно функции V, находим

dv

-$ Pdx,

• =  — Р dx,
/ w 

Интегрируя, получаем

— ln |C I |-H n |o | =  -
i

или „
п  -  Г Р dx o = Cje J

Так как нам достаточно какого-нибудь отличного от нуля реше
ния уравнения (4), то за функцию v(x) возьмем

v(x) = e~$Pdx, .  (5)

где J P d x —какая-нибудь первообразная. Очевидно, что и(л:)=/=0. 
Подставляя найденное значение v(x) в уравнение (3), полу-

dvчим ( учитывая, что ^ +  =  о]

или

откуда

» W | = Q W -

du _Q (х)
d x ~ v ( x ) '

и=§Ш сЬс+с-
Подставляя и и v в формулу (2), окончательно получаем
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или

ifs=v̂ s ^ dx+.co^• (6)
1

З а м е ч а н и е .  Очевидно, что выражение (6) не изменится/ 
если вместо функции ц(х), определенной равенством (5), мы 
возьмем какую-нибудь функцию vt (х) ч= Cv (*). Действительно, 
подставляя в (6) ц,(дг) вместо v(x), получим

y = Cv (х) С dx +  CCv (*).
J  Cv(x)

В первом слагаемом С сокращаются; во втором слагаемом про
изведение СС есть произвольная постоянная, которую обозначаем 
одной буквой С, и снова приходим к выражению (6). Если обо
значим j  dx == ф (х) , то выражение'(6) примет вид

y  —  v (x) <f  (*) +  Cv (х). (6')

Очевидно, что это—общий интеграл, так как С можно подобрать 
так, что будет удовлетворяться начальное условие у — у0 при
х = хп

Значение С определяется из уравнения
У о  =  » ( * о ) Ф  ( * • )  . + С о  ( * , ) . •

I • Л
П р и м е р .  Решить уравнение

9 ■ < Л = (*+ 1)\&у
' dx х-\- 1 

Р е ш е н и е .  Полагаем у  =  ии, тогда
du du , du
-т—и д—Нт v- dx dx ' dx

dyПодставляя выражение в исходное уравнение, будем иметь

■(
dv , du 

■ d x + d x V-
2

* + l
dv . 2
dx дг-(-1

-и = 0 , т.

(7)
2 dxdv

е‘ TT^je-f Г
тт dv 2Для определения v получим уравнение -j------— .

UX X "т|— 1
откуда In | v I = 2  In | х - \ - 1 |, или o =  (je+il)2. Подставляя выражение функции 
v в уравнение (7), получаем для определения и уравнение ( х - \ - \ )2‘— =

, , , , ,  du , , (х + 1 )2 , ^=  ( * + 1)3, или —  =  х- \- \ ,  откуда и — '—$—  - 1 С.dx 1 ■’ "  2
Следовательно, общий интеграл заданного уравнения будет иметь вид

. '  ( * + 0 4
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Полученное семейство является о б щ и м  решением. Каково бы ни было 
начальное условие (*„; у0), где х0 Ф —1, всегда можно так подобрать С, чтобы 
соответствующее частное решение удовлетворяло заданному начальному усло- 
|<и1о Например, частное решение, удовлетворяющее условию (/0 =  3при дг0 =  0,

(О Ч- 1 )4найдется следующим образом: 3 =  -— g—̂ С  (0 + 1  )2, С =  5/2. Следовательно,

искомое частное решение таково: у — -|—^  (х-|-1)2. Однако, если на
чальное условие (дг0; у0) выбрать так, что х0 = —1, то мы не найдем частного 
решения, удовлетворяющего этому условию. Это объясняется тем, что при
*ь = —1 функция Р (х) — ----—j  разрывна и, следовательно, условия теоремы

X -р  I
существования решения не соблюдены.

З а м е ч а н и е .  В приложениях часто встречаются линейные 
уравнения с постоянными коэффициентами

Т х + ау =  Ь, (8)

где а и b—постоянные.
Его можно решить и с помощью подстановки (2) или путем 

разделения переменных:

dy =  {—  ay+b)dx, z:ay+b =  dx> ~ J l n l — аУ + ь \ =  х +  Си 
In |—ay + b\ — — (ох +  С*), где С* = аСи 

- a y  +  b = e-«“+c' \  y = — i e-<â c ,)+ 4 .  
или окончательно

y = Ce~ax +  -v  a

^где обозначено —~  e~c* =  cj . Это и есть общее решение урав
нения (8).

5 •“]

и/ § 8. Уравнение Бернулли

Рассмотрим уравнение вида *)

d£  +  P' (x)y=Q(x)  у \ ( 1)

где Р (х) и Q (х)— непрерывные функции от х  (или постоянные), 
a и л ^ 1  (в противном случае получилось бы линейное
уравнение). Это уравнение, называемое уравнением Бернулли, 
приводится к линейному следующим преобразованием.

*) К этому уравнению приводит задача о движении тела, если сопротив
ление среды F зависит^ от скорости так: F =  X1t>+^2ora. Уравнение движения
г dv . . „ dv . Я, Я2 _будет тогда т - r .= — h v — Я2пп, или — +  — v — -------vn.dt dt ' т m

^ Н. С. Пискунов, t .  2



Разделив все члены уравнения на уп, получим

у~п а ;+ рУ~п+1 =  Q-
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(2)
Сделаем, далее, замену

—/2 + Х

Тогда
z = y

Подставляя эти значения в уравнение (2), будем иметь линей
ное уравнение

g  +  ( - n + l ) P z  =  ( - n + l ) Q .

Найдя его общий интеграл и подставив вместо г выражение 
у~п+1, получим общий интеграл уравнения Бернулли.

П р и м е р .  Решить уравнение

% + х У = х У .

Р е ш е н и е .  Разделив все члены на у3, получим 
у - 3у' +  ху-*  =  л».

(3)

(4)
Введем новую функцию г =  у ~2; тогда ^  =  — . Подставляя эти значе
ния в уравнение (4), получим линейное уравнение

^ — 2хг =  - 2 х 3. dx (5)
Найдем его общий интеграл:

Z —  UV,
dz dv , du — =zU-—U__ v, 
dx dx ' dx

Подставляем в уравнение (5) выражения г и

dv . du „ „ ,
и -r--4--т- v — 2xuv= —2X3, dx 1 dx ’

или

U[ T x - 2xV) + vd£ = - 2x3-
Приравниваем нулю выражение, стоящее в скобках:

~ — 2 w  =  0, — =  2х dx,dx v ’
In | и | =  дса, п =  е* \ |‘

Д ля определения и получаем уравнение

— 2х®.dx
Разделяем переменные:

du =  — 2е~*гх3 dx, и =  —2 J е- **** dx+ C .



V x?  +  l +  Се*г '
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З а м е ч а н и е .  Аналогично тому, как это делалось для ли
н е й н ы х  уравнений, можно показать, что решение уравнения Бер
нулли можно искать в виде произведения двух функций:

где у (.г) —какая-либо функция, отличная от нуля и удовлетво
ряющая уравнению v '+ P v = 0.

§ 9. Уравнение в полных дифференциалах

О п р е д е л е н и е . '  У равнение

называется уравнением в полных дифференциалах, если М (х, у) 
и N (х, у) — непрерывные, дифференцируемые функции, для кото
рых выполняется соотношение

И н т е г р и р о в а н и е  у р а в н е н и й  в п о л н ы х  д и ф ф е р е н 
ц и а л а х .  Докажем, что если левая часть уравнения (1) есть 
полный дифференциал, то выполняется условие (2), и обратно — 
при выполнении условия (2) левая часть уравнения (1) есть пол
ный дифференциал некоторой функции и(х, у), т. е. уравнение (1) 
имеет вид

и, следовательно, его общий интеграл есть и(х, у) = С.
Предположим сначала, что левая часть уравнения (1) есть 

полный дифференциал некоторой функции и (х, у), т. е.

y = u(x)v(x),

М (х, y)dx + N(x,  у) dy = О ( 1)

д М _dN
ду дх ’ ( 2)

du (х, у) =  О, (3)

М(х,  y)dx +  N(x,  y)dy = du = ~ d x - ^ - ^  dy;

тогда

(4)
2*
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Днс(и|)еренцируя первое соотношение по у, а второе — по 
получим

Предполагая непрерывность вторых производных, будем имет

т. е. равенство (2) является н е о б х о д и м ы м  условием для того 
чтобы левая часть уравнения (1) была полным дифференциала 
некоторой функции и (х, у). Покажем, что это условие являете 
и д о с т а т о ч н ы м ,  т. е. что при выполнении равенства (2) лева! 
часть уравнения (1) есть полный дифференциал некоторой функ 
ции и{х,у) .

где х„ — абсцисса любой точки из области существования решения] 
При интегрировании по х мы считаем у постоянным и поэтому 

произвольная постоянная интегрирования может зависеть от у. 
Подберем функцию <р(г/) так, чтобы выполнялось второе из соот
ношений (4). Для этого продифференцируем*) обе части послед
него равенства по у и результат приравняем N (х, у):

*) Интеграл J М (х, у) dx зависит от у. Для того чтобы найти производ-1
л:„

нуго от этого интеграла по у, нужно продифференцировать по у  подыптеграль-1

ннца о дифференцировании определенного интеграла по параметру (см. § 10 
гл. XI).

д М _ & и _  дМ _  д-и 
ду дхду' дх ду дх'

дМ dN
ду д х '

X
Из соотношения ^  =  М (х, у) находим и = ^  М (а:, у) dx -j- ф (у).

X

N (*. t/)|J0 +  cp' (y) = N (х, у), или
N (х, у) — N (х0, у )+  ф' (у) =  N (х, у ). 

Следовательно,
ф' ( y ) - N  (*о, У),

но так как -^- =  - ^  , то можем написать -dx+ср' (y)—N , т. е.но так как то можем написать

или
У :

Ч{У) = \ м { х 0, y)dy +  Ct.

X X
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Таким образом, функция и {х, у) будет иметь вид
х у

u = \ M { x , y ) d x + \ N  (х0, у) d y С v

УРАВНЕНИЕ В ПОЛНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛАХ 3 7

У о

сь Р ( х о» Уо)—точка, в окрестности которой существует реше- 
и е  дифференциального уравнения (1)'.

Приравнивая это выражение произвольной постоянной С, по
учим общий интеграл уравнения (1):

$ М (х, у) d x + ^ N  (х0, у) dy = С. (5)
*0 У о

П р и м е р .  Дано уравнение
Их . . у2—Зх2- ~ d x + v-— т—  
У3 У4

dy =  0.

Проверяем, не есть ли это уравнение в полных дифференциалах.
Обозначим

у2—Зх2м  2х  М  =  -=■,
У3

N--

гда
дМ 
ду  ‘

f a  dN_ 
У4 ’ дх

бде

словие (2) при у ф  0 выполняется. Значит, левая часть данного уравнения 
ть полный дифференциал некоторой неизвестной функции и (х, у). Найдем
у функцию.

т  ди 2х1ак как -^  =  — , то, следовательно,

и =  §  р д х + ( р  (у) =  p +q>  (у),

[Где <р (у) — не определенная пока функция от у.
Дифференцируя это соотношение по у и учитывая, что

находим 

следовательно,

Таким образом, общий

ди ,, у2—Зд2
ду у4 *

Зх2 . , . , у2— Зх2
~ + ф' ( у) = ^ г - 1 

ф '(у)=“ *. Ф (у) =  — J + Ci ’

“ <*• y ) = xl - ± - + C i .

интеграл исходного уравнения есть 
х 2 1
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§ 10. Интегрирующий множитель

Пусть левая часть уравнения
М(х, y)dx +  N (х, y)dy = О

ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Е УРА ВН ЕН И Я [ГЛ. >

не е с т ь  полный дифференциал. Иногда удается подобрать такуи 
функцию р(х, у), после умножения на которую всех членов уран 
нения левая часть уравнения становится полным дифференциалом 
Общее решение полученного таким образом уравнения совпадав] 
с общим решением первоначального уравнения; функция р(лг, у\ 
называется интегрирующим множителем уравнения (1).

Для того чтобы найти интегрирующий множитель р, пост« 
паем следующим образом: умножим обе части данного уравнена* 
на неизвестный пока интегрирующий множитель р:

Для того чтобы последнее уравнение было уравнением в полны: 
дифференциалах, необходимо и достаточно, чтобы выполнялос 
соотношение

После деления обеих частей последнего уравнения на р, получи:

Очевидно, что всякая функция р(х, у), удовлетворяющая по-1 
следнему уравнению, является интегрирующим множителем урав
нения (1). Уравнение (2) является уравнением в частных произ
водных с неизвестной функцией р, зависящей от двух переменных 
х и у. Можно доказать, что при определенных условиях оно 
имеет бесчисленное множество решений и, следовательно, уравне
ние (1) имеет интегрирующий множитель. Но в общем случае 
задача нахождения р(х, у) из уравнения (2) еще труднее, чен 
первоначальная задача интегрирования уравнения (1). Толью 
в некоторых частных случаях удается найти функцию р(х, у) 

Пусть, например, уравнение (1) допускает интегрирующиг 
множитель, з а в и с я щ и й  т о л ь к о  от у. Тогда

рМ dx -f  pjV dy = 0 .

5(рМ)_3(pN)
ду дх ’

Т. е.

или

w 3’1п р . г д In u dN дМ 
М  ~ду ~ d x ~ ~ d x ~ J y '



ОГИБАЮЩАЯ СЕМЕЙСТВА КРИВЫ Х 39
§ И]

„ для отыскания р 
циальное уравнение

мы получаем о б ы к н о в е н н о е  дифферен-

дЫ дМ 
d In р дх {ду 

dy ~  M J ’

которого определяется (одной квадратурой) 1пр, а следова- 
и3 и и Ясно, что так можно поступать только в том слу-
тельн о , С' ’ dN_ _ д М

чае если выражение ■ не зависит от х.
М _ д М  
дх ду

А налогично, если выражение ---- ^ —  не зависит от у, а за
висит только от х ,  то легко находится интегрирующий множи
тель, з а в и с я щ и й  т о л ь к о  от х.

П р и м е р .  Решить уравнение
(у-\-ху-) d x— х dy =  0.

Р е ш е н и е .  Здесь М —у-\-хуг, N -  — х,
дМ
ду =  1 + 2  ху.

дМ dN_ 
ду дх '

Следовательно, левая часть уравнения н е  е с т ь  полный дифференциал. 
Посмотрим, не допускает ли это уравнение интегрирующего множителя, зави
сящего только от у. Заметив, что

d N  дМ
дх д у  —1 — 1 —2л:у ___2_

М ~  у + х у *  ~  У ’

заключаем, что уравнение допускает интегрирующий множитель, зависящий 
только от у. Находим его: — ~  !  отсюда 1 п ц  = —2 I n  у ,  т. е. ц =  \/у'г.

.После умножения всех членов данного уравнения на найденный интегрирую
щим множитель pi получаем уравнение (^~-\-x^j d x— ^ dy — О в полных диф

ференциалах . Решая это уравнение, найдем его общий

и н т е гр а л  Л + ^  +  С  =  0, или у  = -
2х 

'х * + 2 С '

§ 11. Огибающая семейства кривых

Пусть дано уравнение вида

Ф (х ,у ,С ) = 0, ( 1)

х и„ У—переменные декартовы координаты, а С—параметр, 
.^Щии принимать различные фиксированные значения.



40 ДИ Ф Ф ЕРЕН Ц И А Л ЬН Ы Е УРАВН ЕНИЯ 1ГЛ. xl

При каждом данном значении параметра С уравнение (1) оп| 
деляет некоторую к р и в у ю  на плоскости Оху. Придавая С в< 
возможные значения, мы получаем с е м е й с т в о  к р и в ы х ,  за 
сящих от одного параметра, или — как часто говорят—одн 
п а р а м е т р и ч е с к о е  с е м е й с т в о  к р и в ы х .  Таким образа

уравнение ( 1) есть уравнение одн 
параметрического семейства кривь 
(так как оно содержит только 
ну произвольную постоянную).

Рис. 257.

О п р е д е л е н и е .  Линия L называется огибающей однопара 
метрического семейства линий, если она, в каждой своей точк 
касается той или иной линии семейства, причем в различны 
точках линии L ее касаются различные линии данного семейств 
(рис. 256).

П р и м е р  'J. Рассмотрим семейство линий (х —С)г уг =  R 2, где R  -  
постоянная, С —параметр. Это—семейство окружностей радиуса R с центрам 
на оси Ох. Очевидно, что это семейство будет иметь огибающими прямые и =  R  
y — —  R  (рис. 257).

Н а х о ж д е н и е  у р а в н е н и я  о г и б а ю щ е й  
м е й с т в а .  Пусть дано семейство кривых

Ф(х, у, С) = 0,
зависящих от параметра С.

Предположим, что это семейство имеет огибающую, уравнение! 
которой можно записать в виде */ =  ф(*), гДе ф(*)—непрерывная 
и дифференцируемая функция от х. Рассмотрим некоторую точку 
М (х; у), лежащую на огибающей. Эта точка также лежит на не-! 
которой кривой семейства (1). Этой кривой соответствует опреде
ленное значение параметра С, которое при данных а и у опре
деляется из уравнения (1): С — С(х, у). Следовательно, для всех 
точек огибающей удовлетворяется равенство

Ф (а , у, С (а , у)) =  0. (2)
Допустим, что С ( а , у)—дифференцируемая функция, не постоян
ная ни на каком интервале рассматриваемых значений а , у. Из| 
уравнения (2) огибающей найдем угловой коэффициент каса
тельной к огибающей в точке М  (а ; у). Продифференцируем

д а н н о г о  с е

(1
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авенство (2) по считая, что у есть функция от х : 
дФ , дФ дС . (дФ . дФ д С \  , пдФ , аф дС , (дФ , д Ф д С \  , п 
дх аС дх ‘ V f y  дС ду )  ^  '

ИЛИ

ф ; + ф ж + ф <; { § + | (3)

Далее, угловой коэффициент касательной к кривой семейст
ва (•) в точке М(х; у) найдется из равенства

(С на данной кривой постоянно).
Мы предполагаем, что ФуфО, в противном случае мы счи

тали бы х функцией, а у аргументом. Так как угловой коэффи
циент k огибающей равен угловому коэффициенту k кривой се
мейства, то из (3) и (4) получаем

Таким образом, для определения огибающей служат следующие
два уравнения:

Обратно, если, исключая С из этих уравнений, получим уравне
ние г/ =  ф(х), где ф(х)—дифференцируемая функция, при этом 
значение С Ф const на этой кривой, то г/ =  ф(х) есть уравнение
огибающей.

З а м е ч а н и е  1 . Если для семейства (1) некоторая функция 
У~Ц>(х) является уравнением геометрического места особых точек, 
т- е. точек, где Ф* =  0 и Ф  ̂=  0, то координаты этих точек так- 
же Удовлетворяют уравнениям (6).

Действительно, координаты особых точек можно выразить через 
параметр С, входящий в уравнение (1):

ф ; + ф ; у' = о (4)

Но так как на огибающей С(х, у) Ф  const, то

и потому для ее точек справедливо равенство
Фс(*. У, 9  =  0. (5)

Ф(х, у, С) =  0,
Фс(*. У, 9  =  0. } (6)

* =  Ч 9 .  у = ц{С). (7)
Если эти выражения подставим в уравнение (1), то получим 

т°ждество относительно С:
Ф (\(С ), р (9 , 9 = 0 .
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Дифференцируя это тождество по С, получим:

так как для любых точек выполняются равенства Ф* =  0, Ф  ̂=  О, 
то, следовательно, для них также выполняется равенство Фс =  0.

Этим мы и доказали, что координаты особых точек удовлет
воряют уравнениям (6).

Итак, уравнения (6) определяют либо огибающую, либо гео
метрическое место особых точек кривых семейства ( 1), либо соче
тание того и другого. Таким образом, получив кривую, удовлет-

зависящих от одного параметра С.
Р е ш е н и е .  Дифференцируя уравнение семейства по С, получаем 2 (х— С )=  

=  0. Исключая С из этих двух уравнений, получим уравнения уа—R 2—0 или 
У =  ± R -

Из геометрических соображений ясно, что полученная пара прямых 
является о г и б а ю щ е й  (а не геометрическим местом особых точек, так как 
окружности, входящие в семейство, не имеют особых точек).

П р и м е р  3. Найти огибающую семейства прямых:

где а — параметр.
Р е ш е н и е .  Дифференцируя по а  данное уравнение семейства, будем 

иметь:

Для исключения параметра а  из уравнений (а) и (Ь) умножим члены пер
вого на cos а ,  а второго— на sin а  и вычтем из первого второе; тогда будем 
иметь х = р  cos а .  Подставляя это выражение в равенство (Ь), найдем у =  
=  р sin а . Возводя члены двух последних уравнений в квадрат и складывая 
почленно, получим х2-\-у2 — р2. Это— окружность. Она является о г и б а ю 
щ е й  семейства (а не геометрическим местом особых точек, так как прямые 
линии не имеют особых точек) (рис. 258).

П р и м е р 4. Найти огибающую траекторий снарядов, выпущенных из пушки 
со скоростью г'о под различными углами наклона ствола орудия к горизонту. 
При этом будем считать, что орудие находится в начале координат, а траек
тории снарядов лежат в плоскости Оху (сопротивлением воздуха пренебрегаем).

АУ
воряющую уравнениям (6), необходимо 
дополнительно исследовать, является ли 
она огибающей или геометрическим ме
стом особых точек.

О  ------ o 0 t  C Q S C C------->-

Рис. 258. Рис. 259.

П р и м е р  2. Найти огибающую семейства окружностей 
( х - С ) 2+ у 2— Д 2 =  0,

х  cos a-\-y  sin a — p — 0, (a)

— x  sin a + y  cos a  =  0. (b)
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р е ш е н и е .  Найдем сначала уравнение траектории снаряда в том случае, 
ствол орудия составляет с положительным направлением оси Ох угол а . 

о°ГДвоемя полета снаряд участвует одновременно в двух движениях: равномер- 
1! иЖение со скоростью :’0 в направлении ствола орудия и падение вниз 

1,06 действием силы тяжести. Поэтому в каждый момент времени t положение 
П°Дпята М (рис. 259) будет определяться равенствами
С"° ' at*

* =  c'0f c o s a ,  y =  v0t s l n a —2 _ .

q TP_-параметрические уравнения траектории (параметром является время /). 
Исключив t, найдем уравнение траектории в виде

9  =  х  t g « ----
2vo cos2 а

наконец, введя обозначения l g a  =  k, получимg
2ц о

y =  k x — ax-( 1 + £ 2). (8)
Это уравнение определяет параболу с вертикальной осью, проходящую через 
начало координат и обращенную ветвями вниз. Для различных значений к 
мы получим различные траектории. Следовательно, уравнение (8) является

уравнением однопараметрического семейства парабол, являющихся траекто
риями снаряда при различных углах ос и данной начальной скорости v0
(рис. 260).

f 1аидем огибающую этого семейства парабол.
Дифференцируя по к обе части уравнения (8), имеем

х — 2akx2 = 0 .  (9)
Исключая к из уравнений (8) и (9), получим

Это—уравнение параболы с вершиной в точке ^0; , ось которой
совпадает с осью Оу. Она не является геометрическим местом особых точек 
'  ак как параболы (8) не имеют особых точек). Итак, парабола

б е з СТСЯ огибающей семейства траекторий. Она называется п а р а б о л о й  
снап° П ЭС Н 0 с т и ’ так как ни °Дна то,ка за ^  пределами не достижима для 

гида, выпущенного из данного орудия с данной начальной скоростью v0.
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П р и м е р  5. Найти огибающую семейства полукубических парабол
У3— (•*— С)2 =  0.

Р е ш е н и е .  Дифференцируем по параметру С данное уравнение семейства:
2 (х— С) =  0.

Исключая параметр С из двух уравнений, получим
</=о.

Ось Ох является геометрическим местом особых точек—точек возврата'
первого рода (рис. 261). Действитель
но, найдем особые точки кривой

у3- ( х - С ) 2 =  0

при фиксировании значения С. Диф
ференцируя по х и у, находим

F ’x =  —2 (х— С) = 0 ; 
Р у= 3у*= 0 .

Решая совместно три предыдущих уравнения, найдем координаты особой 
точки: х — С, ( /= 0 ; таким образом, каждая кривая данного семейства имеет 
особую точку на оси Ох.

При непрерывном изменении параметра С особые точки заполнят всю 
ось Ох.

П р и м е р  6. Найти огибающую и геометрическое место особых точек 
семейства

( 10)(у  С)2 д- (х — С)3 =  0.

Р е ш е н и е .  Дифференцируя по С обе части равенства (10), найдем 

—2 (у— С) +  -§-3 (х—С)8 = 0 ,

или
У— С — (х—С)2 =  0. (11)

Исключим теперь параметр С из полученного равенства (11) и из уравне
ния (10) семейства. Подставив выражение у — С =  (х—С)2 в уравнение семей
ства, получим

(*— Q *— -§-(*— О 3 =  0, или (х— С)3 | \ х —С) — -|-j = 0 ;

отсюда получаем два возможных значения С и два соответствующих им реше
ния задачи.

Первое решение:

С —х;

поэтому из равенства (11) находим 

у  —х  — (х—х)2 =  0,

или

Второе решение:

поэтому из равенства (11) находим
2 Г 2 1г 

У— х +  у — I * —x + -g  I = 0 ,

В=х— 9-У = х.
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д'ь! получили две прямые у = х  и у = х — . Первая из них является гео-
..рическим местом особых точек, а вторая—огибающей (рис. 262).

З а м е ч а н и е  2. В § 7 гл. VI было доказано, что нормаль 
. кривой служит касательной к ее эволюте. Следовательно, семей- 

с'во нормалей к данной кривой является в то же время семей- 
сТВ0М касательных к ее эволюте. Таким образом, э в о л ю т а  
к р и в о й  я в л я е т с я  о г и б а ю щ е й  с е м е й с т в а  н о р м а л е й

Это замечание позволяет указать еще один метод для нахож
дения эволюты: чтобы получить уравнение эволюты, надо сначала 
найти семейство всех нормалей данной кривой, а затем найти 
огибающую этого семейства.

§ 12. Особые решения дифференциального уравнения 
первого порядка

Пусть дифференциальное уравнение

етвующее уравнению (2), имеет огибающую. Докажем, что эта 
°г«бающая также является интегральной кривой дифференциаль
н о  уравнения ( 1).

э той к р и в о й  (рис. 263).

Рис. 262. Рис. 263.

( 1)
имеет общий интеграл

Ф(х, у, С) =  0. (2)
Предположим, что семейство интегральных кривых, соответ-
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Действительно, в каждой своей точке огибающая касается 
некоторой кривой семейства, т. е. имеет с ней общую касательную.! 
Следовательно, в каждой общей точке огибающая и кривая се
мейства имеют одинаковые значения величин х, у , у'.

Но для кривой из семейства числа х, у, у’ удовлетворяют 
уравнению (1). Следовательно, тому же уравнению удовлетворяют 
абсцисса, ордината и угловой коэффициент каждой точки огибаю-! 
щей. Но это и означает, что огибающая является интеграль
ной кривой, а ее уравнение является решением данного диффеШ 
ренциального уравнения.

Так как огибающая не является, вообще говоря, кривой семей-- 
ства, то ее уравнение не может быть получено из общего инте
грала (2) ни при каком частном значении С. Решение дифферен-j 
циального уравнения, не получающееся из общего интеграла ни- 
при каком значении С и имеющее своим графиком огибающую! 
семейства интегральных кривых, входящих в общее решение,! 
называется особым решением дифференциального уравнения.

Пусть известен общий интеграл
Ф(х, у, С) =  0;

исключая С из этого уравнения и уравнения Ф'с (х, у , С) =  0^| 
получим уравнение ф(д;, у) — 0. Если эта функция удовлетворяет] 
дифференциальному уравнению (и не принадлежит семейству (2)),j 
то это и есть особый интеграл.

Отметим, что через каждую точку кривой, изображающей особое] 
решение, проходит по крайней мере по две интегральные кривые, 1 
т. е. в к а ж д о й  т о ч к е  о с о б о г о  р е ш е н и я  н а р у ш а е т с я  
е д и н с т в е н н о с т ь  р е ш е н и я .

Заметим, что точка, в которой нарушается единственность 
решения дифференциального уравнения, т. е. точка, через кото-] 
рую проходит по крайней мере две интегральные кривые, назы-i 
вается особой точкой*). Таким образом, особое решение состоит 
из особых точек.

П р и м е р .  Найти особое решение уравнения
уг (1+у'*) =  Я*. (•>

Р е ш е н и е .  Найдем его общий интеграл. Разрешим уравнение относи-' 
тельно у ’:

d y _  , У Н '1 — ’/*
dx ±  у

Разделяя переменные, получим

± V R %-y -
*) Граничные точки области существования решения также называют 

особыми. Внутренняя точка области, через которую проходит единственная 
интегральная кривая дифференциального уравнения, называется обыкновенной 
точкой.
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а интегрируя, находим общий интеграл 
С!' (х -С )2 +  </2 =  /?2.

видеть, что семейство интегральных линий представляет собой семей- 
<ЛегК окружностей радиуса R  с центрами на оси абсцисс. Огибающей семейства
Г  иных будет пара прямых y = ± R .
КР функции y — ± R  удовлетворяют дифференциальному уравнению (*). Сле
довательно, это есть особый интеграл.

§ 13. Уравнение Клеро

Рассмотрим так называемое уравнение Клеро

*-*!+<:)• (»
Оно интегрируется с помощью введения вспомогательного пара
метра. Именно, положим ~fx = Р', тогда уравнение (1) примет вид

у = х р + $ (р ) .  (1 ')

Продифференцируем по х все члены последнего уравнения, 
имея в виду, чтор — ~х является функцией от х :

Р = * Ъ  +  Р +  *'<Р)
или

[ * + * ' ( р ) ] ^  =  0.

Приравнивая каждый множитель нулю, получим

1 7  =  ° (2)
и

* +  Ф'(р) =  0 - (3)
1) Интегрируя равенство (2), получаем р = С(С — const). Под

ставляя это значение р в уравнение (Г), найдем его общий
интеграл

у =  л;С +  ф(С), (4)

который с геометрической точки зрения представляет собой с е-
Мей с т в о  п р я м ы х  л и н и й .

2) Если из уравнения (3) найдем р как функцию от х  и под
бавим ее в уравнение ( 1 '), то получим функцию

у = хр(х)+\р[р  (*)], (1")
ирТ0Рая’ как легко показать, представляет собой решение урав-
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В самом деле, в силу равенства (3) находим ^  — р-f.

+  [jt-f-ф ' . т. е. j-x — р. Поэтому, подставляя функцию (Г')
в уравнение (1), получаем тождество xp +  ty(p) — xp + ty(p).

Решение (1") не получается из общего интеграла (4) ни при 
каком значении С. Это есть о с о б о е  р е ш е н и е ;  оно получается 
в результате исключения параметра р из уравнений

у = хр + \р(р), х +  ф'(р) =  0 ,
или, что все равно, исключением С из уравнений 

г/ =  хС4-ф (С), * +  фс (Q  =  0.
Следовательно, о с о б о е  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  К л е р о

о п р е д е л я е т  о г и б а ю щ у ю  с е м е й 
с т в а  п р я м ы х ,  з а д а н н ы х  о б щ и м  
и н т е г р а л о м  (4).

Пример.
уравнения

Найти общий и особый интегралы

dy
c - j -dx +

dy а-г dx

/■+(!)’
Р е ш е н и е .  Общий интеграл получаем, заме
нуняя —■ на С: dx

у — хС- аС
V  1 -+- Са

Для получения о с о б о г о  решения дифференцируем последнее уравнение по С:

х
(1 +С*)3'«

Особое решение (уравнение огибающей) получается в параметрическом виде 
(где параметром служит С)

а аС3
(1 +C 2)V. * (1 +С*)/*

Исключив параметр С, можем получить непосредственную зависимость между 
х н у .  Возводя обе части каждого уравнения в степень и складывая

О

почленно полученные уравнения, найдем особое решение в следующем виде:

х'!*-\- у ‘̂ , = а ^ г.

Это— астроида. Однако огибающей семейства (а следовательно, и особым ре
шением) является не вся астроида, а только ее левая половина (так как из 
параметрических уравнений огибающей видно, что х < 0 )  (рис. 264).
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§ 14. Уравнение Лагранжа

I у равНением Лагранжа называется уравнение вида
У =  *ф(у') +  Ф(у'). ( 1)

■ г Ф и ф — известные функции от ^ .
Г д т0 уравнение линейно относительно у и х .  Рассмотренное 

Ж предыдущем параграфе уравнение Клеро является частным 
в ,аем уравнения Лагранжа при ф (у’) =  у ’. Интегрирование 
^равнения Лагранжа, так же как и интегрирование уравнения 
Клеро, производится с помощью введения вспомогательного па
раметра р. Положим

у' =  р;
тогда исходное уравнение запишется в виде

У =  *ф(Р)+Ф(Р>- ( 1 ')
Дифференцируя по х, получим

Р =  Ф (р) +  [*ф' (р) +  ф' (р)] | f  ,
или

р - ф(р) = [*ф'( р)+Ф' (p)]|f- (1")
Из этого уравнения сразу можно найти некоторые решения: 

именно, оно обращается в тождество при всяком постоянном 
значении р =  р0, удовлетворяющем условию

Р о - ф ( Р о )  =  0 -

Действительно, при постоянном значении р производная f f = = 0,
и обе части уравнения (1") обращаются в нуль.

Решение, соответствующее каждому значению р = р0, т. е.
= Роу является л и н е й н о й  функцией от х ^так как производ-

г Ная % постоянна только у линейных функций j .  Для того чтобы
г найти эту функцию, достаточно подставить в равенство (Г) зна-
|.чение р = Ро:

У ~ Х ( (  ( р 0 )  “ Р Ф  ( Р о ) -

I Если окажется, что это решение не получается из общего ни 
I "PH каком значении произвольной постоянной, то оно будет 
В с 0 б ы м р е ш е н и е м .

Найдем теперь о б щ е е  р е ш е н и е .  Для этого запишем урав- 
| Нен»е (1") в виде

dx х У'(Р) — Ф'ОО
dp р —ф (р ) р — <р(р)
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и будем рассматривать х как функцию от р. Тогда полученное 
уравнение будет линейным дифференциальным уравнением отнс? 
сительно функции х от р.

Решая его, найдем
Х  —  ( й { р ,  С). (2)

Исключая параметр р из уравнений (Г) и (2), получим о б щи й  
и н т е г р а л  уравнения (1) в виде

Ф(*> У, 0  =  0.
П р и м е р .  Дано уравнение

У =  ху '2+ у ,3. (I)

Положив у ' — р, будем иметь
У=хр2+ р 2. (Г )

Дифференцируя по х, получим

р =  рг +  [2хр +  2 р ] ^ - ,  (I")

Найдем о с о б ы е  р е ш е н и я .  Так как р =  р3 при ро— 0 и Pi — l, то
решениями будут линейные функции [см. (Г)] *у =  х -О2-f-б'2, т. е. у =  0,
У =  х + 1.

Будут ли эти функции частными или особыми решениями, мы увидим,1 
когда найдем общий интеграл. Для его разыскивания запишем уравнение (I") 

dx 2 2 *
в виде -щ !— х  ^ = Y~— p~ и °Удем рассматривать х как функцию незави-ij
симой переменной р. Интегрируя полученное линейное (относительно х) урав
нение, находим

С2х = — 1 - (II)

Исключая р из уравнения (Г) и (II), получим о б щ и й  и н т е г р а л

iМ с + у 'Т + Т )2.
О с о б ы м  и н т е г р а л о м  исходного уравнения будет

У =  о,
поскольку это решение не получается из общего ни при каком значении С.

Функция же у  =  х - \ - 1 является не особым, а частным решением; она 
получается из общего решения при С = 0 .

§ 15. Ортогональные и изогональные траектории

Пусть имеем однопараметрическое семейство кривых
ф(*. У, С) = 0- (1)

Линии, пересекающие все кривые данного семейства (1) под 
постоянным углом, называются изогональными траекториями. 
Если этот угол прямой, то траектории называются ортогональ
ными траекториями.
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Орт огональные  т р а е к т о р и и .  Найдем уравнение орто- 
пьных траекторий. Напишем дифференциальное уравнение 

Г°И ного семейства кривых, исключая параметр С из уравнений 
Да' Ф (х ,у ,С )  = 0

дФ
дх

I дФ dy __ п 
ду dx 1

Пусть это дифференциальное уравнение будет

F  (* •  У> Т х ) = ° - (1 ')

2 десь AJL есть угловой коэффициент касательной к кривой семей

ства в точке М(х\ у). Так как орто
гональная траектория, проходящая че
рез точку М (х ; у), перпендикулярна 
к соответствующей кривой семейства, 
то угловой коэффициент касательной
к ней ^ 7  связан с j x соотношением
(рис. 265)

dJL----------L_ (2)
d x " d y j

dx

Подставляя это выражение в уравне
ние (Г) и опуская индекс Т, получим Рис. 265.
соотношение между координатами про
извольной точки (х ; у) и угловым коэффициентом ортогональной 
траектории в этой точке, т. е. д и ф ф е р е н ц и а л ь н о е  у р а в 
н е ние  о р т о г о н а л ь н ы х  т р а е к т о р и й

- ) - » •  О)

Общий интеграл этого уравнения
Ф Л х ,  у ,  С) =  о

Дарт с е м е й с т в о  о р т о г о н а л ь н ы х  т р а е к т о р и й .
С ортогональными траекториями приходится иметь дело, на- 

пример, при рассмотрении плоского течения жидкости.
Положим, что течение жидкости на плоскости происходит так, 

Чт° в каждой точке плоскости Оху определен вектор v (х, у) 
скорости движения. Если этот вектор зависит только от поло
жения точки на плоскости, но не зависит от времени, то движе- 

Пе называется стационарным, или установившимся. Такое дви-
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жение мы и будем рассматривать. Кроме того, мы допустим, что 
существует потенциал скоростей, т. е. такая функция и(х, у)\ 
что проекции вектора v(x , у) на оси координат vx (дс, у) и vy (x, Ж  
являются ее частными производными по х и у.

ди
д х ~ ° х

Линии семейства

ди
Ty =  Vr

и (х, у) = С

(4)

1
называются эквипотенциальными линиями (т. е. линиями равногф 
потенциала).

Линии, касательные к которым во всех точках совпадают па! 
направлению с вектором v(x, у), называются линиями тока g  
дают траектории движущихся точек.

Покажем, что линии тока суть ортогональные траекторий 
семейства эквипотенциальных линий (рис. 266).

Пусть <р —угол, образованный вектором скорости v  с осью 
Ох. Тогда на основании соотношения (4]

ди (х, у) | ,
L  =  М  COS Ф,и дх

ди (х, у)
ду V  I ЭШф;

отсюда находим угловой коэффициент ка-j 
сательной к линии тока

tg Ф
Рис. 266.

ди(х, у)
ду

ди (х, у) * 
дх

Угловой коэффициент касательной к эквипотенциальной линии 
получим, дифференцируя по х соотношение (5):

ди . д и  d y_~
дх ‘ ду dx ’

откуда
ди

dy дх
dx \ди

ду

Таким образом, угловой коэффициент касательной к эквипотен-| 
циальной линии обратен по величине и противоположен по внаку ; 
угловому коэффициенту касательной к линии тока. Отсюда и сле
дует, что эквипотенциальные линии и линии тока взаимно орто
гональны.

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ И ИЗОГОНАЛЬНЫЕ ТРАЕКТОРИИ

|б] ,
■  В сл у ч ае  электрического или магнитного поля ортогональными 
I  екториям и семейства эквипотенциальных линий служат сило- 

линии этого поля.
Щ р  р и м е р 1. Найти ортогональные траектории семейства парабол

р е Ш е н и е. Напишем дифферента

у = С х\
альное уравнение семейства

’ =  2 Сх.
и' 2 IЩключая С, получим Заменяя здесь у' на - у ,  получим диф-

семейства ортогональных траекторий

4*!
унциальное уравнение 

х  dx
или уду------- 2 ~ .
I  Его общий интеграл

1
УУ'

£1 + i£ = C 2.
4 +  2

Следовательно, ортогональными траекториями данного семейства парабол будет 
некоторое семейство эллипсов с полуосями а —  2С, b =  CY  2 (рис. 267).

\У '

Рис. 267.

И з о г о н а л ь н ы е  т р а е к т о р и и .  Пусть траектории пере
секают кривые данного семейства под углом а , причем tga  — k. 

Угловой коэффициент ^  = ^ 2 Ф (рис. 268) касательной к кри-

Е°й семейства и угловой коэффициент к изогональной

тРаектории связаны соотношением
fgip—i ga

tg Ф =  tg ( ф - а ) = 1  +  ( й а , ^ ф ,



т. е.
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dy
d y j
dx —  k

dx

Подставляя это выражение в уравнение (Г) и опуская ин 
деке Т, получим дифференциальное уравнение изогональных тра 
екторий.

П р и м е р  2. Найти изогональные траектории семейства прямых
у  =  Сх, (8

пересекающие линии данного семейства под углом а , тангенс которого
tg  a =  k.

Р е ш е н и е .  Напишем дифференциальное уравнение данного семейства
Дифференцируя по х  уравнение (8), находим ^  =  С. С другой стороны, и;
того же уравнения С = у /х .  Следователь
но, дифференциальное уравнение дан-

dif vного семейства имеет вид -/■ =  — .dx х

Пользуясь соотношением (2'), получим дифференциальное уравнение изо 
тональных траекторий

d jr _ k
dx

dx
Отсюда, опуская индекс Т, находим

аУ _
k+У-' х

dx \ — k

Интегрируя это однородное уравнение, получаем общий интеграл 

In У " х * + у = - ^ -a rc tg  У—(-In С, (9)
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Ы1", и определяет семейство изогональных траекторий. Чтобы выяснить, 
tf0 именно кривые входят в это семейство, перейдем к полярным коорди-
к8кИ ‘натам: ____

~ ~ tg<p. V  х 2 + у 2 =  р.

^тавляя эти выражения в равенство (9), получим In cp-fln С, или

_ г е к Следовательно, семейство изогональных траекторий является семей-
0='( __„„„г,,,,»,”, 9RQ1CTBOMлогарифмических спиралей (рис. 269).

§ 16. Дифференциальные уравнения высших порядков 
(общие понятия)

Как уже указывалось выше (см. § 2), дифференциальное урав
нение я-го порядка символически можно записать в виде

F  ( х ,  у ,  у ' , у " ,  г/(п)) =  ° .  (1)

или, если его можно разрешить относительно п-й производной,
y Ul) =  f ( x ,  у ,  у ' ,  у" ,  . . . .  у ы~ 1))- (1 ')

В настоящей главе мы будем рассматривать только такие 
уравнения высших порядков, которые можно разрешить относи
тельно высшей производной. Для этих уравнений имеет место 
теорема о существовании и единственности решения, аналогичная 
соответствующей теореме о решении уравнения первого порядка. 

Т е о р е м а .  Если в уравнении
уЫ) = f(x , у, у ', . . . ,  у ы~г))

'функция f (х, у, у ', . . . ,  у{п~1)) и ее частные производные по 
[ аргументам у, у', . . . ,  у{п~1) непрерывны в некоторой области,

содержащей значения
* =  *„. у — у0, у' = Уо, */(в-1> =  < _1),

'во существует и притом единственное решение у — у (х) уравне
ния, удовлетворяющее условиям

У |х=дг0 Уо> У \х=х0 У о> •••» У l.v=*0 Уъ (2)

Эти условия называются начальными условиями. Доказатель
ство этой теоремы выходит за рамки данной книги.

Если рассматривать уравнение второго порядка
У" = f ( x , у, у г),

То начальными условиями при х = х0 для решения будут условия
У — Уо, У' —У»,

Гд® *о, У а, У о — заданные числа. Геометрический смысл этих усло- 
вий следующий: через заданную точку плоскости (х0; //„) с задан
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ным тангенсом угла наклона касательной у'0 проходит единстве!.
ная кривая. Из этого, далее, следует, что если мы будем задава-4
различные значения у’0 при постоянных х0 и у0, то получим бек 
численное множество интегральных кривых с различными углаи [ 
наклона, проходящих через заданную точку.

Введем теперь понятие общего решения уравнения л-го порядк; 
О п р е д е л е н и е .  Общим решением дифференциального ура \ 

нения п-го порядка называется функция

У = Ч(х, Ct, С2.........С„),

зависящая от п произвольных постоянных Ct, С2, . . С„ и така; 
что:

а) она удовлетворяет уравнению при любых значениях посто-
янных Cj, С2, С„;

б) при заданных начальных условиях

У |a:=jc0 =  Уо> У \х=х„ — Ут • • •*  У(п V \х=х„ — Уа1 11

постоянные Сх, С2, Сп можно подобрать так, что функци 
у = у(х, Ci, С2, . . Сп) будет удовлетворять этим условиям (npej
полагая, что начальные значения л:0, у0, у’0........ у^~1) приняв
лежат области, где выполняются условия существования ре* 
шения).

Соотношение вида Ф (х , у, Cit С2, . . . ,  С„) =  0, неявно опре 
деляющее общее решение, называется общим интегралом диффе 
ренциального уравнения.

Всякая функция, получающаяся из общего решения при кон
кретных значениях постоянных Cit С2, С„, называется часпш
ным решением. График частного решения называется интеграль
ной кривой данного дифференциального уравнения.

Решить (проинтегрировать) дифференциальное уравнение л-го 
порядка—значит:

1) найти его общее решение (если начальные условия не 
заданы) или

2) найти то частное решение уравнения, которое удовлетво
ряет заданным начальным условиям (если таковые имеются).

В следующих параграфах будут изложены методы решения 
различных уравнений л-го порядка.

§ 17. Уравнение вида y(n) = f  (х)
л

Простейшим уравнением л-го порядка является уравнение вида

y{n) = f(x). 0)1
Найдем общий интеграл этого уравнения.
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Интегрируя по х левую и правую части и принимая во вни
мание, что =  получим

X
У{п~1) — ^ f ( x ) d x - \ - C it

*о
где — любое фиксированное значение х, а Сх —постоянная инте-
грирования.

Интегрируя еще раз, получим

Уы ~г)= 1  К  f ( x ) d x ) d x  +  C l ( x — х „ ) + С 2.
*0 \*0 '

Продолжая далее, получим, наконец (после п интегрирований), 
выражение общего интеграла

У
Х0 х.

Чтобы найти частное решение, удовлетворяющее начальным усло
виям

У \х=х, — Уо> У \х^х,— Уа< •••> Уи‘ 1)\х=ха — УйП 1!,

достаточно положить

С „ =  У оу С п- 1 — У о> •••> C f =  у'ц 1>.

П р и м е р  1. Найти общий интеграл уравнения
у" =  sin {kx)

и частное решение, удовлетворяющее начальным условиям
у\х->о =  0, у' lx=o — 1 •

Решение.
х

cos k x — 1
у ' =   ̂sin kx  dx -f- Cf = Си

и

Лг+ JC id r+ C ,,

или
sin kx  . x  . r  . ny = ---- £2---- Vj+CiX + Сг.

Это есть общий интеграл. Чтобы найти частное решение, удовлетворяю
щее данным начальным условиям, достаточно определить соответствующие 
значения Сх и С2.

Из условия у \х=о находим С2 =  0.
Из условия у ' \ х~о =  1 находим Сх =  1.
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Таким образом, искомое частное решение имеет вид

Ж
У =  -

sin kx
k* (т+0 -

Дифференциальные уравнения рассмотренного вида встречаются в теории 
изгибания балок.

П р и м е р  2. Рассмотрим упругую призматическую балку, изгибающуюся
под действием внешних сил, как непрерывно распределенных (вес, нагрузка), 
так и сосредоточенных. Направим ось Ох горизонтально, по оси балки в ев

недеформированном состоянии, ось Оу— верти
кально вниз (рис. 270).

Каждая сила, действующая на балку (на
пример, нагрузка балки, реакция опор), имеет; 
момент относительно какого-нибудь поперечно
го сечения балки, равный произведению силы 
на расстояние точки приложения силы от дан
ного сечения. Сумма М (л) моментов всех сил, 
приложенных к части балки, расположенной 
по одну сторону от ,данного сечения, с абЫШ 
циссой х, называется изгибающим моментом* 

данного сечения. В курсе 1балки относительно
материалов доказывается, что изгибающий момент балки ра- 
Е —так называемый модуль упругости, зависящий от мате- 1  

момент инерции площади поперечного сечения балки от-J  
линии, проходящей через центр тяжести пло-1

к о т Я

сопротивления 
'вен E J/R ,  где 
риала балки; J 
носительно горизонтальной 
щади поперечного сечения; R —  радиус кривизны оси изогнутой балки,
рый выражается формулой (§ 6 гл. VI)

(1 + У '2)’1'R=--y-

Таким образом, дифференциальное уравнение изогнутой оси балки имеет
вид

М (х)

(1 +У'2)7. EJ (2)

Если считать, что деформации малы и что касательные к оси балки при 
изгибе [образуют малый угол с осью Ох, то мы можем пренебречь квадратом] 
малой величины у '2 и считать R =  \/y".

Тогда дифференциальное уравнение изогнутой балки примет вид

М (х)
У"- EJ (2' )

а это уравнение есть уравнение вида (1).
П р и м е р  3. Балка наглухо заделана в конце О и подвергается действию 

сосредоточенной вертикальной силы Р, приложенной к концу балки L на рас
стоянии I от места закрепления (рис. 270). Весом балки пренебрегаем.

Рассмотрим сечение в точке N (х). Изгибающий момент относительно сече
ния N  в данном случае будет равен М (х)  — (1—х)Р .  Дифференциальное урав
нение (2') примет вид

У’= Ж (1~ Х)- - 1

Начальные условия: при х =  0 прогиб у  равен нулю и касательная к изогну
той оси балки совпадает с осью Ох, т. е. у|*=о =  0, у ’ |А=о =  0. Интегрируя

Е 181

урлв:пение, найдем

Е частности, из

i r j v ~ ‘)dx—W( ' ' “ т г )  ;

формулы (3) определяется прогиб h на конце балки L: 
РР

Н~У lw = 3£7 ‘
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( 3)

§ 18. Некоторые типы дифференциальных уравнений 
второго порядка, приводимых к уравнениям первого порядка. 

Задача о второй космической скорости

I. У р а в н е н и е  в и д а
&У— г ( г ФЛ
dx3 ~ '  V ’ d x )

я в н ы м  о б р а з о м  и с к о м о й

( 1)

не с о д е р ж и т  я в н ы м  о о р а з о м  и с к и л и к  ф у н к ц и и  у. 
Р е ш е н и е .  Обозначим производную ^  через р ,  т. е. положим

Гх = р - Т о гд а ё = - £ г -Подставляя эти выражения производных в уравнение (1), полу
чим уравнение первого порядка

dp
& - / ( * •  Р)

относительно неизвестной функции р  от 
уравнение, находим его общее решение

р  =  р { х ,  C J ,

х .  Проинтегрировав это

а затем из соотношения
ния (1)

У= $ р(х, C1)dx-\-C2

, П р и м е р  I. Рассмотрим дифференциальное
(см. § 1)

**1 — п получаем общий интеграл уравне-
dx г

уравнение цепной линии

&У- L  l /  1+ f ^ VV + \dx)
Положим

dy
Тх=Р’
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тогда
Л / _dp
dx'-~~ dx '

и мы получаем дифференциальное уравнение первого порядка относительно 
вспомогательной функции р от х

dp
dx

Разделяя переменные, будем иметь
dp _dx

V T Т р * ~ ~ й '
откуда

in ( p + V T + F ) = ± + c u

P = sh ^—+  Ci'j .

Но так как р =  , то последнее соотношение представляет собой дифферен
циальное уравнение относительно искомой функции у. Интегрируя его, полу
чим уравнение цепной линии (см. § 1)

у — a ch ^— +  Cj j  +  C2.

Найдем частное решение, удовлетворяющее следующим начальным условиям: 
у  |.v=o =  а, у ' | л=0 =  0.

Второе условие дает С± =  0, первое С2 =  0.
Окончательно получаем

(/ =  а ch {х/а).

З а м е ч а н и е .  Аналогичным способом можно проинтегриро
вать уравнение

y'n) = f(x , y{n~v).

Полагая у{п~1) = р, получим для определения р уравнение 
первого порядка

•ZF = Н Х’ I
Узнав отсюда р как функцию от х, из соотношения у{п~1) = р 

найдем у (см. § 17).
II. У р а в н е н и е  в и д а

не  с о д е р ж и т  я в н ы м  о б р а з о м  н е з а в и с и м о й  п е р е 
м е н н о й  х.
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( 3)

§ IS ]

Для его решения снова положим
dy
1  =

теперь мы б у д е м  с ч и т а т ь  р ф у н к ц и е й  от у (а не 
оТ х, как прежде). Тогда

d2y _  dp _ dp dy _  dp 
dx2 dx dy dx dy

Подставляя в уравнение (2) выражения ^  и ^ , получим урав
нение первого порядка относительно вспомогательной функции р

р % = П у, р)- (4)

Интегрируя его, найдем р как функцию от у и произвольной
постоянной Сх\

р = р{у, С,).
Подставляя это значение в соотношение (3), получим дифферен
циальное уравнение первого порядка для функции у от х

d£ = P (y .  с ,).

Разделяя переменные, находим
dy dx.

р {у, Сх)

Интегрируя это уравнение, получим общий интеграл исходного
уравнения

Ф(*. у, Си С2) =  0.
П р и м е р  2. Найти общий интеграл уравнения

3/  = у-ч».
Р е ш е н и е .  Положим ^  =  р, рассматривая р как функцию от у. Тогда

dpУ =  и МЬ1 получаем уравнение первого порядка для вспомогательном
Функции р

Зр^ ==у~'1’-
Интегрируя это уравнение, находим p2 =  CL—у ~ ^ ‘ и л и р = ±  V  —у ~ '1г.

Hr. „ dyU Р = Т х '  слеД°вательно, для определения у получаем уравнение

dy
V cx~ y-'i

. =  dx,

Г У1, dy 
d VС..,//..

y Udy _  = dXi
± V c iy4 ' - \

откуда д:-(-С2 =

' Для вычисления последнего интеграла сделаем подста-
1
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у'1' =  V2 +  i)v* - ^ г  * аУ =  3/ ('2 + 1)’/’ - ^ г  dt-су*
Следовательно,

f-7£ ^ ==л f 3 - ^  ̂ =Л-f 4+0=c j J  t c j v  з  ;

ci Ш
Окончательно получаем -Ш

* + C2 =  ± i  V c j l * - 1 (C„V. + 2) .w
П р и м е р  3. Пусть точка движется по оси Ох под 'действием си л а  

зависящей только от положения точки. Дифференциальное уравнение движЯ 
ния будет

тж =р{х)'
dx

Пусть при t — 0 будет х =  х0, - ^ f  =  vо-

dxУмножив обе части уравнения на dt и проинтегрировав в предела*:

от 0 до t, получим

или

 ̂ Л

~2т { ж )  ~ F( x) dx,

T m( ^ f ) 3+  ~ Y {x)dx = ~ 2  mv0 =  const.

Первое слагаемое последнего равенства представляет собой кинетическую: 
энергию, второе— потенциальную энергию движущейся точки. Из полученного» 
равенства следует, что сумма кинетической и потенциальной энергии остается 
постоянной во все время движения.

З а д а ч а  о м а т е м а т и ч е с к о м  м а я т н и к е .  Пусть материальная 
точка массы т под действием силы тяжести движется по окружности L,  лежа-! 
щей в вертикальной плоскости. Найдем уравнение движения точки, пренебре
гая силами сопротивления (т. е. силой трения, силой сопротивления воздуха 
и т. п.).

Поместим начало координат в низшей точке окружности, ось Ох направим 
по касательной к окружности (рис. 271).

Обозначим через I радиус окружности, через s —длину дуги от начала 0 
до переменной точки М,  где находится масса т,  причем э т у  длину берем с соот-3 
ветствующим знаком (s >  0, если точка М  правее точки О; s <  0, если ЛЧ 
левее О).

Наша задача заключается в установлении зависимости s от времени t.
Разложим силу тяжести mg  на тангенциальную и нормальную составляю

щие. Первая, р ав н ая—/я^вШ ф, вызывает движение, вторая уничтожается 
реакцией кривой, по которой движется масса т.

5131
Кения имеет ви 

=  — mg sin ф.
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Таким образом, уравнение движения имеет вид
d3s

тЖ

К Так —
t d2s s

4 F  g sin 7 '
f I  Эю дифференциальное уравнение II типа (так 

каК оно не содержит явным образом независимой
I  „еременной <)•Интегрируем его соответствующим образом:
I ds _  d3s   dp

Ж ~ Р' 4 F ~ ~ d T P'

dP . s .Следовательно, p =  — g  sin у  , или p dp =
5

— g s ln y  ds, откуда

P2 —2gl cos y -+ C f .

Обозначим через s0 наибольшую длину ду
ги, на которую отклоняется точка М. При s =  s0 
скорость точки равна нулю:

ds г,ИТ = р =°-й[ s= s0 s= s0

Это дает возможность определить Су. 0 =  2gt co s-у—j-Q . откуда Cj =

— 2£т/соз-у- . Поэтому р2 =  ^ 7 " )  =  2 g I^ c o sу — c o s - y - j ,  или> пРиме' 
------- ----- AnnMVJIV для разности косинусов,

откуда *)

(*)’•
S +  So , s„ s 

= 4gl sin —2 j -  sin 2 1  *
(5)

g = 2  V g i  У sin ”7 7 sln Т Г  ‘
(6)

Это—уравнение с
разделяющимися переменными. Разделяя переменные,

получим
ds — p y o l  dt. (7)

Y  sin
s + s 0 ,

21 S П 2l

*) Перед корнем мы берем знак плюс. Из замечания в конце решения 
»̂»»» лпоптгрт что рассматривать случай, когда берется знак минус, нет
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Будем пока предполагать, что s Ф s0, тогда знаменатель дроби отличен 0- 
нуля. Если считать, что s =  0 при / =  0, то из равенства (7) получаем

Это равенство и дает зависимость s от t. Интеграл, стоящий слева, не вы 
жается через элементарные функции, не выражается через элементарные фу 
ции и функция s от t. Рассмотрим поставленную задачу приближенно. Бу, 
предполагать, что углы s0/l и s/l малы. Углы ( s + s 0)/2/ и (s0—s)/2l не бу’ 
превосходить «о//. В уравнении (6) синусы углов заменим приближенно угла

Снова будем считать, что s = 0  при t =  0. Интегрируя последнее уравнение, 
получим

З а м е ч а н и е .  При решении мы предполагали, что s Ф s0. Но путем 
непосредственной подстановки убеждаемся, что функция (9) есть решение 
уравнения (6') при любом значении t.

Напомним, что решение (9) является приближенным решением уравнения 
(5), так как уравнение (6) мы заменили приближенным уравнением (6').

Равенство (9) показывает, что точка М (которую можно рассматривать 
как конец маятника) совершает гармонические колебания с периодом колеба

ния Т  =  2 л  " j /"  — . Этот период не зависит от амплитуды колебания s0.
П р и м е р  4. Задача о второй космической скорости.
Определить наименьшую скорость, с какой нужно бросить тело верти

кально вверх, чтобы оно не вернулось на Землю. Сопротивлением воздуха 
пренебречь.

Р е ш е н и е .  Обозначим массу Земли и массу брошенного тела соответст*| 
венно через М и т. По закону тяготения Ньютона сила f  притяжения, 
действующая на тело т, будет

S

Разделяя переменные, получим (предполагаем пока, что s Ф s0)

или

(7')

s

или

откуда

(9)

М т
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г_расстояние между центром Земли и центром масс брошенного тела, 
гравитационная постоянная.
Дифференциальное уравнение движения указанного тела с массой т будет

или

d2r , М -тtfl I/O К псit2 г2

d2r _ ^ М
dt2

( 10)

Мы взяли знак минус потому, что в задаче ускорение отрицательно, 
дифференциальное уравнение (10) есть уравнение вида (2). Будем решать это

уравнение при следующих начальных условиях: r = R ,  ~ ^ f— vo ПРИ < —0.

Здесь R — радиус Земли, v0— скорость бросания. Обозначим =
dv dv dr dv _— — = —r - r r r — v —r~ i где v —скорость движения. Подставляя в уравне- dt dr [dt dr

dv A1
ние (10), получим v -j~r~ — Разделяя переменные, получаем v dv =

dr— — k M —  . Интегрируя это уравнение, находим

Z)2 1L .= k M ± + Cl.
Из условия, что o =  i>o на поверхности Земли (при r = R ) ,  определим Ct :

4  - ш - L + C t .

(И)

ИЛИ
„ кМ 4  

—----d I о"~ •R ‘ 2
Подставим найденное значение Cj в равенство (11):

H L - k M - - — 4-—2 г R  +  2 *
ИЛИ

4 - ‘< + ( 4 _ « ) . ( 12)

По условию тело должно двигаться так, чтобы скорость всегда была положи
тельной, следовательно, о2/2 >  0. Так как величина kM/ r  при неограниченном 
возрастании г делается как угодно малой, то условие о2/2 >  0 будет выпол
няться при любом г только в случае

2 R  "  ’ (13)
или

^  / ~ 2kMП Г .
Следовательно, наименьшая скорость будет определяться равенством

Л2Ш
v°=  У  з (14)

з  Н. С. Пискунов, т. 2
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где

й =  6,66-10~8 -— г ,  R =  63-107 см.
Г'С2

На поверхности Земли при r =  R  ускорение силы тяжести равт
Мg (g  =  981 см/с2). На основании этого из равенства (10) получаем g =  k - ^ j

рР 2 I
или М =2-т— . Подставляя это значение М  в формулу (14), получаем k

v0— V 2 g R  =  У 2-981 -63-107 к  11,2-105 см /с=  11,2 км/с.

§ 19. Графический метод интегрирования 
дифференциального уравнения второго порядка

Выясним геометрический смысл дифференциального уравнения 
второго порядка. Пусть имеем уравнение

У" — f (х < У, У')- (О
Обозначим через ср угол, который касательная к кривой образует 
с положительным направлением оси Ох; тогда

з Н в ф .  (2)

Чтобы выяснить геометрический смысл второй производной,
вспомним формулу, определяющую радиус кривизны кривой ij 
в данной точке *),

п  ( H - ^ 2 ) V *К - -----7 -----.
Отсюда

О +л'»),/*
У -  R 

Но

y ' = tg<P. \ +  У’г = l +  tg2cp =  sec2cp, (1 +  j/'2) ,/»=|sec3(p|=-j-eo*;i(p|" t 
поэтому

У =  R | cos2 ср | •
Подставляя теперь в уравнение (1) полученные выражения для 
у и у", будем иметь

R | cos3 <р | =  У’ *2 Ф)|

*) До сих пор мы всегда считали радиус кривизны п о л о ж и т е л ь н  ым 
числом, однако в настоящем параграфе мы будем считать радиус кривизны 
числом, которое может принимать как положительные, так и отрицательные 
значения: если кривая выпукла (у” < 0), мы считаем радиус кривизны отри
цательным (R <  0); если кривая вогнута (у” >  0),— положительным (R >  0).
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§ 19]

я ли
Д = ________1________

c o s 3 c p | - / ( x ,  у, tg<p) (4)

О т с ю д а  видно, что дифференциальное уравнение второго порядка 
пределяет величину радиуса кривизны интегральной линии, если 

за даНь1 координаты точки и направле- 
ние касательной в этой точке.

Из предыдущего вытекает способ 
приближенного построения интеграль
ной кривой при помощи гладкой 
к р и в о й ,  составленной из дуг окруж
н о с т е й * ) .  ,Пусть, например, требу
е т с я  найти решение уравнения (1), 
удовлетворяющее следующим началь
ным условиям:

У \х=х„ —  У0 ) У {Х =  Х0 ■ Уо-

Через точку М0{х0\ у0) проведем луч М0Т0 с угловым коэф
фициентом у' = ig(f0= у'о (рис. 272). Из уравнения (4) найдем 
величину R=?R0. Отложим отрезок М0С0, равный R 0, на перпен
дикуляре к направлению МиТ0, и из точки С0, как из центра,
опишем небольшую дугу радиусом R„. Заметим при этом,
что если R0 <  0, то отрезок М0С0 нужно направлять в ту сто
рону, чтобы дуга окружности была обращена выпуклостью вверх, 
а при R0 >  0 — выпуклостью вниз (см. сноску на предыдущей
странице).

Пусть, далее, хи ^  — координаты точки М2, лежащей на 
построенной дуге и достаточно близкой к точке Af0, a lg фх- — 
угловой коэффициент касательной МУТ2 к проведенной окруж
ности в точке Mj. Из уравнения (4) найдем соответствующее 
точке Mj значение R — Ri. Проведем отрезок МгСи перпендику
лярный к М{Г равный R ly и из точки Cit как из центра, опишем
Дугу МгМ2 радиусом /?j. Затем на этой дуге возьмем близкую 
к точку М 2 (х2, у2) и продолжаем таким образом построение, 
пока не получим достаточно большой кусок кривой, состоящей 
из дуг окружностей. Из предыдущего ясно, что эта кривая при
ближенно является интегральной линией, проходящей через 
точку Л10. Очевидно, что построенная кривая будет тем ближе
к интегральной кривой, чем меньше будут дуги M0Mit М2М2, . . .

Ка *) К р и в ая  н а зы в ается  гладкой, е сл и  о н а  и м еет  к а с а т е л ь н у ю  во в сех  точ- 
’ п Ричем у г о л  н а к л о н а  этой  к а са т ел ь н о й  ест ь  н еп р ер ы в н ая  ф у н к ц и я

Длины  д у г и  s.
3*
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§ 20. Линейные однородные уравнения. Определения 
и общие свойства

О п р е д е л е н и е  1. Дифференциальное уравнение п-то порядка 
называется линейным, если оно первой степени относительно сово
купности искомой функции у и ее производных у', . . . ,  уш ,
т. е. имеет вид

«оУ{п) +  ахуы~" +  . . .  + a ny = f  (х), (1)

где а0, ах, а2, . . . ,  ап и /  (х) — заданные функции от х или постоян
ные, причем а0 Ф  0 для всех значений х из той области, в кото
рой мы рассматриваем уравнение (1). В дальнейшем мы будем 
предполагать, что функции а0, ах, . . . ,  ап и f(x) непрерывны при 
всех значениях х, причем коэффициент а0= 1 (если он не равен 1 , 
мы можем все члены уравнения поделить на него). Функция /(х), 
стоящая в правой части уравнения, называется правой частью 
уравнения.

Если !(х )ф  0, то уравнение называется линейным неоднород
ным или уравнением с правой частью. Если же f(x) =  0, то урав
нение имеет вид

У{п) +  а1уы~1) +  . . .  +  апу =  0 (2)

и называется линейным однородным или уравнением без правой 
части (левая часть этого уравнения является однородной функ
цией первой степени относительно у, у', у", . . . ,  у{п)).

Установим некоторые основные свойства линейных однородных 
уравнений, ограничиваясь в доказательствах уравнениями второго 
порядка.

Т е о р е м а  1. Если у1 и у.,— два частных решения линейного 
однородного уравнения второго порядка

У'-\~а1У' + + « / =  (3)
то ух-\-у2 есть также решение этого уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как ух и у2 — решения уравнения,то

yl +  axy’x +  a2yx = 0, yl +  аху'2 +  а2у„ =  0. (4)

Подставляя в уравнение (3) сумму ух + у2 и принимая во внима
ние тождества (4), будем иметь

(#i +  УнУ +  Oi (ух +  У«)' +  ог ( у х +  у 2) =
=  (у! +  аху[ +  а2ух) + (у 2 +  аху', +  агу2) =  0 + 0  =  0,

т. е. у х-\ -у 2 есть решение уравнения.
Т е о р е м а  2. Если ух есть решение уравнения (3) и С —по

стоянная, то Сух есть также решение уравнения (3).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставляя в уравнение (3) выраже
ние Су,, получим

(О/i)"*f а, (Су,)' +  а2 (Су,) = С(у",+ а,у[ + а2у,) = С- 0 =  0; 

тем самым теорема доказана.
О п р е д е л е н и е  2. Два решения уравнения (3) у, и у2 назы

ваются линейно независимыми на отрезке [а, Ь\, если их отноше
ние на этом отрезке не является постоянным, т. е. если

— ф  const.Уг
В противном случае решения называются линейно зависимыми. 
Иными словами, два решения у, и у2 называются линейно зави
симыми на отрезке [а, Ь], если существует такое п о с т о я н н о е
число Я,' что — =  Я при а ^ х ^ . Ь .  В этом случае y, = hy2.Уг

П р и м е р  1. Пусть имеем уравнение у"— i/ =  0. Легко проверить, что 
функции ех , е~х , Зех , 5е~х  являются решениями этого уравнения. При этом 
функции ех  и е~х линейно независимы на любом отрезке, так как отношение
ех

—— = е 2х не остается постоянным при изменении х. Функции же ех  и Зех
е~х

Зехлинейно зависимы, так как ——= 3  =  const.ех

О п р е д е л е н и е  3. Если у, и уг суть функции от х, то опре
делитель

yi Уг 
У'х УгW (у,, у2) = УхУг -  УхУг

называется определением Вронского, или вронскианом данных 
функций.

Т е о р е м а  3. Если функции у, и уг линейно зависимы на 
отрезке [а, Ь], то определитель Вронского на этом отрезке 
тождественно равен нулю.

Действительно, если г/ 2 =  Яг/1, где Я =  const, то у'г = ку( и

W (У и Уш) = Ух Уг Ух Цх — я yi Ух
У'х Уг у', Щ У'х Ух

=  0.

Т е о р е м а  4. Если определитель Вронского W (у,, у2), состав
ленный для решений у, и у2 линейного однородного уравнения (3), 
пе равен нулю при каком-нибудь значении х = х0 на отрезке [а, Ь\, 
где коэффициенты уравнения непрерывны, то он не обращается 
в нуль ни при каком значении х на этом отрезке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как yi и у2 — два решения урав
нения (3), то

Уг-\-и,у,-\-а2у 2 = 0, у, -\-а,у, -\-а2у ,  =  0.
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§ 20. Линейные однородные уравнения. Определения 
и общие свойства

О п р е д е л е н и е  1. Дифференциальное уравнение п-го порядка 
называется линейным, если оно первой степени относительно сово
купности искомой функции у и ее производных у', . . . ,  г/1"-1', уи'\  
т. е. имеет вид

а0У{п) +  а1у1п~1) +  • • • + a ny — f  (х), (1)

где а0, aх, а2, . . . ,  ап и /  (х) — заданные функции от х или постоян
ные, причем а0фО  для всех значений х из той области, в кото
рой мы рассматриваем уравнение (1). В дальнейшем мы будем 
предполагать, что функции а0, ах, . . . ,  ап и /  (х) непрерывны при 
всех значениях х, причем коэффициент а0=  1 (если он не равен 1 , 
мы можем все члены уравнения поделить на него). Функция f(x), 
стоящая в правой части уравнения, называется правой частью 
уравнения.

Если f ( x ) ^ 0 ,  то уравнение называется линейным неоднород
ным или уравнением с правой частью. Если же /(х)== 0, то урав
нение имеет вид

у(п) +  а1у(" - 1) +  . . .  +  а„у =  0 (2)

и называется линейным однородным или уравнением без правой 
части (левая часть этого уравнения является однородной функ
цией первой степени относительно у, у', у", . . . ,  у{п)).

Установим некоторые основные свойства линейных однородных 
уравнений, ограничиваясь в доказательствах уравнениями второго 
порядка.

Т е о р е м а  1. Если ух и у.,— два частных решения линейного 
однородного уравнения второго порядка

У'~\~а1У' + + У  =  0, (3)
то ух + у2 есть также решение этого уравнения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как ух и у2 — решения уравнения,то

yl +  а.у’г +  а ^ ^ О ,  № ++«/.; + а8у2 =  0. (4)

Подставляя в уравнение (3) сумму ух + у 2 и принимая во внима
ние тождества (4), будем иметь

(Ух +  У-гУ +  ах ( у х +  У«)' +  «2 (ух +  у 2) =
=  (у'х +  аху[ +  а2ух) +  (yl + аху\ +  а2у2) =  0 + 0  =  0,

т. е. г/1 +  у2 есть решение уравнения.
Т е о р е м а  2. Если ух- есть решение уравнения (3) и С —по

стоянная, то Сух есть также решение уравнения (3).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Подставляя в уравнение (3) выраже
ние Cyit получим

(с Ух)" +  «1 (С у^  +  а2 (Cyt) = С(у1 + + а2у1) = С- 0 =  0;

тем самым теорема доказана.
О п р е д е л е н и е  2. Два решения уравнения (3) yi и у2 назы

ваются линейно независимыми на отрезке [а, 6], если их отноше
ние на этом отрезке не является постоянным, т. е. если

— ф  const.
Уг

В противном случае решения называются линейно зависимыми. 
Иными словами, два решения у± и у2 называются линейно зави
симыми на отрезке [а, Ь], если существует такое п о с т о я н н о е
число X, что — — X при а ^ х ^ . Ь .  В этом случае yt = Xy2.

Уг
П р и м е р  1. Пусть имеем уравнение у"— у =  0. Легко проверить, что 

функции ех , е~х, Зех , 5е~х являются решениями этого уравнения. При этом 
функции ех и е~х линейно независимы на любом отрезке, так как отношение

ех
— —z=e2x не остается постоянным при изменении х. Функции же ех и Зех

Зехлинейно зависимы, так как ——= 3  =  const.оХ

О п р е д е л е н и е  3. Если ух и у2 суть функции от х, то опре
делитель

W (уи у2) = Vi Уг I 
у'х у'Л—  УхУъ У\Уг

называется определением Вронского, или вронскианом данных 
функций.

Т е о р е м а  3. Если функции yi и у2 линейно зависимы на 
отрезке [а, Ь], то определитель Вронского на этом отрезке 
тождественно равен нулю.

Действительно, если у 2 =  Хуи где X =  const, то у'2 =  Ху[ и

W (У и У *) = Ух Уг Ух Хух —  х yi Ух
У'х У'г У[ ХУ[ У'х У'х

=  0.

Т е о р е м а  4. Если определитель Вронского W (yit у2), состав
ленный для решений у, и у2 линейного однородного уравнения (3), 
пе равен нулю при каком-нибудь значении х = х0на отрезке [а, Ь], 
где коэффициенты уравнения непрерывны, то он не обращается 
в нуль ни при каком значении х на этом отрезке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как у* и у2 — два решения урав
нения (3), то

У2 +  ахУг +  Q2y 2 — Of Ух Ф а хУх '\"аяУх =
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Умножая члены первого равенства на у1У члены второго ра
венства на у2 и вычитая из первых вторые, получим

(У1У2 -  у[у2) +  й! {у̂ у'г -  у[у2) =  0. (5)

Разность, стоящая во второй скобке, есть определитель Врон- 
ского W (г/j, у2), а именно, W (yi} у2) = у^*  —у[у2. Разность, стоя-j 
щая в первой скобке, .есть производная от определителя Вронского;

W'x (.У1. У2) =  (У1У2 -  У'хУ*)' = УхУг -  У'хУг- 
Следовательно, равенство (5) принимает вид

W , +  a1W =  0. (6)

Найдем решение последнего уравнения, удовлетворяющего 
начальному условию W \х=Хо =  Найдем сначала общее решение 
уравнения (6) в предположении, что W Ф  0. Разделяя переменные
в уравнении (6), получаем — — ах ах.

Интегрируя, находим
X

\nW =  —  ̂fli dx + \nC,
х „

или
X

Х0
откуда

л:
- (̂ a, d x

W = Се х« . (7)

Заметим, что можно было написать функцию (7) и сказать, 
что эта функция удовлетворяет уравнению (6), в чем можно легко! 
убедиться непосредственной подстановкой этой функции в урав
нение (6). Предположение W Ф  0 не требуется.

Формула (7) называется формулой Лиувилля.
Определим С так, чтобы удовлетворялось начальное условие. 

Подставляя х = х0 в левую и правую часть равенства (7), получаем
W0=C.

Следовательно, решение, удовлетворяющее начальным усло
виям, примет вид

X
-  J a, dx

W = W0e *0 . (7 ')
По условию W0 Ф  0. Но тогда из равенства (7') следует, что; 

W Ф  0 ни при каком значении х, потому что показательная функ-
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цИя не обращается в нуль ни при каком конечном значении 
аргумента. Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  1. Если определитель Вронского равен нулю 
ири каком-нибудь значении х — х0, то он равен также нулю при 
любом значении х из рассматриваемого отрезка. Это непосредст
венно следует из формулы (7): если W = 0 при х =  х0, то

следовательно, W =  0, каково бы ни было значение верхнего 
предела х в формуле (7).

Т е о р е м а  5. Если решения г/х и уг уравнения (3) линейно 
н е зав и си м ы  на отрезке [а, Ь\, то определитель Вронского W, 
составленный для этих решений, не обращается в нуль ни в одной 
точке указанного отрезка.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предварительно заметим следующее. 
Функция t/ =  0 есть решение уравнения (3) на отрезке [а, Ь], 
удовлетворяющее начальным условиям

где х0 — любая точка отрезка [а, Ь\. Из теоремы существования 
и единственности (см. § 16), которая применима к уравнению (3), 
следует, что не существует другого решения уравнения (3), удов
летворяющего начальным условиям

Из этой теоремы так же следует, что если решение уравне
ния (3) тождественно равно нулю на некотором отрезке или интер
вале (а, Р), принадлежащем отрезку [а, Ь], то это решение тожде
ственно равно нулю на всем отрезке [а, Ь \ Действительно, в точке 
х =  р (и в точке х — а) решение удовлетворяет начальным условиям

Следовательно, по теореме единственности оно равно нулю в неко
тором интервале Р —d < x < p  +  d, где d определяется величиной 
коэффициентов уравнения (3). Таким образом, расширяя интервал 
каждый раз на величину d, где у =  0, мы докажем, что г/ =  0 
на всем отрезке [а, Ь].

Теперь приступим к доказательству теоремы 5. Допустим, что

определитель Вронского W (уи у2) будет равен нулю во всех точ
ках отрезка \а, Ь\. W = 0 или уху'2 — у[у2 =  0.

У \ х = х 0 — 0, у |а-=*0 —  0.

у |а=э —- 0, у' |*=р — 0.

_ ----- — t 1 Л V A J 1 Hi 1U il UiiVi X VViliV 1 U J  X V-Ч/ ViTiiyi , ft—il J Viliilif X А V/

(Уl. У2) = 0 в некоторой точке отрезка [а, b \ Тогда по теореме 3

последнего равенство можно написать 
Сгюда следует

Допустим, что у±ф 0  на отрезке [а, Ь]. Тогда на основании 
леднего равенство можно написать
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т. е. решения уу и у2 линейно зависимы, что противоречит пред
положению о их линейной независимости.

Допустим далее, что ух- =  0 в точках Ху, х2, . . . ,  хк, принад
лежащих отрезку [а, Ь]. Рассмотрим интервал (a, Ху). Ha этом 
интервале уу Ф  0. Следовательно, на основании только что дока
занного следует, что на интервале (a, Ху)

Рассмотрим функцию y = y2 — ky у. Так как у2 и у у суть решения 
уравнения (3), то у =  у2 — Ху у — решение уравнения (3) и i/==0 
на интервале (а, хг). Следовательно, на основании замечания 
в начале доказательства следует, что у = у2 — Ху у =  0 на отрезке 
[а, 6], или

на отрезке [а, 6], т. е. у2 и уу линейно зависимы.
Но это противоречит предположению о линейной независимости 

решений у2 и у у. Таким образом, мы доказали, что определитель 
Вронского не обращается в нуль ни в одной из точек отрезка [а, Ь].

Т е о р е м а  6. Если у у и у2 — два линейно независимых реше
ния уравнения (3), то

где Су и С2— произвольные постоянные, есть его общее решение.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из теорем 1 и 2 следует, что функция 

СуУу-\-С2у2 есть решение уравнения (3) при любых значениях 
Су и С2.

Докажем теперь, что каковы бы ни были начальные условия 
у\х=хо — у0, у'\х=х0 — Уо, можно так подобрать значения произволь
ных постоянных Су и С2, чтобы соответствующее частное решение 
СуУу +  С2у2 удовлетворяло заданным начальным условиям.

Подставляя начальные условия в равенство (8), будем иметь

Из системы (9) можно определить Су и С2, так как определитель 
этой системы

есть определитель Вронского при х — х0 и, следовательно, не 
равен 0 (в силу линейной независимости решений у у и у2). Част
ное решение, которое получится из семейства (8) при найденных 
значениях Су и С2, удовлетворяет заданным начальным условиям. 
Таким образом, теорема доказана.

=  Я =  const, или у2 =  Ху у.

У ■ СуУу С2у2, (8)

“  ' — УиУго — У'юУьо У10 у20



Л И Н Е Й Н Ы Е  ОД Н О РО ДН Ы Е УРАВН ЕНИЯ 735 20J

П р и м е р  2. Уравнение y"-j- — у ' — у  = 0 ,  коэффициенты которого

а1= 1 /х  и а2 =  — 1/х2 непрерывны на любом отрезке, не содержащем точки 
х =  0, допускает частные решения У г  —  х, у2 =  1/х (это легко проверить под
становкой в уравнение). Следовательно, его общее решение имеет вид

y = C 1x-\-Ci — .

З а м е ч а н и е  2. Не существует общих методов для нахожде
ния в конечном виде общего решения линейного уравнения 
с переменными коэффициентами. Однако для уравнения с посто
янными коэффициентами такой метод существует. Он будет изло
жен в следующем параграфе. Для случая же уравнений с пере
менными коэффициентами в главе XVI «Ряды» будут указаны 
некоторые приемы, которые дадут возможность находить прибли
женные решения, удовлетворяющие определенным начальным 
условиям.

Здесь мы докажем теорему, которая позволяет находить общее 
решение дифференциального уравнения второго порядка с пере
менными коэффициентами, если известно одно его частное реше
ние. Так как иногда удается найти или угадать одно частное 
решение непосредственно, то эта теорема во многих случаях 
может оказаться полезной.

Т е о р е м а  7. Если известно одно частное решение линейного 
однородного уравнения второго порядка, то нахождение общего 
решения сводится к интегрированию функций.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть уг есть известное частное реше
ние уравнения у"-\-аЛу' + a 2t/ =  0. Найдем другое частное решение 
данного уравнения так, чтобы yt и у2 были линейно независимы. 
Тогда общее решение выразится формулой y = Ciy1-\-C2y2, где Cif 
С2— произвольные постоянные. На основании формулы (7) (см. до
казательство теоремы 4) можно написать у2у±— у2у[ — Ce~$a'dx. Та
ким образом, для определения г/2 мы получаем линейное урав
нение первого порядка. Проинтегрируем его следующим образом.

Так как мы ищем частное решение, то, положив С  = 0, С =  1
получаем

( 1 0 )
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Очевидно, что Ух и у2— линейно независимые решения, так как
~ Ф  const.
У\

Таким образом, общее решение исходного уравнения имеет вид

У = С1у1 + С2у1 ( e~J°‘dx. ух . (11)
J у i

П р и м е р  3.  Н ай ти  о б щ ее  р еш ен и е  у р а в н ен и я

(1 — А") у " — 2 х у ' +  2у =  0.

Р е ш е н и е .  Н еп о ср ед ст в ен н о й  п р о в ер к о й  у б е ж д а е м с я , что эт о  у р а в н ен и е  
и м еет  ч астн ое  р еш ен и е  у х =  х. Н а й д е м  в т о р о е  ч а ст н о е  р еш ен и е  у2 т а к , чтобы  
Ух и г/г бы л и  л и н ей н о  н езав и си м ы .

_2х
З а м ет и м , что в н аш ем  с л у ч а е  ^  , на осн о в а н и и  ф ор м ул ы  (10)

п ол уч аем

Г 2х dx

y==x^ 1- i r - dx- x \ -
In l l -л* I J f  dxdx =  x  \  —j — ------

J x 1  1 —
1 1 1

x 2 ^ 2 ( 1  —  x) ^ 2 ( l + x )  

С л ед о в а т ел ь н о , о б щ ее  р еш ен и е  и м еет  вид

*2| ~  

) dx= x [ Т 4  +  J In

у = С х Х + С 2[ y x In 1 + £
l —x Т 1)•

т

§ 21. Линейные однородные уравнения второго порядка 
с постоянными коэффициентами

Имеем линейное однородное уравнение второго порядка
!/'+РУ'+ЯУ =  0, (1)

где р и q— постоянные действительные числа. Чтобы найти об
щий интеграл этого уравнения, достаточно, как было доказано 
выше, найти два линейно независимых частных решения.

Будем искать частные решения в виде
у = екх, где & =  const; (2)

тогда
у' =  kekx, y" = kiekx.

Подставляя полученные выражения производных в уравнение
(1), находим

ekx(k2 +  pk +  q) = 0.

Так как еКк Ф  0, то, значит,
k2 +  pk +  q — 0. (3)
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Следовательно, если k будет удовлетворять уравнению (3), то 
екх будет решением уравнения (1). Уравнение (3) называется 
характеристическим уравнением по отношению к уравнению (1).

Характеристическое уравнение есть квадратное уравнение, 
имеющее два корня; обозначим их через kt и k2. При этом

*■ =  - ! -

Возможны следующие случаи;
I. ki и k2—действительные и притом не равные между собой 

числа Ф k2)\
II. ki и k2—комплексные числа;

III.  ki и k2—действительные равные числа (kt = k2). 
Рассмотрим каждый случай отдельно.
I .  К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о у р а в н е н и я  д е й с т 

в и т е л ь н ы  и р а з л и ч н ы :  к1ф к 2. В этом случае частными 
решениями будут функции

yl = ek'x, t/a =  £?*»*.

Эти решения линейно независимы, так как

— =  -4— =  -*»> * Ф  const.
yt ек‘х

Следовательно, общий интеграл имеет вид
у — Схб*1* +  С2екгХ.

П р и м е р  1. Дано уравнение
у " + у ' - 2 у  =  0.

Характеристическое уравнение имеет вид
k2 +  k — 2 = 0 .

Находим корни характеристического уравнения:

ki, а =  — -g- ±  ^ / ~ ^ —Ь 2> ki =  1, k2 =  — 2.

Общий интеграл есть
y  =  Ciex + C 2e~*x .

II. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  к о м 
п л е к с н ы е .  Так как комплексные корни входят попарно сопря
женными, то обозначим

£i =  a-W P, k2 =  a —ip,
где
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Частные решения можно записать в форме
y i  =  e^a +i^ x , у 2 =  е«*-<Р> * . (4 )

Это — комплексные функции действительного аргумента, удовлет
воряющие дифференциальному уравнению (1) (см. § 4 гл. VII).

Очевидно, что если какая-либо комплексная функция действи
тельного аргумента

у =  и (х) +  iv (х) (5)

удовлетворяет уравнению (1), то этому уравнению удовлетворяют 
функции и  (х) и v (х).

Действительно, подставляя выражение (5) в уравнение (1), 
будем иметь

[и (х) +  iv (х)]" +  р [и (х) +  iv {х)}’ + q [и (х) +  iv (х)] =  О,

или
(и"+ ри' 4 - qu) 4 - i (v"+ pv' 4 - qv) — 0.

Но комплексная функция равняется нулю тогда и только тогда, 
когда равны нулю действительная часть и мнимая часть, т. е.

и" +  ри' -\-qu — 0, v" 4- pv' 4- qv =  0.

Мы и доказали, что и (х) и и(х) являются решениями уравнения.
Перепишем комплексные решения (4) в виде суммы действи

тельной и мнимой части:
t f i  =  е а х  cos Рх 4* i е а х  sin рх, у 2 =  еах cos рх— ieax sin Рх.

По доказанному частными решениями уравнения (1) будут дей
ствительные функции

yi =  еах cos Рх, (6')
уг =  еах sin Рх. (6")

Функции ух и у2 линейно независимы, так как
ух   еах cos Рх
у2 еах sin Рх

ctg Рх Ф  const.

Следовательно, общее решение уравнения (1) в случае комплекс
ных корней характеристического уравнения имеет вид

У = Cxdi +  С2У2 =  С±еах cos Рх 4- С2еах sin Рх,
или

У —  gax  (C j  COS Р х  4 -  С 2 s i n  Р^)> 

где Сх и С2—произвольные постоянные.
(7)
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Важным частным случаем решения (7) является случай, когда 
корни характеристического уравнения чисто мнимые.

Это имеет место тогда, когда в уравнении (1) р — О, и оно
имеет вид

у" ■+• ЯУ=0-
Характеристическое уравнение (3) принимает вид

&2 +  7 =  0, q >  0.
Корни характеристического уравнения

kl2 — -+- t]/"q =  i  t'P, я  =  0.
Решение (7) принимает вид

y = Cl cos (Зх +  С2 sin [Зх.
П р и м е р  2. Дано уравнение

i/'' +  2y' +  5(/ =  0.

Найти общий интеграл и частное решение, удовлетворяющее начальным усло
виям

У\х=о~® ' У 1*=о =  1-
Построить график.

Р е ш е н и е .  1) Напишем харак
теристическое уравнение

62 +  2/г +  5 =  0 

и найдем его корни
k i  =  — \ + 2 i ,  fe2 =  — 1—2i.

Следовательно, общий интеграл есть 
у — е - х (Ci cos 2x-j-C2 sin 2x).

2) Найдем частное решение, удов
летворяющее данным начальным ус- Рис. 273.
ловиям, и определим соответствующие
значения Сг и С2. На основании первого условия находим: 0 =  е~° (Ci cos (2 0) -f- 
+  С2 sin (2 0)), откуда Ci =  0. Заметив, что у ' = е ~ х -2С2 cos 2х—е~хС2 sin 2х, 
из второго условия получаем 1= 2 С 2, т. е. С2 — 1/2. Таким образом, искомое
частное решение есть у =  -^-е~х sin 2х. График его показан на рис. 273.

П р и м е р  3. Дано уравнение
i/"+9// =  0.

Найти общий интеграл и частное решение, удовлетворяющее начальным
Условиям

У 1х =0 =  9, у |д:=о= 3.
Р е ш е н и е .  Напишем характеристическое уравнение

*2+ 9  =  0.
Находим его корни:

k\ :;= Зг, k2 — — 3i.
Общий интеграл есть

у  =  С г cos З х 4 - С 2 sin Зх.
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Найдем частное решение. Предварительно найдем
у' = — 3Сх sin З-с+ЗСг cos Зх. 

Постоянные С* и С2 определяются из начальных условий:
О — Ci cos 0 +  С2 sin 0, 3 =  — ЗСХ sin 0 +  3С.2 cos 0.

Они равны
С! =  0, С2 =  1.

Частное решение:
у — sin Зх.

*

III.  К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  д е й 
с т в и т е л ь н ы е  и р а в н ы е .  В этом случае kx = k2.

Одно частное решение ух =  ек'х получается на основании пре
дыдущих рассуждений. Нужно найти второе частное решение, 
линейно независимое с первым (функция ек*х тождественно равна 
ек'х и поэтому не может рассматриваться в качестве второго част
ного решения).

Будем искать второе частное решение в виде
у2 = и (х) е^х,

где и(х) — неизвестная функция, подлежащая определению. 
Дифференцируя, находим

у' =  u'ekiX +  kxuek'x = ек'х (и' +  1гхи),
yl =  и"ек'х +  2k1u'ek‘x -)- k\uek‘x — ek'x (и" +  2kxu' -f- k\u).

Подставляя выражения производных в уравнение (1), получаем 
ekiX[u" -\j- (2kx-\-p) и’ +  (Ai +  pk 1 +  7) и] =  0.

Так как kx — кратный корень характеристического уравнения, то
^1 +  p k x Ar Ц — о.

Кроме того, kx = k2 = — р/2 или 2kx = — p, 2&1 +  р =  0.
Следовательно, для того чтобы найти и (х), надо реншть урав

нение ек'хи" — 0, или и" = 0. Интегрируя, получаем и= А х-\-В . 
В частности, можно положить А = 1, Б =  0; тогда и — х. Таким 
образом, в качестве второго частного решения можно взять

у2 = хек'х.
Это решение линейно независимо с первым, так как

— — Х ф  const.
У1

Поэтому общим интегралом будет функция
у =  CxekiX +  C2xekiX — ekiX (Сх +  С2х).

П р и м е р  4. Дано уравнение
У" —  V  +  4y =  0.
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Пишем характеристическое уравнение k2 — 4й-|-4 =  0. Находим его корни: 
=  Л2 =  2. Общим интегралом будет

у =  Схе2* + С 2хе3*.

§ 22. Линейные однородные уравнения и-го порядка 
с постоянными коэффициентами

Рассмотрим линейное однородное уравнение n-го порядка
у{п)+ а 1у{п~1)+ . . . + а пу =  0. (1)

Будем предполагать, что ait а2, . . . ,  ап—постоянные. Прежде 
чем указывать метод решения уравнения (1), введем определение, 
нужное нам для дальнейшего.

О п р е д е л е н и е  1. Если для всех х отрезка [а, Ь] имеет место 
равенство

Фп (х) =  А ^  (х) +  А2ср2 (х) +  . . .  +  Л„_1<рп_£ (дс),

где At, А2, . . . ,  An_i— постоянные числа, не все равные нулю, 
то говорят, что ср„ (х) выражается линейно через функции ср* (х), 
ф2М . • • •. Фв- iW .

О п р е д е л е н и е  2. п функций фД*), <р2 (х ),. . . ,  (p„_f (х), ф„ (х) 
называются линейно независимыми, если никакая из этих функ
ций линейно не выражается через остальные.

З а м е ч а н и е  1. Из определений следует, что если функции 
Ф̂ (лг), ф2(х), . . . ,  Ф„(х) линейно зависимы, то найдутся постоян
ные Сх, С2, . . . ,  С„, не все равные нулю, такие, что для всех х 
отрезка \а, 6] будет выполняться тождество

СхФг (*) +  С2Ф2 ( * ) +• • •  +  Сп ф„ (х) =  0.
П р и м е р  1. Функции y i — ex , y2=zeix , у3 — Зех линейно зависимы, так 

как при Сх =  1, С2= 0 ,  С3 = ---- имеет место тождествоО
Схех +  С2е2х +  С 3 ■ Зех == 0.

П р и м е р  2. Функции уг =  1, у3 =  х, у3 =  хг линейно независимы, так как 
ни при каких Cf, С2, С3, одновременно не равных нулю, выражение Сх-1 +  
+  C2x-f-C3x2 не будет тождественно равно нулю.

П р и м е р  3. Функции у1= е к'х, у2= е к*х ..........  уп — екпХ, . . . .  где kit
«2. . . . ,  k n, . . . — различные числа, линейно независимы. (Это утверждение мы 
приводим без доказательства.)

Перейдем теперь к решению уравнения (1). Для этого урав
нения справедлива следующая теорема.

Т е о р е м а .  Если функции yt, у2, . . . ,  уп являются линейно 
независимыми решениями уравнения (1), то его общее решение
есть

y — C1yi A-C2y2- \ - . . .+ C nyn, (2)
г<)е Си . . . ,  с  — произвольные постоянные.
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Если коэффициенты уравнения (1) постоянны, то общее реше
ние находится так же, как и в случае уравнения второго по
рядка.

1) Составляем характеристическое уравнение
kn +  a1kn~1 +  a2kn~2 +  . . .  + а „  =  0.

2) Находим корни характеристического уравнения ku k2, . . . ,  kn.
3) По характеру корней выписываем частные линейно неза

висимые решения, руководствуясь тем, что:
а) каждому действительному однократному корню k соответ

ствует частное решение е**;
б) каждой паре комплексных сопряженных однократных кор

ней &(1> =  а  +  ф  и й<2) =  а —ф  соответствуют два частных реше
ния e“*cos|3x и еах sin fix',

в) каждому действительному корню k кратности г соответствует 
г линейно независимых частных решений екх, хекх, . . . ,  хг~1екх;

г) каждой паре комплексных сопряженных корней
&(1) =  а - |-ф , ki2) = a —ф 

кратности р, соответствуют 2р частных решений
еах cos fix, хеах cos (Злг, . . . ,  х^~ 1еах cos fix, 
e°“ sinp;<;, xeaxs'mfix, . . . ,  x^~1eax s'mfix.

Этих частных решений будет ровно столько, какова степень 
характеристического уравнения (т. е. столько, каков порядок 
данного линейного дифференциального уравнения). Можно дока
зать, что эти решения линейно независимы.

4) Найдя п линейно независимых частных решений у1} у2, . . .  
. . . ,  i/„, строим общее решение данного линейного уравнения

У— С1У1 +  С2У2 +  ■ • • + С пуп, 
где Сц С2, . . . ,  Сп — произвольные постоянные.

П р и м е р  4. Найти общее решение уравнения
у ™ — у =  0.

Р е ш е н и е .  Составляем характеристическое уравнение
А4—1=0.

Находим корни характеристического уравнения:
*1=1, *2 =  — 1. k3=i, =  — i.

Пишем общий интеграл
y — C1ex -j-C2e~x ~l-C3 cos х-\-С4 sin х, 

где Ст, С2, С3, С4— произвольные постоянные.

З а м е ч а н и е  2. Из изложенного следует, что вся трудность 
решения линейных однородных дифференциальных уравнений с по
стоянными коэффициентами заключается в решении характери
стического уравнения.
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Пусть имеем неоднородное линейное уравнение второго по
рядка

l/' +  ̂ y '  +  a2y = f(x). (1)
Структура общего решения такого уравнения (1) определяется 

следующей теоремой:
Т е о р е м а  1. Общее решение неоднородного уравнения (1) пред

ставляется как сумма какого-нибудь частного решения этого 
уравнения у* и общего решения у соответствующего однородного 
уравнения

У'' +  aiy' +  а2у = 0. (2)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нужно доказать, что сумма

У=У+У* (3)
есть о б щ е е  р е ш е н и е  уравнения (1). Докажем сначала, что 
функция (3) есть р е ш е н и е  уравнения (1).

Подставляя сумму у-\-у* в уравнение (1) вместо у, будем 
иметь (у+  уЧ "+ а± (у-\-уу+ a2(y +  y*) = f(x), или

(у"+ aty' +  а2у) +  {у*" +  а.у*' +  а2у*) = f  (х). (4)
Так как у есть решение уравнения (2), то выражение, стоя

щее в первых скобках, тождественно равно нулю. Так как у* 
есть решение уравнения (1), то выражение, стоящее во вторых 
скобках, равно f(x). Следовательно, равенство (4) является тож
деством. Таким образом, первая часть теоремы доказана.

Докажем теперь, что выражение (3) есть о б щ е е  решение 
уравнения (1), т. е. докажем, что входящие в него произвольные 
постоянные можно подобрать так, чтобы удовлетворялись началь
ные условия:

У\х=Х0— Уо< У 1х = ха~  Уоу (3)

каковы бы ни были числа х„, у0 и у'0 (лишь бы х0 было взято из 
той области, где функции аи а2 и / (х) непрерывны).

Заметив, что у можно представить в форме у = C1yi -\-C2y2, 
где yt и у2—линейно независимые решения уравнения (2), a 
и С2 — произвольные постоянные, можем переписать равенство (3) 
в виде

У  =  С1у1 +  С2у2 +  у \  (3 ')

Тогда на основании условий (5) будем иметь *)
^ 1Ую~Н С2у20-\-у0 =  у0, Суу10-\- С„ум -f- у о =  у0.

*) Здесь y t0, у20, i/о, !/1о, У'го, Уо' обозначают числовые значения функ- 
Ций У U У г, У*, Уи У г, У*' при х  =  х0.
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Из этой системы уравнений нужно определить и С2. Перепи
сав систему в виде

СгУы ~\~С2у 20 —  Уо Уо.  С 1У 10 " Ь  С2у 2о — Уо Уо > ( 6 )

замечаем, что определитель этой системы есть определитель Врон
ского для функций yt и у, в точке х = х0. Так как эти функции 
по условию линейно независимы, то определитель Вронского не 
равен нулю; следовательно, система (6) имеет определенное реше
ние Cf и С2, т. е. существуют такие значения Сf и С2, при кото
рых формула (3) определяет решение уравнения (1), удовлетво
ряющее данным начальным условиям. Теорема полностью доказана* 

Таким образом, если известно общее решение у однородного 
уравнения (2), то основная задача при интегрировании неоднород
ного уравнения (1) состоит в нахождении какого-либо его част
ного решения у*.

Укажем общий метод нахождения частных решений неодно
родного уравнения.

М е т о д  в а р и а ц и и  п р о и з в о л ь н ы х  п о с т о я н н ы х .
Напишем общее решение однородного уравнения (2)

У = С1у1 +  С2у2. (7)

Будем искать частное решение неоднородного уравнения (1) 
в форме (7), рассматривая Ct и С2 как некоторые пока неизвест
ные ф у н к ц и и  от х.

Продифференцируем равенство (7):

У' =  Ci*/i +  С2у2 4- С1у1 С.,у2.

Подберем искомые функции и С2 так, чтобы выполнялось 
равенство

С[у1-\-С2у2 = 0. (8)
Если учесть это дополнительное условие, то первая производная 
у' примет вид

У = C1yl -\-C2yi .
Дифференцируя теперь это выражение, найдем у":

У — Ci*/i Н- С2у2 4- Сху[ +  С2у2.
Подставляя у, у' и у" в уравнение (1), получим 

Cf*/i +  С2у2 +  С1у1 + С'2у2-\- (С1у1-\-С2у,)-\-а2 (Clyl -f- С2у„) — /  (х),
или

Q  (У\ +  aiУ1 +  a 2̂ i) +  С2 (у2 +  а^., -{- а2у2) 4- Схух 4- С2у2 =  /  (х). 
Выражения, стоящие в первых двух скобках, обращаются в нуль,



§23J НЕО Д Н О РО Д Н Ы Е У РА В Н ЕН И Я  ВТОРОГО ПОРЯДКА 83

так как уг и г/2 —решения однородного уравнения. Следовательно, 
последнее равенство принимает вид

С1У1 +  С2 у2 =  /  (х). (9)
Таким образом, функция (7) будет решением неоднородного 

уравнения (1) в том случае, если функции Сг и С2 удовлетво
ряют системе уравнений (8) и (9), т. е. если

C1yl -\-C2y2 — 0, С, у1 -f- С>у2 — /  (х).
Так как определителем этой системы является определитель 
Вронского для линейно независимых решений г/, и у2 уравнения (2), 
то он не равен нулю; следовательно, решая систему, мы найдем 
C'i и С'г как определенные функции от х:

C ;  =  < P i ( * ) ,  С2 =  ф 2 ( х ) .

Интегрируя, получим
Сх= $ dx +  Cit C2= ^% (x)d x  +  C2,

где Cj и С2 — постоянные интегрирования.
Подставляя полученные выражения Q  и С2 в равенство (7), 

найдем интеграл, зависящий от двух произвольных постоянных 
Ci и С2, т. е. общее решение неоднородного уравнения *). 

П р и м е р .  Найти общее решение уравнения

У " - Т = х-
Р е ш е н и е .  Найдем общее решение однородного уравнения

у'у"— — = 0 .я х
1Так как — , то \п у ' =  \п х -\-\п с \ у ' =  сх; итак, у  — Схх2-\-С2.

У х
Чтобы последнее выражение было решением данного уравнения, надо оп

ределить Ci и С2 как функции от х  из системы
С ^ 2 +  Са-1 =  0, 2С[х + с 1 -0 = х.

Решая эту систему, найдем
Cl =-1/2. С г~ —*2/2,

откуда в результате интегрирования получаем

C i = y + C i ,  С2 =  - ^ + С г.

Подставляя найденные функции в формулу у  =  Ci-v2 -)- С2, получаем общее 
решение неоднородного уравнения

y  =  C i X i + C 2 + ~ — ^ - 1

Или У =  Сххг -\-С2-{--~-, где Ci и С2— произвольные постоянные.
О

*) Если положить Ci =  С2 =  0, то получим частное решение уравнения (1).
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При отыскании частных решений полезно пользоваться ре
зультатами следующей теоремы.

Т е о р е м а  2. Решение у* уравнения
У" +  ахУ' + a 2y  =  f i  (х) +  / , ( * ) .  ( 1 ° )

где правая часть есть сумма двух функций /, (х) и f2 (х) *), 
можно представить в виде суммы у* — yl +  yl, где у\ и yl —со
ответственно решения уравнений

уГ +  сцу!' + a tyi‘ = fi(x), (11)
уГ +  ахУ1+  a2yl = f2(x). (12)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Складывая правые и левые части ра
венств (11) и (12), получим

(y t  +  й Т + а i (У*х-\- У г )' + а2X y l - V y D  — fx {х) +  / 2 (х). (13)
Из последнего равенства и следует, что сумма

у\ +  у 1 = У
есть решение уравнения (10).

П р и м е р .  Найти частное решение у* уравнения
</" +  4i/ =  x+ 3e* .

Р е ш е н и е .  Частное решение уравнения

г/Г-ИуГ — х

будет
1

Частное решение уравнения

будет
У 2 +4г/3 =3е*

У 2 ~~5 е*'
Частное решение у* данного уравнения будет

,  1 , 3  _
У =  Т л:+ '5  е •

§ 24. Неоднородные линейные уравнения второго порядка 
с постоянными коэффициентами

Пусть имеем уравнение
y”+ p y '+ q y= f(.x ), 

где р и q — действительные числа.
( 1)

*) Очевидно, что соответствующая теорема ‘ остается справедливой при 
любом числе слагаемых правой части.
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В предыдущем 'параграфе был указан общий метод нахожде
ния решения неоднородного уравнения. В случае уравнения с по
стоянными коэффициентами частное решение иногда бывает воз
можно найти проще, не прибегая к интегрированию. Рассмотрим 
несколько таких возможностей для уравнения (1).

I. Пусть правая часть уравнения (1) представляет собой про
изведение показательной функции на многочлен, т. е. имеет вид

/  (х) =  Рп (х) еах, (2)
где Рп {х) — многочлен n-й степени. Тогда возможны следующие 
частные случаи:

а) Число а  не я в л я е т с я  к о р н е м  характеристического 
уравнения

k2-\-p k q  = 0.

В этом случае частное решение нужно искать в виде
у* =  (А0хп +  Аххп~' +  . . .  +  Аа) е«* =  Q„ (х) (3)

Действительно, подставляя у* в уравнение (1) и сокращая все 
члены на множитель еах, будем иметь:

Q'n (*) +  (2а +  р) Q'n (х) +  (а2 +  pa +  q) Q „ (х) =  Р„ (х). (4)
Qn(x) ~  многочлен степени п, Q„ (х) — многочлен степени п — 1, 
Q 'n М  — многочлен степени п — 2. Таким образом, слева и справа 
от знака равенства стоят многочлены п-й степени. Приравнивая 
коэффициенты при одинаковых степенях х (число неизвестных 
коэффициентов равно п + 1 ), получим систему п + 1 уравнений 
для определения неизвестных коэффициентов Л0, Аи Аг, . . . ,  А„.

б) Число а есть п р о с т о й  ( о д н о к р а т н ы й )  к о р е н ь  ха
рактеристического уравнения.

Если бы в этом случае частное решение мы стали искать 
в форме (3), то в равенстве (4) слева получился бы многочлен 
(п— 1)-й степени, так как коэффициент при Q„ (х), т. е. a 2+pa+q, 
равен нулю, а многочлены Q'n(x) и Qn(x) имеют степень, мень
шую п. Следовательно, ни при каких Л0, Л1, . . . ,  А п равенство (4) 
не было бы тождеством. Поэтому в рассматриваемом случае част
ное решение нужно брать в виде многочлена {п-\- 1)-й степени, 
но без свободного члена (так как свободный член этого много
члена исчезнет при дифференцировании) *):

y* = xQn(x)eax.
в) Число а  есть д в у к р а т н ы й  к о р е н ь  характеристиче

ского уравнения. Тогда в результате подстановки в дифферен
циальное уравнение функции Qn (х) еах степень многочлена пони

*) Заметим, что все приведенные вуше результаты остаются в силе и в 
т°м случае, когда а — комплексное число (это следует из правил дифферен
цирования функции етх, где т — любое комплексное число; см. § 4 гл. VII).
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жается на две единицы. Действительно, если а  —корень харак
теристического уравнения, то а 2 +  pa Q — 0; кроме того, так как а 
является двукратным корнем, то 2а — —р (так как по .известной 
теореме элементарной алгебры сумма корней приведенного квад
ратного уравнения равна коэффициенту при неизвестном в первой 
степени, взятому с обратным знаком). Итак, 2а +  р =  0.

Следовательно, в левой части равенства (4) останется Q "(х), 
т. е. многочлен (п — 2)-й степени. Для того чтобы в результате 
подстановки получить многочлен степени п, следует частное ре
шение искать в виде произведения еРх на многочлен (я +  2)-й 
степени. При этом свободный член этого многочлена и член в пер
вой степени исчезнут при дифференцировании; поэтому их можно 
не включать в частное решение.

Итак, в случае, когда а является двукратным корнем харак
теристического уравнения, частное решение можно брать в форме

y* = x2Qn (x) еах.
П р и м е р  1. Найти общее решение уравнения

у " + 4 у ' +  3у =  х.
Р е ш е н и е .  Общее решение соответствующего однородного уравнения есть 

у =  С1е~х + С 2е - 3х.
Так как правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид хеох (т. е. 
вид Р1(х)еох), причем 0 не является корнем характеристического уравнения 
fe2-f-4 fe+ 3 = 0 , то частное решение будем искать в форме y* — Q i(x )e 0x, т. е. 
положим

У* — А 0х -j-A i.
Подставляя это выражение в заданное уравнение, будем иметь

4^о+  3 (A0x-\-A i)  =  х.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим
ЗЛ0= 1 ,  4Л0 +  ЗЛ1= 0 ,

откуда

Следовательно,
Ао— 1/3, Лх =  —4/9.

.  1 4
у = Т Х~ Г

Общее решение у =  у-\-у*  будет

y  =  Cie- x +  C2e~3x+ j  х - * .

П р и м е р  2. Найти общее решение уравнения 
у ”+ 9 у  =  (х 2+ \ ) е > х .

Р е ш е н и е .  Общее решение однородного уравнения найдем легко: 

у — Ci cos 3х-\-С2 sin Зх.
Правая часть заданного уравнения (х2 +  1) е3* имеет вид Р2 (х) е3*. Так как 
коэффициент 3 в показателе степени не является корнем характеристического
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уравнения, то частное решение ищем в виде{/*=(?2(дг) е3*, или у*=(Ах--\-Вх-\-С)е3х. 
Подставляя это выражение в дифференциальное уравнение, будем иметь

[9 (А а2 +  В х+ С) +  6 (2А х + В) +  2А +  9 (Ах* +  В х+  С)] е3х =  (х2 +  1) е3* . 
Сокращая на е3* и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х,
„случим

18Л =  1, 12Л +  18В =  0, 2Л +  6 Я + 1 8 С = 1 ,
откуда Л =  1/18, В — — 1/27, С =  5/81. Следовательно, частное решение будет

и общее решение

У— Ci cos Зх +  С2 sin S -r+ ^-fg*2 — <?X'

П р и м е р  3. Решить уравнение
у”— 7i/' +  6</ =  (к— 2) е*.

Р е ш е н и е .  Здесь правая часть имеет вид Рг (х)е1'х, причем коэффици
ент 1 в показателе степени является простым корнем характеристического 
многочлена. Следовательно, частное решение ищем в виде y* =  xQ i(x )ex , или

у * = х (А х  +  В ) ех ;
подставляя это выражение в уравнение, будем иметь
[(Ах2 +  Вх) +  (4Ах +  2В)+ 2Л — 7 (Ах2-\-Вх) — 7 (2Л х+ В ) +  6 (Лх2 +  Вх)] ех —

=  (х— 2)ех ,
или

(—ЮЛ*— 5В +  2Л) ех =  (х— 2)ех .
Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получим 

— ЮЛ =  1, —5В +  2Л =  —2,
откуда А =  — 1/10, В =  9/25. Следовательно, частным решением является

а общим

j/ =  C1e6JC +  C2eJC +  x ^ а+ 25 j  «*•

II. Пусть правая часть имеет вид
f (х) — Р (х) еах cos Ра +  Q (х) еах sin рх, (5)

где Р (х) и Q (х) — многочлены.
Этот случай может быть рассмотрен приемом, примененным 

в предыдущем случае, если перейти от тригонометрических функ
ций к показательным. Заменяя cospx и sinpx через показатель
ные функции по формулам Эйлера (см. § 5 гл. VII), получим

/  (х) — Р (х) еах
еФх^ е-Фх

f  Q (х) еах ■
еф х_е-фх

2i
Или

/ ( * ) =  ( * ) ] * « + # > ' +  ( * ) ] « < * - ' » * .  ( 6 )
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Здесь в квадратных скобках стоят многочлены, степени которых 
равняются высшей из степеней многочленов Р (х) и Q(x). Таким 
образом, получили правую часть вида, рассмотренного в случае 1.

Доказывается (приводить доказательство мы не будем), что 
можно найти частные решения, не содержащие комплексные числа.

Итак, если правая часть уравнения (1) имеет вид
/ (х) =  Р (х) еах cos fix +  Q (х) еах sin fix, (7)

где Р (х) и Q (х) — многочлены от х, то форма частного решения 
определяется так:

а) если число а +  г'Р не является корнем характеристического 
уравнения, то частное решение уравнения (1) следует искать 
в виде

y* = U(х) е а х  cos Рх +  V (х) еах sin Рх, (8)

где U(x) и V (х) — многочлены, степень которых равна наивыс
шей степени многочленов Р (х) и Q (х);

б) если число a-j-ip  есть корень характеристического урав
нения, то частное решение ищем в виде

у* =  х [U(х) е?х cos Рх -f- V (х) еах sin Рх]. (9)
При этом во избежание возможных ошибок надо отметить, 

что указанные формы частных решений (8) и (9), очевидно, со
храняются и в том случае, когда в правой части уравнения (1) 
один из многочленов Р(х) и Q (х) тождественно равен нулю, т. е. 
когда правая часть имеет вид Р (х) еах cos Рх или Q (х) еах sin Рх.

Рассмотрим, далее, важный частный случай. Пусть правая 
часть линейного уравнения второго порядка имеет вид

f  (х) =  M cosPx +  N sinpx, (7')
где М и N — постоянные числа.

а) Если pi не является корнем характеристического уравне
ния, то частное решение следует искать в виде

у* =  A cosPx +  В sinPx. (8')
б) Если р/ является корнем характеристического уравнения, 

то частное решение следует искать в виде
у* =  х (Л cosPx-f- б  sin Рх). (9')

Отметим, что функция (7') является частным случаем функ
ции (7) (Р(х) — М, Q(x) =  Â , a  =  0); функции (8') и (9') явля
ются частными случаями функций (8) и (9).

П р и м е р  4. Найти общий интеграл линейного неоднородного уравнения 
у" +  2у ' Ъу =  2 cos х.

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение fe2-)-2A-}-5 =  0 имеет кор-; 
ни Д’х = — 1 +  2»; /еа==—1—2 i. Поэтому общий интеграл соответствующего
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однородного уравнения есть
У --е- х  (a  cos 2л:+С 2 sin 2л).

Частное решение неоднородного уравнения ищем в виде
у* — А соз х +  5  sin х,

где А и В — постоянные коэффициенты, подлежащие определению.
Подставляя у* в заданное уравнение, будем иметь

— A cos х — В sin л +  2 (— A sin х + б  cos х) +  5 (Л cos х + б  sin х) = 2  cos х.
Приравнивая коэффициенты при cos х и sin х, получим два уравнения для 

определения А и В:
—Л + 2 5  +  5Л =  2, —5 - 2 Л  +  5б =  0, 

откуда Л =  2/5, В =  1/5. Общее решение данного уравнения: у  =  у-\-у*, т .е .
2 1

у  =  е~х (Сх cos 2х +  С2 sin 2x)-f--g- cosx+ -g -sin  x - 

П р и м е р  5. Решить уравнение у " 4y — cos 2x.
Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение имеет корни fc1- =  2i, k2 =  —2 1; 

поэтому общее решение однородного уравнения имеет вид

у =  Сi cos 2х +  С2 sin 2х.

Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме 
у* =  х  (A cos 2x +  5 s in  2х).

Тогда
у*' =  2х (— A sin 2х +  В cos 2х) +  (Л cos 2х+ В  sin 2л:), 
у*" =  4х (— A cos 2х — В sin 2л:) +  4 (— A sin 2л: +  В cos 2л:).

Подставляя эти выражения производных в данное уравнение и приравни
вая коэффициенты при cos 2л: и sin 2л, получаем систему уравнений для опре
деления А и В: 45 =  1, —4Л =  0, откуда Л = 0 ,  5 = 1 /4 .  Таким образом, об
щин интеграл данного уравнения

у =  С 1 cos 2х +  С2 sin 2 х + -^ -х  sin 2л:.

П р и м е р  6. Решить уравнение у"— у  =  Зе2х cos х.
Р е ш е н и е .  Правая часть уравнения имеет вид

f  (л:) =  е2х (М cos х  +  N sin л),

причем М  =  3, N — 0. Характеристическое уравнение к?— 1 = 0  имеет корни 
&i =  l, k2 — —1. Общее решение однородного уравнения есть

у =  Сгех + С 2е - х .

Так как число а + ф = 2 + М  не является корнем характеристического урав
нения, то частное решение ищем в виде

у* =  е2х (A cos х  +  В sin х).

Подставляя это выражение в уравнение, получим после приведения подобных
членов

(2А +  45) е2х cos х  +  (—4А +  25) егх sin х  =  Зе2х cos х.

Приравнивая коэффициенты при cos л: и sin л, получим 

2*4 +  45 =  3, —4Л +  2 5 = 0 .
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Отсюда А — 3/10, В =  3/5. Следовательно, частное решение 

У* — е2х ^  cosx-J-g-sfnx
а общее

у=С1ех -\-С2е~х -\-е2х ^^cos*+-^-sinx j .

З а м е ч а н и е .  Отметим, что все рассуждения этого параграфа 
справедливы и для линейного уравнения первого порядка. Рас
смотрим, например, уравнение первого порядка с постоянными 
коэффициентами (это уравнение часто встречается в технических 
приложениях)

d£ + ay = b' о °)
где а и Ь — постоянные. Находим общее решение однородного 
уравнения

тх + а У = ° -

Составляем характеристическое уравнение
& +  а =  0, k = —а.

Общее решение однородного уравнения будет
у = Се~ах.

Ищем частное решение у* неоднородного уравнения в форме
У* =  В .

Подставляя в уравнение (10), получаем аВ = Ь, В = Ь/а. Итак,
у* =  Ь/а.

Общее решение уравнения (10) будет

У = У +  У* или у = Се~ах +  Ь/а. (11)

§ 25. Неоднородные линейные уравнения высших порядков

Рассмотрим уравнение
+  . - .+ a ny = f(x), (1)

где аи а2, . . . ,  ап, / (х) — непрерывные функции от х (или посто
янные числа). Пусть нам известно общее решение

У — С1у1-\-С2у2-\- ...- \-С пуп (2)
соответствующего однородного уравнения

у ш  +  а1уы - и  +  а у ш- ю + . . . . +  а у  =  о. (3)
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Как и в случае уравнения второго порядка, для уравнения (1) 
справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а .  Если у — общее решение однородного уравнения (3), 
а у*— частное решение неоднородного уравнения (1), то

У =  У +  У*
есть общее решение неоднородного уравнения.

Таким образом, задача интегрирования уравнения (1), как 
и в случае уравнения второго порядка, сводится к нахождению 
частного решения неоднородного уравнения.

Как и в случае уравнения второго порядка, частное решение 
уравнения (1) можно находить способом вариации произвольных 
постоянных, считая в выражении (2) С1У С2, . . . ,  Сп функциями 
от х.

Составим систему уравнений (ср. § 23)
С[У 1 +  С'2у.г +  . . .  +  С'пУп =  о, 
С'хУ'х +  С,у'2 С'пУп — О,

С1у Г 2> +  с:2у < г 2> +  • • • +  с ;, г/"1- 2' =  о,

С'хуГ1' +  Q / Г 1’ +  • • • +  « - 1’ =  /(*).

(4)

Эта система уравнений с неизвестными функциями С[, С2, ... ,С 'п 
имеет вполне определенные решения. (Определитель из коэффици
ентов при С[, С2, . . . ,  С'п представляет собой определитель Врон
ского, составленный для частных решений уь у2, . . . ,  уп однород
ного уравнения, а так как эти частные решения по условию 
линейно независимы, то определитель Вронского отличен от нуля.)

Итак, система (4) может быть решена относительно функций 
С’и Q, . . . ,  Сп- Найдя их и интегрируя, получим

Ct =  $ Ci dx +  Cj, C2 =  J C'2 dx +  C2, . . . ,  Cn —  ̂ C'n dx-\- Cn,

где Ci, C2, . . . ,  Cn — постоянные интегрирования.
Докажем, что в таком случае выражение

У *~ С 1у1 +  С2у2-{- . . .  -\-Спу п (5)

есть общее решение неоднородного уравнения (1).
Дифференцируем выражение (5) п раз, принимая каждый раз 

во внимание равенства (4); тогда будем иметь
y* = Clyi -УС*Уг +  • • • -\-СпУт

У* —С1 У1 +  С2У2 ■ ■ +  СпУп,

у* (п-1) __ С^у"1~11 +  С.,у2г~п + . . ■ + С пу Г 1\
у* (") =  С1У[т +  С2уГ • + « >  +  /(*)•
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Умножая члены первого, второго, . . .  и, наконец, последнего 
уравнения соответственно на ап, ап_ъ . . . ,  ах и 1 и складывая, 
получим

y ' n) +  a1y ^ " - v + . . . + a ny  = f(x),

так как yit у2, . . . ,  уп — частные решения однородного уравнения, 
и поэтому суммы членов, полученные при сложении по вертикаль
ным столбцам, равны нулю.

Следовательно, функция
У* = С1 У1 +  • • • ~\-Спу„

(где Cit . . . ,  Сп— функции от х, определенные из уравнений (4)) 
является решением неоднородного уравнения (1). Это решение 
зависит от п произвольных постоянных Сц С2, . . . ,  С„. Как и 
в случае уравнения второго порядка, доказывается, что это есть 
общее решение.

Таким образом, утверждение доказано.
В случае неоднородного уравнения высшего порядка с постоян

ными коэффициентами (ср. § 24) частные решения иногда находятся 
проще, а именно:

I. Пусть в правой части дифференциального уравнения стоит 
функция /  (х) = Р (х) еах, где Р (х) — многочлен от х; тогда надо 
различать два случая:

а) если а не является корнем характеристического уравнения, 
то частное решение можно искать в виде

у* = Q  (х) еах,

где Q (х)— многочлен той же степени, что и Р (х), но с неопреде
ленными коэффициентами;

б) если а  есть корень кратности р характеристического урав
нения, то частное решение неоднородного уравнения можно искать 
в форме

y* = x»Q (х) еах,

где Q (х) — многочлен той же степени, что и Р(х).
II. Пусть правая часть уравнения имеет вид

/ (х) =  М cos fix +  N sin рх,

где М и N — постоянные числа. Тогда вид частного решения опре
деляется следующим образом:

а) если число pi не есть корень характеристического уравне
ния, то частное решение имеет вид

у* = A cos Рх +  В sin рх,

где А и В — постоянные неопределенные коэффициенты;
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б) если число Pt есть корень характеристического уравнения 
кратности у,, то

у* =  х» (A cos Рх 4  В sin Рх).
III. Пусть

/  (х) =  Р (х) еах cos рх 4  Q (х) еах sin рх,

где Р(х) и Q (х)—многочлены от х. Тогда:
а) если число a  +  Pt не является корнем характеристического 

многочлена, то частное решение ищем в виде
у* —U (х) еах cos Рх 4  V (х) еах sin Рх,

где U (х) и V (х)—многочлены, степень которых равна наивысшей 
степени многочленов Р (х) и Q (х);

б) если число a  +  Рг является корнем кратности р характери
стического многочлена, то частное решение ищем в виде

y* = x^[U  (х) еах cos Рх ■+• V (х) еах sin рх], v-

где U (х) и V (х) имеют тот же смысл, что и в случае а).
О б щ е е  з а м е ч а н и е  к с л у ч а я м  II и III. Даже тогда, 

когда в правой части уравнения стоит выражение, содержащее 
только cosPx или только sinPx, мы должны искать решение 
в том виде, как было указано, т. е. с синусом и косинусом. Иными 
словами, из того, что правая часть не содержит cosPx или sinPx, 
отнюдь не следует, что частное решение уравнения не содержит 
этих функций. В этом мы могли убедиться, рассматривая примеры 
4, 5, 6 предыдущего параграфа, а также пример 2, приведенный 
в этом параграфе.

П р и м е р  1. Найти общее решение уравнения yIV— у — х3-(-1. 
Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение £4— 1 = 0  имеет корни

k i — 1, k2 =  —  1, k3— i, k4= — i.
Находим общее решение однородного уравнения (см. пример 4 § 22) 

у =  С1ех -\-С2е~х -\-С3 cos х + С 4 sin х.
Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме 

у* — А 3х3-\- A iX2-^- А 3х-\- А 3.
Дифференцируя у* четыре раза и подставляя полученные выражения 

в заданное уравнение, получим
— Л0х3— AiX2 — А2х— А3 =  х3-{-1.

Приравняем коэффициенты при одинаковых степенях х:
— А 3 =  1, — Л4 =  0, — А2 — 0, — А 3=  I.

Следовательно,
у* =  — х3— 1.

Общий интеграл неоднородного уравнения находится по формуле у =  у-{-у*, т. е. 
у =  С1ех -{-С2е - х -{-С3 cos x-f-С4 sin х —х3— 1.
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П р и м е р  2. Решить уравнение y iv — p =  5cosx .
Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение k4— 1 = 0  имеет корни &i =  l, 

k2 —1, k3=i, k\ = — i. Следовательно, общим решением соответствующего 
однородного уравнения является:

у =  С1ех -\-С2е~х ~{-С3 cos х-\-С 4 sin х.
Далее, правая часть данного неоднородного уравнения имеет вид

/  (х) =  М  cos х-\- N  sin лг,
где М  =  5, N =  0.

Так как i является простым корнем характеристического уравнения, 
частное решение ищем в виде

у* =  х (A cos х-\-В  sin х).
Подставляя это выражение в уравнение, найдем

4A sin х — 4В cos х = 5  cos х,
откуда

4 ,4 = 0 , — 4В =  5,
или /1 =  0, В — — 5/4. Следовательно, частным решением 
уравнения является

У* =  —  sin х,

дифференциального

а общим решением

у  =  С3ех -\-Сге - х -\-С3 cos x + Q  sin х — *5T *sin X.

§ 26. Дифференциальное уравнение механических колебаний

В настоящем и следующих параграфах мы рассмотрим одну 
задачу прикладной механики, исследовав и разрешив ее с помощью 
линейных дифференциальных уравнений.

Пусть груз массы Q покоится на упругой рессоре (рис. 274). 
Отклонение груза от положения равновесия обозначим через у. 
Отклонение вниз будем считать положительным, вверх—отри
цательным. В положении равновесия вес уравновешивается уп
ругостью пружины. Предположим, что сила, стремящаяся вер
нуть груз в положение равновесия,— так называемая восстанав
ливающая сила—пропорциональна отклонению, т. е. равна — ky, 
где k —некоторая постоянная для данной рессоры величина (так 
называемая «жесткость рессоры») *).

Предположим, что движению груза Q препятствует сила сопро
тивления, направленная в сторону, противоположную направле
нию движения, и пропорциональная скорости движения груза
относительно нижней точки рессоры, т. е. сила — Xv — — X ^ , где
A, =  c o n s t> 0  (амортизатор). Напишем дифференциальное уравне-

*) Рессоры, у которых восстанавливающая сила пропорциональна откло
нению, называются рессорами с «линейной характеристикой».
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пне движения груза на рессоре. На основании второго закона 
Ньютона будем иметь

г и»
(здесь k и к— положительные числа). Мы получили линейное 
однородное дифференциальное уравнение второго порядка с посто
янными коэффициентами.

Это уравнение можно переписать так:

w + P w +ciy = 0 ' (Г)
где обозначено

р = к/Q, q = k/Q.
Предположим, далее, что нижняя точка рессоры совершает 

вертикальные движения по закону г =  ф (t). Это, например, будет

иметь место, если нижний конец рессоры прикреплен к катку, 
который вместе с рессорой и грузом движется по неровности 
(рис. 275).

В этом случае восстанавливающая сила будет равна не — ky, 
а — k [*/ +  ф(0]>сила сопротивления будет — к[у’ -f-ф' (/)], и вместо 
уравнения (1) мы получим уравнение

Q w + k ^ r + k y ==- k<f^ - h f , ^ >  <2>
или

S r + P - f  +  W ^ /W .  (2')
где обозначено

f  ( )̂ — (ОЧ-fap' (О

Мы получили неоднородное дифференциальное уравнение вто
рого порядка.

Уравнение (Г) называют уравнением свободных колебаний, 
Уравнение (2') — уравнением вынужденных колебаний.
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§ 27. Свободные колебания. Векторное и комплексное
изображение гармонических колебаний 1

Рассмотрим сначала уравнение свободных колебаний
! f +РУ' +  ЧУ = 0 (Р>  0, <7>0,  см. § 26). (1)

Напишем соответствующее характеристическое уравнение
k2 +  pk +  q =  О

и найдем его корни:

* < - - $ +  у Г ^ Г „ . у ^ Г ,. Щ

1) Пусть р2/4 >  q. Тогда корни kt и k2—действительные отри-■  
цательные числа. Общее решение выражается через показатель-Я 
ные функции:

у =  +  С2е*>‘ (ki <  О, k2<  0). (2 )f

Из этой формулы следует, что отклонение у при любых началь
ных условиях асимптотически стремится к нулю, если t —»- оо. 1 
В данном случае колебаний не будет, так как силы сопротивле- 1  
ния велики по сравнению с коэффициентом жесткости рессоры к. |

2) Пусть р2/4 =  q\ тогда корни к* и k2 равны между собой (и равны I 
отрицательному числу — р/2). Поэтому общее решение будет

у = С2е 2 -f- C2te 2 =  (Cj -]- C2t) в 2 . (3) 1

Здесь отклонение также стремится к нулю при t —>-оо, однако 1 
не так быстро, как в предыдущем случае (благодаря наличию 1 
сомножителя С2-\-С^).

3) Пусть р =  0, т. е. отсутствует сила сопротивления. Уравне- I 
ние (1) примет вид

y" +  qy = 0. (4)

Характеристическое уравнение имеет вид k2-\-q = 0, а его корни 
равны =  Pt, &2 =  — Pt, где р =  У q. Общее решение:

у — Cjcosp^ +  С2 sinp/. (5)

В последней формуле произвольные постоянные Ct и С2 заме
ним другими. Именно, введем постоянные А и ф0, связанные с С* 
и С2 соотношениями

Cj =  Л sinq>0, С2 =  Лсозф0.
А и ф0 через Ct и С2 определяются так:

A = VC l +  Cl, ф0 =  arctg уг.

|ГЛ. XIII * 1
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Подставляя значения Сг и С2 в формулу (5), будем иметь 
у = A sin ср0 cos f3tf -f- A cos ф0 sin р/,

или
«/= А этф г' +  фо). ( 6)

Колебания в этом случае называются гармоническими. Интег
ральными кривыми являются синусоиды. Промежуток времени Т, 
за который аргумент синуса изменяется на 2л, называется перио
дом колебаний; в данном случае Г =  2я/р. Частотой колебания 
называется число колебаний за время 2л; в данном случае частота 
равна Р; Л —величина наибольшего 
отклонения от положения равнове
сия— называется амплитудой колеба
ния; ф0 называется начальной фазой.
График функции (6) изображен на 
рис. 276.

_ JJ y=As\n

У|  ©

/ ' " " г

(  У\
а/  ! \

1 0 X 1 ^

Рис. 276. Рис. 277.

В электротехнических и других дисциплинах широко исполь
зуют комплексное и векторное изображения гармонических коле
баний.

Рассмотрим в комплексной плоскости хОу радиус-вектор A = A (t) 
постоянной длины | А | =  А =  const.

Конец вектора А при изменении параметра t (в данном случае 
t —время) описывает окружность радиуса А с центром в начале 
координат (рис. 277). Пусть угол ф, образованный вектором А 
и осью Ох, выражается так: ф =  |3^-|-ф0. Величина (3 называется 
угловой скоростью вращения вектора А. Проекции вектора А на 
оси О у и Ох будут

у = А sin(0*-f ф0), х — A cos 0^ + ф 0). (7)

Выражения (7) суть решения уравнения (4).
Рассмотрим комплексную величину

г = х +  iy — A cos(fM +  ф0) +  iA sin (|3/ + ф 0), 
или

г =  A [cos (|3/ +  ф0) +  i sin {$t +  ф0)]. (8)
Комплексная величина г, как это было указано в § 1 гл. VII,  

изображается вектором А.

4 H. С. Пискунов, т, 2
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Таким образом, решения уравнения гармонических колебаний 
(4) можно рассматривать как проекции вектора А на оси О у и Ох, 
вращающегося с угловой скоростью р при начальной фазе ср0.

Пользуясь формулой Эйлера (см. (4) § 5 гл. VII), выражение 
(8) можно переписать так:

гч=/4еП9<+Фо). (9)
Мнимая и действительная части выражения (9) являются реше

ниями уравнения (4). Выражение (9) называется комплексным

решением уравнения (4). Перепишем выражение (9) так:
z =  Ае^«ет . (10)

Выражение Ле“Р° называют комплексной амплитудой. Обозна
чим ее через А*. Тогда комплексное решение (10) перепишется так:

z = A*e‘pt. (11)
р2 * }

4) Пусть рФ  0 и S .< q .
В этом случае корни характеристического уравнения — комп-< 

лексные числа
=  a-f-/p, k2 — а — ip, 

где

а  =  - | < 0 ,  р = ] /  q - £ .

Общий интеграл имеет вид
t/ =  e“'(C 1cosp/ +  C 2sinP0 » (12'

или
у =  Aeat sin (р/ +  ф„). (13)

Здесь в качестве амплитуды приходится рассматривать вели-j 
чину Аеа1, зависящую от времени. Так как а <  0, то она стре4
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доится к нулю при t — s-oo, т. е. здесь мы имеем дело с затухаю
щими колебаниями. График затухающих колебаний изображен на 
рис. 278.

§ 28. Вынужденные колебания

Уравнение вынужденных колебаний имеет вид
У" +  РУ' +  qy = f(t) (Р>  0, <7 >  0, см. § 26). (1)

Рассмотрим практически важный случай, когда возмущающая 
внешняя сила является периодической и изменяется по закону

/ (t) — a sin со̂ ;

тогда уравнение (1) примет вид
у" +  ру' + qy = asinu>t. (П

Р2
1) Предположим сначала, что р Ф 0 и <  q, т. е. корни

характеристического уравнения — комплексные числа a± t(5 . В этом 
случае (см. формулы (12) и (13) § 27) общее решение однородного
уравнения имеет вид

г/ =  эшф^ +  ф,,). (2)

Частное решение неоднородного уравнения ищем в форме
у* =  Atf'cos (tit +  N sin (tit. (3)

Подставляя это выражение у* в исходное дифференциальное 
уравнение, находим значения М и N:

М = ■ рсла
(q—со2)2 +  р2со2 ’ N (q—со2) а

" (q—со2)2 +  д2ш2
Прежде чем подставить найденные значения М и N в равенство 
(3), введем новые постоянные А* и <р*, положив

М =  Л* sin ср*. N =  A* cos ср*,
т. е.

A* = \AM2 +  N 2-- }Л((7_ ш2)2 +  р2
tg ф* = м_

N

Тогда частное решение неоднородного уравнения можно записать
в форме

У* — A* sin ср* cosco  ̂+  A* coscp* sin со/ =  A* sin(coi -J-cp*), 

или окончательно
а

У' =
У  (q—со2)2+ р2о>2

- sin (со̂  +<р*).
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Общий интеграл уравнения (1) равен у = у -\-у* , т. е.
У= Aeat sin(p/ +  cp0) 4-

V  (ч-
: Sin (С0/ +  ф *).

-О)2)2 +  р3е>3
Первый член суммы, стоящей в правой части (решение одно

родного уравнения), представляет затухающие колебания; при 
увеличении t он убывает, и, следовательно, через некоторый про
межуток времени главное значение будет иметь второй член, опре
деляющий вынужденные колебания. Частота со этих колебаний 
равна частоте внешней силы /((); амплитуда вынужденных коле
баний тем больше, чем меньше р и чем ближе со2 к q.

Исследуем подробнее зависимость амплитуды вынужденных 
колебаний от частоты со при различных значениях р. Для этого 
обозначим амплитуду вынужденных колебаний через D(со):

D (со) =  - а .... ТУ=  .V  (<?—w3)2 +  р'-Чо3
Положим <7 =  Pi (Pt при р — 0 равнялась бы частоте собственных 
колебаний). Тогда

а аD (со)
K (Pi-С0Т-+Р2®2 р2 y ( i - - j 0 a+ § ^  *

Введем обозначения
w/Pi =  ^, p/p! =  Y-

где —отношение частоты возмущающей силы к частоте свобод
ных колебаний системы, а постоянная у не зависит от возму
щающей силы. Тогда величина амплитуды будет выражаться 
формулой

D(l)
Pi / о -

(4)-**)*+Y***
Найдем максимум этой функции. Он, очевидно, будет при том 
значении Я., при котором квадрат знаменателя имеет минимум. 
Но минимум функции

| / ( 1 — Г-)2 +  г?с2 (5)
достигается при

и равен

/>-¥•
Следовательно, максимальная величина амплитуды равна

аD„
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Графики функции D(k) при различных значениях у показаны 
на рис. 279 (для определенности при построении графиков поло
жено а =  1, рх= 1). Эти кривые называются кривыми резонанса.

Из формулы (5) следует, что при малых у максимальное 
значение амплитуды достигается при значениях К, близких к еди
нице, т. е. когда частота внешней силы близка к частоте свобод
ных колебаний. Если у =  0 (следовательно, р =  0), т. е. если 
отсутствует сопротивление движению, амплитуда вынужденных 
колебаний неограниченно возрастает при 1 —> 1, т. е. при ю —>

Pi =  V  q:
lim D (Я) =  oo.
\-*\
(v= 0)

При (о2 =  q имеет место явление резонанса.
2) Предположим теперь, что р =  0, т. е. рассмотрим уравнение 

Упругих колебаний без сопротивления при наличии периодичес
к и  внешней силы

t/' +  qy —a sin Ы. ( 6 )
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Общее решение однородного уравнения
у — QcosfM-i-CjSmPi (Р2 =  <7)-

Если р фа>, т. е. если частота внешней силы не равна час! 
тоте собственных колебаний, то частное решение неоднородного

уравнения имеет вид
у* = М cos оit +  N sin оot.

Подставляя это выражение в 
исходное уравнение, найдем 

аМ =  0, N = -
Я

Общее решение есть

-со3 •

У= A sin (рt +  ф0) +  sinco .̂

Таким образом, движение полу 
чается в результате наложения 
собственного колебания с частоЩ 
той Р и вынужденного колебания 
с частотой со.

Если со =  Р, т. е. частота ' соб-1 
ственных колебаний совпадает с 
частотой внешней силы, то функ-| 
ция (3) не является решением* 
уравнения (6). В этом случае в 

соответствии с результатами § 24 частное решение надо искать 
в форме

у* =  t (М cosP^-f N sin Р0- (7)

Подставляя это выражение в уравнение, найдем М и N:

М  —  2| .  ^ п о 
следовательно,

у* =  — -Щ t cosp/.

Общее решение будет иметь вид

у = A sin (Р  ̂+  Фо)— 7% t cos

Второй член, стоящий в правой части, показывает, что в этомj 
случае амплитуда колебания неограниченно возрастает при н| 
ограниченном возрастании времени t. Это явление, имеющее мес!
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При совпадении частоты собственных колебаний системы с часто
той внешней силы, называется резонансом.

График функции у* изображен на рис. 280.

§ 29. Системы обыкновенных дифференциальных уравнений

При решении многих задач требуется найти функции У!=Ух(х), 
у2 =  У-2 (х)..........Уп — Уп (х)> которые удовлетворяют системе диф
ференциальных уравнений, содержащих аргумент х, искомые 
ф у н к ц и и  уг, у2, . . . , у п и их производные.

Рассмотрим систему уравнений первого порядка

= Ух, У г у ■ ■■, Уп)у ]

dx =  ?2 У*’ У2' •••> Уп), I (1)

- j f c -  —  f n  (х > У ху У г у  • • • >  У п ) у  )

где У х , у . . . .  уп — искомые функции, х — аргумент.
Такая система, когда в левой части уравнений стоят произ

водные первого порядка, а правые части не содержат производ
ных, называется нормальной.

Проинтегрировать систему — значит определить функции yit 
Угу • ••> Упу удовлетворяющие системе уравнений (1) и данным 
начальным условиям

У х  I Х у= Х 0 =  У хОу У 2 I X = J C o  У 20 >  • * 1 > У п  I Х =  Х0 У п О • ( 2)

Интегрирование системы вида (1) можно произвести следую
щим образом.

Дифференцируем по х первое из уравнений (1):

d?y± —  ? !±  J -  ?1± 4 -  I d / i  dyn
dx2 д х 'д у х  dx  ‘ ' ' ' ' дуп dx

Заменяя производные ~ , . . . ,  ~  их выражениями 
fi> /2. /„ из уравнений (1), будем иметь уравнение

^  = F2{x, yit . . . ,  уп).

Дифс})еренцируя полученное уравнение и поступая аналогично
предыдущему, найдем

d3y j  
dx3 ^з(х, Ух, У2> •••> Уп)•
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Продолжая далее, таким же образом получим, наконец, урав
нение

7$г =  р п(х > Уь • • • .  Уп)-

Итак, мы получаем следующую систему:

> Уп),=  Уи

=  F t ( x ,  Уг........................Уп),

— F (х иdxn 1 п \л > У1> Уп)-

( 3 ) ;

(предпо-?
Из первых п — 1 уравнений определим «/2, «/3, . . . .  </„, выра

зив их через х, и производные , . .
лагается, что эти операции выполнимы):

Уг = % (х, У и у[, •••.  УТ~11),
*/з =  Фз(*. */i> ••• . уТ~и), (4)
Уп = Фл (*> Уи у'и У{С~и)-

Подставляя эти выражения в последнее из уравнений (3), 
получим уравнение л-го порядка для определения yt

%%г =  ф (х, Уи Уи (5)
Решая это уравнение, определим yt:

У1 — Ф1 (х , Cf, С2, . . . ,  Сп). (6)

Дифференцируя последнее выражение л — 1 раз, найдем про
изводные как функции от х, Си С2.........С„.
Подставляя эти функции в уравнение (4), определяем г/2, уа, . . . ,  г/„:

Уг Фг (х, г̂> • • • > п̂)>

Уп — Фп (•*> Q i  ^s> - - -, ^п)-
(7)

Для того чтобы полученное решение удовлетворяло заданным 
начальным условиям (2), остается лишь найти из уравнений (6) 
и (7) соответствующие значения постоянных Си С2, . . . ,  С„ (по
добно тому, как мы это делали в случае о д н о г о  дифференци
ального уравнения).

З а м е ч а н и е  1. Если система (1) линейна относительно иско 
мых функций, то и уравнение (5) будет линейным.
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П р и м е р  1. Проинтегрировать систему

d£ = y + z + x ,  £ = - 4 у - З г + 2 х (а)
при начальных условиях

У \х - о =  1 . г  U —о = 0 .  (б )

Р е ш е н и е .  1) Дифференцируя по х первое уравнение, будем иметь
d'2H dy | dz . 
dx- d x ' d x '

Подставляя сюда выражения ^  и ^  из уравнений (а), получим 

^ = ( y + z + x )  +  ( - 4 y - 3 z  +  2 x ) + l ,

или
d2y _
d x 2=  — 3у — 2 г -(-З х + 1.

2) Из первого уравнения системы (а) находим

- у —х

и подставляем в только что полученное уравнение; получаем

dy
г  — - Т -  d x

(в )

(Г)

или

^ + » £ + » - 6 » + 1 . (Д)d x * dx

Общее решение последнего уравнения есть
y =  (Ci +  C2x ) e - JC+ 5 .v —9 (е)

и на основании (г)
г =  (С2—2Ci—2 С2х)е~х —6лг+ 14. (ж)

Подберем постоянные С* и С2 так, чтобы удовлетворялись начальные 
условия (б): у  |а"=о — I , 2 U=o = 0 .  Тогда из равенств (е) и (ж) получаем

I = C i —9, 0 =  С2—2С( + 1 4 ,
откуда Сх =  10, С2 =  6. Таким образом, решение, удовлетворяющее заданным 
начальным условиям (б), имеет вид

у =  (10+6лг)е-* +  5.1с—9, г =  (— 14— \2х)е~х —блт+14.

З а м е ч а н и е  2. В приведенных рассуждениях мы предпо
лагали, что из первых п  — 1 уравнений системы (3) можно опре
делить функции у 2, у 3 , . . . .  у п . Может случиться, что перемен
ные у г , . . . ,  уп исключаются не из п ,  а из меньшего числа 
Уравнений. Тогда для определения у  мы получим уравнение, 
порядок которого ниже п .

П р и м е р  2. Проинтегрировать систему
dx . d y __ , _ dz
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Р е ш е н и е .  Дифференцируя по t  первое уравнение, находим

Исключая переменные у  и z из уравнений

будем иметь уравнение второго порядка относительно х

Интегрируя это уравнение, получим его общее решение

x  — C1e~ t -j-C2eit . ( а )

Отсюда находим

^~ =  — C1e~<+ 2 C 2e2t и у =  ̂ - г  =  -  С1в-* + 2 С ,е « —г. (Р)

Подставляя в третье из заданных уравнений найденные выражения для х и у ( 
получим уравнение для определения г

Уравнения (а), (б) и (у) дают общее решение заданной системы.

В дифференциальные уравнения системы могут входить про
изводные высших порядков. В этом случае получается система 
дифференциальных уравнений высших порядков.

Так, например, задача о движении материальной точки под действием 
силы F  сводится к системе трех дифференциальных уравнений второго порядка. 
Пусть Fx , Fy, Fz — проекции силы F  на оси координат. Положение точки 
в любой момент времени t определяется ее координатами х, у, г. Следова-- 
тельно, х, у, г являются функциями от t. Проекции вектора скорости точки

,  dx dy dz на оси координат будут ^ ~ ^ .

Предположим, что сила F ,  а следовательно, и ее проекции Fх, Fy , Fz 
зависят от времени t, положения х, у, г точки и от скорости движения точки,

Искомыми функциями в этой задаче являются три функции

Интегрируя это уравнение, найдем
г =  С3е - < + С 2е2<. (V)

Но тогда на основании уравнений (Р) получаем
</=-(С 1+ С 3)е -Ч С 2е2<. (б)

x = x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  z  =  z ( t ) .
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Эти функции определяются из уравнений динамики (закон Ньютона)

т

d 2x f  . d x d y dz
d t 2 ~  х V '

X , y ,  Z ,
Tt  ’' d t  ' T t

d 2y  _ ,( , d x d y dz
d F = F » 1V '

x,  y ,  z , d t  ’ d t  ’ T t ,
d 2z „ f , d x d y dz
d t 2 = F z V '

x, y ,  z ,
d t  ’ d t  '' T t

(8)

Получили систему трех дифференциальных уравнений второго порядка. В слу
чае плоского движения, т. е. движения, когда траекторией является плоская 
кривая (лежащая, например, в плоскости Оху), получаем систему двух урав
нений для определения функций х (t) и у (f):

т f t  х  у  —
d t 2 х  V ’ ’ У’ d t  ’ d t  ) '

d*y 
d t 2

„ / , d x  d y \m - F y [ t ,  x, y, d( , d t J .

(9)

( 10)

Решать систему дифференциальных уравнений высших порядков можно 
путем сведения ее к системе уравнений первого порядка. На примере уравне
ний (9) и (10) покажем, как это делается. Введем обозначения

d x  d y
d t

: U ,
d t

=  v.

Тогда
d 2x  du  d 2y  d v

4 F ~ ~ d t ~ ' ~ d F ~ ~ d t  ‘
Система двух уравнений второго порядка (9), (10) с двумя искомыми функ
циями x ( t )  и у  ( t )  заменяется системой четырех уравнений первого порядка 
с четырьмя искомыми функциями х,  у ,  и ,  v

d x  d y
d t =  и, d t

— Vi
dum —  =  Fx (t, x, y, u, v), mi n  = FvV’ *' y' ^

Заметим в заключение, что рассмотренный нами общий прием решения си
стемы может быть в некоторых конкретных случаях заменен тем или иным 
искусственным приемом, быстрее приводящим к цели.

П р и м е р  3. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений 
d 2y  d 2z
d x 2

=  z, d x 2 -у-
Р е ш е н и е .  Дифференцируем по х  два раза обе части первого уравнения:

diy _ d2z
dx4 dx3 '

ты d2z d*y
M° ~dx2~ y’ П0ЭТ0МУ получаем уравнение четвертого порядка Инте
грируя это уравнение, получим его общее решение (см. § 22, пример 4) 

у =  Cifix +  Сге~х +  С3 cos х-\- С4 sin х.

Находя отсюда и подставляя в первое уравнение, найдем г:

z =  Ciex -{-С2е~х — С3 cos х — C4sln х.
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§ 30. Системы линейных дифференциальных уравнений 
с постоянными коэффициентами

Пусть мы имеем систему дифференциальных уравнений

где коэффициенты а,7 суть постоянные. Здесь i — аргумент, х, (/), 
x2(t), . . . ,  хп (t) — искомые функции. Система (1) называется 
с и с т е м о й  л и н е й н ы х  о д н о р о д н ы х  д и ф ф е р е н ц и а л ь 
н ы х  у р а в н е н и й  с п о с т о я н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .

Как уже указывалось в предыдущем параграфе, эту систему 
можно решить путем сведения к одному уравнению «-го порядка, 
которое в данном случае будет линейным (это было указано 
в замечании 1 предыдущего параграфа). Но можно решать си
стему (1) и другим методом, не сводя к уравнению п-го порядка. 
Этот метод дает возможность более наглядно анализировать харак
тер решений.

Будем искать частное решение системы в следующем виде:

Требуется определить постоянные a f, a 2, . . . ,  a„ и k так, чтобы 
функции a xekt, а2ек\  . . . ,  апеы удовлетворяли системе уравне
ний (1). Подставляя их в систему (1), получим

Сократим на ем. Перенося все члены в одну сторону и собирая 
коэффициенты при а х, а 2, . . . ,  а п, получим систему уравнений

Выберем a ,, а 2, . . . , а „  и k такими, чтобы удовлетворялась 
система (3). Эта система есть система линейных однородных ал
гебраических уравнений относительно а £, а2, . . . ,  а  .. Составим

- J 1 =  апхх +  а12х2 + . . . + а 1пхп,

4 г ' =  о*Л +  а22х 2 +  • • • +  а2пхп,
( 1)

-JT  — а,ЧХ1 +  а„2Х2 +  ■••• +  а„пХ,ля*л'п» у

(2)

ka,eM =  (апа, +  аХ2а2 +  . . .  -f а1па„) еы, 
ko.2eM =  (аг1 а, +  а22а 2 +  . . .  +  а2па„) ем,

к а пем = (ая1а , +  ап2а2 + • • •  +a„„an)e*t.

(ац- k )  а , +  а12а 2+ . . . +
а21а 1+  (а22 —^)а 2*Ь • • ■ "Ь

(3 )
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определитель системы (3):
a n — k ai2 • a i n

A (* )  =
a2i &22---  ̂ • • • a2n

ani an2 ■ a nn— k

Если к таково, что определитель Д отличен от нуля, то система (3) 
имеет только нулевые решения a i =  a i =  . . .  = а и =  0, а следова
тельно, формулы (2) дают только тривиальные решения

Xi(t) = x2(t)=  . . . = х п (/) =  0.

Таким образом, нетривиальные решения (2) мы получим только 
при таких к, при которых определитель (4) обращается в нуль. 
Мы приходим к уравнению n-го порядка для определения к:

a n — к «12 a in
°2i 0,22 --- ^  • • * ° 2  n

=  0 . (5)
ani a n2 ann— к

Это уравнение называется х а р а к т е р и с т и ч е с к и м  у р а в н е 
н и е м  для системы (1), его корни называются к о р н я м и  х а 
р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я .

Рассмотрим несколько случаев.
I. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  д е й 

с т в и т е л ь н ы е  и р а з л и ч н ы е .  Обозначим через k ^ k ........... kn
корни характеристического уравнения. Для каж дойК орня к( на
пишем систему (3) и определим коэффициент^а',", о # ’, . . .,о $ * .  
Можно показать, что один из них произвольный, его можно счи
тать равным единице. Таким образом, получаем: 

для корня k t решение системы (1)
x[l> = а1̂е к̂ , x-il) =  <41)eV, .. y( 1) —• » Л71 -- ^  П c t

Для корня k2 решение системы (1)
x<i' =  a f ’eV, 4 "  =  oi2 W ,  • . 4*> =  a ‘,2W ;

для корня kn решение системы (1)
х[п) = а[п)екп, 4 я» =  a  [ " W , . . . ,j tS * -e W e V .

Путем непосредственной подстановки в уравнения можно убе
диться, что система функций

x t =  +  C2a'2)eV  +  . . .  -b C„a‘/V " ', ’
хг -  -f- C2a? - f  . . .  +  Спа^т екп \ > x

xn = W e M  4- C2a<‘f ,ek‘t -f  . . .  -f  С„а1пп>екп\
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где Cj, С2, . . . .  Сп — произвольные постоянные, тоже является 
решением системы дифференциальных уравнений (1). Это ест1? 
о б щ е е  р е ш е н и е  с и с т е м ы  (1). Легко показать, что можно 
найти такие значения постоянных, при которых решение будет 
удовлетворять заданным начальным условиям.

П р и м е р  1 . Н а й ти  о б щ ее  р е ш е н и е  си стем ы  у р а в н ен и й

Р е ш е н и е .  С остав л я ем  х а р а к т ер и ст и ч е ск о е  у р а в н ен и е

и л и  k2'— 5/г-{ -4  =  0 . Н а х о д и м  его  к о р н и  & i = l ,  /г2 =  4 . Р еш ен и е  систем ы  ищ ем  
в в и де

II. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  р а з 
л и ч н ы е ,  но с р е д и  н и х  е с т ь  к о м п л е к с н ы е .  Пусть 
среди корней характеристического уравнения имеется два комп
лексных сопряженных корня:

Коэффициенты об” и а '2’ определяются из системы уравнений (3).

и

или

a i ” -)-  2 а 21) =  0 ,  a i ” + 2 a ^  =  0 ,

о т к у д а  а.2 ) = — По л а г а я  a i 1) =  l, п о л у ч а ем  а ^ = — g - . Т ак и м  о б р а 

з о м , мы  п о л у ч и л и  р еш ен и е  си стем ы

Xi  — С -  \- С_><6‘, х? — — ri С11’ ̂ -j- С у” .

k1 = a-j- ф, &2 =  a  — i'P. 
Этим корням будут соответствовать решения

(7)
(8)
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(9)

Так же как и в  § 21, можно показать, что действительные 
и мнимые части комплексного решения тоже являются решениями. 
Таким образом, мы получаем два частных решения

X/1' =  eat (ty1' cosРх +  X'-2' sin fix),
X/2) =  eat (Цг) sin Px+ lf> cospx),

где Ци, ^ '  — действительные числа, определяемые через
a f’ и a f \

Соответствующие комбинации функций (9) войдут в общее 
решение системы.

П р и м е р  2 . Н а й т и  о б щ е е  р еш ен и е  систем ы

^ i  =  - 7 x i + x 2, § = -  2х1- 5 х2.

Р е ш е н и е .  С о ст а в л я ем  х а р а к т ер и ст и ч е ск о е  у р а в н ен и е  

- 7 — k 1

— 2  —  5 — k ~

или ft2 +  1 2 f e + 3 7  =  0  и н а х о д и м  его  к о р н и

k f —  — k2 =  —6— i.

П о д ст а в л я я  k f =  —  6  +  i  в си ст ем у  (3 ) , н а х о д и м

a(i1>=  1 о41) =  1 +  Ё
П и ш ем  р еш ен и е  (7 ):

х'11,=е<-«+'> *, х|1> =  (1 +  /) е<-6+‘) *.
П о д ст а в л я я  k2— — 6 — i в си ст ем у  (3 ) , н а х о д и м

(7 ')

а.1 = 1, „<2> 1СС-2 =  1 ■
П олуч и м  в т о р у ю  си ст ем у  р еш ен и й  (8):

^ 2>=ec-6-/)f, *<2) =  (1 _,•)<*-<!- 'К  (8')
П ер еп иш ем  р еш ен и е  (7 '):

xi1* = е - 0 ' ( c o s  t - \ - i  s in  t), xaW =  (1 + 1) e~el ( c o s  t-\- i s in  t),
или

x iv — e~et c o s  s in  t,
X21>= e _6t ( c o s  t —  s in  t)-\-ie~et ( c o s  < + s i n  t).

Перепишем решение (8'):
xi2) —e~et cos t— ie~Bt sin t,
Ха2’ —e~9t (cos t—sin t) — ie~6> (cos ? +  sin t).

За системы частных решений можно взять отдельно действительные части и 
отдельно мнимые части:

x (i* = е~ в1 c o s  t, х  a1’ —e~Bt ( c o s  t—s in  f), 1

x"i2) —e~Bt s in  t, t ? ' =  e~et ( c o s  < + s i n  t). )
Общим р еш ен и ем  си стем ы  б у д е т

х 1 =  С1е~91 c o s  t - \-C 2c~ B* s in  t,
x2 =  Cie~Bt ( c o s  t —  s in  0 + C 2e ~ e< ( c o s  < + s i n  t).
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Аналогичным методом можно находить решение системы линей
ных дифференциальных уравнений высших порядков с постоян
ными коэффициентами.

В механике и теории электрических цепей исследуется, на
пример, решение системы дифференциальных уравнений второго 
порядка

Подставляя эти выражения в систему (10) и сокращая на ekt, 
получаем систему уравнений для определения a, р и k

Отличные от нуля а  и (5 определяются только в том случае, 
когда определитель системы будет равен нулю:

Это есть характеристическое уравнение для системы (10); оно 
является уравнением 4-го порядка относительно к. Пусть kt, к2, 
k3 и &4 —его корни (предполагаем, что корни различны). Для 
каждого корня kt из системы (11) находим значения а и р. Общее 
решение, аналогично (6), будет иметь вид

Если среди корней будут комплексные, то каждой паре ком
плексных корней в общем решении будут соответствовать выра
жения вида (9).

П р и м е р  3. Найти общее решение системы дифференциальных уравнений

Р е ш е н и е .  Пишем характеристическое уравнение (12) и находим его 
корни:

( 10)

Снова ищем решение в форме
х = аем, у  = $еы.

(a11-fe!!)a-f-a12p = 0, a21a +  (a22 -  &2) р =  0. (11)

х — C1a a ,e'!‘/ C2amek‘l -f- C3a (3,efĉ  -f  C4a u,eV, 
у =  C4p<lW  +  C2pt2,e ^  +  C3p(3)e ^  +  C4 pu>eM

k\ — i, k2 — — 
Решение будем искать в форме

к3= У з , k4= - V 3.

xd>=a<1>e't,
^2) =  a(2)e-/I,

yW==̂ l)eitt 
(/2) =  p(S)e-,tt
1/3) =  p<3)eV7t t
yW = ̂ *)e- Y^  *,

Ж(3) =  а(3 )/з  t '
хЧ) = аМе- УГ‘,
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Из системы (11) находим а (/> и р<Л;
а<!> =  1, 
а (2> =  1, 
а (3> =  1, 
а (4> =  1,

Выпишем комплексные решения:
xa) — eit =  co s / +  / s i n / ,  
*<a> =  e - / /= c o s  t — /sin /,

P(1> =  l/2,
Pt2> =  1 /2,
P(3> = —1/2,
P<4> = —1/2.

^U) =  0,5 (cos / + / s i n  /), 
y<2> =  0,5 (cos t — / sin /).

Решением будут действительные и мнимые части:

*(1) =  co s /, i/(1) =  0 ,5 c o s /,
xt2) =  s i n /, </2) =  0 ,5 s in /.

Теперь можем написать общее решение

x =  C ,c o s /  +  C2sin t +  C3eV3‘ + С Ае~У з ( ,

Ci COS Сг Sin t ----\г Сз<У  6t

З а м е ч а н и е .  Мы не рассматривали в этом параграфе случай кратных 
корней характеристического уравнения. Этот вопрос подробно изложен, напри
мер, в книге: П е т р о в с к и й  И. Г. Лекции по теории обыкновенных диф
ференциальных уравнений.— М.: Наука, 1970.

§ 31. Понятие о теории устойчивости Ляпунова.
Поведение траектории дифференциального уравнения 

в окрестности особой точки

Так как решения большинства дифференциальных уравнений 
и систем уравнений не выражаются через элементарные функции 
или квадратуры, то в этих случаях при решении конкретных 
дифференциальных уравнений применяются приближенные методы 
интегрирования. Понятие об этих методах было дано в § 3; кроме 
того, некоторые из этих методов будут рассмотрены в §§ 32—34, 
а также в главе XVI.

Недостаток этих методов заключается в том, что они дают 
только одно частное решение; чтобы получить другие частные 
решения, нужно все вычисления проводить снова. Зная одно 
частное решение, нельзя сделать заключение о характере других 
решений.

Во многих задачах механики и техники бывает важно знать 
не конкретные значения решения при данном конкретном значе
нии аргумента, а характер поведения решения при изменении аргу
мента и, в частности, при неограниченном возрастании аргумента. 
Например, бывает важно знать, являются ли решения, удовлет
воряющие данным начальным условиям, периодическими, прибли
жаются ли они асимптотически к какой-либо известной функции 
и т. д. Этими вопросами занимается качественная теория диффе
ренциальных уравнений.
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Одним из основных вопросов качественной теории является 
вопрос об устойчивости решения или об устойчивости движения; 
этот вопрос был подробно исследован знаменитым русским мате
матиком А. М. Ляпуновым (1857—1918).

Пусть дана система дифференциальных уравнений

Пусть x = x(t) и у = y(t) — решения этой системы, удовлетворяю
щие начальным условиям

Пусть далее, x — x(t) и y = y ( t ) ~  решения уравнения (1), удов
летворяющие начальным условиям

О п р е д е л е н и е .  Решения x = x (t)  и у =  у (t), удовлетворяю
щие уравнениям (1) и начальным условиям (Г), называются 
устойчивыми по Ляпунову при t —>-оо, если для каждого как 
угодно малого е >  0 можно указать б >  0 такое, что при всех 
значениях t >  0 будут выполняться неравенства

Выясним смысл этого определения. Из неравенств (2) и (3) 
следует, что при малых изменениях начальных условий мало 
отличаются соответствующие решения при всех положительных 
значениях t. Если система дифференциальных уравнений является 
системой, описывающей некоторое движение, то в случае устойчи
вости решений характер движений мало изменяется при малом 
изменении начальных данных.

Разберем это на примере одного уравнения первого порядка.
Пусть дано дифференциальное уравнение

(О

(П

( 1")

| * ( 0 - * ( 0 1 < в .  Ы О - 0 ( О 1 < * , (2 )

если начальные данные удовлетворяют неравенствам

1*0 *о I <  8. IУ о У о I 8* (3)

Общим решением этого уравнения является функция
у =  Се~* + 1.

Найдем частное решение, удовлетворяющее начальному условию
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Найдем значение С из уравнения (б):

У о =  С + 1 ,
откуда

С=Уо— 1.
Подставляя это значение С в равенство (б), получаем

~у = (у<>— 1)е-‘+1.
Очевидно, решение у ~  1 является устойчивым. Действительно,

У= [(Уо— 1) е~* + 1] — 1 =(Уо— 1) е~* —+■ О
при t —*■ оо.

Следовательно, при произвольном е будет выполняться неравенст
во (3), если будет выполняться нера
венство „

(Уо—  1) =  б <  е.

Если уравнения (1) о п и с ы - Af 
вают движение, где аргумент t -—
есть время, и при этом уравне- ^= /. 
ния не содержат явно времени в 
t, т. е. имеют вид

Ж
%

dx
4 t =  у), -§- =  /i (*, у), Рис. 281,

то эта система называется автономной.
Рассмотрим, далее, систему линейных дифференциальных

уравнений

■^ =  cx+ gy, =  ах +  Ьу. (4)

Будем предполагать, что коэффициенты a, b, с, g  постоянные, 
при этом очевидно, что х =  0, у  =  0 есть решение системы (4), 
в чем убеждаемся непосредственной подстановкой. Исследуем 
вопрос о том, каким условиям должны удовлетворять коэффи
циенты системы, чтобы решение х =  0, г/ =  0 было устойчиво. Эта 
исследование проводится так.

Дифференцируем первое уравнение и исключаем у  и ^  на 
основании уравнений системы:

7^ =  c ~  +  g ^~  =  c ^ -  +  g(ax +  by) =  c^ + g a x  +  b ^ - e x ^ j ,

Или

~ — ф +  с ) ~ — (ag — be) х =  0. (5)
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Характеристическое уравнение дифференциального уравнения (5) 
имеет вид

к2— (Ь +  с) к — (ag—bc) = 0. (6)

Это уравнение принято записывать в виде определителя

(см. уравнение (4) § 30).
Обозначим корни характеристического уравнения (7) через kt 

и кг. Как мы увидим ниже, устойчивость или неустойчивость 
решений системы (4) определяется характером корней и кг. 

Рассмотрим все возможные случаи.
I. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  д е й 

с т в и т е л ь н ы е ,  о т р и ц а т е л ь н ы е  и р а з л и ч н ы е :  ^ < 0 ,  
к.г <  0, ^ ф к г. Из уравнения (5) находим

х  =  С1ех'< 4- С2ех‘‘ .
Зная х, из первого уравнения (4) находим у. Таким образом, 
решение системы (4) имеет вид

х  =  С1ех>/ -f  С2ех^ ,

у = [ С Л К - с ) е ^  +  С2( К - с ) * ' ]  -jp. (8)

З а м е ч а н и е .  Если g = 0 и а ф 0, то уравнение (5) мы со
ставим для функции у. Найдя у, из второго уравнения системы (4) 
находим х. Структура решений (8) сохранится. Если же g  =  0, 
а = 0, то решение системы уравнений принимает вид:

х = С ^ \  у — С2еьг. (8')
Анализ характера решений в этом случае производится проще.

Подберем С, и С2 так, чтобы решения (8) удовлетворяли 
начальным условиям

* | f = 0  =  * 0 .  « / | f = o = « / o -

Решение, удовлетворяющее начальным условиям, будет

х =

У -

CXn -\-gy<S —  * 0^2 \ t  . Х0к х ---СХВ---gy„ \ t
k i-U  ^  ki—ki ’

JL Гс*о Ч~8Уо хокг п — с)еК>‘ | xoki— cx0— gy„ 
g  [_ Xl — к% * ^1—^2

(К — с) еК>< ] .
(9)

Из последних равенств следует, что при любом е >  0 можно вы
бирать |х 0| и |«/0| столь малыми, что для всех t>  0 будет 
| х ( 0 | < е ,  | г / ( 0 1 < е. так как в.,# <  1; ех« '<  1.

Отметим, что в данном случае
lim х(/) =  0, Нш у( 0  =  0- ( 10)
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Рассмотрим плоскость хОу. Для системы дифференциальных 
уравнений (4) и дифференциального уравнения (5) эта плоскость 
называется фазовой плоскостью. Решения (8) и (9) системы (4) 
будем рассматривать как параметрические уравнения некоторой 
кривой на фазовой плоскости хОу:

Эти кривые являются интегральными кривыми, или траекториями 
дифференциального уравнения

которое получается из системы (4) путем деления друг на друга 
правых и левых частей.

Начало координат О (0; 0) является особой точкой для диф
ференциального уравнения (13), так как эта точка не принад
лежит к области существования и единственности решения;

Характер решений (9) и вообще решений системы (4) наглядно 
иллюстрируется расположением интегральных кривых

образующих общий интеграл дифференциального уравнения (13). 
Постоянная С определяется из начального условия у |ж_ = у0. 
После подстановки значения С получаем уравнение семейства 
в форме

В случае решений (9) особая точка называется устойчивым узлом. 
Говорят, что точка, двигаясь по траектории, неограниченно при
ближается к особой точке при t —s--f-oo.

Очевидно, что соотношение (14) может быть получено путей 
исключения параметра t из системы (12). Не производя в дальней
шем полного анализа характера расположения интегральных кри
вых вблизи особой точки на фазовой плоскости при всех возмож
ных случаях корней характеристического уравнения, ограничимся 
иллюстрацией этого на простейших примерах, не требующих про
ведения громоздких вычислений. Отметим, что характер поведения 
траекторий уравнения (13) вблизи начала координат при произ
вольных коэффициентах качественно такой же, какой будет рас
смотрен в примерах.

П р и м е р  1. Исследовать устойчивость решения * =  0, у =  0 системы
^Равнений

Х = ч> (t, Cit Ct), у =  ф(/,  с и С2),
х = Ц> (t, х0, у0), y = ty(t, х0, у0).

( П )
( 12)

d y_ах-\-Ьу
dx cx-\-gy ’ (13)

F(x, у, С) — 0,

F{x, у, х„, у0). (14)
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Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение будет 
1— 1— Л О 
I 0 — 2— X =  0.

Корни характеристического уравнения
Я.1 =  — 1.

Решения (8') в данном случае будут
х = Схе~*,

Решения (9) будут
х = х 0е~*,

Х, =  — 2.

У=С*~*.

У =  У -31 (а)
Очевидно, что х (/)—* 0 и у (t) —>• 0 при t —»—(-<». Решение х= 0 , у = 0 устойчиво. 
Обратимся теперь к фазовой плоскости. Исключая параметр t из уравнений (а),

получаем уравнение вида (14)

( i ) ‘- (б )

Это семейство парабол (рис. 282).
Уравнение вида (13) для данного 

примера будет
dy_2y 
dx х

Интегрируя, получаем 
In | у | =  2 In | х  | +  1п | С |, у = С х а. (в) 

Определим С из условия

У \х—л ■-У о. г*о
получаем решение (б). Особая точкаПодставляя найденное значение С в (в),

О (0; 0) есть устойчивый узел.

II. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  д е й 
с т в и т е л ь н ы е ,  п о л о ж и т е л ь н ы е ,  р а з л и ч н ы е :  Х{ >  0, 
Х2> 0 , 'к1Ф'к2. В этом случае решения выражаются также форму
лами (8) и соответственно (9). Но в данном случае при как угодно 
малых \х0\ и |i/0| будет |х(/)| —* оо, \y (t) \ —* оо при t —+ +  00, 
так как ех'‘ —*- оо и е^‘ —*■ оо при t —>--|-оо. На фазовой плоскости 
особая точка— неустойчивый узел: при t —> +  оо точка на траекто
рии удаляется от точки покоя х — 0, у =  0.

П р и м е р  2. Исследовать устойчивость решений системы 
dx
dt — х,

Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение будет

1—X 0
О 2—X = 0;

его решения
Xf — 1, Xg — 2.
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Решение будет
х = х 0е*, у  =  y0e2t.

Решение неустойчиво, так как | * ( / ) | —>-о°, 1 у ( / )1 —► оо при t —>-+00. 
Исключая t, получаем

\ х 0 )  Уо

(рис. 283). Особая точка О (0; 0) есть неустойчивый узел.

III.  К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  
д е й с т в и т е л ь н ы е ,  р а з н ы х  з н а к о в ,  н а п р и м е р ,  ^  >  0, 
?-2 <  0. Из формул (9) следует, что при как угодно малых | х 0 \ 
и 11/01, если сха+ ёуа—ха12фО, будет | х(/ ) |  —*-оо, | y ( t )  | —► оо при 
t ~ > 4 - о о .  Решение неустойчиво. На фазовой плоскости особая 
точка называется седлом.

Пример 3. Исследовать 
dx _
1Г~

устойчивость решения системы 
du о

*• ЧГ==~ 2у'
Р е ш е н и е .  Характеристическое уравнение будет

I 1—Я
I о

О
—2—Я.

следовательно, Ях =  1, Я2 =  — 2. Решение будет
х = х 0е*. y =  y0e - 2t.

Решение неустойчиво. Исключая параметр t, получаем семейство кривых на 
Фазовой плоскости

, ух-=уоХо.
Особая точка О (0; 0) есть седло (рис. 284).

IV. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  
К о м п л е к с н ы е  с о т р и ц а т е л ь н о й  д е й с т в и т е л ь н о й  
Частью:  Ях =  а  +  »Р, Я4 =  а  — / р ( а < 0 ) .  Решение системы (4)
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будет
х =  eat [Ct cos fU -f  C2 sin|i/],
У = Y  eai  [(aCj +  PC2—d ^ ) cos $t +  (a C2—pCt —cC2) sinp/]. 

Если ввести обозначение

(15)

c = | / q  +  q ,  sin б = COS б =  •£# ,
то уравнения (15) можно переписать в виде 

x: =  Cea<sin ( |^ -f  б),

У = ^г- [(а—с) sin ф/ +  б) +  р cos (р/ -f 6)], 1̂6)
где Ci и С2 — произвольные постоянные, которые определяются 
из начальных условий х = х0, у —у0 при t = 0, причем

Q
л:0 =  С sin б, г/0 =  — [(а—с) sin б -f-fi cos6],

откуда находим
q  —- х0у с  2 — вУо—Хо (а—с)

Р (17)

Снова заметим, что если^ =  0, то вид решения будет несколько 
иной, но характер анализа не изменится.

Очевидно, что при любом е > 0  при достаточно малых |хг0| 
и | уа | будут выполняться соотношения

|* ( 0 1 < е ,  \y(t)\ <  е.
Решение устойчиво. В данном случае при t —*-{-оо 

x ( t ) - * 0  и y ( t)—+ О,
неограниченное число раз меняя знаки. На фазовой плоскости 
особая точка называется устойчивым фокусом.

П р и м е р  4. Исследовать устойчивость решения системы уравнении
dx

I t = — х + у , йу
dt

Р е ш е н и е .  Составляем характеристическое уравнение и находим его 
корни:

Ь2 +  2*.+2 =  0,
1̂, 2 =  — 1 i  H| Ct =  — 1. Р =  1.

Находим Ci и С2 по формулам (17): С1=дс0, Сг = у 0- Подставляя в (15), по
лучаем

х =  е-< (х0 cos t-\-y0 sin 0 . У =  е~* (у0 cos t — х„ sin t). (А)
Очевидно, что при любых значениях t

| * |  < |* о  1 +  1 Уо I. I У I < I *о 1 +  1 Уа !•
При t —>-+оо имеем х  ( / ) —- 0, у  ( t ) —>-0. Решение устойчиво.
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Выясним характер расположения кривых на фазовой плоскости в этом 
случае. Преобразуем выражения (А). Пусть

x0 =  A Jcos6, у0 =  М sin б,

М= Vxl2 . 2 *0 +  */0 > t g 6 = | i .*0
Тогда равенства (А) примут вид

x =  M c~f cos (t — 6), =  sin ((— б). (В)
На фазовой плоскости перейдем к полярным координатам р и 0 и установим 
зависимость р =  /  (0). Уравнения (В) принимают вид

р cos 0 =  M e~t cos (t — 6), psln  0 =  M e~, sln ( t—6). (C)
Возведя в квадрат правые и левые части и складывая, получим

p2 =  M3e~2f, 
или

р =  М е~*. (D )

Установим зависимость t от 0. Деля члены нижнего из равенств (С) на соот
ветствующие члены верхнего равенства, получим

t g  0  =  t g  (<— б),
откуда

< =  0 +  6.
Подставляя в (D), получаем

р =  Me -<0 + 6>
или

-б-ер — Ме~
Обозначая Me~6 =  M i,  окончательно получаем

р =  Мхе-9. (Е)
Это семейство логарифмических спиралей. В этом случае при t —»■ ов точка 
по траектории приближается к началу координат. Особая точка 0 (0 ; 0) есть 
устойчивый фокус.

V. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  к о м 
п л е к с н ы е  с п о л о ж и т е л ь н о й  д е й с т в и т е л ь н о й  ча 
стью:  = а +  tp, Х2 =  а —/р (а >  0). В этом случае решение
также выразится формулами (15), где а  >  0. При любых началь
ных условиях х0 и (/о(К 4+«/о=^0) и при t —* +  оо величины 
'*(01 и | t/(0 l могут принимать как угодно большие значения, 
'ешение неустойчиво. На фазовой плоскости особая точка назы

вается неустойчивым фокусом. Точка по траектории неограни
ченно удаляется от начала координат.

П р и м е р  5. Исследовать устойчивость решения системы уравнений

1»J

dx
W = x+ y’

dy .
ж ~ ~ х + у.

Р е ш е н и е .  Составим характеристическое уравнение: 
11-Х. 1

— 1 1—X 
Xi =  1 ■

= 0 ,  Х г — 2 Х  +  2  =  0 ,  

- i,  Хд =  1 —  I •
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Решение (15) с учетом (17) в данном случае будет
х =  е( (х0 cos /+{/о sin 0 . 
у =  ё1 (у0 cos t —x0 sin t).

На фазовой плоскости получим кривую в полярных координатах

р — М хе9 .
Особая точка — неустойчивый фокус (рис. 285).

х

Рис. 285. Рис. 286.

VI. К о р н и  х а р а к т е р и с т и ч е с к о г о  у р а в н е н и я  
ч и с т о  мни мые :  =  ф, Х2 = — ф. Решения (15) в этом случае 
примут вид

Очевидно, что при любом е >  0 и при всех достаточно малых | х01 
и | у01 будет | х (t) | <  е, | у (/) | <  е при любом t. Решение устойчиво. 
Здесь х и у — периодические функции от t.

Чтобы произвести анализ интегральных кривых на фазовой 
плоскости, целесообразно первое из решений (18) записать в сле
дующем виде (см. (16)):

где С, 6— произвольные постоянные. Из выражений (20) следует, 
что х и у — периодические функции от t. Исключаем параметр t 
из уравнений (20):

х  =  Сх cos р/ +  С2 sin р/,
У =  -~ [(PQ—сСх) cos Р / +  (— РСХ—сС2) sin pf ]. (18)

Постоянные Сх и С2 определяются по формулам (17):
(19)

х  =  С sin (Р/ +  6),
У = ~~ соз (Р( +  6) —jSin(Pif +  6), (20)
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Освобождаясь от радикала, получим

(21)

Это семейство кривых 2-го порядка (кривые действительные), 
зависящих от произвольной постоянной С. Каждая из них не 
имеет неограниченно удаленных точек. Следовательно, это семей
ство эллипсов, окружающих начало координат (при с =  0 оси 
эллипсов параллельны осям координат). Особая точка называется 
центром (рис. 286).

П р и м е р  6. Исследовать устойчивость решения системы уравнений 
dx du
~ d t ~ y ’ ~ d t ~ ~ 4x'

Р е ш е н и е .  Составим характеристическое уравнение и найдем его корни: 

| ~ £  _ ^ |  =  0, А,2+ 4  =  0, k = ± 2 i .

Решения (20) будут
х =  С sin (2 /+  6), у  — 2С cos (2<-|-S).

Уравнение (21) будет иметь вид

уа ==4С2 ^ 1 — - g y j ,  4^2-+-^2-= 1 - 

На фазовой плоскости имеем систему эллипсов. Особая точка — центр.

VII.  П у с т ь  Xi =  0, к2 <  0. Решение (8) в этом случае при
нимает вид

д: =  Cj +  С2ех>*,
y== ^ [ - Clc +  C2(X2- c ) e ^ ] . ( 22)

Очевидно, что при любом е >  0 и при достаточно малых | хв | и 
| у01 будет | х (t) I <  8, | у ( 0 1 <  е при t >  0. Следовательно, ре
шение устойчиво.

П р и м е р  7. Исследовать устойчивость решения системы
dx
Hi =  0, dy

dt = —У- <«)
Р е ш е н и е .  Находим корни характеристического уравнения: 

~ 1 °  1 =  0, Я.2 +  Я, =  0, ki =  0, kt =  — 1.о 1 —к
Здесь g =  0. Решения находим непосредственно, решая систему, не пользуясь 
формулами (22):

x  =  Ct, у =  Сге~>. (р)
Решение, удовлетворяющее начальным условиям х — х0, у =  у0 при 1 =  0, будет

* =  х0, У =  Уо*- '- (V)
Очевидно, что решение устойчиво. Дифференциальное уравнение на фазовой 
плоскости будет ^  =  0. Общий интеграл будет х =  С. Траектории — прямые,иу
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параллельные оси Оу. Из уравнений (у) следует, что точки по траекториям 
приближаются к прямой у =  0 (рис. 287).

VIII.  П у с т ь  7.1 =  0, 7-2 >  0. Из формул (22) или (8') следует, 
что решение неустойчиво, так как \ x(t) |+ | y(t) | —*- оо при t —>-+оо.

IX. П у с т ь  7i =  72 < 0 .  Решение будет

х =  (С1 +  С20 ^ ,
y = j e ^  [Ci (7i—с) +  С2 (1 +  М  •- d ) l  

Так как —>-0 и tex'*—»-0 при t —>- +  оо, то для любого е > 0

У  а

" и " у V ,г "

а а а А а

Рис. 287.

Я

можно подобрать Cf и С2 такие (путем выбора х0 и i/0), что будет 
| лс (/) | <  е, 11/(01 < е ПРИ любом t >  0. Следовательно, решение 
устойчиво. При этом x ( t ) —+0 и y ( t)—+ 0 при t —>- +  оо.

П р и м е р  8. Исследовать устойчивость решения системы 

dx dy
Г ~ х' 1Г= ~ у-

Р е ш е н и е .  Находим корни характеристического уравнения: 

| ~ V - l - J i |  =  0 - (Х+ 1)3 =  0, Xi =  X2 =  - l .

Здесь g =  0. Решение системы будет иметь форму (8'):

x = C ie - t , у — С2е

причем х —s-0, у —>-0 при t —>-+оо. Решение устойчиво. Семейство кривых 
на фазовой плоскости будет

— = & = & ,  т. е. y =  kx.

Это семейство прямых, проходящих через начало координат. Точки по тра
екториям приближаются к началу координат. Особая точка 0 (0 ; 0) есть узел 
(рис. 288).
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Заметим, что в с л у ч а е  ^  >  О форма решения (22) со
храняется, но при t —*--f ОО

|х ( / ) |—>°о и |г / ( 0 |—»оо.
Решение неустойчиво.

X. П у с т ь  Х1 =  Х2 =  0. Тогда

x = C1-\-C2t, у =  — [— cCl -\-C2 — cC2t]. (24)

Откуда видно, что х -* с» и у ->■ оо при /-*-{- с». Решение не
устойчиво.

П р и м е р  9. Исследовать устойчивость решения системы уравнений

Р е ш е н и е .  Находим корни характеристического уравнения;

|~ 0  =  Г1 =  0- *i =  *«=0.
Находим решения

У =  С2, x = C 2̂  +  Cf.
Очевидно, что х  —s-оопри t—►+ оо, Решение неустойчиво. Уравнение на фазовой

У, . ..  . . .

0
... .  “ ^

X
ч̂Л *

' т -щ

Рис. 289.

плоскости б у д е т ^ = 0 .  Траектории у —С— прямые, параллельные оси (рис. 289). 
Особая точка называется вырожденным седлом.

Чтобы дать общий критерий устойчивости решения системы 
(4), поступим следующим образом.

Запишем корни характеристического уравнения в форме ком
плексных чисел:

= к\ +  i K \  k2= K + ik r

(в случае действительных корней XJ* =  0 и к "  =  0).
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Возьмем плоскость к*к** комплексной переменной и будем 
изображать корни характеристического уравнения точками на 
этой плоскости. Тогда на основании рассмотренных случаев ус
ловие устойчивости решения системы (4) можно сформулировать 
следующим образом.

Если ни один из корней kit k2 характеристического уравне
ния (6) не лежит справа от мнимой оси, причем хотя бы один 
корень отличен от нуля, то решение устойчиво; если же хотя 
бы один корень лежит справа от мнимой оси или оба корня равны 
нулю, то решение неустойчиво (рис. 290).

Рассмотрим теперь более общую систему уравнений

Решение такой системы, кроме исключительных случаев, не вы
ражается через элементарные функции и квадратуры.

Для того чтобы установить, устойчивы или неустойчивы реше
ния этой системы, ее сравнивают с решениями линейной систе
мы. Предположим, что при х -*■ 0 и у -*■ 0 функции Р (х, у) и 
Q (л;, у) также стремятся к нулю и притом быстрее, чем р, где 
р = У х г-\-уг ; иными словами,

Тогда можно доказать, что, кроме исключительного случая, ре
шение системы (25) будет устойчиво тогда, когда устойчиво ре
шение системы

и неустойчиво, когда решение системы (4) неустойчиво. Исклю
чение составляет тот случай, когда оба корня характеристичес
кого уравнения лежат на мнимой оси; в этом случае вопрос об 
устойчивости или неустойчивости решения системы (25) решается 
значительно сложнее.

А. М. Ляпунов*) исследовал вопрос об устойчивости решений 
систем уравнений при довольно общих предположениях относи
тельно вида этих уравнений.

В теории колебаний часто рассматривают уравнение

*) Л я п у н о в  А. М. Общая задача об устойчивости движения.— М.; Л .5
ОНТИ, 1935.

^  = cx +  gy +  P(x, у), 

%l = ax +  by+ Q (x ,y ).
(25)

p - j -О н  р - * -0  н

d£  = cx +  gy, 4Ц = ах +  Ьу, (4)

(26)
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Обозначим

II
■81=8 - (27)

Тогда получаем систему уравнений
dx dv с , ч
d i  = v> ш =  °>- (28)

Фазовой плоскостью для этой системы будет плоскость (х, v). 
Траектории на фазовой плоскости дают геометрическое изобра
жение зависимости скорости v от координаты х и наглядно ка
чественно характеризуют изменение х и v. Если точка х = 0, 
о =  0 является особой точкой, то она определяет положение рав
новесия.

Так, например, если особая точка системы уравнений есть 
центр, т. е. траектории на фазовой плоскости представляют собой 
замкнутые линии, окружающие начало координат, то движения, 
определяемые уравнением (26),— незатухающие колебательные 
движения. Если особая точка фазовой плоскости есть фокус (при 
этом | д: | —► 0, | г» | —► 0 при t -*■ оо), то движения, определяемые 
уравнением (26),— затухающие колебания. Если особая точка 
есть узел или седло (и это единственная особая точка), то x - f  

при /->-оо. В этом случае движущаяся материальная 
точка уходит в бесконечность.

d%x dxЕсли уравнение (26) линейное вида = ах + Ь-^ , то система 
(28) имеет вид

dv
Ш ax-\-bv.

Это система вида (4). Точка л: =  0, о =  0 есть особая точка, она 
определяет положение равновесия. Отметим, что переменная х— 
не обязательно механическое перемещение точки. Она может 
иметь различный физический смысл, например, обозначать вели
чину, характеризующую электрические колебания.

§ 32, Приближенное решение дифференциальных уравнений 
первого порядка методом Эйлера

Мы рассмотрим два метода численного решения дифференци
ального уравнения первого порядка. В этом параграфе рассмот
рим м е т о д  Э й л е р а .  Найдем приближенно решение уравнения

Й  =  /(*> У) (1)

на отрезке [*„,&], удовлетворяющее начальному условию у = у а 
при х = х0. Разделим отрезок [х0, Ь] точками х0, xit х2, . . . ,  хп = Ь 
на п равных частей (здесь х0 <  <  х2 < . . .  <  х„). Обозначим
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xt —x0 — x2 — xi — . . .  =b — xn_i — Ax = h, следовательно,

П

Пусть у — ф(х) есть некоторое приближенное решение урав
нения (1) и

Уо = Ф(*о). = •••, Уп = ф(*„).
Обозначим

дУо =  У1-Уо. ^У± = У»~Уи •••.  Ьу„-1 = Уп-Уп-1-
В каждой из точек х0, xit . . . ,  хп в уравнении (1) производную 
заменим отношением конечных разностей:

=  У). (2)
Ay = f(x ,y )A x .  (2')

При х — х0 будем иметь

=  /  (*о. У  о), АУо — f  (х0, Уо) Ь х ,
или

Ух- y ^ f  (*о. Уо)h.
В этом равенстве х0, у0, h известны, следовательно, находим

*/i=yo +  f(*о. Уо) h.
При x — Xi уравнение (2') примет вид

дУг = /(*i> yi)A, 
или

У2 -  У1 =  /  (*i. Ух) А. У2 =  Ух +  /  (*i, У1) А.

Здесь известными являются x it уи h, а г/2 определяется. 
Аналогично находим

Уз У2 / С̂ 2» У2) а ,

y*+i =  У*+  /(**, Уй)А,

Уп = Ул- 1  +  / (xn-i> yn-i)A.
Таким образом, приближенные значения решения в точках х0, 
*1, . . . ,  хп найдены. Соединяя на координатной плоскости точки 
(лг0; Уо), [х{, уг), . . . ,  (хп\ уп) отрезками прямой, получим л о м а 
н у ю — приближенное изображение интегральной кривой (рис. 291). 
Эта ломаная называется ломаной Эйлера.
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З а м е ч а н и е .  Обозначим через у — фл (я) приближенное ре
шение уравнения (1), соответствующее ломаной Эйлера при Ax=h. 
Можно доказать*), что если сущест
вует единственное решение t/ =  q>*(x) 
уравнения (1), удовлетворяющее на
чальным условиям и определенное на 
отрезке [*„, Ь], то.Нш | <рл (*)—q>* (а) | =

h—>- О
= 0  при любом х из отрезка [*„, й].

П р и м е р .  При х = 1  найти прибли
женное значение решения уравнения

у' =  у + х ,

удовлетворяющего начальному условию 
Уо =  1 при х0 =  0.

Р е ш е н и е .  Разделим отрезок [0, 1] на 10 частей точками дг0 =  0; 
0,1; 0,2; . . . ,  1,0. Следовательно, А =  0,1. Значения y lt y2i у п будем ис
кать по формуле (2');

ЬУк =  (Ук+хк) Л,
или

Ук + 1~Ук-\-{Ук~\-хк) А.
Таким образом, получаем

W = l + ( l + 0 ) . 0 , 1 =  1 + 0 , 1  =  1,1.  
yt = 1,1+ ( 1,1+ 0,1).0 ,1 =  1,22,

5 3 2 ]

В процессе решения составляем таблицу:

хк «к «к+хк ЬУк=(Ук+хк)Л

х0 = 0 1 , 0 0 0 1 , 0 0 0 0 , 1 0 0

xt  = 0 , 1 1 , 1 0 0 1 , 2 0 0 0 , 1 2 0

* 2  = 0 , 2 1 , 2 2 0 1 , 4 2 0 0 , 1 4 2

х 3  = 0 , 3 1 , 3 6 2 1 , 6 2 0 0 , 1 6 2

= 0 , 4 1 , 5 2 4 1 , 9 2 4 0 , 1 9 2 4

х 6  = 0 , 5 1 , 7 1 6 4 2 , 2 1 6 4 0 , 2 2 1 6

х„ = 0 , 6 1 , 9 3 8 0 2 , 5 3 8 0 0 , 2 5 3 8

х,  = 0 , 7 2 , 1 9 1 8 2 , 8 9 1 8 0 , 2 8 9 2

* в  = 0 , 8 2 , 4 8 1 0 3 , 2 8 1 0 0 , 3 2 8 1

х» = 0 , 9 2 , 8 0 9 1 3 , 7 0 9 1 0 , 3 7 0 9

* ю  =  1 . 0 3 , 1 8 0 0

М ы  нашли приближенное значение у _i =  3,1800. Точное решение дан
ного уравнения, удовлетворяющее указанным начальным условиям, будет

у =  2ех —х — 1.

*) Доказательство см., например, в книге: П е т р о в с к и й  И. Г. Лекции 
но теории обыкновенных дифференциальных уравнений.— М.: Наука, 1970.

^ Н, С. Пискунов, т. 2
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Следовательно,
В |jc- i =  2 (е— 1) =3,4366,

0.2566
Абсолютная погрешность: 0,2566; относительная погрешность: ^ ^ ^ = 0 , 0 7 5 «

§ 33. Разностный метод приближенного решения 
дифференциальных уравнений, основанный на применении 

формулы Тейлора, Метод Адамса

Снова будем искать решение уравнения

на отрезке [х0, Ь], удовлетворяющее начальному условию у — у„ 
при х = хл. Введем нужные для дальнейшего обозначения. При
ближенные значения решения в точках хв, x it xt , . . . ,  хп будут 
Уо> Ух. Уг> Уп■ Первые разности, или разности первого по
рядка:

ДУо =  Ух~Уо. д Ух = У*~ У и •••.  ^Уп-1 = Уп~Уп-1- 
Вторые разности, или разности второго порядка:

Разности вторых разностей называются разностями третьего по
рядка и т. д. Через у'0, у[, . . . ,  у'п обозначим приближенные зна
чения производных, через у"0, у[, . . . ,  у"п — приближенные значе
ния вторых производных и т. д. Аналогично определяются пер
вые разности производных

ДУо =  У'х -  Уо, Ау'х =  Уг - у [ ........................Д у * - х  =  Уп —  Уп-1,

вторые разности производных

ь*у’о =  д  у\ -  Д у'о, Д2у; =  Д у* -  Д у  и  • < •, Д2у«-г =  Д ^ - i  -  Д </«-2

Напишем далее формулу Тейлора для решения уравнения в 
окрестности точки х = х0 (т. I, гл. IV, § 6, формула (6)):

В этой формуле у0 известно, а значения у’0, у"0, . . .  производных

«  8%.

У' =  f (х, у) ( 1 )

Д2Уо =  Д Ух~ ДУо =  Уг -  2Ух +  Уо, 
Д2Ух -  Ду2 -  Дух =  Уз -  2У-, +  Ух,

Д2У«-2 =  ДУп-i  -  Д у « -2 =  У„ -  2Уп-i  +  Уп- v

и т. д.
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находятся из уравнения (1) следующим образом. Подставляя в 
правую часть уравнения (1) начальные значения х0 и у0, найдем у'0:

Уо =  [  (* *о. Уо)-

Дифференцируя члены уравнения (1) по х, получим

«"-% + % «'■  W

Подставляя в правую часть значения х0, у0, yl, найдем

y l=  (ш + % у')  I , -\ОХ Оу ]  \х=Хо. У=Уо, У =У0

Дифференцируя еще раз равенство (3) по х и подставляя значе
ния х0, Уо, Уо, у'о, найдем у'о", Продолжая*) так, можем найти 
значения производных л ю б о г о  п о р я д к а  при х — х0. Все члены, 
кроме остаточного члена Rm, в правой части формулы (2) из
вестны. Таким образом, пренебрегая остаточным членом, мы можем 
получить приближенные значения решения при любом значении х; 
их точность будет зависеть от величины \х — х0\ и числа членов 
в разложении.

В рассмотренном ниже методе по формуле (2) определяют 
только несколько первых значений у, когда \х — х0\ мало. Мы 
определим значения yt и у2 при х4 =  л:0 +  /1 и при х2 = х0 +  2h, 
беря ч е т ы р е  члена разложения (у0 известно на основании на
чальных данных):

Hi — Уо +  — Уо +  ут2 Уо +  зу Уо",

. 2 h , 
У2 = Уо +  тУо (2/0 * - 

1-2 Уу
(2 Л)3 

31 Уо

(4)

(4')

Таким образом, будем считать, что" известны три значения **) 
Функции у0, уи у2. На основании этих значений, пользуясь 
уравнением (1), определяем

Уо = Цхо,Уо), y'i = f(Xi, t/i), y» = f(x„ у2).

^ная Уо, у'и у'-., можно определить Аг/о. Аг/[, А2у0. Результаты
вычисления заносим в таблицу:

*) Мы в дальнейшем будем предполагать, что функция /  (х, у) столько 
раз Дифференцируема по х  и по у,  сколько требуется по ходу рассуждений.

*) Если бы мы стали находить решение с большей точностью, то потре
бовалось бы вычислять больше трех первых значений у. Подробно об этом

•> например: Б е з и к о в и ч Я. С, Приближенные вычисления,— М.: Гос- 
технздат, 1949,
5*
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X У Д У’ AV

*0 Уо Уо

W o

— Xq -f- h У1 у[ А X

Ьу[

x2 =  xa-\- 2/i У о У-2

... ... ... ... ...

x k - i  =  x0 +  (k—2)h Ук- i У'к-1

W k-г

xk- i  =  x0+ ( k — \)h Ук- i У к -1 А

ЬУ’к -г

Xk =  X0 +  kll Ук У’к

Допустим теперь, что нам известны значения решения у„, у(,
у2.........ук. На основании этих значений, пользуясь уравнением (1),
мы можем вычислить значения производных у'а, у[, у\..........у'к,
а следовательно, Ау'в, Ау[, . . . ,  ^y'k_l и Д*г/о, &*у{, •••,  A*yk_t . 
Определим значение ук+1 по формуле Тейлора, полагая а = хк, 
x = xk+i = xk-\-h:

Ук+i = Ук + т +172 У* +  Т ^ з У*' *Ь • • • «Я° +  Я«-
Ограничимся в нашем случае четырьмя членами разложения:

Ук+13=Ук +  тУ к+ 1 л У к +  тъ зУ к • (5 )

В этой формуле неизвестными являются у"к и ук \  которые мы 
попытаемся определить через известные разности первого и вто
рого порядков.



§ 3 3 | РАЗНОСТНЫ Й МЕТОД 133

Предварительно представим по формуле Тейлора ук_и  пола
гая а = хк, х — а —— h:

y'k-г  =  y'k +  iTk +  у'к‘\

и y'k-2. полагая a = xk, х — а — — 2Л: 

Ук- 2 =  Ук ■

Из равенства (6) находим

„  , ( ~ 2 h )  (~2h)2 . ..
У к—2 yk~v | /Уа г j.2 Уь

. ' л ' • Л „ h2 ,,,
Vk Ук- 1  —  А у к_1 —  j  У а  \ . 2 ^ k '

(6)

(7)

(8)

Вычитая из членов равенства (6) члены равенства (7), получим

\у'к-1 -  Ук-2 ^  Ay'k_2 = ~ t/^— Щ-Ук"- (9)

Из (8) и (9) находим
Ау'к- 1 -  Ау'к-2 =  Л2г/;_а =  h2y'k” ,

или

у Г  = ±А*у'к-2- (Ю)

Подставляя выражение у*” в равенство (8), получим

* - % + % * •  <п >:
Итак, у* и г/ь" найдены. Подставляя выражения (10) и (11); 

в разложение (5), получим

У*+1 =  #fc +  y  1/a +  y  A y ^ j-f  у 2 ^ 2Ук-2- (12)

Эго и есть так называемая формула Адамса с четырьмя членами, 
Формула (12) дает возможность, зная yR, yk- 1, yk~t, определить 
Уь+1 - Таким образом, зная у0, ух и у2, мы можем найти у3 и далее 
У*> Уь, ■■■ ,

t  З а м е ч а н и е  1. Укажем без доказательства, что если суще
ствует единственное решение уравнения (1) на отрезке [х0, Ь], 
Удовлетворяющее начальным условиям, то погрешность прибли
женных значений, определенных по формуле (12), по абсолютной 
^личине не превосходит М1д, где М — постоянная, зависящая от 
Длины интервала и вида функции / (х, у) и не зависящая от ве
личины h.

3 а м е ч а н и е 2. Если мы хотим получить большую точность 
Ж'числения, то следует брать больше, чем в разложении (5), 
ленов, и формула (12) соответствующим образом изменится. Так,
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если вместо формулы (5) мы возьмем формулу, содержащую справа 
пять членов, т. е. дополним членом порядка h*, то вместо фор
мулы (12) аналогичным путем получим формулу

Уь+t— 1/ft +  y  +  y  At/ft-l +  12^2Ук-2 +  - ^ ^ 2Ук-з-

Здесь ук+1 определяется через значения ук, ук_г, ук_2 и ук_а. 
Таким образом, чтобы начать вычисления по этой формуле, нужно 
знать четыре первых значения решения у0, уь у2, у3. При вычис
лении этих значений по формулам типа (4) следует брать пять 
членов разложения.

П р и м е р  1. Найти приближенные значения решения уравнения у '  =  у-{-х, 
удовлетворяющего начальному условию //0= 1  при х0= 0 .  Значения решения 
определить при х =  0,1; 0,2; 0,3; 0,4.

Р е ш е н и е .  Найдем сначала у^ и у2 по формулам (4) и (4'). Из уравне
ния и начальных данных получаем

{/о = (!/+•*) b=o ==l/o+*o = 1 +0 = Ь
Дифференцируя данное уравнение, получим

Следовательно,
У " = У '+ 1.

{ / о  =  ( у ' + 1 )  U = o —  1 +  1 — 2 .

Дифференцируем еще раз: 

Следовательно,
у " '= у " .

" пУо =1/0 =  2,

Подставляя в равенство (4) значения у0, у ’0, у 'о и h =  0,1, получим

yt—i + - р  • 1 + 0, l2
1-2

0,13
Т.2-3 • 2=1 ,1103 .

Аналогично при h =  0,2 получим

. . 0,2 0,22г / а - ! + —  • 1.4—JT2 ‘ 0,23
1-2-3 2= 1,2427,

Зная у0, yi, у2, на основании уравнения находим 

* / о  =  « / о + * о = !  1 ,

y i = y i + X i =  1,1103+0,1 =  1,2103,
№ =  !/»+*« =  1 ,2 4 2 7 + 0 ,2 =  1,4427,

Ai/o =  0,2103, Д (/о =  0 ,2324, Д+о =  0,0221,

Полученные значения заносим в таблицу!
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X У у' Д у' д у

х0 =  0 у0 =  1 ,0 0 0 0 II

Дг/о = 0 , 2 1 0 3

*1 =  0 ,1 «/1 =  1 ,1 1 0 3 у [=  1 ,2 1 0 3 Д 2//о =  0 ,0 2 2 1

А{/1 =  0 ,2 3 2 4

£ 11 О ю й - 1 ,2 4 2 7 { / 2 =  1 ,4 4 2 7 Д 2{ / + 0 ,0 2 4 4

Д{/а = 0 , 2 5 6 8

£ II о СО 1 / з =  1 ,3 9 9 5 { / з = 1 , 6 9 9 5

£ II о V {/4 =  1 ,5 8 3 3

По формуле (12) находим у3:

У з  — 1,2427-1——у— • 1 , 4 4 2 7 + ^  • 0 ,2 3 2 4 - f ^ ^ i i  . 0,0221 =  1,3995.

Далее находим значения у3, Дг/2, Л2гд. Снова по формуле (12) находим (/4:

У 4 = 1 ,3 9 9 5 + ^ - .  1 , 6 9 9 5 + ^  . 0 ,2 5 6 8 + ^ -0 ,1  -0,0244= 1,5833.

Точное выражение решения данного уравнения:
у = 2 е х — х — 1.

Следовательно, у |* =о,4 =  2еМ —0,4 — 1 =1,58364. Абсолютная погрешность: 

0,0003; относительная погрешность: ? ~  0,0002 — 0,02%. (Абсолютная по-1,ОооО
трещность значения у4, вычисленного по методу Эйлера: 0,06; относительная 
погрешность: 0,038 =  3,8%.)

П р и м е р  2 . Найти приближенные значения решения уравнения
у '= у * + х 2,

Удовлетворяющего начальному условию уо =  0 при х0 =  0 . Значения решения 
определить при * =  0,1; 0,2; 0,3; 0,4.

Р е ш е н и е .  Находим
«/о =  02+02 =  0,

У" U=o =  РУУ' +  2*)1*=о =  0 ,
</'" U=o =  (V 2+2w''+2)lJ(=0 =  2.
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По формулам (4) и (4') получаем
О Is 0 23

г/1 = З Г ’ 2 = 0 ’0003, ^ = - ^ - 2  =  0,0027.

Из уравнения находим
f/o =  0, у! =  0,0100, </2 =  0,0400.

На основании этих данных составляем первые строки таблицы, а затем 
значения у 3 и </4 определяем по формуле (12).

X У у' Д У' д У

*0 =  0 о II О 1/0 =  0

Дуо =  0 ,0 1 0 0

Н 1 О {/4 =  0,0003 </1 = 0 ,0100 Д2У0 =0,0200

Ду1 =  0,0300

*2 =  0 ,2 уг =  0,0027 </2 =  0,0400 Д2</1 =  0,0201

Дуз =  0,0501

<* II О со г/з =  0,0090 П =  0,0901

сГII </4=0,0213

Итак,

у , =  0,0027 4 -^ -0 ,0 4 0 0  + ^ 1 -0 ,0 3 0 0  +  11.0,1 -0 ,0200  =  0,0090,

</4 =  0,0090-4-^1.0,0901 + ^ - 0 ,0 5 0 1  + ^ -0 ,1 .0 ,0201= 0 ,02133 .

Отметим, что первые верные четыре знака в </4 таковы: у4 =  0,0213. (Это 
можно получить другими, более точными методами, с оценкой погрешности.)

§ 34. Приближенный метод интегрирования систем 
дифференциальных уравнений первого порядка

Рассмотренные в §§ 32 и 33 методы приближенного интегри
рования дифференциальных уравнений применимы и для решения 
систем дифференциальных уравнений первого порядка. Рассмотрим
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здесь разностный метод для решения систем уравнений. Рассуж
дения будем проводить для системы двух уравнений с двумя 
искомыми функциями.

Требуется найти решения системы уравнений

Tx =  f i (х > У> г ), ( ! )

dz
to =  М *. У, г), (2)

удовлетворяющие начальным условиям у — у„, г =  г0 при х = х0.
Будем определять значения функции у и г  при значениях 

аргумента х0, х0 х2, хк, xk+i, . . . ,  хп. Пусть снова
xk+i- x k = Ax = h (fe =  0 ,  1 , 2 ,  . . . ,  л - 1 ) .  ( 3 )

Приближенные значения функции обозначим

У о» Ун • • •> Ук> Ук + i> ■ • •> Уп

и соответственно
za> zO •••> гк> 2A + f> •••» Z„.

Напишем рекуррентные формулы типа (12) § 33:

Ук+ 1 =  У к +  у  У к +  у  Ду*-1 +  /гА 2^г*_2,

z * + i  =  z*  +  у  г'к - Ь  j  Аг'к_х +  А  Л А *2*_2.

(4)

(5)

Чтобы начать вычисления п о  этим формулам, нужно знать кроме 
заданных уа и г„ еще ух, у2; zt, г,; эти значения находим п о  
формулам типа (4) и (4') § 33:

yi =  У а +  у  У о +  ~2 У о 4  ,зу У а .
. 2/i ,

Уг —  Уо +  у  Уо
(2/i)2

Уо-
(2ft)?
3! Уа

. ft , ,
г4 — zi) +  y  2о +  

, 2/i , ,
г! =  7 о Т у гвТ

2 г° i -  з! г0
(2/г)3 zo4

(2ft)3
3!

; Для применения этих формул нужно знать у’„, yl, уа", г'0, г’0, 
гч . к определению которых мы сейчас и приступим. Из уравне- 
ll!Iil (1) и (2) находим

У» — fi Ув> 2 „ ), 2 0 —  /2 (-^о> У». 2 о)"
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Дифференцируя уравнения (1) и (2) и подставляя значения х3, у0, 
20, Уо и г'о, найдем

Дифференцируя еще раз, найдем у'0” и z'0' \  Зная у2, гь г2, 
находим из данных уравнений (1) и (2) у\, у'2, г[, г'2, Ду'0, Ау[, 
А2у0, А2о, Аг[, А22о, после чего мы можем заполнить первые пять 
строк таблицы:

X 9 У' Ду ' д V г 2* Д 2* Д 2z

*0 Уо Уо г0
9

го

Дуо Д 2 '

ч У1 у ' Д  г У0 Ч
в

Ч Д 2го

Ь у[ A zi

ч Уз Уз д г у[ Ч
/22 Д2г[

Дуг Дга

Ч Уз У$ 23 23

По формулам (4) и (5) найдем у3 и z3, а из уравнений (1) и
(2) найдем у'3 и г'3. Вычислив Дг/г, А*у’и Ага, А2г[, снова по фор
мулам (4) и (5) найдем j ,  и г4 и т. д.

П р и м е р  1. Найти приближенные значения решений системы

у ’ =  г, г' =  у

с начальными условиями г/0 =  0, г0= 1  при х0 =  б- Вычислить значения реше
ний при * =  0,1; 0,2; 0,3; 0,4.

Р е ш е н и е .  Из данных уравнений находим

yo — z \x —o =  i t 2о =  У |дс=0 =  ®»
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Дифференцируя данные уравнения, найдем

Уо = У  1 дг= о =  2 1л=о =  0 ,

2 о — 2 U  =  0 — У |л =  0 = 1>

У о '  — у ' "  U = o =  2 ' |дг= о =  1.

го" = 2 " 'U = o =  ‘/'’ Iat=o= 0 .

По формулам типа (4) и (5) находим
01 0 I2 О I3

г / х = о + ^ 1 . 1= 0 , 1002.

02  0 22 0 23
г/2= о + ^ р  • 1 + ^ у  • о + ^ - .  1 = 0 ,2 0 1 3 ,

21 = 1 + ^ - 0 + ^ 5 -  1 + ^ .  0 =  1,0050,0,12
1-2 '

0,13
31

02 0 22 0 23г2 =  1 + ^ - 0 + ^ - .  1 + ^ f  • 0=1,0200.

Н а осн ов ан и и  д а н н ы х  у р а в н е н и й  н а х о д и м

i/i =  1,0050, 21 =  0,1002, '
(/а =  1,0200, гг =  0,2013,

Дуо =  0,0050, Аго =  0,1002,
А 1/1 =  0,0150, Д21 =  0,1011,

Д2(/; =  0,0100, Д22о =  0,0009

и заполняем первые пять строк таблицы (см. с. 140),
Далее п о  ф о р м у л а м  (4) и (5 ) н а х о д и м

(/3 =  0 , 2 0 1 3 + ^ 1 . 1 , 0 2 0 0 + ^ 1 - 0 , 0 1 5 0 + 1 1 - 0 ,  Ь О ,0 1 0 0  =  0 ,3 0 4 5 ,1
0,1 0,1г 3 =  1 , 0 2 0 0 + - р  • 0 , 2 0 1 3 + —5— • 0,1011 +  -0 ,1 .0 ,0 0 0 9  =  1 ,0452

и аналогично

{ / 4 = 0 , 3 0 4 5 + ^ 1  .  1 , 0 4 5 2 + 5 ^ 1 - 0 , 0 2 5 2 + 1 1 - 0 ,  Ь О ,0 1 0 2  =  0 ,4 1 0 7 ,

24=  1,0452 + ^  . 0,3 0 4 5 + ^ .0 ,1032 +  ~ 0 ,1  -0,0021 =  1,0809.

Очевидно, что точные решения данной системы уравнений, удовлетворяю
щие указанным начальным условиям, будут

(/ =  sh х, 2 =  ch х.
Поэтому пять верных после запятой знаков решений будут 

{/4 =  sh 0,4 =0,41075, 24 =  ch0,4 =  1,08107.

З а м е ч а н и е .  Так как уравнения высших порядков и си
стемы уравнений высших порядков во многих случаях сводятся 
* системе уравнений первого порядка, то изложенные методы 
применимы к решению этих задач.
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У п р а ж н е н и я  к г л а в е  XIII

П о к а з а т ь ,  что указанные функции, зависящие от произвольных постоян
н ы х ,  удовлетворяют соответствующим дифференциальным уравнениям:

Дифференциальные уравнения

~ - \ - у  cos х —  -i- sin 2х. dx 1 3 2

Функции

1. у  =  sin х — 1 + C e - , in я.

2 . у — Сх-{-С — С1.

3. у"- =  2Сх-\-С2.

. , г ,  , агС4. у2 =  Сх2 1 + с-
5. у — С\Х +

6 . y =  (Cl + C 2x)e**-i 

7- У

(А— I)2’
=  Сjea arcsin х+ С ае ~ а arcsin * .

8- </ —̂ ■+ ,С2-

( ! ) dx dx

" I . 1
d3y . 3 d2y 

+  i  dx2dx3 
diy 
dx2

( 1 -

a*45 ' v '**■

= 0.

- 2 k d£ + k * y  =  e*.

.x*)p L - x dJL-a*y=0.; dx2 dx *
2_dŷ  
x  dx~

Проинтегрировать дифференциальные уравнения с разделяющимися пере
менными.

9. у dx— x d y — О. Отв. у =  Сх. 10. (1 + ц )  v d « + ( l —v ) u d o —0.
Отв. In uv-\-u— о — С. 11. (1 -J-г/) dx— ( l — x )d y = 0 . Отв. (1 + У )(1 —x) =  C.

12. (i2—xi2) ^ 4 - x 2+ / x 2 =  0. Отв. ^ ± ^ + l n y = C .  13. (у—a ) d x + * 3 d y = 0. 

Отв. y — a =  Cel,x . 14. z d t— {t3— a3) dz =  0. Отв. z2e =  C ^ = ^ .  15. ^ = >

=  T + f r -  0me- K = Y ~ ^ -  ,6 - (1 + s 2) dt—y ~ td s — 0. O/ne. 2 У < —arctg  s= C .

17. d p -)-p tg 0 d 0 = O . Отв. p =  Ccos 0.
18. sin 0 cosip d0 — cos 0 sin q> d<p =  0 . Отв. cos<p =  C c o s 0 .
19. sec2 0 tg  ф d 0 + sec 2 ф tg  0 d(p =  0. Отв. t g 0 t g ( p  =  C.
20. sec2 0 t g ф dф-j-sec2ф tg  0 d0 =  O. Отв. sin2 0 + s in 2 ф =  С.
21. ( l + x 2) d y — У 1—y2dx =  0. Отв. arcsin у —arctg  x =  C.
22. } / T ^ d y — Vr r = p 'd x  =  0. Отв. у  х У Т = р  =  С.
23. Зе* tg  у d x -(-(l—ex) sec2 у dy =  0. Отв. tg ’y =  C ( l —e*)2.
24. (x—y2x) dx-f-(y—x2y) dy =  0. Ome. x2 + y 2 = x 2y2 +  C.

З а д а ч и  на  с о с т а в л е н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  
у р а в н е н и й

25. Доказать, что кривая, у которой угловой коэффициент касательной 
в любой точке пропорционален абсциссе точки касания, есть парабола.
Отв. У==ах*+С.

. 28. Найти такую кривую, проходящую через точку (0 ; —2), чтобы угло
вой коэффициент касательной в любой ее точке равнялся ординате этой точки, 
Увеличенной на три единицы, Отв, у — ех —3.
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27. Найти такую кривую, проходящую через точку (1; 1), чтобы угловой 
коэффициент касательной к кривой в любой точке был пропорционален квад
рату ординаты этой точки. Отв. k ( x — \) у — i / + l = 0 .

28. Найти такую кривую, для которой угловой коэффициент касательной 
в любой точке в п раз более углового коэффициента прямой, соединяющей ту 
же точку с началом координат. Отв. у =  Схп.

29. Через точку (2; 1) провести кривую, для которой касательная в любой 
точке совпадает с направлением радиус-вектора, проведенного из начала коор
динат в ту же точку. Отв. у — х/2.

30. Найти в полярных координатах уравнение такой кривой, в каждой 
точке которой тангенс угла между радиус-вектором и касательной равен обрат
ной величине радиус-вектора, взятой с обратным знаком. Отв. / - (0 + С )= 1 .

31. Найти в полярных координатах уравнение такой кривой, в каждой 
точке которой тангенс угла, образуемого радиус-вектором с касательной, равен 
квадрату радиус-вектора. Отв. г2 =  2 (0-f-C).

32. Доказать, что кривая, обладающая тем свойством, что все ее нормали 
проходят через постоянную точку, есть окружность.

33. Найти такую кривую, чтобы в каждой ее точке длина подкасательной 
равнялась удвоенной абсциссе. Отв. у =  с У  х.

34. Найти кривую, для которой радиус-вектор равен длине касательной 
между точкой касания и осью х.

Решение,  
dx

По условиям задачи - ^ - 1  У  1 + у ' 2 =  V 'V  +  i/2, откуда — =  
У I У

±  —1 . Интегрируя, получаем два семейства кривых у = С х  и у  =  — .X х
35. По закону Ньютона скорость охлаждения какого-либо тела в воздухе 

пропорциональна разности между температурой тела и температурой воздуха. 
Если температура воздуха равна 20° С и тело в течение 20 мин охлаждается' 
со 100° до 60° С, то через сколько времени его температура понизится до 30° С?

Р е ш е н и е .  Дифференциальное уравнение задачи - ^ - = А ( 7 — 20). Инте
грируя, находим 7 —20 =  Сел1; 7 = 1 0 0  при / =  0, 7 = 6 0  при 1= 20 , поэтому 
С =  80, 40 =  Се20й, =  , следовательно, 7 = 2 0 + 8 0  f — \ , Пола
гая 7  =  30, найдем / =  60 мин.

36. В какое время 7  вода вытечет через отверстие 0,5 см2 на дне кониче
ской воронки высотой 10 см с углом при вершине d =  60°?

Р е ш е н и е .  Подсчитаем двумя способами объем воды, вытекшей за время 
между моментами t и < + A t. При постоянной скорости к за 1 с через отвер
стие вытекает цилиндр воды с основанием 0,5 см2 и высотой V , а за время At 
вытекает объем воды dv, равный— dv =  —0,5у dt — —0,3 У 2gh dt *).

С другой стороны, вследствие утечки высота воды получает отрицательное 
«приращение» dh, и дифференциал объема вытекшей воды равен

— dv =  л /-2 dh =  (Л +  0,7) 2 dh.

Таким образом,

j  (А +  0.7)2 d h = - 0 ,3  У 2gft d t,

*) Скорость v истечения воды из отверстия, находящегося на расстоянии h 
от свободной поверхности, дается формулой и =  0 ,6  У 2gh, где g —ускорение 
силы тяжести.
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о г с ю д а

< =  0,0315 ( l0 5/2 —/i6/2) +  0,0732 (Ю3/ 2 —Л3/2) +  0,078 ( ^ 1 6 -  У ft)-

П о л а г а я  й =  0, получаем время истечения Т = 1 2 ,5 с.
37. Замедляющее действие трения на диск, вращающийся в жидкости, 

пропорционально угловой скорости вращения со. Найти зависимость этой 
угловой скорости от времени, если известно, что диск, начав вращаться со 
скоростью 100 об/мин, по истечении 1 мин вращается со скоростью6 0 об/мин, 
О т в.  со= 100 (3/6)* об/мин.

38. Допустим, что в вертикальном воздушном столбе давление на каждом 
уровне обусловлено давлением вышележащих слоев. Найти зависимость дав
л е н и я  от высоты, если известно, что на уровне моря это давление равно 10 Н 
н а  1 см2, а на высоте 500 м оно равно Э Д Н  на 1 см2.

У к а з а н и е .  Воспользоваться законом Бойля—Мариотта, в силу кото
рого плотность газа пропорциональна давлению. Дифференциальное уравнение 
з а д а ч и  dp = — kpdh , откуда р — 10е- °>00017Ь. Отв. р — 10е-0 -00017й.

Проинтегрировать следующие однородные дифференциальные уравнения:
39. (у—х) dx+ (y-{-x) dy =  0. Отв. у2 +  2ху—х2= С , 40. (х + у )  d x + x  d y —0.

Отв. х2 +  2ху =  С, 41. (х + у )  d x-\-(y— х) dy =  0. Отв. In (х2 -)-!/2) ^ 1 —

— arctg-^- =  C. 42. x d y — у d x =  У  х2-{-у2 dx, Отв. 1 + 2С у—С2х2 = 0 .

43. (8у +  10а) d x+ (5 y + 7 x )  dy =  0 . Отв. (х + у )2 (2 x + y f= C .  44. (2  V T t ~ s ) d t +

+  td s  =  0. Отв. t e i!t =  C, или s =  / l n 2 - ^ - .  45. ( t— s) d t- \- t d s= 0 ,

Отв. tesll =  C, или s =  < l n - ^ - ,  46. xy2 d</ =  (x3 +  i/3) dx, Отв. у  =  x p /3  In Cx.

47. л- c o s y  (y dx-{-x d y )= y  sin (x d y — yd x). Отв. xy cos ~  =  C,

Проинтегрировать дифференциальные уравнения, приводящиеся к одно
родным:

48. (Зу—7x-\-7 )dx— (За— 7 у—3)dy =  0. Отв. ( х + у — \)2(х— у — \)2 =  С%
49. (x-\-2y-\-l) d x— (2 х + 4 ^ + 3 )  dy — О. Отв. 1п (4дс+8(/+5)+8(<— 4x = C t

50. (х-\-2у-\-\) d x— (2а—3) dy =  0. Отв. In (2jc—3 ) - | | i |  =  C.

51. Определить кривую, поднормаль которой есть среднее арифметическое 
между абсциссой и ординатой. Отв. (х—у)2 (х-\-2у) — С.

52. Определить кривую, у которой отношение отрезка, отсекаемого каса
тельной на оси Оу, к радиус-вектору равно постоянной величине.

Р е ш е н и е .  По условиям задачи

dy
У~ Х Тх
У ^+ у'

=  т ,  откуда
( * ) * -

53. Определить кривую, у которой отношение отрезка, отсекаемого нор- 
алью на оси Ох, к радиус-вектору равно постоянной величине.

Х +  (/
Р е ш е н и е ,  По условию задачи *г  -л— ■ = т ,  откуда х2+ у 2 =  т2 (х— С)2.

У  х 2+ у 2
0сн д*- Определить кривую, у которой отрезок, отсекаемый касательной на 

иУ, равен asec0 , где 0 —угол между радиус-вектором и осью лс.
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Р е ш е н и е .  Так как t g 0 = - ^ - n  по условию задачи у —х sec 0, то

d y _  V  х Ч - у 2 , откуда у -- * [ вт +* _ в - ( т +0 ] .получаем у —х ~ ^ = а  ^
55. Определить кривую, для которой отрезок, отсекаемый на оси ординат 

нормалью, проведенной в какой-нибудь точке кривой, равен расстоянию этой' 
точки от начала координат.

Р е ш е н и е .  Отрезок, отсекаемый нормалью на оси Gy, равен у-\-~т -\
У

поэтому по условию задачи имеем у +  -4 - =  V x 2+ y 2 , откуда х2 =  С (2у+ С ),
У

56. Найти форму зеркала, которое все лучи, выходящие из одной и той 
же точки О, отражало бы параллельно данному направлению.

Р е ш е н и е .  За ось х принимаем данное направление, точку О— за начало 
координат. Пусть ОМ  — падающий луч, М Р — отраженный, M Q  — нормаль 
к  искомой кривой: а — Р, ОМ = O Q , N M — y, NQ =  A '0-fOQ =  — х - { - У x2-\-i/2=
«= у ctg Р =  у  ^  , откуда у dy =  (— х +  У  х2-\-у2) dx\ интегрируя, имеем у2 =  
» С 2+ 2С х.

Проинтегрировать следующие линейные дифференциальные уравнения:

57. y ' - J j p i  =  <*+ >)3- 0 т в • 2У=  <*+ >)4+ С  (* +  I)2- 58. у ' - а  |  = Х- ± 1  .

t/= C xa+ YZZ^ — • 59- (х— х3) у '  +  (2х2— ] ) у — ах3 =  0.О те.

Отв. у — а х - \-С х У  1 —х г . 60. ~  cos < + s  s i n / =  1, Отв. s =  s in /  +  Ccos t.

61. -4 т-+  s cos / =  4 - sin 2t. Отв. s = s ln < — l- f C e - s in *. 62. у' у = e xxn.dt 2  я x 3

Отв. y =  xn (ex -\-C). 63. y ' - \ - ~ - • Отв. xny =  ax-}-C. 64. у ' -\-y =  e~*.

Отв. exy — x + C .  65. у ' -

x
1 —2x

у — 1 = 0 . Отв. y = x 2 (\+ C eV *).
Проинтегрировать уравнения Бернулли:
66 . у ' + ху =  х3у3. Отв. у2 (х2 + 1  - f  Се*1) =  1. 67. (1 — у2) у '— х у — оху2 =  0. 

Отв. ( C j /" l—х2—а ) у =  1. 6 8 . Зу2у '— ау3—х — 1 = 0 .  Отв. а2у3 =  Сеах-
—  а ( х + 1 ) - 1 .  69. у ' (х2у3+ х у ) = \ .  Отв. х [(2—у2) е'л '2 +  с ] =
70. (у \п х — 2 ) y d x = x d y .  Отв. у (Сх2+ 1 п х 2-|- 1) =  4. 71. у — i/'cosx =
=  у2 cos х (1 —sin х). Отв. у = - ^ - 1 — ~ .

Проинтегрировать следующие уравнения в полных дифференциалах:
72. (x2+ y ) d x + ( x — 2 y)d y = 0 . Отв. ~ —\-ух— у2 =  С. 73. (у— Зх2) dx—

— (4y— x )d y  =  0. Отв. 2у2- х у - \ - х 3 =  С. 74. (у3—х) у ' =  у. Отв. у*=  4ху-\-С 

■ -  3
75,

-У)2 dy =  0 . Отв. 1п- С.
76. 2(3xy2+ 2 x 3)dx-\-3 (2x2y-\-y2)d y  =  0.
77_ x d x + (2 x + y )  dy

Отв.
х  х — у 

х*-\-Зх2у2-\-у3 =  С. 
1 \

2ydy
(х+УУ

- 0 . От.|„< *+ 9 ) - - Д -  =  С. , 8 .

Отв. х2-\-у2 =  Сх3. x2 d y - y 2dx 
( х - У ?

Отв,

80. х dx-j-y d y = — ■. Отв. х2-\-у2— 2arc tg  — =  С.
х - у С.
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81. Определить кривую, обладающую тем свойством, что произведение 
квадрата расстояния любой ее точки от начала координат на отрезок, отсе
каемый на оси абсцисс нормалью в этой точке, равно кубу абсциссы этой 
точки. Отв. у 1 (2хг -\-у-) =  С.

82. Найти огибающую следующих семейств линий: а) у= С х-\-С 2.
Отв. х2-\-4у =  0. 

Отв. 27у=х*.

Ь) у =  ~ + С 2.
d) С2Х +  С у—  1 :

■ </=« 
Отв.

Отв. 27х 2 =  4у3. с)

0. Отв. у2-\-4х =  0.

— -£г= 2.х
С " ”  С3 

е) (х— С)3 +
(у— С)2 =  С2. Отв. х —0; у =  0. f) (х— С)2 +  «/2 =  4С. Отв. у2 — 4x4-4. 

е) ( х - С ) 2 +  ( у - С ) 2 =  4. Отв. (х— у)2 =  8. h) Сх*+ С2у = 1 .  
О т в .  х*+ 4у =  0.

83. Прямая перемещается так, что сумма отрезков, отсекаемых ею на 
осях координат, сохраняет постоянную величину а. Составить уравнение оги
бающей всех положений прямой. Отв. хх/2 -{-у1*2 = а 1/2 (парабола).

84. Найти огибающую семейства прямых, на которых оси координат отсе
кают отрезок постоянной длины а. Отв. х2/3 -\-у2/3 =  а2/3.

85. Найти огибающую семейства окружностей, диаметрами которых слу
жат удвоенные ординаты параболы у2 =  2рх. Отв. у2 =  2р +  j  •

86 . Найти огибающую семейства окружностей, центры которых лежат на 
параболе у2 =  2рх, причем все окружности семейства проходят через вершину 
этой параболы. Отв. Циссоида х3-\-у2 (х-}-/?) =  0.

87. Найти огибающую семейства окружностей, диаметрами которых слу
жат перпендикулярные к оси х  хорды эллипса Ь2х 2 +  а2у 2 =  а2Ь2.

Отв. 4 - — =  1
-а2Ь2 как огибающую его норма-

а2-\-Ь2 ' Ьг
88 . Найти эволюту эллипса х2Ь2-\-а2у2 

лей. Отв. (ах)2/3 -{-(by)2/3 =  (а2—62)2/3.
Проинтегрировать следующие уравнения (уравнения Лагранжа):

г  р 2 С  п3
89. у =  2 х у '+ у '2. Отв. * = 3 ^ - 3  Л  У = — • 90. у =  х у '2-\-у '2.

О т в.  i/ =  ( ^ x + l  +  C)2- Особое решение: у — 0. 91. у =  х  (1 + ( / ')  +  (у1)2.
О т в. х =  Се~Р— 2р-\-2, у =  С (р-\-\) е ~ Р — р2+ 2 .  92. у =  уу '2-)-2ху'.
О т в .  4Сх =  4С2—у2. 93. Найти кривую, имеющую постоянную нормаль. 
О т в . (х—С)2-\-у2 =  а2. Особое решение: у = ± а .

Проинтегрировать данные уравнения Клеро:
94. y ^ x y ' + y ' - y ' 2- Отв. у  =  Сх-\-С— С2. Особое решение: 4у =  (х-\-1)2.

—х2— 1.
Отв. y =  C x + - i - .

95. у =  ху '-\-У ^1—у '2. Отв. у =  С х - \ - У \— С2. Особое решение:
96. у = х у '- { -у 'ш Отв. у =  Сх-\-С. 97. у = х у ' + 1

. у  =  Сх— • Особое решение:Особое решение: у2 =  4х. 98. у =  ху’--- \ ^ .О т в .у ~ С х — ^

99. Площадь треугольника, образованного касательной к искомой кривой 
и осями координат, есть величина постоянная. Найти кривую. Отв. Равнобо
кая гипербола 4х у = ± а 2. Кроме того, любая прямая семейства у =  Сх ±  аУ С .

100. Найти такую кривую, чтобы отрезок ее касательной между коорди
натными осями имел постоянную длину а. Отв. у — С х ±  ■ ■=. ... . . Особое

У \- \ - С 2
Решение: х2/3+ у 2' 2 = а 2/3 .

101. Найти кривую, касательные к которой образуют на осях отрезки, 
сУмма которых равна 2а. Отв. у =  Сх— . Особое решение: (у—х —2а)2=8ах.
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102 . Найти кривые, для которых произведение расстояния любой каса
тельной до двух данных точек постоянно. Отв. Эллипсы и гиперболы, (Орто
гональные и изогональные траектории.)

103. Найти ортогональные траектории семейства кривых у  =  ахп. 
Отв. х2-\-пу2 =  С.

104. Найти ортогональные траектории семейства парабол у2 =  2 р (х— а) 
(а — параметр семейства). Отв. у =  Се~х р̂.

105. Найти ортогональные траектории семейства кривых х2—у2 — а. 
(а — параметр). Отв. у =  С/х.

106. Найти ортогональные траектории семейства окружностей х2-\-у2 =  j 
=  2а*. Отв. Окружности: у =  С (х2-j~ у2).

107. Найти ортогональные траектории равных парабол, касающихся в вер? : 
шине данной прямой. Отв. Если 2р — параметр парабол и данная прямая

взята за ось Оу, то уравнение траектории будет у-\-С  =  ~  — х 3 /2 ,

108. Найти ортогональные траектории ЦИССОИД у2 —  ;
2а —х '

Отв. (х2 +  у2)2 — С (у2-\- 2х2).
109. Найти ортогональные траектории лемнискат (х2+ и2)2 =  (х2 — и2) а2. 

Отв. (х2+ у 2)2 =  Сху.
110. Найти изогональные траектории семейства кривых х2 =  2 а { у — х У  3), 

где а —переменный параметр, если постоянный угол, который образуют траек
тории с линиями семейства, равен со =  60°.

О» _
Р е ш е н и е .  Находим дифференциальное уравнение семейства у ' — У  3

и заменяем у ' выражением q =  -r~,— т т —— > Если (0=60°, то о =  —-----, и
1 + y ' t g c o  4 1 4 . 1Л 3 и'

У ' - У  3 2умы получаем дифференциальное уравнение ■ У з .  Общий ин-
1 +  у ' У  з *

теграл у2 =  С {х— у У~3) дает искомое семейство траекторий.
111. Найти изогональные траектории семейства парабол у2 =  4Сх, когда

в . 2 у - Х  ttzz arctg
ш =  45°. Отв. у2- х у - \ - 2 х 2 — с У  7 хУ  7 .

112. Найти изогональные траектории семейства прямых у  =  Сх для случая
2 V a arctg — 1

о>=30°, 45°. Отв. Логарифмические спирали х2-\-у2—<> х •

х- +  У2
2 arctg—

113. y =  C1ex -\-Cie~x , Исключить Q  и С2. Отв. у"— у  =  0.
114. Написать дифференциальное уравнение всех окружностей, лежащих 

в одной плоскости. Отв. (1 + у 'г) у ' " — Зу'у"2 =  0.
115. Написать дифференциальное уравнение всех центральных кривых вто-. 

рого порядка, главные оси которых совпадают с осями Ох, Оу. Отв.1'
* (у у ''+ у ’г)— у 'у = 0 -

116. Даны дифференциальное уравнение у " '— 2у"—у '- \-2 у = 0  и его общее 
решение у = С 1ех -\-Сге~х -\-С3е2х.

Требуется: 1) проверить, что данное семейство кривых действительно яв-- 
ляется общим решением; 2) найти частное решение, если при х — 0 имеем!

у — 1, у ' =  о, у”— — \. Отв. У = -^  (9е* + е~х — 4е2х).
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117. Даны дифференциальное 

у =  ±  |  ( х + С г ^ + С , .

уравнение У"=-Щ/ и его общее решение

Требуется: 1) проверить, что данное семейство кривых действительно яв
ляется общим решением; 2) найти интегральную кривую, проходящую через 
точку (1; 2), если касательная в этой точке составляет с положительным
направлением оси Ох угол 45°. Отв. у — — У  х3-{-— .

Проинтегрировать некоторые простейшие типы дифференциальных уравне
ний второго порядка, приводящиеся к уравнениям первого порядка.

1 1 8 .  х у " '— 2. Отв. у = х 2 \п х  +  СуХ2-\-С2х + С 3-, выделить частное решение, 
удовлетворяющее следующим начальным условиям: х = 1 ,  у — 1, у ' =  1, у" =  3.

т}
Отв. у = х 2 In х + 1 .1 1 9 . »/<”> =  х">. Отв. у  =  (m + n j i + Ci*n " 1 +  ■ • • + с п -\* + С п-

120. у" — а2у. Отв. а х = \п ( а у - \- У  а2у 2-\-Су)-\-С2 или у =  Схеах-\-Сге - ах.
121. у" =  а/уР. Отв. (СуХ-\-С2)2 =  С\у2— а.

В примерах 122— 125 выделить частное решение, удовлетворяющее сле
дующим начальным условиям: х  =  0, у — — 1, у ' =  0 .

122. ху"— у ' —х2ех . Отв. у - е х (х— \)+ С уХ2-)-С2. Частное решение: 
у = ех (х— 1 ) .  1 2 3 .  уу"— (у'У +  (у')3 =  0. Отв. y - \-C i\n y = x + C 2. Частное ре
шение: у  — —  1. 1 2 4 .  у " + у ' tg x  =  s in 2х. Отв. y  =  C2+ C y S in x — x — ^ s ia 2 x .
Частное решение: у =  2 sin л:— s in x c o s x —х — 1. 125. (y 'Y  +  (y')2 =  a2. Отв. 
у =  С2— acos (x + C j). Частные решения: у  — а — 1— ac o sx , у — a c o sx — ( a + l) .
( У к а з а н и е .  Параметрическая форма y" =  a c o s t,  y ’ =  a s ln t .)  126. у " = - ^ 7.

Отв. у = ± - | ( х  +  С1) 3/ 2 +  С2. 127. у '"  =  у"2.О т в.у  =  ( С у - х ) [ \ п ( С у - х ) - \ ]  +
+  С2х + С 3. 128. у 'у " '— 3у"2 =  0. Отв. x  =  Cyij2+ C 2y + C 3.

Проинтегрировать следующие линейные дифференциальные уравнения 
с постоянными коэффициентами:

129. у"= 9у. Отв. у =  Суё2х-\-С2е~2х. 130. у"-\-у =  9. Отв. y =  ;4cosx  +  
+  Bs i nx.  131. у"— у '=  9. Отв. у =  Су-\-С2ех . 132. у" -\-\2у — 7у '. Отв. у  =  
=  Схе3х -\-C2eix . 133. у"— 4у'-\-Ау =  0. Отв. у  =  (Су +  С2х) е2х. 134. у " + 2 у ' +  
-Ь Юг/ =  0. Отв. у = е ~ х (.4 cos З х + В  sin Зх). 135. у"-\-Зу '— 2у =  0. Отв. у =  

-з+УЦ -з-УГг
—Сув 2 Х+ С 2е 2 Х. 136. 4у"— 12у’+ 9 у= 0 . Отв. у  =  (Су+С2х) еэх'2.

137- У "+ У '+ У = 0- Отв. y = e ~ x h \^A cos sin j .

138. Два одинаковых груза подвешены к концу пружины. Найти движение, 

которое получит один груз, если другой оборвется. Отв. х — a cos ( / ? ' ) •

где а есть увеличение длины пружины под действием одного груза в состоя
нии покоя.

139. Материальная точка массы т притягивается каждым из двух центров 
с силой, пропорциональной расстоянию. Множитель пропорциональности 
Равен k. Расстояние между центрами равно 2с. В начальный момент точка 
находится на линии соединения центров на расстоянии а от ее середины. 
Начальная скорость равна нулю. Найти закон движения точки. Отв. х =
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140. (/IVr_ 5 ^ ^ 4 y==o. Отв. у  =  С3ех + С2е - * +  С3е2х +  С4е -  2*. 141. у '"  — 
— 2у"—у '+ 2 у = 0 . Отв. (/=С1е“ + С 2б^+С 3е -^ . 142. у '"  — 3ау"+3а*у'— а3у= 0. 
Отв. у — (С1-{-С2х-\-Сзх‘*)еах. 143. yv — 4у"' =  0. Отв. y — Ci-\-Ctx J -C 3xi -{- 
+ С ,е3х+ С йе~2х. 144. j / i v + 2 /+ 9 i f = 0 .  Отв. y = (C 1 cosf/'2x+ C aslny ''2x )e-*  +  
+ (С 3 cos 2x-f-C4 sln]^2x) ex . 145. y iv —8y"+16i/ =  0. Отв. y= C le2x-j-C2e~3x-j-

147. y i v —a*y =  0. Найти общее решение и выделить частное решение, 
удовлетворяющее начальным условиям у =  1, у ' — 0 , у" = — а2, у " ' =  0  при 
*о = 0 . Отв. Общее решение: у  =  Схеах -\-С2е~ах-J-C3 cos ах-{-С4 sin ах. Частное 
решение: y0 =  cosax.

Проинтегрировать следующие неоднородные линейные дифференциальные 
уравнения (найти общее решение):

158. у ' "  — 4у” +  5 у '— 2у =  2х+ 3 . Отв. y =  (C t+ C 2x )e * + C 3e3x— х — 4.
159. y tv — а*у =  5а*еах sin ах. Отв. у  =  (С4— sin ох) ee-*+C 2e-°*-f-C 3 cos ах 
+  C4 s£nax. 160. y IV+ 2 a 2y"-(-a4y =  8 cosax. Отв. y — iC i+ C ^ x )  c o s o j c - } -jf2
+  (C3 -|-C4x) sin a x——j cos ax.

161. Найти интегральную кривую уравнения y"-\-k3y =  0, проходящую 
через точку М  (х0; у0) и касающуюся в точке М  прямой у= а х . Отв. у  =

=  у„ pos k (х —х0)-|- -2 - sin k (х—х0).

162. Найти решение уравнения у” -\-2hy' -\-п3у = 0, удовлетворяющее усло-

X s in V п2—ft2x ) при h < п; y  =  e~h x [(C-\-ah)x+a]  при й =  л; у =

=  c + a +  V h 3 — n !) /,_(ft_Vft8_ nt) х __ С + а  (/г — Y h 3 — п2)

X
+  C3xe2jf+ C 4xe_2Jt. 146. ylv + y  =  0 . Отв. у =  е1 2

X

Отв. s ■Ctea f С.ге~ al — - . 150. у"-{-у' — 2у =  8  sin 2х. Отв. у =  С1ех +

-\-С2е~3х— (6sin2x-[-2cos2x). 151. у"—у = 5 х |-2 . Отв. у= С 1ех -\-С2е~х—5х—2.
л

152. s"—2as'-\-a2s= e f (в ^  1). Отв. s =  C1eaf+ C 2<e<rt-{-^— . 153. y* +  

+  6y ' +  5y — eix . Отв. y= C ie~ x -\-C2e~ix - \ - ^ e 3x. 154. y "+ 9 y  =  6 в3ж. Отв. 

y =  C iC os3x+ C 2 sin3x-f--^-в3*. 155. y"— 3y' =  2 —6x. Отв. y =  Ci-\-C2e3x-\-xi . 

156.y"—2 y '+ 3 y = e - *cosx. Отв. y= e*(C 4 cos V 2x +  C2siny^2x) +  ̂ -  (5cosx— 

— 4sinx). 157. y "+ 4 y  =  2sin  2x. Отв. y =  C4 sin2x +  C2 cos2x— -|-c o s 2x.

виям у  —a, y ' — C при x =  0. Отв. y  — e~ hx cos)/’

2V~ h3— n2 2 У  h*—n2
при h > n.
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163. Найти решение уравнения у" -\-n2y  =  h sin рх (р Ф л), удовлетворяющее
условиям у =  а, у ' — С при х — 0. Отв. y — a co sn x - С (п2 — р'2) — lip 

п (п2— р2) sin пх +

+ ------- s Sill рХ.П2 — Р2
164. Груз массой 4 кг привешен к пружине и увеличивает ее длину на 1 см. 

Найти закон движения этого груза, полагая, что верхний конец пружины 
совершает гармоническое колебание, закон которого I/ =  sin 100gl, где у из
меряется по вертикали.

Р е ш е н и е .  Обозначая через х вертикальную координату груза, считае
мую от положения покоя, имеем

4 d2x-  —  ̂ - k i X - y - l ) ,

где / —длина пружины в свободном состоянии и к =  400, как легко видеть из 
начальных условий. Отсюда ^^--{~100gx =  I00gsinyr 100g/ +  100/g. Частный

интеграл этого уравнения мы должны искать в виде
t (Cj cos /lO O g l +  C2 sin /T oO gl) + U

так как первый член правой части уравнения входит в решение однородного 
уравнения.

165. В условиях задачи 139 начальная скорость равна п0 и направление 
перпендикулярно к прямой, соединяющей центры. Найти траектории.

Р е ш е н и е .  Если начало координат взять в середине расстояния между 
центрами, то дифференциальные уравнения движения будут иметь следующий 

и2х d2u
в в д :  m - ^ = k  (C— x) — k (C-\-x) — —2kx, m - ^  — — 2ky. Начальные данные

при / =  0 :
dx л п dy х =  а, - ^ = 0 , у =  0 , T = Vo.

Интегрируя, находим

y =v> Y i k i t '*)■
Отсюда (эллипс).

а  m v  о
166. Горизонтальная трубка вращается около вертикальной оси с постоян

ной угловой скоростью со. Шар, помещенный внутри трубки, скользит по ней 
без трения. Найти закон движения^ шара, если в начальный момент он нахо
дится на оси вращения и имеет скорость о0 (вдоль трубки).

d2r
У к а з а н и е .  Дифференциальное уравнение движения есть - ^ -  =  ш2 г. На

чальные данные: г = 0 , - j f — vo uРи 1= 0 . Интегрируя, находим г = ^  [еш<— е -“ (].

Применяя метод вариации произвольных постоянных, проинтегрировать 
следующие дифференциальные уравнения:

167. y " - 7 y '  +  6y =  sln x . Отв. у  =  Схе* +  С8ес* +  5  Si"-* ̂  - ° S * •
168. у " + у  =  sec х. Отв. y =  Ct cos х-\-С 2 sin х-\-х  sin л +  cos х  In cos x.
169. y " -{ .y = ---------- 1 Отв. y  =  Ci cos x-\-C 2 sin x — y^cos 2x.

cos 2x y  cos 2x
Проинтегрировать следующие уравнения различных типов}
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1 7 0 .  уу"= у'2-\-1. 0 т в .у = г̂ - [ е с^ х - с‘)+ е~ слх - с‘)]. 1 7 1 .ZCi
x2d y— y2d x _ n

( * ~ У ) г

О ш . ху - = С . 172. у =  ху ’2+ у '2. О ш . у  =  {У ^х-\-\-\-С )3. Особые решения: 
х  У

у  — 0, л :+ 1 = 0 .  173. r/”+ t /  =  sec*. Отв. у =  С4 cosx-f-Ca sin дс-|-лс sin х  4 «
+  cos х  In cos х. 174. ( \- \-х 2) у ' —х у —а =  0. Отв. у  =  а х - \-С ^ 1 - \-х 2.

, 9jn у_ ■
175. х  cos — -Л= у  cos —— х. Отв. хе х — С. 176. у"— 4у =  е-х sin 2х. О ш . х  dx * X я v

рЪХ
y  — Cle - 2x-\-C2e2x— -2Q-(sin2x-\-2co!i2x). 177. ху’ - \-у— у2 1пх =  0. Отв.

( \ п х + \+ С х ) у = \ .  178. (2х-\-2у— 1 )d x -\-(x -\-y—2 ) d y —0. Отв. 2х-\-у  —
— 31 п (дс-j-1/ -|— 1)=С. 179. Зех tg  у  tijc—(-(1 —ех) sec2 у d y — О. Отв. tg i/ =  C (l —ех)3. 

Проинтегрировать следующие системы уравнений:

180. ^ = ( / + 1 ,  ^ = * + 1 .  Выделить частные решения, удовлетворяющие

начальным условиям х — — 2, у  =  0 при 1 =  0. О ш . y = C ie f + C 2e - t — 1,
* =  C4ef—С?е~*— 1. Частное решение: х* = —е~*— 1, у* =  е~*— 1.

181. = х — 2у, Л ^ .= х —у. Выделить частные решения, удовлетворяю

щие начальным условиям х =  1, у = \  при 1 =  0. О ш . y =  Ci c o s / +  С2 sin t,
* —(C i+ C j) cos t-\-(C2— C4) sin t. Частное решение: jc* =  cos t — sin t, y* =  cos t.

182.

183.

184.

1 8 5 .

О ш . x = C 1e~ t -\-C2e~3t, 
4 dt dt -f-dx — Sint ,  u =  C ,e - tA .a C ^ -Uу  — C1e - f 4-3C2e_2t-|-cos t.

' d2y _ О т . д: =  С1е( -|-С2е - <+ С з  cos < + C 4 sin t.

=  */•
i/ =  C1e*-f'^2e_<—Cj cos t —C4sin t.

d t2 

d-x dy
d t2 
dx

-x= e '

dt

dt 
d hy _

7 Г —  1  id t2

dy
Ъ Г г~ У'
dz ,
Tx= - y ~ 3z-

O m . x =  C1+ C 2t + C 3t2- j t 3+ e t , 

y =  C i— ( C j + 2 C 3 )  t —

— I ( C 2- I ) l 2- l c 3<3+ i  t * - < * .
Отв. y =  (C i+ C 2x )e -3x,

z =  (C2— Ci— C2x)e~2x.

1 8 6 .

187.

! + - » •

.  § + 4»“ °-
du
£ + 2 y + z  =  s i n  x,dx
—
dx —  4y— 2* =  cos x.

Отв. y =  C1e2x-\-C2e~2x,
z =  — 2  (Ci.e2x— C2e~2x).

Om.  i/ =  C i+ C 2A:+2sin x, 
z = —2Ci— C2(2x+ \) —

— 3sin  x — 2  cos x.
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188. dx ,Ж =У+*,

dt = * + z ,

Отв. д := С 1е- * + С 2е2#, 
у = С 3е - * + С * * ,
2 — — (C"i —J— Сз) е~{-\-С2е21.

189.

190.

dz .
! Г = х+ у-
*L— \ _L
dx 1 - 1

Отв. z =  C2ec**,

dz 1 У =  х + -
dx

dJL
У - х  ’ 

— X Отв. — = C f ,dx y z У
dz X 2 3 

zy ~2. dx ~  уг ‘

С,С,
0-С,я

1̂ 2

Исследовать, является ли решение х =  0, у = 0  устойчивым для следующих 
систем дифференциальных уравнений:

191. (  dx „ „ Отв. Неустойчиво.
-3 у.

■§=5*+6„.
192. dx

~dt = —4х—10у, Отв. Устойчиво.

193. Отв. Неустойчиво.
Tt-=х~ 2у.
^= \2 х+ \8 у , 

ж ~ — 8 х —  12у.

194. Найти приближенные значения решения уравнения у '= у 2-\-х, удов
летворяющего начальному условию у — 1 при лс =  0. Значения решения найти 
при значениях х = 0 ,1 ; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5. Отв. у  (0,5) =  2,235.

195. Найти приближенное значение у \х = lj4  решения уравнения

y ' + - j y = e*>

Удовлетворяющего начальному условию у — 1 при х =  I. Сравнить полученный 
результат с точным решением.

196. Найти приближенные значения х | ( =1-4  и y \ t - n  решений системы
Уравнений

dx
~dt —у—х,

Удовлетворяющих начальным условиям х — 0, у =  \ при /  =  1. Сравнить полу
ченные значения с точными.

(
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Г Л А В А  XIV

5 4

Рассмотрим произвольную последовательность интегральных 
сумм, составленных с помощью функции f(x, у) для данной
области D:

Vni, V n..........Vnk, . . .  (2)

при различных способах разбиения области D на части AS;. 
Будем предполагать, что максимальный диаметр площадок AS; 
стремится к нулю при пк—юо. При этом оказывается справедливым 
следующее утверждение, которое мы приводим без доказательства.

КРАТНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ 

§ 1. Двойной интеграл

Рассмотрим в плоскости Оху замкнутую *) область D, ограни
ченную линией L.

Пусть в области D задана непрерывная функция
z = f(x, у).

Разобьем область D какими-нибудь линиями на п частей AS1( 
AS2, AS3, . . . ,  AS„ (рис. 292), которые будем называть площад

ками. Чтобы не вводить новых символов, 
будем обозначать через AS,, . . . .  AS„ не 
только названия соответствующих пло
щадок, но и их площади. В каждой из 
площадок ASt (внутри или на грани
це — безразлично) возьмем точку Р,-; тог
да будем иметь п точек Pit Р2, Рп. 
Обозначим через f(P t), / ( Р 2), . . . ,  f(P n) 
значения функции в выбранных точ
ках и составим сумму произведений 
вида /  (Pi) ASt-:
Vn = f(P 1)AS1 +  f(P 2)A S2+ . . .

• • • + /  (Рп) ASn =  S  /  (Pi) AS*. (1)
i — 1

Эта сумма называется интегральной суммой для функции f(x, у) 
в области D.

Если / ^ 0  в области D, то каждое слагаемое / (Р,) AS,- можно; 
представить геометрически как объем малого цилиндра, основание 
которого есть AS,-, а высота /(Р,-).

Сумма V„ есть сумма объемов указанных элементарных цилинд-' 
ров, т. е. объем некоторого «ступенчатого» тела (рис. 293).

*) Область D называется замкнутой, если она ограничена замкнутой ли-; 
нией, и точки, лежащие на границе, считаются принадлежащими области О.

Т е о р е м а  1. Если функция f(x, у) непрерывна в замкнутой 
области D, то существует предел последовательности (2) инте
гральных сумм (1), если максимальный диаметр площадок ASt 
стремится к нулю, а п —>-оо. Этот предел один и тот же для 
любой последовательности вида (2), т. е. он не зависит ни от 
способов разбиения области D на площадки AS,, ни от выбрра 
точки Р( внутри площадки AS,-.

Этот предел называется двойным интегралом от функции f (х, у)
по области D и обозначается так: $ $ f(P) dS или ^ f ( x ,  у) dxdy,

D D
т. e.

lim 2  f  (p i) AS< =  У) d x аУ-
diam  ASt- -*■ 0 i — j q

Здесь область D называется областью интегрирования.
Если /  (jc, у) ^  0, то двойной интеграл от функции /  (х, у) по 

области D равен объему тела Q, ограниченного поверхностью, 
образующие которой параллельны оси Ог, а направляющей слу
жит граница области D (рис. 294).

Рассмотрим, далее, следующие теоремы о двойном интеграле. 
Т е о р е м а  2. Двойной интеграл от суммы двух функций 

Т (*, у) 4-ф (х > У) по области D равен сумме двух двойных интег-
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ралов по области D от каждой из функций в отдельности: 

SSfo + 'И*» У)]dS =* SS ч»(дс. i f l d s +J Si H* .  y)dS.
D D D

Т е о р е м а  3. Постоянный множитель можно вынести за знак 
двойного интеграла: если а =  const, то

$$acp(x, */)dS =  a$$<p(x, i/)dS.

Доказательство обеих этих теорем приводится совершенно так 
же, как доказательство соответствующих теорем для определен

ного интеграла (см. т. I, гл. XI, 
§  3 ) .

Т е о р е м а  4. Если область D раз- 
бита на две области Dt и D2 без об
щих внутренних точек и функция 
f  (х, у) непрерывна во всех точках обла
сти D, то

$$ f(x, y ) d x d y = ) [ f ( x ,  y )dxdy+
D D,

+  Wf { x , y )dx dy .  (3)
D ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Интегральную сумму по области D 
можно представить в виде (рис. 295)

2  f (Pi) AS, =  2  f (Pi) AS,. +  S  /  (Pi) AS,.,
D D, D a

(4)

где первая сумма содержит слагаемые, соответствующие площад
кам области Dj, вторая — слагаемые, соответствующие площадкам 
области D2. В самом деле, так как двойной интеграл не зависит 
от способа разбиения, то мы производим разбиение области D так, 
что общая граница областей Di и D2 является границей площа
док AS,-. Переходя в равенстве (4) к пределу при AS,- —► 0, получим 
равенство (3). Очевидно, что эта теорема справедлива для любого 
числа слагаемых.

§ 2. Вычисление двойного интеграла

Пусть область D, лежащая в плоскости Оху, такова, что 
всякая прямая, параллельная одной из координатных осей, на
пример оси Оу, и проходящая через в н у т р е н н ю ю * )  точку

•) Под внутренней точкой области мы подразумеваем точку, не лежащую 
на гра.нице области.



области, пересекает границу области в двух точках Nt и Nt 
(рис. 296).

Мы предположим, что в рассматриваемом случае область D 
ограничена линиями */ =  q>i(*)> У —  ф2(*). х — а ,  х —  Ь ,  причем 
<Pi(*X<P«(*).. а <Ь,  а функции <Pt(x) и <р2 (л:) непрерывны на от
резке [а, &]. Такую область мы будем называть правильной 
в направлении оси Оу. Аналогично определяется область, пра
вильная в направлении оси Ох.

Область, правильную как в направлении оси Ох, так и в нап
равлении оси Оу, мы будем называть просто правильной областью. 
На рис. 296 показана именно правиль
ная область D.

Пусть функция f(x, у) непрерывна 
б области D.

Рассмотрим выражение

/ D = S (  $ f(x,  у) dyjdx,
a  \ < f ,  (дг) /

которое мы будем называть двукрат
ным интегралом от функции /  (х, у) 
по области D. В этом выражении сначала вычисляется интег
рал, стоящий в скобках, причем интегрирование производится 
по у, а х считается постоянным. В результате интегрирования 
получится непрерывная *) функция от х:

<р« (*)
Ф (а-) =  J f  (х, у) dy.

ч>1 (*>
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Эту функцию мы интегрируем по а в пределах от а до Ь:
ь

/ 0 =$Ф(А)^А.
а

В результате получается некоторое постоянное число.
П р и м е р .  Требуется вычислить двукратный интеграл

ж»
5 (*2 +  </2) dy 
о

Р е ш е н и е .  Вычисляем сначала внутренний интеграл (стоящий в скобках):

Ф (*) =  j  (*2+ P 2) d y =  [ ^ - Ь - у - ]  XQ‘ .
О

!) Мы здесь не доказываем того, что функция Ф (л:) непрерывна.
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Интегрируя полученную функцию в пределах от 0  до 1, находим

С f  4 . Xе \  , Г х5 , х7 1 1 1 , 1  26
J  I*  +  „“ Т + 2 1 = 1 0 5  '

Определим область D. В данном случае в качестве D рассматривается область, 
ограниченная линиями (рис. 297) {/ =  0, у = х 2, х =  0, х = 1 .

Может случиться, что область D такова, что одна из функций! 
y = <fi(x), у = ц>2(х) не может быть задана одним аналитически^ 
выражением на всем участке изменения х (от х =  й до х  =  Ь ) .

№

[ГЛ. XIV

/

iЬ.м
О

Рис. 297,

1 X

Рис. 298.

Пусть, например, а < с < Ь ,  причем (л:) =  ф (ас) на отрезке [а, с"|, 
<Pi (*) =  X (*) на отрезке [с, Ь], где ф(х) и X (*) — функции, зада1 
ные аналитически (рис. 298). Тогда двукратный интеграл заш 
шется следующим образом:
*/ф«(х) \  е/Фг(х) ч Ъ , ф, (X) \
Ч S /(* , y)dy )dx=  $( $ /(* , y)dy jdx + U  $ f (x, y)dy dx--
a \ф, (x) /  a \<j>, (x) /  с \ф, (x) /

C /<ti (X) \  ь , ф, (X) \  I
*=S( $ f (x,  y ) d y ) d x + U  5 f { x , y ) d y ) d x l

а  \ф(х) '  с  \  X (x) /  1

Первое из этих равенств написано на основании известного свой
ства определенного интеграла, а второе —в силу того, что на 
участке [а, с] имеем <Pi(x) =  i|>(*), а на участке [с, Ь] имеем
<Fi(*) =  X(*)- \

Аналогичная запись для двукратного интеграла имела бы место 
и в том случае, если бы функция <р2(х) задавалась различными 
аналитическими выражениями на различных участках отрезка 
[а, Ь].

Установим некоторые свойства двукратного интеграла. 
С в о й с т в о  1. Если правильную в направлении оси О у область 

D разбить на две области Dt и £>2 прямой, параллельной оси Оу 
или оси Ох, то двукратный интеграл ID по области D будет равен
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сумме таких же интегралов по областям Dt и Dt, т. е.
Id — I d, +  I ds б)

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Пусть прямая х =  с ( а < с < 6 )  раз
бивает область D на две правильные в направлении оси О у 
области*) Dt и D,. Тогда

Ь / ф , (дс) \  Ь о *

/ 0 = $ (  S f(x, У)с1у)с1х=1ф(х)с1х=\ф(х)с1х+\ф(х)с1х =  
a \<р, (лг) /  а  а  о

о / Ф, (*> \  ь / Ф» (■*> \
=  М $ /  (*, у ) ^  +  Н $ f(x,  y ) d y } d x = I Di +  l Dt.

а  \  ф1 (л) ' с 'Ф1 (*) '

б) Пусть прямая y — h разбивает область D на две правильные 
в направлении оси О у области Dc и Da так, как изображено на 
рио. 299. Обозначим через М( и Мг 
точки пересечения прямой y — h с гра
ницей L области D. Абсциссы этих то
чек обозначим через а* и bt.

Область Dt ограничена непрерыв
ными линиями:

1) {/ =  Ф1 (*);
2) кривой AiMiM2B , уравнение ко

торой условно запишем в форме

У = Ч>1(х),
имея при этом в виду, что ф1(*) =  ф2(*) при a ^ . x ^ . a t и при
b( ^ . x ^ b  и что

Ф* (*) =  ^ при а by,
3) прямыми х — а, х = Ь.
Область D2 ограничена линиями «/ =  фГ(-с)> У — ф2 (*)• ГДе 

Напишем тождество, применяя к внутреннему интегралу тео
рему о разбиении промежутка интегрирования:

*) Тот факт, что часть границы области Di (и области Dt) является 
Куском вертикальной прямой, не мешает этой области быть правильной в на
правлении оси Оу: ведь для того, чтобы область была правильной, необхо- 
I м° только, чтобы всякая вертикальная прямая, проходящая через внутрен
нюю точку области, имела с границей не более двух общих точек.
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Последний интеграл разобьем на три интеграла, применяя 
к внешнему интегралу теорему о разбиении промежутка интегри
рования:
ь ,Фг (*> ч о, ф2 (*)

)[  s f(x, y ) d y ) d x = U  5 f ( x , y ) d y ) d x  +
“ ч г  (х) J  ° \ Ф1* (х) J

Ф* (*)“г ч Ь . фг(Я) ч
+ 5 (  S /(*.«/)<*# W + $ ( S f (x ’ y)dy ) dx>

а ‘  \ ф !  (л )  /  l i  V  (л ) /Фх <*) Фх <*)

так как ф* (х) =  ср2 (х) на отрезке [а, a j  и на отрезке [Ьи Ь], то 
первый и третий интегралы тождественно равны нулю. Поэтому

Кф1 <J:) N ь{ <р,(х)
$ /(* . y ) d y ) d x + U  J f(x, y)dy\dx.

“ Ф1.(*> “ l \<p* ( X)  J

Здесь первый интеграл есть двукратный интеграл по области Du 
второй —по области D2. Следовательно,

=  ^о, +
Доказательство будет аналогично при любом положении секу-! 

щей прямой МХМ2. Если прямая М±М2 разобьет область D на
три или большее число областей, то| 
получим соотношение, аналогичное со
отношению (1), в правой части которо
го будет стоять соответствующее число 
слагаемых.

С л е д с т в и е .  Каждую из полу
ченных областей мы можем прямой, 
параллельной оси Оу или оси Ох, сно
ва разбить на правильные в направлен 
нии оси О у области и к ним приме 
нить равенство (1). Таким образом, 
область D можно разбить прямыми “ 

осям координат, на любое число правильны)!параллельными 
областей Du D, D„ D ;, и при этом будет справедливо
утверждение, что двукратный интеграл по области D равен сумме, 
двукратных интегралов по частичным областям, т. е. (рис. 300|

Л>— Л), +  Л>,"Ь^0,+ • • • +^0,~ (1)
С в о й с т в о  2 ( о ц е н к а  д в у к р а т н о г о  и н т е г р а л а )  

Пусть т и М — наименьшее и наибольшее значения функции 
/(х , у) в области D. Обозначим через S площадь области D. Тогд4 
имеет место соотношение

Ь /фг(лг)

mS <  $ $ /(*•
Ф1 (х)

y)dy ] dx^ . MS . (3)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Произведем оценку внутреннего интег
рала, обозначив его через Ф(л:):

ф* (X) Ф« <*)
ф  (*) =  S f(x, y )dy<  $ М dy = M [<р2 (х)—Ф± (л:)].

ф, (X) Ф1 (X)
Тогда

Ъ /ф2(х) \  Ь

/ д =  W  ̂ /  (л:, У) dy j dx <   ̂ М [Фа W —Фх (*)]dx =  MS.
а  Ч ф Д * )  ' а

ID ^  MS.  (3')
Аналогично,

Фг(*) Фг(*)
Ф (х) =  5 f  (х, y)dy >  5 mdy — m [q>2 (я)—«р* (х)],

ф, (ДГ) ф, (X)
Ь Ь

1D =   ̂ф (х) d x ^ \ t n  [ср2 (х)—фх (a)] dx =  mS,
а а

т. е.
/ D> m S .  (3")

Из неравенств (3') и (3") и следует соотношение (3):
m S < / 0 <  MS.

В следующем параграфе мы выясним геометрический смысл этой
теоремы.

С в о й с т в о  3 ( т е о р е м а  о с р е д н е м) .  Двукратный ин
теграл I D от непрерывной функции f (х, у) по области D с пло
щадью S равен произведению площади S на значение функции 
е некоторой точке Р области D, т. е.

ь /Ф«<*) ч
U  5 f(x, y)dy)dx = f(P)S.  (4)

а \ф,К*) '

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из соотношения (3) получаем 
m /д  ^  М.

Число -^-/д заключено между наибольшим и наименьшим значе
ниями функции f(x, у) в области D. В силу непрерывности фуик- 
Цнн /  (х, у) она принимает в некоторой точке Р области D зна- 
ченне, равное числу -i- ID, т. е.

~ I D = f(P),
откуда

ID = f(P)S. (5)
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) I§ 3. Вычисление двойного интеграла (продолжение)

Т е о р е м а .  Двойной интеграл от непрерывной функции /  (х, у) 
по правильной области D равен двукратному интегралу от этой 
функции по области D, т. е.*)

K4>i(*) V
$ /(* , y)dy jdx.

ф, (*) '
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем область D прямыми, параллель-'З 

ными осями координат, на п правильных (прямоугольных) облщ 
стей AS*, AS2.........ASn.

На основании свойства 1 (формула (2)) предыдущего параграфа] 
имеем

Id =  /  as, +  / as, +  • • • +  /  \s„  = sL I AS; (Ц
Каждое из слагаемых, стоящих справа, преобразуем по тео

реме о среднем для двукратного интеграла:
/ a s . =  / ( / > ; )  AS,-

Тогда равенство (1) примет вид

1D =  / (Р,) AS, +  / (Pt) AS, +  . . .  +  /  (Р„) A S„ =  2  /  (Р.) AS,-, (2) j
1=1

где Pi—некоторая точка области AS,. Справа стоит интеграль
ная сумма для функции f(x, у) по области D. По теореме о су-; 
ществовании двойного интеграла следует, что предел этой суммы 
при п —*• оо и стремлении наибольшего диаметра площадок AS; 
к нулю существует и равен двойному интегралу от функции / (х, у) 
по области D. Величина двукратного интеграла I D, стоящего 
в левой части равенства (2), не зависит от п. Таким образом, 
переходя к пределу в равенстве (2), получим

/ 0== Нт 2  / (Рд AS,- =  J J / (х, y)dxdy,
diamAS -" -

ИЛИ

55/(.v, у)dxdy = I D. (3)

Выписывая подробно выражение двукратного интеграла Ip, 
окончательно получим

Ь /ф Д х )  \

S$/ (*,  y ) d x d y = u  \ f(x, y)dy jdx. (4)
D а 'Ф , (x) /

*) При этом мы снова полагаем, что область D правильная в направлю 
нии оси Оу и ограничена линиями y =  <Pi(x), (/ =  <р2 (дг), х — а, х =  Ь.
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З а м е ч а н и е  1. Для случая, когда f{x, у)^ 0, формула (4) 
имеет наглядное геометрическое толкование. Рассмотрим тело, 
ограниченное поверхностью z = f(x, у), плоскостью г =  0 и ци
линдрической поверхностью, образующие которой параллельны 
оси Ог, а направляющей служит граница области D (рис. 301). 
Вычислим объем этого тела V. Выше было показано, что объем 
этого тела равняется двой
ному интегралу от функции 
j (х, у) по области D:

V - J J  f(x,  y)dxdy.  (5)
D

Вычислим теперь объем 
этого тела, пользуясь ре
зультатами § 4 гл. XII
т. I о вычислении объема 
тела по площадям парал
лельных сечений. Прове
дем плоскость х =  const (а <
<  х <  Ь), рассекающую рас
сматриваемое тело. Вычи
слим площадь 5(х) фигуры, 
получающейся в сечении х = const. Эта фигура есть криволи
нейная трапеция, ограниченная линиями z = f ( x , y )  (.* =  const), 
г = 0, y = ffi(x), y = ((f2)x. Следовательно, эта площадь выразится 
интегралом

Фг'<*)
S ( x )=  J f(x, y)dy. (6)

q>iW

Зная площади параллельных сечений, легко найти объем тела
ь

V =   ̂5  (дг) dx
а

или, подставляя выражение (6) для площади 5(х), получаем

K<PiU) \S /(*. У) d y  j d x .  (7)
4>iW '

В формулах (5) и (7) левые части равны, следовательно, равны 
и правые:

КФ»<*) \S f ix,  y)dy)dx.
<Pi (■*) '

z= f(z,y)

6 н .  С, Пискунов, т .  2
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Теперь нетрудно выяснить и геометрический смысл теоремы 
об оценке двукратного интеграла (свойство 2 предыдущего пара
графа): объем тела V, ограниченного поверхностью z = f(x, у), 
плоскостью г =  0 и цилиндрической поверхностью, направляющей 
которой служит граница области D, превосходит объем цилиндра 
с основанием S и высотой т, но меньше объема цилиндра с осно
ванием S и высотой М (где т и М —наименьшее и наибольшее

■ -

значения функции z = f(x,  у) в области D (рис. 302)). Это сле
дует из того, что двукратный интеграл ID равен объему этого 
тела V.

П р и м е р  1. Вычислить двойной интеграл [  $ (4— x*— y*)dxdy, если
D Щ

область D ограничена прямыми х  — 0, х =  1, у  =  0, у  =  3/2. ,
Р е ш е н и е .  На оснований формулы (4)

V. Г 1

-Ш “-’ -У2) dx
0 Lo J о

{ * - Т - у2У у = ( * у - Ь ~ т )
А

V.
35 

= 8 '

П р и м е р  2. Вычислить двойной интеграл от функции f  (х, у) =  1 -\-х-\-У  
по области, ограниченной линиями у =  — х, х =  ]Г у, у  =  2, г =  0  (рис. 303).
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Р е ше н и е ,
ГУН2 " Y у П 2  ̂ _

I* J  (1 + x + y ) d x  I d y  =  Ц \ x + ^ r + xy Y - y  

о L-a 0

J [ y " y + Y + У ^ y + i ] dy=
2 У 2  . 3f/3 , V  , £ _■3 +  4 -t- 5 T  6 - й ^ + 7 -

З а м е ч а н и е  2. Пусть правильная в направлении оси Ох 
область D ограничена линиями х = ̂ ( у ) ,  
х =  ф2 (У), У =  с> У — d, причем ф* (у) <  ф2 (*/)
(рис. 304).

Очевидно, что в этом случае
Л/УЛу) \

5 $ /  (х, y )dxdy— U 5 f (x,  у) dx ] dy. (8)

Для вычисления двойного интеграла 
его надо представить в виде двукратного.
Как мы видели выше, это можно сделать 
двумя различными способами: или по фор
муле (4) или по формуле (8). В каждом 
конкретном случае в зависимости от вида 
области D или подынтегральной функции мы выбираем ту или 
иную формулу для вычисления двойного интеграла.

П р и м е р  3. Изменить порядок интегрирования в интеграле

/ =  § ( 5 К * ' y idv ] dx'о \  х
Р е ш е н и е .  Область интегрирования ограничена прямой у=х  и парабо

лой i/ =  Ш  (рис. 305).

Рис. 305.
,  Всякая прямая, параллельная оси Ох, пересекает границу области не 

лее чем в двух точках; следовательно, можно вычислять интеграл по
6*
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формуле (8), полагая
%(У) =  У2. ^ 2(У) = У, 0 < y < l j

тогда

П р и м е р  4. Вычислить иеШх dS , если область D представляет тре-
D

угольник, ограниченный прямыми д = х ,  д =  0, х = 1  (рис. 306).
Р е ш е н и е .  Заменим данный двойной интеграл двукратным. При этом 

воспользуемся формулой (4). (Если бы мы применили формулу (8 ), то нам 
пришлось бы интегрировать функцию еУ/х по х\ но этот интеграл не берется 
в элементарных функциях.)

I  /  я
J J  е'Л* dS  =  U  J eW* d g j d x = §  {хе«'х) I dx =
d  о \о /  о о

I
=  J x ( e  — l)dx =  (e—1 )^ - е — 1

=  0 ,8 5 9 ...

З а м е ч а н и е  3. Если область D не является правильной 
ни в направлении оси Ох, ни в направлении оси О у  (т. е. су
ществуют вертикальные и горизонтальные прямые, которые, про
ходя через внутренние точки области, пересекают границу области,
более чем в двух точках), то двойной интеграл по этой области 
мы не можем представить в виде двукратного. Если удается раз
бить неправильную область D на конечное число правильных 
или в направлении оси Ох, или в направлении оси О у областей
Dit Da.........Dn, то, вычисляя двойной интеграл по каждой из
этих областей с помощью двукратного и складывая получившиеся < 
результаты, мы получим искомый интеграл по области D.

На рис. 307 показан пример того, как неправильную область 
D можно разбить на три правильные области Dt, Dt и Da.
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П р и м е р  5. Вычислить двойной интеграл

№ e* +ydS
D

по бласти D, заключенной между двумя квадратами с центром в начале коор
динат и сторонами, параллельными осям координат, если каждая сторона 
'„утреннего квадратз равна 2, а внешнего 4 (рис. 308).

Р е ш е н и е .  Область D является неправильной. Однако прямые х  — —  I 
и л =  1 разбивают ее на четыре правильные области £>*, D2, D3, D4. Поэтому

Представляя каждый из этих интегралов в виде двукратного, найдем:

мы будем опускать скобки, в которые заключен внутренний ин
теграл, т. е. будем писать

что первое интегрирование совершается по той переменной, диф
ференциал которой написан первым, а затем по той переменной, 
Дифференциал которой написан вторым. (Заметим, однако, что 
это не является общепринятым; в некоторых книгах принято про
тивоположное условие: интегрировать сначала по той переменной, 
Дифференциал которой занимает последнее место *).)

j  J
D

З а м е ч а н и е  4. В дальнейшем, записывая двукратный ин
теграл

ь ф* <ДС)
/ D =  $ $ /(*> у) dydx.

а Ф, (х)

При этом, так же как и при наличии скобок, мы будем считать,

*) Очень часто употребляется также такой вид записи)
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§ 4. Вычисление площадей и объемов 
с помощью двойных интегралов

1. О б ъ е м .  Как мы видели в § 1, объем V тела, ограничен
ного поверхностью z = f(x, у), где f(x, у) — неотрицательная функ
ция, плоскостью z =  0 и цилиндрической поверхностью, направ
ляющей для которой служит граница области D, а образующие 
параллельны оси Oz, равен двойному интегралу от функции, 
f(x, у) по области D:

y ) d S -
D

П р и м е р  1. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 
* = 0 ,  у = 0 ,  х + у + г =  1, г = 0  (рис. 309).

Рис. 310.

Р е ш е н и е .  (1—х —y )d y d x ,  где D — заштрихованная на рис. 309

треугольная область в плоскости Оху, ограниченная прямыми х = 0 ,  у — 0, 
* + у =  1. Расставляя пределы в двойном интеграле, вычислим объем:

V =  l I ( l - x - y ) d v *  =  J [ ( l - x ) y- ^ ] 1o“" d x = J i - ( l - x = ) ^ i  j
0 0 о  о

Итак, У =  -£-куб. единиц, о

З а м е ч а н и е  1. Если тело, объем которого ищется, ограни
чено сверху поверхностью г =  Ф2(х, у)~^ 0, а снизу— поверхостью 
2 =  <Di (x, у ) ^ 0, причем проекцией обеих поверхностей на пло
скость Оху является область D, то объем V этого тела равен 
разности объемов двух «цилиндрических» тел; первое из этих 
цилиндрических тел имеет нижним основанием область D, а верх
ним— поверхность г =  Ф2(х, у); второе тело имеет нижним осно
ванием также область D, а верхним — поверхность г =  Фх (х, у) 
(рис. 310).
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Поэтому объем V равен разности двух двойных интегралов: 

V =  $$<!>,(*, y ) d S - ^ 0 > i (x, y)dS,
D D

или
У = $ $ [ Ф 2(*, у )-Ф А х , y)]dS. (1)

D

Легко, далее, доказать, что формула (1) верна не только 
в том случае, когда Ф* (х, у) и Ф2 (х , у) неотрицательны, но и 
т о г д а ,  когда Ф ^х, у) и Ф2(х, у) — любые непрерывные функции, 
удовлетворяющие соотношению

Ф2(х, у )>ФЛх,  У)-

З а м е ч а н и е  2. Если в области D функция f (x , у) меняет 
знак, то разбиваем область на две части: 1) область Dit где 
f (х, у) ^  0; 2) область D2, где /  (х, у) ^  0. Предположим, что 
области Dt и 1)2 таковы, что двойные интегралы по этим обла
стям существуют. Тогда интеграл по области Di будет положи
телен и будет равен объему тела, лежащего выше плоскости Оху. 
Интеграл по D2 будет отрицателен и по абсолютной величине 
равен объему тела, лежащего ниже плоскости Оху. Следовательно, 
интеграл по D будет выражать раз
ность соответствующих объемов.

2. В ы ч и с л е н и е  п л о щ а д и  
п л о с к о й  о б л а с т и .  Если мы со
ставим интегральную сумму для 
функции /  (х, у) =  1 по области D, 
то эта сумма будет равна площа
ди S,

s =  2  l AS:.
i=i

при любом способе разбиения. Пере
водя к пределу в правой части равен- 
ства, получим

S =  J $ dx dy.
D

Если область D правильная (см., например, рис. 296), то площадь 
Сразится двукратным интегралом

Ь / V i M  \

S = $  J dy)dx.
а \<р, (х) '
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Производя интегрирование в скобках, имеем, очевидно,
ь

5 =  S [ф*М—Фг (X)]dx
а

(ср. § 1 гл. XII т. I).

П р и м е р  2. Вычислить площадь области, ограниченной кривыми 
У — 2 — г 1, у =  х.

Р е ш е н и е .  Определим точки пересечения данных кривых (рис. 311)’ 
В точке пересечения ординаты равны, т. е. х =  2— хг, отсюда —2 = 0
* ! = — 2, х2 = 1 .  Мы получили две точки пересечения

M i i - 2 ;  - 2), Aft ( 1; 1).

Следовательно, искомая площадь

Ч О  dy)dx= j (2-^-^*=[^-у-т]‘гГ
-2  4 х  '  -2

§ 5. Двойной интеграл в полярных координатах

Пусть в полярной системе координат 0, р задана такая область D, 
что каждый луч*), проходящий через внутреннюю точку области, 
пересекает границу области D не более чем в двух точках. Предпо

ложим, что область D ограничена 
кривыми

р =  Ф1(0), р =  Ф2(0) 
и лучами

0 =  а и 0 =  р,
причем

Ф*(в)<Ф.(9) и а <  Р

(рис. 312). Такую область снова 
будем называть правильной.

Пусть в области D задана не
прерывная функция от коорди
нат 0 и р:

Рис. 312. 2  =  f ( 0 ,  р ) .

Разобьем область D каким-нибудь способом на площадки ASt, 
AS2..........A Sn.

*) Лучом мы будем называть каждую полупрямую, исходящую из начала 
координат, т. е. из полюса Р.
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Составим интегральную сумму:
л

k=i ( 1)

где Рк—некоторая точка площадки ASk.
И з теоремы существования двойного интеграла следует, что при 

стремлении наибольшего диаметра площадки AS* к нулю сущест
вует предел V интегральной суммы (1). Этот предел V есть, по 
определению, двойной интеграл от функции Р(в, р) по области D:

Займемся вычислением двойного интеграла в этом случае.
Так как предел интегральной суммы не зависит от способа 

разбиения области D на площадки ASk, то мы можем разбить 
область наиболее удобным способом. Таким наиболее удобным для 
вычисления способом будет разбиение области с помощью лучей

. . .  <  0„) и концентрических окружностей р =  р„, р =  р*, . . . ,  р =  рт 
(где р0 равно наименьшему значению функции ФД0), а рж —наи
большему значению функции Ф2 (0) в промежутке а ^  0 ^  р; 
Pj <  Pt <  • • • <  Pm)-

Обозначим через ASik площадку, ограниченную линиями

Площадки AS ik будут трех видов: 1) не пересекаемые границей, 
лежащие в области Ь ; 2) не пересекаемые границей, лежащие вне 
области D\ 3) пересекаемые границей области D.

Сумма слагаемых, соответствующих пересекаемым границей пло
щадкам, имеет пределом нуль при Д0*—>-0 и Ар,—>-0, и потому 
эти слагаемые мы не будем принимать в расчет. Площадки ASlk, 
которые лежат вне области D, вообще не входят в интегральную 
сумму и поэтому нас не интересуют. Следовательно, интегральную 
сумму можно записать следующим образом:

где Pik — произвольная точка площадки ASik.
Двойной знак суммирования здесь следует понимать в том 

смысле, что мы сначала производим суммирование по индексу i ,  
считая к постоянным (т. е. отбираем все слагаемые, соответствую
щие площадкам, заключенным между двумя соседними лучами *)).

,  *) Заметим, что при суммировании по индексу г этот индекс будет про-
егать не все значения от 1 до т, так как не все площадки, лежащие между 

лУчами 0 =  9* и 0 =  0* + i, принадлежат области D.

(2)
D

Р =  Р t-и  9 = Ро 9 =  0*-i. в =  вк-

П
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Внешний знак суммирования означает, что мы собираем вместе! 
все суммы, получившиеся при первом суммировании (т. е. суммируем 
по индексу k).

Найдем выражение площади площадки AS,*, не пересекаемой 
границей области. Она будет равна разности площадей двух 
секторов:

a s ,.a= 4 ( p< + ap .)2 А9* - 4  р? А0* =  ( p i+ £ )  ар.- Ае*.

или A S ,.*  =  Р* Ар,- Д 0 * ,  где р,- <  р - <  р,- +  А р,-.
Таким образом, интегральная сумма будет иметь вид*)

Ш[ГЛ. XIV ■  I
I I  «31 

г вместе ■
I m u m :  • ,'^Н

V „ = s  [ 2  m ,  Pi)P*Ap, A0AJ,

гдеР(0*; pj)—точка площадки AS;*. Вынесем теперь множитель Д0* 
за знак внутренней суммы (это можно сделать, так как он яв
ляется общим множителем для всех слагаемых этой суммы):

v n= 2  [ 2  m ,  р*) Р; д Р/J A0ft.

Предположим, что Ар; —>0, a Д0* остается постоянным. Тогда 
выражение, стоящее в скобках, будет стремиться к интегралу

® .(**)
5 F(Q*k, р )р ф .

ф , (е£)

Теперь, полагая, что Д0*—►(), окончательно получим**)
Р /ф.О) \

V = U  S F(0, р )р ф  W  (3) ]
а \Ф, (0) /

Формула (3) служит для вычисления двойного интеграла в поляр- J 
ных координатах.

*) Рассматривать интегральную сумму в таком виде мы можем потому, |  
что предел суммы не зависит от положения точки внутри площадки.

**) Наш вывод формулы (3) не является строгим; при выводе этой фор
мулы мы стремили к нулю сначала Др,, оставляя Д0* неизменным, и только 
затем стремили Д0* к нулю. Это не вполне соответствует определению двой- 3 
ного интеграла, который мы рассматриваем как предел интегральной суммы !  
при стремлении диаметров площадок к нулю (т. е. при одновременном стрем- Р  
лении к нулю Д0* и Др;). Однако, несмотря на допущенную нестрогость 
доказательства, результат верен (т. е. формула (3) справедлива). Строгий 
вывод этой формулы можно было бы получить тем же методом, который был 
применен при рассмотрении двойного интеграла в прямоугольных координатах, з 
Заметим также, что эта формула будет выведена еще раз в § 6  из других 
соображений (как частный случай более общей формулы преобразования коор
динат в данном интеграле).
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Если первое интегрирование производить по 0, а второе по р, 
Т0 получим формулу (рис. 313)

Рг /0),(р) \
(3')

й̂)г(р)
V = 5 (  $ F(0, р ) ^ р ф -

Pi
Пусть требуется вычислить двойной интеграл от функции /  (х , у) 

по области D, заданной в прямоугольных координатах:
$ $ /  (х, у) dx dy.

Если область D является правильной в полярных координатах 0, р

то вычисление данного интеграла можно свести к вычислению 
двукратного интеграла в полярных координатах.

Действительно, так как
x =  pcos0, t/ =  р sin 0,

f{x, y) = f ( pcos0, p sin Q) =  F (0, p),

то, следовательно,

fix , y )dxdy=  J
P /  ф* (0) \

5 /(pcos0, psin0)р ф  jd0. (4)
. ф , (9) /

П р и м е р  1. Вычислить объем V тела, ограниченного сферической по-
вер х н о сть ю

х2 + У2 +  г2 =  4а2
1! Ц илиндром

х2+у2—2а у  =0.
Р е ш е н и е .  За область интегрирования здесь можно взять основание 

Цилиндра х2-\-у2— 2ау= 0 ,  т. е. круг с центром в точке (0 , о) и радиусом а.
Равнение границы этого круга можно записать в виде х2 +  («/— а)2— а* 

1Рис. 314) Вычислим 1/4 искомого объема V, а именно ту его часть, которая 
расположена в первом октанте. Тогда в качестве интегрирования придется взять
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полукруг, границы которого определяются уравнениями

•*=<Pi(j/)=0, х=<р2 (у)=  У 2 а у — у2, у — О, у =  2а.

Подынтегральная функция

г =  /(* , y) =  V Аи-— х 1— уК
Следовательно,

2а /У2ау-у> \
-i- V =  J  f ^ J^4a2—хг — y'-dx)dy.

о '  о '
Преобразуем полученный интеграл к полярным координатам 0, р: 

х = р  cos 0 , i/ =  psin  0 .

Определим границы интегрирования. Для этого напишем уравнение дан? 
ной окружности в полярных координатах: так как

х2+ у 2 =  р2, у =  р sin 0 ,

то р2— 2cpsin 0 =  0, или р =  2о sin 0. Следовательно, в полярных координатах

Рис. 315,

(рис. 315) границы области определяются уравнениями
p =  <X>! (0) =  0, р = Ф 2 (0) =  2asln 0, а  =  0, Р =  л/2, 

а подынтегральная функция имеет вид

F (0, р) =  У  4а2 — р2.
Таким образом, получаем
л/2 / 2о sin 6 > л/2  г , _ „ , .w (  j -о 4 о '  о

л/2  л/2

§  [(4a2- 4 « 2 slD2 0)3/2- ( 4 a 2) 3/2]d 0  =  - ^ -  j  ( l - c o s 30)c/0 =  i - а3 (З л -4 )  **
о о

П р и м е р  2. Вычислим интеграл Пуассона

**dx.
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Р е ш е н и е .  Вычислим сначала интеграл / д = ^ е  xt~u'd x d y ,  где
о

область интегрирования D есть круг хг -\-у1 =  R 1 (рис. 316).
Перейдя в приведенном интеграле к полярным координатам 9, р, получаем!

2л / R 2я
P’ p d p j d d = — y  ^ е р’ | d 9 = n  (1 —

0 -0  о о
Если теперь мы будем неограниченно увеличивать радиус R, т. е. неогра

ниченно расширять область интегрирования, то получим так называемый
несобственный кратный интеграл:

2л /  ® \  2я /  R \
U   ̂ р dp J rfO =  lim Н  J е ' р ,р ф  ) d0==R Km я (1 —е - ^ г) =  я.

Покажем, что интеграл е~х'~ у' dxdy  стремится к пределу я , если 
D

область D’ произвольной формы расширяется так, что в конце концов любая 
точка плоскости попадает в область D ' и остается в ней (такое расширение

kv
области D’ мы будем условно записывать соот
ношением £>'—ь+оо).

Пусть R i  и R t — наименьшее и наибольшее 
расстояния границы области D ' от начала коор
динат (рис. 317).

Так как функция е~*г~у' >  0 всюду, то
справедливы неравенства

iRi <  $ $ e~x‘- yt dx dy <  f Rl,

ИЛИ

n ( l — e R“l ) <  ^ J e x’ y t dxdy*  
D ’

< n ( l — e R*).

Так как при D’ —*--)-oo, очевидно, R i —>--}-oo и R2 —>-+оо, то крайние 
части неравенства стремятся к одному и тому же пределу я . Следовательно, 
к этому пределу стремится и средний член, т. е.

lim С [,
• _». + 00 J Jт п»

d x d y = я. (5)

Пусть, в частности, область D' — квадрат со стороной 2а с центром в начале
координат; тогда

И  а а а а
е хг~У1 dx dy =  ^ ^ е~ х'~ у‘ dx d y =   ̂  ̂ е~х' е~у' d xd y  =

°  - а - а  - а  - а

в 5 ( l
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Вынесем теперь за знак внутреннего интеграла сомножитель е~у* (это можно

Положим \ е~*г d x =  Ва. Это—постоянное число (зависящее только от а);

Перейдем в этом равенстве к пределу, заставляя стремиться а к бесконечности 
(при этом D' безгранично расширяется):

Этот интеграл часто встречается в теории вероятностей и в статистике. Заме
тим, что непосредственно вычислить этот интеграл (с помощью неопределен
ного интеграла) мы бы не смогли, так как первообразная от е~*г не выра
жается в элементарных функциях.

§ 6. Замена переменных в двойном интеграле (общий случай)

Пусть в плоскости Оху дана область D, ограниченная линией L. 
Предположим, что координаты х  и у  являются функциями новых 
переменных и и о:

сделать, так как е~у'  не зависит от переменной интегрирования а) .  Тогда

е~ х 2 dx ] dy.

о

- а

SS е~Х'~ У' d x d y =  ^ e~y2 Ва dy =  Ba ^ е~уг dy.

Hm [ [  е~х,~ у‘ dx d y=  lim B%= lim | [ e ~ x t dx \ = |  [ e~x * dx=  lim B l =  lim

Но, как было доказано (см. (5)),

lim С \ е~х‘~уг d x d y ^ n .

Следовательно,

или

— 00

х  =  ф ( ы ,  V) ,  г/ =  ф ( ы ,  о ) , (1)
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причем функции <р(«, v) и ф (и, v) однозначны, непрерывны и имеют 
непрерывные производные в некоторой области £>', которая будет 
определена ниже. Тогда по формулам (1) каждой паре значений 
и и v соответствует единственная пара значений х н у .  Предпо
ложим далее, что функции ( р и ф  таковы, что если мы дадим х н у  
определенные значения из области D, то по формулам (1) найдем 
определенные значения и ни.

Рассмотрим прямоугольную систему координат Ouv (рис. 318). 
На основании сказанного следует, что каждой точке Р(х\ у) на 
плоскости Оху (рис. 319) однозначно соответствует точка Р' («; v)

на плоскости Ouv с координатами и, v, которые определяются 
по формулам (1). Числа и и v называются криволинейными коор
динатами точки Р.

Если в плоскости Оху точка опишет замкнутую линию L, 
ограничивающую область D, то в плоскости Ouv соответствующая 
точка опишет замкнутую линию L', ограничивающую некоторую 
область D'\ при этом каждой точке области D' соответствует точка
области D.

Таким образом, формулы (^устанавливают в з а и м н о  о д н о 
з н а ч н о е  с о о т в е т с т в и е  м е ж д у  т о ч к а м и  о б л а с т е й  D 
и D' или, как говорят, взаимно однозначно о т о б р а ж а ю т  
область D на область D'.

Рассмотрим в области D' линию ы =  const. По формулам (1) 
найдем, что в плоскости Оху ей будет соответствовать, вообще 
говоря, некоторая кривая. Точно так же каждой прямой v =  const 
плоскости Ouv будет соответствовать некоторая линия в плоско
сти Оху.

Разобьем область D' прямыми и = const и v = const на прямо
угольные площадки (при этом площадки, задевающие границу 
области D ', мы не будем принимать в расчет). Соответствующими 
кривыми линиями область D разобьется на некоторые криволи
нейные четырехугольники (рис. 319).

Рассмотрим в плоскости Ouv прямоугольную площадку AS', 
ограниченную прямыми « =  const, « + Дм =  const, v = const, a-f-
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+  Av — const, и соответствующую ей криволинейную площадку AS |  
в плоскости Оху. Площади этих площадок тоже обозначим соот
ветственно через A S' и AS. Тогда, очевидно,

AS' = Аи Av.

Вообще говоря, площади AS и AS' различны.
Пусть в области D задана непрерывная функция

* =  /(* , У)-
Каждому значению функции z = f(x, у) в области D соответ* 9 

ствует то же самое значение функции z = F (и, v) в области D', где I

F(u, 1») =  / [ ф (ы, V), ф(«, v)].

Рассмотрим интегральные суммы от функции г по области D. I 
Очевидно, имеет место следующее равенство:

2 / ( * ,  y ) A S = 2 f  («> »)AS.  (2) I
Вычислим AS, т. е. площадь криволинейного четырехугольника 

Р2РгР3РА в плоскости Оху (см. рис. 319).
Определим координаты его вершин:

Pi(xF, Уд, *1 =  <Р («, v), yi = ip(u, v),
Р2(х2; У2), х2 = у(и +  Аи, v), #2 —1И и +Аг/, v),
Л (* з ‘> у3), х3 = <р(и + Аи, и +  Аи), 1/з =  ф(ы +  Д«, о +  Ац),
Р*(xt \ Уд, *4 =  ф(«, V +  Av), */4 =  Ф(«, У +  Ац).

При вычислении площади криволинейного четырехугольника | 
J W V * *  будем считать линии PtPa, Р2Р3> Р3Р„ PAPt попарно 1 
параллельными прямыми; кроме того, приращения функций будем |  
заменять соответствующими дифференциалами. Таким образом, мы |  
будем пренебрегать бесконечно малыми высшего порядка по срав- |  
нению с бесконечно малыми Дм, Av. Тогда формулы (3) будут |  
иметь вид

* 1  =  < р ( ы ,  V), У1 =  ^ ( и ,  V),

* а  =  ф ( « >  » )  +  - § * -  A U, Уг= У ( и .  v) +  ^ - A u ,

* s  =  < P ( « .  0 )  +  - ^ - А м + - ^ - А у , (и, v )+ ^L  Аи+дЛ  Av, ( 3 ') |

* 4  =  ф(«. » )  +  -^-До, г/4 = ф ( и ,  v)-\-^-Av.

При сделанных допущениях криволинейный четырехугольник , 
PiP2PaPi можно рассматривать как параллелограмм. Его площадь 
A S  приближенно равна удвоенной площади треугольника Р2Р2Р3 1

находится по формуле аналитической геометрии;

AS «  | (х3— хд (у3- у д - ( х 3- х 2) (у,— Уд | =
^  '  Зф

: 1 ди

д<р Зф 
ди ди

All  +
clip
dv

Зф Зф 
dv ди 

Зф Зф 
ди dv 
Зф Зф

Av 

AuAv —

Аи Av:

здесь вторые (внешние) вертикальные линейки означают, что этот 
определитель берется по абсолютной величине. Введем обозна
чение

Зф Зф
ди dv _ ,
Зф Зф 
ди dv

Таким образом,
AS «  | /  | AS'. (4)

Определитель /  называется функциональным определителем 
функций ф(и, v) и ф(«, о). Его называют также якобианом по 
имени немецкого математика Якоби.

Равенство (4) является только приближенным, так как в про
цессе вычисления площади AS мы пренебрегли бесконечно малыми 
высшего порядка. Однако чем меньшими будут размеры площа
док AS и AS', тем это равенство будет точнее. Оно становится 
совершенно точным в пределе, когда диаметры площадок AS и AS' 
стремятся к нулю:

| /  | =  lim
diam AS' -*■

AS
о AS' •

Применим теперь полученное равенство к вычислению двой
ного интеграла. На основании равенства (2) можем написать

S /(* , y ) A S « 2 ^ ( « .  v)\I \A S '
(интегральная сумма справа распространена на область D'). Пере
й дя  к пределу при diam AS' —► 0, получим точное равенство:

$$/ (*,  y)dxdy \ F (и, v) 11 1 du dv. (5)
D D '

Это и есть ф о р м у л а  п р е о б р а з о в а н и я  к о о р д и н а т  
 ̂ Дв о й н о м  и н т е г р а л е .  Она дает возможность свести вы- 
Нсление двойного интеграла по области D к вычислению двой-
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ного интеграла по области D ' , что может упростить задачу.* 
Впервые строгое доказательство этой формулы было дано выдан 
щимся русским математиком М. В. Остроградским.

З а м е ч а н и е .  Переход от прямоугольных координат к поляр-1 
ным, рассмотренный в предыдущем параграфе, является частным!

случаем замены переменных в двойном интеграле. В этом случае; 
и =  в ,  v  =  p:

x =  pcos0, y =  psin0.
Кривая Л£(р =  рх) на плоскости Оху (рис. 320) переходит! 

в прямую А'В' на плоскости О0р (рис. 321). Кривая DC(p =  p2)1 
на плоскости Оху переходит в прямую D'C' на плоскости О0р.

Прямые AD и ВС плоскости Оху переходят в прямые А'Ь' 
и В'С' плоскости О0р. Кривые Z,£ и Ь2 переходят в кривые L[ и ЦШ

Вычислим якобиан преобразования декартовых координат х и у 
в полярные 0 и р:

/  =
дх дх
Ш др — р sin 0 cos 0
ду ду р cos 0 sin 0
дв др

=  — р sin2 0—р cos2 0 =  — р.

Следовательно, | / 1 =  р, и поэтому
Р /Фг(Э) \

\ \ f ( x ,  y )dxdy=  5 ( $ F (Q, p)pdpjd0.
D а. \Ф, (0) /

Эта формула и была установлена в предыдущем параграфе.
П р и м е р .  Пусть требуется вычислить двойной интеграл

\  (У— х) dx dy 
D

по области D в плоскости Оху, ограниченной прямыми
1 7 1у = х + 1, у = х — 3, { / = — у х + 5 .
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Непосредственное вычисление этого двойного интеграла было бы затрудни- 
чьным; однако простая замена переменных позволяет свести этот интеграл 

14 интегралу по прямоугольнику, стороны которого параллельны осям координат. 
ь ' Положим

и — у—х, т =  ! / + |* .  (6)

Тогда прямые у = х - \ - \ ,  у = х — 3 перейдут соответственно в п р я м ые и = 1 ,  
и — 3 на плоскости Оии; прямые же у = — — х - \ - - ^ ,  у — —  д - х + 5  перей

дут в прямые v — 7/З, v — 5.
Следовательно, заданная область D преобразуется в прямоугольную об

ласть D ', изображенную на рис. 322. Остается вычислить якобиан преобразо
вания. Для этого выразим х  и у  через и и v.
Решая систему уравнений (6), получим

4 “ +  : V, y = - j u + - ■ V .

Следовательно,

1 =
дх дх 3 3
ду dv 4 4
ду ду 1 3
ди dv 4 4

9 3 3
16 16 4

и абсолютная величина якобиана равна | /  | =  3/4. Поэтому 

П <*-x)dxdy= ЭД [ ( т и + - Н _ ( ~ Т “+ Т г,) ] т ' /и^

s= j j - | -u d « d i>  =  j  j  ^ u d u d v = — 8.
7_ -3
з

§ 7. Вычисление площади поверхности

Пусть требуется вычислить площадь поверхности, ограничен
ной линией Г (рис. 323); поверхность задана уравнением г =  /  (х, у), 
где функция }(х, у) непрерывна и имеет непрерывные частные 
производные. Обозначим проекцию линии Г на плоскость Оху 
через L. Область на плоскости Оху, ограниченную линией L, обо
значим через D,

Разобьем произвольным образом область D на п элементарных 
площадок ASj, AS2, . . . ,  AS„. В каждой площадке AS; возьмем 
точку р.  (£.; г;.). Точке Р { будет соответствовать на поверхности 
точка г],.; f ( l h ц,)]. Через точку Af; проведем касатель
ную плоскость к поверхности. Уравнение ее имеет вид

2~ Л i ) ( x — l i )  +  f ' y ( l t , r \ i ) ( y — 4 i ) (1)
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(см. § 6, гл. IX, т. I). На этой плоскости выделим такую пло
щадку Д а к о т о р а я  проектируется на плоскость Оху в виде пло-

П \
щадки AS(. Рассмотрим сумму всех площадок Да,-: 2  Д°/-

Предел а этой суммы, когда наибольший из диаметров пло
щадок Да,- стремится к нулю, мы будем называть площадью по
верхности, т. е. по определению положим

■ Г£ГЛ. XIV®

..... Ш  111

a — lim
diam Да,. • 2■ О i = 1 (2)

Займемся теперь вычислением площади поверхности. Обозна
чим через угол между касательной плоскостью и плоскостью Оху. \

Рис. 323. Рис. 324.

На основании известной формулы аналитической геометрии можно 
написать (рис. 324)

AS( = Aafcos yit 
или

A<*i
A S t 

' cos Yi

Угол уi есть в то же время угол между осью Ог и перпен
дикуляром к плоскости (1). Поэтому на основании уравнения (1) 
и формулы аналитической геометрии имеем

1
COS V/ =  .................. :---------Т  .

V 1+&*«/. m)+fi (li> л.)
Следовательно,

Да, =  K l + / ? f o ,  Hi)-4*^(5 , ,  Л,) AS,.

ВЫ ЧИ СЛЕН ИЕ ПЛОЩАДИ ПОВЕРХНОСТИ 181

П о д с т а в л я я  это выражение в формулу (2), получим

Иш 2  4i) +  t7(t i ,  Я,-) AS,.
diarn AS,- -»■ 0 i _ q

уак как предел интегральной суммы, стоящей в правой части 
последнего равенства, по определению представляет собой двой-

й интеграл j j  } / 1 +  ( £ ) *  ' ( * '*вой 

получаем

+ d x d i j . то окончательно

(4)

Это и есть формула, по которой вычисляется площадь поверх
ности z = f(x, у).

Если уравнение поверхности дано в виде дс =  ц(г/, г) или 
в виде y = l ( x ,  г), то соответствующие формулы для вычисления 
поверхности имеют вид

(3') 

(3 ")

°=Я/ 1+(1 )2+(£)2̂ г*
°=Я У 1+(й)+ (ж)dxdz•

где D' и D"—области на плоскостях Оуг и Охг, в которые проек
тируется данная поверхность.

П р и м е р  1. Вычислить поверхность а  сферы 
xl-\-y2-\-z2 = R2.

Р е ш е н и е .  Вычислим поверхность верхней половины сферы г =  
=  V R 2— x 2 — ij2 (рис. 325). В этом случае

д г _ ________ х______  dz = ________ у______
д х ~  у R 2— x 2 — У* ’ дУ ~  V R 2— x2— y2 '

Следовательно, подынтегральная функция примет вид

Y  l +  =  V & ~ - х 2- у 2 •
СГласть интегрирования определяется условием х2-\-у2 <  R 2. Таким образом, 
На основании формулы (4) будем иметь

V r *-x*

W  s
-  R  \ -  V r 2 - x *

V r 2
—  dy dx.

Для вычисления полученного двойного интеграла перейдем к поляр- 
координатам. В полярных координатах граница области интегрирования
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определяется уравнением р =  R .  Следовательно, 
2я ,R  v 2я

а-
2я R . 2л 2я

=  2 j  И  ■■ dp)dQ  =  2R de =  2R \R d Q = ia R
о \ o  '  K p /  о о

П р и м е р  2 . Найти площадь той части поверхности цилиндра дг2 +  (/а ==о*
которая вырезается цилиндром x2+ z 2 =  a2.

Р е ш е н и е .  На рис. 326 изображена Vs часть искомой поверхности 
Уравнение поверхности имеет вид у = У а 2— х2; поэтому 

д у _  х
дх~ V  а2 г-*

/ 1+ Ш ’+ ( 1 ) ' = / ‘ + г ^ - 7 = г -
Область интегрирования представляет собой четверть круга, т. е. опреде

ляется условиями
х2 +  г2 < а 2, х^ гО , z S sO .

Следовательно,
а / У а г- х г \  а Уаг- х ‘ а

-i- ст =  С ( Г . ° ---- dz ]rfx — а Г ■ 2 —
8  J 1 J  а2— х2 /  J  Y а2—х2

d x = a ^ d x  =  a t , I

о =  8 а 2.

§ 8. Плотность распределения вещества и двойной интеграл

Пусть в области D распределено некоторое вещество, так что 
на каждую единицу площади области D приходится определенное 
количество этого вещества. Мы будем говорить в дальнейшем 
о распределении ма с с ы,  хотя наши рассуждения сохранятся 
и в том случае, когда идет речь о распределении электрического, 
заряда, количества тепла и т. п.

Рассмотрим произвольную площадку AS области D. Пусть 
масса вещества, приходящаяся на данную площадку, есть Ат.
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1ЛТП о vТогда отношение ^  называется средней поверхностной плотно- 
I сТЬю вещества в области AS.

Пусть теперь площадка AS уменьшается, стягиваясь к точке 
Р (х\ у)- Рассмотрим предел lim . Если этот предел суще-

I  сТвует, то, вообще говоря, он будет зависеть от положения точ- 
I к1, р, т. е. от ее координат х и у, и будет представлять собой 
I некоторую функцию f(P) точки Р. Будем называть этот предел 
I поверхностной плотностью вещества в точке Р:

lim £g = f(P) = f(x, у). (1)

Таким образом, поверхностная плотность есть функция f(x ,y)  
[ координат точки области.

Пусть теперь, обратно, в области D задана поверхностная 
, плотность некоторого вещества как некоторая непрерывная функ

ция /(/>) =  /(* , у) и требуется определить общее количество ве- 
[ щества М, содержащегося в области D. Разобьем область D на

площадки AS; (t =  l, 2..........п) и в  каждой площадке возьмем
точку Рр тогда /(Я,-) есть поверхностная плотность в точке Я,-.

Произведение f (P i)ASi с точностью до бесконечно малых выс
шего порядка, дает нам количество вещества, содержащегося на

П
площадке AS,-, а сумма 2  /  (Я,-) AS. приближенно выражает
общее количество вещества, распределенного в области D. Но 
это—интегральная сумма для функции f(P) в области D. Точное 
значение мы получим в пределе при AS;—>-0.

Таким образом*),

М =  lim 2  /(P ,)A S f =  H f ( P ) d S = l l f ( x ,  y)dxdy, (2)
AS,—*0 i =  1 p  0

т- e. общее количество вещества в области D равно двойному 
интегралу по области D от плотности f(P) = f(x, у) этого вещества.

П р и м е р .  Определить массу круглой пластинки радиусаR ,  еслиповерх- 
н°стная плотность /  (х, у) материала пластинки в каждой точке Р (а; у) про
порциональна расстоянию точки (дс; у) от центра круга, т. е. если

/(*> y) =  k V х 2-р уг.
Р е ш е н и е .  По формуле (2) имеем

М  =  J  J  k У х 1~ру'- dxdy,
D

^ е ^область интегрирования D есть круг x2-\-i

*) Соотношение AS,-—»- 0 мы понимаем в том смысле, что диаметр области
эт стремится к нулю.
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Переходя к полярным координатам, получаем 
2Я ,R R

М  рр dp jd0=;ft-2n-^-j

[ГЛ. x i vЛ

§ 9. Момент инерции площади плоской фигуры

Моментом инерции I материальной точки М с массой щ 
относительно некоторой точки О называется произведение массы т 
на квадрат ее расстояния г от точки О:

I =  mr2.
Момент инерции системы материальных точек т , ,  т 2, . . . ,  тп 

относительно точки О есть сумма моментов инерции отдельных
точек системы:

I =  2  m.rj.i= i
Определим теперь момент инерцщ 

материальной плоской фигуры D.
Пусть фигура D расположена в коо£ 

а  динатной плоскости Оху. Определим мо 
Рис. 327, мент инерции этой фигуры относитель-^

но начала координат, предполагая, что 
поверхностная плотность всюду равна единице.

Разобьем область D на элементарные площадки AS,- (t =  1,
2, . . . ,  п) (рис. 327). На каждой площадке возьмем точку Р( 
с координатами т],-. Назовем элементарным моментом инер*| 
ции А/, площадки AS,- произведение массы площадки AS,- на 
квадрат расстояния г2 =  | |  г]?;

M ,= № + r( l )b S t.
и составим сумму таких моментов

2  (g  +  t|J)AS,.
f=i

Она представляет собой интегральную сумму для функции f  (х, у)=* 
~ х г +  у г по области D. ™

Момент инерции фигуры D определим как предел этой и н т е г  
ральной суммы, когда диаметр каждой элементарной площадки AS 
стремится к нулю:

/„ =  Ига
diam ДS

2  ( 8  +  4 ? )  A S , .•О 1 = 0

Пределом этой суммы является двойной интеграл $$ {хг+ у г)йхйу-
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Следовательно, момент инерции фигуры D относительно начала 
координат равен

Л»= И  (xl ^y*)dxdy, ( 1)

где D —область, совпадающая с данной плоской фигурой. 
Интегралы

I xx =  \ \y *d xd y ,
D

( 2 )

I v» =  \ \ x * d x d y ( 3 )

называются соответственно моментами инерции фигуры D отно
сительно осей Ох и Оу.

П р и м е р  1. Вычислить момент инерции площади круга D радиуса R 
относительно центра О.

Р е ш е н и е .  По формуле (1) имеем / 0 =  (хг +  Уг) dx dy. Для вычисле-
D

нил этого интеграла перейдем к полярным координатам 0, р. Уравнение окруж
ности в полярных координатах есть p =  R. Поэтому

2 rt , R  .

=  |  ( J  раР Ф ^ 0 = - 2 | 1 .

З а м е ч а н и е .  Если поверхностная плотность у не равна 
единице, а является некоторой функцией от х и у, т. е. у =  
=  Y (х, у), то масса площадки AS,- будет с точностью до беско
нечно малых высшего порядка равна у ( | г, i)()AS,-, и поэтому 
момент инерции плоской фигуры относительно начала координат 
будет

7о= П у (х- y)№  + y*)dxdy. (Г)

П р и м е р  2. Вычислить момент инерции плоской материальной фигуры D, 
ограниченной линиями у2 — 1—х, х = 0 ,  у = 0 ,  относительно оси Оу, если 
поверхностная плотность в каждой точке равна у  (рис. 328).

Решение.
I , V  Г

=  Д  |  yx*dy)dx=y^£-  ̂ <**=4J**
V i - x  I

dx =  -^  [  x2 (1 — x) dx- 24’

Э л л и п с  и н е р ц и и .  Определим момент инерции площади 
плоской фигуры D относительно некоторой оси OL, проходящей 
через точку О, которую мы примем за начало координат. Обо
значим через ср угол, образованный прямой OL с положительным
Направлением оси Ох (рис. 329).
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Нормальное уравнение прямой 0L есть 
х sin ср — у cos ср =  0.

Расстояние г какой-либо точки М (х; у) от этой прямой равно 
г = \х sin ц> — у  cosф |.

Момент инерции I  площади области D относительно прямой OL

по определению выражается интегралом

/ =  r*dxdy =  ^  (xsincp— ycos(f)2dxdy = sm2((> $$ x2dxdy —
D D D

—2sin<pcos<p \ \ x y  dxdy +  cos2q> J $ y2dxdy.
D D

Следовательно,
/  =  Iyy sin2 ф -  21 xy sin Ф cos <p + 1xx cos2 ф, (4)

здесь Iyy— \i \i xl dxdy  — момент инерции фигуры относительно
D

оси у, 1ХХ— ^  у2dxdy —момент инерции относительно оси х, а
D

Jxy = W  xydxdy. Разделив все члены последнего равенства н а /,
D

получим
! 2 1 S P V _ 2 /  / 8Ш ф \ / с 0 8 ф \  . . / sin ф \ а . . .

V V  2 М г ? ) { 7 1 Г  • • \ ш )  ■  <5)

Возьмем на прямой OL точку А (X; У) так, чтобы О А =  1 IV  /  • 
Различным направлениям оси OL, т. е. различным значениям 
угла ф, соответствуют различные значения I и различные точки А. 
Найдем геометрическое место точек А. Очевидно,

X  =  y = C O S ( f ,  Y  =  y j  ЭШф.
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В силу равенства (5) величины X и Y  связаны между собой
соотношением

1 =  / ХХХ 2 —  2/ х у Х У  -Ь I у у У 2- (6)
Таким образом, геометрическое место точек Л(Х;  Y ) есть кри- 
Бая второго порядка (6). Докажем, что 
ЭГа кривая есть эллипс.

Справедливо следующее очень важное 
в приложениях неравенство, установлен
н о е  русским математиком В. Я. Буняков- 
ским*):

x y d x d y ^  <

<  x2d x d y ^ ^ \ y ' d x d y j  ,

пли
^ х х ^ у у  I x v  >

Таким образом, дискриминант кривой (6) положителен и, сле
довательно, эта кривая есть эллипс (рис. 330). Этот эллипс назы-
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*) Для доказательства неравенства Буняковского рассмотрим следующее 
очевидное неравенство:

$ $ [ / ( * .  у) — faр(*. y)]2 d x d y ^ 0 ,
D

где X— постоянная. Знак равенства возможен только тогда, когда f (х, у) — 
— /.ф (х, у) =  0, т. е. если / ( х, у) =  лер (х, у). Если предположим, что 
f (х, i/)/qp (х, у) Ф const =  X, то всегда будет иметь место знак неравенства. 
Таким образом, раскрывая скобки под знаком интеграла, получим

[ J р  (х, у) dx dy—  2 X ^ f  (X, у) Ф (х ,.у)  dx d y + X 2 ^  ф2 (д:, у) dx dy > 0 .
D D D

Рассмотрим выражение, стоящее слева, как функцию от X. Это — много
член второй степени, никогда не обращающийся в нуль; следовательно, его 
корни комплексны, а это будет тогда, когда дискриминант, составленный из 

|>фициентов квадратного многочлена, отрицателен, т. е.

или

f y d x d y Y — ^  Р  dx dy ^  
/  D D

/ф dx d y Y  < J  ̂Р  dx dy  ̂J 
f D D

Ф2 dx dy <  0, 

Ф2 dx dy.

Это и есть неравенство Буняковского.
В нашем случае f  (х, у) =  х, <р (х, у) — у, х/у ф  const.
Замечательное неравенство Буняковского постоянно применяется в различ- 

Ных областях математики. Это неравенство во многих учебниках неправильно 
казывают неравенством Шварца. В. Я. Буняковский опубликовал его (среди 
Других важных неравенств) в 1859 г., а Шварц лишь в 1875 г.
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вается э л л и п с о м  и н е р ц и и .  Понятие эллипса инерции имеет! 
существенное значение в механике.

Заметим, что длины осей эллипса инерции и его положение 
на плоскости зависят от формы данной плоской фигуры. Так как.  
расстояние_от начала координат до какой-либо точки А эллипса 
равно 1 /У  I, г д е /—момент инерции фигуры относительно оси О А, 
то, построив эллипс, можно легко подсчитать момент инерции® 
фигуры D относительно какой-либо прямой, проходящей через 
начало координат. В частности, легко видеть, что момент инер-'
ции фигуры будет наименьшим относительно большой оси эллипса 
инерции и наибольшим относительно малой оси этого эллипса.

§ 10. Координаты центра масс площади плоской фигуры

В § 8 гл. XII (т. I) указывалось, что координаты центра масс 
системы материальных точек Pt, Р2, . . . ,  Рп с массами ти т2, . .  .1  
. . . ,  тп определяются по формулам

— ^ -----• ( 1)
2 '

Ус

Определим теперь координаты центра масс плоской фигуры D. 
Разобьем эту фигуру на очень малые элементарные площадки AS/J 
Если поверхностную плотность принять равной единице, то масса 
площадки будет равна ее площади. Если приближенно считать, 
что вся масса элементарной площадки AS; сосредоточена в какой- 
либо ее точке Р{ (£,•; г];), то можно рассматривать фигуру D как 
с и с т е м у  м а т е р и а л ь н ы х  т о ч е к .  Тогда по формулам (1) 
координаты центра масс этой фигуры будут п р и б л и ж е н н о  
определяться равенствами

2  h&St 

1= 1

П
У r\i\Si

2i= 1
AS/

В пределе при diamAS,. —»-0 интегральные суммы, стоящие 
в числителях и знаменателях дробей, перейдут в двойные инте
гралы, и мы получим точные формулы для вычисления координат 
центра масс плоской фигуры:

^ xdxdy

J\dxdy '

55 У dxdy  
_D______

SSdx dy
(2)

Эти формулы, выведенные для плоской фигуры с поверхностной
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„лотностью 1, остаются, очевидно, в силе и для фигуры, имею
щей любую другую постоянную во всех точках плотность у. 

Если же поверхностная плотность переменна:

Y =  Y(*. У),
то соответствующие формулы будут иметь вид

J 5 Y (*. y ) x d x  dy 5 5 v уУ) у dx dy

5 5 Y(*. y )d x d y
Ус

5  5 Y (x, y) dx dy

Выражения

My =  55 Y(*. y)xdxdy  и AIa. =  5 5 y ( x ,y ) y d x d y

называются статическими моментами плоской фигуры D отно
сительно осей Оу и Ох.

Интеграл 55 Y(*> y)dxdy  выражает iff 
величину м а с с ы  рассматриваемой фи
гуры.

П р и м е р .  Определить координаты центра i 
масс четверти эллипса (рис. 331)

а2 +  Ь2
полагая, что поверхностная плотность во все» 
точках равна 1.

Р е ш е н и е .  По формулам (2) получаем

хс =

S i $ xdy dx ^ Г “2-* * * а* _ * » (а* _ , .)3/.
о \  о /  о а 3

a f  ~а

Н ] «.

а
0 4j

— nab 4 — nab 
4

’Зл’

I dx

■Va’-x>

Ус —
Я I y d y  dx

4b

- r n a b4
Зл *
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§11 .  Тройной интеграл

Пусть в пространстве задана некоторая область V, ограни 
ценная замкнутой поверхностью S. Пусть в области У и на ее 
границе определена некоторая непрерывная функция f(x, у, г), 
где х, у, г —прямоугольные координаты точки области. Для 
ясности в случае, если /  (х, у, г ) ^ 0 ,  мы можем считать эту 
функцию плотностью распределения некоторого вещества в об
ласти V.

Разобьем область V произвольным образом на области Avit 
обозначая символом Avt не только саму область, но и ее объем. 
В пределах каждой частичной области Аи,- выберем произвольную \ 
точку Рi и обозначим через f (P t) значение функции /  в этой 
точке. Составим интегральную сумму внда

2 /(Л )Д * / О)

и будем неограниченно увеличивать число малых областей Avt 
так, чтобы наибольший диаметр Av{ стремился к нулю *). Если 
функция f  (х, у, г) непрерывна, то при этом будет существовать 
предел интегральных сумм вида (1), где предел интегральных 
сумм понимается в таком же смысле, как это было указано при 
определении двойного интеграла**). Этот предел, не зависящий 
ни от способа разбиения области V, ни от выбора точек Pit обо-*
значается символом § § § f (P)dv и называется тройным интегра-

v
лом. Таким образом, по определению

Ига
diam &v, -*• 0

2 f { P d A o t = l [ l f ( P ) d o ,

или
=  $$$/ (* ,  У, z)dxdydz. (2)

Если f(x, у, г) считать объемной плотностью распределения 
вещества в области V, то интеграл (2) даст массу всего вещества, 
заключенного в объеме V.

*) Диаметром области Аг,- называется максимальное расстояние между 
точками, лежащими на границе области.

**) Эта теорема о существовании предела интегральных сумм (т. е. о су
ществовании тройного интеграла) для всякой функции, непрерывной в замкну
той области V (включая границу), принимается нами без доказательства.
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§ 12. Вычисление тройного интеграла

Предположим, что пространственная (трехмерная) область V, 
о гр ан и ч ен н ая  замкнутой поверхностью S, обладает следующими 
свойствам и:

1) всякая прямая, параллельная оси Oz, проведенная через 
онутреннюю (т. е. не лежащую на границе S) точку области V, 
оересекает поверхность S в двух точ-

3) всякая часть области V, отсеченная плоскостью, параллель
ной любой из координатных плоскостей (Оху, Охг, Оуг), также 
обладает свойствами 1) и 2).

Область V, обладающую указанными свойствами, мы будем 
называть правильной трехмерной областью.

Правильными трехмерными областями являются, например, 
эллипсоид, прямоугольный параллелепипед, тетраэдр и т. д. 
Пример неправильной трехмерной области дан на рис. 332. В на
стоящем параграфе мы будем рассматривать только правильные 
области.

Пусть поверхность, ограничивающая область V снизу, имеет 
Уравнение z = %(x, у), а поверхность, ограничивающая эту область 
сверху, имеет уравнение г =  ф(*, у) (рис. 333).

Введем понятие т р е х к р а т н о г о  интеграла I v по области V 
°т функции трех переменных f(x, у, г), определенной и непре
рывной в области V. Предположим, что область D— проекция 
области V на плоскость Оху—ограничена линиями

Рис. 332. Рис. 333.

У = <PiM . У = ф2м .  х = а, х = Ь.

"' огда трехкратный интеграл от функции f (х, у, г) по области V
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определяется так:
у )

$ /  (*, у, г) dz
х <*, У)

Заметим, что в результате интегрирования по z и подстановки 
пределов в фигурных скобках получится функция от х и у.; 
Далее, вычисляется двойной интеграл от этой функции по обла-1 
сти D, как это было рассмотрено выше.

Приведем пример вычисления трехкратного интеграла по области V.
П р и м е р  1. Вычислить трехкратный интеграл от функции /  (х, у, г) =  

=  хуг по области V , ограниченной плоскостями

* =  0 , у =  0, 2 =  0 , х + у  +  г = 1,

Р е ш е н и е .  Эта область правильная, она 
ограничена сверху и снизу плоскостями г =  0  и 
г = 1 —х — у  и проектируется на плоскость Оху 
в правильную плоскую область D, представляю
щую собой треугольник, ограниченный прямыми 
х =  0, у  =  0, у — 1— х  (рис. 334). Поэтому трех-: 
кратный интеграл / у  вычислится следующим об
разом:

1 - х - у
/ „ = $ $  J xyzdz

L о
do.

Расставляя пределы в этом двукратном интеграле по области D, получим
1 /1 - х  г  1 - х - у

i f  10 I о L о
хуг dz dytdx

1 /Г-х

1 ( \ - х

' Ио о

хуг-
2

2 = I - Х - У

dy1  dx =
2  =  0

1 - х у ( \ — х — y f d y )  d x =  (1 —.x)4dx =  ̂ «

Рассмотрим теперь некоторые свойства трехкратного интеграла.
С в о й с т в о  1. Если область V разбить на две области Vi 

и V2 плоскостью, параллельной какой-либо из плоскостей коорди
нат, то трехкратный интеграл по области V равен сумме трех
кратных интегралов по областям Vi и V2.

Доказательство этого свойства проводится совершенно так 
же, как и доказательство соответствующего свойства для дву
кратных интегралов. Поэтому нет необходимости повторять его 
снова.

С л е д с т в и е .  При любом разбиении области V на конечное 
число областей Уг, . . . ,  Vn плоскостями, параллельными коорди
натным плоскостям, имеет место равенство

I v — I  Vi - W Vj +  • • • +  /  К„-
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Свойство  2 (теорема об о ц е н к е  т р е х к р а т н о г о  
и н т е г р а л а ) .  Если т и М — соответственно наименьшее и 
наибольшее значения функции f (х, у, z) в области V, то имеет 
место неравенство

m V ^ I v ^ M V ,

zde V есть объем данной области, а / у  — трехкратный интеграл 
от функции f (х, у, г) по области V.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оценим сначала внутренний интеграл
Г ♦  <*. у)

трехкратном интеграле Iv =  5 S S f ( x ,y , z ) d z
D \_Х(х,  у)

X, у) $  (X. у) Ч> (X. у) (X, у)
\ f {х, У, z ) d z ^   ̂ Mdz — M J dz = Mz

Я (.г, у) X (х, У) X (х,

Б

<( (Х, У)

do:

х (дг. у)
=  M[ip(x, у)— х(х, у)].

Итак, внутренний интеграл не превосходит выражения М [ф(х, у)— 
—  %(х, у)]. Поэтому в силу теоремы § 1 о двойных интегралах 
получим (обозначая через D проекцию области И на плоскость Оху)

h
[ЧМ*. </) П

:SS 5 f(x, У, Z)dz d o <  55 М [ф(*, у)—х(х, y)]do =
D LX (л, 41) J  D

= м  S S [ф (■*» у)—х(*» iJ ^ da-

Но последний двукратный интеграл равен двойному интегралу 
от функции ф(;с, у)—х(-х. У) и. следовательно, равен объему 
той области, которая заключена между поверхностями z =  х (х, у) 
и г =  ф(д;, у), т. е. объему области V. Поэтому

Аналогично доказывается, что Iy '^mV.  Таким образом, свой
ство 2 доказано.

С в о й с т в о  3 ( т е о р е м а  о с р е д н е м ) .  Трехкратный инте- 
грал I у от непрерывной функции /  (х, у , г) по области V равен 
произведению его объема V на значение функции в некоторой 
точке Р области И, т. е.

Ь АР, (х) ГМ- (х.у)  - | 'j

/ у = Я  S S f ( x , y , z ) d z \ d y \ d x  = f(P)V. (2)
a l<Fi <*) LX (х, у) J J

Доказательство этого свойства проводится так же, как и до
казательство аналогичного свойства для двукратного интеграла 
(см. § 2, свойство 3, формула (4)). Теперь мы можем доказать 
тсорему о вычислении тройного интеграла.
^ Н. С. Пискунов, т. 2 v-



194 К РА Т Н Ы Е  ИНТЕГРАЛЫ [ГЛ. Х1\

Т е о р е м а .  Тройной интеграл от функции f (х, у, г) по 
правильной области V равен трехкратному интегралу по той 
же области, т. е.

ь /<р2 (*) гчм*. в) I  1
$$ 5 f(x, у, z)dv =  5 5 5 f{x, у, z )d z \d y \

V а 1л>1 (х) [ .X U . В) J /
йх.f (х, у, г) dz

V<Pi 1.x) LX U . у)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем область V плоскостями, naJ 
раллельными координатным плоскостям, на п правильных облас-| 
тей: Ау£, Ао2, . . . ,  Ду„. Как и 
кратный интеграл от функции

выше, обозначим через I v трех-: 
f(x, у, г) по области V, а через

I \ v { трехкратный интеграл от этой функции по области Дуг. 
Тогда на основании следствия из свойства 1 можем написать 
равенство

/у  — / Дв, Н“ /дог "1* • • • "W Двя- (3)
Каждое из слагаемых, стоящих в правой части этого равенства, 
преобразуем по формуле (2):

l v = f  (Л ) Avt +  /  (PJ Aiy-Ь . . .  4■ /  (Рп) А (4)

где Р{ — некоторая точка области Av{.
В правой части этого равенства стоит интегральная сумма.: 

По предположению функция f(x , у, г) непрерывна в области V и 
потому предел этой суммы при стремлении к нулю наибольшего " 
диаметра Ду,- существует и равняется тройному интегралу от функ
ции f(x , у, г) по области V. Таким образом, переходя к пределу 
в равенстве (4) при diam'Ay,- —► 0, получим

/ и = Ш ^ х> У' z) dv'
v

или окончательно, меняя местами стоящие справа и слева выра
жения,

ь /<р2(*) г в)
Ш  /(*» У' z) dv =  И  S S f { x ,y , z ) d z

V a V«Pi (ЛС) L2C (лг, &)
г j £/г/| dx.

' Теорема доказана. . |
Здесь г = %(х, у) и г =  ф(х, у) — уравнения поверхностей,,* 

ограничивающих правильную область V снизу и сверху. Линии* 
t/  =  q>i(x), У  = Ч>2(х), х = а, х = Ь ограничивают область D, являю-; 
щуюся проекцией области V на плоскость Оху.

З а м е ч а н и е .  Аналогично тому, как это было в случае дву-; 
кратного интеграла, можно составить трехкратный интеграл с дрУ'* 
гим порядком интегрирования по переменным и другими преде
лами, если, конечно, это позволяет форма области V.

В ы ч и с л е н и е  о б ъ е м а  т е л а  с п о м о щ ь ю  т р е х к р а т 
н о г о  и н т е г р а л а .  Если подынтегральная функция f ( x ,y , z ) = 1>
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т о тр о й н о й  интеграл по области V вы
ражает о б ъ е м  о б л а с т и  V:

V = \ ^ \ d x d y d z .  (5)
v

П р и м е р  2. Вычислить объем эллип- 
j_J!_ _1_ —с°иДа Ь2 *~ са — *•

Р е ш е н и е .  Эллипсоид (рис. 335) ог
р а н и ч е н  снизу поверхностью г =

/ д-2
1 — I а сверху—поверх- Рис. 335,

д;2 ц2
н о с т ы о  z =  c | /  1 — ^  • Проекцией этого эллипсоида на плоскость Оху

(область £>) является эллипс -f- grj- =  1. Следовательно, сводя вычисление 

объема к вычислению трехкратного интеграла, получим

j. х 2 у 1'

и

ч s j dz 1 dy

" 6/

dx =

= 2с
и ь/ ‘-3- _________

S _ die.

При вычислении внутреннего интеграла х  считается постоянным. Сделаем под
становку

y — b 1 — ̂  sin t, dy — b j / ^  1 — cos * dt.

Переменная у изменяется от — Ь У 1 - §  *  >у 1 — ̂  , "поэтому t ме- 

няется от —я/2 до я/2. Подставляя в интеграл новые пределы, получим

: cos t dtЧ [ 1
- a  l— я / 2

о Г Я/2 *1 a
=  2c6 ^  ( ' i— ^ 2 )  ^  cos2 t dt dx =  ̂  ^  (a2— x2) d x  =

\nabc

Итак, - “ ' 2

V =  4nabc/3.

Если a =  b =  c, то получаем объем шара:
V — 4ла8/3.
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§ 13. Замена переменных в тройном интеграле

1. Т р о й н о й  и н т е г р а л  в ц и л и н д р и ч'е с к'и х к о о р . 1  
д и н а т а х .  В случае так называемых цилиндрических координат! 
положение точки Р в пространстве определяется тремя числами Я 
0, р, г, где 0 и р— полярные координаты проекции точки Р На - 
плоскость Оху и г — аппликата точки Р, т. е. расстояние точки 
до плоскости Оху, взятое со знаком плюс, если точка лежит выше 
плоскости Оху, и со знаком минус—если ниже (рис. 336).

В этом случае данную пространственную область V разбиваем 
на элементарные объемы координатными поверхностями 0 =  0,-, I 
р — ру, z = zk (полуплоскости, примыкающие к оси Ог, круговые I  
цилиндры, ось которых совпадает с осью Ог, плоскости, перпен- I  
днкулярные к оси Ог). Элементарным объемом будет криволиней- 1 
ная «призма» (изображенная на рис. 337). Площадь основания Я 
этой призмы с точностью до бесконечно малых высшего порядка’рав- 3 
на рДОДр, высота равна Дг (индексы i ,  j ,  k для простоты записи I 
опускаем). Следовательно, До =  рД0ДрДг. Поэтому тройной инте- Я 
грал от функции Р(в, р, г) по области V имеет вид

/  =  И  5 F  (6’ Р> z ) p d Q d p d z .  (1)
У

Пределы интегрирования определяются формой области V.
Если дан тройной интеграл от функции f(x, у, г) в прямо- < 

угольных координатах, то его легко преобразовать в тройной 
интеграл в цилиндрических координатах. В самом деле, заме- j 
тив, что

x =  pcos0, # =  psin0, 2 =  2 ,

Ш  /(*. У< z )d x d y d z = \\ l \  F (0, р, z)pdQdpdz,
v V

получим
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гДе / ( pcosO, psin0, 2 ) = F(Q, р, г).
П р и м е р .  Определить массу М  полушара радиуса R  с центром в на- 

..LmnHaT. если плотность F его вещества в каждой точке (дс; у; г) про-
т. е. F — kz.

у  е ш с « 11 -■ ~ I---------  - *------ --------- j r  I

2. Т р о й н о й  и н т е г р а л  в с ф е р и ч е с к и х  к о о р д и н а 
тах.  В сферических координатах положение точки Р в простран
стве определяется тремя числами 0, г, ф, где г— расстояние точки 
от начала координат, так называемый радиус-вектор точки, ф — 
угол между радиус-вектором и осью Ог, 0—угол между проек
цией радиус-вектора на плоскость Оху и осью Ох, отсчитываемый

рис. 338). Для любой точки пространства имеем

;м данную область V на элементарные части Av коор-

нлоскости, проходящие через ось Oz). С точностью до бесконечно 
малых высшего порядка элементарный объем Аи можно считать 
параллелепипедом с ребрами длины А г, г Аф, rsintpAO. Тогда 
элементарный объем равен (рис. 339)

рис. 338 легко устанавливаются выражения декартовых

z = Y R 2—x2—y1
■ цилиндрических координатах имеет вид

z = Y  R2 — р2.
Следовательно,

И ' - р1 2 Я г «

О 1_0
2л

О

0 < г <  +  оо, 0 < < р < л ,  0 <  0 <  2л.

Av = г г sin cp А г А0 Аф.

Тройной интеграл от функции F (0, г, ф) по области V имеет вид 

1 = 11 S f <9. '•* >  г2 sin ф dr dO d(f. (Г)(Г)
v

j Границы интегрирования определяются формой области V.
 ̂ DHP ПППГЛ 1ТЛЧ1Л11 лп ПИП ШЛ'ГЛ Л TIT 1 Л *17 AT I I I П ПЛ1Г ЛП>РЛП| IV
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координат через сферические:
x — r sin ср cos 0, I/=  г simp sin 0, 2 =  rcosq).

Поэтому формула преобразования тройного интеграла от декар
товых координат к сферическим имеет вид

-$SS/(*. У' z)dxdydz = 
v

=  $$$ /(rsincpcos©, г sin ф sin 0, /- cos ф) г2 sin qp d0 cfqj.
V

3. О б щ а я  з а м е н а  п е р е м е н н ы х  в т р о й н о м  и н т е 
г р а л е .  Переходы от декартовых координат к цилиндрическим 
и сферическим в тройном интеграле—это частные случаи общего 
преобразования координат в пространстве.

Пусть функции
Х=Ч> («, t, w), г/ =  ф(«, t, w), z =  i{u , t, w)

взаимно однозначно отображают область V в декартовых коор
динатах х, у, z на область V  в криволинейных координатах и, 
t, w. Пусть элемент объема Av области V переходит в элемент 
Av' области V  и пусть

Пт
До'->-0

Ли
Ли' = т -

Тогда

$$$ /(*, У. z)dxdydz  =!

- Щ  /Ж " *  ш)> ф(“ . “О, Х(«. t, w)]\I\dudtdw.

Аналогично тому, как это имело место в двойном интеграле, 
/  называется якобианом-, подобно тому как это делалось для
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двойных интегралов, можно доказать, что якобиан численно равен 
"определителю третьего порядка:

дх дхдх  
ди dt дни 
ду_дуду_ 
ди dt dw 
dz dz dz 
du dt dw

1 =

Так, в случае цилиндрических координат имеем
x =  pcos0, i/ =  psin0, z — z (р =  «, 0 =  (, z — w);

I
cos 0 — р sin 0 О 
sin 0 р cos 0 О 

О 0 1 =  Р-

В случае сферических координат
а =  гетер cos 0, y = r sin ср sin 0, z =  rcoscp (г =  и, <p — t, 0 =  да); 

Sin ф COS 0 Г COS ф COS 0 — Г Sin ф sin 0 
sin ф sin 0 г cos ф sin 0  r sin ф cos 0 

cos ф — Гв1п ф  О
/  = =  r 2 sincp.

§ 14. Момент инерции и координаты центра масс тела

1. М о м е н т  и н е р ц и и  т е л а .  Моменты инерции т о ч к и  
М(х\ у\ г) массы т относительно координатных осей Ох, Оу, Ог 
(рис. 340) выражаются соответственно фор
мулами

1хх = (У2 + г2)т, 1уу = {хг + г*)т,
Izz = (x2 +  y*)m.

Моменты инерции т е л а  выражаются 
соответствующими интегралами. Так, на
пример, момент инерции тела относитель
но оси Oz выражается интегралом Izz =
=  Ш  (х2+У2)у(х, у, z)dxdydz, где у(х,

V
У> z) — плотность вещества.

П р и м е р  1. Вычислить момент инерции прямого кругового цилиндра 
высоты 2 h и радиуса R относительно диаметра его среднего сечения, считая 
плотность постоянной и равной у0-

Р е ш е н и е .  Выберем систему координат следующим образом: направим 
0сь Ог вдоль оси цилиндра, а начало координат поместим в его центре сим
метрии (рис. 341).

Тогда задача сведется к вычислению момента инерции цилиндра относи
тельно оси Ох: 1ХХ=  ̂^  (й3+ z3) y0dxd y d z .  Переходя в этом интеграле к
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Меняя порядок интегрирования в первом интеграле, перепишем это равен 
в следующем виде:

+00 Ь
е~а х das гО La

dx =  In -

откуда, вычисляя внутренний интеграл, получаем 
+ 00

е - а х _ _ е - Ь х  Ь
---------------- dx =  In — .х  а$

У п р а ж н е н и я  к г л а в е Х 1 У

Вычислить интегралы*): 
1 2 4 2

Отв.

л  а

11а*

' • §  §  d x  “>■ о»»• 4 - г. о™.  : п |?
0 1 3 1

2 2 л  а

3. J  J  x y d xd y .  Отв. 4. t J  ^  г dr dO. Отв. d
l x  0 a  sin 0

5. f f  o™ . f - « a r c , g l .  e. j
О * / a  0 y - a
b  n /2

7. ^  ^  pdOdp. Отв.
Ь/2 1

Определить пределы интегрирования для интеграла J J  /  (дг, у) dx dy, где
D

область интегрирования ограничена линиями:
з 5

24

8 . х =  2, х =  3, у  =  —  1, у =  5. Отв.  ̂ ^ f  (х, у) dy dx.
2 - 11 l-**

9. у — 0, у — \ —х2. Отв. ^ f { x , y ) d y d x .
-1 о

а ' V  а2 -  х2

10. * 2 +  i/2 =  аг. Отв. I  ^ f  (х, у) dy'dx.
- а  _ к ^ 7 >

N L

*) Если интеграл написан так: ^ ^ /(* , y )dxdy ,  то, как было указано
лт к

выше, мы будем считать, что первое интегрирование совершается по той не* 
ременной, дифференциал которой занимает первое место, т. е.

N  L  N  / L

$ $/(•*. у) dx аУ =  $ ) f (x> y)dxjdy-
м к м \ к
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2
I 1 + х*

11. У = 1+*2' у = х г. Отв. ^  Ц f ( x , y ) d y d x .
-1 *»

а у+ 2 а
12. у = 0 ,  y=ta, у =  х, у — х —2а. Отв. ^ J / ( х, y)dxdy.

0 у

Изменить порядок интегрирования в интегралах:
2 4 4 2

| з - и f  (*, у) dy dx. Отв. J J  f  (х, у) dx dy.
13 з 1 _

1 V~x 1 \ /  у i
14. J J f  (x, y) dy dx. Отв. J (J f ( x , y ) d x d g .

0 x* о y ‘

a V 2 a x - y 2 a  a

15.  ̂ ^ f ( x , y ) d x d y .  Отв. ^ jj f  (x, y) dy dx.
0 0 0 Y a 2 — x*

l  V T ^ x *  l  V T ^ y *

16.  ̂ ^ f  (x, y) dy dx. Отв. ^ f ( x , y ) d x d y .
- t o  о
I I - y  0 V T ^ x ‘ I 1 - x

17. j  ^  f ( x , y ) d x d y .  Отв. ^ ^ f ( x , y ) d y d x + ^  j| f (x ,y )d yd x .
0 - V T Z ^ i  - 1 0  0 0

Вычислить следующие интегралы путем перехода к полярным координатам: 
a  Y a ‘ - x ‘

о о
аУаг-уг

я /2  а

18. С Г У а * — х2—у 3 dy dx. Отв. \ \ У  а2— р2 р dp d Q = — cfl. 
J V • • 0 0

я / 2  a

19. ^ ^ (x2-\-y2) dx dy. Отв. J  i jp3 d p d 6 — ^ ~
0 0
+ OO + OO

0 0 
Я / 2  +  oo

20. ^ ^ e~ixt+yt) dy dx. Отв. J  J  e-p!p dp dQ =  .
0 0  0 0

^a  Y 2a x - x ‘ я /2  2a  cos 0
21 . ^  h  dy dx. Отв. j  ^  p d p d 0 = ^ - .

Преобразовать двойные интегралы, введя новые переменные и и о, свя- • 
. анные с х  и у  формулами х — и — uv, y — uv:

Р «
е f i x  1 +р 1 -  и

22- J f  (х, у) dy dx. Отв.  ̂  ̂ f  (u— uv, uv) и du dv.
0  а» а 0

1 +а
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с Ь
23. ^  /  (лг, у) dy dx.

О о
Ъ с Ь

b+c I -  v Ъ v

^ ^ f ( u — uv,tiv )udud,v-\-  ^ ^ /  (u — uv, uv) и dudo.

„

Отв.
ь о

Ь+с

В ы ч и с л е н и е  п л о щ а д е й  п о с р е д с т в о м  
д в о й н о г о  и н т е г р а л а

24. Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой у2 = 2 х  и пря- 
мой у =  х. Отв. 2/3.

I 25. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями у 2 =  4ах, х-\-у=~ 
=  За, у — 0. Отв. 10а2/3.

26. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями xll2-\-y1‘2~ a 2l*i
х-\гу =  а. Отв. а2/3. Я

27. Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями y =  s in x , у =  cos дс, 
дг —0. Отв. У  2— 1.

28. Вычислить площадь петли кривой p =  a s in 2 9 . Отв. эта2/8 .
29. Вычислить всю площадь, ограниченную лемнискатой p2 =  a2 cos2q>. 

Отв. а2. \ 2
5=1

2  ху

У к а з а н и е .  Перейти к новым переменным лг =  ра cos 9 и и =  ob si п 9 
Отв. а2Ь2/с2.

В ы  ч и с л е н  н е . о б ъ е м о в

Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями:

3, ‘ дс=0> У =  °< г =  °- От в.— . 
32. г =  0, х2+ у 2 =  1, х-\-у-\-г  =  3. Отв. 3я.
33. (х— 1)2+ (г /— 1)а=  1, х у = г ,  г =  0. Отв. л .чо ____
34. x2-j-y2— 2ах— 0, 2 =  0, х2-\-у2 =  г2. Отв. -д-а3.
35. у = х 2, х =  у2, 2 =  0, 2 =  12 -\-у— х2. Отв. 549/144.
36. Вычислить объем тела, ограниченного координатными плоскостями," 

плоскостью 2дг-|-3у — 12 =  0 и цилиндром г — у2/2. Отв. 16.
37. Вычислить объем тела, ограниченного круговым цилиндром радиуса а, 

ось которого совпадает с осью Ог, плоскостями координат и плоскостью

7 + | = ‘- 0”“ - ( т - т ) '
38. Вычислить объем тела, ограниченного цилиндрами х2-)-у2 =  а2, х2-\-г2=а3-

Отв.
16

Вычислить объемы тел, ограниченных поверхностями:
39. у2-\-г2= х ,  х  =  у. = 0. Отв. 64
40. х2 у 2 г2 =  а 2, x2+ y 2= R 2, а >  R .  Отв. —-л  [a?— ( У  а 2 —/?2)3].

41. ог=дг2 +  1/2, z =  0, х 2+ у 2 — 2ах. Отв.
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42 . p2 =  a2cos29, х--\-г/2 +  г* =  а2, г =  0. (Вычислить объем, внутренний 

п0 отношению к цилиндру.) Отв. -^-а3(З я + 2 0 — 16]/"2).

В ы ч и с л е н и е  п л о щ а д и  п о в е р х н о с т и

43. Вычислить площадь той части поверхности конуса х2-)-у2 =  г2, которая 
пысекается цилиндром х2-\-у2 =  2ах. Отв. 2ла2 Y  2.

44. Вычислить площадь той части плоскости x + t / + z  =  2a, которая лежит
7iQ? г—

в  первом октанте и ограничена цилиндром х2+ у 2 =  а2. Отв. - j~ V  3 .

45. Вычислить площадь поверхности сферического сегмента (меньшего), 
если радиус сферы а, а радиус основания сегмента Ь. Отв. 2я (а2— а V  а2—Ь2) .

46. Найти площадь той части поверхности сферы х2-\-у2-\-г2 =  а2, которая
*2 м2

вырезана поверхностью цилиндра (а >  *)• Отв. 4ла2 —

— 8а2 arcsin V  а 2 —Ь2 
а

47. Найти площадв поверхности тела, являющегося общей частью дву* 
цилиндров х2-\-у2 =  а2, t f f z ‘1 =  a2. Отв. 16а2.

48. Вычислить площадь той части поверхности цилиндра х'1 +  f/2 =  2ах, 
которая содержится между плоскостью z =  0 и конусом х2-\-у2 =  г2. Отв. 8а2.

49. Вычислить площадь той части поверхности цилиндра х2-\-у2 =  а2, ко
торая содержится между плоскостью г  =  тх и плоскостью z =  0. Отв. 2та2.

50. Вычислить площадь той части поверхности параболоида у2-{-г2 =  2ах, 
которая содержится между параболическим цилиндром у2 =  ах и плоскостью
х -^а. Отв. - |- я а 2 (Зфг  3 — 1).

В ы ч и с л е н и е  м а с с ы ,  к о о р д и н а т  ц е н т р а  м а с с ,  
м о м е н т а  и н е р ц и и  п л о с к и х  ф и г у р

(Всюду в задачах 51—62 и 64 считаем поверхностную плотность постоян
ной и равной единице.) . * -

51. Определить массу пластинки, имеющей форму круга с радиусом а, 
если плотность в любой точке Р обратно пропорциональна расстоянию точки Р 
от оси цилиндра (множитель пропорциональности равняется К). Отв. 2паК.

52. Вычислить координаты центра масс равностороннего треугольника, 
принимая его высоту за ось Ох, а вершину треугольника за начало координат. 
Отв. х = а У  3/3, у  =  0.

53. Найти координаты центра масс кругового сектора радиуса а, прини- 
мая биссектрису его угла за ось Ох. Угол раствора сектора равен 2а.

„ . _ о .
54. Найти координаты центра масс верхней половины круга х2-\-у2 — а2.

тв- *с =  0 , ус =  4а/3л.
55. Найти координаты центра масс площади одной арки циклоиды 

* ~ а (< — sin f), у — а (1— cos <). Отв. х с — ап, ус =Ьа/6.
56. Найти координаты центра масс площади, ограниченной петлей кривой

1’ =  a2 cos 20. Отв. х с — f Ус= о.

п  57. Найти координаты центра масс площади кардиоиды р =  а (1-{-cos 0).
'Пв- хс  =  5а/6, ус =  0.



206 К РА Т Н Ы Е  ИНТЕГРАЛЫ [ГЛ. XIV

58. Вычислить момент инерции площади прямоугольника, ограниченного 
прямыми х =  0, х =  а, у =  0, у = Ь , относительно начала координат. Отв 
аЬ (а2 +  Ь2)

полюса. Отв. Зяя4/2.
61. Вычислить момент инерции площади кардиоиды р =  я (1—cos 0) отно

сительно полюса. Отв. 35ла4/16.
62. Вычислить момент инерции площади круга (х —а)2-\-(у—Ь)2 =  2а2 

относительно оси Оу. Отв. Зля4.
63. Плотность в любой точке квадратной пластинки со стороной а про

порциональна расстоянию этой точки от одной из вершин квадрата. Вычислить 
момент инерции пластинки относительно стороны, проходящей через эту вер.

64. Вычислить момент инерции площади фигуры, ограниченной.параболой 
у2— ах и прямой х — а, относительно прямой у — — а. Отв. 8в4/5.

67. Вычислить объем тела, ограниченного сферой х2 +  у2 +  г2 =  4 и поверх-

его оси. Отв. у ^л hr*, где h — высота, г — радиус основания конуса.
70. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностью с уравнением 

(х2+ 1/2 +  г2)2 =  asx. Отв. ла3/3.
71. Вычислить момент инерции круглого конуса относительно диаметраjr/j г2

основания. Отв. - щ -  (2ft2+ Зг2).
72. Вычислить координаты центра масс тела, содержащегося между сферой 

радиуса а и комической поверхностью с углом при вершине 2а, если вершина
3 ifконуса совпадаете центром сферы. Отв. х с =  0, у с =  0, z<. =  -5- a ( l + c o s a )
О

(ось конуса принята за ось Ог, вершина помещена в начале координат).

*) В задачах 68—69, 71—73 считаем плотность постоянной и равной еди* 
нице.

3

шину. Отв. 27- kab \ j Y  2 +  3 In ( У  2 + 1 ) ] ,  где k —множитель пропорциональ
ности.

Т р о й н ы е  и н т е г р а л ы

65. Вычислить j* j* J  ^ 1)3 * если °бласть интегрирования 

ничена координатными плоскостями и плоскостью Отв.

65. Вычислить \ i \ если область интегрирования огра-

66. Вычислить
о V о |_о
И Г  \ x y z d z  dy

ностью параболоида х2+ у 2 =  3г. Отв. —-л.
6

68*). Вычислить координаты центра масс и моменты инерции пирамиды, огра
ниченной плоскостями х = 0 ,  у =  0, г =  0, — + - г - + 4 -  =  1- Отв. хе — а/4, ус =



У П РА Ж Н ЕН И Я  К ГЛАВЕ XIV 207

7 3 , Вычислить координаты центра масс тела, ограниченного сферой ра- 
vca а и двумя плоскостями, проходящими через центр сферы и образую-

9 тс
щими угол 60*. Отв. р =-j-g <з, 0 =  0, ф = у  (линия пересечения плоскостей 

ринята за ось Ог, центр сферы — за начало координат; р, 0, <р—сферические
координаты). , +м

1 2 (•“
74. Пользуясь равенством —г-— =  - г —  \

У  х у л J
- а гх da  (а >  0), вычислить

-4-00 -t- с
(* cos х dx f*

интегралы j  - 5 - = - и j
sin х dx _ — , - .  Отв

V  * • / f '  V r -



Г Л А В А  X V

КРИВОЛИНЕЙНЫЕ ИНТЕГРАЛЫ И ИНТЕГРАЛЫ 
ПО ПОВЕРХНОСТИ

нии L от точки 
Ил

§ 1. Криволинейный интеграл

Пусть точка Р {х\ у) движется вдоль некоторой плоской ли-
К точке Р приложена сила F, ко
торая меняется по величине и 
направлению при перемещении 
точки Р, т. е. представляет собой 
некоторую функцию координат 

-точки Р:
F —F(P).

Вычислим работу А силы! 
F  при перемещении точки Р и з !  
положения М в положение N  |  
(рис. 342). Для этого разобьем! 
кривую MN на п произвольных |  
частей точками Л1=А10, М и М 2, . . .  Я 
. . . ,  Mn = N в направлении от !

_______ М к N и обозначим через A Si ]
вектор Величину силы F  в точке M t обозначим через F ;. 1
Тогда скалярное произведение F,As( можно рассматривать как
приближенное выражение работы силы F  вдоль дуги M iM i

At «  F, As,.
Пусть

F = X (x ,  y ) i  +  Y (х, y)J,

Mi i^A si

M l /
M if

Mf

Ч
Р и с . 3 4 2 .

i+i-.

где Х(х, у) и Y (х, у)— проекции вектора F  на оси Ох и Оу.  
Обозначив через А*{ и Ау{ приращения координат х( и yt при 
переходе от точки к точке M i+i, получаем

& s t = Axli +  by tJ.
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Следовательно,
FiAsl = \ ( x i, yi) \ x i -\’ Y{xi, Hi) Аус.

Приближенное значение работы А силы F  На всей кривой MN
будет

Л »  2  Ft Ast =  2  [* (* /, yi)b x i +  Y(x l, г/,) А//,]. (1)
i= i i = i

He делая точных формулировок, укажем пока, что если су
ществует предел выражения, стоящего в правой части равенства 
при AS/—>-0 (при этом, очевидно, А*;—*-0 и Ау(—>-0), то этот 
предел выражает работу силы F по кривой L от точки М до 
точки N :

Л =  lim 2 [ X ( * it Уд Ах; +  У(х,., у,)АуЦ. (2)
Ах-  -* 0 ( =  1 
Д !/£-*■ 0

Справа стоящий предел *) называют криволинейным интегралом 
от- X (х , у) н Y  (х , у) по кривой L и обозначают так:

(3)

(3')

$11

А — \ X (х, у) d x + Y  (х, у) dy

или
(N)

А =  5 Х  (*» y)(lx+ Y (х> у) dlJ-
<Л»>

Пределы сумм вида (2) часто встречаются в математике и ме
ханике, при этом X (х, у) и Y  (х, у) рассматриваются как функ
ции двух переменных в некоторой области D.

Буквы М  и N , стоящие вместо пределов интегрирования, 
заключены в скобки в знак того, что это не числа, а обозначе
ния концов линии, по которой берется криволинейный интеграл. 
Направление по кривой L от точки М к точке N  называется 
направлением интегрирования.

Если кривая L пространственная, то криволинейный интеграл 
от трех функций X (х, у, z), Y (х, у, г), Z (х, у , г) определяется 
аналогично:

$Х(дс, у, z )d x+ Y (x ,  у, z)dy +  Z (х, у, z)dz =

lim 2  X (xk, yk, zk) Axk +  Y(xk, yk, zk) Ayk +  Z (**, yk, z„) Azk.
Д*А -+ 0 *=» l '
* y k - +o
V

/ *‘
0

*) З д е с ь  п р ед е л  и н т егр а л ь н о й  сум м ы  п о н и м а ет ся  в том  ж е  см ы сл е , к ак
®то б ы л о  в с л у ч а е  о п р е д е л е н н о г о  и н т ег р а л а , см . § 2  г л . X I  т . I.



Буква L, стоящая под знаком интеграла, указывает на то, что 
интегрирование совершается вдоль кривой L.

Отметим два свойства криволинейного интеграла.
С в о й с т в о  1. Криволинейный интеграл определяется подын- ■ 

тегральным выражением, формой кривой интегрирования и ука- I 
занием направления интегрирования.

При изменении направления интегрирования криволинейный ! 
интеграл меняет знак, так как при этом вектор As, а следова- 1 
тельно, и его проекции Ах и Ау меняют знаки.

С в о й с т в о  2. Разобьем кривую L точкой К на части и 
La так, что MN =  М К  +  К К  (рис. 343). Тогда из формулы (1) 
непосредственно следует

(А) (К) (N)
5 Xdx +  Ydy = 5 X dx  +  Y d y +  J Xdx +  Ydy.

<M) ' (М) (К) Ж
Это соотношение справедливо для любого числа слагаемых, J 
Отметим еще, что определение криволинейного интеграла

Г  остается в силе и в том случае, когда кривая 
L замкнута.

В этом .случае начальная и конечная точ- ;; 
ки на кривой совпадают. Поэтому в случае 
замкнутой кривой мы не можем писать ;
IN)
$ Xdx +  Ydy,  а только  ̂ Xdx + Y dy, ука- \
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Рис. 343, <м > L
зывая при этом обязательно н а п р а в л е н и е  

о б х о д а  по замкнутой кривой L. Для обозначения криволи
нейного интеграла по з а м к н у т о м у  к о н т у р у  L очень ча
сто употребляется также символ

f  Xdx  +  Ydy.
L

З а м е ч а н и е .  Мы пришли к понятию криволинейного интег
рала, рассматривая задачу о работе силы F  на криволинейном 
пути L.

В этом случае во всех точках кривой L была задана сила F  
как векторная функция F  от координат точки приложения (х; у); 
проекции переменного вектора F  на оси координат равны скаляр
ным (т. е. числовым) функциям X (х, у) и Y (х, у). Поэтому кри
волинейный интеграл вида $ X dx  +  Y dy можно рассматривать

L
как интеграл от в е к т о р н о й  функции F, заданной проек
циями X  и Y. Интеграл от векторной функции F  го кривой L 
обозначается символом

+ d s .
Ь
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Нели вектор F  определяется своими проекциями X, Y, Z, то 
эТот интеграл равен криволинейному интегралу J Xdx +  Ydy +

L
4- Z dz. В частности, если вектор F  лежит на плоскости Оху, то инте
грал от этого вектора равен jj X dx 4 - Y dy.

L
В тех случаях, когда криволинейный интеграл от векторной 

функции F  берется по замкнутой кривой L, этот криволинейный 
интеграл называют также циркуляцией вектора F по замкнутому
контуру L.

§ 2. Вычисление криволинейного интеграла

В этом параграфе мы уточним понятие предела суммы (1) § 1 
и в связи с этим уточним понятие криволинейного интеграла и 
укажем способ его вычисления.

Пусть кривая L задана уравнениями в параметрической форме

* =  ф (0 > У =  Ф(0 -
■ ч.

Рассмотрим дугу MN этой кривой (рис. 344). Пусть точкам М 
и N соответствуют значения параметра а  ир. Разделим дугу MN 
на части Asf точками Mi(Xi, yt),
М2 (х2\ у,), . . . , М а (хп; уп), при этом
ПОЛОЖИМ X t —  (р ( t { ) ,  У{ =  Ф ( t [ ) .

Рассмотрим криволинейный ин
теграл

$Х(х,  y)dx +  Y(x, y)dy, (1) 
ь

определенный в предыдущем пара
графе. Приведем без доказатель
ства т е о р е м у  с у щ е с т в о в а 
ния  к р и в о л и н е й н о г о  и н т е г р а л а .  Если функции у  (t) и 
ф (t) непрерывны и имеют непрерывные производные ср' (0  11 
Ф '(0, а также непрерывны функции X [q> (t), ф(*)] и У [ф (0. 
Ф(0] как функции t на отрезке [а, р], то существуют пре
делы

Игл 2  *(* ;. */г)Ахг =  Л,
А*. ->. О i = 1

lim 2  Y (x t , Уд&У1 =  В, (2)
Aî  0 i = 1

£де xt и у :— координаты некоторой точки, лежащей на дуге As,-. 
Эти пределы не зависят от способа деления дуги L на частич- 
Нь‘е дуги As,- при условии, что As,-—+0 , не зависят от выбора 
почки Mi (xit yt) на дуге As,-; они называются криволинейными
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интегралами и обозначаются так:

А = \ X  (х, у) dx, В =  $ Y  (х, у) dy. (2
L Ь V

З а м е ч а н и е .  Из теоремы следует, что к тому же пределу - 
криволинейному интегралу—стремятся суммы, определенные в пре
дыдущем параграфе, где точки (х{, г/,-) являются концами' 
дуги As,-, а система разбиения дуги L на части As,- любая.

Сформулированная теорема дает возможность получить способ 
вычисления криволинейного интеграла.

Итак, по определению имеем
(ЛЛ п
) х  (х, у) dx =  lim У, X  (л:,-, г/,-) Ах„ (3)

(ЛГ) Да-,. -i-0i= 1
где

Ал-,- =  ЛГ,- — =  ч> (/,) —ф

Преобразуем последнюю разность по формуле Лагранжа:
Да-,- =  ф (/,-) — ф (/,_,) =  ф' (т,-) ( / ,— ti_i) =  ф' (т,)

где т,- — некоторое значение t, заключенное между значениями l{_t 
и t;. Так как точку х,-, у( на дуге As,- можно выбирать произ
вольно, то выберем ее так, чтобы ее координаты соответствовали 
значению параметра т,-:

■̂ =  ф Ю . £ = Ф ( т,)-

Подставляя найденные значения а,-, «/,- и Ад:,- в формулу (3), по
лучим

< а / >

) Х(х, у) dx =  lim 2  * [ф 0 т), Ф(т,)] ф' (т,-) А^.
(М) Ati -*■ о i = 1

Справа стоит предел интегральной суммы для непрерывной функ
ции одной переменной Х[ф(^), ф (0 ]ф ' (0  на отрезке [а, Р].

Следовательно, этот предел равняется определенному интегралу 
от этой функции:

(А') р

5 Х(х, y )d x=  5 Х [ф (0 , ф (0 ] Ф* (0  dt.
(А1) а.

Аналогично получается формула
(А') Р

5 Y  (A, y ) d y = ^ Y \ф (0, ф (/)] ф' (0  dt.
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Складывая почленно эти равенства, получим

\  X (х, y )d x + Y (x ,  у) dy =
( Л ! )  р

*= 5 {X [ф (0, 4>(<)]ф' V ) + ' Y [ < f ( t ) , n t ) ] V ( t ) } d t .  (4)
а

Это и есть искомая формула для вычисления криволинейного
интеграла.

Аналогичным образом вычисляется кри
волинейный интеграл

 ̂X d x + Y  dy +  Zdzщ "
по пространственной кривой, заданной 
уравнениями л =  ф (0 , г/ =  ф (0 . г = Х(О-

П р и м е р  1. Вычислить криволинейный ин
теграл от тройки функций дс3; Згу2; — х2у  (или, 
что то же, от векторной функции x3i-\-3zy2j — x 2yk) 
вдоль отрезка прямой, идущего от точки М (3; 2;
1) до точки N  (0; 0; 0) (рис. 345).

Р е ш е н и е .  Д ля того чтобы найти параметри
ческие уравнения линии M N , вдоль которой надле-

Рис. 345, Рис. 346.

жит интегрировать, напишем уравнение прямой, проходящей через две точ
ки: •

обозначив все эти отношения одной буквой t, получим уравнения прямой 
в параметрическом виде:

x = 3 t ,  «/ =  2/, г — t.

При этом началу отрезка M N  соответствует, очевидно, значение параметра 
• =  1, а концу отрезка — значение t — 0. Производные от х, у, г по параметру t 
(которые понадобятся при вычислении криволинейного интеграла) находятся
легко;

*<=  3, у\ =  2, z j = l .
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Теперь искомый криволинейный интеграл можно вычислить с помощью 
формулы (4):
(А) о о

$ x3dx+ 32y2 d y - x 2y d z  =  $ [(3/)s -3 +  3*-(2t)2-2 — (3f)2-2M ] d t =  J  87/?dt=, 
(M) 1 1

П р и м е р  2. Вычислить криволинейный интеграл от пары функций 6д:2д, 
Юху2 вдоль плоской кривой у = х 3от точки М  (1; 1) до точки N  (2; 8) (рис. 346), 

Р е ш е н и е .  Д ля вычисления искомого интеграла 
( А )

С Ох2 у dx-\- Юху2 dy 
W

надо иметь параметрические уравнения данной кривой. Однако заданное явно 
уравнение кривой у = х 3 является частным случаем параметрического: здесь 
параметром служит абсцисса х  точки кривой, и параметрические уравнения 
кривой таковы:

X = х ,  у —х3.

Параметр х  меняется от Xi =  1 до х2 = 2 .  Производные по параметру легко 
вычислить:

Хх — 1, Ух =  3х3.
Следовательно,
(N)

f  6х2у  dx-\- lOxi/3 dy =
Ш)

2 2

е=$ (6х2х3-1 +  10ххг‘ -Зх-) dx =  J (6jcb +  3Ojc0) dx =  [x*+3x1<>]l =  3l32. 
i i

Укажем теперь на некоторые приложения криволинейного ин
теграла.

1. В ы р а ж е н и е  п л о щ а д и  о б л а с т и ,  о г р а н и ч е н н о й  
к р и в о й ,  ч е р е з  к р и в о л и н е й н ы й  и н т е г р а л .  Пусть 
в плоскости Оху дана такая ограниченная контуром L область D, 
что всякая прямая, параллельная той или иной из координатных 
осей и проходящая через внутреннюю точку области, пересекает 
границу L области не более чем в двух точках (т. е. область D 
правильная) (рис. 347).

Предположим, что на ось Ох область D проектируется в отре
зок [а, 6], причем снизу она ограничивается кривой (/х):

У = У± (*).
а сверху—кривой (/2):

У = Уг (*).
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Тогда площадь области D равна
ь ь

S =  J у2 (х) dx— $ yi (х) dx.
а а

Но первый интеграл есть криволинейный интеграл по кривой
/„ (MPN), так как у =  у2 (х) есть уравнение этой кривой; следо
вательно,

ь
\ y 2(x)dx=  $ y dx-
a M P N

Второй интеграл есть криволинейный интеграл по кривой 
lt (MQN), т. е.

ь
$ j/i (х) dx =  $ ydx.
a M Q N

На основании свойства 1 криволинейного интеграла имеем 

I у dx = —  ̂ y dx-
M P N  N P M

Следовательно,
S =  — J у dx—  ̂ yd x=  — jf  ydx. (5)

N P M  M Q N  L
При этом кривая L обходится в направлении п р о т и в  ч а с о в о й  
с т р е л к и .

Если часть границы L составляет отрезок МгМ, параллель-
( М )

иый оси Оу, то  ̂ ydx = 0, и равенство (5) остается справедли
в о

вым ц в этом случае (рис. 348).
Аналогично можно показать, что

S = fy xdy. (6)



Складывая почленно равенства (5) и (6) и деля на 2, полу, 
чим еще одну формулу для вычисления площади S:

S = \ f y x d y  — ydx. (7)

П р и м е р  3. Вычислить площадь эллипса x =  a c o s t ,  y  =  b s la t .  
Р е ш е н и е .  По формуле (7) находим:

2я
[a cos / (6 cos 0 — &sin t (— asin t)] dt = nab. 

о . Щ
Отметим, что формула (7), а также формулы (5) и (6) спра

ведливы и для площадей, границы которых пересекаются линиями,

216  К РИ В О Л И Н Е Й Н Ы Е  И ПОВ ЕРХНОС ТНЫ Е ИН ТЕГРА Л Ы  (ГЛ. Х у

параллельными координатным осям, более чем в двух точках 
(рис. 349). Для доказательства этого разобьем данную область 
(рис. 349) с помощью линии /• на две правильные области. Для 
каждой из них справедлива формула (7). Складывая левые и пра
вые части, получим слева площадь данной области, справа — кри
волинейный интеграл (с коэффициентом 1/2), взятый по всей гра
нице, так как криволинейный интеграл по линии раздела I* 
берется дважды —в прямом и обратном направлениях и, следо
вательно, равен нулю.

2. З а д а ч а  о в ы ч и с л е н и и  р а б о т ы  п е р е м е н н о й  
с и л ы  F  на  н е к о т о р о м  к р и в о л и н е й н о м  п у т и  L. Как 
было показано в начале § 1 , работа, совершенная силой F=  
— Х(х, у, z)i-\-Y(x, у, z ) j  +  Z(x, у, z)k  вдоль линии L — MN,_ 
равна криволинейному интегралу:

(N)
Л =  $ Х(х, у, z)dx +  Y(x, у, z)dy + Z(x, у, z)dz.

( М )

Рассмотрим пример, показывающий, как производится вычис
ление работы силы в конкретных случаях.
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П р и м е р  4. Определить работу А силы тяжести F при перемещении 
ССы т из точки М 1 (а1, blt сх) в точку М г (аг, Ьг, с2) по произвольному 

|--ти L (рис. 350)
р е ш е н и е .  Проекции силы тяжести F на оси координат равны

Х  =  0 , К  =  0 , 2  =  —  mg.
С - .'довательно, искомая работа

(М.) с,
А — X  dx-{-Y dy-\-Z d z =  ^ (— mg) d z = m g  ( q — c2).

(All) Ci
Следовательно, в этом случае криволинейный интеграл не зависит от пути 
I : тегрирования, а зависит только от начальной и конечной точек. Точнее, 
Р ,бота силы тяжести зависит только от разности высот конечной и начальной
течек пути.

§ 3. Формула Грина

Установим связь между двойным интегралом по некоторой 
плоской области D и криволинейным интегралом по границе L
этой области.

Пусть в плоскости Оху дана ограниченная замкнутым конту
ром L область D, правильная как в направлении оси Ох, так и 
в направлении оси" Оу. Пусть эта область ограничена снизу кри
вой у= у\(х ) ,  а сверху кривой у = уг (х), у1{х )^ .уг ( х ) ( а ^ .х ^ Ь )  
(рис. 347). *' .

В совокупности обе эти кривые составляют замкнутый контур L. 
Пусть в области D заданы непрерывные функции X (х, у) и 
У(х,у), имеющие непрерывные частные производные. Рассмотрим 
интеграл

Представляя его в виде двукратного, получим:
ь / У г ( Х )  \  ь

■ ‘ УгМ
5 И 7 dxd y= n  $ ^ d y j d x - = ^ X ( x , y )

а 'l/i (х> Vi (х)
dx —

=  J [X (х, уг (х)) -  X (х, yl (a-))] dx.
а

Заметим, что интеграл
ь
S X (х, у2 (*)) dx
а

численно равен криволинейному интегралу

 ̂ X (х , у) dx,

(1)

MPN
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(2)

взятому по кривой MPN, уравнения которой в параметрической 
форме суть

*=■*. У=У%(х),
где х — параметр.

Таким образом, Я
ъ
$ X (х, у2 (х)) dx=  ^ Х(х, у) dx.
a M P N

Аналогично интеграл
ь
) Х(х, yi(x))dx
а

численно равен криволинейному интегралу по дуге MQN: 
ь

 ̂X  (х , yt (х)) dx=   ̂ х  (.х, у) dx.
a M Q N

Подставляя выражения (2) и (3) в формулу (1), получим: 

H fj^ -d x d y =  Ц X ( x , y ) d x -  j  X (x,y)dx .
D M P N  M Q N

(3)

(4)

Ho

J X  (x, y) dx =  —  ̂ x  (*. y)dx Щ
M Q N  N Q M

(см. § 1 , свойство 1). Следовательно, формулу (4) можно напи
сать так:

<\j <\j ^ d x d y =  J  Х(х, y )dx+  J  X (x ,y )dx .  1
D  M P N  N Q M

Но сумма криволинейных интегралов, стоящих в правой части, 
равна криволинейному интегралу, взятому по всей замкнутой 
кривой L в направлении по часовой стрелке. Следовательно, 
последнее равенство можно привести к такому виду:

И ̂ d x d y = j y X ( x , y ) d x .  '  (5)
D L Я

Если часть границы составляет отрезок /3, параллельный оси 
Оу, то

 ̂X  (х , у) dx =  О,
а

и равенство (5) остается справедливым и в этом случае. 
Аналогично найдем 

дУ
Я ^ dxdy ==~  y)dy. (6)

М
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{Зычитая (5) из (6), получим

Я { ^ — % ) dxdy = $ x dx +  Ydy.
D L

Е с л и  обход контура L совершается против часовой стрелки, то *)

Я (Sr~l£-)̂  = £  X d x  +  Ydy.
t

Это и есть формула Грина, названная так по имени английского 
физика и математика Д. Грина (1793—1841)**).

Мы предполагали, что область D правильная. Но, как и 
в задаче о площади (см. § 2), можно показать, что эта формула 
справедлива для любой области, которую можно разбить на пра
вильные области.

§ 4. Условия независимости криволинейного интеграла 
от пути интегрирования

Рассмо'трим криволинейный интеграл
(N)

$ Xdx +  X dy,
(М)

взятый по некоторой плоской кривой L, соединяющей точки М и N. 
Будем предполагать, что функции X(х, у) и 
Y  (х , у) имеют непрерывные частные произ- у —» —" а
водные в рассматриваемой области D. Вы- )
ясним, при каких условиях написанный ^  —»S
криволинейный интеграл не зависит от фор- * 
мы кривой L, а зависит только от поло- Рис. 351.
жения начальной и конечной точек М и N.

Рассмотрим две произвольные кривые MPN и MQN, лежащие 
в рассматриваемой области D и соединяющие точки М и N 
(рис. 351). Пусть

J Xdx +  Ydy = J X dx +  Ydy, (1)
M P N  M Q N

т. e.

5 X Jx  +  Y dy—  ̂ X dx +  Ydy = 0.
M P N  MQ N

*) Если в криволинейном интеграле по замкнутому контуру не указано 
Управление обхода контура, то предполагается, что этот обход производится 
Против часовой стрелки. Если же обход производится по часовой стрелке, то 
STO должно быть специально оговорено.

**) Эта формула является частным случаем более общей формулы, откры- 
т°й русским математиком М. В. Остроградским.
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Тогда на основании свойств 1 и 2 криволинейных интегралов 
(§ 1) имеем

J X dx  +  Y d y  +

Г
xv I

0 ,5 X dx +  Y dy =
MPN NQM

т. e. криволинейный интеграл по замкнутому контуру L
j ) X d x  +  Y d y  = 0. ( 2)

В последней формуле криволинейный интеграл взят по замкну» 
тому контуру L, составленному из кривых MPN и NQM. Этот 
контур L можно, очевидно, считать произвольным.

Таким образом, из условия, что для любых двух точек М и N 
криволинейный интеграл не зависит от формы соединяющей их 
кривой, а зависит только от положения этих точек, следует, что 
к р и в о л и н е й н ы й  и н т е г р а л  по л ю б о м у  з а м к н у т о м у  
к о н т у р у  р а в е н  н у л ю.

Справедливо и обратное заключение: если криволинейный 
интеграл по любому замкнутому контуру равен нулю, то этот 
криволинейный интеграл не зависит от формы кривой, соединяю
щей две любые точки, а з а в и с и т  т о л ь к о  от п о л о ж е н и я  
э т и х  т о ч е к .  Действительно, из равенства (2) следует равен
ство ( 1).

В примере 4 § 2 криволинейный интеграл не зависит от пути 
интегрирования, в примере 3 криволинейный интеграл зависит 
от пути интегрирования, так как в этом примере интеграл по 
замкнутому контуру не равняется нулю, а дает площадь, огра
ниченную рассматриваемым контуром; в примерах 1 и 2 криво
линейные интегралы также зависят от пути интегрирования.

Естественно возникает вопрос: каким условиям должны удов
летворять функции X (х, у) И Y  (X, у) для того, чтобы криволи-;
нейный интеграл $ X dx +  Y  dy по любому замкнутому контуру 
был равен нулю. Ответ на этот вопрос дает следующая теорема:

Т е о р е м а .  Пусть во всех точках некоторой области D функ
ции X  (х, у), Y  (х, у) вместе со своими частными производными
дХ (дс, у) дУ (х, у) гп - Ж■— ду-~ ■ и — дх непрерывны. Тогда, для того чтобы криво
линейный интеграл по любому замкнутому контуру L, лежа
щему в области D, был равен нулю, т. е. чтобы

( 2 ' )§ Х ( х ,  y)dx +  Y(x, у) dy — 0,

необходимо и достаточно выполнение равенства
д х  _  дУ 
ду дх

во всех точках области D.

(3)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим произвольный 
контур L в области D и для него напишем формулу

221

замкнутый
Грина:

слева

И  ( H r - a f )  d x d y = $ X d x + Y d y .
D L

Если выполняется условие (3), то Двойной интеграл, стоящий 
тождественно равен нулю и, следовательно, •

(f X dx  +  Y dy  = 0.

Таким образом, д о с т а т о ч н о с т ь  условия (3) доказана.
Докажем теперь н е о б х о д и м о с т ь  этого условия, 

докажем, что если равенство (2) выполняется для любой замкну
той кривой L в области D, то в каждой точке этой области
ыполняется и условие (3).

Допустим, напротив, что равенство (2) выполняется, т. е.

т. е.

§ X d x  +  Y dy  = 0,

а условие (3) не выполняется,
дУ
дх

т. е.

ду

ХОТЯ

Р ( х в;
бы в одной точке. Пусть, например, в некоторой точке 
у0) имеем неравенство

дУ дХ  
дх ду > 0.

функ-
числаТак как в левой части неравенства стоит непрерывная 

ция, то она будет положительна и больше некоторого 
6 >  0 во всех точках некоторой достаточно малой области D ', 
содержащей точку Р(х0\ у0). Возьмем двойной интеграл по этой
области от разности ^ . Он будет иметь положительное 

значение. Действительно,

j ' j  (■%■— dx dy >  J 6 dx dy = 6 dx dy = 6D' >  0 .
'n -  O ' O '

часть последнего
и.Но по формуле Грина левая 

Равна криволинейному интегралу по границе 
который равен ’нулю. Следовательно, последнее
противоречит условию (2) и, значит, предположение
отлично от нуля хотя

неравенства 
области D' , 
неравенство

дУ д х  
что “  йГ

бы в одной точке, неверно.. Отсюда
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вытекает, что
дУ дХ
дх ду : О

во всех точках данной области D.
Таким образом, теорема полностью доказана.
В § 9 гл. XIII  было доказано, что выполнение условия

дУ (х, у) д х  (х, у)
дх дУ

равносильно тому, что выражение Xdx +  Ydy  есть п о л н ы й  
д и ф ф е р е н ц и а л  н е к о т о р о й  ф у н к ц и и  и(х, у), т. е.

X dx-\-Y dy — du(x, у),
причем

Х (х ,у )  = ^ , Y(x, у) = ди
д~у'

Но в этом случае вектор
F = X l  +  Y J= p x l+ p !! /

есть градиент функции и (х, у); функция и (х, у), градиент которой 
равён вектору Xi-fcYj, называется потенциалом этого вектора. 

Докажем, что в этом случае криволинейный интеграл

1 — \ Xdx-\-Ydy по любой кривой L, соединяющей точки М и N,
. <М)

равняется разности значений функции и в этих точках:
( А )  ( А )

$ X dx +  Y d y =   ̂ du(x, y)=^u(N) — u(M).
(М ) (М)

Д о к а з а т е л ь с т в о . ’ Если X dx-\-Ydy  является полным диф- 
ренциалом функции и(х, 

ный интеграл примет вид
ференциалом функции и(х, у), то Х =  У =  ̂  и криволиней-

( W )

(М )

ди

Для вычисления этого интеграла напишем параметрические урав* 
нения кривой L, соединяющей точки М и N:

x  =  <f{t), г/ =  ф (0 -
Будем считать, что значению параметра I — соответствует 

точка М , а значению t = T — точка N. Тогда криволинейный
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интеграл сведется к следующему определенному интегралу:

Ч [ ди dx , ди_ dy_ 
дх dt ' ду dt ] dt.

Выражение, стоящее в скобках, есть функция от t, являющаяся 
полной производной от функции ы[<р(0 , Ф(0 ] п0 Поэтому

т
/ = ]’ -§-^ =  и[ф(о, Ф(0]|[0 = и[ф(Л. ФСТП-^ф (*<>). Ф(*«)1=*

*=u{N) — и(М).

Как мы видим, к р и в о л и н е й н ы й  и н т е г р а л  от  п о л н о г о  
д и ф ф е р е н ц и а л а  не з а в и с и т  от  ф о р м ы  к р и в о й ,  по 
к о т о р о й  п р о и з в о д и т с я  и н т е г р и р о в а н и е .

Аналогичное утверждение имеет место и для криволинейного 
интеграла по пространственной кривой (см. -ниже § 7).

З а м е ч а н и е .  Иногда приходится рассматривать криволиней
ные интегралы по длине дуги L от некоторой функции X  (х , у):

П
) X (х, у) ds — lim 2  х  Уд As,-,

As,.-* О i= 1
(4)

где ds —дифференциал дуги. Вычисляются такие интегралы ана
логично вычислению рассмотренных выше криволинейных инте
гралов. Пусть кривая L задана параметрическими уравнениями

* =  ф (0 . г/= Ф (0 »
где ф(/), ф (0 . ф' (0 . ф' (0  — непрерывные функции от t.

Пусть а  и Р —значения параметра t ,  соответствующие началу 
и концу дуги L.

Так как
ds =  K V  ( 0 2 +  Ф' (О2 dt,

то мы получаем формулу для вычисления интеграла (4):
р ____________

$Х(х,  у) ds=  $ Х[ ф( 0 , Ф(0 ] К ф '( 0 2 +  Ф '(0 2^ -
L а

Можно рассматривать криволинейный интеграл по дуге простран
ственной кривой х =  ф (0 , у==ф(0 . z =  x ( 0 :

Г  р

z) ds — Jx[q>(f), ф (0 , X (01 К ф ' ( 0 2 +  Ф' (0 2 +  х ' ( 0 2^ .Ь г*
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С помощью криволинейных интегралов по дуге определяются, 
например, координаты центра масс линий.

Рассуждая так же, как в § 8  гл. XII (т. I), получим формулу 
для вычисления координат центра масс пространственной 
кривойг

S* ds

ds

s * *

L L

(5)

П р и м е р .  Найти координаты центра масс одного витка винтовой линии 
x =  a c o s f ,  g = a s l n t ,  z =  bt ( 0 < t < 2 n ) ,  . з М

если ее линейная плотность постоянна. ] Н
Р е ш е н и е .  Применяя формулу (5), найдем

2л
J a cos t Y  a2 sin- f-j-a2 cos2 / +  62c« f  a cos t Y a2 +  b2dt ?! J

2л 2л
^ Y sin2 /- j-a 2 cos2 t-\-b2 dt ^ Y a * b 2dt

• = ^ ° = o .2л

Аналогично yc — 0,
2Я
^ Ы Y a 2 sin2 t a2 cos2 t +  b2 dt

z ,  =  - Ь-4л2
— л  b.

2л Y a2+ i*  2л'2 л
Итак, координаты центра масс одного витка винтовой линии равны

хс =  0, у  с =  0, гс — л  Ь. Я

§ 5. Поверхностный интеграл

Пусть в прямоугольной системе координат Охуг задана неко
торая область V. Пусть в области V задана поверхность а, огра
ниченная некоторой пространственной линией X.

Относительно поверхности а мы будем предполагать, что в каж
дой ее точке Р определяется положительное направление нормали 
единичным вектором я  (Р), направляющие косинусы которого явля
ются непрерывными функциями координат точек поверхности.

Пусть в каждой точке поверхности определен вектор

F = X ( х, у, z)i +  Y(x, у, z )J+ Z (x ,  'у, г) к,

где X, У, Z —непрерывные функции координат.
Разобьем поверхность каким-либо способом на элементарные 

площадки Acfj. На каждой площадке возьмем произвольную точку

§ 5. П О В Е Р Х Н О С Т Н Ы Й  И Н Т Е Г Р А Л

р  и рассмотрим сумму

i
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(1)

где F(Pi) — значение вектора F  в точке Р, площадки До,-, я  (Р,) — 
единичны й вектор нормали в этой точке, Fn—скалярное произве
дение этих векторов.

Предел суммы (1), распространенный на все площадки Дсг; при 
стремлении к нулю диаметров всех таких площадок, называется 
поверхностным интегралом и обозначается символом

SS/7tda.

Таким образом, по определению*)

Нщ 2  Fini Ао7 = \ \  Fnda.
dlam До; ->- 0 „

Каждое слагаемое суммы (1)
Fiiti А о,* =  Р; Ао; cos (я,-, Fi)

(2 )

(3 )

может быть истолковано механически следующим образом: это 
произведение равно объему цилиндра с основанием Дет,- и высо
той Р; cos (я,-, F^. Если вектор F  есть 
скорость жидкости, протекающей че
рез поверхность о, то произведение (3) 
равно количеству жидкости, протекаю
щей через площадку До,- за единицу 
времени в направлении вектора я,- 
(рис. 352).

Выражение ^  Fndo представляет
О

собой общее количество жидкости, про
текающей в единицу времени через по
верхность о в положительном направ
лении, если под вектором F  подразуме
вать вектор скорости течения жидкости
в данной точке. Поэтому поверхностный интеграл (2) называется 
потоком векторного поля F  через поверхность о.

*) Если поверхность а  такова, что в каждой ее точке существует каса
тельная плоскость, которая непрерывно меняется с перемещением точки Р  
во поверхности, и если векторная функция F  непрерывна на этой поверхности, 
то этот предел существует (эту, теорему существования интеграла по поверх
ности мы принимаем без доказательства).

8 Н. С. Пискунов, т. 2
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С помощью криволинейных интегралов по дуге определяются 
например, координаты центра масс линий.

Рассуждая так же, как в § 8  гл. XII (т. I), получим формулу 
для вычисления координат центра масс пространственной 
кривойг

х ds ^ у ds С г ds

П р и м е р .  Найти координаты центра масс одного витка винтовой линии 
x =  a c o s t ,  y = a s i n t ,  z =  bt ( 0 < / < 2 л ) ,

если ее линейная плотность постоянна.
Р е ш е н и е .  Применяя формулу (5), найдем

^ a cos / У  a2 sin2 < +  а2 cos'2 t +£>2 dt

^ У  a2 sin2 /-j-o2 cos2 f+ Ь 2 dt 
О

Аналогично ус =  0,
2Я
С Ы У  a1 sin2 t -J- a2 cos21 -f- ft2 dt 
о 6-4я22С — —   — п л — 710 •

2л У^а2 +  й2 2л -2

Итак, координаты центра масс одного витка винтовой линии равны
хс =  0, у с =  0, гс =  л Ь.

§ 5. Поверхностный интеграл

Пусть в прямоугольной системе координат Охуг задана неко
торая область V. Пусть в области V задана поверхность о, огра
ниченная некоторой пространственной линией А.

Относительно поверхности о мы будем предполагать, что в каж
дой ее точке Р определяется положительное направление нормали 
единичным вектором п (Р), направляющие косинусы которого явля
ются непрерывными функциями координат точек поверхности.

Пусть в каждой точке поверхности определен вектор

F = X (x ,  у, г) i +  У (х, у, z )J+ Z (x , у, г) к,

где X, У, Z—непрерывные функции координат. -
Разобьем поверхность каким-либо способом на элементарные 

площадки Дсгг. На каждой площадке возьмем произвольную точку
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р .  и рассмотрим сумму

0 )(
где F ( Р ^  —  значение вектора F  в точке Р,- площадки Д07, л (Р,-) — 
единичный вектор нормали в этой точке, Fn—скалярное произве
дение этих векторов.

Предел суммы (1), распространенный на все площадки До,- при 
стремлении к нулю диаметров всех таких площадок, называется 
поверхностным интегралом и обозначается символом

ИFndo■
о

Таким образом, по определению*)

Нш У  Fini Д°| =  И  Fndo. (2)
diam ДО; -*• 0 „

Каждое слагаемое суммы (1)

р,л,-Да,-=  Да; cos (л,-, Fi) (3)

может быть истолконано механически следующим образом: это 
произведение равно объему цилиндра с основанием Да,- и высо
той Р,- cos (я,-, F^. Если вектор F  есть 
скорость жидкости, протекающей че
рез поверхность о, то произведение (3) 
равно количеству жидкости, протекаю
щей через площадку Да,- за единицу 
времени в направлении вектора л,- 
(рис. 352).

Выражение $ $ Fn do представляет
О

собой общее количество жидкости, про
текающей в единицу времени через по
верхность о в положительном направ
лении, если под вектором F  подразуме
вать вектор скорости течения жидкости
в данной точке. Поэтому поверхностный интеграл (2) называется 
потоком векторного поля F  через поверхность о.

*) Если поверхность о  такова, что в каждой ее точке существует каса
тельная плоскость, которая непрерывно меняется с перемещением точки Р 
по поверхности, и если векторная функция F  непрерывна на этой поверхности, 
то этот предел существует (эту, теорему существования интеграла по поверх- 
ности мы принимаем без доказательства).
8 И. С. Пискунов, т. 2
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Из определения поверхностного интеграла следует, что если 
поверхность а разбить на части ait <т2, ак, то

Выразим единичный вектор я через его проекции на оси коо 
динат: я =  cos (я, x)/ +  cos(n, у) у -(-cos (я, z)k*).

Подставляя в интеграл (2) выражения векторов F  и я через 
их проекции, получим

cos (я, x)-(-Fcosfa, y) +  Zcos(n, z)]da. (2 ')

Произведение Даcos(я, z) есть проекция площадки Дсг на пло
скость Оху (рис. 353); аналогичное утверждение справедливо и

§ 6. Вычисление поверхностного интеграла

Вычисление интеграла по кривой поверхности сводится к вычис
лению двойного интеграла по плоской области.

Укажем, например, способ вычисления интеграла

Пусть поверхность о такова, что всякая прямая, параллель
ная оси Ог, пересекает ее в одной точке. Тогда уравнение поверх-

\ 5 Fndo=   ̂  ̂Fndo +  $ $ Fndo +  . . .  Fnda.

О О

для произведений Да cos (я, х) и. 
Да cos (я, у):

Да cos (я, х) =  Дау2,
Да cos (я, у) = Aaxz, (4)
Да cos (я, г ) = А а Ху1

где ДaljZ, ДаХ2, Ааху— проекции пло
щадки Да на соответствующие коор
динатные плоскости.

Рис. 353,

На основании этого интеграл 
(2 ') записывают также в другой 
форме:

соз(я, л;) +  F  cos (я, y) + Zcos(n, z)]do —

=  X dydz +  Ydzdx +  Zdxdy. (2")
о

*) В упражнениях встречаются обозначения
cos (и, x) =  cos a ,  cos (re, t/) =  cos Pi cos (и, г) =  cos у.
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ност4 можно написать в виде
Z =  /  (*. у).

Обозначая через D проекцию поверхности а на плоскость Оху, 
получим (на основании определения поверхностного интеграла)
И П

Z(x, у, г) cos (и, z)da =  Нш 2  Z {xh yh z() cos (яг, 'zyAat.
diarn Да,- -> 0 i =  1 •о 1

Учитывая, далее, последнюю из формул (4) § 5, получим 

Ц  2  cos (л, z) da =  lim 2  z  (х ь Уь f (хь Ус)) (A o x J e  —
Jy  diam Да -»■ Oi =  1 Jo xy

n

=  ±  lira 2  z (x i- Уь f(x i> *//)) I
diam Да -> 0 i = 1

a последнее выражение есть интегральная сумма для двойного 
интеграла от функции Z (х , у, f  {х, у)) по области D. Поэтому

5  ̂2 cos (я, z ) d a = ± [ ^  Z (х, у, f (.х, у)) dx dy.
о D

При этом перед двойным интегралом берется знак плюс, если 
cos (я, г) ^  0, и знак минус, если cos (я, г) ^  0.

Если поверхность о не удовлетворяет условию, указанному 
в начале этого параграфа, то ее разбивают на части, удовлетво
ряющие этому условию, и вычисляют интеграл по каждой части 
отдельно.

Аналогично вычисляются интегралы

J S *  cos (я, х) da, $$ Y  cos (я, у) da.
О О

Доказанное оправдывает запись поверхностного интеграла 
в форме (2") из § 5.

При этом правую часть равенства (2") можно рассматривать 
как сумму двойных интегралов по соответствующим проекциям 
области а, причем знаки этих двойных интегралов (или, как 
говорят иначе, знаки произведений dydz,dxdz,dxdy) берутся в соот
ветствии с указанным выше правилом.

П р и м е р  1. Пусть замкнутая поверхность а такова, что всякая прямая, 
параллельная оси Oz, пересекает ее не более чем в двух точках.

Рассмотрим интеграл

^ ^ г cos (Я, г) dcr.'l 
а

Положительным направлением нормали будем считать внешнюю нормаль. 
“  Данном случае поверхность можно разбить на две части: нижнюю и 
верхнюю; их уравнения будут соответственно z =  f i (x ,  у) и г =  /2 (*, у)•
8*
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Обозначим через D проекцию а на плоскость Оху (рис. 354); тогда

$ $ г cos (я, г) da =  ^  / 2 (х , y ) d x d y — ^  f t (х, у) dx dy.
а D D

Знак минус у второго интеграла взят потому, что в поверхностном инте
грале знак dx du на поверхности z — f i ( x ,  у) нужно взять отрицательным, так 
как для нее cos (я , г) отрицателен.

Но разность интегралов, стоящих справа в последней формуле,,дает объем, 
ограниченный поверхностью а. Значит, объем тела, ограниченного замкнутой 
поверхностью а, равен следующему интегралу по поверхности:

П р и м е р  2. Положительный электрический заряд е , помещенный в на
чале координат, создает векторное поле, так что в каждой точке пространства 
определяется вектор F  по закону Кулона:

гДе г — расстояние рассматриваемой точки от начала координат; г —единичный 
вектор, направленный по радиус-вектору данной точки (рис. 355); k —постоян
ный коэффициент. Определить поток векторного поля через сферу радиуса R 
с центром в начале координат.

Р е ш е н и е .  Принимая во внимание, что г = / ? =  const, будем иметь

Но последний интеграл равен площади поверхности а. Действительно, по оп
ределению интеграла (уч'итывая, что г я  =  1) получим

Рис. 354. Рис. 355.

а

л

а а

Следовательно, поток равняется а =  -g-r • 4л/?2 =  4лИе.А “ К*
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§ 7. Формула Стокса
Пусть имеем поверхность а такую, что всякая прямая, парал- 

„еЛь н а я  оси Oz, пересекает ее в одной точке. Границу поверх- 
;;остИ а обозначим через X. Положительное направление норма
ми п возьмем так, чтобы она образовывала с положительным 
Направлением оси Ог острый угол (рис. 356).

Пусть уравнение поверхности есть z = f(x ,  у). Направляющие 
косинусы нормали выражаются формулами (см, § 6 гл. IX т. I):

* _ а / .
cos (я, *) =  ■

cos (я, у) =
а
ду

№ '

V  ' * { & )■ + (£ )■
( 1)

cos (я, г)==
V 1+ (4 ) +(fr)

Будем предполагать, что поверхность о всеми своими точками 
лежит в некоторой области V. Пусть в области V задана функ
ция X (х, у, г), непрерывная вместе с 
частными производными перв'ого порядка.
Рассмотрим криволинейный интеграл по 
кривой X

ф  X (х, у, z)dx. 
к

На линии X имеем г =  /  (х, у), где х, у — 
координаты точек линии L, являющейся 
проекцией линии X на плоскость Оху 
(рис. 356). Следовательно, мы можем на
писать равенство

х  (X, у, z) d x = j f X  (х, у, /  (х, у)) dx.

(2 )
Рис. 356. *

Последний интеграл есть криволинейный интеграл по линии L. 
Преобразуем этот интеграл по формуле Грина, положив

Х(х, у, /(.г, у)) =  X (х, у), 0 — Y(x, у).
Подставляя в формулу Грина вместо X и Y  их выражения,

Получим
— '{Х’ У'ду{Х' У)) dxdy =  ф  X (х, у, /  (х ,. у)) dx, . (3)-И-
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- о т

где область D ограничена линией L. На основании производной 
сложной функции X  (х, у, f (х, у)), где у входит и непосредст 
венно, и через функцию z — f(x, у), найдем

дХ (х, у, f  (х, у)) дХ(х, у, г) , дХ (х, у , г) df (х, у) , лЛ
ду ~  ду дг ду ' * 4

Подставляя выражение (4) в левую часть равенства (3), получим

D ~ L
Последнее равенство с учетом равенства (2) можно переписать така 

§ Х ( х ,  у ,  z)dx = - ^ ^ - d x d y  — ̂ ? £ - ^ d x d y .  (5)
X Ц о

Последние два интеграла преобразуются в интегралы по поверх
ности. Действительно, на основании формулы (2") из § 5 следует,! 
что если имеем некоторую функцию А (х, у, г), то справедливо! 
равенство

$ S А (х, У, г) cos (я, z ) d a = ^ A d x d y .
а . __ о

На Основании этого равенства интегралы, стоящие в правой части 1 
равенства (5), преобразуются следующим образом:

j j - f  - d x  а У  =  И  W cos  ( n ’ z )  d a ' 

f - c° s («- *><**•
(6)

D о

Последний интеграл преобразуем с помощью формул (1) настоящего j 
параграфа: деля почленно второе из этих равенств на третье,' 
находим

cos ( я , у) _  df
cos (n , г) ду '

ИЛИ

-JJcos (л, г) = — cos (я, «/).

Следовательно,

И ^ 1 - ^ ^ = “ И ^ “ с о 5 ( л ’ y ) d a - (7)

Подставляя выражения (6) и (7) в равенство (5), получаем 

<j>X(x, у, z) dx = — Л Л cos (я, z)da +  J“J -^ -c o s ( f l ,  y)da. (8)

\
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Направление обхода контура к должно быть согласно с выбран- 
]!Ь,М направлением положительной нормали я. Именно, если 
наблюдатель смотрит с конца нормали, то он видит обход вдоль 
кривой к против часовой стрелки.

формула (8) справедлива для любой поверхности, если эту 
поверхность можно разбить на части, уравнения которых имеют 
вид z = f(x, у).

Аналогично можно написать формулы 

§ Y ( x ,  У, =  — ^ c o s  (л, x) +  - ^ c o s ( n ,  z)j da, (8 ')
A .a

§ Z (x ,  у, z)dz = fjfl -^-cos(fl, y) -f- cos (я, x)] da. (8")
Я a

%
Складывая левые и правые части равенств (8), (8') и (8"), полу

чим формулу

§ X d x  + Ydy +  Zdz = [д-Ц-— ~ ^ c o s ( n ,  х) +
Я a

+ ( 4 г — l - ) c o s ( " ’ у ) + ( - ^ - ж ) соз(л> z) ] d a • (9)

Эта формула называется формулой Стокса по имени английского 
физика и математика Д. Стокса (1819—1903). Она устанавливает 
зависимость между интегралом по поверхности о и криволиней
ным интегралом по границе к- этой поверхности, причем обход 
по кривой к совершается по тому же правилу, которое было ука
зано выше.

Вектор В, определяемый проекциями
Я  я  — —  —  Я  _  d Y  д Х

ду дг ’ у дг дх ’ г дх ду ’

называется вихрем или ротором векторной функции F = X i-Y  
+ YJ-\-Zk и обозначается *) символом ro tF .

Следовательно, в в е к т о р н о й  форме формула (9) будет иметь
вид

<§>-Fds= $$ п rot Fdo, (9')
X о

и теорема Стокса формулируется так:
Циркуляция вектора вдоль контура некоторой поверхности 

равна потоку вихря через эту поверхность.
З а м е ч а н и е .  Если поверхность а есть кусок плоскости, 

параллельной плоскости Оху, то Az — 0, и мы получаем формулу 
Грина как частный случай формулы Стокса.

§'1

*) ro t— три буквы французского слова rotation, что значит «вращение*.
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дУ
дх

дХ _  о  az__ or _ n ex ez „ Ш
ду ’ ду dz U’ дг ( %

то криволинейный интеграл по любой пространственной замкну! 
той кривой к  равен нулю:

§ X d x  +  Ydy +  Zdz = 0.a v (П

Отсюда следует, что в этом случае криволинейный интеграл не 
зависит от формы кривой интегрирования.

Как и в случае плоской кривой, можно показать, что для 
выполнения равенства ( 11) условия ( 10) являются не только 
достаточными, но й необходимыми.

При выполнении этих условий подынтегральное выражение 
есть полный дифференциал некоторой функции и(х, у, г):

Xdx-{-Y dy-\-Zdz = du(x, у, г)
и, следовательно,

( N)  (дц

$ X dx-\-Ydy +  Zdz =  J du = u(N)—u(M). ,1
(Af) < At)

Это доказывается так же, как соответствующая формула для Я 
функции двух переменных (см. § 4).

П р и м е р  1. Напишем основные уравнения динамики материальной точки , 
dvx  v  dvy dvz _

m ~ d t ~ X ' m ~dt Y ‘ m W ~ ~ Z '

Здесь m — масса точки; Х ,У ,  Z — проекции на оси координат силы, действую-Я
dx du dz тШ

щей на точку; vx  =  ~jf> vy =  —  , vz =  — — проекции скорости о на о с и *
'координат. Умножим левые и правые части написанных уравнений на выра-Я  жения

vx dt =  dx, vy dt =  dy, vz dt =  dz.
Сложив почленно данные равенства, получим

т (vx dvx - f  vy dvy- f  vz dv2) =  X d x -{ -Y  dy-\-Zdz,  Я

m - j d { v l + v l + v l )  =  X d x + Y d y + Z  dz.

Так как +  то мы можем написать

/лч2 j  = Х  dx-{- Y  dy-{-Z dz.

Возьмем интеграл вдоль траектории, соединяющей точки M i  и М г: I
(Mi)

~  m i\  — y  mvt =  J  X  dx-\-Y dy-\-Z dz,
<м,>

где V i  и скорости, в точках M i  и М2.

§ 8 ]
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Последнее равенство выражает теорему живых сил: приращение кинети
ческой энергии при переходе из одной точки в другую равно работе силы,
д е й с т в у ю щ е й  на массу т.

П р и м е р  2. Определить работу силы ньютонова притяжения к непод
вижному центру массы т при перемещении единичной массы из положения
Mi(ay, ci) в положение Af2(a2; Ь2, с2).

Р е ш е н и е .  Пусть начало координат помещено в неподвижный центр при
тяжения. Обозначим через г  радиус-вектор точки М  (рис. 357), соответствую
щий произвольному положению единичной мас
сы, а через г ° —единичный вектор, направлен- А7ktTl I
н ы й  по вектору г. Тогда F =  — -T r° ,  где
!•— гравитационная постоянная. Проекции си
лы F  на оси координат будут

X — — km  , У =  — k m ~ — ]
Г *  Г  г 1 г

Z =  — k m ~ ~ .г- г

Тогда работа силы F  на пути M t M 2 равна 

А = — km
(Мг) (Мг)

С \xdx-\-y dy+zdz
1<М,) (Ml)

г dr

Рис. 357,

=Ы \  d ( - )  
<мд

(так как г - — х--\-уг -f-z2, г d r = x  dx-\-y dy-\-z dz). Если обозначить через г* 
и г2 длины радиус-векторов точек М 2 и М 2, то

h)
Таким образом, здесь криволинейный интеграл также не зависит от формы 

кривой  интегрирования, а зависит только от положения начальной и конечной 
. kmточек. Функция п =  —  называется потенциалом поля тяготения, создаваемого 

м ассой  т. В данном случае

х = д£ ,  У = д£ ,  2  =  ̂ - ,  A =  u ( M J - u № .

т. е. работа при перенесении единичной массы равняется разности значений 
потенциала в конечной и начальной точках.

§ 8. Формула Остроградского

Пусть в пространстве задана правильная трехмерная область V , 
ограниченная замкнутой поверхностью а  и проектирующаяся на 
плоскость Оху в правильную двухмерную область D. Мы пред
положим, что поверхность а можно разбить на три части alf о , 
и а3 так, что уравнения первых двух имеют вид z =  f 1(x, у) и 
Z~ fz (x ,  у), где f i ( x r у) и / е (лг, у )— функции, непрерывные в об
ласти D, а третья часть о3 есть цилиндрическая поверхность 
С nfmaivinmpft пяПЯЛЛеЛЬНОЙ ОСИ Ог.
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Рассмотрим интеграл jjj

v м
Произведем сначала интегрирование по г:

/ = И( I ^ d z^ d xd y^ I
D 'fi ( х . у )  '

— $ $ Z(x, у, f2(x, y))dxdy— \ \ Z ( x ,  у, М *, y))dxdy. (1)
D D

Выберем на нормали к поверхности определенное направление, 
а именно то, которое совпадает с направлением внешней нормали 
к поверхности а. Тогда cos (я, г) будет на поверхности а2 поло
жительным, а на поверхности Oj отрицательным; на поверхности 
Oj он равен нулю.

Двойные интегралы, стоящие в правой части равенства (1), 
равны соответствующим интегралам по поверхности:

$$Z(x,  у, y ) ) d x d y = ] \z { x ,  у, г) cos (л, z) da,
а ,

у, fi(x, y ) ) d x d y = \ \ z ( x ,  у, z)( — cos(n, г)) da.
(2 ')

ст,

В последнем интеграле мы написали (—cos (я, г)) потому, что 
элемент поверхности a f и элемент площади As области D связаны 
соотношением As =  A a[—cos (я, г)], так как угол (я, г) тупой. 

Итак,

$JZ(x,  у, fi(x, y))dxdy = — \ \ z ( x ,  у, f x{x, г/)) cos (л, z)do. (2")
D a,

Подставляя (2') и (2") в равенство (1), получим

Ш ® ^***- . 1
V

«= S S z  (*. У, г) cos (л, z)da-\- Z(x, у, г) cos (л, z) da.
о» о,

Для удобства дальнейших формул последнее равенство перепишем 
так (прибавив J $ Z (х, у, z) cos (л, г) da =  0, так как на поверхно-

0з
сти ст3 выполняется равенство cos (л, г) = 0):

' I
У

== S S Z COS (я, 2) d o + J J z  cos (я, 2) d a + 5 J z  cos (л, z)da.
о* Oi оа
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Цо сумма интегралов, стоящих в правой части последнего равен
ства, есть интеграл по всей замкнутой поверхности а; поэтому

I I I  ^  d* dydz =  J J  Z (x, у, z)cos(n, z)da. 
d v *0

Аналогично можно получить соотношения,

III dydz=  II Y(x, у , z)cos(/i, y) da,j j

J J J - |£ -d x  di/dz =  J J X ( x ,  y, z) cos(tt, x)da.j y j  j j  '

Складывая почленно три последних равенства, получим фор
мулу Остроградского*)

Ш(§+£+*)***-v
=  ^  (X cos (п, x) +  Fcos(n , y)-\-Zcos(n, z))do. (2)

Выражение +  называется дивергенцией вектора
(или дивергенцией векторной функции)

F = X i  +  Y J+ Z k

и обозначается**) символом divF:
„  дХ , dY ,

d lv F = ^ r + i i  +
az
dz

Отметим, что эта формула справедлива для любой области, 
которая может быть разбита на области, удовлетворяющие усло
виям, указанным в начале этого параграфа.

Дадим гидромеханическую интерпретацию полученной формулы.
Пусть вектор F =  X i -\-Yj-\-Zk есть вектор скорости жидкости, 

протекающей через область V. Тогда интеграл по поверхности, 
стоящей в формуле (2), есть интеграл от проекции вектора F  на 
внешнюю нормаль и; он дает количество жидкости, вытекающей 
из области V через поверхность а в единицу времени (или вте
кающей в область V, если этот интеграл отрицателен). Это коли
чество выражается через тройной интеграл от d iv /\

*) Эта формула (называемая иногда формулой Остроградского—Гаусса) 
была открыта знаменитым русским математиком М. В. Остроградским 
(1801 — 1861) и опубликована им в 1828 г. в статье «Заметка по теории теплоты».

**) d iv—три первые буквы французского слова divergence, что значит
^расходимость».
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Если d i v F = 0 ,  то двойной интеграл по любой замкнутой 
поверхности равен нулю, т. е. количество вытекающей (или вте
кающей) через любую замкнутую поверхность а жидкости будет 
равно нулю (отсутствуют источники). Точнее говоря, количество 
жидкости, втекающей внутрь области, равно количеству жидкости, 
вытекающей из этой области.

В векторной форме формула Остроградского имеет вид

S$$di  v F d u = $ $ F n d o  (Г)
V о

и читается так: интеграл от дивергенции векторного поля F, 
распространенный по некоторому объему, равен потоку вектора 
через поверхность, ограничивающую данный объем.

§ 9. Оператор Гамильтона. Некоторые его применения
Пусть мы имеем функцию и = и(х, у, г). В каждой точке об

ласти, где определена и дифференцируема функция и(х, у, г), 
определяется градиент

, . ди , . ди . , ди
p a d u - t ^ + j ^  +  k-g;-

Градиент-функции и(х, у, г) иногда обозначают так:
_ . ди . . ди . . ди
* u =  l irx + Jlk j +  k -dr>

знак V читается «набла».
1) Равенство (2) удобно символически записать так: 

( .  д . . д . . д 
Vu = [ l d;+Jd-y+ k Tz

-и рассматривать символ

V =  i ^ + J T y  +  k
д_
dz

,(i)

(2)

( 2 ' )

(3)

цак «символический вектор». Этот символический вектор назы
вается оператором Гамильтона или набла-оператором (^-опера
тором). Из формул (2) и (2') следует, что при «умножении» сим
волического вектора V на скалярную функцию и получается 
градиент этой функции:

Vw =  grad«. (4)
2) Можно составить скалярное произведение символического 

вектора V на вектор F —iX-\-jY-\-kZ:

» e - ( » ! + / £ + * & ) < « x + . / k + * z ) -  . ; |
д УХ д v  L д 7  S X . d Y . d Z  ,. -

*=Tx X +  lTyY + T z Z =  -W +  !)r +  -dr =  ^ F
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(СМ. § 8)- Итак.
V F= div F. (5)

3) Составим векторное произведение символического вектора V 
на вектрр F=iX-{-jY-\-kZ:

+  X (»X + yT  +  ftZ) =  

дl J
A

dx d y  
X  Y

k
d_
dz
Z

=  /
д
dz —J
Z
dZ__ д Х \
дх dz )

d_
dx
X

d_
dz
Z

+  Л
d_ d_ 
dx dy 
X  Y

— l

(cm. § 7). Итак,
V X F =  rot F. '  (6)

Из сказанного следует, что употребление символического век
тора V позволяет очень коротко выражать векторные операции. 
Рассмотрим еще несколько формул.

4) Векторное поле F(x, у, z) = iX-\-JY +  kZ называется потен
циальным векторным полем, если вектор F  есть градиент некото
рой скалярной функции и(х, у, г): F = g ra d « , или

„  . ди , .ди , . ди
F = l T x + J T y + k l h -  

В этом случае проекции вектора F  будут
у _ди
Az=dx

У  _  ди у _ди
У ~  д у '  ^ ~ ~ д ! ‘

Из этих равенств следует (см. т. I, гл. VIII ,  § 12) 
дХ  __ dY dY _  dZ d X _ d Z _  
ду дх ’ dz ду ' dz д х '

ИЛИ
д Х — П дУ dZ —0 d * _ d Z _ 0
ду dx ~ U’ dz ду * U’ dz дх ~

Следовательно, для рассматриваемого вектора F
rot F = 0 .

Таким образом, получаем
r o t  (g rad  и) =  0. (7)
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Применяя оператор V, равенство (7) на основании формул (4) и 
(6) можно записать так: ,

V X (\и) =  0. (7')
Пользуясь тем свойством, что для умножения векторного произ-| 
ведения на скаляр достаточно умножить на этот 'скаляр один из 
сомножителей, запишем:

(VXV)h =  0. (7")

Здесь оператор V снова обладает свойствами обыкновенного век
тора: векторное произведение вектора на себя равно нулю. j 

Векторное поле F(x, у, г), для которого ro tF  =  0, называется 
безвихревым. Из равенства (7) следует, что всякое потенциальное 
поле является безвихревым.

Справедливо и обратное заключение, т. е. если некоторое век
торное поле F  является безвихревым, то оно потенциально. Спра
ведливость этого утверждения следует из рассуждений, проведен
ных в конце § 7.

5) Векторное поле F(x, у, г), для которого d i v F = 0 ,  т. е. 
векторное поле, в котором отсутствуют источники (см. § 8), на
зывается соленоидальным или трубчатым. Докажем, что

- div (rot F) — 0,
т. е. что поле вихрей свободно от источников. 

Действительно, если F=iX-{-jY-{-kZ, то

»‘M f-£M S -§)+ 4 £-£)
и поэтому

. .  . ,  , , ,  д f d Z  d Y \  , д [дХ
d ‘ v < ro t  D - s U - T S T j + M s T -

dZ_
дх

С помощью оператора V- равенство (8) запишется так:
V ( V X F )  =  0.

Левую часть этого равенства можно рассматривать как векторно
скалярное (смешанное) произведение трех векторов: V, V, F, из 
которых два одинаковых. Это произведение, очевидно, равно нулю.

6) Пусть имеем скалярное поле и = и(х, у, г). Определим поле 
градиентов:

, , ди , . ди , . ди
grad “ =  +  •d z

Найдем далее div (grad «) =  | ( § )  +  +

div (grad и) - д2и 
дх2

д2и 
ду2

д2и
дг2

(8)

( 8' )
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Правая часть этого выражения обозначается
д2и , д-и , д2иA и = дх2 т  0у '1 дг2 ( 10)

или символически

Символ

А (  д2 , д2 . д2 \
ЛЫ ( Эл:- +  ду2 дг'2 )

A =  Z _ + Z . + i l
дх2 ^  су  ^  az2

называется оператором Лапласа.
Следовательно, равенство (9) можно записать так:

div (grad м) =  Дм. (11)
С помощью оператора V равенство (11) записываем в виде

(VV«) =  A«, т . е. A — V2. (1 Г)
Заметим, что уравнение

д2и . д2и . д2и

или
дх'2 ду'2 1 дг2

Аи =  0

■ 0, ( 12)

( 12')

называется уравнением Лапласа. Функция, удовлетворяющая урав
нению Лапласа, называется гармонической функцией.

У п р а ж н е н и я  к г л а в е  XV

Вычислить следующие криволинейные интегралы:

1. у2 dx-{-2xy dy по окружности x =  aco s t ,  y =  as in t .  Отв. 0.

2. ^ у dx— х dy по дуге эллипса x = a c o s t ,  y — b s ln t .  Отв. —2nab.

з
Отв. 0.

3- dy по окружности с центром в начале координат.
х2-\-у2

4. ^  У по 0ТРезкУ прямой у =  х от л:=1 до х =  2. Отв. 1п2.

5.  ̂уг dx-j-xz dy-\-xy dz по дуге винтовой линии x = a c o s t ,  y =  a s in t i 
z =  kt при изменении t от 0 до 2я. Отв. 0.

С 36. \ ic dy— у dx по дуге астроиды х =  а cos3 t, у — a sin3 1. Отв. — па2
(удвоенная- площадь астроиды).

_ О 3at 3at2 _ - „7. \ x d y — y d x  по петле декартова листа х — . , у = \ ,3 ■ Отв. За2
, J 1 “Г г 1 -j- f
(удвоенная площадь области, ограниченной указанной петлей).
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8. ^ x d y — y d x  по кривой х — а ( /—sin t), у = а  (1 — cos t) (0«С t«£2n). j
Отв. — бяа2 (удвоенная площадь области, ограниченной одной аркой циклоиды т 
н осью Ох).

Доказать, что:
9. grad (сф) =  с grad <р, где с— постоянная.

10. grad (c1<p+c2\fi)=Ci grad ф-)-с2 grad ip, где cx и c2— постоянные.
11. grad (qnp) =q> grad ip+ ip  grad (p. __________
12. Найти grad r, grad r2, grad l/r* g rad /(r) , где r =  У х 2 У2 +  г2. J 

Ome.'r/r ; 2r; — r/r3; f  (r)r jr .
13. Доказать, что d i v ( 4 + 5 )  =  div Л -f-div В.
14. Вычислить d iv r ,  где r  =  x i - \ -y j- \ -zk .  Отв. 3.
15. Вычислить div (Лф), где А — векторная функция, а ф—скалярная 

функция. Отв. ф div A +  (grad ф, А).
16. Вычислить div (гс),  где с — постоянный вектор. Отв. сг /г .
17. Вычислить div В  (гА). Отв. АВ.
Доказать, чтог
18. rot (c ii4 i+ c 2i42) =  Cx rot Ai~\-c2 rot Л2, где сг и с2 — постоянные.
19. rot (Лс) =  grad Л X о, где с— постоянный вектор.
20. rot rot Л =  grad div А —  ДЛ.
21. Л Х § ! ^ ф  =  пЛ (фЛ).

И н т е г р а л ы  п о  п о в е р х н о с т и

22. Доказать, что cos (я, z)da  =  0, если а — замкнутая поверхности 
Я— нормаль к ней.

23. Найти момент инерции поверхности сегмента сферы с уравнением 
*2+ « /2 +  г2 =  7?3, отсекаемого плоскостью г =  И, относительно оси Ог.
Отв. ^ - ( 2 R 3— 3R2H + H 3).О

24. Найти момент инерции поверхности параболоида вращения x2-j-y2 =  2cz,‘
6 У~34 - 1отсеченной плоскостью г — с, относительно оси Ог. Отв. 4лс4—  ■ — ' — .

15
25. Вычислить координаты центра масс части поверхности конуса 

x2-\-y2= R '2z2/N 2, отсеченной плоскостью г =  Н. Отв. (0; 0; 2Н/3).
26. Вычислить координаты центра масс сегмента поверхности сферы 

x >-{-y2-\-2 2 =  R 2, отсекаемого плоскостью г — Н. Отв. (0; 0; (R -\-11)/2).
27. Найти ^ ^ [х cos (я, х)-\-у  cos (я, j/) +  zcos (я, г)] da, где о — замкну-

а
тая поверхность. Отв. 3V, где V — объем тела, ограниченного поверхностью а.

28. Найти z d x d y , где а — внешняя сторона сферы x2- f y2-\-z2 =  R 2.

Отв. — л7?3.

29. Найти ^  х2 dy dz-\-y2 d2  dx-\-z2 dxdy ,  где о — внешняя сторона по-
• о

верхности сферы x2-{-y2~{-z2= R 2. Отв. 0.

30. Найти ^  У х 2-\-у2 do, где а — боковая поверхность конуса Лг +
о

, У2 г2 п п ^ - . п  2яа2 У а 2+ Ь 2 +  -^а — ■р' =  ° . 0 Отв. --------^ —  •
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31. По формуле Стокса преобразовать интеграл (Q у dx-\-z dy-\-x dz.
L

Отв. — ^  (cos a  +  cos P -fco s у) Лт. * 
a

Найти криволинейные интегралы, применяя формулу Стокса и непосред
ственно:

32. ^  (</+г) dx +  (г +  х) dy-f- ( х + у) d z , где L — окружность х2+ У2 +  z2 =  а2, 

•x -f-//+ z  =  0. Отв. 0.
33. х2у* dx~\-dy-\-z dz, где L — окружность x2-{-y2 — R 2i 2 =  0. Отв. 

-  яЯ6/8.
Применяя формулу Остроградского, преобразовать поверхностные инте

гралы в интегралы по объем.у:
34. ^  (х cos a -\-у cos Р +  z cos у) da. Отв. ^  ^ 3 dx dy dz — 3V.

a v
35. ^ ( x 2-\-y2-\-z2) (dy dz-\-dx dz-\-dxdy). Отв. 2 ^ ^ ( x - j - y - ) - z )  dxdydz.

a v
36. ^  xy dx dy-\-yz dy dz-(-zxdzdx.  Отв. 0.

37- Ш ^ г + 1  d x d z + T z d x d y - о ш - Ш ( ё + ^ + ^ Ь ' ^ г--a v
С помо1цью формулы Остроградского вычислить следующие интегралы:

38. (xcos <х-\-у cos Р +  2 cos у) daf где о — поверхность эллипсоида

X2 . у2 , Z2
^ + | г + ^ - = 1 -  О т . 4паЬс.

39. ^  (x3 c o s a - f j /3c o sP 4 -z3co3Y)^CT> гДе о — поверхность сферы х2 +  

- f  y2-\-z2= R 2. Отв. \2nRb/5.

П х2 ijl
х2 dy dz-\-y2 d zd x  +  z2 dx dy, где о — поверхность конуса— + ~ —

л CL CL
а

ли2 Ъ2
~  -^ г = 0  ( 0 < г < 6 ) .  Отв. 2 ■.

M S  x d y d z + y d x d z + z d x d y ,  где о — поверхность цилиндра х2+ у 2 =  а2, 

—- Н <  г <  Я . Отв. Зяа2Н.
42. Доказать тождество J ^  j  d x d y =  ^  ds, где С — кон-

_ диТУР. ограничивающий область D, а — производная по направлению внеш
ней нормали. 

Р е ш е н и е .
Ц  dxdy =  & ~  Y  dx +  X d y = ( ^ .  [— Y  cos (s, x)-f-JV sin (s, *)] ds,
о  с  c
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ИЛИ

где (s, х )—угол между касательной к контуру С и осью Ох. Если через 
(я, х) обозначим угол между нормалью и осью Ох, то sin (s, x) =  cos (л, х), 
cos (s, х) =  — sin (л, х). Следовательно,

I I  йхаУ =  §-  IX c0 S («. x) +  Y  sin (я, х)] ds.

Полагая Х =  ̂ ,  К = ^ ,  получим

П(S+P)dд:dy=K■S■cos("’A:)+l 'sin(,I’ x)) ds> 1с

J|(S+5 ?)**-££* 1

43. Доказать тождество (так называемую формулу Грина)

§ j j $ ( v A u - u A v ) d x d y d z = ] j §  ( v ^ - u ^ d o ,
V ___ о

где и и о— функции, непрерывные и имеющие непрерывные производные до 
второго порядка в области D.

Символы Ди и До обозначают следующее:
д2и . д2и . д2 и дги . d2v . ,d2v

Д“ ~  дх1 'д у -  ~т~дг2 ’ Av~  дх2 '~-~ду2 дгг '
Р е ш е н и е .  В формуле 

v - S S *  cos (я, x ) - \ - Y cos (я, ( /)+ Z  cos (я, г)] da.
о

положим Х  — т х — ui'xi Y  =  vu'y — uv'y, Z =  vuz — uv’z. Тогда

(uxx-\-Uyy-\-Uz^) — и {vXx +  V yy  +  itzz) — о Дп — я До, Jj

X cos(h , х) +  К соз(я , y)-\-Z  cos ( я ,  г) =
=  v(u'x cos (n, x)-\-Uy cos (я , y)-\-ti’z cos (я , г)) —

— U (v'x COS (я, X) -f- Vy cos ( я , #)-f-OzCOS (Я, 2) ) = 0 ^ . _ „ ^
- Oft Oft

do

Следовательно,

Ш (° Д “ “ “ Д о ) ^ ^ г = Я ( о | Н ж ) да-
V а

44. Доказать тождество

V а
. d2o . д2и . д2и где Д п _ ^ а - } - _ - | , _ _ .



У П Р А Ж Н Е Н И Я  К  Г Л А В Е  X V 243

Р е ш е н и е .  Положим в формуле Грина, выведенной в предыдущем при- 
мере, 0 = 1 .  Тогда До =  0, и мы получаем указанное тождество.

45. Если и (х, у, г) — гармоническая функция в некоторой области, т. е. 
такая функция, которая в любой точке этой области удовлетворяет уравне
нию Лапласа

д2и , д2и . д2и
дх2 ' ду2 'д г - О,

то

Яди 
j)'п da — О,

где а — замкнутая поверхность.
Р е ш е н и е .  Это непосредственно следует из формулы задачи 44.
46. Пусть и(х ,  у, г )—гармоническая функция в некоторой области V и 

п усть  в области V находится сфера а с центром в точке М (д^; у г; z{) и ра
д и у с о м  R.  Доказать, что

“ (Ч> УЬ  =  4^2 J У w dcr*

Р е ш е н и е .  Рассмотрим область Q, ограниченную двумя сферами о, о 
р а д и у со в  R  и р (р <  R)  с центрами в точке М (хг; уг; г{). Применим к этой 
об л а сти  формулу Грина, установленную в задаче 43, приняв за и указанную 
вы ш е функцию, а за функцию v

__1_= _______________1______________
г " '  V (x— x1}2-j-(y— y1)2 +  (z— z1)2 *

Непосредственным дифференцированием и подстановкой убеждаемся, что 
d2v , d2v . d2v п „
Л Й + ^ а + - ^ а - = ° -  Следовательно,дх2

Я ди
дп ■и -

\

а !
Г

дп do =  О,

или

da =  0.

На поверхностях а и а величина 1/г постоянна (1 /R  и 1/р) и потому может 
бы ть вынесена за знак интеграла. В силу результата, установленного в за
даче 45, имеем

4 г ^ = ° *

Cлeдoвaтeльнoi
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Поэтому

ИЛИ

дп dr

+ И “ ^ о - Я “ ^ а==0'
1 а

Ч а

Применим к интегралу, стоящему слева, теорему т> среднем!

*Я**-Я^Я‘-

(1)

(2)

где и ( | ,  т|, 0 —точка на поверхности сферы радиуса р с центром в точке
М  (Хь рх; 2i).

Заставим р стремиться к нулю; тогда и (g, rj, £) —»- и (х,, у^, Zx):

*Яda-. 4лр2 = 4л*

Следовательно, при р —>-0 получаем

? Я “da ~*■ “ ̂ £’ г̂'4я‘
а

Далее, так как правая часть равенства (1) не зависит от р, то при р —»-0 
окончательно получим

или

;  _

■

W* Я “ da== 4л“ Уи г '̂
а

и ( Ч , У Ь  z j ^ ^ ^ u d o .
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РЯДЫ

' § 1. Ряд. Сумма ряда

О п р е д е л е н и е  1. Пусть задана бесконечная последователь
ность чисел *)

^1* П2, П3, • • * > ^П » • * •
Выражение

Ы1 +  1<2 +  М3 +  • • • + Un +  • • • (1)

называется числовым рядом. При этом числа ии и2, . . . ,  ип, . . .  
называются членами ряда.

О п р е д е л е н и е  2. Сумма конечного числа п первых членов 
ряда называется п-й частичной суммой ряда:

Sn — U1 +  U2 +  • • • +  Un'

Рассмотрим частичные суммы
51 =  «i ,
52 “  Ml “f" H2,
53 =  Ul + w2 + “ з>

S„ =  Hi +  Ы2 +  «3 +  . • • - f  H„.

Если существует конечный предел
s—  lim sn,

n -> 00
то его называют суммой ряда (1) и говорят, что ряд сходится. 

Если lim s„ не существует (например, s„ —*-оо при п — * оо),
/I —► 00

то говорят, что ряд (1) расходится и суммы не имеет.
П р и м е р .  Рассмотрим ряд

c+ci? +  ay2+ . . . - f a y ' 1- 1+ . . .  (2)

*) Последовательность считается заданной, если известен закон, по кото
рому можно вычислить любой ее член ип при данном п.
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Это— геометрическая прогрессия с первым членом а и знаменателем q (а ;£0). 
Сумма п первых членов геометрической прогрессии равна (при q ф \) 1

_  а —aqn
1 —с

или

s„ =  - aqn
i - q  i — q

1) Если | <? | <  1, то qn -*-0 при n -+ oo и, следовательно,

l im s „  =  lim (  «  “
n-»-x ti-* да V * 9 *—9 1 1 9

Значит, в случае | q | <  1 ряд (2) сходится и его сумма

1 - < Г

2) Если | q\ > 1 ,  то | qn \ ->■ оо при п-+  оо и тогда ——-----► ±  оо при т
n-t-co ,  т. е. lim sn не существует. Таким образом, в случае j ? |  >  1 ряд (2) i 

я-*®
расходится.

3) Если q =  1, то ряд (2) имеет вид 

В этом случае
sn — na, lim s„ =  oo, 

и-*®
т. е. ряд расходится.

4) Если q = — 1, то ряд (2) имеет вид
a — a - j - a—a + . . .

В этом случае
О при п четном, 
а при п нечетном.

Следовательно, s„ предела не имеет— ряд расходится.
Таким образом, геометрическая прогрессия (с первым членом, отличным-.Я 

от нуля) сходится только тогда, когда знаменатель прогрессии по абсолютной J  
величине меньше единицы.

Т е о р е м а  1. Если сходится ряд, получившийся' из данного |  
ряда (1) отбрасыванием нескольких его членов, т о  сходится и 
сам данный ряд. Обратно, если сходится данный ряд, т о  схо- М 
дится и ряд, получившийся из данного отбрасыванием нескольких |  
членовч ,

Иными словами, на сходимость ряда не влияет отбрасываниеМ 
конечного числа его членов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть sn — сумма п первых членов 1  
ряда (1), ck— сумма k отброшенных членов (заметим, что при |  
достаточно большом п все отброшенные члены содержатся в сум- J 
ме s„), a„_ft— сумма членов ряда, входящих в сумму sn и не >
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родящ их в ск. Тогда имеем:

Sn =  CA +  an-ft»
где ск— постоянное число, не зависящее от п.

Из последнего соотношения следует, что если существует 
lim cr„_fc, то существует и lim sn; если существует lim s„, то суще-
„-ИЮ ' Л-*.® п-ю>
сТвует и lim an_ ft, а это и доказывает справедливость теоремы.

7 1 - > 0 0

В заключение параграфа укажем два простых свойства рядов. 
Т е о р е м а  2. Если ряд

а 1 + й 2 +  • • • (3)

сходится и его сумма равна т о  ряд
c d i+ c a 2+ (4)

где с — какое-либо фиксированное число, такж е сходится и его 
сумма равна cs.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим п-ю частичную сумму ряда (3) 
через s„, а ряда (4) — через оп. Тогда

cr„ =  cai +  . . .  + са п =  с(а1 +  . •. + а п) =  csn.
Отсюда ясно, что предел n-й частичной суммы ряда (4) сущест
вует, так как

lim ст„= lim (csn) =  c l i m s„ =  cs.
п - у  00  П - >  00  П - +  00

Итак, ряд (4) сходится и его сумма равна cs.
Т е о р е м а  3. Если ряды

* »

ai +  °2 +  • • • (5)

и
^1 +  ̂ 2 +  •• • (6)

сходятся и их суммы соответственно равны s и s, то  

(ai  +  &i) +  (аг +  Ь2) +  • • •
ряды

(7)

и
(flj Ьх) -|- (а2 Ь2) (8)

также сходятся и их суммы соответственно равны s -f s .« s — s.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сходимость ряда (7). Обозна

чая его n-ю частичную сумму через оп, а _п-е частичные суммы 
Рядов (5) и (6) соответственно через sn и s„, получим

°Л ~  (a i +  &i) +  • • • +  (а п +  К )  — _  _

— ( « ! + • • • +  а п) +  Ф х  +  • • • +  Ьп) =  S„ +  S„.
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Переходя в этом равенстве к пределу при п —*~оо, получим

lim ап =  Пт (7я +  7„) =  Пт 7 „ + lim s „  = 7 + s.
П - >  00 СО п-*- 30 П-*- 00

Таким образом, ряд (7) сходится и его сумма равна s + i -
Аналогично доказывается, что ряд (8) также сходится и его 

сумма равна s— s.
Про ряды (7) и (8) говорят, что они получены в результат® 

п о ч л е н н о г о  с л о ж е н и я  или соответственно п о ч л е н н о г о  
в ы ч и т а н и я  рядов (5) и (6).

§ 2. Необходимый признак сходимости ряда

При исследовании рядов одним из основных вопросов явля* 
ется вопрос о том, сходится ли данный ряд или расходится. 
Ниже будут установлены достаточные признаки, на основании 
которых можно решить этот вопрос. Здесь же мы рассмотрим 
необходимый признак сходимости ряда, т. е. установим условие, 
при невыполнении которого ряд расходится.

Т е о р е м а .  Если ряд сходится, т о  его п-й член стремится 
к нулю при неограниченном возрастании п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о ^  Пусть ряд

u i +  и г +  иа +  • • • +  +  • • •

сходится, т. е. имеет место равенство
lim sn —  s,

П-*~ 00

где s —сумма ряда (т. е. конечное фиксированное число); но тогда 
имеет место также равенство

П т s„_i =  s,
П-*- оо

так как при п —►оо и п —  1 —*-оо. Вычитая почленно из первого 
равенства второе, получаем

lim s„ — lim sn_i =  О,
Л - *  оо  П -+  оо

ИЛИ

Пт ( s „ - s n_ 1) =  0. , 1
п-*- 00

Но

Следовательно,
П т ип —  О,

/I—► оо

что и требовалось доказать;
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С л е д с т в и е .  Если п.-й член ряда не стремится к нулю при 
л  — о о , т о  ряд расходится.

П р и м е р .  Ряд
J_|_ JL_i_.il | п I

расходится, так как
« “ " ■ - . ' f e f s T r ) - * ’ * 0 - _

Подчеркнем, что рассмотренный признак является только необ
ходимым, но не является достаточным, т. е. из того , что п-й 
член стремится к нулю, еще не следует, что ряд сходится, —■ 
ряд может и расходиться.

Например, так называемый гармонический ряд

1 + Т + Т Г + Т + -  - - + Т  +  - ••
S . •

расходится, хотя

lim и „—  lim — =  0.п Пп  —Ь- flft п  — ~п .

Чтобы доказать это, напишем подробнее гармонический ряд

1 _i__!—[—1—i_J- _i—1— [— !—I— !— [—!— j-
^  2 ^  3 ^ 4 ^  5 ^  6 ^  7 ^  8 ^

+  1 + 11о  +  ГГ +  А  +  Г з + Т 4  +  Т5 +  В  +  Г7 + ( 1)

Напишем, далее, вспомогательный ряд

1 + т + т + т + т + 4 - + т + т +
16 слагаемых,

+ Тб+ к + Тб+ ъ + к + г ь + Т б + и + т + • • • + А + -  •• (2)

Ряд (2) строится следующим образом: его первый член ра
вен 1, второй равен 1/2, третий и четвертый равны 1/4, члены 
с пятого по восьмой равны 1/8, члены с девятого по 16-й рав
ны 1/16, члены с 17-fo по 32-й равны 1/32 и т. д.

Обозначим через s£u сумму п первых членов гармонического 
ряда (1) и через sj,2) сумму п первых членов ряда (2).

Так как каждый член ряда (1) больше соответствующего 
члена ряда (2) или равен ему, то для п >  2

(3)
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Подсчитаем частичные суммы ряда (2) для значений п, равных 
2\  2а, 23, 2\  2Ъ. \

S* =  1 +  "g" =  1 +  1 • ' 2 " ’

s« — 1 +  у  +  (-^+-5") =  l + T  * + 2  4  *

s«= 1  + Т  +  ( т  +  т )  +  ( т + §' +  ¥  +  т ) ^ 1 +  3 * Т «

s l e =  1 + Y +  ( т  +  т )  +  ( т +  - • '  + т )  +  ( l ^ + - •• +  1 ^ ) =а

| Г Л .  XVI

4 слагаемых 8 слагаемых

=  1 + 4

s32 = 1 + 4 - + ( t  +  t )  +  ( t + - -  - + т ) +  ( т1 +  - • • + в )  +
4 слагаемых 8 слагаемых

+  ( ^ ' + .  . . + ^ )  =  ! + 5 4 ;
16 слагаемых

точно так же подсчитывается, что s2«.= 1 -J-6• 4  * S2 » =  l +  7--J *
1 *

и, вообще, s2/t =  1 +  k • у  .
Таким образом, частичные суммы ряда (2) при достаточно 

большом k могут быть сделаны больше любого положительного 
числа, т. е.

lim s},2> =  оо,
п ->оо

но тогда из соотношения (3) следует, что и
lim s™ —  оо,

П-* 00

т. е. гармонический ряд (1) расходится.

§ 3 . Сравнение рядов с положительными членами

Пусть имеем два ряда с п о л о ж и т е л ь н ы м и  членами

Ul + U2 +  U3 +  • • • + u n +  ■ • •» ( 1 )

t 'i  +  t'1 + 0 8 +  . . . + f n +  . . .  (2)

Для них справедливы следующие утверждения.
Т е о р е м а  1. Если члены ряда (1) не больше соответствую

щих членов ряда (2), т .  е.
( / i = l ,  2,  . . . ) ,  (3)

и ряд (2) сходится, т о  сходится и ряд (1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через s„ несоответственно  
частичную сумму первого и второго рядов:

П П

s „ = 2 « i ,  е = 2 ^ « -
»•= 1 »•= i

Из условия (3) следует, что
s „ < e . (4)

Так как ряд (2) сходится, то существует предел а его час
тичной суммы

lim ап =  ст.

Из того, что члены рядов (1) и (2) положительны, следует, 
что е < а ,  и тогда в силу неравенства (4)

<  <т.

Итак, мы доказали, что частичные суммы s„ ограничены. Заме
тим, что при увеличении п частичная сумма s„ возрастает, а из 
того, что последовательность частичных сумм возрастает и огра
ничена, следует, что она имеет предел *)

причем очевидно, что

lim sn =  s,

s i С о .

На основании теоремы 1 можно судить о сходимости некото
рых рядов.

П р и м е р  1. Ряд

1 + j r + J r + p +  • • • + ^ +  • • •

сходится, так как его члены не больше соответствующих членов ряда

1+ 2 2 + 2 з + 2 *  + •  • •+ 2 Й + • • •

Но последний ряд сходится, так как его члены, начиная со второго, образуют 
геометрическую прогрессию со знаменателем 1/2. Сумма этого ряда равна 3/2. 
Следовательно, в силу теоремы 1 данный ряд тоже сходится, причем его сумма 
не превосходит 3/2.

*) Для того чтобы убедиться, что переменная sn имеет предел, вспомним 
один признак существования предела последовательности (см. теорему 7 § 5 
гл. II т. I): если переменная возрастает и ограничена, то она имеет предел. 
В данном случае последовательность сумм s„ возрастает и ограничена, следо
вательно, имеет предел, т. е. ряд сходится.
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Т е о р е м а  2. Если члены ряда (1) не меньше соответствую- 
щих членов ряда (2), т .  е.

«я >  Vn> , (5)
и ряд (2) расходится, т о  и ряд (1) расходится.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из условия (5) следует, что
>  о п. (6)

Так как члены ряда (2) положительны, то его частичная 
сумма ап возрастает при возрастании п, а так как он расхо
дится, то

Нш о а =  оо.
п -> 00

Но тогда в силу неравенства (6)
lim  sn =  оо,

П ->со

т. е. ряд (1) расходится.
П р и м е р  2. Ряд

1-
У  2 У~3 У  п

расходится, так как его члены (начиная со второго) больше соответствующих 
членов гармонического ряда . Й

который, как известно, расходится.

З а м е ч а н и е  1. Оба доказанных признака (теоремы 1 и 2) 
справедливы только для рядов с положительными членами. Они 
остаются в силе и для того случая, если некоторые члены 1-го 
или 2-го ряда — нули. Однако эти признаки перестают быть вер
ными, если среди членов ряда имеются отрицательные числа.

З а м е ч а н и е  2. Теоремы 1 и 2 справедливы и в случае, 
если неравенства (3) или (6) начинают выполняться лишь для 
n ^ N ,  а не для всех п —  1, 2, 3, . . .

§ 4. Признак Даламбера

Т е о р е м а  ( п р и з н а к  Д а л а м б е р а ) .  Если в ряде с поло- у 
жительными членами

Hi +  «2 +  U3 +  • • • + Un +  • • • (1)

отношение (п +  1)-го члена к п-му при п —► оо имеет (конечный) 
предел I, т .  е.

lim
СО

(2)
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т о :
1) ряд сходится в случае I <  1,
2) ряд расходится в случае I >  1.
(В случае / =  1 ответа на вопрос о сходимости или расходи 

I мости ряда теорема не дает.)

удовлетворяющее соотношению / <  q <  1 (рис. 358).
Из определения предела и соотношения (2) следует, что для 

т'сех значений п, начиная с некоторого номера N, т. е. для 
п ^  N, будет иметь место неравенство

Действительно, так как величина стремится к пределу I,

пана (начиная с некоторого номера N) по абсолютному значению 
меньше любого положительного числа, в

т  ж Г И С .  О и О лИз последнего неравенства и следует не
равенство (2'). Записывая неравенство (2')
для различных значений п, начиная с номера N , получим

Ряд (1') есть геометрическая прогрессия с положительным 
знаменателем q <  1. Следовательно, этот ряд сходится. Члены 
ряда (1), начиная с uN+i, меньше членов ряда (Г).  На основа
нии теоремы 1 § 3 и теоремы 1 § 1 следует, что ряд (1) сходится.

2) Пусть / >  1. Тогда из равенства =  / (где / >  1)

следует, что, начиная с некоторого номера N , т. е. для п ^ Ы ,  
будет иметь место неравенство

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть / <  1. Рассмотрим число q,

(2 ')

~  и„ г г
то разность между величиной и числом I может быть сде-

частности, меньше q— I, т. е. q - l  q - l

llN+ 1 <  quN> 
u N+2 < q u N+i < q 2uN,

UN+ 3 <  я и АЧ-2 <  <73«A'. (3)

Рассмотрим теперь два ряда

u i  + « 2  +  н з  +  • • • +  « А  +  Un + i  - b  “ a m - 2 +  • • - r  

UN  +  Qu N  +  Я *UN  +  • • •

О)
(1')



254 Р Я Д Ы [ Г Л .  X V I

(рис. 359), или un+i >  ип для всех n ^ N .  Но это означает, что^ 
члены ряда возрастают, начиная с номера Л/ +  1, и поэтому! 
общий член ряда не стремится к нулю. Следовательно, ряд pacJ| 

Z -t 1-1 ~ ходится.
L 7 L '  З а м е ч а н и е 1 .  Ряд будет расходить!

ся и в том случае, когда Нт =  оо.Это
П-+ оо

рис 359 следует из того, что если lim =  оо, то ,*
„-> X ип

f
/  M i

Vjr

начиная с некоторого номера n —  N , будет иметь место неравенство!
>  1, или un+i >  ы„.

П р и м е р  1. Исследовать сходимость ряда
1 , 1 ,  ' , 11- 1-2 М- 2 - 3 1-2-3-.

Р е ш е н и е .  Здесь
Г

ип=
1

1-2- . . .  л л!
un + i

=  Т7 , «п + 1 — 1 - 2 . . . . . я ( л + 1 )  ( л+1) ! *
л! 1

Ur1

Следовательно,
( л + 1 ) !  я + 1

lim ««+1 1
lim - —7 = 0  < 1.

П.-*« Я +  1„ > о о  Un

Ряд сходится.
П р и м е р  2. Исследовать сходимость ряда

Т + Т + Т + -  +  7 Г + -

Р е ш е н и е .  Здесь

и - 2“ и _ 2" + 1 un + i_л п
“п - - ’ “ » + i - n + 1 * ип л + 1 ’ lim Нт 2 — = 2  >  1.

П -fOO Un  п —*■ оо Л + 1п ' Л +  1 ип

Ряд расходится, причем его общий член ип стремится к бесконечности.

З а м е ч а н и е  2. Признак Даламбера дает ответ на вопрос 
о том, сходится ли данный положительный ряд, только в том
случае, когда lim 'h±± существует и отличен от 1. Если же этот

„-►оо “ л

предел не существует или существует, но lim — 1, то при-
„ - > о о  ип

знак Даламбера не дает возможности установить, сходится ряд 
или расходится, так как в этом случае ряд может оказаться и 
сходящимся и расходящимся. Для решения вопроса о сходимости 
таких рядов надо применить какой-либо другой признак.

З а м е ч а н и е  3. Если lim _  1 Но отношение для
Л->оо ип

всех номеров п, начиная с некоторого, больше единицы, то ряд
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расходится. Это следует из того, что если >  1, то
и общий член не+тремится к нулю при п —+ оо.

Рассмотрим примеры, иллюстрирующие сказанное.
П р и м е р  3. Исследовать сходимость, ряда

1
- 0 + Т  +  Т + - п + 1

Р е ш е н и е .  Здесь

“ п + 1lim
«-►оо

lim

п +  1
п +  2

lim — I-
п - о о  п - + 2 л

п + 1

В данном случае ряд расходится, так как - j

“ п+1 п2+ 2 п + 1

>  1 для всех п:

п2 +  2п > 1.

П р и м е р  4. Применяя признак Даламбера к гармоническому ряду

1 +  Y + T + - - + 7 T + " - ’ замечаем> что “Л = 7 Г ’ “n+ i = ^ + i  и’ следова‘

тельно, lim и" — —  lim ■ ^ =  1. Значит, на основании признака Даламбера
П  -> оо П  1

нельзя установить сходимость или расходимость данного ряда. Но ранее мы 
установили другим путем, что гармонический ряд расходится.

П р и м е р  5. Исследовать сходимость ряда

_!_______ I__!__l  I * I
1 - 2 ^ 2 .3  ‘ 3 - 4 ^  " " ^ я  (я + 1 )  ‘ '

Р е ш е н и е .  Здесь
1 .. 1 

“л—n ( n + l ) ’ W” +i — (п + 1 )  ( п + 2 ) ’
п т  n (" +  1> iim

л - .  (П +  1) (п +  2) „ -оо п +  2lim
П -*■ оо l i f t

=  1.

На основании признака Даламбера сделать заключения о сходимости 
ряда нельзя, однако, исходя из других соображений, можно установить, что

о 1 1 1этот ряд сходится. Заметив, что , , ,^= ——  , , мы можем записатьл (п + 1) п п + 1  ’
данный ряд в виде

Частичная сумма п первых членов после раскрытия скобок и сокращения 
будет равна

s„=l -  1л +  Г
Следовательно,

lim s„= lim f l ——г т ) = 1 .
П -+°о П-+ оо V П \ 1 J

т .  е .  р я д  с х о д и т с я  и  е г о  с у м м а  р а в н а  1.
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§ 5. Признак Коши

Т е о р е м а  ( п р и з н а к  К о ши ) .  Если для ряда с положи
тельными членами

Ы1 + М2 + Ы3 +  • • • + ЫП +  • ■ • (1)

величина ] / и п имеет конечный предел I при п —>оо, т .  е.

Нт | / и п —  1,
П ->00

то :
1) в случае I <  1 ряд сходится;
2) в случае / >  1 ряд расходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Пусть / < 1 .  Рассмотрим числом,

удовлетворяющее соотношению /-<  q <  1.
Начиная с некоторого номера п —  N , будет иметь место соот

ношение

отсюда следует, что

или
<  г

для всех n ^ N .
Рассмотрим теперь два ряда: «

Ы1 +  “ 2 +  и з +  • • • +  U.V +  1 +  « jV+ 2 +  • • *,
+  qN +1 +  qN+ 2 +  • • .

( 1)
O')

Ряд (Г) сходится, так как его члены образуют убывающую 
геометрическую прогрессию. Члены ряда (1), начиная с uN, меньше 
членов ряда (Г) .  Следовательно, ряд (1) сходится.

2) Пусть / > 1 .  Тогда, начиная с некоторого номера n =  N, 
будем иметь

V u n >  1 .
или

“ » > ! •

Но если все члены рассматриваемого ряда, начиная с uN, больше 1, 
то ряд расходится, так как его общий член не стремится к нулю. 

П р и м е р .  Исследовать сходимость ряда

¥ + ( 4 )  + ( у )  + - "  +  ( 2 Н Т т )  + " ‘
Р е ш е н и е .  Применим признак Коши:

Р я д  с х о д и т с я .
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З а м е ч а н и е .  Как и в признаке Даламбера, случай 

Пт \ / и п =  I —  \
Л -*  со

требует дополнительного исследования. Среди рядов, удовлетво
ряющих этому условию, могут встретиться как сходящиеся, так и 
расходящиеся ряды. Так, для гармонического ряда (который, как 
известно, расходится)

Пт 1 /и п =  Пт 1 /  1/п =  1.
Л - >  СО П ->  СО

Для того чтобы убедиться в этом, докажем, что lim l n j / l / / i  =  0.
П-> ОС

Действительно,

lim l n l / "  — =  П т — — .
П - + &  '  W П-+СС 11

Здесь числитель и знаменатель дроби стремятся к бесконечности. 
Применяя правило Лопиталя, найдем:

lim In
Л—>- со

| / ~  — =  Нш — =  lim —Д- =  0.1

Итак, In 1 / \ j n — >-0, но тогда у /1 /п —► 1, т. е.

lim у /  1/п —  1.
Л -»- СО

Для ряда

, 1- 22 I 321- + - 4 + 4 - +  • • • • • '

также имеет место равенство

lim ы„ =  lim ] / l / n 2=  lim * /  1/л пу /  1/п —  1,
Л —► со Л—► со Л -*  СО

но этот ряд сходится, так как если отбросим первый член, то 
члены оставшегося ряда будут меньше соответствующих членов 
сходящегося ряда

1 - 2 ^ 2 - 3 ^  т я ( л + 1 ) т  
(см. пример 5 § 4).

§ 6. Интегральный признак сходимости ряда

Т е о р е м а .  П усть члены ряда
ы1 +  ы2 +  ыа +  • • • + “ „ + . . •  j (1)

положительны и не возрастают, т .  е,
Uf и2 . .  . |  0  )

9 Н. С. Пискунов, т. 2
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и пусть f  (х) — такая непрерывная невозрастающая функция, чтоЩ  

/ ( l) =  «i ,  f  (2) =  и2, . . . .  f  (п) =  иа-. (2)
Тогда справедливы следующие утвержденияj

+  со

1) если несобственный интеграл J  /  (л:) dx сходится (см. § 7
1

гл. X I т. I), т о  сходится и ряд (1);
2) если указанный интеграл расходится, то  расходится и ряд (1). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Изобразим члены ряда геометрически,от

кладывая по оси абсцисс номера 1, 2, 3, . . . ,  п ,п - j-1, . . .  членов 
ряда, а по оси ординат — соответствующие значения членов ряда 
ui} « 2, . . . ,  ип, . . .  (рис. 360).

1г л .  k v i  I

Построим на том же чертеже график непрерывной невозра
стающей функции

y =  f  (*)»
удовлетворяющей условию (2).

Рассматривая рис. 360, замечаем, что первый из построенных 
прямоугольников имеет основание, равное 1, и высоту f ( l )  —  ut . 
Следовательно, площадь этого прямоугольника равна ui . Площадь 
второго прямоугольника равна ы2' и т. д.; наконец, площадь по
следнего (n-го) из построенных прямоугольников равна ип. Сумма 
площадей построенных прямоугольников равна сумме sn первых п 
членов ряда. С другой стороны, ступенчатая фигура, образован
ная этими прямоугольниками, заключает область, ограниченную 
кривой у —  f  (х) и прямыми х = 1 ,  х — п - \ - 1, г/ =  0; площадь этой

П+ 1
области равна J  /  (х) dx. Следовательно,

п+  1

s „ >  j  f(x )d x . (3 )
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Рассмотрим теперь рис. 361. Здесь первый (слева) из построен
ных прямоугольников имеет высоту и2\ следовательно, его пло
щадь также равна и$. Площадь второго прямоугольника 
равна «з и т. д. Площадь последнего из построенных пря
моугольников равна ип+1. Следовательно, сумма площадей 
Бсех построенных прямоугольников равна сумме всех чле
нов | ряда, начиная от второго до (я + 1 )-го , т. е. равна 
s +1 — и,-. С другой стороны, как легко видеть, ступенчатая фи
гура, образованная этими прямоугольниками, содержится внутри 
криволинейной фигуры, ограниченной кривой y =  f(x )  и прямыми 
х  =  1, х —  п + \ , у  =  0. Площадь этой криволинейной фигуры равна
я+ 1

 ̂ /  (х) dx. Следовательно,
1

п + 1

s n + i - U i <  J  f(x )d x ,
i

откуда
п+1

s „ + i <  j  f(x )d x  +  Ui .  (4)
i

Рассмотрим теперь оба случая.
4- оо

1) Предположим, что интеграл J  f  (х) dx сходится, т. е. имеет

конечное значение. 
Так как

л+ I
J  /  (х) dx <  j  /  (х) dx,
i i

то в силу неравенства (4)
+  со

sn < s n+ i < ]  f(x )d x  +  uu
i

Т. е. частичная сумма s„ остается ограниченной при всех значе
ниях п. Но при увеличении п она возрастает, так как все члены 
ип положительны. Следовательно, sn при п —юо имеет конечный 
предел lim s„ =  s, т. е. ряд сходится.

П -+  СО

+ 00
2) Предположим далее, что j  f ( x ) d x =  оо.  Это значит, что

1

J /  (x) dx неограниченно возрастает при возрастании п. Но тогда
л+ 1

9*
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в силу неравенства (3) sn также неограниченно возрастает при 
возрастании п ,  т. е. ряд расходится.

Таким образом, теорема полностью доказана.
З а м е ч а н и е .  Доказанная теорема остается справедливой, 

если неравенства (Г) выполняются, лишь начиная с некоторого N.
П р и м е р .  И с с л е д о в а т ь  с х о д и м о с т ь  р я д а

Р е ш е н и е .  П р и м ен и м  и н т егр а л ь н ы й  п р и з н а к , п о л о ж и в  f  (х) =  1/хР. Э т а  
ф у н к ц и я  у д о в л е т в о р я е т  в сем  у сл о в и я м  тео р ем ы . Р а ссм о т р и м  и н т егр а л

IV

Г dx__
J хР~~

1
1 - Р

х1~Р

In х  | ^  =  1п N

! = у 4 ^ ( ДГ1~'Р — 1) п р и  Р Ф  1 ,

п р и  р =  1.

У с т р е м л я я  N  к  б е с к о н е ч н о с т и , в ы я сн и м , с х о д и т с я  л и  н есо б ст в ен н ы й  и н т е 
гр а л  в р а зл и ч н ы х  с л у ч а я х .

Н а  о сн о в е  эт о г о  м о ж н о  б у д е т  с у д и т ь  о  с х о д и м о ст и  и л и  р а с х о д и м о с т и  р я д а  
п р и  р а зл и ч н ы х  з н а ч е н и я х  р.

В  с л у ч а е  р  >  1 б у д е т  ^  

т е л ь н о , р я д  с х о д и т с я ;

dx  1
~£р— р __j > т - е - и н т егр а л  к он еч ен  и , с л ед о в а -

в с л у ч а е  р <  1 б у д е т  ^  ~  =  оо —  и н т егр а л  б е с к о н е ч е н , р я д  р а с х о д и т с я ;  

00

в  с л у ч а е  р =  1 б у д е т  ^ Д = о о  —  и н т егр а л  б е с к о н е ч е н , р я д  р а с х о д и т с я ,  

1
З а м е т и м , что н и  п р и зн а к  Д а л а м б е р а , н и  п р и зн а к  К о ш й , р а ссм о тр ен н ы е  

р а н е е , н е р еш а ю т  в о п р о с а  о  с х о д и м о с т и  эт о г о  р я д а , т а к  к ак

Jim ^ ± i = =  lim  =
П - у °o Ч -п П - уоо \ t l  t“ 1 /

§ 7. Знакочередующиеся ряды. Теорема Лейбница

Д о сих пор мы рассматривали ряды, члены которых положи
тельны. В этом параграфе будем рассматривать ряды, члены ко
торых имеют ч е р е д у ю щ и е с я  з н а к и ,  т. е. ряды вида

+  — и4 +  . . . ,

где uit и2, положительны.

Т е о р е м а  Л е й б н и ц а .  Если в знакочередующемся ряде

«1 — « 2 +  «а— « 4 +  • • • (ип > ° )  (О

плены таковы , что
щ  >  и2 >  и3 > . . .  (2)

lim ип =  0,  (3)
п - у  so

то  ряд (1) сходится, его сумма положительна и не превосходит 
первого члена.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сумму п =  2 т  первых чле
нов ряда (1):

S2 т  —  (Ui  —  Uz) +  ( и 3 —  и «) +  • • • +  ( U2 m - i~  U2m)-

Из условия (2) следует, что выражение в каждой скобке поло
жительно. Следовательно, сумма s2m положительна,

S2m

и возрастает с возрастанием т .  Запишем теперь эту же сумму так:

S2m ~ l l l  ( U 2  « з )  ( U 1 Ы5) • • • (U2m- 2  U 2f f l - l )  U2nr

В силу условия (2) каждая из скобок положительна. Поэтому 
в результате вычитания этих скобок из мы получим число, 
меньшее щ, т. е.

S2m •

Таким образом, мы установили, что s2m при возрастании т  воз
растает и ограничена сверху. Отсюда следует, что s2m имеет предел s:
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причем

lim s2jn =  s,
/71—► X

О <  s <  щ.

Однако сходимость ряда еще не доказана; мы доказали только, 
что последовательность «четных» частичных сумм имеет пределом 
число s. Докажем теперь, что «нечетные» частичные суммы также 
стремятся к пределу s.

Рассмотрим для этого сумму n =  2 m +  1 первых членов ряда (1):

s 2m + l  — S2m “Г и гт + 1‘

Так как по условию (3) lim u2m+i =  0 , то, следовательно,
т - у  сот - у  со

lim s2m +  lim и2т+1
т - у о о  т —у  сс

lim s2m — s.lim s2m+i
m - y c c

Тем самым мы доказали, что lim sn =  s как при четном п, так
тг->сс

и при нечетном п. Следовательно, ряд (1) сходится.
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З а м е ч а н и е  1. Теорема Лейбница справедлива, если нера, 
венства (2) выполняются, начиная с некоторого N.

З а м е ч а н и е  2. Теорема Лейбница иллюстрируется геоме 
рически следующим образом. Будем на числовой прямой откла 
дывать частичные суммы (рис. 362)

Si -- U1 So — И1 Ып — Si Ь1п Sa — S2 -f- Us Sa -- So Ua

-u3-
■U4 -

■us -
-u6-

и T. Д.
Точки, соответствующие частичным суммам, будут прибли* 

жаться к некоторой точке s, которая изображает сумму ряда^ 
При этом точки, соответствующие четным частичным суммам, рас

полагаются слева от s, а 
точки, соответствующий 
нечетным частичным сум«  
мам,— справа от s.

З а м е ч а н и е  3. Е сл и  
знакочередующийся ряд 
удовлетворяет условию тес 
ремы Лейбница, то нетруд-1 
но оценить погрешность, ко-| 
торая получится, если заме-1 

нить его сумму s частичной суммой s„. При такой замене мы от-] 
брасываем все члены ряда, начиная с ип+1. Но эти числа сами об
разуют знакочередующийся ряд, сумма которого по абсолютной 
величине меньше первого члена этого ряда (т. е. меньше ыл+1)J 
Значит, погрешность, получающаяся при замене s на sn, не 
превосходит по абсолютной величине первого из отброшенных 
членов.

S4 SS S'

Рис. 362.

Sj-U{

П р и м е р  1. Ряд

I 1 , I
+  Т  — т + ” *

сходится, так как
1) 1 >  1/2 > 1/3 > . . . ;
2) lim ип =  lim 1/л =  0.

П-+ 00 П—>• СО
Сумма п первых членов этого ряда

s» - ‘ - 7 + T - T + - + < - 1>” ‘ V

отличается от суммы ряда s на величину, меньшую 1 /(я+ 1 ). 
П р и м е р  2. Ряд

1__ L - J ___L -
2! ‘ 3! 41

сходится в силу т е о р е м ы  Лейбница.
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§ 8. Знакопеременные ряды. Абсолютная 
и условная сходимость

Ряд называется знакопеременным, если среди его членов 
имею тся как положительные, так и отрицательные.

Рассмотренные в предыдущем параграфе з н а к о ч е р е д у ю 
щ и е с я  ряды являются, очевидно, ч а с т н ы м  с л у ч а е м  знако
переменных рядов.

Мы рассмотрим здесь некоторые свойства знакопеременных 
рядов. При этом в отличие от соглашения, принятого в предыдущем 
параграфе, мы будем теперь полагать, что числа ы1( и2, . . .
. .  ., ип, . . .  могут быть как положительными, так и отрицатель
ными.

Прежде всего, дадим один важный достаточный признак схо
димости знакопеременного ряда.

Т е о р е м а  1. Если знакопеременный ряд

Ul +  U2 +  • • • + ы, > + • • • ( О

таков, что ряд, составленный из абсолютных величин его членов,

I u i I + 1 “ г I +  • • • + 1 и п I +  • • • .  (2)

сходится, т о  и данный знакопеременный ряд также сходится.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть sn и оп— суммы п первых чле

нов рядов (1) и (2).
Пусть далее s„— сумма всех положительных, a s„— сумма 

абсолютных величин всех отрицательных членов среди первых п 
членов данного ряда; тогда

=  S/1 ~  “Ь $Л*

По условию, оп имеет предел a; s'n и s't — положительные воз
растающие величины, меньшие or. Следовательно, они имеют пре
делы s' и s". Из соотношения s„ =  s„— s"n следует, что и s„ имеет 
предел и этот предел равен s '— s", т. е. знакопеременный ряд (1)
сходится.

Доказанная теорема дает возможность судить о сходимости 
некоторых знакопеременных рядов. Исследование вопроса о схо
димости знакопеременного ряда сводится в этом случае к иссле
дованию ряда с положительными членами.

Рассмотрим два примера.
П р и м е р  1. Исследовать сходимость ряда

sin а  . sin 2а . sin За . . sin па
- р  I г>2 I р  г  • • • т  р  г  ■ ■ • «  И )

где а —любое число.
Р е ш е н и е .  Наряду с данным рядом,

I sin а
1- +

sin 2а | . I sin За
2* + 3*

рассмотрим ряды 
sin па  I

+ . . . +
1 + -

(Д
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Т Г + ^ + - р - + - - - + т ! т + . (5)
Ряд (5) сходится (см. § 6). Члены ряда (4) не больше соответственны 

членов ряда (5); следовательно, ряд (4) тоже сходится. Но тогда в силу 
доказанной теоремы данный знакопеременный ряд (3) тоже сходится. 

П р и м е р  2. Исследовать сходимость ряда
cos (я/4) . cos (Зя/4) . cos (5я/4)

3J З3
cos ((2л — 1) я/4) 

3^

Р е ш е н и е . Наряду с данным рядом, рассмотрим ряд

_1~L_l
3* ‘ '3 "  ‘

i —I—L_i_
О O J

<б>:

(7)'

Этот ряд сходится, так как он является убывающей геометрической про
грессией со знаменателем 1/3. Но тогда сходится и заданный ряд (6), так как 
абсолютные величины его членов меньше соответствующих членов ряда (7).

Заметим, что признак сходимости, доказанной выше, является^ 
только д о с т а т о ч н ы м  признаком сходимости знакочередующе
гося ряда, но не необходимым: существуют такие знакоперемен
ные ряды, которые сами сходятся, но ряды, составленные из 
абсолютных величин их членов, расходятся. В связи с этим 
полезно ввести понятия об абсолютной и условной сходимости 
знакопеременного ряда и на основе этих понятий классифици
ровать знакопеременные ряды.

О п р е д е л е н и е .  Знакопеременный ряд

Ы1 +  Ы2 +  и з +  • • • +  ип +  • • • (1)

называется абсолютно сходящимся, если сходится ряд, составлен
ный из абсолютных величин его членов:

I Mi l  +  I мг | * Н  и з I +  • • • + 1  и п 1 +  • • • (2)

Если же знакопеременный ряд (1) сходится, а ряд (2), состав
ленный из абсолютных величин его членов, расходится, то дан
ный знакоцеременный ряд (1) называется условно или неабсо
лютно сходящимся рядом.

П р и м е р  3. Знакопеременный ряд 1 — y + ' j - -■£-+ • • • является у с 
л о в н о  сходящимся, так как ряд, составленный из абсолютных величин его 
членов, есть гармонический ряд {-— +  . . . ,  который расходится.
Сам же ряд сходится, что легко проверить с помощью признака Лейбница.

П р и м е р  4. Знакопеременный ряд 1— j T + g p — }-••• есть ряд а б с о 
л ю т н о  сходящийся, так как ряд, составленный из абсолютных величин его 
членов 1 - f - g y - j y - f - . . .  сходится, как это было установлено в § 4.
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С помощью понятия абсолютной сходимости теорему 1 часто 
формулируют следующим образом: всякий абсолютно сходящийся 
ряд есть ряд сходящийся.

В заключение отметим (без доказательства) следующие свой
ства абсолютно сходящихся и условно сходящихся рядов.

Т е о р е м а  2. Если ряд сходится абсолютно, то  он остается 
абсолютно сходящимся при любой перестановке его членов. При 
этом сумма ряда не зависит о т  порядка его членов.

Это свойство не сохраняется для условно сходящихся рядов.
Т е о р е м а  3. Если ряд сходится условно, то , какое бы мы 

ни задали число А, можно та к  переставить члены этого ряда, 
чтобы его сумма оказалась в точности равной А. Более того, 
можно та к  переставить члены условно сходящегося ряда, чтобы 
ряд, полученный после перестановки, оказался расходящимся.

Доказательство этих теорем выходит за рамки данного курса. 
Его можно найти в более подробных учебниках (см., например, 
Ф и х т е н г о л ь ц  Г. М. Курс дифференциального и интегрального 
исчисления, т. II.— М.: Физматгиз, 1962, с. 319—320).

Для иллюстрации того, что сумма условно сходящегося ряда 
может меняться при перестановке его членов, рассмотрим сле
дующий пример.

П р и м е р  5. Знакопеременный ряд

‘ - Т + Т - Т + -  <*>
сходится неабсолютно. Обозначим его сумму через s. Очевидно, что s >  0. 
Сделаем перестановку членов ряда (8) так, чтобы ьза одним положительным 
членом следовали два отрицательных:

1__!___L_l J___!__ L-f- J__!_____ !------L_l (m
2 4 ^  3 6 8 ^ ' ' 2 k — 1 4k— 2 4 k ^  ’

Докажем, что полученный ряд сходится, но что его сумма s' в два раза 
меньше суммы ряда (8), т. е. равна s. Обозначим через sn и s„ частичные 
суммы рядов (8) и (9). Рассмотрим сумму 3k членов ряда (9):

1 1
4  =  ( i - y — г )  +  ( Ш )  +  - " + ( 2 Г : 1 4k— 2 4k)-

e ( Y - T )  +  ( T _ F )  +  - - -+ ( 4 F l 2 - i ) -  

в т [ ( 1 —? )  +  ( т “ Т ) +  " ■+  (2Г=Т“ 2?)] =

4 ( , - т + т - т + - ‘

2k 1 
1

~2k— 1 2k
1

— 2 s2*r

Следовательно,

li:n Sjit - „  1 1= Inn T s2ft =  -5-s.
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Далее,

ftlims'3fc+1=  Шп ( S3ft+ ^ F T )  =  I s ,

lim s'3k+2 =  lim ( S3*-k-*oo k-*-oo \

Таким образом, получаем

1 1
2 f t+ l  46 +  2) = l ,

lim s'n =  s' =  -~- s.n-+°o *

Итак, в данном случае сумма ряда изменилась после перестановки его 
членов (уменьшилась вдвое).

§ 9. Функциональные ряды
Ряд

U1 4 "  U 2 4 "  • • '  +  Un "+■ • • •

называется функциональным, если его члены являются функция
ми от х.

Рассмотрим функциональный ряд
« 1  (х) +  «2 (* N * -« 3  (*)■+ . • • +  ип (х) +  . . .  (1)

Давая х  определенные числовые значения, мы получаем раз
личные числовые ряды, которые могут оказаться сходящимися 
или расходящимися.

Совокупность тех значений х, при которых функциональный 
ряд сходится, называют областью сходимости этого ряда.

Очевидно, что в области сходимости ряда его сумма является 
некоторой функцией от х. Поэтому сумму функционального ряда 
обозначают через s (х).

П р и м е р .  Рассмотрим функциональный ряд
1 + х -( -х 2+  . . .  + * '1 +  . . .

Этот ряд сходится при всех значениях х  в интервале (■—I, 1), т. е. при 
всех х, удовлетворяющих условию | х  | < 1. Для каждого значения х в интер
вале (—1, 1) сумма ряда равна - (сумма убывающей геометрической про
грессии со знаменателем х). Таким образом, в интервале (— 1, 1) данный ряд 
определяет функцию

которая является суммой ряда, т. е.

y -i— =  1 +  л!-|-л:г+д:3+  . . .

Обозначим через sn (x) сумму первых п членов ряда (1). Если 
этот ряд сходится и сумма его равна s(x), то

s W  =  s „ W  +  Г „ ( х ) ,
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где гп (а) есть сумма ряда Нп +i (*) +  ̂ П+2 (*) +  •••.  т. е.
Гп (Х )  =  И„+Х (* )  +  «„+2 ( * ) + • • •

В этом случае величина г п (х) называется остатком ряда (1). 
Для всех значений х  в области сходимости ряда имеет место 
соотношение lim s„ (а-) =  s (х), поэтому

П-*- со

lim г„ (х ) =  lim [s (x)— sn (а)] =  О,
П-> 00 П-> со

т. е. о с т а т о к  г п(х) с х о д я щ е г о с я  р я д а  с т р е м и т с я  к 
н у л ю  п р и  п — * оо.

§ 10. Мажорируемые ряды

О п р е д е л е н и е .  Функциональный ряд

« I  (*) +  И* (*) +  « ■ '. ( * ) + • ■ • +  и» ( * ) + •  •> ( О

называется мажорируемым в некоторой области изменения х, 
если существует такой сходящийся числовой ряд

а 1 +  а 2 +  а з +  • • • "Ь а п +  • • • (2)

с положительными членами, что для всех значений х  из данной 
области выполняются соотношения

| « . М 1 < а „  • • • ,  1 М * ) К « „ .  . . .  (3)

Иначе говоря, ряд называется мажорируемым, если каждый его 
член по абсолютной величине не больше соответствующего члена 
некоторого сходящегося числового ряда с положительными чле
нами.

Например, ряд
cos х  , cos 2х , cos Здс , , cos пх ,
~Т~ ~И*~ +  З2 “Г • • • 'г'- л? •*•••

есть ряд, мажорируемый на всей оси Ох. Действительно, для 
всех значений х  выполняется соотношение

cos пх
~ Ж ~ (п =  1, 2, . . . ) ,

а ряд
± + _L +  J_ .1 ‘ 22 ‘ з* т  • • •«

как известно, сходится.
Непосредственно из определения следует, что ряд, мажори

руемый в некоторой области, абсолютно сходится во всех точках 
этой области (см. § 8). Кроме того, мажорируемый ряд обладает 
еще следующим важным свойством.
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Т е о р е м а .  П усть функциональный ряд

«1 (* )  +  “ * ( * ) + • • • + “ . . ( * ) + • • •

мажорируем на отрезке fa, Ь]. П усть s(x)— сумма этого ряда, 
sn(x) — сумма п первых членов этого ряда. Тогда для каждого как 
угодно малого числа е >  0 найдется положительное число N такое, 
что при всех п~^ N будет выполняться неравенство

|s (* ) — sn (*)| <  е>
каково бы ни было х из отрезка [fa, Ь].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через а сумму ряда (2):

°  — а 1 +  К 2 +  a 3 +  • • • +  а п +  a n +1 +  • • • .
тогда

а  =  ° „  +  еп,

где о„ — сумма п первых членов ряда (2), а еи— сумма всех 
остальных членов этого ряда, т. е.

еП =  « П + 1 +  а П + 2 + - - -  

Так как этот ряд сходится, то
lim an =  a

Л-+0О
и, следовательно,

Н т е л =  0.
/1-> 00

Представим теперь сумму функционального ряда (1) в виде 
s(x) =  sn (x) +  r4 (x), 

где
sn(x) =  u1(x )+  . . . + и п (х),

и п+ 1 (■ * )+  ^Л + 2 (х ) +  ^л  + 3 ( * ) + • ■ •

Из условия (3) следует, что

I« „ + ! ( * ) К «„+1. K + s W K « » + i .  • • • .
и поэтому

для всех х  из рассматриваемой области.
Таким образом,

|s (x ) — s „ ( x ) | < e „

для всех х  из отрезка [а, £>], причем е„—»-0 при п —>-оо.
З а м е ч а н и е  1. Полученный результат можно геометрически 

иллюстрировать следующим образом.
Рассмотрим график функции y —  s{x). Построим около этой 

кривой полосу шириной 2е„, т. е. построим кривые у =  s(x)-{-e_
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к у —  s (х)— е„ (рис. 363). Тогда при любом е„ график функции 
s (х) будет лежать целиком в рассматриваемой полосе. В этой же 
полосе будут лежать графики всех последующих частичных сумм.

З а м е ч а н и е  2. Не вся
кий функциональный ряд, 
сходящийся на отрезке [а,
Ь], обладает свойством, ука
занным в доказанной теоре
ме. Но существуют и нема- 
жорируемые ряды, которые 
обладают указанным свойст
вом. Всякий ряд, обладающий 
указанным свойством, назы
вается равномерно сходящим
ся рядом на отрезке [а, Ь\.

Итак, функциональный 
ряд щ (х) +  и2(х) +  . . .

называется равномерно сходящимся на отрезке 
[а, Ь], если для любого как угодно малого е >  0 найдется такой 
номер N , что при всех n ^ N  будет выполняться неравенство

\s(x)— sn ( x ) \ < e

для любого х из отрезка [а, Ь].
На основании доказанной теоремы следует, что мажорируемый 

ряд является рядом, равномерно сходящимся.

Рис. 363.

§ 1 1 .  Непрерывность суммы ряда

Пусть имеем ряд из непрерывных функций

«1 (*) +  «« ( * ) +  • • •  + « « ( * )  +  • • • .

сходящийся на некотором отрезке [а, b].
В главе II  (т. I) мы доказали теорему о том, что сумма ко

нечного числа непрерывных функций есть функция непрерывная. 
Для суммы ряда (состоящего из бесконечного числа слагаемых) 
это свойство не сохраняется. Некоторые функциональные ряды 
с непрерывными членами имеют в качестве суммы непрерывную 
функцию, у других функциональных рядов с непрерывными чле
нами сумма является разрывной функцией.

П р и м е р .  Рассмотрим ряд
( х ' ^ - х )  +  (*1/5- * ‘/ 3) + ( х 1/7- * 1/6) +  . . .  +  ( ^ / ( m +D _ JCT/<2n -i))  +  _

Члены этого ряда (каждый из них заключен в скобки) суть непрерывные 
Функции при всех значениях х. Докажем, что этот ряд сходится и его сумма 
есть разрывная функция.

Найдем сумму п первых членов этого ряда: s„ =  xJ,(2n + l ^—х. Найдем 
сумму ряда:
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если х >  0, то
s =  lim s„(jf)=  lim (х1̂ гп+1^— х ) = 1 — х,

П-* 00 Л->0о
если х <  0, то

s =  lims„(x) =  lim (— | х j1/<2n + 1) _ х) =  — 1 — х,
Л->00 п~>оо

если х =  0, то s„ =  0, и поэтому 

Таким образом, имеем

5 =  lim s„ =  0.
П-> 00

s(x) = — 1— ДС при дс <  О, 
s (дг) == 0 при * =  0,
s (х) =  1 —лз при д: >  0.

Итак, сумма приведенного ряда есть функция разрывная. Ее график изображен 
на рис. 364, где показаны также графики частичных сумм sx (х), s2 (дс) и s3 (х).

Для мажорируемых рядов справедлива следующая теорема. 
Т е о р е м а .  Сумма ряда непрерывных функций,  мажорируе

мого на некотором отрезке [а, Ь\, есть функция, непрерывная 
на этом отрезке.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть имеем мажорируемый на отрезке 
[а, Ь\ ряд непрерывных функций

и1(х) +  и2(х) +  и3( х ) + . . .  (1)

Представим его сумму в виде
s(x) =  sn (х) +  гп (х), 

где
sn (x) =  u1(x ) +  . . . + и п (х),
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а
Гп (х) -  ип+1 ( Д С )  4- Ы„ + 2 (х) 4- •' •' .1

Возьмем на отрезке [а, б] произвольное значение аргумента х  
и придадим ему такое приращение Ах,  чтобы точка х - f  Да лежала 
тоже на отрезке [а, б].

Введем обозначения
As =  s (а- 4- Ах)— s (a), Asn — s„ (a - f  Да) — s„ (а),

тогда
As =  As„ 4- rn (а 4- Да) — гп (а),

откуда
| A s |< | As„ 14-1 rn (a 4-Да) | +  | rn (a) |. (2)

Это неравенство справедливо для любого номера п.
Чтобы доказать непрерывность s ( a ) ,  нужно показать, что при 

любом наперед заданном и как угодно малом б  >  0  найдется число
6 >  0 такое, что при всех | Да | <  б будет | As | <  е.

Так как данный ряд (1) мажорируемый, то при любом наперед 
заданном е > 0  найдется такой номер N,  что при всех n ^ N ,  
и в частности при n =  N, будет выполняться неравенство

I rN(X) I <  ®/3 (3)
при любом а из отрезка [а, б]. Значение а 4 - А* лежит на отрезке 
[а, б] и потому выполняется неравенство

I (а Ч" Да) | <  б/3 . (3')

Далее, при выбранном N  частичная сумма sN (а) есть функция
непрерывная (сумма к о н е ч н о г о  числа непрерывных функций) 
и, следовательно, можно подобрать такое положительное число б, 
что для всякого Да , удовлетворяющего условию | Да | <  б, выпол
няется неравенство

| Д % | < е / 3 .  (4)

На основании неравенств (2), (3), (3') и (4) получаем

I As I <  "з +  Т + 3 '  =  8 ’
т. е.

| As | <  б  при | Да | <  б,

а это и означает, что s (a) является непрерывной функцией в точке а 
(и, следовательно, в любой точке отрезка [а, б]).

З а м е ч а н и е .  Из доказанной теоремы следует, что если сумма 
Ряда на каком-либо отрезке [а, б] разрывна, то ряд не мажорируем 
на этом отрезке. В частности, не мажорируемым (на любом отрезке, 
содержащем точку а  =  0,  т . е. точку разрыва суммы ряда) является 
Ряд, приведенный в примере.
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Отметим, наконец, что обратное предложение неверно: сущестг 
вуют ряды, не мажорируемые на отрезке и, однако, сходящиеся 
на этом отрезке к непрерывной функции. В частности, всякий 
равномерно сходящийся на отрезке [а, Ь~[ ряд (даже если он не 
мажорируем) имеет в качестве суммы непрерывную функцию 
(конечно, если все члены ряда непрерывны).

§ 12. Интегрирование и дифференцирование рядов

Т е о р е м а  1. П усть имеем ряд непрерывных функций

U1 (*) +  Ы2 (■*) "Ь • • • +  (х) +  • • •, (1)
мажорируемый на отрезке [а, ft], и пусть s (.х) есть сумма этого 
ряда. Тогда интеграл о т  s (х) в пределах о т  а  до х, принадле
жащих отрезку [а, ft], равняется сумме таких же интегралов 
о т  членов данного ряда, т .  е.

X X X  X
\ s { t ) d t = \  щ  (/) dt +  I  иг (0  dt +  . . .  +  $ ип (0  dt  +  . .
а а а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функцию s (х) можно представить в виде
s(x) =  sn {х) +  гп (х),

или

Тогда
s (х) =  ы, (х) +  ut ( x ) +  . . . +  ип (х) +  гп (х).

J s (0  dt =  J их (t) d t +  J и2 (0  dt +  • • • +  S и„ (0  dt) +  $ r„ (t) dt  (2)
a a a a a

(интеграл от суммы к о н е ч н о г о  числа слагаемых равен сумме 
интегралов от этих слагаемых).

Так как исходный ряд (1) мажорируем, то при любом х  имеем 
| ( х )  | <  е„, где е „ - ^ 0  при п —* оо. Поэтому*)

X X X
\ r n( t ) dt  <  ±  $ | r n ( t ) \ d t < ± \  еп dt =  ±  еп (х — о ) <  е„ (ft— а).
х a a

Так как еп— *0, то

lim  ̂ /■„ (/) dt —  0.

Но из равенства (2) получаем:
х .v Г х х

S гп (о d t = \ s { t ) d t -  5 Ul (о dt + . . .  +  5 «„ (о л

*) В приводимых ниже оценках при a  <  * берется знак +» а при х <  а  — 
знак —.
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Следовательно,
Г

lim -! \ s( t )dt  —

или

Нт
П -*■ ос

[ u 1 ( t ) d t + . . .  +  \ u n ( t ) d t
7. U

X X
S U i ( t ) d t + . . .  +  \ u n ( t ) d t  =$s(t)dt.

=  0.

(3)

Сумма, стоящая в квадратных скобках, есть частичная сумма ряда
X X
$ Ul ( t ) d t + . . .  +  $ U j t ) d t + . . .  (4)

а  а

Поскольку частичные суммы этого ряда имеют предел, этот ряд
X

сходится и его сумма в силу равенства (3) равна ^s( t ) dt ,  т. е.
а

X X X  X
l s ( t ) d t = [ u 1(t )dt  +  \ u i ( t ) d t + . . .  +  \ u n ( t ) d t + . . . ,
а  а  а  а

а это и есть равенство, которое требовалось доказать.
З а м е ч а н и е  1. Если ряд не мажорируем, то почленное 

интегрирование ряда не всегда возможно. Это надо понимать в том
X

смысле, что интеграл ^ s ^ d t  от суммы ряда (1) не всегда равен
а

сумме интегралов от его членов (т. е. сумме ряда (4)). 
Т е о р е м а  2. Если ряд

ui (х) +  U2 (х) +  • • • +  ип (х) +  • • • • (3)

составленный из функций, имеющих непрерывные производные на 
отрезке [а, Ь], сходится на этом отрезке к сумме s (х) и ряд

«1■(*) +  « * ( * ) + • . .  + и п(х) + . . . ,  (6)

составленный из производных его членов, мажорируем на том же 
отрезке, то  сумма ряда производных равна производной о т  суммы 
первоначального ряда, т .  е.

s' (х) =  и\ (х) +  и, (х) +  «; (х) +  . . .  +  ип (*) +  . . .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через F (х) сумму ряда (6): 
F (х) =  и\ (х) +  иг ( х ) +  . . .  + и п (х) +  . . . ,

и докажем, что
F (х) =  s' (х).
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Так как ряд (6) мажорируем, то на основании предыдущей 
теоремы

X X X  X
l F ( t ) d t = l  и\ (t) d t + \ u l i f ) d t + . . .  +  l  ип (t)d t +  . . .
cl a  cl а

Производя интегрирование, будем иметь
К
J F (t) dt =*
а

=  [«i W — н4 (а)] +  [и, (х) —  и, (а)] +  . . .  +  [ип (х) — Iип (а)] +  . . .  

Но по условию
S (х) =  щ  {х) +  иг (х) 4- . .  • +  Ы„ (х) +  . .  •, -
s (а) =  Ui (а) +  и2 (а) +  . . .  +  ип (а) +  . . . ,

каковы бы ни были числа л; и а  на отрезке [а, Ь]. Поэтому
X
 ̂F (t) dt =  s (х )— s ( а).

а

Дифференцируя по х обе части последнего равенства, получим
F  (х) =  s' (х).

Таким образом, мы доказали, что при выполнении условий 
теоремы производная от суммы ряда равна сумме производных 
от членов ряда.

З а м е ч а н и е  2. Требование мажорируемости ряда производ- * 
ных является весьма существенным, и его невыполнение может 
привести к невозможности почленного дифференцирования ряда.
В подтверждение этого приведем пример мажорируемого ряда, не 
допускающего почленного дифференцирования.

Рассмотрим ряд
s in  I f *  , s in  2 f *  , s in  3*x , , , s in  n fc  ,

2 2 n  2  ̂ * 3 2  ”t“ , • • • i ^ 2  г  • • •

Этот ряд сходится к непрерывной функции, так как он мажорируем. 
Действительно, при любом х  его члены по абсолютной величине' 
меньше членов числового сходящегося ряда с положительными 
членами

Т + -5 Т  +  -§ г +  • • • + т г г + « *

Напишем ряд, составленный из производных членов исходного 
ряда:

posx-J-22 cos 24x 4 - . . .  4-п2 cosn 4x-4- . . .
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Этот ряд расходится. Так, например, при х =  0 он превращается
в ряд

1  4 - 22 4- З2 4 -  • • • д 2  - j -  . .  •

(Можно показать, что он расходится не только при х =  0.)

§13 .  Степенные ряды. Интервал сходимости

О п р е д е л е н и е  1. Степенным рядом называется функцио
нальный ряд вида

«o +  a i* + « 2 * 2+  •••  • • ч  0 )
где а0, ait а2, . . . ,  ап, . . . — постоянные числа, называемые коэф
фициентами ряда.

Областью сходимости степенного ряда всегда является некоторый 
интервал, который, в частности, может вырождаться в точку. Для 
того, чтобы убедиться в этом, докажем сначала следующую тео
рему, очень важную для всей теории степенных рядов.

Т е о р е м а  1 ( т е о р е м а  А б е л я ) .  1) Если степенной ряд 
сходится при некотором значении х0, не равном нулю, т о  он 
абсолютно сходится при всяком значении х, для которого | х  ( <  | х01;

2) если ряд расходится при некотором значении х'0, т о  он 
расходится при всяком х,  для которого | х | > | х ' 0 |.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  1) Так как по предположению числовой 
ряд

Яо4-а1*о +  а2Хо+ • • • + a«X^-f- . . . (2)
сходится, то его общий член апх2—>-0 при /г —* оо, а это значит, 
что существует такое положительное число М , что все члены ряда 
по абсолютной величине меньше М .

Перепишем ряд (1) в виде

ao +  a.x, + а 2х2 ( - j ) 2+  • • • Ч - ) " +  (3)

и рассмотрим ряд из абсолютных величин его членов:

I « о  I +  I « А  I
X
*0* + 1 а24

X
*7 4* • • • + |а « х ?  ( - | Ч*0 I

Члены этого ряда меньше соответствующих членов ряда

М  +  М
*0 М

*0 4 » . . .

(4)

(5)
При | х | <  | х0 [ последний ряд представляет собой геометрическую
прогрессию со знаменателем х0 <  1 и, следовательно, сходится.

Так как члены ряда (4) меньше соответствующих членов ряда (5), 
То ряд (4) тоже сходится, а это и̂  значит, что ряд (3) или (1) схо
дится абсолютно.
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2) Теперь нетрудно доказать и вторую часть теоремы: п у с т Я  
в некоторой точке х'0 ряд (1) расходится. Тогда он будет расхо-й  
диться в любой точке х, удовлетворяющей условию | х | > | х £ | .  V 
Действительно, если бы в какой-либо точке х, удовлетворяющей щ 
этому условию, ряд сходился, то в силу только что доказанной 1  
первой части теоремы он должен был бы сходиться и в точке х'0,М  
так как | х о | < | х | .  Но это противоречит условию, что в точк е*  
ха ряд расходится. Следовательно, ряд расходится и в точке х. 1 
Таким образом, теорема полностью доказана.

Ряд сходится

Ряд расходится  ̂ Ряд расходится
Р и с . 3 6 5 .

Теорема Абеля позволяет судить о расположении точек схо
димости и расходимости степенного ряда. Действительно, если х0 
есть точка сходимости, то весь интервал (— | х 0|, | х01) заполнен 
точками абсолютной сходимости. Если х'0— точка расходимости, 
то вся бесконечная полупрямая вправо от точки | х'01 и вся полу
прямая влево от точки — | лтц | состоят из точек расходимости.

Из этого можно заключить, что существует такое число R, 
что при | лс | <  /? мы имеем точки абсолютной сходимости и при 
| х | > / ? — точки расходимости. Таким образом, имеет место сле
дующая теорема 6 строении области сходимости степенного ряда:

Т е о р е м а  2. Областью сходимости степенного ряда является 
интервал с центром в начале координат.

О п р е д е л е н и е  2. Интервалом сходимости степенного ряда 
называется такой интервал от — R до +  R, что для всякой точки х, 
лежащей внутри этого интервала, ряд сходится и притом абсолютно, 
а для точек х, лежащих вне его, ряд расходится (рис. 365). Число/? 
называют радиусом сходимости степенного ряда.

На концах интервала (т. е. при x =  R и при х  =  — R) вопрос 
о сходимости или расходимости данного ряда решается индивиду
ально для каждого конкретного ряда.

Отметим, что у некоторых рядов интервал сходимости вырож
дается в точку (R =  0), у других охватывает всю ось Ox (R =  оо).

Укажем способ определения радиуса сходимости степенного 
ряда.

Пусть имеем ряд
aa-\-^\X-\-a.2x2-]r ■ ■ ■ -\-апхп- \ - . . .  (1)

Рассмотрим ряд, составленный из абсолютных величин его 
членов:

K I  +  | a i | | * l 4 - K I | x | 2-Ha3| [x |3- f  • •• + К Ц х | "  +  ••• (6)
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Для определения сходимости последнего ряда (с положитель
ными членами!) применим признак Даламбера.

Допустим, что существует предел

lim 2a±S= lim
n -+■ ос 11 n  n  - *  oc

en+i*"+1
anxn

lim
n  -*• X

д п +  1 | x |  =  L | x | .

Тогда по признаку Даламбера ряд (6) сходится, если 1 | л с | < 1 ,  
т . е. если | х | < 1  /L, и расходится, если L | jc| > 1, т. е. если
\ x \ > \ / L .

Следовательно, ряд (1) сходится абсолютно при | х | < 1  /L. 
Если же | х | >  1/L, то lim ^ ± 1  =  | х  | L  >  1, и ряд (6) расходится,

причем его общий член не стремится к нулю *). Но тогда и общий 
член данного степенного ряда (1) не стремится к нулю, а это 
значит на основании необходимого признака сходимости, что этот 
степенной ряд расходится (при | x | > l / L ) .

Из предыдущего следует, что интервал (— 1/L, 1/1) есть интер
вал сходимости степенного ряда (1), т. е.

R =  ~ =  lim
^  п  —> со

<*п
О-П + 1

Аналогичным образом для определения интервала сходимости 
можно пользоваться признаком Коши, и тогда

lim  У  \а „ \
П —► СО

П р и м е р  1. О п р едел и ть  и н тер в ал  сх о д и м о с т и  р я д а  

1 + * + * * + г Ч - .
Р е ш е н и е .  П р и м ен я я  н еп о с р е д с т в ен н о  п р и зн а к  Д а л а м б е р а , п ол уч аем

lim
п  -* 00

xn + I

С л ед о в а т ел ь н о , р я д  с х о д и т с я  при  | х |  <  1 и р а с х о д и т с я  при  | х |  >  1. Н а  
г р а н и ц а х  ж е  и н тер в ал а (—  1, 1) и ссл е д о в а н и е  р я д а  с  п о м ощ ь ю  п р и зн а к а  Д а л а м 
б ер а  н е в о з м о ж н о . О д н а к о  н еп о с р е д с т в ен н о  в и д н о , ч то  п р и  х — —  1 и п р и  дс =  1 
р я д  р а сх о д и т ся .

П р и м е р  2 . О п р едел и ть  и н тер в ал  сх о д и м о ст и  р я да  

2х (2 х ) 2 (2 x f  
1 2 +  3

* ) Н а п о м н и м , что п р и  д о к а з а т е л ь с т в е  п р и зн а к а  Д а л а м б е р а  (см . § 4) мы  

обнаружили, что е сл и  lim  >  1 , то  о б щ и н  ч л ен  р я д а  в о зр а ст а ет  и , ел е -
11П

д о в а т е л ь н о , н е  стр ем и тся  к  н у л ю .
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Р е ш е н и е .  П р и м ен я ем  п р и зн а к  Д а л а м б е р а :

lim
п ®

(2х)п+1
п+ 1
(2х)"

п

l im  I
П-юс 1

П
П +  1 I 2дс | =  | 2* {.

Р я д  с х о д и т с я , е сл и  | 2 х |  <  1,  т . е . е сл и  J х \  <  1 /2 ; п р и  де =  1 / 2  р я д  сход и тся -  
п р и  х = —  1 / 2  р я д  р а с х о д и т с я . ’

П р и м е р  3 . О п р едел и ть  и н т ер в а л  сх о д и м о с т и  р я да

х3 хп
х + _ 2Г + ' з Г + " - + ~ + - -п\

Р е  ш е  н и е . 

lim
П -> 00

П р и м е н я я  п р и зн а к  Д а л а м б е р а , п ол уч и м

+  p m * n + 1 « '  U
X

Ufl J tl —>■ СО Хп ( / Z  - { -  1 ) !  J п  - *  оо и  +  1

=  0 <  I.

Т а к  к а к  п р ед е л  н е за в и си т  о т  х  и м ен ь ш е ед и н и ц ы , т о , зн а ч и т , р я д  с х о д и т с я  
п р и  в сех  з н а ч е н и я х  х.

П р и м е р  l4.  Р я д

1 + * + ( 2 * ) 2  +  ( 3 * ) * + . . .  + ( « * ) » + . . .

р а с х о д и т с я  п р и  в сех  зн а ч е н и я х  х, к р о м е  х  =  0 , т а к  к а к  (пх)п — >- со п р и  п  — у оо, 
к а к о в о  бы  ни  б ы л о  х, о т л и ч н о е  о т  н у л я .

Т е о р е м а  3. Степенной ряд
а0 +  а1х +  а2х> +  . . .  + а пхп+  . . .  (1)

мажорируем, на любом отрезке [— р, р], целиком лежащем внутри 
интервала сходимости.

Интервал сходимости.

Интервал мажарирувмостЛ 

Р и с . 3 6 6 ,

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию р <  R (рис. .366), а потому 
числовой ряд (с положительными членами)

I й01 + 1 a i IР +1 а21Р2 + • • • + 1 ап IР" *£■ • • • (7)
сходится. Но при | х | < р  члены ряда (1) по абсолютной величине 
не больше соответствующих членов ряда (7). Следовательно, ряд
(1) мажорируем на отрезке [— р, р].

С л е д с т в и е  1. На всяком отрезке, целиком лежащем внутри  
интервала сходимости, сумма степенного ряда есть непрерывнаяj 
функция.

Действительно, на этом отрезке ряд мажорируем, а члены его 
являются непрерывными функциями от х. Следовательно, на осно
вании теоремы 1 § 11 сумма этого ряда есть непрерывная функция.
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С л е д с т в и е  2. Если пределы интегрирования а, р лежат 
внутри интервала сходимости степенного ряда, т о  интеграл о т  
суммы ряда равен сумме интегралов о т  членов ряда, так как

-Л « о  р  л
Р и с . 3 6 7 .

область интегрирования можно заключить в отрезок [— р, р], где 
ряд мажорируем (рис. 367) (см. теорему 1 § 12 о возможности 
почленного интегрирования мажорируемого ряда).

§ 14. Дифференцирование степенных рядов

Т е о р е м а  1. Если степенной ряд
s(x) =  a0 +  a1x +  a2x2 +  a3x3 +  a1x4 +  . . .  - f  а„х"-Ь . . ( 1 )

имеет интервал сходимости (— R, R), т о  ряд
Ф (х) =  а1 +  2а2х +  За3х2 +  . . .  +  папхп~14- . . . ,  (2)

полученный почленным дифференцированием ряда (1),, имеет т о т  
же интервал сходимости (— R, R)\ при этом

Ф (х) =  s' (х), если | х | <  R,

т .  е. внутри интервала сходимости производная о т  суммы сте
пенного ряда (1) равна сумме ряда, полученного почленным диф
ференцированием ряда (1).

■ ---------------- !--------------- ................................................  [----------------------------5-------------!---------- И  ■ 1 Н -------------> ~

-R -Р  0 * Р iR
Р и с , 36 8

Д о к а з а т е л ь с т в о .  'Докажем, что ряд (2) мажорируем на 
любом отрезке [— р, р], целиком лежащем внутри интервала 
сходимости.

Возьмем точку £ такую, что р <  Е <  R (рис. 368). В этой точке 
ряд (1) сходится, следовательно, lim ап|" =  0, поэтому можно

П оо
указать такое постоянное число М , что

\anl n\ < M  (п =  1, 2, . . . ) .

Если | х | ^  р, то
М
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где

* = T < L

Таким образом, члены ряда [(2) при [ х | < ! р  по абсолютной 
величине меньше членов числового положительного ряда с посте 
янными членами

■^■(1+2<Н-39« + - - - + л ? * ’ 1+•'■■)•

Но последний ряд сходится, в чем можно убедиться, применяя 
признак Даламбера:

lim у- 'iq"- =  q <  1.
— О-?"'2

Следовательно, ряд (2) мажорируем на отрезке [— р, р], и на 
основании теоремы 2 § 12 его сумма есть производная от суммы 
данного ряда на отрезке [— р, р], т. е. v

Ф (х) =  s' (х).

Так как всякую внутреннюю точку интервала (— R, R) можно 
заключить в некоторый отрезок [— р, р], то отсюда следует, что 
ряд (2) сходится в любой внутренней точке интервала (— R, R).

Докажем, что вне интервала (— R, R) ряд (2) расходится. 
Допустим, что ряд (2) сходится при х х >  R. Интегрируя его 
почленно в интервале (0, х2), где R <  х 2 <  х х, мы получили бы, 
что ряд (1) сходится в точке х2, а это противоречит условиям 
теоремы. Таким образом, интервал (— R, R) есть интервал схо
димости ряда (2). Теорема полностью доказана.

Ряд (2) снова можно почленно дифференцировать и продол
жать так сколь угодно раз. Таким образом, получаем вывод:

Т е о р е м а  2, Если степенной ряд сходится в интервале 
(— R, R), т о  его сумма представляет собой функцию, имеющую 
внутри интервала сходимости производные любого порядка, каж
дая из которых есть сумма ряда, получающегося в результате 
почленного дифференцирования данного ряда соответствующее 
число раз; при этом интервал сходимости каждого ряда, полу
чившегося в результате дифференцирования, есть т о т  же интер
вал {— R, R).

§ 15. Ряды по степеням х  —  а

Степенньш рядом также называется функциональный ряд вида 
ао +  ai (х— а) +  о2 (х— а)2 +  • • • +  а „ ( х — а)я-{ - . . . ,  (1)

где постоянные аа, ах, . . . ,  ап, . . .  также называются коэффициен
тами ряда. Это— степенной ряд, расположенный по степеням 
двучлена х — а.
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При а =  О получаем степенной ряд, расположенный по степе
ням х, который, следовательно, является частным случаем ряда(1).

Для определения области сходимости ряда (1) произведем 
в нем замену переменной

х —а =  Х.

После этой замены ряд (1) примет вид
aa-\-ciiX-\-агХ - . -\-апХп , (2)

т. е. получили степенной ряд, расположенный по степеням X.
Пусть интервал — /? <  X <  R есть интервал сходимости ряда (2) 

(рис. 369, а). Отсюда следует, что ряд (1) будет сходиться при

X

§ 151

П 7 2 8 гг_i— — — >—

Р и с . 3 7 0 .

значениях х, удовлетворяющих неравенству — R < x — а <  R или 
a —  R <  х <  a +  R. Так как ряд (2) расходится при | Х | > / ? ,  то 
ряд (1) будет расходиться при \ х — а | >  R, т. е. будет расходиться 
вне интервала а —R <  х <  a +  R (рис. 369, 0).

Следовательно, интервалом сходимости ряда (1) будет интервал 
(а— R, a-\-R) с центром в точке а. Все свойства степенного ряда, 
расположенного по степеням х, внутри интервала сходимости 
(— R, + /? )  полностью сохраняются для степенного ряда, рас
положенного по степеням х — а, внутри интервала сходимости 
(а— R, a-{-R). Так, например, после почленного интегрирования 
степенного ряда (1), если пределы интегрирования лежат внутри 
интервала сходимости (a — R , a-\-R), получается ряд, сумма кото
рого равняется соответствующему интегралу от суммы данного 
ряда (1). При почленном дифференцировании степенного ряда(1)  
при всех х, лежащих внутри интервала сходимости (а — R, a +  R), 
получается ряд, сумма которого равняется производной от суммы 
данного ряда (1).

П р и м е р .  Н а й ти  о б л а с т ь  сх о д и м о с т и  р я д а

(х- 2) +  (х- 2У- +  ( * - 2)3+  ... +  (л:-2 )"  +  . . .

Р е ш е н и е .  П о л о ж и в  х—2 =  Х,  п о л у ч и м  р я д

x + x2+ x3-i- . . . + a:" +  ...

Э тот  р я д  с х о д и т с я  п р и  — 1 <  X  <  +  '•  С л ед о в а т ел ь н о , дан н ы й  р я д  с х о д и т с я  
п р и  в сех  х, д л я  к отор ы х — 1 <  х — 2  <  1, т . е .  при 1 <  х <  3  (р и с . 3 7 0 ).
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§ 16. Ряды Тейлора и Маклорена

В § 6 главы IV (т. I) было показано, что для функции f(x ),  
имеющей все производные до (n -f-l)-ro порядка включительно, 
в окрестности точки х =  а (т. е. на некотором интервале, содер
жащем точку х =  а) справедлива формула Тейлора:

/ М  =  /(а )  +  Н р Г  (а) +

+ ij^ r ( a ) + . . . + ^ ^ r ( a )  +  R n (x), (1)

где так называемый остаточный член Rn (х) вычисляется по формуле

Кп= " (g i i r f{n+1) 1а+ 9(*-а>Ь 0<е<1.
Если функция /  (х) имеет производные в с е х  порядков в окрест

ности точки х =  а, то в формуле Тейлора число п можно брать 
сколь угодно большим. Допустим, что в рассматриваемой окрест
ности остаточный член R n стремится к нулю при п —*оо:

lim Rn (х) =  0.
П —► со

Тогда, переходя в формуле (1) к пределу при п — ю о , получим 
справа бесконечный ряд, который называется рядом Тейлора:

f(x )  =  f ( a ) + ^ f ' ( a ) + . . .  + (£= г !> > ( а ) + . . .  (2)

Последнее равенство справедливо лишь в том случае, если R n (х) —► 0 
при п ■— *■ оо. В этом случае написанный справа ряд сходится и 
его сумма равна данной функции f{x ). Докажем, что это дейст
вительно так:

f ( x ) = P n(x) +  Rn (x), 
где

Рп (X) =  /  (а) +  Г  (а) +  • . • +  /<"> (а).

Так как по условию lim Rn (x) =  0, то
П —> со

/(* )  =  lim Рп (х).
П —>■ СО

Но Рп(х) есть п-я частичная сумма ряда (2); ее предел равен 
сумме ряда, стоящего в правой части равенства (2). Следовательно, 
равенство (2) справедливо:

f(x )  =  f  (а) +  ̂  Г  (а) +  ̂  /" (а) +  . . .  +  £  /<"> (а) +  . . .

Из предыдущего следует, что р я д  Т е й л о р а  п р е д с т а в 
л я е т  д а н н у ю  ф у н к ц и ю  f (х) т о л ь к о  т о г д а ,  к о г д а
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lim /?„(x) =  0. Если lim Rn (х) Ф  0, то ряд не представляет данной 
функции, хотя может и сходиться (к другой функции).

Если в ряде Тейлора положим а =  0, то получим частный слу
чай ряда Тейлора, который называют рядом Маклорена:

f(x )  =  f  (0) +  т  Г  (0) +  4  f"  (°) ■+••• '+■г г  / (п) (0) +  • • • (3)

Если для какой-нибудь функции формально написан ряд Тей
лора, то чтобы доказать, что написанный ряд представляет дан
ную функцию, нужно либо доказать, что остаточный член стре
мится к нулю, либо каким-нибудь иным способом убедиться, что 
написанный ряд сходится к данной функции.

Отметим, что для каждой из элементарных функций, опреде
ленных в § 8 главы I (т. I) существует такое а и такое R, что 
в интервале (а — R, a +  R) она разлагается в ряд Тейлора или 
(если а =  0) в ряд Маклорена.

§ 17. Примеры разложения функций в ряды

1. Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  /(x )  =  s i nx в р я д  М а к л о 
р е н а .

В § 7 главы IV (т. I) мы получили формулу
уЗ уЪ t*2/j 1

SinX =  X— ;3Г +  -5Г +  ••• + ( — 1)П + 1 (2я- 1)1 + # 2 п(*)- 

Так как было доказано, что lim R 2n(x) —  0, то на основании ска

занного в предыдущем параграфе получаем разложение sin х  в ряд 
Маклорена:

slnx==x^  +  £ +  . . .  . . .  (1)
( 2 п —  1)!

Так как остаточный член стремится к нулю при любом х, 
то данный ряд сходится и имеет в качестве суммы функцию sin х 
при любом х.

На рис. 371 показаны графики функции s inx и первых трех 
частичных сумм ряда (1).

Этим рядом пользуются для вычисления значений s i nx при 
различных значениях х.

Вычислим, например, sin 10° с точностью до 10“5. Так как 10° 
или, в радианах, ^ « 0 ,1 7 4 5 3 3 ,  то

sin 10° = я  1

1 8  З Т

Ограничиваясь первыми двумя членами, получим следующее при
ближенное равенство:

.  я  я  1 ( я  \ ?

Sinl8 ~  I8- "6 )  '
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при этом возникает погрешность 6, которая по абсолютной вели
чине меньше первого из отброшенных членов, т. е.

* <  т г  ( п ) 8 <  г а ,0>2! < 4 ' |0 "‘- ' ■ ■ I
Если каждое слагаемое в выражении для sin ^  будем вычис

лять с шестью знаками, то получим:
sin (ji/18) =  0,173647.

За первые четыре знака можно ручаться.

2. Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  /(д:) =  е* в р я д  М а к л о р е н а .  
На основании § 7 главы IV (т. I) имеем

хп
* * =  1 + х +  ̂ г + - я г +  •»3! п\ (2)

так как было доказано, что Нш Rn (х) =  0 для любого х. Следо-
П -*■ со

вательно, для всех значений х  ряд сходится и представляет функ
цию

Если в разложении (2) заменить х  на (— х), то получаем

е~* 1 — хф- (3)
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3. Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и и  f(x )  =  cosx в р я д  М а к л о -  
р е и а.

На основании § 7 главы IV (т. I) имеем

при всех значениях х  ряд сходится и представляет функцию co sх. 
4. Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и й

в р я д  М а к л о р е н а .
Разложение этих функций легко получается путем вычитания 

и сложения рядов (2) и (3) и деления на два.
Итак,

Д о сих пор мы рассматривали только ряды с действительными 
членами, не затрагивая рядов с комплексными членами. Не при
водя полной теории рядов с комплексными членами, которая 
выходит за рамки данного учебника, рассмотрим только один 
важный пример из этой области.

В главе VII (т. I) была определена функция ех+!у равенством

Если определить показательную функцию №  с мнимым пока
зателем с помощью формулы (2) § 17, дающей представление 
функции е* в виде степенного ряда, то мы получим то же равен
ство Эйлера. Действительно, определим eiy, положив в равенстве
(2) § 17 вместо х  выражение iy:

Принимая во внимание, что i2 =  — 1, i 3 =  — i,  t* =  1, P. —  i , 
Р = ;— 1 и т. д ., преобразуем формулу (1) к виду

, X 2 . X 1 X е .

c o s * = l— 2Г +  ~ й ~ бГ+ (4)

sh x  =  .t + - з г  +  ~5Г +  7 Г +  • • •*
х3 . хъ , х 1

(5)

(6)

§ 1 8 .  Формула Эйлера

ex+iy =  ех (cos y - \ - i  sin у). 

При jt =  0 получаем формулу Эйлера:
el 'J =  cos y +  i s in у.
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Отделяя в этом ряде действительную и мнимую части, найдем

В скобках стоят степенные ряды, суммы которых равны соответ
ственно cos у и sin у  (см. формулы (3) и (1) предыдущего параг
рафа). Следовательно,

ely =  cos у  i sin у. (2)

Таким образом, мы пришли снова к формуле Эйлера.

§ 19, Биномиальный ряд

1. Разложим в ряд Маклорена функцию

/(* )  =  ( 1 + * )" ,  
где Шч— произвольное постоянное число.

Здесь оценка остаточного члена представляет некоторые труд
ности и потому к разложению данной функции мы подойдем не
сколько иначе.

Заметив, что функция /(* )  =  (1 -\-х)т удовлетворяет дифферен
циальному уравнению

(1 + x ) f ' ( x )  =  m f(x) (1)
и условию

/ ( 0 ) = 1 .
найдем степенной ряд, сумма которого s(x) удовлетворяет урав
нению (1) и условию s (0) =  1:

s (x )=  1 - f  а^х +  а,,*2-}- . . .  -fa „ x n +  (2)
Подставляя его в уравнение (1), получим

( 1 + х )  (a1 +  2aax +  3a3x2*f . . .  - f  na,lxn~i  +  . .  .) =
=  m (1 +  <i\X +  a2x2 +  . . .  -f- anxn -f- . . . ) .

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х  в разных 
частях равенства, находим

a i^ m ,  ai +  2a2 =  mau . . . ,  nan +  (n -^ \ )a n+i- m a nt . . .  
Отсюда для коэффициентов ряда получаем выражения:

а ,=  и а 1  =  п , ,а ,=  “ % ~ "

„  ____ а2 (т— 2) т (т—  1 ) ( /и — 2 )а3 _  - -  —  ,

„  т ( т - 1 )  . . .  [ ж — (я — 1) ]
п ~  1 -2 - . . .  -п  •

*) М ы п р и н я л и  св о б о д н ы й  ч лен  равн ы м  ед и н и ц е  в с и л у  н ач а л ь н о го  у с л о 
в и я  s ( 0 ) =  l .
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Это— биномиальные коэффициенты.
Подставляя их в формулу (2), получим

5 (* )=  I + т х + ^ = ^ х ‘ + . . .  + "■<»■-') • - } т - < " - ' П х ’ +  . . .

(3)

Если т — целое положительное число, то, начиная с члена, 
содержащего хт+1, все коэффициенты равны нулю, и ряд превра
щается в многочлен. При т  дробном или при т  целом отрица
тельном имеем бесконечный ряд. Определим радиус сходимости 
ряда (3)!

т ( т -  1 ) . . . ( т — п + 1 )  „ и  _  г т  ( т - 1 ) . .  . ( т - п  +  2 )  „ а _ д  

« п + 1 -  * »  И » ~  ( я — 1 )  ! j  Х  ' »

т ( т  —  1 ) . .  , ( т — г а + 1 )  ( я —  1 ) !  

т ( о т —  1 ) . . . ( т — п  +  2 ) « !
I“r - =  lim
1 ип П со

= Нт
П —*■ СО

т  —n-f 1 11 у | _
*1 =  М -

Таким образом, ряд (3) сходится при | х | <  1.
В интервале (— 1, 1) ряд (3) представляет функцию s (х), удо

влетворяющую дифференциальному уравнению (1) и условию 
s (0 ) =  1 •

Так как дифференциальному уравнению (1) и условию s ( 0 ) =  1 
удовлетворяет единственная функция, то, следовательно, сумма 
ряда (3) тождественно равна функции ( 1 + х ) т , и мы получаем 
разложение

(1 +  х Г =  1 +  т х  +  *  +  т ( т - ] 1  . ? ■ ~ 2) *» +  . . .  (3')1 '2-3

В частности, при т = — 1 получаем

г -|— — 1 — х-\~хъ— х3-4- . .1 - \ - х  1 1

При т  —  - j  будет

V  1 + х =  1 +  j X -  

При т  —  — \  имеем

1 -3 1 3  5

V  i+ * 1 _ "2 *  +

■ " Xй -  
2 - 4 * 2 - 4 - 6 * 2 - 4 - 6 - 8

1 3  2

2 - 4

1 -  3 - 5  .
2 -  4 - 6 *  "1

1 -  3 - 5 - 7
2 -  4 - 6 - 8 '

х 4- к . ; ;

(4)

(5)

(6)

2. Применим разложение бинома к разложению других функ
ций. Разложим в ряд Маклорена функцию

f(x )  =  arcsine.
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Подставляя в равенство (6) вместо х  выражение — х2, получим

У к-
,  , 1 „ . 1 - 3  , . 1 - 3 - 5  „ . .
1 +  2х + 2 - 4 *  ”̂ 2-4-6^

1 - 3 - 5 - . . .  - ( 2 л —  1) 
2 - 4 - 6 -  . . . .  2 л

х2” +  . . . ;

На основании теоремы об интегрировании степенных рядов 
получаем при \х  | <  1:
л

I dt
У 1 —  t2

■ arcsin х =■

=  х-
1 г» Ь З  х 5 . 1 - 3 - 5  .t7

2  3  * 2 - 4  5  + 2 - 4 - 6  7 • • *Ь
1 - 3 - 5  - . . .  - ( 2л  —  1) x 2n + i

2 - 4 - 6 . .  , 2 л  2 л + Г

Этот ряд сходится в интервале (— 1, 1). Можно было бы дока
зать, что ряд сходится и для х = ± \  и что для этих значений 
сумма ряда также равна arcsinx. Тогда, полагая х = 1 ,  мы полу
чим формулу для вычисления л:

. . я . , 1 1 , 1 - 3 1 .  1 - 3 - 5  1 , 
arcsin 1 — 2 ~  2 ’ 3 *^2-4 ' 5 ^*2-4-6 ‘ У  ‘ "

§ 20. Разложение функции 1 п ( 1 + д г )  в степенной ряд.
Вычисление логарифмов

Интегрируя равенство (4) § 19 в пределах от 0 до х  (при 
|х |  <  1), получим

или

1 п (1 + х ) =  * - ^ -  +  4 — ~ хт +  . . . + ( _ ! ) " + >  i l +  . . .  (1)

Это равенство справедливо в интервале (— 1, 1).
Если в этой формуле заменить х  на — х, то получается ряд

In (1 — х) =  — х (2)

который сходится в интервале (— 1, 1).
С помощью рядов (1) и (2) можно вычислять логарифмы чисел, 

заключенных между нулем и двумя. Отметим, без доказательства, 
что при х = 1  разложение (1) также справедливо.

Выведем формулу для вычисления натуральных логарифмов 
любых целых чисел.

Так как при почленном вычитании двух сходящихся рядов 
получается ряд сходящийся (см. § 1, теорему 3), то, вычитая
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почленно равенство (2) из равейства (1), находим

In(1 н-лг)—In(1—x) =  l n [ i ^ = 2  | х + ^ + у + . .  •]

Положим далее, 1+дс я+1
1,— X п

п >  0 имеем 0 <  х <  1, поэтому
тогда х - )

In !+ *
1 —д:' In 2 ± 1 = 2 [п L

1 1

2л+1

1
2 л  +  1 '  3  ( 2 я  +  I ) 3  ^ 5 ( 2 n - ) -  I J ?

откуда

l n ( n + l ) — lnn =  2 [ ^ q r r
1

3  ( 2 / г - | -  I ) 3  1 5 ( 2 л + 1 ) ?

При любом

. . . ] .  (3)

При п 1 отсюда получаем 

1п2 =  2 1 1
3 1 З-З3 1 5-33 •О

Для вычисления In 2 с заданной степенью точности б надо 
подсчитать частичную сумму sp, выбрав число р ее членов так, 
чтобы сумма отброшенных членов (т. е. погрешность Rp, совер
шаемая при замене s на sp) была меньше допустимой погреш
ности б. Для этого оценим погрешность Rp: 

1 . 1 . 1Я,  =  2 [ ,1р-*ь "7" * * ' j(2p+l)3*P + i  1 ( 2 / 7  +  3 )  3 ^ + 3  1 ( 2 р  +  5 )  3 - А

Так как числа 2/7 +  3, 2/7 +  5, . . .  больше 2/ 7+1,  то, заменяя 
их на 2 р + 1 ,  мы увеличим каждую дробь. Поэтому

[ ( 2 p + l ) 3 2 * + i  " * ■  ( 2 р + 1 )  3 2 Р + 3  ^ ‘ ( 2 р + 1 ) 3 2 Р  +  5  + • • • ] *

или

R „ < [ 1 1
— +  1 ip + 5 I • • • 1 •р  > 2 р  +  1 [ З 2/’* 1 32р +® ' 3* Р

Ряд, стоящий в квадратных скобках, есть геометрическая про
грессия со знаменателем . Подсчитывая сумму этой прогрес
сии, найдем

.1

R P <
2 3 аР+‘ 1

2 р + 1
1 9

4  ( 2 / ? +  I )  32Р~ 1 ' (4)

Если мы хотим теперь подсчитать In 2, например, с точностью 
до 0,000000001, то надо выбрать р так, чтобы было Rp <  
< 0,000000001. Этого можно добиться, подобрав р так, чтобы 
правая часть неравенства была меньше 0,000000001. Непосред
ственным подбором находим, что достаточно взять р =  Ъ. Итак,

Ю Н. С. Пискунов, в. 2
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с точностью до 0,000000001 имеем

3 - 3 3  ~ 5 - З г* “ 7 - 3 ?  '  9 ' 3 9  М 1 - З И

1 3 - 3 1 3  ^  1 5 - З 1 9
■] =0,693147180.

Итак, In 2 =  0,693147180. При этом эти девять знаков верные. 
Полагая в формуле (3) п —  2, получаем

In 3 =  In 2 +  2 [ j  +  grp  +  5 ^р +  . . . ]  =  1,098612288 и т. д.

Таким образом, мы можем получить н а т у р а л ь н ы е  логарифмы 
любых целых чисел.

Чтобы получить д е с я т и ч н ы е  логарифмы чисел, нужно 
воспользоваться (см. § 8 гл. П т .  I) соотношением

где М  =  0,434294. Тогда, например, получим
lg 2 =  0,434294.0,693147 =  0,301030.

§ 21. Вычисление определенных интегралов с помощью рядов

В главах X и X I (т. 1) было указано, что существуют опре
деленные интегралы, которые как функции верхнего предела не 
выражаются в конечном виде через элементарные функции. Такие 
интегралы иногда бывает удобно вычислять о помощью рядов.

Рассмотрим здесь несколько примеров.
1. Пусть требуется вычислить интеграл

Здесь первообразная от е~х> не является элементарной функцией. 
Для вычисления этого интеграла разложим подынтегральную 
функцию в ряд, заменяя в разложении ех (см. формулу (2) § 17) 
х  на — хг:

Интегрируя обе части этого равенства в пределах от 0 до а, 
получим

lg Л7 =  ЛТ In Л7,

а

0

а

j e ~ \ f c = ( - f - T
о

1
М- U I U и ■ £

^ Т  —  ТГЗ +  2 Ь 5 ~ З Г 7  *’’  •
а а? , аъ а7-
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С помощью этого равенства мы можем при любом а вычислить 
данный интеграл с любой степенью точности.

2. Требуется вычислить интеграл
а
С sin х 1
) — dx'о

Разложим подынтегральную функцию в ряд: из равенства

s i nx = X s . х 5 х 7 .
Х ~  ЗГ+ 5Г— 7М

получаем
sin х . х 2 . хх Xе .
—  = 1  “ ЗГ+Щ— 7 Г + - -  "

причем последний ряд сходится при всех значениях л:. Интегрируя 
почленно, получим

Г sin х  .\ - ^ - а х  —  а
а3 . а5 а2

ЗП З","5П 5 —  7П7

Сумма ряда легко вычисляется с любой степенью точности при
любом а.

3. Вычислить эллиптический интеграл
я
2

J V 1 — sin2 ерdcp (k <  1). 
о

Разложим подынтегральную функцию в биномиальный ряд, 
положив т  =  у ,  х =  — &2sin2cp (см. формулу (5) § 19):

V 1 — k2 sin2 ср =  1 — у  k2 sin2 ф — у  • &4 sin4 ф —

1 1 3 . .  . .
~ 2 " Т " 6  ^ sin <р_

Этот ряд сходится при всех значениях ф и допускает почленное 
интегрирование, так как он мажорируем на любом интервале.
Поэтому
ф

5 V  \ — k2 sin2 td t  =э
о

ф ф ф
■= Ф -  у  &  j  sin2 t dt -  y  • -ф k* J sin 41 dt -  у  • j - . ~  k° f  sin" i  d t— . .  . 

0 0 0
10*
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С п о м о щ ь ю  п р и зн а к а  Д а л а м б е р а  м о ж н о  п р о в ер и т ь , что эт о т  р я д  сх о д и тся  
п р и  в сех  зн а ч е н и я х  х\ сл е д о в а т е л ь н о , о н  я в л я ет ся  р еш ен и ем  у р а в н е н и я . {

Если уравнение линейное, то удобнее искать коэффициенты 
разложения частного решения по методу неопределенных ко: 
фициентов. Для этого непосредственно «подставляем» ряд

у =  а0 +  а1х +  а2х2 +  . . .  + а пхп+  . . .

в дифференциальное уравнение и приравниваем коэффициенту® 
стоящие при одинаковых степенях х  в разных частях уравнения! 

П р и м е р  2 . Н а й ти  р еш ен и е  у р а в н е н и я

y ’ =z2xy' +  4yl

у д о в л ет в о р я ю щ ее  н ач альн ы м  у сл о в и я м

У \ х =о =  0, у ’ \х = о=1.
Р е ш е н и е .  П ол а га ем

у  =  а 0 + < 31* + < 32 * 2 +  ЯзЛ!3 +  . .  . + а нхп + . . .

Н а  о сн о в а н и и  н а ч а л ь н ы х  у с л о в и й  н а х о д и м  а 0 =  0 , a j  =  I .
С л ед о в а т ел ь н о ,

y = x + a i x2+ a sx3-{- . . .  + а „ х п + . . . .  
у '  =  1 +  2й'2х + З а 3х а+ . . . Н - я а пх п - :1 +  . 
у" =  2 а 2 + 3 - 2 а з Х + . , . + я  ( л — 1) апх п~ 2- { - . . .

П о д ст а в л я я  н а п и са н н ы е в ы р а ж ен и я  в за д а н н о е  у р а в н ен и е  и п р и р а в н и в а я !  
к оэф ф и ц и ен ты  п р и  о д и н а к о в ы х  ст е п е н я х  х ,  п о л у ч а ем

2а2 =  0,
3 -  2 a s =  2 + 4 ,
4 -  З а 4 =  4 а 2 +  4 а 2,

о т к у д а  а 2 =  0 , 
о т к у д а  а3=  1 , 
о т к у д а  а 4  =  0 ,

л  ( л —  1) а„  =  ( л — 2 ) - 2 а „ _ 2 + 4 а „ _ 2 , о т к у д а  я „  =
л — 1 ’

С л ед о в а т ел ь н о ,

_ 2 1 _  \_ 
° ъ~  4  — 2 ! ’

4 1 _  I ■
0 31 s а9 > •••» °2ft+l — •

—0, Лд“ 0, . . . ;  O2ft =  0, . . .

1
(k— 1)! I

2k ~  k\ * • • • '

П о д с т а в л я я  н а й д ен н ы е к о эф ф и ц и ен ты , п о л у ч а ем  и ск о м о е  р еш ен и е
у2Л+ 1____ I____1_ _1_уЗ у5 у7

* = * + Т + Ш + Ш +  — k\

П о л у ч ен н ы й  р я д  с х о д и т с я  п р и  в с е х  зн а ч е н и я х  х.
З а м ет и м , что н а й д ен н о е  ч а ст н о е  р еш ен и е м о ж н о  в ы р ази ть  ч е р е з  элем ентар*  

ны е ф у н к ц и и : в ы н ося  х  з а  с к о б к у , п о л у ч и м  в с к о б к а х  р а з л о ж е н и е  ф у н к 
ц и и  ех2. С л ед о в а т ел ь н о ,

у —  хех 2 .
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§ 23. Уравнение Бесселя

у  равнением Бесселя называется дифференциальное уравнение
вида

х2у" +  ху' +  (х2 — р2) у —  0 (р =  const). (1)

Решение этого уравнения, как и некоторых других уравнений 
с переменными коэффициентами, следует искать не в форме сте
пенного ряда, а в виде произведения некоторой степени х  на
степенной ряд:

У =  хг S] akxk. (2)
к = 0

Коэффициент а0 мы можем считать отличным от нуля ввиду 
неопределенности показателя г.

Перепишем выражение (2) в виде
00

У =  2  акх г+Л
к— О

и найдем его производные:

у ' =  S  (г +  к )акх г+к~г% у" =  S  (r +  k) (r +  k -  1 )а кхг+к~2.
k - 0 к=О

Подставим эти выражения в уравнение (1):

(r +  k) (r +  k -  \ ) акх " к- 2 +
k=Q

00  со

+  х  2  (г +  k) акхг+к~1 +  (х2 —  р2) X  акхг+к =  0.
f t = 0  к=0

Приравнивая нулю коэффициенты при х  в степени г, г + 1 ,  
г +  2, г  +  к, получаем систему уравнений

[г  ( г—  1) + г — р2] 0 0 = 0 , и ли  (г2— р2)а „  =  0, '
1( г + 1 ) г + ( г +  1)— р 2] с ц = 0 ,  и ли  [ р + 1) а — p 2] a i  =  0 ,

[ (г +  2 ) (г +  1) +  ( г + 2 ) — р2] аг +  а о = 0 , и л и  [ ( г + 2 ) 2 —  р2] а 2 +  а о — О,

К'' +  k) ( г + k  —  1) +  ( г + к)— р2] ак+ ак_ 2 =  0 , или [(г  +  k)2— p 2] ак +  ак - 2 =  0 ,

Рассмотрим равенство
[(r  +  k)2- p 2]a k +  ak_2 =  0.

Pro можно переписать так:
[(г +  k —  p )(r  +  k +  p)~\ak +  ak_ 2 =  0.

(3)

( 3 ')
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По условию а0 Ф  0; следовательно,
г2 — рг = 0,

поэтому ГI —  р или г2=  — р.
Рассмотрим сначала решение в случае ri =  p > 0 .
Из системы уравнений (3) последовательно определяются все 

коэффициенты ах, а2, . а0 остается произвольным. Положим, 
например, а0==1. Тогда

° k =  ~  k{2p+k) ' I

Придавая различные значения k, найдем
Of =  0, о3 =  0 и вообще a2m+i =  О,

(Щ
а * ~  2  ( 2 ^ - f 2 )  * 2 - 4  ( 2 р + 2 )  ( 2 д + 4 )  ’

° 2v =  ( l)v+ ‘ 2 -4-6 - . . . -2v(2/; +  2)(2p +  4).. .(2/ ; + 2v) ’ “ • 

Подставляя найденные коэффициенты в формулу (2), получш !

l J i~ ХР [ 1 ~ 2 ( 2 р + 2 ) ^ г  '

+  2 - 4  (2 р  +  2 )  ( 2 р + 4 )  “ 2 - 4 - 6 ( 2 р  +  2 ) (2 р  +  4 ) ( 2 р  +  6 ) +  • * * ]  ' ^ 1

Все коэффициенты 0 2 V определятся, так как при всяком k ] 
коэффициент при ак в уравнении (3)

( rx +  k ) ' - p '

будет отличен от нуля.
Таким образом, ух является частным решением уравнения (1).| I 
Установим далее условия, при которых и при втором корней 

rt — — р определятся все коэффициенты ак. Это будет, если, при]! 
любом целом четном положительном' k выполняются неравенства! I

(г.1-\-к)г— р г фО, (6)|
или

г2 +  к ф р .
Но p =  r it следовательно,

г ш +  к ф г± . ' ;
•V

Таким образом, условие (6) в этом случае эквивалентно с л е Я  
дующему:

ri г2 ’Ф’ к,
где к — целое четное положительное число. Но

/Т =  />. г2 = — р,

1 гл. x v i ;
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следовательно, , .
r t — r t =  2p.

Таким образом, если р не равно целому числу, то можно напи
сать второе частное решение, которое получается из выражения (5) 
заменой р на — р:

2 (-2 р  +  2) 2  - 4  ( — 2 р  - f -  2 )  ( — 2 р  - Н  4 )

Xе . . . ] .  (5')
2 . 4 - 6  ( - 2 р  +  2 ) ( - 2 р  +  4 ) (— 2 р  +  6 )

Степенные ряды (5) и (5') сходятся при всех значениях х, что 
легко обнаружить на основании признака Даламбера. Также оче
видно, что t/i и уг линейно независимы *).

Решение yit  умноженное на некоторую постоянную, называется 
функцией Бесселя первого рода р-го порядка и обозначается сим
волом Jр. Решение у2 обозначают символом J _р.

Таким образом, при р, не равном целому числу, общее реше
ние уравнения (1) имеет вид

у =  CXJ р -(- C2J_p.

Так, например, при р —  1/2 ряд (5) будет иметь вид

с1/* [
2 - 3  * 2 - 4 - 3 - 5  2 - 4  6 - 3 - 5 - 7 • ] -

1 | _хф  1
~  У х  I х  3 !  " ^ ' 6 1  7 !  ГГ *  *  ‘  J ‘

Эго решение, умноженное на постоянный множитель V 2/jt, назы
вается бесселевой функцией J  заметим, что в скобках стоит 
ряд, сумма которого равна sin л-. Следовательно,

Ju t (* )=

Точно так же, пользуясь формулой (5'), получим 

У_1/2( х ) =  -^ c o s x .

Общий интеграл уравнения (1) при р =  1/2 будет 
У =  C iJ i/t  (х) - f  C J -ц г (х).

■ : • • <;
*) Л и н е й н а я  н еза в и си м о с т ь  ф у н к ц и й  п р о в ер я ет ся  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м .  

Р а ссм о т р и м  о т н о ш ен и е
И к*I-

Уг_
У1

=  Х -ър. 2 ( - 2 р  +  2) ^  2  • 4 ( - 2 р  +  2) ( - 2 р  +  4)

1 — 2(2р +  2 )  ^ 2 - 4 ( 2 р  +  2 )  ( 2 р  +  4 )

Э т о  со о т н о ш ен и е  н е я в л я ет ся  п о ст о я н н ы м , так  к ак  п р и  х — < -0  о н о  ст р ем и т ся  
к  б еск о н еч н о с т и . С л е д о в а т е л ь н о , ф у н к ц и и  у г и i/ 2 л и н е й н о  н еза в и си м ы .
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Пусть, далее, р есть целое число, которое обозначим через 
п (п ^ О ) .  Решение (5) в этом случае будет иметь смысл и яв
ляется первым частным решением уравнения (1).

Но решение (5') не будет иметь смысла, так как один из мно
жителей знаменателя в разложении обратится в нуль.

При целом положительном р =  п бесселева функция Jn опре
деляется рядом (5), умноженным на постоянный множитель 
(а при п =  0 умноженным на 1):
. , ,  Хп  Г1 х 2 . х 4

J п \ х ) —  2 ия! I. 1 2 ( 2 л + 2 )  "t' 2 - 4 ( 2 r t + 2 ) ( 2 n + 4 ) ‘

ИЛИ
2 - 4  6  ( 2 / j + 2 ) { 2 / i + 4 ) ( 2 n - f 6 ) ^ '  ‘ ‘ * ]  »

v = 0

Можно показать, что второе частное решение в этом случае 
нужно искать в форме

со

К п (х) =  J n (х) In х +  х~п 2  bkxk.
А=0

Подставляя это выражение в уравнение (1), мы определим коэф
фициенты Ьк.

Функция К п (х) с определенными таким образом коэффициен
тами, умноженная на некоторую постоянную, называется функцией 
Бесселя второго рода п-го порядка.

Это есть второе решение уравнения (1), образующее с первым 
линейно независимую систему.

Общий интеграл будет иметь вид
У = С ^ п (х) +  С2К п (х). (8)

Отметим, что
lim К п (х) =  оо. 

х-* о
Следовательно, если мы хотим рассматривать конечные реше

ния при х =  0, то в формуле (8) мы должны положить С2 =  0. 
П р и м е р .  Н а й т и  р еш ен и е  у р а в н е н и я  Б е с с е л я  п р и  р =  О

у ' - \ - — у '-\~у =®>

у д о в л ет в о р я ю щ ее  н ач альн ы м  у сл о в и я м : п р и  х  =  0

У =  2, у’ —  0.

/ о

Р е ш е н и е .  Н а  о сн о в а н и и  ф о р м у л ы  (7) н а х о д и м  о д н о  ч а ст н о е  р еш ен и е:
СО
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П о л ь з у я с ь  эти м  р еш ен и ем , м о ж н о  н ап и са т ь  р еш ен и е , у д о в л ет в о р я ю щ ее  
данным н ач ал ь н ы м  у с л о в и я м , а и м ен н о:

у =  2.Г0 (х).

З а м е ч а н и е .  Е с л и  бы  н ам  н у ж н о  б ы л о  н ай ти  общ и й  и н т егр а л  д а н н о г о  
уравнения, т о  мы  ст а л и  бы  и ск а т ь  в т о р о е  ч а ст н о е  р еш ен и е  в ф о р м е

00
K 0 (.x) =  J 0 (*) 1 п * +  ькхк- 

k=0

Н е  п р и в о д я  в сех  в ы ч и сл ен и й , у к а ж е м , что в т о р о е  ч а ст н о е  р еш ен и е , к ото
р ое мы о б о зн а ч и м  Ко (х), и м еет  в ид

Ко (x) =  J 0 (х) l n x + - g 5—  ( 1 + " 2  )  " l"(3tj* ( т )  ( 1 - ^  2 " ^ " 3 ' )  —

Э та ф у н к ц и я , у м н о ж е н н а я  на н ек о т о р ы й  п остоя н н ы й  м н о ж и т е л ь , н азы в ается  
функцией Бесселя второго рода нулевого порядка.

§ 24. Ряды с комплексными членами

Рассмотрим последовательность комплексных чисел zf, za, . .
. . . .  z„ ...........где z n =  a„ +  ibn (n= 1, 2, ...).

О п р е д е л е н и е  1. Комплексное число z0 =  а +  ib называется 
пределом последовательности комплексных чисел zn =  an-\-ibn, если

lim |z„ — z0| =  0. (1)
П  —>  СО

Напишем условие (1) в развернутом виде:
гп— zo =  (ая +  ibn) — (a +  ib) =  (an— a) +  i(b n— b), 

lim | z„— ze | =  lim V  (an— a f  +  (bn— b f  = 0 .  (2)
Tl со П-+  CO

На основании равенства (2) следует, что условие (1) будет выпол
няться только тогда, когда будут выполняться условия

lim ап =  a, lim bn =  Ь. (3)

Составим ряд из комплексных чисел
w i +  w 2+ . . . - { - w n + . . . , (4)

где
wn =  un +  iv„ (п =  1 , 2 , . . . ) .

Рассмотрим сумму п членов ряда (4), которую обозначим через sn: 

S„ =  ^ i +  ̂ 2 +  • • • + “>„• (5)

s„ есть комплексное число:
\  /  П \

(6)
А=1'„ =  ( 2  «* + н  2  »*

k=  1
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О п р е д е л е н и е  2. Если существует предел 
lim s„ =  s =  Л г ^ ,

П -*■ оо
то ряд (4) называется сходящимся рядом и s называется его суммой;

00
s = ' £ w k  =  A  +  i B .  (7)

*=i

На основании равенств (3) из условия (6) следуют равенства
П П

A —  lim 2  ыа. В —  Нт 2  vk. (8)
п -> со k=\  л - » - с с / г = 1

Если не существует lim sn, то ряд (4) называется расходящимся.
Для исследования сходимости ряда (4) эффективной является 

следующая теорема.
Т е о р е м а  1. Если сходится ряд, составленный из модулей 

членов ряда (4),

K I  +  K I + - - - + K I + - - - .  где \wn \ = V u l  +  v2„, (9)

т о  сходится ряд (4).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из сходимости ряда (9) и условий

| и „ | < К 4  +  г£ =  |гг>п |, |»в | < К « п  +  *й?=|а»в |

следуют равенства (8) (на основании соответствующей теоремы об 
абсолютной сходимости рядов с действительными членами), а сле
довательно, равенство (7).

Доказанная теорема позволяет применять для исследования 
сходимости рядов с комплексными членами все достаточные при
знаки сходимости рядов с положительными членами.

§ 25. Степенные ряды с комплексной переменной

Перейдем теперь к рассмотрению степенных рядов с комплекс
ными членами.

О п р е д е л е н и е  I. Ряд
C0 +  C1Z +  Ci Z 2 + . . . + C ' , Z n + . . . ,  (1)

где z —  x - \ - iy — комплексная переменная, х  и у — действительные 
числа, сп — постоянные комплексные или действительные числа, 
называется степенным рядом с комплексной переменной.

Для таких степенных рядов существует теория, аналогичная 
теории степенных рядов с действительными членами.

О п р е д е л е н и е  2. Совокупность значений г на плоскости 
комплексной переменной, при которых ряд (1) сходится, назы
вается областью сходимости степенного ряда (1) (при каждом
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конкретном значении z ряд (1) превращается в числовой ряд 
комплексными членами типа (4) § 24).

О п р е д е л е н и е  3. Ряд (1) называется абсолютно сходящимся, 
есЛИ сходится ряд, составленный из модулей его членов,

Приведем без доказательства следующую теорему.
Т е о р е м а  1. Область сходимости степенного ряда с комплекс

а м и  членами (1) есть круг на плоскости комплексной перемен
ной г с центром в начале координат. Его называют кругом схо
димости. В точках, лежащих внутри круга сходимости, ряд (1) 
сходится абсолютно.

Радиус круга сходимости R называют радиусом сходимости 
степенного ряда. Если R — радиус сходимости степенного ряда (1), 
то пишут, что ряд Сходится в области

(Аналогично вопросу о сходимости степенного ряда с действитель
ной переменной на концах интервала вопрос о сходимости ряда 
в точках границы |z |= /\!  решается дополнительным исследованием.) 
Заметим, что в зависимости от характера коэффициентов сп радиус 
сходимости R может иметь любое значение от 7? =  0 до R =  оо. 
В первом случае ряд сходится только в точке z =  0, в последнем 
случае ряд сходится при любом значении г.

Напишем равенство

Если z будет принимать различные значения внутри круга схо
димости, то функция / (г)  будет принимать различные значения. 
Таким образом, каждый степенной ряд с комплексной перемен
ной определяет внутри круга сходимости соответствующую функ
цию комплексной переменной. Это аналитическая функция ком
плексной переменной. Приведем примеры функций комплексной 
переменной, о п р е д е л е н н ы х  с т е п е н н ы м и  р я д а м и  
с к о м п л е к с н о й  п е р е м е н н о й .

то формула (4) превращается в формулу (2) § 17. Если лг =  0, то 
получаем равенство (1) § 18.

■^о синус комплексной переменной. При у —  0 формула (5) пре
вращается в формулу (1) § 17.

| c0| - H n z |  +  | c2z2| + . . .  + K z n| + . . . (2)

\ z \ < R .

f(z ) =  ca+ c lz + c tzt + . . . + c nzn+ . . . (3)

(4)
Это показательная функция комплексной переменной. Если у =  0,

3) (6)
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Это косинус комплексной переменной. Если в формуле (4') справа 
и слева вместо г подставить iz, то аналогично тому, как это 
делалось в § 18, получим

eiz =  cos z - \- i  sin z. ^

Это формула Эйлера для комплексного z. Если z — действительное 
число, то эта формула совпадает с формулой (2) § 18.

4) sh *  =  2 +  J + l  +  . . .  (8)

5) <* ‘ ~ 1 + £ + i + £ + - ’ О)

Последние две формулы аналогичны формулам (5) и (6) § 17 и 
с ними совпадают, если г =  х — действительное число.

На основании (4), (5), (6), (8) и (9) путем сложения, вычита
ния рядов, замены z на iz получаются следующие равенства:

ег =  ch z +  sh z, 
е~г =  ch z — sh z,

shz *

( 10)

(П )

( 12)

cos iz e ~ z - \ - e z  
2 » Siniz (13)

Отметим, что ряды (4), (5), (6), (8), (9) сходятся при всех значе
ниях z, в чем легко убедиться на основании теоремы 1 данного 
параграфа и теоремы 1 § 24. Аналогично тому, как это делалось 
в случае степенных рядов с действительной переменной, рассмат
риваются ряды с комплексной переменной по степеням z — z0, где 
z0— некоторое комплексное число:

Co +  ̂ i(2  — z0) + c 2(z — z0)2- f  . . . + c „ ( z  — z0)n- { - . . . ,  (14)

cn— комплексные или действительные постоянные. Ряд (14) при
водится к виду (1) подстановкой z — z0— z*. Все свойства и тео
ремы, справедливые для ряда вида (1), переносятся на ряд вида (14), 
только центр круга сходимости ряда (14) находится не в начале 
координат, а в точке г„.

Если R — радиус сходимости ряда (14), то пишут: ряд схо
дится в области

\z — z0\ < R .

§ 26. Решение дифференциального уравнения первого порядка 
методом последовательных приближений (метод итераций)

В §§ 32—34 гл. XII I  были рассмотрены приближенное интег
рирование дифференциальных уравнений и систем дифференциаль
ных уравнений разностными методами. Здесь мы изложим другой 
метод приближенного интегрирования дифференциального урав-
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нения. Отметим, что данное рассмотрение одновременно явится
доказательством те0ремы о существовании решения дифференциаль
ного уравнения (см. § 2 гл. XIII) .  Нам потребуется использовать 
теорию рядов.

Пусть требуется найти решение дифференциального уравнения

£  =  / (* •  у)' (1)

удовлетворяющее начальному условию
у = у 0 при х =  х0. (2)

Интегрируя члены уравнения (1) в пределах от х0 
вая, что у\к=х, =  Уо, получаем

X

до л; и учиты-

у =  S f {x , y)dx +  y0.
Хп

(3)

В последнем уравнении искомая функция у  находится под знаком 
интеграла, и потому это уравнение называется интегральным
уравнением.

Функция у = у { х ) ,  удовлетворяющая уравнению (1) и началь
ным условиям (2), удовлетворяет уравнению (3). Очевидно, что 
функция у =  у (х), удовлетворяющая уравнению (3), удовлетворяет 
уравнению (1) и начальным условиям (2).

Рассмотрим сначала метод получения приближенных решений 
уравнения (1) при начальных условиях (2).

Будем считать у0 нулевым приближением решения. Подставляя 
в подынтегральную функцию в правой части равенства (3) вместо 
у значение t/0, получим

X

y d x ) =  $ / ( * ,  yo)dx +  y0. (4)
*0

Это есть первое приближенное решение дифференциального урав
нения (1), удовлетворяющее начальным условиям (2).

Подставляя первое приближение yt (х) в подынтегральную 
функцию в равенства (3), получаем

X

У* ( * ) =  J /  [*. y d * ) ]d x  +  ye.

Это второе приближение. Продолжаем этот процесс:
X

У » (х )= 1 Ц х , У2 (*)] dx +  уо,
*0

Уп (х) = ]  f [x ,  У „ - i  (*)] dx +  у0,

(5)

( 6 )
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О том, какое приближение нужно взять, чтобы оно удовлетво
ряло требованиям нужной нам точности, будет указано ниже.

П р и м е р .  Н а й ти  п р и б л и ж е н н о е  р еш ен и е  у р а в н ен и я  j/' =  x + < / 2, удовлет
в о р я ю щ е е  н а ч а л ь н о м у  у с л о в и ю  у0 =  * п р и  х  =  0. i-

Р е ш е н и е .  П о  ф о р м у л е  (4) п о л у ч а ем
X

y i—  J  (■*+ 0  <&+1 =="2"Н“Д:+ Ь
о

[-г+ ( т + * +1) ] d* + 1=^ + T + 2T + 3T + * +I>
о

и т . д .

§ 27. Доказательство существования решения 
дифференциального уравнения. Оценка погрешности 

при приближенном решении

Докажем далее следующую теорему.
Т е о р е м а .  77усть дано дифференциальное уравнение

% = П * > У )  (1)

и начальное условие
У — У о  п р и  х  =  х 0. (2)

П усть f(x , у) и f'y (x, у) непрерывны в замкнутой области D, 

D {x 0— a ^ x ^ x 0 +  a, г/0— Ь <  г /<  У Л Ь )  (рис. 372). (3)

Тогда в некотором интервале

х0— 1 < х  < х 0 +  1 (4)

существует решение уравнения (1), удовлетворяющее начальному 
условию (2); при этом решение единственно. Число I будет опре

делено ниже.
У,

1(
\

со
I——________

(То+Мо,

0 X

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Заме
тим, что из того, что f (x ,  у) 
и f'y (х, у) непрерывна в замкну-1 
той области D, следует, что су
ществуют такие постоянные 
М  >  0 и N  >  0, что для всех 
течек области выполняются со
отношения

1 /(* .  У ) \ < М ,

I f y ( x ,  y ) \ < N .Р и с . 3 7 2 .
( 5 )

(6)



СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШ ЕН И Я  ДИ ФФ ЕРЕН Ц И А ЛЬН О ГО  УРА ВН ЕН И Я 305$27]

(Это свойство аналогично свойству, указанному в § 10 гл. II.) 
Число / в равенстве (4)— наименьшее из чисел а и т. е.

7 =  min (а , (7)

Применим теорему Лагранжа к функции f(x , у) для двух произ
в о л ь н ы х  точек А г (х\ уд  и А 2(х\ у2), принадлежащих области D:

/ ( * .  y t ) — f ( x , У х )  =  !'у { х ,  л)(*/2— У х ) ,

где у2 <  ц <  у2, следовательно, | f'y (х, ц) | ^  А\ Поэтому для любых 
д в у х  точек справедливо неравенство

|/ ( * .  y2) - f ( x ,  y i ) \ < H \ y 2- y i \ *) .  (8)

Вернемся к равенству (4) § 26. Из него получаем с учетом ра
венств (5), (4), (7)

X X
|< /i-!/o1  =  | $ / ( * .  \ M d x  1 = М \ х  —  х „ | < М / < Ь .  (9)

ДС0
Итак, функция у =  Ух(х),  определенная равенством (4) § 26 на 
отрезке (4), не выходит из области D.

Перейдем теперь к равенству (5) § 26. Аргументы функции 
/  [х , Ух (.к)\ не выходят из области D. Следовательно, можем на
писать

X

| */3— У о \= \  $ f [ x ,  y1( x ) ] d x \ ^ M \ x — x t \ ^ M l ^ b .  (10)
*о

Методом полной индукции можно доказать, что для любого п
\ У п - У о \ < Ь ,  (1.1)

если х  принадлежит интервалу (4).
Докажем теперь, что существует предел

Пт уп(х )= у (х ) ,  (12)
п — 00

и функция у(х)  удовлетворяет дифференциальному уравнению (1) 
и начальному условию (2). Для доказательства рассмотрим ряд

Уо~Ь (Ух —  У о ) - \ - ( У 2 — Ух )Л-  • • • - \ - { У п - 1 ~  У п - 2 ) ~ \ ~ ( У п ~  У п - г ) - ^  • • • (13) * I
*) З а м ет и м , что есл и  д л я  н е к о т о р о й  ф у н к ц и и  F  (у) у д о в л ет в о р я ет ся

условие
I F  Ы — F  ( У х )  I <  К | У 2 — У х  I,

где у2 и i/ j —  л ю б ы е точ ки  н ек о т о р о й  о б л а с т и , К — п о ст о я н н о е  ч и с л о , т о  это  
Условие н а зы в ается  условиеМ Липшица. Т а к и м  о б р а з о м , у ст а н о в и в  со о т н о ш е-

Ние (8 ) , мы п о к а з а л и , что есл и  ф у н к ц и я  /  (х, у) и м еет п р о и зв о д н у ю  , о г р а 

н и ч ен н у ю  в н ек о т о р о й  о б л а с т и , то  о н а  в это й  о б л а ст и  у д о в л е т в о р я е т  у сл о в и ю  
П т ш и ц а . О б р а т н о е  у т в е р ж д ен и е  м о ж ет  о к а за т ь с я  н еверн ы м .
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с общим членом ы„ =  Уп —  уп- ь  при этом и0=  у0. Очевидно, что 
сумма п -J- 1 членов этого ряда равна

П
S„+I= 2  Щ  =  У„- (14);

Оценим члены ряда (13) по абсолютной величине:
X

|0 1 - У о 1 =  |$/(*. * / o ) d * | < M | x - * 0 |. (15)
*0

На основании (4), (5) § 26 и (6) находим
X X

y j - f k »  y°)]d x \ = 1  \Г Л Х> Tll)(i/2 - * / x ) ^ | <
Xq Xq

X

< ± N § M \ x - x t \dx =  N - % - \ x - X ' \ '
*0

(берется знак +  , если x0 <  x, и знак — , если лг0 > х ) .  Итак,

(16)

Аналогично с учетом (16)
X х

I у , -  У*| =  | S [/(*> y*)— f ( x > y t j\d x \  =  | 5 f'y(x, TI,)(0 , - & ) < * * ! <
Xo *0

X

< ±  N  ^ ^ - \ x - x a \ *  d x  =  M - ^ ^ \ x - x 0 \ \  (17) 
*0

Продолжая так и далее, найдем

I у„ - У п - 1  К  м  Iх-*» I "• (18)

Таким образом, для интервала | лг — х0 \ <  I функциональный ряд (13) 
мажорируем. Соответствующий числовой ряд с положительными 
членами, которые больше абсолютных величин соответствующих 
членов ряда (13), будет

, . . .  , ..NP  , . .  N43 
У о +  M l  4 *  М  -кг  +  м 3! (19)

Nn~l ln *с общим членом vn —  M — — . Этот ряд сходится, что легко
обнаруживается по признаку Даламбера:

Nn-4n
м

V,Пш
П-+СО vn — l

■■ lim —  
п- + «  М

п\ . .  т  „  ^ ,

(л -1 )  1



Итак, ряд (13) мажорируем, следовательно, он сходится. Так как 
члены его являются непрерывными функциями, то он сходится 
к непрерывной функции у(х). Итак,

Иш sn_t =  Lim уа =  у(х), (20)
r t  —► СО Л - » -  CD

где У (х) —  непрерывная функция. Эта функция удовлетворяет 
начальному условию, так как для всех п

Уп (*•) =  Уо-

z 7 ] С У Щ Е С Т В О В А Н И Е  Р Е Ш Е Н И Я  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Г О  У Р А В Н Е Н И Я  3 0 7

Докажем, что полученная функция у(х) удовлетворяет уравне
нию (1). Снова напишем последнее из равенств (6) § 26:

Докажем, что
X X

lim J /  [х, уя_ I (*)] dx =  S /  (*, у) dx,
»-*■•** х„

(21)

(22)

где у(х) определена равенством (20).
Предварительно заметим следующее. Так как ряд (13) мажо

рируем, то из (20) следует, что для всякого е >  0 найдется та
кое п, что будет

I У -У п  К  8. (23)

С учетом (23) на всем интервале (4) можем написать
* X X

I $/(*,  y )d x — \ f { x ,  0„ ) Ж с | < ±  J I f (x ,  у) — / (х, yn) \d x <
Х0 Х9 Х0

X

<  ±  ^ N \ y — yn \ d x ^ N e \ x — х „ \.
Ха

Но lim е =  0. Следовательно,
П “► оо

X X
lim I J f(x , y )d x —  J f (x ,  yn)d x I = 0 .

П  - >  К  у  YAO Aq

Нз последнего равенства следует равенство (22).
Теперь, переходя в обоих частях равенства (21) к пределу 

при п —► оо, получим, что у(х), определенная равенством (20),
Удовлетворяет уравнению

X

У =  Уо+  $ / (* .  y)dx.
Хо

(24)
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Как указывалось выше, отсюда следует, что найденная функ
ция у(х) удовлетворяет дифференциальному уравнению (1) и на
чальному условию (2).

З а м е ч а н и е  1. Пользуясь другими методами доказательства, 
м ож но утверждать, что существует решение уравнения (1), удов
летворяющее условиям (2), если функция f(x , у) непрерывная 
в области D  (теорема Пеано) *).

З а м е ч а н и е  2. Приемом, аналогичным тому, которым было 
получено соотношение (18), можно показать, что погрешность при  
замене решения у(х) его п-м приближением уп дается формулой

у - У п  К
NnM 

(« +  !)!
\ x - x A  п+1<

MNnln + 1 
(«4-1)!

(25)

П р и м е р .  Применим эту оценку для пятого приближения у :, решения 
уравнения

< /'= * + У 2

при начальном условии j/0 =  l ПРИ * =  0.
Пусть область D такова:

D {—  1 / 2 < х < 1 / 2 ,  —1 < { /< 1 } ,  
т. е. а — 1/2, b =  1. Тогда М =  3/2, N = 2 .  Определяем, далее,

'  =  п п п (а ,  A ) = m i n ( | ,

По формуле (25) получаем

, , '
\У—» в | < -  ---------6  ! 960

Заметим, что оценка (25) довольно грубая. В рассмотренном примере другими 
методами можно показать, что погрешность в десятки раз меньше.

§ 28. Теорема единственности решения 
дифференциального уравнения

Докажем далее следующую теорему.
Т е о р е м а .  Если функция f(x , у) непрерывна и имеет непре

рывную производную в области D, определенную в § 27, т о  ре

шение дифференциального уравнения,

<•>
при начальном условии

У=Уо при х =  ха

*) См., например, книгу: П е т р о в с к и й  И. Г. Лекции по теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений.— М.: Наука, 1970.
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единственно, т .  е. через точку  (дг0; ув) проходит единственная 
и н т е г р а л ь н а я  кривая уравнения (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, что существует два решения 
уравнения (1), удовлетворяющие условию (2), т. е. две кривые, 
выходящие из точки А (хв\ у0): у (х) и г(х ). Следовательно, обе 
■XU функции удовлетворяют уравнению (24) § 27:

X X

y = y o + <\ f ( x ,y ) d x ,  z =  y0+ \ f  (х, z)dx.
Xq Xq

Рассмотрим разность
x

y ( x ) - z  (x) =  5 [/ (x, y ) - f  (X, 2)1 dx. (3)
jt0

S 2fc]

Преобразуем подынтегральную разность no формуле Лагранжа 
с учетом неравенства (6) § 27:

И х, у) /  (х, г) =  (хоу V|) (у — г). ■ ’ (4)

Из этого равенства получаем ,
\ f (x ,  y ) ~ f ( x ,  z ) \ ^ N \ y - z \ .  (5)

На основании (3) с учетом (5) можем написать неравенство
X X

\ У ~ г \ =  ^ — - ( y - z ) d x  < ±  j  N \y — z\dx. (6)
*0

Рассмотрим такое значение х, чтобы \ х — * в | < Д / - • Для опреде
ленности будем считать, что хе < х ,  для случая х < ^ х в доказа
тельство аналогично.

Пусть наибольшее значение | у — г | на интервале х —
лрпнимается при х =  х* и равно X. Тогда неравенство (6) для 
точки х* принимает вид

X <  X.

При допущении существования двух различных решений пришли 
к противоречию. Следовательно, решение единственно.

З а м е ч а н и е  1. Можно показать, что решение будет един- 
’ гвенным при меньших требованиях на функцию f (x ,  у). См., 
’̂ пример, книгу: П е т р о в с к и й  И. Г. Лекции цо теории 
°пыкновенных дифференциальных уравнений.— М.:. Наука, 1970.
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З а м е ч а н и е  2. Если функция f  (х, у) имеет неограниченную 
частную производную -~-в  области, то могут существовать не-

сколько решений, удовлетворяющих уравнению (1) и начальным 
условиям (2).

Действительно, рассмотрим уравнение

у ' =  3* У  у

tr-л. xVl

о начальным условием

Здесь ~ ^  =  ху~2̂

у =  0 при х =  0.

-0 .

(7)

(8)

оо при у-

В этом случае существуют два решения уравнения (7), удов
летворяющие начальному условию (8):

у =  О, У  =  х 3.

В том, что эти функции суть решения уравне
ния (7), убеждаемся непосредственной подста
новкой их в уравнение. Через начало коор
динат проходят две интегральные кривые (рис. 
373).

У п р а ж н е н и я  к г л а в е  XVI

Написать несколько первых членов ряда по данному 
общему члену:

1 1 „ л8
*• я (л  +  1) • 2- л +  1

. 5. и„=  l / n 3+  1— ) / л 2 + 1 .

Исследовать сходимость следующих рядов:

6 - у + ^ ' + р " + - - '  +  ' ^ Г + >-- 0тв■ Сходится.

3. ип — (Я1)Г|  
(2«)! '

7 - L + - L + - L
У  1 (T V  20 ' У  30  

8- 2 + У + Т + -

1
. .  Отв. Расходится.

л +  1
у  Юл

. . .  Отв. Расходится.

9 Я
Отв. Расходится.

з / 7  3 / 8  • • • ^ / л  +  6

10- т + ( т ) 4+ ( т ) в+ - - - + ( ^ т т ) п,+ - ”  0тв• Сходится-
11 , 4  ,
, L  2  +  5  1 0 - *- 17  *

1 , 1 , 1 , 1 ,
,2- T + T + I 6 + I 7 + - - - '

я 2 +  1 
1

• . . .  Отв. Расходится.

1 + я 2
+ . . .  Отв. Сходится.

Исследовать сходимость рядов с заданными общими членами:
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13. В„ =  7 г О ш . Сходится. 14. ип =  -г~т= • Отв. Расходится. 15. « „ =

2
: 5 я + Т '

1

1 -\-п
у *

Отв. Расходится. 16. ип = Отв. Расходится. 17. и„ =

П
Отв. Сходится. 18. u„_ i = 1

«1п я  ' 0 т б ' Расх°дится. 19. Дока

зать неравенство 1 -Ь-^-Ч—g—Ь • • • + — > 1л ( я +  О >  у + ^ г +  ■ ' *
20 Применима ли теорема Лейбница к ряду

1 1 , 1  1

ti - j-1

1 I
/ 2 - Г " / 2 + 1  ‘ У з - 1  ] / "3  + 1  ' "  ’ 1 у п — \ >ЛЯ + 1 +  - - - ? 

Отв. Неприменима, так как члены ряда не убывают монотонно по абсо
лютной величине. Ряд расходится.

Сколько первых членов надо взять в рядах, чтобы сумма их отличалась 
I

не более чем на от суммы соответствующего ряда:

21. - j —  2а +  2з — 2 4 +  • • • + ( — 1)п + 1

22. 4 - - 4 - + Т - 4 + -

23.

24.

2
J _
2 а "
1

■ + < -» *  т + -

—■g, +  ■■■+(— 1)" ■ •.
11 1

Отв. /г =  20. 

Отв. п =  10е. 

Отв. п =  108. 

Отв. /г=10.2 2-3 1 2-3-4 2-3-4-5 ‘ - - ' 1 4 *' и!
Выяснить, какие из нижеследующих рядов сходятся абсолютно:

25. 1— ga 4 - 5 2 ~ y 2 +  9Y + - - -  +  (— + +  Отв. Сходится.
абсолютно.

26 I _ 1  i l l  J L  ............. - 1  1
• 2 2 ’ 22 ' 3 ’ 23

лютно.
27- 1ТГЯ+ПГТ- 1Т77Г+ * * - b H i'b  • • • Отв. Сходится условно.

1

— • • • + ( — 1)” + 1~  • о?г+  • • • Отв. Сходится абсо-

1п 3 
1 1

In 2
ОС _1

• 1 у  2  у з '  у т
Найти сумму ряда 
29. 1 . 1 .

In п 
( -1 )4

V -п
Отв. Сходится условно.

1
Отв.1 -2 -3 ~ 2 -3 -4 ~ " ’ ^ п  (я + 1 )  (я+ 2 )  ‘

При каких значениях х  сходятся ряды:

30. 1 + 4 + 4 + - . - + S + - ”  0тв■ —2 < х  < 2 .

4 •

31
4

у2 уЗ у4 уп

32. 3 x + 3 4x4+ 3 9x9+  . . .  + 3 « V * +  . . .  
ая , , ЮОх , ЮОООх2 , 1000000л:3 ,

1 - 3 +  1-3-5 +  1 -3-5-7 +  •* '

34. s I n * + 2 s i n |~ H s l n |~ f  . . .+ 2 » s ln  J + . . .

Отв. — 1 1,

О ш . | л |  <  1/3. 

Отв. — оо <  х  <  оо.

Отв. — оо <  х  <  оо.
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35.
X JC2

1 I 1 I Отв. — 1 < x  <  1 ,

\ +  V~Y 1 2 + \Г 2  1 1 п + У п  '  '

2 fe
3 6 .  х +  ~2^х2

flk
Отв. —  o o  <  x  <  (

37. , 2 1  2  
х ~{~ 2 1  * - + 3 r  * " + ” •

Отв. — е < х < е .

3 8 .
2 2

х + ж х'
, ,  ( Ь 2 - 3 ) 2  

1 6 ! * • + - + $
Отв. — 4  <  х  <  4 .

oo.

39. Найти сумму ряда х-\-2х2-\- . .  ,-\-п хп -\- . . .  (| х | <  1). Отв. х / ( 1_х)*
Определить, какие из нижеследующих рядов мажорируемы на указанных

отрезках:

40. 1 +■г т + к т + .  • - + - 3  +  - • • ( 0 < х < 1 ) .  Отв. Мажорируем.
у у2 W yfl

«■ 1 + Т + Т + Т + - • • + ¥ + ■ • •  ( ° 5

42.
sin x  . sin 2х . sin Зх . . sin пх
— t 1 § 2 *" 3 * ‘ •■•"Г п2

Р а з л о ж е н и е  ф у н к ц и й  в р я д ы  
1

: х <  1). Отв. Не мажорируем. 

. . .  [О, 2л]. Отв. Мажорируем.

43. Разложить ,—
1 0 - f  х

Отв. Сходится при — 10 < х <  10.
по степеням х и определить интервал сходимости.

1я
т Ы )44. Разложить cosx по степеням х — —. Отв. _

- T F T ' 2 I
45. Разложить е~х по степеням х. Отв. 1— jc-f-g-j— ■ ■ •

е246. Разложить е* по степеням х —2. Отв. е2-\-е2 (х—2 ) - f — (х— 2)3-f- 

+  J ( x - 2)3+ . . .

47. Разложить х3 —2х3 +  5х — 7 по степеням х — 1. Отв. —3 +  4 ( х— 1 ) +  
+  (х— 1)а +  (х— I)3.

48. Разложить многочлен х1о +  2х9 —Зх7 —6хв+ 3 х 4 +  6х3—х — 2 в ряд 
Тейлора по степеням х — 1; убедиться, что этот многочлен имеет число 1 трех-: 
кратным корнем. Отв. /  (х) =  81 (х— 1)3+ 2 7 0  (х— 1)4-{-405 (*— 1)5-(-351(х— I)6-]' 
+  189 (х— 1)7 +  63(х — 1)в+ 1 2 (х — 1)» +  (х— I)10.

• х2 Кш49. Разложить cos (х-{- а) по степеням х. Отв. cos а —x s i n n — ^ o s a - h  

- f j j - s l n a - f ^ c o s a — . . .

50. Разложить ln x  по степеням x — 1. Отв. (x— 1)— ^-(x— 1)3 4"

+  y ( * - l ) 3-
l (x - i )4+ .

51. Разложить ex в ряд по степеням х 2.. Ота, е-[‘+1 ^ 1
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Я
52. Разложить cos2 х в ряд по степеням х —  . Отв. ~^-\г

, (  П \ 2/1-1
» 4 ( * ~ 4  )

+  £  ( 1)” (2п — 1)! ( И  < » ) .

гс— I 00

53 . Разложить в ряд по степеням х + 1 .  Отв. Z  ( л + 1) ( х + 1)"

-  2  <  X < 0 ).
л =  0

54. Разложить tg x  в ряд по степеням х — . Отв. 1 + 2  ^ x — ~ J  +

+ 2 ( * - т  ) * + • • •
Написать первые четыре члена разложения в ряд по степеням х  функций: 

г* . 2 а5 . 17а7 ' -----  /  г*
55. tg а. Отв. х-

4а4 31а8

AXJ . I /А . C0SJC _ / , X2 ,
Т5 +  З Т 5 + - "  56' е • О™. ‘ ( 1 - 2 J -  +

) у2 л-3 7г4
. 57. Отв. 1 +  а+ ^ - - ^ — ^ + . . .  58. 1п(1 +  е*).

+  4! ""’ 720

Отв. 1п 2 + - 2 - + 8 : - , 9 2 + - - -  59‘ Отв. 1 + * + ^ - ^ - Ь . . 6 0 . ( 1 + х ) * .8
5 а4

62. In cos х.Отв. 1 + х 2 — 2 + “6  ■**“  •• • 6 | - secx■ 0тв■ ^ y + y j r f 1
А2 А4 А6

Отв. — у — 12— 45— , ' ‘
„ (k x f  . (kx)-> (kxy  ,

63. Разложить sin kx по степеням х. Отв. к х— ^ -----
64. Разложить sin2 а по степеням а и определить интервал сходимости.

Ок2 03„1 05-8 02л -  1у2п
Отв. — ----- - — ----- . . .  +  (— 1)п~х ут,— |------[-••• РяД сходится при всех2! 4!
значениях а .

65. Разложить

(2л)!

в ряд по степеням а . Отв. 1—х2+ х 4—х6+ . . .
1 + х 2

66. Разложить a r c t g x  в ряд по степеням а . У к а з а н и е .  Воспользовать

ся формулой aro tgx  =
£

dx
1 + х 2

Отв. ■ X А' , ,
г + у —+ - + • • •  (— 1 < Х < 1 ) .

67. Разложить „  , - г . в  ряд по степеням х. Отв. 1 -^2 х + З х 2— 4х3+  . ..
. . (И--*)
(— 1 <  А <  1).

Пользуясь формулами разложения в . степенной ряд функций ех , sin а, 
cos A, l n ( l + x ) ,  ( l + x ) m и применяя различные приемы, разложить в степен
ные ряды функции и определить интервалы сходимости:

6 8 . shx.  Отв. х +  ^ - + ^ т- + . . .  (— о о < х < о о ) .  69. chx.  Отв. 1 + |у  +  

+  1 Г + - - -  ( оо <  а <оо). 70. cos2 а . Отв. Ч - у ] £  * ~  (— о° < х  < оо).
Л =  1

7>- ( l + x )  In ( 1 + х ) .  Отв. А +  Х ( - 1 ) * (̂ , ; (1 * 1 < 1 ) ' ' 72~ (1+ * ) е_*•
71 =  2
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Отв. 1 + ^ ( — I)” - 1  ~ х п  (— o o < * < o o ) .  73.п\
п —  2

( | дс | <ТГ2) .  74. Отв. 1 + ^ + ^ + .

4 — х ‘-
■. Отв. хХп

I 4« +1
Хп-1

fit

75. 1

п  =  О
(— 00 <  X < оо). 

2x3V-  ̂ Zx°
(1 х)а ' ®то' 7  . (ЯЧ~0■*" (1 -V | <  1). 76. e*sinx. Отв. x + x 2+ g j -----

nt= О

~ ~ - \ r . . .  +  Y ^ n sin Х  7ГГ+• • • (— 100 <  х  <  “ )• 77- 1п(дс +  У  1 +JC2).
_ 1 х 3 , 1 - З х 5 , . .  , . и 1 . 3 . „ . . ( 2 п —  1 ) х 2» + 1
° № ' * - 2 l + 2 4  5 +  ' "  +  (- 1) -------— -------- -

4 л!

2«-л! 2 л + 1
. . .  (— 1 < х <  1).

78. [ ! n l l ± ^ d x .  Отв. £ ( - l ) n + 1 5  79- 1 ^ Х
п л=1 п

dx.

Z Y*n  +1 f* pffc Y
(—О" (2п+  l}i ( - К х < 1). 80. . I ^ = d x . O m . C + l n \ x \  +

п=О
* х2п

+  E ( “ 1)SM  ( - « < * < 0  и 0  <  х <  оо). 81.
л=1

С dx 
)  1 - х » ’

« - E s9/г—8
п =  1

82. Доказать равенства
sin (a-(-x) =  sin a cos х + cos a sin х, 
cos (a-)-x) =  c o s a c o sx —sin as i nx,

разложив левые части по степеням х.
Пользуясь соответствующими рядами, вычислить:
83. cos 10° с точностью до 0,0001. Отв. 0,9848. 84. sin 1ч с точностью до 

0,0001. Отв, 0,0175. 85. sin 18° о точностью до 0,0001. Отв. 0,3090. 8 6 . sin-^-

с точностью до 0,0001. Отв. 0,7071. 87. a rc tg -i-  с точностью до 0,0001.
Отв. 0,1973. 88 . In 5 с точностью до 0,001. Отв. 1,609. 89. lg 5 с точностью 
до 0,001. Отв. 0,699. 90. arcsin 1 с точностью до 0,0001. Отв. 1,5708. 91. | / " е  
с точностью до 0,0001. Отв. 1,6487. 92. lg е с точностью до 0,00001. Отв. 0,43429. 
93. cos 1 с точностью до 0,00001. Отв. 0,54030,

Пользуясь разложением в ряд Маклорена функции f  (х)=  \ / а п -\-х, вы
числить с точностью до 0 ,0 0 1 :

9 4 ._ j/3 0 . Отв. 3,107. 95. l /Т о . Отв. 4,121. 96. ^ 5 0 0 .  Отв. 8,367.
87. У 250. Отв. 3,017. 98. | / 8 4 .  Отв. 9,165. 99. У Ч . Отв. 1,2598.

Разлагая подынтегральную функцию в ряд, вычислить интегралы:
1 I

100. Ц dx с точностью до 10- ?. Отв. 0,94608. 101. ^ e ~ x*dx с точ*
о о

я/4
ностью до 0,0001. Отв. 0,7468. 102. sin (х2) dx с точностью до 0,0001.

Q
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0,5  
Р arctgx
J  ~ * 
о

dx
0 ,5  _

Oms. 0,1571. 103. ^  е1' х dx с точностью до 0,01. Отв. 0,81. 104. 
о

1

с точностью до 0,001. Отв. 0,487. 105. ^ cos V  * d* с точностью до 0,001.
о

0,25
Отв. 0,764. 106. ^ l n O + j A  х) dx с точностью до 0,001. Отв. 0,071.

о
1 х‘ 0,2р — '■■■■— л sin х

107. j  е 4 dx с точностью до 0,0001. Отв. 0,9226. 108. ^ ..  dx с точ-
о о

0,5
Г* dx

ностью до 0,0001. Отв. 0,0214. 109. \ -yq-qj- с точностью до 0,001. Отв. 0,494.
оI

т2., _ Г 1п(1+дс) , „ я 2110. I — —-  dx. Отв.
о

У к а з а н и е .  При решении этого примера и двух следующих полезно 
иметь в виду равенства:

V 4 1 я2 v 4 (— I)"-1 я2 V 4 5 я2
Z-1^2— 6 ’ „2 — 12’ Z j ( 2 re_-1)2— 8 '
/1 = 1  п —  1 /1= 1 '  k

которые будут установлены в § 2 гл. XVII.

In (1 —х)111. ^ ":.л,у  . " J  d x .  Отв. . 112. ^ In 

о о
I'

1 + х  dx _ я 2
Т- 1-------. Отв. — .
1 — х х  4

И н т е г р и р о в а н и е  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и й  
JC п о м о щ ь ю  р я д о в

113. Найти решение уравнения у" =  ху , удовлетворяющее начальным усло
виям у — 1, у ' =  0  при х =  0 .

Х  ̂ X®У Ка з а н и  е. Искать решение в виде ряда. Отв. 1 ' '
д;3*

2-3 1 2-3-5-6

' 2-3-5-6- . . .  .(3ft— 1)3
114. Найти решение уравнения у"-\-xy'-\-y — Q, удовлетворяющее начальным

условиям у =  0, у' =  1 при х — 0. Отв. х -
(_ l) /l + lX2n-l

З ^ Ь З - б  ••■*г 1 .3 -5 ... ..(2 /г — 1) '
115. Найти общее решение уравнения

х*у"+*У'+(х2- ^ )  У=0.

У к а з а н и е .  Искать решение в форме у — хР (Ло +  ЛзХ +  Лг*2-)- . . . ) .

о „ .  ^ [ 1 ^ . . . ]  + ^ ^ [ ' - г + й - - н ^ +

+  с2
V ic  •
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116. Найти решение уравнения ху”-\-у ' -\-ху — <), удовлетворяющее началь-д-2 дб
ным условиям у === 1, у  = 0  при —0. Отв. 1 " ^2 I

• •• (  ’)* (fe!)2-22*^“ *' * |
З а м е ч а н и е .  Два последних дифференциальных уравнения являются 

частными случаями уравнения Бесселя
х2у "+ х у '+ (х 2— р2) у = 0

при р = - g- и Р =  0.

117. Найти общее решение уравнения Аху" -\-1у‘ ̂ -.у— О.
У к а з а н и е .  Искать решение в виде ряда хг (а04 -с 1х + о 2д:24 - . . . ) .

Отв. CxCOsV^ x +  C2 s ln l^  х.
118. Найти решение уравнения (1—х2) у"— ху' =  0, удовлетворяющее на-

1 х3 , 1 3 х2
чальным условиям: у =  0, у ' =  1 при х=р0. Отв.. х - \~ 4 57Г+

+
1 5 х~ . 

¥ Т + ' “
119. Найти решение уравнения (1 -fx 2) i/"-f2x(/' =  0, удовлетворяющее

л Х °  л,
начальным условиям у  =  0, у ' п р и  х =  0. Отв. х — ^ + - 5 — у +  • • •

120. Найти решение уравнения у" — хуу ', удовлетворяющее начальным
2х^ Зл:5

условиям у =  1, у '= 1  при х =  0. Отв. 1+ x + ^ r - } - — —j-— - f . . .

121. Найти решение уравнения (1— х ) у '— \~ \-х— у, удовлетворяющее 
начальному условию: у =  0 при х =  0 , и указать интервал сходимости полу-

х2 х3 х4
ченного ряда. Отв. х - \-7 7 2 + 2^3 + 3 7 4 + ' ' '  ( - 1 < * < * ) •

122. Найти решения уравнения х у " - { - у = 0, удовлетворяющее начальному 
условию: у  — 0, у ' — 1 при х =  0, и указать интервал сходимости. Отв.

(1!)2-2 ~ (2 !)2-3 (3!)2-4
х"

Кп— 1)!]2«
( — ОС <  X  <  о с ) .

123. Найти решение уравнения у " у '  + у  — ®, удовлетворяющее на-
. , „ „ „  s i n xчальному условию: у — \, у  = 0  при х =  0. Отв. —— .

124. Найти решение уравнения 1/" +  - -̂ у ' «/ =  0, удовлетворяющее на
чальным условиям у — 1, у '=  0 при х =  0, и указать интервал сходимости„2 .А  «6 -,2 п
полученного ряда. Отв. 1 ■
( | х|  <оо).

Найти первые три члена разложения в степенной ряд решений нижесле
дующих дифференциальных уравнений при указанных начальных условиях:

4х3
125. у ' =  х2-\-у2, у =  1 при х =  0. Отв. 1 -)-х +  х2 +  -д—) - . . .

ру2 уЗ
126. у" =  еУ-\-х, у — 1, у ' — 0 при х =  0. Отв, 1-)—^ . . .

22 ‘ 22-42 22-42. 6 2 22п (п!)а

127. у' — sin у — sin х, у  =  0 при х —0. Отв. — - — —-
^ О



У П Р А Ж Н Е Н И Я  К  Г Л А В Е  X V I 317

Найти несколько членов разложения в степенной ряд решений дифферен- 
«иальных уравнений при указанных начальных условиях: v2 OjиЗ Q v'4:

128. у" =  уу' — х а, у - 1, у ' =  1 при * =  0. Отв. 1 + *  +  2 Г + “з Г " ^ 1 Г  +

+  ~ 5 Г '* " '"  ( 1 1 1 1
129. у ' =  у * + х \  У =  у  при х  =  0. Отв. у  +  - у х  +  j х 5 +  —  х3 * +

1 1 2130. у '= х 2.— уа, у =  0 при дс =  0. Отв. у  х3 — ^  { ^ хи  — . . .

131. у ' = х >-у1— 1, у =  1 при х =  0. Отв. 1— х + ^ -  — ~ — . . .

У 2 2х̂  1 ljĈ
132. у ' =  еУ+ху, у —0  при х  =  0. Отв. х  +  - у - ]— -



Г Л А В А  XVII 

РЯДЫ ФУРЬЕ

§ I* Определение.; Постановка задачи

Функциональный ряд вида

~  +  cos x +  bi sin^ +  a2 соз2л: +  Ьа sin 2л: 

или, более сжато, ряд вида
со

■у +  ^  (а„ cos пх +  Ъп sin пх), (1)
п — 1!

называется тригонометрическим рядом. Постоянные числа а0, ап 
и bn (п =  1, 2, . . . )  называются коэффициентами тригонометри
ческого ряда.

Если ряд (1) сходится, то его сумма есть периодическая функ* 
ция /  (х) с периодом 2я, так как sin пх и cos пх являются перио
дическими функциями с периодом 2я.

Таким образом,
f(x )  =  f ( x  +  2я).

Поставим следующую задачу.
Дана функция f(x ), периодическая с периодом 2я. П р и  к а 

к и х  у с л о в и я х  д л я  f(x )  м о ж н о  н а й т и  т р и г о н о м е т р и 
ч е с к и й  р я д ,  с х о д я щ и й с я  к д а н н о й  ф у н к ц и и ?

Эта задача и будет решаться в настоящей главе.
О п р е д е л е н и е  к о э ф ф и ц и е н т о в  р я д а  по ф о р м у л а м  

Ф у р ь е .  Пусть периодическая с периодом 2я функция /  (х) та
кова, что она представляется тригонометрическим рядом, сходя
щимся к данной функции в интервале (— я,  я), т. е. является 
суммой этого ряда:

оо
/  (х) =  ^  (ап cos пх - f  bn sin пх). (2)

л= 1
Предположим, что интеграл от функции, стоящей в левой 

части этого равенства, равняется сумме интегралов от членов 
ряда (2). Это, например, будет выполняться, если предположить,
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что числовой ряд, составленный из коэффициентов данного три
гонометрического ряда, абсолютно сходится, т. е. сходится поло
жительный числовой ряд

£о
2 +  I а 1 I +  I &1 | +  I а2 J +  I ^2 I +  • • • +  I а п I +  I bn I +  . . . (3)

Тогда ряд (1) мажорируем и, следовательно, его можно по
членно интегрировать в промежутке от — л до л. Используем 
это для вычисления коэффициента а0.

Проинтегрируем обе части равенства (2) в пределах от — л до л:

ап cos пх
•11

dx -(- ^ sin пх

Вычислим отдельно каждый интеграл, встречающийся в правой
части:

п
J ^£-dx =  ла0,

Я Я
\ aacosnx dx
t)

=  an J
-Я — Я
Я я
\ bn sin nx dx

•C?II IiJ-Я - я

I пх =  0.

Следовательно,
Я
 ̂ /  (х) dx =  лаа,

— Л
откуда

я

ао =  ~  j  f(x )d x . (4)
-Я

Для вычисления остальных коэффициентов ряда нам потре
буются некоторые определенные интегралы, которые мы и рас
смотрели предварительно.

Если п и k — целые числа, то имеют место следующие равен
ства: если п ф !г ,  то

Я
 ̂ cosnxcoskxdx =  0,

-П
Я
 ̂ cos пх sin kx dx =  0,

-Я
Я
 ̂ sin пх sin kx dx =  0;

— Я

( I )
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если же n =  k, то

 ̂ cos2 kx dx =  л,
— Л 

ЛЛ

(И)
лл

- л

Вычислим, например, первый интеграл из группы (I). Так как

Подобным образом можно получить и остальные формулы (I)*). 
Интегралы группы (I I) вычисляются непосредственно (см. гл. X т. I). 

Теперь мы можем вычислить коэффициенты ак и Ьк ряда (2). 
Для разыскания коэффициента ак при каком-либо определен

ном значении к ф  0 умножим обе части равенства (2) на coskx:

Ряд, получившийся в правой части равенства, мажорируем, так 
как его члены не превосходят по абсолютной величине членов 
сходящегося положительного ряда (3). Поэтому его можно по
членно интегрировать на любом отрезке.

Проинтегрируем равенство (2') в пределах от — л до л:

cos пх cos kx =  Y  [cos (п +  k) х +  cos (п — к) х],

то

со

/  (х) cos kx =  ~  cos kx +  V  (ап cos пх cos кх -f- bn sin пх cos kx). (2')

Л ■ Л

+  'jL  (  ал f cos пх cos kx dx +  bn  ̂ sin nx cos kx dx )■

») С помощью формул

cos nx sin kx =  [sin (n-[-A) x — sin (n — A)x],
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Принимая во внимание формулы (II) и (I), видим, что все 
интегралы в правой части равны нулю, кроме интеграла с коэф
фициентом ак.

Следовательно,
Я Я
 ̂ /  (х) cos kx dx =  ак  ̂ cos2 kx dx =  ahn,

- Л  -Я
откуда

я
ак =  ^ /  (x) cos kx dx. (5)

-Я
Умножая обе части равенства (2) на sin kx и снова интегрируя 

от — л до я, найдем
Я Я
 ̂ /  (х) sin kxdx =  bk  ̂ sin2 kxdx —  bkя, (6)

- Л  -Я
откуда

я

Ьк =  -i- ^ f(x )  sin kx dx. (7)
-Я

Коэффициенты, определенные по формулам (4) — (6), назы
ваются коэффициентами Фурье функции /(* ) , а тригонометри
ческий ряд (1) с такими коэффициентами называется рядом Фурье 
функции f  (x).

Возвратимся теперь к вопросу, поставленному нами в начале 
параграфа: какими свойствами должна обладать функция, чтобы 
построенный для нее ряд Фурье сходился и чтобы сумма построен
ного ряда Фурье равнялась значениям данной функции в соот
ветствующих точках?

Мы сформулируем здесь теорему, которая даст достаточные 
условия представимости функции f(x )  рядом Фурье.

О п р е д е л е н и е .  Функция / (х) называется кусочно монотон
ной на отрезке [а, b], если этот отрезок можно разбить конечным 
числом точек хи х2, . . . ,  x„_t на интервалы (а, х£ , (xit  х2), . . .  
•••» (*„_£, b) так, что на каждом из интервалов функция моно
тонна, т. е. либо невозрастающая, либо неубывающая.

Из определения следует, что если функция f(x )  кусочно 
монотонная и ограниченная на отрезке [а, £>], то она может иметь 
только точки разрыва первого рода. Действительно, если х —  с 
есть точка разрыва функции f(x ),  то в силу монотонности функ
ции существуют пределы

lim /(* )  =  / (с— 0), lim f  (х) =  f  (с + 0 ),
Х-+С- 0 jm-c+0

Т- е. точка с есть точка разрыва первого рода (рис. 374).

' Н. с. Пискунов, т. 2
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Сформулируем теперь следую щ ую  теорему.
Т е о р е м а .  Если периодическая функция f(x ) с периодом 2л 

кусочно монотонная и ограниченная на отрезке [ — л , л ], т о  ряд\ 
Фурье, построенный для этой функции, сходится во всех точкахI  
Сумма полученного ряда s (х) равна значению функции f  (х) в точЛ

ках непрерывности функции. В точках раз\ 
рыва функции f(x ) сумма ряда равняется 
среднему арифметическому пределов функ
ции f(x ) справа и слева, т .  е. если х =  с 
— точка разрыва функции f(x ), то

. m i  , . , = '< с - 0)+ ' |с + 0 >.

Рис, 374,

И з этой теоремы следует, что класс 
функций, представимых рядами" Ф урье,1 
довольно ш ирок. П оэтому ряды Ф урье 
наш ли ш ирокое применение в различных 
отделах  математики. Особенно успешно 

ряды Ф урье применяются в математической физике и ее прилов 
ж ен иях  к  конкретным задачам  механики и физики (смл 
гл. X V III ) .

Д анную  теорему мы приводим без доказательства. В § 8 — 10 
будет дано доказательство другого  достаточного признака р а з л о | 
жимости функции в ряд  Ф урье, который относится в некотором^ 
смысле к более узкому кл ассу  функций.

§ 2. Примеры разложения функций в ряды Фурье

Приведем примеры разложения функций в ряды Фурье.
П р и м е р  1. Периодическая функция f  (х) с периодом 2я определена, 

следующим образом: f ( x ) = x ,  — я  <  х < я .
Эта функция кусочно монотонная и ограниченная (рис. 375). Следова>| 

тельно, она допускает разложение в ряд Фурье.
По формуле (4) § 1 находим

а0

л
1 Г* . I х2= — \ x d x = — =- я  J  я  2 =  0.

Применяя формулу (5) § 1 и интегрируя по частям, найдем

Л

4 )к  cos kxd x  =  — я
sin kx

л
я 1 г* 
-я  k  J sin kx dx =  0.

По формуле (6) § 1 находим 
я

■ И *

1
sin kxd x  =  — я — X-

cos kx |Яя + -  сk J cos kx dx
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-j-aKnM образом, получаем ряд

Это равенство имеет место во всех точках, кроме точек разрыва. В каждой 
точке разрыва сумма ряда равна среднему арифметическому ее пределов справа 
л слева, т. е. нулю.

. У К /

i V

/ ] V M ^ . .
—5n -4ic -Ля -Лк -n  0. п Ля Ля 4к 5n &

Рис. 376.

П р и м е р  2. Периодическая функция f  (х) с периодом 2я определена сле
дующим образом:

f ( x ) = — х  при — я « с х * йО,
/  (х )= х  при 0 < х < я

(т. е. /(* ) =  | лг |) (рис. 376). Эта функция тоже кусочно монотонна и ограни
чена на отрезке — я < х < л .

Определим ее коэффициенты Фурье:

= я
я

a° = 4  S ^ > dJC=4
" 0 Я

j* (— х) dx-\- ^ x d x
- я -л  0 -

я -

аА= — Г (—х) cos kx dx-\- Г х cos kx dx

[ cos kx 
nk ь

x sin kx 0 1 (• , X Sin kx |Я I P , . ,
_ „ + T  J slnkxdx+ k |o —T  j sin kx dx

О при k четном,
. cosfocIя!  _  2 (cos knr_  1) =  j" 4 

я '  k lo j n k? y |  — —^  при k нечетном,

=  ̂

-  О я

^  (—x) sin kxdx-\-  j 'x s in  kx dx =  0 .

11*



324 Р Я Д Ы  Ф У Р Ь Е [Гл. хуц

Таким образом, получаем ряд

4 Г cos х . cos Зле . cos 5хя  4 Г cos
2 я  [  I 2

cos (2p-f 1) х
3 2 - г  5 2 - г • • • - г  (2р + 1)2 “Г - - - ] -

Этот ряд сходится во всех точках, и его сумма равна данной функции.

п

1

~5к -1а - к а la 5 а  а

-1

Рис, 377.

П р и м е р  3. Периодическая с периодом 2я функция f  (х) определена сле
дующим образом:

f ( x ) = — 1 при — я  <  х  <  О, 
f(x )  =  I при 0 < х < я .

Эта функция (рис. 377) кусочно монотонна и ограничена на отрезке —
Вычислим ее коэффициенты Фурье:

Я Г О  Я "1

I  Ж  dx =  ^  J  (— l)dx  +  ̂ d x  = 0 ;
-Я  L - я  0 -1

О я  "1
J  (— I) cos kxdx-\-  J  cos kxdx  1 = — Ь  

о J
Я "I

J  (— 1) sin kx J  sin kx dx 1 = - ^ Г
0 J

а ь  =  —  
й  я

sin kx (0 , sin kx |л

—  я  
Г 0

Ь ь = -

kn

г cos kx о
- я

kn  |0 

cos kx |Л

= о ,

О при k четном,

nk (1— cosn£) =  -j 4 
( nk при k нечетном.

Следовательно, для рассматриваемой функции ряд Фурье имеет вид 

4 Г sin х  , sin Зх , sin 5 x  , . sin (2 p - \- \ ) x
f  w = - 1 2 /» + 1 - ]■

Это равенство справедливо во всех точках, кроме точек разрыва.
На рис. 378 наглядно показано, как частичные суммы sn ряда все точнее 

и точнее представляют функцию f  (х) с увеличением п.
П р и м е р  4. Периодическая с периодом 2я функция f  (х) определена 

следующим образом:

f ( x ) = x 2, — Ж х < л  (рис. 379).
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Определим ее коэффициенты Фурье:

■ НИ „ 1 х3 |я 2яах d x = — — \ =-о-;Л о I—Я О
Л

■ 4 1  -=  "г’ \ Л:2 COS kx dx*= — 
Л

-Л

х2 sin kx |я1 Г
-я k J

дг sin kx dx

2
яА

л: COS foe
Л

cos kx dx Tjp- In cos *я] =

. Л Г Л
J_ Г л , , , 1 хг cos kx  |я 2 (*

i  ---------—  U + Г ]  *
- л  L  — я

-р- при k четном,

4— -р- при к нечетном;

cos kx dx

2I----
я£

x sin kx |Л 1л 1 p 1
---- p  \ sin kx dx =  0.

- л  -I
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Значит, ряд Фурье данной функции имеет вид
„ я 2 . /  cos х cos lx  . cos Зх \

* =  3 - 4 - 1 — ■ & -+ -& —

Так как функция кусочно монотонна, ограничена и непрерывна, то это «Н 
венство выполняется во всех точках.

Полагая в полученном равенстве х =  я , получим
00

я 2_  _1_
6 ~  А  я2 •

Л  =с 1

П р и м е р  5. Периодическая с периодом 2я функция f (х) определена 
следующим образом:

f  (х3 =  0 при — я  < х < 0 ,
/ ( х ) = х  при 0 < х < я  (рис. 380).

Определим коэффициенты Фурье:
я Г 0 я - 1fl°=4 S M dX =  i

- я  L -Я  о J

1 С , , 1 X Sin kx  |Я 1 (* ]Ofe=— \ х cos k x d x = — -----;----- — г  \ sin kxdx  I =5
n j  л fc |o О

0 L 0 J
(  21 cos kx  [я I — -^ 2  при fe нечетном,

bk ^ xsin  k x d x = ^ -  
0

x cos kx

[ 0 при k четном;

я 1 г*
-I—r- \ cos kx dx 

0 1 k J

nk k lo 

я

= ------r  COS k nnk
= 1 1/Al /k  при k нечетно: 

l/k  при k чети'

Таким образом, ряд Фурье будет иметь вид 

/(* ) =
п  2 /c o s *  , cos3x , cos 5х , \  , ( sin х  sin
4 я  V I2 +  З2 +  52 +

2х , sin Зх - о52 2 3
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-х разрыва функции /  (х) сумма ряда равна среднему арифметическому
В тп°рЧсделов справа и слева (т. е. в данном случае числу л/2).

я 2_  V  1
8 — (2п —  1)а>/7=1

§ 3. Одно замечание о разложении периодической функции
в ряд Фурье

Отметим следующее свойство периодической функции ф (х)
с периодом 2л:

я к+2л
^  ф (х) dx —  J  ф (*) dx,

- л  Я

каково бы ни было число X.
Действительно, так как

Ф(£— 2л) =  ф(1),

то, полагая х  =  £ — 2л, можем написать при любых e n d
d d+2я d+2л d+2n
^ф (*)сД  =  ^ ф( £ — 2л) d l =  ^  ф(£)с£ =  j  Ф (x)dx.

С + 2Л с+ 2Я с+ 2я

В частности, принимая с — — л, <i =  X, получим
к + 2л

Ц ф (х) dx =  J  ф (х) dx,

поэтому
^+2л к + 2лр Л Л л-т

J Ф (*) d* =  ^ ф (х) tix -J- С ф (х) dx - f  j  ф (x)dx =
Х к - я  Л

- я  я  X л

-  ^ф  (x )d x +  § ip (x )d x +  ^ ф  {x )d x =  ^ф  (x)dx.
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Указанное свойство означает, что интеграл о т  периодической 
функции ф (х) по любому отрезку, длина которого равна периоду 
имеет всегда одно и т о  же значение. Этот факт легко иллюст 
руется и геометрически: площади, заштрихованные на рис. 3*81 
равны между собой.

Из доказанного свойства вытекает, что при вычислении коз _ 
фициентов Фурье мы можем заменить промежуток интегрировг 
ния ( — я, я) промежутком интегрирования (К, ?ь +  2я), т. 
можем положить

\+2п \+2п

=  -  J  f(x )d x , ап =  ±- J  f(x )cosnxdx ,
к к

А,+ 2я
J  /  (х) sin пх dx, (1

где К —  любое число.
Это следует из того, что по условию функция f  (х) являете 

периодической с периодом 2я; следовательно, и функции /  (х) cos пх 
и /  (х) sin пх являются периодическими функциями с периодом 2я, 
Покажем на примере, как доказанное свойство упрощает процесс 
нахождения коэффициентов в некоторых случаях.

За 4а 
Рис, 382,

П р  и м е р .  Пусть требуется разложить в ряд Фурье функцию f  (х) С I  
риодом 2л, которая на отрезке 0 <  * < 2 л  задана равенством

[ f  (х) =  х.

График функции / ( х) изображен на рис. 382. Эта функция на отрез 
( —я,  я] задается двумя формулами: /  (*) =  х + 2 л на отрезке [ —я,  0]
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) = Х  на отрезке [0, я ] . В то же время на отрезке [0, 2я] гораздо проще 
' ’! чя л а е т с я  одной формулой / (х) = х .  Поэтому для разложения этой функ-

к ц и

_ _ i .  J  /  (* ) ^  х  dx —  2n;

цви в' рядСфуРье выгоднее воспользоваться формулами (1), приняв Я =  0;

о
2Я

О
2Я

2я

О
2я

1 Г х  sin fix - cos nxl
П т п2 Jo

—

X c o s  пх , sinVixJ 2 Л 2
п 1 п ’- \ 0 п

0 u

- Следовательно,
2 2 2 2 

/  (*) =  я — 2 sin x — g" sin 2*— j  sin 3x — -j- sin i x — — sin5x — . . .

Этот ряд дает заданную функцию во всех точках, кроме точек разрыва (т. е. 
кроме точек х =  0, 2я, 4я, . . . ) .  В этих точках сумма ряда равна полусумме 
предельных значений функции /  (*) справа и слева (т. е. в данном случае
числу я).

§ 4. Ряды Фурье для четных и нечетных функций

Из определения четной и нечетной функции следует, что если 
ф(х) — ч е т н а я  функция, то

Л  Л

^  ф (х) dx =  2 J  ф (х) dx.
-я  о.

Действительно,
я 0 л  л  л

J Ф(*)с*х =  j  ф (х) dx -f-  ̂ ф (х) dx =  J ф ( — х) d x -{-^ ф(х)йх=з
I  “ Я - я  О О О

Л  Л  л

=   ̂ф (х) dx ■+• j* Ф {х) dx —  2 ^ ф (х) dx, 
о о  о

[ так как по определению четной функции Ф ( —х) =  ф (х).
Аналогично можно доказать, что если ш(х)— н е ч е т н а я

Функция, то
Л  Л  Л

Ф (х) dx =  Ц ф (—х) dx + j  ф (х) dx =  — J ф (х) dx +   ̂ф (х) dx =  0.
~п О О 0 0

Если в ряд Фурье разлагается н е ч е т н а я  функция /(х ) ,  то 
г роизведение /  (х) cos kx есть функция также нечетная, а
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/  (х) sin kx — четная; следовательно,
П

-Л
я

йА=г- -̂ ^ /  (х) cos kx dx =  0, (1)
- яЯ Я

bk =  ~  j  f  (х) sin kx dx —  — J  /  (x) sin kx dx,
-  л 0

т. e. ряд Фурье н е ч е т н о й  функции содержит « т о л ь к о  с и 
ну с ы»  (см. пример 1 § 2).

Если в ряд Фурье разлагается ч е т н а я  функция, то произ
ведение f  (х) s'mkx есть функция нечетная, a f  (х) coskx— четная 
и, следовательно,

Я
а о =  ~  J  f  (*)

о
я

а* =  — J /  (х) cos kx dx, (2)
о Я

Ьк =  ~  J / (х)  sin&xdx =  0,

т. е. ряд Фурье ч е т н о й  функции содержит « т о л ь к о  к о с и 
ну с ы»  (см. пример 2 § 2).

Полученные формулы позволяют упрощать вычисления при 
разыскании коэффициентов Фурье в тех случаях, когда заданная 
функция является четной или нечетной. Очевидно, что не всякая 
периодическая функция является четной или нечетной (см. при
мер 5 § 2).

П р и м е р .  Пусть требуется разложить в р я д  Фурье четную функцию 
I (л), которая имеет период 2я и на отрезке [0, я] задана равенством

У  =  х .

Эту функцию мы уже разлагали в ряд Фурье в примере 2 § 2 (см. 
рис. 376). Вычислим снова коэффициенты Фурье этой функции, используя 
тот факт, что заданная функция является четной.

В силу формул (2) Ьк =  0 при любом k;

а о
2 л л

=  — j ^ x d x — л ,  a k — ~  J * c o s  k x d x =

о о
_  2 f х  sin k x  , cos k x

Л L k k *

0 при k  четном, , 
4
£3 при k  нечетном.

Мы получили те же коэффициенты, что и в примере 2 § 2, но более корот
ким путем.
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§ 5. Ряд Фурье для функции с периодом 2 /

Пусть / ( х) есть периодическая функция с периодом 21, вообще 
говоря, отличным от 2л. Разложим ее в ряд Фурье.

Сделаем замену переменной по формуле
x =  lt/n.

Тогда функция f  (///я) будет периодической функцией от / с пе
риодом 2я. Ее можно разложить в ряд Фурье на отрезке — л <

л:
00

/ ( ^ 0  +  £  (ak COSkt+bk Slnkt), (1)
4 '  к= 1

где

= ¥  =  ^  f  f  ( ^ t )  c o s  k t d t ,
— Л — Л

- л

Возвратимся теперь к старой переменной х:

x  — — t ,  t  =  x ± ,  d t  =  dx.  л  1 l ’ l

Тогда будем иметь
I i

а» =  j- J f  (*) dx,  ak =  j ^ f ( x ) c o s ^ d x ,
- i  - i

1

bk =  j  § f ( x )  s in ~ d x .  (2)
- i

Формула (1) примет вид
00

/(* )  =  y + £  (a k cosk- jX + b j,  s ia ~  x ) ,  (3)

где коэффициенты aa, ak, Ьк вычисляются по формулам (2). Это 
11 есть ряд Фурье для периодической функции с периодом 21.

Заметим, что все теоремы, которые имели место для рядов 
ф Урье от периодических функций с периодом 2л, сохраняются и 
Для рядов Фурье от периодических функций с каким-либо другим 
ПеРиодом 21. В частности, сохраняет свою силу достаточный при- 
Зиак разложимости функции в ряд Фурье (см. конец § 1), заме
чание о возможности вычислять коэффициенты ряда, интегрируя 
110 любому отрезку, длина которого равна периоду (см. § 3),
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f  (х) sin kx — четная; следовательно,
Я

ао —  -£ § f( x )d x  =  0,
-ЛЯ- л

я

(1)
- я

я  я
- л

я я

л  J  ' w  л  J
- л  О

т. е. ряд Фурье н е ч е т н о й  функции содержит « т о л ь к о  с и 
н у с ы»  (см. пример 1 § 2).

Если в ряд Фурье разлагается ч е т н а я  функция, то произ
ведение f(x )s \n k x  есть функция нечетная, a f  (х) cos kx— четная 
и, следовательно,

т. е. ряд Фурье ч е т н о й  функции содержит « т о л ь к о  к о с и 
н у с ы»  (см. пример 2 § 2).

Полученные формулы позволяют упрощать вычисления при 
разыскании коэффициентов Фурье в тех случаях, когда заданная 
функция является четной или нечетной. Очевидно, что не всякая 
периодическая функция является четной или нечетной (см. при
мер 5 § 2).

П р и м е р .  Пусть требуется разложить в ряд Фурье четную функцию 
j  (л), которая имеет период 2я и на отрезке [0, я] задана равенством

Эту функцию мы уже разлагали в ряд Фурье в примере 2 § 2 (см. 
рис. 376). Вычислим снова коэффициенты Фурье этой функции, используя 
тот факт, что заданная функция является четной.

В силу формул (2) bk —  0 при любом k;

Мы получили те же коэффициенты, что и в примере 2 § 2, но более корот
ким путем.

я

О
я

(2)
о

я

я

ав —  — \ х  dx
о

О при k четном,
4—р  при k нечетном.
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§ 5. Ряд Фурье для функции с периодом 21

Пусть /  (х) есть периодическая функция с периодом 2/, вообще 
говоря, отличным от 2л. Разложим ее в ряд Фурье.

Сделаем замену переменной по формуле
x =  lt/n .

Тогда функция /  (///л) будет периодической функцией от t с пе
риодом 2я. Ее можно разложить в ряд Фурье на отрезке — л ^

л:
00

/ ( ~ t )  (a* cQskt +  bksiakt), (1)
4 ' k = \

где
я я

- я  - я

&* = 4  1  f ( £ t ) s i n k t d t .
-Л

Возвратимся теперь к старой переменной х:

x =  —  t, t —  х ~г, dt =  ̂ rdx.

Тогда будем иметь
i i

ав =  j  j  /  {х) dx, ак =  j-  J f  (.к) cos ^  dx,

i

bk =  j  § f{ x )  s ln ~ d x .  (2)
- i

Формула (1) примет вид
00

/ ( * )  =  у + £  [ a k c o s k-^-x +  bk s i l l y  лг), (3)

гДе коэффициенты а0, ак, Ьк вычисляются по формулам (2). Это 
11 есть ряд Фурье для периодической функции с периодом 21. 

Заметим, что все теоремы, которые имели место для рядов 
Урье от периодических функций с периодом 2л, сохраняются и 

Для рядов Фурье от периодических функций с каким-либо другим 
периодом 21. В частности, сохраняет свою силу достаточный при- 
лнак разложимости функции в ряд Фурье (см. конец § 1), заме
чание о возможности вычислять коэффициенты ряда, интегрируя 
10 любому отрезку, длина которого равна периоду (см. § 3),
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а также замечание о возможности упростить вычисление коэф- 
фициентов ряда, если функция является четной или нечетной (§4).

П р и м е р .  Разложить в ряд Фурье периодическую функцию f  (х) с пери 
одом 21, которая на отрезке [ — I, I] задается равенством / (х) =  | х  | (рис. 383).

1
b ji~  0, °и — ~  J  х d x — /, 

о
I я  /

2 Г knx . 21 Г . . I
f ifc = y  \ х  cos -у — dx = ~ 2  \ xcos kxdx= <

о о (
Следовательно, разложение имеет вид

. , 7 4/
| j f | — 2 я 2

л  ЗяCOS у  X  COS - у  X

- Т - + - Г -

О при k четном,
4/ ьпри д нечетном.

(2 р - \ - 1) я  cos --——

+  (2р +  /)а

§ 6. О разложении непериодической функции в ряд Фурье

Пусть на некотором отрезке [л, b] задана кусочно монотонная 
функция f(x )  (рис. 384). Покажем, что данную функцию f  (х) 
в точках ее непрерывности можно представить в виде суммы ряда

Фурье. Для этого рассмотрим произвольную периодическую ку
сочно монотонную функцию f i (x) с периодом 2ц ^ Ь  —  а, совпа
дающую с функцией /  (х) на отрезке [а, Ь]. (Мы дополнили 
определение функции f ix ) . )
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Р а зл о ж и м  функцию /у (х) в ряд Фурье. Сумма этого ряда во 
всех точках отрезка [а, Ь] (кроме точек разрыва) совпадает с 
заданной функцией f(x ) ,  т. е. мы разложили функцию /  (л:) вряд  
Фурье н а  отрезке [a , Ь\.

' Рассмотрим, далее, следующий важный случай. Пусть функ
ция /(лг) задана на отрезке [0, /]. Дополняя определение этой 
функции произвольным образом на отрезке [ — /, 0] (сохраняя 
кусочную  монотонность), мы можем разложить эту функцию в ряд 
Ф урье. В частности, если мы дополним определение данной функ
ции так, чтобы при — 0 было /(* )  =  / ( — х), в результате 
получится четная функция (рис. 385). (В этом случае говорят, что 
функция f  (х) «продолжена четным образом».) Эту функцию разла
гают в ряд Фурье, который содержит только косинусы. Таким 
образом , заданную на отрезке [0, /J функцию /  (х) мы разложили 
по косинусам.

Если же мы продолжим определение функции f  (х) при — 
< j t < 0  так: f(x )  =  — f ( — x), то получим нечетную функцию, 
которая разлагается по синусам (рис. 386). (Функция f  (х) «продол
жена нечетным образом».) Таким образом, если на отрезке [0, /] 
задана некоторая кусочно монотонная функция f(x ),  то ее можно 
разложить в ряд Фурье как по косинусам, так и по синусам.

П р и м е р  I. Пусть требуется разложить функцию f ( x ) = x  на отрезке 
[О, я] в ряд по синусам.

Р е ш е н и е .  Продолжая эту функцию нечетным] образом (рис. 375), полу
чим ряд

(см. пример 1 § 2).
П р и м е р  '2. Разложить функцию f ( x ) = x  на отрезке [0, я] в pi

косинусам.
Р е ш е н и е .  Продолжая эту функцию четным образом, мы получим 

f ( x ) = \ x \ ,  — я  <  * < я

С i  &

О

Рис. 385. Рис. 386,

1 2 ^ 3 ■ " ]

(рис. 376). Разлагая ее в ряд, найдем
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(см. пример 2 § 2). И так, на отрезке [0, л] имеет место равенство 
я  4 [ cos х  , cos Зх , cos 5х , 1

х ~ Т ~ л  За 1 б5 ***••]•

§ 7. Приближение в среднем заданной функции 
с помощью тригонометрического многочлена

Представление функции бесконечным рядом (Фурье, Тейлора 
и т. д.) имеет на практике тот смысл, что к о н е ч н а я  сумма, 
получающаяся при обрывании ряда на n-м члене, является п р и-

б л и ж е н н ы м  в ы р а ж е н и е м  
разлагаемой функции; это при
ближенное выражение можно 
довести до какой угодно степени 
точности путем выбора достаточ
но большого значения п. Однако 
характер приближенного пред
ставления может быть различ
ным.

Так, например, сумма п пер
вых членов ряда Тейлора sn сов

падает с рассматриваемой функцией в одной точке и в этой точке 
имеет производные до п-го порядка, совпадающие с производными 
рассматриваемой функции. Многочлен Лагранжа п-й степени 
(см. § 9 гл. VII ,  т. I) совпадает с рассматриваемой функцией 
в п + 1  точках.

Посмотрим, какой характер имеет приближенное представле
ние периодической функции f(x )  тригонометрическими многочле
нами вида

П

sn (х) —  Ч  +  S  ak cos kx +  bk sin kx,
ft= l

где a0, ai} bit a2, b2, . . . ,  an, bn — коэффициенты Фурье, т. e. 
суммой n первых членов ряда Фурье. Сделаем сначала несколько 
замечаний.

Допустим, что мы рассматриваем некоторую функцию y —  f ( x ) 
на отрезке [а, b] и хотим оценить погрешность при замене этой 
функции другой функцией ф(лг). Можно за меру погрешности 
взять т а х | / ( х ) — ф(х) |  на отрезке [а, Ь], т. е. так называемое 
наибольшее уклонение функции ф(х) от f(x ).  Но иногда естест
веннее за меру погрешности брать так называемое среднеквадра
тичное уклонение б, которое определяется равенством

ь

б“ =  ( г Ь )  J  [ /(* )  — ф (*)Р dx.
а

Поясним на рис. 387 различие между среднеквадратичным 
уклонением и наибольшим уклонением.
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Пусть сплошная линия изображает функцию y =  f(x ) ,  пунктир
ные линии изображают приближения (л:) и Ф2 (-̂ )- Наибольшее 
уклонение кривой «/ =  ф1(х) меньше, чем кривой г/ =  ф2 (л:), но 
среднеквадратичное уклонение первой кривой больше, чем вто
рой, так как кривая г/ =  ср2(х) значительно отличается от кривой 
у =  /  (х) только на узком участке и поэтому лучше характеризует 
кривую у —  f  (х) , чем первая.

Вернемся теперь к нашей задаче.
Пусть дана периодическая с периодом 2я функция f  (х). Среди 

всех тригонометрических многочленов п-го порядка

требуется найти путем выбора коэффициентов ak и |3ft т о т  
многочлен, для которого среднеквадратичное уклонение, опреде
ляемое равенством

имеет наименьшее значение.
Задача сводится к нахождению минимума функции 2п -f- 1 

переменных а0, а и . . . ,  а„,  р*. Р2, . . . ,  Р„.
Развернув квадрат, стоящий под знаком интеграла, и инте

грируя почленно, получим

*=■§£■ § f 2(x)dx —  Ц  J f (x )d x — ^ ^ ak j  f(x )co skxd x  —

П

Y  +  X  (a* cos kx +  sin kx)

П

+  sin2kxdx  +  2^ a 0 X , a * jj c o skxdx +
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Заметим, что
Я Я

-  J /  (х) dx == а0, —  J  /  (х) cos kxdx =  ak,
-Л -Л

Л
— ^ /  (х) sin kx dx =  Ък

— Л
— коэффициенты Фурье функции f(x ).

Далее, на основании формул (1) и (II) § 1 имеем: при k =  j
Л Я
J cos2 kx dx =  л, j  sin2kxdx =  n,
-  Л - Л

при любых k и j
Л

sinfcrcos/,Ydx =  0
-Л

и при k Ф  j
Л Я
 ̂ cos kx cos jx  dx —  0,  ̂ sinfcxsiny'xdx =  0.

Таким образом, получаем
62 =

=  i  J /2( * ) d * - ^ - V  (aA  +  PA) +  x  +  T S  K  +  PI).
A = 1 * = 1

Прибавляя и вычитая сумму

- } Г + 2" £  +
* =  1

будем тлеть

f'1 =  i  I f 2 (x)cix— у  V  (aj| +  ̂ ) + 1 ( а 0- о с)2 +
* = i

+ т Е  [ ( « * - * * ) * + ( P . - W ( i )
*=i

Первые три слагаемых этой суммы не зависят от выбора козкф- 
фициентов а 0, а ,,  . . . ,  а„,  р,, . . . ,  р„. Остальные слагаемые

| ( а . - а . ) 2 +  4
k = 1
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неотрицательны. Их сумма достигает наименьшего значения (рав
н о г о  нулю), если положить сс0 =  яс, аг =  аи . . . ,  ап =  а,„ Pj =  bl t . . .  

. п^=Ьп. При таком выборе коэффициентов а 0, а 1( . . . ,  а„, Plt . . .

будет меньше всего отличаться от функции f (х) в том смысле, 
что среднеквадратичное уклонение будет наименьшим.

Таким образом, мы доказали теорему:
Среди всех тригонометрических многочленов порядка п наимень

шее среднеквадратичное уклонение от функции f(x) имеет тот 
многочлен, коэффициенты которого суть коэффициенты Фурье 
функции f(x).

Величина наименьшего среднеквадратичного уклонения равна

Следовательно, ряд, стоящий справа, при п —*■ сю сходится, 
и ыы можем написать

Эго соотношение называется неравенством Бесселя.
Отметим без доказательства, что для всякой ограниченной 

11 кусочно монотонной функции среднеквадратичное уклонение, 
получающееся при замене данной функции л-й частичной суммой 
ряда Фурье, стремится к нулю при п —* оо, т. е. 6* —*• 0 при л —► сю.

к°торое называется равенством Ляпунова — Парсеваля. Заметим, 
Что равенство Ляпунова—Парсеваля доказано для более широ-

!. •. Ря тригонометрический многочлен
П

у  +  £  (afccosfcx +  P*sinfar)

Так как 0, то при любом л имеем

^  I  !* (x )d x > - j-+ ±  jr (a l+ b \) .
-Я

(3)

Но тогда из формулы (2) вытекает равенство

Ког° класса функций, чем тот, который мы здесь рассматриваем.
Из доказанного следует, что для функции, удовлетворяющей 

Равенству Ляпунова (в частности, для всякой ограниченной
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кусочно монотонной функции), соответствующий ряд Фурье дает 
среднеквадратичное уклонение, равное нулю.

З а м е ч а н и е .  Установим одно свойство коэффициентов Фурье, ! 
нужное для дальнейшего. Введем сначала определение.

Функция f(x) называется кусочно непрерывной на отрезке [а, б],! 
если она имеет конечное число точек разрыва первого рода на 
этом отрезке (или всюду непрерывна).

Докажем следующее утверждение.
Если функция / ( х) кусочно непрерывна на отрезке [— я, л], ! 

то ее коэффициенты Фурье стремятся к нулю при п —>-оо, т. е.
Нш ап =  0, Пт Ьп =  0. (4)

П —► оо п  -* ■ оо
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если функция f  (х) кусочно непрерывна 

на отрезке [— я, я], то и функция / 2 (х) также является кусочно
Я

непрерывной на этом отрезке. Тогда § f2(x)dx существует ияв- |
-Я

ляется конечным числом *). В этом случае из неравенства Бес-1
00

селя (3) следует, что ряд 2  (й£ +  ̂ )  сходится. Но если ряд схо-1
П —  1

дится, то его общий член стремится к нулю, т. е. в данном | 
случае Пт {сгп-\-Ьгп) =  0. Отсюда непосредственно получаются ра-1

П — со

венства (4). Итак, для кусочно непрерывной и ограниченной ' 
функции справедливы равенства

Я Я
lim J f(x) cos nxdx —О, Пт \ f (х) sin nxdx = 0.

« ® -я  " -*■ ® -я

Если функция f  (х) периодична с периодом 2я, то последние ! 
равенства можно переписать следующим образом (для любого а ) : |

а+2я а+2я
lim jj /  (х) cos nxdx =  0, Пт  ̂ f  (х) sin nxdx = 0.

rt - * •»  О я  -*■ ® а

'
Заметим, что эти равенства остаются в силе, если в интегралах )
взять какой угодно промежуток интегрирования [а, Ь], т. е . |

b ь

интегралы  ̂ f  (х) cos пх dx и  ̂ f(x) smnxdx  стремятся к нулю |
а  а

при неограниченном возрастании п, если f  (х) — ограниченная и | 
кусочно непрерывная функция.

Действительно, считая для определенности Ь — а <  2л, рас-| 
смотрим вспомогательную функцию ср (х) с периодом 2л, опреде-1

*) Э т о т  и н тегр ал  м о ж н о  п р едста в и ть  к а к  су м м у  о п р ед е л ен н ы х  и н тегр ал ов  ) 
от н еп р ер ы в н ы х ф у н к ц и й  п о  о т р езк а м , н а  к отор ы е р а зб и в а е т ся  о т р е зо к  [ — я ,  я ] .  |
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ленную следующим образом:
Ф (•*) — /  (*) при а ^ х ^ Ь ,  
Ф (х) — 0 при Ъ <  х  ̂  а 2л.

Тогда

J /  (х) cos nxdx=   ̂ ф (х) cos пх dx,
а а
Ъ д+2 л
 ̂ /  (х) sin пх dx =   ̂ ф(х) sin nxdx.

а а

Так как ф (х) есть «ограниченная и кусочно непрерывная функ
ция, то интегралы, стоящие справа, стремятся к нулю при л —► оо. 
Следовательно, стремятся к нулю и интегралы, стоящие слева. 
Таким образом, утверждение доказано, т. е.

для любых чисел а и b и любой кусочно непрерывной и огра
ниченной на [а, b] функции /(*).

В этом параграфе мы выведем формулу, выражающую л-ю 
частичную сумму ряда Фурье через некоторый интеграл. Эта 
формула будет нам нужна в следующих параграфах.

Рассмотрим л-ю частичную сумму ряда Фурье для периоди
ческой функции f(x) с периодом 2л:

W O  П А >  И  3 1 1 1  П Л  П С  ОСПЗПСЛ 1 \J  Д U t p t m t n n u n  n n i u  U iljp U JD C J.n n /1

b b

§ 8. Интеграл Дирихле

П

Sn (х) =  -у  +  X  (ак c o s  kx  -+■ bk sin kx),

где
Я Я

-л -  я

Подставляя эти выражения в формулу для sn(x), получим

]  f(t)dt +  £  f(t) cos k t d i + ^ l  fW&inktdt  ,
Я
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и, следовательно, могут рассматриваться как постоянные), получим
л

"ST i  f V ) dt +

. * = 1

л  Jl

J  f (t) cos kx cos kt dt +   ̂ /( /)  sin kx sin kt dt

Вынося Теперь 1/я за скобки и заменяя сумму интегралов инте
гралом от суммы, получим

s,

или

5

Я / ^ \
(jc) =  -i-  ̂ | [/ (0 cos kx cos kt +  f (t) sin kx sin kt] | dt,

-Л l  A=1 J

„  (x) =  j* f  (t) f  у  +  (cos kt cos ** +  sin kt sin &л;)1 dt —

-n  L *=l J
71 г  n  "i

=  ■^5 f(t) y  +  £ c o s k{t— x)\dt .  (1)
- n L k=i J

Преобразуем выражение, стоящее в квадратных скобках. Пусть

ап (г) — у  +  cos 2 -j-COS 22-1- . . .  +  cos nz;
тогда
2o„ (г) cos z=cos z + 2  cos z cos z+ 2  cos z cos 2z+ . . .  + 2  cos z cos nz —1 

=  cosz +  ( l  +  cos 2z) +  (cos 2  +  cos 3z) +
+  (cos 22 +  cos4z)+  . . .  +  [cos (n — 1) z +  co s(« +  1) z] =

=  1 + 2 c o sz  +  2cos2z +  . . .  + 2  cos (я — 1) z +  cos nz + cos (n +  l)z,i
или

Ho

2<J„ (z) COS 2 =  2o„ (2)—COS nz +  cos (rt+  1) 2,

Qn (2)
_ COS nz — COS (rc+ 1) 2

2 ( 1 — c o s  2)

COS nz—COS ( n +  1) 2 =  2 s in (2 n +  1) ~  sin ~  ,

1—cos z =  2 sin2-2"

Следовательно,

°n (2) -
s in  (2 n + l ) y

г
2  s i n  T
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Хаким образом, равенство (1) можно переписать так:

* sin ( 2 л 1) — к —

• М - ц ^ Ю  , ^ 2 * .
-Я Z sin ^

Хак как подынтегральная функция является периодической 
(с периодом 2л), то интеграл сохраняет свое значение на любом 
отрезке интегрирования длины 2л. Поэтому мы можем написать:

* + *  sin(2n +  l ) ^ = i
s„(x)= £  j  f ( t ) ----------

2  sin t — x

Введем новую переменную а, положив t —x — a, t = x-\-a. 
Тогда мы получим формулу

п

s»(*)= r  а /(*+“)
sin { 2 п - \ - \ ) - ^

о • а2  Sin -рг
da. (2)

Интеграл, стоящий в правой части формулы, называется инте
гралом Дирихле.

Положим в этой формуле /  (х) =  1; тогда а0 =  2, aftt=0, =  0 
при k >  0; следовательно, s „ (x )= l при любом п, и мы получаем
тождество

, " s in (2 n + l)y
1

2 sin ■
da, (3)

которое потребуется нам в дальнейшем.

§ 9. Сходимость ряда Фурье в данной точке
Предположим, что функция /  (х) кусочно непрерывна на от

резке [— л, л].
Умножая обе части тождества (3) предыдущего § 8 на /  (л) 

п подводя f(x) под знак интеграла, получим равенство
"  s i n ( 2 n + l ) ^

/ ( * ) = -  I  f(x) —— ----- da.
- я  2 s m - J

вычтем члены последнего равенства из соответствующих членов 
равенства (2) § 8, получим

Я

snix)— fix) = ^  j  [/■(*+a )—f(*)]
sin (2rt+l) —

2 Sln f
da.
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Таким образом, сходимость ряда Фурье к значению функции / ( I  
в данной точке зависит от того, будет ли интеграл, стоящий справа' 
стремиться к нулю при п —<-оо. ’

Разобьем последний интеграл на два интеграла:
аc° s T

sn( x ) - f ( x )  = ±- Г [f(x +  a ) ~  f(x)]-------у  s in /га da +
"■ J 2 sin “

31
j  [/ (x +  a )—/(* )]• у  cos п а Щ

воспользовавшись тем, что sin (2/г +  l)y = s in « a  co sy+ cosnasin
Разобьем первый из интегралов, стоящих в правой части послед, 
него равенства, на три интеграла:

1 C  cosfsn(x)— f(x) = — [ f (x+a)  — f(x)]----- sin /га da -f-
2siny- 6

-6
+ 4  J  [/ (* +  « )— /(*)]

- I X

JC
+ i $ [ f ( x + * ) - f ( x ) ]

cos-

2 sin-
■ sin /га da -f-

cos -

2 sin -
■ sin /га da -f-

31
+  y- I  [ /(*  +  “) —/(*)]' jcosnad a. 

-тс

Положим Ф1 (a) --  ̂ . Так как f  (x) — ограниченная ку
сочно непрерывная функция, то Фх(а)—также ограниченная и 
кусочно непрерывная периодическая функция от а. Следовательно, 
последний интеграл стремится к нулю при п —ю о, так как ой 
является коэффициентом Фурье от этой функции. Функция

а
®Aa) ^ U ( x  +  a)— f(xj]

COS-

ограничена при —

2 s ln y

[а < — б и при б ^ а ^ я  и 
1

|Ф 2( а ) | < [ М  +  М]
2 sin ■
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гДе М —верхняя граница величины |/(х ) |.  Кроме того, функция 
ф (а) является также кусочно непрерывной. Следовательно, на 
основании формул (5) из § 7 второй и третий интегралы стре
мятся к нулю при п —+оо.

Таким образом, можно написать
аcos ~2

-------- sin на da. (1)
2 s i „ f

В выражении, стоящем справа, интегрирование производится 
по промежутку — б ^  а  ^  б; следовательно, интеграл зависит от 
значений функции /  (х) только на промежутке от х —б до x -f6 . 
Таким образом, из последнего равенства следует важное предло
жение: сходимость рядов Фурье в данной точке х зависит лишь 
от поведения функции /  (х) в как угодно малой окрестности этой 
точки.

В этом заключается так называемый принцип локализации 
I при исследовании рядов Фурье. Если две функции /у (х) и /2(х) 
совпадают в окрестности некоторой точки х, то их ряды Фурье 
одновременно либо сходятся, либо расходятся в данной точке.

О

lim [s„(*)— f(x)]= lim-j- f [ / ( *  +  a ) - / ( * ) ]

§ 10. Некоторые достаточные условия сходимости 
ряда Фурье

В предыдущем параграфе было показано, что если функция 
/ (х) кусочно непрерывна на отрезке [— л, л], то сходимость ряда 
Фурье в данной точке х0 к зна
чению функции /  (х0) зависит от 
поведения функции в некоторой 
произвольно малой окрестности 
1-0,—б, x0-f- б] с центром в точ- 
ке х0.

Докажем, далее, что если в ок
рестности х0 функция f (х) тако- 
еа, что существуют конечные
пределы

l im  ) =  ьГУ l im
a->+0

/ (Xg +  a) — /(Xg)_
(2)

a в самой точке хв функция непрерывна (рис. 388), то *) в этой 
ццЧК̂ рЯ>̂ сх°дится к соответствующему значению функ-

Им '*) Если выполняются условия ( 1 ) и (2 ), то говорят, что функция f  (х) 
5  еет в точке х производную справа и производную слева. На рис. 388 изо- 
п ^ н а  функция, где =  tg  =  tg ср2, k\ Ф k2. Если ki =  k2, т. е. если
а взводные справа и слева равны, то функция б у д е т  дифференцируемой

; дачной точке.
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим функцию Ф2 (а), определен- 
ную в предыдущем параграфе:

И  =  [/(*„ +  « )—/(*„)]

а
С05т

2 s m f

так как функция f(x) кусочно непрерывна на отрезке [— п, п] 
и непрерывна в точке х0, то, следовательно, она непрерывна 
в некоторой окрестности [х0— 6, х0 +  б] точки х0. Поэтому функ
ция Ф2(а) непрерывна во всех точках, где а ф О  и | а | ^ 6 .  При 
а  =  0 функция Ф2(а) не определена.

Найдем пределы lim ф 2(а) и lim Ф2 (а), используя условия
а-»--0 а-*-+0

(1) и (2):

lim Ф2(а) =  lim [/(х0-4-а)— /(х 0)]
а

С05т

2 sin

= lim f S b + V - f M  2 cos-£
« - - •  a  Sin I -  2

a
lim  lim  lim

_ C
2

COS %  =■ k t  • 1 • 1 =  k i .
a-^-Q a a-t’-O a-*-Q z

Таким образом, если мы доопределим функцию Ф2 (а), пола 
жив Ф2 (0) =  kiy то она будет непрерывной на отрезке [— 6, 0], 
следовательно, и ограниченной. Аналогичным образом докажем 
что

lim Ф2(а) =  62.
а-*-+0

Следовательно, функция Ф2 (а) ограничена и непрерывна в про 
межутке (0, б]. Таким образом, на отрезке [— б, б] функци 
Ф2 (а) ограничена и кусочно непрерывна. Вернемся теперь к ра 
венству (1) § 9 (обозначив х через х0):

Л а

1 г cos Тlim [s„(*0) —/(* ,)] =  lim -  \ [f (х0 +  а) — f  (х0)]----- — sinnada,
я-"-» 2sin |--6

о

lim [s„ (x„) — /  (x0)] =  lim — \ Ф2(а)зшпас1а.
П-+ oo П-+ 00 П

ИЛИ



j-ia основании формул (5) из § 7 заключаем, что стоящий справа 
предел равен нулю, а поэтому

lim [s„ (*„) — f ( x 0)] =  0 ,tl -+QO

ИЛИ
lim sn (х0) =  f  (х0).

n-t-ce

Теорема доказана.
Доказанная теорема отличается от теоремы, сформулирован

ной в § 1, тем, что если там для сходимости ряда Фурье в точке х 0 
к значению функции f  (х 0) требовалось, чтобы точка х 0 была точкой 
непрерывности на отрезке [— я, я], а функция была кусочно 
монотонной, то здесь требуется, чтобы точка была точкой 
непрерывности функции и чтобы выполнялись условия (1) и (2), 
а на всем интервале [— я, я] функция была кусочно непре
рывной н ограниченной. Очевидно, что эти условия различны.

З а м е ч а н и е  1. Если кусочно непрерывная функция диффе
ренцируема в точке х 0, то очевидно, что условия (1) и (2) выпол
няются. При этом kt = k2. Следовательно, в точках, где функция 
f(x) дифференцируема, ряд Фурье сходится к значению функции 
в соответствующей точке.

З а м е ч а н и е  2. 1°. Функция, рассмотренная в примере 2 § 2 
(рис. 376), в точках 0, ±  2я, ±  4я, . . .  удовлетворяет условиям 
(1) и (2). Во всех остальных точках она дифференцируема. Сле
довательно, построенный для нее ряд Фурье сходится в каждой 
точке к значению этой функции.

2°. Функция, рассмотренная в примере 4 § 2 (рис. 379), в точ
ках ± я ,  ±  Зя, ±  5л, . . .  удовлетворяет условиям (1) и (2). Во 
всех остальных точках она дифференцируема. Она представляется 
рядом Фурье в каждой точке.

3°. Функция, рассмотренная в примере 1 § 2 (рис. 375), в точ
ках ±  я , ±  Зя, ±  5л, . . .  разрывна. Во всех остальных точках 
она дифференцируема. Следовательно, во всех точках, кроме точек 
разрыва, соответствующий ей ряд Фурье сходится к значению 
Функции в соответствующих точках. В точках разрыва сумма ряда 
Фурье равняется среднему арифметическому пределов функции 
справа и слева, в данном случае она равна нулю.

§11J П Р А К Т И Ч Е С К И Й  ГА Р М О Н И Ч Е С К И Й  А Н А Л И З  345

§ 11. Практический гармонический анализ

Теория разложения функций в ряды Фурье называется гар
моническим анализом. Мы сейчас сделаем несколько замечаний 
0 приближенном вычислении коэффициентов ряда Фурье, т. е. 
0 практическом гармоническом анализе.
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Как известно, коэффициенты Фурье для функции f(x), имею
щей период 2л, определяются по формулам

Л Л Л

а0 =  4  J  f (x) dx, ak =  4  Ц f(x) cos kxdx,  6А =  4  j" f(x) sinkxdx.
- Л  -Я -Я

Во многих случаях, встречающихся на практике, функция /  (х) 
задается или в виде таблицы (когда функциональная зависимость 
получается в результате эксперимента) или в виде кривой, кото
рая вычерчивается каким-либо прибором. В этих случаях коэф
фициенты Фурье вычисляются при помощи приближенных методов 
интегрирования (см. § 8 гл. XI т. I).

Будем рассматривать промежуток — л  ^  х ^  л длины 2л. Этого 
можно всегда добиться соответствующим выбором масштаба по 
оси Ох.

Разделим промежуток [— л, л] на п равных частей точками

Тогда шаг деления будет равен
Ах = 2л Jn.

Значения функции f(x) в точках х0, xit х2, . . . .  хп обозначим 
соответственно через

Уо< Уь Уъу • • • > Упш
Эти значения мы определяем или по таблице или графику данной 
функции—измерением соответствующих ординат.

Тогда, пользуясь, например, формулой прямоугольников (см. 
формулу (Г) § 8 гл. XI т. 1), определяем коэффициенты Фурье

п п п

=  ай =  1 г И * //с osbf,-, bk = - Y , y i  sin kxi.
i = l  i = 1 i = 1

Разработаны схемы, упрощающие вычисление коэффициентов Фурье 
(см., например, С м и р н о в  В. И. Курс высшей математики, 
т. II .— М.: Наука, 1974; Л о п ш и ц  А. М. Шаблоны для гармо
нического анализа и синтеза.— М.: Гостехиздат, 1948). Мы не 
можем здесь останавливаться на подробностях, но отметим, что 
существуют приборы (так называемые гармонические анализаторы), 
которые по графику данной функции позволяют вычислить при
ближенные значения коэффициентов Фурье.

§ 12. Ряд Фурье в комплексной форме
Пусть имеем ряд Фурье для периодической функции f (х) с пе

риодом 2л:
ос

/  (х) =  -у  +  ^  (ап cos пх +  bn sin пх).
П-1

(1)
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Выразим cos пх и sin пх через показательные функции. Для 
эТого воспользуемся известными формулами (см. формулы (3) § 5 
гл. VII т. I):

ety4- е~1у .  е1у— е~1у
COS у = ------- -к-------- , S i n i /  = 2L

Итак,

cos пх -
g t n x  i n x

sm пх -
g i n x _g - i n x

'' 27 :
g l n x _g - l n x

■i------я------

Подставляем эти значения cos «л: и sin пх в формулу (1) и про
изводим соответствующие преобразования:

. .  . а0 , V  ( einx+e~inx ., е>пх—е->п*\
/  (х) 2 ^  \ п 2  1 2 ) 'п— 1

+ Х ( *
/1 =  l

g i n x  I a n - \ - t t > n  p - i n x )• (2)

Введем обозначения
До
2 2 “ ‘'и’ 2

При этих обозначениях формула (2) примет вид
00

f(x) =  C0 + 2  (с„е"*+с_„е-"«*).
п = 1

Последнее равенство записывают более компактно:

/(*) =  2

йп tbn
: (3 )

(4)

Это и есть комплексная форма ряда Фурье.
Выразим коэффициенты сп и с_„ через интегралы. Пользуясь 

формулами (4), (5) и (6) § 1, можем формулы (3) переписать так:

с„ = .
2л

Итак.

Л  П

^ /  (х) cos nxdx—/ J  f (x) sin nx dx
-  Д -  Л

Я

s= J  /  (x) (cos nx— i sin nx) dx — - ^  ^  f  (x) e“' nJf dx.
-  Л — Я

Я

=  i  1 f ( x) e~inxdx. (S ')
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Аналогично
Л

c- n = i $ f ( x)einxdx.
-Л

Формулы (5') и (5") и выражение с0 можно объединить в одну 
формулу

Л

c" = 2?r \ f ( x ) e~ inxdx(n =  0, ± 1 , ± 2 , ± 3 , . . . ) .  (6)
-Л

с„ и с_п называются комплексными коэффициентами Фурье для 
функции f(x).

Если функция f(x) периодическая с периодом 21, то ряд Фурье 
для f(x) будет

/(* )= 4 г  +  2  (anc o s ™ x + b n s’m ™ x y) (7)

(см. формулу (3) § 5).
Очевидно, что в этом случае ряд Фурье в комплексной форме 

вместо формулы (4) выразится формулой
00 пп

/ ( * ) =  2  сае '* • (8)Лв — 00
Коэффициенты ряда сп выразятся формулами

cn = T i [ f ( x) e ~ il^ Xdx (n =  0, ± 1 . ± 2 , . . . )•  (9)

Принята, особенно в электротехнике и радиотехнике, следую-
i —  х

щая терминология. Выражения е 1 называются гармониками,
числа =  (п — 0, ± 1 , ± 2 , . . . )  называются волновыми чис
лами функции

f ( x ) =  2  спе‘а»*. (10)
П —  -  00

Совокупность волновых чисел называется спектром. Если откла
дывать эти числа на числовой оси, то получим совокупность от
дельных точек. Такую совокупность точек называют дискретной, 
а соответствующий спектр—дискретным. Коэффициенты сп, опре
деляемые формулами (9), называют комплексной амплитудой. От
метим, что в некоторых трудах по электротехнике и радиотехнике 
совокупность модулей амплитуд | сп | также называют спектром 
функции f (х).

[ГЛ .  XVII

(5")
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§ 13. Интеграл Фурье

Пусть функция / ( х) определена на бесконечном интервале 
оо, оо) и абсолютно интегрируема на нем, т. е. существует

интеграл

S It(*)\dx = Q. ( 1)

Пусть, далее, функция /(х) такова, что она разлагается в лю
бом интервале (— /, - f /) в ряд Фурье:

где

/Ч*) =  ТГ +  £  (a ftcos-^-x  +  6*sin -^ -x ) , 

ак = т  J /ЧО cos k- ^ d t ,  bk =  |  j  /  (0 sin k- f dt.

(2)

(3)

Подставляя в ряд (2) выражения коэффициентов ак и Ьк из фор
мул (3), можно написать

I оо / / Ч
f(x) = ~  J  / ( / )dt +  } 2  J  f  (t) c o s f  J  cos x +

+ 7- Ё  ( j  f ( t ) s i n - Y - t d t ^ 9 i n ~ x  =

f ( t ) d t  +  J /(0  [cos-^ /cos-^x +  sin^p*sin-px] dt ,  
- 1  k=l - 1

или
00 /

=  / ( O ^ + j - S  § f ( t ) c o s £ £ - & d t .  (4)
- / * = *-/

Исследуем вопрос о том, какой вид примет разложение (4) при 
переходе к пределу при / —>-оо.

Введем следующие обозначения:
л* 2я д л /р'1

«1 =  — » а 2 =  —  » •••> <** =  — » ••• и Аа* =  т . (°)

Подставляя в (4), получаем

f(x) =  -^  ^  Е  (  j  /  (0 cos а* (/ - * )  я )  Да*. (6)



350 РЯ Д Ы  Ф У Р Ь Е [ГЛ. Xvil

При I —► оо первый член в правой части стремится к нулю. Дей
ствительно,

21
I I 00

■ ^ f ( t) \ d t < ±  J  | / ( 0 | < f f = ^ - Q  — 0.
— / — / —оо

При любом фиксированном I выражение, стоящее в скобках, 
есть функция от ак (см. формулы (5)), принимающего значения 
от л// до оо. Без доказательства укажем, что если функция /  (х) 
кусочно монотонна на каждом конечном интервале, ограничена 
на бесконечном интервале и удовлетворяет условию (1), то при 
/ —* +  оо формула (6) примет вид

4-со /  +  оо v

/(*) =  -£- П  J f ( t )cosa( t— x)dt jda.  (7)
О - 00 '

Стоящее справа выражение называется интегралом Фурье для 
функции /(х). Равенство (7) имеет место для всех точек, где 
функция непрерывна. В точках разрыва выполняется равенство

~  J  J  /  (/) cos а ( /—х) d t) dx = f (х+0) \ f (* ~  0)- . (7')
О '  — оо '

Преобразуем интеграл, стоящий в правой части равенства (7), 
раскрывая c o s a ( / —х)\

cos a  (t—х) =  cos at cos ax +  sin at sin ax.
Подставляя это выражение в формулу (7) и вынося cos ах и sin ах 
за знаки интегралов, где интегрирование совершается по перемен
ной t, получим

Каждый из интегралов по t, стоящих в скобках, существует, так 
как функция /  (t) абсолютно интегрируема в интервале (—оо, 4-оо)| 
а следовательно, абсолютно интегрируемы и функции f(t) cos at 
и f(i) s ina/.

Рассмотрим частные случаи формулы (8).
1. Пусть /(х) — четная функция. В этом случае f  (t) cosa/ — 

функция четная, а / ( Os i n a ) — нечетная и мы получаем
+ 00 + 00 + 00

J f  (t) cosat dt = 2  ̂ f  (t) cosat dt,  ̂ f (t) sin at dt = 0.

/(x) =  —■ j* f f  f  (t) cos at dt j  cos ax da +
0 ' + со Г + со у

+  -i-  ̂ ( Ц f  (t) sin a t d t)  sin ax da. (8)
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формула (8) в этом случае примет вид

(9)

2. Пусть f(x ) —нечетная функция. Анализируя характер ин
тегралов в формуле (8) в этом случае, получим

Если функция f  (х) определена только в интервале (0, -foo), 
то ее можно представить при х >  0 как формулой (9), так и фор
мулой (10). В первом случае мы ее доопределяем в интервале 
(— оо, 0) четным образом, а во втором—нечетным.

Отметим еще раз, что в точках разрыва вместо выражения f  (х) 
в левых частях равенств (9) и (10) следует писать выражение

Вернемся к формуле (8). Интегралы, стоящие в скобках, 
являются функциями от а. Введем обозначения

Говорят, что формула (11) дает разложение функции f(x) на гар
моники с непрерывно меняющейся от 0 до оо частотой а. Закон 
распределения амплитуд и начальных фаз в зависимости от ча
стоты а  выражается через функции А (а) и В (а).

Вернемся к формуле (9). Положим

sin ах da. ( 10)

/ (*+0)- f /(*—0)
2

Тогда формулу (8) можно переписать так:
+ 00

0

(12)
о

ТОгда формула (9) примет вид
+ 00

(13)
0

Функция F (а) называется косинус-преобразованием 
Функции f (x).

Фурье для
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Если в равенстве (12) считать F (а) заданной, a f(t) искомой 
функцией, то оно является интегральным уравнением для функ
ции f(t). Формула (13) дает решение этого уравнения.

На основании формулы (10) можем написать следующие ра
венства:

_+00
Ф(а) =  j / ^  | /  (t) sin at dt, (14)

о
+ 00

/ ( * ) -  j  Ф (a) sinaxrfcc. (15)
о

Функция Ф (а) называется синус-преобразованием Фурье.
П р и м е р .  П у ст ь

Ц х ) = е - V *  (Р >  0 , x S s O ) .

П о  ф о р м у л е  (12) о п р ед е л я ем  к о с и н у с -п р е о б р а з о в а н и е  Ф у р ь е:

_+ 00
F(a)= j f ± f  e-Wcosa tdt= ] /  

o

П о ф о р м у л е  (14) о п р ед е л я ем  с и н у с -п р е с б р а зо в а н и е  Ф ур ье:

_+ 00
® ( a ) = | / |  j  e-Vsin

0 щ
П о  ф о р м у л а м  (13) и (15) н а х о д и м  в заи м н ы е соотн ош ен и я :

+  со
г  c o s  ах , „„ 

-  )  £ 2  +  ^ “  =  ^ ( x > 0 ) ,
и

+  00

Г a  s in  ах  , Rv
(x >  0 ) .

0

§ 14. Интеграл Фурье в комплексной ферме

В интеграле Фурье (формула (7) § 13) в скобках стоит четная 
функция от а , следовательно, она определена и при отрицатель
ных значениях а. На основании сказанного формулу (7) можно 
переписать так:

+  Сй /  +  со

/(* )= * 2)Г J  ( J  f ( t ) cosa( t— x)dt
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рассмотрим, далее, следующее выражение, тождественно равное
нулю:

Выражение, стоящее слева, тождественно равно нулю потому, 
что функция от а, стоящая в скобках, есть нечетная функция, 
а интеграл от нечетной функции в пределах от — М до 4-А1 
равен нулю. Очевидно, что

З а м е ч а н и е .  Здесь необходимо указать на следующее обсто
ятельство, Сходящийся интеграл с бесконечными пределами опре
деляется так:

при условии, что каждый из стоящих справа пределов существует 
(см. § 7 гл. XI т. I). Мы же в равенстве (2) написали так:

Очевидно, может случиться, что предел (**) существует, а пре
делы, стоящие в правой части равенства (*), не существуют. Вы
ражение, стоящее справа в равенстве (**), называется главным 
значением интеграла. Итак, в равенстве (2) рассматривается глав
ное значение несобственного (внешнего) интеграла. В этом же 
смысле будут писаться и последующие интегралы этого параграфа.

Умножим члены равенства (2) на — и сложим с соответ
ствующими частями равенства (1), тогда получим:

г

— М \  — 00

lim $ ( S f ( t ) s m a {t—x )d t jda  — 0,

или

е
 ̂ ф (a) da =  J ф (a) da -f  ̂ Ф (a) da =з

С

С М
—. lim \ ф (а) da, lim  ̂ ф (а) da (*)

/(х) =  2 -̂ J  ^ f ( t ) (cosa( t -~x)— isma( t .— xj)dt \da,
— оо L  — со

Н. G. Пиекунов, т. 2
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ИЛИ
-f 00 -t- 00

7 W — 5 Г $ J  f ( t )e-w-*>dt da. (3)

Правая часть в формуле (3) называется интегралом Фурье 
в комплексной форме для функции f  (х).

Перепишем формулу (3) так:
+ 00 Г 4-оо

/ (* )=  J  j  f ( t )e- ta<dt eiaxda,

или коротко

где

-г ш
f(x)=   ̂ C(a)elaxda,

—  00

4- оо

С ( а ) = ^  I f V ) e - l«‘ dt.

(4)

( 5)

(6)

Формула (5) аналогична формуле (10) § 12; а также назы
вается волновым числом, но здесь оно принимает все значения от 
—  оо до +  о о , и спектр волновых чисел называется непрерывным 
спектром. Аналогию формулы (5) и формулы (10) § 12 можно 
проводить и дальше. Если в формуле (10) § 12 волновому числу’ 
ап соответствует комплексная амплитуда с„, то говорят, что в фор
муле (5) волновым числам, заключенным в интеграле (af, o^-f Да), j 
соответствует комплексная амплитуда C(otf). Функцию С (а) назы-  ̂
вают спектральной плотностью или спектральной функцией. (Здесь! 
термин плотность употребляется в том же смысле, как и в § 8 
гл. XIV, где говорилось о плотности распределения по двумер
ной области.)

Равенство (4) переписывают в виде двух равенств:
4- со

(7)1F*(a) = - ^ =  f f ( t )e~iat dt,

f ( x ) J= - ( F* (a)eiax da.V̂ 2n J v ' (8)

Функция F* (a), определенная формулой (7), называется преА 
образованием Фурье для функции f(x). Функция f(x), определенная! 
формулой (8), называется обратным преобразованием Фурье дл«§ 
функции F* (а) (преобразования отличаются знаком при i). Функ! 
ция F* (а) отличается от функции С (а) постоянным множителем! 

1
У~2л '
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И з  преобразований (7) и (8) следуют преобразования (12), (14), 
/ ] 3 ) и  (15) § 13 (с точностью до постоянного множителя 1/2). 
Преобразования (12) и (14) получатся, если подставить в (7)

e-iat — COsa t — i sin at, F* (a) = F (a)—/Ф (a)

приравнять действительные и мнимые части. Аналогичным обра
зом получаются преобразования (13) и (15) из преобразования (8). 

Отметим, что преобразованиями, аналогичными преобразова- 
■ „иям Фурье, мы будем пользоваться в гл. XIX «Операционное 

«счисление и некоторые его приложения».

§ 15. Ряд Фурье по ортогональной системе функций

О п р е д е л е н и е  1. Бесконечная система функций
<Pi(*), ф2 (*).........Ф„(*)> (!)

называется ортогональной на отрезке [а, Ь], если при любых 
п ф  k  выполняется равенство

ъ
5 ф„(*)Фа( * ) ^  =  °- (2)
а

При этом предполагается, что
ь
И  Чп (х)]гс1хф0.

П р и м е р  I . С и стем а ф у н к ц и й

1 , c o s * ,  s i n * ,  c o s  2 * , s in  2* ,  . . . .  c o s  nx, s in  « * , (3)
ор тогон альн а на о т р е з к е  [— я ,  л ] .  Э т о  с л е д у е т  и з  р а в ен ств  (I) и ( I I )  § 1 . 

П р и м е р  2 .  С и стем а ф у н к ц и й

1 я  , <я п я  , „ я  ,л я*  , п я *
cos— x ,  s i n y * ,  c o s 2 y * ,  s i n 2 y * ,  . . . ,  c o s  L- j — , s in  —j— , . . .  ( 3 )

ортогон альн а на о т р е зк е  [— 1 , / ] ,  в чем л егк о  у б е д и т ь с я  н еп о с р е д с т в ен н о й
проверкой.

П р и м е р  3 . С и стем а ф у н к ц и и

1, c o s * ,  c o s 2 * , c o s 3 * ............. c o s /г* , , , ,  (4)

1 орт°гт>нальна на о т р е зк е  [0 , я ] .
П р и м е р  4 . С и стем а ф у н к ц и й

s i n * ,  s in  2 * ,  . . . ,  s i n n * ,  . . .  (5 )

°Р то гон ал ь н а  на о т р е зк е  [0 , я ] .

Ниже будут указаны другие системы ортогональных функций. 
L Пусть функция /(*), определенная на отрезке [о, 6], такова, 

т° она представляется рядом по функциям ортогональной
12»
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системы (1), который сходится к данной функции на [а, &]:
00 I

/ (* )=  2  <ур„(х). (6)

Определим коэффициенты сп. Допустим, что ряд, полученный 
после умножения ряда (6) на любую q>ft (х), допускает почленное 
интегрирование.

Умножим обе части равенства (6) на q>ft(x) и проинтегрируем 
в Пределах от а до Ь. Учитывая равенства (2), получим

ь ь
S /  (*) ф* (*) dx = ck \  ф| (х) dx,
а а

откуда
Ъ
\ f(x)( fk(x)dx  ‘ I

ск =  — ь------------. (7)
5 ф1 (*) dx
а

Коэффициенты ск, вычисленные по формулам (7), называются ко
эффициентами Фурье функции f (х) по системе ортогональных! 
функций (1). Ряд (6) называется рядом Фурье по системе функ
ций (1).

О п р е д е л е н и е  2. Ортогональная система функцйй

ФхМ, ф2(*),.... ф„(*). ...
называется полной, если для любой функции /(х) с интегрируемые 
квадратом, т. е. такой, что

ь
J f*{x)dx< +  оо, 
а

выполняется равенство
* Г  П -14

lim \ /  (х)—2  С/Ф/ (х) dx = 0. (8)?
п -+■<*> a L »=0 .1

Равенство (8) в силу определений § 7 можно истолковать и так.
п

Среднеквадратичное уклонение суммы 2  с(ф,-(х) от функции /(•#)
1 = 0

стремится к нулю при п —*- оо.
•Если выполняется равенство (8), то говорят, что ряд Фурье 

(6) сходится к функции /(х) в среднем.

[ГЛ .  XVII
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Очевидно, что из сходимости в среднем не следует сходимость 
в каждой точке отрезка [а, Ь].

Отметим без доказательства, что тригонометрические системы, 
указанные в примерах 1—4, полны на соответствующих отрезках.
' Очень широко используется в приложениях система функций
Бесселя

J n M ,  J n (^2X) ’ •••> J n ( ^ i x)I •••» (9)
которые были рассмотрены в § 23 гл. XVI.  Здесь Я.,-, Х2, . . .

. .. kf* • • • — корни функции Бесселя, т. е. числа, удовлетворяю
щие соотношению

J n < h )  =  0 0 =  1, 2, . . . ) •
Без доказательства укажем, что система функций

V x J n{Kx), V x J n ( h x), ■ • •. V x J a ( h x)> ••• (10)
ортогональна на отрезке [0, 1]:

$ xJ„  ( К х ) J n ( h j x ) d x  =  0 *) (ft#/). (И )

Так же в приложениях используются системы ортогональных 
многочленов Лежандра, которые определяются так:

Л ( * ) =  1, ( » =1 ,  2, . . . ) .

Они удовлетворяют уравнениям
(х*— \) у" +  2ху'— п ( п + \ )  у = 0.

Используются и другие системы ортогональных многочленов.

§ 16. Понятие о линейном функциональном пространстве. 
Аналогия между разложением функций в ряд Фурье 

и разложением векторов

В аналитической геометрии был определен вектор в трехмер
ном пространстве

А =  Axi  +  Ayj  +  Azk,

*) Е сл и  д л я  ф у н к ц и й  q>£ (* ) , < р /(х ) в ы п ол н я ется  со о т н о ш ен и е  
ь
5 Р (*) Ф* (*) Фу (*) dx — 0 (/ фк),
а

т°  го в о р я т , что ф у н к ц и и  ф,- (х) о р т о го н а л ь н ы  с  в есом  р  (х ) . С л ед о в а т ел ь н о , 
Функции J„ (Х,х) (пр и  k Ф /') о р т о го н а л ь н ы  с  весом  х. . . .
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где /, J, ft — единичные взаимно перпендикулярные векторы, на
правленные по осям координат. Векторы /, J, ft будем в даль
нейшем обозначать е х, е 2, е 3.

Аналогичным образом можно определить вектор в п-мерном 
пространстве

A = ̂ A !ei.

Совокупность векторов вида А будем называть п-мерным евкли
довым пространством и обозначать Е п. Векторы А будем назы
вать элементами или точками n-мерного евклидова простран
ства *). Укажем свойства пространства Е п.

Пусть даны два вектора пространства Е п:
П П

А =  2  А,ег и В =  2 в ,е ,- .
1=1 i=i

Если Сх и С2—действительные числа, то по аналогии с трехмер
ным пространством

С,А +  С2В (1)

есть вектор пространства Е п.
Скалярным произведением векторов А и В называется выражение 

(А, В) =  2 А Д .**). (2)
i=i

Векторы ех, е 2, . . . ,  е п принадлежат пространству Е п, к ним 
также применима формула (2).

Следовательно, получаем при i Ф  /
(в/, e j )  — 0, (2')

при I = /
( e t , е,) =  1.

Векторы, скалярное произведение которых равно нулю, назы
ваются ортогональными. Следовательно, векторы ех, е 2, . . . ,  е а 
ортогональны.

Как и в трехмерном пространстве, легко устанавливаются 
следующие свойства скалярного произведения:

(А, В) = (В, А),
( А+ В ,  С) = (АС) + (ВС), (3)

(КА, В)=*Ь(АВ).

* )  Р а ссм а т р и в а ю т  и в ек т о р ы  в б еск о н еч н о м ер н о м  п р о с т р а н с т в е .
* * )  В м ест о  (А. В ) и н о гд а  б у д е м  п и са т ь  п р о ст о  АВ. —  Прим, ред.
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Длина или модуль вектора А определяется, как и в трех
мерном пространстве:

\ A \ = V { A 7 A ) = y  ± а \. (4)
Т i =1

Длину разности двух векторов естественно определяют так: 

\А  — В\ = у  t i A i - B t f .  (5)
i = 1

В частности,

\ А - А \ = у  £ ( Л , - Л , ) * * =  0.
1=1

Угол ф между двумя векторами определяется так:
( А ,  В )  ,с.

созФ=ТШ в Г  (6)
Рассмотрим совокупность всех кусочно монотонных ограничен

ных на отрезке [а, Ь\ функций *). Обозначим эту совокупность 
через Ф и будем называть пространством функций Ф. Функции, 
принадлежащие этому пространству, будем называть элементами 
или точками пространства Ф. Можно установить операции над 
функциями пространства Ф, аналогичные операциям, которые мы 
производили над векторами пространства Еп.

Если С* и С2—любые действительные числа и /Дх), /2(х)— 
элементы пространства Ф, то

C1f1(x) +  CJ2{x) (7)
есть элемент пространства Ф.

Если f(x) и ф(х)—две функции пространства Ф, то скаляр
ным произведением функций /(х) и ф (х) называется выражение

ь
(/, Ф )= $ f ( x ) - q ( x ) d x .  (8)

а
Это выражение аналогично выражению (2). Легко проверить, 

Что скалярное произведение (8) обладает свойствами, аналогич
ными свойствам (3) для векторов:

(/. ф) =  (ф, /).
(/х +  / 2. Ф) =  ( f t ,  Ф) +  (/*, Ф). (9)

(X/, ф) =  X (/, ф).

*) Т а к о й  к л а с с  ф у н к ц и й  р а ссм а т р и в а л ся  в т ео р ем е  § 1. М о ж н о  б ы л о  бы  
Р ассм отреть б о л е е  ш и р ок и й  к л а с с  ф у н к ц и й , д л я  к о т о р о г о  в се у т в е р ж д е н и я
* 1 с о х р а н я ю т с я .
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Аналогично определению модуля вектора по формуле (4) о пре
дел не ген так называемая норма элемента f(x) пространства Ф;|

II /II =  V T T f)  =  j / ' s  [/ (*)Fdx. (10)1
a

Расстояние между элементами f(x) и q> (х) пространства Ф 
аналогично формуле (5) будем называть выражение

1/—ф | = К  ) [ f ( x )— q>(x)]2dx. (11)1
а

Выражение (11) расстояния между элементами пространства 
называется метрикой пространства. Оно с точностью до множи-Я 
теля V b—а совпадает со среднеквадратичным уклонением б, 1 
определенным в § 7.

Очевидно, что если /(лг)==ср(л;), т. е. f  (х) и q>(x) совпадают! 
во всех точках отрезка [а, Ь], то | |/—ф|| =  0. Но если ||/— ср[| =  0, 1 
то f(x) — ф (х) во всех точках отрезка [а, б], кроме конечного числа J 
точек *). Но в этом случае также говорят, что элементы про- 1 
странства Ф тождественны.

Пространство кусочно монотонных ограниченных функций,! 
в котором определены операции (7), (8) и метрика определяется 1 
равенством (11), называется линейным функциональным \простран- М 
ством с квадратичной метрикой. Элементы пространства Ф на- I 
зываются точками пространства или векторами.

Рассмотрим, далее, последовательность функций
Фх (*), ф2(*)> • • •, ф* (*), • • •, (12) I

принадлежащих пространству Ф.
Последовательность функций (12) называется ортогональной т 

на отрезке [а, b], если при любых », / (t ф  j) выполняются 1 
равенства

ь
(Ф*. Ф/) =  S Ф,- (х) ф/ (х) dx =  0. (13) I

а

На основании равенств (I) § 1 следует, что, например, система | 
функций

1, cosх, sinx, cos2x, sin2x, cos3x, sin3x,

ортогональна на отрезке [— л, л].
Покажем, далее, что разложение функции в ряд Фурье по Ц 

ортогональным функциям аналогично разложению вектора по |

*) М о ж ет  бы ть и б еск о н еч н о е  ч и сло  т о ч ек , г д е  / ( * ) ; £ < р (х).
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ортогональным векторам. Пусть дан вектор
А = А2ег+  • • • +  Акек-\-. . .  +  Апвп. (14)

дш предполагаем, что векторы еи е2, еп ортогональны, т. е.
[ о/- цц i ^  / 1 ТО
Г *  (е,, ej) =  0. (15)

Чтобы определить проекцию А к, умножаем скалярно правую 
[ и левую части равенства (14) на вектор е к. На основании свойств 

(2), (3) получаем:
' (Л, e k) =  A i ( e it е к)А -А 2( е 2, е к) + -  • • + А к ( е к, е к) + -  ■ - + А п (е п, е к).

учитывая (15), получаем
(А, е к) =  А к ( е к, е к),

откуда

(* =  1' 2 ..........")• <16)
Допустим, далее, что функция /  (х) разложена по [системе 

I ортогональных функций:

/  (*) =  S  а*Ф* (*)•
a = i

(17)

Умножая скалярно обе части равенства (17) на срА (ж) и учи
тывая равенства (9) и (13), получим*)

(/. Фа)= Я а(Фа> Фа).
откуда

а,,= (/. Фа) 
(Фа- Фа)

J f (?) Ф М

 ̂ 1Фа Ml2

(18)
dx

Формула (18) аналогична формуле (16). 
Обозначим, далее,

s„= .S pvM*).А=1

Если
6 .  =  s. (Л =  1, 2, . . . ) .

(19)

(20)

Нт6„ =  0,

То система ортогональных функций (12) является полной на 
°трезке Га, Ь].

Ряд Фурье (17) сходится к  функции f(x) в среднем.
*) Мы п р ед п о л а га ем , что п о л у ч а ю щ и еся  п р о ц е с с е  р а ссм о т р ен и я  р я ды  

е д я т с я  и п о ч л ен н о е  и н т егр и р ов ан и е за к о н н о .
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1 . Р а з л о ж и т ь  в р я д  Ф у р ь е  в и н т ер в а л е  (— я ,  л) ф у н к ц и ю  

/ ( * ) = *  п р и  —  л < * < 0 , 
f ( х) =  2х п р и  0 < * < я .  

c o s  х , c o s  Зх , c o s  5*
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Отв
1 2  / с

• Tin --------4  1 я  \ I2. З2 5 2

+ з (
s in  х  s in  2 *  , s in  Зх 

1 2 1 З- )•
2 . П о л ь з у я с ь  р а зл о ж е н и е м  ф у н к ц и и  /  (х) =  1 в и н тер в ал е (0 , я )  п о  с и н у Я

сам  к р а тн ы х  д у г , вы чи сли ть  су м м у  р я д а  I — ^ - + 4 -------4  +  • • • Отв. Ц-.
3 5 7 4

3 . П о л ь з у я с ь  р а зл о ж е н и е м  в р я д  Ф у р ь е  ф у н к ц и и  / ( х ) = х 2, в ы ч и сл и таИ

с у м м у  р я д а I2 2 2  3 2  42 - ) " • • •  Отв. | 012’

4 . Р а з л о ж и т ь  в р я д  Ф у р ь е  в и н т ер в а л е  (— я ,  я )  ф у н к ц и ю  [  (х) =  ~ — ~ ,1 Z 7
^  c o s  2 *  . c o s  З х  c o s  4х .
Ото. c o s * --------2 ^ + - ^ ------------ 4 * ~ + -  ••

5 . Р а з л о ж и т ь  в р я д  Ф у р ь е  в и н т ер в а л е  (—  я ,  л )  ф у н к ц и ю

я —\-х
/(*) =  ■ 

/(*) =  -

при

при

■я <  *  <  О, 

0 < *  <  я .

Отв. sin sin 2* +  y s in  3 * + .. ,
6 . Р а з л о ж и т ь  в р я д  Ф у р ь е  в и н т ер в а л е  (— я ,  я )  ф у н к ц и ю  

/ ( * )  =  —  *  п р и  — я < х < 0 ,
/ ( * )  =  0  п р и  0 < х < я .

0 т в .
4  л Z j  (2m  + 1) 2 ;

s in  пх 
п(2т+ 1)2m=0 п=1

7 ,  Р а з л о ж и т ь  в р я д  Ф у р ь е  в и н т ер в а л е  (— я ,  я )  ф у н к ц и ю  

/ ( х )  =  1 п р и  — л < х < 0 , 
f ( x ) = — 2  п р и  0 < х < я .

Отв. 1 6  чгч s in  (2 n + 1 ) х1 О V ̂  I
2  я  J L i 2л+ 1п=0

8 . Р а з л о ж и т ь  ф у н к ц и ю  /  (*) = : * 2 в и н т ер в а л е  (0 , л )  в р я д  т о л ь к о  си н у со в .

1  £  ( _ ! ) » + !  { ^ + 1  « _ 1) « _  1 ] 1  s in  пх. 

п=1 ( ’
9 . Р а з л о ж и т ь  ф у н к ц и ю  у —  c o s  2 *  в и н т ер в а л е  (0 , я )  в р я д  т о л ь к о  си н у со в .

Отв.
4 Г s in  * . 3  s in  Зх , 5  s in  5*  ,
Л [ 2 2—  1 1 2 2 — З 2 1 2 2 — 5 2 ' - ]■

1 0 . Р а з л о ж и т ь  ф у н к ц и ю  y — s l n x  в и н т ер в а л е  ( 0 , я )  в р я д  т о л ь к о  к оси - 1
_  4  Г 1 . c o s  2 *  c o s  4 *  , 1

н у с о в . O m s. -  | j.
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j j  Разложить в р я д  Ф у р ь е  функцию у =  ех  в и н т ер в а л е  (— I, I).

00 (_1)"C0S^ * r i s in g
— \ r H e‘ — е~0 ^ ,  /2 + п 2Я 2 \ - п ( е 1— е ~  0 ^  / 2 ^ „ 2Л 2 •

П =1 Л=1
12. Разложить функцию / ( * ) =  2 *  в интервале (0, 1) в ряд только .синусов. 

4 y r . y  +  i SinJm*
Z j ( ’ я2 ‘П— 1

13. Разложить функцию / ( * ) = *  в интервале (0, /) в ряд только синусов.

sin
п я *

0/7W
п=1

14. Р а зл о ж и т ь  ф у н к ц и ю

*  ПРИ 0 < * < 1 ,
2 — *  п р и  1 <  *  <  2

в и нтервале (0 , 2 ): а ) в р я д  т о л ь к о  си н у со в ; б )  в р я д  т о л ь к о  к о с и н у с о в . 
(2 я + 1) я *

\ 8 А  . S in  2  1 4  A  c o s  (2 я  +  1) я *
.Отв. а) ^ 2 - 1  (2 л + 1 ) 2 ’ б) 2  я 2 (2 я + 1 )2 *

п=0 п=0



ГЛАВА XVIII
УРАВНЕНИЯ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ

§ 1. Основные типы уравнений математической физики

Основными уравнениями математической физики называют (для 
случая функций двух независимых переменных) следующие диф
ференциальные уравнения с частными производными второго 
порядка.

I. В о л н о в о е  у р а в н е н и е :

К исследованию этого уравнения приводит рассмотрение прон 
цессов поперечных колебаний струны, продольных колебаний 
стержня, электрических колебаний в проводе, крутильных колебав 
ний вала, колебаний газа и т. д. Это уравнение является прос*] 
тейшим уравнением гиперболического типа.

II. У р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и ,  и л и  у р а в н е 
н и е  Ф у р ь е :

ди_*д*и  
d t ~  дх*' (2)

К исследованию этого уравнения приводит рассмотрение про
цессов распространения тепла, фильтрации жидкости и газа в по
ристой среде (например, фильтрации нефти и газа в подземныя 
песчаниках), некоторые вопросы теории вероятностей и т. д. Этс 
уравнение является простейшим уравнением параболического типаi

III.  У р а в н е н и е  Л а п л а с а :
О2 и . д2и_р.
дх2 ' ду2 ( 3 );

К исследованию этого уравнения приводит рассмотрение задач 
об электрических и магнитных полях, о стационарном теплово^ 
состоянии, задач гидродинамики, диффузии и т. д. Это уравнение: 
является простейшим уравнением эллиптического типа.

В уравнениях (1), (2) и (3) искомая фуикция и. зависит ОТ; 
двух переменных. Рассматриваются также соответствующие ура&ч
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нения и для функций 'с большим числом переменных. Так, вол
новое уравнение с тремя независимыми переменными имеет вид

[& и  _  » [д га . д *и \  
dt* ~ и  [ д х *  ^  ду* ) ' (1')

уравнение теплопроводности с тремя независимыми переменными
имеет вид

ди
Ж дуЧ' (2')

уравнение Лапласа с тремя независимыми переменными имеет вид

(3')
дги . „
Ж*

§ 2. Вывод уравнения колебаний струны.
Формулировка краевой задачи. Вывод уравнений 

электрических колебаний в проводах

В математической физике под струной понимают гибкую упру
гую нить. Напряжения, возникающие в струне в любой момент 
времени, направлены по касательной к ее профилю. Пусть струна 
длины / в начальный момент направлена по отрезку оси Ох от О 
до I. Предположим, что концы 
струны закреплены в точках х =  О 
и х =  /. Если струну отклонить 
ог ее первоначального положе
ния, а потом предоставить самой 
себе, или, не отклоняя струны, 
придать в начальный момент ее 
точкам некоторую скорость, или 
отклонить струну и придать ее точкам некоторую скорость, то 
точки струны будут совершать движения—говорят, что струна 
начнет колебаться. Задача заключается в определении формы 
струны в любой момент времени и в определении закона движе
ния каждой точки струны в зависимости от времени.

Будем рассматривать малые отклонения точек струны от на
чального положения. В силу этого можно предполагать, что 
Движение точек струны происходит перпендикулярно оси Ох и 
в одной плоскости. При этом предположении процесс колебания 
струны описывается одной функцией и(х, t), которая дает вели
чину перемещения точки струны с абсциссой х в момент t 
(Рис. 389).

Так как мы рассматриваем малые отклонения струны в пло- 
скости (*, и), то будем предполагать, что длина элемента струны
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M jMj равняется ее проекции на ось Ох, т. е. *) MiM2^=x2— xi, 
Также будем предполагать, что натяжение во всех точках струны

одинаковое; обозначим его че£ 
рез Т.

Рассмотрим элемент струны 
ММ' (рис. 390). На концах этсг 
го элемента по касательным к 
струне действуют силы Т. Пусть 
касательные образуют с осью Ох 
углы ф и ф +  Аф. Тогда проек 
ция на ось Ои сил, действуя 

щих на элемент ММ', будет равна Т зш(ф +  Аф)— Т э тф . Так как 
угол ф мал, то можно положить 1§фдазшф, и мы будем иметь
Т sin (ф +  Аф) — Т sin ф да

«  т tg (Ф+Дф)— г  t g f - т Q- * | J > ]  _
_  т д2и ( х + 9 Ах, 0 А„ ^  гг дги (х, t) А ..

1 дх2 ^  ~  1 дхг А х ,

0 <  0 <  1
(здесь мы применили теорему Лагранжа к выражению, стоящем1 
в квадратных скобках).

Чтобы получить уравнение движения, нужно внешние силы, 
приложенные к элементу, приравнять силе инерции. Пусть р — 
линейная плотность струны. Тогда масса элемента струны будет
р Ал:. Ускорение элемента равно ^ . Следовательно, по прин 
ципу Даламбера будем иметь

л д2и гр дги Аp A x ^ =  Т - ^ \ х .
дх2

Сокращая на Ал: и обозначая Т/р =  а2, получаем уравнение дв 
жения

дЧ
dt*

— а“,д*и  
дхv ( 1)

Это и есть волновое уравнение—уравнение колебаний струны. Для 
полного определения движения струны одного уравнения (1) 
недостаточно. Искомая функция и (х, t) должна удовлетворять 
еще граничным условиям, указывающим, что делается на концах 
струны (л =  0и  х — 1), и начальным условиям, описывающим состоя

*) Э т о  п р е д п о л о ж е н и е  эк в и в а л ен т н о  т о м у , что мы п р ен еб р ег а ем  вели ч и  
н ой  и'х п о  с р а в н ен и ю  с  1. Д е й с т в и т е л ь н о ,

МгМг =  ̂  V 1 -\-и'х dx= J  и* — • • dx «  J  dx—Xi — Xi.
х,
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ние струны в начальный момент (̂  =  0). Совокупность граничных 
начальных условий называется краевыми условиями.
Пусть, например, как мы предполагали, концы струны при 

д. =  0 и х — / неподвижны. Тогда при любом t должны выполняться
равенства

ц(0, t) — 0, 
и (I, 0  =  0.

( 2 ')
(2")

Эти равенства являются граничными условиями для нашей задачи.
В начальный момент £ =  0 струна имеет определенную форму, 

которую мы ей придали. Пусть эта форма определяется функцией 
f (х ). Таким образом, должно быть

и(х,  0) =  ы| t=0 =  /(x). (3')
Далее, в начальный момент должна быть задана скорость в каждой 
точке струны, которая определяется функцией <р (я). Таким обра
зом, должно быть

3fL = *< *> - <3')
Условия (3') и (3") являются начальными условиями.

З а м е ч а н и е .  В частности, может быть /  (х) =  0 или ср(х) =  0. 
Если же /(х)== 0 и ф (х) =  0, то струна будет находиться в покое, 
следовательно, и(х,  /) =  0.

Как указывалось выше, к уравнению (1) приводит и задача 
об электрических колебаниях в проводах. Покажем это. Электри
ческий ток в проводе характеризуется величиной i (х, t) и напря
жением v(x, t), которые зависят от координаты х точки провода 
и от времени t. Рассматривая элемент провода Ах, можем напи
сать, что падение напряжения на элементе Ах равно v(x, t) —
— у(х +  Дх, t) да—^ Д х . Это паДение напряжения складывается

из омического, равного iR Ах, и индуктивного, равного ~ Ь  Ах.
Итак,

- p x A x  =  R A x + ^ L A x ,  (4)

гДе R и L —сопротивление и коэффициент индуктивности, рас
считанные на единицу длины провода. Знак минус взят потому, 
что ток течет в направлении, обратном возрастанию v. Сокращая 
113 Ах, получаем уравнение

s + * + l 4г °-
Далее, разность тока, выходящего из элемента Ах, и тока, вхо
дящего в него за время At, будет

[i (х, ,/) — i (х +  Ах, t)]At Ах At.
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Она расходуется на зарядку элемента, равную С Ах At, и на
утечку через боковую поверхность провода вследствие несовер
шенства изоляции, равную Av Ах At (здесь Л — коэффициент утечки). 
Приравнивая эти выражения и сокращая на Ах At, получим урав
нение

§  +  С #  +  Лц =  0.
dt (6)

Уравнения (5) и (6) принято называть телеграфными уравнениями.
Из системы уравнений (5) и (6) можно получить уравнение, 

содержащее только искомую функцию i (х , i), и уравнение, содер
жащее только искомую функцию v(x, t). Продифференцируем 
члены уравнения (6) по х; члены уравнения (5) продифференци
руем по / и умножим их на С. Производя вычитание, получим

йЧ
дх2 1 ох их

CL — — 0

dvПодставляя в последнее уравнение выражение ^  из уравнения (5), 
получим

или . . .
Л 2 > /32 • /3»

(7)™ = C L % ±  +  (CR +  A L ) £  +  ARi.

Аналогичным образом получается уравнение для определения 
v(x, t):

%}L = C L ^  + (CR +  AL) % +  ARv. (8)

Если можно пренебречь утечкой через изоляцию (Л =  0) и 
сопротивлением (R = 0), то уравнения (7) и (8) переходят в вол-: 
новые уравнения

„ d2i дЧ  2 ^2у

где обозначено аа=1/СА. Исходя из физических условий, форму-| 
лируются граничные и начальные условия задачи.

§ 3. Решение уравнения колебаний струны методом 
разделения переменных (методом Фурье)

Метод разделения переменных (или метод Фурье), который 
мы сейчас рассмотрим, является типичным для решения многих 
задач математической физики. Пусть требуется найти решение
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уравнения
дги
дВ = а* йга

дх'2 ( 1 )

удовлетворяющее краевым условиям
«(О, 0  =  0, (2)
и(1, 0  =  0, (3)
и ( х ,  0) =  / (х), (4)

l r L . =<p(jc)- <5)
Будем искать (не равное тождественно нулю) частное решение 
уравнения (1), удовлетворяющее граничным условиям (2) и (3), 
в виде произведения двух функций X (х) и Т (/), из которых 
первая зависит только от х, а вторая только от t\

и(х, i )  — X (х)Т  (0» (6)
Подставляя в уравнение (1), получаем X (х) Т" (t) — a2X" (х) Т (t) 
и, разделив члены равенства на а*ХТ,

Л .  = *1 (7)
а2Т  X  * '  >

В левой части этого равенства стоит функция, которая не 
зависит от х, а в правой—функция, не зависящая от t. Равен
ство (7) возможно. только в том случае, когда левая и правая 
части не зависят ни от х, ни от t, т. е. равны постоянному числу. 
Обозначим его через —Я, где Я >  0 (позднее будет рассмотрен 
и случай Я <  0).' Итак,

Т " X •  ,
а*Т ~  X  ~~

Из этих равенств получаем два уравнения
Х ' +  ЯХ=.0, (8)

Т" +  йгЯТ =  0. (9)
Общие решения этих уравнений будут (см. гл. XIII,  § 21)

X  (х) =  А с о э КЯх - р 5  sin КЯх,  (10)
Т (/) =  С со эа ^ Я  / -р D sin а К  Я t, (11)

где А ,  В, С, D — произвольные постоянные.
Подставляя выражения X (х) и Т (/) в равенство (6), получим

и (х, t) =  (А соэКЯх +  Б sin К я х ) (CcosaVXi  +  D s m a ^ X t ) .

Подберем теперь постоянные А и В так, чтобы удовлетворялись 
Условия (2) и (3). Так как T(t)=£0 (в противном случае будет
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и(х, 0 =  0. что противоречит поставленному условию), то функ
ция X (х) должна удовлетворять условиям (2) и (3), т. е. должно! 
быть Х(0) =  0, Х (0  =  0. Подставляя значения х = 0 и х =  / 
в равенство (10), на основании (2) и (3) получаем

0 =  Л • 1+  В-0, 0 =  Л cosУ"Хl-j-В sin УХ l.
Из первого уравнения находим Л =  0. Из второго уравнения еле- 1 
дует

В sin УХ1 = 0.

В Ф  0, так как в противном случае было бы X s= 0 и « =  0, что 1 
противоречит условию. Следовательно, должно быть

sin X / =  0,
откуда

(я =  1, 2, . . . )  (12) 1
(мы не берем значение п =  0, так как в этом случае было бы 1 
X =  0 и м =  0). Итак, мы получили

X *-i • flJT=  Б sin — х, (13)1

Найденные значения X называются собственными значениями для Я 
данной краевой задачи. Соответствующие им функции X (х) назы- |  
ваются собственными функциями.

З а м е ч а н и е .  Если бы] мы взяли вместо — X выражение ] 
X = k2, то уравнение (8) приняло бы вид

X "—&2Х =  0.
Общее решение этого уравнения:

Х =  Aekx +  Be~kx.
Отличное от нуля решение в такой форме не может удовлетво- 1 
рять граничным условиям (2) и (3).

Зная УX, мы, пользуясь равенством (11), можем написать

T(t) = C c o s ^ t  +  D s i n ^ t  (п=  1 , 2 , . . . ) .  (14)1

Для каждого значения п, следовательно, для каждого X, выра-1 
жения (13) и (14) подставляем в равенство (6) и получаем реше- 1 
ние уравнения (1), удовлетворяющее граничным условиям (2) и |
(3). Это решение обозначим и„(х, t):

un (х, t) =  sin — х ( Сп cos j— t -f- Dn sin —j— t J ’ (15) I

Для каждого значения n мы можем брать свои постоянные С и 
D и потому пишем Сп и Dn (постоянная В включена в С „ и  D„)-. |
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^ ак как уравнение (1) линейное и однородное, то сумма решений 
также является решением, и потому функция, представленная
рядом

и (х, о  =  2  ип (х, 0.
Л=1

или
00

/ V 4 t г* arm , . гл ■ arm Л  ■ пп , , г .u(x, t) = 2u [Cnc o s - j - t - \ -D ns m - j -  t)  sin — х, (16)

также будет решением дифференциального уравнения (1), которое 
будет удовлетворять граничным условиям (2) и (3). Очевидно, 
ряд (16) будет решением уравнения (1) только в том случае, 
если коэффициенты Сп и Dn таковы, что этот ряд сходится и 
сходятся ряды, получающиеся после двукратного почленного 
дифференцирования по л: и по t.

Решение (16) должно еще удовлетворять начальным условиям (4) 
и (5). Этого мы будем добиваться путем подбора постоянных С„ 
и D n. Подставляя в равенство (16) / =  0, получим (см. условие (4))

00

f(*) =  E Cn s m ^ x .  (17)
П  —  1

Если функция f(x) такова, что в интервале (0, /) ее можно раз
ложить в ряд Фурье (см. § 1 гл. XVII), то условие (17) будет
выполняться, если положить

i
Сп = у  J  /  (л) s i n xdx.  (18)

о
Далее, дифференцируем члены равенства (16) по t и подставляем 
t = 0. Из условия (5) получается равенство

со
, ч V* гч апп • пп

ф (*) =  2 -  ^ — sin— *•
п— 1

Определяем коэффициенты Фурье этого ряда:

о
Или

I
W  J (p(*)sin'TL*d*' О9)

о
Итак, мы доказали, что ряд (16), где коэффициенты Сп и Dn 

определены по формулам (18) и (19), если он допускает двукратное
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почленное дифференцирование, представляет функцию и (x, t), кот 
рая является решением уравнения (1) и удовлетворяет граничнь 
и начальным условиям (2)—(5).

З а м е ч а н и е .  Решая рассмотренную задачу для волнового! 
уравнения другим методом, можно доказать, что ряд (16) пред.! 
ставляет решение и в том случае, когда он не допускает почлен
ного дифференцирования. При этом функция f  (х) должна быть 
дважды дифференцируемой, а ф(х)—один раз дифференцируемой *).

§ 4. Уравнение распространения тепла в стержне. 
Формулировка краевой задачи

Рассмотрим однородный стержень длины /. Будем предполагать,:! 
что боковая поверхность стержня теплонепроницаема и что во 
всех точках поперечного сечения стержня температура одинакова.!

Изучим процесс распростра-

*1
Рис, 391,

h
нения тепла в стержне.

I Расположим ось Ох так, 
что один конец стержня будет' 
совпадать с точкой х =  0', а 
другой—с точкой х = 1 (рис. 

391). Пусть и (х, t)—температура в сечении стержня с абсциссой 
х в момент t. Опытным путем установлено, что скорость распростЯ 
ранения тепла, т. е. количество тепла, протекающего через сече
ние с абсциссой х за единицу времени, определяется формулой

■ • (‘1)
-коэффи-где S — площадь сечения рассматриваемого стержня, k - 

циент теплопроводности**).
.Рассмотрим элемент стержня, заключенный между сечениями! 

с абсциссами х1 и х2 (х2 — хг Ах). Количество тепла, прошедшего 
через сечение, с абсциссой xt за время At, будет равно

Д Qi =
, ди• к-з-дх |дг =xt S At,

то же самое для сечения с абсциссой х2

д и ди 
дх S At.

X —X,

(2)

(3)

*) Подробно об этих условиях см., например, в книге: Т и х о н о в  A. H. J  
С а м а р с к и й  А. А. Уравнения математической физики.— М.: НаукаЛ 
1977.

**) Скорость распространения тепла, или скорость теплового потока, опре
деляется так:

.. AQ Я= In n  -jj-,Ы -* О А‘
где AQ— количество тепла, прошедшего через сечение S за время At. •
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Приток тепла AQi— AQ2 в элемент стержня за время At будет
равняться
A Q i  ^ ^ 2  —

= [ - ^ L . , s H - [ - 4 s L „ , S i ' ] « ‘ S - A* S4i <1>
^мы применили теорему Лагранжа к разности ^
Этот приток тепла за время At затратился на повышение темпера
туры элемента стержня на величину Аи:

AQi—AQ2 =  cp AxS Аи,
или

X =.Y,
ди

'дх х =*,)

AQi—AQ2 «  cp AxS-^j- At, (5)

где с—теплоемкость вещества стержня, р— плотность вещества 
стержня (pA xS—масса элемента стержня).

Приравнивая выражения (4) и (5) одного и того же количества 
тепла AQj—AQ2, получим

k AxS At =  cp AxS At,

или
ди _ k 'дги
dt ~~ cp dx2 '

Обозначая k j c p  — a a, окончательно получаем
ди _  2 д2и 
dt ~  °  №  ' (6)

Это и есть уравнение распространения тепла (уравнение тепло
проводности) в однородном стержне.

Чтобы решение уравнения (6) было вполне определенно, функ
ция ы(х, t) должна удовлетворять краевым условиям, соответст
вующим физическим условиям задачи. Краевые условия для реше
ния уравнения (6) могут быть различные. Условия, которые 
соответствуют так называемой первой краевой задаче для 0 t ^  Т, 
следующие:

и(х, 0) =  ср (х), (7)
и(0, 0==Фх(0. (8)
и(1, 0  — Фа (0* ‘ (9)

Физически условие (7) (начальное условие) соответствует тому, 
что при / =  0 в различных сечениях стержня задана температура, 
равная <р (х). Условия (8) и (9) (граничные условия) соответствуют 
тому, что на концах стержня при х =  0 и при х — 1 поддержи
вается температура, равная ф*(0 и ф2(t) соответственно, с. .
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В § 6 доказывается, что уравнение (6) имеет единственное 
решение в области удовлетворяющее усло
виям (7) — (9).

§ 5. Распространение тепла в пространстве

Рассмотрим процесс распространения тепла в трехмерном про
странстве. Пусть и (х, у, z, 0 —температура в точке с координа
тами (х; у\ г) в момент t. Опытным путем установлено, что ско
рость прохождения тепла через площадку AS, т. е. количество 
тепла, протекающего за единицу времени, определяется формулой 
(аналогичной формуле (1) предыдущего параграфа)

A Q = - k p nAS, (I)

где k — коэффициент теплопроводности рассматриваемой среды, ко
торую мы считаем однородной и изотропной, л —единичный век
тор, направленный по нормали к площадке AS в направлении 
движения тепла. На основании § 14 гл. VIII  т. I можем написать

ди ди , ди о I ди_  =  _ cosa +  _ c o s P +  _ c° s Yi

где cos a, cos|3, cosy—направляющие косинусы вектора п, или
ди л^  =  /*gradu.

Подставляя выражение ^  в формулу (1), получаем 

AQ =  — krt grad и AS.

Количество тепла, протекающего за время At через площадку AS, 
будет равно

AQAt =  — krt grad и At AS.

Вернемся к поставленной в начале параграфа задаче. В рас
сматриваемой среде выделим малый объем V, ограниченный поверх
ностью S. Количество тепла, протекающего через поверхность 5, 
будет равно

Q =  — At $$ kn grad и dS, (2)
s

где n — единичный вектор, направленный по внешней нормали 
к поверхности S. Очевидно, что формула (2) дает количество 
тепла, поступающего в объем V (или уходящего из объема V) за 
время At. Количество тепла, поступившего в объем V, идет на 
повышение температуры вещества этого объема.
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Рассмотрим элементарный объем Ди. Пусть за время At его 
т е м п е р а т у р а  поднялась на А и. Очевидно, что количество тепла, 
затраченное на это повышение температуры элемента Ди, будет равно

сА ар Дм «  сД up At,

где с—теплоемкость вещества, р—плотность. Общее количество 
т е п л а ,  затраченное на повышение температуры в объеме V за 
время At, будет

v

Но это есть тепло, поступившее в объем V за время Д ;̂ оно 
определено формулой (2). Таким образом, имеет место равенство

— Д/ &ngrad и dS = At Ц ЦЦ cp-^f-dv.
s J v

Сокращая на At, получаем

— j'j'&wgrad udS = ^ J  up^ d v .  (3)
s' °  v

Поверхностный интеграл, стоящий в левой части этого равен
ства, преобразуем по формуле Остроградского (см. § 8 гл. XV), 
полагая F=kgradu:

5  ̂(k grad и) п dS =  J div (k grad u) dv.
S V

Заменяя двойной интеграл, стоящий в левой части равенства (3), 
тройным интегралом, получим

— ■{{{ div (kgrad«)du =  ^ j j c p - j fd v ,

ИЛИ

J J j  [div (kgrad и) +  ф - |г ]  dv = 0. (4)
"  v “

Применив теорему о среднем к тройному интегралу, стоящему 
слева (см. § 12 гл. XIV), получим

[ div (k grad и) + ср ^ ] xmxi f-fi =  0, (5)

гДе P (x^ у г\ Zj) — некоторая точка объема V.
Так как мы можем выделить произвольный объем V в трехмер- 

},ом пространстве, где происходит распространение тепла, и так 
как мы предполагаем, что подынтегральная функция в равенстве
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(4) непрерывна, то равенство (5) будет выполняться в каждой 
точке пространства. Итак,

диср =  — div (k grad и).

Но
k grad u = k ~ l - \ - k ~ J - \ -  k ~  k

( 6)

div (* grad « )= -£ : ( * § )  + i r [ k i )

(cm. § 8 гл. XV). Подставляя в уравнение (6), получаем 
_ ф *“

v dt dx \  ox J o y \  dy J * dz \ dz J 
Если k — постоянная, то

div (k grad u) = k div (grad “) =  * ( | ^  +  | J r + - J r ) ,  

и уравнение (6) в этом случае дает
ди . (  д'2и д2и . дРи \

СР dt ( дхг дуг дг2 )
k 2или, положив-------— аг,' ср

ди _  z (  д2и I д2и . д2и \  
dt а \  дх* ду г "г" dzs )  ’

Коротко уравнение (8) записывается так:
ди
W = агАи,

(7)

( 8)

д* дг д2где ^ =_5^г +  ' ^ г + ‘^ 2— оператор Лапласа. Уравнение (8) и есть
уравнение теплопроводности в пространстве. Для того чтобы 
найти его единственное решение, отвечающее поставленной задаче, 
нужно задать краевые условия.

Пусть имеем тело й , поверхность которого а. В этом теле 
рассматривается процесс распространения тепла. В начальный 
момент температура тела задана. Это соответствует тому, что 
известно значение решения при t — 0 — начальное условие:

“(х, у, г, 0) =  ф(лг, у, г). (9)
Кроме того, должна быть известна температура в любой точке Ml 
поверхности о тела в любой момент времени t — граничное условиеЛ

и ( М ,  0  =  $ ( М ,  t ) .  (Ю) ^
(Возможны и другие граничные условия.)
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Если искомая функция и (х , у, г, t) не зависит от г, что соот
ветствует тому, что температура не зависит от г, то получаем
уравнение

ди ,  [  д2и , д2и \  , . , .

__ уравнение распространения тепла на плоскости. Если рассмат
ривается распространение тепла в плоской области D с границей С, 
10 краевые условия, аналогично (9) и (10), формулируются так:

«(*, У> °) =  Ф(*> у ) ,  U ( M ,  0  =  Ф(Л1, t ) ,

где ф и ф —заданные функции, М — точка границы С.
Если же функция и не зависит ни от г, ни от у, то получаем

уравнение
ди _ j д2и
~ W ~ a

— уравнение распространения тепла в стержне.

§ 6. Решение первой краевой задачи для уравнения 
теплопроводности методом конечных разностей

Как и в случае обыкновенных дифференциальных уравнений, 
при решении уравнений с частными производными методом конеч
ных разностей производные заменяются соответствующими разнос
тями (рис. 392):

ди (лг, 1) и (х +  Л, t )— u (х, О

д2и (х, t) 
дх% т [

дх h
и ( * + h, t) и (лг, 0 и (х, t) — и (ж-

или
дги (х, t) и (x-\-h, t) —2и(х, t)-\-u(x—h, t)

дх2
аналогично

ди(х, t) _  и(X, t-\-t) — u(x, t) 
dt ~  l

( 1)

(2)

(3)

Первая краевая задача для уравнения теплопроводности фор
мулируется (см. § 4) следующим образом. Требуется найти реше- 
11не уравнения

(4)
ди■ = аг дги
dt дх* '

Удовлетворяющее краевым условиям
и (х , 0) =  ф (х), 0 ^  х <  L,
и(0, t) =  tyi(t), 0
u(i, о  =  ФЛН, о < ; < т ,

(5)
(6)
(7)
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т. е. требуется найти решение и (х , t) в прямоугольнике, ограни- 
ценном прямыми t — 0, х =  0, x = L , t = T, если заданы значения 
искомой функции на трех его сторонах t = 0, х =  0, x = L (рИс 
393). Покроем нашу область сеткой, образованной прямыми

x= ih ,  i =  I, 2, 
t  =  k l ,  k — l ,  2 ,

и будем определять приближенные значения решения в узлах 
сетки, т. е. в точках пересечения этих прямых. Введем обозначе
ния: u(ih, kl) = ui k. Напишем вместо уравнения (4) соответствую- 
щее ему уравнение в конечных разностях для точки (ih; kl).

t >
j к ы ]  •

fc-V) M  H J)

X
Рис. 392,

В соответствии с формулами (3) и (2) получим
u ii k  + i  u i,  k  __ „S  u i + i i  k —  2 Щ , k ~ ] r u i - i >  h

l h?
Определим uit k+i:

u i ,  k  + i ~  (  1 f t T j  u i , к  +  а 2 " /^ Г  ( u i  + i ,  +  f t ) .

(8)

(9)

Из формулы (9) следует, что если известны три значения в k-м 
ряду: uit к, ui+i k, Ui_it к, то определяется значение uL k+i в 
(А +  1)-м ряду. Нам известны все значения на прямой / = ’0 (см. 
формулу (5)). По формуле (9) мы определим значения во всех 
внутренних точках отрезка / =  /. Значения в крайних точках 
этого отрезка нам известны в силу формул (6) и (7). Так ряд 
за рядом мы определим значения искомого решения во всех узлах 
сетки.

Можно доказать, что по формуле (9) можно получить приблш 
женное значение решения не при произвольном соотношении iuaj 
гов h и /, а только в том случае, если / ^ Л 2/2а2. Формула (Щ 
особенно упрощается, если шаг I по оси t выбрать так, чтобы было*

2 аЧ п , Л2
~ W  = 0> ИЛИ =  ~2д2~

I
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р  этом  случае уравнение (9) принимает вид

, ft+i =  "2" +1, ft)- (10)
Эта формула особенно удобна для вычислений (рис. 394). Указан
н о м  методом определяется решение в узлах сетки. Значение реше
ния между узлами сетки можно получить, например, экстраполи
рованием, проводя плоскость через каждые 
три точки в пространстве (х , t, и). Обозна
чим полученное по формуле (10) и экстра
полированное таким образом решение через 
U/i (х, t). Можно доказать, что

f iM

lim uh (х, t)
h~* о

и(х, t),
Рис. 394.

где и(х, ^  — решение нашей задачи. Можно доказать *) также,
что

\uh (x, t) — и(х, t) | <  Мкг, 
где М — постоянная, не зависящая от h.

§ 7. Распространение тепла в неограниченном стержне
Пусть в начальный момент задана температура в различных 

сечениях неограниченного стержня. Требуется определить распре
деление температуры в стержне в последующие моменты времени. 
(К задаче распространения тепла в неограниченном стержне сво
дятся физические задачи в том случае, когда стержень столь длин
ный, что температура во внутренних точках стержня в рассмат
риваемые моменты времени мало зависит от условий на концах 
стержня.)

Если стержень совпадает с осью Ох, то математически задача 
формулируется следующим образом. Найти решение уравнения

ди _ 2 д%и
~дГ~а

в области — оо <  х <  +  00.  ̂>  0, удовлетворяющее начальному
Условию

и (х, 0) =  ф (х). (2)
Применим для нахождения решения метод разделения перемен- 

иых (см. § 3), т. е. будем искать частное решение уравнения (1) 
в виде произведения двух функций:

и(х, t) = X(x)T(t) .  (3)
*) Более подробное изложение этого вопроса см., например, в книгах: 

• а н о в  Д. Ю. Справочник по численному решению дифференциальных урав- 
'ений в частных производных. — М.: Гостехиздат, 1951; К о л л а т ц  Л. Чис- 
С11«ые методы решения дифференциальных уравнений.— М.: ИЛ, 1953.



Подставляя в уравнение (1), будем иметь X (х) Т' (/) — а2Х" (х) Т (а 
или ’

Т' X" , а Я
- ^ Т = 1 Г  =  - %- (4)

Каждое из этих отношений не может зависеть ни от х, ни 
от t ,  и потому их приравниваем постоянной *)— Я2. Из (4) полу, 
чаем два уравнения

Г  +  а2Х2Т =  0,
Х" +  Я2Х =  0.

Решая их, найдем
T — Ce~aW , X =  A cos Xx-j-B sin Ях.

Подставляя в (3), получаем
и\(х, t )  — е~а̂ ' \А  (X) cos Хх-\-В (X) sin Ях]

(постоянная С включена в А (X) и В (X)).
Для каждого значения X мы получаем решение вида (7). Про

извольные постоянные А и В для каждого значения Я имеют 
определенные значения. Поэтому можно считать А и В функция
ми от Я. В силу линейности уравнения (1) решением является 
также сумма решений вида (7):

2  е~0>м [А (Я) cos Ял +  В (Я) sin Ях].

Интегрируя выражение (7) по параметру Я в пределах от 0 до 
+  оо, также получим решение

+ оо
«(х, J £ -fl!*l'[;4(X)cosXx +  B(X)sinXx]dX, (8)

о

если Л (Я) и Б (Я) таковы, что этот интеграл, его производная 
по t и вторая производная по х существуют и получаются путем 
дифференцирования интеграла по t  и х. Подберем Л (Я) и В (Я) 
так, чтобы решение и (х, /) удовлетворяло условию (2). Полагая 
в равенстве (8) t  — 0, на основании условия (2) получаем

+ 00
ц(х, 0) =  ф(х )=   ̂ [Л (Я) cos Ях +  В (Я) sin Xx]dX. (9) 

о

Предположим, что функция ср(х) такова, что она представим а

380 У РА ВН ЕН И Я МАТЕМАТИЧЕСКОЙ Ф И ЗИ КИ  [ГЛ. X v «

*) Так как по смыслу задачи Т  (t) должно быть ограниченным при любом 
t, если <р (*) ограничена, то T'JT  должно быть 'отрицательным. Поэтому мы 
и пишем —Я2. г '

(5)
(6)

(7)
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интегралом Фурье (см. § 13 гл. XVII):
+ 0О+» .

( I  Ф (a) cos X (а — х) da J dX,
О \ — <ю

или • • • ■
ф (х ) —

I У  [ / у  \  / +си \  1
__— I I ) 9 (a)cosX ada c o sU  +  l J 9 (a)sinX ada I s i n ^ x \dX.

( 10)
Сравнивая правые части (9) и (10), получаем

+ 00

А (А.) =  -^   ̂ ф (a) cos A,a doc,
—  00 

+  03

В (X) =  -^  J  ф (a) sin Ха da.
(И )

Подставляя найденные выражения А (X) и В (X) в формулу (8),
получим

+ 00 Г / + 00 \

и (х, f) =  -^- J  g -а’хч ( ф(а)соз^аб(а1со5ХА: +
О 1Л -ао '

•+ ̂   ̂ ф (a) Sin \а  da'j sin Хх j dX =s '

+  00 Г  +  CD ]

=  — ^ e~a'K‘‘  ̂ Ф (a) (cos hx cos 1.x +  sin Xa sin Xx) da dA, =
0 L -«  J

1_ J  g-a'X'ti J ф (a) cos X (a — x) da dX

или, переставляя порядок интегрирования, окончательно получим
+ 00 Г ✓ + оо ч -

и(х, f) =  -^- j  Ĵ q> (се) ^ J e~a’w  cos X (а — х) dXJ da. (12)

Эго и есть решение поставленной задачи.
Преобразуем формулу (12). Вычислим интеграл, стоящий в 

кРуглых скобках:
+ 00

=  — ^  С е~г‘cos fizdz. (13) а У t J
g—a‘\4 cos X (а — х) dX
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Это преобразование интеграла сделано путем подстановок

a l V t = z ,  г =  р.а у t (14)
Обозначим

+ 00
/С (Э) =   ̂ e _z2cos fizdz. (15)

о
Дифференцируя *), получаем

+ со
К' (Р) =  —  ̂ e~z‘z sin^zdz. 

о
Интегрируя по частям, найдем

+ 00

К’ (Р) =  у  [<?-22sin|3z]+ —y  J е~г* cos fizdz,
О

или
К' (Р) = —§-*(Р).

Интегрируя это дифференциальное уравнение, получим

К(Р) = С е ~ ^ . (16)

Определим постоянную С. Из (15) следует
-Г w

* < ° > -1
t- г 2 dz У  л

(см. § 5 гл. XIV). Следовательно, в равенстве (16) должно быть
п V"n

Итак,

Кф) - V j L . - t (17)

Значение (17) интеграла (15) подставляем в (13):
+ оо

1 VnГ e~a2\2t cos k(a — x)dX =  — 
J a У Т  2

Подставляя вместо P его выражение (14), окончательно получаем

*) Возможность дифференцирования легко обосновывается.
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значение интеграла (13):
V  , у—  («-*)*
) е -™ ‘ c o s l ( a - x ) d ' K ^ ~ y  j e ~  ^  . (18)
о

Подставив это выражение интеграла в решение (12), окончательно
получим:

U(X, t)=  2ау -_  j ср(а)е da. (19)

Эта формула, называемая интегралом Пуассона, представляет 
собой решение поставленной задачи о распространении тепла в 
неограниченном стержне.

З а м е ч а н и е .  Можно доказать, что функция и(х, t), опреде
ленная интегралом (19), является решением уравнения (1) и удов
летворяет условию (2), если функция ф(х) ограничена на беско
нечном интервале ( — оо, -foo).

Установим физический смысл формулы'(19). Рассмотрим функцию
( 0 при — оо <  х <  х0,

ф*(х)=1  ф(х) при х0^  х ^  х0 +  Ах, (20)
1 0  при х0 +  Ах <  х <  +  оо.

Тогда функция

и* (х, t) =
2а У n t

+  оо

I Ф * ( а ) е
(а-*)г 
4 аЧ da ( 21)

есть решение уравнения (1), принимающее при ( =  0 значение 
ф*(л:). Принимая во внимание (20), можем написать

*0 + Ддг . (а-*)»

“*<*■ J *<“>г *" <fa-
*0

Применив теорему о среднем к последнему интегралу, получим

и* (х, 0  =  v % Ц - е ~ ^ Г ,  х0 <  I <  х  ̂+  Ах. (22)
2 а у nt

Формула (22) дает значение температуры в точке стержня в любой 
момент времени, если при  ̂=  0 всюду в стержне температура 
и* =  0, кроме отрезка [х0, х0 +  Дх], где она равна ф(л;). Сумма 
температур вида (22) и дает решение (19). Заметим, что если р — 
линейная плотность стержня, с — теплоемкость материала, то ко
личество тепла в' элементе [х0, д:0 +  Дх] при ( =  0 будет

AQ »  ф(£) Дхрс. (23)



384 УРА ВН ЕН И Я МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИ ЗИ КИ 1ГЛ. XVII,

Рассмотрим далее функцию
1 _ 

2а у  n t (24)

Сравнивая ее с правой частью формулы (22) с учетом (23) 
говорят, что она дает значение температуры в любой точке стерж
ня в любой момент времени /, если при £ =  0 в сечении |  (пре- 
дельный случай при А х—>0) был мгновенный источник тепла с 
количеством тепла Q =  ср.

§ 8. Задачи, приводящие к исследованию решений 
уравнения Лапласа. Формулировка краевых задач

В этом параграфе будут рассмотрены некоторые задачи, при
водящие к решению уравнения Лапласа

д2и . д2и д2и « 
дх2 '" д у 2 + Игг ~ ^ ( 1)

Как уже указывалось, левая часть уравнения (1) обозначается 
так:

д2и , д2и , д2и _  А„ 
дх2 +  ду2 +  дг2 —  л ы *

где А называется оператором Лапласа. Функции и, удовлетворя
ющие уравнению Лапласа, называются гармоническими функциями.

I. С т а ц и о н а р н о е  ( у с т а н о в и в ш е е с я )  р а с п р е д е л е 
н и е  т е м п е р а т у р ы  в о д н о р о д н о м  те л е .  Пусть имеется 
однородное тело Q, ограниченное поверхностью о. В § 5 было 
показано, что температура в различных точках тела удовлетво
ряет уравнению:

ди 2 /  д2и . д2и . д2и \  
d t  ~ й [  дх2 +  ду2 +  дг2 ) '

Если процесс установившийся, т. е. если температура не зависит 
от времени, а зависит только от координат точек тела, то = 0  

и, следовательно, температура удовлетворяет уравнению Лапласа
д2и . д2и . 02и ^
дх2 ду2 ' дг2 ~ U ( 1)

Чтобы температура в теле определялась однозначно из этого 
уравнения, нужно знать температуру на поверхности о. Таким 
образом, для уравнения (1) краевая задача формулируется сле
дующим образом.

Найти функцию и(х, у, г), удовлетворяющую уравнению (1) 
внутри объема Q и принимающую в каждой точке М поверхно-
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тИ о заданные значения:
ы|о =  я|>(М). (2)

Зха задача называется задачей Дирихле или первой краевой за
дачей для уравнения (1).

Если на поверхности тела температура неизвестна, а известен 
тепловой поток в каждой точке поверхности, который пропорцио-
нален (см. § 5), то на поверхности о вместо краевого условия
(2) будем иметь условие

Ои
дп =  ib* (М).О (3 )

Задача нахождения решения уравнения (1), удовлетворяющего 
краевому условию (3), называется задачей Неймана или второй 
краевой задачей.

Если рассматривается распределение температур в плоской 
области D, ограниченной контуром С, то функция и будет зави
сеть от двух переменных х и у и удовлетворять уравнению

дги . огп 
дх2 Т  дуг~ ^ ' , (4)

которое называется уравнением Лапласа на плоскости. Краевые 
условия (2) или (3) должны выполняться на контуре С.

II. П о т е н ц и а л ь н о е  т е ч е н и е  ж и д к о с т и  и л и  г а з а .  
У р а в н е н и е  н е р а з р ы в н о с т и .  Пусть внутри объема Q, огра
ниченного поверхностью а (в частности, Q может быть и неогра
ниченным), происходит течение жидкости. Пусть р—плотность 
жидкости. Скорость жидкости обозначим

v  = vJ  +  vyJ + v tk, (5)
где vx, vy, v2 — проекции вектора v  на оси координат. Выделим 
в теле Q малый объем to, ограниченный поверхностью S. Через 
каждый элемент As поверхности 5 за время At пройдет количе
ство жидкости

AQ =з=рvn AS At,
где п —единичный вектор, направленный по внешней нормали 
к поверхности S. Общее количество жидкости Q, поступившее 
в объем со (или вытекшее из объема <о), выразится интегралом

Q — At ^  Р (6)
s-'

(см. §§ 5 и 6 гл. XV). Количество жидкости в объеме о  в момент t
было

Ш р <^-
со

13 Н. С. Пискунов, ч. 2
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За время At количество жидкости в силу изменения плотности 
изменится на величину

‘Н И д‘>‘г“ ~ 4 ' Ш 1 <to- (?)

Предполагая, что в объеме со нет источников, заключаем, что 
это изменение вызвано притоком жидкости, количество которой 
определено равенством (6). Приравнивая правые части равенств 
(6) и (7) и сокращая на At, получим

Ирго,‘в=Ш£й"- (8)

Преобразуем поверхностный интеграл, стоящий слева, по формуле 
Остроградского (§ 8 гл. XV). Тогда равенство (8) примет вид

или
0) О)

В силу произвольности объема со и непрерывности подынтеграль
ной функции получаем

или

div(po) =  0,

- f - 4  (РУ* ) - |  « * " ! •  =  °*

(9)

(9')

Это и есть уравнение неразрывности течения сжимаемой жидкости.'* 
З а м е ч а н и е .  В некоторых задачах, например при рассмо-| 

трении процесса движения нефти или газа в подземной пористой 
среде к скважине, можно принять

© =  — Agrad р,

где р —давление, k — коэффициент проницаемости, и

; Ot dt
lK =  const. Подставляя в уравнение неразрывности (9), получим

дрk ~ .  diy grad р) — О,
или

) + ! ( * ! ) + » •  <«».



§8]
ЗАДАЧИ, ПРИВОДЯЩ ИЕ К ИССЛЕДОВАНИЮ РЕШ ЕНИЙ 387

Если £ — постоянная, то это уравнение принимает вид
dp k [ д2р . д2р . д2р \
dt Т  V йх* +  д у 2 дг2 ) ’ (П)

мы приходим к уравнению теплопроводности.
1 Вернемся к уравнению (9). Если жидкость несжимаемая, то
р =  co n s t, =  0 и уравнение (9) принимает вид

div® =  0. (12)
Если движение потенциальное, т. е. вектор v  есть градиент не
которой функции ср:

v  =  grad ср,
т0 уравнение (12) принимает вид

div (grad ф) =  О,
или

д2ф , <32ф . д2ф „
"Ж5" "г- "ai* Ui (13)

т. е. потенциальная функция скорости ф должна удовлетворять 
уравнению Лапласа. Во многих задачах, как, например, в задачах 
фильтрации, можно принять

v  =  — ki grad р,
где р—давление, kt — постоянная; тогда получаем уравнение Лап
ласа для определения давления

д2р  , д2р  д2р _  п 
дх2 ~  ду2 “г  дз* (13')

Краевые условия для уравнения (13) или (13') могут быть
следующими:

1. На поверхности о задаются значения искомой функции р — 
давления (условие (2)). Это задача Дирихле.

2. На поверхности о задаются значения нормальной производ-
н°й — задается поток через поверхность (условие (3)). Это за
дача Неймана.

3. На части поверхности а задаются значения искомой функ
ции р —давления, а на части поверхности задаются значения
чормальной производной ^ — потока через поверхность. Это за
дача Дирихле—Неймана.

Если движение плоско-параллельное, т. е. функция ф (или р) 
Не зависит от г, то получается уравнение Лапласа в двумерной 
области D с границей С:

д2ф ,. ааф _  о 
дх2 "г  ду2 (И)

13*



388 У РА В Н ЕН И Я  МАТЕМАТИЧЕСКОЙ Ф ИЗИКИ ч [ГЛ. Х у щ

Краевые условия типа (2)—задача Дирихле,— или типа (3)—задачу 
Неймана,— задаются на контуре С.

III. П о т е н ц и а л  с т а ц и о н а р н о г о  э л е к т р и ч е с к о г о  
т о к а .  Пусть в однородной среде, заполняющей некоторый объем У 
проходит электрический ток, плотность которого в каждой точке 
дается вектором J ( x ,  у, г) = Jxi +  JyJ + J zk. Предположим, что 
плотность тока не зависит от времени t. Предположим далее, что 
в рассматриваемом объеме нет источников тока. Следовательно, 
поток вектора J через любую замкнутую поверхность S, лежащую 
внутри объема V, будет равен нулю:

^  Jnds —  О,
s

где п — единичный вектор, направленный по внешней нормали; 
к поверхности. Из формулы Остроградского заключаем, что

d i v / = 0 .  (15)
На основании обобщенного закона Ома определяются в рас

сматриваемой проводящей среде электрическая сила Е:
E = J / l  (16)

или
У= 1Е,

где X — проводимость среды, которую мы будем считать постоянной.
Из общих уравнений электромагнитного поля следует, что| 

если процесс стационарный, то векторное поле Е  безвихревое, т. е .| 
ro t/; =  0. Тогда аналогично тому, что мы имели при рассмотре-1 
нии поля скоростей жидкости, векторное поле является потен*! 
циальным (см. § 9 гл. XV). Существует функция ср такая, что

£  =  gradcp. (17)

На основании (16) получаем:
J=A,grad(p. (18)

Из (15) и (18) следует:
^div(grad ф) =  0

или
д 2Ф . й 2ф . 7 ) 2Ф  «
~дх̂  +  — и

Получили уравнение Лапласа.
Решая это уравнение при соответствующих краевых условиях, 

найдем функцию ср, а по формулам (18) и (17) найдем ток J 11 
электрическую силу Е. 11 '
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§ 9. Уравнение Лапласа в цилиндрических координатах.

-  ц,е[!ие задачи Дирихле для кольца с постоянными значениями 
' искомой функции на внутренней и внешней окружностях

Пусть и(х, у, г)—гармоническая функция трех переменных.
Тогда

д2и , д2и . д2и _„ . . .
dx5" t'a j /2 ~^'dzr ~ V‘

рЕедем в рассмотрение цилиндрические координаты (г, ф, г): 
х = г соэф, y = rs\x\(f, z = z,

■откуда ______ .
г =  V х г +  if ,  ф =  arctg -f-, 2 =  2 . (2)

Заменяя независимые переменные х, у  и г на г, ф и г, придем
к функции и*:

и(х, у, г) =  и* (г, ф, г).
Зайдем уравнение, которому будет удовлетворять и*(г, ф, г) как 
ункция аргументов г, ф и г.

Имеем
д и  ди* дг . ди* Эф
дх дг дх ‘ Эф дх ’

д2и д2и*
дг2

аналогично
2» _  д2и* f дг \ 2 , д2т . п
•и* I "Т" Г,г А /|2  " г -Оу- ~ дг2 V ду J 

кроме того,
Or оу‘

, д2и* дг dtp . &и* / Эф \ 2 . ди* Э2ф
‘ Эф дх2 ’' дг Эф дх дх * Эф2 ^ д х )

д2и* дг Эф . д2и* /Эф \ 2  t ди* Эгф
дг Эф ду ду * Эф2 \ д у )  * Эф ду2

(3)

, (4)

(5)

находим из

д"~и _ д2и*
Эг2 — дг2 '

02г д'2г 0<р д<р Э2ф о2(р 
дх2 ’ ду2

равенств (2). Складывая правые части равенств (3)—(5) и при
равнивая сумму нулю (так как сумма левых частей этих равенств 
равна нулю в силу (1)), получаем

д2и* , 1 ди* , 1 д2и* , д2и*

р  дг дг д2г д2г Эф ЭфВыражения д л я - ^ ,  w

= 0. (6 )дг2 г дг г2 Эф2 дг2
Это н есть уравнение Лапласа в цилиндрических координатах.

Вели функция и не зависит от г и зависит от х и у, тофунк- 
1и!я и*, зависящая только от г и ф, удовлетворяет уравнению 

д2и* , 1 ди* , 1 д2и* 0  ^
дг2 г дг

1ГАе
Уф2

г и ф— полярные координаты на плоскости.



390 УРА ВН ЕН И Я МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ £ Г Л -  X v i „ r

Найдем теперь решение уравнения Лапласа в области D (кольце) 
)аниченной окружностями Kfi **+#• =  #?* и Кг: -f-у**=/?«’ограниченной 

принимающее следующие граничные значения:
Щ к,=иь 
и\к2 = и2, (8)

О)
где щ и н2— постоянные.

Будем решать задачу в полярных координатах. Очевидно, что 
целесообразно искать решение, не зависящее от ф. Уравнение (7) 
в этом случае примет вид

д2и , 1 ди
= 0 .дг2 г дг 

Интегрируя это уравнение, найдем
и — Сх 1пг +  С2.

Определим Q  и С2 из условий (8) и (9):
=  Cj In -J~ 0 2, «2 =  Сх1пЯ2 +  С2.

Отсюда находим

( 10)

C i =
«2 — «1
In ^ 2

, С2 и± (u% Uj) In Ri Ui In R2 — u2 In R i

In
1пж In Rt

Подставляя найденные значения Cx и C2 в формулу (10), окои-1 
чательно получаем

in
RiМ ----- «i) =

«2 In - щ ~ и 1 In -fir
( 11)

З а м е ч а н и е .  Фактически мы решили следующую задачу: 
найти функцию и, удовлетворяющую уравнению Лапласа в области, 
ограниченной поверхностями (в цилиндрических координатах):} 
r — R 1} r = R 2, z — 0, z — H, и следующим граничным условиям;!

U\r=Rl = Ui
dul  = 0 ,dz 2 = о '

и
ди
dz

Г— Rt 2̂»
оz=H

(задача Дирихле—Неймана). Очевидно, что искомое решение не 
зависит ни от г, ни от ф и дается формулой ,(Д).

§ 10. Решение задачи Дирихле для круга

Пусть в плоскости Оху имеется круг радиуса R с центром 
в начале координат и на его окружности задана некоторая функ
ция /  (ср), где ф— полярный угол. Требуется найти функцию и (г, ф)>
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епреРь1ВНУю в кРУге. включая границу, удовлетворяющую внутри 
J'pyra уравнению Лапласа

( 1)
д2и . д2и _~
дх*~ ^ ду2 ~  4

л на окружности круга принимающую заданные значения
и|л=я =  /(ф). (2)

Будем решать задачу в полярных координатах. Перепишем урав
нение (1) в этих координатах:

дъи , 1 ди
Тт2 "* Т  ~дт

1 3*и

или
„ д2и . ди

r Т ,*  +  г ~ЗГ

г2 д(р2 

, д2и

= 0,

dtp* = 0 . (1')

Будем искать решение методом разделения переменных, полагая
и =  Ф(ф)/?(г). (3)

Подставляя в уравнение (Г), получим
г2Ф  (ф) R" (г) +  гФ  (ф> R' W  +  Ф" (ф ) R (г) =  0 ,

или
<й" An* r * P "  l A - t - r l ? '  I r \

0)
Ф"(<Г> r*R”( r ) ^ r R '( r )  , ,
ф (<р) “  ~  •

Левая часть этого равенства не зависит от г, а правая от ф, 
следовательно, они равны постоянному числу, которое мы обоз
начаем через — /г2. Таким образом, равенство (4) дает два урав
нения

Ф"(ср) +  ̂ Ф(ср) =  0, (5)
r2R"(r) +  r R ' ( r ) - k 2R(r) = 0. (5')

Общее решение уравнения (5). будет
Ф =  A cos k<p Н- В sin kqr. (6)

Решение уравнения (5') будем искать в форме R (г) — rm. Под
ставляя R (г) — rm в (5'), получим

r2m ( т — 1) rm~2 +  rtnrm~1— k2rm =  0,
или

m2— k2 = 0.

|4так, имеются два частных линейно независимых решения гк и г~к. 
ибщее решение уравнения (5') будет

R = C r*+ D r~ \  (7)



Выражения (6) и (7) подставляем в (3):
uk — (Ак cos Акр +  Вк sin бср) (CArft +  DAr~ft). (g

Функция (8) будет решением уравнения (Г) при любом значении !  
отличном от нуля. Если k — 0, то уравнения (5) и (5') принимают вид

Ф"(ср) =  0, rR"{r) +  R'(r),= Q
и, следовательно,

«о =  (^о +  в оФ)(с о +  °о1пО- (8')
Решение должно быть периодической функцией от ср, так как при 
одном к том же значении г при ср и ср +  2л мы должны иметь 
одно и то же значение решения, потому что рассматривается о д й |  
и та же точка круга. Поэтому очевидно, что в формуле (8') должно 
быть Ва — 0. Далее, мы ищем решение, непрерывное и конечное 
в круге. Следовательно, в центре круга при г =  0 решение должно 
быть конечным, и потому в формуле (8') должно быть Ь 0 =  в  
а в формуле (8) Dk = 0.

Таким образом, правая часть (8') обращается в произведение 
АдС0, которое мы обозначим через А0/2. Итак,

ЗЭ2 УРА ВН ЕН И Я МАТЕМАТИЧЕСКОЙ Ф И ЗИ КИ  [ Г Л . 'Х у |.

Мы будем составлять решение нашей задачи в виде суммы ре
шений вида (8), так как сумма решений есть решение. Сумм| 
должна быть периодической функцией от <р. Это будет так, если 
каждое слагаемое будет периодической функцией от ср. Для этого 
к должно принимать целые значения. (Заметим, что если бы мы 
приравняли части равенства (4) числу +  к2, то не получили бы 
периодического решения.) Мы можем ограничйться только поло
жительными значениями

к  =  1, 2, *. •, н, * • •,
так как в силу произвольности постоянных А; В, С, D отрица| 
тельные значения к новых частных решений не дают. Итак, ]

оо
и (г> ф) =  -ф  +  X  (Л„ COS /up -f  Вп sin mp) rn (9)

n=l

(постоянная Cn включена в An и В,). Подберем теперь произ| 
вольные постоянные Ап и Вп так, чтобы удовлетворялось краб' 
вое условие (2). Подставляя в равенство (9) г — R, на основании ус
ловия (2) получаем

00
f  (ф) =  -у- +  X  (Л„ COS «ф -f  Вп sin шр) Rn. (191

П— I
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Чтобы имело место равенство (10), нужно, чтобы функция / ( ф) 
разлагалась в ряд Фурье в интервале (—л, л) и чтобы AnRn и 
p,riRn были ее коэффициентами Фурье. Следовательно, Ап и Вп 
должны определяться по формулам

Я Я
=  ^  J f(t)cosntdt,  =  j  f{ t)s\nntdt.  (11)

-Я -Л
Итак, ряд (9) с коэффициентами, определенными по формулам 
(11), будет решением нашей задачи, если он допускает почленное 
двукратное дифференцирование по г и по <р (но это нами не 
доказано). Преобразуем формулу (9). Подставляя вместо Ап и Вп 
их выражения (П) и производя тригонометрические преобразова
ния, получим

Я оо Я

“ (С (P)==^ ' J  / ( 0 d t + ~ ^  f f( t )cosn (t— ( f ) d t ^ y  =
»=i -j,

н И ' < 0 1 + 2  X f l f ' f  cos« ( /—ф)
n=i

dt. (12)

Преобразуем выражение, стоящее в квадратных скобках *):
ао со

1 + 2  £  (-тт) "cos п (/ — ф) =  1 +  ( -тг) + e ~iM "ф,1 =
л=1 V К > л=1  ̂ к '

1_ Г(Ц-Ф)
R

-Ш- ф)

1__L-JU-V) 1__Со-ГЦ-ф!
R R

1 - 1
( Г \
V  R 1

2
R i — r 2

1—2 - ^ cos ( f— ф) + ( '  L \ 
k R )

j2 R z — 2Rr cos (I— ф) +  гЕ (13)

Заменяя выражение, стоящее в квадратных скобках в формуле (12), 
выражением (13), получим

ы<г- ч>)— ST J
R"-— r2

2rR cos ( t— <p) r dt. (14)

*) В процессе вывода мы определяем сумму бесконечной геометрической 
пРогрессии, знаменатель которой есть комплексное число, модуль которого 
меньше единицы. Эта формула суммы геометрической прогрессии выводится 
Так же, как и в случае действительных чисел. При этом следует учесть опре
деление предела комплексной функции действительного аргумента. Здесь 
аРгументом является п (см. § 4 гл. VII т. I).
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Формула (14) называется интегралом Пуассона. Путем анализа 
этой формулы доказывается, что если функция /(ср) непрерывная, 
то функция и (г, ср), определенная интегралом (14), удовлетворяет 
уравнению (Г) и при г —+R будет и (г, ф ) — * - / ( ф ) ,  т. е. и (г, ф) 
является решением поставленной задачи Дирихле для круга. %

§ 11. Решение задачи Дирихле методом конечных разностей
Пусть в плоскости Оху дана область D, ограниченная конту

ром С. Пусть на контуре С задана непрерывная функция /. Тре
буется найти приближенное решение 
уравнения Лапласа

, ^ = 0 >  (1)

а

С*‘ С

I
\

I \

+

X

дх% п дур

удовлетворяющее граничному усло
вию

и|с =  /. (2)
Проведем два семейства прямых 

x — ih и y — kh, (3)

Рис. 395. где h —заданное число, i n k  прини
мают последовательные целочислен

ные значения. Будем говорить, что область D покрыта сеткой. 
Точки пересечения прямых будем называть узлами сетки.

Приближенное значение искомой функции в точке
x = ih, y = kh

будем обозначать u/ift, т. е. u(ih, kh) — uUk. Аппроксимируем 
область D сетчатой областью D*, состоящей из всех квадратов, 
целиком лежащих в области D, и некоторых пересекаемых гра
ницей С (последние можно и не учитывать). При этом контур С 
аппроксимируется контуром С*, состоящим из отрезков прямых 
типа (3). В каждом узле, лежащем на контуре С*, зададим зна
чение /*, равное значению функции / в ближайшей точке кон
тура С (рис. 395).

Значения искомой функции будем рассматривать только в узлах 
сетки. Как уже было сказано в § 6, в рассматриваемом прибли-; 
женном методе производные заменяются конечными разностями: '■

д2и 
дх2 
д*и 

~д1р

x = i h ,  y z z k h

ui + i, k — 2®Г, fc +  ui - l ,  k
' TP *
ui, fc + I — 2«f, * + « / ,  k-1

x = s lh ,  y c s k h  I P

Дифференциальное уравнение (1) заменяется разностным уравне
нием или уравнением в конечных разностях (после сокращения
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на Ла):
WJ+I, А— 2ил ft +  «/_!, +  *+Г

или (рис. 396)
■2mj, ft +  w,-, ft- i  =  0,

u i . A — 4- (Mi+i, A +  M/\ A+i +  A +  Ui, A-i)- (4)

(и неДля каждого узла сетки, лежащего внутри области D* 
лежащего на границе С*), составляем уравнение (4). Если точка 
(x = ih, y — kh) соседняя с точкой контура С*, то в правой части 
равенства (4) некоторые слагае
мые суть известные значения /*.
Таким образом, получаем неод
нородную систему N уравне
ний с N неизвестными (N — 
число узлов сетки, лежащих 
внутри области D*).

Докажем, что система (4) 
имеет решение, и притом един
ственное. Это есть система N 
линейных уравнений с N неиз
вестными. Она имеет единствен
ное решение в том случае, если
определитель системы отличен от нуля. Определитель системы 
отличен от нуля, если однородная система имеет только тривиаль
ное (нулевое) решение. Система будет однородной, если /* =  0 в уз
лах сетки на границе контура С*. Мы докажем, что в этом слу
чае все значения k во всех внутренних узлах сетки равны нулю. 
Пусть внутри области есть ult к, отличные от нуля. Для опреде
ленности предположим, что наибольшее из них положительно. Обо
значим его через uL k ~> 0.

На основании формулы (4) напишем

А ~Г (ui+i, k +  Mi. A+i +  Mi - i .  A +  U i, A - i ) - (4')

Это равенство может иметь место только в том случае, если 
все значения и, стоящие справа, равны наибольшему ui<k. Теперь 
имеем пять точек, в которых значения искомой функции суть uit k. 
Если ни одна из этих точек не есть граничная, то, беря одну 
из них и написав для нее равенство (4), докажем, что в несколь
ких других точках значение искомой функции будет равно и/>й. 
Продолжая так, дойдем до границы и докажем, что в граничной 
точке значение функции будет равно uitk. Это противоречит тому, 
что в граничных точках /* =  0.

Предполагая, что внутри области имеется отрицательное наи
меньшее значение, мы докажем, что на границе значение функции 
отрицательно. Это противоречит данному условию.
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Итак, система (4) имеет решение, и .притом единственное.
О п р е д е л е н н ы е  из  с и с т е м ы  (4) з н а ч е н и я  ui%k 

и я в л я ю т с я  п р и б л и ж е н н ы м и  з н а ч е н и я м и  р е ш е н и я ,  
с ф о р м у л и р о в а н н о й  в ы ш е  з а д а ч и  Д и р и х л е .  Доказано, 
что если решение задачи Дирихле для данной области D и данной 
функции /  существует (обозначим его через и(х, у)) и если ы/>А 
есть решение системы (4), то имеет место соотношение

З а м е ч а н и е .  Бывает оправдан, хотя строго и не доказан, 
следующий прием для оценки погрешности приближенного реше
ния. Пусть ufjk — приближенное решение при шаге 2h, и'£\ — 
приближенное решение при шаге /г, Eh (x, у) — погрешность реше
ния ufy. Тогда имеет место приближенное равенство

в общих узлах сеток. Итак, для того чтобы определить погреш
ность приближенного решения при шаге h , нужно найти решение 
при шаге 2Л. Одна треть разности этих приближенных решений 
и является оценкой погрешности решения при шаге h . Это заме
чание можно отнести и к решению уравнения теплопроводности 
методом конечных разностей.

1. Вывести уравнение крутильных колебаний однородного цилиндриче
ского стержня.

У к а з а н и е .  Закручивающий момент в сечении стержня с абсциссой х
дО

определяется формулой Al =  G l - ^ ,  где в (х, () — угол закручивания сечения
с абсциссой х  в момент t, G — модуль сдвига, / —полярный момент инерции 
поперечного сечения стержня.

п д2в 2 ,)2° 2 С/ ьОтв. ~ ^ г ~ а ' где а ~ ~ j f  ’ «— момент инерции единицы длины
стержня.

о н -  620 , <?202. Наити решение уравнения —̂ г = с а ■ , удовлетворяющее условиям

}и(х, у) — и,-, к | <  All2, 
где А — постоянная, не зависящая от /г.

(5)

У п р а ж н е н и я  к г л а в е  XVIII

0(0, 0 =  0, 0 (/, 0 =  0. 0(х,

ф (*)=— -
Дать механическую интерпретацию задачи.

ОО
Отв. О (х, 0  *= вер у  ( -  О* . (2k +  1) их (2k -4-1) nat in ----- -t-Z-—  cos ------ ---- -----
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3. Вывести уравнение продольных колебаний однородного цилиндриче
ского стержня.

У к а з а н и е .  Если и (х, t) —перемещение сечения стержня с абсциссой к 
в момент t,  то растягивающее напряжение Т в сечении х определяется фор-
ыулой Т  =  E S  , где Е — модуль упругости материала, S  — площадь попе
речного сечения стержня.

д2и ,  д2и „ ЕОтв. =  а2 , где а‘ =  —  , р — плотность материала стержня.
4. Однородный стержень длины 21 под действием сил, приложенных к его 

концам, укоротился на величину 2А. При 1 = 0  он освобожден от действующих 
внешних сил. Определить смещение и (х, I) сечения стержня с абсциссой х 
в  момент t (средняя точка оси стержня имеет абсциссу х — 0).

Отв и (к О - 18* У  (~ 1)<: + 1 сШ(2Д,+  1)Я)Ссос(2А + 1)ла<итв. и (х , П -  2, _ . 2 sin cos „
"* ~  (2А+1)

5. Один конец стержня длины I закреплен, а на другой действует растя
гивающая сила Р. Найти продольные колебания стержня, если при t = 0  сила Р
не действует.

„ 8PI V  (— О" , (2п +  1)лх (2n +  \)n a t  , Р „
0та■ -Щ О  К .ГС  \Т*sin 2/ c o s ----- ---------  (смысл Е  и S см.

£SnS + 21
в задаче 3).

6. Найти решение уравнения - ^ р г — о 1
д 2и  

d x 2 '
удовлетворяющее условиям

и (0, 0 = 0 ,  и (I, 0  =  71 sin col, и (х, 0) = 0 , — =0-dt
Дать механическое истолкование задачи.

Ошв. и (х , 0  :
A sin — х sin сat п , ®a , 2Аом ( -  I ) " '1

со , 
sin — Ia

l П=1 <»•
nnat rmx _ s„: _ _ _  sin - j -  .

У к а з а н и е .  Решение искать в виде суммы двух решений:
0)

u =  v-{-w, где w —

— решение, удовлетворяющее условиям:
v (0, 0=0, v{l, 0=0,

A sin — xsin со/a
to , sin — / a

^ Прелпо.лагается, что sin ■

, 0), 

) .)

dt

du
dt ~~ dx2 '

dw (x, 0)
dt

и (0, 0 = 0 ,  и (l, 0 = 0 ,  t >  0, 

o i -  I x при
1  ’  l —x  при 1/2 < x  < l.
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О те. ..,.. л 4/ V  (— !) 
" (*’ ^  я 2 (2л 4-1

п=0

(2я + 1)2 n z a 2t» ;-------- ji----- (2n +1) я*
(2л 4-1 )2 I

У к а з а н и е .  Решить задачу методом разделения переменных.
дл „ д2и8. Найти решение уравнения =  а дх2 ’

н (0, () =  « (/, 1) =  0, и(х, 0) =

удовлетворяющее условиям 

х\1  — дг)
/2

От«. н(х, 0 -  я3 X (2rt +  l f e
(гл+1)2 п 'Л

sin (2л 4- 1) Ах 
1 '

« и »  ди 9 д2и9. Наити решение уравнения , удовлетворяющее условиям:

ж 1 = о  =  0, и ( /’ 0  =  “о. «(■*. 0)=<р(х).

Указать физический смысл задачи.

о  , л , V *  . - а гя21 „ (2л4-Г)я 
Отв. и (х , 0  =  « о +  2.Л Апе cOS-— А, х, где

л=0

/

и»“ 7 ^ 2/ я  (2л 4-1) *

У к а з а н и е .  Искать решение в форме u ^ U g - } - v (х, i ) ,
,п и  » ди . д2и10. Наити решение уравнения — = а 3 , удовлетворяющее условиям:

и (0, t) =  0, ди
дх Х = 1

= — Ни л (х , 0) =(р (х).

Указать физический смысл задачи.

о2-' ■■2 
л&7 Р(Р+1) +  РлОтв. и(х, 0  =  „ ;А ,4 ? ?  „ 2 е 11 где Л „.

=  -у J ф ( x ) s i n e f x ,  p =  Hl, p i, p2, p „ — положительные корни урав-
o

нения tg  р =  — pip.
У к а з а н и е .  На конце стержня при х  =  I происходит теплообмен с окру

жающей средой, температура которой равна нулю.
11. Найти (по формуле (10) § 6, полагая h — 0,2) приближенное решение 

ди п д2и
уравнения 2 -g~z> Удовлетворяющее условиям

и (х, 0) =  х ( I 1—* )  . « Р ,  0  =  0, u \ \ t <) =  ̂ -> 0 < 1 « £ 4 / .
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д̂ и д̂ и12. Найти решение уравнения Лапласа |—
О у < +  °°. удовлетворяющее условиям

=  0 в полосе 0 <  х <  а,

и (0, у) =  0, и(а , у) =  0, и (я, 0) =  Л ^ 1 — , и (х , + о о ) =  0.

О т . и (х, t) =  — е
'  я  ^  п

пп
2Л v  1 — а ^ . лл*" s in -----.аЛ=1

У к а з а н и е .  Искать решение методом разделения переменных.
д̂ и д̂ и

13. Найти решение уравнения Лапласа f—^ 2- =  0 В пРямоУгольнике
0 < х < а ,  0 < у < й ,  удовлетворяющее условиям

и(х , 0) =  0, и(х , Ь) — 0, и (0, у) =  А у(Ь—у), « (а , р) =  0.

ю , ( 2 л + 1 ) я ( а —х) (2/1 +  1)лу
„ . 8Л62 v  6 5 й
О/лз. и(х, 0 = —j j r  2 .Г

л=0
(2п+1)3 sh (2 л + 1 )я а

. „  „ д2и . д2и .14. Наити решение уравнения —^ 2" —О внутри кольца, ограничен

ного окружностями x2-\-y2 =  R \, x2-\-y2= R \,  удовлетворяющее условиям

ди
дг r=Ri 2knR ’ U\r=Ri— U2 ‘

Дать гидродинамическое истолкование задачи.
У к а з а н и е .  Решить задачу в полярных координатах.

Отв. и =  и2- ^ \ п ^ .
15. Доказать, что функция и (х, у) ==е~У sin х есть решение уравнения

д̂ и д̂ и}—— -̂ =  0 в квадрате 0 < д : < 1 ,  0 < у < 1 ,  удовлетворяющее условиям 

л (О, у) — 0, и (  1, у) =  erv  sin 1, и (х, О) = s l n х, н (х, 1) = е -1 sin х.

16. В задачах 12—15 решить уравнения Лапласа при данных граничных 
условиях методом конечных разностей при Л—0,25. Сравнить приближенное 
решение с точным.
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ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 
И НЕКОТОРЫЕ ЕГО ПРИЛОЖЕНИЯ

Операционное исчисление в настоящее время является одйой 
из важных областей математического анализа. В физике, меха
нике, электротехнике и других науках при решении различных 
вопросов используются методы операционного исчисления. Осо
бенно широкое применение операционное исчисление находит 
в современной автоматике и телемеханике. В этой главе (на базе 
материала предыдущих глав учебника) будут даны основные поня
тия операционного исчисления *) и изложены операционные методы 
решения обыкновенных дифференциальных уравнений.

§ 1. Начальная функция и ее изображение

Пусть задана функция действительной переменной t, опреде
ленная при i ^  0 (иногда мы будем считать, что функция /  (!) 
определена на бесконечном интервале — оо <  / <  -f  оо, но /  (/) =  О 
при t <  0). Будем предполагать, что функция /(/) кусочно непре
рывная, т. е. такая, что в любом конечном интервале она имеет 
конечное число точек разрыва 1-го рода (см. § 9 гл. П т .  I). 
Для обеспечения существования некоторых интегралов в беско
нечном интервале 0 t <  +  00 мы наложим на функцию / (t) допол
нительное ограничение. Именно, будем предполагать, что сущест
вуют постоянные положительные числа М и s0 такие, что

| /  (/) | <  Me-V (1)
при любом значении t из интервала 0 ^ / <  +  оо.

*) Для дальнейшего изучения операционною исчисления и его приложений 
можно указать следующие книги: Л у р ь е  А. И. Операционное исчисление 
и его приложения к задачам механики. — М.; Л.: Гостехиздат, 1950; Д и т -  
к и н  В. А. и К у з н е ц о в  П. И. Справочник по операционному исчислению.— 
М.; Л.: Гостехиздат, 1951; Д и т к и н  В. А. и П р у д н и к о в  А. Г1. Интег
ральные преобразования и операционное исчисление.— М.: Физматгиз, 1961; 
М и н у с и н с к и й  Я. Операционное исчисление.—М.: ИЛ, 1956.
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рассмотрим произведение функции f(t) на комплексную функ- 

,,0 e~pt действительной переменной*) /, где р — я +  Ф ( а > 0 ) —
I j , которое комплексное число:

(?)
функция (2) — тоже комплексная функция действительной пере-

| ,ми!НОЙ t.
I -i ij (t)=e~'a+,bUf (i)—e~uij  (t)e~m —e~a1f ( t ) cos bt—ie~a1f (() s inbt. 

рассмотрим, далее, несобственный интеграл
+  00 + 'q c  +  СО

 ̂ e~pif (t)dt —  ̂ e~alf (i) cos bt dt — i 5 e~atf (/) sin bt dt. (3)
o o  6

Покажем, что если функция /(() удовлетворяет условию (1) и 
а >  s0, то интегралы, стоящие в правой части равенства (3), 
г  шествуют и сходимость интегралов абсолютная. Оценим сначала 
первый из этих интегралов:
+ оо + сс

I \ e~atl (0 cosW dt I ^  $ \e~ai f  (t)cosbt \dt <
0 0

+ 00 +00
< M  j  e~atesd dt = M j  e -“>-*.»♦ dt =  •

о о

Аналогичным образом оценивается и второй интеграл. Итак, инте-
+ сю

грал  ̂ e~pif(t )dt  существует. Он определяет некоторую функ-
о

шпо от р , которую мы обозначим **) Ftp):
+  СО

F(p)= J e~P‘f( t)d t.  (4)
о

Функция F (р) называется лапласоеым изображением, или L- 
изображением, или просто изображением функции /(/).  Функцию 
/(О называют начальной функцией, или оригиналом. Если F (р) 
есть изображение функции f(t),  то пишут так:

F ( p ) + * m ,  (5)
или

f  F ( р ) ,  (6)

*) О комплексных функциях действительной переменной см. § 4 гл. VII.
**) Функция F (р) при р Ф 0 есть функция комплексной переменной (см., 

•̂‘пример, книгу: С м и р н о в  В. И. Курс высшей математики, т. 111, ч. I I .— 
Наука, 1974). Преобразование (4) аналогично преобразованию Фурье, 

Рассмотренному в § 14 гл. XVII.
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или
L{f(t)} = F(p). (7)

Как мы увидим в дальнейшем, смысл введений изображений 
заключается в том, что с их помощью удастся упростить решение 
многих задач, в частности, свести решение дифференциальных 
уравнений к проведению простейших алгебраических операций 
для нахождения изображения. Зная изображение, можно найти 
оригинал или по заранее составленным таблицам «оригинал—изо
бражение», или методами, которые изложены ниже. Возникают 
следующие естественные вопросы.

Пусть дана некоторая функция F (р). Существует ли функция 
f(t), для которой F (р) является изображением? Если существует, 
то единственна ли такая функция? На оба вопроса при опреде
ленных предположениях относительно F (р) и f(t) дается положи
тельный ответ. В частности, единственность изображения уста
навливается следующей теоремой, которую мы приведем без дока
зательства:

Т е о р е м а  е д и н с т в е н н о с т и .  Если две непрерывные функ
ции ср( )̂ и ф(<) имеют одно и то же L-изображение F (р), то 
эти функции тождественно равны.

Эта теорема во всем дальнейшем играет очень важную роль. 
Действительно, если при решении практической задачи мы ка
ким-то образом определили изображение искомой функции, а потом 
по изображению нашли начальную функцию, то на основании 
сформулированной теоремы мы заключаем, что найденная функция 
есть решение поставленной задачи, и других решений не существует.

§ 2. Изображение функций о0(/), sinf, cosf

I. Функция f(t),  определенная так:

называется единичной функцией Хевисайда и обозначается через 
o0(t). График этой функции изображен на рис. 397. Найдем 
L-изображение функции Хевисайда:

*) При вычислении интеграла \ е~Р* dt можно было бы его представить

как сумму интегралов от действительных функций; мы получили бы тот же 
результат. Это замечание относится и к последующим двум интегралам.

/ ( / ) = 1  при t ^ O ,
f(t) = 0 при t <  0,

+ 00

')•

о
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Итак
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иЛи, точнее,

1«+±р (8)

р некоторых руководствах по операционному исчислению изо
бражением функции f(t) называют выражение

F*{P) =  P S e~Ptf(t )dt .
1 crjtj

/7 rt
При таком определении будем иметь о0 (t)*~ 1, рис зд7

а следовательно, С *~С , точнее, Ca0(t)*-rC.
II. Пусть f(t) = sint\ тогда

. . , (* (— p s ln f  — cos 0L{sin^}= \ е -Pf sin td t —----- - у  --------- -
о

Итак, *

1+ 00

о ~  Р2+ 1

sin t* ~

III.  Пусть f(t) = cost; тогда

1
P a + l *

(9)

------------

+ оо р
о ~ У + Т '

Итак,
C O S / ^ - ^ y . ( 10)

§ 3. Изображение функции с измененным масштабом 
независимой переменной. Изображение функций sin at,  cos at

Рассмотрим изображение функции /  (at), где a >  0:
+  со

L {/(a /)}=  J e~Pif(at)dt.  
о

Сделаем замену переменной в последнем интеграле, полагая 
z ~at \  следовательно, dz — adi\ тогда получаем

<» р
L { f m ~ ± \ * ~ z f(z)dz,
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*«*

или

то

Таким образом, если
F(P)++f(t),

( П )

П р и м е р  1. Из формулы (9) на основании (11) непосредственно полу.

sin at ч-А I 1
' a ( p Y

или

sin at <-L-

+  1

• p* +  u* ■

П р и м е р  2. Из формулы (10) на основании формулы (11) получаем

( 12)

cos at 1
■а г р- „ \ о »

( т ) + ‘
ИЛИ

cos at ■ р2+ а а (13)

§ 4. Свойство линейности изображения

Т е о р е м а .  Изображение суммы нескольких функций, умно
женных на постоянные, равняется сумме изображений этих функ
ций, умноженных на соответствующие постоянные, т. е. если

/ ( 0 = 2  с , м о  (14)1=1
(С-— постоянные) и

F  (р)~г+ f (0. F i ( p ) ^ f i ( t ) ,
то

F(P) =  2  C,F,{p).  (147
i = i

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Умножая все члены равенства (14) на 
е~е* и интегрируя по ( в пределах от 0 до -f со (вынося множи* 
телн С,-за знак интеграла), получаем равенство (14').

П р и м е р  1. Найти изображение функции
t  (t) =  3 sin 4t — 2 cos 5t.
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р е ш е н и е .  На основании формул (12), (13) и (14') получаем
4 _ р _  12 2 р

3 р2+ 1 6  “ р2-J-25 р2+ 1 6  ра +  2 5 '

П р и м е р  2. Найти начальную функцию, изображение которой выра
з и т с я  формулой

F(P)- 20 р
Рг +  4

Р е ш е н и е .  Представим F (р) так:
5 2

F (Р) =  -

Р2 +  9'

-20-2 /j2- f 2 2 T “ р2-)-За'
Следовательно, на основании формул (12), (13) и (14') получаем

/ ( 0 = 4  sin 2( +  20 cos 3/.

Из теоремы единственности в § 1 следует, что это единственная начальная 
функция, соответствующая данной F (р).

§ 5. Теорема смещения
Т е о р е м а .  Если F (р) есть изображение функции /( /) ,  то 

F (р +  а) есть изображение функции e~a‘f(t), т. е.
если F (p)-j-* /  (0. F (р+а) ~-+е а' /  (/). (15)

(Здесь предполагаете^, что Re(p +  a ) >  s0.) 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Найдем изображение функции e ~ a i f ( t ) :

оо со

L {e~atf  (/)} =  J e-pt~atf  (0 «И =  J < /  (/) dt. 
о о

Таким образом,
(/)} =  / ’(/? + а).

Доказанная теорема позволяет значительно расширить класс 
изображений, для которых легко находятся начальные функции.

§6. Изображение функций e~at, sh at,  ch at, e~at sin at, e~at cosat
Из формулы (8) на основании формул (15) непосредственно

следует

Аналогично
! егЛ*. р+а ■ (16)

1 ^ e at.р — а  • Об')

Вычитая из членов соотношения (16') соответствующие члены 
соотношения (16) и деля результаты вычитания на два, получаем

1  ( __________L (еаI e-cit\
2 \ р - а  p.+ a j  • h
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или (записывая а вместо а)

О2—  С • sh at.

Аналогично, путем сложения (16) и (16') получаем

■chat.о2— а 2 •

Из формулы (12) на основании формул (15) следует

-+-e~at sin at.(р +  а )2 +  а2

Из формулы (13) на основании формул (15) следует
р + а

(Р+а)2+ “2 - + - е -а<  COS a t .

(17)

(18)

(19)

(20)

П р и м е р  1. Найти начальную функцию, изображение которой задается 
формулой

7
г  (p)=7 2T W + 4 T ‘

Р е ш е н и е .  Преобразуем F (р) к виду выражения, стоящего в левой 
части соотношения (19):

Итак,

р 2 +  1 0 р + 4 1  (р  +  5)2 +  16 4  (р  +  5 )2+ 4 « -

Г(Р)=±4 (Р +  5)2 +  4 2 *

Следовательно, на основании формулы (19) будем иметь

F (р) +► sin At.

П р и м е р  2. Найти начальную функцию, изображение которой задается 
формулой

р  , \ _  Р+3
F р2+ 2 р  + 10 ’

Р е ш е н и е .  Произведем преобразование функции F (р):
Р +  3 (р + 1 )+ 2  р +  1 2

р2+ 2 р + 1 0  ( р + 1 ) 2 +  9 (р +  ))2 +  32" 1 '(р + 1 )2+ 3 2
р + 1  . 2 3

(Р +  1)2 +  32 ~  3 (р + 1)2+ 3 2

на основании формул (19) и (20) находим начальную функцию;

F <р)+-*-е-< cos 3(+-^-<?“ * sin 31.
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§ 7. Дифференцирование изображения

Те оре ма .  Если F (p) -^ f ( t ) ,  то

l - ' r f c F W  +  WV) -  (21)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем сначала, что если / (t) удовле
творяет условию (1), то интеграл

+  со

S e-r*(—t)nf ( 0 d t  (22)
о

существует.
По условию | /  (t) | <  Mes<f, p = a +  ib, а >  s0; при этом а >  0, 

s0 >  0. Очевидно, что найдется такое е >  0, что будет выполняться 
неравенство a > s 0 +  e. Так же, как и в § 1, доказывается, что 
существует интеграл

+ СО
5 е~(а~е) *\f (t)\dt. 
о

Оценим, далее, интеграл (22):
+  00 + 00

5 \e-PHnf ( t ) \d t=  5 \e-v-*'<e-e‘tnf( t) \d t. 
о о #

Так как функция е~еЧп ограничена и по абсолютной величине 
меньше некоторого числа N при любом значении / >  0, то можно
написать
+ со +00  +00

S \e-p*tnf(t)\d t< N  5 \er4>-o tf(t)[d t = N  J e ~ ^ u \f (t)\dt <  +oo. 
0 0 0

Таким образом, доказано, что интеграл (22) существует. Но этот 
интеграл можно рассматривать как производную n-го порядка по 
параметру *) р от интеграла

+  оо

\  e~P*f(t) dt. 
о

Итак, из формулы
+  со

F ( p ) = l  e-P'f(t)dt 
о

*) Мы ранее установили формулу дифференцирования определенного инте- 
гРала по действительному параметру (см. § 10 гл. XI т. I). Здесь параметр 

комплексное число, но формула дифференцирования остается справедливой.
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получаем формулу
+ 00

j  e~pt (— i ) n f  (t) dt — J  e~ptf  (() dt.
о 0

Из этих двух неравенств получаем
+ 00

W - 3 j f i F (P)= I e- pttnfV),
Я

т. е. формулу (21).
Используем формулу (22) для нахождения изображения сто 

пенной функции. Напишем формулу (8):

Р •
1.

Из этой формулы на основании формулы (21) получаем

или

Аналогично

При любом п получаем

Р%

A r ^ t \рз .

П ' • in„« + i T +t • (2 3 )

*г м
П р и м е р  I. Из формулы (см. (12)) Ц е~Р{ sin at dt путем диф

ференцирования левой и правой частей по параметру р получаем
2 ра

(Р2+ «2)2 -2-*-t sin at. (24)

П р и м е р  2. Из формулы (13) на основании формулы (21) получаем
„2 г.2

■ i cos at.(P2+ e 2)2 ■
(25)

П р и м е р  3. Из формулы (16) на основании формулы (21) получаем
1

(Р+а)2 -L-*- te- a t (2 б)
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§ 8. Изображение производных

Теорема.  Если F (р) -f-*- f  (/), то
pF ( р ) - / ( 0 ) ^ > / '( 0 -  (27)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На основании определения изображения 
можем написать

+ 00
L { / ' ( / ) )= S e-r'f '{t)dt.  (28)

о
Будем предполагать, что все производные / ' (t), f"(t), ., / <"1 (/),
которые нам встретятся, удовлетворяют условию (1) и, следова
тельно, интеграл (28) и аналогичные интегралы для последующих 
производных существуют. Вычисляя по частям интеграл, стоящий 
в правой части равенства (28), найдем

+ оо
Ч П 0 }  =  $ е~р* Г ( 0

о I о +  Р
+ СО

J e~'P'f (t)dt.
о

Но по условию (1)

а

Поэтому

lim е~Р* (0 =  0,
/-*30

+ »

J e~P'f(t) dt = F (р).

L{r ( t ) \  =  - f ( 0 )  +  pF(p).
Теорема доказана. Рассмотрим далее изображение производных 
любого порядка. Подставляя в формулу (27) вместо F (р) выра
жение pF (р)—/(0), а вместо /(/)  — выражение / '( /) ,  получим

p [p F ( p )-fm -r  (О )ч г(о .
или, раскрывая скобки,

p ' F ( p ) - p f W ) - f ' ( 0 ) - ^ r { f ) -  (20)
Изображение для производной л -ro порядка будет
PnF {р) - [рп~Н (0)+Р"~Г  (0)+ • • • +рГп~2) ( 0 ) + (0)] Ч  Ч  (0-

(30)
З а м е ч а н и е .  Формулы (27), (29), (30) упрощаются, если 

f (0) =  / ' (0) =  . . .  = f {n~l) (0) =  0. В этом случае получаем
F ( p ) ^ f ( t ) ,  

pF iP)-г* Г (0.

PnF(p) -r*fln)(t).
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§ 9. Таблица некоторых изображений

Для удобства пользования полученными изображениями псь 
местам их в одну таблицу.

Таблица  I

Номер 
по пор. Р ( Р )  =  ° ~ М  f t W . d t f(t)

1

2

3

4

5

6

7

8 

&

10

11/
12

13

14

15

Р
а

р24*а2
Р

р2+ п 2
1

р +  а  
а

с2 —а2

р ‘ —а 2 
а

(р +  а )2 +  а2'

(р+а)2+ а 2
п\

2 ра
(Р2+ а2)*
р2— а2 

(р2+ а 2)2

(р -fee)2 
I

(р » + а 2)2
, «[1
dp '1

F i  (Р) F 2 (Р > -

1

sin а/ 

cos а/

в~«*

sh а /  

ch а /

е -а / sin а/ 

e-ai Cos a t 

V*

t  sin a t  

tfcos a t

te - a t

—  (stti a t— 0 /  cos at)

tn f  ( 0

t

^ f i  (t) / 2 ( /— T)dx

1.

П р и м е ч а н и е .  Формулы 13 и 15 этой таблицы будут выведены позднее.
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З а м е ч а н и е .  Если за изображение функции / (t) мы возьмем
+  со

F* (р) = Р $ e~Pff(t) dt, 
о

то в формулах 1—13 таблицы выражения, стоящие в первом 
столбце, следует умножить на р. Формулы же 14 и 15 изменятся 
значительнее. Так как F* (р) = pF (р), то, подставляя в левой
части формулы 14 вместо F (р) выражение — и умножая на р,
получим

14'.

Подставляя в левой части формулы 15

f A p) . Fi (Р)
f A p)

. F 2 (р)
р z ' р

и умножая это произведение на р, получим
t

15'. j F : ( p ) F : ( p ) - r  § h W f A t - t ) d x .

§ 10. Вспомогательное уравнение 
для данного дифференциального уравнения

Пусть мы имеем линейное дифференциальное уравнение п - го 
порядка с постоянными коэффициентами а0, alt . . . ,  ап_ъ ап:

dnx ■, dn ~1x . „ dx . , , ч ц ,,, /о 1\
а° ~dt* 0/1 dF=i +  • * * +  Ж  + а "х W =  f  W- (31)

Требуется найти решение этого уравнения x = x ( t )  при t ^ 0, 
удовлетворяющее начальным условиям:

x(0) =  #0, а:'(0) =  а;̂ , х<’а~1),(0) =  х<0п~1>. (32)
Поставленную задачу ранее мы решали так: находили общее 
решение уравнения (31), «содержащее п произвольных постоянных; 
потом постоянные определяли так, чтобы удовлетворялись началь
ные условия (32).

Здесь мы изложим более простой метод решения этой задачи— 
метод операционного исчисления. Будем находить L-изображение 
решения x(t) уравнения (31), удовлетворяющего условиям (32). 
Это L-изображение обозначим через х (р)\ таким образом, х (р) -V

Предположим, что существуют изображения решения уравне
ния (31) и его производных до порядка п (после разыскания 
решения мы можем проверить «.справедливость этого предположе-
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ния). Умножим все члены равенства (31) на где p — a +  ib
и проинтегрируем но t в пределах от 0 до + оо

« . . j  e~ptw r d t + a' ]  e~pti n ^ d t + . . . + a „ ^  e-r'x(t)dt=*  1
О о о

+  сс

=  S e~P.1f  (t) dt. (33)
о

В левой части равенства стоят /.-изображения функции х ( / )иее  
производных, справа L-изображение функции /(/),  которое обозна
чим через F (р). Следовательно, равенство (33) можно переписать 
так:

{-ЧГг} + а ^  { 5 ^ }  +  • • • + a»L {*(0} =  ^ {/ (0}.

Подставляя в это равенство вместо изображений функции и ее 
производных выражения (27), (29), (30), получаем
о« {Р" х (р) — (р^-'хо +  рп~ X  +  рп~3х; +  . . .  +  4 п- 1>)} +

+  а1 {р'‘- 1х(р)— (р"-2х0 + рг‘- 3х'0 +  . . .  + 4 " - 2))} +

+  ап- 1 {рх (р)—х0) +  апх (р) =  F (р). (34)
Уравнение (34) называется вспомогательным уравнением, или 
изображающим уравнением. В этом уравнении неизвестным яв
ляется изображение х(р), которое из него и определяется. Пре
образуем его, оставив в левой части члены, содержащие х(р): 
х (Р) (аирп + aJpn~1 + . . . + a ll_1p +  а„) =

=  аи (рп- гх„ +  р'1~%  +  . . .  Ц- * Г » ) +
+ а1(р“- 2хи + рп~3х'0 + . . .  +  .у‘"-2)) +

+  ап- 2 (px0 +  x'0) +  an_1x0 +  F (р). (34')
Коэффициент при х(р) в левой части равенства (34') есть много
член n-й степени от р, который получается, если в левую часть 
уравнения (31) вместо производных поставить соответствующие 
степени р. Обозначим его через <р„(р):

Ф„ (Р) =  а0рп +  о,/?""1 +  . .  • +  ап_,р +  ап. (35)
Правая часть уравнения (34') составляется следующим образом: 

коэффициент o„_i умножается на х0, 
коэффициент о„_2 умножается на рхп +  х’0,

коэффициент flj умножается на р"-2х0 +  /;"_ 3 +  . . .  +  
коэффициент а0 умножается на /?'г-1х0 +  р"т2л ^ + . . .  +  4 П_1>.
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рее эти произведения складываются. Прибавляется еще изобра
жение правой части дифференциального уравнения F(p). Все 
члены правой части равенства (34'), кроме F (/?), после приве
дения подобных членов образуют многочлен от р степени п — 1 
с известными коэффициентами. Обозначим его через iJ>„_i(/>)- Та
ким образом, уравнение (34') можно переписать так:

х(р) ф п (р) =Ф „-1 (P) +  F(p).
Из этого уравнения и определяем х(р):

. (р) , F (п)х(р).
Ф«(Р) Ч п(р)"

(36)

Такое определенное х (р) есть изображение решения х (1) урав
нения (31), удовлетворяющего начальным условиям (32). Если 
теперь мы найдем функцию x*(t), изображение которой—функ
ция х(р), определенная равенством (36), то на основании теоремы 
единственности, сформулированной в § 1, будет следовать, что 
г* (0 есть решение уравнения (31), удовлетворяющее условиям 
(32), т. е.

х* (t) = x(t).

Если мы будем находить решение уравнения (31) при нуле
вых начальных условиях: ха =  х'0 — х"й =  . . . =  х(0п~и =  0, то в ра
венстве (36) будет Ф„_1 (р) = 0  ч оно примет вид

F (Р)х (р) -■

или
х(р)

ф п(Р)  ’

П/>)
• +°пo<,Pn + aiP,‘- 1+ ■

П р и м е р  1. Найти решение уравнения
dx . .
ЧГ+Х~ 1’

удовлетворяющее начальному условию: х = 0  при 1 =  0.
Р е ш е н и е .  Обставляем вспомогательное уравнение х (р) (/>+1) = 0 -f - -

(36')

или х (р) -
( р + 1) р I Г

. Разлагая стоящую справа дробь на элементарные, полу- 

. Пользуясь формулами 1 и 4 таблицы 1, находимчим х ( р ) = -----------г  .
Р Р - Н  

решение: x ( t )  =  1—е~
П р и м е р  2. Найти решение уравнения

d’̂x
1йт+9х = 1’

удовлетворяющее начальным условиям х0= а:о =  0 при 1 =  0.



414 ОПЕРАЦИОННОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ [ГЛ. XI*

Р е ш е н и е .  Напишем вспомогательное уравнение (34'): х  (р) (p2~\-Q)~. 1 *
-  1 "р *

или х  (р) — р • Разлагая эту дробь на элементарные, получим 7 ( р) Ц
Р /9  | У9

Ра+ 9 На основании формул 1 и 3 таблицы 1 находим решение:

ж <0=—§-eos3<+ 19 '

П р и м е р  3. Найти решение уравнения

■£г+*тяг+*=‘'
удовлетворяющее начальным условиям х0 =  хо =  0 при / = 0 .  

Р е ш е н и е .  Напишем вспомогательное уравнение (34'):

или
х(р )  =

х ( р ) ( р * + З р + 2 ) = ^ ,

Р* (P2+ 3 p - f 2 )  P2 ( p - f l ) ( p + 2 ) ’

Разлагая эту дробь на элементарные дроби методом неопределенных Коэффи
циентов, получим

, _ М __ _3 J _ ___1______ 1_
Х(Р> 2  р*  4 р +  • 4 (р +  2) *

По формулам 9, 1 и 4 таблицы 1 находим решение:

х ( 0 = 4  ^ т + е~‘- т е- м*
П р и м е р  4. Найти решение уравнения 

d2x  , „  d x

d*2 2 - ^ + 5 х  =  з т  t,

удовлетворяющее начальным условиям х0 =  1, Хо =  2 при / =  0, 
Р е ш е н и е .  Пишем вспомогательное уравнение (34'):

х(р)  (p2+ 2 p  +  5 ) = p . l + 2 + 2 . 1  +  Z.{sinf},
или

x(p)(P2+ 2 p + 5 )  =  p + 4 + - ^ q - y  ,

откуда находим х  (р): 

7 (р) = р +  4 1
р2+ 2 р  +  5 ^  (р2 +  1) (р2 +  2р +  5) ’

Разлагая последнюю дробь правой части на элементарные, можно написать

11 , ,
Тор+4

1 I 1 
10 *

х ( Р ) - р 2 +  2р +  5 +  р2+ 1
или

. 11 р +  1 , 2 9  2 1 р , 1 1
* W —10 * (р+1)*+2* ’ 10 2 ’ ( p - f - l ) * + 2 *  ‘10* pa-J-1 ‘ "В" ра+1 *
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SЧ i

j ia основании формул 8, 7, 3 и 2 таблицы 1 получаем решение: 
11 , , 29 , . 1 . . 1
10e~1tos 2^+20 e~*sla 2* —To cos *̂ TTsln

10>* окончательно

x( t)  =  e - t  ( j^ c o s  2/ +  |^ s in  2 ^  — ̂ c o s  sin t.

§ 11, Теорема разложения

Из формулы (36) предыдущего параграфа следует, что изобра
жение решения линейного дифференциального уравнения состоит 
из двух членов: первый член есть правильная рациональная дробь 
от р, второй член—дробь, числителем которой является изобра
жение правой части уравнения F(p), а знаменатель—многочлен 
срп(р). Если F (р) — рациональная дробь, то второй член будет 
рациональной дробью. Таким образом, нужно уметь находить 
начальную функцию, изображением которой является правиль
ная рациональная дробь. Этим вопросом мы и займемся в на
стоящем параграфе. Пусть L-изображение некоторой функции есть 
правильная рациональная дробь от р:

Фп-1 (р)
Фл(Р) *

Требуется найти начальную функцию (оригинал). В § 7 гл. X т. I 
было показано, что всякую правильную рациональную дробь 
можно представить в виде суммы элементарных дробей четырех
видов:

I.

II.

III.

р — а 1

(р — а)к ' 
А р + В

а\
P2+ « iP+«2

—а2 <  0,

IV. ~(р1 ^ ~ р Ва )* * где ^=^2, корни знаменателя комплексные.
Найдем начальные функции для выписанных элементарных 

дробей. Для дроби I вида на основании формулы 4 таблицы 1 
получаем

j -——: -V Aeat.(р— а) ■

Для дроби II вида на основании формул 9 и 4 таблицы 1 по
лучаем

А • л 1 eat. (37)
(р — о)А (*—1)1
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Рассмотрим теперь дробь III  вида. Произведем тождественные
преобразования:

А р + В
P*+aiP+a2

А р + В А (/>+-у) + to 1 4
?

( р+ т )  + 1[ / - - С

1I,"—
.

— А
Р + «1

+

+  ( в - Aoi

{ р + т )  + ( Y а * ~  т )  :

Обозначая здесь первое и второе слагаемые через М и N соот
ветственно, получим на основании формул 8 и 7 таблицы 1

М +  Ае 2 'c o s (*  Y а2 — т ) >

( в
А о ^ 1 ... 1 р - т т Ч . - п Л ]

\ ^ )
1 ----------- (. -HJ 1 1 f

Л /  „ ci 4

Таким образом, окончательно 

Ар +  В ^
Р*+Л1Р+а2 •

Га 1
Л c o s ^ .V ^ аа — х ) '

В — Adi

У \ -
at

-s\n(t У

J
(38)

Рассматривать случай элементарной дроби IV вида мы здесь 
не будем, так как это сопряжено с большими вычислениями. Для 
некоторых частных случаев мы этот вопрос рассмотрим ниже. 
В случае необходимости читатель может обратиться к одному из 
указанных в начале главы курсов.
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§ 12. Примеры решения дифференциальных уравнений 
и систем дифференциальных уравнений операционным методом

П р и м е р  1. Найти решение уравнения
d2х . , • „- ^ a - + 4 * = s in  Зх,

удовлетворяющее начальным условиям *0 =  0, хо =  0 при / =  0.
Р е ш е н и е .  Составляем вспомогательное уравнение (34'):

* (р )(р 2 +  4 ) = = ^ р д .

или

х ( р ) = -

£
5

3̂
5 1

-р2 4-9 г р2 + 4 ' 

откуда получается решение

5 ра+ 9  ‘ 10 р 2 +  4 9

х ( / ) = - ^  sin 2 /—-̂ -sin 3/.

П р и м е р  2. Найти решение уравнения
(Рх
dt* - х = 0 ,

удовлетворяющее начальным условиям х0 =  1, хо =  3, Хо =  8 при t  — 0. 
Р е ш е н и е .  Составляем вспомогательное уравнение (34'):

находим

*(/>) =

* ( Ж Р 3 +  )) =  Рг - 1 + Р - 3 + 8 ,  

р2 +  З р + 8  р2 +  З р + 8
/Я +  1 ( Р + 1 ) ( р 2- Р + 1 )

и разлагаем полученную рациональную дробь на элементарные: 
Р2+Зр+8 2 — р+6

( Р + 1 )  (Р2—Р + 1 )  Р +  1 + Р*— Р +  1

Р — ■
1 V  3

=  2 . П
Р +  1 (»-4 )‘+(/|)* °  (-+)+(W

тт* ¥ • }

Пользуясь таблицей 1, пишем решение

х</) =  2 е - « + е 2 / ( — СОй' 1 Г ' < 

П р и м е р  3. Найти решение уравнения
d*x

I F -x  =  t cos 2/,

удовлетворяющее, начальным условиям х =  0, хо =  0 при / =  0. 
Р е ш е н и е .  Пишем вспомогательное уравнение (34'):

‘* < р ) ( р * + 1 ) = ; ^ р 4 ^ < ^ Т 4 Г * ’

14 н. С. Писнунов, т. 2
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откуда после некоторых преобразований получим

5 1 , 5  1 , 8х(р)=- 9 ра +  1 1 9 ра + 4  1 3 (ра+ 4 )а ‘

Следовательно,

х  (0 =  —-|-sin sin 2 /+ у  ^  sin 2t—t cos 2t j

Очевидно, что операционным методом можно решать и системы линейных 
дифференциальных уравнений. Покажем это на примере.

П р и м е р  4. Найти решение системы уравнений

„ dx dy , dx , . du , „
Зч г + 2х+-ж=л’ йГ+4Ж + 3*=°-

удовлетворяющее начальным условиям х  — 0, у — 0 при f =  0.
Р е ш е н и е .  Обозначим x(t)-ir x(p) ,  у  (t) у  (р) и напишем систему 

вспомогательных уравнений

(Зр +  2 )7 (р )+ р у (р )  = - i  , Р*(р) +  (4р +  3)у(р) =  0.

Решая эту систему, находим

7(Р) =

у (р) —

системы,

4 p + 3 1 1 33
p (p + 1 )  ( l l p +  6) 2 Р 5 (P + 1 ) Ю ( П р + 6 ) '

1 1 (  1 П л
( l l p +  6) (p + 1 ) 5 1 P + 1 1 1 р + е ;  •

[ находим начальные функции, т. е. искомые решения

6
1 1 , 3 “ ГГ
2 5 10 е

t
9 » ® - т ( Г - П

Аналогично решаются и линейные системы высших порядков.

§ 13. Теорема свертывания

При решении дифференциальных уравнений операционным 
методом бывает полезна следующая

Т е о р е м а  с в е р т ы в а н и я .  Если F1(p) и F2(p) суть изо
бражения функций fi(t) и /2((), т. е. (р) -+  (t) и F2(p) —V
—у / 2 ((), то Fi(p)F2(p) есть изображение функции

t
S f i  СО h  V  ~  т) d x,

m. e.

F t  (P) F 2 ip) +  S /1 СО f 2 (t - 1 ) dx. (39)
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Найдем изображение функции
t
S /1  (x)f2( t - x ) d x ,  
о

исходя из определения изображения:
I t  \  +оо /

М  S / i W / , ( < - T ) d T  [ =  5 е-Р* \ f i { x ) f 2{ t - x ) d x  dt.
{ о J o  L о

Стоящий справа интеграл есть двукратный интеграл, который 
берется по области, ограниченной прямыми т =  0, т =  t (рис. 398). 
Изменим порядок интегрирования в этом инте
грале, тогда получим

l  \ S /i(T )/a(* -x )dT

f i ( e ~ P tfi ( t - x ) d t

к Ш
W m

dt. Рис, 398,

Произведя замену переменной t — x — z во внутреннем интеграле,
получим
+ 00 + 00 + 00
$ e~ptft (t — т) dt= J e~p(z+t) /2(z)d2=e-pT5 e~Pzf2(z)dz=e~PzF2(p).
T 0 0

Следовательно,
/  £ Л +  00 +  со

L n / i ( ' r) / 2 ^ - T) dT|  =  S h ^ ) e ~ pxF2{p)dx-=F2{p)\ e - P ' f ^ d x -

=  F,(p)Fi(p).
Итак,

U i W f t V - ^ d x  +  F iW FAp).

Это есть формула 15 таблицы 1.
t

З а м е ч а н и е  1. Выражение J f t (т) / 2 (t — т) dx называется
о

сверткой (складкой) двух функций /у (t) и /2 (t). Операция полу
чения свертки называется свертыванием двух функций, при этом

t t
$ /1 (т) /2 ( t - x )d%=  $ ft (t -  х) / 2 (т) dr.

14*
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мены переменной t —x —z в правом интеграле. 
П р и м е р .  Найти решение уравнения

удовлетворяющее начальным условиям дг0=*о =  0 при t =  0 . 
Р е ш е н и е .  Пишем вспомогательное уравнение (34'):

7( p ) (p*+ \ )  =  F 0»),

A-sin< и F (р) -V /  (0- Применяя формулу свертывания (39), обозначив

З а м е ч а н и е  2. На основании теоремы свертывания легко 
находится изображение интеграла от данной функции, если изве
стно изображение этой'функции; а именно, если F(p)-?f ( t ) ,  то

Подставляя эти функции в формулу (39), получим формулу (41).

§ 14. Дифференциальные уравнения механических колебаний  ̂
Дифференциальные уравнения теории электрических цепей

Из механики известно, что колебания материальной точки 
массы т описываются уравнением *)

здесь х — отклонение точки от некоторого положения, k — жест
кость упругой системы, например пружины (рессоры), сила сопро
тивления движению пропорциональна (с коэффициентом пропор-

*) См., например,- гл. XIII, § 26, где такое уравнение получено при рас
смотрении колебания груза на рессоре.

(40)
о

(41)
о

Действительно, если мы обозначим

L(t) = fV) ,  то Fl (p) = F(p), F2(p) = j .

d2x , X dx , к _  1 f ... 
dt* *” m dt ' m X ~  m ' (42)



* ) 3 J
Р ЕШ ЕН И Е  ДИ ФФ ЕРЕН Ц И А ЛЬН О ГО  У РА В Н ЕН И Я  КОЛЕБАН ИИ 421

ипональности Я) первой степени скорости, / , ( / )  — внешняя, или
возмущающая, сила.

Решением уравнения типа (42) описываются малые колебания 
и других механических систем с одной степенью свободы, напри
мер крутильные колебания маховика на уп
ругом валу, если х—угол поворота махови
ка, /и — момент инерции маховика, k — круг 
тильная жесткость вала, a tnfl (t)—-момент 
внешних сил относительно оси вращения.
Уравнения типа (42) описывают не только 
механические колебания, но и явления в 
электрических цепях.

Пусть имеем электрическую цепь, сос
тоящую из индуктивности L, сопротивления 
R и емкости С, к которой приложена э. д. с. Е (рис. 399). 
Обозначим через i ток в цепи, а через Q заряд конденсатора, 
тогда, как известно из электротехники, i и Q удовлетворяют сле
дующим уравнениям:

dQ
dt

Из уравнения (44) получаем
d*Q 
dt2 :

=  1.

(Н
d t {

(43)

(44)

(44')

Подставляя (44) и (44') в уравнение (43), получаем для Q урав
нение тира (42):

, d*Q
! 1! d t2 К т г + т И = £ - (45)

Дифференцируя обе части уравнения (43) и используя уравне
ние! (44), Нолучаем уравнение для определения тока i:

I I n  d i , 1 . dE
. dt2 dt ' C 1 ~~ dt ’

Уравнения (45) и (46) являются уравнениями типа (42).

(46)

§ 15. Решение дифференциального уравнения колебаний

Уравнение колебаний запишем в виде

Ipd ° l ~dt “  /  (*)• (47)

где; механический или физический смысл искбмой функции дг, 
коэффициентов ait а2 и функции f  (t) легко устанавливается
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сравнением этого уравнения с уравнениями (42), (45), (46). Най
дем решение уравнения (47), удовлетворяющее начальным усло
виям X — Х0, х'=Хо при t = 0.

Составим вспомогательное уравнение для уравнения (47):
х(р) (p2 +  a1p +  a2) = x0p +  x'0 +  a1x0 +  F (р), (48)

где F (р) — изображение функции f(t). Из равенства (48) находим
Г /  \ _  XoP +  Xq-F^X q F (р)

Р2+йцО+а2 ' Р2+а1р+а2' (49)

Итак, для решения Q(t) уравнения (45), удовлетворяющего 
начальным условиям Q =  Q0, Q' =  Q’0 при t =  0, изображение будет 
иметь вид ,

Q ( p )  =  ^  Q°)~b^Qo _j_______ F (р)

Lp2+ R p  +  ~  Lp2+ R p  +  ~

Характер решения существенно зависит от того, будут ли корни 
трехчлена р2 +  ахр - f  а2 комплексные, или действительные различ
ные, или действительные равные. Подробно рассмотрим случай,
когда корни трехчлена комплексные, т. е. когда —а2 <  0.
Остальные случаи рассматриваются аналогично.

Так как изображение суммы двух функций равно сумме их 
изображений, то на основании формулы (38) начальная функция 
для первой дроби, стоящей в правой части (49), будет иметь вид

*о/?Ч~ х0~\~а1х 0 _Д. 
p2 +  aiP +  a2

(50)

Найдем далее начальную функцию, соответствующую дроби
F (р)

P2+a\P-\-<*i'

Здесь воспользуемся теоремой свертывания, заметив, что

1
P2+aiP+a2 sin F(p)~T f  (0-
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Следовательно, по формуле (39) получаем

F  (Р)_____и 1 j
Р*+а1р+а2 ■ /  J

У а2 т О

, ,  , -Щ-Н-т) /(т)е 2 i n ^ ( f - T )  У a 2 - ^ d x .

(51)

Итак, из (49), учитывая (50) и (51), получаем:

д'(0 =

=  е 2 x0cos( t y f  “ ■ - 4
Xa+~2~

2ai

Y Z -

t

\ f(x)e 2

j /  e* ~ Г  

s i n ^ ( f - t )  y ^ ^ - A ^ d x .

1

J

+

(52)

Если внешняя сила /  (t) =  0, т. e. если мы имеем свободные 
механические или электрические колебания, то решение дается 
первым слагаемым правой части выражения (52). Если началь
ные условия равны нулю: хо — хго = 0, то решение дается вторым 
слагаемым правой части равенства (52). Рассмотрим эти случаи 
подробнее.

§ 16. Исследование свободных колебаний

Пусть уравнение (47) описывает свободные колебания, т. е.
/  (t) =  0. Введем для удобства написания формул обозначения 
а1 = 2п, a2 = k2, k{ = k2 — n2. Тогда уравнение (47) примет вид

(53) 1W  +  2n£  +  k2x = 0.

Решение этого уравнения хсв, удовлетворяющее начальным 
условиям х — х0, х' = х'0 при t =  0, дается формулой (50) или пер
вым слагаемым формулы (52):

хсв (0 =  е с0 cos k j  +  д'" |  sin kjt j  . (54)

Обозначим x0 = a, Xo~j~x°n. = b. Очевидно, при любых a hb  можно
подобрать такие М и б, что будет а = М sin б, b = М cos б, при 
этом M2 — a2 + b2, tg б = а/Ь. Формулу (54) перепишем так:

хсв =  e~nt [М cos k2t sin б +  М sin kxt cos б],
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или окончательно решение можно переписать так:
xce = yra2-\-b2e~',t sin (6^ + 6 ). (55)

Решение (55) соответствует затухающим колебаниям.
Если 2п =  =  0, т. е. если отсутствует внутреннее трение, то

решение будет иметь вид
хсп =  ]/"а2 +  b2 sin (kt +  б).

В этом случае имеют место гарионические колебания. (В гл. XIII,  
§ 27, на рис. 276 и 278 даны графики гармонических и затухай 
щпх колебаний.)

§ 17. Исследование механических и электрических колебаний 
в случае периодической внешней силы

При изучении упругих колебаний механических систем и осо
бенно при изучении электрических колебаний приходится рас
сматривать различные виды внешней силы /  (t). Рассмбтрйм под
робно случай периодической внешней силы. Пусть уравнение (47) 
имеет вид

+  2п ^  +  1г2х  =  A sin (at. (56)

Для выяснения характера движения достаточно рассмотреть слу
чай, когда х0 —  Хд =  0. Можно было бы получить решение урав
нения по формуле (52), но здесь с методической точки зрения 
удобнее получить решение, проделав все промежуточные вычис
ления. ' ■' -• 1 .

Напишем изображающее уравнение

x(p)(p2 +  2np +  k2) ^ A -  wрг+ м**
откуда получаем

*(/>)•=■
Аи>

[p2-jr2np +  k-) (р3 +  ю2) * (57)

Рассмотрим случай, когда 2п =А=0 (п2 < 6 2). Стоящую справа 
дробь разлагаем на элементарные дроби:

________Аса_________ Дгр+В . Cp-fD
(р2 +  2пр  +  /г2) (р - +  ы"-) р2 +  2пр + К *

(58)Ра-р10® ’ ' ;:
Постоянные N, В, С, D определяем методом неопределенных 
коэффициентов. Пользуясь формулой (38), из (57) найдем началь
ную функцию

* W =  (fe2- (0y+4A 2co2{(fe8~ c°2) sinto/ ~  2ш  cos +

£(2пг — k2 +■(!)*) ■|p£in£1f + 2л© cos j j ; (59)
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здесь снова k ^ V ^ — пг. Это и есть решение уравнения (56), 
удовлетворяющее начальным услобням: л.0 —*о =  0 при < =  0.

Рассмотрим частный случай, когда 2п — 0. Это соответствует 
тому, что в механической, например, системе нет внутреннего 
сопротивления, нет амортизатора. В случае электрического кон
тура это соответствует тому, что R — 0, т. е. отсутствует внут
реннее сопротивление цепи. Уравнение (56) в этом случае прини
мает вид

4- кгх =  A sin сot, (60)

а решение этого уравнения, удовлетворяющее условиям 
= 0  при < =  0, получится, если в фор
муле (59) положить п — 0:

* (0 =  (fe8_  ̂  k[— sin k t  +  k  sinco t ] .  (61)

Здесь имеем сумму двух гармонических 
колебаний: собственных с частотой к,

хй (t) =
k 2— (О2 k

sin kt,

и вынужденных с частотой о, 
А

*в (0 Л2 — о.2TiSincoL

Д ля  случая, когда &^>(о, характер колебаний изображен на 
рис. 400. . I

Вернемся снова к формуле (59). Если 2п >  0, что и имеет 
место в рассмотренных механических и электрических системах,
то член, содержащий множитель е~т, представляющий затухаю
щие собственные колебания, при t возрастающем быстро убывает. 
При достаточно большом t характер колебаний будет определяться 
членом, не содержащим множителя e~nt, т. е. членом

Х (0 =  (fei-my +  4nW — “ ') sin -  2,1(0 COS to/}. (62)

Введем обозначения

А (к*— со2) 
(/г2—W2)2 4  4«2ш2 = М cos 6, (fe2 — о2) = М S” *. (“ )

М —
у  (к -— со2)2 4  4Д-ОГ *

где
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Решение (62) можно переписать так:
Аx(i)--

к2
sin ((о/ +  б).

—4/г2
А 4

Из формулы (64) следуем, что частота k вынужденных колебаний! 
не совпадает с частотой а внешней силы. Если внутреннее сопро- 
тивление, характеризующееся числом п, мало, а частота со близкаЩ 
к частоте k, то амплитуда колебаний может быть сделана как 
угодно большой, так как знаменатель может быть как угодно 
малым. При п =  0, со2 =  &2 решение не выражается формулой (64)я

§ 18. Решение уравнения колебаний в случае резонанса

Рассмотрим частный случай, когда а1 — 2п — 0, т. е. когда' 
сопротивление отсутствует, а частота внешней силы совпадает 
с частотой собственных колебаний k =  ю. В этом случае уравне
ние имеет вид

^^■-\-k2x — A sin kt. (65)

Будем искать решение этого уравнения, удовлетворяющее началь
ным условиям х0 = 0, х'д — 0 при / =  0. Вспомогательное уравнение 
будет

x(p)(p* +  k*) = A- k
откуда

> 2  +  А 2 «

х(р) = - Ak
(р2+А2)2 ‘

Мы получили правильную рациональную дробь IV вида, которую 
в общем виде мы не рассматривали. Чтобы найти начальную 
функцию для изображения (66), воспользуемся следующим при
емом. Напишем тождество (формула 2 таблицы 1)

• =  J  e~pt sin kt dt.
о .

p2+ k 2

Продифференцируем *) обе части этого равенства по k:
со

1 2/е2
I2)2 ~  _

о

(67)

р2+/£2 ~  I е p,tcosktdt.
о

Пользуясь тождеством (67), это равенство можно переписать так:
2 А 2

(р2+А2)2 t cos k t - —j-sin ktk ]dt .

*) Интеграл, стоящий справа, можно представить в виде суммы двух интег
ралов действительной переменной, каждый из которых зависит от параметра к.



§ 19] ТЕОРЕМА ЗАПАЗДЫВАНИЯ 427

Отсюда непосредственно следует
Ak

О 2-4-fe2)2 • 2k \ k sin k t— t cos kt j

(из этой формулы получается формула 13 таблицы 1). Итак, иско
мое решение уравнения (65) будет

(68)x(t) ( у  sin^( — ( cos&(

Изучим второе слагаемое этого решения

х 2 (О =  — t cos kt] (68')

при увеличении t эта величина не является ограниченной. Ампли
туда колебаний, соответствующих формуле (68'), неограниченно 
возрастает при неограниченном возрастании t. Следовательно, и 
амплитуда колебаний, соответствующих формуле (68), неограни
ченно возрастает. Это явление, имеющее место при совпадении 
частоты собственных колебаний с частотой внешней силы, назы
вается резонансом (см. также гл. XIII,  § 28, рис. 280).

§ 19. Теорема запаздывания

Пусть функция f(t) при ( <  0 тождественно равна нулю 
(рис. 401, а). Тогда функция / ( ( — 10) будет тождественно равна 
нулю при ( <  t0 (рис. 401,6).

Докажем следующую теорему запаздывания:
Т е о р е м а .  Если F (р) есть изображение функции /((),  то 

e~pt°F (р) есть изображение функции f( t  — 10), т. е. если f  {t)*-r 
*±F(p),  то

f { t - Q ^ e - p ‘°F{p). (69)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению изображения имеем
00 to ®

Ч  /  ( * ~ /„)} =  J e-P'f i t - U )  d t  =  S e - # f  i t - 10) dt +  J e-ptf (t - 10)dt. 
0 0 <0
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Первый интеграл, стоящий в правой части равенства, равен нулю,* 
так как / ( / — 10) = 0 при t < t 0. В последнем интеграле сделаем ' 

замену переменной, полагая t — t0— z :
• i> crjt-b)

£ h ’£

L { f X t - t a) } = \ e - P ^ 'J f ( z ) d z = *

Рнс. 402. =e-pfo 5 e~Pzf  (2) dz =  e~P1»F (p).
о

Таким образом, f  (t— e~ri<>F (p).
П р и м е р .  В § 2  было установлено для единичной функции Хевисайда,

что а0 (#)«-7---- . На основании доказанной теоремы следует, что для функции
Р

a0 ( t— li), изображенной на рис. 402, L-изображением будет — e~Pfl, т. е.
Р »

a0(t-h)- - _L e~Ph. (70)

§ 20. Дельта-функция и ее изображение
Рассмотрим функцию

/О  при / <  0,
М *. h) = ~[o0(t) — oa(t — h)].= J -  при Q ^ i <  /», (71)

V 0 при h ^ . t ,
изображенную на рис. 403.

Если эту функцию трактовать как силу, действующую за про
межуток времени от 0 до h, а в остальное время равную нулю, 
То, очевидно, импульс этой силы ^ 
будет равен единице. ^ Л '1) "

На основании формул (8) и (70) 
изображение этой функции будет

т. е.

± ( М _ ± е-рИ
1 г \ р  р е ) '

(72)
Рис. 403.

В механике бывает удобно рассматривать силы, действующие 
очень короткий промежуток времени, как силы, действующие 
мгновенно, но имеющие конечный импульс. Поэтому вводят функ
ции» б (/) как предел функции ах (/, /г) при h —± 0;

6(/) =  lim ot (t, h) *) (73)
________________  ft -У О

“*) Следует иметь в виду, что б (/) не есть функция в обычном понимании. 
(Мнбгие авторы-физики функцию 6 (0 называют функцией Дирака.)
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Эт\' функцию называют единичной импульсной функцией, или 
дельта-функцией.

Естественно положить

Также пишут

+ ао
J b(t)di — 1. 

— 00

0

(74)

\  b(t)dt = \. (75)
о

Отметим, что функция 6 (х) применяется не только в механике, 
а во многих разделах математики, в частности при решении многих 
зад ач  уравнений математической физики.

Рассмотрим действие 6((), если ее представлять как силу. 
Найдем решение уравнения

=  6 (0, (76)

удовлетворяющее условиям

5 =  0 ,' -^- =  0 при / =  0.

Из уравнения (76) находим, учитывая (75),
t

=  J  S(t) 1 (77)
о

при любом t, в частности и при ( =  0. Следовательно, определяя 
6 (х) равенством (73), можно трактовать эту функцию как силу, 
сообщающую материальной точке с массой единица в момент 
t = 0 скорость, равную единице.

/.-изображение функции 6(/) определим как предел изображе
ния функции h) при h —<-0:

I 1_р-pft I
L{6(x)}<= lim --------------- =  — ■/?= 1

‘ • "  . h->-0 P h P

(здесь воспользовались правилом Лопиталя для нахождения пре
дела). Итак,

6 ( 0 - Ы .  (78)

Далее определяется функция 6 (t —10), которую трактуют как 
силу, мгновенно, в момент t — ta, сообщающую единичной массе 
скорость, равную единице. Очевидно, что на основании теоремы 
запаздывания будем иметь

(79)
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Аналогично (75) можем написать

J б (/— /„) d t = l . (80)

На основании механического толкования дельта-функции сле
дует, что присутствие дельта-функции в правой части уравнения, 
может быть заменено соответствующим изменением начальных усло
вий. Покажем это на простом примере. Пусть имеем дифферен
циальное уравнение

=  / ( 0  +  6 (0

с начальными условиями х0 =  0, х'0 = 0 при t- 
уравнение будет

p*x(p) = F(p) 4-L,
откуда

х(р) =  ̂ $ - + у * .

Пользуясь формулами 9 и 15 таблицы, получаем

(81)

0. Вспомогательное 

(82)

x(t) =  5 /(т) (t— x)dx +  t. (83)

К этому же результату мы бы пришли, если бы находили реше
ние уравнения

Ж " / »

с начальными условиями х0 — 0, х'0 =  1 при t — 0. В этом случае 
вспомогательное уравнение имело бы вид

Р гх ( р ) —  l = * F ( p ) .  (84)
Оно эквивалентно вспомогательному уравнению (82), а следова
тельно, решение будет совпадать с решением (83).

В заключение отметим следующее важное свойство дельта
функции. На основании равенств (74) и (75) можем написать

с . . . ( 0 при _ о о < * < 0 ,
\  1 при 0 ^ / . <  +  оо,

(85)

т. е. этот интеграл равняется единичной функции Хевисайда сг0 (/). 
Итак,

М 0 =  $ S(x)dx. (86)
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Дифференцируя правую и левую части равенства по t, получаем 
условное равенство

<*(*)■= 6 (/). (87)

Для пояснения смысла условного равенства (87) рассмотрим 
функцию a0(t, h), изображенную на 
рис. 404. Очевидно,

о; (t, h) = o1(t, К) (88)

(кроме точек t — 0 u t  — h). Переходя 
к пределу при/г—*0 в равенстве (88), 
видим, что a0(t, h) —*а0 (t), и будем 
писать

a'0(t, h)—+a’0(t) при h —+ 0.

Правая часть равенства (88) o1(t. h) —>-6 (t) при h —>-0. Таким 
образом, равенство (88) переходит в условное равенство (87).

У п р а ж н е н и я  к г л а в е  XIX

Найти решения следующих уравнений при указанных начальных условиях:
W2 у d х

1. —|-3-^--J-2x =  0, jc =  1, x ’ = 2  при t =  0. Ome. x  =  Ae~t —3e-2t.

d^x d^x "
2. - j p ------j ^ - z = 0 ,  x =  2, x '  =  0, x"— l при 1 =  0. Ome. x — 1 — t-j-e*.

/ /2  x dx
3. — 2a — -J-(a2 +  62) x =  0, x — x0, x ’ =  x'0 при / =  0, Ome. x  =

eat /  '  \=  [x0b cos bt -|- (*o —x0a) sin bt\.

r/2  x dx  1
4. - ^ -  — 3 — -\~2x =  ebt, x =  l ,  x ' = 2  при t =  0. Ome. x = j ^ e 6t +

+ T et+ T e2t-
d% x f

5. —|-m2x =  a cos nt, x  =  x0l x ' =  xo при t —  0, Ome, x =

m2
6.

7.

(cos nt— cos mO+*o-co'sml-{""~ sin
/-/2 y d  x !

=  * =  0, * '=  Опри * =  0. 0/725, x =  2ef — — t* — t2—2 t—2,
d t 1 d t  о

■ ^ |- - |- x = y  <2e*. x = x ' = x '  =  0 при / = 0 .  Ome, x =  - ^ < 2— 31-j— e*—

~ i e~ ' - y { cos
t V  з — t V  зV  3sin o'/2.
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Аналогично (75) можем написать

J б (t— t0) dt=  1. (80)

На основании механического толкования дельта-функции сле
дует, что присутствие дельта-функции в правой части уравнения, 
может быть заменено соответствующим изменением начальных усло
вий. Покажем это на простом примере. Пусть имеем дифферен
циальное уравнение

- ^ -  =  / ( 0  +  6 (0 (81)

с начальными условиями х0 =  0, Хо =  0 при t = 0. Вспомогательное 
уравнение будет

p'x(p) = F ( p ) + L, (82)
откуда

Пользуясь формулами 9 и 15 таблицы, получаем

x( t )=   ̂/ ( т) (t —x)dx-\-t. (83)

К этому же результату мы бы пришли, если бы находили реше
ние уравнения

$ -  =  / ( 0

с начальными условиями х0 = 0, х'0 = 1 при t — 0. В этом случае 
вспомогательное уравнение имело бы вид

p*x(p) - l  = F(p). (84)
Оно эквивалентно вспомогательному уравнению (82), а следова
тельно, решение будет совпадать с решением (83).

В заключение отметим следующее важное свойство дельта
функции. На основании равенств (74) и (75) можем написать

' « ( , ) * - (  ° при ~ “ < ' < 0 '( 1 приI (85)

т. е. этот интеграл равняется единичной функции Хевисайда сг0 (/). 
Итак,

t
tf0( / )=  ̂ б (т )Л . (86)
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Дифференцируя правую и левую части равенства по t, получаем 
условное равенство

сто ( 0  =  6 ( 0 -  (87)
Для пояснения смысла условного равенства (87) рассмотрим

функцию a0((, /i), изображенную на 
рис. 404. Очевидно,

1
' 6„( t ,h )

ai ( t ,  К) =  (/, К) (88)
r ~

(кроме точек t  — 0  и t  =  h) . Переходя 
к пределу при h —► 0 в равенстве (88), \
видим, что о0 ( t ,  h ) — * a 0 ( t ) , и будем /
писать 1 .

a'0 ( t ,  h ) — +o'0 ( t ) при h — * 0.
0 1 h ' t  

Рис. 404,

Правая часть равенства (88) h)—+8(t) при h —*-0. Таким
образом, равенство (88) переходит в условное равенство (87).

У п р а ж н е н и я  к г л а в е  XIX

Найти решения следующих уравнений при указанных начальных условиях:
d 2 у dx

1. —1-3— + 2 *  =  О, jc =  1, х ' = 2  при < =  0. Отв, х  =  4е~4—Зе-24.
//3 у d 2x

2. ------^ - = 0 ,  x ~^< x ' =  0> x"— l при t =  0. Отв. x =  l — t-j-e*.

d 2 x dx
3. —j--- 2а -^--\-(аг -\-Ь2) x =  0, x =  x0, x ' = x '  при t =  0. Отв. x  —

=  ~  [xab cos bt-{- (x'o —x0a) sin bt].

d 2 x  d x  1
4. - ^ 2— 3 ——\~2x — e6t, x  =  l ,  x ' = 2  при t — 0. Отв. х — - ^ е 6* +

+ Т е<+ Т еЧ
d2x ,5. \-m2x =  a cos nt, x = x 0, x'=xi> при t =  0, Отв. x =

— r  (cos nt — cos m 0+ *o-cosm (4-—  sinm f. m- — n2 v 1 m
d2x dx6. Д - ф _ - ^ -  =  /2, x =  0, x ' =  0 при f =  0. Ome. x =  2e^— ^ t 3 — t2— 2 t— 2,
d t2 яг о

7. |-л:=-^- t2et, x = x '  = x ” =  0 при / =  0. Отв, x  — ̂ r-l t2— 3^-f--|-'j e4—
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с I I  ' " П8. - ^ Г + - « = Ь  хо =  Хо==хо= 0 при t — О. Отв, *“ i - У * - '
t V  з

d*x drх
d t* d t2

I ' " ,Г/ r\ » _— sin г, д:0 =  л:о =  дго =  ̂ о = 0  при f =  0. Отв, x  =

~-g-[e» ( / - 2 ) + e - 4 <  +  2 ) + 2 s ln /J .

10. Найти решение системы дифференциальных уравнений —|- у  =  J_

=  удовлетворяющее начальным условиям х о = у о = х 'о = у о  —  0  npi 

f =  0. Ото. х(/) =  — у  cos е '4 - ^  е - ' ,  у (0 =  — у  cos
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ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 
И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ

Каждодневный опыт убеждает нас в том, что в обыденной 
жизни, практических ситуациях, а также в научных исследова
ниях постоянно приходится сталкиваться с положениями, когда 
привычные нам закономерности строгого детерминизма уже не 
имеют места. Приведем несколько примеров. Представим, что нас 
интересует число вызовов, поступающих на станцию скорой помощи 
в течение суток.

Длительные наблюдения показывают, что нет возможности точно 
прогнозировать, как много вызовов поступит на станцию в течение 
ближайших суток. Это число подвержено значительным и притом 
случайным колебаниям. Точно так же случайно то время, которое 
придется затратить врачу, прибывшему по вызову больного.

Если поставить на испытания некоторое число N каких-нибудь 
изделий, изготовленных, казалось бы, в одних и тех же условиях 
и из тех же самых материалов, то время от начала испытаний до 
приведения изделий в неработоспособное состояние оказывается 
случайным, подвержено весьма сильному разбросу.

При стрельбе из орудия по цели наблюдается так называемое 
рассеивание снарядов. Уклонение точки попадания снаряда от 
центра цели заранее указать нет возможности — оно случайно.

Одной констатации, факта наличия случайности для уверенного 
использования явлений природы или управления технологическими 
процессами совершенно недостаточно, необходимо научиться коли
чественно оценивать случайные события, прогнозировать их течение. 
Этого теперь настойчиво требуют как теоретические, так и практи
ческие задачи. Решением возникающих при этом вопросов и созда
нием общей математической теории занимаются две математические 
дисциплины—теория вероятностей и математическая статистика.

В последние годы, благодаря в первую очередь работам совет
ских ученых, происходит развитие теоретических основ теории 
вероятностей, ее проникновение в другие, особенно во вновь раз
вивающиеся науки. Здесь в первую очередь следует указать работы 
А. Н. Колмогорова, Б. В. Гнеденко, Н. В. Смирнова и др.'
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§ 1. Случайное событие. Относительная частота 
случайного события. Вероятность события. Предмет 

теории вероятностей

Основным понятием теории вероятностей является понятие слу
чайного события. Случайным событием называется такое событие, 
которое при осуществлении некоторых условий может произойти 
или не произойти.

П р и м е р  1. Появление герба при бросании монеты есть случайное со
бытие.

П р и м е р  2. Попадание в данный объект или в данную площадь при 
стрельбе по этому объекту из данного орудия есть случайное событие.

П р и м е р  3. При изготовлении цилиндра с заданной величиной диаметра 
20 см'щолучать ошибки меньше, чем 0,2 мм, при данных средствах произ
водства есть случайное событие.

#
О п р е д е л е н и е  1. Относительной частотой (или просто 

частотой) р* случайного события А называется отношение числа т* 
появления данного события к общему числу п* проведенных оди
наковых испытаний, в каждом из которых могло появиться или 
не появиться данное событие. Будем писать так:

П р и м е р  4. Пусть по данному объекту-из данного орудия при одинако
вых условиях произведено 6 серий выстрелов:

в 1-й серии было 5 выстрелов, число попаданий 2, 
во 2-й серии было 10 выстрелов, число попаданий 6, 
в 3-й серии было 12 выстрелов, число попаданий 7, 
в 4-й серии было 50 выстрелов, число попаданий 27, 
в 5-й серии было 100 выстрелов, число попаданий 49, 
в 6-й серии 200 выстрелов, число попаданий 102.
Событие А — попадание в цель. Относительная частота попадания в сериях

в 4-й серии -зд-=0,54,

49в 5-й серии уоо= 0 ,49 ,

102 л ов 6-й серии 2оо==0,51*

Из наблюдений различных явлений следует, что если число 
испытаний в каждой серии практически невелико, то относитель
ные частоты появления события А в каждой серии могут суще-

Р* (А) = fi ll* ( 1 )

будет

27
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ственно отличаться одна от другой. Если же число опытов в сериях 
велико, то, как правило, относительные частоты появления собы
тия А в различных сериях отличаются друг от друга мало и это 
отличие тем меньше, чем больше испытаний в сериях. Говорят, 
что относительная частота при большом числе испытаний все более 
перестает носить случайный характер. Однако отметим, что суще
ствуют такие события, у которых относительная частота не носит 
устойчивый характер и ее величины в различных сериях, даже 
очень больших, могут сильно отличаться друг от друга.

Опыт показывает, что в подавляющем большинстве случаев 
существует постоянное число р такое, что относительные частоты 
появления события А при большом числе испытаний, кроме редких 
случаев, мало отличаются от этого числа р.

Этот опытный факт символически'записывают так:
о т *  _
п*  л* -> оо Р‘ (2)

Число р называется вероятностью появления случайного собы
тия А. Последнюю фразу символически записывают так:

Р (А) = р. (3)

Вероятность р является объективной характеристикой возмож
ности появления события А при данных испытаниях, определяю
щейся характером события А.

Относительная частота при большом числе испытаний мало 
отличается от вероятности, «кроме редких случаев», существова
нием которых часто можно пренебречь.

Коротко словами соотношение (2) формулируют так:
При неограниченном увеличении числа опытов п* относитель

ная частота события А сходится к вероятности р появления 
этого события.

З а м е ч а н и е .  В приведенных рассуждениях мы на основании 
опытов постулировали соотношение (2). Но постулируют и другие 
ёстественные условия, следующие из опыта. Из них выводится 
соотношение (2), которое тогда уже будет теоремой. Это известная 
в теории вероятностей теорема Я. Бернулли (1654—1705).

Так как вероятность является объективной характеристикой 
возможности появления некоторого события, то для предсказания 
характера протекания многих процессов, которые приходится рас
сматривать и в военном деле, и в организации производства, и 
в экономике и т. д., нужно уметь определять вероятность появле
ния некоторых сложных событий. Определение вероятности по
явления события по вероятностям элементарных событий, опреде
ляющих данное сложное событие, изучение вероятностных зако
номерностей различных случайных событий и является предметом 
теории вероятностей.
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§ 2. Классическое определение вероятности 
и непосредственный подсчет вероятностей

*

Во многих случаях вероятность рассматриваемого случайного 
события может быть подсчитана, исходя из анализа рассматрива
емого испытания.

Для понимания дальнейшего изложения рассмотрим пример.
П р и м е р  1. Однородный куб, на гранях которого нанесены различные 

числа от 1 до 6, будем называть игральной костью. Рассматриваем случайное 
событие — появление числа I (1 < / * £ б )  на верхней грани при бросании играль- 
ной кости. Так как в силу симметрии кости события — появление любого чи
сла от 1 до 6 —одинаково возможны, то их называют равновозможными. При . 
большом числе п бросаний кости можно ожидать, что число /, как и каждое
другое число от 1 до 6, появится на верхней грани примерно в ~  случаях.

О
Это подтверждается опытом.

Относительная частота будет близка к числу р* =  ~ .  Поэтому считают,

что вероятность появления на верхней грани числа /, как и всякого другого 
числа от 1 до 6, равна -g -. .

Анализом случайных событий, вероятность которых подсчиты
вается непосредственно, мы и займемся ниже.

О п р е д е л е н и е  1. Случайные события называются несовмест
ными в данном испытании, если никакие два из них не могут 
появиться вместе.

О п р е д е л е н и е  2. Будем говорить, что случайные события 
образуют полную группу, если при каждом испытании может по
явиться любое из них и не может появиться какое-либо иное со
бытие, несовместное с ними.

Рассмотрим п о л н у ю  г р у п п у  р а в н о в о з м о ж н ы х  н е с о 
в м е с т н ы х  с л у ч а й н ы х  с о б ы т и й .  Такие србытпя будем на
зывать случаями (или шансами).

Событие (случай) такой группы называется благоприятствую
щим появлению события А, если появление этого случая влечет 
появление события А.

П р и м е р  2. В урне находится 8 шаров, на каждом из которых постав
лено по одной цифре от I до 8. Шары с цифрами 1 , 2 , 3  красные, остальные 
шары черные. Появление шара с цифрой 1 (так же как и появление шара с 
цифрой 2 или 3) есть событие, благоприятствующее появлению красного шара.

Для рассматриваемого случая можно дать иное, чем в § 1, 
определение вероятности.

О п р е д е л е н и е  3. Вероятностью р события А называется 
отношение числа т благоприятствующих случаев к числу всех 
возможных случаев п, образующих полную группу равновозмож
ных несовместных событий, или символически

Р (А) =  (D
*
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О п р е д е л е н и е  4. Если какому-либо событию благоприятст
вуют все п случаев, образующих полную группу равновозмож- 
„ых несовместных событий, то такое событие называется достовер
ным; его вероятность р — 1.

Событие, которому не благоприятствует ни один из п Случаев, 
образующих полную группу равновозможных несовместных собы
тий, называется невозможным; его вероятность р = 0.

З а м е ч а н и е  1. Противоположные утверждения в данном слу
чае также верны. Однако в других случаях, например в случае 
непрерывной случайной величины (§ 12), противоположные утвер
ждения могут быть и неверны, т. е. из того,' что вероятность 
какого-либо события равна 1 или 0, еще не следует, что это со
бытие достоверно или невозможно.

Из определения вероятности следует, что она удовлетворяет 
соотношению

0 < р <  1.

П р и м е р  3. Из колоды в 36 карт вынимается одна карта. Какова веро* 
ятность появления карты пиковой масти?

Р е ш е н и е .  Здесь всего случаев п =  36. Событие А — появление карты 
пиковой масти. Число случаев, благоприятствующих событию А, т =  9. ‘

’Следовательно, р =  9 /36= 1 /4 .
П р и м е р  4. Бросаются одновременно две монеты. Какова вероятность 

выпадения герба на обеих монетах (т. е. двух гербов)?
Р е ш е н и е .  Составим схему возможных случаев.

Первая монета - Вторая монета

1- й случай
2- й случаи
3- й случай
4- й случай

герб 
герб 
Не герб 
не герб

герб , 
не герб 
герб, 
не герб

Всего случаев 4. Благоприятствующих случаев 1.
Следовательно, вероятность выпадения герба на обеих монетах будет

Р= 1/4. • ■ 1 • ■•••
П р и м е р  5. Вероятность попадания в некоторую цель ,прн стрельбе из 

первого орудия равна 8/10, при стрельбе из другого орудия — 7/10. Найти ве
роятность поражения цели при одновременном выстреле обоих орудий. Цель 
будет поражена, если будет хотя бы одно попадание из какого-либо орудия.

Р е ш е н и е .  Эта задача моделируется следующим образом. В двух урнах 
находится по 10 шаров, пронумерованных от 1 до 10. В первой урне 8 крас
ных и 2 черных, во второй 7 красных и 3 черных. Вынимается по одному 
шару из каждой урны. Какова вероятность, что среди вынутых двух шаров 
имеется хотя бы один красный?

Так как каждый шар первой урны может быть вынут с любым шаром 
второй, то всего случаев 100: п =  100.

Подсчитаем благоприятствующие случаи.
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При вынимании каждого из 8 красных шаров первой урны одновременно 
с любым шаром второй урны в числе вынутых будет находиться по крайней 
мере один красный шар. Таких случаев будет 1 0 x 8 = 8 0 . При вынимании ка
ждого из 2 черных шаров первой урны одновременно с любым из 7 красных 
шаров второй урны в числе вынутых будет один Красный. Таких случаев бу
дет 2 x 7 = 1 4 . Таким образом, всего благоприятствующих случаев будет 
/п =  80 + 1 4  =  94.

Вероятность того, что среди вынутых будет по крайней мере один крас
ный шар, равна

т 94
р ~ п ~  100’ .

Такова будет и вероятность поражения цели.

З а м е ч а н и е  2. В этом примере задачу о вероятности при 
стрельбе мы свели к задаче о вероятности появления того или 
иного шара при вынимании шаров из урны..Многие задачи тео
рии вероятности можно свести к «схеме урн». Поэтому на задачи 
о вынимании шаров из урн следует смотреть как на задачи обоб
щенные.

П р и м е р  6. В партии из 100 изделий 10 изделий бракованных. Какова 
вероятность того, что среди взятых 4 изделий 3 будут не бракованные?

Р е ш е н и е .  Взять 4 изделия из 100 можно следующим числом способов: 
п =  Сио. Число случаев, когда среди этих 4 изделий будут 3 не бракованные,

равно m =  CfoiC io.'
Искомая вероятность будет

_ т Сео-Схо_1424
Р~  п ~  d o  о 4753 ~

§ 3. Сложение вероятностей. Противоположные 
случайные события

О п р е д е л е н и е  1. Суммой двух событий A t и Л2 называется 
событие С, состоящее в появлении хотя бы одного из этих событий.

Ниже будет рассматриваться вероятность суммы двух несовме
стных событий Ai и Ла. Сумма этих событий обозначается

•^1+ 2̂>
или

Ai или Л2 *).
Справедлива следующая теорема, которая называется теоремой 

б сложении вероятностей.
Т е о р е м а  1. Пусть при данном испытании (явлении, опыте) 

могут иметь место случайное событие Л* с вероятностью Р (Лх) 
и событие Л2 с вероятностью Р (Л2). События Л* и Л2 несовмест

*) Заметим, что в этом выражении слово «или» не носит характера исклю
чения, а означает, что появится хотя бы одно из этих событий в соответствии 
с определением 1.
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нЫ. Тогда вероятность суммы событий, т.е. того, что произой
дет или событие Ах или событие А2, вычисляется по формуле

Р(АХ или А2) = Р(А1) +  Р(А2). (1)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

Р(А1) = ? ± ,  Р(Аг) =  ^ ~ .

Так как события Ах и А2 несовместны, то при общем числе 
случаев п число случаев, благоприятствующих появлению собы
тий Ах и А2 одновременно, равно 0, а число случаев, благоприят
ствующих появлению или события Ах или события А 2, равно 
тх-\-т2. Следовательно,

Р (Ах или Л2) =  - ^ ± ^ = ^ -  +  - ^ = :Р ( Л 1) +  Р(Л2), 

что и требовалось доказать.
Аналогичным образом можно доказать эту теорему для любо

го числа слагаемых:
P(Ai или Л2.или ... или ЛП) =  Р (Лх) + Р  (Л2) +  ... + Р (Л П). (Г)

Последнее равенство записывается и так:

p ( £ i O - s p t f / ) .  (Iя)\;= 1 /  с=1
З а м е ч а н и е .  Мы доказали теорему сложения для схемы слу

чаев, когда вероятность определяется непосредственным подсче
том. В дальнейшем будем считать, что теорема сложения вероят
ностей справедлива и тогда, когда непос
редственный подсчет вероятностей осу
ществить невозможно. Это утверждение 
основано на следующих соображениях.
Вероятности событий при большом чис
ле испытаний близки (за редкими исклю
чениями) к относительным частотам, а 
для относительных частот доказательст
во проводится так же, как и выше. Это 
замечание будет относиться и к дока
зательству последующих теорем, кото
рые мы будем доказывать, пользуясь 
схемой урн.

П р и м е р  1. Производится стрельба по некоторой области, состоящей 
из трех непересекающихся зон (рис. 405). Вероятность’ попадания в зону I:

р ( А ) = т ^ о  , 0 3°ну П: Р И 2) = - Щ -  . в зону III: р И з ) = - щ - .  Какова 

вероятность попасть в область D? Событие А —попадание в область D. По

Рис. 405.
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формуле (Г) имеем
5 10 17 32

Р (Лх) +  Р (4>Н-Р (4>) =  юо 100 +  Ш0 = ТОО '

О п р е д е л е н и е  2. Два события называются противополож
ными, если они несовместны и образуют полную группу.

Если одно событие обозначим через Л, то противоположное 
событие обозначают через А.

Пусть вероятность появления события А есть р, вероятность 
непоявления события А, т. е. вероятность появления события А, 
обозначим через Р (Л) =  q.

Так как при испытании обязательно произойдет или событие 
А или событие А, то на основании теоремы (1) получаем:

Р(Л) +  Р( Л) =1 ,

т.е. сумма вероятностей противоположных событий равняется 
единице:

Р +  Я = 1 -  (2)
П р и м е р  2. Производится один выстрел по мишени. Попадание—собы

тие А. Вероятность попадания р: Р (А) =  р. Определить вероятность промаха.
Промах есть событие А, противоположное событию Л, поэтому вероятность 

промаха </ =  1—р.
П р и м е р  3. Производится некоторое измерение. Получение ошибки при 

измерении, меньшей Я., есть событие А. Пусть Р (Л) —■ р. Противоположное 
событие— получение ошибку большей X или равной Я, есть событие А. Ве
роятность этого события Р(Л) =  <7= 1 —р.

С л е д с т в и е  1. Если случайные события »Л2, Л2, ..., А„ обра
зуют полную группу несовместных событий, то имеет место 
равенство

Р(Л 1)+ Р (Л 2) -Ь ..+ Р (Л „ )  =  1. (3)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как события At, Л2, ..., Ап обра

зуют полную группу событий, то появление одного из этих собы
тий есть событие достоверное. Следовательно,

Р(Л2 или Л2 или ... или Ап) — 1.

Преобразуя левую часть по формуле (Г), получим равенство (3).
О п р е д е л е н и е  3. Случайные события А и В называются 

совместными, если при данном испытании могут произойти оба 
эти события, т. е. произойдет совмещение событий А и В.

Событие, заключающееся в совмещении событий Л и В, бу
дем обозначать (Л и В) или (ЛВ). Вероятность совмещения собы
тий Л и В будем обозначать Р(Л и В).

Т е о р е м а  2. Вероятность суммы совместных событий вычис
ляется по формуле

Р (Л или В) =  Р(Л) + Р ( В ) - Р ( Л  и В). (4)



Справедливость формулы (4) мы проиллюстрируем геометри
чески. Предварительно введем следующее определение.

О п р е д е л е н и е  4. Пусть дана 
т адь которой равна S. Рассмотрим
Пусть ее площадь S. Тогда вероят
ность попадания точки в область d, 
считая ' достоверным попадание точ
ки в область D, по определению, 
равна S/S, т. е. p = S/S. Эту вероят
ность называют геометрической веро
ятностью.

Тогда, считая достоверным попа
дание точки в квадрат со стороной, 
равной 1, имеем (рис. 406)

Р (А или В) — пл. abcda,
Р(Л) =  пл. abfda, -

‘ > Р (В) — пл. bcdeb,
Р(Л и В) =  пл. debfd.

Очевидно, что имеет место следующее равенство: 
пл. abcda =  пл. abfda +  пл. bcdeb — пл. debfd.

Подставляя в это равенство левые части равенств (5), полу
чим равенство (4).

Аналогичным образом можно вычислить вероятность суммы 
любого числа совместных случайных событий.

Отметим, что теорему 2 можно доказать, исходя из сделанных 
выше определений и правил операций.

§  4 .  Умножение в е р о я т н о с т е й  н е з а в и с и м ы х  с о б ы т и й

О п р е д е л е н и е  1. Событие А называется независимым от 
события В, если вероятность появления события А не зависит 
от того, произошло событие В илй не произошло.

Т е о р е м а  1. Если случайные события А и В независимы, то 
вероятность совмещения событий А и В равна произведению веро
ятностей появления событий А и В:

Р( 4  и В)--=Р(А) Р (В). (1;

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство этой теоремы 
для схемы урн. В каждой из двух урн соответственно находятся

и л2 шаров. В 1-й урне красных шаров, остальные черные. 
Во 2-й урне тг красных, остальные черные. Из каждой урны 
вынимается по одному шару. Какова вероятность того, что оба 
вынутых шара окажутся красными? >

УМНОЖЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТЕЙ НЕЗАВИСИМЫХ СОБЫТИЙ 441

некоторая область и,  пло- 
область d, входящую в D.

Рис. 40G,
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Т е о р е м а  1. Вероятность совмещения двух событий равняй 
ется произведению вероятности одного из них на условную веро
ятность второго, вычисленную при условии, что первое событие1* 
произошло, т.е.

Р (А и В)= Р (В) Р(А/В). (1)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Доказательство приведем для событий, 

которые сводятся к схеме урн (т. е. в случае, когда применимо
классическое определе
ние вероятности).

Пусть в урне п ша
ров, при этом п, белых,’? 
п2 черных. Пусть среди 
п1 белых шаров п\ ша- 

Р и с .  4 0 8 ,  ров с отметкой «звез- -
дочка», остальные чистая 
белые (рис. 408).

Из урны вынимается один шар. Какова вероятность события 
вынуть белый шар с отметкой «звездочка»?

Пусть В —событие, состоящее в появлении белого шара, А — 
событие, состоящее в появлении шара с отметкой «звездочка». 
Очевидно,

Р Й Н - ? .  (2)

Вероятность появления белого шара со «звездочкой» при усло- 
вии, что появился белый шар, будет

Р (А/В) = -±- • '  'О (3)

Вероятность появления белого шара со «звездочкой» есть 
Р(Л и В). Очевидно,

Р (А и В) = - ±  .
Но

1
п

(4)

(5)
>4
п щ  * 1

Подставляя в (5) левые части выражений (2), (3) и (4), полу
чаем

Р(Л и В) =  Р(В) Р (Л/В).
Равенство (1) доказано.
Если рассматриваемые события не укладываются в классичес

кую схему, то формула (1) служит для определения услов
ной вероятности. А именно, условная вероятность события А 
при условии осуществления события В определяется с помтцью
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формулы

Р ( Л /* ) = Р(РУ  (при Р(В)^°).
З а м е ч а н и е  1. Применим последнюю формулу к выражению 

р( В  и Л):
Р(В и Л) =  Р(Л) Р(б/Л). (6)

В равенствах (1) и (6) левые части равны, так как это одна 
и та же вероятность, следовательно, равны и правые. Поэтому 
м ож ем  написать равенство

Р (Л и В) =  Р (В) ? (Л/5) =  Р (Л) Р (В/Л). (7)
П р и м е р  2. Для случая примера 1, приведенного в начале этого пара

графа, имеем Р(В) =  - |- ,  р (Д /в ) =  -А-. По формуле (1) получаем Р (А  и В)  =  

3 1 3=  — •-Fr =  77r . Вероятность Р (А и В) легко вычисляется и непосредственно.О  ̂ 10
П р и м е р  3. Вероятность изготовления годного изделия данным станком 

равна 0,9. Вероятность появления изделия 1-го сорта среди годных изделии 
есть 0,8. Определить вероятность изготовления изделия 1-го сорта данным
станком.

Р е ш е н и е. Событие В — изготовление годного изделия данным станком, 
событие А —появление изделия 1-го сорта. Здесь Р (В) = 0 ,9 ,  Р ( А /В )  =  0.8. 
Подставляя в формулу (I), получаем искомую вероятность Р (А  и В ) = 0 ,9 х  
Х 0,8=0,72 .

Т е о р е м а  2. Если событие А может осуществиться только 
при выполнении одного из- событий Ви В2, . . . ,  Вп< которые обра
зуют полную группу несовместных событий, то вероятность 
события А вычисляется по формуле
Р (Л) =  Р (Bj) Р (A/Bj) +  Р (В2) Р (Л/В2) +  . . .  + Р (ВП) Р (А/Вп). (8)

Формула (8). называется формулой полной вероятности. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Событие Л может произойти при вы

полнении любого из совмещенных событий
, (Вх и Л), (В„ и Л)..........(Вп и Л).

Следовательно, по теореме о сложении вероятностей получаем 
Р(Л) =  Р(В1 и Л) +  Р(В2 и Л ) + . . . + Р ( в „  и Л).

Заменяя слагаемые правой части по формуле (1), получим ра
венство (8).

П р и м е р  4. По цели произведено три последовательных выстрела. Ве
роятность попадания при первом выстреле pi =  0,3, при втором р2 =  0,6, при 
третьем р3 =  0,8. При одном попадании вероятность поражения цели Xi = 0 ,4 , 
при двух попаданиях fcj =  0,7, при трех попаданиях А,3= 1 ,0 . Определить ве
роятность поражения цели при трех выстрелах (событие А).

Р е ш е н и е .  Рассмотрим полную группу несовместных событий: 
б ! —было одно попадание; 
б 2 — было два попадания;
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В 3—было три попадания;
В4— не было ни одного попадания.
Определим вероятность каждого события. Одно попадание произойдет, если 

или первый выстрел даст попадание, второй и третий—промах; или первый 
выстрел — промах, второй попадание, третий промах; или первый выстрел — 
промах, второй промах, третий— попадание. Поэтому по теореме умножения 
и сложения вероятностей будем иметь для вероятности одного попадания вы
ражение

Р (Bi) =  Pi (1 — Рг) (1 — Рз) +  0  — Pi) Pi 0  — Рз) +  (1 — Pi) (1 — Рг) Рз =  0,332. 
Аналогична рассуждая, получим

Р (В,) =  pip2 (1 — Рз)+ Pi (1 — р2) Рз +  (1 — Pi) РгРз =  0,468,
Р (B3) =  p ip2p3 =  0,144,
Р (В4) =  (1 - р г )  (1 - Рг) (1 - р з )  =  0,056.

Напишем условные вероятности поражения цели при осуществлении каж
дого из этих событий:

Р(А /В1) =  0,4, Р (A/B2) =  0,7t Р (А/В3) =  1,0, Р(Л /В 4) = 0 .

Подставляя полученные выражения в формулу (8), получим вероятность 
поражения цели-

Р (А) =  Р (Вг) Р (А/Вг) +  Р (В2) Р (А/В,)  +  Р (В3) Р (А/В3) +  Р (В4) Р (Л/В4) =
=  0,332-0,4 +  0 ,468-0,7+0,144-1,0 +  0,656-0 =  0,6044.

З а м е ч а н и е  2. Если событие А не зависит от события В, то 
, Р(А/В) = Р(А),

и формула (1) принимает вид:
Р(Л  и В) = Р(В)Р(А),

т. е. получаем формулу (1) § 4.

§ 6. Вероятность гипотез. Формула Байеса

Ф о р м у л и р о в к а  з а д а ч и .  Как и в теореме 2 § 5, будем 
рассматривать полную группу несовместных событий Bit В2, . . Вп, 
вероятности появления которых суть P ^ j ) ,  Р (£ 2), Р (5„). 
Событие А может произойти только вместе с каким-либо из со
бытий Вг, В2, Вп, которые будем называть гипотезами.

Вероятность появления события А в соответствии с форму
лой (8) § 5 будет
Р (А) =  Р (Вг) Р (А/Вг) +  Р (Вг) Р  (А/В2) +  . . .  +  р (Вп) Р (А/Вп). (1)

Допустим, что событие А произошло. То, что событие А прои
зошло, изменит вероятности гипотез Р ^ ) ,  . . . ,  Р (£ri). Требуется 
определить условные вероятности осуществления этих гипотез 
в предположении, что событие А произошло, т. е. определить

р (Вг/А), Р (BJA),  Р (BJA).
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Р е ш е н и е  з а д а ч и .  По формуле (7) § 5 найдем вероятность 
Р(Л и В,):

Р(Л и В1) = Р(В1)Р(А/В1) = Р(А)Р(В1/А),
откуда

Р (BJA)-.

го Р (Л)

Р (BJA):

Р (Вг) Р (А/Вг)
Р(Л)

Подставляя вместо Р(Л) его выражение (1), получим
р (Вг) Р (A/BJ

П *
2  Р (Вд Р (А/ВЦ 
4 = 1

Аналогичным образом определяются
Р(Я,/Л), Р (В3/А)..........Р(5„/Л).

Итак,
Р (Вк) Р (А/Вк)

Р(Я*/Л) =
2  р т  р ш в а
i = l

(2)

(3)

Формула (2) называется формулой Байеса или теоремой ги
потез.

З а м е ч а н и е .  Из формулы (3) следует, что в выражении 
вероятности Р (Вк/А) — вероятности осуществления гипотезы Вк 
при условии, что событие Л произошло, — знаменатель не зависит 
от номера k.

П р и м е р  1. Пусть до опыта было четыре равновероятные гипотезы 
Bi, B t , В3, S4:P (S 1) =  P (B 2) =  P ( 5 3) = P ( B 4) =  0,25.

Условные вероятности появления события А соответственно равны 
Р(Л /В 1) =  0,7, Р (Л /В 2)= 0 ,1 ,
Р(Л/В3) =  0,1, Р(Л/В4) =  0,02.

Пусть в результате испытания событие А произошло. Тогда по формулам (3)
получаем

р т  __________________0.25-0,7_______________ _ и д / о  _
v 11 ’ 0,25-0,7 +  0 ,2 5 -0 ,1+ 0 ,25 -0 ,1+ 0 ,25 -0 ,02  0,23 ’ *

0,175

P(B2/ + ^ °-’- ^ . U o,ll.,
_ /D . . .  0,25-0,1 n , ,

(Вз/А) 0 2з —O',П ,

Р(В4/Л )=0’20̂ 20302 =  0,02,

Здесь было Р (fl4) =  0,25, Р (В1/А)  =  0,76 стало больше, потому что событие А 
произошло. При этом вероятность Р(Л/В4) =  0,7 большая сравнительно с дру
гими условными вероятностями.
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П р и м е р  2. Каждый из танков независимо сделал выстрел по некото
рому объекту. Вероятность поражения цели первым танком p i =  0,8, вторым 
ра =  0,4. Объект поражен одним попаданием. Определить вероятность того, что 
объект поражен первым танком.

Р е ш е н и е .  Событие А  — поражение объекта одним попаданием. Д0 
стрельбы возможны следующие гипотезы:

Вх — оба танка не попали,
В%—оба танка попали,
В3— первый танк попал, второй не попал,
В4— первый не попал, второй попал.
Определим вероятности этих гипотез по теореме умножения вероятностей: 

Р (Вх) .=  (1 - f t )  (1 - р г) =  0.2.0,6 =  0,12,
Р (В2) =  ргр2 =  0,8.0,4 =  0,32,
Р (В») =  Pi (1 -  рг) =  0,8 • 0,6 =  0,48,
Р (Я*) =  0 - Л ) />2=0,2.0,4 =  0,08.

Определим условные вероятности наступления события А:
Р (A/Bx) =  0, Р(А/В, )  =  0, Р (А/В3) =  1, Р(А/В4) =  ]. 

По формуле (2) находим условную вероятность гипотез:
0 ,1 2 0  0Р(В31А)--

0,12-0 +  0,32-0 +  0,48-1 + 0 ,0 8  1 0,56

P<B^ = W = 0 ’

=о,

Р (В3/А) — 

Р { B J A )  =

0,48-1 
0,56 : 

0,08-1 
0,56 =

7 ’

7 •

П р и м е р 3. 30% приборов собирает специалист высокой квалификации 
и 70% —специалист средней квалификации. Надежность работы прибора, со
бранного специалистом высокой квалификации, 0,90, надежность прибора, 
собранного специалистом средней квалификации, 0,80. Взятый прибор оказался 
надежным. Определить вероятность того, что он собран специалистом высокой 
квалификации. ; .11

Р е ш е н и е .  Событие А — безотказная работа прибора.. Д ля проверки 
прибора возможны гипотезы

Вх— прибор собран специалистом высокой квалификации,
В2—прибор собран специалистом средней квалификации.
Выпишем вероятности этих гипотез:

Р (В 1) =  0,3, Р (В2) — 0,7. - Ц

Условные вероятности события А:
Р (А/В1) =0 ,9 ,  Р (А/В2) =  0,8.

Определим вероятности гипотез Вх и В 2 при условии, что событие А 
произошло.

ПЪ формуле (2) имеем
р / я  , , у  0 , 3 - 0 , 9  0 , 2 7  .
°  (о и  А)  Л о л о ! п 7.п а л сэ 0,325в

Р (В2/А) =

'0 ,3 -0 ,9 + 0 ,7 -0 ,8 —0 ,8 3 ' 
0,7-0,8 0,56

0 ,3 -0 ,9 + 0 ,7 -0 ,8—0 ,8 3 ' 0,675,
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§ 7. Дискретная случайная величина. Закон распределения 
дискретной случайной величины

О п р е д е л е н и е  1. Переменная величина х, принимающая 
в результате испытания одно из конечной или бесконечной nocnie- 
довательности значений x ltx2, . .  . , х к, . . . ,  называется дискретной 
случайной величиной, если каждому значению хк соответствует 
определенная вероятность рк того, что переменная величина л: 
примет значение хк.

Из определения следует, что каждому значению хк соответст
вует вероятность рк.

Функциональная зависимость вероятности рк от хк называется 
законом распределения вероятностей дискретной случайной вели
чины х*).

Возможные значения слу
чайной величины *i х 2 . . . . . . . . . Хк

Вероятности этих значений Pi Pt . . . ••• • • • Рк

Так же закон распределения может быть задан графически 
в виде многоугольника распределения вероятностей, когда в пря
моугольной системе* координат строятся точки с координатами 
(хк, рк) и соединяются ломаной (рис. 409).

Закон распределения может быть задан и аналитически:
Рк~ f (хк)-

То, что случайная величина х примет одно из значений по
следовательности Xi, х г, . . .
. . . ,  хк, . . . ,  есть событие досто
верное, и потому должно вы
полняться условие

1 (1)i= 1
в случае конечной последова
тельности N значений, или

i  i (Г)

в случае бесконечной последовательности. Заметим, что значе
ние случайной величины д:,-, имеющее наибольшую вероятность,

*) Иногда коротко говорят «закон распределения случайной величины». 

'5  Н. С. Пискунов, т. 2
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называется модой. Случайная величина х, изображенная на I 
рис. 409, имеет моду х2. -

П р и м е р  1. Переменная величина л: есть число очков, выпадающее на |  
верхней грани игральной кости при ее однократном бросании. Переменная к ’ 
может принять одно из следующих значений: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Вероятность’!  
выпадения каждого значения есть 1/6. Следовательно, таблица распределения 
этой случайной величины будет иметь вид

X 1 2 3 4 5 6

р 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

П р и м е р  2. Вероятность появления события А при каждом из бесконеч-. j  
ной последовательности испытаний равна р. Случайная величина х — номера 
испытания, при котором произошло первый раз событие А.  Найти закон р а с - |  
пределения случайной величины х.

Р е ш е н и е .  Случайная величина х  может принимать любое целое поло-1  
жителыюе значение 1, 2, 3, . . .  Вероятность ру того, что событие А произой- I 
дет при первом испытании, будет

Pi = P (А) =  р.

Вероятность р2 того, что событие не произойдет при первом испытании, |  
а произойдет при втором, будет

р2=-Р(Л  и А) =  ( \ — р)р.  1

Вероятцость ря того, что событие А не произойдет ни при первом, ни -щ 
при втором испытании, а произойдет при третьем, будет

р3= Р ( Л  и Л и Л) =  (1 — р) (1 — р ) р  =  ( \ — р)2р
И т. д.,

Лй =  (1—д)*~1д-
Таблица распределения вероятностей будет

( 2 ) .

X 1 2 3 . . . . . . k . . .

Рк р (1 — Р)Р ( I — рУ р • • • ( \ - р ) к - 1 р . . .

Здесь также имеем:
СО СО

£  Рк =  (1 — р ) * -1
*= 1 *= 1

р — р
1—(I—р)

З а д а ч а  о с т р е л ь б е  до п е р в о г о  п о п а д а н и я . )  Рас
смотренная задача имеет приложение, в частности, к вопросам 
стрельбы.

Пусть производится стрельба до первого попадания. Вероят
ность попадания при каждом выстреле есть р.
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Случайная величина л: —номер выстрела, при котором про
изош ло первое попадание. Таблица распределения вероятностей 
у т о й  случайной величины будет та же, что и в примере 2.

П р и м е р  3. Вероятность попадания при каждом выстреле р — 0,8. Име- 
тся три снаряда. Определить вероятность того, что будет израсходован один 

6наряд, Два снаряда, три снаряда, если стрельба ведется Гдо первого попада
ния или промаха всеми тремя снарядами: составить таблицу распределения 
■лучайной величины х —числа израсходованных снарядов.

' Р е ш е н и е .  Пусть х —случайная величина: число израсходованных сна
рядов; P (je = * i)—вероятность того, что будет израсходовано х, снарядов. 
Тогда Р (* =  1) =  р =  0,8 равна вероятности попадания при одном (первом) 
выстреле.

Р (х =  2) =  (1— р) р — ( \ —0,8)-0 ,8=  0,16

— вероятность того, что при первом выстреле был промах, при втором вы
стреле—попадание.

Р (* =  3) =  (1 —р)2 =  (1 —0,8)• (1 —0,8) =  0,2-0,2==O,04,

так как всего три снаряда и стрельбу прекращают независимо от того, будет1 
ли при третьем выстреле попадание или промах. Последнюю вероятность 
можно было вычислить и как разность

1 — Р (л:= 1) — Р (х=2)== 1 —0 ,8 —0,16=0,04 .

Таблица распределения будет иметь вид

X 1 2 3

XIIн,0_ 0 ,8 0,16 0,04

З а м е ч а н и е .  Данную задачу можно сформулировать в терминах «схемы 
урн», следовательно, она может иметь значение и при рассмотрении других 
вопросов. Это замечание относится и к некоторым другим задачам.

§ 8. Относительная частота и вероятность относительной 
частоты при повторных испытаниях

Пусть производится серия из п испытаний. В каждом из испы
таний может осуществляться событие А с вероятностью р. Пусть 
х —случайная величина, означающая относительную частоту появ
ления события А в серии из п испытаний. Требуется определить 
закон распределения случайной величины х в серии из п испы
таний.

Очевидно, что случайная величина х при п испытаниях при
мет одно из следующих значений: 0/л, 1 /п, 2/п, . . . ,  п/п.

Т е о р е м а  1. Вероятность Р (х — т/п) того, что переменная 
величина х примет значение т/п, т. е^_что при п испытаниях 
событие А появится т раз, а событие А (не появится событие А) 
п ~ т  раз, равняется Cr%pmqn~mt где СЦ— число сочетаний из п эле
15*



ментов по т; р— вероятность появления события А, р = Р(А); |  
q—вероятность непоявления события А, т. е. q — 1—р = Р (Л), 

Д о к а з а т е л ь с - т в о .  Событие А появится т ргв при п испы
таниях, например, если чередование событий А и А будет таким: <

А А . . . А А А . . . А ,
т  п - т

т. е. в первых т испытаниях появляется событие Л, а в после- 
дующих п —т испытаниях ‘событие А не появляется (появляется 
событие А). Так как

Р (А) = р, Р (А) = \ — p = q,

то по теореме умножения вероятность такого чередования собы- : 
тий А и А будет

p mq “~ m.

Но событие А может появиться т раз при п испытаниях и 
при другой последовательности чередования событий А и А, на- ■ 
прийер, при таком чередовании: А А . . . A A A . . .АА.  Но обязательно

m -1 п - т  1
событие А должно произойти т раз, а событие А п—т  раз. ' 
Вероятность появления такого чередования событий Л и Л будет ]

p m - l q n - m p  _  р т д п - т

Сколько же различных чередований событий Л и Л может 1 
быть при п испытаниях, в которых событие Л появится т раз? 1 
Очевидно, что оно равно числу сочетаний из п элементов по т: 1

г т _ п ( п  —  \ ) ( п  —  2 ) . . . . . [ Я — ( т —  1)1
" I-2-З ... ..т

Таким образом, по теореме сложения получаем

Р ( x = j ) =  pmqn~m +  pmqn~m +  . . .  +  p mqn~n ,
'

или

p (х = т ) = с "ртдп~т- (1) I

Теорема доказана.
Доказав теорему, мы тем самым определили закон распределе- |  

ния случайной величины х, который мы выразим и в виде таблицы
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X
0
п п

2
п . . .

т
п . . . . . .

п
п

к х ~ - п )
1 -qn C\pqn~ 1 C i p i q n - i C™pmqn~ m 1 -р "

Полученный закон распределения называется биномиальным 
законом, потому что вероятности Р  ̂х =  ^- j  равняются соответст
вующим членам разложения выражения (q + Р)п по формуле бинома:

П
(Я +  Р)т= ' Е  CZpmqn~'n. (2)

т —О

Как и следовало ожидать, сумма вероятностей всех возможных 
значений переменной величины равна 1, так как (р-\-q)n= 1" =  1.

З а м е ч а н и е .  При исследовании многих вопросов бывает 
нужно определить вероятность того, что событие А осуществится 
«хотя бы один раз», т. е. относительная частота этого события

Очевидно, что эта вероятность определится из
равенства

р ( * > 7 Н - р (* =  7г) =  ' -«■■ (3)'
Пз таблицы распределения также следует, что вероятность 
Р [ х ^  ~  j  того, что событие произойдет не менее чем k раз, опре
делится по формуле

п

р ( * > ± ) - Е  Cnmpmq"-«,
т —k

(4)

k - \

Р ( * > £ )  =  1 - £  C!nPmqn~m.
V '  ш= 0

П р и м е р  1. Изобразить графически биномиальный закон распределения 
случайной величины х  при п=±8, ? = - ту.

Р е ш е н и е .  Определим все значения вероятностей, входящие в таблицу;

Р

Р

Р

‘256’Р (* = 0) =  с у = 1  • ( | ) Ц  

( Ж=¥ ) =С ^ У *  ( ? )  = Т ‘ 256=зТ-
, /  1 \ 8_8-7 \ __7_

\ ~ 2 j  — 1- 2 '  28 64’

HD- (*)Ч8-7-6
2-3 ‘ 2“:

7_
”32’



454 Э ЛЕМ ЕН ТЫ  ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ [гл, хх

р(” 4 ) - с;
р ( „ 4 ) _ с !

р ( * = 4 ) _ с:

- н и
р(«-4)-е:

/  I у  8-7-6-5 
V 2 ) —1-2.3-4 *
-L—L28 32’
J_
28 64*
±  —1  28 — 32’
J _ _ J _
28j 256'

j _ _  35 
_28 128’

Построим многоугольник распределения (рис. 410).

П р и м е р  2. Какова вероятность того, что событие Л произойдет два 
раза а) при 2 испытаниях; б) при 3 испытаниях; в) при 10 испытаниях, 
если вероятность появления события при каждом испытании равняется 0,4?

Р е ш е н и е ,  а) Здесь п —2, р =  0,4, q — 0,6:

Р (* = |-)= С 1 /> У = ^  • 0 ,42 =  0,16;

б) здесь п = 3, р =  0,4, <7 =  0,6:

Р = С | р У = ^ | . 0,42 0,6 =  0,288;

в) здесь п = 1 0 , р =  0,4, <7 =  0,6:

Р = C l o p Y = ^ j  • 0,42-0,68 =  0,121.

П р и м е р  3. По цели производится 5 независимых выстрелов. Вероят
ность попадания при каждом выстреле равна 0,2. Для поражения цели до
статочно трех попаданий. Определить вероятность поражения цели.

Р е ш е н и е .  Здесь п =  5, р =  0,2, <7 =  0 ,8 . Очевидно, что вероятность по
ражения следует вычислять по формуле

b рпор= р ( * = | ) + р ( * = ± ) + р ; ( * = | )
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или ПО формуле

Япор= 1 — [ р ( * = 1г ) + р ( * = 3 ' ) + р ( * Г т ) ] -  

По первой формуле имеем

Pnop=c!pV +cS/>v+ctp*=
=  ' ° '23,0'82+ r r o  * 0,2‘ -0 ,8 + 1  -0,2» =  0,05792 *  0,06.

П р и м е р  4. Производится четыре независимых испытания. Вероятность 
появления события А при каждом испытании 0,5. Определить вероятность 
того, что событие А появится не менее двух раз.

Р е ш е н и е .  Здесь п =  4, р =  0,5, <7 =  0,5:

р ( « = 4 ) + р ( - = 4 ) + f  ' ( * - 4 ) .
или

р(«=4 Н-[рЫ)+рК)]-
Вычислим вероятность

Р ( х < 4 )  =  р ( * = t ) + P ( jc= = "5‘ ') —  9 4 +  4<7эр 1 =  0 , 5 4 - f  4 - 0 , 5 4 =  0 , 3 1 2 5 .

Следовательно, по второй из формул получаем

Р =  (0,54-И - 0 ,5 4] =0,6875 я  0,69.

П р и м е р  5. Вероятность брака в данной партии деталей р = 0 , 1. Какова 
вероятность того, что в Партии из трех деталей будет т =  0, 1, 2, Збракован- 
ных детален?

Р е ш е н и е .

Р ^* =  - ^ = C V =  1-0,93 =  0,729,

Р ( х  =  1 )  = C W  = j - 0 .1  -0,9*=0,243,

Р ( * = - | )  = ^ | - 0 , 13.0,9 =  0,027,

Р ( *  =  -§-) =  СЦр3 =  1 0 ,13 =  0,001.

§ 9. Математическое ожидание дискретной случайной величины
Пусть имеем дискретную случайную величину х  с соответст

вующим законом распределения

X *1 *2 Хк ...

Р.(*=*а) Pi Рг ... Рк ... Рп
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О п р е д е л е н и е  1. Математическим ожиданием дискретной 
случайной величины х (будем его обозначать М [ а:] и л и  тх) назы
вается сумма произведений всех возможных значений случайной 
величины на вероятности этих значений:

М  [ а-] =  хгр2 +  х2р2 + . . .  + х прп,
или коротко

М [*] == 2  (1)k=l
П

При этом, как ранее указывалось,
* = i

Если значения случайной величины образуют бесконечную по
следовательность значений, то

оо
" * * = 2  **/>*• (Г)*=i

Будем рассматривать только такие случайные величины, для 
которых этот ряд сходится.

Установим связь математического ожидания случайной вели
чины со средним арифметическим значением случайной величины 
при большом числе испытаний, а именно покажем, что при большом 
числе испытаний среднее арифметическое наблюдаемых значений 
близко к ее математическому ожиданию, или в терминах, уста
новленных в § 1, можно сказать, что среднее арифметическое 
наблюдаемых значений случайной величины при неограниченном 
возрастании числа испытаний стремился К ее математическому 
ожиданию.

Пусть производится N независимых опытов. Предположим, что
значение х2 появилось л* раз, 
значение х2 появилось п2 раз,

значение xv появилось nv раз.

Случайная величина х принимает значения хи х2.........xv.
Вычислим среднее арифметическое полученных значений вели

чины х  (будем его обозначать через М[х] или тх):

т.
X i m + x 2n2+ . . . + x Mnv

N *дГ+*2 ~дГ+ • • • +*■
"У (2)

Но так как при большом числе испытаний N относительная 
частота стремится к вероятности появления значения хк, то

V V

* = 1 *5=1
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При довольно естественных предположениях получается
М М — (3)

п  —*■ 00

З а м е ч а н и е  1. Если бы мы рассмотрели схему урн с N ша
рами, где tii шаров с числовой отметкой хк, л2 шаров с числом х% 
и т. д., то «ожидаемое число» при вынимании одного шара будет 
выражаться формулой (2), т. е. равно тх.

П р и м е р  1. Определить математическое ожидание случайной величины* 
числа попадании при трех выстрелах, если вероятность попадания при каждом
выстреле р =  0,4.

Р е ш е н и е .  Случайная величина х  может принять значения 
аг1 =  0, х3 =  1, *з =  2, х4 =  3.

Составим таблицу распределения данной случайной величины.
Вероятность этих значений находим по теореме о повторных испытания» 

(п =  3, д = 0 ,4 , q =  0,6):
р (* =  0) = С ? 0,63 =  0,216, 
р (* =  1) =  C j-0,4-0,6a=0,432,
Р (* =  2) = С з-0 ,4 3‘0,6 =  0,288,
Р (х =  3) =  С |-0,43 =  0,064.

Таблица распределения случайной величины будет

*3|

X 0 1 2 3

Р ( х = х к) 0,216 0,432 0,288 0,064

Математическое ожидание вычисляем по формуле (!):
/лА. =  0 -0 ,2 1 6 + 1 -0,432 +  2-0 ,288+  3-0,064=  1,2 попаданий.

П р и м е р  2. Производится один выстрел по объекту. Вероятность попа
дания равна р. Определить математическое ожидание случайной величины я 
числа попаданий.

Составляем таблицу распределения случайной величины

X 0 1

рк \ — р р

Следовательно, m.v =  0-(l — р ) + 1 р =  р-

З а м е ч а н и е  2. В дальнейшем будет установлено, что мате
матическое ожидание М[х] числа появления события А при п не
зависимых испытаниях равно произведению числа испытаний на 
вероятность р появления события А при каждом испытании:

М[х] — пр. • (4)
Если в формуле (4) п — число выстрелов, р — вероятность по

падания, то решение задачи примера 1 будет следующее:
МГх] = пр =  3 -0 ,4=  1,2 попаданий.
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Если в формуле (4) известны М  [У] и р , то находится п — число 
испытаний, дающих заданное математическое ожидание числа на
ступления события:

п ~ £ Ы . .
р

П р и м е р  3. Вероятность попадания при одном выстреле р — 0,2. Опре
делить расход снарядов, обеспечивающих математическое ожидание числа 
попаданий, равное 5:

5 ОГn =  Q~ 2  =  25 снарядов.

(Отметим еще раз, что подобные задачи имеют место в различных иссле
дованиях. Там слово «попадание» заменяется словами «появление события», 
слово «выстрел»— словом «испытание».)

П р и м е р  4. Определить математическое ожидание случайной величины х, 
со следующей таблицей распределения:

X 1 2 3 • # • k ...

Рк Р 0  — р ) р (1— рУ р (1 — р ) » - 1р ...

Смотри пример 2 § 7.
Р е ш е н и е :  По формуле (1) имеем (обозначая 1— p —q)

т х =  * 'Р  +  2<7Р+3<72Р +
— Р (1 +  •

Итак,

Заметим, что

■ +kqM~1p + . . . =
+  &?*-х+  • • - ) = Р  (9 + 9 2+ 4 3 +  • • • + 9 * +  =

* '№ * P 4±fiL '(1 -Я)2 (1-9)а

тх 1_
Р

тх —+ 1 при р —+ 1, 
т х —<- оо при р —*-0.

Эти соотношения можно объяснить, исходя из смысла задачи.
Действительно, если вероятность появления события А при 

каждом испытании близка к 1 ( р «  1), то можно ожидать, что со
бытие А произойдет при одном (первом) испытании (тх да 1). Если 
же вероятность р мала (р да 0), то можно ожидать, что для того, 
чтобы произошло событие А, потребуется произвести очень много 
испытаний (тх да оо).

Математическое ожидание случайной величины х  называется 
центром распределения вероятностей случайной величины х.

З а м е ч а н и е  3. Название «центр распределения вероятностей» 
введен по аналогии с названием «центр масс». Если на оси Ох 
в точках с абсциссами xit х2, х„ помещены массы р1} р2, . . .
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Pm то из аналитической геометрии известно, что абсцисса 
центра этих масс определяется по формуле

/

п
Если тоt=i

Хс
2  хкРкк= I____

± Рк
к= 1

Х С — 2  хкРк• к= I
(5)

Формула (5) по виду совпадает с формулой (1) для математи
ческого ожидания.'

Итак, установлено, что центр масс и математическое ожида
ние вычисляются по аналогичным формулам. Отсюда и название 
«центр распределения вероятностей».

Пусть дана случайная величина х с соответствующим законом 
распределения (рис. 411); пусть ее математическое ожидание тх. 
Рассмотрим далее разность случайной величины х и ее математи
ческого ожидания х —тх.

Эту случайную -величину будем называть центрированной слу
чайной величиной или отклонением и обозначать х°.

Очевидно, что закон распределения этой случайной величины х°
будет

X» '' x \ — X i ~ m x Х2 —  х 2 —  т х . . . x l = x k — mx

Pk Pi Pi . . . Pk

(рис. 412).
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Найдем математическое ожидание центрированной случайной 
величины:

п п п

М [х— тх] =  2  (хк — тх) Рн =  2  XkPk— 2  tnxpb =»А=1 *=1 *=1
п

— тх — /nt 2  ph — т х — тх• 1 =0 .
*=i

Итак, математическое ожидание центрированной случайной 
величины равно нулю.

З а м е ч а н и е  4. Иногда бывает целесообразно неслучайную 
(достоверную) постоянную величину с рассматривать как случай
ную величину, которая с вероятностью 1 принимает значение с, 
а другие значения принимает с вероятностью 0.

Тогда имеет смысл говорить о математическом ожидании по
стоянной:

М[с] =  с - 1=с ,  (6)
т. е. математическое ожидание постоянной равно самой постоянной.

§ 10. Дисперсия. Среднеквадратичное отклонение.
Понятие о моментах

Кроме математического ожидания случайной величины х, кото
рое определяет положение центра распределения вероятностей, 
количественной характеристикой распределения случайной вели
чины является дисперсия случайной величины х.

Дисперсию будем обозначать D [_*>] или а |.
Слово «дисперсия» означает рассеивание. Дисперсия является 

числовой характеристикой рассеивания, разброса значений слу
чайной величины относительно ее математического ожидания.

О п р е д е л е н и е  1. Дисперсией случайной величины х назы
вается математическое ожидание квадрата разности случайной вели
чины х и ее математического ожидания (т. е. математическое ожи
дание квадрата соответствующей центрированной случайной вели
чины):

0 М = М [ ( * - ( П Л  (1)
или

D [*]=■]£ (xk—тх)г pk. (2)

Дисперсия имеет размерность квадрата случайной величины. 
Иногда, для характеристики рассеивания, удобнее пользоваться 
величиной, размерность которой совпадает! с размерностью слу
чайной величины. Такая величина— среднеквадратичное откло
нение.
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О п р е д е л е н и е  2. Среднеквадратичным отклонением слу
чайной величины называется корень квадратный из ее дисперсии:

о [х] = УЩх],
или в развернутом виде

(хн—тху  рк. (3)

Среднеквадратичное отклонение обозначают также ох.
З а м е ч а н и е  1. При вычислении дисперсии формулу (1) бы

вает удобно преобразовать так:
гг п п п

D[x] =  2  (xk— mxf p k = 2  Xlpk— 2 2  xk™xPk +  23 mlpk=*
k=[ k=l  k=\ /fe=l

n n n
=  23 xlpk— 2mx 2  **/>* +  /»£ 2 p t  =/f=Tl fc=l ft=l

— M[x2]—2 тх-тх +  т \-1 =  M[jc2]—m\.
Итак,

D [x] =  M [л:2] — tri (4)
t . e. дисперсия равна разности математического ожидания квад
рата случайной величины и квадрата математического ожидания 
случайной величины.

П р и м е р  I. Производится один выстрел по объекту. Вероятность попа
дания р. Определить математическое ожидание, дисперсию и среднеквадратич
ное отклонение.

Р е ш е н и е .  Строим таблицу значений числа попаданий

X 1 0

Рк р ч

<7 =  1—р. Следовательно,
М М  = 1 - Р  +  0<7 =  р,
D М = ( t —p)2 Р +  (0—p)2<7=<?2p +  />2<7 =  p<7,
<*М = У ря-

(5)

Чтобы представить смысл понятия дисперсии и среднеквадратич
ного отклонения как характеристики рассеивания случайной вели
чины, рассмотрим примеры.

П р и м е р  2. Случайная величина х задана следующим законом распре
деления (см. таблицу и рис. 413):

X 2 3 4

Рк 0,3 0,4 0,3
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Определить: 1) математическое ожидание, 2) дисперсию, 3) среднеквадра
тичное отклонение.

Решение
1. М [х ]= 2 -0 ,3 + 3 -0 ,4  +  4-0,3 =  3,
2. D [х] =  (2—3)2-0,ЗЦ-(3—З)3-0,4-}-(4—З)2-0,3 =  0,6,
3. о [х] D [ x ] =  Y~0,6 — 0,77.
П р и м е р  3. Случайная величина х  задана следующим законом распре

деления (см. таблицу и рис. 414):

X 1 3 5

Рк 0,3 0 ,4 0,3

Определить: 1) математическое ожидание, 2) дисперсию, 3) среднеквадра
тичное отклонение.

Решение.
1. М[х] =  1-0,3 + 3  0 ,4 + 5 -0 ,3  =  3,
2. D [х] =  (1-—3)а -0 ,3 + (3 —3)а -0,4-)-(5—З)2-0,3 =  2,4,
3. а [х] =  У 2 ,4 =  1,55.
Рассеивание, разброс случайной величины в первом примере меньше рас

сеивания случайной величины во втором примере (см. рис. 414-и 415). Диспер
сии этих величин соответственно равны 0,6 
и 2,4.

П р и м е р  4. Случайная величина х  за
дана следующим законом распределения (см. 
таблицу и рис. 415):

Рис. 415,

X 3

р 1

[__
__

__
__

 -
 

У >

1

£ 3 <2?

Определить: 1) математическое ожидание, 2) дисперсию, 3) среднеквадра
тичное отклонение.

Решение.
1. М[х] =  3 1 = 3 ,
2. D[x} =  (3—З)2 -1 = 0 ,
3. о [х] =  0.
Рассеивание значений этой случайной величины отсутствует.
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З а м е ч а н и е  2. Если рассматривать постоянное число Как 
С1учайную  величину, которая принимает значение с с вероятностью 
'j то легко показать, что D [с] =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Было показано, что АЛ [с] =  с (см. (5) §9). 
По формуле (1) получаем D [с] =  М [(с—с)2] =  М [0] =  0Г что и тре
бовалось доказать.

З а м е ч а н и е  3. По аналогии с механической терминологией 
математическое ожидание величин х —т х , ( х — т х)г называют 
центра льн ым  м ом ен т ом  первого  и второго п ор ядк а  случайной ве
личины  х .  Рассматривают и центральный момент третьего порядка

П
2  (х к —  т х У  Р к-k= 1

Если случайная величина распределена симметрично относительно 
центра распределения вероятностей (рис. 411), то очевидно, что 
ее центральный момент третьего порядка будет равен нулю. Если 
центральный момент третьего порядка отличен от нуля, то слу
чайная величина не может быть распределена симметрично. v

§ 11. Функции от случайных величин

л [ 1 |  Ф У Н К Ц И И  ОТ С ЛУЧА ЙНЫ Х В ЕЛИЧИН

Пусть случайная величина х задана законом распределения 
в виде таблицы

X Xi х2 . . . ** . . . Хп

Рк Pi Pi . . . Рк . . . Рп

Рассмотрим функцию от случайной величины х: *
0 =./(*)•

Значения функции Ук = [(хк) будут значениями случайной ве
личины у.

Если все значения y k — f ( x k) различны, то закон распределе
ния случайной величины у  задается таблицей

y — f (y) y i — f ( x  i) Уг =  f  (х2) ■ . . . Ук — f  (x k) . . . II

Рк Pi Pt . . . Рк . . . Pn

Если среди значений y k — f ( x k)  есть равные, то соответствую
щие столбцы следует объединить в один, сложив соответствующие
вероятности.
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Математическое ожидание функции у =  /(*) случайной величин 
ны х будет определяться по формуле, аналогичной формуле (1) § 10:

М [/(*)] =  2  /(**)/>*• (1)
к = 1  I

Аналогичным образом определяется и дисперсия функции:

о[/(*)] = м[(/(*)-м [/(*)])*] = i  (,f(xM)-m /w)*Pk.
) &= 1

П р и м е р .  Случайная величина <р задана следующим законом распреде
ления:

ф л

2
Л

~  т 0
Л

т
Я

*2

Рк 0,1 0,1 0 ,2 0 ,3 0 ,3

Рассматривается функция этой случайной величины
I/ =  -4 sin ф.

Составим таблицу распределения для случайной величины у:

У — А A У  2
2 0 А У  2 

2 А

Рк 0,1 0,1 0,2 0,3 0,3

Найдем математическое ожидание функции:

М [/1 sin ф] =  -j- Л -0,1 — • Ь ,1 +  0 . 0 , 2 + ^ Ц ^  0 ,3 + / 1 0 >3 =

* - Л  ( 0 . 2 + 1 ^ ?  • 0 ,2 ^  =  Л (0 ,2+0 ,14) =  0,34Л.

Задачи подобного типа могут возникнуть при рассмотрении колебательных 
процессов.

§ 12. Непрерывная случайная величина. Плотность 
распределения непрерывной случайной величины. Вероятность 

попадания случайной величины в заданный интервал

Для понимания данного вопроса рассмотрим пример.
П р и м е р .  Измеряется величина износа цилиндра после некоторого пе

риода эксплуатации. Эта величина определяется значением увеличения диа
метра цилиндра. Обозначим ее х. Из существа задачи следует, что величина х 
может принимать любое значение из некоторого интервала (а, Ь) возможных 
ее значений.
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Такую величину называют непрерывной случайной величиной.
Итак, рассмотрим непрерывную случайную величину х, задан

ную на некотором интервале (а, Ь), который может быть и беско
нечным интервалом (— оо, + °° )-  Разделим этот интервал произ
вольными точками х0, x lt х2, . . . .  хп на малые интервалы длины

Допустим, что. нам известна вероятность того, что случайная 
величина х попала в интервал (x,_j, х,). Эту вероятность мы 
обозначим так: Р (x-_i < х <  х,) и изобразим в виде площади пря
моугольника с ©снованием Ах,_* (рис. 416).

Для каждого интервала (x,_i, xt) определяется вероятность 
попадания случайной величины х  в этот интервал и, следова
тельно, может быть построен соответствующий прямоугольник. 
Таким образом, получаем ступен
чатую ломаную.

О п р е д е л е н и е  1. Если су
ществует такая функция y — f(x), 
что

lira р (* < * < * + А*> -  f (х) /] \
Д- w O  Ах 1 ' * ' •

то эта функция f (х) называется плотностью распределения вероят
ностей случайной величины х или законом распределения. (Также 
говорят «плотность распределения» или «плотность вероятности».) 
Через х будем обозначать случайную непрерывную величину, 
через х или хк значения этой случайной величины. Но иногда, 
если это не мешает пониманию, и в~первом случае черту будем 
опускать. Кривая у =  /(х) называется кривой распределения вероят
ностей или кривой распределения (рис. 417).. Пользуясь опреде
лением предела, из равенства (1) с точностью до бесконечно малых 
высшего порядка относительно Ах следует приближенное равенство

Р (х <  х <  х +  Ах) ^  f  (х) Ах. (2)
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Докажем далее следующую теорему.
Т е о р е м а  1. Пусть f(x) есть плотность распределения слу

чайной величины х. Тогда вероятность того, что значение случай
ной величины х попадет в некоторый интервал (а, р), равна 
определенному интегралу от функции f(x) в пределах от а до р, 
т. е. справедливо равенство

р
Р (а <  х <  Р) =  J /  (х) dx. (3)

а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разобьем интервал (а, Р) точками а —хъ , 
лг2, ..., л"„+х = Р на п малых интервалов (рис. 418). К каждому

из этих интервалов применим формулу (2):
Р (*i <; х <  х2) ^  /  (хх) Axit 
Р (*̂ 2 ^  X ^з) =  /  (-̂ г) Д*̂ 2»

Р(хп < х <  хп+1) ^  /  (х„) Ахп.

Складываем левые и правые части равенства. Очевидно, что слева 
получим Р (а <  х <  Р). Итак,

Р (а <  х <  Р) 2  /  (х;) Д х,-.
(=1

Получили приближенное равенство. Переходя к пределу в пра
вой части при max Дх,- —+ 0, на основании свойств интегральных 
сумм получим точное равенство

П
Р (а <  х <  Р) '= lim 2  /  (*;) Дх,-.

max Дл:(.-»-0 t= l

(Мы предполагаем, что /(х) такова, что справа стоящий предел 
существует.) Но справа стоящий предел есть определенный йнте-
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грал от функции f(x) в пределах от а до р. Итак,

Р (а <  х <  р) =   ̂ f (х) dx.
а

Теорема доказана.
Таким образом, зная плотность распределения случайной вели

чины, мы можем определить вероятность того, что значение слу
чайной величины попало в данный интервал. Геометрически эта 
вероятность равняется площади соответствующей криволинейной 
трапеции (рис. 419).

З а м е ч а н и е .  В случае непрерывной случайной величины 
вероятность события, состоящего в том, что х = х0, будет равна
нулю.

Действительно, положив в 
равенстве (2) х — х0, получим
Р ( х 0 < x < jc„ +  Ax) & f  (х0) Ах,
откуда

lim Р (х0 <  х <  х0 4- Ал:) =  О,
Д.г-И)

ИЛИ

Р (л: =  х0) =  0.
(См. также замечание 1 на с. 437.) Поэтому в равенстве (3) 

и предыдущих мы можем писать не только Р (а <  х  <  Р), но и 
Р (а ^ х < ;Р ) ,  так как
P (a < * < p )  =  P(x==a)-|-P(a<x<p) +  P(x==p) = P(a<x<P).

Если все возможные значения случайной величины х нахо
дятся в интервале (а, b), то

ь
U ( x ) d x =  1, (4)

так как достоверно, что значение случайной величины попадет 
в интервал (а, Ь).

Если интервал возможных значений (—с», +  оо), то
+ OD
5 f  (х) dx =  1. (5)

— 00
Заметим, что если из существа рассматриваемой задачи сле
дует, что функция /  (х) определена на конечном интервале (а, Ь), 
то можно считать, что она определена на всем бесконечном
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интервале (—оо, -f-oo), но
/ (*) =  о

вне интервала (<?, Ь). В этом случае выполняется и равенство (4), 
и равенство (5). Плотность распределения случайной величины 
полностью определяет случайную величину.

§ 13. Функция распределения, или интегральный закон 
распределения. Закон равномерного распределения вероятностей

О п р е д е л е н и е  1. Пусть f(x) есть плотность распределения 
некоторой случайной величины х (—оо <  х <  +  оо), тогда функция

называется функцией распределения вероятностей, или инте
гральным законом распределения.

Для дискретной случайной величины функция распределения 
' равна сумме вероятностей тех ее значений хк, которые меньше х\

На основании равенства (3) § 12 следует, что функция рас
пределения F (х) есть вероятность того, что случайная величина х

кривой распределения, лежащей левее ординаты, проведенной 
через точку х.

Г рафик функции F (х) называется интегральной кривой рас
пределения (рис. 421).

X
F(x)=  J f{x)dx (О

О х
Рис. 420.

F(x)= 2  /V
x k c x

F(x) примет значение, меньшее х 
(рис. 420):

Рис. 421,

F (х) = Р (—оо <  д: <  х). (2)
Из рис. 420 следует, что придан
ном значении х значение функ
ции распределения численно рав
няется площади ограниченной
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Переходя к пределу при х —>-+оо в равенстве (1), с учетом
(5) s 12 получаем
' / X +*

lim F (х) — lim С f  (*) dx — С /  (x) dx = 1.
*-► +00 2—► +  cc ^  ^— 00 — 00

Докажем далее следующую теорему.
Т е о р е м а  1. Вероятность попадания случайной величины х 

в заданный интервал (а, Р) равняется приращению функции рас
пределения на этом интервале:

Р (а <  х <  Р) =  F (Р) — F (а).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Выразим вероятность попадания случай

ной величины х в заданный интервал (а, Р). Формулу (3) § 12

Р и с . 4 2 2 .

перепишем так:
в В

Р (а <  д: <  Р) =  \  f (х) dx =  $ f(x) dx — $ f (x)dx
а  — со — оо

(рис. 422). Пользуясь равенством (1), можем написать
Р (а <; х <  Р) =  F (Р) — F (а),

что и требовалось доказать (рис. 423).
Заметим, что плотность распределения f (х) и соответствующая 

функция распределения F (х) связаны соотношением
. г  (* )= /(* ) . : ......... (3)

Это следует из равенства (1) и теоремы о дифференцировании 
определенного интеграла по верхнему предел^.

Рассмотрим далее случайную величину с законом равномерного 
распределения вероятностей: Закон распределения или плотность 
распределения f (х) такой случайной величины задается следую
щим образом: f(x) — 0 при х <  a, f{x) = c при а < * < 6, /(*) =  О 
при 6 <  х. На интервале (а, Ь) плотность f(x) имеет постоянное 
значение с (рис. 424), а вне этого интервала равна нулю. Такое 
распределение также называют законом равномерной плотности.
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Из условия J f (x)dx — 1 находим значение с: 
—  00

+ а Ь
 ̂ f (x)dx=   ̂ cdx — c(b—а)— 1,

следовательно,
1 1с =  Г— , о— а =  —. 6—а ’ с

Из последнего равенства следует, что интервал (а, Ъ), на котором 
имеет место равномерное распределение, обязательно конечен. ]

Щ м
щ

СС р 
Рис. 424.

6 Я 1

Определим вероятность того, что случайная величина х примет 
значение, заключенное в интервале (а, р):

в в
Р  (а <  х <  р) =  j  f(x)dx = dx = f ~ .

Итак, искомая вероятность

Р (а <  .V <  j ft—а 
Ь—а

(это соотношение аналогично определению геометрической вероят- 1  
ности для двумерного случая, приведенному на с. 441).

Определим интегральный закон распределения
. X

F (х) — J f  (х) dx.
— со

Если х < а ,  то /(*) =  0 и, следовательно,
Fj(*) = 0.

Если а < х < & ,  то = и, следовательно,
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+ 00
/(*) = 0, 5 f ( x ) d x =  О,

ь
следовательно,

F (x )=  l f { x ) d x =  = = l
-  оо а

(рис. 425).
Приведем несколько конкретных случайных величин с законом 

равномерной плотности.
П р и м е р  1. При измерении некоторой величины производится округление 

до ближайшего деления шкалы. Погрешность при округлении есть случайная 
величина с равномерным распределением вероятностей. Если 21— число неко
торых единиц в одном делении шкалы, то плотность распределения этой слу
чайной величины будет

1(х) — 0 при х < — 1, 
f ( x ) = \ / 2 t  при — 1 < х < 1 ,
/  (х) =  0 при I < х.

Здесь а = — I, b — l, с =  1 /2/.
П р и м е р  2. Вращающееся симмет- Рис. 425.

ричное колесо останавливается вслед
ствие трения. Угол 0, образованный некоторым фиксированным подвижным 
радиусом колеса с неподвижным радиусом после остановки колеса, есть слу
чайная величина с плотностью распределения /  (0) =  0 при 0 <  О, /(0 ) =  J L

2л
при 0 < 0 < 2я, /  (0) =  0 при 2я <  0.

§ 14. Числовые характеристики непрерывной случайной величины

Аналогично тому, как это было сделано ранее для дискретной 
случайной величины, рассмотрим числовые характеристики непре
рывной случайной величины х с плотноствю распределения f(x).

О п р е д е л е н и е  1. Математическим ожиданием непрерыв
ной случайной величины х с плотностью распределения / ( х) на
зывается выражение

+ 00
М[х] =  <\j xf{x)dx.  (1)

— со

Если случайная величина х может принимать значения только 
на конечном отрезке [а, Ь], то математическое ожидание М [х] 
выразится формулой

ь
М М  =  5 xf  (х) dx. (Г)

а
Формулу (Г) можно рассматривать как обобщение формулы (1) § 9.
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Действительно, разобьем отрезок [а, Ь] на интервалы (xk_it хк). 
В каждом из интервалов возьмем точку 1к. Рассмотрим вспомо
гательную дискретную случайную величину £, которая может 
принять значения

5i> ^2* • ■ • • • I

Пусть вероятности соответствующих значений дискретной слу
чайной величины будут ри рг, . . . ,  pk, . . . .  рп:

Pi =  /(£l)A*i. P\=f(Z2) Ьх*.........Pk = f £k ) bxk.......... />„=/(£„) Д*д*)-
Математическое ожидание данной дискретной величины £ будет

•Л
м  [5] =  2k— l

ИЛИ

м  [i]  =  и  f o )  bX l + у  ц г) ( у  ь х к +  ; . .

-■■+Ы(1п)Ьхп= ' 2 ы а 1')Ьхк.k=l

Переходя к пределу при maxAxs —*-0, получаем 
п Ь

lim 2  Ikf (У  Ьхк =  $ xf (x) dx.
max Ддг̂ -М) fc=l a

Выражение, стоящее справа, есть математическое ожидание непре
рывной случайной величины х, которая может принимать любое 
значение х, принадлежащее отрезку [а, Ь\. Аналогичное рассуж-' 
дение можно провести и для бесконечного интервала, т. е. для 
выражения (1). Формулы (1) и (Г) аналогичны формуле (1) § 9 
для дискретной случайной величины. Математическое ожидание 
также будем обозначать тх.

Математическое ожидание называют центром распределения 
вероятностей случайной величины х (рис. 426). Если кривая рас
пределения симметрична относительно оси Оу, т. е. f(x )—функ
ция четная, то очевидно, что

+ 00
« М[х] =  J xf (х) dx = 0.

— ао

В этом случае центр распределения вероятностей совпадает 
с началом координат (рис. 427). Рассмотрим центрированную слу-

*) В то же время f  (g*) \ х к есть вероятность того, что непрерывная слу
чайная величина х  примет значение из интервала хк).
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чайную величину х — тх. Найдем ее математическое ожидание:

Математическое ожидание центрированной случайной вели
чины равно нулю.

О п р е д е л е н и е  2. Дисперсией случайной величины х назы
вается математическое ожидание квадрата соответствующей цент
рированной случайной величины:

Формула (2) аналогична формуле (2) § 10.
О п р е д е л е н и е  3. Среднеквадратичным отклонением случай

ной величины х называется корень квадратный из дисперсии:

Эта формула аналогична формуле (3) § 10. При рассмотрении 
конкретных примеров мы увидим, что, как и в случае дискретной

случайной величины, дисперсия и среднеквадратичное отклонение 
характеризуют рассеивание значений случайной величины._

О п р е д е л е н и е  4. Значение случайной величины х, при 
котором плотность распределения имеет наибольшее значение, 
называется модой (будем ее обозначать Мв). Для случайной вели
чины х, кривая распределения которой изображена на. рис. 426 
и 427, мода совпадает с математиче
ским ожиданием.

+ <»
М[* — тх] — (x — mx)f(x)dx = \ xf(x)dx•—тх J f ( x )dx=я

'  — 00 — 00
= тх — тх- 1 = 0,

(2)

(3)

О
Рис. 427.

сс
Рис. 426.

О п р е д е л е н и е  5. Число, кото
рое мы обозначим Ме, называется 
медианой, если оно удовлетворяет 
равенству

Рис. 428.
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(рис. 428). Последнее равенство можно переписать так:
Р (х <  М е) =  Р (Ме <  х) =  - i,

т. е. равновероятно, что случайная величина х примет значение, 
меньшее Ме и большее Ме.

Заметим, что сама случайная величина х может значения Ме и 
не принимать.

§ 15. Нормальный закон распределения.
Математическое ожидание нормального распределения

Изучение различных явлений показывает, что многие случай
ные величины, например, такие, как погрешности при измерениях, 
боковое отклонение и отклонение по дальности точки попадания 
от некоторого центра при стрельбе, величина износа деталей во

многих механизмах и т. д., имеют 
плотность распределения вероятности, 
выражающуюся формулой

( х - а )2
f(x) = — ±=e~  2° 2 . (1)' w  а / 2л '  ’

В этом случае говорят, что слу
чайная величина подчинена нормаль

ному закону распределения (это распределение также называют за
коном Гаусса). Кривая нормального распределения изображена на 
рис. 429. Таблица значений функции (1) при а — 0, cr= 1 помещена 
в конце книги (см. табл. 2). Аналогичная кривая подробно ис
следована в § 9 гл. V т. I.

Покажем сначала, что плотность распределения (1) удовлетво
ряет основному соотношению (5) § 12:

+ 00
, 5 /  (х) dx = 1 .

— со

Действительно, вводя обозначение

t, dx — \^2  odt,х — а 
/ 2 ст

можем написать
+ »  ( х - а ) ‘

1 :в 2°‘ dX-
ь /  2л /

так как

$ е~{2 dt = ) fn

(см. § 5 гл. XV).
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Определим математическое ожидание случайной величины с нор
мальным законом распределения (1). По формуле (1) § 14 имеем

+ »  (х-а)»

.=  С х — \= е  2а' dx.J с У  2л
т , (2)

t ,

Сделав замену переменной
х — а
У2а

х =  а +  V 2 at, dx = V2adt .
получаем 

Следовательно,

m*= l h  J  ( « +  1̂ 2 а / ) e~*dt  =  у = -а  § e-*\dt +  & £ -  $
Г -  00 — 00 — со

Первый интеграл ^справа равен У  п. Вычислим второй интеграл:
т J 

1
te~ft dt = — е-<г

+ oo 
-  00 :0.

Итак,
mx = a. (3)

Значение параметра а в формуле (1) равно математическому ожи
данию рассматриваемой случайной величины. Точка х = а явля
ется центром распределения вероят
ностей, или центром рассеивания. При 
х = а функция / (х) имеет наибольшее 
значение, поэтому значение х — а яв
ляется модой случайной величины.
Так как кривая (1) симметрична от- ■ 
носительно прямой х — а, то

а +<ю

J f (x )dx—  ̂ /  (х) dx,
— оо а

т. е. значение х =  а является ‘медианой нормального распределе
ния. Если в формуле (1) положим а =  0, то получим

/(*) 1 -~2а*
о  У  2л

(4)

Соответствующая кривая симметрична относительно оси Оу. 
Функция f(x) есть плотность нормального распределения случай
ной величины с центром распределения вероятностей, совпадаю
щим с началом координат (рис. 430). Числовые характеристики
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случайных величин с законами распределения (1) и (4), опреде
ляющие характер рассеивания значений случайной величины 
относительно центра рассеивания, определяются формой кривой, 
которая не зависит от величины а, и поэтому совпадают. Вели
чина а определяет величину сдвига кривой ( 1) вправо (при а >  0) 
или влево (при а <  0). Для некоторого сокращения письма мы 
будем проводить многие дальнейшие рассуждения применительно 
к плотности распределения, определяемой формулой (4).

§ 16. Дисперсия и среднеквадратичное отклонение 
случайной величины, подчиненной нормальному закону 

. распределения

Пусть плотность распределения случайной величины х дается 
формулой

/  (х) = а  У .2 л
2о2 0 )

Дисперсия непрерывной случайной величины определяется по 
формуле (2) § 14.

В нашем случае
тх — а — 0 .

Имеем
т  w

D [х] =  ( х2 — е loidx. 
1 J J o Y  2 л

Сделаем замену переменной 

2о2

 ̂t, тогдаY  2 а

— 00 -  сс

Проинтегрировав по частям, получим

Так как

lim te~t l =̂ 0, { е ~ ,гсИ — Ул,  

то окончательно получаем
D [х] =  а 2.

Среднеквадратичное отклонение в соответствии с формулой (3) 
§ 14 будет

о  | х ]  =  l /  D | х ]  =  а .

(2)

(3 )



Итак, дисперсия равняется параметру а2 в формуле плотно
сти распределения (1). Мы уже говорили выше, что дисперсия 
характеризует рассеивание значений случайной величины относи
тельно центра рассеивания.
Посмотрим, как значение па
раметра а2 влияет на форму 
кривой распределения. На 
рис. 431 изображены кривые 
распределения для Значений
и =  у , ст =  1, а =  2. Рассмат
ривая эти кривые, видим, что 
чем меньше о, тем максимум 
функции f(x) больше, веро
ятность значений, близких 
к центру рассеивания (д: =  0), 
больше, вероятность значений, удаленных бт начала, меньше. 
Это обстоятельство выражают словами: чем меньше дисперсия о2, 
тем меньше рассеивание значений случайной величины.
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§ 17. Вероятность попадания значения случайной величины 
в заданный интервал. Функция Лапласа. Интегральная 

функция распределения для нормального закона
В соответствии с формулой (3) § 12_определим вероятность 

того, что значение случайной величины х с плотностью распре
деления

Нх)-
попадает в интервал (а, Р):

1 20*
а У*" 2л

Р (а <  л; <  Р) =  j /  (х) dx,

или
Р (*-а)* 
V о; Р ( а < * < р ) = - р | ^  е dx

(рис. 432). Сделаем замену переменной
х — а

Получаем
V  2а

t .

ГВ-а
а К 2

Р(ос <  J < P )  =  - ^ U  J  е~ * г d t..

(1)

( О

О К 2
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Справа стоящий интеграл не выражается через элементарные функ« 
ции. Значения этого интеграла выражаются через значения инте
грала вероятностей

X
Ф(х) = - ~ \ е - * гШ. (2)У я J

Укажем некоторые свойства функции Ф (х), которыми мы будем 
пользоваться ниже.

1. Ф(х) определена при всех значениях х.
2. Ф(0) =  0.

3. Ф (+  °о);
*+• сю

У - '! л = - 4 = -
у  л

У  я
1 .

4. Ф (х) монотонно возрастает на интервале (0, +  оо).
5. Ф (х)— функция нечетная, так как

Ф ( - Х ) = - Ф ( х ) .  (3)
6. График функции Ф(х) изображен на рис. 433.
Составлены подробные таблицы значений этой функции. Крат

кая таблица приведена в конце книги (см. табл. 1).
Перепишим равенство (Г), пользуясь теоремой о разбиении 

промежутка интегрирования:
г- Р-о

р-д
о V I

~tldt +  j  e~ft dt .

Последнее равенство можно переписать так:

Р (а <  х <  Р) У  л

а V 2
J  e-f‘d t +  § e~*‘ dt

*La /  2

i
У  л

r  CC-fl
oV~2

~  I е

P-g
o V l

cl — a
o V 2

P ( « < T < B  =  ^  j  I -t'dt
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Пользуясь функцией Ф (л:) (см. (2)), окончательно выразим вероят
ность попадания случайной величины х, подчиненной нормаль
ному закону, в интервал (ос, Р):

Р ( а < Т < » = 1 [ ф ( 1 = | ) - ф ( ^ ) ] .  (4)

При а =  0 получаем

( 5 )

Приравняв правые части равенств (1) для случая а =  0 и равен
ства (5), получаем

,5'>о*
Часто приходится вычислять вероятность того, что значение слу
чайной величины попадает в интервал (а — /, а +  /), симметричный

относительно точки х = а (рис. 434). В этом случае формула 
(4) принимает вид

Р (а- * <  ж <  а + / > = 4  [ ф ( _ ^ . )  _  Ф ( _  ) ] .

Учитывая, что ф ( ~  = — ( ш- ф°рмулу <3))’
окончательно получаем

Р(а— 1 < х < а  +  1) = ф ( ^ - у ^ у  (6)

Правая часть не зависит от положения центра рассеивания, сле
довательно, и при а = 0 получаем

' Р(— 1<х<1)Ф ^ ) . ( 7 )
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П р и з е р  1. Случайная величин 
на х  подчинена нормальному закону 
распределения с центром рассеивания
й =  0,5 и дисперсией о2 = 4 - .  Опре-о
делить вероятность того, что значе
ние случайной величины х  попадет в 
интервал (0,4; 0,6) (рис. 435). W

Р е ш е н и е .  Здесь — =  2.а у  2
По формуле (4) получаем 
Р(0,4 <  х  <  0,6) =

= ^ -{ Ф  [2• (0,6— 0,5)] — Ф [2• (0,4—0,5))} =  -^-{Ф (0,2) — Ф (—0,2)}. 

Но Ф (—0,2) =  — Ф (0,2) (см. формулу (3)), поэтому можем написать 

Р (0,4 <  7<  0,6) =  у  [Ф (0,2) +  Ф (0,2)] =  Ф (0,2).

По таблице значений функции Ф (х) (см. табл. 1 в конце книги) находим

Р (0,4 <  х <  0,6) =  0,223.

П р и м е р  2. Длина изготовляемой автоматом детали представляет собой 
случайную величину, распределенную по нормальному закону с параметрами
М [х] =  10, ° 2 =  2оо- Найти вероятность брака, если допустимые размеры де
тали должны быть 10 ±  0,05.

Р е ш е н и е .  В нашем случае а = 1 0 , — = 10, о= ’- 1 . Вероят-
о ^ 2  ’ 10 V  2

ность брака pgp в соответствии с формулой (4) выразится так: 

р6р =  1 _ р  (9,95 < Г <  10,05)= 1 — i -  {Ф [10- (10,05-10)]—Ф [10 (9,95-10)]}=

=  1 — i  {Ф (0,5) — Ф (—0,5)} =  1 — Ф (0 ,5 )=  1 - 0 ,5 2  =  0,48.;

П р и м е р  3. Определить вероятность попадания в полосу шириной 
2 /=  3,5 м, если ошибки стрельбы подчиняются нормальному закону распре
деления с параметрами <2 =  0, о = 1 ,9 .

Р е ш е н и е .  В нашем случае а  =  —1,75, |3=  1,75, — 4 ^  =  0,372. По фор-
. ! *. ° V 2

муле (7) подучаем

Р ( — 1, 75 < 7 <  1,75) =  Ф (1,75-0,372) =  Ф (0,651) =  0,643.

З а м е ч а н и е .  Вместо функции Ф(х) ((2)) часто пользуются 
функцией Лапласа

* п
Ф(х) 1

V  2л
е 2 dt. (8)

Эта функция Лапласа связана с функцией Ф(х) простым соОтно*;
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рением. Сделав в интеграле (8) замену ——  — г, получаем
V  2

X
У~2

] Пак,

® М = т ф( у т )  О)

( 10)
н, очевидно,

Ф(хК2) = |ф(х).

Формула (5) с использованием функции Ф(х) и соотношения (9) 
запишется так: у
Р ( а < х < Р ) = ф ( 4 ) - ф ( ^ )

( 11)
при 0 =  1

Р (а <  х <  Р) =  Ф ф) Ф (а). Рис. 436.

Таблица значений функции Лапласа Ф(х) помещена в конце книги 
(см. табл. 3),

Определим далее интегральную функцию нормального закона 
распределения. По формуле (1) § 13 имеем:

л 1 /5 <*-«>•
F (х) = \ f  (х) dx =  — -== \ е 20‘ dx — Р (— с» <  х <  х).

J о у  *2я J
— со — со

Пользуясь формулой (4) для случая а  =  — оо, Р =  х, получаем 

по ф (— оо) =  — 1 (см. формулу (3)). Следовательно,

, « - 4 [ ф ( т В - ) + 1] -  - <12)
График функции F (х) при а =  0 изображен на рис. 436.

§ 18. Вероятное (срединное) отклонение или срединная ошибка

Во многих вопросах прикладной теории вероятностей, в част
ности в теории стрельбы, а также в теории ошибок, пользуются 
-''арактеристикой рассеивания, которую называют вероятным, или 
< рединным отклонением. В теории стрельбы ее называют средин
ной ошибкой.

Н.’ С. Пискунов, т: 2
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Выразим правую часть равенства (2) через приведенную функци 
Лапласа:

р ( « < Т < В = 1 [ ф ( А ) _ ф ( | )

В частности, вероятность попадания значения случайной ва 
личины в симметричный относительно центра рассеивания интер. 
вал (— I, I) в соответствии с формулой (3) выразится так:

Р ( - / < д: < 0  =  ф ( 4 )

Р ( 0 < х < / )  =  | ф ( - ^ ) .

(7

(8

Заметим, что вероятность попадания случайной величины х 
интервал (а, Р), если математическое ожидание а ф  О выразите 
через срединную ошибку Е так (см. формулу (4) § 17):

Р(сс < х < р )  =  -|г [ф  (р -^ р -)  — Ф ( р ^ т г ) ]  • (9

Через приведенную функцию Лапласа последнее равенство выра; 
зится так:

Г ( « < т < | » - ! [ ф ( ^ ) - ф ( ^ ) ] .

§ 20. Правило трех сигм. Шкала вероятностей 
распределения ошибок

( 10)

При проведении практических вычислений за единицу изме| 
рения отклонения случайной величины, подчиненной нормальному! 
закону от ее центра рассеивания (математического ожидания),,? 
принимают среднеквадратичное отклонение о. Тогда на основа-1 
нии формулы (7) § 17 получаются полезные при различных вьн 
числениях равенства

Р (—о <  х <  0) =  Ф ~ ^  =  0,683,

Р (— 20 <  х <  20) =  Ф (V"2) =  0,954,
Р(— 3 0 < х <  Зо) =  =  0,997. ’

Эти результаты геометрически изображены на рис. 439.
Почти достоверно, что случайная величина (ошибка) не откло- I  

нится от математического ожидания по абсолютной величине большеЦ 
чем на За. Это предположение называют правилом трех сигм.

В теории стрельбы и при обработке различных статистиче- J  
ских материалов бывает полезно знать вероятность попадания Я 
случайной величины х в интервалы (0, Е), (£, 2Е), (2Е, 3Е),щ
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( З Е ,  4£), (4Е, 5Е) при плотности распределения, определяемой по 
ьормуле (0  § Знание этих вероятностей во многих случаях 
Сокращает вычисления и помогает при анализе явлений.

При вычислении этих вероятностей будем пользоваться форму
лой (8) § 19 и таблицей функции Ф(х):

Р (0 <  лГ< £) =  1  Ф (1) =0,2500,

Р ( Е <  х <  2Е) =  1  [Ф ( 2 ) - 6 ( 1 ) ]  =  0,1613,

Р (2Е <  х <  ЗЕ) =  1  [Ф (3) -  Ф (2)] =  0,0672,

Р (ЗЕ <  х <  4£) =  1  [Ф (4) -  Ф (3)] =  0,0180,

Р (4£ <  х <  оо) =  j  [Ф (оо) -  Ф (4)] =  1 (1  -0,9930) =0,0035.

Результаты вычислений геометрически изображены на рис. 440, 
который называется шкалой рассеивания ошибок. Из этих расчетов 
следует, что практически достоверно, что значение случайной вели
чины попадает в интервал (—4Е, 4Е). Вероятность того, что зна
чение случайной величины попадает вне этого интервала, меньше 0 ,0 1 .

П р и м е р  1. Производится один выстрел 
по полосе шириной 100 м. Прицеливание рас
считы валось  на среднюю линию полосы, ко
то р а я  перпендикулярна к плоскости полета 
сн а р я д а .  Рассеивание подчиняется нормаль
ному з а к о н у  с вероятным отклонением по даль
ности £  =  20м . Определить вероятность попа
дания  в полосу (рис. 441). Срединное отклоне
ние по дальности в теории стрельбы обозначают Рис. 441.

боковое Вб.
Р е ш е н и е .  Воспользуемся формулой (7) § 19. В нашем случае 1 =  50 м, 

к ~ В д  =  20 м. Следовательно,

Р (—50 < х <  50) =  Ф =  Ф (2,5) =0,9082 я  0,91.

З а м е ч а н и е .  Приближенно можно было бы решить задачу, не пользуясь 
таблицами функции Ф(*), а воспользоваться шкалой рассеивания (рис. 440).
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В нашем случае 7 =  2,5£. Следовательно,
Р ( — 50 < 7 <  50) =  2 . (0,25 +  0 ,1 6 + 0 ,0 4 )=  0,90.

П р и м е р  2. Опытом установлено, что ошибка прибора для измерения 
дальности подчиняется нормальному закону со срединной ошибкой £ = Ю  м 
Определить вероятность того, что определенная этим прибором дальность буде-J. 
отклоняться от истинной не более чем на 15 м.

Р е ш е н и е .  В данном случае 7= 1 5  м, £ = 1 0  м. По формуле (7) к ig 
получаем:

Р (—15 < 7 <  15) =  Ф (1,5) =  0,6883 я  0,69.

§ 21. Среднеарифметическая ошибка
Для характеристики ошибок вводят понятие среднеарифмети\ 

ческой ошибки, равной математическому ожиданию абсолютной 
величины ошибок. Будем обозначать среднеарифметическую ошибку 
через d. Определим среднеарифметическую ошибку, если ошибки 
х  подчиняются нормальному закону (4) § 15. По формуле, ана
логичной (2) § 15, получаем (а =  0)

=  е
Xя

2 а2
о У  2л

dx-
о У  2л

+ сс

I
<L_£_

2а’ Jхе dx =

а У  2л
( — о2е 2°г) 2а

У2п
Итак, среднеарифметическая ошибка выражается через средне
квадратичное отклонение а так:

( 1)

§ 22. Мера точности. Соотношение между характеристиками 
распределения ошибок

При рассмотрении многих процессов, особенно в теории стрельбы, 
плотность распределения нормального закона записывают в форме

=  ( 1) 
V Л

Сравнивая формулы (4) § 15 и (1), видим, что введенный пара
метр h выражается через параметр а так:

(2)

Величина h обратно пропорциональна о, т. е. среднеквадратич
ной ошибке или среднеквадратичному отклонению. Чем меньше 
дисперсия а2, т. е. чем меньше рассеивание, тем больше значение 
h . Поэтому h называют мерой точности.
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Из (2) и (1) § 21 получаем
а = I

ft У  2 ' 
I

ft У  л

(3)

(4)

С р е д и н н а я  ошибка Е выражается через меру точности h на 
о с н о в а н и и  формулы (7) § 18 и (3):

(5)ЕС А ‘
Иногда бывает нужно одну характеристику распределения 

о ш и б о к выразить через другую. Поэтому бывают полезны следую
щие равенства:
£- =  p / 1 i =  0,6745, -^- =  р К л  =  0,8453, =  1,2533, (6)

£- =  — ^ = 1 ,4 8 2 6 ,  Е РУ  2 У  л
=  1,1829.

§ 23. Двумерная случайная величина

С двумерными случайными величинами приходится иметь дело, 
например, при рассмотрении процесса поражения объекта, нахо
дящегося на плоскости хОу. Значение двумерной случайной вели
чины определяется двумя числами х н у \  саму двумерную случай
ную величину будем обозначать (х , у). Пусть х н у  принимают 
дискретные значения х{ и у,.  Пусть каждой паре значений (xh 
у;) из некоторой совокупности соответствует определенная вероят
ность p i j .  Мы можем составить таблицу распределения вероятно
стей дискретной двумерной случайной величины

N . X 
У Хх Xt ... * п

y i Р а

■*" * —1" Г—--------

P ii
'

Pni

Уг Р п Ргг Рп2

■

-

У т Pint Рчт Р пт
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Очевидно; что должно выполняться равенство
т п

2  2 л , - 1 . (ОУ«=1 <=1

Определим, далее, непрерывную двумерную случайную величину. 
Вероятность того, что значение двумерной случайной^ величины 
(х, у) удовлетворяет неравенствам х <  х <  x-f-Дх, у <  у <  у-\-Ау, 
будем обозначать так: Р (х <  х <  х -J- Дх, у < у  <  у +  А*/).

У

£
TL ■ш .

4 сс4V f i .  '*
[ Рис. 443.

О п р е д е л е н и е  1. Функция f(x, у) называется плотностью 
распределения двумерной случайной величины (х, у), если с точ- i 
ностью до бесконечно малых высшего порядка относительно Д р = | 
=  V Дх2 +  Дг/ 2 выполняется равенство ’ j

Р ( х < х < х  +  Дх, у < у  < у  +  Ау) sz f ( x ,  у) Ах Ay. (2) j

Формула (2) вполне аналогична формуле (2) § 12.
Рассмотрим прямоугольную систему координат хОу. Если! 

значения случайной величины (х, у) будем обозначать точками! 
плоскости с соответствующими координатами х и у, то выражение'! 
Р (х <  х <  х +  Дх, у < у < у +  Ау) обозначает вероятность того, |  
что двумерная случайная величина (х, у) примет значение, обо-1 
значенное точкой, находящейся в заштрихованном прямоуголь*! 
нике As (рис. 442). Будем говорить, что «значение случайной : 
величины попало в область As»*).

Вероятность Р (х <  х <  х +  Дх, у < у < у -h Ay) также будем i 
обозначать Р[(х, z/)c=As]. В этих обозначениях равенство (2) ' 
можно переписать так:

Р [(*, У) <= As] ж  /  (х, у) As. (3) ;

Докажем далее следующую теорему, аналогичную теореме 1 § 12.;

*) Площадку в равенстве (3) можно было бы брать и произвольной формы.



ДВУМЕРНАЯ СЛУЧАЙНАЯ ВЕЛИЧИНА Щ§ -’'П

Т е о р е м а  1. Вероятность P[(x, y)czD] того, что двумерная 
ишайная величина (х , у) с плотностью распределения / (х, у) 

п о п а д е т  в область D, выражается двойным интегралом от функ
ции /(•*> У) п0 области D, т. е.

Р[(*. i/)c :D ]=  $$/ (*,  y)dxdy.  (4)
D

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Разбиваем область D, как это делалось 
в теории двойных интегралов, на площадки As. Для каждой 
площадки пишем равенство (3) и складываем левые и правые части
полученных равенств. Так как 2 As==£> и 2 Р [ (* .  */)cAs] =  

Р[(х, y)cD],  то с точностью до бесконечно малых высшего 
порядка относительно As получаем приближенное равенство

Р[(х, ^ ) As-

Переходя к пределу в правой части последнего равенства при 
As—>0 , справа получим двойной интеграл и на основании свойств 
интегральной суммы точное равенство

Р [(*, у) с  D] =  J $ f  (х, y)dxdy.
D

Теорема доказана.
З а м е ч а н и е  1. Если область D есть прямоугольник, огра

ниченный прямыми х — а, х =  Р, у = у, у — б (рис. 443), то —
3 в

Р [ с с < х < р ,  у < у  < 6] = $  $ /(* , y)dxdy.  (5)
a v

З а м е ч а н и е  2. Аналогично равенству (1) выполняется
равенство

+  оо +  со

5 5 f(x,  у) dx dy =  1 , (6)
— 00 -  со

так как достоверно, что двумерная величина примет какое-то зна
чение. Там, где функция / (х, у) не 
определена по смыслу задачи, пола- ^
гаем f (х, у) — 0 .

Если область D является суммой 
прямоугольников вида, изображенно- 
го на рис. 444, то вероятность по
падания случайной величины в такую _ 
область определяется как сумма ве- О 
Роятностей Для отдельных прямоуголь- Р и с . 4 4 4 ,

h
я,

•Я/



490 ЭЛЕМ ЕНТЫ  ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ [ГЛ. х $

ников, т. е. как сумма определенных интегралов по каждом 
прямоугольнику:

Р[(х, y)cD]  = Р[(х, y J c D J  +  P ^ J , y)<=D2] +  P[(x, ~y)cDa].
, .  П р и м е р .  Плотность распределения двумерной случайной величина 
задается формулой

y)=na(l+Jt2) (1 + y J) '
Определить вероятность того, что значение случайной величины попад: 
в прямоугольник, ограниченный прямыми дг =  0, х = \ ,  у = — , у = У ~  3 .

Р е ш е н и е .  По формуле (5) получаем 
1

11̂ 0 <  х < 1, у ~ < У  <

1 V 3

Г з ] -

- w S  S
djf dy

(1 +  *2) (1 +У2)

Уз
1 С dx f* dy

я 2 J  1 + * 2 J  "Г

V 3
1

V I

+  У2

V  з

^rarctgx^arctgy V з .
i ~

V~l

О п р е д е л е н и е  2. Функция
- г г ( т - « )  ( т - т ) - й

я "

F (х, у) = J $ f(u, v) du dv (7)

называется интегральной функцией распределения вероятностей 
двумерной случайной величины (х, у).

Очевидно, что интегральная функция распределения выражает 
вероятность того, что х <  х, у <  у, т. е.

F (х, у) = Р ( х < х ,  у <  у).
Геометрически функция распределения выражает вероятность того, 
что двумерная случайная величина попала в бесконечный четырех

угольник, заштрихованный на 
рис. 445.

На основании теоремы о диф
ференцировании определенного ин
теграла по параметру устанавли
вается связь между плотностью 
распределения и интегральной функ
цией распределения:

у -а
*37 =  j  /(* . v) dv,

— 00Л2/7 i

dxdy = f (X' У)'Рис, 445. (8)
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Плотность вероятности двумерной случайной величины является 
смешанной производной второго порядка от интегральной функции
распределения.

§ 24. Нормальный закон распределения на плоскости

О п р е д е л е н и е  1. Распределение двумерной случайной вели
чины называется нормальным, если плотность распределения этой 
величины выражается форму
лой

f(x, У)- 2 л о х О у
е 2°1 2<

0 )
График этой функции есть 

поверхность, изображенная на 
рис. 446.

Центром рассеивания слу
чайной величины с законом рас
пределения (Г) является точка
(0; 0)*). ах и ау называются главными среднеквадратичными от
клонениями.

Перепишем формулу (1) так:

V  2лах
Таким образом, f(x, у) можно рассматривать как произведение 
двух плотностей нормальных распределений случайных величин 
-V и у. Как и в случае одномерной случайной величины, определим 
главные вероятные отклонения двумерной случайной величины Ех 
и Ец (см. формулу (7) § 18):

Ex = p V '2 o x, Ey = pV~2ay. (3)
Подставляя ах и оц, выраженные через Ех и Еу, в формулу (1),
получим

/  (*> у) -  пЕхЕу е: Р2 (  4  + 4  ) (4)

*) Если центр рассеивания находится в точке (а; Ь), то закон распределе
ния дается формулой

(х-а)! (у-Ь)г
2 at 2а,,

2Л О х О у
(»')Н.Х, у)
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Рассмотрим линии уровня поверхности (4)

- ^  +  -73- =  ** =  const (5){

(при этом будет f(x, у) = const). Линиями уровня являются эл
липсы с полуосями, равными kEx и kEy. Центры эллипсов сов-1 
падают с центром рассеивания, ^ти эллипсы называются эллип
сами рассеивания. Их оси называются осями рассеивания. Еди
ничным эллипсом рассеивания называется эллипс, у которого 
полуоси равны вероятным отклонениям Ех и Е Уравнение еди- 
ничного эллипса получится, если в уравнении (5) положить 6 = jl:

у-
F1 =  1 . ( б ;

Полным эллипсом рассейвания называется эллипс, 
которого равны 4Ех и 4Еу. Уравнение этого эллипса

1

1 .

полуоси

(7)(4Ех)* ' (4Еу)*

В следующем параграфе мы установим, что вероятность попа! 
дания двумерной случайной величины в полный эллипс рассеива! 
ния равна 0,97, т. е. практически попадание достоверно.

§ 25. Вероятность попадания двумерной случайной величины 
в прямоугольник со сторонами, параллельными главным осям 

рассеивания, при нормальном законе распределения
Пусть

f ix,  У)-
, / Xх у

р*— е Р К +£
пЕхЕ у

I).

По формуле (5) § 23 (см. рис. 443) вероятность попадания слу-5 
чайной величины в прямоугольник, ограниченный прямыми 
=  a, jc =  P, у —у, */ =  6, выражается так:

М  ;  _ р « / £ i + £ l \
Р(а < *  < Р , у <  у <  б) =  j  ' Ех dxdy.  (1)

а v V

Представляя подынтегральную функцию в виде произведения двух 
функций, можем написать

р
P(tt < T < P ,  V <  ~У< 6) = (2)
и на основании формулы (6) § 19 окончательно получаем
Р ( а < Г < р ,  г < 5 < б ) - ^ [ ф ( | - ) _ ф ( ^ ) ] [ ф ( А ) _ ф ( Х )

(3 )
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£ СЛи в последней формуле положить а — — 1+, $ = у =  — 1г,
Ь /а, т. е. рассматривать прямоугольник с центром в начале ко
ординат, то на основании формулы (7) § 19 формула (3) примет вид

(4)

З а м е ч а н и е .  Задачу о вероятности попадания случайной 
величины в прямоугольник со сторонами, параллельными осям 
координат, можно было бы решать и так. Попадание в прямо
угольник есть сложное событие, состоящее в совпадении двух 
независимых событий — попадания в полосу — <  лг <  /л и попа
дания в полосу —1г < у < 1 2■ (Для краткости рассматриваем пря
моугольник* , с центром в начале координат.) Пусть плотность 
распределения случайной величины х есть

Ш  = 7г=УпЕх

г х
" р I* е *.

Плотность распределения случайной величины у есть

f A y ) - V  пЕи

- ,V>

61/

чоо _______1 щ __J____ж ^__
О - Вд X

-6У\

Вычисляем вероятности попадания случайной величины в по
лосу —  l t < x < l i  и в полосу — /2 <  у <  /2. По формуле (7) § 19
получаем

Р ( -  /х< * < ^ ) = ф ( £ ) .

Р ( -  /2 < У < / 2) = Ф ( ^ ) .

Вероятность сложного собы
тия— попадания в прямо
угольник — будет равна про
изведение вероятностей: рис_ 447^'
Р ( « < х < р ,  у < у < б )  =

' =  Р ( -  к  < х  <  /х) Р ( -  <~У < I») =  Ф ( £ )  Ф ( ^ )  • 
Получили формулу (4).

П р и м е р .  Производится стрельба по площади прямоугольника со сторо
нами 200 м и 100 м, ограниченного линиями

х =  — 1 0 0 ,  х = 1 0 0 ,  

у =  —50, у =  50.
давние срединные отклонения соответственно равны Ех =  Вд =  Ъ0и, Еи =  Вб=  

(р 4 Найти вероятность попадания в прямоугольник при одном выстреле
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1 Ь.дставЛ 
Функций»

1 Т Л .  х ш

Р е ш е н и е .  В нашем случае ^ = 1 0 0 , /2 =  50, Ех — 50, Е у — 10. Подстав, 
ляем эти значения в формулу (4) и, пользуясь таблицей значения функци 
Ф (х) (см. табл. 1 в конце книги), находим

Р =  ф  ф  ф  (5) =  0,8227-0,9993 =  0,8221.

§ 26. Вероятность попадания двумерной случайной величины 
в эллипс рассеивания

В теории ошибок бывает нужно рассматривать следующую 
задачу. Вычислить вероятность того, что случайная величина^ 
например ошибка на плоскости, попадет в эллипс рассеивания 1

+  ^  =  ^  
Ex Et ( 1)

если плотность распределения дается формулой (4) § 24. По фор
муле (4) § 23 получаем:

гг w - р>Г5+51
Р[(*. У)^Щ = } ) ш ^ е L * ^ d x d y , (2)

где область D3 ограничена эллипсом (1). Сделаем замену пере-1  
менных, полагая

х = Ехи, у = Eyv,

при этом преобразовании эллипс Ц, перейдет в круг
u2 +  v2 = k*. (3) |

/
Так как якобиан преобразования равен 1 — ЕхЕу, то равенство 
(2) примет вид

Р[(х, y)czD3\=  -i- р2е-р*(и‘+^)dudv.
Dk

В последнем интеграле перейдем к полярным координатам 
и —г coscp, D =  /-sin(p.

Тогда правая часть равенства (4) принимает вид
2irk

(4)

’ [(*, у) czDJ =  — j j  рге-огг2 г dr d(p.
о о

Производя вычисления в правой части, получим выражение веро
ятности попадания в эллипс рассеивания:

P[(x, y)<=D3] = 1— е-рг*\ (5) |
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рассмотрим частные случаи. Вероятность попадания в единич
ный эллипс рассеивания получится, если ноложить в формуле (5)

P [ ( x , y ) c D3]|*=1 = l - e-P2 =  0,203. (6)

Вероятность попадания в полный эллипс рассеивания (7) § 24 
получится, если в формуле (5) положить & =  4:

Р [ ( х ,  y)c=D3]|,=4 =  l - e - ieP!== 0,974. (7)
Рассмотрим частный случай, когда в формуле (4) § 24 Ех — 

__ Еу = Е. Эллипс рассеивания (5) § 24 превращается в круг
x2 +  y2 = k2E2 (8)

с радиусом R = kE. Вероятность попадания двумерной случайной 
величины в круг радиуса R в соответствии с формулой (5) будет

„ я 1

Р[(*. У)<=-Оя]=  1— е
Е!

( 9 )

О п р е д е л е н и е  1. Радиальным вероятным отклонением на
зывается такое число ER, что вероятность попадания двумерной 
случайной величины в круг радиуса R = Er равняется 1/2.

Из определения следует, что величина R = Er определяется 
из соотношения

1 — е
Е1

По таблице значений показательной функции находим
ER = l,75E.

§ 27. Задачи математической статистики. 
Статистический материал

В результате наблюдений и регистрации массовых случайных 
явлений получаются статистические данные или статистический 
материал. В частности, статистическим материалом являются 
ошибки различных измерений.

Если наблюдаемая величина есть случайная величина, то она 
изучается методами теории вероятностей. Для понимания харак
тера этой случайной величины нужно знать ее закон распреде
ления. Определение законов распределения рассматриваемых ве
личин и оценка значений параметров распределения на основа
нии наблюденных значений—задача математической статистики.

Еще одной задачей математической статистики является создание 
методов обработки и анализа статистического материала с целью 
получения определенных выводов, нужных для организации оп
тимального процесса, где участвуют рассматриваемые величины.
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Приведем примеры различных наблюдений явлений,, в резуль. 
тате которых получается статистический материал.

П р и м е р  1. При многократном измерении некоторого объекта с помощьцЦ 
измерительного инструмента, в частности при определении дальности до неко. 
торого, объекта, получаются различные значения наблюдаемой величины. Эта 
значения будем называть наблюденными значениями (так мы будем называть 
всякое значение, полученное при изучении любого явления).

• .Полученные таким образом значения требуют систематизации 
и обработки, прежде чем на их основании можно было бы сделать 
какие-либо выводы.

, Как уже указывалось, разность б между наблюденным .зна
чением х и истинным значением наблюдаемой величины а(х—а =  б) 
называется ошибкой измерения. Сказанное выше можно выразить 
в терминах ошибок. Ошибки измерения требуют математической' 
обработки с целью получения определенных выводов.

П р и м е р  2. При массовом производстве приходится рассматривать вели
чину отклонения некоторого размера полученного изделия (например, длины) 
от заданного размера для полученных изделий (ошибка изготовления).

П р и м е р  3. Разность между координатой точки попадания при стрельбе 
и координатой точки прицеливания есть ошибка стрельбы (рассеивание). Эти 
ошибки требуют математического исследования.

П р и м е р  4. Результаты измерений величины отклонения размера детали 
после эксплуатации от ее размеров до эксплуатации (проектных) требуют мате
матического анализа. Эти отклонения также можно рассматривать как «ошибки.

Из приведенных примеров следует, что рассматриваемые вели
чины суть случайные величины, а каждое наблюденное значение 
следует рассматривать как частное значение случайной величины.

Так, например, ошибка по дальности (рассеивание) при стрель
бе определяется ошибкой при . отвешивании заряда, ошибкой в 
массе при изготовлении снаряда, ошибкой наводки, ошибкой при 
определении дальности, изменением метеорологических условий и 
т. д. Все это случайные величины, и рассеивание как результат 
их совместного влияния является случайной величиной.

§ 28. Статистический ряд. Гистограмма

Статистический материал, получающийся в результате наблю
дений (измерений), помещается в таблице, состоящей из двух 
строк. В первой строке отмечается номер измерения i, во вто
рой— полученное значение xt измеряемой величины х

I 1 2 3 ... 1 ... п

X, Xi *2 х 3 ... Xi ... х п

(*281

Такая таблица называется простым статистическим рядом. 
п „ большом числе измерений статистический материал, -поме- 

1-цмый в такую таблицу, трудно обозрим и, следовательно, ана- 
lU',, его затруднен. Поэтому на основании полученного простого 
статистического ряда составляется группировка. Это делается 

чедующим образом.
Весь интервал полученных значений величины х разобьем на 

частичные равные интервалы (а0, at), (ait а2), . . . ,  (а \-и аД и под
считаем число значений mk величины х, попадающих в интервал 
l a  _i,  а к)- Значения, попадающие на конец интервала, относят 

 ̂ jj.th к левому, или к правому интервалам (иногда их относят и 
■ к левому и к правому интервалам по половине их числа). Число

I  '  ? - / *  о )
есть относительная частота, соответствующая интервалу (а*-*, ак). 
Очевидно, что

£ / > ; = 1 . (2) 4=1

На основании результатов такой обработки строим таблицу, 
I  состоящую из трех строк. В первой строке указываем интервалы 

в порядке возрастания ак, во второй строке соответствующие
им числа т к , в третьей строке—частоты р к =ншавНйК1Ш ш йвш

™к

Интервалы <Оо. О.) (а„ аг) ак> а>)

тк т тг . . . щ . .. , т \

Р'к р \ Р\ . . . Рк . . . P i

Это и есть группировка. Группировку оформляют и геометри
чески. Это делается следующим образом. На оси Ох отмечаем 
точки а„, aj, . . . ,  ak, . . . ,  о*.. Ha отрезке \ак_1, аА] как на ос
новании строим прямоугольник, площадь которого равна р\. По
лученная фигура называется гистограммой (рис. 448).

На основании группировки и гистограммы строится прибли
женно статистическая функция распределения.

Дальнейшая обработка материала производится следующим 
; 5 ^ ом- Середины интервалов (ак_г, ак) обозначают хк й счи- 

это значение значением результата измерения, котороетают 
Н

н. С, Пискунов, т. 2



498 ЭЛЕМ ЕНТЫ ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 1ГЛ. 3

повторяется тк раз. После этого вместо таблицы, зада! 
группировку, строится следующая таблица:

Х/г Xi Х2 . . . Хк . . . ~Хк

т к п ч т 2 . . . т к • • » т к

Рк P i p i . . . Рк . . . Р \

Данная обработка^сделана на основании того, что все значе
ния в интервале (ак_}, ак) близки друг к другу и потому их счи
тают равными абсциссе середины интервала хк.

П р и м е р .  При 100 определениях дальности получены результаты, 
основании которых построена группировка;
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Интервалы 80-110 110-140 140-170 170-200 200-230 230-260 260-290 290-320

i т 2 5 16 24 28 18 6 1

Pi 0,02 0,05 0,16 0,24 0,28 0,18 0,06 0,01

На основании группировки строим графическое изображение статистиче
ского ряда (гистограмму) (рис. 449).

Построим, далее следующую таблицу:

ч 95 125 155 185 215 245 275 305

тк 2 5 16 24 28 18 6 1

*

0,02 0,05 0,16 0,24 0,28 0,18 0,06 0,01

§ 29. Определение подходящего значения измеряемой величины

Пусть при измерений некоторой величины получили резуль
таты измерения хи х2, . . . ,  хп. Эти значения можно рассматри
вать как частные значения случайной величины х. За подходя
щее значение определяемой величины принимают среднее ариф
метическое полученных значений

П
2  *<•in I

'*•* — „т. 0 )
Величину т* называют статистическим средним.

Если число изменений п велико, то пользуются материалом 
таблицы, рассмотренной в § 28, и т*х вычисляют так:

/п.
xxrrii-фх2т2 +  . . .  Н -xkmk +  . : .  +  ххтк

Или. пользуясь обозначениями ( 1) § 28,

ml =  2  ~xkPk\kn\ (2)

Слученное значение называют средним взвешенным.
З а м е ч а н и е .  В дальнейшем результаты вычислений по фор- 

I  Улам (1) и (2) будем обозначать одной и -той же буквой. Это 
I амечание будет относиться и к формулам (3) и (4).
I  1 7 *
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Можно доказать, что статистическое среднее при некоторых 
ограничениях стремится по вероятности при п—<-оо к математик 
скому ожиданию случайной величины х. Это утверждение следуй 
из теоремы Чебышева.

Определим, далее, статистическую дисперсию. Она опреде. 
ляется так *):

2  (Xi—m’x)*
i = i

(3)

Эта величина характеризует рассеивание значений наблюдаемой 
величины.

Если пользоваться материалом таблицы § 28, то статистичес
кая дисперсия определится по формуле

к
D *=  2  (**—■ml)9 pi. (4)k=i

Эта формула аналогична формуле (2) § 10.
П р и м е р .  Определить статистическое среднее и статистическую дисперсию 

на основании статистических материалов примера § 28.
Р е ш е н и е .  По формуле (2) получаем

тг

п

2  х‘(=1 ^  x,pi = 9 5 -0 ,0 2 + 1 2 5 -0 ,0 5 + 1 5 5 -0 ,16-f- 185-0,24-f-

+215-0,28 +  245-0,18 +  275-0,06 +  305-0,01 =201,20.
t= l

По формуле (4) получаем

2  (** -« :)•
D* И = —

k = 1 k— i
=  952-0 ,0 2 +  1252-0 ,05+1552-0 ,16 + 1852-0,24 +  2152-0,28 +  2452-0,18 +

+  2752 -0,06 +  3052-0,01 —201,202 =  1753,56-

§ 30. Определение параметров закона распределения. 
Теорема Ляпунова. Теорема Лапласа

Пусть х —случайная величина, например результат измере
ния, а — измеряемая величина, б— ошибка измерения. Тогда эти 
величины связаны соотношением

6 =  лг—а, * =  а +  8. ( 1)

*) На самом деле статистическую дисперсию лучше вычислять по другой
формуле, приведенной на с. 502.



р о ] О П Р Е Д Е Л ЕН И Е  ПАРАМЕТРОВ ЗАКОНА РА СП РЕДЕЛЕН И Я 501

Многочисленные опыты и наблюдения показывают, что ошибки 
и з м е р е н и й  после исключения систематической ошибки, т. е. такой 
о ш и б к и ,  которая постоянна при всех измерениях (например, ошибка 
п р и б о р а ) ,  или такой, которая изменяется по известному закону 
0т измерения к измерению, и после исключения грубых ошибок 
подчиняются нормальному закону распределения с центром рас
пределения в начале координат. Это подтверждается и теорети
ческими обоснованиями.

Если случайная величина является суммой большого числа 
случайных величин, то при некоторых ограничениях эта сумма 
подчиняется нормальному закону распределения. Это утвержде
ние формулируется в виде так называемой центральной предель
н о й  теоремы, принадлежащей А. М. Ляпунову (1857— 1918). Мы 
здесь сформулируем эту теорему в несколько упрощенном_ виде.

Т е о р е м а  1. Если независимые случайные величины хх, х2, . . .
. . х„ имеют один и  т о т  же закон распределения с математи
ческим ожиданием а (не нарушая общности, можно предполагать, 
что а =  0) и дисперсией о2, т о  при неограниченном увеличении п

П

закон распределения суммы уп =  ;-= ' _  как угодно мало отли-
а у  п

чается о т  нормального (у„ нормирована та к , что  М [«/„] =  0, 
1)-

Практическая значимость теоремы Ляпунова заключается в сле
дующем. Рассматривается случайная величина, например, откло
нение некоторой величины от заданной. Это отклонение вызвано 
действием многих факторов, каждый из которых дает некоторую 
составляющую отклонения, например, в случае стрельбы откло
нение точки попадания от точки прицеливания происходит из-за 
ошибки наводки, ошибки определения дальности, ошибки изгото
вления снаряда и т. д. Все составляющие нам даже не известны, 
также как могут оказаться неизвестными законы распределения 
составляющих случайных величин. Но из теоремы Ляпунова сле
дует, что случайная величина — общее отклонение— подчиняется 
нормальному закону.

Из теоремы Ляпунова следует, что если хг, х2, . . . ,  хп — резуль
таты измерений некоторой величины (каждая из х {— случайная 
величина), то случайная величина— среднее арифметическое

*1-|-*2+ • • •—Ь*п
П

~~ при достаточно большом п подчиняется закону распределения, 
как угодно близкому к нормальному, если случайные величины x t 
подчиняются одному й тому же закону распределения.
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Теорема остается справедливой и для суммы случайных величие 
с неодинаковыми законами распределения при некоторых допо«  
нительных условиях, которые, как правило, для рассматриваемы# 
на практике случайных величин выполняются. Как показываев 
опыт, при числе слагаемых порядка 10 уже можно считать ** 
сумму нормально распределенной. их

Обозначим через а и о2 приближенные значения математиче
ского ожидания и дисперсии. Тогда можем написать приближенно 
законы распределения случайных величин б и х:

/(б )

/(* )

_ 1 ___
а  У  2 л

1

_®1
20*9

20*

(2)

(3 )

Параметр а на основании экспериментальных данных опреде
ляется по формуле (1) § 29:

П
_  2  х‘
а =  (4)

Это следует из так называемой теоремы Чебышева (1821 — 
1894). Не останавливаясь на доказательстве, укажем, что пара
метр а естественнее определять не по формуле (3) § 29, а по 
формуле

2  (**—“}*

<5>
Отметим, что правая часть в формуле (5) и правая часть в фор

муле (3) § 29 отличаются множителем , который в практи
ческих задачах близок к 1.

П р и м е р  1.  Н а п и са т ь  в ы р а ж ен и е  за к о н а  р а сп р ед е л ен и я  сл у ч а й н о й  вели 
чины  н а  о сн о в а н и и  р езу л ь т а т о в  и зм ер ен и й , п р и в ед ен н ы х  в п р и м ер е § 2 8 , и 
р езу л ь т а т о в  в ы ч и сл ен и й , п р и в ед ен н ы х  в п р и м ер е  § 2 9 . Ш

Р е ш е н и е .  Н а  о сн о в а н и и  в ы ч и сл ен и й , п р и в ед ен н ы х  в п р и м ер е  § 2 9 , 
п о л у ч а ем

а =  гпх =  2 0 1 , 0 * = ^  D * = ^ . 1 7 5 4 = 1 7 7 1 ,  о =  V i m  «  4 2 .

П о д ст а в л я я  в ф о р м у л у  (3 ) , п ол уч аем
(Х-201)*

= г  е 
2дfw =

4 2  V
21771
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З а м е ч а н и е .  Если получена статистическая функция распре- I пення для некоторой случайной величины х, то вопрос о том, 
А ,ует ли считать данную случайную величину подчиняющей- 

нормальному закону распределения или нет, иногда реша
ют так.

Пусть имеем значения случайной величины хи х2, . . . ,  хп. 
О пределяем  среднее арифметическое значение а по формуле (4). 
Определяем значения центрированной случайной величины 

у,, • • •. Уп• Абсолютные величины значений у{ располагают 
р"рЯд ’ в возрастающем порядке. Если п нечетное, то за средин
н о е  отклонение или срединную ошибку Еср принимают ту абсо
лютную величину |г/ср| в составленном ряде абсолютных величин,
которая занимает -----|-1-е место, а если п — четное, то за £ ср
принимают среднее арифметическое абсолютных величин, стоящих 
на местах с номерами и - g + E

Составим, далее, среднеарифметическую ошибку по формуле

\УЛ
d  = i = 1

(6)

По формуле (5) определяем среднеквадратичное отклонение

(7)

/■«
Далее определяем отношения —— и - с р

d а
Для случайной величины, подчиненной нормальному закону,

отношения С̂р
~

£
и —~~ соответственно равны 0,8453 и 0,6745

(см. формулу (6) § 22). Если отношения —— и -ДД отличаются
d о

°т 0,8453 и 0,6745 на величину порядка 10%, то условно при
нимают, что случайная величина у подчиняется нормальному
.закону.

Следствием центральной предельной теоремы является важная 
теорема Лапласа о вероятности того, что событие появится не 
менее а~раз и не более р раз. Приведем эту теорему без дока
зательства.

Т е о р е м а  2 ( Л а п л а с а ) .  Если производится п независимых 
испытаний, в каждом из которых вероятность появления собы
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ти я  А есть р, т о  справедливо соотношение

Р ( « < т < й  =  ± [ ф ( 7 ^ , ) - Ф ( 7 ^ ) ] ,  (8)

где т  —  число появлений события A, q —  1— р, Р ( а < т < Р ) —] 
вероятность того, что число появлений события А заключено 
между а  « р.

Функция Ф(х) определена на с. 478.
Покажем применение теоремы Лапласа для решения задач .*
П р и м е р  2 . В е р о я т н о с т ь  б р а к а  п р и  п р о и зв о д ст в е  н ек о т о р ы х  д е т а л е й *  

р  =  0 ,0 1 .  О п р ед ел и ть  в ер о я т н о ст ь  т о го , что в 100 0  д е т а л я х  о к а ж ет ся  н е  б о л е е *  
2 0  б р а к о в а н н ы х .

Р е ш е н и е .  В  д а н н о м  с л у ч а е  /
п =  1 0 0 0 , р  =  0 ,0 1 ,  ?  =  0 ,9 9 ,  а  =  0 ,  0  =  2 0 .

Д а л е е  н а х о д и м
0-а  —  пр

У  2 yixpq
ft —  пр

У  2 . / 9 , 9  
20— 10

‘ = = - = — 2 ,2 5 ,

=  2 ,2 5 ,
У  2 У npq '  У  2 - / 9 , 9  

П о  ф о р м у л е  (8 ) п ол уч аем :

Р (0  <  т  <  2 0 )  =  i -  [Ф  ( 2 , 2 5 ) -  Ф  (— 2 ,2 5 ) ]  =  Ф  ( 2 ,2 5 ) .

П о  та б л и ц а м  ф у н к ц и и  Ф  (х) н а х о д и м
Р ( 0 « т <  2 0 )  =  0 ,9 9 8 5 .

О тм ети м , что теор ем ы  Б е р н у л л и , Л я п у н о в а , Ч еб ы ш ев а , Л а п л а с а , о  к ото
ры х го в о р и л о сь  в ы ш е, со ст а в л я ю т  так  назы в аем ы й  закон больших чисел теор и й  
в ер о я т н о ст ей .

У п р а ж н е н и я  к г л а в е  X X

1. О д н о в р ем ен н о  б р о с а ю т с я  д в е  и гр ал ьн ы е к о ст и . О п р едел и ть  в ер оя тн ость  
т о г о , что в ы п адет  су м м а  о ч к о в , р ав н ая  5 . Отв. 1 /9 .

2 . В  л о т ер ее  и м еется  10 б и л етов : 5  вы игры ш ей и 5  п р ои гр ы ш ей . Б ер ем  
д в а  б и л ет а . К а к о в а  в ер о я т н о ст ь  вы игры ш а? Отв. 7 /9 .

3 . И гр а л ь н а я  к ость  б р о с а е т с я  5  р а з . К а к о в а 'в е р о я т н о с т ь  т о г о , что хо т ь  
1 р а з  н е  п о я в и тся  4  оч к а?  Отв. 0 ,9 9 9 8 7 .

4 . В е р о я т н о ст ь  п о п а д а н и я  в са м о л ет  и з  вин товк и  р а в н а  0 ,0 0 4 .  С к ол ьк о  
ст р ел к о в  д о л ж н о  ст р ел я т ь  о д н о в р ем е н н о , чтобы  в ер о я т н о ст ь  п о п а д а н и я  стал а  
>  70  %? Отв. п >  3 0 0 .

5 . И з  д в у х  о р у д и й  п о  о д н о й  ц ел и  п р о и зв ед ен о  по в ы стр ел у . В е р о я т н о сть  
п о п а д а н и я  и з  п ер в ого  о р у д и я  0 ,7 ,  и з втор ого  0 ,6 .  О п р едел и ть  в ер оя тн ость  
х о т я  бы  о д н о г о  п о п а д а н и я . Отв. 0 ,8 8 .

6 . Н а  100 к а р т о ч к а х  н ап и сан ы  ч и сла  о т  1 д о  100 . О п р едел и ть  в ер оя тн ость  
т о го , что н а  с л у ч а й н о  в зя то й  к а р то ч к е  со д е р ж и т с я  ц и ф р а  5 . Отв. 0 ,1 9 .

7 . И м еется  4  м аш ин ы . В е р о я т н о ст ь  т о го , что м аш и н а р а б о т а ет  в п р о и з 
в ол ь н ы й  м ом ен т  t,  р ав н а  0 ,9 .  О п р едел и ть  в ер о я тн о сть  т о г о , что в м ом ен т t 
р а б о т а е т  х о т я  бы  о д н а  м а ш и н а . Отв. 0 ,9 9 9 9 .

8 . В е р о я т н о ст ь  п о п а д а н и я  в ц ел ь  р —  0,9. О п р едел и ть  в ер о я т н о ст ь  того , 
что п р и  т р е х  в ы ст р ел а х  б у д е т  тр и  п о п а д а н и я . Отв. «  0 ,7 3 .
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9 , В  первом  я щ и к е д ет а л ей  п ер в ого  сор та  3 0 % , во в тор ом  4 0 % . В ы н и -  
оТСЯ по о д н о й  д ет а л и  и з  к а ж д о г о  я щ и к а. О п р едел и ть  в ер о я т н о ст ь  т о г о ,  

м'1| 0б е  вы нуты е дет а л и  п ер вого  со р т а . Отв. 0 ,1 2 .
1,1 jo . М ех а н и зм  со ст о и т  из т р е х  д ет а л ей . В е р о я т н о ст ь  б р а к а  1-й дет а л и  

= = 0 ,0 0 8 , в ер оя тн ость  б р а к а  2 -й  д е т а л и  р а =  0 , 0 1 2 , в ер о я т н о ст ь  б р а к а  3 -й  д е -  
п„ =  0 ,0 1 .  О п р едел и ть  в ер о я т н о ст ь  б р а к а  при и зго т о в л ен и и  всего  м е х а 

низма- Отв. 0 ,0 3 .
1 1 . В е р о я т н о сть  п оп адан и я  при о д н о м  в ы стр еле р  =  0 ,6 .  О п р ед ел и ть  в ер о я т 

ность т о го , что п р и  т р е х  в ы ст р ел а х  б у д е т  иметь м есто х о т я  бы  о д н о  п о п а д а н и е .
Отв. 0 ,9 3 6 .

12. С р еди  3 5 0  м ех а н и зм о в  160 п ер в ого  со р т а , Н О — в тор ого  со р т а  и 8 0  —  
третьего со р т а . В е р о я т н о ст ь  б р а к а  ср е д и  м ех а н и зм о в  п ер вого  со р т а  0 ,0 1 ,  ср ед и  
игорого со р т а  0 ,0 2 ,  ср ед и  т р ет ь его  со р т а  0 ,0 4 .  Б ер ется  о д и н  м е х а н и зм . О п р е
делить в ер оя тн ость  т о го , что м е х а н и зм  и сп р ав н ы й . Отв. 0 ,9 8 .

13. П у ст ь  и зв ест н о , что в сл ед ст в и е о ш и б о к , д о п у с к а ем ы х  п р и  п одготов к е  
стрельбы, ц ентр  р а ссеи в а н и я  сн а р я д о в  (Ц Р С ) при  первом  в ы стр еле м о ж ет  
н аходи ться  по д а л ь н о ст и  в о д н о й  и з пяти  точ ек . В е р о я т н о ст ь  т о г о , что Ц Р С  
бу д ет  н а х о д и т ь ся  в эт и х  т о ч к а х , со о тв етств ен н о  р авн ы  рг =  0 , 1 , р2 =  0 , 2 , 
/>) =  0 ,4 ,  Рь =  0 ,2 ,  /?5 =  0 , 1 .  И зв ест н о  т а к ж е , что есл и  Ц Р С  б у д е т  н а х о д и т ь ся  
и первой т оч к е , то  в ер о я т н о ст ь  п о п а д а н и я  в ц ел ь  п о  д а л ь н о ст и  б у д е т  равна  
р 1= = 0 ,1 5  и д л я  о ст а л ь н ы х  точек  со о тв етств ен н о  р2 —  0 ,2 5 ,  р 3 =  0 ,6 0 ,  р 4 =  0 ,2 5 ,  
р 5 =  0 ,1 5 .

Н а и с х о д н о й  у ст а н о в к е  п р и ц ел а  п р о и зв ед ен  в ы стр ел , в р е зу л ь т а т е  к о то 
рого п ол уч ен  по д а л ь н о ст и  п р о м а х . О п р е д е л и т ь , чем у р авн а в ер о я т н о ст ь  т о го ,  
что вы стрел  п р о и зв ед ен  на у ст а н о в к е  п р и ц ел а , со о т в етств ую щ ей  к а ж д о й  из  
у к а за н н ы х  п яти  точ ек  Ц Р С , т . е . о п р ед е л и т ь  в ер о я т н о ст и  г и п о тез о  р а зл и ч н ы х  
о ш и б к а х  в п о л о ж ен и и  Ц Р С  п о сл е  и спы тани я  (в ы стр ел а). Отв. 0 ,8 5 ;  0 ,7 5 ;  0 ,4 0 ;  
0 ,7 5 ;  0 ,8 5 .

14. И гр а л ь н а я  к ость  б р о са ет ся  5  р а з . К ак ов а  в ер о я т н о ст ь , что 2  р а за  
вы падет ш естер к а  и 3  р а за  не ш естер к а?  Отв. 6 2 5 /3 8 8 8 .

15. П р о и зв о д и т ся  6  вы стр елов . О п р едел и ть  в ер о я т н о ст ь  т о го , что н е все  
вы стрелы  д а д у т  п ер елеты , есл и  в ер о я т н о ст ь  п ер ел ет а  р =  1 / 2 , в ер о я т н о ст ь  
н едол ета  <7 = 1 / 2  (ст р е л ь б а  по « у зк о й »  ц ел и ). Отв. 3 1 /3 2 .

16. Д л я  у сл о в и й  п р еды д у щ ей  за д а ч и  о п р ед е л и т ь  в ер о я т н о ст ь  т о го , что  
б уд ет  3  п ер ел ет а  и 3  н ед о л ет а . Отв. 5 /1 6 .

17. Н ай ти  м атем ати ч еск ое о ж и д а н и е  числа оч к ов  п р и  о д н о м  б р о са н и и  
игр ал ьной  к ости . Отв. 7 /2 .

18. Н ай ти  д и с п ер си ю  с л у ч а й н о й  вели чи ны  х, за д а н н о й  т а б л и ц ей  р а с п р е д е 
ления

X 2 3 5

р 0 , 1 0 , 6 0 , 3

Отв. 1 ,0 5 .
19. В е р о я т н о ст ь  п о я в л ен и я  со б ы т и я  А при  о д н о м  и спы тани и  р а в н а  0 ,4 .  

П р о и зв о д и т ся  5  н еза в и си м ы х  и сп ы тан и й . Н ай ти  д и с п ер си ю  ч и сла  п оя в л ен и й  
собы тия А. Отв. 1 ,2 .

2 0 . П р о и зв о д и т ся  ст р ел ь б а  по м и ш ен и . В е р о я т н о ст ь  п о п а д а н и я  0 ,8 .  
С трельба и дет  д о  п ервого п о п а д а н и я . И м еется  4  с н а р я д а . О п р едел и ть  м атем а
тич еское о ж и д а н и е  ч и сл а  и зр а с х о д о в а н н ы х  с н а р я д о в . Отв. 1 ,2 4 2 .

2 1 . П р и  с т р ел ь б е  по н ек о т о р о й  «тон к ой » ц ел и  в ер о я т н о ст ь  п ер ел ета  р = 1 /4 ,  
в ер оятн ость  н ед о л ет а  <7 =  3 /4 .  О п р едел и ть  в ер о я т н о ст ь  к о м б и н а ц и и  и з  2  п ер е 
летов и 4  н ед о л ет о в  п р и  ш ести  в ы ст р ел а х . Отв. 0 ,2 9 7 .

22 . В е р о я т н о сть  т о го , что д ет а л ь  и м еет б р а к , .ус? = 0 , 0 1 .  К а к о в а  в ер о я т н о ст ь  
того , что в 'п а р т и и  и з 1 0  д ет а л ей  б у д е т  б р а к о в а н н ы х  0 , 1 , 2 , 3  д ет а л ей ?  
Отв. 0 ,9 0 4 5 ;  0 ,0 9 0 4 ;  0 ,0 0 4 1 ;  0 ,0 0 1 1 .
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2 3 . Н ай ти  в ер о я т н о ст и  п о л у ч ен и я  х о т я  бы  о д н о г о  п о п а д а н и я  в ц ел ь  n p j [  
1 0  в ы ст р ел а х , есл и  в ер о я т н о ст ь  п о п а д а н и я  п р и  о д н о м  в ы стр ел е р = 0  1 ч 
Отв. 1 — 0,851® «  0 ,8 0 3 .

2 4 . С л у ч а й н а я  в ел и ч и н а  х  за д а н а  и н тегр ал ь н ой  ф у н к ц и ей  р а сп р едел ен и я

(  0  п р и  х  <  0 ,

F ( j e ) = j  х  ПР И 0 < х < 1 ,
V. 1 п р и  1 <  х.

Н а й ти  п л отн ость  р а сп р ед е л ен и я  f  (х ) , М  [х ] , D [х ] .
( 0  п р и  х  <  0 , j j

Отв. /  (х) =  I  1 п р и  0 < х < 1 ,  М [ х ] = - 2 ",  D [х ] =  *
(. 0  п р и  1 <  х .

2 5 . С л у ч а й н а я  в ел и ч и н а  х  п о дч и н я ется  н о р м а л ь н о м у  з а к о н у  р а сп р ед е л е 
н ия  с  м атем ати ч еск и м  о ж и д а н и е м  3 0  и д и с п ер си ей  100 . Н а й ти  вероятность*"! 
т о го , что зн а ч ен и е  сл у ч а й н о й  в ел и ч и н ы  за к л ю ч е н о  в и н т ер в а л е  (1 0 , 50). 
Отв. 0 ,9 5 4 .

2 6 . С л у ч а й н а я  в ел и ч и н а  п о дч и н ен а  н о р м а л ь н о м у  з а к о н у  р асп р едел ен и я  
с  ди сп ер си ей  а 2 =  0 ,1 6 .  Н а й ти  в ер оя тн ость  т о го , что зн а ч ен и е  сл у ч а й н о й  вели 
чины  б у д е т  отл и ч ать ся  п о  а б со л ю т н о й  в ел и ч и н е о т  м атем ати ч еск ого  о ж и д а н и я  
м ен ьш е, чем на 0 ,3 .  Отв. 0 ,5 4 6 8 .

2 7 . С л у ч а й н а я  в ели ч и н а х  п о дч и н ен а  н о р м а л ь н о м у  з а к о н у  р а сп р едел ен и я  
с  ц ен тр ом  р а ссеи в а н и я  а =  0 ,3  и м ер ой  точ н ости  h —  2. Н ай ти  в ер оятн ость  ' 
п о п а д а н и я  в и н тер в ал  (0 ,5 ;  2 ,0 ) .  Отв. 0 ,2 6 2 .

2 8 . С т р ел ь б а  в ед ется  п о  п о л о се  ш и р и н о й  4  м . С и стем а ти ч еск а я  о ш и б к а  
н а в о д к и  1 м (с за н и ж ен и ем ). В е р о я т н о е  о т к л о н ен и е  5  м . Н ай ти  в ер оятн ость  
п о п а д а н и я  в п о л о с у  при  н о р м а л ь н о м  за к о н е  р а ссеи в а н и я . Отв. 0 ,2 1 1 .

2 9 . С т р ел ь б а  в едется  по п р я м о у г о л ь н и к у , о гр а н и ч ен н о м у  прям ы м и X i =  10 м , 
х 2 =  2 0  м , ^ = 1 5  м , i/ 2 =  3 5  м , в н а п р а в л ен и и  п р я м о й , д ел я щ ей  к о р о тк у ю  
с т о р о н у  п оп ол ам . В ер о я т н ы е о т к л о н ен и я  н о р м а л ь н о г о  р а сп р ед е л ен и я  н а  п л о 
ск о ст и  Ех =  5  м , £ „ = 1 0  м . Н а й ти  в ер о я т н о ст ь  п о п а д а н и я  при  о д н о м  в ы стреле.
С те. 0 ,2 5 .

3 0 . О ш и бк а  при  и зго т о в л ен и и  д е т а л и  с  за д а н н о й  д л и н о й  2 0  см  есть  с л у 
ч а й н а я  в ел и ч и н а , п о дч и н ен н а я  н о р м а л ь н о м у  за к о н у ;  а  =  0 ,2  см . О п р едел и ть  
в ер о я т н о ст ь  т о г о , что д л и н а  и зго т о в л ен н о й  д е т а л и  б у д е т  о т л и ч а т ь ся  о т  за д а н 
н ой  м е н ь ш е , чем н а  0 ,3  см . Отв. 0 ,8 6 6 .

3 1 . В  у с л о в и я х  п р и м ер а  3 0  о п р едел и т ь  о ш и б к у  п р и  и зго т о в л ен и и  и зд ел и я , 
к о т о р а я  н е б у д е т  п р ев зо й д ен а  с  в ер о я т н о ст ь ю  0 ,9 5 .  Отв. 0 ,3 9 2 .

3 2 . С л у ч а й н а я  в ел и ч и н а  х  р а сп р ед е л ен а  по н о р м а л ь н о м у  з а к о н у  с  пар а
м етр ам и  М [ х ] = 5  и а  =  2 . О п р е д е л и т ь  в ер о я т н о ст ь  т о г о , что сл у ч а й н а я  в ел и 
чина о к а ж е т с я  в и н т ер в а л е  (1 , 10). С д ел а ть  ч ер т еж . Отв. 0 ,9 7 1 .

3 3 . Д л и н а  и зго то в л я ем о й  а в том атом  д е т а л и  п р ед с т а в л я ет  со б о й  сл у ч а й н у ю  
в ел и ч и н у , р а с п р е д е л е н н у ю  по н о р м а л ь н о м у  з а к о н у  с  п ар ам етр ам и  М  [х] =  15, 
о  =  0 ,2 .  Н а й ти  в ер о я т н о ст ь  б р а к а , е сл и  д о п у сти м ы е р азм ер ы  д е т а л и  д о л ж н ы  
бы ть 15 ±  0 ,3 .  К а к у ю  то ч н о сть  дл и н ы  и зго т о в л я ем о й  д ет а л и  м о ж н о  га р ан ти 
р о в а т ь  с  в ер о я т н о ст ь ю  0 ,9 7 ?  С дел ать  ч ер т еж .

3 4 . П р и  и зм ер ен и и  н ек о т о р о й  в еличины  п о л у ч ен  с л ед у ю щ и й  статисти че
ск и й  р я д:

X 1 2 3 4

О т н о си т ел ь 
н ая  частота 2 0 15 1 0 5

О п р ед ел и ть  ста т и ст и ч еск о е  ср е д н е е  и ст а т и ст и ч еск у ю  д и с п е р с и ю . Отв. 2 ; 1.
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3 5 . Р езу л ь т а т ы  и зм ер ен и я  д а ю т с я  таб л и ц ей

X 0 , 1 8 0 , 2 0 0 , 2 2 0 ,2 4 0 ,2 6 0 ,2 8

О т н о си т ел ь 
н ая  ч астота 4 18 33 35 9 1

О п редели ть  ста т и ст и ч еск о е  с р е д н е е  а, ст а т и ст и ч еск у ю  д и с п е р с и ю  а. 
О т .  0 ,2 2 6 ;  0 ,0 0 4 .

36 . В е р о я т н о ст ь  б р а к а  при  п р о и зв о д ст в е  д ет а л ей  р  =  0 ,0 2 .  Н а й ти  в ер о я т 
ность т о го , что в п ар ти и  и з  4 0 0  д е т а л е й  о к а ж е т с я  о т  7  д о  10 б р а к о в а н н ы х  
деталей . Отв. 0 ,4 1 4 .

3 7 . В е р о я т н о ст ь  п о п а д а н и я  в ц ел ь  р  =  1 /2 . К а к о в а  в ер о я т н о ст ь  т о г о , что  
при 2 5 0  в ы ст р ел а х  ч и сл о  п о п а д а н и й  б у д е т  за к л ю ч е н о  м е ж д у  1 00  и 150?  
Отв- 0 ,9 9 8 .

38. В е р о я т н о ст ь  б р а к а  п р и  и зго т о в л ен и и  н ек о т о р ы х  д ет а л ей  р —  0 ,0 2 .  
Определить в ер о я т н о ст ь  т о г о , что ср ед и  взятых 100 0  ш ту к  д е т а л е й  о к а ж е т с я  
бракованных н е  б о л е е  2 5 . Отв. 0 ,8 7 .
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МАТРИЦЫ. МАТРИЧНАЯ ЗАПИСЬ СИСТЕМ И РЕШЕНИЙ 
СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

§ 1. Линейные преобразования. Матрица

Рассмотрим две плоскости Р и Q. Пусть в плоскости Р  задана 
прямоугольная система координат х20 х2 и в плоскости Q— система 
координат ухОу2.

Плоскости Р  и Q могут совмещаться. Также могут совмещаться 
и системы координат. Рассмотрим систему уравнений

У1 =  аПХ1~Ьа12Х21 У г~  2̂1Х1~̂~ ̂ 22Х2‘ 0 )
На основании равенств (1) каждой точке М (х 1\ х2) плоскости 

ххОх2 соответствует точка М  (у,; у2) плоскости у,Оу2.
Говорят, что уравнения (1) определяют линейные преобразо

вания координат, отображающие плоскость х^Ох2 на плоскость
y f iy 2 (не обязательно на 
всю плоскость). Так как 
уравнения (1) линейные, 
то отображение называется 
линейным отображением.

Если в плоскости хг0х2 
мы рассмотрим некоторую 
область 3(, то с помощью 
равенств (1) определяется 

некоторая совокупность точек 31 плоскости y f iy 2 (рис. 450).
З а м е ч а н и е .  Отметим, что рассматривают и нелинейные 

отображения y1 =  ff(x i , х2), г/2 =  ф (*„ х2).
Мы ограничимся здесь рассмотрением только линейных отобра

жений.
Отображение (1) полностью определяется совокупностью коэф

фициентов яп , а12, a2i, а22.
Прямоугольная таблица, составленная из этих коэффициентов, 

записанная так:

«V
Р и с . 4 5 0 .

1 и

(

0

aii ai2
II Й 21 а 22

или ( ° и  Н\fl2i а22)
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называется матрицей отображения (1). Символы J | или ( ) 
суть символы матрицы

Матрицы обозначают и одной буквой, например А или \a t

А = ai i  <Чг 
a2i а 22

иь

(2)

(3 )

Определитель, составленный из элементов матрицы без их 
перестановки (обозначим его А (Л)),

Д  _  а 12

агi а22
называется определителем матрицы.

П р и м е р  1. О т о б р а ж ен и е

</! =  * !  c o s  а —  д:2 s in  а ,  y2 =  Xi s in  а + * 2 c o s  а

есть поворот на угол а .  П р и  этом  о т о б р а ж е н и и  к а ж д а я  точ к а М  с  п оля р н ы м и  
к о о р ди н а та м и  (р; 0 ) п е р е х о д и т  в т о ч к у  М  с  п ол я р н ы м и  к о о р ди н атам и  (р; 0  +  а ) ,  
если систем ы  к о о р д и н а т  x tOx2 и у^Оуг сов м ещ ены  (р и с . 4 5 1 ).

Л*. Яг

1 f ! т 1 f t
0 Ht

Р и с . 4 5 2 ,

М атр и ц а  эт о г о  о т о б р а ж е н и я  

А =

П р и м е р  2 . О т о б р а ж е н и е

есть растяжение вдоль оси Ох1 с  к оэф ф и ци ен том  р а ст я ж ен и я  k (ри с. 4 5 2 ). 

М атр и ц а  этого  о т о б р а ж е н и я
k  он

II c o s  а — s in  а
1 s in  а c o s  а

=  k X i , У г =  хг

А = 0 1
П р и м е р  3 . О т о б р а ж е н и е  

y i =  kx 1 , yt  =  kx2

есть растяжение  в k р а з  к а к  в н ап р ав л ен и и  
оси Ох1г так  в н а п р а в л ен и и  о си  Ох2 (р и с . 45 3 ). 

М атр и ц а  эт о го  о т о б р а ж е н и я  

л * 01 
А ~  0 k\

П р и м е р  4 . П р е о б р а зо в а н и е

У1 =  — *1, У 2 ~= а2
н азы вается  зеркальным отражением о т  оси 
и * 2  (р и с . 4 5 4 ).
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М атр и ц а  р а ссм а т р и в а е м о го  п р е о б р а зо в а н и я  и м еет с л ед у ю щ и й  вид:

—1 011
А = 0 1

П р  и м е  р  5 . П р е о б р а з о в а н и е

У1 =  х1 +  'кх2, y2= x t

н а зы в а ет ся  сдвигом вдоль оси Oxj, (р и с . 4 5 5 ).

М а т р и ц а  этого  п р ео б р а зо в а н и я

А =
1 к 
0 1

Можно рассматривать линейное преобразование с любым числом 
переменных.

Так, преобразование

Hi ~  <*1 1 * 1  4 ~  <*1 2 * 2  4 "  <*13*3 »

(/г  <*2 1 * 1  4 “ <*2 2 * 2  4 "  <*23*3 > ( 4 )

Уз ~  <*31*1 4 "  <*32*2 4 "  <*3 3 * 3

есть отображение трехмерного пространства (xit  хг, х3) в трех
мерное пространство (yit у2, у3). Матрицей этого преобразования 
будет

А =
a i i  O i2 °13  
°2 1  °2 2  С 23

031 а 32 ° э з
(5)

Можно рассматривать линейные преобразования с неквадрат
ной матрицей, т. е. такой матрицей, где число строк не равняется 
числу столбцов. Так, преобразование

У\~  <*11*1 4- <*12*2»
Уз =  <*21*1 4" <*22*2 »
Уя ~  <*31*1 4" <*32*2

(6)



является отображением плоскости хг0х2 в некоторую совокуп
ность точек в пространстве (ylt у2, у3).

Матрицей этого преобразования будет

S 2] о б щ и е  Оп р е д е л е н и я , с в я з а н н ы е  с  п о н я т и е м  м а т р и ц ы  5 п

aii  ап 
а 21 а 22  . 
а 31 °32

(7)

Рассматривают матрицы с любым числом строк и любым чис
лом столбцов. Матрицы используются не только при линейных 
преобразованиях, но и в других разделах. Поэтому матрица яв
ляется самостоятельным математическим понятием, аналогичным 
понятию определителя. Ниже сформулируем несколько определе
ний, связанных с понятием матрицы.

§ 2. Общие определения, связанные с понятием матрицы

О п р е д е л е н и е  1. Прямоугольная таблица из т п  чисел, 
содержащая т  строк и п столбцов,

II а11 ° 1 2  ••• ain\
Л = ...................... .... _ (1)

II ami ат 2  • • • атп II

называется матрицей. Коротко матрицу обозначают так:

А = \ а и \ (i =  l ,  2, . . . ,  т ;  /  =  1, 2, . . . .  /г), (2)

где atj-— члены матрицы.
Если в матрице число строк равняется числу столбцов т  =  п, 

то матрица называется квадратной:

аи а12 • •• СЧп

А = а21 °22 • ■• а 2  п

Oni °П2 ■ • &nn

О п р е д е л е н и е  2. Определитель, составленный из элементов 
квадратной матрицы (без перестановок), называется определителем 
матрицы, будем его обозначать А (Л):

оц aii • • Clin

Д(Л)  = a2i a22 .. a2 П

ani an2 .. амп

Заметим, что неквадратная матрица определителя не имеет.
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Определитель матрицы, полученной из матрицы А вычерки
ванием i-й строки и /'-го столбца, умноженный на (— 1),+', назы
вается алгебраическим дополнением элемента ai j  и обозначается A ij% 

О п р е д е л е н и е  3. Матрица А* называется транспонированной 
по отношению к матрице А , если столбцы матрицы А являются 
строками матрицы А*.

П р и м е р .  П у ст ь

аН аи 
А  =  # 2 1  ^ 2 2

a3i а 31

Т р а н сп о н и р о в а н н о й  м а т р и ц ей  А *  б у д е т

а ц  а2\  О31

а 12 а 22 а 32

О п р е д е л е н и е  4. Квадратная матрица А  называется сим
метричной относительно главной диагонали, если a ^ - a ^ .  Оче
видно, что симметричная матрица совпадает со своей транспо
нированной.

О п р е д е л е н и е  5. Квадратная матрица, у которой все эле
менты, не стоящие на главной диагонали, равны нулю, называется 
диагональной. Если элементы диагональной матрицы, стоящие на 
главной диагонали, равны единице, то матрица называется еди
ничной. Будем ее обозначать буквой Е:

1 0 . . .  О
01 . . .  оЕ =
о о 1

Х = *2

Первая матрица называется столбцевой, вторая строчной.
О п р е д е л е н и е  7. Две матрицы А и В считаются равными, 

если они имеют одинаковое количество строк и столбцов и соот
ветствующие их элементы равны, т. е.

А =  В, (7)
или

если
я U | =  fl*//fl (*=1, 2, . . . ,  т; /=  1, 2, . . . ,  я), (8)

(9)
Бывает удобно иногда отождествлять столбцевую матрицу 

с вектором в пространстве соответствующего числа измерений,

(5)

О п р е д е л е н и е  6. Рассматривают матрицы, состоящие из 
одного столбца или из одной строки:

у = Ы уз- - - уЛ  (6)
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где элементы матрицы являются проекциями вектора на соответ
ствующие оси координат. Так, можем написать

*1
Х2 
X3

=  x1i  +  x2j + x 3k. ( 10)

Иногда и строчную матрицу удобно отождествлять с вектором. 

§ 3. Обратное преобразование

Из уравнений (1) § 1

l/l =  "Г 2Г̂ 1 ■"f'̂ 22̂ 2 0 )
следует, что отображение плоскости ххОх2 на плоскость y f iy 2 
является однозначным, так как каждой точке плоскости х20х2 
соответствует единственная точка плоскости у1Оу2.

Если определитель матрицы преобразования отличен от нуля:

Д(Л) = аИ
(hi а22

Ф 0 или ап а22— аг1а12Ф  0, (2)

то, как известно, система уравнений (1) имеет единственное ре
шение относительно хг и х2:

Уг a i2 
Уг «22 V — —

ОЦ У\ 
ап У г

аи °12 
а21 а22

| > л2 ап а12 
О21 °2 2

>

или в развернутом виде

=  ̂  y l +  — ^ L y2i +  (3)

Каждой точке М  (у2; у2) плоскости у,Оу2 соответствует опре
деленная точка М  (х2\ х2) плоскости ххОх2. В этом случае ото
бражение (1) называется взаимно однозначным (невырожденным). 
Преобразование (3) координат (у2; у2) в координаты (*,; х2) 
называется обратным. В этом случае обратное отображение 
является линейным. Заметим, что линейное невырожденное ото
бражение называется аффинным. Матрицей обратного преобразо
вания является матрица (обозначим ее через Л -1):

А~г =
а 22  ---- ° 1 2

Д д
--а21! ап

д д

(4)

Если определитель матрицы А равен нулю:
Яц^22 Я31О ]2=01 (5)
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« 2 1
ап

то матрица А и преобразование (1) называются вырожденными. 
Это преобразование не будет взаимно однозначным.

Докажем это. Рассмотрим два возможных случая:
1) Если Яц =  а12 =  a2i =  а22 =  0, то при любых х2 и х2 будут 

f/i =  О, У2  =  0. В этом случае любая точка (+ ; х2) плоскости х20х2 
переходит в начало координат плоскости у2Оу2.

2) Пусть хотя бы один из коэффициентов преобразования 
отличен от нуля, например ап =^0.

Умножая первое из уравнений (1) на a2i, второе на ап  и про
изводя вычитание, получим с учетом равенства (5)

т = апх1+ апх2<
У г =  а21х 1-\- а22*2. 

апУ1  —  апу2=0. (6)

Итак, при любых хи х2 для значений ух и у2 получаем равен
ство (6), т. е. соответствующая точка плоскости х1Ох2 попадает 
на прямую (6) плоскости ухОу2. Очевидно, что это отображение 
не является взаимно однозначным, так как каждой точке прямой
(6) плоскости y f iy 2 соответствует совокупность точек плоскости 
х20х2, лежащих на прямой у1 =  auxi  +  #12*2*

В обоих случаях отображение не является взаимно однозначным.
П р и м е р  1. П р е о б р а зо в а н и е

01=2*!+*,, y2=X i— x2

я в л я ет ся  в за и м н о  о д н о зн а ч н ы м , т а к  к ак  о п р ед е л и т ел ь  Д  (Л ) м атр и ц ы  п р е о б р а 
зо в а н и я  А отл и ч ен  о т  н у л я :

2 1 
1 — 1

U.

Д ( Л )  = =  —3.

О б р а т н о е  п р е о б р а зо в а н и е  б у д е т  

1
*1—"д" У1 +  "g" У*’ *2---g"W‘ -yi-

л - х =

М а т р и ц а  о б р а т н о г о  п р е о б р а зо в а н и я , в со о т в етств и и  с  ф о р м у л о й  (4) будет
_1_ _1_
3 3
_1_ _ 2 _
3 3

П р и м е р  2 . Л и н е й н о е  п р е о б р а зо в а н и е

1/1 =*1+2X2, 1/2 =  2*1+ 4*2
я в л я ет ся  в ы р о ж д ен н ы м , т а к  к а к  о п р ед е л и т ел ь  м атр и ц ы  п р ео б р а зо в а н и я

1 2
Д (Л ) =

2  4
=  0.

Э т о  п р ео б р а зо в а н и е  п ер ев о д и т  в се точ ки  п л о с к о с т и  ( х ц  * 2) в п р я м у ю  у г — 2 г ц : 
=  0  п л о ск о ст и  (г /|, у2).
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§ 4< Действия над матрицами. Сложение матриц

О п р е д е л е н и е  1. Суммой двух матриц ||а,-у|| и \ Ь ц \ с  оди
наковым количеством строк и одинаковым количеством столбцов 
называется матрица Цс^Ц, у которой элементом с{)- является сумма

" " и J&|J. T. е.
( 1 )

(l j j r bi j  соответствующих элементов матриц Ца,• у j

II II+  1^.71 =  1 у н 
если

‘<7+  Ь ц =  с а  ( / =1 , 2 , . ,
Пример 1. а 11 а 12 

°21 °22 + *11 *12 I _  
* 2  1 * 2

J 1

, т ;  / =  1, 2, .
I a12-\-bi2
I °21 “Ь *2l @22 +  *22

п). (2)

Аналогичным образом определяется разность двух матриц. 
Целесообразность такого определения суммы двух матриц,, 

в частности, следует из представления вектора как столбцевой
матрицы.

У м н о ж е н и е  м а т р и ц ы  на  ч и с л о .  Чтобы умножить 
матрицу на число Я, нужно умножить на это число каждый эле
мент матрицы:

b R / l = 1 4 y l -  (3)
Если Я целое, то формула (3) получается как следствие пра

вила сложения матриц.

П р и м е р  2 .  X Oj i  ахг 
#21 °22 А,#21 ^22 [

П р о и з в е д е н и е  д в у х  м а т р и ц .  Пусть имеем линейное 
преобразование плоскости ххОх2 на плоскость ухОу2:

Л —flllJCl +  fllA, */2 =  а2Л +  «22*а . (4)
с матрицей преобразования

А = а п  а\г Й21 °2 2 (5)

Пусть, далее, произведено линейное преобразование плоскости 
lhOy2 на плоскость zxOz2:

Z i  =  bn y1 +  b12y2, z2 =  b21yx +  b22y2 (6)

с матрицей преобразования
1 * и  ЬХ2В-
I * 2 1  *22 (7)

Требуется определить матрицу преобразования плоскости ххОх2 
На плоскость zxOz2. Подставляя выражения (4) в равенства (6),
получаем

zx —  bxx (охХхх -f- аХ2х^) -j- ЬХ2 (а2Ххх -j- а22х2), 
z2 —  Ь2Х (а1Ххх ai2x2) Ь22 (а2Ххх a22x,^t
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ИЛИ
Z1 — Ф и а 11 Ч~ ^12°2l) Х 1 Ч~ (^И°Т2 Ч-  ̂ 12^22) л'2> 
Z 2 —  (^21^11 4“ ^22^21) Х 1 Ч~ (^21^12 Ч" ̂ 22^22) 2̂* 

Матрица полученного преобразования будет

С = ^llall4"^12a2l 1̂1а12 +  ̂ 12а22 
2̂Ха11+^22а2Г 2̂Х°Х2 4“ 622«22

или коротко

с = Схх с12
С21 «22 II

(8).

О)

(10)

Матрицу (9) называют произведением матриц (7), (5) и пишут
6xi«ll +  6i2«2l *1ХаХ2+^Х2а22 II
2̂ХаХхЧ- 2̂2а21 2̂Ха12Ч-̂ 22Я22 |Г

&11 6x2 «11 «Х2I _
621 622 «21 «22 I ( И )

или коротко
В -А  =  С. ( 12)

Сформулируем далее правило умножения двух матриц В и Л, 
если первая содержит т  строк и k столбцов, а вторая k строк 
и п столбцов.

Схематически оно показано в равенстве
6ц 6j2 . • • ь1к

. . . . • •
6/1 6/2 ■• • bik

• • • 1 • • 1

bmi. Ьт2 • • • bmk

aii °i2 
а 21 а 22

aij • • • а1П
а2]  • • • а2 П

•  •  •  *

aki ак2 akj • • • akn

Ci i cin

CU

Cmi

(13)

Элемент с-ч- матрицы С, являющейся произведением матрицы В 
на матрицу А, равен сумме произведений элементов i -й строки 
матрицы В на соответствующие элементы /-го столбца матрицы 
А, т. е.

k
Cij =  bady ( i=  1, 2, m; / = 1 ,  2, n).

A=1

П р и м е р  3 . П у ст ь

тогда

2)

В  д а н н о м  п р и м ер е

В =

В А = =  

АВ =

1 О 
0 О

0 0 
1 0

1 0 0  0 1

0  0 1 0

=

0  0 1 0

1 0 0  0

0 О 
0 0
0 0
1 0

В А ф АВ.
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Мы пришли к следующему выводу. При умножении матриц 
не справедлив переместительный закон.

П р и м е р  4 . Д а н ы  м атр и ц ы

1 0  0 0  1 0

А = 0  2  1 , В = 2  0 1

3  0  0 1 0 1

Н ай ти  АВ  и ВА.
Р е ш е н и е .  П о  ф о р м у л е  (13) н а х о д и м

1 - 0 + 0 - 2  +  0 1  Ы + 0 - 0 + 0 - 0  1 - 0 + 0 - 1 + 0 - I I 0  1 0

А В  = 0 -0 + 2 -2 + 1 - 1  0  1 + 2  0 +  1 - 0  0 -0 + 2 1  +  1 - 1 = 5  0  3
3 - 0 + 0 - 2  +  0 1  3 - 1 + 0 - 0  +  0 - 0  3 - 0 + 0 - 1 + 0 - 1 | 0  3  0

0 . 1 + 1 . о + 0 - З 0 -0 + 1  -2 + 0 - 0  0 0 + 1 - 1 + 0 - 0 0  2  1

В А  = 2 - 1  +  0  0 + 1 - 3  2  0  +  0 - 2 + 1 - 0  2 - 0 + 0 - 1  +  1 0 = 5  0  0
Ы + 0 - 0 + 1 - 3  1 - 0  +  0 - 2 + 1  - 0  1 - 0  +  0 - 1  + 1  -0 4  0  0

П р  и м  е р  5 . Н а й д ем  п р о и з в е д е н и е  м атр и ц :

* i i *1 2 * 1 3
| ЙП й 12 й 13 # *21 *22 * 2 3

Г 21
а 22 й 23

* 3 i * 3 2 * 3 3

й 1 1 * 1 1  +  й12Ь21 +  Й13*Э 1 й 1 1 * 1 2  +  й 12*22 + а 1 3*32  а 1 1 * 1 3  +  й 12*23  +  а 1 3 * 3 3

й 21*11 +  а 2 2 * 2 1  +  а 2 3 * 3 1  а 2 1 * 1 2 + а 22*22 +  й 23*Э 2 а 2 1 * 1 3  +  й 2 2 * 2 3  +  а 2 3 * 3 3

Путем непосредственной проверки можно убедиться в справед
ливости следующих соотношений для матриц (k — число, А, В, 
С— матрицы):

(kA)-B =  A-(kB),  (14)
(А +  В ) - С = А - С  +  В-С,  (15)
С - ( А + В )  =  СА +  СВ, (16)

А(ВС) =  (АВ)С.  (17)

На основании правил умножения квадратной матрицы А на 
число k и правила вынесения общего множителя элементов столб
цов определителя для матрицы л-го порядка следует

A(kA)  =  k?A(A). (18)

Так как при умножении двух квадратных матриц A vi В по
лучается квадратная матрица, элементы которой образуются по 
правилу умножения определителей, то очевидно, что справедливо 
следующее равенство:

Д(ЛЯ) =  Д(Л) - Д( £ ) .  . (19)

У м н о ж е н и е  н а  е д и н и ч н у ю  м а т р и ц у .  Квадратная 
матрица, у которой элементы, стоящие на главной диагонали, 
Равны единице, а все остальные элементы равны нулю, (кцк ука
зывалось выше), называется единичной матрицей.
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Так, единичной матрицей 2-го порядка будет
1 О

Е = о 1 (20)

На основании правила умножения матриц получаем:
ai i  аи  |  1 1  ОII 
Ог! -̂22 1 |! О 1 IАЕ = a l i  а 12

I а21 а 22
т. е.

а также
АЕ =  А, 

ЕА  =  А.

(21)

(22)
Легко видеть, что произведение квадратной матрицы любого 

порядка на соответствующую единичную матрицу равняется пер
воначальной матрице, т. е. справедливы равенства (21) и (22). 
Таким образом, при умножении матриц единичная матрица играет 
роль единицы, поэтому и называется единичной.

Единичной матрице (20) соответствует преобразование
!Jl =  * i>  Уг =  х 2.

Такое преобразование называется тождественным. Обратно, 
тождественному преобразованию соответствует единичная матрица. 
Аналогичным образом определяется тождественное преобразова
ние любого числа переменных.

§ 5. Преобразование вектора в другой вектор 
с помощью матрицы

Пусть дан вектор
X  =  x 1i + x J + x 3k ,

который запишем в виде столбцевой матрицы
*1

Х  = ( 1)

Произведем преобразование проекций этого вектора с помощью 
матрицы

ац  аи <Чз
a 2 i  ° 2 2  а 23 ; (2)
а 31 а 32 а 33

У х  =  a u X i  +  0 1 2 * 2  +  « 1 3 * 3 .

У2  0 2 1 * 1  0 2 2 * 2  ” 1”  0 2 3 * 3  >

Уз-— 0 3 * * 1  0 3 2 * 2  +  0 3 3 * 3 -

Получим новый вектор

у =  y j + y2J +  y3k,

(3 )
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который в виде столбцевой матрицы можно записать так!
а 11Х 1 4~ а 12*2 +  а 1 3 * 3  II

У  =
Уг
Уз =
Уз

а 21х 1 4~ а 22*2 +  а 23* 3  

аЗ\Х1 4" а 32*2 4* аззхз I (4)

Пользуясь правилом умножения матриц, эту операцию преоб
разования можно записать так:

1 a U * i4 "  а12х 2 4~ °13*з 1

(5)
1°и а 13 a i 3 1 II*1 II

1Яг1 а22 а23 • ** II
1 аз1 а32 азз II 1*3 II

т. е.
а 31х 1 4" а 32*2 4" а 33х 3 II

У = А Х . (6)

При умножении квадратной матрицы, на столбцевую получается 
столбцевая матрица той же высоты.

Очевидно, что'преобразование трехмерного вектора X  в век
тор У — это другая формулировка преобразования трехмерного 
пространства в трехмерное.

Отметим, что система равенств (3) вытекает из матричного 
равенства (4) путем приравнивания элементов матриц, стоящих 
слева и справа.

Равенство (4) дает преобразование вектора X  в вектор У  
с помощью матрицы А.

Все проведенные рассуждения для вектора в трехмерном про
странстве переносятся на преобразование векторов в пространстве 
любого числа измерений.

§ 6. Обратная матрица

Пусть дан вектор X. Произведем над ним преобразование 
с помощью квадратной матрицы А, получим вектор У:

У =  А Х . (1)

Пусть определитель матрицы А отличен от нуля: Д(Л)^=0.  
Тогда существует обратное преобразование вектора У  в вектор X. 
Это преобразование находится путем решения системы уравнений
(3) § 5 относительно x it х2, х3. Матрица обратного преобразова
ния называется обратной матрицей к Л и обозначается Л -1 . 
Таким образом, можем написать

Х = А ~ гУ.  (2)

Здесь X — столбцевая матрица, У — столбцевая матрица, А Х  — 
столбцевая матрица, Л -1 — квадратная матрица. Подставляя вме
сто У  в правой части равенства (2) правую часть равенства (1),
получаем

Х =  А~1А Х. (3)
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Над вектором X  последовательно произвели преобразование с мат- } 
рицами А и А ~х, т. е. произвели преобразование с матрицей, i  
равной произведению матриц (Л ~ М ). В результате получилось 1  
тождественное преобразование. Следовательно, матрица Л -1Л есть 1  
единичная матрица:

Л ~М  =  £ .  (4)
Равенство (3) имеет вид

Х  =  ЕХ. (5)

Т е о р е м а  1. Если матрица  Л - 1 — обратная к матрице А, 
т о  и матрица А — обратная к матрице Л -1 , т .  е. справедливы 
равенства

А~1А =  А А ~ 1 =  Е. (6) '

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К обеим частям равенства (3) применим
преобразование с помощью матрицы Л:

А Х = А  (Л -М )Л ’.

[Г л . XXI

Пользуясь свойством сочетательности при умножении матриц, 
последнее равенство можно переписать так:

А Х  =  (ЛЛ-1) АХ.

Отсюда следует, что
ЛЛ~1 =  £ .  (7)

Утверждение доказано.
Из равенств (4) и (7) следует, что матрицы Л и Л -1 взаимно 

обратные. Из указанных равенств также следует
(Л -1)-1 =  Л. (8)

Действительно, из равенств (7) следует
Л -1 (Л -1) -1 =  Е.

Сравнивая последнее равенство с равенством (4), получаем ра
венство (8).

§ 7. Нахождение матрицы, обратной данной

Пусть дана невырожденная матрица

Л =

А =  Л (Л) =

a i i  а12 °13 
@2i 2̂2 2̂3 
а 31 а 32 а 33

а 11 <*12 « 1 3  

« 2 1  « 2 2  « 2 3  

« 3 1  « 3 2  « 3 3

Ф  0.

С)

(2)
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Докажем, что обратной матрицей А 1 будет матрица

А~* =

All A2i А3\
д А А

Ац А22а32
А А А
1̂3 А23А3з
Д А А

(3)

где Ац  — алгебраическое дополнение элемента а{/ (см. § 2). 
Найдем матрицу С, равную произведению матриц А, А~г:

С = А А ~ 1 =
аа  ai i  агз
а 21 **22 а 23 

а 31 а 32 а 3 3

А и А2г А33
А А Д

Al2А 22А32
А д д

А33 2̂3 А33
А д Д

1 о о 
О 1 о 
О 0 1

Действительно, на основании правила умножения матриц диаго
нальный член матрицы С равен сумме произведений элементов 
строки определителя А на соответствующие им алгебраические 
дополнения, деленной на определитель А, т. е. равен единице. 
Например, элемент c2i определяется так:

______________ __  а11̂ 11~1~а12-̂ иЧ~а13̂ 13 .A i i  . 2 . 1 А\
Cii ~  aii "f" ai2 4" а1з ' 1.д 1 13 д д

Каждый недиагональный член равен сумме произведений элемен
тов некоторой строки на алгебраические дополнения другой строки, 
деленной на определитель А; например, элемент с23 опреде
ляется Так:

„ „ A si , _ Д3 2  t „ А 33 u2lA3i- \ - a 22A 32 +  а23Л3з   О
6 23 —  “ 2  i  Д  \ а 22  Д  Т Ы23 Д  д  д

Таким образом, теорема доказана.
З а м е ч а н и е .  Матрица

= 0.

А =
Aft ^ 2 1 А31
^ 1 2 ^ 2 2 А 32
А33 А2 3 •^33

(4)

называется матрицей, присоединенной к А. Обратная матрица Л-1 
через присоединенную А выражается так:

Справедливость этого равенства следует из равенства (3). 
П р и м е р .  Д а н а  м атр и ц а

(5)

Н,айти о б р а т н у ю  м а т р и ц у  А

1 2 01,
А =  0 3 I .

0 1 2 У
- 1 и п р и с о е д и н е н н у ю  м а т р и ц у  А.
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Р е ш е н и е .  Н а х о д и м  о п р ед е л и т ел ь  м атр и ц ы  А :

Д  (Л ) =  5 .

Н а х о д и м  а л г еб р а и ч еск и е  д о п о л н е н и я

Ац = 5 , А12 = о , А13 — 0 ,

A2i = — 4 , А = 2 , А2з—-- 1 ,

Аз1 = 2 , Аэз — - I , Азз = 3 .

С л ед о в а т ел ь н о , п о  ф о р м у л е  (3)
5̂
5

О 4- —

О — -г- 4-

П о  ф о р м у л е  (4 ) н а х о д и м  п р и с о е д и н е н н у ю  м а т р и ц у

5 —4 2
А = О 2 

О —1

§ 8. Матричная запись системы линейных уравнений

Рассуждения будем проводить для случая трехмерного про
странства. Пусть имеем систему линейных уравнений

1̂1̂ 1 Ч- ̂ 12̂ 2 +  6!l3̂ 3 =  d 1,
2̂1̂ 1 4“ ̂ 22̂ 2 Ч” ̂ 28̂ *3 =  2̂> (1)

®3l44 Ч~ 3̂2̂ -2 Ч~ ^33^3 =  d j .

Рассмотрим три матрицы:
а 11 а 12 а 13 

А =  а 21 а 22 а 23 

Д31 а 32 а 33

х  =

D

(2)

(3)

(4)

Тогда, пользуясь правилом умножения матриц, систему (1) 
можно записать в матричной форме так: -

(5 )

Действительно, в последнем равенстве в левой части стоит 
произведение двух матриц, которое равно столбцевой матрице,

ai i  п 12 а13 *i M l
а21 °22 а23 *2 =  d2
а31 а32 °33 Хз И з
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элементы которой определяются равенством (5). Справа стоит 
также столбцевая матрица. Две матрицы равны, если равны их 
элементы. Приравнивая соответствующие элементы, получим си
стему уравнений (1). Матричное равенство (5) коротко записы
вают так:

A X  =  D. (6)
П р и м е р .  З а п и с а т ь  в м атр и ч н ой  ф о р м е  си ст ем у  у р а в н е н и й

*1+2*2 = 5 ,
3 * 2 +  * з  ~  9 ,  

* 2 +  2 * з  =  8 .

Р е ш е н и е .  Н а п и ш ем  м а т р и ц у  А  си стем ы , м а т р и ц у  р еш ен и й  X  и м ат
р и ц у  св о б о д н ы х  ч л ен о в  D:

Х = /> =

Д а н н а я  си ст ем а  л и н ей н ы х  у р а в н е н и й  в м атр и ч н ой  ф ор м е за п и ш ет ся  т а ю

I I 2 О 
О 3 1 
О 1 2

§ 9. Решение системы линейных уравнений матричным методом

Пусть определитель матрицы А отличен от нуля: Д(Л)^=0.  
Умножив левую и правую части равенства (6) § 8 слева на мат
рицу Л-1 , обратную матрице А, получим

A ~ i A X = A ~ 1D .  (1)
Но

А ~ 1А  =  Е ,  Е Х  =  Х ,

поэтому из (1) следует
X  =  A ~ ' D .  (2)

Последнее равенство с учетом равенства (5) § 7 можно запи
сать так:

*  =  t 4tг  a d , --(3)А (Л )

или в развернутом виде
*1

1
I ^ 1 1 A2i ^ 3 1 +  1

* 2

* з[

M i a А „ о /4 па d„
- А  (А)

[ ' * 1 2  

•+Э
4 22 

А 2з

4о2

Л  3 3 ^ 3

(4)

Производя умножение матриц, стоящих справа, получим 
*1II . ||Й1^П+^2^21 +  ̂ зЛз1
* 2  I =  T -7-J7  1̂̂ 13 +  ̂ 2̂ 22 +  ̂ 3̂ 32 .
*3 (| ' ' I 1̂̂ 13 +  ̂ 2̂ 23 +  ̂ 3̂ 33

(5)
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Приравнивая члены матриц, стоящих слева и справа, получаем
d iA n - \ -d 2A 2i- \ - d 3A 31 

А
diAn ~\-d2A 22 ~f~ d$A 32

А  * ( 6 )

dlAia~j~dâ 23~\~ ^З^ЗЗ

*1 = 

X,=

Решение (6) можно записать в форме определителей:
d i а12 а 13 

d% 022 023 
da взг °зз

ап  о ] 2  а 13

0 2 1  а 22 а 23 

° 3 1  <*32 0 33

° l f  ^ 1  « 1 3

02т 2̂ <*23
<*з! da аза
Оц Oj2 оаз
a2i' о22 a23
<*31 <*32 <*33

—

<*ii Oj2 di 
a2i a2 2  d% 
<*sf <*зг da
01i Oj2 oJ3 
<*2l <*22 <*23 

o3i a32 Озз

(7)

П р и м е р  1 . Р еш и ть  си ст ем у  у р а в н ен и й

* 1 + 2 * 2  =  5 ,  3 * 2 + * з = 9 , *2 + 2 * з  — 8

м атричны м  м е т о д о м .
Р е ш е н и е .  Н а й д ем  о п р ед е л и т ел ь  м атр и ц ы  си стем ы

I I 2 О 
О 3 1

О 1 2

=  5 .

О п р едел и м  о б р а т н у ю  м а т р и ц у  п о  ф о р м у л е  (3 ) § 7:

/4-1 =

1 - 1  1
5  5

л 2 1
0  5  5

0 - 4 -  8

М а т р и ц а  D  так ов а:

D  =

Р еш ен и е  в м атр и ч н ой  ф ор м е п о  ф о р м у л е  (2 ) за п и ш ет ся  так:

* 1

* 2 =

* 3

■ - 4  I
• Ь т
0 - 4 -  4 -

4  2
ь в - Т - о + Т - 8

° .5 + 4 . 9 - 1 . 8

0 - S - T - 9 + | ' «
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П р и р а в н и в а я  ст р о к и  м а т р и ц , ст о я щ и х  сл ев а  и с п р а в а , п ол уч аем  

* 1 = Ь 5  — 1 . 9 + | . 8 = 1 ,

* 2 =  0 - 5 + | - . 9 - у - 8 = 2 ,

jc3 =  0 - 5 - i - 9 + - | - 8  =  3.

П р и м е р  2 . Р еш и т ь  си ст ем у  у р а в н ен и й

^ 1 “I- 2дс2 —{— д: з =  0, 2x i - \ - x2- \ - x3 =  1, JCi —J— Здс2 —Хз =  2
м атричны м  м етодом .

Р е ш е н и е .  Н а х о д и м  о п р ед е л и т ел ь  м атр и ц ы  систем ы

111 2 111
Д ( Л ) =  2  1 1 = 1 ^ 0 .

Н а х о д и м  о б р а т н у ю  м а т р и ц у

А~1 =

11 3 11—2 — 1
5

1 II
0 1 

-1 —3
П иш ем  р еш ен и е си стем ы  в м атр и ч н ой  ф орм е:

II *i

Г 2 1*з
П р и р а в н и в а я  ст р о к и  м а т р и ц , ст о я щ и х  с п р а в а  и с л е в а , п о л у ч а ем  

* 1  =  3 ,  * 2 =  2 ,  * з  =  — 7 .

— 2 1 1 3
= — 1 0 1 2

5 — 1 — 3 — 7

§ 10. Ортогональные отображения. Ортогональные матрицы

Пусть в трехмерном пространстве имеем, две прямоугольные 
системы координат (*,, х2, х3) и (х[, х2, х3), имеющие общее на
чало О. Пусть точка М  имеет координаты (лу; х2\ *3) и (х[\ х2, х'3) 
в первой и второй системах координат (можно начала координат 
и не совмещать).

Обозначим через ел, е2, е3 единичные векторы на осях коор
динат в первой системе координат, через е[, е2, е3 единичные 
векторы во второй системе координат. Векторы еи е2, е3 являются 
базисными векторами в системе (xlt х2, х3), векторы е[, е3, е3 
базисные в системе (х[, х3, х3).

Тогда вектор ОМ в первой системе координат запишется так: 

ОМ =  X̂ Ĝ ~\~ X2€ 2~\~X3€ 3t (1 )
во второй системе:

ОМ =  луе( +  х2е2 +  х3е3. (2)
Рассмотрим преобразование координат х2, х3 произвольной 

точки М  в координаты х[, х3, х3 этой же точки. Можно сказать,



526 МАТРИЦЫ

что будем рассматривать преобразование пространства (xit х 2, х„) 
в пространство ( х [ ,  х 2, х'3) .

Это преобразование обладает тем свойством, что отрезок длины I 
переходит в отрезок той же длины I. Треугольник переходит 
в равный треугольник, следовательно, два вектора, выходящие ) 
из одной точки с углом г|) между ними, переходят в два вектора 
той же длины с тем же углом между ними.

Преобразование, обладающее указанным свойством, называется 
о р т о г о н а л ь н ы м .

Можно сказать, что при ортогональном преобразовании проис
ходит перемещение всего пространства как твердого тела или 
перемещение и зеркальное отображение. Определим матрицу этого 
преобразования.

Выразим единичные векторы е [ , е ’2, е'3 через единичные век
торы е и  е 2, е 3:

В 1 =  ®11®1 Ч~ ®21^2 Ч" ®31̂ 3>
В2 — 0С12̂ 1 Ч~ ®-22̂ 2 Ч" ̂ 32̂ 3» (3)
Вз — 0С13В1 Ч* <Х„3В2 Ч* ®33^3‘

Здесь
& и  =  cos (в±, B \ ) i  & i 2 COS ( e l t  в -z), ^13 cos(^^, £3),
a 21 =  cos(e2, B i ) y ^22 cos { b 2, B-i), ^23 cos(e2, £3), (4)
a 3l  =  cos (B 3, ^i)> ^32 == COS (£3, Вз)у (Xg3 cos (e3, b 3) .

Девять направляющих косинусов, запишем в виде матрицы

[ГЛ. XXI

S =
a i i  a 2 f  a 3 i  

« 1 8  « 2 2  « 3 2  .

« 1 3  « 2 3  « 3 3
(5)

Пользуясь соотношениями (4), можем также написать
&1 ==: «11^1 ”Ь 1̂2̂ 2 ^13^3,

2̂ := «21^1 2̂2^2 “Ь «23 3̂» (6)
ез ^  «31^1 “Ь ̂ 32 2̂ “f" ̂ зз^З*

Очевидно, что матрица
« 1 1  « 1 2  « 1 3  

« 2 1  « 2 2  « 2 3

« 3 1  « 3 2  « 3 3

(7)

является транспонированной матрицей по отнбшению к матрице S. 
Так как в\, е'2, в3— единичные взаимно перпендикулярные век
торы, то их векторно-скалярное произведение равно ± 1*  Следо
вательно,

( в ^ з )
« i i  « 2 i  « 3 1  

« 1 2  « 2 2  « 3 2  

« 1 3  « 2 3  « 3 3
— ± 1 - (8)
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Аналогично

(6 ie2e 3) =  A (S*) =
а л  « 1 2  «is
« 2 1  « 2 2  « 2  3 

« 3 1  « 3 2  « 3 3

Вычислим произведение матриц
« 1 1  « 2 1  « 3 1 I! « 1 1  « 1 2  « 1 3 II1 0 0

SS* = « 1 2  « 2 2  « 3 2 « 2 1  « 2 2  « 2 3 =  0  1 0

« 1 3  « 2 3  « 3 3 II « 3 1  « 3 2  « 3 3 | | 0  0  1

(9)

( 10)

Действительно, если обозначить через cl f  элементы матрицы 
произведения, то получаем

c1i =  a?1 +  a |1 +  a l1=  1,
С2 ! =  К 12 +  a 22 +  a 32 =  1 ) ( 1 1 )

c33 =  a \3 +  a l3 +  a l3=  1,
Сi t  ~  ®11®12 Н~ ®21®22 ~Ь ®81®32 === =  9.

Аналогично
с,7 =  е ; е ) = 0  при t # /  ( t = l ,  2, 3; / =  1, 2, 3). (12)

Итак,
SS* =  £ .  (13)

Таким образом, транспонированная матрица S* совпадает 
с обратной матрицей S -1 :

S* =  S “1. (14)

Матрица, удовлетворяющая условиям (13) или (14), т. е. обратная 
своей транспонированной, называется ортогональной. Найдем да
лее формулы преобразования координат (xlt  х2, х3) в координаты 
(х[, х2> х3) и обратно. В силу формул (3) и (6) правые части ра
венств (1) и (2) можно выразить как через базис (е3, е2, е3), так 
и через базис (е\ , е2, е'з)- Следовательно, можно написать равенство

ххе3 +  х2е2 +  х3е3 =  х[е[ +  х &  +  х3е3. (15)

Умножая последовательно все члены равенства (15) на вектор 
е[, на вектор е2, на вектор е3 и учитывая, что

е]е) =  0 при i  Ф  /',
е\е)=* 1 при i  =  j ,  . (16)

=  &ij,
с . '

получим
х[ =  au x t +  a 2lx2 +  a3ixs,
* 2  =  а 12х3 +  а 22х2 +  а.32х3, (17)
Х'ц —  «13*1 +  «23*2 +  «33*3-
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Умножая члены равенства (15) последовательно на е2, е3, 
получим

Х1 —  ®11*1 +  «13*2 +  <*18*3»
х2 =  а г1х[ +  а22х'2+ а 23х'3, (18)
* з  =  а 31 ^  +  +  а з з л:з-

Итак, матрицей ортогональных преобразований (17) является 
матрица S, а матрицей обратного преобразования (18)— матрица S*.

Таким образом, доказано, что в декартовой системе координат 
ортогональному преобразованию соответствует ортогональная м а т
рица. Можно доказать, что если матрицы прямого и обратного 
преобразования (17) и (18) удовлетворяют соотношению (13) или 
(14), т. е. являются ортогональными, то и преобразование будет 
ортогональным.

Если введем столбцевые матрицы
Х\ Xl II

= х'г , Х = хг
х'з Хз II

(19)

то системы (17) и (18) можно записать так:
X ' =  S X , (20)
X = S - I X ' .  (21)

Если введем матрицы, транспонированные к матрицам (19): 
X '* —  \х [ х'г х31, X '  =  ||х1 х2 х31), (22)

то можем написать
=  **  =  A”*S. (23)

§ 11. Собственный вектор линейного преобразования

О п р е д е л е н и е  1. Пусть дан вектор X :

Х  =
*i

( 1)

где
x \ + x l  +  xl=£0.

Если после преобразования вектора X  с помощью матрицы 
(см. (2) § 5) получается вектор У:

У =  А Х , (2)

параллельный вектору X:
У=КХ, (3 )
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де А,— число, то вектор X  называется собственным вектором 
атрицы А или собственным вектором данного линейного преобра- 
)вания\ число Я называется собственным значением.

Найдем собственный вектор

ЛГ =

ля данного линейного преобразования или для данной матрицы А. 
1тобы вектор X  был собственным вектором матрицы А, необ- 
одимо, чтобы выполнялись равенства (2) и (3). Приравнивая 
фавые части этих равенств, получаем:

дли

е.

А Х  =  ХХ (4)

А Х  =  ХЕХ,

(А —  Я£)Л' =  0. (5)

Из этого равенства следует, что вектор X  определяется с 
очностью до постоянного множителя.

В развернутом виде равенство (4) записывается, очевидно, так:
Яи* 1  +  а12х2 +  а13х  з =  Ххи
@21̂ 1 "4~ ̂ 22-̂ 2 “1” 2̂3-̂ 3 =  (б)

3̂1̂ 1 ~Ь ̂ 32̂ 2 ~Ь 3̂3̂ 3 =  ^̂ 3»
равенство (5) запишется так:

<«!! — * ) * ! +  <*12*2 +  «13*3 =  0,
= 0. (7)« 2 1 * 1  “ Ь  (« 2 2  ^ ) * 2 ~ t ~  « 2 3 * :

« 3 1 * 1  +  « 3 2 * 2  ( « 3 3  Я) ДГ3 =  0.
Получили систему однородных линейных уравнений для оп

ределения координат хи х2, *з вектора X. Чтобы система (7) 
имела ненулевые решения, необходимо и достаточно, чтобы оп
ределитель системы был равен нулю:

Я й12 о 13
а2 х а22 — Я а23
a3i о32 а зз — Я

Оц-

=  0, (8)

или
Д(Л — Я£) =  0. (9)

Это есть уравнение третьей степени относительно Я. Оно называ
ется характеристическим уравнением матрицы А. Из этого урав
нения находятся собственные значения Я.

Рассмотрим случай, когда все корни характеристического урав
нения действительные и различные. Обозначим их через Ял, Я2, Я3.

' з  Н. С. Пискунов, т. 2
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Каждому собственному значению X соответствует собственна 
вектор, координаты которого определяются из системы (7) п| 
соответствующем значении X. Обозначим собственные вектов
через + , Можно показать, что эти векторы линейно не
зависимы, т. е. ни один из них не выражается через остальные 
Следовательно, любой вектор можно выразить через векторы т4 
т2, т3, т. е. их можно принять за базисные векторы.

Отметим без доказательства, что все корни характеристичес
кого уравнения симметрической матрицы действительны.

П р и м е р  1. Н а й т и  со б ст в ен н ы е в ек тор ы  и  с о о т в ет с т в у ю щ и е  им с о б с т в е н  
ны е зн а ч ен и я  м а т р и ц ы

К Я
Р е ш е н и е .  С о ст а в и м  х а р а к т ер и ст и ч е ск о е  у р а в н е н и е  и н ай дем  собственны й  

зн а ч ен и я :
1 1 — Л. 1

8 3 -Х = 0 ,  т .  е .  X2 — 4 Х — 5  =  0 ,  Xi  = — 1,  Х3 =  5,

Н а й д е м  со б ст в ен н ы й  в е к т о р , со о т в ет с т в у ю щ и й  с о б с т в е н н о м у  зн а ч ен и ю  Xf = — I, 
и з  со о т в е т с т в у ю щ е й  систем ы  у р а в н ен и й  (7):

(1—Xi)xj +  *2 =  0. или 2X1+ *2 — 0»
+  (3  —  Хх) х ? =  0 , и л и  8 * 1 + 4 х 2 =  0 .

Р еш а я  э т у  с и с т е м у , н а х о д и м  х г = т ,  х2 =  — 2 т ,  г д е  т — п р о и з в о л ь н о е  ч и с л я  
С обств ен н ы й  в ек т о р  б у д е т

т  x =  m i— 2 т / .

Д л я  с о б ст в ен н о г о  зн а ч ен и я  Хл =  5  пиш ем си ст ем у  у р а в н ен и й  

— 4 * i + * a =  0 ,  8 * х — 2дс2 =  0 .

С обств ен н ы й  в ек т о р  б у д е т
т 2 =  т / + 4 / п / .

П р и м е р  2 . Н а й т и  со б ст в ен н ы е  зн а ч ен и я  и со б с т в е н н ы е  в ек тор ы  матрицы

7 — 2 0

— 2  6  — 2  

0 — 2  5

Р е ш е н и е .  Н а п и ш ем  х а р а к т е р и с т и ч е с к о е  у р а в н ен и е

CM1<<1 0

1 to 0 1 >> — 2
0  — 2 5 — X

=  0 ,  т .  е .  — Х3 + 1 8 Х 2 — 9 9 Х + 1 6 2 = 0 .

Корни этого уравнения суть Xf =  3, Х2 =  6, Х3= 9 .
Д л я  X i =  3  собств ен н ы й  в ек т о р  о п р е д е л я е т с я  и з  си стем ы  у р а в н ен и й

4 * i — 2 * 2  =  0 ,  — 2 * 1 + 3 * 2 — 2 * з =  0 , — 2 * 2 + 2 * 3 =  0 .

П о л а г а я  * i  =  m , п о л у ч а ем  * а =  2 т ,  * 3 =  2 т .  С о б ств ен н ы й  в ек т о р

Ti =  m i +  2mJ+ 2mk.

А н а л о г и ч н о  н а х о д и м

1
т 2 =  т / + у  m j— m k. r 3 =  — m i+ m j—  ^  n k .
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§ 12. Матрица линейного преобразования, при котором 
базисные векторы являются собственными векторами

Определим, далее, матрицу линейного преобразования, когда 
базисом являются собственные векторы т1( т2, т3. При этом пре
образовании должны выполняться соотношения

=  XjTf, т2 =  Х2т2, т3 =  XgTg, (1)
где т*, т2, Тз— образы векторов т„ т2, т8.

Пусть матрица преобразования будет

(2)

Определим члены этой матрицы. В базисе t f, т2, хг можем
написать

а п °12 «
ч

г

II
к

й21 °22 °23

a3i азз

f i  =  l - t 1 +  0-Ts- f  0 -т ,=

Так как вектор т* после преобразования с помощью матрицы 
А ' переходит в вектор =  Х ^ :

x\ =  ’K1xi  —  A 'x i.

Xi аП a'l2 «И 1

0 = °21 а22 °23 0
0 °31 азз азз 0

то можем написать

Следовательно,

или в виде системы уравнении
X* — Оц • 1 4- flia, 0 +  flI3-0f 
О =  Яц • 1 -{* о. п • 0 4- я23 • 0, 
О =  а'п  • 1 4 * я32 • 0 -)- a3J • 0.

Из этой системы находим:
о1Х =  X,, йах — 0, я31 =  0.

На основании соотношений
т2 =  Х2т2, т3 =  Хатя

аналогично найдем
0 'ц —  0, Ягг =  Х2, я32 =  О, 
я 13 — 0, я23 — 0, я3., =  Ха.

18*

(3 )

И)
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Таким образом, матрица преобразования имеет вид

А ' =
М о О
о я,2 о
О 0 Хз

Линейное преобразование будет
t/i =
У *~  A,X2i 
Ул~ AgX3.

(5)

(6)

Если Ai =  A2 =  As =  A*, то линейное преобразование имеет вид 
yl =  k*x'u у'3 =  к*х'3, у'3 =  к*х'3.

Такое преобразование называется преобразованием подобия с 
коэффициентом А*. При этом преобразовании каждый вектор про
странства является собственным вектором с собственным значени
ем А*.

§ 13. Преобразование матрицы линейного преобразования 
при переходе от одного базиса к другому

Пусть X — произвольный вектор:

Xi&i ~Ф ̂ 2^2 ~\-х3е3, 0 )

заданный в базисе (еи е2, е3). Вектор X  преобразуется с по
мощью матрицы А в вектор Y:

У 1̂ 1 *t* У2̂ 2 Уз®3*

Y = A X .

(2)

(3 )

Введем в рассматриваемом пространстве новый базис (е[, е\, el), 
связанный со старым базисом формулами перехода

е3 -ф б21е2 -ф b3le3,
@ 2  =  ^i2^i ~Ф б22е2 -ф Ь32е3, (4)
е3 =  Ь13е3 -ф Ь23е2 -ф Ь33е3.

Пусть вектор X  в новом базисе напишется так:

Х'Л
хг •
*;|

Можем написать равенство
х ,е , -ф -ф xs?s =  x le l -ф х3е’г -ф х ’3е'3,

X ’ =  х\е\ -ф х'ге'г -ф х'3е'3 = (5)

(6)
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где в правую часть подставлены выражения (4). Приравнивая 
коэффициенты при векторах ег, е2, е3 справа и слева, получим 
равенства

* 1  =  Ъцх\ +  Ь1гх3 +  Ь13х з,
* 2  =  *>21*1 +  *>22*2 +  *>23* 3 ,  (7 )
х3 -  Ь31х[ +  Ь32х'2 4- Ь33хз,

или коротко 

где
Х  =  В Х ',

* п b l 2 * 1 3  !

в  = *21 *22 * 2 3  !

*3 2 * 3 3  II

(8)

(9)

Эта матрица невырожденная, имеет обратную матрицу В~г, 
так как система (7) имеет определенное решение относительно х[, 
х2, х'3. Если в новом базисе запишем вектор Y:

У  — Hi^i 4* Угё2 4- у'3е'ъ,

то, очевидно, имеет место равенство
Y = B Y .

Подставляя выражения (8) и (10) в (3), получим
B Y '=  А В Х '.

( 10)

( П )

( 12)

Умножая обе части равенства на В получим
Y '= B ~ 'A B X '.

Следовательно, матрица А ' преобразования в новом базисе будет
=  (13)

П р и м е р .  Пусть с помощью матрицы А
1 1 0 

/ 1 = 1 0  1 
0 1 1

производится преобразование вектора в базисе (е2, е2, е 3). Определить матрицу 
преобразования А' в базисе (« ', e'v  е д), если

ej =  e i + 2 e 2-j-e3, е2= 2 е 2+ е 2+ З е 3, e'3= e i + e 2+ e 3.

Р е ш е н и е .  Здесь матрица В  такова (см. формулы (4) и (9)):
1 2 1 

В =  2 1 1 
1 3 1

Найдем обратную матрицу (Д(В) =  1)
||—2 1 

B - i =  — 1 0
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Далее находим
II—1 — 1 211

В - М =  — 1 0 illII 4 2 —4 [|

Окончательно по формуле (13) находим

А ' =  В ~ 1АВ =
— 1 3 0

0 1 о
4 —2 2

Докажем, далее, следующую теорему.
Т ео р ем а  1. Характеристический многочлен {левая часть 

уравнения (8) § 11) не меняется в зависимости от выбора базиса : 
при данном линейном преобразовании.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Напишем два матричных равенства

Л' =  Б-М В, Е = В~1ЕВ,

где А и А '— матрицы, соответствующие различным базисам при 
одном и том же линейном преобразовании, В — матрица перехода 
от новых координат к старым, Е — единичная матрица.

На основании двух последних равенств получаем

A ' — kE = B~1(A — ХЕ) В.

Переходя от матриц к определителям и пользуясь правилом 
умножения матриц и определителей, получаем

А (А '— Х£) =  А (Б - 1 (Л — ХЕ) В) =  А (В -1) А (А —  \Е) А (В).

Но
А { В '1) А {В) =  А {В -1 В) = А (£) =  1.

Следовательно,
А{ А ' — Щ  = А{А — ХЕ).

Слева и справа стоят характеристические многочлены матриц 
преобразования. Теорема доказана.

§ 14. Квадратичные формы и их преобразования

О п р е д е л е н и е  1. Квадратичной формой от нескольких 
переменных называется однородный многочлен второй степени от 
этих переменных.

Квадратичная форма от трех переменных хь х2, х 3 имеет вид

F ~Ь и22х3 -j- а33х3 -(- 2а12х1х2 -f- 2а^3хрс3 -f- 2 a33x2x3, (1)

где Ojj — заданные числа, коэффициенты 2 взяты для того, чтобы 
получить более простые последующие формулы.
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Равенство (1) можно написать так:
F  =  Х х { С 1 ц Х 1 - f -  а 12Х 2 а 13х з )  “ Ь

+  х2 (аг1хг +  а22х2 -{- оих3) +
"Ь ■'"3 (^31.Х 1 ~Ь ^32^2 “Н ^зз-^з) >

где аи  ( i = l ,  2, 3; /  =  1, 2, 3 )— заданные числа, при этом

Матрица
®12 — ^21* ^13 — &23 — ^32*

А =
ац  ai2 а13
а21 °22 а23
а31 а 32 а33

(2)

(3)

(4)

называется матрицей квадратичной формы (1). Данная матрица 
симметричная.

Будем считать (хи х2, х3) координатами точки пространства 
или координатами вектора в ортогональном базисе (eit е2, е3), 
где еи е2, е3— единичные векторы.

Рассмотрим линейное преобразование в базисе (elt е2, е3):
*1 =  Пц* ! + а1гх2+ а13х3,
х3 —  a2iXi~{-а22х2~\~ а23х31 (5)
х3 =  а3 lx1 -f- а32х2 -f* а33х3.

Матрица этого преобразования совпадает с матрицей квадратич
ной формы.

Определим далее два вектора

(6)

(7)

Преобразование (5) запишем в форме
Х ' =  А Х . (8)

Тогда квадратичную форму (2) можно представить как ска
лярное произведение этих векторов:

F =  (X, АХ). (9)

Пусть е\, е2, е3— ортогональные собственные векторы преоб
разования (8), соответствующие собственным значениям Х2, Х3. 
Можно доказать, что если матрица симметрична, то существует 
ортогональный базис, составленный из собственных векторов 
матрицы. Произведем преобразование (8) в базисе (e'lt е2, е3). 
Тогда матрица преобразования в этом базисе будет диагональной
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(см. § 12):

А =
Xi о о II
о я2 о
О О Я31

( 10)

Можно показать, что применяя это преобразование к квадра
тичной форме (1), можно привести последнюю к виду

F  =  l 1? 1 +  X2x l  +  l s l  (11)

Направления собственных векторов е[, el, е\ называются глав
ными направлениями квадратичной формы.

§ 15. Ранг матрицы. Существование решений системы 
линейных уравнений

О п р е д е л е н и е  1. Минором данной матрицы называется 
определитель, составленный без перестановок из оставшихся эле
ментов матрицы после вычеркивания из нее нескольких строк и 
столбцов.

П р и м е р  1. Пусть дана матрица

«11 «12 «13 « п  
«21 «22 а23 a2i •
«31 «32 «33 «34

Миноры третьего порядка этой матрицы получаются после вычеркивания 
одного столбца и замены знака матрицы || |] знаком определителя | |. Их че
тыре. Миноры второго порядка получаются после вычеркивания двух столбцов 
и одной строки, их 18. Миноров первого порядка 12.

О п р е д е л е н и е  2. Рангом матрицы А называется наивыс
ший порядок отличного от нуля минора матрицы А,

П р и м е р  2. Легко проверить, что ранг матрицы
1 — 1 0 
2 0 1 
1 1 1

равен 2.
П р и м е р  3. Ранг матрицы

равен 1.

Если матрица А квадратная порядка п, то ранг этой мат
рицы k удовлетворяет соотношению k^L n . Как указывалось выше, 
если k =  n, то матрица называется невырожденной, если k <  п, 
то матрица называется вырожденной.

Например, матрица
0 1 0
0 0 1
1 1 О

112 3 
3 6 9
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является невырожденной, так как Д(Л) =  1 ^  0; матрица в примере 2 особая, 
так как там п — 3, k =  2.

Понятие ранга матрицы широко используется в теории систем 
линейных уравнений. Имеет место следующая

Т е о р е м а  1. Пусть дана система линейных уравнений:

& 11%1 ~ Т  ^ 1 2 ^ 2  +  ^ 1 3 ^ 3  ^ 1 >

^■21*^1 "Ь" « 22^2  « 2 3 ^ 3  ^ 2»

« 3 1 * 1  "I”  « 3 2 * 2  “ Ь  « 3 3 * 3  =  ^ 3 '  ,

( 1)

Введем в рассмотрение матрицу системы

А =
ап  а12 а 13 
0 2 1  0 2 2  а 23 

031 О32 033

и расширенную матрицу
f li i  а Х2 a i 3  b f

0 2 i  O22 O23 ^2

а 31 а 32 а 33 Ь з

(2)

(3)

Система (1) имеет решения, если ранг матрицы А равен ран
гу матрицы В. Система не имеет решений, если ранг м атри
цы А меньше ранга матрицы В. Если ранг матрицы А и ранг 
матрицы В равен 3, то  система имеет единственное решение.

Если ранг матриц А и В равен 2, т о  система имеет бес
численное множество решений, при этом два неизвестных вы
ражаются через третье, которое имеет произвольное значение.

Если ранг матриц А и В равен 1, то  система имеет бес
численное множество решений, при этом два неизвестных имеют 
произвольные значения, а третье выражается через них.

Справедливость этой теоремы легко устанавливается на осно
вании анализа решений системы уравнений, известного из алгеб
ры. Эта теорема справедлива для системы любого числа уравнений.

§ 16. Дифференцирование и интегрирование матриц

Пусть дана матрица \a tj  (t) |, где членами a(j (t) матрицы 
являются функции некоторого аргумента t:

0Ц (0 °12 (0 • ain (t)

II « //(011 =
021 (0 022 (0 • а2п (t)

a mi (0 ami( t)  ■■■ атп (t)

или коротко будем это записывать так:

А (0  =  1а(у (01 ( / = 1 , 2 ...........т ;  1 = 1 ,  2 ..............я).  (2)
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Пусть члены матрицы имеют производные 
dan  (0 damn (t)

dt dt

О п р е д е л е н и е  1. Производной о т матрицы А (() называет
ся матрица, обозначим ее через , члены которой являются

dA (t) 
dt =

матрицы А (0 , t . e.
daxi da12 daln
dt dt • • dt

do-21 da 22 da.2n
dt dt dt

da mi da m2 damn
dt dt ' * * at

(3)

Заметим, что такое определение производной от матрицы по
лучается естественным путем, если наряду с введенными опера
циями вычитания матриц и умножения на число (см. § 4) при
соединить операцию предельного перехода:

lim -Et A a‘J ^  H  au ( 0 1} -Д/->0

=  lim
A l - f O

ah (t +  At)— ajj(t)  [I [I j  a,7 (< +  AQ—a,7  (t)
At «д t- At

Символически коротко равенство (3) можно записать так:
dA (0.

dt
d u s

j t a u (  0 (4)

О п р е д е л е н и е  2. Интегралом от матрицы A (t)  называется 
матрица, обозначим ее через

t

$ Л (г) dz,

члены которой равны интегралам от членов данной матрицы:

§ A (z) dz -■

t

J au  (2 ) dz .
t 0
t

t

. . 5 fl,„ (2 ) dz
t o

t

S an (z) dz .
t o

• • S a 2„ (2 ) dz
to :

t t

S ami (Z) dz .
to

•• 5 amn(z)dz
t o

(5)
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(6)

§ 17. Матричная запись системы дифференциальных уравнений 
и решений системы дифференциальных уравнений 

с постоянными коэффициентами

Рассмотрим систему п линейных дифференциальных уравнений 
с п искомыми функциями x x(t), x2(t), . . . , x n (t):

dx
-Of =  Й* Л  +  « 12^2 +  • • • +  alnxn, 

=  a2Xxx +  a22x2 +  . . .  +  a2nxn,

dxn
dt =  a„iXl  +  an2x2 - f  . . .  +  annxn.

( 1)

Коэффициенты atJ— постоянные. Введем обозначение:
X i( t )

X =  | *2 (О

xn (t)
(2)

Это матрица решений или векторное решение системы (1). Далее, 
определим матрицу производных от решений:

dx х

d X
dt

dt
dx2
d t

d x„
dt

(3)

Выпишем матрицу коэффициентов системы дифференциальных 
уравнений

(4)

«и °12 • • а1п

л = | Ы Н
а21 °22 • • а2П

«л! а„2 . • апп

Пользуясь правилом умножения матриц (см. § 4), систему диф
ференциальных уравнений (1) можно в матричной форме записать
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dx 1
dt
dx2
dt =

dxn
dt

f l u °12 • • • aln

°2  i 022 • • &2П

f ln l С*П2 • • Ч и п

XI

*2
(5)

или коротко на основании правила дифференцирования матриц

ж = л х - (6)
Пусть

а  —

«1
а 2

(7)

где а,-— некоторые числа.
Совокупность решений системы дифференциальных уравнений 

будем искать в форме (см. формулы (2) § 30 гл. XIII)
X  — е* 'а . (8)

Подставляя (8) в (6) и пользуясь правилом умножения матрицы 
на число и правилом дифференцирования матриц, получаем

keMa  =  Aekta, (9)
откуда

ka —  Аа, (10)
или

А а — к а =  0.

Напомним, что в последнем равенстве А 
а — столбцевая матрица (7). Матрицу, 
равенства (10), можно записать так:

— матрица (4), к — число, 
стоящую в левой части

(А — kE) а==0, (П )
где Е — единичная матрица n-го порядка. В развернутом виде 
равенство (11) перепишется так:

аи —k a12 • &in «1
а2 i &22--k . • a2 П a2

ani am •• &nn ^ a  n
Равенство (11) показывает, что вектор а  с помощью матрицы А 
преобразуется в параллельный ему вектор к а .  Следовательно, 
вектор а  является собственным вектором матрицы А, соответст
вующий собственному значению к (см. § 11).
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В скалярной форме равенство (10) записывается как система 
алгебраических уравнений (см. систему (3) § 30 гл. XIII) .  Число k 
должно определяться из уравнения (5) § 30 гл. XIII ,  которое 
в матричной форме можно записать так:

Д ( Л — kE) =  0, (13)
т. е. определитель

аи —k aii
a2i 0-22--  ̂ • • • °2 П =  0 . (14)
ani anl ■ Onn —  k

Пусть все корни уравнения (14) различны:

^1> ^21 • • • > ^п'

Для каждого значения kt из системы (11) определяется матрица 
значений а

„«>0,1
0ЙЙ

(одно из этих значений произвольное). Решение системы (1) 
в матричной форме, следовательно, запишется так:

С1ек‘(Xi ry(1)a i r/(2)a i „(4). a !
X2 — a'a1’ o f ' . o f"

X,f a ln " a ? ’ . .. « Г

Ct ek ,t

Cneknt

(15)

где С,-— произвольные постоянные.
В скалярной форме решения даются формулами (6) § 30 гл. XIII.
П р и м е р  1. Записать в матричной форме систему и решение системы 

линейных дифференциальных уравнений

d X i = 2 X l+ 2 x t , * g - = x i + 3 x t .d t 1 1 21 dt
Р е ш е н и е .  Напишем матрицу системы

12 2 
1 3А =

В матричной форме система уравнений запишется так (см. уравнение (5)):
dxi

_II2 211
dx,  1 3
dt

Составим характеристическое уравнение (14) и найдем его корни: 

\ 2~ k 2  ̂1 = 0 , т. е. кг— 5 6 + 4 = 0 ,
1 о —к \
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следовательно, * * = 1 , £2 =  4. Составляем систему (12) для определения зна
чений а ? ’, «а1’ для корня ^ = 1 :

(2— 1) a iu +  2aaU =  0, etil> +  (3 — 1) a£> =  0.
Полагая a i1* =  1, получаем а а = — 1/2.

Аналогичным образом находим aj2) и a f \  соответствующие корню кг =  4. 
Получаем a f J=  1, аа2)= 1 .  Теперь можем написать решение системы в мат
ричной форме (формула (15))

I*1
11*2

или в обычной форме

*i =  ха =  -  у  Ciet + C 2e**.

П р и м е р  2. Записать в матричной форме систему и решение системы 
дифференциальных уравнений

— * i+ * 2 + 3 x 3.

Р е ш е н и е .  Напишем матрицу системы

II1 0 °11
А = Л  1 2 0 .

Ill 1 3 1
Следовательно, в матричной форме система уравнений записывается так 

(см. уравнение (5)):

1 °  1|| Л*! II

12 0 МЫ
1 1 3 |  ||*з ||

dx 1
dt

dxt
Ч Г
dx ,
dt

Составим характеристическое уравнение (14) и найдем его корни:
1— k 0 0

1 2 — k 0
1 1 3— k

т. е. (1— *) (2— А) (3— *) =  0,

следовательно,
* 1 = 1 , *2 =  2, /г3 =  3.

Определим а ” ’, а ” ’, аз” , соответствующие корню * 1 = 1 , из системы урав
нений (12):

a in +  а ^ =  0, a iu +  сс^ +  г а ^ О ,
находим

a iu = l ,  a i I, =  - l ,  a!,1> =  0.

Определим a (i2>, a!i2>, a 32>, соответствующие корню *2 =  2, из системы
— ai2> =  0, a i2, =  0, a i24 4 8,+ « ^  =  0.

находим
„<2> no-i = 0 , „ < 2 > —  1 a-2 =  1, аз2> == —I.
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Определяем о™ , аа3>, аз3>, соответствующие корню k3 =  3, из системы 

- 2 « i 3> =  0, а (13>- а 2(3, =  0, oi3,+ a f = = 0 ,
находим

а <3> =  0, а?» =  О, а (33> =  1.
Напишем в матричной форме решение системы (см. формулу (15))

1 о о |  I I ( V  и 
— 1 1 о | .  С2еа* ,

0  — 1 1 1 1 Сзе3' I
или в обычной форме

х1 =  Cje*. *2 =  — C ^ + C je 2*, *з =  — С2е21 +  Сзй3*.

Х\
х 2 =  1
•«3

§ 18. Матричная запись линейного уравнения я-ro порядка

Пусть имеем линейное дифференциальное уравнение п-го по
рядка с постоянными коэффициентами

dn~*x . . . . .
-a„_ i  . + f l i * .  ( 1)dnx dn~1x

~dt" a" d t " - 1 n~1 dtn~ 2

Заметим, что из дальнейшего изложения будет следовать, что 
такая нумерация коэффициентов удобна. Обозначим x =  x t и, 
далее,

dxi _  dx3 v  dx„ _ ]•
■ — Л2>d/

df

dt - x a, . . . .  dt -  

; f l A + ¥ ! + '  • • + flA -

(2)

Напишем матрицу коэффициентов этой системы

Л  =

0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . 0

0 0 0 0 .
• 1

«1 «г а3 о4 . • a j

(3)

Тогда систему (2), аналогично формуле (5) § 17, можно запи
сать так:

dxi
Ч Г

(4)

dx„
dt

или коротко

dx 2 0 1 0 . .  0 X i

dt 0 0 1 . .  0 X t

dx„~ f 0 0 0 . .  1 xn- i
dt Яг Яз • • &п xn

d X  _ А у—  — ЛЛ. ( 5 )
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Дальнейшее решение проводится так же, как это было в § 17, 
так как матричное уравнение (5) является частным случаем урав
нения (6) § 17.

П р и м е р .  Записать в матричной форме уравнение
d2 х dx

~ w = p 4 i + qx-

Р е ш е н и е .  Обозначим х  =  дс*. Далее 
dxi _  „ dx2 
T t  2’ ~dt =  PXi +  q x f

В матричной форме система уравнений запишется так:
dx i
dt If0 >1 . | * i |

dx 2 
dt

N  PI 1*2

§ 19. Решение систем линейных дифференциальных уравнений 
с переменными коэффициентами методом последовательных 

приближений с использованием матричной записи

Пусть требуется найти решение системы линейных дифферен
циальных уравнений с переменными коэффициентами

=  а ц  (0  *i +  а12 (0  х 2 +  . . .  +  ain (/) х п ,

=  аа  (0  * i  +  (0  * * + • • •  +  а2п (0 * « .

^ Г  =  (0  xi  +  (0  х2 Ч* • • • +  апп ( t)x n,

удовлетворяющие начальным условиям
Xi =  Xjo, х2 —  х22, . . . ,  хп —  хпВ при t —  t 2. (2)

Если ввести в рассмотрение, наряду с матрицей коэффициен
тов системы и матрицей решений, матрицу начальных значений

* 1 0

( 1 )

*20

*П0
(3)

то систему уравнений (1) с начальными условиями (2) запишем так:
сIX  
dt*3T =  A ( t ) X

ври начальных условиях
Х  =  Х 0 при t =  i 0.

Здесь А (t ) — снова матрица коэффициентов системы.

(4)

(5)
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Будем решать задачу методом последовательных приближений. 
Для лучшего понимания дальнейшего материала применим 

метод последовательных приближений сначала для одного линей
ного уравнения первого порядка (см. гл. XVI,  § 26).

Требуется найти решение одного уравнения

I F  =  a ( t)x  (6)

при начальном условии
х —  х0 при t =  / 0. (7)

Будем предполагать, что a ( t)— непрерывная функция.
Как указывалось в § 26 гл. XVI,  решение дифференциального 

уравнения (6) при начальном условии (7) сводится к решению 
интегрального уравнения

t
х =  х0 +  J a(z)x(z)dz. (8)

*0

Будем решать это уравнение методом последовательных при
ближений;

t

*i =  * o +  $ a (z )x0dz,
t o

t

*2 =  *о + \ a ( 2 ) X i ( z ) d z ,  ^

хт = х 0 + \ a ( z ) x m_1(z)dz,
to

Вводят для сокращения письма оператор S — оператор инте
грирования

t
S ( ) = $ (  )dz. (10)

t o

Используя оператор S, равенства (9) записывают так;

* i =  *o +  S(a*o)>
X t  =  х„ +  5  (ахi) =  х0 - f  S (а (х0 +  S (ахл))),
Х 3 =  Х0 +  S (a (х0 +  S (a (x„ +  S (ах0))))),

хт  —  х0 -\~S (а (х0 +  S (a (x0-(-S (a (x0 +  S (а. ..)))))))»
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Раскрывая скобки, получаем:
хт  —  х0 +  Sax0 -f- Sa Sax0 +  Sa Sa Sax0 -f- . . . -f-SaSa S a .. .Sax0.

------------------ '
m раз

Вынося x0 за скобки (x0— постоянная), получаем
xm =  [ l  +  Sa +  S a S a +  . . .  -j-SaSa. .  .Sa]x0. (11)

m раз

Выше (в § 26 гл. XVI) было доказано, что если a {t)  — непре
рывная функция, то последовательность {хт } сходится. Предел 
этой последовательности есть сходящийся ряд:

х =  [1 -f- Sa -(- Sa Scl - }*. . . ]  x0. (12)

З а м е ч а н и е .  Если a (t) =  const, то формула (12) принимает 
простой вид. Действительно, на основании (10) можем написать

Sa =  aS l —  a ( t — t 0),

Sa Sa =  a2S (t - 10) =  a2 ,

Sa S a .. .Sa =  am ( t - t  о)"
m\

m раэ

В этом случае (12) принимает вид

х =  |̂ 1 +  а — ( t - t  о)2 
21

или
х  =  х0еа <■*- *<>\ (13)

Рассмотренный метод решения одного уравнения (6) целиком пере
носится на решение системы (1) при начальных условиях (2).

В матричной форме система (1) с начальными условиями (2) 
запишется так:

Ж = А (‘ )Х  <14>

при начальном условии
X  =  Х 0 при t —  t0. (15)

Используя правило умножения матриц и интегрирования мат
риц, решение системы (14) при условии (15) сводится к решению 
матричного интегрального уравнения

t

X (t) =  X 0 +  [  A (z )X (z )d z . (16)
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Находим последовательные приближения
t

X m(t) =  X a +  \A ( z ) X m_1(z)dz. (17)

Путем последовательной подстановки последовательных прибли
жений под интеграл решение системы в матричной форме выра
зится так:

Х (0  =  Х *+

+  J А (г,) ( х 0-+  f А (гг) ( Х 0 +  J А (г,) ( . . . ) • • .  dz2) d z it
t o  \  t o  \  t o  /  /

или
t  t  z ,

X  ( )̂ =  X 0 +  J A (Zj) Х 0с(г1 -f- ( A (Zj) J A (z2) X 0dz2dZj -f*. . .  (18)

Используя оператор интегрирования S, равенства (18) можно 
написать так:

А-^) =  [£  +  5Л +  5 Л 5 Л - Ь . . . ] Х 0. (19)

Оператор, стоящий в квадратных скобках, обозначают одной 
буквой. Обозначим его через $<(»*>. Равенство (19) коротко запи
сывают так:

Х ( 0  =  < е д , Х 0. (20)

Интересно отметить следующее обстоятельство. Если коэффи
циенты системы (1) постоянные, то, пользуясь правилом вынесе
ния за знак матрицы общего множителя всех членов матрицы *), 
можем написать

S A ^ - ^ A ,

=  (t~ f o)2- A*,

ЯЛЯЛЯЛ =  А 3 и т. д.

Формула (19) в случае постоянных коэффициентов примет вид 

Х ( 0 =  [ е + ^ А + £ ^ А * + . . . + У = ^ А " , +  . . . ] Х о. (21)

Последнее равенство символически записывают так:
Х ( 0  =  с(' - ' " , л Х 0. (22)

*) Мы оставляем без обсуждения вопрос о предельном переходе для опе
раций над матрицами.
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У п р а ж н е н и я  к г л а в е  XXI

I. Для линейного преобразования y i  =  3*i +  2*t , i/2 =  7*i + 5*2 найти мат-
5 — 21 

-7 31рицу обратного преобразования. Отв.

2.
Отв.

Найти

- ? ! 1
матрицу обратного преобразования yi =  * i— *2, уг =  *i.

3. Найти произведение матриц

II1
4. Даны матрицы А =  2

2 3
0 1
1 1

1 2 
3 4

2 °1
з -1 г

15 0 7 
1 2 3 
- 1 0  2

Отв. 8 —2 
18 - 4

. Найти матрицы АВ  и

В А. Отв.
II 4 4 19II 26 3 22

9 0 16 и 14 — 1 8
и 13 - 2  201 5 —4 — 1

Ill 2 3 
5. Даны: А =  5 7 10

матрицу А-\-2Е. Отв.

6. Дана матрица А =

4 3 1
3 2 3 
5 9 10
4 3 3

Е — единичная матрица 3-го порядка. Определить

1 211
3 4 II7. Пусть А =

8. Для матрицы А =

= |д  ^ | | . Найти матрицу А 2. Отв. 1 7 101 
15 22|| *

Найти Л2+ 5 Л . Отв. 12 20 Я 
30 421-

1 1 111 11 —4 1
5 4 3 найти обратную. Отв. —25 9 - 2

10 5 11| 15 - 5  1
9. Решение системы уравнений

* 1+ 2*г +  *з*= 10,
2 * i+  *2 +  *з =  20,

*1+3*2 +  *з =  30

записать в матричной форме и найти *1( *2, *з.

1*! 1 II —2 1 1 101
Отв. *2 =  —1 0 1 20 , *i =  30, *2 =  20, *3 =

||*з || I 5 - 1  - 3  301

10. Решение системы уравнений

* 1 +  *2+  *з=“ 3, 
5*1+4*2+ 3 *з=  11,

10*1 +  5*2+ *з=11,5
записать в матричной форме и найти *i, *2, *3.

-60.

I *!
Отв. *2

||*з

1 1 —4 1
-25 9 —2

15 - 5  1

3
11
11,5

, * i  =  0,5, * 2 = 1 ,  *з =  1,5.
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11. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы
1 2 —4
2 —2 —2 .

—4 —2 1

Отв. fej =  6, k2 =  k3 =  — 3; т i =  m j — mk, т2—любой вектор, удов
летворяющий условию TjT2 =  0, т — произвольное число.

| cos a  sin а12. Наити собственные векторы матрицы sin a  cos а . Отв. Не сущест
вуют.

13. Найти собственные векторы матрицы
4 0 011
0 4 0 . Отв. Все векторы соб-

_0 0 4 1
ственные.

14. Решить матричным способом систему линейных дифференциальных 
уравнений

cix i . л dx2 . , л
~ Ж ~ ^ Хг~ 0’ —° '

Отв. xi =  C1e2* + C 2e - 2<> *2 =  - 2



ПРИЛОЖЕНИЯ
Т а б л и ц а  I

Значения функции фм=тИ' d t  и приведенной функции Лапласа

Й> (х) =  Ф (р*)
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Т а б л и ц а  1 (п р о д о л ж ен и е)

Т а б л и ц а  2

Значения функции f ( x )  —  '
1 -

У~ 2я

X Их) * / (х) * Их)

0,00 0,3989 1,00 0,2420 2,00 0,0540
0,05 0,3984 1,05 0,2299 2,05 0,0488
0,10 0,3970 1,10 0,2179 2,10 0,0440
0,15 0,3945 1,15 0,2059 2,15 0,0396
0,20 0,3910 1,20 0,1942 2,20 0,0355
0,25 0,3867 1,25 0,1826 2,25 0,0317
0,30 0,3814 1,30 0,1714 2,30 0,0283
0,35 0,3752 1,35 0,1604 2,35 0,0252
0,40 0,3683 1,40 0,1497 2,40 0,0224
0,45 0,3605 1,45 0,1394 2,45 0,0198
0,50 0,3521 1,50 0,1295 2,50 0,0175
0,55 0,3429 1,55 0,1200 2,55 0,0154
0,60 0,3332 1,60 0,1109 2,60 0,0136
0,65 0,3230 1,65 0,1023 - 2,65 0,0119
0,70 0,3123 1,70 0,0940 2,70 0,0104
0,75 0,3011 1,75 0,0863 2,75 0,0091
0,80 0,2897 1,80 0,0790 2,80 0,0079
0,85 0,2780 1,85 0,0721 2,85 0,0069
0,90 0,2661 1,90 0,0656 2,90 0,0060
0,95 0,2541 1,95 0,0596 2,95 0,0051
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Т а б л и ц а  2 (п р о д о л ж ен и е)

X Их) X 1 (X) X f(x)

3,00 0,0044 3,35 0,0015 3,70 0,0004
3,05 0,0038 3,40 0,0012 3,75 0,0004
3,10 0,0033 3,45 0,0010 3,80 0,0003
3,15 0,0028 3,50 0,0009 3,85 0,0002
3,20 0,0024 3,55 0,0007 3,90 0,0002
3,25 0,0020 3,60 0,0006 3,95 0,0002
3,30 0,0017 3,65 0,0005 4,00 0,0001

Т а б л и ц а  3

Значения функции Ф (х )
~ V * Л d z

X Ф(х) X И М X Ф (х)

0,00 0,0000 0,95 0,3289 1,90 0,4713
0,01 0,0040 1,00 0,3413 2,00 0,4772
0,05 0,0199 1,05 0,3531 2,10 0,4821
0,10 0,0398 1,10 0,3643 2,20 0,4861
0,15 0,0596 1,15 0,3749 2,30 0,4893
0,20 0,0793 1,20 0,3849 2,40 0,4918
0,25 0,0987 1,25 0,3944 2,50 0,4938
0,30 0,1179 1,30 0,4032 2,60 0,4953
0,35 0,1368 1,35 0,4115 2,70 0,4965
0,40 0,1554 1,40 0,4192 2,80 0,4974
0,45 0,1736 1,45 0,4265 2,90 0,4981
0,50 0,1915 1,50 0,4332 3,00 0,49865
0,55 0,2088 1,55 0,4394 3,20 0,49931
0,60 0,2257 1,60 0,4452 3,40 0,49966
0,65 0,2422 1,65 0,4505 3,60 0,499841
0,70 0,2580 1,70 0,4554 3,80 0,499927
0,75 0,2734 1,75 0,4599 4,00 0,499968
0,80 0,2881 1,80 0,4641 4,50 0,499997
0,85
0,90

0,3023
0,3159

1,85 0,4678 5,00 0,500000
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Амплитуда колебаний 97
— комплексная 98, 348, 354 
Анализ гармонический 345

Вектор линейного преобразования соб
ственный 529

— матрицы собственный 529
— пространства Ф 360 
Векторы базисные 525
— ортогональные 358
Величина случайная двумерная 487
-------  дискретная 449
-------  непрерывная 465
-------  равномерно распределенная 469
-------  центрированная 459
Вероятность 435, 436
— геометрическая 441
— относительной частоты при повтор
ных испытаниях 453
— попадания двумерной случайной ве

личины в эллипс рассеивания 494
------- случайной величины в заданный

интервал 466 , 479
— условная 443—445 
Вихрь 231 
Вронскиан 69
Вычисление двойного интеграла 160
— значений sin х приближенное 283
— интеграла Пуассона 172—174
— коэффициентов тригонометрическо

го ряда 319, 321
— криволинейного интеграла 213
— логарифмов приближенное 288
— массы фигуры 189
— объема тела 161, 166, 195
— определенных интегралов с помо

щью рядов 290—292
— площади плоской области 167 
  поверхности 181
— поверхностного интеграла 227
— работы 209, 216
— тройного интеграла 194
— числа я  288
Вычитание сходящихся рядов почлен

ное 248

Гармоника 348
Гипотеза 446
Гистограмма 497
Градиент скалярной функции 236
Группа событий полная 436
Группировка 497

Движение стационарное 51
— установившееся 51 
Дельта-функция 429 
Диаметр области 190
— площадки 153 
Дивергенция вектора 235 
Дисперсия 460
— непрерывной случайной величины 

473
— нормально распределенной слу

чайной величины 476
— статистическая 500, 502 
Дифференцирование изображения 407
— степенного ряда 279
— функциональных рядов почленное 

273
Длина вектора 359 
Дополнение алгебраическое 512

Жесткость рессоры 94

Задача Дирихле 385, 387
— Дирихле — Неймана 387
— краевая вторая 385
-------для уравнения Лапласа 385
-------  первая 373, 385
-----------  для уравнения теплопровод

ности 377
— Неймана 385, 387
— о второй космической скорости 64
-------математическом маятнике 62
-------  распаде радия 23
-------  стрельбе до первого попадания

450
— об электрических колебаниях в 

проводах 367
Закон больших чисел 504
— Гаусса 474
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Закон Кулона 228
— равномерной плотности 469
— распределения вероятностей бино

миальный 453
------------дискретной случайной вели

чины 449
------- интегральный 468
-------  нормальный 474
------- равномерно распределенной слу

чайной величины 469
-------  случайной величины 449
------- центрированной случайной вели

чины 459
Замена переменных в двойном интегра

ле 174—179
------------ тройном интеграле 196—199
Значение интеграла главное 353
— определяемой величины подходящее 

499
— собственное 370, 529 
Значения наблюденные 496
— функции f  (х) 551, 552
------- ф  (х) 550, 551
------- Ф (х) 552
------- Ф (х) 550, 551
Изображение 401
— дельта-функции 429
— лапласово 401
— производной 409
— функции с измененным масштабом 

независимой переменной 403, 404
Изоклина 21
Интеграл вероятностей 478
— двойной 153
------- в полярных координатах 170
— двукратный 155
— Дирихле 341
— дифференциального уравнения 17 
 общий 18
------------особый 46
------------частный 18
------------л-го порядка общий 56
— , зависящий от параметра 201
— криволинейный 209, 211, 212
------- от полного дифференциала 223
-------  по замкнутому контуру 210
— несобственный кратный 173
— от векторной функции 210 
 матрицы 538
— поверхностный 225, 226
— Пуассона 172, 383, 394
— трехкратный 191
— тройной 190
-------  в сферических координатах 197,

198
------------цилиндрических координатах

196
— Фурье 350

Интеграл Фурье в комплексной форме
354

Интегрирование дифференциальных 
уравнений с помощью рядов 292— 
294

— почленное степенного ряда 279 
 функционального ряда 272
— уравнений в полных дифференциа

лах 35
Интервал сходимости степенного ряда 

276
Исследование свободных колебаний 

423, 424

Колебание вынужденное 99
— гармоническое 97, 424
— затухающее 99, 424
— свободное 96, 423 
Координаты криволинейные 175
— — в пространстве 198
— сферические 197
— центра масс линии 197
------------плоской фигуры 188
------------тела 200
— цилиндрические 196 
Корень функции Бесселя 357
— характеристического уравнения 109 
Косинус гиперболический комплексной

переменной 302
— комплексной переменной 302 
Косинус-преобразование Фурье 351 
Косинусы направляющие нормали 226 
Коэффициенты биномиальные 287
— степенного ряда 275, 280
— тригонометрического ряда 318
— Фурье 319, 321 
  комплексные 348
------- по ортогональной системе функ

ций 356
Кривая гладкая 67
— интегральная 19, 56, 117
— нормального распределения 474
— распределения 465
-------  вероятностей 465
-------  интегральная 468
— резонанса 101 
Круг сходимости 301

Линейность изображения 404 
Линия равного потенциала 52
— силовая 53
— тока 52
— цепная 15
— эквипотенциальная 52 
Лист декартов 239 
Ломаная Эйлера 128 
Луч 168
Мажорируемость степеннбго ряда 278
Масса тела 189
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Материал статистический 496 
Матрица 511
— вырожденная 514, 536
— диагональная 512
— единичная 512, 517
— квадратичной формы 535
— квадратная 511
— невырожденная 536
— обратная 513, 519, 521
— ортогональная 527
— отображения 509
— присоединенная 521
— расширенная 537
— симметричная 512
— столбцевая 512
— строчная 512
— транспонированная 512 
Матрицы равные 512 
Медиана 473, 475
Мера точности 487 
Метод Адамса 130
— вариации произвольных постоян

ных 82, 91
— интегрирования дифференциальных 

уравнений графический 66
------- систем дифференциальных урав

нений первого порядка приближен
ный 136

— неопределенных коэффициентов 294
— приближенного решения дифферен

циальных уравнений разностный 130
— разделения переменных 368
— Фурье решения задач математичес

кой физики 368
— Эйлера численного решения диффе

ренциальных уравнений первого по
рядка 127

Метрика пространства Ф 360 
Минор 536
Многоугольные распределения вероят

ностей 449
Множитель интегрирующий 38 
Мода 450, 473, 475 
Модуль вектора 359 
Момент балки изгибающий 58
— инерции плоской фигуры относи

тельно оси 185
--------------------- точки 184
------- системы точек 184
-------  тела 199
-------  точки 184
— статический 189
— центральный второго порядка 463 
  первого порядка 463
------- третьего порядка 463

Набла-оператор 236 
Направление интегрирования 209

Направления квадратичной формы 
главные 536

Нахождение радиуса сходимости ряда

Независимость криволинейного интег
рала от пути интегрирования в прост
ранстве 232

------------------------- на плоскости 220
Непрерывность суммы ряда 270
------- степенного ряда 278
Неравенство Бесселя 337
— Буняковского 187
— Шварца 187 
Норма элемента 360

Область замкнутая 152
— интегрирования 153
— правильная 155, 168
-------  в направлении оси Ох 155
--------------------- Оу 155
-------  трехмерная 191
— сходимости ряда 266
------- степенного ряда с комплексной

переменной 300 
Объем тела 161, 166, 195
— эллипсоида 195 
Огибающая семейства кривых 40 
Ожидание математическое дискретной

случайной величины 456 
-------  непрерывной случайной величи

ны 471
-------нормально распределенной слу

чайной величины 475 
Оператор Гамильтона 236
— Лапласа 239, 376, 384 
Определитель Вронского 69
— матрицы 509, 511
— функциональный 177 
Оригинал 401
Оси рассеивания 492 
Остаток ряда 267 
Отклонение 459
— вероятное 481, 482 
 радиальное 495
— срединное 481, 482
— среднеквадратичное 460, 461 
  непрерывной случайной величи

ны 473
------- нормально распределенной слу

чайной величины 476 
Отклонения главные вероятные 491
— среднеквадратичные 491 
Отображение аффинное 513
— взаимно однозначное 513
— вырожденное 514
— линейное 508
— невырожденное 513
— обратное 513
— однозначное 513
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Отражение зеркальное от оси 509 
Оценка двукратного интеграла 158
— погрешности приближенного реше

ния 308
Ошибка изготовления 496
— измерения 496
— срединная 481
— среднеарифметическая 486

Парабола безопасности 43 
Период колебаний 97 
Плоскость фазовая 117 
Плотность вероятности 465
— вещества поверхностная 183 
  средняя 183
— нормального распределения случай

ной величины 474, 476
— распределения вероятностей слу

чайной величины 465
-------двумерной случайной величины

488
-------------------- , нормально распреде

ленной 491
— спектральная 354
Площадь плоской области 167, 215, 216
— поверхности 180
— эллипса 216 
Поворот 509 
Подобие 532
Поле векторное безвихревое 238
-------  потенциальное 237
-------  соленоидальное 238
-------  трубчатое 238
— направлений 20
Понижение порядка дифференциально

го уравнения 59, 60 
Порядок дифференциального уравне

ния 16
Последовательность функций, ортого

нальная на отрезке 360 
Потенциал вектора 222
— поля тяготения 233
— скоростей 52
— стационарного электрического поля 

388
Поток вектора через поверхность 236
— векторного поля через поверхность 

225
— вихря через поверхность 231 
Правило трех сигм 484
Предел последовательности комплекс

ных чисел 299
Преобразование ортогональное 526
— тождественное 518
— Фурье 354 
 обратное 354
Преобразования координат линейные 

508
Приближение в среднем 334

Приближение решения второе 303
-------  нулевое 303
-------первое 303
Признак Даламбера 252, 253
— Коши 256
— разложимости функции в ряд Фурье 

достаточный 321
— сходимости знакопеременного ряда 

достаточный 263
-------ряда интегральный 257, 258
------------необходимый 248
Прогрессия геометрическая 246 
Продолжение функции нечетное 333
-------  четное 333
Произведение матриц 516
— скалярное 358
— — функций 359 
Производная матрицы 538
— слева 343
— справа 343
Пространство евклидово я-мерное 358
— линейное функциональное с квадра

тичной метрикой 360
— функций 359
— Е„ 359
— Ф 359

Равенство Ляпунова — Парсеваля 337 
Радиус сходимости степенного ряда 276 
----------------  с комплексной перемен

ной 301
Разложение в ряд Маклорена arcsin х  

288
-----------------  ch х  285
----------------cos х  285
---------------- е* 284
---------------- In ( l+ x ) 288
---------------- sh x  285
---------------- sin x  283
---------------- (1+*)» 287
------------Фурье непериодической

функции 332, 333
---------------- нечетной функции 329,

330
----------------функции 321
---------------- четной функции 330
Разность вторая 130
— второго порядка 130
— матриц 515
— первая 130
— первого порядка 130 
Ранг матрицы 536
Распределение двумерной случайной 

величины нормальное 491
— температуры в однородном теле ста

ционарное 384, 385
Распространение тепла в неограничен

ном стержне 379—384 
Рассеивание 496
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Расстояние между элементами прост-» 
ранства Ф 360 

Растяжение 509
— вдоль оси 509 
Расходимость ряда 245 
Резонанс 103, 427
Решение дифференциального уравне

ния 17
------------ колебаний 421—423
------------ комплексное 98
------------методом операционного ис

числения 411—413
------------общее 18
------------особое 46, 49
------------ частное 18
------------n-го порядка общее 56
--------------------- частное 56
— задачи Дирихле для кольца 390
---------------- круга 390—394
------------методом конечных разностей

394-396
------ о распространении тепла в неог

раниченном стержне 383, 384
— линейного дифференциального урав

нения первого порядка 30
------- неоднородного дифференциаль

ного уравнения второго порядка 
общее 81

---------------- — — — с постоянны
ми коэффициентами 85, 86

---------------------высшего порядка 91
------------;------- т-----— с постоянными

коэффициентами 92, 93 
-------  однородного дифференциально

го уравнения с постоянными коэффи
циентами общее 79

— однородного дифференциального 
уравнения первого порядка 26

— первой краевой задачи 377—379
— системы дифференциальных уравне

ний общее 110
---------------- с постоянными коэффи

циентами матричным методом 539— 
541

---------------- , устойчивое по Ляпунову
114

-------линейных дифференциальных
уравнений с переменными коэффици
ентами матричным методом 544—547 

----------- однородных дифференциаль
ных уравнений с постоянными коэф
фициентами 108

------------уравнений матричным мето
дом 523, 524

— уравнения колебаний в случае ре
зонанса 426, 427

------------струны 368—372
Решения линейно зависимые 69 
-------независимые 69

Ротор 231
Ряд абсолютно сходящийся 264
— ------с комплексными членами 301
— биномиальный 287
— гармонический 249
— знакопеременный 263
— знакочередующийся 260
— из комплексных чисел 299
— мажорируемый 267
— Маклорена 283
— неабсолютно сходящийся 264
— простой статистический 497
— равномерно сходящийся 269
— расходящийся 245, 300
— с положительными членами 250
— степенной 275, 280
-------  с комплексной переменной 300
— сходящийся 245, 300
— Тейлора 282
— тригонометрический 318
— условно сходящийся 264
— функциональный 266
— Фурье 321
-------  в комплексной форме 347
-------для нечетных функций 330
----------- функций с периодом 21 331
------------четных функций 330
------- по ортогональной системе функ

ций 356
— числовой 245

Свертка функций 419 
Свертывание функций 419 
Свойства абсолютно сходящегося ряда 

265
— двойного интеграла 153, 154
— двукратного интеграла 156—159
— криволинейного интеграла 210
— сходящихся рядов 246, 247
— трехкратного интеграла 192, 193
— условно сходящегося ряда 265 
Свойство линейности изображения 404 
Сдвиг вдоль оси 510
Седло 119
— вырожденное 125
Семейство кривых однопараметричес

кое 40
— ортогональных траекторий 51 
Сетка 394
Синус гиперболический комплексной 

переменной 302
— комплексной переменной 301 
Синус-преобразование Фурье 352 
Система дифференциальных уравнений

автоионная 115
—  -----нормальная 103
------------первого порядка 103
— линейных дифференциальных урав

нений 539, 544
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Система однородных дифференциаль
ных уравнений с постоянными коэф
фициентами 108

— ортогональных многочленов Ле
жандра 357

-------  функций полная 301
— функций Бесселя 357
------- , ортогональная на отрезке 355
------------ полная 356
Складка функций 419
Скорость вращения вектора угловая 97
— распада радия 24
— распространения тепла 372 
Сложение вероятностей несовместных

событий 438 , 439 
------- совместных событий 440
— сходящихся рядов почленное 247 
Случай 436
— , благоприятствующий событию 436 
Событие достоверное 437
— невозможное 437
— случайное 434 
События зависимые 443
— независимые 441
— несовместные 436
— противоположные 440
— равновозможные 436
— совместные 440 
Спектр 348
— дискретный 348
— непрерывный 354 
Спираль логарифмическая 55 
Сравнение рядов 250, 252
Среднее арифметическое значений слу

чайной величины 456
— взвешенное 499
Сумма геометрической прогрессии 246
— интегральная 152
— матриц 515
— ряда 245
-------  из комплексных чисел 300
-------  частичная 245
— событий 438 
Схема урн 438
Сходимость знакочередующегося ряда 

261
— ряда 245, 300
------- абсолютная 264, 301
-------  равномерная 269
------- условная 264
------- Фурье в среднем 356, 361

Таблица изображений 410 
Теорема Абеля 275
— Бернулли 435
— гипотез 447
— единственности изображения 402 
  решения дифференциального

уравнения 308, 309

Теорема живых сил 233
— запаздывания 427
— Лапласа 503
— Лейбница 261
— Ляпунова 501
— о вычислении тройного интеграла 

194
------- сложении вероятностей 438
-------  сравнении рядов 250, 252
------- среднем для двукратного интег

рала 159
----------------  трехкратного интеграла

193
— об оценке трехкратного интеграла 

193
— Пеано 308
— разложения 415, 416
— свертывания 418
— смещения 405
— существования двойного интеграла

153
------- и единственности решения диф

ференциального уравнения 304
------------------------------ п. го порядка 55
-------  интеграла по поверхности 225
------- криволинейного интеграла 211
------- тройного интеграла 190
— центральная предельная 501
— Чебышева 500, 502 
Теория вероятностей 435
Течение жидкости или газа потенци

альное 385
Точка области внутренняя 154
— обыкновенная 46
— особая 46
------- для дифференциального уравне

ния 117
— пространства Ф 359, 360
— л-мерного евклидова пространства 

358
Траектория дифференциального урав

нения 117
— изогональная 50, 53
— ортогональная 50, 51

Угол между двумя векторами 359 
Узел неустойчивый 118, 119
— устойчивый 117, 118 
Узлы сетки 394 
Уклонение наибольшее 334
— среднеквадратичное 334 
Умножение вероятностей зависимых

событий 444
------- независимых событий 441, 442
— матрицы на число 515 
 единичную матрицу 518
— сходящегося ряда на постоянный 

множитель 247
Уравнение Бернулли 33
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Уравнение Бесселя 295
— в конечных разностях 394 
 полных дифференциалах 35
— вида =  /  (х) 56
— волновое 364—366
— вспомогательное 412
— вынужденных колебаний 95
— геометрического места особых точек 

41
— гиперболического типа 364
— дифференциальное 13, 16
------- в частных производных 13, 16
-------  второго порядка неоднородное

линейное 81
------------------------- с постоянными ко

эффициентами 84
--------------------  однородное с постоян

ными коэффициентами 74
------- высшего порядка неоднородное

линейное 90
-------изогональных траекторий 54
-------  линейное без правой части 68
------------неоднородное 68
------------ однородное 68
-----------  первого порядка 30
------------с правой частью 68
------------л-го порядка 68 , 543
-------  механических колебаний 94
-------обыкновенное 16
-------ортогональных траекторий 51
-------  первого порядка 17
----------------  однородное 25
------- , приводящееся к однородному 27
------- с разделенными переменными 22
-------— разделяющимися перемен

ными 23
-------  цепной линии 59
-------л-го порядка 55
---------------- линейное однородное с по

стоянными коэффициентами 79
— изображающее 412
— интегральное 303, 352
— Клеро 47
— колебаний струны 66
— крутильных колебаний стержня 396
— Лагранжа 49
— Лапласа 239, 364, 365, 384
------- в полярных координатах 389
------------ цилиндрических координа

тах 389
-------  на плоскости 355
— неразрывности течения сжимаемой 

жидкости 386
— огибающей 40
— параболического типа 364
— продольных колебаний стержня 397
— разностное 394
— распространения тепла 373 
 в стержне 377

Уравнение распространения тепла 
на плоскости 377

— свободных колебаний 95
— телеграфное 367, 368
— теплопроводности 364, 365, 373 
  в пространстве 376
— Фурье 364
— характеристическое 75, 529 
 для системы дифференциальных

уравнений 109
— эллиптического типа 364 
Уравнения динамики материальной

точки основные 232 
Условие граничное 366, 367, 373, 376
— линейной независимости решений 

линейного дифференциального урав
нения 71

— Липшица 305
— начальное 18, 373, 376
— независимости криволинейного ин

теграла от пути интегрирования на 
плоскости 220

— полного дифференциала функции 
трех переменных 232

— сходимости ряда с комплексными 
членами 300

Условия краевые 367
— начальные 55, 366, 367
— независимости криволинейного ин

теграла от пути интегрирования в 
пространстве 232

— сходимости ряда Фурье достаточ
ные 343

Устойчивость решений системы диффе
ренциальных уравнений 114

Фаза начальная 97
Фокус неустойчивый 121, 122
— устойчивый 120, 121 
Форма квадратичная 534 
Формула Адамса 133
— Байеса 447
— Грина 219, 242
— Лиувилля 70
— Остроградского 235
— Остроградского — Гаусса 235
— полной вероятности 445
— преобразования координат в двой

ном интеграле 177
— Стокса 231
— Тейлора 282
— Эйлера 285, 286
------- для функций комплексной пере

менной 302
Функции линейно зависимые 79
-------независимые 79
—, ортогональные с весом р (х) 357 
Функция абсолютно интегрируемая 

349
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Функция Бесселя второго рода нуле
вого порядка 299

---------------- n-го порядка 298
------- первого рода n-го порядка 298
---------------- p-то порядка 297
— гармоническая 239, 384
— Дирака 428
— единичная импульсная 429
— интегральная нормального закона 

распределений 481
-------распределения вероятностей дву

мерной случайной величины 490
— комплексной переменной аналити

ческая 301
-------показательная 301
— кусочно монотонная 321 
  непрерывная 338
— Лапласа 480 
  приведенная 483
— начальная 401
— нечетная 329
— однородная /t-го измерения 25
— от случайной величины 463
— распределения вероятностей 468
— собственная 370
— спектральная 354
— Хевисайда единичная 402
— четная 329
— о0 (/) 402

Центр 123
— распределения вероятностей слу

чайной величины 458, 472
— рассеивания двумерной нормально 

распределенной случайной величины 
491

Циркуляция вектора 211 
Циссоида 145

Частота 434
— колебаний 97
— относительная 434, 451 
Часть уравнения правая 68 
Числа волновые 348 , 354 
Член матрицы 511
— ряда 245

Шанс 436
Шкала рассеивания ошибок 485

Элемент пространства Ф 359
— «-мерного евклидова пространства 

358
Эллипс инерции 188
— рассеивания 492
------- единичный 492
------- полный 492
Энергия движущейся точки кинетиче

ская 62
------------ потенциальная 62

Якобиан 177, 198

L-изображение 401
— функции Хевисайда 402
— ch at 406
— cos t 403
— e~at 405
— sh at 406
— sin t 403
— tn 408
у-оператор 236
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