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ПРЕДИСЛОВИЕ

Настоящая книга является непосредственным продол
жением предыдущей книги этой серии *) и подобно ей пред
назначена служить учебником по расширенному — по срав
нению с читаемым ныне— курсу геометрии для студентов- 
математиков университетов. Хотя общий замысел серии, 
подробно изложенный в предисловии к Семестру III,  
остался прежним, тем не менее характер книги несколько 
изменился. Основная причина состоит в полной неразра
ботанности основных принципов преподавания геометрии 
в университетах. Если, скажем, по анализу имеется веко
вая традиция как устного преподавания, так и письмен
ных учебников, то в отношении геометрии царит полная 
неясность и в том, что следует включать в программу, 
и в том, как это нужно преподавать и излагать. Необ
ходимо иметь несколько разных учебников, написанных 
с различных позиций, и только после длительной обкатки 
их в реальном преподавании можно будет обоснованно 
принимать решения о составе курса и о стиле его пре
подавания. Пока же учебник приходится писать так, чтобы 
он мог обслуживать много по-разному ориентированных 
обязательных курсов. Это, конечно, резко увеличивает 
объем книги, но зато оставляет лектору значительную сво
боду маневра и позволяет вдумчивому студенту сущест
венно выйти за пределы аудиторного изложения.

Отдел математики, называемый дифференциальной гео
метрией, зародился как теория кривых и поверхностей 
евклидового пространства, изучаемых средствами анализа. 
После Римана центр тяжести исследований постепенно 
переключился на геометрию многообразий с произвольной 

. -

£ *) См. П о с т н и к о в  М. М. Лекции по геометрии. Семестр III. 
Гладкие многообразия.— М.: Н аука, 1987. В дальнейшем цитируется 
как «Семестр III».



8 ПРЕДИСЛОВИЕ

ркмановой метрикой. Изучение параллельного перенесения 
в рнмановой геометрии привело— после длительного про
цесса освоения новых концепций— к общему понятию связ
ности в произвольных главных (или векторных) расслое
ниях. Это понятие не только служит базисом, на котором 
в настоящее время возвышается здание дифференциальной 
геометрии, но играет существеннейшую роль в других геомет
рически ориентированных отделах математики и даже 
физики.

Связь дифференциальной геометрии с физикой всегда 
была очень тесна. (Все знают, что Риман впервые изложил 
свои идеи во вступительной лекции 1854 г., но мало кому 
известно, что разработал он их в работе 1867 г., посвя
щенной одному вопросу теории теплопроводности.) В тео
рии относительности Эйнштейна эта связь достигла такой 
интенсивности, что стали даже говорить, быть может, не
сколько поспешно, о геометрнзацнн физики. Сейчас откры
лась новая дверь, соединяющая физику с геометрией,— 
потенциалы калибровочных полей теории элементарных 
частиц оказались не чем иным, как связностями в тех или 
иных главных расслоениях!

Все это определяет желательность (а, быть и может, 
и необходимость) введения общей теории связностей в обя
зательный курс геометрии для математиков (о физиках 
речи нет—они давно уже вынуждены изучать все эти 
вопросы под маской калибровочных полей). Как ни странно, 
но основной минимально необходимый материал здесь не 
очень велик и может быть изложен за четыре— пять лек
ций. Правда, при этом за бортом остается много деталей 
и разветвлений, без которых обходиться на самом деле 
трудно. Они также изложены в этой книге— для чего по
надобилось вдвое больше места,— но как факультативный 
материал, в основном для самостоятельного изучения. 
Более же конкретные вопросы (пространства аффинной 
связности, симметричные пространства, римановы прост
ранства, пространственные формы Кэли— Клейна, теорема 
Гаусса — Бонне, вариационная теория геодезических и т. п.), 
которые, конечно, также должны входить в курс, будут 
изложены в следующем томе.

Много места в книге уделено вопросам, лишь косвенно 
связанным с дифференциальной геометрией, так что назва
ние книги имеет более или менее условный характер. 
(Достаточно сказать, что изложение собственно дифферен
циально-геометрического материала начинается лишьсдеся-
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т о й  л е к и п н ! )  Три (правда, неполные) лекции посвящены 
группам Ли.

И з топологического материала в книгу включена лишь 
теория накрытий и фундаментальной группы, необходи
мость которых в обязательном курсе, по-видимому, уже 
о бщ еп ри зн ан н а . В связи с характеристическими классами, 
трактуемыми дифференциально-геометрически, введены К- 
груп п ы , которые затем применяются к задаче о четностн 
инварианта Хопфа. (Напомним, что— очень беглое! — поня
тие о группах гомологий было дано в последней лекции 
Семестра I I I . )  В заключительных трех лекциях 2 5 — 27 
в связи с задачей о параллелизуемости сфер вводятся гомо
топические группы и излагаются их простейшие свойства.

Наиболее важные вопросы в книге разобраны очень 
детально (даже, возможно, с излишней подробностью; см., 
например, в лекции 18 изложение связностей в расслоении 
реперов). Вместе с тем, для сохранения разумного объема 
книги, другие вопросы—быть может, не менее важные — 
изложены в виде задач (правда, с подробными указаниями).

Как и в Семестре III,  мелкий шрифт используется для 
изложения внегеометрического (в основном относящегося 
к анализу) материала, а также для некоторых задач (в основ
ном более трудных). Остальные задачи фактически являются 
тривиальными упражнениями, предназначенными исклю
чительно для самоконтроля читателя.

В отличие от Семестра III лекции в книге теперь 
несколько увеличены по сравнению с устными. Имеется 
в виду, что лектор должен произвести определенный отбор 
и часть материала изложить либо без доказательств, либо 
в виде задач для студентов, либо отсылая их к учебнику. 
Вместе с тем к концу второго года обучения темп лекций 
и объем применяемого на них материала, конечно, не может 
оставаться на уровне первого семестра.

Известно, что привычка к определенным обозначениям 
автоматизирует мышление и делает усвоение нового мате
риала более легким. Напротив, введение новых, незнако
мых обозначений может создать трудности в понимании 
Даже известного материала. Поэтому автор учебника обязан 
следовать сложившимся обозначениям и весьма осторожно 
вводить новые. К несчастью, в дифференциальной гео
метрии наблюдается в этом отношении ужасающий разно
бой и в разных ее отделах (и в разных учебниках) обо
значения, как правило, никак друг с другом не коррели- 
рованы. В этой книге произведена попытка более или
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менее унифицировать обозначения, ни отходя при этом 
слишком далеко от традиции. Полностью это сделать, есте
ственно, не удалось, и читатель не должен быть шокиро
ван, обнаружив, например, что проекция расслоения, обо
значаемая обычно буквой л, в отдельных лекциях обозна
чается буквой р, которая в других лекциях употребляется 
для обозначения точек (а также как индекс).

Конкретное содержание книги ясно из подробного оглав
ления. Поэтому мы ограничимся лишь краткими коммен
тариями.

Лекция 1 имеет вводный характер и, строго говоря, 
без нее в дальнейшем можно обойтись (в лекциях, не 
имеющих дела с главными расслоениями). Однако, полно
стью опустив ее, читатель лишится общей перспективы 
и сильно сузит свои кругозор. Можно рекомендовать не 
изучать эту лекцию сразу, но возвращаться к ней каждый 
раз, когда в этом появится необходимость.

Лекции 2 — 5 посвящены накрытиям и фундаментальной 
группе. Изложение в них построено концентрически и при 
необходимости можно опустить лекцию 5 или даже оста
вить лишь лекции 2 и 3; каждый вариант содержит более 
или менее законченный запас сведений. (Подобный прин
цип изложения принят и в некоторых следующих лекциях.)

В лекции 6 начинается основная тема— векторные рас
слоения. С этой лекции можно начинать, но опустить ее 
никак нельзя.

В лекции 7 обсуждается задача о редукции структур
ной группы векторного расслоения. В качестве примеров 
рассмотрены задачи о метризуемости векторных расслое
ний и о квазикомплексифицируемости гладких многообра
зий. В лекции 8 обсуждается вопрос, при каких п сфера 
размерности п квазикомплексифицируема или параллели- 
зуема.

Задача о редукции структурной группы (для векторных 
расслоений уже рассмотренная в лекции 7) в общем виде 
рассматривается в лекции 9. В связи с этим вводится 
понятие геометрии Клейна.

Как уже было сказано, собственно дифференциальная 
геометрия начинается в лекции 10. Здесь дается геометри
ческое определение связности на векторном расслоении 
как особого вида поля горизонтальных подпространств. 
Эту лекцию можно читать сразу после лекции 6 .

В лекции 11 вводятся ковариантные производные и уста
навливается их биективное соответствие со связностями.
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В лекции 12 описывается процедура перенесения связ
ности (=  ковариантного дифференцирования) с данного 
в е к т о р н о г о  расслоения на любые его тензорные степени. 
И з л о ж е н и е  построено так, что это перенесение предшест
вует конструкции тензорных степенен и служит для его 
м о т и в и р о в к и .  Конечно, рассматриваются не только тензор
ные степени, но и произвольные непрерывные функторы.

Имея понятие тензорного произведения расслоении, мы 
можем теперь ввести понятие ковариантного дифференциала. 
Это делается в начале лекции 13. Затем мы переходим 
к группам Ли, теории которых посвящена оставшаяся часть 
лекции 13 и лекции 14, 15. (Заметим, что на практике 
конец лекции !4 приходится, разрывая изложение, при
соединять к лекции 15.)

В лекциях 16, 17 вводятся связности на главных рас
слоениях и сопоставляются со связностями на векторных 
расслоениях. Эти лекции за счет примеров и подробных 
разъяснений без труда могут быть сокращены до одной- 
полутора лекций.

Лекция 18 состоит из двух частей. В первой части вво
дится группа голономии и доказывается (с использованием 
общих теорем лекции 15), что это группа является груп
пой Ли. Затем доказывается теорема о редуцируемости 
расслоения к его группе голономии. В аудиторном изло
жении, когда не требуется все обозначать и все договари
вать, доказательства обеих теорем оказываются и быстрыми, 
и нетрудными. Во второй части— лишь косвенно связан
ной с первой— доказывается, что над паракомпактным 
хаусдорфовым многообразием каждое векторное расслоение 
обладает хотя бы одной связностью и потому тривнали- 
зируется над любой шаровой координатной окрестностью.

В лекции 19 вычисляется параллельный перенос вдоль 
петли и на этой основе вводится тензор кривизны. Обсуж
даются также и другие его определения. Эту лекцию можно 
читать— опустив два последних раздела — непосредственно 
после лекции 11.

Основная тема лекции 20— выражение через тензор 
кривизны элементов группы голономии. После эвристи
ческого обсуждения этой задачи доказывается дающая ответ 
теорема Амброза— Сингера. Для этого параллельный пере
нос, форму кривизны и группу голономии приходится опре
делять для произвольных главных расслоений.

В лекции 21 теорема о существовании накрывающих 
горизонтальных кривых— необходимая для доказательства
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в общем случае теоремы Амброза— Сингера— доказывается 
для произвольных главных расслоений. Затем обсуждается 
альтернативное определение формы кривизны связности на 
главном расслоении, тождество Биянки и структурное урав
нение Картана. Лекция завершается изложением кватер- 
нионной конструкции инстантонов.

На этом изложение дифференциальной геометрии по 
существу заканчивается и в лекции 22 после краткого 
экскурса в теорию калибровочных полей Янга— Миллса 
мы снова возвращаемся к топологии. В этой и следующей 
лекции излагается принадлежащая Вейлю дифференциаль
но-геометрическая теория характеристических классов и 
основные идеи теории ^С-групп. В лекции 24 доказыва
ется— с лакунами— теорема Адамса о четности инвариан
та Хопфа при п ф  2, 4 и 8 и подробно обсуждаются ее 
различные алгебраические эквиваленты.

В лекции 25 обсуждаются расслоения над сферами и 
в этой связи вводятся гомотопические группы.

В лекции 26 вычисляются группы при п ^ .т  и
доказывается теорема Хопфа об отображении многообра
зий в сферы той же размерности.

В заключительной лекции 27 излагается — с больши
ми лакунами— методика вычисления /Сс-групп сфер и их 
применение к проблеме инварианта Хопфа.

Центральное место в книге занимают лекции 6, 10, 11 
и 19. В современном— сокращенном до предела— курсе 
геометрии на мехмате (см. предисловие к Семестру III) 
приходится ограничиваться только ими (и частью материала 
лекций 5 и 12) и сразу переходить к римановой геометрии. 
Выше на схеме эти лекции выделены черным.

Как уже было сказано, римановой геометрии (и смеж
ным вопросам) будет посвящен следующий том.



Л е к ц и я  1

Расслоения и их морфизмы.— Фактортопология и фактор- 
пространство,— Действия групп.— Топологические и глад
кие группы и их действия.— Главные расслоения.— Рас
слоения со структурной группой.— Сечения расслоений.— 
Локально тривиальные расслоения.

Слово «расслоение» вызывает представление о некото
ром множестве £ ,  разбитом (расслоенном) на непустые 
непересекающнеся подмножества— слон. Пусть Зв — мно
жество всех слоев, а л: £  —► S3— отображение, сопостав
ляющее каждой точке р £ £  содержащий ее слой. Отобра
жение л однозначно определено расслоением и, в свою 
очередь, однозначно его определяет. При этом любое 
„адъективное отображение вида л: £  —«• 33 доставляет нам 
некоторое расслоение множества £  (состоящее из прообра
зов л ~1(Ь) точек Ь£33). Конечно, в топологической си
туации (когда £  является топологическим пространством) 
отображение л естественно считать непрерывным. Все это 
объясняет и мотивирует следующее определение:

О пределение  1. Расслоением называется произвольная 
тройка вида

£ =  (<£, л, Я ),

где £  и 33— топологические пространства, а л :  £  —-3 3 — 
непрерывное отображение (как правило, надъективное). 
Пространство £  называется тотальным пространством 
расслоения £. (Употребляются также термины пространство 
расслоения и расслоенное пространство.) Пространство 33 
называется базой расслоения | .  Расслоение с базой 33 
называется также расслоением над Я . Отображение л: £ — 33 
называется проекцией расслоения £. Для любой точки 

ее прообраз ¥ ь — п ~ 1(Ь) называется слоем расслое
ния g над точкой Ь.

З а м е ч а н и е  1. Так как задание отображения я: £  —-33 
Уже предусматривает задание пространств £  и 53, то 
средний компонент тройки (£ , я , 5J) однозначно определяет 
остальные два. Поэтому формально расслоение (£ , л , 33) 
совпадает с отображением л. Различие состоит тать ко в 
точке зрения (отображение есть правило, сопоставляющее 
каждой точке р £ £  точку л(р)£5Э , а расслоение сопо
ставляет каждой точке b €  53 подпространство ¥ J .
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Тем не менее иногда удобно не различать 5 и л  и 
называть расслоением отображение л: £  —► 5).

Когда нужно отметить зависимость £ ,  S3 и я  от I, мы 
будем писать <£*, 5J* и л ‘ (а иногда по требованию типо
графии (£), 5J(£) и л(£)).

Расслоение с =  (<£, л , !В) называется расслоением с ти
пичным слоем, если для любых двух точек Ьх, Ь2£58 
слон аГЬ) и Wbi гомеоморфны, т. е. если существует такое 
топологическое пространство ¥ ,  что для любой точки 

слой сГь гомеоморфен пространству оТ. Простран
ство ¥  однозначно определено с точностью до гомеоморфизма 
и называется типичным слоем расслоения.

Ясно, что проекция каждого расслоения, обладающего 
типичным слоем, является надъективным отображением.

Пусть 1 — (£ , л , 53) и 1' — л ',  S3') —два расслое
ния. Непрерывное отображение <р: £  —► t f '  называется 
послойным, если оно переводит каждый слой оГь =  я ~ 1(Ь), 
Ь£5в, расслоения I  в некоторый слой Wь. расслоения Г. 
Такое отображение определяет по формуле >|> (Ь) =  Ь’ 
отображение ч|г: 53 —► 53', удовлетворяющее соотношению 
л 'оф  =  ifол, т. е. замыкающее коммутативную диаграмму

*1 ^ I я'

но, вообще говоря, не непрерывное. Если отображение if 
непрерывно, то послойное отображение <р называется 
морфизмом расслоения % в расслоение £' и в этом случае 
пишут ф: I  —► I'.

Поскольку отображение однозначно характеризуется 
как отображение, замыкающее диаграмму (1), можно также 
сказать, что отображение ф: & —>■£' тогда и только тогда 
является морфизмом ф: 1 —► когда существует непре
рывное отображение ф: S3 — SJ', замыкающее диаграмму ( 1). 
Иногда морфизмом Е —► £' называют пару (ф, rf).

Морфизм ф: 5 —► Е' называется изоморфизмом, если оба 
отображения ф и ф являются гомеоморфизмами, т. е. если 
определено непрерывное отображение ф-1: —- £  и это 
отображение является морфизмом Расслоения I  и
V  называются изоморфными, если существует хотя бы 
один изоморфизм I  —  Е'.

В случае, когда &  — 53 и if =  id, послойное отобра
жение ф (автоматически являющееся морфизмом) называется
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юм над S3. Для него имеет место коммутативная

I 9

\
Морфизм над S3, являющийся гомеоморфизмом (и, следо
вательно, изоморфизмом), называется изоморфизмом над S3. 
Р асслоения I  и §' с одной и той же базой S3 называются 
изоморфными, если они изоморфны над 93.

З а д а ч а  1. Докажите, что если отображение л открыто 
(переводит открытые множества в открытые), то любое 
послойное отображение <§ —- <£' является морфизмом ;  — 5'. 
Таким образом, для расслоений, проекции которых яв
ляются открытыми отображениями, морфизмы— это в 
точности послойные отображения (а изоморфизмы— послой
ные гомеоморфизмы).

Непрерывное отображение л: <§ —*53 называется фактор
ным, если множество U с53  тогда и только тогда открыто 
в S3, когда открыто в £  множество л ~lU. Факторное 
«адъективное отображение называется эпиоморфным. Эпио- 
морфные отображения называются также эпиоморфизмами.

З а д а ч а  2. Покажите, что любое открытое или замкнутое не
прерывное отображение является факторным.

З а д а ч а  3. Покажите, что эпноморфизм л: <£ —► 53 
тогда и только тогда является открытым отображением, 
когда для каждого открытого множества V с<£ множество 
л - 1(л10 также открыто.

Для любого отношения эквивалентности ~  на тополо
гическом пространстве <£ множество 53 -  «57~  всех классов 
эквивалентности естественным образом топологизируется 
требованием, чтобы каноническая проекция

была эпиоморфнзмом. Эго означает, что множество U cS3  
тогда и только тогда открыто в 53, когда его полный 
прообраз л - , £/ =  {р€<£: [ р ] € ^ }  открыт в 4>.

Эта топология на 53 называется фактортопологией, а 
множество 53, снабженное фактортопологией, называется 
Фокторпространсшом. [Можно сказать, что фактортопо- 
логия является наиболее слабой топологией на 53, т. е.

(2) л: <£ —  S3, р*-*\р],
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имеющей наименьший запас открытых множеств, по отно
шению к которой проекция (2) непрерывна.]

Являясь эпиоморфизмом, проекция (2), тем не менее, 
может не быть открытым отображением.

Важный класс отношении эквивалентности, для кото
рых проекция (2) открыта, возникает в связи с действиями 
групп.

Говорят, что группа $ действует слева на множестве Б 
(или является группой преобразований этого множества), 
если задано такое отображение
(3) 3 x 8  —  Б , (а, р)>-*ар, р £  Б,
что для любых элементов а, и /?€ Б имеют место 
равенства

е р = р , а (Ьр) -  (аЬ)р,

где е— единица группы
Аналогично определяется действие справа:

(4) 8 х& — 8 , (р, а)г-*ра.

Для любого элемента отображение
La: 8  — Б , р<-*ар,

биективно и отображение a>-*La представляет собой гомо
морфизм группы Ъ в группу Sym Б всех биективных отоб
ражений 8  —>■ Б множества 8  в себя.

Мы будем называть этот гомоморфизм прсдстав.гением 
группы $ в £ ,  ассоциированным с действием (3). Ясно, 
что соответствие

действие о  ассоциированное представление
между всевозможными действиями (3) и всевозможными го
моморфизмами $ — Sym Б биективно.

Действие (3) называется эффективным, если ассоци
ированное представление является мономорфизмом, т. е. 
если для любого элемента а ф е  группы & существует 
такой элемент р  £ 8 , что ар Ф р .  Действие (3) называется 
свободным, если для каждого элемента р  £ Б равенство 
ар =  р  имеет место только при а =  е. Ясно, что любое 
свободное действие эффективно.

Действие (3) определяет на 8  отношен не эквивалент
ности ~ ,  в котором р  ~  q  тогда и только тогда, когда 
существует такой элемент а 6 $, что q  — ap. Соответствую
щие классы эквивалентности называются орбитами дей-
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ия (3). Любые две орбиты либо совпадают,'либо не 
СТЛн секаются. Орбита, содержащая элемент р £  8 , состоит 
ПС1всех элементов вида up, a g S ,  и обозначается симво- 
113 Множество всех орбнт мы будем обозначать’сим- 
Лаюм 8 /S- Оно связано с множеством 8  естественным 

а д ъ е к т и в н ы м  отображением факторизации 
л: Б —* 8 /S, р*~+'5р.

Для любого элемента р (Е 8 отображение 
j p: $ —* $р, а*-+ар,

надъективно. Оно тогда и только тогда биективно для 
всех р  € 8 . когда действие (3) свободно.

Для любой группы 3 умножение в 5 и операция пе
рехода к обратному элементу определяют отображения
(6) «-S. (a, b)*-+ab,
(7) $ — ► '6, a ► a~l.

Группа S называется топологической группой,[если на 
ней задана топология, относительно которой оба отобра
жения (6) и (7) непрерывны. Аналогично группа S назы
вается группой Ли  (или гладкой группой), если на ней 
задана гладкость, относительно которой оба отображения (6) 
и (7) гладки.

З а д а ч а  4. Покажите, что если для группы являющейся 
гладким многообразием, отображение (6) гладко, то отображение (7) 
также гладко (т. е. $  является группой Л и). (Заметим, что для то
пологических групп аналогичное утверждение неверно.]

Действие топологической группы $ на топологическом 
пространстве 8  называется непрерывным, если непрерывно 
отображение (3); имеется в виду, что множество S X 8 
наделено топологией прямого произведения. Аналогично 
действие группы Ли Ъ на гладком многообразии 8  назы
вается гладким, если отображение (3) гладко по отноше
нию к гладкости на 3 x 8 ,  являющейся произведением 
гладкостей многообразий S н 8 .

Топологическое пространство (гладкое многообразие) 8 . 
наделенное непрерывным (гладким) действием топологиче
ской (гладкой) группы £, называется пространством 
^соответственно многообразием). S-пространство (S-мноп- 
®9Р«*зие) называется эффективным или свободным, если 
эффективно или соответственно свободно действие (3).
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Пространство орбит 8  "S непрерывного (или гладкого) 
действия наделяется фактортопологией, так что естествен
ная проекция (5) оказывается эпноморфнзмом. Вопрос, 
будет ли для гладкого действия это пространство гладким 
многообразием, в общем случае решается отрицательно.
В дальнейшем мы рассмотрим условия, обеспечивающие 
положительный ответ на этот вопрос, а пока ограничимся 
лишь непрерывными действиями. Конечно, все результаты 
топологического характера, которые мы получим для не
прерывных действий, будут автоматически справедливы и 
для действий гладких.

Если действие (3) непрерывно, то для любого элемента 
а £ 3  биективное отображение La: 8 —* 8  непрерывно и 
обладает непрерывным обратным отображением т. е.
является гомеоморфизмом. Поэтому для каждого открытого 
множества У с  8 множество aV =  La (К) также открыто. 
Следовательно, открыто и множество

U aV =  и $Р
аев pev

Но последнее множество является, очевидно, не чем иным, 
как полным прообразом л - 1(л10 при отображении л мно
жества nV. Поскольку отображение л по построению эпи- 
оморфно, отсюда следует, что множество nV  открыто в 8 3. 
Этим доказано, что для любого непрерывного действия (3) 
отображение (5) не только эпиоморфно, но даже открыто.

Конечно, все это немедленно переносится на случай 
правых действий (4). Единственное существенное отличие 
состоит в том, что для действия справа ассоциированное 
представление будет антигомоморфизмом. Множество орбит 
правого действия обозначается прежним символом 8 /$, а 
отображение р>-*-ра— символом R a. (Для пространства 
орбит левого действия иногда используется символ $ \ 8  
Мы этим символом пользоваться, как правило, не будем, 
потому что он плохо сочетается с другими обозначениями — 
скажем, со знаком равенства.)

Таким образом, каждое правое ^-пространство 8 яв
ляется тотальным пространством расслоения в =  (8 , я , 8  #). 
проекция
(8) я: 8 8 /3, р>-*-рЪ,
которого является открытым надъектнвным отображением 

Пусть 8 и 8 ' — произвольные ^-пространства (для 
определенности правые). Отображение <р: 8  —► 8 ' назы-
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я эквивариантным, если оно перестановочно с дей-
g S e M  ГР>’ППЫ Т- е* еСЛИ

ф (/м ) =  ф (р )а

любой точки / 7 ^ 6  и любого элемента а £ 3 .
*  Я с н о , что по отношению к расслоениям |  =  (8 , я ,  Б/15) 

я ',  S '/S ) каждое эквнвариантное отображение ф 
послойно. А так как отображение (8) открыто, то ф яв
л я е т с я  морфизмом расслоения I  в расслоение £'.

В частности, любой эквивариантный гомеоморфизм 
g  g '  является, изоморфизмом
И зо м о р ф и зм ы  I  — V» являющиеся эквивариантными 

го м ео м о р ф и зм ам и  Б —<■ g ',  мы будем называть также
Ч-изоморфизмам и.

Для любого правого непрерывного действия (4) рас
см отри м  подпространство g* произведения g  х  g ,  состоящее 
из пар (р , <7) € Б х Б .  обе компоненты р  и q  которых 
принадлежат одной орбите действия (4), т. е. для которых 
существует такой элемент а € 3, что q — ра. Если действие (4) 
свободно, то элемент а определен единственным образом. 
Обозначив его символом т [р, q), мы получим, тем самым, 
некоторое отображение
(9) т: Б* — ».
Это отображение называется отображением сдвига.

О пределение  2. Если отображение (9) непрерывно, 
то расслоение 1 —(8 , я , 8 /3 ) называется главным 3-рас
слоением. Группа 3 называется его структурной группой, 
а пространство Б (на котором свободно действует справа 
группа 3) — главным 3-пространством.

Легко видеть, что д.гя каждого главного 3 -расслоения 
6 =  (8 , л , 8 /3 ) и любой точки р £  Б непрерывное биектив
ное отображение

ip- 3 — рЗ,  а>-*ра, а ^ З ,
является гомеоморфизмом. Действительно, по определению 
1,{х(р, q))==q для любой точки <7б/»3, и значит непре
рывное отображение

q r -* x (p . q), q € P $ .
обратно к отображению j p. □
-Д о к а за н н о е  утверждение означает, что каждое главное 

'Росслоение является расслоением с типичным слоем, ко
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торым служит пространство группы % (допуская опре- 
деленную неточность, обычно говорят, что типичным слоем 
главного расслоения является сама группа S).

П р и м е р ы  г л а в н ы х  р а с с л о е н и й .
П р и м е р  1. Для любого топологического простран

ства 53 и любой топологической группы S произведение 
8 = 53x S  является правым ^-пространством отноапельно 
действия

Ф, a )g  = (b, ag), b£53, a , g £ $ .

Это действие свободно и подпространство &* состоит для 
него из таких пар ((ft„ а,), (bt , о,)), что bl — bi. При этом 
отображение сдвига (9) задается формулой

*{(Ь, а,), {Ь, а,)) =  а1- 1а1,

и следовательно, непрерывно. Поскольку в этом случае 
факторпространство 8 /S естественным образом отожде
ствляется с пространством 53, мы получаем, что для любых 
93 и Ъ определено главное расслоение

(10) (53 Х$, я , 53), где л (b, a)**bt Ь£$3, а £ 3 ,

со структурной группой $ и базой 93.
Расслоения вида (10), а также любые главные рас

слоения, им S-изоморфные, называются тривиальными 
главными расслоениями.

П р и м е р  2. Топологическая группа S называется под
группой топологической группы Г, если S является под
группой абстрактной группы Г и одновременно подпро
странством топологического пространства Г. Очевидно, что 
по отношению к ограничению на Г х ^  умножения Г х Г  — Г 
группа Г является свободным правым ^-пространством. 
Множество Г* для этого ^-пространства состоит из всех 
пар (дг, « /)б Г х Г , для которых х ~ 1у € $ ,  а отображение 
сдвига (9) задается формулой

т(дг, у) =  х~ 1у.

Следовательно, отображение сдвига непрерывно и потому 
проекция

Г  — Г / S ,  х*-+х$, х£Г,

является главным S-расслоением. База 53 =  Г/3 этого рас- 
слоения состоит из левых смежных классов х$ группы I 
по подгруппе



I  ,  а ч а 5. Топологическое пространство называется регуляр- 
ли каждая его точка р замкнута (т. е. если замкнуты все 

ныМ Щёчные множества и для любой окрестности U произ-
° Д”ьной точки существует такая окрестность V точки р, что
■ t £ /  (СР1 более слабое определение 4 лекции I I I .14.)

Докажите, что:
7) любое регулярное прост ранст в хаусдорфово;
б) пространство Г/g  левых смежных классов группы  Г по под- 

J  тогда и только тогда регулярно (и , значит, хаусдорфово), 
Я &  подгруппа $  замкнута.

З а м е ч а н и е  2. В утверждении б задачи 5 никаких 
предположений о топологии группы Г не делается (в ча
стности, группа Г хаусдорфовой не предполагается). Поэтому 
из этого утверждения, в частности, вытекает, что для 
любой топологической группы Г равносильны с.гедующие 
утверждения:

1) единица е группы Г замкнута;
2) группа Г является хаусдорфовым топологическим 

пространством-,
3) группа Г является регулярным топологическим про

странством.
З а д а ч а  6. Докажите, что для любой группы Ли Г и любой ее 

замкнутой подгруппы Ли £  (т. е. подгруппы, одновременно являющейся 
замкнутым подмногообразием) факторпространство Г/£  представляет 
собой гладкое многообразие (размерности dim Г — dim<$).

П р и м е р З .  Для циклической группы второго по
рядка С, с образующей t формула

t ( x )  = —  x ,  х £ $ п,

определяет свободное действие группы С2 на сфере Sn =  
“ {-*■€Rn+l; | х | = 1 } .  Подпространство (5")* состоит из 
точек вида ( х ,  гх) ,  где е =  ± 1, а отображение сдвига 
Действует по формуле т(лг, ex)  =  ta, где а = 0  при 
* = 1  и а = 1  при е =  — 1. Поскольку это отображение, 
очевидно, непрерывно, мы получаем, что сфера S4 яв.гя- 

главным С .-пространством. Базой соответствую
щего главного С,-расслоения является «-мерное проективное 
пространство RP";

R Р> =  S n/Ct .

и ^ аметим, что в этом примере тотальное пространство 
оГ).;аза Равного расслоения являются гладкими много-

Разиями, а структурная группа— группой Ли.

ГЛАВНЫ Е РАССЛОЕНИЯ 21
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Если группа 3 непрерывно действует справа на про
странстве 8  и слева на пространстве dF, то формула

(р , дг)а= (ра, а _1х),
/>€ 8 , о 6 3,

определяет на SXcF правое— и, как легко видеть, не
прерывное— действие группы 3.

Соответствующее фактор пространство орбит (8  х  <>Г)/3 
обозначается символом 8  x<F и называется произведением

над 3 пространств 8  и еГ.
Орбиту (р , х)3 точки (р, .v )€ 8 XgF мы для сокраще

ния формул будем, как правило, обозначать символом \р, .г] 
(или [р, * ],) . Заметим, что но определению

\ра, х ] =  [р, ах]

для любого элемента а £ 3 .
Рассмотрим диаграмму

8  X<F —• 8  X ¥

1  ’ »
8 ----- - 8 / 3  = £ ,

горизонтальными стрелками которой являются отображе
ния факторизации, а левой вертикальной стрелкой — проек
ция прямого произведения 8 x<F на первый множитель. 
Что же касается правой вертикальной стрелки, то она 
однозначно определяется требованием, чтобы получилась 
коммутативная диаграмма. (Действительно, если |р , х] =  
=  [?. у] в 8 x<F, т. е. q —pa , х - а у ,  то р3 =  03 , т. е.

л (р )  =  я (^ )  в 8 /3 . Поэтому формула л \р,  дс] =  рЗ  кор
ректно определяет отображение

л: 8 x F  — 53, 
в

замыкающее диаграмму.) Из эпиоморфности отображения 
8 XeF —<-8 XeF непосредственно вытекает, что отображе

ние л непрерывно. Более того, из того, что отображения 
8ХсГ —  8  и 8  -* 5 3  открыты, следует, что отображение л 
открыто. Поэтому, будучи надъективным отображением, 
отображение я  эпиоморфно (т. е. топология в 53 является 
фактортопологией и по отношению к отображению л).
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Таким образом, тройка 
(П ) £=(<£, л , Я ), < £ = 8 x .F ,

представляет собой расслоение, проекция л которого^ яв
ляется открытым надъекпивным отображением. Пусть Т ь =
— л " 1 ф )—слой расслоения (11) над точкой Ь £ 33. Пусть, 
далее, р0 —такая точка пространства 8 , что р 0$ Ь. Тогда 
формула
(12) /(* )=  fPo. * ] ,,
определяет непрерывное отображение /': ¥  —  аГь%. (Заметим, 
что это отображение зависит от выбора точки /?„.)

Если \р, х]£оГь, т. е. рЪ Ь, то р= р 0а для некото
рого а £ S и поэтому [р, jc] \ра, ах] =  /  (ах). Следовательно, 
отображение j надъективно.

Далее, легко видеть, что если действие группы $ на 
пространстве 8  свободно, то отображение j биективно. 
Действительно, если j (x)  j  (у), т. е. [р„, х] =* [/?„, у], то 
р<,а~р0 и х  — ау для некоторого а £ 3. Но в силу свобод- 
ности действия из равенства р па ~ р 0 вытекает, что а — е. 
А тогда из равенства х — ау  следует, что x  — y . Q

Обратное отображение у-1: ¥ ь —* ¥  переводит каждую 
точку [р, х ] £ ¥ ь в точку а х £ ¥ ,  где а — такой элемент 
группы S, что р аа — р. С другой стороны, в случае, когда 
группа 3 действует свободно, равенство р0а =  р  означает, 
что а =  т(р„, р), где т —отображение сдвига (9). Следо
вательно,

/'" ‘ (О . х]) = х{р„ р)х .
Поэтому если отображение т непрерывно, т. е. дейст

вие группы S на пространстве <£ главное, то отображение 
j ~ l непрерывно и, значит, отображение /  представляет 
собой гомеорфизм. Таким образом, в этом случае расслое
ние ( 11) обладает типичным слоем, которым служит про
странство ¥ .

О пределение  3. Расслоение (11), построенное по 
главному расслоению |  =  (8 , л, 33) и левому S-простран- 
ству ¥  (а также любое изоморфное ему расслоение над 33), 
называется расслоением со структурной группой $ и 
слоем ¥ ,  ассоциированным с главным расслоением

Обозначается это расслоение символом % [S'].
Подчеркнем, что расслоения со структурной группой 

определяются не независимо, а только через главные рас
слоения.
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Расслоения со структурной группой Змы будем назы
вать также 3-расслоениями. (В литературе этот термин 
употребляется и в другом смысле—для расслоений вида 
(8), которые мы никак специально не называем.)

З а м е ч а н и е  3. Обратим внимание, что на слоях ¥ ь 
расслоения |[аГ ] группа 3, вообще говоря, никак не 
действует.

З а д а ч а  7. Покажите, что если группа $  абелева, то на слоях 
S ’ь расслоения £ [$"] можно естественным образом определить дейст
вие группы по отношению к которому все гомеоморфизмы (12) 
эквивариантны.

Пусть £ ' =  ( £ ',  л ',  S ')  и !  =  (€ ,  л, S3)— главные рас
слоения с одной и той же структурной группой 3. Для 
любого левого 3-пространства ¥  и любого эквнварнантного 
отображения <p: g ' —  g  формула

Ф [ Г ] ( [ Л  *] ) -=[q>( />) ,  *1.  / » € 8 \  х £ ¥ ,
корректно определяет некоторое послойное отображение 

<Р[Г]= V  [*■]—•&[$■]•
Если отображение <р гомеоморфно, то отображение <Р[¥] 
также гомеоморфно. Послойные гомеоморфизмы вида ф \¥ \  
мы будем называть 3-изоморфизмами расслоений со струк
турной группой 3. Таким образом, два расслоения [оГ'] 
и £ [аГ] со структурной группой 3 тогда и только тогда 
3-изоморфны, когда ¥ '  =  ¥  и "S-изоморфны главные рас
слоения и | .  Конечно, расслоения [¥]  и £ [«F] могут 
быть изоморфны, но не 3-изоморфны.

П р и м е р ы  р а с с л о е н и й  с о  с т р у к т у р н о й  
г р у п п о й .

П р и м е р  4. Пусть группа $ тривиально действует 
на ¥ ,  т. е. ах =  х  для любого элемента я ^ З и  любой точки 
х € ¥ .  Тогда (р, x ) ~ ( q ,  у) в 8  ХаГ тогда и только тогда, 
когда х  — у  и p ~ q  в g . Поэтому отображение

8 х ¥ ^ Я х ¥ ,  (р, х ) г - * ( р $ ,  х ), 
индуцирует отображение ф: & х ¥  —* 3 3 х ¥ ,  замыкающее

*
коммутативную диаграмму

s » r
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Поскольку два остальных отображения этой диаграммы 
н еп реры вн ы  и открыты, отображение <р непрерывно и от
кры то. Кроме того, оно очевидным образом биективно. 
Следовательно, отображение <р является гомеоморфизмом. 
С другой стороны, если

рг: 58X ¥  —*5д, (b, х

— проекция произведения 58х<Г на первый множитель 58, 
то для любой точки [р, х] из 8  ХаГ будет иметь место

равенство
(ргоф) [/?, х] = р $  =  л ( [р ,  *]),

означающее, что ф является послойным гомеоморфизмом 
над 3S расслоения £[<F] =  (8  x l ,  л , 58) на расслоение

(53X<F, рг, # ) .
Расслоение (ЯХаГ,  рг, 5?) (а также любое изоморфное 

ему расслоение над ЙЗ) называется тривиальным.
Таким образом, мы установили, что если группа S три

виально действует на пространстве ¥ ,  то для любого 
главного расслоения |  расслоение % [(F] тривиально (и, зна
чит, не зависит от |  и даже от S).

П р и м е р  5. Пусть главное расслоение £ тривиально, 
т. е. (см. пример 1) имеет вид £ =  (53x3 , я , 5д). Тогда 
формула

Ф[р, x]t =(b,  ах), где р  =  (Ь, а), Ь £ Я ,  а £ $ ,

корректно определяет (проверьте!) послойное непрерывное 
отображение

8 Х ( Г  —  З В х ¥ ,  8 = 5 8 x 3 ,
•

являющееся гомеоморфизмом (с обратным отображением 
(Ь, х) •—►[(&, е), дг], где е — единица группы 3). Таким обра
зом, для тривиального главного 3-расслоения |  и любого 
левого Ъ-пространства ¥  расслоение 1 [<F] тривиально.

Расслоения 6 [У], ассоциированные с тривиальным 
главным расслоением | ,  мы будем называть тривиальными 
^расслоениями. (Таким образом, в этой терминологии 
расслоение |[вГ] из примера 4, являясь тривиальным 
расслоением и одновременно 3-расслоен и ем, тривиальным 
3-расслоением, вообще говоря, не будет.)
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П р и м е р  6. Каждый элемент а произвольной группы 
$ определяет отображение La: 3 —► 3, действующее по 
формуле

LJb =  ab, Ь£

и называемое левым сдвигом на а. Соответствие a>—>La 
задает левое действие группы $ на множестве ее точек, 
являющееся в случае топологической группы S непрерыв
ным действием. (Это действие свободно, но этот факт нам 
сейчас не нужен.) Поэтому для любого главного S-pac- 
слоения |  =  (8 , л , 93) определено расслоение * [8]. По 
определению тотальным пространством этого расслоения 
является факторпространство 8 x S  произведения 8 х $

по действию
a ) g = ( p g ,  g - 'a ) , р е б ,  a, g e $ .

т. е. по отношению эквивалентности, в котором (р , а) ~  
~ ( q ,  b), р,  а, тогда и только тогда, когда
существует такой элемент # 6 $, что Q = p g  и a =  gb. 
Поэтому формула (р , а)>-*-ра корректно определяет — 
очевидно, непрерывное— отображение 8 x 5 —►Б, обрат

ное к непрерывному отображению
ф: 8  —  8 х » ,  р * - * [ р , <?],.

Поскольку отображение ф послойно (диаграмма 

г ----------

\  /
Л

коммутативна), этим доказано, что расслоение |  [$] изо
морфно расслоению %.

П р и м е р  7. Пусть |  =  (S \  л, RP1)— главное С,-рас
слоение из примера 3 (при л = 1) и пусть / — отрезок 
[— 1, 1], на котором группа С, действует по формуле 
/(*) =  — дг (где t — образующая группы С„ а * € [ — 1, 1]). 
Тогда тотальным пространством

S‘ x /
с,

соответствующего расслоения | [ / J  будет лист Мёбиуса 
(докажите!).
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О п р е д е л е н и е  4. Пусть ? =  (tf, я , 59)— произвольное 
р а с с л о е н и е . Непрерывное отображение s: называ
ет с я  сечением расслоения I, если

л os =  id,

т е. если s(b)€ZTb для любой точки 6g58. (Таким обра
зом, наглядно говоря, сечение s: 58 — выбирает в каждом 
слое & ь точку s(fr).)

П р и м е р ы  с е ч е н и й .
П р и м е р  8. Каждое сечение s тривиального расслое

ния рг, 53) действует по формуле
(13) s(b) =  (b, f{b)), b £ S ,

где / :  58 —**Г — некоторое непрерывное отображение. Об
ратно, любое непрерывное отображение f: $ ) —+ Т  опре
деляет по формуле (13) некоторое сечение si 53—*53x<F 
расслоения (ЙХ(F , рг, 53). Мы видим, следовательно, что 
сечения тривиального расслоения (.53 X <F, рг, 33) находятся 
в естественном биективном соответствии с непрерывными 
отображениями 58—* ¥ .

Таким образом, сечения можно рассматривать как 
обобщения непрерывных отображений.

П р и м е р  9 ( о б о б щ е н и е  п р и м е р а  8). Пусть 
расслоение s =  (^ \ я , 53) с типичным слоем ¥  ассоцииро
вано с главным 3-расслоением |  -=(8 , я , 58). (В частности, 
#  =  8 x f ;  проекции расслоений 1 и £ =  |[<Г] мы для

•
упрощения формул обозначаем одной и той же буквой.) 
Пусть, далее, s: — произвольное сечение расслое
ния £. Для каждой точки /?£  8  точка (son )(p ) единствен
ным образом представляется в виде [р, f (p) ]e , где / ( р )6  F .  
Это задает некоторое отображение / :  8  —*<F. Оказывается, 
что отображение f  непрерывно.

[На первый взгляд кажется, что это утверждение оче
видно, поскольку отображение f  однозначно характери
зуется тем, что для него имеет место коммутативная диа
грамма

8  — 8 Х<Г
Я 1 Iя
53— ► 8  XeF =  <§, 

ч
вертикальные стрелки которой являются эпиоморфными 
(и даже открытыми) отображениями. Очнако на самом
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пеле эта диаграмма помогает нам мало, поскольку прооб
раз произвольной точки (р 0, х„) 6 SXoF при движении по 
левой, нижней и правой стрелкам диаграммы состоит 
(когда он не пуст, т. е. когда xt  =  /  (/?„)) из всех точек 
орбиты р 0$, тогда как прообраз точки (р0, х0) при верх
ней стрелке id х  f  исчерпывается лишь точкой р 0. Поэтому 
доказательство непрерывности отображения /  должно быть 
более тонким.]

Пусть 8  и xt =  f ( p 0). Пусть, далее, U — произволь
ная окрестность точки дг0 в пространстве ¥ .  Нам надо 
найти такую окрестность V точки р 0 в пространстве 8 , 
что f V c U .  С этой целью мы заметим, что поскольку 
действие группы 3 на пространстве ¥  непрерывно, в груп
пе 3 существует такая окрестность единицы О, а в про
странстве Т — такая окрестность 11' точки х0, что O U ' c U  
(т. е. a x £ U  для любого элемента а £ 0  и любой точки 
.V££ /'). Аналогично, поскольку отображение сдвига (9) и 
сечение s непрерывны, в пространстве 8  существует та
кая окрестность V  точки р 0, что т ( ( У' хУ' ) П 8 * ) с 0 ,  а 
в пространстве S3— такая окрестность W  точки Ь0 =  л(р„), 
что s ( F ) c n ( V ' x U ' )  (так как отображение л открыто, 
то множество л (У 'х { / ')  открыто в 8 x f ) .  Мы поло

жим У =  л -» Г  n V \
Если p £ V ,  то л ( p ) £ W  и (son )(/? )£л (У 'х 1 / ') ,  т .е . 

( so n ) (p )=  [^, лг], где q & V '  и x £ U ' .  С другой стороны, 
по определению (son)(/>) [р, f{p)].  Поэтому в группе 3 
существует такой элемент a =  x(q,  р),  что p  =  qa и f ( p ) =  
=ах. Но, так как q £ .V ' и p £ V \  то a =  x(qr, р ) £ 0 ,  и 
значит— поскольку x ^ U ' , — что f ( p ) ^ O U ' c U .  Следова
тельно, f V c U .  □

По определению для любой точки р  £ 8  и любого 
элемента а £ 3 имеет место равенство (son)(pa) =  
=  \ра, f(pa)\ =  [p, af(pa)].  С другой стороны, (son)(pa) =  
=  (so л) (/>) =  [/>, f(p)].  Этим доказано, что
(14) f (pa)  =  a~1f (p) ,  Р € & , а £ $ .

Обратно, если / — произвольное непрерывное отображе
ние 8 —► оГ, удовлетворяющее соотношению (14), и если 
л {р)  =  л (q), т .е . q — pa,  то

[<7. НЯ)] =  \Ра, a~' f(P)] =  [P. f ( P )]•
Это показывает, что формула

*(Ь) =  \р, / ( Р ) ] „  Ь — п(р) ,



к о р р ек тн о  определяет некоторое сечение s расслоения
5 =  61^ 1* ,  tТаким образом, мы видим, что сечения расслоения 5 на
ходятся в естественном биективном соответствии с не
п р е р ы в н ы м и  отображениями / :  Б —» ¥ ,  удовлетворяющи
ми соотношению (14). □

З а м е ч а н и е  4. Левое S-пространство ¥  является 
правым ^-пространством относительно действия a»-+Ra, 
определенного формулой

R ax = a~1x, х £ ¥ .

По отношению к этому действию условие (14) означает, 
что отображение f  эквивариантно.

Если группа $ тривиально действует на пространстве 
¥  (и, значит, расслоение ? =  ![<iF] тривиально), условие
(14) приобретает вид

(15) f ( p a ) = f ( p ) .  / >€ Б ,  о € * .  

и потому формула
(16) 7(fc)«=/(p), если Ь — я  (/?) (т.е. Ь=р$) ,

корректно определяет отображение / :  53—>¥,  замыкаю
щее диаграмму
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<5

л  — _—^  г  
/

Поскольку проекция я  является эпиоморфизмом, отобра
жение /  непрерывно тогда и только тогда, когда непре
рывно отображение /.

Следовательно, формула (16) устанавливает биективное 
соответствие между непрерывными отображениями 8  —• ¥ ,  
удовлетворяющими соотношению (15), и произвольными 
непрерывными отображениями 33—- ¥ .

С другой стороны, имеющий место в рассматриваемом 
случае послойный изоморфизм 8 х ¥ —* 3 3 х ¥  устанавли
вается соответствием [р,  дс] —- (л (р), х) (см. выше при
мер 4). Следовательно, этот изоморфизм переводит сече
ние s расслоения £ =  |[еГ ], отвечающее отображению /,



30 С Е Ч Е Н И Я  РАССЛОЕНИЯ

в сечение bt-*(b , f(b)) тривиального расслоения ( 5 д х ¥ ,  
рг, 59), отвечающее отображению /.

Таким образом, мы видим, что пример 9 действительно 
является обобщением примера 8 .

П р и м е р  10. Пусть для действия группы 3 на про
странстве ¥  существует неподвижная точка (т. е. такая 
точка дг„, что ах0 дг„ для любого элемента а £ 3). Тогда 
формула f ( p ) = x B, р  € 8 , определяет отображение / :  8  —* ¥ ,  
удовлетворяющее соотношению (14). Соответствующее сече
ние задается формулой

s (*>) =  [/>. *о]. Ь =  п ( р )
(эта формула корректно определяет s, так как \ра,  х0] =  
=  [/?, х0] для любого а £ 3 ) .  Таким образом каждая непод
вижная точка ^-пространства ¥  задает сечение расслое
ния ? =  | [ ^ ] .

Обратное утверждение, вообще говоря, не верно.
П р и м е р  11. Для тривиального главного расслоения 

|  =  (59У<3, я , 59) формула
s(b) =  (b, е), Ь£53,

где е — единица группы 3, определяет сечение s этого 
расслоения. В то же время % является, как мы знаем 
(см. пример 5), расслоением вида | [ F ] ,  слоем ¥  которого 
служит группа 3, рассматриваемая как 3-пространство 
относительно действия левыми сдвигами, и потому вообще 
не имеющего неподвижных точек.

Интересно, что в классе главных расслоений это явля
ется единственным исключением. Действительно, для про
извольного главного 3-расслоения £ =  (8 , я , 59), обладаю
щего сечением s : 59— 8,  формула

(f(b, a) =  s(b)a,  b £ S 8, а £ 3 ,

определяет— очевидно, непрерывное—отображение
<р: 5 9 x 3 —  8 .

Поскольку s (b) (ag) =  (s (b) a)g,  g £  3, это отображение экви- 
вариантно. С другой стороны, формула

' И / > )  =  ( л ( / > ) ,  t ( ( s o n )/> , /» )) ,  / > € 8 ,

определяет непрерывное отображение if: 8 — 59x3,  для 
которого (фо-ф) (p )= (son ) (p)t((son)/7, р ) = р  и (»роф)(6, а) =  
=^(s(& )a),t((s<m ) (s(b)a),s(b)a))=(b, а), т. е. такое, чтофоф =  
=  id и фоф =  id. Следовательно, отображение ф является



Л О КА ЛЬН О  Т РИ В И А Л Ь Н Ы Е  РАССЛОЕНИЯ 31

э к в и в а р и а н т н ы м  гомеоморфизмом (изоморфизмом главных
S -р а с с л о е н и й ). Таким образом, главное 3-расслоение тогда 
и только тогда обладает сечением, когда оно тривиально.

В силу результатов примеров 9 и 10 (и равенства 
£ =  |  [3]) отсюда немедленно следует, что главное 3-расслое- 
ние ' £ = ( 8 , я , 5д) тогда и только тогда тривиально, 
когда существует непрерывное отображение f : 8 —'3 ,  
удовлетворяющее соотношению (14).

Пусть снова %—-{&, я ,  5д)— произвольное расслоение. 
Для любого подмножества l/tzS? положим =  и 
Лц =  я  у. Тройка (&и, я и, V) называется частью рас
слоения |  над U и обозначается через £|и.

Для главного расслоения £ =  (8 , я , 5?) подпрост
ранство 8 у =  я -1^  также является ^-пространством (если 
р е  8 у. то р а £ & и  для любого а £ $ )  и, как легко видеть, 
главным. Это означает, что для главного расслоения % 
каждое расслоение вида * |» также главное. При этом ясно, 
что для любого левого ^-пространства аГ имеет место ра
венство (естественный 3-изоморфизм)

Таким образом, часть над U произвольного 3-расслоения 
также является 3-расслоением.

О пределение 5 . Расслоение % с типичным слоем dF 
называется локально тривиальным, если существует откры
тое покрытие {Ua} базы 33, над каждым элементом Ua 
которого расслоение 5 (точнее— расслоение I  |иа) тривиаль
но. Это означает, что для I  |уа имеет место коммутативная 
диаграмма вида

верхняя строчка фа которой является гомеоморфизмом.
Гомеоморфизм <ра называется тривиализацией расслое

ния |  над Ua, а окрестность Ua— тривиализирующей 
окрестностью.

В случае, когда расслоение £ является 3-расслоением 
от тривиализаций фа, дополнительно требуется, чтобы 
они были ^-изоморфизмами.

I  [Г \ \и - 5 1 »  [Г].

и
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Легко видеть (докажите!), что 3-расслоения, ассоцииро
ванные с локально тривиальным главным 3-расслоением, 
локально тривиальны даже и в этом более строгом смысле.

В дальнейшем все рассматриваемые расслоения мы 
практически всегда будем предполагать локально триви
альными.

В дифференциальной геометрии особую роль играют 
локально тривиальные расслоения с типичным слоем R" 
и структурной группой GL (n; R) (естественно действующей 
на R"). Оказывается, что такие расслоения— они называ
ются векторными—допускают прямое определение, не 
апеллирующее к соответствующему главному расслоению.

Мы рассмотрим эти расслоения в лекции 6.

г



Л е к ц и я  2

Н акры тия.— Примеры накрытий.— Замечания о накры
тиях.— Теорема о накрывающем пути.—Уточнение этой 
теоремы — Расслоения в смысле Гуревича.

Пусть
(1) я :  £ —*53

— непрерывное отображение. Говорят, что открытое мно
жество U с:53 ровно накрыто отображением л, если полный 
прообраз £ и =  n~ lU этого множества— когда он не пуст — 
является дизъюнктным объединением открытых множеств 
Vva £ :

n ~ ' U =  U Vv,
V

обладающих тем свойством, что для любого v отображе
ние
(2) л |у„: Vy - * U

является гомеоморфизмом.
Пусть пространство 53 связно (см. лекцию 111.11). 
О пределение  1. Отображение (1) называется накры

тием или накрывакмцим отображением, если:
а) пространство £  связно;
б) существует открытое покрытие U =  {£/„} простран

ства 53, состоящее из множеств, ровно накрытых отобра
жением (1).

Накрытием называют также тройку £ =  (£ , я , 53), 
состоящую из пространств £ ,  53 и накрывающего отобра
жения л : £ —*53.

З а м е ч а н и е  1. Условие б заведомо выполнено, если 
? является локально тривиальным расслоением с дискрет
ным слоем ¥ .  Обратно, пусть I — накрытие, Ь0— произ
вольная точка пространства 53 и пусть ¥  =  ¥ ь , —слой 
накрытия s над точкой Ь0. Рассмотрим множество С с53 , 
состоящее из всех точек b £ .53,для которых слой ¥ ь= п ~ 1(Ь) 
равномощен множеству ¥ .  Если Ua — такой элемент покры
тия U, что С г \ и а Ф  0 ,  то, очевидно, UaczC. Поэтому 
множество С одновременно открыто и замкнуто (если b £  С 
и b € t / e . то C r \ U a = £ 0  и, значит, Uac C) .  Поскольку 
оно непусто (ибо Ь0£С),  а пространство 53 связно, это 
возможно только при С =  53. Следовательно, все слои

М. М. Постников, сем. IV
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отображения ( 1) равномощны ¥  и, значит, оГ является 
типичным слоем этого отображения. Это означает, что 
для любого а  множество &иа =  л ~ ‘(Уа послойно гомео- 
морфно произведению Ua XaT,  т .е ., другими словами, что 
|  является локально тривиальным расслоением со слоем sF. 
Таким образом, накрытия— это в точности локально 
тривиальные расслоения над связным пространством, слои 
которых дискретны, а тотальные пространства связны.

В частности, любое накрытие (1) является надъектив- 
ным отображением.

Тотальное пространство £  накрытия £ называется так
же накрывающим пространством.

В случае, когда все слои накрытия конечны (и, следо
вательно, состоят из одного и того же числа точек), на
крытие называется конечнолистным, а число точек слоев 
называется его числом листов. (Заметим, что понятие 
л и с т а  н а к р ы т и я  не определяется.)

П р и м е р ы  н а к р ы т и й
П р и м е р  1. Формула

л (/) =  (cos 2я /, sin 2 л*), <€R»

задает накрытие R — S1 окружности S‘ =  {(jc, у): дс*+^*= 1} 
прямой R.

В комплексной координате z =  x  + iy  это накрытие 
задается формулой

л (0  =  в*я<',
Наглядно накрытие л состоит в том, что прямая наматы
вается на окружность. Его слоями являются дискретные 
подпространства вида {tt + 2nN,  N  =  0, ± 1 ,  . (смеж
ные классы группы R по подгруппе 2nZ)  и любая откры
тая дуга окружности S 1 (даже с совпадающими концами) 
ровно накрывается посредством отображения R —*Sl .

Композиция с л  позволяет рассматривать каждую функ
цию Sl — R на S1 как периодическую функцию на R. 
(Этот переход от S1 к R равносилен введению на S1 угло
вой координаты; см. лекцию II 1.20, стр. 325.)

П р и м е р  2. Формула
л(*„  /,) =  («*""•, tх. * ,€R .

задает накрытие
л : R* —  Т \



где T* =  Sl x S ‘— двумерный тор. Слоями этого накрытия 
я в л я ю т с я  смежные классы группы R* по подгруппе 2nZ. 
Ограничение отображения л на квадрат Л =  {(/„ /-); 0 < / , <  
<  1, позволяет представить тор Т* в виде
к в а д р а т а  /* с отождествленными противоположными сто
ронами.

Конечно, этот пример немедленно обобщается на лю
бое п.

Кроме того, он подсказывает, что для любых двух на
крытий л ,: t f , —-.58, и л ,:  £ , —* S3, отображение

Я1ХЛ,: £ i X # t - +  S , x . « „  (ри pt)>—-{ni(pi),  л t (pt)),
также является накрытием.

З а д а ч а  1. Докажите последнее утверждение. (Не забудьте до
казать, что для связных пространств и пространство 
также связно.)

Примеры 1 и 2 можно обобщить и в другом напра
влении.

П р и м е р  3. Подгруппа Г топологической группы 3 
называется дискретной, если существует такая окрест
ность U единицы е группы 3, что Ua [\Clb— 0  для любых 
двух различных элементов а, b £  Г. (Такая подгруппа 
является дискретным подпространством группы 3. Вопрос: 
верно ли обратное?) Легко видеть (докажите!), что для 
любой дискретной подгруппы Г связной топологической 
группы S естественная проекция

л : S —  »/Г, g>-*-gT, g £ $ ,

является накрытием.
Это накрытие тогда и только тогда конечнолистно, 

когда группа Г конечна, и в этом случае число его листов 
равно порядку группы Г.

П р и м е р  4. Для любого я ^ 1  группа S1 содержит 
конечную (и потому дискретную) группу Г, состоящую из 
точек вида e*”‘k,n, k =  1, . . . .  п. При этом отображение

Sl/ r  —► S \  eltr*—>etnt,

является, как легко видеть, гомеоморфизмом. Поэтому его 
композиция с естественной проекцией S1 —► S‘/ r  даст нам 
конечнолистное накрытие
(3) л: S* — S \

число листов которого равно п.
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Наглядно это накрытие состоит в том, что окруж
ность S1 навивается п раз на саму себя.

З а д а ч а  2 ( о б о б щ е н и е  п р и м е р а  4). Докажите, что
а) для любых линейно независимых целочисленных векторов 

(mi, т 2) и (nt , л s) все точки тора Т ! вида
^ г п Ц т х к *  т ,1 ) /\  е гпЦ п ,к+ п ,1 )/А J д  _  I m l m i  I

I «1 Я« I ’
где к, 1 =  0, ±  1, ± 2 ..........составляют конечную подгруппу порядка | Д |;

б) соответствующее факторпространство f */Г гомеоморфно тору f * -  
Тем самым мы получаем | Л |-листное накрытие

(4) л :  Т * ^ Т *

тора тором. При (mi, mt) =  (I , 0) и (ni, л 2) =  (0, я) оно имеет вид

(5) n 'X id : Т* — Т*.
где я ':  S l — ' S 1 — накрытие (3), а при (m t , т%) =  (т, 0) и (л ь  п2) =  
=  (0, 1)— вид
(6) i d x n ':  Т * — ► !*.
где теперь л ':  S l — > S 1 — накрытие (3), построенное для числа т.

Пусть £ =  (£', л , 53) и £' =  ( ^ ',  л ',  5?)—два накрытия 
одного и того же пространства S .

В соответствии с общими определениями лекции 1 
гомеоморфизм f: £  — £ '  называется изоморфизмом накры
тия I на накрытие 5',  если он переводит слои в слои, т. е. 
если диаграмма
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коммутативна.
З а д а ч а  3. Докажите, что любое накрытие вида (4) изоморфно 

композиции накрытий вида (5) и (6).

П р и м е р  5 ( о б о б щ е н и е  п р и м е р а  3). Пусть ди
скретная группа Г  непрерывно действует слева (см. лек
цию 1) на топологическом пространстве £ .  Это действие 
называется дискретным, если каждая точка р£<£ обла
дает такой окрестностью V , что

y V r \ V = 0  для любого элемента у Ф е  группы Г,

где yV— подмножество пространства «?, состоящее из всех 
точек вида ур, p £ V .  Ясно, что любое дискретное дейст
вие свободно.
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З а д а ч а  4. Докажите, что любое дискретное действие является 
главным (см. лекцию 1).

Пусть U — образ окрестности V при естественной про
екции

л:<£ — £/Г,  р —*-Гр, р € & .
Так как

(7) л~Ч / =  U ТГ
' '  У€Г

и все множества открыты, то множество л ~4J также 
открыто. Следовательно, по определению фактортопологии 
множество U открыто. Кроме того, так как ограничение 
отображения л на каждом множестве yV является гомео
морфизмом этого множества на открытое множество U 
(докажите!) и имеет место разложение (7), то множество U 
ровно накрыто отображением л. Поскольку множества 
вида U составляют базу открытых множеств факторпро- 
странства &/Г,  этим доказано, что для любого дискретного 
действия Г х £ ' —- £  проекция £  —> «Р/Г является накры
тием.

Конечно, накрытием будет и проекция £  —► £ /Т  для 
любого дискретного правого действия £ х Г - — £ .

П р и м е р  6. Иной класс накрытий доставляет нам 
теория функций комплексной переменной.

Напомним, что любую (вообще говоря, многозначную) 
аналитическую функцию w — w(z),  определенную в об
ласти G расширенной плоскости комплексной переменной, 
можно рассматривать как однозначную функцию на ее 
р и м а н о в о й  п о в е р х н о с т и  Л*, являющейся одномер
ным комплексно-аналитическим (и, значит, двумерным 
вещественно-аналитическим) многообразием, проектирую
щимся на область G. При этом проекция л: X  —- С ровно 
накрывает любое открытое множество U c G ,  не содержа
щее так называемых то  ч ек  в е т в л е н и я  функции w. По
этому, удалив из G точки ветвления (а из X  их прообразы), 
мы получим накрытие.

В частном случае, когда функция w = w ( z )  является 
функцией, обратной к голоморфной однозначной функции 
z — z(w),  это накрытие осуществляется функцией г — г(ш) 
(после удаления из области определения этой функции всех 
точек, в которых равна нулю ее производная).

Например, функция z — w" осуществляет л-листное 
накрытие С \{ 0 }  —► С \{ 0 } , а функция г =  с®— бесконечно- 
листное накрытие С —* С \{0} .
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В случае, когда пространства <£ и 33 являются глад
кими (или комплексно-аналитическими) многообразиями, 
накрытие я: £  —► 33 называется гладким (соответственно 
комплексно-аналитическим), если каждая точка b£53  об
ладает такой ровно накрытой окрестностью U, что все 
отображения (2) являются диффеоморфизмами (комплексно- 
аналитическими гомеоморфизмами).

Конечно, любое гладкое накрытие л: <£ — 33 является 
гладким отображением. Однако существуют накрытия, 
представляющие собой гладкие отображения £  —- :в, но, 
тем не менее, гладкими накрытиями не являющиеся. При
мером может служить любое гладкое гомеоморфное ото
бражение, не являющееся диффеоморфизмом.

Накрытия из примеров 1, 2 и 4 (а также накрытия из 
задачи 2) очевидно гладки.

З а д а ч а  5. Докажите, что если для накрытия л: £  —  33 
пространство 33 является гладким (или комплексно-ана- 
литическим) многообразием, то на £  существует един
ственная гладкость (комплексно-аналитическая струк
тура), по отношению к которой я : £  —* 33 является 
гладким (соответственно комп.хексно-аналитическим) на
крытием. [ У к а з а н и е .  Картами этой гладкости являются 
пары вида (V\ kon),  где k — координатное отображение про
извольной ровно накрытой координатной окрестности U c33, 
а V — такое множество, что отображение л |у  является 
гомеоморфизмом V —  U.]

Условие связности накрывающего пространства исклю 
чает из накрытий все тривиальные расслоения 3 3 х ¥  —  33, 
для которых множество (дискретное пространство) F  со
держит более одной точки.

С другой стороны, тождественное отображение id: 33 —  33 
является, очевидно, накрытием.

Накрытием будет и произвольный гомеоморфизм 
л: £  —  33.

Такие накрытия называются тривиальными (или одно
листными).

Диаграмма
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п о к азы в ает , что накрытие тогда и только тогда три
виально, когда оно изоморфно накрытию id: 58 —  58.

Пространство 53 мы будем называть ненакрываемым, 
если любое его накрытие тривиально.

Нашей основной целью будет описание— с точностью 
до изоморфизма — всех накрытий данного пространства 53 

в частности, выяснение того, когда пространство 58 
ненакрываемо. При этом мы будем требовать, чтобы про
странство 58 было хаусдорфовым, линейно связным, ло
кально линейно связным (см. лекцию 111.15) и, кроме 
того, обладало неким свойством п о л у л о к а л ь н о й  о д н о 
с в я з н о с т и ,  которое мы введем ниже в своем месте. Без 
этих требований теория накрытий сильно усложняется и 
вместе с тем они выполнены практически во всех геометри
чески интересных ситуациях (в частности, в случае, когда 53 
является связным хаусдорфовым многообразием).

Ясно, что если множество \J<=.53 ровно накрыто ото
бражением ( 1), то любое его подмножество U ' c U  также 
ровно накрыто. Поэтому все ровно накрытые открытые 
множества Uc.53 составляют базу открытых множеств про
странства 53, а если пространство 53 локально линейно 
связно, то базу будут составлять и все линейно связные, 
ровно накрытые открытые множества.

Аналогично все открытые множества Vc.& , ровно на
крывающие открытые множества U c.53, составляют базу 
открытых множеств пространства «?. Если же простран
ство £  или — что, очевидно, равносильно— пространство 53, 
локально линейно связно, то базу будут составлять и все 
линейно связные, ровно накрывающие открытые множества.

Мы видим, в частности, что любое накрытие л: <£' —► 53 
является локальным гомеоморфизмом (каждая точка р£<§ 
обладает окрестностью V, гомеоморфно отображающейся 
на некоторую окрестность U точки л (р) — Ь) и, значит, 
представляет собой открытое отображение.

Ясно, что любое локальное свойство пространства 53 
наследуется каждым его накрывающим пространством 
(мы выше это уже заметили в отношении свойства локаль
ной линейной связности). То же самое верно и по отно
шению к (не локальному!) свойству хаусдорфовости: если 
пространство 58 хаусдорфово, то пространство £  также 
хаусдорфово. Действительно, пусть р и ц— различные точки 
пространства &. Если л(р) =  л((7), то для любой ровно 
накрытой окрестности U точки л (р) точки р и q принад
лежат двум различным открытым множествам Vl и ровно
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накрывающим окрестность U. Поэтому в этом случае усло
вие хаусдорфовости для точек р и q заведомо выполнено. 
Если же л (/>) Ф  я  (</), то в силу хаусдорфовости простран
ства S3 точки л(р)  и л(<7) обладают в S3 непересекающн- 
мися окрестностями £/, и и г, прообразы V, -  л ~lU x и 
Vt =  n ~ 1Ut которых и будут непересекающнмися окрест
ностями точек р и q в £ .  □

Для решения задачи об описании всех накрытий мы 
должны начать довольно издалека.

Напомним (см. лекцию 111.11, определение 2), что путем 
в топологическом пространстве X  называется непрерывное 
отображение

и: I  —  SC

отрезка /= [ 0 ,1 ]  в пространство SC. Точка р$ =  и(0) на
зывается началом пути и, а точка рх = ы (1) — его концом. 
Говорят также, что путь и соединяет точку ра с точкой р х.

Пусть л: £  —-S 3 — пока произвольное непрерывное ото
бражение (расслоение).

Говорят, что путь v: /  — £  пространства <8 накрывает 
(посредством отображения л) путьы: /  — 5Э пространства .53, 
если «  =  я о у .

Следующее свойство накрытий лежит в основе всей их 
теории.

Теорем а  /  (о с у щ е с т в о в а н и и  и е д и н с т в е н 
н о с т и  н а к р ы в а ю щ е г о  пут и) .  Пусть л: £  S3 — 
произвольное накрытие, pt — произвольная точка прост
ранства £  и и: /  —  S3— произвольный путь простран
ства 53, начинающийся в точке Ь0 - л  (р0). Тогда сущест
вует путь v: ! — & пространства <£, начинающийся в 
точке pt и накрывающий путь и:

и =  я с ф ,  и (0) =  pt .

Если пространство S3 хаусдорфово, то путь v единственен.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е д и н с т в е н н о с т ь .  Пусть су

ществуют два пути v и v', накрывающие путь и и начи
нающиеся в точке р„.

Рассмотрим подмножество С отрезка /, состоящее из 
таких чисел /, что v(t) =  v'(t).  Это подмножество содержит 
нуль и потому непусто.

По условию для любой точки t0£ C  в <5* существует 
окрестность V точки v (tt) =  v' (t0), гомеоморфно проекти
рующаяся на некоторую окрестность U точки л (и (/„)) =
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— и It )■ Поскольку отображения v и и' непрерывны, су
ществует такое б >  0, что v (/) € V и v'  (0  £ V при 11 — | <  б.

Но если у (0 , v'  (0  €  V, то в силу биективности отобра
ж е н и я  я  на V необходимо имеет место равенство у ( /)= у '( /)  
и зн ач и т , t £ C .  Таким образом, для любой точки / „ £ /  
сущ ествует такое б >  0, что все точки t £ /, для которых 
, <  6, принадлежат С. По определению это означает,
что С открыто в /.

С другой стороны, множество С является не чем иным, 
как прообразом диагонали А =  {(/?, р); р £ £ \  при непре
рывном отображении 1 —  переводящем точку / £ /  
в точку (v(t), v' ( t ) ) £ & x £ ' .  Поэтому, так как простран
ство 58—а значит и пространство по условию хаус- 
дорфово (и, следовательно, диагональ Д замкнута), то мно
жество С замкнуто.

Являясь непустым, открытым и замкнутым подмноже
ством отрезка /, множество С совпадает— в силу связности 
отрезка / — со всем этим отрезком. Следовательно, и (0 = 1 ’' (О 
для любого t £  /, т. е. и =  v'.

С у щ е с т в о в а н и е .  Из компактности отрезка /  не
медленно вытекает, что на этом отрезке существуют такие 
числа

О =  / # < / , < . . .  <  / я_1 <  <„ =  1,
а в пространстве 5д — такие ровно накрытые окрестности

t / . ------- и я,
ЧТО для любого 1 = 1 ,  . . .  ТОЧКИ u(t),  / , _1^ п р и -  
налтежат окрестности Ut. Предположим, что для некоторого 
I, l ^ i ^ n ,  путь v уже построен на отрезке [0, / /_1], 
т. е. построено такое отображение v: [0. f,_i] —<■&, что 
и(0 )-  Ро и n o v — u на [0, (При f = l  это предполо
жение автоматически выполнено.) Так как и (/,-_,)£ U ,, то 
в пространстве £  существует окрестность V t точки и (/,_ ,), 
ровно накрывающая окрестность V,.

Пусть s, — гомеоморфизм U/ —» V,, обратный к гомео
морфизму я: Vl —* U i. Мы доопределим путь v на отрезке 

<,•], полагая
y(/) =  s ,(u (/)) для любого /£[<,_11 *,].

^ ем самым, накрывающий путь v будет, очевидно, построен 
и на отрезке (0, /■], а значит— после п шагов— на всем 
врезке /. □

Теорему 1 можно существенно уточнить, но для этого 
^  нужно предварительно переформулировать.
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Для произвольного топологического пространства S t  
(как правило, линейно связного) символом 9*(S ')  мы будем 
обозначать множество всех путей в Л'. Символом же </С, £/>, 
где К  — замкнутое ( = компактное) подмножество отрезка /, 
a U — открытое подмножество пространства Л \  мы будем 
обозначать подмножество множества 9i (&),  состоящее из 
всех путей и: / —► 5С, обладающих тем свойством, что

u ( t ) £ U  при /£/С.

Всевозможные конечные пересечения множеств вида </С, U> 
мы можем принять за базу некоторой топологии на ^(З ? ).

О пределение 2 . Эта топология называется компакт
но-открытой топологией множества 9* (&).

В дальнейшем мы всегда будем считать множество 
9* (Я") снабженным компактно-открытой топологией.

О пределение 3. Коцилиндром  Сосу1л непрерывного 
отображения л: £  —* 93 называется подпространство пря
мого произведения £ х 9 * ( 5 8), состоящее из таких пар 
(р„ и), p0€ £ ,  и: 1 —  93, что

я (р в) =  и (0).
[На языке теории категорий подпространство Сосу1л 

является не чем иным, как к о а м а л ь г а м о й  диаграммы

F ( S )I

£-2+53,
вертикальная стрелка которой представляет собой отобра
жение 5*(43) -93, переводящее произвольный путь и в 
точку ы(0).]

Принадлежность нары (/?„, ы) £ X 5* (S ) к подпрост
ранству Сосу1л является необходимым условием того, 
чтобы для пути и существовал накрывающий путь v: / —* £ ,  
начинающийся в точке р9. Достаточным же условием яв
ляется принадлежность пары (/?„ и) к образу— очевидно, 
непрерывного отображения

я,: 5» (£)  —» Cocyl л,

определенного формулой
л (v) -  (v (0), лоу), v €  9* (£).

Поэтому задача построения накрывающего пути разре
шима для любой пары (р0, и) тогда и только тогда, когда 
отображение л, надъективно. При этом задание для каж-
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дон пары (/\>, ы)£Сосу1л накрывающего пути v означает 
построение для отображения Л[ некоторого сечения, т. е .— 
сМ. лек ц и ю  1— такого отображения

s: Cocyl л  — 9* (£'),
ЧТО Я ,° 5  =  id -

Мы видим, следовательно, что теорема 1— для хаус- 
дорфова пространства 53— равносильна утверждению, что 
для любого накрытия л: £  —* 53 отображение л. допу
скает единственное сечение, т. е. что отображение л* би
ективно. Однако эта теорема ничего не говорит о том, 
будет ли это сечение непрерывным отображением (и, зна
чит, отображение Л| гомеоморфизмом). Теперь мы можем 
заполнить этот пробел.

П редлож ение  1. Для .нового накрытия л: £  — 53 
хаусдорфова пространства 53 отображение

л,: 5* (<£)--+ Cocyl л, ut-r».(y(0), лоу),

является гомеоморфизмом.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно доказать, что для лю

бого компактного множества /С с  /  и любого открытого мно
жества Vс.4> множество Л| </С, V> открыто в Cocyl л. Но 
по определению

я,< К , Vy = ( Vx <K,  U>) П Cocyl л,
где U  —  n V .  Поскольку же отображение л открыто, мно
жество U открыто в 53, и значит множество V x <K,  U> 
открыто в &х5>(53). Поэтому множество Я| <АГ, V> открыто 
в Cocyl л. □

О пределение 4. Непрерывные сечения 
s: Cocyl л  — 5*(£)

отображения л,: 5*(<£) — Cocyl л называются связностями 
(или более распространенно—связностями в смысле Гуре
вича). Отображение л: -й? (или тройка \  — (4>, я , 5?)), 
Для которого существует хотя бы одна связность s, назы
вается расслоением в смысле Гуревича.

В этой терминологии теорема 1 и предложение 1 ут
верждают, что любое накрытие связного хаусдорфова про
странства является расслоением в смысле Гуревича, обла
дающим единственной связностью.

З а м е ч а н и е  2. Расслоением в смысле Гуревича (но 
Уже с многими возможными связностями) будет и каждое
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тривиальное расслоение л: .58X<F -S i .  (Связность s для 
такого расслоения можно задать, например, формулой

И Л .  u)J (0  =  (« (/), *,),
если /з„ =  (йв, *«), х0£ ¥ ,

где 0 < / <  1.) Поэтому естественно ожидать, что расслое
нием в смысле Гуревича будет и любое локально триви
альное расслоение и, более того, любое отображение 
л: £  —► .Й, для которого существует такое открытое покры
тие {Ua} пространства S3, что каждое отображение

является расслоением в смысле Гуревича. Как показал 
немецкий математик Дольд, последнее утверждение — в прак
тически не ограничивающем общности предположении, что 
покрытие (Ua) нумерируемо (см. лекцию III.  24, замеча
ние 4),— действительно верно. Доказательство Дольда, 
хотя и простое по идее, технически довольно сложно, и 
мы не можем его здесь изложить. (Читатель— чтобы понять, 
какие подводные камни здесь появляются и зачем нужна 
нумериругмость— может попытаться доказать теорему 
Дольда для случая двухэлементного покрытия.)

Приведем пример не локально тривиального расслое
ния в смысле Гуревича (широко использующегося в раз- 
нообоазных вопросах топологии).

П р и м е р  7. Пусть %  — произвольное топологическое 
пространство и пусть р: 5*(^")—+ SC— отображение, сопо
ставляющее каждому пути и на £С его концевую точку:

Оказывается, что отобрахсение р является расслоением в 
смысле Гуревича. Действительно, коцилиндр Cocyl р этого 
отображения состоит из пар вида (и, и), где v и ы—такие 
пути пространства что и ( 1 ) =  и(0). При этом для любой 
такой пары формула

определяет (проверьте!) путь w: t>-*-w(t) в пространстве 
(•*"). удовлетворяющий соотношениям ш (0) (т) =  у(т) и 

w( t ) ( l )  =  u(t)  для любых т, / £ / ,  т. е. такой, что до(0) = и

л | я - ( 1/а ) : л " ‘ (6/а) — Ua

Р(ы) =  и(1), и : I — + 3 ? .
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и p o W  = U. Поэтому, ПОЛОЖИВ s (V, u) =  w, мы получим 
непреры вное (проверьте!) сечение отображения р,. □

Путь w,  определенный формулой (8), обладает тем свой
ством , что w (0  (0) — v (0) для любого t € /  Поэтому если 
мы, выбрав точку введем в рассмотрение подпро
стр ан ство  Р{р»,  %)  пространства Э* (&),  состоящее из путей 
н; 1 —  Х ,  начинающихся в точке р%, то отображение

р. 5* (р^, 3?) ► X , и ^ и ( 1),

также будет расслоением в смысле Гуревича.
Эти примеры показывают, что расслоение в смысле 

Гуревича может иметь негомеоморфные стой и даже не 
быть надъективным отображением (если его база не линейно 
связна).
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Гомотопические классы путей.— Фундаментальная группа 
топологического пространства. — Односвязность стягива
емых пространств.— Односвязность сферы.— Фундамен
тальная группа окружности.

Для любой точки pS.SC топологического пространства 
ЗС формула

eP{t) =  p, / € Л
задает некоторый путь ер: /  — X ,  называемый постоян
ным путем в точке р (ср. лекцию 111.11). Этот путь 
соединяет точку р  с самой собой.

Аналогично для любого пути и: I  —» X  формула

ы- ‘ (0 =  « ( 1- 0 . * € Л
определяет обратный путь и-1: /  — £С, соединяющий 
конец м (1) пути и с его началом и (0).

Если конец и(1) пути и совпадает с началом у(0) 
пути у, то формула

( и (2/), если 1/2 ,
(W)( ) =  \  o (2f — 1), если 1/2 < / < 1,

определяет новый путь uv, называемый произведением пу
тей и и v. Этот путь соединяет начало ы(0) пути и с 
концом у(1) пути V.

Все это фактически было в лекции III.  11. Следующее 
же определение является новым.

О пред еление  I. Два пути и и v, соединяющие одни 
и те же точки р0 и р, (т. е. такие, что и (0) =  v (0) =  р№ 
и ы (1) =  у (1) =  />,), называются гомотопными (обозначе
ние и ~  v), если существует такое непрерывное отобра
жение
(1) (/, т) *-*■/(/, т), (/, х ) € Я .
что

f ( t ,  0) =  и ( 1), / ( / ,  1) =  И 0
и

/ ( 0, т) =  />0, / ( 1, т ) =  />,

для любых /, х £ 1 .  Отображение /  называется гомото- 
пией, связывающей путь и с путем v.
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П редлож ение  /. Отношение гомотопности является 
отношением эквивалентности на множестве Р  (р„, SC, pt) 
-ctx путей пространства X ,  соединяющих точку р0 с 
точкой Pi-

Классы гомотопных отображений называются гомото
пическими классами путей. Гомотопический класс, содер
жащий путь и, обозначается символом (и].

Мы дадим два доказательства предложения 1. Пер- 
вое__более поучительное—доказательство использует то
пологию пространства 5* (р0, X ,  р,), тогда как второе не 
'пирается ни на что, кроме определения 1.

П е р в о е  д о к а з а т е л  ь с т в о .  По формуле

» ( “*) (0  ■*/(<• т )- * . * € / .
к а ж д а я  гомотопия ( 1) определяет непрерывное (докажите!) 
отображение до: т>-*до(т) отрезка /  в пространство 
^ (р о , X ,  Pi), удовлетворяющее соотношениям до(0) =  и и 
до(1) =  и, т. е. некоторый путь этого пространства, соеди
няющий его точку и с точкой v. Обратно, любой путь 
до: /  — 5* (р0, £*, р,) пространства 9* (р0, JT, р,), соеди
няющий путь и с путем v, определяет по формуле

/ ( / ,  т) =  до (т) (/), t, х £ / ,

гомотопию (1), связывающую путь и с путем v. Таким 
образом, гомотопии являются не чем иным, как путями 
пространства (р0, •**» Pi), и значит отношение гомо
топности является частным случаем отношения «быть 
связанными путем». Следовательно (см. лекцию III.  11), 
отношение гомотопности является отношением эквивалент
ности. □

Мы видим, кроме того, чго гомотопические классы пу
тей пространства % , соединяющих точку р„ с точкой р ,, 
являются не чем иным , как компонентами линейной связ
ности пространства S' (р0, % , р,).

В т о р о е  д о к а з а т е л ь с т в о .  (Это доказательство 
представляет собой просто переизложение на случай го- 
мотопий данного в лекции III.  11 доказательства того, 
что отношение «быть соединенными путем» является отно
шением эквивалентности.) Для любого пути и: /  —*■ X  
формула

/(* , т) =  ы(/), / , т € / ,
определяет гомотопию, связывающую путь и с самим со
бой. Следовательно, отношение гомотопности рефлексивно.



Аналогично для любой гомотопии /, связывающей путь и 
с путем v, формула

g( t ,  т) =  / ( / ,  1- т ) ,  /, т € Л

определяет гомотопню g,  связывающую путь v с путем и. 
Следовательно, отношение гомотопности симметрично.

Наконец, если гомотопия /  связывает путь и с путем 
к, а гомотопия g — путь v с путем w,  то гомотопия fg ,  
определенная (очевидно, корректно) формулой

I f ( t ,  2т), если 0 <  т <  1/2,
(2) (/*)(*• т ) “ \  £ ( / ,  2т — 1), если 1/2 < т < 1,

будет связывать путь и с путем w. Следовательно, отно
шение гомотопности транзитивно. □

Особое значение имеют пути, у которых начало сов
падает с концом, т. е. которые, начинаясь в некоторой 
точке р0, кончаются в ней же. Каждый такой путь назы
вается петлей в точке р0. Множество гомотопических 
классов всех петель в точке р„ обозначается символом 

» Ро)-
Перемножать гомотопии— когда это имеет смысл — 

можно не только по второму аргументу, как в формуле (2), 
но и по первому, т. е. по формуле

( / ( 2/ , т), если 0 <  / <  1/2,
(3) ( /£ )(/, т) =  ^ g(2t—\, х), если 1/2 < / < 1.

Если гомотопия /  связывает путь ы, с путем ы,, а гомо 
топия g — путь и„ с путем у„ то произведение (3) этих 
гомотопий по первому аргументу определено тогда и 
только тогда, когда общий конец путей и0 и ы, совпа
дает с общим началом путей vt и и,, и в  этом случае 
гомотопия (3) будет связывать путь u0v„ с путем и,и,. Это 
доказывает— в случае, когда u( l )  =  v(0), — что формула

(4) [ « ] > ]  =  [ Н
корректно определяет произведение [и] [и] гомотопиче
ских классов [и] и [г].

В частности, это произведение определено для любых 
элементов множества я , (S ', р0).

П редлож ение  2 . Относительно умножения (4) мно
жество л, (&, рв) является группой. Единицей этой группы 
служит класс [ePt\  постоянного пути ер%, а /сгассом [и]-1.
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боатным к классу [и] петли и, является класс [и-1] об
ратной петли и- ' .

Д о к а з а т е л ь с т в о  этого предложения мы извлечем 
,3 некоторых общих соображений, разъясняющих опера

цию перемножения гомотопических классов путей.
Назовем обобщенным путем пространства Я  непре

рывное отображение ы: [а, Ь\ —* Я' произвольного отрезка 
| fl b ]c R  в пространство X .  Точку и (а) мы будем назы
вать началом, а точку и(Ь)— концом обобщенного пути и.

З а м е ч а н и е  1. Понятие обобщенного пути фактиче
ски идентично понятию кривой. В зависимости от кон
т е к с т а — определяемого в основном традицией— мы будем 
свободно пользоваться обоими терминами.

Если и: [a, b] —* SC и у: [с, d] — X — такие обобщен
ные пути, что u(b) =  v(c), то формула

w(t)
( u(t) ,  

" \  v ( t -
если a ^ i t < b ,  

b+c) ,  если b ^ t ^ . b - \ -  d — с,

определяет обобщенный путь w: [о, b + d — с] — X ,  кото
рый мы будем обозначать символом u * v  и называть пу
тем, составленным из путей и и V.

Например, для любой точки с £ \ а ,  Ь] каждый обоб
щенный путь и: [а, Ь] —* X  составлен из пути u |(aiC] и
ПУТИ U |[г, д].

Ясно, что операция составления путей ассоциативна, 
т. е. если для трех путей и, v, w путь ( u * v ) * w  опреде
лен, то определен путь u * ( v * w )  и имеет место равенство

( u * v ) * w  =  u*( v*w) .

Поэтому путь ы , с о с т а в л е н н ы й  из п  путей 
«и . . . ,  и„, не зависит от последовательности, в которой 
эти пути составляются и в его обозначении скобки не 
требуются.

Необобщенные пути и: I  —► 5* и в: /  — X  можно со
ставить, если ы(1) =  у(0). Получающийся — уже обобщен
ный— путь u * v  определен на отрезке [0 , 2] формулой
.. ( и (t), если <  1,
(5) (ц*у)(/) =  /лI v(t),  если 1< / < 2.

С другой стороны, выбрав произвольную непрерывную 
Функцию <f: [0, 1] -  - [а, 6], отображающую точки 0 и 1 
в точки а и b соответственно, мы можем каждому обоб-



[ценному пути и: [а, Ь]—+&,  определенному на отрезке 
[а, Ь], сопоставить необобщенный путь

и о ф :  / —► SC,

соединяющий те же точки. Мы будем говорить, что путь 
и о ф  получен из пути и перепараметриэацией ф к еди
ничному отрежу I.

Например, путь, определенный формулой (8) лекции 2, 
является не чем иным, как результатом перепараметриза- 
ции к единичному отрезку пути v * u t, составленному из 
пути у, и ограничения Ы/ =  м|[о.<] пути и на отрезке [0, /], 
посредством функции ф: [0, 1] —* [0, 1 +  /] с графиком
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Это делает всю конструкцию, связанную с этим путем, 
совершенно прозрачной.

Замечательно, что гомотопический класс [и о ф] пути 
и о ф не зависит от выбора функции ф. Действительно, 
если t|j—другая непрерывная функция [0, 1 ] —► [а, Ь], пе
реводящая точки 0 и 1 в точки а и ft, то формула

f ( t ,  т) =  ы ((1— т)ф( / )  +  т>И0 ). * € / .
определяет гомотопию / , связывающую путь и о ф  с пу
тем и о 1|з. □

В частности, это верно и для пути (5). Но перепара- 
метризация ф: > 2/ этого пути переводит его, очевидно, 
в произведение uv путей и и v. Поэтому произведение 
[м]-[у] гомотопических классов [и] и [и] будет гомотопи
ческим классом произвольной перепараметризации пути 
u*v .

Если теперь и, v и w —такие пути, что определены 
произведения (uv)w и u(vw),  т. е. такие, что ы ( 1 )  =  у ( 0 )
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у (1) =  ш(0), то оба пути (uu)u> и u(vw)  будут, очевидно, 
перепараметризациями одного и того же пути u * v * w .  
Поэтому их гомотопические классы будут совпадать, т. е. 
будет иметь место равенство

По определению это означает, что умножение гомотопи
ческих классов путей ассоциативно.

В частности, ассоциативно и умножение в множестве
л , ( ^ .  Ро)•

Пусть [с, d ] c |a ,  ft], т. е. a ^ c < d < [ f t .  Мы скажем, 
что обобщенный путь и: [a, ft] —* SC постоянен на [с, d], 
если u( t )  — u(c)  для любого t £ [ c ,  d].  Такой путь опреде
ляет на отрезке [a, ft— d-bc] путь и ', для которого

Это означает, что ы' =  ы,#ы2, где ы, и иг— ограничения 
пути и на отрезках [а, с] и [d, ft] соответственно. При 
этом u =  u ' о <р0, где ф ,— функция [a, ft] —* [a, ft— d +  c], 
заданная формулой

Поэтому любая перепараметризация ф пути и ' задает пе- 
репараметризацию ф' =  ф0о<р пути и, обладающую тем 
свойством, что ыоср =  ц ' о ф ' .  Следовательно, гомотопи
ческие классы перепараметриэаций путей и и и' совпадают.

Если теперь и — путь / —- i r ,  е0— постоянный путь в 
точке ра =  и (0) и е ,— постоянный путь в точке /?, =  ы (1), 
то для и * е х путь (и * е х)' совпадает с и, для е0*и  путь 
(^о*и)' получается из и сдвигом параметра. Поэтому

Обобщенный путь и: [a, ft] — X  мы будем называть 
симметричным, если

( [ « ] М ) ' М = М ( М М ) .

если а ^  t  ^  с, 
если c ^ / ^ f t —d- f c .

t — d +  c, если d < ! / ^ f t .

Л . ( Я \  />„).

u(t)  — u(a +  b— /) для любого / e f a ,  ft] 

(и» значит, в частности и (ft) =  и (а)). Для такого пути и
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формула
' и ( с— (с— а)т), если с — (с— а )т  <  t

f ( t ,  т) =  ' и ( с + ( Ь — с)т), если c < f < c  +  (6— с)т,
u(t)  при всех других /,

где с =  ~ - ^ — середина отрезка [о, Ь], корректно опреде

ляет непрерывное отображение
f : [ а ,  &] х  /  — ► £Ct

удовлетворяющее для всех t £ [а, Ь] и т £ /  соотношениям

/ ( * .  0 )  =  « ( / ) ,

/ ( / ,  1) =  /(о , T) =  /(*>, т) =  р0, где р0 =  и(о),

и потому для любой перепараметрнзации <р пути и опре
деляющее гомотопию / о ( ф Х  id), связывающую путь и оф  
с постоянным путем в точке р0 =  и (а). Следовательно,

[и о ф] =  [ер,1

В частном случае, когда путь и определен на [0, 1], т. е 
является симметричной пет,гей, в перепараметрнзации ф 
мы не нуждаемся, и потому [и] =  [е_]. Поскольку для 
любой петли и в точке р0 петли им- * и и~1и, очевидно, 
симметричны, этим доказано, что

для любого элемента |ы] £ л, (J*, р0), т. е. что [и]-1 =  [/*“ *]. 
Тем самым предложение 2 полностью доказано. □  
О пределение  I. Группа л, (JF, р„) называется фундч 

ментальной группой пространства SC в точке pt .
З а м е ч а н и е  2. На языке алгебры установленные при 

доказательстве предложения 2 алгебраические свойства 
умножения гомотопических классов путей означают, что 
по отношению к умножению множество всех этих клш 
сов является группоидом. Этот группоид называется фун
даментальным группоидом пространства £С.

Покажем теперь на примерах, как можно вычислять 
фундаментальные группы конкретных пространств.

Заметим, прежде всего, что так как любая петля пр* 
странства SC в точке ра является, очевидно, петлей ко'1 
понеиты линейной связности пространства X ,  содер-



жашей точку /?„, то
(•%"• Ре) =  Ро)-

Поэтому фундаментальные группы достаточно рассматри
вать лишь для линейно связных пространств.

П р и м е р  1. Пусть Я  является единичным шаром В" 
пространства R", а точка pt —его центром 0. Ясно, что 
для любой петли и: I  —► Вп в точке 0 формула

f ( t ,  х) =  (1 — т ) « ( 0 , t, т € / ,

определяет гомотопию /, связывающую путь и с постоян
ным путем е0- Поэтому [ы| =  [е0], и значит группа л , (Вл, 0) 
тривиальна (состоит только из единицы).

По тем же соображениям тривиальна и группа л, (id1*, 0), 
где В"— открытый шар (внутренность шара В").

О п р ед елен и е  2. Линейно связное пространство Я', 
для которого группа л , (Я , р0) состоит только из едини
цы, называется односвязным (как мы покажем в следу
ющей лекции, это свойство не зависит от выбора точки р„).

Таким образом, нами доказано, что шар В" (а также 
шар В") односвяэен (при любом л ^ О ) .

Этот результат допускает немедленное обобщение. 
Говорят, что (необходимо линейно связное) простран

ство Я  стягиваемо к точке р0, если существует такое не
прерывное отображение

F: Я х 1 - * Я ,
что F (р, 0 ) =  р, F (р, \) =  р„ для любой точки р £ Я  и 
F (Ро, т) =  /з0 Д л я  любого т £ / .  Тогда для каждой петли 
и: I  — Я  в точке р„ формула

f ( t ,  j )  =  F(u( t ) ,  т), t, т ^ / ,

будет определять гомотопию, связывающую путь и с по
стоянным путем ер%. Следовательно, любое стягиваемое 
пространство односвязно.

Для шара В" отображение F задается формулой
F ( х ,  т) =  х х , х ^ В " .

Более сложные примеры требуют некоторой подготовки.

Пусть Я  — гладкое многообразие.
Обобщенный путь ы: [а, Ь \ —* Я  называется гладким, 

^ и  он представляет собой гладкое отображение, и ку
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сочно гладким, если он составлен из конечного числа 
гладких путей.

Л е м м а  I. Любой путь и: [a, b \ —* &  на гладком 
многообразии гомотопен кусочно гладкому пути.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В виду компактности отрезка 
[а, Ь\ (а, значит, и множества и ( |а , ft])) в многообразии 
£С существует конечное число координатных окрестностей 
(которые для определенности можно считать диффеоморф- 
ными открытому единичному шару В" пространства R"), 
покрывающих множество и ([а, 6]).

По определению это означает, что путь и составлен 
из конечного числа путей, каждый из которых является 
отображением в некоторую координатную окрестность. 
Поэтому нам достаточно доказать лемму 1 лишь для пу
тей, обладающих последним свойством, т. е. фактически 
для путей в шаре В".

Пусть и: [а, 6] —* В"— произвольный путь в шаре В". 
Мы положим

» (0 - ( 1- 0 «(«) +  <и(Ч. *€ / ,
и

f { t ,  Т) =  (1 — т) и (0  +  ТУ (/), t, T 6 /.

Первая формула определяет гладкий путь у :  [а, Ь\ —- В", 
а вторая — гомотопию f, связывающую путь и с путем у. □

З а д а ч а  1. Докажите, что любой путь и: (а, 6 )—* SC .гомото
пен гладкому пути.

Вернемся теперь к вычислению фундаментальных групп.
П р и м е р 2. Вычислим группу р„) в случае, когда

пространство SC является сферой 5" размерности п ^  2 
(выбор точки р0 значения не имеет). Согласно лемме 1 
мы без ограничения общности можем рассматривать лишь 
кусочно гладкие петли и: /  — S". Но по следствию из 
теоремы Сарда (см. следствие из теоремы 1 лекции III.  15) 
каждая такая петля при п ^ 2  заведомо не является 
надъективным отображением, т. е. существует такая точка 
<7o € S n. что петля и является на самом деле петлей в 
S"\{<7„} (представляет собой композицию петли в 8п\{</0} 
и вложения S"\{<7„} —  S”). Поскольку подпространство 
S"\{<70} стягиваемо (оно гомеоморфно шару В "), отсюда 
следует, что петля и гомотопна постоянной петле ePt
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8Я\{<7»} и тем более в S"). Поэтому
M S " , Р . ) = 1, 2,

т. е. при л > 2  склера S" односвязна.

При л =  1 теорема Сарда обеспечивает лишь существо
вание точки <7о € § 1. являющейся регулярным значением 
всех гладких путей ы,: [а(, ft,]—►S', из которых состав
лена кусочно гладкая петля и. Для исследования этой 
ситуации нам удобно будет предварительно обсудить не
которые специальные пути на окружности S*.

Любые две различные точки р, q окружности З 1 раз
бивают окружность на две дуги С(+’ (р, q) и С(~’ (р, q) 
(первая дуга характеризуется тем, что мы можем перейти 
по ней от р к q, двигаясь против часовой стрелки, а вто
рая— тем, что переход от р  к q осуществляется по ней 
против часовой стрелки). При p — q мы положим

С‘+‘(р, р) =  С‘->(р, р) =  S‘\{ p } .

Заметим, что Cl+t(q, р) =  С< -,(р, q) и C{~}(q, p) =  Ct+ ,(p, q) 
для любых точек р, q окружности S1.

На дуге С(+’ (р, q) мы введем угловой параметр 9( + >, 
отсчитываемый против часовой стрелки от точки р до 
точки q (точке р отвечает значение параметра 0 , а точке 
р — значение 0о*‘ >  О, где 0£+)— радианная мера дуги 
С(+)(р, q)). Аналогично на дуге С(_ ,(Р» я) мы введем угло
вой параметр 0(_>, отсчитываемый по часовой стрелке от 
точки р  с 0(_> =  О до точки q с 0(- ) =^0<о->, где 0‘о' ) — ради
анная мера дуги С<_,(р, q). (Таким образом, если р Ф я ,  
то 0о_) =  2я — 0i+\  а если р q, то 0i~’ Oi*’ 2л.)

Тогда тождественные отображения [0, 0i+'] — [0, 0|,+>], 
[О, 0о-)] —► [О, OJ-'J будут задавать на окружности обобщен
ные пути, соединяющие точку р  с точкой q. Мы будем 
обозначать эти пути символами vl+)(p, q) и и( - , (Р. Я) с°* 
ответственно.

Заметим, что при p — q эти пути являются взанмо- 
обратными петлями:

(P. P )  =  vi+)(p, р)~К

(Вообще, vl~}(q, p) =  t><+)(p, q)~l и vl+)(q, p) =  i>(_ ,(p, q)~l 
Для любых точек р, q £ S l.)

Обобщенный путь v : [а, 6] —► S1, соединяющий точку р 
с точкой q (случай p — q не исключается), мы будем назы



вать специальным, если равенство у (/) =  /> имеет место 
только при / — о, а равенство v(t )  — q — только при t — b. 
По соображениям связности ясно, что для такого пути 
либо у1*’ (t) £ С(+) (р, q) при любом/ £ (а, Ь), либо у( - ' (t) € 
£ С(-) (р, q) при любом t £ (а, Ь). В обоих случаях путь у 
задается некоторой непрерывной функцией

у: [а, ft]-*  [О, 0,], где 0в =  в<+>, 0<-»,

причем у(а) =  0 , а у(й) =  0„или у (ft) — 0 (последний случай 
возможен только при р =. q, т. е. при 0в =  2л).

При y(ft) =  0o это означает, что функция у осуществляет 
перепараметризацию пути у ( + , (Р. Ч) (пРи 0в =  0о+>) или 
пути у(-) (р, q) (при 0, =  0о_)) к пути у. Таким образом, 
в пространстве S' (р, S1, q) путей на окружности S1, сое
диняющих точку р с точкой q, каждый специальный 
путь у, для которого у  (ft) =  0О, определяет тот же гомото
пический класс, что соответственно путь у(+) (р, q) или 
путь у(~> (р, q).

В случае же, когда y(ft) =  0, формула

/ ( / ,  т) =  (1- т ) у (< ) ,  t £ [ a , b ] ,  т б / .

очевидно, определяет гомотопию, связывающую путь у 
с постоянным путем в точке р. Таким образом, при 
v(b) — 0 специальный путь у гомотопен постоянному пути.

Вернемся теперь к кусочно гладкой петле и: /  — S 1 
окружности S1 в точке р„, составленной из гладких обоб
щенных путей и,: [а,, ft,] —* S1. Если q0— регулярное зна
чение всех отображений ы,, то для каждого i прообраз 

будет нульмерным подмногообразием отрезка [о,, ft,], 
т. е. конечной системой точек. Эти точки разбивают отре
зок [a,, ft,] на отрезки, обладающие тем свойством, что на 
каждом из них путь и{ специален. Это доказывает, что 
любая кусочно гладкая петля и может быть составлена 
из специальных путей, и значит по доказанному гомотоп
на либо постоянной петле, либо петле, составленной из 
путей вида v{*' (p,  q) и у(“ ’ (р, q).

Если три точки р, q, г окружности S* обладают тем 
свойством, что при движении от р против часовой стрелки 
сначала встречается точка q, то, как непосредственно видно 
из чертежа, путь у(->(</, г) составлен из путей у(_)(9> р)
и у‘_ )(Р. г):

v'~}(q, r) =  v{~'(q, Р ) * ^ ( Р ,  г).

56  ФУНДАМ ЕН ТАЛЬН АЯ ГРУППА ОКРУЖ НОСТИ



Ф УНДАМ ЕНТАЛЬНАЯ ГРУППА ОКРУЖ НОСТИ 57

Если же первой встречается точка г, то аналогично 
у(+,(р, q ) ^ v ' + ) (p, r )* u <+»(r, q).

Поэтому в первом случае

у(+’(Р. r) =  v(^ ( p ,  <7)* у ‘-»(р, г),

а во-втором

с<->(р, r) =  i>( + , (p, r )* u (+,(r, q)*vl~) (q, г).

Но. так как каждый путь вида vU) (р, q)*v{~) (q, г), оче
видно, симметричен, то он гомотопен постоянному пути. 
Поэтому каждая петля, составленная из путей вида 
и(+'(Р . Я)• у ( - ,(Р. Я) и начинающаяся с пути вида vl+)(p0, q) 
(вида v{~ ' (р0, я)), гомотопна петле, составленной только из 
путей вида u( , ' (p,  q) (вида 1>‘~> (р, </)).

С другой стороны, ясно, что каждая петля в точке р„, 
составленная из путей вида u(+,(p, q), является комбина
цией петель вида vi *’) (р„, р0) (несколько раз равномерно 
обегает окружность S 1 против часовой стрелки), а каждая 
петля, составленная из путей вида t»( - ) (P. <7).— комбина
цией петель и ( - , ( Р о .  Р о )  — у ( + , ( Р о .  Р о ) - 1  (несколько раз 
равномерно обегает окружность S1 по часовой стрелке).

Этим доказано, что гомотопический класс [ы] петли и 
равен I", где i — гомотопический класс перепараметризо- 
ванной к единичному отрезку петли и ( + ) ( Р о ,  Р о )  (один раз 
равномерно обегающей окружность S1 против часовой 
стрелки), а п — некоторое целое число (положительное, 
когда петля и гомотопна петле, составленной из петель 
у ( + )  (Ро. Ро). отрицательное, когда петля и гомотопна петле, 
составленной из петель у( - ) (р0, р„), и равное нулю, когда 
петля и гомотопна постоянной петле). Это означает, что
группа л , (S1, р0) является циклической группой с обра
зующей I.

Однако здесь не видно, чему равен порядок этой группы. 
Поэтому мы изложим другой метод вычисления группы 
n i (§ ‘. Ро). лишенный этого недостатка.

Воспользуемся накрытием

Из примера 1 лекции 2. Пусть р0— точка 1 окружности S 1.
Для любой петли и на окружности S1 в точке р0 рас

смотрим накрывающий путь w = s(0,  и) с началом в точке
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U£R,  где s — связность для накрытия л. Конец до (1) этого 
пути проектируется в конец р„ петли и и, значит, является 
целым числом. С другой стороны, легко видеть (докажите!), 
что это число непрерывно зависит от пути и, т. е. при 
любой гомотопии пути и число и»(I) меняется непрерывно. 
Поэтому, являясь целым числом, оно остается прежним. 
Это означает, что формула [«]•—>до(1) корректно опреде
ляет некоторое отображение

(6) deg: я , (S \ р0) — Z .

Оказывается, что отображение (6) является гомомор
физмом. Действительно, пусть [и], [у] £ л , (§*, р„) и пусть 
deg [и] =  л и deg[yj =  m, т. е. пусть в R путь s(0 , и) 
соединяет точку 0 с точкой л, а путь s (0, у)— точку О 
с точкой т .  Тогда путь до в R, определенный формулой

te> ( 0  =  s ( 0 , у ) ( / )  +  л ,  / £ / ,

будет начинаться в точке п и будет накрывать путь у 
(т. е. будет путем s(n,  у)). Поэтому путь s(0 , и) до, начи
нающийся в точке 0, будет накрывать путь му, т. е. его 
конец (s (0, и)до)(1) будет равен deg([u] [y]). Но этот 
конец является, по определению, концом до(1) пути до, 
т. е. точкой т + п =  deg [и] +  deg [у]. Следовательно,

deg ([ы] • [у]) =  deg [и] +  deg [у]. П

Далее, легко видеть, что гомоморфизм (6) является 
эпиморфизмом. Действительно, для любого пути до: / —<■ R, 
соединяющего точку 0 с точкой п £ Z , путь и — п о  до будет 
петлей на окружности S1 и путь s(0 , и), накрывающий 
эту петлю, будет в силу единственности накрывающего 
пути совпадать с путем до. Поэтому s (0, ы)(1) =  до(1) =  л, 
т. е. deg[uj = п. □

Наконец, гомоморфизм (6) является мономорфизмом. 
Действительно, равенство deg[«] =  0 означает, что накры
вающий путь s (0, и) является петлей в точке 0. Но пря
мая R, будучи гомеоморфна интервалу в 1, стягиваема и 
потому односвязна. Следовательно, в R существует гомо- 
топия /, связывающая петлю s (0 , и) с постоянной пет
лей е„ в точке 0. Но тогда композиция п о /  будет, оче
видно, гомотопией, связывающей петлю u =  n o s ( 0, и) 
с постоянной петлей ер, в точке р„. Поэтому [и] =  г в  группе 
л , ( 8\  р0). □



ФУНДАМ ЕНТАЛЬНАЯ ГРУППА ОКРУЖ НОСТИ

Таким образом, мы видим, что отображение (6) пред
ставляет собой изоморфизм. Следовательно, группа 
я , (S \ Ро) является бесконечной циклической группой.

Так как, очевидно, degi — 1, то гомотопический класс 
является образующей группы « ,( 8*. р0).

Видно, насколько метод накрытий превосходит преды
дущий элементарно геометрический метод!

В следующей лекции мы обобщим этот метод на произ
вольные накрытия и на этой основе получим общий спо
соб вычисления фундаментальных групп пространств.



Л е к ц и я  4

Независимость фундаментальной группы от выбора началь
ной точки.— Гомоморфизм фундаментальных групп, инду
цированный непрерывным отображением.— Точная гомо
топическая последовательность накрытия.— Свойства 
гомотопической последовательности накрытия,— Односвяз
ные накрытия.— Существование и единственность подня
тий.— Удобные пространства.

Для любых двух точек р0, р, топологического прост
ранства SC каждый путь а, соединяющий точку р0 с точ
кой Pi, позволяет сопоставить произвольной петле и про
странства SC в точке р, петлю v в точке р0, получаю
щуюся перепараметризацией обобщенной петли а * и * а ~*. 
Из установленных при доказательстве предложения 2 
лекции 3 свойств умножения гомотопических классов путей 
немедленно вытекает, что формула

Ф« М  = М
корректно определяет изоморфизм

Ф„: л, (.У, /?,) — я, (JT, р„),
зависящий только от гомотопического класса (aj пути а.

Заметим, что если пути а и Ь, соединяющие точку р0 
с точкой р и не гомотопны, то изоморфизмы фв и ф6, вообще 
говоря, различны.

Например, ясно, что если /7, == р0 (и. значит, путь а 
представляет собой петлю в точке р0), то изоморфизм фа 
является не чем иным, как внутренним автоморфизмом 
группы л ,(^* , р0), индуцированным элементом а  =  [а]. 
Поэтому если а  не является элементом центра группы 
л Л ^ ,  />.), то Фа =5̂= id.

Как бы то ни было, но мы видим, что для линейно 
связного пространства %  группа л, (.# , р0) с точностью 
до изоморфизма не зависит от точки р0.

В частности, если я , , р0) — 1 для одной точки р0 £ %, 
то л, Pt) — 1 и для любой другой точки р х € &■

Произвольное непрерывное отображение 
h : Я У

определяет по формуле
u>-*-h о и, и: I  —* SC,
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непреры вное (докажите!) отображение

ho: Р(ЯГ) — ? ( 9 )

пространств путей, переводящее каждое подпространство 
вида Р(Ро, Pi) в подпространство S*(qt , 9 ,  <7,), где 
л# =  А(р0), <?1 =  /i(Pi). Поэтому оно индуцирует некоторое 
отображение А, множества компонент линейной связности 
пространства 5*(р0, X ,  p t) в множество компонент линей
ной связности пространства 5* (q0, 9 ,  q j .  На другом языке 
это означает, что формула
(1) h, [ы] =  [Лоы| ,  и: Г - * Х .

корректно определяет отображение А, множества гомото
пических классов путей пространства X ,  соединяющих 
точку р0 с точкой p lt в множество гомотопических клас
сов путей пространства 9 ,  соединяющих точку qB с точ
кой </,. [Корректность формулы (1) можно также устано
вить, не доказывая непрерывность отображения Ао, а просто 
заметив, что для любой гомотопии /: /* —► X , связываю
щей пути и и v из Т  (р0, X , р^ ,  отображение А о /: / 2 —- й/ 
будет гомотопией, связывающей пути Н о и  и h o y  из 
*̂(<7о. 9 .  qt).]

При p t =  р0 мы получаем, в частности, отображение
(2) А.: л , ( X ,  Ро) — я , (9,  qt), q =  h(p0).

Из определения произведения путей непосредственно 
вытекает, что если uv, то Л о w  =  (Л о и) (Л о у). Поэтому

М М  •[» ])= М М ) - М М ) .

т. е. по отношению к умножению гомотопических классов 
путей отображение Л, является гомоморфизмом группоидов. 
В частности, для любого непрерывного отображения 
A: X  —- 9  отображение (2) является гомоморфизмом групп.

Об этом гомоморфизме говорят, что он индуцирован 
непрерывным отображением Л. Когда нужно отметить зави
симость этого гомоморфизма от точки р 0, мы будем обо
значать его символом (А.) р..

Так как для любых отображений
Л: X  -*  9 ,  g: 9  -*  В

и любого пути и: / —* X  имеет место равенство {goh)ou= 
=* g о (Л о и), то
(3) (g о А). =• g . о Л.
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Кроме того, если Л—id, то, конечно, Л. = id. [На языке 
теории категории этн свойства означают, что сопоставление 

пространство с отмеченной точкой

фундаментальная группа
является ф у н к т о р о м . ]

Далее, непосредственное сравнение определений пока
зывает, что для любого пути а пространства соеди
няющего точку р0 с точкой р „  имеет место коммута
тивная диаграмма

М # ,  Pi) *  М**"» Ро)
(Л.)р, I

т Ф/|»а т
4 i ) - - - - - Яо), 7о  =  Л Ы .  <7i =  * ( P j ) .

[На языке теории категорий это означает, что соответ 
ствие а>—>ф„ обладает с в о й с т в о м  е с т е с т в е н н о с т и . ]

Рассмотрим теперь взаимоотношения фундаментальных 
групп с накрытиями.

Для любого топологического пространстве .2", в кото
ром отмечена точка р0, мы будем символом Q (& , р0) или 
просто Q.2* обозначать пространство 5* (р0, р0) всех 
петель в точке р0 с компактно-открытой топологией. Как 
мы знаем из лекции 3, элементы группы л , (SC, р0) (гомо
топические классы петель) являются не чем иным, как 
компонентами линейной связности этого пространства. 
Однако иногда бывает удобно различать эти компоненты, 
рассматриваемые как элементы группы (JF, р„) от них 
же, но рассматриваемых как подпространства Q J”. На 
этом основании компоненту а £ л , ( . 2\  р0) линейной связ
ности пространства S2.2* мы будем обозначать также сим 
волом tla& . В частности, — это компонента прост 
ранства Q J”, состоящая из петель, гомотопных постоянной 
петле ер>. (Символом е мы здесь и в дальнейшем обозна
чаем единицу группы ра).)

Пусть теперь л: <£ —► — произвольное расслоение 
в смысле Гуревича и s: Cocyl л —  9* (£ ) — произвольная 
связность для л. Пусть, далее, р0£ё>, Ь0 =  п(р„)^9д  и 
Г 0 =  Гь , — слой расслоения л над точкой Ьв. (Заметим, 
что р , € F ,.)  Так как для любой точки u ^ Q ( .S , b0) путь 
s (p 0, и) является путем в 4>, начинающимся в точке р„ и 
проектирующимся в путь и, то конец s(p0,u )( 1) этого пути
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п р и н а д л еж и т  слою оГ„. Таким образом, формула
sl (u) = s(p0,u)(l), и£&53,

о п р ед еляет— очевидно, непрерывное—отображение 
s,: 053 —* <F*.

В случае, когда расслоение л: & — S3 представляет 
собой накрытие и, значит, пространство аГ„ дискретно, 
отображение s, — являясь непрерывным отображением — 
обладает тем свойством, что для каждой петли и € 
точка s,(«) зависит только от содержащей петлю и ком
поненты т. е. только от гомотопического класса 
а = [н] этой петли. Это означает, что формула

<x(a) =  S i(u ), а е л , ( й ,  Ь0),
где и— произвольная петля класса сс, корректно опреде
ляет некоторое отображение
(4 ) о : л j (53, bo) ► ¥ 0.

Заметим, что в случае, когда пространство 53 хаусдор- 
фово, изложенная конструкция определяет отображение (4) 
единственным образом.

Если хаусдорфово пространство 53 локально линейно 
связно, то пространство & также локально линейно связно и 
значит— см. лекцию I I I . 11— линейно связно (вместе с прост
ранством 53). Поэтому для любой точки р € <F0 в £' суще
ствует путь V, соединяющий точку р0 с точкой р. Проек
ция ы = я о у  этого пути является петлей в точке р0, а 
путь s(p0, и), накрывающий эту петлю, совпадает— в силу 
единственности накрывающего пути—с путем v. Поэтому 
М и)- Р»  т. е. о(а) = р, где а= [ы ]. Этим доказано, что 
если пространство 53 хаусдорфово и локально линейно 
связно, то  для любого накрытия л: £  —► 53 отображение а 
надъективно. Попутно мы также доказали, что для каж
дого пути v £ 5* (р0, t£) имеет место равенство
(5) v = s(p0, и), где и =  л о у .

[Для справедливости этого утверждения достаточно, чтобы 
пространство 59 было хаусдорфовым.]

Слой |Г0 является множеством с отмеченным элемен
том р0. Поэтому для отображения гг имеет смысл говорить
0 его ядре Кегсг = о-1 (р„). По определению это ядро 
состоит из гомотопических классов a = [ы] петель и £ Q53, 
Для которых путь s(p0, и) является петлей. Так как



в силу равенства (5) это в точности петли и, являющиеся | 
проекциями л оо петель то Кег<х=1т л ,, где
(6) л.: л, («£, р0) — л, (S , Ь9)
— гомоморфизм фундаментальных групп, индуцированный 
накрытием л.

С другой стороны, легко видеть, что гомоморфизм (6) 
является мономорфизмом (и, следовательно, представляет 
собой изоморфизм группы л ,(^ , р„) на ядро Кего= 1т л , 
отображения о). Действительно, для петли у£ 0 ^  равен 
ство я, [и] —0 означает, что в пространстве Q S сущест 
вует путь тн+ «„ связывающий постоянную петлю е, 
с петлей и = яо». Поэтому для любого т£ /  путь у ,—
= s (р9, ut) пространства £  будет соединять точку р„ 
с точкой s, (ит) и отображение т>—*vx отрезка / в прост 
ранство Р (р „ £ ) будет (докажите!) непрерывным, т. е. 
будет представлять собой путь в пространстве 5*(рв, £), 
соединяющий путь s(p„, ePt)~ ePit с путем s(/?„, ы) = у. Но 
тогда точка S i ( « T) ^  у т (1 ) также будет непрерывно зави
сеть от т. Значит— поскольку эта точка принадлежит 
дискретному пространству §~0,— она будет одна и та же 
для всех т. Это означает, что s, (ыт) = s, (и„) = р0, т. е. что 
все пути ут являются петлями в точке р„. Поэтому y£Q,^\ 
т. е. [у] = е. □

[Заметим, что последнее рассуждение справедливо без 
каких-либо общетопологических ограничений на простран
ство й}.]

Последовательность
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групп и их гомоморфизмов (или, более общо, множеств 
с отмеченными точками и их отображений, переводящих 
отмеченные точки в отмеченные) называется точной 
в члене В, если 1та = Кегр. Последовательность (7) назы
вается точной, если она точна в каждом члене.

Пользуясь этим языком, мы можем теперь подытожить 
все доказанные утверждения в следующем предложении:

Предложение I. Для любого накрытия я : £ —+53 
связного и локально линейно связного хаусдорфова прост
ранства 53 имеет место точная пос.гедовательность
(8) {?} — я, (<£, ро) —  л, (53, fc0) Л  Г ,  — pt, 
где pt— множество, состоящее из одной точки.



Точность последовательности (8) в члене я, («?, р„) 
означает, что гомоморфизм я. является мономорфизмом, 
точность в члене л, (53, Ь0) означает выполнение равенства 
Кегсг = Im я „  а точность в члене аГ0— надъективность ото
бражения а.

Определение /. Последовательность (8) называется 
точной гомотопической последовательностью накрытия 
я: £  — 59.

Предложение 1 можно дополнить. Именно, легко видеть, 
что в пос.гедовательности (8) прообраз а~1(р) при ото
бражении <т произвольной точки р£аГв является левым 
смежным классом группы я, (38, Ь„) по подгруппе Ini л. 
(т. е. для элементов а, Рбл,(5?, &о) равенство ст (а) = о ({*) 
имеет место тогда и только тогда, когда ар-1 £ Im л,). 
Действительно, из единственности накрывающего пути не
медленно вытекает, что

s(A>. u)~1 = s(pl, u~l),
S(p0, UV) — S (Pot u) s (P\, v)

для любых путей и£9*(Ь9, 38) и v£9>(b1, 38), где рх —
— st (и) — s(р0,и)(\). Поэтому если дня петель и, u(|Q5? 
имеет место равенство о [и] = о [у] (т. е. равенство s, (ы)= 
= s1(v)), то

s(p0,u)s(p„,v)-l = s(p0, uv~l), 
и, следовательно,

uv~1 = (я о s)(p0, uv~l)£  л о (Qtf).
Значит, [«] [о]-1 = [ыи_1]€  1шл,.

Обратно, если [«]• [и] -1 € Im л,, то uv~l = n ow, где 
и, следовательно,

s(p0,u)s(pa, v)~l = s(p „ now) = w.
Поэтому

Si (и) = s (Ро.и) (1) = (w • s (po,u)) (1) = s (p0,v) (1) = s, (w); 
откуда о[ы] = а[у]. □

Для любого гомоморфизма групп <р: А —- В  множество 
В/Im А смежных классов группы В  по подгруппе 1тЛ 
называется коядром этого гомоморфизма и обозначается 
символом Coker ф. В этой терминологии доказанное утверж
дение означает, что для любого накрытия я: £  —► 93 связ
ного локально линейно связного и хаусдорфова простран-
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ства S3 отображение а индуцирует биективное отобра
жение
(10) Сокег л. —► (F0.

На все это можно посмотреть несколько иначе, если 
ввести отображение

о: ¥ 0 х Л! (53, Ь0) —
определенное формулой

о (р0, а) = арс (а), р0 € <Г0, а £ л, (# , Ь„),
где oPt—отображение о, отвечающее точке рв.

Из формул (9) непосредственно вытекает, что отобра
жение а является правым действием группы л 1 (53, Ь0) на 
множестве и, значит, задает некоторое представление

*4 (53, Ь0) —► Sym вГ0
группы л, (53, Ь0) в группе Sym аГ0 всех перестановок мно
жества оГ0. Это представление называется представ.гением 
монодромии (или просто монодромией) накрытия л: £  — SB, 
а его образ в Sym —группой монодромии этого накрытия.

Для любого (правого) действия X П —* еГ, некоторой 
группы П на множестве &~0 и любой точки р0 € <F0 множе
ство Г всех элементов а £ П, для которых р0а = р„, яв
ляется, очевидно, подгруппой группы П. Эта подгруппа 
называется стационарной подгруппой (или стабилизато
ром) точки р0. Отображение а к-*• р0а группы П на орбиту 
р„П точки р„ индуцирует— как легко видеть, биективное — 
отображение

П/Г — р„П
множества П/Г левых смежных классов группы П по под 
группе Г на орбиту р0П. В случае, когда действие тран- 
зитивно, т. е. все множество <Г0 является орбитой каждого 
своего элемента, это дает биективное отображение
(11) П/Г — *■,.

Для действия а отображение ai—*-р0а является, конечно, 
не чем иным, как отображением а — ар>. Поэтому утвержде
ние о надъективности отображения а означает, что дейст
вие а транзитивно, а утверждение, что Кегст= 1т л ,, 
означает, что 1т  (л.)Ро является стационарной подгруппой 
точки р0. Утверждение же о биективности отображения (10)
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я е т с я  поэтому всего лишь специализацией общего 
«твержДения 0 биективности отображения ( 1 1 ) (и потому 
в отдельном  доказательстве не нуждается).

Определение 2. Накрытие л: £  —* 93 называется одно- 
с в я з н ы м ,  если пространство £  односвязно.

Пространство 93 называется односвязно накрываемым, 
если Для него существует хотя бы одно односвязное
накрытие.

Следующее предложение является одним из основных 
орудий для вычисления фундаментальных групп конкрет
ных пространств. (Фактически мы им и пользовались 
в лекции 2 при вычислении группы яДЗ1,. р0).)

Предложение 2. Если связное и локально линейно 
связное хаусдорфово пространство 93 односвязно накры
ваемо, то для любой точки bt £93 группа я, (38, bt) нахо
дится в биективном соответствии со слоем ®Г0 над точ
кой Ьв произвольного односвязного расслоения

л: £  —*• 93.
Это соответствие зависит от выбора точки ра£еГ и 
определяется формулой

[ ы ] ( Р о , ы ) ( 1),
Доказательство .  Достаточно заметить, что если 

я,(<£, р„)=1, то Coker л, = я, (53, Ьв). □
Предложение 2 ничего не говорит об алгебраической 

структуре группы я, (58, Ь0). В этом отношении его допол
няет следующее предложение:

Предложение 3. Пусть для связного и локально линей
но связного хаусдорфова пространства 93 существует такое 
связное пространство £  и такая дискретная группа Г, 
дискретно действующая справа на пространстве £ , что:

а) пространство £  односвязно\
б) пространство орбит £/Т гомеоморфно прост

ранству 93. Тогда группа лД.58, Ь0) изоморфна группе Г.
Д о к аза тел ьс тв о .  Отождествив 93 с £/Г, рассмот

рим естественную проекцию
л: £  — 58, p —>pl\

Как мы знаем (см. пример 5 лекции 2), тройка !  = (<£, л, 33) 
является — в силу условия а односвязным— накрытием, 
слоями которого служат орбиты рГ действия группы Г
з*



на пространстве £. Поэтому согласно предложению 2 
формула

ст[ы] = 5(р0, и )(1 ),
где р0— произвольная точка орбиты bt £S), определяет 
биективное отображение

а: n ,(S , b„)->ptГ
группы л, (ЙЗ, Ь0) на орбиту р0Г = 6„. Но, так как дискрет
ное действие свободно, то любая точка р орбиты р0Г 
единственным образом представляется в виде р0у, где у £ Г. 
Поэтому, положив т (р) = у~1 (в введенных в лекции 1 
обозначениях у = т(р, р„), где т— отображение сдвига), 
мы получим биективное отображение
(12) d — то о : n i(53, Ь0) —* Г .

iMbi докажем предложение 3, показав, что отображе
ние ( 12) является гомоморфизмом групп (а значит— в силу 
биективности— и изоморфизмом), т. е. что

d([u]-[o]) = d ([u ])d ([y ])
для любых путей и, и ££253.

Пусть d[u] = v-1  и d[y] = 6-1. По определению
PoY = S(Pa, М)(1 ) И p06 =-S(p0, у )(1 ).

Пусть р0у = Pi и w = s(p„ v). Определим на пространстве £  
путь wy формулой

(w y){f) = w (t)y,
Путь wy начинается в точке w (0) у = pty = р, и накрывает 
ту же петлю v, что и путь w -~s(p„v). Следовательно, 
wy = s(pu w) и потому

s (Ро, u) wy = s (р„ и) ■ s (р„ и) = s (p., uv)
(см. вторую из формул (9)). Значит,

= s(p„ иу)(1) =
= (“Л?)(1 ) =
= ш (1) у = (Роб) У = Pt (бу)

и потому
d([u]-[o]) = (6v)-1 =  Y-I6_I = d[u]-d[t»]. □

(Ср. вычисление группы (S1, р0) в лекции 3.)
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Пусть л: & —* 33— произвольное отображение.
Определение 3. Говорят, что непрерывное отображе

ние /: X  —*• Я) поднимаемо (относительно л), если сущест
вует такое непрерывное отображение g: X  —► <t>, что 
jiog = /, т. е. если диаграмма

коммутативна. Отображение g называется поднятием (или 
лифтом) отображения /. Говорят также, что g накры
вает /.

При = /, т. е. когда /— путь в /9, поднятие g 
является не чем иным, как накрывающим путем. При 
Хс.33 поднятия вложения X  —► 33—это сечения отобра
жения л над X .

С другой стороны, в интерпретации отображения л 
как расслоения (см. лекцию 1) его поднятия — это в точ
ности морфизмы над 93 расслоения / в расслоение л.

Мы будем исследовать задачу о поднятии отображе
ния / для случая, когда отображение я: £  —-33 является 
накрытием.

Задача  1 . Докажите, что если пространство X  
связно, пространство 33 хаусдорфово, а отображение я: 
£ —* 33 яв.гяется накрытием, то  для любого отображе
ния /: %  — 33 и любых точек х„^£С и р„6 £ , связанных 
соотношением

/(*») = л (рв),
может существовать не бо\ее одного отображения g: 
5С — £ , накрывающего отображение f и такого, что 
£(хо)̂ Ро- (Теорема о единственности накры
вающего отображения. )

[Эта теорема является обобщением теоремы о единст
венности накрывающего пути (см. теорему 1 лекции 2) и 
доказывается почти дословно так же. Впрочем, если пред
полагать пространство X  линейно связным, то можно 
не повторять доказательства, а, выбрав для любой точки 
* € X  путь их, соединяющий точку х„ с точкой х, и заме
тив, что путь goux накрывает путь foux, просто сослаться 
на теорему о единственности накрывающего пути.]

Вопрос о существовании поднятия значительно сложнее 
и деликатнее.



Напомним (см. пример 7 лекции 2), что для любого 
топологического пространства SC и любой его точки х„ 
формула

р(ы) = ы(1 ), и £ Р (х 0, Я '),
определяет расслоение в смысле Гуревича

р: S3 (х0, Я ) — Я .
Эта конструкция перестановочна с непрерывными отобра
жениями (естественна в смысле теории категорий), т. е. для 
любого непрерывного отображения f: Я  —* S3 имеет место 
коммутативная диаграмма

S '(x „ Я )- ^ Я
(13) ,.| р J,

^ (л . ао —  у ,
где */„ = /(*«,)•

Так как p(eXi) = xt, где, как всегда, ех%— постоянный 
путь в точке х0, то расслоение р индуцирует отображение
(14) ро: S' (ех%, 5» (*„ Я )) -* S' (jc0, SC),
переводящее каждый путь до: 1—*5 '(х0, Я ) пространства 
S'(x0, SC) в путь роw: t>—>до(/)(1), /£/, пространства SC. 

Отображение (14) не надо путать с отображением
р: Р (е Хш, 5>(л0, Я ))- + 3 '(х „ Я ),

которое путь до: / —-S'(x0, Я ) переводит в путь до ( 1 ): 
т>—*»(1 )т , т^/, пространства Я  и, вообще говоря, 
отлично от отображения (14).

Интересно, однако, что оба отображения ро и р допу
скают одно и то  же сечение, т. е. существует такое 
отображение
(15) # :  5* (дг„ ЯГ) (ех,, 9> (* , ЯГ)),
что для любого пути и € S' (*„, SC) имеют место равенства
(16) роы# = и и р (ы#) = и, где ы* = # (и ). 
Отображение (15) задается формулой

и* (О М -«(<*). /, т€Л
где и £ S' (дг, Я:).

Лемма 1. Пусть я: <§—-S3— произвольное расслоение 
в смысле Гуревича. Тогда для любого непрерывного отобра-
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лсения /: X  —► 93 и любой точки существует
отображение Л: 9* (дг0, Я ) —*£ , замыкающее коммутатив
ную диаграмму

93 (лг0, Л ) --- * £
(17) о) f J .

X ----- 93,
т . е. такое, что

/ор = лоЛ.
Доказательство .  Выбрав точку рв£&, удовлетво

ряющую соотношению f (*„) = л (р0), мы для любого пути 
и€9>{х„, X ) положим

Л («) = S(Ло, / °ы )(1).
где s: Сосу1л —► 5s (£')— произвольное сечение отображе
ния л,: 9*(&) —<• Cocylл, i>t—>(у(0), лоо) (см. лекцию 2). 

Тогда
(яоА) (и) = я (s (pt, fou) ( 1)) -  (/о и) ( 1) ==

= /(“ (0) = (/«>р)(«). □
Из коммутативности диаграммы [(17) вытекает, что 

диаграмма

? (e Xt, ?(Хо, Х ))— ^--*9>(р„ £ )
“■[ ,. J -
Р (Х )----- гЭ'фо, 93)

также коммутативна. Поэтому в силу первого из ра
венств (16) будет коммутативна и диаграмма

?<е„. ? (х „  — - 5* (ft, £)
* !  i.  I ” '

9>(Хо, X )----- 9>(Ь%, SB),
т. е. для любой петли и £5* (х0, X ) будет иметь место 
равенство
(18) /оц = лоЛоц#, и* = #  (и).
■ В частности, равенство (18) имеет место для каждого 

накрытия л: & 93.
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Имея это в виду, рассмотрим два пути и, (* „ Я ), 
кончающиеся в одной и той же точке, т. е. такие, что

p(u) = p(u).

Тогда определен путь uv~l, являющийся петлей прост
ранства SC в точке дс*. Предположим, что в накрывающем 
пространстве £  существует такая петля w в точке р„, 
что петля

fo(uv~l) = (/ои) (fov)~l

пространства 53 гомотопна петле логе». Тогда
(19) fou ~  (now)(fov),
и, значит (см. формулу (18))

лоАоы* ~  (ло ш )(ло Л о у*),

т. е.
ло(/юы#) ~  ло(до-(Лоо#)).

Поскольку для любого накрытия л: £  —+ 53 отображение 
л,: [«]•—*[лоы]

является, как мы знаем, мономорфизмом, отсюда следует 
(рассмотрите петлю (hou*)(w (hov*))~l), что

hou* ~  w (hov*).
Но гомотопность путей, в частности, предполагает, что 
концы этих путей (так же, как, конечно, и начала) сов
падают. Поэтому

р (Л оы *) =  р (ш -(Л ои*))=  р (Л оу#);

откуда следует— в силу коммутативности диаграммы (13) 
для отображения Л,— что

/i(P(u#)) = A(P(tf#)),
т. е. (см. вторую формулу*(16)) что h(u) — h(v).

Тем самым нами доказана следующая лемма:
Лемма 2. Если в диаграмме (17) отображение л: 

£  —+ 53 является накрытием и если для путей и, v£ 
€5>(х0, Я ), удовлетворяющих соотношению

р(ы) = р(у),
существует такая петля w € Q&, что имеет место
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го м о то п и я  (19), то
Л(«) = Л(у). □

Заметим, что существование петли w заведомо обеспе
чено, если для гомоморфизмов
/.: л ,(^ , *,) — л,(.8 , bt) и л.: р,) — n ,(# , Ь„)
фундаментальных групп, индуцированными непрерывными 
отображениями f u n ,  имеет место включение
(20) Im / .скп л ,.

Пусть теперь пространство X  линейно связно. Выбрав 
для каждой точки х$_£С путь их, соединяющий точку х0 
с точкой х, мы определим отображение g: SC —► £ , положив

g (x )~ h  (их).
[Таким образом, чтобы построить отображение g, надо, 

выбрав для каждой точки x£_SC путь их, рассмотреть 
путь f°u x, построить для этого пути начинающийся 
в точке р0 накрывающий путь s(pt,foux) и взять его 
конец s (р0, f°u x) ( 1).]

Согласно только что сделанному замечанию и лемме 2, 
если имеет место включение (20), то это построение 
корректно (точка g(x) не зависит от выбора пути их).

По построению g(x0) = p „ h = gop, и значит
nogop = л oft — /о p.

В силу надъективности отображения р отсюда следует, что 
n °g  — f, т. е. диаграмма
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коммутативна.
Однако это еще не означает, что отображение g является 

поднятием отображения /, поскольку, вообще говоря, это 
отображение может и не быть непрерывным. Чтобы найти 
условия, обеспечивающие непрерывность отображения g — 
и значит тот факт, что оно является поднятием отображе- 
ния f,— мы напомним (см. лекцию 1), что непрерывное 
отображение р: 5* — 3" называется эпиоморфным, если 
множество \J<=.% открыто тогда и только тогда, когда 
открыто множество р ~1Uc:5>.
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Лемма 3. Пусть в коммутативной диаграмме

(21)

отображение h непрерывно, а отображение р эпиоморфно. 
Тогда отображение g непрерывно.

Док азательство .  Так как диаграмма (21) комму
тативна, то

p - » ( g - > (/ ) = / , - * ( /  

для любого множества U<z.£. С другой стороны, если 
множество U открыто, то в силу непрерывности отобра
жения Л множество h~lU также открыто. Таким образом, 
для любого открытого множества U c.£  множество g~lU 
обладает тем свойством, что множество p- l(g-l£/) открыто. 
Поэтому в силу эпиоморфности отображения р множество 
g~lU открыто. Следовательно, отображение g непре
рывно. □

Определение 4. Топологическое пространство X  мы 
будем называть удобным, если оно линейно связно и для 
любой точки X t£ X —очевидно, надъективное—отобра
жение

р: 5>(дс„ X ) — X , и*-*и( 1), и е ^ (х 0,Х ) ,
эпиоморфно.

В силу леммы 3 для такого пространства X  построен
ное выше отображение g непрерывно.

Тем самым нами доказана следующая теорема:
Теорема 1. Пусть я: £ —+5$—произвольное накры

тие, X — удобное топологическое пространство и
f: X-+ Sд

— непрерывное отображение. Если существуют такие 
точки л0£ X  и pt£& , что f (*,) = л(р0) и имеет место 
включение (20), то отображение f поднимаемо. При этом 
существует поднятие

g: х — е
отображения f, для которого g (дг0) = р0. Если прост
ранство хаусдорфово, то поднятие g единственно. □

Заметим, что условие (20) необходимо для существования 
поднятия g. Действительно, если f —  n o g ,  то f, = л. оg
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и потому
1т/. = л. (Im g.) с  1т л.. □

Задача 2. Покажите, что если условие (20) выпол
нено при одном выборе точек х9 и р0, то для любой точки 
Xo£ #  существует такая точка удовлетворяющая
соотношению /(*o) = n (Po), что условие (20) выполнено для 
точек х„ и pi, т. е. имеет место включение

1т (/•),;<=Im ("•),;*

(Заметим, что принять здесь за pi любую точку прост
ранства <8, удовлетворяющую соотношению f(x't) — n(pi), 
вообще говоря, нельзя.)

Следствие. Для любого накрытия л: & —  53 и любого 
односвязного удобного пространства Я  каждое непрерыв
ное отображение f: SC —*53 поднимаемо. Для любых то 
чек л:*6 Я , р„€& , удовлетворякнцих соотношению /(*„) = 
= л (р0), существует поднятие g: SC —-«? отображения f, 
для которого g (дг0) = р0. Если пространство id хаусдор- 
фово, то  это поднятие единственно.

Доказательство .  Достаточно заметить, что при 
л, (SC, дг0) = 1 условие (20) автоматически выполнено. □

Это следствие (а иногда и сама теорема 1) называется 
принципом (или теоремой) о монодромии. 
На нем основывается бессчетное число разнообразных тео
рем существования в геометрии и анализе. Как мы увидим 
в следующей лекции, оно играет существенную роль и 
в собственно теории накрытий.

Для пространств Я , не являющихся удобными, теорема
о монодромии, вообще говоря, не верна.

Пример 1. Пусть 53— подмножество плоскости R\ 
состоящее из окружности хг + у3 = 1 , полуокружности 
(дс— 2)*-f у*=  1 , 0, и отрезков, соединяющих точку 
(1, 0) со всеми точками вида (3, 1 In), /1 = 1 , 2, . . .  Пусть, 
далее, £  — результат объединения множества 53 с мно
жеством, ему центрально симметричным, а X — множество, 
получающееся из множества £  заменой полуокружности 
(дс— 2)*-f#*=l, у^ .0 , и полуокружности, ей симметрич
ной, на полуокружность (дс— 1)*4-у*—4, ^ ^ 0, и симмет
ричную полуокружность. Пусть, наконец, л: £  — 53 и f: 
Я  —.53—отображения, при которых окружность jt* + у*=  1 
дважды наматывается на себя (при неподвижной точке 
Ре = ( 1 , 0)), отрезки отображаются на соответствующие 
отрезки изометрично, а полуокружности из и Я  гомео-
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морфно отображаются на полуокружность из ЗЭ. Легко 
видеть (докажите!), что оба эти отображения являются 
накрытиями. Отображение же g: (единственное!),
удовлетворяющее соотношению nog — f и оставляющее на 
месте точку ( 1 , 0), тождественно на окружности хг + у* = 1

и всех отрезках, но нижнюю правую полуокружность из St 
оно отображает в верхнюю левую полуокружность из £  
(а верхнюю левую— в нижнюю правую). В частности, точку 
(3, 0) из X  оно отображает в точку (—3, 0) на &. Поскольку 
концы правых отрезков сходятся в ЗС и в «Р к одной 
и той же точке (3, 0), это означает, что в точке (3, 0) 
отображение g терпит разрыв. Следовательно, для отобра
жения f непрерывного поднятия g, переводящего точку 
(1, 0) в себя, не существует. Вместе с тем условие (20) 
здесь, как легко видеть, выполнено (докажите!).

Этот пример принадлежит Зиману.
З а д а ч а  3. Покажите, что для всех трех пространств X .  £  и 

5 ) из примера 1 вложение окружности индуцирует изоморфизм фун
даментальных групп. Таким образом, фундаментальная группа каж
дого из этих пространств является бесконечной циклической группой 
с образующей 1, являющейся гомотопическим классом петли, одно
кратно обегающей окружность. Покажите, что оба гомоморфизма 
фундаментальных гру:ш л, (X ,  Ро) —  л, ('Я , р0) и я а (& , р0) —  
— Ро)- индуцированные накрытиями / и л , действуют по фор
муле I"  I—*■ I*".

Обратим внимание, что в примере Зимана прост
ранство ЭС локально линейно несвязно. (У  точек (3, 0) и 
(—3, 0) все достаточно малые окрестности линейно не
связны.) Это не является случайностью.

Предложение 4. Любое связное и локально линейно 
связное пространство £С удобно.

л



У Д О Б Н Ы Е  ПРО СТРАНСТВА 77

Доказательство .  Как мы знаем (лекция III.  11), 
пространство 3? линейно связно. Поэтому надо лишь дока 
зать, что для любой точки отображение р:
5 4 *0. &)--*•% эпиоморфно. Мы докажем даже большее, 
а именно (см. задачу 1 лекции 1 ), что отображение р 
открыто.

Пусть и,— путь в £С, начинающийся в точке хл. Для 
произвольной окрестности W пути и, в пространстве 
5*(*„ •**) нам наД° Доказать, что точка р(м0) = ы0( 1) 
является внутренней точкой образа рW окрестности U" 
при отображении р. При этом ясно, что это достаточно 
сделать лишь для окрестностей вида

где /Си .. . .  /С„—компактные (—замкнутые) подмножества 
отрезка /, a Ut, . . . .  U „ —открытые множества прост
ранства ЭС. (Напомним, что символом </С, U> мы обозна
чаем множество всех путей и: / —* £С, для которых

Без ограничения общности мы можем считать, что мно
жества /С,, . . . ,  К п занумерованы так, что для некото
рого т , О ^ т г ^ л ,  имеют место соотношения

(Равенство т  = 0 означает, что 1<£Л', для всех », а ра
венство т= п — что 1 € /С,- для всех i.) Тогда ы0( 1) £ Ux Г) .. .
•. • П Um, и значит, существует линейно связная окрест
ность V точки р (ы,) = и0 (1), содержащаяся в Ut fl . . .  Л Ь т . 
(При т  = 0 за окрестность V принимается произвольная 
линейно связная окрестность точки р(и„).) Выберем число /„
О < /0 < 1 , так, чтобы отрезок [/„, 1 ] не пересекался с мно
жествами /Ся+1, . . . ,  К п и чтобы для любого t, 1 , 
имело место включение u, (t) £ V. Ясно, что это всегда 
можно сделать.

Выбрав теперь для любой точки x£v путь vx в и, 
соединяющий точку ut (l) с точкой х, рассмотрим путь 
ы*€5*(х0, ЗГ), определенный формулой

W = ?  (*., ЗГ) л </С„ f/,> Л .. .  Л </(„, и п>,

u (K )^ U .)

1 6 /С

и(0 . если 0 

если

Легко видеть, что ux£W , т. е. ых (/)£ (/, когда С,-, 
*=* 1, . . . .  п. (Если /= 1 , . . . , т  и t£  л,-, то ux(t) =
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= u (t)£ U , при и ux(t)=-vKj :̂ ) 0 '^ U ,
при Значит, в обоих случаях ux(t)^ U i. Если же
i = т  + 1, . . . ,  п и / £ /С,, то непременно 0 <  t t0 и потому 
ux(t) = u (t)€ U ,:) Поскольку, очевидно, р(их) = л\ этим 
доказано, что VcpW , и значит, точка р(ы„) является 
внутренней точкой множества pW. □

Таким образом, принцип монодромии применим к лю
бым связным и локально линейно связным пространствам X .

Следствие. Для каждого связного, локально линейно 
связного и односвязного подпространства J c S  и любых 
точек Ь0£ Х , р0 ££ , удовлетворяющих соотношению 
л (р0) = х0, произвольное накрытие л: *53 обладает 
сечением s: X  —*£ , для которого s(ba) — р0. Если прост
ранство 53 хаусдорфово, то  сечение s единственно.



Л е к ц и я  5

Полулокально односвязные пространства. — Существова
ние односвязных накрытий.— Условие изоморфности двух 
накрытий.— Универсальные накрытня.— Вспомогательная 
лемма.— Теорема классификации накрытий,—Группа 
автоморфизмов накрытия.— Регулярные накрытня.— Вве
дение гладкости.

Вычисление фундаментальной группы данного прост
ранства 58 с помощью предложений 2 и 3 лекции 4 пред
полагает умение строить односвязные накрытия этого 
пространства. На практике такого рода накрытия обычно 
строятся на основе конкретных свойств пространства 58, 
но для теоретической оценки силы этого метода нужно 
иметь достаточно общий способ их конструирования, хотя 
бы на практике и не применимый.

В первую очередь мы укажем простое условие на 
пространство 53, необходимое для того, чтобы оно было 
односвязно накрываемым.

Определение I. Топологическое пространство 53 на
зывается локально односвязным, если каждая его точка Ь„ 
обладает фундаментальной системой окрестностей, состоя
щей из односвязных окрестностей (т. е. таких линейно 
связных окрестностей U, что я,(£/, b„)=  1). Пространство 58 
называется полулокально односвязным (или микроодносвяз- 
ным), если оно может быть покрыто открытыми множест
вами U, обладающими тем свойством, что для любой 
точки b £ i! каждая петля ы£й((/, Ь) гомотопна в 53 
постоянной петле еь (т. е. такими, что для любой точки 
b£U  образ группы Лх(U ,b ) в группе л ,(58, Ь) при гомо
морфизме, индуцированном вложением U —- 58, тривиален; 
для сокращения речи мы будем называть такие мно
жества U односвязными в 53).

Ясно, что любое подмножество односвязного в 53 мно
жества U односвязно в 58. Поэтому в полулокально 
односвязном пространстве 58 каждая точка обладает фунда
ментальной системой окрестностей, состоящей из одно
связных в 53 окрестностей, а если пространство 58 еще 
и локально линейно связано, то эти окрестности можно 
считать линейно связными.

Конечно, каждое локально односвязное пространство 
полулокально односвязно. Кроме того, так как шар В", 
как мы знаем, односвязен (см. пример 7 лекции 2), то



любое многообразие локально (и, значит, полулокально) 
односвязно.

Предложение 1. Любое связное, локально линейно 
связное и односвязно накрываемое пространство 3) полу
локально односвязно.

До казательство .  Пусть л: £  — 53—односвязное 
накрытие пространства 58 и пусть U — произвольное ровно 
накрываемое открытое подмножество пространства S3. 
Предложение 1 будет, очевидно, доказано, если мы пока
жем, что для любой точки be£U  каждая петля u£Q (U , b) 
гомотопна в 33 постоянной петле еь%.

С этой целью, произвольно выбрав точку р0€ я -1 (Ь<,), 
рассмотрим окрестность V точки р0, ровно накрывающую 
окрестность U. Так как отображение л |»: V —* U  является, 
по определению, гомеоморфизмом, то в V определена петля

•> = H v )_ 1 °u ,
а так как пространство £  по условию односвязно, то эта 
петля гомотопна в £  постоянной петле ePt. Поэтому петля 
ы = л о v также гомотопна (в 53) постоянной петле. □

Пример 1 . Пространство 53, являющееся прямым 
произведением счетного семейства окружностей S1, оче
видным образом, не полулокально односвязно. Поэтому 
для него не существует односвязного накрытия.

Оказывается, что для хаусдорфовых пространств 53 это 
необходимое условие также и достаточно.

Теорема 1. Любое связное, локально линейно связное 
и полулокально односвязное хаусдорфова пространство 53 
односвязно накрываемо.

Чтобы догадаться, как можно доказать эту теорему, 
мы предположим сначала, что односвязное накрытие 
я: £  —► 53 существует. Тогда, выбрав точку bt £ 53 и при
менив лемму 1 лекции 4 к накрытию л: £ —*53 и тож
дественному отображению / = id: 58 — 5д, получим отобра
жение g: 9* (b0, 58) —* £, являющееся поднятием отображе
ния р: S' (b0, S3) —► 53, т. е. такое, что диаграмма
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коммутативна.



З а д а ч а  1. Докажите, что отображение g надъективно и обла
д а е т  тем свойством, что для путей и, (Ь0 , S3) тогда и только 
тогда имеет место равенство g (и) =  g (о), когда и (1) =  и(1) и петля 
ни-1 пространства S3 гомотопна постоянной петле. [ У к а з а н и е .  
По определению g (u )= s(p „, u) (1).]

Утверждение задачи 1 означает, что пространство £  
является—с точностью до топологии—факторпростран- 
ством пространства S* (Ь0, S3) по отношению эквивалент
ности = , в котором ы =  v тогда и только тогда, когда 
и ( 1 ) = у(1) и uv~l ~ e to. Это подсказывает, что прост
ранство £  можно пытаться определить как фактормно
жество пространства S' (b0, ЙЗ) по отношению = , наделенное 
подходящей топологией. Так мы и поступим.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. Пусть £ — мно
жество классов <ы> путей и€3*(Ь„, S3) по отношению 
эквивалентности =  и пусть л: £ —► S3—отображение, 
определенное—очевидно, корректно—формулой

я<ы> = « ( 1).
Для каждого открытого множества U с  S3 и каждого 

пути и: /—*33, соединяющего точку ЬЙ с некоторой точкой 
из U, мы обозначим через <ы, Uy множество всех точек 
из £  вида <Ц0>, где v— произвольный путь в U с началом 
в точке ы (1 ).

Таким образом, <и'>€<ы, Uy тогда и только тогда, 
когда ы '(1)€(/ и и' ~  uv, где v— некоторый путь в U, 
соединяющий точку ы(1) с точкой м'(1). Но тогда, если 
w— произвольный путь в У  с началом в точке ы '(1 ), то

u'w ~  (uv) W ~  и (vw)
л, значит, <ы'ш> 6 <и, Uy. Это показывает, что <ы', Uy с  
с  <ы, Uy и, следовательно, по симметрии

<и\ Uy = <u, иу.
(Напомним, что здесь и'— произвольный путь из 5* (Ь0, S3), 
для которого <u'>6  <ы, Uy.)

Поскольку для любого открытого множества U ', содер
жащего точку ы (1 ), имеет место очевидное включение 
<и, U 'y с  <ы, Uy, отсюда следует, что для любых двух 
пересекающихся множеств <и„ Uxy и <ы„ Uty вида <ы, Uy 
и любой точки <u„>6 <u,, i/,>n<Uj, U ,> имеет место вклю
чение
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<ut, Ux П Uty с  <ы„ U,y П <u„ Uty.



Поэтому все множества вида <ы, U> можно принять за 
базу некоторой топологии на £. Снабдив £  этой тополо
гией, мы тем самым превратим £  в топологическое про
странство.

Если множество U линейно связно, то, конечно, 
я <и, U> = U.

Поскольку по условию пространство 53 локально линейно 
связно, это доказывает, что отображение я непрерывно 
и открыто (заметим, что если л <и> 6 то <ы> £ <и, U>).

Более того, если <ы,>,<«,> 6 <“ . U> и я<ы1> = я<ы,>, 
то определена петля ы,нг\ причем если иi ~  ыу, и u, ~  uvt, 
где и„ — пути в U, то

UyUt1 ~  и (»1У* *) ы"\
где WjUj-1 — петля в U. Поэтому если V  односвязно в 93 
и, значит, IW 1 ~  ев)1) в 93, то и,ыг* ~  ebt, т. е. <ы,> = <ы,>. 
Это означает, что л биективно— и, значит, гомеоморфно, 
отображает <ы, {/> на i/.

Полный прообраз л~XU окрестности U при отображе
нии л состоит, очевидно, из всех множеств вида <«, U>. 
При этом, если два таких множества <ы„ £/> и <ы„ U> 
пересекаются и <«0>€<“ j. У>Г\<и„ U>, то по доказан
ному выше

<ы„ U> = <ы„ {/> = <ы„ t/>.
Таким образом, для любого линейно связного и одно
связного в 93 открытого множества U множество л-Ч/ 
является дизъюнктным объединением открытых множеств 
вида <ы, U>, каждое из которых гомеоморфно отображается 
на U. По определению это означает, что множество U 
ровно накрывается отображением я.

Поскольку такого рода множества U покрывают ло
кально линейно связное и полулокально односвязное про
странство 93, это доказывает, что отображение я  является 
накрытием.

Чтобы завершить доказательство теоремы 1, нам осталось 
доказать, что пространство 93 односвязно. Для этого нам 
понадобится явное выражение для связности s в накрытии 
л: £  —*93 (в силу хаусдорфовости пространства 93—един
ственной).

Напомним (см. лекцию 3), что любой путь 3*(Ьа, 33) 
определяет по формуле

и* (t )(i) = u (h ), те/,
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некоторый путь и* в 5>(Ь„, S3). Поэтому для любого / £/ 
в пространстве определена точка <ы# (/)>.

Пусть /„£/ и пусть U —такое открытое множество 
в 53, что u(tt)£ U , т. е. такое, что и* (tt)(\ )£ ll. Тогда 
в £  определено открытое множество <«*(/„), U>. Так как 
путь и является непрерывным отображением, то сущест
вует такое 6>0, что u (t)£ U  при \ t— /0| < 6. В част
ности, это означает, что при t0^ .t < /„ + 6 ограничение 
и lif.. t) ПУ™ и на отрезке [/„, /] является путем (обобщен
ным) в U. Поскольку путь и* (/) составлен, очевидно, из 
перепараметризированных путей и* (/„) и и |I/ei /Jf отсюда 
следует, что

<и* (/)> € <и* (/„), U>, / .< /< /.+  б.
З а д а ч а  2. Докажите, что это включение остается в силе и при 

/0—6 < t< t0.
Это доказывает, что отоСралсение /*—*■<«*(/)> непре

рывно, т. е. является путем в 4>.
Этот путь начинается в точке р0 — <еЬо> и проекти

руется в путь

<-*и»(0 0 ) - « ( 0 .
т. е. в путь и. Следовательно— в силу единственности 
накрывающего пути—он является накрывающим путем 
s(p0, и), в который связность s: Cocyl л —-5*(&) накрытня 
л: £  —+ S3 переводит пару (р0, л). Таким образом, мы 
доказали, что связность s накрытия л : £  S3 опреде
ляется формулой

( 1 ) s(p„, u )(t) = <и* (ф , t£/.

Пусть теперь i£>€Q(tf, р0)— произвольная петля про
странства £  в точке р„. Рассмотрим петлю u — now  про
странства Я . Так как ы*(1) = ы, то согласно формуле (1) 
накрывающий путь s(p0, и) соединяет точку р0 с точкой <ы>. 
С другой стороны, в силу единственности накрывающего 
пути должно иметь место равенство s (р0, и) — да. Следо
вательно, <и> = да(1 ) = р0 и, значит, петля и гомотопна 
в й? постоянному пути ebt.

Этим доказано, что л, [да] = е в группе л, (58, Ь„) и по
тому— поскольку гомоморфизм л, является (см. лекцию 3) 
мономорфизмом, — что [да] = е в группе л, {&, р„). Следо
вательно, л,(<£, р0)= 1 . □
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Теперь мы уже можем более или менее вплотную при
ступить к задаче описания всех накрытий данного связного 
пространства 33.

Пусть пока пространство 33 лишь локально линейно 
связно и хаусдорфово и пусть £— (&, я, 33)— произвольное 
накрытие пространства 53. Как мы знаем (см. лекцию 4), 
для любой точки отображение я индуцирует моно
морфизм

( л . ) , . :  л 1 ( £ , р 0) - + я 1 ( 3 ,  Ь 0)

группы л,(<£, р о )  в группу я, (38, Ь „ ) ,  где 6, = л(рв).
Определение 2. Образ Im (л,)Яо мономорфизма (л,),, 

мы будем называть группой накрытия £ в точке р0 и будем 
обозначать его символом GR^,(I).

Подчеркнем, что группа накрытия по определению явля
ется подгруппой группы я, (33,6,). Как абстрактная группа 
эта группа изоморфна группе я ,^ ,  рв).

Накрытие £ тогда и только тогда односвязно, когда 
GR/,.(£) = {e}, где е, как всегда, единица группы лДЗЗ, Ь0).

Далее, мы знаем (см. лекцию 4), что для любого пути v 
пространства £, соединяющего точку р0 с некоторой точ
кой plt проектирующейся в ту же точку Ь0£39 (т. е. ле
жащую в слое ¥ bt = n~1(b0) накрытия I  над точкой Ьа), 
имеет место коммутативная диаграмма

Ф
л »  ( £ .  P i )  Л ,  ( & ,  Р о )

(Я*)р‘I ф | (Я,)Р*
Л, (38, bt) — я, (38, Ь$),

горизонтальные стрелки которой представляют собой изо
морфизмы. Следовательно, нижний изоморфизм ф„ этой 
диаграммы— являющийся, заметим, внутренним автомор
физмом группы л, (38, &,)— переводит подгруппу GR,, (£) = 
= 1ш (л.)Р| в подгруппу G R ,,(l)-  1ш (л ,)..

[Заметим, что, так как пространство «5*. будучи одно
временно с пространством 38 локально линейно связным, 
линейно связно, то хотя бы один путь v существует для 
любой точки р, слоя <Г6,.]

В теории групп две подгруппы Г0 и Г, группы G на
зываются сопряженными, если существует внутренний 
автоморфизм группы G, отображающий подгруппу Г0 на 
подгруппу 1\.
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В этой терминологии доказанное утверждение означает, 
ч т о  группы накрытия £ в различных точках слоя <Ft< 
сопряжены.

При этом легко видеть, что если подгруппа Г группы 
я, (53, Ь0) сопряжена с подгруппой G R ^ s), то  существует 
такая точка р, что
(2) O R ,. (8 - Г
Действительно, если это сопряжение осуществляется 
внутренним автоморфизмом, индуцированным элементом 
[и] 6 Я1 (® . Ь0), то равенство (2) будет, очевидно, иметь 
место для конца рг = » ( 1) пути v = s(p0, и), начинающегося 
в точке р„ и накрывающего путь и. □

Таким образом, мы видим, что все группы GR „,(£), 
Рв 6 составляют класс сопряженных подгрупп группы 
яЛ 'Э, \ ).

Мы будем обозначать этот класс символом GR (£). 
Класс GR (|) вполне может состоять из одной группы. 

Так будет тогда и только тогда, когда подгруппа GR^ (5) 
инвариантна  (является нормальным делителем). В этом 
случае мы будем отождествлять GR (5) с GRPo(£). В част
ности, равенство GR (£)=•• {г} будет означать, что 
GR ,(£) = {е}. т-е- что накрытие 5 односвязно.

\ Пусть Д„ и Л,—два класса сопряженных подгрупп 
некоторой группы G. Говорят, что класс Л„ подчинен 
классу Л, и пишут Д„ <  Д„ если для некоторой (а значит, 
и для любой) подгруппы Г0 класса А0 существует такая 
подгруппа Г, класса А „ что Г0 с  Г,.

Теперь мы можем сформулировать и доказать необхо
димое и достаточное условие существования для двух 
данных накрытий 5 и V пространства S  хотя бы одного 
морфизма 5 — V над 53.

Предложение 2. Для накрытий £ = (<£, л, .S) и ?' = 
= (<£', л', 58) связного и локально линейно связного про- 
4Щранства 53 тогда и только тогда существует хотя бы 
один морфизм

Я
когда G R (5 )< G R (n .

До ка зательство .  Если морфизм <р существует, то 
Для любой точки имеет место коммутативная
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диаграмма гомоморфизмов групп

— -— -

й,(Л,й0)
где ро = у(Ро), т. е. выполнено равенство (л ') « о ф, = (л,)„. 
Поэтому

1т (л ,)п -=1ш ((л;)р. о<р.) =

= Ю р; ( 1тф .) <=
<=■ Ю р; pi)) = I in (л;)р.,

т. е. GR,.(£) с  GRp. (£).
Обратно, пусть существуют такие точки р0 £ ¥ bt и 

Ро€8”ь,' что
(3) G R ^ c G R ,;*!').

Так как каждый морфизм ф: £ — £' является не чем иным, 
как поднятием отображения л по отношению к отображе
нию л', а необходимое и достаточное условие существова
ния поднятия из теоремы 1 лекции 3 состоит в этом 
случае как раз во включении (3), то согласно этой теореме 
существует—единственный, если пространство 33 хаусдор- 
фово— морфизм ф: £—►£', для которого <р(р0) = р'в. (Про
странство £  удобно в силу предложения 3 лекции 4 и 
предположенной локальной линейной связности прост
ранства 33.) □

Определение 3. Мы будем говорить, что накрытие £' 
подчинено накрытию I, и будем писать если
существует хотя бы один морфизм 6—*

В этой терминологии предложение 2 утверждает, что 
тогда и только тогда, когда G R (1 X G R (£ '). 

(Обратите внимание на то, что знаки неравенств здесь 
обращаются.)

Заметим, что фактически нами доказано следующее 
более точное предложение:

Предложение 2 '. Пусть £=(tf, л, 33) и I ’ — 
= (<£', л', SB)—накрытия связного и локально линейно 
связного пространства 33 и пусть р0£ £  и р'а £ £ '— та 



кие точки, что л (р0) = л ' (р'0). Морфизм
ф: 5 - 6 ',

для которого ф(р0) = Ро, существует тогда и только 
тогда, когда

G R * (6 )cG R „; (5').

Если пространство 33 хаусдорфово, то  морфизм ф 
единственен. □

Следствие 1. Два накрытия I  и I ' над связным и 
локально линейно связным хаусдорфовым пространством 53 
тогда и только изоморфны, когда
(4) GR(£) = GR(£').

До казательство .  Равенство (4) означает, что для 
любой точки р06 ^\ проектирующейся в точку bt £53, 
существует такая точка р ^ ё ', также проектирующаяся 
в точку bt, что
(5) GRp, (£) = G Rp̂ (£').

Но если равенство (5) выполнено, то в силу предложе
ния 2 ' существуют такие морфизмы

ф: £ —  £ ' и ф:

что ф (р0) = р; и ф (р'о) = я,- Морфизм ф оф : £ — £, подобна 
тождественному морфизму id : £ —► £, оставляет точку р, 
на месте. Поэтому в силу единственности ф оф  =  id . Ана
логично доказывается, что ф оф  = id . Следовательно, мор
физмы ф и ф являются взаимно обратными изоморфизмами, 
и накрытия £ и £' изоморфны.

Обратно, пусть накрытия £ и £' изоморфны и пусть 
ф: £—►£'— произвольный изоморфизм. Тогда согласно 
предложению 2' для любой точки pe€<F*, будет иметь 
место включение

GRp.(£)<=GRpi(£'), где р; = Ф(р0).

С другой стороны, так как имеется обратный изоморфизм 
Ф~1: £ '—*■£ и так как ф- ,(Ро) = Р«» то согласно тому 
Же предложению 2 ' имеет место и обратное включение

GRp;(£')cGRp.(£).
Поэтому для изоморфных накрытий £ и £' равенство (5) 
выполнено. □
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Фактически нами также доказано более точное утверж
дение:

Следствие Г . Изоморфизм <р: д.гя которого
Ф (Ро) = Р»> существует тогда и только тогда, когда 
в группе я, (53, Ьв) имеет место равенство (5). □

Накрытия из примера Зимана (см. пример 1 и задачу 1 
лекции 3) показывают, что для локально линейно несвяз
ных пространств это следствие неверно.

Следствие 2. Накрытие 5= (<8, я, 5В) тогда и только 
тогда тривисыьно (изоморфно накрытию (58, id, 58)), 
когда

GR (?) = л, (Я , Ьв). □
Класс А сопряженных подгрупп группы л,(.Э, Ь9) мы 

будем называть реализуемым, если существует такое на
крытие Ъ — (£ , л, 58), что A = GR(£). Согласно следствию 1 
классы изоморфных накрытий связного лока.и>но линейно 
связного и хаусдорфово пространства 58 находятся в би
ективном соответствии с реализуемыми классами сопря
женных подгрупп группы л, (58, Ь0).

Тем самым, для полного описания всех накрытий 
пространства надо лишь охарактеризовать реализуемые 
классы.

Определение 4. Накрытие £, связного и локально 
линейно связного пространства 58 называется универсаль
ным, если для любого накрытия I  пространства 58. 
Пространство 58 называется универсально накрываемым, 
если для него существует хотя бы одно универсальное 
накрытие.

Согласно предложению 2 накрытие I, тогда и только 
тогда универсально, когда
(6) G R (!,)< G R (£ )
для любого накрытия I  пространства 58. Поэтому для 
любых двух универсальных накрытий S, и £* имеет место 
равенство

GR (I*) = GR (£i),
и значит эти накрытия изоморфны. Таким образом, 
с точностью до изоморфизма универсальное накрытие 
пространства 58 единственно.

Кроме того, мы видим, что класс GR (£<,) не зависит 
от выбора универсального накрытия |0 и однозначно
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определяется пространством S3. Мы будем обозначать его 
символом GR (53).

З а д а ч а  3. Докажите, что класс GR (S )  состоит из одной 
подгруппы (автоматически инвариантной).

По определению условие
(7) GR (3 )< Д
необходимо для реализуемости класса А сопряженных 
подгрупп группы л,(й?, bt).

Условие (6) универсальности накрытия s0 заведомо 
выполнено, когда GR(E,) = {e}, т. е. когда накрытие 
односвязно. Следовательно, любое односвязное накрытие 
универсально, и значит односвязно накрываемые (т. е. — 
в предположении хаусдорфовости — иолулокально односвяз
ные) пространства универсально накрываемы. Односвязно 
накрываемые пространства id характеризуются при этом 
равенством GR (S )  = {e} (и, значит, для них необходимое 
условие (7) реализуемости класса сопряженных подгрупп 
всегда выполнено).

Замечание  1. Существуют связные и локально ли- 
нейно связные — но заведомо не полулокально односвяз- 

| ные — хаусдорфовы пространства, для которых либо не 
>существует универсального накрытия, либо такое накрытие 
существует, но не является односвязным.

П р и м е р  2 и з а д а ч а  4. Докажите, что для произведения К счетного числа окружностей не существует универсального накрытия. 
П р и м е р  3 и з а д а ч а  5. Пусть .73— подпространство плоско

сти, являющееся объединением счетного семейства окружностей вида

(8) где п=  1.2.

Докажите, что для 93 не существует универсального накрытия.
П р и м е р  4 и з а д а ч а  6. Пусть #  — конус над пространством 

из задачи 5, т. е. подмножество пространства R*. состоящее из всех 
'.Прямолинейных отрезков, соединяющих точку (0, 0, 1) со всеми точ
ками окружностей (8), и пусть образ конуса 'в при центральной 

[симметрии х ■—*■ — х  пространства R*. Подпространство 3 3= €\J'& ' 
£.Пространства R®, очевидно, связно и локально линейно связно. До
кажите, что

а. Пространст'ю .Я не односвязно. ( У к а з а н и е .  Рассмотрите 
Лиетлю, поочередно обегающую уменьшающиеся окружности в подпро- 
■Юрансттпх ‘в  и # '.|
V  б. Любое накрытие я: $  —► 53 пространства 53 тривиально 
Ивространство 53 ненакрываемо в смысле лекции 3). (У к а з а н и е. 
Нюдпространства #  и пространства 53 стягиваемы, откуда следует, 

что накрытие я  обладает над каждым из них сечением (поднятием
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тождественного отображения), переводящим точку 0 в произвольную 
точку соответствующего слоя.]

В силу свойства б тривиальное накрытие id: 33— *33 универ
сально, а в силу свойства а это накрытие неодносвязно. Таким обра
зом, пространство 53 доставляет нам пример связного, линейно связ
ного и хаусдорфова пространства, обладающего универсальным, но 
не односвязным накрытием.

З а д а ч а  7. Для каждого открытого покрытия U пространства зЗ 
обозначим через [И] подгруппу группы Л| (jtf, Ь), порожденную го
мотопическими классами путей вида uvu~l , где и — произвольный 
путь пространства 53, начинающийся в точке Ьв, a v— произвольная 
петля в точке м (1), для которой существует такой элемент U накры
тия 11, что v (t)£ U  для всех 1£/. Эта подгруппа, очевидно, инва
риантна.

Докажите, что
а. Связное, локально линейно связное и хаусдорфово пространство 53 

тогда и только тогда уншерсально накрываемо, когда существует 
таксе открытое покрытие U( пространства -j 3, что для любого по
крытия U имеет уесто включение

б. В »том случае GR (53)- [По]-
[ У к а з а н и е .  Докажите, что для любого покрытия И сущест

вует такое накрытие £ пространства 53, что GR (6) = [11]. Это— обоб
щение теоремы 1.]

Мы решим задачу о характеризации реализуемых клас
сов сопряженных подгрупп лишь для простейшего— но 
практически единственно важного! — класса односвязно 
накрываемых (=полулокально односвязных) пространств 5д. 
Для этого нам понадобится следующая простая лемма: 

Лемма 1. Пусть в коммутативной диаграмме

пространство S3 связно'и локально линейно связно, а ото- 
браокения я : £  —* S3 и <р: £  —► £ ' являются накрытиями. 
Тогда отображение я ': £ '—* 53 также будет накрытием.

Доказательство .  Если открытое множество (/ с 5J 
линейно связно, то утверждение, что оно ровно накрыто 
отображением л: 4> —* 5д, в точности означает, что все 
компоненты линейной связности множества я “ Ч/ открыты 
и каждая из них гомеоморфно проектируется на U. При 
этом, если пространство 53, а значит и пространство £, 
локально линейно связно, то требование об открытости 
компонент линейной связности множества л-1(/ автома

[U .]c [ll).

<5
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тически выполнено, так как в локально линейно связном 
пространстве каждая компонента линейной связности про
извольного открытого множества является открытым мно
жеством (см. лекцию II 1.1 1 ).

Назовем открытое множество Ucz53 отмеченным, если 
оно линейно связно и каждая компонента линейной связ
ности V множества (n ')~ lU ровно накрыта отображением 
ф: «£ —» <£'. (Заметим, что пространство, будучи локально 
гомеоморфным пространству <£, а значит и пространству 5J, 
локально линейно связно. Следовательно, компонента V 
открыта в <8'.)

Ясно, что отмеченные множества покрывают простран
ство 53 (они даже составляют базу этого пространства). 
Поэтому для доказательства леммы 1 достаточно показать, 
что каждое отмеченное множество U ровно накрыто ото
бражением я ', т. е. — в силу только что сделанных заме
чаний—что на каждой компоненте линейной связности V 
множества (n')~l U отображение л' является гомеоморфиз
мом на U.

Но это теперь почти очевидно. Действительно, пусть W — 
произвольная компонента линейной связности множе
ства ф'ЧЛ Так как по условию отображение ф ровно на
крывает открытое множество У, то отображение ф | «г: W7 —<► V 
является гомеоморфизмом. С другой стороны, так как, 
очевидно, ф-‘К с л _Ч/, то компонента W содержится 
в одной из компонент линейной связности W  множества 
я ~XU. Множество фW  содержится в множестве (n')~l U , 
линейно связно и содержит множество фW = V. Поэтому 
ф№' = у. Поскольку отображения я|»" — я'|уоф|»" и ф|^ 
являются гомеоморфизмами, это возможно только при 
W = W . Значит, в коммутативной диаграмме

и
отображения л|г и ф^ являются гомеоморфизмами. По
этому отображение л '|и также будет гомеоморфизмом. П

З а д а ч а  8. Докажите, что если в коммутативной диаграмме (9) 
отображения п: $ — +53 и я ': — +53 являются накрытиями, 
а связное пространство 53 локально линейно связно и хаусдорфово, 
то отображение <р: $ — ► также будет накрытием. (Морфизм на
крытий является накрытием.) ( П р е д у п р е ж д е н и е .  Не забудьте 
доказать надъективность отображения <р.)



92 Т ЕО РЕМ А  КЛА С С И Ф И КАЦ И И  Н А К Р Ы Т И П

Замечание  2. Утверждение, что если отображе
ния л ' и ф являются накрытиями, то отображение л 
также будет накрытием, вообще говоря, неверно, т. е. 
композиция двух накрытий может и не быть накрытием.

З а д а ч а  9. Покажите, что композиция я'о«р: .Я  накры
тий <р: £ — ► £■' и я ': — *53 будет накрытием, если либо накры
тие я ': — * 93 конечнолистно, либо пространство .Я — предпола
гаемое, как всегда, связным и локально линейно связным — локально 
односвязно. [ У к а з а н и е .  Докажите, что любсеоднссвязнсе открытое 
множество UC.93 ровно накрыто в каждом накрытии я: £ — ► 93-]

Изоморфизмы а: £ —► £ накрытия £ = (&, я, Я}) на себя 
называются, естественно, его автоморфизмами (другие 
названия — преобразования накрытия и скольжения). Они 
составляют группу, обозначаемую символом Aut

По определению группа Aut I  действует слева на про
странстве £. Легко видеть, что это действие дискретно, 
т. е. (см. пример 5 лекции 2) для любой точки р£&  
существует такая ее окрестность V, что aV n V =■■0 для 
любого нетождественного автоморфизма а £ Aut?. (Дейст
вительно, за V можно, очевидно, принять любую окрест
ность точки р, ровно накрывающую открытое множество 
U= л (V).) Поэтому дискретно действие и любой под
группы Г группы Autt. При этом пространство орбит 
£ г = ̂ /Г включается в коммутативную диаграмму вида

отображение ф которой является, как мы знаем, накры
тием. Поэтому в силу леммы 1 накрытием будет и инду
цированное отображение

яг: ^ г —' Гр я (р).
Если теперь пространство £  односвязно (т. е. однс- 

связно накрытие \), то согласно предложению 3 лекции 3 
фундаментальная группа пространства &т будет изоморфна 
(или, точнее,— из-за того, что группа Г действует те
перь слева— антиизоморфна) группе Г. Таким образом, 
если накрытие £ односвязно, то  для любой подгруппы Г 
группы Aut? группа накрытия ?г = (^г. лг, SB) анти
изоморфна группе Г.

С другой стороны, для односвязного накрытия £ группа 
Aut | транзитивно действует на каждом слое SFb, b£3B
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этого накрытия, потому что для односвязного простран
ства £  условие (5) существования изоморфизма £ —*■ £', 
переводящего точку р0 в точку р'%, выполнено при £' = i  
для любых точек рв и р« одного слоя. Следовательно, при 
r  = Aut£ отображение Яг биективно и потому, являясь 
накрытием, представляет собой изоморфизм. Таким обра
зом, действие группы Aut£ на пространстве £  удовлет
воряет всем условиям предложения 2 лекции 4 и, значит, 
согласно этому предложению для односвязного накрытия I  
группа Aut£ изоморфна фундаментальной группе я ,(£ , Ь,) 
пространства 58 в некоторой—произвольно выиранной\— 
точке bt £5d.

Не обращаясь к предложению 3 лекции 3, изоморфизм
(10) /: AuU — n i(58, Ь0)
можно построить, если выбрать некоторую точку р ,€ ¥ ь„ 
от которой зависит этот изоморфизм, и для любого авто
морфизма а: £ —► £ положить
(11) / (а ) =  [яоу], a £ A u t£ ,

где v— произвольный путь в пространстве £ , соединяющий 
точку pt с точкой a (/?„).

З адача  10. Убедитесь непосредственно, что
а) формула (11) корректно определяет некоторое 

отображение ( 10) (не забудьте, что пространство £  по 
условию односвязно);

б) это отображение является гомоморфизмом-,
в) гомоморфизм ( 10) является изоморфизмом (здесь 

понадобится предложение 2 и его следствие 1 ).
Группа GRrp#(£r) накрытия £г = (̂ *г. я г, 3J) в точкеГ/?, 

состоит, по определению, из гомотопических классов [ы] 
петель и £ Q58, обладающих тем свойством, что накрывающий 
их в £  г путь с началом в точке Тр0 является петлей, т. е. 
тем свойством, что накрывающий их в £  путь v с нача
лом в точке pt кончается в точке орбиты Tpt. Поскольку 
такие пути v—это в точности пути в £ , соединяющие 
точку р0 с точками вида а(р0), где ос£Г, мы видим, что

GRrP#(£r) = /T.
В силу следствия 1 предложения 2 этим доказана 

следующая теорема классификации накрытий,  
которая и была нашей основной целью.

Теорема 2. Для любого связного, локально линейно 
язного, полулокально односвязного (=  односвязно накры
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ваемого) хаусдорфова пространства Я  имеет место биек
тивное соответствие
(12) [ E ]»GR(E )
между классами изоморфных (над 53) накрытий £ прост
ранства 5} и классами сопряженных подгрупп фундамен- 
та.гьной группы л, (53, Ь0). □

Следствие I. Связное, локально линейно связное, 
полу локально односвязное и хаусдорфово пространство 
тогда и только тогда ненакрываемо (каждое его накры
тие тривиально), когда оно односвязно. □

Следствие 2. Любое односвязно накрываемое хаус
дорфово пространство 93 гомеоморфно пространству 
орбит £/Т, где £  — одногвязное накрывающее 39 прост
ранство, а Г — группа автоморфизмов накрытия &-+53.

Замечание 3. Теореме 2 можно придать большее 
формальное совершенство, введя в рассмотрение пункти
рованные накрытия, т. е. пары (£, ра), состоящие из на
крытия E = (tf, я, 93) и произвольной точки pt €£ . Пунк
тированные накрытия (s, рв) и (£', р'0) считаются изоморф
ными, если существует изоморфизм <p: £ —- 5', для кото
рого ф (/?») = pi (для этого, конечно, необходимо, чтобы 
точки р# и р'щ лежали над одной и той же точкой Ь0 € 53). 
Тогда классы изоморфных пунктированных накрытий будут 
в биективном соответствии
(13) [(?„. P .)]«G R ,.(& )
с подгруппами группы я,(.9 , Ь„).

В этой форме теорема 2 аналогична основной теореме 
теории Галуа полей. На этом основании соответствие (13) 
(а также соответствие ( 12)) иногда называют соответст 
вием Галуа.  [Аналогия с теорией Галуа здесь отнюдь 
не формальна и в рамках современной абстрактной алге
браической геометрии теория накрытий и теория Галуа 
выступают как специализации одной единой теории.]

Аналог изоморфизма (10) существует и для произволь 
ных накрытий £= ((£, я, 53).

Задача  11. Как мы знаем (см. лекцию 4), группа 
я, (.53, bt) транзитивно действует справа на каждом слое 
¥  ь„ bt ё .53, произвольного накрытия £ = (<£, я, 53). До
кажите, что это действие перестановочно с левым дейст
вием группы Aut 1, т. е. для любого автоморфизма а: £ —► £',



любого элемента v 6 л ,(.S3, Ь„) и любой точки р£¥ь, имеет 
место равенство

« (РУ) = « (Р) У-
[Указание .  Если у = [“ ]. где u£Q5J, Topy = s(p, u )(l), 
где s—связность для ?.]

На языке теории представлений утверждение задачи 11 
означает, что соответствие
(14)

определяет гомоморфизм группы Aut? в группу AutaF*, 
я, (38, Ь0)-автоморфизмов правого л, (38, ^-пространства 
¥ ь, (эквивариантных биективных отображений ¥ь, — ¥>).

Задача  12. Докажите, что гомоморфизм (14) является 
изоморфизмом группы Aut? на группу Aut ¥ь,. [ Указа 
ние. Мономорфность обеспечивается утверждением о един
ственности из предложения 2, а для доказательства эпи- 
морфностн надо выбрать точку р„£¥ь,, построить с по
мощью предложения 2 для любого автоморфизма р: ¥ ь,— ¥ь, 
автоморфизм а: ? —► ?, удовлетворяющий соотношению 
а (ра) = р (р0), и воспользоваться транзитивностью действия 
группы л^ЗЗ, &„).]

В теории представлений доказывается, что если группа G 
транзитивно действует на множестве ¥ , то  группа 
Aut ¥  всех G-автоморфизмов этого множества изоморфна 
факторгруппе NT/Г, где Г —стабилизатор (стационарная 
подгруппа) произвольной точки р0 £ ¥ , состоящая из всех 
элементов y£G , для которых р0у — р, а ЛТ—нормализа
тор подгруппы Г (наибольшая подгруппа, в которой Г 
является нормальным делителем).

Действительно, в силу транзитивности действия группы 0 для 
любого автоморфизма а  6 Aut ¥  существует такой элемент g£G , что 
«  (Ро) = Pog- Так как из p0gt = p„Bi следует, что Pogigl1 = Ро. т. е.

то левый смежный класс Гg элемента g по подгруппе Г 
не зависит от выбора этого элемента. Кроме того, если у € Г .  toJ

P»gy — о  (Ро) V =  a  (PoY) =  « (/> •) =  Pog,

и ооратно, если p»gy = p0g, то а  (р0у) = а  (р„) у = (р<&) y = p0g = a  (р0), 
и значит ppY — Ро. т. е. Таким образом, тогда и только
тогда, когда p0gy- Pog- т. е. когда gygо1£ Г . Это означает, что 

g~1rg , т. е. что g<zNT. Следовательно, формула
(•5) а  ►—► Г #

корректно определяет некоторое отображение Aut ¥ — - Л’Г/Г. Если 
а. р £ Aut и а (р0) = Pag, P(p*) = poft, то (ао0) (р0) = а  (роЛ) =
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= a(p 0)h -  [png) h — p0 (gli). Это означает, что отображение (15) яв
ляется гомоморфизмом. Если Г ?  Г, т. е. Г, то а  (р0) =  р„, и 
значит a  (p0gt) = а  (/>*) gi = p„gi для любого элемента g\£G. Поскольку 
группа G действует транзитивно, это означает, что ос = id. Таким 
образом, отображение (15) является мономорфизмом. Наконец, если 
P tg  — Pth , где g, h£G, т. е если то (yg) (уЛ)— Г, и зна
чит PoYg = PoŶ  Для любого элемента у£МГ. Поэтому формула

«(Р)=Р»7в.
где g— такой элемент группы G, что p0g р, корректно определяет 
некоторое — очевидно, биективное и эквивариантное, т. е. являющееся 
автоморфизмом G-пространства ^ "— отображение а: ¥  -*¥• Так как 
по построению а  (р0) = р<>у, то мономорфизм (15) является, следова
тельно, изоморфизмом.

Для подгруппы Г = G R ,g (£) группы л ^ .8 , b,) фактор
группа ЛГГ/Г называется группой Вей.гя накрытия | в точ
ке p0£ ¥ bt и обозначается символом Weyl,,,^). Таким 
образом, мы видим, что для любого накрытия (&, л, 33) 
связного, локально линейно связного и хаусдорфова прост
ранства 53 группа Aut I  изоморфна группе Вейля Weyl^^?) 
накрытия I  в произвольной точке pt £ ¥

В этом изоморфизме автоморфизму а : *-5 отвечает 
смежный класс по подгруппе G R ,,^ ) элемента у £ л, (39, Ь0), 

л (р0), являющегося гомотопическим классом петли 
л ос, где v— произвольный путь в £, соединяющий точку р, 
с точкой а(р,).

Для односвязного (= универсального) накрытия £ это 
снова дает уже известный нам изоморфизм (9).

В теории Галуа особую рать играют так называемые 
нормальные поля, которым отвечают инвариантные под
группы. В теории накрытий нм соответствуют накрытия £, 
для которых GR (|) является инвариантной подгруппой. 
Такие накрытия называются регулярными. Группа авто
морфизмов Aut % регулярного накрытия изоморфна, оче
видно, факторгруппе п1(3д, b,)/GR(£).

Задача  13. Группа автоморфизмов Aut £ произволь
ного накрытия £ = («£, л, 33), очевидно, действует слева 
на каждом слое ¥ bc, b„£33. Покажите— в обычных пред
положениях на пространство 33—что накрытие 5 тогда 
и только тогда регулярно, когда это действие транзи
тивно (для любых точек р0, р, £ ¥ Ьп существует такой 
автоморфизм а: £—-V, что а(р„) = р,). Выведите отсюда, 
что каждое регулярное накрытие является главным рас
слоением (см. лекцию 1) с группой Aut£.
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Задача  14. Докажите, что накрытие | = л, 58) 
тогда и только тогда регулярно, когда для любых точек 
ро, PiZ^b . и любой петли v пространства & в точке р0 
путь, накрывающий петлю лоу и начинающийся в точке plt 
также является петлей.

Пример 5. Пусть 58 — крендель (ориентируемая по
верхность с двумя ручками; см. рис. А), а £  — поверх
ность (см. рис. Б), получающаяся из трех кренделей 
с рассеченными ручками при склеивании слева первого

и второго экземпляров кренделя, а справа— второго и 
третьего; условно это склеивание может быть изображено 
схемой

Ясно, что £  линейно связно, и значит тройка £ = (<5*, л, 58), 
где л: & —>■ 58—естественная проекция, является накры
тием. При этом путь, накрывающий петлю в 58, одно
кратно обегающую параллель левой ручки, будет петлей 
только тогда, когда он начинается на третьем листе. Сле
довательно, это накрытие не регулярно.

З а д а ч а  15. Докажите, что группа автоморфизмов построенного 
накрытия тривиальна, т. е. что единственным автоморфизмом этого 
накрытия является тождественна отображение.

’  М. М. Пости икон сен. IV
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Пример 6 и задача 16. Вычислите группу авто
морфизмов накрытия кренделя, аналогичным образом полу
чающегося склеиванием по схеме

и, в частности, покажите, что оиа транзитивно действует 
на слоях (и, значит, это накрытие регулярно).

Пример 7. Как мы знаем (см. пример 5 лекции 2), 
для каждого дискретного действия группы Г на прост
ранстве £  тройка £=($, л, 53), где 39 = ̂ 7Г— простран
ство орбит, а л: ^  —*5?— естественная проекция р*—>Тр, 
является накрытием. Для каждого элемента у £ Г отобра
жение Ly: р>—>ур является, очевидно, автоморфизмом 
накрытия I. Поскольку группа Г транзитивно действует на 
каждой орбите, это доказывает, что накрытие I  регулярно.

Задача 17. Докажите, что соответствие у *—> I'v явля
ется изоморфизмом группы Г на группу Aut 5- [ У к а з а 
ние. Пусть />0€^. Для любого автоморфизма ф^АиЦ 
имеет место равенство вида <f(pt) = yPo, где у€Г.  Так 
как ф (/>„) = Ly (ро), то ф (р) L , (р) для любой точки р £ ̂ .1 
Докажите также, что эквивариантные отображения &  —► & 
(являющиеся, конечно, автоморфизмами накрытия £) соот
ветствуют в этом изоморфизме элементам центра группы Г.

В своем месте нам понадобится следующее предложе
ние (ср. утверждение задачи 5 лекции 2):

Предложение 3. Если для накрытия я: £  —*■ 5? про
странство £  является гладким хаусдорфовым многообра
зием и если

а) накрытие регулярно;
б) его группа автоморфизмов состоит из диффеомор

физмов, то  на 53 существует единственная гладкость А, 
по отношению к которой накрытие я: «£ —* 38 гладко.

Доказа тель ство .  Как всегда, сначала докажем 
утверждение о единственности.

Пусть гладкость А существует. Рассмотрим произволь
ную ровно накрытую связную карту (£/, ft) в 38. Тогда, 
если V— компонента прообраза я ~XU , то 
(16) U = nV и Л = £о<т,
где А = Лол, а о: U —- V—диффеоморфизм, обратный 
к диффеоморфизму я : V U (сечение накрытия я над U).
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Это означает, что а глас на Ив, состоящий из карг вида 
(U, /»). однозначно восстанавливается по атласу на 6', со
стоящему из карт вида (К, к). Поэтому гладкость А един
ственна.

Чтобы доказать ее существование, мы примем формулы 
(16) за определение карт (U, Л), т. е., точнее, на любом 
связном ровно накрытом множестве t/czjtf, обладающим 
тем свойством, что среди компонент V его прообраза л '4J 
существуют координатные окрестности многообразия 
мы определим карту (U, Л) формулой h = kост, где к — 
координатное отображение на V. Предложение 3 будет, 
очевидно, доказано, если мы покажем, что любые две 
карты вида (U, h) согласованы. При этом ясно, что согла
сованность достаточно доказать лишь для карт (U, h) 
с одним и тем же U.

Другими словами, нам надо доказать, что если карты 
(У, к) и (Vx, kt) в £  обладают тем свойством, что

1) имеет место равенство лУ = лУ,;
2) множество U — nV — лУ, связно, ровно накрыто 

отображением л и множества V и Vx являются компо
нентами его прообраза л~‘£/ (и, следовательно, отображе
ние л на V и V, обладает обратными отображениями о: 
U-+V и ст,: U ^ V t),
то для отображений h: U —* R" и Л,: U —*• R", определен
ных формулами

/1 — ост, /ij — к у о Ст|,
композиция

hloh~l = hloalonok~l: kV —►
является диффеоморфизмом. Ясно, что для этого доста
точно доказать, что диффеоморфизмом является отображе
ние

ст^л: V —► V,.
С этой целью мы заметим, что в силу регулярности 

накрытня л: £  —<- 58 существует его автоморфизм <р: <£ —>■ 
—► переводящий компоненту V в компоненту У,. При 
этом отображение (рост будет сечением накрытия л: & —* 58 
над Ц, переводящим V в и потому в силу свой
ства единственности сечений (см. следствие предложения 3 
лекции 4) будет совпадать с отображением ст,. Следова
тельно,

CT,on = <p|v.
4*
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Для завершения доказательства остается вспомнить, что 
автоморфизм ф является, по условию, диффеоморфизмом. П

Задача  18. Докажите, что группа автоморфизмов 
произвольного гладкого накрытия состоит из диффеомор
физмов.

Предложение 3 применимо, в частности (см. пример 7), 
к накрытию вида £  -£/У, где Г — произвольная группа 
ди(|)феоморфнзмов многообразия £ , дискретно действующая 
на Г.

Следствие. Для любой группы Г диффеоморфизмов 
гладкого связного хаусдорфова многообразия £ , дискретно 
действующей на £ , пространство орбит <£/Г облада
ет естественной структурой гладкого многообразия, 
по отношению к которой отображение факторизации

л :  £ — £/Г 

является гладким накрытием. □



Лекция 6

Векторные расслоения. — Сечения векторных расслое
ний,— Морфизмы векторных расслоений. — Комплексные 
и кватернионные структуры на вещественном векторном 
расслоении. — Примеры векторных расслоений. — Расслое
ния ассоциированные с главными GL (л; Корасслоени
ями.— Склеивающие коциклы векторных расслоений.— 
Векторные расслоения и классы когомологий матричных 
коциклов.

Пусть К — либо поле R вещественных чисел, либо 
поле С комплексных чисел.

[Читатель может— и должен! — проверить, что все со
держание этой и следующей лекций по существу дословно 
сохраняется — несмотря на некоммутативность кватерни- 
онного умножения — и в случае, когда К является телом 
кватернионов Н (о кватернионах см. лекцию 11.24, а 
также ниже лекцию 9); следует лишь все множители 
у векторов писать справа, т. е. рассматривать над Н 
правые линеалы. (Для коммутативных полей R и С раз
личение левых и правых линеалов принципиального зна
чения не имеет, но для некоммутативного тела Н это уже 
не так.) На этом основании мы в дальнейшем позволим 
себе иногда рассматривать и случай К Н. Кроме того, 
когда это удобно, мы будем писать у векторов числовые 
множители справа и при К R или С.]

Определение I. Тройка | (<£, л, 58), состоящая из 
топологических пространств <#, .59 и непрерывного отобра
жения
(1) n:g-+S8,
называется векторным расслоением ранга п над К (при 
К - R—вещественным, при К С— комплексным, а при 
К н — кватернионным или симплектическим), если

а) для любой точки b £98 множество
Г ь ^ п 'Ч Ь )

является линейным (векторным) пространством над К;
б) (условие локальной  тривиальности)  су

ществуют такое открытое покрытие {Ua} пространства 98 
и такие гомеоморфизмы (pa: Ua x R n ё> и , где _OL Ц
= n~4Ja, что
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б,) дли любой точки (I), x )£ U aX R" имеет место вклю
чение фа (Ь, х)€сГь (иными словами, коммутативна диа
грамма

в которой левая наклонная стрелка является естествен
ной проекцией (b,x)>—>b прямого произведения Ua X R" 
на его первый множитель Ua, а правая—ограничением 
на отображения ( 1 ));

б.2) для каждой точки 6 £38 отображение 
фа. 4" R" — 

определенное формулой
фа.*(ДГ)=-фа(&, X), X 6 R",

является изоморфизмом линейных пространств.
В соответствии с общей терминологией лекции 1 про

странство 39 (обозначаемое также символами 38* или .S(£)) 
называется базой векторного расслоения £, пространство £  
(обозначаемое также символами <£*• или & (j))— его тоталь
ным пространством, а отображение л —(обозначаемое 
также символами л? илн л (Е))—проекцией. Очень часто 
| и я не различаются.

Линейное пространство ¥ ь (обозначаемое также сим
волами аГ| или $~ь (£)) называется слоем расслоения 5 
(проекции я) над точкой b£$3.

Ранг п векторного расслоения £ называется также 
размерностью этого расслоения и обозначается символом 
dim£ (или dimicS)-

Гомеоморфизм фа из диаграммы (2) называется три- 
виализацией расслоения S над открытым множеством U а, 
а открытое множество Ua — тривиализирующей окрест
ностью. Иногда тривиализацией называется также пара
( t /а»  ф а)-

Покрытие {6/<х}. состоящее из тривиализирующих 
окрестностей, называется тривиализирующим покрытием. 
Семейство {(t/a, фа)} тривиализаций (Ua, фа) называется 
тривиализирующим атласом.
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Непрерывное отображение s: 93 —<-«?, удовлетворяющее 
соотношению nos id, называется сечением расслоения 
Отображение s: S3 — £  тогда и только тогда является 
сечением, когда s(b)£!Fb для любой точки &6 5J. т. е. 
когда оно выбирает в каждом слое ¥ ь вектор s(b). На этом 
основании сечения расслоения I  называются также 1-век- 
торными полями на 9j.

Задача  1. Докажите, что
а) для любых сечений s, s„ s2 и любого элемента 

(|юрмулы
(s, + sI)(ft) = s,(ft)4 s2(b),

(Xs)(b) = \s(b),

определяют сечения s, 1 s2, Xs расслоения £ и относи
тельно операций (s,, s2) <—*■ s, + s2, (X, s) ks множество Г? 
всех сечений векторного расслоения | является линейным 
пространством над полем К, нулем которого служит 
нулевое сечение 0, сопоставляющее каждой точке b£53 
нуль линеала

б) для любой непрерывной К-зпачной функции f на 93 
и любого сечения s £ Гс формула

(Ж *> Ь f(b)s(b), be 93,

определяет сечение fs£Y%, и относительно операции 
(f, s) *—*■ fs линеал Г? является модулем над алгеброй F̂ 93 
всех непрерывных К-значных функций на 93.

Для каждого подпространства (/ е й  тройка (<£и, пи, U), 
где n~xU и Яу— я | г, является, очевидно, векторным 
расслоением. Оно называется частью расслоения £ над U 
и обозначается символом £|у.

Если U является трнвиализирующей окрестностью, то 
каждая тривиализация tp: U x К" • ^определяет в Г(5 |у) 
сечения
Р )  Sj, • • • | sn,
действующие по формулам

s,(b) = q>(b, <?,), . . . ,  sjb )-  ф(Ь, ея),

где еи . . . ,  е„— стандартный базис пространства К". Так 
как для любой точки b£U  векторы s, (/>), . . . ,  s„(b) со
ставляют базис линейного пространства оГь, то каждое
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сечение s: задает на U функции sl, s":
(/—►К, удовлетворяющие для любой точки Ь£33 соотно
шению

s(ft) = sl (^)Si+ • • • + s"(b)sn,

которое эти функции однозначно определяет.
Задача  2. Покажите, что функции s1, . . . ,  s" непре

рывны (принадлежат алгебре F* (£/)).
Поэтому в F* ((У)-модуле Г ^ у )  имеет место равенство

s — slsl +...-)- snsn, s1, . . . ,  s* € Fic (U).

По определению это означает, что F* (1/)-модуль Tdly )  
является свободным модулем ранга п с базисом (3).

Обратно, пусть U —такое открытое подмножество прост
ранства S3, что модуль Г(£ |у) является свободным моду
лем ранга п, и пусть (3)—его произвольный базис. Опре
делим отображение cp: U х R" —* 4>и формулой

<р (Ь, х ) = jc' s , (b), Ь £ U, х — (дс1........хп) £ R“.

Автоматическая проверка (проведите ее!) показывает, что 
отображение ф является тривиализацией расслоения £ 
над U.

Этим доказано следующее предложение:
Предложение /. Открытое множество UczSd тогда 

и только тогда является тривиализирующей расслоение £ 
окрестностью, когда F* (U)-модуль Г (Ely) является сво
бодным модулем ранга п. При этом базисы (3) этого 
модуля находятся в естественном биективном соответ
ствии с тривиалиэациями ф расслоения £ над U. □.

На основании этого предложения базисы (3) модуля 
Г(£|у) мы также будем называть тривиализациями рас
слоения I  над U.

Соглашение.  В дальнейшем тривиализации (3) мы 
будем также называть базисами модуля Г£ над U. Эта 
сокращенная терминология часто бывает удобна.

Пусть £ = (<£, я, 5д) и £'= (& ’, я ', 9) ')—два вектор
ных расслоения. Непрерывное отображение ф: 
называется послойным, если из того, что точки р,, pt 
принадлежат одному слою (т. е. я (р,) = л (р4)), следует,
что точки р,' ф(Р|), Рг Ф(р,) также принадлежат одному 
слою (т. е. л'(р;) = л'(рг)).
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Задача 3. Докажите, что для каждого послойного 
отображения q>: формула

ф(6) = л'(ф (р)), /?€л-*(Ь),
корректно определяет непрерывное отображение

ф: 53 -*93', 
замыкающее коммутативную диаграмму

и для любой точки b£53 отображение

Ф„: ¥ ь-*¥ь’, Ь'= <р(Ь),
индуцированное отображением ф, непрерывно.

Определение 2. Послойное отображение ф, для кото
рого все отображения ф6, Ь£53, линейны, называется 
морфизмом векторного расслоения £ в векторное расслое
ние В записи: ф: £—►£'. При 53 = 53' морфизм ф , для 
которого ф = id, называется морфизмом над 93. Морфизм 
над 53, являющийся гомеоморфизмом, называется изомор
физмом. (Для такого морфизма ф обратный гомеоморфизм 
Ф“ ‘: <£'—* <В также является морфизмом над 5?— и, зна
чит, изоморфизмом.) Расслоения \ и Е' над 93, для кото
рых существует хотя бы один изоморфизм | —► S', называ
ются изоморфными.

Изоморфизмы вида £ ► S называются автоморфизмами.
З а д а ч а  4. Докажите, что морфизм расслоений q>: £ -► £' над 53 

тогда и только тогда является изоморфизмом, когда для любой точки 
Ь£93 линейное отображение b *  ¥ ь  является изоморфизмом
линейных пространств.

Множество всех морфизмов £ —* над 53 мы будем 
обозначать символом Мог(£. £'). Оно является линейным 
пространством над полем К (даже при К И) и модулем 
над алгеброй F.33 относительно очевидным образом опре
деляемых операций.

Каждый морфизм ф: | *1 ' векторных расслоений над 53 
определяет но ф о р м у л е

s.—►фов,



линейное отображение
Фо: Гб — Гб'

линейных пространств сечений.
Так как для любой функции /gF*#

( Ф  ofs)(b) %(f(b)s(b)) f (b) ф6 (s (/>)) f(<pos) (b),
то отображение фо является Fк.93-линейным отображением.

Аналогично проверяется, что соответствие ф-— фо опре
деляет Рк З̂-лниейное отображение Р*38-модуля Мог (б, б') 
в FkS-модуль HomF <д(Г|, Гб') всех Рк58-линейных отоб
ражений Гб —*■ Г1'.

З а д а ч а  5. Докажите, что любое F^ ^ -линейное отображение 
Г |  -*■ Г£' имеет вид ф° для некоторого однозначно определенного мор
физма ф: 5 -» I '.  ( У к а з а н и е .  См. ниже предложение 3 лекции 11.)

Это означает, что модули Мог (б, б') и Нош, ^  (Гб, Гб')
естественно изоморфны и потому могут быть отождест
влены:

Мог (б, б') Нот, я  (Гб, Гб').

Подчеркнем, что это верно и при К Н.

Если в вещественном векторном расслоении б комплек- 
сифицировать все слои 3~ь, то, очевидно, получится комп
лексное векторное расслоение того же ранга, которое обо
значается символом бС и называется комплексификацией 
расслоения б-

Аналогично, если в комплексном векторном расслое
нии б овеществить все слон I ъ, т. е. в силу вложения 
R cC  считать их вещественными линеалами (см. лекцию
11.25), то получится вещественное расслоение вдвое боль
шего ранга. Это расслоение называется овеществ.гением 
расслоения б и обозначается символом 6r- Операция умно
жения на i определяет на бк автоморфизм /: 6 r — 6 r .  
удовлетворяющий соотношению
(4) /• = — id.
Обратно, задание на вещественном расслоении i) ранга 2п 
автоморфизма /: ц • т), удовлетворяющего соотношению (4), 
определяет на каждом слое этого расслоения структуру 
комплексного линеала, по отношению к которой т] ока
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зывается (проверьте!) комплексным векторным расслое
нием | (для которого £r = т)). Таким образом, комплексные 
векторные расслоения—это в точности вещественные рас
слоения, для которых задан автоморфизм I, удовлетво
ряющий соотношению (4). (Ср. лекцию 11.25.)

На этом основании автоморфизмы /, удовлетворяющие 
соотношению (4), называются комплексными структурами.

Аналогично кватернионные расслоения—это вещест
венные расслоения, на которых заданы два азтоморфизма
I и J , удовлетворяющие соотношениям

/* = — id, — id, I J  = — J I .
(Третий автоморфизм К —отвечающий кватернионной еди
нице k— вводить не нужно, так как он выражается через 
автоморфизмы / и J.)

Примеры векторных расслоений
Пример 1. Для любого топологического простран

ства 33 н любого линейного пространства ‘У3 над полем К 
тройка (S ix T 3, л, 33), где л: 33 X T 3 -*33— проекция 
прямого произведения на первый множитель, является 
векторным расслоением. Тривиализнрующее покрытие {{/<*} 
состоит для этого расслоения из одного элемента U=--53, 
а тривиализация <р: 33 X К " — 3? X ̂  определяется выбо
ром в У3 базиса еи .. . ,  еп и задается формулой

<р(ft, х) = (Ь, a " 1 (дг)), be 33, х 6 R",
где а: У 3 -* К" — координатный изоморфизм, отвечающий 
базису е „ . . . ,  е„.

Это векторное расслоение обозначается символом 
Оно— и каждое векторное расслоение, ему изоморфное,— 
называется тривиальным векторным расслоением ранга п.

Согласно предложению 1 векторное расслоение I тогда 
и только тогда тривиально, когда F (̂ЗЗ)-модуль Г (?) 
свободен и его ранг равен рангу п расслоения 1 .

Тривнализации <р векторного расслоения | над откры
тым множеством Ua53 являются не чем иным, как изо
морфизмами расслоения %  на расслоение Ely, а утверж
дение, что U является тривиалнзирующей окрестностью, 
означает, что расслоение ?|у  тривиально.

Пример 2. Пусть X — гладкое л-мерное многообра
зие, Т Х —многообразие касательных векторов на X  (см. опре



деление 3 лекции 111.15) и л: Т.Т —► X — естественная 
проекция, сопоставляющая каждому вектору A gTJ* точку 
р£*Т  его приложения (т. е. такую, что А £ ТpSC). По опре
делению слоем л *2*. проекции л является каса
тельное пространство Tf,&  и каждая карта (U , Л) много
образия X  определяет карту (ТU, ТЛ) многообразия 7SC, 
для которой

Т и у  п~1и ,
р * и  г

и отображение ТЛ: ТU — R2" задается формулой
(ТА)(А ) {х1........хп, а1..........о"), A q TU,

где х\ .. . ,  хп — координаты точки р л(/4) в карте 
(U, Л), а а1........ап — координаты вектора А в базисе
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пространства ТрЛ\ Сейчас нам удобно заменить отобра
жение ТЛ отображением (Л" 1 х id)oTA: TU - - U x R n, дей
ствующим по формуле

А —►(/>, а), р — п (А), а = (а1........а").
Пусть

ФА: U x R n — TU
— обратное отображение:

Фа (Р. « ) а ' ( ^ г )  • Р ^ и ' a € R"-

Отображение ф л является гомеоморфизмом, замыкающим 
коммутативную диаграмму

U
т. е. является тривиализацией расслоения (TJ*, л, .Т) 
над окрестностью U.

Мы видим, таким образом, что тройка = (Т&, л, X )  
является векторным расслоением ранга п.

Расслоение х^  обозначается также символом тSC
(или т(Л*)).
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Это расслоение называется касательным расслоением 
над многообразием 37. (Напрашивающийся термин «каса
тельное расслоение многообразия Л'», к сожалению, мало 
приемлем, так как по-русски «расслоение многообразия SC* 
означает, что расслаивается само 37.)

Подчеркнем, что слоями л~1(р) касательного расслое
ния х ер являются касательные пространства Тр.Т много
образия SC.

Расслоение х<% является для нас руководящим приме
ром, с которым мы будем соотносить все общие конструк
ции теории векторных расслоений.

Многообразие 37, для которого расслоение \37 три
виально, называется параллелизуемым (ср. лекцию 111.16),

Для комплексно-аналитического многообразия 37 рас
слоение т%  является, конечно, расслоением над С, причем

(T.r)R  = TJ * R-

где 37 к.— многообразие 37, рассматриваемое в силу отож
дествления Cn = R*" как вещественно-аналитическое мно
гообразие (овеществление многообразия 37\ см. лек
цию 1 1 1 .1 1 ).

Пример 3. (В этом примере предполагается, что чи
татель знаком с лекцией 1 .) Матричное умножение

(А, х)*->Ах

квадратных матриц А порядка п на столбцы х высоты п 
определяет— при условии, что векторы пространства К" 
мы записываем в виде столбцов—действие полной линей
ной группы GL (л; К) на линейном пространстве К", явля
ющееся линейным действием (в другой терминологии — 
представлением). Это означает, что для любой матрицы 
-4gGL(n; К) отображение L A: х ^ -А х  является линей
ным оператором (чтобы это действие было линейно при 
К Н и нужно считать К" правым линеалом). Поэтому 
для любого главного GL(n; Корасслоения £ (8 , л, 53) 
определено GL(n; Корасслоение £ = |  [К"] с типичным 
слоем К" и (см. формулу ( 12) лекции 1 ) для любой точки 

(являющейся, по определению, орбитой правого 
действия группы Ъ- GL(n; К) на тотальном пространстве 
8 расслоения |) и любой точки р этой орбиты формула

* € К \



определяет гомеоморфизм / = /’Р: К * ь пространства 
К" на слой T h расслоения | над точкой Ь. Если q—дру
гая точка орбиты b и если p — qA, где i4£GL(n; К), то

(/^1оМ (* )  = /;Ч>. X] = /-' Г<7. Лх] = Ах,
т. е. /-* о /р La, у4 ^ GL (п; К). Поэтому в силу линем
ности действия группы GL(n; К) па К" структура линей
ного пространства в Ть, перенесенная из К" посредством 
отображения /р, т. е. задаваемая формулами

fр, х] + \р, y ]t\ p . х+ у], х, у £ К", 
Xfр, х) — \р, Хх], Я. 6 К,

не зависит от выбора точки р. Таким образом, в каждом 
слое 3~ь расслоения ? имеется естественная структура 
п-мерного линейного пространства над К.

Пусть теперь главное расслоение 5 локально три
виально, т. е. пусть некоторое открытое покрытие {i/a} 
пространства .Я обладает тем свойством, что для любого a 
существует эквивариантный гомеоморфизм

<fa: UaxGU(n; К) — 8 ув = я-*{/
главных GL(n; К)-пространств. Тогда, как показывает 
автоматическая проверка (проведите ее!), формула

<М&. X) [<р(6, Е), х]в, b£Uа, дг€К",
(где, как всегда, Е —единичная матрица) определяет три- 
внализацию

<Ta: Urix R n-+gua = n~1Ua.
над Ua расслоения ?.

Этим доказано, что для любого локально тривиального 
главного GL (я; К )-расслоения 5 ассоциированное расслое
ние ? = £ [К"] является векторным расслоением.

Верно и обратное утверждение.
Предложение 2. Для любого векторного расслоения

I  (<£, л, Я )  существует такое локальное тривиальное 
главное GL(n; К)-расслоение что

гк-1-
Доказательство .  Пусть 8 — подпространство пря

мого произведения
& Х  .. .  х £ ,
I____________ Jп pat
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состоящее из точек p = (plt рп), все компоненты
pt......../>„€<£ которых принадлежат одному слою рас
слоения £ (т. е. удовлетворяют соотношениям л ( р , )  = ... 
. . .= л (р п)) и составляют в этом слое базис. Положив 
я (р) = л (/?,), мы получим — очевидно, непрерывное и 
надъективное—отображение

л :  8  —+33.
(Соответствующая тройка £ =-- ( 8 , л ,  33) называется рис- 
слоением реперов векторного расслоения £.)

С другой стороны, матричное умножение
(5) (р, А)*-*рА, р ............р„), А \аЦ,
где рА — строка (qt, . . . ,  qn), состоящая из векторов 
q. - pjd[ (заметим, что здесь мы пишем числовые множи
тели справа от векторов; при К = Н это существенно), 
определяет, очевидно, свободное правое действие группы 
GL (л; К) на пространстве 8 , орбитами которого являются 
как раз слои расслоения |. Поэтому, если действие (5)

а) непрерывно;
б) является главным (т. е. соответствующее отображе

ние сдвига непрерывно),
то тройка |  = (8 , л ,  3?) будет главным расслоением. При 
этом для ассоциированного векторного расслоения £[К"] 
формула
(6) | р, аг)

р (р „ . . . ,  р „ )€8 , Jf = (Jc‘. •••, * ")е К п, 
будет, очевидно корректно, определять некоторый морфизм 
£[К"] —► £. Поэтому для завершения доказательства ос
тается лишь доказать — кроме утверждений а и б,— что

в) морфизм (6) является изоморфизмом;
г) главное расслоение £ локально тривиально.
Имея все это в виду, мы в первую очередь заметим,

что для любой трнвиалнзирующей расслоение £ окрестно
сти U каждый базис (3) модуля Г(£|{/) (тривнализация «р 
расслоения £ над U) определяет по формуле

s(b) (st (b)........ s„ (/>)), b£U,
некоторое сечение расслоения £ над U. (Обратим внима
ние, что тем самым тривиализации над U расслоения £ 
отождествляются с сечениями над U расслоения £.) Мы 
определим отображение

<р: U xGL(n; К )— &и = л~1и,

АССО Ц И И РО ВАН НЫ Е РАССЛ О ЕН И Я | | |
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положив
q (b, A )~s(b )A , b£U, <4£GL(n; К).

Это отображение, очевидно, непрерывно и обладает не
прерывным обратным отображением

р*+(Ь, А), р (/>„
где Ь — л(р), а А — матрица, столбцы которой состоят из 
координат в базисе s,(b), s„(b) линеала аГь векторов 
Pit •••. Рп€^ь- (Контрольный вопрос: почему последнее 
отображение непрерывно?) Кроме того, по отношению 
к естественному правому действию
(7) (Ь, А) В  —(b, АВ), b£U, A, B£GL(n\  К),

группы GL(n; К) на произведении UxGL(n\ К) (см. при
мер 1 лекции 1 ) отображение <р эквивариантно (т. е.

<р{b, А )В=  q>(h, АВ) 
для любой точки b£U  и любых матриц A, B$G L(n ; К)); 
заметим, что подпространство инвариантно относи
тельно действия группы GL (п; К) на пространстве S и 
потому само является GL(n; К)-пространством. Таким 
образом, ф является эквивариантным гомеоморфизмом.

Поскольку действие (7) непрерывно, отсюда следует, 
что действие (5) также непрерывно (на каждом подпро
странстве в г, а потому— поскольку окрестности U по
крывают 33— и всюду). По аналогичным соображениям, 
непрерывно и отображение сдвига для действия (5). Сле
довательно, |  является главным расслоением. При этом 
отображение ф будет, очевидно, его тривиализацией над U. 
Следовательно, главное расслоение | локально тривиально.

Этим утверждения а, б и г доказаны. Что же каса
ется утверждения в, то для его доказательства достаточно 
заметить, что для любой тривиализацни (U, ф) расслое
ния | отображение

ф"1: & с —+ U x K n
переводит каждую точку р € & и в точку (Ь, х), где 
Ь — л(р), а х — столбец координат вектора р € ^ ь в базисе 
5г(Ь)^(р(Ь, ег)........sn(b) = q>(b, еп). Потому ф“ * инду
цирует отображение

£ \и — £ [К"] |{/.
обратное к ограничению отображения (6) над U.
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Следовательно, отображение (6) является изоморфиз
мом над U, а потому и всюду. П

Замечание  1. Таким образом, введение в рассмот- 
рение векторных расслоении доставляет нам для случая, 
когда <F=!K" и 3=-GL(a; К), прямое определение ло
кально тривиальных 3-расслоений 5 = |[<Fj, не апелли
рующее к главным расслоениям Аналогичное описание 
расслоений возможно всегда, когда пространство ¥
наделено некоторой структурой, а группа 3 является груп
пой всех автоморфизмов пространства ¥ , сохраняющих 
эту структуру (при условии, что в 3 можно ввести до
статочно хорошую топологию, обеспечивающую непрерыв
ность всех необходимых отображений). Мы вернемся 
к этому вопросу—с чуть-чуть иных позиций — в лекции 7.

По определению для любого векторного расслоения 
% = л, tii) существует открытое покрытие Ц простран
ства состоящее из тривиализирующих окрестностей. 
Пусть Ua и Uр—два пересекающихся элемента этого по
крытия. Тогда для любой точки b$Ua flf/p определено 
отображение

Фра Ф) = О фа1 ь: К" — К",
где фа. ьи Фр. *—отображения R" —  ¥ ь, индуцированные три- 
виализациями фа: Uaх К ” —  &Ua и ф 3: UрХК"— (см. 
пункт б определения 1 ). Это отображение линейно и обра
тимо, т. е. является элементом группы GL (л; К). Поэтому 
формула

Фра’ Ь*-+ Фра Ф) 
задает некоторое отображение
(8) Фр«: Ua nU fi —  ОЬ(л; К),
называемое отображением (или функцией) перехода (под
разумевается—ОТ фа К  фр).

Лемма /. Отображение
Ф: U —  GL(«; К)

топологического пространства U в группу GL (л; К) тогда 
и только тогда непрерывно, когда непрерывно отображе
ние

Ф: U x К "  — К ",
задаваемое формулой

Ф(/>, х) = у ф )х , b£U, jc ^ K " .



Доказательство .  Ясно, что если отображение 
непрерывно, то отображение <р также непрерывно (дока 
жите!). Обратно, пусть отображение ф непрерывно. Тогда 
непрерывны все отображения U —* К" вида

<р,: ft—*-ф(6)е „ i 1 ........л,
где, как всегда, е,.......е„— стандартный базис простран
ства К ”. Значит, непрерывны и все отображения U К 
вида

ф{: b>-+q>[(b), I, /= 1 ........л,
где ф/(ft) — компоненты вектора ф(b)et. Для завершения 
доказательства остается заметить, что числа ф; (ft) как раз 
и составляют матрицу ф(й)£ОЬ(л; К). □

При U = иа Г\1Уц и ф = фр« отображение ф является 
не чем иным, как композицией рг о (ф^1 о фа) гомеомор
физма Фэ‘ офа: U xK " —► U x K n и проекции рг: U x К" -
— К". Поэтому это отображение непрерывно. Следова 
тельно, согласно лемме 1 непрерывно и отображение фр„.

Таким образом, мы видим, что все отображения пере
хода ф^ являются непрерывными отображениями.

Для любого множества U и любой группы G множе
ство всех отображений U —* G является группой относи 
тельно операций

Ф«—► (ф, Ф)с*ф^, 
определенных <|юрмулами

Ф "‘ (й) ф (ft)-1, (фф) (ft) = ф (ft) ф (ft), b£U.
(Не путать ф-1 с обратным отображением, а Фф— с ком
позицией отображений!) При этом если U является топо
логическим пространством, G—топологической группой, а 
отображения ф и ф непрерывны, то отображения ф-1 и 
Фф также непрерывны (докажите!).

В частности, для отображения фра: Ua П t/p —>• GL (л; К) 
определено отображение ф£[: Ua (] 0$ —* GL (л; К), а для 
отображений Фра и фур — в случае, когда U„ {]Up{)Uv=£ 
ф  0  —определено отображение

(ф*>Ы (Фра1и):̂  * GL (л; К),
где U Uа П Up П Uу, которое ради сокращения 
(}юрмул будем обозначать просто через фурфра- При
этом из определения отображений фра непосредствен но
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вытекает, что
| , д* »а U* П t/p,

фурфца = Фт« на Ua (]Ufit\Uy
для любых индексов а, р, у (для которых соответственно 
иа Г\и^Ф 0  и Ua П П Uу Ф  0 ).

Определение 3. Пусть 33—топологическое простран
ство, 55—топологическая группа и U = {{/а} — открытое 
покрытие пространства 33. Семейство <р={фра} непрерыв
ных отображений

Фра: п  t/p —►

определенных для любых индексов а, р, для которых 
илГ\И%Ф 0 , называется коциклом над группой Ъ покры
тия U (на самом деле— нерва покрытия Ц; см. лекцию
I II .21), если оно удовлетворяет соотношениям (9). Ко
циклы над группой GL(n; К) называются также матрич
ными коциклами.

Таким образом, мы видим, что каждое векторное рас
слоение 1 = (<£, л, 33) определяет дм любого тривиали- 
зирующего покрытия 11 пространства 33 некоторый мат
ричный коцикл ф— {фра}.

Мы будем называть этот коцикл склеивающим коциклом 
расслоения 1  и будем обозначать его символом ф5.

Предложение 2. Пусть 33—топологическое прост
ранство, И—его открытое покрытие и ф = {фра} — про
извольный матричный коцикл над группой GL (л; К) по
крытия Ц. Тогда существует—с точностью до изомор
физма единственное—векторное расслоение £ ранга п 
с базой 33, тривиализирующим покрытием U и смеиваю- 
щим коциклом ф.

До казательство .  Единственность .  Утверж
дение о том, что векторные расслоения £ = (^\ л, 53) и 
I '  = (tf', л', 33) с тривиализирующим покрытием Ц имеют 
один и тот же склеивающий коцикл ф, означает, что для 
этих расслоений существуют такие тривиализации 

Фа: t/аХК" — £иа, ф;: и *х К я ^£ 'иа,
что для любых а и р с Ua r\Uр Ф  0  имеет место равен
ство

Фэ ’ 0 Фа = Фр-1 0 Фа: а П Up) X К" —  (Ua П Up) X К", 
а значит, и равенство

фр 0 Фр * =  Ф а  0 Ф а ‘ : n Up — ■ £ и я  п Ур •



Поэтому формула
f (Р) =- (фа °  <Г« ‘) (р) если р е £ Гл (т. е. л (р) € Ua),

корректно определяет некоторое отображение f: £  —* 
являющееся — как показывает очевидная проверка — изо
морфизмом £ —.

Существование .  Рассмотрим дизъюнктное объеди
нение

U  ( ^ « х К " )
а

пространств J/e xK". Обозначив дтя любых точек b£Ua 
и дг^К4 точку (b, x )£ U aX.Kn пространства Е  символом 
(Ь, х)а, мы введем в Е  отношение считая, что
(Ь, х)а ~ ( с , у )р для b€Ua, с^Ир, х , у £ К п тогда и 
только тогда, когда с — b и у  = фра (&) х. Из соотношений
(9) немедленно вытекает, что это отношение является 
отношением эквивалентности. Пусть £ —соответствующее 
(|)акторпространство пространства Е  (снабженное фактор- 
топологией). Тогда формула

X]a = b, b£ft, ДГ^К",

где а —такой индекс, что b£Ua, а [Ь, х \а—класс экви
валентности точки (b, дг)а, будет корректно определять 
некоторое непрерывное (почему?) надъективное отобра
жение

я: £  —► 38.
Для любого а формула

Фа(Ь, х )- [Ь , х]а, b£Ua, дгеК", 
очевидно, определяет непрерывное послойное отображение

фа: UaxK u —►
где £ua = n~xUa — подпространство пространства £, 
состоящее из всех точек вида [Ь, дг]а, b£Ua,
Более того, легко видеть, что формула

[Ь, х]а «-►(&, х), b£Ua, дг€Кп,

корректно определяет непрерывное (почему?) отображение 
&иа ~ — UaX К", обратное к отображению фа. Следова
тельно, фа является послойным гомеоморфизмом. Это
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о зн ачает , что тройка £ = («?, л, S3) удовлетворяет условию 
б, определения 1 .

Чтобы удовлетворить условию а (и условию б2), заме
тим, что для любой точки b£93 слой ¥  ь отображения л 
состоит из всех точек вида [ft, х]а, где а — произвольный 
индекс, для которого b £ U a. При этом если кроме того 
х€^р. то [ь< *1а [Ь, у]ц, где у  = фра (ft) дг. Поскольку 
отображение фра(й): R" —* R" линейно, отсюда следует, что 
формулы

[Ь, Х ]а + [ft, У ]а =  [ft, X  4 у ]а. X, у  £ К ", 
Ч * . *]а=  [Ь, Хх]а, * € К \

корректно определяют в !¥ь структуру линейного про
странства. Это дает условие а и одновременно условие б2.

Таким образом, £ является векторным расслоением, а 
отображения фа—его тривиализациями. Кроме того
(фр '  о Фа) Ф, X ) =  фр1 [ft, X ja  — фр ‘  [ft, фра (*>) •* ] ( !=  Ф< фра (ft) X)

для любой точки (ft, х )£ ((/а П^р)хК", и значит склеи
вающим коциклом ф6 этого расслоения является данный
КОЦИКЛ ф  = {ф р а}- П

Описанная [конструкция объясняет, в частности, по
чему коцикл ф| называется склеивающим. По аналогич
ным соображениям составляющие этот коцикл отображе
ния фрд называются также склеивающими функциями или 
функциями склейки.

Предложение 2 еще не полностью сводит векторные 
расслоения к матричным коциклам, поскольку коцикл ф{ 
зависит от выбора тривиализаций фа и при другом их 
выборе вполне может оказаться другим.

Однако эта неоднозначность легко контролируется. 
Пусть {фа: (/«хК* — ёи*) и («С i/«xK" — t f y j—две 

системы тривиализаций векторного расслоения £ над одним 
и тем же тривиализирующим покрытием Ц = {{/„}• Тогда 
для любого а формула

Уа Ф) =  Фо.‘Ь °  Фа. Ь- К " — К", ft € Uа.
определяет некоторое отображение

Уа- Ua —*GL(n;  К),
связанное с гомеоморфизмом
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Ф а* о Ф а : t/xK" —  У хК "
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соотношением
(фа* 0 Фа) (̂ » X) =  (Ь, уа (b)x), b£U a, х е К " ,

и потому в силу леммы 1 непрерывное.
По построению для любой точки Ь ^ и а п и &

Фра (Ь )  =  фрГ* о Фа. 6 ^
=  ФрГь 0 Фр. ft °  Фр/ft °  Фа. ft 0 Ф а*6 °  Фа. ft =- 
= Yp (&Г‘ офра(6)° У*(Ь),

т. е.
(1 0 ) Фра — Yp 1ФраУа

в группе всех непрерывных отображений i/a flt/p —
— GL (л; К) (где, конечно, под уа и Yp подразумеваются 
ограничения этих отображений на Ua {]U fi).

Мы будем говорить, что два коцикла ф = {фра) и ф'= 
= {фра} покрытия 11 над группой $ когомологичны, если 
существуют такие непрерывные отображения
( 1 1 ) Y « : ^ a * S .
что для любых индексов а, р с 0  выполнены
соотношения (10). В этой терминологии доказанное 
утверждение означает, что склеивающие коциклы одного и 
того оке векторного расслоения £, отвечающие различным 
тривиализациям фа (но одному и тому оке тривиалиэи- 
рующему покрытию U) когомологичны.

Отношение когомологичности коциклов является, оче
видно, отношением эквивалентности. Соответствующие 
классы называются классами когомологий покрытия U над 
группой S. Класс когомологий цикла ф мы будем обозна
чать символом [ф], а множество всех классов когомоло
гий покрытия И над группой $—символом # ‘ (U; S).

[Обратим внимание, что, вообще говоря, множество 
Н1 (U; $) не несет никакой естественной групповой струк
туры.]

В свете всего вышесказанного следующая теорема те
перь очевидна:

Теорема I. Формула

устанавливает биективное соответствие между мнооке- 
ством классов изоморфных векторных расслоений | ранга 
п над пространством S3, имеющих данное тривиализи- 
рующее накрытие U, и мнозкеством Н1(Ц; GL(n; К)). □
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В качестве полезного дополнения к этой теореме заме
тим, что каждый коцикл <р' — {фр*}, когомологичный склеи- 
вающему коциклу векторного расслоения 5, также 
является склеивающим коциклом этого расслоения (отве
чающим каким-то новым тривиализациям i/aX K "—► 
-—4>иа)- Действительно, если коцикл ф q>g отвечает 
тривиализациям фа: UaxK.n —>► &иа и если имеют место 
равенства вида ( 10), где уа—отображения (I I ) ,  то, положив

Фа(Ь. ~ Фа Ф, Уа(Ь)х), b£Ua, X € К " ,

мы получим тривиализации <р„: UaxK" —> которым 
отвечает коцикл <р'. □

Стоит также заметить, что в каждом множестве Hl (11; 3) 
имеется отмеченный элемент [<»|, являющийся классом кого
мологий коцикла е, состоящего из постоянных отображе
ний Ua [)Un—> каждое из которых переводит все мно
жество Ua []Up в единицу е группы 3. При этом легко 
видеть (докажите!), что при 3 GL(n; К) классу [е\ отве
чает тривиальное векторное расслоение 0".,.

З амечание  2. Теорема 1 вместе с конструкцией 
склеивающих коциклов <pj практически дословно перено
сится на случай любых 3-расслоений вида I  б [ ? J. где 
\— произвольное локально тривиальное главное 3-расслое
ние, а группа 3 и левое 3-пространство фиксированы. 
(Следует иметь в виду, что по определению каждая три- 
виализация расслоения б над U индуцируется некоторой 
тривиализацией главного расслоения \.) Подчеркнем, что, 
таким образом, соответствующие множества //*(Ц; 3), 
описывающие все расслоения вида | [F ] ,  тривиализирую- 
щиеся над элементами покрытия U, не зависят от эГ. Это 
устанавливает биективное соответствие между 3-расслое
ниями I  и £', трнвиализирующимися над каждым элемен
том покрытия U и отвечающим различным 3-пространст
вам W и аГ'. Эти расслоения соответствуют друг другу, 
если они определяют один н тот же элемент множества 
//‘ (It; 3). Впрочем, это соответствие фактически нам уже 
известно, поскольку расслоения б и £' тогда и только 
тогда соответствуют друг другу в этом смысле, когда они 
ассоциированы с одним и тем же главным 3-расслоением i,.

[Иначе то же самое можно выразить утверждением, что 
множество Н1 (Ц; 3) находится в естественном биективном 

‘соответствии с классами изоморфных главных 3-расслоеннй



над Si, тривиалнзирующихся над каждым элементом 
покрытия II.]

Замечание  3. Если покрытие Ц' вписано в покры
тие U, то операция ограничения отображений определяет 
инъективное (почему?) отображение Н1 (U; S) - Я 1 (U ';S ), 
которое можно считать вложением. Это понятным образом 
позволяет ввести в рассмотрение объединение множеств 
Н1 (11; 55) по всем открытым покрытиям 11 пространства 56, 
которое обозначается символом Я 1 (.Я; $) и находится 
в естественном биективном соответствии с множеством 
классов изоморфных локально тривиальных -̂расслоений 
(при£= GL(n; К )—векторных расслоений ранга л) над про
странством S3.

Замечание  4. В дальнейшем мы ограничимся рас
смотрением лишь гладких векторных расслоении £ (&, 
л, S3), для которых (см. лекцию 9) пространства £  п S3 
являются гладкими многообразиями, а отображение л — 
субмерсией. В лекции 16 мы покажем, что в случае, когда 
многообразие Si паракомпактно (см. определение 1 лек
ции 1 1 1 . 22), на нем существуют покрытия И, универсально 
тривиализирующие гладкие векторные расслоения, т. е. 
такие, что любое гладкое векторное расслоение тривиалн- 
зируется над U. Поэтому описанный в замечании 3 пре
дельный переход в этом случае фактически не нужен.
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Л е к ц и я  7

Векторные ^-расслоения.— Линейные ^-пространства.—
IHКватернионы.— Группа U (п).— Векторные расслоения 

типа — Их связь с главными ^-расслоениями.— Усло
вие редуцируеыости.— Ориентируемые векторные расслое
ния.— Метризуемые векторные расслоения.

Пусть £ —(£, л, 93)— векторное расслоение ранга п 
над полем К и пусть S— подгруппа группы GL(n; К).

Определение 1. Говорят, что векторное расслоение £ 
редуцируется к группе S, если для него существует такой 
тривиализирующий атлас {(Ua, фа)}, что для любых аи р  
и любой точки b€Ua r\Ufi матрица Фра(6) принадлежит 
группе S (отвечающий этому атласу склеивающий коцикл 
{фро} является коциклом над группой S). Атласы, обла
дающие этим свойством, мы будем называть ^-атласами. 
Два S-атласа называются эквивалентными, если их объ
единение также является S-атласом. Векторное расслоение, 
для которого задан класс эквивалентных S-атласов, назы
вается векторным S-расслоением.

Таким образом, векторное расслоение тогда и только 
тогда редуцируется к группе S, когда в него можно ввести 
структуру векторного S-расслоения.

Вообще говоря, эта структура не единственна.
Пример 1. Легко видеть, что векторное расслоение I 

тогда и только тогда редуцируется к единичной под
группе {£}, когда оно тривиально. Действительно, если 
Ф*»(&) = Е  А™ всех а> М  всех b€Ua f]Ufl, то формула

Ф (Ь, х) ■= Фа (Ь, дг), если Ь £ Ua,
корректно определяет отображение ф: й )хК " —► 93, являю
щееся изоморфизмом над 33. □

Пример 2. Для любых векторных расслоений I  = («££, 
л5, 93) и т] (<£'•, л", 53) над 93 рангов п и гп соответ
ственно рассмотрим в прямом произведении их 
тотальных пространств подпространство £, состоящее из 
таких пар (р, q)£<ftx4>n, что я5(р) = лч (q). [На языке 
теории категорий пространство является не чем иным,

Я1 яч
как коамальгамой диаграммы &  —* 3} «— tf4.] Пусть
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где л —отображение £ *93, определенное формулой 
п(р, q) л*(р) (или, что равносильно, формулой л (р, q) —
— л4 (</)). Для любой точки b£ Я  слой л -1 (Ь) расслоения 93 
состоит из пар (р, q), где р 6 !Г$, q€?J}, т. е. является 
прямой суммой линейных пространств ¥\ и
(и значит сам является линейным пространством). При 
этом для любых тривнализирующих атласов {(Ua, ф„)} 
и {(t/a, ф2)} расслоений £ и т] (с одними и теми же три- 
виализирующими окрестностями Ua) отображения

фа: Uax K n + m -*£ и  — л~*t/a,а

определенные формулами
Фа Ф, (X, у)) (ф 1{Ь, X), ф2(&, ^)),

ь$ и а, х е к п,
будут, как легко видеть, удовлетворять условиям б, и б2 
определения 1 лекции 6. Значит, расслоение С является 
векторным расслоением ранга п + т ( а отображения фа — 
его тривнализациями над Ua). Это расслоение называется 
суммой Уитни расслоений £ и т) и обозначается символом 
|0 г|. Его тотальное пространство £  обозначается симво
лом

По определению расслоение £фт} является векторным 
GL(n, т ; Корасслоением, где G L (п, т\ K ) » G E ( « ;  К ) Х  
xGL(m ; К) — группа всех матриц порядка п + т , имею
щих вид

\А 0 1 A 6 GL(n; К),
flo в  , B £ G L ( m \  К).

Задача  1. Покажите, что векторное расслоение ранга 
п -( т  тогда и только тогда редуцируется к группе 
GL (л, т\ К), когда оно является суммой Уитни векторных 
расслоений рангов п и т  соответственно.

Чтобы лучше освоить понятие векторного S-расслоення, 
нам понадобятся некоторые сведения из линейной алгебры.

Пусть по-прежнему Ъ— произвольная подгруппа группы 
GL (л; К).

Определение 2. Линейное л-мерное пространство Т 3 
над полем К называется линейным 3-пространством, если 
в нем задан такой класс базисов Соог 7°, что

а) если базис /  (/,, . . . , / „ )  связан с базисом е =
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= (f',, еп) из Соог? '3 матрицей перехода Л ^ З ,  то 
f  £ Соог Т•>;

б) для любых базисов из Соог ‘У3 связывающая их мат
рица перехода принадлежит подгруппе 3.

Пример 3. Приняв за Соог К" все базисы в К ”, свя
занные со стандартным базисом ............  матрицей пере
хода из группы 3, мы внесем в К" структуру линейно
го 3-пространства. Эта структура называется стандарт
ной.

Линейное отображение <р: Т3 — 7 °, линейных 3-про
странств называется 3-изоморфизмом, если каждый базис 
из Соог У3 оно переводит в базис из Соог f 3' (и потому, 
в частности, является линейным изоморфизмом).

Пример 4. Линейный изоморфизм У3 —►К" тогда 
и только тогда является 3-изоморфнзмом (по отношению 
к стандартной структуре 3-пространства К"), когда он 
является координатным изоморфизмом, отвечающим базису 
из Соог У 3.

Пусть К = R.
Пример 5. Если G L+(n; R)— подгруппа группы 

GL(n; R), состоящая из матриц с положительным опреде
лителем, то линейные G L+(n; R)-пространства— это в точ
ности ориентированные линейные пространства, a G L+ (л; R)- 
изоморфизмы—это линейные изоморфизмы, сохраняющие 
ориентацию.

Пример 6. Линейные 0(п)-пространства —это евкли
довы линейные пространства (пространства с положительно 
определенным скалярным умножением), а О («^изомор
физмы—это их изометрни.

Пример 7. Линейные SO (л)-пространства — это ориен
тированные евклидовы линейные пространства, a SO (/̂ -изо
морфизмы— это их изометрнн, сохраняющие ориентацию.

Пример 8. Аналогично линейные О (р, ^-простран
ства—это (см. лекцию I I . 126) псевдоевклидовы простран
ства типа (р, q), а О (р, q)-изоморфизмы— это их нзомет- 
рии.

Пример 9. Линейные Sp(m; R)-npocTpaHCTBa—это 
(см. лекцию 1 1 . 10) симплектнческие пространства размер
ности п 2т, a Sp(m; R)-нзoмopфнзмы — это их симплек- 
тические изоморфизмы.

Пример 10. Напомним (см. лекцию 11.25), что комп
лексной структурой на вещественном линейном простран
стве У 3 размерности п 2т «называется произвольный 
линейный оператор /: ct/)— et'3, для которого Р  — Е .
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Согласно результатам лекции 11.25 вещественные простран
ства с комплексной структурой — это в точности линейные 
S-пространства, где S — подгруппа группы GL(n; R) (и даже 
группы G L+ (л, R)), состоящая из всех матриц вида

Л й||1-я Л !!■
[Эта подгруппа изоморфна группе GL (л; С), а пространства 
с комплексной структурой — это в точности овеществления 
комплексных линейных пространств; см. лекцию 11.25.J

Заметим, что мойое пространство с комплексной струк
турой автоматически ориентировано.

Пусть К С.
Пример 11. Линейные U (л)-пространства —это уни

тарные пространства (см. лекцию 1 1 .20), а Щл)-нзомор- 
фнзмы—это их изометрни.

З а д а ч а  2. (Ср. задачу 4 лекции III.  11.) Покажите, что опера
ция овеществления •—* 'X ^ r  (см. лекцию 11.25) устанавливает би
ективное соответствие между унитарными m-мерными пространствами 
и евклидовыми 2ш-мерными пространствами, являющимися одновре
менно симплектическими пространствами. [ У к а з а н и е .  Вещественная 
часть эрмитова скалярного произведения является евклидовым ска
лярным произведением, а мнимая — симплектическим. См. лекцию 11.25. j

Пример 12. Линейные Sp (ш)-пространства, где 
Sp(m)— унитарная симплектическая группа (см. лек
цию 1 1 1 .1 1 ),— это унитарные и одновременно симплектиче- 
скне (комплексные) пространства размерности 2т.

Последний пример может быть элегантно интерпрети
рован также с точки зрения кватернионных линейных про
странств, но для этого мы должны глубже познакомиться 
с кватернионами.

По определению (см. лекцию 11.24) каждый кватернион | 
имеет вид
(1) а<,+ а Л  atj + a3k,

где (, /, к—кватернионные единицы с таблицей умножения
i i к

1 — 1 к
1 — к — 1 i
к i —  ( —  1.
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«О
Произведение любых двух единиц, следующих друг за 
другом в направлении, указанном стрелкой, равно третьей 
единице. При умножении единиц в другом порядке про
изведение приобретает множитель — 1 .)

Складываются кватернионы покомпонентно (и, следова
тельно, составляют линейное пространство с базисом 1 , 
I» /» А).

Кватернионы вида аф + а,« отождествляются с комплекс
ными числами. Это позволяет каждый кватернион (1) за
писать в виде
(2) l  = a + bj, где а, b£ С,

и тем самым отождествить линейное пространство Н всех 
кватернионов с линейным пространством Сг пар (а, Ь) комп
лексных чисел. Кватернионы, записанные в виде (2), умно
жаются по обычным правилам алгебры с дополнительными 
соотношениями

/* = — 1 и aj = ja, а£С .
гло означает, что умножение кватернионов задается фор
мулой
(Зу (а + bj) (х + yj) = (оде— by) + (ay + bx) j.

З а д а ч а  3. Проверьте прямым вычислением, что задаваемое 
формулой (3) умножение ассоциативно и билинейно, т. е. что линеал Н 
является ассоциативной алгеброй.

Число ав называется вещественной (или скалярной) 
частью кватерниона (1) и обозначается символом Re £. 
Таким образом, если | = a-\-bj, a,b£  С, то Re б = Re а.

Если 5= Re£. то кватернион называется вещественным. 
Такой кватернион отождествляется с вещественным числом 
Re| = a„.

Если Re 1=0, то кватернион б называется мнимым. 
Все мнимые кватернионы образуют трехмерный линеал Н' 
с базисом 1, /, k.

З а д а ч а  4. Покажите, что кватернион тогда и только тогда 
перестановочен с любым кватернионом |£ И  (принадлежит центру 
алгебры Н), когда он вещественен.



Мы введем в линейное пространство Н евклидову мет
рику, считая базис 1, i, /', к ортонормированным. Длина 
в этой метрике кватерниона £ обозначается символом |£| 
и называется его нормой. По определению
(4) | S |* = а| Ч - ^  -Ь | а I* + | * Г.
В частности, |5|^ 0 тогда и только тогда, когда | = 0.

Кватернион аа—ati — a ,j— a3k называется сопряженным 
с кватернионом (1) и обозначается символом |. Ясно, что
1 = 1 тогда и только тогда, когда кватернион | веществе
нен, а | = — £ тогда и только тогда, когда кватернион £ 
мним.

Для кватерниона (2) кватернион 5 выражается фор
мулой

Г = а — bj.
В силу формул (3) и (4) отсюда немедленно следует, что

$Г= &  = |£|*.
Поэтому при £=£0 для кватерниона £-, = |£|“ *£ имеют 

место равенства
1 .

(Например, = 1.) По определению
это означает, что алгебра Н является телом.

Непосредственное вычисление показывает, что для лю
бых кватернионов £, т)£Н имеют место равенства

Г+Л = £+л. =
(отображение £--*■£ является а н т и а в то м о рф и зм о м  
алгебры_Н). Поэтому, в частности, | £rj |* = = £т) ц! =
— l h l , 5 = S r h l, = IS|, h l '.  и значит
(5) |6П|-|6||Л|.

Для произвольного кватерниона \~a-\-bj мы положим
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З а д а ч а  5. Покажите, что соответствие £■— пред
ставляет собой гомоморфизм алгебры Н в алгебру Mat2 С 
комплексных квадратных матриц второго порядка, являю
щийся изоморфизмом на подалгебру всех матриц вида (6).
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Поэтому все свойства кватернионов можно интерпрети
ровать _как_ свойства матриц. Например, квадрат нормы 
| ̂ |* = aa + bb кватернионов £ является не чем иным, как 
определителем det/Ц матрицы (что, кстати сказать, еще
раз доказывает формулу (5)), a Re|==yTry4j. При жела
нии можно отождествлять кватернион £ с матрицей А$.

Заметим, что это отождествление отличается от отождествления, 
описанного в лекции 11.24; одно получается из другого преобразова
нием базиса i ►—*—k, j i—* /, kt—>— i.

Скалярным умножением на кватернионном правом ли
нейном пространстве У 3 называется такое отображение 
сузу'Суъ ь)>->а Ь, что

(«,-} а.)Ь а хЬ : а Ь, я (&, ч bt) = ab, -\ ab,
для любых векторов а, а „  а г, b, bIt Ь ^ У 3',

(a l) b — >. (ab), а (ЬУ) — (ab) X 

для любых векторов a, b ^ f 3 и любого кватерниона Я,£Н;
ba — ab

для любых векторов a, b Ч 3.
Кватернионное пространство У 3 с заданным скалярным 

произведением (a, b)»-*-ab называется кватернионным 
евклидовым пространством. (Употребляется также термин 
симплсктическое пространство, у нас занятый для про
странств с невырожденным кососимметрическим произведе
нием.) Базис е,, . . . .  еп кватернионного евклидова про
странства называется ортонормированным, если е,4) - б,7
для любых /, / = 1........п. Линейное отображение У 3 - <Т/Э,
кватернионпых евклидовых пространств, сохраняющее ска
лярные произведения, называется изоморфизмом (или изо
метрией).

Примером «-мерного кватернионного евклидова прост
ранства является пространство Н" со скалярным умноже
нием

ab albl + . . .  -( anbn.

где a (a1, . . . ,  an)£ H " и b -(b\ . . . ,  fc")gH". [Мы за
писываем элементы пространства Н" в виде строк, хотя 
на самом деле их надо считать столбцами.]
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[Обратим внимание, что приК =• С аналогичное определе
ние— см. лекцию 1 1 .20— отличается на комплексное сопря
жение (что, конечно, никакого значения не имеет).]

З а д а ч а  6 . Покажите, что базис е „  . . . ,  еп кватер- 
нионного евклидова пространства У 3 тогда и только тогда 
ортонормирован, когда соответствующий ему координатный 
изоморфизм У3 - Н" (переводящий вектор а — ер' про
странства У3 в вектор (а\ . . . ,  я") пространства Н") яв
ляется изометрией.

Все изометрии Н" —• Н" пространства Н" на себя состав
ляют группу, обозначаемую символом (я). Отождествив 
каждую нзометрию Н" —  Н" с матрицей, столбцы которой 
являются образами векторов стандартного базиса, мы можем 
считать элементами группы U w (л) кватернионные матрицы.

З а д а ч а  7. Покажите, что кватернионная матрица А 
тогда и только тогда принадлежит группе (л), когда

А ТА = Е ,
где Л т — матрица, получающаяся из матрицы А транспо
нированием и заменой всех элементов на кватернионно 
сопряженные. (Ср. предложение 1 лекции 11.22.)

З а д а ч а  8. Покажите, что группа и н (л) является 
матричной группой Ли (см. лекцию III.И ) , алгеброй Ли 
которой служит пространство ин (л) кватернионных мат
риц В, удовлетворяющих соотношению

В  -! =, о.
З а д а ч а  9. Покажите, что А е U H (л) тогда и только 

тогда, когда А является матрицей перехода, связывающей 
два ортонормированных базиса пространства Н“ .

Это немедленно дает
Пример  13. Кватернионные U H (л)-пространства У 

это в точности кватернионные евклидовы пространства 
(с классом всех ортонормированных базисов в качестве 
Соог У3).

В силу отождествления Н с С* и, значит, Н" с С!" 
скалярное произведение на Н* определяет по формуле

ab = S(a, &)+ /Q(a, b)
два функционала S и £2 на С*". (Ср. лекцию II.25.)

З а д а ч а  10. Покажите, что S является на С1" эрми
товым скалярным умножением, а £2 — симплектическим. 
Пользуясь этим, покажите, что л-мерные кватернионные
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евклидовы пространства— это в точности комплексные 
2л-мерные пространства, одновременно унитарные и снм- 
плектнческие. (Ср. выше задачу 2.)

Отсюда, в частности, следует, что группа (п) изо
морфна симплектической группе Sp (п).

||
З а д а ч а  11. Постройте изоморфизм U (я )— ► Sp (л) в явном 

виде (ср. задачу 4 лекции I I I . II) .

На основании этого изоморфизма группы U H (л) и Sp(fl) 
обычно отождествляются. [В  частности, группа U H (л) также 
называется симплектической группой и обозначается сим
волом jSp (л).]

Вернемся теперь к векторным расслоениям.
Пусть по-прежнему Ъ— произвольная подгруппа группы 

GL(n; К).
Определение 3. Векторное расслоение \ = {<£, я, 58) 

ранга л над полем К называется расслоением типа S, если

а) каждый слой оГь = п~1(Ь), b£58, расслоения £ яв
ляется линейным ^-пространством;

б) существует такой тривиализирующий атлас {(i/a, фа)} 
расслоения £

является 3-изоморфизмом.
В  частности, мы имеем
1 ) ориентированные векторные расслоения (для которых 

слои <Fb ориентированы, а изоморфизмы (7) сохраняют 
ориентации),

2 ) евклидовы векторные расслоения (для которых в слоях 
ь задана евклидова метрика, а изоморфизмы (7) являются

изометриями),
3) псевдоевклидовы векторные расслоения,
4) симплектические векторные расслоения,
5) унитарные векторные расслоения,

М. М. Постников, сем. IV

V

что для любого а и любого b£U a отображение
(7) Фа. Ь- К " ► S ' а(Ь, X),  Х € К \
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6) кватернионные евклидовы векторные расслоения 
и т. д. и т. п.

Здесь K = R для расслоений классов 1 ), 2) и 3 );K  = R 
или С для расслоений класса 4); К = С для расслоений 
класса 5) и К=-Н для расслоений класса 6). При этом 
расслоения класса 5) можно отождествлять с веществен
ными (K = R) расслоениями, одновременно евклидовыми и 
снмплектическими, а расслоения класса 6)— с комплекс
ными (К = С) расслоениями, одновременно унитарными и 
симплектическими.

Связь векторных расслоений типа 3 с расслоениями, 
редуцирующимися к группе 3, описывается следующим 
предложением:

Предложение 1. Векторное расслоение тогда и только 
тогда редуцируется к группе 3, когда в него можно ввести 
структуру расслоения типа 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть векторное расслоение 
£=(<£, я, 53) является расслоением типа 3 и пусть 
|(f/a, фа) }— тривиализирующий атлас, предусмотренный 
условием б определения 3.

Тогда каждое отображение фра (6): К " —► К", являясь 
композицией 3-нзоморфизмов, будет 3-изоморфизмом, т. е. 
его матрица будет принадлежать группе 3. Это доказы
вает, что любое векторное расслоение типа 3 редуцируется 
к группе 3 (и, значит, является 3-расслоением).

Обратно, пусть векторное расслоение 5 = (<£, л, 5д) 
редуцируется к группе 3 и пусть {(Ua, *pa)} — произволь
ный 3-атлас этого расслоения. Каждая тривиализация q>a 
задает в линейном пространстве <Fb, b £U a, базис
(8) фа (&. е,).........Фа (Ь, е„),
где elt . . . ,  е„ — стандартный базис пространства К " (см. 
лекцию 6) и для каждой точки b^U a r\Ufi базисы (8), от
вечающие тривиализациям фа и ф„, связаны матрицей 
перехода фра(^)€3. Поэтому структура 3-пространства, 
задаваемая в линеале оГь базисом (8) (т. е. такая, что 
Соог<Гь состоит из всех базисов, связанных с базисом (8) 
матрицами перехода из 3), не зависит от выбора окрест
ности Ua, содержащей точку Ь. Так как по отношению 
к этой структуре отображение фа. * будет, конечно, 3-изо
морфизмом, то мы получаем, тем самым, в I  структуру 
векторного расслоения типа 3. □

Таким образом, на любом векторном расслоении £ 
структуры векторного 3-расслоения и расслоения типа 3
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взаимно однозначно друг другу соответствуют. В даль
нейшем мы их различать не будем и термин «векторное 
S-расслоение» будем считать синонимом термина «расслое
ние типа S».

Векторные S-расслоения легко характеризуются в тер
минах главных S-расслоений.

Действительно, ясно (ср. пример 3 лекции 5), что для 
любого локально тривиального главного S-расслоения £ 
ассоциированное расслоение % (К"] является векторным 's-рас
слоением (здесь К" рассматривается как левое S-прост
ранство). Оказывается, что обратное тоже верно, т. е. каж
дое векторное S-расслоение £ имеет вид | [К П], где 
£— некоторое локально тривиальное главное S-расслоение. 
Доказательство по существу повторяет доказательство 
предложения 1 лекции 5.

З а д а ч а  12. Докажите последнее утверждение.

Это позволяет указать легко проверяемое необходимое 
и достаточное условие редуцируемости данного векторного 
расслоения к группе S (или, более общо, данного вектор
ного S-расслоения к подгруппе 3fC группы S).

Предполагая подгруппу ЗС замкнутой, мы введем 
в рассмотрение пространство S!ЗК левых смежных клас
сов а$С группы S по подгруппе Ж  (ср. пример 2 лек
ции 1). Группа S действует (вообще говоря, не эффек
тивно!) на этом пространстве по формуле

g(a9e) = (ga)M , g, а £ S,

и значит, для любого главного S-расслоення 1 определено 
ассоциированное расслоение £[S/$?].

Пусть расслоение £ (а значит, и расслоение |[S/.*#]) 
локально тривиально.

Предложение 2. Если векторное S-расслоение £=£ [Кл] 
редуцируется к подгруппе Ж , то  расслоение |[S/.9£] об
ладает сечением.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть UUa, фо)}— тривиализи- 
рующий :#-атлас расслоения £, а {ф ^ }— соответствующий 
склеивающий коцикл. Не теряя общности, мы можем счи
тать, что над окрестностями Ua расслоение £ — (8 , л, 5д) 
(а потому и расслоение £[S/.ft']) также тривиально. Пусть

Уа- 1 /«Х $ —► fit)а
5*

■
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— соответствующие тривиалнзации, а {фр^}— отвечающий 
этим трнвиализацням склеивающий коцикл над группой 
По условию ЭТОТ КОЦИКЛ когомологичен коциклу {фра} 
(рассматриваемому как коцикл над S), т. е. существуют 
такие отображения ha: Ua —* что

Фра Ф) — Л р 1 (Ь) фра  (6 ) Ла  (Ь)
для любой точки b£Ua П Ufi.

Далее, так как расслоение ассоциировано
с расслоением \, то по построению оно обладает тривиа- 
лизирующим атласом {(Ua, <oa)}, которому отвечает тот же 
склеивающий коцикл {фра}- Имея это в виду и обозна
чая— для сокращения формул— смежный класс affl, а £ 
символом [а], мы произвольной точке b£$i отнесем точку 
s(b) тотального пространства £  расслоения 6 [55/55?], 
положив

s(b)^(oa (b, [М ОД), если b£Ua.
По определению склеивающего коцикла для любых точек 
b 6 Uа П Up и [а] 6 имеет место равенство

М Ь, Фра(Ь) [a]) — wa (Ь, [а]).
С другой стороны, так как по условию [фра (ft)] — [е], то

[Лр(6)1 - фра (ft) [ha(b)\.
Поэтому

Wp (b, [/lp(6)]) - 0>аф, [Ла (Ь)]),
и значит, отображение s: Я  —* £  определено корректно.

Поскольку s, очевидно, является сечением расслоения 
£ [S/ЛГ], предложение 2 тем самым полностью доказано. □

Обратное утверждение, вообще говоря, верно только 
при некоторых дополнительных предположениях.

З а д а ч а  13. Докажите, что если каноническое расслоение Ч — ► 41 
локально тривиально, то  и обратно, из существования для расслоения 
i  Y$lS%\ сечения с.хедует, что расслоение £ =  редуцируется
к группе

З а д а ч а  14. Покажите, что если $ является группой Ли, a SK  — 
ее замкнутой подгруппой Ли, то  расслоение $ — >- локально три
виально. [ У к а з а н и е .  Замкнутая подгруппа Ли является вложен
ным подмногообразием; см. ниже лекцию 13.]

При S = GL (л; R) и SK = G L+ (л; R) факторпространство 
S/.#’ состоит из двух точек. Поэтому для любого главного 
G L(n ; R)-paaMoeHHH |  расслоение | [G L (a ; R)/GL+(л; R)] 
лнбо тривиально, либо— в предположении, что база S8



расслоения £ связна — является двулистным накрытием. В 
первом случае векторное расслоение редуцируется
к группе G L+ (л; R) (такое расслоение называется ориен
тируемым), а во втором случае— нет.

З а д а ч а  15. Покажите, что касательное расслоение 
хSC над гладким многообразием £С тогда и только тогда 
ориентируемо, когда ориентируемо многообразие X  
(в смысле определения 1 лекции 111.25).

Векторное К-расслоение £ называется метризуемым, 
если в него можно ввести структуру евклидова (при K= R), 
унитарного (при К = С) или квагерннонного евклидова 
(при К  = Н) расслоения, т. е. если оно редуцируется к груп
пам О (л), U (л) и U H(n) = Sp(n) соответственно. Каждая 
такая структура называется метрикой на £.

Оказывается, что в отличие от свойства ориентируе
мости свойство метризуемости — при весьма слабых и вы
полняющихся во всех геометрически интересных случаях 
предположениях — имеет место для любых векторных рас
слоений. Этот факт удобно доказывать прямо, не поль
зуясь предложением 2 (или, точнее,— утверждением за
дачи 13).

Напомним (см. определение 1 лекции I II .  22 и замечание 4 
лекции II 1.24), что открытое покрытие {£/„} простран
ства Зд называется нумерируемым, если существует под
чиненное ему разбиение единицы, т. е. такое семейство 
непрерывных неотрицательных функций Зд —* R, что

Г  для любой точки Ь£3д найдется окрестность U, 
в которой только конечное число функций rjo отлично от 
нуля ( с в ойс т во  л о к а л ь н о й  конечности ) ;

2° имеет место равенство
1

а

(сумма слева определена ввиду свойства 1°);
3° rjd = 0 вне Ua для любого а  ( у слов ие  подчи

нен ноет и).
Мы будем называть топологическое пространство 3} 

паракомпактным, если каждое его открытое покрытие 
нумерируемо. (Эго определение несколько сильнее обще
принятого, но совпадает с ним для хаусдорфовых прост
ранств; см. замечания 1 и 4 лекции I II .  24.)

Векторное расслоение б называется нумерируемым, если 
Для него существует нумернруемое тривиализнрующее
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покрытие. Таким образом, над паракомпакпшым прост
ранством Зв любое векторное расслоение нумерируемо.

Предложение 3. Каждое нумерируемое векторное 
расслоение метризуемо.

Доказательству этого предложения мы предпошлем не
сколько простых замечаний о метриках.

Скалярное умножение (метрика) на линейном прост
ранстве Т 3 однозначно восстанавливается но соответствую
щему положительно определенному квадратичному функ
ционалу Q: х>—*х'1, х £ 'У 3. (При К  R и К  = С это из
вестно из семестра II;  см. лекции 11.11 и 11.19. При 
К  — Н доказательство проводится точно так же, как при 
К = С. Заметим, что для сокращения формулировок мы 
позволяем себе называть функционал Q «квадратичным 
при любом К, хотя, строго говоря, это оправдано только 
при К R.)

Обратим внимание, что при любом К функционал Q 
принимает значения в поле R.

З ад а ч а  16. Покажите, что для любого конечного 
семейства положительно определенных квадратичных функ
ционалов Qa и любых неотрицательных чисел т^, среди 
которых хотя бы одно отлично от нуля, функционал

также является положительно определенным квадратич
ным функционалом.

Для каждого метризованного векторного расслоения 
I  = (&, л, 33) формула

Q(p) Р\
(где р*— скалярный квадрат вектора р в линеале & ь, 
b л (р)), определяет— очевидно, непрерывную— функцию 
Q: £  —- R, обладающую тем свойством, что ее ограничение 
на каждом слое ¥ ь, b£58, является положительно опре
деленным квадратичным функционалом на линеале 3~ь.

Ключом к доказательству предложения 3 является 
следующая лемма:

Лем ма I. Каждая непрерывная функция Q: &  — R, 
ограничение которой на любом слое 3~b, b££S, является 
положительно определенным квадра/пичным функционалом, 
возникает из некоторой метрики на £.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию функция Q на каж
дом слое Т ь, Ь£3в, задает структуру евклидова (при 
K = R), унитарного (при К г С) и кватернионного евкли
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дова (при К Н) линейного пространства. Поэтому нужно 
лишь доказать, что для расслоения £ существует тривиа- 
лизирующий атлас {{Ua, <ра)}, для которого все отображе
ния (7) являются изометриями.

Пусть {(£/<х. Фа)} — произвольный тривиализирующий 
атлас расслоения £. Как мы знаем (см. лекцию 6), каж
дая тривиализация ф̂ , определяет базис Р£/0-модуля 
r(?|t/e), состоящий из сечений

s',: b>-+q>'a (b, е,\ * = 1 ........п.
Применив к значениям s[(b), . . . ,  s'n(b) этих сечений 
в каждой точке b £U a процесс ортогонализации Грама — 
Шмидта (см. лекцию 1.13; этот процесс применим— дока
жите!— не только при К R, но при К С или Н), мы 
получим— как легко видеть, также непрерывные— сечения 
s,, . . . .  s„ расслоения | над Ua, составляющие такой ба
зис F£/a- модул я Г ( I |t/a), что для каждой точки b ^U a векторы 
s,(b), ...,s „ (b ) образуют ортонормированный базис лине
ала оГ ь.

Для завершения доказательства остается заметить, что 
последнее свойство в точности означает, что для отвечаю
щей базису s„ . . . .  s„ тривиализации фа: О х К п—*£иа 
все отображения (7) представляют собой изометрии.

Теперь мы уже можем доказать предложение 3.
Д о к а з а т е л ь с т в о  предлож ен ия  3. По условию 

для расслоения £ (4>, я, 38) существуют тривиализирую- 
щий атлас {(Ua, фа)} и разбиение единицы {т^}, подчи
ненное покрытию {£/<*}.

Мы определим на &  функцию Q: <§ —- R, положив
Q ( P ) ^ 2 na(n(p))Qa(P).

a
где — функция &иа - R, заданная формулой

9а(р) = * г. если Фа (Ь, х) = р.
Здесь Ь = п(р), а х ’— скалярный квадрат вектора х £ К " 
в стандартной метрике на К".

Легко видеть, что функция Q непрерывна и на каж
дом слое аГь, 6 £58, ее ограничение 'является — в силу 
утверждения задачи 10— положительно определенным 
квадратичным функционалом. Следовательно, согласно 
лемме 1 эта функция задает на 1  некоторую метрику. □

Следствие. Любое векторное расслоение над пара- 
кампактным пространством Зд метриэуемо. П
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Квазикомплексные многообразия.— Многообразие косо
симметрических ортогональных матриц.— Условие квази- 
комплексифицнруемостн. — Квазикомплексифицируемые 
сферы.— Алгебра октав. — Квазикомплексифицируемость 
сферы S* — Квазикомплексифицируемые многообразия 
размерности 6.— Параллелизуемость квазигрупп.— Веще
ственные алгебры с делением.

Расслоения типа S для подгруппы S группы GL (л; R), 
га = 2/л, из примера 10 лекции 7— это в точности вещест
венные расслоения, являющиеся овеществлениями комп
лексных расслоений.

Определение /. Гладкое га-мерное (л 2т) много
образие Я  называется квазикомплексифицируемым, если 
его касательное расслоение т%  редуцируется к группе $ 
из примера 10 лекции 7, т. е. если над 37 существует 
такое комплексное расслоение т ранга т ,  что

= тк .

Каждое такое расслоение т называется квазикомплексной 
структурой на 37, а многообразие 37 с заданным на нем 
квазикомплексной структурой т называется квазикомплекс- 
ным многообразием.

Конечно, каждое квазикомплексифицируемое многообра
зие ориентируемо (см. задачу 15 лекции 7).

Очевидным примером квазикомплексного многообразия 
является (см. лекцию I II .  11) овеществление Z R произ
вольного комплексно-аналитического многообразия Б  (если 
37 = Z R, то T2* = t r ). Поэтому квазнкомплексифицируе-
мость многообразия 37 представляет собой необходимое 
(но, вообще говоря, недостаточное!) условие его комплекси- 
фицируемости, т. е. существования такого комплексно
аналитического многообразия 2 , что 2 R = 5*.

Как мы знаем (см. лекцию 6), квазикомплексные струк
туры на многообразии 37 находятся в естественном биек
тивном соответствии с автоморфизмами
(1) /: *37 — 37•
удовлетворяющими соотношению /* = — id.

На этом основании автоморфизмы (1), удовлетворяю
щие соотношению /* = — id, или — что равносильно— глад
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кие поля /)>-*• I р, операторов /р: ТрЯ ~ + Т р& ,
удовлегворяющнх соотношению /* = —id, также называются 
квааикомплексными структурами на SV.

Согласно следствию из предложения 3 лекции 7, если 
квази комплексное многообразие ЗС пара компактно, то рас
слоение т обладает эрмитовой метрикой. Вещественная 
часть этой метрики будет евклидовой метрикой на %#, а 
мнимая часть— симплектической (ср. лекцию 11.25). По
этому гладкое паракомпактное многообразие тогда и 
только тогда квазикомплексифицируемо, когда расслоение 
xg редуцируется к подгруппе Sp (m) = SO (2m) П Sp (m; R) 
группы SO (л), n = 2m (являющейся образом группы U(m ) 
при вложении GL(m ; С )—-GL(n; R)). Следовательно (см. 
в лекции 8 предложение 2 и утверждения задач 10 и 1 1 ), 
вопрос о квазикомплексифицируемости пара компактного 
многообразия SC сводится к вопросу о существовании 
сечения у расслоения со слоем SO(2m)/Sp(m), ассоцииро
ванного с векторным расслоением т <%. Изучим поэтому 
подробнее факторпространство SO (2m)/Sp (m).

З а да ч а  1. Покажите, что пространство SO (2m)/Sp (m) 
обладает структурой гладкого многообразия, по отноше
нию к которой каноническое отображение л: SO (2m) —* 
—- SO (2m)/Sp (m) является субмерсией (и, значит, смеж
ные классы группы SO (2m) по подгруппе Sp (m)— вложен
ными подмногообразиями). [ У к а за ни е .  В окрестности 
единицы группы SO (2т) существует подмногообразие, 
трансверсальное к Sp(m), на котором отображение я  яв
ляется гомеоморфизмом на открытое подмножество прост
ранства SO(2m)/Sp(m). Ср. задачу 20 лекции 13.]

Пусть Wm— подмножество группы SO (2т), состоящее 
из кососимметрических матриц. Поскольку— см. лек
цию II. 10— определитель лю&й кососимметрической мат
рицы неотрицателен, матрица А порядка 2 т тогда и только 
тогда принадлежит Wт , когда эта матрица ортогональна 
и кососимметрична.

З а д а ч а  2. Покажите, что Wи является связным глад
ким многообразием размерности т * — т .

З а д а ч а  3. Рассмотрите следующие три условия на 
матрицу А:

а. Матрица А кососимметрична.
б. Матрица А ортогональна.



в. Матрица А удовлетворяет соотношению
(2) А* •=- — £.
Докажите, что любые два из этих условий влекут за со
бой третье.

Таким образом, в частности, любая матрица А £ W m 
обладает свойством (2 ).

Для каждой матрицы A€,SO(2m) матрица AJA~f, где
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ортогональна и кососимметрнчна. Поэтому формула
Ф ( Л )  = A JA T

определяет некоторое— очевидно, гладкое— отображение
(3) ф: SO(2m) —» Wm.

По определению (см. лекцию II  1.11) матрица A £ SO (2/л) 
тогда и только тогда принадлежит подгрушпе Sp(m), когда 
Ay JA  = J ,  т. е., поскольку

AJA-r = — ((A-l)T JA - l)-\  
когда ф (/4) = У. Так как
(4) Ф ( Л В )  = Л ф ( В ) Л т

для любых матриц А, В  € SO (2/л), отсюда непосредственно 
вытекает, что ф ^ ) = ф (В) тогда и только тогда, когда 
A~lB  £Sp (т ). Следовательно, формула

ф М ] = ф И ).
А € SO (2/л), [A J = A Sp (m) € SO (2m)/Sp (/л),

корректно определяет некоторое— также гладкое!— отобра
жение

ф: SO (2m)/Sp (m) —> W m.
Это отображение ннъективно, а так как многообразие 
SO (2m)/Sp ( т )  компактно, то и монеоморфно (является 
гомеоморфизмом на свой образ).

З а д а ч а  4. Покажите, что касательное пространство 
T£SO(n) группы SO(n) в точке Е  (касательное простран
ство TfSp(m ) группы Sp(m)) естественным образом отож
дествляется с линеалом So (л) (линеалом $р(т)), состоящим 
из всех кососимметрических матриц порядка л (из всех 
кососимметрических матриц порядка 2т, перестановочных



с матрицей J) ,  т. е. с алгеброй Ли этой группы в смысле 
лекции I I  1.11. [ У к а за ни е .  Каждая матрица из некото
рой окрестности точки Е  в группе SO (я) имеет вид е(Л, 
где А £ (п), причем etA € Sp (m), п = 2m, тогда и только 
тогда, когда Л £ $ р (т ).]

Аналогичным образом касательное пространство ТjW m 
многообразия Wт в точке J  отождествляется с подпро
странством пространства 80 (п), состоящим из кососиммет
рических матриц А, для которых A J + JA =  0.

Поэтому дифференциал (d<p)E отображения <р в точке Е  
мы можем считать отображением

(d(p)E: $о(п)-*Ту\Р„сво(п).
Поскольку для любой матрицы А^ео(п) имеет место ра
венство

e**J(e*A )T - J  (E  +  t (A + . . . ) ) J ( E + / (A T + .. . ) ) - /
|> t t 

= A J—  JA +  . . . .
где многоточия обозначают члены порядка ^  1 по t (на
помним, что А т = — .4), отображение (dcp)̂  действует по 
формуле

(йф)я/4 = A J— J  А.
Следовательно, его ядром является подпространство (т ), 
откуда непосредственно вытекает, что отображение ф пред
ставляет собой погружение (в точке \Е\, а потому— как непо
средственно вытекает из формулы (4) — и в любой точке 
из SO (2/n)/Sp (m)). Значит, его образ ф (SO (2m)/Sp (m)) 
представляет собой компактное (и, следовательно, замкну
тое) подмногообразие многообразия W т . При этом размер
ность этого подмногообразия равна размерности т *— т  
многообразия W т (см. задачу 14).

Л ем м а I. Пусть У — замкнутое подмногообразие 
многообразия SC. Если dim ?У = dim Я  и многообразие SC 
связно, то  У  X .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как А т У  — А \тХ , то вло
жение i: {У —► X  является этальным отображением (локаль
ным диффеоморфизмом). Поэтому дпя] любой точки 
существует в У  такая окрестность V, что ее образ i (V  ̂= V 
является в X  окрестностью точки i (р) —р. Это означает, 
что у  открыто в X . Так как X  связно, а 3/ замкнуто, 
то это возможно только при & = X . □
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В силу этой леммы подмногообразие ф (SO (2m)/Sp (m)) 
совпадает с многообразием W т, т. е. отображение ф яв
ляется диффеоморфизмом.

В дальнейшем мы будем отождествлять многообразия 
Wт и SO (2m)/Sp (т )  посредством диффеоморфизма ф.

Заметим, что в силу этого отождествления левые сдвиги 
[ В ]~ [А В ]  пространства SO(2m)/Sp(m) на элементы 
А 6 SO (2m) переходят в сопряжения С>—>АСА-1, C £ W m.

Вернемся теперь к л-мерному (л = 2т) многообразию SC. 
Предполагая, что многообразие £С паракомпактно, введем 
на его касательном расслоении х<% произвольную евкли
дову метрику. Как мы знаем, это равносильно редукции 
расслоения к группе О (л). Если многообразие X  
ориентируемо, то расслоение х<% можно редуцировать даже 
к группе SO(n). Пусть х<%— ассоциированное главное 
SO (л)-расслоенне.

Так как при п — 2т группа SO (л) действует слева на 
многообразии W т , то определено расслоение [ ^ ж] с 
типичным слоем W m.

С другой стороны, так как все касательные простран
ства Т JT  ориентированы и евклидовы, то над многообра
зием ZC определено расслоение о^*, слоем которого над 
каждой точкой p € &  является пространство всех ортого
нальных и кососимметрических операторов Тр SC — * ТpSC, 
т. е. — ср. задачу 16— всех унимодулярных и ортогональ
ных операторов 1р: ЧрЯ  —• ЛрХ ,  для которых !*„ = — id 
(ортогональных комплексных структур на Tp& ).

За дач а  5. Покажите, что расслоения х<% [№ „] и а %  
изоморфны.

Поскольку сечения расслоения о% — это в точности 
поля р<-*-1р ортогональных комплексных структур 
1р: Тр&  —+ Тр& , этим доказано следующее предложение:

Предложение 1. Ориентируемое 2т-мерное параком- 
пактное многообразие к  (для которого на расслоении х%  
задана евклидова метрика) тогда и только тогда квази
комплексифицируемо, когда на нем существует поле р>—>1р 
ортогональных комплексных структур  (ортогональных и 
кососимметрических операторов 1 р: 7рХ  —*■ Тр% ) или, 
иначе говоря, комплексная структура
(5) /: — хх ,
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являющаяся одновременно изометрией (в каждом слое рас
слоения Т£•). □

З а м е ч а н и е  1. На первый взгляд кажется, что это 
предложение может быть доказано значительно проще, 
поскольку если т —квазикомплексная структура на SC, 
то соответствующий автоморфизм (2) будет, очевидно, изо
метрией относительно евклидовой ^метрики, отвечающей 
произвольной эрмитовой метрике на т (см. выше). Однако 
суть дела здесь в том, что существует автоморфизм (2), 
являющийся изометрией относительно п р оиз вол ьно й  
наперед заданной евклидовой метрики на т н е  полу
чающейся, вообще говоря, ни из какой эрмитовой метрики 
на т.

При п = 2 группа Sp( l )  совпадает, как легко видеть, 
с группой SO (2). Поэтому двумерное паракомпактное 
многообразие (поверхность) тогда и только тогда квази- 
ком плексифицируемо, когда оно ориентируемо.

В своем месте мы покажем, что на самом деле любая 
ориентируемая поверхность даже комплексифицируема.

При п > 2 ориентируемость квазикомплексифицируемо- 
сти уже не обеспечивает. Например, для сфер S", 2, 
имеет место следующая теорема:

Теорема 1. Среди всех сфер S", п >  2, квазикомплекси- 
фицируемы лишь сферы S* и S*.

Доказательство этой теоремы мы должны начать до
вольно издалека.

Координаты точек пространства Rn + l нам будет теперь 
удобно нумеровать нижними индексами от 0 до п, а его 
координатные орты обозначать символами е„, ..•, е„. Кроме 
того, пространство R" мы будем отождествлять с подпро
странством пространства Rn+1, состоящим из векторов 
х = (дс,, . . . ,  хп) с х„ = 0. В соответствии с этим столбцы и 
строки матриц из SO(n-f 1) мы будем нумеровать числами 
от 0 до п и каждую матрицу А из SO (л) будем отожде
ствлять с матрицей

Лф 1Ч= |о ?|
из SO («-f 1 ).

Введем теперь в рассмотрение отображение
(6) р: SO(n + 2) —*• Sn+l,
сопоставляющее каждой матрице Л £ SO (л + 2) ее послед
ний столбец, т. е. точку Ле,|+1 сферы $ч+1, [Это отобра



жение является не чем иным, как проекцией л главного 
S-расслоения (Г , л, Г/S) из примера 2 лекции 1 при 
Г — SO (л +2) и S = SO (n+  1); по традиции л заменяется 
здесь на р.]

Предложение 2. Если сфера S", л = 2/и, квазикомп- 
лексифицируе.на, то  расслоение р: SO (л 4 2) —<■ S ',+1 обла
дает сечением
(7) s: $ "+1-+SO(n-\-2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Каждый вектор jr€ S n + 1 един
ственным образом представляется в виде
(8) х ^ а у  ! Ье„ + и
где а*Ч Ь*=*\, 0 и .у £ S "c R "  + 1. С другой стороны, 
если сфера S" квазнкомнлексифицируема, то согласно 
предложению 1 на ней существует поле у  >-*■ I  у, y £ S " ,  
ортогональных кососнмметрических операторов l y : Ty S n—+ 
—►TyS" (относительно метрики в TyS", индуцированной 
вложением TyS"czR"+I).

Рассмотрим в пространстве Rn+f ортогональное допол
нение (TyS")-1- подпространства TJ,S',c R " +lc R " +*. Ясно, 
что это дополнение порождается векторами у  и е „+1. Мы 
распространим 1У до оператора А у: R "+* —► Rn+*, считая, 
что на TyS" оператор Ау совпадает с оператором /у , а 
на (TyS")-1- действует по формуле

Ау (— ау \ fV„ + 1) fly—cte,1+I, a, p^R-
Ясно, что каждый оператор Ау кососимметричен и орто
гонален.

Отождествив оператор Ау с его матрицей, мы для лю
бого вектора (8) положим

s (дс) = аАу 4 ЬЕ, 
где £ — единичная матрица порядка л = 2. Так как 

s (jr)T s (jc) -  (a A j ч  ЬЕ) (аАу 4 ЬЕ) =
- а*А]Ау 4 ab( A J  4 Ау ) 4 Ь*Е 
= (а* 4 Ь*) Е = Е,

то матрица s ( jc )  ортогональна, и значит отображение 
s: jch-»s(jt) представляет собой отображение s: S "+l —► 
—►SO(л 4 2). Кроме того, так как 
(p o s)(x ) = s(x)e„+ l = aA>en+l + be„+l = ay-\ Ьеп х, 

то отображение s является сечением отображения р. □
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Предложение 2 известно как теорема Кирхгофа .
Преимущество перехода от расслоения xSn (U/m) к рас

слоению (SO (л + 2), р, S" + l) состоит в том, что, поскольку 
последнее расслоение главное, существование сечения (7) 
равносильно тривиальности этого расслоения (см. лекцию 1).

З а д а ч а  6. Докажите, что с расслоением (SO (л + 2), 
р, Sn+l) ассоциировано касательное расслоение xSn+i сферы 
§я + 1 (х е> в введенных в лекции 7 обозначениях это 
расслоение является главным расслоением Tsn.i). [ У к а з а 
ние. Для любой точки x (zS" + l и любого ортонормиро- 
ванного базиса а„, .. ., а„ пространства TxS', + l семейство 
(а„, ..., а„, х) является ортонормированным базисом про
странства R/,+* и любой ортонормированный базис послед
него пространства может быть так получен.]

Огсюда следует, что условие существования сечения (7) 
равносильно тривиальности расслоения т$п+%, т. е. парал
лелизуемости сферы Sn+i. Таким образом, если сфера S" 
квазикомплексифицируема, то  сфера Sn + 1 параллелизуема.

Поэтому для доказательства теоремы 1 достаточно до
казать, что

А. Сферы S 1 и S* квазикомплексифицируемы.
Б. Если п ф \ , 3, 7, то  сфера S" непараллелизуема.
[Окружность S 1 параллелизуема очевидным образом, 

а параллелизуемость сфер S* и S ’ вытекает в силу теоремы 
Кирхгофа из квазнкомплексифицируемости сфер S* и S*. 
Параллелизуемость сфер S3 и S? легко, впрочем, доказы
вается и непосредственно (см. ниже). Заметим, что, таким 
образом, сфера S", л ̂  2, квазикомплексифицируема тогда 
и только тогда, когда параллелизуема сфера S'*+1. Пря
мого доказательства этого утверждения, по-видимому, не 
существует.]

Доказательство утверждения Б требует топологических 
конструкций, по существу выходящих за рамки нашего 
изложения. Мы обсудим их в лекциях 24—27, а пока 
займемся утверждением А.

В отношении сферы S* никакой проблемы нет: мы знаем, 
что эта сфера диффеоморфна комплексной проективной 
прямой (сфере Римана) и потому является не только квази- 
комплексным, но даже и комплексным многообразием. Для 
построения же квазикомплексной структуры на сфере S* нам 
понадобятся некоторые сведения из алгебры, имеющие и 
самостоятельный интерес.
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Пусть Са— пространство Hs пар (£, rj) кватернионов 
(являющееся естественным образом линеалом над R), в 
которое введено умножение по формуле
(9) (£, т))(х, у) = (1х— уг), т]х + у1), г], х, у£\\.
[Эго в точности тот же прием, по которому комплексные 
числа строятся из вещественных, а кватернионы— из комп
лексных чисел.]

З а д а ч а  7. Проверьте, что относительно умножения (9) 
линеал Со является (неассоциатнвной!) алгеброй над полем R 
с единицей ( I, 0).

Элементы алгебры Са называются октавами или числами 
Кэли. Октавы вида (£, 0) отождествляются с кватернио
нами I, что вкладывает Н в Са в качестве подалгебры. 
Любая октава (5, rj) равна E+rje, где е «= (0, 1) и октавные 
единицы
( 10) i, /, k, е, f= ie , g= je , h = ke

вместе с единицей 1 образуют базис алгебры Са.
Попарные; произведения октавных единиц схемати

чески изображаются диаграммой
9

Произведение любых двух единиц (10) равняется с точ
ностью до знака единице, расположенной на той же пря
мой (или окружности), а знак определяется направлением 
стрелок. Например, eh = k и // = — А.

Квадрат каждой единицы (10) равен — 1.
Вещественная часть Re£ кватерниона £ называется 

вещественной частью октавы и = | + х\е и обозначается 
символом Re и (употребляется также символ Sp и).

Октава це называется сопряженной октаве и = i\e 
и обозначается символом и. Из формулы (4) непосред
ственно следует, что число ии выражается формулой
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И, следовательно, вещественно, неотрицательно и равно 
нулю тогда и только тогда, когда « = 0. Арифметический 
квадратный корень из числа ии обозначается символом 
\и\ и называется нормой (или модулем) октавы и. Заме
тим, что ии = ии.

Из формулы (11) следует, что при и ф О  октава и~* = 
= »/|«|* удовлетворяет соотношению ы-1« = ии~1 = 1 . 
Таким образом, в алгебре Са любой отличный от нуля 
элемент и обратим.

Далее, легко видеть, что для любых октав и и v 
имеет место равенство
(12) |«х>| = М М
(в алгебре Са норма мультипликативна). Действительно, 
если и = \+ч\е и v = x-\ уе, то

| U V I* = I Ъх—~ух\ |* + I Г\Х + уЪ |*==
= (&*—УЧ) (4 — й ) + Ol* + yl) (*тн Iу)

и
| и I* I V I* = (К  Ч rpi) (хх + уу).

Поэтому, если у = ̂ -\у', где X £R  и у' = — у', то 
| *«F Iе— |И|*|©|* =

*=—(£*) (пу)—(1л1) (4 ) + (П*) (IУ) н (yl) (*л) =
= Я (— &ХТ)— т р с | + 1щ )~
— (£хп + Tjxf) у' + у ' (Т)*С+ 1*П) = о,

ибо кватернион £лт| + грс1  вещественен и, значит, переста
новочен с кватернионом у'. □

Из формулы (12) непосредственно следует, что алгебра Са 
не имеет делителей нуля (т. е. uv ФО  при и Ф  0 и v  Ф  0).

При отождествлении Са с R*, определяемым базисом (10), 
норма в Са переходит в обычную евклидову норму в R8, 
октавы с нормой 1 отождествляются с точками сферы S’, 
а мнимые октавы (ортогональные 1 ) с нормой 1 отожде
ствляются с точками ее экватора S*. Так как умножение 
справа на октаву v  € S7 является ортогональным преобра
зованием Са—*Са (оно линейно над R и в силу (12) 
сохраняет длины), то для любой октавы u£S* октава uv  
ортогональна октаве \v = v. Это означает, что для любой
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точки v ^ S 1 (а потому и для любой точки v£ C а) умно
жение Lu: Са —-Са слева на и (также являющееся орто
гональным преобразованием) удовлетворяет соотношению 
(/-«©, г») = 0 и, значит, представляет собой кососиммет- 
рнческое ортогональное преобразование Са —► Са. Вектор 1 
это преобразование переводит в вектор и, а вектор и — 
в вектор иг — 1. Поэтому оно индуцирует (также косо
симметрическое и ортогональное) преобразование /„ каса
тельного пространства TMS* (являющегося ортогональным 
дополнением в Са к векторам 1 и и). Таким образом, мы 
посгроили на S ' поле и *—*■ /„ кососимметрических ортого
нальных операторов, т. е. квазикомплексную структуру. 
Эго доказывает утверждение А.

Аналогичная конструкция возможна, конечно (с заменой 
октав кватернионами), и для сферы S*.

З а д а ч а  8. Докажите, что получающаяся на S 2 квазикомп- 
лексная структура совпадает с квазикомплексной структурой, возни
кающей из отождествления 3* = СР 1.

Вопрос о том, является ли сфера S* комплексно-ана
литическим многообразием, до сих пор открыт.

Сфера S ', конечно же, вложена в R*. Поэтому утвер
ждение о ее квазикомплексифицнруемости вытекает также 
из следующего общего предложения:

Предложение 3. Любое ориентируемое шестимернос 
многообразие, вложимое в пространство R*, квазикомп- 
лексифицируемо.

Для доказательства этого предложения нам понадобится 
более внимательно изучить подпространства алгебры Са.

Для любого двумерного подпространства 5*сСа мы 
введем в рассмотрение множество Z (P )  всех октав и £ Са, 
для которых Ясно, что Z (Р ) является линейным
подпространством алгебры Са.

Так как для каждой октавы ы£Са с |и|=1 умноже
ние Ru справа на о является ортогональным преобразо
ван нем Са —► Са евклидова пространства Са, то для любой 
октавы и g Са, и Ф  0, умножение R „ на и будет гомотетией 
этого пространства. Следовательно, при u ^ Z (S ') ограни
чение умножения Ru на 5* будет гомотетией двумерного 
евклидова пространства 5*. Но, выбрав в S' базис и тем 
самым отождествив S' с R* = C, мы можем каждую гомо
тетию S' —* S ' реализовать как линейное преобразование 
вида ’ *-*ae,vz. Это задает некоторое— очевидно, линейное
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над R — отображение
(13) Z (5*)-*C , и>-+ае1*
линеала Z (^ ) в поле С. Так как алгебра Са не имеет 
делителей нуля, то отображение (13) инъектнвно (является 
мономорфизмом).

З а д а ч а  9. Покажите, что для любых октав и, v £ С а, 
и Ф  О,

1) имеет место равенство
и (« -,г>) = t>;

2) существуют такие вещественные числа а и Ь, что
v (u ~ xv) — au-\ bv.

[ у, 2Re(er) , vvУк а за ни е .  а = — ь-^-, b —--- — . I
ии аи J

Отсюда следует, что для любых октав и, v£ !P , и Ф О, 
имеет место включение
(14) u-lt>€Z(5»).

[Действительно, если октавы и и v  линейно зависимы, 
то включение (14) очевидно, а если эти октавы линейно 
независимы (и, значит, порождают 5*), то включение (14) 
имеет место тогда и только тогда, когда и (u~lv) £ 5* и 
» (н -,с)£5*.1

Поэтому dim Z (5*) = 2, и значит отображение (13) яв
ляется изоморфизмом. При этом линеал Z (5s) порождается 
элементами 1 и w  u~lv, где и, v — произвольный базис 
пространства Т .

За да ч а  10. Докажите, что для любой октавы w £C a  
имеет место равенство
(15) w 2— 2Rew  ■ ге» Ч-1 хи = 0.

[ У ка зан ие .  Аналог равенства (15) справедлив для 
комплексных чисел и для кватернионов.]

Из равенства (15) непосредственно следует, что ли
неал Z (5*) (с базисом 1, w) является подалгеброй fал
гебры С а. [Заметим, что из-за неассоциатнвности умноже
ния в Со, из включений и еще нельзя 
непосредственно заключить, что 5*(«о)с.^ .]

Лем м а 1. Для любых октав и, w £Са имеет место 
равенство

(uw) и (ww).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть и = 5 + г\е и гг> = х + уе. 
Тогда

uw  = {lx+  уг\) + (т)х-]- уЪ)е,
(uw ) w  = (£х— ух\) х— у (tjjc + yl) +

+ [(л* +_УЪ) х +_у (£*— «Л])] е,
WW  = (д:%— уу) + (ух + ух) е, 

и (ww ) = I  (х '— уу) — (ух + ух) Т) +

+ И х*—уу) + (ух + ух) £] е,
а так как кватернионы уу и jc + jc вещественны и потому 
перестановочны с любым кватернионом, то

I  (х '— уу) — (ух + ух) г\ = 1х*— 1уу— (х+х)уг\ =
= tx*— yyt—~yr\ (х + х) =
= ( I* — yvi) x— y(i\x + yl),

1] (х*— уу) +  (ух +  ух) £ =  г\х*— г\уу +  у (х  +  х) I  =

= х\х*— ууг\ + ^ ( х+ д :)=1

= (П*+*/£)*+«/(£*— Уп)- 
Следовательно, (uw) w  = и (ww ). □
Задача  11. Выведите из леммы 1, что отобраокение 

(13) является изоморфизмом алгебр.
Заметим, что этот изоморфизм зависит от выбора в под

пространстве 5* базиса и, V .  Впрочем, эта зависимость до
вольно слабая, поскольку поле С имеет над R только два 
изоморфизма— тождественный и изоморфизм комплексного 
сопряжения zi—>z, и значит, любые два изоморфизма 
Z (5*) —► С либо совпадают, либо отличаются на комплексное 
сопряжение. При этом если два базиса пространства 
непрерывно деформируемы друг в друга (определяют 
одну и ту же ориентацию этого пространства), то, конеч
но, должен иметь место первый случай. Следовательно, 
для любого ориентированного двумерного подпространства 
PczCa алгебра Z(5>) естественно (без какого-либо произ
вола) изоморфна полю С.

Непосредственное вычисление показывает, что скаляр
ное произведение в С а, отвечающее норме | и |, задается 
формулой

( х ,  и )  =  R e ( x « ) .
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(Заметим, что по отношению к этому произведению базис
(10) ортонормирован.) Поэтому произвольное шестимерное 
подпространство QcCa можно задать линейными уравне
ниями вида

Re (лги) = 0,

где и пробегает двумерное подпространство Q-*-.
З а д а ч а  12. Докажите, что

Re ((и>лг) и) =* Re (w  (ха))

для любых октав w, х, и в Са.
Отсюда вытекает, что если x € Q  н w ^ Z (QJ-), то w x £ Q 

и, следовательно, что подпространство Q является линеа
лом над полем Z (S'). Поскольку ортогональное дополне
ние Q1  ориентированного подпространства Q естественным 
образом ориентировано (мы считаем, что в С а введена ори
ентация, по отношению к которой базис ( 10) положите
лен) и, значит, поле Z (QJ-) может быть отождествлено с 
полем С, этим доказано, что каждое ориентированное 
шестимерное подпространство Q aCa обладает естествен
ной комплексной структурой.

Теперь мы уже можем доказать предложение 3.
Д о к а з а т е л ь с т в о  пр ед ло ж ен и я  3. Не теряя 

общности, мы можем считать Я  ориентированным подмно
гообразием алгебры Са и, значит, каждое касательное 
пространство ТрЯ , р £ & ,— ориентированным подпростран
ством этой алгебры. Но тогда, согласно только что дока
занному утверждению, каждое пространство будет обла
дать естественной комплексной структурой. Поскольку эти 
структуры, очевидно, гладко зависят от р, это доказывает 
предложение 3. □

Множество $ с умножением
(16) S x S  — S

называется квазигруппой (точнее, правой квазигруппой), 
если для любых двух элементов а, уравнение ах=Ь
однозначно разрешимо, т. е. если для любого элемента 
a левый сдвиг

Lax = ax, х£Ъ,

является биективным отображением Ч -* '5. Если S явля
ется топологическим пространством (гладким многообра
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зием), умножение (16) непрерывно (гладко) и все отобра
жения S —* 3, а 6 3, представляют собой гомеоморфиз
мы (диффеоморфизмы), то квазигруппа 3 называется люло- 
логической квазигруппой (соответственно гладкой квази
группой или квазигруппой Ли).

Выбрав и зафиксировав в 3 элемент е, мы для каждого 
элемента а£ 3  обозначим через а' такой элемент из 3, 
что La-e - а. Если квазигруппа 3 гладкая, то для отобра
жения La■ будет определен его дифференциал (dLa-)e в 
точке е, являющийся невырожденным линейным отображе
нием

Т,3 —  Тв3.

Поэтому для любого— раз и навсегда выбранного— базиса 
пространства Т,3 его образ при отображении (dLa-)e будет 
базисом пространства Т„3. Тем самым, для любой точки 
а ^ З  в пространстве Ти3 будет определен некоторый базис, 
гладко зависящий от точки а, т. е. будет построена неко 
торая тривиализация расслоения тЗ. Это доказывает, что 
каждая гладкая квазигруппа является параллелизуемым мно
гообразием.

Гладкими квазигруппами являются, в частности, сферы 
S 1, S* и S7 (соответственно по отношению к умножению 
комплексных чисел, кватернионов и октав; при этом ква
зигруппы S* и S* являются, конечно, группами). Поэтому 
сферы S l, S* и S7 параллелизуемы (факт, впрочем, нам 
уже известный; см. выше).

Посмотрим, нельзя ли конструкцию умножения на 
сферах S\S* и S7 обобщить на сферы других размерностей.

Алгебра А  над полем К называется алгеброй с деле
нием, если для любых элементов a, b£A*, где = 
уравнение ах = Ь однозначно разрешимо, т. е. если отно
сительно имеющегося в А* умножения множество А* яв
ляется квазигруппой.

Задач а  13. Докажите, что если алгебра А  конечно
мерна, то в А * уравнение ах = Ь однозначно разрешимо 
тогда и только тогда, когда однозначно разрешимо урав
нение ха = Ь. [ У ка зан ие .  Оба условия на алгебру А  
равносильны тому, что А  является алгеброй без делите
лей нуля, т. е. тому, что аЬф  0 при а ф  0 и Ьф О .]

Две алгебры А, и А г называются изотопными, если 
существуют такие биективные линейные отображения А,
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В, С: Л ,—* Л „  что

С(ху) = Ах By

для любых элементов х, у€ .Л и
Ясно, что любая алгебра, изотопная алгебре с деле

нием, также является алгеброй с делением.
З а д а ч а  14. Покажите, что любая алгебра с делением Л  изотоп

на алгебре с делением, имеющей единицу. (У к’а з а и и е. Произвольно 
выбрав отличный от нуля элемент е£ Л , примите за А и В  отобра
жения **—>ех и XI—

Пусть ./i — конечномерная алгебра с делением над по
лем R и пусть я+  1— ее размерность. Произвольным об
разом введя в алгебру Л  евклидову метрику, обозначим 
через S" множество всех ее элементов нормы 1, а через 
<р— отображение А* —» S", определенное формулой

Ф (а)= -|^г» а ^ Л \

где |а|— норма элемента а. Если a, b £S", то ab^A*, 
потому определен элемент ф(а/>)€8". Мы введем в S" 
умножение *, положив для любых элементов а, b£ S"

а*Ь  = ф (ab).

По условию для любых элементов а, b£ S " в Л* суще
ствует такой элемент у , что ау = Ь. Пусть х = ф(//). Тогда

и, значит, ф (ах) = Ь, т. е. а *х  — Ь. Следовательно, по 
отношению к умножению * сфера S" является квазигруп
пой и потому параллелизуема.

Таким образом, конструкция умножения на сферах S 1, 
S\ S7 действительно допускает обобщение. Однако она 
дает не новые параллелизуемые сферы, а в силу утвержде
ния Б — у нас пока не доказанного!— показывает, что алгеб
ры с делением над полем R могут существовать лишь в 
размерностях 1,2,4 и 8. [Примеры алгебр R, С,Н и Са 
показывают, что в этих размерностях алгебры с делением 
Действительно существуют. Конечно, в этих размерностях 
существуют и другие алгебры с делением— например, ал
гебры, изотопные алгебрам R, С, Н и Са.]



Было Пы интересно доказать отсутствие над полем R 
алгебр с делением размерностей п ф  1, 2, 4, 8 чисто 
алгебраически (с использованием лишь простейших топо
логических свойств поля R.) Несмотря на длительные уси
лия многих математиков, это пока удалось сделать лишь 
при тех или иных дополнительных ограничениях на ал
гебру Л  (например, в предположении, что эта алгебра 
является так называемой ал ге б ро й  с а с с о ц и а т и в 
ными степенями) .

Мы вернемся к обсуждению этих вопросов в лекции 24.
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Л е к ц и я  9

Геометрии Клейна.—Расслоения типа ($, Сравнение 
(Jf, ̂ -расслоений с расслоениями £ [eFl—  Редукция 
(3. ^-расслоений.— Редукция главных расслоений.— 
Двулистное накрытие неориентируемого многообразия.

В этой лекции мы рассмотрим понятие редуцирован
ности для произвольных локально тривиальных расслое
ний со структурной группой. Для этого нам будет удобно 
заново определить эти расслоения без апелляции к глав
ным расслоениям. Поэтому в материале лекции 1 мы пока 
нуждаться не будем.

В первую очередь нам нужно перенести на общий слу
чай понятие линейного 3-пространства.

Пусть группа 3 действует слева на множестве aF.
Определение 1. Множество SC называется простран

ством типа (3, оГ), если задано такое множество Соог*2* 
биективных отображений

p . SC —* Ф ,
что

а) если р £ Соог JF ,  то La о р £ Соог SC для любого эле
мента а ̂ 3;

б) если р, <7 £ Соог .2*, то существует такой элемент 
а 6 3, что q = La op.

Если группа $ действует на множестве ®F эффективно, 
т. е.— см. лекцию 1— если La = id только при а = е, то 
элемент а единственен.

Пространства типа (3, ¥ ) называются также (3, ¥)- 
пространствами. Если множество X  является (3, ^-про
странством, то говорят, что в нем определена (3, ¥)-струк- 
тура или что оно несет (3, ¥)■ геометрию.

Пример  1. Так как для любого линейного простран
ства У 3 линейные изоморфизмы У 3—►К" находятся в ес
тественном биективном соответствии с базисами в У 3, то 
для каждой подгруппы 3 c G L ( n ;K )  линейные 3-простран
ства— это в точности пространства типа (3, К").

В частности, пространства типа (G L (n ;K ), К " )— это 
л-мерные линейные пространства над полем К.

П ри м е р  2. Аналогично, если Aff (л; К )— группа всех 
аффинных (неоднородных линейных) преобразований про
странства К ", то (Aff (л; К), К")-пространства— это в точ
ности л-мерные аффинные пространства над полем К".
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Пример  3. Пространства типа (Pro j(п; К ), К Р "), где 
Proj(/»;K)— группа всех проективных преобразований 
К Р п- * К Р я,— это п-мерные проективные пространства над 
полем К".

Эти три примера мы уже подробно рассматривали в 
лекции 1.30. В  каждом из них отображения из Coor#— 
это в точности координатные изоморфизмы. На этом осно
вании и в общем случае произвольного (55, <Г)-пространства 
SC отображения из Coor ЭС называются 'координатными 
изоморфизмами.

Пример 4. Само пространство ¥  будет пространством 
типа (55, ¥ ), если мы примем за Соог ¥  множество всех 
отображений ¥ —* ¥  вида La, а £55.

Пусть X  и ?У— два пространства типа (55, ¥ ). Биек
тивное отображение

f :
называется (55, ¥)-изоморфизмом (или просто изоморфиз
мом), если его можно включить в коммутативную диаграмму 
вида

я : -t+y

где р £  Соог Л", q£  Соогй/ и aGS.  Если 55-пространство ¥  
эффективно, то при данных р и q элемент а определяется 
единственным образом.

З а д а ч а  1. Покажите, что в диаграмме (1) коорди
натные изоморфизмы р и q можно задать произвольно: 
если для данного отображения f элемент а£  55 существует 
грп одном выборе этих изоморфизмов, то он существует 

и при любом другом нх выборе (но, конечно, будет другим).
Изоморфизмы (55, #")-пространства на себя называ

ются его автоморфизмами. Они составляют группу Aut & . 
В  случае, когда группа 55 эффективно действует на ¥ , 
эта группа изоморфна группе 55.

З а м е ч а н и е  1. Идея характеризовать геометрию груп
пой ее автоморфизмов принадлежит Клейну. (Она была 
высказана нм в так называемой «Эрлангенской программе».) 
На этом основании (55, вГ)-геометрин называются также 
геометриями Клейна.

Если ¥  является топологическим пространством (глад- 
кнм многообразием), а 55 — топологической (гладкой) груп
пой, непрерывно (гладко) действующей на ¥ , то мы можем
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ввести в каждое ($, f'J-npocTpancTBo SC топологию (глад
кость), перенеся ее в J  посредством произвольного коор
динатного изоморфизма р. SC—*3~. (Очевидно, что это 
определение корректно, т. е. не зависит от выбора р.)

Именно этим способом мы и вводили гладкость в ве
щественные линейные и аффинные пространства; см. лек
цию 1 1 1 .1 1 .

Вернемся теперь к расслоениям.
Пусть S — топологическая группа, непрерывно дейст

вующая на топологическом пространстве ¥ .
Определение 2. (Ср. с определением 3 лекции 7.) 

Расслоение £ (<£, л, 93) называется расслоением типа 
($, ИГ), если

а) слой сТь л " 1 (Ь) над любой точкой b£33 является 
пространством типа (S, аГ);

б) существуют такое открытое покрытие {£/„} простран
ства 58 и такие послойные гомеоморфизмы

что для каждой точки b£U a отображение
(2 )  фа. ь: ¥ - * ¥ ь, дс>-».ф0 (Ь ,  х ) ,  х е ¥ ,

является (S, <Г)-изоморфизмом (т. е.— что равносильно — 
если обратное отображение ф ^ : aFk —> W является коор
динатным изоморфизмом из CooraFj,).

Расслоения типа (S, Т ) называются также (3, W)-pac- 
слоениями.

Гомеоморфизм ф„ называется тривиализацией (3, 5F)- 
расслоения £ над Ua. Иногда тривиилизацией называется 
пара (Ua, Фо).

Множества Ua называются тривиализирующими окре
стностями, а семейство {(Ua, Ф а ) }  тривиализаций (Ua, ф а )
— тривиализирующим атласом (S, ^-расслоения £.

Векторные 3-расслоения являются частным случаем 
($, ^-расслоений, получающимся npHaF = К " H ^cGL(n; К).

Другие частные случаи — у нас еще не встречавшиеся— 
это аффинные и проективные расслоения. Для аффинных



расслоений <F = K" и 3 = Aff (л; К ), а для проективных — 
¥  =  К Р " II з  -  P r o j  (п ; К).

З а д а ч а  2. Докажите, что для любого (g, ¥ )'Р асслоения проект 
ция л: £  —*■ 53 является открытым отображением.

Пусть £-=(^\ л, 53) и £' = (<£', л ', 53)— два (3, ^-рас
слоения над пространством 53.

Определение 3. Послойный гомеоморфизм

над 93 называется (3, ¥)-изоморфизмом, если для любой 
точки b£93 индуцированное нм отображение

fb- &~ъ—*°Гь
слоев является (3, иГ)-изоморфнзмом (%, ¥)-пространств.

З а м е ч а н и е  2. Мы вынуждены ограничиться здесь 
(в отличие от специального случая векторных расслоений; 
см. определение 2 лекции 6) лишь изоморфизмами потому, 
что общее понятие морфизма (3, ^-пространств у нас не 
определено.

З а д а ч а  3. Данте — по возможности наиболее общее — определе
ние морфизмов аффинных и проективных расслоений.

Если тривиализацни (Ua, Фо) и (t/p, фр) из тривиали- 
зирующего атласа (3, <Г)-расслоения i  = (tf, л, 58) обладают 
тем свойством, что £/а П^р=5̂ 0 , то для любой точки 
b € Uа П определен (3, ^-автоморфизм

Фра (Ь) =  Ф м  о фа. Ь- ¥  —  ¥
пространства ¥ . Если действие группы 3 на пространстве 
¥  эффективно, то этот автоморфизм единственным образом 
представляется в виде La, где а £ 3. Мы будем отождеств
лять а с фра(Ь) и тем самым считать фра(&) элементом 
группы 3. В силу этого соглашения формула

Фра: bt—►фра(Ь). b ^U a (]Up,
будет задавать некоторое отображение

Фра̂  ^ЛхП^р *3.
Для любого топологического пространства U  и любого 

непрерывного отображения ф: U —<•£ отображение
ф: U У. ¥  -+ ¥, 

определенное формулой
Ф(&, х )- ф (/>)*, b£U , х £ ¥ ,
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очевидным образом непрерывно (оно является композицией 
непрерывного отображения

<pxid: ихО Г—+'ЗХоГ, (&,*)►-*•(<р(Ь),х),
и действия $ X (F —► <F).

Определение 4. Действие группы $ на пространстве 
¥  (а также само ^-пространство <F) называется топологи
чески эффективным, если отображение вида <p: U —*-55 
непрерывно тогда и только тогда, когда непрерывно ото
бражение <р: U x  ¥ —*oF.

З а д а ч а  4. Докажите, что любое топологически эф
фективное действие непрерывно и эффективно.

П р и м е р 5. Согласно лемме 1 лекции 6 действие группы 
G L (n ;K ) на пространстве К " топологически эффективно.

З а д а ч а  5. Покажите, что действия группы Aff(n;K) 
на К " и группы Proj (л; К ) на К Я " топологически эффек
тивны.

При и  =  и а Г \ и ц  и ф — фРа отображение ф является не 
чем иным, как композицией рг о (ф р1 о фа) гомеоморфизма 
Ф р ‘ ° Ф а : U X eF—*V x W  и проекции U x !¥ —-eF и потому 
непрерывно. Следовательно, если $ действует на <F топо
логически эффективно, то  отображение фра непрерывно.

З а д а ч а  6. Покажите, что
а. Отображения фра составляют коцикл ф тривиали- 

зирующего покрытия Ц = { 1 1 } над группой $ (см. опреде
ление 3 лекции 6).

б . Класс когомологий [ф ] £  Н 1 (Ц ; $ ) этого коцикла не 
зависит от выбора тривиализаций фа .

в. Формула | <=> [ф ] устанавливает биективное соот
ветствие между множеством классов изоморфных (S, f  )- 
расслоений над 53 с данным тривиализирующим покрытием 
U и множеством H l (Ц; S). (Ср. теорему 1 лекции 6.)

Заметим, что построение (3, <Г)-расслоения £ по ко
циклу ф = {ф ра} может быть осуществлено даже для не
эффективных ^-пространств JF. Однако в этом случае 
некогомологичные коциклы могут давать изоморфные рас
слоения (и, конечно, не любое ($, ^-расслоение будет 
задаваться коциклом).

Сравнение задачи 6 с чамечанием 2 лекции 6— а так
же пример 3 лекции 6 — подсказывает, что (3, сГ)-расслое- 
ния по существу совпадают с расслоениями вида |[<F], 
где |  — произвольное локально тривиальное главное S-pac-
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слоение (и, значит, дают прямое описание локально три
виальных расслоении вида |  [¥ J, не апеллирующее к 
главным расслоениям).

Разберем этот вопрос подробнее (ср. пример 3 лекции 6). 
Конечно, знакомство с лекцией I теперь предполагается. 
Пусть |  (8 , л, S ) — произвольное главное З-рас- 

слоение и пусть £ = |[аГ], где ¥  — пока произвольное 
левое ^-пространство. Как мы знаем (см. формулу (12) 
лекции 1 ), для любой точки р € 8  формула

ip (х) «  [р. Х]~, х $ ¥ ,
определяет гомеоморфизм jp : ¥  —► ¥ ъ пространства ¥  на 
слой ¥ ь расслоения £ над точкой Ь л (р) (являющейся 
орбитой рЧ точки р). Если q — другая точка орбиты Ь и 
если р qa, где а 6$, то для любой точки х£¥

(/ ,'1 °  ip) (*) i9 Ч р >х] /'■1 [q. ах\ - ах,
т. е. /'“ io  ip = La. Это показывает, что множество всех 
отображений вида j~ l удовлетворяет условиям а и б оп
ределения 1. Приняв это множество за Coor<F6, мы тем 
самым введем в ¥ ь некоторую (S, <Г)-структуру.

Пусть главное расслоение $ локально тривиально, т.е. 
пусть некоторое открытое покрытие {Ua ) пространства 58 
обладает тем свойством, что для любого а существует 
эквивариантный гомеоморфизм

4>а: l/a x S  —  &ua =--n~'U*
главных S-пространств. Рассмотрим отображение 

<ра: Uax ¥  —*&ua^n- lUa, 
определенное формулой

Фа (Ь, х) [фа (Ь, е), х] 9, b £ Uа, х £ ¥,
где, как всегда, е— единица группы S. Легко видеть, что 
это отображение является послойным гомеоморфизмом 
(обратный гомеоморфизм задается формулой

[р , х]я *-*(Ь, ах), р £ & , х £ ¥ ,
где Ь = л (р ) и а т(фа (Ь, е), р )— такой элемент группы $, 
что фа (Ь,е)а р). При этом для любой точки b£U a ото
бражение фа,л: jet—*фа(&. х) из ¥  в ¥ „  будет не чем 
иным, как отображением jp при р — фа ( .̂ е). и значит 
будет изоморфизмом (S, ^-пространств.
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Тем самым доказано, что для любого локально триви- 
F ального главного 3-расслоения |  расслоение ? = £ [F] яв- 
|  ляется (S, ¥)-расслоением.

Обратное утверждение верно только в предположении, 
что группа 3 действует на пространстве ¥  топологически 
эффективно.

Пусть £ = (<£, л, ^  — произвольное (S, аГ)-расслоение. 
Рассмотрим множество

8  = U Согг ¥ ь
ы$$

и отображение
л: 8  —♦ S3,

определенное формулой
л (р )~ Ь , если р £ С о п ¥ ь.

Пусть {//„}—тривиализирующее покрытие расслоения 
По условию для трнвиализации q v Ua X К " —  &иа рас

слоения | над Uа и любой точки b £U a отображение 
Фа.‘»: ¥ ь —*• ¥  принадлежит множеству Соог ¥ ь. Поэтому, 
положив

<fa (b, a) = Lal о <p-}b, b£U a, а£$ ,
мы получим некоторое— очевидно, послойное и биектив
ное— отображение

<ра: £/ax S  — 8 i/a = U Ccor¥b.
ь*иа

Введем в множество 8 иа топологию, считая это отображе
ние гомеоморфизмом (т. е. объявляя множество О с  8 ув 
открытым в том и только в том случае, когда множество 
Фа'О открыто в 1/а хЗ).

Лем м а  /. Пусть множество X  является объединением 
множеств & а, в каждое из которых введена топология Та. 
Если д.гя любых а и р пересечение Х а открыто вЗ?а 
(а значит по симметрии — и в & р) и если топологии, 
индуцированные на SCa Г] Х р топологиями Та и Тр, совпа
дают, то  на .Т существует единственная топология Т, 
по отношению к которой все множества Х а открыты и 
на каждом из них топология Т  индуцирует топологию Т а- 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Е д и н с т в е н н о с т ь .  Если то
пология Т  существует, то множество O c J  тогда и 
только тогда открыто в JT, когда для любого а Пересе-



чение Ofl-^a открыто в Следовательно, топология Т  
единственна.

С у щ е с т в о в а н  не. Назовем множество О а  откры
тым, если для любого а  пересечение О П ^о  открыто в SCa. 
Ясно, что все такие множества составляют топологию Т  
в SC. При этом— в силу условия, наложенного на Та,— 
если О с  & а, то О тогда и только тогда открыто в SF, 
когда О открыто в & а. Следовательно, & а открыто [в 5V 
и топология Т  индуцирует на топологию Т а. □ 

[Заметим, что топология в гладкое многообразие SC 
вводится— см. лекцию II  1.7— фактически на основе этой 
леммы (с координатными окрестностями Ua в роли под
пространств а).]

Чтобы применить лемму 1 к множеству ^ = 8  и топо
логическим пространствам 8 уа> мы должны доказать, 
что для любых а и р  пересечение 6  уа П 8  открыто 
в 8  иа и топологии пространств 8 иа и 8 i/p индуцируют 
на нем одну и ту же топологию. Поскольку

8 ув П 8 ур = 8 yaf1 t/3.
а <pil ( 8 i/a nt/p) = (i/anf/p)xS, первое утверждение сле
дует из того, что пересечение Ua П i/p открыто в Ua. Что 
же касается второго утверждения, то оно равносильно 
утверждению, что отображение

Фр1 0 4V (f/an(/p)X» — ((/в П(/р)Х»
непрерывно (и значит— по симметрии — является гомео
морфизмом).

Но так как для любых элементов b^U a r\Ufi, а€$  
Фа (Ь, о) = L~alo ^ )b= L „ lo<ppa (6)- ‘офр*6 = L ^ b , а офэ7 6,

то это отображение действует по формуле
(<Рр'°<Га) (Ь, а ) (Ь, {Ь) a), ft е П t/p, а £ S,

и, следовательно, непрерывно (напомним, что S-простран- 
ство ¥  мы предполагаем топологически эффективным). 
Поэтому для множества 8  и подпространств 8  иа все 
условия леммы 1 выполнены, н значит в 8  существует 
единственная топология, по отношению к которой все 
пространства 8 иа являются открытыми подпространствами.

Поскольку каждое из отображений фа представляет 
собой по отношению к этой топологии послойный гомео
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морфизм, отображение л непрерывно и открыто (на каж
дом 8  иа, а потому и на всем 8 ).

Мы определим на 8  действие справа группы 3 фор
мулой

pa = L~l op, р ^  8,
(напомним, что pSCoord 'ь для некоторого b£53, и потому 
композиция Lalop определена и принадлежит Соог¥ ь). 
Так как по отношению к этому действию (и стандартному 
действию группы S на U^X^) отобра-кения <fa, очевидно, 
эквивариантны, то это действие непрерывно, свободно и 
отображение сдвига для него непрерывно (на каждом 8 иа, 
а значит и на всем 8 ). Таким образом, расслоение

I  (8 , л, 53)
является главным $-расслоением.

За да ч а  7. Покажите, что формула
\р, х]ш <-»р-‘ (х), р £  8 , х £ Т ,

корректно определяет изоморфизм £[<Г1 —* I  ассоциирован
ного расслоения |  [¥ ] - (8 / .¥ , л, 53) на расслоение £.

0
Таким образом, если S-пространство ¥  топологически 

эффективно, то  с точностью до изоморфизма (3, ¥)-рас
слоения— это локально тривиальные расслоения со струк
турной группой Ъ и слоем ¥ .

Рассмотрим теперь редуцирование ($, ^-расслоений 
к подгруппе Ж  группы 3.

Снабженная индуцированной топологией подгруппа ~7С 
является топологической группой, непрерывно действующей 
на ^-пространстве ¥  (так что каждое ^-пространство ¥  
автоматически является и .^-пространством). При этом 
ясно, что если группа £ действует на ¥  эффективно (или 
топологически эффективно), то подгруппа :К  также дейст
вует эффективно (или соответственно топологически эффек
тивно).

Любое ( Ч ', (Г)-пространство гЧ мы можем единственным 
образом превратить в (S, ^-пространство с тем же 
множеством точек, объявив координатными изоморфизмами 
все отображения вида La°q , где <7 £ Coord/, (Под
черкнем, что ¥  здесь с самого начала предполагается 
^-пространством.) При этом каждый (.ЯГ, !Г)-изоморфизм 
(•'#, Т)-пространств будет, очевидно, и ($, ^-изоморфиз
мом соответствующих ($, ^-пространств. Поэтому если в
^ М. М. Постников, сем. IV
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некотором (Ж , «^-расслоении мы указанным образом пре
вратим все слои в (3, ^"^пространства, то в результате 
получится ($, аГ)-расслоенне (с темн же самыми тривиали- 
зациями (Ua, <ра)).

В этом смысле каждое (Ж , &)-расслоение является 
также и (3, аГ)-расслоением.

Обратно, каждое ($, <гГ)-пространство SC мы можем 
превратить в (Ж , вГ)-пространство S C с тем же мно
жеством точек, выбрав произвольный координатный изо
морфизм СхюгХ и ограничившись лишь координат
ными изоморфизмами вида Laoрп> где а £ Ж . Однако, 
в отличие от предыдущего случая, эта процедура не 
однозначна и зависит от выбора изоморфизма р„, а (3, Ж)- 
изоморфизмы отнюдь не будут автоматически (Ж , оГ)-изо
морфизмами.

З а д а ч а  8. Покажите, что выбор изоморфизмов р0, 
р ^ С л о тХ  тогда и только тогда приводит к одному и 
тому же (Ж , аГ)-пространству когда элемент
удовлетворяющий соотношению p t - Laoри, принадлежит 
подгруппе Ж .

[Таким образом, различные (Ж , ^-структуры на X ,  
получающиеся из одной и той же ($, (Г)-структуры, нахо
дятся в биективном соответствии с точками пространства 
Ъ!Ж  левых смежных классов группы $ но подгруппе Ж .]

Если мы теперь хотим превратить данное ($, ьГ)-рас- 
слоение £ = («£, я, 58) в (Ж , ¥)■ расслоение, то нам нужно 
ввести (Ж , вГ)-структуры во все слои $~ь, b£93, одновре
менно и притом так, чтобы хотя бы для одного тривиали- 
зующего атласа {(U a, «ра)} расслоения £ все отображения
(2) оказались (Ж , ^Г)-изоморфнзмамн. Как показывает 
пример векторных расслоений, это удается сделать не 
всегда.

Определение 5. Мы будем говорить, что (3, ^-рас
слоение редуцируется к подгруппе Ж  (или к (Ж , еГ ̂ рас
слоению -л), если существует (Ж , еГ)-расслоение rj, которое 
после введения в его слои (S, J j -структуры превращается 
в расслоение £. Расслоение т] мы будем называть Ж-редук- 
цией расслоения £, а расслоение £ соответственно "S-расши
рением расслоения т).

Подчеркнем, что S -расширение всегда существует (когда 
в <F задана структура 3-пространства) и определено един
ственным образом, тогда как .'̂ -редукция существует не
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всегда, а когда существует, то, вообще говоря, не един
ственна.

Подчеркнем также, что тотальные пространства, базы 
и проекции расслоений £ и »i совпадают, т. е. эти расслое
ния отличаются лишь (3, аГ)-структурами.

Легко видеть (ср. предложение 1 лекции 7), что если
4-пространство W топологически эффективно, то  (4, <¥)- 
расслоение £ тогда и только тогда редуцируется к под
группе :7С, когда для него существует такой тривиали- 
зирующий атлас {(Уа, Фа)}. шпо соответствующий 
склеивающий коцикл {фра} принимает значения в под
группе :7(. Действительно, если .^-редукция т] существует, 
то любой трнвиализирующий атлас расслоения л будет 
обладать этим свойством. Обратно, если такой атлас 
{(^а. *fa)} существует, то ('#■, расслоение г), построенное 
по коциклу {фра|. рассматриваемому как коцикл над 
группой :7f, будет .̂ -редукцией расслоения £. □

Здесь удобно перейти к соответствующим главным 
расслоениям £ и ц.

Определение 6. Говорят, что локально тривиальное 
главное 3-расслоение £ редуцируется к подгруппе '7f, если 
для него существует такой тривнализующий атлас {(U a, фа)}, 
что соответствующий склеивающий коцикл {фра} принимает 
значения в подгруппе :7(. В этом случае коцикл {фра} 
определяет локально тривиальное главное г7(-расслоение ц, 
которое называется •#-редукцией расслоения £.

Поскольку склеивающие коциклы расслоений £ и ц 
одинаковы, мы видим, что если 4-пространство ¥  топо
логически эффективно, то  ( 7f, !Т)-расслоение т] tj [Т | 
тогда и только тогда является -^-редукцией (3 , Т)-рас
слоения £ = £ | >Г ], когда главное 4-расслоение п является 

-редукцией главного 4-расслоения £.
Поэтому достаточно рассматривать лишь редукции 

главных расслоений.
З а м е ч а н и е  3. Обратим внимание, что в отличие 

от случая (4, ¥)-расслоений тотальные пространства 
расслоений £ и ц различны (при Ф  4). Действительно, 
так как £ £ [31 (см. пример 6 лекции 1 ), то тотальное 
пространство «Р* расслоения £ то же, что и тотальное 
пространство расслоения [3] (где 3 рассматривается как 
левое -^-пространство), и потому заведомо отлично от 
тотального пространства расслоения ij
6*
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По определению пространство (*1 = л(*1 яв
ляется факторпространством пространства Е  U (Ua x$),

а
а пространство — факторпространством его
подпространства Н = U {Ua x:7f). Следовательно, поскольку 

а
эти факторизации на подпространстве Н  очевидным обра
зом совпадают, вложение Н с  Е  индуцирует послойное 
отображение
(3) *:

которое
а) является гомеоморфизмом на свой образ;
б) эквивариантно по отношению к действию группы Ж , 

т. е. обладает тем свойством, что

l(qh ) = t(q )h

для любой точки q £ £ 4 и любого элемента h £ :7(.
Об отображении (3) мы будем говорить, что оно 

редуцирует расслоение $ к расслоению ц. [Заметим, что, 
вообще говоря, это отображение зависит от выбора склеи
вающего КОЦИКЛа {Ч’ра}-]

Легко видеть, что существование редуцирующего отобра
жения (3) не только необходимо, но и достаточно для 
редуцнруемости расслоения § к расслоению ц, т. е. главное 
Ж-расслоение т) тогда и только тогда является -редук
цией главного $-расслоения когда существует хотя бы 
одно редуцирующее отображение (3). Действительно, легко 
видеть (докажите!), что для любого редуцирующего отобра
жения (3) формула

[q, a]^*-*x (Q )a, <7€£\

корректно определяет 3-изоморфизм т) [3] —► |. Поэтому 
склеивающие коциклы расслоений |  и tj |3] можно выбрать 
одинаковыми. Это все и доказывает, поскольку каждый 
склеивающий коцикл расслоения i][3 ] заведомо принимает 
значения в группе Ж . □

Теперь мы можем определить .у^-редукции и для лю
бых— не обязательно локально тривиальных— главных
S-расслоений.

Определение 7. Говорят, что главное .Я'--расслоение •] 
является ЗК-редукцией главного S-расслоения |, если 
существует хотя бы одно редуцирующее отображение (3).



Согласно доказанному, для локально тривиальных 
главных расслоений это определение равносильно определе
нию 6. [Однако следует иметь в виду, что локально три
виальное главное 3-расслоение может обладать нелокально 
тривиальными .Й'-редукциями, не имея локально триви
альных.]

З а д а ч а  9. Покажите, что для любого (не обязательно локально 
гпри>ша.и,ного) главного -расслоения т) существует главное 4 'Рас
слоение для которого расслоение ц является редукцией и кото
рое локально тривиально, если лока.гьно тривиально расслоение ц. 
[ У к а з а н и е .  За тотальное пространство расслоения % примите 
тотальное пространство х  $ расслоения ц [£[ (где $ естественным

'К
образом рассматривается как левое . ^  пространство), действие группы $ 
на £  определите— как легко видеть, корректной — формулой

а редуцирующее отображение (3) — формулой
X ( ? )  = l<7. е\ ,̂

где, как всегда, е— единица группы $.]
З а д а ч а  10. Докажите, что главное расслоение £ тогда и 

только тогда редуцируется к единичной подгруппе {е}, когда оно 
тривиа.и>но. [ У к а з а н и е .  При ;/f =  {e) отображение (3) является 
сечением расслоения |.|

Так как SK действует на 8 = £'s, то определено фак- 
торпространство $>!ЗК. При этом, поскольку каждая 
.̂ -орбита рЗК содержится в единственной 3-орбите р$, 
соответствие p ft  —* />3 задает отображение я: ё'-Ж —* 33, 
и значит возникает расслоение

1/ЯГ =  <в/ЯГ. я , Я ).

С другой стороны, так как группа 3 естественным 
образом непрерывно действует слева на факторпростран- 
стве Ъ/М (по формуле

a (gSV) = № );% , 
где a, g £ 3), то определено расслоение

$ [» / # ]“  <8 Х(»/ЯГ). л, «)•

З а д а ч а  11. Покажите, что расслоения \ !& ( и \ \'$!:7{\ кано
нически изоморфны. [ У к а з а н и е .  Изоморфизм g /.у̂  — ► 8  X (З/.ЯО
определяется формулой

РЗК [/>, f t ] ,  ,
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а обратный изоморфизм 8 X ($/'.'#)—► g  / Ж — формулой

\Р- Ж .
где у»€8-

При Ж  {е} это утверждение примера 6 лекции 1.
З а д а ч а  12 ( об об ще ни е  з а д а ч и  9). Покажите, что глав

ное ̂ -расслоение |  тогда и только тогда редуцируется к подгруппе Ж f 
когда расслоение \ !Ж  = \ |$/ ~7f\ обладает сечением.

[ У к а з а н и е .  Для любого редуцирующего отображения (3) 
формула

f(P) = t(p, х(Ч))Ж. р €&=6Л-
где q— такая точка из <£ч. что я  (ч) — я (р) (а т, как всегда, отобра
жение сдвига) корректно определяет отображение f : g — ► $1Ж> 
удовлетворяющее соотношению (14) лекции 1. Обратно, для любого 
такого отображения f подпространство <6'п пространства g, состоящее 
из точек />£g, Для которых /(/») Ж ,  является главным .^-про
странством, а вложение — редуцирующим отображением.) 

КЗр. замечание в скобках к задаче 8.)
З а д а ч а  13. Пусть главное ^-расслоение %. а также главное 

.^-расслоение ($, л, $ /Ж ) (см. пример 2 лекции 1) локально три
виальны. Покажите, что если в этих условиях расслоение '7f 
обладает сечением, то  для расслоения |  существует Ж-редукция Г|, 
являющаяся локально тривиальным главным Ж-расслоением.

З а д а ч а  14. Докажите, что если т) - редукция расслоения то  
для любого левого Ч,-пространства расслоения “  115"! иэо'
морфны как расслоения без структурной группы (существует послой
ный гомеоморфизм

ф:
Ж  3

никак, вообще говоря, не связанный с действиями групп S  и ;7f). 
( У к а з а н и е .  Отображение ф определяется формулой

Ф([</. *1^ )  = [/(0). * ]f  *€<Г•
где х— редуцирующее отображение (3). Эго отображение очевидным 
образом непрерывно, биективно и послойно. Поэтому в доказательстве 
нуждается лишь непрерывность обратного отображения. Для этого 
достаточно для любой окрестности W произвольной точки \qt, дг0|
в <£>n X ¥  найти такую окрестность U точки /»о = Х(<7о) в и такую

Ж
окрестность V точки х0 в что [р. *1*^(1^) для любых точек
p £ U  и x£V. Пусть ВТ,— такая окрестность точки qn в и — 
такая окрестность точки дг„ в 5", что \q, для любых точек
q£  07, и Примите за V окрестность точки дг0, для которой
в группе % существует такая симметричная (О-1 = О) окрестность 
единицы О, что ОУг С  1Г2, а за U — окрестность точки р0, обладающую 
тем свойством, что л '({/ ) с  лч (IFj) и т ((t/X £/)П g*) С  О, где х — 
отображение сдвига для |.J
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Особое значение имеет случай, когда £ представляет 
собой расслоение реперов т^«, ассоциированное с касатель
ным расслоением \<% над паракомпактным хаусдорфовым 
гладким многообразием Я , гЧ -  GL(n ; R), Ж  = G L+ (л; R) 
(или, что равносильно, 3 — 0 (л), — SO(n)). В этом 
случае фактор пространство является группой второго 
порядка С „ а главное .̂ -расслоение (3, л, З/Л') триви
ально (а потому и локально тривиально). Следовательно, 
согласно утверждениям задач 12 и 13 расслоение т%  
(а значит и расслоение т̂ >) тогда и только тогда реду
цируется к группе SO (л) (многообразие X  ориентируемо), 
когда расслоение т jp/SO(n) = т ^ [Сг] обладает сечением.

З а д а ч а  15. Дайте прямое доказательство последнего утверж
дения. (Эта задача предназначена для пропустивших задачи 12 и 13.)

Как легко видеть, расслоение т у  |С2] является глав
ным С,-расслоен нем. Поэтому это расслоение тогда и 
только тогда обладает сечением, когда оно тривиально.

Пусть многообразие Я  связно.
З а д а ч а  16. Покажите, что С2-расслоение над связным многооб

разием тогда и только тогда нетривиа.гьно, когда его тотальное 
пространство связно (и, значит, это расслоение является накрытием).

Таким образом, для любого связного неориентируемого 
многообразия Я  мы сконструировали некоторое вполне 
определенное двулистное накрытие ту  [C J — (JT, я, Я ).

З а д а ч а  17. Покажите, что тотальное пространство %  накры
тия т ( С 2) является ориентируемым многообразием.

Подводя итоги, мы видим, что справедливо следующее 
предложение:

Предложение /. Для любого неориентируемого связ
ного многообразия существует ориентируемое многооб
разие двулистно накрывающее многообразие .2*.

З а д а ч а  18. Докажите, что с точностью до изоморфизма накры
тие (3?, я, SC) единственно.

Конечно, многообразие Я  (безразлично, ориентируемое 
или неориентируемое) может иметь много различных дву
листных накрывающих многообразий. Если многообра
зие SC ориентируемо, то все они ориентируемы (почему?), 
а если многообразие Я  неориентнруемо, то среди них 
ориентируемо только одно.

З а д а ч а  19. Докажите последнее утверждение.



Л е к ц и я  Ю

Прообраз векторного расслоения.— Гладкие векторные 
расслоения.— Поля горизонтальных подпространств — 
Связности и их формы.— Прообраз связности.— Связно
сти на комплексном расслоении и на его овеществлении.— 
Диагонализация связности.

Вернемся к векторным расслоениям (над полем К R 
или С).

Напомним (см. определение 2 лекции 6), что морфиз
мом <р: т) —  | векторного расслоения rj в векторное рас
слоение ; называется послойное непрерывное отображение 

линейное на каждом слое. Каждый морфизм 
<р: г) —► I  индуцирует непрерывное отображение <р: 33* —* SJ5, 
замыкающее коммутативную диаграмму

€ '' —
* I *5

Я "  —
и для любой точки Ь£53ц—линейное отображение 

Ф6: 3’2 - » $ '\ {ь) 
стоя Т]) расслоения i] на слой расслоения 5.

Особое значение имеют морфизмы <р: т] -*■ для кото
рых все отображения ф4, Ь£ Я 4, являются изоморфизмами. 
К  сожалению, хорошего общепринятого названия такие 
морфизмы не имеют. За отсутствием лучшего термина мы 
будем называть их регулярными морфизмами.

Согласно утверждению задачи 4 лекции 6 изоморфизмы 
векторных расслоений над 33— это в точности регулярные 
морфизмы, являющиеся одновременно морфизмами над 33.

Отображения ф: 33п—*5}*, индуцированные регуляр
ными морфизмами, не подчинены, вообще говоря, никаким 
условиям.

Предложение /. Для любого векторного расслоения 
£=(<£, я, Я ) и любого непрерывного отображения /: 33' — 33 
существует векторное расслоение %’= (& ' ,п \  33') надЗЗ' ире- 
гулярный морфизм ф: £' — I, индуцирующий отображение f:

£ ' —  £
(О  Я'1 , I я

3 3 — 33
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С точностью до изоморфизма расслоение £' определено 
единственным образом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть£ '— подпространство про
изведения &Х53', состоящее из таких точек (р, Ь'), р £ & , 
Ь '£ & ,  что п(р )^  f(b '), и пусть п'(р , Ь ) = Ь’, <р(р,&')=/>. 
Ясно, что отображения л ' и ф непрерывны, а диаграмма (1) 
коммутативна (и, значит, ф является морфизмом расслое
ния £' = (& ', я ', 53') в расслоение £ (tf, л, 93), индуци
рующим данное отображение f).

Далее, для любой точки Ь' £53' слой (л ')- ,(6') = 3"ь. 
расслоения £' над Ь' состоит из всех точек вида (р, Ь'), 
где р— произвольная точка слоя (Гь = я ~l (b), b = f(b ), 
расслоения £ над точкой Ь, и отображение ф6,: 3"ь. —  ¥ ь 
представляет собой биективное отображение (р, Ь ')—>р. 
Перенеся с помощью ф4. структуру линейного пространства 
из Ф ь в Ж'ь., мы превратим слои §"ь. в линейные про
странства, отображения <рь. — в изоморфизмы, и, следова
тельно, морфизм ф— в регулярный морфизм.

За да ч а  1. Докажите, что
а. Для любого тривиализирующего атласа {(Ua, фа)} 

расслоения £ пары (U'a, ф;), где U ’a = f~lUa « ФаФ ', х)=  
= (Фа (/ (*'). •*■). ■*■). Ь' £ Uа, х  € К", составляют тривиали- 
зирующий атлас расслоения £'.

б Склеивающий коцикл
{фра: f/ ;n t/p -*G L(n ; R)}

атласа {(U'a, ф )̂} связан со склеивающим коциклом 
{фра: Ua n U fi^ G L  (л; К )}

атласа {(Ua, фа)} соотношением 
(2) Фра =  Фра °  f

(которое должно иметь место для любых а и Р; или, точ
нее, соотношением фра = фра 0 /ра> гДе ffia— ограничение на 

отображения f, рассматриваемое как отображение 
в Uа П U$).

В силу утверждения а задачи 1 расслоение £' локально 
тривиально и потому является векторным расслоением.

Наконец, если \|э: т]—►£— произвольный морфизм век
торных расслоений, индуцирующий отображение /, то фор- 
мула

У. (</) = (я” (?), t  (<?)). q€£"
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будет, очевидно, определять морфизм х: Л —*• 6* наД 53', 
удовлетворяющий соотношению ф =- ф °  X и потому регу
лярный (т. е. являющийся изоморфизмом), когда регулярен 
морфизм Следовательно, с точностью до изоморфизма 
расслоение £' единственно. □

Определение 1. Построенное расслоение £' называется 
прообразом расслоения £ при отображении f и обозначается 
символом /*?. Морфизм q: £' —► £ обозначается символом f'.

[Согласно доказанному для любого морфизма ф: т) —  £ 
векторных расслоений, индуцирующего отображение f, суще
ствует единственный морфизм г н а д  58', удовле
творяющий соотношению

♦ = f' 0
На языке теории категорий это означает, что коммутатив
ный квадрат ( 1 ) является универсальным квадратом или — 
в другой терминологии— что расслоение /•£ представляет
собой коамальгаму диаграммы 53' —  5 3 *^ & . (В  литера
туре на русском языке можно встретить для /*£ название 
«расслоенное произведение». Эта калька английского тер
мина— уже не употребляющаяся и в английском языке — 
не очень удачна даже в рамках теории расслоений и уж 
совсем не годится для произвольных категорий.)]

З а д а ч а  2. Докажите, что для любых отображений g: 53" — ► 53’ 
и f: Зд’ — -53 расслоение естественно изоморфно расслоению
8* (f‘i) (и потому может быть с ним отождествлено).

Пусть 53 — гладкое m-мерное многообразие.
Определение 2. Векторное расслоение £ = (^, л, Зд) 

ранга п над многообразием S3 называется гладким, если 
существует такой тривиализирующий атлас {(Ua, <ра)}, что 
отвечающий ему матричный коцикл состоит из гладких 
отображений

<Ppa: -* CL (л; К ), К  = R , СилиН.
З а м е ч а н и е  1. Можно доказать, что над хаусдорфо- 

вым и паракомпактным гладким многообразием каждое 
векторное расслоение изоморфно гладкому расслоению.

Так как каждое открытое покрытие многообразия 53, 
вписанное в покрытие {£/а}. является— по отношению к 
соответствующим ограничениям тривиализаций <ра— три- 
виализирующим покрытием, для которого функции пере
хода либо постоянны (тождественно равны единице груп
пы G L(n ; К)), либо являются ограничениями функций
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перехода то без ограничения общности можно пред
полагать, что покрытие {6/а} из определения 2 состоит 
из координатных окрестностей многообразия 5). Более 
того, если нужно, то эти координатные окрестности можно 
считать связными (линейно) или даже диффеоморфнымн
шару В".

Согласно формуле (2) для любого гладкого векторного 
расслоения (&, л, 58) и любого гладкого отображения 
f : 58' 58 индуцированное расслоение /*| также гладко.

В случае, когда пространство^1 является гладким много
образием, тривиализацию фа: UaX К " —  векторного 
расслоения % = (£ , л, 58) над открытым множеством Uac58 
мы будем называть гладкой, если она является диффеомор
физмом гладкого многообразия Ua X R" на гладкое много
образие а (где. конечно, К " рассматривается 
при К = С или Н как вещественное многообразие размер
ности 2п или 4л соответственно).

Предложение 2. Для любого гладкого К -векторного 
расслоения 1 = («5\ л, 58) ранга п над гладким т-мерным 
многообразием 58 пространство £  обладает— очевидно, 
единственной— структурой гладкого (т  dn)-мерного мно
гообразия, diniRK, по отношению к которой все три- 
виалиэации

фа:
предусмотренного определением 2 тривиализирующего 
атласа являются гладкими тривиализациями.

Обратно, если для векторного расслоения I  = (<£, я, 53) 
пространство £  является гладким многообразием U и су
ществует тривиализирующий атлас {(Ua, фа)}, для кото
рого все тривиализации фа гладки, то  расслоение I  гладко.

Таким образом, два возможных подхода к определению 
гладкого векторного расслоения приводят к одному и тому 
же результату.

Ключом к доказательству предложения 2 служит сле
дующая лемма (ср. лемму 1 лекции 6):

Лем м а 1. Отображение
ф: U —► GL (л; К)

гладкого многообразия U в группу GL (л; К) тогда и только 
тогда гладко, когда гладко отображение

Ф: U x  К " — К",



задаваемое формулой
Ф (Ь, дг) = ф(6) л*. b £ (J, дгеК".

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу локального характера 
свойства гладкости эту лемму достаточно доказать лишь 
для случая, когда U  является координатной окрестностью 
и, значит, лишь для случая, когда U представляет собой 
открытое множество пространства R". Но в этом случае 
гладкость отображения (р означает, что элементы (Ь) мат
рицы ф (6), b£ U, являются гладкими функциями координат 
Ь1, Ьт вектора Ь, а гладкость отображения Ф — что 
гладкими функциями координат Ь\ . . . ,  Ь", х1, хп 
векторов b£U  и дг^К" являются координаты <р<(Ь)х‘ век
тора у (Ь )х . Остается заметить, что эти два условия оче
видным образом равносильны. □

При U = Ua П Ир и ф = ф^ отображение Ф  связано 
с отображением
(3) Фр1 °  Фа: (^ а ГИ/3) х К "  —  (t/e flt/p)xK- 
формулой

(ф”р °  Фа) (Ь, Х )= (Ь , Ф(&, X)), Ь ^ и а (М/р, х е К " ,
и потому гладко или не гладко одновременно с отображе
нием фр1 о фа. Следовательно, векторное расслоение £ — 
= {&, л, 38) тогда и только тогда гладко, когда для него 
существует такой тривиализирующий атлас {(Ua, фа)}, 
что все отображения (3) г.гадки (и, значит, являются диф
феоморфизмами).

Д о к а з а т е л ь с т в о  пр ед л ож е н и я  2. Второе 
утверждение предложения 2 немедленно вытекает из только 
что сделанного замечания. Поэтому нам надо доказать лишь 
первое утверждение. При этом, как уже было замечено 
выше, мы без ограничения общности можем предполагать, 
что каждая тривиализирующая окрестность (/, является 
также и координатной окрестностью.

Пусть ha: Ua —  R *— соответствующее координатное 
отображение и пусть

га = (Л аХ 1(1)оф^‘: &иа —+ R " x K "  = R "+<fn

— отображение, действующее по формуле
ва(Р) = (х, а),

р е £ и а, x 6 R” . a 6 K" = R*\
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где х = ha (b) и (Ь, « )-  <ра (р), a d=dim RK (т. е. d - 1, 
если K = R, и d — 2, если К  = С). Ясно, что ga является 
гомеоморфным отображением открытого множества &иа на 
открытое множество Л* (t/a)x R ‘M пространства т. е.,
другими словами, пара (&иа, g*) является картой в <£, 
согласованной с топологией пространства £.

Так как &иа П d>ufi — &иа л Jp. то £ са П <£t/p Ф  0  тогда 
и только тогда, когда С/^оЦцФ 0 , и в этом случае 

(gpogil)(x , a) = ((/ip оЛ-‘)дг, фца(Ь)а)

для любой точки (дг, а ) £ Л* (Ua П U„) х R" = £а (&иа П ур), 
где h hal (x).

В координатах эта формула записывается в виде равенств
ш  а''«Фр<* (•*){'**', *. i '=  1......... n .
W  JC*' =  X * '( JC ) ,
где

а' и x*— координаты векторов а и х  (заметим, что 
координаты а1 вещественны при K = R и комплексны при 
К = С; координаты же хк всегда вещественны);

а1’ и дг*' — координаты векторов фРа(Ь)а и (Лр о Л’ 1) х ; 
Фра (x )i'— функции, выражающие через локальные коор

динаты элементы фра (/?)!' матрицы фра (6)^ОЬ(п;  К);
xk' (х )— функции, выражающие в координатах диф

феоморфизм Лр о На1 ■
Это показывает, что отображения gp о g~l гладки (и, зна

чит, являются диффеоморфизмами), т. е. карты (&иа, ga) 
и (^ р . £р) согласованы.

Поскольку |открытые множества &иа покрывают про
странство этим доказано, что карты (̂ *i/a, ga) состав
ляют атлас, определяющий в £  гладкость, согласованную 
с топологией. Каждая точка р£& иа имеет в карте (&ua,ga) 
локальные координаты
(5) а\ а\  х‘, хт ,
гдеа1...... а" — компоненты вектора а=фра (р),а х1, . ..,хт —
координаты точки Ь — л(р ) в карте (Ua, ha). Те же числа (5) 
являются координатами на Ua x К " и отображение фа пере
водит каждую точку из £/а х К " в точку из 4>иа с теми 
Же координатами (действует по равенству координат). Сле
довательно, отображение ф„ является диффеоморфизмом
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Тем самым, предложение 2 полностью доказано. □
Примером гладкого векторного расслоения (при R) 

является касательное расслоение (Т58, л, 58); см.
пример 2 лекции 5.

В дальнейшем, рассматривая гладкое векторное рас
слоение Ъ- (&, л, 5У), мы всегда будем предполагать, что 
пространство 4> снабжено описанной структурой гладкого 
многообразия. Кроме того, не всегда указывая это явно, 
мы будем рассматривать лишь гладкие тривиализации 
Va- Ua x K "- *£ u a-

Аналогично все морфизмы т] —<► £ между гладкими век
торными расслоениями мы будем предполагать гладкими, 
т. е. являющимися гладкими отображениями £ Г|—►б'5.

З а д а ч а  3. Докажите, что
а. Для любого гладкого морфизма ф: t]— ►£ гладких векторных 

расслоений индуцированное отображение <р: 584__, является глад
ким отображением.

б. Для любого гладкого отображения /: Ьб' — ► 58 “  любого глад
кого векторного расслоения л, 58) морфизм

/': /Ч—  I
является гладким морфизмом.

З а м е ч а н и е  2. Можно доказать, что над параком- 
пактным хаусдорфовым многообразием изоморфные гладкие 
векторные расслоения гладко изоморфны (ср. замечание 1).

Заметим, что символы х1, . . . ,  х" обозначают у нас не 
только часть локальных координат (5) в карте (&иа, ga), 
но и локальные координаты в карте (Ua , ha) многообра
зия 53. В силу этого соглашения — при достаточной вни
мательности к недоразумению не приводящего— проекция л 
записывается в локальных координатах тавтологическими 
равенствами
(6) хк — дс*, к = 1 , . . . ,  т .
Это доказывает, что

а. Проекция л: ё  —<-58 гладкого векторного расслоения I  
представляет собой гладкое отображение, являющееся в каж
дой точке р£<& субмерсией.

б. Все слои еГь  ̂ л -1 (ft), ft £ Зв, гладкого векторного 
расслоения являются гладкими dn-мерными подмногообра
зиями многообразия &.

в. Д л я  любой точки р £ >ТЬ касательное подпростран
ство ТрТ ь слоя ¥ ь совпадает с ядром Кег (d.t)p линейного



ПОЛЯ ГОРИЗОНТАЛЬНЫХ ПОДПРОСТРАНСТВ 175

надъективного отображения
(<Ь)р: Тр£  —►TftS, Ь= п(р ).

Более общим образом, мы можем рассматривать про
извольное расслоение | = (£ , л, 53) (в смысле определения 1 
лекции 1 ), для которого пространства £  и S3 являются 
многообразиями (размерностей m \ dn и m соответственно), 
а отображение л: £  —► 53— субмерсией. А\ы будем назы
вать такое расслоение гладким.

Ясно, что утверждения б ы в  справедливы для любого 
гладкого расслоения £.

На языке точных последовательностей (см. лекцию 4) 
утверждение в означает, что для любой точки р£ Т ь имеет 
место точная последовательность

где ifc— вложение ¥ ь - *£ .
Заметим, что для векторного расслоения I  член J  „Т ь 

этой последовательности— обычно называемый вертиксиь- 
ным подпространством линеала Тр£ — естественно отож
дествляется с линеалом <Fь.

Говорят, что на (m -f л)-мерном многообразии £  задано 
поле т-мерных подпространств Н, если каждой точке р £ £  
сопоставлено некоторое m-мерное подпространство Нр про
странства Тр(£).

З а д а ч а  4. Пусть V— открытое подмножество много
образия £. Покажите, что для поля m-мерных подпрост
ранств Н следующие условия равносильны:

а. На V существуют такие гладкие линейные диффе
ренциальные формы О1, . . . ,  0", что для любой точки 
p £ V  подпространство Нр является аннулятором ковекто-

6. На V существуют такие гладкие 'векторные поля 
Х (°  Х (я), что для любой точки p £ V  подпространст
во Нр порождено векторами X'pv , . . . ,  X ™ :

(7)
(A . )  (dn)p

о—*трт  . тьа  — о,

Нр = Ann (0J,........0?).

О) нр= [Х ? ......*Г1-
Поле подпространств

(Ю) Н: р ^ Н р,
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называется гладким, если существует открытое покрытие 
{У^} многообразия £ , над каждым элементом которого 
поле Н удовлетворяет условиям а и/или б.

В случае, когда £  является тотальным пространством 
гладкого (не обязательно векторного) расслоения £ (и, зна
чит, в каждой точке р определено вертикальное под
пространство Tp¥ b, Ь л (р)) и для любой точки р £ &  
имеет место равенство
(И) v  Трть® н р
(подпространство Нр дополнительно к подпространству 
ТреГ*), поле ( 10) называется полем горизонтальных под
пространств.

Так как Kerdnp ТрТ ь, то на каждом таком подпро
странстве Нр линейное отображение dnp является изомор
физмом.

Подчеркнем, что в выборе горизонтальных подпрост
ранств Н р имеется значительный произвол, т. е. на £  
существует много (даже гладких) напей ( 10), удовлетворяю
щих условию ( 1 1 ), в то время как вертикальные под
пространства Тр¥ ь определяются единственным образом.

Когда задано папе Н  горизонтальных подпространств, 
то каждое векторное поле X  на £  единственным образом 
представляется в виде
(12) X  = X V + X " ,
где X v и X м— такие поля на £ , что для любой точки 
р £ $  вектор X vp вертикален, а вектор X й горизонтален.

З а д а ч а  5. Докажите, что
а. Поле Н горизонтальных подпространств тогда и 

только тогда гладко, когда для любого гладкого вектор
ного поля X  на £  поля X v и X м также гладки.

б. Если поле Н гладко, то  поле X  тогда и только 
тогда гладко, когда гладки поля X х' и X й.

Как правило, мы будем задавать поля горизонтальных 
подпространств формулами вида (8), принимая за V откры
тые множества вида где UcSt). Допуская определен
ную терминологическую вольность, мы будем называть
такое поле аннулятором форм 0*........0" над U и будем
писать

Н = Апп(0‘, . . . ,  0") над U.

По определению это означает, что для каждой точки 
подпространство Нр состоит из таких векторов
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ЛбТрЛ, что
(13) 0 (̂Л ) = 0 для любого/= 1, п
Чтобы такое поле было полем горизонтальных подпрост
ранств, необходимо и достаточно, чтобы для любой точки 
р€$и  ограничения ковекторов 0J,, . . 0£ на вертикальном 
подпространстве ь, Ь — п(р), были линейно независимы, 
т. е. чтобы для вертикального вектора А £ Тр¥ ь равенства
( 1 1 ) выполнялись только при /4—0.

Кроме того, формы О1, . . . ,  0" и 0‘, . . . ,  0" тогда и только 
тогда задают одно и то же поле // над U, т. е. в любой 
точке р€&и  удовлетворяют соотношению

Ann (0*........0£) =-- Ann (0j, . . . ,  0£),

когда ковекторы 0р, . . . ,  0J  линейно эквивалентны ковек- 
торам 0р, . . . , 0£, т. е. когда существуют такие функции

с{: р-+с{(р), р££и*
где », /'= 1 , что

0' = cj0/ на rfy.

Предположим теперь, что рассматриваемое гладкое рас
слоение л, 58) является векторным и что дтя него 
выбран и зафиксирован тривиализнрующий атлас [(Ua, фа)}, 
состоящий из гладких тривиализаций и такой, что все 
трнвиализирующие окрестности Ua являются одновременно
координатными окрестностями в многообразии Зд.

Согласно сказанному выше тривиалнзации фа: Ua x R " -► 
—*£иа и координатные отображения ha: £/а —  R* опре- 
дет я ют на £иа локальные координаты (5), а значит и соот
ветствующие координатные векторные и ковекторные поля

д _д_ д _д_
~даг ......... do"’ H F ............дхт '
da1, . . . ,  dan, dxl, . . . ,  dxm.

При этом, как непосредственно следует из формулы (4),. 
в каждой точке р£& иа выполняются равенства

........"•

) , " ( » ) , •  * _ | ........т -



где Ь- п (р ). Следовательно, векторы (-^Tj . •••.
образуют базис вертикального подпространства Кегс(л,,= 
= ТроГь и, значит, ковекторы da),, . . . ,  d a (или, точнее, 
их ограничения на ТрТ ь)— базис сопряженного простран
ства Т’роГ ь.

Поэтому, если
(14) &  = f\daJ 1 ’gidxk на £иа,
где i, / = 1 , . . . ,  л и к 1 , . . . ,  т ,  то ограничения ковек- 
торов в‘р на 1f,irb тогда и только тогда линейно незави
симы для любой точки р £& иа, когда матрица J/j| невы
рождена на £  Ua-

Предложение 3. Для любого пом Н горизонталь
ных подпространств на координатной окрестности &иа 
существуют такие формы 

(а )
(15) O' da‘ -\e‘kdxkt i = 1........л, f t= l..........т ,
где ej,— некоторые функции на «9иа, что

Па) (а)\
Н - Ann (01, . . . ,  0" j над Ua.

Этими условиями формы (15) характеризуются единст
венным образом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сущ е ст во в а н и е .  Пусть поле 
Н  является на 8ил аннулятором форм (14). Тогда, как 
мы видели, матрица |/}|, состоящая из функций /}, невы
рождена в каждой точке р £& и а- Пусть ||/}|— обратная
матрица. Формы })№ задают то же иоле Н  и имеют вид (15) 

Е д и н с т в е н н о с т ь .  Достаточно заметить, что формы 
(а)

0' = тогда и только тогда имеют тот же вид (15), когда 
с} = 6}. □

Очевидно, что пате Н  горизонтальных подпространств 
тогда и только тогда гладко, когда для каждой окрест
ности Uа формы (15), т. е. функции е*. гладки в £ Ua.

Среди всех гладких полей Н  горизонтальных подпро
странств особое значение имеют поля, для которых коэф
фициенты ej, форм (15) линейно зависят от а1, . . . ,  ап, т. е. 
имеют вид

(а)
4 = п ,а '.
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(а)
где П/— некоторые гладкие функции от дс1, хт (т. е., 
иными словами, гладкие функции на координатной окрест
ности Ua).

Определение 3. Гладкое папе
Н: р*-*Нр, Р€ £ г

горизонтальных подпространств называется связностью на 
гладком векторном расслоении I, если для каждой тривиа- 
лизирующей координатной окрестности Ua задающие это 
поле формы (15) имеют вид

(а) (а)
e, =dat +Ti,la^dxk, i , / = 1 , . . . , п ;  А = 1 ,

(о)
где Г*,— некоторые гладкие функции на Ua.

(я)
Функции Г к/ называются коэффициентами связности И  

в окрестности и а. [Порядок нижних индексов k и / в обо
значении коэффициентов связности в литературе еще окон
чательно не установился. Многие авторы пишут их в об
ратном порядке.]

Целесообразно ввести в рассмотрение линейные дш|1фе- 
ренциальные формы

(а) (а)
(О/ = П/ dx" на Ua.

Эти формы однозначно определяют связность 'Н  на Ua 
(и однозначно ею определяются). Они называются формами 
связности Н  на Ua. Их удобно располагать в матрицу

а  (а)
«* = Н 1. », /=  1 ........п.

L  <а>Если формы со/ естественным [образом рассматривать- 
как формы на & Ua, то будет иметь место равенство

(а) (а)
(16) 0' = da1 -f wffl/ на 4>Ua.

Некоторые авторы называют формы (16) формами связ
ности Н на

(а) («)
[Таким образом, формы со' и 0' друг друга взаимно

(о)
определяют. Преимущество форм ш} состоит в том, что они 
определены на открытых множествах многообразия 5в.\
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В дальнейшем для сокращения формул мы будем, как 
правило, опускать верхний значок (а) и, например, вместо 
(а)
to} будем писать просто <о}. Когда же придется одновре
менно рассматривать две окрестности Ua и Ufi, то значок 
(р) мы будем заменять штрихами у координат и вместо, 

((5)
скажем, о») будем писать м)'.. Это согласуется с принятым 
выше (см., например, формулы (4)) обозначением локальных 
координат в <£и  ̂ символами а!' и хк'.

Через ф'(дг) фП* 1........хп) или просто ф|’ мы будем
обозначать элементы матрицы фр*(6), b s U a f\Up, рассмат
риваемые как функции локальных координат х\ . . . .  хп
карты (Ua, Ла), а через ц1,. (х) — ф{, (дс1........х") или просто
Ф|. — элементы обратной матрицы фра(&)“ ‘ Фар (6), 
bSU 'iftU fi, рассматриваемые как функции локальных ко
ординат х1', хп карты (Uр, Лр).

Предложение 4. Пусть для каждого а на окрест
ности задано пгт  гладких функций Г*,. Эти  функции 
тогда и только тогда являются коэффициентами неко
торой связности Н, когда дм любых а и ft на пересече
нии Ua П £/р имеют место равенства

(17) ГГ/- = «•»'■ r i, + t f- g b .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  На пересечении &ца Г\&ц ло
кальные координаты а1, хк и а1', хк' связаны соотношениями 
вида

а1 = ф{.(х )а1', I, Г = 1 ........п,
х* = хк(х '), Л=»1 ,

(ср. формулы (4); мы теперь предпочли выразить коорди
наты на через координаты на <Ви ). Поэтому3

da' = a*'dxk' -f ф[.da1', i, i ' = 1 ........n,

dxk = -^rdxk', k ,k '= \ ....... m.
dxK

Следовательно, любая форма на <£Уа, имеющая вид 
в1 = da‘ + Г'к1аЫ хк,

выражается на через дифференциалы da1' и dxk'
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ПО формуле
|  0' = ф}.Л|‘' + (П ,Ф 'г  ̂ r  +  ̂ j a T  dx

Отсюда следует, что

( 18) ф,' в' = da1' + ф{* (ф{- П/ 4- аг d**'.

Функции Г*/ однозначно определяют на формы 0/ 
и, значит, некоторую связность На. Аналогично, функции 
Г1'./. определяют на Up связность //р. При этом, связности 
И а тогда и только тогда склеиваются в единую связность Н, 
определенную на всем <8, когда для любых а и р  имеет 
место равенство
(19) = на Ua r\Ufi.
Поскольку же формы (18) определяют на Ua r\Up ту же 
связность На, что и формы 0', равенство (19) имеет место 
тогда и только тогда, когда формы (18) совпадают на 
Ua Г\ Up с формами

0‘* = dar -f Гk-j.a'' dx*',

определяющими связность Нр. Это, очевидно, доказывает 
предложение 4. □

Поскольку -ур- dxk' -- dxk и dxk' = dy)., формулу
(17) можно переписать в следующем более простом виде: 
(17') а)}.' = ф,- ф>'0>/ +■ ф! dq>‘r .

В матричных обозначениях эти соотношения имеют вид 
(17*) а)' = ф“ 10)ф + ф_,^ф,

т. е.— если мы вернемся к исходным систематическим обо
значениям— вид

О) <*>
( 17 " )  Ш = ф^Шфр* | Ф 1̂ <%а-
В виде (17") или (17'” ) их и нужно запоминать.

Пусть ф: <£'— — гладкий морфизм К-векторного рас
слоения V — л ', 53') в [<-векторное расслоение 5 = 
=(<£, л, 53). Тогда для любой точки ft'£53' имеет место
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коммутативная диаграмма гладких отображений
¥ v -~ —  S3'

* 1  /J
г ь S3, b= f(b '),

где / = ф— отображение 53' —► 33, индуцированное морфиз
мом ф. Следовательно, для любой точки р '€ ¥ 'ь. имеет 
место коммутативная диаграмма

О — Тр-¥у —*• ТР’£ ' —► Ть-33' —* О
(**»'v l  w / l {d,)»l

о —  Тр¥ ь -* Т>£ —  Т„53 —* 0, р = Ф(/0,
линейных пространств и их линейных отображений, обла
дающая тем свойством, что обе ее строки являются точ
ными последовательностями (левые отображения моно- 
морфны, правые эпнморфны и образ левого отображения 
совпадает с ядром правого).

Предположим, что в расслоении £ задана связность Н.
З ада ча  6 . Докажите, что
а. Для любой точки р' £ S ' в пространстве Тр & ' су

ществует одно и только одно подпространство Н'р., об
ладающее тем свойством, что

Т р-&' = Т р’о Г Н р , ,

и изоморфно отображающееся посредством отображения 
(d<i>)p- на подпространство HnczTp£.

б. Подпространства Н'р. составляют на & ' связность Н '.
в. Для любой тривиализирующей окрестности U cS3  

формами связности Н ' над окрестностью f~4JczS3' слу
ж ат формы /Чо}, где — формы связности Н над окрест
ностью U.

Связность Н на расслоении £' называется прообразом 
связности Н при морфизме ф: £' —► £ и обозначается сим
волом ф*Н. В случае, когда £' — /*£ и ф [', связность ф*Н 
обозначается символом f*H и называется прообразом связ
ности Н при отображении f : S3' —* S3.

З а д а ч а  7. Докажите, что для любых гладких отображений 
g : <®"— «• Й  и /: <®'— ► <Я связность (fog)*Н на расслоении (/°g)*£ = 
= g ' (1*1) (см. задачу 2) совпадает со связностью g* (j*H).

Понятие прообраза связности полезно, например, для 
характеризации связностей на овеществлении комплексного 
векторного расслоения |, возникающих из связностей на £.



Пусть £— комплексное векторное расслоение s и £ r— 
его овеществление. (Заметим, что по определению расслое
ние  ̂ гладко тогда и только тогда, когда гладко рас
слоение £к .)

Ясно, что любая связность И на £ является связностью 
на |r , и задача состоит в том, чтобы охарактеризовать 
связности на £r, являющиеся в этом смысле связностями 
на £.

С этой целью мы рассмотрим на £r оператор комплекс
ной структуры

!'■ I r  —1- £r
(см. лекцию 6). Так как этот оператор является автомор
физмом расслоения £R над S3, то для любой связности И 
на Er определена связность 1*Н (также являющаяся связ
ностью на £r ) .  С другой стороны, так как оператор / 
является, очевидно, гладким отображением, то для любой 
точки определен его дифференциал

(d/)p: Трё  —  Тр€ , 

являющийся на вертикальном подпространстве
V I ' H W r - P ’,),,.

Ь=--п(р), Т Ь = Т\,

оператором l b: (Wb)R — ( F b)R комплексной структуры 
на (#"ь)к.

З а д а ч а  8. Докажите, что для связности И на £r сле
дующие условия равносильны:

а. Связность И является связностью на £.
б. Имеет место равенство

/•// = //.

в. Для любой точки р £ &
Hp = (dI)pHp.

З а д а ч а  9. Пусть ы— матрица форм связности Н  на расслое
нии £ (над некоторой тривиализирующей окрестностью U С  <Я), а

— матрица форм той же связности, но рассматриваемой как связ
ность на £r- Выразите формы <oR и о> друг через друга. [ У к а з а 
ние. Матрица о> имеет размер пхп  н состоит из линейных диффе
ренциальных форм с комплексными коэффициентами, а матрица u>R 
имеет размер 2пх2п и состоит из форм с вещественными коэффици
ентами.)
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В лекции 21 нам понадобится следующий частный слу
чай конструкции прообраза.

Пусть для любого s £ R в расслоении £ задана связ
ность Hs. На каждой тривиализирующей координатной 
окрестности Ис.33 коэффициенты связности H s явля
ются функциями от s и от локальных координат х=- (х1,...
. . хт), т. е. функциями точки (s, дг)6  R x R "  — R"*+1. 
В случае, когда для любой окрестности U функции Г*, 
являются гладкими функциями от (s, х), семейство [Нs, s £ R} 
связностей H s называется гладким.

Зад а ч а  10. Пусть Ъх/ {& х /, nxid,  S x / | . Пока
жите, что

а. Расслоение \ х !  является векторным расслоением 
ранга п, изоморфным расслоению (рг)*£, где рг— проекция

ЗЗХ/ —*33, (b, s)i—>b.
б. Любое гладкое семейство {# ,} связностей на £ ес

тественным образом задает связность на Ъх/ (которую 
мы будем обозначать тем же символом {Я ,}).

в. Для любого So € / имеют место равенства
*.:.(£х/)= | и ц .{н $) = н и,

где iSt: 33 — 33 X вложение b>—>(b. s„).
Для каждой связности Н  на | связность рг*Я является 

связностью где H s Н при всех s£R.
Заметим, что связности вида {//*} отнюдь не исчерпы

вают всех связностей на £х/.
З а д а ч а  11. Покажите, что связность Апп(0*, . . . ,  0°) на |х /

тогда и только тогда имеет вид (H s), когда формы 01........0" не
зависят от ds.

Пусть теперь \Н[) — гладкое семейство связностей на 
расслоении £х/и пусть А— отображение З З х ! 33x1x1,  
определенное формулой

A(b, t) = (b, t, t), b £ 3 3 ,t£ l.
Тогда, интерпретируя {Н{} как связность на £ х /х /, мы 
можем построить связность А* [Н'5) на 1х/. Эту связность 
мы будем обозначать символом {//,}1=< и будем называть 
ее диагонализацией связности {Hi}.

З а д а ч а  12. Докажите, что для любого t £ /
(18) Г, =

[ У ка зание .  Ср. утверждение в задачи 10.)



\

Л е к ц и  я  11

Горизонтальные кривые.— Ковариантные производные се
чений.— Ковариантное дифференцирование вдоль кри
вой.— Связности как ковариантные дифференцирования.— 
Линейные отображения модулей сечении.— Связности на 
метризованных расслоениях.

Пусть л, Si) — гладкое векторное расслоение со
связностью Н.

Определение 1. Гладкая кривая о: / —. <£ на много
образии $ , где / — некоторый отрезок оси R (для опреде
ленности можно, например, считать, что / /), называется 
горизонтальной, если для любого t £ / ее касательный 
вектор v(t) принадлежит подпространству HvU). (Диффе
ренцирование по t мы здесь и в дальнейшем обозначаем 
точкой.)

В локальных координатах
(1 ) в 1, • • •, ап, Xх..........* *

карты (&ца, gq) (см. лекцию 10) каждая кривая у имеет —
при условии, что y(/)6 <£t/a при всех /£/ — параметриче
ские уравнения вида

( 2) a‘ = a '(t), xk = xk(t), 1 < i < n ,  1

где a1 (t) и xk(t) — некоторые гладкие функции на /. Ее 
касательный вектор о (!) имеет координаты

а‘(')......а"(0. i 1 (/).......x'(t),
а условие горизонтальности v (0 €^»<o (означающее, что 
выполнены равенства 0£„, (у(0) 0, 1 ^ » < л ,  где О1, . . .
• 0я — формы связности Н на ёц^) приобретает вид

(3) el (0  + r*/ (x (/ )) i* (0 e /(0 = 0, 1 = 1........п,
где х (/) = (**(/)........* " ( 0 ).

Таким образом, кривая v с параметрическими уравне
ниями (2) тогда и только тогда горизонтальна, когда 
тождественно по t выполнены соотношения (3).

В соответствии с общим определением 3 лекции 4 кри
вая м=лоу на многообразии 33 называется проекцией кривой 

а кривая v на многообразии $— поднятием (или лифтом)
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кривой и. Говорят также, что кривая v накрывает кри
вую и. Иногда полезно представлять себе кривую v как 
векторное поле на кривой и, сопоставляющее каждой 
точке u(t) этой кривой вектор v(/) линеала £Tvu), т. е., 
короче, как l -векторное поле на и. Горизонтальная кри
вая у, рассматриваемая как поле на и, называется полем 
параллельных векторов на и (относительно связности Н).

В локальных координатах jc1, х" на Ua кривая и 
имеет параметрические уравнения
(4) xk — xk(t),
так что аналитически переход к кривой и состоит в от
брасывании первых п уравнений (2 ), и наоборот, переход 
к накрывающей кривой v состоит в добавлении к т  урав
нениям (4) дополнительных п уравнений
(5) а '=а ' (0 ,
где а' (/), 1 ^  i  ̂  п,— вообще говоря, произвольные глад
кие К-значные функции на /. В интерпретации кривой v 
как ^-векторного поля на и функции а1 (() называются его 
компонентами (в данной системе локальных координат).

С этой точки зрения соотношения (3) представляют 
собой при данной кривой и с уравнениями (4) систему 
линейных дифференциальных уравнений (вообще говоря, 
с переменными коэффициентами Г*/ ( j c (/)) **(/)) для допол
нительных функций (5). Поэтому, задав для некоторой 
точки 1а 6 / точку рв пространства 4>, проектирующуюся 
в точку be = u(/„), т. е. принадлежащую слою ¥ Ьп рас
слоения I, мы— в предположении, что u (t )£ U a для всех 
/£/ — получим в силу теоремы о существовании и един
ственности решений линейных дифференциальных уравне
ний единственную горизонтальную кривую v: I  —► ё>, про
ектирующуюся в кривую и и такую, что v(t„) — p№ 
(и v (t )£ f iL-a для всех /£/).

Если же условие u (t )£ U a для всех / £/ не выполнено, 
то мы можем разбить отрезок / на конечное число отрез
ков, на каждом из которых это условие уже имеет место 
(конечно, при своем а), и следовательно, накрывающая 
горизонтальная кривая существует. Вместе эти кривые 
составляют (очевидно, гладкую) кривую и, накрывающую 
всю кривую и (и такую, что и(/„) = /?„). В предположении, 
что многообразие <£ хаусдорфово, эта кривая будет, как 
легко видеть, единственна. (Ср. теорему о единственности 
интегральных кривых векторного поля в лекции I I I .  17.)
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Поскольку многообразие <§ хаусдорфово тогда и только 
тогда, когда хаусдорфово многообразие 53, этим доказано 
следующее предложение:

Предложение I. Если многообразие 53 хаусдорфово, 
що для любой гладкой кривой и: I  —*53 любой точки 
te£ l  и любой точки р0 £ ¥ bt, Ь„ — и (/„), существует един
ственная горизонтальная кривая v: I  — £ , накрывающая 
кривую и и такая, что v(tt) — p9. □

При 1 — 1 п — О это дает нам некоторое отобра
жение

Сосу1„л —  5»„(tf)
подпространства Сосу1глл пространства Cocyl л, состоящего 
из пар (р0, “ ). я (Ро) «(0). Д-чя которых путь и гладок, 
в пространство ^ „ ( t f )  всех гладких путей на явля
ющееся сечением отображения

^ г л (^ )  —  С о с у ^ л ,  » ^ ( » ( 0 ) ,  л о к ) ,

т. е. представляющее собой «гладкий» аналог связности в 
смысле Гуревича (см. лекцию 1). Эго объясняет термин 
«связность» применительно к И.

К изучению геометрических свойств горизонтальных 
накрывающих кривых мы вернемся в лекции 18, а пока 
применим эти кривые к задаче об инвариантном опреде
лении связности, не использующем тривиализирующих 
координатных окрестностей.

Сечение
s: 5? — g

гладкого векторного расслоения £ = (<£, л, 33) (или, в дру
гой терминологии, I -векторное поле на 53) называется 
гладким, если оно представляет собой гладкое отображе
ние многообразия 53 в многообразие <£. В отличие от 
лекции 6 мы будем теперь обозначать символом Г? мно
жество лишь гладких сечений. Оно является линейным 
пространством над полем К и модулем над алгеброй Fk^ 
гладких К-значных функций на 53.

З а д а ч а  I. Докажите, что тривиализация if: £/ХКя — * рас
слоения J  над открытым множеством U  С  тогда и только тогда 
является гладкой тривиализацией, когда отвечающий ей базис st, . . .

s,| модуля всех непрерывных сечений над U состоит из гладких 
сечений.

З а м е ч а н и е  1 . Так как nos  = id, то как само ото
бражение s, так и его дифференциал (ds)b в каждой точке
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fc£53 являются инъективными отображениями. Это озна
чает, что для любого гладкого сечения s: 58—-€ множе
ство s (58) является подмногообразием многообразия &. 
Подмногообразия вида s(53) характеризуются, как легко 
видеть, тем, что проекция л днффеоморфно отображает их 
на многообразие 53 (такие подмногообразия называются 
обычно секущими поверхностями расслоения I). При не
формальных рассмотрениях сечения и секущие поверхно
сти можно отождествлять.

В случае касательного расслоения (Т58, л, 5д)
сечения представляют собой не что иное, как векторные 
поля на 58. Согласно лекции 111.16 модуль Гт^  вектор
ных полей на 58 обозначается символом а5Э.

Напомним (см. лекцию I II .  17), что кривая и: I —-58 
называется интегральной кривой векторного поля X  € 0S3. 
если

Согласно теореме 1 лекции 111.17 для любой точки Ь£5д 
и любого векторного поля X  существует интегральная 
кривая и: I —* 58 поля X , определенная на некотором 
интервале / оси R, содержащем точку 0 , и такая, что 
и (0) =• Ь. При этом если многообразие X  хаусдорфово, то 
любые две такие кривые совпадают на общей части их 
областей определения.

Пусть теперь s: S3— — произвольное гладкое сече
ние расслоения Е и пусть у: / — — горизонтальная кри
вая, накрывающая интегральную кривую и поля X  и 
удовлетворяющая соотношению

Тогда для любого /£/ в слое Г̂и(/) расслоения будут 
определены два вектора s ( m (/ ) )  и v(t), а значит ■■ ч / « ^ 0  
и вектор

Хотя при различных t векторы (6) принадлежат, вообще 
говоря, различным линеалам оТи)(), но все же имеет смысл 
говорить об их пределе

ы(/) = Х и,„ для любого /£/.

и(0) s(b).

(6) S (»(<))-1'(О

(7)

Этот предел принадлежит слою вГв(0> = вГ|, и обозначается 
символом (Vxs) (Ь).



Поскольку точка b была произвольной точкой много
образия 53, эта конструкция дает нам отображение

V*s: — (r A.s)(6)
из $i в £', являющееся, по построению, сечением рассло
ения

Определение 2. Сечение Vxs называется ковариант- 
ной производной сечения s по векторному полю X  (в дан
ной связности Н).

Первый вопрос, возникающий в связи с сечением \xs,— 
это вопрос о его гладкости. Мы покажем, что ответ на 
этот вопрос утверди те.тен (точнее, что класс гладкости се
чения r xs на единицу ниже класса гладкости сечения s), 
вычислив в явном виде сечение ^xs в координатах.

Пусть U — произвольная координатная и одновременно 
трнвиализирующая окрестность точки Ь в многообразии 93. 
Тривиализация (р: U x K n—* £ и расслоения £ над U за
дает (см. лекцию 6) базис
(8) в,, •.., s„
Рк^-модуля Г ( I у  (для которого $,• (ь) -  ср (ь, е ), 1 = 1, . . .
. . . ,  п), а координатный диффеоморфизм h: U —*К ”  — базис

(9) a F ........ m = dim ®,

Р|г(/-модуля a il. Пусть s\ » = 1.........л, — координаты се
чения s (или, точнее, его ограничения s|„) в базисе (8), 
а Х к, А=1, . . . ,  т ,  — координаты поля X  (т. е. его огра
ничения X  |t,) в базисе (9):

I « - * «  Х - Х > £ .

Пусть, далее, jc* =  jc*(/ ), k = 1, . . . ,  т, —  параметриче
ские уравнения интегральной кривой и: I  —+93, а

a * = a l (t), xk= x k(t), i = l ........л; k = l , . . . , m ,

— параметрические уравнения ее горизонтального подня
тия v: I —+&- (Без ограничения общности мы можем, 
конечно, предполагать, что u ( t ) £ U  для любого /.) Заме
тим, что числа а1 (/) выражаются формулой

a‘ (t) =  sl (x(t)),

где, как всегда, x( t )  = (дс1 (/). . . . ,  х" (/)), и удовлетворяют 
соотношению и(/) = a '(0 si (ы (*))« т- е- являются координа-
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тамн вектора в базисе s, (и(/)), sn(u(t))
линеала вГ0(П. По определению

д> (/) = X* (дг (0)
для любого к 1 , . . . ,  т  и

о1 (0  + П/ (х  (/)) а> (/) **(/) = 0,
т. е.

a‘ ( t )+ r ‘kl(x ( t ) )a '( t )X k(x (t ) ) :  0

для любого »= 1, п. При этом вектор (6) линеала оГ,п1) 
будет иметь в базисе s,(u(/)), sn(u(t)) координаты

s,(x(t))-a '« ) * s' (х (/)) — ао a1 (t)—e« 
t ’ t t *

где ai = a '(0) = s '(jr (0))— координаты точки s(ft) линеала 
,оГь. Поэтому предел (7) будет иметь координаты
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n (JC (/)> — -S* (JC(0)) gl (/) — Op

dsl
I — 0 1 1 — 0 *

- «**• (*  (0 ))** (0 )- a '(0 )-

Поскольку x (0 )— это строчка координат точки ft, тем са
мым доказано, что сечение V*s над U имеет в базисе (8) 
координаты
(10) (v*s)' = (
т. е.
( 1 1 ) V*s = ( * £  +  T lfif) X kSj над U.

В частности, мы видим, что для гладкого сечения s сече
ние X xs также гладко.

Конечно, оператор V*: Г (5 |у )—-»r(5|u) определен и 
для любого векторного поля X  над U; например, при
X  = . k=  1 , . . . ,  п.

При X  — -^оператор V* обозначается символом V* и се
чение называется частной ковариантной производной по 
хк сечения s € Г ( i  It/)- Д-1Я любого поля X

V*s = X»V*s.
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Согласно формуле (10) координаты (V*s)f сечения 
в базисе s „ . . . .  s„ выражаются через координаты s' се
чения s по формуле

( 12 ) (V *s )'= - ^  + l V ,  l< t< n ; 1 < Л < т. 

В частности,
(13) (ГлвуУ-П/, 1 <А</п, 

и значит
(13') (Гх«/)' -  (* ). К » .  /<«-

З а м е ч а н и е  2. Формулы (10) и/или (11) можно по
ложить в основу определения сечения VjfS. Однако при 
этом необходимо проверить согласованность конструиру
емых сечений на пересечениях, т. е. совпадение сечений 
( 1 1 ), построенных над двумя окрестностями U и U' на их 
пересечении U (]U '.  Это делается следующим образом.

Объекты, построенные дтя окрестности U ', мы будем 
отмечать штрихами при индексах (например, s,-, . . . ,  s„- — 
это базис (8) для модуля Г (£|с/')» а • •••» * т — ЭТ0 ло* 
кальные координаты в U'). Тогда сечение над окре
стностью U ' будет задаваться формулой

Тд-s = + Г/ 'W ')  над и г

и задача состоит в том, чтобы доказать, что над U ()U ' 
это сечение совпадает с сечением ( 1 1 ).

Но, по определению, над U ( ]U ’ имеют место равенства
s.' = <p{'s, и s1' = V , i, Г =  1 , . . . ,  п,

где ф[- и — компоненты взаимно обратных матричных 
функций перехода U П И' —■> GL (л; К ) (от U  к U ' и от
V  к U), а также равенства

Vb. ft**'



Поэтому над U flU '
*Xs \u' =

- [ 3 4

-  [  +  ( f T f f  r U  + ф Г - ^ г )  ф/ V  J  Х Ч » Ч  -  
- [- S - * ,» r  + f/ V - S -  +

+ (фГф,'-ф/-ф/’Гр* Ч фГф/’фг - ^ г )  s. ]  X*s;

= f ( ' S r ' 4>‘, 'f ^  ■ & " )s/ + \'l?r + ,'/*s' ) ] X *s< =

= [ l ( ^ i + ( ^ . + r }» s / )]x 4  =

= ( ,& + IV ) ^  = ^ l £/.

i* i (  Nибо ф< ф,'= f>[ f и значит, в частности, — ^ —  = 0 ). п

Интересный вариант ковариантного дифференцирования 
возникает для ^-векторных полей на кривых.

Пусть и: / —  .Я — кривая в многообразии 33 с локаль
ными уравнениями хк * * (0 , 1 < Л < т ,  и v: I  —<■£ — 
произвольное I -векторное поле на и с компонентами af(t), 

Мы определим новое |-векторное поле на и, 
которое называется ковариантной производной поля v
вдоль и и обозначается символом . По определению
это поле имеет компоненты

(14) (-5£ )' =  а '(0  + П / (* (/ ) )^ (0 а '(0 .  ....... п.

З а д а ч а  2. Предположим, что ^-векторное поле v является ог
раничением на и некоторого сечения, т. е. существует такое сечение 
s: М — расслоения |, что v (t )= s (u (t ))  для любого t £ l .  Пред
положим также, что и поле I >—*• и (/) касательных векторов на кри
вой и является ограничением некоторого поля на многообразии 
т. е. существует такое векторное поле что Х и Ц) = и (t) для
любого /£ /  (кривая и представляет собой интегральную кривую по-м
ля X ). Покажите, что тогда no.ie на и является ограничением се
чения V х$.
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ф !’ф г —  X *sдх* Л  s ‘ - ~



(Заметим, что сечение s и поле X  заведомо существуют локально, 
т. е. в окрестности произвольной точки вида и (/0) (для которой
и (/») ^  ̂ ш

Пусть /— внутренность отрезка /. Так как / является 
гладким многообразием (а и: Т—+53— гладким отображени
ем), то над } определено гладкое расслоение и*Ъ со связностью 
и*Н .

З а д а ч а  3. Покажите, что
а. Каждое £-векторное поле v: / —* $  на кривой и естественным 

образом отождествляется с некоторым сечением расслоения и* £ над / .
б. Ковариантная производная этого сечения по векторному полю

- i-на 1 относительно индуцированной связности и*Н является не 
dt
чем иным, как ограничением на I  ковариантной производной -~^-поляШ
v вдоль кривой и.

Сравнение формулы (14) с формулой (3) немедленно 
обнаруживает, что равенство - ^ = * 0  является необходи
мым и достаточным условием того, чтобы v было полем 
параллельных 1-векторов (в другой интерпретации— гори- 
зонтальной кривой).

Таким образом, можно сказать, что векторы, парал
лельные вдоль кривой,— это в точности векторы, ковари- 
антно постоянные.

Операция коварнантиого дифференцирования V* пред
ставляет собой отображение

П  —  Гб
модуля Г£ в себя.

Предложение 2. Операция V* обладает следующими 
тремя свойствами:

а. Операция \ х линейна над полем К, т . е,
Vx(s+0=V*s + Vxt,

V х ( ^ )=
для любых сечений s, /£ Г | и любого числа

б. Для любой функции / £ F*®  и любого сечения s £ Г? 
имеет место равенство
{ IS ) Vx ( f s )^ X f s  + fVxS
(где при К — С под X  справа имеется в виду комплекса 
фикация оператора X  над F33 — Fr 33).
^ М. M Постников, сем. IV
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в. Операция \х линейно над F5) зависит о т X , т . е.

для любых полей X , V  £ о.® и любых функций /, £6^53.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Свойства а и в непосредственно 

вытекают из формулы (10) и/илн (11). (Правые части этих 
формул К-линейно зависят от s и РЗЗ-линейно от X .) 
Свойство б проверяется простой выкладкой:

[ v ,< M i '« [5 | £ + r W s ']x * =  

= \ & * ' + t £ r + № } x ‘ -

= Xf-s' + l ( v xs)'

^напомним, что X f  = 1 р Х ‘ га и ). □
Формула (15) аналогична известной ф о р м у ле  Л е й б 

ниц а дифференцирования произведения (и переходит в 
нее, если X f обозначить через V*f).

Снова предположим, что гладкое (класса С ") многооб
разие S  хаусдорфово.

Теорема /. П усть каждому полю X  £ аЗЭ поставлен 
в соответствие оператор
(16) V*: П  — Г|,

обладающий свойствами а, б и в из предложения 2. Тогда 
на расслоении 1  суирствует единственная связность Н, 
по отношению к которой операторы (16) являются кова- 
риантными производными.

Таким образом, для хаусдорфова многообразия 5? 
связности на гладком векторном расслоении £= (£ , я, JB) 
находятся в естественном биективном соответствии с F53- 
линейнымн отображениями V: X*-i-V*. сопоставляющими 
каждому векторному полю X  € оЗЗ линейный оператор

V*: Т% —  Г|,

удовлетворяющий формуле Лейбница (15). На этом осно
вании связности часто о п р е д е л я ю т с я  как такого рода 
отображения V (которые также называются ковариант- 
ными дифференцированиями). Недостатком этого'определе- 
ния является отсутствие геометрической наглядности, а
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преимуществом— инвариантность (в нем не используются 
тривиализирующие координатные окрестности).

В  дальнейшем мы, как правило, будем отождествлять 
связность Н  и соответствующее дифференцирование 
В частности, вместо «связность, которой отвечает ковари- 
антное дифференцирование V» мы будем говорить «связ
ность V».

Теорема 1 аналогична теореме 1 лекции I I I .  16 и до
казывается сходным образом.

Л ем м а 1. Для любого открытого множества U<zSB, 
любой тонки b0£ U  и любого сечения s £ Г (£ |у) сущест
вуют такое сечение s' £ Г£ и такая окрестность W точки 
bt, что W c U  и

ка з а т е л ь с т в о .  Согласно предложению 2 лек
ции I I I .  13 в 58 найдутся такие открытые множества V и 
U7, что

и для пары (V, W ) существует функция Урысона <р. Для 
любой точки b£58 положим

Ясно, что s' является гладким сечением (принадлежит Г£), 
совпадает с s на W  и обращается в нуль вне U. □

Будем говорить, что сечения s', s ' совпадают вбли
зи точки Ь0£5д, если они принимают одинаковые значе
ния в некоторой окрестности этой точки.

Л ем м а 2. Если сечения s', s" £ Г£ совпадают вблизи 
точки bt £S8 , то  для любого векторного поля Х£а58 се
чения v*s' и V*s' также совпадают вблизи точки Ь0.

(Ср. следствие 2 леммы 1 лекции 111.16.) 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть s' —s* на окрестности U 

точки bt. Согласно следствию 1 леммы 1 лекции II 1.16 
существуют такая окрестность W c U  точки bt и такая 
гладкая на 98 функция q>, что

s = s' на W7.
Кроме того, s' =*0 вне U.

I. лемму 1 лекции I I I .  16.)

b%£ W , W<zV, V с  U,

\ Ф (b)s(b), если b£U  
S \ 0, если b<fcU.

\ 1 , если b£W , 
(|  ̂ \ 0 , если b(fc U.

7



Рассмотрим сечение ф • (s '— s’). Ясно, что это сечение 
равно нулю на всем М, т. е. является нулем линеала Г£. 
Поэтому— в силу линейности оператора \х — нулем будет 
и сечение
(17) Тх (Ф ■■ (s '- s ')) = Лф • {s '- s ’) + Ф • (V , (s '- s ')). 
Поскольку s' = s' и ф = 1 на W , отсюда следует, что

V *(s '— s') — 0 на W,
т. е. T.*s'— V*s' на W. □

Это свойство операторов V* называется их локально• 
стью по s.

Аналогично доказывается локальность операторов V.v 
по X, т. е. тот факт, что для любых векторных полей Л ', 
А ' £ а&, совпадающих вблизи точки bt £z}, операторы 
Vx- и Vx- совпадают вблизи этой точки (обладают тем 
свойством, что YxS = Yx-s вблизи b, для каждого сече
ния s £ Г£). [Для доказательства достаточно рассмотреть 
ноле ф  (Л '— A ').J

Л ем м а 3. Для любого открытого множества Ucijti 
операторы (16), обладающие свойствами а, 6 и в из пред 
ложсния 2 , индуцируют единственные операторы
(18) (V |у)х; 1' (6 |у) —♦ 1 (£ It/)» X  £ aU,
также обладающие свойствами а, б и в (по отношению 
к алгебре FU) и такие, что для каждого поля X  £ аЗв 
имеет место коммутативная диаграмма

Гб— Гб

г l i t , )— r iii/ ).
вертикальные стрелки которой являются отображениями, 
ограничения, т . е. такие, что
(19) ((V|t/)iflt/) s  =  (7jfS)|y

для любого сечения s £ Гб).
(Ср. предложение 1 лекции 111.16.) 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Как всегда, докажем сначала 

единственность. Пусть операторы (18) существуют и пусть 
s 6 Г (Sit/), X £ a U . Согласно лемме 1 и замечанию 1 лек
ции 111.16 для любой точки bt £ U  существует сечение
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s' £ Г£ и векторное поле X ' £ п.8 , совпадающие вблизи этой 
точки с сечением s и полем X  соответственно. При этом 
согласно свойству (19)
(20) [(V| u)x(s)](bo) = [\x's'](b0).
Это доказывает единственность операторов (V |с/)х» так как 
в силу локальности операторов Vx по s и по X  правая 
часть этой формулы не зависит от выбора сечения s' и 
поля X '.

Для доказательства существования операторов (V |t/)x 
мы примем формулу (20) за определение сечения (V|y)*(s). 
Другими словами, если Х  = Х ' и s = s' на W, то мы 
положим

(V|t/)x(s) = r*<(s') на W.
Без труда проверяется (сделайте это!), что эта формула 
корректно определяет операторы (18), обладающие всеми 
нужными свойствами. □

Для упрощения формул мы, как правило, вместо V |и 
будем в дальнейшем писать просто V.

Теперь мы уже можем доказать теорему 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 1. Пусть связность Н  

существует.
Рассмотрим произвольную тривиализирующую окрест

ность Uc53  и на ней сечения s„ . . . ,  s„, составляющие 
базис FkLZ-модуля Г (£ |у), а также векторные поля

аа д_
дх» ’ •* • ’ дх" •

составляющие базис Ft/'модуля a il. Согласно формуле (13) 
при любых t, j = 1 , . . . ,  п и k = 1 , . . . ,  т  для коэффи
циентов Г£у связности Н  имеет место равенство
(2D П, = (ТЛ )'.
Это доказывает единственность связности Н  (на U, а по
тому— в силу произвольности U — и на всем 93).

Для доказательства существования этой связности мы 
определим коэффициенты Ц/ на U посредством формулы (21). 
Пусть U '—другая тривиализирующая координатная окрест
ность и пусть

Г*т  = (V*s/-)'j на {/'
(Мы используем обозначения, подробно объясненные в лек
ции 10). Тогда на пересечении U ()U ' будет иметь место
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равенство
=  -^*7 V (ф/ Sy) =»

дх* дц>1,. дхк ,
“ <**' S F s/+ aPFV/'V*/

/ d dx* d i \(напомним, что —- = —-— - и s<- = q>r s. ) ,  а значит, \ дх* dx* ojt" /

r(' _< dx* *»>/' , dxk „/ W
1 * т  <P<'-  5 P F  ц г  ■+ jspp  » / ' r */-

и равенство

Поскольку последнее равенство полностью равносильно 
тождеству (17) лекции 10, этим доказано, что функции Г(у 
являются коэффициентами некоторой связности Н. При 
этом, как непосредственно следует из формулы (2 1 ) и 
свойств а, б и в операторов Vx на окрестности U , для 
операторов ух имеют место те же формулы ( 1 1 ), что и для 
ковариантных производных относительно связности Н. 
Поэтому эти операторы совпадают с ковариантнымн про
изводными относительно связности Н. □

В доказательстве леммы 3 мы фактически пользовались 
лишь свойством локальности операторов Vx* Поэтому эта 
лемма справедлива для произвольного, обладающего свой
ством локальности линейного отображения D : Г£—*Г£ 
и даже отображения D : Г£—♦ Г»|, где 5 и т) — векторные 
расслоения с одной и той же базой S3. Таким образом, 
для любого открытого множества UczZd каждое такое 
отображение D индуцирует (очевидно, тоже линейное) 
отображение
(22) D 1̂ : Г (&!„) — Г (Л |ы),

замыкающее коммутативную диаграмму

П  —  Г л  

Г Ш ^ Г , ( л Ы .
вертикальные стрелки которой являются отображениями 
ограничения.

С другой стороны, легко видеть, что каждое F 3̂3-линей
ное отображение D : Г£—► Гл обладает свойством локаль-
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н о е т  и. (Доказательство леммы 2 полностью сохранится 
и в этом случае; лишь в формуле (17) будет отсутствовать 
член с Х<р.) Поэтому для любого открытого множества 
UczS3 каждое такое отображение индуцирует отображение 
(22).

З а д а ч а  4. Докажите, что для Рц.Я-линейного отобра
жения D отображение (22) РкЗЗ-линейно.

Примером РкЗЗ-лннейного отображения Г£—► Гт| явля
ется отображение
(23) фо: Г£—*Гт|, s>-*^os,
индуцированное произвольным гладким морфизмом рас
слоений ф : £ — ► т] (ср. лекцию 6). Отображение D — фо 
обладает не только свойством локальности, но и следу* 
ющим более сильным свойством:

I. Если s'(b0) = s '(6„), где b0£53, s', s' £ Г£, то 
(Ds')(b0) = (Ds')(b0).

Оказывается, что свойством 1 обладает каждое F*9- 
линейное отображение D : Г? —► Гц. Действительно, пусть 
s„ . . . .  s„— тривиализация расслоения £ над окрестностью 
U точки Ь0 и пусть s*— s' = f'S; над U (где f l (b0) — 0 
для любого i = l ,  л). Тогда

(D s '-D s ') (&„) = /'(&.)(£*/) = О
(где справа D обозначает D |y). Следовательно, (Ds')(b0)=
— (Os’) (bt). П

Теперь уже без труда доказывается следующее пред
ложение (ср. задачу 5 лекции 6):

Предложение 3. Для любого Fk.53-линейного отобра- 
жения D : Г£ —► Гт) существует такой единственный 
морфизм ф : | — *• tj, что D =ф о.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если £  = фо, то (Ds) (b) = ф (s (b)) 
для любого сечения s^ H ; и любой точкн b£5). Это озна
чает, что для каждой точки
(24) q>(p) = (Ds)(b),
где 6 = я (р), a s— такое сечение, что s(b) = q>p. Поскольку 
в силу свойства 1 правая часть этого соотношения не за
висит от выбора сечения s, это доказывает единственность 
морфизма ф.

Для доказательства существования морфизма ф  м ы  
определим его формулой (24). Ясно, что это определение 
корректно задает послойное отображение ф : 
линейное на каждом слое и такое, что D = ф о. Поэтому



нам нужно только доказать, что это отображение гладко. 
Но это очевидно, поскольку над любой окрестностью Ucz33, 
тривиализнрукмцей для обоих расслоений £ и tj одновре
менно, отображение q> в координатах задается тон же са
мой, состоящей из гладких на U  функций, прямоугольной 
матрицей, что и отображение D|y в соответствующих бази
сах свободных Р*1/-модулей Г ( | у  и Г(т]|у). П

Предложение 3 означает, что Р*.58-модуль Мог (?, л) 
всех гладких морфизмов £— естественным образом 
отождествляется с РкЭ-модулем Н о т ^ ^  (ГЕ, Гт)) всех
FKSJ-линейных отображений —► Гг|:
(25) Мог(|, ri) = HomF||.^  (Г£, Г ц).

(Ср. замечания, сделанные после задачи 5 в лекции 6.)

Напомним— см. лекцию 7 — , что метрики на К-вектор- 
ном расслоении £=(^\ л, 33) естественным образом отож
дествляются с непрерывными функциями Q :£  —*-R, огра
ничение которых на любом слое является метри
кой на оГь (положительно определенным квадратичным 
функционалом). Метрика на гладком расслоении £ назы
вается гладкой, если функция Q гладка.

З а д а ч а  5. Докажите, что на каждом гладком нуме- 
рируемом К-векторном расслоении 1  существует гладкая 
метрика (ср. предложение 2 лекции 7).

Пусть К-векторное расслоение £ метризовано. Тогда 
формула

(s, s’) (Ь) = (s (Ь), s' (Ь)), s, s' € П , Ь € Я ,

определяет на Р39-модуле Г£ функционал s, s'i—► (s, s'), 
принимающий значения в алгебре Fr.S и обладающий тем 
свойством, что для любого сечения s£ r£  функция (s, s)€ 
£ Fr5B принимает вещественные неотрицательные значения 
и равна нулю в тех и только тех точках b£33, в которых
• (fc) = 0. При K = R этот функционал билинеен (над алгеб

рой F33) и симметричен, а при К  = С— полуторалинеен 
и эрмитов. Допуская вольность, мы будем этот функцио
нал называть скалярным умножением на Г|.

З а д а ч а  6 . Докажите, что над каждой тривиализи- 
рующей окрестностью U cl33 модуль Гк(£|{/) обладает 
ортонормированным базисом s,, . . . ,  s„ (таким, что (s,, sj)=  
*= Ьц для любых i, j = 1, . . . ,  n). [ У ка за ни е .  Выбрав
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произвольный базис, примените к нему процесс ортогона- 
лизации Грама— Шмидта.]

Определение 3. Связность V на метризованном рас
слоении £ называется согласованной с метрикой (или мет
рической), если для любого векторного поля X  £ аЯ  
и любых сечений s, s' £ Г£ имеет место равенство
(26) X  (s, s') = (V;rs> s’) + (s, V*s')-

Предложение 4. Связность V на расслоении 5 тогда 
и только тогда согласована с метрикой, когда для любой 
тривиализирующей окрестности U матрица со = | | 
форм связности, отвечающих ортонормированному базису
5], . . s„ F|{U-модуля Г  (£!„), кососимметрична при K= R 
и косоэрмитова при К —С, т .е . если для любых I, / = 
= 1 , п

ь>/ + о>{=0 при К=  R, 
о)/ + (о{= 0  при К=С.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что соотношение (26) тогда 
и только тогда выполнено для любых сечений s, s' € Г£, 
когда над произвольной тривиализирующей окрестностью U 
оно выполнено для элементов произвольного базиса st, . . .  
. . . ,  s„ над U, т. е. если
(27) X (s„ sy) = (V*s„ s,) + (s„ \xSj), i, /=»!, . . . ,  n.
С другой стороны, если базис s „ . . . ,  s„ ортонормирован, 
то соотношение (27) имеет вид

°= (VxS,)/ + (VS/)/ при K= R,
0 = (V jS/)/+(V^57 при К= С,

где (VArs/)/— координаты сечения Sj. Для завершения дока
зательства остается вспомнить, что согласно формуле (13')

(V*s,)-=co'(X). □
З а д а ч а  7. Докажите, что на любом нумерируемом 

метризованном векторном расслоении 5 существует связ
ность, согласованная с метрикой. [ У к а за ни е .  Из пред
ложения 4 следует, что на тривиальном расслоении такая 
связность существует. Общий случай сводится к этому с 
помощью разбиения единицы. Ср. доказательство предло
жения 3 лекции 7.]
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g-тензорные поля.— Полилинейные функционалы и £• 
тензорные поля.— Ковариантное дифференцирование 
тензорных полей.— Случай £-ковекториых полей.— Общий 
случай.— Кронекерово произведение матриц и тензорное 
произведение линейных операторов.— Функторы. — Тензор
ное произведение векторных расслоений.— Обобщение.— 
Тензорное произведение сечений.

Пусть, как и выше, £ = (^ , л, 8 )— гладкое К-вектор- 
ное (K= R или С) расслоение ранга п над m-мерным хаус- 
дорфовым многообразием 53 и пусть для любой точки b£53 
в линейном пространстве оГь=&'1 задан тензор Sb, причем 
во всех точках b£ 53 тензоры Sb имеют один и тот же 
тип (г, s). Пусть, далее, slt sa— гладкая тривиализа- 
ция расслоения £ над окрестностью Uc.53. Поскольку для 
любой точки ft £ U векторы s, (ft), . . . ,  s„ (ft) образуют базис 
линеала !Fb, то для тензора Sb будет иметь место формула
(!) S ^ St : : i r ( b) sl' • ■ ®s‘r (b) ® sl> (b) ®  • • • ® sls(b),
где sl (b), . . . ,  s"(ft)— двойственный базис сопряженного 
пространства &"b, a — некоторые функции, опреде
ленные на U.

Определение /. Если для любой гладкой тривиали- 
зации (U , s „ . . . ,  s„) функции гладки, то соот
ветствие

S i fti—► Sb
называется %-тензорным полем (или просто 1-тензором) 
на 53, а функции называются его компонентами
(в данной тривиализации).

В частности, при (г, s) = (0, 1) мы получаем уже извест
ные нам £-векторные поля (сечения расслоения £).

При (г, s) — (1, 0) поле S  называется Ъ-ковекторным 
полем. Примером £-ковекторного поля (определенного на 
окрестности U) является поле s‘ i b*—>s‘ (b), \ ^ . i^ n .

При £ = i  f t , где т^  — касательное расслоение гладкого 
многообразия SC, ^-тензорные поля являются не чем иным, 
как тензорными полями на X  в смысле лекции I I  1.16.

З а м еч а ни е  1. По традиции вместо того, чтобы гово
рить о тензоре S, часто говорят о тензоре S 1̂ " 'fa  конечно,



это словоупотребление (которым мы также будем пользо
ваться) предполагает, что тривиализация (U , s,, . . . ,  s„) 
раз и навсегда выбрана и фиксирована.

З а д а ч а  1. Покажите, что на пересечении U n U ' двух 
трнвиализирующих окрестностей U  и U ’ компоненты
£/,.. /* и S 1/ " 1* одного и того же тензора S  связаны
соотношениями
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где |Ф/ | и |ф}-|— взаимно обратные матрицы перехода 
(см. лекцию 10).

Для касательного расслоения формула (2) нам уже 
известна из лекции 111.16.

Очевидно, все ^-тензорные поля данного типа (г, s) об
разуют модуль над алгеброй F«.53 гладких К-значных функ
ций на SB. Мы будем обозначать этот модуль символом Г;1.

Для любых ^-тензорных полей S  и Т (типов (г, s) 
н (ги si) соответственно) формула

S ® T :  bI—*■ Sь (^ )Ть,

корректно определяет ^-тензорное поле S ® T  типа (r-frlt 
s + s,). для которого

(SGb'n1"  " 'I* • •/■»+<• _  ^ / f • •Is y / i+ 1 .. •/«+*■
V 'e y  h i .  . . I f  <Г +1. • ’b + r i  f | . . ./ r  l r + l . . . l r  + r , '

Эго поле называется тензорным произведением полей S  и Т.
Аналогично определяется тензорное произведение 

S ® T ® . . . ® R  любого числа I -тензорных полей. 
Используя тензорные произведения

(3)
(являющиеся 1 -тензор и ыми полями над {/), мы можем пере
писать формулу ( 1) в следующем виде:

S  = S£. '! I ' s‘‘ ®  • • • ®  s‘r ®  ■sl> ® ■ • ■ ®  sh-
Это означает, что тензоры (3) составляют базис F^U-моду- 
ля Г ; (lip ) (или, как мы будем говорить, базис V^SB-модуля 
Г;£ над U).

Например, при (г, s ) = ( l ,  0) базис модуля Г?£ (обоз
начаемого также символом Г?*) над U  составляют £-ковек- 
торные поля 51, . . . ,  s".
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Особое значение имеют S-тензорные поля типа (г, 0). 
Пусть S — такое поле и пусть /Л€Г£. Тогда

для любой тривиализации (U , s „ s„) расслоения £ на 
открытом множестве U будет определена функция
(4) S (t , ........ = I , /!•...
где t[‘, . . . ,  tlrr — компоненты ^-векторных полей 
на U, a S(,.,.ir— компоненты ^-тензорного поля S.

З а д а ч а  2. Покажите, что функции (4), построенные 
на двух тривиализирующнх окрестностях U  и U ', совпа
дают на их пересечении U  П U ’.

Это означает, что формула (4) корректно определяет 
функцию S (/ lt . . . ,  tr) на всем многообразии 93.

Функция S ( t lt tr) называется сверткой тензора S 
с полями <„ . . . ,

По аналогии со случаем линейных пространств отобра
жение
(5) S : П х  .. .x n ^ - » F K&

I___________Iг раз

называется F*,58-полилинейным функционалом, если оно 
FK S-линейно по каждому аргументу.

Ясно, что определенное формулой (4) отображение (5) 
является Рк5?-полилинейным функционалом.

З а д а ч а  3. Покажите, что соответствие
тензор S  функционал (5)

представляет собой изоморфизм F ^ -модуля Г г£ = на 
F tS i-модуль всех F^-полилинейных функционалов (5). 
[ У ка за ни е .  См. замечание 2 лекции 111.18.]

В дальнейшем мы будем посредством этого изоморфизма 
отождествлять 1 -тензорные поля типа (г, 0) на 59 с Fr£J- 
полнлннейнымн функционалами (5).

В частности, в силу этого отождествления s-ковектор- 
ные поля являются не чем иным, как F*®-
линейными функционалами вида

с: Гб —  FK.S.
Значение c(s) такого поля на сечении s£T£ (явля

ющееся, подчеркнем, функцией иа 93) обозначается также 
символом <s, с>.

Мы будем говорить, что на Г^  задано ковариантнос 
дифференцирование V, если каждому векторному полю



X  € сопоставлен линейный (над К) оператор
(6) Vjft Г ‘£ ► Г Д
Р*ЗВ-линейно зависящий от X  и удовлетворяющий тож
деству Лейбница:

V* VS) — X f‘S+fTxS, f 6 FK8, s 6 r;|.
Операторы \ x называются ковариантными дифференциро
ваниями no X .

З а д а ч а  4. Покажите, что для операторов (6) имеют место 
аналоги лемм 2 и 3 лекции 11.

Это значит, в частности, что операторы V определены 
над любой тривнализирующей координатной окрестностью
V и действуют на тензорах S  G Г? (5 |г/) по формуле

r* S  = X*Y*S. 
где X*, — компоненты поля X  над U, а
(7) \kS = V j_ 'S ,

At*
— частные ковариантные производные E-тензорного поля S.

Следовательно, операторы (6) однозначно восстанавли
ваются по частным производным (7) и, значит, по их ком
понентам (V*S)Jj ’ ‘ ' \sr.

При (г, s) =  ( l, 0) операторы (6) имеют вид
(8) V*: —  П *
и для любой трнвиалнзирующей координатной окрест
ности U  переводят 1-ковекторное поле с = cts' на U  в £- 
ковекторное поле

V*c = X*(V*c),s', 
где (V*c),-— компоненты 1-ковекторного поля V*c.

Пусть теперь на £ задана некоторая связность Н. 
Предложение /. На Р%ЭЗ-модуле Г£* существует 

единственное ковариантное дифференцирование X, облада
ющее тем свойством, что для любого векторного поля 
X  £ а.?) и любого сечения s £ Г£ для каждого \-ковектор- 
ного поля с £ Г?*' имеет место равенство

X  <s, c> = <VxS, 0> + <s, VjfC>,
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где в первом члене справа символ \обозначает ковариант- 
ное дифференцирование относительно связности Н.

При Х  = ̂  компоненты l -ковекторного поля =
= V д с в каждой тривиализирующей координатной

дх*
окрестности U выражаются формулой

(Ю ) (V *c )/- ^ |- r*V y. 1< / < л ,  1 < А < т ,

где Г*{— коэффициенты связности Н.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что равенство (9) тогда и 

только тогда имеет место для любых s, с и X , когда на 
произвольной тривиализирующей координатной окрест
ности U  оно имеет место при X  = ^  и s = s(, т. е.— по
скольку <в/, с> = С; и V*s, = — когда

%S = r */̂ / + (V*c),.

Эго доказывает формулу ( 10 ) и вместе с тем единственность 
дифференцирования V на Г£'. Чтобы доказать существова
ние, мы определим операторы (8) формулами ( 10 ), т. е.
для любого векторного поля X  = X*  ̂  на U  и любого |- 
ковекторного поля с = c,s‘ на U положим 

(П ) на U.

З а д а ч а  5. Докажите, что
а. Для любого векторного поля X  g а& и любого Ъ- 

ковекторного поля Г|* форму.ш (И ) корректно опре
деляют l -ковекторное поле vyr. [ У ка зан ие .  Если U '— 
другая тривиализирующая координатная окрестность, то 
на пересечении Uf\U ' имеют место равенства

х г ~ ш и х ' '  s'= |p1's'.

где 1 фИ и DчГИ— взаимно обратные матрицы перехода.]
б. Получающиеся отображения \х: Г£* -* Г|* состав

ляют дифференцирование. [ У ка зан ие .  Линейность no X



над Frj8 и линейность по с над К  очевидны. Тождество 
Лейбница вытекает из того, что оно справедливо для опера
торов -^5 обычного частного дифференцирования.]

в. Имеет место форму.га (9). [ У ка за н и е .  По пост
роению справедлива формула ( 10 ).J

Тем самым предложение 1 полностью доказано. □

Предложение 2. На FrS?-модулях Г;|, г, s^ O , 
существуют такие дифференцирования V, что

1 °  Для любых двух t-тензоров S  и Т и любого вектор
ного поля X  б имеет место равенство
(12) V*(S<g)T) = V*S®7, + S(2)Vjf7\

2° При (г, s) = (0, 1) дифференцирование V совпадает 
с дифференцированием \ на = r j|  относительно связ
ности Н, а при (г, s) = ( 1 , 0) — с дифференцированием V 
на Г£* = из предложения 1.

Э ти  дифференцирования единственны и на любой три- 
вшыизирующей координатной окрестности U компоненты
(V*S)i|;;; [* частной производной Y*S произвольного 1-тен
зора S  выражаются через его компоненты S {‘ "//.{* по 
формуле

и з) +
I р /1 CP/l . . .  Is I р/« o/lP/« • • • / it I г /i e ll • • • Is - lP
I 1 кр^1,1, . . . l r  1 k f& lj, . . .  lr  +  . • • i  1 kpbt,l, . . .  tr —

p P  с / i/ » .../ *  pP, c l  tit • • • I s  pP  a il . . .  Is— I ... ir — 1H,bt.pt,... ir— • • • — i ...

(Каждому индексу отвечает справа одно слагаемое со зна
ком плюс, если индекс верхний, и со знаком минус, если 
индекс нижний.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из соотношения (12) очевидной 
индукцией вытекает аналогичное соотношение для любого 
числа сомножителей. Например, для трех ^-тензорных 
полей 5, R  и Т  мы имеем

^х (5 ®  Т ®  R) = Yjf (S ®  74) ®  R  + (S ®  7 ")®  V*/? = 
==(^х^®7’ + ^ ® V x 7 ')® ^  + (5 ® Г )®

т. е.

M S ® r ® t f )  = V * S ® 7 '® / ? fS ® v * 7 ’® / ?+ S ® 7 ,® V A-tf.
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В частности, для любых s, и с€Г£'
Vx (s (g )/ (g )c ) := V A S 0 / ® £' + s 0 V ^ ( 2 ) c 4  s ®  * ® V * c .

Для компонент частных производных ^-тензорного поля 
S  = s @ / ® c , отсюда следует формула

(V*S){;/, = (V*s)A/ / ^ i4 s'. (V> 04,4  sA//,(v*c)„ =

-  (  + r!'-s" )  + s/- (%r + r f c " ) +

Ac/l Л//« .

+ r V < 4 ,  + r J iW t , ,- If i . s M V , ,  
т. e. формула

(V*S)^- = ^  + n W  + Г ^ - Г ^ Ч
ox*

Этим доказано, что если дифференцирования V существуют, 
то при (г, s) = (2, 1) для полей вида S  = s@ /(g )c (такие 
поля обычно называются разложимыми) имеет место фор
мула (13).

Но над каждой тривиализнрующей окрестностью//ей 
каждое ^-тензорное поле является Р*.53-линейной комбина 
цией разложимых полей (ибо любой тензор над линейным 
пространством является К-линейной комбинацией разложи
мых тензоров; см. предложение 1 лекции 1 1 .6), и, с другой 
стороны, ясно, что если формула (13) справедлива для 
полей S  и Т, то она справедлива и для любой их F*.S- 
линейной комбинации (единственное сомнение может воз
никнуть в отношении поля вида fS, когда слева возникает
дополнительное слагаемое S<| ;;; [гг, но точно такое же
слагаемое отщепляется и от первого члена справа). Это 
доказывает, что формула (13) справедлива для любого 
^-тензорного поля S  типа (2, 1), и значит, для этих полей 
операция V— если она существует— единственна.

Аналогичным образом формула (13) и единственность 
дифференцирования V доказываются и для любых г и s.

Для доказательства существования мы определим тен
зорное как поле, имеющее на каждой тривиализирую- 
щей координатной окрестности U компоненты (V*S)<JI !
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где X *— компоненты поля X  на U, a (V*S)/,‘ '.У. isr— функ
ции (13).

З а д а ч а  6. Докажите, что тем самым
а. Поле VjfS корректно определено на всем, многооб- 

разии.
б. Отображения \х: составляют дифферен

цирование.
в. Для любых l -тензорных полей S  и Т имеет место 

формула ( 12 ).
Это доказывает предложение 4. □
Поле \XS  называется ковариантной производной отно

сительно связности Н тензорного поля S  по векторному 
полю X  €

З а м е ч а н и е  2. Компоненты (V*S){j [ ' поля V*S 
обозначаются также символами S [\;;; (*, причем вместо 
разделительной черты | употребляются и другие знаки 
(запятая, точка с запятой и т. п.).

Конструкции ковариантных производных \XS  можно 
придать большее формальное совершенство и концептуаль
ную простоту (даже для случая (г, s) = (0 , 1 )), если восполь
зоваться некоторыми, имеющими и самостоятельный инте
рес, конструкциями над векторными расслоениями.

Начнем с необходимых сведений из линейной алгебры.
Пусть л ^  I, т ^ \ .  Раз и навсегда зафиксировав неко

торый способ нумерации элементов (л х Л1)*матриц числами 
от 1 до пт, мы можем линейное пространство всех (пхт)-  
матриц над полем К отождествить с пространством К п/*. 
В соответствии с этим мы будем обозначать векторы стан
дартного базиса пространства К ""1 символами elk, 1 ^  I  ̂  л, 
1 ^ Л ^ т ,  а элементы квадратных матриц порядка п т  — 
являющиеся матрицами линейных операторов К "'"—►К"”* — 
символами с$, где 1 < », / <  л, 1 <  к, 1 ^ .т .

Эти соглашения позволяют любым двум квадратным 
матрицам Л=||а|| и 5 = т  порядков соответственно л 
и т  поставить в соответствие матрицу С = |сД| порядка п т, 
Для которой

Определение 2. Матрица С — называется кро- 
некеровым произведением матриц А и В. Обозначается 
эта матрица символом A (g) В.

Чтобы истолковать это умножение на языке линейных 
°ператоров, мы напомним (см. замечание 4 в лекции I I.5),
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что для любых линейных пространств Т 3 и определено 
линейное пространство Ч'3® ^ ,  называемое их тензорным 
произведением. Векторами этого пространства являются 
билинейные функционалы, первый аргумент которых про
бегает пространство Т 3*, сопряженное к пространству У 3, а 
второй— пространствосопряженное к пространству^'. 
Произвольные векторы а ^ 'Т 3 и Ь £ У ’ определяют по фор
муле

(а ®  Ь) (I, т,) = S (а) ч (*), % е Г * . Л 6 W",
вектор а ® & €  У 3® /Р, называемый тензорным произве
дением векторов а и Ь. Этот вектор линейно зависит от 
векторов а и Ь в том смысле, что для любых векторов а и 
о». а ^ У 3, bu bt, и любого элемента имеют
место равенства

al® b  + at® b ,
«® (& ,+  bt) - а ® & , + а ® 6 „

Xa (g) b = a ®  \b =- A. (a ®  b).
Для произвольного базиса e „  . . . ,  en пространства f '3 и 
произвольного базиса / „  пространства Ж  векторы

образуют, очевидно, базис пространства У 3®  W . Поэтому, 
в частности, каждый вектор пространства У 3® Ж  может 
быть представлен— вообще говоря, не единственным спо
собом— в виде линейной комбинации векторов вида а ® Ь  
(т. е. векторы вида а ® Ь  образуют в f 3® ^  полное 
семейство векторов).

В случае, когда У 3 = К " и ^  = К Я\ базис е ,® / *  
естественным образом отождествляется с базисом е(к прост
ранства К ""1 и, значит, тензорное произведение К"(§ )К '* — 
с пространством К"'":
(1 4 ) К " ® К ' "  =  К " Я’ .

Произвольные линейные отображения <р: У 3 У 3х и 
ф: естественным образом определяют линейное
отображение
(15) Ф®ф : ‘У> ®1Г-*еГ31® ‘Г и
которое называется их тензорным произведением и обла
дает тем свойством, что
(1 6 ) ( ф ® Ф ) ( а ® * )  =  ф а ® ф 6
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для любых векторов a ^ f 3, Ь ^ Ж .  [Отображение Ф0ф 
можно определить как— очевидно, единственное!— линей
ное отображение У 3 - У 3̂  для которого спра
ведлива формула (16), но на этом пути возникает проблема 
доказательства его существования. Более коцептуальный 
путь построения этого отображения основывается непо
средственно на определении векторов пространства eV3£QW  
как билинейных функционалов.]

З а да ч а  7. Постройте отображение (15) каждым из 
указанных двух способов. [Не забудьте проверить, что 
получающееся отображение линейно.]

В  частном случае, когда г1/3х = '!У3, = и, значит, 
линейные отображения ф и ф являются линейными опера
торами А: У 3'— У 3, В: Ж —*-5̂ \ тензорное произведение 
Ф0 ф будет линейным оператором:

А ®  В : еГ 3® ‘Г - +  Г » 0 5 Г .

При этом если оператор А имеет в базисе .......... еп прост
ранства матрицу Л= |а/| (т. е. а опера
тор В  имеет в базисе пространства Ж  матрицу 
В - т  (т. е. B f k = Vkf t), то

(А 0  В ) (е, 0 / * ) = Ае, 0  B fk =
= 0^/0 ^ / ,=

Это означает, что матрицей оператора А ® В  является 
кронекерово произведение /10 В матриц А и В.

На этом основании кронекерово произведение Л 0  В 
называется также тензорным произведением матриц А и В.

Подчеркнем, что в отличие от тензорного произведения 
операторов кронекерово произведение матриц заключает 
в себе определенный произвол — выбор нумерации пар (/, к).

Вернемся теперь к общему случаю произвольных линей
ных отображений ф и ф.

Из формулы (16) непосредственно вытекает, что
а. Если ф — Id [и -ф — id (а еУ3х = <У3 и =  7/*), то  

<P0i|>=id.
б. Для любых линейных отображений

( 17) Ф : У3 -> -7 1̂, ф,: ^  — У3̂
ф: ЯГ — ^ Г х- * Ж Х



имеет место формула
(<Pi 0  tiM < P 0 Ф )  =  (Ф1°Ф) 0  ('l’i°MJ)-

Здесь уместно ввести общее определение:
Определение 3. Пусть любым двум линейным прост

ранствам и ‘W’ (как всегда у нас— конечномерным) 
поставлено в соответствие линейное пространство ,9 Г ), 
а любым двум линейным отображениям ф: У 3 —► Т0, и 
rj>: Ж  —► — линейное отображение

Ф (Ф, ф): Ф(Г> , Ц Т)-* Ф ( * * ,  5Г,).
Если

а) ® (id , id) = id;
б) для любых линейных отображений (17) имеет место 

формула
Ф(ф,, ф,)оФ(ф, ф) = Ф(ф,Оф, ^оф),

то говорят, что Ф  представляет собой двуместный функ
тор  (из категории конечномерных линейных пространств 
в себя).

Пример  1. Установленные выше свойства операции
0  означают, что, положив

Ф (*•, Я Г )- = * ® 0 * * . Ф (Ф . * ) = Ф 0 * .
мы получим двуместный функтор. Этот функтор называется 
функтором тензорного умножения.

Пример  2. Положив
Ф(<Р, 5Г) = ̂ Ф 2 Г  Ф (ф . Ч>) = Ф©Ч>

(по определению ( ф ф ф ) ( я ,  й ) =  (ф д , фй) для любых век
торов а ^ 'У 3, мы, очевидно, также получим дву
местный функтор. Этот функтор называется функтором 
прямого суммирования.

Аналогично определяются k-местные функторы для 
любого &!>1. Например, одноместный функтор Ф  ставит 
в соответствие каждому линейному пространству t *  линей
ное пространство Ф (К ) и каждому линейному отображе- 
чию ф: ‘У3 —+■ Ж — линейное отображение

Ф(ф): ФСГ3) ^ Ф ( ^ П ,
причем

а) Ф  (id) = id;
б) Ф(ф,)оФ(ф) = Ф(ф,оф) для любых линейных отобра

жений ф : Г 3 — Ж  и ф ,: Ж  —  5Г,.

212 ф у н к т о р ы
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Пример 3 и з ад ача  8. Пусть Spy3— пространство 
всех кососимметрических тензоров степени р ^ О  на прост
ранстве У 3. (См. лекцию I I .8.) Определите для любого 
линейного отображения <р: У 3— * 53Г  линейное отображение

Лр<р: АРУ3 -* Л ф
так, чтобы получился одноместный функтор. Этот функтор 
называется функтором р-й внешней степени.

Введенные функторы называются также ковариант- 
ными функторами, поскольку существуют функторы 
контравариантные. Например, одноместный контравари- 
антный функтор Ф  сопоставляет каждому линейному 
пространству У 3 линейное пространство Ф  (У 3) и каждому 
линейному отображению <р: У 3 —► W — линейное отобра
жение

Ф(Ф ): Ф (Я Г) — Ф ^ )
(обратите внимание на обратное направление стрелки!), 
причем

а) Ф  (id) = id;
б) Ф(ф)оФ(ф,)=-Ф(ф,оф) для любых линейных отобра

жений ф : У 3- * ^  и ф ,:
Пример  4. Одноместным контравариантным функто

ром является функтор сопряжения
У 3 ь—ь У 3* t ф I—► ф*,

ставящий в соответствие линейному пространству У 3 сопря
женное пространство У 3*, а линейному отображению ф: 
У 3—- W — сопряженное отображение ф *: ‘W ’ * —» У 3* (дейст
вующее по формуле ф *(л )(яЬ  £(Ф«). 
ср. определение 2 лекции 11.15).

Самым общим образом можно определить многоместные 
смешанные функторы, ковариантные по одним аргументам 
и контравариантные по другим.

З а д а ч а  9. Сформулируйте подробно соответствующее опреде
ление.

Пример  5. Функтор Н от, сопоставляющий прост
ранствам У 3 и Ж  линейное пространство Нот(-7'а, Ж ) 
всех линейных отображений У 3 —  7S’ и любым двум линей
ным отображениям ф: У 3 -- У 3̂  if: Ж  ♦ — линейное 
отображение

Нот(ф , ф): Н от (У*и УГ) Н от (У 3, ЯГ,),
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определенное формулой
Н о т ( ф ,  1|>)(а) =  г|>оаоф, а :  <f 31~+W,

является двуместным функтором, контравариантным по 
первому аргументу и коварнантным по второму.

Можно рассматривать также функторы, перерабатываю
щие линеалы над одним полем в линеалы над другим. 
Например, функтор комплексификации V 3i— перево
дит произвольный линеал V  над полем R в его комплек- 
сификацию Т зС, являющуюся линеалом над полем С, а 
функтор овеществления Ж  + “W ’v. переводит произволь
ный линеал W ’ над полем С в его овеществление Ж * .

З а д а ч а  10. Докажите, что

где W — пространство, комплексно-сопряженное пространству 5I f '  
(см. лекцию 11.19).

Заметим, что любой функтор перерабатывает изомор
физмы в изоморфизмы, т. е.— для определенности мы огра 
ничиваемся двуместными функторами— если отображения 
Ф и f  являются изоморфизмами, то отображение Ф (ф , rf) 
также будет изоморфизмом.

Как правило, мы будем рассматривать функторы, для 
которых при и Ж -  К ” — мы снова формулируем
условие только для двуместных функторов — пространство 
Ф (К ", К ") отождествлено с пространством К , где N — 
некоторое число, зависящее от п и т . Например, для 
функтора прямого суммирования N = n-\ т ,  для функтора 
тензорного умножения N - п т, а для одноместного функ
тора сопряжения N ̂  п.

В силу этого условия для любых изоморфизмов А: 
К " — К" и В: К " —►К", т. е. матриц i4£G L(n ; К ) и 
B€GL (m;K ) ,  изоморфизм Ф(Л ,  В ) является матрицей из 
GL(N ; К ), так что соответствие (А, В ) у-*Ф(/4, В) пред
ставляет собой некоторое отображение
(18) G L(n ; K )xG L(m ; К )  —  G L (/V; К ) .

Мы будем называть функтор Ф  непрерывным, если отобра
жение (18) непрерывно, и при К  = R— гладким, если отобра
жение (18) гладко.

Все функторы из примеров 1—5 очевидным образом 
непрерывны, а при K^-R— и гладки.
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Пусть теперь Ъ-^(£г, л6, 33) и tj: (<£”>, л4, 8 ) — век
торные расслоения над полем К  рангов л и т  соответ
ственно с одной и той же базой 33 (которую пока можно 
считать произвольным топологическим пространством) и 
пусть [Ua} — открытое покрытие пространства й}, состоящее 
из окрестностей, трнвиализирующих каждое из этих рас
слоений (очевидно, что такое покрытие всегда существует). 
Пусть, далее,

ф|: Ua x K n~* 6‘Ьа и ф2 : UaxK 'n -+ 6Jua
— тривиализации расслоений  ̂ и t| над Ua, а
ф|а: Uа П Up —♦ GL (л; К ) и ф^: Ua r\Ufi —  GL(m ; К )
— соответствующие отображения перехода.

Определим отображения
ф|а®фр«: иаГ\ Up — G L (пт\ К),

положив для любой точки b^U a (]Up
( ф | а ® ф ^ )  (Ь ) =  < р 1 а ( Ь ) ® $ а ( Ь ) .

Эти отображения, очевидно, непрерывны (и гладки, если — 
в предположении, что 33 является многообразием— гладки 
отображения ф|а и фра). а автоматическая проверка (исполь
зующая только функторные свойства операции (Я)) пока
зывает, что они составляют коцикл покрытия {!/„} над 
группой GL (п т; К). Поэтому (см. предложение 2 лекции 6) 
существует такое векторное расслоение £ ранга тп  над 
полем К с тривнализирующим покрытием {£/„}, что

ф & а = ф | а ® ф (к *

для любых а и р .  Это расслоение гладко, если гладки 
расслоения £ и т).

В построении векторного расслоения £ участвует три- 
виализирующее покрытие {^ а}. Поэтому надо рассмотреть 
вопрос, в какой мере расслоение £ зависит от выбора 
этого покрытия.

По построению (см. лекцию 6) расслоение £ возникает 
вместе с некоторыми тривиализациями

Ф&: Uax K am & Ь а , 

связанными с отображениями фра = ф{Ц ®  фра формулами 
Ф&а (&)=-(ф^.б)“ ,офа.6,



где, скажем, <ра.«>— изоморфизм К ""  — b^U a, опре
деленный формулой

■*■). jf€ K nm.
Аналогично

ф | а ( & Н ( ф Ы ~ ‘ 0 Ф а .*  и фра “  (фр. b)~ 1 ° фа, bt 
где, скажем,

ф ! . б ( х ) =  <&(Ь, х), Х £ К П.

Поэтому для отображения

( ф Ь ® ф 2 .6 )о ( ф Ь ) - ‘ :

при b€U a (]Ufl будет иметь место равенство
(ф а , 4 ®  ф а .б ) °(ф а . i )  1 =

=  [(фр. Ь °ф |а  Ф)) ®  (ф р! 6 ° Фра ( * ) ) ] ° [ ( ф | « ( Ь ) ) ~ Ж° (ф | .  б ) " ‘]  =

=  (фр. 6 ®  Фр! b) °1 (ф ра (Ь )  ®  фра (Ь ) )  о (фра (Ь ) )  "  °  (фр. i )  ~ ‘ =  

=  (ф р .6 ® ф р !б ) ° (ф р .  t ) " 1

(напомним, что по определению фра Ф) = Ф р а Ф)® Фра Ф))- 
Это показывает, что формула

f  ( Р )  =  (ф а .6 ®  Ф2. ь )  °  (ф а. ъ) ~ 1 ( р ) ,

в которой p £ U а, Ь —-л (р), корректно определяет— оче
видно, биективное— отображение

/:
где

€ =  U 51®^2

— дизъюнктное объединение линейных пространств 
¥ \ ® ¥ ь ,  b£99. (Заметим, что каждый слой ^отобра
жение / изоморфно отображает на пространство £Г1®3'р.) 

Посредством отображения / мы можем перенести из 
в £  топологию (а когда расслоения  ̂ и г) гладки— и 

гладкость). Ясно, что тогда тройка (ё>, я , 59), где л: £  —•- 
—* $)— естественная проекция, будет векторным расслое
нием (с тривиализациями вида f о<р&), а отображение f — 
изоморфизмом векторных расслоений.

216 ТЕНЗОРНОЕ ПРО ИЗВЕДЕНИЕ РАССЛОПННП
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В пространстве <££ множество открыто тогда и только 
тогда, когда открыто (в <£[>а) его пересечение с каждым 
из множеств ё Ь а = (л l )~l Ua, и значит (докажите1) тогда 
и только тогда, когда для любого открытого множества 
1/аЗВ, над которым тривиальны оба расслоения бит ] ,  
открыто в = его пересечение с ё*$/. Поэтому
в пространстве &  множество открыто тогда и только тогда, 
когда для любого такого U  открыто в & u = n~l U  его 
пересечение с <£у.

Поскольку топология пространства £ „  является (дока
жите!) прямым произведением топологий пространства U 
и К", этим доказано, что топология в пространстве £  не 
зависит от выбора покрытия {i/a}- Следовательно— так как 
все остальное в расслоении (<£, я , 53) заведомо обладает 
этим свойством,— расслоение (& , я , 59) определено кор
ректно (не зависит от выбора покрытия {Ua}).

Определение 4. Векторное расслоение ($ , я, 5)) 
обозначается символом £(Я)т) и называется тензорным 
произведением расслоений б и ц. Оно гладко, если гладки 
расслоения бит) .

Слоем расслоения б ®  Л над произвольной точкой b£59 
является тензорное произведение слоев расслоений бит) :

Построенное выше расслоение С, изоморфно расслоению 
б ®  л, и значит его отображения перехода являются 
также и отображениями перехода расслоения б ®  Л-

Конструкция расслоения б ® 1! немедленно обобщается 
на любые непрерывные функторы.

За да ч а  11. Для произвольного ^-местного непрерыв
ного функтора Ф  на категории линейных пространств 
(по одним аргументам ковариантного, а по другим — контра-
вариантного) и любых векторных расслоений б....... . б*
над 59 постройте векторное расслоение Ф (б ,, •••. б*), 
слоем которого над произвольной точкой 6 £53 является 
линейное пространство Ф (^ К  ...,оГ**). Специально рас
смотрите расслоения б*. Л'б, б ® л 1  и Н от (б, л). Для 
которых соответственно

Po fl
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II
jHom.t. „>_ Hoill (еГ$, <7ь).

Докажите, что расслоение |ф т| является не чем иным, 
как суммой Уитни расслоений £ и т|, построенной в при
мере 2 лекции 7.

Пример 6. Для произвольного гладкого многообра
зия X  определено гладкое векторное расслоение

x’f t  = х*Х  «= (Т*Х, л, X ) ,

слоями которого являются кокасательные пространства 
Т'рХ многообразия X . Это расслоение называется кокаса- 
тельным расслоением над X . Каждая карта (U , Н) = 
= (i/, х1, х") многообразия X  определяет тривиали 
зацию ф: U x R "  — T*U расслоения х’̂ . над U, для которой

ф(р, а) = a, (dx‘)p,

где p £ U  и а = (а,........а„ )€К".
Сечениями этого расслоения являются линейные диф

ференциальные формы на X .
Пример  7. Более общим образом, мы для каждого 

г > 0  можем рассмотреть над X  расслоение \ гх*Х.
З а д а ч а  12. Покажите, что сечения расслоения \ гх*Х— 

это в точности дифференциальные формы на X  степени г.
З а д а ч а  13. Покажите, что расслоения \ гх*Х  и (ЛгтХ у  

естественно изоморфны. [ У ка зание .  Для любого лине
ала ̂ линеал ArSP ' естественно изоморфен линеалу (А 'хХу. ] 

Пример  8. Пусть г ^ О  и s ^ O — целые неотрица
тельные числа. Расслоение 

*С ----------- 1 I_______________I
г раз s раз

обозначается символом х‘Х  и называется тензорным рас
слоением типа (г, s) над X . Его сечениями являются 
тензорные поля типа (г, s) на X  (см. лекцию 111.16).

Более общим образом, для любого векторного рассло
ения | полагают

= . . 0 6 * 0 6 0 . .  .0 6 . 
г раз s раз

Таким образом, х\Х - Т\хХ.
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З а м е ч а н и е  3. Сечения расслоения Т% — это в точ
ности введенные выше g-тензорные поля типа (г, s) на 
многообразии 93. Поэтому введенные там же модули Г*£—  
уго модули сечений Г Т1\  расслоения Т%:

а дифференцирования V на этих модулях— это ковариант
ные дифференцирования в смысле лекции 12  (что, в ча
стности, делает очевидной — и ненужной!— задачу 4).

С этой точки зрения предложения 1 и 2 представляют 
собой утверждения о существовании (и единственности) 
связностей на расслоениях £* и Т%, находящихся с дан
ной связностью V на £ в соотношениях (9) и (12).

З а д а ч а  14. Каждое сечение s расслоения Н о т  (£, 1]) произволь
ной точке Ь£93 ставит в соответствие линейное отображение s (6):

— и потому формула
s* (p) = s(b)p,

где Ь=  п (р), определяет отображение s#: £ 1 — > замыкающее 
коммутативную диаграмму

Покажите, что отображение s* непрерывно (и гладко, если сечение s 
гладко), т. е. что оно является морфизмом g — ► т]. Покажите также, 
что соответствие

определяет изоморфизм F^93-модуля Г  (Н о т  (5, ту) всех сечений рас
слоения Н о т  (£, г)) на F^Sd-модуль Мог (£, ц) всех морфизмов £ — > т).

Таким образом,

и морфизмы £—» т) являются не чем иным, как сечениями 
расслоения Нош (5, л).

Для любых двух сечений s5: .8 —► £*■ и s'1: 93 —<-£п 
Расслоений £ и ij формула

(si ®s'')(b)=^si (b)(2)s'> (b), b£93,
° пРеделяет сечение

s5® s 4: 93

( 1 9 ) Мог (£, tj) = Г  (Нош (5, л))
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расслоения б®»), называемое тензорным произведением 
сечений s* и s’1.

Если расслоения б и i] тривиальны над открытым 
множеством U, то для любых базисов

®1» • • м  5п И Sp v • • • | S/n

FicjB-модулен 1'б и Гт] над U  сечения

s*1»
образуют, очевидно, базис Fic^-модуля Г (б <2) г|) над U 
Поэтому любое сечение расслоения б ®  Л чад (Гединствен
ным образом представляется в виде

s*®sjp, к 1............
где sk— некоторые сечения расслоения б над U.

З а д а ч а  15. Покажите, что последнее утверждение остается спра
ведливым и в случае, когда расслоение £ нетривиально над U.
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Ковариантный дифференциал.— Сравнение различных оп
ределений связности.— Группы Ли.— Примеры групп Ли.— 
Алгебра Ли группы Ли.— Касательное пространство в 
единице.— Формула для коммутатора.

Пусть £г (<£, л, 93)— произвольное гладкое К-вектор- 
ное расслоение ранга п над m-мерным гладким многообра
зием и пусть (Т*&, л, 58)ириК = К — кокасательное
расслоение над 58, а при К  = С— его комплексификация. 
Рассмотрим гладкое К-векторное расслоение и
Р*58-модуль Г ( т ^ ® £ )  его гладких сечений.

Определение I. Линейное (над полем К) отображение
V: Г | - » Г ( £ в &

называется ковариантным дифференцированием, если оно 
удовлетворяет тождеству Лейбница, т. е. если для любой 
функции /£Fk58 и любого сечения sGTfc имеет место ра
венство
(1) Y(/s) = d/®s-i /Vs.

(Напомним, что df является сечением расслоения т^ , и
потому d / ® s — сечение расслоения

Сечение \s расслоения называется ковариантным
дифференциалом сечения s.

Из формулы (1) уже известным нам способом следует — 
в случае, когда многообразие 59 хаусдорфово,— что отобра- 
жение V обладает свойством локальности, т. е. если се
чения Sj и sf равны вблизи точки b0£9t, то сечения Vs, 
и Vs, также равны вблизи Ь0. [Действительно, если sl = st 
на окрестности U точки Ь„ и если <р — гладкая функция 
на 93, равная единице на некоторой окрестности WczU 
точки Ь0 и равная нулю вне U, то сечение <p-(st— s,) 
тождественно равно нулю и, значит,

d<Hs4— s1) + 9 V(s1— s,) = 0 на 33.
Поэтому v (s,— s,) — 0 на tt'7.] В свою очередь, из свойства 
локальности следует (ср. лекцию 11), что для любого 
открытого множества Ucz93 дифференцирование V опре
деляет дифференцирование V \ц для расслоения £|(/,



замыкающее коммутативную диаграмму 

П — —  Г ( т ^ ® £ )

I v 'u I
г а  \и) —  Г ((< 9  0  Е) It/) = Г (т*у <2) (6 Ы ).

вертикальные стрелки которой являются отображениями 
ограничения. При этом для любого открытого покрытия {£/0) 
многообразия 33 дифференцирование V однозначно восста
навливается по дифференцированиям V \Ua.

С другой стороны, если U — тривиализирующая коорди
натная окрестность в 33 и {s,; — базис Fk.U-mo- 
дуля Г(Ц у), то {djt*(g)s,-; 1 базис 
Fnty-модуля Г ( (т ^ ® | ) | у )  и для каждого /=  1........п
имеет место равенство вида
(2)
т. е. равенство
(2') \Sj--<oj(g)Syt to} = Ti/dx* £ Q1̂
(для сокращения формул мы вместо V |у пишем V). При 
этом формы со/ (или, что равносильно, функции Г*у) одно
значно определяют (по формуле
(3) Vs = (dsi + m'fl!) (g) s„

где s = s's,) дифференцирование V (или, точнее, V |u).
З а д а ч а  1. Докажите, что для п р о и з в о л ь н ы х  форм ш/ на U 

отображение V. определенное формулой (3), является ковариантныы 
дифференцированием на U.

Если U '— другая тривиализирующая координатная окре
стность (с тривиализацией s,., s„.) и
(2") на U ',

«у = фГв/ на U (]U ',

то
\Sj. = d<pr  (g) s, + фу-Vs, =

= (g) Si + (g)sy =
=  (<*ф/' +  ФГ<»') ®  (ф iSf)  =*
= ф)' (</фу- + ф/Оу) (g) sr ,

222 КОВЛРИАНТНЫ Я Д ИФФЕРЕНЦ ИАЛ
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и значит

(4) <*>/• -  фГф/'W/ + <rf

Обратно, если на окрестностях U и U ' заданы ковариан
тные дифференцирования, действующие соответственно но 
формулам (2') и (2*), и если имеют место соотношения (4), 
то на пересечении U ftU ' эти дифференцирования совпа
дают (т. е., точнее, совпадают их ограничения на U  Г)^').

Это означает, что справедливо следующее предложение:
Предложение 1. Пусть {Ua} — открытое покрытие 

хаусдорфова многообразия Зд, состоящее из тривиализирую- 
щих координатных окрестностей. Тогда каждое ковари
антное дифференцирование V определяет для любого а 

i {a)iформы (■>/= со/ на окрестности Ua, причем для любых а 
и р эти формы на окрестностях U — Va и W  — Ue свя
заны на U f]U ' соотношениями (4).

. <<*>,
Обратно, задание для любого а форм о>/ = со,, связан

ных соотношениями (4), однозначно определяет ковариант
ное дифференцирование V, действующее на каждой окре
стности Ua по формуле (3). □

Но формулы (4)— это в точности формулы (17') из 
лекции 10! Поэтому, сравнив предложение 1 с предложе
нием 3 лекции 10, мы немедленно получим, чю  ковариант
ные дифференцирования V находятся в естественном 
биективном соответствии со связностями на расслоении 5 
(и потому могут быть с ними отождествлены).

Таким образом, фактически мы имеем три  определения 
связности на гладком векторном расслоении £— как поля 
горизонтальных подпространств, как семейства операто
ров \х и как дифференцирования V.

Взаимоотношения этих определений описываются фор
мулами

Н — Ann (в1, . . . ,  0"), 

где 0' = da' Ч <а‘а> = da' + dxk\
(5)
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vs =  (ds‘ + СD/S') 0 5 /  =
— (dsl -f r^s^ dxk) ®  Sy =

имеющими место в произвольной тривиализирующей коор
динатной окрестности U.

В одних [вопросах удобнее одно определение, в дру
гих— другое, а в третьих— третье. Поэтому надо умен 
легко и быстро переходить от каждого из этих определений 
к любому другому.

З а д а ч а  2. Покажите, что для любых линейных пространств у> 
и каждый элемент тензорного произведения <У 3’ ® ‘Жа, где *5^* — 
пространство сопряженное к У 9, естественным образом интерпретн 
руется как линейное отображение У 3— [Например, для элемента 
вида 0 ® с .  О £  У**, c fZ jp  *то делается по формуле

(0(g)c)(jt) =  0(x) с,

где х ^ У 3.] В  частности, значение (v*)(, сечения V s € r ( x ^ ® l )  в 
точке Ь£53 является в силу этой интерпретации линейным отображе
нием Ть33— и значит для любого векторного поля Х^аЭЗ  фор 
мула

( V s ) W b =  (v * )fc (X 6). b£.V,

определяет некоторое— очевидно, гладкое— сечение (vs) (X ) расслое
ния £. Покажите, что
(6) (V s ) ( * )=  V a «-

Формула (6) устанавливает прямое— не используючи 
горизонтальных подпространств и тривиализирующи* 
координатных окрестностей— соответствие между дифферн! 
цированиями V и операторами Vx.

З а д а ч а  3. Пусть комплексное векторное расслоение и 
/: l R — *-|(j — оператор комплексной структуры на его овеществле 
нии t R (см. лекцию 6). Пусть, далее, Н — связность на расслоении . 
a V x : г 5 я — * r SR. V: Г$к — ► Г  ( t ^ ® £ r )  — соответствующие ко
вариантные дифференцирования. Покажите, что следующие услови' 
равносильны:

а. Связность Н является связностью на 5 (см. лекцию 10).
б. Для любого векторного поля X  имеет место коммутативна»
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г£ц---- Г£„

rgR --->Г6К;
в. Диаграмма

/. (id®/)

Гб— У  (* * « « * )
коммутативна.

( У к а з а н и е .  Условие б равносильно линейности над С опера
тора \х< а условие в—линейности над С оператора V ]

Более глубокая теория связностей на векторных рас
слоениях опирается на простейшие факты теории групп Ли 
и их подгрупп. Мы поэтому отставим временно в сторону 
дифференциальную геометрию и займемся группами Ли.

Напомним (см. лекцию!), что группой Ли (или гладкой 
группой) называется группа 3, являющаяся одновременно 
гладким многообразием, в которой отображение умножения

также гладко; см. задачу 1 лекции 1.)
З а д а ч а  4. Покажите, что отображение (7) тогда и только тогда 

гладко, когда оно гладко в точке (е, е), где е— единица группы $.

Гладкость отображения (7) в точке (е, е) означает сле
дующее. Во-первых, в S существуют такая карта (I/, h) = 
= (U , х1........х"), содержащая точку е, и такая окре
стность V a U  точки е, что

ab£U  для любых элементов a, b£V.
Во-вторых, отображение (7) записывается в этой карте 
гладкими функциями, т. е. существует такая гладкая 
вектор-функция

(7) m : S x S — rn(a, b) = ab, а ,Ь€$ ,
гладко. (В этом случае отображение обращения 

S — а»—►а-1,

(8) с — т  (а, Ь),
где

» • • • » с").
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осуществляющая отображение открытого множества Л (V) х 
xii(V0<=R"xR"= R’" в открытое множество h (U )с R", что 
если о и Ь — строчки координат элементов a ,b £ V , то 
с — строчка координат элемента c —ab.

Для определенности мы всегда будем предполагать, что 
карта (U, h) центрирована в е, т. е. что

Л(<>) = 0.

Так как т (а ,  е) — а и т(е , b) = b для любых элемен- 
тов а, то вектор-функция (8) удовлетворяет соотно
шениям от (а, 0) = о и от (О, Ь) «= Ь и, следовательно, имее! 
вид

от (я, Ь)= а 4- Ь+ ..
где многоточие обозначает члены векторного ряда Тейлора 
степени ^  2, ни один из которых не зависит только от 
а или Ь. (Для простоты класс гладкости мы предполагаем 
здесь равным С". При меньшей гладкости следует вмеси 
ряда Тейлора рассматривать соответствующий многоч.-iei 
Тейлора.)

Сумму членов степени 2 ряда Тейлора функции от (о, Ь 
мы будем обозначать символом а*Ь . Согласно сказанному 
эта сумма билинейно зависит от а и Ь, т. е. операция 
является умножением на линейном пространстве R".

Мы будем называть операцию * главной билинейной 
частью умножения (7) в группе Ли 3.

Таким образом, по определению
(9) от (о, ft) = <H b + a*b+  . . . ,
где многоточие обозначает члены степени ^ 3 .

Если а ~1— строка координат элемента а~1 (для эле
мента а, достаточно близкого к е), то от(«, « -,) ^ 0  и. 
значит, а |-о-‘ ■+ а*а~х + . . .  =0. Следовательно,
(10) а~х= — а -f а*а-\- . . . ,

где снова многоточие обозначает члены степени ^ 3 . 

При м ер ы  групп  Ли.
Пример 1. Полная линейная группа GL (л; R), будучи 

открытым подмножеством линейного пространства Mat„(R) 
всех квадратных матриц порядка я, является гладким 
многообразием. Центрированными в единице Е  этой группы 
координатами матрицы А € GL (л; R) являются элем енты
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матрицы А — Е. Поскольку
А В — Е  = (А — Е ) + ( В — Е ) + (А — Е) (В — Е),

мы видим, что для группы G L(n ; R) функция (8) выра
жается формулой

т (а , b) = a-\ Ь + а*Ь,
где а, Ь и а * Ь  — развернутые в строки матрицы А — Е, 
В — Е  н(А — Е ) ( В —Е). Следовательно, эта функция гладка, 
и значит группа G L(n ; R) является группой Ли.

Группой Ли будет и ее компонента единицы G L+ (п; R), 
состоящая из матриц с положительным определителем.

Пример  2. (Ср. замечание 1 лекции 111.15.) Согласно 
определению 1 лекции 111.11 подгруппа S группы G L(n ; R) 
является матричной группой Ли, если существует такое 
линейное подпространство flcM at„(R ), что

1° ен£$ для любой матрицы
2° если еп 6 3 и | В  | < In 2, то В  £ fl (здесь | В  | = 

= лтах|6} | ,  В  |6}|).
Такая группа является гладким многообразием (предло
жение 1 лекции 111.11) с картами вида (CU%, Лс), где 

£/»— окрестность единичной матрицы Е  в группе 3, 
состоящая из матриц ев £ 3, для которых | В  | < 1п 2, а Лс — 
отображение CU, —► Mat„ (R) = R»*, определенное формулой

hc (CA)=.\nA, A £ U 0.
Так как для любых матриц A t, A t £U„ матрица ln(i4t/lt) 
является гладкой функцией матриц Б , = 1пЛ, и В , = 1п/1, 
(докажите!), то по отношению к этой гладкости умноже
ние (7) гладко.

Следовательно, любая матричная группа Ли является 
группой Ли.

В частности (см. лекцию 111.11), группами Ли будут 
группы О (п), SO (п), Sp (m; R), О (р, q), а также группы 
Щ л), SU (n ) и Sp(m). Группы же 0 (л ; С) и Sp(m; С) 
будут комплексными группами Ли (комплексно-аналити
ческими многообразиями, являющимися одновременно 
группами, для которых отображение (7) комплексно-ана- 
литично).

Группа Ли Ж  называется подгруппой Ли (или гладкой 
п°дгруппой) группы Ли S, если Ж  является подгруппой 
гРуппы $ (т. е. Ж с.Ъ  и аЬ~х£ Ж  для любых элементов

Ь $ Ж )  и одновременно подмногообразием (вообще го- 
ВоРя, погруженным) многообразия 3. Иначе говоря, группа 
8»
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Ли Ж  представляет собой подгруппу Ли, если ц
вложение i: 3ft - -* 3 является гомоморфизмом и одновре
менно погружением (в каждой точке а 6 SV).

З а д а ч а  5. Пусть подгруппа Ж  группы Ли <£ снабжена глад
костью, относительно которой она является группой Ли, и пусть 
вложение »: Ж  •—► S  гладко в единице е группы £ и является в с 
погружением. Покажите, что тогда Ж  будет гладкой подгруппой 
группы 4- |У к а за  н не. Для любого элемента имеет место
коммутативная диаграмма

горизонтальные стрелки La которой представляют собой диффеомор 
физмы х>—>ах, где для верхней стрелки и * £ $  для нижней )

Пример 3 (продолжение примера 2). Для матричном 
группы Ли 4 вложение S —»G L(n ; R) в окрестности еди
ничной матрицы Е  задается в координатах отображением 
В  —► е", где матрица В  координат матрицы А £ $ равна 
In Л. Так как

где Е\— матричная (i, /)-единица (матрица, все элементы 
которой равны нулю, за исключением элемента на пересе
чении ( й строки и /'-го столбца, который равен единице), 
то это вложение в точке Е  является погружением. Поэтому 
группа 3 является гладкой подгруппой группы Ли GL(n; R).

Пример 4 (обобщение примера  1). Пусть А  — 
произвольная конечномерная ассоциативная алгебра над 
полем R с единицей е, т. е. конечномерное линейное про
странство, одновременно являющееся ассоциативным коль
цом с единицей е, умножение в котором однородно (удо
влетворяет соотношению

для любых элементов а, Ь£ А  и любого числа А. ̂  R). Если 
а1, Ь‘ и с', 1 ^  i <  л,— координаты элементов а, Ь и с = а!’ 
в некотором базисе еи . . . ,  е„ линеала А , то

(И )

Х(аЬ) = (ка)Ь^а(ХЬ)

( 12) с1 = у
где у/*— некоторые числа (называемые структурными кон
стантами алгебры А  в базисе е „ . . ., е„).
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Каждый элемент а алгебры Л  определяет линейный 
оператор

La\ Л  —  Л , х*—>ах, х ^ Л
(имеющий в базисе е,, е„ матрицу | | 1 )  и формула 
at~*L„ задает гомоморфизм алгебры Л  в алгебру End Л  
всех линейных операторов на пространстве Л, являющийся, 
очевидно, мономорфизмом (если La -0, то а = Lje = 0).

В частности, элемент а £ Л  тогда и только тогда обра
тим (существует такой элемент а~1£ Л , что а~1а=аа~1=е), 
когда обратим (невырожден) оператор La. Поэтому мно
жество Л ° всех обратимых элементов алгебры Л , — являю
щееся, очевидно, группой по умножению,— открыто в Л  
и, значит, является гладким многообразием. А так как 
центрированными в е координатами элемента а £ Л  являются 
координаты в базисе ех, . . . ,  еп элемента а— е и так как
(13) ab—e = (а— е) + (b— е) + (а— е) (b—е),
то группа Л ° является группой Ли.

При </€ = Mat„(R) мы возвращаемся к группе GL(n; R). 
Для группы Л ° координатами а1, . . . ,  а" элемента а £ Л °  

являются линейные координаты элемента а— е. Поэтому 
строчку а координат а1, . . . .  а" мы можем отождествлять 
с элементом а— е. В силу этого отождествления главная 
билинейная часть умножения в Л ° будет выражаться фор
мулой

a*b  = ab— а— Ь.
Эта операция играет важную роль в теории алгебр и на
зывается умножением Джекобсона.

Заметим, что для алгебры Л ° в формуле (9) члены 
первой степени отсутствуют. (Но в формуле (10) они при
сутствуют!)

Так как для каждого элемента а произвольной группы 
«Пи $ отображение (11) является диффеоморфизмом, то для 
любого векторного поля X  на S определено векторное 
поле

Ц Х : b~>(dL,)-b'X ab, Ь£Ъ
(см. формулу (9) лекции I I I .  17).

Определение 2. Векторное поле называется
левоинвариантным, если

L’aX  = X  для любого элемента а £$ ,
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т. е. если
(14) Xab — (dLa)bXb для любых элементов а,

Ясно, что множество g всех левоинвариантных вектор
ных полей на 3 является линейным подпространством 
алгебры Ли аЗ всех векторных полей на 3. Более того, 
так как для любых векторных полей X и Y на 3

L'a[X, Y] = [L‘aX, ц у ]
(см. замечание 1 лекции 111.17), то это подпространство 
является даже подалгеброй алгебры аЗ и, следовательно, 
алгеброй Ли.

Определение 3. Алгебра Ли я называется алгеброй 
Ли группы Ли 3.

Для обозначения этой алгебры мы будем использовать 
также символ 1(3) (или 13).

Пример 5. Так как для любой ассоциативной ал
гебры Л  группа Ли Л ° является открытым подмногообра
зием линейного пространства Л , то касательное простран
ство ТаЛ  этой группы в произвольной точке а £ Л °  естест
венным образом отождествляется с Л, причем, если лс1, . . .  
. . . ,  лс"— координаты в Л  относительно базиса еи . . . ,  е,„ 
то в этом отождествлении базису

пространства 1аЛ  отвечает как раз базис е1г . . . ,  еп. Сле
довательно, каждое векторное поле X  на Л ° можно интер
претировать как отображение
(15) X : Л °-+ Л .

• Так как отображение La: Л °- * Л °,  х*->ах, а ^ ° ,  
в координатах лс1, . . . ,  лс" записывается формулами

У ' =  y ‘ika/x k

и так как

то отображение (dLa)b: ТьЛ а ->-ТаЬЛ °, рассматриваемое 
в силу отождествлений ТьЛ а = Л  и ТаЬЛ ° = Л  как отобра
жение Л  —* Л , будет совпадать с отображением La (глав
ная линейная часть линейной функции совпадает с ней 
самой). Поэтому условие (14) левоинвариантности поля (15)
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имеет вид
X o L . = LaoX,

т. е. вид
(16) X(ab) = aX(b), a, b £A °. 
Положив с -X(е), получим
(17) X  (а) = ас, с£ А .
Поскольку любое отображение вида (17) удовлетворяет, 
очевидно, соотношению (16), этим доказано, что левоин
вариантные векторные поля на группе Ли А ° находятся 
в естественном биективном соответствии с элементами 
алгебры А . Элементу с£ А  соответствует при этом поле X , 
для которого

(.8 ) *•  = < * > '(£ ) .

в любой точке а £ А °,  где (ас)' — координаты элемента ас.
Формула (18) означает, что компоненты Х ‘ векторного 

поля X  в карте (А °, дс1, . . . ,  хп) [выражаются формулами
X ' = (*c)' = Y}*xV,

откуда следует, что

Поэтому если Y — другое левоинвариантное векторное поле 
на 1? и если оно отвечает элементу d £ A ,, то (см. формулу (22) 
лекции 111.16) для компонент [X , У )' поля [X , К] будет 
Иметь место формула

1 J дх> дх!
= Y/* х1с*у\4г— ylikX‘dky‘i£t =»
= Т/. (хс)! d '— y), (xd)! с* =*
= (xcd)l— (xdc)' = (х [с, d])1,

где [с, dj = cd— dc. Следовательно, полю [X , У] будет 
отвечать элемент [с, d].

Относительно операции с, d>—>[с, d] линейное прост
ранство А  является (проверьте!) алгеброй Ли. Эта алгебра 
называется коммутаторной алгеброй Ли ассоциативной 
алгебры А  и обозначается символом [А\.
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В этой терминологии доказанное утверждение озна
чает, что алгебра Ли I (Л °) группы Ли Л ° естественным 
образом отождествляется с алгеброй Ли [Л\:

I (Л °)- [Л \ .
В частности l(G L (n ; R)) = [Matrt(R)].
На этом основании алгебра Ли [Mat„(R)J обычно обо

значается символом д1(п; R) илн просто fll(n); ср. лек
цию I I I . 11.

[Обратим внимание, что в лекции I I I . 11 алгебры Ли 
вводились— только для матричных групп!— совсем другим 
способом. Мы видим, что для группы G L(n ; R) оба спо
соба приводят к одному результату. Ниже мы покажем, 
что будет и для произвольных матричных групп Ли.]

Пусть S — произвольная группа Ли, д— ее алгебра Ли 
и Т ,»— касательное пространство к }  в точке е£$. Рас
смотрим отображение
(19) в —  Т А  Х ы + Х „
сопоставляющее каждому векторному полю X  £ fl его зна
чение X ,  в е. Очевидно, что это отображение линейно.

Предложение 2. Отображение (19) является изомор
физмом линейных пространств.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А — произвольный вектор 
из T,S. Для каждой точки а€ $  положим

X .- (d L a),A .
Предложение 2 будет доказано, если мы докажем, что
а. Отображение at—* Х а гладко, и, значит, (поскольку 

Х а € Та$) является векторным полем на
б. Это поле левоинвариантно (принадлежит д).
в. Отображение

(20) -* д. А ~ Х ,
обратно отображению (19).

Для доказательства утверждения в достаточно заметить, 
что, во-первых, по построению X t = A и, во-вторых, что 
для любого левоинвариантного векторного поля X

X .  = (dLe) . X t .
Утверждение б также проверяется без труда: так как 

LaoLb = Lab и, значит, (dLa)bo(dLb)t = (dLab)t , то
(dLa)b X b = (dLa)b ((dLb), A ) -  (dLab)t A = X eb.
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Для проверки утверждения а найдем компоненты век
тора Х а в локальных координатах.

Пусть U и V— рассмотренные выше координатные ок
рестности, в которых умножение в 3 записывается век
тор-функцией (8). Тогда при а £ У  отображение La на V 
будет задаваться функцией Ь>—* т (а ,  Ь), и значит отобра
жение (dLa)e будет действовать по формуле

где т 1 = т ' (а , Ь )— компоненты вектор-функции т  (а, Ь).
Следовательно, компоненты X 1 поля X  на окрестности V 

будут задаваться формулами

(21) х- - ( £ ) / ' .

где А1— компоненты вектора А в базисе ( Л , 1 = 1 , . . .
\ А* /.

. . . ,  п, и, значит, будут гладкими функциями от а. Это 
доказывает, что на окрестности V поле X  гладко.

С другой стороны, для любого элемента g множе
ство gv = L gV открыто и пара (gV, hoLj1) является картой. 
При этом, в силу левоннвариантности, еслиХ/— компоненты 
поля X  в карте (У, Л), то X 'o Lg— компоненты поля X  
в карте (gV, hoL:1). Поэтому поле X  гладко и на любом 
множестве видами. Для завершения доказательства остается 
заметить, что множества вида gV , g £ $ , покрывают всю 
группу 3. □

Для групп Ли вида Л ° предложение 2 непосредственно 
вытекает также из результатов примера 5.

Следствие. Алгебра Jlu  g = I (3) конечномерна и ее 
размерность равна размерности п группы 3.

Мы перенесем лиеву операцию в линеал Т,3, положив 
Для любых векторов А, В £ Т е$
(22) [А, В] = [X , У ],,
где X  и Y — такие левоинвариантные векторные поля на 3, 
что X ,  = А и Ye — В.

В силу этого соглашения пространство Т,3 будет ал
геброй Ли, естественно изоморфной алгебре Ли д. Как 
правило, мы будем отождествлять ее с д.

Замечательно, что для произведения (22) векторов А, 
В  € существует простая явная формула, выражающая
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его через умножение (7) в группе Лн 3 или— точнее — 
через его главную билинейную часть а *Ь .

По определению действующая в пространстве R" опе
рация * строится с помощью некоторой центрированной 
в е карты (U , h) = (U , лс\ . . * " ) .  От этой же карты зави
сит и базис

(23) ( д ? ) . ........ ( Б 5) ,
пространства Т,$, т. е. координатный изоморфизм Те$ —*• R4 
(являющийся в силу отождествления ToR" = R" не чем 
иным, как дифференциалом (dh)e в точке е координатного 
отображения h: U —+ R"). Мы перенесем посредством изо
морфизма (dh)e операцию # из пространства R" в прост
ранство ТвЪ, т. е. для любых векторов А , В  £ Т,!§ примем 
за А * В  вектор, имеющий в базисе (23) координаты, со
ставляющие строку а *Ь , где а и Ь — строки координат 
векторов А н В  соответственно.

Подчеркнем, что операция * и в пространстве 1е4 
зависит от выбора карты (U , А).

Оказывается, что операция (22) очень просто выра
жается через операцию * в 1еЪ.

Предложение 3. Для любых векторов А, В £  1,4 
имеет место равенство
(24) [А , В ] = А * В — В *  А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению [А , В ] = [Х , Y],, 
где X  и У — такие левоинвариантные векторные поля, что 
Х , = А и X В .  При этом согласно формуле (21) компо
ненты X 1 и Y1 полей X  и Y  в произвольной карте (U, х1, . . .  
. . . ,  х") задаются формулами

где — значения в точке (0, 0) частных производных
компонент т ‘ (а, Ь) вектор-функции т (а, Ь) по компо
нентам Ы вектора Ь. Следовательно (см. формулу (22) лек
ции 111.16), для компонент [X , У ]) — [А, В ]1 вектора [А, В\ 
будет иметь место формула
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Но, согласно формуле (9)
т ‘ (а, Ь) = а1 + Ы 4 y iflW  + . . . ,  

где у1цакЬ‘ — компоненты вектора а *Ь .  Следовательно,

что и доказывает формулу (24). □
З а м е ч а н и е  1. Операция * единственным образом 

представляется в виде суммы двух операций

первая из которых коммутативна, а вторая антикоммута- 
тивна. Предложение 3 означает, что антикоммутативная 
часть * операции выражается через операцию Ли:

и поэтому не зависит от выбора карты ((/, Л). [Напротив 
как мы покажем ниже, карту (U, Л) можно выбрать так, 
чтобы коммутативная часть А * В  произведения А * В  была
тождественно равна нулю.]

З а д а ч а  6. Исследуйте, как меняется операция * при замене 
карты ((/, Л), и, в частности, проверьте, что антикоммутативная часть 
этой операции при замене карты (U , h) остается прежней.

^ Г  = б{ + т ^ +  . .

и потому

Значит
[А, В ]1= (А 'В ‘— В 1‘А1)81ку11,=  

= у1цАкВ ‘ — у}цВкА1 = 
= (А * В У — {В * А ) ‘,

А * В  — А * В ^ - А * В ,  1 2

А * В  = ± [А , В],
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Однопараметрические подгруппы. — Экспоненциальное 
отображение и нормальные координаты.— Выражение 
умножения в группе Ли через умножение в ее алгебре 
Ли.— Дифференциал присоединенного представления.— 
Операции в алгебре Ли группы Ли и однопараметрические 
подгруппы.— Подгруппы Ли групп Ли.— Распределения 
и их интегральные подмногообразия.— Теорема Фробе- 
ниуса.— Подмногообразия многообразий, удовлетворяю
щих второй аксиоме счетности.— Единственность струк
туры подалгебры Ли.

Определение 1. Гладкая кривая 
Р: R —► $,

определенная на всей оси R, называется однопараметри
ческой подгруппой группы Ли $, если она является гомо
морфизмом групп, т. е. если для любых s, / £ R имеет место 
равенство

P(s-M) = P(s)P(0-
Конечно, Р(0) = е.
Подчеркнем, что однопараметрическая подгруппа яв

ляется не множеством, а отображением.
З а д а ч а  1. Покажите, что любой гомоморфизм 0: R — *•$ яв 

ляется гладким отображением (и, значит, однопараметрической под
группой). [ У к а з а н и е .  Записав гомоморфизм Р в локальных коорди
натах, докажите сначала, что он является гладким отображением 
в точке 0.)

Пример 1. Однопараметрической подгруппой является 
постоянное отображение

const,: /•—*е, t£  R.

Пример  2. Пусть S — матричная группа Ли и g — 
линейное подпространство пространства M at„(R ), преду
смотренное определением 1 лекции I I I . 11 (см. пример 2 
лекции 13). Тогда для любой матрицы g отображение
(1) Р: t ^ e tB, t£  R,
будет, очевидно, однопараметрической подгруппой груп
пы S.

З а д а ч а  2. Покажите, что любая однопараметрическая подгруппа 
матричной группы Ли £  имеет вид (1).



З а д а ч а  3. Покажите, что
а. Для любого элемента Ь конечномерной ассоциативной алгебры

Л  РЯД
Г  ^ . + * +£ + . . . + £ + ...
сходится.

б. Отображение
(2) Р: /»-►*№, Ь£Л,
является однопараметрической подгруппой группы Ли Л°-

в. Каждая однопараметрическая подгруппа группы Л ° имеет 
вид (2).

Оказывается, что аналогичное описание однопараметрн- 
ческих подгрупп возможно и для любых групп Ли S. 
Из-за недостатка места мы изложим соответствующую 
конструкцию в серии задач.

З а д а ч а  4. Пусть /: X  — У — произвольное гладкое 
отображение гладких многообразий. Покажите, что для 
любой кривой у: I  —- X  в каждой точке t £ / имеет место 
равенство

(3) (/ о Т)* (0 = (<*/)т (О Y (О*
[Ук а за ни е .  Если в локальных координатах отображе
ние f задается вектор-функцией у = у (х ) ,  а кривая у — 
вектор-функцией x = x (t), то
(/ о у Н л = V (* (0 )  ( J _ \  = t y d x f / d \

Р Л  Ч V /(/•?)<0 дх< dt \ W / f lV (0 )  ^

[  “  т  -  « л -  ( т  ш , т )  -  « ь » т ( 0
для всех t £ l . ]

З а д а ч а  5. Покажите, что каждая однопараметри
ческая подгруппа Р группы Ли 3 яв^гяется (очевидно, макси
мальной) интегральной кривой некоторого левоинвариант
ного векторного поля X  £ 3, т . е.

Р(/) = Хр(,) для любого /£R.
[У к а за и и е. Поле X  характеризуется условием Х ,= Р(0 ). 
Из формулы (2), примененной к отображению La: 3 —► 3 
и кривой р, следует, что

* «  -  (dl.a\  X ,  =  (dl.a)e р (0 )  =  (La О Р)- (0 )

Для любой точки а£3. С другой стороны, если а = Р(/), 
то Le oP: st—*.p(s+/) и, значит, (L a о р)* (0) = Р ( 0 ]
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З а д а ч а  6. Покажите, что каждая группа Ли $ яв
ляется хаусдорфовым многообразием. [ У к а за ни е .  Диа
гональ А произведения 3x55 является прообразом еди
ницы е группы Ъ при непрерывном отображении (а, V)*-* 
•—►oft-1.]

Поэтому (см. теорему 1 лекции I I I .  17) для каждого 
векторного поля X  на $ и любого элемента а сущест
вует единственная максимальная интегральная кривая 
Р„: /в —н► $ поля X , проходящая при / = О через точку а. 
Пусть I  -  /, и pf.

З а д а ч а  7. Покажите, что если поле X  левоинвари
антно, то  р„ = La о р. [ У к а за н и е .  Так как

(£« о Р)° (0  — (dLa)nn 0 (0 *=
= ( ^ а)р«) *Р</> = «̂Р<0 =
= X (te.p)(/),

то La ор является— очевидно, максимальной— интеграль
ной кривой поля X , проходящей при / = 0 через точку а.] 

З а д а ч а  8. Докажите, что если s, t, s + t £ l ,  то

(4) P(e+/) = P(s)P(0.
[ У к а за ни е .  Обе кривые /i->P(s-M) и t •—*■ Р (s)Р (/) 
являются интегральными кривыми левоинвариантного 
поля X , проходящими при t = 0 через точку P(s).]

З а дач а  9. Для любого числа t £ R существует такое
целое число п > 0, что Покажите, что формула

(5) т (/) = р ( ± у

корректно определяет гладкую кривую у: R —* 3, являю
щуюся однопараметрической подгруппой. [ У к а за н и е .
Если -̂ -6/ и то и потому согласно фор
муле (4)

К ^ Н Ы г ) ”  "
Это дает корректность. Кроме того, если —  £/, то суще-п о
ствует такое е > 0, что —  £ / для любого t такого, что 
11— 101 < е. Это дает гладкость.]
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З а д а ч а  10. Покажите, что кривая (5) является— оче
видно, максимальной — интегральной кривой левоинвари
антного поля X . [ У к а за ни е .  Так как кривая (5) яв
ляется однопараметрической подгруппой, то для любой 
точки a = Y (0  кривая La о у: s*—►ay (s) совпадает с кривой 
st-#-Y(s + 0 . и потому

7 ( 0 « ( ^ ° т Г  (0)= (<£.). Т (0 )-
= (dLa), у (0) = (dL.)t Х ' = Х а = Х пп

для каждого i £ R.J
Поскольку у (0) = е это доказывает, что у — Р (и, в част

ности,— что / - R).
В итоге мы получаем следующее предложение: 
Предложение I. Однопараметрические подгруппы 

группы Ли S — это в точности проходящие при t = 0 через 
точку е максимальные интегральные кривые левоинвариант
ных векторных полей на □

Следствие. Для любого вектора А £ существует 
единственная однопараметрическая подгруппа Р, для 
которой

Р(0) = Л. □

Таким образом, однопараметрические подгруппы группы 
Ли 4 находятся в естественном биективном соответствии 
с элементами алгебры Ли я = 1(3).

Однопараметрнческую подгруппу, отвечающую эле
менту X g fl, мы будем обозначать символом р* или Р^, 
где А = Х е. Таким образом, по определению

Рл (0) = А 
для любого вектора A G Т€$.

Определение 2. Отображение 
exp:

определенное формулой
ехрЛ = р^(1), А$Т,Ъ,

называется экспоненциальным отображением.
Очевидно, что для кривой 11—*■ рд (А./), где XgR,  каса

тельным вектором в точке 0 является вектор А0Д(О)=ХЛ, 
и эта кривая также является однопараметрической под
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группой. Следовательно,
(6) Р д М - Р м (0 . *€R.

При /=1 из формулы (6) следует, что Рд(*.) = Рм(1), 
т. е. — после замены А, на /,— что

(7) Рл (0 - ехр /Л.

В свете примера 2 это означает, что отображение ехр 
является обобщением на любые группы Ли S матричного 
отображения Л >—*ел. Это объясняет как его название, 
так и обозначение.

Так как согласно формуле (7) р^(— 1) = ехр(— А) 
» Рл(— 1)Рл(1)= Ри (°)=  то ехр(— Л) М 1 )- \  т.е.
(8) ехр (— Л) = (ехр /I)-*, Л 6 Т,$.

В дальнейшем для упрощения формул вместо (ехр Л )-1 
мы будем писать ехр Л "*.

Как мы знаем из лекции I I I . 17, каждое векторное 
поле X  определяет некоторый максимальный поток {<р,}, 
для которого ф|(а) = Ра(0. рДе Ра— максимальная инте
гральная кривая поля X , проходящая при * = 0 через 
точку а. Так как для левоинвариантного поля X  кривые Р„ 
определены на всей оси R, то для каждого левоннвариант- 
ного поля X  на группе Ли Ъ поток {ф<} состоит из диф
феоморфизмов S —* !5 (является, как говорят, полным 
потоком). Так как Р„(/)- <$*(0. то эти диффеоморфизмы 
действуют по формуле

Ф ,(а ) = аехр/Л,  /€ R.

где Л = Х е, т. е. являются диффеоморфизмами R Qtv 1Л.
Так как (0) = е и р^(0) = Л, то в произвольной

карте (U, х1........хп), центрированной в точке е, кривая р ,
задается вектор-функцией л:(/) вида

x (t) = at + ct (a)t*+  . . .  + ст (а) /*+ . . . .  

где а — строка координат вектора Л в базисе

пространства Т,$, а с,(а ), . . . ,  ст {а), . . . — некоторые 
вектор-функции от а (гладкие в силу теоремы о гладкой 
зависимости решений дифференциальных уравнений от
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начальных данных). При этом, если |Х| достаточно мало 
(чтобы в U существовала точка с координатами х' (X/), 

то согласно формуле (6) тождественно по / 
должно иметь место равенство

(Aa) t +  с, (Ал) /*+... 4 ст (Аа ) /*+...«
= а (А./) 1 сг (а) (А/у + . . .  + с .(а ) (А*)" + . . .

Отсюда следует, что
с ,(Аа) Хгс ,(а), ..., с, (Ал) ̂  Х-св (а),

т. е. что для любого т  ̂  2 функция ст (а) является одно
родной функцией от а степени т .

З а д а ч а  11. Покажите, что функции с,„ (а) являются много
членами от а (т. е. многочленами от в 1.........а" являются все их
компоненты).

Поскольку

X* - « =  д |X*g* (o)1 =  X ig-g- (Ад),dai ddi

все частные производные первого порядка каждой из функ
ций ст являются однородными функциями степени т — 1^1, 
и значит их значения в точке 0 равны нулю:

(9) = °  ДЛЯ '1юбого и любого / == 1,.... п.
С другой стороны, если вектор я достаточно мал 

(чтобы в U  существовала точка с координатами jc' (I)), то 
точка ехр А будет принадлежать окрестности U  и согласно 
формуле (8) ее координаты х1 будут выражаться формулой
(10) х1 - а‘ + d  (а) + . . .  + с*т  (а) + . . . ,

где а', d (а), . . . ,  с‘т (а), . . . — координаты векторов
а, с, (о), . . . ,  с „(а ). По определению это означает, что 
в некоторой окрестности точки 0 £ Tt$ отображение ехр 
записывается в координатах функциями (10).

Поскольку в силу формул (9) значения частных произ
водных функций (10) в точке 0 выражаются формулой

■  ( $ ) . - *
т- е. составляют единичную матрицу Е , отсюда следует, 
Что Дифференциал ^ехр0 отображения ехр в точке 0£Т,$, 
Рассматриваемый в силу отождествления T . (T ,S )- V
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как отображение
dexp0: Т#$ —<-Т,3,

является тождественным отображением.
Поэтому отображение

exp: —<• S
в точке 0 этально, т. е. диффеоморфно отображает окрест
ность точки 0 в алгебре Ли д на окрестность точки е 
в группе Ли

Эти окрестности называются нормальными окрестно
стями (точек 0 и е соответственно). [Впрочем, от нормаль
ных окрестностей в обычно еще требуется выполне
ния условия эвездности (если A ^ U la\ то \ A £ U W для 
любого X, 0 ^ X < 1 ) . J

Для любой нормальной окрестности U  точки е в группе 3 
композиция ft отображения ехр-1: U  —  и произволь
ного координатного изоморфизма Т,3 —► R" является диф- 
феоморфным отображением окрестности U  на открытое 
множество ft ((/ )c R ". По определению это означает, что 
пара (U , ft) является картой в точке е группы Ли $.

Карты такого вида называются нормальными картами, 
а соответствующие локальные координаты— нормальными 
координатами. (Употребляется также термин— канониче
ские координаты первого рода.)

Нормальные координаты характеризуются, очевидно, 
тем, что однопараметрические подгруппы задаются в них 
линейными функциями.

З а д а ч а  12. Докажите, что связная топологическая 
группа порождается любой окрестностью единицы U. 
[ У к а з а н и е .  Множество, состоящее из всевозможных 
произведений элементов из U, одновременно замкнуто и 
открыто.]

В  частности, если группа Ли 3 связна, то она порож
дается любой нормальной окрестностью единицы U. По
скольку U с  exp д, отсюда следует, что каждая связная 
группа Ли 3 порождается множеством exp д. (Заметим, 
что, вообще говоря, expft^=3.)

З а д а ч а  13. Опишите множество ехр fl для алгебр Ли а =  
=  R) и во (я) и удостоверьтесь, что группы G L+ (n ; R) и 
SO (л) действительно порождаются этими множествами (при этом 
ехр ви (я) =  SO (л)).

Произвольная нормальная окрестность Ut точки 
содержит (докажите!) такую окрестность К „  что для лю
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бых векторов Л, B £ V t точка ехр Л-ехр В  принадлежит 
окрестности t/ = expt/„ точки и, значит, имеет вид
ехр С, где C £ U  „. Мы положим
(11) С = т ( Л ,  В).
Таким образом, по определению

ехр А ■ ехр В  = ехр т  (Л, В)
для любых векторов Л, B £ U 0.

Образ а вектора Л при произвольном координатном 
изоморфизме T,S —► R" является не чем иным, как векто
ром нормальных координат точки а = ехр Л в соответ
ствующей нормальной карте (U, А). Поэтому вектор-функ
ция т ( а ,  Ь), выражающая в карте ({/, А) умножение 
в группе S (см. формулу (8) лекции 13), выражает в ко
ординатах операцию (11). Следовательно,

т  (Л , В) — Л *1” В  А * В .. .»
где * — операция * из формулы (9) лекции 13, перенесен
ная в Т,3 посредством изоморфизма (dh)t: T,S —► R" (т. е. 
операция из предложения 3 лекции 13, построенная с по
мощью нормальной карты (U , А)).

Как мы знаем (см. формулу (10) лекции 13), для лю
бой карты (U , А), центрированной в точке е, вектор я -1 
координат точки а-1 выражается формулой

а -1 = — а + л * а  + ...
С другой стороны, согласно формуле (8), если карта (U , А) 
нормальна, то а~1 = — а. Это доказывает, что а * а  0, 
т. е. что построенная с помощью нормальных координат опе
рация # антикоммутативна (в пространстве R", а, зна
чит, и в пространстве T,S) и потому (см. замечание 1 
лекции 13) выражается через умножение в алгебре Ли:

Л * В = 1 [ Л ,  В].

Этим доказана следующая теорема:
Теорема /. Для любых векторов Л, В£ Т ,5  из неко

торой окрестности нулевого вектора имеет место фор
мула
(•2) ехр Л ехр В  = ехр (Л  + В  |-у [Л, В]

г е̂ многоточие обозначает члены степени ^  3. □



Согласно этой теореме умножение в группе Ли 55 вблизи 
точки е однозначно восстанавливается — по крайней мере, 
с точностью до членов порядка ^ 3 — по умножению в ее 
алгебре Ли S.

З а м е ч а н и е  1. На самом деле это восстановление 
полное, т. е. члены всех степеней в формуле (12) выра
жаются через операцию f , ], но доказательство требует 
вычислений, далеко выходящих за рамки этого курса.

Теорема 1 имеет много важных следствий. За недостат
ком места мы изложим их в виде серии задач.

Для каждого элемента а 'группы 3— очевидно, глад
кое— отображение
(13) int„: S —►$, jti—>axa~l,
является автоморфизмом группы 5?, называемым внутрен
ним автоморфизмом, порожденным элементом а. Диф 
ференцнал d (int„), автоморфизма int„ в точке е представляет 
собой обратимый линейный оператор Т —* T,S и обозна
чается символом Ado. Отображение
(14) Ad: а>—*-Ada
является—очевидно, гомоморфным—отображением группы S 
в группу Aut я всех обратимых линейных операторов ли
неала $ — Т,$. Оно называется присоединенным представ
лением группы Ли $.

З а д а ч а  14. Покажите, что отображение Ad гладко 
Дифференциал отображения Ad в точке е обозначаете;' 

символом ad. Он является линейным отображением
д ---► End д

линеала д в линеал I (Aut#) = Endfl всех линейных ото
бражений я —  ц.

З а д а ч а  15. Покажите, что для любых элементов 
А, имеет место равенство
(15) (adА )В  = \А, В ].
[ У к а з а н и е .  Так как отображение s*—»Ad(p,, (s)) В  яв 
ляется кривой в линейном пространстве, то

[(Ad о рЛ- (0)1 В 11m Ad (Pr*J i » - Adf в,
»— о *

а в силу общей формулы (3) ad А — (Ad о р^)’ (0),
Ad (Ри (s)) В  = (intp^j,, о Рд)’ (0).
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С другой стороны, согласно формуле (12)
(16) (intpM(J) о ря) (/) = (ехр Si4) (ехр tB ) (exps/l)-1 —

= ехр (tB  + st [A , В ]+  . . . )

значит, Ad(P/,(s ))fl = 5 + s[H , £ ] + . . . ]
З а да ч а  16. Выведите отсюда, что

(17) Ad (ехр A) = e*d А
для любого элемента А £ fl. [ У ка зание .  Обе кривые 

/t—*• Ad (/ехр А) и
являются однопараметрическими подгруппами группы Ли 
Aut Длин, имеющими при / = 0 один и тот же касатель
ный вектор (d Ad), А = ad А .]

З а д а ч а  17. Пусть иА и ин— кривые в группе S, про
ходящие при t = 0 через точку е и имеющие при / --О 
касательные векторы А и В  соответственно. Покажите, 
что кривая

t ~ u A(t)uB {t) 

имеет при f = О касательный вектор А + В, а кривая 
t UA (*) «й СО «Д (т)~* Ид(т)-1,

где T = sign t-V \/|, — касательный вектор [A, B J (и, зна
чит, является в точке / = 0 гладкой — класса С1 — кри
вой). [ У ка за ни е .  По условию

Мл(/) = е х р ( М + и  uB (t) -- ехр (tB  ;-...). 
Следовательно, согласно формуле (12)

«д(0«я (0  = ехр(/(Л + В) + . . . )
и

“ л М  «я (т) «д (*)~‘ «д (т)-‘ -  ехр ( t [А, В ] + ...).]

В частности, отсюда следует, что для любых элементов 
и элементы А + В  и \А, В\ являются каса

тельными векторами в точке / — О к кривым
0л(ОРя(О и < Ри (т)Ря(т)рЛ(т)" 1 Ря(т)"

гДе Рл и рй— однопараметрические подгруппы, отвечаю-

О П ЕРА Ц И И  И О Д Н О П А РА М ЕТ РИ Ч ЕС КИ Е П О Д ГРУП П Ы  245



246 ПОДГРУППЫ ЛИ ГРУПП Ы  л и

щие элементам А и В. Это (вместе с формулой (5)) опи
сывает операции в алгебре Ли g в терминах однопара
метрических подгрупп.

Напомним (см. лекцию 13), что группа Ли Ж  назы
вается подгруппой Ли (или гладкой подгруппой) группы 
Ли 5?, если Ж  содержится в 4 и является в 4 подгруп
пой и одновременно подмногообразием, т. е. иными сло
вами, если вложение i : Ж —+$ гомоморфно, гладко и яв
ляется погружением.

При обсуждении этого понятия удобно иметь специаль
ное название для подмножеств группы Ли 4, являющихся 
ее подгруппами как абстрактной группы, безотносительно 
к топологии и гладкости. За отсутствием лучшего термина 
мы будем называть такие подмножества абстрактными 
подгруппами.

Таким образом, по определению подмножество Ж  
группы Ли S тогда и только тогда представляет собой 
подгруппу Ли, когда оно является

а) абстрактной подгруппой;
б) подмногообразием, т. е. лежащим в $ многообразием, 

для которого вложение i: Ж  —* S представляет собой
б,) гладкое отображение,
б,) погружение (обладает тем свойством, что для любо! 

точки р £ Ж  линейное отображение (d i)p: Т^Ж  —*• Тр$ мо 
номорфно);

в) группой Ли (умножение Ж х Ж  — Ж  является 
гладким отображением).

Оказывается, что эти условия не независимы и неко
торые из них могут быть выведены из других (или су 
щественно ослаблены). Например, мы знаем (см. задачу 5 
лекции 13), что выполнения условий б, и б, можно трс 
бовать лишь в единице е группы $ (абстрактная под 
группа Ж , являющаяся группой Ли, будет подгруппой 
Ли, если вложение i: Ж  —<• S гладко в точке е и является 
в этой точке погружением).

З а д а ч а  18. Докажите, что абстрактная подгруппа, являю щ аяся  
связным подмногообразием, будет подгруппой Ли (в предположен hi 
связности условие в вытекает из условий а и б). [ У к а з а н и е  
Ср. предложение 2 лекции 15.]

З а д а ч !  19. Докажите, что условие б, вытекает из условий а.
б] и в. [ У к а з а н и е .  Ясно, что для любой однопараметрической
подгруппы Р: R — ► Ж  группы Ли Ж  отображение io(i: !?•— ► $ 
представляет собой — при выполнении условия 6i — однопараметриче 
скую подгруппу группы Ли $. Отсюда следует, что имеет мест<
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коммутативная диаграмма

V # — 1'т .ч
ехр ехр

Поэтому если отображение (d i)e не мономорфно, то существует 
вектор A jc О, принадлежащий нормальной окрестности нуля линеала 
t JC ,  для которого ехр А =  е, что невозможно.]

Как всегда, мы будем считать мономорфизм (di)е: Т Д - *  
_ , T f3 вложением, т. е. будем считать, что Т /Ж сТ #3.

З а д а ч а  20. Докажите, что алгебра Jlu  I) —Тt!%  яв
ляется подалгеброй алгебры Ли g Tt3.

Если Ж , — компонента единицы группы Ли.’# ’ (и, зна
чит, связная группа Ли), то, конечно, — Теу^. Та
ким образом, если подалгебра алгебры Ли g = Т,3 яв
ляется алгеброй Ли некоторой подгруппы Ли, то  она 
будет алгеброй Ли и некоторой связной подгруппы.

Оказывается, что связные подгруппы Ли группы Ли 3 
и подалгебры алгебры Ли д= Т,3 взаимно однозначно 
друг другу соответствуют.

Теорема 2. Соответствие
подгруппа Ли => ее алгебра Ли

между мнолсеством связных подгрупп Ли группы Ли Ъ и мно- 
жеством всех подалгебр алгебры Ли g = Т,$ биективно.

Иными словами, для любой подалгебры I) алгебры g 
существует— и только одна!— связная подгруппа Ли Ж , 
для которой = I).

Доказательство теоремы 2, хотя идейно и простое, 
технически довольно сложно. Поэтому мы изложим лишь 
его основные этапы, относя подробности в задачи и мелкий 
шрифт.

Пусть X — произвольное гладкое многообразие. Глад
кое векторное расслоение £ — (<£, л, X ) называется под- 
расслоением гладкого векторного расслоения 5' = (& ', л ', X ),  

и л = л '|*. Подрасслоение однозначно опреде
лено многообразием &  и, как правило, с ним отождест
вляется.

Особое значение имеют подрасслоения касательного 
Расслоен ня т ^ - (Т Х ,  я, X ). Они называются распреде- 
лениями на X . Слой произвольного распределения <£ над 
Тоцкой р £ Х  представляет собой подпространство Т р Х П&
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касательного пространства Тр& . Мы будем обозначать его 
символом & р.

В соответствии с общей терминологией теории вектор
ных расслоений (см. лекцию 6) размерность пространств & р 
(одна и та же для всех р) называется рангом распреде
ления £ .

Каждое распределение £  определяет на X  поле р ^ ё  р 
подпространств £  рс 1  р Х ,

З а д а ч а  21. Покажите, что это устанавливает биективное со
ответствие между распределениями ранга л и гладкими полями 
л-мерных подпространств.

Таким образом, распределения и гладкие пом подпро
странств— это фактически одно и то  же. [Например, 
каждую связность мы можем рассматривать как распре
деление (на тотальном пространстве £  расслоения £).]

Подмногообразие 3/ многообразия X  (вообще говоря, 
лишь погруженное) называется интегральным многообра
зием распределения £ , если 1 р*& с  £  р для любой точки 
р£ ЙЛ Связное интегральное многообразие называется 
максимальным, если оно не содержится ни в каком боль
шом связном интегральном многообразии. Распределение^' 
ранга п называется вполне интегрируемым, если через 
каждую точку многообразия Й/ проходит единственное 
максимальное интегральное многообразие 9  этого распре
деления, имеющее размерность п (т. е. такое, что Тр9  = € р)

Пусть I) — произвольная подалгебра алгебры Ли 
группы Лн 4. Так как Ijcrfl, то элементами алгебры I) мы 
можем считать левоинвариантные векторные поля на груп
пе 4. Поэтому, для любой точки р £ S в касательном про
странстве ТрЪ будет определено подпространство 1)р, со
стоящее из всех векторов вида Х р, где X  £ I). (При 
интерпретации I) как подпространства касательного про 
странства T#S подпространство i)p будет не чем иным, как 
образом (d Lp)t f) подпространства I)с:Те4 при отображении
(d lp\ :  Т .» Д Т „» .)

З а д а ч а  22. Докажите, что объединение £  (Ь) <*хх подпространсгп 
t)  ̂ является распределением на $ (со слоями ffp).

Если f) является алгеброй Ли связной подгруппы Лн Ж , 
то подгруппа Ж  и все ее смежные классы аЖ  будут, оче
видно, максимальными интегральными многообразиями 
распределения ^(1)) и, значит, в этом случае распреде
л и в  «?(!)) вполне интегрируемо.
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Ниже мы докажем, что
А. Распределение <S (()) вполне интегрируемо д.гя любой 

подалгебры I)c=g.
Имея это в виду, рассмотрим максимальное интеграль

ное подмногообразие SK распределения rf’ (f)), содержащее 
точку е.

Так как для любого элемента a £ f f l  подмногообразие 
aSfi *= является максимальным ннтегральным подмно
гообразием распределения содержащим элемент а, 
то в силу единственности максимальных интегральных 
подмногообразий вполне интегрируемых распределений 
должно иметь место равенство a'Tt *= Ж . Этоозиачает, чтоЖ  
Является абстрактной подгруппой группы Ли 4.

Подмногообразие Й/ многообразия SC называется кон
сервативным, если для любого гладкого многообразия 2  
каждое отображение <р: В —► & гладко тогда и только 
тогда, когда оно гладко как отображение в £С (т. е. гладко 
отображение ю<р: % — где i :  У —► SC— вложение).

Ясно, что каждое вложенное подмногообразие консер
вативно, но существуют и консервативные погруженные 
подмногообразия. Именно, ниже мы докажем, что

Б. В любой группе Ли 4 каждое максимальное инте
гральное подмногообразие произвольного [вполне интегри
руемого распределения консервативно.

В частности, консервативным подмногообразием является 
подгруппа Ж. Следовательно, умножение

Ж х Ж  — Ж
является гладким отображением (потому что гладким ото
бражением является его композиция с вложением Ж  - *  S), 
т. е. подгруппа Ж  является подгруппой Ли.

Так как по построению алгеброй Ли группы Ж  яв
ляется подалгебра I), то это, очевидно, доказывает теоре
му 2. □

Таким образом, нам остается лишь доказать утверж* 
Дення А и Б.

Мы начнем с утверждения А.
Пусть <£—  произвольное распределение на гладком 

многообразии X  и пусть а [ ^ ] — совокупность всех вектор
ных полей X  £  обладающих тем свойством, что Хр £4>р 
Для любой точки p € & .  Ясно, что а [£ ]  является подмо
дулем алгебры Ли всех векторных полей на .2*. Рас- 
пРеделение £  называется инволютивным, если а [<£] яв-
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ляется подалгеброй алгебры Ли аХ , т. е. если [X , У] £ 
Для любых полей X ,

З а д а ч а  23. Покажите, что для любой подалгебры 
I jc f l  распределение <8 (f)) инволютивно.

З а д а ч а  24. Покажите, что для любого распределения £  
ранга п модуль а [«?] является локально свободным моду
лем ранга п, т. е. многообразие X  обладает открытым 
покрытием {(/}, над любым элементом U которого 
модуль а [«? |у], где &\и — ограничение распределения & 
над U, является свободным модулем ранга п над алгеб
рой Fk£/. [ У к а з а н и е .  Примите за U окрестности, три 
виализирующие расслоение ^ .]

Базисы FnLZ-модуля п [^  |у] называются базисами над U 
модуля а [*]•

З а д а ч а  25. Докажите, что следующие свойства рас
пределения £  равносильны:

а. Распределение £  вполне интегрируемо.
б. Многообразие X  обладает атласом, состоящим из 

таких карт (U, х1, . . . ,  хт), m =  d im X,  что каждое 
подмногообразие в U, задаваемое уравнениями
(18) xn+1 — const, . . . ,  хт =  const,

является интегральным многообразием распределения <£.
в. Многообразие X  обладает атласом, состоящим из 

таких карт (U, х1, . . . ,  хт), что векторные поля
д  д  

’ • • • • дхп 
составляют базис над U модуля а [<£].

[ У к а з а н и е .  Утверждения б и в  являются очевид
ными переформулировками один другого. Импликация 
а = > б  легко вытекает из установленных в лекции II 1.13 
общих свойств подмногообразий. Для доказательства им
пликации б = > а  введите на X  топологию, база открыты 
множеств которой состоит из интегральных многообразий 
распределения ё ,  и рассмотрите компоненты многообра
зия X  в этой топологии.)

З а д а ч а  26. Покажите, что распределение £  тогда 
и только тогда инволютивно, когда существует открытое 
покрытие {t/} многообразия X , над каждым элементом I
которого модуль a [rf*] обладает таким базисом X , ..........Х„.
что
(19) [Х „  X / l - f t X ,  на U, 
где pfr— некоторые гладкие функции на U.
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Утверждения задач 23 и 24 показывают, что, как свой
ство быть вполне интегрируемым, так и свойство быть 
инволютивным, являются локальными свойствами (верными 
всюду, если они верпы в окрестности каждой точки).

З а д а ч а  27. Докажите, что любое вполне интегрируе
мое распределение инволютивно. [ У к а з а н и е .  Если поля X  
и У касаются подмногообразия, то и поле [X , У] обла
дает этим свойством.]

Оказывается, что обратное утверждение также верно.
Теорем а 3. Каждое инволютивное распределение 

вполне интегрируемо.
Эта теорема известна как т е о р е м а  Ф р о б е н и у с а .  

Нужное нам утверждение А является ее непосредственным 
следствием (см. задачу 23). Поэтому нам остается только 
доказать теорему 3.

Так как свойства полной интегрируемости и инволютивности 
являются локальными свойствами, то для доказательства теоремы 3 
достаточно доказать следующее утверждение чисто аналитического 
характера:

(★ ) Пусть в области U пространства R OT, содержащей точку О, 
задано п векторных полей X , ,  . . . ,  Х„, линейно независимых над 
алгеброй FU и удовлетворяющих условию (19). Тогда в некоторой окрест
ности VdU точки О существуют такие координаты х1...........хт, что
на V поля Xi, Х„ линейно выражаются (над FK) через поля

д д 
дх1 ............ дх" '

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим, что в U существуют такие 
координаты х 1, что

а. Поля Хи  . . . ,  Xn_i выражаются лишь через поля

д д 
дхх ...........  д х •

б. При хт =  0 компоненты X * , . . . ,  X * _ i  этих полей с n < k < m  
тождественно равны нулю.

в. Д ля поля Х„ нмеет место равенство

X _ д
"  дх *  ’

Оказывается, что тогда поля Xt ........... Х„ линейно выражаются

(над FU) через поля ........... .

I  Действительно, так как согласно в Х 1п =  Ь'т, то

[Л'„, х,\*= х‘п ~ x ‘j d- ^ - = ^ L ,
'  дх< ' дх1 дх«  1« £ *< Я 1,
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а так как согласно а й в

удовлетворяют (как функции от хт) системе однородных дифферен 
циальных уравнений

Но согласно б при Xя  =  0  эти функции с  п < .к < т  равны нулю.
Поэтому они равны нулю тождественно. Значит, поля X , ...........Х„_,

О д
линеино выражаются через поля ........... j x„ - 1 • а потому поля

Таким образом, для доказательства утверждения (if)  достаточно 
доказать существование координат х 1, . . . ,  хт, обладающих свойст
вами а, б и в (и затем х'я обозначить через х"). Мы сделаем это ни 
дукцней по п.

При п =  1 условия а ,  б бессодержательны (так же как и условие 
ннволютнвностн (19)). Поэтому в этом случае надо лишь доказать, 
что для произвольного поля X, отличного от нуля в точке 0 , суще 
ствует такая центрированная в точке 0 карта (И, х1, . . . ,  х'п), что

Пусть х1........... хт — произвольные координаты на R m (или хотя
бы на U). Без ограничения общности можно предполагать, что т-я 
компонента Xю поля X отлична от нуля в точке 0. Выбрав числ> 
е >  0 , рассмотрим такую окрестность W точки 0 пространства R CT' 1 
(отождествленного с  подпространством хт = 0  пространства R " ) ,  чи
U ^ c R " - 1 n t/  и для любой точки u>£W, w =  (wl ........... ш * -1 ) , интс
тральная кривая 7щ> поля X ,  проходящая при < — 0 чер> 

точку ( w ,0 ) g R '* ‘ , определена при | / 1 <  е. (Окрестность U 
существует в силу стандартных теорем теории обыкновенных дифф> 
ренциальных уравнений.) Отображение W 'x t— в, е ) — ► R * ,  переы. 
дящее точку (из, /) в точку у (/), гладко и его якобиева матриц 
в точке (0, 0) имеет вид
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Поэтому в силу условия X я» (0) *  0  отображение (ю , ()>—*■ у w (t) 
эталыш в точке (0, 0), и, значит, в К® существует окрестность V 
точки 0, в которой числа ю1............ иУп * , t являются локальными ко

ординатами. При этом в V будет иметь место равенство Х =  ~^-.

Для завершения доказательства остается теперь лишь соответствую
щим образом переобозначить координаты w\ . . . .  t.

(Фактически мы воспроизвели стандартное доказательство т е о 
р е м ы  о в ы п р я м л я е м о с т и  траекторий векторного поля в окрест* 
ностп любой точки, в которой оно отлично от нуля.]

Предположив теперь, что для я — 1 полей утверждение (it) уже 
доказано, докажем, что для я  полей X i ,  . . . ,  Х„ существуют коорди
наты х 1........... хт, удовлетворяющие условиям а, б и в.

Применив к полю Х„ уже доказанный случаи теоремы, мы немед
ленно можем добиться выполнения условия в. Заменив затем поля 
Xi........... X „ _ i  полями
V  у  til д  у  у т  у  у  v m  ^  V  v m  Vl — Al Лп........л п-1—л я-1 я — 1 — Лп-1Л„,
мы добьемся выполнения и условия а. Следовательно, без ограниче
ния общности мы с самого начала можем считать условия а й в  вы
полненными, и задача состоит только в том, чтобы добиться выпол
нения условия б.

Пусть У j ,  . . . ,  K „ _ i— ограничения полей X i ,  X „ _ x  на 
U П R™ - 1 (т. е. их значения при хт =  0). Так как эти поля, очевидно, 
удовлетворяют (на U П _ l ) условию (19), то по предположению ин
дукции существует такая карта (U7, у», . . . ,  у” - 1) с  1 ^ С ^ П ^ в _ х > 
что поля У j ,  . . . ,  Yn~i линейно выражаются на W через поля

д д к к 
Иу  ̂ ’ ~ду* ~ 1 И’ значит’ их компоненты У и  У п-\ в коор-

0 д
Линатах У1............. Ут~1 е- в базисе ........... ОуГ^1 J При

n < k < m — I тождественно равны нулю. Для полей X i ........... X „ _ j

это означает, что компоненты X * . . . . ,  X * _ it л < Д < т — 1, в коор
динатах у1.............ут~1, хт (определенных на множестве V вида
v X ( - « ,  е), где s  >  0 — достаточно малое число) равны нулю при 
* *  =  0 , т . е. что для координат у1, . . . .  ут~1, Хп условие б выпол-
нено. Поскольку условия а й в  для координат у1........... ут~1, хт
остаются, очевидно, выполненными, теорема Фробениуса тем самым 
полностью доказана. □

З а м е ч а н и е  2. Поскольку в условии инволютивно- 
речь идет о подалгебрах алгебр Ли аХ, многообразие X

• теореме Фробениуса мы предполагали многообразием 
Класса С®. Однако теорема Фробениуса справедлива и для
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многообразий класса Сг, г ^  2 ; нужно только под инво- 
люгнвностью понимать выполнение условия (19) с функ
циями fit класса Сг~1.

Обратимся теперь к утверждению Б.
З а д а ч а  28. Докажите, что максимальное интеграль

ное многообразие вполне интегрируемого распределении,

Удовлетворяющее второй аксиоме счетности, консервативно. 
У к а з а н и е .  Каждая точка р £ У  обладает в X  такой 

координатной окрестностью, что компоненты пересечения 
U Г\& (в топологии многообразия Ч)) задаются уравнениями 
вида (18), причем число этих компонент не более чем 
счетно. Поэтому они являются компонентами пересечений 
U ПЙ/ и в топологии многообразия X .]

З а д а ч а  29. Докажите, что любая связная группа Ли 
удовлетворяет второй аксиоме счетности. [ У к а з а н и е .  
Выбрав в некоторой окрестности единицы U счетное всюду 
плотное множество С, рассмотрите всевозможные окрест
ности вида gV, где VczU, a g — произвольное произведе
ние элементов из C.J

Из утверждений задач 28 и 29 немедленно вытекает, 
что для доказательства утверждения Б достаточно дока
зать следующее предложение, имеющее, конечно, и само 
стоятельный интерес:

П р едлож ен и е 2. Пусть 9 —подмногообразие мно
гообразия X . Если

а) подмногообразие S/ связно;
б) многообразие X  удовлетворяет второй аксиоме 

счетности, то подмногообразие У также удовлетворяет 
этой аксиоме.

Конечно, центр тяжести этого предложения— это слу
чай погруженного подмногообразия а/, поскольку для 
вложенных подмногообразий оно тривиально (каж 
дое подпространство пространства, удовлетворяющего вто 
рой аксиоме счетности, очевидным образом также удовлет
воряет этой аксиоме). Мы также разобьем доказательство 
предложения 2 в серию задач.

З а д а ч а  30. Докажите, что если связное mono логичен 
кое пространство X  обладает таким открытым покры
тием U = {{/а }. что

Г  каждое множество Ua удовлетворяет в индуциро
ванной топологии второй аксиоме счетности-,

2° для любого а  семейство всех элементов покрытия U. 
пересекающихся с Ua, счетно (или конечно),
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то пространство X  удовлетворяет второй аксиоме счет- 
ности. [У к а з а н не. Произвольно выберите в Ц элемент Ua, 
и рассмотрите всевозможные конечные последовательности 
Ua,, Ua „ . . . ,  Ua„ элементов покрытия Ц, обладающих 
тем свойством, что Uaj П Ua i Для любого / =  1, . . . ,  п. 
Покажите, что объединение всех элементов всех таких 

г последовательностей удовлетворяет второй аксиомесчетности 
и совпадает с .?*.]

З а д а ч а  31. Докажите, что если связное топологичес
кое пространство .Т обладает счетным открытым покры
тием {(/,}, каждый элемент U; которого является объ
единением непересекающихся открытых множеств Ut, а -, 
удовлетворяющих второй аксиоме счетности, то само 
пространство SC также удовлетворяет этой аксиоме. 
[ У к а з а н и е .  Покрытие [Ui, a/J ,  состоящее из всех мно
жеств Ut, а,, удовлетворяет условиям задачи 30.]

З а м е ч а н и е  3. Отсюда немедленно следует, что любое 
пространство &, накрывающее пространство # ,  удовлет
воряйте второй аксиоме счетности, также удовлетво
ряет этой аксиоме. (Прообразы элементов счетного покры
тия пространства Я ,  состоящего из равно накрытых мно
жеств, составляют покрытие пространства &, обладающее 
указанными в задаче 31 свойствами.)

Отображение называется локально гомеоморф-
ным, если пространство SC обладает таким открытым по
крытием [Ua], что для любого a

а) множество f (Un) открыто в {У;
б) отображение f  на Ua является гомеоморфизмом 

< / «-/ (*/ «).
I З а д а ч а  32. Докажите, что если для связного топо

логического пространства X  существует локально гоме- 
оморфное отображение

f : R",

по пространство % удовлетворяет второй аксиоме счет- 
хости. [ У к а з а н и е .  Пусть { к , } — счетная база простран
ства R", состоящая из связных открытых множеств, и 
пусть Uj— подмножество пространства SC (возможно, 
Пустое), являющееся объединением множеств, каждое из 
Которых гомеоморфно отображается посредством f  на V,. 
Подмножества U,- составляют покрытие пространства .Т, 
Удовлетворяющее условиям задачи 31.]



З а д а ч а  33. Пользуясь утверждением задачи 32, до
кажите предложение 1 сначала при SC =  R", а затем в общем 
случае. [ У к а з а н и е .  В последнем выводе воспользуйтесь 
утверждением задачи 30.]

Тем самым утверждения А и Б, и вместе с ними тео
рема 3 , полностью доказаны. □

Из того, что каждая подгруппа Ли является интеграль
ным многообразием вполне интегрируемого распределения, 
немедленно вытекает также следующее утверждение, кото
рое мы для удобства ссылок выделим в качестве отдель
ного предложения:

П р едлож ен и е 3. Каждая имеющая не более чем счет
ное множество компонент подгруппа Ли является кон 
сервативным подмногообразием. П

Пример взятой в дискретной топологии подгруппы R 
группы R* показывает, что условие счетности множеств,! 
компонент здесь необходимо.

Отметим два непосредственных следствия этого предло
жения.

С ледст вие 1 ( т е о р е м а  е д и н с т в е н н о с т и ) .  Если 
в абстрактную подгруппу Ж  группы Ли $  можно ввести 
структуру подмногообразия, имеющего не более счетного 
множества компонент*  относительно которой Ж  ян 
ляется подгруппой Ли, то это можно сделать только 
одним способом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть .9^, и Ж ъ— две подгрупш 
Ли, совпадающие как подмножества с Ж  и им ею т к 
счетное (или конечное) множество компонент. Нам нужн< 
доказать, что Ж Х =  Ж %, т. е. что гладкости на Ж х и Ж  
одинаковы. Для этого достаточно доказать, что оба тол 
дественных отображения Ж х—+Жг и Ж . * Ж Х гладки 
Но это немедленно обеспечивается предложением 3.

С ледст вие 2. Отображение Р: R —*Ж  тогда и тольк 
тогда является однопараметрической подгруппой подгруп 
пы Ли Ж, когда отображение ю р: R . S представляп 
собой однопараметрическую подгруппу группы Ли. □

З а д а ч а  34. Дайте прямое доказательство последнего утвержЛ' 
ния. [ У к а з а н и е .  Воспользуйтесь нормальными координатами.)

2 5 6  ЕД И Н С ТВЕН Н О СТЬ С Т Р У К Т У Р Ы  П О Д А Л Г Е Б Р Ы  ЛИ
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Замкнутые подгруппы групп Л и .— Теорема Картана.— 
Алгебраические группы.— Карты, согласованные с  под
группой Л и.— Слабейшая гладкость на подгруппе группы 
Л и.— Теорема Фрейденталя.— Теорема Адо и третья тео
рема Л и.— Локально изоморфные группы Л и .— Групповые 
накрытия.— Существование универсального группового 
накрытия.

Подгруппы Ли группы Ли, являющиеся вложенными 
подмногообразиями, имеют, конечно, наиболее важное зна
чение. Мы будем называть такие подгруппы замкнутыми. 
Основанием этой терминологии служит следующее предло
жение:

П р ед л о ж ен и е  I. Каждая замкнутая подгруппа Ли Ж  
группы Ли 4 является замкнутым подмножеством в Ъ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как Ж  вложено в S , то 
точка е£:"Ж обладает в $  такой окрестностью U, что пере
сечение U П Ж  замкнуто в U. Без ограничения общности 
можно считать, что U~l =^U. Пусть а £ Ж .  Тогда ail~ l П 
П Ж ф 0  и, значит, существует такая точка Ь $ Ж ,  что 
b£aU~l. Так как левый сдвиг qt—̂ bq является диффео
морфизмом многообразия S , то множество b (U П 'Ж) - bU П 
П .'Ж замкнуто в bU, т. е. Ы/ Г\Ы10 :Ж = bU Г) Ж. С другой сто
роны, а €  bU и потому а €  bU П 'ЖczbU П 'Ж. Следовательно, 
а £ b(J () Ж  и, значит, а £ Ж .  □

f  Оказывается, что обратное утверждение также верно: 
если подгруппа Ли 'Ж является в 4 замкнутым множест
вом, то она замкнута (представляет собой вложенное под
многообразие). Мы докажем даже большее:

Теорем а 1. Если подмножество Ж  группы Ли 4 яв
ляется одновременно

1) абстрактной подгруппой группы 4,
2) замкнутым подмножеством топологического прост

ранства $>,
т° 'Ж будет влож'нным подмногообразием и, значит, 
замкнутой подгруппой Ли группы Ли 4.

Доказательству этой теоремы мы предпошлем несколько 
общих замечаний и лемм.

Пусть S — группа Ли и Ж — ее абстрактная подгруппа.
’  м 

"̂•  П остников, сем . IV
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Мы скажем, что подгруппа Ж  удовлетворяет условию 
(F), если в алгебре Ли я группы 3  существует такое под
множество t), что

а) подмножество f) является линейным подпространством;
б) если А £  I), то ехр А £  Ж;
в) существует такая нормальная окрестность U„ нуля 

линеала fl, что для вектора A £ U 0 включение А £  I) имеет 
место тогда и только тогда, когда ехр Л £  Ж.

Для каждой замкнутой (вложенной) подгруппы Ли Ж 
группы Ли 3 точка е обладает в 3  нормальной окрест 
ностью U, пересечение V U (]Ж  которой с Ж  является 
нормальной окрестностью точки е в Ж . Поэтому, приняв 
за () алгебру Ли группы Ж  и положив Ut =  e\p~l U, мы 
немедленно получим, что подгруппа Ж  удовлетворяет 
условию (F).

Для случая S GL ( n ;  R) подгруппы, удовлетворяющие 
условию (F) ,— это в точности матричные группы Ли 
в смысле определения 1 лекции II 1.11.  Как мы знаем (см. 
предложение 1 лекции II 1.11 и замечание 1 лекции II 1.1), 
каждая такая подгруппа является гладкой подгруппой 
и одновременно вложенным подмногообразием, т. е. пред
ставляет собой замкнутую подгруппу Ли (с алгеброй Ли I); 
см. замечание 2 лекции 111.16). Но просмотрев заново 
доказательство предложения 1 лекции 111.15,  мы немед
ленно убедимся, что специфика группы G L (n ; R) в нем 
фактически не используется и что оно практически дословно 
проходит для произвольной группы Ли 3. Поэтому каждой 
подгруппа Ж  группы Ли удовлетворяющая условию (F), 
является замкнутой подгруппой Ли.

З а д а ч а  1. Докажите аккуратно последнее утверждение. Дока
жите также, что I) будет алгеброй Ли группы Ли Ж -

Таким образом, замкнутые подгруппы Ли — это в точ
ности подгруппы, удовлетворяющие условию (F). Поэтом) 
для доказательства теоремы 1 нам нужно только доказать, 
что подгруппа.#’ из этой теоремы удовлетворяет условию (F). 
Для этого мы должны найти подмножество I), окрестность £/, 
(или, что равносильно, окрестность U =  ехр U„) и проверит!, 
для них свойства а, б и в.

Если теорема 1 верна, то множеством I) должна быть 
алгебра Ли подгруппы Ж,  т. е. множество всех векторов 
у 4 £ я ,  д л я  которых ехр ( А $ Ж  при любом / £ R.  Имея это 
в виду, мы о п р ед  ел  и м t) как подмножество алгебры Ли С(, 
состоящее из всех таких векторов А.
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Конечно, нрн таком определении выполнение условия а 
требует доказательства. Это доказательство основывается 
на следующей лемме:

Л ем м а 1. Пусть {Ся}—сходящаяся последователь
ность векторов линеала g и пусть С =  lim Ст—ее предел.

т -*■ ов
Если существуют такие отличные от нуля числа tm, что 
litn (я =  0 и ехр tmCm£:7C для любого т ^ \ ,  то C£t). 

т~* *  „
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Без ограничения общности можно 

считать, что /„ >  0. Имея это в виду, мы для каждого 
/ £  R обозначим через пт целое число, удовлетворяющее 
соотношениям

(целую часть числа t/tm). Так как 
и lim tm =  0 , то lim nmtm =  t и, значит,

т -*■ у> х
lim ехр {n„t„Cm) =  ехр 1C,

т -*■ оо

а так как
ехр (nmtmCm) =  (ехр tMCm)n- ,

то ехр {nmtmC)£$C.  Поскольку группа r7f по условию замк
нута, отсюда следует, что ехр /С £  -УС. Значит, С ^ Ь .  □  

П р о в е р к а  у с л о в и я  а. Ясно, что если А £  f). то 
Я Л  £  1} для любого A. £R (ибо ехр t (Я Л )  — ехр (Ik) А). По
этому нам надо лишь доказать, что A +  B^i)  для любых 
векторов А, B£l).  Но согласно формуле (12) лекции 14 
Дня любых векторов А, и любого числа t £  R имеет
место равенство

ехр М  -ехр tB =  ехр / (А +  В f  X,),

где Х ,  — о(/). Пусть tm=\/m, С -  А 4  В и

С„ — A -f В -г Х/т, 1 < / п  <  оо.

Тогда tm —  0, Ст—*С  и

ехр tmCm =  ехр tm(A + В +  Х,т) =
=  ехр tnA ехр tmB £ ;7 t

(напомним, что по условию ехр М , ехр tB (; 'УС для любого
* €  R). Поэтому применима лемма 1, согласно которой С £  :УС, 
т- е. А +  В €  УС. □
»*
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З а д а ч а  2. Докажите аналогичным образом, что b является под
алгеброй алгебры Ли ff. (Для доказательства теоремы 1 этот факт не 
нужен.)

Так как условие б выполнено по определению, то для 
завершения доказательства теоремы 1 нам осталось про
верить лишь условие в. Для этого нам понадобится еще 
одна общая конструкция.

Пусть алгебра Ли д разложена в прямую сумму

(1) =
своих подпространств  ̂ и (. Тогда любой элемент С б д  
единственным образом представляется в виде С A -f В, 
где А € I) и В 6  f, и потому формула

ф(С) =  ехр А ехр В 

корректно определяет— очевидно гладкое— отображение

(2) Ф= й - » -

Л ем м а 2. Отображение (2) этально в точке 0 £  д. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле (12) лекции 14

ехр А ехр В ~  ехр (А 4  В -1- . . . )  =  ехр (С +  . . . ) ,

где многоточие означает члены степени ^ 2  по А и В. 
Поэтому дифференциал отображения (2) в точке 0 совпа
дает с дифференциалом отображения ехр и, следовательно, 
является изоморфизмом (даже тождественным отображе
нием). □

Нас, естественно, будет интересовать разложение (1) 
в случае, когда I) является построенным выше по под
группе подпространством алгебры Ли д (a f — произволь
ным дополнительным подпространством). Оказывается, что 
в этом случае справедлива следующая лемма:

Л ем м а 3. В д существует такая окрестность L 
точки 0 , что

ехр В(£:7?
для любого отличного от нуля вектора В  £  Л f.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если утверждение леммы 3 не 
верно, то в f существуют такие элементы Вт, что Вп —~ 0 
и е х р Вт$.:7(. Выбрав в f некоторую норму | | (скажем, 
евклидову), найдем такие целые числа пт —► оо, что
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для любого т =  1, 2, . . .  (ясно, что это всегда можно
сделать). Пусть Ст =  птВт и /„==— . Так как множество

всех векторов С, для которых 1 ^ JC | | ^ 2 , компактно, то 
без ограничения общности можно считать— перейдя, если 
нужно, к подпоследовательности,— что последовательность 
{Ся } сходится. Поскольку /„ —► 0 и ехр t„C„ =  ехр Вт €  :7f, 
эта последовательность удовлетворяет всем условиям 
леммы 1, и, значит, ее предел С — И т С я принадлежит I). 
Но это невозможно, так как одновременно С €  f (ибо f замк
нуто) и С 0 (ибо 1 ^  1C | <  2). Полученное противоречие 
доказывает лемму. □

Теперь мы уже можем непосредственно перейти к дока
зательству теоремы 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Согласно сказан
ному выше нам осталось проверить лишь условие в. Мы 
покажем, что этому условию удовлетворяет нормальная 
окрестность Ut, на которой отображение (2) диффеоморфно 
и которая одновременно является окрестностью U% из 
леммы 3.

Пусть A £ U 0 и ехр А £ 3 ( .  Нам надо доказать, что 
А €  t)- С этой целью мы заметим, что поскольку на U0 
отображение (1) является диффеоморфизмом, точку ехр A £ U  
можно представить в виде ехр Ах ехр В ,,  где Л х$1) ( и по
тому ехр А1(£.9К), а В х £ f .  Но если ехр А *= ехр А ,-ехр Вх 
и ехр А (; :7(, то ехр В , £  :7(, что согласно лемме 3 возможно 
только при В { — 0. Поэтому е х р Л = е х р Л 1, и, значит, по
скольку окрестность U„ нормальна, А =  Л ,. Следовательно, 
А €  I). □

Таким образом, замкнутые подгруппы Ли группы Л и $ — 
это в точности ее подгруппы, являющиеся замкнутыми 
множествами. Это полностью оправдывает нашу термино
логию.

Теорема 1 принадлежит Картану. Она является одним 
из самых мощных орудий установления лневости конкрет
ных групп.

П р и м е р  1. Подгруппа группы GL( n ;  R) (или группы 
GL (я ; С)) называется алгебраической группой, если она 
является множеством всех невырожденных матриц, обра
щающих в нуль некоторую систему многочленов от их эле
ментов. Так как такое множество заведомо замкнуто 
(в ОЬ ( я ;  К)), то согласно теореме Картана любая алгеб
раическая группа является матричной группой Ли.



2 6 2 А Л ГЕ Б Р А И Ч Е С К И Е  ГР У П П Ы

П р и м е р  2. Пусть А — произвольная конечномерная 
алгебра над полем R или С (вообще говоря, не ассоциа
тивная и не лиева) и пусть е„  . . . ,  е п— ее базис. Ясно, 
что обратимое линейное отображение <р: А —► А тогда 
и только тогда является автоморфизмом алгебры А , когда 
Ф (е,*/) ф (г,) ф (ef) для любых I, /— 1, . . . .  п. Спедова- 
тельно, если *f(el) =  xklek и e f t -  ckijek и, значит,

Ф (e,ef) =-- ф (ф?*) =  с }^ е„
Ф («?i) Ф (<?/) хр,ер ■ х]е9 =-c*pqx4 x]et,

то ф тогда и только тогда является автоморфизмом, когда

для любых i, j, 1=1 ,  . . . ,  п. Это означает, что матрицы 
м н .  отвечающие автоморфизмам алгебры А, составляют 
алгебраическую, а потому и лиеву группу. Это вносит 
в группу Aut А всех автоморфизмов алгебры А структуру 
группы Ли, не зависящую, очевидно, от выбора базиса.

Таким образом, группа Aut А автоморфизмов произ
вольной конечномерной алгебры А яыяется группой Ли.

З а д а ч а  3 . Д окаж ите, что алгебра Ли группы Ли Aut А  ест с 
ственно изоморфна а.иебре Der А всех Оифференциронаний алгебры ■ / 
(таких линейных отображений D: А — ► А , что D (ab) Da-b +  a-Db 
для любых элементов а, Ь£А)-

Зернемся теперь к произвольным (не обязательно замк
нутым) подгруппам Ли .#  группы Ли Пусть т — dim #  
и п — dim

Карту (U, И) (U, х1........... х") в группе Ли S мы на
зовем согласованной с подгруппой Ж , если она согласован;» 
в смысле лекции 111.13 со всеми подмногообразиями вида 
/.„.# а '# ,  а £ $ ,  т. е. если для любого а 6 ^  существует — 
в случае, когда пересечение (У П а #  непусто— такое откры
тое в а #  множество Va<zU П а # ,  что, во-первых, функции

yl =  xl \Va, . . . ,  ym =  xm\Va

являются локальными координатами на Va в a f t ,  а, во- 
вторых, множество Va (но не а # ! )  задается в U уравне
ниями вида
(3 ) д:" + 1 =  с1, . . . ,  хп = с*~т,
где с1, . . . ,  сп~ " — некоторые постоянные числа (зависящ ие 
только от а).
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Из утверждения б задачи 25 лекции 14 немедленно 
следует, что для любой точки а 6  4 существует в $ согла
сованная с :7f карта ((/, Л), центрированная в а.

Д р у г о е  д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что такую карту доста- 
очио построить только при а =  е (если карта (U, ft) согласована с ~7f 

и центрирована в е, то карта (aU, ho La') согласована с и цент* 

рирована в а). Имея это в виду, рассмотрим отображение (2), постро
енное для разложения (1), где b— алгебра Ли подгруппы Ли , а ( — 
произвольное дополнительное подпространство. Так как согласно лемме 2 
это отображение эталыю в 0 , то точка $  обладает окрестностью U, 
на которой определено отображение <p~>: U — - д. Пусть ft: U — ► R™ — 
композиция отображения ф-1  и координатного изоморфизма я — ► F " ,  
согласованного с  разложением (I) ,  т. е. отвечающего такому базису 
линеала д, что первые т векторов его принадлежат подалгебре f), 
а остальные п — m векторов — подпространству f. Тогда пара (U, Л) 
будет центрированной в е картой, согласованной с :7 f. Q

Если подгруппа Ж  замкнута (является вложенным под
многообразием), то карту (U, h) можно выбрать так, чтобы 
уравнения вида (3) задавали в U все пересечение Una?C.

З а д а ч а  4. Пользуясь этим, докажите, что для любой замкнутой 
подгруппы Ж  группы % факторпространство % !:7( (множество смеж
ных классов а:У1) обладает естественной гладкостью, по отношению 
к которой каноническая проекция

я: - 4 / Ж .  а £ $ ,
является гладким отображением, а тройка ($ , л , $ / '$ 0  гладким ло
кально тривиальным расслоением.

З а д а ч а  5 . Докажите, что
а. Для любой замкнутой подгруппы f t  компонента единицы f t  ,  

также замкнута.
б. Если группа Ли $  связна, то естественное отображение

8/ЯГ. — */ЯГ.
индуцированное вложением смежных классов, является накрытием.

К  З а д а ч а  6  ( о б о б щ е н и е  и у т о ч н е н и е  з а д а ч  4 и 5). 
Пусть f t  и Л ' с :  f t — замкнутые подгруппы группы Ли $  и пусть 
Я  о— наибольшая инвариантная подгруппа, содержащаяся в X . Д ока
жите, что индуцированное вложением смежных классов отображение

я: 8 /ЯГ —  jf/ f t
гладко и является проекцией гладкого и локально тривиального рас
слоения со слоем f t  I X  и со структурной группой f t j X 0, действу
ющей в f t /Л" посредством левых сдвигов.

Превратить в подгруппу Ли можно, собственно говоря, 
любую абстрактную подгруппу f t — достаточно ввести в нее 
структуру нульмерного многообразия (с дискретной топо



логией). Однако на практике интересна, конечно, более 
содержательная —  и желательно, единственная — гладкость, 
топология которой по возможности наиболее близка к инду
цированной. (Напомним— см. лекцию I I I .  13,— что топология 
подмногообразия единственным образом определяет его 
гладкость.)

Мы будем говорить, что гладкость (топология) подмно
гообразия ЗК является слабейшей, если для любой другой 
гладкости на ЗК, т. е. для любого подмногообразия ЗКХ 
с  тем же множеством точек, тождественное отображение 
ЗКх —  ЗК гладко. Слабейшая гладкость, конечно, единст
венна, но существует не всегда. Если ЗК допускает глад
кость, по отношению к которой оно является консервативным 
(в частности, вложенным) подмногообразием, то эта глад
кость будет слабейшей.

В  индуцированной топологии каждая абстрактная под
группа 3W группы Ли 4 является, конечно, топологической 
группой. Пусть 3Kt — компонента линейной связности 
группы :7f, содержащая единицу е. По определению элемент 
а  6  ЗК тогда и только тогда принадлежит :7f,, когда в $ 
существует путь и: / —*$, соединяющий е с а и целиком 
лежащий в М  (т. е. такой, что u (t )€3?  для любого /£/) .

З а д а ч а  7. Покажите, что 3% t является инвариантной подгруппой 
(нормальным делителем) в .

Т еорем а 2. Пусть ЗК— абстрактная подгруппа группы 
Ли 4. Если факторгруппа е счетна (или конечна), 
то подгруппа Ж  обладает слабейшей гладкостью и по 
отношению к этой гладкости является подгруппой Ли. 
Компоненты линейной связности относительно этой глад
кости совпадают с компонентами линейной связности 
в индуцированной топологии (т. е. со смежными классами 
аЗКе по В частности, подгруппа ЗК ,  является ком
понентой единицы группы Ли ЗК и, значит, представляет 
собой связную подгруппу Ли группы Ли 4.

Эта теорема в литературе обычно называется т е о р е 
м о й  Я м а б е.

Общий случай теоремы Ямабе легко сводится к част
ному случаю линейно связной подгруппы.'#’. Действительно, 
пусть в этом случае теорема уже доказана. Это означает, 
что для любой подгруппы ЗК мы можем ввести в компо
ненту 3fft структуру связного подмногообразия, по 
отношению к которой ЗКе будет подгруппой Ли и, значит, 
максимальным инвариантным многообразием соответствую-
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щего распределения ^ (f))- Тогда каждый смежный класс 
а'К е, а £ Ж ,  также будет максимальным интегральным 
подмногообразием распределения tf(J j) . Поскольку Ж  яв
ляется дизъюнктным объединением смежных классов аЖ г, 
это вместе с условием, что каждый из этих классов яв
ляется компонентой, однозначно определяет в Ж  некоторую 
топологию и гладкость. (Заметим, что условие счетности 
факторгруппы Ж/Ж,  для построения этой гладкости не 
требуется.)

По отношению к построенной гладкости Ж  является, 
jj очевидно, подгруппой Ли (проверьте!) с компонентами вида 
‘ аЖ е, а £ Ж .  Так как, по условию, множество Ж/Ж,  всех 

этих компонент не более чем счетно, то согласно предло
жению 3 лекции 14 гладкость на Ж  консервативна и, 
значит, является слабейшей гладкостью. □

Таким образом теорему Ямабе достаточно доказать лишь 
для линейно связной подгруппы Ж. Мы сделаем это в сле
дующем ослабленном варианте, известном как т е о р е м а  
Ф р е й д е н т а л я  и, как правило, вполне достаточном для 
всех геометрических рассмотрений.

П р едлож ен и е 2. Если каждый элемент а абстракт
ной подгруппы Ж  групп Ли 4 можно соединить с е глад
кой (или хотя бы кусочно гладкой) кривой и: I —*'6, целиком 

к  лежащей в Ж , то Ж  обладает слабейшей гладкостью и по 
I  отношению к этой гладкости является связной подгруп

пой Ли.
Для доказательства предложения 2 естественно ввести 

в рассмотрение подмножество I) алгебры Ли д =  Т , состоя
щее из векторов А £  Т , $ , для которых существует такая 
гладкая кривая и: / —*• 55, проходящая при / — 0 через 
точку е и целиком лежащая в Ж , что и (0) — А. (Если Ж  
является подгруппой Ли, то, конечно, 1)  ̂ [(•#).)

Л е м м а  4. Подмножество I) является подалгеброй ал
гебры Ли $.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если проходящая при /= 0 через 
точку е кривая и целиком лежит в Ж , то для каждого 
AgIR кривая /■—*u(kt)  также лежит в Ж  (и при / — 0 про
ходит через точку е). При этом ее касательный вектор при 
t — О равен КА, где А — касательный вектор ы(0) кривой и. 
Таким образом, если /4 6  I), то А/4^1) при любом A.£R. 
Если проходящие при / =  0 через точку е кривые и и v 
Целиком принадлежат Ж,  то кривые t >—*■ и (t) v(t) и
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fi—* и ( т ) « ( т ) и ( т ) - 1о (т )“ 1, где т sig n / -K jT [>  также про- 
ходят при t=  0 через точку е и принадлежат :У.  С дру.  
гон стороны, согласно утверждению задачи 17 лекции 
14 касательными векторами при t =  0  к этим кривым 
служат векторы Л Ч В и [Л , В\, где А — ы(0) и В и(0). 
Следовательно, еслн А, В £ Г), то А +  В  £  I) и [Л, £ ]  €  I)- 

Пусть X — связная подгруппа Ли с алгеброй Ли I). 
Предложение 2 будет, очевидно, доказано, если мы пока
жем, что W Ж.  Для этого нам понадобится еще две леммы.

Пусть Л ,.......... Л„ — произвольный базис алгебры Ли я
группы Ли S и пусть ы,, . . . .  ип— такие гладкие кривые
в S, что и,(0)=е  и и ,(0) =  Л, для любого t =  1........... п.
(Таким образом, «,-(/) =  ехр (///,+ . . . ) ,  где многоточие 
обозначает члены степени ^ 2  по /.)

Тогда формула

где а 1.......... а " — координаты вектора Л в базисе Л ,, . . . ,  Л„
(т. е. такие числа, что Л = а ‘Л , +  . . .  4 -апА„), определяет — 
очевидно гладкое— отображение

некоторой окрестности Ut нуля линеала я в группу 3 
(Если кривые и,-, * =  1, л, определены для всех t, то

Д о к а з а т е л ь с т в о  (ср. доказательство леммы 2). 
Так как и, (/) =  ех р (М , Ч- . . . ) ,  то согласно формуле (12) 
лекции 14

ф;(Л) =  ех р (а ‘Л,Ч- . . .  Ч-апЛ„ +  . .  .)  =  ехр(Л  + . . . ) ,

где многоточие обозначает члены степени ^  2 по а 1, . . . ,  ап. 
Поэтому дифференциал отображения (4) в точке 0 совпа
дает с дифференциалом отображения ехр и, значит, является 
изоморфизмом. □

Из леммы 5 следует, что числа а 1, . . . ,  о" являются 
локальными координатами на группе $ , центрированными 
в точке е.

Обычно рассматривается случай, когда кривые и, яв
ляются однопараметрическимн подгруппами Р,-: /•—*-ехр /Л,. 
В  этом случае координаты а 1, . . . .  а "  называются кано
ническими координатами второго рода.

<Г(Л) =  ы1(а1) ut (a*)...u n(an), А 6 Я.

( 4 )
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Вторая нужная нам лемма относится к произвольной 
подалгебре I) алгебры Ли д группы Ли 4 (трактуемой как 
множество левоинвариантных векторных полей). Для каж
дой точки a £ 4  мы, как и при доказательстве теоремы 1, 
обозначим через ifa подпространство касательного простран
ства Та4, состоящее из всех векторов вида Ха, где X —  
левоинвариантное векторное поле на группе 4, принад
лежащее I). [Если 9t*— подгруппа Ли с алгеброй Ли f), то 
I), — ТаЛ* при а£%" (и, в частности, l) =  Trft‘ ), но t)a опре
делено и при а(£ 9£.] При этом в силу левоинвариантности 
полей X для любого элемента а ^ Я  имеет место равенство 

ba (dU 'T eK : Тв (аХ).
Л ем м а 6. Пусть и: 1 — 4 —такая г.гадкая кривая 

в группе Ли 4, проходящая при t =  О через точку е, что

(5) ы(0€Ьа</> для любого t £ l .
Тогда u(t)€%* для всех t £ l  (т. е. кривая и целиком лежит 
в подгруппе Ли W).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть С— множество всех точек 
t £ l ,  для которых u(t)£W.  По условию 0 g С.

Пусть t0£ l  и а0 =  и(/„). Рассмотрим центрированную 
в точке а0 карту (U, х1, . . . ,  х "), согласованную с под
группой Л и ft*. Поскольку отображение и непрерывно, 
существует такое 6 >  0 , что u(t)£U  при 11 —  /„ I <  в- Пусть 
* 4 0 . 1  ^  i ^  п,— функции, задающие в карте (U, х1, . . . ,  * " )  
ограничение кривой и на интервале 11— /ф| < 6 . Так как 
для любой точки a £ U  окрестность Va точки а в подмного
образии a f t  задается уравнениями вида

xm+l =  const, . . . ,  дс" =  const,

то пространство ll„= Т„(яЭ>11) пространства Та4 натянуто на 
первые m векторов

координатного базиса пространства Та4. В частности, это
означает, что при 11— /01 <  б вектор и (/) выражается только 
через векторы

Поэтому хп + 1 ( 0 = 0 ..........л:" (/)=-0 при 11 — 10 1 <  6 и, значит,
•х**1 (/) =  0 , . . . ,  * " ( 0  =  0  при |/— /0| <  б (напомним, что 
по условию х я+1(*о) =  0 . . . . ,  хп(/о) — 0).



Если теперь / „^ С .т. е. а„ £  .*#, то уравнения х "  + 1= 0 , . . .  
jc" — 0  будут задавать в U некоторую окрестность 

V c U n J f  точки а0 в :У(. Следовательно, при |/—  f0 | < 6  
будет иметь место включение и (/) g Vc.t7f. Поэтому t £  С. 
Это означает, что точка t„ является внутренней точкой мно
жества С, т. е .— в силу произвольности точки — что 
множество С открыто.

Пусть t0£C.  Тогда /0 =  l i m/t , где tk£C.  В частности, 
существует такое к„, что | — /0 | < 6 . Тогда

* "  + 1 ( '* .)  =  О........... * " ( '* . )  =  0.

В силу согласованности карты (£/, X1, . . . ,  * " )  с подгруп
пой это означает, что уравнения дст+1 =  0 , . . . ,  хп~ 0  
определяют некоторую окрестность точки u(tk \ в u(tk>):7f. 
Но поскольку u(tki) ^ 3 f ,  смежный класс u(tkt):7t совпа
дает с Ж . Следовательно, все точки из U, для которых
д,т+1 _  о, . . . ,  хп =  0 , принадлежат.*#. В  частности, а„ £  Ж  
и, значит, t0£C.  Этим доказано, что С с С ,  т. е. что мно
жество С замкнуто.

Являясь непустым замкнутым и одновременно открытым 
подмножество интервала /, множество С совпадает со всем /. 
Следовательно, u(t )£W  для любого t £ l .  □

Теперь мы уже можем доказать предложение 2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о  п р е д л о ж е н и я  2. Нам надо 

доказать, что Ж  =  9t*. Мы докажем сначала включение 
fftzz'K, а затем включение X c.'ft.

В к л ю ч е н и е  .ЯГсЭР. Пусть a£ :7 t. По условию в 3 
существует гладкая кривая и: / —  $ , соединяющая е с а 
и целиком лежащая в ЗК. Пусть для определенности / =  
=  [0, 1]. Д ля любого / £ /  кривая

v (s) =  « (/ )"* и (s +  t), — / < s < l —  t,

проходит при s =  0 через точку е и целиком лежит в Ж . 
Следовательно, по определению, v (0) £  t), или, точнее,— 
поскольку мы сейчас трактуем I) как множество левоинва
риантных векторных полей,— v (0) €  I), =  T#J f .

С другой стороны, легко видеть (см. формулу (3) лек
ции 14), что

u(t) =  (dLu(l))/v(0).

Следовательно, и (/) £  (dLu (/)) , Т,Э>(? =  1)и (/), т. е. кривая и 
удовлетворяет условию (5) леммы 6. Следовательно, со-
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гласно этой лемме u(t )£W  для всех /£/.  В частности, 
т. е. а £  ЧК. Значит, :7£сХ .

В к л ю ч е н и е  Х с Ж .  Выбрав в () базис А„ Ат 
(мы теперь трактуем f) как подпространство в Т ,3 ), рас
смотрим в S соответствующие кривые ы,, . . . ,  ит (т. е. 
такие кривые, целиком лежащие в ЗК, что ы,- (0) =  е и и( (0) =  
=  А,, 1 =  1, . . . .  т). Поскольку мы можем рас
сматривать эти кривые как кривые в группе Ли X.  ( К о н т 
р о л ь н ы й  в о п р о с :  Почему кривые и,, . . . ,  ит, рас
сматриваемые как кривые в X ,  будут гладки?) Пусть «р — 
отображение (4), построенное с помощью кривых и,, . . . ,  ит 
(т. е. по формуле

ф И Н М а 1) •• • и„(ат),

где А —а ‘А(— вектор из 1), достаточно близкий к 0). Со
гласно лемме 5 на некоторой окрестности U0 точки 0  £  I) 
это отображение является диффеоморфизмом на окрестность 
U (рU0 точки е в X . При этом, так как группа Ли X , 
по построению, связна, то она порождается окрестностью U 
(см. задачу 12 лекции 14). С другой стороны, так как все 
кривые ulf ит лежат в Ж , то U =  . Значит,
Wcz.-Tf. □

В заключение этой лекции мы вкратце обсудим два 
вопроса, естественно возникающих в связи с соответствием

(6) группа Ли =£ ее алгебра Ли.

Любая ли (конечномерная) алгебра Ли д над полем R изо
морфна алгебре Ли некоторой группы Ли $? Как связаны 
между собой группы Ли, алгебры Ли которых изоморфны?

Если алгебра я является матричной алгеброй Ли (под
алгеброй алгебры д1(л; R)), то существование группы Ли 5 
обеспечивается теоремой 1 лекции 14 (и эта группа будет 
подгруппой матричной группы G L (n ; R)). С другой сто
роны, в теории алгебр Ли доказывается т е о р е м а  А д  о, 
согласно которой любая конечномерная алгебра Ли изо
морфна некоторой матричной алгебре Ли (имеет, как гово
рят, точное матричное представление). Поэтому ответ на 
первый вопрос утвердителен—для произвольной конечно
мерной алгебры Ли д существует группа Ли S , алгебра 
Ли 1$ которой изоморфна алгебре д. (Этот факт впервые 
был доказан Картаном, но по традиции обычно называется 
т р е т ь е й  т е о р е м о й  Л  и.) Однако теорема Адо доказы
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вается весьма сложно, и все остальные подходы к дока
зательству существования группы 8 — их пока известно 
еще только два— если и проще, то незначительно. Вместе 
с тем хотя теорема Ли безусловно играет в теории групп 
Ли основополагающую роль, но в приложениях ее зна
чение ограничено тем, что на практике алгебры Ли воз
никают обычно вместе с соответствующими группами Ли, 
беспокоиться о существовании которых поэтому не при
ходится. Например, в этом семестре теорема Ли нам ни 
разу не понадобится. Поэтому заниматься ею мы здесь не 
будем.

Ответ на второй вопрос существенно проще. Однако он 
нам тоже пока не понадобится и поэтому мы изложим его, 
опуская почти все доказательства.

Поскольку алгебры Лн группы Лн 8  и ее компоненты 
единицы 8 , совпадают, мы без ограничения общности можем 
считать все рассматриваемые группы Ли связными.

О пределение  /. Две группы Ли 8  и :К  называются 
локально изоморфными, если существуют такие окрестности 
единицы f/ c S  и У с. Ж  и такой диффеоморфизм <p: U —  V, 
что для любых элементов a, b£U ,  удовлетворяющих соот
ношению ab£U,  элемент ф(а)ф(Ь) принадлежит V и имеет 
место равенство

Ф (о) ф (Ь) =  ф (ab).
Ясно, что алгебры Ли локально изоморфных групп Ли 

изоморфны (изоморфизм осуществляется отображением (^ф),).
Оказывается, что и обратно, группы Ли локально изо

морфны, если изоморфны их алгебры Ли.
[Эго является точным выражением сделанного в заме

чании 1 лекции 14 утверждения о полной восстанавливае
мости умножения в окрестности единицы группы Ли по 
операции [ , ] в ее алгебре Ли. По указанной там при
чине мы его здесь не доказываем.]

Таким образом, алгебры Ли двух групп Ли тогда и 
только тогда одинаковы ( — изоморфны), когда эти группы 
локально изоморфны.

Конечно, это еще не ответ на наш вопрос, а лишь его 
редукция к вопросу о том, когда группы Лн локально изо
морфны.

Может случиться, что предусмотренный определением 1 
диффеоморфизм ф является ограничением на U некоторого
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гомоморфизма 8  —► Ж  (который мы будем обозначать той 
же буквой <р).

З а д а ч а  8. Докажите, что в этом случае гомомор
физм Ф является накрытием в смысле определения 1 лек
ции 2. (Напомним, что группы 8  и Ж  предполагаются 
связными.)

Гомоморфизмы <р: 4 — Ж , являющиеся одновременно 
накрытиями, называются групповыми накрытиями. Ясно, 
что если окрестность U единицы группы 8  равно накры
вает окрестность V единицы группы Ж, то ограничение 
накрытия ф на U будет диффеоморфизмом U —<• V, обладаю
щим указанными в определении 1 свойствами. Таким обра
зом, для любого группового накрытия ф: 8  —* Ж  группы
4 и Ж  локально изоморфны.

З а д а ч а  9. Докажите, что гомоморфизм <р: %—+ Ж  топологи
ческих групп тогда и только тогда является накрытием, когда его 
ядро К дискретно.

З а д а ч а  10. Докажите, что каждая дискретная инвариантная 
подгруппа К топологической группы $ принадлежит центру этой группы 
(и, следовательно, абелева). [ У к а з а н и е .  Пусть a f $  и пусть U 
и V — такие окрестности единицы группы S ,  что { / П ^ = { е } и VaV~lc U .  
Тогда V порождает £  (задача 12 лекции 14), и вместе с  тем, если 
а £ К ,  то VaV-1 с  =  и, значит, любой элемент из У пере
становочен с  а .)

Таким образом, для любого группового накрытия ф: 
Ч—*Ж  группа Ж изоморфна факторгруппе группы Ъ по 
абелевой инвариантной подгруппе центра.

Оказывается, что
А. Для люГ>ой связной группы Ли 4 существует груп

повое накрытие ф: 8  —» S с односвязной группой $.
Б. Если связные группы Ли 4 и Ж  локально изоморфны 

и группа 4 односвязна, то существует групповое накры
тие $ —► Ж, являющееся распространением диффеоморфиз
ма ф из определения 1.

З а д а ч а  11. Докажите, что с точностью до изомор
физма группа $ из утверждения А единственна.

Эта группа называется универсально накрывающей груп
пой группы Ли 8. Она локально изоморфна группе 8 . 
Поэтому связные группы Ли 8 и Ж , имеющие изоморфные 
универсально накрывающие группы, локально изоморфны.

Обратно, если группы 8  и Ж  локально изоморфны, то 
гРуппа Ж  локально изоморфна универсально накрывающей 
гРуппе 3  и, значит, согласно утверждению Б существует
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групповое накрытие т. е. S универсально накры
вает и группу Ж.

Таким образом, связные группы Ли тогда и только 
тогда локально изоморфны, когда изоморфны их универ
сально накрывающие группы.

Резюмируя, мы видим, что справедлива следующая 
теорема:

Теорем а 3. Соответствие (6) между (рассматривае
мыми с точностью до изоморфизма) связными и односвяз
ными группами Ли и конечномерными вещественными ал
гебрами Ли биективно.

Две связные группы Ли тогда и только тогда имеют 
изоморфные алгебры Ли, когда их универсально накрываю 
щие группы изоморфны.

Из утверждений, на которые опирается эта теорема, мы 
докажем здесь лишь утверждение А, как самое простое. 
(Доказательство утверждения Б , хотя по идее и просто, но 
аккуратное его проведение требует слишком много хлопот.)

Утверждение, что отображение <р: £  —<■ $  является гомо
морфизмом, равносильно утверждению о коммутативности 
диаграммы

(7)

fr*9
\

горизонтальные стрелки которой представляют собой 
умножения в группах § и S соответственно. С дру
гой стороны, коммутативность диаграммы (7), по определе
нию, означает, что умножение т является поднятием на Ъ 
отображения
( 8 )  т о ( ф х ф ) :  S  x S  —  $

(изображенного на диаграмме (7) пунктирной стрелкой) 
Таким образом, для любого группового накрытия <р: S — $ 
умножение т является поднятием отображения (8). Эго 
поднятие удовлетворяет соотношению т(е, е) —е, где е — 
единица группы Ъ, которое его однозначно характеризует.



Аналогично показывается, что отображение v: а*—>а~х 
группы S на себя является удовлетворяющим соотношению 
v (ё) = е поднятием отображения

(9) voip :

где v: а*—►а-1 , а € $ .
Обратно, пусть для некоторого (не группового) гладкого 

накрытня ф: S —► S группы Лн S существуют поднятия т 
и v отображений (8) и (9), удовлетворяющие соотношениям 
т(ё, е) =  е и v(e) =  e, где е — некоторая точка из ф- 1 (е)_ 

З а д а ч а  12. Докажите, что отображения т и х  гладки. 
Рассмотрим отображения

f , g :

определенные соответственно формулами

Д о „  а „  аш) — т(гп(а ,, а ,), а ,) , 
g(o„ а„ а,) =  т ( а 11 т (а „  а,)).

Оба отображения f  и g  являются, очевидно, поднятиями 
одного и того же отображения

8 x 3  Х $ — (а, ,  а, ,  а,)| —* 0,0,0, ,

где а /= ф (о <), 1 = 1 , 2 , 3 , с одним и тем же начальным 
условием (е , ё, е)*-^е. Поэтому в силу свойства единст
венности поднятий (см. теорему 1 лекции 4) эти отображе
ния совпадают. Таким образом, умножение т ассоциативно.

Аналогично доказывается, что но отношению к умно
жению т отображение v является отображением обращения. 
Следовательно, относительно этого умножения многообра
зие Ъ является группой Лн (с единицей е), а накрытие 
Ф: S —.  S — групповым накрытием.

С другой стороны, мы знаем (см. ту же теорему 1 лек
ции 4), что для существования поднятий т и v необходима 
*| Достаточно, чтобы имели место включения

(Ю) (т о (ф х  Ф)). (л , (S х  » ))с  ф. (л ,$).
(И ) (у о ф ) , (л ,$ ) с ф , ( л , » ) ,

где л 1( » х ^ )  =  л 1 ( » х » ,  (ё, ё)) и л ,$  =  л , ( » ,  ё).
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Пользуясь этим, мы теперь можем доказать следующее 
основное предложение:

П р едл ож ен и е  3. Пусть ф: $ — 8 — произвольное глад
кое накрытие связной группы Ли 4 с единицей е и пусть 
e(i ф- i  (е). Тогда в % существует единственное умножение 
с единицей е, по отношению к которому $ <,шяется груп
пой Ли, а отображение у —групповым накрытием.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно сказанному, для дока
зательства предложения 3 достаточно доказать включения 
(10) и (11).

З а д а ч а  13. Проверьте, что для любых двух петель 
и, v: / —* 8  в точке е формула
(12) F(t ,  т) =

и ^ ( 1  — / +  2 т / ))у (/ (1 — 2т)), если 0 < / ,  1/2,

d\t +  2 т (1 —  /))trf (‘ ~ 2т) ** ‘ -2т ~  ) ,

=  < если 0 < т <  l / 2 < / <  1,

и  ̂ + 2it)^j, если 0 < / <  1 / 2 < т <  1,

и ( ~ Т “ (2 — * — 2 т (1 —  t))J,  если 1/ 2< / , т < 1 ,

корректно определяет гомотопию в 8 , связывающую петлю

(13) / к * «(/) о(<). /е/.

с  петлей uv: определенной формулой

| u(2t), если 0 < / < 1 / 2 ,

UV^  ( v(2t— 1), если 1 / 2 ^ / ^  1

З а д а ч а  14. Формула (12) получена на основе простой элемен
тарно геометрической конструкции. Найдите эту конструкцию.

Прн v — v o u  (т. е. при и(/) =  ы_ 1 (/)) петля (13) яв
ляется постоянной петлей. Поэтому в этом случае [м] * [w] =  1 
в группе л ,8 . Поскольку же [wj — v. [и], это доказывает, 
что гомоморфизм

v,: л ,8  —  л ,8

является отображением обращения си—* а -1 в группе л ,8.
В частности, отсюда следует, что гомоморфизм v. пере

водит любую подгруппу группы л ,8  в себя. Примени
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тельно к подгруппе ф. (n ,S ) это— в силу равенства (vo<p),=  
=  V. о «р.— немедленно дает включение ( I I ) .

Любая петля до: I —► S xS  в группе S x S  задается фор
мулой

w(0 — (и(0* о(0).
где и: I -+$, v: ! —+ $ — некоторые петли в группе 4. 

З а д а ч а  15. Покажите, что формула
А И  =  ([и], [у])

корректно определяет изоморфизм
А: л , ( $ х З )  —  n ,S x n ,S .

(Впрочем, нам нужно лишь утверждение о корректности 
определения гомоморфизма А.)

Из утверждения задачи 13 следует, что имеет места 
коммутативная диаграмма

л , ( » Х » ) —
(14) М

л ,$ х  л , $ -------► л ,$ ,

где ц — умножение в группе л ,£ . Поэтому

(ш о (ф х  ф)), -  т, о (ф х  ф). =  ц о А о (ф х  ф)..

С другой стороны, если [до: /—» $ х £ — петля в $ х §  и 

до(/) =  и (/) v (/), [где и, у : '/ —+$— петл|Г[в [$ , то
((Ф X ф) о до) (/) =  ((ф о и) (/), (ф о у) (/)), 16  К

и, значит,
(А О (ф X Ф).) [до] =  (ф. [и], ф. [у]).

Так как ф, является гомоморфизмом, отсюда следует, что 

( т  о (ф х  Ф)), [ДО] = Ф. ([«])• Ф. ([у]) = ф ([«] [у]) € ф. (л ,5). 
Э ти м  доказано и включение (10). □

Применив предложение 3 к универсальному накрытию 
ф: S — S (существующему в силу общей теоремы 1 лек
ции 5), мы и получим утверждение А.

З а м е ч а н и е  1. Коммутативность диаграммы (14)  
означает, что умножение в группе л, $  индуцировано умно- 
ясением в группе Ъ.
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Связности на расслоении реперов.—  Сравнение со связно
стями на векторных расслоениях.— Явное построение 
связности на векторном расслоении.—  Гладкие главные

Расслоения.— Фундаментальные вертикальные поля. — 
оризонтальные формы.—  Векторнозначные дифференци

альные формы

Напомним (см. пример 3 лекции 6), что каждое вектор
ное расслоение л , 53) ассоциировано с главным 
расслоением реперов % ( 8 ,  л , 43), тотальное пространство 8  
которого состоит из реперов (базисов) вида

( 1 )  P ~ ( P l .....................Рп) .

где р ,, . . . ,  рп— линейно независимые (и, следовательно, 
составляющие базис) векторы некоторого слоя эГь рас
слоения I. При этом л  (р)=-Ь.

Если расслоение | =  (^ , л , .59) гладко, то в 8  опреде
лены карты вида ( 8  у. Л), где U — тривиализирующая коор
динатная окрестность в 53, a h — отображение множества 
8  и =- л  ~lU в R",+ "  — Mat„ (R) X R " , определенное формулой
(2) h (р) =  (С , h(b)),

p = ( p lt . . . .  р „ ) € 8 ,  Ь =  л(р).
Здесь ft: U —►R"— координатное отображение окрест
ности U, а С — матрица, столбцы которой состоят из коор
динат векторов plt . . . ,  рп в тривнализирующем базисе 
s(b) =  (si(b), . . . ,  s„(6)) слоя 3"ь. (Пространство квадратных 
матриц порядка п отождествляется здесь с простран
ством R"*.)

В  карте ( 8 у ,  А ) локальными координатами точки р £ & и  
являются числа с{, х*, I ^  i, j ^  п, 1 где х* —
локальные координаты точки Ь—я (р)  в карте (U, А) 
многообразия 53, а с{— элементы матрицы С, т. е. такие 
числа, что

Pi =  Jfij(b)
для любого i — 1, . . . ,  п. (Заметим, что матрица С невы
рождена.)

Таким образом, координаты точки р  составляют пару 
(С , дг), где С — матрица (с{|, а х — строка (х‘ , . . . .  дс”).

Ясно, что все карты вида ( 8 у,  А) согласованы и, сле
довательно, определяют на 8  структуру (лМ  т)-мерного
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гладкого многообразия. При этом точку р  £  8  с координа
тами (С, х ) отображение я  переводит в точку b£S3 
с координатами х ,  и, значит, является субмерсией. Эго 
означает, что для гладкого векторного расслоения £ =  
=  (<£, я ,  59) расслоение реперов | =  ( 8 ,  л , 59) также 
гладко.

В частности, мы видим, что для любой точки 
слой - л ~ 1 (Ь) расслоения | представляет собой вложен
ное подмногообразие, и все сказанное в лекции 10 о вер
тикальных и горизонтальных подпространствах автомати
чески применимо к расслоению

З а д а ч а  1. Покажите, что для любого поля

горизонтальных подпространств на расслоении с, в каждой 
карте ( 8 у,  К) существуют такие однозначно опреде.генные 
формы

где (/}*— некоторые функции на координатной окрест
ности 8  у (гладкие, если гладко поле Н), что д.гя любой 
точки p<z&u подпространство Н р является аннулятором 
ковекторов (0()в. [ У к а з а н и е .  Ср. предложение 3 лек
ции 10.]

Локальные координаты (С, х) карты ( 8 у ,  h) опреде
ляют в каждом касательном пространстве Т р 8 , / » б 8 у .  
базис

Поэтому любой вектор из Т р8  единственным образом 
представляется в виде

Мы будем отождествлять этот вектор с парой (А, и), 
где А — матрица |aj|, а ы — строка (и1, . . . .  ит). Вектор 
И ,  и) вертикален тогда и только тогда, когда и =  0.

Ясно, что значения форм (4) на векторе (А, а) состав
ляют матрицу

(3) Н\ р  *—* Нр,

( 4 ) 0}= dc‘J +  f ‘lkdxk,

А +  ukFk,



где Fk = Fk (С, ж )— матрицы (/}* |, 1, т. Поэтому 
(-4, и) g Н р тогда и только тогда, когда
(5) А 4- ukFk =  0 .

В частности, отсюда следует, что
(6) (A, « )v =  (i4 +  ukFk, 0), (A, u)" =  ( - u kF k, и)

для любого вектора (А, и) из Т ^ 8 .
Каждый слой Ь0£53,  расслоения | является орби

той правого действия
(р, В)>-*рВ, р е  8 ,  B 6 G L ( n ;  К),

группы G L (« ; R) на пространстве 8 ,  определенного фор
мулой

рВ= q, Я =  (Ч,............<7п).
где

Qt — рМ* i =  •» •••> п>

при /> =  (/?!, . . . .  р„) и В=--|6{|. В координатах это дейст
вие записывается формулой
(7) (С, x)t-*(C B , х)

и, следовательно, является гладким действием. В  частности, 
для любого элемента В £  GL (л; R) отображение

RB: 8  —  8 ,  р *-*р В ,  / >€ 8 .

многообразия 6  в себя является диффеоморфизмом.
Так как диффеоморфизм RB переводит каждый слой аГ}„ 

в себя, то его дифференциал

(dRB)p: Т р8  -  Т лл8

в каждой точке р^.Э’\а переводит вертикальное подпрост
ранство ТрГЪ' в вертикальное подпространство ТрВвГЪ„ 
Поэтому для любого поля Н  горизонтальных подпрост
ранств, любой точки р  £  8  и любого элемента В £  GL (я; R) 
отображение (dRB)p переводит горизонтальное подпрост
ранство Нр в подпространство (dRB)pHp, дополнительное' 
к подпространству Т рв&\,. Если

(8) (dRB)pH„---HpB,

то поле Н горизонтальных подпространств называется 
эквивариантным.
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О пределение 1. Связностью на главном расслоении 
1 =^(8 , я ,  S )  называется произвольное гладкое и эквива- 
риантное поле И горизонтальных подпространств.

К  Заметим, что в отлнчие от связности на векторном 
расслоении | связность на главном расслоении | опреде
ляется без обращения к тривналнзирующим координатным 
окрестностям.

П р ед л о ж ен и е  1. Связности Н на главном расслое
нии 1 находятся в естественном биективном соответ
ствии со связностями Н на ассоциированном векторном 
расслоении £ =  | [R "].

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле (7), если 
точка р  координатной окрестности 8  у имеет координаты 
(С , х), то точка q  - RHp  имеет координаты (СВ, х ).

З а д а ч а  2. Выведите отсюда, что линейное отобра
жение (dRn)p действует по формуле

(dR„)p (A, и) =  (АВ, и), ( Л , « ) е Т р8 .

В  силу формулы (5) отсюда следует, что если поле Н 
является на 8 у аннулятором форм (4), то подпространство 
(dRH)pHp состоит из векторов вида (АВ, и), где и — произ
вольный вектор из Rm, а

A = - F k(C, х)и *.

С другой стороны, так как точка q  =  R„p  имеет коор
динаты (СВ, х),  то согласно той же формуле (5) подпрост
ранство Нч состоит из векторов вида (— Fk(CB, x )uk, и). 
Следовательно, поле Н горизонтальных подпространств 
тогда и только тогда эквнвариантно (является связностью), 
когда для любых элементов В, С группы GL (п\ R) и 
любых векторов х,  и £  R * имеет место равенство

- F k (C, х )Bu* =  - F k(CB, х)и>.

В силу произвольности вектора и последнее равенство 
имеет место тогда и только тогда, когда

(9) F k( C , x ) B  - F k(CB,x)
для любого k — 1 , . . . ,  т.

Полагая здесь С =  £  и обозначая матрицу В через С, мы 
немедленно получим, что

(Ю) F„(C,  х )  =  Г*С , Л = 1 ............т.
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где ГА =  Г*(дг)— матрица Fk(E, х),  т. е. что

Я » - П И .  1 П .1 - Г » .

Поскольку матрицы вида (10) удовлетворяют— при любых 
матрицах Г *— соотношениям (9), мы получаем, следова
тельно, что поле Н тогда и только тогда я&гяется связ
ностью на |, когда на каждой координатной окрест
ности 8  и оно представляет собой аннулятор форм вида
(11) Yitfdx*,

где Г*5 — некоторые гладкие функции на окрестности U.
З а д а ч а  3. Покажите, что функции Г'* удовлетворяют 

соотношениям (17) лекции 10 и, значит, являются коэф
фициентами некоторой связности Н на векторном рас
слоении %.

Таким образом, по данной связности Н на 1 мы пост
роили связность Н на £. Обратно, если Я  — произвольная 
связность на I, то по ее коэффициентам Г(у мы можем на 
каждой координатной окрестности построить формы (11) 
и, значит, некоторую связность Hv.

З а д а ч а  4. Покажите, что связности согласованы 
на пересечениях и, значит, определяют связ
ность Н на всем 8 .

Это, очевидно, доказывает предложение 1. □
По ходу дела мы также доказали, что на каждой коор

динатной окрестности связности на | задаются фор
мами вида (11).  Можно, конечно, вместо этих форм исполь
зовать линейно эквивалентные формам (11) формы

(12) = +  'ct Ttikcsj dxk, i , / = l ,  n,

где 'с\ — элементы матрицы С -1 , обратной к матрице С 
=  (c j j .  (Поскольку формы (11) нам больше не нужны, мы. 
чтобы не вводить новых обозначений,обозначаем формы (12) 
темн же символами 0j, что и формы (11). ) Матрицу 0=| в' , 
состоящую из форм (12), можно условно записать в виде

(12 ') Q =  C~'dC +  С - ‘ о)С,

где dC— матрица \dt̂ \, а со— матрица |coj|= |Г*; с1дг*||. Над 
любой другой координатной тривиализирующей окрест 
ностью U' связность будет задаваться формами 0 jl, состав
ляющими матрицу

0 ' =  C - ' d C 4 C ' - V C ' .
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При этом, если ф =  — соответствующее отображение 
перехода, то на U f)U' будет иметь место равенство

о)' =  ф-1<оф +  ф'Лф 

(см. формулу (17*) лекции 10), а также равенство
С '= = ф -‘С 

(докажите!). Поэтому на И П U'
0 '  =  С -1 ф ^ (ф ~ ‘С )  +  С ~ ‘ф  (ф _1о>ф +  ф -1 */ф) ф _ , С  =»
I  (d<f>~l) C  +  C ~ l (<p<p~l )d C  +  С ~ 1шС +  С - ‘ ^фф-‘С =
[ =  — С - 1Ф(Ф-1^ФФ-1) С + С - 1Й С + С -10)С +  С -^ Ф Ф -1С =  
I  = C - l dC + C - l(oC =
I  =  0

(как известно, Лф~‘ = — ф_1Лфф-1). Значит, формы (12) 
согласованы на пересечениях и, следовательно, составляют 
глобальные формы 0*, определенные на всем многообра
зии 8 .  Таким образом, мы видим, что любая связность 
на £ является аннулятором форм O', 1 ^ «, / ^  л , опре
деленных на всем многообразии в  (и в каждой карте ( 8 6., Л) 
имеющих вид (12)). Это выгодно отличает связности на | 
от связностей на | ,  для которых аналогичные формы 0 ',  
1 ^  i ^  л , определены лишь локально.

Изложенное выше доказательство предложения 1 обла
дает тем недостатком, что в нем не дается прямой геомет
рической конструкции связности Н по связности Н. Это 
можно исправить (и тем самым фактически получить еще 
одно доказательство предложения 1).

Так как компоненты ............... ....  произвольной точки
р  ■ = (/>,, . . . ,  рп) пространства S  принадлежат, по опре
делению, одному слою Т ь расслоения |, то для любого
вектора у  —(у'........... i/ ")€R “ определена точка
Следовательно, формула

fy(P) =  Piy‘.
P =  {Pi........... Рп). У =  (У1..............Уп),

определяет— очевидно, гладкое,—  отображение

f>: 8 — £ .
Пусть

(dfy)p- T „ S — T > ? , р =  р,у‘ ,
"Дифференциал этого отображения в точке р £ & .



П р едлож ен и е 2. Для произвольной связности Н на\ 
формула
(13) H ,- (d f> )pHp, p j f y i p ) ,
корректно определяет некоторую связность Н на I.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В первую очередь надо прове
рить корректность формулы (13), т. е. что ее правая часть 
зависит только от точки р. Для этого нам надо доказать, 
что если
(14) fy(P) =  f*(*7). У, Р> <76 S .  
то

( Щ у ) р Н р  ~  ( d f t ) q H q .

Равенство (14) возможно, конечно, лишь тогда, когда р 
и q  принадлежат одному слою расслоения | и, значит, 
в группе G L (n ; R) существует такой элемент В =|Ь{|, что

q  рВ , т. е. q f—pfb1,. Но тогда
ft (q) = qi2l = Pjb‘lzi, *  =  (z‘ ............zn),

и потому равенство (13) означает— напомним, что векторы 
р ,, р„ линеала аГ6, по условию, линейно незави
симы— , что у•! Ыц‘% т. е. что у  В г  (где у  и г  рассмат
риваются как столбцы). Следовательно, мы можем записать 
равенство (14) в следующем виде:

\в, (P) =  (f*°Rn)(P)-
Здесь важно отметить, что для любых В н г  это равенство 
имеет место т о ж д е с т в е н н о  по  р.  Поэтому для |дан- 
ного р
(15) (df ■ )р =  (d[ng)p =  (df„)4 o(dRH)p, q  — рВ, у  =  Bz,  
и, значит, как и утверждалось,

( d f  у ) р Н р  =  {d f .  * )ч  ( ( d R  а )р  Н р )  — ( d f  x ) q H  ч , 

так как в силу эквнвариантности (dRn)pHp =  Нрв — Н ч. 
З а д а ч а  5. Напомним, что вектор

1 < < . / < п ,
пространства T g  мы условились обозначать через (А, и),  где 1-4 =  

=  (и1, . . . ,  и"). Аналогично вектор
а \ ./  з
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пространства Тр<§  мы будем обозначать через (с, и), где с —(с1, . . . , с п) 
И U—{и1, . . . ,  и"). Покажите, что в этих обозначениях дифференциал

т p —fy(p)<
ражения fy действует по формуле

(4 у)р(Л. в) =  (Ду, и).

где У и Ау рассматриваются как столбцы. Выведите отсюда фор
мулу (14).

Таким образом, для каждой связности Н на £ фор
мула (13) корректно определяет на 1 поле подпространств Нр. 

З а д а ч а  6. Покажите, что это поле гладко.

Ясно, что nofy =s я ,  т. е. диаграмма
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/У

оммутативна (отображение fy является морфизмом рас
слоений). Поэтому для любых точек р £  8  и у  £ R" комму
тативна и диаграмма дифференциалов

------------*  V

/(.л*),

Т„Я ,b-tr(p )-*(p )

З а д а ч а  7. Выведите отсюда, что поле Н является полем гори
зонтальных подпространств.

Таким образом, для завершения доказательства предло
жения 2 нам надо лишь доказать, что поле Н задается 
формами, линейно зависящими от координат по слою. Для 
этого мы вычислим его в координатах (что, в частности, 
немедленно даст нам решение задач б и 7).

Пусть, как всегда, U— тривиализирующая координат
ная окрестность в многообразии 3).

Не ограничивая общности, мы можем считать, что для 
точек р € £ и подпространство Нр задается формулой

1 Hp =  (dfa)p.Hp„



где p a — s(b), Ь=п(р)  (и, значит, а  — столбец координат 
точки р в базисе s, (ft), . . . , s n(b) слоя W 6). Так как (сЬ)Ро 
на является изоморфизмом на ТЬ̂ В, то подпрост
ранство Нр, обладает базисом вида

(16) (Аи е .) ........... (Ап, е т)
и, следовательно, подпространство Нр— базисом

(Л|С, Pi), •••< (Атс, е т),
где

=  •••» Ап =  Iamj jj, 1 ^ I * , / п ,

—  некоторые квадратные матрицы порядка п, гладко зави
сящие от точки b£U.

Рассмотрим на 4>и— очевидно, гладкие— дифференци
альные формы

0/ =  da1— о* dxk, 1 ^  п.
Так как в любой точке р€.£и  ковекторы [(da' ) '  и 

akflt{dxk)p принимают на векторах

< Л . с , « , ) - 4 /с / ( - £ 7 ) р+ (

пространства Нр одно и то же значение а[/Ы, то все 
ковекторы 0{,, р£&и,  равны нулю на Ну, и, значит, 
Я рсА п п (0р , ©2). Поскольку же эти ковекторы, оче
видно, линейно независимы, a dim Нр -  т,  то здесь имеет 
место не включение, а равенство. Таким образом,

Н =  Ann (01, . . . ,  0") на £ v

и, значит, пате И : р*—*Н р действительно является связ
ностью (с коэффициентами П ; =  — aij). □

Поскольку векторы (16) составляют базис подпрост
ранства Нр„, то (см. задачу 2) для любого элемента 
5 ^ G L ( n ;  IR) векторы

(Л .В, <?,)........... (АтВ, е т)
будут составлять базис подпространства Нр, р  =  р 0А.

З а д а ч а  8. Выведите отсюда, что подпространство Нр 
является аннулятором в точке р  форм

Q!i =  dc,j —a‘kic*j dxk, 1 < j ,  / < л .

Это, очевидно, доказывает, что построенное в предложе
нии 2 соответствие Н=$Н  совпадает с соответствием из

2 8 4  Я В Н О Е  ПОСТРОЕНИЕ СВЯЗН О СТИ
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Г „редложения 1 (и тем самым дает новое доказательство 
предложения 1).

Согласно предложению 1 связности на | можно отож
дествлять со связностями на £.

Это не только дает новое (и инвариантное!) определение 
связностей на векторных расслоениях, но и открывает 
возможность немедленных широких обобщений.

Пусть группа Ли $ гладко действует справа на гладком 
многообразии в :

(17) 8 x S - > g .

Предположим, что
а) пространство S3 =  E>/$ является гладким многооб

разием;
б) отображение

(18) л : 8 —+ S3, р*—*рЪ, р £ &,  
гладко;

в )  для некоторого открытого покрытия {Va ) простран
ства S3 существуют эквнвариантные (и, значит, послой
ные) диффеоморфизмы

Фа: ^ a X S ^ 8 £/e =  n - ‘ (t/a)

(удовлетворяющие соотношению <pa (b, a )g  =  <pa (b, ag) для 
' любых точек b £ U a и a, g £ $ ) .

З а д а ч а  9. Докажите, что гладкое действие (17) тогда и только 
тогда является главным действием в смысле определения 2 лекции 1, 
когда оно обладает свойствами а , б и в. (Основную трудность здесь 

в представляет, конечно, доказательство свойства локальной тривиаль- 
I ноет и в.)

Не имея в виду явно пользоваться этим утверждением, 
мы не мудрствуя лукаво будем в дальнейшем называть 

I гладкое действие (17), обладающее свойствами а, б и в, 
В  главным. В соответствии с этим тройку ( 8 ,  л , S3), где 

л — отображение (18), мы будем называть гладким глав
ным 4-расслоением. [Таким образом, согласно этому опре- 

I  Делению каждое гладкое главное расслоение локально три-
I  виально.]

З а д а ч а  10. Покажите, что для любого гладкого 
главного расслоения | отображение сдвига

х: 8* —  S
(см. лекцию 1, стр. 19) является гладким отображением
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З а д а ч а  I I .  Покажите, что рассмотренное выше расслоение 
реперов является гладким главным GL (л; Корасслоением.

Так как в силу условия в отображение я : 8 —-S8 
является субмерсией, то каждое гладкое главное расслое
ние | =  ( 8 ,  л , Эд) является гладким расслоением в смысле 
лекции 10 и потому для него мы можем говорить о вер
тикальных векторах и гладких полях горизонтальных 
подпространств.

Займемся сначала вертикальными векторами.
Векторное поле X  на 8 ,  состоящее из вертикальных 

векторов, т. е. такое, что для любой точки р € 8  вектор 
Х р вертикален, мы будем называть вертикальным полем 

Для каждой точки р €  8  отображение
Lp: * 8 ,  а>-*-ра, а £ $ ,

является, очевидно, диффеоморфизмом группы $ на слон 
/?$ =  #-);, Ь =  п(р)  расслоения |, переводящим единицу е 
группы S в точку р.  Поэтому для любого вектора А £  д 
формула
(19) A;=--(dLp) tA, р £  8 .

определяет на 8  некоторое вертикальное векторное поле
А*: р * - *А * .р

З а д а ч а  12. Покажите, что поле А* гладко.
Поле А*  называется фундаментальным вертикальным 

полем, отвечающим вектору А €  fl.
Так как отображение Lp является диффеоморфизмом, 

то при .4 = ^ 0  все векторы Л “ отличны от нуля:

А р Ф 0 в каждой точке р £ 8

В частности, мы видим, что— очевидно, линейное— отобра 
жение
(20) # :  А —*А *
представляет собой мономорфизм линеала fl =  T fS в линеал 
й 8  всех векторных нолей на многообразии 8 .

З а д а ч а  13. Покажите, что для любого вертикаль
ного вектора В £  Тр,8  существует единственный элемент 
А €  д, обладающий тем свойством, что



I

З а д а ч а  14. Пусть 5 - ( 8 -  ■%) — расслоение реперов век
торного расслоения £. Так как касательные векторы в точке е к группе 
<* =  GL (п; R) естественным образом отождествляются с квадратными 

Г  патрицами порядка п, то каждая матрица / l£ M a t„ R  определяет на 
пространстве g  вертикальное векторное поле А# . Покажите, что 
В каждой карте (g y .  А) это поле задается формулой

А* — (ЛС, 0),

где (С, х )  — координаты точки /».

Легко видеть, что для каждой точки р п €  8  кривая
Р: / >-*Po ехр /Л — /?ехр /А Рп.

— оо <  / <  +  оо, является интегрильной кривой поля А **, 
проходящей при t 0 через точку р„ Действительно, пусть 
/„€ R. Так как

Р (0  =  Ро ехР /.И ехр (/ — /0) Л =
— схр /,а (ехр (/ f0) Л) =
=  (ехр (*— /,) Л)

итак как касательным вектором к кривой /н-*ехр(/ — tu)A 
в точке /0 является вектор Л , то

Р(/.) =  ( ^ 3(М) , Л = Л * Ю . □

Поскольку I Л**, Х )  =  £ Д#Х (см. <}юрмулу (18) лекции 
111.17), отсюда следует, что

(21) Г Л * , Х [ - lim
<-*о '

для каждого векторного поля X  £ а 8 .  [Напомним — см. 
лекцию 111.17,  — что символом <f*X, где X  — векторное 
поле на гладком многообразии Я ,  а <р— произвольный 

^^вфеоморфиэм Я  - *2", обозначается векторное поле на 
определенное формулой ('Р'Х),, =  (d(p)p'X9 (р), р € .2 \ ]

Пусть, в частности, Х ~ В * ,  где В £  я. Тогда

скр /А ехр м ) ,В
и потому

(Rtxp <лХ)р - -  ( dR txp г Л ) ~ 1 (dl.p  , . х р  Г/4 ) ,  В  =

=  с/ (/?ех*р М °  1-р е*Р 1л)еВ .

С другой стороны, так как для любой точки 

(Яех*рм 0 /рехр м ) *  =  р (ехр  /Л ) х (ехр ( — /Л)) =
=  р  ( i n t e x p  /А х) =  (£ р  о in t e x p  /л)х,

Lmk
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^ех*р *Л°^рехр (Л =  Lp °  intexp /л,
и потому

^  {R tx p  tA °  ехр >л )в ~  ( d L p ) t  °  d. ( i n t e x p  М )# =

(dLp)e о Ad (ехр М ) =  (dLp)t o e ‘ tdA
(напомним— см. лекцию 14,— что по определению A da =  
=  d(int„),) для любого элемента а и A da =  e*d/4 при 
с  =  ехр А; см. формулу (17)  лекции 14).

Следовательно,

(Я « \ р  м Я “ ) я  -  =  № р).  °  ( * ' sd А- Щ  В 
и, значит (см. формулу (21) и формулу (15) лекции 14),

i M d A —  jd
[А*, В*]р =  (dLp)t \\m------ --------fi =

=  (dl.p),'(ad A) В =  (d L ,). [Л , Я ] =  [Л , f l j ; . 

Этим доказано, что
(22) [ Л* .  f l * ]  =  [A, B\*
для любых векторов A, т. e. что линейное отобри
жение (20) является гомоморфизмом алгебр Ли (мономорфни 
вкладывающим алгебру Ли д в алгебру Ли а 8 ) .

Дифференциальную форму ы степени г >  0  на много
образии 8  мы будем называть горизонтальной, если для 
любой точки р  €  8  полилинейный функционал шр на Тр 8  
обладает тем свойством, что

Ыр ( Л  J* * • « ,  А г) - 0 ,

когда хотя бы один из векторов Л ,, . . . ,  Аг вертикален 
Из утверждения задачи 13 непосредственно следует, 

что дифференциальная форма со степени г >  0 на 8  тогдо 
и только горизонтальна, когда для любого элементы 
Л ^ д  форма Л * _ jo j степени г — 1 (см. лекцию III .  18) 
тождественно равна нулю:
(23) Л *_1<о =  0.

В частности, линейная дифференциальная форма 0 ни 
8  тогда и только тогда горизонтальна, когда для лю
бого элемента Л £  q функция 0 (Л **) на 8  тождественна 
равна нулю:
(24) 0 ( Л» )  =  0.

2 8 8  ГО Р И ЗО Н ТА ЛЬН Ы Е Ф ОРМ УЛЫ



Заметим, что для любой формы а  на 93 форма л *а  на 
g  горизонтальна.

З а д а ч а  15 (продолжение задачи 14). Д ля расслоения реперов 
i * = ( g ,  я ,  й )  покажите, что линейная форма 0 на g  тогда и только 
тогда горизонтальна, когда в каждой карте ( g y ,  А) она имеет вид

(25)..........................................................Q =  g k dx», 
где gk< * = • ........... ......функции на g y .

Эго, в частности, показывает, что, вообще говоря, го
ризонтальные формы на g  не исчерпываются формами 
вида л *а . (Форма (25) тогда и только тогда имеет вид 
я*а , когда функции gk постоянны на слоях.)

Прежде чем переходить к полям горизонтальных под
пространств, нам надо предварительно несколько усовер
шенствовать наш формализм.

Пусть X — гладкое многообразие и У 3— линейное про
странство.

О пределение 2. Предположим, что каждой точке 
р € &  и любым векторам Аи . . . .  Аг ^ТрХ  сопоставлен 
вектор
(26) (Л х, . . . .  А,)

линейного пространства У3. Функция
о : (р , А„ Аг) ►-►(^(Л,........... Аг)

называется У^-значной дифференциальной формой степени 
г на многообразии если для любого линейного функ
ционала /: У3 —► R функция
(27) /о со: (р, Ах........... Аг) »-*•/(«, (Л ,.............. А,))

является обыкновенной (R-значной) гладкой диффгрен- 
циальной формой степени г на SC (т. е. для каждой точки 

представляет собой гладко зависящий от р  поли
линейный функционал степени г на ТРЗГ).

Если в У3 выбран базис е ,, . . . ,  е п, то каждая такая 
форма о  определяет п обыкновенных форм

о 1 =  е 1 о  о), ш " =  е "  о ы ,

гДе е\ . . . ,  е п — векторы сопряженного базиса простран
н а  линейных функционалов У3* (удовлетворяющие соот
ношению e l (eJ) — 6}•). При этом разложение вектора (26)

® М. м. П остников, сем . IV
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по векторам базиса e l t __ , е„ будет иметь вид

(28) и>Р(Ах, . . . .  Ar) =  <a‘p (A1........... Ar) e it
1 =  1, . . . ,  п.

В соответствии с общими обозначениями теории функ
ций последнюю формулу надо было бы записывать в виде
(29) o» =  m'ef.

Однако обычно здесь используется специальный знак ®  
и вместо (29) пишут
(30)

Основания к этому выясняются в следующей серии задач. 
З а д а ч а  16. Покажите, что "З^-значные дифференциальные 

формы степени г на SC — это в точности сечения расслоения 
Н о т  ( Л 'т ^ . ,  0 ^ > ) .  где 0 ^ .л — тривиальное расслоение (SC'A^ .
я. Л’).

З а д а ч а  17. Покажите, что для любых векторных расслоений 
| и tj расслоение Н о т  (£, tj) естественно изоморфно расслоению 

[ У к а з а н и е .  Учтите, что для любых линеалов Ж  и ^  
линеал Н о т  (5^ , ’У 3) естественно изоморфен линеалу уР ®  
Воспользуйтесь также утверждением задачи 14 лекции 12.)

В  частности, Н о т  (Л гт * ^ . ,  0 <̂ )  =  Л ',т^ .(2)т1 . (Напомним, что

Л 'Т = (Л Ч )*)
З а д а ч а  18. Покажите, что каждое сечение расслоения 

Л 'т ^  ®  О.^э единственным образом представляется в виде и>1 ф е ; ,
где «о*, 1 <  i < п,— сечения расслоения Л гт ^ . (дифференциальные

^ормы степени г на X) ,  а е/,  К  л ,— сечения расслоения 
еуз, определенные формулой

*/(р) =  (Р. «/).

где справа е;, К  i <  п,— векторы данного базиса пространства Я'- 
[ У к а з а н и е .  См. задачу 12 лекции 12.)

Таким образом, переход от формулы (29) к формуле (30) можно 
интерпретировать как переход от сечений расслоения Н о т (Л , т ^ . ,  0.^/э)

к сечениям изоморфного расслоения Л гт ^ . (g) .

Результат задачи 17 подсказывает возможность даль
нейших обобщений. Именно, для любого векторного рас
слоения 1] над SC мы можем ввести в рассмотрение сече
ния расслоения

Нош ( Л 'т ^ , ц) -  Л 'т^ .

(дифференциальные формы со значениями в г)). [При г — I 
эти сечения у нас уже фактически встречались в лекции
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13— как значения оператора ковариантного дифференци
рования V ]

Еще более общим образом мы можем для любых г ^ 0 ,  
s ^ O  рассмотреть (см. пример 8 лекции 12) сечения 
расслоения ®г\ (тензорные поля типа (г, s) со значе- 
ниями в ц).

З а д а ч а  19. Покажите, что для любых векторных расслоений 
£ и т) над X  имеют место естественные изоморфизмы

Нот (5, т)) =  Нош (ц\ £*), (£ ®  »!)• =  т)* (g> &\
Отсюда, в частности, следует, что (т*гХ )*  =  1\Х  и

(31) т ' X ® t) =  Нош (т»^Г. Ti) =  Нош (ц*, т'Х).
Поэтому тензорными полями типа (г, s) на X  со значениями в т] 
можно считать сечения каждого из расслоений (31).

При желании формулу (30) можно, конечно, рассмат
ривать как всего лишь графический вариант формулы (29) 
и, следовательно,— подобно формуле (29)— как условную, 
сокращенную запись соотношений (28). Имея в виду 
именно эту интерпретацию, формы со1, . . . ,  со" называют 
обычно координатами ^-значной формы со в базисе 

. . . ,  е п. При изменении базиса онн подвергаются 
тому же преобразованию, что и координаты векторов 
из

Для любых векторных полей X , ,  . . . ,  Хг на X  каж
дая Ч^-значная дифференциальная форма со степени г 
определяет по формуле

со(Х х, . . . ,  х , ) ( р ) = с о , ( ( * , ) , ........... (х ,)р), Р $ х ,

некоторую ^-значную  функцию со(Х ,, . . . ,  Хг) на X  
(гладкую, если гладки поля Х „  . . . ,  Xг и форма со).

З а д а ч а  20. Пусть F y3X — линейное пространство 
всех Т^-значных гладких функций на X . Покажите, что

а. Отображение
(32) e J T x . . . x a J r - .  Fey,#,

(X ............. Х г)к -> со (Х ,.............. Х г),

кососимметрично и FX-полилинейно.
б. Если многообразие X  хаусдорфово, то соответствие

форма со => отображение (32)

Ыдает изоморфное отображение FX-модуля Ч^-значных 
дифференциальных форм степени г на FX-модуль всех 
10*
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кососимметрических FX-полилинейных отображений 
&Х X • • ■ X qX  —► F X .

(Ср. лекцию I I I .  18.)
З а д а ч а  21. Сформулируйте и докажите аналогичное утверж

дение для дифференциальных форм и тензорных полей со значениями 
в произвольном векторном расслоении т) над X ■ ( У к а з а н и е .  
Вместо ?суъХ  появится Гт).]

Как правило, мы будем отождествлять форму со с соот
ветствующим отображением (32).

О пределение 3. Внешним дифференциалом da  формы
(30) называется форма
(33) dco= dco'(g)e,.

З а д а ч а  22. Покажите, что это определение кор
ректно, т. е. что форма (33) не зависит от выбора базиса 
€и •. . ,  е п.

З а д а ч а  23. Покажите, что для векторнозначных 
форм остается в силе предложение 2 лекции 111.19 (по 
отношению к естественному действию векторных полей 
X £  аХ  на алгебре FtyiX).

В частности, если deg со =  1, то

(34) dco(X, У) =  Хсо (К )— Fee (X )— со [X , У], 

а если deg со = 2 ,  то
(35) d(a(X, Y, Z) =  Хш (Y, Z )+ K co (Z , X )  +  Zco(X, У) +

+  со(Х , [У , Z]) +  co (y , [ Z ,X ] )  +  « (Z , [X, У])

для любых полей X, У , Z £ a X .
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Л е к ц и я  17

Фундаментальные формы и поля горизонтальных подпро
странств.— Связности на гладком главном расслоении.— 
Проекторы, индуцированные связностями.— Горизонталь
ные векторные поля.— Связности на ассоциированных рас
слоениях.— Связности на ассоциированных векторных 
расслоениях.

Введенные в конце предыдущей лекции общие по
нятия мы применим к случаю, когда многообразие £С 
является тотальным многообразием 8  гладкого главного 
3-расслоения | =  ( 8 ,  л , 5д), а линейное пространство У3— 
касательным пространством Я =  Т<д группы Ъ в точке е 
(ее алгеброй Ли).

О пределение I. Линейная д-значная дифференциаль
ная форма 0 на 8  называется фундаментальной формой, 
если для любого вектора А £  Тг$ в каждой точке р £ &  
имеет место равенство

О) « (Л * )(р )  =  Л .

П р и м е р  1. Так как д !(л ; R )— M at„R, то д! (n; R)- 
значные формы — это просто матрицы о» =- j соу|, элементами 
которых являются обычные дифференциальные формы со}. 
В частности, линейные д1(л; R)-3Ha4iibie формы— это мат
рицы 0 =  в е я . состоящие из линейных дифференциальных 
форм 0}. В карте ( 8 у ,  Л) тотального многообразия 8  рас
слоения реперов | векторного расслоения £ каждая форма 
0) имеет вид

®l =  f'jt'd crl +  g'ikdxk,

где ffi и g ‘jk— некоторые функции на 8 у . Значение формы 
0} на касательном векторе (А, и) (мы продолжаем исполь
зовать обозначения, введенные в лекции 14) равно

f iiW  +  g,lku>~TT(FliA) +  Gku>,
где F1/ и Gk— матрицы J /}*| и соответственно. В част
ности, значение этой формы на векторе вида (АС, 0) равно 
Т г ^ Л С ) .  Поэтому— см. задачу 14 лекции 14— форма 0 
тогда и только тогда фундаментальна, когда

T r(F };4 C ) =  a}

Для любой матрицы А=\а\\. Но легко видеть (докажите!), 
что матрицы F) тогда и только тогда обладают этим свой



ством, когда F'jC =  £ } , где Е\— матричные единицы (все 
элементы матрицы Е\ равны нулю, за исключением (i, /')- 
го, который равен I), т. е. когда Flj  =  E 'fi'1 (и значит, 
fj) — 'clr бу, где 'с{— элементы матрицы С " 1). Этим доказано, 
что^дЦо; Щ-значная форма 0 =  || 0} | на расслоении реперов 
тогда и только тогда фундаментальна, когда в каждой 
карте (&L„ h) составляющие ее формы 0} имеют вид

0} =  V ,dcJ +  g}*dx*,
т. е . когда
(2) 0 =  C - ‘ dC +  G*dx*,

где dC— матрица a =  1

Каждая д-значная линейная дифференциальная форма 
0  задает по формуле

Нр — {В£Тр&', 0p(fl) = 0}, р6 8,
некоторое поле подпространств Н. Мы будем обозначать 
это поле символом Апп0 и будем называть его аннуля- 
тором формы 0.

Легко видеть, что аннулятор Н каждой фундамен
тальной формы 0 является полем горизонтальных под
пространств. Действительно, пусть в 1, . . . ,  0" — коорди
наты формы 0 в некотором базисе е и . . . ,  е„ простран
ства Те$. Из формулы (1) непосредственно следует, что 
для любых чисел с„  . . . ,  с„ значение формы с,0‘ на век
торном папе А* равно с (А), где с — ковектор на линейном 
пространстве Т ,$ , имеющий в базисе е , ........... е п коэффи
циенты с ,, . . . ,  сп. Поэтому, если в некоторой точке/ > £ 8  
имеет место равенство cfilp -  0 , то с(Л ) =  0 для любого 
вектора Л б  и, значит, с =  0 , т. е. с , 0 , . . . ,  ся =  0.
Это показывает, что во всех точках р  £ 8  формы 0 1..........0"
линейно независимы. Поскольку, очевидно, Апп0 =  
=  Апп(0\ . . . ,  0я), этим доказано, что для любой точки 

/ > 6 8
dim Нр =  т.

С  другой стороны, если В — произвольный вертикальный 
вектор в некоторой точке р£ 8 ,  то согласно той же фор
муле (1)

0 , ( 5 )  =  Л ,

где Л — такой вектор из T ,S , что А * = В .  Поэтому, если
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в е н Р , то Л =  0 и, значит, Я =  0 . Таким образом, 
Т р Г ь Г\Нр =  о

и, значит, Тр 8  = Т р вГьф ///, (поскольку dim//p = m  =  
=  d im Tp e — dim Тр Т ь). Следовательно, поле Н  является 
полем горизонтальных подпространств.

Обратно, любое поле Н горизонтальных подпрост
ранств является аннулятором единственной фундамен~ 
шальной узнанной формы 0. Действительно, если Н  =  Ann Э 
и форма 0 фундаментальна, то в каждой точке р £  8  для 
любого вектора В £ Тя 8  будет иметь место равенство
(3) е , ( В )  =  л ,
где А — такой вектор из Т ,8 , что A* =  BV. Это доказы
вает единственность формы 0. Для доказательства сущест
вования мы определим форму 0 на 8  формулой (3). Так 
как ( A * ) v =  Л *  для любого Л £  Т ,3 , то эта форма фун
даментальна. Кроме того, (В) = 0 тогда и только тогда, 
когда Bv ^  0 , т. е. когда В £ Н Р. Следовательно, 
Н =  Ann 0. □

Так как действие группы 8 на многообразии 8  гладко, 
то для любого элемента а £ 8  отображение

Ra: 8  —  8 ,  р  —*ра,  Р б  8 ,
является диффеоморфизмом.

По аналогии со случаем расслоения реперов мы будем 
говорить, что заданное на 8  поле Н  горизонтальных под
пространств эквивариантно, если

(4) (dR„)p Hp = Н ра
для любой точки р €  8  и любого элемента а £ $  (ср. фор
мулу (8) лекции 14). Гладкое эквиварнантное поле гори
зонтальных подпространств мы по-прежнему будем назы
вать связностью. (Ср. определение 1 лекции 14.)

З а д а ч а  1. Покажите, что папе Н горизонтальных подпространств 
тогда и только тогда эквивариантно (является связностью), когда для 

I любого вектора В £ Т р 8  и любого элемента имеет место одноиэ 
равенств

l(dR.)pB]V =  В ‘\ l(dRa)pB I " =  (dRa)pB"
(а значит, и оба).

Напомним (см. лекцию 14), что каждый элемент а груп
пы Ли 8 определяет линейное отображение

A do: fl — й, fl =  T ,S



являющееся не чем иным, как дифференциалом в точке е 
внутреннего автоморфизма

inte: $ —+$, xi—*аха~1, х^Ъ.
П р и м е р  2. Для любой матрицы X g G L ( n ; R )  авто

морфизм in t* : А>—+ Х А Х '1 линеен по А. Поэтому его 
дифференциал совпадает с ним самим. Значит,

(Ad Х)С =  ХСХ~1

для каждой матрицы С из fll(n ; R) =  M at„R.
Дифференциальная д-значная линейная форма 0 на 8  

называется эквивариантной, если
f l - O ^ A d O O ,

для любого элемента т. е. если в каждой точке
р  £  8  для любого вектора В £  Тр 8  имеет место равенство

epa((dRa)p B) =  (Ada-')(e;{B)).

П р и м е р  3. В точке р  с координатами (С, дг) форма
(2) принимает на векторе В — (А, и) значение С~1А 4-Gkuk, 
где Gk =  Gk (С, дг). Поэтому для любой матрицы X £  GL (n;R) 
матрица (Ad Х _1)(0 Р (В)) равна Х _1(С _1Л 4  Gk((A, х)  и *))Х  
(см. выше пример 2). С другой стороны, (dRx)PB =  (AX , и) 
(см. задачу 4 лекции 10) и, значит,

е ,х  ((dRx)P В) =  ( С Х ) -  А Х + Gk (СХ, х) и*

(напомним, что точка рХ  имеет координаты (СХ, х)). Сле
довательно, форма (2) эквнварпаптна тогда и только тог
да, когда
X-'C~lAX +  X-'Gk(C, х) Xuk= X - lC~lAX +  Gk(CX, x )uk,

т. е. тогда и только тогда, когда
X-'Gk(C, x )X  =  Gk(CX, х),  1

для всех матриц X, С £  GL (л; R) (и любого х). Но легко 
видеть (докажите!), что матрицы Gk тогда н только тогда 
удовлетворяют этому условию, когда

G* (С, х) =  С -Т * С , 1 <  k <  m,

где r *  =  r ft(jc) — матрицы, зависящие только от х  (т. е. 
состоящие из функций на координатной окрестности UczS)). 
Этим доказано, что эквиварианпшые фундаментальные формы 
на расслоении реперов на каждой координатной окрест
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ности 8  и имеют вид
0 =  C~ldC +  С _1й)С,

где о) =  1\*£с*— некоторая матрица линейных форм на U.
Заметим, что это— в точности формы (12) лекции 16, 

задающие связности на расслоении реперов. Это не явля
ется случайным совпадением, поскольку, как нетрудно 
показать, аннулятор И  =  Ann 0 фундаментальной формы
0 тогда и только тогда эквивариантен (является связ
ностью), когда форма 0 эквивариантно. Действительно, 

. если аннулятор Н эквивариантен, то для любого вектора
5  €  Тр 8  и любого элемента а 6  8  будет иметь место равен
ство

№ а)р в у  =(dRa)p &
(см. выше задачу 1). С другой стороны, по определению 

epa((dRa)PB) =  A,

где А—такой вектор из Т ,$ , что Ар0 =  [(dRa)p B]v . Сле
довательно,

А?а = (dRa)p Bv =  (dRa)p А ;,

где А — такой вектор из Т,$, что А р = В у.
З а д а ч а  2. Докажите, что если

Apa =  (dRa)pAp,

то j4 = (A d g -1 ) А. [У  к а з а  н не. По определению, (djp ),A=* 
—Ар,  где jp: .*•- * р х ,  х £ $ .  Поэтому (djpa)eA =  Ара =

== (dRa)p Л ;  =  (dRa)p (djp ) ,А,  т. е. (djpa)tA = d ( R a о \р )tA. 
С другой стороны, jpa о intfl- i ~  Ra о ]р .]

Поскольку 0р (В) =  А, отсюда следует, что

0/»a ((dRa)P В) — (Ad а -1 ) (0 ,  (В )),

т. е. что форма 0 эквивариантна.
Обратно, если форма 0 эквивариантна и 0Я( В ) = 0 ,  то

0 , .  ((dRa)p В) =  (Ad о -* )  (0„ (В)) -  О,

и, значит, (dRa)pB € Нра. Это доказывает, что (dRa)pHp с Н ра. 
Заменив здесь р  на ра,  а а — на а -1 , мы 'получим и об
ратное включение. Следовательно, поле// эквивариантно. □  

Резюмируя, мы видим, что нами доказано следующее 
предложение:
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П р едлож ен и е  1. Связности // на главном 's-расслое
нии \ находятся в естественном биективном соответ
ствии с ц-значными эквивариантными фундаментальны
ми формами 0 на многообразии S .  При этом форме 0 
отвечает связность Н - Ann 0 , а связности И — форма
(3). □

О пределение 2. Форма 0 называется формой связ
ности И.

Иногда связностью называют не ноле Н, а форму 0
Таким образом, на гладких главных расслоениях связ

ности можно определять и как поля горизонтальных под
пространств, и как д-значиые линейные дифференциальные 
формы.

Возможны и другие подходы к определению связности. 
Например, каждая связность Н  на гладком главном рас
слоении £ =  ( 8 ,  л, Зд) определяет в линейном пространстве 
а 8  всех гладких векторных полей на 8  линейный опе
ратор

//: п 8 —►оБ, X Х^,

сопоставляющий векторному полю X £  а 8  его горизонталь
ную составляющую Xм. Этот оператор

а) является проектором (т. е.

//» =  Я ) ;

б) перестановочен со всеми операторами вида R'a (т. е.
Ra о Н =  И о /?*);

в) аннулирует все вертикальные векторные поля: если 
поле X вертикально, то НХ =  0 .

З а д а л а  3. Покажите, что любой оператор Н, обладающий свой
ствами а, б, в, порождается единственной связностью.

Таким образом, связности на % можно отождествлять 
с такого рода операторами.

Аналогичное построение возможно, конечно, и для 
связности на векторном расслоении 5, нужно лишь заме
нить условие б требованием, чтобы оператор Н  линейно 
зависел (в понятном смысле) от координат по'слою.

Векторное поле для которого YH= Y ,  т. е.
такое, что Yp £  Нр для любой точки р € & ,  называется 
горизонтальным. Все горизонтальные поля образуют под
пространство Im Н  линеала а 8 .
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Так как на подпространстве Нр отображение

(dn)pi Тя 8 —* Ть& , Ь =  я (р ) ,
является изоморфизмом, то на многообразии 8  для любого 
векторного поля X £  а.33 существует такое горизонтальное 
векторное поле X,  что

(d.-T)p Хр =  Х Л(Р) для любой точки р £  8 .

Поле X называется горизонтальным поднятием поля X. 
З а д а ч а  4. Докажите, что для гладкого поля' X поле 

X также гладко. [ У к а з а н и е .  Постройте гладкое поле 
Y €  о 8 , Для которого (dx)p (Yр) — Хп (р) в любой точке р  £  8 ,  
и затем примените оператор И.]

Таким образом, соответствие X —►Х является (очевид
но, мономорфным и линейным) отображением о5Э —* п 8 ,  
вкладывающим а®  в Im Н.

З а д а ч а  5. Докажите, что горизонтальное поле Y £ л8  
тогда ,ы только тогда является горизонтальным подня
тием X некоторого поля X £ aSj, когда для любого эле
мента а £ $  имеет место равенство

r : y = y .
З а д а ч а  6. Докажите, что д м  любого горизонтального 

вектора А £  Тр 8  существует такое по.ге X £  о® , что
Хр =  А.

З а д а ч а  7 , Докажите, что

[ £ ? ? ]  =  [ * : V ] "

для любых полей X, Y £  а&.
П р ед л ож ен и е 2. Д.гя любого элемента А €  g и лю

бого горизонтального поля Y €  о 8  поле [А* ,  Y] горизон
тально. Если Y =  X, то [А*,  К] =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле (21) лекции 16

[ A * , Y ] ~ Y m Rtxvl? ~ y .
/-*• о *

Но ясно, что если поле Y горизонтально, то для любого 
„•лемента а €  $ поле R'aY также горизонтально. Поэтому поле 

^  горизонтально. Следовательно, горизонталь
но и поле [A*, Y].
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Если же У Х .т о У ’ Яехрм^» и значит, [Ат, К] =  0. □

Описанный в предложении 2 лекции 16 переход от 
связностей на расслоении реперов к связностям на соответ
ствующем векторном расслоении может быть осуществлен 
и в общем случае.

Пусть | =  ( 8 ,  л , 53) — произвольное гладкое главное 
расслоение, $ — его структурная группа Ли и ¥ — гладкое 
многообразие, на котором гладко действует группа Ч>. Тогда 
определено (см. лекцию 1) ассоциированное расслоение 
! [ J F ]  со слоем ¥.  По построению, точками тотального 
пространства £  этого расслоения являются орбиты [р, x]t 
естественного действия группы Ъ на прямом произведении 
8  X a F .

З а д а ч а  8. Докажите, что расслоение |[<F] гладко и 
локально тривиально как гладкое расслоение (обладает 
тривиализирующим атласом, состоящим из тривиализа
ций, являющихся диффеоморфизмами). Докажите также, 
что естественное отображение факторизации 8  х  ¥  —► ё  
гладко.

Поэтому для расслоения |[<Г] можно говорить о вер
тикальных векторах и полях горизонтальных подпрост
ранств.

Произвольной точке у £ ¥  мы отнесем— очевидно, глад
кое— отображение

(5) fti & —*#,
определенное формулой

fy(p)=*[p> i/]f. Р б  8

З а д а ч а  9. Докажите, что равенство
f„(P) =  fz(Q)> P , q £ & , y , z £ ¥ ,

имеет место тогда и только тогда, когда существует 
такой элемент а что q  =  pa и у =  аг.

Выведите отсюда, что для любой связности Н на % фор
мула
(6) Hp =  (dfv)p Hp, p =  f„ (p) ,  р $ Ъ , у $ ¥ ,

корректно определяет на £  некоторое поле Н: р *-*Н г 
горизонтальных подпространств. [Ср. доказательство пред
ложения 2 лекции 16.]

Поля вида (6) называются связностями на | [¥].  Для 
случая S =  GL(/i; R) и ¥  =  R" это определение согласуется

3 0 0  СВЯЗНОСТИ НА АССОЦИИРОВАННЫХ РАССЛОЕНИЯХ



СВЯЗН ОСТИ  НА В Е К Т О Р Н Ы Х  РА ССЛО ЕН И ЯХ 301

(см. предложение 2 лекции 16) с исходным определением 
3 лекции 10 связностей на векторных расслоениях.

Конечно, поля вида (6) хочется охарактеризовать в 
терминах самого расслоения | [ ^ ]  без обращения к глав
ному расслоению подобно тому как это мы сделали 
для связностей на векторных расслоениях в лекции 10. 
Это можно сделать, если воспользоваться (8 , ^ -стр у к т у 
рой на £ [<F] (см. лекцию 9). Осуществление этой возмож
ности мы оставим инициативе читателя.

Важный частный случай возникает, когда типичный 
слой aF является линейным пространством У3, а группа $ 
линейно действует на т. е. когда мы имеем дело с 
линейным представлением

а :  8>—► A u t ^
группы 8  в группе A u t^ * линейных автоморфизмов про
странства У3.

З а д а ч а  10 (ср. задачу 3 лекции 1). Докажите, что 
в этом случае ассоциированное расслоение £ является 
векторным расслоением. Это расслоение обозначается сим
волом | [а ] (а его тотальное пространство 8  х  У3— симво

лом 8  X Vs).
а

В  случае, когда 8  =  G L (n ; R), а расслоение | является 
расслоением реперов векторного расслоения 5, расслоение 
|[а| обозначается символом £ Га].

Конечно, если a  =  id, то £[<*] =  £•
З а д а ч а  11. Пусть представление

(7) a :  GL (л; R) —*  GL (л; R)
определено формулой

а (Л ) = (Д Т )- ‘ , d € G L ( n ; R ) .

Покажите, что для любого векторного расслоения 5 ассо• 
циированное расслоение £ [а] изоморфно расслоению (где 
5*— см. задачу 11 лекции 12— векторное расслоение со слоя
ми (<Г£)*, Ь £  93). [ У к а з а н и е .  Изоморфизм I  [а] —* £• 
ста в и те  соответствие точке [ р , у ] пространства 8 X R " ,

a
где р  (/?,.......... рп) б 8  и у  =  (у,............ уп) £ R" (обратите
внимание на положение индексов!), точку q =  yjPl прост
ранства =  №', где р1, . . . .  рп— базис линеала ((F£)*=<F£ , 
сопряженный базису ри . . . ,  р„ линеала .]
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З а д а ч а  12. (Обобщениезадачи 11.) Пусть — линейное про
странство тензоров типа (г, 5) над линеалом ^  (полилинейных функ
ционалов от г векторов и s ковекторов; см. лекцию II.6 ) . Выбрав в 
“У 3 базис, рассмотрим представление

a :  GL (я; R) — *  Aut ( Г ^ ) ,  

ставящее в соответствие матрице /1 £ G L  (л; R ) линейный оператор 
а  (Л): T ty *  — » определенный формулой

( a H ) S ) ( x , ......... xr, I 1...........1*) =
=  S ( 4 * t ..........Ахг, ( Л * ) - ^ 1............( Л * ) '1^ ) .

где А—оператор У 3 — ► У 3 с  матрицей А. Покажите, что для любого 
векторного расслоения \ ассоциированное расслоение \ [а ] изоморфно 
расслоению (см. пример 8 лекции 13).

Предположим теперь, что на векторном расслоении I 
задана связность Н. На главном расслоении реперов § 
этой связности отвечает связность //, а последней —  неко
торая связность Н [а ] на расслоении | [a ]  =  g [a ].

Вычислим связность Я  [а] для случая, когда а  пред
ставляет собой представление (7), и, значит, £ [а ]  являет
ся расслоением 5*.

Каждому базису s  =  (s„  . . s„) модуля Г(£|и) над 
тривиализирующей расслоение I  координатной окрестностью 
U отвечает сопряженный базис с =  (с1, . . . ,  с") модуля Г(|*|у), 
обладающий тем свойством, что в любой точке b^U  ко- 
векторы с1(Ь), . . сп (Ь) составляют базис линеала <Fj, 
сопряженный базису 5 (& )=(s, (b) , . . . ,  sn(b)) линеала аГь=¥\. 
( К о н т р о л ь н ы й  в о п р о с :  почему сечения с1, . . . ,  с" 
расслоения £*|у гладки?) Базис s  (вместе с координатным 
отображением U —• Rm) определяет на множестве &и =  U ¥ ь, 
b £ U ,  координаты а‘ , хк, где л*— координаты в U точки 
Ь =  п(р), р £ £ и ,  а а *— координаты вектора p£oFb в базисе 
s  (b). В  свою очередь базис с  определяет на множестве 
£\j*= b £ U ,  координаты а,-, хк, где jc*— координаты
в U точки Ь =  л (</), qQ.4>\j, а а ,— координаты ковектора 
q£aF'b в базисе с(Ь). Мы вычислим коэффициенты связ
ности Н* =  Н [а ] в координатах а ,, хк по коэффициентам 
П I связности Н в координатах а1', хк.

По определению t f  =  A nn(0\ . . . , 0 " )  над U, где
Q1 =  da1 +  Tiia'dxk.

Аналогично tf*  =  A nn(0,, . . . , 0 „ )  над U, где
(8) 0, =  dat - f  C{iajdxk, i =  1 .......... л ,
и задача состоит в том, чтобы выразить функции C{t через 
функции Г1,.



Согласно введенным в лекции 16 обозначениям каждая 
точка р  — (ри . . р„) пространства 8  записывается в виде 
пары (А, х), где А — матрица |а{|, состоящая из коорди
нат векторов pt€oFb, b =  n(p),  в базисе s(b) (так что 
p. — a'fijWbnn любого/ =  1, . . . .  п), а х —строка (дс\ . . . , х я) 
координат точки Ь. В  частности, точка p 0 =  s(b)  будет 
иметь вид ( £ ,  лг), где Е — единичная матрица.

Аналогично символом (С, и), где С =  ||с}|1, 1 ^  / ^ л ,  
и и =  (и1, . . . ,  и") мы обозначаем вектор
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пространства Тр 8 .  При этом согласно произведенным в 
лекции 16 вычислениям (см., в частности, формулы (5) и
(10) лекции 16) вектор (С, u ) 6 T p 8  тогда и только тогда 
будет принадлежать пространству Нр, р =  (А, х), когда

C =  — u*Fk, где Fk =■ f J.

В частности, векторы (— Fu е ,) , . . . ,  (—  F„, е„) составляют 
базис пространства Нр.

При р =  р 9 мы получаем отсюда, что векторы 
(9) (— Г ,, в ,) ........... (— Г . . О .  где Г к>|Г(/|.

составляют базис пространства Нр,.
Отображение (5) является в рассматриваемом случае— 

в силу указанного в задаче 7 отождествления— отображе
нием

fy : У - { У 1 ............. Уя) 6 R * .

и задается формулой

1 у (Р ) =  У,Р

где р', 1 < * < л , — базис пространства SF'b, сопряженный 
базису р  пространства §~ь. В  частности, отсюда следует, 
что точка fa (Po)t «  =  (<*1 . •••.an). имеет координаты alt 
xk (где, как всегда, хк— координаты точки Ь — п(р„)).

Для каждой точки р € & и дифференциал (dfy )p ото
бражения fy в точке р  представляет собой линейное ото
бражение Тя 8  — Т ,<£*, где Я =  [у(р) — у,р‘■ Условимся 
обозначать вектор



пространства символом (с , и ), где c =  (clt . . . ,  с„), 
и — (и1, . . . .  ип).

З а д а ч а  13. Докажите (ср. задачу 5 лекции 14), что 
при р  =  (А, х)

(dfy U C ,  и) =  ( -у А -'С А -\  и)
для любого вектора (С, и ) £ Т р &. [ У к а з а н и е .  Как из
вестно, dA~l = — A~ldAA~1.]

При р„ — р, когда А = Е ,  отсюда следует, что векторы 
базиса (9) пространства Нр, отображение (dfa)P, переводит 
в векторы
(Ю) (а Г „  е г)........... (а Г „ , e j .

Этим доказано, что для точки с координатами ah
xk векторы (10), г де а  =  (а1г а„) и Г к =  |Ц/||, 1 
состав.гяют базис пространства Н'„.

Поскольку формы (8) принимают на векторах (10) зна
чения ajTkt +  CkiQj и поскольку эти значения должны быть 
равны у  нулю, мы получаем отсюда, что С*< =  — Г**, т. е. 
что

е. = dat—TitOj, i = 1, ..., п.
Это доказывает, что связность Н* совпадает со связ

ностью на £*, отвечающей ковариантному дифференциро
ванию у  из предлошния 1 лекции 12.

З а д а ч а  14. Покажите, что аналогично, связности, отвечающие 
ковариантным дифференцированиям из предложения 2 лекции 12, яв
ляются не чем иным, как связностями л  [а ] для представления а  из 
задачи 12. (См. замечание 3 лекции 12.)

Таким образом, оба подхода к связностям на Т\ £ приводят к 
одному и тому ж е результату.
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Л е к ц и я  18

Параллельный перенос вдоль кривой.— Группа голономии 
и ее компонента единицы.— Лемма о разложении гомо
топных нулю петель в произведение малых лассо.—  До
казательство связности суженной группы голономии.— 
Изоморфизм групп голономии в различных точках.— 
Счетность фундаментальной группы.— Теорема редук
ции.—  Доказательство существования связности и уни
версально тривиализирующих покрытий.— Аффинное про
странство связностей.

Рассмотрим более систематически введенные в лекции 11 
горизонтальные кривые.

Пусть ? =  (<£', л , й?)— гладкое векторное расслоение 
ранга п над гладким хаусдорфовым m-мерным многообра
зием 53 и пусть Н — произвольная связность в £. Пусть, 
далее, и: 1 —* 53— гладкая кривая в 33, начинающаяся в 
точке bt £53, а р„— такая точка многообразия £ ,  что 
n(Po) =  bt. Тогда, как было показано в лекции 10, в £  
существует единственная горизонтальная кривая v: 1 —*53, 
накрывающая кривую и и начинающаяся в точке р0. Конец 
р1 кривой и принадлежит слою <Ffci над концбм Ьу кри
вой и, и соответствие р0>~*pt задаёт отображение

(1) П„1 oFbt—+!¥ t| ,

зависящее только от кривой и.
О пределение 1. Отображение (1) называется парал

лельным переносом слоя еГь% на слой оГЬ{ вдоль кривой и. 
В соответствии с этим о векторе pi =  \\'upa линеала 
иногда говорят, что он параллелен вектору р„ вдоль кри
вой и.

[ Заметим, что согласно этому определению вектор 
И 0 € а ^ и ( «  параллелен вектору р„ для любого t £ l .  Это 
объясняет, почему кривую и называют также полем па
раллельных векторов на кривой и (см. лекцию 10).

* З а м е ч а н и е  1. В  контексте произвольных векторных 
расслоений термин «параллельный перенос», безусловно, 
мало оправдан. Гораздо лучше было бы называть отобра
жение П„, скажем, горизонтальным переносом. Быть мо
жет, с течением времени терминология здесь усовершен
ствуется, но пока приходится пользоваться тем, что есть.

1  Пусть отрезок 1 =  [а, Ь] разбит на два отрезка: /j =  
*=[0, с] и /, =  [с, Ь]. Тогда для любой (не обязательно

А
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гладкой) кривой и: I —* 5) определены кривые ы, =  и |/, и 
ы»=ы| /,. Мы будем говорить, что кривая и составлена 
из кривых и, и ы„ и будем писать и =  utut. (Это специаль
ный случай отношения составленностн для обобщенных 
путей; см. лекцию 3.)

Аналогичный смысл имеет равенство и — и1. . . и т при 
т >  2.

Ясно, что если гладкая кривая и составлена из кри
вых и, и иг (автоматически гладких), то

(2) П . =  П0,о П в1, ц =  ц,и,

(и аналогично для любого числа сомножителей).
Если и и1. . .и „  и кривые и„ . . . .  ит гладки, то 

кривая и называется кусочно гладкой (ср. определение 
кусочно гладкого пути в лекции 2). Для такой кривой и 
мы положим по определению

(3) П . - П . . О . . . О П . , ,  и =  и1. . . и а
З а д а ч а  1. Докажите, что определение (3) корректно, 

т. е. отображение П0 не зависит от разложения и =  « , . . .  
. . .  ит кривой и на гладкие кривые ы„ . . . ,  ит. [ У к а 
з а н и е .  Формула (3) справедлива для гладкой кривой и.] 

З а д а ч а  2. Покажите, что формула (2) справедлива 
и для кусочно гладких кривых ы, и и, (а формула (3) — 
для кусочно гладких кривых ы„ . . . ,  ит).

[Хотя нам фактически нужны лишь гладкие кривые, 
но введение в рассмотрение более широкого класса ку
сочно гладких кривых существенно упрощает многие рас
суждения, позволяя избежать утомительной и надоедли 
вой процедуры сглаживания углов.]

О кривой и: I —>■ 53 мы будем говорить, что она со 
держится в карте (U, А) =  (U, х1, . . . ,  хт), если u(t)£U  
для любого t €/• Такая кривая задается уравнениями вида

xk =  xk (i), 1 t £ l ,
а ее накрытие v: I —► £  в предположении, что U явля
ется не только координатной, но тривиализирующей окре 
стностью,— кроме того, еще и уравнениями
(4) а ' =  а ' ( 0 .  1 < I < л, t e l
При этом, если кривая и (а, значит, и кривая и) гладка, 
то кривая v тогда и только тогда горизонтальна, когд

(5) of (/) +  Г}* (х  (0 )  at (/) . * * ( 0 * 0 ,  t £ l  
(см. формулы (3) лекции 10).



Поскольку уравнения (5) линейны по а ! (t), концевая 
точка (вектор) P t6 e T ti пути v (имеющая в слое Srbi коор
динаты а '(1 ) ,  1 ^ / ^ ’п) линейно зависит от его началь
ной точки (вектора) р„ £  а Г Э т о  означает, что парал
лельный перенос Пи является линейным отображением

Если ф: Г  —► /— монотонная гладкая функция со всю
ду отличной от нуля положительной производной (сохра
няющий ориентацию диффеоморфизм), то для любой го
ризонтальной кривой v: 1 —  £  с уравнениями (5) пере- 
параметризованная кривая уоф:  Г —+& будет иметь 
уравнения а( =  а‘ (<р (s)), хк =  хк (ф (s)), s £ / ' ,  где

а‘ (ф (*))* +  (х  (ф (s))) а> (ф (s)) х* (ф (s))' =

=  <р (s) [а‘ (/) +  Г}* (х (0 )  а/ ( 0  ; *  (/ )] ,. ,  (|) =  0 ,

и, значит, будет горизонтальной кривой, накрывающей 
перепараметризованную кривую иоф:  / —*5д. Отсюда сле
дует, что отображение ПИ не меняется при перепарамет- 
риэации кривой и: 1 —*53.

Поэтому без ограничения общности мы всегда можем 
предполагать, например, что / =  /, где / = [ 0 ,  1] (т. е. 
что кривая и является путем).

Если же диффеоморфизм ф меняет ориентацию (пере
водит начало отрезка Г  в конец отрезка /, а конец от
резка /' в начало отрезка /), то кривая у о ф  по-прежне
му будет горизонтальной кривой, накрывающей кривую 
и о ф, но последняя кривая будет соединять точку bt с 
точкой Ь0 (а кривая v о ф— точку р, с точкой р0). Поэтому 
отображение П„ является изоморфизмом (с обратным изо
морфизмом Пи. ф).

[ Так как отрезок / компактен, то любая кусочно глад
кая кривая и имеет вид их. . . и я, где каждая из кривых 
%, . . . ,  ит гладка и содержится в некоторой карте. По
этому в силу равенства (3) отображение П0 является изо
морфизмом еГ>(—► aFbi и для любой кусочно гладкой кри
вой и.

Кроме того, мы видим, что для каждой кусочно г.гад- 
кой кривой и имеет место формула

Пц-1 =  П "1,

где, как всегда, и '1 —  кривая, пробегаемая в обратном 
Управлении.
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Особо интересен случай, когда кусочно гладкая кри
вая и является петлей в точке Ь0, т. е. когда Ь1 =  Ьй. 
В этом случае отображение П„ является автоморфизмом 
линейного пространства F ,  =  <F6il (невырожденным линей
ным оператором) и все автоморфизмы вида П„ составляют 
некоторую подгруппу Ф =  Ф(й0) группы A u t.F 0 (т. е . — 
в предположении, что в <Г0 выбран некоторый базис — 
подгруппу группы G L (n ; R)).

Заметим, что Пар0 р0 тогда и только тогда, когда 
горизонтальная кривая v, начинающаяся в точке р, и на
крывающая петлю и, также является петлей.

О пределение 2. Подгруппа Ф группы Ли Aut(F„ (или 
G L (n ; R)) называется группой голономии связности Н в 
точке Ь0.

Конечно, эта группа зависит только от содержащей 
точку Ь0 компоненты связности многообразия 33. Поэтому 
без ограничения общности мы можем в дальнейшем счи
тать многообразие 38 связным.

Напомним (см. определение 1 лекции 3), что две петлн 
ыв: / —  33 и и,: / —*3 3  в точке bt называются гомотоп
ными, если существует связывающая их гомотопия, т. е 
такое непрерывное отображение F : /* —*33 , что

F( t ,  0) = u„(0, F(t ,  1) = М 0
и

F ( 0, t) = F ( 1 ,  т) = 6„

для всех t, т £  /.
Для любого т 6  / формула

М О  t £ l
определяет некоторую петлю их: / —♦33. О петлях их, 
т £  /, говорят, что они составляют гомотопию F,  и их 
семейство {ых} часто отождествляется с F.

Как мы знаем из лекции 3, отношение гомотопное: 
петель является отношением эквивалентности.

Гомотопия F называется гладкой, если она представ 
ляет собой гладкое отображение /* —► 33, и кусочно глад 
кой, если квадрат /а можно разбить на прямоугольник! 
вида 1 ' х Г ,  где / 'с / ,  Г с / ,  на каждом из которых отоС’ 
ражение F гладко. Петли, связанные гладкой (или кусоч 
но гладкой) гомотопией, называются гладко гомотопным 
(соответственно кусочно гладко гомотопными).

З а д а ч а  3. Докажите, что если гладкие (кусочно гладкие) пет > 
ы0 и U\ гомотопны, то они и гладко (кусочно гладко) гомотопны
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В ( У к а з а н и е .  Воспользуйтесь теоремой Вейерштрасса об аппрокси- 
К пайки непрерывных функций многочленами. Ср. предложение 2
I  лекции I I I .26 .|

Петля и называется гомотопной нулю, если сущест
вует гомотопня F, связывающая эту петлю с постоянной 

■ петлей eb \ t Согласно утверждению задачи 3 для
кусочно гладкой петли и гомотопию F также можно счи
тать кусочно гладкой.

Ясно (см. лекцию 3), что петля, обратная петле, гомо
топной нулю, а также петля, составленная из гомотопных 
нулю петель, гомотопна нулю. Отсюда следует, что отоб- 

щраженпя Н„, отвечающие гомотопным нулю петлям и, 
щрставляют подгруппу Ф , группы Ф. Эта подгруппа на

зывается суженной (или ограниченной) группой голономии 
связности Н в точке Ь0.

П р едл ож ен и е  1. Группа Ф обладает естественной 
| структурой группы Ли, по отношению к которой она 
Щявляется подгруппой Ли группы Ли Aut >Г0, а группа Ф ,—  

ее компонентой единицы. Если многообразие 56 удовлетво- 
« ряст второй аксиоме счетности, то эта гладкость на Ф 
Щявляегпся слабейшей гладкостью (и как таковая единст

венна).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ниже мы докажем следующую 

лемму:
Л е м м а  1. Каждый элемент а — Г1„ группы Ф , можно 

шоединить с единицей гладким путем группы Ли Aut<F0, 
целиком лежащим в Ф ,.

З а м е ч а н и е  2. Петли мт, составляющие гомотопию F, 
которая связывает петлю и с постоянной петлей, опреде
ляют в Ф , путь
(6) n F: Ti—► т £ / ,

«соединяющий элемент а с тождественным отображением 
(единицей группы Ф ,). Поэтому для доказательства лем
мы 1 достаточно доказать, что для гладкой гомотопии F 
отображение TIF является гладким путем в Aut <Г„. Однако 
этот естественный подход к доказательству встречается с 
определенными трудностями, и ниже мы построим— фак
тически тот же путь — другим способом, тривиально 
обеспечивающим его гладкость.

[ Лемма 1 означает, что подгруппа Фе удовлетворяет 
Условиям предложения 2 лекции 15. Следовательно, со
гласно этому предложению группа Ф , обладает слабейшей 
топологией, по отношению к которой она является связ
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ной подгруппой Ли группы Ли AutaT0. Поэтому группа 
Ф будет подгруппой Ли с компонентой единицы Ф , по 
отношению к гладкости, в которой все смежные классы 
аФе являются компонентами связности (см. доказатель
ство теоремы 2 лекции 15). Это доказывает первое утверж
дение предложения 1.

Для доказательства второго утверждения нам в силу 
теоремы 2 лекции 15 достаточно доказать, что для мно
гообразия 33, удовлетворяющего второй аксиоме счетно- 
сти, факторгруппа Ф Ф , счетна (или конечна). С этой 
целью мы рассмотрим фундаментальную группу л ,(й ), Ь„) 
многообразия 33 в точке Ь„. Согласно утверждению за
дачи 3 каждый элемент а € д , ( 5 ) ,  bt) содержит кусочно 
гладкую петлю и (имеет вид а — |и]). Соответствующий 
элемент 11„ группы Ф определен с точностью до элемента 
из Ф#, так что формула а —«-[П А  где [Н„] — смежный 
класс элемента Пв по подгруппе Ф ,, корректно опреде
ляет некоторое отображение
(7) л , (Я , Ьв) Ф/Ф,.

Л ем м а 2. Для любого связного многообразия й?, удов
летворяющего второй аксиоме счетности (и любой точки 
bt £33) группа л , ( й ,  Ьв) не более чем счетна.

Поскольку отображение (7), очевидно, эпиморфно, этс 
доказывает предложение 1. □

Для доказательства леммы 1 нам понадобятся некото
рые дополнительные сведения о петлях вообще и о пет
лях, гомотопных нулю, в частности.

Координатную окрестность U в многообразии 33 мы 
будем называть шаровой, если она диффеоморфна откры
тому шару пространства R ". Ясно, что шаровые коорди
натные окрестности составляют базу открытых множеств 
многообразия S3.

Петлю в точке Ь0 мы будем называть лассо с петлей v, 
если она имеет вид wvw'1, где w— некоторый путь, начи
нающийся в точке b0, a v— петля в его концевой точке Ь,.

Петлю и мы будем называть малой, если она целиком 
содержится в некоторой шаровой координатной окрестно
сти. Лассо wvw~x с малой петлей v мы будем называть 
малым лассо.

В силу односвязности шаров (см. лекцию 3) каждая 
малая петля гомотопна нулю. Поэтому гомотопно нулю и 
каждое малое лассо.
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Петлю вида u,w~1ut мы будем называть элементарным 
преобразованием петли ы,ы,. Две петли мы будем назы
вать комбинаторно эквивамнтными, если одну из них 
можно получить из другой конечной последовательностью 
элементарных преобразований и преобразований, нм об
ратных. (Иначе говоря, две петли комбинаторно эквива
лентны, если одна получается нз другой вставками и уда
лениями фрагментов вида W 1.)

Так как П0-« = П ;\  то комбинаторно эквивалент
ные петли и определяют один и т о т  элемент Па груп
пы Ф.

Рассмотрим на плоскости R’ квадрат Qv с вершинами 
в точках (0, 0), (О, 2Л'), (2-v, 0) и (2^, 2Л). Прямые, парал
лельные осям координат, делят этот квадрат на 2,Л' квад
ратов единичной площади. Обход границы каждого из 
этих квадратов против часовой стрелки вместе с некото
рой ломаной, соединяющей в Qv точку (0, 0) с какой-то 
вершиной этого квадрата, задает в Qx лассо. Мы будем 
называть такие лассо элементарными.

Пусть qy — петля в точке (0,0), получающаяся при 
обходе границы квадрата Qy  против часовой стрелки.

Л ем м а 3. Петля qy  комбинаторно эквивалентна 
произведению элементарных лассо.

ЛЕММА О РАЗЛОЖЕНИИ ГОМОТОПНЫХ НУЛЮ П ЕТЕЛ Ь  ЗЦ

Петля

f f l

Разложение петли q,



Д о к а з а т е л ь с т в о .  При iV = 1 петля qx является 
ломаной 12369874 1, где, например, 1— точка (0, 0), 
а 2 — точка (1, 0) (см. рис.), и комбинаторно эквива
лентна произведению элементарных лассо

1254 1, 14523654 1,
145698541, 145874 1.

[Строго говоря, петля 1254 1 не является лассо, посколь
ку отсутствует путь w. Чтобы превратить эту петлю в 
лассо, достаточно ввести путь 121.]

Пусть лемма уже доказана для петли Гомотетия
с параметром 2-v_1 отображает квадрат Q, на квадрат QA 
и переводит единичные квадраты, составляющие квадрат 
Qj, в четыре квадрата со стороной 2N~l, составляющие 
квадрат Qx . Поэтому согласно уже доказанному петля qx 
комбинаторно эквивалентна произведению четырех лассо, 
гомотетичных лассо (8). С другой стороны, по предполо
жению индукции, петли последних лассо комбинаторно 
эквивалентны произведениям элементарных лассо (начина
ющихся в соответствующих точках квадрата Qy ). Но ясно, 
что еслн петля и лассо wuw_1 комбинаторно эквивалентна 
произведению петель ы„ . . . ,  и„, то само лассо wuw~l 
будет комбинаторно эквивалентно произведению петель
(9) w ilie r1, . . . ,  wunw~l,

причем еслн петлн и,, . . . ,  ип были элементарными ласо 
(в концевой точке пути w), то петли (9) также будут эле 
ментарными лассо (в начальной точке пути w). Это, оче 
видно, доказывает лемму 3. □

Следствие I. В  многообразии 53 каждая гомотопная 
нулю петля и комбинаторно эквивалентна произведение 
малых лассо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Гомотопию F, связывающую 
петлю и с постоянной петлей, мы без ограничения общно
сти можем считать отображением вида Qv —*■ &> где N — 
любое наперед заданное число. Если N достаточно велико, 
то каждый единичный квадрат, на которые разделен квад
рат Qv, гомотопня F будет отображать в некоторую ша
ровую координатную окрестность многообразия 5д, и, 
значит, каждое элементарное лассо— в некоторое м алое 
лассо многообразия 53. С другой стороны, граничную пет
лю qN гомотопия F переводит, по условию, в петлю, яв
ляющуюся произведением петли и и постоянной петли, и.
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следовательно, комбинаторно эквивалентную петле и. Зна
чит, согласно лемме 3 петля и комбинаторно эквивалентна 
произведению малых лассо. □

Из следствия 1 вытекает, что любой элемент группы 
ф/ является произведением элементов П„, отвечающим ма
лым лассо и. Поэтому лемму 1 достаточно доказать лишь 
для таких элементов.

Эту редукцию можно усилить.
Пусть Ь0 и 6,— две точки многообразия 33, соединен

ные путем w. Тогда каждая петля их в 6, определяет пет
лю (лассо) wuxw~l в Ь0, а каждая петля и9 в Ь0— петлю 
tv~iu0w в blt причем с точностью до комбинаторной экви
валентности эти соответствия взаимно обратны. Поэтому 
они индуцируют изоморфизм группы голономии Ф (6 ,) в 
точке 6, на группу голономии Ф (Ь0) в точке Ь„. Более то
го, если в пространствах и ZTbi выбраны базисы и со
ответственно этому группы Ф(&0) и Ф  (6,) интерпретированы 
как подгруппы группы GL(n; R), то в предположении, что 
базис воTbi получается из базиса в аГЬ(1 параллельным пере
носом вдоль пути w, этот изоморфизм будет, как легко видеть, 
тождественным отображением. Поэтому если некоторый эле
мент группы Ф (&,) (отвечающий, скажем, петле и) соеди
няется с единицей гладким (в Aut<Fb() путем, целиком 
лежащим в Ф (6,), то соответствующий элемент группы 
Ф (Ьв) (отвечающий лассо с петлей и) будет соединяться с 
единицей гладким (в AutdFti)) путем, лежащим в Ф (60)-

Следовательно, лемму 1 достаточно доказать лишь для 
элементов а = П„, отвечающих малым петлям и (целиком 
лежащим в некоторой шаровой координатной окрестности
О точки Ьв).

К  таким элементам мы уже можем применить конст
рукцию из замечания 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  леммы 1. Как только что было 
Доказано, мы без ограничения общности можем считать, 
что петля и целиком содержится в некоторой шаровой коор
динатной и одновременно тривиализирующей окрестности U .

Пусть дс* = дг*(/), 0 < / < 1 ,  k=\,  . . . , т ,  — парамет
рические уравнения петли и в центрированных в Ь„ ло
яльных координатах. Тогда формулы

хк = т«*[(/), О < * , т< |1, 1 < |Л < т ,
будут задавать гомотопию F: /* —> й?, связывающую пос
тоянную петлю в точке Ь0 с петлей и. Соответствующие
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петли ых будут, следовательно, иметь параметрические 
уравнения (10) (с постоянным т) и, значит, будут накры
ваться кривыми (не петлями!) vx: / —* £  с параметриче
скими уравнениями (10) и a‘ - a [(t ), где alx(t)— решения 
уравнений

а‘х (0  + ( « ( 0 )  а'х (0  > ( 0  =  0, <*=1......... п.
Но согласно известной из курса дифференциальных урав
нений теореме о гладкой зависимости решений диффе 
ренциальных уравнений от параметра, решения a‘x(t) этих 
уравнений (при данных начальных условиях a£(0) = oj) 
гладко зависят от параметра т. В частности, от парамет
ра т гладко зависят их концевые значения ai(')-

С другой стороны, если а‘в— координаты точки р0€гГ0, 
то, по определению, числа а£(1) будут координатами точки 

„). Следовательно, эта точка гладко зависит от т, 
т. е. отображение <гГвх / —► йГ0, заданное формулой 
(Ро, т)»—i►ll„t (p0). будет гладко. Но тогда, как легко ви
деть (ср. лемму 1 лекции 6), гладким будет и отображе 
ние т<—*-Пвт из / в Aut<F0, т. е. отображение (6) буде: 
гладким путем. □

Обратим внимание, что в процессе доказательства лем 
мы 1 мы также доказали, что группы голономии Ф(Ь„) и 
Ф (6,) в различных точках Ь0, Ьх изоморфны друг друг 
(в предположении, что многообразие связно). Изомор 
физм Ф (&,) —► Ф (/>,) зависит от выбора пути w, соединя
ющего точку Ь„ с точкой Ь}, и задается соответствие' 
ы«—*w~luw. Если в слоях oTfco, ¥ ti выбраны базисы и 
следовательно, группы Ф (й0), Ф ^ )  интерпретированы 
как подгруппы группы GL (л; R) и если базис в яГь П' 
лучается из базиса в еГ*, параллельным переносом вдо.г 
пути w, то этот изоморфизм будет тождественным отобр 
жением. Поэтому он во всяком случае будет гладкий 
отображением Ф (6 ,) — Ф(6,) (напомним, что гладкость н 
каждой группе Ф (Ь ) является слабейшей) и, значит, буде; 
диффеоморфизмом. Этим доказано, что группы голономии 
Ф<&.) и Ф (6,) в различных точках Ь„, Ь,€$) изоморфи 
как группы JIu .

Обратимся теперь к лемме 2.
Пусть 59— произвольное гладкое многообразие, удов

летворяющее второй аксиоме счетности, и пусть bv£jS-
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З а д а ч а  4. Покажите, что многообразие 53 тогда и 
■только тогда удовлетворяет второй аксиоме счетностн, 
когда оно обладает счетным открытым покрытием {U ,}, 
■состоящим из шаровых координатных окрестностей U,-.

Напомним, что подмножество С топологического про
странства 33 называется всюду плотным (в .53), если
5 = 59-

За д а ч  а 5. Покажите, что в каждом многообразии 33, 
удовлетворяющем второй аксиоме счетности, существует 
счетное всюду плотное подмножество С. [ У к а з а н и е .  
Положите С = U С/, где С,-— подмножество в U,- (см. зада
чу 4), состоящее из точек с рациональными координатами.]

Ясно, что без ограничения общности можно считать, 
что множество С содержит точку Ь0.

Зафиксировав раз и навсегда счетный атлас {(£/,-, ft,)} 
и подмножество С, назовем путь и в многообразии 53 эле
ментарным, если

а) его начальная и концевая точки принадлежат С;
б) путь и целиком расположен в некоторой окрестно

сти U
в) путь ft, о ы пространства R"1 является прямолиней

ным отрезком (в его естественной параметризации).
Путь, составленный из элементарных путей, мы будем 

называть— за отсутствием лучшего термина— специальным 
путем.

Ясно, множество всех специальных путей счетно. По
этому для доказательства леммы 2 достаточно доказать, 
что каждая петля в точке Ь„ многообразия 33 гомотопна 
специальной петле.

Это утверждение мы и будем доказывать.
Для доказательства нам понадобится обобщит!» понятие 

гомотопин путей.
Гомотопией с подвижными концами мы будем назы

вать произвольное непрерывное отображение F : /2 — 33 
квадрата /* в многообразие или, более общо, топологи
ческое пространство 8 . Для каждой такой гомотопии фор
мулы

ut (t) = F (t, 0), U l(t) = F ( t , l ) ,  td l,
v0(*) = F (0 ,t), r>,(T) = F ( l ,  т), те/,

0пределяют четыре пути
«в. u „ v„, о,: ! —+ 53. 

будем говорить, что гомотопия F  связывает путь и0
0 путем ы, при начальном пути v0 и конечном пути о,.
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Заметим, что
,т  Ыо(0) = 1>о(0), уо(1 )= и,(0 ),

«о(0=- М О), у, ( 1 )= и,(1).
Гомотопин в смысле определения 1 лекцнн 3— это 

в точности гомотопин F , для которых пути у0 и Vi по
стоянны.

Л ем м а 4. Линейно связное топологическое простран
ство 93 тогда и только тогда односвязно, когда для 
любых путей ив, ы,, у0, у, в 93, удовлетворяющих соотно
шениям (11), существует гомотопия F , связывающая путь 
ы„ с путем и, при начальном пути  у0 и конечном пути  у,.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению, односвязность 
пространства 93 означает, что для любой петли и суще 
ствует гомотопия F , для которой и0 и, а пути ы ,, у0 и 
у, постоянны. Спедовательно, условие леммы 4 достаточна 
для односвязности пространства 93.

Покажем, что оно и необходимо.
Пусть в односвязном пространстве 93 заданы пути ип, 

и|, у0, у,, удовлетворяющие условиям (11). Тогда формул;
| u0(t), если т = 0,

f „  ТЧ_. I “ lio . если т = 1,
\ v0(i), если * = 0,
| у,(т), если /=-1,

корректно определяет некоторое непрерывное отображенн 
/: д/! — 93 границы д/2 квадрата /2 в пространство 93. 
и проблема состоит в том, чтобы распространить это ото 
браженне на весь квадрат /-, т. е. построить такое отобра
жение F: 1г--*93, что F\,,i> = f.

З а д а ч а  6. Постройте непрерывное отображение ц 
/2—► /2 квадрата 1г на себя,

а) гомеоморфно отображающее на себя внутренность 
квадрата /*;

б) отображающее верхнюю сторону /х 1 квадрата / 
на его границу д/г\

в) переводящее остальные три стороны квадрата / 
в точку (0, 0).

Пусть g— отображение д!г—>93, являющееся компози 
цней отображения ф (или, точнее, его ограничения ф |«з/  ̂
и отображения /.

На всех сторонах квадрата /г, кроме верхней, эт’ 
отображение определяет постоянные пути, а на верхней



Г стороне / X I— петлю, являющуюся (вообще говоря, лишь 
с точностью до перепараметрнзацин) произведением uuvtu ilvо1 I путей Mg, vu u f1 и у0-‘.

Так как пространство 38 односвязно, то последняя петля 
гомотопна нулю и потому существует гомотопия G: /2 —► Зв, 
удовлетворяющая соотношению G\on = g (являющаяся 
распространением отображения g). Поскольку стороны квад
рата /2, которые отображение ф переводит в точку, ото
бражение G также переводит в точку, существует (оче
видно, единственное и непрерывное) отображение F: Г- — 38, 

Ёудовлетворяющее соотношению G = F оф. Но тогда g — 
= (^^/Ооф. откуда в силу равенства g = fоф следует, что 
F  !<>/• = f •

Этим лемма 4 полностью доказана. □
Следствие I. Линейно связное топологическое про

странство 38 тогда и только тогда односвязно, когда 
для лкбых двух точек Ь0, Ь ^ Зв  все пути, соединяющие 
точку Ь0 с точкой bt, гомотопны друг другу.

З а д а ч а  7. Выведите следствие 1 из установленных в лекции 3 
В  алгебраических свойств умножения гомотопических классов.

В лекции 3 (см. формулы (10) и (11) лекции 3) были 
введены операции перемножения гомотопии по первому 
или второму аргументу. Ясно, что операции имеют смысл — 
при соответствующих условиях— и для гомотопии с под
вижными концами. В частности, произведение FG двух 
гомотопии по второму аргументу определено тогда и только 
тогда, когда конечный путь гомотопии F  совпадает с на
чальным путем гомотопии G, и в этом случае FG будет 
гомотопией, начальным путем которой является начальный 
путь гомотопии F, а конечным путем — конечный путь 
гомотопии G.

Теперь мы уже можем непосредственно перейти к до
казательству леммы 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  леммы 2. Пусть и — произволь
ная петля многообразия 98 в точке Ь0. Нам нужно дока
зать, что эта петля гомотопна некоторой сгециальной 
петле.

Так как отрезок / компактен, то в заданном счетном 
атласе многообразия 98 существует конечная система карт 

LW i, Л,), 1 ^  ^  jV, обладающая тем свойством, что петля
ч имеет вид и,, . . . ,  иц, где для каждого * = 1, . . . ,  N 
Путь ы|. целиком лежит в шаровой координатной окрест
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ности U Пусть — начало пути и, и, следовательно, 
bi— его конец. (Таким образом, Ьц — Ь0.)

Так как Ь, € £/,• П U i+1 для каждого t = l ........N — 1,
а множество С всюду плотно, то для любого /=1, .. .  
. . . ,  N — 1 существует точка с,€С, принадлежащая той же 
компоненте линейной свявности множества t/,nt//+i. чтс 
и точка bj. (При i = 0 и i = N мы дополнительно требуем,
ЧТОбЫ Ct — Cn =  bQ.)

Пусть vj— произвольный путь, соединяющий в U ; П £/, + , 
точку Ь, с точкой с,-. (При t = 0 и i = JV за путь V, мь 
принимаем постоянный путь в точке Ь„.)

Так как с,_,, ct£ U lt t = 1, . . . ,  W, то в V { определе! 
элементарный путь и»,-, соединяющий точку с/—1 с точкой с

Для каждого /= 1, . . . .  N пути и «>,•_„ v,_u v, це
ликом лежат в односвязном множестве U ,■ и удовлетво 
ряют, очевидно, условиям леммы 4. Поэтому согласно этой 
лемме существует гомотопия F, (в U,, а потому и в 33), 
связывающая путь ы,- с путем до,- при начальном пути у,_, 
и конечном пути V,-. Тогда гомотопия F 1 . . .  F\  опреде 
лена, связывает петлю u = u,.. .u/v со специальной пет 
лей до = до,... до* и — ввиду выбора путей у, и — 
является гомотогшей с неподвижными концами.

Таким образом, петля и гомотопна специальной пет 
ле до. □

Роль групп голономии в теории векторных расслоен и i 
во многом определяется следующей теоремой.

Теорема I. (Теорема редукции. )  Векторное ра<. 
слоение I  = (<£, л, 53), на котором существует свяэност 
с группой голономии Ф , редуцируется к группе Ф  (pai 
сматриваемой как подгруппа в GL (л; R)).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть U — произвольная шарова 
координатная окрестность в многообразии 33 и пусть Ьи— е 
центр, ари— некоторый базис линеалами. Для любой точ 
кн b£U  мы обозначим через wjf элементарный путь, соеди 
няющий в U точку Ьи с точкой Ь, через — соответ 
ствующий параллельный перенос Э~ьи —► ¥  ь, а через 8(b)- 
=(s,(6), . . . ,  s„(fr))— базнс П%ри линеала 3~ь, b£U  (та 
что s (Ьс) р и).

З а д а ч а  8. Докажите, что базис s(b) гладко эависи 
от Ь, т. е. что сечения s,-: b>-*-St(b), 2=1, . . . ,  п, npi' 
надлежат Г (||у ) (и, значит, составляют базис этого FL 
модуля).
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Отсюда следует, что формула
Ф ,(ft, а) = a's,(ft), b£U, а — (а\ . . . ,  а") € R",

опреДеляет гладкую тривиалнзацию
(12) ф: l/ x R "- * tfy
расслоения £ над U. [Подчеркнем, что эта тривиализация 
зависит от выбора базиса ри.\

Чтобы единообразно выбрать базисы р и для всех окрест
ностей U, вспомним, что в многообразии 53 у нас фиксиро
вана точка ft„ (по отношению к которой определяется группа 
голономии Ф). Имея это в виду, выберем в линеале *= ¥ь% 
произвольный базис р0 (и тем самым зададим группу Ф  
как подгруппу группы GL(n, R)), а для каждой шаро
вой координатной окрестности U — некоторый путь у47 в ЗЭ, 
соединяющий точку ft0 с центром ft47 окрестности U. Затем 
примем за базис ри результат П„/?0 параллельного пере
носа базиса р% вдоль пути у =

Тем самым над каждой шаровой координатной окрест
ностью U многообразия 53 у нас будет построена тривиа
лизация (12), т. е. будет построен некоторый трнвиали- 
зирующий атлас расслоения £. [Заметим, что этот атлас 
зависит только от базиса р0 линеала <Г0 и путей Vе , соеди
няющих точку ft„ с центрами Ьи окрестностей U.\

Пусть теперь U, и U2— две пересекающиеся шаровые 
координатные окрестности, ф, и ф,— соответствующие три- 
виализации (12), а ф „— связывающее эти тривпализацип 
отображение перехода Ut П Ut — GL (л; R). Отождествив 
с помощью базиса р„ группу G L(a ; R) с группой Aut<F„, 
мы можем считать, что

Ф„: U l r\Ut —  AutoT0,
т. е. что Ф„(&): <Г„ —* <Г„ А™ каждой точки b^Ux r\Ut.

Аналогичным образом мы можем считать, что отобра
жения ф1>ь и ф,,ь (для точек ft из f/, и Ut соответственно) 
Действуют из <Г„ в аГь:

<Тя— Ь’ Т ь ~ Т и.
N °. расшифровывая определения, мы тогда немедленно 
получим, что
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и, значит, что
(Ь) = фГ.йОф1>ь = = пш,

b ь

где w— петля vu,Wb' (и>ь,)~ 1(ии,)~1 в точке bt.
Таким образом, отображение перехода ф„ принимаег 

значения в подгруппе Ф  группы Aut<F*,.
По определению это означает, что матричный коцикл q 

отвечающий построенному тривиализирующему атласу, 
является коциклом над Ф. Следовательно (см. о пределе 
нне 1 лекции 7), векторное расслоение £ редуцируете 
к группе Ф . □!

Заметим, что по ходу дела мы доказали, что вектор 
ное расслоение I  тривиализируется над каждой шаровой 
координатной окрестностью многообразия 93.

Конечно, это заключение опирается на существовани 
в расслоении | связности Н. Рассмотрим поэтому вопрск
об условиях, обеспечивающих существование в £ хотя Ci 
одной связности. Для этого мы воспользуемся установлен 
ным в лекции 12 биективным соответствием между связ 
ностимн и ковариантными дифференцированиями

(13) V: П  —  Г (т ^ ® £ ).

Пусть Е— линейное пространство (даже РоЭ-модуль 
всевозможных линейных над R отображений Г£ —*• Г  ■
а Н— его подпространство (Р59-подмодуль), состоящее и 
отображений, линейных над F33. Множество D всех ков.! 
риантных дифференцирований (13) содержится в Е, но ih 
является в Е подпространством (хотя бы потому, что сумм 
V, 4 двух дифференцирований из D заведомо не при 
надлежит D). Однако, как показывает непосредственна 
проверка, для любых двух дифференцирований Vi и V. >• 
любой функции f£  F93 отображение
<14) V = (1 — /) V, -h/V,
также будет дифференцированием.

Более того, если {т]а} произвольное разбиение единиц! 
<см. лекцию 111.22), то для любого семейства {va } Д||(1" 
ференцнрований отображение

< 15) T = 2 n * v .п



(имеющее смысл в силу свойства локальной конечности 
семейства {т^}) такжэ будет дифференцированием. Если 
разбиение единицы {i^ } подчинено покрытию {Ua}, то 
отображение (15) будет, очевидно, определено (и будет 
дифференцированием) даже в случае, когда каждое 
определено лишь над Ua (для расслоения ||ув).

С другой стороны, ясно, что если расслоение s|t/a три
виально, то хотя бы одно дифференцирование Та над U a 
заведомо существует. Поэтому в этом случае над всем 33 
существует дифференцирование (15) и, значит, существует 
соответствующая связность. Этим доказано следующее 
предложение:

Предложение 2. На каждом гладком нумерируемом 
(см. лекцию 7) векторном расслоении £ существует хотя 
бы одна связность.

Конечно, это предложение мы могли (и, собственно 
говоря, должны были) сформулировать и доказать еще 
в лекции 13. Мы отложили его потому, что только теперь 
из него получаются содержательные следствия.

Следствие  /. Каждое гладкое векторное расслоение 
!€(<£, -т. -Э) над паракомпактным многообразием 33 обла
дает хотя бы одной связностью.

Следствие 2. Каждое гладкое векторное расслоение 
!  = (<£, я, 33) над паракомпактным многообразием 33 три- 
типизируется над любой шаровой координатной окрест
ностью U.

Это означает, что каждое покрытие U = {t/a} многооб
разия 33, состоящее из шаровых координатных окрестно
стей, является универсально трнвиализирующим покры
тием (см. замечание 4 лекции 6).

Множество дифференцирований (=связностей) вида (14) 
допускает интересную интерпретацию с точки зрения общей 
теории аффинных пространств.

Напомним (см. определение 3 лекции 1.4), что (не
пустое!) множество Л  называется аффинным пространством 
над линеалом ? 'э, если задано такое отображение

(16) Л х Л  —  Т 3, (А, В)>-*АВ,

Что
а) для любого вектора а £ У *  и любой точки А £ Л  

сУЩествует единственная точка В, для которой А В= а\
м. м. Постников, сеи. IV
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б) для любых трех точек А, В, С £ А  имеет место 
равенство

А В + ВС = АС.

Нам сейчас важно подчеркнуть, что в этом определе
нии нигде не используется наличие в основном поле К 
деления. Следовательно, оно имеет смысл и тогда, когда 
‘У3 является не линеалом, а лишь модулем над некоторым 
кольцом К.

Для множества D роль кольца К играет кольцо функ
ций FJB, роль модуля Т 3— подмодуль Н, а отображение 
(16) определяется формулой

(Т „ V , ) W v , — V„
[Включение V,— Vi£H вытекает из того, что при вычита
нии друг из друга формул Лейбница для V,(/s) и V, (/s) 
члены X f s сокращаются. Аксиома б сводится к тривиаль
ному тождеству

V , - V ,  =  (V 3- V t)- f ( Г . - V , ) ,

а аксиома ка— к автоматически проверяемому утвержде
нию, что для любого дифференцирования V и любого F53- 
линейного отображения 6 £ Н отображение \ + 6 является 
дифференцированием.]

Таким образом, мы видим, что множество D всех кова- 
риантных дифференцирований (или что равносильно — 
всех связностей) на гладком векторном расслоении I  — 
= («5\ л, 53) является (когда оно непусто) аффинным 
пространством над F8-модулем Н.

С этой точки зрения множество дифференцирований (14) 
является не чем иным, как прямой аффинного простран
ства D.



Л е к ц и  я  19

Вычисление параллельного переноса вдоль петли.— Опе
ратор кривизны в данной точке.— Перенесение вектора 
по бесконечно малому параллелограмму.— Тензор кри
визны.— Формула преобразования компонент тензора кри
визны— Выражение оператора кривизны через ковариант- 
ные производные — Структурное уравнение Картана — 
Тождество Бианки.

Пусть 1 = (&, л, 5?) — гладкое векторное расслоение 
ранга п над m-мерным многообразием Я  с отмеченной 
точкой Ь0 и пусть Я — связность на £. Тогда— см. лек
цию 18 — каждая гладкая петля и: I —+93 в точке Ьа 
определяет отображение

Пи: аГ„ —* F 0, F e = F i, ,

являющееся тождественным отображением id, когда петля 
и постоянна.

Раз и навсегда мы зафиксируем трнвиализнрующую 
координатную окрестность U  точки Ь0 в многообразии 3i, 
координаты х1, . . . ,  хт в окрестности U, центрированные 
в точке Ь0, и триви&чизацню s = (s,, . . . , s n) расслоения 5 
над U  (базис F ij-модуля Гб над U). Тогда каждая петля и, 
целиком расположенная в U, будет иметь векторное пара
метрическое уравнение вида
(1) Х = Х(0,
где jс (*) = (**(/), . . . ,  хт (/))— такая гладкая вектор-функ
ция, что д:(0) =  0 и jc  (1) = 0, а соответствующее отобра
жение Пы будет переводить точку p „€F „ ,  имеющую в ба
зисе s(b0) линеала F „ координаты а„ = (aj, . . . ,  а#), в точку 
Pi = nup0, имеющую в том же базисе координаты а ,=  
= (а1 (1), . . . ,  а"(1)). Здесь а'(1), l ^ i ^ n , — значения 
при f = l функций a'(t), l s ^ t ^ n ,  являющихся реше
ниями дифференциальных уравнений
(2) hf(t) + Tti(x(t))x*(t)a'(() = 0, i = l ........п,

с начальными условиями a'(0)=a£, l ^ t ^ n .  (Отсюда, 
в частности, непосредственно следует, что отображение П„ 
линейно и биективно, т. е. является невырожденным ли
нейным оператором на F 0; ср. лекцию 18.)
И*

.



Вместо дифференциальных уравнений (2) удобно рас
сматривать равносильные интегральные уравнения

I
(3) а‘ ( t )= a i-  \ П ; ( jc  (0 )x*(,t)aJ(t)dt, i = 1........п.

0
Преимущество этих уравнений состоит в том, что к их 
решению применим метод последовательных приближений.

Без ограничения общности можно считать, что замы
кание U окрестности U компактно. Тогда гладкие функции 
П/ будут ограничены на U, т. е. будет существовать такая 
константа С > 0, что
(4) IП/1 < С на U
для всех /, j и к.

О петле (1) мы будем говорить, что она имеет размер 
^  s, если
(5) |* (0 1 < «
для всех /, 1, и всех к = 1, т .

Заметим, что для любой такой петли
(6) | * * ( 0 Ю
для всех /, 1, и всех к = 1, т .

Действительно, так как дс*(0) = 0, то
1 (

о о
Л ем м а I. Существуют такие константы С, и С., 

что для любой гладкой ( и даже кусочно гладкой) петли и 
размера ^  s для решений а‘ (/) уравнений (3) имеет место 
оценка
(7) | а '(0 | < С ^ “
для всех /, 1, и всех i = 1, п.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть

« (О*-  2  <«* (<))••lm 1
Тогда

а (0 а (/) = 2  ̂  (0 (0 =i= I

— 1 2 П /(х  (0)х»(0в,(0в/(0Ы 1
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и, значит,

fl(/)|a(0l</«Cs 2  |а»(0||в/(0|.<.;= 1
где С— константа из оценки (4). С другой стороны, так 
как для любых положительных чисел а и Ь имеет место 
неравенство

аЬ <  {  (а* + 6*)
(ибо (а— Ь)г^ 0 ),  то

2  | of ( о ц е н о к

В Ы Ч И С Л Е Н И Е  П А РА Л Л ЕЛ ЬН О ГО  П ЕРЕН О С А  325

<.7=1

; у  ( £  (а ' (/))* + V  (а/ (1 )у) = па (<)*. 
м- 1 /= 1 /

После сокращения на a (t) мы получаем, что 

|a (/ )|< C ,sa(0 , где Сх = птС,
т. е.

Но тогда

d In а (/) 
dt <CjS.

| In a (0 — In о (0) | = |

t

i
и потому

a (/) ^  a (0) eCiit.

Поскольку |a/(/)|< a(/), это доказывает (7). □
Зафиксировав число s„ > 0, будем считать, что 0 ^  s ^  s,. 
Следствие. Существует такая константа С, что  

для любой петли и размера <  s имеет место оценка
(8) | а '( 0 К С
для всех /, 0 <  / <  1, и всех i = 1, . . . ,  п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле (7)
| а '(01 « Г / 7* . □



Теперь мы можем непосредственно приступить к реше
нию системы (3) для петли и размера методом после
довательных приближений.

П ервое  приближение .  Из неравенств (4), (5) и
(6) следует, что при некоторой константе С имеет место 
оценка

\a‘ (t)— ai|< Cs/,
т. е.

а' (0 = + О (s/),
где 0(st)— такая функция, что при и 0 < s < s „

О (si)отношение ^ ' ограничено.
В то р о е  приближение .  Из формулы конечных 

приращений Лагранжа и неравенств (5) следует, что
Г*, (х  (/)) = Г*/ (0) -f О (s/),

где Tiy (0)— значения функций Ц/ в точке b, (при х=--0). 
Поэтому

t
о1 (/) - «*.-$  [Ц , (0) + О (s/)] [ai, + О (s/)] >  (/) dt =

0 I
- в {- П » (0 )« 1 $ х * (/ )Л  + 0 (Л ) ,

о

а< (t) = a i— П/ (0) (0  + О («•/).
Тр е тье  приближение .  Из формулы Тейлора с ос

таточным членом и неравенств (5) и (6) следует, что

Г*/ (х  (/)) = Г*/ (0) + (0) дс» (/) + О (s't)

(напомним, что множество U  мы предполагаем компакт
ным). Поэтому

а‘ (0 = a i - {  Г1, (0) + ^ - ф ) х ‘ (0  + О (s*0 j X
X М - Г 'р (0) agx* (t) + О (s*/)] (/) dt =

= e i- r t/ (0) el** (0 + Г1, (0)Г/р(0) ag f  ̂ (t) i * (/) d t-
o

1
£Ц0) a£ f (/ )i*  (/)<*/ + О (sV),
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т. е.
a‘ (l)  = a L - n l (0)aix*(t) +

+ [rip  (0) Г?, ( 0 ) - ^ ( 0 )  (t) хк (0 dt + О (s*t).

Дальнейшие приближения нам не понадобятся.
Так как jc* (1) = 0, то при /=1 мы в понятных обо

значениях получаем отсюда равенство

(9) «' (1) = ̂  + [ г*рг?/— ^ - ] в ̂  j  х< (0  (0 dt.

Чтобы вычислить интеграл справа, наложим на петлю и 
дополнительные условия.

У с л о в и е  1. Функции (1) имеют вид
(10) **(/) = **(а(0, Р (/)), 0 < / < 1 ,
где хк(а, Р)— функции двух переменных, определенные 
в некоторой окрестности V точки (0, 0) на (а, Р)-плоскости R* 
и такие, что ранг матрицы частных производных

(П )

в точке (0, 0) равен двум, а
( 1 2 )  <* =  < * (/ ) ,  Р  =  Р ( / ) ,  0 < * < 1 ,

— уравнения некоторой кусочно гладкой петли у в V.
Наглядно это условие означает, что петля и располо

жена на некоторой регулярной элементарной поверхности
(13) хк — хк(а, Р), (о, р )бК,  

Поскольку
(14) дс* = х*а + дг£р, k = l , . . . , m
(для упрощения формул мы опускаем аргументы; символы 
*£ и др обозначают частные производные), интеграл из 
формулы (9) записывается теперь в виде контурного ин
теграла по кривой у:

1 I
(15) { х‘хк dt = \ х*(хка  + х$) dt =

о о
= j )  xtxkida + jc'*|dp.

1*а ... xS|
!Up . . .  хр II



У с л о в и е  2. Для функций (12) (или, точнее,— их 
производных) имеют место оценки

Н 0 К -Я - .  iM K - j f r ,  о < / < 1 .
где
(16) М = шах шах (|х£ (а, Р)| + |х£(а, Р)|),

* (s. л)
(а, РКУ , к=1.......т.

Это условие обеспечивает справедливость оценки (5) 
(см. формулы (14)).

У сл о ви е  3. Петля и (или— что равносильно— петля у) 
является простой замкнутой кривой (не имеет самопере
сечений).

Из этого условия следует, что кривая у ограничивает 
на (а, Р)*плоскостн некоторую область G. Поэтому к кон
турному интегралу (15) применима формула Грина, со
гласно которой этот интеграл равен

<17> П (^ - ^ Н =
х^х^-х^хр) dadfi.

С другой стороны, из условия 2 следует (см. выше вывод 
оценки (6) из оценок (5)), что кривая у, а потому и об
ласть G целиком расположены в квадрате

I P K - M "
Поэтому для площади этой области имеет место оценка 

J  ̂da ф  = cs* + О (s*),
G

а для интеграла no G от произвольной непрерывной на G 
функции f — оценка

(18) $Sfdccdp = c/(0, O)s* + O(ss),
с

где с— некоторое число (зависящее от формы области G). 
У с л о в и е  4. Число с отлично от нуля.
Геометрически это условие означает, что область G ни 

в одном направлении сильно не сплющена.
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Применение к интегралу (17) оценкн_ (1Ь) дает кнам 
теперь равенство

*
) х'хк dt = — + о (s3),
о

где
(19) = (4-Vp— 4хр)0с.
Подставив это выражение в формулу (9), мы, следова
тельно, получим, что

Г дГ* 1
a '(l) = <4+s* |^_£. -  Ц г?, 4 'a l + О (s’).

г Переставив немые индексы суммирования k и /, эту фор- 
мулу можно переписать в следующем виде:

а‘ (1) = а[ + s’ [ -  Г{РГ?/ х 'М  + О (s’).

Так как дг£* = — дг£', то, сложив две последние формулы и 
разделив на 2, мы получим следующую окончательную 
формулу:
(20) а '( 1) = о *- 4  s2 (*}.*,)„ + О (s’), 

где (/?},*;)о— значение в точке Ь0 функции

I  <21> ^ = - ^ - # + r U ?/- r U ? ,

I Обсудим полученную формулу подробнее.

Участвующие в формуле (20) числа (19) представляют
■ собой не что иное, как компоненты бивектора (слсаЛдГз)0, 
К являющегося с точностью до множителя сф О  внешним 
I произведением координатных векторов х а и дгр поверх- 
I  Ноет и (12) в точке (0, 0) и потому, в силу условия на ранг 

матрицы (11), отличного от нуля. Чтобы не привязывать 
слишком тесно этот бивектор к по существу случайной

5 поверхности (12), мы будем обозначать его символом Л д £ , 
где А и В —произвольные векторы пространства Ть„53, 

•обладающие тем свойством, что А Д В  = (сдгаЛдг„)„, а его 
компоненты л#— символом (/4ДВ)*'; так что

(А ДВ)ы — | g* £| = Л*В'-.4'В‘ ,
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где А* и В к— координаты [векторов А и В  в рассматри
ваемой системе локальных координат.

Положим
R (A , В)\ — у  (R*, ы), (А Д В)*1.

(Заметим, что эта формула имеет смысл для любых векто
ров А, В £  Tti53.)

Легко видеть, что
(22) R {A , B )tl = (R ,i.u ),A kB ‘.
Действительно, так как R 1/, ы = —R 1/, и и (А Д В)*1 — А кВ ‘ —
— А ‘В к, то

R). *, (А Д В )к‘ = R l, МА кВ ‘-  R 1,. к1А ‘В к =
= R l,.kiA W - R l,,ikAkB l -
— 2Rl,.kiAkB l

(для упрощения формул мы вместо (Я/,*/)0 пишем здесь 
просто R ‘i.u', подобную вольность мы будем позволять 
себе и впредь).

Формулу (20) мы можем теперь переписать в следую
щем внде:
(23) a ' ( l )  = a i— s*/?(Л, J3)}a£ 4-0(ss).

По определению числа а‘0 = а' (0) являются координа
тами некоторого вектора а числа а'(1) — коорди- 
тами параллельно перенесенного вектора ll^/v Что же 
касается чисел (22), то они составляют матрицу некото
рого линейного оператора R (A , В), переводящего вектор р0 
в вектор R (A , В) р0 с координатами R (A , В))а[. Таким 
образом, в векторной форме равенство (23) имеет вид
(23') ПаЛ = р .-5 */?И , В )р 0 + О Р ),

а в операторной— вид
(23Г) П„ = id— s*Rt(A, B ) + 0(s*).

Оператор R (A ,  В ) называется оператором кривизна 
связности Н, отвечающим бивектору А/\В.

Пусть для каждого s, 0 < s < s o, задана петля иг раз
мера <[s, удовлетворяющая условиям 1—4, гладко зави
сящая от s (в том смысле, что функции, задающие эту 
петлю в координатах, являются также гладкими функциями 
от s) и такая, что бивектор А/\В Ф 0 , отвечающий петле us

330 ОПЕРАТОР КРИ ВИ ЗН Ы  В ДАННОЙ ТО ЧКЕ



один и тот же для всех s. Тогда из формулы (23) следует, 
что для линейного оператора R (A , В) будет иметь место 
равенство

(24) R (A , B)--=-lim П|,* ~ “1 .
s-*0 5

Поскольку правая часть этой формулы не зависит от 
; выбора координат а1, . . . ,  ап и х1, . . . ,  хт (если петли и, 

удовлетворяют условиям 1—4 по отношению к одной си- 
к стеме координат, то они будут, очевидно, удовлетворять 

этим условиям и по отношению к любой другой), этим 
доказано— в предположении, что для бивектора А/\В  
существуют петли us,— что оператор кривизны
(25) У? (Л, В): Г ,  —
определен корректно (зависит только от связности Н  и 
бивектора А/\В).

Но для любого ли бивектора А/\В=£ 0 можно построить 
петли us, 0 < s < s0?

Оказывается, что это возможно только при некоторых 
условиях на бивектор Л д В .  Рассмотрим этом вопрос 
подробнее.

Пусть Л и В  — произвольные линейно независимые век
торы пространства TttJ9. Определим функции х*(а, р) фор
мулой
(26) х*(а, Р) = аЛ* + pfl*, k = * l , . . . , m
Геометрически это означает, что за элементарную поверх
ность (13) мы принимаем поверхность, являющуюся в ко
ординатах х1, . . . ,  х" плоскостью с направляющим бивек
тором А/\В. Координатными векторами ха и дгр этой 
поверхности являются векторы Л и В. На (а, Р)-плоскости 
этим векторам соответствуют единичные орты координатных 
осей I (1, 0) и У = (0, 1).

Пусть Gs— квадрат (ос, Р)-плоскости, построенный на 
векторах si, s j (и имеющий, следовательно, площадь s*), 
a — его граница, пробегаемая в положительном направ
лении (против часовой стрелки). Петля us на поверхности 
(13), отвечающая петле ys, удовлетворяет, очевидно, усло- 

f виям 1,3 и 4 (с с=  1). Что же касается условия 2, то 
. функции (12) для петли 7 , имеют вид

а (0 = sy (0 . Р (0  =«Y(1— 0. 0 < / < 1 ,
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3— 4/, если 1/2 ^  3/4, 
, 0, если 3/4 <  / <  1,

и, значит, удовлетворяют неравенствам
|a (0 l< 4s ,  |p (0 |< 4s.

Поэтому условие 2 будет выполнено при 4 М ^ 1 ,  где

Мы видим, таким образом, что если для векторов А 
и В  имеет место неравенство М  ^  1/4, где М — число
(27), то построенные петли и, удовлетворяют условиям 
1—4 и потому для них будет иметь место формула (24). 
Следовательно, для таких векторов оператор /?(Л, В) 
определен корректно.

Однако, поскольку для любого >.£IR

мы все же получаем, что оператор R (Л , В) определен кор
ректно д.чя любых векторов A, B £ T bjB .

Если А/\В = 0, то, по определению, R (A , В ) = 0.

Наглядно каждую петлю и, можно представлять себе 
как результат обхода параллелограмма, построенного на 
векторах вЛ, sB. Поэтому на традиционном языке анализа 
результат произведенного исследования означает, что при 
параллельном перенесении вектора р„ £ оГЬа по бесконечно 
малому параллелограмму, задаваемому бивектором 
s* (Л Д  В), вектор р0 приобретает приращение с точность" 
до бесконечно малых высшего порядка, равное — 5*/?(Л, В) р{1

Пусть X  и Y  — произвольные векторные поля на мно
гообразии .S3. Тогда в каждой точке b£53 определен ли
нейный оператор

и, значит, для каждого сечения расслоения I  век-

(27) М = тах(|Л*| + |В*|).

R(\A , В) = /?,'(Л , ХД)=?1/?](Л, В),

R  (X b, i (,): oFь —► оГь,

тор R (X b, Yb)s(b(€oTь.



Поэтому формула
[R  (X , Y) s] (6) = R (Х ь, Yb) s (Ь), Ь € 33,

определяет на 8  некоторое сечение R (X , Y )s  расслое
ния I. В каждой карте координаты этого сечения выра
жаются формулой
(28) [R {X , Y )s )‘ = R ),klX 'Y V ,
откуда, в частности, следует, что сечение R (X ,  Y)s гладко 
(принадлежит ГБ). Таким образом, мы видим, что для 
любых векторных полей X , Y £ и.® определено отображение
(29) R  (X , Y): Гг —  П

РЗд-модуля Г£ в себя. При этом легко видеть (например, 
из формулы (28)), что отображение (29) FS -линейно.

следовательно, соответствие (X , Y)>—̂ R (X ,  У) задает 
некоторое отображение
(30) R: аЗЗхаЗЗ —* EndFe Г |

прямого произведения аЗЗхаЗЗ в модуль EndF(er£ всех 
FJB-линейных отображений Г? —  Г£, очевидным образом 
линейное (и даже FjtJ-линейное) по каждому из аргументов. 

Заметим, что
(31) R ( Y , X ) --- R (X ,Y )

для любых полей X , Y  £ аЗд.
Отображение (29) называется оператором кривизны, 

отвечающим векторным полям X  и К. Что же касается 
отображения (30), то в силу отождествлений

EndFe Г£ = HomF<e (Г£, Г ;) = Мог(£, £) =
= Г (Н от (г, g)) = r(Endg )

(см. формулу (19) лекции 11) оно представляет собой 
FSJ-линейное отображение
(32) R: аЯ  х оЗЭ —• Г (End 5)

и, следовательно, является (см. задачу 21 лекции 16 
и соотношение (31)) дифференциальной формой степени 2 
(кососимметрнческим тензорным полем типа (2,0)) на мно
гообразии 9) со значениями в векторном расслоении End §. 
^га дифференциальная форма (тензорное поле) называется 
тензором кривизны связности Н.

ТЕНЗОР К Р И В И З Н Ы  333



Обратим внимание, что сечениями расслоения End I  = 
= являются {[-тензорные поля над 53 типа (1,1).

З а м е ч а н и е  1. В литературе можно встретить другое 
определение тензора кривизны, отличающейся от нашего 
знаком. Обозначения также варьируются — вместо R ^ kt 
пишут R ‘Jkl, R j, */, Rju  и т. д. и т. п.

З а д а ч а  1. Для любой формы R на 53 со значениями в En d ; 
и любого гладкого отображения /: 53' — ► 53 определите форму f*R 
на 53' со значениями в End /*g и покажите, что в случае, когда 
R является тензором кривизны связности Н, форма f*R будет тензо
ром кривизны связности /*Я.

Формула (21) определяет гладкие функции на
произвольной координатной тривиализирующей окрест
ности U. Эти функции называются компонентами тен
зора R  над U.

Пусть Rli-.k-r — компоненты тензора R  над другой 
координатной тривиализирующей окрестностью U '. Оказы
вается, что на пересечении U [\U ' имеет место соотно
шение
(33) Щ'. = ф{Уу. -^ r Rj. *,

(мы используем стандартные обозначения, введенные в лек
ции 10; см., в частности, формулу (17) лекции 10). Дока
зательство этого соотношения можно провести автомати
ческой выкладкой, использующей формулу (17) лекции 10. 
Однако эта выкладка довольно канительна, и мы поступим 
по-другому. (Тем не менее читателю будет очень полезно — 
чтобы хотя бы набить руку в тензорных вычислениях — 
провести все же ее самому.)

Именно, мы воспользуемся тем, что для произвольной 
точки b „€ l/n U ' и любых векторов А, В £  ТЬо53 у нас 
корректно определен линейный оператор (25), причем 
в базисе линеала »Г, = еГ6#, отвечающего заданной на U 
трнвналнзации, этот оператор имеет матрицу |#(Л,  fl)J| = 
= klAkB l |, а в базисе, отвечающем тривиализации, 
заданной на U ' ,— матрицу ||/?(Л, В)\'.\ = |/?{'.. k-i-A* В 1' |. 
Следовательно, согласно общему правилу о связи матриц 
одного и того же оператора в различных базисах (см. 
лекцию 11.15), для этих матриц имеет место формула

R (A ,B %  = ̂ r R (A ,B Y „
т. е. формула

R i;..k.l-Ak‘B ‘’ = ̂ l.R ik lA ^
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(где, конечно, под <р{', Ф/ и Я/,*, имеются в виду
значения этих функций в точке bt). Поскольку

L

это— в силу произвольности чисел Ак' и В 1'— доказывает 
формулу (33) (в точке bt, а потому и на всем пересече
нии U nU ').

Это рассуждение фактически использует только тот 
факт, что формулы (28) корректно определяют по функ
циям R lj,ki тензор (30). Поэтому формула (33) справедлива 
для компонент любого тензора типа (2, 0) со значениями 
в End|.

З а д а ч а  2. Покажите, что если над каждой координатной три- 
виализирующей окрестностью U  заданы функции /?/.*;. причем для 
любых двух окрестностей U  и U ' на пересечении U (\U ' имеет место 
формула (33), то формулы (28) корректно определяют некоторый тен
зор (30) типа (2, 0) со значениями в End £.

Следовательно, такого рода тензоры мы можем отож
дествлять с наборами функций #/,*„ преобразующихся 
по формуле (33).

Этот факт позволяет нам ввести тензор R, просто 
задавая его компоненты формулой (21) (без каких-либо 
объяснений ее происхождения). Конечно, тогда проверка 
соотношений (33) на основе формулы (17) лекции 10 де
лается обязательной. Впрочем, эту проверку можно обойти 
(или, точнее, сдвинуть в другое более удобное место), 
если выразить оператор R  (X , Y) через операторы кова- 
риантных производных

Vjr, V к: —*• Г | ,

отвечающие векторным полям X  и У.
В координатах производные и Тк выражаются (см. 

формулу (10) лекции 11) формулами
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Поэтому

( V x Y y S ) '  -  [ Щ ? г -  +  п ,  ( V k S ) / ) x *  =

= [ е » [ ( £ + гИ К ']  + Г1' ( | 7 + r !»s' )  у ‘] х ‘  -  

=3& х ,у ‘+ % х , т £ + & * ' х , у ‘ + ■

+ U , х *у  '+ п ^ х *  д а +«< | £  w +

+ П уг/ ^ х *У '.
Аналогичное выражение для (VyVjfS)' получается переста
новкой символов X  и У или — после переименования 
индексов суммирования — перестановкой индексов k и / 
Поэтому при вычитании из (V^Vys)' первые члены
этих выражений — ввиду свойства симметричности вторых 
смешанных частных производных— сократятся. Кроме того, 
так как четвертый и шестой члены каждого выражения 
получаются друг из друга — после переименования индек
сов суммирования — перестановкой k и /, то эти члены 
также сократятся (четвертый— с шестым, а шестой— с чет
вертым). Разность же третьих и седьмых членов буде i 
равна

Д}.*/5/Х*У‘ = [Я (Х , Y )s ]‘
(см. формулу (21)). Наконец, оставшиеся члены дадут нам 
сумму

в силу формулы (24) лекции 111.16 равную

(■g-+r W ) [ * .  y ]'- < v ,x .„s )'.

Этим доказано, что /?(Х , У) Н- Vfjr. (на
каждой координатной трнвиализующей окрестности, а по
тому и всюду), т. е.
(34) R (X ,Y )  = \x\Y— V >»V х— Y[jf,)'j =

=  [ V j f ,  V k ]  —  V [jf ,  yj.
Формулу (34) можно принять за определение опера

торов R  (X , У). Это определение, не оставляя желать 
ничего лучшего в отношении простоты и краткости, имеет.



однако, формальный характер и не вскрывает геометри
ческого смысла этих операторов.

Конечно, принимая формулу (34) за определение, мы 
должны, во-первых, проверить, что эта формула задает 
р59-линейное отображение R (X ,  Y ): Г? — Г£, а во-вто
рых— что соответствующее отображение (30) также Р59-ЛН-
нейно.

З а д а ч а  3. Сделайте это.
Наиболее просто и экономно тензор кривизны строится, 

исходя из ковариантного дифференцирования
V: Г | - > Г ( т ^ ® ? ) ,

отвечающего связности Н  (см. лекцию 13).

Пусть 0— линейная дифференциальная форма на 59 
(элемент модуля Г (т^)  = Г (Л ‘т«д)), а \|э— сечение рас
слоения т ^ } ® !  (линейная дифференциальная форма на 53 
со значениями в б). В каждой точке fe£53 элемент г|>к 
слоя r fc*50®F| = A 17't58®F| расслоения
имеет вид где а,£ Т'ь53, р,€<И.

З а д а ч а  4. Докажите, что формула

(0A't)b = 2 ( 0»Aa1)® / J/I
корректно определяет элемент (0Д\|з)6 слоя Л * ^ .® ®  аГ£ 
расслоения Л *т^ ® £  и, значит, формула

Ь (0ДЧ3)*. Ь£5),
— некоторое сечение 0Д 1|э расслоения Л *тд ®5 .
I Если расслоение Е тривиально над окрестностью U с  59 

и slt . . . .  s„ — соответствующая трнвиализация (базис 
ft/-модуля Г (||у )), то форма i|) над U единственным обра
зом представляется в виде V a , ®  s(, где а,-— линейные 
Дифференциальные формы на V , а форма 0Д\|; будет за
даваться формулой

вД ^ = 2  (0Л «,•) ®  S/ над U.
jpro, в частности, показывает, что сечение 0Д 1|> гладко 
(принадлежит Г ( Л ат ^ ® ? ) ) .

К  З а д а ч а  5. Докажите, что существует единственное 
«■•линейное отображение

г (т5Э0£) —  Г (AJt5 3 ® -)•
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удовлетворяюи{ее тождеству
V (0 ® s )  = d 0 ® s — 0AVs, О бГ (т^ ) ,  se i'(s ).

Докажите, что это отображение удовлетворяет также 
тождеству Лейбница

V(N>) = d/At+/V4>, ^ € Г ( т ^ ® 1 ) .
[ У к а з а н и е .  Над произвольной тривнализующей окрест
ностью И с  53 отображение V задается формулой

- (  п \  пVi 2  « i ® s ,  }=  2  (d a ,® s,— a,AVs,),
V  = I / i -1

где *,€ Г(т^д |у), a s „ . . . ,  s„— базис F^-модуля Г (5|t/)-] 
Таким образом, мы имеем два отображения

Г 6 - Г 0 & ® 6 ) Х г (Л*тя ® 6 )

и можем рассмотреть их композицию
\о\: Г5— Г(Л *т<38® ! ) .

Легко видеть, что последнее отображение F53-линейно:
(VoV)(/s) = V (d /® s  + /V,) =

= ddf ®  s— d/A Vs + d/A Vs— / (V ° V) s =
= /(Vor)s. □

Поэтому (см. предложение 3 лекции 11) существует такой 
морфизм
(35) R: 1-~ А*тл ® 5
векторых расслоений (т. е.— см. задачу 14 лекции 12— сече
ние расслоения Н от (!, А *т^ }®£ )), что
(36) foV = /?o.

Задача 6. Докажите, что для любых трех векторных расслое
ний £, т), С имеет место естественный изоморфизм

Horn (J, T)(g) £) = t)(g)Hom (j, J).
В частности,

Н от (5, A*Tjg ®  ! )  = A*tjg ®  End !,

откуда следует, что морфизм (35) мы можем интерпреи 
ровать как дифференциальную форму степени 2 на 53 i 
значениями в расслоении End !. Мы будем называть эту
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форму формой кривизны связности Н. Сравним ее с тен
зором кривизны (32).

Пусть U — произвольная координатная тривиализующая 
окрестность и s „  s„— базис FU-молуля Г ^ у ) .  Тогда 
для любого / = 1, . . . ,  п должны иметь место равенства вида

/?oS/ = Q }® s „
где

я / = 2  R ‘j.k,dx*Adx‘ = 2 R tkldx*Adx‘k < I
— некоторые дифференциальные формы степени 2 на U, 
составляющие матрицу
(37) Я = \ Щ

[ Коэффициенты R y kl пока никак не связаны с тензором 
(кривизны.)

Матрица Q называется матрицей форм кривизны (или 
просто матрицей кривизны) связности Н  над окрест
ностью U. (Употребляется также термин матричнозначная 
форма кривизны.)

Пусть to = I (i)j |— матрица форм связности Н  на окрест
ности U.

По определению
Ц  ®  s, = f  (Vs,) = V (со{ ®  *,) =

= <Ц (g) s,— wj Л  Vs, =
— {da>lj— (0/ A  cap) ®  Sj =
= (da>j + <i){,A<i>y)®s,

и, следовательно,
(38) Qj = dojj -r
В матричной форме это равенство имеет вид
(38') Q = die + оДю,
а в координатной — вид

Е )  R l,,kidx*/\dxl = i

В  = ( S “ - ^ r )  dx>Adx' + n ^ jd ^ A d x K

№  последней формулы следует, что 
D( « V  дЛ,
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(при к < /, а потому— в силу кососимметричности коэф
фициентов по к и /— и для любых к и /), т. е., как 
и подсказывают обозначения, коэффициенты R1,,h являются 
не чем иным, как компонентами тензора кривизны.

Кроме того, мы видим, что значения Й)(Л, В )  форм Q; 
на векторах А, В £  Т6.53— это в точности числа /?(Л, В) 
из формулы (22). В соответствии с этим матрицу |/?(Л, fl)‘( 
мы будем в дальнейшем обозначать также символом 
Q(/l, 5) (или— если нужно указать точку b— символом
Я * И . Я)).

Формула (38') называется с т р у к т у р н ы м  ур ав 
нением К а р т а н а .

З а м е ч а н и е  2. В некоторых учебниках дифферен
циальной геометрии структурное уравнение пишется в виде

Q = do)— шДсо.

Причина изменения знака состоит в том, что в этих учеГ 
никах используются т р а н с п о н и р о в а н н ы е  матриць 
О н и  (т. е. считается, что верхний индекс нумерует не 
строки, а столбцы). Конечно, никакого принцнпиальног 
значения это не имеет.

Таким образом, для тензора кривизны мы имеем четыр 
различных определения. Первое обладает преимущество ’ 
геометричности, но приводит к длинным выкладкам. Втс- 
рое (даваемое формулой (21)) слишком формально, а треп 
(даваемое формулой (34)) слишком сильно привязано к век 
торным полям, которые приходится все время волочит 
за собой. Наиболее элегантно четвертое определение (да 
ваемое формулой (36) или, если хотите, формулой (38) 
которое хотя и требует некоторой предварительной работь 
но оказывается на практике наиболее удобным, позвол г 
использовать гибкий и эффективный аппарат днффгре 
циальных форм. В дальнейшем мы, как правило, буде 
пользоваться им.

Преимущества, доставляемые дифференциальными фор
мами, ярко демонстрируются на примере доказательст; 
следующего предложения.

Предложение 1 ( тождество  Бианки ) .  На Kir 
дой окрестности U имеет место равенство
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<39) г?Я=ОД(о—юДЙ.



ч
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно формуле (38') do = 
: Q — ©Дю и

dQ = ddto -|- d (соДю) = da>/\<o— сi>Ada>.
Поэтому

dQ = (Q— соДсо) Д©— соД (£2— соДса) = £2Дсо—соДО. □ 
В развернутом виде соотношение (39) имеет вид 

dQ} = Q* Д©?— со^ДО?,
где

и потому

dQ<

со} = Г£/ dx*, Q} = Д  #/. */ dx'Adx',

<ЭЛ/. *, д/?'. *,
дх' Эх* dxk Л  dx'Adx3,

Й 'Д © ; =
= 2  (K U r ? .  -  /?{,. ,Л *  + к .  * 4 )  dx*Adx‘/\dxt,

к <  I < J

сорЛ^/=
= 2  (r'*/?f. it— PptRf, *s + Г',/??.« ) dx'Adx'Adx*. 

*</<«
Здесь удобно ввести подходящие сокращенные обозначения.

Пусть — массив величин, зависящих от трех индек
сов (пространственная матрица). Мы положим
(40) А м л = + + A

Говорят, что получается из Ак,, цитированием.
Ясно, что А(кт  не меняется при циклической переста

новке индексов:
! — AiiO-

’ Аналогичные обозначения употребляются, когда А к1, 
зависят еще от других индексов. (При этом, в случае 
необходимости, индексы, по которым циклирование не 
происходит, выделяются прямыми черточками. Например, 
запись А{кц р\„) означает результат циклирования по к, I 
И q при неизменном р.)
| Обозначая диффгренцирование по хк символом дк и 

■считывая кососимметричность функций /?}.*, по к и /, мы 
■теперь видим, что коэффициентами форм dQ], со£д£2/ и



(о 'доу являются соответственно функции
<?<*/?( /1. /i). Rp. (*;ГГ/|5) = Г/(*/?|р|./о, Гр (kR\n. /«). 

k < l< s .
Это означает, что тождество (39) равносильно тождеству
(41) is)— Г/(*/?[р|,/5) + Гр(*/?Г/|, |,) = 0.

Для любых фиксированных / и s функции /?}, ;j явля
ются компонентами некоторого ^-тензорного поля /?, 
типа (1,1), определенного на U. Согласно общей формуле 
(13) лекции 11 компоненты частных ковариантных произ
водных VkR ls этого поля выражаются формулой

( V */?,*)/ = dkRli,4i— i, + Г  ,*/?/. /s«
Сравнив эту формулу с формулой (41), мы немедленно 
получим, что формула (41) равносильна соотношению
(42) ^ (Т ,**„> )Н 0 ,
т. е. соотношению \ (kR lst = 0.

Это есть тождество Бианки, записанное в тензорном 
виде.
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Тензор кривизны и группа голономии.— Выражение ал
гебры голономии через тензор кривизны.— Случай плоской 
связности.— Ковариантно постоянные тривиализации.— 
Связности, обладающие абсолютным параллелизмом.— Пе
реход к главным расслоениям.— Параллельный перенос и 
группа голономии для главных расслоений.— Теорема ре
дукции для главных расслоений.— Форма кривизны связ
ности на главном расслоении.— Теорема Амброза— Син
гера.— Применение теоремы Амброза — Сингера к вектор
ным расслоениям.

В этой лекции мы изучим взаимоотношение тензора 
кривизны R с суженной группой голономии Ф , связности Н 
в точке Ь0 € 53-

Выкладки предыдущей лекции, на основе которых мы 
ввели тензор кривизны, показывают, что знание тензора R 
в точке Ь0 (т. е. знание всех операторов R (A , В), 
А, В £ Т(,,53) позволяет вычислить с точностью до бесконечно 
малых высшего порядка параллельный перенос вдоль лю
бых бесконечно малых петель, начинающихся и кончаю
щихся в точке Ь0. Стедовательно, знание этого тензора на 
всем многообразии S3 позволяет вычислить— с той же 
точностью— параллельный перенос вдоль любого лассо 
с бесконечно малой петлей. Но мы знаем (см. следствие 1 
леммы 3 лекции 18), что каждая гомотопная нулю петля и 
комбинаторно эквивалентна произведению сколь угодно 
малых лассо и, следовательно, что параллельный перенос П„ 
является произведением параллельных переносов по этим 
лассо. Заменив параллельные переносы по лассо их глав
ными частями, мы получим для П„ аналог интегральной 
суммы (в которой роль сложения играет умножение ли
нейных операторов), причем пределом этой суммы будет 
отображение П„. Это показывает, что тензор R полностью 
определяет группу Ф ,. (Заметим, что знания тензора R 
только в точке Ь0 для определения группы Ф , недостаточно.)

Конечно, чтобы привести эти соображения в аккуратный 
вид и получить явные формулы для вычисления элементов 
группы Ф # надо, вообще говоря, предварительно по
строить соответствующую теорию операторного интегриро
вания. Эго построение, хотя в принципе и очевидное, 
Необходимо должно быть весьма громоздким (хотя бы из-за 
некоммутативности умножения операторов). Поэтому стоит
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поискать обходный путь. Первое, что здесь приходит е 
голову,— это заменить интеграционный подход равносиль
ным дифференциальным и выразить через тензор R  не 
группу Ли Ф ,, а ее алгебру Ли f, являющуюся подалгеб
рой алгебры Ли [End<Fb,]. (Эта алгебра называется, кстати 
сказать, алгеброй голономии связности Н  в точке Ь„.)

С этой целью мы, возвращаясь к формуле (24) лекции 19, 
введем в рассмотрение кривую /•—*• v (/) в группе Ф #, опре
деленную на отрезке [0, /0], /0 = sjj, формулой

“  г, если 0 < * < * „ ,  где s = V l ,

Из формулы (24) лекции 19 непосредственно следует, 
что эта кривая гладка в точке f = 0 и ее касательнъг 
вектором в этой точке является— с точностью до знака — 
оператор R (A , В).

Таким образом, все операторы вида R (А, В ), А , В £  Ть,33, 
принадлежат алгебре голономии f.

Однако этими операторами (и их линейными комбина
циями) алгебра Ли f, вообще говоря, отнюдь не исчерпы
вается. Действительно, как мы знаем, произвольный путь ы, 
соединяющий точку Ьл с некоторой точкой Ь£Ид, определяет 
изоморфизм группы Ф , (Ь) на группу Ф , = Ф , (Ь0) и, значит, 
алгебры f (b) на алгебру f= f(&„). Обозначим последний 
изоморфизм символом w*. Тогда в алгебре f для любых 
векторов А, В £  Ть8  будет определен элемент w*R  (Л, В) 
Таким образом, алгебра f содержит также все оператор! 
вида w*R  (Л, В), Л, В £ Т Ь53, а значит, и все их линейны* 
комбинации.

Предложение /. Алгебра j состоит из всех ли ней ны: 
комбинаций элементов вида w *R (A , В), А, В £  Ть5д, b€ Sd.

Таким образом, зная тензор R, мы можем вычислит 
алгебру Ли f, а по ней восстановить и группу Ли Ф ,.

Можно предложить следующий путь доказательств 
предложения 1.

Каждый элемент алгебры f является касательным век
тором в точке / = 0 к некоторой гладкой кривой в группе Ф,. 
проходящей при / = 0 через точку е. Естественно предп> 
лагать, что на некотором отрезке вида [0, /„] эту кривую 
можно представить в виде (1), где и,— семейство ro.v 
топных нулю петель, гладко зависящих от параметр 
s = V  i (и такое, что Г1и, «= id). Согласно следствию

(1) если t — 0.
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леммы 3 лекции 18 каждый элемент можно разложить 
в произведение вида П .(1). . .П_,т ) , где t?,'\ . . . ,  й\т> —

“s “»
малые лассо. Наглядно очевидно, что это можно сделать 
так, чтобы т  было одним и тем же для всех достаточно 
малых s и чтобы каждое лассо u(th имело вид 
где пути wk не зависят от s, а и(,к> представляют собой малые 
петли, гладко зависящие от s (и удовлетворяющие усло
виям 1— 4 из лекции 19). Тогда касательный вектор в 
точке s = 0 к кривой (1) будет (см. задачу 17 лекции 14) 
суммой касательных векторов к кривым (1), отвечающим 
петлям и<*\ т. е. будет суммой элементов вида w *R (A k, В к), 
где Ак, В к£ TttrjKivS. Таким образом, каждый элемент 
алгебры f действительно является линейной комбинацией 
элементов вида w* R (A , В).

Конечно, хотя это эвристическое рассуждение и делает 
предложение 1 достаточно убедительным, но чтобы превра
тить его в формальное доказательство, требуется очень 
много технической работы. Поэтому ниже мы докажем 
предложение 1 совсем другим способом.

F Ситуация значительно упрощается при R = 0 (т. е. когда 
R),u — 0 на каждой окрестности V). В этом случае каж
дый член указанной выше интегральной суммы (или, лучше 
сказать, интегрального произведения) будет с точностью 
до величин высшего порядка малости тождественным опе
ратором id, и потому ее предел (независимо от порядка 
слагаемых— сомножителей) будет равен id. Таким образом, 
если R  = 0, то Ф , = {е}. Поскольку обратное утверждение 
(если Ф , = {е}, то /? = 0) очевидно, мы видим, что спра
ведливо следующее предложение (являющееся, конечно, 
всего лишь частным случаем предложения 1):

Предложение 2. Равенство R 0 имеет место тогда 
и только тогда, когда Ф , = {е}:

R  — 0 &  Ф , = {е}.
I Связность, для которой R = 0, называется плоской.
’ Хотя при R — 0 изложенные выше «интегральные» 

Соображения можно без л руда превратить в четкое дока
зательство (сделайте это!), мы все же дадим сейчас пред
ложению 2 независимое «дифференциальное» доказательство, 
которое послужит нам образцом для более сложного дока
зательства предложения 1.
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Напомним, что векторное поле X  на тотальном про
странстве 6' расслоения £ называется горизонтальным по 
отношению к связности Я , если Х р € Я р для любой точки 
р€б", т. е. если Х н — Х  (см. лекцию 10). Все горизон
тальные поля составляют подпространство пространства а& 
всех векторных полей на &. Мы будем обозначать это 
подпространство символом а [Я J (ср. обозначения, введен
ные в лекции 14; напомним— см. задачу 21 лекции 14 — 
что гладкие поля подпространств и распределения— это 
одно и то же).

Локально (над координатными тривиализующимн окре
стностями U) горизонтальные поля характеризуются ра
венствами

е*(Х) = о.......е»(Х)=о,
где (см. лекцию 10) 0', l < i < n , — такие дифференциаль
ные формы на U, что

в/ = da‘ ■+■ i = 1, • • •. л
(где, конечно, формы связности <oj рассматриваются как 
формы на £ у = л-Ч/, т. е., иными словами, представляют 
собой на самом деле формы л\о|).

Но при R  = 0 (т. е. при Q = 0) формы <о' удовлетво
ряют соотношению

dlOy = (OpД(0у, I, /— 1, •••, Л,
и потому

dQ' = dda' -f (dtoy) a<— a>jj\dal =
= — (0,p Aw?) aJ~  w/A(0y—<oipa/>) =
= -О)уЛ 0/,

т. e.
d0' = О'Дшу (при Я  = 0).

Следовательно, если X , К £ а [ Я ]  (и, значит, 0' (Х)=О, 
0/ (К ) = О), то (см.— с учетом замечания 2 лекции 11.96 — 
формулу (1) лекции 11.8)

dQ' (X , К ) = (0/Л(о‘)(Х , П -
= 0' (X ) (К ) — coy (X ) 0' (К ) -  0.

С другой стороны (см. формулу (6) лекции I II .  19), 
dQ‘ (X , К ) = Х0' (Y )- Y Q 1 [X )— Q‘ [X , Y ] = —  0 '[Х , У ]. 

Поэтому & [Х ,  У] = 0, т. е. [X , У ]£ а [Я ] .



Это доказывает, что при R  = О подпространство а [Н ] 
является подалгеброй алгебры Ли ii<£, т. е., иными словами, 
что каждая плоская связность Н представляет собой 
инволютивное распределение.

Следовательно, согласно теореме Фробениуса (см. лек
цию 14) ^связность И вполне интегрируема, т. е. через 
любую точку р0£ &  проходит одно и только одно ее 
максимальное интегральное многообразие SC. По опреде
лению многообразие SC характеризуется тем, что в любой 
его точке р имеет место равенство ТрЗС—Нр. Поэтому 
ограничение л|^- проекции л на SC этально и, значит, 
является локальным диффэоморфизмом (даже накрытием). 
В частности, это означает, что точка 6„ = л (/?,,) обладает 
в 8  окрестностью U, над которой существует такое сече
ние s:U  &  расслоения что s(b0)= p0 и s(U) = SC [\ л"Ч/. 
(Можно сказать, что s осуществляет горизонтальный подъем 
в £  всей окрестности U.)

Теперь мы уже можем непосредственно приступить к 
доказательству предложения 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  п р е д л о ж е н и я  2. Для произ
вольной петли и в точке Ь0, целиком расположенной в

{окрестности U, композиция sou, где s— только что по
строенное сечение U <£, будет петлей в точке ра, лежа
щей на многообразии SC и поэтому горизонтальной. По
скольку (s о и)(\) — р0, это доказывает, что для любой 
такой петли и имеет место равенство Пы = Id.

Поэтому равенство П„ = id имеет место и для любого 
малого лассо, а значит, в силу следствия 1 из леммы 3 
лекции 18, и для любой петли и, гомотопной нулю. Сле
довательно, Ф , = {е}. □

[ Сечение s обладает также тем свойством, что Vs = 0 
(достаточно заметить, что Y*s = 0 для любого векторного 

•/Поля X  на Я ). С другой стороны, если ри . . . ,  рп— базис 
линеала ¥ 0 = ¥ь, и slt . . . ,  sn— соответствующие (т. е.
такие, что sl (b0) = pl........sn(b0) = pn) сечения, то над
некоторой окрестностью точки Ь0 (которую мы снова обо
значим через U) сечения s,, . . . ,  sn будут, очевидно, 
образовывать базис FfZ-модуля Г(г|у). Обратно, если U — 
такая окрестность точки р0, что RZ-модуль Г (s|y) обладает 

Вазисом s,, s„, для которого Vs, = 0, Vsn = 0, то. 
Конечно, R — 0 на U . Этим доказано следующее предло
жение:
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Предложение 3. Связность Н на векторном расслое
нии \ - {£ ,  л, 53) тогда и только тогда является плоской 
связностью, когда многообразие 33 может быть покрыто 
открытыми множествами U , обладающими тем свойством, 
что в FU-модуле Г (? |г) существует базис s,, s„, д.г 
которого

= 0, •»*i \ s n — - 0. п
Такой базис s,, sn называется ковариантно по

стоянной тривиализацией расслоения 5 над I I .

Связности, для которых тривиальна полная групп,, 
голономин Ф , называются связностями с абсолютным па
раллелизмом.

З а д а ч а  1. Докажите, что связность тогда и тольк 
тогда является связностью с абсолютным параллелизмом, 
когда для любых точек bt, bt£53 отображение Пц: ь, —*• 
одно и то же для всех путем и, соединяющих точку Ь„ 
точкой bt.

Заметим, что согласно теореме редукции из лекции 1£ 
связность с абсолютным параллелизмом может существ' 
есть только на тривиальном расслоении I.

Существование эпнморфного отображения (6) лекции 1 > 
доказывает, что в случае, когда многообразие 53 односвязн 
группа Ф  совпадает с группой Ф ,. Поэтому в силу пред
ложения 2 связность в векторном расслоении над одн< 
связным многообразием тогда и только тогда обла
дает абсолютным параллелизмом, когда эта связноспи 
плоская (а расслоение тривиально).

В частности, если в расслоении над односвязным ми 
гообразием существует плоская связность, то  это расслое
ние тривиально.

Этот дифференциально-геометрический критерий тр 
виальности гладкого векторного расслоения на удивленп 
часто полезен.

В общем случае предложения 1 доказательство ослож 
няется необходимостью следить за изоморфизмами и е 
Однако оказывается, что эти изоморфизмы можно форм 
льно элиминировать, если, выбрав в каждом слоесТ,.
b£53, некоторый базис р (р......... р„), перейти от л
нейных операторов оГь —+еГь к их матрицам в этом базис»

Пусть fр — матричная алгебра Ли, состоящая из матр; • 
элементов алгебры голономии fb, и пусть RP (A, В'*
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А, В б Т ь53,— матрица оператора кривизны R (A , В) в 
базисе р.
Г Из лекции 18 мы знаем, что если базис р линеала ZFb 

получается из базиса р0 линеала <Г0 —оГь, параллельным 
переносом вдоль соединяющего точку Ь„ с точкой b пути w, 
то индуцированный этим путем изоморфизм Ф ( Ь ) —» Ф ( Ь 0) 
переводит каждый элемент группы Ф  (Ь) в элемент группы 
Ф ( Ь 0) с той же матрицей. В частности, это означает, что 
матрицей в базисе р0 элемента vjnR (A , В), А, В  € Ть53, 
алгебры Jlu  f0 = fp. служит матрица RP (A, В).
I  Следовательно, на матричном языке предложение 1 

(утверждает, что для любого базиса р„ линеала <F0 м ат
ричная алгебра Ли f„= fp„ состоит из линейных комбина
ций матриц вида RP (A, В), где р — всевозможные базисы 
слоев расслоения 5, которые можно получить из базиса рл 
параллельными переносами, а А и В — произвольные векторы 
пространства Т ь5д, Ь =  л(р).

Поскольку базисы р являются не чем иным, как точ
ками главного расслоения реперов ! = ( 8 ,  л, Si), ассоци
ированного с векторным расслоением 1 (и, как мы знаем, — 
см. лекцию 16— гладкого, если гладко расслоение !), эта 
переформулировка наводит на мысль о справедливости 
аналогичного утверждения для любых  главных S-рас
слоений %. Чтобы убедиться в этом, мы должны сначала 
перенести на главные расслоения понятие параллельного 
переноса и группы (алгебры) голономии.
г Пусть S — группа Лн, S3 — гладкое хаусдорфово много

образие, |  = (8 , я , S3)— гладкое главное S-расслоение над S3 
и Н — связность на расслоении |.
| Кривая v: I  —* 8 называется горизонтальной, если 

ИО €#„(»> для любого /£/. Говорят, что кривая v: I  8 
накрывает кривую и: / —* S3 (является поднятием кри
вой и), если и -  я  о у. (Ср. в лекции 10 аналогичные опре
деления для векторных расслоений.)

Предложение 4. Для любой гладкой кривой и: I  — S3, 
робой точки t0£ l  и любой точки р0^ ^ ь „  Ь„ = л (рц), 
существует единственная горизонтальная кривая и: / —► 8, 
накрывающая кривую и и такая, что  v(t0)~ р„.
Н  Мы докажем это предложение в следующей лекции. 
Вока же мы лишь заметим, что в случае, когда! является 
Расслоением реперов векторного расслоения !, это предло- 
■нне непосредственно вытекает из соответствующего 

редложения для векторных расслоений (предложение 1



лекции 11). [Действительно, чтобы построить у, достаточно 
параллельно перенести вдоль и каждый вектор базиса 

Как правило, мы будем применять предложение 4 в 
случае, когда кривая и является путем (определена на 
отрезке / = [0, 1]), а /* = 0.

Так же, как и для векторных расслоений, точка р х — v( 1) 
обозначается символом Пир0 и отображение

П„: Tb ,—+<$blt Ра>~+^вРо,
где bl — u( 1) называется параллельным переносом вдоль 
пути и. При композиции путей эти переносы перемножаются; 
если u = u1ut, то
(1) Пц = Пи1оП,(1.
(Ср. формулу (2) лекции 18.)

З а д а ч а  2. Определите отображение П„ для кусочно гладких 
путей и и покажите, что формула (1) остается в силе и в этом случае 
(Ср. лекцию 18.)

Так как связность Н  является эквивариантным полем 
подпространств, то для любого горизонтального путг 
v: I  —* Б и любого элемента а € 3 путь

Ra о v: t>-*v(t)a, t£l,
также горизонтален. Этот путь накрывает тот же пут!
и: / —► 53, но начинается в точке р0а, а кончается в 
точке Pia. Следовательно,
(2) П,,(Роа) = (П„Р„)а, 
т. е.

0 Ra = Ra 0 По
(отображение П„ перестановочно с действиями группы • 
на слоях IТь, и ¥ bi соответственно).

Отображения 11̂ , отвечающие петлям и в точке I  
составляют группу преобразований стоя ¥ % = Ть,- Э: 
группа называется группой голономии главного расслоения i 
со связностью Н  в точке Ь0 £ Я  и обозначается символа 
® Ч Ь0).

Выбрав в слое ¥ „ точку р0, мы произвольному эле
менту П„ группы Ф*(Ь„) поставим в соответствие элемент 
группы Ъ, удовлетворяющий соотношению

1 ̂ иРо ~ Ро̂ и.-
Так как группа 4 свободно и транзитивно действует на ¥  • 
то элемент а„ существует и единственен.
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Из формулы (2) следует, что для любых двух петель 
и,, иг в точке Ь0 имеет место равенство

= (^UfPv) a ut ~  Poaufia,t 
показывающее, что отображение Пц(—*аи является гомо
морфизмом. Более того, так как аи — е тогда и только 
тогда, когда 11ы = id, то отображение П„*-*аа является 
мономорфизмом. Его образ обозначается символом Ф» (р0) 
(или просто Ф(/*0)) и называется группой голономии в 
точке Ро-

З а д а ч а  3. Докажите, что группа Ф  (р0) состоит из таких эле
ментов а группы что точка p aa соединима с точкой р 0 горизон
тальным путем.

По построению группы Ф (Ь0) и Ф(/»0) изоморфны, но 
первая является группой преобразований слоя <F0 (пере
становочных с действием группы S), а вторая— подгруппой 
самой структурной группы $.

В случае, когда £ представляет собой расслоение ре
перов векторного расслоения £, элементами группы Ф 5(Ь0) 
являются преобразования многообразия Штифеля V (п,
= aF„ базисов линеала аГ0 — ¥ ь„ индуцированные элемен
тами группы голономии Ф 5 (/>„) расслоения 5. В этом смысле 
группы Ф (60) Для расслоений | и |  одни и те же.

Что же касается группы Ф '(Ро). то она, очевидно, 
является не чем иным, как матричной группой, состоящей 
из матриц группы Ф 5(60) в базисе рп.

З а д а ч а  4. Докажите, что для любого главного расслоения |  
группа Ф£(/»0) обладает естественной гладкостью, по отношению к 
которой она является подгруппой группы Ли $, причем в случае, 
когда многообразие 58 удовлетворяет второй аксиоме счетности, эта 
гладкость слабейшая. ( У к а з а н и е .  См. предложение 1 лекции 18.)

Покажите также, что перенесенная в группу Ф£ (60), эта гладкость 
не зависит от выбора точки ро£еГо (что дает тем самым естественную 
структуру группы Ли на Ф* (Ь0)).

Алгебру Ли Т,Ф« (pt) группы Ли Ф 5(Ро) мы будем 
обозначать символом jp, (или просто /р>). По построению 
алгебра fp, является подалгеброй алгебры Лн д = Те$.

В случае, когда g является расслоением реперов, ал- 
ГебРа fp, — это в точности введенная выше матричная 
алгебра Лн j0.

На главные расслоения переносится и теорема о редук- 
|Цц1 (теорема 1 лекции 18).



Предложение 5. Г,швное расслоение на котором 
существует связность с группой голономии Ф , редуци
руется к группе Ф.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для главного GL(n; ^-расслое
ния реперов %, ассоциированного с векторным расслоением 
предложение 5 немедленно вытекает из теоремы 1 лекции 18, 
поскольку редуцируемость векторного расслоения I  к 
подгруппе d>cGL(n; R) равносильна, очевидно, редуци- 
руемости к Ф  главного расслоения £. В общем случае 
доказательство по существу повторяет доказательство 
теоремы 1 лекции 18.

Пусть Ф  = Ф* (/>„).
Мы построим тривиалнзующий атлас {(£/, <р)} расслое

ния |, принимая за U произвольную шаровую коорди
натную окрестность в многообразии Я  и следующим образо\- 
определив тривиализацию <p: (или, точнее,
соответствующее сечение su: U  —► Б , связанное с тривиали- 
зацней ф соотношением ф(&, а) = su(b)a, а£$, b£U).

Произвольно выбрав путь Vй, соединяющий точку />,
= л (р0) с центром Ьи окрестности U, и обозначив дл 
любой точки b£U  через vb композицию пути vu и 
радиального пути wb, соединяющего в U точку Ьи с точ
кой Ь, мы примем за su(b) конец Н,{/(р0) горизонтальной
пути, начинающегося в точке ра и накрывающего путь 
Ясно, что su(b)€ZFb, т. е. что отображение su: U  — 8 
является сечением расслоения £ над U.

З а д а ч а  5. Покажите, что сечение su: U  —► гладк 
(принадлежит Г (£|0)).

Построив таким образом атлас [(U, ф)}, найдем отве
чающий этому атласу склеивающий коцикл.

Пусть Ua и Uр— две пересекающиеся шаровые коорди
натные окрестности, а фа и фр— соответствующие триви- 
ализацни. Тогда связывающее эти тривиализации отоб|х 
жение перехода

Фр<х: ^ а П  Ufi —*■ S

будет задаваться формулой
q > p a ( b )  =  x ( 5 t / “ ( f e ) .  ЗиЦЬ)), b £ U t п и

где т — отображение сдвига для расслоения |  (см. задачу 1 
лекции 16). Но по определению
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где 1% ~  иьа и = и потому
т (* ‘/«0 ), sunb)) = av , 

где аа — элемент группы Ф , отвечающий петле 
W =  wjf ( i l ) - 1 =  Vv*w "«

Таким образом, фра(&)€Ф и. значит, склеивающий 
коцикл {Фза} является коциклом над группой Ф. Следо
вательно, расслоение |  редуцируется к группе Ф. □

Согласно общим результатам лекции 9, если т]— редук
ция расслоения то пространство 8 11 вкладывается в про
странство 8 ; .

З а д а ч а  6. Пусть гладкое главное ^-расслоение g редуцируется 
к подгруппе, являющейся подгруппой Ли группы #. Покажите, что 
редуци;юванное расслоение ц также гладко и его тотальное простран
ство 8  П является подмногообразием многообразия 8  * *

В  частности, для любой точки р£  8 4 пространствоТр 8я 
является подпространством пространства

ТР 85 = ТР ? \ ® Н Р, Ь — я (р).

З а д а ч а  7. Покажите, что Я рс Т р8 п и что
ТР8 " = Т РТ ? ® Н Р.

Отсюда следует, что соответствие р>—*-Нр, /* £ 8 ’1, опре
деляет на 1) некоторую связность Я ’1. Об этой связности 
говорят, что она индуцирована связностью Я .

З а д а ч а  8. Покажите, что если // = Апп0 (см. лекцию 17), то 
п 1*: Ann O’1, где O’1— ограничение формы 0 на подмногообразие 8 П-

Таким образом, для любой точки р£  8 Л вектор А £ ТР8 П 
тогда и только тогда горизонтален относительно связно
сти Я л, когда он горизонтален (как вектор из Тр8 *) от
носительно связности Я .

Перенесем теперь на главные расслоения конструкцию 
тензора кривизны R, или, точнее, матричной формы кри
визны Й. Для этого мы должны записать структурное 
Уравнение (38') лекции 19 в виде, удобном для обобщения.

 ̂ Пусть »=  (8 , л, 58) — расслоение реперов, ассоцииро
ванное с векторным расслоением I, и пусть Я  = Апп0— 
Связиость на |, отвечающая связности Я  на Здесь 0 — 
линейная gl(n; К)-значная дифференциальная форма на 8,
^ М. М. Постников, сем. IV
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т. е. матрица 0, состоящая из обычных дифференциальных 
форм 0} на 8 , которая на каждой координатной окрестпо 
сти 8 и имеет вид

0- С-Ы С + С-‘(оС,
где и — матрица JwjJ форм связности Н  на окрестности Ц 
поднятая в 8у (см. формулу (12') лекции 16). Поэтому

(о = С0С-1— dCC~l
и

dw = dC Д OC-l + Cd0C_1— С0 Л  dC~l -f dC Д dC~\
«о Д о = С0 Д 0С"1— dC Д ОС'1— C0C"1 Д dCC~l +

+ dCC-1 Д dCC~l.
Поскольку dC~‘ = — C~1dCC~1, отсюда следует, что 

da + to А  © = С (d0 -f 0 Д 0) С-1,
т. е. что
(3) d0+0 Д 0 = C _1QC на 8 У.
Символ Q обозначает здесь матричную форму из фор
мулы (38') лекции 19, рассматриваемую как форма на 8, 
(т.е., строго говоря,— формул*^, где л— проекция 8 у —*0).

Полученная формула означает, что gl (л; 1?)-значна: 
форма
(4) ft = dO -f 0 Д 0
(определенная, подчеркнем, на всем 8 ) имеет на каждом 
окрестности 8^ вид C_1S2C и потому является полноцен 
ной заменой форм £2. Преимущество формы (4) состои 
в том, что, в отличие от форм Q, она определена на Bce.v 
многообразии 8.

Формулу (4) еще нельзя непосредственно перенести н. 
случай произвольного главного расслоения, поскольку в неь 
участвует операция Д , определенная только для матрич 
ных форм. Поэтому она нуждается в дополнительном п|к 
образовании.

Для каждой алгебры Ли g модуль Fa X  всех гладки. 
g-значных функций на гладком многообразии SC являете) 
очевидно, алгеброй Ли относительно операции (/, g) *- 
•—►[/, g], определенной формулой

[f. g](p ) = [f {p ) 'g (P )] .  P t- r
Имея это в виду, мы для любых линейных g-значны 

дифференциальных форм а и р на многообразии X  (интер



претнрованных как линейные отображения —  
см. лекцию 16) определим д-значную форму [а, р] степени 2 
на SC, положив для любых полей X , У € аХ

[а, р](Х , У )= [ а (Х ) ,  р (У ) ] - [ « (У ) ,  р(Х)].

З а м е ч а н и е  1. Аналогичным образом форма [а, р] оп- 
4 Идоляется для д-значных форм а и р  произвольных степе

ней. [Надо взять обычное определение формы а Д р и всюду 
№ заменить умножение чисел на операцию в алгебре д. ] 

При д = д[(л; R) формы а, р и [а, р| мы можем отож- 
|  дествить с матрицами |]а} 1 . | « | и | [ а ,  pjfl , составленными 

из обычных дифференциальных форм (степени 1 и 2 соот
ветственно), и тогда для любых полей X , Y £ а Х  будет 

иметь место равенство
fa, р ])(Х , У) =

' e= (a i(X )^ (K )- P i(y )a )(X ) )- H (n ^ W - P H ^ )a U ^ ))=
= (ai  (X ) Р) (У )— aj[ (У) р* (Х ))+ (р* (X ) а* (У )— Р£ (Y) а* (X )) = 
=(<*t А Р/) (X , У) + (Pi Д а*) (X , У).

Это означает, что
[a, Р]/ = а* A  Р? +  Р* A a f ,

т. е. в матричных обозначениях
[а, р ]= а  А  Р + Р А а -

В частности, при а= р  = 0 мы получаем, что 
[0, 0] = 20 А  0.

НСледоваа-льно, формулу (3) можно теперь переписать 
в следующем виде:
(5) Q = d0 + i [ 0 ,  0].

В этом виде она имеет смысл для любой связности Н  = Ann 0 
на произвольном главном S-расслоении |.

Определение /. Форма (5) называется формой кри- 
L*U3Hbt связности Н.

Подчеркнем, что для любой точки р£  8 и любых 
векторов А, В £ Т Р& значение £1р(А, В ) этой формы яв
ляется элементом алгебры Ли д группы Ли S.
12»
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Теперь мы можем сформулировать и доказать аналог 
предложения 1 для произвольных главных расслоений.

Теорема 1. Для любой связности Н  на главном 's- 
расслоении |  = (8 , л, Зд) и любой точки р0£ & алгебра 
голономии \р, состоит из линейных комбинаций всевоз
можных эжментов вида Up (Л, В), где р — произвольная 
точка, которую можно соединить с точкой р0 горизон
тальным путем, а А, В £ Н Р— произвольные горизонталь
ные векторы в точке р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно предложению 2 расслое
ние |  редуцируется к расслоению tj с группой Ф. При 
этом в силу утверждения задачи 6 форма кривизны <»' 
расслоения ц будет ограничением на g n формы кривизны <» 
и, значит, значения форм Q и Q4 на горизонтальных век
торах будут одни и те же. Поэтому, если теорема 1 верна 
для расслоения ц, то она будет верна и для расслоения с. 
Следовательно, эту теорему достаточно доказать лишь 
в предположении, что группа голономии Ф  совпадает со 
всей структурной группой % (и, значит, алгебра fp. — 
с алгеброй д). Поскольку при Ф  = $ любую точку p k &  
можно соединить с точкой р0 горизонтальным путем, мы 
видим, следовательно, что нам достаточно доказать, что 
при Ф  $ линеал д порождается элементами вида ИР(А, В). 
где р£  S  и А, В £ Н Р.

С другой стороны, так как 0р(Л) = О для любого век 
тора А^Нр, то QP (A, B) = dtip(A, В) для любых векто 
ров А, В^Н р. Таким образом, нам нужно доказать, чт< 
при Ф  = $ линеал д порождается элементами вида dtip(A, В). 
р£  8 , А, В £ Н Р, т. е. вида dd(X, Y){p), где X  и У — 
произвольные векторные поля на .*8, а X  и V* — их гори 
зонтальные подъемы (см. лекцию 17).

Но согласно общей формуле (34) лекции 16

dO(X, У )= Х 0 (У )— К 0 ( Х ) - 0 ( [ Х ,  У ]),

где0(Х) = О и 0(К) = О (так как поля X  н У7 горизон
тальны), и, значит, d0(X, У )(р )г_ _  0( [Х,  V̂ ]) (/>). Cie- 
довательно, мы должны доказать, что при Ф  = & линеал с 
порождается элементами вида0([А, Y\)(p),p£  fi,X,K£a.5tf. 
т. е. что 8 = 1), где I)— подпространство линеала д, порож
денное всеми такими элементами.

Так как форма 0 эквнвариантна, то для любого эле-



I  мента
i (Ada)(0 [А', У J (/?))=(Ad о) (0Я ([Л', ? ] , ) )  =

= UPa((dRa)p\X, У ]р) = 0,„((/?;-.[X , ? М  = 
=-A)(R'a- ,[X , У ])(ра )- 0 ([R l- tX , R '„-.Y])(pa) =
—О [A , Y\(pa)Zi)

' (см- задачу 5 лекции 17), откуда следует, что (Ad а) 5£( )  
для любого элемента В  £ 1).

При а ехр М  это означает (см. задачу 16 лекции 14), 
", что е* ad А В  £ 1) и, поэтому

(adЛ ) В =  lim — "*~id В $ Ь ,< — о 1
т. е. (см. задачу 15 лекции 14) что [Л, Б ] £ ().

Так как это верно для любых элементов Л £ д,
(и, значит, для любых элементов Л, fi£ l)), то, следова- 

* тельно, 1) является подалгеброй алгебры Ли д.
Для каждой точки р £ £ обозначим через ££)р подпро-

i  странство пространства Тр&, состоящее из всех векторов
I  вида (/? + Л *)р, где X  £ а53 и Л € Ъ (а Л * — фундаменталь

ное поле, отвечающее элементу Л; см. лекцию 17).
Пусть (U, х1, . . . ,  хп)— произвольная карта многообра

зия Ьд и Х х, . . . ,  Х т — горизонтальные подъемы в &v
■ базисных координатных полей ^  , . . . .  на U. Пусть, 
В далее, r=dimfj и Л „  . . . ,  А , — произвольный базис ал- 
L гебры I), а Л*, . . . ,  Л * — соответствующие фундаменталь

ные поля. Тогда для любой точки р € значения в р
I  полей

(6) А „ ..., А:ш, а: ...... л,•
будут составлять базис подпространства 3)р, откуда не- 

Июосредственно следует (см. задачу 4 лекции 10), что поле 
Ш подпространств pt-* &)р гладко, т. е. (см. задачу 21 лек-
I  Пни 14) отвечает некоторому распределению 3) на ё 

(со слоями &)р).
Кроме того, мы видим, что соответствующий распреде- 

| лению 3) подмодуль а [&)] алгебры Ли ag (состоящий из 
таких векторных полей И/' на Б , что Wp £ 3)р для любой 
точки />££) локально порождается полями (6), т. е. для 

КЛюбого поля ft? £ a [£ )] его ограничение Н7 \v на U яв
ляется линейной комбинацией нолей(6) (с коэффициентами

Ж
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из алгебры FU). Поэтому этот подмодуль тогда и только 
тогда является подалгеброй (распределение 3 ) инполютивно), 
когда коммутатор любых двух полей (6) линейно выра
жается через поля (6).

С другой стороны, мы знаем (см. формулу (22) лекции 16 
и предложение 2 лекции 17), что

[ a : ,  A f )= [A h А,\*

и [А * , Х>] = 0 для любых I, / и к. Поэтому поля [А * , А * ] 
и \А *, X*] линейно выражаются через поля (6). Что же 
касается полей [X», X ,], к, I — 1........ т ,  то по опре
делению формы 0 (см. формулу (3) лекции 17), если 
Л*/-=0 ([Х*. X J) ,  то Л*, = (Х*. X ,]v и, значит, (X*, Х ,] = 
=A*i, так как согласно утверждению задачи 7 лекции 17 
[*» . **] = [*» . потому что - д |г ]= 0
Но так как для произвольных горизонтальных полей X  
и Y

(d0 ) ( X ,  У ) - Х е ( У ) - У 8 ( Х ) - 0 ( [ Х .  У ] )  =  0 ( [ Х ,  У ] )

и, значит, 0 ([Х , К ]) — — Я (Х ,  Y), то элемент А к1 алгеб
ры Ли g принадлежит подалгебре I) и, значит, поле 
[*» . Х ,] = А *i также выражается через поля (6).

Таким образом, мы видим, что распреде.гение 3 ) инво- 
лютивно и, значит, согласно теореме Фробениуса 
(см. лекцию 14) вполне интегрируемо. Пусть SC— макси
мальное интегральное подмногообразие распределения 3> , 
проходящее через точку а>„(;8. Так как все горизонталь
ные поля принадлежат подалгебре а [3 > ], то каждый го
ризонтальный путь, начинающийся в р0, лежит в SC, а так 
как любую точку р € 8 можно соединить с точкой р , 
горизонтальным путем (ибо, по условию, Ф  = =8), то, сле
довательно, X  = 8.

Поэтому, в частности,
m+r = dimS)p,=-dim^*=^dim 8 =m + п

и, значит, г = л. Следовательно, 1> = д. □
Теорема 1 известна как теорема  А м б р о з а  — 

Сингера ,  хотя Амброз и Сингер (в другой транскрип
ции— Зингер) доказали ее лишь в некотором ослабленном



варианте (а полное доказательство впервые было получено 
Одзекн).

Предложение 1, с которого мы начали настоящую лек
цию, является тривиальным следствием этой теоремы, при
мененной к расслоению реперов |  векторного расслоения £ 
и к связности Н  на индуцированной данной связностью Н 
на 1. Действительно, согласно формуле (3) форма кривизны (1 
связности Н  имеет в каждой карте 8 у вид С~Ч1С, где 
i l — перенесенная в 8у форма кривизны связности Н на U. 
По определению это означает, что для любой точки р£  8 у 
с координатами (С, х), C^GL(n ;  R), .rg R ", и любых 
векторов Л, В  £ Тя8 имеет место равенство

ЯР (А, Д) = С-Ч>„(Л\ В') С,
где Ь=-л(р), а А' и В ' — образы векторов А и В  при 
отображении

(dn)p: Тр8 — Ip 'B .
С другой стороны, в лекции 19 мы уже отмечали, что 

для любых векторов А ', В '£ Tb“B  матрица £2Ь(Л ', В ') 
является не чем иным, как матрицей |/?(Л', линей
ного оператора R  (Л', В ’): оГь —~ ®ГЬ в базисеs (Ь) линеала Т ь. 
Поэтому матрица ЯР (А, В) будет матрицей того же опе
ратора R (A ', В ’), но в базисе, связанном с базисом s(b) 
матрицей перехода С. Поскольку, по определению (см. 
лекцию 16), последним базисом является в точности базис р, 
этим доказано, что

ЙР (Л, £) = RP (A', В ’),
где RP (A ’, В ’)— матрица оператора R (A ', В ’) в базис ер. 
Поэтому теорема 1 для связности Н  в точности равно
сильна переформулированному выше на матричный язык 
предложению 1. □

Заметим, что, несмотря на то, что предложение 4, не
обходимое для теоремы 1, мы докажем только в следую
щей лекции, доказательство предложения 1 тем не менее 
является уже сейчас абсолютно полным, поскольку спра
ведливость предложения 4 для расслоения реперов, как 
мы выше уже отмечали, очевидна.
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Л е к ц и я  21

Лемма о касательном пространстве прямого произведения 
и ее следствия. — Об одном дифференциальном уравне
нии.— Существование горизонтальных накрытий для глав
ных расслоений. — Альтернативное определение формы 
кривизны. — Тождество Бианки для формы кривизны 
главного расслоения.— Структурное уравнение Картана.— 
Эквивариантные горизонтальные формы. — Мнимые кватер
нионы. — Формы F Ki ь.

Доказательству предложения 4 лекции 20 мы должны 
предпослать ряд замечаний общего характера, которые, 
собственно говоря, можно и нужно было бы сделать 
еще в предыдущем семестре.

Пусть £С и {У— гладкие многообразия и Х х У — их 
прямое произведение. Тогда для любой точки (/>„, q0)£  
Z & x y  формулы

«*.(/>) = (л  Яо), ip.(q) = (Po, <7). 7€гУ,
определяют гладкие отображения
(1) SC — ЯГхУ, jP; . y  — # x & ,
связанные с проекциями

л,: . Т х л,: З С х У — 
соотношениями

Л1С*«. =  id , Л ;0/р, = id .

Эти отображения инъективны, моиеоморфны и являются 
погружениями. Их образы

«♦.•*■=»{(/>, p £SC\%
ip.9= {(Po,

представляют собой вложенные подмногообразия много
образия ХхЧУ, диффеоморфные соответственно многообра
зиям X  и 2/. Дифференциалы
/пч (d iq ,)p ," T p . X  ►
{ ) (dip.),.: Т,.ЛГ-~ Т(р,.,.) (Х х & )
отображений (1) являются мономорфизмами, и мы будем 
считать, что линеалы ТР, Х  и Т „,Х  вложены в линеал 
Т(г,. <,.)(& Х & )  посредством этих мономорфизмов.



Л ем м а  /. Линеал Т(Го.«„) (^*ХЙ/) является прямой 
v суммой линеалов Т ,, и

т  <„..,.> (•**  х е о -  Т р . л т ф г ^ .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению (см. лек-
; цию II 1.15), если (U, h) — (U, х1......... дг") и (К, к) =
k s=(V, у 1, . . . ,  у" ) — карты многообразии SC и ri/, центриро

ванные в точках ри и q„ соответственно, то пара (U х V, h < к) 
будет картой многообразия Х х  {У, центрированной в точке 
(Ро> Ч«) Локальными координатами последней карты будут

' функции х*ол„ . . лс"сл„ ylont..........  ут олг, которые
для упрощения формул обозначаются просто через 
х\ . . . ,  хп, у1, . . . ,  ут. Отображение в этих координатах 
задается формулами
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(3)
X' X1, ‘ = 1 ........ п,
«/' = 0, j = 1........ m.

а отображение /р. — формулами

(4)
х‘ = 0, i = l ........ n,
«/'=У. / = 1........m.

Карте (U, И) отвечает в пространстве Тр,&  базис, со-
1 стоящий из векторов f , 1 < л ^ л ,  карте (V, к)

\  дх* / р,
|  отвечает в пространстве Г„,гУ базис, состоящий из векто

ров , 1 ^ / < т ,  а карте (UxV , hxk) отвечает
\  W  J o .

в пространстве Т ^ . ^ ^ х а / )  базис, состоящий из векто-
ров ( ~ )  , I < 1 < Л , и , 1 < / < т .  При

\ \dyJ  А р . .ч.)
К этом, как немедленно следует из формул (3) и (4) (см.

в лекции 111.12 определение дифференциала гладкого 
К  отображения), дифференциалы (2) отображений (1) дейст

вуют по формулам

В  (diJp' (-£■ ) р. = ( j  г- 1........л*

Ш  Ы ‘ р•)я - \ р . .я . )  1 “  1 ............
i Эго, очевидно, доказывает лемму 1. □

Для любых векторов А £ Тр,3", В  £ мы будем 
вектор

(diqjp, A -f (djPt )д,В  
■обозначать символом (А, В).



Пусть /: Х х У  —*■ 2 — гладкое отображение многообра
зия & Х &  в некоторое многообразие 2 и пусть

dfip,.q,)- а,)(.Я*XSO —► Tr,2, /■„ — f(p„, (/„),
— его дифференциал в точке (р0, q0). Пусть, далее, отобра
жения

R q, : X  —  Ш ,  L P t : 9 - ~ 2

определены формулами
= </.). Lp,q=^f(pt, q).

(Если отображение f  рассматривать как умножение, то 
RVt— это умножение справа на q0, a Lp, — умножение 
слева на р0.)

Следствие /. Для любого вектора С £ Т(р,.«,) (Я Х У )  
имеет место равенство
( 5 )  (^/)<р.. —  (d R q , )p ,  А  +  (dLPt )Я,В,
где А ^ Т р 'Я  и В  = Тд,& — такие векторы, что С = (А, В) 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В развернутом виде равенстве! 
С = (Л, В) означает, что

С = (diq,)Pt А + (djp, )Я,В.
Поэтому

df(P„  i,)C  — d (foiQ,)p, A -f d (f°jp ,)fl, B.
Для завершения доказательства осталось заметить, что

R q , —  f 0 iq % и L p ,  = foj Р , .  □
Пусть i f — еще одно гладкое многообразие.
З а д а ч а  1. Докажите, что
а) для любых гладких отображений и: i f  —* Я ' и 

V. i f  —* У  отображение
uxv: if~ * S C x y ,

определенное формулой
(uxv)(t)=*(u(t), у(0), / 6 «Г.

гладко;
б) каждое гладкое отображение i f  —+SCX У  единствен 

ным образом представляется в виде uxv,
в) в каждой точке t £ i f  для любого вектора D £ I f f  

имеет место равенство
(6) d (иxv)tD ~  (du), D -f (dv)t D.
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Пусть w: of —* 2 — отображение
l i X  V /

/о (uxv): i f — - З 'х У  В.

Следствие 2. Д .т любого вектора D £ Ttaf имеет 
место равенство
(7) (dw)tD = d (R 9 inou),D  + d (LMinov)tD. □

В частном случае, когда <Sf является отрезком 1 оси R 
и, значит, и, v и w— кривыми / -— Л*, / —<-У и / —  2,
a D представляет собой вектор формула (7) при
обретает вид
(8) w (0  = (dRv {t))u (f) и (I ) + (,dLa lt)), <„ v (/).

(Действительно, по определению w(t) = (dw)t j  ̂ и ана
логично для кривых и  и V.)

Нам понадобится также следующая лемма:
Лем м а 2. Пусть A: t •—* A (I), t £ /,— гладкий путь 

в алгебре Jlu  g — ТеЪ. Тогда в группе Ли Ъ существует 
единственный гладкий путь а: f >— (/), I £ У, начинаю
щийся в точке е, для которого

(9) а(/) = (<Н?в(„ ) ,Л (0

при люйом t € /.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению путь А является 

ограничением некоторой гладкой кривой / —» 4, опреде
ленной на открытом интервале/з/. Без ограничения общно
сти можно считать, что / = R. Имея это в виду, рассмотрим 
гладкое многообразие ^" = Sx R .  Так как

T,e.„3- = TeS © T ,R

Для любой точки (a, s )€ & ,  то формула

= (dRa),A  (*) + ( 4 ) ,

корректно определяет на S ' некоторое векторное поле X . 
Ясно, что интегральная кривая этого поля, проходящая 
при Z&=- 0 через точку (е, 0), имеет вид t*—>(a(t), /), где 
‘ а (/)— кривая в 4, удовлетворяющая соотношению (9)
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и такая, что а(0) = е. Поэтому для доказательства леммы 2 
нужно только показать, что кривая ti—>(a(t), t) опреде
лена для всех 16 /■

Пусть {<р,}— максимальный поток на многообразии X , 
индуцированный векторным полем X  (см. лекцию 111.13). 
Тогда на / существует такая непрерывная положительная 
функция 6 (s), что для любой точки вида (е, s), sg R, точка 
Ф, (е, s) заведомо определена для всех / с | /1 < 6(s) (причем 
ф0 (е, s) — (e, s)). В силу компактности отрезка / отсюда 
следует, что существует такое число 60 > 0, что при 11 | < 6„ 
точка ф, (е, s) определена для любого s £ /

Пусть Т„— верхняя грань таких чисел Т, что при 
0 < * < Г  точка ф,(е, 0) (а (/), t) определена. Лемма 2 
будет доказана, если мы покажем, что Т0~^\.

Пусть Т0 < 1. Согласно определению верхней грани для 
любого е  > 0 существует такое число /„ £ /, что t0 < Тл < 
< t„ е и точка Ф,,(е, 0) определена. Рассмотрим точку 
фг(е, /„). Так как /06/. то точка ф, (е, t0) определена при 
| /1 < 60 и имеет вид (Ь (/),/ + О , где&(/) (dRb(t))e А (/+/„) 
и Ь(0) — е. Поэтому кривая /•—>(b(t — t0)a(t„), t) опреде
лена при tB — б, < / < /0 + б0, является интегральной кри
вой поля X  и начинается в точке (а(/„), *0)^  Ф/„(р. 0). 
Следовательно, эта кривая является ограничением на 
(/q— б„, /0 + 60) интегральной кривой />— 0) (здесь 
мы пользуемся максимальностью кривой t>—*-фг(<?, 0)). Зна 
чит, точка ф,(е, 0) определена при < /„4- 60, что при 
е < 6„ противоречит выбору Т„. Поэтому неравенство Tt < 1 
невозможно. □

Теперь у нас уже все готово для доказательства пред
ложения 4 лекции 20.

Д о к а з а т е л ь с т в о  п р е д л о ж е н и я  4 л екц ии  20 
Пусть до: I  —<• 8 — произвольное поднятие пути и в про
странство 8 , начинающееся в точке р0. (Так как расслое
ние § локально тривиально, а отрезок / компактен, то хотя 
бы одно поднятие до существует.) Тогда любое другое под 
нятие v пути и, начинающееся в точке р0, будет иметь 
вид 11—*■ до(0 a(t), где a: t>—* а (/)— некоторый путь в группе 
Ли S, начинающийся в единице е. Нам нужно показать, 
что путь а можно выбрать так, чтобы путь v был гори
зонтален .

Согласно формуле (8) (в которой и, V, до и 5С, Й/, 2 
заменены соответственно на до, а, у и 8 , 8 , а за /при 
пято действие 8 x 3 — 8) для касательного вектора v(t]
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пути v имеет место равенство
v (/) = (dRa ,„ w (0  + (dLm it))a,n a (t).

Последнее слагаемое справа допускает следующее преобра
зование:

(dLw ,a)e (f, а (/) =*
= [(d^e. (|))д (f )°(dLa (»),] ((d£u ,„)f 1 a (/)) =

= ((dLa {t)) ,1 a (0)* to

(см. формулу (19) лекции 16), где во второй строчке Lai1) 
рассматривается как левый сдвиг в группе S и, значит, 
вектор (dLa{i)) i 1a (t)— как вектор из Те$ = д. Поэтому для 
любой g-значнон фундаментальной формы 0 на g

(О ( ( ^ « г  (» )о  <<> а ( 0 )  =  (̂ La (|>)е 1 а (*)•

С другой стороны, если форма 0 эквивариантна, то

„> № а  «>)» <» w (0 ) = (Ad а (О "‘) 0*<» (W (0 ) = 
->(^.,«).-, ((<W .«f,).e.,ft( i(0 )] .

Следовательно, равенство <#> (и (/)) = 0 имеет место тогда 
и только тогда, когда

(dRa «>), в» it) (“> (/)) + а (0 = 0.
При //=Апп0 этим доказано, что путь v: t>—*w (t)a (t) 
тогда и только тогда горизонтален, когда

(10) i(0 = - (d * .,» ),e .< « (H 0 )
для любого t£ l .

Для завершения доказательства остается заметить, что соот
ношение (10) имеет вид (9) (при A (t) = — 0„ (до (/))) и 
воспользоваться леммой 2. □

Форму кривизны Я связности Н  на главном расслое
нии £ мы в лекции 20 ввели так, чтобы возможно проще 
вывести из теоремы Амброза— Снгнера предложение 1 лек 
цин 20. Сейчас мы дадим этой форме другое определение, 
во многих отношениях более удобное.

Связность Н  мы при этом будем интерпретировать как 
проектор Н\ аё —► ag (см. лекцию 17).
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Предложение I. Имеет место формула
(11) Я = d0 о(//х//).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Формула (11) означает, что 
Q(X ,  У) = dO (X ", Y H)

для любых векторных нолей X , Y  на S , т. е., другими 
словами, что
(12) ftp (Л, B ) = (dti)p(AH, В И)

для любой точки р £ &  и любых векторов А, В  £Тр &. 
В  этом виде мы и будем ее доказывать.

Поскольку обе стороны формулы (12) линейны по А 
и В, нам достаточно доказать эту формулу лишь в пред
положении, что каждый из векторов А и В  либо горизон
тален, либо вертикален.

С л у ч а й  1. Векторы А и В  горизонтальны (т. е. 
0р(Л) = 0 и 0р (S ) = 0). Тогда [0, 0^(Л, В )^ 0  и, значит, 
Оя (Л, 5) = (^0)р(Л, В). Поскольку Л7/ = Л и В н = В,эгю 
доказывает (12).

С л у ч а й  2. Векторы Л и В  вертикальны (т. е. Л "= 0  
и В н — 0). В этом случае правая часть формулы (12) равна 
нулю, а левая равна значению в точке р g-значной функции

(13) Q (X ,  Y ) = d0(X , K) + i-[0, 0J(X, У),

где X  и Y — такие векторные поля на S , что Х р = Л и 
Х р = В. При этом, как мы знаем (см. задачу 13 лекции 16), 
поля X  и У можно выбрать среди фундаментальных век
торных полей, т. е. можно считать, что X  — С* и Y = D*, 
где С и D— некоторые (однозначно определенные) элементы 
алгебры Ли д. Так как 0(С*) — С -  const и 0 (D * )~  D — 
= const, то (см. формулы (22) и (34) лекции 16) при Х  = С* 
и Y  — D*

(d0)(X , У) = Х 0 (У )— У0(Х)— 0[Х,  У] =  — 0[Х ,  У] =
= — 0[С*, D #] = — 0 [С, D ]# = — [С, £>].

С другой стороны,
[0, в ](Х , У )= [0 (Х ) ,  0(У) ]— [0(У). 0 (X)J =

= 2 [0(Х),  0 ( У ) Н 2 [ С ,  D\.
Поэтому функция (13) тождественно равна нулю. Значит, 
равно нулю и ее значение в точке р.



С л у ч а й  3. Один из векторов А , В  вертикален, а дру
гой горизонтален. Пусть для определенности вектор А верти
кален, а вектор В  горизонтален. Тогда Л " = 0 и правая 
часть формулы (12) равна нулю. Кроме того, так как 
в (В ) = 0, то левая часть равна (<$)я (А , В ) и, значит, равна 
значению в точке р функции
(14) d0(X, У) = Х 0 ( У ) - У 0 ( Х ) - 0 ( [ Х ,  У ]),
где X — такое поле вида С #, С^Я,  что С р = А , а У — 
горизонтальное поле, для которого Ур = В. Но согласно 
предложению 2 лекции 17 поле [X , У ]= ;[С #, У] в этом 
случае горизонтально, и потому 0([Х,  У])=^0. Так как, 
кроме того, 0(У) = Ои 0(X) = C=^const, то, следовательно, 
функция (14) тождественно равна нулю. Поэтому равно 
нулю и ее значение в точке р.

Тем самым предложение 1 полностью доказано. □ 
Следствие. Форма Q горизонтальна. □

Для произвольной (вообще говоря, ^-значной) диф
ференциальной формы ю степени г на многообразии 8 форма

D<a = d(o о (И х  . . .  X И),
г+ 1 раз

т. е. форма
(D<о)(Х„, X ,........X r) — (dm) (X t , X " ..........X »),

Хо, X lt . . . ,  X r € iifi,
называется внешним ковариантным дифференциалом фор
мы (■>.

Заметим, что для любой формы а> форма D(o горизон
тальна.

Предложение 1 означает теперь, что форма кривизны Q 
ется внешним ковариантным дифференциалом формы 

связности:
(15) Q = D0.

Предложение 2 ( тождество  Бианки) .  Внешний 
Щрвариантный дифференциал формы кривизны равен нулю:

(16) D1Ь=0.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как dod = 0, i o D o d  — 0 

и, значит,
Dfl = i-D [0 , 0] = ld [0 ,  0] о (Н х Н х Н ).
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С другой стороны, согласно общей формуле (35) лекции 16 
для любой д-значной формы «> степени 2 и любых вектор
ных полей X , Y, Z имеет место равенство
dio(X, Y, Z) = X ia (У , Z) + Fco(Z, X ) + Zco(X, Y )—

- ( « ([X , У ], Z )— со ([Y, Z ], X )-co  ([Z, X ], Y).
Поэтому, если форма со на 8 вертикальна (равна нулю, 
когда хотя бы один из ее аргументов является горизон
тальным полем), то

й ш о (Н х Н х Н ) = 0.
Следовательно, нам нужно лишь доказать, что форма 

[0, 0] вертикальна. Но это немедленно вытекает из опре
деления: так как

[0, 0] (Х, У )= [0 (Х ) ,  0(У) ]_ [0(У ' ) ,  0(Х)],
то [0, 0](Х, Y) — 0, если, скажем, поле X  горизонтально 
(и, значит, 0(Х ) = О). □

Заметим, что, вообще говоря, D o D ^ O .
З а д а ч а  2. Покажите, что в случае, когда |  является расслое

нием реперов векторного расслоения £, тождество (16) равносильно 
тождеству Бианки из предложения 1 лекции 19 (см. формулу (39) 
лекции 19).

Дифференциальная д-значная форма «остепени г на много
образии 8 называется эквивариантной, если

tf’co = (Ada_1)co
для любого элемента а£$, т. е. если в каждой точкер£  8 
для любых векторов А х, . . . ,  А г€Тр $> имеет место равен
ство
*»pa{(dRa)pAt........(dRa)pAr) = (\<la-')Mp(A1----- Ar).

З а д а ч а  3. Докажите, что форма кривизны tl жвивариантни■ 
[ У к а з а н и е .  Пользуясь тем, что Ra о Н -  Н  о R ’a на векторных полях 
и R ’a °  d= do Ro на дифференциальных формах, докажите, что если 
форма «о эквиварнантна, то формы w о (Н х  ■.. Х Н ) и dui (а значит, 
и форма Du>) эквивариантны.]

Задача 4. Докажите, что
(17) Dm- da> +  [b>, в]
для любой эквивариантной горизонтальной формы ш на £ . ( У к а з а 
ние. Рассмотрите сначала случай г — 2.J

Формула (17) называется с т р у к т у р н ы м  у р а в н е 
нием К а р т а н а .  При со = 0 она переходит в формулу (5)
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лекции 20, которая поэтому также называется структур
ным уравнением.

Так как Ad является представлением структурной груп
пы S в линейном пространстве д, то определено (см. лек
цию 17) ассоциированное векторное расслоение  ̂[Ad], 
и, значит (см. лекцию 16), можно говорить о £ [AdJ-знач- 
ных дифференциальных формах на 56 степени г^ О .

По определению каждая такая форма w любой точке 
Ь£5д и любым векторам Л,, . . . ,  Аг £ Ть53 ставит в соот
ветствие элемент соь(Л,, . . . ,  Аг) моя aT,,(![Ad]) расслое
ния |[A d ]. С другой стороны (см. лекцию 1), точки этого 
слоя являются орбитами |р, Л], р€аГ, Л 6 Я. действия 
группы Ъ на пространстве 8X8 ,  определенного формулой

(р, А)а= (ри, (Ada-1) Л),
и дтя любой точки р ^ Т  формула /я (Л)=[р, Л], Л£д, 
определяет изоморфизм линейного пространства д на слой 
<*rb(![A d ]). Поэтому формула

MP (A i........A r) =  jp l {iab({dn ),A u (сЬ)Р А Г)),
Л 1, . . . ,  А г£Тр 8 ,

корректно определяет на 8 некоторую д-значную диффе
ренциальную форму со.

З а д а ч а  5. Покажите, что
а) форма «о гладка, горизонтальна и эквивариантна;
б) формула со I—> со устанавливает изоморфизм между F .-{-моду

лем Г  (Нош (Лгт ^  ®  \ [Ad])) всех £ (Adl-значиых дифференциальных
форм степени г на Л  и F/jtf-модулем горизонтальных эквивариантных 
форм степени г на пространстве 8-

Это означает, что горизонтальные эквивариинтные формы 
на 8 естественным образом отождествляются с |  [Ad]- 
значными формами на 56.

В частности, мы видим, что связности на главном рас
слоении |  (8 , л , J#) (или, точнее, их формы связности) — 
это в точности |  [Adj-змачныА’ линейные формы на 53.
[ Еще одно определение связности!

К Форма же кривизны Q каждой такой связности — это
I  [AdJ-значная форма степени 2 на 53.

З а д а ч а  6. Покажите, что в случае, когда 5 является расслое
нием реперов векторного расслоения £, расслоение |  [Ad] естественно 
Изоморфно расслоению End £. ( У к а з а н и е .  Каждая точка простран
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ства tf (|[A d ]) = g x g  имеет вид \р. А], где p  = (pi....... р„) — репер
Ad

в_иекотором слое & ь расслоения а А — элемент алгебры flt (/»; R), 
причем [р , Л] — (/>', А \ тогда и только тогда, когда существует такая 
матрица C £ G L (п; R), что р ' - рС  и А' = С ~ 1АС. Поэтому линей
ным оператор & ь — ► £'*, имеющий в базисе р матрицу А, зависит 
только от точки [р, -4].]

З а д а ч а  7. Докажите, что указанный в задаче 6 изоморфизм 
переводит форму кривизны связности Н  на расслоении |  в форму 
кривизны соответствующей связности И  на расслоении §.

Таким образом, для связностей на расслоении реперов 
мы, как и следовало ожидать, не получаем ничего нового.

Мы заключим эту лекцию, построив некоторые специаль
ные SU (2)-связности на пространстве R4. Роль и значение 
этих связностей будут выяснены в следующей лекции.

Напомним (см. задачу 5 лекции 7), что кватернионы
l  — a + bj естественным образом отождествляются с матри
цами вида

0 4  * Н Л | -
Поскольку уннмодулярные унитарные матрицы второго 
порядка (элементы групп SU (2 ))— это в точности матрицы 
вида (18) с aa + bb= 1, мы, в частности, видим, что это 
отождествление индуцирует отождествление группы SU(2) 
с группой S' кватернионов с нормой 1 (единичной сферой 
евклидова пространства Н):

SU (2) =  S'.
Алгебра Ли IS' группы S' (касательное пространство 

к сфере S* в точке 1) естественным образом отождест
вляется при этом с ортогональным дополнением в Н эле
мента 1, т. е. с линеалом Н' мнимых кватернионов. Соот
ветствующие матрицы А ̂  имеют вид

а вещественно,

т. е. являются косоэрмитовыми бесследными матрицами. 
Поскольку последние матрицы составляют алгебру Ли Зи (2) 
группы Ли SU(2) (с м . лекцию 111.11), мы видим, таким 
образом, что при £€ t i 'соответствие %>-* A i является изо
морфизмом линеала Н' на алгебру JIu  <Su(2).

Это позволяет все $ц (2)-значные дифференциал ьные формы 
(например, формы связности на главных SU (2)-расслоениях) 
считать формами, принимающими значения в Н\
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[ К о н т р о л ь н ы й  вопрос. Изоморфизм Н '« § и (2 )  
позволяет перенести операцию Ли в линеал Н '. Что это 
за операция5

В частности, SU (2)-связностн, заданные на пространст
ве R4, являются не чем иным, как Н'-значными линейными 
дифференциальными формами вида
(19) А (х) = Аа (x)dxa,
где х  — (х°, х1, х*, дс3) и а пробегает индексы от 0 до 3. 
Пространство R* удобно при этом отождествлять с линеалом 
Н, т. е. считать в (19) аргумент х  кватернионом. (Обрати
те внимание на смену обозначений для формы связности.)

Рассмотрим, например, форму вида (19), заданную фор
мулой
/оп\ л 1 I *  dx 1 xdx— dxx - l,
(2 ) Л (х) 1 m j | jc j* 2 I + 1 x |* * J f € H .

Здесь мы пользуемся условными, но понятными обозна
чениями. В развернутом виде форма (20) записывается фор
мулой

Л _  * l«+ * l/  +  *S* j „  , — x0i — xti  +  xtk ,
A w ---- 1 + |*|» dAr° + — г+пп*— +

i-
l5 
/ +
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, X tl —  X ' i  —  X  1* , —  X t» + * ,/  —  X0k  j „
+  r + i x T * ”  2 ‘  1 + 1 * 1*  , _

*1 dx0 — x0 dxt +  x3 dxt — xt dx9

»-------- / +
1 + 1*1*

. xtdx0— xtdxi —  x0 dxt +  xi dx3 
+  1 + 1*
, x id x o + x td x i —  x id x t— xodx» .
+ -------- Г+ Г*!3-------- k '

Ее можно записать также в виде
А (дг) = Im {f(x)dx}, г д е / (д г )= щ ^ .

Форма кривизны связности (20), которую ,мы обозначим 
символом F, задается формулой
/?=ЬЛ + Л Д Л  =

Im {df(x)/\dx + f(x)dx/\f(x)dx) =
i _ I (1+1*1 *)<!* — *(d x x  +  * d * ) A-  x dx A x dx (
Im \----- _  (i + l*  IV ------- Л djf + 11+1*1*)"*'"/

dx A  dx 
(1 + 1*1*)* *

11
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т. е.— поскольку под знаком 1га стоит, очевидно, мнимый 
кватернион — формулой

(2D F  =  1 J4 T & '

Более общим образом можно рассмотреть форму

(22) Ак.ь (х )=  Im >

где b£  Н и к— произвольное положительное число. Эта 
форма получается из формы (20) преобразованием

х *-► ?.*+ &, &€Н,
являющимся композицией гомотетии х*—>кх и трансляции 
х *—*• х  -\- Ь.

З а д а ч а  8. Покажите, что форма кривизны связно
сти (22) выражается формулой
/г»о\ г* dx Л dx(23) F K t -  kt ,Х_ Й[Г-

Оказывается, что среди всех (|юрм вида (19) формы (22) 
выделяются двумя важными свойствами. Первое из этих 
свойств относится к поведению формы (22) при | jc | <—► оо.

Мы будем говорить, что функция (форма и т. п.) опре- 
деле на вблизи оо, если существует такое Rt > 0, что эта 
функция (форма) определена при | х  | > R,.

Напомним, что две числовые функции f u g ,  опреде
ленные вблизи оо, называются асимптотически равными 
при |jr|t-*oo (в записи f ~ g  при |дг|<— оо), если

-£̂ -►-*•1 при | дг| —  О С .g (X )  Г  I I

Для функций f u g ,  принимающих значения в Н ' (или 
в любом другом линеале V3), формула f ~ g  при |ж| ^оо 
по определению означает, что при |лг|—*•«> асимптоти
чески равны все их координаты (т. е. — в более инвари
антных терминах— что lo f~ lo g  для любого линейного 
функционала I : У 3 —  R). Аналогично, дтя двух диффе 
ренциальных форм A AadX1 и В  B^dX1, определенных 
вблизи оо, формула А ~  В  при |дг|.—*оо по определению 
означает, что Аа ~  Ва для всех а = 0, 1, 2, 3.

Пусть гладкое отображение g: Н —► S* определено при 
| дг |>/?0. Тогда для любого R > Rt композиция гомотетии 
jf<-> Rx  и ограничения функции g на сфере |х|= /? будет



гладким отображением S® —► З3, и потому будет опреде
лена степень этого отображения. (См. лекцию 111.26.) 
Эту степень, в з я т у ю  с о б р а т н ы м  з н а к о м ,  мы 
обозначим через k (ср. ниже стр. 383).

З а д а ч а  9. Покажите, что число к не зависит от вы
бора числа R.

Теперь мы уже можем сформулировать первое свой
ство формы (22).

Свойст во  /. Существует такое гладкое отображение 
g: Н —► 3\ определенное вблизи оо, что
(24) Л х .*(х ) ~g~l (x)dg(x) при |х| —  оо

для любых Я, и Ь. Число k для этого отображения 
равно 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что Ак, * ~  А при | дг|— оо, 
где А = А |. о— форма (20). Поэтому соотношение (24) доста
точно доказать лишь для формы А.

Но ясно, что
X — . |Х|* — | .

Т + Т * ]* "  1 + | * | »  ~ х  ПРИ I * ' - 00
и

; d \ x \ = d V ™ -  ,

х \ _  dx  | х\ — d | х  | х \x\*dx — x d x x  —  x d x  — dxx
\ IJCI / — 1*1* ~  2 1xI* ~ X  2| 7F  • 

Следовательно,

A (jr) ~  Im x ~1 d x  =  Im * * *  =

x d x —dxx  - i  / v j  / \ i i=  — 2lxT*—  8 (*)dg(x)  при | X| ^  oo, 
j»

где g  (дг) -  — -  • Для завершения доказательства остается
I I

заметить, что отображение g  переводит сферу S 3 в себя 
и является на 3 s симметрией х>-^*-х. □

Перейдем теперь ко второму свойству.
Так как пространство R* =  Н обладает стандартной 

евклидовой структурой и ориентацией, то (см. теорему 1 
лекции II .96) для кососимметрических тензоров на нем 
определен оператор Ходжа *. Поскольку же касательное 
пространство пространства R4 в любой его точке естест
венным образом отождествляется с R4, этот оператор опре-

ФОРМЫ f x>6 3 7 3
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делен для кососнмметрических тензоров в каждой точке 
пространства R4, т. е. для дифференциальных форм на R*. 
При этом на базисных дифференциальных формах степени 2 
этот оператор действует, как легко видеть, по формулам

*(dx° Д dx1) =  dx* Д dx3, *{dxl Д  dx*) dx° Д dx3,
(25) #(dx® Д dx2) =  —dx1 Д dx ', *(dx‘ Д  dx3) =  —dx° Д  dx2, 

*(dx° Д  dx') =  dx1 Д  dx*, #(dx* Д  dx3) =  dx® Д  dxl .

По линейности оператор *  распространяется на формы 
со значениями в произвольном линеале (и, в частности, 
на Н'-значные формы).

Заметим (см. формулу (17) лекции 11.96), что # * = 1 .  
Дифференциальная форма F степени 2 на простран

стве R4 называется автодуальной, если
•F =  F

(и ашпиавтодуальной, если *F  = — F).
Свойст во 2. Каждая форма (23) автодуальна. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из формул (25) следует, что 

базис пространства автодуальных форм состоит из форм
dx° Д  dx1 +  dx2 Д  dx3, 
dx® Д  dx*— dx1 Д  dx3, 
dx° Д  dx3 +  dx1 Д  dx*.

Поскольку 
dx  A  djr —

=  (dx° +  dx't +  dx*i -f drTs) Д (dx°— dxH— dx2j —dx3k) =
— —2 {(dx® Д  dx1 +  dx2 Д dx3) t +
+  (dx® Д  dx*—dx1 A / +  (d*° A  d*34 dx1 A dx*)k},

это доказывает свойство 2. □
Как уже было сказано, роль и значение этих свойств 

будут объяснены в следующей лекции.
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Уравнения .М аксвелла электромагнитного поля. —  О пера
торная интерпретация. —  Калибровочные поля. —  Инстан- 
т о н ы .— Формула д л я  топологического зар яд а. —  Функцио
нал Я нга —  М и ллса. — Инвариантные многочлены на про
стран стве матриц. —  Характеристические классы векторных 
расслоений.

Кажущиеся произвольными построения конца преды- 
I дущей лекции находят себе оправдание в современной
■  теории физических полей.

Из физики известно, что электромагнитное поле описы- 
I  Кается двумя векторами электрической и магнитной напря- 
I  женпости Е  и //, удовлетворяющими в вакууме уравне- 
) ниям Максвелла

I 0 )  7 1 Г ------ r o tE ,  div// —0,

■ (2) 4 4 г  =  rot//* d iv £  =  0.

В четырехмерном формализме специальной теории относи- 
I  тельности эти векторы объединяются в один кососим- 
I  метрический тензор F , имеющий в координатах x* — ict, 

х1 ~  х, х* — у, х* — г компоненты
0 F  oi Fot f  0. 0 iE x iE j IE ,  I

f.o 0 F „ F it — iE x 0 H .
F 20 ft. 0 F  23 — i - H x 0

F ,о F ,t f » 0 - I E , Ну - H z 0 U

i  т. е. в другой системе понятий — в дифференциальную 
В форму

F =  2  /4*  dx* А  <***=»
а< Э

=  с (Е х dx +  Eydy + Eg <lz) /\dt-f
4  H2 dx A dy— H,, dx A dz +  Hx dy A  dz.

Внешний дифференциал этой формы выражается формулой

d F  -  X ,  - S r  dx? A  d** A  dx* =
<x<fl

J



+  «Ь* л А* л А.- +

+  v^ ~ ъ г  + ^ ) dx" л  л  Л -  +

/ <)Я, <?//„ днх \ .  . . . .
Ч т г + т г + т ^ Г д : л ', ‘ , л ‘'2 _

/ d£-„ d £ ,  I дНх \
~ с { —г-------- Ту------- j — J d t A d y A d z -

(  дЕх дЕх 1 дНи \
~ С{ - * Г — З Г  +  7 S T  J dt Л ^  Л  dz~

(  дЕх дЕи 1 дНг \
~ с \~3у dx Т ~ З Г )d t  A dx A dy,

и, значит, первая пара (I) уравнений Максвелла равно
сильна тождественному обращению в нуль этого диффе
ренциала:

(3) =  О,

т. е. замкнутости формы F.
При формальных преобразованиях удобно считать все 

переменные Xх, 0 < а < 4  (в том числен переменную*®!), 
вещественными, т. е. рассматривать форму F на прост
ранстве R* (это равносильно введению в рассмотрение 
мнимого времени it; физики называют переход от t к it 
виковским поворотом). Тогда к форме F  можно будет при
менить оператор Ходжа * , получив тем самым форму

*F  — Foidx* Д dx3— Fotdxl /\ dx3-f Ft3dxl /\dx* +
-f F^dx0 Д dx's—Fl3dx° A <&* +  FI3dx* A dx1 =
=  — ic (Hx dx -f Hu dy +  Ht dz) A dt +
+  i (Exdy A d z —E dx Adz-]- E ,dx A dy)

(см. формулы (25) лекции 21). Так как

‘‘•F- { iST + ^ + ^ - ) dx' ЛА’ ЛАЧ- 
+ ( т - т г - т ) " л л ' л л ' +  

+ ( ж - ж + у ) 4 ‘ л * ' А Л ' +
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1  - < ( т  +  ̂ + т ) Л л ^ Л Л  +
. . / I д£х й//, д//в \ , .

М т — - V - + ^ г ) ‘' ‘ л ‘'!' л ‘,г +

V с Л  дх ' дг J  
(  1 дЕг дН„ дНх \ , ,

I  + 1 . ( 7 - ^ _ т £ . + - ^ ) Л Л Л А * .

то, следовательно, вторая пара (2) уравнений Максвелла 
равносильна уравнению
(4) d*F =  0.

[В присутствии зарядов уравнение (3) сохраняется, а 
уравнение (4) приобретает вид d * F = * 4ni<p, где <р =  
=  pd/-f jxdx +  j dy +  jzdz (здесь p— плотность заряда, а 
/х» / • i t — компоненты вектора плотности тока).]

Согласно лемме Пуанкаре (см. лекцию II 1.20) из (3) 
следует, что на пространстве R4 существует потенциал, 
т. е. такая линейная форма
(5) A =  Aa (x)d**, а  =  0, 1 , 2 ,  3, 
что
(6) F =  dA.
Для коэффициентов это означает выполнение равенств

<7) « . Р - 0 , 1 , 2 , 3 .

Потенциал 'А должен удовлетворять уравнению вто
рого порядка

(8) d*dA =  0,

получающегося подстановкой F =  dA в уравнение (4). Он 
определен с точностью до преобразований вида
О) A ^ A  + df,
где f — произвольная функция. Преобразования (9) назы
ваются калибровочными преобразованиями.

В  трехмерном формализме 4-вектор А распадается 'на скалярный 
Лотенниал ф и векторный потенциал А. П ользуясь преобразовани
ями (9) ,  м о ж н о  всегда обратить потенциал <р и дивергенцию div А

У Р А ВН Е Н И Я  М А К С ВЕЛ Л А  Э ЛЕКТРОМ АГНИТНОГО ПОЛЯ 3 7 7
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потенциала А в нуль (это— так называемая лоренцева ксиибрвика по
тенциала). В  лоренцевой калибровке уравнение (8) превращ аете» 
в в о л н о в о е  у р а в н е н и е  д ' А л а м б е р а

■7~Ж = а а '
а равенство (6) приобретает вид

1 дА U S AЕ = ------------- — , Н rot А.с 01
Отсюда следует, что поля Е и Н удовлетворяют тому же уравнении 
д'Аламбера. Физически это означает, что электромагнитное п оле в пус 
тоте имеет вид электромагнитных волн.

Каждая гладкая функция f  определяет на линейном
пространстве F всех гладких функций на R4 линейный 
оператор
(10) Т,\ ' K F ,
умножения на /. Этот оператор тогда и только тогд. 
обратим, когда функция / нигде не обращается в нуль 

Наряду с операторами (10) мы будем рассматривай 
на F также операторы частного дифференцирования

да ~  , а =  0, 1» 2, 3,

по координатам и их суммы да -f- Т, с оператором (10) 
Впрочем, удобно вместо Tf писать f  и, следовательно, 
вместо да +  Тj  писать да +  f.

Имея это в виду, мы каждому потенциалу (5) поставил 
в соответствие операторный 4-вектор V с компонентами

(11) V a = ^ a 4 " ^ o ,  Ot — 0 ,  1* 2,  •

Для любых двух операторов Va , Vp вида (11) их комм\ 
татор [Va. Vp] выражается формулой

[Vai Vp] =  5a /4p — дрАа .
Это показывает, во-первых, что этот коммутатор являете 
оператором умножения на функцию, а во-вторых—-см. фо 
мулу (7) — что эта функция представляет собой не ч; 
иное, как коэффициент Fa, формы F. Таким образом,

(12) Fafi— [Vcn Vp]

для любых а , Э — 0, 1, 2, 3 (что является, конечно, лии 
другой записью соотношения (6)).
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Чтобы получить в операторной интерпретации калиб
ровочные преобразования (9), мы для произвольной всюду 
отличной от нуля функции g  рассмотрим составной опера
тор Va0 Тg, т. е. оператор

*!>►-*• Va(g't>)=(d« +  Ла)(Я'|>) = (<Эа£)'|>-Мда +  Ла)ф =
=  g(Va +  g _ ,5e g)t|).

Видно, ЧТО

v . c r ^ v v ; ,

где Va== Va + g _I â/?— операторы (11), отвечающие потен
циалу А' с компонентами

Аа =  Аа + g -'d ag ^  Аа +  да \п g,

т. е. потенциалу, получающемуся из потенциала А пре
образованием (9) с / = 1п £. Таким образом, калибровоч
ные преобразования— это в точности преобразования 
А>-*-А', отвечающие преобразованиям вида V*1—■►7,g1oVao7’^1 
т. е. — в другой записи— вида
(13) \a -» g ~ lo\aog

(трансформациям посредством операторов g  =  Tg).
Резюмируя, мы получаем, что потенциал электромаг

нитного поля мы можем интерпретировать как опера
торный 4-вектор с компонентами (11), само пом F —как 
дифференциальную форму на R4 с операторными коэффи
циентами (12), а калибровочные преобразования—как 
трансформации вида( 13). (При этом функции ф, на которых 
действуют операторы, физически интерпретируются как 
компоненты электронно-позитронного поля Дирака.)

Эта формулировка допускает немедленное обобщение, 
■Состоящее в том, что в операторах (11) функции Аа счи

таются принимающими значения в некоторой матричной 
алгебре Ли д с д ! ( п ;  К), т. е. потенциал (5) считается 
линейной §-значной дифференциальной формой на R*. 
Тогда из-за некоммутативное™ матричного умножения 
коммутаторы (12) будут выражаться формулой

fau =  M p — д*Аа + [А „  Ац].

Иными словами, форма

F — 2  Fapdtf1 Д dx"1, a , р =  0, 1, 2, 3,
a < p
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будет g-значной дифференциальной формой второй степени, 
выражающейся через форму А по формуле

(14) F =  dA +  А Д  А.

Физическое поле, описывающееся формой вида (14), 
называется калибровочным полем с потенциалом А. Таким 
образом, в этой терминологии электромагнитное поле 
является не чем иным, как калибровочным полем с д1(1; R)- 
значным потенциалом. (Впрочем, чтобы не выходить за 
рамки алгебр Ли компактных групп— что часто бывает 
удобно— целесообразно все умножить на мнимую единицу 
i — V  — 1 и считать, что потенциал электромагнитного поля 
принимает значения в алгебре Ли j'R =  u( l )  унитарной 
группы U(l ) .

Что же касается калибровочных преобразований, то для 
матричных потенциалов они о п р е д е л я ю т с я  как преоб
разования Л»—*-А', отвечающие трансформациям вида (13). 
где g — произвольная функция на R4, принимающая зна
чения в матричной группе Лн 3 с алгеброй Ли д.

Являясь матрицами порядка л, коэффициенты форм А 
и F действуют на n-компонентных векторных полях 
на R4. Так как для любого такого поля гр и любой S -знач- 
ной матричной функции g  имеют место тождества

(daog) *р =  да (gt|>) =  (dag) \J> +  g  (<Эа\|>),
а  =  0, 1, 2, 3,

гдеда# при g =  J g j| _ матрица \dag ll \, то (мы, как и выше, 
опускаем знак о)

(g^Vag) Ф =  (g -'дag) +  dalf> +  (2 ‘ Mag) ^ =  
=  (Л  +  g^A ag  +  g-'dag) If.

Это означает, что для матричных потенциалов калибро
вочные преобразования имеют вид
(15) A *-+g~lAg +  g~xdg.

При каждом таком преобразовании форма F переходи i 
в форму
d{g~tAg +  g - 1dg) +  {g~lAg +  g~ldg) A  (g~lAg +  g~ldg)=- 

=  dg~l A  Ag +  g~l dAg—g~lA A  dg +  d g -1 A  dg +
-  g~lA A  A g + g ~ lA%A d g +  g~ldg Ag~*Ag +  
+  g~ldg A g~ldg =  g~x (dA +  A A A )g ^ g ~ lFg
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(напомним, что dg~l — — g -1 dgg~l). Преобразование 
F —+g-1Fg  также называется калибровочным.

Сравнив теперь формулу (14) с формулой (38') лек
ции 19 (структурным уравнением Картана), мы немедленно 
обнаружим, что калибровочное поле является не чем иным, 
как формой (тензором) кривизны некоторой связности, а 
его потенциал—формой этой связности! Калибровоч
ные же преобразования (14) представляют собой не что 
иное, как преобразование форм связности в различных 
тривиализациях (см. формулу (17') лекции 10).

Появление в этом контексте связностей можно пояснить следую 
щим образом.

В  принципе каждое калибровочное поле F связан о с  некоторым 
полем материи ip. Например, для электромагнитного поля таким 
полем будет биспинорное поле Д ирака, частицами которого являю тся 
электроны и позитроны. В  общем случае в конструкцию поля мате
рии входит задание некоторой матричной группы Л и  $ ,  называемой 
группой внутренних симметрий. (Д ля электронно-позитронного поля 
Дирака группой fg  является группа U ( I )  ф азовых преобразований 

if •—*• e,et f .)  Имеется в виду, что частицы поля обладают некоей внут
ренней структурой, на которую действует группа JJ. Д л я  нуклонного 
(протонно-нейтронного) поля внутренняя структура частиц Дописы
вается изотопическим спином, а группой является [группа SU 4(2) 
(группа изотопической симметрии). Д л я  квар кового поля внутренняя 
структура задается тройкой ц ветов, а группой $  является группа 
SU  (3) (группа цветовой симметрии) и т . д. При движении частицы 
из точки х  пространства М инковского [в точку у  [по двум разным 
мировым линиям, частица приходит в точку у ,  вообще говоря, с  раз
ными внутренними состояниями. Физически это изменение означает, 
что на частицу подействовало соответствую щ ее калибровочное поле, 
а геометрически —  что вектор внутреннего состояния частицы под
вергся преобразованию из группы голономии S .

Аналогом уравнения Максвелла (3) (напомним, тож
дественно выполняющегося в силу равенства (6)) является 
уравнение Бианки

dF =  F Д А —A A F  (или DF =  0),

тождественно выполняющееся в силу равенства (14), а ана
логом уравнения Максвелла (4)— уравнение
(16) D »F =  0,

называемое уравнением Я н га— Миллса. (Таким образом,
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калибровочные поля — это не любые связности на R4, а лишь 
удовлетворяющие уравнению (16).)

При S =  SU(2) калибровочные поля называются полями 
Янга — Миллса.

Так как равенство (14) означает (см. формулу (15) лек
ции 21), что F — DA, то для потенциала А уравнение(16) 
приобретает вид
(17) D*DA =  О,

полностью аналогичный уравнению (8).
По физическим соображениям каждое калибровочное 

поле должно, кроме того, обращаться в бесконечности 
в нуль, т. е. быть таким, что для любых а , Р

(18) Fap(x)-» 0  при I х  | —► оо.
Удобный технический способ учесть условие (18)  со

стоит в переходе к компактифицированному пространству 
R4 U {о о } ,  получающемуся из пространства R4 добавлением 
одной точки оо. (Поле F продолжается в точку оо нулем.) 
Здесь хорошо воспользоваться стереографической проек
цией и перейти от пространства R4 U {оо} к сфере S 4. Тогда 
в стереографических координатах с полюсом e t потенциал А 
будет линейной дифференциальной формой на проколотой 
сфере ‘ £/<+, =  S 4\ { e 4}, а условие (18) будет выполнено 
тогда и только тогда, когда на проколотой сфере (/<-) -  
=  S4\ { — е А] будет существовать потенциал В, равный 
нулю в точке е 4 и калибровочно эквивалентный вне точек 
± е 4 потенциалу А. На R4 потенциал В определен вне 
точки 0 и вне этой точки связан с потенциалом А соот
ношением

(19) А = g~ 'B g + g~'dg,
где g — некоторое гладкое отображение R4\ { 0 }  —*

Трактуемое как отображение 3 4\ { — е„  е 4} —+$ отобра 
жение g  является не чем иным, как коциклом над груп
пой $ двухэлементного пок'рытия {t/(—*, £/1+)} сферы S 1 
и, значит, определяет над S 4 некоторое главное $-рас 
слоение |. При этом потенциалы А к В будут формами 
некоторой связности V на этом расслоении, а пате F — фор 
мой кривизны этой связности (над U+ =  S4\ {t?4}; в точке f', 
форма кривизны связности V по условию равна нулю)

Так как в точке е 4 потенциал В равен нулю, то на К1 
условие (19) равносильно асимптотическому равенству 
(19') A ~ g ~ ldg при |дг| —  оо
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Задание такого равенства однозначно определяет расслое
ние | и потенциал В , а значит, и связность V.

Таким образом, мы имеем два равносильных языка. 
На одном языке потенциалы калибровочных полей с груп
пой 'S— это д-значные линейные дифференциальные формы (5) 
на R4, удовлетворяющие соотношению (19') с некоторой 
S-значной функцией g, определенной на R4 вблизи с». 
На другом языке— это связности на главных 8-расслоениях 
с базой S4. Функции g  являются при этом не чем иным, 
как склеивающими коциклами этих расслоений.

Два поля (потенциала) называются калибровочно экви
валентными, если они переходят друг в друга при неко
тором автоморфизме расслоения | над S4.

Подчеркнем, что это сведение калибровочных полей 
к связностям нельзя считать полным, поскольку поле 
должно, помимо всего прочего, удовлетворять уравнению 
Янга — Миллса (16), не имеющего пока геометрической 
интерпретации.

Все же некоторую пользу для физики извлечь можно. 
Например, мы видим, что каждое калибровочное поле 
обладает неким инвариантом, являющимся гомотопическим 
классом отображений S * —* $. Для группы SU(2) =  S* 
этот инвариант характеризуется целым числом k (степенью). 
Взятый с обратным знаком, он называется физиками топо
логическим зарядом.

С другой стороны, существует способ вообще полностью 
элиминировать таинственные уравнения (16). Он состоит 
в том, что мы ограничиваемся лишь автодуальными или 
антиавтодуальными полями, т. е .— см. лекцию 2 1 — по
лями F, для которых
(20) * F =  ± F .
Для этих полей уравнение (16) сводится к уравнению 
Бианки =  0 и, значит, заведомо выполнено. Таким 
образом, потенциалы (анти)автодуальных полей на R4 — 
это в точности связности в главных расслоениях над S4 
с (анти)автодуальными формами кривизны (обращающи
мися в нуль в точке е,).

Здесь уже редукция к геометрии вполне адекватна.
. Заметим, что понятие (антн)автодуальных полей имеет 

смысл только над е в к л и д о в ы м  пространством R4. 
[Хотя над пространством Минковского и можно определить 
оператор Ходжа * , но для этого оператора будет иметь



384 И н е т  АНТОНЫ

место равенство ** =  — 1, и потому уравнения (20) б у д у т  
удовлетворяться только при F  =  0.J

При S =  SU (2) автодуальные поля, имеющие положи
тельный заряд, и антиавтодуальные поля, имеющие отри
цательный заряд, называются мультиинстантонами. 
Мультиинстантон с зарядом к называется к-инстантоном. 
Таким образом, ft-ннстантоны — это поля Янга— Миллса F 
с зарядом к, для которых

*F — (sign ft) F.
[Ниже мы увидим, что равенство *F — — (sign к) F возможно 
только при F =  0.] Мультнинстантоны с к =  \ называются 
просто инстантонами, а с к — — 1— антиинстантонами.

Теперь мы понимаем, что, собственно говоря, было 
сделано в конце лекции 21. Это было явное построение 
целой серии инстантонов Fy. ь- Впервые оно было осу
ществлено в 1975 г. в пионерской работе Белавина, Поля
кова, Шварца и Тюпкина. Позже в 1978 г. Атья, Дрин- 
фельд, Хитчин и Мании доказали, что любой инстантон 
тлибровочно эквивалентен одному и только одному 
инстантону F\, ь. Мы лишены возможности изложить 
здесь их доказательство.

Аналоги инстантонов F>„ ь можно построить для лю
бого к (и для них также будет верна теорема Атья, Дрин- 
фельда, Хнтчина и Манина), но при |А|> 1 это описание 
не дает явных формул (при к >  1 роль А, и Ь играют ква- 
тернионный вектор i  (А,,, . . . ,  А*) и кватернионная сим
метрическая A xft-матрица В,  но не любые, а связанные 
определенными зависимостями, нуждающимися в дополни
тельном исследовании).

Эти зависимости следующие:

а) матрица ВВ+У.ТЛ вещественна и диагоиальна;
б) для лю бого'кватерниона д с£Н  уравнения

>-1 =  0 .

где | =  (5 i, . . . .  Б*)Т — столбец кватернионов, имеют единственное 
решение 5 = 0 .

Изменение знака у k сводится к перестановке а х  и dx
В связи с понятием топологического заряда поля 

Янга— Миллса естественным образом возникает вопрос
о его явном вычислении непосредственно по полю F, минуя 
потенциал А. Оказывается, что на этот вопрос существует 
красивый ответ.
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Для любых двух форм

F =  2  Fав dx* A  dxe, G 2  Gafidx* Д  djfl

степени 2 на R4 форма F Д  *G имеет максимальную сте
пень 4 и выражается, как легко видеть, формулой

где dx dx1 Д  dx1 Д  dr* Д  dx‘ . Если формы F и G удов
летворяют условию (18) и, значит, могут рассматриваться 
как формы на S*, то форма F Д *G также будет формой 
на S\ и потому— в силу компактности сферы S4— будет 
существовать интеграл

В случае, когда коэффициенты форм F и G являются 
числовыми (вещественными) функциями, этот интеграл 
обозначается символом <F, G> и называется скалярным 
произведением форм F и G. Из формулы (21) непосред
ственно следует, что это умножение задает на пространстве 
форм QJ (S4) структуру евклидова пространства (или в дру
гой, более предпочтительной из-за бесконечномерности 
пространства Q ^ S 1) терминологии— структуру пр е д 
г и л ь б е р т о в а  п р о с т р а н с т в а ) .

В случае форм с коэффициентами из алгебры матриц 
§ц(2) нужно предварительно перейти к следу. Кроме того, 
чтобы получилось положительно определенное скалярное 
умножение, нужно все умножить на — 1. Таким образом, 
для ои (2)-значных форм мы полагаем

В интерпретации §н (2)-значных форм как форм с коэффи
циентами из Н' след переходит в операцию 2Re и, значит,

З а д а ч а  1. П окаж ите, что для лю бого поля Янга — Миллса F 
его топологический заряд k вы раж ается формулой

(21)

(22)

(23)

1 3  м .  .м . П остн иков, геи . IV
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т. е . формулой

(2 3 ') *'-— Ш  \ Тг ( f A  Fh
i*

Неожиданным образом формула (23) позволяет также 
охарактеризовать мультиннстантоны как точки минимума 
некоторого функционала. Действительно, ясно, что по отно
шению к скалярному умножению (22) оператор Ходжа * 
самосопряжен (симметричен). Поэтому его собственные под
пространства, принадлежащие собственным значениям ± 1  
(т. е. пространства автодуальных и антиавтодуальных форм), 
ортогональны и приводят этот оператор. Это означает, что 
любая форма F единственным образом представляется в 
виде

F =  F (+» +  F«-\

'-де формы F (+) и Fl~] ортогональны, причем форма /г<+) 
автодуальна, а форма F{~> антиавтодуальна. Поэтому для 
квадрата нормы \Fi* — <F, F> этой формы имеет место 
формула

[F\* |F‘ + >!* +  | F < -T  

а для топологического заряда к — формула

Поэтому
(24) | 5 | > 8 л *| Н

причем равенство может иметь место только при *F =  
=  (sign /е)У7, т. е. для мультиинстантонов. (Кроме того, мы 
видим, что равенство *F  — (sign At) /•' возможно только 
при F -  0; см. выше.)

С другой стороны, непосредственное вычисление, исполь
зующее явные формулы Белавина, Полякова, Шварца и 
Тюпкина, указанные в лекции 21, показывает, что для 
мультиинстантонов неравенство (24) переходит в равенство.

З а д а ч а  2 . П роверьте это утверждение при k =  1.

Функционалом Я нга— Миллса называется функционал 
на пространстве всех ви(2)-значных потенциалов А, опре
деленный формулой
(25) A>-*\Fa \,



\

где F a — форма кривизны связности А. Мы видим, таким 
образом, что мулыпиинстантоны (или, точнее, их потен
циалы)— это в точности точки минимума функционала 
Я н га— Миллса.

З а м е ч а н и е  1. В нелинейном функциональном ана
лизе (вариационном исчислении) имеется понятие стацио
нарной точки функционала (аналогичное понятию стацио
нарной точки функции конечного числа переменных). Ока
зывается, что поля Янга— Миллса—это в точности 
стационарные точки функционала Я нга— Ми.глса.

Впрочем, существуют ли такие поля, не являющиеся 
мультиинстантонами, до сих пор неизвестно. (Для группы 
S U (3)— случай глюонного поля— они построены.)

Ключевая формула (23') является примером весьма 
общих интегральных формул, относящихся к произвольным 
главным или — что в принципе равносильно— к произволь
ным векторным расслоениям ? и выражающих топологи
ческие инварианты этих расслоений (а точнее— классы 
когомологий некоторых замечательных дифференциальных 
форм на их базах) через формы кривизны связностей на £.

Чтобы построить такие формы, мы должны начать 
сравнительно издалека.

Пусть M at„K— линейное пространство всех квадратных 
матриц порядка п над полем К ,  где К  R или С, и пусть
(26) F: Mat„K —  К

— функция А>—>F(A), /l ^Mat„K,  являющаяся многочле
ном от элементов а) матрицы А=|а}|.

О пределение I. Функция (26) называется инвариант
ным многочленом, если

F(AB) =  F(BA)
для любых матриц A, ZJ£Mat„K.

З а д а ч а  3. Покажите, что функция (26) тогда и 
только тогда является инвариантным многочленом, когда

F(C~lAC) =  F(A)
для любой невырожденной матрицы С £  GL (п\ К) [и любой 
матрицы /1 £  Mat„(K)).

Примерами инвариантных многочленов являются след 
Тг/1, определитель det А и все элементарные симметри
ческие функции о* (Л),  от характеристических 
корней А,„ . . . ,  матрицы А (т. е .— с точностью до знака
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(— \)к — коэффициенты характеристического многочлена 
1л№)~ det|/l— ХЕ | матрицы А).

Заметим, что at ~ Тг и о„ — det.
З а д а ч а  4. Докажите, что любой инвариантный мно- 

гочлен F может быть представлен в виде многочлена от 
многочленов о,, . . . ,  ап. [ У к а з а н и е .  Докажите, что зна
чение многочлена F  на произвольной диагональной матрице 
D -  diag(X,, . . . ,  А„) является симметрическим многочленом 
от А.,, . . . ,  Я„ и, значит,— согласно так называемой о с н о в 
ной т е о р е м е  т е о р и и  с и м м е т р и ч е с к и х  ф у н к 
ц и й — многочленом от о, (D)...........о„(D). Затем восполь
зуйтесь тем, что матрицы вида C~lDC, C £ G L ( n ;  С), всюду 
плотны в M at„(K)]

З а д а ч а  5. Докажите, что если многочлен F инвари
антен, то

F(A t) =  F(A)
для любой матрицы А. [ У к а з а н и е .  Матрицы А и Лт 
имеют одни и те же характеристические корни.]

В дальнейшем мы, как правило, будем рассматривать 
лишь о д н о р о д н ы е  инвариантные многочлены.

З а д а ч а  6. Докажите, что однородные составляющие 
произвольного инвариантного многочлена также являются 
инвариантными многочленами.

Таким образом, каждый инвариантный многочлен явля
ется суммой однородных инвариантных многочленов.

Пусть Ft = -— частные производные многочлена F по 
да,

его аргументам а]. Для любой матрицы А £  Mat„ (К) зна
чения F{(A) этих производных в свою очередь составляю т 
матрицу |F{(j4)|. Мы обозначим эту матрицу символом 
Г  (А).

dFЗаметим, что классическая формула dF =  —rdx‘ дл>>
дх1

дифференциала в случае функции (26) имеет вид

dF F{daj.
В матричных обозначениях эту формулу можно п е р е 

писать так:
(27) d F (A )^ lr (F , (A)dA).
Содержательный смысл формулы (27) состоит в том, что 

для любой гладкой матричной функции /•—*- А (/) =•■ |а;- (/)
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имеет место равенство

(28) dF(A  « ) )  
dt Тг ( F ' ^ ( O ) ^ l ) ,

где
dA (t)

матрица производных

dt

Ц  (О
щ и р и ц ы  l l | / W l l k / U V / ^ I I U I A  (it

Л ем м а 1. Если многочлен F инвариантен, то для 
произвольной матрицы i4gA\atn(K) матрицы F '(А) и А 
перестановочны:
(29) AF' (A) =  F' (А)А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Е‘к— матричная единица 
|6*6/| (все элементы этой матрицы равны нулю, за исклю
чением элемента в k -й строке и /-м столбце, который равен 
единице). В силу инвариантности многочлена 5 д л я  любого 
t €  R имеет место равенство
(30) F ((E + tE ‘k)A) F (A (E + tE ‘k)).
Так как матрица

d (£+/£*) И = £ /л
dt

выражается формулой

£ U = | * W I

(все ее строки равны нулю, за возможным исключением 
Л-й, которая совпадает с l-м столбцом матрицы А), а мат
рица

— формулой

* л (E+ t£lk)
— It ---------------- А Е "

-4£ i =  |ai6j|

(все ее столбцы равны нулю, за возможным исключением 
/-го, который совпадает с к-й строкой матрицы А), то, про
дифференцировав с помощью формулы (28) равенство (30) 
и положив / — 0, мы получим соотношение

F l H ) e y - t f M ) e i ,  

в точности равносильное тождеству (29). □

Пусть теперь £ =  (^“, я , Я*) — гладкое векторное рас
слоение ранга п над гладким многообразием#. Произвольно
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задав на | некоторую связность Н, рассмотрим ее тензор 
кривизны R и матричные формы Я , задающие тензор R 
на трнвиализирующих окрестностях U c &  (см. лекцию 19).

Каждая функция (26) очевидным образом распростра
няется на матрицы А, элементы которых являются не чис
лами, а элементами произвольной коммутативной алгебры 
над полем К. В частности, поскольку умножение дифферен
циальных форм четной степени коммутативно, то для про
извольного однородного многочлена (26) определена на 
каждой тривиализирующей окрестности U дифференциаль
ная форма F (Я) (чтобы вычислить эту форму, надо в F 
вместо переменных oj подставить формы Я} и все умноже
ния понимать как внешние умножения Д ). Матрица Я 
зависит от выбора тривиализацпи расслоения 5 над U и для 
другой тривиализации заменяется матрицей С-1ЯС, где 
С — матрица перехода над алгеброй FU, связывающая эти 
тривиализации (базисы Ft/-модул я Г (£ |,,)). Поэтому, если 
многочлен F инвариантен, то форма £ (Я )  не зависит от 
выбора тривиализации над U и, значит, формы F (Я), по
строенные для всевозможных окрестностей U, согласованы 
на пересечениях. Следовательно, они определяют некоторую 
дифференциальную форму (над полем к ) на всем многооб
разии ЗС.

Мы будем обозначать эту форму символом F(R).
Заметим, что степень формы F(R) равна 2г, где г — 

степень многочлена F  (напомним — однородного и инвари
антного).

П р едлож ен и е  /. Для уиобого однородного инвариант
ного многочлена F форма F (R) замкнута:

dF(R) =  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно показать, что dF (Я) =  
=  0 на любой окрестности U. Так как на формах четно): 
степени оператор d является дифференцированием (удовлет
воряет обычному правилу дифференцирования произвел 
ння), то для вычисления формы dF (Я) пригодна ф о р м у л а
(27), принимающая при Л = Я  вид

dF (Я) =  Т г (Р  (Я )Д ^ Я ).

С другой стороны, согласно тождеству Бианки (формула (3!'1 
лекции 19)

F' (Я) Д  dQ =  F' (Я) Д  о  Д  Я — F' (Я) Д  Я Д  со.



а  согласно лемме 1 (примененной к матрице Л =  £2)
F  (й) Д Q =  й  Д F ' (Q).

Поэтому
F '(Q )A d Q = Z  Л Я - Я Л Е ,  

где S  =  f '(Q )  A w , и, значит,
T r ( f '(Q )A d i2 )  =  Tr(H A Й А  Е) =  0. □

Напомним (см. лекцию 111.20), что для любого много
образия X  и каждого k ^ O  определена группа когомоло
гии де Рама Нк5С (на самом деле R-линейное пространство), 
элементами которой являются классы когомологий [со] 
замкнутых форм <о степени к на . Если рассматривать 
формы с комплексными коэффициентами, то аналогичным 
образом возникнут комплексные группы когомологии Hq& .

З а д а ч а  7 . П окаж ите, что линеал HqJI' является комплекснфш- 
кацией линеала Н*£С • [ У к а з а н и е .  Если <о =  о ),-И < о ,, где o)j и а>2—  
формы с  вещественными коэффициентами, то da>- йш2, где da>i
и do>2— такж е формы с  вещественными коэффициентами.)

Для единообразия линеал Н*.Т обозначается также сим
волом НкЛЛГ.

Так как согласно предложению 1 форма F (R) замкнута, 
то в группе определен ее класс когомологий [F  (R)].
Оказывается, что этот класс не зависит от выбора связ
ности Я .

П р едлож ен и е 2. Пусть Я 0 и Я ,— две связности на 
К-векторном расслоении 5 и пусть R0 и /?,—их тензоры 
кривизны. Тогда для любого однородного инвариантного 
многочлена F в группе имеет место равенство

[F (/?„)] =  [F (/?,)].

Д о к  а з а т е л  ь с т в о .  Пусть рг*Я 0 и рг*/У, — прообразы 
связностей Я 0 и Я , при проекции рг: X x l  —» %. Так как 
(см. лекцию 18) связности на любом векторном расслоении 
составляют аффинное пространство, то для каждого s £  R 
на расслоении 1 x 1  определена связность

Н[ ~  (1 — s) рг* Я„ -f s рг* Я ,.

Ясно, что связности Н[ составляют гладкое семейство связ
ностей на £ х /  и потому определяют связность (Н[) на 
( 5 х / ) х / .  Пусть Я /= { Я 0 , „ ,  — ее диагонализация (см.
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лекцию 10), a R ' — форма кривизны связности Н '. Тогда 
для любого / £  / будет иметь место формула

<?.//'- r,H't

(см. формулу (18) лекции 10), где 3? —  & x l — вложение 
b»—*(b, t), Ъ^ЗС. Но так как pro/,  id для любого /€/,  
то в рассматриваемом случае /?//,—-(1 — s)//04 sHt и, зна
чит, i]H', =  (\ — /)Я„+  ///,. Следовательно,

/ ; # '=  ( i - о  / / ,+ / # ,
и, в частности, i lH '= H 0, i\H '=H x. Поэтому Rt =  ilR ' , 
Ri — i\R' (см. задачу 1 лекции 19) и, значит,

F (R 0) =  rtF(R'), F (Rx) i\F(R').
Но мы знаем (см. предложение 3 лекции 111.20), что 

для любого к соответствие со е-*• (рг)* <о индуцирует изомор
физм групп когомологий Нк3? ~*Нк( & х  /) (а значит, 
и изоморфизм Hq^  —  Hq (SC х  /)).

Поскольку рг о i t =  id для любого / £  /, обратный изо
морфизм будет задаваться соответствием со ■—*• //to, откуда 
следует, что для произвольной замкнутой формы <о на 
•2" х  / класс когомологий /,' [со] =  [/,’со] на X  не зависит от 
/€/• В частности, при/ =  0,1 мы получим, что [|*<о]  ̂
=  [ZJtol. При (о — F (R1) это дает искомое равенство 
[ f ( R 0)\ = [F (R l)). □

Таким образом, для любого однородного инвариантного
многочлена F формула

^ (5 )  =  [£(/?)]

корректно определяет в группе некоторый элемент
сг (1).

О пределение 2. Элемент <f (£) называется характеры 
стическим классом векторного расслоения £, отвечающим 
инвариантному многочлену F.

Чтобы классы с7"(?) были определены, необходимо и до
статочно, чтобы на расслоении | =  (# , я , S') существовала 
хотя бы одна связность. Следовательно (см. предложение 2 
лекции 18), классы с^(£) определены для любого нумерирус- 
мого векторного расслоения £. В частности, они определены, 
если многообразие 3? паракомпактно.

Во избежание надоедливых оговорок будем в дальней
шем считать, что многообразие £С паракомпактно.
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Пусть К =  С. Поскольку линеал является комп-
лексификацией линеала Я =  Htr& , имеет смысл вопрос, 
при каких F  характеристический класс с ^ )  является 
вещественным (принадлежит Htr^ )  или чисто мнимым (имеет 
вид i[<i>], где |wj £  Н*г&)?

Пусть F — однородный инвариантный многочлен сте
пени г с в е щ е с т в е н н ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и .

П р едлож ен и е 3 . Для любого комплексного векторного 
расслоения | характеристический класс <^(1) вещественен 
при г четном и чисто мним при г нечетном.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку многообразие X  пара- 
компактно и, следовательно, расслоение £ нумерируемо, 
на £ существует метрика и связность Я , согласованная 
с этой метрикой (задача 7 лекции 11). Над каждой тривиа
лизирующей окрестностью U матрица Я форм кривизны 
этой связности в ортонормированном базисе модуля Г (£ |у) 
косоэрмитова (предложение 4 лекции 11), т. е. удовлетво
ряет соотношению

(31) QT =  — й.

Но мы знаем (задача 4), что F (Ят ) =  F (Q), атак как коэф
фициенты многочлена F  вещественны, то

F (U ) =  F(£2).
Поскольку

F ( - Q )  =  ( - 1 ) 'F ( Q ) ,  
этим доказано, что

F ( Q )  =  F ( Q T )  =  F ( —  Й ) =  ( — 1 ) ' F ( Q ) .

При г четном это означает, что форма F (R) вещественна 
(и, значит, ее класс когомологий (/?)J в принад
лежит Нгг& ), а при г нечетном— что она имеет вид йо, 
где to— вещественная форма (и, значит, ее класс когомо
логий имеет вид i [<о], где [о>] £  Н*Г5С). □

Пусть К =  R.
П р едл ож ен и е  4. Д м  любого однородного инвариант- 

ного многочлена F нечетной степени г и любого вещест- 
| венного векторного расслоения I характеристический класс 
cF (?) равен нулю:

с?(1)=-0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о  этого предложения во всем по
добно доказательству предложения 3. Единственное отличие 
состоит в том, что свойство косоэрмитовости (31) заменяется 
свойством кососимметричности:

QT =  — Q.

Поэтому F (Q) =  (—\)rF (Q), откуда при г нечетном следует, 
что f (Q )  =  0 и, значит, что F(R) =  0. Следовательно,

=  □

Мы продолжим изучение классов с? (|) в следующей 
лекции.

г



Л е к ц и я  23

Характеристические классы Чженя и Понтрягина.—  Х а р а к 
теристические числа Чженя и Понтрягина.—  Свойства 
классов Чженя и Понтрягина.—  Полные классы Чженя 
и Понтрягина.—  Характеры Чженя и Понтрягина.— Х ар ак
теристический класс Э йлера.—  Л-функтор.—  Расслоения 
и пространства конечного типа.

Напомним (см. предложение 1 лекции II 1.19), что для 
любых дифференциальных форм со, и со, имеет место формула

d (o)j Д со,) = Ло, Д со, +  (— 1)Лш, Д dо»„

где г — степень формы со,. Следовательно,
а) если формы со, и со, замкнуты, то форма со, Д со, 

также замкнута;
б) если хотя бы одна из замкнутых форм со, и со, точна, 

то форма со, Д  со, также точна.
Поэтому для любых классов когомологий с, =  [со,] и с, =  

=  [со,] формула
Cl Д с» =  [со, Д со,]

корректно определяет их произведение с, Д сг. Это умно
жение классов когомологий ассоциативно и косокоммута
тивно (с, Д с, =  (— д  с„ где г, =  degc„ r ,=  degc,). 
В частности, умножение классов когомологий четной сте
пени коммутативно.

Как правило, вместо с, Д  с, мы будем писать просто cxct. 
З а м е ч а н и е  1. В литературе употребляется также 

обозначение c,w c,.
Теперь из утверждения задачи 3 лекции 22 немедленно 

вытекает, что каждый характеристический класс (?(%) яв
ляется многочленом от характеристических к.юссов
(1) с° * (9 ..........
отвечающих элементарным инвариантным многочленам 
ст„ . . . ,  а„. Этим объясняется особое положение классов (1). 

О пределение  /. При К =  С характеристические классы

(?) ~  (2Л|у  c"r (^ ’ ••••Л,

называются классами Чженя комплексного векторного рас
слоения £.
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З а м е ч а н и е  2. По-английски фамилия Чжень пишется 
Chem. Транслитерация этого написания на русский язык 
привела к «классам Черна», которые до сих пор можно 
встретить в литературе.

Согласно предложению 3 лекции 22 все классы Чжсня 
вещественны.

Степень класса сг (£) равна 2г. Значит, если 2г >  т, 
где т =  dimS ,  то сг (?) =  0. Поэтому классы cr (I) инте
ресны только при 2г^ .т .

Определение классов cr (g) удобно распространить на 
г — 0, считая по определению, что

с. (5 )=  1
для любого расслоения £. (Здесь 1— элемент группы Н 
отвечающей функции, тождественно равной единице; см. 
предложение 1 лекции II 1.20.)

О пределение 2. При К =  R характеристические классы

= r=1... [у].

называются классами Понтрягина вещественного векторного 
расслоения g. (Согласно предложению 4 лекции 22 классы 
С°2г+1(Ъ) равны нулю.)

По определению дополнительно полагается

г .  (5) =  1
для любого расслоения Е.

Степень класса рг (Ъ) равна 4г. Поэтому эти классы 
могут быть отличны от нуля только при 4г^ .т .

З а м е ч а н и е  3 . В  алгебраической топологии характеристические 
классы |Чженя и Понтрягина определяются иначе, как элементы так 
называемых групп когомологий над Z , которые, вообще говоря, имеют 
элементы конечного порядка. Группы когомологий над /  естественным 
образом отображаю тся в группы когомологий де Рама //*#", п р и ч е м  
все  элементы конечного порядка переходят, естественно, в нуль и этот 
гомоморфизм отображает характеристические классы  над Z  в классы , 
определенные здесь (которые называю тся в этом контексте характери
стическими классами над R).

Если размерность т многообразия SC четна, т — 21, 
и многообразие SC компактно и ориентируемо, то для лю
бого комплексного расслоения 5 над £С и любого разбиения 
l =  it +  . . .  +  ik числа / в сумму неотрицательных слагаемых 
определено (с точностью до знака, зависящего от выбора



ориентации многообразия J* )  число

ci (? )=   ̂ £/, (*) А . . .  Д С[ (с), i  — (tj, . . . ,  /̂ ), 
i *

называемое 1-л числом Чженя комплексного расслоения s.
Аналогично, если т  =  4/, то для любого вещественного 

расслоения £ над 5С определено f-e число Понтрягина

Pi (I) =  S / »/ ,(6 )А ...А  Pik (?).
JT

/ =  (»„ /*), I, +  . . .  4- »*«=/.

Замечательный факт— непосредственно вытекающий из 
сказанного в замечании 3, но не имеющий, по-видимому, 
прямого аналитического доказательства— состоит в том, что 
все числа С{ (?) и pt (!) являются целыми числами.

П р и м е р  1. При d i m #  =  4 для любого комплексного 
расслоения £ над 9С определены два числа Чженя c<i,d(E) 
и с(1) (£), выражающиеся (при соответствующем выборе ориен
тации многообразия ££) формулами

* < . . .> Ф = 4̂ г f T r Q A T r Q ,  с,„(£) =  ^  f det Q.
я  к

Если £ является SU (п)-расслоением и, значит, форма Q 
принимает значения в алгебре Ли Su (п) бесследных косо- 
эрмнтовых матриц, то Тг £2 =  О, и потому c(lil)(£) =  0. Пусть 
п - 2. Поскольку, как показывает элементарное вычисление, 
для любой бесследной косоэрмитовой матрицы А второго
порядка имеет место равенство det А =  — у  Тг А1, то в этом
случае

------ -Ш* ^ Т г ( ЙАЙ) .
&

С точностью до обозначений правая часть этой формулы 
совпадает (при #  =  S 4) с правой частью формулы (23') 
лекции 22. Следовательно, топологический заряд k произ
вольного пом  Янга—Миллса F равен числу Чженя с(1) (?) 
соответствующего векторного расслоения (ассоциирован
ного с главным SU (2)-расслоением, на котором F является 
формой кривизны).

Таким образом, действительно, понятие топологического 
заряда подпадает под общую теорию характеристических 
классов.
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Кроме того, мы видим, что в рассматриваемом случае 
число с,„ (5) на самом деле является целым числом. 

З а д а ч а  1. Д окаж ите, что для любого г ^ О  

Рг ( 6 ) - ( - l ) r cl r ( l C).
г

где £ —  коммлексификация (см. лекцию G) вещественного векторного 
расслоения £.

Теорем а  /. Характеристические классы Чженя иПонт- 
рягина обладают следующими свойствами:

а . Для любого гладкого отображения f : Я" — Я? и всех
О

с г ( П )  =  Г с г а ) ,  Рг ( П ) = Г  P r i l l

б. Для тривиального расслоения 0 0^* все классы по
ложительной степени равны нулю:

сг (°) =  О, РЛ 0) =  0, 0.

в. Для любых двух векторных расслоений £ и т) над 
одним и тем же многообразием X  и всех г ^ О

с ,(Е ф л ) 2  ^ U )cy(T]) =
I ♦ /* Г

=  С, (?) +  с ,- ,  (I) с, (ч) + .. • -t- Cl ( I )  С ' . г  (Л) I Сг (п),
/>,(£0п) 2  Pi Ш Pt (л)<•+/=/•

=  Рг (5) +  Рг- 1 (&) Pi (ч) +  • • • +  Pi (6) Рг -  > (л) + Рг (л) •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Свойство а очевидным образом 
вытекает из соответствующих свойств связностей и форм 
кривизны. Для доказательства свойства б достаточно заме
тить, что на тривиальном расслоении 0 существует связ
ность, для которой все формы <о/, а потому и все формы 
Qy, тождественно равны нулю. Докажем свойство в.

Пусть № и Я 4— произвольные связности на расслое
ниях I и г] соответственно. В каждой карте вида $\j, где 
£ =  1 или г), связность #5 является аннулятором форм 

<;> (О о ,  о
(2) —da‘ -\ Г11каЫхк, / =  1, . . . ,  nc =  dim£,

(О г
где а' ,  хк— координаты на £'Ь, отвечающие данной трн- 
виализации расслоения £ над U и данной системе локаль
ных координат на U (см. лекцию 10). С другой стороны,
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тривиализации расслоений £ и т] над U естественным обра
зом определяют тривиализацию расслоения £®т) =  (<£, п, Я )  
над U, которой в <8и отвечают координаты

(S) (л) 
а1, а/, хк,

где 1 rit, 1 пц и 1 ^ k <  т.

Поэтому формы (2) мы можем также рассматривать, как 
формы над £ и, и ясно, что их аннулятором будет неко
торая связность расслоения бф т) над U. Над различными 
окрестностями U эти связности согласованы на пересече
ниях (докажите!) и потому определяют единую связность Н 
на всем расслоении s ® t j .  Матрица форм этой связности 
над окрестностью U является, по построению, блочной 
матрицей вида

1о>«
0 1

[ о А

где со5 и о/1 — матрицы форм связностей Н* и Я 4, т. е .— 
в другой терминологии — прямой суммой ы5®  о)4 матриц 
0)s и о»т'. Но тогда— как непосредственно вытекает из струк
турного уравнения Картана — матрица Q форм кривизны 
связности Н также будет прямой суммой £2*®£2П матриц 
форм кривизны связностей № и Нч.

З а д а ч а  2. Покажите, что для любых двух матриц А 
и В порядков пх и л3 имеет место равенство
(3) аг (А ф В )=  2  <J;(A)aj(B), <т0(А) =  <т0(В) =  1,

1 + 1 - Г

где, конечно, аг слева и а{, а, справа обозначают элемен
тарные инвариантные многочлены от матриц порядков 
л, +  пг и я„  пг соответственно. [ У к а з а н и е .  Пусть о,(А.) 
и Оу (и) — элементарные симметрические функции перемен
ных А,, . . . ,  ЯП( и р,,  . . . ,  рП1 соответственно, а аг (к, р )—  
элементарные симметрические функции переменных А,,, . .  . 
•••. ^п-1. Pi. •••. Рл,- Так как имеют место тождества

2<т |(А)/‘ =  П (1  + V )
1 - 0  I -  I

и аналогичные тождества для о, (>.) и аг (>., р), то

\ 1 - 0  /  \ 1 - о  / г = 0
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и, значит,

М * .  и ) -  2  r f(*)<v(n)-
<+/=r

Это доказывает формулу (3) для диагональных матриц, 
а потому н для матриц вида C~lDC, где D— диагональ
ная матрица. Общий случай вытекает теперь по непре
рывности (ср. задачу 4 лекции 22).]

Для завершения доказательства теоремы 1 осталось 
применить формулу (3) к матрицам =  и В S24 (и 
при К R учесть, что классы c°ir+ l(l) равны нулю). □  

На языке теории категорий свойство а характеристи
ческих классов означает, что эти классы обладают с в о й 
с т в о м  ф у н к т о р  и а л ь н о с т и .  Оно имеет место, конечно, 
не только для классов Чженя или Понтрягина, но и для 
любых классов с^(|). Из него следует, что для нзоморф 
ных расслоений ! ,  ! '  и любого инвариантного многочлена F 
имеет место равенство t f  (!) — (?'(%'). Поэтому с*' можно 
рассматривать как отображение множества Vectjc.2* всех 
классов изоморфных векторных расслоений ранга п над SC 
в группу когомологий

Отображение <f также называется—не слишком удачно— 
характеристическим классом.

Свойство в классов Чженя и Понтрягина подсказывает 
ввести в рассмотрение прямые суммы

= //J-JT0//*JT0  . . .  ф  . .

линеалов Элементами линеала являются фор
мальные суммы вида

а — а0 +  at +  . . .  4- air +  . . .

(обрывающиеся при 2г >  л), где atr— произвольный эле
мент линеала Н%£С (называемый однородной составляю 
щей элемента а). Очевидным образом распространив но 
такие суммы операцию умножения, мы превратим Н £Я  
в коммутативную алгебру с единицей над нолем К.

Теперь характеристический класс ( ! ) €  НгЛ̂  мы можем 
ввести для любого не обязательно однородного инвариант
ного многочлена F, положив по определению

с ^ !)  =  с '-. ( ! Н  < * ( ! ) +  ••• + с ' ' ( $ ) + . . . .
где Fr, г > 0 , — однородные составляющие многочлена F.



О пределение 3. Элементы 

с(£) =  2  <V(£)= 1 +Ci ( £ ) +  ••• при К =  С,г*= О

Ш
/>(£) =  2  М & ) =  1 + P i ( 5 ) +  . . .   ̂ Р\ n-\(D при K =  R 

r -°  [ T J

алгебры Нг*Х  называются соответственно полным клас
сом Чженя комплексного расслоения I и полным классом 
Понтрягина вещественного расслоения

Заметим, что класс р(Ъ) принадлежит на самом деле 
подалгебре

Н " Х -Н 'З Г & Н 'Х ф  . . .

алгебры Н**Х.
Свойство б из теоремы 1 означает теперь, что для три

виального расслоения 0

(4) с (0 )= 1  и р (0 )=  1.

а свойство в — что для любых расслоений £ и т]
(5) c ( S © ti) =  c (5)c(t]) и />(£®ti) =  /7(£)/3(T]).

Отображения с:  ̂i—*■ с (1) и i  i— /? (£)нз Vect^^t! Vect^.2* 
(векторное расслоение и его класс изоморфизма мы обо
значаем для простоты одним и тем же символом) в Н-*£С 
и Н**Х  соответственно также называются по.шыми клас
сами Чженя и Понтрягина.

Обратим внимание, что отображения с и р  определены 
для любого п ^ О  и, следовательно, могут рассматриваться 
как отображения

с: V edcJT —  Н'-'Х, р : VectR#  —  Н"% ,
где

VectK.T  =  [J V ectfjr
П- 0

— дизъюнктное объединение множеств VectJ.2*.
З а м е ч а н и е  4. В случае, когда многообразие Л’ не

связно, целесообразно за Vect* X  принимать дизъюнктное 
[Объединение множеств V e d * # ' но всем п > 0  и всем ком

понентам X' многообразия X  (т. е. допускать к рассмот
рению векторные расслоения, имеющие на различных
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компонентах многообразия SC различные ранги). Это при
водит к большей формальной красоте, но утяжеляет из
ложение тривиальными оговорками. Поэтому мы сохраним 
прежнее определение. Читатель может— и должен!— само
стоятельно выяснить, что меняется, когда ранг расслое
ний на различных компонентах может быть различным.

Нели в расслоении, являющемся прямой суммой рас
слоений, слагаемые заменить изоморфными расслоениями, 
то все расслоение также заменится изоморфным расслое
нием. Это означает, что операция 0  фактически опреде
лена на множестве V e d * #  и ясно, что относительно 
этой операции множество V ed* % является абелевой полу
группой.

Формулы (5) означают теперь, что характеристические 
классы с и р  являются аддитивно-мультипликативными 
(переводящими сумму в произведения) гомоморфизмами 
полугрупп V edc SC и VectR SC в мультипликативные полу
группы алгебр Нг*% и Н**SC (состоящие из всех их отлич
ных от нуля элементов).

[На самом деле, конечно, характеристические классы с 
и р являются гомоморфизмами в мультипликативные группы 
1 4  (Нг*Л")+ и 1 ■+ (Н1*&)+, состоящие из элементов алгебр 
H**SC и HX*SC, однородная составляющая степени 0 кото
рых равна 1.]

З а м е ч а н и е  5. Для характеристических классов над 7  
(см. замечание 2) первая формула (5) остается в силе, 
тогда как вторая верной быть перестает (добавляются эле
менты конечного порядка).

Инвариантным формальным рядом мы будем называть 
формальную сумму вида

(6) F =  F # +  f 1 +  . . .  + F ,+

где Fr— однородные инвариантные многочлены степени г 
на Mat„!K (однородные составляющие ряда /•'). Так как 
■cFr(\) — 0 при 2г > т ,  то для каждого такого ряда сумм >

<^(5) =  < * ( 9  +  ••• + с ' ' ( 5 ) +  ...
конечна и представляет собой некоторый элемент алгебры 

Этот элемент (а также отображение cF: £ *  с' (?),
Vect* X) называется характеристическим классом, отве

чающим инвариантному ряду F.
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Чтобы построить ряд (6) при К =  С, можно взять фор
мальный ряд вида

F — F9 -f F x -f . . .  4- F r +  . . . ,

где Fr— произвольные симметрические многочлены степени г 
от п переменных, и для любой матрицы А £ Mat,, С по
ложить
(7) F(A) =  F (k t...........кп),

где Я,...........А„— характеристические корни матрицы А.
Если многочлены Fг выбраны так, что для вещественных 
матриц А числа (7) вещественны, то эта конструкция дает 
инвариантный ряд (6) и при К =  R.

Пусть, например,

F (K , 3 L J - « X*/Mrt+  . . .
т. е.

ОС

(*) ............ « “ i - i S P T bг = О
где sr =  +  . . .  -f  Уп.

В  теории симметрических многочленов доказы вается ф о р м у л а -  
В  а р и н г а, согласно которой

. - г у  i »<■+«.+ . . .  (» i4 « i4  ••• +«п—!)! <, .-, in

где суммирование распространено на все неотрицательные целые числа; 
i l(  it , . . . ,  i„ , удовлетворяющ ие условию 2 i , +  . . .  - f n i „  =  r.

О пределение 4. Отвечающий ряду (8) характеристи
ческий класс на Vect£*2* обозначается символом ch и на
зывается характером Чженя (или Черна; см. выше заме
чание 2). Его однородные составляющие chf представляют 
собой отображения

ch,: Vectc  SC —* HtrSF.

Из формулы Варинга следует, что для любого комплекс
ного расслоения £ класс сИД выражается через классы 
Чженя по формуле

Р ) ........ I l l+ U y . l ' ~ ' ) lx
X с, (£)'.£:,(£)'• . . .  с„ (£)'».
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Например,
ch0£ п (п dim|),
ch,£ с, (с),
ch ,£  =  c ,(£*)— 2ct (|),
c h j  | =  с . ( a » - 3 c , ( 6 » c , ( £ ) - f  З с ,(5 )

и т. д.
Обратим внимание, что, подобно классам Чженя, харак

тер Чженя определен для всех и потому может рас
сматриваться как отображение

ch: Vectc SC Нг*5С,

а  его однородные составляющие chr — как отображения 
ch,: Vectc  SC -  - Н*ГЯ\

Аналогично, исходя из инвариантного рядаеЛ‘/2Я+  . . .  
. . . - ( -  е>п1гл определяется характер Понтрягина

ph: VectR SC —*  //'•#

с  однородными составляющими
phr: VectR SC —* H'r& .

На расслоениях £ ранга п однородные составляющие 
ph, характера Понтрягина выражаются через классы Понт
рягина по формуле 

<10>

где и суммирование распространено на все не
отрицательные целые числа klt кг, . . . .  k t, удовлетворяю
щие условию kl +  2kt 4 . . .  4  Iki =  г.

П р ед л о ж ен и е  1. Отображения с и р  удовлетворяют 
соотношениям

ch (5 ®  л) =  ch I  +  ch T|, ph (g ®  rj) =  ph £ +  ph i\,
т. e. являются гомоморфизмами полугрупп Vectc ^  11 
VectR SV в аддитивные группы алгебр И-'SC и НК*ЗС соот
ветственно (а следовательно, отображения ch, и p h ,— 
гомоморфизмими в линейные пространства HirJC и HKrSC).
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F ().)— ряд (8) от перемен
ных X,, . . . .  F (n )— ряд (8) от переменных ц„ . . . .
и F (Я, ц) — ряд (8) от переменных А.,..........Ц ,  ц ,, . . . .  ц„ч.
Достаточно доказать, что

F (K  ii) =  F(X) +  F(n )
Но это очевидно, так как

F (a) =  + . . .  +  F (ц) =  +  . . .  +  eUn,/lJU
и

F (К  +  . . .  +  e ni /utl +  +  . . .  +  □

Поскольку аддитивная структура алгебр Н*•& и 
контролируется существенно проще ее мультипликативной 
структуры, характеры Чженя и Понтрягина значительно 
удобнее соответствующих полных классов. [К сожалению, 
из-за знаменателей в формулах (9) и (10) эти характеры 
нельзя определить над Z ; см. выше замечание 2.]

Другое преимущество характеристических классов ch 
и ph состоит в том, что они являются также гомоморфиз
мами и по отношению к тензорному умножению, т. е. для 
любых векторных расслоений £ и т] имеет место равенство

ch (£ ®  л) =  ch £ ch ij при К =  С, 
ph(£(g)T|) =  ph?phi i  при K =  R.

(Ничего подобного для характеристических классов с и р  
места не имеет.)

К сожалению, доказательство этих формул далеко 
выходит за рамкн наших возможностей. (См., впрочем, 
замечание 3 лекции 24.)

З а д а ч а  3. Докажите формулы (11) при d i m £ = l  и 
dim т) =  1.

Кроме классов вида cf  для вещественных расслоений 
можно определить еще один замечательный характеристи
ческий класс.

Напомним (см. лекцию 11.10), что для любой кососим- 
метрической матрицы А четного порядка определен ее 
нфаффиан Pi А, являющийся многочленом от элементов 
матрицы А, удовлетворяющим соотношениям

(PM )« =  det/l и P f(C M C ) =  detC Pi А, 
где С— произвольная матрица.
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Имея это в виду, предположим, что вещественное век
торное расслоение |

а) ориентировано (см. лекцию 7),
б) метризовано,
в) имеет четный ранг л =  21.
Пусть Uc.SC— тривиализирующая расслоение £ окрест

ность, s ,...........s„— положительно ориентированный орто-
нормированный базис модуля /•‘ (Ely) иП  =  ЦЯ}||— матрица 
форм кривизны в базисе s„ . . . ,  sn некоторой согласован
ной с метрикой связности на расслоении Тогда на U 
определена дифференциальная форма Pf Я. При изменении 
базиса s„ . . . ,  s„ форма Q заменяется формой C_1QC, где 
С— матрица перехода. Так как матрица С ортогональна 
(Ст =  С -1) и собственна ( d e t C = l ) ,  то P f(C _1fi) =  P f й.  
Это показывает, что формы Pf Q согласованы на пересече
ниях и, значит, составляют некоторую дифференциальную 
форму Pf R степени л на всем многообразии SC.

З а д а ч а  4. Докажите, что dPf/? =  0. [ У к а з а н и е .  
Докажите, что для любой кососимметрической матрицы А

I d Pf А II- | и А перестановочны; см. лемму 1

лекции 22.]
З а д а ч а  5. Докажите, что класс когомологий [P f# ] 

формы Pf R не зависит от выбора метрики и метриче
ской связности на £. [ У к а з а н и е .  Для любых двух мет
рик Q0 и Q, на I  функция (1— t)Q o+tQ u где 
также является метрикой.]

О пределение 5. Класс когомологий
( - U '  r m  d i  i - J L
(2л)'г Ф — ё т Р * * ] .  / =  Т ’

называется классом Эйлера ориентированного веществен
ного векторного расслоения £ ранга л =  2/.

Его степень равна л, и

<?(&)* =  M S )-

При л нечетном условно считается, что г(£) =  0.
Подчеркнем, что, в отличие от характеристических 

классов Понтрягина, класс Эйлера определен только для 
ориентированного расслоения £.

З а д а ч а  6. Пусть — £— противоположно ориентиро
ванное расслоение |. Покажите, что
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Для любого комплексного расслоения £ ранга п его 
овеществление (см. лекцию 6) является вещественным 
ориентированным (задача 6 лекции 7) векторным расслое
нием четного ранга 2л, и потому для него определен класс 
Эйлера <?(£r).

З а д а ч а  7. Покажите, что
«(5r) =  c»U).

Класс Эйлера обладает, конечно, свойством функто- 
риальности (свойство а из теоремы I) и равен нулю для 
тривиального расслоения 0 (свойство б нз теоремы 1). 
Имеет место и аналог свойства в.

З а д а ч а  8. Докажите, что д .1Я люЗых ориентирован
ных векторных расслоений £ и г] имеет место равенство
(12) е(£® т)) =  <?(?)<? (л),
где, конечно, предполагается, что ориентация расслоения 
£ ® Л  индуцирована ориентациями расслоений £ и tj. [У к а
з а н  и е. Докажите, что Pf (А ф  В) — Pi A Pi В для любых 
кососимметрических матриц А и В .J

Подчеркнем, что формула (12) справедлива для расслое
ний £ u 1) произвольных (не обязательно четных) рангов. 
Поэтому, в частности, если расслоение I имеет прямое 
слагаемое нечетного ранга, то е(£) =  0.

Так, например, дело обстоит, если расслоение £ обла
дает сечением, ни в одной точке не равным нулю (поскольку 
такое сечение порождает— докажите! — прямое слагаемое 
ранга 1). Следовательно, если «(!)=?** О, то каждое сечение 
расслоения I хотя бы в одной точке обращается в нуль.

На этом утверждении основывается доказательство не
ожиданно большого числа элегантных и трудных геометри
ческих теорем.

П р и м е р  2. В своем месте мы прямым вычислением 
покажем, что для касательного расслоения т над двумер
ной сферой S ’ класс Эйлера е(т) отличен от нуля. Следо
вательно, на сфере S* не существует всюду отличного от 
нуля гладкого поля касательных векторов. Наглядно это 
утверждение означает, что идеализированного (всюду по
крытого иголками) ежа невозможно гладко причесать или, 
иначе, что на покрытой волосами голове обязательно 
должна быть макушка. На этом основании оно извгстно 
как т е о р е м а  о е ж е  и т е о р е м а  о м а к у ш к е .

Из формул (4) и (5) немедленно следует, что для каж
дого векторного расслоения I ^ V e c t * #  и любого Л ^ О
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имеют место равенства

(13) с(£ +  6*) = с(| )
Р<$ +  е * ) - р ©

при К =  С, 
при К =  R,

где 0Л— тривиальное расслоение ранга Л.
[Заметим, что аналог формул (13) для класса Эйлера 

е (с) места не имеет. Для характеров Чженя и Понтря
гина он имеет место только по отношению к однородным 
составляющим положительной степени:

при г >  0.]
Формулы (13) наводят на мысль ввести следующее 

определение:
О п ределени е 6. Векторные расслоения I  и rj с одной 

и той же базой #  называются стационарно эквивалент
ными, если существуют такие числа Л и k, что расслоения 
£ 0 0 Л и изоморфны, т. е., иными словами, в полу
группе V e d * #  имеет место равенство

(при этом, конечно, dim £4  Л =  dim r)-f k).
Очевидно, что это отношение является эквивалентностью 

в общеалгебранческом смысле.
Основным полем К здесь можно считать не только 

поля R и С, но и тело кватернионов Н.
З а м е ч а н и е  6. Для несвязных многообразий# опре

деление 6 не очень удобно. (Ср. замечание 4.) Но все же 
мы его менять не будем.

Класс стационарной эквивалентности расслоения £ мы 
будем обозначать символом [£], а множество всех классов 
стационарной эквивалентности К-векторных расслоений над 
# — символом /Ск#. [В литературе вместо /?R#  часто

«  —  т,
пишут /С0#  или КО (Я'), вместо /С с# пишут /Су# или 

KU (# ) , а вместо /Сц# пишут K Sp£C или /CSp(#). П р е 

ния, по отношению к которой оно является абелевым монон

chr (£ Ч 0Л) =  ch, (£), phr (£ -f 0*) =  phr (£)

£ +  0А =  л +  0*



К-ФУН КТОР 4 0 9

дом (полугруппой с нулем). Нулем этого моноида служит 
класс [0J, состоящий из тривиальных расслоений 0Л, Л^ О.

[Обратим внимание, что в полугруппе V e c t ^  нуля нет!]
З а м е ч а н и е  7. Конструкция моноида Лк-2" имеет 

смысл для любого топологического пространства ЗС. Так 
как (см. замечания 1 и 2 лекции 10) каждое векторное 
расслоение над гладким многообразием изоморфно глад
кому расслоению, а изоморфные гладкие расслоения гладко 
изоморфны, то для случая, когда является гладким 
многообразием, это обобщение приводит к тому же моно
иду /С*#.

Очевидно, что для любого непрерывного отображения 
/: X' —  5С формула

/ • Ш Ч П ]

корректно определяет гомоморфизм 

/*: K iX  —

причем (id)* =  id и (f о g)*= g* о f* (т. е. Кк является кон- 
т р а в а р и а н т н ы м  ф у н к т о р о м ,  принимающим значе
ния в категории множеств).

Как ни странно, моноид не имеет никакого вы
разительного названия (несмотря на то, что он оказался 
чрезвычайно полезным не только в геометрии, но и, ска
жем, в теории диффгренциальных и псевдодифференциаль- 
ных уравнений, а в алгебре его конструкция стимулировала 
создание большой самостоятельной теории со своими мно
гочисленными приложениями). Его принято называть 
К-функтором (или, в случае, когда он является группой, 
К-группой) пространства &  (а инспирированную его кон
струкцией теорию в алгебре—алгебраической К-теорией). 
Хотя эти названия возникли по случайному поводу и 
ничего по существу не отражают, они укоренились и 
являются общепринятыми.

Согласно формулам (13) на стационарно эквивалент
ных расслоениях характеристические классы с и р (а также 
классы chr и phr при г >  0) принимают одно и то же 
значение, т. е. формулы

с [£ ]= с (£ )  при К =  С.
/э[£] =  р(£) при К =  R

корректно определяют аддитивно-мультипликативные гомо-
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морфизмы

а формулы
при К =  С, 
при K =  R

—  аддитивные гомоморфизмы

chr: К с (Я ) Н*'ЯГ, 
ph,: К r (X) —

Подчеркнем, что последние гомоморфизмы определены 
только при г >  0.

Поскольку группы поддаются изучению значительно 
легче моноидов, интересно выяснить, когда моноид К (Я) 
является группой. Оказывается, что этот вопрос имеет 
чисто топологический характер и по существу никак не 
связан с гладкой структурой на многообразии SC. Поэтому 
мы обсудим его, предполагая ЗС, вообще говоря, произ
вольным хаусдорфовым нормальным (см. определение 3 
лекции II 1.9) топологическим пространством. В процессе 
этого обсуждения гладкие многообразия мы будем также 
называть гладкими пространствами.

З а д а ч а  9 . Д окаж и те, что любое гладкое хаусдорфоео много
образие является нормальным пространством.

Напомним (ср. определение 1 лекции 111.22), что се
мейство функций т),: £С —► /, 1 (которое мы здесь 
предполагаем конечным), называется разбиением единицы, 
подчиненным открытому покрытию {(/,, 1 < : i < J V }  про
странства X , если Tix+  . . .  — Лдг= 1 и т|,=0 вне множе
ства Hi для любого i = l ,  . . . ,  N. Если пространство SC 
гладко, то все функции т|, предполагаются гладкими.

З а д а ч а  10. Докажите, что для любого конечного 
открытого покрытия {{/,-, 1 ^  А'} нормального про
странства % существует подчиненное ему разбиение еди
ницы. [ У к а з а н и е .  Постройте сжатие {V,-} покрытия {t/,} 
(см. предложение 6 лекции 111.9) и для каждого 1 =  1, . . . ,  /V 
функцию Урысона ф, пары (£/,, V',) (в общем случае су
ществование такой функции обеспечивается теоремой Уры
сона; см. замечание 1 лекции I I .24, а для гладкого X  —



предложением 2 лекции III .  14). Затем положите т| =  ф,/ф, 
где ф =  ф, +  . . .  +  ф v J

О пределение  7. Говорят, что расслоение £ =  (<£, л, X ) 
имеет конечный тип, если пространство X  может быть 
покрыто конечной системой открытых множеств, над каж
дым из которых расслоение тривнализпругтся Простран
ство J ” имеет конечный тип, если любое расслоение £ над 
JT имеет конечный тип.

Ясно, например, что любое компактное простран
ство SV имеет конечный тип.

Однако существуют и некомпактные пространства (и 
многообразия) конечного типа.

З а д а ч а  11. П окаж ите, что пространство R "  имеет конечный 
тип. ( У к а з а н и е .  Д окаж ите, что над К " любое векторное расслое
ние тривиализнруется.]

П р едлож ен и е 2. Для любого векторного расслоения I 
конечного типа над нормальным пространством X  суще
ствует такое векторное расслоение т) (гладкое, если гладки 
S' и £), что в моноиде (# )  имеет место равенство
(14) Ш +  М  =  0

В частности, если нормальное пространство 5С имеет 
конечный тип, то моноид R (X) является группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию для расслоения 
£ =  (d?, л, 5С) существует конечный тривнализирующий 
атлас {(U„ ф,), 1 < » < Л Г } .  Пусть {ц,} — разбиение еди
ницы, подчиненное покрытию jt/,-} (см. задачу 10). Для 
каждого 1 =  1, . . . , N  построим отображение g.: — R", 
л =  dim £, положив для любой точки

" Л/ (Ь) х , если р £ ё и ( и ф, (/>) =  (&, х ), 
£ , ( р ) -  . r € R " ,

0, если р^&и,,

где Ь — л(р). Ясно, что отображение g , непрерывно (и 
гладко, если X  и I гладки).

Пусть g — отображение <§ —  RnV, определенное фор
мулой

g(P) =  (gx(P)...........g,v(P)).
[мы отождествляем здесь RnV с R " x . . . x R "  (N раз)], 
I! пусть

Ф: I — O'1 v

РАССЛОЕНИЯ И ПРОСТРАНСТВА КОНЕЧНОГО ТИПА 411



— соответствующий морфизм расслоения ? в тривиальное 
расслоение OnAr= ( ^ 'x R nAr, рг, £С) (действующий по фор
муле ф(р) =  (я(р), £ (£ )). Р б £ ) -

Для любой точки нидуцнрованное морфизмом <|
отображение слоев

является не чем иным, как ограничением на ¥ ь отобра
жения g. Поэтому, если уь (р) =  0, р£«Гь, то £,(/>) =  О 
для всех I =  1, . . . ,  N. С другой стороны, так как т],-|г. . .
. . .  +  т)у =  1, то существует такой индекс i0, что т)*, (Ь) Ф  0. 
Тогда p £ U it, н если <ь.(Р) = (Ь, х), то t],,(fr)x =  0. Сле
довательно, х  =  0 и, значит, р является нулем линеала аГь. 
Этим доказано, что для любой точки линейное ото
бражение (fb является мономорфизмом.

Пусть <§' — подпространство произведения SC x R " 'v, 
состоящее из таких точек (Ь, дг), что вектор х  £  R"-v орто
гонален образу 1шсрь мономорфизма ду  и пусть я ' — 
ограничение на &' проекции рг: J x R " ^ - » ^ .

З а д а ч а  12. Покажите, что тройка г\=(£', л', 3") 
является векторным расслоением, гладким, если гладки 
&  и\. (Конечно, единственно, что требует доказательства,— 
это свойство локальной тривиальности.)

По построению для любой точки прямая сумма
¥ ь® ¥ ’ь слоев расслоений £ и т) изоморфна пространству 
1т  фь ф  ¥'b — R"N. Следовательно,

£ф т) =  0 « *

что равносильно (14). □
С ледст вие. Для каждого компактного хаусдорфова 

многообразия Я' моноид К (%) является группой. □

4 1 2  РАССЛОЕНИЯ И ПРОСТРАНСТВА КОНЕЧНОГО ТИПА



Л е к ц и я  24

А’-функтор.—  Сравнение К- и /(-функторов.—  Операции 
X *.—  Операции А дам са.—  Группы АГц § » . —  Инвариант 
Хопфа.—  Конструкция Хопфа.—  Р яд  элементарных импли
каций.—  Теорема о равносильности.

Имеется другой — в некоторых отношениях более удов
летворительный— подход к построению группы К (Я"), осно
вывающийся на общеалгебраической конструкции группы 
разностей.

Д л я  любой абелевой полугруппы М группа разностей GM состоит 
из формальных разностей вида а — Ь, где а, Ь£М . При этом две 
разности а —Ь и a i  —  Ь\ тогда и только тогда считаются равными, 
когда в М сущ ествует такой элемент с , что a - f  6I - f - c = a 1 - f  б +  с. 
Стожен не в группе разностей определяется очевидным образом:

( а -Ь )  +  ( с - d) =  (a +  с ) -  ( 6 4  <0-

З а д а ч а  1. П роверьте, что тем самым действительно получается 
группа.

( К о н т р о л ь н ы й  в о п р о с .  Зачем нужен элемент с?]
В  литературе группа разностей часто назы вается г р у п п о й  Г р о -  

т е н д и к а ,  по имени французского математика, который широко 
использовал ее конструкцию и привлек к  ней всеобщее внимание 
(хотя, конечно, в общей алгебре конструкция группы разностей была 
известна задолго до Гротендика; достаточно зам етить, что именно 
таким способом из натуральных чисел строятся целые).

Формула
Х: at—*(a  +  c)— с, с £ М — любое, 

корректно определяет некоторое отображение
%: М —* GM.

По определению / (а) =  х Ф) тогда и только тогда, когда 
в М существует такой элемент с, что а +  с =  Ь +  с.

З а д а ч а  2 . П окаж ите, что для любого гомоморфизма f: М — >■ G  
голугруппы М в  группу G  сущ ествует единственный гомоморфизм
С/: QM — ► G , замыкающий коммутативную диаграмму

А/ ----- -— ► GA/

\  / '
G
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Группа разностей полугруппы Vectic# обозначается 
символом /Ск# (с теми же вариантами KoSC, КиХ  и т. д., 
как и для моноида /С*#).

Ясно, что /Ск естественным образом является контра- 
вариантным функтором: для любого непрерывного отобра
жения f: ££'—>% формула

И 5 - л ) = / * £ — Лл
корректно определяет гомоморфизм

f :  Kr.SC - *  KiSC\
обладающий стандартными функториальными свойствами 

З а д а ч а  3. Покажите, что при К — R или С
а) операция тензорного умножения переносится в груп

пу К к # ;
б) относительно этой операции К^.Т является кольцом 
Кольцо Кк&  обладает, очевидно, единицей: 1 = X(^') 
Так как гомоморфизмы с, ch, р и ph принимают зна

чения в группах, то согласно утверждению задачи 1 они 
однозначно распространяются до гомоморфизмов

с, ch: K q&  —* H^SC при К =  Г,
р, ph: K r&  — Н**&  при К =  К

Здесь особо интересны гомоморфизмы ch и ph, поскольку 
в силу формул (11) лекции 23 (у нас не доказанных!) эти 
гомоморфизмы являются гомоморфизмами кожц.

З а м е ч а н и е  1. Поскольку группы Н2*&  и //'*./ 
являются линеалами над R, гомоморфизмы ch и ph инду
цируют гомоморфизмы алгебр

ch»: /Cc Jr< g )R —  Я ‘ \ Г ,
phR: /CK# (g )R  —  //“ # .

Можно показать (это трудная теорема!), что эти гомо
морфизмы являются изоморфизмами.

Эта теорема и является основным raison d’etre гомо
морфизмов ch и ph.

Легко видеть, что для лю'ых стационарно эквивал1нт  
ных векторных расслоений \ и rj в группе имеет м>
сто равенство

6 — 0л =  т)— О", 
где п =  dim?,  m =  dimrj.



Действительно, по условию существуют такие числа h 
и k, что fc +  Q ^ T i +  O* в VectK*2\ Поэтому в Л * (.2")

I — 0 "  =  (£  f  0 * ) — 0 п + *  =  (т ]-ь  0 * ) — 0 "  + *  =  т)— 0"1

I (напомним, что n-Yh — m \-k и 0П+Л=г 0"ф О Л). □
Следовательно, формула [£]*—*-1— 0", где « =  dim£,.  

К корректно определяет некоторое отображение

1 ( 1 )  —
I Очевидно, что отображение (1) является гомоморфизмом.

Без труда проверяется, что гомоморфизм (1) имеет 
I тривиальное ядро. Действительно, если в К к (Я) имеет
■ место равенство I — 0" =  О, то в Vect*.2" для любого рас-
■  слоения г] будет иметь место равенство £фт| =  в"фт|.
■ В частности, при tj=  О1 мы получаем, что | ф 0 1  ̂ 0П-1Г 
I т. е. что (£) =  [0). □

Поэтому, если моноид К к (^ )  является группой (на- 
[ пример, пространство £С хаусдорфово, нормально и имеет 
В конечный тип), то гомоморфизм (1) представляет собой 
i мономорфизм.

По построению образ гомоморфизма (1) состоит из всех 
I элементов вида I — 0я, n =  dim£,  и потому содержится 

в ядре гомоморфизма
| (2) dim: /Ск(^*) — Z,

I  определенного (очевидно, корректно) формулой
dim (£— tj) =  dim Е— di m rj.

Оказывается, что в случае, когда моноид является 
| группой, гомоморфизм (I) представляет собой изоморфизм 
Е ни ядро гомоморфизма (2). Действительно, пусть 
I  dim (£— т)) — 0, т. е. dim 1 *= dim т). Так как K%.SC — группа, 
к то для расслоений I и т] существуют такие расслоения Е'
I и tj' и такие числа И и k, что 0Л и т)фт|' =  0*.
■У см отри м  расслоение £ =  5ф т)\ Нго ранг равен diin£-+- 
■ +  (k— dimri) =  ft, и в группе

Е - л  =  а + л ' ) - ( п + л ' ) - ; - 0 * .  □
Элементы группы называются виртуальными рас- 

клоениями, а значение гомоморфизма (2) на виртуальном 
расслоении— его рангом (или размерностью). Таким обра- 

;Зом, над нормальными хаусдорфовыми пространствами 
шсонечного типа классы стационарно эквивалентных век

С Р А ВН Е Н И Е Л - я  Л -Ф У Н К ТО РО В 4 1 5



4 1 6 ОПЕРАЦИИ Л*

торных расслоений естественным образом отождеств
ляются с виртуальными расслоениями ранга (размерности) 
нуль. Это означает, что для таких пространств группу 
Ky.S  м о ж н о  определить как ядро гомоморфизма (2).

Виртуальные расслоения вида х(Ъ) называются поло
жительными. Как правило, они обозначаются просто череч; 
(Но расслоение х(^") обозначается через п.)

Таким образом, в этих обозначениях отображение
К кЯ - + К кЗГ

задается формулой
[£]>-*.£— dim&.

Как правило, мы будем отождествлять [с] и |— dime.
З а м е ч а н и е  2. При IK =  R или С гомоморфизм (2) 

является, очевидно, гомоморфизмом колец (ибо dim (| ®  ч)
=  dim IdimT)). Поэтому его ядро является идеалом кольца 

и, в частности, само является кольцом. Поэтому 
в случае, когда моноид К к А' является группой, формула

r a w  1 5 ® л ] - / « Ш - л [ л ] .
п — dim 1, m =  dim т|,

определяет в группе по сложению K^SC умножение, по 
отношению к которому эта группа является кольцом 

Алгебраически кольцо получается из кольца R^SC 
формальным присоединением единицы.

Кольцо обладает замечательной дополнительной
алгебраической структурой.

Напомним (см. задачу 11 лекции 12), что для любого 
К-векторного (K =  R или С) расслоения £ над % и любого 
целого числа ft ^  0 определено К-векторное расслоение Л*;. 
(При k -  0 условно считается, что Л°| =  01.)

П р ед л о ж ен и е  1. Существуют такие отображения
к*: Kt.SC —«• Kv.SC, f t > 0 ,

что
а) для любых элементов х, у £  K^SC имеет место ра

венство
Щ х + у) 2  К(х)У(у):i * к

б) если х — х (?). то
V(x) - Х(Л*£).



Эти свойства однозначно характеризуют отображе
ния X*.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть 1 + (/Ск#) [[/]]+—муль
типликативная группа всех формальных рядов над кольцом 
/Ск# со свободным членом 1.

Рассмотрим отображение

Л ,: V e c t* # —  1+ (А :К# )[[< ]]+. 
определенное формулой

Л , £ = 2 х [ Л * £ ]  л  
*=0

З а д а ч а  4. Докажите, что Л, является гомоморфизмом. 
[ У к а з а н и е .  Для любых линеалов У3 и w* линеал 
Л* (У3ф Я И  естественно изоморфен прямой сумме линеа
лов Aly $ A ' W  по всем i ^ 0 ,  / ^ О .для которых i+ j= k .]

Поэтому (см. задачу 2) существует единственный гомо
морфизм

X,: Я к # - *  1 + (К *# ) [[/]]+. 

замыкающий коммутативную диаграмму

Vect^a'--------— к к Х

ОПЕРАЦИИ А* 4 1 7

Пусть

x ,( jc )=  2 х * ( * )  tk,
*= о

Тогда X*: дг •—»• Я.* (де) будут отображениями

К к * - + К кЯГ,

удовлетворяющими условию б.
Утверждение, что X, является гомоморфизмом, означает,

что
(*  +«/)=> bt(x)bt{y).

для любых элементов х ,у^ К ц Х . Раскрыв скобки, мы 
немедленно убедимся, что это тождество в точности равно
сильно условию а.
14 м. М . П остников, сем . IV



Тем самым утверждение 1 полностью доказано. □
Ясно, что отображения А,* функториальны, т. е. для 

любого непрерывного отображения /: У  —*• SC имеет место 
коммутативная диаграмма

К к *  K t.SC

'•J х* 1Г  
К &  -  K tУ

Конечно, Х*(дс) =  дс для любого х £ К к &  (т. е. A.‘ =aid).
Явную формулу для АЛ*, *  =  £— rj, выражающую вир

туальное расслоение \*х через расслоения 5 и tj, мы укажем 
ниже (см. задачу 7).

Так как ряд А*(дс) обратим, то определен ряд 

л "Ж *-«(*>
♦ й » — ‘ ж ь х - м — & ж -

Свободный член ряда ф,(х) равен нулю, т. е. этот ряд 
имеет вид \|>f (х) =  -ф1 (дс) / +  . . .  +  ф* (x) tk +  . . .  Отоб
ражения

ф»: K t #  —  K t *  
называются операциями Адамса.

3  а^д а ч а 5 . Д окаж ите, что для любого п ^  k  имеет место фор
мула

Ф* (*)=«* (*■*(*).........(*)),
где s* (Oi, . Оя)  —  многочлены Ньютона, выражающие симметриче
ский многочлен X i + . . . + x J  через элементарные симметрические мно
гочлены Oi, . . . ,  о„. В  частности (см. в лекции 23 формулы Варннга),

ф *(х ) =  Х» ( * )  =  * .
ф« (х) =  X» (х )*— 2Х* (х) =  х * - 2 Х *  (х), 
ф* (X) =  X» +  ЗХ* (х) -  ЗхХ* (х) и т. д .

[ У к а з а н и е .  П у с т ь /(<) =  ( l + x i < ) . . . ( l + * « 0 -  Тогда 

d , . . .  <xi , . tx„

4 1 8  ОПЕРАЦИИ АДАМСА

d t ' v '  l + x , < .................1 + x , /

=  2  (•**■!■ • ••+*«) (~  *)*•] кш 1
Преимущество операций ф* по сравнению с операциями 

X* состоит в том, что для каждого k >  1 операция ф* 
является гомоморфизмом колец, т. е. для любых элемеи-
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тов х, у 6  Кк-З? имеют место формулы

(3)
(4)

Формула (3), равносильная тождеству *М * +  «/) =  
в  ♦»(*) +  I t  (&)• доказывается без труда:

Иначе дело обстоит с формулой (4). Эта формула выражает 
очень глубокий геометрический факт, и ее доказательство 
основывается на следующем утверждении:

Принцип расщ еп лени я. Для любого К -векторного 
расслоения £ =  (tf, л , ST) существует такое простран
ство {У и такое непрерывное отображение f : 0/ —► # ,  что

а) отображение /*: является мономор
физмом;

б) расслоение /*£ над У является суммой линейных 
(т. е. ранга 1) расслоений.

Для справедливости этого принципа база ££ расслоения £ 
должна удовлетворять определенным условиям. Например, 
достаточно, чтобы X  было хаусдорфовым и паракомпактным 
(в частности, компактным) пространством. При этом про
странство ty также можно найти в классе хаусдорфовых 
и паракомпактных (соответственно компактных) про
странств. Мы оставим принцип расщепления без доказа
тельства.

З а д а ч а  6 . Постройте расслоение Рб =  ( ^ \  л ' ,  # ) ,  слоем ко
торого над точкой b^SC является проективное пространство р (rF ^ ) 

над линейным пространством §~\ (точками пространства Р  ($ г| ) я вл я 

ются одномерные подпространства пространства j ) ,  н рассмотрите над
прообраз ( я ') *  g векторного расслоения g. П окаж ите, что расслое

ние ( я ') *  | является прямой суммой линейного расслоения и расслое
ния ранга п — I .  { У к а з а н и е .  Точками тотального пространства 
этого линейного расслоения являю тся пары (L , р ), где L(z<&' и p £ L  ]

Эта конструкция обеспечивает индуктивный шаг в до
казательстве принципа расщепления.

(х +  у) =  — i In ,  (х +  у) =

-------In (Х_ , ( * ) * _  ,(</)) =

— — [In *-•(*) +ln *-* Ml™
*  ♦#(*) +  ♦* ДО-

1 4*
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Из принципа расщепления и формулы (3) следует, что 
формулу (4) достаточно доказать лишь в случае, когда х 
и у являются линейными расслоениями. С другой стороны, 
легко видеть, что если х линейно, то
(5) ф* (*) =  **•
[Действительно, если х линейно, то А/(х) =  0 при i ^ 2  и, 
значит, kt (х) =  1 +  tx. Поэтому

00

'М *) =  — * 57 In (1 — tx) — Y ~Ji ~  X .  ****.
Л= 1

что равносильно (5).] Следовательно, если х н у  линейны, то
ф* (ху) =  (ху)* -  д у  =  (*) V  (У)

(заметим, что для линейных х н у  расслоение ху также 
линейно). Это доказывает (4). □

Аналогичным образом доказывается, что

W  (*)=* ♦*'(*)•
(Когда х линейно, для доказательства достаточно приме
нить формулу (5). Общий случай вытекает отсюда по прин
ципу расщепления.) Эго означает, что
(6) ф* о ф4 — tJj**

для любых к, I >  1.
З а м е ч а н и е  3. Если пространство SC гладко, то 

пространство У  и отображение f  в принципе расщепления 
также можно выбрать гладкими. Тогда будет определен 
гомоморфизм /•: Н*3? —*■ Н*У и этот гомоморфизм будет 
мономорфизмом.

Это немедленно дает нам (см. задачу 3 лекции 23) 
формулы (11) лекции 23 (мультипликативность отображе
ний ch и ph).

З а д а ч а  J7. Д ля линейных пространств — а значит, и для век 
торных расслоений — наряду с  функтором Л * ,  к 0 , можно рассмат
ривать такж е функтор S * ,  сопоставляющий пространству У 3 линейное 
пространство всех с и м м е т р и ч е с к и х  тензоров степени к
на У 3. Д окаж ите для этого функтора аналог предложения 1, т . е. 
постройте такие отображения

s* : —  К * # ,  * S s O, 

что s * ( * ) ^ X ( S * £ ) ,  когда х = х ( 5 )  и

**(*+У)«= 2  
i*i=k

для любых х, у£К^5С-
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Д окаж ите такж е, что для любых векторных расслоений [£~и т) 
в кольце имеет место формула

Х *(£ -Ч )=  2  ( - i ) 'X '( S ) * ' (П)-
1+7=1*

[ У к а з а н и е .  Воспользуйтесь принципом расщепления.]

Особый интерес группы Л * #  представляют при &  =  S". 
Мы опишем эти группы при К =  С [случай К =  R технически 
чуть более сложен из-за несвязности группы О(п)]. Для 
этого мы воспользуемся комплексным проективным про
странством С Рп.

По определению точками пространства СРп являются 
одномерные подпространства линейного пространства C"+l. 
Пусть £-*• подпространство прямого произведения С"+1х 
х С Рп, состоящее из таких пар (г, L), z € C " +l, L^CPn, 
что z £ L ,  и пусть л: £ —-С Р п— ограничение проекции 
С"+ ,х С Я " —<■ СРп на £ .

З а д а ч а  10. Покажите, что тройка т)п+, =  (€, я , С Рл) 
является линейным векторным расслоением.

Слоем этого расслоения над точкой L =  СРп является, 
очевидно, само пространство L. На этом основании рас
слоение т)п+1 называется тавтологическим расслоением.

При п =  1 пространство С Я 1 является не чем иным, 
как сферой Римана С+, и потому естественным образом 
отождествляется со сферой S*. В силу этого отождеств
ления расслоение т)г будет линейным комплексным рас
слоением над S* и потому будет определять элемент 
Р « *= Ы  группы KCS*.

Можно показать (это трудная задача!), что группа 
K qS2 является бесконечной циклической группой с обра
зующей р,. (См. ниже лекцию 27.)

Рассматриваемый как элемент кольца /f^S* элемент Р, 
выражается формулой

Р* =  Л.— 1.
Считая, что п — 2т, отождествим каждую точку

# =  (/„ . . . ,  tn) £ l n с точкой (tlf . . . ,  tm) произведения
[ Л х . . . х / *  (т раз), где *, =  (/„_„ /„), i =  1............т.
Ясно, что точка t  куба I" тогда и только тогда принад
лежит его границе /", когда хотя бы для одного i точка t,  
принадлежит границе квадрата I*. Поэтому существует 
непрерывное отображение

/: S* х . . .  х S* — S*",
I--------------- 1т раз



замыкающее коммутативную диаграмму 

/ * Х . . . Х  /*=/»'"
х ,х .. .х * ,[|  I _
I--------- 1 *

» р «  | I

S * x . . . x S * ^ S * ' "
где Хп— отображение /" —«■ S ", гомеоморфно отображаю
щее внутренность куба /" на проколотую сферу S "\ {s„ }, 
а его границу / "  в точку st.

Пусть рг,: S*X  . . .  x S *  —► S*— проекция на t-fi мно
житель, f = l ,  т, и пусть

Рп =  РПР.» • . • • РГтР» €  * С  • • • X S *).
(Конечно, здесь имеется в виду умножение, описанное выше 
в замечании 2.) Оказывается — к сожалению, мы лишены 
возможности здесь это доказать— что

а. Г  омоморфизм
/•: R 0 (S** —  Кс  (S* Х ' . - . Х  S*)

является мономорфизмом.
б. Элемент Р'„ принадлежит его образу (а значит, 

существует однозначно определенный элемент
для которого /• (РЛ =  р;).

в . Элемент Р„ имеет бесконечный порядок и порож
дает  группу Кс $'а .

Таким образом, мы видим, что для любого т ^ \  
группа Кс $'т является бесконечной циклической группой. 

[Можно показать, что /CqSm,+1 =  0.]

З а д а ч а  9. Докажите, что PJ =  0 . [ У к а з а н и е .  
Используя матричную формулу

<«> J 2 - .  - ; i i s  :ц _ ?  л - | ?

докажите, что =  Л » ® *]*® 01-]

Отсюда следует,^что PJ =  0  для любого п ^ 2 .
Так как расслоение л, линейно, то для каждого k ^  1 

в кольце /C(jS*= 1 +  KqS* имеет место формула

♦ *Р . =  ^  (Ъ “  U  1 •

4 2 2  ГРУ П П Ы  КС 8 »
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Но так как т), =  1 +  Р* и Р|<=0, то т )*= 1 -М Р , и, значит,

Ч- * Р » ^Pt-

Следовательно, в силу функториальности

W  =  рг,* (Ф*р.) • • • • • РГт (Ч>*Р.) =
*= km (рг;р ,-. . .  • рг;р ,)= кт̂ ,

и потому

(9) ^*Рп =  *"Р п . * > 1 ,  л =  2 т
(мы здесь снова пользуемся функториальностью операции 
ф*, а также утверждением а).

Эти результаты о группах [/C^S" находят замечатель
ное применение к комплексу проблем, которые мы рас
сматривали в лекции 8.

Пусть
f : S*"-1 —► S"

— произвольное непрерывное отображение сферы S*"-1 
в сферу S " .  Пользуясь этим отображением, мы введем 
в дизъюнктное объединение B In U S" шара В*" и сферы S" 
отношение эквивалентности, считая точки х  и у  тогда и 
только тогда эквивалентными, когда либо х = у ,  либо 
j r € S ,n_1, у  g S "  и f (x)  — y .  Соответствующее факторпро- 
странство мы обозначим символом С (/). Оно содержит 
подпространство, гомеоморфное сфере S", дополнение 
к которому гомеоморфно открытому шару 6*». [О про
странстве C(f)  говорят, что оно получено приклеиванием 
шара В 2" к сфере S" посредством отображения /.]

Для любого пространства % и любого его подпрост
ранства А символом SCtA обозначается факторпростран- 
сгво пространства SC по отношению эквивалентности, в ко
тором две точки пространства X  тогда и только тогда 
эквивалентны, когда либо они совпадают, либо обе при
надлежат А.

З а д а ч а  10. П окаж ите, что 5CIA является результатом при
клеивания пространства SC к точке pt посредством отображения 
A —* p t.

В частности, для пространства C(f)  определено прост
ранство С (/)/S".

З а д а ч а  11.  П окаж ите, что пространство С (f) естественно 
юмеоморфно сфере Stn.
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Таким образом, мы имеем два отображения

где i — вложение, а /— отображение факторизации. Ока
зывается, что последовательность групп и гомоморфизмов

О —  * с 8 ‘» -С  R c C (/) Kr Sn О

является точной последовательностью.
Мы также оставим это утверждение без доказательства. 
Из него следует, что при п — 2т группа KcC(f)  явля

ется [свободной абелевой группой с [двумя образующими 
а и Ь, где

« =  № „ ) .  *•(*>) =  ?„
(образующая а определяется единственным образом, а обра
зующая b— с точностью до слагаемого вида ка).

При этом, так как i*(b*) — PJ =  0, то существует такое 
число #  (/), что

b* =  H(f) а.
Это число называется инвариантом Хопфа отображения /. 
[Название объясняется тем, что число Н (f) зависит только 
от гомотопического класса отображения /. Этот факт нам не 
понадобится.]

Так как отображение /'• мономорфно, то а* =  0. Так 
как »*(а) =  0 и, значит, i*(a/>) =  0, то аЬ =  га, где е — не
которое число. (На самом деле е =  0, но этот факт нам 
также не нужен.) Поэтому

(b +  ка)1 =  Ь* +  2 кга =  (//(/) +  2кг) а.
Мы видим, что при замене образующей b число //(/) 

может меняться на четное число (так что инвариантом 
является только его вычет по модулю 2). [На самом деле, 
поскольку е =  0, инвариантно само число #(/).]

Теорем а 1. Отображение f  с нечетным инвариантом 
Хопфа Н (f) может существовать только при п =  2 , 4 , 8 .  

Снова те же таинственные значения! 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отображение / с нечет

ным Н (/) существует. Рассмотрим соответствующее про
странство C(f) и образующие а, b группы л сС (Л - Так 
как г|з*(Рп) =  А:'"рп и (Р,„) =  то

\|з*(а) =  Лпа и if* (b) =  q (k) а +  kmb, л =  2т,



где q(k) — некоторое целое число. В частности, г}з5 (Ь) =• 
= q  (2) а +  2тЬ. Но, как мы знаем (см. задачу 5),

ф  ф) =  & * _ 2\» (Ь) =  Н (f)a —2\* (Ь)
и, значит, -ф* (b) =  a mod 2. Поэтому число <7(2) нечетно. 

С другой стороны,
■ф*л|?* (b) =  rj)1 (<7 (ft) а +  kmb) =

=  (2nq (ft) +  kmq (2)) a +  2mkmb =  kmq (2) a mod 2"
и

(b) =  (q (2) a +  2 mb) =
= knq (2) a -f- 2*\j5* (ft) =  knq (2) a mod 2".

Поскольку t|j* о rj>* =* о ij)* (см. формулу {(6)), этим дока
зано, что

kmq (2) knq (2) mod 2" 

и, значит (так как число <7(2) нечетно, а я =  2 т ), что 
ft" (ft-— 1) =  0 mod 2*

для любого ft ^  1.
В частности, для любого нечетного ft должно иметь 

место сравнение
(10) ft"— 1=з 0 mod 2".

При [ft =  5 и т >  1 отсюда следует, что 5 - 2 э 1  [mod 4, 
что возможно только при т — 21 четном. Но тогда при 
ft =  1 +  2*

ft- =  (1 +  2l)u =  (1 +  21+1У =з 1 +  /2,+1 mod 2 -

и, следовательно, сравнение (10) возможно только при 
/2,+1= з0  mod 2 ", т. е. при 21 =  0 mod 2*. Поскольку по
следнее сравнение имеет место только при I =  1 и 2, этим 
доказано, что т =  1, 2 или 4, т. е. что п =  2, 4 или 8. □

Чтобы связать теорему 1 с проблемами из лекции 8, 
мы по произвольному непрерывному умножению

I р: S " -1 x S " “l —► S'1-1
на сфере S'1-1 (вообще говоря, единицы не имеющего) по
строим некоторое отображение
(11) S*"- 1 —►S", л =  2/п.
Для этого, считая сферу S*"-1 единичной сферой унитар
ного пространства С", мы будем представлять себе послед
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нее пространство разложенным в прямую сумму С " ®  О  
двух пространств Ся . В соответствии с этим точки сферы 
S*"-1 мы будем записывать в виде пар (и, с ) , г̂де и, 
v  € С "  и

| «|*+1®|* =  1.

Пользуясь этим, мы разложим сферу S*"-1 в объедине
ние //‘“’ и Я (+) двух множеств Я (_) и Я <+), где Я (+) — 
подмножество сферы S*"-1, состоящее из точек (и, v), 
для которых |и|>|©|» а Я (-)— подмножество, состоящее 
из точек (и, V), для которых | «К | ® | .

З а д а ч а  12. Покажите, что формулы

<р<+»(я, r " = ^ p r = = = = - t V ^ ^ j,  (и,

Ф<-)(Я, v) =  ( V 2 a ,  „ ■ Д — )> (я,

задают гомеоморфизмы

фС+>: //<+)—►Sn_1XBn, W<~>—

где, как всегда, S n _ ,  =  { z £ C * ;  | *| =  П, В П =  { * € С « ;  | г | < 1 } .

На пересечении //<•> =  Л / < ~ > П ( характеризующемся уравне

ниями | а  | =  11> | =  -i- гомеоморфизмы ф(+ 1 и ф( - )  совпадают в пред

ставляют собой гомеоморфизм

//<•> —  S " - ‘ x S " - ‘ , (и, v )> -+ (V 2 a , У 2 г ) .

Например, [при т =  1 подмножество Я<°> гомеоморфно тору 
S * x S 1,’  а подмножества* //<“ > и Я (+ > являются полноториями 
с краем Я ‘*>.

Каждая точка у  сферы S" (в пространстве R*+1 с ба
зисом е0, . . . .  е„) представляется в виде

у  =  cos 0 • х  -f sin 0 • е п,

где а — При — у < ; 0 < О  мы обо-

значим эту точку символом [х ,  где / = 1 +  — 0, а

при 0 <  0 <  у — символом [х , /](+|, где t =  1 — 0 (в обоих
случаях t меняется от 0 до 1, причем при t =  1 получается 
точка х ,  а при / =  0 — соответственно точки — е п и е п)-

4 2 6  КОНСТРУКЦИЯ ХОПФА
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Введя эти обозначения, мы определим отображение сй 
формулой
Сц(и, v) =

r t ) ’ ^ 1 о|] <+'* 60,1 ( " .  ®)€//‘+', 

l [ K w '  w ) ’ ^ М ] '  *• («. ® )6 Я ‘- ' .

Легко видеть, что эти формулы корректно (даже при 
и — 0 или о =  0) определяют непрерывное отображение 
(13). □

Об отображении говорят, что оно получено из умно
жения ц конструкцией Хопфа.

Выбрав и зафиксировав в сфере [S'1-1 точку s 0, рас
смотрим отображения
(12) х ^ ц ( 5 0, х ), s 0)

сферы S " -1 в себя. Пусть d, и d,— степени этих отобра
жений. [ К о н т р о л ь н ы й  в о п р о с .  Зависят ли степени
d, и d, от выбора точки s 0?]

Являясь отображением S*"-1 — S" при л четном, 
отображение сц обладает инвариантом Хопфа Н (сй). Ока
зывается, что
(13) [Н (Сц) =  djd,

Мы эту формулу также примем без доказательства.
В случае, когда умножение ц обладает единицей s 0, 

отображения (13) представляют собой тождественные отоб
ражения, и потому d ! = l ,  d ,=  l.  Следовательно, в этом 
случае Я (см) =  1, что согласно теореме 1 возможно только 
при л =  2, 4, 8.

Множества, в которых определено умножение с еди
ницей, называются унитоидами, а топологические про
странства, являющиеся унитоидами с непрерывным умно
жением,— топологическими унитоидами. Таким образом, 
мы видим, что сфера S " может быть топологическим 
унитоидом только при п — 1, 3, 7. (С другой стороны, из 
лекции 8 мы знаем, что при этих значениях л сфера S" 
является даже гладкой квазигруппой.)

В лекции 8 мы рассматривали следующие условия на 
натуральное число л:
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Qua. Сфера S " -1 квазикомплексифицируема.
Prl. Сфера S " параллелиэуема.
Qgr. Сфера S" является гладкой квазигруппой.
Div. Пространство R“+1 является алгеброй с делением. 
D ivx. Пространство Rn+1 является алгеброй с делени

ем, имекмцей единицу,
и установили между этими условиями ряд импликаций. 

Например, согласно утверждению задачи 9 лекции 8 
Dlv  => DiVf

Теперь мы добавим еще следующие условия:
Unt. Сфера S ” является топологическим унитоидом. 
Odd. Существует отображение S ,n+1—► S " +l с нечет

ным инвариантом Хопфа.
(Собственно говоря, в последнем условии следует пред

полагать, что число п нечетно. Во избежание тривиальных 
оговорок условимся считать, что это условие при л четном 
также имеет смысл, но никогда не выполнено.)

Как выше было показано— правда, на основе недока
занной формулы (13)— Unt => Odd.

В лекции 8 было доказано, что Qgr ̂  Prl. Обратная 
импликация в ослабленном виде PrlzpUnt также легко 
доказывается. Действительно, утверждение, что сфера S" 
параллелизуема, означает, что в каждой точке jc £ S "  
определен ортонормированный бази с/ , (х), . . . ,/ „ ( х )  ка
сательного пространства, непрерывно зависящий от х  
Пусть А(х)— матрица порядка л + 1 ,  строками которой 
являются векторы х, / , (х) ........../„ (дг). Эта матрица орто
гональна и обладает тем свойством, что еА (х) =  х , где
е , *= (1, 0, . . . ,  0). Поэтому формула

\i(x,y) =  xA (e0)-M (j> )

определяет на S" умножение с единицей е 0. □
Билинейная операция х, у>—> х х у  на {евклидовом 

пространстве А называется векторным умножением, если 
для любых векторов х , у  £  Л

а) вектор х х у  ортогонален векторам х н у :
(X,XXJ|) =  0, ( х х у ,  ^) =  0;

б) имеет место равенство

| х х у  |’ +  |(х,.у)|* =  |х|*|.У I*
(см. формулу (8) лекции 1.15; в отличие от семестра I мы 
теперь обозначаем скалярное произведение векторов х  и 
у  символом (х , у)).
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Произвольная (не обязательно билинейная) операция 
х , у  <—► х х у  на евклидовом пространстве А, обладающая 
свойствами а и б, называется непрерывным векторным 
умножением.

Евклидово пространство А, одновременно являющееся 
алгеброй над R, называется нормированной алгеброй, если

l*y| = l*|-Lvl
для любых элементов х , у £ А .

Эти определения позволяют ввести еще четыре условия:
Vect. Иа R“ существует векторное умножение.
Cont. Иа R" существует непрерывное векторное умно

жение.
Norm. Иа R "+1 существует умножение, по отноше

нию к которому R" является нормированной алгеброй.
Norm,. Иа R "+l существует умножение, по отноше

нию к которому Rn является нормированной алгеброй с 
единицей.

Пример обычного векторного умножения показывает, 
что условие V ect выполнено при л =  3. Оно выполнено 
также при п =  1. (На одномерном евклидовом пространстве 
свойствами а и б обладает нулевое умножение.)

Пример полей R, С тела Н и алгебры Са показывает, 
что условие N orm , выполнено при п +  1 =  1, 2, 4, 8.

Ясно, что любая нормированная алгебра является ал
геброй с делением (для любого элемента а  £  А операторы 
x i—> a x  и x i—̂ xa  имеют нулевое ядро и потому— в силу 
конечномерности пространства А — невырождены). Поэтому 
N orm  Div.

З а д а ч а  13. Покажите, что N orm  <=> N orm ,. [ У к а 
з а н и е .  Ср. задачу 9 лекции 8.]

Пусть е — единица нормированной алгебры А с едини
цей и А — ее ортогональное дополнение. Для любых век
торов х , у ^ А 1- мы обозначим через х  х у £ А * -  ортого
нальную проекцию вектора ху  на А-L.

З а д а ч а  14. Покажите, что операция х,  у<—> х х у  
является векторным умножением на А -1-. [ У к а з а н и е .  
Докажите, что
х у  у  =  (у , у ) х ,  где у  =  ke —у', если y=ke-\  у '  и

Следовательно, Norntx => V ect .

Обратно, пусть А '— евклидово пространство с вектор
ным умножением. Рассмотрим евклидово пространство



А =  R e ® .^ ' со скалярным произведением (ае +  х ,  be + .у) =  
=  ab +  (x, у) (ортогональную прямую сумму одномерного 
пространства Re и пространства А').

З а д а ч а  15. Покажите, что относительно умножения
(iае +  х )(be +у) =  (аЬ—(х, у))е+ (ау +Ьх + хху)

пространство А является нормированной алгеброй с еди
ницей е.

Следовательно, Vect => Norrtiy.
Эта же конструкция доказывает, что C on t^ U n t.
Далее, легко видеть, что Vect Qua. Действительно, 

каждое векторное умножение в пространстве R" для лю
бого вектора x ^ S " -1 определяет в касательном простран
стве /jrS " - ‘ =  (Rx)-1- оператор

l ,y  =  xxy , у £ ! х S"-«.

Так как | х  | =  1 и (х , у) =  0, то 11ху  |* =» | х  |*\у |*— (х , у)*=> 
=  1^1* и, значит, оператор 1Х ортогонален, а так как 
(1ху, у) =  (хху, у) =  0, то этот оператор и кососимметри
чен. Поэтому/1 =  — id (см. задачу 3 лекции 8), т. е. опера
торы 1Х являются операторами комплексной структуры. □

Этим построением мы фактически уже пользовались в 
лекции 8.

Обратная импликация здесь опять элементарно дока
зывается лишь в ослабленном виде Q ua=>Cont.

Пусть x*-*lx, x ^ S " - 1 ,—  квазикомплексная структура 
на сфере S " -1 пространства R". Легко видеть, что для 
любого единичного вектора у  g Ix Sn~l векторы у  и 1ху  
линейно независимы (составляют базис порожденного ими 
подпространства [у , 1ху]). [Действительно, если ау+ Ы ху  =  
= 0 , то a lxy —by =  0 и, значит, (а* +  &*).у =  0.] Поэтому 
определен вектор

I x y - ( lx y .y )  У 
У \1ху-(1ху,у)у\

(единичный вектор, составляющий вместе с вектором .у орто- 
нормированный базис плоскости [у, 1ху ], одноименный с 
базисом у, 1ху). Тем самым произведение х х у  опреде
лено для любых ортогональных векторов х , у £§"~1.

Распространим его на любые векторы х ,  у  € R". положив
( 0, если векторы х , у  линейно зависимы,
I ^ I  х|*— \у\*— ( х ,у)* (иX V )  в противном случае,
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х х у
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где

и \х\*у-(х. у)х
\*\*У—(*.У)х\

— векторы, получающиеся из векторов х , у  процессом 
ортогонализации Грама — Шмидта. Ясно, что построенное 
так умножение обладает свойствами а и б. □

Соберем вместе все наши импликации. Тонкие стрелки 
здесь изображают импликации, либо тривиальные, либо

Prl ■Ни а

Div.

элементарно доказываемые. Импликация / составляет со 
держание теоремы Кирхгофа (см. предложение 1 лекции 8 ), 
а импликация 4 вытекает из существования алгебр R, С, 
Н, Са. Две утолщенные стрелки изображают импликации, 
доказанные нами лишь частично и/или с купюрами. Наи
более глубокий и трудно доказуемый факт выражает 

[ импликация 3.
Техническая импликация 2 имеет существенно более 

[ простой характер, и ее доказательство, хотя нами пол
ностью и опущенное, основывается исключительно на эле- 

. ментарных общих свойствах /С*групп, которые у нас просто 
не было времени изложить.
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Водя пальцем по диаграмме импликаций, мы немедлен
но убеждаемся, что, двигаясь по стрелкам, можно от лю
бого условия перейти к любому другому. Это означает, 
что все десять условий на число п равносильны.

Удивительный результат!
Импликация Рг/ => л +  1 =  1, 2, 4, 8 составляет содер

жание утверждения Б из лекции 8.
Конечно, хотелось бы иметь более прямое доказатель

ство равносильности, скажем, условий Dlv, Norm  и 
Cont. Единственно, что до сих пор в этом направлении 
сделано,— это доказанная еще в конце X IX  века Гурви- 
цем теорема, утверждающая, что любая нормированная 
алгебра с единицей изоморфна одной из алгебр R, С, Н и 
Са (т. е. импликация 4 обратима).



Лекция 25

Главны е расслоения над сферами.—  Характеристическое 
отображение для расслоения т 5 „ +1. —  Характеристичес

кое отображение для расслоения T j4 + t. —  Непараллели- 

зуемость сфер S 4 * * . — Гомотопические группы пункти
рованных пространств.—  Альтернативное определение го
мотопических групп.—  Гомотопические группы и классы 
отображений сфер.—  Гомотопические группы абелевых 
пространств.

Изложенное— с лакунами — в предыдущей лекции до
казательство несуществования при п Ф  1, 2, 4, 8 отобра
жений с нечетным инвариантом Хопфа представляется не
сколько искусственным и не выясняющим сути дела. В этой 
и следующих двух лекциях мы на примере доказательства 
непараллелизуемости сфер S B+l при и —4/ разовьем дру
гой, более прямой подход, лишенный этого недостатка. 
Затем мы свяжем его с /(-группами.

Пусть | =  (<£, р, 3 n+I)— произвольное главное расслое
ние над сферой §" + 1 (нам будет сейчас удобно обозначать 
проекцию символом р , а не л, как раньше) и пусть 
и {/,+)— открытые множества сферы S n+1, состоящие из 
точек x ^ S n+l, для которых соответственно лп + 1 <1/2  и 
Jtn + l >  — 1/2.

З а д а ч а  1. Покажите, что над каждым множеством 
U,.) и U,_) расслоение | обладает сечением. [ У к а з а н и е .  
Множества (/, + , и гомеоморфны открытому (п +  1)-
мерному шару б ч + 1.|

Пусть s ,_ ,— сечение расслоения | над a s(+) —
сечение расслоения \ над Ut+). Тогда для любой точки 
х  £ П £/,+) (и, в частности, для любой точки х  эква
ториальной сферы S n: х" +1^ 0 )  определен элемент

7 \ r - T ( s (+, ( * ) , £ ; , _ ,  ( * ) ) ,

где т — отображение сдвига для расслоения |(см. лекцию 1). 
(Для расслоения (SO (n-f 2), р , 5 В+1) из лекции 8 элемент 
Т х  определяется формулой Tx  s(V>(-*)*<_,(•*).) В оЗщеи 
случае

s,_, (дг) =  s < ( дг) 7'jr. * £ 5 » .

> М . М . П остников, сем . IV



Ясно, что отображение 
(1) Т:  S" — S, х>-*>Тх, х € 5",

непрерывно. Оно называется характеристическим отобра
жением (для главного расслоения 1).

Конечно, отображение Т зависит от выбора сечении 
*(-) и S! + >'

Пусть s,_, и s(+)— другие сечения расслоения g над с/,_, 
и 1/(+) и пусть Т'\ S " —-Я— соответствующее характерис
тическое отображение. Тогда если

А ,.,: */<-, —  » . А(+): £ / ,♦ ,-*  *

— отображения, заданные формулами
А ,., (дг) =  т (s('_, (л:), s(_) (дг)), А(+) (х) =-- т (s|+) (дг), s(+) (ж)),

то на S" будет иметь место равенство

r < * )  =  * r J , ( * ) 7 ( x ) W * ) .  *€ $ " •
Для любой точки х  € S" и любого числа t £ l ,  1 — [0, 1J, 

мы введем в рассмотрение точки ц,_>(дг, t), ц(+)(х , t) сферы 
S " +I, определенные соответственно формулами

ц ,_ ,(х . /) =  cos -тр t- х — sin -j- /

И<+>(*. 0  — c o s - j^ - x - r  s in - i / е п+1.

(При t, меняющемся от 0 до 1, эти точки пробегают от
резки меридиана сферы S " +I, соединяющего точку эква
тора х  с полюсами — е п+1 и е п+1 соответственно.) Тогда 
формула

F (х,  0  =  Аг.1, (и«-> (х,  0 ) 7  ( * )  Л<+» (и(+> (■*. 0 ). *  €  S “, t €  /. 

будет определять некоторую гомотопию 
F: S" х  / —  S

(см. определение 3 лекции 111.26), связывающую отобра
жение Т' с отображением

а~1ТЬ: х>-*-а~1Т(х)Ь,

где а =  Л ,_,(— e n+l), А =  A(+)U>„+1).
Предположим, что группа S линейно связна (что заве

домо выполнено для группы SO(n +  2)) и, значит, что в
S существуют пути и и и, соединяющие точки а и b о
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единицей е группы S. Тогда формула (х, t)*-*u(t)~lT(x)v(t) 
будет задавать гомотопию, связывающую отображение 
а -177> с отображением Т. Таким образом, в этом случае 
отображения Т и Т' гомотопны.

Этим доказано, что в случае, когда группа Ъ линейно 
связна, гомотопический класс (Т ] характеристического 
отображения (1) не зависит от случайностей построения 
(выбора сечений s(_, и s,+)). Он называется характеристи
ческим классом расслоения |. (С характеристическими клас
сами из лекций 22—23 гомотопический класс [Г] никак 
непосредственно не связан.)

Еслн расслоение | тривиально (и, следовательно, обла
дает сечением s над всей сферой 3 " +1), то, приняв за s,_, 
и s(+) ограничения сечения s, соответственно, на и 
t/(+), мы получим в качестве характеристического отобра
жения Т постоянное отображение const,, переводящее сфе
ру 5" в единицу е группы S. Называя гомотопический 
класс постоянного отображения const, тривиальным к,гас- 
сом, мы видим, следовательно, что характеристический 
класс тривиального главного расслоения тривиа.ген.

Множество всех гомотопических классов непрерывных 
отображений $ " —► £ сферы S" в линейно связную группу 
3  обозначается символом л„!$.

По определению [Г] €  л,,8.
З а д а ч а  2 . Множество всех непрерывных отображений S " — ►!? 

естественным образом наделяется структурой группы. Покажите, что
а) есе отображения, гомотопные постоянному отображению

con st,: S " —<■%, х<—* е ,  х  £  S " ,

составляют инвариантную подгруппу группы S * 4:
б) смежные классы по этой подгруппе совпадают с гомотопичес

кими классами отображений S "  $•
Тем самым множество лп3 естественным образом опре

деляется как группа. Записанная аддитивно эта группа, 
называется п-ой гомотопической группой линейно связ* 
ной группы S. Ее нулем служит тривиальный класс [const,]'

Ясно, что характеристический класс [Г ] £  зависит 
только от класса изоморфизма главного расслоения т. е. 
для изоморфных расслоений он один и тот же.

З а д а ч а  3. Покажите, что и, обратно, главные расслоения с груп
пой % над сферой S " + i ,  обладающие одним и тем жг характеристи
ческим классом, изоморфны.

В этом смысле группа л„3 к.гассифицирует главные 
55-расслоения над S " +l.



Заметим, что здесь п ^ \ .
З а д а ч а  4. Обозначив через л„!$ факторгруппу группы 4  по ее 

компоненте единицы, покажите, что над окружнсстью S 1 главные 
$-расс.кения классикицируются группой л0|§.

В частности, если группа 4 линейно связна, то любое 
главное 4-расслоение над S 1 тривиально.

Мы видим, что утверждение Б лекции 8 о непаралле- 
лизуемостн сфер S" равносильно тому, что при п Ф  1,3,7 
характеристический класс SO (п -f 1)-расслоения т$я + ■ =  
=  (SO (n-f 2), л, Sn+1) нетривиален. В этой форме мы и 
будем его доказывать. (Заметим, что для этой переформу
лировки утверждения Б мы в задаче 3 не нуждаемся.)

~ Оказывается, что для расслоения ts^-h характеристическое 
отображение Т :  S " — - S O ( л -f 1) можно задать явной фор
мулой.

Для любых точек a, b £  Sn+1, Ь ф — а ,  мы обозначим 
через R (b ,a )  элемент группы SO(n +  2), оставляющий на 
месте все векторы, ортогональные векторам а и ft, а в 
плоскости этих векторов являющийся вращением на угол 
<  л, переводящим вектор а  в вектор Ь. (При а  — Ь пре
образование R (b ,a )  считается тождественным.) В част
ности, преобразование ). = R(e„, <\, + 1)’ является поворотом 
в плоскости последних двух координат на угол л.

З а д а ч а  5. Покажите, что вращение R(b,  а)  задается формулой

R l b , a ) x  =  x - i- ^ ^ ( a  +  b) +  2(ax)b ,

Заметим, что R(a, b ) — R(b, а ) -1.
Для любой точки лг £(/,_, (любой точки х £U (+)) оп

ределено вращение ). о R (>.д\ в п+1) (вращение R (x , e n+t)), 
переводящее вектор р„+, в вектор х . Это означает, что 
формулы

s,_ ,(jf)=  b ° / ? U x , е я+1), х € *А -> .
s(+)(x)~ R ( x , e n+t), х

определяют сечения
s,_,: i/ ,., — SO(n +  2), s(+): + ) —  SO (я +  2)

расслоения t s« + i над t/,_, и £/,+, соответственно. (Заме
тим, что это дает решение задачи 1 для расслоения т®я+1.) 
Следовательно, формула

7'п + 1х=/?(еч+1, x )o ) 'O R (ix , е„+1), х £ $ Л,
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задает отображение 
Тn + J* S " —► SO (и -f 1),

характеристическое д м  расслоения t Si+i.
З а д а ч а  6 . Докажите, что

T„ + iX= R (х, j)* =  Sjre S^„, •*€§■,
где S * — симметрия пространства R " +1 в гиперплоскости, проходящей 
через точку 0 ортогонально вектору х . ( У к а з а н и е .  Достаточно до
казать, что при х Ф ±е„ вращения Тп + 1х и /?(х, «•„ + 1)2 одинаково 
действуют на двумерной сфере, высекаемой на сфере S "  трехмерным 
пространством, порожденным векторами х ,  е п-]

Таким образом, вращение Тп+1х  остаапяет на месте 
все векторы пространства Rn+1, ортогональные векторам 
х  и е п, а плоскость, порожденную векторами х  и е п, по
ворачивает на удвоенный угол между этими векторами. 
(При х ~  ± е п преобразование Tni.1x  тождественно.) 

З а д а ч а  7. Покажите, что

Т'и +1 •* = II 8/у— 2х/ху4• j ̂  _j J

для любой точки х = (д г0, . . . .  х„) сферы S *  (где, как всегда, £  — 
единичная матрица порядка л; индексы у координат мы пишем теперь 
внизу). ( У к а з а н и е .  Сечение s(+) выражается формулой

»< + >(Ф в / у
X iX j

х„

— х„ —  Хп *ч + 1
где х  =  (дг»........... xn + 1)^ U i+y]

В частности, равенство Tn t̂x  - Т п+1у  имеет место 
тогда, и только тогда, когда у  =  ±дг. Поэтому образ Тп+1§п 
сферы S" при отображении Тп+1 представляет собой под
многообразие группы S O (n -b l), днффеоморфное проектив
ному пространству RP" (а отображение Tn+l: S " —►Гв+15'‘ 
является двулистным накрытием).

З а д а ч а  8. Покажите, что составное отображение

(2) SB—-iSO(« +  1) — S"
сферы S" на себя, где р, — проекция главного расслоения 
Ts„, является отображением степени 0 при п четном и 
степени 2 при п нечетном. [ У к а з а н и е .  Для вычисления
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степени воспользуйтесь предложением 1 лекции 111.26, 
имея в виду, что на каждой из полусфер хя >  0 и хн <  О 
отображение (2) является гомеоморфизмом на проколотую 
сферу S " \ { — е„). При этом на полусфере л:" >  0 отобра
жение (2) сохраняет ориентации (имеет степень +1) .  Сте
пень же этого отображения на полусфере хп <  0 равна 
степени (— l)"+l антнподалыюго отображения j r >—*• — jr.)

Если отображение Тп+1 гомотопно постоянному (харак
теристический класс [T „f l ] тривиален), то отображение 
(2) также гомотопно постоянному и потому его степень 
равна нулю. Следовательно, при нечетном п отображение 

не гомотопно постоянному и, значит, расслоение isn -i 
нетривиально. Иными словами, при нечетном п сфера З " * 1 
не параллелизуема.

В случае когда п четно (только и нужном для задачи
о комплекснфнцируемостн сфер), требуются более тонкие 
аргументы.

ч#
При четном п =  2т сферу S " +1 =  S* '" + l можно считать 

единичной сферой унитарного пространства С "+1 (с бази
сом е 0, . . . , е т). Это позволяет ввести в рассмотрение уни
тарный аналог т£„+, главного SO (л -+ 1)-расслоения xSn + i 
По определению

T& +. - ( U ( m + l ) ,  ри, S -*» )f

где pv — отображение U ( m +  1) — S " +1, определенное фор
мулой

риА =  Аея, / l € U ( m + l ) .

[ К о н т р о л ь н ы й  в о п р о с :  как связано с касательным 
расслоением ts«+i комплексное векторное расслоение ts/i+., 
ассоциированное с главным расслоением t jL +l?]

Характеристическое для расслоения т^ч+| отображение 
T ^ i  является отображением S " —*U (m ), n =  2m, и 
также может быть задано явной формулой.

З а д а ч а  9. Покажите, что

7'п+1*=!|в|7— j j J" /, / = О........ m— 1.

для любой точки z = (г0, . . . ,  г„) экваториальной с{)еры § " с З п + 1 
(характеризуемой условием R e zm =  0 ).



Аналогом составного отображения (2) является отобра
жение

ти v
(3)

где p ff— проекция U (m )—►Sn“ I главного расслоения 
Tjjn-i. В отличие от отображения (2) оно является отобра
жением сферы S" на сферу S n_l м е н ь ш е й  р а з м е р 
н о с т и  и поэтому вопрос о том, гомотопно ли оно по
стоянному отображению, является трудной и деликатной 
задачей.

Чтобы связать отображение Т^+, с отображением Г я+1 
(исследование которого является нашей конечной целью), 
мы воспользуемся отождествлением С* =  R", п — 2т, в соот
ветствии с которым группа U(m) оказывается подгруппой 
группы SO (л) (это в точности ортогональная симметри
ческая группа Sp(m;  R) П О (2 т ); ср. задачу 4 лек
ции I I I . 11). Таким образом, U(m )czSO(n), U ( m + l ) c  
с  SO ( л +  2) и в силу этих вложений сечения s(+), s,_, 
расслення т$г,+1 будут сечениями расслоения Ts***,  а ото
бражения Т„¥1 и Tn+i будут связаны формулой

(4) Tn+l =  ioT& lt

где I — вложение U(m) —► S O (n )c S O (n -f 1).
[Аналогичным образом при т  =  2 /+1  (т. е. при л =  

=  4/ + 2 )  над сферой S "+1 =  S<<+S определено главное рас
слоение (UH(/-M ), р, S " +l) с кватернионно унитарной 
группой и н (/) и для его характеристического отображе
ния 7^pf l  имеет место формула

7'я+1 =  */о7'п+1,

где /' — вложение (/) —» U (2/)cU (2/ +  1). Поскольку 
группа U (2/) является слоем проекции р^: U (2 / -r l )—►
—  S 4,+1 =  SB_1, отсюда следует, что при нечетном т 
отображение (3) яв.гяетс.ч постоянным отображением.]

Чтобы использовать формулу (4), нам понадобятся не
которые общие конструкции.

Для топологических пространств SV некоторого класса, 
включающего все линейно связные топологические груп
пы S и все линейно связные и односвязные топологиче
ские пространства (и, значит, в частности, сферы S ",

О Т О БР А Ж ЕН И Е Д Л Я  РАССЛОЕНИЯ Т у ,  + ,  4 3 9
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2), и любого п~^\ мы введем в множество

ЯГ]
всех гомотопических классов непрерывных отображений 
S " —►Я" операцию сложения, по отношению к которой 
это множество является абелевой группой (с нулем 0 — 
гомотопическим классом const произвольного постоянного 
отображения const: S" —  Я") и докажем (к сожалению, 
лишь частично) следующие утверждения:

а. В случае когда ЯГ является линейно связной топо
логической группой S, группа л „ЯГ совпадает с введенной 
выше группой я„£.

б. Для любого непрерывного отображения /: Я* —  & 
отображение f , :  я „ЯГ —  л п3/, определенное формулой

f ,a  =  [fou], а € я  „ЯГ,

где и — произвольное отображение 3" —  ЯГ гомотопиче
ского класса а , является гомоморфизмом. При этом 
(id), =  id, (g°f), =  S*°f* ( с в о й с т в о  ф у н к т о р и а л ь н о 
сти)  и f,~ g ;  если отображения f u g  гомотопны ( с в о й 
с т в о  г о м о т о п и ч е с к о й  и н в а р и а н т н о с т и ) .  Если 
отображение f  гомотопно постоянному, то гомоморфизм f, 
является нулевым (всю группу л „ЯГ переводит в нуль 
группы л„й/).

в. Для любой линейно связной группы Ли  ̂ и любой 
ее линейно связной замкнутой подгруппы :Ж определен 
гомоморфизм
(5) д: я„+1(»/^ ) —  я п‘̂ ,  

обладающий тем свойством, что последовательность

(6) . . .  -  л„+1(»/ЯГ) - 1  я . #  ±  я„» ^  л^/ЛГ - . . .

групп и гомоморфизмов, где »: ЗК —  $ — вложение, а р: 
Ъ — проекция, является точной последовательно
стью (в каждом члене образ входящего гомоморфизма сов
падает с ядром выходящего). При этом для любого гомо
морфизма <р: $ —- S ', переводящего подгруппу в под
группу Я Г 'с * ' ,  диаграмма

д
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вертикальные стрелки которой индуцированы гомоморфиз
мом ч (т. е., точнее, отображениями Ж —*:7С' и Ъ;:7{ —<■ 
—+$'/.W, определенными гомоморфизмом <р), является ком
мутативной диаграммой (при движении по стрелкам диа
граммы от верхнего левого угла к правому нижнему ре
зультат не зависит от выбора пути).

г. При S SO (л), Ж  =  SO (л— 1) образ гомоморфизма 
д: л я+,5 в —  n„SO(n) (напомним, что SO(n +  1) SO(n) =  S") 
совпадает с образом гомоморфизма

(Тп\ : —  .TfiSO(n),

индуцированного характеристическим отображением Т„: 
Sn~l -- SO (л).

д. Группа я,1+,5 п + 1 при л ^ З  нетривиальна.
е. Отображение /: S" —► 8" четной степени индуци

рует при п ^ З  нулевой гомоморфизм я„+1§" —► л д+,5 п.
ж. При п = 41 отображение (3) негомотопно постоян

ному (задает отличный от нуля элемент группы я
Этих фактов уже достаточно для доказательства 

утверждения Б лекции 8 при л =  4/.
П р едлож ен и е  /. При п -  41 сфера S n+1 не парал

лелизуема (и, значит, сфера S'* не квазикомплексифици- 
руема).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим— очевидно коммута
тивную— диаграмму

rtnS0(n-l) 
i"

rtnS0(n + O 

Р!

^(SOOh D/SOOi-I»

Id " 
f

Kn.,S0<n-l)

с точными строками и столбцами, в которой
д — гомоморфизм (5) при S -  S O( n - M)  и Ж  SO (л);
j — вложение SO (л) —  SO (л Ч 1);
k — индуцированное вложение Sn - l=SO(n)/SO(H— 1)—*■

—  SO(fl +  'l)/SO(n — 1);

7t S0<n-l) = 

.  . 
* n+1S n ------------ rtn S0(n)  - ± -

(7)
*ns n-1 * ns n'1 — L~

rtn.,S0(n-l> =
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i' ,i" — вложения SO (n— 1) — SO(n), S O (« — 1)
—*SO  (n+  1);

p ',p *— проекции SO(n) —► S " * 1, S O( n - f l )  —► 
-^ SO (rt-fl)/ SO (/ i — 1);

д', д"— соответствующие гомоморфизмы (I).
Пусть т )€я „5"-1 . Если k,i) =  0, то д'ч =  d”k,r\ =  0, и, 

значит,— в силу точности— существует такой элемент а  £ 
€n„SO(rt), что р'.я = т). При этом p’.j,rx =  k,p'.a =  k,t\ =  0 и, 

значит, существует такой элемент P £n .,SO (rt— 1). что 
i'P =  /,а. Но тогда для элемента <х' =  а — /ф будет иметь 
место равенство

/, а '  =  /.се— /У; р =  i.a —rfi =  0 ,

и потому существует такой элемент т €  Jie+iS", чтоду =  а. 
[Этот метод рассуждения называется диаграммным поиском— 
по-английски diagramm chasing; его удобно производить 
в уме, двигая пальцем по диаграмме.] Следовательно, со
гласно утверждению г в группе n„S"_1 существует такой 
элемент у’, что (T„),v ' =  а  и, значит,

(Р'°Тп), у = р ’.а  =  х\.

Но отображение р'оТп: S " " 1—►S"-1, как мы знаем, либо 
гомотопно постоянному отображению (и потому индуцирует 
нулевой гомоморфизм n(lSn_l —► л;15 "“ 1), либо имеет сте
пень 2 (и потому, в силу утверждения е, также индуцирует 
нулевой гомоморфном). В обоих случаях (р'оТп),у' — 0 и, 
значит, 11 =  0.

Этим доказано, что гомоморфизм к, из диаграммы (7) 
является мономорфизмом.

Пусть теперь а 0— элемент группы .i„SO(n), являющийся 
гомотопическим классом отображения Т%+и рассматривае
мого в силу вложения U (m )—*SO (n). т  =  2/, как отобра
жение S " —*SO (n). Так как составное отображение

U (т )  —► SO (л) $ " “ 1

является, очевидно, не чем иным, как проекцией U (m )—► 
—► S " “l расслоения т%п-г, то элемент р'.а„ представляет 
собой гомотопический класс отображения (3) и потому, 
согласно утверждению ж, отличен от нуля. Но тогда в силу 
мономорфности отображения k* будет отличен от нуля эле
мент р'/,а0 — k*p[a0, а потому и элемент /,а„ (снова диа
граммный поиск!).
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Для завершения доказательства остается заметить, что 
но определению композиция вложений U (m )—-SO(n) и /: 
SO(n) —> SO(n-f  1) является не чем иным, как вложением 
i : U(m) —  SO (n -f 1) из формулы (4) и, значит, согласно 
этой формуле /,а„ =  [Т ч+1], где Т п+,— характеристиче
ское отображение для расслоения т$п + 1. Таким образом, 
IT n + il^ O  *• потому сфера S "+l не параллелизуема (рас
слоение т$п + 1 не тривиально). □

Перейдем теперь к доказательству утверждений а — ж .
О пределение 1. Топологическое пространство ЯГ, 

в котором выбрана точка дг0, называется пунктированным. 
Отображение /: ЯГ —► Ч) пунктированных пространств с от
меченными точками х0 и у0 называется пунктированным, 
если f(x0) — y0. В записи

/: (ЯГ, дг0) —  (У, у0).

Два пунктированных отображения f, g: (ЯГ, х0) —>(9, yt) 
называются пунктированно гомотопными, если их можно 
связать гомотопней F : Я Г х /—' <&, обладающей тем свой
ством, что F  (дс0, t) =  y0 для любого t £ l .  (Такие гомотопии 
называются пунктированными.)

Пусть
/ » = { * € R";  0 < Р < 1 }

— единичный куб пространства R", а /"— его граница 
(состоящая из точек t, для которых tl =  О или 1 хотя бы 
для одного индекса /= 1, . . . ,п ) .  Обобщая конструкцию 
фундаментальной группы п^ЯГ, х0) из лекции 3, мы для 
произвольного пунктированного пространства (ЯГ, дс0) рас
смотрим всевозможные отображения и: /" ЯГ, для кото
рых ы(/") =  х0. (Обозначение: и: (/", /") —  (ЯГ, *„).) Два 
таких отображения называются гомотопными rel /л, если 
существует связывающая их гомотопия /: / пх / —*ЯГ, при 
которой f ( t , t )  — x0 для любых t £ l n и /£/ (т. е. такая, 
что для каждого / отображение f t: t*—> f(t, t) является 
отображением (/", /") —» (ЯГ, *„)).

Отождествив /п с / п~1х / ,  мы для любых отображений 
и, v. (/", /") —► (ЯГ, .г„) положим

I u(t, 2 0 , если 1/2,



где t £ l  Ясно, что отображение u +  v непрерывно
и является отображением (/", /") —* ( # ,  дг0).

З а д а ч а  10. Покажите, что
а) отношение гомотопности rel /" является отноше

нием эквивалентности;
б) формула

(8) [ы] + [у] = [ы -f v]

корректно определяет на множестве л п (Я', х0) всех гомо
топических классов rel/'1 отображений (/", /") -(Я ",х0) 
операцию сложения;

в) относительно операции (8) множество л п ( # ,  дг0) 
является группой, нулем которой является класс [const*,] 
постоянного отображения const*,: t>—>xa.

[ У к а з а н и е .  При п = 1  все это нам ужг известно из 
лекции 3.]

Заметим, что в лекции 3 операцию в группе л , ( # ,  х„) 
мы называли умножением. В соответствии с этим аддитив
ные обозначения мы, как правило, будем использовать 
только при 2.

Конечно, группа л „(.£*, х0) совпадает с группой 
л „ (# в, х„), где ЗСо— компонента линейной связности про
странства X , содержащая точку д:0.

О пределение 2. Группа л „ (# , дг0) называется п-ой 
(или п-мерной) гомотопической группой пунктированного 
пространства Я'.

З а м е ч а н и е  1. Вместо пары (/", /я) можно, конечно, 
использовать любую гомеоморфную пару (В, S); нужно 
только раз и навсегда выбрать и зафиксировать некоторый 
гомоморфизм (В, S) —►(/", /“). Наиболее часто используют
ся пары (В", S "-1) и (£,+,. S "-1). (Е,_,. S "-1), где Е (+, 
и Е (_, — полусферы хп^ 0  и а" <10 сферы 3".

Пусть /: (Я", х0) - ~ ( ‘У, у0) — произвольное пунктиро
ванное отображение.

З а д а ч а  11. Докажите, что
а) для любого п >  1 формула

/,[«] =  [ Н .  и: (Г , / п) —  (Я", х0), 
корректно определяет некоторое отображение

f,: л п(Я\ х0) * л„ (У , у0);

б) это отображение является гомоморфизмом;
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в) если f  =  id, то /. =  id и (g ° f) ,= g ,o f ,  для лю')ых 
пунктированных отображений f: ( л'0) —* (&, у0), g: 
( t — ( 2 , г 0).

Свойство в называется с в о й с т в о м  ф у н к т о р и а л ь -  
н о с т и ;  на языке теории категорий оно означает, что л„ 
предстаатяет собой функтор из категории пунктированных 
пространств в категорию групп.

При п ^  2 каждое отображение и: (/'*, h )  — ( X ,x t\ 
естественным образом отождествляется с отображением и*- 
(/n-i, / n - i ) _  (Q&, еХй), определенным формулой

U* (t)(t) =  u(t, t), t  €  l n~ l , t €  /.

где Q J* 51 (,v0, £V, дг0)— пространство петель пространства 
% в точке х0, а ех /•— г0— постоянная петля (см. лек
цию 2; здесь мы куб / п отождествляем с кубом 1 х / п~1).

З а д а ч а  12. Покажите, что тем самым возникает 
отождествление
(9) я„ (Я , дг0) =  я п_ , (£1Г, ех,), п >  2.

Это отождествление (естественный изоморфизм) называется 
изоморфизмом Гуревича.

Если пространство SC является топологическим уни- 
тоидом с единицей х0, т. е. если на нем существует такое 
непрерывное умножение

SCxSC (дг, «/)>—*■ ху,

что х0х =  хх0 — х для любой точки х £  SC, то формула
[и ][у ] =  И ,

где (uv)(t) — и (t)v(t) корректно (докажите!) определяет на 
л „(.?\ хи) операцию умножения. Единицей эгого умноже
ния служит нуль 0 =  [const*,) группы л„(^*, дг0).

Этот вывод остается, очевидно, в силе и в случае, когда 
точка дг0 является лишь, как говорят, гомотопической 
единицей, т. е. если дг0а0 =  д:0 и отображения x*-*xxt, 
д-t—>х0х, х £ SC, пунктированно гомотопны тождественному 
отображению id: SC—~&.

З а д а ч а  13. Покажите, что операции сложения и 
умножения в л „(.£', дг0) взаимно дистрибутивны, т. е. что 
для любых элементов а , р, у. 6 €  л„ (-?', а0) имеет место 
равенство

(а -t-Р)(у-f 6) =  ссу +

\
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В частности,
оф  =  (ос *Ь 0 )  ( 0  -(- Р ) =  otO -4* Op =  ос -f- Р

и
оф  =  ( 0  -f- в )  (р  4 *  0 )  =  Op -j- ссО =  Р  -4- ос.

Это доказывает, что для любого топологического унитоида 
Л' (вообще говоря, нишь с гомотопической единицей х0) 
группа п„(&, х9) абелева (а умножение в л . ( # ,  .v„) совпа
дает со сложением).

Для групп л, (&, дг0) последний факт был уже доказан в 
лекции 15 (см. замечание 1 лекции 15).

[Заметим, что, таким образом, операция умножения 
в п„(&, х0) ассоциативна, коммутативна и обратима, хотя 
умножение в X  ни одним из этих свойств, вообще говоря, 
не обладает.]

Примером топологического унитоида с гомотопической 
единицей является пространство петель QJP. Поэтому все 
группы ji„(QX, ех.) абелевы. В силу (9) это доказывает, 
что для любого пунктированного пространства X  группа 
я„(& , х0) при л > 2  абелева.

Абелевость групп я„ (Я*, * ,) , п > 2 ,  объясняет, почему 
групповую операцию в них мы называем сложением.

З а д а ч а  14. Докажите абелевость групп л„ ( # ,  ж,), 2 , по
строив для любых отображений и, v: (1п, / п) — ► ( # ,  х0) гомотопию 
ге]/п, связывающую отображения u-\-v и v+ u .

Превратим сферу S", 1, в пунктированное про
странство, произвольно выбрав в S" некоторую точку s 9 
(скажем, точку е,). Тогда для любого пунктированного 
пространства ЗС будет определено множество

[ S - ,  # ]• = -- [ (§ » , s.), (ЗГ, jc.)]

всех пунктированных гомотопических классов [/]* пункти
рованных отображений f : (S“, s„) —* ( # ,  х0).

Заметим, что открытый куб

о < * 1 <  1........... о < / » <  1},

являясь открытым подмногообразием ориентированного про
странства R", естественным образом ориентирован. По ана
логичным соображениям естественно ориентирован и шар 

являющийся областью с регулярной границей ориен
тированного пространства R "+1, а потому ориентирован и 
его край S".
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З а д а ч а  15. Постройте непрерывное отображение
ПО) * ; (/ " ,/ « )_ *  (S-, 5„),
гомеоморфно и с сохранением ориентации отображающее 
открытый куб / * = / " \ / "  на проколотую сферу S " \ { s „ }  
(т. е. в другой терминологии — являющееся на / п гомео
морфизмом степени 1).

Выбрав и зафиксировав отображение (10), мы можем 
каждому пунктированному отображению f : (S", s 0) —* (Я", ,v0) 
сопоставить отображение

f°y.: (/", /") —  (ЯГ, * ,) .

З а д а ч а  16. Покажите, что
а) формула [/!*—•■ [/°х! корректно опредгляет некото

рое отображение
(П ) [S\  Я!"]* -+ п я(ЯГ, х0);

б) отображение (11) биективно.
Мы будем отождествлять группу л п(ЯГ, *„) с множе

ством [3", ЯГ]’ посредством отображения (11). Таким обра
зом, в силу этого отождествления элементами группы 
л п(Я~, х„) будут гомотопические классы [/]* отображений 
/: (3я, s j  —  (ЯГ, х„).

З а д а ч а  17. Покажите, что в группе пп(ЯГ, х„) равен
ство [/]* =  0 имеет место тогда и только тогда, когда 
отображение f : 3" —  ЯГ может быть распространено до 
отображения F: В п+1—»ЯГ, переводящего в точку х„ весь 
радиус Os0 шара В я+1.

З а м е ч а н и е  2. Ясно, что соответствие (11) зависит 
только от гомотопического класса ге1/" отображения (10) 
(элемента [х] группы л„(3", s„)). С другой стороны, ниже 
мы покажем (см. замечание 1 лекции 26), что гомотопи
ческий класс ге1 /'* произвольного отображения вида (10) 
зависит только от его степени degx (на Ь). Поскольку по 
условию deg х =  1, отсюда следует, что отождеств.ъение (11) 
не зависит от выбора отображения (10).

Пока же мы должны соблюдать определенную осторож
ность и все время помнить о произволе в выборе отобра
жения (10).

З а м е ч а н и е  3. Конечно, вместо пары (S", s„) мы 
можем взять любую гомеоморфную пару (Sn, s„) (нужно 
лишь фиксировать, хотя бы с точностью до пунктирован-
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нон гомотопии, определенный гомеоморфизм (S'*, s a) —*■ 
—► (S'*, s„). Поскольку для любых точек s„, s ,^ S n суще
ствует сохраняющий ориентацию гомеоморфизм ( S n, s„) —* 
—- (Sra, s ,) (даже движение), отсюда в силу замечания 2, 
в частности, следует, что выбор точки s„ € § " ни на что 
реально не влияет.

Отождествление (11) переносит сложение из группы 
п„(&,х„) в множество [ S " ,  # ]* . Как непосредственно — 
без перехода к отображениям (/", /п) —»> ( # ,  х„)— опреде
лить эту операцию?

При ответе на этот вопрос удобно считать, что S o ^ e ,.
Пусть, как всегда, S " -1— экватор дс" =  0 сферы S ” и 

пусть Sn/§"~1— пространство, получающееся стягиванием 
экватора S " -1 в точку. [По определению пространство 
Sn/gn-j является факторпространством сферы S" по отно
шению эквивалентности ~ ,  в котором х ~ у  тогда и 
только тогда, когда либо х = у, либо х, .у€§п_1-]

З а д а ч а  18. Покажите, что пространство S B/Sn-1 естественно 
гомеоморфно подмножеству § п V § "  прямого произведения S^ xS™ , 
состоящему из пар (х , у), х, у £ ^ п. в которых хотя бы одна ком
понента х или у  совпадает с e t =  So («координатному кресту»), 
[Наглядно S "  v  S "  является объединением двух экземпляров сферы 
S '* со склеенными точками е ,.]

Поэтому отображение факторизации ц: S " —*• 
мы можем считать отображением

(12) ц: S" V  §"•
Пространство S“ V  S" называется букетом.

Для любых отображений /, g: (Sn, s„) —► (# ,  дс0) мы 
обозначим через f  V g  отображение S" V  §" —-► *2*. совпа
дающее с отображением / на одной сфере букета S'* V  S" 
и с отображением g — на другой. (Формально это отобра
жение определяется равенствами

if V  g)(x,  s„) =  / (*), ( fVg) ( s0, y )  =  g(y),  x , y €  S n.)

З а д а ч а  19. Покажите, что в группе л „ ( # ,  х0) имеет 
место равенство

[/r +  W - K / v e M * .
Это отвечает на поставленный выше вопрос.

Так как каждое пунктированное отображение (S’*. s„) — 
—* ( # ,  xt) является непунктированным отображением 3* — SV



и, аналогично, каждая пунктированная гомотопия— непунк
тированной гомотопией, то, поставив в соответствие каж
дому элементу [/]" группы n„(S\ х„) непунктированный 
гомотопический класс [/], мы корректно определим неко' 
торое отображение
(13) я , (Я*. хп)~*л„ЛГ,

где, как и выше, x„S  =  [S n, S']— множество обычных 
(непунктированных) гомотопических классов отображений
Sn-+ST.

З а д а ч а  20. Покажите, что если пространство S ’ 
линейно связно, то отображение (13) надъективно. [У к а 
з а н  не. Для любого отображения f : S '* —<■ S  отображение 
{/, u}or: S " x /  —«■ S ,  где г— ретракция цилиндра о ях /  
на его подмножество A (S "x O )U  {S„x/}, и — произволь
ный путь в 5С, соединяющий точку f ( s 0) с точкой xQ, 
а {/, и ]— отображение Л —<• S ,  заданное формулой

tt 1/ / (* ) . если t =  0,
 ̂ \ u(t), если х  =  «„,

является гомотопией S " x / —  S', связывающей отображе
ние / с некоторым пунктированным отображением fx: 
(S", s0) —► (S', ,v0). Поэтому нужно лишь построить хотя бы 
одну ретракцию г.]

З а д а ч а  21.  Покажите, что для любых точек хх 
линейно связного пространства S  группы л „(S', л'„) и 
л „ (S ,  д:,) изоморфны. [ У к а з а н и е .  Изоморфизм зависит 
от пути и, соединяющего точку дг, с точкой дг0, и ставит 
в соответствие каждому элементу [/ ]*€л пО®’’, * j)  конечное 
отображение f t гомотопии {f , u}or,  построенной в указании 
к задаче 20.]

З а д а ч а  22. Покажите, что изоморфизмы л„ (S', дс,) —*• 
—- л„ (S ,  дг0), отвечающие гомотопным путям и, одинаковы. 
[ У к а з а н и е .  Используйте тот же прием, заменив !Sn 
на S " x /  и приняв за А подмножество (S"x/x{0})U 
U(S"x/x{l})U(S"x{0}x/)U({So} х  / х  /) произведения 
S"x/x/]

В частности, отсюда следует, что любой элемент 
£ €  л , (S , х0) определяет некоторый автоморфизм

I е : л „  ( S , * „ )  — л  „(S’, х„), 1,

группы л„(Я*, х„).

' v
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З а д а ч а  23. Покажите, что это задает действие группы 
я , (.2’, лг0) на группе л я(&, дг0), п ^  1 (гомоморфизм группы 
я , ( ^ ‘, дг0) в группу автоморфизмов группы пп(&, *„), 
п ^  1).

З а д а ч а  24. Покажите, что при л = 1  автоморфизм £ *  является 
внутренним автоморфизмом а  группы я х (£', дг0), отвечаю
щим элементу g.

По построению, если р =  |#а , где а , Р £ л п(.2\ дг0), и 
если а  = [/ ]\  P =  [g]\ где f, g : (S", s„) —  (JF, * ,) , то 
отображения /, g  связаны гомотопией F : S" —* 5С, обла
дающей тем свойством, что петля

и: t ~ F ( s 0, t), t £ l ,

принадлежит классу I. В частности, это означает, что при 
Р — £ *а  элементы а  и р склеиваются отображением (13) 
(имеют один и тот же образ).

З а д а ч а  25. Покажите, что если, обратно, пунктиро
ванные отображения /, g: (Sn, s 0) —  (&, x0) связаны неко
торой гомотопией F : S n —► SC, то

(14) P =  £*a ,

где a0)— класс петли t*-+ F(s0, t) и где а , Рб
£ п п(3', дг0)— классы отображении /, g.

Таким образом, два элемента а , Р £л„(.2\  д-0) тогда 
и только тогда скмиваются отображением (13), когда 
для некоторого элемента £ £  л , (JC, х0) имеет место ра
венство (14) (т. е. когда элементы а , р принадлежат одной 
орбите действия группы п1(&, дг0) на группе л n(SC, х0).

О пределение 3. Топологическое пространство SC на
зывается абелевым (или гомотопически простым), если

а) оно линейно связно;
б) для любого л >  1 отображение (13) инъективно (к, 

следовательно, биективно). [Из утверждения задачи 21 
вытекает, что если отображение (13) инъективно при одном 
выборе точки х9, то оно инъективно и при любом другом, 
в этом смысле условие б не зависит от дг0.]

Для абелева пространства SC (и любой точки хл £  SC) 
отображение (13) позволяет отождествить группу я„(Л?, л„) 
с множеством л„^* и, следовательно, задать в л пТ  опе
рацию сложения, по отношению к которой это множество 
будет группой.
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Группа л лХ  называется п-ой гомотопической группой 
абелева пространства X .

Подчеркнем, что сложение в группе л пХ  определяется 
т о л ь к о  через посредство отождествления (13), т. е. на 
основе выбора в X  некоторой точки х0 (от которой окон
чательный результат не зависит). Поэтому, хотя нам нужны 
только группы л пХ , ход к ним через группы л п(Х, х0) 
неизбежен.

Заметим, что отображение
/: S" —► X

тогда и только тогда определяет нуль группы л„Х, 
когда оно продолжается до некоторого отображения 
Вп+1 — Х . Ср. задачу 17.

Согласно сказанному выше после задачи 25 линейно 
связное пространство X  тогда и только тогда абе.гево, 
когда для любого п ^  1 и любой точки хв£ Х  группа 
Л !(X , дг0) тривиально действует на группе л п(Х, дг0).

В частности, отсюда следует (см. задачу 24), что для 
любого абелева пространства X  фундаментальная группа 
л г(Х , дг0) абелева. Это объясняет термин «абелевы прост
ранства».

Кроме того, так как тривиальная группа тривиально 
действует на любой группе, то каждое односвязное прост
ранство X  абелево.

Если линейно связное пространство X  является топо
логической группой (или даже топологическим унитоидом). 
с единицей х0, то для любого пунктированного отображе
ния

/: ( S " ,  s 0) —  ( X , .ve)

и любой петли

и: (/, /) —  (X , х0)
формула

F (x , 1 )= u (t)f(x ), х £ $ я, t £ / ,

определяет гомотопию F: SHx l —~ X , для которой и (0  =  
=  F (sB, /), /£/,  и которая связывает отображение f  
с самим собой. Поэтому (см. задачу 25) в группе л п(Х, xt) 
имеет место равенство а = е #а,  где a  =  [/]*, £ =  [м]. Таким 
образом, группа л1(Х, дг„) тривиально действует на груп
пах п„(Х , xt), п ^  1, и, значит, пространство X  абелево.
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Таким образом, класс абелевых пространств содержит 
все линейно связные односвязные пространства и все 
линейно связные топологические группы (и даже все ли
нейно связные унитоиды).

Тем самым начальный этап нашей программы доказа
тельства предложения 1 успешно выполнен: определен класс- 
пространств, содержащий все линейно связные односвяз
ные пространства и все линейно связные топологические 
группы, и для любого пространства &  этого класса и 
любого н ^  1 на множестве л п£С введена операция сло
жения, относительно которой это множество является 
абелевой группой.

Осталось доказать утверждения а — ж. Мы займемся 
этим в следующей лекции.
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Гомотопическая последовательность расслоения. — Группы 
л „ 5 '” при п < т .— Стабилизация групп n „ S O (m ).— 
Классификация отображений многообразий в сферы. — 
Теоремы Урысона и Титце. — Связность группы Diffo R " .— 
Доказательство теоремы Хопфа о продолжении.

Наша ближайшая цель будет состоять в доказательстве 
утверждений а — ж предыдущей лекции.

Впрочем, что касается утверждений а и б, то в лек
ции 25 уже были доказаны их аналоги для общего слу
чая пунктированных пространств, и ясно, что утвержде
ния а и б являются их непосредственными следствиями.

Утверждение в мы докажем в более общем контексте 
произвольных расслоений в смысле Гуревнча, т. е. 
(см. лекцию 2) непрерывных отображений р : & —■ Зд, обла
дающих связностью (непрерывным отображением s, кото
рое каждой паре (е0, и), где et — точка пространства а 
и: / —  58— такой путь пространства Я ,  что р(ев) — и(0), 
ставит в соответствие путь s(e„, и) пространства £ ,  начи
нающийся в точке е„ и накрывающий путь и, т. е. такой, 
что pos(e9, ы) =  и).

З а д а ч а  1 (ср. замечание 2 лекции 2). Докажите, что проекция 
р: $  33 любого локального тривиального расслоения (<£', р, З3), 
база Я  которого представляет собой хаусдорфово компактнее (или 
даже паракомпактное) пространство, является расслоением в смысле 
Гуревича. [У к а з  а и и е. Рассмотрите сначала случай, когда база 33 
покрывается двумя тривиализирующими окрестностями.]

В частности, расслоением в смысле Гуречича является каждое фак- 
торотображение '§-*'$!&(, где %—группа Ли, а :7 { — ее замкнутая 
подгруппа.

Мы будем применять это утверждение только к расслоениям вида 
SO (п +  т )  SO (n - f  m)/SO (n) при m = l  и m = 2 .  Поэтому, собственно 
говоря, достаточно доказать его лишь для этих расслоений (что, впро
чем, по-видимому, нисколько не легче).

Итак, пусть р: £  —* Я  — произвольное расслоение в смы
сле Гуревнча со связностью s. Выбрав в £  точку е0, поло
жим Ь, — р(е0) и ¥  — р~1(Ь0).

Нам будет удобно, выбрав некоторый гомеоморфизм 
(В я+\ S n) —*■ (In+l, /п+1) степени 1, интерпретировать эле
менты группы л„+1(.‘8 ,  Ь0) как гомотопические rel S" классы
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и: (B»+' t Ь0,
(см. замечание 1 лекции 25).

Легко вндеть, что любое отображение (1) может быть 
накрыто, т. е. существует такое непрерывное отображение 
и9: В" + |— * £ ,  что р о и *  — и. (Например, записывая точки 
шара В " +1 в виде tx, где x £ S n и t £ / ,  мы можем опре
делить отображение и* формулой

где их — путь t и (tx).)
Так как «(§")=--ft0, то и* (S " ( c f ,  т. е. ограничение 

v —u9 |s„ отображения и9 на S* можно рассматривать 
как отображение

З а д а ч а  2. Покажите, что гомотопический класс [к] £ 
€л„оГ отображения v не зависит ни от выбора отобра
жения и в гомотопическом relS" классе а  =  [ы], ни от 
выбора накрывающего отображения и9.

Поэтому, в предположении, что пространство еГ абелево 
(и, в частности, линейно связно), формула

З а д а ч а  3. Докажите, что отображение (2) является 
гомоморфизмом.

З а д а ч а  4. Постройте отображение д для не абелева простран
ства f .  [ У к а з а н и е .  Оно будет в этом случае гомоморфизмом 
Я|» + 1 (^» *о) -  я„ GT, £<>)■)

В дальнейшем, мы для простоты будем предполагать 
абелевым (и. значит, линейно связным) не только прост
ранство ,F, но и каждое из пространств 53 и <£. В этом 
сп у чае отображение (2) будет отображением

и вместе с гомоморфизмами р, и «„ индуцированными рас
слоением р: £  — S3 и вложением 1: W —- <£, даст возмож
ность написать бесконечную влево последовательность

и9 (tx) =  s(u (0), их) (/), х  €  S ", / €  /

v: S" —  У,

(2)

да =  [и]

корректно определяет некоторое отображение 
(2) д: л я+1(# , ft,) —  па¥ .

д : л я+1Я  —  л„<£

( 3 )



групп н гомоморфизмов. Эта последовательность называ
ется гомотопической последовательностью расслоения р:
£  — 53.

З а д а ч а  ^5. Докажите, что последовательность (3) 
явит ся точной последовательностью. [ У к а з а н и е .  
Включения вида Im cK er очевидны. Для доказательства 
включения K e r / .d m d  в группе л „ Г  достаточно заме
тить, что если отображение f: 5" —  ¥  продолжается до 
отображения F: В " * 1—►<£, то [/] =  д[и], где и poF:  
(B ,+ l, S n + 1) —-(53, b0). Аналогично, если для отображения 
/: 3" —  <£ отображение pof:  S" —► 53- продолжается до 
отображения G: B , + l —+53, то, при условии, 4ToG(0)=fc„, 
формула

F (x , t) =  s(f(x ), Gx)(t), x £ S \  t e i ,

где Gx — путь t >—»>G((1 — /) jr), определяет гомотопию F: 
S nx ! —* £ ,  связывающую отображение f  с отображением 
вида S '1—+ W. Если для поднятия и*\ В 4 —*■<£ отображе
ния и: (В 4* 1, 3") — (й?, Ьа) существует отображение g : 

совпадающее с и* на 3", то формула
I и* (tx), если е — +  1,

/([*> < ] . ) = {  g ((jr) №1„ . — * e s - ,  т .

где [ j c , / Je — точка сферы S "  + 1, расположенная в полу
сфере e.v'l+l ^  О и находящаяся на меридиане экватори
альной точки дг£3"  на расстоянии (1— t )^  (измеренном
по меридиану), корректно определяет непрерывное отобра
жение f : Sn+l—+S, обладающее тем свойством, что эле
мент [pof\ группы является элементом, задаваемым 
отображением и. Поэтому Кег р , с  Im i ,  в группе пп<8 и 
K e r d c l mp *  в группе л я+,33.]

З а д а ч а  6 . Докажите аналогичное утверждение ; для случая 
неабелевых $ ,  5$ и JF- [ У к а з а н и е .  См. задачу 4 ]

Пусть f : £  — <§'— морфизм расслоения р: g  —  53 
в расслоение р ': £' —*■53'. По определению (см. лекцию 1) 
это означает, что имеет место коммутативная диаграмма 
вида

Р1 g К
93 —+53’

П О СЛЕДО ВА ТЕЛЬН О СТЬ РАССЛОЕНИЯ 4 5 5



4 5 6 Г Р У П П Ы  я „ $ "  ПРИ я <  т

Ясно, что если ы*: В "*1—* £  накрывает и: (В и+\ S " ) —►
—  (53, Ь„), то /оы* накрывает gou  и отображение / инду
цирует отображение (которое мы будем обозначать той же 
буквой /) слоя аГ расслоения р: £ '—»£> над точкой Ь„ 
в слой еГ' расслоения р ’\ —*53’ над точкой b, =  g(b0). 
Поэтому отображения у и у', построенные для отображе
ний и и и’ - gou, связаны формулой v" -  fov. Но, по 
определению, если а  [и], то

g* а -  [и ], да  [и], d(g*a) [y'J и f*(da) -  [fov]. 

Этим доказано, что д (g*a) — f* (да), т. е. что диаграмма

л„+1Я - л /
*•1 а 1 '* 
л„+1.Я '—  л „£"

коммутативна.
Вместе с утверждением задачи 3 (для частного случая 

линейно связной группы Ли S и ее линейно связной 
замкнутой подгруппы ;7С) это доказывает утверждение в 
лекции 25.

Для доказательства утверждения г нам понадобится 
гомотопическая последовательность расслоения t s«i =  
=  (SO( m- bl ) ,  р, S"). Эта последовательность имеет вид

(4) . . . - * n „ +1S " - t - n(lSO(m) —  nnSQ(m+  1) nnSm-*-...,
и, значит, чтобы ею воспользоваться, необходима инфор
мация о группах л п$™.

Вычислим прежде всего эти группы при п <  т.

Согласно предложению 2 лекции 111.26 в каждом гомо
топическом классе отображений S“ —«• S'" содержится глад
кое отображение /: S" —► S'*. С другой стороны, если 
п <  т, то согласно теореме Сарда (см, лекцию 111.15) 
гладкое отображение /: S* —  S *  заведомо не надъективно 
и, значит, может рассматриваться как отображение сферы S” 
в проколотую ctjiepу § т \{дг„}, где дг0— некоторая точка, 
а потому и как отображение S " —► R " сферы S" в евкли
дово пространство Rm (гомеоморфное сфере с проколом 
S "\ { jr„ }) . Но, ясно, что каждое отображение /: S" — R" 
гомотопно постоянному отображению (скажем, в точку 0; 
гомотопию, связывающую последнее отображение с отобра
жением /, можно определить формулой F (х) tf(x ), где 
х  £ о", t С /). Этим доказано, что при п <  /л каждое отобра
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жение S" —  § "  гомотопно постоянному, т. е. что
(5) л,/*" =  0 при п <  т.

Ср. доказательство односвязности сферы S", п ^ 2 ,  в лек
ции 3.

Уже отсюда вытекают важные свойства групп n„SO (ш). 
Действительно, если л 4- 1 <  т (и тем более п <  т), 

то согласно (5) отрезок последовательности (4) между 
группами л„+,5 *  и л„5я имеет вид

О —  л „ SO (т) -  л„ SO (т +  1) —* 0.

Поскольку точность такого отрезка равносильна тому, что 
гомоморфизм I, является изоморфизмом, этим доказано, 
что при п <  m — 1 гомоморфизм

I,: n .SO (m ) - n „ S O ( m + l )

представляет собой изоморфизм.
Таким образом, для любого п ^  1 имеют место естест

венные отождествления

(6) я„ SO (л 4- 2) =  л я SO (л 4- 3) =  . . . ,

т. е. группы л „SO (n +  k) при k ^ 2  стабилизируются. 
Их общее значение (6) называется п-ой стационарной 
(или стабильной) гомотопической группой ортогональных 
групп и обозначается символом л„ SO.

Группа л „ 5 0 ( л ~  1), предшествующая стационарным 
группам, называется метастационарной группой Гач как 
л„8пж1 0, то гомоморфизм
(7) I .: л„ SO (/14- 1) —- я„ SO

является эпиморфизмом.
Группы л „SO были вычислены B ottom лет тридцать 

тому назад очень искусным приемом, основанным на т е о 
рии Мор с а (связывающей топологические характеристики 
гладкого многообразия с числом и типом критических то
чек, заданных на ЯГ гладких функций). Оказалось, что 
эти группы зависят только от вычета числа п по мо
дулю 8 ( т е о р е м а  п е р и о д и ч н о с т и  Б о т т а )  и имеют 
следующий вид:
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п mod 8 0 I 2 3 4 5 6 7

.la SO Z/2 Z /2 0 z 0 0 0 Z

где Z — свободная циклическая группа, a Z/2— группа 
второго порядка.

Хотя теперь этот результат имеет и другие доказатель
ства, не опирающиеся на теорию Морса, но все они слиш
ком сложны, чтобы мы могли здесь их изложить. [Пре
восходное изложение теории Морса и первоначального 
доказательства Ботта теоремы о периодичности содержится 
в замечательной книге: М ил нор Д ж . Теория Морса.— 
М.: Мир, 1965.]

Аналогичным образом из точности гомотопической после
довательности
. . .  — лв+̂ г'"+ , - * я пи (т) —  n„U(m-f 1) —  я„5*"+1-— .. .

расслоения =  (U (т 4- 1), ри, 8 ,я,+1) вытекает, что
при п <  2/л группы л„ U (т) также стабилизируются. 
Эти группы обозначаются символом л„и.

Т е о р е м а  п е р и о д и ч н о с т и  Б о т т а  д л я  у н и т а р 
н ы х  г р у п п  утверждает, что группы л„и зависят только 
от вычета числа п по модулю 2 и потому при п четном 
изоморфны группе лои (1) =  {1} (см. задачу 4 лекции 25), 
а при п нечетном — группе n ,U (l)= -.T iS l =  Z  (см. лек
цию 3). Таким образом, согласно Ботту

| 0, если п четно, 
л nU =  , _

( Z , если п нечетно.

Ботт вычислил также и метастационарную группу 
л гя>и  (т). Оказывается, что эта группа является цикличе
ской группой порядка т\:

я*„и  (m) = Z/m!.
З а д а ч а  7. Пусть

$ iC $ 2: r . . . C 3 „ c : $ , 1 + 1c : . . .

— возрастающая последовательность вложенных друг в друга тополо
гических групп. Объединение £  этой последовательности очевидным 
образом является группой. Введем в $  топологию, считая множество 
Uc.'S открытым тогда и только тогда, когда для любого п 1 пере
сечение U f|g„ открыто в <$„. Проверьте, что

а) это действительно задает в g  топологию;
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б) относительно этой топологии % является топологической группой.
В случае ^„ =  SO (n) группа $  обозначается символом SO , а в слу

чае = U  (л) — символом и . Элементами групп SO и U можно счи 
тать бесконечные матрицы вида

л О
I

1
1

0

где <4£SO (n) или U (п) (число п произвольно). Покажите, что для 
любого п ^  1 стационарные гомотопические группы л„ SO и л „ и  
являются—с тучностью до естественного изоморфизма —не чем иным, 
как гомотопическими группами групп SO и U (что и оправдывает их 
обозначение).

Теперь мы должны вычислить группы пп̂ т при п=т . 
В отличие от случая т <  п эта задача отнюдь не три
виальна и ее решение требует большой и длительной ра
боты.

Пусть SV— ориентированное компактное «-мерное хаус
дорфово гладкое многообразие. Согласно лекции 111.26 
для любого гладкого (и даже любого непрерывного) 
отображения f : SC —► S" определена его степень deg f, 
зависящая только от гомотопического класса а  =  [/] (напом
ним, что сферу S" мы считаем естественным образом 
ориентированной; см. в лекции 25 текст, предшествую цнй 
задаче 15). Поэтому формула

deg а  =  deg f 
корректно определяет некоторое отображение
(8) deg: [JC, S " ] - Z ,

где \Я', S " ]— множество всех гомотопических классов 
непрерывных отображений SC —  5".

П р едлож ен и е 1. Если многообразие SC связно, то 
отображение (8) биективно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сначала мы докажем надъектив- 
ность отображения (8), а затем его ннъективность.

Н а д ъ е  кт и в и о с т  ь. Так как существуют диффео
морфизмы ф: S" —  S" степени — 1 (таким диффеоморфизмом 
является, например, симметрия относительно произвольной 
гиперплоскости, проходящей через начало координат) и 
deg(<pof)= — degf, то для доказательства иадъектнвностн



отображения (8) достаточно для любого положительного 
т >  0 построить отображение /: Л' —  S" степени т.

Пусть (Ut, ft,), (£/m, hm)— такие положительно
ориентированные карты многообразия Л', что

1) носители Ux, Um этих карт попарно не пере
секаются;

2) каждое отображение Л„ hm является диффео
морфизмом на шар З".

Пусть, кроме того, (3 " , S'*-1) * ( S n, s„)— непре
рывное отображение, являющееся диффеоморфизмом сте
пени 1 шара В п на проколотую сферу Sn\ { s 0} (см. за 
дачу 15 и замечание 1 лекции 25). Тогда формула

I (Х°Л,)(р), если р £  Uj, / — 1...........m,
\ s,„ если (J . . .  UU„,

будет корректно определять гладкое отображение /: 
Л" * S'1, обладающее следующими свойствами:

а. Точка х„ = х (0) является регулярным значением 
отображения /.

б. Прообраз f~ l (x„) этой точки состоит из т точек
Pi == Лг1 (0)...........pn =  h^(0).

в. Для любого 1 = 1 ...........т дифференциал (df)p. ото
бражения / в точке pt является сохраняющим ориентации 
невырожденным линейным отображением ТР Л" -  - ТЖо S'* ори
ентированных линейных пространств (якобиан отображе
ния f в точке р,- положителен).

Поэтому согласно предложению 1 лекции 111.26 сте
пень отображения f  равна т.

Заметим, что связность многообразия Л? мы здесь ни
как не использовали.

И н ъ е к т и в и о с т ь. В свете результатов лекции 111.26 
для доказательства инъективности отображения (8) доста
точно доказать, что гладкие отображения /, g : SC —► 
одной и той же степени гомотопны, т. е. существует 
непрерывное отображение

F: Л Г х /- *  S", / = [0 , 1],
многообразия 3) SC yi с краем дЗ) ( # х 0 )  |J(J2*xl) в 
сферу S ", совпадающее на дЗ) с отображением (/, g): 
дЗ> —  5 ", определенным формулой

I f(p), если /^-0,
О - * » * е с л и  ( - 1 .
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Имея это в виду, мы заметим, что все карты вида 
(U x l,  ЛX id) ((Ух/, -V1, . . . ,  хп, t ) ,

где (U, И) =  (U, х1, . . . ,  хп)— произвольная карта много
образия JT, очевидным образом положительно согласованы 
и покрывают все многообразие 3> & X I,  т. е. составля
ют ориентирующий атлас этого многообразия. Поэтому они 
определяют на 3> некоторую ориентацию.

Эту ориентацию многообразия 3> мы обозначим через
о при л четном и через — о прн л нечетном. (Таким обра
зом, о — это ориентация, задаваемая прн любом л атласом 
{(U x l, t, xl ........... *")}.)

Согласно общей конструкции из лекции 111.27 ориента
ция о индуцирует ориентацию края дЗ) многообразия 3) =  
=  х  / и, значит, ориентации его компонент Э£х0 и SC х  1.

З а д а ч а  8. Покажите, что на многообразии SC х  1 
(естественным образом отождествленном с SV) ориента
ция о индуцирует данную ориентацию многообразия SC, 
а на многообразии Я х О — противоположную.

В условной, но наглядной записи
(9) д (Я х 1 )  =  Х У  1— JT xO .

Поскольку многообразие д ( Я х ! )  ориентировано, опре
делена степень deg(f,g )  отображения (f,g). А так как 
каждое регулярное значение х„ отображения (/, g) явля
ется, очевидно, регулярным значением отображений f и
g, причем

(/. &)'*(•*■») = (f~lx txO)U(g~lx nx  1),
то в силу предложения 1 лекции 111.26 из (9) немедленно 
вытекает, что степень отображения (/, g) равна разности 
степеней отображений f u g :

deg (f,g) = deg g — deg/.

Следовательно, в силу условия deg / =  deg g  эта степень 
равна нулю.

Поэтому инъектнвность отображения (8) является не
посредственным следствием доказываемого ниже предло
жения 2. □

З а д а ч а  9. Пусть ЗС— ориентированное компактное 
л-мерное связное хаусдорфово многообразие с краем 
д£С Ф  0  и пусть \(Л', д&), (S", «„)] — множество всех 
гомотопических те\дЯ" классов непрерывных отображении
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(X, дХ) —  (S", s 0). Определите отображение
(10) deg: [(X , дХ), (§", s„)] —  Z

и докажите, что в случае, когда кран дХ  многообразия X  
днффеоморфен сфере S " -1, отображение (10) биективно. 
[ У к а з а н и е .  При заклеивании края дХ  шаром В " полу
чается /i-мерное многообразие без края, к которому при
менимо предложение 1.]

З а м е ч а н и е  1. Из утверждения задачи 9 немедленно 
следует, что все отображения /\ (/п, Ь )  —  (8", s„) сте
пени 1 гомотопны rel /" (определяют один и тот же эле
мент группы я п(Зл, s0)).

См. замечание 2 лекции 25.
З а д а ч а  10. Докажите, что отображение (10) всегда биективно 

(для любых связных многообразий X  с произвольным краем дХ )-

П р едлож ен и е 2. Пусть 3 )—связное (п+  1)-мерное 
хаусдорфово паракомпактное многообразие с краем д&>Ф0 
и пусть

f : дЗ> —  S"

— такое собственное гладкое отображение, что
deg / =  0.

Тогда существует непрерывное отображение F: й> —  S", 
являющееся продолжением отображения f, т. е. такое, 
что

f  =  F  \д$.

Это предложение известно как т е о р е м а  Х о п ф а  о 
п р о д о л ж е н и и .

Его доказательство, хотя, как мы увидим, идейно очень 
простое, требует некоторых общетопологнческих конструк
ций, интересных и важных самих по себе.

Пусть X — нормальное хаусдорфово топологическое 
пространство и пусть II7 и V— такие его открытые под
множества, что W с  V.

Л ем м а 1. Существует непрерывная функция f: X  I, 
1 — [0, 1], равная единице на 1Г и нулю вне V.

Эта лемма называется т е о р е м о й  У р ы с о н а  (а так
же — б о л ь ш о й  л е м м о й  У р ы с о н а ) .  Мы уже упоми
нали ее в замечании 4 лекции 111.24. Предусмотренная 
леммой 1 функция / называется функцией Урысона пары
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(V, IF); ср. определение 1 лекции II 1.14. Заметим, что, 
вообще говоря, не требуется, чтобы множество всех точек, 
в которых функция / равна единице (нулю), совпадало с 
W (с Jr\ l/ ).

В случае когда пространство X  метризуемо, функцию 
Урысона / можно определить формулой

(И ) f(x )= -------pi v ’ -У ч П --------, х $ я ,
У ’ Р (х, №')+р(дг, Я' У)

где р— метрика в Я 1, а р (х, С)— для любого замкнутого 
множества С с: Я '— расстояние

р (х, С) =  inf р (х, у)
y t C

от точки х до множества С. (Для функции (11) равенство 
f (х) — 1 имеет место тогда, и только тогда, когда x£\V.) 
Таким образом, для метризуемого пространства Я" тео
рема Урысона очевидна. Поскольку случай метризуемого 
пространства SC охватывает, в принципе, все приложения 
(согласно— очень трудной! — теореме Стоуна, любое пара- 
компактное хаусдорфово пространство метризуемо), до
казывать теорему Урысона в общем случае мы не будем.

Л е м м а ‘2. Пусть X —хаусдорфово нормальное прост
ранство и С—его замкнутое подмножество. Тогда любое 
непрерывное отображение /: С —  R" множества С в про
странство R" может Сыть продолжено на все Я ,  т. е. 
существует такое непрерывное отображение F: Я  —  R", 
что

/ - F  |с.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что лемму 2 достаточно 

доказать лишь при п — 1 (при любом п нужно применить 
эту лемму к каждой компоненте отображения f) и лишь 
в предположении, что |/| <  1 (ось R гомеоморфнаинтервалу 
( - ! ,  1)).

По индукции мы определим на С функции 
полагая /„=/ и

fn+l — /я +  За + 1 №ёп О*

где g n— функция Урысона пары



или, точнее, ограничение этой функции на С. (Символом 
[/ < а ] ,  где f — функция, а а — число, мы обозначаем мно
жество всех точек, в которых значение функции f  мень
ше а.)

З а д а ч а  И.  Докажите по индукции, что

| /„ (.*) I С  \ - j  Для любой точки х £  Л'. 

г . 2п
^ У к а з а н и е .  При f n( x — jp r r  имеет место равенство 

fn+i(x) =  f„(x) +  ~ т ,  а при М * )> з £ т г -р а в е н с т в о

/ n+i(-0 =  /„(.v)— з ! т г ]
Таким образом, /„ —  О равномерно на С.
Пусть

— р т ( 2 * „ -  I).

2п
Так как | fn| ^  , а числовой ряд с общим членом

2Л .-^-г г , очевидно, сходится, то функциональный ряд

F9 +  F x+  . . .  +  Fn+  . . .

сходится всюду на SC и его сумма F является непрерыв
ной функцией. Поскольку же на С частная сумма F0 +  
+ / 4  +  . . .  -f Fn последнего ряда равна, очевидно, f0—f n =  
=  f —f„, TO F =  f  на С. □

Лемма 2 называется обычно т е о р е м о й  Т н т ц е  (ко
торый впервые доказал ее в случае, когда пространство Л" 
метризуемо; общий случай принадлежит Урысону). Заме
тим, что в ее доказательстве используется теорема Урысона. 
Поэтому, собственно говоря, эта теорема доказана нами 
только для метризуемых пространств Л' (в случае Титце).

Нам понадобится еще одна лемма, относящаяся к диф
феоморфизмам пространства R".

Пусть Diffo R "— группа всех сохраняющих ориентацию 
(имеющих степень I) диффеоморфизмов Rn —►R", оставля
ющих на месте точку 0.

Л ем м а 3. Для любого диффеоморфизма h £  Diff0+ R" 
существует такая гомотопия

4 6 4  Т Е О Р Е М Ы  УР.ЫСОНА И ТИТЦЕ

(12) Я: R" х  /  — Rn,
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что
а) для каждого t £  / отображение

Л,: R" —*• R", х«-» Н (х , t), x € R " ,

принадлежит группе Diffo R" (и, в частности, оставляет 
на месте точку 0);

б) имеют место равенства

Л0 =  id. Л, — Л.

[При соответствующей топологизации группы Diffo R" 
отображение t>-*-ht будет в этой группе путем, соединяю
щим ее единицу id с элементом Н. Таким образом, лемма
1 утверждает, что группа DiffJ R" линейно связна.\

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Поскольку подгруппа G L+ (/r, R) 
группы D ifffR " линейно связна (см. лекцию 111.11), для 
доказательства леммы 3 достаточно доказать, что в группе 
Diffo R существует путь (12), соединяющий деффеоморфизм 
h с его дифференциалом A =  (dh)0 в точке 0 (являющимся 
в силу отождествления Т„ R" =  R" и равенства А (0) =  0 сох
раняющим ориентацию линейным отображением R" —*• R") 

По определению

h(x ) — A x +  s (x )x ,  x ^ R " .

где s: R“ — R "— такое гладкое отображение, что s(0) =  0. 
Поэтому при t Ф  0

t~lh (tx) =  Л х  +  s (tx) x.

Поскольку s (0) =  0, это показывает, что формула 

( t~'h(tx), если /=5&0 ,
\ А х, если t =  0,

где x £ R " ,  /£/,  определяет такое непрерывное (даже глад
кое) отображение (12),  что h0 — A и Л, =  Л. Для заверше
ния доказательства осталось заметить, что для любого 
t =  0 отображение А(: х  *-*• i~1h(tx) принадлежит, очевид
но, группе DiffJ R". □

Поскольку открытый шар 6 "  диффеоморфен простран
ству R", лемма 3 справедлива и для группы D iff j6 "B ce x  
сохраняющих ориентацию диффеоморфизмов 6 " '-►В", остав
ляющих на месте точку 0.

1 6  М . М . П остн иков, ссм . IV



Теперь у нас уже все готово для доказательства пред
ложения 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о  п р е д л о ж е н и я  2. Условие 
deg/ =  0 означает, что прообраз f~1x 0 некоторой точки 
х „ € б я состоит из четного числа точек, в одной половине 
которых якобиан отображения / положителен, а в другой 
отрицателен.

З а д а ч а  12. Докажите, что существуют
а) непересекающиеся вложенные дуги Q,, соединяющие 

в 3> каждую точку первого типа с некоторой точкой вто
рого типа, целиком, за исключением концов, лежащие во 
внутренности &  многообразия 3 ,  а в концах не касаю
щиеся края д&)\

б) их непересекающиеся окрестности (/,• («трубки вдоль
Q,»);

в) диффеоморфизмы

ф,: & " х / —  U„
отображающие отрезок Ох / на дугу Q„ а край ( бяхО) и 
U (б в Х 1) произведения б ях / — на пересечение I)t Г) дЗ>, и 

такие, что для каждого t множества
V ?  =  Ф, (R" X 0), V?> = ф,- (R" х 1)

являются окрестностями (в дЗУ) концов дуги Q., диффео-
морфно отображающимися посредством \ на некоторую
окрестность W, точки х0.

По условию, якобианы диффеоморфизмов /|у<®> и /|и.»
имеют противоположные знаки. Так как диффеоморфизмы
Ф,-1» и ф.|* также обладают этим свойством, то яко- 

'  |Вя х о  '|1ВЯХ 1

биан диффеоморфизма А,: 6 я —► 6 я, определенного формулой

н‘ = ( * <  iB > »< .)', 4 / l c ) " 0 ( f  к ' ) ° ( ф‘ )  •

положителен (мы отождествляем здесь Йях 0  и 6ях  1 с 6я). 
Кроме того, по построению А, (0) =  0. Следовательно, 
Л, €  Diff -̂ В ”, и потому в D ifff6 ?  существует путь 

Я ,: б " х /  —
соединяющий id с Л,. Пользуясь этим, мы определим на 
окрестности f/ =  и замкнутого множества Q =  и Q,- отоб
ражение g: U S", задав его на Ut формулой
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Отображение g  непрерывно, совпадает на U Л дЗ> =  
«= и (У}°> и У}1’) с отображением f  и обладает тем свойст
вом, что g~l (x t) =  Q.

Пусть V—такая окрестность множества Q, что V e i l  
(можно, например, положить V =■ и<Р/(6?,»Х/)) и пусть 
С —V Ясно, что формула

с  / 8(Р). ^
I f(p), если р£д2>,

определяет непрерывное отображение F ,: С —► S", являю
щееся продолжением отображения f : дЗ> —► S".

Согласно теореме Дьедонне (см. замечание 4 лекции
II 1.24) многообразие &) нормально. Более того, будучи 
связным и паракомпактным, оно удовлетворяет второй 
аксиоме счетности (замечание 2 лекция 111.24) и потому 
(теорема 1 лекции III.  14) вложимо в Rw. Следовательно, 
3> даже метризуемо. [Теорему Дьедонне мы не дока
зывали, а теорема 1 лекции II I .  14 была у нас доказана 
только для компактных многообразий без края. Поэтому, 
собственно говоря, здесь в нашем рассуждении имеется 
лакуна. Однако, при 3) =  & х 1 ,  где X — компактное мно
гообразие без края, все полностью обосновано.]

Имея это в виду, мы рассмотрим ограничение

Г - F t  \csv
отображения Ft на замкнутом множестве C \ V c D \ V . 
Ясно, что это отображение не задевает точку х„, т. е. яв
ляется отображением в § "\ {л г0}. Так как проколотая 
сфера 3 "\ {л г ,} гомеоморфна пространству R", то в силу 
теоремы Титце (согласно сказанному выше здесь приме
нимой) отображение F' может быть продолжено до неко
торого непрерывного отображения

Ft: ® \ V - S - \ { * , } .
Положив

F i  I  F l M *  если p € C *
\ Ft (p), если p£3> \ V ,

мы, очевидно, и получим требуемое]продолженне F: 3>—►S" 
отображения /. □

Доказав предложение 2, мы тем самым завершили и 
доказательство предложения 1.
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Л е к ц и я  27

Группа л „ § " .— Теорема о характеристическом классе.—
Ее обобщение.— Гомотопические группы накрывающего 
пространства.— Расслоение Хопфа и группа л * 3 * .—  Груп
пы л „ + i S " . — Операция о в гомотопических группах сфер — 
Вычисление гомотопического класса отображения р1 о 
в Т ^ +1. — С вязьс Д^-группами.

При #  =  3 " множество [ # ,  3 я] является группой л я8п 
и, следовательно, отображение (8) лекции 2 6 — отображением
(1) deg: л„Зя —  Z
групп.

З а д а ч а  1. Докажите, что отображение (1) пред
ставляет собой изоморфизм.

Таким образом, мы видим, что группа nnS n яв.гяется 
свободной циклической группой.

Пусть i„— гомотопический класс [id] тождественного 
отображения 3 я —► 8 я. Так как d eg i„=  1, то элемент i„ 
служит образующей группы л „8".

При интерпретации элементов группы лп8 я как гомо
топических rel /" классов отображений (/", /") —* (3”, s 0) 
элемент i„ будет классом [х] отображения -/ из задачи 15 
лекции 25.

Таким образом, в гомотопической последовательности

. . .  —  л п+18 я+1 -t-n „SO (n  +  1)-^- n„SO— О,
я„ SO =  л„ SO (п +  2)

расслоения TS'i+» =  (SO(n +  2), р, 8 Я+1) группа л п+18 я + 1 
является свободной циклической группой с образующей 
i„+i, а ядро эпиморфизма i, :  ля+15Ю (л+  2) —► л „ 5 0  по
рождается элементом din+1.

П р едлож ен и е  /. Элемент din+1 является характе
ристическим классом расслоения Tsn+«, т. е.

dl n+t~ [ 7 n+i]»
где Т п+1: 8 " —* -S O (n + l)— характеристическое отобра
жение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В соответствии с замечанием 1 
лекции 25 для любого пунктированного топологического
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пространства ( # ,  хв) элементами группы л п+1( # ,  х0) можно 
считать не только гомотопические rel s„ классы [f] непре
рывных отображений f : (Sn + l , So) —  (# .  *о), где s 0— неко
торая фиксированная точка сферы S " +l (в лекции 25 мы 
считали, что 50 =  6 ,; однако можно, например, за s 0 при
нять точку е п+1), но и гомотопические классы rel S" 
непрерывных отображений g: (Е"_>\ S") —*■ ( # ,  дг0), где 
Е?*,1— полусфера дс"+1^ 0  сферы 8 Л+1, a § " — ее край 
(экваторсферы S B+I). При этом,если элемента^ л„+, (# ,.*„) 
задается отображением /: (8Л+1, s 0) —<■ ( # ,  jc0), то он же 
будет задаваться отображением g  =  f  ° т- (Е?*>\ S " ) —<■
—  ( # ,  х0), где х — произвольное отображение (Е?*/, S") —  
—- ( S " +1, s 0), гомеоморфно н е  сохранением ориентации 
отображающее открытую полусферу Е"_)1 — E "* *\ S "  на 
проколотую сферу S n+l\ { s 0}.

В частности, все это верно, когда X  -  S n+l и x0 =  s„=  
=  е„+1. При этом образующей tn+, группы л п+15 в+1 =  
=  nn + i(S"+1, s 0) будет как раз гомотопический класс Ы  
отображения х- Поэтому (см. конструкцию гомоморфизма о  
в лекции 26), чтобы построить отображение S" —* SO (п ■+■ 1) 
к л а с с а , „  надо построить отображение

накрывающее отображение х (т. е. такое, что р о у/ =  х) и 
ограничить его на S":

оставляющее на месте вектор — е„+1 и переводящее любой 
другой вектор х € Е ,- ,1 в вектор x ( j r) € S n+l, принадлежа
щий плоскости векторов х , е п+1 и образующий с векто
ром — е п+1 вдвое больший угол (отображение х двигает 
каждую точку полусферы Е?*,\ отличную от полюса — е п+1, 
по ее меридиану, вдвое увеличивая расстояние от полюса; 
ясно, что это отображение обладает всеми требуемыми 
свойствами). Отображение х/ мы определим формулами

X': (E?_V. S » ) Н  (SO (л -  2), SO (п +  1)),

(2)

(3)

' s«_, (X (-^)), если х (•*) €  Е?*)1,
(4) х '( * )  =  ' s«+>(x(*))7\ ,+i(X o (*))f если у .(х )£ Е?++>\

*€E?_V.
где s(_, и s,+)— построенные в лекции 25 сечения, а Хо (-*")— 
точка пересечения проходящего через точку х ф — е„+,



меридиана с экватором 5". [Заметим, что включение 
X (■*■) €  Е?-»1 в точности означает, что расстояние по мери
диану от полюса — е„+, до точки х  не превосходит л/4, 
а включение X (■*) €  ЕСо— что это расстояние не меньше 
я/4 (и не больше л/2).1. Так как для точек х  с х (•*■)€ 5" 
имеет место равенство х(х)=Х о(-*г) (и так как s(_ ,= s {+)Т п + ,), 
то формула (4) корректно определяет непрерывное отобра
жение Х'. Поскольку />(«,+, (X (■*■)) Тп+1(х0 (х))) =  
=  Р («<+>(X(*))) =  X(-*■) и /7 (s,_, (х (х))) =  X(X), отображение 
X'накрывает отображение х. а поскольку x(x ) =  e„+i при 

и s(+)(en+1) =  /?(?„+„ е„+1) =  id (см. лекцию 25), 
ограничение х' Is* отображения у' на сфере S" совпадает 
с отображением Т п+1.

Согласно формуле (2) это доказывает предложение 1. □  
С ледст вие. При нечетном п элемент [7’я+1] группы 

л„ SO (п — 1) является элементом бесконечного порядка, 
а отображение

д' л п+г3»+1 —  n „SO (rt+  1)
— мономорфизмом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно заметить, что со
гласно утверждению задачи 8 лекции 25 в группе л„3" 
имеет место равенство

P*t^,« + i]==(l + ( — I)" )1»- □
Таким образом, при нечетном п стационарная группа 

л „SO изоморфна факторгруппе метастационарной группы 
я „ 8 0 ( л + 1 )  по бесконечной циклической подгруппе.

Так как Т п+1 =  Т п+1 о  id, то предложение 1 может 
быть записано в виде равенства

(Та+г). — дл+1,
где дп+1— гомоморфизм л„+,§ " +1 —► n,,SO(rt +  1).

В этом виде оно опускает важное обобщение.
Для любой точки х £ S n и любого числа < £ [— 1. 1]

мы будем символом [х , f] обозначать точку cos-g t -x  +

- f  s i r i j - e n+1 сферы 3 " +1 (эта точка принадлежит мери
диану сферы S "+l, проходящему через точку х и ее рас
стояние от точки х — измеренное по меридиану — равно
y f ;  таким образом х и t являются аналогами геогра
фических координат— долготы и широты).
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Пользуясь этим обозначением, отнесем произвольному 
отображению f : § " —* § “ отображение Ef: (Sn+1, e n+i) —► 
—► ( S " +l, e „ +1), определен ноеЛ формулой

(E f)[x ,  <] =  [/ (*), t], jr g S " ,

З а д а ч а  2. Докажите, что
а) формула E [/] =  [£/] корректно определяет некото

рое отображение
Е: n„Sm —► n(,+lS " +I;

б) отображение Е является гомоморфизмом.
Ясно, что £ (id )  =  id и, значит, £ i„  =  i n+1.

Гомоморфизм £  называется надстроечным гомомор
физмом или просто надстройкой. Отображение g : S " + l —► 
—<■Sm+1 (гомотопический класс Р €  n ^ S * * 1) называется 
надстроенным, если существует такое отображение f: 
§п go. (гомотопический класс а  ^ „ 5 " ) ,  что g — E f 
(соответственно, р = £ а ) .  Все надстроенные элементы 
Р € л п+,8 '*+1 образуют подгруппу J группы л я+,5 '*+1— 
образ 1ш £ гомоморфизма £ .

П р едлож ен и е 2. Для любого ’т ^ п  сквозной гомо
морфизм

nn+1S "+1 — — n„SO(m+ 1)

совпадает с гомоморфизмом' ( Т  л „S'* —  n„SO(m +  1), 
индуцированным отображением Т т+1:

=  dm+i о Е.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть элемент а £ ля5 я задается 
отображением f : S "  —► S '" . Рассмотрим диаграмму

(Е?_+,\ S") ~  (Е К 1, S'") (SO (т +  2), SO (m +  1)) 

(S"*"( en+l) —  (S'-i*, em+1) «1 (SO(m +  2), SO(m +  1)),

где и Хт— отображения (3), построенные дтя п и т  
соответственно, %т — накрытие (4) отображения у.т , а £,_>/— 
ограничение отображения E f на Е?-*. Очевидно, что эта 
диаграмма коммутативна и, значит, отображение Х т °£ (->/ 
накрывает отображение %т ° £»-)/ =  £/ ° Х«- Так как, по 
определению, отображение E f о Х„ задает элемент £ а  группы
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Яп+»§я,+1 (интерпретированной как группа гомотопических 
классов rel S" отображений (Е?*,1, S") —► (S "+l, ?„+,)), то, 
следовательно, ограничение g  =  (х« 0 £<-> f) |s" отображе
ния о £■<_,/ на S - (рассматриваемое как отображение 
S* —  SO (т +  1)) задает элемент дЕа  группы я„ SO (m -f  1). 

С другой стороны, так как

£«-,/ !• » =  / И Xm|s'" =  7 'm + 1,

™ g = T m+lo f  и, значит, [g] =  (Tm+1).[f]  =  {Tm+1),a .  Сле- 
довательно, дЕа*=(Тт+х),а .  □

Т еорем а 1. При п < 2 т — 1 отображение
Е: n„S* —► n B+1S " +I

является изоморфизмом, а при л =  2 т — 1— эпиморфиз
мом. □

Эта теорема известна как т е о р е м а  Ф р е й д е н т а л я  
(несмотря на то, что несколько раньше ее доказал Л. С. Пон- 
трягнн). Доказательство теоремы 1 довольно сложно, и мы 
не можем изложить его здесь.

Заметим, что при л < / л  теорема Фрейденталя триви
альна (прн п < т  потому, что все участвующие в ней 
группы тривиальны, а при п =  т — в силу равенства 
E in =  in+]). Нам фактически будет нужен только первый 
нетривиальный случай п =  т +  1.

В силу теоремы Фрейденталя из предложения 2 вы
текает, что при п ^  2т— 1 в группе n „ S O ( m + l )  имеет 
место равенство

1т<9Я1+г = 1ш(7'т+1).-
При п =  т-\- 1 это в т о ч н о с т и  утверждение г лекции 25.

Чтобы доказать следующее утверждение д, мы в явном 
виде вычислим группы л я+18" для всех л ^  1.

Пусть р: (&, е0) —*(5д, й0) — произвольное пунктирован
ное (см. лекцию 5) накрытне. Так как (см. лекцию 2) 
каждое накрытие является расслоением в смысле Гуревича, 
то имеет место точная последовательность

(5) . . .  —  п„ (<Г, е0) —  л„ (<£, е0) —  л „ (Я , bt) —
~~лп_1{Т,  е„) — . . .

С другой стороны, так как слой <5F дискретен, то для лю
бого п ^  1 группа л„(5Г, е0) тривиальна. Поэтому в силу 
точности последовательности (5) для любого л ^  2 инду-
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цированный накрытием р гомоморфизм 
Р.: л „ (£ , е0)~ *  л „ (# , Ьа)

является изоморфизмом.
[Что же касается случая я =  1, то из точности после

довательности (5) следует, что отображение р,: я ,(^\ е0) —<• 
- »  л , (S3, Ь0) является мономорфизмом; факт нам уже из
вестный (см. предложение 1 лекции 4).J

В частности, для любого накрываемого пространства £& 
группа пп(зд, Ь0), л > 2 ,  изоморфна группе п„(&, е0) =  л „£  
универсально накрывающего пространства £  (напомним, 
что пространство £  односвязно). Поскольку для окружно
сти S 1 пространством & является прямая R (см. пример 1 
лекции 2), a n„R =  0 (см. выше вычисление группы 
при п <  т), этим доказано, что

В частности, л ,8 х =  0.

Отождествив сферу S* с расширенной плоскостью С+ 
комплексных чисел ( =  комплексной проективной прямой 
СР 1) и считая сферу S* единичной сферой комплексной 
плоскости С*, рассмотрим отображение

Это отображение называется расслоением Хопфа.
Отождествив точки (г0, г,) £  S* с кватернионами £ = z e+z,/' 

(т. е. считая S* группой кватернионов £ нормы |£|=1), 
мы немедленно получим, что слоями отображения А в точ
ности являются смежные классы S ‘£ группы §* по ее 
подгруппе S 1, состоящей из комплексных чисел г, |г|= 1. 
Следовательно, отображение (7) является локально три
виальным расслоением с типичным слоем S 1 (или, точнее, 
локально тривиальным главным S 1-расслоением).

[При стереографической проекции S* —* R U { ° ° }  все 
слои расслоения А, кроме двух, переходят в замкнутые 
кривые пространства R3, каждая из которых пересекает 
единичный круг 6 *  плоскости Оху в одной точке. Остав
шиеся два слоя переходят, соответственно, в ось Ог и край

(6) ля8» =  0 при л > 2 .

A: S ’ - * S \



jc* -Ь у* =  1, 2 =  0, круга 6*. Это делает отображение Л 
геометрически вполне наглядным.]

Гомотопическая последовательность расслоения Хопфа 
имеет вид

• • • —  —  *,,S* —  л я8* —  л я8 ‘ —  . . . ,

откуда в силу равенства (6) непосредственно вытекает, что 
для любого п ^ 2  индуцированный отображением А гомо
морфизм

А,: л я8* —  n„S*

является изоморфизмом.
В частности, группа л ,S’ изоморфна группе n,S* =  Z. 

Изоморфизм
Н: я ,5* —  Z

задается формулой
Н =  deg о Аг1

(так что A, (a) =  t f ( a ) i ,  для любого элемента a £ n ,S * ) .
Число Н (а) =  На называется инвариантом Хопфа 

элемента а  £  n,S* (или отображения /: S* —► S* класса а). 
Чтобы его вычислить, надо выбрать в классе а  отобра
жение вида g o  А, где g : S * —*8 *  (по доказанному, это 
всегда возможно), и тогда

На — degg.

Гомотопический класс отображения А: 8 * —* 8 *  обо
значается символом т|а. Так как A ^ i d o A ,  то Нп , =  1 и, 
следовательно, элемент tj, порождает бесконечную цикли
ческую группу n,S*.

Так как при п — 3 и т — 2 имеет место равенство 
п — 2т— 1, то согласно теореме Фрейденталя отображе
ние Е: я ,8* —► nt$* является эпиморфизмом, а все ото- 
бражения

Е: n„+,S" —* nn+tS "+l, л >  3,

— изоморфизмами.
Следовательно, все группы л я+,8 " , п~^3, являются 

циклическими группами с образующими ti„+1 — Е\\п =  
=  £ " - * т),.

Теорем а 2. Группы ля+,8 п, 3, являются цикли
ческими группами второго порядка. □
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Эта теорема также называется теоремой Фрейденталя 
(хотя ее также впервые доказал Л. С. Понтрягнн). Дока
зательство теоремы 2 еще труднее, чем доказательство 
теоремы 1 и мы его также опустим. [Фактически, Фрейден- 
таль доказал теорему, описывающую ядро эпиморфизма 
Е: ► я ,я5 " +1 для любого л > 2 .  Принято назы
вать эту теорему «трудной частью» теоремы Фрейденталя, а 
теорему 1— ее «легкой частью».]

Теорема 2 дает, в частности, утверждение д лекции 25.

Утверждение е выражает существенно более простой 
факт.

Пусть/: S " —►S" и g: S'" —  Sr— произвольные непре
рывные отображения, а н p ^ n ^ S '— их гомото
пические классы.

З а д а ч а  3. Докажите, что формула

Р ° ® =  [# ° Я
корректно определяет элемент Р о а  группы n„Sr.

Заметим, что элемент Р о о является не чем иным, как 
элементом g*a:

Р о a  — g * a .

Поэтому для любых элементов а „  a t €n„Sm, p ^ n ^ S ' 
имеет место равенство

Р о (а , Ч а ,)  =  р о а ,  +  р о а ,

( п р а в ы й  з а к о н  д и с т р и б у т и в н о с т и ) .
Интересно, что л е в ы й  з а к о н  д и с т р и б у т и в 

н о с т и
(Р. Ч P t ) ° “  =  Pj о « 4 Р»° « .

« € .% S » , р„ Р .б л .З ' ,

вообще говоря, неверен. (Например, можно показать— по
пытайтесь это сделать!— что для любого k £ Z  имеет место 
равенство

( 4 +  - - - -Н •») о Ti, =  /г*г|3,
I_________ I

к раз

тогда как,  конечно, i , o t ) , =  r)s.) Однако если элемент а  
надстроечен, то этот закон оказывается верным.

З а д а ч а  4. Покажите, что для любых элементов 
а £ л п_, 8м-1, pt, Р»6  лт 5 г имеет место равенство

(Pi +  р,) о £ а  =  Р, о £ а  р* о Еа.
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[ У к а з а н и е .  Для каждого отображения /: З " -1 —► S™-1 
имеет место равенство ц э£/ =  (£/ V £/)°Ц. где ц— отображе
ние (12) лекции 25.J

В частности, если g : S "  —<• Sm— отображение степени к 
(и, значит, [g j=  ftim), то g,(E a) =  kE a  для любого эле
мента а  £  я ^ У * .  Например, если к четно, а все элементы 
группы я„4" имеют вид £ а  и являются элементами второго 
порядка (а именно так дело обстоит при п — т 4-1,

3), то 0.
Это доказывает утверждение е лекции 25.
Таким образом, нам осталось доказать лишь утвержде

ние ж.

Из утверждения задачи 9 лекции 25 непосредственно 
вытекает, что отображение PioT%+1: S" —►S"-1, п =  2т,
о котором идет речь в утверждении ж, задается формулами

... _  2г гт  -  I __. 21 гт _ ,  |г
( 8 )  W‘ ~  ( l + z * ) *  * ю — » -  ( 1 + г т ) *  '

1 =  0 , . . .  , т — 2,

где г0, . . . ,  гм— координаты точки г ^ З " ,  а ш„, . . . ,  
шя _ , — координаты точки w  -  (p¥°T%+l)(z) из S “~l. (Н а
помним, что RezM =  0.) Поэтому ограничение g  отобра
жения Pi°Tn+! на экваторе З”-1 сферы 3" (с уравнением 
Im zm =  0 , т. е. zm =  0) задается формулами

,q. W; =  2 i =  0, . . . ,  m 2,
l )  w» - i =  1 — 2 1 zm_i I*,

и, значит, является отображением сферы S “_1 г-простран
ства на экватор S " - * сферы S " -1 «^-пространства (зада
ваемый уравнением 1ш шя_1 =  0). Более того, так как 
согласно последней из формул (8)
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1гпши_ 1 =  4 |̂ Я| Im zm,М - г « Г

то верхнюю полусферу Е|*+) сферы S", состоящую из то
чек г ^ З " ,  для которых l mz , „ ^ 0 ,  отображение P ioT ^+, 
переводит в верхнюю полусферу EJV/ сферы S " -1, состоя
щую из точек для которых 1 m wm_x ^  0, и 
аналогично нижнюю полусферу Е"_„ Im z ^ 0 ,  это отоб
ражение переводит в нижнюю полусферу Е"Г,‘ , 1 т к > „ < 0 .

З а д а ч а  5. Покажите, что любое отображение f: 
S " —» 3 я, переводящее полусферу ЕГ+) сферы 3 “ в полу
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сферу Е ” > сферы S '" , а полусферу Е?-,— в полусферу Е” > 
(и, значит, экватор § " -1 сферы 8 " — в экватор S '" -1  сфе
ры S m), гомотопно отображению Eg,  где g — ограничение 
отображения f  на S " -1 , рассматриваемое как отображение 
S "“ ‘ —- S '" -1 . [ У к а з а н и е .  Точки f (x)  H (£g)(jr), S", не 
являются диаметрально противоположными точками, и 
потому их можно соединить единственной дугой большого 
круга длины меньшей п.]

В частности, мы видим, что отображение PioT%+l 
гомотопно отображению Eg, где g  — отображение (9).

Имея это в виду, рассмотрим сначала случай т =  2, 
когда отображение g: S * - — S * задается формулами

(10) w0 =  — 2z0z}, =  1 — 2 1 г, I*.

где |г0|* +  |г1|*= 1, z0, z , € С и w[ =  1, w0£C,
£ R.  Так как стереографическая проекция §* —► С+ 

действует по формуле

(см. формулу (2) лекции 1.27), то интерпретированное как 
отображение 8* —► С+ отображение g  задается формулой

— 2z^t г„
2 1 zi 1* г,

и, значит, отличается от отображения Хопфа (7) на диф
феоморфизм г — j  сферы С+. Поскольку последний диф
феоморфизм имеет, очевидно, степень 1, этим доказано, 
что при л — 2 отображение g  представляет образующуют|, 
группы л ,8* и, значит, отображение РхоТ„+1— образую
щую т]4= :£т13 группы л43*.

Это доказывает утверждение ж при п — 2.
Чтобы доказать это утверждение при любом четном 

m >  2, теперь достаточно показать, что отображение g: 
S " _l — S "- *, п =  2т, т четно, гомотопно отображению 
En~igi, где g t: 8 s —► 8 *—отображение (10). Мы сделаем 
это в явном виде, выписав соответствующую гомотопию. 
(Эти формулы можно получить, рассмотрев аналогичную 
задачу для отображения PioTtn+l в вещественной области, 
когда искомая гомотопия может быть построена геометри
чески, и затем формально перенеся получившиеся формулы 
в комплексную область. После того как формулы выпи
саны, не имеет значения, как они были найдены.)
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З а д а ч а  6. Покажите, что отображение En~*gt зада
ется формулами

(при гЛ|_а =  гЯ1_ 1 =  0 считается, что =  K’m_ t =  0).
Положив т =  21, т =  V  t (1 — 0  и -4 =  

=  V\ 1+1(\гп_ ^ т~ П  мы зададим гомотопню 
S " - 1 x /  —► S"~* формулами

/ =  0 , 1...........1—2, 0 < / < 1

(при | г— !| *+ 12— 11* ^ 0 ; если же |2,_i|* + |гя_,|* =  0  и, 
значит, А =  У  1 — t, то следует положить

«V/ =  tztJ +  xztJ+l— 2 (У 1— /г,у7я _, — К Г  г»/ _„г ._ J ,  
“ './+1=^+1— « ^ — 2 [ К  1 — <2jy + 12„_1+V / 2|/2-_ J ,  
“'«,-1 =  0,

ясно, что при этом непрерывность сохранится).
Заметим, что формулы (12) имеют смысл только при 

четном т.
При / =  0 формулы (12) переходят в формулы (9), а 

при / =  1 — в формулы (11).
Поэтому нам нужно лишь доказать, что формулы (12) 

действительно задают отображение § п_1х /  —- S " -2, т. е. 
что

т- 1 т-1
2  | Wj |* = 1, когда 2  I Zi I* — * И 0 < i < 1.

(Заметим, что число wm_ , из формулы (12) автоматически 
вещественно.) К сожалению, это можно сделать только 
прямым утомительным вычислением.

Wi =  Zi, i =  0, . . . ,  т— 3,

(П)

I Ш о
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Имеем

I O',/!1 =  (/2ау +  T2J/+1 — J  [(1 —  /) 2tJzm_ 1— T2t/+,2М_ , ] )  X

х (/ Г 1/ +  тггУ+, — - J  [(1 —  t)ltJZm _ , — Т2,у+, 2 .  _ х] j  =

=  / I zv  Iе +  /X (2 t/22/+1 +  Z1;i J/  + 1) +  T* I Zl/+ 11* —

-  £  [ (  1 - / )  / I Ztj  |* + (  1 - 2 0  T 7 , J  Г 2У + , - T *  I 2,/ + 11‘ ]  2 . . , -

- i - [ ( l - 0 / | z l/| * + ( l -2 / )2 iy2J/ + l -T *| 2 1/+1|*]2,_1+  

—(1 —0 T(2!</Z*/+lZm-l+Z*/Z*/+i2m-l)+T* I VnhZ„_i|*]
и аналогично

l^fy+ll* — \̂ Z2/ +1 0 2a/+l*m-l “Ь TZS/Zm-l]

X   ̂*ZI/ + 1 T2,y -j- [(1  () Ztj + iZm_ x-{-XZi jZ nt_{\ j  =

=  **lzi/+il2— *т (г,/г,/+, +  7 t/7„  ♦ 0  +  T* 12*y I1—
ypf (1 — 0 ^l22/+i lJ— (1 2/) Tztjztj +l t 2 | zt;-1*] zm _ j 

— — O^Izj/+i|s (1 2/)tztjZtj +l T*|z,y|*j zm_i -f-

*+■ (1 — t )  T (21;2ty+ i2 j ,_ i+ Z g / 2,y+12 j,_ 1)-|-T:i | z m-i1*]*
Поэтому
m -  3

£  | W/1* -  (  /• +  T * - 4  [ d - 0  ' - * * ]  (Z« -I  +  2«_x) +
< = °  m — 3

+  ^ [ ( i - 0 , +  x»|2ffl_ 1|*]) £ | , /P

и, значит,

£ ,| a » j* =  (i4>/+4(1~ ° 1 гш- ! |,}o - i »— » i* - - i »— «<*) |
<-o ' A*

, 4 1 *„_,|* I*— il*+M»-2|Za,_i|*)*
+ ------------------------ j i
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Коэффициент при |гя _,|4 в числителе равен — 4 (1 — /) +  
+ 4  =  4/, а при l * * . ! ! *  равен
— Л*/ +  4 (1 — /)(1 — | |*)-f 4 1 z „ - i l*— 4Л* =

=  -  АН +  4 [ ( 1 -/ )  +  11 Is— Л*] =  -  Л*/— 4/1 гя _ , р.

Свободный же член выражается формулой 

Поэтому
т

£  I W/I*-
/= о

4/|гл. - 1 |4- ( 4<|гя. - 1 |* +  » , /)|гт - 1 | * + ^ ( 1 + / | г я>-,| * ) , 
— Ai -  * •

Это полностью доказывает утверждение ж. □
Только теперь мы можем считать доказанным предло

жение 1 лекции 25 (да и то лишь по модулю теорем
1 и 2 Фрейденталя). Непараллелизуемость сфер S" + l при 
п =  4/ +  2, 1ф\  может быть доказана аналогично на ос
нове теоремы Ботта о метастационарной группе л2Я|1/(т) 
(см. лекцию 26). Впрочем, такое доказательство будет 
лишь переизложением доказательства импликации 3 из 
схемы на стр. 431 (у нас опущенного). Эго объясняется 
тесной связью, существующей между /Сс-группами и ста
ционарными гомотопическими группами л„и.

Поскольку векторные расслоения тогда и только тогда 
изоморфны, когда изоморфны ассоциированные главные 
расслоения, и поскольку произвольное комплексное век
торное расслоение ранга т редуцируется к группе U(m), 
из утверждения задачи 3 лекции 25 вытекает, что мно
жество Vectc S" комплексных векторных расслоений ран
га т над сферой S" находится в естественном биективном 
соответствии с группой я п_ х U (т ) . В этом соответствии 
расслоению % отвечает характеристический класс ассоци
ированного главного и(ш)-расслоения. Мы будем обозна
чать этот класс символом Т\.

З а д а ч а  7. Пусть в диаграмме
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левая вертикальная стрелка является отображением £»— а 
правая индуцирована вложением U (т )  -*■ и (т + 1). Покажите, что 
эта диаграмма коммутативна.

Отсюда следует, что формула Т [£J =  Т (5 +  0Л ), где N— 
любое число, большее чем m +  1, корректно определяет — 
очевидно биективное — отображение
(13) Т: /Сс § " —̂  л „_ ,и .

З а д а ч а  8 . Покажите, что отображение (13) является изоморфиз
мом. [ У к а з а н и е .  Достаточно доказать, что для любых отображении 
А: ЭС -*■ U (m j). В. SC -*■ U (т2) отображение Л ®  В : (m j+ m *),
определенное формулой

n e * » w - | i!0w  а ^ ,| .

гомотопно отображению АВ: X  -*■ U (m i-f  ffij), определенному форму
лой

где £ л  — единичная матрица порядка т; ср. формулу (8) лекции 24.[

В силу теоремы Ботта о группах л„и это и доказы
вает утверждение о группах /Сс§" из лекции 24.

Далее, так как каждая точка (г, а) тотального прост
ранства, рассмотренного в лекции 24 тавтологического 
расслоения т1я+1 над пространством СРп, естественным 
образом отождествляется при г ^ О  с точкой г ,  то множе
ство всех этих точек с \z\-l  является вложенным под
многообразием, диффеоморфным сфере Stn+l.

З а д а ч а  9. Покажите, что
а) ограничение проекции расслоения т[я+1 на этом под

многообразии представляет собой расслоение S*n+l —  СРп, 
слоями которого являются большие окружности сферы 
S*n+i (ее пересечения с проходящими через центр двумер
ными плоскостями)-,

б) при п =  1 это расслоение является, в силу отож
дествления СР1= S*, не чем иным, как расслоением Xопфа (7).

(Это объясняет, почему тавтологические расслоения т]1, +1 
часто также называются расслоениями Хопфа.)

З а д а ч а  10. Покажите, что характеристический класс 
расслоения ц, является образующей группы л,1_1(1) — л ,8 ‘ .

Это в точности анонсированная в лекции 24 теорема 
о том, что элемент ft, порождает циклическую группу KqS1.

Аналогично утверждения а — в на стр. 422 входят 
как составная часть в теорему Ботта о периодичности.



Д о п о л н е н и е
п р и  к о р р е к т у р е

Построение (N, Sp (п))-инстантонов.— Описание 
(Л', Sp (я))-инстантоиов.— Пространство модулей 
(N, Sp (я))-инстантонов.— Л^-инстантоиы.—  Случай 
N =  \.— Случай N =  2.— Случай N =  3.

Упомянутая в лекции 22 конструкция Д-инстантонов (впрочем, 
нам сейчас удобно изменить обозначения и вместо k писать N) 
является частным случаем одной общей конструкции связностей 
в главных (или — что равносильно — в векторных) расслоениях над 

сферой S4. В этом Дополнении мы— следуя в основном Атья — опи
шем эту конструкцию и частично ее исследуем.

Напомним (см. лекцию 7), что символом Sp (л) мы обозначаем

группу (п) изометрий кватернионного пространства Н.
О пределение  /. Автодуальное поле Янга — М иллса в главном 

Sp (п)-расслоении над сферой З 4 с числом Чженя с(*), равным N >  О 
(см. лекцию 23), называется (N, Sp (я))-инстантоном.

При /1 =  1 — это в точности /V-инстантоны в смысле лекции 22 
(поскольку Sp (1) =  S U (2 )).

Чтобы пока не иметь дело с  картами, мы будем  отождествлять 

сферу S *  с  кватернионной проективной прямой Н Р1, точками ко- 
торой^являются классы (х : у) пропорциональности справа пар ква
тернионов’ [кватернионы мы теперь обозначаем светлыми буквами; 
пары (дс, у) и (Xj, у{\ пропорциональны справа — определяют одну 
и ту же точку прямой НЯ1, если существует такой кватернион 

6 Ф 0 , ч г о х 1 =  дс|, y i= y g ,  т. е. если либо </i =  y = 0 ,  либо xiyT1 =  xy~1; 
конечно, все пары (де, у) предполагаются отличными от пары (0 , 0)]. 

При отождествлении прямой Н Р1 со сферой S4 или — точнее — 
с  пространством R4 U { « }  =  Н (J {оо} точке (х : у) с у Ф 0  отвечает 
кватернион ху~1, а точке (х : 0) — точка оо.

Пусть С и О — две кватернионные матрицы размера (n-{-N)xN, 
обладающие тем свойством, что для любых кватернионов х, у, одно
временно не равных нулю, матрица 
(1) o (x ,y )-C x + D y
имеет максимальный ранг N, т. е. обладает тем свойством, что ее 
столбцы порождают в правом линейном пространстве Н "+^  над 
телом Н подпространство размерности N. Это подпространство 
зависит, конечно, лишь от точки (х : у )£ Н Я 1, и мы будем обозначать 
его символом ,у



\

Пусть ¥(х xv) — ортогональное дополнение подпространства 

^ ( * ! У) (относительио стандартной метрики пространства Н" + лг; 
см. лекцию 7).

З а д а ч а  1. П окаж ите, что подпространства и
являются слоями кватернионных секторных расслоений над S*. 
[ У к а з а н и е .  Суммой Уитни этих расслоений является тривиальное 
расслоение 3 4Х Н " + 'ЛГ-1

Мы будем обозначать эти расслоения (и их тотальные простран

ства) символами £  и соответственно. Ранг (над Н) расслоения 

£  равен п, а расслоения которое играет лишь вспомогатель
ную роль— равен N.

По построению, расслоение £  является векторным Sp’(n)-pac- 
слоением и, значит,— всилу естественного вложения Sp (n )c S U  (2л) — 
векторным SU (2л)-расслоеннем. Поэтому определено (см. лекцию 23) 
его число Чженя c(i>.

З а д а ч а  2. Покажите, что число Чженя с(|> расслоения £  равно 
N. ( У к а з а н и е .  Расслоение является суммой Уитни N
линейных кватернионных расслоений, число Чженя с(1) каждого из 
которых равно — 1.)

Таким образом, автодуальные поля Я н га— Миллса на £ — это 
(N, Sp (л))-инстантоны.

Так как каждое сечение s расслоения £  одновременно пред
ставляет собой сечение тривиального расслоения S * X H ,,+Ar* т0 оно 
является не чем иным, как Нп+лг-значноА функцией на S*. обла

дающей тем свойством, что для любой точки (х :у ) £ § 4 имеет место 
включение

(2) s(x:y)£F{xm.

Поэтому любое векторное поле X на S* переводит сечение s в Нп + Л'- 
значную функцию X s. Однако эта функция уже не удовлетворяет 
условию (2), и, чтобы поправить дело, надо для каждой точки 

( jc :y ) £ S 4 ортогонально спроектировать вектор ( Xs) <x. +ЛГ на 

подпространство S~(xiyy Пусть (Ч xs){x :V)— эта проекция. Тогда 

отображение v х*: (*-У) •—i► (Vx s)(x. у) будет сечением расслоения £  
и соответствие s»—>Vx s будет (проверьте!) ковариантным диффе
ренцированием.

Тем самым мы построили на £  (а потому и на ассоциирован
ном главном Sp (л)-расслоении) некоторую связность v>

З а м е ч а н и е  I.  Обратим внимание, что изложенный способ 
построения связности имеет общий характер и применим к произ
вольному расслоению £. являющемуся подрасслоением тривиального

ПОСТРОЕНИЕ (Л/, Sp (л))-ИНСТАНТОНОВ 4 £ 3
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расслоения (например,— см. предложение 2 лекции 23 — к произ
вольному расслоению конечного типа над нормальным простран* 
ством). Можно показать (сделайте это!), что с точностью до кали
бровочного преобразования (автоморфизма расслоения) этот способ 
позволяет построить любую связность на £.

Чтобы вычислить связность v  (точнее, ее форму связности — 
потенциал) в явном виде, не переходя все еще к картам, мы вос
пользуемся ортогональным проектором P(Xiyy осуществляющим 

проектирование пространства Н "+ЛГ на подпространство !¥(Х.у). 
Пусть Q(x:i/)=*E— Р(х-.у)~Д ополнительный проектор (на !У3̂ :у)).

По определению, ковариантный дифференциал V* относительно 
связности V произвольного сечения s: § 4 —* &  расслоения £  з а 

дается формулой v s =  P d s  =  <ij— Q ds (мы опускаем аргументы). Но 
Qs =  0, и потому d(Qs) =  0, т. е. Qds =  — (dQ)s (все операторы мы 
отождествляем с их матрицами). Более того, так как Q* =  Q, то 
Q ds=Q (Q  d s)= —  (Q dQ) s. Следовательно,

V s*=<ls+(Q  d Q )*= < ls-| -O s, 
где <I> =  QdQ. Это означает, что оператор у ковариантного диффе
ренцирования сечений расслоения £  является ограничением оператора 
rf-J-Ф , определенного для любых Нп+Я.ЗНачных функций S 4 — ► НЯ|‘ЛГ.

Форма кривизны Рф , отвечающая дифференцированию d +  Ф , 

имеет (см. формулу (14) лекции 22) вид Рф =  ^ Ф -)-Ф л Ф .

Но так как Q* =  Q, и потому Q «dQ -f-dQ -Q «=dQ , то 
Ф л Ф  =  <?-<*<2 AQ-dQ =  Q‘dQ-Q AdQ =

=  Q (dQ — Q dQ) AdQ =
=  QdQAdQ-QdQ/\dQ =  0

и, значит, Рф =  ^Ф, т . e. Fф =  dQ AdQ. Д ля формы кривизны F 
связности V отсюда немедленно получается, что F =  Р (dQ AdQ) P.

З а д а ч а  3. Покажите, что
Q = и р -* у т ,

где V— матрица (1), а р* =  ит о— кватернионная N X Л'-матрица. (Мы 
по-прежнему опускаем аргументы.)

П оскольку Ро — 0 и ут Р  =  0  (напомним— см. предложение 1 

лекции II,2 0 а , справедливое, очевидно, и над Н, — что Р Т  =  Р ), от

сюда следует, что Р dQ =  Р dvp~*vJ  и dQP =  vp~t -dvTP.
Поэтому

F =  Р  dv А р~ * dv^ Р.

Перейдем теперь от сферы S 4 =  H U {° ° }  к ее части H =  R4, со
стоящей из точек х  =  (х :1 ). Тогда v~Cx-\-D, dv — Cdx и, значит,

F =  PC dx Ар~* dxCJ P,
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где

(3) p* =  ( I C T + D T ) ( C * + D ) .

Если матрица (3) вещественна (для всех х £ Н ) ,  то она переста
новочна с кватернионом dx, и потому

(4) F =  PC[(dx Adx) р_ *Ст Р.

Тот факт, что дифференциалыкоординат входят в 8р(л)-знач- 

ную дифференциальную форму F блоком dx Adx, означает (см. конец 
лекции 21), что эта форма автодуальна и, значит, является (N, 
Sp (л))-инстантоном.

Участвующий в формуле (4) проектор Р можно представить 

(ср. утверждение задачи 3) в виде P ^ u u J ,  где «  =  и (ж) — матри
ца, столбцы которой составляю т ортонормированный базис про
странства S 'x~ 0F(хх т - е - такая кватернионная (л -| -# )Х л -м ат- 
рица, что

(5) ит и =  £ ,  ит р = 0 ,

где v— матрица (1) (при у =  1). В  этом базисе поле (4) записывает
ся в виде gp-значной дифференциальной формы

F =  uT C (rfx A dx) р - , Ст  и.

З а д а ч а  4. П окажите, что потенциал А инстантона (4) вы
ражается формулой
(6) А =  и"г Ли.

( У к а з а н и е .  F =  d u TQAdu.f

Тем самым нами доказано следующее предложение: 
П редлож ен и е 1. Пусть С и D— такие прямоугольные кватернион

ные (п - f  Щхп-матрицы, что
а) для любого кватерниона х матрица (3) вещественна-,
б) для любых кватернионов х и у, одновременно не равных нулю, 

матрица (1) имеет максимальный ранг N. Тогда формула (4) опре
деляет (N, Sp (п))-инстантон F с потенциалом (6). □

Как показали Атья, Дринфельд, Манин и Хитчин, эта кон
струкция дает все— с точностью до калибровочной эквивалентно
сти — (N, Sp (л))-инстантоны.

Ясно, что при замене и на uG, где G — произвольная матрица 
из Sp (л), потенциал (6) подвергается калибровочному преобразо
ванию (а инстантон F, в выражение которого и явно не входит, 
не меняется).

Аналогично, инстантон F (даже расслоение &) не меняются 
при умножении матриц С и D справа на произвольную вещест
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венную невырожденную NX W-матрицу (это умножение сводится 
к замене базиса каждого из пространств а такж е при
умножении этих матриц слева на произвольную матрицу из 
Sp (я + Л ')  (что сводится к замене базиса в пространстве Нп+Лг).

Поэтому множество всех инстантонов (4) получается из множе
ства всех пар (С, D) матриц, удовлетворяющих условиям а и б, 
факторизацией по группе G L(W ; R), действующей на этих парах 
справа, и по группе Sp (n -)-JV ), действующих на них слева.

Более того, вместо однородных координат (х:у) на НР* =  £ 4 
мы можем с равным правом использовать им проективно экви ва
лентные координаты (х':у'), связанные с координатами (х:у) фор
мулами вида
(7) х = £ ,* ' +  т),у'. y  =  l ix '  +  i\t4',

где кватернионы £ j, rji, g2, л» таковы , что возможно обратное выра
жение х' и у' через х и у (преобразование (7) обратимо). При такой 
замене координат матрицы С и D переходят, как легко видеть, 
в матрицы C £ i-fD £ a  и C tij-fD r)* .

З а д а ч а  5. П окаж ите, что преобразование (7) тогда и только 
тогда обратимо, когда либо |i #  0 u £ ji]s — |i6* E i1T)i Ф 0 , либо |t =  0
и gini Ф 0.

З а д а ч а  6. П окаж ите, что
а) выбором координат (х:у) можно добиться того, чтобы нижние 

N строк матрицы С составляли обратимую кватернионную NxN-  
матрицу;

б) любая матрица С, обладающая последним свойством, эквива
лентна (по отношению к указанным выше действиям групп Sp (л +  N) 
и GL (N; R)) матрице вида

где Е —единичная N X. N-матрица.
Поэтому без ограничения общности мы можем считать, что 

матрица С имеет вид (8) и, значит, матрица (1 )— при у= 1  — вид

(9) Cjt+D =  ! - £ | JC+|fi H f i - x f l ’

где Л  и б — постоянные (не зависящие от х) кватернионные мат
рицы размеров nXN  и N xN  соответственно.

Условие а из предложения 1 распадается тогда на два условия:

а ') матрица ЙТ В +  Л Т Л вещественна-,
а*) матрица Д T x - f  хВ вещественна для любого дс£Н.
З а д а ч а  7. П окажите, что условие а* выполнено тогда и только 

тогда, когда матрица В (а потому и матрица ЙТ В [-Л Т Л из усло
вия а) симметрична.



Что же касается условия б, то оно, очевидно, равносильно 
следующему условию б ':

б') для любого кватерниона х £ Н  уравнения В| =  х£, А| =  0 

относительно вектора 5 =  (S i........... 6лОт  имеют единственное реше
ние 1 = 0 .

Чтобы построить (N, Sp (я))-инстантон, отвечающий рассмат
риваемым матрицам С и D (т. е. теперь уже матрицам Л и В), 
нам в первую очередь нужно найти ( я - f  Л/)Хя-матрицу и =  и(х), 
удовлетворяющую условиям (5). Мы будем искать ее в виде

о т

где U — кватернионная ^ Х я-м атр и ц а, a W — кватернионно эрми

това лхя-м атр н ц а (кватернионная матрица, для которой №Т  =  1Р).
З а д а ч а  8. Покажите, что матрица (10) тогда и только тогда 

удовлетворяет
а) условию и^и — Е, когда матрица W невырождена и

(11) W~* =  E +  UT U;
б| условию и1"о =  0, где v—матрица (9), когда— А + 1 / т (В — лг£)= 

=  0. т. е.— в предположении, что матрица В —хЕ обратима—когда
(12) U =  A ( B - x E ) - l J .

Покажите такж е, что отвечающий этой матрице потенциал (6) 
выражается формулой
(13) A = WUr  d U W + W - ' d W .

Таким образом, любые две кватернионные матрицы А и В, удов
летворяющие условиям а ',  а* (матрииа В симметрична) и б' до
ставляют нам (N, Sp (п))-инстантон F, потенциал которого выра
жается формулой (13), где U и V—матрицы, определенные форму
лами ( 11) и ( 12).

Потенциал (13) имеет особенности в точках х, для которых 
матрица В —хЕ необратима, но они устранимы калибровочным 
преобразованием (вызваны не существом дела, а выбором кали* 
бровки).

Вообще говоря, один и тот ж е (N, Sp (я))-инстантон F может 
получиться из различных матриц Л и В.

З а д а ч а  9. П окажите, что матрицы А, В и Л ь  Вх тогда и 
только тогда задают один и тот оке (N, Sp (п))-инстантон F, когда 
существуют такие матрицы R £ 0 ( N )  и Т £ S p  (л), что
(14) A i=  TAR, B1= R J  BR.

П оскольку B ^ B - J - a J A i  =  R~l ( B T fl -f-A T A) R (заметим, что 
R~l =  RT), отсюда — в силу теоремы о приведении к главным осям;
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см. теорему 2 лекции 11.21) , примененной к вещественной симметри

ческой матрице В-\-\~^А— немедленно вытекает, что без огра
ничения общности матрицу i i T f l - J -A T A в условии а ' мы можем 
считать диагональной.

Таким образом, окончательно мы получаем следующее пред
ложение:

П р едлож ен и е 2. (Л/, Sp (п))-инстантоны параметризуются 
парами таких кватернионных матриц (Л , В) размеров л х  А и NxM  
соответственно, что

1° матрица В симметрична ( В т  =  В);
2° матрица Й 7 В - { - Л т Л вещественна и диагонально-,
3° для любого кватерниона х £ Н  уравнения /*£ =  *£ , A j =  0  от

носительно вектора 6= ( 6i ........... Sw)T  имеют единственное решение

Две пары (Л , В) и (Л ь  fli) тогда и только тогда дают один и 
п ш  же инстантон, когда они связаны формулами (14), где R £ 0 (n ) ,  
Т £  Sp (л). □

Введя в рассмотрение факторпространство 5Ш„ (Л') простран
ства всех пар (Л , В), удовлетворяющих условиям I 0—3°, по отно
шению эквивалентности, задаваемому формулами (14), мы можем, 
следовательно, сказать , что (Л/, Sp (п))-инстантоны F находятся 
в естественном биективном соответствии с точками пространства
аи„ (n).

Принято говорить, что m n (N) представляет собой простран
ство модулей (N, Sp (п))-инстантонов.

Топология пространства Ш1„ (А ) , безусловно, очень интересна, 
но о ней известно очень мало.

З а д а ч а  10. П окажите, что пространство Ш 1„(А) содержит 
открытое всюду плотное (т. е. такое, что его замыканием служит 
все Ш1„[(А)) подмножество £Ша (Л/), являющееся гладким многообра
зием размерности 4 ( л + 1 )  N—п ( 2 л + 1 )  (при л = 1  размерность 
равна 8N — 3).

Построение карт многообразия Ш1^(Л0 затруднено необходи
мостью учитывать факторизацию по соотношениям (14). Впрочем, 
если мы дополнительно пронормируем пары (Л , В) требованием, 

чтобы диагональные элементы матрицы f l T f l - J -A T A не возрастали, 
то вне некоторого нигде не плотного замкнутого множества (кото

рое, не теряя общности, мы можем из (А ) исключить), отве

чающего парам (Л, В), для которых матрица А т Д-( Л Т Л имеет 
повторяющиеся диагональные элементы, мы можем в соотношениях
(14) считать матрицу R единичной, т. е. считать, что точками мно
гообразия ЗЛл (А) являются классы пар (Л, В) по отношению жви-
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валентности (Л х, B i)~ (A , В), имеющему место тогда и только тогда,
когда
(15) Л х«= ГЛ  и Вг =  В,
где T ^S р (л).

Конечно, это упрощает задачу, но все равно она остается очень 
трудной— и до сих пор фактически нерешенной.

Рассмотрим более внимательно случай я =  1, когда мы имеем 
дело с Л'-ннстантонами в смысле лекции 22.

При я =  1 матрица Л представляет собой кватернионный век
тор > .= (X i, . . . .  Xjv) длины N, а условия 1°—3° являю тся не чем 
иным, как условиями на пару (X, В), указанными на стр. 384.

Матрица U, задаваемая формулой (12), является при л = 1

кватернионным столбцом u =  (ux........... ujv)T  высоты N, а матрица W,
задаваем ая формулой ( 12) — положительным вещественным числом.

З а д а ч а  11. П окажите, что при л =  1 дифференциальная 
форма — W - l dW с вещественными коэффициентами является веще
ственной частью кватернионной дифференциальной формы

wl/ t  d u w  “ Т  du

N _ N

где | и |2 =  и т м =  2  I “ < l*> u T “ =  2  *u‘‘
<=l <=l

Следовательно, при л = 1  формула (13) для потенциала УУ-ин- 
стантонов может быть записана в следующем виде (как всегда, 
мы опускаем аргумент х £ Н )

ыт  du
(16) Л =  1ш

где к =  А ( В — ж)т . (Конечно, это не то и, что, скаж ем , в фор
муле (6).)

Что ж е касается соотношений (15), то при я = 1  они имеют вид
(17) Я.,=/Х, В ,  =  В .
где /£ Н,  |<| =  1. Поэтому при Хх Ф 0  мы можем нормировать век
тор Я,, требуя, чтобы его первая координата А,х была веществен
ным положительным числом. Это однозначно нормирует вектор X, 
но исключает точки — такж е составляющие нигде не плотное 
замкнутое множество — для которых Хх =  0.

Поэтому мы получим карту многообразия 2Jln(Af) (или, как 
говорят физики, — независимые параметры, задающие АЛинстантоны), 
наложив условие Хх >  0  и отобрав из элементов матрицы В  и век
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тора Я, составляющих пару (\, В), подчиненную условиям 1°—3 °, 
независимые элементы, через которые выражаются все остальные.

Пусть B =  lbi j l ,  i, } -  1, . . . .  N, где b , j~ b j i  (этим мы автома
тически учли условие 1°). Тогда диагональные элементы матрицы 

имеют вид
N N

2  J/Ау +ХА/ = 2  I ьч !•+1VI* i = l  /•!

н значит, вещественны. Поэтому условие 2° сводится к N (N— 1)/2 
соотношениям

\

(18) 2  М / *  +  Х/Х* =  0 . / < к,
< = I

выражающих равенство нулю недиагональных элементов матрицы 

f l T B - f \ T X. Следовательно, чтобы получить карту многообразия 

SDll (<V) нам надо решить уравнения (18), т. е .,  точнее, приняв 
часть кватернионов в Ь/,  X- за  свободные неизвестные, выразить 
через них все остальные. Кроме того, надо принять во внимание 
условие 3°. Как впервые заметили Корепин и Ш аташвили, решить 
уравнения (18) удается при N <  3 , но уже в случае N =  4 воз
никают непреодолимые— если мы хотим действовать только 
с кватернионами— алгебраические препятствия.

При N = 1  условия (18) отсутствуют и 1-ннстантоны задаются 
кватернионом Ь — Ьц и числом X =  Xi >  0. Следовательно, потен
циал А имеет в этом случае вид

* X2(b—x ) -1d (b —x)~1 к*(Ь —х)~1(Ь— x)-*dx(b— дс) - 1
А= ы — 1 + Х«"| --------- Ч » \ ь - х \ - * --------- =

, \ *dx(b—x )-1 y.*{b—x)~1dx
~  ~  Im Л»-гI/>—*!» •

З а д а ч а  12. Покажите, что этот потенциал калиСровочно 
эквивалентен (вне точки Ь) потенциалу А  ̂ ь, задаваемому форму
лой (22) лекции 21. [ У к а з а н и е .  Положите у — Х* (b—x )~ l - f  ft.)

Если матрица В — мы возвращаемся к произвольному N — 
является диагональной матрицей с различными диагональными 
элементами Ь\, Ьл\, а все числа . . . ,  Ядг вещественны и 
положительны, то условия 1°— 3° автоматически выполнены и по
лучающийся jV-инстантон можно рассматривать как суперпози
цию -V инстантонов A, h , 1 = 1 ,  N, из лекции 21. Это реше-I* i
ние инстантонных уравнений называется решением ’т Хоофта.
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При Л’ =  2 имеется только одно уравнение (18):

+  XtX* =  0.

Это уравнение линейно по Ьц и потому легко реш ается— до
статочно принять за свободные неизвестные число Xi >  0 и кватер
нионы bit, btt, X*. Тогда при Ьц т- О

(Ьибц +  XiXt)
(19) 6 , ,= ------------------------- ■

Условие 3° состоит при п =  I и Â  =  2 b  требовании, чтобы для 
любого х(*Н  уравнения

fruSi+ fruSi =  *Ei.
Ь u li *(■ ̂ ssIj =  *£*»

X,gi+X,5i =  o 
имели только нулевое решение £ j “ 0 . i t  — 0.

Но, исключив с помощью третьего уравнения g j, мы для 5* 
получим уравнения

(xXi — ЬцУ.1 'X i +  Лц) 5i =  0,

(x  +  ftuXi — Ьгj )  5» =  0.

Поэтому условие 3° выполнено тогда и только тогда, когда для 
любого кватерниона х хотя бы один из коэффициентов при £t 
в этих уравнениях отличен от нуля, что при X* ?£ 0 имеет место, 
как легко видеть, тогда и только тогда, когда

(20) Ьц— frijXiXi 1 /  Ьц— fritXi *Х|.

Этим доказано, что число Xi >  0 и кватернионы Ьц Ф 0 , Ьц 
и Xt ф 0 , удовлетворяющие условию (20), где 6и  определяется 

формулой (19), составляют в некоторой области многообразия ШЬ (2) 
систему независимых параметров (т. е. что зта область является 
координатной окрестностью, локальными координатами в которой 
служат число X и коэффициенты кватернионов 6ц , Ьгг и Xt). В  част

ности, мы видим, что размерность многообразия (2) равна 1 -|- 
- J - 3-4 =  13 =  8 * 2 — 3; см. задачу 10.

Если мы хотим получить карту, покрывающую исключенные 
инстантоны— отвечающие случаю, когда X j= 0  и 6, ,  =  0 — необхо
димо по другому выбрать свободные неизвестные.

Впрочем, для практических целей обычно достаточно описать 
исключенные инстантоны как члены семейства, зависящегося от 
меньшего числа переменных. (Геометрически это означает, что их 
совокупность представляется в виде подмногообразия — возможно 
тоже с  особенностями — меньшего числа измерений, примыкающего 
к построенной 13-мерной области.)
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З а д а ч а  13. Покажите, что 2-инстантоны с * ц  =  0  и ^  =  0 
параметризуются числом X, >  0 и кватернионами * ц ,  * л ,  удовлетво
ряющими неравенству Ьц-\-Ьп Ф 0 (и, значит, образуют 9 -мерное 
многообразие).

Случай N =  3 трактуется аналогично.
В  этом случае мы имеем три уравнения (18):

*и^1» +  bubtt +  * i* * 2» +  XiXj -  0 ,
(21) *u*i»+fti2^2»+^i»^s» +  XA* =  0,

* 1 2 *  4  +  Ь ггЬ -lt - f -  * 2 3 * 3 3  +  =  0 .

Выбрав за  свободные неизвестные кватернионы Ьц, *ц . Ьгг. * 2», 
и число Я.1 >  0 , мы при Ь12 Ф 0 можем найти кватернион Ьц из 
первого уравнения (21). Тогда остальные два уравнения относи
тельно кватернионов *83 и Х3 приобретут вид

* и * м  +  XiX* =  а, &2з6зз +  ^2̂ *— Ь,
где е й  * — известные кватернионы и, значит, при ХгФ — X j*2a 
будут однозначно разрешимы. Это д а ет— с учетом условия 3°, 
которое, как легко видеть, сводится к некоторым неравенствам,—  
семейство 3-инстантонов, зависящ их от 1 - f 5 - 4  =  2 ! = 8 - 3 — 3 веще
ственных параметров. При Х* =  — Xi*23 или * п  =  0  получаются 
еще три сем ей ства,'два зависящ ие от 17 вещественных параметров 
(числового параметра и кватернионных параметров * ц ,  * ц ,  * 22, 
* t3 и соответственно Ьп , * 22. * 2*. Xj) и одно— от 13 веществен
ных параметров (числового параметра Xt и кватернионных пара
метров * п ,  * и , * 2»), подчиненных соответствующим неравенствам.

При N — 4 этот метод не работает, так как для получаются 
(проверьте!) нелинейные уравнения.

Конечно, все эти вычисления практически ничего не говорят 
о топологии пространства ШЬ (N).



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ

Автоморфизм внутренняя 244 
Автоморфизмы 105. 154
— накрытия 92 
Алгебра ассоциативная 228
— голономии связн ости  344
— Ли коммутативная 231
— нормированная 429
— с делением 150 
А лгебр аи ческая /(-теория 4 0 9  
Алгебры изотопные 150 
Апнулятор форм в 1............/>* 176
— формы 6  294 
Антинистантон 384
Асимптотически равны е функции 372 
А тлас тривиалиаирующ ий 102. 155 
$ -а т л а с ы  экви валентны е 121

Б аза  векторного расслоения 102 
Б ази с ортонормированный 127
— сопряженный 302  
Б ази сы  модуля 104 
Б у к ет  448

Векторное |$-расслоение 121
— расслоение 101
— умнож ение 428  
Вертикальное подпространство 175 
Вещ ественная часть кватерниона 125
— — октавы  144
Внешний дмфференцнал формы 292
— коварнантный дифференциал 367
Всю ду плотное подмножество 315

(i§ . a F ( геометрия 153 
Геометрия Клейна 154 
Г лавн ая билинейная часть 226 
Г лавн ое ^ -п р о стр ан ство  19
— 55-расслоение 19
— гладкое действие 285 
Г ладкое поле подпространств 176 
Г лад ко сть  слабейш ая 264 
Гомоморфизм надстроечный 471 
Гомотопны пунктированные 443 
Гом отопическая группа абелева про

стран ства 451
— — линейной связности 435
— —^пунктированного пространства

Гомотопические классы  путей 47  
Гомотопия гл ад к ая  308
— кусочно гл ад кая  308

.Г о м о то п и я  с  подвижными концами 
315

Гомотопные r e l/ n  отображ ения 443  
Гори зонтальная дифференциальная 

форма 288  
Граница пространства 443 
К -груп п а 409  
Группа Вейля 96
— гладкая 17
— голономии 3 0 8 , 350
— — ограниченная 309
— — су ж ен н ая 309
— — в точке 351
—  Ли 17
— — ком плексная 227
—  — матричная 227
— метастационарная 457
—  монодромии 66
— накрытия в точке 84
—  преобразований 16
—  си м плектическая 129
— структурн ая 19
— топ ологическая 17
— уни версальн о накрываю щ ая 271
— ф ундаментальная 51 
Группоид фундаментальный 52 
Группы  когомологии комплексны е 391
— ло кальн о  изоморфные 270

Д ействие вполне р азр ы вн ое 36
— гладкое 17
— ди скретн ое 36
— непрерывное 17
— сл ева  16
— сп р ава 16
— топологически эффективное 157
— триви альн ое 24
— эффективное 16 
Д и агонали зацня связн ости  184 
Д иаграмма коммутативная 441 
Дифференциал коварнантный 221 
Дифференциальные формы со  зн аче

ниями в г\ 290
Д и ф ф еренцированиековариантное1 9 4 , 

2 0 4 , 221

Евклидовы  векторные расслоения 129 
Единица гомотопическая 445 
Единицы кватернионные 124
— октавн ы е 144
— разбиение 133. 410

Един нчный куб  пространства 443
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Закон  дистрибутивности лсвыП 475
— — правый 475
З ар я д  топологический 383
Звездн ость 242
^''•’ -значиая дифференциальная форма

степени г  289

И зометрия 127
< $ . W «-изоморфизм 154, 156 

-изоморфизм 123 
зоморфнзм 14, 105, 127

— векторного расслоения 105
— Гуревича 445
—  над 33 15
— накрытия 36 

-изоморфизмы 24 
зоморфизмы координатные 154

И нвариант Хопфа 4 2 4 , 474
*-инстантон 384
Инстантон 384

Калибровочное поле с  потенциалом 
А 380

К анонические координаты второго 
рода 266

— — первого рода 242 
К арта согл асован н ая 262 
К арты нормальные 242 
К вази груп па 149
— гладкая 150
— Л и 150
•— правая 149
— топологическая 150 
Кватернион вещ ественный 125
— мнимый 125
Кватернионы сопряж енны е 126 
К ласс полный П онтрягина 401
— — Ч ж ен я 401
— реализуемы й 88
— тривиальный 435
— характеристический 3 92 , 4 0 0 , 402
— расслоения 435
— Эйлера 406
К лассы  когомологий 118
—  П онтрягина 396
— Ч ж ен я 395
Ковариантная производная поля 192
— — сечения 189 
Комплексиф икация расслоения 106 
Комплексифицируемость 136 
Компоненты 1-тензора 202
— векторного поля 186
— тензора 334
Конец обобщенного пути 49
— пути 40
Константы структурн ы е 228  
Конструкция Хопфа 4 27  
Координаты ^ '- з н а ч н о й  формы 291
— нормальные 242
К оцикл над группой покрытия 115
—  склеиваю щ ийся 115
— — расслоения 115 
Коциклы когомологические 118
— матричные 115 
Коцилиндр 42
Коэффициенты связн ости  179 
К оядро гомеоморфизма 65 
К ри вая гори зонтальн ая 185, 3 (9
—  интегральная 187

К ри вая кусочно гладкая 307 
Кронекерово произведение матриц 209

Л а ссо  м алое 310
— элементарное 311 
Л ин еалы  правы е 101 
Лифт 6 9 . 185
— кривой 185
— отображ ения 69  
Л окал ьн ость  операторов 196

М атрица форм кривизны  339 
Д-местный функтор 212 
М етрика 133
— гладкая 200

• ^-м н огообрази е 17
М ногообразие интегральное 248
— — максим альн ое 248
— квазикомплексиф ицируемое 138
— квази ком п лексн ое 136
— параллели зуем ое 109 
Многочлен инвариантный 387 
М нож ество ровно накрытое 33 
Модули б ази са 104
М одуль октавы  145 
Монодромия 66 
Морфизм 14, 105
— векторного расслоения 105
— над 3 3  15
Морфизмы регулярны е 168 
М ультиинстантоны 3S4

Н адстройка 471 
Н акрытие 33
— гладкое 38 
групповое 271
— комплексно-аналитическое 38
— конечнолистное 34
— однолистное 38
— односвязн ое 67
— пунктированное 94
—  регулярное 96
— триви альн ое 38
— ун и версальн ое 88 
Н акры тия подчиненные 86  
Н ачало обобщенного пути 49
— пути 40
Норма кватерниона 126
— октавы  145

О вещ ествление расслоен ия 106 
О крестность нормальная 242
— тривиализирую щ ая 3 1 ,  1 0 2 , 155
— ш аровая 310  
О ктава 144
О ктавы  сопряж енн ы е 144 
Оператор кривизны  330 
Операции А дамса 418  
Орбиты 167
Отображ ение надстроечное 471
— ло кальн о  гомеоморфное 255
— н акры ваю щ ее 33
— перехода 113
— поднимаемое 69
— послойное 14, 104
— пунктированное 443
— сдви га 19
— сопряж енн ое 213
— факторное 15
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О тображ ен и е характери стическое 434
—  эквивариантное 19
— экспоненциальное 239
— эпиоморфное 15
Отображении пунктированно гомотоп

ные 443

Петли гладко  гомотопные 308
— комбинаторно эквивалентны е 311
— кусочно гладко гомотопные 308 
П етля в точке 48
— гомотопная нулю  309
— м алая 310
П еренос параллельны й 3 07 , 350 
П одгруппа 20 
абстр актн ая 2 4 6
— алгебраи ческая 261
— гл ад кая  227
— ди скретн ая 35 
зам кн утая 3 5 7
— Л и 227
— однопарам етрическая 236
— стационарная 66 
П одгруппы сопряж енны е 84 
П одмногообразие консервативное 249 
П однятие 69
— горизонтальное 299
—  кривой 198. 349
— отображ ения 69 
П одрасслоеиие 247 
П окрытие нумернруемое 133
— тривиализирую щ ее 102 
П оле ^-векторное 103
— t -ковекторное 202
— 1-тензорное 202
— вертикальное 286
— горизонтальное 298
— горизонтальных подпространств 176
— левоинвариантное 229
— п араллельны х векторов 186
— разлож им ое 208
— эквивариантное 278
— Я н га — М иллса 3 8 2
Поли калибровочно эквивалентны е 383 
П оследовательность гомотопическая 

454
—  — точная 65
— точная 6 4 . 440
— —  в члене 64 
Поток полный 240  
П редставление группы , ассоциирован

ное с  действием 16
— линейное 301
— монодромии 66
— присоединенное 244 
л-проекци я 102
П реобразование калибровочное 376
— скольж ен и я 92
— элементарное 311
-------- петли 311
П риклеивание 4 2 3  
Принциц расщ епления 4 1 9  
П роекция кривой 185
— расслоения 13 
П роизведение путей 46
— форм скал яр н ое 385 
П рообраз расслоения 170
— связн ости  182 
П ространства сопряж енн ы е 213 
^ -п р остр ан ство  17
—  эффективное 17

^-ли нейн ое 122 
П ространство абелево 450
— верти кальн ое 175
— кватерннонное евклидово 127
— ло кальн о  односвязн ое 79
— ми кросвязн ое 79
— накры ваю щ ее 34
— иенакрываем ое 39
— односвязн о накры ваем ое 67
— односвязн ое 53
— паракомпактное 133
— п олулокальн о односвязн ое 79
— предгильбертово 385
— пунктированное 443
— расслоения 13
— расслоенное 13
— сопряж енн ое 213
— стяги ваем ое 53
— типа < $, ¥ )  153
— тотальн ое 13, 102
— удобное 74
— уни версальн о накры ваем ое 88 
Пути гомотопные 46
П уть 40
— обобщенный 49
— — кусочно гладкий 54
—  —  симметричный 51
— — специальны й 56
— обратный 46
— постоянный в точке 46
— специальный 315
— элементарный 315

Разбиение единицы 133, 4 1 0  
Р азм ер н ость 415
— расслоения 102 
Р ан г 415
Распределение инволю тивное 249
— вполне интегрируемое 248  
Распределения на SC  247  
Расслоен и е 13
— аффинвое 155
— — евклидово кватерниониое 1 3 0
— — псевдоевкли дово  129
— — унитарное 129  
  ориентированное 1 29
—  в см ы сле Гуревича 43
— векторное 101
—  — метризуемое 133
— — енмплектнческое 101
—  — триви альн ое 107
— ви ртуальн ое 4 1 5
—  гладкое 170, 175
— касательн ое 109
—  ко касательн ое 218
—  ло кальн о  тривиальное 31
— над 9 6  13
—  нумернруемое 133
—  ориентируемое 133
— полож ительное 4 1 6
—  реперов 111
— с  типичным слоем 14
—  тавтологи ческое 421
— типа 129
-------- < 3 . оГ> 155
—  триви альн ое 25
— Хопф а 473
• !$ . a F  1-расслоения 155 
^ -р ассл оен и я  24
— тривиальны е 25



490 ПРЕ ДМ Е ТН Ы П  У К А З А Т Е Л Ь

Расслоен и я главны е тривиальны е 20
— изоморфные 14, 105
— стационарно эквивалентны е 408
— характеристический класс 435 
Расш ирение расслоения 162 
Редукци я главн ого  расслоения 164
—  расслоения 162
— — к группе $  121
—  —  — подгруппе Ж  162
Р я д  инвариантный формальный 402

Свободное многообразие 17
— ^ -п р о стр ан ство  17
С войство гомотопической инвариант

ности 4 40
— фуикториальности 4 00 , 4 4 0 , 445 
С вязности 43
— ди агонализация 184
— коэффн циенты 179
—  прообраз 182
— формы 179 
С вязн ость 179 , 279
— в см ы сле Гуревича 43
— индуцированная 353
— метрическая 201
— на главном расслоении 279
—  —^гладком  векторном расслоении

—  — расслоен на | [ $ ” ] 300
—  п лоская 345
— с абсолютным параллелизмом 348
— согл асован н ая е метрикой 201 
Сдвиг левый 26
Секущ ие поверхности расслоения 187 
Семейство гладкое 184 
Сечение гладкое 187
— расслоен » л 27 , 103 
Слой 13
— расслоения 102
— типичный 14 
С оставляю щ ая однородная 4 00  
Составляю щ ие однородные ряда 402 
Стабилизатор 66
С труктура квази ком и лсхсн ая 136
— ком плексная 123
—  стандартная 123 
Структуры  комплексные 107 
Сумма Уитни 122

Е-тензор 202
Тензор кривизны 333
Тензорное произведение вектор ов 210
— — отображений 210
— — полей 203
— — пространств 210
— — расслоений 2*7
— — сечений 220
— расслоение типа (г , .1  218  
Теорема Адо 269
— Амброза — Сингера 358
—  Кирхгофа 143
—  Ли третья 269
— периодичности Ботта 45/
— редукции 318
—  Титце 464
—  У рысона 462

Теорема Ф рейденталя 2 65 , 472
— Хопфа о  продолжении 462
— Ям абе 264 
Теория М орса 457  
Тип конечный 411
— — расслоения 411 
Т ож дество  Бианки 367 
Т оп ология ком п актн оо ткр ы тая 42 
Точка неподвижная 30 
Т риви али заци я 102, 155
— гладкая 171
— ковариантно постоянная 348
— расслоения 3 1 , 102. 155

У множ ение векторное 428
— Д ж екобсон а 229
— векторное непрерывное 429
— скал яр н ое 127, 200 
Унитоиды 427
— топологические 427  
Уравнение Я н га — М иллса 381 
Урысона больш ая лемма 462
— функция 462

Ф акторпростраиство 15 
Ф актортопология 15 
Форма автодуальн ая 374
— анти автодуальн ая 374
— кривизны 3 39 , 355
— связн ости  298
— фундаментальная 293
— эквн вариан тная 2 96 . 368 
Формы связн ости  179 
/^-функтор 409
Ф унктор гладкий 214
— двуместный 212
—  коварнантный 2 1 3
— комплексификацин 214
— контравариантный 2 1 3 , 409
— непрерывный 214
— овещ ествления 213
— прямого сумм ирования 212
— р-й внешней степени 213
— сопряж ени я 213
— тензорного умнож ения 212 
Функции склейки 117 
Ф уыкционал F ] (^ -поли ли н ей н ы й  204
— Я н г а — М иллса 
Ф ункция перехода

Х ар актер  П онтрягина 404
— Ч ж ен я 403

Ч астная коварнантная производная 
190, 2 0 5

Ч астны е ковариантны е производные 
205

Ч асть  кватерниона скал яр н ая  125
— расслоения 3 1 , 1 03  
Ч и сла Кэли 144 
Ч и сло Ч ж еня 3 9 7
— ли стов  34

Эпиоморфизм 15


