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Бу китоб университетлар~*«а п9да/_оин«г''институтларининг
дифференциал геометрия программалари асосида езилди. Би­
рок, куп э*ти5жлар назарда тутилиб, айрим пуиктларда прог- 
раммадан четга чицилди. Бу пунктлар ва параграфлар (*) ишо- 
раси билан курсатилди Ски майда шрифт билан терилди.

Текстда 250 дан ортик» мисол ва машклар берилди; у ку в  
чилар уларни тегишли темалар утилиши билан ечиб боришла- 
ри лозим.

Векторлар алгебрасига багишланган бнринчи бобда исбот- 
лар йук деярли. Бу боб векторлар алгебрасини „эслаш конс- 
пекти* деб ^аралиши керак.

Ушбу .Дифференциал геометрия курси‘нинг чизнцлар 
назариясига доир(1—X) бобларини авторлар биргаликда тузди. 
Сиртлар назариясига бапииланган (XI—XIII) бобларни М. А.

|  Собиров езди. Машк ва мнсолларни *ам асосан М. А. Соби- 
ров туплади ва тузди.

Фойдаланилган адабиСт руйхати китобнинг охирида бе­
рилди.

Дифференциал геометриядан узбек тилида биринчи марта 
нашр этилган бу кулланмани айрим камчиликлардан холи деб 
булмайди. КУлланма тугрисидаги фикр ва муло^азаларингизни 
авторларга куйидаги адрес оркали бзиб юборишингизни илти- 
мос циламиз:

Тошкент, Навоий кучаси, 30. Укувпеддавнашр.

Авторлар
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К И Р И Ш

Элементар геометрия курсида тузилиш жи^атидан оддий 
булган чизицлар: тугри чизик, кесма, учбурчак, купбурчак, 
айлана ва унинг бйлари; сиртлардан эса текислик, сфера, дои- 
равий цилиндр, конус, пирамида, призма ва бошца купе^лар- 
нинг хоссалари урганилади. Бу маълумотлар олий математика* 
да эгри чизик ва сиртларнинг хоссаларини урганишда ёрдам 
беради. Масалан, эгри чизикларнинг купгина хоссаларини ички 
чизилган синик чизицлар воситасида, эгри сиртларнинг хос­
саларини эса купёклар воситасида текшириш мумкин ва по­
казе.

Аналитик геометрия курсида элементар геометрияга хос 
масалалар: оддий эгри чизиклар (эллипс, гипербола, парабола, 
айлана) ва оддий сиртлар (эллипсоид, параболоид, гипербо­
лоид, конус сирт) арифметика ва алгебра методлари ёрдами- 
даги (координаталар системаси воситасида) текширилиб, наза- 
рий ва амалий масалаларни ечишда умумий алгебраик метод- 
лар ва формулалар берилади.

Дифференциал геометрия курсида эса *ар кандай эгри чи- 
эик ва сиртнинг хоссалари урганилади. Хабтда турли-туман 
шаклли чизик ва сиртлар учрайди. Кеманинг йули, планета- 
нинг фазодаги ^аракат траекторияси, турли шаклдаги пружи- 
налар эгри чизикларга мисол була олади; юш<а жисмларнинг 
чегаралари, юпца пардалар, jjap хил копламлар эса сиртларга 
мисол була олади. Купгина буюмларни ишлаш усуллари, жисм­
ларнинг сузиш ва учиш цобилияти, оптик ва бошца хосса­
лари уларнинг геометрик шаклига — сиртига безлик десак хато 
цилмаган буламиз. Келтирилган мисолларда соф математик 
чизик ва сирт тугрисида суз бормайди, албатта. Бирок биз
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уларнинг конкрет хоссаларини назардан социт килиб. Реал 
объектларни математик чизик ва сиртлар деб тасаввур кили- 
шимиз мумкин, чунки шунинг узи уларнинг математик хос' 
саларини текшириш учун етарлидир.

Хуллас, дифференциал геометрия эгри чизиклар ва £иртлар 
назариясидир. Дифференциал геЪметриянинг бу эгри чИзиКлар 
ва сиртларни урганиш воситаси эса, асосан, дифференциал 
хисобдир. Айрим масалаларни текширишда интеграл з{И*соб ва 
дифференциал тенгламалар назариясидан *ам фойдала**илади. 
Кенгрок маънода олганда, дифференциал геометрияда фойда- 
ланиладиган метод — математик анализ — чексиз кичик.1»ар хи- 
собидир. Бу метод текшириладиган объектни маълум д,аража- 
да чегаралайди. Дифференциал геометрия чизик ва сиртл*арнинг 
чексиз кичик кисмларига дойр хоссаларни текширади. 6 >У хос- 
салар, одатда, .дифференциал* хоссалар дейилиб, ч ^ зиК ва 
сиртнинг айни бир „нуктасига* тааллуклидир. Яъни у/лар бу 
нуктанинг* ни^оятда кичик атрофига боглик булиб, 4 tf*3HK ва 
сиртни аникловчи тенгл»маларга кирган функцияларни*нг ШУ 
нуктадаги турли тартибли хоссалари оркали ифодалан;адиган 
катталиклар билан тасвирланади. Модомики, дифференциал 
Хисобни асосий восита килиб олар эканмиз, текширил»аДиган 
чизик ва сиртларни шундай шартларга буйсундири» шимиз 
керакки, улар дифференциал *исобни татбик этишгГа им- 
кон берсин, яъни чизик ва сирт тенгламаларига кк«РУВчи 
функциялар узлуксиз ва етарлича тартибли *осилала{рга эга 
булсин.

Дифференциал геометрия анализ билан бирга ривож .:ланди, 
геометриянинг баъзи тушунчалари анализнинг тегишли т^ушун- 
чаларидан олдин келиб чикди. Масалан, уринма тушуунчаси 
Хосила тушунчасининг, юз ва *ажм тушунчалари эса интГгегРал 
тушунчасииинг келиб чикишига сабаб булди. Демак, ^анализ 
билан геометриянинг турли тушунчалари ва масалаларим бир- 
бирини такозо килиб келди ва улар бир-бирига чамСбаРчас 
богликдир.

Геометрик объектларнинг чексиз кичик кисмларин«игина 
текшириш билан чегараланишнинг яна бир катта а х а м и я т Д О  бор: 
чизиклар ва »иртлар орасида юз берган богланишлар улаэРнинг 
чексиз кичик кисмларида, купинча, соддалашади ва о » йДИн'
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лашади, бунинг учун юкори тартибли чексиз кичиклардан вак* 
тинча воз кечишга тугри келади. Шу туфайли, объектларнинг 
тузилишида юз берган цонуниятни билиб оламиз.

Хар бир математик предмет ^ацида тугри тасаввур олиш 
учун унинг мазмуни билан чукур танишиш лозим. Тарихий 
маълумотларни китобимизнинг охирига кучириб, дифференциал 
геометриянинг узини бабн этишга утамиз.



Биринчи боб

ВЕКТОРЛАР АЛГЕБРАСИНИНГ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

§ 1. Векторлар ^ацида асссий тушунчалар
Математика, физика ва бошца амалий фанларда учрайдиган 

катталиклар икки хил булади. Баъзи катталиклар маълум ул- 
чов бирлигида олинган сон кнйматининг ёлгиз узи билан 
ифодаланади. Масалан, вакт, жисмнинг бирор нуктасидаги тем- 
ператураси, кесманинг узунлиги, юз, ^ажм? жисмнинг массаси 
ва бошцалар шундай катталиклардир. Буидай катталиклар 
скаляр  катталиклар деб аталади. Сон киймати ва фазодаги 
йуналиши билан ифодаланадиган физик катталиклар *ам бор. 
Масалан, куч, тезлик, тезланиш, электр потенциал ва бошка- 
лар шундай катталиклардир. Бундай катталиклар вектор кат­
таликлар деб аталади.

Хар бир вектор катталикни, геометрик усулда, узунлиги 
шу вектор катталикнинг сон цийматига тенг, йуналиши эса шу 

вектор катталикнинг йуналишида булган 
кесма билан тасвирлаш мумкин. Бундай 

^  ^  вектор катталикни геометрик вектор ёки,
кискача, вектор деб атаймиз.

1-4MJMJ. Векторларни устига чизик тортилган
иккита капа *арф ( АВ) билан ёки битта 

кора бзма *арф (а) билан белгилаймиз. 1 -чизмада Л В вектор 
курсатилган. А нуктани векторнинг боши, В нуктани вектор- 
нинг охири  (учун) деб кабул киламиз. А В векторнинг
сон кийматини, _яъни маълум бир масштабда улчан-
ган узунлигини \АВ\ билан еки АВ  билан белгилаймиз: |АВ\=* 
—АВ. АВ  кесманинг узунлиги (мусбат сон) АВ  векторнинг мо­
дули  дейилади. Агар вектор а  билан белгиланган булса, унинг 
модули а билан белгиланади. Бундай кейин биз *ар кандай 
физик катталикни тегишли геометрик векторга алмаштириб 
доимо шундай вектор билан иш курамиз. Векторнинг боши 
унинг чуйилиш  нуцтаси дейилади. Боши ва охири устма-уст 
тушган вектор ноль-вектор деб аталади ва 0  билан белгила­
нади. Ноль-векторнинг модули 0 га тенг.
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Таъриф. Бир тугри яизицда ёки параллел  тугри чизиц- 
ларда ётган векторлар к о л л и н е а р  в е к т о р л а р  дейи- 
лади.

Агар икки а ва Ь вектор цу йидаги у к шартни цаноат- 
лантирса, яъни: 1) улар коллинеар ва 2 ) бир х и л  йуналган  
ва 3) уларнинг узунликлари тенг булса, у цолда, бундай 
икки вектор у з а  р о т е н г  в е к т о р л а р  оейилади.

_2-чизмада ABCD  роыб курсатилган. Бунда АВ Ф AD, 
АВ = DC.

Векторларнинг тенглигидан шундай натижа келиб чицади- 
ки, *ар бир векторнинг йуналишини саклаб, уни исталган жой- 
га кучириш мумкин. Бундай вектор эркин вектор деб аталади.

Бундан кейин векторларни 
бир жойдан иккинчи жойга ку­
чириш ^ацида гапирганимизда, 
уларнинг йуналишини саклаган 
*олда кучиришни тушунамиз.

- а  а
З-чизма.

Узунликлари тенг ва йуналишлари карама-царши векторлар
3-чизмада курсатилган.

§ 2. Векторларни цушиш
Агар бирор М  нукта А вазиятдан В вазиятга, сунгра В ва- 

зиятдан С вазиятга кучса, М  нуцта А вазиятдан С вазиятга 
кучган булади (4-чизма).

Берилган икки вектор йигиндиси куйидагича топилади: век­
торларни бошлари битта нуцтада буладиган цилиб кучи- 
рамиз ва улардан параллелограмм ясаймиз. Ш у векторлар 
билан умумий бошга эга булган диагонал вектор берилган 
икки векторнинг й и г и н д и с и  дейилади (5-чизма).
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Агар бир неча векторни кУшиш керак булса, уларни юцо- 
рида курсатилган йул билан кетма-кет цушиш лозим.

Бир текисликда бтмаган учта вектор йигиндиси шу вектор-

6 -чизмада:

демак,

булади.

б-чизма.

а +  Ь =  ОЁ, Ш  +  с = OD = d, 

а +  Ь +  с =  ~OD =  d

§ 3. Векторларни айириш

Айириш, одатда, кушишга тескари амал булади: а — & =  
«=а+  (— &), яъни а  вектордан Ь векторни айириш учун а век- 
торга — Ь векторни кушиш керак (7-чизма):

a  — ft =  0 4  -~ 0 В ;  ОА +  (— ОВ) =  0 4  +~0С  =  0D.

Агар В ни А билан туташтирсак, ABOD  параллелограмм 
Хосил булади; ВА ва 0D  лар параллелограммнинг царама-^ар- 
ши томонлари булгани учун 0D  =  ВА булади.

§ 4. Векторни скалярга купайтириш

Тенг бир неча векторни кУшиб, векторни бир неча марта 
такрорлаш, яъни векторни бутун сонга купайтириш тушунча- 
сига келамиз:

та +  а (т марта).
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Демак, узунлиги а векторнинг узунлигидан т марта катта, 
йуналиши эса а векторнинг йуналиши билан бир хил вектор 
*осил булади (8 -чизма).

Векторни бутун мусбатсонга булиш тушунчасини киритамиз:

бундан

а 1— =  — • а т т С,

а тс.
Демак, а векторнинг йуналиши билан с векторнинг йуналиши 
бир хил булиб, с векторнинг узунлиги а векторнинг узунли­

гидан т марта кичикдир. Шун- 
а г?» '  дай ^илиб, векторни бутун

мусбат т сонга булганда 
унинг йуналиши узгармайди, 
узунлиги эса т марта камая-
ди. Энди рационал т =» *^->0
сонни олсак, у *олда,

8-чизма.
та =  — в 

Я

булади. Демак, Ь векторни топиш учун а ни мускат р  сонга 
купайтириб, ундан кейин мусбат q сонга булиш керак. Агар 
т манфий сон булса, у *олда, Ь векторнинг йуналиши билан 
а векторнинг йуналиши бир-бирига царама-карши ва Ь нинг 
узунлиги \т а \* = \т \а  була­
ди. а ва Ъ векторлар колли- 
неардир.

Таъриф. Бошлари у мумий 
нуцтага келтирилган. а, Ь, с 
векторлар бир текисликда 
ётса, улар  к о м п л а н а р  
векторлар дейилади.

Агар a, ft ва с векторлар 
компланар булиб, *еч кандай 
жуфти узаро параллел булма- 
са, уларнинг *ар бирини кол-
ган иккитасининг йуналиши буйича бзиш, яъни уларнинг ?tap 
бирини долган иккитасига коллинеар булган икки векторнинг 
йип1ндиси тарзида ифодалаш мумкин. 9-чизмада:

ОС =  ОА +  OB, UA =  та, OB =  nb 
булганлиги учун:

булади.
ОС = с =  та -+- nb
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Худди шунга ухшаш, компланар эмас уч вектор берилган 
булса, у *олда j{ap кандай туртинчи d  векторни уларнинг 
йуналиши буйича ейиш, яъни d  векторни куйидагича ифода- 
лаш мумкин:

d  =  та 4 - пЬ +  рс.

Бунинг учун, туртта векторни бир умумий 6 oyira келтириб, 
кирралари a, ft ва с векторлардан ясалган ва диагонал векто- 
pu d  га тенг булган параллелепипед тузиш керак (Ю чизма):

С

ОА' =  а, О А ■= та, OB’ — Ь, ОВ — пЬ\
75С' = с, ОС = рс; ОА +  ОВ = ОЁ; ОЁ +  ОС = OD. 

Демак, OD =  ОА +  &В +  ОС бки d  =  та 4- nb -f  рс.
Дифференциал геометрия курсида, купрок тугри бурчакли 

(Декарт) координаталар системаси ишлатилади. Бу координата- 
лар системасинкнг бошидан, ^ар цайси у^нинг мусбат йунали- 
ши томонига каратиб, узунлиги бирга тенг векторни кУямиз. 
Булар бирлик векторлар (ёки ортлар) дейилади. О Х  у^идаги 
бирлик векторни /  билан, O Y  уцидаги бирлик векторни J  би- 
лан ва OZ  уцидаги бирлик векторни эса k  билан белгилаймиз. 
Агар М  нуктанинг координаталари х , у, z  булса, ОМ = х i  +  
+  У / + г* булади, чунки:

ONt =  х , ONt — У, ONi =  z,
ONl — xi, ONt = yj, ON9 =  zk,

ON, +  W ,  -  ON. W  +  ONt = OM.

Демак, OM — ON1 -f  ONt +  ON3, яъни OM  =  x i  +  y j  4- zk  
( 11-чизма).

x, у ва z  сонлари ОМ  векторнинг координаталари дейи­
лади.
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Машцлар
1. Кандай шарт бажарилганда а, Ь ва с векторлардан учбурчак ясаш

мумкин?
Жавоб: а, Ь ва с векторлардан учбурчак ясаш учун а  +  Ь +  с — 0 бу* 

лиши шарт.
2. Туртбурчакнинг днагоналлари бир-бирини тенг иккнга булиб кесишса, 

бундай туртбурчакнинг параллелограмм булиши исботлансин.
3. Хар кандай учбурчакнинг медианаларидан янги учбурчак ясаш ыумкии- 

аигини исботланг.

§ 5. Векторнинг проекцияси ва координаталари
И кки йуналишидан. бири мусбат йуналиш деб цабул ци- 

линган m y F p u  чизиц у ц дейилади. АВ  вектор билан и ук
В

бир текисликда бтган булсин. А ва В нукталардан и га пер­
пендикуляр тушириб, и да а ва Ь нукталарни хосил киламиз.

ab векторнинг мусбат ёки млнфий ишора билан олинган  
узунлиги  АВ векторнинг и $ w a  (ёки и уцца туширилган)  
проекцияси дейилади. Уни биз аЬ билан белгилаймиз. ab век­
торнинг йуналиши билан и укнинг йуналиши бир хил булса, 
afc> О булади, акс холла a b < 0 булади (12-чизма). Векторнинг 
узунлиги билан шу вектор проекцияси орасида цуйидаги 6 o f -  
ланиш бор:

ab =  АВ  cos ?,
бунда ? — ук билан вектор орасидаги бурчак. Ук билан век­
тор бир текисликда Ётмаган холда ^ам натижа шундай була­
ве ради.

ОМ  векторнинг координата укларига проекциялари М  нук* 
танинг х , у, z  координаталарига тенг, чунки ОМ = х i +  y j  + zk , 
демак: x  = O M- co s* , y  =  OAf-cosp, z  =  OAf-cos^,
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бунда а, р, 7 — векторнинг координата уклари билан ташкил 
цилган бурчаклари.

Бундан куйидаги натижаларни чикарамиз.
Векторларни цущишда уларнинг проекциялари цуш ила- 

ди, масалан:
OMt = r x =  x ji  +  y j  +  z tk  ва OAf, =  г, =  x xl +  у J  -f- z xk 

булса,
OAf, +  OAf, =  r,  +  r ,  =  (x t -f  x j t  +  (у, +  У\) j  +  (z, +  z x)k.
Векторларни айиришда уларнинг проекцияларини бир-ба- 

ридан айирилади, масалан:

OAf, — OAf, =  г, — г, =  (x t—
—x j i  +  (у, -  у,)У +  (z, -  z x)k.

^ i ( xi* У1> zi). M t(x t, у„ z^) 
нукталар бернлган булса, Af,Af,

векторнинг координаталарини 
топиш осон:

A p f ,  =  OAf, — OMl = (x 2t  +
-+-У, /  -f z j t)  -  (x ,/ +  у ,/  +  z2*) =  *
-  (*i -  *i)* +  (У* — Уi)J +  (z , -  

_  - z x)k.
яъни AfjAf, нинг координаталари

•** —  x i » У* У1  > z * z i
булади (13-чизма).

Векторни т скалярга купайтиришда унинг л; а мм а проек­
циялари шу скалярга купайтирилади. Масалан:

тОМ  =  (mx) i  +  (m y)j +  (m z)k .

§ 6 . Векторларнинг скаляр купайтмаси

Таъриф. И кки вектор узунликларининг шу вектор ллр  
орасидаги бурчак косинусига купайтмаси бу векторларнинг 
с к а л я р  к у п а й т м а с и  деб аталади.

Скаляр купайтмани ab  ёки, баъзан, (ab) билан бедгн- 
лаймиз.

Таърифга мувофик:
ab  =  ab cos <р, 

бунда f  — о ва Ь векторлар орасидаги бурчак.
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Энди скаляр купайтманинг асосий хоссаларини ургаиишга 
утамиз.

Векторларнинг ацалли  биттаси ноль-векторга тенг бул­
са, уларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг булади.

Ноль-вектордан фарцли икки вектор узаро перпендику­
ляр  булса, уларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг б ула ­
ди. Масалан:

i j  =  0 , j k  =  0 , */ =  0 .
Аксинча, аЪ =  0 булиб, а ва b купайтувчилар ноль век- 

торга тенг булмаса, у  %олда a  J_ b булади, чунки ab cos? =  О 
шартидан, а Ф 0, Ь Ф 0 булганда. cos? =  0 эканлиги, яъни 
a _L р  булиши келиб чицади.

Й уналиш лари бир х и л  булган а ва Ь векторларнинг 
скаляр купайтмаси бу векторлар узунликларининг купайт- 
масига тенг. Масалан:

ab  =  abcosO =  ab.

Шунииг учун, аа =  а* булади. Бундан: a *=\a\-=Yаа  келиб 
чикади, баъзан, а =  \а\ =  \^а} шаклида *ам бзилади. Лекин 
У  а? шу шаклда колдирилади, ^унки а* илдиздан чикарилган- 
да мутлацо нотугри а — а  тенглик, яъни сон векторга тенг 
деган нотугри даъво келиб чикади. Суигги хоссани координата 
Укларидаги бирлик векторларга татбик этамиз:

i i ^ j j ^ k k  =  1.
Скаляр купайтма комыутатнв хоссага эга:

ab  =  Ъа.
Икки векторнинг скаляр  купайтмасини топиш учун  

улардан бирининг узунлигини иккинчисининг биринчиси йуна- 
лишига туш ирилган проекцинсига купайтирилса л;ам була­
ди. Хакикатан, ab  =  ab cos <? =  a-b  cos? булади, бу ерда бсоя» 
купайтма b нинг а йуналишига туширилган проекцияси Ь„ дир. 
Демак, ab  =  aba булади.

Худди шу йул билэи ab =  ба^эканини *ам исботлаш мум­
кин. Икки вектор йнгиндиси билан учинчи векторнинг скаляр 
купайтмаси таксимот конунига буйсунади, яъни

(а +  Ь) с  — ас +  Ьс
булади. Бундан:

(в 4- Ь) (с +d) =  (а +  Ь) с +  +  b) d  =  ас +  be + ad  +  Ьй 
келиб чикади.
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Энди, юкоридаги хоссаларга асосланиб, OAf,= jc,/ +  y j  +г ,Л  
ва UMt =  x j  +  y tf  +  z j i  векторларни скаляр купайтирамиз:

£Ш, • UM, =  ( x j  +  y j  +  z xk) ( x j  +  y j  +  z j t)
Ски

ШЛХ IJM, =  x xx t f  y t f t •+ z,zf.
Жумладан:

ОМг £)М, =*,* +  у,' +  г /
булади.

Ш г  UM, =  Щ 1
булганидан:

|ОЛГ,| =  V  х ?  +  у х'  +  z*
булади.

Машцлар
4. ОМ, =  /  - f  J  — 4ft, 6vH, =  /  — 2у 4  2ft векторлар орасидаги бурчак- 

ик аиикланг.
5. Параллелограмм лиагоналлари кпадратларининг йигиндиси томонлари 

Ввадратларининг йигандисига тенглигини векторлар ёрдами билан исботланг.
6. Учбурчакнинг учта баландлиги бир нуктада кесишади. Буни вектор­

лар ёрдами билан исботланг.
К у р с а т м а .  Учбурчакнинг А ва В ^чларидан утказилган баландликла- 

рининг кесишган нуктаси О  булсин. О нуктани С  билан туташтириб, 
TJC х  АВ  эканлигини исботлаймиз.

Ш  ±  ВС, UB хТГА  ва Ж  = —  й в .  Z A - U A - O C

булгани сабабли — (5? — U A , (Ш , б ? — ОВ) — 0  дан АВ- »  О 
келиб чикади.

§ 7. Векториал купайтма
Таъриф. И кки а ва ft векторнинг векториал купайтма- 

си деб шундай с векторни айтамизки, унинг узунлиги а ва 
Ь векторлардан ясалган параллелограмм юзининг сон ций- 
матига тенг булиб, бу с вектор а ва Ь векторлар текис- 
лигига перпендикуляр л;олда шундай томонга йуналганки, 
ана шу с вектор атрофида энг цисца йул буйлаб а дан Ь 
гача бурилиш z уци атрофида х  увидан у  укигача бурилиш 
каби булади (14-чизма).

Агар а  ва ft векторлар орасидаги бурчакни <р билан белги- 
ласак, у *олда томонлари а ва Ь лардан иборат параллело- 
граммнинг юзи S = b - h  булади. Энди Л =  a s m ?  булгани учун 
S  =  ab sin tp тенглик келиб чикади. а нинг ft га векториал ку- 
пайтмаси |aft] символи билан белгиланади.
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Векториал купайтманинг баъзи хоссалариии куздан кечи- 
рам из.

Агар векторлардан ацалли  биттаси ноль векторга тенг 
ёки векторлар параллел (коллинеар) булса, уларнинг веу- 
ториал купайтмаси нолга тенг булади. Аксинча, |ab\ — О

булса, а ф О, b ф О шартида 
а || Ь келиб чикади. Жумладан, 
\аа\ = 0  булади. Бу натижани 
координата укларидаги бирлик

--------------- - векторларга татбик этсак, ушбу-
>-* ' ни *осил киламиз: 4

[</] =  *. Ik j \ = l .  \ k l \ - j .
Агар f l i f t  булса, у *олда, 

14-чизма. \a b \= c  векторнинг узунлиги
с =  ab sin 90° =  ab булади.

Скаляр купайтувчини векториал купайтма белгисидан таш* 
карига чикариш мумкин, бунда:

\mab\ — т \ab\ ва \a mb\ =  т \ab\
булади.
Векториал купайтма таксимот конунига буйсунади:

[(<* -+- Ь) с\ =  [ас\ +  [&с].

§ 8 . Аралаш купайтма

Агар а ва b векторларнинг векториал купайтмасина 
учинчи с векторга скаляр купайтирсак, сон (скаляр) келиб  
чицади. Бу скаляр уч векторнинг аралаш, купайтмаси дейи­
лади ва цуйидагича белгиланади:

\ab\c  =  аЪс.
Учта векторнинг аралаш купайтмаси бу векторлардан ясал* 

ган параллелепипеднинг *ажмига тенг.
Мана бундай тенгликлар уринлидир:

abc =  bca  =  cab, abc =  — \Ьас,
\ab\c  — \bc\a  *= а[Ьс].

Компланар а, Ь, с векторларнингаралаш купайтмаси нолга 
тенгдир. Бунда параллелепипеднинг хажми нолга тенг булади 
(а, Ь, с векторлар коллинеар эмас!).

Аксинча, учта векторнинг аралаш купайтмаси нолга тенг 
булиб, лекин учала вектор хам ноль-вектордан фаркли булса 
|ки  векторларнинг *еч кандай жуфти коллинеар булмаса, у 
*олда учала вектор компланар булади.
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Мисол.
ОМ, =  д 4- у,У -н Zyk, ОМг =  дг2/ 4- у ,/  +  г,Л, OMs =  Xgi +

+  y j  +  Z„k

векторлар берилган. ОМ1 • OMt ■ ОЛГ3 купайтма топилсин.
; Ечиш:

(OAfj-OAfJ =
i j

у,
•** У*

к

z*
?ки

[ОЖ,- OMt ] У. г ,| 
У* г ; /  + z.  х. J  + '■ у,| * *< У,

эканлиги маълум. Бу натижани ОМ, га скаляр купайтирсак:
У1 z, I г, -с, *1 Ух У1 г,
У, г, 1 ** + z,  x t Уз + х* У* г* = У* г,

Уз
келиб чикади.

Демак, проекциялари берилган ук векторнинг аралаш  
купайтмаси uiy проекция лардан цу йидагича т узилган у чин­
ки тартибли детерминантга тенг:

ОЖ, ■ ОМ, • ОМ3 =
Уг *1 

У* г, 
У* г,

§ 9. Икки цайтали векториал купайтма.

Исталган учта а, Ь, с векторни олайлик. Улардан, аввало, 
\Ьс\ ни тузиб, сунгра *осил килинган купайтмани а га яна 
векториал купайтирамиз: [a[ftf]]. Бундай купайтма уч вектор­
нинг икки цайт али векториал купайтмаси дейилади. Биз 
ушбу „ейнш формуласини* исботсиз берамиз:

[a[ftc|] =  b(ac) — c(ab).

Бунинг исботи, масалан, Приваловнинг .Аналитическая гео­
метрия* китобида берилган, II кием, II боб, § 16.

Бу формулани татбик этиш максадида \ab\ lcd| ни топа- 
миз. Вактинча \cd \ ни е билан белгилаймиз: \cd\ — е. Бунда:

\ab \\cd \ =  \ab\e — abe — a\be\.

2 Дифференциал геометрия курси
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Шунинг учун:
\ab\[cd\ =  а\Ье\ — а\Ь\сй\ ]

булади. Иккинчн томондан: [&[«/Ц =  c ( bd ) — d(bc).
LLIy сабабли, \ab\\cd\ — (ac)(bd) — (ad)(bc)  булади.

Жумладан, а ва b векторлар учун мана шундай айният 
бор:

[eftj* *= л*Ь* —  (лЬ)%.

Машцлар
7. Берилган параллелограммнинг диагоналларилан янги параллелограмм 

тузиб, унинг юзи берилган параллелограммнинг юзидан икки марта каттв 
эканини векторлар ёрдами билан исботланг.

8. Томонлари а =  I — 2J +■ 4ft, Ь = 31 + j  — 2ft векторлардан иборат па­
раллелограммнинг юзи топнлсин.

Жалоб-. 7 /5 .
9. YOZ  текислигнда ётган узунлиги 10 бирликка тенг ва а = 21 — AJ +  3ft 

векторга перпендикуляр вектор топилсин.

Жаеоб. ±  (6j  +  8ft).

10. Томонлари а  — 2/ — 3 /  +■ 5ft. Ь — /  4- /  — ft, с =  2 / +  2] - f  3ft век­
торлардан иборат параллелепипеднинг \ажчм топилсин.

Жалоб'. -5
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§ 10. Асосий таърифлар

Таъриф. Агар скаляр t  узгарувчининг бирор \а, 6 ] со.на­
ваги х,ар бир цийматига бирор цонун буйича а ниц бир г  (t ) 
вектор мос келса, у %олда бу вектор узгарувчан булиб, 
t  нинг в е к т о р  ф у н к ц и я с и  дейилади ва кискача, г  = r(t)  
шаклнда бзилади.

Узунлиги чексиз кичик булган узгарувчан вектор чексиз 
кичик вектор дейилади.

1-т еорема. Бир неча чексиз кичик векторлар йигиндиси 
яна чексиз кичик вектордир.

И с б о т .  Хакицатан, чексиз кичик векторларни а,(£),а2(0,..., 
а„ (t ) билан белгнлаб, *t(t) +  аг{с) +  ... + (t) = 1  (t) дейлик. 
Энди £ (t) нинг абсолют кийматини текширамиз:

|5 (£)| =  la,(£) -f- at(t) +  . . .  +  “л (t) <! l*i( 0  I +
+  K ( 0 I +  • • • +  !ап (0 1.

Xap бир a/ (t) чексиз кичик вектор булгани учун, таърифга 
кура, унинг узунлигн чексиз кичик булади. Математик анализ 
курсидан^ маълумки, [*/_(/)/ нинг ^ар бири чексиз кичик булса, 
[®i(*)l+ 1<ч(*)1+ • • • 4- I®* ( 0  I йигинди *ам чексиз кичик була­
ди. Демак, Ц() вектор — чексиз кичик вектордир.

2-т еорем а. Агар R  векторнинг узунлиги чегараланган 
булиб, а (/) чексиз кичик вектор булса, у  ^олда, R  ва а(£) 
векторларнинг скаляр купайтмаси  jfам чексиз кичик була­
ди. Уларнинг векториал купайтмаси эса чексиз кичик век­
торни беради.

И с б о т .  R  • a(t) =  |/? | |a(^)|coso, бунда |/?| ва cos<p_ чегара­
ланган,/в (/)| эса чексиз кичикдир. Шунинг учун |/? |a (0lcos f  
*ам чексиз кичикдир.

Теореманинг иккинчи кисыини *ам худди шу йул билан 
исботлаш мумкин, буни у^увчига *авола циламиз.
3 *
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Таъриф. Бирор цонунга кура, t  аргумент t0 цийматга 
интилганда г0 вектор билан r ( t )  вектор функция орасидаги 
айирма чексиз кичик вектор булса, г0 вектор г  (t) вектор­
нинг л и м и т  и дейилади.

Юкоридагиларга асосланиб, куйидаги натижаларни чикариш 
иумкин:

1. Агар г0 вектор r(t)  векторнинг лимити булса r(t) узун- 
лигининг лимити г 0 нинг узунлигига тенг булади.

Хакнкатан, \ r ( t ) \  — \ r a\ < \ r  (t) — г0\. Бу эса, таърифга 
кура, нолга интилади, яъни чексиз кичик булади. Демак, |г(£)| 
нинг лимити|г„| дир:

Пш|г(0 !=  1г0|.
2 . г(О -»-0 ва \r(t) | -v 0  тенг кучлидир.
3. Бир неча вектор йигиндисининг лимити  — шу вектор­

лар лимит ларининг йигиндисига тенг.
Хакнкатан, l i m r ( 0  =  r<> ва Нт q(t)  *= <7© булса, r  (t) — r0 ва

— Ч» векторлар чексиз кичик векторлар булади. Шунинг
учун

(г «) -f  q(t)) —(Го +  q0) =  (г (t ) — г0) +  (q(t)  — q0)
цам чексиз кичик вектордир, демак, Hm ( r ( t )  +  q(t)) = r0+  q0 
булади.

Бу хоссани сони иккндан ортик векторлар учун нам худди 
шу йул билан исботлаш мумкин.

4. Икки векторнинг скаляр ёки векториал купаймаси- 
нинг лимити шу векторлар лимитларининг скаляр ёки 
векториал купайтмасига тенг.

Бу натижани скаляр купайтма учун татбнк этайлик:
( r ( t ) q  ( f ) )— (го0 о) =■ (г  ( 0  — r 0) q ( t )  +  r 0(q{t )  — q0); 

г  ( t )  Го ва q (t) — q0 
векторлар чексиз кичик векторлар булганидан r ( t ) q ( t ) — r0q0 
Нам чексиз кичик вектордир, бу ердан Ит(г(/)<7(0 ) =  го?о бу­
лади. Бу хоссани векториал купайтма учун нам худди шу йул 
билан исботлаш мумкин.

Таъриф. г (t) вектор-функциянинг t  аргументи t0 циймат- 
га яцинлашганда, г  (/) нинг лимити г (t0), яъни lim r ( t )  — г  (/„) 
булса, у  %олда, r(t) вектор функция t0 цийматда у з л у к -  
сиз дейилади.

t нинг бирор (а ,Ь ) интервалдаги нар бир кийматида г  (t) 
вектор-фуйкция узлуксиз булса, г  (t) шу интервалда узлуксиз 
дейилади.

§ 1 1 .  Вектор-функциянинг геометрик тасвири
г (£) вектор функциянинг мавжудлик сонаси а ■< t  <  b берил­

ган булсин. Хамма г (t) векторларни кучириб, уларнинг бошла- 
рини бирор О нуктага кУя борамиз. t  нинг наР бир кийматига
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маълум бир ОМ  =  г  (t) вектор мос келадн (15-чизма). t аргу­
мент а дан b гача узлуксиз узгара борганда, М  нукта фазода 
нукталарнинг кандайдир геометрик урнини ташкил килади. Бу 
геометрик урин чизиц деб аталади, г  = г  (t)  эса чизикнинг 
вектор шаклидаги параметрик тенг- 
ламиси дейилади.

Агар боши О нуктада ётган тугри 
бурчакли координаталар системасини 
олиб, r ( t )  нинг /, У, k  оркали ёйил- 
масини ёзсак, у *олла, г(Г)нинг уму- 
мий куриниши куйндагича булади:

г  (t) = х  (t)i +  у  ( t \ j -г z  (t)k.
Жумладан, чизикнинг *ар бир М 0 (х0, у0, z0) нуктаси учун: 

f i t )  = r ( t0) = х  oi +  yoj +  Zgfi

булади. Хусусий *олда, яъни чизик X O Y  текислигида ётганда: 
г  (t) = х  (t) i  +  у ( t \ j  булади.

ОМ  вектор билан бирга, М  нуктанинг координаталари *ам 
t  га бомикдир: M\ x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) J. Бу M  нукта чизикнинг их- 
тиёрий нуктаси булгани учун, чизикнинг тенгламаларини яна 
куйидагича ёзиш мумкин:

* = x ( t ) ,  y = y ( t ) ,  z  = z( t ) .

Вектор-функдияга мос келган ч и з и к  унинг годографи деб 
аталади.

§ 12. Вектор-функциянинг ^осиласи

Таъриф. Агар вектор-функциянинг Ar = г  (t +  At) — г  (t) 
орттирмасини аргументнинг t орттирмасига булишдан 
jfocuA цилинган нисбатнинг At нолга инт илгандаги'лимити,
яъни Нтп мавжуд булса, у %олда, бу лимит r{t) вектор-

4/ -.о
функциянинг t аргумент буйича си  л а с  и дейилади.

Бу ерда Аг =  г  (t +  At) — г  (t) = [x( t  +  At) — x  (*)]/ +
+  [y( t  +  At) -  у  ( t ) \ j  \z (it + At) — z  (t)\k.

Шу сабабли:
л '  x { t  + A t ) — x ( f )  i  j _ Um у  (t  +  ДО -  у  (Q
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булади. х  = х  (f), у — у (t ), z  =  г  {t) функцияларнинг харбири 
узлуксиз функция булганидан, куйидаги натижани *осил ки- 
ламиз:

Хосила бки г' (t ) шаклида белгиланади; бошцача 6з- 
ганда:

бки, цискача:
г' =  x'l +  y ’J  +  z'b

булади.
Хосила t  =  t0 кийматда олинган булса:

r \ t 0) =  x'(t0)i +  y'(r0)j +  z'(t9)k
булади.

Келгусида биз узи ва ^осилалари доимо узлуксиз булган 
вектор-функциялар билан иш олиб борамиз.

§ 13. Вектор-функция \осиласининг геометрик маъноси

Вектор-функциянинг геометрик тасвири эгри чизикдан ибо- 
рат эканлигини куриб утдик. Энди, параметрнинг t  ва t +  \ t

кийматларига чизикиинг М  ва N 
нукталари мос келсин (16-чиз-
ма). У *олда айирма_вектор
r (t +  ДО — r(t) =  А г =  M N  була­
ди. MN  векторни bt  скалярга

* MNбулиб, ни хосил киламиз.
________  Д 4 Д Г

MN  ва -др векторлар кесувчи
MN  тугри чнзиц устнда бтади. 
bt  нолга интилганда, N нукта 

у  чизик буйлаб А/ га интилади. 
MN  тугри чизик М  нукта атро- 
фида айланиб, уринма вазияти- 
нн олади. Шартга кура, r(t)  
узлуксиз ^осилаларга эга бул­

гани учун Иш ^  +  д/ ) - /- (0  _  r ’(t) ыавжуд булиб, бу косила
уринма тугри чизик буйлаб йуналади, яъни r'(t) уринма-век- 
торни ифодалайди. A m m o  r' (t)  нинг узунлиги чизикдаги t  па­
раметрнинг маъносига богликдир. Агар t  ни монотон £(в)

1б-чизма.
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функция билан алмаштирсак, чизикнинг янги шаклдаги пара­
метрик тенгламаси ёки г  =  г  (f(e)], г  =  г(е) куринишини олади. 
ОМ =  г(е) нинг М  нуктадаги уринма-вектори г ' ( в ) =  г  (t); 
уиинг узунлиги | г ' (t) | d~  га тенг булади.

Э с л а т м а. Агар М > 0 булса, яъни параметр уса борса, г ' (О век­
тор чизикнинг мусбат томонига йуналади. Бундан бубн г ’ (() ни донмо 
чнзнк нинг мусбат томонига ну налган деб цнсоблаймиз.

t  аргументни М  нукта наракатннинг бошланишидан нисоб- 
ланган впкт деб карасак ва г = г ( 0  тенглама М  нинг чизик 
буйлаб килган ^аракати к°нунини ифодаласа, у *олда, г' (t ) 
косила нуктанинг t  пайтдаги тезлик-вектори дейилади.

§ 14. Вект орни дифференциаллаш цоидалари

Бир неча вектор йигиндисининг %осиласи шу векторлар 
^осилаларининг йипшдисига тенг.

Даркакнкат, аввало, икки вектор йигиндиси R ( t )  = r ( t )  +
4- q (t) берилган булеин. Бу ердан Д/? =  г  (г +  &t) — г \t)  +
4- q (t 4- Д*) — q (^) = ± r +  ±q булади. Бунинг иккала томонини 
At га булиб, лимитга утамиз:

limô  =  lira £  +  llm *  ёки R (t) =  г ' (*) +  q (t). s

Векторларнинг сони иккидан ортик булганда нам бу даъво 
худди шу йул билан исботланади. Энди, r ( t )  = x ( t ) t  +
- j-у ( t ) j + z ( t ) k  векторни дифференциаллайлик, натижада:

r , ( t ) ^ x ’ (t)i +  y'(t)J +  z'(t)k 

носил булади. Худди шунга ухшаш:

^ ( r ( t ) q ( t ) )  =  ^ q  +  r £ ,

Т ,1 Г «1 =  1 £ ?  | +  [  Г Л  I*

Мисол учун, бу тенгликлардан иккинчисини исботлаймиз^
•Ушбу:

д [г я \ =  ((г  +  дг) (q +  Д̂ )1  -  \rq\
айирмани олиб, бир-бирига тенг ва ишоралари карама-карши 
надларини кУшамиз:

Д М ]  =  \(г  4- Дг) (q 4- -<7'| — \ r ( q  +  ±q)\ +
4- Ir(q  4- &Я)\ -  M l -
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Умумий купайтувчини цавсдан ташцарига чикарсак:
* \ ГЯ\ — [ ( г + Л г  — r ) ( q  +  Д<7 '| + \ r ( q  +  \ q  — q)\ =

=  l-^r(^ + Д<?)] +  \r±q\

хосил булади. Энди, буни J  t  га булиб, лнмитга утамиз:

lim =  j l im ^-lim  (q +  Д^)] +  [ r - l i m | ^

$ t -» 0  булганда lim\ q  =  0 , демак:

аг(г«)“ |5М + [г ш\
булади.

Н а т и ж а л а р :  1. Узгарувчан бирлик векторнинг %осила- 
си шу векторга перпендикуляр вектордир. Хакицатан, узга- 
рувчан бирлик векторни т  билан белгилаб, m m  =  1 тенглик-

дан фойдаланамиз. Унинг икки томонидан косила оламиз:
dm dm п , п dm _ п ,  dm , ,- ^ -т - \- т  ^ -  =  0  ёки 2 —  т. =  0 , бундан - ^ - ± т  келиб чи-
кади.

Бу натижанинг геометрик маъносини цуйидагича тушуниш 
мумкин: узгарувчан бирлик т  векторнинг охири айлана чиза-
ди бки сферада бтадиган чизик чиза борадн. бу чизикка
уринма булгани учун, у айлана еки сферанинг радиусига, яъни 
т  га перпендикуляр булади (17-чизма).

Узунлиги узгармас бошца векторлар учун хам худди шу 
натижани оламиз, яъни бундай х^Р бир векторнинг хосиласи 
Хам вектор булиб, шу векторга перпендикулярдир.

2 . т  нинг координата уклари билан ташкил килган бурчак- 
ларини з, р,  ̂ десак, nt =  i cos a + y c o s  £ + A? cos 7 булади.

3. т  бирлик векгор X O Y  текислигида ётган булса, уни 
т  = т(>) шаклида ёзиш мумкин. « бурчак 0 дан 360° гача уз-
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гарганда, от (а ) нинг годограф i айтана булади (18-чизма). от (а) 
нинг ёйилмаси куйидаги шаклни олади:

от (а ) =  /cos a 4-ycos(90° —  a ) = /cos a - f / s in  a.

Унинг от' (a) =  — /s in a + y c o s a  хосиласи от(7) га перпендику­
ляр булган от(а +  тт) вектордир. Бу векторнинг ёйилмаси

от ( а +  -2 ) =  /  cos ia  +  - j )  -+- У sin (а + - j)

Ски от (а +  -тг) =  — /s in a  + y c o s a  ;

деыак: от (а  +  ~  ) -от(а) =  — sin a cos а +  sin а cos a =  0 , яъни
от' (a) J_ от (a )

булади.
4. Чнзнкларга нисбатан юкорида куйилган шартларга бино- 

ан x(t),  y(i),  z ( t ) функциялар узлуксиз булиб, исталган тар- 
тибгача хосилаларга эга. Шунинг учун, x( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t )  функ- 
цияларни Тейлор формуласи буйича ёйиб ва уларнинг бирин- 
чисини /  га, иккинчисини j  га, учннчисини k  га купайтириб, 
хадма-хад кушсак, натижада г (О вектор-функциянинг Тейлор 
формуласи буйича ёйилмаси чикади:

Г (t  +  At) =  г  (0  +  г ' (t) At +  Г" (t) (̂ f  +  ... + £ ^ 1  +

, Г» M L

Бунда кУшимча хаД куйшаги кнйматга эга:
Rn  =  ( t  +  0 ,  Л t )  i  +  / " >  ( t  +  0 ,  U ) j  +  z < " )  ( t  +  63  i t )  k

(0  <  0 ; < 1 ).
Таъриф Агар r  (t) — ~  булса, /?(/) =  J г (t ) d t ифода r  (t )

вектор-функциянинг а н и ^ м а с  и н т е г р а л  и дейилади. 
ь
J г  ( t )dt  =  R (b) — R  (а) ифода г (t) вектор-функциянинг
а

аник интеграли булади.
Вектор-функциядан олинган интеграллар математик анализ- 

даги интеграллаш коидаларига буйсунади. Векторлар назария- 
сини якунлаб, векторларнинг яна баъзи хоссаларига тухтаб 
Утамиз.

Йуналиши доимий булган узгарувчи векторнинг хоссаси. 
Узгарувчи вектор-функциянинг йуналиши доимий булса ва бу 
йуналишдаги бирлик векторни « билан белгиласак, у холда, 
r (t) вектор-функцияни г  (t) ** \ r  ( t ) \ \  =* R шаклида ёзиш мум-
кин. Бу векторнинг хосиласини оламиз:
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d r d l . d l r(t)  / '  / . .  _  / '  ,  ,  ж  dr
■jt dt l i '  ~T~ “  7  ' *'• Энди, ни а билан белгиласак, =
=  (t) булади. Бу эса ^ гва  г  (*) векторларнинг коллинеарэкан-

ли гини курсатади. Аксинча, ^  ва r(t)  коллинеар векторлар булса,
г  ( О  вектор-функциянинг йуналиши доимий булади. Бу ни исбот- 
ла йм из. г  ( t ) нинг йуналиши узгаради деб фараз цилайлик. У
вактда I хам узгарувчан булади. Демак, ^  =  бу­

лади . Энди, £ =  ~  га биноан, +  = j -  г  ( t ) +

4- / ^ 7- =  Xr(f)  4 - 1 ~  булади. Бундан / ^ -  =  0 5ки ^ - =  0 ке­
либ чикади. Бу эса 5 векторнинг доимий вектор эканлигини 
исботлайди.

Демак, r ' ( f ) = X r ( £ )  булса, г  (t) нинг йуналиши узгармас
б ула д и .

Узгармас текисликка параллел вектор. Агар г  (t) вектор- 
функция маълум бир текисликка параллел вазиятда узгарса, 
у хо^да г (t ) вектор текисликнннг п нормал векторига перпен­
дикуляр, яъни r ( t ) -  п =  0 булади. Бундан икки мартаба хосила 
олямнз: г ’ (t)n = 0 ,  г" ( t ) n  =  0. Бу учта тенгликдан r( t ) ,  г ' (t), 
ва г* ( 0  нинг хар бири п векторга перпендикуляр эканлиги 
курииади. Демак, буларвинг учаласи нам бир текисликка па­
раллел , яъни узаро компланардир. Шунинг учун бу учала век- 
то рнинг аралаш купайтмаси нолга тенг: (г (t) г'  (t) г" (t)) =  0 . 
Аксинча, \ r  (t)-r'  ( t ) -r"  i t ) )  =  0 булса, г  (t) доимо бир текис­
ли кка  параллел булади. Буни исботлашни укувчига хавола 
килам  из.
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§ 15. Чизицнинг тенгламалари

Дифференциал геометрнянинг эгри чизнклар ва сиртлар 
назарияси эканлиги юкорнда айтиб утилди. Чизик ва сиртнинг 
аник таърифи топологняда берилади, биз бу ерда чизикнм *а- 
ракатланувчи нуктанннг изи деб караймиз, бу эса анча кулай- 
лик тугдиради. Чизикнинг келиб чикиши бошка характерга 
эга булса-да, биз бирор нукта ^аракат кплиб, шу чизикни чи- 
забтир, деб тасаввур этишн- z
ыиз мумкин.

Биз текшнрадиган чизик­
лар тугрисида куйндагнча 
фараз кнламиз:

1. Чизиц узлуксиз бу­
либ, унинг лрар бир нуцта- 
сида муайян бир уринма 
утказиш мумкин.

2. Чизщ нинг нуцтаси 
кизиц буйлаб узлуксиз  
Харакатланганда, уринма 
%ам узлуксиз узгариб бо- 
ради. Бошкача килиб айт-
ганда, чизикнинг Ж , ва M t нукталарида утказилган уринма-
лари орасидаги бурчакни ® десак, ей нолга интилганда
? бурчак зам нолга интилади (19-чнзма).

Маълум бир декарт снстемасида чизикнинг *ар бир нукта- 
си муайян координаталарга эга.

Чизикнинг бирор М  (х , у, z) нуктасн чизик буйлаб *ара- 
катланса, унинг координаталари узгара боради. Нуктанинг 
^аракатга келиши бирор параметрга богликдир. Бу параметр, 
масалан, нуктанинг *аракатланиши учун сарф буладиган вакт 
еки чизикка мос келган вектор-функциянинг тегишли парамет- 
ри, еки чизик буйлаб *аракатланадиган нуктанинг X O Y  текис- 
лигигача булган масофаси ва ^оказолар булиши мумкин. Чи-
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зикдаги *ар бир нуктанинг координаталари *ам шу параметрга 
боглик булади. Параметр узгарганда нуктанинг урни (вазияти) 
шу билан бирга унинг координаталари *ам узгаради. Шунинг 
учун, параметрни t  билан белгилаб, чизикнинг тенгламаларини:

х =  х ( / ) ,  у =  у (0*  г  — z( t )  (1)

шаклида бзишимиз мумкин. Текисликдаги чизик учун эса

x  = x ( t ) ,  y =  y( t )
булади.

Бу тенгламалар кизицнинг параметрик шаклдаги тенг- 
лам алари  дейилади.

Чнзнкларга нисбатан куйнлган шартларга кура, юкорида 
бзилган тенгламаларга кирувчи x ( t ), у (t), z ( t )  функциялар 
ва уларнинг ^осиласи узлуксизднр. Агар чнзнкдаги узгарув- 
чан нуктадан X O Y  текислигигача булган масофани, яъни z  ни 
параметр деб олсак, у *олда чизикнинг ( 1) тенгламалари:

X — X (z), у  =  у  (Z)

шаклга эга булади. Чизик X O Y  текислигида бтган булса, 
t  параметр урнига х  бки у  ни олиш мумкин, t — х  булганда 
чизикнинг тенгламаси

у =  у (х )  бки у —f ( x )

булади. Агар t  =  y  дейилса, тенглама х  =  х ( у )  бки x = f ( y )  
куринишда бзилади.

F(x ,  у, z) =  0 ва Ф (х, у, z) =  0 сиртлар узаро кесишган- 
да, чизик *осил булади. Шунинг учун чизикнинг тенгламала- 
рини

F(x ,  у, z) =  О, Ф (х, у, z) =  0 (2)

шаклида хам бза оламнз. Чизикнинг тенгламасини булардан 
бошка шаклларда хам бзса булади. Юкоридагн фаразларда 
айтилган шартлар бажарилганда, чизик тенгламаларининг бир 
шаклидан иккинчи шаклига утса булади. Масалан, z ни узлук­
сиз хосилаларга эга булган узлуксиз  ̂( t ) функция билан ифо- 
далаб, уни (2 ) га куйсак ва хосил булган системани х  ва у  га 
нисбатан ечсак, x  = o(t) ,  у =  ф(г) келиб чикади. Булар 
z =  X(f) билан бирга, чизикнинг x  — ^( t ) ,  у =  z =  ).(£)
куринишидаги тенгламаларини беради. Вектор формада: г =  r(t) 
булади. Шунга ухшаш, t  параметрни (1) дан чикарсак, чизик­
нинг (2) куринишдаги тенгламалари келиб чикади. Бу ерда 
биз чизикни аналитик равншда ифодалаш усуллари билан тани- 
шиб чикдик.
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§ 16. Ваъзи чизикларнинг тенгламалари

Бирор координаталар системасида геометрик фигуранинг 
теигламасини чикариш учун, фигурага карашли ихтибрий М  
нуктани оламиз. Сунгра фигуранинг хоссаларини назарда ту- 
тиб, М  нуктанинг координаталари орасидаги муносабатни ёки 
бу нуктанинг координаталари билан t  параметр орасидаг# му­
носабатни топамиз.

Аналитик геометрияда айлана, эллипс, гипербола ва пара- 
боланинг тенгламалари, шу чизикларнинг таърифларидан фой- 
даланиб чикарилади. Аммо геомет­
рияда, булардан ташкарн, жуда 
куп бошка чизнклар *ам учрайди.
Уларнинг баъзиларини куриб ута- 
миз.

Кассини овали . Хор биридан 
F ва Fx нуцталаргача булган ма- 
софаларнинг купайтмаси узгар- 
мас сонга тенг нуцталарнинг те- 
кисликдаги геометрик урни Кас­
сини овали дейилади.

Бу чизикнинг теигламасини чи- 
кариш учун F ва Fx нукталардан 
утган тугри чизикни ОХ  уки деб кабул киламиз. Сунг­
ра FFX кесманинг уртасидан шу FFX га перпендикуляр килиб 
ОУ укини утказамнз. Геометрик Уриннинг (овалнинг) ихтиб- 
рий М  (х ; у)  нуктасинн оламиз. Узгармас сонни 6 * билан бел- 
гиласак, таърифга кура MF-A1FX = Ь1 булади. F ва Fx ораси­
даги масофани 2с десак, F  ва Fx нинг координаталари 
F (—с\ 0); Fx ( -f с; 0) булади (20-чизма).

MF = У (х  +  с)* -+- (у — 0)* ва MFX =  У (х  — с)* +  (у — 0)* 
булгани учун, овалнинг тенгламаси

У  (х  +  с)* +  у* • У  (х  — с)1 +  у* =  Ь'
шаклни олади. Буни квадратга кутариб соддалаштиргандан 
кейин, овалнинг тенгламаси

(а* +  у*)* — 2с*(х* — у*) =  Ь* — с*

куринишга эга булади.
Турли доллар: 1. с < 6  *олга 21-чизма, 2. с > 6  *олга эса

2 2 -чизма мос келади.
Хусусий *олда, яъни Ь = с булганда, овал Б е р н у л л и  

л е м н и с к а т а с и  дейилади (23-чизма). Унинг тенгламаси 
мана бундай:

(л* +  у*)» — 2с*(л* -  у») =  0 .
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Декарт координаталар системасидан х  =  pcos ®, у  =  р sin «р фор- 
мулаларнинг брдами билан кутб координаталар системасига

О *  ©

21-чизма. 22-чизма.

утиш мумкин. Масалан, Бернулли лемнискатасининг кутб сис- 
темасидаги тенгламасини тузамиз: (хг +  у*)* — 2сНх% — уг) =  0 ;

(p*cos*!? -(- р* sin 9 )* — 2 с* (p*cos* f  — 
p*sin* ?) =  0 ;

ёки

р« =  2 с М  (co s*  ?  —  sin* <р); 
Р* =  2c*p*cos*p

Р* =  2c*cos 2?.
С т роф оида. Тугри бурчакли

23-чизма. Декарт координаталар системасида
А (— а ;0) нуктадан утгаи ихтибрий 

нур ОУ уцини В нуктада кесади. АВ  чизикдаги В нуктанияг 
иккала томонига В М  =  ВМ ' =  ВО кесмаларни кУямиз. АВ

нурни А нукта атрофида айлантирамиз; бу вацтда ВО масофа, 
шу билан бирга, ВМ  =  В М ' кесмалар нам узгара боради 
(24-чизма). Узгариб турадиган М  ва М! нуцталарнинг гео­
метрии урни с т р о ф о и д а  дейилади (25-чизма).
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Энди строфоиданинг тенгламасини чикарамиз: М  ва М ' 
нукталардан х  укига перпендикуляр туширамиз. М 'ОЕ  ва 
OMF — ухшаш учбурчаклар. Шунинг учун:

FO _  FM
М ’Е ~  75f

булади. М  нуктанинг координаталари х  ва у  булсин. QM =  ВМ ' 
булгани учун ЕО  =  OF =  х  булади. Шу сабабли, олдннги
тенгликдан: х  у х  

М ’Е  ~  х '  у бундан эса М 'Е  =  — х  у
чицади. Иккинчи томондан, А М 'Е  сr> AMF  булгани

келиб
учун

у  булади. Соддалаштиргандан

Y

кейинАЕ М ’Е  „ а — х  
j F  =  l i F  Н <Г+~х ]
строфоиданинг тенгламаси куйидаги ша- 
клни олади:

у . » ; с . £ ± * .
J а — х

Турт  я п р о ц л и  гу л . Узунлиги 2а га 
тенг АВ  кесманннг учлари (охирлари)
О Х  ва O Y  уклари буйлаб сирпанади 
(26-чнзма). Координаталар бошндан АВ  
га перпендикуляр туширамиз. i у пер- 
пендикулярлар асосларининг геомет­
рик урни турт нпроцли гул номли чи- 
зицни %осил /уилади. ОМ =  р ва 
^ MOB — в деб, гулнинг кутб коорди­
наталар системасидаги тенгламасини 
чикарамиз.

AMОАМ  дан =  ctg 0 хосил булади, бундан A M  — pctg&
ни ёзиш мумкин. Худди шунга ухшаш, ОМВ  дан M B  =  ptgO 
эканлиги келиб чикади. Шартга кура, A M  4 - MB  =  2а, демак, 
рctg 0 -f ptgO =  2а булади. Бу тенгламани соддалаштирамиз:

рсозб  р sin 9 =  р (cos*9 -f s ln * 9) _  r _
ft глсП  * c in d rrt^ f) ’ c in  ll В *cosO sin9cos0 sin 9 cos 6

келиб чикади. Натижада гул-бундан й = 21л г а - = «
нинг тенгламаси куйидаги куринишга эга булади (27-чизма):

р =  a sin 26.

Гулни О нукта атрофида кутб Укига нисбатан 45° ли бур- 
чакка бурганнмизда вужудга келадиган янги гулнинг тенгла-
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маси к у й и д а ги ч а  булади (28-чнзма): р =  a sin [ 2(0 +  45°)] =* 
= а  sin (20 4- 90°) =  a cos 2в, яъни

р =  a cos 29.
Г и п оциклоид а . Бир айлана иккинчи айлана буйлаб  

ичкаридан сирпанмай гилдираса, %аракатдаги айланада
Y

олинган ихтиёрий нуктанинг чизган чизиги г и п о ц и к ­
л о и д а  деб аталади.

Координаталар бошини кузгалмас айлананинг О марказида 
килиб оламиз (29-чизма). ОХ укини иккала айлананинг бош-

лангич пайтидаги уриниш нук- 
тасидан утказиб, бу уриниш 
нуктасини А билан белгилай­
миз. Харакатдаги айлана янги 
вазнятни олса, А нукта М  вазият- 
ни олади. М  нуктанинг геомет- 

А рик урнини аниклаш лозим. КУз- 
галмас айлананинг радиуси а, 
КУзгалувчи айлананинг радиу- 
сн та булснн, ^  МСВ  нинг 
радиан *исобидаги улчамини t  
билан белгилайлик. Бу ерда МС  
ва СВ лар КУзгалувчи айлана 
радиуслари, В эса айланалар- 

29-чнзма. нинг уриниш нуктасидир. .\apa-
катнинг бошлангич пайтиаа бу 

бурчак 0 га тенг булсин. Аввало шуни курамизки, айлана 
сирпанмай гилдираганидан, уриниш нуктасининг кузгалмас
айлана буйлаб босган АВ  ейи, унинг ^аракатдаги айлана буй­
лаб босган М В  бйига тенг булади. Ушбу Х в  — а /_АО В\
M B  =  т а - /  М СВ  =  m at тенгликларга эга буламиз. = 
булгани учун, а ■ /  АОВ =  mat еки /  АОВ =  mt булади.
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Энди М  нуктанинг х  ва у  координаталарини t  оркали ифо- 
далайыиз.

х  =  OG =» ОЕ +  EG 
Д  О ЕС дан ОЕ =  ОС • cos /_ СОЕ — OCcosmt.

ОС — ОВ — СВ ёки ОС =  а — та

булгани учун:
х  =  ОЕ +  EG —

(а  — та) cosmt +  EG =  а (1 — т) cosm t + FM  (1)
булади.

ДCMF  дан =  sin /  FCM.

A m m o :

/_ FCM = \n  — t  — </OCF] =  [it — t —( j  — Z  C 0 £ ) ] ;

[r- — t  — ̂  +  mt\ =  j  — (1 — m) t,
демак:

^  =  sin [-£ — (1 — m)  f] ва FM =  та  cos (1 — m) t.

Бу кийматни (1) га кУйсак:

х  — а [ (1 — т) cos tm + т cos (1 — т) t ]

з{Осил булади. Шунга ухшапг у =  MG  =  FE = СЕ — CF =
=  OCsin t — CM cos (1 — m) t j =  (a — am)  sin mt  —
—/ n a s l n ( l — m) t. Шундай килиб параметрик формада гипо- 
циклоиданинг тенгламалари куйидагилардан иборат:

х  =  а [(1 — т)  cos mt  -4- т cos (1 — т) /] , |
У — а [(1 — т) sin mt — т sin (1 — т) t \ ]  (2)

Жумладан, т =  булганда астроида номли чизикни носил
киламиз (30 ва 31-чизмалар). Унинг тенгламалари бундай:

гз 1 ,  . 1  з х  =  a cos j  t  +  -j cos -j  t  J,

/  У -  a [-y iln-J-*— T 8,n - |  t  ].

Агар t  ни — 41 билан алмаштирсак, астроиданинг тенглама­
лари

х  *= a cos3t, у — a sln*£

“Дифференциал геометрия курси
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куринишни олади. Бу тенгламалардан t  йукотилса, куйидаги 
тенглама зосил булади:

§ 17. Винт чизик

Бабн килинганларни коикрет чизикка татбик этайлик. 
Узгармас а узунликка эга булган АВ  кесма OZ укига тик 
булиб, унинг А учи шу укда бтади. Бу кесма OZ  уки буйича 
сйлжиб, шу ук атрофида шундай анланадики, кесманинг А 
учи айланиш бурчагига пропорционал йулни босиб боради. У 
дол да кесманинг иккинчи В учи винт чизик чизади. Шартга 
кура АВ  =  а ва ОА =  X?, бунда X =  const. Харакатдаги кесма 
бошлангич пайтда О Х  укида булади, деб фараз килсак, винт 
чизигидаги В  нуктанинг вазияти ? параметр билан тула аник- 
ланади. Чизикнинг теигламасини тузамиз:

ОВ = г  = АВ +  ОА.
Лекин:

АВ =  ОА =  a ( i  cos ? + j sin о) =  ae (<f),~OA =  Х?Л, 
бу ерда e (?) бирлик вектор булиб X O Y  текислигида втади. 
Демак, винт чизикнинг тенгламаси:

г  (?) =  ае (?) +  >•?* (1)
бки координат формада

х  — a cos ?, у =  a sin ?, z =  X?
булади.

Винт чизикнинг узи ясовчилари OZ укига параллел булган 
х  +  у* =  а 2 цилиндрда Стади, чунки АВ  нинг узунлиги узгар- 
майди (32-чизма).

Винт чизикка уринма вектор г '(?) дир. Уни (1) дан <р 
буйича зосила олиб топамиз:

г  (?) =  (? +  ■j] +  (2 )
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бу ерда е *ам бирлик вектор булиб, ХО У  текислигида

ётади ва у е  (<р) ни соат стрелкасига тескари йуналишда^ га
буриш йули билан хосил килинади.

(2 ) дан:
W  Г '  ( ? ) * - Х

келиб чикади. Уринманинг OZ уки (бки 
ясовчилар) билан ташкил килган бурча- 
гини ^ десак:

'/•(<?)* *
C0 ST- F w l “ 7 i f f f . =  const

булади.
Демак, винт чизицнинг ^амма нуц- 

таларидаги уринмалари OZ уци ( ясов­
чилар) билан бир х и л  бурчак ташкил 
цилади. Цилнндрни текисликка ёйганда, 
цилиндрнинг ясовчилари узаро параллел 
тугри чизикларга, винт чизик эса тугри
чизикка айланади, чунки параллел тугри чизицлар оиласи 
билан бир хил бурчак ташкил килган чизик (изогонал траекто­
рия) текисликдаги тугри чизикдир. Бу охирги фактни исбот- 
лаш кийин эмас.

Дархакикат, параллел тугри чизиклар оиласининг бурчак 
коэффициента k  ( =  const) ва изогонал траектория упхнмаси-
нинг бурчак коэффициента булсин. У холда:

t g T =  Х =
dA - k
dx

dy
l + k Tx

— const

булади. Бундан:
dy x + k . .
Tx  =  i -Л *  = -const = a

келиб чикади. Демак, изогонал траекториянинг тенгламаси 
у =  а х  +  b булиб, бу траектория тугри чизикдир.

Хозирги фикрлар винт чизикнинг яна бир хоссасини исбот- 
лашга имкон беради. Текисликда икки нукта орасидаги энг 
Киска масофа тугри чизик кесмасидир. Текислик булаги (маса- 
лан, тугри туртбурчак) яна цилиндр килиб уралса, тугри чизик 
кесмаси винт чизик Мига айланади. Демак, цилиндрнинг бир 
ясовчида бтмаган икки нуктаси орасидаги энг киска масофа 
винт чизикнинг ейиднр. Бундан чикди, винт чизиклар цнлиндр-
3*
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нинг геодезик чизикларидир (ун еттинчи боб, § 108-га карал- 
син). Олиигаи икки иукта бир ясовчида ётса, геодезик чизик 
шу псовчинниг узндан иборат булиб колади.

Цилиндр текисликка ёйилганда ва, аксинча, текислик булаги 
цилиндр килиб уралганда *еч кандай чузилнш, сикилиш бки 
йиртилишга йул куйилмайди, деб фараз килинади.

Э с л а т м а. Бнз соддалаштириш максадида, айланувчи АВ  кесма OZ  
Укн билан 9)° лн бурчак ташкнл этадн, деб фараз килдик, бирок 
доимо шундай булиши шарт эмас. Шуни дам айтиб Утайликки, АВ  
кесманннт дар бир нуктасн дам винт чнзиги чиза боради.

Машц ва м а с а л а л а р

И . Хар кандай г  векторнинг лифференцнали билан г узунлигининг 
дифференциал!! орасида муайян богланиш бор. Хакикатан, векторнинг скаляр 
квадрати ва узунлигининг квадрати узаро тенг: гг =  л*; бундан Ir d r  =  2rdr,

я ьни, dr =  dr  бки dr =  r°dr булади.
12. Эгри чизикнинг г  =» г  (f) тешламасида г  радиус-вектор маълум бир

О кутбга нисбатан олинади. Кутб Узгарганда. нуктанинг г радиус-векторига
узгармас (УС) вектор кУшилади:

R  =  г  + (УО\
бундан. dR = di—  урннма-вектор кутбга боглик 
эмас деган натижа чикади (33-чизма). Бу хосса- 
дан эллипсга, гиперболага. параболага уринма ва 
нормал утказиш усулларини келтириб чнкарнш 
мумкин.

а) эллипс.
R  •=/■ +  F\F7;

R  +  г «• const =  2а.
Булардан:

dR  =  dr (чунки Ft F, — узгармас вектор). dR  -t- dr «= 0. бирок dR  -  
=  R°dR. dr  =  r°dr, шунинг учун: R°dR  +  r°dr =  0 ёки (R° -t- r°) dr =  0 
булади, демак, dr уринма-вектор ва R° +  r° вектор Узаро тикдир. Бундан 
R° r г° вектор эллипсга утказилган нормал брйича иуналган, деган 
хулоса чикади. Лекин -+ г° вектор R° ва г  бирлик векторлардан ясал- 
ган ромбнинг диагоиалидир. Буни tu p  лик  ромб  деймиз. Бу ромбни ясаш 
осон: эллипснинг М нуктасига утказилган фокал раднусларни давом эттириб, 
улардан шу М  нуктада бирлик ромб ясасак. унинг бир диагонали эллипсга 
нормал влзифасиии, иккинчи диагоналига параллел килиб М  нуктадан утка­
зилган тугри чизик 9са уринма вазифасини утайди (ромбнинг диагоналлари 
бир-бирнга тикдир); демак. фокал радиуслар орасидаги бурчакни нормал 
тенг иккига булиб унга кУшни бурчакни эса уринма тенг иккига булади 
(34-чизма).

б) гипербола (35-чизма):
R =  r  +  F S t .  R —  r = ± 2 a ,  
d R — dr =  0. ( R -  r°)dr =  0.

дсмак. ( f f ° - r ° )  1  dr ва (R° +  r°) I dr булади. (Hera?)
1>окал радиуслар давомидан ясалган бирлик ромбнинг М  нуктадан 

утувчи диагонали уринмадир; иккинчи диагоналига иараллел килиб М  нук-
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тадан утказилган турри чизик эса нормалдир. Фокал радиусларн орасил.-.ги 
бурчакнн уринма тенг иккига булиб, унга кушни бурчакнй »са нормал тенг 
иккига булади.

34-чизма.

Скн

в) парабола (Зэ-чизма).
Параболанинг таърифига кура, г  =  FM — M D t = FD  — FN

г  =  р  —  (r l ), 0 )
чунки FN  = пр. г =  (г/). бунда I фокусдан директрисага йуналган бирлик
вектор булиб, у директрисага тикдир; р  9Са у
у31 а рм ас сон.

(I) дан
dr — — (drD

бки
r*dr — drl, (r° +  t)dr =0;

демак, r° + l вектор нормал буйича йуналган.
13. Харакаг конунини ифодаловчи

F = m W  (Ньютон конуни)
тенгликдан фойдаланиб. нуктанинг жонлн кучи 
*акидаги ушбу теоремани исботлайлик:

imv1.
d I t )  ■ Fdr-

бунда F  — куч, m масса. W  — тезланиш. v —  тезлик, г  = r ( t ) — .\аракат 
конунининг тенгламаси.

Юкоридаги F  =  m W  тенгликни
_ d*r
F =m dfi

шаклида бзиш мумкин. Бунинг иккала томонини га скаляр куиайтнрсак,

dr d*r

АОсил булади. Аммо:

F -dt

dr

т dt dt« 

<Рг dv
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21. Радиуси - j  га тенг айлананинг кутб координаталар системасидаги
тенгламаси тузилсин.

К у р с а т м а .  Диаметрни О Х  уки, диаметрининг бир учини эса коорди­
наталар боши деб караб, х  = р cos ?, у =  ) sin ? формулалардан фойдаланиш 
керак.

Ж авоб: f =  R eas  <?.
22. Узунлиги 2а га тенг АВ  кесманинг учлари (охирлари) О Х  ва О У 

Уклари буйлаб сирпанади (А нукта ОУ  Укида), ОАСВ  тугри туртбурчакнинг 
С учидан АВ  га перпендикуляр кнлиб СМ туширилган. Бу перпендикуляр 
асосининг, яъни М  (лс, у) нинг геометрик Урни астроида *осил килади. 
Астроиданинг тенгламаси тузилсин.

К у р с а т м а .  АВО  ни <( деб олинг.
Жавоб-. х  =  2a cos* <р, у  — 2asin*
2 i. Циклоиданинг тенгламаси тузилсин.
К у р с а т м а .  Агар радиуси R  га тенг айлана бирор О Х  тугри чизик 

буйлаб снрпанмасдан пидираб борса, айлананинг *ар бир нуктаси циклоида 
чизади. Циклоиданинг тенгламалари мана бундай:

х  *= R  (f — sin t), у =  R (  1 — cos t).
24. Эпициклоиданинг течгламаси тузилсин. ,
К у р с а т м а .  Агар бир дойра иккинчи дойра буйлаб, ташкаридан сир- 

панман гилдираса, царакатдагн дой р а  айланасидаги ихтиёрий нуктанинг 
чизган чизигц эпиц 1Клоида деб аталади (§ 16 га каранг).

25. Айлана конхоидасининг тенгламаси тузилсин.
26. Кандай чизикнинг тенгламалари

X  =  * » - * +  1, у =, <* +  f _  1
шаклида булади?

К у р с а т м а .  /  ни йукотиш керак.
Ж авоб: Парабола.
27. Кандай чизикнинг тенгламалари

х  =  a sin* t, у  =  b cosЧ
шаклида булади?

X* у*
28. Гиперболанинг ^ 5  — р  =  1 тенгламаси параметрик шаклда бзилсин.

X у
К у р с а т м а .  — — ~т =  в1 га алмаштирилсин.

Жавоб:
2х  =  а (*' +  Ь  -  Ь (е1 —  е~ ‘).

§ 18. Чизикнинг уринмаси ва нормал текислиги
Таъриф. Чизикнинг берилган нуцтасидаги уринма вектори 

буйлаб кетган тугри кизиц — кизицнинг шу нуцтасидаги 
у р и н м а с и  деб аталади.

Бирор чизикнинг тенгламаси r  = r ( t )  еки х  = х  (t), у =  
=  у (0 , z  =  z  (t) ва ундаги бирор М0 нуктанинг координаталари 
•«о, Уо, Zo булсин. t  = t0 кийматда х  =  х  (f0) =*= х 0, у »  у (/0) *= у0, 
z =  z ( f 0) =  z0 дейлик (39-чнзма). Чизикнинг М0 иуктасида 
утказилган уринма-вектор г ' (*„) = х '  (t0) /  -Ь у ' (t0) j  +  z'  (t0) k  
Ски кискача г ,  =  x'J  -f- y j  +  z„k булади. Чизикнинг М0 нукта-
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■

сидаги уринманинг тенгламасини тузиш учун, бу уринмада 
ихтнёрий М  (jc, у, z) нуктани оламиз. М  узгара борганда, ОМ 
вектор урннма чиза боради. М0М ва г '  узаро коллинеар век­
торлар, яъни М0М  =  Х-гй дир. Шу сабабли, уринманинг вектор 
шаклидаги тенгламаси:

г  =  г 0 +  \г'0

булади. Бу куриниишн координата 
куринишига утиш мумкин. Бунинг 
учун г — г 0 ва г \  векторларнинг кол- 
линеарлик шартини ёзамиз:

X — х 0 - -к х 0, у — у0 =  >-у'и,
Z — Z0 = Xz0.

Бу тенгламалардан X ни йукотсак, чизикнинг М и нуктасидан 
утган уринманинг тенгламалари келиб чикади:

х  — ДГо У — Уо г -  z0
~ Г ~ ~  ~ =  7 ~ • I ( Ох о У о *о

Агар чизик X O Y  текислигида ётган булса, уринманинг тенг­
ламаси

X ~ х 0 _  У — у» 
х0 Уо

у '  *булади, бундан у =  ^  (х  —  у0) +  у0 ёки jc ни аргумент деб
х  о

олсак: х 0 =  1 булиб, уринма тенгламаси 
У = Уо (* — х 0) +  у0

куринишни олади.
Текисликдаги чизикнинг тенгламаси

F (х, у )  =  О

шаклда берилган булса, уринманинг тенгламаси

У —  Уо =  —  (У —  Уо)уо
булади. Чизикнинг тенгламалари

F (х , у, z) =  О, Ф (х, у, z) =  О

курииишга эга булса, х  ни параметр деб, у ва z  ни эса jc нинг 
функциялари деб ка раб, берилган тенгламалардан косила оламиз:

^ • 1  +F'y -y'  +  F;  -г'  О,

Ф ХЛ +  Фу . у '  +  ф г -z '  —  0.
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шу сабабли: 

булади бундан: 

Еки

_ dr dv „ d r  т d
l i t  еки F d i  “  2 dt V%)

dr _  d_ / 
dt =  d l 1

mv* \
2 Л

d ( ”2 ). * Fdr
келиб чикади.

Шундай килиб, даракатдаги нукта жонли кучининг dt вакт давомидаги 
орттнрмаси кучнинг шу вакт давомида бажарган иши орттирмасига тенгднр.

14. Узгармас магнит майдонида электрон даракатининг дифференциал 
тенгламаси мана бундан булади:

5-В 4
бу ерда / / — узгармас вектор. Бу даракатнинг траекториям винт чизикдан 
миоратлиги исботлансин.

dr
Берилган дифференциал тенгламанинг нккала томонини га скаляр 

купайтирсак:
dr d*r d (dr  \*
~di dt1 ** 6ки I t  d i)  =  0

келиб чикади, чунки унг томондаги аралаш купайтмада бир хил векторлар 
бор. Охнрги тенгла.мадан:

I d r  1* \dr\О ■■ const бки 1^1 =  const

булади, яъни даракат тезлигининг абсолют киймати узгармасдир. Шу тенг- 
ламани Н  га скаляр купайтириб, куиндагиларнн досил киламиз:

d*r d I d'"\
Н  d il  =  0  6 к и  ~dt ' ^  ~di) ~  ° *

бундан:
„  dr
П =  const

булади.
Демак, даракат траекториясининг ,\амма нуцталаридага уринмалари  

узгармас. Н вектор билан бир х и л  бурчак цосил цилади. Шу сабабли, 
т р а е к т о р и я  в и н т  ч и з и к д и р .

15. Скаляр аргументли вектор-функцияга нисбатан Ролль теоремаси ва 
урта киймат дакидаги Лагранж теоремаси уз кучини саклайдими? Тейлор 
Каторидаги колдик даднинг хусусияти нимадан иборат?

Е ч н ш Ролль теоремаси вектор-функция учун уз кучини йукотади. Бу 
теорема у.)луксиз (скаляр) функциянинг иккита ноли орасида досиланинг 
•калли битта ноли борлигини тасдиклайди. Лекин г  (I) функциянн олсак, 
унинг I =  а ва t =  b кийматларда нолга айланганлиги бу функция годогра- 
финннг t  — а ва t — Ь пайтларда кутбдан (координаталар бошидан) утганли- 
гини курсатадн (бу ерда t  — вакт). Радиус-векторнинг вакт буйича досиласм 
г’ (0  тезлик булгани сабабли, бу траектория (годограф) буйлаб шундай 
даракат (масалан, текнс даракат) конунинн танлаб олиш мумкинки, /  — а ва 
t =  Ь пайтлар орасида тезлик деч вакт нолга айланмайдиган булсин.
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Лагранж теоремасининг геометрик маъносн шундан иборат: у  ж  f ( x \  
функцияга нисбатан кУйилган шартлар бажарилганда, а ва Ь орасида 
у = / ( х) чизикнинг шундай иуктаси топиладнки, ундаги уринма АВ  ватарга 
параллел булади. Бу теорема лам бу ерда уз кучинн йукотади, чуики мисол 
тарикасида винт чизикни олсак АВ  ватарнинг OZ  Уки билан лосил килган 
бурчаги винт чизик уринмасинииг шу Ук билан лосил килган бурчагидан 
фарклидир; АВ  ватарга параллел уринма топилмаслигн лам мумкин.

Вектор-функция учун Тейлор катори кучга эга булса-да, унинг колдик 
дад ид а ги R n вектор (25-бет) / п) (<) векторнинг (t =  5 даги) леч бир кийма- 
тига тенг булмаслиги лам мумкин, чунки в ,, 0 , .  в , сонлари, умуман, узаро 
тенг эмас.

16. Вектор-функция лосиласининг координаталари шу функция коорди- 
наталарининг лосилаларидан иборатдир. Буни исботланг.

17. Вектор-функция берилган:

г  =  а  +  b t +  ct%,

бунда а, Ь, с — узгармас векторлар ва ft f  с (яъни ft ва с коллинеар эмас). 
Годографнинг парабола эканлиги исботлансин.

18. О нуктадан чиккан бруглик нурлари бирор чизикдан кайтгач, парал­
лел нурлар дастаснга айланади. Бу чизик фокуси О нуктада бтган парабо- 
ладир, шу исботлансин.

/ У? \* /?*
19. х* +  у* +  г '  =  R* сфера ва х * +  — у  * =  цилиндрнинг ке-

сишган чизиги Вивиани чизиги дейилади. Унинг параметрик тенгламаларн 
бзилсин (37-чизма).

Жалоб-. Агар хО Р  =  и деб фараз килинса:

х  =  R  cos и  sin и, у — R  sin1 и, г  =  R  cos и
булади.

20. Диоклес циссоидаси деб шундай М  нукталар туплами айтиладики, 
улар учун ОМ  =  АВ  булади. Бунда а — айлана диаметри.

Бу чизикнинг тенгламаси тузилсин (38-чизма).
X3

Ж авоб: у* =  _ х \ параметрик тенгламалари:

а?1 ач,*
*  — Г + ^ i • У ш Г Т ^Г  (бунда ? «  tg МОХ).



42 ЧИЗИК ТУШУНЧАСИ

Бунга Мп нинг координаталарини цуйнб,у'0 ва г 0 ларнито- 
памнз. Топнлган кийматларни ва х'0 =  1 ни (1) га куйсак ва 
соддалаштирсак, уринманинг тенгламалари ушбу куринишга 
эга булади:

z  — zD

F>. < FX, F, к .

ф , ф г ФгО < ф 'х.
г ч л

Урннманинг бирлик вектори г,| ' га тенгдир. Бу векторни

1  билан белгилаймиз: '  =  Атгс ёки * =  —- - — •
1̂  (01 У г 'г '

Мисол. Чизикнинг Л?0 нуктасидан утган уринма билан 
координата Уклари орасидаги бурчаклар аниклансин.

Е ч и ш .  Уринманинг бирлик вектори билан координата 
Уклари орасидаги а, р, f  бурчакларни топсак кифоя килади:

г о _  х о‘ + У *+ *:.*

^ г о - г 'о V K ' + y ?  + * ;•

дг»

+

о
Уо

У < ш" + у ? + < *
+

J +

Демак:

cos а =
V

V * ?  +  +  *0*

= ; c o s?К

1 /  X * +  / *  +  *'** О 1 J 0 О

Уп
'и V *оШ + У о* + V

у ' *+*;»
Таъриф. Чизикнинг М0 нуктасидан утиб, шу нуцтадаги 

уринмага перпендикуляр булган те кис ли к  чижцнинг М 0
_______________  нуцтасидаги нормал те кис-

лиги дейилади.
Чизикнинг М 0 нуцтасида- 

ги уринмага перпендикуляр 
булиб, М 0 нуцтадан утган 
тугри чизик берилган кизиц- 
нинг М 0 нуцтадаги нормали  
дейилаОи.

Чизикнинг нормаллари нор­
мал текисликни ташкил кила­
ди (40-чизма).

Чизикнинг нормал текисли- 
гининг тенгламасини ёзиш учун,
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унинг их™ерий М (х, у, г) иуктасиии олиб, М0М векторни 
тузамиз. М 0М  вектор нормал текисликда бтгаилиги учун, у 
уринмага перпендикуляр булади. Шунииг учун М 0М — г — г» 
ва г'0 векторларнинг скаляр купайтмаси нолга тенг: ( г — rv  
r i ) - 0 .  Энди r  — r0 = (x  — x 0) i  +  (y — y0) J + ( z  — z0)kB ar'0 =  
^  x 'J  +  y0i  4- z \k  булгани учун, (X  — л0) x \  ■+• ( Y — у0» y'0 4 -
4 - (Z — z0) z'0 =  0. Ана шу тенглама чизикнинг Af„ нуктасидаги 
нормал текислигини ифодалайди.

Чизик ХО У  текислигида бтса, унинг нормали факат битта 
булиб, бу нормалнинг тенгламаси (х  — х 0) х'0 +  (у — у„) yi -= 0

X*
еки у — у0=  — - у  (.* — *о) куринишга эга булади.

Мисол. х  — у = j ,  г =  —2 чизикнинг t =  1 кийматгамос
нуктасидаги уринма ва нормал текислигининг тенгламалари 
топилсин.

Е ч и ш :  t =  \ га мос М 0 нуктанинг координаталарини аник- 
лаимиз. Бунинг учун тенгламаларда t  ур’.ига t =  1 ни кУйиб,

У•> 2о кийматларини топамиз: х 0 =  у0 =  -j, z0 =  -5 . 

Демак, М 0 (-^, -3- 4)• Эндн х °» ва z« кийматларни топамиз»
х ' =  /*; х'„ =  1; у' =  t*\ у'а -  1; г ' — t; z'0 =  1. Буларни (1) тенг- 
ламаларга куйсак, уринманинг тенгламалари куйидаги кури-

4- (у — -3 ) • 1 4- (z — - )̂ =  0 ёки 12х 4 - 12у 4- 12z — 13 =  О келиб

Мисол. у* =  х , z  =  x * чизикнинг М  (1, 1, 1) нуктасидаги 
уринма ва нормал текислиги топилсин.

Е ч и ш .  Узгарувчи х  иккала тенгламада *ам иштирок этади. * 
Шунииг учун х  ни параметр сифатида олиш мумкин, бундан 
х ' =  1 ёки х'0 =  1 булади; у 0 ва z 0 кийматларни топамаз:
2уу' -= х'-, y'0 — ^-,z  =  2x x '\ - z \  =  2. Натижадауринманингкуйи-

X — 1 у — 1 X — 1 _даги тенгламалариии .\осил киламиз: —j— =  — |— =  —5—

чикади.

2
у — 1 * — 1 „£-у~  =  —4—. Нормал текисликнинг тенгламаси аса
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еки
2х +  у -\- 4z — 7 — 0

булади.
Машцлар

29. Винт чизикнинг ихтиёрий нуктасида уринма утказилган. Уринманинг 
тенгламаси ва уринма билан координата уклари орасидаги бурчаклар топил- 
син.

30. Чизик ушбу тенгламалар

1
* - ! ( / + “»). у / — У

билан берилган. Бу чизикнинг ихтиёрий нуктасидаги уринма ва нормалининг 
тенгламалари ёзилсин.

i* t О
31. г  =  +  ~^j +  ~2 к  чизикнинг t — 1 кийматга мос нуктасидаги урин­

ма ва нормал текисликнинг тенгламалари ёзилсин.
32. у* +  г* =  25, х 1 +  у* =  10 чизикнинг М  (1 ,3 ,  4) нуктасидаги уринма 

ва нормал текислиги топилсин.

Агар чизик X O Y  текислигида берилган булса, баъзи кес- 
маларни, чунончи, М0Т, M0N , РТ, PN ларнинг узунликларини 
топиш осон. Бу ерда M 0N нормал кесмаси, М 0Т уринма кес- 
маси, Р Т  уринма ости, P N  нормал ости дейилади.

МРМ0Р — у п ва tg а =  у 0 эканлигини биламиз. ДМ0Р Т дан -pj. =

t g “ = y i  бки - fa  - у ' .  Бундан Р Т = ~ ,  ва
f У О

V"M0P" : Р ТM J - яъни

I Уа , _____  ; ял/
M J  =  Iу  / 1  +  У,’,* ; bM 'PN  дан =  tg a; PN  -  М0Р tg аI у О | "

еки PN  =  Уо-У;-, M N  = \ V М 0Р2 +  Р \ г ; =  | / у Г + у Г у ?  | =

■= \УоУТТХ'\. яънп AfoAf =  |у .у т н к у ? | булади.
Мисол. Хар бир нуктасидаги уринма узунлиги узгармас 

булган чизик топилсин.
Е ч и ш .  Уринма узунлигини а билан белгилаймиз. Масала-

= а. Бу тенглик-нинг шартига асосан, М 0Т +  у {

нинг нкки томониии квадратга кутариб, соддалаштнрамиз:

$  ( i + » : • ) ) -  л  CD
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Бу мисолда аник нукта берилмаган, шунинг учун (1) ни 
у~п (1 4- У'1) =  а* шаклда бзиш мумкин. Бундан у* (1 +  у '1) =
_  ,./» _  У* Г  V* . ЛУ У- а у  . у  _  j j — у , у -  ±  у  Т х  -  ^ ~ = = , dx

= ]^о*— у* rfy ^ кки томондан аникмас интеграл оламиз: с =

*= ^  а ~  у - f/y; к с = V a 2 — у* — aln д ^ ^  ~  * . Бу чизик

трактриса деб аталади. Трактриса Лобачевский геометриясида 
катта а^амнятга эгадир.

М а ш ц ла р

33. Хар бир нуктасида утказилган нормал узунлиги узгармас булгаи 
чизик топилсин.

34. .г’ +  =  (ft чизикнинг ихтнёрнй нуктасида уринма утказилган. 
Бу уринманинг координат уклари орасидаги кесмалар/.инг узунликлари а га 
тенг эканлиги исботлансин.
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ЧИЗИК, УНИНГ ОДДИЙ ВА МАХСУС НУКТАЛАРИ 

§ 19. Текисликдаги чизик

В е к т о р-ф у н к ц и я тушунчасини анализ килиб, унга фазо- 
да (бки текисликда) годограф тарзидаги кандайдир э г р и  
ч и з и к  (кискача, ч и з и к )  мос келишини курдик. Бирок чизик 
тушунчасини мустакил анализ килиш хам фойдалидир. Биз 
чизикнинг аналитик геометрияда бериладиган таърифига асос- 
ланамиз:

Координаталари бирор Декарт  системасида цуйидаги 
т енгламани цаноатлантирадиган нуцталарнинг т уплами  
( геометрик урни) ч и з и ц  деб аталади:

F (х, у) =  О,

бунда икки аргументли F (х , у) функция текисликда бки унинг 
маълум бир сохасида аникланган функциядир.

Агар шу умумий геометрик таъриф билан чегараланиб, 
F (х, у) функция ва унинг хусусий хосилалари тугрисида хеч 
кандай шарт кУймасак, чизик хакидаги одатдаги тасаввури- 
мизга мувофик келмайдиган тупламлар хосил кнлинишн мум­
кин.

Мисол. H J  +  М  =, 2'.
•* у

Бу тенглама гарчи F (х, у) =  0 куринишга эга булсада, 
унга хеч кандай чизик мос келмайди, чунки иккала коорди- 
натаси хам мусбат ( jc > 0 ,  у > 0 )  булган хар кандай нукта, яъни 
биринчи координата бурчагида бтувчи барча нукталар, бу тенг­
ламани каноатлантиради-1).

Бундан холлар юз бермасли~и учун F (х, у) функция уз­
луксиз хусусий хосилаларга эга, деб фараз килинади.

>) Куйидагиларга карам г: А. С. С м о г о р ж е в с к и й ,  Метод коорди­
нат, М., 1962, § 9; .М атематика в школе* журналн, .\> 2, 1956, 39—41-бет- 
лар; Н. И. М у с х ел  и ш в и л и, Курс аналитической геометрии, 3-иашри, 
М, 1947, 161-бет.
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§ 2 0 . Регуляр бй. Ошкормас тенглама. Оддий 
ва махсус нуцталар

Ушбу:
F( x ,  у) =  0  (1)

чизикнинг регуляр бйи деб шундай нукталарининг тупламига 
айтиладики, улар бирор Декарт системасида

У " / (■ * )  ( а < х < Ь )  (2)
шаклидаги тенгламани каноатлантириб, /  (jc) функция куйи- 
даги учта шартга буйсунади: 1) у бир кийматли, 2 ) узлуксиз 
ва 3) етарли тартибгача узлук­
сиз косилаларга эга. * **0 w?f..

(1) чизикдаги нуктанинг 
етарли даражада кичик атрофи 
регуляр бйдан иборат булса, 
биз бундай нуктани шу чизик- i I i
нинг оддий нуцтаси деб атай- -q -------£----- £ --------- j-
миз. Чизикнинг оддий булмаган 
барча нукталари унинг махсус  41-чизма.
нуцталари  дейилади. Шундай
Килиб, ( 1)чизикнннгЖ0 (д:0, у0) оддий нуктаси атрофида ( 1) ва (2 )
тенгламалар эквивалентдир (41-чизма); Mj/Vf,— регуляр 6 й./(лг)
функцияга нисбатан кУйилган шартлар Ж,/И, бйнинг силлик- 
лигини, кар бир нуктасида муайян уринма (чунки f  (х) — 
узлуксиз) борлигини курсатадн. Чизмада Ж, ва Ж4 нукталар 
махсус нукталардир, чунки Ж3 нуктада /  (х) функциянинг бир 
Кийматлилиги бузилади, Ж* да эса / '  (х) мавжуд эмас (иккита 
уринма бор!). Охирги икки нуктани канчалик кичик атроф 
билан урасак кам, регуляр бй косил килинмайди.

( 1) чизикдаги нуктанинг оддий булишининг етарли шартини 
ифодалаш кийин эмас. Бунинг учун анализда исботланадиган 
ошкормас функциянинг мавжудлик теоремасини эслаб утиш 
керак булади1).

Агар  Ж 0 (х0, у0) нуцта (1) яизщ да ётиб, F (х, у) функ­
ция  Ж 0 нуцтъ атрофида узлуксиз хусусий хосилаларга эга 

dFва — косила шу нуцтада нолдан фарцли булса:
уо) , п 

оу ^  •
у *олда фацат битта шундай

У =  f  (х )

*) Г. М. Ф и х т е н г о л ь ц  —  Дифференциал ва интеграл дисоб курси,
1 том, У ку в п едда в на ш р. 1951. VI боб, § 2 га кауанг.
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функция мавжудки, у М 0 нуктанинг бирор атрофида (1) 
тенгламани цаноатлантиради ва х  =  х„ да у =  у0 цийматни 
цабул цилади. у — /  ( j c )  функция шу атрофда узлуксиз 
^осилага эгадир:

dF
dy _ дх
d x ~  dF •

Т у

Агар М 0 иуктада ^  =  О, лекин ^  Ф О булса зам, теорема

уз кучини саклайди.
Бошкача айтганда, F ( jc, у )  га нисбатан кУйилган умумий

шартлардан (функция ва унинг хусусий зосилалари узлуксиз)
ЛА dF dFташкари, Л10 нуктада ^  ва ^  зосилалар бирданига нолга

айланмаса, яъни (gj)* +  (gj) ^  О булса, у золда юкоридаги
учта шартни каноатлаитирган у =  /  (дг) функция мавжуддир.

Ана шу теоремани татбик этсак, нуктанинг оддий булиш 
шарти келиб чикади:

Агар  (1) яизицдаги бирор М 0 (х^  у0) нуцтада хусусий
ва ^  х;осилалар бирданига нолга айланмаса, М 0 (х ^  y j

нуцта албатта оддий булади.
Демак, (1) чизикнинг махсус нукталари мавжуд булса, 

уларнинг х  ва у координаталари бир вактда куйидаги у ч т а  
тенгламани каноатлантириши керак:

F (•*> У) =* 0 , ^  =  0 , ^  =  0 .

Мавжудлик теоремасидаги регулярлик шарти бундай нук- 
таларда бузилади.

Оддий нуктада уринма ва нормалнинг теигламасини бзай- 
d Fлик; щ  ф  0 булса, уринманинг бурчак коэффициента

dF
dy _  dx 
d J c ~ ~  dF 

dy
dyбулиб, буни у — Уо =  5̂  (x  — x j  га куйсак, уринманинг тенг­

ламаси чикади:
/  \  d F  , /  i d F  _
( * “ *0) g j +  (у -  Уо)-^ =  0.
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6F =  0 да уринма O Y  у^нга параллелдир: j c —  jc0 =  О;
OF

нормалнинг бурчак коэффициента — Y y ~  ~SF~ га тенг> ШУ
дх

сабабли, нормалнинг тенгламаси ушбу шаклда бзилади:
X — x t  у — у  о 

dF  =  dA ‘ 
д х  ду

Э с л а т м а .  Чизик у  =*/ ( х )  шакллаги тенглама билан бернлса 
унинг ламма нукталари оддий булиб, махсус нукталар мавжуд булмайди’

dF д
чунки бу *олда ~ду  = ^  \у — Дх)]  - 1 * 0  булади.

Мисол. Декарт япроги берилган:

+  3 аху  =  0.

(За За \
Уиииг A l - j p  ~2 ) нуктасидаги уринма ва нормалииииг тенгламалари ту- 

аилсин.
Ж алоб : Уринма: х  +  у  — За =  0; нормаль: х — у  =  0 (биссектриса).

§ 21. Махсус нуцталар. Ошкормас тенглама

Энди
F ( x , y )  =  О (1)

тенглама билан берилган чизиь; назариясига утиб, F (х, у) нинг 
хусусий хосилаларини:

F х , F y ,  F хх ,  F Xy,  F y y , . . .

куринишда белгилайлик. Хозиргн олиб бориладиган муло^аза- 
лар учун, F (х, у ) функция учннчи тартибгача узлуксиз хусусий 
Хосилаларга эга деб, фараз килиш кифоя.

Махсус нуктада ушбу тенгламалар уринлидир:

F (х, у) =  0; Fx (х,  у) =  0, Fy (х,  у) =  0.

Иккинчи тартибли учта Fxx, FXy, Fy, хосиладан акалли биттаси 
нолдан фарклн булсин, масалан, Fyy Ф 0; агар Fyy — 0 булса, 
координата укларини буриб, Fyy нинг нолдан фаркли булишига 
эришиш мумкин. Чизикнинг бундай М 0 нуктаси икки каррали  
(цушалоц) нукта деб аталади.

*  Дифференциал геометрия курен
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Биринчи ва иккинчи тартибли барча хусусий хосилалар 
нолга айланиб, учинчи тартибли

F  х**> F x x y ,  F  х у у ,  Fyyy

носилалардан нам и да биттаси нолдан фаркли оулса, бундай 
нуктани биз уч каррали  нуцта деб атаймиз.

Махсус нукталар назариясининг умуман мураккаблигидан, 
биз шу икки нолда учрайдиган асосий фактларни текшириш 
билан чегараланамиз.

Бизнинг максадимиз — чизикнинг махсус нуктаси а т р о ф н -  
да  кандай т у з и л и ш и н и  текширишдир, лекин олдиндан бу 
тузилиш накида *еч нарса айта олмаймиз. Бирок, биз М 0 нук­
тадан чизикнинг бирор регуляр бйи у т а д и  деб ф а р а з  килай- 
лик. Бу бй

У = " / ( • * )

|бунда v0 =  /  (jc0)] тенглама билан ифодаланган булсин; у 
урнига /  (х) ни кУйсак, F (х, у) =  0 айниятга айланади (чунки 
У =  / ( х )  — чизигимизга карашли регуляр бйдир), шунинг учун 
уни х  буйича икки марта дифференциаллаш мумкин:

tF* +  F y f ( x ) = 0
( Fxx +  2Fxyf  (X) +  F „ f  (x) +  F , r  (X) «  0.

Бу тенгламаларнинг биринчиси айниятдан иборат, чунки 
К  = 0 ва / \  =  0 (тулароги Fx (х 0, у0) =  0 ва F, (х0, у0) -  0), 
иккинчиси эса:

К х +  2К у  Г  (*«) +  /  (JC0) -  0  (2 )
Демак, цилинган фараз эътиборга олинса, яъни (1) яизиц- 

нинг махсус М 0 нуцтасидан утадиган регуляр у  =  /  (jc) ёйи 
бор деб царалса , унинг шу нуцтадаги f  (х) бурчак коэффи- 
циенти (2 ) квадрат тенгламани цаноатлантиради.

Фараз этайлик:
ач  — F'хх, a lt =  F0̂ , агг =  k  =  f  (j: );

бу вактда (2 ) тенглама
flu +  2 a ltk -f- a^k*  =  0 (3)

куринишни олади.
Бу тенглама k га нисбатан иккинчи даражали булгани учун, 

икки каррали М 0 нуктадан утадиган ва бурчак коэффици- 
ентлари  (3 ) тенгламани цаноатлантирган регуляр ёй икки- 
тадан ортиц эмасдир.
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Уч золни текшириб утамиз:
1) Д =  аи а„ — а ? , > 0 .
Бу золда (3) квадрат тенгламанинг илдизлари кУшма ком­

плекс сонлардир, демак, М0 нукта оркали закикий регуляр 
ей ута олмайди, чункн акс золда унинг бурчак коэффициенти 
комплекс сондан иборат булар эди. М 0 бу золда алсралган  
нуцта дейилади.

Куйидагн теорема нуктага бундай ном беришга *аклн эка- 
нимизни курсатади.

Теорема. F ( x , y )  =  0 чизикнинг аж ралган М0 (дс0, у0) нуц- 
тасини uiy цадар кичик дойра билан ураб олиш мумкинки, 
унинг ичида чизик;нинг шу М0 нуцтадан бошца jfеч цандай 
нуцтаси булмайди.

Бу теоремани исботлаш учун ушбу Тейлор каторини оламиз:

F  ( * ,  y ) - F  ( * о ,  У о) +  ( * —  * 0 )  +  (У  —  У о)1  +

+ • 5  И *  ( *  -  * . ) •  +  (■* ~  А о ) (У  —  У о) +  Р°уу (У  ~  У о )1 ] +
+  = 0 .  (4)

Соддалик максадида координаталарбошини М 0 нуктага кучира- 
миз ва к°лДиК *ад х  ва у га нисбатан иккинчи даражали деб 
фараз киламиз. Ундан ташкари, ^осилалар куйидагича белги- 
ланган булсии:

а*. -  Fxx (Ъх, бу), а \, -  Fxy (Ох, бу), a]t -  Fyy {Ъх, 0у), 
бунда 0 < 6 < 1 .  Бу вактда (4) тенглама ушбу шаклни олади: 

F (х, у) =  а ; , ** + 2а* j *у +  а?„ у* -  0, (5)

чунки х0 =  Уо =  0. F (0, 0) =* F'i =* F% = О (биз иккинчи *адда 
тухтаганмиз!). Шартга кура, Д =  а „  а„ — а*,' дискриминант М 0 
нуктада уз ишорасинн саклайди (Д >  0); шунинг учун а*,, а*,,
а]2 нинг узлуксиз функцияси булган Д * — а*, а \\ — а*, ифода 
шу М0 (0, 0) нуктанинг етарлича кичик агрофида (кичик 
доирада!) уз ишорасини саклайди: Д * > 0 .  Бунга асосан, (5) 
тенгламани ушбу шаклда ёзиш мумкин:

F (х, у) *т —у- [(а;, х  +  у)* +  *Ду»]= 0. (6 >

Аммо Д* > 0 ,  демак, бу тенгламани факат jc0 =  ye * 0  гина 
каноатлантиради, яъни эслатиб утилган дойра ичида чизикнинг 
М 0 (0 , 0 ) нуктасидан (янги координата бошидаи) бошка *еч 
Кандай нуктаси йукднр. Теорема исботланди. *

Бу ерда геометрик нуктаи назардаи Караганда ажойиб бир 
Лодиса юз беради: F(x ,  у) =  0 чизикнингМ 0(х0, у,) нуктаси чизик- 
Дан „ажралиб* колган. Бунга сабаб, чизикка бизформал аналитик 
таъриф беришимиздадир, чунки F (х, у) «  0 куринишдагитенг-
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ламани каноатлантирувчн чизикдан ташкари, шу тенгламани 
каноатлантирувчн „айрим турган" нукталар хам булиши мум-
КИН

Мисол. F (X; у) =■ X* — 4** — у*= 0. Бу ерда Fx  — —8^+4^*, 
Fy ■= — 2у булиб, Fx = 0  ва Fy =  0 нинг илднзлари (0, 0) ва 
( ± V 2^0). Бирок^булардан факат (0, 0) нукта чизикка караш- 
ли булиб, ( ± 1̂ 2 , 0 ) нукта эса чизикда бтмайди, шунинг учун 

уни биз текширмаймиз, чунки нуктанинг ко­
ординаталари у чала F(x ,  у )=  0, F 'x=  0 , F \ =  0  

\  I I  тенгламани хам каноатлантириши керак. Энди

Л

М о (0, 0 )десак, а п =  F°xx = — 8 4- \2х* Af0=  
=  —’ i , Я]j =  / °jry =  0; ** Fyy =  — 2. 
Демак, = 1 6 > 0  булиб,координаталар боши 
ажралган нуктадир (42-чизма).

Тенгламанинг узидан хам бу хулрсага ке- 
лиш мумкин:

у* =  х* (— 4 -f- X*), у  =  ±  х  У х 1— 4 ;
функция хакикий кийматга эга булишлиги 
учун, И  > 2  шарт бажарилиши керак, де- 

4 -̂чизма. мак, ОУ Укига параллел икки х  =  ±  2 тугри 
чизик орасидаги сохада чизикнинг (0 , 0 ) нук* 

тадан бошка нуктаси йукдир.
2) А =  апап  а , , < 0 .

Бу холда (3) тенглама икки хакикий k x ва kt илдизга эга- 
дир (£,=*£,). М 0 нукта оркали чизикнинг иккита регуляр бйи 
утади. Уларнинг уринмаларининг бурчак коэффициентлари kx 
ва k7 дир. Шунинг учун М 0 тугун нуцта  дейилади. М0 нук­
та оркали хакикатан хам икки регуляр Бйнинг утишини биз 
исбот этмадик — бу исбот анча мураккаб.

Мисол. л 3 -I- у* — Заху  *= 0 — Декарт япроги.
Fx =* Зх* — Зау =  0, Fy =  Зу*— 3а х  =  О,

булардан (0 , 0 ) ва (а, а) нукталар хосил килинадн; иккинчи 
нукта чизикда етмайди. Биринчисини текширамиз:

Fxx «= 6х  =  0, Fxy =  — За, Fyy =  бу =  О,
демак, Оц =  0, а,, =  — За, ам =  0 ва 3)Д= —9а*<0, (3) тенглама­
нинг илдизлари k t =  0, кг =  оо. Координаталар боши — тугун нук­
та булиб, координата уклари уринмалардир.

3) Д =  аХ1ап  — а*и =  0.
By цолда (3) тенгламанинг илдизи хакикий карралидир: 

А, =  Af, нуктада чизигимиз битта хакикий уринмага эга. Бу
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хол анча мураккаб булиб, М 0 нуктада уринма чизикка тур- 
лича уриниши ва шу муносабат билан М0:

а) биринчи типли кайтиш нуктаси,
б) иккинчи типли кайтиш нуктаси,
в) уз-узига уриниш нуктаси булиши мумкин 

(43-чизма).
Мисоллар. 1 ) у* — х* =  0 .
Бунда Fx =  — 3 х \  Fy =  2у, Fxt =  — 6х, Fxy =  0, Fyy=  

= 2 Ф 0; (0,0) нуктада а и =  0, al t -  0, а и =  2; демак, Д= 0. Чизик

•
О Х  укига нисбатан симметрик жойлашган булиб, иккала шох- 
часн хам ОХ  укига уринади. Бу чизик ярим кубик параболадир. 
Координаталар боши бу чизик учун биринчи типли кайтиш 
нуктасидир (44-чизма).

2 ) (у — *•)* — x i =  0 .
Fs — — 4х ( у  — х*) — 5х4 — 0, Fy — 2 (у — х 1) =  О, 

булардан яна (0 , 0 ) нукта хосил килинади.
Fxx =  — 4у +  \2 х% — 20л:*, Fyy =  — Ах, Fyy =  2;

демак, аи  =  0, а , 2 =  0, =  2 Ф 0 ва Д =  0; (3) тенгламадан 
Л, =  kt =  0, шу сабабли, О Х  уки уринма булади.

Координаталар бошида чизикнинг куриниши олдинги ми- 
солга Караганда бошкачадир. Берилган тенглама иккига аж- 
ралади:

у =  х* — х 1 \ f х  ва у  =  х> +  х ? \Г 7 ,

бу тенгламаларга мос чизикларнинг (0 , 1) интервалдаги кисм- 
ларини текширсак, 45-чизмадагн чизик хосил килинади. (О, 0) 
нукта бу чизик учун иккинчи типли кайтиш нуктасидир.
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3) у* — х* =  0 ; бу ерда зам (0 , 0 ) махсус нукта булиб, у *  х * 
ва у =  — х* параболалар (0 , 0 ) нуктада узаро уринади, яъни 
(О, 0 )уз-узига уриниш нуктаси булади.

Учинчи золда, курилган типлардан ташкари, аж ралган 
нуцта, зам юз бериши мумкин. Масалан, у*— х* — х 6 =  0  чизик 
учун (0, 0) нуктада Д «=0 булса зам, бу нукта ажралган нук-

тадир.
Юкорида каралган мисолларда 

икки каррали нукталар типлари 
учради.

Уч япрокли номли ушбу чизикни олайлик:

(jc*+y V  — ах( х % — у*) =  0 .

Бу чизик учун (0, 0) нуктада биринчи, иккинчи зоеилалар 
нолга айланиб, учинчи зосилалардан эса:

Fxxx=  — 6а ФО, Fxyi—2a ФО.

Бурчак коэффициентн к  учун тузилган

f-xxx +  ЗГг^у ' +  3 f , yyy'* +  Fm  у'* =  О

тенгламадан: Ar, =* 1, кг =  — 1, к9 =  »  зосил булади, яъни 
координаталар боши у ч  к а р р а л и  нуктани ифодалайди; ундаги 
уринмалар х  =  0, у — jc =  0 , у +  *  =  0 дир (46-чизма).

Э с л а т м а .  Биз тенгламаси ошкормас F  (х , у )= 0  шаклда берилган 
чизнкнннг махсус нукталари тугрисида сузладик; бунда F (х, у) функ­
ция узлуксиз (камида биринчи тартибли) хусусий *осилаларга эга ва 
ундай аникланган ошкор у — /  (х) функция юкорида цуйилган шартлар- 
ни каноатлантиради деб фараз килган эдик.

Бу шартлар алгебраик чизнклар учун бажарилади, буни биз юкори- 
даги мисолларда кУрлик. Трансцендент чизнклар учун эса бу шарглар 
баъзан бажарилмай колиши хам мумкин. Бу чизнклар курилган типлн 
махсус нукталардан ташкари нна бошка характердаги махсус нукталарга 
хам эга булиши мумкин.
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Иккита содда мисол олайлик1):

1 ) у = 2 ,  бунда / ( + 0 ) = » о о ,  f ( — 0) =  0. Бу функцияга 
мос келган чизик 47-чизмада тасвирланган. Координаталар 
бошида чизик губ .узилиб* кетгандайтуйилади. Бутипдаги нукта
, тухташ нуцтаси" дейилади. y =  arctg-^- нинг графиги нам 
(О, 0 ) нуктада шу характерга эга

Г

2) у = --------р  Бу тенгламага мос келган чизик 48-чизмада
X

1 +  *
тасвирланган. Ко°РДината бошида функциянинг носнласи уз- 
лукли:

Нш о Н т ^ 2 .___ 1
.г -• + 0 Дат U ’ х — ° 4-г - » •

Бу сингари нукта чизикнинг синиш нуцтаси дейилади. 
(Фихтенгольц, 1 том, п 99.)

у =  f ( x )  =  |х| функция нам О нуктада шу характерга ага- 
дир.

•
§ 22. Параметрик тенгламалар. Махсус нуцталар.

1. Оддий ва махсус нукталар. Эгри чизикнинг параметрик 
тенгламалар билан берилиши куп жинатдан кулайдир. Шу- 
нинг учун биз ушбу таърифни берамиз:

Чизиц деб цуйидаги тенгламаларни цаноатлантирувчи. 
нуцт алар тупламига айтамиз:

х -  (0 . У - m  ( a < t < b )  (1)

1) Ф и х т е н г о л ь ц  Дифференциал ва интеграл дисоб кур<„, I том,
♦ «угвпеддавнашр, 1951, 202-бет.
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бунда <р ( 0  ва ф (t) — узлуксиз функциялар булиб, узлуксиз 
хосилаларга эгадир. ( 1)тенгламалар чизикнинг параметрик 
т енгламалари  деб, t  эса параметр деб аталади. Бу чизикнинг 
етарлича кичик кисмлари, умуман айтганда, регуляр ёйлардан 
иборатдир. Биз бу фактни хозиР исботлайыиз.

Теорем а. Агар (1) чизикнинг t = t0 га мос нуцтасида 
а'о =  (?(/„) ва Уо =  ф (to) булиб, бу нуцтадаги

?'('«>) ва f  (*0)
^осилаларнинг ацалли  биттаси нолдан фарцли булса, у 
%олда бу нуктанинг етарлича кичик атрофи регуляр  ёй- 
дан, t9 нуктанинг узи эса оддий нуцтадан иборат бу­
лади.

Масалан, #=0 дейлик. Ушбу тенгламани оламиз:
F(x ,  *) =  * - ? ( * )  =  0 , (2)

бундан:
с>Млг,_0= _^ [jc_ (?(^ ]  =

Бу косила, шартга кура, х  =  х 0, t  = t0 нуктада нолдан фарк- 
ли. Мавжудлик теоремасига асосан, х 0, t0 га якин х  ва t  учун 
факат битта (узлуксиз монотон)

t  =  t ( x )
функция мавжудки*, у (х0, t0) нукта атрофида (2 ) тенгламани 
Каноатлантиради ва х  =  х 0 кийматда t  =  t0 кийматни кабул ки- 
лади. Энди t  — t ( x )  ни (1) тенгламаларнинг иккинчиснга кУя- 
миз:

У =  Ф1Ф 0 } = / ( * ) .  (3)
Бу функция (х 0 уд) нукта атрофида узлуксиз

rfy ^ (0  
dx ?'(t)

косилага эга. Демак, (3) тенглама билан ифодаланувчи чизик­
нинг шу атрофдаги ёйи регулярдир, шу сабабли, (jc0, у0) 
нукта — о д д и й .  (1) чизикнинг махсус нукталари мавжуд 
булса, улар ушбу тенгламаларни каноатлантириши керак:

V )  =  о, f  ( 0  =  0 . (4)
Куйидагини айта оламиз: t нинг ана шу тенгламаларни кано- 
атлантирмайдиган t0 к»йматларидан нсталганини олсак, t0 га 
якин барча нукталар р е г у л я р  ё й н и  \осил килади. Аммо 
(4) тенгламаларни каноатлантирувчн t0 нукта атрофи бу шарт-

* ? (О. 41 (0  функцияларга нисбатан куйилган шартлар эсга олинсин.
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га итоат килмаслиги, яъни t0 м а х с у с  нукта булиши мум- 
кин.

Бу ерда кизикарли бир зол юз берадн. Чизикнинг м а хс у с 
б у л м а г а н  М 0(х0, у0) нуктаси якннида у  узгарувчи х  нинг 
бир кийматлн ва дифференциалланувчи функциясиднр (еки 
аксинча, х  узгарувчи у нинг шу тарздаги функциясидир). Би­
рок шундай нуктада зам чизик уз-узини кесиб утиши бки уз- 
узига уриниши мумкин (49-чизма). Бундай нукталарни биз 
махсус нукталар каторига кирнтган 
эдик. Шу сабабли, илгариги музока- 
маларга зидлик пайдо булмадими?

Бу ерда зеч кандай зидлик йук- 
Биз t =  t0 га мос келган М л нукта 
устида сузлаганнмизда, чизикнинг 
шу нуктага я кин  атрофини, яъни 
унинг t  = t0 га якин кийматларга 
мос келган кнсмини кузда тутдик, 
t0 нуктанинг маълум бир атрофини
эътиборга олдик. t нинг ана шу атрофдан ташкарига чиккан 
Кийматларига келганда эса, чизикнинг уларга мос булаклари 
Л10 нуктага яна кайтиб келиши зам мумкин. Бу эса, чизик­
нинг М 0 нуктада уз-узи билан кесишиш бки уз-узнга уриниш 
мумкинлигини тасдиклайди. Масалан, М0 нуктада иккита ре- 
гуляр ей PQ ва RS  кесишган булсин. Чизикни бутунича ол- 
ганимизда, Л/ 0 ни махсус нукта деб карашимиз керак. Бундан 
кейннги музокамаларимизда биз доимо шундай t0 нукталар 
билан иш курамизки, уларда <?'V*) -+- ^(^о) ^  0  деб фараз кн- 
ламиз ва, ундан ташкари, t нинг t9 га етарлича я кинкиймат -  
ларн билан чегараланамиз, яъни о д д и й  нукталарни кузда 
тутам из.

Оддий нукталарда ^  =  ' булиб, уринманинг тенгламаси
Х - х  _  К — у

?'(<) "  V U ) '
нормалнинг тенгламаси

( Х - х )  Y( t )  +  (Y — у) * 4 0 - о
куринишда булади.

Мисол. Циклоида: х  =  a(t—sin t), у  =  а (1 — cos t), бунда 
j / M B N  =  t  (50-чизма). Ушбуга эгамиз:

dy sin t  . t

демак:
It  t

a — -j 2 '



58 ЧИЗИКНИНГ ОДДИЙ ВА МАХСУС НУКТАЛЛРИ

Бурчак BAN =  чУнки ^ .A B N  =  ^-. Шу
j /B A N  — а, яъни М  нуктадаги уринма АВ  га параллелдир. 
Бундан М  нуктада циклоидага уринма утказиш усули келиб 
чикади. М  нуктадан </ MBN  нинг АВ  биссектрнсасига парал­
лел тугри чизик утказамиз. B M N  учбурчак тенг бнли: ВМ — BN,  
шу сабабли унинг биссектрисаси баландлик ролини нам бажа- 
ради: A B l M N ,  я ъ н и  MT±MN- ,  демак, M N — нормалдир. Хул-

лас, гилдировчи айлана- 
нинг уриниш ну/угпаси N ни 
М нуцта билан бирлаш- 
тирилса, нормал х;осил 
булади.

2. Махсус нукталарни 
текшириш. Эгри чизик пара­
метрик тенгламалар билан 
берилганда яна бир нолга 
эътибор килиш керак. t  пара- 
метрнинг нар бир кнйматига 
чизикнинг битта нуктаси 

аксинча бундай эмас: чизикдаги бир М 0 
нуктага t  нинг, масалан, икки t , ва t t киймати мос келиши

сабабли

мос келади. Лекин

деб атаймиз. 
Y

Кар-мумкян. Бундай нуктани каррали  нукта 
рали нуктада чизикнинг иккнта регуляр 
бйи кесишади: улардан бнри t  нинг t , га 
якин кийматларига, иккинчиси эса t  нинг 
t t га якин кийматларига мос келади. Шун­
дай нукта атрофида чизикни бутунича Ка­
раганда, уни у — /  (х) шаклдаги тенглама 
билан ифодалаб булмайдн. Демак, каррали 
нукталар аслида махсус нукталар каторига 
киритилиши керак. Масалан, тенгламалари 
x  =  t2, у — t  ( 1 — t*) дан иборат чизикдаги (51-чизма) М 0 ( 1, 
0 ) нукта t  нинг икки

t =  ± 1

51-чизма.

кийматига мос келади. Бундай ноллар юз бермайди деб, яъни

? ' ( < ) =  0, f ( f ) = 0

тенгламалар t  нинг факат битта t9 кийматидагина бажарилади 
деб фараз киламиз.

Махсус нуктада чизикнинг регулярлик шарти бузилиб, (4) 
тенгламалар юз беради. Бу нолда текшириш ишини енгиллаш-
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тириш учун, <f(t) ва ф( 0  функциялар аналитик функциялардан 
иборат деб фараз киламиз*.

Аналитик функцияга тегишли чизик аналит ик чизик 
дейилади. Унгайлик максадида векторларга утамнз: 

r ( t )  = 9 ( t) l  +  i ( t ) J .
Шартга кура, нуктада <р'(^) =  ф' ( ^ 0 ) =  0, яъни r '( t0) =  0: \'му- 
мий *олни караб, биринчи *осиладан ташкари, бу нуктада 
яна бир неча косила ноль-векторга тенг дейлик:

Г '(to) -  r "(t0) - .  •. =  r(k~ l) « , )  = 0 , r (*V o )  ф о.

Аналитик чизикнинг бундай нуктада *ам тайин уринмага эга- 
лигини исботлайлик. дакикатан:

МоМ = r(t) -  r(t.)  =• / k)W = b f  + . . .  (3)

яъни
а ж  1 j*)  ___i  ( * + « , . „  _

.. , Ь (М (ft+1)! r  *̂ о) ( t  — t0) -I- • • •.
(*--‘о)

Энди t — to-*0  да унг томон нолдан фаркли тайин r̂ k\10> 

векторга интилади, чап томон эса— кесувчининг лимит цолати 
буйлаб йуналганлиги сабабли, уринма вектор М 0Т ни бера* 
ди (52-чизма). Демак, М 0 нук­
тадаги уринма r ( * \ t0) вектор буй­
лаб йуналган булиб, тайин бир тугри 
чизикдир. Шундай килиб, аналитик  
ч и зщ  узининг х;ар бир нуктасида 
тайин уринмага эга (r ' ( t0) 0  да, 
яъни оддий нуктада бу равшандир).

Энди г (Л)(^о) дан кейин келган ва унга коллинеар булма- 
ган ноль-вектордан фаркли ^осилаларнинг энг кичик тартибли- 
си г (/) (^0| булсин. М 0Л1 ни г (А) ва г в е к т о р л а р н и н г  йу- 
налишлари буйича бйиш мумкин (соддалик максадида тё- 
кисликдаги чизикни карамокдамиз):

M 0M =  m rW +  nrl1) (6 )
МщМ нинг (5) бйилмасини бундай бзайлик:

= r ik\ t 0) ( t - t 0)k ^  r{,)

(6 ) билан (7) ни солиштириб, t  — 10 -*■ 0 булганда т нинг бош

* х  — х 0 нинг даражалари буйича Тейлор каторига Сйилувчи функция- 
ии дакикии узгарувчи х  нинг л„ нуктадаги аналитик функцияси деб art- 
там из.
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t j  гаКисми *о)Л га ва п нинг бош к и с м н ~ ( *  • |
тенг эканини курамиз. Биз шу бош кисмларнн караш билан 
чегараланамиз. т ва п нинг ишоралари шу бош цисмларнинг 
ишоралари билан бир хил. Бошкача айтганда, t  — £0 > О д а  
/ я > 0 , л > 0  булиб, t  — to< 0  да эса т ва п нинг мусбат бки 
манфийлиги к ва / нинг жуфт бки токлигига богликдир

(53-чизма).
Кенгроц мухокамаларни кУлла- 

ниб (биз улар устида тухтаб утир- 
маймиз), куйидаги натижаларга эри- 
шиш мумкин:

1 . к ток ва / жуфт булган *ол 
учун чизикнинг М0 нукта атрофн- 
даги тузилиши 54-чнзмада берил­
ган, М 0 — оддий нукта.

2 . к ток ва I ток булган дол 
учун чизикнинг тузилиши 55-чизмада курсатилган, М 0 — кай- 
рилиш нуктаси.

3. к жуфт ва I ток булган *олда чизик М0 нуктада урин­
манинг турли томонида; нормалнинг эса бир томонида, М в — 
биринчи типли кайтиш нуктасидир (56-чизма).

г(Ч

54-чизма. 56-чизма.

4. k ва / жуфт булганда, чизик М0 нуктада уринманинг ва 
нормалнинг бир томонида, М 0 — иккинчи типли кайтиш нук­
тасидир (57-чизма).

Шундай килиб, 1-ва 2-лолларда М 0 
нукта оддий, 3-ва 4-лолларда махсус 
нуктаднр. Параметрик г =  г(Отенглама 
билан берилган чизикнинг (r ( t ) га нис­
батан килинган фаразларда) махсус нук­
талари ана шу икки типдан иборат, хо- 
лос. Бу нуктаи назардан тугун нукта 
оддий хисобланади, унда чизикнинг ик- 
кита регуляр бйи кесишади (биз М 0 нук­
танинг етарлича кичик атрофини, яъни t нннг f0 га якин кий- 
матларини караган эдик).
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Мисоллар. 1) х  =  Р. у =  t \ r  «=<•/ + <»У- r ' =  +  31V- Бунда г'(0) =  0. 
Энди /■'(/) =  21 + 6<у|в =  2 /ч Ю ; г " (0  =  6/ ^  0 ; г "  вектор г" га коллинеар 
эмас; * =  2 — жуфт ва 1— 3 — ток; (0,0) нукта — биринчи типли кайтиш 
нуктасидир. Чизик ярим кубик парабола (44-чизма).

2)х — t*, y = t *  + tb (еки бошкача (у  — •**)* =  х*). г  = t*i 4- 
+  (*4 +  tb)j\ бунда зам t  = 0  нуктани (коордннаталар бошини) тек- 
ширамиз.

г " ( 0 )  =  2 /  ф  0 ;

г" '(0 )  =  0 , r iv(0) =  24/ ф 0 ва r IV вектор г"  га коллинеар эмас, 
k  ва / — жуфт. (0 , 0 ) нукта — иккинчи типли кайтиш нуктаси­
дир. Бу чизикни биз юкорида текширган эдик (45-чизма).

§  2 3 .  К у т б  к о о р д и н а т а л а р и

Куп золларда (физика, механикада) эгри чизик тенглама- 
ларини кутб координаталарида^ езиб чизикнинг хоссаларини 
текшириш унгайдир.

Бу системада чизикнинг тенгламаси одатда ушбу шакллар- 
да берилади:

Р =  / ( ? ) ;  Р(Р,9) =  0; р =  р(0, ? — ?(*)•
Бу шакллардан биринчиси купрок кУлланилади:

Р = / ( ? )  =  р(ч>)-

•) Кутб координаталари дакида аналитик геометрияда маълумот берила­
ди. Биз уларни кискача эслатиб утамиз. Текисликда кандайдир ориента­
ция урнатилади, яъни бирор томонга (масалан, соат стрелкасига тескари 
томонга) караб буриш мусбат деб *исоб- и /р т ,  utpv.-n)
ланади. Лемак, <? кутб-бурчак мусбат ва уу-я 'Г Л " "J
манфин булиши, шу сингари, р кутб-радиус 
дам мусбат ва манфий булиши мумкин.
.Булар умумлашган кутб координаталари* 
днр (58-чизма).Бунда:

---  ОО <".¥ <  о о , ---- 00 <  р <  оо.

Битта М нуктага: дам (р, ?), дам (— р,
V +  *) мос келади (2л дан иборат даврга 
вътибор килинмаса). Кутб бурчагига мос 
келадиган икки кийматдан ушбу тенгсизликларни каноатлантираднганини 
танлаб олиш мумкин:

— * < ? < * •
Бу киймат одатда <р нинг 0ош цийматц деб аталади. Демак, бош киймат 
сифатида 180= дан кичик шундай (мусбат еки манфий) бурчак олинадики, 
ОХ укини шу бурчакка бурганда, у ОМ билан устма-уст тушади. Бу *олда 
J га факат мусбат киймат берилади. Лекин биз* умумлашган кутб коордн- 
наталари билан иш курамиз.
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Агар кутб укинн ОХ  уки сифагнда ва кутбни координаталар 
боши деб кабул килсак, х  =  pcos<?, у =  psin<? булганидан, 
х  ва у  ни эркли узгарувчи <? оркали ифодалаш мумкин:

*(<?) = / ( ? ) с  0><р =  p (? )cos? ,

У(<Р) - / ( ? ) s l n ? «  p(«p)sln<p.
Кутб координаталарида берилган чизикнинг бирор г^р, 

нуцтасида р(р) ва р'(о) бирданига нолга айланмаса, бу нуц- 
та атрофи албатта регуляр ёйдан иборат булади. 

Хакикатан,
х '  =  p'cos? — psln<p, у' — p'sin? -f pcos?, ( 1 )

демак, jc'* -f- у'* =  p* - f  p'* шу сабабли x '2 •+■ у'* Ф 0 талаби 
р*-j-p'* *  0  га келтирилади, бу эса р ва р' нинг бирданига нолга

айланмаганлигини курсатади. Шундай 
килиб, чизигимизнинг махсус нукта­
лари булса, улар ушбу тенгликларни 
каноатл антириши керак:

Р ( ? )  =  0, р'(<р) = 0 .

Бундан кейин биз чизикни факат од­
дий нукталари атрофида текширамиз, 
яъни кутбии уз ичига олмаган кисм- 
ларини караймиз р Ф 0 деб хисоб-

59-чизма. лаЙ “ ИЗ-Уринманинг кутб-радиус билан
ташкил килган бурчагини ц билан

белгилайлик ва унинг тангенсини хисоблаб чикайлик (59-чизма).

Лекин,

Демак,

я =  ? +  р; н- —

tg u. =  t 1 (a — с) =  -> V т/ 1 4- tg % tg у

t g 3 =  tg< P = -^ -

xx’ + yy'
Бу ерда .^осилаларнннг хаммасир буйича олинган. (1) фор- 
мулалардан фойдалансак, (2 ) тенглик соддалаштирилгандан кейин 
ушбу шаклни олади:

lg I* =  -у- бу ^рда р' =

Энди кутбдан кутб-радиусга перпендикуляр утказиО, уиинг 
А1 нуктадаги уринма иа нормал билан кесишган нукталарини
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Т ва N  билан белгилайлик (60-чизма). О М  ни 4 -_^га  бу­

р и т  натижасида шу тугри чизикда зосил килинган йуналиш- 
ни м у с б а т  деб кабул этайлик. 60-чизмада ON  нур мусбат 
йуналишлидир. У золда М  нукта билан богланган ОТ, ON, М Т ,  
M N  кесмаларни караш мумкин.
Улар, мос равишда, уринма-ости, 
нормал-ости уринма узунлиги, 
нормаль узунлиги  дейилади. ОТ,
ON  кесмалар бир тугри чизикда 
бтганлиги сабабли, улар ишора 
билан олинади. Чизмада ОТ  — 
манфий, ON  — мусбатдир, Л17 ва 
M N  кесмалар эса абсолют кий­
мат жизатдан каралади.

Уринма билан кутб-радиус 
орасидаги ц бурчак Уткир булган­
да, ОТ  манфий (ON э с а > 0 )  ва 
(а Утмас бУлганда, ОТ  мусбат
(ON  э с а < б ) .  ОТ  ва ON  кесмаларининг ишоралари доимо тес-
кари. M O I  ва MON учбурчаклардан:

ОТ  =  — ptgji, ON =  о ctg ц
бки (3) га асосан:

О Т •=— - £ ,  ON =  р '.  (4)

Энди М Т  ва MN  учун тегишли формулаларни чнкариш зам 
осон:

М Т  =  | j r  К р ' + р ' 1 |, M N  =  l / ^ + P 7* .

Мисоллар. 1) АрхимеО спирали. Кутб атрофида текис ай- 
ланаетган тУгри чизик буйлаб илгарилама текис заракат ки- 
лувчи нуктанинг траекторияси Архимед спирали  деб аталади. 
Айланаетган тугри чизикнинг дастлабки вазиятини кутб Уки 
деб кабул цилиб, Узгармас айланма тезликни ш, узгармас чи- 
зикли тезликни v билан белгиласак, шартга кура, v =  яи> бу­
лади, бунда а — узгармас. Кутб-радиус «р бурчакка бурилса, 
М  нукта ОМ =  а?  масофани босади. Бирок, ОМ =  р, шу сабаб­
ли Архимед спиралининг кутб системасидаги тенгламаси 
(61-чизма):

(б)Р = а? еки Р

Агар <р =  шt  (t — вакт) булса, р =  v t  текис заракат конуни- 
нн ифодалайди. Бунда я — пропорционаллик коэффициенти 
булиб, унинг бошка маъноси зам бордир: у OL нурнинг 2к га
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айланиб чикиши вактидаги М  нуктанинг босган йулидир. Ха- 
кикатан, (5) ни бундай бзайлик, р =  Х9 , у вактда а =  X 2*, бу 
ердан X =  демак,

Р “  2Г ? -

Энди 9  =  2* кийматда, р =  я. Архимед спирали *ар бир кутб- 
радиусини тенг кесмаларга булади, чунки <? бурчак 2 * га 
ошганда, р кутб-радиус 2ак га ошади (62-чизма).

? га манфий кийматлар бериб, Архимед спиралининг 
пунктир билан чизилган (биринчига симметрии,) иккинчи

кисмини ){осил киламиз (63-чиз- 
ма). Одатда бу чизик Архи-  
меднинг „тескари‘ спирали  
деб юритилади.

(5) дан 9  буйича косила 
олайлик: р '*=я, демак, нор- 
мал-ости ON — р' = а =  const. 
Бундан N нуктанинг, яъни нор- 
малнинг ва шу билан бирга 
уринманинг вазиятини аник- 
лашга имкон тугилади. Энди, 
р =  а?  ва р' =  а булгани учун, 
(5 ) дан:

63-чизма. tg р. =  9 .

Тескари масалани кУйиб, замма нукталарида нормал-ости 
бир хил булган чизикни изласак, Архимед спиралини *осил 
Киламиз, чунки ON «= р' =  а ни 9 буйича ннтегралласак,

р =  а  9

досил булади.
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2) Уринма-ости узгармас чизик топилсин. ОТ =  а =  coos*. 
(4 ) формулага кура,

_  р**1 =  а рки & ____У d f ~ а еки а У»'
Буни интеграллаймиз:

- у  = -1-+ с бки г =  0  кийматда р =  •

Бу чизик гиперболик спираль  дейилади (64-чизма).
3 ) Кутбдан чиккан хамма нурлар билан бир хил бурчак таш­

кил калган чизик топилсин: ^ =
=  Но =  const.

(3) формуладан фойдаланамиз:

Р tg  Но бки ~ =  ctg М  9 , 

бундан
In р =  <р ctgn0 -f- с бки р =  р0е ' ct* |*в*

бу ерда ро*=^" • Соддарок шаклда бу тенгламани куйидагича 
бзиш мумкин:

р =  ^  • (6)

Бу чизик логарифмик спираль дейилади (65-чизма). Бу 
чизик ажойиб хоссага эга: унинг *амма цуТб радиусларини т.

марта оширсак, яъни унга ухшаш чизик кидирсак, яна уша 
берилган чизикка конгруэнт (айнан тенг) чизикни — логариф­
мик спирални зосил киламиз. (6 ) даги р ни X га купайтира- 
миз:

р ,  =  Хр =

® Дифференциал п о н е т р м  курса



66 ЧИ ЗИ КНИ НГ ОДДИП ВА МАХСУС НУКГЛЛЛРИ

о (о •+•
аммо Х =  gin \  демак, р ,=  е '  Т  ёки

. In*.
р, =  е°% <Р, =  ? +  — •

Бу чизикни аввалги спиралдан хосил килиш учун, уни
—  га тенг бурчакка бурнш кифоя.

Логарнфмик спиралга яна кайтайлик. Бу чизик хамма ради- 
ус-векторларни бир хил бурчак остида кесиб утадиган чизик 
сифатида таърнфланган эди. Энди унинг бошка хоссалари би­

лан танишамиз.
OL тугри чизик текисликда О нук­

та атрофида узгармас бурчак тезлнги
• (<в =  const) билан айланади. М  нукта 

эса шу OL туFpn чизик буйлаб шун­
дай даракат киладики, унинг тезлнги 
ОМ масофага пропорционал булади. 
Бу холла М нуктанинг чнзган чизи- 
ги логарнфмик спиралдир (6 6 -чизма).

Параметр сифатида t  вактни олиб, 
уни чизикнинг А нуктасидан утган 
моментидан (яъни <? =  0 , р =  р, дан) 
бошлаб хчсоблаймиз. КУйилган шарх- 

66-чизыа. ларга биноан:
. d? * 

ш = щ '
бу ерда т =  const. Бу тенгламаларнинг иккинчисини ушбу 
шаклда ёзамиз:

—  =  m d t  
Р

t ^
ва интеграллаймиз: =  m \d t ,  еки I n mt,

бундан *' ° т,
Р =  Ро<? • ^Ь)

Хосил килинган чизикнинг тенгламасини кутб системада езиш 
учун (7) ва (8 ) дан t  ни йукотиш керак:*

т- т —
Р =  Ро<? “ =Ро^ 

бирок **= а нисбат узгармасдир, шу сабабли,
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Демак, айтилган хоссага эга чизик, закикатан зам лога- 
рнфмик спираль экан. а =  0  (т — 0 ) кийматда р =  р„ айлана 
зосил килииади. а > 0 д а  ? усиши билан М  нукта О нуктадан 
узоклашади; ? камайнши бнлан р -*0 . Логарифмик спнралнинг 
шакли а коэффициента боглик: а канчалик катта булса, \рам- 
лар орасидаги масофа шун- 
ча катта булади,

Логарифмик спиралнинг 
Декарт системасидаги пара- 
метрик тенгламалари (пара­
метр сифатида ® олинса):

 ̂ х  =  p0<?°*cos <?,

У =  P o ^ ' i n ? .
Иккала таъриф эквивалентдир— уларнинг иккаласи зам

а? •
р ■= р0е тенгламага келтиради. Хакикатан, бу сунгги тенглама 
ва (З)- га асосан:

f а9 |
tgt* =  - £  =  ^  =  -Т ”  const,ctg ц =  а.

р tae

[• 4) Берилган икки Fx ва /* нуктагача олинган масофалари- 
нинг купайтмаси узгармас ва \ (FxFt)* га тенг нукталарнииг 
геометрик урни лемниската  дейилади (67 ва 6 8 -чизмалар).

FxFt = 2a булсин. 67-чизмадаги OMFx ва OMFt учбурчак- 
лардаи:

г\ =  а* + р* +  2 ар cos <?, rl =  а*+ р* — 2 apcos <р, 
демак, таърифга кура,

г И  =  (f- Ч  а*)1 -  4a*p*cos* ? = [  (FXF J '=  - j  : 4а* -  а».

6*
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Бу тенгламани соддалаштирсак:
р* =  2а* cos 2 <р. (9)

Лемнискатанинг кутб системадаги тенгламаси мана шудир. 
Унинг Декарт системадаги тенгламаси эса:

(jc* +  у* +  а*)* — 4 а*х* =  а*

(jc* +  у*)*— 2 а* (jc* — у*) =  0 .

Уринма ва нормалнинг хоссасини курамиз: (9) ни <р буйича 
диффе ре н циа лл а й м из:

р р '-------2 а* sin* <?. (10)

Энди (9) ва (10) тенгликларни *адма-*ад булсак, у *олда 

tgH =  р- =  — c tg 2 <p,

бундан эса, |* =  2<р 4- Агар уринма ва нормалнинг ОХ 
уки билан ташкил килинган бурчаклари а ва Э булса,

Р*=а — у* « =  Н-V1- =  3<рЧ— g .

Демак, Р =  3?. Шундай килиб, лемнискатанинг ихтибрий иук- 
тасидаги нормал ОХ  уци билан шундай Р бурчак ташкил 
этадики, у уриниш нуктасининг кутб бурчагидан уч баравар 
каттадир (6 8 -чнзма). Бу хосса ихтибрий М  нуктада уринма 
ва нормал ясаш усулини беради.

Мчшц ва м а с а ла л а р

35. Берилган чизикнинг кснхочдаси деб, бу чизикдаги *ар бир иукта- 
иииг кутб-радиусини берилган / кесмага узайтириш бки камайтириш иатижа- 
сида косил килинган чизикка айтамиз.

Чизик тенгламаси кутб системасида р =  /  (?) шаклда берилган булса, 
унинг конхоидасн

Р = / ( ? ) ± /  (А)
тенглама билан ифодаланиб, умуман айтганда, икки кисмдаи иборат булади 
(69-чизма)

1) Тугри чизик конхоидасн —Никомвд конхоидаси дейилади (70-чизма). 
Берилган тугри чизик (соддалик учун) OY  укига (а  масофада) параллел 

булсин. У цолда конхоиданинг кутб системасидаги тенгламаси:

** “  СО! * ^
параметрик тенгламалари sea:

х  -  а ±  /  со* <р, у =  a tg * ± I sin j ,  

в ц о я т , Декарт системасидаги тенгламаси:
(л — л)*(дг* + у*) — /*л* -  0
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булади. Чизикнинг шакли / ва а орасндаги муносабатга боглик: бу ерда 
/  <  а, I ■* а, 1 > а  булиши мумкин. У чала долда дам координата боши мах­
сус нукта булиб:

а) / <  а булган долда у — ажралган нукта (71-чизма),
б) / =  а булган долда, биринчи тнплн кайтиш нуктаси (72-чнзма),
в) / > в  булган долда, тугун нуктадир (73-чизма). Булар исботлансин.

71-чизма. 72-чнзма.

2) Кутб сифатида аиланадагн бирор нукта кабул этилган булса, бу ай- 
Мнаниш конхондаси Паскаль чиганоги (улиткаси) дейилади (74-чнзма). 
Чиганокнинг кутб системасидаги тенгламаси:

р =  2a cos <? ± I, (ОР =  2a cos р̂),

■*раметрик тенгламалари:
X — 2а cos* <j ± I cos®, у =  2a cos sin ? ±  / sin <j>.

Декарт системадаги тенгламаси:
(х* +  у* — 2ах)* =  /’(.г* + у*).

у ,  Чи|,ан0книнг шакли 1 билан 2а орасндаги муносабатга боглик (75-чизма). 
® долда дам координата боши махсус нукта булиб,

») / <  2а булган долда у — тугун нукта.
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б) /  — 2а булган долда, биринчи типлн кайтиш нуктаси,
а) /  >  2а булган *олда, ажралган нуктадир. Булар исботлансин.

9  с л 1 т и а. Иккинчи ( / «=2*)  *олда чиганок кардиоида tee 
аталади. Унинг тенгламаси р — 2а (I ± cos ?); чизик бу * 0.1 да бир
булакдан иборат.

36. Куйидаги кутб тенгламаси билан берилган чизик ясалснш

р — a sin3f.
Жавоб: Бу чизикнн уч япрокли гул деса булади (76-чнзма).

75-чизма
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37. у =  sinjt синусоида ОХ уки билан кандай бурчак ташкил зтааи? 
у «= tg х  га нисбатан *ам шу саволга жавоб берилсин.

да. Иккита кардиоида берилган: р =  а (1 — cos <р) ва р =  а (1 +  cos f). Бу- 
ларнинг 5’заро тиклнги исботлансин.

39. х * — у* =  й* ва ху  =  Ь* чизиклар берилган.
Буларнинг бир-бирига тиклиги исботлансин.

§ 24. Текисликдаги чизицнинг 
асимптоталари

Баъзи эгри чизикларнинг чексизликка 
кетадиган шохчалари шундай буладики, 
улар бнрор тугри чизикка борган сари 
якинлашади. Бундай эгри чнзикларни ясаш- 76-чизма.
да, айтилган тугри чишкларни билиш ке­
рак булади. Шу муносабат билан асимптотанинг таърифини 
берамиз.

Таъриф . Эгри чизик х  =  х  (t), у  =  y(t) устидаги нукта  
шу чи зщ  буйлаб чексиз узоцлашганда, бу нукта билан би- 
рорта тугри чизик орасидаги масофа нолга интилса, у

%олда бу myFpu чизик эгри чи­
зикнинг а с и м п т о т а с и  дейи­
лади.

Чизикнинг асимптоталари ик­
ки куринишда булиши мумкин:

1 ) ордината укига параллел 
булмаган асимптоталар,

2 ) ордината укига параллел 
асимптоталар.

Чизик параметрик тенглама-
77-чизма. лари билан берилган булсин.

Агар чизикнинг ордината укига 
параллел булмаган асимптоталари мавжуд булса, бундай 
асимптоталарни куйидаги йул билан топиш мумкин. Чизик 
устида бирор yVf(jc(^), у (f)) нуктани оламиз. Тугри чизикнинг 
тенгламасини текширилаётган холда y =  k x  +  l  шаклда ёзиш 
мумкин (77-чизма).

М  нуктадан у — kx  — l =  0  тугри чизиккача булган масофа- 
ни топамиз. Бунинг учун у — kx  — / =  0 тенгламани нормал

=  0  шаклга келтириб, бу тенгламага М  нуктанинг
_ . . . .  , у U) — kx  (ft — /координаталарини кУямиз, у холда MN  =  а =  ■ — = ------

V 1 + ь*
булади. Тугри чизик эгри чизикнинг асимптотаси булиши учун, 
М  нукта чизик буйлаб чексизликка интилганда, таърифга асо- 
сан, M N  =  d  масофа нолга интилиши зарур; t  =  t0 кийматда
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jc(f) =  x ( t 0) =  00. яъни М  ( t0) -*■ °° булсин. У *олда MN=z
l l m  У (0  —  * * ( / )—  I ------------------

=  "  — П Т Р — • Бу ерда ] /  1 +  А* махраж узгармаганлиги

сабабли:
Иш (у (t) — kx  (t) — /] =  О (1)

булади. x( t)  ни к а в с д а н  ташкарига чикарамиз: 

liin J JC (^) [5гщ- — к —  j £ j ] } e °; булгани учун,

Й №~  * '~ М  “ 0  6ки л? ̂  ~  * ~  я? ̂ =°-

Бундан Иш -щ  -  0. Демак, lim ^  — к =  0 еки

* - ' “ Ш  <2 >

келиб чикади.
Агар k ни (2) дан топиб (1) га кУйсак, I нинг киймати *о- 

у сил булади, яъни
/ =  Пш [у ( t ) - k x  (*)]. (3)

t-+to

Шундай цилиб, (2) ва (3) кийматлар
* мавжуд булса, х  = x ( t ) , y  = у  (t) чизик­

нинг у =  kx  /куринишдаги асимптота- 
сига эга буламиз.

Мисол. Декарт япроги х  =  -г3а̂  >

78-чизыа. у  =  нинг асимптотаси топилсин
(78-чизма).

Е ч и ш .  t  =  — 1 кийматда х  =  оо ва у =  со булади. Демак, 
f , =  - 1 .

у (ОЭнди k  ва /  ни топамиз: к — Иш
t-/0 х w

За**

- Й т и 1 - » » * — *■ *  — '• [ ^ - т г ^ ]  -  
<•+ 1

_  П т  Г З а < ( / + 1 )  За/ _

= — а ; I — — а.
Асимптотанинг тенгламаси у =» — х  — а еки х  +  у -f а — 0 бу­
лади.
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Энди ордината укига параллел асиыптоталарни топамиз.
x  =  x ( t ) ,  y  =  y ( t )  чизикнинг O Y  укига параллел асимпто- 

таси ыавжуд деб фараз киламиз. Чизикнинг М  нуктаси чек- 
сизликка интилганда, у ( 0  =  0° булиб, x ( t )  кандайдир бир уз­
гармас а сонга интилади. Бунда а ни l im x ( t )  =  x ( t 0)= a  дан

t- t ,
топамиз. OY  укига параллел асимптотанинг тенгламаси х — а = 0  
булади.

Худди шунга ухшаш, чизикнинг О Х  укига параллел 
асимптотасинн досил килиш учун, t  нинг шундай кийматини 
топиш кераккн, натижада lim х  (t) =■ оо, lim у (t)  =  у (^0) «= Ь

t'+tp t-*to
булсин. Бу *олда изланган асимптотанинг тенгламаси у  =  Ь 
булади.

Мисол. У ш в у х  =  1; у  “  ] ~ ~ 1  чизикнинг асимптоталари 
топилсин.

Е ч и ш .  t  *  1 кийматда х  =  1 ва у = о о  булади. Демак, 
х —  1 — 0  тугри чизик берилган чизикнинг O Y  укига парал­
лел асимптотасидир.

Энди бу чизикнинг координата укларига параллел булма- 
ган асимптотасини топамиз. t  — оо кийматда х  =  оо ва у = оо. 
Демак, t0=co. Асимптотанинг бурчак коэффициентини топамиз

k  =  1 1 m k  =  lira — j=  1, k  =  1.
/ - о о  x  \ 4  / -  «• 1 1

Энди (3) формуладан фойдаланиб, / ни топамиз:

lim \у ( 0  — kx  ( 0 1  =  П т  r-Ц  =  1 . t~ ~ ‘ *
Демак, изланган асимптотанинг тенгламаси у  «= х  +  1 ?ки 

х  — у +  1 - 0 .
Асимптотага юкорида берилган таърифни биз биринчи таъ- 

риф деб юритамиз. Асимптотага бошкача таъриф *ам бериш 
мумкин.

Теорема. Чизицдаги нуцта шу чизиц буйлаб чексизлик- 
ка интилганда уринманинг лимит вазияти мавжуд булса, 
лимитдл хосил цилинган тугри чизиц (биринчи маънода) 
осимптотадир, яъни чизицнинг чексиз узоц нуцтасида та- 
йин уринмаси мавжуд булса, у албатта асимптота вази- 
фасини бажаради. Ленин бунинг тескариси х,ар вацт туг- 
Ри булавермайди — чизикнинг асимптотаси мавжуд булиб, 
Уринманинг лимит вазияти булмаслиги хам мумкин.

\акикатан, к =  И т ^ к а с р н и н г  сурати ва махражи t - * t b да■* W
'ексизликка иитилсин (асимптота координата Укларига парал­
лел булмаган *ол билан чегараланамиз), у *олда бу касрга
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нисбатан Лопитал коидаснни кулланиб, куйидагини хосил ки- 
ламиз:

шунинг сингари

I =  lim (у (t ) — k x  ( 0 1  ==■ lim —  j—  =
/-/„ t-t.

fW
( О  У (О

-= И”  ---------7 и -------------1 1 и | » ( 0 - * « ) ^
•**(<)

k ва I нинг бу кийматлари ушбу уринма тенгламасидаги

X - x ( t )  Y - y ( t )  
х'(() у'(О

бурчак коэффициент» ва озод *ад ифодаси билан бир хилдир 
Чизик тенгламаси у = /(■ * )-  шаклда берилган булса

k = \ l m f  ( x ) , l= \ im [ y —x f { x ) \
X—— X—»

ни тёкширишга тугри келади.
Теореманинг иккинчи кис- 

ми, Лопитал коидасинииг тес- 
кари кучга эга эмаслигидан

79-чизма. келиб чикади, яъни асимп­
тота гарчи мавжуд (яъни

А =  мавжуд булсада, уринманинг лимит вазияти мав-
t —to X

1 jm у* (f\жуд булмаслиги (яъни k =  ilH! бажарнлмаслиги) мумкин
/■♦/о X  ( i j

Бунн куАидаги мисол тасдиклайди. Ушбу
COS х *

У =  —

чизик (79-чизма) х  -*■ оо да О Х  укидан иборат асимптотагя 
era. Бирок, бу чизик уринмасининг бурчак коэффициента
У' =  — 2 sin х * — - - ** эса х  оо да *еч кандай лимитга ин-

тилмайди (чунки — — ► 0 булсада, sin jc- нинг лимити йук. 
у  х  -*• оо да — 1 билан +  1 орасида тебраниб туради).
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§ 25. Алгебраик чизицнинг асимптоталари

Алгебраик чизикнинг таърнфини эслатиб утайлик: чизик­
нинг Декарт системаснда ёзилган теигламасини F (x , у) =  О 
шаклига келтириш мумкин булиб, бунда F (x ,  у) функция х  
ва у  га ннсбатан куп){адни ифодаласа, бундай чизик алгебра­
ик  чизик дейилади. Шундай килиб, г  (х, у) =  0 тенглама 
одатда касрлардан ва радикалларлан озод килинган деб, яъни 
унинг чап томони АхРу4 куринишдаги бир^адларнинг h j i f h h - 
дисига келтирилган деб ^исобланадн1)*

Алгебраик чизик ихтиёрий тугри чизик билан чексиз куп 
нуктада кесиша олмайди*), шу сабабли юкорида келтирилган 
мисолдаги сингари доллар бу ерда учрамайди; бу му.\окама- 
лар алгебраик чизик учун асимптотани уринманинг лимит ва- 
вияти сифатида таърифлаш билан чегараланишга имкон бера- 
ди. Бунинг учун чизикнинг *ар бир уринмасини чизнкдаги 
устма-уст тушган (акалли) иккита нуктасидан утувчи тугри 
чизик деб к<'фаш лозим. Демак, уриниш нуктаси чексизликка 
интилганда уринманинг лимит вазияти сифатида каралган 
асимптота, чизикнинг устма-уст тушган (акалли) иккита чек­
сиз узок нуктасидан утувчи тугри чизикдир. Бу ерда *ам 
асимптота излашнинг икки .^олини курнб утайлик.

1) OY уцига параллел  булмаган асимптоталар. Улар­
нинг тенгламалари:

у =  kx  +  ft

курннишда булиб, бунда k ва b коэффициентларни аниклаш
Л 03II м.

Чизигимизнииг тенгламасидаги F (х, у) куп^ад х  ва у га 
ннсбатан я-даражали булса, тенгламани бундай ёза оламиз:
F(x,  у) =  адх" +  а хх п~1у +  аг х п-*у* +  . .  . +  апуп +  ЬьХ*~1+ 

+ Ъ1х п-*у +  Ь.гх п-*у*+  . . .  +  Ьп- Хуп~' ¥ ... =  0s). (1)

•) Н. И. М у с х е л и ш в и л и. Аналитическая геометрия, 3-нашри, § 85. 
*) Агар бу т^гри чизик эгри чизик таркибига кирмаса, М у с х •- 

я и ш в и л и г § 87, 180-бет.
*) л-тартибли алгебраик чизик тенгламасидаги ладлар сонини дисоблат 

Кинин эмас:
нолинчи ларажали (озод) лад 1 та, 
биринчи даражали .\адлар 2 та, 
иккинчи даражали дадлар 3 та, 
учинчи даражали дадлар 4 та,

(л— 1)-даражали дадлар л та, 
л-даражали дадлар (п +  1) та,

Хаммаси булиб, 1 +  2 +  3 +  . . .  +  л +  л +  1 — —-----+-— *
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Энди (1) тенгламадаги у урнига kx  +  b ни куйсак, х  г» 
нисбатан я-даражали ушбу тенглама *оснл булади:

A0 (k )xn +  Ах(к, b ) x n^ + A t (k, Ь )х"~ * +  . . .  + Л Я =  0. (2)

Бу тенглама иккнта чексиз катта илдизга эга булиши керак, 
чунки шартга кура, асимптота уринманинг лимити булиб, ури- 
ниш нуктаси чексиз узокдир. Олий алгебрадан маълумки, 
бундай *олда (2 ) тенгламанинг олдинги иккнта коэффициенты 
нолга тенг булади:

А0 (k) =  0 ва Лг (к, Ь) -  0. (3)

Демак, асимптота мавжуд булса, унинг А ва & параметрларн 
(3) тенгламалардан аникланади. Уларнинг бнринчисига фацат 
к кирганидан, биз к ни (3) нинг биринчи тенгламасидан аник- 
лаймиз. к нинг топилган цийматларини (3) нинг иккинчи тенг- 
ламасига кУйганда, Ь параметр аникланади. Айрим (мураккаб- 
рок) лолларда, к нинг л ,  (А) =- 0 тенгламадан топилган кий- 
мати A l (k, 6 ) =  0  тенгламани айниятга айлантириб, бу тенг­
ламадан Ь ни топиш имконияти йуколадн. Булар устида биз 
тухтаб утирмаймиз.

Мисол тарикасида юкорида каралган Декарт япрогини 
олайлик: х* +  у* — Заху =  0; бу тенгламани у — k x  - f  b билан 
бирга ечганда, х  га нисбатан ушбу тенглама *осил булади:

(1 4- А’) л* 4-3(А*Ь — ak) х г 4 - . . .  — 0.
Бундан

1 +  А5 =  0, А*Ь — ка =» 0.

Бу тенгламаларнинг бирдан-бир ^акикин илдизлари: А =  — 1, 
Ь =  — а. Тегишли асимптота: у =  — х  — а ёки х  +  у 4 - а  =  0. 
Шунинг узини юкорида боища усул билан *ам *осил кнлган 
эднк (72-бет).

(2) O Y уцига параллел  асимптоталар. Эгри чизикнинг 
F (x ,  у) =  0  тенгламасини х  =  а тенглама билан бирга ечиб, у 
га нисбатан ушбу тенгламага келамиз:

В0у п+ В 1(а )уп - 1+ В г (а )у п- г +  . . .  4- Вя =  0 . (4>

Бирок, эркин дадлар (коэффициентлар) сони бу сондан битта дад кам
(л +  1) (я +  2) . л (я * 3) 

булиб, --------- g------------ 1 ” -------2------ га тенг’ ШУНННГ УЧУ« л-тартибли ал-
л (я +  3)

гебраик чизик, у м у м а н  а й т г а н д а , ------g-----  та ну**» билан аниклана­
ди. Масалан, 2-тартибли чизик. умуман айтганда, 5 та нукта билан анима- 
иади.
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х  = а тугри чизик асимптота вазифасини бажариши учуй,. 
В0 ва В х коэффициентлар нолга айланиши керак. Бирок #о 
коэффициент а га боглик эмас, чунки В0 сон уп олдидаги 
коэффициентни ифодалайди. Бундан ОУ укига параллел асим- 
птотанинг мавжудлиги учун зарурий шарт келиб чикади: чи­
зикнинг тенгламасида уп олдидаги коэффициент нолга тенг 
булиши лозим. Бу шарт бажарилса, а нинг хамма кийматла- 
рини Вх(а) =  0 тенгламадан аниклаймиз1.

Мисол. (а — х ) у * + х 3 — а х  =  0. Бу учинчи даражали ал- 
гебраик тенглама булиб, у* олдидаги коэффициент нолга тенг. 
у* олдидаги коэффнциентни нолга тенглаштириб, ордината 
укига параллел асимптотаиинг х  — а =  0  тенгламасини топа- 
миз.

Шунинг сингари (х* — 1) у 3 +  х у г — (х*— 1)у +  1 = 0  чи- 
чик хам ОУ укига параллел иккита асимптотага эга: jc— 1 = 0  
ва х  4- 1 =  0, чунки + 1  ва — 1 сонлар х *— 1 = 0  тенглама­
нинг содда илдизларидир.
Машцлар

40. Чизикларнинг асимптоталари топилсин:
2

1) д:* — у* +  Xх +  у* “  0. Жалоб-, у «  х  +  у

2) у =  х  +  j -  • Жалоб: х  «  0; у =  х.

8) у х  — 1' Жалоб-, х  -* 1, у — 1.

1 Бирок (а) — 0 тенгламанинг илдизлари содда (каррали »мас) бу.
«ишлари керак, чунки акс лолда, асимптота мавжуд булмаслиги *ам мум-
Ким.

80-чизма. 81-чизма.
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4) х  (дг* +  у*) =ау* Жавоб-. х  — а = 0 (80-чизма).

5) (дг* — у*)* =  а*(х* +  у*). Жавоб: х  ± у ± —=  »  0.
Г 2

К у р с а т м а :  бу тенгламадан кутб системасига утиш Гнгай: 

a cos ? sin <f
P= ± ^ '  демак:дг“ ± в ^ 2/ * =

Бу тенгламаларга асосланиб, чизикнинг туртта асимптотаси топилади:

у ± х ± ~ ^ =  =  0  (81-чизма).

6) у *= х  +  е*.
Жавоб: х  -*■ +  оо да асимптота йук:дг-»— оо да k =  lim ?- «  1 ы

Х -+—оо ДГ

* «  lim е* =  0; асимптота у — х  =  0.

§ 26. Чизикларни ясаш

Элементар геометриядан тугри чизик, айлана ва бошка 
содда чизиклар (парабола, синусоида, косинусоида) ни „нук* 
талар буйича* ясаш усуллари маълумдир. Аналитик геометрияда 
аса асосан учта чизик: эллипс, гипербола, параболани ясаш усул- 
ларн урганилади. Юкорида айтилганидек, дифференциал гео­
метрия *ар кандай чизикларнинг (локал) хоссаларини уларнинг 
тенгламаларига суяниб текширади Бу усулларнинг унгайсиа 
томони *ам бор: чизикнинг тенгламаси одатда бирор координата 
системасида ёзилади, бундай системани танлаб олиш эса уму- 
ман масаланинг геометрик характерига боглиц эмас. Шунга 
карамай, маълум бир система танлаб олингандан кейин, диф­
ференциал геометрия воситалари ердами билан, анализ кур- 
сидаги сингари, чизикларни ясаш (формаснии билиш) имко- 
нияти вужудга келтирилади.

Дифференциал ^исобнинг методлари чизикка карашли бир 
иеча „таянч“ (характерли) нукталарни танлаб олишга имкон 
беради. Бундай нукталар сифатида чизикнинг бурилиш нукта­
лари, ботиклик ва кавариклик нукталари, уринмалари гори- 
зонтал бки вертикал булган нукталар, махсус нукталари олн- 
нади, ва *.к.

Тенгламаси у = / ( * )  куринишда берилган чизикларни ясаш 
методларн математик анализ курсида тулик текширилади 
( Ф и х т е н г о л ь ц ,  I том, 137— 138-пунктларга каранг). Биз 
бу ерда тенгламаси F (x ,  у) — 0 куринишдаги чизикларни 
ясаш методлари тугрисида курсатма берамиз. Бундай чизик­
ларни ясаш учун умумий коида курсата олмаймиз, чунки 
F (х, у) = 0  тенгламанинг узи .\ам мураккаб булиши ва бунинг 
натижасида анча ofhp *исоблашлар юЗ бериши мумкин. '
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Чизикнинг баъзи хоссаларнни текшириш ва унинг энг ке- 
ракли таянч нукталарини топишии цуйидаги йул билан бажа- 
ра оламиз: агар F (х, у) =  0 ошкормас функцияни у =  / ( j с) 
бки х  =  <? (у) шаклга келтириш мумкин булса, уни одатдаги 
математик анализ курсида курсатилган йул буйича ясаш ке­
рак.

F (х, у) =  0  тенгламани у =  / ( .* )  еки .* =  <Иу) шаклга 
келтириш мумкин булмаган *олда эса, уни куйидаги йул би­
лан ясаш мумкин:

1. Чизикнинг координата уклари билан кесишган нук- 
таларини топамиз. Маълумки, чизикнинг ОХ  уки билан 
кесишган нукталарининг ордниаталари нолга тенг. Шу сабаб­
ли бундай нукталирнинг координаталарини топиш учун 
F(x,  0) =  О тенгламани ечамиз. Агар бу тенгламанинг нлдиз-
лари х 0, х и х 2..........x k булса, бу *олда чизик билан О Х  уки-
нинг кесишган нукталари М п (хп, 0), Af, (jc,, О)............М к(хл, 0)
булади. Худди шунга ухшаш F (0 , у) =  0  тенгламани ечиб, 
чизик билан O Y  укининг кесишган нукталарини топамиз.

2. Чизикнинг координата укларига нисбатан симмет- 
риклигини тайинлаймиз.  Агар F (х, у) функция у га нисба- 
тан жуфт функция, яъни Г [.v, y j ^ f j x ,  (— y)J булса, у 
долда чизик ОХ  укига нисбатан симметрик жойлашган була­
ди. Худди шунга ухшаш, функция х  га нисбатан жуфт, яъни 
F \х, у] = F[(— jc), у] булса, у ,\олда чизик ОУ укига нисба­
тан симметрик жойлашган булади.

I Масалан, F(*,  у) =  4л*— у ■+■ 6  =» 0 чизик ОУ Укига нис­
батан симметрикдир.
( 3. Маълумки, чизикнинг бирор М  нуктасидаги уринма- 

си О Х  укига параллел  булса, бу нуктада у(х) функциянинг
dy d \ ^  х^осиласи нолга тенг булади: ~  =  0 , лекин j  * — —t га

у
тенг. F'x =  О ва F'y ф 0 шартда 1~  =  0. Шу сабабли чизикнинг

уринмаси О Х  укига параллел 65’лган нукталарини топиш учун 
г  [х, у) = 0 ,  F'x (х, у) =* 0 системани ечиб, унинг ^ # 0  шарт- 
ни каиоатлантирувчи илдизларни топиш керак. Худди шунга 

F1
Ухшаш -т- =  — -А ни назарда тутиб, чизикнинг уринмаси ОУ

Fx
Укига параллел булган нукталарни >;осил килиш учун, F(x,  у)=» 
** 0 , t ' ( x ,  у) =  О системани ечсмиз ва унинг Р‘х ф 0  шартни 
Каиоатлантирувчи илдизларини топамиз.

4. Чизикнинг махсус нукталарини топиш учуй, юкори- 
°а (49-бет) курсатилганидек, =  О, F ' =  0 системани
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ечиб, унинг F(x, у) =  0 тенгламани цаноатлантируячи и л • 
дизларини топамиз  ва махсус нукталарнинг куринишларини 
аииклаймиз.

5. Чизикнинг эгилиш нуцтасини топамиз. Математик 
анализдан маълумки, эгилиш нуктасида чизик уринманинг 
бир томонидан иккинчи томонига Утади. Эгилиш нуктасида 
у" =  0 булиб, лекин уГ Ф 0 булади. Шу сабабли чизикнинг 
эгилиш нукталарини топиш учун, F(x ,  у) =  0 , у" =  О систе- 
маии ечиб, топилган илдизларни уГ га кУйнш керак. Агар бу 
вактда у'" Ф 0 шарт бажарилса, у холда топилган илдизлар 
чизикнинг эгилиш нукталарининг координаталарини ифода- 
лайди. F(x ,  у) =  0 дан у" ни топамиз:

F't  +  F'y-y' =  0 ; /
- F r . ( * * « +  F'x , Y ) F , - ( F ’yj'+  F'yy . y ' ) .F \

Бунда у' урнига - р  ни кУйнб соддалаштирамиз: 
у

/
•F 

УУ х

F 'xx Г 'ху к

р ' F ' р ' •у х УУ У

К 0

1 У У

Демак, чизикнинг эгилиш нукталарини топиш учун

F (x ,  у ) - О ,
F XX F 'xy К
р ’ f ' F'У* УУ У

к Fy 0

О системани ечиш керак.

Агар F (x , у) =  0, х" =ш 0 системанинг илдизларида х"> ф  О 
булса, бу илдизлар хам эгилиш нукталарининг координаталари­
ни ифодалайди.

Хакикатан хам /  =

F (x , у) -  О,

K x F x y F 'x

Гу* f 'Г  y y F'y
к F 'y 0

булгани учун, яна

Ки,

X

F'*y к

p ' f ' p 'yx УУ У

К py 0

система келиб чикади. Бу системанинг х 0, у„ечимни F ’x ва г* 
*уйганда, бу <оснлаларнинг бирданига нолга тенг булыаслигининг
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зарурлиги равшан, чунки F'x =  0 ва F' =  Ошартларбилан аник- 
ланган нукталар чизикнинг махсус нукталари булади.

6 . Чизщнинг бопищлиги ва цаварицлиги ушбу

К , К у Fx Р'хж F'*y Fx

F 'y* F УУ к F'ys f 'УУ F 'y

к F 'y 0 к F 'y 0

F 'y f ’;

ифоданинг ишорасига боглиц: у" >  О, яъни

F ’„ Fxy К
F 'yy F 'y

К Fy 0

F y > 0
I

(А)

шарт бажарилганда, чизикнинг ботиклиги юкорига (ордината- 
нинг мусбат томонига) йуналган булиб ( Ф и х т е н г о л ь ц ,
I том, 372-бет),

F ’xx F '*y к
F \x

•
F yy Fx ■Fy< 0

F 'x F 'y 0

F'xx F‘xy К

F 'y*
f 'yy F 'y • ^ ; > o

F 'x 0

гаарт бажарилганда эса, чизикнинг ботиклиги пастга (ордина- 
танииг манфий томонига) йуналган булади.

Худди шунга ухшаш,

(В)

булса, чизикнинг ботиклиги унг томонга, акс *олда чап то­
монга йуналган булади.

Демак, чизикнинг ботиклиги кайси томонга йуналганлигини 
билиш учун (Л) тенгсизликни F (х, у) =  0 билан бнрга ва (В) 
тенгсизликнн F (х, у) =  0 билан бирга ечиш керак. Ёкн чи­
зикнинг *ар икки таянч нуктаси орасида ётувчи бирор ихтиб- 
рий нуктасининг координаталарини топиб, уларни

уГ

F'xx
F?

F 'x F 'xx f 'xy F 'x

F 'yx F yy F 'y f y F 'yx f 'yy F 'y

Fx - 4 r
0

ва x ” =
F 'x F 'y 0

*  Дифференциал геометрия курен
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ифодаларга кУАиб, бу *осилаларнинг ишорасинн текшириш ло­
зин.

7. Чизикнинг асимптоталарини § 24 да курсатилган йул  
билан топамиз.

8 . Мумкин булган холда чизикнинг яна бир нечта ёр- 
дамчи нукталарини топиш керак. Буиииг учун F (х , у) =  О 
дан х  га ихтиёрий кнйматлар бериб, у нинг ыос кнАматларини 
аницлаймиз.

9. F (х, у) функциянинг аниклик со^асини билиш ке­
рак.

Мисол. Тенгламаси х* — х*у у* =■ 0 булган чизикни ясай- 
миз.

1. Ч и з и к н и н г  к о о р д и н а т а  у к л а р и  б и л а н  к е ­
с и ш г а н  н у к т а л а р и н и  т о п а м и з :  у =  0  кийматда х* =  О 
бки jc= 0  булади. Демак, чизикнинг О Х уки билан кесишган нук* 
таси Мо(0, 0). Энди х  =  0 кийматда *ам у =  О булади. Бу *олда 
*ам чизик ОУ уки билан М 0 (0 , 0 ) нуктада кесишади.

2. Ч и з и к н и н г  к о о р д и н а т а  у к л а р и г а  н и с б а т а н  
с и м м е т р и к л и г и н и  т е к ш и р а м и з :  F (х, у ) = х 4—х у ш *■ у3; 
F (— х, у) — х* — х*у +  у* =  F (х, у), демак, чизик ОУ укига 
нисбатан симметрикдир. Лекин F (х— гу)=*х* +-х*-у —у*фР(х, у), 
бу эса чизикнинг О Х  укига нисбатан симметрик эмаслигини 
курсатади.

3. Ч и з и к н и н г  у р и н м а л а р и  ОХ  у к и г а  п а р а л л е л  
б у л г а н  н у  к т а л а р и н и  т о п а м и з. Бунинг учун Fx(x, у )= 0 ,  
F(х,  у) =  0 системани ечиб, бундай нукталар сифатида

|-)  ва Af2 ( — j )  ни *осил киламиз.

F (х, у) =  О, F' (л, у) =  0 системани ечиш билан эса
(2 | /_3 2 \
—9—’ $  ] ва

( 2 V 3 2\------ g— , j  нукталарни топамиз.

4. Э н д и  ч и з и к н и н г  м а х с у с  н у к т а л а р и н и  и з- 
л а й л и к .  Бунинг учун F'x =  0, F'y =  0 системани ечамиз. Мах­

сус нукталар (0, 0) ва -j-) булиши мумкин. Бу кий-
матларни F (х, у) — 0 тенгламага куйиб М0 (0, 0) нуктанинг 
координаталари тенгламани каноатлантирганини курамиз, ле ­

кин j j  ва (— ^ р ,  -g-) нукталарнинг координаталари эса
каноатлантирмайди. Шунииг учун, факат М 0 (0, 0) нукта чи- 
аикнинг махсус нуктаси булади. Махсус нуктани текшириш
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учун функциянинг юкори тартибли хусусий хосилаларини ^и- 
соблаймиз:

г хх О, Гху =  - 2 х12х* — 2у  

=  2Ах =  0, Гхх1- - 2 ,
О, УУ

•ГУУ
О Г*у у у

бу — О. 

6 .

Г*+ / = ■ ; • / - 0 .  r xx + 2 rxy.y ' +  r yiY  (А)

М„ (0, 0) нуктада F ' =  =  Г  у =  F*yy =  О булганидан (А) 
тенглама айниятдир. Шу сабабли, (А) дан олинган хосила яна 
нолга тенг булади: F~ +  3 F ху- / + 3 / г'̂  . /*  + 2 / г̂ ' у "  +  Г" •
• /  + 2 г у . у -  +  ^ ; >. у ' . у ’ +  4 . у ' + / < ; . / - / ' + 5; : ) Г  -  5.
Бунга тегишли хосилалар кийматларини кУйганда—2*3у'+6*'' -О  
бки /  —/  =  0 ; у ' ( / ‘ — 1 ) =  0 ; у' =  0 ; yj 3 =  ±  1 келиб чи­
кади. Демак, Afо (0, 0) махсус нуктадан чизикнинг учта шох-

часи утади. ^ = * 0 ; £ 1 ;
dy
dx — 1 ларни интеграллаган-

да, М 0 махсус нуктадаги уринмаларнинг у =  0 ; у  “  •*; 
у =  — х  тенгламалари хосил булади.

Энди чизикнинг эгилиш нукталарини топиш учун

F(x,y)=О, у х

К

Г F'
•O' X

Г F'
УУ У

0

О системани ечамиз.

Бу системани: 

jc4 -  х*у +  у 3 =  О,
Ах* — 2 х у  
—  ** +  Зу* 

О
о.

\2х* — 24; — 2х;
— 2 х; бу;
Ах* — 2ху\—х 1 -1- Зу*; 

бки
I х * — 2ху  ■+■ У* =  О,
1 4jc« (1 — 2ухг) + 6х* у (15 -f- 4у) +  1 2jc* у* (1 — 9у) — 18у* — О

куринишда бзиб, система факат х  = 0, у =  0  хакикий илдизга 
эга эканини курамиз. Аммо М 0(0, Oj нуктада F'g =  F'=,0. Шу­
нинг учун бу нукта чизикнинг эгилиш нуктаси булмайди; де­
мак, чизикнинг эгилиш нукталари йук.

6 . Ч и з и к н и н г  а с и м п т о т а л а р и н и  т о п а м и з .  Коор­
дината укларига параллел асимптоталарнинг йуклиги очикдан- 
очик куриниб турибди, чунки да у хам чексизликка
интилади ва. аксинча, у -  «> да д : -  « б у л а д и .  Координата 
УКларига параллел булмаган асимптоталарни излаймиз. Бу 
ерда х* олдидаги A0(k) коэффициентами г k  га боглик булыас- 
6*
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лиги, у *= kx-\- 1 шаклдаги асимптоталарнинг йуклигини бил- 
диради.

7. F (х, у) =  х* — jc*y +  у* ф у н к ц и я н и н г  а н и к л и к 
с о ^ а с и и и  т а й и н л а й м и э :  х  абсцисса— 00 дан +  00 гача 
узгарганда функция уз маъносини саклайди. Шу сабабли. 
функциянинг ,х*  га нисбатан аниклик со>5аси (— °°; + 00) 
булади.

8 . Э н д и  ч и з и к н и н г  б о т и к л и г и  ва  к а в а р и к л и г и -  
ни  т е к ш и  р а м  из. Бунинг учун F (х. у )  = 0 билан тегишли 
тенгсизликларни бирга ечамнз, чунки бу мисолда иккинчи 
метод билан иш куриш енгилрок- Топилган таянч нукталарни 
назарга олиб, (— °°; +  00) ни бир нечта ингервалларга аж- 
ратамиз:

1) (— ; - Ч 3); 2) ( - Ц 1 . о); з) (о.21' 3-);

<>(Ч-2- -)■
Хар бир интервал ичида ихтнСрий нуктани олиб, уни F(x, у) — 
= х* — jc*y-+->'s= 0  тенгламага кУямиз ва унинг координатала- 
рини топамиз. Топилган кийматларни:

Кж К
f 'л y y Fy

К F'y 0

Fy
детерминантга кУямиз.

М асалан,^ — 00, — ^ р - )  интервалда х  =  — V  2 ни ол- 
сак, у  =  — 2 *осил булади. Бу кийматларнн (А) га кУямиз:

Fx [ - V 2 ,  — 2) — — 12»/ *2; F'xx ( -  / 2 ;  - 2 )  =  28; Fxy( -  
- 2 ) -----2 / 2 ;  ^ ( - / 2 ; - 2 )  =  10; f ; y( - / 2 ;  - 2 )  =  -  12.

Демак, (— <»; — интервалда чизикнинг ботиклиги паст- 
га йуналган. Чизик O Y  укига нисбатан симметрии булгани

учун, ( 2 ^гр; °°) интервалда *ам чизикнинг ботлклигн пастга 
йуналган булади.

Энди 2-^ - - ; 0^ интервални текширамиз: х  ни, маса­
лан,— 0,333 га тенг килиб ол!анда *осил буладиган учинчи
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даражали тенгламани Кардан формуласи буйича ечсак, у учун 
учта *акикий киймат келиб чикади. Улар, тахминан, у ,«1 ,93 ;  
у , « 2 ,3 6 1 ;  Уз «0 ,4 3 8 .  Демак, чизикнинг учта нуктасини *о- 
сил киламиз: M s ( — 0,333, — 2,361); М в (— 333, — 0,438); 
М 7(— 0,333, — 1,93). Бу кийматларни (А) га куямиз. учун 
у " < 0 .  Бу тенгсизлик нуктадан утадиган чизик шохчаси-

нинг ( — 2 ^ ^ ;  о) интервалда ботиклиги пастга йуналганлнгини
курсатади. М 6 нукта учун у" >  0 , де­
мак, М ,  нуктадан утадиган шохчанинг

ботиклиги ( — 2 ^ ;  oj интервалда юко-
рига йуналган. Л/ 7 да эса у " < 0 , яъни 
чизикнинг ботиклиги пастга йуналган.
U  2 V  3\(О, —д— \ интервалда *ам худди шу на-
тижага эгамиз.

Ни^оят, топилган таянч нукталарни 
ясаб, чизикнинг шаклини .чосил кила­
миз (82-чизма). 82-чизма.

Машцлар
41. Куйидаги чизиклар ясалсин ва уларнинг махсус нуктадари то­

пилсин:
1) у* =  jc* (2 — х); 4) л:* -  у» +  1 =  0;
2) 4у* =  4л* у — лг5; 5) д:» — у* — х* — у '  =  0.
3) х* — 27(х  — у)* =  0;
42. Ушбу чизиклар ясалсин ва уларнинг махсус нукталари топилсин:
1) г {/*, 15/* + в/6};
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§ 27. Текисликдаги чизикларнинг бир параметрли 
ва куп параметрли оиласи

Бу параграфни баъзи мисоллардан бошлаймиз.
1. Маълумки, х '  -+■ у* =  Р* тенглама радиуси R га тенг ва 

маркази координата бошида бтган айланани ифодалайди. R  га 
*ар хил кийматлар берсак, *ар хил айланалар хосил булади. 
83-чизмада радиуслари 1, 2, 3, 4 га тенг айланаларнинг гра- 
фиклари берилган. R узгариши билан айлананинг катталиги

*ам узгаради. Шунииг учун 
х г+  у1— R*= 0 — марказлари ко­
ордината бошида ётган айлана­
лар „оиласини* ташкил килади 
деб айтамиз. Худди шунга ух­
шаш, у* — 2х  +  С тенглама па- 
раболалар оиласини ифода цила- 
ди. С га берилган цийматларга 
караб, шу оилага карашли ,\ар 
хил параболалар ^осил булади.

Умуман, чизикнинг тенглама- 
сида битта С параметр иштирок 
этса, бу тенглама бир параметр- 

83-чизма. ли  чизиклар оиласининг тенг­
ламаси  дейилади, ва у кискача 

F (х, у, С) =  О шаклда бзилади. Шунга ухшаш, чизикнинг 
тенгламасида иккита параметр иштирок этса, бу тенгламани 
икки параметрли чизиклар оиласининг тенгламаси дейила- 
ди. Бу тенгламани кискача F (х, у, С,, С,) =  О шаклда бзиш 
мумкин. С, ва С, га аник кийматлар берганда, шу оилага к3' 
рашли аник чизикнинг тенгламаси келиб чикади.

Мисол. у — k x  — / =  0 — икки параметрли ту три чизиклар 
оиласининг тенгламаси; (х  — a)2 4 - (у — 6 )* =  25 эса радиуси о 
га тенг икки параметрли айланалар оиласининг тенгламаси- 
дир; а ва b параметрларга тайин кийматлар берилганда, мар-

Бешинчи боб
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казн (а. Ь) нуктада бтган ва радиуси 5 га тенг айлана хосил 
килинади.

Текисликда п параметрга боглик булган чизикнинг тенгла- 
масини F (х, у, Сх, Cf, Cs. . . . , С„) =  0 шаклда бзиш мумкин. 
п параметрли чизиклар оиласи куйидаги хоссага эга:

Ci, С,........... С„ параметрларнинг тегишли интервалларда
ихтиёрий равишда узгара олишидан фойдаланиб, шу оилага 
карашли шундай чизикни ажратиш мумкинки, у текисликда 
олдиндан берилган п та нуктадан утади. Хакикатан, ^(jc, у,
С„ С„ . .  . ,  С„) = 0  чизик А х( х х, у,), А ,(х„  у ,) ...........
Ап(х п< У») нукталардан утаднган булса, у холда куйидаги 
шартлар бажарилади:

Бу тенгламалар системасинн С,, С,........... С„ параметоларга
нисбатан ечиб, топилган Сх, С,, . . . ,  С„ кийматларни г (х, у, 
С„ Ct , . . .  , Ся ) =  0 га кУйсак, изланабтган чизикнинг тенг­
ламаси хосил булади.

§ 28. Текисликдаги чизнклар оиласининг урамаси.

Бир параметрли чизиклар оиласи F (х, у, С) — 0 берилган 
булсин. Бу оилага карашли тайин чизикни хосил цилиш учун, 
С  параметрга маълум бир - д м
Кийматни бериш керак. С нинг

оила чизигининг бирига урина-
ди ва узи ана шу уриниш нукталаридан тузилган булади (84- 
чизма). Бундай чизиц берилган оиланинг урамаси деб ата­
лади.

Дастлаб оиланинг урамаси бор деб фараз килайлик. Содда- 
лик учун, аввал, ураманннг хар бир М  (х , у) нуктасида оила 
чизикларидан факат биттаси уриниб, турли нукталарида эса 
оиланинг турли чизиклари уринадн дейлик. Бу холда урама- 
«инг хар бир М (х, у) нуктасига шу нуктада уринадиган бит- 
та оила чизиги мос келадн; демак, М  ( j c , у) нукта узгариши

F (x i> Уь Cj, Cj, . .  . , С .) — О, 
^ (■*!> У Ci, Cj,  . . . , С„) =  о,

Узгариш сохаси С, <  С <  Сг 
булсин. Баъзан бир параметр­
ли оила чизиклари учун шун­
дай чизик мавжуд буладики, 
У узининг хар бир нуктасида 84-чизма.
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билан оила чизиги ва унга мос келувчи С параметр узгара 
боради, шу сабабли, урама буйлаб даракат килганда x  =  jс(С) 
ва у =  у (С )  деб хисоблаш мумкин. Биз F (х, у, С) функция­
нинг хусусий хосилалари мавжуд ва узлуксиз, хамда х(С) ва 
у (С) функцияларнинг хосилалари хам узлуксиз деб фараз 
Киламиз. Ураманинг хар бир нуктаси оиланинг бирор чизиги- 
га карашли булгани учун ушбу айниятни хосил киламиз:

F i x  (С), у (С), С ] -  0.

Бу айниятни С буйича тулик дифференцналлаймиз: 
dF d x  dy , dF _  ~ 
d x d C +  dydC d C ~

Fx Xc +  Fyyc +  Fc =  °- ( 0

Шартга кура, оила чизиги ва урама бир-бирига уринади. § 18 
гаасосан, уларнинг умумнй нукталаридаги уринмаларнинг тенг­

ламалари F'X' (х  — х 0) -  F'yo (у — у0) =  0  ва - у —0 =  — г-2 булади.
Со *Со

Бундай уринмалар устма-уст тушганн учун х — х 0 =  ^x'cj y —у0 =  
=/.у^о6 ки бу кийматларни ( 1 ) га куйсак, F'x ’k x 'cg +  F'ŷ y 'c ^ 0 f 
F'x х ^  -t- F'y y'C" =  0 келиб чикади. Бу натижа ураманинг хар 
Оир М  (х, у) нуктасида бажарилади, шу сабабли, умуман: 
F'xx'c -t- Fyy'c =  0. Биз оила чизикларидаги махсус нукталарни 
вактинча карамаймиз, яъни F'x ва F'y хосилалар бир вактда 
нолга тенг эмас деб фараз этамиз. Fxx'c +  Fy-y'c =  0 ва 
(1) дан F'c =  0 келиб чикади. Биз учун номаълум булган 
х  = х (С ),  у = у (С) функциялар куйидагн тенгламалар систе- 
масини С га нисбатан каноатлантириши керак:

F(x, у, С )= 0 ,  Fc (x, у, С ) = 0  (2)

Шундай килиб, урама мавжуд булса, унинг параметрик 
х  =  х  (С), у =  у (С) тенгламалари (2) системани х  ва у га 
нисбатан ечиш натижасида хосил килинади. С узгарувчи бул­
ган холда, (2) система, умуман, С га функционал боглик 
ечимга эгадир. Агар С узгармас булса, F (х, у, С) =  О нинг 
урамаси мавжуд булмайди.

Оила чизигида ётиб, координаталари (2) системани ца- 
ноатлантирган нукта чизикнинг характеристик нуктаси 
дейилади.

(2) системани ечганда х^осил булган х  =  х (С ) ,  у = у (С) 
тенгламалар билан ифодаланувчи чизик оиланинг дискри­
м и н а н т  чизиги дейилади.
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Дискриминант чизик оила чизикларининг хаммасига уринса, 
у урама булади. Хакикатан, х  =  х  (С), у — у (С) ни (2) га 
куйсак, F [аг(С), у (С), С | =  0 ва F'c \x(C ),  у (С), С) = 0  айни- 
ятлар вужудга келади. Булардан биринчисини С буйича диф- 
фереициаллаб, F'c =  0 ни назарга олсак, F 'хх'с Fуу'с — 0 хо- 
сил булади. Бу эса, дискриминант чизиги билан оила чизигига 
карашли умумий нукталардаги уринмалар устма-уст тушганда 
бажарилади.

Юкорида биз оила чизикларининг факат оддий нукталари 
билан иш курамиз деб фараз килган эдик. Энди бу фараздан 
воз кечиб, оила чизикларига карашли барча махсус нукталар- 
ни хам карайлик, яъни

F{x, у, С) =  0, Fx (x, у, С) =  0, Fy (x, у, С) =  О

тенгламаларни каноатлантирувчн нукталар тупламини текши- 
райлик. Бу учта тенглама системаси ечилмайдиган булса, оила 
чизикларининг махсус нукталари булмайди. Масалан,

(х  — С )3 — у =■ О тенглама учун Fy =  — 1 Ф 0.

Энди биз махсус нукталар чексиз куп деб фараз киламиз. 
Бу нукталар учун хам х  =  х (С )  ва у =  у (С )  булиб,

F f * ( C ) ,  у (С), С ] э О

айният бажарилади. Бу айниятни С буйича дифференциаллай- 
миз:

& ( C )  +  T y y ' ( C ) + & -  о.
dF

A m m o  ( 2 )  га асосан, ^  =  О булиб, демак, ( 2 )  ни каноатлан-

тирган нукталар F = 0 ва ^  =  О тенгламаларни хам кано- 
атлантиради — махсус нукталар туплами хам дискриминант 
чизик таркибига киради.

Хуллас, куйидаги натижага келамиз: оила тенгламасини  
С параметр буйича дифференциаллаб ва у ни (мумкин бул­
са) нолга тенглаштириб, F =  0 ва F‘c = 0 ни %осил цила-  
миз. Бу системани х  ва у  га нисбатан ечишдан келиб чиц- 
цан х  =  х(С) ва у  =  у (С) тенглчмалар билан ёки Ф(х, у) =0у*) 
тенглама билан ифодаланувчи дискриминант чизицни j(o- 
сил циламиз. Б у  чизицнинг шундай цисмини ажратамизки, 
у оила чизикларининг махсус нуцталаридан холи  булсин. 
Ана шу цисм урамани беради. Дискриминант чизикнинг

*) У) =  0  тенглама х  =  х  (С), у =  у (С) дан С ни йуцотиш натижа- 
сида косил булади.
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цолган цисми эса оила яизщ ларига царашли махсус нуц- 
таларнинг геометрик урнини ифодалайди.

Бу мулохазалардан, оила урамаси бки махсус нукталарнинг 
геометрик урин характеристик нукталардан иборатдир, деган 
хулоса чикади.

Мисоллар. 1. у =  С*(х  — С)* параболалар оиласииииг ура­
маси топилсин.

Е ч и ш .  Берилган тенгламадан С параметр буйича хосила 
оламиз:

С* (х  -  С)г -  у  =  0; 2С ( х -  С)* +  2С* (jc -  С) ( -  1) -  0;
С (х  — С )(х  — С — С) = 0

бки С ( х — С ) (х  — 2С) =  0. Буни берилган тенглама билан 
бирга, яъни у — С*(х — С ) 2 =  0, С ( jc— С )(х  — 2С) = 0 систе- 
мани ечамиз; иккинчи тенгламадан С =  0 , х —С = 0 , х —2С =  0 
келиб чикади. Бу кийматларнинг хар бирини биринчи тенгла- 
мага кУямиз; С =  0 кийматда у =  0 хосил булади; х  =  С кий­
матда хам у  =  0  келиб чикади; нихоят, х  — 2С кийматда 
у  =  С* га эга буламиз.

иминант чизикларнинг

бирга ечиб а ни йукотсак, у* =  25 бки у  =  ±  5 келиб чикади. 
Демак, берилган айланалар оиласининг дискриминант чизиги 
О Х  укига параллел иккита у  — 5 =  0, у +  5 =  0 тугри чизик- 
дан иборат экан. Бу дискриминант чизик берилган айланалар 
оиласининг урамасидир (85-чизма).

3. Узунлиги а га тенг ва учлари координата Уклари буйи­
ча силжиб борувчи кесма вазиятларининг урамаси топилсин.

— х* =  0  тенгламаларига келамиз.

9*5
Бу У =  0 ва 16у — х* =  0 чизик­
лар параболалар оиласининг 
урамасини ташкил килади, чунки 
берилган чизиклар оиласида мах-

2 . Ушбу ( jc  — а ) * + у * = 2 5  
айланалар оиласининг урамаси
топилсин.

У*-5 Е ч и ш .  Берилган тенглама­
дан а буйича хосила оламиз: 
—2 ( х  — а) =  0  бки х  — а =  0 . 

Буни берилган тенглама билан
85-яизма.
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Е ч и ш :  АВ  =  а, МО ± А В, МОВ  =* б булсин (26-чизма). 
Демак, /  ОАВ *ам б га тенг булади. АВ  тугри чизикнинг

ОВ
АВ =кесмалар буйича тенгламаси х  , У 

ОБ ОА 1 ва
OR

— sin ОАВ  =  sln6 , — =  sin б, ОА
АВ c o s  б еки О А — a cos б. Шу

сабабли, тугри чизик теигламасини =  а шаклда

бзиш мумкин. б ни параметр сифатида кабул килиб, б буйича 
косила оламиз: -  ^  cos б +- ^  sin б =  0  еки ^  =  ^ г е. 
Буни куйидаги шаклда езиш мумкин:

X у X у 
s in  в _  c o s  h _  sin  в cos в _  
Sin* в m s*  II sin* Й 4- m s*(J 1

а;
cos* 0 sin* в +  сов* О 

бундан астроиданинг jc =  a s ln * 6 , у  =  а cos* б тенгламалари *о- 
сил килинади. Бу дискриминант чизик — масаламиздаги кес­

малар оиласининг урамасидир.
4. (у — а)* — jcs =  0  чизиклар оиласининг 

урамасини топамиз. Берилган тенгламани 
—2 (у — а) =  0  билан бирга ечсак, х  — О, яъни 
OY  укининг тенгламаси келиб чикади. х  =  О 
чизик — берилган 
чизиклар оиласининг 
дискриминант чизи­
ги булади.

Бу чизик оила­
нинг урамасини бер- 
майди — у ш у  оила 
чизикларига караш­
ли махсус нукта­
ларнинг геометрик 

урнидан иборатдир. Хак«катан, OY  укининг нукталарида F'x =  
= —Зх* =  0 ва F' =  2 (у — а) =  0, яъни Fx ва F, нинг иккаласи 
*ам нолга тенг (8 6 -чизма).

5. Ярим кубик у* — (х  — а)* =  0 параболалар оиласининг 
дискриминант чизиги у = О булади. Бу чизик оиланинг махсус 
нукталаридан тузилган булиб, демак, у оиланинг урамасини 
бермайди (87-чизма).
Машцлар

43. Тугри чизиклар оиласи ОХ ва OY  Уклари билан кесишиб, юзлари 
тенг («» St ) учбурчакларни ташкнл к»
Урамаси топилсин.

* V  f J nVVUUIIIV)
киладн. Шу тугри чизиклар оиласининг

Жавоб; ху So ± j .
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44. х  = С* +  и, у =  С* -I- и чизиклар оиласининг Урамаси топилсин.
К у р с а т м а .  Олдин и ни йукотиб, F(x, у, С) = 0 шаклдаги тенглама­

ни досил килннг.
4 8Жалоб: х  = у, х  — -д- =  у — Бу ерда х  — у дискриминант чизик 

урама эмас.
43. Бош диаметрлари умумнй ва юзлари узаро тенг эллипслар оиласи­

нинг урамаси топилсин.

Жалоб: Иккита гипербола: ху  =  ± у  Y~£-
46. х* =  2ру параболанинг учидан утган ва марказлари шу парабола 

нинг устида бтган айланалар оиласининг урамаси топилсин.
С*

Жалоб: 1) Оила тенгламаси jc* +  у* — 2Сх — —у =  О,

2) Урама: у (jc* +  у*) +  рх* =  0.

§ 29. Лимит нуцта

Оила чизикларидан параметрнинг С0 кийматига мос келув- 
чи битта F (х, у, С0) =  О чизикнинг ва унга якин турган 
F (х, у, С0 +ьС)  =  0 чизикнинг тенгламаларини бирга ечайлик:

F (x ,  у, С0) - 0 ,  F (x ,  у, С0 + *С ) =  0 (1)

Бу икки чизик битта еки бир неча нукталарда кесишишн (ке- 
сншмаслиги *ам) м у м к и н . С  нолга интилганда, кесишиш нук- 
талари биринчи чизик б\йлаб ка><дайдир даракат килади. Агар 
кесишиш нукталаридан Оиронтаси аник лимит вазиятга интил- 
са, шу лимит вазият дастлабки чизикнинг лимит нуктаси 
деб айтилади.

( 1) система урнига эквивалент булган

F (х, у, С0) =  0, F(x' у' У' Со) =  0 (2)

системани олиб,д С ни нолга интнлтирсак, бизга маълум 
F (х, у, С0) =  0, F’c(x, у, С0) — 0 система келиб чикади. Шун­
дай килиб, F(x, у, Со) =  0 нинг лимит нуктаси F (х, у, С ) = 0 
оиланинг дискриминант чизиги составига киради ва агар ли­
мит нукталарнинг геометрик урни мавжуд булса, у дискри­
минант чизикни ташкил килади.

Ушбуни таъкидлаймиз: оила урамасига ёки махсус нук­
таларнинг геометрик урнига карашли х,ар бир М нукта — 
оиладаги маълум бир F (х, у, С0) =  0  чизик билан яна шу 
оиладаги F (х, у, C J = Q  га якин турган чизикнинг кесиш­
ган нуктасиникг лимит вазиятидир. Хар бир лимит нук-
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та  — характеристик нуцтадир. Бу хосса геометрик нуктаи 
назардан равшан булиб, биз юкорида унинг аналитик исботи- 

< ни бердик (8 8 -чизма). Бирок, тескарн
даъво кучга эга эмас: оила чизиги- 
нинг лимит нуктаси булмаслиги ха*' 
мумкин:масалан, у*— (х  — с)3 =  0 чи­
зикнинг дискриминант чизиги у =  0  
булиб, бу тугри чизик характеристик 
нукталарнинг геометрик урнидир, би­
рок онланинг чексиз якин иккнта чи- 
ЗИП1 хакикий нукталарда кесишмай- 
ди — лимит нукталар йукдир.

7
с '

88-чизма.

§ 30*. Икки параметрли оила Урамаси

Чизикларнинг
У, *, ?) =  0

(1)

оиласи икки параметрли булиб, бунда а ва ? параметрлар уз- 
аро боглаиган дейлик:

<Р (а .  ? )  =  0 . ( 2 )

Бу муносабатдан Р ни « оркали ифодалаб, (1) га кУйгани- 
мизда, аслида, бир параметрли онлайн хосил киламиз, демак, 
бу хол, деярли, янги эмас. Бирок (2) дан j3 ни чикариш ур- 
нига ( 1 ) да биз Э ни г нинг функцияси деб хисоблаб, ( 1) ни 
а буйича дифференциаллаймиз:

dF . dF d \  -
т Л ъ (3)

Бу тенгликка кирган а~  хосилани (2) дан топиш мумкин:

d<p , dy d} 
d i  d'fl d* 0; d

di
d i

' К

Энди буни (3) га кУйиб, куйидагннн хосил киламиз:
d F ^ d j __dF  d? _  n
da d}  dji da ~

еки
dF dF

D (F , y ) __ 5 7  d i
~D(a. fs) ~  d* d?

d i  dT

0 (4)

Оила урамасини (дискриминант чизигини) юпиш учун (1),
(2) ва (4) дан иккала параметр а ва ? ни чикариш керак.
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Натижада дискриминант чизигининг тенгламаси косил булади:
Ф (-*, у) -  0 .

Мисоллар. 1. Ярим укларининг йигиндиси узгармас ва сим­
метрия уклари умумий булган эллипслар оиласининг урамаси

топилсин (89-чизма). 
Айтилган оила тенгламаси?

1

булиб, бунда, a - f  Р =  Л- 
=  const.

D(F. у) 
D(7, В)

бки

2х>
а*

1

2у«
F
1

х*
я*

бундан эса,

89-чизма.

У*
I
Р '

1
7»

демак,
а» =  Ьс*, р» =  /у», а =  / Ы  , 0 - / 1  у ? .

Энди а +  Р =  / дан фойдалансак, ураманинг тенгламаси косил 
булади: х* 4-yi — — астроида.

2. Ушбу y  +  j  =  1 , а* +  р* =  /* оиланинг урамаси топил­

син.
Жавоб:  астроида х$ 4- у ’ =  fi.
3. Марказлари берилган эллипсда бтган колда, Шу эллипс- 

нинг битта фокусидан утувчи айланалар оиласининг урамаси 
топилсин.

* JC9 у»Жавоб: эллипс тенгламаси одатдагича ^  =  1 кури-
нишда олинса |бунда а* — Ь* *= с*\, у *олда оила тенгламаси 
(х  — а cos 9 )* -f  (у — b sin <p)J =  (— с — a cos ?)* -|- Ьг sin <р ва ура- 
ма тенгламаси ( jc — с)*-ь у* ■* 4а 2 булади, бу сунгги тенглама: 
радиуси 2а га тенг ва маркази иккинчи фокусда бтган айла- 
нани ифодалайди.
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ЁПИШМА ЧИЗИКЛАР ВА СИРТЛАР 

§ 31. Ёпишма чизицлар

Баъзан берилган x  = x(t) ,  у =  у (£ )(Г )  чизикларнинг бирор 
М0 нуктаси атрофидаги бйининг хоссаларини текширишни еи- 
гиллаштириш учун, М0 нуктадан утган ва (Г) чизикка мум- 
кнн кадар якин турган, шу билан бирга тузилиш жи^атдан 
(Г) чизикка Караганда оддийрок булган иккинчи чизикни олиб, 
биз учун керакли хоссалар- 
ии бу иккинчи чизикда тек- у  
ширишга тугри келади. Шу 
ыаксадга эришиш учун, п 
параметрли t  {х, у, С,,
С,...........  С„) =  0 чизиклар
оиласига мурожаат киламиз.
Бу оиладан шундай чи­
зикни ажратиб олиш мум- 
кинки, у (Г )  чизикнинг М 0 
нуктасидан утадиган ва (Г) 
нинг шу нукта атрофидаги
бйига мумкин кадар якин турган булсин. Бунинг учун: (Г) 
нинг Af0 (л: (^о) У (^о)), (*  H*i) У(М» *  ( U  У (*я) нук­
таларини оламиз ва

90-чизма.

F (х, у, Сг, Cf, С,) — О (. *

мана шу нукталардан утган п параметрли чизиклар оиласининг 
тенгламаси деб фараз киламиз (90-чизма). Бу *олда (1) тенг­
ламани M u M t , М , ,  . . .  , М п нукталарнинг координаталар»
каноатлантиради:

F \x ( t 0), у  (to), Сх, С„ . . .  , С„] -  О,
F Iх (^i). У (^i), Сх, Cj, . . .  , Сп] »  о,

F I х  ю ,  у ( tn), Сг, С* . . .  , С „ ] - 0 .
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Аммо (1) тенгламани (Г) даги хар кандай Af [дг (^), y ( t )J нук­
танинг координаталари каноатлантиравермайди, чунки оила­
нинг ( 1 ) тенглама билан ифодаланувчи чизиги М х, М„ . . .  , 
М п нукталардангина утадн, холос. Шу сабабли (1) тенглама- 
нинг чап томонидаги функцияга х  ва у урнига узлуксиз x ( t )  
ва y{t)  функцияларни куйсак, t  параметрга нисбатан узи ва 
хосилалари узлуксиз булган куйидаги брдамчи функция ву- 
жудга келади:

/(^* ^i> • • • » Сп) =  F ( х  (0> У (0» ^i> С& . . . , Сп].

Бу функциянинг t  =  t0, t  =  t v  t  =  t t ............ t  =  tn -x кийматлар*
да нолга тенг булиши равшан:

f i t »  ^ 1» ............ Сп) =  0, f  (t\, Ct, Сг, . . . , Сп) =  о,
. • • . / ( ^ л - 1» Сг> • • • > С„) =  0 .

Энди f  (t0, С,, С%, . . .  , Сп) =  0 ва f { t \ , Ctl Ct , . .  . , C4j =  0 
ларни эътиборга олсак, Ролль теоремасига асосан, / '  (t '0, Clt 

• • •  . С„) =  0 булади, бунда f0 < * 'o < * i -  Худди шунга
ухшаш f { t x, Сь  С,............С„)= 0 ва /  (ft , С„ С,...............С „ )= 0
ларни олиб, Ролль теоремасига асосан, f ( t \ ,  С1( С,, . . .  , 
С„) =  0 га эга буламиз, бунда ва х- к. Натижада
Куйидаги ( я — 1) та тенглик хосил булади:

Г К  clt ct, . . . ,  сп) = о,/ ' (t\, си с , . . .  . ,  с„) = о,
Ж ,  Сг, С ,............Ся =  0.............../ '  (/;_*•<:,, С„ . . . ,  Ся) =  0.(2)

Энди Ролль теоремасини (2) даги функцияларга кУллан- 
сак, натижада куйидаги (п — 2 ) та тенгликларга келамнз:

Г  ( С  С„ С . .  Сп) -  0 ; / "  (**, С„ С, . . .  Сп) =  О,
• • • f  (̂ я—з» 1̂» , . . . , Сп) “  0» (3)

бунда * ' ,< * * !<  С г  Яна, Ролль теоремасини (3) ларга кУл- 
ланамиз ва х-к- Энг охирда битта куйидаги тенгликни хосил 
Киламиз:

/ я - 1) (*о<*~1), С„ С, , , С . ) - 0.

Агар (Г) чизикдаги Ж ь  M t, . . . , Af„_, нукталар (Г) буйлаб 
Af0 иуктага интилса, у холда f,, t t , . . .  , t кийматлар ва 
булар орасидаги ^  кийматлар хам га интилади. Бунинг 
натижасида Af0, Af„ Af„ . . .  , M „_ , нукталардан утган оила 
чизиги, силжиб бки эгилиб, лимит холатига интилади. Шу 
вактдаС,, Ct, . .  . , С, параметрлар хам а н и к С ^ ,  . . .  , С! ли-
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митларга интилади. Хосил булган куйидаги системани ечиб, 
С*, С,, . .  . • С*я параметрларни топиш мумкин:

/ (А>* 1̂» ... ,с;)-^[х(#о), у (t0), с q. .. . . c j = 09
г (t0, с:, c i ... ,c:)~F'\x(to),y(to), с;, q , . . . с;\ =* о,
Г (t0. с;, с \ , . . . . o - f w f j . y t t ) .  с:, q , ... . сд =*о,

f - » ( t 0, сх, с;, . .. , с;) = /а- 1и*0).у (4,). с;,с;, ... с;] =0.
Топилган С*ц С , С’ параметрларни оиланинг F (х, 

У, С„ С,, . . .  , С„) =» 0 тенгламасига кУйсак, изланган чизик­
нинг тенгламаси келиб чикади:

F (x ,  у, с ; ,  q ............ С*) =  0.

Ана шу чизик берилган (Г) чизикнинг М 0 нуктасидаги ёпишма 
чизиги дейилади. Демак, берилган (Г) чизикнинг берилган 
М0 нуктасидаги ёпишма чизиги деб, F  (х , у, С„ С , , . . . ,  Ся) =  О 
оилага карашли булган ва (Г) нинг M 0, M lt М г, . . . .  Afn- i  
нукталаридан утган чизикнинг . . .  , п — 1) нукта­
лар М„ нуктага интилгандаги лимит вазиятига айтилади.

Н а т и ж а .  x= * x ( t) ,  y  = y ( t)  чизикнинг М 0 нуктасида 
F (x ,  у,  Cj, Ct, , Сп) =  0 оилага карашли ёпишма чизиги- 
нинг теигламасини топиш учун куйидагича иш курамиз:

Ёрдамчи f ( t ,  С„ Са , . . .  , С„) i* F [x ( f ) ,  y(t), С„ С,,...
• • • »С„] функцияни тузиб, ундан п — 1 марта косила ола­
миз, сунгра бу функция ва унинг (л— 1 ) та ^осилаларидаги 
t  урнига t0 ни (яъни t нинг М 0 га мос кийматини) куйиб, (4) 
тенгламалар системасини *осил киламиз. Бу системани ечиб,
топилган С*, С*............ С*п параметрларни оила тенгламасига
КУямиз.

§ 32. Ёпишма тугри чизик в& ёпишма айлана
x  =  x ( t ) ,  у  -  у (О

чизикнинг М 0(х0, у0) нуктасидаги ёпишма тугри чизигини, 
яъни унга энг якин турган тугри чизикни топамиз.

Тугри чизиклар оиласининг тенгламаси у — кх — 1 =  О бул­
син. Бу *олда ёрдамчи функциянинг куриниши:

f i t ,  k, l) = y ( t ) - k x ( t ) - l

7 Дифференциал геометрия ну; си
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шаклда булади. Тугри чизиклар оиласи икки параметрли булгани 
учун, бир мартаба к о с и л а  олиб, сунгра t  урнига t0 ни кУ* 
йиб, (1 ) системани хосил киламиз:

М ,  к, I) =  у ( g  -  k x  (t0) - 1  =  0, (1)
f ( t 0, k, t)=*y'(to) - k x ' ( t o) =  0,

бундан: £ =  5 ва / =  y (t0) — Ухг щ х У 0). Топилган киймат- 

ларни y =  k x  +  l тенгламага кУйсак, ёпишма тугри чизикнинг

У — У (*•) =  [х — х  (t0) 1

тенгламаси хосил булади. Демак, ёпишма тугри чизик, 
х  = х  (t), y =  y ( t )  чизикнинг уринмасидан иборат экан.

Энди ёпишма айланани куриб утамиз. Ушбу айланалар

(*  — а)* +  (У — b)* — R* =  О
оиласидан шундай айланани аниклайликки, у x  =  x ( t ) ,  у —у (t) 
чизикнинг М 0(х0, у0) нуктасидаги ёпишма айланаси булсин. Бу 
холда ёрдамчифункциянинг куриниши f ( t ,  а, Ь, /?) =  [.*(£)—а |* 4 - 
+  [у (О — ft]* — /?2 шаклда булади. Айланалар оиласи уч пара­
метрли функция булгани учун, икки мартаба хосила олиб, 
ушбу системани тузамиз:
f ( t 0, а, Ь, К) =  \х  ( д  -  а|* 4- [У Uo) -  b\* -  Я* -  0. 
f ' ( t 0, a, b ,R ) =  2 И * 0) — a ] -x ’(t0) +  2 [ y ( g  — Ь ) (t0) =  О, 
f  (t0, а, Ь, R) =  х ’'  ( Q  +  И * 0) — а) •x"(t0) +  у' ( д  +

+  \ y ( t o ) - b \ - y " ( t j  = 0.

Бу системани ечиб, a, b, R параметрларни топамиз:
п — *'*Уо) + У’* У»)
и -  * (Ы  х '(f,)y"(f0) _ jc"(/,) /  u j  у у

х 'г (Ц  + ( t  \
У ^  +  X'(to) у"(to) -  x"do)y' (to) ( oh

[лг**( / . ) » /*  (/.))'•
U'(^.)*'</,)-V<f,)y'(^>)Г

•*(^),, у  (to),, x '(to),  У '(to), x ” (to), y" (to) ларни кискача 
Xo> Уо, x'0, Уо, x'0, у ' куринншда белгилаймиз. У холда

(А)
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г. ( * Z  +  9 №

*  I < У 'о -У 'о * 1 \ '

Ёпишма айлананинг тенгламасини тузиш учун (х — а)* 4- 
4 - (у — Ь)* — /?2 =  0 тенгламадаги a, b, R  лар урнига топилган 
(1) кийматларни кУйиш керак.

Таъриф. Чизикнинг берилган нуктасидаги ёпишма айла - 
насининг радиуси бу чизикнинг шу нуктадаги э г р и  л и к  
р а д и у с и  деб, ёпишма айлананинг маркази чизикнинг 
э г р и  л и к  м а р к а з и  деб ва эгрилик радиусига тескари 
сон ч и з и к н и н г  э г р  и л  и г  и деб аталади.

Кейинрок (§ 47), эгрилик тушунчасига янги таъриф бера- 
ыиз ва юкорида берилган таърифнинг янги таърифга эквива­
лент эканлигини исбот киламиз.

Агар чизикнинг тенгламаси у — f ( x )  шаклда берилган бул­
са, уни параметр *олатга келтириш кийин эмас. Бунинг учун 
х  ни t  билан алмаштирамиз. Натижада х  =  t, у  =  /  (f) тенгла­
малар *осил булади. Бунда х ' =  \, х" =  0 булиб, ёпишма ай­
лананинг a, b, R параметрлари учун

а _ х  b - v , i + 2 i !  » д  ( I + Z V 1
Я  ------ Х  У  у "  9 °  У т  у *  9 К  j  у "  |

формулалар келиб чикади.
t»

Мисол. х  — t, У — ~2 чизикнинг t0 =  1 га мос нуктасидаги

ёпишма айлана марказининг координаталари ва радиуси аник* 
лансин.

Е ч и ш .  х, у нинг ва улардан олинган *осилаларнинг f0= l 
га мос кийматларини аниклаб, юкоридаги формулаларга асо­
сан, a, b, R ни топамиз:

а =  — 1, b = 3, R =  =  2 / 2 !

Машцлар
48. х  =  <*, у =  t» чизикнинг <0 = 1  га мос нуктасидаги ёпишма t^fph  

чизиги аниклансин.
49. Параболалар оиласининг тенгламаси у = Ахг + Вх + С ва чизикнинг

А /»
тенгламаси х  =  -g, у =  - j  . Бу чизикнинг f# =  0 га мос нуцтасидаги

ёпишма параболаси топилсин.
х  =  Р, у =  1 — t чизикнинг t0 =  1 га мос нуктасидаги ёпишма ай- 

ланаси топилсин.
51. ху =  1 чизикнинг М (1, 1) нуктасидаги ёпишма айланаси марказининг 

координаталари ва радиуси аниклансин.

7*
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(1)

§ 33. Ёпишма чизикларнинг хоссалари (давоми) 
Теорема. Агар Л10 нуцта

X — X (0 , у =  у  ( 0  
чизикнинг ва ёпишма

F (x , У, с;, с;............ 0  =  0  (2)
чизикнинг махсус нуцтаси булмаса, у холда бу икки чизиц 
М 0 нуктада умумий уринмага эга булади.

И с б о т .  ( 1 ) ва (2 ) чизикларнинг М0 нуктадаги уринма век- 
торлари устма-уст тушганлиги сабабли, Fx х '  (f0) +  r'y y '  (t0) =  О 
шарти бажарилиши зарур (§ 31 га каранг).^  {х, у, С*,
• • •  > О  функциядаги х  ва у Урнига х  (t) ва у (t) ни кУйиб, 
t  буйича косила олсак, Ft х! (О 4- F’yy' (t) булади. t =  t0 кий­
матда олдинги § 32 даги (1) системанинг иккинчи тенглама­
сига асосан:

г  (t0, с : ,  с : ............ о  =  f 'xx ' (t0) +  F \y ' (^0) =
= И*('о)у('о)с:,с;...... c;i=o.

Шуни исбот килиш керак эди.
t  узгарувчи t0 га якинлашганда t — ta нолга интилади. 

Бундан бубн t — t0 ни биринчи тартибли, ( t — t0)n ни эса п-
тартибли чексиз кичик деб ка­
бул киламиз.

Теорема. Агар бирор ф (t) 
функция учун t  =  t0 цийматда 
^ =  ¥  it*) — ¥  (to) = * . . . =  
—Уп~ , , (0 =Ова'|АЛ)(*1о) Ф 0 шар­
ти бажарилса, ф( 0  функция п- 
тартибли чексиз кичик булади.

И с б о т .  ^ (t) функциянн 
( t—t0) нинг даражаларн буйича 
Тейлор каторига еямиз. Ки- 
линган шартларга асосан: ф ( 0  =

булади. Юкоридаги таърифга кура,
tj» ( 0  функция я-тартибли чексиз кичикдир.

Энди х  =  х  (f), у  — у (t) чизик ва унинг М 0 нуктасидаги 
F (х, у, С \ ,С \ ,  . . .  , С*) =  0 епишма чизиги берилган булсин 
(91-чизма). ОТ =  x ( t 0) =  х 0\ TM„ = y ( t 0) =  Уо- x = x ( t ) ,  у = у  (t)
чизикда M \x ( t ) ,  у (0 | нуктани ва F ( x , y , C u Сг............ Сп)=О
чизикда N [х (t), у] нуктани оламиз. t киймат га интилган­
да М  М9 ва N  ■ М 0 булади. M N  кесманн d  билан белги-

91-чизма.

=  Г  ('«) (< -  'о)" 
л!

лаймнз. MN  =  d  к«йматни берилган 
атрофидаги четланиши деб атаймиз.

чизикларнинг М0 нукта
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Ёпишувчи чизикнинг яна бошца хоссаларини урганиш учун, 
куйидаги таърифни киритамиз:

Таъриф. Агар M N  =* d  „четланиш* п-тартибли чексиз 
кичик булса, x = x ( t ) ,  у = у  (t) ва F (х, у, С\, С\, . .  . , Q - 0  
кизицлар М 0 нуцтада (п— \)-тартибли уринишга эга дейи­
лади.

Теорема. Агар F (х, у, СХ,С \,  . . . .  С*п)=  Очизиц х  =  x ( t ) ,  
у = у (t) чизикнинг М 0 ну/утасидаги ёпишма чизиги булиб, 
УИ0 нуцта бу чизщ ларнинг махсус нуцтаси булмаса, у  
холда MN  =  d четланиш п-тартибли чексиз кичик булади.

И с б о т .  М 0 махсус нукта булмагани учун, F'y ва Fх бир 
вактда нолга тенг эмасдир. Масалан, Р'у ф 0 булсин. Бу ерда 
d *=MN =  у  (t) — У, бундан:у ( 0  = d  + У.

М  ва N  нукталарнинг абсциссалари тенг: х  (t) = х. 
F (х, у, С\, С\, . .  . , С*п) =  0  даги х  ва у  урнига x ( t )  ва у (О
ни кУямиз. Натижада узлуксиз f ( t ,  С*, С\ ............С^)=/=■ |jc(f),
у (0 ,  С*> . . .  , С*] функция хосил булади. t-*-t0 да
f ( t 0, С*, С\............ булгани учун, демак, t  — t0~* 0 да
/ ( / ,  С*, С*............CJJ) функция хам чексиз кичикдир. Иккинчи
томондан: N  (х (t), у) нукта епишувчи чизикда бтганлиги сабаб- 
ли, 0 =  Z71 x ( t ) ,  у, С[, . . .  , С*| шартн бажарилади. Булардан

Демак, M N = d  =  y{ t)  — Y  билан / ( f ,  CJ, CJ, . . .  , С*„) нинг 
чексиз кичиклик тартиби бир хил 1 0 0 -бетдаги теоремага асо- 
сан, f ( t ,  С\, CJ, . . .  , С*) ва шу билан бирга d  четланиш 
л-тартибли чексиз кичикдир. Шуни исбот килиш керак эди.

• . .  , CJJ) нинг ишораси +  дан — га узгарганда, d  хам уз ишо 
расини узгартиради деган натижа келиб чикади.

Теорема. Агар х  — х  (t ), у =  у (t) чизикнинг М 0 нуцта 
сидаги ёпишма чизиги п параметрли оила чизигининг ли

'2* ••• I =  F'y га мувофик, f ( t ,  С\, С„...d
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митидан иборат булса ва М„ нукта эслатилган чизиклар- 
нинг махсус нуктаси булмаса, у %олда М 0 нуктадаги ёпи- 
шувчи чизик x  = x ( t ) ,  у  — у  (t) билан  (я  — 1)-тартибли 
уринишга эга булади.

И с б о т .  Олдинги теореыага асосан, d  =  M N  четланиш 
я-тартибли чексиз кичикдир. Демак, таърифга кура, (Г) чизик 

ва унинг М 0 нуктасидаги Ёпишма чизиги 
(я — 1)-тартибли уринишга эгадир. Агар 
п жуфт булса, М п нуктанинг етарлича ат­
рофида бпишувчи чизик ( О  нинг бир то­
монига жойлашади. Агар я  ток булса, Af„ 
нуктанинг бундай атрофида бпишувчи чи- 
зик (Г) нинг бир томонидан иккинчи томо­
нига утади. Хакикатан, f ( t ,  С\, С , ............
О  =  f \x  ( о ,  y ( t ) ,  с ; ,  q ............ с ; |  нинг
Тейлор каторига ейилмаси f( t ,C * l t &2..........

/ " Ч .  С*. 4  ... , 0< <  -  /.)»
92-чизма. — п! 3{ад-

дан бошланади, демак, t  нинг киймати 
* < 4 >  дан t > t 0 га узгарганда /  (t, С[, С2, . . .  , С * ) 
нинг ишораси ва шу билан бирга d  нинг .^ам ишораси, я  ток 
булганда узгариб, я жуфт булганда узгармайди. (Г) чизик 
узининг бпишма тугри чизиги билан биринчи тартибли ури­
нишга эга булиб, чизик унинг бир томонида бтади. Ёпишувчи 
айлана эса (Г) чизик билан ик­
кинчи тартибли уринишга эга 
булиб, у, умуман, чизикнинг бир 
томонидан иккинчи томонига 
утади (92-чизма).
§ 34. Чизикларнинг уриниши

Олдинги параграфда чикарил- 
ган натижаларни у — f ( x ) ,  у  =
=  ? (*) чизикларга кУлланамиз 
(93-чизма).

Агар y = / ( j с), у =  <р (дс) чизиклар умумий х  =  х„ (оддий) 
нуктада умумий уринмага эга, яъни / ' (х0) = <?'(х0) булса, М 0 
нукта атрофида уларнинг четланиши

d  = M xM t =  У — у  =  ср (х) — f ( x )  =  ф(х)

булиб, бу айирма асосий Д х  — х  — х 0 чексиз кичикка нисба­
тан маълум тартибли чексиз кичикни ифодалайди. Бу тартиб  
п  +  1 га тенг булса, чизиклар М 0 нуктада п-тартибли  
уринишга эга булади.

у - *(*) 

У f t* )

о *
93-чнзма.
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Умуыий *олда куйидагилар юз беради дейлик:
/ '  (*о) -  ? '  (*о), F  ( х 0) =  <р"(дг0) ............... /t">  (дг0) =  <р(я)(*о)»

/<я+1)(х0) ф  9>»+1) (jc0);
яъни

f  (* о )  - ♦ ' ( * • )  =  . . . "  Г + ,)  ( * • )  =  0 ,  ф<»+1,( * о )  +  0 .  ( 1 )

Бу *олда Ф ( х )  ни Тейлор цаторига ейиб, ушбуга эга булаыиз: 

Y —y =  M 1Mt =  [ / я+1)( х 0) _ «р(я+1)(д:о)1 ^ % )П*1 +  . . .

(1 ) даги шартлар бажарилганда, олннган чизиклар М 0 нук­
тада я-тартибли уринишга эгадир. я жуфт булса, уринувчи 
чизиклар урина туриб „кесишади*, я ток булганда эса бири 
иккинчисинн уз ичига олади (албатта, М 0 нуктанинг етарлича 
кичик атрофида).

Мисол. Иккита чизик олайлик: у =» chx =  ** =  / (jc)

ва К =  |  дг* +  1 =  ? (а:). Улар учун М 0 (0 , 1 ) нукта умумий ва 
бу М 0 нуктада чизиклар 3-тартибли уринишга эгадир:

/ ( * )  =  shx, «p’(jc) =  х ,  / ( 0 ) =  ? (0 ) =  О,
/ ' ( j c )  =  chx, ?"(x) =  1, / ' ( 0 ) =  ? "(0) =  1, 
f " ( x )  =  shx, ip '(x) =  0 , /  (0 ) =  9  (0 ) =  0 ,
/ ,v(jc) =  chx, <r'\x) =  0, / ,v(0) -  l , ? ,v( 0 ) =  0 , / \ 0 ) ф / \ 0 ) .
Матцлар

52. Ярим кубик у* =  х г параболанинг учи у — х  =  0 биссектриса буй­
лаб силжийди. Ярим кубик параболалар оиласининг урамаси топилсин. 

Е ч и ш .  Оиланинг теигламасини тузамиз:
(х — с)* — (у — с)* =  О

с параметр буйича досила оламиз:
— 3(ж — с)1 +  2 (у — £) =  0.

Бу икки тенгламадан с ни чикарамиз, у долда
4

х  — с ■= 0 ) „ х ~ с ° 9
}. 8 

У ~ с =  57
- ' - А -

4
Дискриминант чизик: х  — у =  0 биссектрисадан ва унга параллел х  — у =  —

тугри чизикдан иборат. Биринчи чизик х  — у<=> 0 — махсус нуцталарнинг 
геометрик урнидир, чунки

dF dF^ = 3 ( ^ - 0 * .  ^ -  =  - 2 ( у - с )
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цосилалар х  =  с, у =  с кийматларда бирданига нолга айланади (бу дол соф 
геометрик мулодазалардан равшан: биз биссектриса буйлаб махсус нукта­
ларни силжитгак эдик). Дискриминант чизикнинг иккинчиси урамадир (94- 
чизма):

dF 16 „ dF „ 16 л
3^ - з и - с ) * -  -§ + 0 , ^  _ _ 2 ( у - с ) - - 5-7 ^ 0.

X*
53. Координаталар бошидан утувчи ва марказлари у *» ^  параболада втувчи

айланалар оиласининг урамаси топилсин.
Е ч и ш .  Масаланинг маъносига кура, оила тенгламаси х* +  у* — 2 (ах +  

+ by) •= 0 ва кУшимча шарт а* — 2р •» =  0. Тегишли Якобиан:

D (F. f ) 
D(a. b)

— 2х, — 2у 
2л, -  2р

Бу учта тенгламадан а ва Ь ни йукотсак, учинчи тартибли (х* +  у*) у +  
+ рх% =  0 чизик вужудга келади, бу чизик учун координата боши биринчи

типли кайтиш нуктаси булиб, у ОУ 
/  Укига уринади.

\ .  I  54. Берилган нуктадан ОХ уки
у  к  билан узгарувчи а бурчак ташкил

. А /  килиб, узгармас бошлангич v0 тезлик-
I у  да турли снаряд (Ук) лар отилган.

Траекториялар урамаси топилсин 
. У" (95-чнзма).

94-чизма. 9>чизма.

Е ч и ш .  Хавонинг каршилиги эътиборга олинмаса, траекториянииг па­
раметрик тенгламалари:

х — t'#fcos 7

у =  V s l n  7 — ~  gfl, (*)

вки у -  х  tg a — -*■* булиб, демак, траектория параболани ифода-
аайди, бунда а — оила параметри, / — оила чизигидаги нукта параметридир.

х  =  х  (l, 0 . У *= У (“ • О

тенгламалар билан берилган оила учун дискриминант чизикни юкоридаги 
(*) тенгламалардан ва ушбу

° ( х .  у)
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тенгламадаи а ва t параиетрларнн йукотиш билан топамиз. Бу ерда:
D (х, у) I — t/o/sln а, «о COS a I 

7>(aГО “  I Vo*cos a, v ,  sin а  — gt | “
Cm

gt sin •  — 1'0 -  0 (**>

Arap (*) ва (**) тенгламалардан а ва /  йукотнлса.

досил булади. Шундай цилиб, урама — параболадир (.хавфсизлик парабо- 
ласи‘).

55. Параллел иурлар дастаси айлана ичига кириб ундан кайтади (96-чизма) 
Бу иурлариинг Урамаси 
топилсин.

Е ч и ш. Берилган нук- 
тадан чикиб, берилган чи­
зикка бориб кайтадиган 
нурлар дастасининг урама­
си шу чизикнинг берилган 
нуктага нисбатан каусти- 
каси дейилади. Бу масалада 
иурлар ОХ Укига параллел; 
демак, масала айлананинг 
ОХ уки йуналишидаги чек­
сиз узок нуктага нисбатан 
каустикасини топишни та- 
лаб киладн.

Параметр сифатида ай- 
лананинг М нуктасидан 
кайтган нурнинг ОМ ра­
диус билан ташкил килган 
и бурчагини оламиз. У *ол- 
да кайтган MN  иур ОХ 
Уки билан v *= 2и бурчак ташкил килади. Бу нурлар оыдсиниы 
ламаси:

у — а sin и =  tg 2u (jc — a cos и)
Ски

х  sin 2и — у cos 2и — a sin и — 0.

Бу тенгликни и буйича дифференциаллаймнз:

2х cos 2и + 2у sin 2а —a cos в *» 0.

Бу икки тенгламадан х  ва у ни о нинг функцняси килнб ифодалаш иум- 
КИН*

а ^
х  «  у  (2 sin и sin 2а -f eos a cos 2а), 

а
у =  “2 (— 2 sin и cos 2о +  соз а sin 2а).

Тригонометриядан маълум ушбу

2 sin 2и cos и — sin За +  tin  и, 2 sin и cos 2а — sin За — sin а,
2 cos 2a cos и — cos 3a +  cos a, 2 sin 2a sin a  cos Sa — cos я
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формулалардан фойдалансак, дискриминант чизик тенгламалари куйидаги 
куринишда цосил булади:

а а лX =  (3cos u — cos Зв), у =  (3 sin u — sin За),
бу sea — гипоциклоидадир (32-бетга каралсин).

56, Ёруглик манбаи А (а, 0) нуктада бул­
ган х* + у* =  а* нинг шу нуктага нисбатан 

У каустикаси топилсин.
у Жавоб-. Кардиоида.

N. /  57. Ушбу х* — (у— с) (у — 2с)* =  0
N y  /  оиланинг урамаси топилсин.

Жавоб-. х  = 0 — махсус нукталар Урни,
27

у* = *2 х 2 ярим кубик парабола — урамадир 
(97-чизма).

58. Томони а га тенг квадрат шундай да- 
ракат киладики, унинг АВ, ВС томонлари Tb 
нукталардан утади. АС диагоналнинг урамаси 
топилсин.

Жавоб: Айлана х* +  (у I а \*

_____ ___________ j( 59. Парабола берилган: у* =  2/ur; унинг
О бош ватарлари (яъни ОХ укига тик ватарларн

айланалар оиласининг лиаметрлари сифатиди)
97-чизма. олинган (98-чизма). Бу оиланинг урамаса

топилсин.
Жавоб: Урама яна уша параболанинг узи, лекин чап томонга караб

р
- j  кесмага силжитидган (99-чизма):

у* =• 2рх +  р%.

98-чизма. ,  99-чизма.

§ 35*. Чизикнинг учлари
Чизнкдаги айрим нукталарда епишма айлананинг уриниш 

тартиби учга тенг булиши мумкин. Чизикнинг бундай нукта­
лари унинг учлари  дейилади. Бу ерда уриниш тартиби учга 
(ток сонга) тенглигидан, епишма айлана М  нукта атрофида 
чизикнинг бир томонига жойлашади — унинг бир томонидан



g  35. ЧИЗИКНИНГ УЧЛАРИ 107

иккинчи томонига утмайди (100-чизма). Чизикнинг учларида, 
9 8 -бетдаги (Л) шартлардан ташкари, яна ушбу шарт бажа­
рилади:

У " '  ( 0  =  (х -  а) х"' +  (у -  ) у'" 4- 3 (*'•*" +  у'у") = 0 .  (1)

Уша (Л) тенгликларнинг кейинги иккитаси ва (1) тенгликдан 
х  — а, у — Ь ни йукотамиз, у холда:

(х 'ут -  х"'у') (х '1 + / )  +  3 (х'х"
+ У У )  (х'у" — х"у') =  0. (2)

Энди чизикнинг эгрилик радиуси 
энг катта бки энг кичик кийматларни 
кабул килган нукталарини излайлик.
Бундай нукталарда —  =  0, бу эса (2)
тенгламанинг узига келтиради.

Биз ушбу натижага келамиз: чи- 
зщ нинг учларида эгрилик радиуси 
( эгрилик) энг катта ёки энг кичик  ЮО-чизма.
цийматга эришади.

Интуитив равишда бу факт уз-узидан равшандир. Масалан, 
эллипс, гипербола, парабола, циклоидадаги А, А', В, В’ нук­
таларда эгрилик экстремал кийматга эришади; А, А', В, В'

101-чизма.

сингари нукталар аналитик геометрияда чизикнинг учлари деб 
аталади (101-чизма).

Ушбу теоремани исботсиз келтирамиз: агар бирор чизиц 
симметрия укига эга булиб, шу уц билан оддий нуцтада 
кесишса, чизщнинг бундай нуцтаси унинг учи булади.

Шу нуктаи назардан Караганда, аналитик геометрияда ик­
кинчи тартибли чизикларнинг учларига унинг симметрия ук- 
лаРи билан кесишган нукталари деб берилган таъриф, бу янги
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маънода хам уз кучини саклайди. Синусоида х  =  -j- (2k +  1)
тугри чизикларга ннсбатан симметрии' булиб, улар билан од- 
д’нй нукталарда кесишади. Синусоиданинг О Х  укидан энг куп 
узоклашган (А, В ва *оказо) нукталари унинг учларидир 
(102-чизма).

Э с л а т м а .  Биз ёпишма тугри чизик ва ёпишма айлана ту- 
шунчалари билан танишдик. Улар геометрияда энг содда об- 
разлар булганидан, ихтиёрий чизикдаги нуктанинг етарлича 
кичик атрофини улар билан солиштирдик. Бу дифференциал 
геометрияга хос методдир. Шунга ухшаш, § 59 да фазовий 
чизикдаги нуктанинг етарлича кичик атрофини сфера билан 
солиштирганда ёпишма сфера хосил килинади.

§ 36. Сирт, унинг оддий ва махсус нукталари

1. Сирт тушунчасига аналитик геометрияда таъриф бери­
лади: сирт деб шундай нуцталар тупламига айтиладики, 
улар ушбу тенглама билан ифода цилинади:

F ( x , y , z )  =  0. (1)

Бу ерда F (x ,  у, z) функция бирор U  сохада узлуксиз бирин-
.  dF dF d r  * л.чи тартиблн хусусий ^  хосилаларга эга деб фараз

Килинади. Сиртнинг регуляр цисми деб ундаги шундай нук* 
талар тупламига айтамизки, бу туплам б и р о р  Декарт систе- 
масида ушбу тенглама билан ифода килинади:

* - / ( * .  У), (2)
бунда л  ва у ёпик U  со*ада узгарганда, f ( x ,  у) функция шу 
сохада бир кийматли булиб, узлуксиз (акалли) биринчи тар* 
тибли хусусий хосилаларга эгадир. Шу таърифдан куринадики, 
сиртнинг регуляр кисми U  сохани гуё узлуксиз равишда де­
формация килиш натижасида хосил килинади (103-чизма). U 
соханинг хар бир Р  нуктасига сиртда битта М  нукта мос ке- 
лади.
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Сиртга карашли бирор нуктанинг етарли ча кичик атрофи 
регуляр кисмдан иборат булса, бундай нукта сиртнннг оддий 
нуктаси дейилади. Сиртнинг оддий булмаган нукталари унинг 
махсус нукталари  деб айтилади. Демак, сиртнинг оддий нук­
таси атрофида унинг икки шаклда берилган (1) ва (2) тенг­
ламалари тенг кучлидир. Масалан, х г -(- у* — г* =* 0 (учи коор­
динаталар бошидаги конус сирти) учун (0, 0, 0) нукта махсус 
нуктадир, чунки бу нукта атрофида г  ни _
х  ва у нинг бир кийматли функцияси килиб |
ифодалаш мумкин эмас (104-чизма). СГ _

103-чизма. 104-чизма

Теорема. Агар (1) сиртнинг бирор нуктасиоа учта ху-
сусий косила д£ ,  узлуксиз булиб, улар  бирданига
нолга айланмаса, сиртнинг бундай нуктаси албатта од­
дий булади.

dFИ с б о т .  Масалан, ^  Ф 0 булсин. Ошкормас функция­
нинг мавжудлик теоремасига асосан1), бирор М  (-г, у) нукта 
атрофида (1) тенгламадан z  нн х  ва у  нинг бир кийматли ва 
узлуксиз дифференциалланувчи (2) функцияси сифатида ифо­
далаш мумкин. Бу эса уша М (х, у) нуктанинг етарлича ки­
чик атрофи регуляр кисмдан иборат ва нуктанинг узи эса од­
дий деган хулосага келтирадн.

2. Сиртнинг уринма текислиги ва нормали. (1) сирт­
нинг бирор оддий М (х, у) нуктасидан шу снрт устида L чи­
зик утказайлнк:

r  = r { x ( t ) ,  у (О, z (t)} = ix  (t) + Jy (t) + Kz (t)
6 k h

x = * x ( t ) ,  y  =  y (t), Z = z ( t ) .

') Г. М. Ф и х т е н г о л ь ц ,  Дифференциал на интеграл \нсоб курси, 
1 Т О М .  VI боб, § 2.
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Бу ифодаларни (1) тенгламага куйсак, айният хосил булади:

F [■*(<), У (Of г  (01 = 0 ,
чунки L чизикнинг хамма нукталари сирт устида Стади. Бу 
айниятни дифференциаллаймиз:

(3)
Олинган М  нукта L чизик учун хам оддий фараз этилади, 
яъни

r'(t) \ x ’ ( t ) ,y '  (t), z ' ( t ) )  ф  0,
бки

X,t(t )+ y ,'( t )  + z '* (t )*  0. 
dF dF dFЭнди координаталари га тенг векторнн киритайлнк:

T f l  dF dF dF\  _ г т -  *F . . dF . , dF .
Д/Мгг** 57' dil е к и = d ^ i + T y J  +  & * -

Бу вектор F (x , у, z) скаляр фуикциянинг градиент вектори 
дейилиб, „набла эф“ деб укилади. Шартга кура, # 0б ул и б .

сиртнинг хар бир оддий нуктаси­
да тайин градиент вектор бор- 
дир.

(3) тенгламанинг чап томони 
I F  ва r'(t) векторларнинг ска­

ляр купайтмасини ифода килади,
цемак:

\F - r ' ( t )  = 0,

бу эса берилган М  нуктада уз- 
гармас А/- векторнннг узгарувчи 
г' ( t )  векторга тиклигидан дарак 
беради. Хуллас: сиртнинг оддий 
М  нуктасидан утказилган бар- 

ча эгри чизицларнинг уринмалари бир текисликда ётади; 
бошцача айтганда, сиртнинг оддий нуктасида бу сиртга 
уринувчи барча тугри чизиклар бир текисликда ётади. Бу те- 
ьислик сиртнинг уринма текислиги дейилади. Уриниш н у к т а с и д а  
уринма текисликка тик килиб утказилган тугри чизик нормаль 
деб аталади. Сиртнинг AF градиент вектори нормаль буйича йу- 
налгандир. Демак, сиртнинг хар бир оддий нуктасида тайин бир 
уринма текислик ва тайин бир нормаль бордир (105-чизма).

Уринма текислик тенгламаси
. ч - а Т - п  „ ч dF . . d F  * dF п
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нормаль тенгламаси
R  — г  =  Х HF

еки
Х - х  У— у г  - г  
~5f dF =  ~5F ~’
Ях ду dz

Агар сирт z = / ( . * ,  у) тенглама билан берилса, ва Р = j x,

q =  деб белгиланса (Монж), уринма текислик тенгламаси 
( X — х ) р  +  ( У — у) q =  Z — z  

куринишга ва нормаль тенгламалари эса:
Х - х  _  Y — у =  Z — z 

Р ~  Я ~  —1 

куринишга эга булади, чунки
dF d , х , \ 1 df dz 
0]с =  3-х \ / ( х > У ) - г \ =  Тх =  Ъс’

s ?  z \ =

■ L  Й  =  % 1/(•». y) - * 1  -  - 1 -
Мисол. x y z  — a3 = 0 сиртнинг (a, a, a) нуктасидаги урин- 

. ма текислик тенгламаси бзилсин.
Жавоб-. j c - f y  +  z  — 3а =  0.

§ 37. Ёпишма сиртлар
Узаро бпишма булган сиртлар ^акидаги тушунча сиртлар 

назарияси булимида текширилади. Бу ерда
х =  *  (0 . у =  у (0 . 2 =  * ( 0  (О

чизикнинг берилган М 0 нуктасидаги епишма сирти .\ацида маъ- 
лумот берамиз.

Сиртнинг теигламасини F (х, у, г) =  0 шаклда олайлик. 
Чизикларники сингари, сирт тенгламаси *ам бир параметрли, 
Чеки параметрли ва э^оказо п параметрли булиши мумкин.

Мисоллар. 1. .V* у* +  га— R* =  0 тенглама марказлари' ко- 
ординаталар бошида етган сфераларнинг бир параметрли оила- 
сини ифодалайди.

q  х 9 V» 2*
+■ -j -+- ^ — 1 = 0  эса марказлари координата бошида

^тган эллипсоидларнинг уч параметрли оиласидир.
Сиртларнннг п параметрли оиласи умумй шаклда F (jc, у, 

г > С„ С,, . . . ,  С„) = 0  тенглама билан ифодаланади.
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Энди (Г) чизикнинг М 0 нуктасидаги ёпишма снрти тушун- 
часини берамиз.

Таъриф. (Г) кизи^нинг М 0 нуктасидаги ёпишма сирти 
деб, F ( jc ,  у, г, Сх, С%, . . . ,  С„) =* 0 оилага карашли булган  
ва (Г) нинг М 0 нуктасидан, шунингдек унга якин М х, Af*,...,

М п- Х нукталаридан утган сирт­
нинг M t (i =  1, . . . »  л — 1) 
нукталар М 0 га интилгандаги 
лимит вазиятига айтилади  
(106-чизма).

Чизикнинг М 0 нуктасидаги 
ёпишма сиртини топиш учун § 31 
да баён этилган муло^азаларни 
такрорлашга тугри келади.

F (х , У, *, Сх, С*.......... Сп) =* 0 тенгламада х , у, z  лар ур­
нига x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t )  ларни кУйиб, ёрдамчи узлуксиз функ- 
цияни тузамиз:
f ( t ,  Съ С,.......... Cn) - F \ x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) ,  Сх, Ct ............ Cn\ =*0.
Бу функция M 0, M x, M t , . . . ,  M n- X нукталарда (яъни t  =  t0. 
tx, . . . ,  tn- x кийматларда) нолга тенг булади:

Ж .  £*i> , С„) =  О, f  ( tx, Сх, Сг, . . .  , Сп) =  о,
f ( t t , ..........Сп) = 0 ,  . . . ,  f ( t n—x, Сх, Ct, . . . ,  С„) =  0.

§ 31 дагидек, Ролль теоремасини етарли марта такрорлаб, 
М х, M t, . . . ,  М я- Х нукталарни М 0 га интнлтирсак, ушбу шарт- 
ларга келамиз:
f i t о, С*, С\.......... С*) = F (х  (t0), у (t0), z  (t0), Сх, Ct, , С„)=0,
/  (to> ^ 1» ..........Ся) =  F (х  (t0), у  (t0), z  (t0), Сх, С2, . . . ,  Ся) = 0 ,

Гп- 1 Vo, с:,с\........Q  - я - 1) (х (t0), у (t0), z (t0), Сх,С г ,...

Бу системани ечиб, С ] , . . . ,  С* параметрларни топамиз. 
Топилган кнйматларни F (лг, у, z, Сх,С г, . . . ,  Сп) =  О га к?йсак, 
ёпишма сиртнинг тенгламаси келиб чикади: F (х, у, z, С*, 
с \ ........С*) = 0.

§ 38. Епишма текислик
(Г) чизикнинг М0 нуктасидаги ёпишма текислигини топа- 

ыиз.
Текисликлар оиласининг тенгламаси

А х  By  -J- Cz D =  0, (1)
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бунда А. В, С, D  параметрларнинг бирортасн нолдан фаркли 
булсин. Масалан, И ф О  деб фараз кнламиз. Агар (1) тенгла-
манинг *аыма *адларини D га булиб, ^  =  М ,  ^  =■ W, - £ =  Р

десак:
М х  +  Ny +  Pz  -1- 1 =» О (2)

булади. Энди ердамчи функцияни тузамиз: f ( t ,  М ,  N, Р) =  
«= M x ( t )  -1- Ny  (г) - f  Pz (t) +  1. Параметрларнинг сони учта 
(М,  N, Р)  булганидан, f ( t ,  М, N, Р) функция учун куйидаги 
уч шарт бажарилади:

f ( t 0,M ,N ,P )
f ( t 0,M,N,P)
r ( t 0,M ,N ,P ):

- М х  (t0) +  Ny (t0) +  Pz (t0) +  1 = 0 ,  
- M x ' ( t 0) + N y '( t0) +  P z '( t0) =» 0, 
Mx" (t0) +  Ny" (t0) +  P z"(t0) = 0

бки кискача
M x 0 +  Ny0 + Pz0+  1 = 0 ,
M x ; +  Ny'n +  Pzi -  0,
M xl +  Nyl +  Pz'0 -  0.

Хосил булган системани ечиб, M,N  ва Р  ни топамиз:

М

— 1 У» *» х 0# —  1 •*> *1 -  1
0 h х 9 0 *8 х 8 >8 0
0 Уо *0 , л/ = *0 0 «0 р * о Уп 0

х , у•. *0 у», *0» X , *?
x i Уз *8 •*» >8 ‘ 9 ш%
х о Уо *0 Х0 Уо *0 *0 Уо *0

Бу кийматларни (2) га кУйсак, куйидаги тенглама келиб чи- 
Кади:

—1 г* *9 X, — 1 гг X, У» — 1
0 Уч х , 0 г ч X , >8 0
0 Уо 2„

*  +
Хо 0 «0

У +
-*0 Уо 0

■*» *0 X» У) г » >! г ?
х д *8 *4 У% г 9 х 8 У» *8
•«о Уо *0 •*0 Уо *0 х 0 Уо *0

z +  l*=0

*ки соддалаштиргандан кейин:

< * - * о )
Уо

Уо
—  (У -  Уо) х 0 z,

+  (г — *„) Уо

Уо

*  Дифференциал гсометрн* курен
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Демак, М„ нуктадаги ёпишма текисликнинг тенгламаси ушбу* 
дир:

Х — х 0 У — у0 Z  — zn
Уо

Уо

Z«
тг а

0. (3)

Мисоллар. 1. jc =  j ,  у =  -£ , г  =  ~  чизикнинг t  —  t0 =  2 га
мос нуктасидаги ёпишма текнслиги топилсин.

Е ч и ш. (3) тенгламадан фойдаланамиз: t0 — 2 кийматда

— 4; Уо — - | ; 2° ™ 2; yWo ( 4 : - J : 2 ) =  8; у'0 =  4; z n — 2; 
jc; =  12; у;, =  4; =  2.

Демак:

X — 4, у — z — 2

8 4 2 
12 4 2

О ёки Зу — 6z +  4 =  0.

Изланган ёпишма текисликнинг тенгламаси шудир.
2. у* =  х, х 1 =  г  чизикнинг М0 (1, 1, 1) нуктасидаги ёпиш- 

ма текислиги аниклансин. Бу мисолда х  ни аргумент килиб 
олиш мумкин. Шунинг учун jc' =* 1, jc„ — 1, х"  =  0 х'0 =» 0. Бе­
рилган тенгламалардан косила оламиз:

2у-у ' “  1, 2х =■ г7бундан yj, =  у ,  г '  —2.

Энди 2 у . у '=  1 ва 2х — z! дан яна бир марта косила ола* 
миз: 2у"  +  2у-у" =» О, у^* +  у0у ’> =  0, (-*.)в+ у ; =  о>У; =  — i -
Топилган кийматларни (3) га кУйсак, изланган ёпишма текис- 
ликнпнг тенгламаси келиб чикади: бх +  8у — z  +  3 = 0 .

§ 39. Чизикка ёпишма сиртнинг баъзи  хоссалари

(Г) чизик ва F (jc, у, z) =  0 сиртнинг умумий М„ нуктаси 
улар учун махсус нукта эмас деб фараз киламиз. Демак, М 0 
нуктада, Г  P*fc, лар бирданига нолга айланмайди. Маса- 
лан, Р ^Ф О  булсин. (Г) чизикда M \ x ( t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) \  нуктани 
олиб, ундан X O Y  текислигига М Р  перпендикуляр туширамиз. 
Агар М  нукта М0 нуктага етарлича якин турса, М Р  тугри чи­
зик сирт билан факат бир N нуктада кесишади, чунки г ' Ф О 
булгани учун F(x,  у, г) =  О сиртни бир кийматли z = / ( j c , y )
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функция билан ифодалаш мумкин. ( Ф и х т е н г о л ь ц ,  I том. 
565-бет). Шу сабабли x  = x ( t ) ,  у  =  у (t) кийматларни 
z = f ( x , y )  га кУйганда биркийматли функция z — f \ x ( t ) , y ( t ) \  
*осил булади.

Сирт устидаги N нуктанинг координаталари x ( t ) ,  y ( t ) ,  Z  
булсин. MN  кесма [z ( t ) — Z\  га тенг ва у вертикал тугри 
чизик буйлаб (Г) чизикнинг М  нуктасидан сиртгача булган 
масофани белгилайди. t  узгарувчн t0 га интилганда, М  ва N 
нукталар М0 га якинлаша боради ва шу билан бирга MN  кес­
ма нолга интилади.

MN  кесманинг (t  — 10) га нисбатан чексиз кичиклик тар- 
тибини билиш учун ёрдамчи f ( t )  =  F \ x ( t ) ,  у (t), z  (t) ] функ­
цияни текширамиз. t  =■ t0 кийматда f  (tu) =  F [х (t0), у (t0) —
— z(4>)] — F ( x 0, у0, z0) =  0. Демак, t - + t0 да f  {t) чексиз ки­
чик булади.

N  нукта F(x ,  у, z) — 0 сиртнинг устнда ётгани учун 0 =  
*=F х  (t), y ( t ) ,  Z\  шарти бажарилади. Демак, f ( t )  —  0 =  
= F x \ t ) ,  y ( t ) ,  z ( t ) ] — F \ x ( t ) ,  y ( t ) ,  Z\  ёки, чекли орттир- 
малар формуласига асосан,

f ( t )  =  r , { x ( t ) ,  y ( t ) ,  6 | z ( t ) - Z ] ) \ z ( t ) - Z \ ,

бунда 0 <  0 <  1. Энди = И ш /г' [x(t)y(t) ,b  \г  (t) —

Л I =  Г, (Хо, у0, z0) Ф  0. Бу эса, M N = z ( t )  — Z  ва /  (/) нинг 
чексиз кичиклик тартиблари бир хил эканнни курсатади.

Таъриф. Агар f  (t) функция ёки \ z ( t )  — Z\ айирма п-тар- 
тибли чексиз кичик булса , бу холда чизик билан сирт Ма 
нуктада (п — 1 )-тартибли уринишга эга дейилади.

Энди куйидаги теоремани исботлаймиз:
Теорема. Агар F (х, у, z, С*„ С*„ . . . ,  С*) =  0 сирт. чизик­

нинг М„ нуктасидаги ёпишма сирти булса, у х,олда улар  
М„ нуктада ( я — 1)- тартибли уринишга эга булади.

И с б о т .  Узлуксиз x( t ) ,  у (t), z  (t) функцияларни F (х, у, 
z. С * , . . . ,  С ’) га х,  у, z  лар урнига кУйиб, ёрдамчи f ( t , C u
с *.........с„) =  f  | л ( о ,  у (t), z  (t), crt, q ........ q ;i  функцияни
*осил киламиз. Бу функциянинг Тейлор каторига ёйилмаси
Я * .  С„ С,.........  C „ ) = f n'(t0, С„ С * . . . ,  Сп) ( t - t 0)« +  . . .
чунки теореманинг шартига асосан, / 0 =  0, / ’ =  0, / '  =  0,
/о  = 0 ......... / 0<л-1> = 0 .  Бундан f ( t ,  С,, С........... С„) функция ва
шу билан бирга d = MN  масофа *ам я- тартибли чексиз ки­
чик деган хулоса келиб чикади. Демак, *озирги таърифга m v -  

в°фик, (Г) чизик билан сирт М 0 нуктада ( я — 1)- тартибли 
Уринишга эгадир. Шуни исбот килиш керак эдн.
8*
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Н а т и ж а л а р :
1. п жуфт булганда, М 0 нуктанинг етарлича кичик атро- 

Лида чизик сиртнинг бир томонида ётади; п ток булганда эса, 
Af0 нинг бундай атрофнда чизик сиртнинг бир томонидан ик­
кинчи томонига утади.

2. Агар чизик бутунлай текисликда ётган булса, унинг хар 
бир нуктасидаги ёпишма текислиги худди шу текисликнинг 
узи булади, чунки чизикка энг „якин жиплашган* текислик, 
габиий, шу текисликнинг узидир.

3. Ёпишма сиртлар назариясига асосан, ёпишма текислик— 
чизикнинг узаро якин учта нуктасидан утган текисликнинг ли-

митидир. Хакикатан ёрд ам чи /(£ь С,,
С,, С ,.........Сп) функциянинг биринчи
ва иккинчи тартиблн хосилалари нол­
га тенг булиб, унинг учинчи хосила- 
си эса, умуман, нолга тенг эмас 
(параметрлар сони учта). Айрим лол­
ларда =  0 булиши хам мумкин. 
Шунинг учун ёпишма текислик М 0 
нуктада чизик билан иккинчи (айрим 
лолларда учинчи еки ундан юкори) 

Ю7-чнзма. тартибли уринишга эгадир ва умуман
чизикнинг бир томонидан иккинчи 

томонига утади. Агар М  (t) нукта чизик устида ётган булса, 
( t  — to)-+  0 да ёпишма текисликдан ,четланиш“, яъни MN  =  
«= d  учинчи тартибли чексиз кичик булади.

Чизикнинг М0 нуктасидан чексиз куп текисликлар утади. 
Улар орасида факат ёпишма текислик М0 нуктада чизикка энг 
якин туради.

4. Чизикнинг М 0 нуктасидаги уринма ва тезланиш вектор- 
лари, яъни r'„ =  x 'J  4- y ' j  -f  z nk  ва г* =  x 'J  -f- y 'J  4- z'0k, бу чи- 
зикнинг М 0 нуктасидаги ёпишма текислигида ётади. Хакика­
тан, ёпишма текисликнинг теигламасини rn  + D  =  0 ёки А х +  
+  By  ■+■ Cz - f  D =  0 дейлик, бу ерда п =  A i  4- BJ 4- Ск вектор 
бу текисликка перпендикуляр булиб, ёрдамчи ф у н к ц и я / (t) =  
= г ^ ) п - ь О  куринишни олади."

г„ билан п нинг скаляр купайтмаси (пг )  — Ах'„ +  Ву'„ +  
+  Cz'0 = f ( t 0) га тенг. Ёпишма сиртлар назариясига асосан, 
/ '  (t0) =  (п г 1) =  0. Бундан п ± г ' п натижа келиб чикади (М 0 
нукта чизигимнзнинг махсус нуктаси эмас, чунки г0 Ф 0). Худ­
ди шунга ухшаш, /* (f0) =  г 'п  =  0 , яъни п _L г’ булади. п век­
тор текисликка перпендикуляр булгани учун, г'0 ва г0 вектор­
лар шу ёпишма текисликда ётади (107-чизма). Шундай килиб, 
ёпишма текислик г  ва г" векторлардан утувчи текисликдир.

5. Агар t  параметрни бошка бирор параметр (масалан, 
•) билан алмаштирсак, г '  (*0) ва г" (t0) векторлар урнига
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■= Г" (t0) r'(tb) ( —*) хосил булади. Бундан, г' (80) ва

г '  (^)нинг узаро коллинеар эканлиги, г" (0О) эса г '  (t0) ва г" (f0) 
билан компланар эканлиги келиб чикади. г '  (в0) ва г" (60) век­
торлар чизикнинг Ж 0 нуктасидан утади, шу сабабли бу век­
торлар хам бпишувчи текисликка жойлашгандир. Бу мухим 
натижа келгусида керак булади. Биз хозир унинг кинематик 
маъносини очамиз.

Агар чизик г  =  г ( 0  тенглама б!

нади), кинематик нуктаи назардан Караганда траекторияда ха* 
ракат конуни узгаради. Бу холда

векторлар, янги харакатнинг тезлиги ва тезланишини билди- 
ради. Бундан куринадики, берилган чизик буйлаб харакат ко­
нуни кандай булсада, унинг тезлиги доимо траекториянинг 
уринмаси буйлаб йуналади, тезланиши эса уз йуналишини уз- 
гартади, бирок бпишма текисликдан (г' ва г" нинг текислиги- 
дан) ташкарига чикмайди. Шу сабабли, епишма текислик ки­
нематик нуктаи назардан тезланишлар текислиги деб юри- 
тилади.

6. Агар бпишма текислик устида ихтибрий Р  нуктани олиб 
уни М„ билан туташтирсак, РМ0 = R — г  вектор г'0 ва г0 век­
торлар билан компланар булади. Шунинг учун бпишма текис­
ликнинг вектор тенгламаси

шаклда ёзилади. Бу тенгламанинг координата формасч

куринишни олади. Биз § 38 да хосил килинган тенгламанинг
Узига келдик.

7. г'0 ва г’ векторлар узаро коллинеар булмагандагина Mf 
нуктадаги бпишма текислик тайин бир текисликдир. г'„ ва г0 
векторлар узаро коллинеар булса, бундай Af0 нуктада бпишма 
текислик аникмасдир. Бу хол чизикнинг хамма нукталарида 
*оз берса, эгри чизик тугри чизикка айланади. Демак, эгри

урнига 6 =  в (t) параметр олинса

(.R -  г) г 'г ” =  О

X  — х, У — у, Z  — z  
х '  у ' г ’ =  О 
хГ у" тГ
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чизик учун айрим нукталардагина бу икки вектор коллинеар 
булиши мумкин. Чизикнинг г ' ва г" векторлари коллинеар 
булган нукталари унинг тугриланиш нукталари  дейилади.

Юкорида айтилган фикрни исботлаш кийин эмас: агар чи- 
зицнинг х,амма нуцталарида r '=  'tr" шарти бажарилса, чи­
зик, тугри чизицдан иборат булади. Хакикатан, x ' i  +  y ’j  +

z k  =  )jc"i +  Ху'7 +  \z"k  дан у  =  у  =  ^7 деган хулосага ке-
_ ,, ,  . dx’ dv' dz’лам из. Бу тенгламаларни a t  га купайтирсак, р - =  у-=* -р- хо­

сил булади Сунгги тенгламаларни интегралланмиз: In-x-'
+  In а =  In у' +  In b = \nz '  +  In с ёки потенцирлашдан кейин 
ax' — by’ — cz'. Хосил булган тенгламалардан яна бир марта 
интеграл олсак, тугри чизикнинг ах  -f  А = by +  В =  сг 4- С 
тенгламалари келиб чикади. Тугри чизикнинг хаР бир нукта­
сидаги ёпишма текислиги аникмасдир.

Мишцлар
60. у* =  х, х* = г чнзнкнинг Mt  (1, 1 , 1) нуктасидаги епишма текисли­

ги топилсин.
61. х  =  е'. у = е - ‘. г - tv* чизикнинг ихтиёрнй Afg (х0, у,. z„) нуктаси­

даги ёпишма текислиги топилсин.

§ 40. Табиий учёцлик

Фазодаги чизикнинг ихтиёрий М  нуктасида чексиз куп нор- 
маллар бор. Бу нормаллардан куйндагича таърнфланган икки* 
таси катта а^амиятга эга.

Таъриф. Чизикнинг берилган нуктасидаги ёпишма те- 
кислигига перпендикуляр нормаль б и н о р м а л ь  дейилади. 
Епишма текисликда ётувчи нормаль б о ш  н о р м а л ь  де­
йилади. У ёпишма текислик билан нормал текисликнинг ке- 
сишган тугри чизигидир.

Чизикнинг ха Р бир нуктасидаги уринмаси, бош нормали ва 
бинормали узаро перпендикулярдир. Уринма билан бинормаль 
оркали утган текислик т у г р и л о в ч и  т е к и с л и к ,  бош нор­
маль билан бинормаль оркали утган текислик н о р м а л  т е ­
к и с л и к ,  уринма ва бош нормалдан утган текислик эса 
ё п и ш м а  т е к и с л и к д и р.

Курсатилган учта текислик — учи чизикнинг М  нуктасидан 
утган учёкликни ташкил килади. Нукта чизик буйлаб хара- 
кат килганда учёклик хам харакат кила боради.

Чизикнинг М 0 нуктасидан утган уринма тенгламаси: =
О

=  Y ~ y- =  —~~ — ва вектор формадаги тенгламаси г  — г0 =* 'У0 
У о z#



9 <0 ТАВИНП УЧЕКЛИК 119

булиб, нормал текисликнинг тенгламаси: ( Х —х ) х „ + ( К —у)у„-+- 
+  (Z — z)z'„ = 0 ;  вектор формада эса (г — г0)г'и =  0. Ёпишма 
текисликнинг тенгламаси (г — г„) г,, г '  =  0  бки

X  — х0 У — у0 Z  — г0
<  у; г'0 =  0

Уо 20 
эканлигини биз биламиз.

Энди бинормалнинг теигламасини тузамиз. г , ва г ’ вектор­
лар, маълумки, чизикнинг Af„ нуктасидаги ёпишма текислиги- 
да ётади. Шунинг учун В„ =  |г,’-г ']  вектор бинормаль буйлаб 
йуналгандир. Агар бинормаль устида ихтиёрий М  (х, у, z ) 
нуктани олсак, М ^М вектор Ва вектор билан коллинеар бу­
лади, яъни М„М =  1В0. Бунда В0 векторнинг ёйилмаси:

3  = (у'оК — у"Х) i + (*Х — *Ж)У + К у 'о  — *Уо)к.
М«М нинг ёйилмаси эса

Щ М  = ( X - x 0) t  +  ( y - y 0) j + ( Z - z 0)k.
Шу сабабли бинормалнинг координата формадаги тенглама­
лари

Х — х, У —У о _  Z — z0
у' А - * оу =  - ■ * ; * ' "  х оу'о- у'охо 

ва вектор формадаги тенгламаси:
г — re = - x ( r > ; i .

Агар В  =  |г'г"] векторни г ' вектор билан векториал купай- 
тирсак, 5  ва г '  га тик вектор *осил булади. Бу вектор чизик­
нинг бош нормали буйлаб йуналгандир. Уни N  билан белги­
лаймиз: N  =  [ [г 'г" ]г ' | .  Икки кайтали векториал купайтмани 
бйиш формуласига асосан:

N  =  [ [ r V ' | г'1 =  r V *  — г ' (г'г").

Жумладан, чизикнинг Af„ нуктасидаги бош нормаль вектори 
р т“ Кг >о)г о1 булади. Унинг ёйилмаси N0 =  \\r\r\ ,\r'„\=r'nr"n —
— К  ( г Х ) .  Бош нормаль векторнинг тугри бурчакли коорди­
ната системасидаги ёйилмаси кискача Л/0 =  a j  +  |30/  +  То* бул­
син. Бу колда тугриловчи текисликнинг тенгламаси (х  — jc0)3o4- 
+  (У— Уо) ?0 +  (z — zo) То — 0 куринишни олади, чунки тугри­
ловчи текислик М 0 иуктадаи утиб, N0 векторга перпендикуляр 
булади.

Чизикнинг М 0 нуктасидаги бош нормали N0 вектор буйлаб 
йуналгандир. Унинг теигламасини ёзиш учун бош нормалда 
ихтиёрий М  нуктани оламиз. Натижада Л10Л1 ва N0 векторлар
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узаро коллинеар булади: М„М = \N 0. Агар N0 нинг ёйилмаси 
*о =  «о/ +  ?оУ+ То*шаклда олинса, бош нормалнинг тенглама­
ларини

X — Х % _  y — yt _  z —j t  
«• ?0 Те

куринишда бзиш мумкин.
Бош нормалнинг бирлик вектори, одатда, v билан белгила- 

N  -  N  , N  , г " - г '—  г ' </•'•/■');нади, у —  га тенгдир:

ишорани шундай танлаб оламизки, натижада v вектор чизик* 
hop-o* тенист* нинг ботиклик томонига йунал- 
^  ган булсин. Иккинчи томондан,

Ьг — г (t  +  Ы)  — r(t)  вектор 
хам чизикнинг ботиклик томо­
нига йуналган (108-чизма).

Э с л а т м а .  Тезланиш век­
тори г" хам чизикнинг ботик­
лик томонига йуналган, чун­
ки r"N = r " ’r "  -  (г' г")* = 
=  | г ' г " ] * >  0, яъни г" ваУУ век­
торлар орасидаги бурчак ут- 
кирдир.

Агар бинормалнинг бирлик 
векторини? билан белгиласак, 
(г'г")____  ______ * ■ — га эга буламиз.

±  / в *  ± У(г'-Г")* ±  V  г’* г" ‘ — (г ' г")*
Бу ерда хам мусбат ишорали илдизни олншга тугри келади; 
чунки шу холдагина, X Y Z  координата системаси сингари, 
т, v ва Э дан унг снстемали тугри бурчакли координата сис- 
темасн хосил булади.

Мисол. х  =  t*, у =  1 — t, z  =  t* чизикнинг t  = t0 =  1 га мос 
нуктасидаги уринма, бинормаль, бош нормаль, нормал текис- 
лик, тугриловчи текислик тенгламалари ёзилсин ва (3, v 
векторлар аниклансин.

Е ч и ш: чизик тенгламаларидан ушбуларни хосил киламиз:

х ' = 2  
Ур =  —  1 
г„ =  3

x's =  2 
у ; = о  
z 0 = 6

Демак, уринма тенгламалари: 
нормал текислик тенгламаси:

х — \ у — 0 z — l

2х  — у  +  Зг — 5 =  О,
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епишма текислик тенгламаси:

X — 1 у — о z —  1 
2 - 1  3
2 0 6

ёки Зх  4- Зу — z  — 8 =  0.
М  нуктадаги уринма вектор г'  =  2 / —У +  ЗА куринишга эга.

гг г0 2/ — У +  ЗА 2 ,  1 * . 3 , п |<  »iЯна '  =  i—r i =  . _  — =  i ------ —J  +  -т=. А; В0 =  г 0 г„1 =
иМ  / 4 + 1 + 9  / 1 4  К М  / 1 4  0 1 0 01

/  У
— 6/ — 6У+2А; бинормаль тенгламалари:2 - 1

2 О
г — 1

g- =  В _  — 6/ — 6У+2А — 3/ — 3 j + k  — 3 . ____3 . . 1 .
P e = l * » l  К З б Т Ж + " 4 ~  К “ / I 9 1 / 1 5  ’

^ о - К Д . ]
/  У Л
2 - 1 3  
6 — 6 2

16/ — 22У— 18А;

д г - 9бош нормаль тенгламалари: н 
тугриловчи текислик тенгламаси: 8х — 11у — 9г +  1 =  0.

Машцлар
62. х  =  /, у =  /*, z =  /* +  4 чизикнинг < «= f* =  1 га мос нуктасидаг» 

уринма, нормал текислик, бинормаль, ёпишма текислик, бош нормал, туг­
риловчи текислик ва т0, , 0, f0 лар топилсин.

63. х* +  у* -+• г* =  3, х* +  у* =  2 чизикнинг (1, 1, 1) нуктасидаги 
уринмаси, нормал текислипк, бош нормали, тугриловчи текислиги, бинорма­
ли, ёпишма текислиги ва т0, jjp, лар топилсин.

§ 41. Ёй узунлиги, уни параметр сифатида олиш.

г = г  (t ) тенглама билан-берилган чизикнинг бирор чекли 
АВ  бйини олиб, t  параметр t0 дан tH — Т гача узгаради дей- 
лик:7’> * 0. Бу ерда t  = t0 кийматга А нукта, t = T  кийматга 
эса В нукта мос келади. Чизикнинг нукталари t  нинг усишига 
караб тизилган деб кисоблаш билан, чизикда йуналиш косил 
Киламиз. Энди АВ  ейда курсатилган йуналиш буйича бирин* 
кетин жойлашган:

А =  M J t 0), ...... M n(tn) =  В
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нукталарни олиб, АВ ейга ички чизилган AM xM t . . .  М „-ХВ 
синик чизик билан иш курайлик.

Агар Af,Afi+1 кесмаларнинг сони чексизликка интилиб, 
j;ap бир кесма узунлиги нолга интилганда, ички чизилган 
синиц чизицнинг периметри учун чекли ва синиц чизицни 
чизиш цонунига боглик булмаган р лимит мавжуд булса, у 
%олда бу лимит АВ ёйнинг узунлиги деб айтилади1): 

s =  АВ  =  lim £М,Л1,+t.
Ёй узунлиги учун тегишли формулани чикарайлик.
Синик чизикнинг бугини =  | Ж (уИ/4.1| =  |г( ^ +1)—г(^)

га тенгдир.

Шу билан бирга: П т -  ^Д'* ~ (r)f/|> =  r ’(tj), бундан эса

(t) ва r'(ti) векторлар орасндаги айирма чексиз кичик 

а векторга тенг деган натижага келамиз:

4*1 — ч *
Демак,

Г (*/+1) —  r(ti\ =  r'it,) (r/+1 — */) +  « ( t ,+ t —  U).
Шунииг учун
М ,М 1+1- \  r ( t l+l) - ^ t t)\ =  | г ' ( * Ж + 1 - * | ) + ? ( * |+ « - * | ) | .
Уринмада бтган ?  (tj) (* /+ i~  tj) векторни Af,M, билан бел- 

гнласак, яъни M,Mi = г1 (tj) ( / / _ ,— tj) десак, =
= a (tl+x — tj) булади (109-чизма)- 

Энди синик чизикнинг М/М 1 + 1 
бугинлари урнига уринмадаги те­
гишли M iM\ кесмаларни олиш, де­
мак, йигинди урнига 

йигигдн билан иш куриш 
мумкинлигини исботлайлик.

Бунинг учун айирма лимитининг нолга
тенглигини исботлаш етарлидир. Хакикатан,

f<+l -  £ М ,Л \\ =  , -  М./И’).

Агар f i t)  =  lit,)  +  r'(ti) V  ~  t,) +  Г'  ( -̂ г /8)> +  S! r "' (V  X  
X  ( t — бйилмада t урнига ti+1 ни бзиб,иккинчи .^аддан 
кейинги ^адларни олмасак, г  (^+i) — r(tj) =  г' ( t ) (tl+ t— tj) 4-

+ -j г" (*,0 (*/+» — ti)* булади, бунда Демак,

*) Чизицнинг узн see бу долда т$гриланувчи низиц дейилади.
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М ,М 1+1 =  г  (*<+1) —  Г (tl)  =  г '  (t,) ( t{+t —  t , ) - f  ‘ r ^ t ' t )  (t l+J —  t,)*
/ ^

бки | Af/Af,+, -  MtM] | Щ  Г' (tl)j .J(tt+i -  r,-)*j =  1  C(ti+l- t i ) \
бу ерда 1 г" (Л) | =■ С,. Йигиндннинг модули кУшилувчилар 
модулларннинг йигиндисидан катта эмас, шу сабабли \£ М ,— 
Ж <+1 -  LMtMi\ < 2 |Щ М ^ - М ^  W =  \  (*,+, -  ti) \  Агар 
<f/+i — tj) лариииг энг каттасини Д билаи белгилаб, t /+t — 1[ 
урнига Д ни олсак, тенгсизлик яна хам кучаяди: | EM (AIi+1— 
TiMfM \ |  <  у С |Д *(ti+t — ti) С ,.А .£ (< Ж - У - 1 С 1. 4 ( 7 -
— £e). Лимитга утганда, Д нолга тенг булади, С, ва /  — /„ эса 
чекли сонлар. Шунинг учун l im y С , Д ( 7  — *0) =  0 ва, демак,

lim | Д У И — ZMjM  Л =  0, бундан lim =  lim ZAHMi.
Шуни исботлаш керак эди.

АВ  ёйнинг узунлиги учун куйидаги формулага эга буламиз:
т

s =  lim EAf,M/+1 =  lim EAf/Af,' =  lim S| r '  (*,)| Дt, =  j  | r' (t)\dt.
i

T

Шундай килиб, s = ^ \ r ' ( t ) \ d t  бки Декарт системасида
to

7 __________________

s =  i y * '  +  y'' +  3?.dt.
to

Агар r = r (t)  чизик X O Y  текислигида ётган булса, у 
холда

г
s =  11/^х г' +  у ' '-dt. 

i

Чизикнинг хоссаларини текширишда параметр килиб ихтиё- 
рий узлуксиз узгарувчнни олиш мумкин. Аммо чизик билан 
зич богланган ёй узунлигини параметр сифатида олсак, чизнк* 
нинг куп хоссаларини текширишда ва тегишли формулаларни 
чикаришда анча еигиллик тугилади.

r = r ( t )  чизик берилган булсин; t0 кийматдан кийматга- 
ча мос келган ёй узунлиги ушбуга тенг:

I
e - J l r ' W U * .  (1)

<*
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t > u  булганда, s мусбат булиб, t < t 0 булганда эса, s  ман- 
фийдир. Шу билан бирга t  монотон узгарганда s хам монотон 
узгаради. Демак, чизик бйини иитегралиинг юкори чегараси 
булган t  нинг узлуксиз ва бир кийматли функцияси деб караш 
мумкин, яъни s = s(t) . Бу натижани назарда тутиб, (1) интег-

ралдан косила олсак, ^  =  | г ' ( ^ ) | > 0  булади .-^  доимо нол-
дан катта булгани учун, s ( f ) — монотои усувчи фуикциядир. 
Бу функция манфий s (7 '0) < 0  кийматдан ( t = T 0< t 0) мусбат 
5 ( Г ) > 0  кийматгача ( t = T > t 0) узлуксиз равишда узгаради. 
t  = t0 кийматда $ (£ „ )=  0 булади. Шунинг учун, s = s (t)  дан 
t  ни топиш мумкин, у s нинг бир кийматли функцияси була­
ди: t — t  (s). Шундай килиб, s нинг *ар бир кийматига t  нинг 
маълум бир киймати мос келади. Демак, s бйни параметр ки­
либ олиш мумкин. Бу вактда чизикнинг тенгламаси r  = r ( t)  = 
=  г  [£($)] шаклда бки кискача

r  =  r(s)  (2)

шаклда бзилади. (2) тенгламанинг координата формаси куйи- 
дагичадир:

*  =  * (* ) ,  y =  y (s), z  = z(s).
Чизик тенгламасида параметр сифатида t  олинган булса,

ундан s параметрга утиш учун, s  =  j  jc7* +  у'* +  z!' d t  нинг

брдами билан s = s (t)  дан t ни йукотиш керак.
Мисол: х  — a cos t, y =  a s in £ ,  z  =  bt винт чизикнинг s па­

раметр билан ифодаланган тенгламалари топилсин. Чизикнинг 
t — 0 дан t гача узунлигини аниклаймиз:

t I
s =  j /a* s in * F  4- a*cos*£ +  b*-dt =  j  У  a? -j- b%-dt=  Ya*+b* • t. 

Бундан f =  - = L = .
у  a* + b*

Демак, винт чизикнинг s параметр билан ифодаланган тенг­
ламалари JC =  a c o s — * , у =  а  sin -г - / - —, z =*тт=-

|  а* -г  ** Уа*+Ь* Уи* + Ь*

Машцлар
64. Тенгламалари х% = Зу, 2ху = Зг булган чизикнинг М (0. О, 0) ва 

М (3, 3. 3) нукталари орасидаги ей узунлиги топилсин.
65. у  =  2х чизикнинг Af0(2, 2) ва A fj(8 ,4 )  нукталари о р а с и д а г и  ей 

узунлиги топилсин.
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<*
66. х  =  t j ,  У =  1 — t, 2 = з  чизикнинг тенгламалари s  параметр би­

лан ифодалансин.
67. уг *= 1рх чизикнинг тенгламаси s параметр билан ифодалансин.
68. х  =  t, у ■= I* чизикнинг тенгламалари s параметр билан ифода­

лансин.

Э с л а т м а .  х  = x(t), у = у (t), z  = z ( t)  чизикнинг бирор t 
нуктасидаги уринмасининг координата Уклари билан ташкил 
килган бурчаклари

X1 улcos а =  -------  . = ;  cos ? =  7 cos т =» ■-;* — j
Kjc' * V V  + / ’+*' V

Буларда ^  =  ] /  *'* +  у'* +  z'* булгани учун, cos а =  ^  =  ^ ,
dt

dji
q у' dt dy dz л  .

cos ■ rfs =  5 s=  d f: cos =  4s  кели® чикади. Агар чизик
dt dt

к  ^
XO Y  текислигида етган булса, с о э а = ^ - в а  cos (90°—а) =  sin о

dy
та асосан s i na  =  ^  булади.

s параметр билан ифодаланган формулаларни ихтиерий t 
параметр билан ^ам ифодалаш лозим булади, чунки амалда 
учрайдиган купгина чизикларнинг тенгламаларида ихтиерий t 
параметр иштирок этади.

r = r (t)  вектор-функцнянинг t буйича олинган досилала-
к рини dJt ~ r ' ,  0  =  ^" билан белгилаган эдик. Энди r = r ( s )  

вектор-функциянинг s буйича олинган ^осилаларини ^  *=г,

, =  г  шаклда белгилаймиз.
,  dr dr dtг  нинг геометрик маъносини аницлаймиз: г  =  ^  =  -jt . =»

■>- _/ dt г" . . .  ds г ’ . л
‘ ^ ^ d F ^ T s  6ки> I га «сосан, г  =j-p-r кёлиб чика-

di
ди. Агар г '  векторни уз модулига булсак, бирлик вектор ву- 
жудга келади; демак, r = r ( s )  вектордан s буйича олинган 
косила бирлик вектор булиб, уринма буйича ^йуналгандир. 
Бундан бубн биз уринманинг бирлик векторини t  оркали бел-

— ^  •
Тгилаймиз, шундай кнлиб, х =  ^  = г  — бирлик вектордир. Бун­

дан: Ы  =  | г1=»1  екн 1 =  ^  ^осил килинади, яъни ватарнинг
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шу ватарга тиралган ёйга нисбатининг лимита бирга тенг 
деган му.\им натижа келиб чщади.

I
Аксинча, s = \ \ r '  \d t  да ихтибрий t  параметр буйича олин-

А»
ган г  *осиланинг модули бирга тенг булса, бу параметр s па-

I /
раметрнинг узи булади. Хзкицатан, 5 =  J  | r'\ dt  =  1 1 •<// =» t.

Чизикнинг ёй узунлиги тушунчаси нозик ва кийин тушун- 
чалардан бнри булиб, биз унинг анализи устида тухтамаднк. 
Бу тушунча билан туларок танишишни нстаган укувчига мах­
сус асарларни тавсия киламиз').

Ушбу

а - К  ( 0  i - » V < o + / ■ < < > +  *'■«>
тенгликдан: _______________

ds =  | dr\ =  У  dx? - f  dy* +  dz%
бки

ds* =  dx* 4- dy* 4- d z2.
Параметр сифатида x  олинган булса, тегишли формулалар 

узгаради:
X  _______________

S =  J V l +  / '  (ж) +  г'* (*) ' dx. ds* -  [1 +  у '1 (jc) +  z*' (х)] dx*,
X0

ds =  V \  +  y'* ( j c )  +  z'* (* ) dx.
Текисликдаги чизик учун эса:

t

s — j  V jc'* +  /  dt, ds =  V x / ‘ +  y'‘ d t  
ва <o

X

s =  №  l + y '  (* ) dx, ds*= dx*+ dy2, d s = V \ + y ' \ x ) d x .  (J)
*0

Текисликдаги чизикнинг тенгламаси кутб координаталарида 
берилган булсин: р =  р (<р), у холда чизикнинг параметрик тенг­
ламалари: X =  Р (<р) cos <?, у =  Р (<р) sin (<р), z  — 0 булиб, булар- 
дан <? буйича хосила олсак:

х! (<р) =  p' co s  <р — р sin ср, у’ (<р) =  р' sin <р 4- p cos <?, z! =  О

*) Г. М. Ф и х т е н г о л ь ц ,  Дифференциал ва интеграл *исоб курси,
I том, 235—237 пунктлари; II том, 318—321 пунктлари, Г. Л е б е г ,  Об из­
мерении величин, Москва. 1938, В. Б л я ш к е ,  Дифференциальная геомет­
рия, 1935, 24 — 26-бетлар. В. Н е м и ц к и й и др. Курс математического 
анализа, 1957, 1 том, 414— 421-бетлар.
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келиб чикади; булариинг квадратларининг йигиндиси:

■*'’ 4* /  =  Р'* (?) 4- Р* (?)
булиб, бундан:

ds* =  dx% -f- dy* =  d f  +  p*rf?*. (4)-
Катъийлик — талабчанлик муло*азаларидан воз кечилса, 

яъни дифференциаллар урнига чекли орттирмаларга йул кУйил- 
са, (3) ва (4) формулаларни исбот килиш осон (110-чизма). 
Фараз этайлик:

М (х, у), М ' (х +  dx, у +  dy), 
М(р, ?). №  (р -М р , ? +  </?)

булсин.
110 (а)-чизмада тугри бурчакли M NM ' учбурчакдан .П и ­

фагор теоремасига* кура ds* =  dx2 4- dy1. Худди шунинг син-

гари, 110 (б)-чизмада шу теореманинг узига асосан, эгри то* 
монли M NM ' учбурчакни тугри томонли деб кабул килиб,

ds2 = d f  4- p*d?*
ни досил киламиз.
Машц

69. Циклоида:

х  ■* a (t — sin О» У “  а (1 — cos t) (0 <  t <  2*) 
верил ган. Бу ердан:

V х ' ‘ +  у ' 1 — а / ( 1  — cos 0* +  sin*f «  2a sin - j .
Циклоидаиинг битта тармоги олииса,

2*
5  =  2а J  sin i  dt -  8л

®Улади, яъни циклоидаиинг бир тармогинииг узунлиги гилдировчи айлана 
АИаметрининг турт бараварига тенгдир.
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§ 42. Фазовий чизикларнинг ёпишиши. Епишма айлана

Икки чизикни олайлик:
r - r ( s ) ,  R = R(s). (1)

Бу чизиклар умумий М0 нуктага эга булсин.
Бу чизикларда, мос равишда, шундай М  ва М' нукталарни 

оламизки, улар s нинг бир хил кийматига ва М0 нукта икка- 
ла чизикда *ам s =  О кнйматга мос келсин; чизикларнинг М0 
атрофида бир-биридан четланишини М М ' вектор билан улчай- 
миз. _

Агар М М ’ вектор s га нисбатан (я 4- \)-тартибли чек- 
сиз кичик булса, (1) чизиклар Мп нуцтада п-тартибли  
ёпишувга эга деймиз.

Энди бу функцияларни s =  0 атрофида Тейлор каторига 
ёяйлик:

r(s) -  r ( 0 )  +  r s  +  r  J +  . . .

R (s) R (0) +  R s -|- R -j- -f- . . . .

Ёйилмалардан:

M 7 =  / ? ( i ) - r ( i )  =  ( « - r ) s  +  ( « - r ) f  +  . . . .  

бу ерда
R ( 0 ) -  г (0 )  =  0.

Берилган чизиклар М 0 (s =  0) нуктада я-тартибли ёпишув- 
га эга булиши учун, ушбу шартлар бажарилиши зарур ва 
етарлидир:

.  .. . .  (я) (Я) (Я +  1) (я + 1 )
R = r, R =  г, . . . , / ?  =  г, R ф г ’

Бу (я +  1) та шартни координата формасида ёзсак, 3я  та 
генглик ва 3 та тенгсизлик *осил булади.

Энди чизикнинг ё п и ш м а  а й л а н а с и  тушунчасига ута- 
миз. § 32 да текисликдаги чизик учун ёпишма айлана тушун- 
часи баён кнлинган эди. Фазодаги чизикка нисбатан *ам бу 
гушунчани тайинлаш мумкин.

Таъриф. Чизикнинг бирор Af0 (so) нуктасидаги ё п и ш м а  
а й л а н а с и  деб, унинг билан и к к и н ч и  т а р т и б л и  
ё п и ш у в г а  эга булган айланага айтамиз.

Бу айлана чизикдаги М0 нуктадан ва унга якин турган М и 
М , нукталардан утувчи айлананинг М х, M t нукталар М0 га 
интилгандаги лимит вазиятидир.
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Ёпишма айлананинг таърифига кура, М„ нуктада чизик ва 
айлана учун г  ва г  векторлар умумий булиб, демак, айлана 
маркази бош нормалда Стали, шу сабабли (111 -чизма):

М 0С Я*,

бу ерда R — епишма айлана радиуси.
Ёпишма айлана ва епишма текисликнинг чияикдан четла- 

ннши 3-тартибли чексиз кичик булгани сабабли, айлана шу

1 1 1 -чизиа.

текисликда етади. Шуиинг учун, епишма айлана марказини 
чизикнинг эгрилик маркази десак булади (текисликдаги чи­
зик сннгари). Бу марказиинг радиус-векторини куйидагича 
бзиш мумкин:

г, =  г  4- R (2)

Чизикдаги нукта атрофини шу нуктадаги епишма текис­
ликка проекцияласак (§ !Ю), епишма айлана унинг билан 2- 
тартибли бпишувга эга булади, бу айлана проекция учун *ам 
епишма айлана вазифасини бажаради (биз охирги тасдикни 
исботламаймиз (112-чизма).

Мисол. Винт чизик учун эгрилик марказларининг геомет­
рик урни топилсин.

Винт чизик тенгламаси: г = а е  (у) +  Ink  булиб,
п а» + Ь* , Ь* -  . ./? =  — —  = а  +  ~ ,  * =  — *(?) .

Бу кийматларни (2) га кУйсак:

г* “  — j -  * (?) +  b?k
келиб чикади, яъни яна винт чизик *осил булади.
у

Дифференциал геометрия курса
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М аш цлар  ,

70. дг = a cos t, у  =  b sin t эллипснинг узунлиги А В ей узунлигшшнг 
турт баранарига тенг (ИЗа-чизма).

К Г.
Т  2 ___________

5 = 4 | У  a1 sin* t + b* cos* dt — 4a j  У 1 — ** sin* f <tf.

бунда t
Va* — b*

— эксцентриситет.
Бу интеграл элементар функциялар оркали ифодаланмайди (бу — эллип- 

тнк интеграл), уни такрибий *исоблаш мумкин.

71. jc =  e c o s» f , у =  a s i n *< астроиданннг узунлиги АВ ей узунлигинипг 
турт бараварига тенг (1136-чизма):

5 •  4 j  у  ж'*+  у ’1 dt = А \ №  cos 1 sin 0  dt «  4 sir

, й . ( т  - 'т \  
7 - i r l '  + »  )■

sin2td t  «= 6а.

72. Занжил чизик (114-чизма): у =  a ch

бу ердан:

Бундан:

y ' “ s h ^ ,  У  \ +  у'  ■= chа
я
J  ch —  dx  =  a sh — шS  |

Демак,
X X

у* =  a*ch* —, s* =  a* sh* —, 

у* _  s j =  а* (ch* -j-  — sh* =  a*,

'AM = s ~ / у ‘ —a* =  OQ.



Бу эса занжир чизикнинг AM ёйинн тугрилаш усулини беради. Ш ундай 
килиб, бу ёй — гипотенузаси М нуктанинг ординатабига ва бир катети а га 
тенг булган тугри бурчакли учбурчакнинг иккинчи катетига тенгдир. Демак, 
маркази А нуктада ётган ва радиуси РМ =  у га тенг булган айлана ОХ
укини шундай Q нуктада кесиб утадики, OQ кесма тугриланувчи ^АМ ш в 
€йга тенг булади.

73. Архимед спирали: р =  а р' =  а берилган.
Бу ерда:

s -  в J v  1 + ft d9 = ±  [т / r + ^ i  + ig (? + / Г Т ? ) ] .

74. Гиперболик винт чизик:
х  =  a ch t, y = a sh t, г =  at

_________________ I 42. ФАЗОВИЯ ЧИЗИКЛАРНИНГ ЕПИШИШИ_________________ 13!

нинг 0 ва t кийматларга мос нукталари орасидаги ёй узунлиги топилсин:
I _____________ I _________  _

s  =  a J / 1  +  sh* х  +  ch * t dt =  oj" V  2ch* td t 2 sh (•

75. Кутб координаталарида берилган чизик бйининг дифференциали учун 
чикарилган ds* =  dp* - f  p*dp* формулами бошкача нам исботлаш мумкин. 

Равш анки, г  =  ре (<?), бунда е (?) — бирлик доиравий вектор-функция.
Бу ердан:

демак,

чунки

dr =  d р е (?) +  р е (? +  d<p, 

ds* =  dr* =  dp* + p* d ?*,

<•*(?) =  1, e (?) ■ e =  0, e* ^  +  -5 j  =» I.

76. Винт чизик берилган:
x  = За cos t, у =  За sin t, г  =  4at.

Бу чизикнинг XOY  текислиги билан кесишган нуктасидан ихтиёрий 
М (f) нуктасигача олинган ёйнинг узунлиги нисоблансин.

Жавоб: s =  bat.
_ х* а1 а
77. Чизик берилган: у =  gj*. z =  g j .  Бу чизикнинг у — -g- ва у — 9а

текисликлар орасидаги ёйинииг узунлиги топилсин.

Жавоб: s = 9а.
78. Гиперболик х  = a ch t. у =  a sh t. z =  at винт чизикнинг тенглама* 

ларида параметр сифатида ёй узунлиги олинсин.
Е ч и ш .  74-мисолда s  =  а У 2 sh t ни топган *дик. Шунинг учун: 

у * - а / 1 + з£ . У - р % .  « - • ■ A r c r t ^ p y

9*
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ФРЕНЕ ФОРМУЛАЛАРИ, ЭГРИЛИК, БУРИЛМА
f .

§ 43. Френе формулалари

Табиий учбцликнинг кирраларидагн бирлик векторларни 
t ,  v, $ билан белгилаган эдик. Нукта чизик буйлаб даракат 
килганда, учбклик ва шу билан бирга бу векторлар *ам уз- 
гара боради. Эндичизигимизда параметр сифатида s ей узун­
лиги олинса, х, v, {5 лар шу s нинг функциялари булади:

x =  7(s) ,  |  = -p(s).

Бу бирлик векторларнинг узгаришини билиш учун, уларнинг 
s буйича досилаларини оламиз:

d r  -  d *  -  dfi -я 
ds т» ds =  v’ ds ~

Векторлар алгебрасининг маълум теоремасига всосан1* 
х, v, р нинг ^арбирини х, v, Шоркали ифодалаш мумкин:

х =  а , т - f  V  +  CjfF,

* =  +  ^*Р,

I  =  а»  х +  bt  v ct p.
Бизнинг вазифамиз: a h bt, ct коэффициентларни топишдир. 
т *  ~  =  г  бирлик вектор, шу сабабли унинг хосиласи х =  г
булиб, у х нинг узига тикдир; демак, г  нормал текисликда

_ •• (Рг
бтади. Бирок, г = -^л вектор радиус-векторларнииг иккинчи *о- 
силаси булгани учун, у албатта епишма текисликда етади 
(§ 40). Демак, г  вектор нормал текислик билан епишма те ­
кисликнинг кесишган чизиш бош нормал буйича йуналгандир.

г) Компланар б^лмаган дар кандай учта вектор берилса, туртинчи век- 
торнм шуларнинг йуналншлари буйича ягона равишда сйиш мумкин.
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Агар | г |  ни к харфи билан белгиласак, у холда г  =  Л*бу­
либ, Л — чизикнинг эгрилиги булганидан, г  ни эгрилик векто­
ри  деб аташга асос тугилади. Демак,

? = г  =  Л у. (!)

Б у  — Ф р е н е н и н г  б и р и н ч и ф о  р м у л а с  и д  и р. Энди р ни 
топамиз. М аълумки,^ =  [* Л .  Бундан хосила оламиз:

£ =  Г* *] +  l t v l-
Бу тенгликнинг унг томонидаги биринчи хад нол-векторга ай­
ланади, чунки (1) га кура:

[■с v] =  k [* v ] =  0, демак, F =  b  v 1 •

Шундай килиб, Р вектор * га ва ? га (чунки Р — бирлик век­
тор ва Шуларга асосан, Р вектор хам бош нормаль 
буйича йуналган булиб, •* га коллинеардир; коллинеарлик коэф- 
фициентини — я билан белгилайлик:

р =  —  о V.

(Г вектор — чизикнинг бурилиш вектори, о эса чизикнинг бу- 
рилмаси (кручение) бки иккинчи эгрилиги дейилади. Бу фор­
мула Ф р е н е н и н г  у ч и н ч и  ф о р м у л а с и д и р .

Энди v га утайлик; т, м, ? векторлар худди унг Декарт 
системасининг /, У, k  бирлик векторлари сингари жойлашган, 
шу сабабли: v =  [р т]. Бундан хосила оламиз:

» — ( I *] +  [? *] =  [— <* » *] +  [*1 v]
бки

* =  — О [* -с] +  к [р к].
Аммо _ _ _  _

И  =*— p. [р у1 ™ х-
Демак:

v = — k х -f- a{i.

Бу — Ф р е н е н и н г  и к к и н ч и  ф о р м у л а с и д и р .  Хуллас» 
юкорида эслатилган ейилмалар кУйидагича булади;

т ш, k't, 1 «= —  к  1 +  в | ,  р =  —  * V. (2)
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Френенинг бу учта формуласи фазовий чизиклар назариясида 
катта а^амиятга эга булиб, уларга кирувчи k э г р и л и к  ва з 
б у р и л м а  чизикнинг соф геометрик хоссаларини ифодалайди. 
Буни келгусида (§ 48) курамиз, шунингдек А ва о ни *исоб- 
лашнинг тегишли формулаларнни берамиз.

Ёйилма коэффициентларидан

1 0, к, 0
— о, 0, k 

0, - о ,  О

матрицани тузиб, унинг кийшик симметрик матрица эканини 
курамиз.

§ 44. Френе формулаларининг кинематик маъноси.
Табиий учёкликнинг ^аракати

Кинематикадан маълумки, каттик жисмнннг *ар кандай *а- 
ракати параллел кучириш (илгариланма каракат)дан ва кУз- 
галмас ук атрофида айланишдан иборат иккита содда ^ара- 
катга ажралади. Жисм илгариланма даракат килса, унинг *ам- 
ма нукталари бир хил векторга силжийди. Жисм кУзг,алмас ук 
атрофида айланганда эса, жисм га карашли битта тугри чизик 
•уз *олатини узгартмасдан, жисмнннг бошка нукталари шу Укка 
тик текисликларга жойлашган ва марказлари укда ётган айла- 
наларни чиза боради. Демак, ?tap бир моментда жисм нукта- 
ларининг тезлиги иккита элементар даракат тезлигидан тузи- 
лади: а) и л г а р и л а н м а  д а р а к а т  т е з л и г и  (бунинг нати- 
жасида жисмнннг .\амма нукталари бир хил тезликка эга 
бУлиб, лекин вакт утиши билан у тезлик узгара боради); 
б) о н и й  д а р а к а т  т е з л и г и  (бунда жисмга карашли битта 
тугри чизик узгармай колади).

Чизик буйлаб даракат килинганда, унинг табиий учёклиги 
уз  вазиятини узгарта боради. Бу учёкликлар бир хил ориен- 
тацияли булганда (яъни уларнинг заммаси унг системани таш- 
кил килганда), уларнинг кирралари бирлик векторлардан ибо­
рат булгани учун улар конгруэнтдир (тенгдир). Шу сабабли, 
бу учёкликларни битта учёкликнинг турли вазияти деб караш 
мумкин. Чизик буйлаб даракат килинганда, *осил буладиган 
ана шу конгруэнт учёкликларнинг учларини хаёлимизда бирор
О нуктага келтирсак, натижада кузгалмас О иуктага эга бул­
ган каттик жисм вужудга келади.

Соддалик учун, нуктанинг чизик буйлаб килган даракат 
тезлиги узгармас ва унинг модули 1 га тенг дейлик. Бу эса, 
s бй узунлигини t  га тенг деб олишга йул очади (какикатан^
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v  — ки s =  t ва харакат тез­

лиги Q = % булади. •
Кинематикадаи маълумки, битта нуктаси кУзгалмас каттик 

жисмнинг харакатини хар бир моментда онин ук атрофида 
айлаиишдан иборат деб караш мумкин. Оний айланма хара- 
катнинг бурчак тезлигини и> билан белгиласак, у холда жисм- 
даги бирор М  нуктанинг v  чизикли тезлиги мана шу штезлик

билан г радиус-векторнинг векто­
риал купайтмасига тенг булади 
(115-чизма):

v =  [шг], бунда v  =  j t. , (1)
Бундаги v  вектор m ва г  купаюв- 
чиларнинг хар бирига тикдир.»

115-чизма. вектор ихтибрий булиб, у Пуассон
вектори дейилади.

Энди (1) формулага асосланиб, табиий учбклик кирралари- 
даги х, v, р векторлар охирларининг (о> бурчак тезлиги туфай- 
ли вужудга келган) _ чизикли тезликларини хисоблаймиз. Бу 
нукталар учун т, », р векторлар радиус-векторлар ролини уй- 
найди. Демак, бу тезликлар куйидагича ифодаланади:

t =[<utJ, v =  [u)7J, р =  [й р ].  (2)

11-бетда эслатилган теоремага кура, ш бурчак тезли­
гини *, v, р оркали ифодалаш мумкин:

U) =  • 1 -f- Xj • V-(- • p.
Эндн бу ифодани (2) га кУямиз ва

р =  f t v ] ,  v =  [рт], f -  p ip ]
дан фойдаланамиз. У холда:

т =  — v =  Чг* —  ̂ зт» Р =  — v  "Ь ( 3 )
ш вектор хозиргача ихтибрий булгани учун, унинг туфай- 

лн халиги нукталарнинг кабул килган тезликлари хам ихтиб­
рий эди. Лекин, Френе формулаларига Караганда, у нукталар 
Хар бир моментда танин чнзикли тезликларга эгадир. Энди 
ш ни шундай танлаб оламизки, бу нукталарнинг иккала холда 
Хам чизикли тезликлари бир хил булсин. Шу сабабли, (3) ни 
§ 43, (2) билан солиштирсак, >•,, /*, коэффнциентлар аник- 
ланади:

= 3, Xj =  0, X* =  k.
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Демак:
(4)

Хуллас, чизикда параметр сифатида 5 олннса (яъни вакт 
ролиии 5 уйнаса), у *олда s нинг хар бир цийнатида табиий. 
учёцлик, оний бурчак тезлиги (4) дан иборат вектор атро­
фида айланма харакат цилади. ш вектор Дарбу вектори 
дейилади.

Демак, s узгара борганда, табиий учСклик ^аракат кила 
бориб, айлана бошлайди. Унинг айланиши t  ва Р текислиги- 
да бтган и> векторнинг атрофида булиб, бу айланиш иккита ай- 
ланишдан тузилади. Булардан бири уринма атрофида булиб, 
унинг бурчак тезлиги чизикнинг а бурилмасига тенгдир; о > 0  
булган *олда бу айланиш * дан 3 га томон йуналади ( « < 0  
нинг маъносинн куйида берамиз). Иккинчи айланиш эса бинор- 
мал атрофида булиб, унинг бурчак тезлиги чизикнинг эгрили- 
гига тенгдир. Фазовий чизикнинг эгрилиги доимо нолдан катта 
булгани учун, айланиш т дан * га караб (яъни соат стрелка- 
сига тескари томонга) йуналган булади. Френе формулала- 
рининг кинематик маъноси шудир.

§ 45. Чизикнинг эгрилиги

Чизикдаги уринманинг уриниш нуктаси чизик буйлаб сил- 
жиганда, чизикнинг „эгилганлиги‘дан, бу уринма бурила бо- 
ради. Факат тугри чизикнинг хамма нукталаридаги уринмаларн 
бир йуиалишга эгадир. r  =  r ( s )  чизикнинг М0 нуктасидаги 
эгрнлигини аниклаймиз. Бунинг учун чизикда М0 нуктага якин 
турган яна битта М нуктани олиб, бу икки нуктада М0Т0 ва 
М Т  уринмаларни утказамиз. Уринмаларнинг бурилиш бурча- 
гини ёй узунлигига булиш билан, чизикнинг эгрилигини ха- 
рактерлаш табиийдир. Агар М0Т0 ва М Т  уринмалар орасидаги 
бурчакнииг радиан улчовини и> билан, М^М  ейни Дs билан бел-
гиласак, у *олда ^  нисбат M J4  ёйнинг урта эгрилиги деб
аталади.

Чизикнинг М 0 нуктасидаги эгрилиги деб, М  нукта чизик 
буйлаб М9 га интилганда М„М ейнинг урта эгрилиги инти- 
ладиган лимитга айтамиз. Чизикнинг М 0 нуктасидаги эгрилиги
I 1 ш— билан белгиланади: — =  lim — . Чизикнинг ихтиерий нукта­

сидаги эгрилиги -j — k билан белгиланади. Урта эгрилик ва
нуктадаги эгрилик тушунчалари — *аракатланувчи нуктанинг 
уртача тезлиги ва берилган моментдаги тезлиги тушунчала- 
рига тамомила ухшайди. &s нинг кийматлари ва фазовий чи-
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зиклар учун ® нинг кийматлари доимо мусбат деб кабул килина- 
ди. Шу сабабли фазовий чизикларнинг эгрнлнги доимо мус- 
батдир.

Э с л а т м а .  Френенинг биринчи формуласини текширамиз: 

Л у =* Иккала томондан модуль олсак, к — | =  Urn =

=  Иш * ^ )  =  Иш ^ Г ^ '11гп булиб, бу ерда k = \ im ~  —
чизикнинг эгрнлигидир. Шундай килиб, Френе формулаларн- 
даги к коэффициент чизикнинг эгрилигини ифодалайди.

Эгриликнинг таърифига асосан, тугри чизикнинг *ар бир 
нуктасидаги эгрнлнги нолга тенг, ва аксинча, чизикнинг *ар 
бир нуктасидаги эгрнлнги нолга тенг булса, у_ чизик тугри

чизнкдир. Хакикатан, =  к =  j 1 =  0 булса, =  О булиб, 

демак, * узгармас векторни билдиради. Иккинчи томондан, 
^  =  т еки dr  =  t  ds. Бундан г = ts  - f  r„. Демак, 5 узгарганда, 

r =  xs  +  r ,  векторнинг учи тугри чизикни чизади.

§ 46. Чизиц эгрилигини ^исоблаш формуласи
r = r(s)  чизикнинг исталган нуктасидаги эгрилигини топиш

УЧУН> ва =  =  векторларни векториал купайти-
рамиз:

К  О)
Бу тенгликнинг иккала томонидан модуль олсак, | | =*
=  \k}\ =  Л-1 =  к булади. Демак, к эгрилик учун

I * = ![£S]|
формула келиб чикади.

Агар чизикнинг тенгламаси r = r ( t )  шаклда берилган бул- 
с  dr dr dt d*r (fir ( d t \* ,  dr(Pt ■
ca’ d i= d i'ds ' d? = dP + di d? бУлиб' бУ кийматларни 
(1) га куисак, натижада:

.-г \dr<Or\ (d t \ ‘ . \d rd r]  dt (fit . . . .  1 , .
^ \d t dt* J * \d s) \d t dt J  ' ds ' dt1 ~  1 1  /d sy

ш  A UJ
«КИ, урнига I r ' l  ни кУйсак,

I  * = »
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Хосил килинади. Бу формуланн Декарт координаталарида Сзиш 
Кийин эмас. Биринчи боб, § У га асосан:

“  V (x ''+ y ,'+ z/‘) ■ (х"' - f  у"' + z") — (х'х" 4- у'у" +' *гГ)' -  
=  У  (y ' z z ' y " ) *  -t- (z 'x " — x 'z"y  +  ( P / ^ T P y 7)». 

Демак, эгрилик учун ушбу формула

и _  1 _  V (y 'z’ — y"z')*+ ( Z ' х ” —  х'г")*+ (х 'у" — х"у’)* /о ч

р и ' Ч / Ч х ' Г *  ( )
келиб чикади. Чизикнинг М0 нуктасидаги эгрилигини топиш 
учун, М0 нинг координаталарини бу формулага куйиш лозим.

Мисол. х  =  t, у = t3, z  =  /* +  4 чизикнинг t  =  t0=* 1 га мос 
нуктасидаги эгрилигини тонайлик.

х, у, z  дан биринчи ва иккинчи хосилаларни олиб ва улар- 
ни t0= \  нуктада хисоблаб, (3) формулага куйсак:

/1 9
7 / 1 4

булади.

М аш цлар

79. х  =  (*, у =  1 — t, z  =  /* чизикнинг /0 =  1 нуктасидаги эгрилиги то­
пилсин.

V 19
Жавоб-. =

80. х* +  у* +  г1 =  3, х 1 +  у* =  2 чизикнинг Mt ( 1; 1 ; 1) нуктасидаги 
эгрилиги топилсин.

Жавоб: k =  -т = *
/ 2

§ 47. Текисликиаги чизикнинг н::сбий эгрилиги

Агар чизикнинг хамма нукталари бир текисликда бтса, уму- 
мийликни бузмасдан, бу чизик ХОУ  текислигида етади десак 
булади. Фазовий чизикнинг эгрилиги учун олдинги параграфда 
чикарилган (3) формулада z =  z' =  z" =  0 фараз килинса,

Г х ' у' *h _ 1 у  хГ у '  _  ± (Х 'у"- х’у’) 

f U '- + y 'T -  U ' 4 y ' T ‘
келиб чикади. Биз фазовий чизик учун А > 0  деган шартни 
кабул этган эдик. Текисликдаги чизик учун хам бу шартни 
саклаш мумкин, лекин бу холда k эгрилик мусбат ва манфий
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кийматларни кабул К-*ла олади десак, максадга мувофикрок 
келади.

Текислик учун ориентация тушунчасини киритамиз. Агар 
текисликнинг бир томони мусбат, иккинчи томони манфий хи- 
собланса, бу текислик ориентациями дейилади. Масалан, XOY 
текисликнинг мусбат томони OZ укининг мусбат томонига мос 
келади дейлик. Бундай текисликда мусбат ва манфий йуна- 
лишдаги а й л а н и ш н и  бир-биридан фарк килиш унгайдир. 
Текисликнинг мусбат томонидан туриб чизикка карасак ва r '(t)

уринма-вектор t  нинг усиб бориш йуналишида соат стрелка- 
сига тескари айланса, у холда бундай а й л а н и ш н и  ва те- 
гишли k эгриликни мусбат деб хисоблаб, акс холда, буларни 
манфий деб хисоблаймиз (116 а, б-чизма).

Уринманинг доиравий бирлик векторини киритамиз:
7  =  е (а) =  i cos а +  j  sin а,

у холда е' (а) =  е (а -4- вектор нормал буйлаб йуналган бу­

либ, у е (а) ни мусбат томонга каратиб у  га буриш натижа- 
сида хосил килинади. Бу вактда:

г  =  х =  <?(а),

г  =  ^ Л 7 = ^ ( а + | ) *

Биз ни чизикнинг нисбий эгрилиги деб атаймиз ва kn 
оркали белгилаймиз:
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Л ем ак , нисбий кя эгрилик а нинг х буйича jfосиласидир. Агар

e = a r c t g p  ва ds =  (х7* 4* У'*) ни эътиборга олсак,
х’у ' — х’ у'

" ( х ' Ч / Т *
( 1) дан куринадики, > нормал-вектор билан нинг
йуналиши бнр хил булса, яъни х 'у ” — лс^у' >  0 шарти бажа- 
^илса, £ „ > 0 ,  акс *олда, А „ < 0  (117 а, б-чизма).

е Г<г - ~ )

117-чи т а

Эгри чизик у =  f(k )  тенглама билан берилса,
tPy

k , ***R ir
r f * y

Б у  формуладан бевосита куринадики, ^ > 0  да чизикнинг 
нисбий эгрнлнги мусбат ва унинг ботиклиги ОУ укининг мус­
бат томонига каратилгандир. Эгилиш нукталарида ^  =  О,
яъни *я =»0 дир; бундай нукталарда чизикнинг ботиклиги ка- 
вариклигига алмашинади, ва аксинча.

Мисол. у =  — In cos х  чизикнинг х0= ~  ва х х =  нукта-
ларидаги эгриликлари топилсин.

=  t e x  у ' cos х  lK * у cos* X*

1
cos*jc

=  COS X .
(I +  tg«x)*'*

*о=  7  кийматда: =  cos x x = ~  кийматда: к,
/ 2Зк

Г  cos т  ^
Энди текисликдаги чизик эгрилигининг геометрик маъноси- 

/ни аниклайлик. Чизикнинг М9 нуктасидаги эгрилиги к =  у  =
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' *_ х’ ’
- i f r — ттё,-■ Иккинчи томондан, чизикнинг М0 нуктасидаги 
V -*• +  У о )

Спишма айланасининг радиуси R0 I х„ + уп ) га тенг (§ 32
хвУо ~  хоУо

га каранг). Иккала формулани солиштирганда, k0 =  -  =
Ро "V

деган натижа келиб чикади. Шунинг учун, R бки унга тенг 
булган р чизикнинг эгрилик радиуси деб айтилади. Бу ердан 
чизикнинг М0 нуктасидаги эгрили­
ги унинг шу М„ нуктасидаги 
бпишма айланасининг эгрилиги каби 
деган натижага келамиз. Шу сабаб­
ли, Спишма айланани — эгрилик 
айланаси, унинг радиусини — эгри­
лик радиуси, марказини — эгрилик 
марками дейилади. Чизикнинг М  
нуктасидаги эгрилик радиусини 

х'пУ'п—  -У 0 * 0

I *о +  Уо )
h  — Ro '■ формула би­

лан, эгрилик марказининг 
динаталари эса

коор-

х ,  =  а х„ +у  О
-----------------7~ "» ’ Уо* *оУо — УоХо У. У*

118-чизма.

+ Уп• f I • «
ХоУо — У о*о

(2>

формулалар билан топилади. Чизик ва унинг эгрилик айлана­
си умумий нуктада умумий уринмага эгадир. Эгрилик айлана­
сининг радиуск уринмага тикдир. Демак, эгрилик маркази чи­
зикнинг нормалида бтади (118-чизма).

Чизикнинг иккита бир-бирига якин М  ва М х нукталарида 
утказилган уринмалар билан ОХ укининг мусбат йуналиши 
орасидаги бурчакларни а ва a - f  Да десак, уринмалар орасида­
ги бурчак Да булиб, М  нуктадаги нисбий эгрилик Л = 1 1 т

di а* -о
бки k =  j s га тенг булади.

М аш цлар

81. у * =  8дг параболанинг М ,  ( - | . з )  нуктасидаги эгрилик радиус*, эгри­
лик марказининг координаталари аниклансин ва эгрилик айланаси чизилсин,

57 123
Жалоб-. ■», =  “  ig; У, =  Т б -; к  -= 0,128.

82. х  =  3/*, у =  3 / — t* чизикнинг t„ =» 1 га мос нуктасидаги эгрилик ра­
диуси, эгрилик марказининг координаталари аниклансин ва эгрилик айлана­
си чизилсин. -  -
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Жалоб: jf ,  =  3; у ,  =  1; у  ■= — 4; .
83. х  =  а ( 2 c o s t — c o s 2 /) ,у =  а (2 sin < — sin 2t) чизикнинг х  =  -к нукта­

сидаги эгрилик радиуси аниклансин.
2

Жалоб: R  *= — .ait

§ 48. Чизицнинг бурилмаси

Фазодаги чизикнинг бирор Af нуктасида ёпишма текислик 
утказамиз. М  нукта чизик буйлаб силжиганда, ёпишма текис­
лик бурила боради. Факат текисликдаги чизик буйлаб даракат 
килингандагина, ёпишма текислик бурилмайди, чунки унинг 
кар бир нуктасидаги ёпишма текислиги шу чизик ётган те­
кисликнинг узидан иборатдир.

Чизикнинг ихтиёрий М 0 нуктасидаги бурилмасини аниклаш 
учун, М 0 ва унга якин М  нукталарда ёпишма текисликлар 
утказамиз. Бу ёпишма текисликлар орасндаги бурчакни ёки 
уларга тик бинормаллар орасндаги бурчакни ф билан белгила-
сак, у холда lim — п-гг =  Ит  ^  лимит— чизикнинг М 0 нук*м~м„ мм»
тасидаги бурилмасининг абсолют цийматига тенг булади. 

Френенинг учинчи формуласи =  — ov эди. Бунинг икка-

—  о еки \и — Ола томонидан модуль оламиз 

Буни |<з| =  lim шаклда ёзиш мумкин. Бирок l in J  ДЩ ни
4 i - . 0  s

Ф Ф^ билан алмаштира оламиз. Шу сабабли | з |  =  И п ^  =  1 1 ш ^ .

Бу эса чизикнинг берилган нуктасидаги бурилмасининг абсо­
лют кийматидир. Шунинг учун келгусида бурилмани Френе 
формулаларида учрайдиган о карфи билан белгилаймиз. Бу- 
рилманинг таърифига асосан, текисликдаги чизикнинг кар бир 
нуктасидаги бурилмаси нолга тенг, ва аксинча, чизикнинг кар 
бир нуктасидаги бурилмаси нолга тенг булса, бу чизикнинг 
камма нукталари бир текисликда ётади. Хакикатан, бундай чи- 
знклар учун Р =  Ро узгармас вектордир, чунки шартга асосан

(РоЮ «= ф =  0. Энди |Fo I =  I F I чизикнинг бирлик j s =  х уринмз- 

вектори Р га тик булгани учун =  0 ёки <̂ ( Р 0' Г) ==0-
Демак, {Г0-г  =  D, бу ерда D — узгармас сон; $0-r= D  да P=const 
булгани учун, г  вектор текисликдаги чизикни чизади. Бунда 
(Г0 =  A i +  BJ +  Ck деб фараз килинса, г  <= x i  +  yj +  zk  булиб.
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p„r =  А х +  B y+  Cz = D текисликнинг тенгламасини ифодалай- 
ди. Шуни исботлаш керак эди.

Э с л а т м а .  Факат тугри чизикнинг хамма нукталарида эгри­
лик нолга тенг булиб, бошка чизиклар учун эгрилик, умуман, 
нолдан фарклидир. Демак, чизикнинг эгрилиги унинг тугри 
чизикдан четланиш даражасини характерлайди. Шу сингари, 
чизикнинг бурилмаси унинг текисликдан канчалик четлаш- 
ганлик даражасини, яъни фазовийлик табиатини характер­
лайди.

§ 49. Чизиц бурилмасинннг формуласи. Бурилманинг
ишораси

Чизикнинг исталган нуктасидаги бурилмаси учун формула 
чикариш максадида ушбулардан фойдаланамиз:

Чизикнинг тенгламаси г  = г  (t) шаклда берилиб, t  ихтибрий

^ ds  v ) —  ^  т келиб чикади.

( |  v) =  (рТ) =  0 ва (Р р) =  1 булгани учун:

dr d*r d*r
_  ds ds* ds * _  r r r

€ки координата формасида
x  у г  
х  у г  
х  у г

,  dr a*r d*r _ dr dr dt a*rпараметр хисобланса ва —  Урнига T s= j r £ ,  57, =d s ' ds*' ds*
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куйилиб, ^  =  г'; ^  =  г"; =» г"' ни эътиборга олсак ва ^

урнига ^  =  ни кУйсак:
Ъ

(г7 г» г»)о = А*|г' |«

формула хосил булади. Агар Л урнига унинг § 46 даги (2) 
кийматини кУйсак:

г 'г 'г "о =
I 7 П Л"

Тугри бурчаклн Декарт координата системасига нисбатан
бурнлманинг формуласи:

л '  у ' г ’

о =

л"
л я

У• 
У*

(у'г" — у "хУ  +  (х'л"  — г"л')*  +  (х'у"  — л"у')* ' (1)

Чизикнинг берилган М9 нуктасидаги бурилмасини топиш 
учун, (1) га М0 нинг коордннаталарини куйиш керак.

Мксол. х  =  t, у =  t9, z  = t* — 4 чизикнинг t9=  1 нуктаси­
даги бурил маси топилсин.

Е ч и ш .  Чизикнинг тенгламасидан хосилалар оламиз ва (1) 
формулага кУямиз:

1 3 2
0 6 2
0 6 0

(3 2 -  2 -6)* +  (0 —  2)» +  (6 -  0)*
3
га*

Бурилманинг ишорасн хакида маълумот бериш учун, чнзик- 
нннг теигламасини г  =  r(s)  шаклда йзамиз: OAf =  r ( s ) ;  ОМ'=* 
=  r ( s - f i s ) .  Демак, ММ ' =  г  (s +Д  s ) — r ( s ) .  Энди, r(s-fa s) 
ни as нинг даражалари буйича Тейлор каторига Сямиз:

г  (s - f  as) =  г  (s) +  г  (s) as - f  

Френе формулаларига асосан,

г (д) (А*)»
А

г (Д)(А д)»
3! Т  • . .

еки

г (s 4- as) — г  (s) =  ТДS ■+• kv (as)* +  -g- (— k 't -f к» +
-f- k Po) AS* -j- . . .

=  т (as — ~  P as  4 - . . . )  +  (As)* -f . . . J  +

+  ^ [ g * 0AS’ + .  . . j .

MM'

( 2 )
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(2) дан куйидаги натижаларни чикариш мумкин (119-чизма).
1. Чизикнинг М  нуктасидан М' нуктасига утиш учун, ол- 

дин * га коллинеар Л Ш , =  т{Д5 — . . . } вектор буйлаб М х нук­
тага келиш, ундан кейин v бош нормал векторига параллел

=  v | у  k (Д s)1 +  . .  . |век-
тор буйлаб М х нуктага келиш 
(бу икки харакат ёпишма те- 
кисликдадир), нихоят, р би- 
нормал векторига параллел

M JW  =  Р (-g- ko\sa 4- . .  век­
тор буйлаб М' нуктага келиш 
керак. Учинчи харакат га 
нисбатан учинчи тартибли чек­
сиз кичик булиб, бу харакат 
нуктани епишма текисликдан 
чикаради.

A rap^s  нинг ишораси узгар- 
са, M jM1 ва М гМ' векторлар- 
нинг хам ишоралари узгаради, 
чунки булардаги as мнкдор ток 
даражалидир, M xMt нинг эса ишораси узгармайди, чунки бун- 
даги Д5 жуфт даражали. Демак, Д $ > 0  булганда нукта
* нинг мусбат томонига, 0 булганда эса нукта т нинг

манфий томонига караб 
харакат килади, яъни чи­
зик нормал текисликнинг 
иккалатомонига хам жой- 
лашади. Шунча ухшаш, 
М гМ' нинг ишораси Д$ 
нинг ишорасига боглнк 
булганидан, чизик епиш­
ма текисликнинг иккала 
томоннга жойлашгандир. 
Аммо М хМг вектор Д$ 
нинг ишорасига боглик 
эмас. Демак, чизик тугри- 
ловчи текислигининг бир 

120-чизма томонига жойлашган бу­
лади (120-чизма).

Фазовий чизикнинг эгрилиги доимо мусбат булганини эсда 
тутиб.куйидаги икки холни бир-биридан ажратишга тугри келади.

а) М  н у к т а д а  з > 0  б у л г а н  х о л .  Бу вактда Д$.>0

Дифференциал геометрия курси
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учун М гМ' — р Ur кз (As)* нинг р олдидаги коэффициен­

та мусбат булиб, нуктанинг M t дан М! гача *аракати Р нинг 
мусбат томонига йуналган булади. s < 0  учун эса нуктанинг 
даракат» 3 нинг манфий томонига йуналади. Демак, As > 0  
учун нуктанинг ^аракати + ?  томонда. булиб, As < 0  учун эса 
нуктанинг д а р а к а т  — ? томонда булади.

б) М  н у к т а д а  з < 0  б у л г а н  х о л .  Бу вактда A s > О 
учун нуктанинг .\аракати — Р томонга ва A s < 0  учун нукта­
нинг ^аракати +  р томонга йуналади (121-чизма).

Нукта чизикнинг мусбат

N

Епишма тек.

' N 4

Т

Епишма тек.

/

томонига караб даракат ки- 
лади деганимизда, одатда, 
унинг чапдан унг томонга 
килган ларакатини тушуна- 
миз. Буни назарда тутиб,

6<-0
'Р

121-чизма.

еЩ)
122-чизма.

чизикнинг М  нуктасидагн бурилмасининг ишораснни аниклаш 
учун куйидаги коидани айтиш мумкин: агар бирор нукта чи­
зикнинг мусбат томонига караб даракат килгани *олда, у AJ 
нуктадаги ёпишма текисликнинг орка томонидан шу М  га 
келиб, М  дан кейин ёпишма текнсликнинг олдинги томонига 
утса, М  даги бурилма нолдан катта, яъни з > 0  булади. Агар 
нукта ёпишма текисликнинг олдинги томонидан М  гача ){ара- 
кат килиб, кейин текисликнинг орка томонига утса, о < 0  бу­
лади. Нуктанинг ^аракатини ёпишма текисликнинг иккинчи 
томонига утиб караганимизда, чизикнинг йуналиши *ам теска- 
рнсига айланади. Шунииг учун юкорида аникланган ишора 
узгармайди.

Мисол тарикасида винт чизикни олайлик (122-чизма). У н и н г
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у р и н м а л а р и  я с о вч и л а р н и б и р  х и л  б у р ч а к  о с т и д а  
к е с и б  у т а д и  деган му*им хоссасини курган эдик.

г  =  ае (?) +  k
бки

jc =  acos<?, y =  a s l n ? ,  г  =  Х<р,
9 ______________________________

s =  \ V~7~+  у'*+ z '‘d<? = Vo}  +  Ь*о, ? -  ,

бу ерда Л (? =  0) нуктада s =  О хисобланади.
Энди г  радиус-вектор s нинг функцияси деб хисобланншн 

мумкин. У ни s буйича дифференциаллаймиз:

" ( »  +  j )  + х*
т — r = — —  (бу — уринманинг бирлик вектори- 

дир);
г  =  - ? ± И) =  ь  
г  а* +  X» л ’

Демак, v =  — е(<?). Бундан иккинчи му^им хосса вужудга ке­
лади: выл/я чизикнинг %ар бир нуктасидаги бош нормали
— е (9) буйича йуналган булиб , цилиндрнинг уцига тикдир, 
яъни цилиндрнинг нормали буйича йуналгандир.

Энди винт чизицнинг эгрилигини хисоблаймиз:

а* +  X* const.

Шундай кнлиб, винт чизикнинг $амма нуцталаридаги эгри­
лиги бир хилдир.

Бинормалга утайлик:

f  — 7 5 T S  { [ " (?  +  +

Аммо je  (? +  ^ )  ^ (? )] =  ~  к< (?)] =  ё  (? + у ]  булгани учун:

а * - Х ; ( У + | )

^а*ТТ*
Энди бу вектордан s буйича хосила оламиз:

р в  —  О'

лекин — v х= е (<р), шу сабабли,
Р “ — 0У- ^ Т х ь

Е  0 =  в"^т?-
10*



ФРЕНЕ ФОРМУЛАЛАРИ. ЭГРИЛИК, БУРИЛМА

Демак, куйидаги учинчи мухим хоссага келамиз: винт чи- 
зицнинг хамма нуцталаридаги бурилмаси бир хилдир
(о= const).

Шундай килиб, винт чизицнинг эгрилиги ва бурилмаси 
ргармасдир. Бу хосса винт чизик учун характерли булиб, 
ундан бошка чизик бу хоссага эга эмаслигини ке'Чинрок кура-
миз (§ 59).

Винт чизикнинг „унг“ ва „чап“ булиши бурилма ишора- 
сининг мусбат ёки манфийлигига боглик эканини курсатайлик.

Бирор а бурчакни олиб (123-чизма), доиравий цилиндр сир- 
тига уни шундай урнатамизки, бурчак текислигн цилнндрга

бирор ясовчи буйлаб уринсин ва бу ясовчи бурчакнинг бир 
томонига тик булсин. Бундан кейин, бурчак етган текисликни 
(когозни) йиртмасдан ва катламасдан цилиндрга урасак, бур­
чакнинг бир томони цилиндрнинг асосини, иккинчи томони винт 
чизикни чиза боради, чунки М0М  тугри чизик ясовчиларга 
параллел РМ  кесмаларни бир хил бурчак остида кесиб утади. 
Цилиндрда бу хоссага эга чизик эса винт чизикдир (147-бетга 
каранг).

Энди бу чизикнинг эгрилигини ва бурилмасини топамиз, 
аввало, 124-чизмадан (MgM = s деган фаразда):

123-чизма.

М йР =  s cos а =  а<?; PM  -= a sin а,
S COS а ,

демак, <р =* —д— » бундан эса

бки вектор формада:



I  49. ТЕКИСЛИКДА ЧИЗИК БУРИЛМАСИ 149

Эгрилик ша бурилма учун ушбу

к  “  I г  | =  У  г  =  V  х  +  у  +  г

а =  ■г г  г
г*

х  у  г

х  у  is

х  у  __ г_
а* + у2 + г*

формулалардан фойдалансак:
. COS* а  -  COS* а  .
k = — >  О , о =  — t g a

Хосил булади. Бурилманинг ифодасидан'айтганимиз яккол ку- 
ринадн (124-чизма):

•  < £  да * > 0 ;  „унг" винт, 

да « < 0 ;  „чап* винт.

Af0 нукта асос буйлаб бир марта тула айланиб чикса, винт 
чизикдаги М  нукта ясовчи буйлаб MJL =  h масофани босади. 
Ана шу масофа винт чизикнинг цадами дейилади. Бошкача 
айтганда Р1 нукта М'я нуктадан 2-а  ^а тенг масофага узок* 
лашса, яъни МЬР М ^ Р 1 =  2га булса, РМ  =  А булади. Д е­
мак, М0РМ учбурчкдан A =~2itatga. Агар a t g *  =  X фараз
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килинса, h =* 2«Х булиб, а — узунлиги винт чизикнинг кадами- 
га тенг булган айлананинг радиусига тенгдир. Равшанки, унг

винт чизик U <  j )  учун кадам мусбат ва чап винт чизик

( а >  j j  учун — манфийдир. Бу ердаги X винт чизик тенглама­
сига кирган X нинг айнан узидир. Хакикатан, вннт чизикдаги 
М нуктанинг учинчи координатаси

PM  =  z =  М0Р -tg г =  а 9 • tg х =  a tg а- <? =  Х<р.
Винт чизикнинг кадами тушунчасн кейинчалик керак булади 
(§ 82).
М аш цлар

Г
84. х  =  sin t ,  у =  cos /, г =  tg t чизикнинг t0 = j  нуктасидаги бурилма­

си аниклансин.
6

Жавоб: о = — у .  ,
85. х г =  2аг, у* =  2bz чизикнинг ихтиёрий нуктасидаги бурилмаси то­

пилсин.
Жавоб: и =  0.

86. дг2 — у* +  г"- =  1 , у — 2х +  г  = 1 чизикнинг М0 (1 . 1 . 1) нуктасидаги 
бурилмаси топилсин.

Жавоб: о = 1 .
87. Гиперболик винт чизикнинг эгрилиги ва бурилмаси топилсин. Унинг 

параметрик тенгламалари:
х  =  a ch t. у =  a sh t, z ^  at.

1
Жавоб: А =с =  2och* l'

§ 50. Чизикнинг проекциялари
Эгрилик билан бурилманинг бошка жихатдан хам ахамият- 

ли эканини билиш учун, чизикнинг теигламасини r = r ( s )  
шаклда бзиб, унинг М  нуктасидаги кузатувчи (табиий) учбк* 
лигини курамиз. Олдинги парлграфдаги (2) бйилмани оламиз:

A*Af =  T [ a s +  . . . ] +  p [ { b ( A s ) 3. . . j
бки

ММ' = г (s 4- as) — г  (s).
Тугри бурчакли Декарт координата системасининг бошинн 

чизикнинг М  нуктасига келтириб, ОХ укини t  буйича, ОУ 
укинн > буйича ва OZ укини ? буйича йуналтнрамиз. У холда 
М  нинг етарлича кичик атрофида чизикни ушбу

ММ ' =  X (s) -Г +  у (s)*v +  z (s) ? =  [ As  - f  . . .] t  +

+  ^ * ( A 5)» +  fc, (A , ) » +  . . . ] ?
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тенглама билан унга тенг кучли параметрик шаклдаги 
д: (s) =  As +  . . .  ,

У (s) «= \  к (As)* -Н . . .  ,

z  (s) =  -i ko (As)* +  . . .

тенгламалар билан тасвирлаш мумкнн. As_ ни етарлича кичик 
деб *исобласак, чизикнинг епишма (х ва v) текислигига туши­
рилган проекцияси куйидаги тенгламалар билан ифодаланади:

х  (s) =  As,

y (s)  =  I* (A s)« .  (1)

(1) дан As ни йукотсак, у (s) =  -j [jc (s)]a ни зосил кнла-
миз; демак, проекциянннг параболадан иборатлигини курамиз. 
А > 0  булгани учун, чизикнинг епишма текисликка туширилган 
бу проекцияси v нинг мусбат томонига йуналади. Бу Натижа 
бизга маълум эди, чунки чизикнинг узи тугриловчи текислик­
нинг бир томонига (v нинг мусбат томонига) йуналгандир. 

Чизикнинг тугриловчи( х ва р) текислигига туширилган

проекцияси x ( s ) = A s ,  z (s) =  i  кэ (As)*, бки, As ни булардан
йукотсак,

г (s) =  ±  кя \х  (s)]‘

булади. Бу — кубик парабола булиб, унинг куриниши ( £ > 0  
булгани учун) ва чизикнинг епишма текисликдан узоклашиш 
тезлигини ифодалаган о нинг кнйматига ва ншорасига 6of.ihk* 
дир. Чизик епишма текисликнинг иккала томонида жойлаш- 
ганлнги у 1кида бу ердан *ам натижа чикариш мумкин.

Чизикнинг нормал ( v  b j  р )  текислигига туширилган проек- 
цияси у (s) =  т,£(Аs)*. z (s )  =  g кя (As)’. Бундан чизик нормал
текисликнинг иккала томонида жойлашади деган натижа- 
га келамиз.



Саккизинчи боб

ЭВОЛЮТА ВА ЭВОЛЬВЕНТА 
§ 51. Текисликдаги чизикнинг эволютаси

Агар М  (х, у) нукта берилган чизик буйлаб харакат кил- 
са, унга мос келган эгрилик маркази хам, умуман, харакатда 
булиб, кандайдир чизикни чиза боради. Берилган чизикнинг

эгрилик марказларининг 
геометрик урни бу чизик-

Чизикиииг тенгламаси y = / ( j c )  шаклда берилган булса, 
х ' (t) — 1, х" (it) -« 0 булиб, (1) нинг куриниши соддалашадш»

Эволютанинг хоссаларини урганиш учун, унинг тенглама­
сини вектор формада взамиз (125-чизма).

ОМ =  г  (5) булсин. М  нуктадан эгрилик марказигача бор- 
ган векторнинг AfC =  /?v эканлигини § 42 да курган эдик. s па­
раметр узгарганда, М  нукта r = r ( s )  чизик буйлаб харакат 
килади, шу билан бирга ОС вектор хам узгара боради. Шун­
дай килиб, ОС ва * векторлар, шунингдек R радиус s пара- 
метрнинг функциялари эканлиги аникланади. Агар ОС вектор-

0

нинг эволютаси деб аталади.
Агар § 47 нинг (2) фор- 

мулаларида Х } ва Yt ни у3. 
гарувчи микдорлар деб 
карасак, уформулалар эво­
лютанинг параметрик тенг­
ламаларини беради. Узгарув­
чи X t ва Y\ ларни 5 ва tj 
билан белгиласак, эволюта­
нинг тенгламалари125-чим а.

x ’(t)y'(Q — x ’(t) y ’(t) 
( 0 +  >'«(<)

*'*(*) * У* (О
К~7т/ ----- ГУ /л .ТТТТГ » О)

ч - у  (0  +  ^ ( 0
булади.

(2)
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ни р (s) билан белгиласак, эволютанинг вектор формадаги тенг­
ламаси:

p(s) =  r ( s )  +  /? (s )* (s )  (3)
булади.

Эволютага утказилган уринма-векторнинг йуналишини аник* 
лайлик. Бунинг учун, (3) дан s буйича косила оламиз:

J L  _  dJL I р Л
ds ds ds d s '

Текисликдаги чизик учун я бурилма нолга тенглигидан, Фре-
//v —ненинг иккинчи формуласи ^  =  — kz булади. Шу сабаблн 

Ads

Энди га мувофик, ~  т 6ки

ds ds
Бу эса эволютага утказилган уринма r = r ( s )  чизикнинг нор­
мали буйича йуналганлигини билдиради. Тескарича, r = r ( s )  
чизикнинг %ар бир нуктасидаги нормали эволютага уринма 
булади, яъни r=~ r(s) нинг бир параметри нормалларининг 
урамаси бу чизикнинг эволютасини ташкил цилади.

Эволютанинг и к к н н ч и  х о с с а с и н и  билиш учун, (4) дан

модуль оламиз: 1 _  d_R 
ds\~~ ds бу ерданv | бки

\dp\~=\dR\. Эволютадаги бй узунлигини s* билан белгилаб, 
унн параметр сифатида кабул кнламиз. Охирги тенгликни ds*
га буламиз: =  ^ | -  Аммо ^ э в о л ю т а  уринмасининг бир­

лик векторнни белгилайди =» * каби). Шунинг у ч у н | ^ = 1

бки | dp | — I ds* |. Демак, | ds* | =  I dR |. Агар эволютада R нинг 
Усадиган томонини мусбат томои деб хисобласак, у холда R 
усганда s* хам усади ва тескарича. Шу сабабли, ds* = dR бу­
лади. Бу тенгликнинг иккала томонидан интеграл олсак, s* =  
*=/? +  const келиб чикади.

Бундан, эволюта ёйининг орттирмаси эгрилик радиуси- 
нинг орттирмасига тенг деган натижага келамиз (чизик­
нинг эгрилик радиуси монотон узгарган кисмларида). Бундан
Куйидагини хосил киламиз1: дs * * R ;  СС, — ОСх— ОС*= да*;

1 Бу ерда 0 билли «волют» ёйинннг боши белгиланган.



154 ЭВОЛЮТА ВА ЭВОЛЬВЕНТА

С1М 1 — СМ =  /?, — / ? =  л/? булиб, демак, СС, -=/?, — /? бки
/? i=  /? +  СС, булади. Шундай килиб, Я, эгрилик радиуси эво- 
лютадаги СС, ёйи билан R эгрилик радиусининг йигиндисига 
тенгдир (126-чизма).

Мисол. 1. г = a cos tl  -{■ b sin t j  эллипснинг эволютасини то- 
лайлик. Эллипснинг параметрик тенгламаларини бзамиз:

127-чизма.

JC = acost, y = bslnt. Эволютанинг тенгламасини ёзиш учун, 
х  ва у унинг биринчи ва иккинчи ^осилаларини оламиз:

х ' = — a sin /, у ’ =  b cos /. х ” — — a cos t, у" =  — b sin t. 
Энди,

е , a*sin*f +  6*cos*f. . аI — a cos t ------------ ---------- b cos t  =  a cos t —
a2 sinV+ft* cos*/ ,  a2-cos <— a*sin* f*cos <------------ ---------cos t — --------------------------- >=a a

_  a* cos t ( i— sin* I) — Ь* со-*<_a 2 cos* ; — ft2 cos* t __ (a* — b*) cos* t
a ~  a ~  a *

a* sin*/-L*4os*f , . A * -a*  , ---------------------a sin t\ соддалаштирганда tj =  —̂ — sin3/.
Демак,

,  a* — Ьг . .  t * - a ‘ , . .5 =  —-—  cosV, г =  —r— sinV.

T)=6sin t-

Шуидай килиб, эллипснинг эволютаси — а с т p о и д а  д и d 
( 127-чизма).

2. у =  In jc чнзицнинг эволютасини топамиз:
I
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М ош цлар
Куйидаги чизикларнинг эволюталари аниклансин.
88. -  2рх.

Жалоб: у* = —
89. ху  ■» а*.

Жалоб-, (х + у )1' — (х — у) ’«* УТ&а.
90. х  = a cos t +  at sin t', у = a sin t +  at cos t.
Жалоб-. Радиуси а га тенг айлана.

х
91. у = a In cos — .

Жалоб-, j( « в  (arc cos в — иГ1 \ r 1 — и*), a In и *  а +  у.

§ 52. Чизикнинг эвольвенталари

р -= р ($*) чизик берилган булсин. Бунда s* — чизик ёйидир. 
М„ нукта чизик ёйининг боши булсин. Демак, М0 нуктада 
s* = 0. Чизикнинг М0 нуктасидан утган уринманинг мусбат то- 
ыонига М0Т0 = а0 кесмани кУямиз (128-чизма). Бунда а0 — 
ихтибрий сон. Чизикнинг ^ а р  бир М 
нуктасида хам урннманн утказнб, унинг
мусбат томонига М Т = а0 — М0М  кес-
манн куямиз. М0М  ёй узунлиги s* бул­
гани учун МТ — а0 — s* днр. М  нукта 
чизик буйича харакат килиб, М0 дан 
узоклашган сари М Т  нинг узунлиги ка- 
маяверади. Бу вактда М Т  нинг Т учи 
маълум бир чизик чиза боради. Бу чи­
зик эвольвента дейилади. Агар урин- 
мадаги М„Т„ кесма узунлиги а„ булмас- 
дан Ьа булса, Т нукта бош ка эвольвен- 
тани чизади ва хоказо. Демак, берилган 128-чизыа.
чизикнинг эвольвенталари чексиз куп
булиб, бир параметрли чизиклар оиласини ташкил килади. 

Эвольвентага дойр куйидаги теореманн исботлаймиз: 
Теорема. Берилган чизицца утказилган уринма эволь­

вента учун нормаль булади.
И с б о т .  Берилган чизикнинг тенгламаси p =  p(s*) булсин. 

Энди эвольвентанинг тенгламасини топамиз:

ОТ =  ОМ 4- М Г  »= р (s*) +  (а0 — s*) т (s*)
ёки кискача

г  =  р +  (а0— s*) t.
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Бу тенгликни дифференциалласак:

S ’ +  < « . - * * ) ■ ? > -  *>•

Бунда к — берилган чизикнинг эгрилиги, » эса — бу чизик­
нинг бирлик нормалидир. Демак, эвольвентанинг уринмаси бе­
рилган чизикнинг тегишли нуктасидаги нормалига параллел 
булади. Аксинча, эвольвентанинг Т нуктасидаги нормали бе­
рилган чизикнинг М  нуктасидаги уринмасига параллел булиб, 
буларнинг иккаласи хам Т нуктадан утгани учун, бир-бири- 
нинг устига тушади. Шу билан теорема исботланди.

Бундан, эвольвента учун берилган чизиц эволюта булади 
деган натижа келиб чикади. r = r ( t)  чизикнинг эволютаси 
биргинадир. Аммо эволютанинг эвольвенталари чексиз куп бу­
лади. Эволюта учун г =  г  (I) чизик *ам эвольвенталардан би- 
ри хисобланади.

§ 53*. Иловалар

1) Эволютанинг махсус нуцталари. Эволютанинг 153-бет- 
да бабн этилган и к к и н ч и  х о с с а с и  чизикнинг эгрилик ра­

диуси монотон узгарувчи кисмида куч- 
га эга эди. Чизикнинг эгрилик радиуси 
максимум ёки минимум кийматларни 
кабул килган нукталарига (чизикнинг 
учларига) эволютада биринчи типлн 
махсус нукталар мос келади. Соф гео­
метрик мулохазалардан бу очикдан- 
очик куринади (129-чизма). Чизиги- 
мизнинг M qM x ва кисмларига
бу хоссани алохида кУлланишга туг­
ри келади:

Ж ,С ,— А/0С0=  С0С„ AfjCj — Af0C0— С0Сг' 
буларни кУшиш натижасида

а д  =  AfjCj +  М % Ct -  2М0С0
хосил булади. Демак, хосса бутунлай бошка туе олади.

Мисол тарикасида у* =  2рх параболани олайлик. Бу ердан 
(параметр сифатида у ни кабул килиб):

х  —Тр’ УУ'-Р> у' =  Е-У у ,
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Бу цийматларни § 51 даги (2) формулаларга кУямиз:

Булардан у ни чикарсак, эволютанинг тенгламаси хосил бу­
лади:

Демак, эволюта — учи 5 = /?  нуктада бтган ярим кубик пара-
боладир; % = р  нукта унинг биринчи типли кайтиш нуктасндир,
у параболанииг учига мос келади: Ъ=р  кийматда ц <= 0.

Эллипс эволютасига кайтайлик (127-чизма):
, а*— 6* о»—/* ,5 =  ——  cos3 £, т] ----------^— sin3 г,

булардан £ ни йукотсак:

( * ) ' + & ) ' - •  
хосил булади, бунда с* = а* — Ь*.

Эллипснинг И,, Лг, At , Ai учларига эволютада биринчи тип­
ли туртта кайтиш нукталари Си С1( С,, С4 мос келади. Маса­
лан, t = О кийматда А х (а, 0) нуктага Сг ( j ,  о) нукта мос ке­

лади. Шунингдек, £ =  4  кийматда /1,(0, ft) нуктага С ,(— ^ , о )
са с% ся

нукта мос келади. Бу ерда ОС, =  —, ОС, =  — —, ОС, =  — у  

ОС« =  j .  Равшанки,
с* а*— с* 

ш1о — ~  а  д ~  в — в ’

г . л A I с* ft i+ e *  в *ш̂.1 “ «V4* = ь + т  = = Т‘
Хакикатан, эгрилик радиусининг

п  (j*sinV  + 6* cos *t)%lt 
*  ~  ab

формуласидан t  — О ва t  =  у  кийматларда Л, ва А ,  нукталар- 
даги кийматлар хосил килинади:

/?. =  -  ва /?. = £ ,Л, д М* £ *
булар юкоридаги кийматларнинг узидир.

Нукта эллипснинг AtAt Рйини чизиб чикса, эгрилик марка- 
зи эволютада С,С, ни чизади.
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а >  Ь, шу сабабли, ОС, <  | ОСг |, яъни — <  ва <  RA дир.

С, ва С, нукталар хар вакт эллипс ичида ётади (чунки
а* — 6 * < а 2, а- ~  Ь < о ) .  С, ва С4 нукталар эса эллипс ичида

ёки ташкарисида ётиши мумкин, бу а* — Ь% ^  Ьг, яъни а*^2Ьг 
га богликдир. Бу ерда:

=  А С _А С __ —_— — а** , 4  -  j  — --------- ■
,а* — Ь*Демак, эллипс эволютасининг бутун ей узунлиги 4 — га

тенг. Эллипс учларига мос келган С, ва С, нукталарнинг 
эллипс ичида бтганлигига бошкача йул билан хам ишонч хо-

сил килиш мумкин. Томонлари 
эллипс укларидан иборат тугри 
туртбурчак ясаб (130-чизма), 
унинг бирор учидан (масалам, 
L дан) диагоналига перпендику­
ляр туширамиз. Бу перпендику­
ляр эллипс укларини С, ва С2 
эгрилик марказларида кесиб ута- 
ди.

Хакикатаи демак,

л г  - а1
130-чизма. * * Ь

Шунинг сингари =  j-, бундан АХСХ =  —.
2) Эволюта — урамадир. Биз биламизки, чизикнинг нор- 

маллари эволютага уриниб боради. Демак, чизикнинг эволю­
таси унинг нормалларининг у р а  м а с и д и р. Буни аналитик 
исботлаш хам кийин эмас.

Нормалнинг тенгламасини оламиз:
[ X - x ( t ) \ x ' ( t )  + \ Y - y  ( 0 |  У' (О =  0 (1)

t нинг хар бир кийматига битта нормал мос келади, яъни 
нормаллар оиласи учун параметр ролини t уйнайди.(1) ни t  
буйича дифференциаллаймиз:
[ X - х (01 x " ( t ) + [ У - у  ( 0 |  У"(t) -  К *  ( 0  +  У'* (01 -  0. (2)
(1) ва (2) тенгламалардан X  ва Y  ни аникласак,

X X’* + у'» 
х ’у’  — х" у ' У', У -  У +  Т77ГГх'у" — х"у'

тенгламаларни, яъни эволютани хосил киламиз (бу ерда факат 
5 ва ч урнига А’ ва Y ёзилгаи).
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3) Айлана эвольвентаси (131-чизма). Берилган эволютабу- 
йича чексиз куп эвольвента топилишини юцорида курган эдик:
R =  /?0 +  С0С, бунда R0 — бошлангич М„ нуктадаги эгрилик 
радиусидир. Уни нолга тенг килиб олсак, С„ нуктадан утувчи 
эвольвента ^осил килинади.

131-чизма.

Айлана учун /?„ =  0 деб кабул киламиз; у *олда эвольвен­
та С„ нуктадан бошланиб, R — СМ =  С0С булади. Бирок
С0 С =  at. Демак, R — at. Эвольвентадаги М  нуктанинг л: ва у 
координаталарини t оркали ифодалаймиз:

х  =  пр.гО.'И=пр.„ ОС +  пр.ХСМ =  a cos t  4- at cos ( t — ^ ,

у =  пр.уО/И =  пр.у ОС +  np.v CM —a c o s^ t  — +ac cos (w — t) 
еки

x  =  a  (cos /  +  f sin t), 
у = a (s ln t — tcost).

Айлана эвольвентасининг параметрик тенгламалари шулар- 
дир. Бу чизик учун t = О га мос нукта — ягона махсус нук* 
тадир, чунки t = 0 да х ' =  at cos t  ва у' =  at sin t  нинг икка- 
ласи лам 0 га тенг.

4) Эволюта ва эвольвента терминларининг маъноси. 
Эгилган бирор линейка CoCjCjCjC* эгри чизик формасини ол- 
ган булиб, унинг С4 нуктасида /?« узунликдаги ипнинг бир 
учи богланган булсин. Бу ип С0СХС2СЛС̂  га уралгандан кейин, 
ипни таранг тортиб туриб, *алиги линейкадан бушата борсак, 
унинг иккинчи учи (хатто *ар бир нуктаси) эвольвентани чиза
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боради. Демак, эвольвентани чизикнинг ёйил­
маси деб караш мумкин. Шу сабабли, эволюта — б й и л  м а, 
эвольвента эса — е ю в ч и д и р  (132-чизма).

5) Тишли гилдираклар назарияснда хам эволюта ва эволь­
вента ишлатилиб, уларда ишкаланишни камайтириш максадида

Мисол. Куйидаги чизикларнинг эгрилиги топилсин: а) лога­
рифмик спираль р =  eaf. Бундан р '=  ае°? = а  р, р" *  =  в*р; 
демак,

7) Ошкормас F(x, у )= 0  тенглама билан берилган эгри 
чизщнинг эгрилиги ва эволютаси.

Берилган чизикнинг эволютаси — унинг нормалларининг ура- 
масидир.

Нормал тенгламаси:

гилдирак тиши ва унинг тушади- 
ган жойининг сиртига эволюта ва 
эвольвента формаси берилади.

6) Цутб системасида берилган 
чизиц эгрилигининг формуласи. 
Биз биламизки,

d 1

132-чизма.

df
tg н- =  р ; р =  агс tg-j>. 

Бундан:

Лекин а =* <р +  (*, демак,
-  1 4- ^ *  =  1 4- Р'* — PP* _  Р* 4- 2р'* — рр*

dp р'« -  рр*
d f  р* + р'*

Эгрилик эса:
da

k  =  =  р* +2р'*— рр» 
« *  (р* г Р'*)’/.

4 f V 1+в*’
б) Кардиоида р =  а (1 +  cos <р). 
Жавоб: kH =  j  cos | -

( X - x ) F , - ( Y - y ) F x -  0. ( 1)
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Бу тенгламани параметр сифатида олинган х  буйича диф- 
ференциаллаймиз вз Fx +  Fyy' = 0  дан фойдаланамиз, у *олда 
куйидаги тенглама хосил килинади:

(X  -  х) СFxy Fу — FyyFx ) +  (У — у )(FyxFx -  FxxFy) = F\ +  F). (3)

(2) ва (3) тенгламалардан
F xjfi + П)

Х - х  = у - у =
ёки

Х  = \ =  х

бунда

эгрилик эса

FX{F* + F>)
Y — 71 =  \f

д 1 У

Fxx Fxy F.
д = Fy, Fyy Fy L

F, Fy 0

Д

Fy(Fl +  F’y) 
д

д

W '
Жуыладан, иккинчи тартибли

аи х*+ 2au ху  4- ак у* +  2аи х  4- 2ам у +  а м =  0 

чизик учун
<1*

92

*11
*11

Ушбуни исботланг: RH = , бунда ^ — иккинчи тар-

( П + !* ,?•
J _  Л»
к н ~  Р * ’

тибли чизик (эллипс, гипербола) параметри (р = —нор­
маль узунлиги (N — у У 1 +  у'*).

8) Утимли чизиц (переходная кривая). Эгрилик ва эгри­
лик радиуси тушунчалари инженерлнк ишида тез-тез учраб 
туради. Масалан, темир йул курилишда утимли номли бир- 
бири билан уланган икки эгри чизик ишлатилади. Аввал А В 
тугри чизик, сунгра айлананинг ВС бйи буйлаб бирор моддий 
нукта ^аоакат килса, йулнинг АВ  кисмида эгрилик радиуси 
чексиз, ВС кисмида эса R га тенгдир. Демак, В  нуктада "эг­
рилик радиуси узининг узлуксизлигини йукотади (гарчи урин­
ма А дан С гача узлуксиз узгарса *ам). Поезд, трамвайнинг 
бурилиш вактида силтаниб кетишига сабаб шудир. Бундай за-
11 Дифференциал геометрия курен
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рарли таъсирдан кутулиш учун шундай (утимли) чизиклар 
ишлатиладики, уларнинг эгрилик радиуслари секин-аста (чек­
сиз катта кийматдан) камая бориб, уланиш жойида (В  нукта­
да) бпишма айлана радиусига тенг булади.

Харакатланувчи жисмнинг массаси т, тезлиги v  ва тегиш- 
ли эгрилик радиус R булса, траектория- 
нинг нормали буйича йуналган „марказ- 
дан кочма“ куч

Уланиш нуктасида (В да) х  =  0, у' =  0 ва R =  °° булиб, 
утимли чизик В нуктада АВ  тугри чизикка уринади ва эгри-

М аш цлар

92. Циклоида х  -  а ( /  — sin I), у  =  а (1 — cos /).
§ 22 да циклоидага уринма ва нормаль ^тказиш  усули баён килингаи 

эди. Бу ерда:

мак, МС = — 4 а sin g < 0 .  яъни эгрилик радиуси манфийдир; бошцача

айтганда, С эгрилик маркази нормалнинг манфий томонида ётади. Иккинчи 
томондан, нормал узунлиги

133-чизма. нукталарда куч *ам „узилиб“ кетадн, бу
эса силтанишга сабаб булади (133-чизма).

га тенг булади. Айтганларимиз бу фор- 
муладан бевосита куриниб туради:эгри­
лик радиусининг узлуксизлиги узнлган

Одатда, у т и м л и  чизик сифатида у =  кубик парабо­

лалар олинади; унинг эгрилик радиуси

лиги нолга тенг булади.

х  * +  у '* = 4а* sin * у ; х 'у " —х"у ' « —Га* sin*-^;

8 а* sin* - j

—2a*sin* ~
— 4 a  sin у .

Циклоиданинг биринчи тармоги учун 0 < t < 2 r .  ёки 0 < у  < я  булиб, де- 
t

1) Ф и х т е н г о л ь ц ,  I т.240-пункт.
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M N  за MC ни солиштирамиз (134-чизма): | A f C | =  2MN, яъни цик- 
лоиданинг эгрилик радиуси нормаль узунлигининг икки бараварига тенгдир. 
Бу ердан эгрилик марказларнни ясаш усули досил килинади. Бунинг учун 
эволю тани топамиз; сунгра тегишли формулаларга х ',  у ', х", у" нинг ифо- 
даларини куямиз:

? «  a (< +  sin t), Tj =  — а (1 — cos I).

Бу тенгламалар X O Y  системасига нисбатан ёзилган. Узгарувчиларни куйи­
дагича алмаштирамиз:

t =  ti — г., I =  х \  — па, т, =  ух — 2а,
у *олда

Xi =  a (f, — sin  ti), yi — a (1 — cos f(),

Бу чизик лам берилган циклонлага конгрузнт циклоида булиб, берилган 
циклоидани чап томонга г.а масофага ва пастга кара 6 2а масофага силжи- 
тиш натижасида лосил килинади (135-чизма).

93. Куйидаги чизикларнинг эгрилик радиуслари, эгрилик марказлари ва 
эволюталари топилсин.

X Xх  а — —
1) Занж ир чизику = a c h — =  2- ( в “ . « “ );

2) астроида х  — a cos* t, у = a sin* /;
3) синусоида у =  sin х\

4) гипербола +

5) логарифмик спираль р =  ;

С) трактриса х  =  a (cos t +  In tg  у ) ,  у =  a sin t.
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ЧИЗИЦНИНГ ТАБИИЙ ТЕНГЛАМАСИ 

§ 54. Умумнй м уло \азалар

Аналитик ва дифференциал геометрияда чизиклар хоссала- 
ри уларнинг тенгламаларини урганиш билан вужудга чикари- 
лади. Тенгламаларнинг узлари эса маълум бир системада 
ёзилади. Шу сабабли, чизикни тенгламасига асосланиб текшир- 
ганда, чизикка хос геометрик хоссалардан ташкари, координата 
системасини танлашга боглик булган тасодифий хоссалар би­
лан >;ам иш куришга тугри келади. Геометрияга дойр масалани 
ечишда координата системасининг танлаб олиниши прин- 
ципиал жихатдан ахамиятсиздир. Ёзилган тенгламалар фигура­
нинг вазиятини маълум бир системада аниклайди. Фигуранинг 
тутган вазиятидан кура, унинг формаси — тузилиши бизни 
купрок кизиктиради.

Аналитик геометрияни эслайлик. Унда,асосан иккинчи тар­
тибли чизиклар ва сиртлар алгебраик усулда, яъни маълум 
бир системада ёзилган тенгламалар воситаси билан текшири- 
лади; бу йусиндаги текширишда, фигуранинг координата сис- 
темасига нисбатан жойланишига боглйк хоссалар билан иш 
куришдан воз кечиш учун, аналитик геометрияда инвариант- 
лар назарияси вужудга келтирилади, яъни чизик тенгламаси- 
нинг коэффициентларидан шундай ифодалар тузиладики, улар 
координаталари и алмаштирганда узгармайди Бошкача айтган- 
да, системани узгартмасдан, чизикнинг унга нисбатан урнини 
узгарта борсак, халиги ифодалар узгармайди. Аналитик гео­
метрияда чизиклар ва сиртлар инвариантларининг мукаммал 
системасини кулга киритиб, улар брдами билан чизик ва сирт­
нинг формасини аннклайдилар.

Параметрик тенгламалари турлича булган икки чизик 6 те ­
кисликда ишгол килган уринлари билан, бки формалари билан 
фаркланишн мумкин. Ана шу холларнинг бир-биридан фарки- 
ни билиш учун дифференциал геометрияда хам, чизиклар ва 
сиртлар назариясидаги сингарн, инвариантлар усули ишлати- 
лади.

Координата системасининг танланишига боглик булмаган 
катталиклар: чизик ёйининг узунлиги, эгрилиги, бурилмаси-
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дир. Хакикатан, чизикни координата снстемасига нисбатан кан­
дай силжитсак лам, унинг ёй узунлиги узгармайди, чунки ёй 
узунлиги ички чизилган синиц чизикнинг лиыитидир. Шунинг 
сингарн, унинг эгрилиги узгаришсиз колади, эгрилик — урин­
малар орасидаги бурчакнинг (кушнилик бурчагининг) ёй узун- 
лигига нисбатининг лимитидир. Бурилма бинормаллар ораси­
даги бурчакнинг (кушнилик бурчагининг) ёй узунлигига нис­
батининг лимитидир. Ёй узунлиги ва тегишли бурчаклар эса, 
силжитиш ёки координаталарни алмаштириш вактида узгар- 
манди.

Текисликдаги чизик устида суз бораётган булса, бурилма 
нолга тенг деб фараз килинади.

§ 55. Текисликдаги чизикнинг табиий тенгламаси

Аввало, чизигимизнинг тенгламаси вектор формада
r = r (t) , T0^ t <  Т,

ёки параметрик формада
x  = x ( t ) ,  y = y ( t)

берилган дейлик, ва чизигнмнзда мусбат йуналиш сифатида 
t  параметрнинг усиб борган йуналишини олайлик. Бу холда t 
параметрдан ёй узунлигига утиб, уни параметр деб олиш 
мумкин:

г  =  г  (s) ёки х  =  х  (s), у =  у (s) (S0 <  s <  S ) .
ds

Энди -jt =  | r '  (t) | ф 0; шу сабабли, s  ва t  бир вактда усади.

Чизик буйлаб харакат килганда, унинг нисбий кн эгрилиги 
s нинг функцияси булади:

k = k(s). (1)

Биз бу ерда цискалик учун kH урнига k ни ёздик. Агар
уринма билан ОХ  уки орасидаги бурчакни а десак, нисбий 
эгриликнинг таърифига кура,

k = a(s)
г  (s) {cos a, Sin a), jc ( s )  =  COS а, y ' ( s )  =  s in a .

(1) тенглама текисликдаги чизикнинг табиий (ёки инки) 
тенгламаси дейилади. Бу тенгламага чизик учун ёт булган 
координаталар кирмаганлиги туфайли, унга шундай ном бе- 
рилгандир.

Табиий тенгламани умумнйрок формада ёзиш мумкин:
F (s, k) =  0.
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Мисоллар. 1) Занжир чизик
X

, X а . а , ——ч y =  c c h -  =  y ( e  Л- с а)

нинг табиий теигламасини тузайлик. Биз биламизки (130-бет, 
машк 72)

s* =  у ~а
Эгрилик радиусининг

1  _  о -  (| + УЛ) 'к  ̂ у"

формуласидан фойдалансак:

Р =  a ch* — бки ар =  а2 ch2 — =  у* а ' а '  I
демак, а р =  s2 +  аг бки

р = а Н—  г ' а

булади. Изланган тенглама шудир.
2) Айлана эвольвентасини олайлик:

х  =  a (cos t  4 - 1 sin t), у  — a (sin t — t  cos t),

бундан: _____________________
x ~ +  у'г — a V  (tfcos t )* i- (< sin t)1 =  at,

t
демак: s =  \a t  d t  = -^,

о

бу ерда a — айлана радиуси. Эволютанинг таърифига кура, 

СМ = р — at.  Энди s =  ~  ва р =  at  тенгликлардаи t ни йу- 
котамиз:

Р =  V 2as бки k =
✓ 2us

Айлана эвольвентасининг табиий тенгламаси шудир.
Умумий муло^азаларга кайгнб, *ар бир чизикка танин бир 

табиий тенгламанинг мос келишини курамиз. Энди масалани 
тескарича кУйиб, (1) куринишдаги ,\ар бир табиий тенглама 
танин бир чизикни аниклайдими, яъни иккита турли эгри чи­
зик бир хил табиий тенгламага эга була оладнми, деган сурок- 
ларни берамиз. Бу масалани биратула фазовий чизикларга 
нисбатан ечамиз.
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§ 56. Фазовий чизикнинг табиий тенгламалари

Фазовий чизикка нисбатан *ам шу му^окамаларни юргизиб 
унинг табиий тенгламалари куйидагилардан иборат деган ху- 
лосага келамиз:

k = ’,k (s )> 0 ,  o =  o (s) .  ( 1)

Фазовий чизиклар учун нисбий эгрилик тушунчасини кири- 
тишга хожат йук» шу сабабли, k (s ) > 0 деб к^бул килган 
здик. Фазонинг турли жойида турган, лекин конгруэнт (тенг) 
булган икки чизик бир хил табиий тенгламаларга эга; демак, 
аслида, битта чизикнинг фазодаги турли вазиятлари каралади. 
Чизикнинг фазода (текисликда) тутган урнндан воз кечилса, 
(1) тенгламалар битта чизикни аниклайдн.

Бу му^окамаларни исбот деб ^исоблаш мумкин эмас, улар 
куйилган масаланинг маъносини аннклаш йулидаги фикрдир.

Мисол сифатида гиперболнк винт чизикнинг табиий тенг- 
ламаларинн тузайлик. Унинг параметрик тенгламалари (131-бет)

х  = а\ch t, у = a sh t, z =  at.

Ёй узунлигини биз хисоблаган эднк: s =  а  / 2  s h / ;  эгрилик 
ва бурилма учун чнкарилган тегишли формулалардан фойда- 
лансак:

^  =  2а* +  s* ' °  =  2a* +  s* * д е м а к » k  =  я.

Гиперболик винт чизикнинг табиий тенгламалари шудир.
Куйилган саволларга ушбу теорема жавоб беради:
Теорема. (Г) ва (Г*) дан иборат икки эгри чизикнинг 

геометрик шакллари бир хи л  булиши, яъни улар фацат 
фазода тутган вазиятлари билангина фарцланиши учун, 
уларнинг табиий тенгламалари умумий булиши зарур ва 
етарлидир (шундай килиб, табиий тенгламалар чизикнинг 
шаклини^—формасини бемалол аниклаб 6ep ip  экан).

И с б о т .  Аввало, шунн таъкидланмизки,чизикларнинг бир- 
биридан фарки фазода тутган вазиятидан иборат деганда, улар­
нинг бирини узлуксиз ^аракатлантириб, иккинчиси билан 
устма-уст тушириш мумкинлнгини тушунамиз.

Энди теореманинг исботига утамиз.
Шартнинг зарурлиги.
Каттик жисмни кучирган сннгари, биринчи чизикни аввал 

М 0М0* векторга силжитнб, шундай <? бурчакка айлантирамиз- 
ки, у иккинчи чизик билан устма-уст тушсин (136-чизма). 
Бунинг натижасида (Г) ва (/"*) чизикларнинг нукталари ора­
сида узаро бир кийматлн мослик урнатилади: кайси икки нук­
та устма-уст тушса, уларни узаро мос нукталар деб *исоб-
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лаймиз, жумладан, M0(s = s0) ва Af0* ( s * = s 0*) нукталар узаро 
мосдир. У холда мос М  ва М* нукталарга бир хил s мос ке ­
лади, чунки чизнкларни устма-уст туширганимизда ва улар­
нинг мусбат йуналишларини (ориентацняларини) бир хил

кнлганнмизда М0М  бй иккала чизик учун хам бир хил булади:
Л !^М '= М \М *.

Иккинчи томондан, (Г) нинг хар бир нуктасидаги табиий 
учбкликни чизик билан бирга кучирсак, ,у  харакат вактида 
хамон у з  характерини саклайди: янги нуктада хам у табиий 
учбклик ролини уйнайди, чунки харакат вактида каттик жисм- 
нинг нукталари орасидаги масофалар узгармайди, шу сабабли, 
чизик ва сирт (текислик)нинг уриниш тартиби узгармайди. 
Бундан эса куйидаги хулосага келамиз: уринма ва бинормаль 
(ёпишма текислик) янги нуктада хам яна уша рол ни уйнайди 
(улар факат маълум бурчакка бурилиши мумкин); уринмалар 
(бинормаллар) орасидаги Д ?(Д'>) бурчак узгармайди, Д$ хам
узгаришсиз колгани учун нисбат ва унинг модули хам

узгармайди; шу билан бирга, унинг лимитн хам узгармайди; 
натижада (Г) ни (Г*) билан устма-уст туширсак, М  ва М*
нукталарда k в а  з бир хил булади (эслайлик: Jo j =  lim — I,

4J-.0I ■* S I
бунда Дф — бинормалларнинг кУшнилик бурчаги). Харакатнинг 
узлуксизлигн туфайли, я нинг ишораси хам тескарисига узга- 
ра олмайди. Хуллас, иккала чизик учун хам s, k(s)  ва o (s)  
бир хилдир.

Шартнинг етарли булиши. Фараз этайлик, (Г) ва (Г*) 
чизикларда табиий s ва s* параметрлар киритилган булиб, 
уларнинг бир хил кийматларига мос келган к ва я хам бир хил
булсин:

5 =  S*, k (s) =  k * (s). о (5) Т= 3* (5), (2)



8 56. ФАЗОВИИ ЧИЗИКНИНГ ТАБИИИ ТЕНГЛАМАЛАРИ 169

яъни (Г) ва (Г*) чизиклар умумнй табиий тенгламага эга 
дейлнк. У холда бу чизикларнинг факат фазода тутган вази- 
ятлари билан фаркланишини, уларнинг бирини иккинчиси би­
лан, масалан, (Г ) ни (Г*) билан устма-уст тушириш мумкин- 
лигини исботлаш талаб килинади.

(Г) чизикни шундай силжитамизки, унинг s = s0 кийматга 
мос келган И40 нуктаси (/~* )нинг шу s =  s0 га мос келган Ж* 
нуктаси билан устма-уст тушсин. Сунгра тегишли табиий 
учбкликлар бирлашиб кетгунча, (Г) ни Л1* нукта атрофида 
айлантирамиз (буни бажариш мумкин — зарурий шартга ка- 
ранг):

Г0=  Ги, 'о =  *0» vo =  vo» Ро =  Ро-
Бу тенгламалар исталган s = s* = s0 учун хам кучга эгадир; 
хакикатан, учта скаляр купайтма йигиндисини тузайлик:

т-Г* +  Т  у * +  (Г {Г* =  X.

Бунинг нккала томонидан s буйича хосила олиб, Френе фор- 
мулаларидан ва (2) фаразлардан фойдаланамиз:

^ = Ь т Ч ( - Ь  +  о  ) у * —  a v £ * - ( - / j T V *  +  v (  —  & т *  - f  а р * ) ----

- а р Й ;

бу хосиланн хисоблаб, нолга тенглигнни курамиз. Демак, 
X =  const; бошкача айтганда, X нинг s га боглик эмаслиги 
маълум булади. У холда s = s0 кийматда:

Х„ =  * о +  * о +  Р о =  3 ,

шу сабаблн, исталган s учун хам X =  3:

£ 3 * 4 -  * >  +  р р * = 3 .  0 >
_ л _  _л _  _ л _

Энди т ■:* =  ?, v ** =  ф, Р Р* =  6 фараз кнлннса, (3) дан
0

cos ® +  cos <{> +  cos в =  3

келиб чикади, бу эса факат c o s <р =  c o s <]/= cos 0 =  1 да бки 
<р =  <|| =  6 =  0 д а  юз бера олади.

Бундан эса исталган s учун:
т* = т, й = у, р* = р.

dr* dr _Булардан биринчисини - s =  j g шаклда бзиш мумкин. Буни

интегралласак:
г* (s) =  г  (s) 4- с



булади, бунда с — узгармас вектор. Бирок, шартга кура, 
s  =  s0 да г* = г, яъни с =  0 ва исталган s учун

r* (s )  =  r ( s ) ,
•Рки

-С* (S) =  X (s), у* (S) =  у (s), z* (s) = z (s).

Шундай килиб, иккала чизик умумий параметрик тенглама- 
ларга эга. (Г) чизик силжиш ва бурилиш натижасида (Г*) 
билан устма-уст тушади. Шуни исботлаш керак эди.

Э с л а т м а :  табиий тенгламаларнинг хусусий .\олинн ку- 
райлик:

к =  k (s), о =  0. (4)

Бу тенгламаларга текисликдаги чизик мос келади. Текис­
ликда бтиб, бирор укка, масалан, ОХ  укига нисбатан симмет­

рик булган иккита чизикни олсак, 
уларнинг бирини ОХ  атрофида ай- 
лантириб (фазога чикиб), иккинчиси 
билан устма-уст тушириш мумкин. 
Лекин текислик геометриясида 
биз £ > 0  дан воз кечиб, к ман- 
фий ^ам була олади деган эдик ва 

х a (s) =  к нисбий эгрилик эди. ОХ 
Укига нисбатан симметрик чизик- 
ларни олсак, уларнинг мос М  ва 
М  нукталаридаги эгриликлари 
факат ишора бнлангнна фарк ки- 
лади (137-чизма). Бу икки чизикни 
текисликдан чикмасдан туриб (яъни 
текислик геометриясида), хеч вакт 
устма-уст тушнриб булмайди. Буи­

га сабаб, уларнинг табиий тенгламалари турлича булиши- 
дир, чунки бири учун k = f ( s ) ,  иккинчиси учун эса k = —f( s ) .  
Худди шунинг сингарн, фазода текисликка нисбатан симмет­
рик иккита чизикни хам устма-уст тушириш муыкин эмас; 
чунки бу чизикларнинг бирига

к =  к («) >  0, о =  о (s) >  О
мос келса, иккинчисига

k =  k (s) >  0, о =  о (5) <  О
мос келади.

Н а т и ж а .  Олдинги эслатмани эътиборга олсак, исботлан- 
ган теорема текисликдаги чизикка хам бевосита таркалади: 
текисликдаги икки чизицнинг геометрик шакллари бир хи л
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булиши, яъни улар фацат текисликдаги вазиятлари би- 
лангина фарцланиши учун, уларнинг k = k (s) табиий тенг­
ламаси умумий булиши зарур ва етарлидир.

§ 57. И ловал ар . М аш цлар

1) Циклоиданинг табиий тенгламаси тузилсин:
х  =  a (t — sin t), у =  a (t — cos t).

М аълумки (92-масала),

Р к = — 4 a  s i n - j  ва s  =  j" V x ^ + y '*  dt = 2u \ sin g  dt — — 4 a cos - j ;  

демак, табиий тенглама:
s* +  =  16a*. в =  0.

2) Трактриса берилган:

х  = a ( in  tg j  + cos “) •  У ~ а sin
-ёки

Б у  чизицнинг *амма нукталаридаги уринма узунлиги а га тенг. Бу ерда
COS* 3 J

х '=  a sin а ; у ’ =  a cos а; (дг'« 4  у'*) =  e c t g a .
Д емак,

..л
Л екин

clg  I da =  a In sin  а. ( 1 )%
Г

1 d s

* « = Т -  =  Л  = вс«**- &н
Бу икки муносабатдан а ни й^цотамиз:

—
( 1) дан sin а =  е “ , (2) дан clg a =  —  

«. “  
€ки •

sin* а =  еи , cig* а =

Энди clg* а =  - |n> 2 — 1 дан фойдалансак:^

Я* +  а* =  ale ~  <• , «=0

4ки

Трактрнсанинг табиий тенгламалари шулардир.
3) Текисликда! и чизикнинг табиий / ? = / ( * )  тенгламасига суяниб, тегиш- 

ли эволютанннг табиий тенгламаси тузилсин.
Эволютаыинг таърнф нга биноан:

7 (4 )  -  г  (s) ■+• /?(s)v (s) ва rfp =  d/?v.
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Эволюта ёйини sx билан белгиласак:
ds] — d р* =  dR * (чунки v* =  1 ), s j =  R = /(s ) .

Эгрилик радиусннинг таъриф ига к$ра:
ds, ds i ds, ds  , .

= “7 ----- *T -  £■ -  d* (*)•/W = •
d Iя +  2 )

Демак, эволютанинг параметрик тенгламаси:

s i= / ( s ) .  R x = f ’ ( s ) f( s ) ,

si -  R (s), Ri = R  (s) .

Бу тенгламалардаи s  йукотилса: табиий <p (s ,, R x) =  0  тенглама лосил б у ­
лади.

4) Чизикнинг табиий тенгламаси: R =  a s  (логарнфмик спираль). У цол- 
да бу чизикнинг эволютаси

Si =  а *, P , =  a - d i  =  a*s;
/?i =  esj, я =  О

булади. Демак, логарнфмик спиралнинг эволютаси — яна логарнфмик спи- 
ралдир.

Иккинчи мисол сифатида циклоидами олайлик:
s* -t- /?* =  I 6а*. (4).
dR

бундан sds + RdR  =  0 ёки R =  — s; демак: R x =  — s ва sx = R. Бу- 

ларни (4) га куйсак,
j f  + Я} =  16а*

келиб чикади. Шундай килиб, циклоидаиинг эволютаси — яна циклоидадир.
94. Куйидаги чизикларнинг табиий тенгламалари тузилсин:
а) кардиоида: р =  а (I +  cos *),
б) астроида: х  =  a cos* t, у  =* a sin*/.
Жалоб: a) s* +  9R* =  16а*; б) R* +  4i* — 6a s  =  0.
95. Занж ир чизикни трактрисанинг эволютаси деб караб, унинг табиий 

тенгламаси топилсин,
5*

Жавоб: R  =  а +  —.

96. Эволютанинг табиий тенгламаси буйича эвольвентанинг табиий тенг- 
ламас и топилсин.

Е ч и ш .  (3) га кура,

^  =  R «  <5>
а ва а , учун d ix =  di, бунга асосан:

d ix dr d i ds ds
1 ~  dsx ~  dsx “  ds ' dsx " dsx

бундан ва (5) дан
. bxdsi . .as =  — i— =  Sikx as j, 

шундай килиб, эвольвентанинг табиий тенгламаси
jSirfii

бунда S| ва R x — эволютага тааллуклидир.
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97. Трактрисани занжир чизикнинг эвольвентаси деб караб, унинг та- 
биин тенгламалари топилсин.

Занжир чизикнинг табиий тенгламаси (166-бет):

(6) га к.^ра
С as j dsi а .

2j
бундан аг + s } =  e“ ёки, s , =  R  ни кУйиш билан.

у
Я* +  a* =  e a .

Б и з яна маълум натижага келдик.

§ 58. Табиий тенгламаларни интеграллаш

Хозиргача фазодаги ёки текисликдаги эгри чизикка мос 
тенгламаларни туздик вабу тенгламаларнинг чизикни кайсита- 
рикада аниклашиии курдик. Энди масалани тескарича кУйиш- 
ни максад килиб, чизиклар назариясида асосий хисобланадиган 
ушбу умумий теоремзни исботлаймиз.

Теорема. Агар s узгарувчининг бирор S 0 <  s <  5  со^аси- 
да иккита ихтиёрий узлуксиз ва ф (5) функциялари
берилган булса, у х°лда уша сохада фацат битта шундай 
чизиц мавжудки, унинг эгрилиги ва бурилмаси у (s) ва 
га тенгдир:

* =  ?(*) , 3 =  Ф(5);
бошцача айтганда, фацат битта шундай чизиц мавжудки 
(фазодаги вазиятидан катъи назар), унинг табиий тенглама­
лари k = у (s) ва а =  ф (s).

И с б о т .  by теореманинг нсботи оддий дифференциал тенг­
ламалар системаси учун ечнмларнинг мавжудлиги хакидаги 
теоремага (Коши теоремасига) асосланган булиб, анча кийин* 
днр. Шу сабабли, биз унинг хусусий холи билан шугуллана- 
М из *

£ =  ? ( S ) ,  3 =  0. (1)

Бу ерда < ? (s )> 0  деган шартдан воз кечамиз*. Бундай холда 
бу тенгламаларга т е к и с л и к д а г и  чизик мос келади (агар 
У мавжуд булса). Хуллас, текисликда шундай чизикни топиш

* Бу лолда изланган чизик нукталарининг координаталари ёй узунлиги 
оркали ифодаланнб. бу ифодаларга" элементар (трнгоиометрнк) функциялар 
ва интеграл белгиларн (.квадратуралар-) кнради. Бошкача айтганда, тегиш- 
ли дифференциал тенгламалар охиригача интегралланади.
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керакки, унинг k эгрилиги s нинг берилган ? (s) функциясига 
тенг булсин. „Чизицни топиш керак* деганда, унинг (1) таби­
ий тенгламасига асосланиб, параметрик тенгламалари (яъни 
„чекли тенгламалари” ни) аниклашни тушуниш керак. Чизикнинг 
чеклн тенгламаларини топиш — унинг табиий тенгламаларини 
интеграллаш  дейилади.

Фараз килайлик, нзланган чизик мавжуд булиб, унинг их­
тибрий нуктасидаги уринмаси ОХ  уки билан а бурчакни таш ­
кил килсин. У холда изланган чизикнинг нисбий эгрилиги

Буни s0 дан 5 гача интеграллаймиз:
SГ

* (s) = J ? (*)ds + * 0 . ао = const- (2)
sо

Бизга маълумки:
dx dy
~ds ~  cos *  =  s ,n a - 

Булардан
S

x (s )  =  \ cos [ a ( s ) + J 0| + x 0,

\  1 

у (s) =  j sin la (s) +  *0] +  Уо- (3>

Демак, кУйнлган талабга жавоб берувчи чизиклар чексиз куп 
булиб (чунки а0, х 0, у0 — параметрлар), уларнинг хаммаси уза­
ро конгруэнтдир. Хакикатан, (3) ни бошкача бзамиз:

S  S

х  (s) =  cos о01 cos a (s) ds — sin a0 J ?in a (s) ds +  x 0,
S 0 S0

s  s

у (s) =  sin a0 j cos a (s) ds -f  cos a0J sin a (5) ds -\- y0.
S0 S0

Ушбу белгилашларни киритайлик:
S  S

5 (s) =  j  cos a (s) ds, y(s) =  \ sin a (s)ds, (4)
S0 S0

у вацтда:
x  (5) =  £ (s ) cos Oo —  7| (5) Sin a0 +  x 0, j 
у (s) =  5 (s) sin a, +  Ч (s) COS ae +  y^. j

(5 )
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Энди e0 =  JC0 =  Уо =  0 десак ва х, у урнига X , Y ни бзсак, (5) 
ушбу шаклии олади:

X  = l(s), K =  ti(s). (6)

(5) даги муносабатлар Декарт системасининг алмаштириш фор* 
мулаларидир. (Системани а0 бурчакка буриш ва координата бо- 
шини М0 (дг0, >'о) нуктага кучириш]. Бирок, бу муносабат- 
ларга бошкача маъно бернш хам мумкин*: улар текис­
ликдаги хар бир М' ( Х ,  Y) нуктага шу текисликдаги тайин 
бир М  (•*, у) нуктани мос келтиради. Натижада текисликдаги 
F фигура F" фигурага алмашинди; бирок F =  F', яъни фигу- 
ралар конгруэнт, уларнинг бирини иккинчиси билан устма-уст 
тушириш мумкин. Бунинг учун F' фигурани а0 бурчакка бу- 
риб, сунгра 0 0 '  =  x 0i ■+■ у0/  векторга силжитиш керак. Бу му- 
хокамаларни юкорида айтилган чизикларимизга кулланиб, 
уларнинг конгруэнт (тенг) эканлиги тугрисида хукм чикара- 
миз. Лекин чизикнинг факат шакли (формаси) билангина ки- 
зикканимнз туфайли, уларнинг хаммасини битта чизик деб 
карашимиз лозим. У (6) чизикдир:

S  S  S  S

S (s) =  jco s  ( |  к (s) ds )d s , -ц (s) =  j s l n  ( j k(s) ds )  ds. (7)
s , J0 J0 SQ

Демак, изланаётган чизикни мавжуд деб фараз килсак, у 
я г о н а  чизик булиб, (7) тенгламалар билан ифодаланади.

Унинг мавжудлигини и с б о т л а ш  учун, шундай чизикни 
оламизки, унинг параметрик тенгламалари айнан (6) булсин:

X - * (s), Y - Щ ,  (8)

бу ерда а бурчак (2) билан аникланиб, биз олган чизикнинг 
ориентацняси s  нинг усиб бориш томонига мос келади деб 
фараз киламиз. Ана шу (8) чизик— изланган чизикнинг узи 
булиб, s  параметр унинг учун ёй узунлиги, а — уринманинг 
ОХ уки билан ташкнл килган бурчаги ва <p(s) эгрилик радиу­
си хизматини бажаради. Хакнкатан, (4) ни дифференциалласак

d I = cos a (s) ds, d  ij =  sin a (s) ds, (9)

булардан эса _________
V  d\* + d ^ = d s ,

яъни биз олган чизик учун s параметр бй узунлиги ролини 
Уйнайди.

* Н. И. М у с х е л и ш в и л и. А налитическая геометрия, М, 1947, 142— 
143-бетлар.
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(9) дан уринманинг ОХ  уки билан ташкил килган бурчаги 
а га тенг деган хулосага келамиз. Хакикатан, (4) ни диффе- 
ренциалласак,

dt , .

булади. Эгрилик формуласи *  «= k га кура, k = f(s). Шундай

Килиб, бу чизикнинг эгрилиги худди <р (s) га тенг^эканини 
курамиз.

Фазовий чизиклар учун бу теорема ало*ида исботни 'талаб 
килади.

Мисоллар. Куйида келтирилган табиий тенгламалар инте- 
граллансин; уларга мос келган чизикларнинг чекли ^тенглама- 
лари топилсин.

1. aR =  a* +

бундан a ( s ) =  =агс t g ^  еки s =  a t g a .
о

. . d% da-ах =  cos a ds =  a cos a • =  a— —,
СО»* a  СО* а

j  . j  . Sin a .rfy=sln  a ds= a sin a*——j— =  a - — y- fla,7 cos*  e COS’ l

буларни интеграллаймиз:

О
s
1 sin at ,  a

V =  a  1 — =— a a  =  ---------
7  J  COS1* COS a

Интегралларнинг биринчисидан:

2
a + g a 1М 4 + 2 Г С̂ Г 2 /  —

e  s in  ( ^ 2  +  Я j

Охирги икки тенгликдан^а ни йукотсак, занжир чизик

косил булади.
2. s* +  /?* =  16a*.
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Бу ерда
л  1 1
ds R  /1 6 а *  — s * ’
S
С ds , sa =  \ . . .  д =  arc sin т-; .) V  16a>—s* 4аО

s =  4а sin а, ds =* 4а  cos а  di\
dx  =  cos ads  =  4а cos* * da =  2а (1 +  cos 2ot) da\ 

dy  =  sin a ds =  4a sin a cos a da = 2a sin 2« da.
Булардан:

jc =  a  (2a 4- sin 2a), у = — a (1 — cos 2a)
бки, 2a =  0 - f  it фараз килинса,

x  — aw =  a  (0 — sin 0), у 4- 2a =  a (1 — cos 0).
Бу тенгламалар циклоидани ифодалайди.

Кейинги икки мисолда а 0 =  =  у0 =  0 деб олинди, бу эса 
интеграл чизицлардан шундайига мос келадики, у координата 
бошидан утади ва О нукта s ни хисоблаш боши булиб хизмат 
Килади.

3. к = k0 =  const.
da =  k0 ds, a = koS +  â ;
dx  =  cos (*0 s +  во) ds, x  =  R0 sin {k^  +  a,) +  x e;
dy  — sin (k0s 4- a,) ds, у =  — R0 cos (£„s +  a,) 4- y0.

Булардан кпФ 0 да:
(jc —  jc 0) *  +  (у —  ув)* =  Ro, яъни айлана хосил булади: k —  0 

да эса jc =  c o s  a^-s +  j:,,, у =  s in a ^ s  + у0 бки

яъни тугри чизик келиб чикади.
Демак, к =  k0 тенглама к0 ф 0 да айланани ва А0 =  О да 

тугри чизикни ифодалайди. Шундай килиб, текисликда эгри­
лиги узгармас чизик, ё айлана, ёки myFpu чизицдир.
Маш л  ар

98. Куйидаги тенгламалар интеграллансин:
1) R = as; 2 ) # *  =  «»; 3) s* +  9/?* =  1ва»;

Жалоб: 1) Логарифмик спираль; 2) клотоида; 3) кардиоида; 4) гилди- 
ab ab*

ровчи айлана радиуси д (а  + ^  га. кУзгалмас айлана радиуси эса а г ц -
га тенг булган *олга мос эпициклоида; 5) астроида.

х  — х ,  в  у — у , 
COS a, sin а ,  1



178 ЧИЗИКНИНГ ТАБИИЙ ТЕНГЛАМАСИ

§ 59. Умумий теорема

Дастлаб дифференциал тенгламалар назариясидан бизга за- 
рур булган баъзи тушунчаларни келтирамиз1'.

Уь У*. • • • , Ул функцияларнинг Коши системаси деб, уш­
бу куринишдаги чизикли оддий дифференциал тенгламалар 
системасига айтилади:

^  =  аи  у, 4- а 1г у, +  . . .  +  ах„ уя,

S r  =  а г1у ,+  а «  У* +  • • • +  atn у„,

=  «»1 У1 +  У* +  • • • + а пя уя,

бу ерда alk коэффициентлар х  нинг узгариш (Х0, А’) со^асида 
маълум узлуксиз функцияларни ифодалайди, у„ у», . . .  , у„ 
лар эса номаълум функциялар булиб, куйидаги бошлангич 
шартларни каноатлантиради: х  — хп кийматда улар олдии бе­
рилган кийматларни кабул килади, яъни:

х  =  х„ да у, =  у?; < = 1 , 2 ............ п. (1)

(Номаълум функциялар сони тенгламалар сонига тенг.)
Дифференциал тенгламалар назариясининг маълум теорема­

сига мувофнк, куйилган шартларни цаноатлантирувчи 
У,= f i ( x )  функциялар системаси (Х 0, X) со^ада мавжуд 
булиб, улар бирдан-бир равишда ашщланади ва бошлангич 
(1) шартларни каноатлантиради. Ундан тацщари, ( ^ 0, X) 
со^ада f , ( x )  функциялар ва уларнинг биринчи тартибли *о- 
силалари узлуксиздир.

Бу теоремадан фойдаланиб,табиий тенгламалари k=  ( s )> 0 , 
e =  ^ (s )  дан иборат чизикни аниклайлик. Юкорида юргизилган 
му.цокамалардан равшанки, бу тенгламалар чизикнинг вазия- 
тини аникламасдан, факат унинг шаклини аниклайди. Табиий 
тенгламаларга дойр теоремаларни исботлашда хам он Френе 
формулалари билан иш куриб келган эдик. Бу ерда *ам ушбу

тенгламани ва

(s ) v“  +  £ - - ♦ < * > *  <2>

С т е п а н о в .  Курс дифференциальных уравнений, М. 1950, VII боб,
» I. 2.
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системани интеграллаш га ва бу системанинг ечилмаси борли- 
гини исботлашга тугри келади.

Ёзилган системанинг координата ифодасини топиш учун
х", jT нинг координаталарини киритамиз:

V  ''*)» v ( v  V  v*)» ЙРж» Ру.Р/}>
т, \  F векторларнинг узлари (2) системани каноатлантиради, 
шунингдек бу векторларнинг координаталари хам ушандай сис­
темани цаноатлантиради, яъни:

(£х 
ds
d$ X
ds

(3>

ту, Чу, $у ва т2, мг, (3, координаталар учун хам худди (3) га 
ухшаш' тенгликлар уринлидир. Координаталардан куйидаги 
матрицани тузамиз:

Т.

(4)V V V •*ху ту> уг

Р„ Р*
Бошлангич шарт шундан иборат булсинкн, s =  0 (умуман, 

s  s0) да (4) нинг номаълум элементлари ушбу кийматларнн 
кабул килсин:

1, О, О
О, 1, 0 (5)
О, 0, 1

Эслатилган теореманинг хамма шартларини (4) матрицанинг 
биринчи устунидаги »х, $х функциялар каноатлантиради. 
Шу сабабли, бу функциялар системаси (5 0, S) сохада бирдан- 
бир равишда аникланади, чунки бу функциялар тегишли диф­
ференциал тенгламалар системасини каноатлантиради ва улар­
нинг бошлангич кийматлари (5) матрицанинг биринчи устуни- 
да курсатилган. (4) матрицанинг иккинчи ва учинчи устун- 
ларидаги функциялар системалари учун хам шу айтилганларнинг 
хаммаси уринлидир. Демак, (4) матрица (3) ва унга ухшаш 
системаларнинг ечимларини ифодалайди.

Бу матрица — ортогоналдир. Хакикатан, ундаги иккита ус­
тупи», масалан, биринчи ва иккинчи устунии кУпайтионб* 
КУшайлик:

12*
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Бу купайтма s га боглик эмас, яъни <р ху =  const, чунки ун- 
дан s буйича косила олсак:

=  т 4 - т  +  4- v ^ 4 - ^ В  -1 -3  ^  
ds ds у ds ds у * ds ds ' * ds ’

сунгра бу ердаги
d ' x  d * x  d $ j ,  d '.y  r f v y  d $ y

ds ’ d s * d s ’ ds ' ds ’ ds

лар урнига (3) нинг ва унга ухшаш (ту, vy, f), ва *„ *z. р ,лар 
учун тузилган) тенгликларнинг унг томонларини кУйсак,

— 0 хосил булади. Демак, <рду =  const. Худди шу йул
билан <рУ1 *= const ва <plt =  const эканини топамиз. Бирок, (5) 
га асосан, s = О кийматда:

9уг =  Чгх =  <?ху =  О,

шу сабабли f Iy, <fyt, <?г* лар умуман нолга теигдир.
Шунинг сингари <fxx =  f yy — 1 ни исботлаш осой. 
Хуллас, ечилмаларнинг (4) матрицаси ортогоиалдир. Бун­

дан шундай натижа чикадики, координаталари (4) матрица 
элемеитларидан иборат т, v, Э векторлар о р т л а р  ( б и р л и к  
в е к т о р л а р )  булиб, улар узаро тикдир:

т* =  >* =  р* =  1,  v(i =  p T  =  T v  =  0.

Де^ак, изланабтган чизикнинг табиий учбклиги тузилди, 
т, v, р векторларнинг хар бир нуктада ягоналиги исботланди. 
Энди чизикнинг мавжудлигини ва ягоналигини исботлаш учун, 
шундай чизик оламизки (175-бетга каранг), у ушбу параметрик

x  = $xx (s)ds, у =  |т , ($ )< * ,  z = j t , ( s ) d z  (6)

тенгламалар билан ифодалансин (биз бу ерда ^ * = х ниинтег-

ралладик). Текисликдаги чизикка дойр тегишли мухокама- 
ларни юргизиб, олииган бу чизик учун: ей узунлиги ролини s, 
табиий учСкликни ташкил этувчи ортлар ролини хозир топил­
ган т, v, (i векторлар ва эгрилик билан бурилма ролини 9 (5) 
ва |  (s ) лар бажаришини исботлаймиз.

Хамма талабларга жавоб берувчи чизик топилди— унинг 
эгрилиги билан бурилмаси олдин берилган ? (s )  ва <j>(s) 
функцияларга тенг. Лекин, бундай чизик битта эмас — чексиз 
куп, чунки (6) да интеграллашнинг узгармаслари бор. Улар 
бир-биридан фазодаги вазияти билан фаркланади. Хакикатан, 
агар  бирор чизик (2) системани каноатлантирса, унга конгру- 
энт хамма чизиклар хам шу системани каноатлантиради, чунки
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£(s) эгрилик ва о (s) бурилма, геометрик таърифларига ва юцо- 
ридаги мухокамаларга асосан, фазодаги чизикнинг вазиятига 
боглик эмас.

Э с л а т м а .  Фазодаги чизиклар учун аслида биз сифат ана- 
лизини утказднк. (2) тенгламалар системаси умумий холда 
интегралланмайди. Бу системанннг текисликдаги чизикка дойр 
хусусий холигина охиригача интеграллаииб, квадратураларга 
келтирилади.

§ 60*. Каноник ейилмалар. Иккинчи исбот
Исбот килинган „асосий теорема* даги k(s),  o(s) ва уму­

ман, <p(s), <И«) функциялар узлуксиз деб фараз килинган эди. 
Энди шу функциялар ва x(s),  y (s) ,  z (s )  функциялар хам ана­
литик функциялардан иборат, яъни улар якинлашувчи Тейлор 
каторига ёйиладиган булсин. Теоремани бундай фаразларда 
исботлаш анча осон.

Чизикнинг бирор оддий М 0 нуктаси, масалан, s0 «= 0 га мос 
нуктаси атрофида r(s),  к (s), o(s) функциялар* аргументнинг 
аналитик функциялари булсин. У холда

г (s) =  г„ (0) -Н г0 (0) s +  г0 (0) 4- г0 gp 4- г0 у̂ 4- . . .  (1)

Кутбни s — 0 нуктага кучирсак, г (0) =  0 булади.
г, г, г, г ,  . . .  векторларни т, ■*, р лар оркали ифодалаш 

мумкин:
г =  т, г — kv, г — — т +  /Ь 4- ktf,

Г =  —  3kk f  +  (ife —  k3 —  ka*) v +  (ka +  2Лз) p.
Бу кийматларни (1) ёйилмага кУямиз ва координата Укла- 

рини т, v, р буйлаб йуналтирамиз, у холда

г  (s) =  (s — ~ k*s3 — i  kks* 4 - . .  . J x +  {у ks* 4 - 1 ks* +

4- ^4 [к — k3 — ka*) S* 4 - . .  ■ } m -  {-g- kos3 +  -J4  ( ь  4- 2 b ) s 44-

4 - . .  •}  P-

Координата формада эса:
x  = s — jr Ps3 4 - . . .  ,

y =  4 ^ * +  ***■  +  . . .  , (2)

г =* -g- kos* 4- ^  (k о +  2ka) s* 4 - .  . .  .
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Бу муносабатлар каноник ёйилмалар  дейилади. Ёйилмадагн 
k, о микдорлар ва уларнинг s буйича хосилалари s =  0 нукта­
да олингандир. Демак, k ва о берилган булса, (2) ёйилмалар- 
ни ёзиш мумкин. Агар бу каторлар якинлашса, улар эгрилиги 
k  га ва бурилмаси а га тенг чизикни аниклайди. Шу сабабли, 
5 =  0 нукта атрофида (2) тенгламалар чизикнинг параметрик 
тенгламаларидир. Демак,

k =  k (s), а =  a (s)
ёкн умумнй холда A =  < p (s )> 0 , а =  ф (s) тенгламалар берилса, 
чизик бирдан-бир равишда аникланади.

§  61*. Инвариантлар ва уларнинг мукаммал системаси
Хацнда

Инвариант тушунчаси математикада мухим тушунчалардан 
бнридир. Инвариант деганда, фигура билан боглик шундай 
сонни бки алгебраик ифодани тушунамизки, улар шу фигура 
устида маълум алмаштиришларни бажарганда уз кийматлари- 
ни саклайди. Шу нуктаи назардан дифференциал инвариант­
лар, топологии инвариантлар, интеграл инвариантлар ва шунга 
ухшаш инвариантлар тушунчасини учратиш мумкин. Биз ха- 
ракат группасининг инвариантларини кузда тутамиз. Улар ана­
литик геометриядаёк учраб, уларнинг ёрдами билан мухим 
масалалар хал килинади11 .

Бу каби инварнантлардан ташкари, чизик. сиртнинг пара- 
метрини алмаштиришда, яъни бир параметр урнига иккинчи 
параметрни олишда хам инвариантлар юз беради. Масалан, 
t  =  t  (и) нинг ёрдами билан чизикнинг параметрини алмаш- 
тирсак, унинг хар бир нуктадагн уринмаси ва ёпишма текис- 
лиги узгармайди (117-бетга каралсин). Биз бундай инвариант- 
ларни кузда тутмаймиз, балки ушбу

х  =  X  cosv — У sin qp +  а, »
у — X  sin? +  У cosy +  b

алмаштириш натижасида координаталар ва уларнинг хосила- 
ларига боглик шундай F (х, у, х ', у', х", у", . .  .) функция- 
ларни караймизки, улар уз кийматларнни саклайдиган булсин, 
яъни F (х, у, х ', у ', х '\  у " ,. . .)*«=/•' (X, У, X ', У , X", У", . . . ) ,  
бу ерда х  ва у — чизикдаги нуктанинг координаталари булиб, 
х  ■= х  (t) ва у =  у ( t ). Чизик бки сиртнинг узига хос соф гео­
метрик хоссалари шу инвариантлар билангина боглик, улар 
координаталар системасининг танланишига боглик эмас.

К- М у с х е л и ш в и л и ,  Аналитическая геометрия, 3-нашри, § 260,
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Кенгрок мухокамалар шуни курсатадики, инвариантлар 
ифодаснга узгарувчи координаталар кнрмасдан, факат улар­
нинг хосилалари кириши, яъни уларда, масалан,

г'' =  х>’ 4- /  +  г7’, г'г", г"’, г"', г"г"', r 'V ,  r 'rV *
сингари ифодалар учрашн мумкин.

Метрик группада (харакатлар билан кузгу симметрияси- 
нинг кУшилмасида) k эгрилик сакланади, лекин о бурилма 
узгариб, |а |  сакланади, яъни к ва |о | соф харакатлар группа- 
сининг ннвариантларндир. Хакнкатаи, бирор

г [х ,  у, Z)

чизикни олиб, унга XO Y  текислигига нисбатан симметрии бул­
ган

'*{•*. У, - * }
чизикни карасак, к ва о ни аникловчи формулалардан k нинг 
узгармаслигини ва о нинг ишораси карама-каршисига алмаш- 
ганлигинн курамиз.

Инвариантларнинг мукаммал (тулик) системаси тушунча- 
снни киритиш максадида, берилган геометрик объект билан 
бирга барча инвариантлар системасини карайлик.

Агар икки геометрик объект учун бу инвариантлар 
цийматларининг бир хил булиши, х;алиги объектларнинг 
эквивалент (конгруэнт) лигини х,аракат группасига нисба­
тан таъминласа, биз инвариантларнинг бундай система­
сини м ук ам м ал  система деб атаймиз.

Текисликдаги чизикни олганда, унинг учун k эгрилик шу 
нуктаи назардан инвариантларнинг метрик группасига нисба­
тан мукаммал системасини ташкил килади, чунки иккита чи­
зик учун k =  k(s)  функциянинг бир хиллиги бу чизикларнинг 
конгруэнтлигини таъминлайди.

Шунинг сингари, юкоридаги мухокамалар соф харакатлар 
группасига нисбатан мукаммал инвариантлар системаси k ва
о дан иборат, деган хулосага келтиради.

§ 62. Умумий винт чизицлар

Таъриф. Агар чизицнинг х,ар бир нуцтасида утказил­
ган х уринма бирор аниц р  йуналиш билан узгармас бур- 
чакни ташкил цилса, бундай чизиц у м у м и й  винт чи- 
з и ц  ёки ён б а г  u p  чизиц дейилади.

Агар берилган р  нинг бирлик векторини р 0 билан, т ва р0 
орасидаги бурчакни ? билан белгнласак, таърифга асосан,

Рох — cos =  const (1)
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'булади. (1) дан s буйича хосила оламнз. р0 узгармас вектор 

булгани учун, P o j f  — 0 еки =  Бу ерда икки хол юз
бериши мумкин:

1. А: =  0. Бу вактда (Г) 6н багир чизик — тугри чизикдан * 
иборат.

2. k ф 0. Бу вактда / V s3 0, яъни (Г) ен багир чизикнинг 
хар бир нуктасидаги бош нормали р 0 йуналншга перпенди-

кулярдир. Демак, р 0 векторнн 
чизикнинг хар бир нуктасида­
ги тугриловчи (т ва текис- 
ликка жойлаштириш мумкин 
Шу билан бирга, р„ ва т ора­
сидаги <р бурчак узгармас бул­
гани учун, р ва р0 векторлар 
орасидаги бурчак хам узгар- 
масдир. Бу бурчакни ф билан 
белгилаймиз. У вактда (Рр„) =  
= c o s  ф =  sin =  const. Агар ён 
багир чизикнинг хар бир нук­
тасидан р 0 га параллел килиб 
(ясовчи) тугри чизиклар ут- 
казсак, натижада цилиндрик 

138-чизма. сирт хосил булади (138-чиз-
ма). Бу цилиндрик сиртни те- 

кисликка ёйсак, ён багир чизик ШУ текисликда ётади. Бу чи­
зик аввалгидек ясовчи чизикларни узгармас бурчак остида 
кесади. Аммо текисликдаги параллел чизикларни факат тугри 
чизик узгармас бурчак остида кесиши мумкин. Шунинг учун 
ён багир чизикнинг ёйилмаси тугри чизикни ташкил килади. 
Демак, jfар цандай ён багир чизщ  цилиндрик сирт устида 
ётиб, бу сиртни текисликка ёйганда тугри чизища айлсща- 
диган чизщдан иборатдир.

Агар р 0 n =  0 ни дифференциалласак, ён багир чизикнинг
dяна бир хоссаси келиб чикади: ^  р 0 — 0 (р0 — узгармас век­

тор). Френе формуласидан фойдалансак, (— Ак-f op)рп =  о 

Хосил булади. Бундан — k~p0+  aip0 — 0 ёки . =  =  ctg а,

яъни =  const.
Шундай килиб, ён багир чизикнинг $ар бир нуктасидаги 

бурилмаси билан эгрилигининг нисбати узгармас сондир. 
Аксинча, бирор чизикнинг хар бир нуктасидаги бурилмаси би-
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лан эгрилигининг ^  нисбати узгармас сон булса, бу чизик—

ен багир чизикдир. Хацикатан, бутун чизик буйлаб =  const 
булсин. Френенинг биринчи ва учинчи формулаларидан: 
7  =  — шартга кура, ~  =  const =* с. Демак, т +  cji =» 0 еки

интегралласак, ■: +  *$ =  const =» р  булиб, р_векторнинг узун­
лиги *ам узгармасдир, чунки р  =  / ( V - t -  с?У  =  V \ f*_=const>

Бу р  векторнинг бирлик вектори ушбудан иборат: ~ р 0.

Тенгликнинг иккала томонини t  га купайтирамиз, у *олда

*•/>„= 1 =  const.
V i +

Шундай килиб, чизигимиз — 6н багир чизикдир. Йуналтирув- 
чи р° вектор тугриловчи текисликда бтади (чунки у v га тик) 
Шу сабабли:

р° =  t  cos а 4- sin а.
Ёи багяр чизикнинг тенгламасини Декарт координаталари- 

да бзиш учун, р° векторни OZ уки йуналишида деб фараз 
этиб,

Т _  d r  _  d x  г л  аУ— •= — i 4 -— /  4- — k ds d s l ^ d s J ^ d s *
dz ~ туринманинг учинчи координатаси j s = *  к эканини ва унинг 

cos а га тенглигини эътиборга оламиз:
^  =  х 4 =  cos а. (а =  const).

Энди буни (s =  0 учун г  =» О булиш шартида) интеграл- 
лаймиз:

r - s - c o s a .  (2)
Цилиндрнинг йуналтирувчиси сифатида XO Y  текислигида 

ихтибрий (А) чизикни олиб, унинг тенгламаларини

■ *-♦»(* ) .  У =  +• С̂ ) (3)
десак, у *олда (2), (3) тенгламалар (Г) 6н багир чизикнинг 
Декарт тенгламаларини беради.

(Г) ва (Ь) чизиклардаги ейлар, мос равишда s ва st эка­
нини назарда тутсак, бу ей узунликлари орасидаги богланиш 
ушбудан иборат булади:

dst =  V *  +  У ds =  Y  f 1 (s ) + +  ’.(*) ds>
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аммо

(Й)*3  ?  =  *  +  У +  * “  +  Ф'* (5) +  cos*a "  х-
Шунинг учун

Ф'! (5) +  f !  (S) =  sin*a,
демак:

dsj =  sin a ds. 
sx =  0 учун s«= 0 булиш шартида интегралласак:

$i =  sin a.'S.
(Г) да параметр сифатида sx олинса, унинг параметрик тенг­

ламалари
* - -W (*) - +1 (-igr). у - Ф, (*) = ф, (-jgj-),

z  =  s cos a =  s, Ctg a, 

вектор формадаги тенгламаси эса

Г =  P f o )  -I- S ,-C tga .ft (4)

булади, бунда р (s,) =  ф, (s) /  +  ф, (s)J — йуналтирувчи чизиц- 
дир.

Мисол. Йуналтирувчиси логарифмик спиралдан иборат ци­
линдр устидаги 6н багир чизипшинг теигламасини тузайлик. 

Логарифмик спираль кутб системада
р =  ает*

тенглама билан, Декарт системасида
х  =  aemf cos <р, у =  ает* sin <э 

тенгламалар билан ва вектор формада:

р — ает* е (?) »
тенглама билан ифодаланади, бунда e(<f) =  c o s ? / 4- s im p / — 
доиравий бирлик вектор. Спиралнинг ей узунлиги:

dsl — dp* =  a2etm* (1 4- тг) d<?2,

бундан dsx =  ает* У  \ +  т- dy.
Агар буни <р =  0 учун s , = 0  булиш шартида интегралласак:

_ а У Т ± Я еЯ,
1 m

Энди буларни (4) га кУямиз:

г (? )  = а е п‘9 [еЦ) +  У ' + *  ctg а-А;]
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€ки кискача:
г(ср) =  е?1* [а<?(?) +  Ьк\,

бунда
a VT+ т*ctg а — const.

Бу чизик —  Цили ндро- кон и к чизикдир (§ 63 га каралсин).
(Ь) йуналтирувчи ва (Г) ен багир чизиклар эгриликлари 

орасидаги богланишни топамиз.
Бу ерда f f ^ k .  Шу сабабли (139- 

чизма):
т =  ij  sin а k cos a, d~ =d~l sin a.

Сунгги тенгликдан (Г) нинг узун- 
лигини ифодаловчи s ей буйича *о- 
сила оламиз:

dx dx . ds, dx \ .
57 =  s , n a ^ ; ^  =  -5FI sin,a-

бундан
k — 6, sin* a.

Биз мухим хулосага келдик: ци- 139-чнзма.линдрнинг йуналтирувчиси узгармас 
эгри лик ли чизиц (тугри чизиц ёки ай­
лана) булса, у ^олда £ , = const. Демак,бу вацтда k jfa*«const.
Шу сабабли, a jfa^< =  const (чунки ~  =  const). Ён багир чизщ
бу холда оддий винт чизщни ифодалайди. Фацат доиравий 
цилиндрнинг винт чизиги учун k =  const, о =  const. Шун­
дай цилиб, эгрилиги ва бурилмаси узгармас булган фазо 
яизщлари: тугри чизщ, айлана ва оддий винт чизикдир. 

Энди (L) нинг табиий
* i = / ( * i )

тенгламаси буйича (Г) нинг табиий тенгламасини тузиш осон. 
Бу тенгламалар

k =  sin*а =  f  (Sj) sin*а =  /  (s-sina) sin*a,
о =  k ctg a . (5 )

М исол. Цилнндрнннг йуналтирувчиси занжир чизикдан ибо­
рат булсин. У холда (166-бет):

/ < 0 - * . - 5 г Ь Г -
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(5) дан фойдалансак: k =  ^ Sg«*s“^ -  Демак, йуналтирув-
чиси занжир чизикдан иборат цилиндр устидаги 6н багир чи­
зикнинг табиий тенгламалари ушбудир:

, a - s in b  , .
sinla» 0 “  ^ 'C tga;

* U■j да k 2a* + s*
Бу *олда гиперболик винт *осил килинади (167-бетга карал- 
син).

Мисол. х* =  3у, 2дсу — 9г  чизик — ён багир чизикдир. Буни 
исботлаш учун, берилган чизикнинг ихтиёрий нуктасидаги эг­
рилигини ва бурилмасини аниклаймиз.

Чизикнинг тенгламасини у =* х%, г  =  -д х у =  ^х*  шаклда 
ёзиб, *осилалар оламиз:

Л'- U  хГ - 0 ,  *"' =  0;

4 ; у - ' - О ;

Демак:

4
9 х '

г !"  =  — 
Z 9*

V [я + l0-JJC) + Ш
4 4 Г/.

1 +  9 х * +  Щ*4
(3 + 2х)«»

1 3 ■* у ■* 
л 2 4
0 3 9 х

(3 +  2х)* ‘

1 =  const булгани учун, берилган чизик ён багирЭнди j  
чизик булади.

Машцлар
99. Винт чизикнинг 6н багир чизик эканлиги исботлансин.
100. jc =  3< — <*, у =* 3<* * =  3 / +  t* чизикнинг 6н багир чизик эканлиги 

исботлансин.
101. X cos*/, у — sin»», г  =  cos 21 чизикнинг 6н багир чизик эканлиги 

исботлансин.
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§ 63*. Конус устидаги винт чизик

Хоссалари билан 6н багир (умумий винт) чизикка якин тур­
ган яна бир чизикни курамиз.

OL тугри чизик OZ уки атрофида айланиб доиравий конус 
сиртини чизади. Шу билан бирга, OZ уки буйича булган ке- 
симдаги ZOL текислик OZ атрофида узгармас ш бурчак тез­
лиги билан айланганда, М нукта OL буй­
лаб шундай харакатланадики, унинг тез­
лиги конус учигача олинган ОМ масофага 
пропорцнонал булади. М  нуктанинг чизган 
чизиги конус устидаги винт чизиц ёки 
коник спираль дейилади (140-чизма).

Агар 2  ХОР  =  <р деб белгиласак, 
ш артга асосан, <р =  u>f. § 23 даги сингари 
мухокамалар юргизиб, р =  pnemt ни топамиз, 
бунда т — пропорционаллик коэффициента 
ва рп — бошлангич (t =  0 ) моментдаги кутб 
радиуси. Ук билан OL орасидаги узгармас 
бурчакни 1 десак, ОМ нинг XOY  текисли­
ги билан ташкил килган бурчагн ^ — 7 га

тенг булади. ОМ радиус-векторни одатда- 
гича г  билан, ОР буйлаб кетган доиравий 
бирлик векторни e(v )=e(<ot )  билан белгилаган булса к, у 
холда

OP =  р sin 7 =  р0 sin ■\emt, PM  =  р cos 7 =  р0 cos ■]emt.
Демак, коник спиралнинг тенгламасини

г =  ОР +  РМ =  OP-e(ut)  +  P M k
бки

г ( 0  =  po^m / { s i n 7 e ( u ) 0  - f  c o s t *} (1)

куринишда бзиш мумкин. Декарт координаталарида:
х  =  P0sin 7  еш  cos (u>t), у =  p0 sin 7 *m/ sin (» /) ,

г  =  р0 cos че™*. (2)

Агар t  параметр урнига t  =  ^  ни куйиб, "  =const=»aHH

киритсак, ( 1), (2) тенгламалар ушбу шаклларни олади:

r (f) ==Ро^,? {sin 7 ( ? )  +  cos 7-Л}, 
х  «= Ре sin 7  е?1* cos js, у =■ PoSin -\е^  s in p , (3)

г  =  pQcos i  е“* . (4)
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Логарифмик спираль сингари, коник спираль хам OZ Уки 
атрофида истаган марта уралиб, чексизликка узоклаша боради; 
тескари томонга караб харакатланганда эса, у О нуктага чек­
сиз якинлаб келади.

Бу чизикнинг нукталарида OZ укига параллел килиб TyF- 
ри чизиклар утказсак, коник спираль етган цилиндрик сирт 
пайдо булади, унинг йуналтирувчиси (3) логарифмик спирал- 
дан иборат. Шу сабабли, коник спираль баъзан цилиндро-ко- 
ник винт яизиц деб хам аталади.

Коник спиралнннг ажойиб икки хоссаси бор:
1) Унинг XO Y  текислигидаги проекцияси (3) тенгламалар 

билан ифодалангани сабабли, бу проекциянинг логарифмик 
спиралдан иборатлигини курамиз. Соф геометрик нуктаи на­
зардан буни тушуниб олиш кнйин эмас, чунки ОМ т ^ р и  чи­
зикнинг X O Y  текислигидаги ОР проекцияси узгармас <» бур­
чак тезлиги билан айланади ва шу вактнинг узида М нинг 
ОР даги проекцияси шундай харакатланадикн, унинг тезлиги 
ОР масофага пропорцнонал булади.

2) Коник спиралнннг уринмаси ясовчи билан бир хил бур­
чак ташкил килади.

Хакикатан, (1) ни t  буйича дифференциаллаймиз:
r'(t) =  p0emt [sin f -e  (u>t) +  cos ?-Л| +  ш sin т e  +  -£)}.

Бундан:
I г' ( 0  I =  Po*7”' «»* sin nr ва I r  (t) | =  Ров"1*,

r' ( t )  ва r ( t )  нинг скаляр купайтмасини карайлик: 

r' (t) г  (t) =  m-pS eimt.
Энди уринма билан ясовчи орасидаги бурчакни а деб ол- 

сак, бу бурчакнинг косинуснни топиш мумкин:
cos 4 =  f , (< ) r (<) =  ___ =  т =

I г  (/) || г '  (/) I рЗ у  тг . ш» s i n егт1 V m 1 +  <“ *sin*j

бизга шуни исботлаш керак эди.
(2) тенгламалардан t  ни йукотсак:

x* +  y * ~ tq * V z* (6 )

булиб, бу — учи координата бошидаги конуснинг тенгламаси- 
ни ифодалайди, 7 — ясовчининг конус уки билан ташкил кил­
ган бурчагиднр1). Демак, коник спираль конусда бтиб, унинг 
ясовчиларини бир хил бурчак остида кесиб утади. Биз йула- 
кай ушбу хулосани чикара оламиз:

х) К - М у с х е л и ш в и л и ,  224-бет, (3) тенгламага каралсин.
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текисликда т$гри чизицлар дастосининг изогонал тра- 
екторияси логарифмик спиралдир, фазода бирор тугри чи­
зик билан бир хил бурчак ташкил цилувчи тугри чизиц- 
лар богламининг изогонал гяраекторияси коник спиралдир.

Мисол. Ушбу чизик берилган:
I t I

х  =  <?̂ f cos t, у  =  e ^ s l n  t, z  — evT.
Бу чизик A* +  y* =  z* конусда ётади ва ясовчилар билан 45° ли 
бурчак хосил килади (буни исботлаиг), яъни бу чизик—коник 
спиралдир.

§ 64*. Нормаллари умумий булган чизиклар.
Бертран ва Чезаро чизицлари

Фазода (Г) чизик берилган булснн. Унинг лар бир нукта­
сида чексиз куп нормаллари бордир. (Г) чизикнинг хар бир 
нуктасидаги бирор нормали билан 90° ли 
бурчак остида кесишадиган чизикни 
(Г,) билан белгилаймиз. (Г) нинг бу нор­
маллари (Г,) учун лам нормаль булади 
(141-чизма). Агар (Г) нинг радиус-век- 
торини r = r ( t )  билан, (Г) ва ( / , )  чи­
зикларнинг мос нукталари орасндаги 
ыасофани а билан, умумий нормалнинг 
бирлик векторини п билан белгиласак,
(Г,) нинг тенгламаси г, =  rx (t ) =  r( t )  +
+  n ( t ) a  (t ) еки кискача

r l =  г  +  п а (1)
булади. Бундай чизикларнинг хоссаларини билиш учун (1) дан 
t  буйича косила олиб, уни бирлик п векторга купайтирамиз:

drx dr  . dn da
dt ~  dt ' dt a  dt

^  $ « - а Г *  +  2 ? ~  +  « г ;  (2)
-~  вектор (Г,) га уринма вектордир. Шунииг учун ~  ±  п.
Худди шунга ухшаш,

—  лdt u , d t ” ~ yj' dt

булганидан, ~  =  0, яъни а —-узгармас сои. Демак, уму­
мий нормалларга эга булган (Г) ва (Г,) нинг мос 
нукталари орасндаги масофаларм узгармасдир. Хусусий холда, 
яъни (Г) чизикнинг п нормаллари бир нуктада кесишганда, 
юкоридаги натижа бу нукта учун хам у3 Ку ЧИНИ саклайди.
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Бу холда (Г) чизик с ф е р и к  ч и з и к  булади, чунки унинг 
Хамма нукталари г нуктадан бир хил узоклашгандир. Нормал- 

'.ларнинг кесишган нуктаси сферанинг маркази булади. Бунинг 
геометрик маъноси равшандир. Жумладан, текисликдаги чи­
зикнинг нормаллари бир нуктада кесишса, у чизик айланадан 
иборат булади.

Энди умумий холга, яъни (Г) ва (Г,) чизиклар холига 
кайтиб, исботланган хоссага тескари натижани куриб утамиз. 
(Г) чизикнинг хар бир нуктасидаги маълум бир нормалига, 
узунлиги X га тенг булган узгармас кесмани кУямиз. Бундай 
узгармас кесмаларнинг охирги нукталарининг геометрик урни 
(/",) чизикни ташкил килади. (Г) ва (Г,) чизиклар учун
57 я  =  О ва ^  -= О булиб, (2) дан: ~ п  =  0, демак, ^  ±  п,
яъни (Г) нинг нормали (Г,) учун хам нормаль булади. Хусу­
сий холни олиб, ушбу таърнфни берайлик:

Таъриф . Агар (Г) ва (Г,) чизицлар умумий бош нормал- 
ларга эга булса, улар Берт ран чизицлари деб аталади.

Юкоридаги теоремага асосан, Бертран чизикларининг мос 
нукталари орасидаги масофа узгармасдир. Агар * ва х, лар 
(Г) ва (Гг) ларнинг мос нукталаридаги бирлик уринма век- 
торларини билдиргани холда, бу векторлар орасидаги бурчак- 
ни а десак, (х хх) =  cos * булади. Буни дифференциаллаймиз: 
dx  х, +  х </•:,== — slnacfa,_aMMO dx =  fa d s  булгани учун,
— s ln a r fa = /? > t1rfs-f ft, v, х d s,, бундан sin a da =  О бки da =  О, 
яъни a =  const. Шундай килиб, (Г) ва (Г,) чизикларнинг мос 
нукталаридаги уринмалари узгармас бурчакни ташкил килади. 
х ,  вектор v ,  =  v га тик булгани учун, у тугриловчи текислик-
ка параллелдир. Шу сабабли, уни х ва ? нинг йуналишлари 
буйича вйиш мумкин: »

х, =  х cos a -j- f s ln a .

Агар г, = r - f a v  ни дифференциалласак:
X jd s,=  (х COS a +  р sin a) dsx=  a |x +  (— Tk +  po)) ds 

хосил булади. Лекин x ва {J векторлар коллинеар smjc (чун­
ки улар тик), шу сабабли сунгги тенгликнинг х ва Р олдида­
ги коэффициентлари узаро тенг:

cos a ds, =  (1 — ak) ds, 
sin a ds, =  aa ds

ёки
l — ak _  aa 
COS a  —  s in  а  * (3)
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бундан ctg а ■* Ъ фараз килинса:
a (k +  ba) =  1.

Демак, (Г) чизикнинг эгрилиги билан бурилмаси узгармас 
коэффициентлн ч и з и к л и  б о г л а н г а н  экан.

Умумий холда чизикнинг эгрилиги билан бурилмаси ораси- 
да хеч кандай боглаииш булмаслигини эътиборга олсак, биз- 
нинг масаламиз учун куйидаги натижа келиб чикади. Агар 
бир чизик, шу чизик билан умумий бош нормалга эга булган 
нккинчи чизикнинг мавжудлнгини таъмииласа, ихтибрий чизик 
булмасдан маълум бир синфга кирадиган чизик булади. Бун­
дай чизиклар Бертран чизицлари синфини ташкил этади. 

Узгармас b =  c tg a  нинг геометрик маъноси равшандир;
b =  О булган хусусий холни карайлик. Бу холда =  ± ~ ): 

ak =  1, k =  ~  =  const =  £° =  а — R°,

яъни Бертран чизиги — эгрилиги узгармас ф а з о в и й  (кийшик) 
а й л а н а д а н  иборатдир ( Чсзаро айланалари). (Г) кийшик 
айлана учун (/~ж) чизикни хосил килиш максадида: М  нукта- 
дан бош нормаль буйича Я° масофани босиб, (Г) нинг эгри­
лик марказига бориш керак. (/",) чизик — худди (Г) нинг 
э г р и л и к  м а р к а з л а р и и и н г  г е о м е т р и к  у р н  и д и  р.

(Г) ва (Г,) нинг табиий учбкликларини солиштирайлик. 
Курилабтган холда:

Г j =  Г +  р°ч,
бундан

■ g -  F + / ? ° ( - f t T + o F ) ] - ^ o p 7
демак,

A m m o

Буни s, буйича дифференциалласак =  ± 1 ни эътибор­
га олиб):

в тг ds я » —v 1 v
й Г  Р ^ =  • Л5|ТГ =  - ^

^  =  — 7, k°\ =  k°\ (5)

Pi =  (м vil =  +  [P»] =  ±
13 Дифференциал геометрия курен

'  - ‘ -  и 1 =  *
•— *»•A?u ds, 
Бунда^

- f
(4) ва (5) дан:



191 ЧИЗИКНИНГ ТАБИИИ ТЕНГЛАМАСИ

Хуллас:
■ч= ± 7 ,  — vi К -  ± т-

Бу тенгликларнинг учинчисидан:

-o ,v “ =  ±  =  ±

ёки
00! =  *03 ,

яъни (Г) нинг эгрилиги о ва о, орасида урта пропорцио- 
налдир.

Энди, биринчи (Г) чизик уз навбатида (Г^  учун эгрилик 
марказларининг геометрик урни ролини уйнашини исботлай- 
лик. (Г,) га мос келган чизик (Гг) булсин, у холда v, =  — v 
ни эътнборга олсак:

г, =  г, +  /?, v =  г, — /?, v =  г.
Шуни исботлаш талаб этилган эди.

Э с л а т м а .  Оддий айланалар ва оддий винт чизиклар ка- 
ралаётган синфга киради, чунки уларнинг хам эгриликлари 
узгармасднр. Бу иккита хусусий холдан катъи назар, шу синф­
га карашли бошка чизиклар учун биз ушбуни нсботладик: 

Агар (Г) чизиц — эгрилиги узгармас ( —k°) бирор чили/у 
ва (I х) эса унинг эгрилик марказларининг геометрик урни 
булса , у холда (Г) чизиц, уз навбатида. (Г) чизщнинг эг­
рилик марказларининг геометрик урни булади.

§ 65*. Умумий хол (давоми)

Биз утган параграфда исботладикки, агар бирор (Г) чизик 
унинг билан умумий бош нормалга эга булган (Г,) чизикнинг 
мавжудлигнга йул кУйса, (Г) чизикнинг эгрилиги ва бурил­
маси чизикли богланган булади:

a (k +  Ьз) =  1
ёки

U  +  ц о  =  1 * ) ,  ( 1 )

бунда X =  a, {i =  ab =  a ctga. Бу шарт (Г) чизикнинг Бертран 
синфига кириши учун зарурийдир. Энди унинг етарли эканини 
исботлайлик.
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Аввало (1) ни § 64 даги (3) шаклда бзамиз:

=  т. (2)
COS a  S in  а  '  '

(Г) чизик билан бирга тенгламаси куйидагича булган чи- 
зикни олайлик:

r i =  г  - f  а  V. _  _  (3)

Бу чизик учун *, =  — v (бки, умуман, v j l v  ) эканини ис- 
ботласак бас.

(3) муносабатни s, буйича днфференциаллаб, а нинг узгар- 
маслигини эътиборга оламиз:

Й  +  а ( — Лх +  о?)] * в [1 (1 _ а Л )  +  о 1 ] ^  
бки, (2) га асосан,

х, =  ( х cos a +  р sin а) /п

Бирок, “Ч ва x c o s a - f  ^s i na  дан иборат коллинеар векторлар— 
бирлик векторлардир, шу сабабли (улар факат йуналиши би- 
лангина фарк кила олади):

±  х, =  xcosa  +  ?s ina .
Бу тенгликки s, буйича дифференциаллаймиз (а =  const):

— — ^
±  *1V1 =  ( k cos a — я Sin a) V ,

бундан vj|| v. Шуни исботлаш керак эди.
Энди к ва о орасидаги чизикли богланишни умумий кури- 

нишда олайлик
Ak -+■ В я  -(- С =  0 . (4)

Бу муносабатнинг юз бериши хар кандай (Г) чизик учун 
мос (Гi) чизик борлигини таъмин этади. Энди шу (Г) чизикка 
мос чизик иккита була оладими, деган савол тугилади. Бу са- 
волга ижобий жавоб бериладиган булса, ушбу икки муноса- 
бат бажарилади:

Ak +  Вя +  С =  0, A'k +  В'я +  С =  0. (5)
А , В
А' В' ^  ® шартда бу икки тенгламадан k =  const ва я =*

— const деган хулоса келиб чикади, демак, суралган чизик 
винт чизикдир. Иккинчи томондан, (5) бажарилганда, ушбу

A k +  В я +  С +  1(А'к +  В'я +  С )  =  0

тенглик хам бажарилади. Демак, винт чизикка чексиз куп 
Бертран чизиклари жавоб беради.
J 3 *
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Биз (4) тенгламанинг куйидаги холларини текширдик:
1) А =  С =  0, о =  0 — текисликдаги чизиклар;
2) В =  С =  0, k =  0 — тугри чизик;
3) С =  0; А ф 0; В Ф 0; =  const — ён багир чизиклар;
4) С ф О \  Л =* О— Бертран чизиклари (хусусий холда кнйшик 

айланалар);
5) С Ф О, А =  0, о =  const — бурилмаси узгармас чизиклар. 

Охирги холни куздан кечирайлнк: бундай чизиклар учун
юкорида курилган чизиклар сингари хоссалар топилмаган.

Френенинг учинчи формуласидан: > = — — ни топиб, - £ ==‘z — 

=  Ь ?] га кУямиз:

§ 66. Сферик индикатрисалар (курсаткичлар, тасвирлар)

Чизикни ёки унинг элементларини сферага акслатиш усули 
билан чизикнинг куп хоссаларини урганиш мумкин. Бирор сфе- 
ранинг марказидан (L) чизикнинг хар бир уринмасига парал­
лел килиб радиуслар утказамиз. Утказилган радиусларнинг 
охирги нукталарининг геометрик урни сферик чизикни таш- 
кил килади. Бу чизик берилган чизицнинг сферик индикат- 
рисаси (курсаткичи, тасвири) дейилади. Худди шунга ухшаш, 
агар сферанинг марказидан (L) нинг бош нормалларига парал­
лел килиб радиуслар утказсак, бу радиуслар учларининг гео­
метрик урни хам чизикнинг сферик индикатрисасини (*асви- 
рини) берадн. Бинормаллар ёрдами билан хам чизикнинг шу 
хилда индикатрисаси вужудга келади. Х°сил килинган чизик, 
бирннчн холда уринмалар, иккинчи холда бош нормаллар, 
учинчи холда бинормаллар индикатрисаси дейилади.

Чизик текисликда ётган булса, унинг уринмалари ннднкат- 
рисасн (курсаткичи) сферанинг катта донрасининг ёйидан ибо­
рат (доиранинг узи шу текисликка параллел).

Тугри чизик уринмаларининг индикатрисаси нуктадан ибо­
рат.

Сферанинг радиуси R =  1 деб фараз киламиз. Энди сфера 
устида ётувчи бирор MNP  чизик уринмаларининг сферик тас- 
вирига утайлик. М  нуктанинг сферик тасвирини топиш учун, М  
нуктада шу чизикка уринувчи катта дойра (.уринма дойра*) ут-
казиб, унга 90° ли М М Х ейни (квадрантни) кУйсак, М  нинг

dr
as

бундан
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акси булган M t нукта вужудга келади (142-чнзма), чунки
90°, шу сабабли, унга тиралган МОМх бурчак хам 90° 

лидир, яъни М Т \\О М и демак, Ж , нукта М  нинг аксидир. N 
ва Р  нукталар билан шу хилда иш курамиз; натижада хосил 
килинган сферик чизик уша MNP  чизик уринмаларининг сфе- 
рик тасвирини (индикатрисасини) 
беради.

Э с л а т м а .  Л Ш , ёйнинг йу­
налиши M NP  чизикнинг узида- 
ги йуналиш билан мувофиклаш- 
тирилган деб фараз килинади.

Келгусида 90° га тенг булиб, 
уринувчи квадрантни .уринма 
квадрант* деб юрнтамиз. (L) 
чизикнинг учта индикатрисасини 
(^ i) .  (^ i) , ( -̂») билан белгилай- _ 
миз, улар мос равишда, уринма- 
лар, бош нормаллар, бннормал- 
ларга тегишлидир. 142-чизм».

1-т еорема. (L) чизикнинг М
нуцтасидаги ёпишма текислиги — бу чизиц уринмалари 
индикатрис ас и нинг М  га мос нуктасидаги катта дойра 
текислигига параллелдир.

И с б о т .  Хакикатан, М  нуктадаги {Р) йпишма текислик, шу 
нуктадаги М Т  уринма оркалн утиб, унга якин Af, нуктадаги 
М ХТХ уринмага параллел булган (Q) текисликнинг лимит ва- 
зиятидир. Ammo Af,-«- М  да М \-+ М '. Шуиингдек, М Т \\ ОМ’ 
ва М ХТУ || ОМ[;  демак, Q текислик И ОМ М \ текисликка ва 
М'М\-+М'Г;  шу билан (Я) текислик \\О М 'Т  текисликка. 
Теорема исботландн.

2-т еорем а, (к ) чизицнинг бош нормали унинг уринма­
лари индикатрисасининг мос нуктасидаги уринмасига па­
раллелдир.

И с б о т .  Хакнкатан, (А) нинг сферик индикатрисаси (/.,) 
булсин. Агар (/») чизикнинг Af, нуктасидаги уринмасига
0,A f* радиус параллел ва шу чизикнинг М 2 нуктасидаги 
уринмасига ОМ* радиус параллел булса, у холда Дт =  т ,—
— х, вектор М*М* векторга параллел булиб, демак, М*М]

нур ^  га параллел булади. Лимитга утганда М*М^ нур урин-

малар индикатрисасига уринади. ^  нинг лимити эса Ь  га тенг 
булади.
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3-т еорем а. (L) чизикнинг уринмалари индикатрисаси 
' ва бинормаллари индикатрисасининг мос нуцталардаги

уринмалари бир-бирига параллелдир.
И с б о т .  Чиндан хам, (L) чизикнинг Af, нуктасидаги урин- 

масига ва бинормалига тегишли радиуслар ОМ* ва ОМ* бул­
син. М* ва jVJ нукталардаги тезлик векторлари ушбу d t =  fads 
ва d}  =  — ovds векторларга параллел (коллинеар)^ дир. Шу 
билан, £ > 0  булгани учун о < 0  шартда dт ва d} бир хил 
йуналади; о > 0  шартда эса d- ва нинг йуналишлари ка- 
рама-карши булади.

4-т еорем а. (L) нинг эгрилиги бу чизщ уринмаларининг 
индикатрисасидаги ёйнинг uiy (L) ччзицдаги мос ёйга бул­
ган нисбатининг лимитига тенгдир.

И с б о т .  ^акикатан, (L) чизикнинг эгрилиги k =  lim ~
га тенг, бунда и> бурчак — чизикнинг М  нуктаси ва унга якнн

M t нуктасидаги уринмалар орасидаги 
бурчакднр. Лекин, ш бурчаксферанинг 
тегишли раднуслари орасидаги бурчак- 
дир. Бу бурчак эса узига тиралган ёй 
билан улчанади, чунки сферанинг ра­
диуси 1 га тенг деб фараз килинган.

Худди шунга ухшаш,бурилманинг 
абсолют киймати — чизикнинг бинор­
маллари индикатрисасидаги ей диф- 
ференциалининг чизикдаги мос ей 
дифференцналнга булган нисбатига 
тенгднр.

Бунинг исботини укувчига тавсия 
килами

5-т еорем а. r = r ( s ) чизиц бош нормалларининг (к^сф е- 
рик индикатрисаси — бу чизиц уринмаларининг (Lx) инди- 
катрисасига уринувчи квадрантлар учларининг геометрик 
урнидир.

И с б о т .  2-теоремага асосан, (Z.,) нинг бош нормали (L, ) 
нинг мос нуктасидаги уринмасига параллел булганидан, бош 
нормалларнинг индикатрисаси (Z.,) чизик уринмаларининг ин- 
дикатрисасидан иборатдир. Демак, (Z.*) чизик (^г) га .уринув­
чи квадрантлар* учларининг геометрик урнидир (143-чизма).
Юкоридагига асосан, уринмалар индикатрисаси ABC булса, 
АВ'С' ей бош нормаллар индикатрисасини беради.
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§ 67. Сферик к^пбурчакларнинг юзлари

Дифференциал геометриянинг баъзи теоремалари сферик 
геометрия тушунчалари ердами билан анча ойлинлашади. Шу- 
нинг учун сферик геометриянинг келгусида керак буладиган 
баъзи фактлари билан танишайлик.

Сфера устидаги уз-узи билан кесишмайдиган епик сферик 
чизик сферани икки сохага булади. Агар бу епик чизикни би­
рор йуналиш билан таъминласак ва бу 
чизик буйлаб шу йуналиш га томон хара- 
кат килсак, периметрдан чап томонда 
коладиган со^ани .мусбат гардишли 
со*аш деб кабул киламиз. Иккинчи со- 
хани „манфий гардишли со.у;ат деймиз.
Агар иккала соха юзларини S, ва S, би- 
лан белгилаб, S! >  О ва S 2 <  0 десак,
S , +  (— S,) =  4r.R* еки 5 , — S* =  4г/?3 
булади; демак, иккала со.\а юзларининг 
айирмаси — сфера юзига тенг. Сферадаги 144-чизма.
соханинг юзини улчаш учун, сфера ра-
диусининг квадратини бирлик улчов деб кабул киламиз. Бу 
улчовда сферанинг юзи 4п га тенг булади.

Сферик купбурчаклар тушунчаси элементар геометриянинг 
м у х и м  кисмини ташкнл этади*'; булар хакида кискача маълу- 
мот берамиз.

Сферик купбурчак деб, томонларининг jfаммаси катта 
дойра ёйларидан иборат ёпиц синиц чизицца айтамиз. Хар 
бир ей катта дойра айланасининг ярмидан ошмаслиги керак.

Ясси купбурчакнинг энг камида учта томони бор, сферик 
купбурчакнинг томонлари иккита булиши хам мумкин (икки- 
бурчак). Унинг ички а ва Р бурчаклари тенг: а =  Э (144-чиз­
ма). Сферик учбурчакда ички бурчаклар йипшдиси 180° дан 
катта.

Сферик купбурчакнинг томонини давом эттиришдан хосил 
булган катта дойра сферани иккита тенг ярим сферага була­
ди; агар купбурчак узининг исталган томонини давом эттириш­
дан хосил булган ярим сфераларнинг биридагина ётса, у цава- 
риц купбурчак дейилади. Каварик купбурчак уз-узи билан 
кесиша олмайди.

1-т еорема. Ички бурчаги ? га тенг булган сферик икки- 
бурчакнинг S юзи 2<? га тенг.

») Куйидагиларга каранг: Ж . А д а м а р, Элементарная геометрия. II ки­
ем, 1938, 367—371-бетлар; 1951, 204— 2(Ю-бетлар. Д. П е р е п е л к и  н. Курс 
элементарной геометрии, II кием, 181—236-бетлар. М. В ы г о д с к и й ,  Диф­
ференциальная геометрия, 1949, § 33, 34; шу авторники: Справочник по 
элементарной математике, 1957, 10-нашри, 309—312-бетлар.
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И с б о т .  Равшанки, иккибурчакнинг 5  юзн бурчакка 
пропорционал. ? =  2« кийматда нккибурчак сферага айланиб, 
унинг юзи 4я га тенг булади. Шунинг учун, куйидаги про- 
норцняни тузиш мумкин:

s : <р =  4* : 2я, бундан s =* 2?.

2-т еорем а. Агар ABC сферик учбурчакнинг ички бур- 
чакларини а,, а,, а, билан белгиласак, 
унинг юзи

S = > a ,  +  а ,  +  а ,  —  к

га тенг булади  (145-чизма).
И с б о т .  Хар бир ^ ( < = 1 ,  2, 3) бур- 

чакнинг томонларини давом эттириб, ик- 
ки бурчакларни ташкил киламиз. А, В, С 
нукталарга диаметрал карама-карши бул­
ган нукталарни Ах, Ьх, С, билан белги­
лаймиз. Натижада АВАНСА, ВСВХАВ ва 
САСХВС иккибурчаклар хосил булади. 
Буларнинг хар бири икки учбурчакдан 
асоса н: S д Лвс+ S л АСВ =* 2au

$а.ЛВС ■+■ л̂В,ЛС “  $ьЛВС +  $ &с,вл “  2®*-
ВХАС ва ВАХСХ учбурчаклар узаро симметрии булгани- 

дан, юзлари бир-бирига тенгдир. Шунинг учун куйидагича ёзиш 
мумкнн:

^ д л  в с  +  ^Д В А ,с , =  2**t
булардан

"+■ ^дд.св ■+" ^ л с . в л  +  ^д/^в.с, =  2 ( « , +  0 4+ а,).
%

A m m o  ABC, АХСВ, СХВА, АхВСХ учбурчаклар ярим сфе- 
рани ташкил килади. Шунинг учун

дДВС +  ^д А .С В  *+* $ ь С , Л В  ^дА .В С , =
Натижада:

S * a b c  =  ®i +  a t  +  <h —  « .

3-т еорем а. Уз-узи билан кесишмайдиган купбурчакнинг
юзи

П
S =■ — (л — 2) it 

i-i
га тенг, бу ерда а /— купбурчакнинг ички бурчаклари ва л — 
купбурчак томонларининг сони.

И с б о т .  Теореманинг исботини энг содда холда утказамиз. 
Олинган AxAt . . .  Ап купбурчакни каварик деб фараз кила-

14 5-чизма.

нборат. 1-теоремага
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миз (146-чизма). Бундай купбурчак (.содда купбурчак* син- 
гари1) сферани икки сохага булади: ички (U) соха ва ташки 
( 6/,) со^а. Бу фараздан ташкари, (£/) соха ичида шундай О 
нуктани танлаб олиш мумкин булсинки, хосил килинган СМ,/!,, 
ОА,Аъ . . . ,  ОАпА х учбурчаклар бкр-бирларини копламасдан 
(U) сохани тулдирснн.

Бу фаразларда (U ) соханннг юзи 
ОА„Ак+ 1 учбурчаклар юзларининг 
йигиндмсига тенгдир. 2-теоремага 
асосан, хар бир ОАкАк^  учбурчак­
нинг юзи ушбуга тенг: s** =  7* — *, 
бу ерда 7*— учбурчакнинг ички бур- 
чаклари йигиндиси. Бундай учбурчак­
лар п та. Шундай килиб, купбурчак- 
нинг юзини S билан белгиласак:

п  п

S =  J ]  S i ;=  £  7; — л*
п я

булади. Аммо £  л  =  £  «, -Ь 2*, бу
<-1 4-1

ерда 2* — учбурчакларнинг О нукта атрофидаги бурчаклари 
йигиндиси. Демак:

п я
S =  £  */ +  2« — *« =  £ */ — (л — 2) it,

<-1 /-1

бунда л, — купбурчакнинг ички бурчагидир. Агар купбурчак- 
нинг ташки бурчакларини {J/ билан белгиласак, а,- -f- ^  =  it эка- 
нини эътиборга олиб, купбурчак юзини ташки Р/ бурчаклар 
оркали хам ифодалашнмиз мумкин:

бки
S =  E(««-P/)-(*-2)k

/-1

Нихоят, сферанинг радиуси R *  1 булганда, бу формула 
ушбу шаклнн олади:

[ 2. - § ь Ь*.

Бундан биз § 112 да фойдаланамнз.

рия
Ч Содда к?пбурчаклар *ацида Л. П е р е п е л к и н, Элементар геоыет- 
курси, Укуапеддавнашр. Тошкент, 1952, 1, § 7 га ккарадснн.
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§ 68. Ёпишма сфера

Чизикнинг берилган иуктасидан утувчи сфералар орасида 
шу чизикка энг якин турганини — .епишма сферани* топамиз. 
Сферанинг тенгламасига туртта параметр киради, шу сабабли, 
чизщнинг берилган нуктасидаги ёпишма сфераси сифатида

унинг билан учинчи тар­
тибли ёпишувга эга булган 
сферани оламиз. Чизиц- 
нинг ундан четланиши 
тартинки тартибли чек­
сиз кичик булади (§ 37).

Энди г =  г  (s) — берил­
ган чизик ва

(X — а ) * +  (у — 6)» +  (г  —
— с)* — Я? — 0

изланаетган сфера булсин. 
Масаланинг маъносига кура, 
туртта а, Ь, с, Re номаъ- 
лумни топиш керак. Сфера- 
нинг тенгламасини вектор 
формада езаилик:

( г - р ) * _ / ? =  = 0 ,
бунда р =  a i +  b j  +  ck — 
марказнинг радиус-вектори

ва УИС= р — г  (s) дир (147-чизма).
^пиш ма сиртни топиш коидасига кура (§ 37 ) , / ( s )  =* [г (s)—

— р ]*— RI функцияни ва унинг учта хосиласини нолга тенглаш- 
тирамиз:

/ ( s )  =  [ r ( s ) - p l ' - # = 0 ,

147-чизма.

т / м - И * ) — =о,  
т Г « - И * ) - й * » + 1 -о ,

\ r  is) = [г is) -  р] (- &  + ь + k4) «= 0.

( О

Бу тенгламалардан р [а, Ь, с) ва Re ни аниклаймиз. Бизга r (s )  
маълум. Шунииг учун МС  =  р — г (s) ни топсак бас; фа­
раз килайлик:

fT— г  (s) =  а,х +  +  a,f.



* <w. СПИШМА СФЕРА 20.Т

Бу иф одани (1) лаги тенгламаларнинг 2, 3, 4-га куйиб, а „  
а3 ни куйидагича аниклаймиз:

1а , =  0 , at = T =R,  а , =  - ,  

бунда Л — чизикнинг эгрилик радиусидир. Демак, р — r ( s )  =--
— О —

=/?v +  yP. Энди Re ни топиш осон:

R j=  МС* =  (р~— /■)* =  /?•-+- ( 7 )*
Хуллас:

М С = 7  — r  =  /?v +  ^ ,  p =  r  +  /M -  jF ,

/?’= / ? * +  ( | ) \
Бу формулалар бпишма сферанинг марказини ва радиусини 

аниклайди. Уларнинг биринчисидан куринадики, чизикнинг М 
нуктасидаги ёпишма сферанинг С марказига бориш учун, бош 
нормаль буйича харакат килиб МСг =  R масофани утиш, яъни 
бпишма айлананинг С, марказига бориш керак, ундан кейин

бинормалга параллел тугри чизик буйича — масофани босиш
лозим. Бинормалга параллел булиб, ёпишма айлана мар- 
казидан утувки СС, тугри чизиц берилган чизикнинг эгри­
лик уци дейилади.

Агар М  нукта берилган чизик буйлаб харакат килса, С  
нукта хам фазода бирор (С) чизикни чиза боради. Унинг та ­
биий учбклиги (т„ че, р,) булсин. Бу чизик учун параметр си­
фатида s бйни олиш мумкин, бирок бу бй (С) чизик учун та­
биий параметр ролини уйнамайди, чунки у тасодифий пара- 

__ __ — 
метрдир. Энди р =  г -Ь /?> +  7  Р дан «буйича хосила оламиз ва 
Френе формулаларидан фойдаланамнз:

F  =  * +  / ^  +  t f (  - k t  +  op) +  (^.)‘ p +  f  ( -  ov)
бкиF ?-{* +  ( т ) ' &  2)

бундан ~ e  Ц p, яъни T ,=  ±  p. Шунинг сингари куйидагиларни 
исботлаш мумкин: v, =  ±  >, рс =  ±  t  (буни исботланг).

Нихоят, юкорида (§ 39) утказилган мулохазалардан рав- 
Шанки, чизикнинг берилган нуктасидаги бпишма сфера, шу
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нуктадан ва унга хар цанча якинлашиб борувчи учта нукта- 
дан утган сферанинг лимит вазиятидир (кискача, бир-бирига 
якинлашувчи т у р т т а  нуктадан утган сферанинг лимитидир). 
Бундан эса ясси чизик учун ёпишма сфера мавжуд эмас де- 
ган хулосага келамиз, чунки бундай чизикнинг туртта нуктаси, 
умуман айтганда.битта сфера устида ётавермайди (хамма нук­
тада о =  0 булса, р нинг ифодаси хам уз маъносини йукотади).

Энди ушбу хусусий хол устида тухтаймиз: олинган ( / )  
чизик хамма нукталари билан битта сфера устида ётган ( .сф е­
рик чизик*) булсин. У холда унга „энг якин* сфера шу сфе­
ранинг узидир. Демак, бу холда ёпишма сфера (Г) нинг хам­
ма нукталари учун битта булиб, унинг маркази узгармайди ва 
(С) ч и зи ^ С  нуктага айланади. У холда р вектор узгармас бул- 
ганидан, р' — 0, яъни

ламаси деб караш мумкин. Аксинча, бирор чизик учун (2) 
шарт бажарилса, р '= 0 ,  яъни р =  const булиб, демак, ёпишма 
сферанинг маркази (Г) даги барча нукталар учун бир хилдир. 
Бу холда унинг Re радиуси хам узгармасдир (исботланг).



&HUHHII Сов

„БУТУН СО ^АЛАР- ГЕОМЕТРИЯСИ ^АЦИДА ТУШУНЧА. 
СИНИЦ ЧИЗИКЛАР ГЕОМЕТРИЯСИ

Агар бирор ясси фигуранинг исталган иккита нуктасинн 
тугри чизиц кесмаси билан туташтирганда, кесманинг хамма 
нукталари шу фигурага карашли булса, у холда бундай фигура 
цааариц фигура дейилади.

Тугри чизик, нур — бир улчовли каварик фигуралардир. 
Бурчак, учбурчак, дойра, ярим дойра, эллипс (ички сохаси 
билан олганда) — икки улчовли каварик фигураларга мисол- 
дир. Диагоналларнинг туртбурчак ичида бки ташкарисида 
кесишишига караб, туртбурчак каварик булиши бки булмас- 
лиги хам мумкин (148-чизма).

•| Каварнк фигура, каварик жиемларга дойр адабиёт бойдир. Бу ерда 
элементар китобларни курсатиб утамиз: Л. Л ю с т е р н и к ,  Выпуклые фи­
гуры и многогранники, 1956; И. Я г л о м и В. Б о л т я н с к и й ,  Выпуклые 
фигуры, 1951; Г. Р а д е м а х е р ,  И.  О.  Т е п л и ц ,  Числа и фигуры, 1938- 
(184—200-бетлар).

§ 69*. Цавариц ф игура1)

е в
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Бирор фигурани чекли дойра ичига жойлаштириш мумкин 
булса, у чегараланган фигура дейилиб, акс холда чегаралан- 
маган фигура дейилади. Текислик, ярим текислик, минтака 
(полоса), бурчак (агар у 180° дан ортмаса) — чегараланмаган, 

.лекин каварик фигуралар мисолларини беради. 149-чизмада 
.иастдаги фигура каварик эмас.

149-чизма.

Ясси каварик фигурани чегаралаб турувчи чизик (ёки куп­
бурчак) каварик чизик дейилади. Масалан, доиранинг чега-

раси булган айлана, учбурчак ёки кава­
рик туртбурчакнинг чегараси — каварик 
чизиклардир. %

Агар бир тугри чизикда ётмаган учта 
А,В,С нукта бирор каварик (U ) фигура- 
га карашли булса, у холда ABC учбур­
чак хам шу фигурага карашлидир (150- 
чизма).

Бу фактни исботлаш кийин эмас. Ха- 
кикатан, А,В,С нукталар (£/) га караш­
ли булса, АВ, ВС, С А томонлар хам (60 
га карашлидир. С учидан чикиб, (U ) га 
карашли АВ кесма билан кесишган хар 

бир CD кесма хам шу хоссага эгадир. ABC учбурчакни эса, 
шу CD  кесмалар билан коплаш мумкин.

Агар бирор ихтиёрий (U) фигура / тугри чизикнинг бир 
томонида ётиб, (U ) нинг чегарасигина I билан умумий нукта- 
ларга эга булса, у холда I тугрн чизик (U) фигура учун 
таянч тугрй чизик дейилади (151-чизма).

150-чизма.
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Чегараланган хар бир каварик фигура учун берилган йуна- 
лишга параллел килиб факат иккита таяич т$три чизик утка- 
зиш мумкин. Буни исботлаш кийин эмас (152-чизма).

§ 70*. Овал, унинг эни, учи

I Ёпик каварик э г р и  чизик овал дейилади.Масалан, эллипс 
(айлана) овалдир. Овал хар кандай тугри чизик билан иккита- 
Дан ортик умумий нуктага эга эмасдир.
[ Овалнинг берилган I йуналишдаги эни деб, /  га перпенди­

куляр холда утказилган иккита таяич тугри чизиклар ораси­
даги А масофага айтиладн. Овалнинг таяич тугри чизиги унинг 
Уринмаси булади (152-чизма).
К  Овалнинг учи деб, унинг эгрилиги экстремум (максимум 
£ки минимум) кнйматга эришган нуктасини айтамиз.

; Бундай нуктада нолга айланиб, ншорасини узгартади.
Эллипснинг симметрия Уклари билан кесишган нукталари
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унинг учларидир. Эллипснннг шу туртта учидан бош ка учлари­
нинг йуклигини исботлаш кнйин эмас. Бунинг учун эллипснинг 
к эгрилигини топиб, одатдагн йул билан к нинг максимум ва 
минимумини излаш керак.

Теорема. \ а р  бир овалнинг намида туртта учи бор.
И с б о т .  Бнрор (Г) овалнинг М  нуцтасидаги уринма век­

тори -с ва нормаль вектори » булсин. dy днфференциалдан Спиц 
контур буйича олингаи интеграл нолга теигдшр:

Френе формулаларига кура: =  — k\da =  — kdr, демак,
\kdr  =  0.

Аммо

шу сабабли,

бундан:

d(kr) — k d r +  rdk,

J d(kr) =  £  kdr +  f rdk, 

j\rdk =  0, ( 1)

"I П рJ Уk ъ а
6)

чунки чап томондаги интеграл нолга тенг.
Бу муносабат исталган бпик (хатто овал булмаган) чизик 

учун хам кучга эгадир. Узлуксиз функцияларнинг маълум
хоссасига кура,

г k =  k (s)

функция ёпик 0 < s < l  (бунда 
/ — чизикнинг узунлиги) интер- 
валда энг катта ва энг кичик 
кийматларга эгадир. Шу билаи 
чизигимизнинг акалли* иккита 
Ж, ва Mt учининг борлиги ис- 
ботланди. Энди олинган чизик­
нинг оваллигидан фойдаланаи- 
лик. (Г) овалнинг шу Ж, ва 

153-чизыа. A f , дан бошка учи йук дей-
лик, яъни унинг Л/, ва М 

dkнукталаридан бошка хар кандай нуктасида k =  Ф 0 бул­
син. МЛМ,  тугри чизик овал билан М х ва уИ, дан бошка 
нуктада кесишмайди. Кутбни М ХМ,  тугри чизикда олиб 
(153-чизма), ундан Af,Af, векторга тик узгармас а Ф  0 
вектор утказайлик. М ХРМ,  бйидаги нукталар учун г а > 0  ва 
M XNM,  бйидаги нукталар учун эса га  < 0 .  Эгриликнинг k хоси- 
ласи Af, ва М,  нукталардан бошка хамма жойда нолдан фарклн 
деб фараз этдик; шу сабабли, бйларнинг бирида (масалан,

V
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M tPMt да) * > 0 ,  иккинчисида эса А < 0 .  Де мак, овалнинг 
Хамма нукталарида Ага >  0, шу сабабл и

 ̂ k r a  d s > 0

Ски
a f A r r f s  =  a ^ r r f A > 0 ,

бу эса (1) га зиддир. Шундай килиб, ( О  нинг яна битта учи 
бордир. Чизигимизнинг епиклигидан, А эгрилик ишорасининг 
узгариш сони (агар у чекли булса) албатта жуфт булиши 
к ерак. Шунга кура," учларнинг сони камида туртта булиши 
лозим.

Эллипсни олганда унинг учлари расо туртта, айланада эса 
учлар сони чексиздир.

§ 71*. Эни узгармас овал. Барбье теоремаси

Исталган иккита параллел таянч чизиклари орасидаги масо- 
фаси узгармас, яъни хамма йуналишдаги эни бир хил булган 
овални олайлик. Бундай эгри чизик узгармас энли овал дени- 
лади.

Айлананинг хамма йуналишлардаги эни бир хилдир — унинг 
•ни бу холда диаметрига тенг (154а-чизма). Бу хосса айлана 
учунгина хосми еки шу хоссага эга булган бошка эгри чи* 
виклар хам борми?

Куйилган саволга ижобий жавоб бериш мумкин: бу хоссага 
эга чизиклар чексиз куп. Хакнкатан, тенг томонли ABC учбур- 
чак олиб, унинг хар бир учидан радиуси учбурчак томонига 
тенг дойра чизсак, учта дойра ейидан иборат Рело „учбур- 
чаги* хосил булади (1546-чизма). Унинг эни узгармас-■L
Ч  Дифференциал геоматриа курс*
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Яна бнр мисол. Тенг томонли ABC учбурчак томонлари- 
нинг давомларнга b га тенг кесмаларни кУямиз (155-чизма).

АА' =  А А” =  ВВ' =  ВВ" =  С С  =  С С  =  Ь.

Сунгра А,В,С нукталардан биринчи марта радиуслари а-\-Ъ 
га тенг учта бй, иккинчи марта радиуслари b га тенг учта Сй 
чизамиз. У вактда чизмада курсатилган овал хосил булади.

Хосил килинган овалнинг 
эни а 4- 2Ь га тенг булиб, унинг 
уринмалари узлуксиз равишда 
у зга ради. Йсталган иккита 
параллел уринма орасидаги 
масофа а +  26 га тенгдир. Бу 
ерда икки жуфт таянч тугри 
чизикдан тузилган квадрат уз  
ичига бутун фигурани олади.

Келтирилган мисоллар би­
лан эни узгармас оваллар туга- 
майди. Куйидаги теорема улар­
нинг ажойнб хоссасини ифода- 
лайди.

Барбье т еоремаси. Эни
узгармас k га тенг овалнинг 
узунлиги  «Л га тенгдир. 

Демак, энлари бир хил булган барча овалларнинг узунлик- 
лари ^ам тенгдир.

И с б о т .  Бу теореманинг исботн жуда куп. Бнз П. С. Моде­
нов ва Я. С. Дубновнинг исботини келтирамиз1). Исбот овал­
нинг хар бир нуктасида таянч уринманинг мавжудлигига суя- 
нади, холос.

Лввал брдамчи тушунчани келтирамиз*).
Текислик маълум бир ориентацияга эга деб фараз этайлик, 

яъни бу текисликда тайин (масалан, соат стрелкасининг хара- 
катига тескари) йуналишдаги бурилишни мусбат деб олайлик.

Ориентацияли текисликда маълум бир тартибда олинган 
иккита а  ва ft векторнинг псевдоскаляр купайтмаси деб, бу 
векторлар узунликларининг улар орасидаги бурчак синуси 
билан купайтмасига айтилади; бундай купайтма а Х  b символи 
билан белгиланади. Таърифга кура:

л
______ а X Ь =  ab sin (ab),

1\ .М атематическое просвещение*. 1937, М  II. 16— 17-бетлар; Ученьм 
записки МГПИ, II. 193«, 165 — 172-бетлар.

*) Я. С. Д у б н о в .  — Основы векторного исчисления, 1950. I кием, 24, 
30-пунктлар.
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бу ерда аЬ — биринчи вектордан иккинчи векторгачч (соаз 
стрелкасига тескари йуналишда) олинган бурчакдир. Таъриф- 
нинг узидан псевдоскаляр купайтманинг ушбу хоссалари бево- 
сита келиб чикади:

л л
ab  <  it да а X Ь >  0; a b > i t да а  X Ь <  0;

купайтувчилар урни алмашинганда купайтманинг ишораси узга­
ради.

Агар а ва b  векторлар коллинеар (параллел) булса, псевдос­
каляр купайтма 0 га тенг: Т(5)

а Н Ь булса, a X  b — 0, 

жумладан,
а  X  о, =  0.

Такснмот конуни уринлидир: 
a X ( b  +  с) =  a X b  +  a X  с.

Агар a {/,/7t}, b {/„ т , )  булса,

а  X  b I т

156-чизма.Икки векторнинг псевдоска­
ляр купайтмаси абсолют киймат
буйича шу векторлардан ясалган параллелограмм юзига тенг:

|в X  61 =  S .
Энди теореманинг исботига утамиз. ММ, =  Л овалнинг эни 

булсин. Аввало параллел уринмаларнинг уриниш нукталарини 
туташтирувчи М М , =  г  (s,) — г  (s) векторнинг бу уринмаларга 
тиклигини исботлаймиз (156-чизма). Овалнинг теигламасини 
r = r ( s )  дейлик. Агар г  (s) ва г  (s,) мос равишда М ва M t 
нукталарнинг радиус-векторлари булса, бирлик т (s) ва г  (s,)—-
— г (s) векторларнинг псевдоскаляр купайтмаси А га тенг 
булади:

7  («) X  [ г  («,) — Г{$)) =  *,
бунда 5! =» 5, (5).

(1) ни s  буйича днфференциаллаймиз:

* ( Ф  (5) X  И * ! )  -  r (s ) }  +  t  (s) X  { t  (5») g-1 - x  (s)} 
бки •

(1)

яъни
* ( s ) X { r ( s , )  — r ( s ) } = 0 ,

*(«) В г ( 5 1) — r (s),



212 «БУТУН СОХАЛАР» ВА СИНИК ЧИЗИКЛАР ГЕОМЕТРИЯСИ

бундан
x{s)±MMv

— овал учун нормаль экан.)
Энди О кутбни овал ичида олиб, параметр сифатида, г 

радиус-векторнинг кУзгалмас ОХ  тугри чизик билан ташкил
килган? бурчагини олайлик(157-
чизма):

г - г ( < р ) .

Овал узунлиги у холда интеграл
билан ифодаланади:

2к

J W « ( 9 ) df. (2>

t l *  
157-чизма.

Л Ш , нормаль чизикка М х нук­
тада хам нормалдир. М , иинг
радиус-вектори

Г = г Ы

булсии, бунда «Pi =  ср, (<р). (1) сингари бу холда:

* Х { г  ( ? , ) - г (< р ) }  =  А 
«ки, ихчамлик максадида г  (<р,) — г  (?) =* R д«сак,

^ Х / ?  =  А.

Аммо х -  шу сабабли X  /? =  А,

бундан: y V *  =  \  r X  /?. Бу кийматни (2) га кУ*м*з:
2«

s =  T \ r ' X R d < ?
О

s - - i [ R X d r .  (Ж)

М  ва нукталарнинг ролларини алмаштирсак:

» ^ - ~ [ - R X d r x' (4)

*■»- r i(?i)-

еки

бунда
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(3) ва (4) ни хадлаб ^ушайлик, у холда:

£ки

2s =  ~  f R X d R

(5)

Ammo | t f |  =  A =  const, шунинг учун R =  R(<?) тенглама — ра­
диуси А га тенг айланани ифодалайди (яъни R (<р) векторни 
О нуктага келтирганда, унинг годографи айлана булади). 
Маълумки, радиуси R га тенг айлананинг юзи ушбуга тенг:

бу интегралнинг киймати *Аа га тенг1). Буни эътиборга олсак, 
(5) дан:

хосил булиб, теорема исботланади.
Теорема. Агар бирор овал айлана билан 2п та нуцта- 

да кесишса, унинг камида 2п та учи бордир.
Бу теореманинг исботига тухтамаймиз.

§ 72*. Синик чизиклар дифференциал геометрияси

Утган бобларда чизикларнинг классик дифференциал гео- 
метриясини бабн этган эдик. Унда чизикларни факат тенгла- 
маларига суяниб, уларга кирувчи функциялардан хосила ва 
дифференциал олиш усулларини кУлландик. Хуллас, ишлатил- 
ган метод аналитик метод эди.

Бирок, чизикларнинг дифференциал геометрияси синтетик 
усул билан ба£н кнлинса, купгина тушунчалар, фактлар абний 
туе олади. Биз шу параграфда, кискача булсада, эгри чизик- 
ларга Караганда куп жихатдан соддарок булган синик чизик- 
ларга нисбатан узунлик, эгрилик, бурилма, табиий тенглама ва 
бошка тушунчаларни жорий килишни лозим топдик.

>) Чиндан нам dR  х  R, шу сабабли R  =  Re (?) десак: 

i f  j* R  X dR “  4  R* |  е (?) х  * ( *  +  Амио е  (<р) X * ( f  +  - j  j  -  L

S ~  ~r ■ itA2 =  «А  /I
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Синик чнзиклардан лимитга утиш йули билан, хохлаганда 
эгри чизикларга утиш мумкин.

Юкорндагн параграфларда биз эгри чизикнинг узунлиги, 
унинг ихтиёрий нуктасидаги ёпишма текислиги, эгрилиги ва 
бурилмаси, унинг табиин тенгламалари хакида маълумот бер- 
дик.

Ориентацияли ЛоЛ,Лг . . .  Лп_ , Ап синик чизнк берилган бу* 
либ, унинг учлари Л„, Л,, Л,, . . . , Л„_,, Ап нукталар кур- 
сатилган тартибда олинган булсин. Йуналишли Л/Л/+, кесмалар 
синик чизикнинг бутнлари  дейилади.

Хамма бугинлар узунликларининг йигиндиси синик чизик­
нинг узунлигини аниклаши равшандир.

Синик чизикнинг берилган А, учидаги эгрилиги сифатида, 
Л ,_ ,Л , ва Л,Л/+| бугинлар орасидаги бурчакни олиш табиийдир.

Бир тугри чизикда ётмаган учта кетма-кет Л /_1( Л/, Л/+, 
учларидан утувчи текислик синик чизикнинг шу учта учлари- 
даги ёпишма текислиги дейилади, бу тскисликни Я/ харфи 
билан белгилаймиз.

Р, ва Pi+i ёпишма текисликлар орасидаги бурчакни синик 
чизикнинг бу иккала ёпишма текисликлари учун умумий бул­
ган Л/Л/+, бугиндаги бурилмаси деб атаймиз.

Агар бирлик сферанинг марказидан синик чизикнинг хар 
бир бугиннга параллел радиусларни утказиб, сферада хосил 
булган нукталарни бир-бири билан кетма-кет катта айлананинг 
180° дан ошмаган ёйларн билан туташтирсак, сферик синик 
чизик Хосил булади. Уни берилган синик чизикнинг сферик 
индикатрисаси дейилади. Хосил булган сферик синик чизик­
нинг узунлиги — берилган синик чизик учларидаги эгриликлар- 
нинг йипшдисига тенг. Бунинг исботини укувчига та щи я ки- 
ламиз.

Берилган синик чизик учун куйидаги белгилашларни кири- 
тамиз:

a it аг............ап — бугинларнинг катталиги;
klt t*, . .  . , А„_2 — учлардаги эгриликлар;
о,, оя_ 2 — бугинлардаги бурилмалар.

Бу уч группа катталиклар тупламини синиц кизицкинг таби­
ий туплами деймиз1).

Равшанки, иккита конгруэнт*) синик чизик берилган булса, 
уларнинг табиий тупламлари бир хил булади. Бунинг тескариси

*) Эгри чизикнинг .табиий тенгламалари* сингари.
*) А гар бир синик чизикни иккинчи синик чизик билан устма-уст ту- 

ширадиган ларакат мавжуд булса, бундай синик чизиклар конгруэнт дейи- 
аади. Устма-уст тушади деганда, уларнинг ориентациялари *ам бир хил 6f- 
аади деб тушу ниш керак.
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Хам тугри, яъни иккита синик чизик Учун тегишли табиий 
тупламлар бир хил (мос катталиклар узаро тенг) булса, улар 
факат фазодаги вазнятлари билангина фаркланади.

Фараз этайлнк,
^1. *̂> • • • > ®3» • • • » **„>

А|, kt, . . . , А,_2> ft|i Aj, . . .  , kn _ 2,

®1> °t> • • • » 2* 0l* • * • * °я—2

берилган Z. ва L* синик чизикларнинг табиий тупламлари бул­
син; у холда:

а, =  а• ( / =  1, 2, . .  . , л),
*/ =  * / ( / - 1 , 2 .............я — 2),
»« =  <  (е =  1, 2 ............. л—2)

булса, Z- ва L* конгруэнт синик чизиклар булади.
Хакикатан, L* ни харакат ердами билан шундай вазиятга 

келтирамизки, L нинг биринчи А*0 А* бугини L нинг биринчи 
А0А1 бугини устига тушсин. Энди L* ни А1А**=А0АХ атрофи­
да шундай айлантирамизки, Р* епишма текислик Рх епишма 
текисликнинг устига тушиб, бир хил ориентацияли булсин. 
Бунинг натижасида/.* нинг хамма бугинлари L нинг тегишли 
бугинлари устига тушади. Чиндан хам k\ =  kx, шу сабабли, 
L * ва L синик чизикларнинг иккинчи бугинлари устма-уст 
тушади. Иккинчи томондан, о* =  о , булгани учун Р*г епишма 
текислик Р х епишма текислик устига тушади. Сунгра k* =  kt 
булганидан Л*Л’ бугин АгАъ бугин устига тушади ва хоказо. 
LUy билан теорема исботланди.

Яна битта теоремани исбот киламиз.
Теорема. Агар шундай ах, аг, . . .  , ап мусбат сонлар,

kx, k.............. .... kn_2 бурчаклар (0 <  fy <  *) ва яна olt о ,..............
о я_ 2 бурчаклар (— ■*<<>/О )  берилган булса, биргина шун­
дай синиц чизщ  мавжуд буладики, унинг ^4,-И/ бугинининг 
узунлиги а[ га, Л/ учибаги эгрилиги fy га ва Л ( Л<+, бугини- 
даги бурилмаси о/ га тенг булади.

И с б о т .  Хакикатан, бирор Я, текисликка узунлиги ах га 
тенг А„АХ кесмани кУямиз. Ах учидан kx бурчак остида узунли- 
гн а2 га тенг А хА,  кесмани кУямиз. АхАг бугиндан утиб, Рх 
текислик билан о, бурчакни ташкил этувчи Р2 текисликни ут- 
казамиз. Бу Рг текисликка At учидан kt бурчак остида узун­
лиги а,  га тенг Л,Лэбугинни кУямиз. А2АЯ дан утиб, Рг билан
о2 бурчакни ташкил этувчи Рг текисликни утказамиз. Бу те­
кисликда А3 дан бошлаб A2AS билан бурчакни ташкил ки- 
ладнган узунлиги а4 га тенг Л#Л4 бугинни утказамиз ва хо­
казо.
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Хосил булган синик чизикдаги бугинларнинг узунлиги, уч- 
ларидаги эгриликлари ва бугинларидаги бурилмалари юкорида 
берилган кийматларга тенг булади.

Эгри чизикларга хос бошка тушунчаларни хам шу сингари 
синик чизиклар брдами билан ойдинлаштириш мумкин.

Ю КОРИДАГИ ^АМ М А БО БЛ А РГА  Д О И Р М АШ КЛАР, М ИСОЛЛАР,
М АСАЛАЛАР

102. Ушбу кардиоидаларнинг ортогоналлиги исботлансин:
р =  а (1 — cos ?) ва р =  а (1 +  cos <f).

103. Узунлиги / га тенг АВ кесма ОХ  ва ОУ Уклари буйлаб сирпанадн. 
ОАСВ  тугри туртбурчакнинг С учидан АВ кесмага перпендикуляр тушири- 
лади Шу перпендикуляр асосларининг геометрик Урни топилсин.

Жалоб: Астроида: х* +  у 5 =  Д  .
дг* у*

104. Гиперболанниг — р  =  1 тенгламаси параметрик формада 5зил-
снн.

К У р с а т м а .  е '-е~1 -  i дан фойдаланинг.
105. Декарт япрогининг параметрик тенгламалари берилган:

3at 3аР
х “  1 +  f* ’ у =  1 + Р '

Ш у чизикдаги f,, / ,  га мос нукталарнинг бир тугри чизикда ётиши учу1
/i • tj • t9 ™ 1

шарти бажарилиши лозимлигини исботланг.
106. Кардиоида берилган: р =  а (1 +  со^?). Унга Утказилган уринма би­

лан уриниш нуктасининг радиус-вектори орасидаги бурчак топилсин.
f к

Жалоб: И =  у  +  Y ‘ *
107. Циклоида берилган: х  =  a ( t  — *in /). у — a  (I — cos /). Унинг истал» 

ган нуктасидаги уринмаси координата уклари билан биргаликда периметр» 
узгармас учбурчак *осил кнлади. Бунн исботланг.

108. Айлана берилган: х* + у* — 2ах =  0. Координаталар бошидан ва шу 
айлана нуктасидан утувчи тугри чизикнинг k бурчак коэффициентини пара­
метр сифатида олиб, айлананинг параметрнк тенгламалари тузнлсин.

2а 2а k
Жалоб: х  = у -  •

109. Куйидаги эгри чизикларнинг махсус нукталари текширилсин: 
а) у* = ах* +  Ьх5, б) у «= х  In * .

НО. Ушбу алгебранк чизиклар ясалсин:
а) (** — у')* =■= 2х, б) х*у* + у — 1, в) (дг* — у*)* +  4дгу =  0.

111. Хамма нукталарида уринма узунлиги бир хил булган чизик топил­
син (трактриса).

112. Фокуслари умумий булган эллипс ва гипербола бир-бирига ортого- 
иалдир. Бун* исботланг.
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113. Оиланинг Урамаси топилсин:
а) Ьх +  ay =  аЬ, бунда а +  Ь — /.
б) а га тенг бурчакнинг учи ОХ  Уки буйлаб сирпана боради, бшр 

томони sea (О, А) нуктадан утади. Иккинчи томоннинг урамаси топилсин.

Жавоб: а) V  х  +  V  у •» V  I, б) х  sin а  — 2 У  Ну — (у +  Л) cos а,

114. Икки чизик берилган:
X* X*

у =  Тр ва У = л (* — « ) •+  2гр-
Буларнинг х  =  а нуктада иккинчи тартибли епишувга эгалиги исбот килии- 
син.

115. Синусоида у  «» s l n x  нинг |- j- , l j  нуктасида шундай у=ах*+Ьх  J-*

парабола топилсинки, синусоида билан парабола шу нуктада умумий уринмага 
ва умумий эгриликка эга булсин.

х» кх  и*
Жавоб: у =  — +  l — g-.

116. Чизик тенгламалари берилган: s  — «(О , а =  «(<). Чизикнинг пара­
метрик тенгламалари тузилсин.

Жавоб: х  «= j  cos |а  (f)j s'(t) dt, у = \ sin (а (О) s ’(t) dt.
117. Чизик берилган:

f t* f  2 / 7  Г* )
1 4  - 1* 1 --------5 7 •  T - 1/ *

Френе учёклиги топилсин. О нуктадаги ёпишма текисликка шу чизики» 
проекциялаб, проекциянинг параметрик тенгламалари ёзилсин.

118. Ушбу

Г I t  sin  t, в COS t, / }

чизикнинг уринмалари, бош нормаллари, бннормалларж OZ  уки билан узгар­
мас бурчак ташкил килади. Буни исботланг.

119. Исботланг: ]5 (5 "Г" — •* (-“ !

120. k =  i ' д* +• у* 4- ** =  0. Ш т тенглнкка асосланиб, чизикнинг тугр» 
чнзнк эканини исботланг.

121. £н багир (умумий вжнт) чизик учун ушбу
Г' г * г "  -  0

осабатнинг характерам эканини исботланг.
122. Ушбу чизикнинг ясси эканлиги исботлансин:

г  {ch t, 3»h t, # '} .

123. Табиий тенглам алар! буйича чизик топилсин: А — со»*, з =  sin »
Бошлангич шартлар:

124. Чизик берилган: у* — х, х* =  г. Унинг эгрилиги ва бурилмаси ани*- 
раясин.
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125. Радиуси а га тенг доирада шундай ватарлар утказилганки, улар­
нинг даммаси берилган йуналишга параллел булган. СУнгра бу ватарлгрни 
диаметр деб караб, айланалар утказилган. Ш у айланалар оиласининг урамаси 
топилсин.

126. Радиуслари бир хил булиб, марказлари г  =  г  (s) чизицда ётган ай­
ланалар оиласининг урамаси топилсин.

Жаво5: R  = г  ± а~ч, бу берилган чизикка а масофада параллел булиб

утувчи иккита чизикдаи иборат.
127. Ёпишма текисликнинг вектор-параметрик тенгламалари ёзилсин.
Жавоб: R = г  +  Х,г' +  *.»г" (X, ва X, — параметрлар).
128. Фазодаги чизик икки сиртнинг кесишмаси сифатида берилган: 

F , (х, у, г) = 0  ва Ft (x, у, г) =  0. Ёпишма текислик тенгламаси ёзилсин.

Бу, эгриликнинг яна бир маъносини очиб беради: эгрилик чизикнинг урин- 
мадан четланиш тезлигини ифодалайди.

К У р с а т м а .  Олинган нукта координата боши ва ун даЛ  уринма ОХ 
Укн сифатида кабул килинган дейлик (соддалик учун ясси чизикни оламиз). 
У долда чизикнинг О нуктасида у' — 0, демак:

Чизикнинг тенгламасиии ифодаловчи y = f ( x ) функцияни Тейлор каторига 

ёзамиз: у =  у"х* +  едг» (бу ерда х  0 учун « — 0). Бундан * =  у", у = h
ва х 1 =  Р. Буларни эътиборга олсак, талаб килинган формула келиб чи­
кади.

130. г  It, sin Л — cos*} чизикнинг бош нормаллари YOZ текислигига 
параллел. Буни исботланг.

131. Агар чизикнинг а й р и м нукталарида а =  0 булса, ёпишма сфера 
бундай нукталарда ёпишма текисликка анланади. Буни исботланг

132. Эгрилиги узгармас булган чизикдаги ёпишма сферанинг радиуси 
дам узгармас булиб, шу чизикнинг эгрилик радиусига тенг. Буни ис­
ботланг.

Жавоб: Агар [grad F ,-g rad  F , | — 
— Т  булса, бинорналнинг йуиа- 

лшпини ушбу вектор беради:

б)
уш бу формула кучга эгадир (158а 
чизма):

158-чнзма.
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133. Бир текисликда ётган ип бирор т а я и ч г а  осилган булиб, Р—таянч- 
га таъсир этувчи куч,р — бу кучнинг *ар бир нуктага булган босимн. Т— ип- 
нинг таранглиги (узгармас) булсин. Таянчнинг *ар бир нуктасидаги б о си м — 
ипнинг эгрилиги билан таранглигининг купайтмасига тенг ва шу нуктадаг* 
уринмага тик:

Буни исботланг (1606-чиэма).
134. А гар нукта (кичик жисм) текисликдаги эгри чизик буйлаб текис 

харакат килса, унинг тезланиши эгрилик билан тезлик квадратининг купайт­
масига тенг, яъни

W  =  kv»

булиб, у нормаль буйлаб йуналгандир. Буни исботланг.



СИРТЛАР НАЗАРИЯСИ

Ун биринчи боб

СИРТ ВА УНИНГ ТУРЛИ УСУЛДА БЕРИЛИШИ

§ 73. Сирт тушунчаси

Биз § 36 да сирт тушунчаси устида цискача булса-да тух- 
таб утдик. Сирт деб уч улчовли фазодаги шундай нукталар 
тупламини айтдикки, у Декарт системасида

F ( x , y , z ) = 0  (1>

шаклдаги тенглама билан ифодаланади. Бу ерда F (х, у, z) 
функция бирор (U) сохада узлуксиз булиб, шунингдек, узлук­
сиз (биринчи) тартибли ^  хусусий хосилаларга эгадир.
Уша ердаёк сиртнинг регуляр цисми, оддий ва махсус нукта- 
ларн тугрнсида тушунча кнритдик. Оддий нукта атрофида (1) 
тенгламани

* - / ( * ,  У)
шаклга келтириш мумкин. F (х, у, г) га нисбатан куйилга* 
шартлар бажарнлгандагнна хознр киритилган сирт тушунчаси, 
одатдаги тасаввуримизга зид келмайди. Бу шартлар: узлуксиэ 
сиртнинг хар бнр нуктасида тайин уринма текислик мавжуд 
эканини билдиради.

Агар сиртнинг бирор нуктасида Fx =  Fy =  F, =  0 булса, бун* 
дай нукта атрофи регуляр булмайди, бу нуктада сиртнинг ре- 
гулярлик шарти бажарилмаган булади. Сирт устида бун дай  
нукталар хатто бирор эгри (.махсус*) чизикни ташкил килиши 
мумкин (масалан, псевдосферанинг кирраси; § 74 га каранг).

Сирт тушунчасининг мантикий анализини чукур т е к ш и р и ш  
билан банд булмай, сиртни турли усулда ифодалаш ва сирт- 
ларга купрок мисоллар келтириш билан шугулланамиз.
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§ 74. Эгри чизицли координаталар

1. Сиртнинг регуляр цисми берилган булсин:

* - / ( • * ,  У )- ( 1 )

Бу тенгламада х  ва у бирор (U)  сохада эрклн узгарувчи- 
лар, г — шу сохада уларнинг узлуксиз бир кнйматли функция- 
сиднр. Модомики, j: ва у эрклн узгарувчилар экан, биз уларни 
иккита янги узгарувчининг бир кийматли узлуксиз ва диффе- 
реициаллаиувчи функциялари деб хисоблашимиз мумкин:

■ * = ? 1  (в . V), у =  <р,(и, V).
Бу «Pi ва ?* ифодаларни (1) тенгламага куйсак, z  хам (фа 

разга кура) и ва г» нинг бир кийматли функцияси булади:
z  =  / [ * ( « ,  V), у (и, г>)1 = < ? ,(« ,  V).

Шундай килиб, сирт устидаги нукталарнинг Декарт коор- 
дпнаталарн бирор (U  ) сохада узгарадиган и ва -у параметр­
ларнинг функцияларидир:

x  = <fl (u, v), у =  ? , ( и ,  v), z  =  <?,(«, V). (2 )

Демак, (1) сиртга карашли хар кандай регуляр кисмни (2) ку­
ринишдаги параметрик тенгламалар билан ифодалаш мумкин. 
Бу тенгламаларни бнрлаштирнб, вектор формада ёза оламиз:
г (и, v) =  f , (и, v) I 4- (к, v ) j  +  <р, (и, v) к, г  =  г  (и, к). (3)

<?/ функциялар, фаразга асосан, (U ')  сохада дифференциал - 
ланувчи ва бир кийматлндир, яънн х  =  <р, (и, v)  ва у =  <pt (u, t>) 
тескариланувчи функциялардир:

и =  «  (х, у), v  = v  (х , у).
Бу эса ушбу

«а Уи Zf 

Ус

матрицанинг ранги иккига тенг, яъни ундаги иккинчи тартиб­
ли детерминантлардан камида биттасн нолдан фаркли, масалан.

хи

х .
булгандагина юз бера олади.

к .  г.\

У .

Уг

Иккинчидан
/ У *
Ха У» *и 

У. *,
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шу сабабли RangD =  2 булганда, яъни бу детерминантиинг ик­
кинчи ва учинчи сатрларн пропорционал булмаганда,

| rur v] ф 0 бки г и Ф г „

шарти бажарилади. Хуллас,z = f ( x ,  у) шаклда берилган сиртни 
(2) параметрик тенгламалар билан бки вектор-параметрик шакл-

даги (3) тенглама билан ифодалаш 
мумкин булиб, RangD  =  2 бки 
ги Ф г„ шарти бажарилади (159- 
чизма).

Аксинча, (2) параметрик тенг­
ламалар бки уларга тенг кучли
(3) вектор тенглама берилган 
лолда, ундаги г  (и, v)  функция 
ва унинг лосиласи узлуксиз бу­
либ, ушбу ru it- rv (бки барибир, 
Rang £> =  2) шарти бажарилса, 
бундай тенгламалар сиртнинг 

регуляр кисмнни (кис^ача, регуляр сиртни) аниклайди. Хакика- 
тан, Rang D — 2 булса, иккинчи тартибли детерминантлардан 
камида биттаси нолдан фаркли, масалан, бирор (и0, v 0) кийматда

Уи
Ха У„ Ф о

булади ва ошкормас функцияларнинг мавжудлик теоремасига 
асосан, шу (и0, «„) нукта атрофида х  =  ? ,(« ,  v), у =  <р2(и, v ) 
функциялар бир кийматли равишда тескариланади: и =  tt(x,  у), 
v  =  v (x ,  у); булар z  =  <fa(u, v)  га куйилса, г  =  <ра [ц(д:, у), 
v (x > У)] =  /(■*> У) келиб чикади, бу эса (и„. ^о) атрофида ре­
гуляр сиртни ифодалайди.

Шундай килиб, (2) тенгламаларга кирувчи <?, функцияларга 
нисбатан куйилган шартлар бажарилган такдирда, бу тенгла­
малар р е г у л я р  с и р т н и ,  умуман эса с и р т н и  аниклайди.

Олиб борилган мулокамаларга кура (2) тенгламалар сирт­
нинг параметрик тенгламаларини, г —г  (и, v) эса сиртнинг 
вектор-параметрик тенгламасини тасвирлайди.

и ва v  параметрларнинг (£/') соладаги лар бир кийматига 
сиртнинг бирор нуктаси мос келади, бу сонлар сиртдаги нук* 
танинг эгри чизицли координаталари дейилади.

Сиртга карашли нуктанинг етарлича кичик атрофи регуляр 
кисмдан иборат булганда, бундай нукта сиртнинг оддий нук* 
таси дейилган эди. Сиртнинг лар бир оддий нуктасига бир 
жуфт (и, v)  киймат мос келади, ва аксинча, r„ 4- г„ шарти ба- 
жарилганда, бундай нукта оддий булади.
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2. Координат чизиклари. Энди г„ ■#- г„ шартининг геомет­
рик маъносини текшнрайлик. г = г ( и ,  v) тенгламада v  — v 0 
фараз килинса, r * = r ( u , v 0) вектор б и т т а  узгарувчининг 
функцияси булиб, сирт устида бирор (эгри) чизик чиза боради. 
г'0 нинг кийматларини узгартсак, бу чизик хам умуман узгара 
боради ва битта v 0 параметрли оилани ташкил килади. Худди 
шунинг сингари, (3) тенгламада и =  и0 десак, сирт устида ётув- 
чи чизикларнинг иккинчи оиласи хосил булади. Чизикларнинг 
бу икки оиласи сиртнинг координат чизицлари дейилиб, 
уларнинг биринчисини бундан кейин и ч и з и к л а р  (v  =  const), 
иккинчисини v  ч и з и к л а р  (и =  const) деб атаймиз. г  (и, v) 
нинг и буйича хусусий хосиласидан тузилган ги вектор и чи­
зикка уринма, г„ эса v  чизикка уринма. Сиртнинг оддий нук­
тасида бу икки вектор шу нуктадаги уринма текисликда ётади 
ва бу векторлар коллинеар булмаса, шу текисликни аниклайди. 
Шундай килиб г„ rv шарти сиртнинг хар бир нуктасида тайин 
уринма текислик борлигидаи, демак, шу нуктанинг оддийлиги- 
дан дарак беради.

Махсус нуктада, масалан, конус учи сингари нукталарда 
сиртга чексиз куп уринма текисликлар утказиш мумкин.

Координат чизикларининг иккала оиласи координаталар 
т у р и  ни ташкил килади деб айтамиз. Сиртнинг регуляр 
кйсмида хар бир нуктадан турга карашли иккнта чизик 
утади.

Сиртга жойлашган бирор соханинг хар бир нуктасидан чи­
зиклар оиласи (тури)га карашли факат битта (иккита) чизик 
утса, бундай оила (тур) дуруст оила (дуруст тур) дейи­
лади.

Э с л а т м а .  Сирт устида эгри чизикли координаталарни тан- 
лаб олишда кенг эркинлик бор: и ва v  урнига уларнинг истал- 
ган узлуксиз бир кийматли U (и, v)  ва V (и, v) функцияларинш 
олиш мумкин. Улар хам бундай холда сиртдаги нукталарни 
белгилаб бера олади: (и0, v 0) га мос келган нукта бу ерда' 
(U0, V0) га мос келади. Бирок, эски параметрларга нисбатан 
ru % rv шарти сакланса хам, янги параметрларга утганда ru II г„ 
булиши мумкин. Бундай холда сирт нуктасипи берилган пара- 
метрлашга нисбатан м а х с у с  нукта дейишимиз керак. Сирт- 
да махсус нукталарни ва махсус чизикларни учратнш мумкин. 
Улар билан кейинрок конкрет мисолларда танишамиз.

3. Уринма текислик, нормаль. Сиртнинг хар бир оддий 
нуктасида тайин уринма текислик бор, уни ги ва г„ векторлар 
аниклайди, чунки г и % г„. Шунга асссан, бу уринма текислик­
даги узгарувчан нуктанинг радиус-векторинн R билан белгила­
сак, бу текисликнинг вектор формадаги тенгламаси:

(R — r) \rur v\ = 0



224 СИРТ ВА УНИНГ ТУРЛИ УСУЛДА БЕРИЛИШИ

булиб, координат формадаги тенгламаси эса: 
X  — х  У - у  Z — z

Х и

Xv
У и
Уг

булади. Уриниш нуктасида уринма текисликка тик булган туг­
ри чизик нормалдир, унинг вектор формадаги тенгламаси:

/? — Г ■■  ̂ [ГцГр]
формадаги тенгла­ва координат 

маси:
Х - х У - У Z  — z
У„
У- х .

У.
Ус

Агар сирт z =  f ( x ,  у) тенг­
лама билан берилган булса, ун- 
дан хам параметрик тенгламалар- 
га утиш мумкин:

х =  и, y*=v,  x =  f {u ,  V).
Бу холда вектор формадаги тенг­
лама

г  =  ui  +  v j  +  f (u ,  v ) k  
куринишни олади. Икки векторнинг векториал купайтмаси \rurv\ 
сиртнинг нормали буйлаб йуналгандир; шу векторнинг йуна­
лиши сиртнинг мусбат томони дейилади1). К уйн^гича бел- 
гилашларнн киритайлик (160-чизма):

_ I „ ___ N_ _  \rurv\
\r ' r°\> п \т  i i v . rN

*) Биз лар вакт икки ( мусбат ва манфий) томонли сиртлар билан иш 
кураётирмиз деб фараз килам из. Унинг бир томонидан иккинчи томонига ут- 
ганда нормаль йуналиши сакраб узга­
ради. Бундай сиртнинг бир томонннн g  с 
бир хил ранг билан, иккинчи томо- 
нини иккинчи хил ранг билан буяш  
мумкин. \алкасим он сирт (М ёбиус 
япроги) бир томонли сиртдир. DV 
сиртни *осил килиш учун ABCD 
тугри туртбурчак формадаги когозни 
олиб, унинг АВ ва CD томонларини 
бнр-бирига шундай ёпиштирамизки,
А нукта С билан, £  нукта D билан 161-чи.м.,
устма-уст тушсин (161-чизма). Унинг 
ф акат бир томонинигина буяш билан
чегараланиш мумкин змас. Д. Г и л ь б е р т  и С.  К о н ф о с с с н ,  Н аглядим 
геометрия, М осква, 1951, 307—312-бетларга каранг.
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Нормалнннг бирлик вектори п дир (у сиртнинг мусбат то­
монига йуналган,160-чизма).

Сиртлар назариясига эгри чизикли координаталарни систе- 
мали равишда Г а у с с  киритди ва улардан кенг мнкбсда фой- 
даланди.

Мисоллар. 1) Т е к и с л и к  — энг содда сиртлардан бири- 
дир. Эгри чизикли координаталар сифатида Декарт координа- 
таларини олиш мумкин: и =  х, v  =  y \ координат чнзиклари 
х  =» const, у =  const булиб, улар координат укларига параллел 
тугри чизикларднр. Иккала оила ва уларнинг тури займа 
жойда дурустдир, текисликнинг лар бир нуктасидан турнннг 
иккита тугри чизиги утади.

Текисликдаги нуктанинг вазиятини кутб координаталари 
билан лам аниклаш мумкин: М  (р, <р), бунда 0 < р <  <», 0<<?<2г. 
Агар и =  р, v  =  <р эканини эътиборга олсак, у холда эгри чи-

аикли координаталар кутб координаталаридан иборатлигини 
курамиз (162-чизма). Текисликнинг параметрик тенгламалари:

*  =  pcos¥ , y =  psin<p, z =  О
бки

ОМ =  г(р,  <р) =  Р«(«Р)

булиб, бунда е(<?) — доиравий бирлик вектордир (кутб коор- 
Д|шат бошида олинган).

С ф е р а  (163-чизма). Сферада нуктанинг вазиятини тур­
ли усуллар билан аниклаш мумкин. Биз уни „параллеллар* ва 
»меридианлар“ брдами билан аниклаймиз. Маркази координата 
бошида ва радиуси а га тенг сферани олиб, бошлаигич мери-

Д » Ф Ф « Р « н ц и ал  к с о м с т р н я  к у р е н
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диан текисликни XOZ  текислигидан ва экваториал текисликни 
XO Y  текислигидан иборат деб фараз цилайлик.

Эгри чизикли координаталар сифатида географнк <? узок- 
ликни ва 6 кенгликни киритамиз1).

и =  9 параметр XO Y  текислигидан бошлаб ва v  =  6 пара­
метр XOZ  текислигндан бошлаб хисобланади:

— * < * < * ,

бу ерда с =  const — меридианлар ва 0 =  const — параллеллар 
(айланалар). Шимолий ва жанубий кутблардан бошка хар бир 

нуктага тайин 9 ва 0 мос келади. Сферани 
узоклик ва кенглик ердами билан параметр- 
лаштирганда кутблар махсус нукталар 
ролини уйнайди. Бирок, геометрик нуктаи 
назардан олганимизда, бу нукталар сфера­
нинг бошка нукталари сингари оддийднр; 
уларнинг иккаласида хам сферага тайин 
уринма текислик утказиш мумкин. Сфера­
нинг параметрнк тенгламаларини ёзамиз:

г  =  ( Ш  =  О Р  +  Р М ,

OP =  a cos О, PM  =  a sin 6;
демак,

г  — a [cos 0 е  (<р) 4- sin О Л] 
бки координат формада %

х =  a cos 6 cos 9, у =  a cos О sin 9, z  =  a sin 6.

3) Д о и р а в и й  ц и л и н д р д а  хар бир нуктанинг вазиятини 
9 бурчак ва PM  =  v  масофа билан аниклаш мумкин ( 164-чиз- 
ма). Координат чизиклари: 9 = c o n s t—ясовчилар ва i>=const— 
айланалар. Цилиндр тенгламалари:

г  =  О М  =  OP  f  Р М ,  
г  =  а е ( 9) +  vk

еки
х  =  a cos 9, у — a sin 9, z  =  v.

4) Д о и р а в и й  к о н у с н и н г  учи координата бошида б у ­
либ, Уки эса OZ укидан иборат булсин ( 165-чизма). Нукта­
нинг вазиятини 9 бурчак ва ОМ — v  масофа билан аниклаш

1) Кенглик сифатида параллелнинг «кваторгача олингам „сферик масо- 

фаси* ЛПГ =  в' ни *ам кабул килиш мумкин: у *олда в = — .П араллел шн- 
ыолий ярим шарда булса, в ' > 0, жанубий ярим шарда булса, в ' < 0.
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мумкин. OP =  v  cos a, PM  — v  sin а, шу сабабли, доиравий ко­
нус тенгламалари:

г =  v  cos а е (?) +  v  sin a
£ ки

r  =  v  {cosa e (?) +  sin a*}, 

координата формасида:
X — V COS в COS?, у =  V cos a sin<p, z =  v  sin a,

булардан:
jc* 4- у* =  2* ctg* a.

Координат чизиклари <p =  const — ясовчилар ва v  =  const — 
уларнинг ортогонал траекторнялари — конус устидаги спирал- 
лардир (§ 63 га каранг).

5) А й л а н м а  с и р т л а р  (166-чиз.ма). Ушбу

х<= <f (и), z  =  'Н «)

чизикни OZ уки атрофида айлантнришдан *осил булган сирт 
айланма сирт дейилади. Биз х — 9 (и) >  0 шартини кУямиз, 
яъни айланаётган (профил) чизик анланиш уки билан кесиш- 
майди, акс *олда кесишиш нуктаси сиртнинг махсус нуктаси 
булиши равшандир.

Эгри чизикли координаталар сифатида /_ ХОР  =  v  бурчакни 
ва профил чизикнинг и параметрини оламиз. Чизик устидаги 
*ар бир L (и) нукта маркази OZ укида ётган ва радиуси 
х=<?(и)  га тенг булган айланани чизади: АМ — ОР =  ^(и).
15*
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Координата чизиклари: и =  const — параллеллар (айланалар), 
«  — const — меридианлар. Сиртнинг вектор тенгламаси:

г =  <р (и) е (у) +  ф (и) k, 

координат формадаги тенгламалари эса:

Профил чизик билан сиртнинг учинчи координатаси бир 
хилдир, чунки чизик OZ  уки атрофида айланмокда.

бу ердан N нормаль меридиан текислигида бтган вектор деган 
хулосага келамиз. Демак, айланма сиртнинг ?{арбир нуктаси- 
даги нормаль шу нуктадан утувчи меридиан текислигида ётади.
(5) дан |ЛГ| — <р V +  ф'*, демак:

Нормалдаги бирлик векторнинг бу ифодаси кейинрок бизга куп 
марта керак булади.

Айланма сиртнинг (4) тенгламаларндан р ва <р параметрлар­
ни йукотиш *ам мумкин: z = / ( 1 Л * 2+У*). Бу вактда z =  /  (*) 
шундай меридианнннг тенгламасики, у XOZ  текислигида 
бтади.

х  =  <р (и) cos v,  у =  у (а) sin v,  г — if (и).

2
"  ‘ илнинг тенгламаси баъзан 

шаклда *ам олииади, 
бу *олда х  урнига р ёзиладн: 
z = / ( р); сиртнинг тенгламаси:

г  =  ре(<?) + / ( р)*
еки
jf =  pcos?, у =  psin? , г » / ( р ) ,  (4)

бунда р = 'const — параллеллар, 
<Р =  const — меридианлардир (167-

Y  чизма).
Энди уринма текислик ва нор- 

мални аниклайлик:

ги =  ?'(«) е (®) +  f  (и) к,

бундан:
^  =  |г .г ,] =  ? (и) {— f  (и) е (г») +  <?' («) k),  (5)

п
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Занжир чизикни уз асоси атрофида айлантнришдан хосил 
Килинган сирт катеноид дейилади (168-чизма). Занжир чизик 
ушбу тенглама билан берилган булсин:

J _£
Р =  *  =  j ( e a+  е » ) = a - c h j .  (6)

Катеноид учун х  =  pcos ©, у  =  рsin <р ва
2я

(6) дан ~  =  -  у -  *■ бки, еа =  t  фараз 
е~а

килсак, t* — -f 1 =  0, бундан

 ̂ р +  У  р*— а* 168-чизма.
а

Демак, катеноиднинг параметрик тенгламалари:

х  =  р cos ?, у  =  р sin <р, г  — а • arc ch =  а • In -  ̂ .

Занжир чизик учун р2= а *  + и- (72-машкка каранг). Бунда 
и — меридианнинг бирор параллелдан хисобланган узунлигидир. 
Демак, катеноиднинг тенгламалари куйидагича булади:

jc— a*-f и* cos <р, у — У  а}-- и* sin <?, z  =  a-In u * ^ “l f  fll. (7 ) 

u =* /p *  — a* -  a j / " Ch* | - — 1 = a s h - j ;  z  =  a-A rcsh-£-

169-чнзма.

(7) даги охирги тенгламани
.  . и . а +  Vи* *- я* /оч* =  a-A rcsh  — =  a - I n ----------------(8)а а '

шаклда езиш *ам мумкин.
6) Т о р .  х  =  а +  bcosu,  z =  ftsin// ( 0 <  ft <  а) айлана OZ 

Уки атрофида айланса, хосил килинган (тешик кулча сингари) 
сирт тор дейилади (169-чнзма).

Торнинг параметрик тенгламалари:
х  =  (a +  ft cos и) cos v, у — (a -t- ft cos и) sin v,  z =  ft sin и
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€ки вектор формада
г =  (а -+- b cos и) е (v ) b sin и к

булади. Координат чизиклари: u= const  — айланалар, v  =  const—
айланалардир.

7) П с е в д о с ф е р а .  Трактрисани (45-бетга каранг) асоси 
(асимптотаси) атрофида айлантиришдан хосил килинган сирт

псевдосфера дейилади (170-чизма).
Трактрисанинг лараметрик тенглама­

лари:

х  =  a sin и, г  =  я ^ln tg у  +  cos и),

Бунда и — уринманинг OZ уки билан таш­
кил этган бурчагидир. Псевдосферанинг 
параметрик тенгламалари:

х  =  a sin и cos v, у =  a  sin и sin v,
z =  a ( ln tg  -j +  cosu j.

Бу сирт устидаги и =  w чизикнинг
Хамма нукталари сиртнинг м а х с у с  
нукталарини ташкил килади (нега?), яъни 
бу чизик псевдосферанинг м а х с у с  ч и- 
з и г и д и р ,  бки киррасидир.

8) Нихоят, х  =  sin г  синусоида OZ уки 
атрофида айлантирилса, чексиз куп махсус нуктали сирт хосил 
буладк; z  =  и деб кабул килганда,

г  =  sin ие (х;) +  ик
еки
х  =  sin и cos V, у =  sin и sin V, Z =  и 
келиб чикади, бунда

=  sin и {— е (хО +  к cos и), 
и =  0 да N  =  0, яъни (0, 0, 0) — 
махсус нуктадир.

9) Г е л и к о и д .  OZ укига тик 
АВ кесманинг шу Ук атрофида ай- 
ланишндан ва шунингдек айланиш 
бурчагига пропорционал тезлик би- 
лан OZ буйлаб силжишидан хосил 
булган сиртни тугри геликоид дей- 
миз (171-чнзма).

Координаталар:
AM  = к  ва Z  ХОР — V.

Шартга кура ОА =  av, бунда а — const.

170-чизма.
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Координат чизиклари: u = c o n s t—винт чизиклар, u = co n st— 
ясовчилар (харакатланувчи тугри чизиклар).

Геликоиднинг вектор тенгламаси:
г  =  ие (v ) +  avk; 

шараметрик тенгламалари:
х  =  и c o s t ’, y =  «sint>, e =  av;

•шкор тенгламаси:
2 =  a -a rc tg  j .

§ 75. Тугри чизикли сиртлар

1. Тугри чизикли сирт деб, тугри чизик (ясовчи)нинг \,я- 
ракатидан хосил килинган сиртга айтамиз. Бир паллали ва икки 
паллали гиперболоидлар, гиперболик параболоид, цилиндр ва 
конус бунга мисолдир. Бусинфга ки- 
рувчи сиртлар катта ахамиятга эга.

Харакат вактида ясовчилар бирор 
чизик билан доимо кесишиб, бу чи­
зикнинг хар бир нуктасидан битта 
ясовчи утса, бундай чизик йуналти­
рувчи дейилади. Йуналтирувчи чизик 
р =  р (и) тенглама билан берилган 
холда, тугри чизикли сиртнинг тенг- 
ламасини езиш учун ундаги М  нук­
танинг эгри чизикли координаталари 
сифатида йуналтирувчининг Р  нукта- 
сига мос келган и параметрни ва /  (и) ясовчи буйича олинган 
P M = v  масофани кабул килиш мумкин.

Координат чизиклари: н =  cons t— ясовчилар, v =  const — 
йуналтирувчилар, и — 0 булганда йуналтирувчи р =  р (и) чизик­
нинг узи хосил килинади. Сиртнинг тенгламаси:

г ( у )  =  р(а)  - f  vl (и),
бунда /(и )  — бирлик вектор деб фараз килиниши мумкин (172- 
чизма).

Юкорида каралган геликоид — тугри чизикли сиртдир. Унинг 
йуналтирувчиси OZ у к и д  и р.

Биз т у г р и  ч и з и к л и  с и р т  дейиш урнига, кискалик мак- 
саднда чизщли сирт терминини ишлатамиз.

Чизикли сиртнинг нормалинн текширайлик:

172-чиз.ча.

Г и =  Р'(«) +  VI'(U)> Г° =  * (« ), 
N =  [ p ' l \ + v [ n \ .

( 1 )



7П СИРТ ВА УНИНГ ТУРЛИ УСУЛДА БЕРИЛИШИ

Маълум бир ясовчи буйлаб харакат кила боргаида, яъни и 
пи узгартмай, v  ни узгартганда, бу векторнинг йуналиши ва 
узунлиги, умуман, узгара боради. Бу узгаришнинг характерн
(1) га кирувчи |р7] ва \1'1\ векторларнинг коллинеар булиш- 
булмаслигига богликдир. Шу муносабат билан икки холни ка­

ра йлик^
1) Ip'/J т* \1'1\ (векторлар коллинеар 

эмас). Бу ,\олда битта ясовчи буйлаб 
харакат кнлганда, N нормалнинг йунали­
ши узгара боради, чунки а  +  vb  шакл- 
даги йигиндида v  узгарса, бу йигиндн- 
ни ифодаловчи векторнинг йуналиши хам 
узгаради (хозир бизни N нинг узунлиги 
кизиктирмайди).

Ясовчи буйлаб харакат килганда, сирт­
нинг нормали ва унинг билан бирга 
уринма текислик хам губ кийшайиб бо­
ради, чизикли сирт бу холда цийшиц 
дейилади. Бу умумий холдир (173-чиз- 
ма). Юкорида айтилган иккала гипербо- 

173-чизма. лоид ва гиперболик параболоид, гели­
коид худдн чизикли кийшик сиртлардир 
(биз буни кейинрок исботлаймиз).

2) [р7| || [ /7 ) .  Бу хол факат /, Г, /  векторлар компланар 
булгандагина юз бера олади; демак, уларнинг аралаш купайт­
маси нолга тенгдир:

/'/р' = о, / = «/' + #. (2)
(2) тенгликларнииг биринчисини du* га купантирсак,

Idldp =  О

хосил булади. Бу холда битта ясовчи буйлаб харакат килган­
да, нормаль уз йуналишини саклайди |бу гал а -ь vb  йигинди 
a( l -»-Xv)  куринишни олади]— уринма текислик узгармайди: 
ясовчининг битта нуктасидаги уринма текислик, унинг хамма 
нукталарида уринма текислик вазифасини бажаради; бошкача 
айтганда, нормал кийшаймайди (174-чизма). Бу хол хамма 
ясовчилар учун юз берса, чизикли сирт ёйилувчи1) сирт ёки 
торс дейилади*). Равшанки, конус ва цилиндр — торсларднр.

*) Бундай ном берилншининг сабабини кейинрок тушунамиз.
*) Чизикли булмаган сиртда дам урипма текислик уз долатини бирор 

чизик буйлаб саклаши мумкин, бирок бу чизик сирт учун .махсус чизик- 
. д и р ', масалан, тор номли сиртнинг энг юкори ва энг куйи айланаси, 228-бет. 

(5) га каранг.
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Геликоид учун йуналтнрувчи OZ укидир, унинг тенгламаси 
p ( u ) = a u k \  ясовчиларнинг бирлик вектори I =  е (и) дир. /Гр' 
аралаш купайтма нолдан фаркли:

IV р' =  е (и) е (и +  у ) ак =  а Ф О,

бу ерда
е (и) е (и +  у ) * =  1 Ф 0.

Энди ч и з и к л и  сиртнинг ейилувчи 
булиш шарти (2) ни анализ килиб, 
ейилувчи сиртлар синфларини аник* 
лайлик.

(2) шарт уч холда а й н а н бажа- 174-чизма.
рилади.

1) 1 — 0, яъни / =  const =  Г  — ясовчилар йуналишини сак- 
лайди. Торс цилиндрдан иборат. Унинг нормали N =  [р7] =const 
(175-чизма).

2) р' =  0, демак, р =  const =  р0— йуналтнрувчи нуктадан ибо­
рат; торс конусдир (176-чизма): N=>v[ l ' l \ .

175-чизма. 176-чизма.

3) / 1| р'. Бу холда ясовчилар сифатида йуналтнрувчининг 
уринмаларн олинади. Демак, торс фазовий чизикнинг уринма- 
ларидан ясалади1).

Биз мухим натижага келдик: фазодаги ихтисрий чизик­
нинг уринмаларидан тузилган чизикли сирт ёйилувчи сирт- 
дир.

Курилган учта холда ейилувчи сиртлар хосил килинади. 
Булардан бошка хол йук- Шундай килиб, х,ар кандай ёйилув-

1) Янги дол шугинадир, чунки / =  a / ' +  fi?' да Э =  0, а ф 0 фараз цил- 
еак, е  =  яГ досил булади, лекин бирлик / вектор уз досиласига тикдир. Шу 
сабабли 11| V булиши мумкин эмас.



234 СИРТ ВЛ УНИНГ ТУРЛИ УСУЛДА БЕРИЛИШИ

чи сирт ё цилиндр, конус, ёки бирор чизикнинг уринмала- 
ридан тузилган сиртдир. (Охирги фактни нсботсиз келтир- 
дик.)

Цилиндр ва конуслар эътиборга олинмаса, ёйилувчи сирт 
бирор (Г) чизикнинг уринмалари ташкил килган сиртдир. Агар 
чизик текисликда бтган булса, ёйилувчи сирт шу текисликнинг 
узидан иборат. Фазовий (Г) чи- 
зикни олганда эса, унинг урин- 
маларидан тузнлган сирт шу чи- 
зикдаи к а й т у в ч и икки бу- 
лакдан иборат. Шу сабабли бт 
СГ) чизик .цайтиш цирраси‘

Г

177-чизма.

дейилади (177-чизма). Бу сиртнинг нормали П [/'/], бу ерда 
/' =  х деб олиш мумкин, у холда N  =  \  [ х х ]  =  — Х/гр, яъни 
/VII р.

Шундай* килиб, ёйилувчи сиртнинг цайтиш циррасифаги 
нуцталарда утказилган уринма текисликлар шу чизикнинг 
ёпишма текисликларидан иборатдир (178-чизма).

2. Тугри чизикли сиртнинг цисилиш чизиги. Бундай сирт­
нинг иккита чексиз якин ясовчиси, умуман айтганда, учраш- 
майди; улар Р(р) ва /у (р +  Др) нукталардан утади дейлик. 
Уларнинг энг киска масофасини хисоблаймиз. Бу масофа шу 
икки ясовчига умумий перпендикуляр булган тугри чизик кес- 
иаси булиб, у куйидаги формула буйича хисобланади:

. в  ( н - д ^ - 7 )  |/,/+д/] _  л?hi 11 
“  Ц/, l +» t I  “  I |<A/| | ‘

Биз цилиндрик сиртларни хозир текширмаймиз, чунки улар­
нинг *амма ясовчилари параллел (яъни / (и) =  const), д е м а к ,

*) г  — г  1 +  т о ,  ва г  ■= г а +  та2 тугри чизиклар орасидаги энг киска ма" 

софа d =  —— формула  буйича топилади, М у с г  е л и ш в н л и. 
Аналитическая геометрия, 270-бетга каранг.
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иккита ясовчинннг умумий перпендикулярн аницмас; лекин, 
/  (и) Ф const деган талаб эса / (и) Ф 0 талабга келтиради.

умумнй АА' перпендикуляр А'-*-А булганда, кандайдир 
лимит вазиятга интилади, у холда А хам узгара борнб каидай- 
днр А0 лимит вазиятга интилади. Ана шу А„ нукта I ясовчинннг 
стрикцион (цисилиш) нуктаси дейилади (179-чизма). Хар бчр 
ясовчида узининг стрикцион нуктаси бордир. Уларнинг г е о м е т ­
р и и  у р н  и тугри чизикли сиртнинг стрикцион (цисилии/4

179 чизма. 180-чизма.

чизиги дейилади. Бундан ном берилишига сабаб шуки, киси- 
лиш чизиги сиртни энг тор жоиидан ураб олгандай туйилади. 
Бир паллали айланма гиперболоидиииг кисилиш чизиги унинг 
XOY (г =  0) текислик билан кесишган айланасндир. Бу айлана 
Хамма ясовчиларни уткир бурчак остида кесиб утади (180- 
чизма).

Конус учун кисилиш чизиги нуктадан — конус учидан ибо­
рат, чунки ясовчиларнинг хаммаси битта нуктадан утади. Ци­
линдр учун кисилиш чизиги мавжуд эмас. Геликоиднинг ки­
силиш чизиги унинг укидан (171-чизмада OZ укидан) иборатднр.

3. Тацсимланиш парамстри. Умумнй холга кайтайлнк. 
,Кушни* булган / ва / +  Д/ ясовчиларни олиб, уларнинг энг 
киска Д>. масофасини шу ясовчилар орасидаги д<р бурчакка бу- 
ламнз ва хосил килинган касрнинг Дн-*-0даги лимитини ка- 
раймиз:

I. д* р  =  11т т-.

Туларок мухокамалар бу лимитнинг мавжудлигиии ва куйи- 
дагига тенглигини курсатади:

\ \  Idldp
р  "  1 1 7 . Й  "  “ * < ■ •  ( 3 )
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Ана шу р  лимит, яъни чексиз якин ясовчилар орасидаги кис­
ка масофанинг улар орасидаги бурчакка нисбати тугри чизикли 
сиртнинг тацсимланиш параметри дейилади.

Ейилувчи сиртлариинг хаммаси учун, масалан, уринмалар 
сирти учун, (3) даги касрнинг сурати нолга айланади (цилиндр 
бундан мустасно), демак, бу сиртларнинг таксимланиш пара­
метри нолга тенг булади; уларнинг чексиз якин ясовчилари 
„кесишади“.

Энди йуналтнрувчи чизик сифатида стрикцион чизик олин- 
ган булсин, яъни v  =  0 (г =  р) деб фараз килайлик, у холда

/ 'р '= 0 ,  демак, / '  ±  р'. (4)

Хакикатан, dr  =  d? +  vdl - f  td y  дан drd l — dudl  4- vdl* хосил 
булади, бу эса v  =  0 билан dpdl =  0 (do j_ dl) нинг тенг куч- 
ли эканини курсатади^ А0 кисилиш нуктасидаги N0 нормал 
Мп =  [р7], яъни Л/0_1_р', N0J_l; иккннчидан, (4) га асосан. 
/ '  _1_ р', демак, Nn =  ml'. Буни исботлаш хам осон:

W \  =  [ [рТ ] / ' 1 =  (рТ ) / -  (//') р' =  0.

Энди т ни аниклаймнз. Агар NJ' =  ml'г ни ва N  =  [р7] ни 
эътиборга олсак:

т =  - р - а=*-р!-яяР. К  =  Pi -

Энди /V =  |р7| +  v [/7J дан ушбу хосил килинади:
N  =  p l ' + v  [/7[.

Бу ифодага кирган / ' ва [/7] векторлар узаро тик ва узун- 
ликлари тенгдир. Лемак, Л0 ва М  нукталардаги Л 0 ( = р / )  ва 
N нормаллар орасидаги <? бурчакнинг тангенси ушбуга тенг 
(179-чизма):

V
t g ?  =  —

Бундан мухим натижа келиб чикади: стрикцион нуцтадан 
чициб, ясовчи буйича даракат цилганда сирт нормалининг 
бурилиш бурчаги юрилган v йулга пропорционалдир.

Ейилувчи сиртнинг тузил и шин и яна хам аникрок билнш 
учун, яна унга кайтайлик. Бу холда /, / ',  р' векторлар комп- 
ланар ва I'Ll ,  / ' ± р ' ,  демак, /  Ир', яъни ейилувчи сирт узи- 
нинг цисилцш чизигига утказилган уринмалардан тузил-

ганоир. (Биз Р ф 0, р' ¥=0 деб хисобладик.)
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Хуллас, олдинги натижаларни эътнборга олсак, х^Р Ь'андай 
ёйил\'вчи сирт ё цилиндр, ё конус, ёки маълум бир фазовий 
чизиц уринмаларининг геометрик урнидир деган натижага 
келамиз.
Машцлар

135. Ушбу сиртларнинг параметрик тенгламалари тузилсин ва коорди­
нат чизикларининг характери курсатилсин:

1) эллипсоид; 2) бир паллали гиперболоид; 3) гиперболик параболоид.
Жавоб: 1) г  =  (a cos <f/ +  6 sin ? /)  cos <]< +  с sin j f t  бки

je «= e  cos ?  cos ■j', у =  ft sin 9 cos ф, z — csini}'.
Бу ерда: <p =  const — O Z  уки оркали утувчи текисликда бтган м липслар; 
\  — const эса X O Y  текислигига параллел текисликларда бтган (ллипслар.

О —  V U U + 1  UV —  1 .
) х ~ а 7 т > ’ ут=ЬТ + ~ v '  XtssC I T + v ; бУвда « - c o n s t - б и р  серия

ясовчилар, v  =  const — иккинчи серия ясовчилар.
3) х  =  (и +  v) V~p \ у  =  (и — u)_y~q± г = 2uv.
136. Фазовий чизик берилган: р =  p(s). Унинг: 1) уринмалари, 2) бош 

нормаллари, 3) бинормалларидан ташкил этилган тугри чизикли сиртларнинг 
тенгламалари тузилсин.

Жавоб: 1) г  =  р (s) +  i n  (s); 2) г  =  р (s) +  (s); 3) г  — р (s) +  (s).
137. а) Винт чизикнинг уринмаларидан *осил килинган сирт тенгламаси 

бзилсин;
0) шу масала Вивиани чизиш  учун ечилсин;
в) шу масала коник спираль учун ечилсин.
118. 1) (дг* 4- у* +  **)* =  4 (х* — у* +  г*) сиртнинг М в (0, 0, 2) нуктаси- 

даги уринма текислигининг ва нормалининг тенгламалари ёзилсин.
2) х * ■+■ 2у* +  г* =  1 сиртнинг уринма текислиги х  — у +  1г =  0 текис- 

яикка параллел. Уринма текисликнинг тенгламаси бзилсин.

Жавоб: х  — у + 2z — j / "  =  0.
3) х  =  и +  v, у *  и — V, z = и* + V* сиртнинг ихтибрий М (ut , v0) нук­

тасидаги уринма текислигининг тенгламаси бзилсин.
X — (tfo +  v#). у — («0 — fe ). г  — (u? +  w2)

Жавоб-. 1 1 2 и ,  0.
1 - 1  2t  0

139. Сиртнинг уринма текислиги деб, шу сиртнинг бир тугри чизикда 
•тмаган учта нуктасидан утувчи текисликнинг лимит вазиятига айтилади.

Бу таъриф билан аввалги таърифнинг эквивалентлигини исботланг.

140. х у г  =  а* ("бки х  »= в; у ■= v, г =  сиртнинг *амма уринма те-

кисликлари координат текисликлари билан кесишиб, *ажми узгармас тет- 
раэдрни ташкил килади. Буни исботланг.

9
Жавоб: Тетраэдрнинг *ажми: v =  2  а*.

141. Сирт берилган:, г  =  u*(sinst ’/  +  cos»tij) +  (а* +  u*)‘ *Ar. Унинг урин­
ма текисликлари координат Укларидан шундай а ,, а ,, а, кесмаларни ажра-
тадикн, а ,  +  а а +  а 3 =  а8 булади. Буни исботланг.

142. Ушбу г  =  ие (t>) +  a sin 2vk  сирт узининг уринма текислиги билан
•ллипс буйича кесишади. Буни исботланг.

у
143. * =  jrs in * — сиртнинг *амма уринма текисликлари битта нуктадан 

утади. Буни исботланг.



Ун иккинчи боб

БИРИНЧИ КВАДРАТИК ФОРМА ВА УНГА БОГЛИК 
ТУШУНЧАЛАР

§ 76. Сирт устидаги чизик

Сирт устида шундай нукталар тупламини курайликки, улар­
нинг эгри чизикли (и, v) координаталари бирор t  эркли узга- 
рувчннииг фуикциялари булсин:

и =  ы (/), v  =  v ( t ) ,  (1)

бунда и (t) ва v  (t) — узлуксиз ва дифференциалланувчи функ- 
циялардир. Бу тенгламалар сиртда етувчи кандайдир ( э г р и )  
ч и з и к н и  ифодалайди, чунки сиртнинг г  =  г  (и, v) тенглама­
сига (1) ни куйсак,

r  =  r { u ( t ) ,  v ( t ) }  =  r ( t )  (2)

тенглама *осил булади, демак, t  узгариши билан тегишли нук­
талар туплами бир улчовли булади.

(1) тенгламалардан t  ни йукотиш мумкин:
/  (и, «) =  0 еки v  =  v  (и). (3)

(3) тенглама сирт устидаги чизнкнинг эгри чизикли координа- 
таларга ннсбатан теигламасини ифодалайди. Бу — кутилмаган 
натижа эмас: текисликдаги нукталарнинг (jc, у) еки (р, ср) коор- 
динаталарини богловчи тенглама чизикни беради.

Хусусий *олда: и — const =  и„, v  =  const =  v 0 тенгламалар 
сиртнинг координат чизикларини тасвирлайди.

Сиртдаги чизикнинг (2) теигламасини t  буйича дифферен- 
циалласак, ушбу

l r  =  r ^  +  f l e  (4)
dt * dt ' v dt

вектор *осил килиннб, у чизигимизга уринмадир, гв ва г„ эса 
шу нуктадан утувчи координат чизикларининг уринмаларидир. 
Чизикда олинган М  нуктанинг оддийлигидан, бу уринмалар- 
иинг хаммаси бир текисликда (уринма текислигида) етади. Те­
кисликда чизикнинг йуналиши d y .d x  (еки dx:dy)  га боглик
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doбулгани каби, сирт устидаги чизикнинг йуналиши ^ам j t ва

— нисбатларга богликднр; бошкача айтганда, буйуналиш dv .d u  dt
(бки du\dv) нисбатга боглик. Хакикатан, (4) дан куринадики,
dr _ ж du dv  . „

ва /-„ — берилган нуктада 
узгармас векторларднр (181 - 
чизма).

Мисол. Сферанинг .хам­
ма меридианларини бир хил 
бурчак остида кесиб утув­
чи чизик локсодром дейн- 
лади. Унинг теигламасини 
топамиз. Бу тенгламани 
9 = 9  (0) шаклда излаймиз.

Сферанинг тенгламаси
г =  a [cos 0 е  (9) - f  sin &Л |

булиб, меридианнинг урин- 
ма-векторн:
г, «= а [— sin 6 е (9) +  cos Л]
(чунки меридиан буйлаб 9 =  const). Изланган чизик учун 

% =  — sin (9) +  cos 0 е (у +  -“- j ^  +  cos Gft j.

I dr
1 db

dr
r%

1 *■ 1 dr \
\r t 1 do

вунлан tS b  =  ±  rf?C tg/7I.
Шундай кхлиб, локсодром тенгламаси:

V 1 + cos’e ( 2 )
cos m,

ce
± f  ctjj/n (5)
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бу ерда

С в ^ ( т  + у ) -

(5) тенглама иккн локсодромии аниклайди, уларнинг бири 
гарбдан шаркка, иккинчиси, аксинча, шаркдан Fap6ra йунал- 
гандир (чунки ±  ишоралар бор); 0о — локсодромнинг биринчи 
меридиан билан кесишган нуктасининг кенглигидир. Бу чизик 
кемаларнинг сузишида катта а^амиятга эга. Кема шу чизик 
буйлаб даракат к»лса, уни идора килиш анча соддалашади — 
кема денгизда .тугри чизик“ буйлаб даракат килган булади1).

§ 77. Сиртнинг биринчи квадратик формаси

Агар текисликдаги бки фазодаги чизикнинг тенгламаси Д е ­
карт системасида берилган булса, унинг узунлигини ds*=  dx*4- 
-f- dy* +  d z* ва ds* *= dx* 4 - ay2 формулалар оркали топиш мум­
кин. Аммо, сирт устида Стган ва тенгламалари сиртнинг эгри 
чизикли и, v  координаталарнга нисбатан и =  и (t), v  =  v  (f) 
шаклда берилган чизикнинг узунлигини юкоридаги формула­
лар брдами билан аниклаш мумкин булмайди.

Бу параграфда, сирт устида бтган ва тенгламалари u=u(t ) ,  
v  -■ v  (t) шаклда берилган чизикларнинг узунлнкларини топиш 
учун формула чикарамнз.

г  — г  (и, v) сирт устида и =  u(t ) ,  v  ■= v  (t) чизик берилган 
булсин. Бу чизикнинг вектор шаклдаги тенгламасини бзами»:

г =  г [ и ( 0 ;  v (0].
Хосил булган мураккаб функциядан t  буйича косила ола­

миз:
dr da dv 
di  “  Г« di  +  Г " di'

Унинг модули

Иккинчи томондан, (§ 41), бунда ds — чизик бйининг
дифференциали. Шу сабаблиа-̂ еГ+̂ .Й+̂ г)'-

*) В. Ф. К а г а н ,  Основы теории поверхностей, часть II, 1948, 163-бет- 
г» царанг.
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£й дифференциали учун

*  -  / « ' . 1 а Г + !!' * а З + ' М г Г л -

Бунда r„ =» x ui  +  у „У +  г ак\ r 0 =  x vi  4- y j  +  z j t  булганидан,

rl  =  xl  - f  yl  +  zl\ z i  =  x l  +  у I + z l ; г„г„ =  +  У„У„ +  г вг„.

Ёзишни енгиллаштириш максадида r l ни Е  билан, rur v ни F 
билан ва r i  ни G билан белгилайдилар, яъни

Е -  г* =  j t  - f  у] +  z-, f  =  r Br„ =  +  y j v +  г аг„,
О =  r ‘ =  jc3 +  yJ +  z \

Г V V  V

Бу вактда бй дифференциали:

I.. A - l / e i t i ' + n S j l S t + o l j ) ’ *  m
куринишни олади. Берилган чизикнинг £ =  f, ва  ̂ киймат- 
ларга мос келган нукталари орасидаги бй узунлигини топиш 
учун (1) ни интеграллаймиз:

I - t y e i £ о  
<■

£ , Z7 ва G коэффициентлар t нинг функцияларидир:
E =  E\u( t ) ,  v( t ) \ ,  F = F \ u ( t ) , v ( t )  1, G =  G \ u ( t ) , v ( t ) \ .

Бунда ^  ва ^  чизикнинг ы =  и (0 ,  v  =  v  (t) тенгламала-
ридан аникланади.

(1) ни квадратга кутариб d t га кнскартсак:
Ф, =  ds* =  Е du* +  2 F du dv  -+- G dv* (3)

келиб чикади. Бу (3) ифодадагн дадлар du ва d v  га нисбатан 
иккинчи даражали булгани учун унг томонни, яъни

Ф, =  Е du* +  2F du d v  - f  G dv*

ифодани сиртнинг биринчи квадратик формаси дейилади. Е, F 
ва G кийматлар биринчи квадратик форманинг коэффициент- 
лари деб аталади. Юкорида чикарилган формулаларга асосан, 
Е  ва G нинг *ар бири нолдан катта булиб, F эса манфий, 
ноль ва мусбат кийматларни кабул килиши мумкин. (3) фор- 
мулада иштирок этган Е, F, G коэффициентлар факат сирт- 
иищ- тенгламасига ва сирт устидаги М  нуктанинг координата- 
ла|л»га боглик, чунки улар и ва v  нинг функцияларидир.
16 Дифференциал геометрии курен
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Сиртнинг хамма нукталарнда F — 0 булса, ru± r v булиб, сирт­
нинг хамма и чизиклари унинг хамма v  чизиклари билан 90° 
ли бурчак остида кесишади.

(1) формуланинг геометрик маъно:ини яна куйидагича ту- 
шунтириш мумкин. Агар биринчи тартнблияан юкоэи чексиз 
кичикларни эътиборга олмасак, d r ^  дг ва d r — r udu -f- r v dv  
дан Лг r,,du -j- r t,dv ни хосил киламиз. Демак, г„ ва r v век­
торлар уринма текисликда бтгани учун, сирт устигаги бир-би- 
рига якин иккита нуктани туташгирувчи дг вектор хам уринма 
текисликда етади. Сирт устидаги бйнинг ds дифференцнали 
эса уринма текислик устида бтган дг векторнинг узунлигига 
тенг. Демак, биринчи тартиблидан юкори чексиз кичикларни 
эътиборга олмасак, сиртнинг чексиз кичик кисми, бу кисмга 
тегишли уринма текисликнинг чексиз кичик кисмига .тенг* 
булади.

Энди сирт ошкор тенглама билан берилган булсин: z=f (x , y ) ,  
у холда

d r = d x i  +  d y j  +  (pdx +  qdy) к, (4)
бунда

(4) ни квадратга кутарсак:

ds* =  (1 +  рг) dx* 4- 2pq dx dy  - f  (1 -f  q*) dy*,
демак: %

E =  I +  p*, F =  pq, G =  1 4- q*.

Э с л а т м а .  Сиртнинг биринчи квадратик формаси кпскалик 
максадида бу сиртнинг чизикли элементи деб хам айтилади.

Мисоллар. 1) j: =  cos u cos — sinu, у =  sin и cos v +  cos и, 
z  =  и сирт устида и — гс о в и  — 1 = 0  чизик бтади. Бу. чизик­
нинг Мп(3, 0) дан Мх | 1̂, у )  гача булган бйининг узунлиги

аниклансин. •
Е ч и ш. Чизикнинг тенгламасини параметрик шаклга келти- 

рамиз. Бунинг учун, v  ни t  деб кабул килсак, и =  1 + 2 cos /  
булади. Чизикнинг параметрик тенгламалари « =  l+ 2 c o s£ ,  v = t .  
Энди Е, F ва G коэффициентларни аниклаймиз:

ха — — sin и cos v  — cos и; xv =» — cos и sin г»; ..
уа =  cos и cos v  — sin и; у,, =  — sin и sin v\
Zu 53 11 Zxr =  0:
E — 2 +  cos*xr; F =  sin t>; G =  sin1̂ .
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— ва ларни эгри чизик тенгламасидан топамиз ва топилган 
dt dt

=  — 2sin t\ ^7 = 1  Цийматларни (2) формулага кУямиз.
___  __________

s =  [ V (2 +cos*x>) ( — 2 sin 0 * +  2 sin г’ (— 2 sin t) • 1 + м п 1г>-1 dt.

Нукта чизик буйлаб даракат килганда, яъни t  узгарганда, и 
ва v  шу билан бирга Е, F, G хам узгаради. Шунинг учун Е, 
F, G кииматларда и ва v  урнига t  нинг чизик тенгламасидан 
аникланган кийматларини кУямиз. Чизикнинг тенгламаларида* 
f, ва t t кийыатларнн топамиз:

М0 (3, 0) нуктада 3 = 1 +  2cos t, v  =  t  тенгламалардан / , = (
топилади ва Ж , ( 1, нуктада 1 =  1 -t-2 cosf;  v  =  t  тенглама 

дан t t =  -7 топилади. Демак:

Ж
1 _______________________________________________  

s =  j  v '(2 + c o s *0 - 4 sin*/ — 4 sln*£ +  sin*/ d t  =
0

* —1 __________________ 2
=  J* /  5sin*£-t-4sinV cos‘t  d t =  j  У  5 +  4cos*/ sin td t  =

U 0

=  _ ^ [ 2 cos£ ^ 5  + 4  cos* t  +  8. ln (2 cos t  +  V b  + 4  cos* *)]a =

=  -j (3 +  51n5),

яъни

s =  У (3 4- 5 ln 5 ) .

2) Коник сиртнинг биринчи квадратик формаси топилсин: 
х  =  av  cos и\ у =  bv sin и; z  =  v.

Е ч и ш :
x a =  — av  sin u\ yu =  bv cos u\ za =  0 ; x v =  a cos u; 

yv = b s l n u \  zv =  1;
E =  aV sin*^  4- 6*v*cos*«; F =  — a* v  sin и cos u+b*v  sin и cos «; 
О =  a 2cos*u 4- 62sin2a  4- 1,

ds2 =  (a^sin*** 4  6*y*cos*«) rfu* 4- 2 (— a*v sin и cos и 4- 
4  6*^ sin и cos u) du dv  4  (a*cos*« 4  62sin*« 4  1) dv*.

16*
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Машцлар

144. х  =  a cos в cos v; у =  ft sin u cos v ; z  =  e sin v  эллипсоиднинг бирин­
чи квадратик формаси топилсин.

145. x  =  a c o s u ;  y =  a s i n t / ;  z =  v  цилиндрик сирт устида в =  1 + 1
о =1 — t чизик берилган. Бу чизикнинг М ( 1. 1) нуктасидан М  (2, 0) нук- 
тасигача булган ённнннг узунлиги аниклансин.

146. х  = v-V~p  cos и; у =  v • yr р sin и; z  ■= г* сиртнинг биринчи квад­
ратик формаси топилсин.

147. Сирт берилган: г  = ve (и) +  е + -j j  +  u *  бки координат форыада:

х  «  v  cos и — sin и, у — v  sin и +  cos a, z = и.

Бу сиртда €тувчи в — 2v =  1 чизикнинг *ар бир нуктасидаги бпипша та- 
кислиги сиртнинг шу нуктадаги уринма текислигидир. Буни исботланг.

§ 78. Сиртда Стувчи чизиклар орасидаги бурчак

Агар сиртнинг биринчи квадратик формаси ва сирт устида 
бир-бири билан кесишган чизикларнинг тенгламалари берилган 
булса, бу чизиклар орасидаги бурчакни аниклаш мумкин.

Сирт устидаги чизикларнинг кесишган нуктасини М  билан 
белгилайлик. Чизикларнинг бу умумий нуктадаги уринма век- 
торлари dr  =  radu -f  r vdv  ва 8r  — ru 8и -f- r vbv булсин. r a ва 
r v кийматлар сиртнинг тенгламасидан топилади. Шу сабабли, 
иккала dr  ва 8г  вектор учун хам, г'и ва r'v кийматлар бир хил- 
дир. dr  ва 8г  векторлар орасидаги бурчакни чизиклар ораси­
даги бурчак деб кабул киламиз. Векторлар орасидаги <р бур­
чакни аниклаш учун бу векторларни узаро скаляр купайтира-
миз:(</г-8г ) = |* / г |  -|8r|cos<?. Бундан: c o s 9=  |

| dr  | =  ds =  /  Е du* -I- 2F du d v + G  d v*;
18r \ =  dsx =  \ r E Ъиг-\-2F 8и S-y+O 8u*.

Чизиклар орасидаги бурчак учун
Е du Ъи + F (du bv dv lu) +  G dv bv 4

COS Ф *=* —  1 " — ------- —  —— ■ — ■ ■ — (1 )
V E  du* + 2F du dv +  G dv* /  E 5b* +  2F 5a bv+ G bv*

формула хосил булади. Бундан du:dv  ва 8и : 8а йуналишдаги 
чизикларнинг ортогоналлиги куйидагини беради:

Edu lu +  F (du 8г> -f  dv  8и) +  G dv tv  =  0.
Демак, сиртнинг M нуктасидаги Е, F, G коэффициентлар 

топилса ва чизиклар уринмаларининг йуналишлари (du:dv ва
lu:bv  ёки j t) аникланса, чизиклар орасидаги бур­
чакни топиш мумкин. Хусусий холда, эгри чизикли (и ва v)
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координата чизиклари орасидаги бурчакни топайлик. Бунинг 
учун и буйича олинган дифференциалларни du, dv  билан, v 
буйича олинган дифференциалларни 8ы, bv билан белгилаймиз. 
и чизик буйича du ф 0, dv =  0  ва v  чизик буйича Ьи =  О, 
№ Ф 0. Шу сабабли, (1) формуланинг куриниши куйидагичв 
булади:

Координата чизикларининг ортогоналлик шарти F = 0  дир; де­
мак, дифференциаллар купайтмасининг нолга тенглиги коорди­
ната чизикларининг ортогоналлигини билдиради ва аксинча. 

Мисол. х  =  и +  v\ у =  u — v; z  =  uv сирт устида и =  t,
v  — — у  ва и =  t, v =  \ t  — 1 чизиклар берилган. Бу чизик­
лар орасидаги бурчак топилсин.

Берилган чизикларнинг кесишган нуктасини аниклаймиз. 
Чизикларнинг берилган тенгламаларидан t  параметрни йукотиш 
билан хосил килинган и -\-2v — О, u — 2v — 2 =  0 системани
ечиб, Afо (1, — y j  кесишиш нуктасини топамиз. Бу ерда t0 нинг

киймати 1 га тенг булади.
Е, F, G коэффициентларни чизикларнинг кесишган

Mj^L, — j-j нуктаси учун хисоблаймиз:

х и =  \, xv =  l, Е =  2 +  v*, Е =  j ,

У. -  1, У* =  — 1, F = \  — \ +  uv, F -  j ,  

zv =  v , Zv — u, 0  =  2 +  й*. 0  =  3.

Биринчи чизикнинг тенгламасидан ^  =  1, ^  =  — •j*

Иккинчи чизикнинг тенгламасидан j t =  1, ^  =  j -  Топилган
3

Кийматларни (1) формулага кУямиз: cos? =

§ 79. Ортогонал траекториялар

Сирт устидаги М0 (и0> v 0) нуктанинг атрофида бир параметр­
ли <? (и, v)' +  с 0 чизиклар оиласи берилган ва M0 (a„, 
нуктада ^ '+ < ^ ’ ¥=0 булсин. Бу оилага ортогонал булган ик­
кинчи оилани топамиз. Биринчи оиланинг йуналишини

V * - V v\
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билан ва иккинчи оиланинг йуналишини dv.du  билан белгилаб, 
ортогоналлик шартини Сзамиз:

E fvdu +  F (?vd v  — oudu) — G<?ud v  =  О
еки

(Eiv — F^u) du -I- (Ffv — Giu) dv  =  0. (1)

Аиа шу тенглик иккинчи оиланинг дифференциал тенгламаси- 
дир. Дифференциал тенгламалар назариясидан маълумки, (1) 
ни {1 (и, v) и н т е г р а л  к у п а й т у в ч н г а  купайтирганда, 
унинг чап томони кандайдир ф (и, v) функциянинг тулик Диф- 
ференциалига айланади:

\i {(E<?v — Fcu) du 4- (F t̂, — G?„) dv) =  dф.

Берилган оилага ортогонал оиланинг тенгламаси
ф (и, v) +  ct =  0

шаклда булади. Хакик^тан, топилган оила чизигининг йунали­
ши ,:фы дир.

Ф„ =  ц  ( £ 9* — F<fu)\ ф„ =  (д. (Я р*  — Gyи)

булганидан ^ [(Eyv — F<?u) фр — (F?v — G<f0) ф„) =  0. Бу эса в„:<рв 
ва ф*:фи йуналишларнинг ортогоналлик шартидир. Энди 
М0 (и„, vn) ну^та атрофида эски и ва v координат чизиклари- 
чи 9 (и, v) +  с =  0, ф (и, v) 4- с, =  0 дан иборат чизикларга 
алмаштирамиз. Математик анализ курсидан маълумки.

шартида, бу алмаштиришни Сажара оламиз. Бизнинг мисоли- 
мизда — 9ифр +  9»фи =  E<f * — 2Fyuft> +  G9;  Ф0. Шундай килиб, 
сиртнинг хар бир нуктаси атрофида ортогонал координата чи­
зиклари доимо мавжуд булиб, биринчи оиладаги чизикларни 
ихтибрий равншда танлашимиз мумкин.

§ 80. Сирт устидаги со \ан и н г  юзини аниклаш

Сирт устида содда бпик чизик билан чегараланган W  соха 
берилган булсин. W  сохадаги нукталардан сони чекли коор­
дината чизикларини утказамиз. Бу соха эгри чизикли икки хил 
туртбурчакка ажралади. 1) Т у л и к  т у р т б у р ч а к л а р  (бун­
дай туртбурчакларнинг икки томони и чизиклар билан ва кол- 
ган икки томони v  чизиклар билан чегараланган). 182-чизмада 
бундай туртбурчаклардан бири ( □  MNPQ) катта килиб курса- 
гилган.
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182-чизма. 183-чизма.

2) Т у л и к с и з  т у р т б у р ч а к л а р .  Бу куринишдаги турт­
бурчакларнинг *ар бири сирт устидаги со*ани чегаралайдиган 
чизикни *ам кисман' коплайди. Туртбурчакларнинг хар бири 
кичрайиб борганда, туликсиз туртбурчаклар со*ани чегаралай­
диган чизикка якинлашади ва бу туртбурчакларнинг хаммаси- 
ни эни нолга интиладнган бпик тасма ичига жойлаштнриш

мумкин булади. Шу сабабли иккинчи куринишдаги туртбур- 
чакларни эътиборсиз колдирамиз.

183-чизмадаги эгри чизикли туртбурчакни текширайлик. 
Бунда M N  ва PQ томонлар и чизикларга карашли. N P  ва vVfQ 
томонлар эса v чизикларга карашлндир. Туртбурчак учлари- 
нинг координаталари: М (и, v), N  (и -+• ди, v),_Q (u , 1>4-До), 
Р (и 4- ьи, v  +  sv ). Шунинг учун О М = г  (и, v ) ,O h = r  (и* su,v)

ОР =» г  (и +  ди, v  4- Ду), OQ =* r(u , v +  w )  булиб,
МЛ' =  г  (и 4 - ди, v) — г  (и, и).

Чекли орттирмалар теоремаснга асосан, M N  =  ди • г а \и -+■ 
4- ОДи, г>].

Агар биринчи^гартиблидан юкори чексиз кичикларни эъти- 
борга олмасак, M N ^ r„ ^ u  булади. Худди шунга ухшаш 
M Q ^ r v &v, М Л s z \M N \^  r v \ ьи ва MQ зг I MQ | зг | г р | ди 
булгани учун, эгри чизикли туртбурчакнинг юзи урнига 
томонлари г и ди ва гР Дг векторлардан иборат тугри чизикли 
параллелограммнинг юзини оламиз, яъни эгри чизикли MNPQ 
туртбурчакнинг юзи деб г Рди ва r v bv  векторлардан ясалган 
параллелограммнинг юзини кабул киламиз. Бу параллелограмм 
сиртнинг М  нуктасидаги уринма текисликда булиб, унинг юзи 
ушбуга тенг:

=  I \rur v\ I ли w
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Ё К И

Д° =  V (rur j  • (rvr v) — (r„rv) (rur v) Дu \v  =  V E G  — F* Aubv.
Демак, юзнинг Дз ифодаси сиртнинг биринчи квадратик фор- 
масидаги Е, G, F  коэффициентлар оркали ифодаланади.

V  EG — F* киймат I (г„гр) | га тенг булгани учун, у хамма 
вакт нолдан каттадир (оддий нуктада у нолдан фаркли).

Шундай килиб, хар бир эгри чизикли туртбурчакнинг юзи 
Урнига тугри чизикли параллелограммнинг юзини оламиз. Со- 
Хага тегишли булган хамма параллелограммлар юзларининг 
йигиндисини тузайлик:

Хар бир ди ва ду кийматларни нолга интилтирамиз. Бу 
холда эгри чизикли туртбурчакларнинг сони чексизликка инти- 
либ, хар бирининг юзи нолга интилади. (1) дан лимит оламиз. 
Сирт устидаги W  соханинг юзи деб (1) йишндининг лимитига 
айтамиз:

нинг киймати сиртдаги эгри чизикли координат системасига 
боглик булмасдан, факат соханинг шаклига боглик булиб, 
V EG — F* дан олинган икки улчовли интегралга тенг:

Н а т и ж а .  Сирт устидаги эгри чизик бйининг узунлигини, 
сирт устидаги чизиклар орасидаги бурчакни ва соханинг юзи- 
нн аниклаш учун сирт устидаги эгри чизикли координат сис­
темасига нисбатан Е, F  ва G кийматларни и, v оркали аниклаш 
кифоядир. Е, F ва G ларни аниклаш учун, сиртнинг шаклини 
ва тенгламасини билиш шарт эмас.

Сирт ошкор 2 =  /  (х, у) ошкор тенглама билан берилган 
Холда тегишли № соханинг юзи учун ушбу формула хосил 
килинади:

Мисоллар. х  =  R  cos и cos v, у =  R cosu  sin v, z  =  Rslnu  
сфера ва унинг экватори билан чегараланган соханинг юзи 
аниклансин.

Е ч и ш .  Сиртнинг тенгламасидан соханинг М нуктаси учун
Е, F ва G кийматларни аниклаймнз: Е =  R*\ F =  0; G =  R*cob*u.

£ Д а  =  % V E G  — F* Д u \v . (1)

S =  lim 2  Да =  lim 2  VEG  — F* дид v.

Каррали интеграллар назариясига асосан, lim EG—F*\u±v

ч
(2)

\r
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Буларни (2) формулага кУйиб, икки улчовли интегрални хи- 
соблаймиз. Биринчи иитегралнииг чегаралари 0 дан 2* гача ва

Буиинг тугрилиги элементар геометрия курсидан маълум.
Сирт устидаги ёй, унинг узунлиги (биринчи квадратик фор­

ма), соханинг юзи тушунчалари соф геометрик характерга эга 
булгани учун, улар сирт устида эгри чизикли координаталарни 
танлашга, чизикка кандай ички синик чизик чизилишига ёки 
сохани параллелограммларга булиш усулига боглик эмас. Бу 
тасдикларнинг исботига биз тухтамаймиз. N  нормал-вектор хам 
инвариант характерга эгадир.

Энди 74-параграфда каралган сиртларга кайтамиз: 
Текислик: г  =  x i +  y j. d r  =  dx i -)- dyj,

бунда F =  О, яъни меридианлар ва параллеллар тикдир. 
Ай'ланма сирт: г  =  <р (и) е (v) +  + (и) к.

иккинчи иитегралнииг чегаралари 0 дан j  гача булгани учун:
ж

г» Г

Ф, =  ds2 =  dx* +  2 cos ш dx dy +  dy*,
E — F =  cosu), 0 = 1 ,

«о =  у  да F — 0, ds* =  dx* +  dy*.

Кутб координаталарида:

dr  =  [?' (и) e (v ) 4- f  (u) k\du-\-<? (u) e [v  4- dv, 

ru =  ? '(« )  e (i>) 4- Y(u) к, rv =  <f (и) e 4- ^  j d vy
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Ф, =  ds2 =  [<р'’ (и) +  (u)J du2 +  ? 1 (ы) dv*,
£ = ? ' ■ ( « ) + - f ’ (u),  F =  о, G =  9*(и).

z =  <]> (и) =  и, х  =  ? (z) булган хусусий холда, яъни профил 
чизик х  =  ? (z) шаклдаги тенглама билан берилганда:

г =  <р («) г (-у) 4- ы*.

г„ = ? '(« )  е (v) +  к, rv =  <f(u)e[v +  -Jj

булиб, булардан:
£ = 1 + ? ' ’ («), /=-=0, G =  ?*(и).

Масалан, р ( =  jc) =  a-ch занжир чизикни z ( =  и) уки
атрофида айлантиришдан хосил килинган:

г  =  a -c h 4  * (?) +  

катеноид учун биринчи квадратик форма

Ф, =  rfs* =  ch* ~  du* 4- a*ch* </9*. (3)

Айланма сирт z = / ( p )  тенглама билан берилс#, х  — и =  р 
фараз киламиз, у вактда:

г  =  р<?(г>) 4 - /(р )  ft,

г р =  <?(г>)+ / ' ( р), r w =  p e ^  +  -Jj,

f  = 1 + / ' ’(P). ^ “ 0, G  =  p*.

Фл — ds* =  [l +  / ' ’(p)] rfp* 4- p*dv*.

Иккала холда хам F =  0, яъни координат чизиклари (па- 
раллеллар ва меридианлар) ортогоналдир. Охирги тенгликка 
диккат килайлик. Агар

\ \+ f ' ( ? ) ] d ? ~ d u *
деб фараз килинса, у холда du — профил чизик z =  /  (р) нинг 
ёйи узунлиги дифференциалини тасвирлайди, бу ёй бирор па- 
раллелдан бошлаб хисобланади; р =  const га и == const мос ке­
либ, и =  const хам параллелларни ифодалайди. Демак,

ds* =» du* 4- р*dv*,
яъни

£ =  1, 0, G =  р*.
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Масалан,
2 г

Р =  ^ ( е а + е  “ ) =  f l - c h |

занжир чизикни уз асоси атрофида айлантиришдан хосил ки- 
линган катеноид учун р* =  а 2 ч-и* булиб (72-машкка каранг), 
унинг биринчи квадратик формаси куйидаги шаклни олади:

ds* =  du- +  (а2 +  и*) dv*,
демак,

Е =  1, F =  О, G =  а* +  и*.
Геликоид: г  =  ие (г>) -f avk.

r u =  e (v ) ,  r„ =  ие (v  4- у )  +  ak,

Е =  1, F — О, G =  а* 4 -  и*, 
ds1 — du* +  (а* +  и2) dv*.

М аш цлар
148. Куйидаги сиртларнннг биринчи квадратик формалари топилсин:
1) Доиравий цилиндр г = aeUf) +  vk.
2) Доиравий конус г =  {cos i  е (?) + sin о*} v.
3) Учи кутбдаги конус r — vl(u).
4) Тор г  =  (а * b cos и) е (v) +  b sin ик.

5) Псевдосфера г ■  а | s п ив (v)  •+■ cos и +  In tg | - j  k  j.
6) Тугри чизикли сирт

г =  ыи > + vl<u).
Жумладан. 136-машкда каралган уринмалар, бош нормаллар, бинормал- 

лар сиртлари учуй: («<«) +  v t  (и), р(и) +  w ( u ) ,  p(u) * v?(u), бунда и — та-

^биий параметр.
7) г  =  sin ие (») + ик
Жавоб: I) ds* = a*d-f* +  dv'1: 2) ds*= (v cos »)*d<pl +  dv*; 4) ds* =  b*du*+

/cos* и \ _ *
■+ {a + bcos updv*; 5) ds2 = a2 I sin^ u ' ^ *  +  s in 'u f/v* ); 6) ds* =  (p '*  +

t  2 fi’e ’v  +  t•*!*) du* +  2ep dudr +  i*dv*
Учта хусусий холла: ds* = (1 * k*v*)du* +  Idudv dv*\ ds* =  [1 +  

-+ t* (k2 +  3*)J du* ■+■ dv*\ ds2 — (I + v*i*) du* * dv*. 7) ds* =  (1 +  cos*u)du*+ 
+  sin* udv*.

49. Сиртнинг биринчи квадратик формаси: ds* — du* +  sh *udv* булиб, 
tuy сирт устида и — v  =  0 чизик берилган. Бу чизик ёйининг узунлиги то- 
пйлсин.

Жавоб: s =  sh ut  — sh u,.
150. Катеноид устида и ± v  =  0 чизиклар берилган. Улар орасидаги 

бурчак топилсин.
К у р с а т м а .  Катеноид учун ds* ■= du* +  {а* + и*) dv*.

1 — а2>h авоб: cos в =  -.-------. .т 1 * а*
151. г — ue{v) + avk  геликоид устида ётувчи

In (u  + I и*-*- в») -t- v  •= const. In (и г  1 и*+ в*) — v  =  const 
чизикларнинг ортогоналлигы исботлансин.
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152. г  = a V  1 +  а* /  4- aaj +  avk  сирт ва унинг устида а =  sh v  чизик 
берилган. Бу чизикнинг табиий тенгламалари бзилсин.

153. Чизиклар оиласи
dv
« - / < « • * >

берилган, бунда / ( и .  w) — узлуксиз функция. Ш у оилага .ортогонал- оил» 
топилсин.

Е ч и ш. О ртогоналликнинг
Е du lu  + F (du hv + dvlu ) + G dvbv ** 0

шартндан
•о  E + F -f(u , t>) 
bu ~  ~  F + G -f (u. v)

6 КИ
bv
йг -/«(«•

Бу эса биринчи тартибли дифференциал тенгламадир. Уни и нтеграллав 
берилган оиланинг ортогонал траекторияларини топамиз.

154. Сиртдаги а чизиклар (и =  const) ва v  чизиклар (в =  const) нинг 
ортогонал траекториялари топилсин.

Жавоб-. Е>,и +  Fbv = 0, Fbu +  Gbv =  0.
155. Геликоид устида бтувчи In (в  +  l^a* *■ а*) — v  =  4 чизик координа­

та чизиклари орасидаги бурчакни *ар бир нуктада тенг иккига булади. Бу­
ни исботланг.

156. И з о т е р м и к  к о о р д и н а т а л а р .  Айланма сиртнинг биринч» 
квадратик формаси учун юкорида ушбу формулани берган эдик: «

ds* — [?'*(в) +  Ф'’(а ) | du* •+• <f*(u)dv*.
Бу формуладаги биринчи кУшилувчи — меридиан ёйи дифференииалшшнг 
квадратики ифодалайди, уни dl* билан белгилаймиз:

[ ? '’(в) +  <|/’(в)] du* — dl*.
у колда:

ds* =  dl* +  <f*(u) dv* — ?*(u)

Агар
С dl v - i ,

деб фараз килсак,
ds* -  ?»(') [dl* +  dr*}

булади.
Сиртнинг бу кУринишдаги биринчи квадратик формаси текисликнинг 

тугри бурчакли Декарт системасидаги чизикли элементдан купайтувчи би- 
ламгина фаркланади. ;  ва tj — сиртнинг изотермик параметрлари дейилади. 
Масалан, катеноиднииг (3) квадратик формасини изотермик шаклга келти­
риш осой:

ds* =  e*ch*5 (dl* +  dr*).
в

бунда £ =  —. ч =  ?•

157. Тугри чизикли г  — р"(в) +  vl(u) сиртнинг чизикли

ds* =  (р '*+  2v l'f '+  vt l ’’) du* +  2l-/dudv + dv*
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«леыентнни олиб ва унда и ни табиий параметр сифатида кабул килиб, ушбу 
Ь =  Г р \  с* =  Ц' =  cos в 

велгилашларни киритсак, у  долда
ds* =  (1 +  2bv +  c*v*) du* +  2cos в dudv +  dv*.

Сиртнинг чизикли элементи бу сиртдаги (и, v) ва (в +  du, v  +  dv) нук­
талар орасидаги ыасофанинг квадратини беради. Уни куйидаги шаклда ёзиш 
мумкинлиги исботлансин:

ds* =  {dv +  cos 0 du)* +  (sin*0 +  2bv -t- du*.
A rap dv + c o s 0 du — 0 ва b -+■ c*v — 0 булса, ds* минимумга эришади (нега?).

b
Демак, ясовчидаги кисилиш нуктасининг v  параметры v  = — дан аникла-

иади. Бундай нукталарнинг геометрик Урни кисилиш чизигидир; b =  р Т  — О 
булса, к  =  0 дан иборат йуналтнрувчи кисилиш чизигини ифодалайди (нега?).

158. Тугри чизикли сиртнинг дамма ясовчилари тайин (йуналтнрувчи) 
текисликка параллел булса, у Каталан сирти дейилади. tyFpH чизикли 
сиртнинг Каталан сирти булиш шарти топилсин. Бундай сиртнинг тула аниц- 
ланишн учун, унда ётувчи иккита (йуналтнрувчи) чизик булиши керакми?

Йуналтирувчилари иккита:
х* +  z* — la x  =  О, у  •= 0, 
у* +  г* — 2ау =  0, х  =  0

айланаларлан иборат Каталан сиртининг тенгламаси топилсин.
К у р с а т м а. I (и) ясовчи нормал-вектори п дан иборат текисликка дои­

мо параллел булса. nl (о) =  0, n i  (и) =  0, nl" (и) =  0 шартлар бажарилади. 
Булардан:

I (и) /'(«О П « )  =  о.
Жавоб: Сирт икки булакдан иборат:
(х* +  у*)* +  z* — 2а (jc +  у) =  0 (эллиптик цилиндр),

z* +  z* [(дс — у)* — 2а (х + у)] +  Аа*ху =  0.
159. Каталан сиртининг1) дамма ясовчилари маълум бир тугри чизик би­

лан кесиша борса, бундай сирт коноид дейилади. Бу тугри (йуналтнрувчи) 
чизик йуналтнрувчи текисликка тик булса, у  долда коноид т у г р и  к о н о и д  
деб аталади. Геликоид тугри коноид була оладими? Унинг стрикцион чизиги 
нимадан иборат? Гиперболик параболоид коноидми?

Коноидиинг шаклини аниклаш учун йуналтнрувчи тугри чизикни, текис- 
ликни ва яна битта йуналтнрувчи чизикни бериш керак. Масалан, а) йуиал­
тирувчи тугри чизик у =  0, z — А, йуналтнрувчи текислик YOZ  ва йуналти- 

JC* у*
рувчи чизик +  р  — 1, z =  0; б) йуналтнрувчи тугри чизик х  =  а , у  — 0, 
йуналтнрувчи текислик z =  0, йуналтнрувчи чизик У* •* 2pz, х  =  0.

Жавоб: а) 1̂ — — 1 j — р  =  1; б) а*у* =. 2pz (х  — а)».

§ 81. Изометрик мослик. Эгиш
1. Умумий муло^азалар. Маълум бир сирт берилганда унинг 

биринчи квадратик формаси топилиб, шу квадратик форманинг 
*оэффициентлари оркали сиртдаги бй узунлиги, икки чизик ора-

*) Каталан сирти адабиётда баъзан цилидроид дейилади.
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сидаги бурчак, соханин г  юзи аникланади. Бу хилда иш олиб 
борилганда, сирт мустакил объект сифатида каралиб, унинг 
фазодаги вазиятига эътибор килинмаиди. Текисликнинг узини 
мустакил Караганда ундаги геометрик муносабатлар планимет- 
рияни хосил килганидек, эгри сирт устида каралган „улчашга 
дойр масалалар“ унинг и ч к и  г е о м е т р и я с  и н и  ташкил эта- 
ди. Биз курамизки, бу хоссалар ва уларга тегишли к а т т а -  
л и к л а р  биринчи квадратик формага богликдир.

Энди масалани тескари тартибда куйиб, биринчи квадратик 
форма сиртни тула (яъни унинг шаклини) аниклайдими-йукми 
ва ихтибрий равишда берилган квадратик форманн узининг 
биринчи квадратик формаси сифатида .кабул* киладиган сирт 
мавжудми, деган сурокларни кУйиб, уларга бу параграфда жа­
воб берншга харакат киламиз.

Соддалик учун, текширилабтган сиртларни а н а л и т и к  
с и р т л а р  деб, яъни г  (и, v ) ни а н а л и т и к  ф у н к ц и я  деб 
фараз этамиз.

Таъриф. Агар икки S i ва S, сиртнинг нукталари орасида 
шундай узаро бир цийматли мослик урнатилсаки, бу сирт- 
лардаги %ар цандай иккита мос эгри чизикнинг мос ёйлари 
бир-бирига тенг булса, бу сиртлар орасида изометрик мос­
лик урнатилган дейилиб. сиртларнинг узлари  jfам узаро 
изометрик сиртлар дейилади').

5, ва 5 ,  сиртлардан бирини узлуксиз равишда эгиб (дефор­
мация килиб), уни иккинчи сиртга айлантириш мумкин булса, 
у холла бу сиртлар орасидаги нзометрияни эгилиш (изгиба­
ние) деб айтамиз.

Сирт чузилмайдиган, лекин эгилувчан (эластик) материал- 
дан тайбрланган холда уни узмасдан ва катламасдан эгсак, бу 
сирт устидаги чизиклар узунлиги, чизиклар орасидаги бурчак- 
лар, сохаларнинг юзлари узгармайди. Масалан, бир варак ко- 
гозни ураб, уни цилиндрга бки конусга айлантириш — когозни 
э г и ш  демакдир.

Хар кандай (аналитик) сиртни эгиб буладими? Исталган 
икки сирт орасида изометрик мослик урнатиш мумкинми? 
Иккинчи саволга салбий жавоб беришга тугри келади: сфера- 
ии (хатто унинг жуда хам кичик кисмини) эгиб, текисликка 
бйиш мумкин эмас — сфера билан текислик орасида изометрик 
мослик йук.

Агар сиртнинг чексиз кичик кисми кузда тутилса, уни уму- 
ман аитгаида, узлуксиз равишда эгиш мумкин. Бирок» СНРТ 
бутуннча каралганда, узлуксиз эгилишга йул куймайднган хол- 
лар бордир. Масалан, барча бпик каварик сиртлар (сфера, эллип­

1) Бундай сиртлар орасида изом ет рия мавжуд деб цам айтилади.
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соид) — эгилмас сиртлардир. Бу фактларнинг исботи китоби- 
мизнинг чегарасидан чикади.

2. Эгилувчанлик шартлари. S 1 ва St сиртларнинг мос нук­
талари деб, бир хил эгри ч изикли коордииаталарга эга булган 
нукталарга айтилади. Шу сабабли, S , сиртдаги u = u (t) ,  v = v ( t )  
чизикка S, сиртда худди шундай тенгламалар билан берила- 
диган чизик мос келади1). Кискарок кнлиб айтганда, иккала 
сиртнинг параметрланиши умумийдир.

Шартга кура, Si ва S, сиртлар изометрик, яъни уларнинг 
бир-бирига мос ёйлари тенгдир.

/
j  \ r Exdu2 -ь 2Fxdu dv  -+- Gxd v2d t —

=  j  VE^dul +2F^du dv+G^dv*dt. (1)

Бу тенглик исталган M (t) нукта, яъни исталган t  учун бажа- 
рилиши лозимлигидан, интеграл остидаги ифодалар бир-бирига 
айнан тенгдир:
Ф, =  Ех du* +  2FX du dv  -I- Gx d v* =  E, du2 +  2Ft du dv +  Gt dv*.
Бу шарт исталган du:dv  йуналиш учун бажарилиши керак, шу 
сабабли бу квадратик формаларнинг коэффициентлари тенг:

Ех =  Ег, /■, =  Ft, О, =  Gt. (2)
Икки сиртнинг эгилувчанлиги (изометрияси) учун зарурий 

ва етарли булган (2) шартларни топдик: и к к и  с и р т н и  э г и б  
б и р - б и р и г а  ё т к и з и ш  м у м к и н  б у л и ш и  у ч у н ,  у л а р  
ш у н д а й  у м у м и й  п а ра  м е т р л а ш г а  э г а  б у л и ш и  за-  
р у р в а  е т а р л и ,  б у н и н г  н а т и ж а с и д а  с и р т л а р н и н г  
м о с  н у к т а л а р и д а  ги б и р и н ч и  к в а д р а т и к  ф о р м а л а -  
р и н и н г  т е г и ш л и  к о э ф ф и ц и е н т л а р и  т е н г б у л с и н .

Бу шартларнинг зарурий булиши исботланди. Уларнинг 
етарли эканлиги хам равшан, чунки (2) шартлар бажарилган­
да, улардан (1) га кайтиш осон, бу эса сиртларнинг изомет- 
риклигини билдиради.

Конгруэнт (тенг) сиртлар албатта изометрикдир: бу хол уз- 
Узидан равшан булиб, диккатга лойик эмас. Биз хозир шакл 
жихатдан турли булсада, изометрик (бир-бирига ёткизилиши 
мумкин) булган сиртларнинг мисолини келтирамиз.

Геликоидни олайлик:
JC =  k c o s v ;  y =  «sinT>; z  — av.

*) Биро* и ва г  параметрнинг сон кнйматлари тенг булса дам, сиртлар­
нинг дар бирида бу параметрлар турли геометрик маънога эга булишлари 
иуыкнн
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Бу сиртда и =  const — винт чизиклар ва v  =  const — ясовчи- 
лардир. Сиртнинг биринчи квадратик формаси шундан иборат:

ds* =  du* +  (а* -+- и%) dv*.
Энди катеноидни оламиз:

7»
Y sln<p, z  =  a-In- u'

Бунда «' =  const — параллеллар ва ? =  const — меридиан (зан­
жир чизик) лардир. Катеноиднинг биринчи квадратик формаси:

ds* =  du.'' +  (a* +  и*) d4*

куринишга эга. Геликоиднинг М (и, v) нуктасига катеноиднинг 
шундай М' (и', ?) нуктасини мос келтирайликки, уларнинг эгри 
чизикли координаталари тенг булсин:

и <Р.и'\ v  I

Бундай холда уларнинг биринчи квадратик формаларининг 
коэффициентлари тенг булади:

£ ,  =  £ , =  1. £, =  /= ,=  0, G, =  G, =  а2 ■+• «*.

Демак, геликоиднинг бирор кисми катеноиднинг тегишли 
кисмига эгилиб, унинг г» =  const ясовчилари катеноиднинг

9 =- const меридианларига
уралади, геликоиднинг и 
=  const ,вннт чизиклари эса 
катеноиднинг параллеллари­
га чексиз куп марта урала­
ди (184-чизма).

Энди биринчи квадратик 
форма сиртнинг шаклини 
тула аниклайдимн, деган 
саволга жавоб бера оламиз: 
сирт ёки унинг чексиз кичик 
сохаси узининг биринчи 
квадратик формаси билан 
тула аникланмайди, чунки 
уни эгиш натижасида хосил 

килинган бошка шаклдаги сирт хам яна уша биринчи квадратик 
формага эгадир. (Масалан, геликоид билан катеноид.)

Иккинчи мисол сифатида х* +  у* =  а* цилиндрни олайлик. 
Цилиндр текисликнинг маълум сохасига изометрикдир. Бу со- 
ха X O Y  текислигида тугри туртбурчакдан иборат: 0 < х < а ,
О <  у <  а. Цилиндрни х  =  a cos ?, у =  a sin t , z  — v  тенгламалар 
билан ифодалаш мумкин. Унинг биринчи квадратик формаси 
ds* =  a*dt* +  dv*. Агар ad4 =  du деб фараз килинса, у холда
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ds* =  du* -+- d v \  x =  и, у =  v тенгликлар билан аникланган 
мослик — изометрик мосликдир (чунки текислик учун ds* =  
=  dx* +  dy*).

Лекин узининг биринчи квадратик формаси билан тула аник* 
ланадиган чексиз куп сиртлар синфи хам бордир. (Масалан, 
эллиптик параболоид.) Буни биз исботламаймиз.

§ 82. Ёйилувчи сиртни текисликка ёткизиш

Цилиндр билан конусларни эътиборга олмаганда, ёйилувчи 
сиртнинг ихтиёрий фазовий чизик уринмаларидан тузилганли- 
гини кургаи эдик. Ундай сиртнинг тенгламаси:

г  =  р (и) +  v k  (и) 
булиб, чизикли элементи:

ds* =  (1 -I- k*v*) du* +  2du dv  +  dv*,

бунда и — кайтиш киррасининг табиий параметрини белги- 
лайди.

Чизикли элементнинг коэффициентлари, кайтиш киррасининг 
эгрилигигагина боглик эканини куриб турибмиз (уларнинг ифо- 
даларига о бурилма кирмайди); улар k =  k (и) функциянинг 
куринишига богликдир. Шунинг учун эгрилиги умумий, лекин 
бурилмалари хар хил иккита чизикни олганимизда, уларнинг 
уринмаларидан тузилган иккита торснинг изометрик эканини 
курамиз, чунки бундай холда уларнинг чизикли элементлари 
умумий булади. Энди чизикнинг эгрилигини узгартмасдан, бу- 
рилмасини нолга интилтириб деформация кила борсак (А ва в 
эркин равишда узгаради !), чизик эгила бориб яссиликка ин­
тилади, унинг уринмалари эса текислик (кисми)ни коплайди. 
Сиртнинг узи текисликка ёткизилган булади.

Цилиндр билан конус учун чизикли элементлар мос равнш- 
да du2 - f  dv* ва v*du1 +  dv* га тенг булиб, улар текисликнинг 
Декарт (кутб) координаталаридаги чизикли элементларидан 
фарк килмайди. Хак'нкатан, биринчи холда х  =  и, у =  v  ва 
иккинчи холда и =  <р, v  =  р десак, dx* +  dy* ва dp* +  р*d<?* хо­
сил булади. Демак, цилиндр ва конус текисликка изомет­
рик (эгилувчан)дир.

Хуллас, укала типдаги ёйилувчи сиртларнинг х;аммасини 
текисликка эгиб ётцизиш (ёйиш) мумкин.

Бундай сирт бир-бирига ёнлашган икки кисмдан иборат 
булгани учун уни текисликка ёйганда, у текисликнинг кайтиш 
Кирраск ташкарисидаги кисмини (икки марта) коплайди. Маъ- 

. думки, сиртнинг икки кисмини бир-биридан кайтиш кирраси 
йжратиб туради (конус ва цилиндр бундан мустасно).

. 17 Дифференциал геометрия курси
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Мисол. Юкоридаги умумий мулохазаларни конкрет мисолга— 
винт чизик уринмаларидан тузилган ейнлувчи сиртга кулланайлик.

Винт чизикнинг тенгламаси: р =  ас (и) 4* а ик булиб, унинг 
уринмаси (147-бетга каранг):

ае (и + ) +  /*

V в * Т Т *
_  _ 9

Уринмалар сиртининг г  =  рЧ-г»т тенгламаси:

г =  ае (и) 4-Х ик 4-
ае + кк

У а*+ )»

курннишни олади. Бу тенгламани скаляр формада бзайлик:

a cos и —

a sin и

Хи +

=  sin и,

cos и,

у а* + !

Бу тенгламалардан и нинг е Рдами билан табиий s
параметрга утиш мумкин.

Бу сиртда и =  const — ясовчилар (винт чизикнинг уринмала-

ри), v  =  const эса — радиуси а ,  =  a Y  > +
V*д1+ К% га тенг ва ка-

дами юкоридаги винт чизик­
нинг кадамига, яъни 2-* га 
тенг яна винт чизикларднр 
(149-бетга каранг).

Сиртни текисликка ёткиз- 
ганда винт чизик шундай (яс- 
си) чизикка айланадики, унинг 
эгрилиги винт чизик эгрили- 
гига тенг ва бурилмаси нолга 
тенг булади. Текисликда эса 
эгрилиги узгармас чизик фа- 
кат айлана булиб, унинг ра­
диуси винт чизик эгрилиги га 
тескарндир.

Шундай килиб, винт сиртни текисликка ёткизганда винт 
чизик айланага алмашинади, сиртнинг узи эса, шу айлана таш- 
карисидаги сохага бйилиб, уни икки марта коплайди.

Уринмалар сирти, аксинча, текислик кисмини эгиш йули 
билан хосил килиниши мумкин. Бунинг учун (икки варак К°*

185- чизма.
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гозни бир-бири устига кУйнб, уларни бирор ABC айлана 6yii- 
лаб киркамиз. Айлананинг ички кисмини олпб ташлаб, k o f o . • 
ларни халиги киркилган чизик буйича тиксак (ёки ёпиштирса! I 
ва ундан кейин уни очиб эга бошласак, винт сирт хосил к"- 
линали (185-чизма). Бу вактда айлана винт чизнкка ал маши- 
нади1).
Машц

160. Ушбу сиртларнинг кисилиш чизиклари топилсин:
1) г  =  ue(v) ■+■ /  (t>) к — коноид:
2) г  =  ие (и) -f (u -(- V)  к — коноид;

( » Ч )3) г  -  ие (и) +  ае 
Координат формада:

х  =  и cos v  — a sin и, у

+ avk.

и sin v  +  a cos V, г  =  av.

Жавоб: I) а =  0; 2) OZ уки; 3) ясовчилар v  =  const. Кисилиш чизиги 
оса о =  0— винт чизикдан иборат.

§ 83*. Винт сиртларни, айланма сиртларни, 
сферани эгиш

1. Винт сирт деб, эгри чизикнинг бирор ук атрофида ай- 
ланишн ва шу билан бирга уша Ук йуналишида илгариланма 
харакат килиши натижасида хосил буладиган сиртга айтамиз. 
(Иккала харакат тезликлари узаро про- 
порционал деб фараз килинади.)

Профил чизикнинг тенгламаси z  =
=  / (р )  шаклида берилса, винт сиртнинг 
вектор тенгламаси:

г  =  р <? ( у )  +  | / ( р )  + m v \  к i ( l )

ёки
Jt =  pcost>, у =  р sin х», z =  f(?) +  mv

булади. Эгри чизикли координаталар: 
р =  const — винт чизиклар v =  const — 
меридианлар (186-чизма).

Айланма сирт бундан сиртнинг хусусий холидир, у т =  
=  0 га мос келади. Геликоид албатта винт сиртдир (у /  (р) = 0  
га мос келади).

(1) дан
•  (v) +  / ' (р)  к, rD =  рв (v +  -Jj +  mb, 

E = \ + f \ p ) ,  F - m f \ p); G =  p* +m *.

*) Муфассалрок: М. Я. В ы г о д с к и й ,  Дифференциальная геометрия 
284—285-бетларга каранг.
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Винт сиртнинг чизикли элементи:
ds* =  [1 +  /'*(р)| dp* 4- 2m/'(p) d? dv  +  (p* +  m*) du*. (2)

Теорема. Хар цандай винт сирт бирор айланма сиртга 
эгилади ва унинг винт чизиклари (р =  const) га айланма 
сиртнинг параллеллари мос келади; винт чизикларнинг 
ортогонал траекториялари мерибианларга алмашинаои 
(Бур теоремаси).

И с б о т .  Хусусий хол, яъни геликоид учун бу теореманинг 
тугрилигини § 81 да курган эдик: геликоид катеноидга эгилиб, 
винт чизиклар параллелларга ва ортогонал траекториялар— 
ясовчиларга (меридианларга) алмашинган эди.

Винт сиртда винт чизиклар оиласининг ортогонал траекто- 
рияларини топиб (топиш хар вакт мумкин!) координат чизик­
лари сифатида шу икки оилани оламиз. р =  const чизиклар учун 
dp:dv =  0 :\ дейиш мумкин. Шу сабабли, ортогоналлик шарти 
ушбу шаклни олади:

Энди янги pj, v x координаталарни куйидагича киритамиз:

Бу ифодаларни (2) га кУйсак, чизикли элемент формуласи 
Куйидаги шаклни олади:

Профили г  =  ф (р) булган шундай айланма сиртни танлаб 
олиш мумкинки, унинг чизикли элементи:

Ёки
Fdu  - f  G dv  =  О 

« / '  (p) dp +  (m* +  pJ) dv =  0,
бундан эса

бки тескарича,

Булардан

• dp =  dpx, dv  =  d vx — dpx.

d s l -  [1 + f ' ( p ) l  dp*+p*dv* (4)
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булиб, винт сиртнинг (3) чизикли элементи билан айнан бир 
хил булсин; бунинг учун (3) да куйнДагича фараз килиш ки- 
фоя:

v x= h v ,  ^  =  +  pfV) (5)

бунда А =  const. Бунинг натижасида (3) даги иккинчи хаД 
fdv*  шаклини олади. Бу тенгликларнинг иккинчисир билан pj 
орасидаги богланишни беради, биринчиси эса <|>(р) функциянинг 
куринишини аниклайди*). (3) тенгликларга 
ихтиёрий А узгарувчи кнрганлиги сабабли, 
берилган винт сиртга изометрик булган 
чексиз куп айланма сиртлар мавжуддир.
Теорема исбот булди.

Винт сиртга мисол кнлиб кийшик гели- 
коидни олиш мумкин: у шундай геликоид- 
ки, унинг профили (тугри чизик) ВИНТ ЧИ­
ЗИКНИНГ уки билан доимо уткнр бурчак 
остида кесишади (187-чизма).

Бу сиртнинг тенгламаси:
г =  ре (-у) +  (Хр -|- т) k (X ва т =  const) 

ёки
Jc =  pcosu , y =  p s in i \  z =  Xp +  m.

Агар ясовчи укка тик, яъни X =  О бул­
са, юкорида куриб утилган т у г р и  г е л и ­
к о и д  хосил килинади. У минимал сирт­
дир.

Маищ

161. OZ уки билан кийшик геликоид а бурчак ташкил килган булса, 
уни бир паллали айланма гиперболоидга ёткизиш мумкин.

К у р с а т м а .  Ясовчиларнинг тенгламаси: г  =  р c tg  а  шаклда олинсин 
У *олда

?  =  Л* (?* + **). (1 + 4-'*) dp* = ( 1 + dp*.

*) Бу ерда р, v — янги узгарувчиларни белгилайди.
_*) Хакикатан, Л* (т* + pj) =  р* туфайли^ (3) даги биринчи кУшилувчн 

Vdp* шаклини олади. бунда U *арфи билан р нинг функцияси белгиланган. (4)

ни досил килиш максадида 1 1 = 1 +  <К*(7) дейиш кифоя. Бундан d'¥ ( f )  =
____ dp

=  v  U — 1 функциянинг куриниши аникланади, яъни биз меридианнинг 
теигламасини топган буламиз:

* =  ̂ \' U — 1 dp.
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Агар Л =  ctg а фараз кидсак,

у  (?) *  _pctg‘ -# у  р*_ mi C|g«,
булади, буидан »са

х* + у *
т* ctg*a m* =

Бу тенглама бир паллали айланма гиперСолоидни ифодалайди.

2. Айланма сиртни эгиш. Энди айланма сиртни эгиш ма* 
саласига $тиб, берилган айланма S  сиртга эгнлувчи шундай 
айланма скртларни топамизки, уларнинг меридианлари 5  нинг 
меридианларига алмашинсин. Агар шундай айланма сиртлар 
топилса, уларнинг параллеллари хам 5  нинг параллелларига 
алмашинади, чунки параллеллар меридианларнинг ортогонал 
траекторияларидир. Эгиш вактида бурчаклар узгармайди. 

Айланма сирт S ушбу
г  =  p e ( v ) + f ( p )  k

тенглама билан берилган. Унинг чизикли элементи: 
ds* =  [14- /'*( р)] dp*+ р*dv*.

Излана5тган айланма сирт 5, эса:
г , -  [■ e ( v )  + / ,  (р,)* 

тенглама билан берилсин ва унинг чизикли элементи 

=  И +  (pi)l dpi +  p\dv\
булсин.

Шартга кура, р =  const параллеллар pi =  const параллеллар- 
га ва v  =  const меридианлар г ,  =  const меридианларга алма­
шинади, яъни

Р1 =  ?(Р),  « !  =  ♦ ( « )  

ва чизикли влементлар тенг булади:

|1 +  /'*(р)] dp* f  p W =  [1 + f [ \ ) ]  dpi +  pfd v l  (6)

(4) дан dpx=  <?' (p) dp, d vx =  ф' (v) dv  келиб чикади, буларни
(5) га кУямиз:

[1 + / ,*(p)]rfp, +  p w  =  i h - / ; ‘(p,)1 *'*(p)d,e + ♦ ', (* )  (7)
Берилган сирт устидаги эгри чизикли р ва v  координаталар — 
эркли узгарувчилардир, демак, уларнинг do ва dv  дифферен- 
циаллари орасида хеч кандай богланиш йук, шу сабабли (7) 
тенгликнинг dp* ва dx* олдидаги коэффициентлари нолга ай- 
ланиши керак,бундан :

i + / ,,(p) - i i + / ; ,(p1) ] t ,,(p) (8>
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ва

Р - t ' ( * ) P » .  £ - * ' ( » ) •  (9)
(9) тенгликдан ty' (г/) =  const деган хулосага келамиз, чун­

ки унннг чап ва унг томони бир-бирига боглик булмаган ик­
ки узгарувчининг фуикциясидир. ф' (v ) — const =  — деб фараз 
килсак, о, =  пр ёки

h =  ? (Р) =  л?. v\ =  '>'(») =  -

хосил килинади, бунда п =  const. Иитеграллаш узгармасини 
ноль фараз этиш билан1 охирги тенгламани интегралласак,

вужудга келади. Бизнинг максадимиз z = / ,  (р,) функцияни то- 
пишдир. Шу максадда (р) =  п ни (8) тенгламага кУямиз:

1 +  /'*(Р) =  П + //(P i) l  л* еки rt*/;’(pi) =  1 + / ' ’(р) — л*; 
бу тенгламада

Г (п \ ц  dt 1 4Л
/ 1  'Pl‘ ^  dp, n' df '

демак,

® * “ « V ; ' ( P i )  =  l - « * + / ' ■  (P), 

бундан _____________
dfi  (pt) -  1 — « * + / ' ’ (p) dp

ёки

= / ,  (Pi) *= f V '  - n ' + f  (P) dp. (10)

Sx нинг профил чизиш мана шу тенгламага эгадир.
Изланган S, сиртнинг вектор тенгламаси:

r  =  п?е  (тГ) +  j / Т - « • + / ' *  (р) dpk

ва параметрик тенгламалари:

х  = / j p c o s ^ .  у  =  nps in^- ,  z , =  | Y \ ~ n * ¥  /'*(р) dp.

Бу тенгламалардан 5  га ёйилувчи S, сиртнинг характери 
тугрисида тасаввур олиш мумкин; биринчи S сирт узининг па­
раллели атрофида бир марта тула айланса, яъни v  бурчак 0 
дан 2* гача узгарса, унга мос келган иккинчи S! сирт 0 дан
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— гача айланади; шу билан бирга, S  нинг укидан р масофада
турган М нукта S x нинг укидан р, =  пр масофада туради. Де- 
цдк, я > 1  да S  сирт S, га бйилиш учун кенгайиши керак. S 
сирт бу холда SjHHHr факат бир кисмини коплайди. я <  1 да 
эса S сирт кисилиши керак ва у S, га бйилганда уни бир неча 
марта коплай олади.

3. Сферани эгиш. Бутун сферани эгишнинг мумкин эмаслиги 
исботланган1).

Демак, эгиш масаласини сферанинг бирор булагига нисба­
тан куйиш мумкин. Соддалик максадида сферанинг радиусини 
бирга тенг деб фараз киламиз. Сфера (ярим) айланани айлан- 
тириш натижасида хосил килиниши мумкин. Меридиан сифа­
тида

2* +  р* =  1 

айланани оламиз; бу тенгламадан:

2 = / ( р )  =  V 1 — Р*. f  (р) =  -  7 т = г

Юкоридаги (10) формулага асосан, эгилган сиртнинг мериди- 
анини аниклаш учун, шу формулага / '  (р) нинг ифодасини кУ- 
йиш керак, у холда:

( И )

Бу интеграл элементар функциялар оркали ифодаланмаса 
хам, шарга бткизиладиган айланма сиртнинг шакли (профили) 
хакида тасаввур бера олади.

И к к и х о л н и т е к ш и р а й л и к .
а) л > 1  бки 1 — /г* <  0. (11) даги интеграл хакнкий булиши 

учун ушбу тенгсизликлар бажарилиши керак:

л » Р * > л * - 1 ,  р* < 1 ,
яъни:

у  п%_|
Демак, радиуси р =  1— -—  га тенг икки айлана орасидаги шар
камаригина эгилиши мумкин (188-чизма). Унинг меридианн OZ 
Уки билан кесишмайди. Чизмадаги А нуктада меридианга ут­
казилган уринма OZ укига параллел, В нуктадаги уринма эса 
OZ укига тикдир. (Буни исботланг!)

*) В. Б л я ш к е ,  Дифференциальная геометрия. М. 1935, § 91.
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б) я < 1 .  Бу холда доимо 1 — я* +  л*р* >  0, шунинг учун 
z, нинг ифодаси 0 <  р <  1 шартда мусбатдир; р =  1 да А  нук­
та хосил булади, унда уринма OZ га параллелдир:

d tx _ 1 dz, 
dp, п do Pi Я .

p =  0 булса,
dZ,
dp,

1 dz,
n df

V \- n *
Pi = 0 .

Бу холда меридиан OZ уки билан кесишади ва унга утказил­
ган уринма OZ уки билан уткир а бурчак таш ки л килади:

tg * =  -  .
Иккала холда хам шар 

камаринигина эгиш мумкин- 
лигини курдик (189-чизма).

Машцлар

162. Винт сирт (коноид) 
г  -  pe(v) + (р +  V)  k 

нинг айланма гиперболоид

г -  Pi*(Oi) + (K p F1! ) *
уларнинг нук-га эгилишн учун, 

талари орасида 189-чизма. 

и , -  v + аг с tg р, р} -  р* +  1
кУринншдаги мослик Урнатиш кераклиги исботлансин. 

К у р с а т м а .  Бу сиртларнинг чизикли элементлари:

ds*= 2 dp* +  2 dp dv +  (p* 1) dv* ds} 2 p? —1 
pj _  i
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163. Винт сирт

r - f e ( v )  +  a (In ~  +  v) k

«инг айланма сирт

г  =  р,е (w,) +  a V T  In (р, +  / р ;—  а*)

га вгилишини исботланг (р? — р* +  я* фараз цилинсин).
164. У ц бу  сиртларнинг ейилувчи эканлиги исботлансин:

а) г  =* е (v)  +  (и -(-1>) е (v  +  - j  J +  (и +  2 t)*

•ки  х  «= cos и — (и +  v) *in v, у «  eln v  +  (u ■+• v) cos и, я — и +  2а.

I „ 2б) х  — в* +  jj V, у “  2а* +  bi\ * <= и* -д в*а

К у р с а т м а. а) N  |  е (v) + It, яъни N  фацат битта узгарувчига боглиц.
165. Фазовий чизикнинг бош нормалларидан тузилган (чизикли) сирт- 

яинг бйнлучан эмаслигини исботланг. Бинормалга нисбатан *ам шу масала.
К у р с а т м а .  Тегишли сиртларнинг тенгламалари:

г  -  p'(s) +  Г *=7(S) +  W?(J).
__ _!__ 1 J .  J .

Бу ерда v v p ва ji p аралаш купайтмаларнинг нолга тенг эмаслиги ио- 
ботланснн.

§ 84*. Конформ мослик. Картографии масала

1. Изометрик сиртлардаги мос чизик (бй)лар, бурчаклар, 
юзлар узаро тенг эди. Параметрланиши умумий булган ик­
ки S ва Si сирт орасидаги мослик натижасида тегишли 
яизицлар орасидаги бурчакларгина узаро тенг булса, бун­
дай мослик сиртларнинг конф орм  мослиги дейилади.

Икки сирт S ва Sx конформ мосликда булиши учун улар­
нинг чизикли элементлари ds* ва ds\ пропорционал булиши 
ва рур ва етарлидир:

ds* =  l*dsl.
Хакикатан,

Eidu*+ 2Fxdu dv  +  Gxdv* =  X* (и, v) (E du2 +  2Fdu dv +  G dv*) 
€ки

£ , =  \*E, Fx=  >*F, Gi =  /*0

шартлар бажарилса, у холда бу сиртлар устида бтган икки 
жуфт мос чизиклпр орасидаги тегишли бурчаклар тенг булади, 
чунки бу бурчаклар учун чикарилган

Е d u lu  +  F (du bv 4- dv Ьи) G djbu
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формулага Е, F, G, Elt Fu G, нинг ифодаларини кУйганда, >•* 
кискариб кетади. Бу сон бузилиш (буришиш) коэффициента 
дейилади.

Конформ мосликнинг яна бир ажойиб хоссаси шуки, S  ва 
.9, сиртлардаги етарлича кичик мос сох,алар узаро ухшашдир.

Изометрик мослик конформ мосликнинг >* =  1 га тугри кел­
ган хусусин холидир. Берилган S  сиртг? эгилувчи сиртлар 
унга изометрик булган сиртлар с и н ф и н и  ташкил этади. Ма­
салан, текисликка бткизилиши мумкин булган сиртлар 6 й и л у в-
ч и сиртлар синфини хосил килади. Хуллас S ва сиртлар- 
нинг изометрик мослиги уларнинг конформ мослигига Караган­
да кучлирок талабдир, чунки биринчи холда учта тенглик:

F , =  F, G ,= G , 
иккинчи холда эса иккита тенглик:

* h - b - 9 l
Е ~  F ~  О

бажарилиши керак. Аникрок килиб айтганда, ушбу теоремани 
исботлаш мумкин: агар иккита регуляр S ва S, сиртда их- 
тиёрий икки М ва А/, нуцта олинган булса, у холда хам- 
ма вацт шундай конформ (и, v) -* (и,, г',) мослик мавжуд- 
ки, у М нинг бирор атрофини Ж , нинг цандайОир атрофига 
акслатади (цисцача: ихтиёрий иккита регуляр сиртни бир- 
бирига (локал) конформ акслатиш мумкин).

Бу теоремани исботлаш учун хар кандай сиртни текисликка 
конформ акслатиш мумкинлигини исботласак бас, чунки те­
кисликка конформ аксланувчи икки сирт узаро хам конформ 
аксланадн. Охирги тасдикни исботлаш учун эса хар кандай 
сиртнинг чизикли элементнни изотермик шаклга, яъни ушбу

Ф |=  Edu* +  ‘IFduclv  +  G dv* — >.* (a, ft) (</a2+  d'i*) (1)

куринишга келтириш мумкинлигини исботлаш кнфоя. (1) тенг- 
ликнинг унг томони — текисликнинг кутб системасидаги чизик­
ли элементининг узгинасидадир (249-бетга каранг).

Айланма сиртни доимо текисликка конформ акслатиш мум­
кин. Хакнкатан, г  — ре (v) +  f  (р) k сиртнинг чизикли элемен- 
тини биз юкорида (252-бет) изотермик шаклга келтирдик. Уша 
мухокамаларни бир оз бошка шаклда такрорлайлик. Бу сирт­
нинг чизикли элементн

ds*= [1 +/! ( ? ) |^ 4 fW ,
агар бу ерда [1 + / '  (р)] dp* =  du* деб фараз килинса, у холда 
(« — меридиан ейи);.

di*— du*+ p2du*, as* =  +  dv* у
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Энди и ва о урнига их ва v параметрларни куйидагича кири- 
тайлик:

dut =  - г ,  и ,=  \
du С du

J Г
у холда:

ds* =  р* (du\ +  dv*). (2)

Агар (их, v) -► (Е, ■»;) мосликни цуйидагича кабул этсак:
6 =  «1, Ч =  v,

яъни

фараз килсак, айланма сиртнинг (2) чизикли элемента текис­
ликнинг Е, т) Декарт координаталаридаги чизикли элемента

ds\=*d? +  di? (3)
дан факат р* купайтувчи билан фаркланади. Демак, айланма 
сирт текисликка конформ аксланади, унинг р «=• const параллел- 
лари ва v =  const меридианлари мос равишда •») ва 5 укларига 
параллел булган тугри чизикларга аксланади; шу билан, ай­
ланма сиртнинг картаси ясалди деймиз.

Ер юзини сферик сирт деб кабул килсак, унинг географик 
и ва v  координаталарига (u =  const — п а р а л л е л ,  к е н г л и к  
ва v  =  const — м е р и д и а н ,  у з о к л и к )  нисбатан тенгламаси

г  =  R  [cos ие (v) 4- sin и Л|

булиб, уни айланма сирт деб караш мумкин. Унинг чизикли 
элементи

ds* =  R* (du*+  cos2 и dv*). • (4)
Юкоридаги мухокамаларни (4) тенгламага кулланайлик:

ds*= R* cos* и (  +  d v* ) .
Энди

в - ч ,cos и * "
яъни

Е =  l n t g ( y  -+- j ) ,  H =  v  (5)

деб фараз килсак, сферанинг Е ва га нисбатан тузилган 
ds* =  R* cos'u (d\* +  d-ц*)

чизикли элементи нинг коэффициентлари текисликнинг Е ва *) 
га нисбатан тузилган (3) чизикли элементининг коэффициент-
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ларига пропорционал булади. Шу сабабли (5) формулалар би­
лан аникланган мослик Меркатор проекцияси дейилиб, ер 
юзининг текисликка конформ аксини (тасвирини) беради. Сфе­
ранинг меридианлари От) укига, параллеллари эса (У\ укига па­
раллел тугри чизикларга алмашинади. Бутун ер юзини аксла-
тиш учун 0 <  v <  2* ва — |  <  и <  деб олиш керак, у *ол-
да I ва ч координаталар ушбу чегараларда узгаради:

О <  •») <  2 * , —  оо <  5 <  оо (190-чизма).

191-чизмада ер юзининг 60° ли жанубий кенглигидан 80е ли 
шиыолий кенглигигача булган кисмининг картаси келтирилган1).

(
----к

t *- V
- 1 -/ / h

4

_L

'  \ ? *)Л-7

f f
г г "

1 А,-j
. < Л 5

J* ------ .

- л - " Y
1

7 - -
г

r

Ч с Li j

г*/

60я
'UUM

191-чизма.

60'

%таН

Бу картада сферанинг локсодроми (239-бетга каранг) (Л укига 
параллел тугри чизикларни бир хил бурчак остида кесиб ута- 
диган тугри Ч и зи ка  алмашинади.

*) В. Р. К а г а н ,  Основы теории поверхностей, ч 11, 163-бет.



270 БИРИНЧИ КВАДРАТИК ФОРМА

2. Стереографии проекция. Ернинг кутбларига якин соха- 
ларини (масалан, Антарктикани) текисликда Меркатор проек­
цияси ердами билан тасвирлаш — картасини ясаш унгайсиздир 
Шунинг учун бундай л о л л а р д а  бошка конформ мослик ишла- 
тилади.

Сферанинг бирор кутбдан экваториал текисликка проекция­
си, унин£ стереографик проекцияси дейилади. Экваториал

текислик урнига унга 
параллел текислик 
олинса хам тасвируша- 
нинг узи булади (192- 
чизма).

Сферанинг геогра­
фик координаталари и 
ва v  б5'лсин. Сфера- 
даги нукталарни бу 
сферанинг шимолий 

, кутбидан жанубий кут- 
бидаги уринма текисли- 
гига проекциялайлик. 
М (и, v ) нукта М , нук­
тага проекцияланган 
булсин. Бу Af, нукта- 

192 чизма. нинг вазиятини халигн
текисликда кутб снсте- 

масига нисбатан аниклаймиз. Системанинг кутбини jV кутбда, 
Кутб укини эса (чизмада курсатилмаган) бошлангич меридиан 
текислигида олайлик. У холда Af, нуктанинг кутб бурчаги 
М  нуктанинг узоклигига тенг булади: <s =  v. Кутб радиуси ни
NSM X учбурчакдан аниклаш осон. NM  =  ЛМ 0 +  М0М =* j  +  и. 

Аммо а =  ЛМ  =  J  +  j .  Демак,
N M X =  р =  2/ ? t g a

еки
P = 2 t f t g ( |  +  f ) . (6)

П текисликнинг р ва <р га нисбатан тенгламаси г  — ре (<t) 
булиб, унинг чизикли элементи: ds* =  dp* +  p*di1 еки

ds* =  р* [(d lg p)*+ d <̂%\ .

Энди (6) дан Igp =  \g2R  - f  lg tg (^ -  +  ^ ) ,  бу ердан эса d\g?  ”

=  « ^ Т ;б у н и  нинг иФ°Дасига КУямиз: ds* =  р * [ ^ ^  ^  
- f  dtf*) бки
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ds* =■ (du* +  cos*« d<f*).

Бу ифода сферанинг чизикли элементи ds2 =  R* (du* +  cosudv*) 
га пропорционалдир. Демак, сфера билан текислик орасида 
ушбу

Р =  2R  tg ( |  4- -J), < f - v

формулалар брдами билан мослик урнатсак, сферанинг текис­
ликда конформ акси (тасвири) хосил килинади. Бу мосликда 
сферанинг и =  const параллел- 
лари текисликнинг концент- 
рнк р =  const айланаларнга, 
сферанинг v =  const меридиан- 
лари эса N  кутбндан чиккан 
тугри чизикларга аксланади 
(193-чизма). Сферанинг текис­
ликда хосил килинган бундай 
проекцияси унинг стереогра­
фии проекцияси дейилади.
194-чизмада шимолий кутбга 
якин соханинг стереографик 
проекцияси келтирилган.

Машц

166. Икки текисликнинг гомотетияси ва, ш унингдек 
*иги конформ аксланишдир. Бу исботлансин.

инверсион мос-
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г ( X
К у р с а т м а .  Гомотетия: /? =  >г. инверсия эса R = j*  (®ки *  “

у  «= Булардан биринчи *олда <//? =  Kdr бки dS* =* Wds1-, иккинчи

*олда эса dR  а  ------- —------- • Бунк кпадратга кутарганда

_  г 'dr- — \r xrdr dr -f 4r*dr; 
r 8

агар rdr =  rdr тенглик (36-бетга царапг) эътиборга олинса, dR2 dr1 ке­
либ чицади. Текисликларнинг чизикли элементлари пропорционал, демак, улар­
нинг инверсион ва шунингдек гоыотетик мослиги конформ мосликлардан 
иборат.
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УРАМА СИРТЛАР. ЁЙИЛУВЧИ СИРТЛАР

§ 85. Сиртлар оиласининг урамаси

Бир параметрли сиртлар оиласининг1) урамаси тушунчаси 
чизиклар назариясидагн тушунча сингари вужудга келтири- 
лади.

Бир параметрли регуляр сиртлар оиласи берилган булсин: 
F (x, у, z, а) =  0, (1)

бунда F (x, у, z , з) функция W [х, у, г)  сохада регуляр функ­
ция булиб, шу со.\ада учинчи тартибгача хосилаларга эга деб 
фараз киламиз.

Таъриф . Бир параметрли (1) сиртлар оиласининг ура­
маси деб шундай сиртга айтамизки, у узининг %ар бир 
нуцтасида шу оиланинг тайин бир сиртига уринади.

Уриниш нуктаси урама ва оиланинг сирти учун о д д и й  
н у к т а  деб фараз килинади.

Таърифга кура, урама сиртнинг х а р  б и р  нуктасига оила­
нинг битта сирти мос келади: урама буйлаб харакат килинса, 
оиланинг янги-янги сиртларн вужудга келади, бошкача айт­
ганда, а параметр узгара боради, демак, бу параметр урама- 
даги М (х, у, z) нуктанинг бирор функциясидир:

■ -  а (х, У, г).
Урама (Е) сирт мавжуд деб фараз киламиз ва уни аниклаш 
усулинн берамиз. Оила тенгламасига г (х, у , z) ни кУйсак, 
айният хосил килинади: F (х, у, z, я(х , у, z))==0. Буни а бу­
йича дифференциаллаймиз:

I . dF .  , dF . . dF . . dF . _  ._ .- d x + - d y - r ^ d z +  - ^ d  a =  0 (2)
€ки

j F - d r +  ~^d* =  0. (3)

*) Снртларнинг бир параметрли оиласи дейиш урнига биз шу терминни 
ишлатдик.

1R0 Дифференциал геометрия курен

Н
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Оиланинг хар бир сирти учун а узгармасдир, шу сабабли (1) 
ни днфференциалласак

VFdr =  0 (4)

булади. Бирок иккала сиртнинг умумий М  нуктаси оддий бул­
гани учун; хРфО.  Энди, шартга__кура, шу нуктада хам
оила сирти учун, хам урама учун \F  умумийдир (улар уму­
мий уринма текисликка эга), демак, (2) дан ^ < / а  =  0.
Аммо урама сирт буйлаб харакат килганда й г ф  0, чунки Ура- 
манинг нуктасидан нуктасига утганда, а параметр узгара бо­
ради, шунинг учун £ - ° -  Хуллас, о и л а н и н г  у р а м а с и
м а в ж у д  б у л с а ,  у н и н г  н у к т а л а р и  и к к и т а  т е н г л а ­
м а н и  к а н о а т л а н т и р а д и :

F (x , у, г , а) -  О, 2’ а) =  0. (5)

Бу икки тенгламадан а йукотилса, ураманинг координат фор- 
мадаги тенгламаси хосил булади:

?  (* , У , г )  =  0. (6)

Ураманинг мавжудлиги учун (5) шартлар факат зарурий булга- 
нидан, (6) тенглама, умуман айтганда, урамадан бошка сирт-

ларни хам ифодалаши мумкин. lily 
сабабли уни мустакил равишда К а ­
раганда, у оиланинг (D ) дискрими­
нант сирти дейилади (195-чизма). 
Бу сиртнинг тенгламасини (6) шакл­
да бздик. Бу сирт буйлаб силжи- 
ганда туртта х, у, г,' а узгарувчи 
иккита тенглама билан богланган 
булади. Шунинг учун бу тенглама­
лардан туртта узгарувчинн иккита 
эркли и ва v  параметрларнннг функ-

195-чизма. циялари килиб ифодаласак, дис­
криминант сиртнинг параметрик 
тенгламалари келиб чикади. 

Юкоридаги мухокамалардан равшанки, урама сирт дискри­
минант сирт таркнбига киради. Аксинча, дискриминант сиртнинг 
оила сиртларидаги махсус нукталардан холи булган кисмлари, 
албатта, урамани тасвирлайди. Охирги тасдикни исботлаш хам 
осон. Дискриминант сирт буйлаб силжиганда (3) ва (5) тенг- 
ликлар кучга эгадир, демак, (4) тенглик хосил килинади, шу­
нинг учун оила сиртнинг xF  нормали (D) сирт буйича сил- 
жиб борган dr  векторга тик булнб, иккала сиртнинг уринма
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текисликлари [бир хилдир. Биз урама нукталарининг оддий 
(V? Ф 0) эканини эслатиб утамиз.

"а параметрнииг хар бир кийматида (5) тенгламалар иккита 
сиртни ифодалайди. Бу сиртлар кесишса, кесишиш чизиги оила 
сиртининг характеристикаси дейилади. Дискриминант (ва 
урана) сирт оила сирт- 
ларининг характеристика- 
ларидан тузилгандир.
Оила сиртининг характе­
ристикаси ажойиб хосса­
га- эга: у р а м а с и р т  о н- 
л а  с и р т  и г а  х а р а к ­
т е р и с т и к а  б у й л а б  
у р и н а д и ,  чунки унинг 
нукталарида * уз кийма- 
тини сацлаб, ураманннг
(5) тенгламаларини ка- 
иоатлантиради.

Оиланинг барча харак- 
теристикалари эгри чи­
зикларнинг бир параметрли оиласини ташкил кнлади. Харак- 
теристикаларнинг урамаси мавжуд булса, у сиртлар оиласининг 
цайтиш цирраси дейилади (196-чизма). Унинг тенгламаси 
r = r ( t )  булсин.

Теорема. Цайтиш циррасининг нукталари цуйидаги уч­
ти тенгламани цаноатлантиради:

■ дР (jc, у, х, а) _  n  P F  (х, у, г, о)
-------- д~а-------  =  0> -------дГ*-------- 1

196-чизма.

F{x,  у,  z,  а) -  0, ( 7 )

И с б о т .  Хакикатан, кайтиш кнррасининг хар бир нуктаси 
тайии характер истина га карашлидир1), шу сабабли, r = r ( t )  
ни [бки х  =  х (t), у =  y ( t ) ,  z  =  z ( t )  ни] (5) га кУйганда ик­
кита айният хосил килинади. Унинг иккинчисини t  буйича. 
дифференциаллайлик:

P F  dx  ____
dt ^  даду dtдадх

d*F dz  , d*F d u _
dxdz dt ‘ дз* dt — ' (8)

Кайтиш киррасининг ^  уринмаси F — 0 ва F.  =  0 сиртлар­
нинг уринма текисликларида бтади, демак, у Ft =  0 сиртнинг

—  I d*F -*1L  д*р \
^F* \д?дх ’ даду ’ дадх >

*) Кайтиш киррасининг нукталари оиланинг характеристик нукталари 
Дейилади.
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градиент векторига тикдир:
—  d r  _  &F_ dx d*F_ dy d*F d i  _  „

”  * " dt di dx dt da dy dt da dz dt ’

d*Fб у н и  эътиборга олсак, (8) дан - ^ -  =  0 хосил булади. Шуни
исботлаш керак эди.

Кайтиш киррасининг тенгламаларини хосил к»лиш учун
(7 )  тенгламалардан а ни йукотиб, Ф\(х,  у,  г)  =  0 ва 
Ф А Х, У, z) =  0 ни топамиз, бки х, у, z  ни а оркали ифода- 
лаймиз:

х  — х  (я), у =  у (*), z =  z ( а), г =  г  (я).

Чизиклар назариясидаги сингари, сиртлар оиласига караш­
ли бир-бирига якин иккита (а) ва (а +  Да) сирт бир-бири би­
лан кесишса ва Да-*-Ода кесишиш чизигининг лимити 
мавжуд булса, у холда бу лимит чизик (®) да бтувчи характе- 
ристикадан иборат булади. Буни исботлашни укувчига топши- 
рамиз.

Эслатма. Биз бир параметрли сиртлар оиласининг урамаси 
хакида сузладик. Агар сиртларнинг икки параметрли оиласи

f i x ,  У, г , », Р )*=0
берилиб, унинг Урамаси мавжуд булса, у учта тенгламани ка- 
ноатлантиради:

F - ° .  % = 0 .

Бирок икки параметрли оила умумий холда урамага эга эмас. 
Биз буни исботламаймиз. _

Мисоллар. 1) Марказлари р =  р (s) чизикда бтган ва ради- 
услари узгармас булган шарлар оиласининг урамасини^топан- 
лик. Шарнинг тенгламаси ушбудир:

[г — p(s)]*—]а*== 0 (а =  const).

Буни s параметр буйича дифференциалласак, у холда харак­
теристика

[ г - р ( 5 ) | * = у ,  [ г - ? ( Т ) ] . " ^ о Г  О)
тенгламалардан ва кайтиш кирраси*эса

(г  — р)* =  а \  (г  — р") т =  0, ( г  — р) k v — 1 =  0 ( Ю)

тенгламалардан аникланади. (9) дан куринадики, оила харак- 
теристикалари: шарларнинг „марказлар чизиги* (С) даги нор-
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м а л  текисликлар .билан кесишиш чизицларидан (яъни катта 
доиралардан) иборатдир. Урама сирт шу доиралардан тузилиб, 
у канал сирт дейилади.

(10) даги учинчи текислик (С) нинг бош нормалига тик бу­
либ, p(s)  нуктадан k масофада туради ва (10) даги иккинчи 
текислик билан (С) нинг эгрилик уки буйлаб кесишади (§ 68 
га каранг). Оиланинг кантиш кирраси эса (С) нинг эгрилик 
уклари билан шарларнинг кесишиш нукталаридан тузилган ва 
(С) га „параллел' булган иккита чизикдан иборатдир. Кайтиш 
киррасининг тенгламасини (10) дан фойдаланиб топамиз.

2) Биринчи мисолда олинган шарларнинг радиуслари узгарув- 
чи, яъни a =  a(s)  булсин, у холда шарлар оиласининг тенгла­
маси \

[г —  р (s )]2- a * ( s )  =  0
булади. Буни s буйича дифференциалласак, текислик тенгламаси 
хосил булади:

(Г _ р) х - а а£  =  о :

Оиланинг характеристикаси шу текисликда ётувчи айланадир; 
текисликнинг узи эса (С) нинг нормал текислигига параллел
булиб, ундан d  =  a \^ s j  масофада туради. Агар d < a ,  яъни

^  | <  1 шарти бажарилса, айланалар (характеристикалар) мав­
жуд булади; бу холда урама хам мавжуддир. Шарлар оила­
сининг урамаси циклида дейилади.

3) Марказлари айланада ётган ва радиуслари узгармас бул­
ган сфералар оиласининг урамаси тор дейилади. Марказлар 
чизиги р =  be (?) айланада ётиб, оила сфераларининг радиус­
лари а га тенг булса, у холда оила тенгламаси
[ г — (be (?)]* — a* =  0 ёки (х — 6 cos?)* -+■ (у — fcsln?)*+ z*—

— a*=  0
куринишга, характеристика тенгламаси эса

[г — be (?)] е (? +  =  0 ёки bx  sin ? — by cos ? =  0

Куринишга эга булади, бундан s- ~ -  =  Агар
бу тенгламалардан s in?  ва cos?  ни йукотсак, торнинг тенгла­
маси вужудга келади:

(■*•+ У* +  z* +  b* — а*)* — 4 Ь1 (х* +  уг) =  0.
Кайтиш киррасини топинг.
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М а ш ц ла р
167. Координат текисликлари билан кесишиб, *ажмлари тенг тетраэдр- 

яарни аж ратган текислнклар оиласининг урамаси топилсин.
х  у г

Айтилган текислнклар оиласи: — +  у  +  — »  1 булиб, тегишли *ажм
1 6и „

v  =  -g • abc, бундан с -  Демак,

* х  у аЬ
~а + T + e i z ~ 1 = 0-

Буни а ва Ь буйича дифференциаллаб, сунгра а ва Ь ни йукотсак, урама 
сирт сифатида учинчи тартибли алгебраик сиртни *осил киламиз:

2
хуг  =  g-i/.

168. М арказлари XOY  текислигида етган узгармас раднусли ш арлар Ура­
маси топилсин. •

Жавоб: Оила тенгламаси (х — а)* + (у — ',)* +  г* — г* =  0 (г  =  const). 
У рам а иккита г =  ±  г  текисликдан иборат.

169. Ярим укларининг йигнндиси узгармас булган эллипсоидлар оила­
сининг Урамаси топилсин.

X х у* г*
Жавоб: Оила тенгламаси ^» +  + 3» = 1 .  бунда а +  Ь +  с =  const —/;

1 1 i \Урама сирт х  +  у +  г =  /  .

§ 86. Бир параметрли текислнклар оиласи

Олдинги параграфда баён цилинган назарияни текисликлар- 
нинг бир параметрли оиласига кУлланайлик. Уч улчовли фа- 
зода барча текислнклар уч параметрли онлайн ташкил кнладн. 
Бнз хозир фацат бир параметрли оила билан шугулланамиз. 
-Уларнинг вектор теигламасини

гп  (а) +  D  (г) =  0 . (1)

куринишда ва координат системасидаги теигламасини 
A (a) jc  +  В (а) у 4- С (а) z  +  D  (а) = 0

куринишда Сзиш мумкин. Оила текислигида бтувчи характе­
ристика: (1) текисликнинг ушбу

гп' (j) +  D' (а) =. О1) (2)

текислик билан кесишган чизиги, яъни тугри чизикдир*)-

>) (2) тенглама (1) ни а буйича дифференциаллашдан *осил килинган. 
*)_(!) ва (2) текислнклар кесишади, чунки /Г  — In  булса, п  нинг йуна­

лиши 'узгармай колиб, олинган оила параллел текислнклар оиласи булар 
эди.
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Барча характеристикалар тугри чизиклардан иборат бул- 
ганн учун (1) оиланинг (£) урамаси (тугри) чизикли снрт- 
дир. Бу сиртнинг ейилувчи сирт, яъни торс эканини исбот­
лаш осон. Хакикатан, характеристика (яъни тугри чизик) 
буйлаб харакат килганда, урама сирт оиладаги сиртларга ури­
на боради; оила сиртлари текисликлардан иборат булгани учун, 
урама сирт уларнинг хар бирига битта ясовчинннг хамма нук* 
таларида уринади — шу ясовчи буйлаб борганда, ураманинг 
уринма текислиги узгармайди. Бу эса (£) нинг торглигидан 
дарак беради.

Теорема. Ёйилувчи л;ар цандай сирт (торс) ни текис- 
ликларнинг бир параметрли оиласининг урамаси деб ца- 
раш мумкин.

И с б о т .  Хакикатан, торснинг ясовчилари бир параметрли 
оилани ташкил килади. Хар бир ясовчидан ягона уринма те­
кислик утади, демак, торснинг барча уринма текисликлари хам 
бир параметрли оилани ташкил килади ва торс бу оила учун 
урама вазифасини бажаради.

Бу теоремани олдинги мухокамалар билан биргаликда К а ­
раганда, куйидаги мухим натижа келиб чикади:

Сиртнинг ёйилувчи (торс) булишлиги учун, у бир пара­
метрли текисликлар оиласининг урамаси булиши зарур ва 
етарлидир.

Энди яна умумий ^олга утиб, оиланинг кайтиш (R) кир- 
расини аниклаймиз. Унинг радиус-вектори ушбу учта тенгла­
мани каноатлантириши керак:

гп  (а) +  D  (а) =  0, гп' ( у)  +  D  (а ) =  0, гп" (а) +  D "  (а ) =  0 . (3 )

Бу тенгламалар г {х,  у, z } га нисбатан чизиклидир, система 
детерминанта ушбуга тенг:

А В С
Д =  пп'п" = А' В' С'

А" В" С"
Икки холни курамиз.

1) Д =  пп'п"ф  0. Бу холда (3) системани г га нисбатан 
бир кинматли равишда ечиб, г  ни а оркали ифодалаймиз:

Г =  г ( а )  { х ( а ) ,  у (a), z(*)}. (4)

Агар г (а) — узгарувчи вектор булса, (4) тенглама эгри чизик- 
ни — (R) кайтиш киррасини ифодалайди. Унинг епишма текис­
ликлари каралаётган оиланинг текисликларидан иборат була­
ди. Хакикатан, характеристика (3) нинг биринчи ва иккинчи 
тенгламалари билан берилган текисликларда етади, демак, унинг
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г1 уринмаси шу текисликларнинг нормаллари булган л ва л ' 
векторларга тикдир:

г'п =  0, г'п =  0.

Бу теигликлардан бнринчисини а буйича дифференциаллаб, 
иккинчисига асосан, ушбуни хосил киламиз:

г"л =  0.

Шундвй килиб, л_]_г"; демак, оила текислиги (R) га уриниб, 
г" ни уз  ичига олади.

Курилган хол умумий булиб, торснинг тузилиши хакида
тула тасаввур беради (197-чизма).

Биз г =  const =  г0 ни ташлаб кет- 
дик. Бу холда кайтиш кирраси нукта - 
га айланиб, барча характеристикалар 
битта нуктадан утади. Оила текислик- 
ларининг урамаси коник сирт б у ­
лади.

2) Д =  ппп" =  0. Демак, л, л ',  п п 
векторлар компланардир, шу сабабли, 
уларга тик N  вектор мавжуд булиб, 
оила текисликлари N  га параллел, 
яъни л, л ',  л" векторлар ётган текис­

ликка тикдир. $  рама бу холда йуналиши узгармас характерис- 
тиканинг харакатидан хосил килиниб, цилиндрик сиртни тас- 
вирлайди.

Хуллас, бир параметрли текисликлар оиласининг урамаси 
юкорида курилган учта типли ейилувчи сиртни беради: урин- 
малар сирти, коник сирт, цилиндрик сирт (охирги холда кай­
тиш кирраси мавжуд эмас).

Теорема. Агар сирт z  =  f ( x ,  у) тенглама билан берил- 
са, унинг ёйилувчи сирт булиши учун г t  — s* ифода нолга 
тенг, яъни:

r t — s* =  0
булиши зарур ва етарлидир, бунда г — s =  - ~ - ,  t  =

д*г=  gp’ (Бу белгиларни М о н  ж киритган.)
И с б о т .  Берилган г = / ( х, у) сирт ёйилувчи булсин, у 

Холда унинг уринма текисликлари:

Z = p X +  qY +  z  — р х  — qy, р  =  ~х, q =  ~

бир параметрли оилани ташкил килади, яънн учта р,  q, z  —
— p x  — qy коэффициент битта а параметрга боглик булади;

P  = Vi ( a). Ч =  ? * (« ) .  z рх qy =  ®з (а).
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Бу тенгламаларнинг олдинги иккитасидан р  ва q узаро 6o f *  
лик деган хулосага келамиз: <7 =  <?(/>); демак, улардан тузнл- 
ган якобиан нолга тенг:

дР др
D(p.  q) _ дх ду Г 5 1
0 ( х ,  у) dq dq -- S t  1

Ох ду

Тескари теореманинг исботига тухтамаймиз. (5) шартнинг 
геометрнк маъноси § 82, 86 да ойдинлашади.

Э с л а т м а .  Торслардан бошка ихтиёрий сиртларни олган- 
да, уларнинг уоинма текисликлари икки параметрли оилани 
ташкил цилади1). Демак, торсларнинг характеристик хоссаси 
уларнинг уринма текисликлари оиласининг бир параметрли 
булишидир.

§ 87*. Фазовий чизикка боглик торслар, уларнинг
эволютаси

1) r = r { s )  тенгламалн (Г) чизикдаги нормал текисликлар- 
нинг оиласи

( / ? - r ( s ) ) x ( s )  =  0 (1)
тенглама билан ифодаланиб (s параметр), уларнинг урамаси 
берилган чизикнинг цутбий сирти дейилади. Оиланинг харак- 
теристикасини топиш учун, (1) ни s буйича дифференциаллай- 
миз:

( / ?  —  г  ( s ) )  Л v —  1 = 0 . (2)

Бу тенглама (Г) чизикнинг тугриловчи текислигига парал­
лел холда эгрилик марказидан утган текисликни ифодалайди. 
Оиланинг характеристикалари эгрилик марказларидан утиб би- 
нормалларга параллел булган тугри чизикларни тасвирлайди; 
демак, улар берилган (Г) чизикнинг эгрилик укларидан ибо- 
ратдир (§ 68 га каранг). Улардан тузилган сирт (торс) (Г) 
нинг к у т б  и й с и р т и  д и р. Бу сиртнинг кайтиш киррасини 
топиш учун, (2) тенгламани s буйича дифференциаллаб, хосил 
Килинган тенгламани (1) ва (2) билан бирга карасак, яъни 
§ 68 даги мухокамаларни такрорласак, ёпишма сферанинг мар-

l - i l -казини аннкловчи формулага келамиз (  г  (s) +  у  v - f  L — Р у  
ва шу билан, оиланинг характеристик нукталари ёпишма сфе-

>) Чунки сиртнинг хар бир оддий (и, v) нуктасига фацат битта уринма 
текислик мос келади.
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раларнинг марказллридан иборатлигнни ва кайтиш кирраси 
шу нукталарнинг геометрик урни эканлигини курамиз. Фазо­
вий чизик эволюталарн учун кутбий сирт катта ахамиятга эга.

Ясси чизикнинг кутбий сирти цилиндрик сиртдан иборат 
булиб, унинг ясовчилари шу чизик бтган текисликка тикдир.

Цилиндрнинг ‘йуналтирувчиси 
сифатида чизикнинг эволютаси ни 
Кабул килиш мумкин (198-чизма).

Сферада бтган бирор ( / )  чи- 
зикни олсак, унинг кутбий сир­
ти — учи сфера марказидаги ко- 
нусдир, чунки унинг хамма нор­
мал текисликлари битта нукта­
д а н — сфера марказидан утади.

2) ЁпишмаЧекисликлар оиласи

( t f - r ( s ) H ( s ) = 0  (3)
тенглама билан ифодаланиб, бун­
да s параметр хисобланади. 
Характеристика (3) тенгламадан 
ва уни s буйича дифференциал- 
лаш билан хосил килинган

(/? — r ( s ) ) 7 ( s )  =  0 (4)
тенгламадан аникланади. (3) ва (4) дан R — r  вектор т буйи­
ча йуналган деган хулосага келамиз, чунки у v ва  ̂ вектор- 
ларга тикдир. Оиланинг характеристикалари (Г) чизикнинг 
тегишли уринмаларидан иборат. Бу торснинг кайтиш киР‘ 
раси (Г) чизикнинг у з и д и р .  ХаКи*<атан, уни излаш учун (4) 
ни s буйича дифференциаллаймнз:

(R  — г) (— k z +  оЗ) = 0  
ва (3) ни эътиборга олиб, ушбуга эга буламиз:

(R — r ( s ) ) T ( s )  = 0 .
Шундай килиб, R — г  вектор т, v, $ нинг учаласига хам тик; 
бирок бу учта вектор компланар эмас, шунинг учун R —r(s)  
нинг узи нольвекторга айланади; демак, /? =  r ( s ) .  Айтганимиз 
шу билан исботланади.

3) Тугриловчи текисликлар оиласини олайлик;
(/? — г  (5 ))  7(s) =  0.

Характеристика ана шу текисликнинг ушбу 
(Я -  г ( * ) ) ( - £  + ер) =  0 

текислик билан кесишган (тугри) чизигидан иборат булиб, у
[V (— &  +  0^)] =ЛР +  от



87. ФАЗОВИЙ ЧИЗИККА ДОИР ТОРСЛАР 283

} вектор (яъни Дарбу вектори) буйича йуналгандир. Характе- 
ристикалардан тузилган торс тугриловчи сирт дейилади.

Бундай номнинг берилишига сабаб шуки, бирор (Г) чнзик- 
нинг s кутбнй сирти шу чизик оркали утиб, 5 ни текисликка 
ёйганда (Г) чизик тугри чизикка алмашинади. Бунинг исботи- 
га биз тухтамаймиз1).

Н а т и ж а .  Фазовий чизикдаги табиий учёкликнинг кирра- 
лари орасила факат уринмалар торсни ташкил килади, чунки 
Id ld р =  0 шартни бош нормаллар ва бинормалларга кУллан- 
ганда:

v d^ d?  =  —  c d s * ф  0 , dp =  a d s* Ф  О

булади. Бу учбклик ёцларининг учаласи хам торсларни хосил 
килади: ёпишувчи, нормал, тугриловчи текисликларнинг ура- 
малари мос равишда уринмалар сирти, цутбий сирт ва тугри­
ловчи сиртдан иборатдир.

4) Бош ва бинормаллардан тузил­
ган сиртларнинг бйилувчи эмаслигини 
курдик. Чизикнинг шу хоссага эга 
булган бошка нормали йукми, деган 
сурокни кУямиз.

Бош нормаль билан 0 бурчак 
ташкил цилган бирлик нормал / булса,
у бинормаль билан — О бурчакни
Хосил килади; демак:

/ =  vcosS +   ̂sin б. (5)

Агар бу нормалларлан тузилган сирт торс булса, улар шу торс- 
нинг кайтиш киррасига урина боради ва демак, бу нор­
маллар урамага эга булади. М Р — и дейлик (199-чизма). Биз- 
нинг вазифамиз кайтиш киррасини (яъни Р  нукталар туплами- 
ни, бошкача айтганда, и параметрни) ва 6 бурчакни аниклаш- 
дир. Изланаётган торснинг кайтиш кирраси унинг йуналтирув- 
чиси сифатида олинган. К'франинг тенгламаси:

R =  Г (s) 4- ul (5) =  r ( i ) - ( - « ( v  cos 6 +  f  sin 0), (6)

бу ерда s — табиий параметр, и — масофа (s нинг функцияси). 
Шартга кура, dR  =  Ц, яъни

dr +  udl +  Idu =гЦ.  (7)

*) Муфассалрок: М. Я. В ы г о д с к и й ,  Дифференциаль лая геометрия, 
Гостехиздат, М., 1940, § 55.
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Бу тенгликнинг иккала тоыонини I га скаляр купайтирсак,
Idr -f du =  X

булади. Бирок, Idr =  О, демак, du =  \  булиб, (7) тенглама 
ушбу

dr +  udl =  О

шаклни олади. Бу тенгламага (5) дан d l нинг кийматини цу- 
яйлик:

<// =  v cos в -f- p"sin 0 — v sin в db  -ь jTcos в db.
у холда:

“с (1 — uk cos в) d s +  и (db +  arfs) (— v sin 0 - f  ?cos0) =  0.

Учта вектор v, ji компланар эмасдир, шу сабабли: 
rf0 -(- ads =  0, 1 — uk cos 0 = 0 .

Булардан:

6 =  — J ads +  C' u ~  *coTe =  cose (8>
(p — эгрилик радиуси).

Куйган масаламиз хал килинди: хар бир нуктада бош нор­
мал билан 0 =  — |  ads га тенг бурчакни ташкил этган нормал- 
лар ейилувчи сиртни беради; характеристик Р  нукталар туп-

лами (яъни кайтиш кирраси) М
нуктадан и =  масофада ту-
ради. Ёйилувчи сирт шу билан ту- 
ла аникланади.

0 ни ифодаловчи формулага С 
узгармас киради. Бу факт кизик 
геометрик маънога эга: берилган 
(Г) чизикнинг 0Х ва 0, бурчаклар 
билан аникланувчи нормалларидан 
тузилган иккита торсни олсак, бу 
бурчакларнинг иккаласи хам (8) 
нинг биринчи тенглигини каноат- 
лантиради:

0, =  — J  ads - f  С,, 0, =  — j  ads +  Ct ,

булардан <? =  0*— 0| =  С, — С, =  const. Демак, торсни таш­
кил цилувчи хамма нормалларни нормал текис ликлардан 
чицармай туриб, бир хил бурчакка бурсак, улар янги ва- 
зиятда хам торсни ташкил цилади (200-чизма).

Бош бки бинормаллардан тузилган сиртнинг фазовий чизик 
учун торс була олмаслигини энди тушуниш осон: бош нор-
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мал учун 6 =  0 ва бииормал учун 6 =  булиб, иккала холда
хам db =  0. Демак, db =  — ads дан о =  0 деган хулосага кела- 
миз. Бундан маълум буладики, олинган чизик — ясси чизикдир, 
шу сабабли б =  const чизикнинг бинормаллари узгармас йуна- 
лишга эга: Р =  const =  р°, бундан 1}° =  sin 6 — const. Шундай 
Килиб, бинормаллар цилиндр хосил килади, кайтиш кирраси 
шу цилиндрдаги винт чизиклардан тузилади.

5. Эволюта ва эвольвента тушунчалари фазовий чизик 
учун ясси чизик холидаги таърифдан бир оз фарк килади: 
берилган фазовий (С) чизикнинг эволютаси деб шундай (С\) 
кизщни айтамизки, унинг уринмалари  (С) нинг нормалла- 
ри вазифасини адо этади. Берилган (С) чизиц (Cj) нинг 
эвольвентасидир.

Юкоридаги мухокамаларни такрорласак, мухим хулосалар 
келиб чикади: а) эволютага уринувчи нормаллар оиласи торс- 
ни ташкил килиб, бу торснинг кайтиш кирраси шу эволюта- 
иинг узидан иборат булади;

б) берилган (С) чизикнинг эволюталари чексиз куп булиб, 
уларнинг хаммаси (С) нинг кутбий сиртида, яъни нормал 
текисликларига мос келган торсда бтади, чунки эволюта нормал- 
ларга уриниши билан, нормал текисликларга хам характерис­
тик нукталарда урина боради: шу билан бирга, эволюта нор­
мал текисликларнинг урамаси (тугриловчи сирти) да хам бтади;

в) (С,) чизикнинг эвольвентаси бу чизикка утказилган урин- 
маларнинг ортогонал траекториясидир.

Берилган эвольвента буйича эволютани аниклаш масаласи- 
ни биз олдинги пунктда хал килган эдик. Эвольвента (чизик) 
берилган холда, ясовчиларннинг ортогонал траекториялари шу 
эвольвентадан иборат булган чексиз куп торсларни ясадик; 
уларнинг ясовчилари шу эвольвентада бир хил бурчак остида 
кесишади (бу жихатдан яссн чизикка Караганда катта фарк  
бор: ясси чизикнинг факат битта эволютаси бор эди).

Айланадан бошка бирор ясси чизикни олганда хам юкори­
даги мухокамалар уринлидир: кутбий сирт бу холда цилин­
дрик сиртдир, эволюталар эса винт чизиклардир; улар орасида 
битта ясси эволюта хам бор булиб, у 6 =  0 га мос келади.

Энди эвольвента буйича эволютани аниклаш формуласини
Хам бериш мумкин: (6) тенгламада и ни билан алмаш- 
тирсак, эволютанинг тенгламаси хосил булади:

R '=  r +  pv +  ptg брП (9)
Нихоят, эволюта буйича эвольвентани топайлик, бошкача 

айтганда, торснинг кайтиш кирраси буйича ясовчиларнинг ор­
тогонал траекториясини аниклайлик.
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кисликда ётгани учун г 'п  = 0). R  =  г  киимат ( /? — г) п =  0*ва’ ( /? — г )л '=0 
тенгламалари» каноатлантиради. Х арактеристика тенгламаси

R = Г + X [ля ']
булади.

181. Нормал текисликлари умумий булган икки чизик .параллел* чи­
зиклар дейилади. Икки параллел (С  ва С%) чизикнинг умумий нормаллари- 
дан тузилган сиртнинг ёйилувчи (торс) эканини исботланг.

К у р с а т м а .  Бундан олдинги масалага каралсин.
182. Параллел текисликларга жойлашган иккита (Г) ва ( / \ )  чизиклар 

берилган. Кандай шарт бажарилганда, бу икки чизикдан утган тугри чизик­
ли сирт ёйилувчи булади?

Жавоб: Тугри чизикли сиртнинг ясовчилари сифатида (Г) ва (Г ,) нинг 
шундай М ва Afj нукталарини туташ тирувчи тугри чизиклар олиннши ке- 
ракки, бу иукталардаги уринмалар параллел булсин.

183. Иккита ясси (Г) ва (А )  чизик оркали утувчи торсии досил килнш- 
нинг геометрик усули курсатилсин.

К у р с а т м а .  (Г) ва (Г ^  чизиклар кайси текисликларда ётгаи булса, шу 
текисликларнинг кесиш ган тугри чизигидаги нукталардан (Г ) ва (Г ,) га 
уринмалар утказиб, ясовчилар сифатида уриниш нукталарини туташтирувчи 
тугри чизиклар олинсин.

184. Бундан олдинги масала иккита фазовий (Г) ва (Г ,) чизик учун дал 
килинсин.

К у р с а т м а .  (Г) ва (/"i) нинг уринмаларидан торслар ясаб, бу торс- 
ларнииг кесишган (/"') чизигидаги нукталардан (Г) ва (Г ,) га уринмалар 
Утказиб, ясовчилар сифатида уриниш нукталарини туташ тирувчи тугри чи­
зиклар олинсин.



§ 88. Умумий муло^азалар

Олдинги учта бобда сирт тушунчаси, унинг биринчи квад­
ратик формаси, бу квадратик форма билан богланган изоме­
трия ва эгилиш масалалари, сиртнинг ички геометрияси 
етарлича му^окама килинди. Ички геометрия деганда сирт муста- 
кил объект сифатида каралиб, унинг устида улчашга дойр 
масалалар курилади. Бу жи^атдаи сирт планиметрияда кара- 
ладиган текисликни эслатади. У ерда текислик губ фазо 
билан алокасиз равишда »*аёт кечириб*, узи шундай со*а 
ролини уйнайдики, биз’ шу со^адаги турли фигураларнинг хосса- 
ларини урганамиз. Стереометрияда эса текисликни нукта ва 
тугри чизик билан бирга караб, уларнинг узаро вазиятларини 
текширилади.

Эгри сиртни планиметрик нуцтаи назардан караш ички 
геометрия тушуичасига келтиради. Биринчи квадратик форма ва 
унга дойр муносабатлар радиус-вектордан (бки унинг коорди- 
наталаридан) олинган биринчи тартибли ^осилаларгагииа 6 o f -  
ликдир. Энди биз сиртнинг „стереометрик* хоссаларини урга- 
нишга утамиз.

§ 89. Сиртнинг уринма текисликдан четланиши.
Иккинчи квадратик форма

Сиртнинг фазодаги эгрилигини характерлаш учун, du ва 
dv  га нисбатан иккинчи квадратик формани киритишга тугри 
келади. Сиртнинг М  нуктасидан М' нуктасига йуналган век­
торни Аг, шу нуктадаги бирлик нормаль векторни п ва сирт- 
даги М  нуктада утказилган уринма текислигининг шу сиртдан 
четланишини А десак, бу четланиш скаляр лАг купайтмага 
тенг булади:

А =  яДг =  ndr +  nd*r -f  е (rf«J - f  d v1) .

Бу формулада р =  У du*+ d v* билан бирга * *ам 0 га инти- 
лади, ёки бошкача айтганда, у du ва d v  га нисбатан юкори

Ун туртинчи боб

ИККИНЧИ К ВАДРАТИК  ФОРМА. СИРТНИНГ ЭГРИЛИГИ.

Дифференциал геометрия курси
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тартибли чексиз кичикни ифодалайди. Бу ерда ndr  =  0, чун­
ки d r  уринма я  га тик булган текисликда ётади, демак:

А =  - j  nd'r  +  е (du* -I- dv*).

Четланишнинг бош цисми nd*r. A mmo ncPr =  л (ruvdu* +-
-f  2rU0dudv  +  r vVdv* +- r ud*u +  r vd?v). Энди nru =  nrv =  0 ни 
эътиборга олсак,

tid-r =  nruUdu* -f  2nravdu d v  -4- nrvVd v%
булади. Бу тенгликнинг унг томони du ва d v  га нисбатан 
квадратик формадир, унинг коэффнциеитларн куйидагича бел- 
гиланади1):

D  =  л г  uu> D' =  nruv, D ' =  nr п .
Хосил булган Ddu1 +  2D d u d v  +  D'du  форма сиртнинг ик­

кинчи кваОратик формаси дейилади:
Ф2 =  ndir  =  D du2 -t- 2D'du d v  +  D"dv%. ’

Агар биринчи квадратик форма сиртнинг ички геометрияси- 
ни аникловчи ёй элементини берган булса, иккинчи квадратик

форма сиртниш; ташки куринишиии 
акс эттиради (202-чизма). Бу ерда

,'  ? у  =  ]гП(Рг ифода А четланишнинг
бош кисмига тенг булгани учун, сирт­
ни эгиб унинг шаклини узгартганда, 
А четланиш ва, демак, у билан бирга 
иккинчи квадратик форма хам узгара- 
ди (биринчи квадратик ds* форманинг 

202-чизма. узгармаслигини эсланг!).
Сиртнинг биринчи квадратик фар- 

маси М  га якин хамма М' нукталар 
учун хар вакт мусбат эди, лекин иккинчи квадратик форма эса 
М  даги (Q) уринма текисликдан бир томонда ётувчи нукталар 
учун*) мусбат булиб, (Q) нинг иккинчи томонидаги нукталар 
учун манфийдир (чунки иккинчи квадратик форма А четланиш- 
даги бош кисмнинг ярмига тенг).

Равшанки, текислик учун четланиш айнан нолга тенг, А=0; 
демак, иккинчи квадратик форма ва шу билан унинг коэффн- 
циентларн хам айнан нолга тенг:

D =  D' =  D" =  0.
Кейинча бунинг тескарисинн хам исботлаймиз: бирор сирт 

учун иккинчи квадратик форма айна!  нолга тенг булса, у

») Бу белгилашларни Гаусс киритган.
*) Аиикрок актганда, п вектор томонида ётувчи нукталар учун.
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сирт — текисликдир. Бирок, D  =  D '= D "  =  0 шарт сиртнинг 
айрим нукталаридагина бажарилса, биз уларни сиртнинг зич- 
ланит нукталарн деймиз. Геометрик муло.^азалардан (А ~ О 
дан) равшанки, зичланиш нуктаси атрофида сирт узининг урин- 
ма текислигига одатдаги нукталарга Караганда зичрок жипсла- 
шади (А — камида учинчи тартибли чексиз кичикдир).

Иккинчи квадратик форма ва унинг коэффициентлари учун 
бошка ифодаларни берайлик.

ndr =  0 ни дифференциаллаймиз:

Бирлик вектор п учун юкорида ушбу ифодани берган эдик:

Бундан фойдалансак, иккинчи квадратик форма
Ф, =  rtd*r =  — drdn  =  Ddu* +  2 D'dudv +  D"dvl

куринишни олади ва унинг коэффициентлари учун ушбу ф ор­
мулалар зосил килинади:

Жумладан, сирт z —/(•£, у) тенглама билан берилган 
булса, г

nd?r +  dtidr  =  0, nd2r  =  — d rd n .

Шу сабабли
Ф, =  ncPr =  — drdn

D  =  ruun =  —r una, D '=  r uvn =  — r„nD =  — rvna,
V' =  rvvn =  — r vnv.

ва

x u Уи 2 U
D =  nruu =  — runu =

У и Zu
D = n r u0= —runu=*—run0 =  -ууГ-л

x u y u z a
D "=  nrBV =  -  r ,n v =  -w rvr°rvW =  y ~ ~ й  ** У» • (3);

Бу ерда
* V V  У V P  Zvv

2A s t 'D  rf/i* +  2D ' du d v  +  D W , (4)
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фараз цилиб, (1), (2), (3) дан D, П , D" учун ушбу ифодалар- 
ни хосил циламиз:
.  — U  =  £Г

Kl +/ >»+9* ’ К1 + Р * + 4 *  ’ К 1 + Р * + ? * '
Биринчи квадратик форма ва унга дойр муносабатлар эгри 

чизикли координаталарнинг биринчи тартибли хосилаларига 
боглик эди. Иккинчи квадратик форма ва унинг коэффициент­
лари оркали ифодаланувчи муносабатлар иккинчи тартибли 
хосилаларга богликдир. Профессор С. П. Фиников терминоло­
г и я м  буйича айтганда, биринчи квадратик форма сирт нуц- 
тасининг биринчи тартибли дифференциал атрофини, ик­
кинчи квадратик форма эса унинг иккинчи тартибли диф­
ференциал атрофини хар актер лайд и, чунки иккинчи квад­
ратик форма raa, ruv, rVv оркали ифодаланади. Бу термин- 
лардан биз баъзан фойдаланамиз.

Мисоллар. 1) Текцслик Ах  +  By 4  Cz 4  D =  0 берилган. 
С ф  0 фараз этсак, z  =  ах 4- Ру 4  у булади. Бунда

д*г „  d*z n  j. d * z __ A
= *0 ’ S = d 7 F y = 0 ' t = W t = = '

Демак, иккинчи квадратик форма айнан нолга тенг. Аксинча, 
бу учта косила айнан нолга тенг булса, сирт — текисликдир; 
хакикатан:

0*z_ _  „  d*ẑ  _ п  д*2 _  -  
д х * —  и * дх  ду ~  и * ду* —  и

булганда, буларни интеграллаб z  =  аис 4  ?У 4  Т куринишдаги 
тенгламага келамиз. Хуллас, фацат текисликнинг иккинчи 
квадратик формаси айнан нолга тенг. Шу билан юкорида 
айтиб утган тасдицимиз исботланди.

2) Сфера. Координат боши сфера марказида ётган булиб, 
бирлик нормал п булса, сферанинг тенгламаси г  => Rn (R — 
сфера радиуси) куринишга эга булади. Бундан ra =  Rnu, rv=  
—Rnv ва

r l  =  Rranu, rur v =  Rrvna, r l =  Rrvtiv 
бки, (1), (2) ва (3) формулаларга асосан,

Е — — RD, F =  — R U , G =  -  RD",
булардан:

D _  D‘ _  D" _  _  _l_
£ ” F~=  ТГ К ‘ (5)

Шундай килиб, сфера учун биринчи ва иккинчи квадратик 
формаларнннг мос коэффициентлари пропорционалдир. Аксин­
ча (иккинчи тартибли чексиз кичнкларгина назарда тутилса),



5 89. с и т ш н г  ТЕКИСЛИКДАН 4 F T ЛАНИШИ 293

шу хоссага эга булган хар кандай сирт сферадир. Биз буни 
исботламаймиз. Агар (5) муносабатлар сиртнинг айрим нуктала- 
рида юз берса, улар думалоцланиш  нукталари дейилади.

3) Айланма сирт. Унинг тенгламаси: г  =  9 (и) е (и) +  ф(и) k 
еки х  =  <р (и) cos v, у — <р (и) sin v, г  =  ф(ы). Бу ерда профил 
чизик х  =  у(и) ,  z  =  ф (и) тенгламалар билан берилганини эс- 
латиб утамиз. Куйидагиларни хосил киламиз:

г  и =  (^) +  f  *, rv =  ? (и)е ( v  +  у ) ;

Е  =  9 '* +  f F =  О, 0  =  9*;

П =  1Г« Г»1 =  (ц)*— К«(Р)
Г  W e +  *'e *

''«а =  ?"* (®) +  Гвг =  ? '«  ( «  +  ^ ) ;
'"vv = — ?e (v).

Булардан:

D =  гвил =  V  D =  г ™п =  °* £ Г =  г^ л =  I* (6)/ т ' 2 +  «К / * '*  +  ♦'*
Иккинчи квадратик форманинг узи эса:

ф  _  9*4/ )  d u 1 +  v'/dy*

* /  ?'*+ V*
куринишга эга булади.

Шундай килиб, айланма сирт учун иккала квадратик фор - 
манинг хам урта коэффициентлари нолга тенг экан:

F  =  О, D ' =  0.

Профил чизик z =  /(о )  тенглама билан берилса, *

Е  = 1 + / , , (р), ^  =  О, G =  р*

булиб, иккинчи квадратик форма коэффициентлари учун (6) 
дан ушбу ифодалар келиб чикади (бу ерда и =» р, 9 (р) =  р, 
2 = = /( р )  фараз килднк ва 9' =  1 ,  9" =  0, = / '  (р) ни эътибор­
га олдик):

D — т/ '  > & ~  0, Zy' =  - f,/,(p)- - . (7)
V l + / '* ( P )  г  1 + /  (р)

Демак:
л  f  (р ) d P« +  р / '  (p)dt>«

2 =  У Т ^ 7 % )  ’

2А ~  + ff'dv*
/ 1 + / ‘

1
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Профил чизик x  =  r?(z) тенглама билан берилганда эса ку- 
йидагилар**осил булади:

z  =  у (и) =  и, <р' =  1, ?" =  0 ;

Е  =  1 +  / (г), F =  О, G =  т«(г), л =  (8)
Vх 1+9 '*

rfs* =  [1 +  ? ' ’(г)] dz* -|- 9* (г)

Р ™ - ~ ' т{я1 , U  - О ,  D" =  — ; (9)
К1 + ?'* J/ 1+? ' *

ф  =, — Т* («)<*«»+ 9 (») «fa*

* V 1 + ?'*

Жумладан, катеноид (х =  а -ch-^ занжир чизикни Oz атро­
фида айлантиришдан хосил килинган сирт) учун

D =  - i  D' =  0, D" =  a,

Бу квадратик формата меридиан (занжир чизик) ёйини ифо- 
даловчи и ни киритайлик (229-бетдаги (8) га каранг); бунинг
учун — = A r s h ^ -  ни дифференциаллаймиз:

dz du
а  | a * + u *

Бу вактда иккинчи квадратик форма ушбу шаклни олади:

Ф\ =  а ( — +  dv1), (Ю)

2h - a ( - ^ - t +d v * ) .

4) Тугри геликоид: r = u e ( v )  +  a v k .  Ушбуларга эгамиз: 

r„ =  e  (v)* rv =  ие { у  +  у )  4- ak, W =  f  a * +  u*;

ruu=  0, ruv =  e (у  4- j ) ,  r vv =  — ue (v);

— ae  (г» 4- y )  +  uk
П Ya%+u*
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5) Кайтиш кирраси р *» р (и) (бу ерда и — табиий параметр) 
чизикдан иборат торс (яъни уринмалар сирти) учун иккин- 
чи квадратик формами ашщлайлик.

Торснинг тенгламаси: г  =  р (и) -\-vi (и). Куйидагиларни хо­
сил киламиз:

ra =  x +  vkv, Г0 =  t ( « ) , £ =  1 +  F =  1,

0 - 1 ,  W  =  vk\ n =  y [ r urv \ =  —I ;

rua =  — k*vx 4- {k — v'k) V +  vfo  p, r„v =Av, rvv — 0,
D =  -  kav, D' =  0, D" =  0;

Ф , =  — kav du*.
Бундан

2A ~  ]v| шш'1),

бу ерда u> ва u>'— уринмалар ва бинормалларнинг кУшнилик 
бурчакларидир. Охирги формуладан шундай натижа чикадики, 
т о р с  у ининг >,ар 6i р гуктасита (з =?«= 0) кайтиш киррасининг 
ёпишма текислигидан (яъни уринма текислнкдан) бир томонда 
ётади, чунки бу формулага du:dv  кирмайди.

Машцлар
р

185. Занж ир чизик г =  я - Arc тенглама билан берилган деб фараз
1(илиб, (7) тенгликларга асосан (К 1) формула исботлансин.

186. Ушбу сиртларнинг иккинчи кьадратнк формалари топилсин:
а) цилиндрик сирт г -  (. («) + ve, е =  const, j * | - l p и — табиий па­

раметр;
6) коник сирт г  гр (и):
в) винт сирт г = ие ( i ) -f  [f (г;) -f mv\ к;
г) гиперболик параболоид г =  ху\

д) псевдосфера г |.i sin и cos v, a sin и sin v, a ( ln tg  +  cos г /) j

<KH

r  = a |  мп ue (v) +  ( ln tg  ^  +  co> Arj.

k -  — A
Жавоб: a) D = D ' = 0 ,  D" =  0, бунда » = ( / x ) ;

6) D =  O '  =  0, D"= 0, W = \ 7 \ * - v J i T

(I) U)'
)  * *  3 '  ни эслаш керак.
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в) DW  =  и?*, D'W *= — т, D"W — « V , W =  к

Фг =  — ------- = — , D = — a ctg и, D" — a cos и sin и;

д) D =  — a ctg  и, D' =  О, D" =  a cos и sin и.

§ 90. Сирт устидаги чизицнинг эгрилиги,
Менье теоремаси

•' Иккинчи квадратик форма тушунчасининг киритилиши сирт 
устидаги чизикларнинг эгрнлигини аниклаб, шу билан бирга, 
сиртнинг хам эгрилигини аниклашга имкон беради.

Фараз этайлик,
г =  г(и, v)  =  x(u,  у ) / + у ( и ,  v ) j  +  z (u,  v) k

бирор регуляр сиртнинг вектор формадаги тенгламаси булиб, 
бу ерда

функциялар (и, г) сохада т марта узлуксиз дифференциалла- 
нувчи, яъни сирт узининг хар бир нуктаси атрофида (1) шакл- 
даги параметрик тенгламалар билан берилган булсин.

Бу сирт устида регуляр (Г) чизикни олайлик:
г  — г  (s); х  =  х  (s), у =  у (s), г  =  г  (s).

Бу (Г) чизикнинг эгрилигини k билан, унинг М  нуктасида 
сиртнинг бирлик нормал векторинн п билан, шу нуктадаги 
бош нормаль ва п вектор орасидаги бурчакни 6 билан белги­
ласак, у холда Ф, =  d*rn =  Ddu% 4- 2D du dv  +  D' dv* ни Ф, =
=  ds* га булиб ва ни эътиборга олиб, куйидагини
хосил киламиз:

Бу ажойиб муносабат сиртлар назариясннинг асосин фор- 
мулаларидан биридир. Унинг унг томонига иккала форманинг 
Е, F, G, D, СУ, ГУ' коэффициентлари киради, тайин М  нукта 
берилган такдирда бу коэффициентлар узгармас сонлардир. 
Унг томонга du-.dv хам киради, бу эса М  нуктадаги йуналиш- 
ни аниклайди. Демак, М  нуктада умумий уринмали икки чи­
зик ( О  ва (Г ')  олинса, улар учун (2) нинг, шунингдек, к' ва

*) Бунда (nv) =  cos в цисобга олинган, 203-чизма.

х  =  х(и,  V), у  =  у  (и, V), г  =  Z (и, V) (1)

ёки
D du* + 2D'du dv +  D"dv* *>. 
Е du* +  2F dudv -t G dv* (2)
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в' га нисбатан тузилган худди шундай тенгликнинг унг томон- 
лари ва, демак, чап томонлари *ам тенг булади1), яъни

k cos 6 =  к' cos 6'. (3)
Энди М  нуктада умумий уринмали (/") ва (Г ')  чизиклар шу 

нуктада умумий бош нормалга, демак, умумий ёпишма текис­
ликка эга булса, у *олда 0 =* 9'( Ф * )  булиб, (3) дан k — k'
келиб чикади, яъни чизикларнинг 
шу нуктадаги эгрилиги умумий 
булади. Бундан хулоса:

Сирт устида ётиб, М нук­
тада умумий ёпишма текис­
ликка эга булган икки чизик­
нинг шу нуктадаги эгрилиги 
бир хилдир.

Бу хулосага асосан, берилган 
чизикнинг эгрилигини хнсоблаш 
урнига у билан шу нуктада уму- 
мий ёпишма текисликка эга бул­
ган бошка соддарок чизикнинг эгрилигини ^исоблаш мумкин. 
Масалан, сиртни (Г) чизикнинг (/7) ёпишма текислиги билан кес- 
ганда шундай ясси (Г )  чизик *осил кнлинадики, унннг *ам

ёпишма текислиги шу (/7) нинг 
узидан иборат булади. Шундай 
Килиб, (Г) чизикни сиртнинг яс­
си кесимн деб фараз кнлиш мум­
кин.

Энди М Т  урннмадан ва сирт­
нинг шу М  нуктасидаги п нор- 
малидан утувчи (/70) текисликни 
олайлик. Кесимда уринмаси М Т  
дан иборат (Г0) чизик *осил ки­
линади (204-чизма). Уни биз нор­
мал кесим деймиз. Унинг ёпиш­
ма текислиги (/70) дан иборат 
булиб, нормали п буйича йунал­
ган. Демак, бу (Г0) чизик учун204-чизма. , =  0 ёки 6,О =  *, ЯЪНИ COS 90
=  ±  1. (Г) ва (Г0) чизиклар уму­

мий М Т  уринмага эгадир, шунииг учун юкоридаги хулосага
асосан:

cos Ь0 =  k cos 6 ёки ±  k0 =  k cos 0. (4)

*) Биз *cos0<£O деб дисоблаймиз; £cos0=O, яъни Ddu* + 2D 'dudv+D"dvt =0 
доли кенинрок каралади. Бундай тенгламани каноатлантирувчи du .d v  й?на- 
лиш лар асимптотик йуналишлар дейилади.
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Фазовий чизик учун jjap вакт /г >  0 деб хисобланадн. Ясси 
чизикнинг (нисбий) эгрилиги мусбат ва манфий кийматлар ка­
бул кила олади деб юкорида (§ 47 да) айтган эдик. Шу фикр- 
га суаниб, сиртнинг берилган нуктасидаги нормал кесимлари- 
нинг эгриликларини ишора жихатидан э а̂м фарклаш учун, 
нормал кесимнинг б о т и к л и г и  сиртнинг п нормали томонига 
каратилган булса, бу кесимнинг эгрилигини мусбат (£в > 0 )  
деб, акс холда манфий (А „< 0)  Деб хисоблаймиз, 204-чизмада 
к0> 0 .  Бундай келишув натнжаснда ±  ишорали ka эгрнликни 
к оилан белгилаймиз: ± k 0 =  k. Эндн юкоридаги (4) тенг­
ликни куйидагича ёзиш мумкин:

k =  k cos 0 l) (5)

ёки эгрилик радиуслари кнритилса:

P =  /? co s® *) ,  (6)
бу ерда

1 й  1
Р= * ва

(6) тенглик ушбу Менье теоремасини ифодалайди: сирт 
устида етувчи (Г) чизикнинг М  нуктасидаги эгрилик ра­
диуси (маркази) и/у нуктадан утган нормал кесимнинг эг­
рилик радиуси (маркази) ни (Г) чизикнинг ёпишма тскис- 
лигига проекциялаш натижаси хосил булади.

Менье теоремаси сирт устидаги чизик эгрилигини топишни 
енгиллаштиради: (Г) чизикнинг берилган нуктасидаги нормал 
кесимнинг (k) эгрилиги нормал эгрилик дейилади. Демак, 
сиртда Стувчи чизикнинг одагдаги k эгрилигидан ташкари, яна 
нормал эгрилик тушунчаси киритиладн. Кейинча бундай чи­
зик учун г е о д е з и к  э г р и л и к  (§ 106) тушунчасинн \ам 
киритамиз.

Менье уз теоремасини дастлаб куйидагича ифодалаган:
Сирт устида ётувчи ва сиртнинг берилган нукт асидан  

утувчи хамма умумий уринмали чизикларнинг э г р и л и к  
м а р к а з л а р и  — диаметри шу нуктадаги нормал кесим­
нинг эгрилик радиусига тенг булиб, узи эса чизикларнинг 
умумий нормал текислигида ётган айланада (Менье айла- 
насида) жойлашгандир.

М Т  уринма М  нукта атрофида айлантирилса, турли йуна- 
лишларга мос келган Менье айланалари битта сферада 
ётади.

>).Vfr га тик булган я  eav  нормаллар орасидаги 0 бурчак сиртни кесувчн 
ТМС0 ва ТМС текислнклар орасидаги бурчакка тенгдир.

*) Бу тенгликдан; ушбу натижа чикади: 0 < р < | р | .
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Юцоридагн мулохазаларга асосланиб, М  нуктадан утувчи 
чизиклар урнига сиртнинг шу нуктадаги (цийшик) ясси кеснм- 
лари хак»да сузлаш мумкин. Агар кесувчи (Л )  текислик п 
нормаль оркали утадиган (Г10) текисликдан четлашиб М Т  ат- 
рофнда айланса, у холда турли (ясси) кесимлар хосил кили* 
ниб, уларнинг эгрилик марказлари Менье айланасида ётади 
<205-чизма).

Бу кесимлар учун 0 бурчак 0 дан гача узгарса, 205 ва 

206-чизмалардан куринадики, кесувчи (/7) текислик (/70) дан

узоклаша борганда, тегишли кеснм хам купрок эгила боради. 
Эгрилиги энг кам булган чизикнинг ёпишма текислиги сиртга 
тик булган чизиклан иборатдир.

Биз юкорида AcosO =  0 холини 
курмай утдик. Бундай йуналишдаги 
нормаль кеснмнннг эгрилиги нолдир: 
k — 0. Бу хилдагн йуналишларни г 
сиртнин: асимптотик йуналиш- * *  
лари  деган эдик, биз уларнинг хос­
салари билан § 97 да шугулланамиз.

Менье теоремаси сфера учун 
уз-узидан равшандир. Унинг М Т  
йуналишдаги нормал кесими катта 
МАВ  доирадир (207-чизма); шу 207-чизма.
йуналишдаги кийшик кеснм кичик 
МА В' доирадир. Элементар геометрия теоремаснга кура:

МС *= AfC0cos 0.

Менье теоремаси хам шуни тасдиклайди.

м

205 чизма. 206-чизма.
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§ 91. Эгрилик индикатрисаси, сирт нуцталарини 
синфларга ажратиш

Сирт устида ётувчи чизикнинг берилган М нуктасидаги 
нормал эгрилиги k хакида тушуича киритдик: энди олдинги 
параграфдаги (5) ва (2) ни узаро солиштириб,

. с, Ddu* +  2D'du du +  D"dv% . . .
cos » Edut + 2Fdu dv +  Gdv« (1)

ни хосил киламиз.
Сиртнинг думалокланиш нукталарида иккала квадратик 

форма коэффициентлари пропорционал:
D __
Е ~  F ~ G ~ ~

булгани сабабли, (1) дан k =  const =  >• деган хулосага кела- 
миз; бу хилдаги нукталарда сиртнинг хамма йуналишларидаги

нормал кесимларининг эгрилик* 
лари узаро тенгдир. Масалан, 
сферанинг хамма нукталари 
думалокланиш нукталаридир; 
Хамма нормал кесим (катта 

х доира)ларнииг эгриликлари
- бир хилдир.

Чизикнинг нормал эгрили­
ги тушунчаси сиртлар назари- 
яси учун мухим, чунки Менье 
теоремасига асосан, сирт усти­
даги хар кандай чизикнинг 
эгрилиги унинг нормал эгри­
лиги билан жуда содда муно- 

сабатдадир. Бу тушунчани чукуррок урганишга киришамиз.
(1) формулани куйидагича -ёзайлик:

'‘ ^ = ° Ш , + 2 0 ' Ш С 7 ) + 0 " Ш '  ,2)
Кесувчи текислик нормаль атрофида айланса, яъни du:dv  

узгара борса, тегишли нормал кесимнинг k эгрилиги хам уз- 
гара боради. Биз хозир шу узгаришнинг характерини урган- 
мокчимиз.

Бунинг учун, сиртнинг М  нуктасидаги уринма текислигида 
хар бир нормал кесимнинг уринмасига шундай М Р  кесмани 
куямизки, у шу кесимнинг эгрилик раднусининг абсолют кий‘
матидан олинган илдизга тенг булсин: =  Уринма
текисликда хосил килинган Р  нукталарнинг геометрик урни 
эгрилик индикатрисаси дейилади. Баъзан у Дюпен индика­
трисаси деб хам айтилади. Сиртдаги хар бир нуктада маълум 
бир индикатриса бордир (208-чизма). Биз унинг тенгламасини 
чикарамиз.

208-чизм».



s 91. ЭГРИЛИК ИНДИКАТРИСАСИ 301

Сирт узининг параметрик тенгламалари билан берилган деб 
фараз килиб, уринма текисликда афин системани урнатамиз. 
Базис векторларни г а ва r v билан, бу системага нисбатан 
Р  нуктанинг координаталарини Е ва ■») билан белгилайлик, 
у холда:

M P - S r e +  i ) /V  (2 ')

Ж Р  векторнинг бирлик векторини * билан белгиласак, ушбу­
га эга буламиз:

MP-VTk\^=V WO-.j" + г-а)- (з
(2') ва (3) дан:

* г  и +  =  V I Я I i ru js +  г £ У  (4)

Олинган М  нукта оддий булгани учун, га ва r v векторлар 
коллинеар эмас, демак, (4) тенгликда г а ва rv олдидаги коэф­
фициентлар нолга тенг, бундан:

€ки
du Е dv  -g

*S ~ V W \ '  * “ 7 W ‘
Бу ифодаларни (2) га куйсак, ушбу тенгликка келамиз:

^  =  D;* +  2D'Et) +  D 'V ,

аммо

демак,
DE» +  2D ' ; t) - f  D" т* =  ±  1. (5)

Индикатрисанинг тенгламаси мана шудир; ундан индикатриса 
иккинчи тартибли м а р к а з и й  ч и з и к  деган хулосага кела­
миз. Бу чизикнинг М  нуктадан ута олмаслигини назарга ол- 
сак, бу чизик — эллипс б иккита кушма гипербола, бки иккита 
параллел тугри чизик эканлигига ишонч хосил киламиз. Шу 
муносабат билан сиртнинг нукталари уч синфга булинади:

1) И н д и к а т р и с а  э л л и п с д а н  и б о р а т  б у л с а ,  у хол­
да D U ’ — Z7* > 0  булиб, М — эллиптик нукта дейилади.

2) И н д и к а т р и с а  и к к и т а  к У ш н и  г и п е р б о л а  бул­
ган холда DD" — D '1 < 0  бажарилиб, М  — гиперболик нукта 
дейилади.

3) И н д и к а т р и с а  и к к и т а  п а р а л л е л  т у г р и  ч и з и к ­
ни и ф о д а л а г а н д а ,  DD" — ЕУг = 0  булади ва М  — параболик 
нукта дейилади (209-чизма).
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Сиртнинг эллиптик, гиперболик, параболик нукталари ат­
рофидаги тузилишинн биз 94-параграфда урганамиз.

Э с л а т м а .  Сиртнинг берилган нуктасндаги хамма нормал 
кесимларнинг эгрилик марказлари шу нуктадаги нормалда 
жойлашади. Эллиптик нуктада бу марказлар уринма текислик-

209-чизма.

дан бир тарафда, гчперболик нуктада ундан турли тарафда 
жойлашади, чунки биринчи холда (2) квадратик формалин г 
ишораси сакланади, иккинчи холда эса сацланмайди.

§ 92. Эйлер формуласи. Бош йуналишлар

Индикатрисанинг тенгламасини хар бир нуктадаги локал (ма- 
халлнй) афин системада бзднк. Энди, бу тенгламани соддалаш- 
тириб нормал кесимнинг сирт нуктасида олинган йуналишга 
караб такснмланишини курсатувчн формулани берамиз.

Фазодаги Декарт системасининг бошинн сиртнинг М  иук* 
таснга кучнриб, уринма текисликни X O Y  текислиги сифатида 
оламиз ва OZ укини сиртнинг шу нуктадаги N  нормали буйи­
ча йУналтнрамиз, сунгра сиртни z = / ( j c ,  у) бки х = и ,  у =  v, 
z  =  / (и, v)  тенгламалар билан берилган деб фараз киламиз. 
Бундай холда нормалнинг йуналтирувчи косинусларн ушбу

C0S 1 =  I Г+р*+Ч*’ C0S "  /  l + p '  + q*’ C0S Т =  У 1 +  p 'T q '

формулалардан аникланиб a =  3 =  - j  булгани сабабли, р =  0
ва 9 =  0 булади. Агар r  =  u i + v j  +■ / ( « ,  v) k дан О нуктада 
хосила олсак:

r u =  t  +  pk,  ru = J  +  (jk
булиб, булардан ra — i ва rv = j  натижа келиб чикади. Шу 
билан биз уринма текисликдаги афин система урнига одатдаги
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Декарт системасинн олдик. Лекин х °зиРгача 05 ва От) уклари* 
нинг йуналиши ихтибрии эди. Аналитик геометрия усулидан 
фойдаланиб, бу уцларни индикатрисанинг бош уклари (яъни 
бош йуналишлари) буйича йуналтирамиз.

Энди AIP =  x i  -f- y j,  яъни S =  x, т) =  y.
Индикатрисанинг бош нуналншларидаги нормал кесимла- 

рини бош кесимлар деб, уларнинг эгриликларини бош эгри- 
ликлар (ku кг) деб, эгрилик марказларини эса бош эгрилик 
марказлари (С,, С2) деб айтамиз.

М Р  йуналншдаги нормал кесимнинг биринчи бош кесим 
билан ташкил килган бурчагини <р десак, cos ?, ~  =  sin

булади (чунки танлаб олинган система Декарт системасидир). 
Кооряинат уклари бош йуналишлар буйича йуналгани сабаб­
ли D '=  0 (кушмалик шарти) ва F =  0 (ортогоналлик шарти> 
бажарилади. У холда k нинг ифодасида D' булмайди:

k =  D ( g / +  D"< d£ f  = D  cos* T+  D" sin* cp.

Шартга кура, ? =  0 ва ? =  у  да мос равишда биринчи. 
ва иккинчи бош йуналишлар хосил килинаДи» яъни

9 =  0 да kx — D cosO  =  D,

<Р » - j  да kt =  D"sln j  =  D", 

k  учун ушбу формула хосил килинади:
it zrftjCOS*? -4- A, Sin* (p. 0 )

Бу Э й л е р  ф о p м у л а с и д и p. У, берилган нормал ке­
симнинг эгрилиги к ни бош эгриликлар A’,, к, орцали ва шу 
нормал кесимнинг биринчи бош кесим билан ташкил цил- 
ган <? бурчаги оркали ифо шлайди.

Танланган системада индикатриса тенгламаси хам соддала- 
шади:

D x * + D ” у * =  ±  1, 

х * +  ft, у* =  ±  1.
Эйлер фопмуласидан мухим хулосалар чнкариш мумкин:
1) Бош йуналишга симметрик иккита нормал кесимнинг 

эгрилиги бир хилдир, чунки (1) формулада <? урнига — «р кУ*
йилса, натижа узгармайди.

S, 2) Бир-бирига тик булган хар кандай иккита нормал кесим
эгриликларининг k +  к' йигиндисн бош эгриликларнинг kt 
йнгиндисига тенгдир.
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Хакикатан, (1) формулада <р урнига ? +  ни куйсак: 

к' — A1sin*f - f  A,cos* (?)

булиб, буни яна (1) билан хадма-хад кушсак, k + k ’ = k l -{-kt 
келиб чикади.

3) Агар М  думалокланиш нуктаси булмаса (кхФк) ,  бош 
кесимларнинг ^ в а  А1эгриликлари к нинг экстремал циймат- 
ларидан иборатдир. Масалан, kx< k t булсин. У холда (1) дан

Л =  кх +  (kt — ^t)sina <р, к =  kt — (к, — кх) cos*<p

вужудга келиб, булврдан:

кj ^  к ^  /fj

Хосил булади; бошкача айтганда, нормал эгрилик бош йуна- 
лишда максимум ва минимум кийматларга эришади. Муфассал-
рок текширишлар шуни курсатадики, f  бурчакнинг 0 дан -£• 
гача олинган кийматлари билан чегараланиб колиш мумкин ва 
шу чегарада к эгрилжк кх дан kt гача м о н о т о н  усади.

§ 93. Бош эгриликлар, тулик ва урта эгрилик

Сиртнинг берилган нуктасидаги бош йуналишлар деб, шу 
нуктадаги индикатрисанинг бош йуналишларини айтган эдик. 
Бош йуналишлардаги нормал кесимларнинг эгриликларига 
бош эгриликлар  номи берилган эди. Энди сиртнинг хар бир 
нуктасидаги бош йуналишларни ва бош эгриликларни хисоб- 
лашга киришамиз.

Аналитик геометриядан маълумки, иккинчи тартибли чи­
зикнинг бош йуналншлари хар вакт хакикий булиб, улар
1) узаро тик, 2) бир-бирига кушмадир'). КУшма диаметрлар (йу­
налишлар) координат укларн сифатида олиниши учун, куйи­
даги иккита шарт бажарилиши зарур ва етарлидир:

F =  О, СУ =  О,

бундан куринадики, иккала квадратик формада х*м эгри чи­
зикли координат дифференциалларининг купайтмаси иштирок

*) Эслатиб утамиз: иккинчи тартибли чизикнинг кУ ш м а диаметрлари д еб . 
бири иккинчисига параллел ватарларни тенг иккига буладиган иккита диа- 
метрига айтилади.
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втмайди. Бу шартнинг биринчиси равшан, иккинчиси эса, ин­
дикатрисанинг

£>;* +  2D'\i\ +  D W  =  ±  1

шаклда бзилган тенгламасидан тушунарлидир1».
Агар бош йуналишлар координат укларининг йуналишлг- 

ри билан устма-уст тушмаса, у холда иккита бош йуиалишни 
аникловчи d u .d v  ва lu:bv  нисбатлар ортогоналлик ва кушма- 
лик шартларини кан°зтлантиради:

Е dubu -f- F (du Iv -f- d v  lu) -+- G dvZv =  0, (1)
D dubu +  D' (du +  dv lu) +  U ’dv Iv  =  0. (2)

Бу икки тенгламани ou ва га нисбатан бир жинсли деб 
царасак, системанинг ечилиш шартидан ушбуни хосил кила- 
миз2).

D du +  D d v ,  D ’du +  D"dv
E du +  F dv, F d u +  G dv

Бу тенглама a u .dv  га нисбатан квадратик тенгламани ифода- 
лаб, бу йуналишнииг бош йуналишдан иборат булиши учун 
зарурий ва етарли шартни беради. Уни очиц ёзайлнк:

. (FD -  ED') du2 +  (ED" — GD) du dv  +  (GDr — FD") dv* =  0,

бу сунгги тенгламани эсда саь;лаш учун кулай шаклда бзиш 
мумкин:

d v* — d u d v  du*
Е F G 
D  D ’ D"

=  0. (3)

=  0. (4)

l) Координат укларининг йуналишлари a n  x* + 2al2 xy  +  y* +■ 
+  2u13 x  -t- 2 ti„  у +  д33 0 чиз икка нисбатан кУшма булиши учун зарурий 
ва етарли шарт: att =  0.

! ) М у с х е л и ш в и л и ,  Аналитическая геометрия, 442-бетга каранг; бу 
китобда тенгламаси (А) ш аклдаги чизикка нисбатан к ва к' йуналишларшшг

dy
Кушмалик шарти а ,, +  e 12(ft +  k') +  at i kk' — 0 булиб, бунга к ва к' =•

! , ty
** Сё хУйилса- биз кураётган *ол учун текстдаги (2) тенглама вужудга келади.

Бу тенгламадан: координат чизикларининг бош йуналишларга эга бу­
лиши учун, F =  D' =. 0 шартнинг бажарилиши зарур ва етарли эканини ку-

IO D"Iриш мумкин. дакикатан, F = D' = 0 булса, ундан |£  G i dudv =■ 0 булиб,
D D"

бу тенгламани эса du = 0, dv =  0 каноатлантиради, ва аксинча, -g + -g*

шартда du =  0, dv =  0 келиб чикади. Думалокланиш иукталарини биз олма- 
Дйк, шу сабабли (1) ва (2) даги коэффициентлар пропорционал эмасдир.

! 2 0  Дифференциал геометрия курен
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du:dv  га нисбатан бу квадратик тенглама булиб, айният эмас- 
дир, чунки фацат куйидаги икки холдагина (4) тенглама айнан 
бажарилади: 1) думалокланиш нуктасида детермннантнинг 
иккинчи ва учинчи сатрлари пропорционалдир; бундай нуктада 
бош йуналишлар аникмас, яъни бундай нуктада бир-бирига тик 
исталган икки йуналиш бош йуналишлар ролини уйнайди. Шу 
билан бирга бу нуктада барча йуналишлардаги нормал кеснм- 
чарнинг к эгриликлари бир хилдир. Бундай нукталарни биз 
влмпган эдик: 2) сиртнинг зичланиш нуктасида D = D '= D " = о 
булиб, бундай нуктада исталган йуналишдаги нормал кесим- 
нииг эгрилиги нолга тенгдир: k =з 0.

Бу икки *олни текширмай, сиртнинг берилган нуктасидаги 
бош эгриликларини хисоблайлик.

(3) тенгликдан иккинчи тартибли детерминантнинг сиртла- 
ри пропорционал деган натижа келиб чикади:
Ddu +  D ’d v  =• MEdu  4- F du), D 'd u +  Drdv  =  X(F du 4- Gdv) ,

бу ерда X— иропсрционаллик коэффициенти. Биринчи тенглик- 
ни du га ва пккиычлсини d v  га купайтириб, ^адма-^ад куш- 
сак:

D du* 4- I D du d v  +  D ’dv* =  X (E du* +  2F d u d v  + 0  dv*)
булиб, демак, X купайтувчи нормал кесимнинг эгрилигига 
тенгдир: Х =  А (300-бет, (1) га каранг). Шу сабабли,

D du-\- D 'dv  =  ~k (Е du - f  F dv),
D 'd u + D 'd v  *= k (F du -f- G dv). ^

Биро^ бу ерда du-.dv нисбат бош йуналишга дойр булгани- 
дан, к урнига %х ва £, ни кУйиш хам мумкин ва бундав 
фойдаланиб, биз kx ва £, ни лам топамиз.

(5) дан
(D — k E) d u  4- (D' — kF) dv  =  О,
(D’ — kF) du 4- (Dn — k G ) d v = 0 .

Бт икки тенглама du ва dv  дифференциалларга нисбатан бир 
жинсли системани ифодалагани учун, унинг нолдан фарклв 
ечнмгв эга булиш шартини бзамиз:

=  0D — kE, D'— kF 
D '— kF, DT— kG 

Скв
D D ' - D * — (E D '-2 F D ' +  G D ) k + ( E G  — Ft)k*=*0. (6)



« 93. ТУЛИК BA УРТА ЭГРИЛИК 307

Равшанки, бу тенгламанинг икки илдизи kx ва — бош эг- 
риликлардир. Виета формулаларига кура:

X 1  DD" — D'* -г , х ED’ —  + СП
• "* =  EG — F* * 1 ' * ~  L G — F*

Берилган нуктадаги бош эгриликларнинг купайтмаси сирт- 
нинг шу нуктадаги тулиц (баъзан Гаусс) эгрилиги деб ва 
уларнинг ярим йигиндиси — сиртнинг шу нуктадаги у рта эг­
рилиги деб аталади. Уларни биз К  ва Н билан белгилаймиз:

( /  I f  D D ' - D '* n L J  _ Х  , X _ E D " - 2 F D ' + GD  , , ,А  — =3 ££>_, 2 / 7  — "Г ( / )

Шундай килиб, тулик эгрилик биринчи ва иккинчи квадра­
тик форма дискриминантларининг нисбатига тенгдир.

Энди (6) тенглама ушбу шаклни олади:

k* -  2НЪ +  К  =  0.

Бу тенгламанинг илдизлари kx ва А, — хар вакт хакикийдир, 
чунки тенгламанинг дискриминанти:

Д =  /У* -  К  =  {  ( * ,+  А,)1- А , £  =  j  (А» -  W  >  0.

Сирт z = / ( jc, у) тенглама билан берилган холда,

л  — — П ' —  -L  ГУ  =  —W  W’ W
тенгликларни эътиборга олиб, тулик ва урта эгриликлар учун 
ушбу формулаларни хосил киламиз:

„  rt —4* ОА7 _  (1 + ?*)/•—2/xjs +  (l +p*)t ,оч
А “  (1 +/>* + ?»)>’ (1 +р* + «?*)% ' W

(7) дан ушбу хулосани чнкарамиз: сиртнинг эллиптик нук- 
таларида / С > 0  ва гиперболик нукталарида К  < 0  булиб, па­
раболик нукталарида К  — 0.

(8) формулаларнннг биринчисидан куринадики, ейилувчи 
сирт учун r t  — s* =  0 бки К  =  0, яъни ёйилувчи хар цандай 
сирт учун тулиц эгрилик нолга тенгдир (кейинрок бунинг 
тескарисини хам исботлаймиз).

Мисоллар. 1) Сфера. Сферанинг хар кандай йуналишдаги 
нормал кесими катта доирадир. Бу кесимнинг радиуси сфера 
радиусига тенг. Сферанинг исталган нуктасидаги индикатриса 
айланадир, чунки унинг хар бир нуктасидан V  R га тенг 
кесмани к?я борсак, маркази шу нуктадаги айлана хосил бу* 
ладн. Тегишли формулалардан равшанки:

К  =  7?» ’ 2 / /  =  | *
20*
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2) Айланма сирт учун бош эгрилик радиусларини ва мар- 
казларини Менье теоремасидан фойдаланиб топиш мумкин. 
Бу сирт, координат чизиклари параллеллар ва меридианлардан 
иборат системадаги кандай тенглама билан берилса *ам (яъни 
профил чизик

х  =  у(и ), г  =  6 (и) б z =  / ( f,), бки х  =  <р (г)

булса *ам) сиртнинг иккала квадратик формасндаги урта ко­
эффициент нолга тенг булади:

г =  0 ва D =  0.

Демак, параллел ва меридианларнинг хар бир нуктадаги йуна­
лишлари бош йуналишлардир.

Айланма сиртнинг .^ар Лир нуктасидаги нормали меридиан 
текисликда жойлашган (228-бетга каранг), демак, меридиан 

йуналишида олинган нормал кесим шу ме- 
ридианнииг узиаир, унинг эгрилик маркази, 
яъни битта бош марказ яна шу меридиан- 
нинг С, эгрилик марказидир (210-чизма), 
бош радиус эса меридианнинг эгрилик ра- 
диусидир:

AfCj =  /?, =  - i- . .
*i

Иккинчи бош эгрилик радиуси парал- 
лелнинг радиуснга тенг эмас, чунки парал­

лел бтган текислик сиртнинг нормали оркали утмайди. Парал- 
лелнинг йуналишидаги нормал кесимнинг эгрилик маркази, 
Менье теоремасига асосан, шу параллелнинг С марказига про- 
екцияланиши керак. Шунга кура, иккинчи бош эгрилик марка­
зи С2 айланиш укида бтиши керак, чунки С нукта параллел 
текислигида ва айланиш укида бтади. Иккинчи бош кесимнинг 
эгрилик радиуси нормалнинг М нуцтадан айланиш уцигача
булган MCt кесмасига тенг: А1C, =  /?, =  .

Айланма сиртнинг М нуктасидаги тулик эгриликнииг мус­
бат бки манфийлиги С, ва С, нукталарнинг вазиятига боглик:

К =  Л, kt Бундан Л/С, ва МС. кесмалар бир хил
ишорали булса, яъни С, ва С, нукталар М  нинг бир томонида 
бтса1) бошкача айтганда, профил чизик узининг ботиклиги би­
лан айланиш укига каратилган булса, у .чолда бундай нукта­
да тулик эгрилик ^ > 0  булади. Бу вактда М  — эллиптик

l) £I нукта м р  ьакт айланиш укида етади.
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нуктадир. Агар С, ва Са нукталар М  нинг турли томонида 
втса, яъни профил чизиц узннинг кавариклиги билан айланиш 
укига каратилган булса, С,М  ва CtM  кесмалар турли ишора- 
ли булиб, К  <  0.

Бу холда текширилаётган нукта — гипербол и к нуктадир 
(211-чизмада М ) .

Нихоят, профил чизикнинг ботиклиги каварнклнкка алма- 
шинадиган ЛГ нуктасида эгрилик нолга тенг (140-бетга каранг).

•грилик радиуси ЖС, эса -> <». Тулик эгрилик бундай нукта­
да нолга тенг:

К  =  \fc \-M C  ~  ^ ' ~  паРаболик нукта.
Конкрет мисол сифатида трактрисани уз асоси атрофида 

айлантиришдан хосил килинган псевдосферани олайлик

(212-чизма). Бу сирт учун AfC, =  | /? I =  , бунда МСг —
нормаль узунлиги. Трактриса узининг асосига кавариклиги 
билан каратилган, Л/С, ва MCt кесмалар тескари ишорали, 
демак, сиртнинг хамма нукталари гнперболик булиб,

К  =  М Су М Сг=  ~ а *  =  c o n s t -

Псевдосферанинг тулик эгрилиги хамма жойида б и р  х и л ,  
лекин манфий. Сферанинг тулик эгрилиги узгармас, бирок 
мусбатдир. Шунинг учун, биринчи сиртга п с е в д о с ф е р а  
(6 л г о н  сфера) номи берилган.

*) Бу муносабатнинг трактриса учун хараитерли эканини исботлашна 
Укувчига тавсия киламиз.
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Хознр келтирнлган мулохазаларни катеноидга (яъни занжир 
чнзнкни уз асосн атрофида айлантиришдан хосил килинган 
сиртга) кУлланиш мумкин. Занжир чизик учун эгрилик ради- 
усн нормаль узунлигига, яъни Л/С, кесма МСг кесмага тенг1’, 
бирок бу занжир (профил) чизик айланиш укига узининг ка- 
варпклиги билан караганлнги учун, ЖС, ва MCt кесмаларнинг 
абсолют кийматлари тенг булиб, ишоралари тескаридир: 
AfC, =  — МС„ шу сабабли:

К  =  MC, MCt  "  ~  м Ц ~  <  0  

ва 2Н =  МСХ +  МС ,  =  0.
Шундай килиб, катеноиднинг хамма нукталари гиперболик 

нукталардан иборат булиб, унинг урта эгрилиги нолга тенгдир 
I (Урта эгрилиги нолга тенг сирт мини-

мал сирт дейилади).’
Айланма сиртга нисбатан, аслида, 

синтетик усул билан чикарилган бу 
натижаларни аналитик йул билан ис­
ботлаш хам осон.

Профил чизик х  =  <р (г) > 0  тенг­
лама билан берилган холда, унн OZ 
Уки атрофида айлантиришдан хосил 
килинган сирт учун биринчи ва ик­
кинчи квадратик формаларнинг ко- 
эффициентларини биз топган эдик 

(294-бетдаги (8). ва (9) га каранг):
£ = ! + < ? * ,  / - = 0 ,  0  =  9*,

С3,

“̂ 4
213-чизма.

D  =
(1 + ?'»)■" ’

П  =  О, D" • <?
V 1+ ?'*

Координат чизиклари бош йУналишлар (параллел ва мери- 
дианлар) буйича йуналганлигидан, уларнинг эгриликларини 
топиш учун § 91, (1) формулада d v  — 0 десак, меридиан эг-

7  D  J  л  L  / ) *рилиги кх =  ^  ии ва du =  0 десак, параллел эгрилиги я, =  —q-  
ни хосил киламиз. Буларга Е, G, D, D” нинг ифодаларинн 
КУйсак:

^1=  ПХ «,*>’•» ? у 1 (f't » =  ? +  ? »
тК  =  кх к, =

(1+ ?'*) ” ? г 1 -г <?'

, 2 Н = к х +  К  +  ' + 'Г' ' - ^
(9)

¥(1 + ■г'1)*' 7(1 + Т 'Т  >

Айланма сирт нукталарининг характерн хакидаги юкорида чи­
карилган хулосаларнн мана шу (9) формуладан фойдаланио

*) Буни исботлаш Укувчига тавсня килинади.
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бевосита хосил килиш мумкин. Биринчи бош кесим меридиан- 
дан иборат булгани сабабли, унинг А, эгрилиги учун кутилган 
формула хосил килинди. Агар меридиан OZ укига узининг 
ботиклиги билан каратилган, яъни, <р " < 0  булса, kx> 0  ва меридиан 
OZ укига узининг кавариклиги билан каратлган , яъни <?">0 
булса, A i< 0 .  Эгилиш нуктасида ч" = 0  ва Л, =  0 (С, т* 00 )Ч

Тулик эгриликнинг ифодасидан курамизки, биринчи холда 
К >  Ъ, иккинчи холда К  <  0 ва учинчи холда К  =  0. Шун­
дай килиб, айланма сиртларнинг эллиптик нукталари профил- 
нинг „ботиклик нукталари‘дан, гиперболик нукталари „каварик- 
лик нукталари'дан ва, нихоят. параболик нукталари „эгилиш 
нукталари“дан хосил килинади (214-чизма). Параболик нукта­
лар, айланма сиртнинг эллиптик нукталари билан тулган соха- 
сини гиперболик нукталари билан тулган сохасидан ажратиб 
туради.

Айланма сиртнинг юкорида айтилганлардан бошка яна па­
раболик нукталари бордир: уларнинг хар бири профил чизик­
нинг шундай нуктасидан хосил килинадики, у нуктадаги уринма 
OZ укига тик, демак, нормаль бу Укка параллел, яъни 
ва % =  0 (214-чизмада Mj нукта).

К'айрилиш нуктасида А, =  0 ва Сх-*- °° (Мх нуктада уринма 
OZ га параллел, нормаль эса тик). Иккала холда хам К  =  0; 
демак, тегишли параллеллар параболик чизиклардир.

_ Нихоят, М г нукта кайрилиш нуктасини билдиргани холда 
(*1 =  °) .  ундаги уринма OZ укига тик булса, kx =  kt =  0 ба- 
жарилади ва бу нуктани айлантиришдан сиртнинг зичланиш 
(параболик) нукталари хосил килинади.

*) <р(г) >  0 эканини эслатамиз.
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Биз, иккинчи бош кесимнинг эгрилик радиуси: сирт (ва щ у  
билан бирга меридиан) нормалининг М  нуктадан уккача олин­
ган MCt кесмасига тенг деган натижага келган эдик. Бу ху- 
лоса аналитик йул билан енгил исботланади. Меридиан норма­
лининг узунлиги ушбуга тенг: /?* =  <? J/ l + ’f'*-

Маш%лар
187. Ушбу сиртларнинг тулик ва Урта эгриликлари аниклансин:
а) геликоид г  = ие (v) +  avk,
б) винт сирт г  =  ие (v ) +  (u +  v) к.

в) г  =  е  (v) +  (и + v) е [ v  +  )  +  (и +  2v)k

ёки х  »  cos v — (и + v)  sin V, у — sin v  +  (и 4- v) cos v, г  =  и + 2v;
г) уринмалар сирти (торс) г  =~р(“ ) +  т  (“)•

Жмоб: ~  к - - - ат1-итр  2Н-
1 2 ( 1  +  f  *)

б) К  =  — (2 и * +  I P  2 я  =  — (2u* +  1)*. »*

в) *1 =  0, Л, =  — У~2 (и +  v), К  -  0. 2Н  =  — У ~ 2  (и +  г).

188. Сиртнинг берилган нуктасидаги нормал эгриликларининг Урта кий* 
мати сиртнинг Урта згрилигига тенг, яъни

2ч

0
Буни исботланг.

1^9. Геликоиднинг бош йуналишлари ясовчи билан винт чизик орасида­
ги бурчакни тенг иккига булади, яъни уларнинг дар бири билан 453 ли бур­
чак ташкил этади. Буни исботланг.

190. Берилган нуктада d u :d v  йуналишда утувчи нормал кесимнинг
у -  _гч О  И
k  эгрилиги учун чикарилган ифодани ушбу k — lim _  формулага асосланнб

/-о I*
исботланг.

К у р с а т м а :  М ’ дан М Р  уринмага (яъни уринма текисликка) М ’Р пер­
пендикуляр тушириб, 2 Л «  Ddu2 +  2 D'du dv  +  D ’dvг ва /  «  (Дл)1 =  Edu* +

V  Ф о•+• 2 Fdu dv  +  Gdv* ни эътиборга олсак, к  =  ф -  досил килинади. (Тегишли 
чизма чизилсин.)

191. Менье теоремасидан ва эллипс айлананинг проекцияси булишидан 
фойдалаииб, эллипснинг учларидаги эгрилиги топилсин.

А* Ь*
Жавоб: Рш.х -  т> РшШ -  а’ а > Ь-
192. Айланма сирт г  =  pe(v) +  f(p)k  тенглама билан берилган. Тулик 

ва урта эгрилик топилсин.
v n ,  '  /г / '(Р ) / '( Р >  р /'(Р ) +  / ' (Р)[1 +  / '* ) .Ж алоб. К  =  2Н  — р ( ! + / '* ) • / .
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§ 94. Сиртнинг берилган нуцтаси атрофида тузилиши
Сирт назариясига багишланган олдинги параграфларда 

сиртнинг берилган нуктаси атрофидаги тузилиши хакида анча 
маълумот олдик, Энди уни чукурлаштириш максадида снрт- 
нинг турли типдаги нукталарига яна кайтайлик.

1. Эллиптик нуцта: D D " — D '* >  0; биринчи квадратик 
форманинг дискрнминанти EG—F*>0, шунинг учун K = k lki >  0. 
Бу холда бош эгриликлар бир хил ишорали, масалан, * , >  0, 
£ > 0  булади1). Бундан, Эйлер формуласига биноан, исталган 
йуналишдаги нормал кесимнинг эгрилиги к >  0 деган хулоса 
келиб чикади. Сиртнинг эллиптик
нуктасидаги хамма нормал ке- 
симларнинг ботиклиги бир то­
монга каратилган. Эгрилик ин- 
дикатрисаси бундай нуктада эл- 
липсдир:

кх* 4- А, у* =  1.
М  нукта атрофида сирт узининг 
уринма текислигидан бир’томон- 215-чизма
да туради (215-чизма).

Эллипсоид, икки паллали ги­
перболоид, эллиптик параболоиднинг хамма нукталари эллип- 
тнкдир.

Эллиптик нуктада асимптотик йуналиш. йук, чунки хамон 
£ > 0 .  *

2. Гиперболик нуцта: DD"—D '*< 0. Бу холда К = к х £ ,< 0 ,  
яъни А, ва к, турли ишорали, масалан:

* i < 0 ,  * t > 0 .
Биринчи бош кесимнинг ботиклиги—я томонига ва иккинчи- 

синики я томонига каратилган. Нормал эгрилик баъзи йуна- 
лишлар учун мусбат, баъзилари учун манфийдир. Энди D ФО
деб фараз килсак, у холда (бунда и =  ~s, v  =

к =  Dw*+ 2D' и v +  D V -  ~\(D u*+D 'v)t + ( D iy  — D '* )# )
тенгликдан куринадики, к эгрилик уз ишорасини сакламайдиг 
бу ерда А > 0 ,  А < 0 в а Л  =  0 булиши мумкин. Индикатриса 
иккита кушма гиперболадир:

£!. _  у* -  4- 1 
Г___________  R i Щ  1  **

*) Сирт нуктасидаги нормалнннг йуналиши бизнинг ихтиёримизда булган- 
лигидан, уни *ар вакт шундай йуналтириш мумкинки, ft, ва ft3 мусбат 
булсин.
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Бу икки гиперболага карашли умумий асимптоталарнинг 
йуналишлари, яъни

k =  Du- + 2 1У tiv 4- DT'u' =  0.

бки
Ddu2 ±  2D’ du d v  - f  U 'dv1 — 0

тенгламани каноатлантирувчн du :dv  йуналишлар сиртнинг M  
нуктасидаги икки асимптотик йуналишлардир:

dv — D ' ±  V  —  (D D ' — D'*) 
du ~  D '

Агар уоинма текисликда ушбу

k — kx co s: •  +  kt sin* f  =» 0 , tgt? =  ±

бурчак коэффициентлари билан аникланувчи иккита тугри 
чизик утказсак, уларнинг Г.уналишларидаги нормал кесимлар­
нинг эгриликлари нолга тенг булади. Гиперболик нуктада бун­

дай йуналишлар расо иккита. 
Улар уринма текисликни икки 
жуфг вертикал бурчакларга 
ажратади: биринчи бош кесим

___  кайси бурчакка тушса, ушан-
*г>о даги йуналишда олинган нор­

мал кесимларнинг эгрилиги 
манфий булиб, бу кесимлар— 
п томонига, бошкача айтган- 

60Ш «Г • да, сирт узининг ботиклиги
билан „паст*га каратилган бу- 

216-чнзма. лади. Уринмаси кол га н иккита
вертикал бурчакка тушган нор­

мал кесимларнинг эгрилиги мусбат булиб, бу кесимлар л  томо­
нига, бошкача айтганда, сирт узининг ботиклиги билан „юко- 
ри“га каратилган булади (216-чизма).

Агар М  нуктани сирт устида етган етарлича кичик ёпик 
контур билан ураб олиб, шу контур буйича бир марта тула 
айланиб чикмокчи булсак, сиртнинг М  нуктадаги уринма те- 
кисликдан юкори турган кисмидан пастда турган кисмнга ик­
ки марта тушнш ва шунингдек пастда турган кисмидан юко- 
рида, турган кисмнга икки марта кутарилиш керак булади. 
Сирт М  нукта атрофида эгарсимон тузилгандир. С, ва С, нук*
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талар М  нуктадаги уринма текисликнинг турли томонида бта- 
ди (217-чнзма).

Бир паллали гиперболоид ва гиперболик параболоид — ги­
перболик нукталардан иборат сиртлардир.

3. Параболик нуцта: DD" — D'* =  0; К =  kt kt =  0; бу нук­
тада бош эгриликлардан бирини нолга тенг, масалан, kt =  0 
деб фараз килиш1) ва умумийликни бузмасдан, к, ни манфий

деб хисоблаш мумкин (акс холда п нинг йуналишини узгар- 
тамиз). Биринчи бош кесим „паст'га каратилган булиб, нккинчисн 
учун эса Ж  нукта тугриланиш нуктаси булади, чунки бу нуктада 
иккинчи бош кесимнинг эгрилиги 0 га тенг. Мураккаб доллар тек- 
ширилмаганда, бу нукта кесим учун кайрилиш нуктаси булади, 
кесим шу нуктада уринманинг бир томонидан иккинчи томо­
нига утади. С, нукта чексизликка кетади ва С, нукта п вектор 
томонида ётади.

Индикатриса иккита параллел тугри чизикдан иборат:

X* =  /?„ х  — +  

бу холда факат битта асимптотик йуналиш бор: 

k =  к, cos2 <? =  0, 9 =

Бу йуналиш OY  укининг йуналиши булиб, шу билан бирга 
бош йуналишдир. Сирт М  нукта атрофида .чала эгарсимон“ 
характерга эга (218-чизма).

Сиртнинг параболик нукталари одатда унинг эллиптик нук- 
таларнни гиперболик нукталаридан ажратнб турувчи чизикни 
ташкил килади. Масалан, кУнгирокдаги М'М'М"' чизик пара-

*)"£, ва ft, нинг иккаласи бирданига нолга jenr була олмайди, чунки 
акс цолда исталган йуналишда 4 = 0  булиб, М  -  зичланиш нуктаси булар 
•ди.
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болик чизикдир (219-чизма). Кунгирокнинг бу чизикдан юко- 
ридаги нукталари эллиптик, пастдаги нукталари гиперболик- 
дир.

Бу фактни тушуниш кийин эмас: эллиптик, гиперболик нук­
талар учун тегишннча, К  (и, " и )> 0  ва К  (и, а ) < 0  булиб,

параболик нукталар учун эса К  (и, v) =  0. Сунгги тенглама 
эгри чизикли и ва v  координаталарни узаро боглайди; демак, 
умуман, сирт устида бирор чизикни беради. Тенгсизликлар 
эса эллиптик ва гиперболик нукталар- 
нинг кандайдир сохаларини беради.

Сиртнинг параболик нукта атрофи­
даги тузилишида хилма-хил мураккаб 
холлар юз бернши, жумладан, чизик-

2 1 9 -ч и з м а . 220-чизма.

ни ташкил килмайдиган айрим („ажралган*) параболик нукталар 
шу вактнинг узида думалокланиш нукталари характернга эга 
булиши мумкин. Бундай нуктада хар кандай йуналишдаги нормал 
кесимнинг эгрилиги нолга тенг. Текисликнинг исталган нуктаси 
бунга мисол була олади. Бу тривиал холдир. 220-чизмада Л1 
нуктаси худди шу курилабтган типдаги нуктадан иборат сирт­
нинг мисоли келтирилган. Бу нуктада А =  =  0 булиб,



I  St. СИРТНИНГ ТУЗИЛИШИ 317

барча нормал кесимлар „кайрилади*. Бу сиртни шу нуктадаги 
нормаль атрофида 120 га айлантирсак, сирт яна аввалги до­
лита келади. Немисча математика адабиётида бу сирт „май- 
мун эгари“ номи билан юритилади. „Маймун эгари* шундай 
сиртни эслатадики, у бир-бирига улашган учта тепаликдан 
тузилган булиб, хар бир тепалик каршисида битта нншоб ту- 
ради1).

Хамма нукталари параболик нукталардан иборат сирт билан 
биз кейинрок шугулланамиз — у ёйилувчи сиртдир.

S сиртнинг тайин нуктаси атрофида тузилишини чукуррок 
билиш учун бу сиртни уринма текислик ва унга якин текис- 
лнк билан кесишиш натижасида хосил килинган .кесимларини* 
урганиш фойдалидир.

Координат бошини сиртнинг оддий М  нуктасига кучириб, 
нормални OZ уки буйича йуналтириб ва М  нуктадаги уринма 
текисликни XO Y  текислиги сифатида кабул килиб, сиртни 
z  =  f ( x ,  у.) тенглама билан берсак, у холда маълумки (302-бет)

/ ( 0 ,  0 )  =  0 , Р  =  рх  =  о , Ч =  -у = 0 ,

демак,
D =  г, D' =  s, D” =  t.

Сиртнинг уринма текисликдан четланишини ифодаловчи А учун 
291-бетдаги (4) формула ушбу шаклни олади:

А =  ~  (rd x * 2sdx  dy  +  tdy) +  . . .  .

Бу ерда dx  ва dy дифференциаллар (орттирмалар) (0, 0, 0) 
нукта атрофига дойр булгани учун, улар урнига х  ва у  ни 
ёзиш мумкин:

А «= ~ (rx* +  2sxy +  ty*) +  . . .  . (1)

Энди z = f { x ,  у) функцияни (0, 0, 0) нукта атрофида каторга 
€яйлик:

z =  1  {гх* +  2sxy 4- ty*) +  . . .  . (2)

(1) билан (2) ни солиштириб куйидагини курамиз: (1) тенгла­
ма сиртнинг шундай нукталари тупламини ифодалайдики, улар­
нинг хаммаси уринма г  — 0 (яъни XOY) текислигидан А масо­
фада ётади; бошкача айтганда, тенгламаси (2) дан иборат

*) 214-чизмада М 3 нукта — параболик булиб, ундан *осил килинган чи- 
аик—параболик ва шу билан бирга зичланиш нукталарининг геометрик Урни- 
дир. Шундай цилиб, бу ерда знчланиш нукталари нинг геометрик Урни уч- 
райди.
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с и р т н и н г  XO Y  т е к и с л и г и г а  п а р а л л е л  z .=  A текислик 
билан к е с и м и н и  беради. Агар иккинчи даражали хадлар 
билангина чегаралансак, у холда S  нинг М  га якин нукталари 
учун кесимнинг тенгламаси

гх* +  2sxy +  ty 2 =  2A (3)
булиб, N1 нуктадаги эгрилик индикатрисаси

гх * +  2sxy +  ty 2 — 4  1 (4)
га ухшаш эгри чизикдир. Хакикатан, индикатрисанинг радиус 
векторларини 1 : 2Л нисбатда узгартсак, (4) тенглама (3) га 
айланади.

А =  0 деб фараз килсак, сиртнинг уринма текислиги билан 
кесими хосил килинади:

гх* 4- 2sxy +  ty 2 =  0. (5)
Бу чизик хам индикатрисага ухшашдир.

Хуллас, 5  сиртни М нуктадаги уринма текислигига па­
раллел ва унга якин z  =  А текислик билан ёки uiy уринма

текислигининг $зи билан 
кесишиш. натижасида эг­
рилик индикатрисасига ух­
шаш чизик хосил цилина- 
ди1).

Ана шу натижага асосан, 
5  ни М нуктадаги уринма 
текислиги билан кесиб, ке- 
симда хосил буладиган (о) 
чизнкнигина текширамиз. 
Кискалик учун биз бу чи­
зикни (Л0) дейлик.

Чизикларнинг махсус 
нукталари назарнясига асосан (§21), (0, 0, 0) нукта бу кесим 
учун икки каррали нуктадир. Шу билан бирга:

1) r t — s* >  0 бажарилса, яъни Мп эллнптнк нукта булса, 
у холда (Л0) кесим учун бу Мп нукта ажралган нуктани бил- 
лиради; (3) кесим эса э л л и п с  ни ифодалайди (221-чизма). 
Сфера ёки эллипсоидни олганда, (А0) чизик нукта булиб, (Л) 
чизик эса айлана бки эллипс булади.

2) r t  — 5* < 0  бажарилса, яъни Ма — гиперболик нукта бул­
са, у холда (А0) кесим учун М0 тугун нукта булади. Бу 
нуктадаги иккита уринма ушбу

гх* 2sxy +  ty* =  0 (6)

1) г =  Л текислик билан кесиб досил килинган кесимни (Л) билан белги- 
лаймиз.
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тенгламадан аницланади (§ 21 га каранг). КУйилгаи шартда 
(6) тенглама М0 нуктада кесишувчи иккита хакикий тугри чи­
викни ифодалайди. Бу чизикларнинг йуналишлари сиртнинг шу 
нуктадаги асимптотик йуналишларидир. Хакикатан, (6) тенгла- 
ыа асимптотик йуналишларни аникловчи Ddu* 4- 2 D'du d v  4- 
+  D'dv* =  0 тенгламанинг узидан иброат.

(А) кесим бу холда иккита гиперболадир (222-чизма).
3) Энди r t — s2 =  0, яъни М0 параболик нукта булган хол 

умуман жуда мураккабдир. Бу вактда (А0) чизик турли кури- 
иишни олишн мумкин. Бу холни кенгрок текшириш максади- 
да (2) Сйилмани мукаммалрок ёзайлик:

2 =  2* (rx* +  2sxy +  ty*) +  X* +  3 ^ ; Хгу +

+  3 д 7 д ? х У* +  з £ у * )  +  • • •  = 0
•ки, г  ф  0 ва r t  — s* =  0 шартида,

2 =  i  (гх  +  *у)в +  • • ) + . . . = о.

Аналитик геометриядан маълумки, бундай тенгламани уш ­
бу шаклга келтириш мумкин (координат) укларини буриш 
йули билан1):

z  =  ауг +  Ьхг 4- схгу  -f- dxy* -i- еу* 4- . . .  . (7)

Энди h масофада кесувчи z — h текисликни утказсак, ке- 
•имнинг тенгламаси:

A =  ay* 4- bx* 4- сх*у 4- dxy* 4- еу* - f  . . .  (8)

булади, бунда А нинг кичнклик тартиби у* нинг кичиклик

*) Н. И. М у е х е л и ш в я л и ,  Аналитическая геометрия, § 255, 492-бет.
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тартиби билан бир хил цилиб олинган. Иккидан юцори дара­
жали хадларни ташласак, кесимни ифодаловчи

Л =  ду* бки y Y a ± V h  =  0
тенгламалар хосил булади; булар ОХ  укига параллел иккита 
тугри чизикни беради. Демак, индикатриса [бки, барибир, (Л) 
бки (Л0) чизик] иккита параллел тугри чизикдир (223-чизма).

Цилиндрик сиртнинг нсталган нуктаси шу типдаги парабо­
лик нуктадир.

Биз параболик нуктанинг энг содда холи билан танишдик. 
Энди мураккаброк холии курайлик. (7) ейилмада а ф  0 фараз 
этиб, у* ва х 3 нинг (0, 0, 0) нуктадаги кичиклик тартибини 
бир хил дейлик (колган хадлар, демак, улардан юкори тар­
тибли). У холда кесимни ифодаловчи

ау* +  Ьх3 — h
тенглама хосил килинади. Бу тенглама билан ифодаланган 
чизик иккинчи тартибли чизик эмасдир. Бу чизик учун (0 ,0 ,0 )  
нукта биринчи типли кайтиш нуктасидир (а ф 0 шартида).

Учала холни куз олдимизга келтириш учун, кУнгирокни 
унинг гиперболик, параболик, эллиптик нукталарида утказил­
ган уринма текисликлари билан кессак, биринчи холда кесим- 
да тугун нуктага, иккинчи холда биринчи типли кайтиш нук* 
тасига, учинчи холда эса ажралган нуктага эга буламиз1) 
(224-чизма).

Бундан хам мураккаброк холни, яъни параболик нукта шу 
вактнинг узида яна думалокланиш нуктаси характерига эга

*) Д. Г и л ь б е р т  и С. К о  н-ф о с с е н, Наглядная геометрия, AL 1951, 
Я04-бетга каранг.



§ 95. СФЕРИК ТАСВИР. ГАУСС ЭГРИЛИГИ 321

булган холни (маймун эгарини) юкорида текширган эдик. 
Бундай нуктада сирт узининг уринма текислиги билан 225- 
чизмада келтирнлган чизик буйлаб кесишади1*.

Мисол. х  =  a -f- b cos и, z  — b sin и айланани OZ уки атро­
фида айлантиришдан хосил килинган сиртни (торни) текши- 
раилик. Бунда а >  Ь фараз килинади.

Торнинг вектор формадаги тенгламаси: 
г  =  (а +  b cos и) е (г>) + b  sin ик булиб,

г  „ — — b sin и е  (у) +  b cos и к,
г „ =  (а +  b cos и) е [ у  +  - £ ) ’

Е =  Ьг, F =  О, G =  (a -f- b cos ы)*,
П =  — sin U к — cos и е  (v). 225-чизма.

Иккинчи хосилалар:
г ии ■= — b cos и е (•») — b sin и к, ruv =  — Ь sin и е (г> 4- 4 ) ,  

r vv — — (а -f  Ь cos и) е (v ).
Булардан:

D =  b, D' — О, D" =  cos и (a -f  b cos и).
Тулик эгрилик:

К  DD" -  D'* cos и
EG — F1 а +  b cos и 

Шартга кура а >  Ь\ демак, а  +  b co su  махраж нолдан кат­
та. Энди 0 <  и <  j  бки 2г. >  и >  -т: кийматларда АГ>0, яъни

торнинг ташки кисмида тулик эгрилик мусбат; ^  <  и <  j  * кий­
матларда эса К <  0, яъни торнинг ички кисмида тулик эгрилик

*) Д. Г и л ь б е р т  и С.  К о н - ф о с с е н ,  Наглядная геометрия, М., 1951. 
198-бетга каранг.

2 1  Дифференииа.1 геометрия курси
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манфийдир, нихоят, и = ' ± ~  кийматларда, яъни 226-чизмада-
ги А ва В нукталар чизган иккита энг юцорн ва энг куйи ан- 
ланаларда (параллелларда) А = 0 ,  яъни тулик эгрилик нолга 
т е н г д и р . Торнинг параболик чизиклари ана шу иккита АА'А' 
ва ВВ'В" айланадир. Бу икки айлана торни икки цисмга бу­
лади. Хар кайси айлананинг бирор нуктасида уринма текислик

утказилса, бу текислик тор би­
лан шу айлана буйига кесншиб, 
айлананинг бошка нукталари­
да хам уринма текислик вази- 
фасини бажаради. Хакикатан, 
п =  — k sin и — е (t>) cos и да
и =  ~ фараз килсак, п =  — к
(=const)  хосил булади (v  нинг 
турли кийматларида, яъни 
параллелнинг хамма нуктала­
рида нормаль уз йуналишини 
саклайди). Бу ерда кизик

226-чизм*. ходиса юз беради: сиртдаги
параболик чизикнинг бирор 

нуктасида сиртга утказилган уринма текислик бу сирт билан 
кесишиб, биринчи типли кайтиш нуктасига эга б у л м а г а н  
чизикни хосил килади (бу ерда а =  0 эканлиги текшириб 
к у рил си н).

Э с л а т м а .  Шундай килиб, тор устидаги иккала параболик 
чизик нукталарида хам сиртнинг уринма текислиги уз вазия­
тини узгартмайди. Бизга маълумки, бундай хол факат ёйилув­
чи сиртлар учун уринли булиб, бирок У ерда уринма текислик 
и с т а л г а н  ясовчи нукталарида уз вазиятини саклар эди. Д е ­
мак, сиртдаги а й р и м чизикларгина кузда тутилса, бундай 
хол бошка сиртлар;учун хам уринли булишини курам из.

Машцлар
193. Сиртларнинг£параболик чизиклари^топилсин:

а) х  =  и», v  +  V*"* ~  аи + 2а и*;
б) х  =  в* у  =  i  *, * =  и]+ V,
в) а =  д:* +  х у *.

Ж авоб: а) 1) и =  0; 2) v  =  —

б) I) в  =  0; 2) v  =  0;
в) у 1 — Зх1 =  0.

194. Сиртларнинг думалоцланиш нукталари топилсин:
1) у =  sin jc ни О Х  уки атрофида айлантиришдан *осил килинган айлан­

ма сиртнинг.
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2)  х у г  — а * сиртнинг.
Ж алоб: 1) синусоида учларидан лосил килинган нукталар сиртнинг уч- 

лариднр;
2) х х =  у* =  а*.

195.£и р т  F (х, у ,  г) =  О тенглама билан берилган. Унинг тулик ва ур­
та эгрилиги топилсин. Кайси шарт бажарилганда, бу сирт ейилувчи булади?

Жавоб:
-  д

F}  +  F J +  F \ Д

* дгдг г  ху

Fyx  F yy

Fzx Ft у
Fx Fy

Fyl Fy
Fzz
F z

Fz
0

2 H:

F y y Fyz Fy I F x x Fxz F x F x x Fxy F x  i

Fyz Fzz Fz
1
. + F  xz Fzz F , + F ry F y y Fy

F y Fz 0 F x Fy 0 F x Fy 0
F % +  FJ +  F ;

196. Иккинчи тартибли цар кандай сиртнинг кесими иккинчи тартибли 
чизикдир; шу сабабли, кесувчи текислик сиртни тугри чизикли ясовчилари 
буйича кесиб утса, нормал кесимнинг эгрилиги нолга айланади (нега?). Бун­
га асосланиб, эллипсоид, икки паллали гиперболоид ва эллиптик параболо- 
иднинг камма нукталари э л л и п т и к  нукталар эканлиги, бир паллали пара­
болоид ва гиперболик параболоиднинг *амма нукталари г и п е р б о л и к  
нукталар эканлиги, цилиндр ва конуснииг *амма нукталари эса п а р а б о ­
л и к  нукталар эканлиги исботлансин.

§ 95. Сферик тасвир. Гаусс эгрилиги

Сиртга нисбатан эгрилик тушунчаси табиий геометрик ра- 
вишда киритилмади. Сиртнинг берилган нуктасидаги тулик 
эгрилиги сифатида шу нуктадаги бош эгриликларнинг Дг,£,ку- 
пайтмаси олинди. Ва.\олонки, ясси еки фазовий чизик назария- 
сидаги индикатриса гоясидан фойдаланиб, сирт учун хам 
эгрилик тушунчасини бевосита киритиш мумкин.

Маркази координат бошида етнб, радиуси бирга тенг бул­
ган сферанинг марказидан S  сиртнинг ориентацияли нормалла- 
рига параллел нурлар утказсак, сиртнинг хар бир М  нуктаси 
ва, шу билан бирга, уни ураб олувчи бирор соха сферага 
аксланиб, М  нукта сферанинг кандайдир М' нуктасига алма- 
шинади1).

М  нукта М  нинг сферик тасвири дейилади.
S  сирт г  =  г  (и, v) тенглама билан берилган булса, унинг 

бирлик нормал вектори хам и ва v  нинг функцияси булади:
п =  п(и , V). (1)

*) Виз *озирча К * 0 деймиз, яъни *амма нукталарида тулик эгрилиги нол­
га тенг сиртни карамаймиз.

21*
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Бу векторнинг охирн сферани ёки унинг бирор цисмини чиза- 
ди, бу кием S  сиртда олинган сохага мос келиб, унннг тасви- 
рини беради. (1) тенгламани сферанинг тенгламаси деб караш 
мумкин, чунки сфера учун радиус-вектор ролинн л бажарадн. 
Бнр-бирига мос М  ва М' нукталарга эгри чизиклЛ и ва v

нинг 5  га нисбатини олайлик ва 1. ни М  нуктагача кичрайтиб 
бораилик. Бу вактда L  хам кичрая борганликдан, S' ва S  юз- 
лар хам борган сари кичрайиб, уларнинг нисбати маълум бир 
лимит кийматга интилади

Анз шу лимит сиртнинг Гаусс эгрилиги дейилади. Шундай 
килиб, сиртнинг М нуктасидаги Гаусс эгрилиги бу нуктани 
у  раб олувчи сохага мос сферик соха юзининг шу соха юзи- 
га булган нисбатининг соха М  нуктагача кичрайиб борган- 
даги лимитидир.

Гаусс эгрилигининг математик ифодасини чикариш максади­
да, сирт ва сферанинг М  вз М  нукталаридаги нормаллари 
узаро ва у р и н м а  т е к и с л и к л а р и  узаро п а р а л л е л л и -  
г и н и  назарга оламиз. Бундан куйидаги хосил булади:

X купайтувчини аниклаш учун, бу тенгликнинг икк ала  
томонини \rur v\ га скаляр купайтирамиз. У холда

координатларнинг бир хил 
кинматлари мос келади деб 
фараз киламиз.

2 27-чнзма.

Энди, сирт устида бирор 
ёпик L чизик олинса (227- 
чизма), унга сферада яна 
ёпик L' чизик мос келади. 
L' чизик ичидаги (L’) соха­
нинг юзини 5  билан ва /, 
чизик ичидаги (L) соханинг 
юзини S  билан белгилаб ,S

(2)

ёки
\rur vIII [л „ л £,] 

\nunt\  =  X [ги r v\.

\ U и Я г ] [Г и Г j.] — х [г„  Г г,]-

бки, векторлар алгебрасининг маълум формуласига асосан,
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Детерминант элементларини биринчи ва иккинчи квадратик 
формаларнинг тегишли коэффициентлари билан алмаштириш 
мумкин:

DD" — D =  ). (EG — F1).
Сиртнинг тулик К  эгрилиги >. га тенг булгани учун:

[лил £,| =  K \ r ur v). (3)
Биз К Ф  0 ва г и ф r t, (М —оддий нукта) деб фараз килганмиз, 
шу сабабли, \пи Я»| Ф 0.

Маълумки,(§ 80):

S  =  j j*I [гиГр] \d u d v , S '=  j j |  \пи nv\d u  dv.

бунда — эгри чизикли и ва v  координатларнинг узгариш
сохаси (бу соха сирт ва сфера учун умумий).

(3) га асосан:
S' =  \^K W \rurv\\dudv.  (4)

j
(L) -*■ M да (/.')-*■ М '. Энди бу интегралга урта киймат ха- 

цидаги теоремани кУлланамиз:

S ' =  / f , l H H r - r J  \dudv =  \K ,\S ,
V

бунда К 9 билан К  нинг £  с°-\а ичида бтган бирор нуктадаги 
кииматини белгиладик. Охирги тенгликдан:

Г £ = 1̂1
Хосил булиб, демак, (2) тенглик ушбуни беради:

Кг =» 11т ^  =• 11т \К  I =  |АГ|.
(L)—M (L)-.M 9

Шундай килиб, Гаусс эгрилиги тулиц эгриликнинг абсо­
лют цийматига тенгдир.

Сиртнинг тулик эгрилиги К  мусбят, ноль ва манфий були­
ши мумкин. Маъноснга Караганда, Гаусс эгрилиги мусбат кий- 
матгагина эга булиши керак эди (чунки у иккита юзнинг нис- 
бати), бирок умумийликни кузда тутиб, Гаусс эгрилиги тулик 
эгриликнинг ишорасига эга деб кабул килинади:

К г = К .
Бунинг маъносини хознр англаб оламиз.

Сиртнинг эллиптик нуктасида /С >  0, шунинг учун (3) даы 
равшанки, бу холда

N  - \rur v\ ва N' =  |Яия :.]



326 ИККИНЧИ КВАДРАТИК ФОРМА

векторлар бир томонга йуналтирилган, яъни харакат г„ дан 
г„ га томон соат стрелкаси буйича йуналган булса, пи дан nv 
га томон хам худдн шундай йуналган булади.

Сиртнинг гиперболик нуктасида эса К  <  0, шу сабабли ик- 
кала харакатнинг йуналиши карама-каршидир (228-чнзма).

Хуллас, L контур сиртда мусбат гардишли булса, К  >  О 
шартида L' хам мусбат гардишли булиб, АГ<  0 шартида эса 
L' манфий гардишлидир.

Сферик тасвир тушунчаси тулик (Гаусс) эгрилиги нолдан 
фаркли булган сиртлар учун бабн килинди. Хамма нукталари- 
да К  =  0 булган бйилувчи сиртни параболик чизиги мавжуд 
(масалан, кУнгирок, тор каби) сиртни бки, нихоят, айрим па­
раболик нуктага эга булган сиртни (масалан, м ай м у н эгаринн) 
олсак, уларнинг сферик тасвирини текшириш анча огир иш- 
дир. Бу хакда Д. Гильберт ва С. Кон-Фоссеннинг ажойиб ки- 
тобига1) мурожаат килишни укувчига тавсня килиб, факат 
Куйидагини таъкидлаб утамиз.

Текисликнинг сферик акси н у к т а д и р .  Ёйилувчи сирт 
(масалан, уринмалар сирти) учун сферик тасвир бирор чизик-

* )Д . Г и л ь б е р т  и С. К о н - Ф о с с е н ,  Наглядная геом етрия. Гостехиз- 
дат, 2 -е  изд.. М., 1951, 205—210-бетлар.

N
N

228-ти.ша.
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дан иборат, чунки хар бир ясовчи буйлаб сиртнинг нормалла- 
ри узаро параллел булгани учун, хар бир ясовчига нукта мос 
келиб, уларнинг (бир параметрли) оиласига сферада чизик мос 
келади. Мисол тарикаснда ихтиёрий цилиндрик сиртни олсак, 
унинг сферик акси катта доиранинг ёйидан нборатдир.

И л о в а .  Сиртнинг сферик тасвири муносабати билан, сирт 
устидаги бирор с о  х а н и н г и н т е г р а л  э г р и л и г и  тушун- 
часини киритнш фойдалндир.

(4) формула буйича сферик тасвирнинг юзи мусбат хисоб- 
ланади; бирок бу юзни ишора билан куйидагича таъминлаш 
мумкин: унинг ишораси тасвирланувчи соханинг тулик эгри­
лиги К  нинг ишораси билан бир хил деб фараз килинади. У 
холда (4) формула урнига ушбу формула хосил булади:

S  =  f j  К \ [ги r v\ | du d v  =  j*J/C VEQ  — F *dudv  (5)
s *s

Ана шу ишора билан таъминланган юз £ соханинг интеграл 
эгрилиги  дейилади (немисча адабиётда купинча curvatura in- 
tegra  термини ишлатилади).

(5) урнига куйидаги формулани ёзиш хам мумкин:

/  =  S ' =  f jV d o ,  (6)
£ I

бунда d i  =  V EG— F2d u d v  — юз элементдир.

§ 96*. Сиртнинг учинчи квадратик формаси

Сиртнинг биринчи ва иккинчи квадратик формалари табиий 
равишда вужудга келдн. Унинг бирор йуналишдаги эгрилиги- 
ни билиш _  максадида нормал 
эгрилик (k) тушунчасини ки- |п+лп
ритиб, k формулага кел '
ган эдик. Сиртнинг бирор йу­
налишдаги эгрилигини билиш 
учун геометрик характерга эга 
булган усулни келтириш мум­
кин.

Сиртнинг берилган йуна- 
лишдаги эгрилиги деб, уринма 
текис лик ларнинг цущнилик
бурчаги билан сиртдаги тегишли ёй узунлигйнинг нисбатига 
аитилади (чизик эгрилигини эсланг).

Уринма текислнклар орасидаги бурчак сиртнинг тегишли 
нормаллари орасидаги бурчакка тенг, бу сунгги бурчак эса

229-чизма.
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Гаусс сферасидагн М М\ бй билан улчанади (229-чизма). Демак, 
бу маънодаги эгриликни

^  APliV | Дл / dn

As ММi I As I ds 
dn
dsнисбат билан улчаш мумкин. Хуллас, ^  нисбатни ва унинг

dn *
^ 5  квадратини карашга тугри келади. Сунгги касрнинг мах- 
ражи биринчи квадратик форма булиб, сурати

dn2 =  (пи du -t- пи d v )* =» nl du1 +  2nu nv du d v  +  nl d v 2

эса du ва dv  га нисбатан квадратик формадир. Бу форманинг 
коэффициентлари одатда е, / ,  g  билан белгиланади:

е — nl, f = n unD, g  — nl, 
dn* =  e d u * 2 f d u  d v -\-gdv*. (1)

Бу форма сиртнинг Гаусс тасвири учун чизикли элемент 
ролини уйнайди, чунки п =  п (и , v)  сферанинг тенгламаси бу* 
либ, п радиус-вектор вазифасини бажаради. Маълумки, 
d9 =  \dn \, шунинг учун: d<t* =  dn*. Иккнта кУшни нуктадан 
утувчи уринма текисликлар орасидаги бурчак дифференциали- 
нинг квадратини ифодалаган (1) форма сиртнинг учинчи квад­
ратик формаси дейилади:

Ф , =  df* =  dn* «■ edu* -ь 2fdu d v  +  gdv*.
Сиртнинг учта квадратик формасидан аввалги иккита квад­

ратик Ф, ва Ф , формаси катта ахамиятга эга, чунки учинчи 
Ф , форма улар оркали ифодаланади, демак, Ф , — мустакил 
форма эмас. Бу ифодаланишни биз 211-машкда курамиз. Шун­
дай килиб,

Ф х =  dr*, 0 t — — d r dn, Ф, — dn*.
Сиртнинг Гаусс эгрилиги хакида утган параграфда тушуича 

киритилган эди:
К =  lim %■ (2)

Бу тенгликда S  ва S' — сирт билан сферадаги мос юзларнинг 
элементларидир, шу сабабли, S  ва S ' урнига уларнинг диффе- 
ренциалларини олиш мумкин:

бундан

иг — Yj g ~ L*du—
~  d S ^  / E G —F* du d v ’
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Бу формулани тулик эгриликнинг
и _  D D ” — D'*

“  E G - F *

нфодаси билан солиштириб, мухим натижага келамиз:

(DD" -  D '1)1 =  (£G -  Р )  (eg  - / 2),

яъни иккинчи квадратик форманинг дискриминанти биринчи 
ва учинчи квадратик формаларнинг дискриминантларига 
урта пропорционалдир.

(2) бки (3) муносабатлардан яна бир мухим хулоса чика- 
риш мумкин:

бйилувчи сиртнинг хамма нукталари параболик нукталар- 
дир (§ 82), чунки DD' — D г =  0 да К  =  0. Аксинча, с и р т ­
н и н г  х а м м а  н у к т а л а р и  п а р а б о л и к  б у л с а ,  у 
б й и л у в ч и  сиртдир. Шунинг учун, (L) нинг сферик тас- 
вирини ифодаловчи (L') нинг юзи нолга тенгдир. Бу хол эса 
бутун 5  сирт сферадаги нуктага бки чизикка аксланганида, яъни 
5 — бйилувчи сирт (хусусий холда текислик) булганнда юз 
беради.



Ун бешинчи боб

§ 97. Цушма йуналишлар. Цушма тур

Сирт устида чизикларнинг иккита оиласи бернлиб, сиртнинг 
хар бир нуктасидан бу оилаларга карашли биттадан чизик ут- 
са, сирт устида бу икки оила турни ташкил киладн деймиз. 
Биз бу бобда хоссаларн диккатга сазовор булган турлар билан 
танишамиз.

Т аъриф . Сиртнинг берилган нуктасида унга уринувчи 
икки myFpu чизщ, шу нуктадаги эгрилик индикатрисасига 
нисбатан цушма булса, бу чизикларнинг йуналишлари ц$ш- 
ма дейилади.

Сирт z =  / ( x ,  у) тенглама билан бернлиб, XO Y  текислн- 
ги сифатида М  нуктадаги уринма текислик кабул килинса,

kt — \x йуналишларнинг кУшмалик шартини [305-бет,
(2)] ушбу

D +  D' (ki +  kt) +  D" kl ki =  0
€ки

D dx lx  +  D' (dx  Sy +  dy  5jc) +  D" dy  Sy =  0

шаклда бзиш мумкин. Эгри чизикли и ва v  координаталарда 
эса бу шарт:

Ddubu +  D '(dubv  +  dvbu) +  D" d vb v  = 0  (1)

куринишни олади.
Агар (1) шарт чизикларнинг бир параметрли икки оиласи 

учун бажарилса, яънн уларнинг кесишган хар бир нуктасидаги 
уринмалари сиртнинг шу нуктадаги индикатрисасига нисбатан 
кушма булса, бу икки оила узаро цушма дейилади.

(1) тенгликнинг мухим геометрик маъноси бор. С и р т  буйи­
ча силжиш векторини dr = r„ d u  +  r v ov билан ва нормалнинг 
дифференциалини 8я =  я цои +  nv ov билан белгилаб, иккинчи 
квадратик форманинг коэффициентлари урнига уларнинг кий*

СИРТ УСТИДА Б А Ъ З И  ЧИЗИЦЛАР ТУРИ
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матларини тегишли формулалардаи куйсак, ушбу тенглик хо­
сил килинади:

—r unu du lu — r j t v (dv lu +  du lv )  — r v nv dv  oy =  0,
(rudu +  r v dv)  ( n u lu +  nvlv )  =  0

ёки
(ru lu -f  r v $x>) (nudu +  n0 dv)  =  0.

Буларни кискача куйидагича ёзиш мумкин:

dr In =  0, lr  dn =  0. (2)
Сирт устида L билан белгиланган г  =  г  (t) чизикни ва унинг 

Хар бир нуктасида сиртга уринма текисликни олайлик. Бундай 
текисликларнинг оиласи бир параметрлиднр; оила тенгламаси

(R — r ( t ) ) n ( t )  =  0 (3)

куринишга эга. Оиланинг характернстикаси (тугри чизик) ма- 
на шу (3) тенгламани ва уни t  буйича дифференцналлаш би­
лан хосил килинган ушбу

(R — г) dn — п d r  — О

тенгламани каноатлантиради; аммо доимо ndr=sO, демак,

(R — г) dn — 0 (4)

<5улиб, М Р =  R  — г  вектор сиртга уринувчи характеристика 
буйлаб йуналгандир. Бу вектор сиртга утказилган 1г вектор 
билан бир хил йуналишга 
эга, бунда 3 — характерис­
тика буйлаб олинган диф- 
ференциалдир (1г—характе­
ристика буйлаб силжишни 
ифодалайди).

(4) тенгламага R — r  
урнига унга коллинеар lr  
векторни куйсак, lr  dn — О 
тенглама келиб чикади.

(2) га асосан, lr  dn -  О 
урнига d r l n = 0  ни ёзиш 
мумкин; демак, икки оила­
нинг цушмалик шарти симметрикдир. Текисликлар оиласи 
бир параметрли булгани учун, улар ёйилувчи сирт хосил кила­
ди, яъни уларнинг характеристикалари урамага. эга булиб, те­
гишли торснинг кайтиш киррасига уринади (230-чизма).

Геометрик хулосаларга келдик. Уриниш нукталарида харак- 
теристикаларга уринувчи чизикларни утказа борсак, улар бир 
параметрли оилани ташкил килади. Шунинг учун:
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Чизикларнинг бир параметрли икки цушма оиласидан 
бирига царашли чизикнинг иккинчи оила чизицлари билан 
кесишган нуцталарида бу чизицларга утказилган уринма­
лар ёйилувчи сиртни ташкил килади.

Юкоридаги мухокамалардан бунинг тескариси хам келиб 
чикади: сиртдаги L чизикнинг нукталарида шу сиртга ут­
казилган уринмалардан ёйилувчи сиртни (торсни) ташкил 
Килиш учун, бу уринмаларнинг йуналишлари L нинг урин- 
маларига кушма булиши зарур ва етарлиОир.

Чизикларнинг бир оиласи f  (и, г») =  С тенглама билан берил­
ган булса, унга кУшма оила ушбу биринчи тартибли

( D t - Dt ) d u * ( Dt -  я ) d v  -  0  <5 >

дифференциал тенгламадан аникланади. .\акикатан, /  (ы, v) =  С 
дан8ы:8х> = — X : *осил булиб, буни кУшмалик шартига

куйсак, талаб килинган тенглама келиб чикади.
Координат чизикларининг кУшма булишлик шарти ушбу­

дан иборат:
D' =  0.

Т аъриф . Агар иккита оилага карашли чизикларнинг ке­
сишган нукта лар ид аги уринмалар кушма йуналишли булса , 
бу икки оила к у ш м а  т у р н и  ташкил килади деб айта- 
миз.

Сирт устида ихтиёрий /  (и, v) =  С оила берилса, унга куш- 
ма оила (5) дифференциал тенгламадан топилади; демак, хар 
бир сирт устида чексиз куп кушма турлар мавжуддир.

Лекин оила ьи:Ъи — у (и, v) тенглама билан берилган бул­
са, унга кушма оила ушбу тенгламадан топилади:

(D"? +  D ' ) g  +  D >  +  D =  0.

Бу тенглама факат параболик нуктада айниятга айланади, 
чунки D"<? +  D’ =  0, D '^-\-D  — 0 шартлар DD" — D '2 =  0 да- 
гина бажарилади. Демак, параболик нукталар сохасида асим­
птотик йуналишлар исталган оила билан кушмадир.

Мисол. г  {и v, и—v, u v } сирт ва унинг устида и 4-x»=const 
чизиклар оиласи берилган. Унга кушма оилани топайлик.

(5) тенглама кунидагини беради:
du — d v  =  0,

бундан изланган оила тенгламасини хосил киламиз:
и — v  =  const.
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Берилган сирт устидаги кушма турларни топишни енгиллаш- 
тирувчи усулни К ё н и г е  курсатган.

Фазода бирор / тугри чизикни оламиз ва S сиртни кесиб утади- 
ган килиб бу тугри чизик оркали турли текислнклар утказамиз. 
Бу текислнклар S  сиртни ти тг,т а, . . . чизиклар буйлаб кесиб 
утади. Олинган I чизикдаги бирор нуктадан т1у' тг, т%, ... 
чизикларга уринма тугри чизик­
лар утказа борсак, улар S га 
бирор Сг чизик буйлаб урина- 
диган конусни ташкил килади.
Бу конус—кайтиш кирраси битта 
L j нуктадан иборат тореднр, Lt 
нукта урнига / да бошка Lt , Lt , . . .  
нукталарни олсак, сиртда яна 
С,, С„ . . .  чизикларни хосил ки- 
ламиз (231-чизма).

Сирт устидаги чизикларнинг 
икки оиласи т,, тг, ... ва Си Сг, . . .  
кушма турни беради. Хакикатан,
С, чизик нукталарнда /и,, mt, . . . 
чизикларга утказилган уринма­
лар торсни ташкил килган эди, бу эса икки оиланинг кУшма_ 
лик шартидир.

С, чизик баъзан „ с о я л а р  ч и з и г и *  дейилади, чунки Z., 
нуктада ёруглик манбаи жойлашган булса, бу Сг чизик сирт- 
нннг ёритилган кисмини бритилмаган кисмидан ажратиб ту- 
ради.С., С,, . . . чизиклар хам шу хоссага эгадир.

Н а т и ж а. Соялар чизиклари Си Сг , . .  . ва ясси кесимлар 
кушма турни ташкил килади (Кёниге).

Мисол тарикасида к у ч и р м а  енртларни олайлик.
Бирор г  =  г  (и) чизик фазода уз-узига параллел харакат 

кила борганда, унинг хар бир нуктаситайин бир вектор („ку-  
чириш вектори“) йуналишида харакат килиб, шу вектор узун- 
лигига тенг масофани утса, бу чизикнинг хосил килган сирти 
кучирма сирт (поверхность переноса) дейилади.

„Кучириш вектори“ ни о билан белгиласак, бу векторни 
L чизик нукталарида бирор v  узгарувчининг функцияси деб 
караш мумкин. Кучирма сирт теигламасини ушбу

R (и, v) =  г  (и) +  fT(y) > (6)

куринишда ёза оламиз. (6) тенгламага г(и)  ва р (v ) ф унк­
циялар симметрнк равншда киради: бу шуни бнлдираднки, 
каралаётган кучирма сиртни икки усул билан, яъни ё г (и)  
чизикни р(у) чизик буйлаб ёки, аксинча, р(и) чизикни г (« )чи- 
зик буйлаб параллел кучириш йули билан хосил килиш мумкин.
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г  (и) ва_р(х») чизиклар сиртда кушма турни тузади, чункн 
г(и) (еки р (и)) нинг уринмалари параллел харакат килиб, 
цилиндрик сиртни—торсни ташкил этади.

jfl у*
Эллиптик параболоид 2z =  — +  — кучирма сиртдир. Тенг-

Х \  у!
ламаси 2z =  -  дан иборат параболаиинг учи 2z =  парабола
буйича силжиб борса, эллиптик параболоид хосил булади
(!>Я9-инчмя V

Jfl
Худди шунинг сингари гиперболик параболоид 2 z = — —

У* д 2
-  -  *ам кучирма сиртдир: 2z =  — парабола узининг учи

у !
билан 2z =  — парабола буйлаб параллел харакат килса,
гиперболик параболоид хосил килинади (232-чизма). Иккала 
параболоид учун хам харакатдаги парабола билан харакатснз 
парабола текисликлари узаро тикдир.

Тугри геликоид хам кучирма сиртдир, буни исботлашни 
Укувчига тавсия киламиз.

М ашцлар
197. Куйидаги исботлансин: сирт устидаги иккита йуналишдан лар бн- 

ри иккинчисининг сферик тасвирига тик булса, улар кушмалик хоссасига 
эга булади.

К у р с а т м а .  dr  Кл =  О Ски Ъг dn  =  0 шартнинг геометрик маъ- 
носи очилсин.

198. Сирт берилган: г  — ие (г) +  еи к . Бу сиртда и — v  =  const оилага 
кушма оила топилсин.

Ж авоб: и =  ce—v.
199. г  = г  (и) ва р =  р" (с) чизиклар берилган. Учлари шу чизикларда 

ётган кесмалар урталарининг геометрик Урии кучирма сиртни ташкил ки­
лади. Буни исботланг. _

г  (и) 4- p(f)
Жавоб: Сирт тенгламаси: R  (и, г )  *  -------- j ------- -



* 98. АСИМПТОТИК ЧИЗИКЛАР 335

§ 98. Асимптотик чизицлар

Таъриф . Хар бир нуктасидаги уринмаси сиртнинг шу 
нуктадаги асимптотик йуналиши буйича йуналган чизик 
с и р т н и н г  асимптотик чизиги дейилади.

Асимптотик йуналишдаги чизикнинг нормал эгрилиги нол­
га тенг: k =  k cos6 =  0 (§ 89); демак, асимптотик чизикнинг 
хам хамма нукталарида нормал эгрилиги нолга тенг.

d u \ d v  йуналишдаги нормал кесимнинг эгрилиги иккинчи 
квадратик форманинг биринчи квадратик формата булган нис- 
батига тенг, шу сабабли, асимптотик чизикларнинг диффе­
ренциал тенгламаси ушбудан иборат:

D d u ' +  2D 'dudv +  D,'d v » = 0 ,  (1)

бундан D" Ф О шартида:
dv _  _  D  t ±  у —  ( D D " -  D  *T
d u =  D "  ‘ '■ ’

Сиртнинг эллиптик нукталарида Д =  DD" — £>'*>■ 0, ^ > 0 ;  
демак, сиртнинг бу нукталардан иборат сохасида асимптотик 
чизиклар йук- Гиперболик нукталарда DD" — D '* < 0 ,  К < 0 ;  
шу сабабли, (2) тенгламанинг иккита хаки><ий илдизи бор:

d v :d u  — <?i (и, v), d v : d u  =  <ft (и, v).
Бу икки дифференциал тенглама асимптотик чизикларнинг 
иккита оиласини аниклайди, улар сирт устида (тугрирок айт­
ганда, гиперболик сохада) асимптотик турни ташкил килади.

Параболик нукталарда DD" — D’* — 0, К = 0 \  демак, (2) 
тенгламанинг каррали битта хакикнй илдизи бор: d v : d u  =  
=  9 (и, v).  Бу холда асимптотик уринмалар устма-уст туша- 
ди. Бу тенглама асимптотик чизикларнинг битта оиласини 
аниклайди. Параболик нуктада асимптотик уринма шу нукта­
даги бош йуналишларнинг бири буйлаб кетади (k, =  0 ни 
хисобга олиб, Эйлер формуласига каралсин).

Параболик нукталардаги асимптотик чизиклар шу нукта­
лардан утувчи чизикларнинг исталган оиласи билан кушма 
турни ташкил килади (332-бет).

Сиртнинг уринма текислигидан четланиши
2 h =  D  du* -f 2 D'du d v  +  D"dvx - f  . . .

эди, демак, асимптотик чизик буйла'б сиртнинг уринма текис­
лигидан четланиши du ва d v  га нисбатан камида учинчи тар­
тибли чексиз кичикдир (одатда, тартиб 2 га тенг), чунки 
асимптотик чизик буйлаб Ф, =  0.

Бундан ташкари, берилган нуктадаги асимптотик уринма­
лар шу нуктадаги уринма текисликнинг сирт билан кесишган
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чизиги учун икки каррали нукта хизматини утайди; демак, 
асимптотик уринмалар сиртни турт сохага булади, уларнинг 
иккитаси уринма текисликдан .юкорида* бтса, иккитаси „пастда* 
ётади.

Нихоят, я =  Acos6 =  0 тенгликдан мухим хулоса чикади. 
Бу ерда иккита имконият юз бериши мумкин.

1) Чизикнинг хамма нукталарида k =  0; бу чизик—туг­
ри чизикдир. Тамомила сирт устида жойлашган ^ар цан- 
дай myFpu чизщ  унинг асимптотик чизигидир.

Масалан, иккинчи тартибли сиртлардан бир паллали гипер­
болоид ва гиперболик параболоиднинг ясовчилари бу сиртлар­
нинг асимптотик чизикларидир. Улар икки оила ташкил 
Килади.

Муфассалрок мухокамалар ушбу тасдикнннг тугрилигини 
курсатади: иккинчи тартибли сиртлар эътиборга 
олинмаса, тугри чизикли %ар цандай сирт устида myFpu 
чизикларнинг биттагина оиласи ва ундан ташцари, икки- 
тадан ортиц myFpu чизикли йуналтирувчи ёта олмайди 
(масалан, геликоид устида ясовчилар оиласи ва йуналтирувчи 
OZ уки ётади). Бунинг исботига тухтамаймиз.

А *
2) cos 6  =  0, ( n v )  =  0 =  j -  -Сиртнинг п  нормали чизикнинг

бош нормалига тик. Ammo п j_x, демак, rt нормаль—чизикнинг 
бпишма текислигига тикдир. Асимптотик чизикнинг цар бир 
нуктасидаги ёпишма текислиги, сиртнинг шу нуктадаги 
уринма текислиги вазифасини адо этади. Юкорида курил- 
гаи 1) холда чизикнинг епишма текислиги аник эмас.

Гиперболик нукталар сохасида асимптотик чизикларни коор­
динат чизиклари сифатида олиш мумкин, у холда (1) тенг- 
ламани du =  0 ва dv = 0  кийматлар каноатлантириши керак, 
бу эса куйидагига келтиради:

D =  О, D "  =  0. (3)

Аксинча, (3) шарт бажарилса, координат чизикларининг йу­
налиши асимптотикдир. Бундай системада иккинчи квадратик 
форма соддалашади:

Ф, =  2 D'du dv.

Мисол тарикасида айланма сир-нинг асимптотик чизиклари- 
ни топайлик. Профил чизик •* =  ¥ (г ) тенглама билан берил­
ган булсин. Бу холда асимптотик чизикнинг тенгламаси (§ 89 
га кар.):
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бки

d v =  ±  v A -  du, V =  ±  j  du +  С.

<?" > 0  (Л* <  0), яъни гиперболик сохада асимптотик чизик­
лар хакикийдир. Улардан бирини шу сохада С бурчакка бур­
сак, у асимптотик характерини йукотмайди.

Асимптотик чизикларнинг урннмалари асимптотик йуналиш- 
ли булгани сабабли, бу уринмалар параболик чизик билан .ке- 
сишганда биринчи типли кайтиш 
нукталарини беради (336-бет).

Меридианнинг эгилиш нукта­
сидан хосил килинган параболик 
нукталарда kt =  0 булиб, нор­
мал кесим, яъни меридианнинг 
узи асимптотик йуналншга эга­
дир. Шунинг учун, асимптотик 
чизиклар шу параболик чизик 
нукталарида меридианларга урн- 
ниб, эллиптик сохага утмасдан, 
яна ,оркага“ кайтадилар (бир ои­
ла чизиклари иккинчи оила чи- 
зикларининг давомини ташкил 
этади).

§ 94 да айланма сирт учун 
/г, =  0 га мос келган, яъни урин­
маси OZ уцига тик булган 
нукталардан хосил килинувчи параболик чизикни текширган 
эдик. Бу чизикнинг узи асимптотик йуналишли булиб (чунки 
/г1 = 0), унинг нукталарида асимптотик чизиклар унга уринади. Бу 
параболик чизик асимптотик чизикларнинг урамасидир (233- 
чизма).

Хакикатан, А, =  — — (310-бет), бунданА,=  0 кийматда 
? / !+ ? * < * )

<f' (z) =  d* -*■ о о , яъни умумий нуктада шу параболик чизик
билан асимптотик чизикнинг хам уринмаси OZ га тик. Хул- 
лас, иккала параболик чизик нукталарида асимптотик чизик­
лар асимптотик йуналишдаги уринмаларга (тегишинча меридиан 
ва параллелларга) уринади.

Катеноид айланма сиртдир. Унинг учун *  =  <p(z) =  a  ch —;Ф» I ®
~  =  - .  Асимптотик чизикнинг дифференциал тенгламаси

d v  =  ± а£  булиб, бундан икки онлайн хосил киламиз: 
и =  a v  +  С ва и =  — av +  C. Бизда и =  z  ва v  — бурчакдир.

233-чизма.

2 2  Дифференциал геометрия курси
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Катеноиднинг асимптотик чизиклари винт чизик сингари 
унга уралади, чунки и =  z масофа v  бурчакка пропорционал 
равишда узгаради.

Псевдосфера
г =  а | sin и е (v) +  (In tg - f  cos и) *J

хам айланма сиртдир.
Иккинчи квадратик форманинг коэффициентлари

D =  — a ctg и, D' =  О, D" =  a cos и sin и 
булиб, асимптотик чизик тенгламаси

du1 — sin* и d v * =  0, du =  sin и dv, du =  — sin и dv
куринишга эга. Охирги икки тенгламадан бирини текширсак 
бас. Биринчисмни интегралласак:

v  — =  In tg (4)

Асимптотик чизикдаги нуктанинг кенглиги v  билан мери- 
диандаги М  нуктага мос и =  /_ MTZ  бурчак орасидаги бу 
богланишнинг геометрик маъносини ойдинлаштириш м а ^ с а -  

дида, ОТ кесмани топамиз (234-чизма).
Трактриса тенгламаларидан:

г  =  OQ =  a In tg-j +  a cos и, х  =  a  sin и
ва чизмадан:
демак, QT = — a cos и,

ОТ = \ O Q + Q T =  a \n \g-“. (5)
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(4) ва (5) дан эса:

Шундай килиб, меридиан бтган текислик билан бошлангич 
меридиан текислиги орасндаги бурчак О Т кесмага пропорционал- 
днр. Лекин ОТ кесма доимо усиб борганлиги сабабли асим­
птотик чизик сирт атрофида куп марта Урала боради ва А нук­
тада трактрисанннг уринмаси OZ Укига тик булгани учун А гр 
мос келган параболик чизик трактрисанинг U V  киррасини бе­
ради, шунингдек асимптотик чизик унинг билан кесишган нук­
тасида унга уринади (234-чизма).

Биринчи оилага карашли асимптотик чизиклардан бири то- 
пилгандан кейин уларнинг колганлари шу чизикни OZ уки 
атрофида айлантириш натижасида хосил килинади. Иккинчи 
оила биринчига симметрикдир.
Машцлар

200. Бирор (L) чизикнинг бош нормалларидан тузилган (S) сирт учун 
шу (L) нинг узи асимптотик чизикдир. Буни исботланг.

К у р с а т м а .  (L )  нинг бирор нуктасида (S) га утказилган уринма те­
кислик шу нуктадаги уринма ва бош нормал оркали утади.

201. Ушбу сиртнинг асимптотик чизиклари топилсин:

Ж авоб: и =  cev , и =  е ° .
203. Хамма нукталарида Урта эгрилиги нолга тенг сирт м иким ал сирт 

дейилади. Бундай сиртнинг бош эгриликлари ва тулик эгрилиги кандай хос- 
сага эга?

Ж авоб: 2 Н  =  к х +  к 2 — 0, к х =  —  к2, К  =  —  к \  0; дамма нукталари

гиперболик; tg <? =  ±  дан <р =  ±  ■j- досил булади. Асимптотик чи­

зиклар узаро ортогонал ва бош йуналишлар орасидаги бурчакнинг биссект- 
рисасмднр. ,

204. Барча айланма минимал сиртлар топилсин.
Е ч и ш .  Профил чизик х  =  у (г) булса, 1 +  <f' 2 — *<f * =  о тенгламани

х у г  =  а (х* + у*).

Ж авоб: —  =  сь — y t  =  с,.

202. Куйидаги айланма сиртнинг асимптотик чизиклари топилсин: 
г  =  ие (и) +  In ик.

Ж авоб: —

а =  const. Охирги тенгламадан:

22*
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бу ердан эса In +  =  *  =  ? ( * ) = -j f * °  + •  a 'j . Демак,

изланган сирт катеноиадир.
205. Барча тугри чизикли минимал сиртлар топилсин.
Е ч и ш .  Тугри чизикли сиртнинг ясовчилари асимптотик чизикларнинг 

битта оиласини ташкил килади. Иккинчи оила уларнинг ортогонал траекто- 
рияларидан тузилади (203-масала). Хар бир ясовчи траекторияларнинг *ар 
бири учун бош нормал ролини уйнайди, чунки бу ясовчи бинормал буйича 
йуналган сирт нормалига тикдир (нега?). Демак, барча ортогонал траекто- 
риялар умумий бош нормалга эга булиб, улар Бертран чизикларннинг мах­
сус синфинн лосил килади. Бу синф винт чизиклардан иборат эди (193-бет). 
Сирт винт чизикнинг бош нормалларидаи тузилган булиб, г е л и к о и д д и р .

Жалоб: Факат геликоид.

Э с л а т м а .  Бу хулосани соф аналитик равишда исботлаш лам кнйин 
с. Геликоиднинг бош эгриликлари:эмас

_  а* +  ва — а* +  и* ~
*1 = — ~ . =  -  , 2Н — кх +  ki =  0.

Буни исботланг.

§ 99. Эгрилик чизиклари

Индикатриса тушунчаси сирт устида жойлашган чизицлар- 
нинг яна бир ажойиб синфи билан танишиш имкониятини бе- 
ради. •

Т аъриф . Сирт устида ётган чизикнинг х аР бир нукта­
сидаги уринмаси сиртнинг1) шу нуктадаги бош йуналишла- 
ридан бири буйича йуналган булса, бундай чизиц сиртнинг 
эгрилик чизиги дейилади.

Таърифга кура, эгрилик чизиш бош уринмаларга уринади, 
бу эса унинг дифференциал теигламасини келтириб чикаришга 
имкон беради:

D du + D d v ,  D ’du +  U ’dv  
Edu +  Fdv, Fdu 4- Gdv (1)

Хакикатан, сиртнинг берилган нуктасидаги du :dv  йуналиш 
бош йуналишдан иборат булиши учун, (1) тенглама зарурий 
ва етарли шарт эди. Агар думалокланиш ва зичланиш нукта­
лари каралмаса, бу тенглама du :dv  га нисбатан иккинчи да­
ражали булиб, унинг илдизлари хамма вакт хакикийдир, чунки 
сирт узининг хар бир нуктасида доимо иккита хакикий бош

*) Индикатрисанинг.



I  99. ЭГРИЛИК ЧИЗИКЛАРИ 341

йуналишга эгадир: исталган сиртнинг %ар бир нуктасидан 
иккита эгрилик чизиги утади.

Сирт (индикатриса)нинг хар бир нуктасидаги бош йуналиш- 
лари узаро тик булгани сабабли, эгрилик чизиклари сиртда 
ортогонал т У р н и  ташкил килади ва бу тур (1) квадрат тенг­
ламани du'.av га нисбатан ечиш натижасида хосил булган би­
ринчи тартибли иккита

«). Tv “ /•(«»  *) 0

дифференциал тенгламадан аникланади.
Сирт устида танлаб олинган координат турининг эгрилик 

чизиклари туридан иборат булиши учун, бундай координата­
лар системасида иккала форманинг урта коэффициентлари нол­
га тенг, яъни

F =  О, D ’ =  0

булиши зарур ва етарлидир. Бу тасдик исботга мухтож эмас, 
чунки у бош йуналишларини аниклаш темасида исботланган 
эди. Лекин шуни таъкидлаб утиш керакки, F =  0 тенглик коор­
динат чизикларининг тиклигини, D’ — 0 тенглик эса уларнинг 
Кушмалигини билдиради (эгрилик чизиклари ортогоналлик ва 
КУшмалик хоссасига эгадир).

Сфера ва текислик учун (1) тенглама айнан бажарилади; 
демак, сфера бки текислик устидаги ихтибрий чизиклар эгрилик

. . D  D ’ D"
чизиклари вазифасини адо эта олади (сфера учун ^  =  у  =  -д-’
текислик учун D =  D' =  D" =  0).

Айланма сиртда эгрилик чизиклари параллел ва меридиан- 
лардан иборат, чунки улар сиртнинг хар бир нуктасида бош 
йуналишларга уринади. Чиндан хам, айланма сиртда меридиан 
ва параллеллар координат чизиклари сифатида олинса, бундай 
системада F =  0, D  = 0  булади.

Родриг т еорем аси. Бирор (d) йуналиш сиртнинг бош 
йуналишидан иборат булса, ушбу тенглик уринли булади:

dn — — k dr', (2)

бунда k — шу йуналишдаги нормал кесимнинг эгрилигидир. 
Аксинча, (d) йуналишда dn ва d r  векторлар коллинеар 
булса:

dn =  M r, (3)

бундай (d) йуналиш бош йуналишдйр.
И с б о т .  Хакикатан, dn j _n ,  шунинг учун dn вектор урин­

ма текисликда бтади. Бош йуналишлардан иккинчисинн (8) би­
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лан белгиласак, dn  вектор бир-бирига тик d r  ва 8г векторлар 
текислигида бтади, шу сабабли:

dn  =  f xd r  -f  X,8r. (4)

Энди (</) J_ (8) ни ва бу йуналишларнинг кУшмалигини хисоб- 
га олсак, ушбуга эга буламиз:

d r  8r =  0, dn 8r =  0.

(4) нинг иккала томонини 8г га купайтирамиз: 
dn or =  \ d r  br - f  X,8r* =  X,8r2 =  0,

бу ердан X, == 0; демак, dn =  \ d r \  бунинг иккала томонини dr  
га купайтирсак, dndr =  btdr* еки

—  Ф ,  =  Х1Ф 1, А

хосил булади. Шундай килиб, (2) тенглик исботланди.
Аксинча, (3) тенглик уринли булсин; агар (8) йуналиш (rf) 

йуналишга тик булса, (3) ни 8г  га купайтириб, dhbr =  0 ни, 
яъни кУшмалик шартнни хосил киламиз, бирок ортогонал ва 
КУшма йуналиш бош йуналишдир. Демак, теорема исботланди.

Исботланган (2) формула Родриг формуласи дейилиб, у 
сиртнинг эгрилик чизиклари учун характерлидир1).

Родриг формуласи (1) тенгламадан хам бевосита исботла- 
ниши мумкин. Ундан (306-бетга каранг):

D du +  D 'dv  =  k (Edu +  F dv),
D 'd u +  U ’d v  =  A (Fdu 4- G d v ) .

Бу тенгликларга E, F, G, D, D’, D" нинг ифодаларини кУйиб, 
хосил килинган тенгликларни соддалаштирсак:

r u (dn 4- kdr) =  0, rv (dn 4- kdr) =  0.

Уринма текисликда бтган dn 4- kdr  вектор ги ва r v га тикдир. 
Бирок f"a' it- rv , шу сабабли dn 4  kdr  =  0, бундан dn =  — kdu.

Эгрилик чизиклари учун характерли (2) тенглик урнига, 
унга эквивалент иккита тенгликни бзнш мумкин:

dn — — kxdr, Zn =  — k2b г.
Булар (d) ва (8) йуналишларга мос келган эгрилик чизиклари 
учун бзилган (235-чизма).

») Бош йуналишдаги нормал кесим ясси чизик булиб, эгрилик чизиги у 
билан факат умумий уринмага эгадир; уларнинг эгрилик радиуслари Менье 
формуласи билан богланган. Бу фаркни кузда тутиш керак. Бирок Родриг 
формуласи улар учун умумийдир.
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Энди эгрилик чизикларининг соф геометрик хоссасига утай- 
лик.

Теорема. Сиртнинг эгрилик чизиги буйлаб олинган нор- 
маллари ёйилувчи сиртни (торсни) ташкил этади.

Бошкача айтганда, эгрилик L 
чизиги буйлаб харакат цил- 
ганда, сирт нормаллари урама- 
га эга булади, яъни бу нормал- 
лар цандайдир Lt чизицца ури­
на боради (236-чизма).

И с б о т .  Сирт устида г = г  (s) чизикни олиб, сиртнинг бу 
чизик нукталаридаги нормаллари урамага эга булсин деб 
талаб киламиз. Нормалдаги (яъни урамадаги) нуктанинг ра- 
диус-векторини R  десак,

R  =  г +  ап  (5)

булади. Шартга асосан, dR  || л, dR  =  Хл бки 
'№ =  d r  +  da п +  adn.

Бу тенгликни л га скаляр купайтирсак, Х=  da келиб чикади; 
шу сабабли

dr  4- adn  =  0. (6)
Бу тенгликка кирган а коэффициент — сиртнинг М  нуктаси­
дан кайтиш киррасидаги (характеристик) нуктасигача булган 
масофасидир; (6) тенглик эгрилик чизиклари учун характер-

ли булиб, унда а коэффициент /?, (^= бки R% ( =  ra 
тенгдир.

Аксинча, сирт устидаги бирор L чизик буйлаб (6) шарт 
бажарилса, dR  || л  шарт уринли булади, яъни нормаллар
(5) чизикка уринади. Хакикатан, dR =  d r  +  adn +  dan =  dan.

* о
Теорема исботланди.
Бу теоремани бошкача исботлаш хам мумкин. Нормаллар- 

дан тузилган сиртнинг бйилувчи сирт булиш шартини ифода-
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ловчи drndn =  0 тенглик эгрилик чизиклари учун айнан ба­
жарилади, чунки Родриг формуласига кура, dn || dr.

Геометрик мулохазалар ёрдамн билан, (5) даги а коэффи- 
циентнинг бош эгрилик /?х ёки Rt радиусига тенг булишинн 
аникладик. § 85 да келтирилган усул буйича урамадаги ха­
рактеристик нуктани цидирсак хам, шу хулосага келар эдик. 
Бу тасдикнинг тугрилигини текшириб куришни укувчига топ- 
ширамиз.

Сирт устидаги хар бир эгрилик чизигига битта урама мос 
келиб, эгрилик чизикларининг бир оиласига урамалар оиласи

мос келади, бу урамалар „марказ- 
лар сиртида' ётади.

Берилган S сиртга эса марказ- 
ларнинг иккита сирти мос келади.
5  сирт устидаги нукталарнинг 
характерига караб, улар 5  га нис­
батан турлича жойлашади. Улар­
нинг тенгламалари куйидагилардан 
иборат:

/?, - г + У ? , л ,  Rt =  r  +  R,n.
Бу иккала сирт бирга каралса, улар 
битта сиртнинг иккита „палласини 
ифодалагандай туйилади. Биз улар- 
ни (С,) ва (С,) билан белгилаймиз. 
М нукта S  сирт буйлаб харакат 

237-чнзма. килса* бош эгриликнинг Clt С, мар-
казларн эволюталардан тузилган 

иккита сиртни чизади. Бу сиртлар 5  сиртнинг эволютаси 
дейилади (237-чизма).

Текисликда ва сферада хар кандай чизик — эгрилик чизи- 
гидан иборатдир, чунки бу чизик буйлаб олинган нормаллар 
биринчи холда цилиндрни, иккинчи холда конусни ташкил 
килади. Улар ёйилувчи сиртлардир.

Айланма сирт меридианининг нукталаридаги нормаллари 
текисликни, параллелининг нукталаридаги нормаллари эса 
конусни ташкил килади. Шундай килиб, эгрилик чизиклари
параллель ва меридианлардан иборатдир. Бу ерда (С,) сирт 
меридианлар эволюталарининг сиртига ва (С,) сирт OZ укига 
айланади (238-чизма).

Эгрилик чизикларини излашда Иохимсталнинг куйидаги 
иккита теоремаси катта ёрдам беради:

1) Агар Si ва 5 ,  дан иборат иккита сиртнинг кесишган 
чизиги уларнинг л;ар бири учун эгрилик чизиги булса, бу 
сиртлар узгармас бурчак остида кесишади.
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2. Агар 5 ,  ва S ,  сиртлар бирор С чизиц буйлаб бир 
хил бурчак остида кесишса ва бу чизщ  сиртларнинг бири 
учун эгрилик чизиги булиб хизмат цилса, у иккинчи сирт 
учун хам эгрилик чизиги булади.

И с б о т .  Хак»катан, 1) 5 ,  ва St нинг С чизик нукталари- 
даги нормаллари иккита торсни ташкил килиб, уларнинг ясов- 
чилари учун С чизик умумий ортовонал траектория булади. 
У чогда торсларнинг ясовчилари (бе­
рилган 5 ,  ва 5 ,  снртларнинг нормал­
лари) С чизик нукталарида бир хил 
бурчак остида кесишади.

2) С чизик 5 ,  учун эгрилик чизиги 
булгани сабабли, нинг нормаллари 
торсни ташкил килади. St сирт нор­
маллари Si сирт нормаллари билан С 
чизик нукталарида бир хил бурчак- 
ларни ташкил килади; бу нормаллар- 
дан хосил килинган сирт биринчи торс­
ни узгармас бурчакка буриш нати- 
жасида вужудга келади деб каралиши 
мумкин. Бундай снрт—торсдир (§ 87).

Х у л  о с а .  Сфера ёки текислик би­
рор сирт билан бир хил бурчак ос­
тида кесишса, кесишиш чизиги шу сиртнинг эгрилик чизиги- 
дир. Масалан, канал сиртни олганда (§ 85, 277-бет) унинг ха- 
рактеристикалари эгрилик чизикларининг битта оиласини таш­
кил килади, чунки канал сирт характеристикаларга уриниб, 
улар билан бир хил (нолга тенг) бурчак хосил килади.

Мисоллар. 1. Торснинг битта ясовчисига карашли нукта- 
ларда нормаллар узаро параллелдир; бу нормаллар текислик­
ни ташкил килади. Эгрилик чизикларининг бир оиласи—ясов- 
чилар булиб, иккинчи оиласи уларнинг ортогонал траектория- 
ларидир.

2. Геликоид: г  =  ие (v) +  a vk .
Бу ерда

Е =  1, ^ = 0 ,  G = а » +  и*;

, D " = 0 .

Бош йуналишлар тенгламасидан:
du .d v  =  ±  Vа* и*

Хосил булади. Ясовчининг йуналиши учун 
(А) чизик билан ясовчи орасидаги бурчак:

du du

Si>
(А)

0; демак.

cos в =
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в =  + - j- -Ясовчилар бнлан винт чизиклар ортогоналдир, шу
сабабли, геликомднинг эгрилик чизиклари ясовчилар билан винт 
чизиклар орасидаги бурчакларни тенг иккига булади.

(А) тенгламани интеграллаймиз:

-р-^ и— — d v  — 0, -j - du . +  d v  =  О,
У  а* -+■ и* У  а* + и*

булардан, эгрилик чизикларининг чекли тенгламасини хосил 
Киламиз:

и =  ±  a -sh  (v  — г̂ о).

3) z = f ( x ,  у) тенглама билан берилган сирт учун эгрилик 
чизикларининг дифференциал тенгламаси: *

dy* - - dx dy dx*
1 + Р * РЯ 1 +  q*

г S t
Ушбу

JT* 
а«

V* /*
-4- — 4- — ^  Ь* ^  с* =  1

шу тенглама:
dy* —d x d y dx *
a*z* +  с*х* 

а*
с* ху  
а*Ь*

b*z*c*y* 
b*

Ь* —  у* х у a* — jc*

=  0

(7)

(8)

куринишни олади. (7) дан z* нинг кийматини аниклаб, (8) га 
КУйсак, куйидаги дифференциал тенглама хосил булади:

6*3 ху  dx* — (Ьг'?х* — а 2ау2 -f- a*b*-;) dx dy  — ataxydy* =  0, (9 )  

бу ерда
a =  b* — с*, р =  с* — а*, -у =  а* — Ь*.

(9) тенгламани интеграллаш учун уни Монж яна бир марта 
дифференциаллаб, сунгра хосил килинган тенглама билан (9) 
тенгламадан узгармасларни чикарган. Бунинг натижасида иккин­
чи тартибли дифференциал тенглама хосил килган:

£. (L  Q'j 0.* х \ х  dx)

Бу тенгламанинг интеграли ушбудан иборат:
у* =  схд:* +  с,
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бки
I X х V1 «

—  4 -  у— ~  1 .
р ~  я

Бу тенглик Монж теоремасини «фодалайди: эллипсоиднинг 
эгрилик чизицларини бу эллипсоиднинг бош диаметрал X O Y  
текислигига проекцияласак, эллипслар ва гиперболалар хо­
сил булади.

МАСАЛАЛАР, ИЛОВАЛАР

206. Гиперболик параболоиднииг эгрилик чизиклари топилсин.
Ж алоб: Дифференциал тенгламалар:

d x  dy л
. i  ■ —----- =  0,

V a*  + x » у  а* * у*
уларнинг интеграллари:

( х  +  У а*+  л*) (у  +  V а*  +  у*) =  с„  х  +  У а * + х *  =  с (у  +  V а*+  у*).

207. Эгрилик чизикларининг нукталаридаги уринмалари узларининг сфе­
рик тасвирларига параллелдир. Буни исботланг.

К у р с а т м а .  Родриг формулаларига каралсин.
208. Фазода сиртларнинг бир параметрик учта оиласи берилган:

Fx (х, у, г) =  С„ Fj {х, у. г) =  С„ F3 (jr. у, z) =  С,.

Фазоиинг дар бир М  нуктасидан бу онлаларнинг дар бирига карашли битта 
сирт утади. Бу сиртларнинг уриима текисликлари дар бир М  нуктада орто- 
гоиал булса, бу унта оила уч карра 
ортогонал системани ташкил цила- 
ди деймиз. Фазодаги кутб системаси- 
нинг координат сиртлари: O Z  уки- 
дан утувчи текисликлар, учи О нук­
тада ётнб, уки O Z  дан иборат бул- 
гаи тугри доиравий конуслар, марка- 

и О нуктадаги сфералар оилалари 
уч  карра ортогонал системани таш­
кил килади. Цилиндрик координат 
системасининг сиртлари дам шундай- 
дир1).

Д ю п ен  т ео р ем а си . Уч карра­
ли ортогонал системани ташкил ки- 
лувчи оилалардан иккитасига караш­
ли исталган икки сирт узаро э г р и ­
л и к  ч и з и к л а р и  буйича кесиша- 
ди (239-чизма).

И с б о т .  Куйидаги белгилашларни киритайлик:
<7i =  Fx (jc, у. г), q, =  F , (х, у, г), qt  =  F , (х, у, г).

Фазода qi, q2, q3 ни М  нуктанинг эгри чизикли координаталари деб, яъни 
унинг г  радиус-векторини шу параметрларнииг функциялари

Г =  г  (<?„ q„ qt)
деб караш мумкин.

*) М у с х е и л и ш в и л и ,  Аналитическая геометрия, § 61, 62 га каранг.
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Агар q , =  С , =  const фараз килинса, сиртларнинг ушбу
г  «  r(q„  9», С,)

Ски
F, (*. У. г) =  С,

тенглама билан берилган учинчи оиласи лосил килинади (бунда параметрлар 
9i- <?«)• Уни биз (9,) билан белгилаймиз. 

дг
r t — -щ  векторлар координата чизикларига уриниб Г\ ва га векторлар

эса (q,) га уринади.
Шартга кура:

г ,г ,  =  0. г ,г , =  0, r tr x =  0. ( 10)

Бу тенгликларни, мос равишда qt . qx ва qt буйича дифференциаллаб, нати- 
жаларни куйидагича белгилайлик:

ГуаГг +  гхгл  =  0, г „ г ,  +  / у п  =  0, г ,у ,  +  / у , ,  =  0. (11)

Агар (11) тенгликларни кушиб, 2 га кискартсак, у  лолда:

гц г2 г ,3г ,  +  г 13г ,  =  0

лосил булади. Бу тенгликдан (11) нинг биринчи тенглигини айирсак, нати­
жада г „ г 3 =  0 келиб чикади; шу сингари г ,3г , =  0 ва r3ir 2 =  0. Демак, 
г  =  *" (?». 9*. С3) сирт учун

/ у ,  =  0. гхГ3 =  0, ГиГз = 0;
булардан г ,, г3 ва ru  векторлар компланар деган хулосага келамиз, яъни

W i i  = о
еки, эски и ва v  параметрларга кайтсак,

rurvruv =  0.
Шу сабабли, D ' =  0, лекин шартга асосан,

F =  г ,г ,  =  rur v =  0.

Каралаётган F3 (х, у, z) =  С3 сирт учун координат чизиклари, яъни бу 
сиртнинг биринчи ва иккинчи оила сиртлари билан кесишган чизиклари эгри­
лик чизнкларидир. Кол ган икки оилага бу мулолазаларни кулланинг.

209. Ушбу сиртлар онлаларининг уч карра ортогоналлиги исботлансин:
а) х * +  у* +  z* =  С,, у =  С*х, дг* у* =  С32*;
б) дг* +  у* +  z* =  С\Х, г  =  С ,у, (дг* +  у* +  z*)* -  С, (у* +  z*).
210. Дюпен теоремаси иккинчи тартибли марказий сиртларга кУлла- 

нилсин:
,«  V» г !
Т  +  У + Т * ' 1 < *> Ь > с.

Бу сиртни фокусдош .уч  карра ортогонал оилага' киритилсин: 
дг* у *  z *

J T 7 +  Г +1 +  Г Г Х  =  11 х ~  паРаметР-

Фокусдош бу оилалар эгрилик чизиклари буйича кесишади. Исботланг.
i l l .  Сиртнинг биринчи, иккинчи, учинчи квадратик формалари ораси­

даги ушбу богланиш исботлансин:

КФХ — 2 Н Ф , +  (12)
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И с б о т .  Сирт устидаги исталган силжишни бош йуналишлар буйича 
силжишларга ёйиш мумкин:I

dr =  d,r +  dtr, dn =  dtn +  dtn =  — (i\dxr +  ktd%r).
Булардан

0 1 =  dr* =  dxr* +  djT*,

— drdn =  ( V / *  +  W ' ) .
0, =  dn* =  +  k far*.

By- yq тенгламадан d\r*, d f*  ни йукотамиз:
Ф, 1 1

■ 0.Ф . ^  k t

0 3  *? * 1
Энди 2Э -  ни нолдан фаркли фараз этиб, детерминантни очсак, талаб ки- 
линган (12) муносабат келиб чикади. Ундан:

е =  2HD —  КЕ. /  =  2HD' -  KF. g  =  2HD" -  ATG.

212. Куйидаги Эннепер-Бельтрами теоремаси исботлансин:
Асимптотик чизиц бурилмасининг квадрати сиртнинг тескари ишора 

билан олинган т улик эгрилигига тенг.

а* =  — К  ёки а = ±  V  — К-

И с б о т .  Асимптотик чизик буйлаб силжиганимизда, сиртнинг нормали 
бу  чизикнинг бинормали буйлаб йуналган булади: я  =  ±  р. Буни s  буйича 
дифференциаллаймиз:

dn  d? — 
ds =  *  d s ~  ±  ау’ 

dn* 0 ,
демак, i®* =  ^ *  =  фГ- Аммо асимптотик чизик .нукталарида Ф» =  0; (12) га 

асосан, ф - =  —  К.

§ 100*. Яна t^ fph чизицли сиртлар ^акида

Тугри чизикли сиртни олайлик:

г  (и , о) = р ( и )  + v t  (и).
Бундан:

гии =  р" +  г'/", =  V, rvv =  0.

Сиртнинг бирлик нормали:
l ? / l  + t - ( n j

,  п ~  — -w--------*

Иккинчи квадратик форманинг коэффициентлари:

D =  ru,n  =  ^r(av,  +  bv + с ) ,  D' =  ^ d ,  ПГ =  0
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булиб, бу ерда
а =  ( /" / '/) ,  Ь =  $ ’П ) +  ( Г Р7), 

с = ( р " р 7 ) ,  d =  ( / /> ' ) .

Асимптотик чизикнинг дифференциал тенгламаси куйидаги 
шаклни олади:

[(а'У* 4- bv 4- с) du +  2d-dv\ du =  0. (1>

Сиртнинг тулик эгрилиги:
_  D D --D '*  _  -  d* .

EG — F1 — ' '

(1) тенгламадан du =  0 келиб чикади, яъни ясовчилар асимп­
тотик чизикларнинг битта оиласини ташкил килади. Иккинчи 
оила

(av14- bv - f  с) du 4- 2d-dv  =  0 (3>

тенгламадан аникланади.
Юкорида биз d  =  (//'р') Ф 0 холга мос келган чизикли сирт­

ни к и й  ш и к  сирт деб атадик ва унинг хоссаларини текшир- 
дик. Унинг хамма нукталарида, (2) га асосан, АТ<0, яъни бу 
нукталарнинг хаммаси гиперболикдир.

Энди d  =  (//'р') =  0 ни оламиз, яъни бйилувчи сиртга яна 
кайтамиз. (3) тенглама бу холда яна du =  0 ни беради; шун­
дай килиб, асимптотик чизикларнинг иккала оиласи хам бир- 
лашиб, ясовчилар оиласидан иборат булади.

Текширилаётган холда (2) дан: К =  0 келиб чикади; демак, 
ёйилувчи сиртнинг тулик эгрилиги нолга тенгдир. Бу фактни 
§ 86 (280-бет) ва § 89 да бошка усул билан тайинлаган эдик.

Бош эгриликларнинг иккаласи хам нолга тенг була олмай- 
ди, чунки биз зичланиш нуктасини хозирча карамаймиз. Бу 
ерда £* =  0, А, < 0  деб фараз килиш мумкин (315-бет) ва kt —0 
га мос келган асимптотик чизик шу вактнинг узида яна эгри­
лик чизиш вазифасини хам адо этади. Сиртнинг хамма нукта­
лари параболикдир.

Тескари т еорем а. Агар сиртнинг х;амма нукталари па­
раболик, яъни К  =  0 булса, бу сирт албатта ёйилувчи сирт 
булади.

И с б о т .  Дакикатан, К — 0, ( £ ,=  0, / ^ < 0 ) ,  булса, у холда 
сиртнинг асимптотик чмзикларидан тузилган иккала оила хам 
эгрилик чизикларининг битта оиласи билан устма-уст тушади. 
lily йуналишдаги силжиш, Родриг формуласига асосан, dn =  
=  — ktd r  =  0, яъни асимптотик чизик буйлаб сирт нормалининг 
бирлик вектори узгармасдир: п =  const =  п° =  ±  р. Сиртнинг
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битта асимптотик чизиги нукталаридаги уринма текисликлар 
узгармайди.

Хуллас, асимптотик чизиклар бир параметрли (тугри) чизик­
лар оиласини ташкил килиб, бундай лар бир чизикнинг нукта- 
ларидаги уринма текисликлар уз вазиятини узгартмаганлиги 
сабабли, бу текисликлар оиласи лам бир параметрли булади ва 
сирт улар учун р а м  а ролини уйнайди. Маълумки, бир пара­
метрли уринма текисликларга эга булган сирт учун ейилувчи- 
лик хоссаси уринлидир. Теорема исботланди.

М а ш ц л а р

213. Хамма нукталари зичланиш иукталаридан иборат сиртнинг т е к и с- 
л и к эканлиги исботлансин.

214. Хамма нукталари думалокланиш нукталаридан иборат сиртнинг 
с ф е р а  эканлиги исботлансин.



СИРТЛАР НАЗАРИЯСИНИНГ АСОСИЙ ФОРМУЛАЛАРИ 
ВА ТЕНГЛАМАЛАРИ

§ 101. Тензорлар анализида белгилашлар

£зувни кисцартиш ма^садида бундан 6v6h сирт устидаги 
нуктанинг эгри чизикли координаталарнни ы1 ва и* билан бел­
гилаб, бу координаталар буйича олинган хосилаларни тегишлн 
индекслар билан таъминлаймиз, яъни:

г =  г (и, V) — г  (и1, и*),

Ун олтинчи боб

dr _  dr___ dr _  d r
du du1 11 dv du* "я  **•

дл dn dn __dn
=  я „da dv du*

d*r d*r d*r
ди* ди*ди1 dudv duldu* ***’ d v* ди*du* *”•*'

Биринчи, иккинчи ва учинчи квадратик форма коэффициент - 
ларини тегишинча g xx, g n , bxx, bX2, b„, cxx, cit , c„  билан 
белгиласак, яъни

E  =  * u  -  rir i =  r\, F  =  g lt =  rxr 2, G =  g n =  r , r ,  =  r l

D =  bxx =  rxxn =  r xnx, D =  blt =  r  12n =  — rxnt ,
D" =  b„  =  г |2л =  — г,л ,,

e =  clx =  nxnx =  nj, f  =  cxt =  g  =  cn =  ntnt =  n\,
у холда квадратик формалар учун цисцача бзиш имконияти 
тугилади:

Фх =  ds* «= dr* =  g xxduldu1 -f- 2gxtduldu* +  g^du*du} =
12 2

=  2  S  S^dtfdu*,• - I? - i  p
Ф, =  c/Vn =  — */г*/л =  bxxdu>du* -f- 2bltduldu- - f  bnduldu* =



I  101. ТЕНЗОР АНАЛИЗИДА БЕЛГИЛАШЛАР 353

2 2
Ф , =  dn2=  cudu'dul +  2cuduldu*+ c„du d*u2=  £  £  c . d u d u

а-13- l
Бу тенгликларни бзишда g t)t, bik, clk символларнинг i, к ин- 
дексларга нисбата^ симметриклиги, яъни

=  Ьи, =  Ьы, с‘к =  Cki 
булиши эътиборга олинади.

А. Эйнштейннинг таклифи билан тензорлар анализида
П
2  алЪ'= аф 1 +  а,Ь* - f  . . . +  апЪп 
• —1

куринишдаги йигиндини киска шаклда куйидагича бзиш кабул 
килинган:

i  а,ь' .= а,ь \«-1
бу ерда йигинди а индекс буйича 1 дан п  гача олинади. Йигиш 
индекслари одатда юнонча ларфлар билан белгиланади (а, й, 
7, ?, . .  .), лекин лозим булганда, латин ларфларини лам шу 
мацсадда ишлатаверамиз. Кабул килинган шартга кура:

Ф, =  ds* =  g^du'du9,

Ф , =  d*rn =  b^dudu9,

Фа =  dn- =  c^du dub.

Мисол тарнкасида d r  нинг ифодасини .тензор форма“да 
бзайлик:

dr  =  rxdul +  rtdu* — rud u .

Квадратик форма коэффициентлари симметрик шаклни олади:
Sik =  г<г *. bik =  r Un =  — Ппк =  — r„nh с[к =

Йигиш индекси икки улчовли фазода 1 дан 2 гача, п ул- 
човли фазода 1 дан п гача олинади.

Биринчи квадратик форманинг дискриминантини g  билан 
белгилаб, g lk элементнинг к е л т н р и л г а н  м н н о р и н и  g ik 
билан белгилаймиз:

g u  =  f ,  g u  =  gn  =  - 1? .  gn =  gf M )

Равшанки, — 1, яъ н н | |^* 1  ва ||g '* |, матрицалар бир-
бирига тескаридир.

2 3  Дифференциал геометрия курси

gn g  и
Sik gn gn
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§ 102. Асосий формулалар

Чизиклар иазариясининг асосий тенгламалари деб хисоблан- 
ган Френе формулалари: чизикнингха^ бир нуктасида олииган 
табиий учбклик кирраларидаги v, J3 бирлик векторларнинг
di dv di ,

И Г• ~ds • ~ds~ ^осилалариии шу векторлар оркали ифодалай­
ди. Чизикларга дойр хоссалар ва масалалар шу тенгламаларга 
зич боглангаи дейиш мумкин.

Сиртлар назариясида .\ам, сиртнинг хар бир нуктасидаги 
координат чизикларига утказилган г и г ,  уринма-векторларни 
ва шу нуктадаги (бирлик) я  нормал-векторни табиий учбклик 
сифатида караймиз. Уларнинг ы \  и* буйича олинган

_  дгг  _  д 2г  _  д2Г _  дп „ _ д п
** ди^ди1* ди1д и д и * д и 29 диУ* * ди*

хосилаларини шу гь  rt , rt векторлар оркали ифодалаймиз:

=  +  “а ” .
^ * - / 1^ 1+  n tir t +  altn, (1)
Г» 2 =  +  a 2tn

бки кискача
гл  -  H S i  +  H f t  +  *,кп - O ' )

Бу тенгламаларга туккизта номаълум Г{л, а/* коэффициент ки­
ради. Агар r ki =  rik ни эътиборга олсак,

— ~̂ki> */* =  **/
эканини курамиз. Шу номаълум коэффициентларни аниклашга 
киритамиз. (1) нинг иккала томонини я  га скаляр купайтириб, 
л* =  1 ни эътиборга олсак,

ГцЛ =  аи , г 1гл =  а„ , г „ л  =  а„

булишни, яъни а ,„  alf, ам коэффициентлар иккинчи квадратик 
форманинг коэффициентларига тенг эканини курамиз:

®п =  6 ц» ° и  =  ям  =  Ьп , » /* =  b ik.

Г{к коэффициентларни аниклаш максадида (Г) нинг хар бир 
тенглигини навбат билан г ,  ва г ,  га купайтирамиз ва хосил 
килинган скаляр r ik- ru r i k r t купайтмаларни куйидагича бел- 
гилаймиз:

Г‘ЬГ 1 =  Гiktlt r ‘hr i — П к, { (2)
бки

r ikrj =  г (*,у, a  j .  /г =  1,2).
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Бу олтита r ik,j коэффициент Христоффелнинг биринчи тур 
символлари дейилади. Равшанки Г(*,у =  ГkltJ. Демак:

n i l + Г Ш  =  r , L  {i’ k =  l t2)  (3)

Агар i ,  к  га маълум кийматларни берсак, (3) системадан 
иккита Г,1*, /7* номаълумни топиш мумкин. Бу соф алгебраик 
масаладир. Келтирилган минорлар ифодасидан фойдалансак 1353- 
бет, (1)|,*

Г}к =  g ur iktl +  g " r iktV т  =  g-lr iktl +  g'*rikli (4)
булади.

Номаълум Рш коэффициентлар биринчи тур Христоффел 
символлари оркали ифодаланади. Бу символлар эса биринчи 
квадратик форманинг go, коэффициентлари ва уларнинг и1, и* 
буйича олинган хусусий хосилалари оркали ифодаланади. .\а- 
кикатан, буни курсатиш учун тензорлар анализида кенг микбс- 
да ишлатиладиган бир усулдан фойдаланамиз.

r lr k =  g lk ифодада i, j ,  k индексларни айланиш тартибда 
оламиз:

rf k  — gjk> r kr i — Skit r irj =  Sij-

Бу тенгликларни, мос равишда, и1, и', ик буйича диффе- 
ренциаллаймиз:

r jl,k +  n it /= dJ ^ ,

/ * ,

r t»> j+ г /к ,1 = д/ иа-

Олдинги иккита тенгликни хадма-хад кушиб, йигиндидан учин* 
чини яна хадма-хад айирсак, ушбу натижа хосил булади:

Or -г - * * »  +  де»  — д*и 
V  * du! ' ди1 du* ’

демак, (2) га асосан:

Г Ч>* Y \ d u J  диГ д и» )'

Тасдикимиз исботланнб, шу билан бирга, сиртлар назариясида 
катта ахамиятга эга булган мухим (5) формула хосил ц и л и н -  

ди. Христоффелнинг бир-биридан фаркли символлари олтита- 
дир: Гц ,,, Г Г „ , , ,  Г Г Ktl, Г Буларнинг ифодаларида
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i, j ,  * = 1 , 2  фараз этиб (5) дан ушбуларни келтириб чикариш 
мумкин:

Г  =  1 Г  ___ L £̂*1 г  _ 1 ^ П
11,1 2 du* > u ’* du*' 2 du*» '  1М — 5 Ли* >

(6)
2 du1 ' l b * d«‘ 2 du* ’ 2 du* 

r- _ 1 dg.,% p  _dgK ___ 1 r - __ !_!.£**
12’* ~  2 du1’ 12,1 du* 2 du1 ’ И ’* ~  2 d u * '

Бизни цизиктирган Г{к коэффициентларни аниклаш имко 
ниятига эришдик. Аввало (4) даги иккита тенглик урнига бит­
та тенглик ёзамиз:

п .  -  и"г « ,-  т
Э нди~[/^ . урнига (5) даги кийматни кУяйлик, у холда:

р * - г Г  +  М — 5 ? )  (8>

Бу ифодага куйидаги олтита коэффициент киради (чунки

Г1 Г2 . Г1 Г~2 . П  Г2
* и >  1 i n  1 и >  1 13* 1 за»* з з '

Биринчи квадратик форманинг коэффициентлари ва улар­
нинг и1, и* буйича хосилалари оркали ифодаланувчи бу олти­
та Г{к коэффициент Христоффелнинг иккинчи тур символ- 
лари дейилади. Хуллас, г,* нинг ёйилмаси ушбу шаклни олади:

r ik =  r lkr ,  +  Ь‘кП- (9)

Бу муносабатлар Гаусснинг деривацион формулалари  деб ата- 
лади. (с1ег!уёе — французча термин булиб, х о с и л а н и  билди- 
ради.)

Табиий учёкликнинг иккита кирраси буйлаб йуналган г х ва 
г ,  векторларнинг хосилаларинн £йиш учун (9) формулани топ- 
дик. Энди п дан олинган л 1( л 2 хосилаларга утамиз.

пх, л ,  векторлар л га тик булганлиги сабабли, улар урин­
ма текисликда жойлашган, шунинг учун улар факат г ь г ,  буйи­
ча бйилади:

л , =  а \г х 4- a ir t , nt =  a \rx +  a j r ,
бки кискача

Щ =  а \г х +  л /г , .  (10)

Туртта номаълум а}, а?, a], а1 коэффициентни топишгина 
колади. (10) теигликларни навбат билан г, ва г, га купайти- 
райлик, у ^олда:

л (г ,  =  a]gix +  a ;g lt, л /г , =  а\ g tx +  a';g,t .
Ammo л .г *  =  — b ik  (353-бет), шу сабабли

— bix =  а \g u  +  a]g xi, -  bit =  +  a]g*  ( l l )



$ 102. АСОСИЙ ФОРМУЛАЛАР 357

еки кискача
— bii, =  а&к*-

(11) тен гл ^аларн и  а\ ва at га нисбатан ечиб, куйндагиларни 
\осил киламиз:

— а} =  bug"  +■ bitg n  =  b^g*1, — а; =  btlg li +- 6/fg*a =  &«£** 
бки цискача

(12) формулада а индекс буйича йигилади, бу ерда i, к — эр- 
кин индекслар; демак (12) да i, k га 1, 2 кийматлар берилса, 
туртта коэффициент хосил булади. Куйидагича белгилашни 
шарт килайлик:

яъни — а* =  b\ дейлик. Энди изланган муносабатларни куйи­
дагича бза оламиз:

Охирги муносабат пи пг хосилаларнинг ёйилмаларини бергани 
сабабли, буларга иккинчи группа деривацион, формулалари ёки 
Вейнгартен формулалари деймиз. Иккала группани бирга- 
лаштириб ёзайлик \ г х, г 2, п учун):

Сиртлар иазариясининг асосий формулалари ана шу дери­
вацион формулалардир. Улар г х, г г, п векторлардан олинган 
хусусий хосилаларни шу векторларнннг узлари оркали ифода- 
лайди. Фазодаги чизик учун Френе формулалари кайси ролни 
уйнаса, сирт учун бу формулалар уша ролни уйнайди. Ж ум ­
ладан, бу формулалар г х, г г, п нинг исталган тартибли хусу­
сий хосилаларини яна шу г х, г г, п векторлар ва g/*, ft/* оркали, 
шунингдек, уларнинг и1, и* буйича олинган хусусий хоси- 
лалари оркали ифодалаш имкониятини беради (k , о нинг вази- 
фасини got, Ьц, бажармокда).

(13) система г 1Х, г ,2) г к , пх, л 2 векторларга нисбатан хусу­
сий хосилали бешта дифференциал тенгламалар системасидир. 
Координаталарга утганда, хусусий хосилали 15 та дифферен­
циал тенгламалар системаси вужудга келади. Уларнинг ечилиш 
шартларини текшириш мухим геометрик муло.\азаларга ва на- 
тижаларга олиб келади.

( 12)

bik =  ft«g,*, щ =  -  b \rx — bfrt. (12')

г  ik =  Г « г .  +  bikn-
(13)

дп _ 
ди‘ ™ — bxl r l — b ]r i  =  — b*rm (/, 6 = 1 ,  2).
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М аш цлар
dglk

215. Христоффелнинг иккинчи тур олтита символи учун go,, оркали 
■фодалар берилсин.

Жавоб:
„  t o n  „  d g l} д £ п  „  d g n  . -  d g n  „  « te n

г  ^  du1 ^  £̂/1 ^Tll ^||1 &1I
П . -  ^ --------------------- . Г г , =  2^

dg»l ^g.'» <^И ^Ги
6  22 * 1 .  б  И  д ц \  Z m  д ц 2

n . --------------------------------------------г г -  • п ' -------------------------------------------2 г ----------------------------------

_  „ d g i  j  Й £ з ,  dga  „  d g a
д ц 2  *  S 2 %  f a t  К 22 & \ \ ф ц %  & 1%  ф ц 1  '  & 1 2  ( J | | l

г 1 » = ---------------------- 2i ------------------------• П» = ---------------------2 7
216. (7) ва (8) дан фойдаланнб, ушбу муносабат исботлансин:

дйГ = / 0,£'*« + / *А«- 
.  d g lk 

К у р с а т м а :  g a  =  V * .  бундан =  Гу.» 4- Г w ,/ .

217. Ушбу тенглик исботлансин:
d in  I ' F
— g - ,—  = / 7. .  (® — йигиш индекси).

д е  д д е н  д р . ,  d g i,
И с в о т  5 м ' -  d h i l B n S u —  £ ? s )  =  8к~ди>  ■*" 8п~ди> ~ 2 g i i ~du1 ' 

Маълумки (353-бет):
g t t  =  g g n . £ 1.  =  - £ £ ” . g n  = g g n . 

буларни юкоридаги ифодага кУйсак:

?£- /  it „  dg*\ * о а^«э
t)u/ £  I g  ~d„i r £  dul + £  0ul ) BE dui

булади; олдинги машк натнжасига к^ра:

%  = g g ' 4 r " ' 9 + r 9li9) = g ( r tl +  r l ) .

7 2 )/Т
Бу ерда =  r f ,  чунки V  Г*а1 =  Г ’/( шу сабаблн ^ а -=  2 .  бундан 

«“ 1 р- l   ̂
эса талаб килинган тенгликнн келтириб чикариш осон.

218. Деривацнон формулалар, биринчи ва иккинчи тур Христоффел сим- 
воллари эски ёзув ва белгнлар ёрдами билан ифодалансин (яъни и\ =  и, 
и* =  v , Е. F. G, D, D , D" га кайтилсин).

219. Сиртнинг бнринчи квадратик формаси ушбу шаклда берилган:
ds* =  du* + G dv*.

Иккинчи тур Христоффел символлари топилсин:
Ж авоб:

П . - П .  = Л . - 0 ;
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220. Ушбуни исботланг:
д д 1 /  d*gи  d ip ,, d*gt« \

г ц г %2 — r f  j =  jjji .( rn ,3) — gjj-j ( / ~ i =  -gr (2 — ^ui^ui ) •
•  '  '

И с б о т .
A  d 1 Г А  _гига — гиги  “  fat (riirj) — ^ui (гигз) — ди1 Пл du1' 1*'*'

d A  d А  г
r l l r а  —  r l l r U  — ()u l  ( г У i )  —  ,ju » ( r u r i )  — д и 1 ‘ 2*1  c(u J м м *

Энди Ги ,3, / \ 3,t  урнига уларнинг тегишли ифодалари кУйилсин (355-бет).
2 2 1 . Кутб "системадаги тенглама билан берилган текислик учун Христоф- 

фел символлари топилсин.
Жавоб: г  =  и1е  (rs), бунда и1 =  р, и2 =  ? фараз килинса,

£»»=>;  £i» = 0; £и = (и‘)*
ва

^»м = = “*• Г«г-i = — я1, Г?з = "̂si “  ц!’ П* = “*•
Кол ган символлар нолга тенг.

2 2 2 .  Айланма сирт г «1е  (и!) +  / ( н 1) к  учун лам шу масала.
Жавоб: Г  и ,t  =  — и», Г „ л  =  Г a ,i =  в1, Г  =  / '/* ,

в‘ 1 Г Г
Г 1‘ =  ~  1 т / . о ’ Г >3 =  =  в» Г ’ а =  1 + / * '

§ 103. Гаусс теоремаси

Олдинги параграфда чизиклар назарияси билан сиртлар на- 
зарияси ораснда чукур аналогия борлигини таъкидлаб утдик. 
Чизикнинг фазодаги вазиятидан катъи назар, унинг эгрилиги 
ва бурилмаси бу чизикнинг шаклини (формасини)тула аниклаб 
беради. Тегишли теореманинг аник ифодасинн хозирча берма- 
сак ва сиртнинг фазодаги вазиятига эътибор килмасак, бирин­
чи ва иккинчи квадратик формалар бу сиртнинг шаклини 
бемалол тайинлайди. Бу параграфда исботланадиган Гаусс тео­
ремаси мана шу фактга дойр булиб, тегишли теорема эса 
§ 106 да исботланади.

Бирор S  сиртни фазода бир жойдан иккинчи жойга ку- 
чирсак. унинг биринчи ва иккинчи квадратик формалари уз­
гармайди. Бу факт геометрик нуктаи назардан равшан. Демак, 
фазодаги вазиятлари билан фарк кнладиган иккита S  ва S' 
сиртда шундай умумий эгри чизикли и, v координаталарни 
танлаб олнш мумкинки, бу сиртларнинг биринчи ва иккинчи 
квадратик формалари бир хил булсин.

Масалани тескарича кУйиб, биринчи ва иккинчи квадратик 
формалари билан берилган сирт тула (бир кийматли равишда) 
аникланадими, деган саволни бериш мумкин. Бу саволга ушбу 
теорема жавоб беради:
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Агар бирор S сирт узининг биринчи ва иккинчи квадра­
тик формалари билан берилса, яъни g щ, b,k коэффициент- 
лар и1, и* нинг функциялари деб царалса, у холда сирт­
нинг геометрик шакли (формаси) мана шу шартлар билан 
тула анщ ланади, яъни худди шу квадратик формаларга 
эга булган х up цанОай иккинчи сирт S сиртдан фазодаги 
вазияти билангина фаркланади.

Бу теоремани фазовий чизикларнинг табиий тенгламалари 
хакидаги теорема (§ 56) сингари исботлаш анча узун ва сер- 
диккат булгани сабабли, биз унинг аналитик исботини § 106 
да берамиз. Хозир эса Гаусснинг машхур теоремасини исбот- 
лаймиз.

Гаусс т еоремаси. Сиртнинг тулик К ^ к ^ эгр и л и ги  унинг 
биринчи квадратик формасининг g ik коэффициентлари орка­
ли ва бу коэффициентларнинг эгри чизикли и1, и* коорди­
наталар буйича олинган биринчи ва иккинчи тартибли хо­
силалари оркали ифодаланади. Бошкача айтганда, сиртнинг 
биринчи квадратик формаси унинг тулик эгрилигини аник­
лайди, яъни бу эгрилик сиртнинг ички геометриясига дойр 
катталик булиб, сиртни эгишда узгармайди.

Бу теоремани исботлаш учун шуни кУрсатншимиз лозимки, 
иккинчи квадратик форманинг DD" — D * =  ЬиЬп — Ь], дискри-

Og . dtg j.
минанти оркали ифодаланади1), яъни g lk коэффи-
цие^тлар берилган булса, Ьц коэффициентларни ихтибрий ра- 
вишда танлаб олиш мумкин эмас. Демак, бу коэффнциентлар- 
ни эрклн равишда олиш хам мумкин эмас экан. Бу мулохаза- 
лар эса go,, bik коэффициентларни уз ичига олган деривацион 
тенгламаларнинг ечилиш шартларини излашга мажбур килади.

Деривацион формулаларни ёзайлик:
Г и - П г Ъ  +  П Л  +  ЬцП,

г  it “  +  Н , г г +  Ь^Я, 
г 1Я =  Г \1г1 +  Г*,г,  +

Бизни кизиктирган bnbt, — b\ , нфодадир. Бунинг учун 
r iir2*— ^?з ни тузамиз ва r , r ft =  £ . ,  г,п =  0, я* = 1  ни эъти- 
борга оламиз. Бу вактда:

гцг» -  г?, = (г\ tn „  -  г\ ,п ,)  gn +  (ПгПш -  П Л ,) g» +
+  ( П Л ш  - / ? , Л „ )  g tl +  < /? , / ? .  -  П Л )  gn  +  bnbn  -  b \t .

. . . .  *11*2» -- *1»
4-VHKH/c =  ^ . - i r a-
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Йнгиш коидасига кура, бу сунггн ифолани куйндагича бзнш 
мумкин:

« ' ' i i r « - r ? J =  ( r r ir 3% - r ; ir f 3) g .3 -f ЬиЬп - Р 1г. (1 у 

Иккинчи томондан (220-машк):

г пг гг * И2 V  8 1 1  _

Энди (1) ва (2) дан 
d'gu I

дихои* ди*ди*

М .  + r ; , r f , - r r  л , ) г . (. (3)

Бу Гаусс тенгламасидир. Шу билан теорема исботланди. Шун­
дай килиб, иккинчи квадратик форма дискриминантининг нфо- 
дасига gi„ коэффициентлар ва уларнинг биринчи, иккинчи тар­
тиблн хосилалари, шунингдек бу коэффициентлар ва уларнинг 
биринчи тартибли хусусий хосилалари оркали ифодаланувчи 
Христоффел символлари киради.

Н а т и ж а л а р .  1) Гарчи эгиш пайтида сирт узининг шак­
лини узгартса хам, унинг тулик эгрилиги К  узгармайди, шу 
билан бирга бош эгриликларнинг хар бири узгарса хам, улар­
нинг К  =  kxkt купайтмаси узгармайди.

2) Эгиш процессида сиртнинг тулик эгрилиги К  узгарма- 
ганлиги сабабли, текисликка бткизиладиган сирт бйилувчи сирт 
булади, чунки текислик учун К  —0.

3) Бу натижани § 82 даги теорема билан таккослаб, куйи­
даги мухим хулосага келамиз: бирор сиртнинг ёйилувчан 
сирт булишлиги учун, унинг текисликка ётцизиладиган 
булиши зарур ва етарлидир.

Бу параграфни якунлаб, сиртнинг тулик эгрилиги учун тур­
ли формулаларни берамиз:

К  =  Ьи~ ^  { ( * W „ )  ( г , / у 22) -  ( г ,г 2г  ,*)*}.

Иккита аралаш купайтмани купайтириш к01,дасидан фойдалан- 
сак, ушбу тенглик1) хосил булади:

d*g a \ 
д ^ д и 1)- (2)

бки

g*K>

g * K =

g  11 
St i
Гх i,i

*11 *11 Г 22,1 g  11 *12 Г  12,1
g -л gtt Г 22,2 — *21 *22 Г 12,2
A m Г 11,2 f  ПГ *2 Г 12,1 Г  12,2 (г хгГ-

g  12 Г 22,1 *11 *12 Г 12,1
*22 Г 12,2 — *21 *22 Г 12,2
Г  11,2 Г п Г „ - Г Ь Г 12.1 Г 12,2 0

( 4 )

») (aftc) (fljfeifi)»
aax
bat
cax

abx
bbx
cbx

acx
C\

-fi
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220-машкдаги натижага кура:
_  _  _ _ 3 _______1 a»g„  i d*g.n

И  *2 12 dtAdu*  9  ()u*t)u*2 du*du* 2 ди'ди1'

Агар (4) га Г1кУ] нинг цинматларини цуйсак, ушбу натижа­
га эга буламиз:

g ' K  = Sti>
1 dgu
2 ди1

i g n  _  i  
ди* 2 ди1

rr
« 12. 2  du*
dgi» _  J_ d*gu  _  L  d**u
du1 2 du* ’ du*du* 2 du*du*

1 d*g»
2 du*dul

Slit

Sti<
J_ дяи 
2 du* ’

£l2> 

#22. 

2 d«/‘ ’

J_ <tell
2 du»*
1  <te>.
2 d*»

0
(5)

Координат чизиклари ортогонал (glt =  0) булса, бу фор­
мула симметрик шаклни олади:

К = -
1 \ A / J _ a ,  g„ д / _ | ^  

*п ЗУ du*^ g i\g n

Эскича белгилашларда эса (соддалаштиргандан сунг):

к — к т & Ш + к { М -  «>
1 d*VGЖумладан, Е =  1 булса, К  =  — ()ц, .

Чизикли элемент „изотермик* параметрларда, яъни ds9 =  
=  >.(//, у) (rfw* -f- t/y*) шаклда берилса,

К ------ 5* (
1 Id* In X. , d* In >.+ :du2 1 dt»*

булади.
М а ш ц л а р

223. Тулик эгриликии .симметрик* координаталарда, яъни

ds* = 21  (и, t') du dv 
Е  =  0, F =  X (u, и), G =  0

шартларда *исобланг.
Ж авоб:

2  ^  I" >•
~  I du dv

224. Биринчи квадратик формаси du* +  (а* +  и*) dv* булган сирт (гели­
коид, катеноид) нинг тулик; эгрилиги топилсин.
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К у р с а т м а :  Бунда Е  = 1 ,  F =  О, G =  а* ♦ и*. G„ =  2u; демак, (6) 
•формулага асосан:

225. Ёйилувчи сирт г  =  р (ы) +  v  т (и) нинг чизикли элементи (257-бет):

Бу сиртнинг тулик эгрилиги нолга тенг. Буни исботланг.
226. Чизикли элементи ушбу

■шаклда берилган сиртнинг тулик эгрилиги топилсин. 
Ж авоб: Н — 4а.
227. Чизикли элементи

ds* =  du* +  e*udv*

•булган сиртнинг тулик эгрилиги топилсин.
Жавоб: К =  — 1.

Биринчи ва иккинчи квадратик формаларнинг g lk, b ik 
коэффициентлари орасидаги богланишни излаш максадида, 
уларни уз ичига олган деривацион тенгламаларнинг ечилиш 
шартларини тузишнмиз керак эди.

Олдинги параграфнинг асосий максади, Гаусс теоремасини 
исботлаш булганлигидан, бундай шартларни бевосита келти- 
риб чнкариш урнига, хийла айланма (лекин мумкин кадар 
•осон) йул билан бориб, ЬпЬи — Ь]а ни туздик ва бу ифода- 

d g b d*gik
нинг g ik, j ,  d j f a f  оркали тасвирланишини исботладик. Шу
•билан бирга, gu,, b ik коэффициентларнинг Гаусс тенгламаси би­
лан богланганлигини курдик.

Геометрик нуктаи назардан Караганда, бу фактнинг маъ- 
носн шундакн, сиртнинг ички хоссалари унинг барча ташки 
хоссаларини аникламаса хам, лекин айрим ташки хоссаларини 
тула аниклайди. Масалан, сиртнинг ташки ^еометриясига таал- 
лукли булган kit кг бош эгриликларнинг купайтмасини,
шунингдек сферик тасвирини ички геометрия тула аниклаб 
•беради.

Энди шу йусинда мухокама юргизиб, яна боища геометрик 
хоссаларнн кулга киритиш максадида, g ik, b ik коэффициентлар 
билан уларнинг хосилалари орасида боища богланишлар бор- 
ми-йукми деган саволни кУямиз ва деривацион тенгламалар 
системасининг ечилиш шартларини кидирамиз.

Деривацион тенгламаларда г ц , г 12, г и , пи пъ векторлар 
г ь г ш, п векторлар оркали ифодаланади. Бу тенгламалар сис-

ds* =  (1 +  Л* и*) du* -(- 2du dv  +  dv*.

§ 104*. Петерсон-Майнарди тенгламалари
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темасининг ечилиш шарти аралаш хосилаларда дифференциал­
лаш тартибини узгартиш имкониятига богликдир; шундай ки­
либ, биз учта тенглама бзишимиз керак:

dr 11  _дг и  dr и  _  дг 2̂ dtti v
ди* ди1 ’ du* du1 ' du* du1 '  '

бки кнскача:
r ijk =  r lkJ, ntj =  nJh СI, j ,  к =  1 , 2 )  (2>-

бунда
_  &Ги 

r U» — <ju* •

(1), шунингдек (2) хам учта тенгламадан тузилган: i, j ,  к 
индексларга бир хил кийматлар берганда, (2) дан айният хо­
сил килинади (масалан, г ш  =  г 1П). Деривацион формулалар- 
дан яна бир карра фойдаланиб, (1) тенгламаларнинг чаи ва 
унг томонларини г , ,  г*, п оркали ифодаласак, натижада бу 
векторларга нисбатан ушбу куринишдаги учта тенглама хосил 
килинади:

a i r  14- 1 +■ — 0; 1 -+- р*г2 -|- f!t n  =  0;
7 * г , + 7 , л = 0 ,  (3>

бу ерда а,, Э/. 7/ коэффициентлар туккизта скаляр булиб, улар
. Оец d*gij dh I ,  ,,

g ik, b ik ва dui - хосилаларга богликдир. Хосил
килинган (3) тенгламалар г ь г г, п векторларнинг компланар- 
лигидан дарак беради. Бирок, бу векторлар компланар эмас- 
дир Шу сабабли, (3) тенгламалардаги туккизта коэффици- 
ентнинг хаммаси нолга тенг:

ai =  а, =  а3 =  0; / |  =  — 0; 7i =  Ti =  7* =  0- (4)
(4) тенгламаларни пухта анализ килсак, улар орасида факат 
учта эркин тенглама борлигинн курамиз. Юкоридагн ыухока- 
малар хам эркин тенгламалар сонининг учтадан иборатлигини 
тасдиклаган эди. Улардан бири Гаусс тенгламасидир. Колган 
иккита тенгламани тузишда (1) тенгламалар билан иш куриш 
урнига, бу ерда хам айланма йул билан борамиз. Бевосита 
исботлаш йулини келгуси параграфда курамиз.

Иккинчи квадратик форманинг коэффициентлари асосий 
г ,,  r t , п векторлар оркали ифодаланади:

Ъп =  -  w,r/( bit =  — пгг i-
Булардан биринчиснни и1 буйича ва иккинчисини иь буйича 
дифференциаллаймиз:

дЬ:ш _ <96/0
S S T  -  -  « 1/ /  -  Я 1Г it, -д^г =  -  ПчП — ntr it.

i
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*

Тенгликларни хадма-хад айиришда л и  =  л 21 =  ни эъти­
борга оламиз:

did _

du* du1 — л 1л /**

Деривацион формулалардан Гд, Г/, нинг кийматларини бу тенг- 
ликка куямиз ва Я/Я =  О ни хамда Я/Г* =  — ft,* ни назарга 
оламиз:

&  -  Ж  =  +  П г .)  -  л ,  № ,  +  ГйГ.)
€ки

S 1. +  Д б х ,  +  r;,ftn  =  +  r ' , f tn  +  ш м . (5)

Бу ердан / =  1, 2 кийматларда:

S f + г; А, + П г Ь п = т £г + ̂  Ai + ГАь (6) 
^  + ПА> + ПА* -  &■ + П Ai + Г „ ь и  (7)

келиб чикади.
Хусусий хосилали (6) ва (7) тенгламалар Петерсон-Май- 

нарди тенглама (шарт)лари дейилади.
Йигиш индексини ишлатсак, бу тенгламаларнинг ёзилиш 

Кону ни ойдинлашади:

дЬЧ. о . г* h — дЬ‘к- 4- Г* ft (8)
do* +  ‘ V0'к ~  д и / 4 «  ч/* W

Христоффел символининг пастдаги иидекслари дифферен- 
циалланувчи ft,/ нинг иидекслари билан бир хил; тенгламада 
хусусий хосилалар кайси и‘ узгарувчи буйича олинган булса, 
тенгламага чизикли равишда кирган ft// нинг бир индекси уша 
узгарувчининг номери билан бир хил булиб, иккинчи индекси 
эса / нинг юкоридаги индекси билан бир хилдир.

(5) даги иккита эркин тенглама, яъни Петерсон-Майнарди 
тенгламаларидан (6) тенглама а, =  Тх =  0 га, (7) тенглама эса 
3* =  т* =  0 га, ва нихоят, Гаусс тенгламаси а, =  а, =  0, (*,=3,= 
=  0 га мос келади.

Шундай килиб, сиртнинг биринчи ва иккинчи квадратик 
формаларидаги g ik, ft,* коэффициентларни эркин равишда тан- 
лаб олиш мумкин эмас, улар Гаусс ва Петерсон-Майнарди 
тенгламаларини каноатлантириши зарур.

Кенгрок ва чукуррок мулохазалар шуни тасдиклайдики, 
gik, ft/* коэффициентларни ва уларнинг биринчи, иккинчи тар­
тибли хусусий хосилаларини богловчи бошка муносабатлар 
йукдир.
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§ 105*. Иккинчи исбот

Гаусс ва Петерсон-Майнарди тенгламаларини олдинги параграфдаги усул- 
га Караганда симметрикрок усул билан келтириб чикариш мумкинлнгини 
курсатамиз.

Олдинги параграфда дернвацион тенгламалардан фойдаланиб, ушбу

r i jk  ~  r i* j

тенгламани тузган эдик. Бу ерда г^к ни лисоблайлик:

г</ =  г 7уг.  +  V *  да"

г... =  __Я- г  +  г* Г к tl +  bjitlh
V* ди* lJ ди*

келиб чикади. Бунга г лк ва л* нинг кнйматларини (дернвацион тенглама­
лардан олиб) куямиз. у лолда:

(*П) _ ,  дЬц
ги* =  ан* г- +  ^  <г«* гз +  *.*"> + 5L*я ~  * ( / г.

Бу тенгламаларнинг ладларнда йигиш индекслари ролини уйнов-
чи а, р нинг Уринларини алмаштирсак, r f j  Г*к га ни лосил кнламиз. Бунинг 
натижасида юкоридаги ёйилма куйидаги курннншнн олади:

r ijk

Бу тенгликларда i ва к  индексларнннг Уринларини алмаштирамнз, у  
ЛОЛда:

r ikj

Энди r tj h =  r [kJ тенгликни тузиб, г ь г2, я  векторлар олдидаги коэффи- 
циентларни нолга тенглаштирамиз. Дастлаб л олдидаги коэффициент нолга 
тенглаштирилса, ушбу

тенглама лосил булади. Бу тенглама эса олдинги параграфдаги (S) тенгла- 
манинг, яъни Петерсон-Майнарди муносабатининг узгинасндир:

й </ , r . t  _  dbik п  ь
Тик +  Ж  ik V

Энди г а олдидаги коэффициента утайлик. Бу коэффициента а индекс 
буйича 1 дан 2 гача йигиш бор.

г», г 3 (яъни гО олдидаги коэффициентларни нолга тенглаштириш билан 
лосил килинган тенгламаларни (а урнига /  ни куйиб) куйндагича ихчам 
шаклда ёзамиз:

<  drL
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Турт индексли b,i, b* — *//** ифодани Л{у* символ билан белгилайлик 
(0  5’Риига а ни куйиб). У долда:

К к  =  bik bJ ~  V * -  ~dut ~~ди* + -  ГЪ  г .к- 0 >

Турт нндексли R\jk символ Риманнинг ара.шш тензора дейилади. 
Унинг Урнига Риманнинг одатдаги тензорини  киритайлик. Бунинг учун 
R‘jk  ни g mn га купайтириб, куйндагича йигнндини тузамиз:

2  ^ j k  ~  £*n^ijk"

Бу символ дам турт индекслидир, уни R„ijk билан белгнлаймиз:

Rnijk =  g,„  R^jt- (2>
( 1) дан:

*«</* =  g.„  (* * & - Ь  b '„). (3>

§ 102 даги (12) га кура: g anb ' =  b„i, g Mbl =  Uly сабабли (2) ва 
(3) дан:

Ял</* =  btk *v — bijbnk 
ёки n индекс урнига /  ни кУйсак:

Rlljk — bik b ij— bijbik. (4>
Ана шу R lik символ Риманнинг одатдаги эгрилик тензори дейилади. 

Унга бундай ном берилиши бечиз эмас, чунки у сиртнинг эгрилиги билан 
боглангандир. Биринчи карашда унинг жуда куп .компонентлари" борга 
ухшайди: дакикатан, / , / ,  Л, /  иидексларнинг дар бирига 1 , 2 кийматларни 
берсак, Rujk символи 16 та кийматни кабул килади.

Бирок, бу кийматларнинг факат иккитаси бир-биридан фаркли булиб, 
колганлари эса S нолга ёки шу икки кийматга тенгдир. Хакикатан, (4) дан 
равшанки, I, /  A, I га бир хил кийматлар берилганда ноль досил булади. 
Энди Ьщ =  bki ни назарга олсак, v долда ik  ва l j  жуфтларда ва дар бир- 
жуфтнинг индексларида урин алмаштириш R  нинг кийматнни узгартмайди:

Rujk =  Rjku:

Жуфтларнинг бирида урин алмаштирилса, ишора узгаради:

Rlljk =  — Rukj. Rujk  =  — R'u/k.

Бу хоссаларни дисобга олсак, факат R ltn  =  — Rilt l  ни досил киламиз, бу 
ерда

^ 1 5 1 »  =  —  * 1  J .  R n i 2  =  * 1 1  —  * 1 » * Я -  ( 5 ^

Шундай килиб, Риман тензорининг мудим компоненти иккинчи квадра­
тик форманинг дискриминантига тенгдир.

Энди (1) тенглама Гаусс тенгламаси шаклини оладн. Принципиал жидат- 
дан бу ма^алани биз дал килдик. Бу тенгламанинг унг томонига Христоф- 
фелнинг биринчи ва иккинчи тур символлари ва уларнинг досилалари кнр- 
ган булиб, улар биринчи квадратик форма коэффициентлари оркали ифода­
ланади.
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(1) нинг унг томонини g an га купайтириб, юцоридаги сингари йигамиз.
dg.k

Биринчи \адни соддалаштиришда ^цу~ =  Гц, * +  Гkj.i ни эътиборга оламиз 

(216-машк):

д <L_ir  . г+ ,г  , r
К*п ди/ =  ди/ 1 Ш> — 1 ik du/' ~  duJ ' !*.*> ~  <*' *J'n +  ‘ "/.*)■

Шунинг сингари:

dr^j д
San дик — дик (Г„.п) (/'ак.п ^пк,*)-

Охирги икки ладни ( i  урнига 3 ни куйиб) соддалаштирайлик:

/* ял <Г?* Гу — Гц Г£к) = rfk Гу,„ — r)j г ?Лп.

Сунгги тенгликда йишш индекси ролини уйнаган 3 Урнига яна « ни 
куйиб, ухшаш ладларни ихчамлаштиргандан кейин, ушбу тенгликка кела- 
■ыиз:

Ru/к =  Пк,1 — ^ к  г и,  +  Гц г 1ка — /7* Г у ,  (6)
(5) га асосан:

i l l ’l l  =  ^ 1 1 ^ 1 »  —  ^ 1 2  =  Г шь1 —  Г ,  1 ,1  +■ Г 3 ,  Г 1Ъ* Г.2 j Г ц , « .

Бу тенгликка Г » . Г и л  нинг кийматларини кУямиз [§ 102, (6)]:

д j)_ d*gl t  2  1  P g n
ди1 22,1 ди* 12,1 ди1даг 2 д и ^ и 1 2 ди*ди* 

Белгилашларимизга кура [§ 102, (3)]:

Гц,я = gt -,r^3, Ги,* = g%f \( .

Буларни эътиборга олсак, (6) тенглама ушбу куринишни олади:

D -  A h hi —  — gtt  —  ^ * g n  J .  , / г - i  r 3  Г9 r j  .
« 1Я2 -  011° 2» — -  au*()u* — 2 (da*)* — 2 (du1)* +  S«9.

Бу эса худди Гаусс тенгламасининг узидир |§ 103, (3)].
Хуллас, биринчи ва иккинчи квадратик формалар орасидаги богланишни 

камеи усул Силан изласак лам, Гаусс ва Иетерсон-Маинарди тенгламаларига 
келамиз. Туларок му*окамалар шу учта тенгламадан бошка мустакил муно- 
сабат умуман юз бера олмаслигини тасдиклайди.

Машцлар
228. Айланма сирт учун эгрилик тензорининг компонентлари топил­

син.
Жавоб: Сиртнинг тенгламаси г  =  ихе  (о*) + / ( a l ) k  шаклда берилган 

булсин. У лолда:

Р _ " 1/ Т .  Rl Г Г  г . ч 'Г Г
R u n -  1 + / '»  К , . а -  иЮ + f , t y  - (1 + / ,.}1-

I
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2 2 9 . Т ^ рн коноид г  = и1е  (и*) +  аиЧг учун Рнман тензорининг компо- 
нентларн тузилсин.

Жавоб:
а * р  Р ’ а *

Я ш »  -  — в * +  (н*)*: =  “  ((«»)»+  a*J* • " » !  =  — ((U1)* +  e*]3 '

106*. Асосий теорема ва Бонне теоремаси

Чизикларнинг табиий тенгламаларига дойр иккита теорема 
исбот килинган эди (§ 56—58). Уларнинг биринчиси, табиий 
тенгламалари буйича чизикнинг канчалик аникланганлиги ха- 
кида |A = A (s )  > 0 ,о = з ( « ) т е н г л а м а л а р г а  дойр теорема, 167-бет|, 
иккинчиси эса берилган иккита узлуксиз ® ( s ) >  0, ф (s) ф у н к­
ция буйича табиий тенгламалари £ =  <?($), з =  й ($ ) булган чи­
зикни топиш хакида эди. Иккала холда хам, чизик „фазодаги 
вазиятигача аниклик“ билан топилган эди.

Сиртлар назариясида хам, шу икки теоремага мос теорема- 
ларни тайинлашга харакат киламиз.

Асосий т еорем а: агар бирор S  сиртнинг биринчи ва ик­
кинчи квадратик формалари g*}du* du$ >  0, b*'?du* du3 , 
яъни уларнинг go, (и1, ы*), Ьц, (и1, и*) коэффициентлари бе­
рилган булса, шу билан  S  сиртнинг ш акли т ула аницла- 
нади. Бошцача айтганда, S, сиртнинг биринчи ва иккинчи 
квадратик формалари S  сиртнинг биринчи ва иккинчи квад­
рат ик формалари билан бир х и л  булса, 5 г сирт S  дан узи­
нинг фазодаги вазияти билангина фарц цилиши мумкин.

И с б о т .  Биринчи ва иккинчи квадратик формалари бир хил 
булган S  ва сиртлар берилган деб, яъни бу сиртларда ш у н ­
дай эгри чизикли и 1, и* координаталар олинганки, gm ва b ik 
коэффициентлар и \  и* нинг бир хил функциялари сифатида 
аникланган деб фараз цилайлик. 5  ва S j  снртлардаги и \  и* 
нинг бир хил кийматларига мос келган М  ва М г нукталар 
узаро мос нукталар дейилади. Шундай килиб, мос нукталарда 
gik ва bilt нинг кийматлари иккала сирт учун бир хилдир. Д е ­
мак, ни фазода харакатлантириб, S  билан устма-уст туш и- 
риш мумкин.

Хакикатан, S  да бирор М° нуктани ва S! да унга мос М ° 
нуктани бошлангич нукталар сифатида олайлик. g u , g и , g n  
коэффициентлар иккала сирт учун М° ва ЛГ, нукталарда бир 
хил кинматларга эга, шу сабабли г], г \  ва г 1( г, хам М° ва 
М° да бир хил кийматларга эга. Бундан эса г и г ,  векторлар 
М° ва М\ нукталарда бир хил узунликка эга булиб, оралари- 
даги бурчаклари тенг деган натнжа келиб чикади. Шунинг 
учун М° ва М \ нукталардаги г ь  г 2 векторлардан ташкил топ­
тан фигуралар  конгруэнт (тенг) дир. Д емак, ни харакат- 
лантириш натижасида М] ни М° устига тушириш ва бу нук*

2 4  Д аф ф е р ен и и .1 геонетри* курен
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талардаги г , ,  г ,  векторларни хам устма-уст тушириш мумкин. 
У холда, сиртларнинг бу нукталардаги г х, г ,  бирлик нормал 
векторларн .\ам устма-уст тушади, чунки уларнинг йуналиш* 
лари доимий шартимизга кура \r xr t \ нинг йуналиши билан бир 
хилдир.

Шундай килиб, М ” нукта М° устига ва улардаги асосий 
г х, г , ,  я  (мос) векторлар бир-бири устига тушади. Энди 5  ва 
S x сиртларнинг бутунлай (хамма нукталари билан) устма-уст 
тушишинн исботлаш коладн. Бунинг учун S сиртда t == 0 кий­
матга мос М° нуктадан утувчн ихтиёрий u l =  u l (t), и- — u*(t) 
чизикни оламиз, у Г  булсин. У холда S x сиртда худди уша 
тенгламалар билан ифодаланувчи ва Г  чизикка мос келувчи 
Г , чизик бтади. Бу чизик t  =  0 кийматда М'\ дан утади.

Г  чизик буйлаб харакат килганда, асосий г,, г 2, п вектор­
ларнинг узгариш характерини урганиш учун, уларнинг t б у ­
йича хосилаларини тузиш табинйдир:

Бу тенгламаларга г хх, г „ ,  г„, п х, пх нинг кийматларини дери­
вацион формулалардан |§ 102, (13)] олиб кУямиз, у холда:

Агар бу тенгламаларда г , ,  г ,,  л  векторлпр t  нинг номаъ­
лум функциялари деб каралса, бу чизикли тенгламалар систе- 
масини К о ш и  системаси1) деб караш мумкин (§ 56—58), 
чунки бу тенгламаларда г , ,  г г, я  нинг t  буйича хосилалари

з и к л и  нфодаланган булиб, Г ‘л, bik коэффицнентлар и1 (t), и* (t) 
нинг, яъни t  нинг маълум функцияларидан иборатдир.

drx _  du1 du1 drt _  du1 du*
~dt ~  Г и  dt +  11 dt ’ dt ~  21 dt “  d t ’

w du\ du2шу векторларнинг узлари ва и хосилалар оркали ч и -

*) С т е п а н о в ,  Дифференциальные уравнения, М., J950, VII боб, & 1
2 га каранг.
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Бу системани S t сиртда Гх чизик буйлаб карасак хам, унинг 
куриниши ва коэффициентлари худди юкоридагидек булади. 
Чунки t нинг бирор к»ймати учун S  ва S ,  сиртларда мос н у к ­
талар хосил килиниб, у нукталарда g ik, b.ki Pik бир хил ки й -  
матларга эгадир.

Хуллас, S  сиртда Г  чизик ва S x сиртда Г 1 чизик буйлаб  
г , ,  г 2, п функциялар Кошининг битта системасини каноатлан- 
тиради ва t — 0 нуктада бу функциялар иккала сиртда хам 
бир хил б о ш л а н т ч  кийматларни кабул килади. Диф ф еренциал  
тенгламалар назариясидагн мавжудлик теоремасига кура, бун­
дай холда г , ,  г г, п функциялар  t  нинг бир кийматли ф унк- 
циялари булиб аникланади. Д емак, бу векторлар Г  ва Г ,  мос 
чизиклар буйлаб бутунлай бир хилдир.

Энди S  сиртда Г  чизик буйлаб М 0 нуктадан Л1 нуктага? 
силжийлнк. Силжиш вектори уш бу интеграл оркали иф одала­
нади:

A p f  =  \ [ r J £  +  r t % ) d t ,
о о

Мос AfjAfj вектор хам шу сингари ифодаланади. И ккала хол­
да хам интеграл остидаги г 1( г , ,  функциялар t  нинг

бир хил функцияларидир. Ш у сабабли, М°М  =  Af'Afj. Лекин 
М° ва М “ нукталар устма-уст тушган эди. Д ем ак ,  Г  ва Г 1 чи- 
зиклардаги М  ва Afx нукталар хам устма-уст тушади. Олинган’ 
Г  ва Г |  чизиклар ихтиёрий булгани сабабли S  ва ^  сиртлар 
айнан устма-уст тушади, яъни улар конгруэнт деган натижага» 
келамиз. Теорема исботланди.

Э с л а т м а .  Чизиклар назариясида: эгриликлари бир хил  ва*1 
бурилмалари ишораси билан фаркланувчи икки чизик бирор 
текисликка нисбатан симметрик равишда жойлашиб, уларнинг 
бири иккинчисидан харакатланиш ва сунгра текисликка нисба­
тан симметрия алмашиниш натижасида хосил килинган эди.. 
Ш у сингари, бу ерда хам биринчи квадратик формалари бир 
хил, лекин иккинчи квадратик формалари ишораси билан ф арк­
ланувчи икки сиртнинг бири иккинчисидан харакатланиш вэ. 
сунгра „кузгуда аксланиш* натижасида хосил килинади.

Шундай килиб, сиртнинг биринчи ва иккинчи квадратик 
формаларини бериш унинг т а б и и й  т е н г л а м а л а р н н и  бе* 
риш демакдир.

Биз, чизикнинг табиий тенгламалари хакида асосий теоре- 
мани исботлаб (§ 56), унинг кетидан умумийрок булган  
[А =  sp (s) >  0, а =  ф (s)j| теоремани исботлаган эдик (§ 59).

Сиртлар назариясида хам шу йул билан бориб, О. Бонне 
томонидан курсатилган куйидаги теоремани исботлаймиз.
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Теорем а. Фараз этайлик, и1, и* узгарувчиларнинг узга- 
риш со^асида иккита ихтиёрий квадратик

g n duV +  2 g u dulau* +  g n du2', 
bn du1' - f  2bltduldu2 +  b2tdu*’ (1)

форма берилган булиб, уларнинг биринчиси мусбат, яъни 

g iig n  —  £ » > ? ,  g u  >  О

булсин. Ундан ташкари, бу формаларнинг 'коэффициентлари 
Гаусс ва Петерсон-Майнарди т енгламаларини цаноатлан- 
тирсин.

Бу щартларда сиртнинг фазодаги вазиятига эътибор 
цилинмасдан фацат ш аклигина кузда тутилса, бу холда  
биттагина шундай сирт мавжуд булиб, (1) формалар бу 
сирт учун тегишинча биринчи ва иккинчи квадратик фор­
малар ролини уйнайди.

А. В. Погорелое томонидан берилган исботни сал узгарти- 
рилган холда келтирамиз1).

и1, ы* нинг функциялари булган учта х ,  у, г  векторни ки- 
ритиб, уларнинг и1, и* буйича олинган хосилаларини тегишли 
индекслар ёрдами билан белгилаймиз: x lt y lt ay, x t , у г, г ,. 
Бу векторлар кунидаги дифференциал тенгламалар системаси- 
ни каноатлантирсин:

=  Хп

=  У г

д*_ =  х  > ди1 1 
дх 
ди1 
ду 
ди1 
ду

ш ~ г1 =  +  т иУ>

fa i — г \  =  Т и* +  Т пУ-

П , х  +  Н ,у  +  Ьпг, 

•ГЪх + ПиУ + Ьъг, 

'ПцХ + ПзУ+bltZ, 

П „ х  +  Г \ ,у  +  Ь*х,
(2)

Б у  системага кирувчи Г{л ва т1Л коэффициентлар берилган 
квадратик формаларнинг коэффициентлари оркали [ифодалана­
ди (§ 102).

*) А. В. П о г о р е л о е ,  Л екции по дифференциальной геометрии, 2-е 
издание, Харьков, 1956, 160-бет.
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Дифференциал тенгламалар назариясидан маълумки, ui, «о 
нуктада бошлангич х  =  х 0, у  =  у0, г  => г 0 кийматлар берилган 
булиб, интегралланиш шартлари, яъни ушбу

(Г } ,х  +  Г \,у  +  bu z ) t  =  (Г \2х  +  П12у  +  Ь ltz ) 1 
(Г \2х  - f  -}- buz) t =  (Гз2лг +  Г\^у  +  bu z ) i  

(7хх* 1- T xjy)t =* ( i n *  +  Т»->У)х

тенгликлар (2) система туфайли айнан бажарилса, бу система 
бирдан-бир ечимга эгадир1). Интегралланиш шартлари Гаусс 
ва Петерсон-Майнарди шартларининг узгинаси эканини туш у- 
ниш кийин эмас.

Берилган (1) квадратик формалар учун Гаусс-Петерсон-Май- 
нарди шартлари уринли деб килган фаразимизга асосан, к у -  
рнлаётган (2) система учун интегралланиш шартлари бажа - 
рилгандир.

х 0, у0, z 0 векторлар куйидагича танлаб олинган б у л с и н :

и8), x 0y0= F (u i,  и&), уЗ =G(u&, и$),
XoZo = 0, y0z 0 =  0, z ‘ =  1.

Системамизнинг бошлангич шартни каноатлантирувчн ечи- 
мини

х(иЬ , u S ) = x 0, у(и&, «о) =  Уо> z  (“ о» «о) =  г 0 

куринишда белгилайлнк.
и1, «* нинг функциялари булган х ,  у, z  учун =  ^ г- Шу

сабабли, шундай г  (и, v )  вектор-функция мавжудки, унинг 
учун Гх =  х ,  г , =  у  бажарилади.

Энди, г  — г  (и1, и1) тенглама билан бернлган сиртнинг би-- 
ринчи ва иккинчи квадратик формалари, мос равишда, куйи- 
дагилардан иборатлигини исботлайлик:

g udul* +  2g ltdul du* + g tl du**
ва

bn du l% +  2b^duldu* + bitdu2t.

Ушбу олтита катталик:
y \  г 2, x y , yz, z x

*) Кавслардан кейин кУйилган 1, 2 индекслар тегишли ифодаларни
и1, и* буйича дифференциаллашни билдиради.
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ни олиб, уларнинг и1, и* буйича хосилаларинн [(2) системадан 
фойдаланнб| шу катталиклар оркали нфодалайлнк. У холда 
Куйидаги 12 та тенглама хосил килинади:

U * ) i =  R i ( x 2, У2, . . ) ,  

(x*)t =  R , ( х \  у2, г

(3)

(*.*), = /?и(д:2, у 2,г*,.

N i - ^ b U 1, у2, Л  -)-

Булардаги  Rlt Rt , . . .  /?ц, ифодалар дг*, у 2, . . . ,  гдг га 
нисбатан чизикли ва бир жинслидир.

(3) системани х г, у 2, . . . ,  г х  га нисбатан дифференциал 
тенгламалар системаси деб караш мумкин. Агар дг*, дгу, у 1,... 
урнига Е, F, G, 0, . .  . ,  0 ни куйсак, бу система каноатлана- 
ди (буни бевосита текшириб куриш мумкин). Иккала ечим 
Хам | ( и ' ,  и]) нуктада] бир хил бошлангич кийматларга эга­
дир. Ечимнинг ягоналигига асосланиб, ушбуни хосил кила- 
миз:

х 2 =  Е, х у  =  F, у 2 =  G, x z  =  0, y z  — 0, г 2 =  1.

Аммо г „ ' =  х ,  г „1 =  у ,  шу сабабли:

г? =  д:* =  Е, г хг ,  =  Ху  =  F, г * =  у 2 =  G.

Ш ундай килиб, ясалган сиртнинг биринчи квадратик фор­
маси худди:

и1* + 2 g ltdu'du* +  g n du?
дан иборат.

Агар x z  — y z  =  0  ва г 2= 1  ни назарга олсак, z  нинг ясал­
ган сирт учун нормаль вазнфасини адо этганлигини курамиз. 
Ш у сабабли, г  =  г  (и1, и2) сиртнинг иккинчи квадратик фор- 
масндаги коэффициентлар куйидагилардан иборат:

Xu'Z , X u’Z, у и* .
$

Ха', х„>, у и> хосилаларнинг х, у, z  оркали ифодаланишини 
ва z x  =  0, y z  =«0, z 2 =  1 муносабатларни назарга олиб, ушбу- 
ларни топамиз:

X U'Z — Ь ц ,  Xu 'Z  =  6 | | ,  У и&  — ^ * 2 -
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Д ем ак , ясалган сиртнинг иккинчи квадратик формаси 

6 n d u l1 +  2bltdu1dui +  bn du**.

Хуллас, биринчи ва иккинчи квадратик формалари олдин- 
дан курсатилган формалардан иборат сиртнинг мавжудлиги 
исботланди.

Фазодаги вазиятига эътибор килинмаса, бундан сиртнинг 
ягоналиги олдинги асосий теоремадан дар^ол  келиб чикади. 
Хакнкатан, олинган квадратик формалар ясалган сиртнинг би­
ринчи ва иккинчи квадратик формалари ролини уйнагани учун, 
улар  сиртнинг шаклини аниклаб беради. Шу билан исбот ту- 
гайди.



S'h еттинчи боб

СИРТНИНГ ИЧКИ ГЕОМ ЕТРИЯСИ

§ 107. Г еодези к  эгрилик

Бу бобда сиртнинг ички геометрияси(.планим етрняси‘ ) ха- 
кидаги маълумотларни кенгайтирамиз ва чукурлаштирамиз. 
Сиртнинг ички геометрияси деганда, сирт устидаги чизиклар­
нинг узунликларига боглик хоссаларни урганувчи булимни ту- 
шунамиз. Бу хоссалар биринчи квадратик форма билан аник* 
ланиб, улар хакида биз олдинги бобларда кисман гапирган 
эдик. Энди ички геометрияга дойр янги тушунчаларни кири­
тамиз. Бу бобни биз г е о д е з и к  э г р и л и к  тушунчасидан 
бошлаймиз.

Сирт устида ётувчи чизикнинг kn нормдл эгрилиги k„=
— r n -= k  c o s  6 куринишда ифодаланишига эга эканини эслай­
лик. Бу ифоданинг узидан равшанки, чизикнинг эгрилик век ­

тори булган ~  = r = A v  векторни сиртнинг нормалига проек-
циялаганда, kn нормал эгрилик хосил килинади. Бундай про­
екция, яъни нормал эгрилик сиртнинг ички геометриясига та- 
аллукли эмас, чунки бу ерда сиртнинг „таш кариЧ идаги  я 
нормаль, 'f бурчак, v бош нормаль билан иш куришга тугри 
келаётир. Сиртни эгиш процессида kn узгаради1).

Сирт устида ётувчи Г  чизикнинг шу сирт *ичида“ канчалик 
эгилганлигини билиш максадида чизикнинг берилган М  нуктасида 
сиртга уринма /7 текислик утказиб, чизикдаги At нуктанинг 
етарлича кичик атрофини шу текисликка проекцнялаймиз. Бу 
вактда уринма текисликда кандайдир Г  чизик *осил килина­
ди. Ана шу Г  чизикнинг М  нуктасидаги эгрилиги Г  чизик­
нинг М  нуктадаги геодезик эгрилиги  дейилади ва у kg билан 
белгиланади. Адабиётда геодезик эгрилик термини билан бир 
каторда .ички (ёки „тангенциал") эгрилик* термини хам ишла- 
тилади.

*) Нормал эгриликни *озир к„ билан белгиладик.
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Геодезии чизикнинг ифодасини келтириб чикариш максади- 
да, М  нуктадаги уринма текисликда шундай бирлик те вектор 
ясаймизки, у бирлик уринма х вектор билан сирт нормалидаги 
бирлик п векторнинг векториал купайтмасига тенг булсин:

т - [ г к ]  =  [nr\. (1)
Бу вектор Г  чизикнинг нормалларидан биридир ( г  век­

торга, яъни уринмага тик булгани сабабли). Бу учта т, те, п 
вектор М  нуктада Г  чизик 
учун табиий учбклик ролини 
уйнайдн (240-чизма). Г  нинг 
ей узунлигини параметр деб 
караб, Френе формулаларига 
ухш аш  формулаларни келти­
риб чикариш мумкин.

Учта вектор, яъни эгрилик 
вектори г  =  М С  =  fcv, сирт" 
нинг нормали п  ва ясалган те 
вектор Г  чизикнинг нормал

240-чизма.

А
текислигида бтади (бунда в =  пч). Ш унинг учун, улардан 
бирини колган иккитасининг йуналиши буйича ейиш мумкин: 
М С = Ж Л ±  MG. Бу ердаги-МУ ва MG  векторларни: эгрилик 
вектори М С  нинг сирт нормалига (яъни п  нинг йуналишига) 
ва уринма текисликка (те нинг йуналишига) туширилган проек- 
циялари деб караш мумкин (241-чизма).

Ясси Г , чизик учун нормаль ролини те вектор уйнайдн. 
Равш анки, M N  =  k„n\ биз бу векторни Г  чизикнинг нор­

м ал эгрилик вектори деб  атаймиз. ЛЮ векторни геодезик 
эгрилик вектори денмиз, унинг тегишли ишора билан олин-
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ган узунлигини эса геодезик эгрилик  деб  айтаыиз. MG  ва т  
векторлар коллинеардир: MG  «- k Rm . Агар MG  ва т  бир хил 
йуналишда булса, kg > 0  деб , ва акс колда, £ * < 0 д е б  .\исоб- 
лаймиз. Шундай ^илиб,

r  =  k v =  k„n 4- k j n .  (2)

Энди геодезик эгрилик учун формула берамиз. (1) ва (2) 
дан

kg =  rm  =  г  (яг] =  г г я
келиб чикади.

Агар одатдагича в карфи билан я  ва v орасидаги бурчакни 
белгиласак, равшанки,

k„ = rn  =  k cos 6 ва /г7 =  r m =  k cos (2 —  в ) =  /г sin в 
булади . Хуллас,

kg =  k sin в =  r  г л .  (3)

•Хозирдаёк иккита муким хулосани чикариш мумкин:
1) сирт устидаги кар кандай тугри чизикнинг геодезик эг ­

рилиги нолга тенгдир (чунки тугри чизик учун k = 0 бки, ба- 
рибир, г  =  0).

2) 9 =  0 да kg =  0, яъни бош нормали сирт нормали б у й ­
лаб йуналган чизик учун *ам kg =  0.

Сирт устида ётувчи чизикнинг хар бир нуктасидаги 
геодезик эгрилиги нолга тенг булса, у чизик сиртнинг гео­
дезик чизиги дейилади.

Сирт устида бтувчи кар кандай тугри  чизик унинг г ео д е ­
зик чизигидир. Сферанинг геодезик чизиклари катта доиралар­
дан иборат булиб, уларнинг бош нормаллари сферанинг нор­
маллари буйлаб йуналгандир. Айланма сиртнинг меридиани — 
унинг геодезик чизигидир, чунки меридианнинг нормаллари 
сирт учун кам нормаль ролинн уйнайди (228-бет).

§ 108. Г еодезик  чизи клар

Олдинги параграфда сиртнинг геодезик чизиги деб, камма 
нукталарида геодезик эгрилиги kg (ва шу билан бирга, геоде­
зик эгрилик вектори MG  кам) нолга тенг булган чизикка ай- 
тилган эди. Д ем ак , сиртнинг .планиметриясида'* геодезик чи­
зиклар тугри чизиклар ролини бажаради. Хак»катан, чизикнинг 
уринма текисликка туширилган проекциясининг эгрилиги нол­
га тенг булса, бундай чизик сирт устида „энг тугри" булиб 
туйилади, яъни текисликдаги тугри чизик сингари у уз йуна- 
лишини узгартмайди. Узн эгри чизик була туриб, йуналишинн 
саклайдиган чизикни тасаввур этиш учун, t o f  этагидан t o f  те-
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пасига к'Стариладиган йулни куз олдимизга келтирайлик. Агар 
бу йул унг Ски чап томонга цайрилыаса, биз уни .туппа-туг- 
ри “ йул деб хисоблаймиз. Д емак, шу йул буйича килинган 
Харакат уз йуналишини узгартнши учун, бу йулнинг „паст- 
даги* (уринма) текисликка туширнлган проекцияси уз йунали­
шини узгартиши керак. Хуллас, чизикнинг одатдаги эгрилиги 
урнига, геодезик эгрилигини хисобга оламиз. Геодезик чизик­
нинг геодезик эгрилиги нолга тенг булгани сабабли, бу чизик 
.йуналиш и узгармас* чизикдир1).

Бу нуктаи назардан текисликнинг геодезик чизиклари тугри 
чизиклардан иборатдир.

Геодезик чизикларнинг бошка хоссаларини урганиш макса- 
дида геодезик эгриликнинг бошка формулаларини квлтириб 
чикарамиз ва геодезик чизикларнинг дифференциал тенглама- 
ларини тузамиз.

,Олдинги параграфдаги (3) формуладан фойдаланамнз. Г  чи­
зик буйлаб эгри чизикли и1, и* координаталарни s бйнинг 
функциялари деб хисоблаймиз. У холда,

г  =  г хй • +  г ,й 2,
г  =  г и  (и1)* +  2 г и й V  +  г 22 («*)* 4- г ,  й1 +  r tu*.

Кискача белгилаш усули билан бзсак, бу  икки формула 
симметрик шаклни олади: г  =  г.и*, г  — г^ и  и  +  г ли 1.

Биринчи группа деривацион формулалардан фойдаланиб 
(356-бет), иккинчи г х о с и л а л а р н и  алмаштирамиз.

г .з =  f  i>rx 4- / V ,  +  b,?n.
У холда

г  =  Г[$и u 'rx+ rliu  u?r %+ b ^u 'u }n  +  r lu1+  r tul . (1)

Энди [ г г )  ни тузамиз ва уш бу

I V i l  =  [г„  г,] =  0, [ г ^ , ]  =  — [ г , г , ] ,  \п п \ = 0 ,  

пп  =  1, Iг ,г ,1  =  — [г, г»I =  V g n ,  V g  = V gu g * i— g n

тенгликларни эътиборга олиб, rrn  аралаш купайтмани дисоб- 
лаймиз:

kg =  r r n  =  у g  (Г«’з и'и*и1— Г'ш? и и }иг4- ихи — и 'и1) (2)
бки

kg  =  V g  1м1 (и 2+  Г Ъ и 'и )  — й \и }  +  Г1}й'и*)]. (3)

*) Геодезик эгрилик термини урнига Гаусс .ён эгрилик" (боковая кри 
визна — SeitenkrO m m ung) терминини ишлатар эди.
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Геодезик эгрилик учун изланган формула шудир. Йигиш 
индексларини ишлатмасак, у куйидаги шаклни олади:

ke =  V I \ u 'u '  -  и'и* +  Н г  (Й1) * + ( 2 / ^ ,  — Г},) («»)*«»-

-  (2Г | ,  -  П„) и \ и 2)2 -  г и  (и )’]. (4)

О хирги  икки формуладан мухим натижа келиб чикади:
Сирт устидаги чизикнинг геодезик эгрилиги сиртнинг 

икки геометричсига т аалуцли булиб, фацат шу чизикнинг 
ш аклига боглицдир. У, иккинчи квадратик формата мутлако 
боглик булмаганлиги сабабли, сиртни эгиш процессида уз- 
гаржайди.

Чиндан хам (2) бки (3) формулага кирувчи Г\к символлар 
биринчи квадратик форманинг коэффициентлари оркали м аъ­
лум равишда ифодаланади ва эгиш процессида эгри чизикли 
и1, и2 координаталарнинг кийматларини узгартмасак, бу сим­
воллар уз кийматларини саклайди. Ёй буйича олинган и1, и1 
хосилалар хам узгармайди, чунки эгиш процессида ей узун­
лиги хам уз кийматини саклайди.

Геодезик чизикнинг дифференциал теигламасини хосил ки ­
лиш максадида, унинг эгрилик вектори г  учун бош ка ифода 
берамиз. (1) да гх, г ,  векторлар олдидаги коэффициентларни 
йигамиз:

г =  (и14- ы‘й9)п  +  (и2 +  ,П$ и* й?)г» +  Ь^ий9п. (5)
Бу векторларнинг уринма текисликда бтган т аш кил этувчиси 
MG  вектордир; демак, бу векторни (5) дан хосил килиш учун 
сирт нормалининг п буйича йуналган кисмини таш лаш  кифо- 
ядир:

Ж )  =  (и* +  Г\?ий3)г х +  (и2 +  Г.23и*ы3) г ,.  (6)

Геодезик чизик учун геодезик эгрилик нолга тенг ва, шу 
билан бирга, геодезик вектор хам ноль-векторга тенгдир; 
MG =  0.

Сирт устидаги махсус нукталар каралмаганлиги сабабли, 
(6) га кирувчи г ь  г ,  векторлар  коллинеар эмасдир. Демак, 
MG  вектор ноль-векторга тенг булиши учун, г , ,  г 2 векторлар 
олдидаги коэффициентлар нолга тенг булиши зарур ва етар- 
лндир:

и1 +  Г^и'и* =  0, иг + Г^й* ы3=  0  (7)
бки-

d*ul , r i du* du3 л  <Pu* , r 2 du* du* _ /о\
+ 1 ~dsГ  +  г * И Г  1 Г  =  °*  w
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i . d

ёки

Т Р + Г & ^ - О .  ( ( - 1 , 2 )  (9)

(3) дан равшанки, (7) шартлар бажарилганда: kg = 0 .
Шундай килиб, геодезик чизик буйлаб эгри чизикли и1, ы* 

координаталар 5 нинг (яъни бй узунлигининг) функциялари 
деб *исобланса, улар иккита иккинчи тартибли оддий диф ф е­
ренциал тенглама системаси булган (8) системани каноатлаи- 
тиради, ul (s),u*(s) функциялар уш бу шартни *ам каноатланти- 
риши керак:

(du l \*  , о _  du\du* , idu*\* .
^  )  + 2 ^ 1 1 ^ 5  ds +  £ и \  d s ) 1-

(8) система К о ш и  системасидир, чунки унга кирувчи Г* сим- 
воллар и \  и1 нинг тайин функцняларидир ва иккинчи тартибли 
*осилалар маълум равишда биринчи тартибли *осилалар орка­
ли ифодалангаидир. Х*кикатан, (8) ни очиб ёзайлик:

___________п  ( 4 И \ * — о п  i dJ L ?

d s* ~  1 4 \d s )  z  l i d sd s  3JU s <  '

dtv . _____ n  ( ^ \ e _  o n  (* ! 'I*
d s * -  1 u \d s )  L‘ " d s d s  1 'A d s Y

Биз бу ерда и1, и* дан эскича белгилашларга, яъни и, v  га 
кайтдик.

Бу системани текширишни осонлаштириш максадида, эркли 
узгарувчи деб *исобланган s  урнига и (ёки v)  ни олиб, ун- 
дан и, v  га нисбатан иккинчи тартибли битта дифференциал 
тенгламани *осил килиш мумкин. Ш у максадда, геодезик эг- 
риликнинг (4) даги ифодасини энди

V =  V (и)

тенглама билан берилган чизикка мослайлик.
Эркли узгарувчи *озир бизда и ( = и 1) булиб, у(=и*) унинг 

функциясидир. v нинг и га нисбатан ^осилаларини ш трихлар 
билан белгилаймиз:

, _  dv _  v  __d*v _  и v  — и V
du и du* и5

Энди (4) да и * [=  (и1)*] ни кавсдаи чикариб, 

ds=> V g-u  du% +■ 2gu du dv -+■ g n  dv*

урнига ds =  d u V  g n  +  2 g M w' +  g Mv,% ни кУйсак, уш бу му*им 
формула *осил килинади:

_  , л - v '  +  (2Г?а — Г \х) у ' — ( Я П , - П , ) у ' * - Г } ,  у ’Г (1 0 )
* * ё  (ей +  gt »'»)■.
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Бу холда геодезик чизикнинг дифференциал тенгламаси уш бу 
шаклни олади:

М аш цлар

230. КурилаСтган сиртни текислик фараз килиб, ундаги чизикнинг геоде­
зик эгрилиги одатдаги эгрилиги билан бир хил эканини исботланг.

Е ч и ш .  Бу лолда уринма текислик ламма нукта учун шу текислик­
нинг узидир, шунинг учун чизикни уринма текисликка проекциялаганда яна 
шу чизикнинг узини ^осил киламиз. (10) формула лам шу натижага бевоси- 
та келтиради. Хак«катан, текисликда Декарт ортогонал системаси танланиб 
олинса, ds* =  dx* +  dy*, яъни g u  =  g ti  =  I, g lt  =  0 булиб, g ik нинг лоси- 
лалари оркали ифодаланувчи барча Г ц к , Гц  символлар нолга тенг булади 
ва (10) формула ушбу шаклни олади:

k
у »

Бу эса ясси чизикнинг одатдаги эгрилиги учун чикарилган t фор-

м)ланинг узиднр, бу ерда у" =  0 ва демак, к =  0; шундай килиб, тугри чи­
зик хосил булади.

231. Координат чизикларининг геодезик эгриликлари учун тегишли 
формулалар берилснн.

Жавоб: (4) формулада и* =  const ва и1 =  const десак, куйидагилар ло­
сил килинади:

(**>, = ~ г ц ! г у -  (**), Г П“ ПГ$Г' (,2)и’—c o n s t '■gn) * u*—const ( g u )  *

бу ерда u 1 =  —p = ,  u*= —==■ эканлиги эътиборга олинган. Буларни нс-
V g \\ У g  13

ботланг.
232. Олдинги мисолда координат чизикларини ортогонал фа(>аз этиб 

(gu  =  0)> kg ни лисобланг.
Жавоб: Ортогонал система учун (358-бет, 215-машк):

Демак,

r i  п  _  1 д8 и
n  “  2gаз ди*' ^  2gn ди1

(k ) _  . __  _  __
s u'-conit 2 g „ l  g u  dui  V gndu*

(ks) ‘ — X 7  = -  4 =  V  *й)-* U‘ -  con.t 2g „ y  g ,t du* /  g tJ du*

(13)

233. Берилган чизикнинг одатдаги эгрилиги нормал эгрилиги билан гео- 
дезик эгрилиги оркали ифодалансин.

Жавоб: кч -  k,tn + kRm  дан

* - у т г +
Бундан: геодезик чизик учун (*g =  0!) одатдаги эгрилик нормал эгриликка 
тенг деган хулоса чикади: к = к .
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234. Радиуси а га тенг сфера устида жойлашган г радиусли айлананинг 
геодезик эгрилиги топилсин.

Жавоб: kg =
235. Профил чизиги (меридиани) * = / ( р )  чизикдан иборат айланма 

сиртдаги параллелнинг (айлананинг) геодезик эгрилиги топилсин.
Жавоб-. Айланиш уки ОХ  (яъни Ор) цисобланса,

к Г{9)
*~П>»  1+/'*(?)

булади.
236. Сферик локсодромнинг геоде ик эгрилиги топилсин.

Жавоб: kg =  — sin i  IgO.
237. Геликоид берилган:

г  =  ие ( i ) +  avk.
Унинг винт чизиклари (яъни и =  const чизиклари) нинг геодезик эгрилиги 
топилсин.

Жавоб-. kg =
238. Биринчи квадратик формаси ds1 =  du* • G(u, v) dv* шаклда берил­

ган сирт устидаги чизикнинг геодезик эгрилиги топилсин.

Жавоб: kg =  ~  * G ( v" +  ^ G uv  » +
g 1 +  Gw'*\ 2 2 G G J

§ 109*. Г еодезик  ч изи кл ар  *сони“

Олдинги параграфдагн (11) тенглама сирт устидаги /геоде-> 
зик чизикларнинг дифференциал тенгламасидир:

% - г и О ' + ® П , - П М ъ ) ‘ - Г ? , -  (1)

Геодезик чизик тенгламасини v —v (u )  шаклда изласак, (1) 
дан шуни курамизки, номаълум v (и) функциянинг иккинчи 
досиласи унинг биринчи досиласига нисбатан учинчи даражали 
купдад шаклида ифодаланади. Бу купдад (тенглама) нинг ко­
эффициентлари эса и аргументнинг ва изланган v функциянинг 
маълум (узлуксиз) функцияларидир.

Текш ирнлаётган тенглама в , ^ )  шаклдаги диф ­
ференциал тенглама булганидан, унинг интегралн иккита их- 
тиёрий узгармасга богликдир:

v -  v (и, Сь  С,).
Иккинчи тартибли дифференциал тенглама интегралининг 

мавжудлик теоремасига асосан1), бошлангич и0, v0, ( ^ )  кнймат-

*) В. В. С т е п а н о в .  Курс дифференциальных уравнений, М, 1?50, 140-
бет.
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ларни ихтиёрий равишда танлаб олиб, и = и9 кийматда номаъ­

лум v функция v9 га, унинг хоснласи эса ( ^ )  га тенг були- 

шини талаб килиш мумкин:

— I dv ( d v \
и—% *’ du и—uc du о

Бу *олда и — н0 киймат яцинида куйилган ана ШУ шартларни 
каноатлантирувчи ягона ечнмнинг борлигини мавжудлик тео ­
ремаси тасдиклайди.

Бу муло^азаларни геометрия тилида ифодалаш мумкин.

М 0(и0, ув) нукта сиртдаги бошлангич нуктани, ( ^ ’) эса у нук­

тадан чикувчи геодезик чизик йуналишини ифодалайди.
Д ем ак, сирт устидаги геодезик чизиклар икки параметрли 

оилани ташкил килиб, х аР бир М 9(и9, v9) нуктадан х<*Р бир
( j ”)  йуналишда факат биттагина геодезик чизик утказиш

мумкин. М 0(и0, v0) нукта атрофида бу чизик v — v(u) тенгла­
ма билан ифодаланади.

Сиртдаги геодезик чизикларнинг бу хоссаси текисликдаги  
тугри чизиклар хоссасини эслатади; *ар бир нуктадан б ерил­
ган йуналишда факат битта тугри чизик Утказиш мумкин.

Геодезик эгриликнинг сиртни эгиш процессида узгармасли- 
гини юкорида (§ 106) исботлаган эдик. Д ем ак, сирт устидаги 
чизик учун £? =  0  булса, сиртни эгишдан кейин *ам, бу kg 
нолга тенглигича колади. Хуллас, эгиш процессида геодезик 
чизиклар яна геодезик чизиклигича колади, бундан эса геоде­
зик чизик тушунчаси сиртнинг ички геометриясига т аал- 
л у к л и  деган натижа келиб чикади.

Бу натижани ейилувчи сиртга татбик этсак, у холда ейи­
лувчи сиртни текисликка еткизганда, бу сиртнинг геодезик 
чизиклари текисликнинг тугри чизикларига алмашинади деган 
хулосага келамиз.

М исоллар . 1) Айланма сиртнинг геодезик чизикларини то- 
пайлик. Унинг чизикли элементи ds* = du* +  f d v x днр, бунда 
и — меридиан бйи, v — узоклик (бурчак), (р эса параллел6 ра­
диуси булиб, и нинг тайин функциясидир1). Бу ерда £ ц = 1 ,  

ё а  *= Р* Хрнстоффелнинг Г ? , ,  Г?3, Г?22 символларини 
тегишли ф ормулалар буйича ^исоблаш мумкин (358-бет, 215- 
машк).

П  =  О  Г  =  —  Г 2 — 0— U, / 1а — р » / 22 — v.

l) [1 + / ’*(?)]<*?* ни эслатиб утамиз.
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Олдинги параграфдаги (8) тенгламаларнинг иккинчисига муро 
жаат килайлик:

Бу тенглама уш бу шаклни олади:
d*v _i_-,ju d u d v _ ~  
ds* +  t  ds ds =  U*

Буни интеграллаш учун икки томонини р’ га купайтирамиз:
.  d*v . 0  dudv п

Р в л *  +  2Р Р « * й Д “ °-

Бу вактда тенглама куйидаги шаклни олади:

бундан .биринчи интеграл* хосил килинади:

Рв й “ с«» ci = const- (О

(1) тенглама биринчи тартибли дифференциал тенглама булиб, 
уни интеграллаш кийин эмас:

р* dv  =s ctds  =  Ci V d u % +  p* d v1

ёки, ихчамлаштиргандан кейин,
ctdu

* °  =  T 7 ? - ' Y -
демак,

f  du

v =  e , i W ¥ = W +  c>- (2)
Конкрет айланма сирт берилса, унинг хамма геодезик чизик­
лари шу (2) тенгламадан аникланади. (2) тенгламага иккита 
С] ва с, узгармас киради.

.Биринчи интеграл" (1) — аж ойиб геометрик маънога эга. 
Сиртнинг чизикли элементида u = c o n s t  фараз килинса, dsu=*pdv 
Хосил булади, бу эса параллель Сйининг днфференциалнни бе­
ради. Геодезик чизикнинг ейн B C ^zd s,  параллел нинг бйи 
A B zsp d v  ва меридианнинг АС  ейн билан хосил килинган 
.тугри  бурчакли* ABC  учбурчакдан курамизки, s in  9,

бунда 9 — геодезик чизик билан меридиан орасидаги бурчак- 
дир (242-чизма). Энди (1) тенглама

р sin 9 ** ct  (3)

25 Дифференциал геометрия курси
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242-чизма.

куринишни олади. Агар р нинг бу ерда сирт нуктасидан айла- 
ниш укигача булган масофа эканини эътиборга олсак, ( I )  
тенглик Клеро томонидан 1733 йилда исботланган уш бу теоре- 
мани ифодалайди:

Айланм а сирт устидаги бирор чизикнинг геодезик чизикдан 
иборат бЧлиши учун, бу чизиц билан меридиан орасидаги

бурчакнинг параллел радиусига к$- 
пайтмаси узгармас булиши зарур ва 
етарлидир.

Р sin 6 =  const, шу сабабли айланма 
сиртдаги геодезик чизик меридианлар 
билан кесишиб, параллелнинг радиуси 
камайган сари меридиандан узоклаш а 
боради. Унинг меридиан билан ташкил 
Килган 8 бурчагининг синуси уккача бул­
ган масофага тескари пропорционалдир.

Геометрик мулодазалардан айланма 
сирт меридиани бу сиртнинг геодезик 
чизиги эканини юкорида аниклаганэдик 
(меридиан нормали сирт нормали буйи­

ча йуналганлигини эсланг). Бу фактга 
соф аналитик йул билан дам келиш мумкин: (3) тенгликда 
сх =  0  десак, 6 =  0  булади.

2) Доиравий цилиндрнинг геодезик чизиклари унинг ясов- 
чилари билан винт чизикларидан иборатдир.

Хакикатан, доиравий цилиндр учун р =  const булганлиги 
сабабли, Клеро теоремасидан 0 =* const деган хулоса келиб чи­
кади, яъни геодезик чизиклар цилиндр ясовчиларини бир хил 
бурчак остида кесиб утади, демак, улар  винт чизиклардир.

3) Умумий цилиндрик сиртнинг геодезик чизиклари унинг 
устидаги бн багир чизиклардир, чунки цилиндрик сиртни т е ­
кисликка бткизганда бн багир чизик тугри чизикка алмашинади.

4) Силлик сирт устида харакатланувчи моддий нуктага таш - 
ки кучлар  таъсир этмаса, бундай нукта геодезик чизикни чиза 
боради.

Буни исботлаш учун, нуктанинг сирт устида килган хара- 
катининг умумий тенгламасини бзамиз:

m £ t  =  F +  R n - r  \R\x,

бунда F —  ташки куч, R — сиртнинг (нормал) реакцияси, ц — 
ишкаланиш коэф ф ициенту л — сирт нормалининг бирлик век­
тори, х — траекториянинг^бирлик уринмаси.

Энди:
dr drds • ds
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тенгликдан:
<?г , •«££
4*  “  г и < /  г л»

*осил булиб, курилабтган *олда F =  О, шу сабабли юкоридаги 
тенглама уш бу шаклни олади:

m(ir (S)*+  “ Л* — |-Rlг.
Бу тенгламанинг иккала томонини \гп\ га скаляр  купайти- 
риб, уш буни *осил киламиз:

г г п  =  0,
бу тенглама эса геодезик чизикнинг дифференциал тенглама- 
сидир |378-бет, (3) тенглама].

5) Силлик сирт устида бтган ва огирлиги эътиборга олин- 
маган ип шу сирт устида харакат килиб, ундан четга чика 
олмайдиган булсин. Агар бу ип сиртга маълум куч билан тор- 
тилган *олда мувозанатда булса, у геодезик чизик шаклини 
(формасини) кабул килади (ипга тортилиш кучи билан сирт 
реакциясидан бошка куч таъсир этмайди деб фараз этилади).

Хакикатан, тортилиш кучи Т билан белгиланса, бу куч 
ипнинг уринмаси буйича йуналган булиб, 7т га тенгдир (бу 
ерда t  — бирлик уринма). Хар бир нуктадаги тортилиш куч* 
ларининг тенг таъсир этувчиси d(Tx) = ->dT +  Tdr дан ибо- 
ратдир. Ип мувозанатда булгани сабабли, бу тенг таъсир 
этувчи куч сиртнинг каршилиги билан мувозанат *олатга ке* 
лади (йуколади); силлик сиртнинг каршилиги (яъни тенг таъсир 
этувчи) факат нормаль буйлаб йуналгандир. Шу сабабли, 
d(T-z) вектор п нормаль буйича йуналган булиб, демак, 7 га 
тикдир, бундан эса унинг i d T  ясовчиси нолга тенг деган 
хулоса чикади, яъни d T  =  0 ва Т =  const. Шундай килиб, 
Td т векто р си р тн и н г  нормали буйлаб йуналган, шу сабабли

d t\ \n  б к и ^ Ц я ,  яъни г || я ;  бундан, чизикнинг бош (v) нормали
п га коллинеар деган хулоса чикади. Д емак, ип геодезик чи­
зик формасини (шаклини) олади1). Айтганимиз исботланди.

§ 110*. Ярим г е о д е з и к  систем а. Экстрем ал  х о сса

Сирт устидаги геодезик чизиклар икки параметрли оилани 
ташкил килишини ва иккинчи тартибли дифференциал тенгла-

*) М. Т. У р о з  б о е в, Назарий механика, Тошкент, Уздавнашр, 1950. II 
цисм, § 136.
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ыадан аникланишини курган эдик. Аммо бу тенглама айрим 
холлардагина охиргача интегралланади. Шунга карамай, тенг­
ламани интегралламасдан туриб, сирт устидаги геодезик чи­
зикларни „сифат жихатидан* анализ кнлиш мумкин. Бундай 
анализни олиб бориш учун эгри чизикли координаталарни те- 
гишинча танлаб олиш катта роль уйнайди.

Сирт (ёки сирт устида жойлашган U  соха) даги геодезик 
чизикларнинг бир параметрли оиласини олайлик. Бу оилага 
нисбатан кУйилган талаблардан бизга хозир керак булгани шу- 
ки, U  соханинг хар бир нуктасидан битта геодезик чизик Ута­
ди, яъни соха ичида оила чизиклари кесишмайди (соханинг 
ташкарисида кесишса майли). Соха ичидаги хар бир нуктадан 
хар бир йуналишда факат битта геодезик чизик утгани учун 
бундай оила .геодезик  чизиклар майдони‘ ни таш кил килади 
деб айтилади.

Бир параметрли оиланинг геодезик чизикларига ортогонал 
булган чизиклар оиласини хар вакт топиш мумкин (246-бет, § 79). 
Ана шу икки оилани координат чизиклари сифатида танлаб 
олайлик; бу вактда координат турига карашли битта оила 
геодезик чизицлардан, иккинчиси эса уларнинг ортогонал 
траекторияларидан  иборат булади. Бундай координат тури 
ярим геодезик тур  ва тегишли система эса ярим геодезик 
система дейилади.

Текисликда кутб снстемага карашли икки оила (тугри чи­
зиклар дастаси ва уларга ортогонал айланалар оиласи ярим 
геодезик системани, шунинг сингари, айланма сиртда мериди- 
анлар (геодезик чизиклар) ва параллеллар ярим геодезик тур ­
ни ташкил килади.

ы1 чизиклар (яъни и* = v =  const) сифатида геодезик чи­
зикларни ва и* чизиклар (яъни и1 *= и =  const) сифатида бу 
геодезик чизикларнинг ортогонал траекториялариии кабул ки­
ламиз. Бундай системада сиртнинг чизикли элементи содда 
шаклни олади: ds* =  g v du* +  g i t dv*, бу ерда v =» const гео­
дезик чизик булгани учун, 382-бетдаги (И )  тенгламада dv  =  О, 
d*v =  0  фараз этсак,— Г^х — 0 келиб чикади (§ 108). U  соханинг 
хамма нукталарида:

Координат турннинг ортогоналлик шарти g  1( =  0  ни эъти­
борга олсак, Г \1 нинг ифодаси (382-бет, 232-машк) содда- 
лашади:

=  0, g u  -  0 (1)

Д ем ак , (1) шарт п  __ 1 dgu
» 1 А,,2gu  dv
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шартига эквивалент, яъни g u  коэффициент факат и нинг ф ун к­
цияси (у га богланмаган) булади. Хуллас,

ds* =  g n (и) du2 +  g n  (и, v) d v1.

Бу ифодани яна хам соддалаштириш мумкин: и чизик ( i '= c o n s t )  
нинг бйи:

J  V  g n  (и) du
булиб, у факат и га богликдир. Бу интеграл брдами билан 
и узгарувчи урнига янги I узгарувчини киритамиз, бирок 
харфлар сонини орттирмаслик максадида уни яна и билан 
белгилаймиз. У холда:

ds2 =  du2 +  g„  (и, у) d v2. (2)

Ярим геодезик системада ds2 мана шу шаклни олади, яъни 
ё и  =  1. £ и = 0.  Бирор геодезик чизик буйлаб харакат кил- 
ганда, V  =  const булиб, у 
холда ds =  du, бу эса янги 
и параметрнинг геодезик 
чизик учун ей узунлиги ро- 
лини уйнаганини курсатади 
ва и — а, и — Ь га мос ке- 
лувчи иккита ортогонал 
траектория орасидаги и чи­
зикнинг узунлиги b — а га 
тенг деган хулосага келти- 
ради. Бу узунлик v га бог­
лик булмаганлигидан, у, шу икки траектория орасидаги хамма и 
чизиклар (о =  const) — геодезик чизиклар учун бир хил эканини 
курамиз.

Бу мулохазалар геодезик чизиклар оиласининг ортогонал 
траекторияларини геодезик параллеллар  деб аташга асос б е ­
ради. Иккита траектория орасини геодезик чизик ёйи билан 
улчаганда бир хил „масофа* хосил килинади.

Бу хосса текисликдаги параллел тугри чизикларни эслата- 
ди: уларга тик булган хар к*идай икки тугри  чизик улардан 
бир хил кесмалар ажратади.

Сирт устида курилган ярим геодезик система ва чизикли 
элементнинг (2) ифодаси, геодезик чизикларнинг экстремал хос- 
сасини исботлашга имкон беради. Кискача (лекин аниксизрок) 
килиб айтганда, сиртнинт А ва В  нукталаридан утувчи геоде­
зик чизик £йи, шу нукталардан утувчи хар кандай бошка 6й- 
дан кискадир (243-чизма).

А ва В  нукталардан геодезик чизик Утади деб фараз ки­
лайлик. Бу чизикни геодезик чизикларнинг бир параметрли 
оиласи таркибига киритамиз ва уларни ярим геодезик систе-

878
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манинг координат чизиклари (и =  const) сифатида кабул ки- 
ламиз1).

Бу шартлар бажарилса, куйидаги теоремани исботлаш мум-

Агар берилган геодезик чизикнинг А ва унга етарлича 
яцин В нуцт аларини туташтирувчи ёйини геодезик чизик­
лар майдонига киритиш мумкин булса, бу АВ ёй А ва В  
нукт аларни туташтирувчи бошца ёйларга Караганда энг 
цис/уа масофани бераои.

И с б о т .  Юкорида олиб борилган мухокамаларга мувофик, 
берилган геодезик чизикни А  нуктанинг етарлича кичик ат­
рофида ярим геодезик системанинг и (v  =  const) чизиги деб 
караш мумкин. и параметрнинг А ва В  нукталарга мос келган
кийматлари a па b булса, бизга маълумки, AB =  b — a](b>a  
деб хисоблаганда) булади.

Энди шу А ва В "нукталардан утиб, геодезик чизикка якин 
турган бошка бирор чизикни оланлик. Унинг бйи уш бу интег- 
ралга тенг:

чунки g : t  =  ' ' o > 0 .  Унг томондаги интегрални бахолаймиз;ин 
тегралнинг маълум хоссасига кура, уш буни’ бза оламиз:

Агар А В  бйда и параметр хамон уса борса ( d u > 0) у холда
(4) муносабатда тенглик ишорасини ёзамиз, и тебраниб тур­
ган холда эса >  ишорасини ёзамиз.

Хуллас, (3) ва (4) дан

хосил булиб, шу билан теорема исботланади.
Исбот вактида АВ  ейни геодезик майдонга киритиш мум- 

кинлиги ва А, В  нукталарнинг бир-бирига якинлиги кузда ту- 
тилиши керак эди. Бу шартлар бузилса, теорема уз кучини 
йукотншн мумкин. Мисол тарикасида сферанинг геодезик чи- 
зигини — катта дойра айланасини олайлик. Бу айланадаги ик­

ки н:

в в
5 =  j  К  du* +  g 2t(u, v) dv* >  j  I du I, (3)

A A

(4)

в

A

1) Бу муло*азаларимиз жиддийлик талабига жавоб бермайди. Тегишли 
фактларнинг жидяий исботн китобиыизнинг чегарасндан ташкарига чикади. 
Биз бу ерда аёний м\ ло.\азалар билан кифояландик.
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кита А ва В  нукта уни икки кием га булади (биз А ва В  нук­
таларни диаметрал карама-карши нукталар эмас деб фараз кн- 
ламиз), уларнинг бири ярим айланадан кам, иккинчнеи ортикдир. 
Биринчи кием энг киска масофани беради, иккинчиси эса бун­
дай хоссага эга эмасдир: геодезик чизикнинг ярим айланадан 
ортик булган ейини геодезик чизиклар майдоннга киритиб бул- 
майди, чунки бундай ей билан кесишмайдиган битта хам кат­
та дойра йукдир,

МАШКЛАР, ИЛОВАЛАР

239. Геодезик чизикнинг *ар бир нуктасидаги эгрилиги, шу нуктада бу  
чизикка уринувчи бошка *амма чизикларнинг эгрилигидан камдир, яъни у, 
сирт устида .мумкин кадар* кам эгилган чизикдир.

И с б о т .  Чизикнинг эгрилик вектори г  узининг иккита проекцияси би­
лан, яъни нормал эгрилиги k„ ва геодезик эгрилиги kg билан тула аникла- 
нади. Уринмаси умумий булган *амма чизикларнинг нормал эгрилиги бир 
хил (Менье теоремасини эсланг). Демак, геодезик эгрилик цанча кам булса, 
чизикнинг эгрилиги лам шунча кам булади.

240. Айланма сиртнинг геодезик чизикларини туларок текширайлик. 
Уларни характерловчи psin 0 =  муносабатдан | еж | <  рни топамиз; демак, 
геодезик чизик айланиш укига р =  ci масофадан якинрок келмайди. Айлан­
ма сиртнинг =  а (максимал) ва р =  Ь (минимал) параллеллар орасидаги 
со*асини куздан кечирайлик.

it
а) Ci =  а булса, р =  а ва 9 =  параметри а га тенг геодезик чизик

энг катта параллелнинг узидан иборат, чунки у, меридианга р =  а нуктада 
уриниб, унга тикдир.

71
б) Ь <  сг <  а булса, геодезик чизик р =  а параллелни тр — в0 бурчак ос

тида кесиб утади (sin 0О =  ^  р камайнши билан, ~  каср ва демак, sin О
(яъни в бурчак) орта боради. Геодезик чизик р =■ Ci параллелга уринади

я \
(чунки бу лолда яна 0 =  - к ). Бу геодезик чизик оркага кайтиб, энг катта 

я
параллелни яна у  — во бурчак остида кесадн: сунгра р =  ct параллелгача
бориб, унга урингандан кейин оркага кайтади.

в) <, =  Ь кийматда геодезик чизик энг кичик р =  b параллелдан иборат 
булади, чуики бу лолда меридианга р =  b нуктада утказилган уринма айла­
ниш Укига параллелдир; сиртнинг нормали эса параллелнинг текислигида 
бтади.

О да геодезик чизик р «= а параллелдан пастга тушиб, энг кичик

р =  Ь параллелни у  — в, бурчак (sin в, =  у )  остида кесиб Утади ва ундан
кейин р =  Ci параллел билан кесишгунча давом этади. 

д) Ci =  0 да геодезик чизик меридианнинг узидир.
241. Гаусснинг геодезик айланалари. Сиртнинг берилган (одДиЙ) Af, нук­

тасидан чиккан цамма геодезик чизиклар ва уларнинг ортогонал траектория- 
лари ярим геодезик системани ташкил килади (нега?). Бу системада ds* =  
=  du* +  g :t (a, v) dv*, бунда а — геодезик чизик ёйидир; бу цолда геодезик 
параллеллар (ортогонал траекториялар) маркази М  нуктадаги айланалар- 
дан, яъни ёпик чизиклардан иборат булади. Бу айланалар Гаусс айланалари
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дейилади. Уларнинг М0М радиуси и га тенг. Курилган снстемада М  нукта­
нинг координаталари и, v булиб, улар текисликдаги кутб системани эслата- 
ди (ds* = dp* + p*d<f*). Шу сабабли, М0 нуктадаги геодезик чизиклар даста- 
си ва уларнинг ортогонал траекториялари (Гаусс айланалари) г е о д е з и к  
к у т б  с и с т е м а с и  дейилади. Бу ерда и, v  координаталар р, ? ролини уй- 
найди (нега?). Агар параметр сифатида и чизикка (и,=  const) Mt нуктада 
утказилган уринманинг .бошлангич* г# =  0 чизик билан ташкил килган бур- 
чагини олсак, кутб система билан булган ухшашлик яна кучаяди.

Геодезик кутб системанинг махсус нуктаси Mt  дир (нега?); унга и =  О, 
v  =  0 мос келади. Энди и -* 0 фараз килиб, куйидаги исботлансин:

*” * 0' т 2 * 1'
Е ч и л и ш .  Координат бошини М  нуктага кучириб, Ох уки сифатида 

v =  0 чизикка утказилган уринмани олиб, Ог Укини сиртнинг шу нуктадаги 
нормали буйича йуналтирамиз. Бундай параметризацияда Af0 (0, б) нукта 
махсус булиб, унга якин Af нуктанинг х , у, г координаталари учун ушбу- 
ларни досил киламиз:

х  =  и cos v  +  «j, у = и sin v  +  t3, е =  X u* +  t3,

бу ерда «j, i | ,  t3 лар и га нисбатан камида учинчи тартибли чексиз кичик, 
X факат и га боглик, * эса сиртдаги М  нуктанинг уринма текисликкача ма- 
софасн. Бу тенгликлардан

g n  =  G (u, v) =  х \ +  y l  +  г1 =  и* +  т).

Сунгги ифодага кирган ц дам и га нисбатан камида учинчи тартибли чексиз 
кичикдир. Бу ердан:

d yrG (О, V) /с\
G (0 ,v )  = 0, д Ки ■= 1. <5>

Тулик эгриликнинг К  =  — у Ь =г ифодасидан ёки унга тенг кучли

ушбу
d* / 5 ‘
—du* =  — K V  G

ф одадан яна иккита муносабат досил килинади:

d* V  G (0, г) _  d* VG  (0, t.) _  „  
да*, ' du* *’

буида / f , — сиртнинг М (0, 0) нуктадаги Гаусс эгрилигидир.
Юкоридагиларни зътиборга олиб, У G ни и =  0  атрофида и нинг дара- 

жалари буйича ёйиш мумкин:

V  G =  и] — и* +  . . .

М  нуктадан утиб, узгармас геодезик масофага эга булган чизик геодезик 
айлана дейилади. Унинг узунлигини С билан белгиласак:

2«
С =  j  / G d v
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бки

лосил булади, унг томондаги t кУшилувчи и га нисбатан учинчи тартибли 
чексиз кичикдир.

242. Дарбунинг геодезик айланаси деб, геодезик эгрилиги узгармас бул­
ган чизикка айтилади. Бу чизиклар, умуман айтганда, бпик эмас (цилиндр- 
даги винт чизиклар сингари). Айланма сиртнинг параллеллари Дарбу айла- 
наларидир (нега?). Шарда Дарбу ва Гаусс айланалари орасида фарк булмас- 
дан, улар одатдаги катта доиралардир.

243. Сирт устида ярим геодезик система урнатилган булса (ds*— du.1 -I- 
+  геодезик чизикнинг теигламасини уш бу шаклда ёзиш мумкин:

бунда а — берилган геодезик чизикнинг v  =  const чизик (яъни и оила чизи- 
fh) билан ташкил килган бурчагидир. Жумладаи, а =  const булса, бундан 
олдинги ыасаладаги натижа келиб чикади. Буларни исботланг.

244. Факат ясси геодезик чизик шу вактнинг узида яна эгрилик чизиги 
лам булиши мумкин. Буни исботланг.

К у р с а т м а .  Геодезик чизикнинг бош нормаллари сирт нормаллари буй­
лаб йуналган; бу нормаллар эса, факат ясси чизик учун ейилувчи сиртни 
лосил килади.

245. Берилган фазовий чизикнинг ламма эволюталари бу чизикнинг 
кутбий сирти учун геодезик чизиклар ролини уйнайди. Буни исботланг.

246. Берилган йуналишдаги геодезик чизикнинг бурилмаси, шу к у н а- 
л и ш д а г и  г е о д е з и к  б у р ил м а дейилади. Унинг ифодаси келтириб 
чикарнлсин.

К у р с а т м а .  Френенинг иккинчи формуласидан ушбуни лосил киламиз:
-  _  - d n

0 =  ag =  р геодезик чизик учун •» =  ±  л; демак, ag =  ±  р jg , аммо

|Г =  [х 7 ]  =  ±  [ ^ л ] ,  шу сабабли:

247. Сиртнинг лар бир нуктасидаги х, [я, т  (бунда: т  =  [я г ]}  век­
торлардан s  буйича олинган т, т, п лосилалар учун формулалар келти­
риб чикарнлсин.

Охирги формуладан олдинги машкдаги натижа чикарнлсин.
К у р с а т м а .  я» =  [яг) ни дифференциаллаб, натижани л га скаляр ку- 

пайтирилсин.
248. Сиртнинг чизикли элементи берилган: ds* = v  (du* + dv*). Унинг 

геодезик чизиклари (в, и) текисликда параболалардан иборатдир. Буни ис- 
ботланг.

da
ds =

d l'g n
ди

drdnn

Жавоб: х =  ил» — ?я, т  =  — а х +  7л, я =jix — 7*1, бу ерда:

я =  -т  =  — mx =  kg — геодезик эгрилик,
».».

■1 =  п г =  — тя =  kn — нормал эгрилик.

7 =  т п  =  — пт  — ag — геодезик бурилма.
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249. Чизикли элементи
ds* =  [¥ (и) +  ф (и)] (do* +  dv*)

куринишга эга булган сирт Лиувил сирти дейилади. Унинг геодезик чизик­
ларининг дифференциал тенгламаси квадратураларга келтирилади:

Г du 4. Г —  и
J  У <? (о)—с ±  J  K<jT(v)+c + 

бу ерда с ва ct — узгармас. Буни исботланг.

§ 111*. Т ули к  эгрилиги  у згар м ас  си ртлар  д ац и д а
Сирт устида ярим геодезик системанинг тайинланиши ту ­

лик (Гаусс) эгрилиги узгармайдиган сиртларни синфларга аж- 
ратишга ва уларнинг турли хоссаларини урганишга имкон бе­
ради.

Аввало тулик эгрилиги (К  =  const) узгармайдиган сиртнинг 
биринчи квадратик формасини топиш масаласини кУям из-

Юкорида айтилгандек, и чизиклар (и =  const) сифатида ге ­
одезик чизикларни ва v чизиклар (ы =  const) сифатида улар­
нинг ортогонал траекторияларини оламиз. Ундан ташкари, и 
параметр геодезик чизикнинг бйини билдирса, ярим геодезик 
система досил булади; бу системада (389-бет):

ds* =  du* +  G (и, v )d v *.

Агар и =  0  геодезик чизикни, v эса унинг бйини билдир­
са, ds =  dv  дан

0 ( 0 . 0 ) = ! ,  ~  0  (1>

ни досил киламиз. Бирок бизда v =  0  нинг узи дам геодезик 
чизикдир. и =  const чизикнинг [382-бет (13)] геодезик эгрили- 
гининг ушбу:

(Л,)-*™» =  2gift

ифодасидан =  0, яъни д 1 — 0 деган хулосага ке-
ламиз1).

Тулик эгрилик ифодаси куйидагича эди:

к ____ . j _ t>* / G  (2)
А -  V G ди* 1 ’

Уч долни текширайлик.

») g „  урнига G ни олганимизни ва сиртнинг етарлича кичик кисми би­
лан иш кураётганлигимизни эсда тутамиз.
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1) К  =  0 — сиртнинг Гаусс эгрилиги нолга тенг, бу холда
d* VG
ди* = 0,

бундан / о  =  <?(у) +  ф (и)ы, бу ерда <? (и), ф (у) — ихтибрий 
функциялар. Бошлангич (1) шартларни назарга олсак, <р(и) =  1 
ва ф (и) =  0. Д емак,

ds* =  d u  +  d v * 1). (3)

Тулик эгрилиги нолга тенг булган хамма сиртларнинг биринчи 
квадратик формаси (3) куринишга эга.

2) Тулик эгрилиги мусбат (узгармас) булган сиртни олай-
лик: /e =  J f > 0 .  (2) дан:

а* ^  +  ‘ f f -O i
узгармас коэффициентли бу иккинчи тартибли дифференциал 
тенгламанинг ечими:

v G — V (v) cos ~  +  ф (у) sin

Бошлангич (1) шартлардан фойдалансак, бу ерда хам ? ( и )  =  1 
ва ф(о) =  0  эканини курамиз; демак, \ rG =  cos - j .

Тулик эгрилиги мусбат ( = - t )  булган барча сиртларнинг 
биринчи квадратик формаси уш бу куринишга эга:

ds* =  du* +  cos* ~  dv1. Wа
3) Тулик эгрилиги манфий (узгармас) булган сирт учун 

К = —  а* < 0  тегишли дифференциал тенглама ушбудан ибо­
рат:

Унинг ечими:

.  д* I' G л
а - f f i i-  -  У °  =  °-

/ О  =  «р (г») ch  ^  +  «1» ( у) sh у ,

бу ерда хам tp (и) =  1 ва ф (у) =  0 эканлигига ишонч хосил 
Килиш кийин эмас. Тегишли форманинг шакли куйидагича:

ds* =  du* 4- ch* dv*. (5 )

Учала холда хам, хосил килинган дифференциал тенглама- 
нинг бошка ечимларга эга эмаслигини исботлаш осон.

*) f* (t>)dv* Урнига соллалик учун dv* ёзилган.
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Хуллас, Гаусс эгрилиги узгармас булган сиртларнинг чизик­
ли элементлари ушбулардан иборат:

1) К  =  0 да ds* -  du* 4- dv*,
2) К  =  ат >  0 да ds* =  du* +  cos*-^ dv*,

3) К — — < 0  да ds* = du* +  ch* — rfa*.7 e* a
Энди куйидаги теоремани исботлаймиз.
Теорем а. Ту лиц  (Гаусс) эгриликлари узгармас булган икки  

сиртдан бирини иккинчисига ётцизиш (эгиш) мумкин були­
ши учун, уларнинг бундай эгриликлари тенг булиши зарур ва 
етарлидир.

И с б о т .  Хакикатан, тулик эгрилиги узгармас сиртнинг 
чизикли элементи шу эгриликнинг к»ймати билан тула аник- 
ланади; демак, икки сиртнинг эгрилиги бир хил булса, улар- 
нинггчизикли элементларини бир хил шаклга келтириш мумкин. 
Бу эса сиртлардан бирини иккинчисига бтцизиш (эгиш) мумкин- 
лигидан дарак беради (§ 81). Иккинчи томондан, Гаусс теорема- 
сига кура, тулик эгриликларнинг бир хил булиши сиртларнинг 
бир-бирига эгилувчаилиги учун зарурий шартдир.

Гаусс эгрилиги нолга тенг булган ^амма сиртларни текис­
ликка бткизиш мумкинлигини биз илгаридан биламиз.

Юкоридаги теоремадан кизнц натижалар келиб чикади:
эгрилиги узгармас ва мусбат (^  =  ^ > 0 ]  булган хвмма сирт­
ларни эгиб сферага бткизиш мумкин. Бунда 5  сиртдагн М  (и, v) 
нукта сферадаги М ' [ ^ ,  -'j нуктага алмашиниб М ' нукта учун

ва - j  кенглик ва узоцлик ролини бажаради (шакл чизинг);
шу координаталарга нисбатан сферанинг чизикли элементи айнан
(4) куринишга эгадир. Агар икки сирт S  ва S ' шундай хоссага 
эга булса, уларни хам бир-бирига эгиб бткизиш мумкин.

Бу икки сиртни бир-бирига (локал равишда) бткизиш усули 
биттами, деган сурокни кУйиш табиий. Бу сурокнинг жавоби 
салбийдир, чунки узгармас ва бир хил Гаусс эгрилигига эга 
булган икки сиртни бир-бирига чексиз куп усуллар билан 
бткизиш мумкин.

Хакикатан, 5  ва S ' сиртларнинг хар бирида и =  0 чизик 
сифатида ихтибрий чизиклар олинади; шунингдек бу чизиклар- 
даги бошлангич нукталар (масалан, v =  О нинг нукталари) хам 
ихтибрий тайинланади. Д ем ак ,  иккала сиртнинг нукталари 
орасидаги мосликни шундай усул билан урнатиш мумкинки, 
бу сиртлардаги ихтибрий икки М , М ' нукта ва улардан чнкувчи 
ихтибрий икки йуналиш а, л' (масалан, и =  0  га мос геодезик 
чизикларнинг йуналишлари) бир-бирига мос келадиган булсин.
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Юкоридаги мухокамалар эгрилиги мусбат узгармас булган 
сиртларга тааллукли эди. Лекин айтилганларнинг хаммаси эгри­
лиги манфий узгармас булган, яъни чизикли элементи (5) 
шаклда берилган сиртларга хам тааллуклиднр: бундай сирт­
ларни кирраси (уринма узунлиги) нинг радиуси а га тенг 
п с е в д о с ф е р а г а  эгиб бткизиш мумкин (234-чизма). Бу нати- 
жалардан яна бир мухим хулоса чикара оламиз.

Эгрилиги узгармас сиртдаги бирор М  нуктанинг етарлича 
кичик атрофини текширайлик. Бу атрофни хаблнмизда сиртдан 
ажратиб олиб, уни эгамиз ва яна шу сиртга шундай килиб 
бткизамиэки, М  нукта сирт устидаги ихтибрий нуктага 
тушсин. Ж ум ладан, М  нуктани яна уз жойига кайтариб, ундан 
чиккан бирор а Ауналишни мутлако ихтибрий в' йуналиш билан 
устма-уст тушириш мумкин.

Д емак, эгрилиги узгармас сирт устидаги хор кандай 
фигурани эгиб, шу сирт буйлаб силжитиш, яъни ундаги 
хар кандай фигурани уз-узига тенглигича колиш шарти 
билан харакат лантириш  мумкин. Француз математиги 
Э. К а р т а  н бундай холларда фигуралар э р к и н  х а | р а к а т -  
ч а н л и к к а  (свободная подвижность) эгадей д и 1).

Бу жумлани куйидагича тушунамиз. Каралабтган сиртдаги 
фигуранинг хар кандай нуктасини сирт устидаги исталган нукта 
билан ва шу нуктадан чиккан хар кандай йуналишни исталган 
бошка йуналиш билан устма-уст тушириш мумкин булгани 
учун, бу фигура илгарилама ва айланма харакатда була олади. 
Шундай килиб, фигуранинг текисликдаги харакати к<»нчалик 
эркинликка эга булса, унинг эгрилиги узгармас сиртдаги хара­
кати хам шунчалик эркинликка эга булади. Бундай хол факат 
эгрилиги узгармас сиртлар учунгина юз беради, чунки сирт­
даги бирор М  нуктанинг атрофини урнидан кузгатиб, шу сирт­
даги исталган бошка нукта атрофига бткизиш мумкин булса, 
Гаусс теоремасига асосан, мос нукталарда тулик эгрилик бир 
хил кийматга эга, яъни К — const булиши керак.

М уфассалрок мухокамалар курсатадики, тулик эгрилиги 
узгармас сиртдаги фигуранинг харакати .учта эркинлик дара- 
жасига эгадир. Эркинлик даражаси иккита була олмайди. 
Эркинлик даражаси битта булган холда, сиртлар айланма 
сиртлардангина иборат булади1).

Сирт устидаги фигуранинг .харакати"  бу ф игура таркиби- 
даги чизиклар узунликларини ва бурчакларни .бузмайди*, яъни 
ички геометрия нуктаи назаридан дастлабки холатдаги фигура 
хосил килинган фигурага .тенгдир* (.конгруэнтдир*).

*) Э. К а р т а н ,  Геометрия римановых пространств, М., ОНТИ, 1936, 
114— 115-бетлар.

*) Муфассалрок: М. Я. В ы г о д с к и й. Дифференциальная геометрия, 
Гостехиздат, М., 1949, § 8 5 .
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Бу мулодазалар  шундан дарак берадики, эгрилиги узгар­
мас сиртда, элементар планиметрия сингари, геометрия куриш 
мумкин. Биз бу ишнн бажардик десак, хато кнлмаган буламиз. 
Эгрилиги мусбат узгармас сиртнинг ички геометрияси с ф е р и к 
г е о м е т р и я д и р .  Эгрилиги манфий узгармас сиртнинг ички 
геометрияси улуг рус олими Н. И. Л о б а ч е в с к и й  (1792— 
1856) яратган геометрик системанинг планнметриясидир (бу 
дакда § 113 га каралсин).

М аш цлар

250. Сферадаги М нукта учуй и ни меридиан деб караб, уни экватордан 
бошлаб лисобласак ва параллель радиусини р га тенг десак, у лолда

и
р =  acos -  булади (а — сфера радиуси). Буни исботланг ва ds* =  du* +
-+■ р* dv* нинг ифодасини сферанинг биринчи квадратик формаси билан солиш- 
тиринг.

251. Тулик эгрилиги k = — булган сирт (псевдосфера ёки унга эгилув- 
чи сирт) учун (5) ифодадан ташкари, ушбуни исботланг:

I G =  <р (v) е “ +  ^ (v)e  v.
Бошлангич шартлар яна tp (v) =  1, ф (и) =  0 га келтиради.

252. Псевдосферанинг чизикли элементи ушбу шаклга келтнрилси

Е ч и л и ш и .  дг =  5 (u), z =  г; (и) шаклдаги айланма сиртнинг чизикли 
элементини изотермик шаклга келтирган эдик (156-машк):

ds* =  dl* +  i* (и) dv1,

бунда dl = V (i'*+  V*) du — меридиан ёйининг дифференциалидир. Иккинчи 
томондаи, меридианнинг I ёйи шу меридиандаги нуктанинг s абсциссаси 
билан куйидагича богланган:

di =  dl sin <р. ( f  — уринма билан OZ  уки орасидаги бурчак.)

Трактриса учун 5 =  a simp.

2и
ds* =  du* +\е а dv*.

д* У G
К у р с а т м а .  а* ■ t  — у  G =  0 тенгламанинг ечимини ушбу кУри- 

нишда излаш мумкин:
и а

Бу тенгликлардан
di dl
i ~  а

келиб чикади. Чизикли элемент эса:
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£ки

булади. Энди янги
V 1

згарувчиларни киритамиз. Бу лолда (6) ушбу шаклни олади:

_ dx] + dy\ 
ds1 =  а * ------ - j ----- •У i

Бундан яна К =  — деган хулосага келамиз.

(6)

%



S'h саккизинчи боб

СИРТНИНГ ИЧКИ ГЕОМЕТРИЯСИ (ДАВОМИ). 
КОВАРИАНТ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ВА ПАРАЛЛЕЛ КУЧИРИШ

§ 112. Параллел кучириш

1. Умумий м уло^азалар. Сиртнинг ички геометриясини — 
планиметриясини ривожлантириб, эгри сирт устида параллеллик 
ва, умуман, параллел кучириш тушунчаларига утамиз. Текислик 
учун бу туш унчалар  катта роль уйнаб, унинг планиметрияси- 
нинг му^им кисмини ташкил килади. Эгри сиртларга нисбатан 
параллел кучириш тушунчаси анчагина мураккаб тусни олади.

Таъриф. Сиртнинг берилган нуктасидаги уринма текис- 
лигида ётиб, шу нуктада сиртга уринган вектор — сирт  
вектори ёки шу нуктада сиртга караш ли вектор деб 
аталади.

Сиртнинг оддий М  нуктасида уринма текислик =  гх ва

=  г, векторлар.билан аникланади. Ш у нуктада сиртга к а р а ш ­
ли а  векторни гх ва г ,  векторлар буйича ёйиш мумкин:

а  =  a V ,  - f  a*rt, (1)
бунда а1 ва а* — ейилма коэффициентларидир. Сиртга карашли 
хар бир а  вектор иккита координата билан аникланади деб 
айтамиз ва уни а  {а1, а*) куринишда ифодалаймиз. Бу коорди­
наталар локал (махаллий) и1, и* системага нисбатан олиниб 
улар  бош ка эгри чизикли и \  и• координаталарга утганда узга- 
ради, чунки г, ва г ,  векторлар узгаради.

Аммо сиртни эгиш процессида а векторнинг а \  а} коорди­
наталари уз кийматларини саклайди, чунки г,, г , дан иборат 
.базис векторлар* яна базис г х, г ,  векторларга алмашинади. 
Хакикатан, г\ =  £ u , r] =  g n  булиб, £ n , g lt, g t3 коэффициент- 
лар (и1, и* ни узгартмасдан) сиртни эгиш вактида узгармайди.

2. П араллел  кучириш. Текисликда бки фазода: эркин век­
тор хакида, бошкача айтганда, йуналишини узгартмай туриб, 
бир нуктадан иккинчи нуктага кучирилиши мумкин булган, 
яъни дифференциали нолга тенг (da — 0) вектор хакида сузлаш
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мумкин. Лекин сиртга царашли векторни бу тарзда кучириш 
мумкин эмас, чунки а  векторни М  нуктадан М ' нуктага одат­
даги маънода параллел кучирсак , у АТ нуктадаги урннма 
текисликда ётмаслиги, яъни ш у  нуктада сиртга карашли бУл- 
маслиги мумкин.

Бу дастлабки муло*азалар, эгри сиртга нисбатан параллел 
кучириш тушунчасини тегишли равишда „умумлаштириш* ни 
талаб килади. Бундай умумлаштириш локал характерга 
эгадир,— у сиртнинг чексиз кичик кисмини кузда тутади. 

Сиртда бирор Г  чизик:
г  =  г ( 0

берилиб, бу чизик нукталарида сиртга карашли a (t) вектор­
ларни, яъни в е к т о р л а р  м а й д о н и н и  олайлик. a ( t ) век­
торнинг Г  чизикдаги бирор М  нук­
тада олинган одатдаги da  диф ф е­
ренциали, умуман айтганда, шу 
нуктадаги урннма текисликда бтмай- 
ди. Бу векторни уринма текислик­
ка проекцияласак, сиртга караш ­
ли вектор *осил килинади. Бунга 
асосланиб куйидаги таърифни бера- 
миз:

Т а ъ р и ф .  Сиртнинг М  нуцта- 
сида унга цараш ли а  вектор- 244-чизма.
нинг абсолют (ички ёки ковари- 
ант ) дифференциали деб, унинг шу
одатдаги da дифференциалининг шу М  нуцтадаги уринма 
т екисликка туширилган проекциясига айтилади. Абсолют 
(ковариант) 'дифференциалнн Da билан белгиласак, таърифга 
кура:

np ,da  =  Da (2)
булади.

М  нуктадаги da  векторни: сиртдаги п  нормаль ва уринма 
текисликдаги ясовчи буйича ёйнш мумкин:

da =  d ( a + d na,

бу ерда уринма текисликдаги ясовчи Da га тенг, яъни d(a =  Da 
(244-чизма). Энди, .нормал ясовчини“ дисоблайлик. Унинг 
катталиги nda  га тенг (нега?), узини *осил килиш учун, уни 
яна бирлик п векторга купайтириш керак: dn a =  (nda) п.
Хуллас:

d a =  Da +  (nda) п,
бундан:

Da =  da — (nda) п. (3)

2 6  Дифференциал геометрии курен
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Модомики, da  нинг уринма текисликка проекцияси Da экан, 
(244-чизма) а  +- da  нинг проекцияси а  4- Da дир, яъни

пр/ (a  - f  da) =  a  4- Da.
Агар ички дифференциал Da =  0  булса, пр t ( а da)  =  а  

хосил килинади. Бу тенгликнинг аж ойиб геометрик маъноси 
бор. Бу холда а Л-da  в е к т о р н и  М ' н у к т а д а н  у н г а  ч е к ­
с и з  я к и н  Ж  н у к т а д а г и  у р и н м а  т е к и с л и к к а  одатда- 
гича кучириб, сунгра шу текисликка проекцияласак, яна а 
векторнинг (М  нуктадаги) дастлабки киймати хосил килинади — 
губ а  вектор .параллел  кучирилди* ва da  дифференциал факат 
п вектор буйича йуналган. Ана шундай холда, а л- da вектор а 
векторни М  нуктадан чексиз яцин М ' нуцтага параллел  
кучириш натижасида jfосил цилинган  деб айтамиз ва а  век­
торнинг Г  буйлаб параллел кучирнлиши хакида сузлаймиз.

Абсолют дифференциал учун тегишли ифода келтириб чика- 
рамиз. Бунинг учун (1) ни дифференциаллаймиз:

da  =  dalrx 4- da*rt 4- a1 (rn dul 4- rxtdu%) 4- a* (rxidul 4- rttdu2).

Иккинчи г , j, г „ ,  г„  хосилаларнинг тегишли ифодаларини бу 
тенгликка кУйиб ихчамласак, куйидаги ифода хосил килинади:

da  =  (da1 +  r \ taldul 4- r \ ta ldu% 4- r \ xa*dux -1- r^a 'du* ) rx 4- 
4- (da* 4- n ^ a 'd u 1 4- F*2axdu* 4- a*dux +  r* 2a*du*) rt  4- 

4- [bnaldu l 4- blt (aldu* ■+■ a*dul ) 4 - bn a*du*) n

бки кискача:
da  =  (da‘ +  F^aPdu1 ) ra 4- b ^ a d i^ n .

Таърифга асосан, бу дифференциалнинг уринма ясовчиси 
абсолют дифф еренциалдир, яъни

Da =  (da1 +  r \ la1dul +  r \ 3aldи* 4- r \ xa*dux +  H^a'du*) rx 4- 
4- da* 4- H ,a xaux 4- П„аЧи* 4- Г \хаЧи> 4- r^a 'd u * )  r ,

бки

Da -  (dax 4- r \ / d u x)rx +  (da* 4- t y d u 1) r ,  =

=  (da* 4- f t f f d u 1) / V

Агар Г  чизик буйлаб, а  вектор параллел кучирилса, Da =  О 
булади; шу сабабли г, ва г , нинг коэффициентлари нолга 
тенгдир (гх г ,  эканлигини эсда саклаймиз):

da1 4- r l̂ a?dux = 0 ,  da* 4- r 2̂a?dti[ =  0.
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Йигиш индекслари деб царалган р, 7 урнига а, 3 ёзилиши 
мумкин:

da> +  r\,fadu?  =  0, da* r ^ a d u  =  0  (4)
бки

t f l '  +  r l̂ a 'du*  =  0. (5)

Сиртга царашли а векторнинг сиртдаги Г  чизик буйлаб М  
нуктадан чексиз якин М ' нуктага параллел кучирилиши учун 
зарурий ва етарли ш артлар  (4) тенгликлардан иборатдир.

Шуни хам таъкидлаш  фойдачики, параллел кучирилаётган 
векторнинг одатдаги (тула) da  дифференциали сиртнинг нор­
мали буйлаб йуналгандир:

da  =  d n a  =  >-я ( =  b ^ a 'd u п).

Сирт устида бажариладиган параллел кучиришни одатда­
ги параллел кучиришдан фарк килиш максадида, биз бу ерда 
и ч к и  параллел кучириш тушунчасини киритамиз ва бундан 
буён уни кузда тутамиз.

3. Баъзи хулосалар, натиж алар. Олдинги пунктда век­
торни сиртнинг М  нуктасидан унга чексиз якин М ' нукта- 
сига параллел кучирган эдик. Энди олинган Г  чизикнинг чек- 
ли ёйи буйича параллел кучириш масаласини кУямиз. (4) сис­
тема бу масалани ечишга им кон беради.

Г  чизик и , =  н1 ( 0 .  ut = u t (t) тенгламалар билан берилган 
булиб, унинг бирор бошлангич t  =  0 нуктасида сиртга караш ­
ли тайин а0 векторни олайлик.

Т а ъ р и ф .  Агар Г  чизикнинг х;ар бир t  нуктасида сиртга 
Карашли а ( t ) вектор берилган булиб, t  нуктадан t  +  d t 
нуктага утганда а +  da вектор а векторнинг параллел  
кучирилган вазиятини билдирса (яъни х,амон da  || п шарт­
лар баж арилса) ва t — 0  нуктада a ( t )  вектор а„ га тенг 
булса, у холда а0 вектор Г  чизик буйлаб параллел  кучи- 
р и лга н  деб  аитилади.

Параллел кучнрилаётган a(t)  векторнинг а*(0> а% (О 
координаталари (4) системани ёки унга эквивалент уш бу

da1 . ~  .  du* „ da ' , du* n
-dt +  Г>  ИГ =  0’ и г + г +а И Г  =  0 (6)

оддий чизицли дифференциал (бки цискача)
dcii * г-> 1 du ̂  л  /*тч
- d T + r * a' - d T = °  <7>

тенгламалар системасини каноатлантиради. Бу система Коши 
системасидир: а 1, а* нинг t  буйича хосилалари а1, а* билан 
чизикли богланган; коэффициентлар ролини уйновчи Христоф-
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фел символлари и1, и* нинг (дем ак , чизик буйлаб t  нинг) 
тайин функцияларидир. Ундан таш кари, бошлангич шартлар 
*ам бажарилган: £ =  0  нуктада номаълум а1, а* функциялар  
а0 векторнинг координаталари деб каралган ab.al кийматлар- 
ни кабул кнламиз1).

Кошининг мавж удлик  теоремасига асосан, (6) система, 
берилган бошлангич шартларда a \ t ) ,  a*(t) • функцияларнн 
ягона (бир кийматли) килиб аниклайдн, бу эса сиртдаги чизик 
буйлаб векторни биргина усул билан параллел кучириш  мум- 
кинлигидан дарак  беради.

Олиб борилган м у^окамалар  шуни курсатадики, сирт устида­
ги параллел кучиришнинг натижасн: бошлангич M t ва охирги М  
нукталарга, a(t)  нинг бошлангич а0 кийматига ва, нихоят, 
кучириш йулининг танлаб олинишига богликдир. Бу богланиш 
(Гаусс-Бонне теоремаси) билан биз келгуси параграфда таниша- 
миз.

Юкоридаги (6) системадан яна муким хулосалар келиб 
чикади:

Сиртга царашли векторни п а р а ллел  кучириш ва бу век­
торнинг абсолют дифференциали сиртнинг ички геометрия- 
сига дойр булиб, улар  сиртни эгиш процессида узгармайди.

Хакикатан, (6) системага кирувчи Христоффел символлари 
ва и1, и* координаталар эгиш процессида узгармайди. Систе­
мага карашли иккита векторни ундаги бирор чизик буйлаб 
параллел кучирганда, бу векторларнинг скаляр  купайтмаси 
Зам узгармайди. Хакикатан, аЬ скаляр  купайтмадан дифф ерен­
циал олайлик:

d  (ab ) =  b d a  +  a d b .
Бу ерда а  ва Ь векторлар параллел кучирила&тганлиги сабаб­
ли, уларнинг da  ва db  дифференциалларн сирт нормали буй­
лаб йуналгандир, шунинг учун улар сиртга уринувчи о ва ft 
векторларга тикдир:

d (a b )  — 0, ab =  const.
Хусусий, яъни а  =  Ь булган золда ,  а * =  const векторнинг 
узунлиги ва шу билан бирга а  ва Ь векторлар орасидаги б у р ­
чак зам  сакланади (чунки cos (ab) =  j— ^ ).

Пировардида текисликдаги ички параллел кучириш билан 
одатдаги параллел кучиришнинг бир хил маънога эгалигини 
таъкидлаб  утамиз.

4. Эгри чизицни т екисликка ёйиш. Агар икки сирт S i  ва 
5 ,  бирор Г  чизик буйлаб уринса, уларнинг шу чизик нукта-

*) (7) системани ушбу A L  =  — r L  e« — куринишда взиш фойдали. 
dt dt
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ларидаги нормаллари бир хил булади. Бирор а вектор S j да 
Г  буйлаб .параллел  кучирилса*, у золда  бу вектор S j  да зам  
Г  буйлаб параллел кучирилган булади.

Сиртга нисбатан параллел кучириш тушунчасини биринчи 
киритган Италия математиги Левн-Чивита ана ш у фактдан 
фойдаланиб, ихтибрий сиртдаги чизик буйлаб параллел кучн- 
ришни геометрик ж изатдан  ойдинлаштирди ва бу масалани 
одатдаги параллелизмга якинлаштирди.

Г  чизик нукталарида S  сиртга уринма текислнклар утказ- 
сак, улар бир параметрик оилани таш кил килгач, бйилувчи

бирор 5 0 сиртни зосил кнлади: 5  ва S„ сиртлар Г  чизик буй­
лаб  уринади. Энди S  сиртда параллел кучириш урнига 5 0 
сиртдаги параллелизм закида сузлаш мумкин. Н изоят , S 0 ни 
текисликка бйсак, Г  чизик кандайдир Г ,  чизикка алмашинади. 
Бунинг натижасида ясси Г0 чизик буйлаб одатдаги паралле­
лизм закида гапириш ва шу билан бирга 5  даги азво л  тугри- 
сида тасаввур зосил килиш мумкин (245-чизма).

Хакикатан, S  даги Г  чизикнинг А  нуктасида а  вектор 
берилиб, уни шу чизикнинг В  нуктасига параллел кучириш 
керак булса, у золда  аввало Г  буйлаб бйилувчи S 0 сиртни 
чизамиз ва сунгра уни текисликка бткизамиз; бу вактда Г  чи­
зик кандайднр Г0 чизикка ва А, В  нукталар кандайдир А0, В0 
нукталарга алмашинади. Ундан кейин 5  сиртга кайтиб, В нук­
тада шундай векторни оламизки, у а0 векторни А0 нуктадан 
В0 нуктага (текисликда) параллел кучириш натижасида зосил 
Килинган булсин.

Юкорида олиб борилган музокамалардан яна бир м узим  
натижа келиб чикади. Агар а вектор Г  чизиц буйича парал­
л е л  кучирилиб, бу чизицнинг нукталарида сиртга цараш ли  
(узунлиги  узгармас) бошца Ь вектор uiy а билан бир х и л  
бурчакни таш кил цила  борса, у  холда Ь хам  Г  буйлаб  
па р а ллел  кучирилади. Исботнн Укувчига топширамиз.

М исоллар. а) Доиравий тугри конус устидаги М 0 нуктадан 
а0 векторни бирор М 0М Х йул билан М , нуктага параллел
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кучирайлик. Бу ерда а 0 вектор Af0 нуктадаги ясовчи буйлаб 
йуналган  булсин ва „кучириш й ули“ хар бир ясовчи билан бит- 
тадан ортик нуктада кесишмасин (биз энг содда хол билан 
чегараланамиз).

Конус сиртининг S M qM iS  кисмини текисликка бйсак, у, 
М 9М 1 томони эгри чизикдан иборат SM 0M X учбурчак  шакли- 
ни олади (246-чизма). Энди а0 векторни текисликда одатда- 
гича М 0 нуктадан M t нуктага кучирсак, бу М х нуктада

ясовчи билан ш бурчакни таш ­
кил этувчи а х вектор хосил б у ­
лади. Бу бурчак S  дан чиккан 
иккита ясовчи орасидаги M 0S M X 
бурчакка тенгдир. Юкорида ай- 
тилгандек килиб, ясси учбур- 
чакни конусга бткизсак, исбот 
Килинган теоремага асосан, т е ­
кисликда параллел кучирилган 
вектор конусда хам шу хоссага 
эга булади. Д емак, а х вектор Л1Х 
нуктадаги ясовчи билан о> б у р ­
чакни ташкил килиб, бу вектор- 

ни а 9 нинг М 0М 1 йул буйлаб Af0 дан М хта параллел кучирилиш 
вазияти  деб  караш мумкин.

М 0М х1\?л урнига конус асосидаги айлана олинган булса (чиз- 
ма ясалсин), а0 векторни шу айлана буйлаб параллел кучир- 
ганимизда, у  илгариги нуктага кайтиб келгандан кейин, ясовчи 
билан мана бундай ш бурчакни ташкил килади:

2кГ (8)

б у  ерда г — асосдаги айлана радиуси ва /  — ясовчининг 
узунлиги.

б) Сферанинг катта доираси буйича сферага карашли век­
торни параллел кучирсак, бу доирани тула айланиб чиккан 
вектор яна илгариги вазиятига келади. Геометрик нуктаи на- 
зардан бу равшан фактдир.

Энди кичик доирани, яъни кенглиги нолдан фаркли (ифО) 
параллелни олайлик. Бу ерда сфера устидаги параллел кучи­
риш  ишини шу дойра буйлаб сферага уринувчи доиравий конус 
(то р с )  да бажарамиз (247-чизма). Конус Уки билан ясовчиси 
орасидаги бурчак и кенгликка тенг булиб, конуснинг а с о си — 
каралаётган доирадан иборатдир.

Айлана узунлиги 2*г =  2*/?-cosm га (/? — сфера радиуси) 
ва ясовчининг /  узунлиги l  — R c \g u  га тенг. Юкоридаги (8) 
ф орм улага  мувофик, параллел буйлаб „айлантирилган" век-
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торнинг ясовчидан четланиш бурчаги деб каралган ш бурчак  
бу ерда уш буга тенг:

2-. г 2т. R  cos и 
R  ctg и =  2* sin и. (9)

в) Векторни конус урнига бошка айланма сиртнинг бирор 
параллели буйлаб параллел кучирганда зам , бу векторнинг
дастлабки вазиятидан четланиш бур- __ ,______ *
чаги (9 ) формула билан аникланади.
.Айлантириш'* Укн шу сиртнинг Уки­
дан иборат ва узи параллелга уринув- 
чи доиравий конусда бажарилган деб 
тасаввур этиш керак.

5. П араллел  кучириш ва геодезик 
чизиклар. Энди сиртда бтувчи Г • чи­
зик буйлаб бу чизикнинг(бирлнк)урин- 
ма х векторларини олсак, шу Г  чизик 
буйлаб * в е к т о р л а р д а н  т у з и л ­
г а н  м а й д о н  зосил килинади. Бу ер-

— dr
да а вектор урнига т — ^  ни олмокда- 
миз. Унинг абсолют дифференциали

—  Dt ь
Dx булиб, абсолют з о с и л а с и - ^ Д и р  ).

Бу вектор эса, таърифга кура,

9 - = * vds
247-чизма.

вектор 

эгрилик вектори; булган
нинг уринма текисликдаги ташкил этувчисидир. Аммо эгрилик 
векторининг уринма текисликка туширилган проекцияси билан 
аникланувчи вектор чизикнинг геодезик эгрилик вектори эди. 
Х уллас (2 ) га асосан

=  Dx Ba | j -  =  MG.
Бу формуладан д арзол :  , -

kg -  L £ .
келиб чикади. I ds

Шу билан геодезик эгриликнинг янги геометрик маъносиг 
очилади.

Геодезик чизикнинг зам ма нукталарида геодезик эгрилик-. 

нолга тенг булгани УЧУН>~^} =  Ова D x = 0  деган хулосага кела -
миз, бу эсах  векторнинг Г  буйлаб параллел кучирилганлиги- 
дан дарак  беради.

!) Бу ерла хосила одатдаги усул билан топилади: косила тегишли диффе- 
ренциаллар нисбатидир.
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Биз хозир геодезик чизикларнинг жуда мухим хоссаснни 
кулга кнрнтдик:

Сирт устидаги бирор чизикнинг геодезик чизикдан иборат 
булиш и учун, унинг бирлик  т уринма векторларидан т у­
зилган майдон, х ни шу чизик буйлаб (бирор бошлангич 
нуктадан бошлаб) параллел  кучириш натижасида хосил  
Килинган булиши зарур ва етарлидир.

Шундай килиб, геодезик чизикнинг уринмалари „параллел* 
булиб, бу чизик сирт устидаги „энг тугри* чизикдир; юкори- 
да (378-бет, § 108) бу фактни биз факат соф аёний мухокама- 
ларгагина асосланнб таъкидлаган эдик. Хозир эса биз тасди- 
кимизнинг аналитик исботини бердик.

Пировардида шуни хам таъкидлаб утиш фойдалики, а ур-
— , du1 ,  du* _

нига т, яъни а1 =  аг =» десак, параллел кучиришнинг 
дифференциал

da1 , r i « du? n
7й +  П *а  -dT  =  0

тенгламалари худди геодезик чизикнинг дифференциал

d*u‘ , r i du ' du3 -  
ds* +  ^  ds ds

тенгламаларига айланади. Шундай килиб, бу факт энди охири- 
гача тушунарли булди.

Геодезик эгрилик учун чикарилган формулани [§ 108, (4)] - 
абсолют хосиланинг тегишли ифодасидан фойдаланиш нули би­
лан хам исботлаш мумкин. Буни укувчига топширамиз.

Машцлар

253. Винт чизикнинг уринмаларнга бир хил кесмалар кУйила боради. Хо­
сил килинган геометрик Уриннннг геодезик эгрилиги топилсин.

К у р с а т м а .  Уринмалар сирти текисликка ёйилсин.
254: Вивиани чизиги сферада ёки цилиндрда ётади деб фараз килиб, 

унинг уринмасини параллел клиринг ва ш бурчакни дисобланг.
255. Кандай чизик учун уринманинг бирлик т векторининг абсолют диф- 

ференциали оддий дифференциалига тенг?
256. Улуг рус математиги П. Л. Чебишев сиртда шундай чизиклар ту- 

рини текширднкн, бу турни координат тури сифатида кабул килганда, сирт- 
нинг чизикли элементи ушбу шаклни олади:

ds1 — du* +  2 Fdu v  +  dv*,

бу ерда du =  dsu, dn =  dsv. Шу сабабли u, v  параметрлари координат чи­
зиклари учун табиий параметрл'ар ролнни уйнайди.

Куйидаги исботлансин: а) координат .параллелограмининг* карама-кар- 
ши томонлари тенг, яъни v  =  const оилага карашли дамма чизикларнинг
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и =  const оилага карашли иккита чизик орасидаги ёйлари тенг; б) бир опла­
та карашли чизикка утказилган уринмалар иккинчи оилага карашли мос чи­
зик буйлаб параллел кучирилади ёки, бошкача айтганда, ги векторлар 
и =  const чизик буйлаб, f v векторлар эса v  =  const чизик буйлаб параллел 
кучирилади.

И с б о т .  а) исбот dsu =  du, dsz, =  dv  дан равшан; б) Е =  G =  I буЛгани 
сабабли г 2 =  г2, =  1. Энди r*u =  1 ни v  буйича ва г2 =  1 ни и буйича диф- 
ференциаллайлик: гигиг, =  0 , n>rvu =  0, булардан

д д 
!"uv — 0V (Г и) “  'лП, rvu =  (/■ v) =  ^ 2Л (1 0 )

деган хулоСага келамиз (иккала томон кайта я га купайтирилсин). Хосил ки­
линган (10) шартлар координат чизикларига нисбатан da =  )л  шартнинг 
узидир.

К у з л а р и  квадратлардан иборат булиб, эгри сирт устига ёпилган балик 
тури Чебишев тури формасини олади. Бундай турнинг характеристик хоссаси: 
уни’ координат тури сифатида кабул килганда, Г} а = 0  ва Г ; ,  =  0 бажа­
рилади. Буни исботланг.

§ 113. Г ау сс-Б он н е  теорем аси

Сиртлар назариясида катта адамнятга эга булган Гаусс-Бон­
не теоремасига утамиз. Бу теоремани Бонне 1848 йилда исбот- 
лаган; бирок теореманинг мазмуни ундан 
олдин Гауссга маълум эди. Бу ерда биз 
§ 67 даги сферик купбурчаклар юзига 
дойр мухокамалардан фойдаланамнз1).

1. Сфгрик контур. Сферада бирор 
каварик Л11М2М Я, . . .  Л1п купбурчакни 
олиб, унинг томонлари буйлаб бирор 
бирлик векторни мусбат йуналишда па­
раллел кучирайлик (248-чизма). КУпбур-
чакнинг ташки бурчаклари <f........... . <р„
булсин ва харакат М х учидан бош- 
ланиб, М пМ 1 томонга караб бажарилсин.
Бу купбурчак томонлари сферада гео­
дезик чизиклар ролини уйнагани*) сабаб- 248-чизма. 
ли, векторни М ХМ Я томон буйлаб парал­
лел кучирганда унинг шу томон билан ташкил килган бурчаги 
узгармайди. Бу бурчакни соат стрелкасига тескари йуналишда 
дисоблай бориб, М х ва /И, нукталарда бу бурчак 2г. — <pj га

*) Бу параграфдаги нсботларнинг гояси проф. А. П. Н о р д е н  г а  те- 
тишлидир (Дифференциальная геометрия, 1948, 202—204-бетлар; Теория по­
верхностей, 195*), § 79).

*) Купбурчак томонлари катта донраларнннг ёнларндан иборатлигинн ва 
томонларинйнг бош нормаллари сирт (сфера) нормаллари буйлаб йуналган- 
лигини эслатиб утамиз.

878
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тенг булишини курамиз ( а  векторнинг сферага карашли эка­
нини ва шунингдек ш =  ^ г а  дойр музокамаларни эсланг).
Векторни Af, нуцтага келтирганда, у M tM a томон билан 2я — 
—-? i  — ?* бурчакни ташкил килади ва М ,  нуктада зам бурчак- 
нинг киймати сакланади. Нихоят, М„ нуктага келтирилган век­
тор томон билан

A ?  =  2 i t  —  «р/ ^
i- i

бурчакни ташкил килади. Векторни М п нуктадан М х нуктага 
кучирганда зам бу бурчак узгармайди. Шу сабабли, векторни 
бпнк сферик купбурчак периметри буйлаб параллел кучирган­
да, унинг айланиш бурчаги (1) формуладан аникланади. (1)

S'
нинг унг томонида турган ифода урнига ^  ни кУйиш мумкин 
(§ 67); демак,

4»  =  % , (2)

бунда R —  сфера радиуси, S ' эса олинган контур ичидаги со-  
Занинг юзи. R =  1 кийматда

Af -  S' (3)
келиб чикади.

Энди купбурчакли со за  урнига бирор (силлик) эгри чизик­
ли сферик контурни олсак, одатдаги лимит процессии кУлла- 
ниб, бу контур учун зам (2) формула уз кучини саклаганини 
куриш енгил. Шуни таъкидлашгина коладики, S ' юз доимо 
мусбатдир; демак, мусбат айланишда А<р>0, акс золда 
А? <  0.

2. Эгри сирт. Энди эгри сирт золига утиб, унинг зозирги 
музокамаларимизда .у ч  карра дифференциалланувчи* булиши 
зарурлигини таъкидлаймиз ва сферага дойр натижаларни кУл * 
ланамиз.

Сиртнинг сферик тасвири тушунчасидан фойдаланиб (§ 95), 
М  нуктада сиртга карашли а  векторни М  нинг сферик тасвири 
булган М ' нуктада с ф е р а г а  з а м  к а р а ш л и  дейиш мум­
кин. Хакикатан, М  ва М  нукталардаги тегишли уринма текис- 
ликлар бир-бирига параллелдир, чунки п вектор сирт ва сфера 
учун нормаль вазифасини утайди. Шу сабабли, берилган сирт 
буйлаб параллел кучиришнинг da  =  Хя шарти сферада зам па­
раллел кучириш шартнни ифодалайди. Хуллас, эгри сиртда, 
бирор чизиц буйлаб векторни параллел  кучириш урнига 
уни шу чизицнинг сферик тасвири буйлаб сферада параллел  
кучириш мумкин.
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(3) форыуладан сиртнинг узига тааллукли ф ормулага утиш 
учун, сирт устида етарлича кичик шундай £  сох*ни оламизки, 
унинг сферик акси бир кийматли булсин, бу эса К  Ф О деган 
шартга эквивалентдир (хакикатан, [n„nv\ =  К  [ru rv ] булиб, 
К Ф О  да \nunv \ ф 0}.

Юцорида [§ 95, (6)] сферик тасвирнинг тегишли ишора би­
лан олинган юзини 2  соханинг интеграл эгрилиги  деб  айтган 
эдик. Ш унга асосан,

Векторни сирт устидаги ёпик соханинг периметри буй­
лаб  п а р а ллел  кучиришда бу векторнинг айланиш  бурчаги 
сиртнинг uiy контур билан чегараланган со\асининг интег­
р а л  эгрилигига тенгдир.

Параллел кучириш туш унчаси  сиртнинг тулик (Гаусс) эгри­
лиги хакидаги мухим бир натижани келтириб чикаришга имкон 
тугдиради. (4) тенгликка урта киймат хакидаги теоремани кУл- 
ланамиз:

бунда С — со^а ичидаги нукта ва S  — соханинг юзи. Сохани 
М  нуктагача кичрайтира борсак, охирги тенглнкдан уш бунн 
хосил киламиз:

Д ем ак , сиртнинг М  нуктасидаги т улик (Гаусс) »грилиги  
шу нуктани ураб олувчи  Е соха контури буйлаб бирор 
а векторнинг айланиш  бурчагини соха юзига булишдан 
хосил килинган нисбатнинг £  -► М  даги лимитига тенг­
дир.

Бу хулоса, сиртни эгиш процессида унинг тулик эгри­
лиги узгармас (инвариант) булишини яна бир карра тасдик- 
лайди.

(4) тенгликдан куйидаги хулосаларни чикарамиз.
а) К  =  0  булса, яъни ёйилувчи сирт (торс) олинса, Д<р хам 

нолга тенг булади. Параллел кучирилган вектор яна чиккан 
нуктасига кайтиб келиб, уша нуктадаги бошлангич вазияти 
билан устма-уст тушади.

б) К  =  const булган холда

ёки
А? =  J J  Kdo. (4)

4 f - t f c f U - K c -S.
z

А? =  KS,
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яъни векторнинг айланиш бурчаги А? — созанинг юзига про- 
порционалдир.

3. Умумий %о.г. Фараз килайлик: сирт устидаги Г  контур 
бир богли созани чегаралаб, б улак-булак  силлик контурни 
ифодаласин (унинг урннмалари ва эгриликлари узлуксиз узгар- 
син); ундан ташкари, M lt M t , М г, . . ., М п нукталар созанннг 
.у ч л а р и 'н и  белгиласин ва контур бйларининг бу учларда 30 -
снл кнлган бурчаклари 0Ь 0г............Ьп булсин. У золда соза-
нинг интеграл эгрилиги, .интеграл геодезик J kg d s эгрилик*1)

Г
ва 0,  бурчаклар  узаро куйидаги муносабат билан богланган 
булади: П

Я  Kd3 •+ J  V *  +  Е  =  2~- (5)Е Г 1-1
Ана ш у тенглик Гаусс-Бонне теоремасини ифодалайди. Бу 
теоремани исботлаш олдидан битта лемманн курнб утамиз.

Лемма. Г  чизикнинг геодезик эгрилигини яна куйндагича 
таърнф лаш  мумкин:

kg в  Иш * - %
A j - 0  d S

бунда Af — берилган Г  чизик билан ш у чизик буйлаб парал­
лел кучириладиган вектор орасидаги бурчак орттирмасн, As-  
тегишли бй орттирмасн. Г  — геодезик чизикни ифодалаган 30л- 
да эса, <? =  const ва ке =  0. Бу таъриф эски таъриф билан тенг 
кучли.

Хакикатан, Г  чизик буйлаб сиртга уринувчи торсни ясаш 
ва уни текисликка бйиш натижасида вужудга келган ясси Г „ 
чизикнинг (одатдаги) к эгрилиги шу чизик уринмаси билан 
бирор узгармас ав вектор орасидаги бурчак орттирмасининг бй 
узунлиги орттирмасига нисбатининг (бу сунгги орттирма нолга 
интилгандаги) лимитига тенгдир:

к =  lim ~  =  
л*.о As ds

Текисликдан сиртга кайтнб, текисликдаги а0 векторга мос 
келган а векторни Г  буйлаб параллел кучирсак, Г  нинг урин­
маси а билан яна уш а ?  бурчакни таш кил килади ва s  у з ­
гармайди.

Т е о р е м  а н и н г  и с б о т  и. Г  чизикнинг бирлик уринма 
вектори х шу чизик буйлаб параллел кучнрилабтган бирлик 
а вектор ва яна Ь вектор берилган булсин (ft зам параллел

») Ёпик Г  чизикнинг .интеграл геодезик эгрилиги* шу чизик нуктала­
рида каралган геодезик эгриликдан олинган интегралдир.
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кучирилади). Учта <?, <J>, 0 .бурчакни куйидагича аниклайлик 
(249-чизма):

л л л
а b =  *, & т =  0 =  ф — ср, ^ =  ср4-0.

#
Г  контурдаги’ кисмий Ги Гг, . . . ,  Гп контурлар буйлаб дара- 

кат килганда . 'ю коридаги  учта бурчак дам орттирмалар кабул
килиб, улар орасида уш бу 
богланнш мавж уд булади:

д ?/ +  д 0/ =  ДЦ»,. (9)

Исботланган леммага асосан:

249-чнзма. Г1 г ‘

(6) тенгликларни бутун Г  контур буйлаб йнгамнз ва 0 бурчак­
нинг контур учларида кУшнмча 01( 0г, . . . , 0„ орттирмалар- 
ни кабул килншини эътиборга оламиз:

£  1 kg ds +  J )  •*?/ +  £  е/ =  S  Дф,.
1-1 1-1

Чап томондагн биринчи йигиндини, соханинг интеграл эгрн- 
лиги тушунчаси сингари (контур буйлаб) и н т е г р а л  г е о д е ­
з и к  э г р и л и к  деб аташ табинйдир1). Иккинчи (А? га тенг 
булган) йипш ди Г  контур буйлаб параллел кучирилган век­
торнинг айланиш бурчагини, яъни интеграл эгрилик

ни ифодалайди. Учинчи йигинди — „учларда“ги бурчаклар  
йигиндисидир.

П
Унг томондагн йигинди Д-  ̂ =  Д<|>; =  \ d^  булиб, бу интег-

рал 2 * £ г а  тенгдир. Хакикатан, уринма вектор параллел кучи- 
ришдан кейин узининг дастлабки вазиятига келади ва k =  1 
буладн (чунки Г  деформацияланиб, ички нуктагача кичрая бор- 
са, k сон узгармайди ва лимит вазнятда1т вектор бир марта 
2~ га айланади). Хуллас:)

Я  Kdo +  j 'k g d s +  jfc 0; =  2т..

*) 412-бет остидаги нзоцга царалсмн.
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Шундай цилиб теорема исботланди.
Икки хусусий хол.
а) Силлик контур (в/ =  0) учун:

* я  K d 3 +  f kg d s = 2 * .

б) Г  контур сифатида геодезик купбурчак 'олинса, kg =  0 
булиб, (5) муносабат уш бу шаклни олади:

Ц ь 1 =  2 ж - ^ К й з .  (7)

*
Бу тенглик планиметрияда исботланадиган купбурчакнинг таш - 
ки бурчаклари йигиндиси хакидаги теоремани умумлаштиради.

К = 0 булса, яъни сирт­
нинг ички геометрияси 
текислик планиметрияси-

Я

ни тасвирласа, в,- =  2г.
булади, бу эса планимет- 
риядаги тегишли теоре­
манинг худди узндир.

(7) тенгликни геоде­
зик учбурчакка (я  =  3) 
кулланайлик. Агар Z .A ,  

/_В, / С  .геодезик  учбурчак“нинг ички бурчакларинибилдир- 
са, у холда (250-чизма):

=  к  —  £ А ,  в ,  =  *  —  ^ В ,  %  =  г. —  j / C  

булиб, (7) тенглик уш бу шаклни олади:

£ А  +  £ В  +  £ С  =  « +  j j  Kda.
I

Катта ахамиятга эга булган бу формула .Геом етрия асослари* 
номли курс учун зарурдир. Ундан:

а) К  >  0  шартида / _ А +  /  В
б ) К < 0  .  £ A  +  Z B  
с) К = 0 .  Z A + Z.B 
Ж умладан, К  =  const булса,

+  «+ /C S .

■+■ Z  С ^
+  С < « ;
+  2 с  =  «.
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Биринчи золда  эллиптик, иккинчи золда  гиперболик геомет­
рия ва учинчи золда Эвклид геометрияси (планиметриясн) юз 
беради.

/ « О ,  масалан, псевдосфера учун К  =  — —t булган  шартда

учбурчакн и нг  ички бурчаклари йигиндиси 180° дан кичик­
дир (учбурчак .нуксони* мусбатдир, яъни * = г —( / Д - f /_В +  
+  / С ) > 0. Псевдосферанинг геодезик чизиклари (айланалар) 
тугри чизиклар сифатида каралса, бу сиртда улуг рус олнми 
Н. И. Л о б а ч е в с к и й  яратган геометрия локал равишда 
(яъни сиртнинг етарлича кичик кисмларида) бажарилади.
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Математик анал%з билан бирга ривожлана бошлаган д и ф ­
ференциал геометриянинг асосий тушунчалари ва мазмуни диф ­
ференциал ва интеграл зисоблари вужудга келгандан кейин 
тараккнй топди. XVII—XVIII асрларда техника ва саноатнинг 
талабига жавобан, анализ ва у билан бирга дифференциал 
геометрия жуда тез уса бориб, Бернулли, Эйлер, М онж, Гаусс 
ва бошка олимлар бу фаннинг асосини курдилар.

1760 йилда Петербург академнясининг аъзоси Л еонард 
Эйлер сиртлар назариясига йирик зисса куш дн („Бош  эгри- 
ликлар", .Э й лер  ф ормуласи1*).

Дифференциал геометриянинг асосий масалаларини бирин- 
' чи марта систематик равишда баён этган олим Гаспар Монж 

эди (1746— 1818). У-„Чексиз кичиклар анализининг геометрия- 
га татбики* номли музим асариннбзди. Монжнинг шогирдлари 
Дюпен, М енье ва бош калар бу созадаги  тадкикотларни да- 
вом эттириб, янги зисса кУшднлар.

Сиртларнинг умумий назарияси, ички геометрия тушунчаси, 
эгри чизикли координаталар ва квадратик формаларни Ф. Гаусс 
(1777— 1855) узининг геодезия созасидаги амалий фаолияти 
муносабати билан яратди. Эгиш процессида сиртнинг тулик 
эгрилиги узгармай колнши закидагн  теоремани Гаусс уз  фао- 
лиятининг энг самаралн натижаси деб зисоблар эди.

XIX асрдан бошлаб рус олимларн дифференциал геомет- 
рияга йирик зиссалар кушдилар. У луг рус олимн Николай 
Иванович Лобачевский уз фазосининг аналитик ва диф ф ерен­
циал геометриясига пойдевор К У Р Д Н .

П етербург академнясининг корреспондент аъзоси Ф. Мин- 
динг (1806— 1885), унинг Москвада яшаган шогирди К. П е­
терсон сиртлар назариясига оид янги туш унчалар  кнритдилар 
(геодезик эгрилик, эгишда унинг инвариантлиги, эгрилиги у з ­
гармас сиртлар геометрияси ва з .  к.).

Йирик рус олимларидан Д .  Ф. Егоров (1869—1930), 
Б. К. Млодзеевский (1858— 1923) тадкнкотлари зам диккатга 
сазовордир.

Улуг О ктябрь социалистик революциясидан кейин Совет 
республикаларнда барча фанлар, шу жумладан, математика зам
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ж уда тез  тараккий эта бошлади. Илгарн асосан Москва, Л е ­
нинград шадарларида вуж удга келган геометрлар коллектнв- 
ларн каторнга дозир Козон, Боку, Тбилиси, Тошкент, Самар­
канд ва бошка шадарлардагн коллективлар дам киради.

Биз асосий геометрик „мактаблар“ намояндаларини курса- 
тиб утамиз: Москвадаги Ломоносов номидаги Д авлат  Универси- 
тетининг профессори С. П. Фиников ва унинг ш огирдлари; 
ш у университетнинг профессорларн К. Ф. Каган (1869— 1953), 
П. К. Рашевский, Н. В. Ефимов; В. И. Ленин номидаги Козон 
универснтетидаги Н. И. Лобачевский кафедрасинннг доз^рги 
мудири профессор А. П. Норден, Саратов универснтетидаги 
геометрия кафедрасинннг мудири проф ессор  В. В. Вагнер, 
Л енинград уннверситетининг профессори ва ректори А. Д . А лек­
сандров ва бошкалар. Бу  намояндалар геометриянинг турли 

содаларида тадкикотлар олиб бориц! билан бирга, ажойиб 
дарсликлар ва монографиялар дам яратмокдалар.
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