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ПРЕДИСЛ ОВИЕ

Н астоящ ая книга предназначена служить посо
бием по курсу геометрии д л я  студентов-математиков 
педагогических институтов и педагогических специаль
ностей университетов; задача ,  которую она, по з а 
мыслу, должна решать, состоит в том, чтобы в н а и 
большей степени приблизить курс геометрии к п р о б 
лемам школьного преподавания.

По содержанию книга вклю чает материал, п р ед у 
смотренный программой, и слагается из двух р а з д е 
лов. Первый содержит углубленное и дополненное 
изложение школьной геометрии в трех частях. В п е р 
вой из них — аналитическая геометрия, поскольку 
координаты и кривые нужны в курсе анализа, а не 
только в самой геометрии.

Вторая часть посвящена элементарной геометрии, 
излагаемой на основе аксиом. В них за основной 
объект принята не бесконечная прямая, а отрезок —  
«конечная прямая», которая и фигурирует на сам о м  
деле в преподавании и в практике, как, например, 
в утверждении, что «прямая проводится по линейке». 
Понятие бесконечной прямой возникает из п р ед став 
ления о продолжении отрезка. Равенство отрезков  
вводится как основное отношение, но сущ ествование 
длины — численной длины при данном масштабе —  
с  условием, что равные отрезки имеют равные длины , 
принимается как аксиома. Аналогично, дальш е п р и 
нимаются аксиомы о мере угла, площади и о б ъ ем е  
(естественно, если, в частности, существование п л о 
щади не доказывается, то его следует принять в к а 
честве аксиомы).

Из аксиом выводится довольно много следствий, 
которые сами по себе совершенно очевидны; их в ы в о д  
представляется полезным как  упражнение в строги х  
доказательствах.



Обратим еще внимание на то необычное обстоя
тельство, что мы вводим в аксиоматику аксиоматиче
ское определение понятия фигуры (или множества 
точек, как оно нужно в геометрии). Это представ
ляется естественным и даж е необходимым, если хо
теть основывать геометрию на аксиомах, понимая под 
геометрией «науку о фигурах».

Какие вопросы элементарной геометрии рассмат
риваются вслед за  аксиоматикой, читатель может 
видеть из оглавления.

В третьей части, тоже, собственно, относящейся 
к элементарной геометрии, рассматриваются отобра
ж е н и я — в первую очередь — те, которые сохраняют 
расстояния. Их мы называем «наложениями», как это 
делается в некоторых учебниках (например, у А. П. Ки
селева и у Л. С. Атанасяна с соавторами,— удобно 
сказать: «одна фигура налагается на другую», а тер
мин «движение» относится, скорее, к процессу).

З а  общими теоремами о наложениях и симметрией 
правильных многогранников следуют аффинные пре
образования, инверсии и проективные преобразова
ния, от которых начинается проективная геометрия. 
В нашем изложении она «сведена» к элементарной 
геометрии и служ ит тем же задачам школьного пре
подавания (по крайней мере в классах с углублен
ным изучением математики). Топологическое строе
ние проективной плоскости выясняется потом, в части, 
посвященной топологии.

В конце первого раздела дается элементарное по
нятие о многомерной геометрии.

Второй раздел книги содержит в первых двух его 
частях дифференциальную геометрию и начала топо
логии. Они служ ат  расширению кругозора учителя, 
но связаны со школьным курсом через понятия длины 
кривой, площади поверхности, теорему Эйлера и т. п.

Дифф еренциальная геометрия изучает кривые и 
поверхности в трехмерном пространстве (а также их 
обобщения в многомерном пространстве). Кривые 
и поверхности мы определяем как фигуры — множе- 
жества точек. Мы задаем их параметрически, а не 
уравнениями, как  в аналитической геометрии. Д ля 
краткости изложения дифференциально-геометриче
ские понятия мы определяем чаще всего конструк
ти вн о — при помощи явной формулы, а уже затем



даем чисто геометрическое определение, не и с п о л ь 
зующее конкретной параметризации.

Н ачал а  теоретико-множественной топологии и з л о 
жены на основе понятия топологической структуры  
в множестве, исходя из аксиоматики открытых м н о 
жеств. При этом учитывается, что первые топологиче
ские понятия для евклидова пространства вводились  
уже во второй части книги, и, кроме того, и звестны  
читателю из курса анализа.

П орядок изложения таков, что сначала мы в в о 
дим понятие непрерывного отображения одного п р о 
странства в другое, затем — понятие гомеоморфизма 
и только после этого приступаем к изучению т а к и х  
топологических свойств пространств и множеств в 
них, как  связность и компактность. Изучение н а и б о 
лее интересных с геометрической точки зрения п р о 
странств — многообразий — заверш ается топологиче
ской классификацией компактных двумерных м н о г о 
образий — поверхностей.

Третью часть второго разд ел а  представляют о сн о 
вания геометрии. Здесь дается  аксиоматика е в к л и д о 
вой геометрии с теми ж е основными понятиями, что  
в первом разделе (часть 2 ) ,  но с аксиомами р а в е н 
ства отрезков и аксиомой непрерывности, к о то р ы е  
дают основание для понятия длины. Соответственно 
обосновываются понятия о всех величинах: д л и н а ,  
мера угла, площадь, объем. Д ается  аксиоматическое 
определение фигуры в элементарной геометрии, у т о ч 
няющее определение, данное в части 2. Затем  р а с 
сматриваются понятия непротиворечивости, н езав и си 
мости и полноты, дается модель геометрии Л о б а ч е в 
ского и аналитическая модель евклидовой геометрии 
или, что равносильно, — аксиоматика, использую щ ая 
координаты. Она содержит всего три аксиомы и п р и 
меняется такж е для «-мерного пространства. С о в е р 
шенно аналогичными аксиомами определяется псев- 
доевклидово пространство, и мы приходим к т ео р и и  
относительности в геометрическом ее представлении. 
Тут ж е излагается групповой принцип определения 
той или иной геометрии и, наконец, в дополнение, 
дается некоторое понятие о римановой геометрии.

Эти заключительные п ар агр аф ы  не претендую т 
на то, чтобы каждый студент мог ясно понять и 
усвоить то, о чем там говорится. Но, думается, в э то м



нет ничего страш ного: учителю полезно сочетать 
твердое усвоение основ школьного курса с представ
лениями, выходящими за его пределы, как  бы соеди
няя твердое ядро знаний с расширяющимися в про
странство науки представлениями.

В книге части 1, 2, 3 и 6 написаны А. Д. Алек
сандровым, а 4 и 5 — Н. Ю. Нецветаевым, им же вы
полнено большинство рисунков.

Авторы будут благодарны всем читателям — пре
подавателям и студентам — за отзывы и замечания об 
этой книге.

Мы благодарны редактору книги А. Л. Вернеру 
за его большую работу  по усовершенствованию руко
писи и сотрудникам кафедр геометрии Воронежского 
и Новосибирского педагогических институтов, а так 
ж е  (и особенно) А. В. Кузьминых за критические 
замечания, которые мы по мере сил постарались 
учесть. Мы благодарим  Т. Н. Рожковскую и Н. А. Рож- 
ковскую за неоценимую помощь при оформлении 
рукописи.



Ч а с т ь  1 

А Н А ЛИ ТИЧЕСКА Я Г Е О М Е Т Р И Я

Основная цель первой части курса — углубить 
знакомство с координатами и векторами и показать, 
как они применяются в геометрии.

Хотя многое о координатах и векторах известно 
из школы, мы полностью излагаем  все необходимые 
сведения о них. Вместе с этим рассматривается пред
ставление уравнениями в координатах линий на пло
скости и поверхностей в пространстве, какие в школе 
не изучались.

Координаты и векторы важ ны  не только в геомет
р и и — они широко применяются и в других разделах  
математики, а также в физике и т. д. Поэтому-то 
речь о них и идет в самом начале нашего курса.

Существенная особенность изложения в этой кни
г е — та, что важнейшие понятия курса часто изу
чаются по нескольку раз различными методами и 
рассматриваются с разных сторон. Так, в этой части 
мы трижды обращаемся к прямой на плоскости, изу
чая ее и координатным, и векторным методами в г л а 
вах 1 и 4. Аналогично обсуж даю тся разные подходы 
к кривым второго порядка (К В П ) .  Всестороннее 
изучение основных понятий призвано формировать 
более глубокий и широкий взгляд  на них.

Г л а в а  I
НА ЧА Л А  А Н А Л И Т И Ч Е С К О Й  Г Е О М Е Т Р И И

§ 1. Прямоугольные координаты

Аналитическая геометрия — это, коротко говоря, 
такой раздел геометрии, в котором геометрические 
фигуры изучаются с помощью алгебры на основе 
применения координат. П рямоугольные (декартовы) 
координаты на плоскости и простейшие результаты  
аналитической геометрии известны из школьного



курса. Мы, однако, начнем с того, что повторим их: 
что-что, а начало, первые основы предмета, должны 
быть твердо усвоены, чтобы можно было двигаться 
дальше.

Применение алгебры, как и последующее приме
нение анализа, основано на представлении геометри
ческих соотношений в виде алгебраических соотно
шений между числами, представляющими геометриче
ские величины.

Поэтому мы начинаем с того, что выбираем и за 
крепляем раз  и н а в сегд а ') единицу длины (единич
ный отрезок) и в ней выражаем все длины и рас
стояния, так  что дальш е «длина» и «расстояние» обо

значают действительные 
числа.

Как известно из школь
ного курса, прямоугольные 
координаты на плоскости 
определяются следующим 
образом.

Выбираем две взаимно 
перпендикулярные пря
мые — оси координат-, их 

Рис. 1 точка пересечения О — на
чало координат — делит 

каждую из них на два луча; один считаем положи
тельной полуосью, другой — отрицательной (рис. 1 ). 
Каждой точке М  на оси относится ее координата: 
расстояние ОМ, если точка на положительной полу
оси, и расстояние ОМ  с минусом для точек на отри
цательной полуоси. На одной оси координата обозна
чается х, и эта  ось называется «осью х»\ на другой 
оси координата обозначается у, и эта ось называется 
«осью у» (старые названия координат: х  — «абсцис
са», у  — «ордината», теперь мало употребимы). Для 
начала координат получаем х — у  =  0 .

Каждой точке М  на плоскости сопоставляются 
в качестве ее координат хм, ум координаты ее проек
ций на оси х  и у  (напомним, что проекция точки на 
прямую — это основание опущенного из нее перпен
дикуляра или сам а точка, если она лежит на пря
мой, на которую производится проектирование).

У,

м 0 1  +
Л?

_

')  Э то соглаш ение относится к части 1.



Обратно, каждой упорядоченной паре чисел х 0, у 0 
соответствует точка М(хо, i/o) с координатами х  =
— х0, у  —  г/о. Она может быть получена следующим 
образом. Берем на оси х  точку М х с координатой х 0\ 
если у о =  0, то это и будет точка М { х 0, у 0). Если же 
у 0 ф  о, то проводим из точки М х перпендикуляр 
к оси х  на длину |i/0| в сторону положительных у  
(в полуплоскость, где лежит полож ительная полу
ось у ) ,  если у 0 >  0, и в  сторону отрицательных у, 
если у 0 <  0. Конец этого перпендикуляра и будет 
точка М(хо, i/o) • Если М М У —  опущенный из нее пер
пендикуляр на ось у, то координата у  его основания 
М у и будет i/o (поскольку либо М  на оси у, когда 
х 0 =  0, либо О М хМ М у  —  прямоугольник, так  что 
ОМу =  М хМ  (рис. 2 )) .  Поэтому построение точки

У +

м М
У

Уо

- о ■z'o М'т + м

Рис. 2

М  (х 0, Уо) можно начинать, взяв на оси у  точку М у 
с координатой у  =  уо, и из нее проводить перпенди
куляр к оси у.

Таким образом, между точками плоскости и упо
рядоченными парами чисел х, у  устанавливается вза 
имно однозначное соответствие', каж дой  точке сопо
ставляется пара координат, и каж дой  паре чисел — 
точка с такими координатами.

Оси образуют четыре прямых угла, внутренние об
ласти которых называются квадрантами. В каждом 
квадранте координаты имеют определенный знак. 
Квадранты нумеруют в таком порядке: первый тот, 
где х  >  0, у  >  0 ; во втором х < 0 ; у  >  0 ; в третьем 
х  <  0, у <  0 ; в четвертом х  >  0, у  <  0 (рис. 3).

Принято считать ось х  горизонтальной и ограни
ченную ею полуплоскость, где у  >  0 , назы вать  верх
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ней, другую, где у  <  О, —  нижней. Направление оси х 
в сторону возрастания координаты х  принято считать 
направлением вправо, противоположное — влево. По
ворот от положительной полуоси х  к положительной 
полуоси у  считают идущим против часовой стрелки.

Поэтому в той ж е  последователь
ности — против часовой стрел
к и — нумерованы квадранты.

Нужно, однако, ясно пони
мать, что это уж е не геометрия: 
в геометрии нет ни верха, ни 
низа, ни направления вправо, ни 
влево, и никакой часовой стрел
ки. Все это относится не к осям 
координат в геометрии, а к их 

Рис. 3 изображению или представлению,
в частности, в связи с нашим 

телом, по отношению к которому и определяются 
«вправо» и «влево».

§ 2. П рямая . Деление отрезка в данном отношении
Заф иксируем  на плоскости прямоугольную систе

му координат х, у.
П ервая  задача  аналитической геометрии состоит 

в задании или, иначе говоря, представлении фигур 
уравнениями.

О пределение. Уравнение с двумя переменными 
х, у  задает фигуру Р  или, как говорят, является урав
нением  этой фигуры в прямоугольных координатах, 
если

а) координаты  всякой точки фигуры ^  удовлетво
ряю т уравнению;

б) всяк ая  пара  чисел х, у, удовлетворяющих урав
нению, оказы вается  парой координат некоторой точки 
фигуры Р.

Д ругими словами, точка принадлежит фигуре 
тогда и только тогда, когда координаты точки удов
летворяю т уравнению фигуры. При этом второе ус
ловие допускает  полезную переформулировку:

б ')  если точка не принадлежит фигуре, то ее ко
ординаты не удовлетворяют уравнению последней.

О пределению  уравнения фигуры соответствует 
определение того, что значит «фигура, заданная или 
определенная данным уравнением»:



Фигура, определенная данным уравнением в не
которой данной системе координат, — это множество 
всех точек плоскости, координаты которых удовле
творяют этому уравнению.

Говоря об уравнении с двумя переменными, не 
исключают, что одна из переменных мож ет в нем от
сутствовать. Тогда уравнение не н алагает  на нее ни
каких условий, и она может независимо принимать 
любые значения.

Определение. Уравнение вида

ах  -(- Ьу +  с =  0 (1)

называется уравнением первой степени или линейным,  
если хотя бы один из коэффициентов а, Ь отличен от 
нуля (а2 +  Ь2 Ф  0).

Теорема 1. Всякая прямая задается в прям оуголь
ных координатах линейным уравнением, и обратно: 
всякое линейное уравнение задает в прям оугольны х  
координатах прямую.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем первую часть тео
ремы. Пусть на плоскости введены прямоугольные 
координаты и дана какая-либо прямая. Если она па
раллельна оси у, то ее уравнение 
имеет вид х  =  а (а =  c o n s t )1).

Действительно, такая прямая 
перпендикулярна оси х. Поэтому у 
ее точек х  =  х 0, где хо — координата _  
точки ее пересечения с осью х  (как 
это следует из самого определения 
координат). Д л я  всех же других то
чек х ф х 0 (рис. 4).

Совершенно аналогично прямая, 
параллельная оси х, задается ур ав 
нением вида у  — а (а =  const) .

Пусть теперь данная прямая проходит через на
чало координат и не совпадает ни с той, ни с другой 
осью. Тогда она пересекает в начале координат о с ь * ,  
и ее луч, расположенный в верхней полуплоскости, 
образует с положительной полуосью х  некоторый 
угол ос, отличный от прямого (рис. 5).

М(х0,у)
м'(х,у)

Рис. 4

')  Т ак обозначаю т постоянную  величину (от лати н ск о го  cons- 
t a n s — постоянный).



В таком  случае для каждой точки прямой имеем 

Т  =  ^ а -

к а к  это следует из самого определения тангенса (для 
луча, расположенного в нижней полуплоскости, х  и 
у  — противоположных знаков, а потому отношение их 
то  ж е ) .  Д л я  точек, не лежащих на данной прямой, 
отношение другое.

Таким образом, прямая задается уравнением вида 
у  =  кх  (k =  tga).  (2)

П усть теперь прямая р не проходит через начало, 
а пересекает ось у  в точке А с координатой у  —  Ь, 
т ак  что Ь == ± О Л .  Проведем через начало прямую <7, 
параллельную  р (рис. 6). К аж дая прямая, параллель
ная оси у, пересекает обе прямые в некоторых точках 
Р, С?, и мы получаем параллелограмм ОАРС, т а к  
что С}Р =  ОА. Поэтому координата у  точки Р отли
чается от координаты точки 0  на столько же, на 
сколько координата А  отличается от координаты О, 
т. е.

Ур У<2 =  У а  — У о, Ур =  У<} +  Ь.

П р я м а я  <7 проходит через начало. Поэтому на ней 

у  =  кх  (у а =  к х 9).

П оэтому на прямой р

у =  кх-\-  Ь. (3)



Ни для какой точки, не лежащей на прямой  р, 
это равенство не выполняется, так как «отступление 
по вертикали» от прямой <7, т. е. у  — кх, будет другим .

Число & называется угловы м  коэффициентом  
прямой р.

Итак, уравнение (3) представляет прямую р. 
Таким образом, мы получили следующий результат .  
Всякая прямая, не параллельная  оси у, представ

ляется уравнением вида
у  =  1гх +  Ь,

где угловой коэффициент к =  а  — тангенс у г л а  н а 
клона прямой к оси х  и Ь — координата точки п е р е 
сечения прямой с осью у.

П рям ая , параллельная оси у, представляется у р а в 
нением х  =  а.

Д окажем теперь, что всякое линейное уравнение 
представляет прямую.

Пусть дано уравнение вида (1) с а 2 +  Ь2 ф  0. 
Допустим, что в нем Ъ —  0. Тогда а ф  0, и уравнение
приводится к виду х  =  — , т. е. оно представляет
прямую, параллельную оси у. Если же Ь ф  0, то 
уравнение приводится к виду

у =  — \ х — ^ ,  т. е. у  — кх  <1.

Оно, следовательно, представляет прямую (с угловым 
коэффициентом проходящую через точку (0, ¿ ) ) .  

Итак, теорема 1 доказана  полностью. □
Дополнение к теореме 1. Д в а  линейных у р а в н е н и я  

вида  ( 1 ) представляют одну  и ту же п р ям ую  тогда 
и только тогда, когда и х  левые части отличаются 
только множителем, т. е. когда они имеют вид

а х Ь у с  —  0, Ках +  КЬу +  кс =  0, Я Ф  0.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  То, что уравнения такого  
вида представляют одну и ту же прямую, очевидно: 
достаточно разделить второе уравнение на X.

Покажем обратное. Пусть уравнения
ах +  Ьу +  с —  0, а 1х  +  Ь1у  +  с 1=  0

представляют одну и ту ж е  прямую. Если в одном 
Ь =  0, то оно представляет прямую, параллельную



оси у,  значит другое — тоже, и в нем тоже должно 
быть &1 =  0. Поэтому они приводятся к виду

X = с I 
а .

так  что — =  — , т. е. а, ■ а =  с, с. Осталось поло- а а 1 1

Ж И Т Ь  Я - а\
а

Если же Ь Ф  0 и Ь\ ф  0, то уравнения приводятся 
к виду

У =  —
с

~Ь ‘ У =
а 1 
*1

С\
6 . '

Н о они представляют одну прямую, только если 
совпадаю т угловые коэффициенты и свободные чле-

а< а  ст с й.  ,ны, т. е. если =  — , — . П олагая  -г- =  Я,,
0 \ О ' 0 \ и и

имеем =  Ха, Ь\ =  ХЬ, С\ —  Хс. □
Деление отрезка в данном отношении.
Теорема 2. Середина отрезка с концами А \ ( х \ , у \ ) ,  

Л г (* 2,У 2) есть точка р координатами
Х\ + Х2

у-

2

УI +  Уг

Рис. 7

с координатой *1 +  х2

Д о к а з а т е л ь с т  в о. 
Проекция середины от
резка есть, очевидно, се
редина его проекции. Се
редина же отрезка оси 
между точками с коорди
натами х и х 2 и есть точка

(так как в середине должно
быть х  — Х\ =  Хг — х; рис. 7). То же верно и для у.

Обобщение. Если точка /4< на отрезке А 0А 1 т а 
кова, что у4оЛ< =  А 0А \  то

(Докаж ите это.)



§ 3. Расстояние между точками. Окружность. П р я м ая

В формулировках теорем 1—3 фиксируем п р ям о 
угольные координаты х, у.

Теорема 1. Расстояние между точками А ( х  1, у \ ) ,  
В ( х 2, у 2) выражается ф ормулой

АВ =  л /{ х 1 — х 2)2 +  (у1— у 2)2. (1)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если точки А, В  л еж а т  на 
оси х, то расстояние между ними равно А В =  \ х 2— * 1 | .  
Если у\ =  у 2 ф  0, то отрезок А В  параллелен оси х, 
и потому А В  =  А 'В ',  где А ',  В '  — проекции точек  
А, В  на ось х. Поэтому А В  =  \х 2 — Хг\.  Это совпадает  
с ( 1 ) при г/1 =  у 2 (рис. 8).

Совершенно так же при х\  =  х 2 получаем А В  =
— 11/2 — У1 1 — то же, что дает ( 1 ).

Пусть теперь Х\ ф  х 2 и у \ Ф  у 2. Проведем через А  
прямую, параллельную оси х, а через В  — прямую , 
параллельную оси у; это прямые, на которых у  =  У\

и х  =  х 2. Они взаимно перпендикулярны, так как  п а 
раллельны осям, и пересекаются в точке С ( х 2, у \ )  
(рис. 9). По предыдущему выводу мы имеем

АС  =  | Ху — х21, В С = 1  г/( — у 2\.

Отрезки АС, ВС, А В  образую т прямоугольный т р е 
угольник, и по теореме П ифагора

А В 2 =  АС2 +  ВС2 =  \ х 1 - х 2 \2 +  \ у 1- у 2 12, 

что равносильно ( 1 ). □



Теорема 2. Окружность с центром А (х0, у  о) и ра 
диусом г представляется уравнением

(х — х 0)2 +  (у — г/0)2 =  г2. (2)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это непосредственно сле
дует из определения окружности и теоремы 1. Д ей
ствительно, точка с координатами х, у  лежит на 
окружности тогда и только тогда, когда расстояние 
от нее до точки А  равно г, т. е. когда х  и у  удовле
творяют уравнению (2 ). □

Уравнение (2) приводится к виду
х 2 +  у 2 +  ах +  Ьу +  с =  0 , (3)

где а =  — 2х0, Ь =  —2у 0, с =  х2 +  у\  — г2.
Естественно спросить, что вообще может пред

ставлять уравнение вида (3).
Теорема 3. Уравнение  (3) представляет одну из 

трех фигур:
а) окружность, если  а2 +  Ь2 — 4с >  О,
б) одну точку, если  а2 +  Ь2 — 4с =  О,
в) пустое множество ' ) ,  если а 2 +  Ь2 — 4с <  0. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Положим в уравнении (3)

а =  — 2 х0, Ь =  — 2 у0. (4)

Тогда его можно переписать в виде
(х  — х 0)2 +  ( у  — у 0)2 — х 2 — у 2 +  с =  0

или, пользуясь (4) и перенося свободные члены впра
во, в виде

(х -  х 0)2 +  (У — У о)2 =  - \ ( а 2 +  Ь2 — 4с). (5)

Если
а2 +  Ь2 — 4с >  0, (6)

то можно обозначить в (5) правую часть через г2, 
и мы получим уравнение (2). Итак, при выполнении 
неравенства (6) уравнение (3) представляет окруж 
ность с центром в точке (хо, г/о) и радиусом г, где

*о =  — \  . У о =  — 4  ’ г =  у  V «2 +  62 -  4 с .

*) Пустое м нож ество  — ничего, т. е. в случае (3) уравнение 
«ничего не представляет».



Если правая часть в (5) р ав н а  нулю, то получаем

(х — х 0)2 + ( у  —  г/о)2 =  0 .

Это уравнение удовлетворяется только при х  =  х 0, 
у  =  у0, т. е. оно представляет точку (х0, г/о)-

Наконец, если правая часть  в (5) отрицательна, 
то равенство (5) невозможно, так  как левая его 
часть заведомо неотрицательна при всех х, у. □

Рассмотрев уравнение (3),  мы получили пример 
ко второй задаче  аналитической геометрии: исследо
ванию того, какие фигуры мож ет представлять то  
или иное уравнение.

Второй вывод уравнения прямой. Как известно, 
множество точек, каждая из которых равноудалена 
от двух данных точек, представляет  собой прямую. 
Очевидно, всякую прямую можно представить к а к  
такое множество— как серединный перпендикуляр 
подходящего отрезка. Это позволяет получить у р а в 
нение прямой другим способом.

Пусть выбраны прямоугольные координаты х, у  
и дана какая-либо прямая а. Проведем перпендику
лярный ей отрезок А]А2, который она делит пополам. 
Тогда точки М  прямой а характеризую тся равенством 
расстояний: А \ М  =  А 2М  или А \ М 2 =  А 2М 2. Если к о 
ординаты точек Л и  А 2 обозначить а ь Ь\\ а2, Ь2, а к о 
ординаты произвольной точки М  — х, у, то, применяя 
формулу ( 1 ) для расстояния, можно написать:

(х — а {)2 + { у  — Ь{У =  (х — а2)2 +  (у — Ь2)2. (7)

Выполняя возведение в квадрат, заметим, что 
с обеих сторон равенства оказывается х2 4~ у 2. П о 
этому квадраты взаимно уничтожаются и остаю тся 
х, у  только в первой степени, т. е. получаем линейное 
уравнение

ах +  Ьу +  с =  0 (8)

(как выражаются здесь а , Ь, с через а\, а 2; Ь{, Ь2, 
нам пока не важно).

Мы еще раз доказали, таким образом, что всяк ая  
прямая представляется линейным уравнением.

Но на сделанный вывод можно посмотреть и и н а 
че. Мы доказали, что множество точек М,  для ко то 
рых А \ М  =  А 2М,  представляется линейным у р ав н е 
нием. А так  как раньше было доказано, что линейное



уравнение зад ает  прямую, то мы, можно сказать, 
доказали теорему геометрии: множество точек, равно
удаленных от двух данных точек, представляет собой 
прямую.

Теперь д окаж ем , что всякое линейное уравнение 
задает прямую. Д л я  этого выпишем выражения ко
эффициентов а, Ь, с в (8), как они получаются из 
(7):

а =  2 (а 2 — а х), b =  2(b2 — bx),
c =  (a> +  t f f t - ( a } + b l ) .  <9)

Если дано уравнение ах  - f  by  +  с =  0, то подберем 
а ь Ьй а.2, Ь2 так, чтобы удовлетворить равенства (9), 
и тогда убедимся, что данное уравнение представляет 
множество точек, равноудаленных от точек Л , ( а ь &,), 
•^2(02, 62) — т. е. представляет прямую. (Проведите 
этот вывод, решив уравнения (9).)

Окружность Аполлония. В задачи аналитической 
геометрии входит получение геометрических резуль
татов при помощи координат и, соответственно, 
алгебры.

Прекрасный том у пример дает задача: пусть 
А,  В  — две данные точки. Спрашивается, какую фи

гуру образуют такие точ
ки М,  для которых отно
шение расстояний AM,  
В М  одно и то же:

- ^  =  k =  const? ( 10)

При k  =  1 это будет, как 
известно, прямая. Но при 
k ф  1 это — окружность; 
ее называют окружностью 
А п о л л о н и я ' ) .

Д ля  доказательства  возьмем прямоугольные ко
ординаты с началом в точке В и положительной по
луосью х, проходящей через А. Тогда, полагая А В  =  
=  а, имеем (рис. 10 )

ВМ 2 =  х2 +  У2, AM 2 =  ( х -  а)2 +  У2.

' )  Аполлоний (о ко л о  262— 190 до н . э . ) — один из великих 
древнегреческих геом етров  эпохи Евклида (конец 4 в . — 3 вен 
до  н.э.) и А рхим еда (ок . 2 8 7 —212 до н .э .) .



А по условию:
АМ 2 =  к2 • В М 2.

Очевидно, мы получим уравнение вида (3), а из 
него найдем центр и радиус окружности. (Проведите 
это решение в деталях.)

Получить решение этой задачи , не пользуясь ко
ординатами, затруднительно.

Обобщение. Пусть дано произвольное число п то 
чек А и . . . ,  А п и числа к\, . . . ,  /г„. Спрашивается, что 
представляет собою множество точек М, для которых
/г, • А {М 2 -+- &2 ’ А 2М 2 +  • • • +  к п ■ А пМ 2= с = с о г^ ?  (11)

(Условие (10) задачи Аполлония — частный случай: 
в нем точек две, с =  0, Ь  =  1, =  — к2.) Ответ: это 
будет либо окружность, либо прям ая , либо одна точ
ка, либо пустое множество (как  в случае уравнения 
(3)).  То ж е  получится, если в (11) справа поставить 
ах  +  Ьу +  с. (Докажите все это.)

§ 4. Полярные и другие координаты

Выберем точку О, исходящий из нее луч а и н а 
правление отсчета углов от луча  а  вокруг точки О. 
Каждой точке плоскости М, отличной от О, сопо
ставляем два числа: расстояние г от О до М  и в ы 
раженный в радианах угол ф, о б р а 
зуемый лучом ОМ  с лучом а и о т 
считываемый в выбранном н а п р а в 
лении (рис. 1 1 ) (в противополож
ном направлении угол считается о т 
рицательны м). Эти числа г, ф н а з ы 
ваются полярными координатами 
точки М\ точка О — центр, луч а — Рис. 11
начальный луч  системы полярных 
координат. Центру О соответствует г =  0, а угол <р не 
определен.

Д ля  угловой координаты —  д л я  угла <р — д о п у 
скаются, вообще говоря, лю бые значения; при этом, 
разумеется, углы, отличающиеся на целое кратное 
2л, определяют один и тот ж е  луч  с началом О.

Таким образом, в отличие от прямоугольных 
координат, между значениями полярных координат 
и точками плоскости нет в заи м н о  однозначного



соответствия: к а ж д а я  пара координат задает опреде
ленную точку, но одной точке соответствует одно рас
стояние г и бесконечно много значений угловой ко
ординаты. Изменение координаты ср подвижной 
точки М удобно представлять как вращение луча ОМ.

Это видно на примере спи
рали А рхим еда  (рис. 12), 
задаваемой уравнением

г =  аср (а >  0).

Каждый луч из О пересе
кает эту спираль в беско
нечном числе точек со зна
чениями ф, отличающимися 
на целое кратное 2л  (так 
как г ^  0, то ф ^  0).

О координатах. Координатами (точнее, координа
тами точек) вообщ е называются числа, которые за 
дают точки, — точка фиксируется указанием ее коор
динат. Координаты  или, как говорят, системы коор
динат могут быть самые разные: прямоугольные и 
полярные — только самые простые; кроме этих мыс
лимы и применяются другие, некоторые из них ука
заны дальше. Кроме того, сами прямоугольные коор
динаты можно вводить, беря разные оси, так же как 
полярные — беря разные начала, начальные лучи и

меняя направление отсче- 
м /  та углов.
/  В связи с разнообра

зием возможных систем 
координат нужно иметь 
в виду следующее. Когда 

х  говорят о задании фи- 
Р и с .  13 гуры уравнением, нужно

оговорить — в каких ко
ординатах. Н апример: что задает уравнение и =  аг> 
в координатах и, и? Если координаты и, V прямо
угольные, то — прямую; если полярные — то спираль 
Архимеда. Обычно опускают такие оговорки о си
стеме координат, когда ясно, какие координаты 
имеются в виду, чаще всего — прямоугольные.

Аффинные координаты. Оси х, у  (каж дая  — со 
своим масш табом!) проводятся под произвольным 
углом; угол м еж д у  положительными полуосями пусть



будет а. Координата х точки М  — это координата той 
точки на оси х, в которой эту ось пересекает прове
денная через М  прямая, п араллельная  оси у. А нало
гично определяется координата у  (рис. 13).

Д окаж ите  — в таких координатах — теорему о п р я
мой: всякая прямая представляется линейным у р ав 
нением и, обратно, всякое линейное уравнение пред
ставляет прямую.

Найдите выражение для расстояния между точ
ками. Напишите уравнение окружности.

§ 5. Преобразование координат

Переход от одних координат к другим — от одной 
системы координат к другой — совершается путем 
преобразования координат. Ф ормулы преобразования 
выражаю т старые координаты через новые. (К оор
динаты, от которых происходит переход, можно н а 
зывать «старыми», а другие — «новыми».) Рассмотрим 
переход от прямоугольных координат к полярным 
и обратно, когда у них начало общее, полож и
тельная полуось х  совпадает с начальным лучом и 
направление отсчета углов идет от положительной 
полуоси х  к положительной полуоси у. Тогда (как  
можно видеть из самого определения тех и других 
координат, а также — косинуса и синуса (рис. 14))

■ х  =  г соэ ф, г/ =  г 8т ф ;

Г =  л / х 2 +  У2, =  ^
(Так как в пределах от 0 до 2я угол не определяется 
тангенсом однозначно, то нужно учитывать знак  х  
и у. Как?)

Рассмотрим теперь преобразование прямоуголь
ных координат. Пусть имеются две системы коорди
нат: старая х, у  и новая х', у'. Н ачало  старой — О, 
новой — О' (рис. 15). Геометрически переход от с т а 
рой системы координат к новой можно представить 
таким образом: переносим оси так , чтобы начало О 
попало в О'. Затем поворачиваем оси так, чтобы по
ложительная полуось х  переш ла в положительную 
полуось х'. После этого полож ительная полуось у  
либо совпадет с положительной полуосью у', либо не 
совпадет, а будет направлена противоположно. Тогда



« а  до ее «перевернуть» отражением относительно 
оси х.

Представим это формулами в координатах. Р ас 
смотрим каж д ы й  вид преобразования координат от
дельно.

У у  ^

V У ^

/ у
X X 0  \  X

Рис. 14 Рис. 15

Перенос н ачала .  Пусть новое начало О ' имеет 
старые координаты  х0, Уо (рис. 16). Новые оси парал
лельны старым и одинаково с ними направлены. Эти

Рис. 16 Рис. 17

оси — прямые х  —  х 0, у  =  у 0. Поэтому новые коор
динаты х', у '  произвольной точки М  (х, у)  будут

х '  =  х  — х в, у '  =  у  — у 0. (2 )

Поворот вокруг  начала. Пусть новые координаты 
имеют то ж е  начало О, что и старые, но оси повер
нуты на угол а  (отсчитываемый к ак  было указано) 
<(рис. 17).

Если ввести полярные координаты со старым и  
новым начальны м  лучом, то новые полярные коорди-



н а ш  будут, очевидно,
г '  =  г, ф' =  <р — а. (3)

Поэтому из формул (1) новые х',  у '  будут 

х '  =  г ' cos ф'  =  г cos (ф — а), 
у '  =  г '  sin ф' =  г sin (ф — а).

Отсюда
х '  =  г cos ф cos а +  г sin ф sin а, 
у' —  г sin ф cos а  — cos ф sin а.

И ввиду выражений (1) для старых х, у  получаем 
x '  =  x c o s a - f -  у  sin а, у' — у  cos а  —  х  sin а .  (4)

Обратный переход от новых координат х',  у '  к ста
рым х, у  сводится к повороту на угол а  в обратную 
сторону, т. е. на —а. Поэтому (так  как  c o s (—а )  =  
=  cos а ,  sin (— а )  =  —sin а )

^ =  x 'c o s a  — у'  sin а, у  =  х '  sin а - f  у'  cosa .  (5 )

Если соединить поворот с переносом, который де
лается сначала, то в формулу (4) надо подставить 
х  — Хо, у  — i/о вместо х, у. Это приводит к тому, что 
формулы (4) получат свободный член. Аналогично 
будет с формулами (5). Выписывать эти формулы не 
будем.

Изменение направления оси у  означает  перемену 
знака координаты у,  так что формулы преобразова
ния будут

х '  =  х, у' =  — у.

Между прочим, отсюда следует полезное зам е
чание: если уравнение f(x, у) —  0 не изменяется при 
перемене знака у,  то оно определяет фигуру, симмет
ричную относительно оси х.

§ 6. Об аналитической геометрии

Как уже был сказано в § 1, о б щ ая  задача  ан а 
литической геометрии состоит в изучении геометри
ческих фигур е помощью алгебры на основе приме
нения координат. Д ля  этого фигура представляется



уравнениями или неравенствами в координатах:— в 
таком представлении состоит так  называемая первая  
задача  аналитической геометрии.

В аналитическую геометрию включается также 
вторая за д а ч а , обратная первой: исследовать, какие 
геометрические фигуры представляются теми или 
иными уравнениями. Все это можно было видеть 
в предшествующем изложении, особенно в § 3 , где 
мы вывели уравнение окружности в прямоугольных 
координатах, затем выяснили, какие фигуры может 
воообще представлять уравнение общего вида, могу
щее представлять  окружность, затем то же сделали 
для прямой и, наконец, дали решение геометрической 
задачи об окружности Аполлония, пользуясь резуль
татами, полученными в координатах.

Хотя мы привели примеры разных систем коорди
нат, преимущественно используют прямоугольные 
координаты.

. Уравнения. Уравнением с двум я переменными х, у  
в общем смысле называют равенство F (х, у) =  0, где 
F {х, у)  ~ вообще какая-либо функция переменных ве
щественных чисел х, у. Уравнение называется алгеб
раическим уравнением  степени п, если его левая часть 
представляет собой многочлен степени п  относитель
но х, у  с численными коэффициентами. Это будут 
уравнения вида а х  -f- by -f- с —  0 (первой степени) , 
а х 2 +  Ьху  -f- су2 +  dx  -f- еу  -+- f  =  0 (второй степени) 
и т. д. При этом подразумевается, что хотя бы при 
одном из «старших» членов коэффициент не равен 
нулю. Но, например, члены с у  могут вовсе отсут
ствовать. Поэтому число переменных определяется не 
тем, сколько их в выражении левой части уравнения, 
а условием, что уравнение относится к двум  пере
менным: л ев ая  часть F (х, у) есть функция двух  пе
ременных. Если одна переменная в уравнение не 
входит, то ее значения ничем не связаны. (По этому 
поводу заметим, что определять левую часть уравне
ния F ( x , y )  =  0 как «выражение, содержащее х  и у»,. 
неправильно; к тому же, если у  отсутствует, его 
можно «включить», прибавив у  — у.)

В пространстве — три координаты, и, соответ
ственно, там уравнение F ( x , y )  —  0 имеет совсем дру
гой смысл, чем в случае двух переменных — на пло
скости.



В аналитической геометрии принято говорить, что 
алгебраическое уравнение Р (х, у) =  О з ад ае т  л и н и ю  
или кривую , что одно и то же (прямая — то ж е кри
вая) .  Но мы уже видели, что уравнение м ож ет  з а д а 
вать и точку, и пустое множество. В аналитической 
геометрии это тоже «кривые» или «линии». В других 
частях математики такое понимание терм ина «кри
вая» исключается, а термин «линия» не употреб
ляется.

В случае алгебраических кривых двум определе
н и я м — уравнения данной кривой и кривой, заданной 
уравнением, — сооответствуют все те ж е две  задачи: 
вывести уравнение данного вида кривых и, обратно, 
выяснить, какие «кривые» могут определяться у р ав 
нениями данного вида. Эти задачи мы реш или в § 2 
для уравнений первой степени (в прямоугольных ко
ординатах): они задают прямые, и к а ж д а я  прямая 
может быть задана таким уравнением. В § 3 те ж е 
две задачи были решены для уравнений второй сте
пени вида х2 +  у 2 +  ах Ьу +  с =  0. В следующ ей 
главе вторая задача будет решена для любых у р ав 
нений степени 2 .

Если две кривые задаются уравнениями

Так, между прочим, можно из двух прямы х полу
чить кривые второго порядка (чтобы выяснить к а 
к и е — рассмотрите возможные случаи). Кроме того, 
можно заметить, что кривая, задаваем ая  уравнением 
Р(х,  у) =  0, задается также уравнением Р 2( х , у )  =  0 . 
Поэтому, кстати, прямая — это кривая не только пер
вого, но и второго порядка.

Это замечание, как  и другие, о б р а щ а е т  внимание 
на то, что нужно быть по возможности точным, но не

Я  (х, у) +  С2 (х, у) =  0 
или системой уравнений

Г /=Чх, у) =  0, 
\  в  (х, у) =  0 .{



догматичны м (а догматизм в школьном преподавании 
следует  преодолевать).

Неравенства. Фигуры, особенно имеющие внутрен
ние точки, задаю т в координатах одним или несколь
кими неравенствами,— как  говорят, системой нера
венств. Например, в прямоугольных координатах не
равенство

х 2 4* у2 ^  г2
за д а е т  круг радиуса г с центром в начале. А система 
из двух неравенств

{х2 +  у 2 <  г2, у  >  0}
зад ае т  полукруг. Неравенство х 2 +  у 2 <. г2 задает 
внутренность круга. Неравенство

ах Ьу с 0 (ах +  Ьу +  с ^  0)
зад ае т  полуплоскость, ограниченную прямой , ах  -f- 
-J- Ьу -}- с =  0 (убедитесь в этом).

О б щ ее  определение неравенства (или системы не
равен ств) ,  задающего данную фигуру, повторяет

определение уравнения фи
гуры, и точно так же опре
деление фигуры, заданной 
неравенством, повторяет оп
ределение фигуры, заданной 
уравнением. (Сформулируй
те соответствующие опреде
ления!)

Параметрическое зад а 
ние кривых. Параметриче
ским заданием, кривой на
зывается такое ее задание, 
когда она представляется 
как путь (траектория) дви

жения точки. То есть, выражаясь  математически, 
мож но сказать  так: параметрическое задание кривой 
состоит в том, что координаты ее точек задаются как 
функции некоторой переменной — «параметра»:

{* =  / ( / ) ,  y  =  g(t)}.
К аж д о м у  значению параметра t  =  t0 из указанного 
п ром еж утка  его изменения соответствует точка с ко
ординатам и  х  =  y  =  g( to) ,  и так  представляют
ся все точки кривой. Если представлять параметр как



время, то и получается сказанное выше о кривой, как
о пути (рис. 18).

Пример: параметрическое представление о к р у ж 
ности

я  =  г cos/ ,  y  =  r s 'm t ,

где t «пробегает» интервал от 0 до 2п  (или, если 
угодно, от — со до + ° ° ) .  Очевидно, два эти уравнения 
равносильны тому, что х 2 +  у 2 =  г2.

Параметрическое представление прямой:
x  —  a t- \-b ,  y  — ct +  d  (— оо <  t <  -j- оо),

где а2 с2 ф  0 (хотя бы одно из чисел а, с отлично 
от нуля). Такие уравнения задаю т прямую, и всякую  
прямую можно представить такими уравнениями. 
(Убедитесь в этом!) Впрочем, дальше мы спе
циально рассмотрим параметрическое зад ан и е  п р я
мой (см. § IV.4).

В аналитической геометрии параметрическим з а 
данием кривых пользуются мало, но в общей теории 
кривых параметрическое задание является основным. 
Эта общая теория кривых принадлежит д и ф ф ерен
циальной геометрии, называемой так потому, что в 
ней важнейшую роль играет применение д и ф ф ер ен 
циального исчисления (см. ч. 4, гл. I).

Геометрия и анализ. В анализе изучают функции 
f ( x )  или, что равносильно, их графики, зад ан н ы е  
уравнениями y  =  f ( x ) .  Тут функция и зо бр аж ается  
кривой. Но не сама по себе, а в отношении к данной  
системе координат. В других координатах х' ,  у1 та  ж е  
кривая будет задаваться другой функцией или, во о б 
ще, некоторым уравнением F ( х \  у' ) —  0.

Можно сказать так. Анализ изучает кривые в с в я 
зи с данной системой координат, в которой они п р ед 
ставляются уравнением вида y =  f ( x ) .  Г еом етрия  
изучает кривые независимо от той или иной системы  
координат. Геометрические свойства кривой не з а в и 
сят от выбора системы координат, в которой к р и в а я  
представляется уравнением. К геометрии относится 
то, что не изменяется при преобразовании координат. 
То, что не изменяется, называется (с лати н ского)  
инвариантным. Поэтому говорят: предмет геометрии 
составляют инварианты  преобразований прям оуголь- 
ныд координат.



Г л а в а  II 

К Р И В Ы Е  В Т О РО ГО  П О РЯ Д К А

Здесь, говоря о координатах, мы будем иметь в 
виду прямоугольные координаты (пока явно не обра
тимся к полярным координатам).

§ 1. Типы кривых второго порядка

Мы знаем, что уравнения первой степени пред
ставляю т прямые линии. Естественно задаться вопро
сом о множествах, определяемых в прямоугольных 
координатах уравнениями второй степени. Такое об
щее уравнение имеет вид

а пх 2 +  2 а12ху  +  а22у 2 +  2 а {х +  2 а2у  +  а0 =  0; ( 1)

предполагается, конечно, что хотя бы один из коэф
фициентов ап ,  а 12, а 22 отличен от н у л я 1).

Определение. Геометрическое место (или множе
ство) точек, координаты которых удовлетворяют т а 
кому уравнению, называется кривой второго порядка  
(сокращенно К В П ) .

Это определение инвариантно относительно вы
бора системы координат: координаты в одной систе
ме выражаю тся через координаты в другой системе 
линейно, так что подстановка таких выражений для 
х  и у  в уравнение ( 1 ) не может повышать его сте
пень (см. § 7). При этом члены второй степени не 
могут и исчезнуть. Иначе при обратном переходе от 
«новых» координат х ' , у '  к «старым» х, у  они не 
могли бы появиться.

Оказывается, уравнения второй степени могут 
представлять  существенно разные кривые. Суще
ствует восемь типов кривы х второго порядка. П ере
числим их.

Во-первых, это эллипсы, гиперболы  и параболы; 
ф орм ально  их можно определить так.

1. Э лли п с  — это кривая (рис. 19), представляемая 
в подходящей системе координат уравнением вида

')  П ринято  писать 2а\г, 2а\,  2а2 для удобства, которое с к а 
ж е т с я  дальш е; 2ацху  =  а 1гх у  -|- а ^у х,  2а\Х =  1 +  а 1 1 -х, . . .



(К ак правило, подразумевают, что а  ^  Ь >  0.) П р о 
стейший случай — когда а =  Ь. Тогда ур авн ен и е  
представляет окружность

х 2 у 2 =  а2.

Таким образом, окружность — простейший частны й

Рис. 19 Рис. 20

2. Гипербола  — это кривая  (рис. 20), которая  в 
подходящих координатах представляется уравн ен ием  
вида

У‘
ъ2 1 . (3)

Простейший частный случай получается при а  =  Ь ,—  
это так называемая равнобокая  гипербола (рис. 2 1 ) ,  
представляемая уравнением

у2 =  а2.

Если повернуть оси на 
45°, это уравнение преобра
зуется в

2х 'у ' =  а2.

Так что в таких координа
тах равнобокая гипербола 
представляет график обрат- Рис 21
ной пропорциональности.

3. Парабола —  это кривая  (рис. 22), ко то р ая  в 
подходящих координатах представляет граф ик п р о 
порциональности квадрату или, другими словам и , —  
график простейшей квадратной функции

У ■ а х2.

2  А. Д . Александров, Н. Ю. Нецветаев



О днако в аналитической геометрии принято менять 
оси ролями и зад ав ать  параболу уравнением

Почему именно т а к — будет видно дальш е (см. § 5). 
Уравнения <2), (3) ,  <4), какими мы определили здесь

Кривые трех названных типов — эллипсы, гипер
болы, параболы — обладают рядом замечательных 
геометрических свойств и могут быть определены 
разными геометрическими условиями; это будет сде
лано дальше {см. § 3, 4, 5). В частности, они пред
ставляю т собою кривые, получающиеся, если прямой 
круговой конус (конус вращения), образуемый пря
мыми, проходящими через одну точку — вершину ко
н у са ,— пересекать плоскостями, не проходящими че
рез вершину (рис. 23). Поэтому они называются 
коническими сечениями.

Их можно было бы назвать также «настоящими» 
К В П  в сравнении с остальными пятью типами КВП.

За коническими сечениями следуют три типа КВП, 
состоящих из прямых.

4. Пара пересекающ ихся прямых  (рис. 24). В под
ходящих координатах она представляется уравнением 
у 2 —  к2х2 =  0 .

у 2 =  2 рх. <4)

I I

Рис. 22 Рис. 23



5. П ара  параллельных п р ям ы х  (рис. 25). В под
ходящих координатах она представляется уравнением
Г 0.

У, 1

а

X
-а

Рис. 25

6. Одна прямая  (рис. 26). В подходящих коорди
натах она представляется уравнением у 2 =  0.

Наконец, есть еще два типа вырождающихся К В П :
7. Одна точка. Ее представляет  уравнение х 2 +

у 2 =  0 в таких координатах,
в которых она принята за  н а 
чало.

8. Пустое множество — пу
стая «кривая» без точек. Ее пред- — 
ставляет уравнение типа
х 2 +  У2 +  1 = 0  или х 2 +  1 =  0.

С этими КВП мы уже встре
чались, рассматривая обобщение 
уравнения окружности в § 3  гл. I.

Итого мы перечислили 8 типов КВП. Других К В П  
не бывает, как будет доказано дальш е в § 7. А теперь  
рассмотрим некоторые геометрические свойства к о 
нических сечений.

07

Рис. 26

§ 2. Форма эллипса, гиперболы и параболы

Исследуем форму эллипса, гиперболы и п а р а 
болы, исходя из данного выш е их определения к а н о 
ническими уравнениями.

Эллипс. Он имеет две взаим но перпендикулярные 
оси симметрии; их называют его осями. Оси пересе
каются в его центре симметрии или — центре э л л и п 
са. Эти свойства непосредственно видны из того, что



эллипс может быть задан  уравнением

—  +  - ¿  — 1 ( 1)
а 2 Ь2 { ’

Здесь осями его сл у ж ат  оси координат, а центром — 
начало координат.

Действительно, отражение относительно оси х со
стоит в замене точек (х, у) на (х ,—у ) ,  т. е. в пере
мене знака у. Поэтому, вообще, если у  входит в не
которое уравнение только в четных степенях, то кри
вая, представляемая таким уравнением, симметрична 
относительно оси х (ср. замечание в конце § 5 гл. I). 
Аналогично, если уравнение содержит х только в чет
ных степенях, то ось у  есть ось симметрии кривой.

Симметрия (или отражение) относительно точки, 
служащей началом координат, состоит в замене то
чек (х, у) на (— х, — у ) . Поэтому если в уравнение 
входят члены только с четными степенями или даже 
четными суммами степеней (т. е. для каждого члена 
а х ау$ сумма а  +  р четна), то начало является цент
ром симметрии кривой *).

Точки пересечения эллипса с осями называются 
его вершинами.  Величины а, Ь представляют собой 
расстояния от центра до вершин эллипса (так как 
при у  =  0 из ( 1 ) следует, что х =  ±  а, и при х =  0— 
что у  =  -\-Ь). Их называют полуосями  эллипса. 
Окружность характеризуется, очевидно, их равен
ством.

Ось эллипса, которой отвечает большее из чисел 
а, Ь, называется большой,  другой — малой. Обычно 
предполагают, что в уравнении (1) а ^  Ь, так  что 
а  — большая полуось, Ъ — малая и ось х — «большая 
ось», ось у  — « м алая»  (рис. 27).

Из уравнения (1) следует, что | х | ^ а ,  
т. е. эллипс заклю чен в прямоугольнике, ограничен
ном прямыми х  —  ± а  и у  =  ± Ь .  Эллипс ограничи
вает эллиптическую «площадку», которую тоже назы-

X^
вают эллипсом;  она задается неравенством +  

-]- 1. Она выпукла — отрезок, соединяющий лю
бые две ее точки, содержится в ней. (Д окаж ите это.)

‘) Разум еется , все  сказанное сохраняет силу, если слово 
«четный» зам енить всю ду  в  этом абзаце на слово «нечетный».



Эллипс как проекция окружности. Эллипсу можно 
дать следующее определение. Эллипс — это кривая, 
которая получается при сжатии окружности к какому- 
либо ее диаметру. При проектировании с плоскости Р  
на плоскость (2 проис
ходит сжатие вдоль 
прямых, перпендику
лярных линии пересе
чения плоскостей Р, С}■
Поэтому данное опре- —  
деление эллипса рав
носильно тому, что эл
липс есть проекция ок
ружности (рис. 28).

Сжатие фигуры в & 
раз к оси х  состоит в
том, что каж д ая  точка (х, у) фигуры переходит в точку 
( х , у )  с х  =  X, у = - 1-, так  что х  =  х, у  =  Иу. По-

Рис. 27

этому окружность х2 - у 2 =  а 2 переходит в кривую 
х 2 +  /г2у 2 =  а2,

или, если положить - -̂ =  Л к ’
х2 й2—  4- —  =  1 
а2 Ь2 1 ‘

Совершенно так же растяжение окружности от п р я 
мой дает эллипс. Поэтому плоские сечения прямого 
кругового цилиндра — эллипсы (рис. 29).



Гипербола. О на имеет две оси симметрии и центр 
симметрии. Это видно из ее уравнения

■ £ - £ = 1- ®

а*.

Как и для эллипса, осями служ ат  оси координат, 
центром — начало. Одна ось — «мнимая» — не пересе
кает гиперболу, другая — «вещественная»— пересе
кает в двух точках, называемых вершинами.  (Н агляд
но это очевидно, а формально доказывается «в два 
слова». Если х  =  0, т. е. берется ось у,  то из (2) по
лучается у 2 =  — Ь2, что невозможно. Если у  =  О— 
берется ось х, — то х 2 —  а2 и х  =  ± а . )

Следовательно, величина а есть расстояние от 
центра гиперболы до ее вершин. Она называется ве
щественной полуосью ,  а Ь — мнимой  (потому что при 
замене Ь на У — 16 уравнение гиперболы переходит 
в уравнение э лл и п са) .  Всегда подразумевается, что 
а, Ь >  0.

X2
Из уравнения (2) очевидно, что - ^ - ^ 1 .  Поэтому

12 Следовательно, на гиперболе нет точек
с | л г ] < а .  Она состоит 
из двух ветвей, разде
ленных целой полосой 
между прямыми х — а, 
х  =  —а.  Эти ветви 
уходят в бесконечность, 
так как  при |л;|->-оо 
такж е | у  |->- оо.

Асимптоты гипер
болы. Прямые

Ь Ь /о\
У =  - х ,  У =  - - ^ х  (3) Рис. 30 а а

обладают в отношении гиперболы с уравнением (2 ) 
важными свойствами. Если точка, двигаясь непре
рывно по гиперболе, удаляется в бесконечность, то 
она неограниченно приближается к одной из этих 
прямых (рис. 30).

Прямая, обладаю щ ая в отношении какой-либо 
кривой подобным свойством, называется ее асимпто



той. Н аш е утверждение о прямых (3) состоит, стало  
быть, в том, что они служат асимптотами гиперболы.

Д окаж ем  это утверждение. И з уравнения (2) сл е
дует, что для  точки Х ( х , у ) ,  л еж а щ ей  на гиперболе, 
имеет место равенство

Пусть точка X  расположена, например, на той 
части гиперболы, где х  >• 0, у  >  0. Вертикальная п р я
мая, проходящая через нее, пересечет прямую у  —
— — х  в некоторой точке Х { (х, у х ) , т ак  что

1 Ъ2 2

Поэтому у\ — у~ — Ь'2, откуда

У у - У -
Ь2

У 1 +  У, '
( 4)

Если X  + 0 0 ,  то у - * -  + 0 0  И У\ —»■ +  о о ; поэтому из 
равенства (4) следует, что у\  — у - * - 0. Тем самым 
точка X  неограниченно приближ ается к прямой у  =  

ь

Рис. 31

Остальные части гиперболы, где х  >  0, у  <  О 
и т. п., не нужно рассматривать, т а к  как  из сим
метрии гиперболы относительно осей ясно, что д л я  
них выполнено аналогичное. □

Из доказанного вытекают следую щ ие два 
Замечания. 1. Чертить гиперболу надо так, чтобы 

ее ветви, «распрямляясь», приж им ались  к асимптотам 
(рис. 31, а  верный, рис. 31, б  неверный).



2. При движении точки по гиперболе движение 
это на больших расстояниях все меньше отличается 
от прямолинейного — от движения по асимптоте.

П арабола . Она имеет одну ось симметрии — это 
ось х, когда параболу представляет каноническое 
уравнение у 2 =  2рх. Точка пересечения параболы 
с осью назы вается  ее вершиной. К аж д ая  прямая, па
раллельная оси, пересекает параболу в одной точке.

§ 3. Эллипс; его фокальное свойство

Эллипсу можно дать (и очень часто дают) сле
дующее чисто геометрическое определение.

Э ллипс  — это фигура (кривая) ,  образованная точ
ками, у  которых сумма расстояний от двух  заданных  
точек ф иксирована  (и больше расстояния между дву
мя указанными точками). То есть если F u F2 — дан
ные точки, то эллипс образован точками М, для ко
торых

F jM  +  F2M — const >  F xF2. (1)

Последнее неравенство необходимо: оно означает, 
что сумма двух сторон треугольника F\F2M  больше 
третьей ]) .

Точки F u F ч называются фокусами  эллипса. Если 
они сливаются, то условие ( 1 ) сводится к тому, что 
FM =  const; точки с этим условием образуют окруж
ность. Она считается частным (иногда — вырожден
ным) случаем эллипса.

Здесь мы будем понимать эллипс в смысле дан
ного определения и докажем, что он задается в под-
ходящих координатах уравнением 1 (т. е.
является эллипсом в смысле данного в § 1 опреде
ления).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем прямоугольные ко
ординаты с началом посредине между фокусами, т. е. 
в середине отрезка F, F2, и с осью х,  проходящей 
через фокусы (рис. 32). Введем обозначения: по
стоянную в (1) обозначим 2а и положим F\M  =  гь 
F2M =  Г2, т а к  что условие ( 1 ) будет выглядеть сле-

’) Точки М  с условием  F,M -f- F2M =  F,F3 образую т отрезок 
FiF2; точек М  с F\ M  +  F2M  <  F lF2 не сущ ествует.



дующим образом:
Г\ +  г2 =  2 а. (2)

Полагаем еще =  2с, так что расстояние фокусов 
от начала равно с и фокусы расположены в точках 
/■,(—с, 0), Ъ ( с , 0 ) .  Поэтому

Отсюда, пользуясь последним равенством в (3), 
получаем

Возводим в квадрат и подставляем г2 из (3). Тогда 
простые преобразования (которые вы долж ны  проде
лать!) приводят к уравнению ,

Что мы доказали, выведя это уравнение? Мы до
казали, что координаты точек эллипса (в его геомет
рическом определении условием (2 ) )  удовлетворяют 
уравнению (7 ), т. е. что эти точки содерж атся  среди 
точек, удовлетворяющих этому уравнению: другими 
словами — что эллипс содержится в кривой, представ
ленной уравнением (7). Но это еще не значит, что он 
и есть эта кривая: ведь она может содерж ать  точки, 
для которых условие (2 ), определяю щее эллипс, не 
выполняется. Стало быть, нужно еще проверить, что 
из уравнения (7) вытекает условие (2).

г\ =  (х +  с)2 +  у2, г\ =  (х -  с)2 +  У2, г\ г\ =  4сх. (3)

Из (2) находим:

г\ == (2а -  г ,)2 =  4а2 +  г\ -  Ааг{, 4аг, =  г\ -  г\ +  4а2.

(4)

м

Так как а >  с, то можно поло
жить- а2 — с2 =  Ь2. Тогда урав
нение (6) совпадет с уравне
нием (2 ) из § 1 :

X

Рис. 32



Д ействуя  «в лоб», нужно, пользуясь уравнением
(6) ,  вывести выражения для г\, г2:

/Г1==а +  Т л:’ г* =  а ~ ^ х  <8)
и, сложив их, получить: г\ +  г2 =  2а. Проделаем этот 
вывод.

И з выраж ения (3) для г\  и из уравнения (7) н а
ходим:
г\ =  (х +  с)2 +  Ь2 — х2 — ( 1  — -Д*-) х2 +  2сх +  с2+ 62,

и т ак  к ак  Ь2 =  а2 — с2, то

г\ =  ( а + ^ х ) \  (9)

И звл екая  корень, получим для Г1 или выражение 
(8), или то ж е  со знаком минус:

/-1 =  — (<* +  ■ £ * ) .  ( 10)

Почему (10) не может выполняться? Расстояние 
г\ ^  0, а правая часть здесь положительна при
а  +  - ^ - х < 0 .  Однако это невозможно в силу урав
нения (7): из него очевидно следует, что | х | ^ а ,  но

С Стогда а  +  — * > 0 , поскольку 0 <  — < 1 .
Таким образом, извлечение корня из (9) дает для 

г\ только выражение (8).
Т ак  как  в формулах (3), из которых делается вы

вод, г2 отличается от г\ только знаком при с, то и для 
г2 получаем выражение (8). В результате мы полу
чаем, что Г\ +  г2 =  2а. Следовательно, уравнение (7) 
задает  эллипс (в данном его геометрическом опреде
лении). □

Отметим, что дальше — в § 4 — при аналогичном 
выводе извлечение корня даст другой результат.

Зам ечание .  Проверку можно провести из геомет
рических соображений без выкладок. Из уравнения
(7),  как у ж е  замечено, следует, что х е  [—а, а]. 
К аж дом у  х из этого промежутка соответствует опре
деленный у % и, стало быть, два значения: ± у .  Вместе 
с тем с каж дой  стороны от отрезка | х | ^ а  на пер
пендикуляре к нему лежит по одной точке М с д ан 
ной суммой Р\М  +  Р2М  (сумма этих расстояний рас



тет с удалением М  от оси х  и потому имеет данное 
значение только в одной точке с каждой стороны от 
оси). Но, по доказанному при выводе уравнения (7), 
эти точки леж ат  на кривой с этим уравнением. А т а к  
как на том же перпендикуляре с каждой стороны 
есть по одной точке этой кривой, то эти точки совп а
дают с указанными точками. Тем самым эта  кривая 
и есть эллипс, что и требовалось доказать.

Определение. Отношение

е =  ( И )а

называют эксцентриситетом эллипса (потому что оно 
показывает, насколько фокусы удалены от центра, 
для окружности с =  0 , так что е =  0).

С этим обозначением формулы (8) записы ваю тся 
компактно:

r ^ a  +  ex, r2 =  a — ex. (12)

Расстояния fi  =  F\M, г2 == F^M назы ваю т ф окаль
ными радиусами  точки М на эллипсе.

Свойство эллипса, выраженное условием F iM  +  
-)- F2M  =  const, называют его фокальным свойством. 
Поэтому полученный нами результат мож но в ы р а 
зить так.

Определения эллипса его фокальным свойством, 
и каноническим уравнением равносильны.

Фокальное свойство дает простой способ чертить 
эллипс. Воткнув в бумагу две булавки в фокусах  э л 
липса, прикрепляют к ним концами нитку длиной в

две большие полуоси. Оттягивая нитку острием  к а 
рандаша, обводят одну половину эллипса, потом 
другую (рис. 33).



§ 4. Гипербола, ее фокальное свойство

Гиперболу можно определить геометрически сле
дую щим образом.

Г ипербола  — это кривая, образованная точками, 
у  которых модуль разности расстояний от двух за 
д анны х  точек фиксирован  (и меньше расстояния 
м еж ду данными точками). То есть если Р\, F2 — д ан 
ные точки, то гипербола образуется точками М, для 
которых

I F {M  — F2M I =  const <  F\F2. (1)

Неравенство здесь выражает, что разность двух 
сторон треугольника F\F2M  меньше третьей1).

Т ак  же, как в случае эллипса, точки F\, F2 назы
ваю тся фокусами  гиперболы, расстояния F\M, F 2M 
до точки М  на гиперболе называются фокальными  
радиусами-, само свойство гиперболы, выраженное 
условием ( 1 ), называется ее фокальным свойством.

Здесь  мы будем называть гиперболой кривую, 
определенную фокальным свойством (1). Задача  со
стоит в том, чтобы доказать, что это определение рав-

X^
носильно данному выше в § 1 уравнением-^------р - =  1 -

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем обозначения: F \ M —
—  r\, F 2M  —  r2, const =  2а и условие (1) запишем в 
виде | г j — г21 =  2а . Это означает, что выполнено одно 
из дву^с равенств:

Соответственно, гипербола состоит из двух «ветвей»: 
на одной выполняется первое из этих равенств, на 
другой — второе.

Введем такие же координаты, как в случае э л 
липса. Н ачало берем посредине между фокусами, 
о сь  х  проводим через фокусы. Полагаем Р\Р2 =  2с. 
Фокусы расположены в точках Р\ (—с, 0), Р2(с,0) .  
П оэтому (так же, как в случае эллипса)

г х — г 2 =  2а, или г2 — г, =  2а. (2 )

г\ =  (х +  с)2 +  у 1, г\ =  (х — с)2 +  у2, 

г2 — г\ =  4 сх.

(3)

(4)

‘) Точки М,  для которы х \FiNl  — /72М | =  Р ,Р 2, образую т два 
луча  с началом  в точках /•'ь Р2. Точек М  с — Р2М\  >  2 
не сущ ествует.



Возьмем ту ветвь гиперболы, на которой в ы п о л 
нено первое из равенств (2): г\ — гч =  2а. Тогда

Отсюда, пользуясь (4), так же, как в случае эллипса ,  
получаем

г, =  а +  х. (5)

Возводим в квадрат и подставляем г2 из (3). 
Тогда простые преобразования приводят, так  же, как  
в случае эллипса, к уравнению

4  +  - И ^  =  1 - (6)а2 а£ — с£

Но теперь с >  а (вследствие неравенства в условии 
(1)) .  Поэтому можно положить с2 — а 2 =  Ь2, и мы 
получим:

_  £ -  =  1 (7)
а 2 Ь2 К ’

Мы доказали, что точки, для которых вы п олн яет
ся первое из равенств (2 ), принадлежат кривой 
с уравнением (7), т. е. что первая ветвь гиперболы  
в ней содержится. Но это не вся гипербола. У р ав н е 
нию (7) удовлетворяет т ак ж е  и вторая ее ветвь. Это 
вы докажете аналогично предыдущему, исходя из 
второго равенства (2 ).

Теперь нужно доказать, что не только обе ветви 
содержатся в кривой (7), но и что они ее исчерпы 
вают. Тогда и будет доказано, что уравнение (7) д ей 
ствительно задает гиперболу, определенную ее ф о 
кальным свойством.

Обратимся к соответствующему выводу, т а к  ж е  
как  в случае эллипса. И з выражения (3) д л я  г\, 
пользуясь (7) и тем, что с2 =  а2 +  Ь2, находим.

г] =  (х +  с)2 +  7 ^ 2- б2 =  (а +  7 х) •

Отсюда, полагая ~^ —  е (как  и в  (11), § 3),  получаем  

г, =  ±  (а +  ех). (8)

Минус здесь возможен — в отличие от случая э л л и п 
са. Из уравнения (7) очевидно, что \ х \ ^  а.  П оэтом у



а — — х  — а > 0 -
Аналогично найдем г 2, исходя из выражения (3): 

д л я  г2 оно отличается только знаком при с. Поэтому 
мож но сразу написать его, изменяя в (8) знак при е:

г2 =  ±  (а — ех).

Здесь  опять возможны оба знака.
П ри  х  ^  а имеем

г { — а +  ех, г2 —  — а +  ех.

(9)

П ри  —х ^ а  имеем
г, =  — (а +  ех), ех.

В обоих случаях | г\ — г21 =  2а.
Итак, мы доказали, что каждая точка кривой 

с уравнением (7) леж ит на одной из ветвей гипер
болы. Наше утверждение полностью доказано. □  

Таким образом, мы доказали, что определения  
гиперболы  ее фокальным свойством и каноническим  
уравнением  равносильны.

Ф окальное свойство гиперболы дает простой спо
соб чертить ее. Втыкаем в бумагу две булавки в фо
ку сах  гиперболы и прикрепляем к ним — к одной и 
другой — две нитки; на них надеваем колечко и, на
тян ув  нитки, помещаем его в  точке между фокусами, 
где долж на быть вершина гиперболы. Если теперь 
перемещ ать колечко, натягивая нитки, то каж д ая  из> 
них —  от булавки до колечка — будет удлиняться на



одну и ту же величину, так  что разность их б у д е т  
постоянна. Поэтому острие карандаш а, вставленного  
в колечко или прижатого к нему, будет о п и сы вать  
ветвь гиперболы (рис. 34).

§ 5. Парабола; ее фокус и директриса.
Директрисы эллипса и гиперболы

П араболе можно дать следующее геометрическое 
определение.

Парабола  — это кривая, образованная точками, 
равноудаленными от данной точки и от данной п р я 
мой (при условии, что д ан н ая  точка не л еж и т  на  
этой прямой). Т. е. если Т7 — данная точка, О  —  д а н 
ная прямая, а г и с1 — расстояния от точки М  д о  Р  
и О, то парабола образована 
точками М, для которых

г =  ±  (1)

Точка Т7 называется ф оку
сом параболы, прямая И  — ее 
директрисой.

Покажем, что парабола оп
ределяется указанным геомет
рическим свойством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В ве
дем координаты, проведя ось 
х  перпендикулярно директрисе 
через фокус. Начало возьмем 
в середине отрезка между директрисой и ф окусом . 
Длину этого отрезка {расстояние от  фокуса Р  д о  д и 
ректрисы) обозначим р, т а к  что фокус будет точкой

а ДиРектРиса — прямой х  =  —^ ~  (рис. 3 5 ) .
Расстояние от точки М  (х, у)  до директри сы  
будет

Рис. 35

й  = (2)

Расстояние же г =  РМ  до фокуса будет

л / ( *  ~ ^ ) 2 + у 2 - О)



Из равенства г —  й  получаем й2 =  г2, т. е.

откуда
у 2 =  2 рх. (5)

Этим доказано, что точки с г =  й содержатся в 
кривой с уравнением у 2 =  2рх. Обратное доказы вает
ся «обратным ходом»: из (5) получаем (4), и, извле
кая  корни, получаем г =  й. П

Итак, определения параболы равенством г =  й 
и уравнением (5) равносильны.

Директрисы элли п са  и гиперболы. Эллипс, отлич
ный от окружности, и гипербола характеризуются 
вместе с параболой общим свойством. Это кривые, 
образуемые точками, у которых отношение расстоя
ний до данной точки ^  и до данной прямой О (не 
проходящей через Т7) одно и то же. То есть если г 
и й  — расстояния точки М  до Т7 и Б,  то

Причем для эллипса е <  1, а для гиперболы е >  1, 
и это число есть не что иное, как эксцентриситет. Д ля 
параболы же, как  следует из предыдущего, е — I.

П рямая й  так ж е  называется директрисой, а точка 
Р —  фокусом к р и в о й —-эллипса или гиперболы. По 
симметрии эллипса и гиперболы у них по два фокуса 
и две директрисы. Это те самые фокусы, которые фи
гурируют в ф окальном свойстве. Директриса и фо
кус, для которых выполнено (6), располагаются с од
ной стороны от центра. Директрисы перпендикулярны 
линии фокусов и расположены от центра на рас
стоянии

Кривая с постоянным отношением (6), очевидно, 
определяется двумя величинами: отношением е в (6) 
(эксцентриситет) и расстоянием р фокуса от дирек
трисы. Д ля  эллипса и гиперболы

Г
=  е =  сопэ! (6)(1

а2 а



Окружность исключается: д ля  нее с =  0; у нес нет 
директрисы.

Д окаж ем, что эллипс, отличный от окружности, и 
гипербола обладают указанным свойством. Р а с с м о т 
рим рис. 36. Введем координаты х, у  как и р ан ьш е  
так, чтобы фокусы были 
в точках F i (—с, 0), F2(c,
0). Директриса D2— это 
прямая х  =  q =  а/е.  У то
чек эллипса | л : | ^  а и 
е < 1 .  Поэтому расстоя
ние произвольной его точ
ки М ( х , у )  от директрисы 
D2 будет

d2 =  q — х = - ^ -  х. (8)
Рис. 36

Вместе с тем по формуле (12) § 3 фокальное рас- 
стояни

r2 =  a — ex.  (9)

Поэтому r2 =  ed2, что и требовалось доказать.
По симметрии эллипса точно так же r\ —  ed\.  

Стало быть, равенство (6 ) на эллипсе выполняется.
Обратно: из (6) и (8 ) следует (9), а из (9), к а к  

показано выше, в § 3, вы текает  уравнение эллипса .  
Таким образом, равенство (6 ) с е <  1 характеризует 
эллипс, что и требовалось доказать .

Аналогичный вывод д ля  гиперболы читатель п р о 
ведет сам. Здесь нужно иметь в виду, что для одного  
фокуса есть две формулы расстояния (по ф о р м у л ам
(8), (9) § 4). Д ля каждого из этих «расстояний» 
нужно проверить равенство r /d  =  е. □

§ 6. Уравнение в полярных координатах

Возьмем полярные координаты  с началом в ф о 
кусе рассматриваемой кривой — эллипса, гиперболы 
или параболы, а начальный луч направим через б л и 
жайш ую  к фокусу вершину или, что равносильно, в 
сторону соответствующей директрисы перпендику
лярно к ней (рис. 37). П ри таком  выборе коорди нат  
радиальная  координата точки на кривой есть не что 
иное, как фокальный радиус.



\  d

Г ) •г7

По свойству директрисы и фокуса
r — ed. (1 )

Пусть д — расстояние от фокуса до  директрисы, а 
х  — координата точки, когда ось х  направлена по на

чальному лучу, т. е. к ди
ректрисе. Тогда если х  <  
<  д, то

d  — q — х.  (2 )

р ис 37 Так будет для эллип
са, параболы и той ветви 

гиперболы, которая ближе к взятому фокусу. Вместе 
с тем в полярных координатах

x =  r C O S0.
Поэтому (1) д ает

г =  ed — е (q — х) =  eq — er cos 0,
откуда

еч
1 +  е  cos 0  ' ^

Это и есть ур а внен и е  эллипса, параболы и одной 
ветви гиперболы в полярны х координатах.

Рис. 38 Рис. 39

Величина ед  имеет простой геометрический смысл, 
зт

П ри 9 =  -у  ф о р м у л а  (3) дает г =  ед; это значит, что
ед  есть расстояние о т  фокуса до кривой по перпенди
куляру к оси (рис. 38). Оно называется фокальным  
параметром и обозначается р.

В случае гиперболы  для другой ее ветви (рис. 39)
й — х  — а.



Поэтому

откуда

Д л я  параболы е =  1 и q =  р, это то самое р, которое 
входит в ее уравнение.

Введем фокальный парам етр  р  в уравнения 
(3), (4):

Р r  _  Р ( 5 )
1 +  е cos 0 ’ е  cos 0 — 1

О днако чаще начальный луч полярных координат 
направляют противоположно, от ближайшей в ер 
шины. Тогда угол 0 изменяется на я ,  и косинус м е
няет знак. Поэтому при таких координатах у р авн е
ния будут

Р Р ((W
1 — е  cos 0 ’ * I +  е cos 0

При задании уравнениями (5) начальный луч 0 =  0 
проходит через точки, ближайш ие к фокусу. При з а 
дании уравнениями (6), напротив, начальный луч не 
пересекает ни параболу, ни гиперболу. Гиперболу не 
пересекают лучи, для которых знаменатель неполо
жителен. (В каком угле заклю чены  эти лучи?)

Значение уравнения конических сечений в поляр
ных координатах. Согласно первому закону К еплера 
(открытому им около 1610 г.), планеты двигаются по 
эллипсам, в фокусе которых находится Солнце.

Потом Ньютон вывел из своего «второго закона»  
и закона тяготения, что всякое тело под влиянием 
притяжения Солнца необходимо двигается по кри 
в о й — эллипсу, параболе или ветви гиперболы — с ф о 
кусом в Солнце, которая охватывает фокус (как на 
рис. 3 7 ), не считая того случая, когда оно движется 
прямо к Солнцу или от него.

Естественно принять за н ачало  координат центр 
Солнца и в качестве одной из координат взять р а с 
стояние от него. В качестве другой естественно взять 
угол поворота радиус-вектора, идущего из центра 
Солнца к движущемуся телу. Тем самым мы вводим 
полярные координаты в плоскости, в которой распо
ложена траектория небесного тел а .  Т ак  естественно

г =  ed =  е (х — q) — er  cos 9 

— ей eq

eq,

г  = I — е cos 0 е  cos 0 — 1 (4)



появляется представление этой траектории в поляр
ных координатах. Т ак  же естественно, что уравнение 
(3) задает именно ветвь гиперболы, обходящую фо
кус: траектория не может состоять из двух разделен
ных ветвей и из-за притяжения тела к Солнцу, нахо
дящемуся в фокусе, должна огибать его.

Вообще уравнение (3) представляет любую воз
можную траекторию  материальной точки во всяком 
поле, где сила притяжения направлена к фиксирован
ному центру и обратно пропорциональна квадрату 
расстояния (исклю чая случай, когда точка движется 
по прямой к центру или от не^о). Если же действует 
сила отталкивания от центра, — тоже обратно про
порциональная квадрату  расстояния, — то точка под 
влиянием такой силы движется по другой ветви ги
перболы, отходящ ей от фокуса (рис. 39).

По закону «обратного квадрата расстояния» дей
ствуют «кулоновские» силы: силы притяжения между 
противоположными по знаку электрическими зар я 
дами и отталкивания — между одноименными зар я 
дами.

Еще в н ачале  нашего века великий английский 
физик Р езерф орд  из наблюдений над рассеянием 
а-частиц заклю чил, что атом имеет ядро, которое 
положительно заряж ено. В этом важнейшем откры
тии существенную роль сыграло то, что траектории 
а-частиц долж ны  быть ветвями ги пербол1).

Таким образом, конические сечения и представле
ние их уравнениями (6) связаны с самыми фунда
ментальными проблемами естествознания: с позна
нием законов движ ения небесных тел, с одной сто
роны, и открытием ядра атома, с другой!

Уравнение конического сечения, отнесенное к вер
шине. Если н ачало  координат взять в вершине и со
хранить направление оси х, получим уравнение, об
щее для эллипса, гиперболы и параболы:

у 2 =  2рх +  (е2 — 1) х 2.

')  Конечно, н абл ю даем ы е траектории — прям ы е: ветвь гипер
болы далеко  от  верш ины  неотличима от асим птоты . Но д ви ж е
ние по гиперболе опр едел яет  направление движ ения  летящ ей 
к ядру  и отброш енной  ядром а-частицы . Э то  и играет роль 
в вы воде ф орм улы  Р езерф орда, применяя которую  к анализу 
эксперим ентальны х данны х , он до казал  сущ ествование ядра.



Здесь р, е — как и выше, в уравнениях (5), (6) , — 
фокальный параметр и эксцентриситет. При е <  1 по
лучается эллипс, при е >  1 — гипербола, при е =  1 — 
п а р а б о л а 1). Выведите это уравнение и рассмотрите, 
как изменяется вид кривой при постоянном р  и непре
рывном изменении е, начиная от нуля.

§ 7. Классификация КВП

В § 1 мы указали 8 типов К ВП . Теперь докажем, 
что ими исчерпываются все возможные К В П , т. е. что 
уравнение

а п х 2 +  2 ai2x y  -f- а22у 2 +  2 а {х  +  2 а2у  +  aQ =  0 ( 1 )

может представлять только кривую одного из у к а 
занных типов. Это можно назвать  «основной теоре
мой о КВП». ¡ ’

Идея доказательства состоит в том, чтобы путем 
преобразований координат привести уравнение ( 1 ) 
к возможно более простому виду, когда тип кривой, 
какую оно может представлять, станет очевидным. 
Действительно, уравнение может быть сложным по
тому, что система координат не связана  естественно 
с кривой. З адача  состоит в том, чтобы перейти от, 
так сказать, «случайной» системы координат к «ес
тественной» для данной кривой.

Л емм а (А ) .  Всегда можно повернуть оси коорди
нат так, чтобы член с произведением ху  исчез.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, а\ %ф  0. Введем 
координаты х ' , у',  повернув оси на угол а. Тогда

х  =  х'  co sa  — у '  sin a,
у  =  х '  sin a  +  у '  cos a.

Подставляя эти выражения в (1) ,  найдем коэффи
циент 2a¡2 при произведении х 'у ';  он будет

2а'2= 2 а 22 sin a c o s a —2аИ s i n a c o s a + 2a ]2(cos2a — sin2a)—

=  (а22 — a u ) sin  2a -f- 2a 12 eos 2a.

')  При e <c 1 (e2 — l ) x 2 <  0, при e >  l (e2 — 1 ) x 2 >  0. Э то  
вы раж аю т сам и греческие названия: «эллипс» — недостаток, «ги 
п ер бо л а» — избы ток. Название « п ар аб о л а»  означает « п р и кл а
дывание» и связан о  с геометрическим смыслом уравн ен ия 
у 2 =  2рх: квад р ат , построенный на о тр езк е  у,  равновелик п р ям о 
угольнику со сторонами 2р, х.



Так как предположено ах2ф  0, то, взяв а  так, что

получим 2а\2 =  0. □
Таким образом, мы можем предполагать дальше, 

что уравнение имеет вид

Понятно, что в этом уравнении коэффициенты, вообще 
говоря, не такие, как в ( 1 ), и координаты х, у берут
ся уже в другой системе, но для простоты записи мы 
этого не отмечаем.

Л ем м а ( В ) .  Е сли  в уравнении  (2) йп =/= 0 (<222 Ф  
Ф О ) ,  то член  с х  (у) можно исключить переносом 
начала координат.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Перенесем начало в точку

т. е. член с х' отсутствует. (Полезно отметить, что 
при переносе начала, т. е. подстановке х  — х ’ +  р 
(и у  =  у '  +  q ) ,  коэффициенты при х 2, у 2 уже не изме
няются.) □

Теперь можно заметить, что в уравнении (2) хотя 
бы один из коэффициентов ап ,  а п  не равен нулю. 
Можно считать, что агг Ф  0 (иначе переименуем ко
ординаты). Тогда, применяя «операцию В», т. е. ука
занный только что в лемме (В) перенос начала, мы 
придем к уравнению, где член с у '  отсутствует. Т а 
ким образом, оказывается, что всегда можно выбрать 
координаты так , чтобы данная К ВП  представлялась 
уравнением вида

а и х 2 а22у2 Ч- 2а1х  2а2у  -4~ Од — 0. ■ (2 )

Тогда 

ап х 2 +  2 а {х  =

а п х 2 +  а&у2 +  2 ахх  +  а0 =  0 . (3 )

Из этого уравнения видно, что ось х  служит осью 
симметрии кривой. Стало быть, мы доказали, между



прочим, что всякая КВП имеет хотя бы одну ось сим
метрии!

Теперь рассмотрим различные возможности для 
уравнения (3).

Случай I. Пусть в (3) а п ф  0 (и а 22 Ф  0, как уже 
предположено). Тогда операцией (В) можно прийти 
к уравнению без члена с х, так  что уравнение (3) 
примет вид

а п х 2 -\- а22у2 +  а0 =  0 (4)

(новые координаты мы для простоты записи обо
значаем х, у ) .

Теперь есть две возможности: (1 ,1) а 0 ф  0, (1,2) 
а 0 =  0 .

(1 ,1 ) Допустим, а 0 Ф  о. Тогда (4) можно перепи
сать в виде

ах 2 +  рг/2 =  1 Р =  -  ^ Л .  (5)
ч ао ао /

Тут есть следующие возможности:
(I, 1а) Пусть а  >  0 и Р >  0. Тогда, полагая а  =  

== а - 2, р =  Ь~2, приведем (5) к виду

т. е. кривая — эллипс.
(1,16) Пусть а  <  0, р <  0. Тогда равенство (5) 

невозможно ни при каких х, у, т ак  что кривая — 
пустая.

(I, 1в) Пусть а,  р разных знаков. Пусть именно 
а  >  0, р <  0. Тогда, полагая а  =  а~2, р =  — Ь~2, по
лучим

т. е. кривая — гипербола. (Понятно, что если а  <  0, 
Р >  0, то можно переименовать координаты.)

(1 ,2 ) Пусть а 0 —  0. Тогда (4) сводится к

ап х2 +  ^ У 2 =  0 , (6)

и есть две возможности:
(1,2а) Пусть й ц , агг разных знаков, так  что

—  <  0 (по условию а ц Ф 0 ,  а 22 Ф Щ -  Тогда, деля 
Й22



(6) на й 22 и полагая — —  —  заменяем (6) наЙ22
у 2 — к2х 2 =  0, т. е. (у +  кх) (у — !гх) =  0.

Таким образом, кривая есть пара прямых у  =  кх, 
у —  — кх.

(1 ,26) Пусть ац ,  а 22 одного знака. Тогда, как 
очевидно, (6) возможно лишь при х  =  у =  0, т. е. 
кривая есть точка.

Случай II. В уравнении (3) ац =  0 ( а 22ф 0  по 
условию).

Поэтому уравнение (3) (если разделить на а 22) 
сводится к уравнению вида

у 2 +  2рх +  д =  0. (7)

Мы различаем прежде всего два случая: либо 
р ф  0, либо р  =  0.

(11.1) Пусть р Ф  0. Тогда перенесем начало в
точку ( — т^-, 0 ^ ,  т. е. положим х =  х '  — ■ В ре
зультате уравнение (7) приведется к виду 

у 2 +  2 р х '  == 0 , 

или, после снятия штриха, получаем
у2 =  — 2рх,

т. е. кривая — парабола. Если р >  0, то, обращая на
правление оси х,  т. е. изменяя знак х,  получим спра
ва 2 рх.

(11.2) Пусть р —  0. Тогда (7) приводится к виду

у2 +  Я =  0 (8)

и имеется три случая: ^ <  0, д —  0 , д >  0.
(II, 2а) Если д <  0, то (8) равносильно

( у  +  V — ч)  (У — V — я)  =  о,
т. е. кривая  есть пара параллельных прямых у  —
—  V — д, у  =  —  V —?■

(II, 26) Если д =  0, то уравнение (8) сводится 
к у 2 =  0 , т. е. у  —  0, т. е. представляет прямую.

(II, 2в) Если д >  0, то равенство (8) невозможно 
ни при каком у,  т. е. кривая — пустая. Но пустую 
кривую мы уже получили раньше в случае (I, 16). 

«Основная теорема о К.ВП» доказана. □



Замечание. Пустая кривая получилась у нас 
дважды: в случаях (I, 16), (II, 2в). Это объясняется  
тем, что ее представляют в этих случаях существенно 
различные уравнения. В случае (I, 16) ее уравнение 
содержит обе координаты, а в случае (II, 2в) —  то л ь 
ко одну.

Отметим, что уравнение второй степени может 
представлять окружность только тогда, когда оно 
имеет вид

а (х2 +  у2) +  2а,х +  2а2у  +  «0 =  0 . (9)

Действительно, если кривая — окружность, то 
после поворота осей, исключающего ху,  долж но  о к а 
заться ап  =  а 22- (Эллипс с равными осями.) Но 
Л2 _|_ у 2 не изменяется при повороте осей, т. е. х 2 +

у* =  х2 +  у 2. Поэтому и до поворота д олж но  быть 
а , ,  == а 22, «12 =  0, т. е. уравнение должно иметь у к а 
занный вид.

Однако уравнение (9) может представлять  о к р у ж - 
ность лишь при а2 +  а2 >  аа0; ее радиус r = У а\-\-а \— аа0_ 
(Докажите это.) При а2 +  а\ =  аа0 уравнение зад ает  
точку, а при а\ +  а2 <  аа0 — пустое множество.

Отсюда, между прочим, следует, что если дано 
уравнение (9) и заранее известно, что п редставляе
мая им кривая содержит хотя бы две точки, то она — 
окружность.

Аналогично, если в общем уравнении (1) «12 =  0 
и Оп, «22 одного знака и кривая содержит хотя бы 
две точки, то она — эллипс. (Почему?)

Г л а в а  I I I  

В Е К Т О РЫ  И К О О РД И Н А Т Ы

§ 1. Понятие вектора

Направленные отрезки. Термин «вектор» употреб
ляют в геометрии по крайней мере в двух смыслах, 
хотя и связанных, но тем не менее существенно 
различных. С одной стороны, вектором н азы ваю т н а 
правленный отрезок, с другой стороны, вектор пони
мают, как понимают в физике «векторные величи
н ы »— скорость, силу и т. п. (когда говорят, н ап р и 
мер, что одна и та ж е  сила может быть п рилож ена



к разны м  телам — в разных точках). Представляется 
удобным различать соответственно «конкретный век
т о р » — направленный отрезок — и «абстрактный (или, 
к а к  принято говорить, — свободный) вектор». Р ас 
смотрим сначала направленные отрезки — конкретные 
векторы.

Н аправленны м  отрезком называют отрезок, у ко
торого один конец именуют началом,  а другой — 
концом  этого направленного отрезка. Поэтому в шут
ку можно сказать, что направленный отрезок — это 
отрезок, у которого только один конец, а другой пе
реименован в начало. Рисуют направленный отрезок
со стрелкой на конце и обозначают АВ,  если А — его 
начало, а В  — конец (рис. 40).

Замечание. Д анное определение может показаться 
не математическим. Принято говорить, что направ
ленным отрезком называется отрезок, у которого у ка
зан  порядок концов: первый конец считаем началом, 
второй — концом направленного отрезка. Однако что 
значит «порядок концов», кроме того, что одному 
концу отнесено слово «первый», другому — «второй»? 
П оэтому относить одному концу слово «начало» — 
ничуть не менее строго, и, кстати, это соответствует 
тому, что говорят «начало вектора», но никто не го
ворит «первый конец вектора».

Таким  образом, данное нами определение направ
ленного отрезка вполне математическое, оно только 
необычно с точки зрения принятой «научности» вы
раж ений.

Говорят «направленный отрезок лежит на прямой» 
или «направленный отрезок перпендикулярен (па
раллелен ) прямой» (или плоскости или другому н а
правленному отрезку и т. п.), если соответствующий 
ему отрезок (т. е., в сущности, он сам) содержится 
в прямой, перпендикулярен (параллелен) прямой 
(или плоскости и т. п.). Точно так же под длиной  на
правленного отрезка понимают длину соответствую
щего ему отрезка.

Н аправленный отрезок называют, как уже было 
сказано , вектором, и мы будем так поступать, хотя 
бы ради  краткости. Кроме обозначения началом и кон

цом: АВ , РС} и т. п., векторы обозначают а, Ь 
и т. п., или полужирным шрифтом: а, Ь и т. п.



Все даваемые здесь определения и выводы о т н о 
сятся к векторам в пространстве, равно как и на п л о 
скости.

Направление и равенство направленных отрезков .
Векторы — направленные о тр езк и — А В , СО  н а з ы 
ваются одинаково направленны м и  или, короче, сона-  
правленными,  если при неограниченном продолж ении  
они не расходятся, т. е., точно говоря, каковы бы ни 
были равные отрезки А М  и СЫ, содержащие точки В

и £ ,  расстояние МЫ не превосходит некоторого д а н 
ного расстояния (рис. 41). Это соответствует п р а к т и 
ческому представлению о «движении п араллельны м и  
курсами» (не сонаправленные векторы АМ , СЫ могут 
сначала сходиться, но потом станут расходиться, 
рис. 42). Сонаправленные векторы обозначаю тся:
~ А В ^ с Ъ  и т. п. П араллельные, но не сон ап р авл ен 
ные векторы называются противоположно н а п р а в л е н 

ными  и обозначаются: А В \  [ СО.
Теорема 1. Д ва  вектора, сонаправленные с треть

им, сонаправлены друг с другом. ^
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть векторы А В , СО

сонаправлены с Е Р . Тогда существуют такие ч исла  
й\, ¿ 2, что если отрезки А М , СЫ. ЕР  равны и со д е р 
жат, соответственно, точки В, О, /■, то

Рис. 40 Рис. 41 Рис. 42

МР <  й и Л/Р <  (12.



и это верно для любых точек М, N  таких, что В <= АМ,
О £== СМ, А М  =  С Ы *). Следовательно, векторы А В у
СО  сонаправлены, что и требовалось доказать. □  

Определение. Д в а  вектора считаются равными, 
если они сонаправлены и имеют одну и ту же длину. 
Равенство векторов записывается, как принято для
равенства: АВ =  СО  и т. п.

Теорема 2. Д в а  вектора, равные третьему, равны  
друг другу.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это непосредственно сле
дует из определения равенства благодаря теореме 1 .
Действительно, пусть АВ =  СО и 1?Р =  СО. Это зн а
чит, во-первых, что А В  и ЕР  сонаправлены с СО и, 
следовательно, по теореме 1 сонаправлены друг с
другом. Во-вторых, длины А В  и Е р  равны длине СО,
а значит, и сами равны. Итак, А В  и ЕР  сонаправле
ны и имеют равные длины, а значит, они, по опреде
лению, равны. □

Следствие. Отношение равенства векторов реф
лексивно, симметрично и транзитивно, т. е.: 1 ) а —  а; 
2) если а =  Ь, то Ь =  а; 3) если а =  Ь и Ь =  с, то 
а =  с.

Первые два свойства заключены в определении, 
третье вытекает из теоремы 2 . □

Отношение, обладаю щ ее этими свойствами, назы
вают вообще эквивалентностью — отношением эквиват 
лентности. Д ля векторов мы называем его равенством.

Замечание. Существует мнение, что говорить о р а
венстве векторов в этом смысле нельзя. Потому что 
в Других случаях «равные» означает «совпадающие». 
Например, х =  2 означает, что х  есть число два. Но
А В = С й  вовсе не означает, что АВ  совпадает с СО.  
Поэтому в некоторых книгах векторы, «равные» в 
нашем смысле, называют «эквиполлентными». Однако 
мы вместе с многими другими авторами считаем 
вполне возможным применить к векторам термин 
«равенство», как оно было здесь определено. То, что

‘) Н еравенство треугольника, АВ  +  ВС  ^  АС,  доказы ваю т 
в планиметрии, но оно верно и в пространстве; через лю бые три 
точки  А, В, С проходит плоскость, и потому для  них верно все, 
что д о казы вается  в планим етрии.



равенство для векторов (направленных отрезков) и 
для чисел имеет разный смысл, не должно вас с м у 
щать, нужно только понимать это различие.

О сонаправленных и равных векторах.
Теорема 3. Д ва  вектора А В , СО, не лежащие н а  

одной прямой, сонаправлены тогда и только тогда, 
когда они параллельны и лежат в содержащей и х  
плоскости по одну сторону от прямой АС, п р о х о д я 
щей через их начала. Е сли  же векторы АВ, С Ь  л е 
жат на одной прямой, то они  сонаправлены тогда и 
только тогда, когда один из лучей  А В , СО содержит 
другой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Второе утверждение т е о р е 
мы можно считать очевидным. Обратимся к первом у 
(рис. 43, а).

Пусть отрезки АВ, СО параллельны и л еж а т  по 
одну сторону от прямой АС.  Тогда если вдоль них 
проведены равные отрезки А М , СИ, то мы получаем  
параллелограмм со стороной МЫ, противоположной
АС, так  что МЫ — АС. С тало  быть, векторы А В , СЕ> 
сонаправлены.

Д окаж ем  обратное. Пусть векторы АВ, СЪ  не л е 
ж ат  на одной прямой и сонаправлены. Проведем из 
точки С отрезок СЕ, параллельны й А В  и л е ж а щ и й  
по ту же сторону от прямой АС. По д оказанн ом у

СЕ  11 АВ.
Допустим, СЕ  не налегает на С£), т. е. о тр езк и  

СЕ, С й  образуют угол. Тогда если вдоль них о т к л а 
дывать все большие равные отрезки СР, СЫ, то

Рис. 43



расстояние РЫ будет неограниченно расти, — а если 
равные им отрезки А М  откладывать вдоль АВ, то все 
время МР =  АС  (рис. 4 3 ,б).

По неравенству треугольника
МЫ >  ЫР — МР =  ЫР — АС,

и так  как ЫР не ограничено, то и МЫ не ограни
чено. Но это противоречит тому, что по условию
А В  и СО сонаправлены, так что МЫ должно быть 
ограничено. Таким образом, отрезок СЕ должен на
легать на СО. А стало  быть, СЬ  расположен так же, 
как СЕ, т. е. тоже параллелен АВ  и лежит по ту же 
сторону от АС. Что и требовалось доказать. □

Теорема 4. Д л я  всякого вектора АВ  при любой
точке С существует вектор СО, равный АВ, и притом 
только один. Короче это выражают так: от всякой 
точки можно отложить вектор, равный данному, и 
притом только один.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны вектор АВ  и 
точка С, не л еж а щ ая  на прямой АВ. Проведем через 
точки А, В, С плоскость, в ней проведем отрезок СО, 
параллельный и равны й АВ  и расположенный по ту 
ж е  сторону от прямой АС, что и отрезок АВ
(рис. 43, а ) .  По теореме 3, С й  =  АВ. Вектор, равный

АВ,  отложен от точки С. Он единственный, потому 
что через точку С проходит только одна прямая, па
раллельная данной АВ.  Вектор СЪ должен лежать 
на ней, и его направление и длина определены одно
значно.

Если точка С леж ит на прямой АВ, то можно 
поступить, например, так. Проводим отрезок АС.
Если он совпадает по направлению с АВ, то откла
дываем СО = А В  вдоль СА. В противном случае от
кладываем СО =  А В  в противоположную сторону. То,
что здесь направленный отрезок СЕ), равный АВ, 
только один, очевидно: на луче от его начала откла
дывается только один отрезок, равный данному. □  

Отметим важ ное свойство равенства векторов.
Л емма. Равенство АВ  =  СО имеет место тогда и

только тогда, когда АС — ВО.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если отрезки АВ, СО не л е 
ж ат на одной прямой, то согласно теореме 3 р ав ен 
ство АВ  =  СО равносильно тому, что отрезки АВ, С й  
служат противоположными сторонами п ар ал л ел о 
грамма. Д ве  другие его стороны — это отрезки А С  и
ВО, так  что АС =  ВО (рис. 44).  Совершенно так  ж е

из равенства АС =  ВО с
следует, что АВ =  СО.

Если точки А, В, С, О 
лежат на одной прямой, 
то доказательство полу
чается, если посмотреть, 
как отрезки АС, ВО по- 
лучаются из АВ, СО. Рас- в
смотрение разных слу
чаев читатель проведет Рис- 44 
сам. □

Нуль-вектор. В доказанной только что лем м е 

есть логический пропуск. Р авенство  АВ  — СО м ож ет  
оказаться равенством АВ =  АВ,  так  как не огово

рено, что точка С отлична от А. Равенство АВ =  А В  
верно, а по лемме (поскольку С =  А  и О =  В) оно

имеет место тогда и только тогда, когда АА =  ВВ.
Поэтому для того, чтобы лем м а была верна во 

всех случаях, нужно присоединить к векторам (н а 
правленным отрезкам) «нуль-векторы», у которых 
начало и конец совпадают. Все они считаются р а в 
ными друг другу. Каждая точка представляет собой 
нуль-вектор, если ее рассматривать  как его н ачало  
и конец. Длина нуль-вектора равна нулю, а н ап р ав 
ления он не имеет {!).

Вообще, вместо векторов — направленных отрезков 
можно рассматривать «векторы» — упорядоченные 
пары точек: одна точка — «начало», другая — « ко 
нец», не исключая их совпадения. В некоторых с л у 
чаях так  векторы и определяют (как пары точек),  и 
это бывает более удобным. Теоретически это б е з р а з 
лично, так  как направленный отрезок определяется 
своими началом и концом. Достоинство н аправлен
ного отрезка перед парой точек — в наглядности.



Свободный вектор.
Определение. Свободным вектором (или просто 

вектором) н азы вается  абстрактный объект, связан
ный с равными направленными отрезками тем, что 
каждый из равных друг другу направленных отрез
ков считается представителем данного свободного 
вектора, а неравные направленные отрезки представ
ляют разные свободные векторы.

Так понимаемый вектор называется свободным 
потому, что он представляется направленным отрез
ком независимо от того, от какой точки тот отложен.
Равные направленные отрезки АВ, А 'В ' , отложенные 
от разных точек, представляют один и тот же вектор.
Так что говорят: А В  — это вектор а, отложенный от

точки А, а А 'В '  — тот же вектор, отложенный от точ
ки А'. Это можно сравнить, например, с силой, когда 
она рассматривается независимо от того, к какому 
телу она приложена; как, скажем, сила тяги локомо
тива; ее можно приложить к разным поездам. Так 
и вектор можно «прилагать» — откладывать от разных 
точек.

В частности, все нуль-векторы АА, ВВ  и т. п. 
представляют один и тот же свободный нуль-вектор, 
который обозначается 0.

Данное определение вектора в виде абстрактного 
объекта, представляемого направленными отрезками, 
выражает то, к ак  на самом деле понимают вектор в 
геометрии. Д ал ьш е  это будет особенно ясно видно 
при определении сложения векторов. Векторы — это 
объекты, с которыми производят определенные дей
ствия, прежде всего сложение. Учитывая это, мы 
дальше уточним определение вектора.

Точное наглядное представление вектора дает
ся перемещением материальной точки или, более 
грубо, материального тела. Перемещение опреде
ляется направлением и расстоянием, на какое оно 
происходит: на 2 км к северу, 10 шагов вправо и т. п. 
Данное конкретное перемещение материальной точки 
из геометрической точки А в В изображается направ
ленным отрезком АВ. Но одно и то же перемещение 
могут совершать разные тела из разных мест, и их 
перемещения изобразятся равными направленными



отрезками. Так, люди в строю, д елаю щ ие по команде 
два шага вперед, совершают одно и то же перемеще
ние: «два ш ага вперед».

Вектор, как  и перемещение, характеризуется на
правлением и расстоянием или длиной. Задать век
тор— значит задать направление и расстояние (дли
ну). Направлени'е задается направленным отрезком 
или лучом, и все направленные отрезки, сонаправлен- 
ные с данным, имеют данное направление. Поскольку 
у равных направленных отрезков одно и то же н а
правление и одна и та же длина, то они представляют 
один и тот ж е вектор. Ф раза «Вектор а отложен от 
точки Л» значит, что построен направленный отрезок
АВ, представляющий этот вектор, и мы будем писать
АВ =  а. Д лина  или модуль вектора — это длина пред
ставляющего его направленного отрезка, она обозна
чается как  модуль | а |  и т. п.

Замечание. Данное здесь определение вектора как  
абстрактного объекта, представляемого направлен
ными отрезками, может представляться необычным. 
Однако все общие понятия имеют такой характер. 
Что такое «дом» вообще как  не абстрактный объект, 
связанный с конкретными домами? И как бывают 
разные типы домов, так бываю т и разные «типы» 
векторов — неравные абстрактные векторы.

Однако такой взгляд в м атем атике  непривычен, 
вместо этого пользуются понятием множества и даю т 
определение: вектор — это множество всех равных н а 
правленных отрезков, и даж е хотят представить его 
множеством равных направленных отрезков, отло
женных от всех точек пространства (хотя едва ли 
кто-нибудь на самом деле так  представляет вектор). 
В духе этой теоретико-множественной установки н уж 
но определять так: «дом» — это множество всех до
мов; число два — это множество всех пар предметов, 
и т. п. Н а самом же деле вектор — это представляе
мый направленными отрезками элемент векторной 
алгебры.

§ 2. Сложение векторов

Определение. Если м атериальная  точка переме
стилась из точки А в точку В, а потом из В в С, то 
получается перемещение из Л в С. Поэтому, есте-
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ственно, считается, что направленные отрезки АВ, 
ВС, представляю щ ие эти перемещения, складывают
ся и даю т в сумме направленный отрезок АС  
(рис. 45). Это записывается так:

АВ +  ВС =  АС.

В соответствии с этим определяют сложение (сво
бодных) векторов. Пусть даны два вектора а, Ь. От
кладываем а от какой-либо точки А  и получаем на
правленный отрезок АВ — а. Затем  от точки В от
кладываем вектор Ь и получаем ВС —  Ь. Тогда на
правленный отрезок АС  представляет вектор с, кото
рый и принимается за сумму векторов а и Ь: с =

Однако это определение связано с произвольно 
выбранной точкой А. Поэтому нужно еще доказать, 
что сумма — вектор а -)- Ь — не зависит от выбора 
точки А. То есть нужно доказать

Корректность. Независимо от того, с какой точ
ки А начинается построение суммы, оно дает равные
направленные отрезки АС и тем самым — один и тот 
же вектор с =  а  +  Ь. Короче,

если АВ  =  А ХВ { и ВС =  В ]С{, то АС — А\С{. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По лемме, доказанной в

предыдущем параграф е, равенства АВ =  А 1В 1 и ВС—
=  ^ С ,  равносильны равенствам Л Л 1 =  ВЙЬ ВВ1 =
=  ссТ-

Отсюда, по транзитивности равенства, Л Л 1 =  СС]. 
А  отсюда по той же лемме, на которую только что



сослались, следует АС =  А 1С1, что и требовалось до
казать. □

Описанная операция получения вектора с по век
торам а, Ь называется их сложением по правилу тре
угольника. При всей наглядности это правило стра
дает тем недостатком, что в нем сложение произво
дится в определенном порядке, так  что еще нужно 
доказать, что сумма не зависит от порядка слагае
мых. Но это непосредственно видно при сложении по 
правилу параллелограмма. Оно производится так.

Если векторы а, Ь не параллельны, их отклады 
вают от одной точки, получая АВ =  а, А С — Ь, и на 
отрезках АВ, АС  строят параллелограм м. Его диа
гональ АО  и дает сумму а +  Ь (рис. 46). Действи
тельно, в параллелограмме а — А В = С О ,  Ь — АС —  
=  ВЬ. Поэтому

с==АО =  АВ +  в Ь  =  а +  Ь, 

и точно так же

с =  АО =  АС +  СО =  Ь +  а.

Стало быть, а +  Ъ =  Ъ +  а.
Если векторы откладываются на одной прямой, 

то равенство а +  6 =  Ь -)- а выводится из сложения 
длин, если а 6, и из их вычитания, если а 11 Ь. Чи
татель сам проделает этот вывод.

Сложение по правилу треугольника соответствует 
сложению перемещений, совершаемых одно вслед за 
другим. Сложение по правилу параллелограм м а со
ответствует сложению двух одновременных переме
щений, как, например, при движении по палубе плы
вущего корабля. В физике пользуются правилом п а 
раллелограмма, поскольку склады ваю тся векторы, 
например, силы, приложенные в одной точке.

Подобно правилу параллелограмма, отметим пра
вило параллелепипеда : сумма трех векторов, не па
раллельных одной плоскости, представляется диаго
налью параллелепипеда, построенного на этих векто
рах, отложенных от одной точки, к ак  ребрах  (рис. 47).

Замечание. Если не вводить понятие свободного 
вектора, а определять вектор только к а к  направлек-



ный отрезок, то сложение векторов, вообще говоря, 
невозможно, т а к  как складываются не данные на
правленные отрезки, а только равные им. Склады
вать можно направленные отрезки с общим началом.

Алгебраические свойства сложения векторов.
1. Д л я  каж ды х двух векторов а, Ь однозначно 

определена их сумма с =  а-\-Ь.
2. Слож ение векторов переместительно (коммута

тивно), т. е. а  +  Ь =  Ь +  а. (Это доказано.)

3. Слож ение векторов сочетательно (ассоциатив
но) , т. е. (а +  Ь) +  с =  а +  (Ь +  с ) .

Д оказательство  очевидно, если складывать по 
правилу треугольника (рис. 48):

(а в  +  в с ) +  с Ь  =  а с  +  с о ==а 5==

=  АВ +  ВО =  АВ +  (ВС +  СО).

4. П рибавление нуль-вектора ничего не меняет:

а +'0 =  а,
так  как

АВ +  ВВ =  АВ.

5. Д л я  каждого вектора есть противоположный 
— а, т. е. такой, что

а  +  (— а) — 0.

(Если а =  АВ,  то — а — В А и АВ  +  В А — АА.)
Все эти свойства означают, что векторы образуют 

коммутативную группу относительно сложения (то, 
что векторная операция записывается как сложение,



указывают, говоря, что это группа «в аддитивной 
записи»).

6 . Однозначно определено вычитание, т. е. для 
каждых двух векторов а, Ь существует такой вектор 
с — их разность, — что а =  Ь +  с; пишут с — а  — Ъ.

Действительно, если сложить с =  а  +  (— Ь ), то 
по определению это и будет разность векторов а 
и Ъ, так как

Ь с =  6 —|— ск —{— (—• 6) =  а +  (6 +  (— &)) =  а. -(- 0 =  и.

Другой разности нет, так как если а =  Ь +  с, то, при
бавляя (—Ь) к обеим сторонам равенства, получим

а  +  (— 6) =  6 +  с +  (— 6) =  с +  6 +  (— &) =  с +  0 = с .

Разложение вектора на составляющие. С ам олет  
пошел на посадку. Его перемещение состоит из двух

составляющих: вертикальной и горизонтальной: пер
вая показывает, насколько он снизился, в т о р а я —-н а 
сколько и в каком направлении он переместился над  
землей за время снижения (рис. 49а).

Вес груза, висящего на треноге, разл агается  вдоль 
ног треноги на три составляющие (рис. 496).  Вес т е 
ла на наклонной плоскости разлагается  на давление

Рнс. 49а

Рис. 496 Рис. 49в



на плоскость и «скатывающую силу» вдоль плоскости 
(рис. 49в).

Коротко говоря, составляющие данного вектора — 
это так и е  векторы, сумма которых равна этому век
тору. Он «составляется» из них, как сумма из с л а 
гаемых, и разлагается на них, как на слагаемые. 
П оэтому и говорят о разложении на составляющие.

Р азлож ение вектора в плоскости. Всякий вектар 
в плоскости однозначно разлагается на составляю

щие, параллельные двум  
данным пересекающимся 
прямым.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  
Пусть даны прямые а, Ь, 
пересекающиеся в точке
О, и в той же плоско
сти — вектор V.  Отложим 
его от точки О, так что
будет ОУ =  V.  Пусть ОУ 

не леж и т  ни на одной из прямых а, Ь. Проведем из 
точки V отрезки УЛЦ6 , УВ\\а с концами Л на а  и В 
на Ь (рис. 50). Тогда по правилу параллело
грам м а

ОК =  ОЛ +  ОВ.

Векторы  г>а =  О А, у ь =  ОВ и являются составляю
щими вектора V вдоль прямых а, Ь: г>а||а, »¡,||Ь, »<, +
+  у ь =  V.

Если х>||а, так что вектор и =  ОУ оказывается на 
прямой а, то он сам и служит своей составляющей у а 
вдоль а, а Уь —  0, так  что V =  уа +  *>(,. Если же г»||Ь,
ТО С о =  О И И(, =  и .

И так, доказано, что вектор разлагается на состав
ляю щ и е по прямым а, Ь. Нужно доказать, что такое 
разлож ени е  единственно.

П усть имеются два разложения, так  что

ъ =  ъа -+'!’ь =  <  +  'и'ь- СО

О тсю да ъа — у'а =  у'ь — vb.
З десь  вектор г»а — 1>'а параллелен прямой а, 

а  у'ь — параллелен прямой Ь. Ясно, что они могут 
быть равны, только если они нулевые, т. е. если



V a —  V 'b =  °> V b —  V b =  °> Т а к  ч т 0  <  =  V b = V b .
Значит оба разложения ( 1 ) совпадают и двух р а з 
ных быть не может, что и требовалось д о к аза т ь .  □  

Разложение вектора по прямой и плоскости. В с я 
кий вектор v допускает, и притом единственное, р аз
ложение на две составляющие: одну — Va, п а р а лле ль 
ную данной прямой а, другую — va, параллельную  
данной плоскости а, пересекающей прямую а\ в фор
м улах:

V =  v a +  va, v a \\a, wa ||ct.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть v —  данный вектор, 

а и а  — данные прямая и плоскость, пересекаю щ иеся 
в точке О. Отложив вектор v  от точки О, получим
OV  =  v  (рис. 51).

Пусть р — плоскость, проходящая через прям ы е 
а и OV. Она пересекает а  по некоторой п рям ой  Ь.
По доказанному вектор v — OV разлагается  на со>-

ставляющие по прямым а и Ь: V — Va-\ - уь. Н о Уь 
есть, очевидно, его составляющая, на плоскости 
а: Уь — г>а - Следовательно,

V =  Уа +
Единственность такого разложения д о казы в ается  

аналогично предыдущему. □
Разложение вектора по трем прямым. Всякий  

вектор V допускает, и притом единственное, разлож е
ние на составляющие, параллельные трем данным  
прямым а, Ь, с, не параллельным одной плоскости :

® =  "°а +  »А +  рс, Ъа\\а, уь \\Ь, у с \\с.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны три п рям ы е, не 

параллельные одной плоскости. Перенесем их, если



нуж но, так, чтобы они пересеклись в одной точке О; 
обозначим их а, Ь, с (рис. 52). Пусть а  — плоскость, 
п роходящ ая через прямые Ь, с. Данный вектор р аз 
л о ж и м  на составляющие х>а, ’Оа по прямой а и плоско
сти а. Затем разложим по прямым Ь, с. В резуль
т а т е  получим разложение V на составляющие:

v  =  v a +  v ь +  v c, Va \\a, Vь\\b, v c \\c.

Такое  разложение единственно, так как по дока
занном у выше разложение v =  va -\-va единственно 
и разлож ение г»а =  т>ь +  »с единственно. □

Общий вывод о разложении на составляющие. 
Полученные выводы можно суммировать:

Теорема 1. Всякий вектор допускает, и притом 
единственное, разложение на составляющие в каждом 
из трех следующих случаев:

а) по двум пересекающимся прямым, если вектор 
параллелен  проходящей через них плоскости;

б) по пересекающимся прямой и плоскости-,
в) по трем прямым, не параллельным одной пло

скости. □
И з  этой теоремы вытекает
Теорема 2. При сложении векторов соответствую

щие составляющие складываются.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д окаж ем  эту теорему, на

пример, для разложения векторов по прямой а и пе
ресекающей ее плоскости а. Пусть даны векторы и, V,  
и пусть и>=  и +  ®. Р азлож ив  эти векторы по пря
мой а и плоскости а, имеем

и =  иа +  иа, v =  v0 -^-va, ш =  та +  хи>а.
Т огд а  из первых двух разложений

гу == и  +  V =  иа +  Иа +  =  (“ а +  ®а) +  (“ а +  »а)-
З д есь  вектор иа +  »а параллелен прямой а, а иа +

— параллелен плоскости а, т. е. они представ
л я ю т  разложение вектора и V =  ни. Поэтому, ввиду 
единственности разложения, ииа =  иа +  ъа, =  ма +  
^  у а, что и требовалось доказать.

В случае других разложений доказательство со
вершенно такое же. □

Д оказанную  теорему можно перефразировать так:
Векторы можно складывать по составляющим.



§ 3. Умножение вектора на число.
Координаты вектора

Коллинеарность и компланарность. Свободные в е к 
торы называют коллинеарными, если п ред ставляю 
щие их направленные отрезки параллельны н еко то 
рой прямой. При этом удобно считать нуль-вектор 
коллинеарным любому свободному вектору. О б о з н а 
чение— то же, что и для параллельности: а\\Ь и т. д.

Свободные векторы называю т компланарными, 
если представляющие их направленные отрезки п а 
раллельны некоторой плоскости. При этом, опять  же, 
удобно считать нуль-вектор параллельным л ю бой  
плоскости. Поэтому три вектора, среди которых есть 
нуль-вектор, всегда компланарны.

Другими словами, если векторы отклады вать  из 
одной точки, то коллинеарные векторы о каж у тся  л е 
жащими на одной прямой, а компланарные — в одной  
плоскости.

Умножение вектора на число. Произведением  в е к 
тора а на действительное число х называется вектор , 
обозначенный ха или ах, такой, что, во-первых, его 
длина равна | * | | а |  и, во-вторых, если а ф  0, то  при 
х >  О л : а | | а  и при х < 0  х а ] \ а  (если а =  0 или 
х =  0, то, по первому условию, \ха\ = 0 ,  т а к  что 
ха =  0).

Теорема 1 . Ненулевой вектор а и вектор Ь к о л л и - 
неарны тогда и только тогда, когда существует таков 
число х, что Ь =  ха\ такое число х  при данных а  и Ь 
единственное.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если а Ф  0 и 6 =  ха,  то 
Ь\\а, как следует из самого определения у м н о ж е н и я  
вектора на число (по которому либо 6 =  0, л и б о  
6 а, либо 6 | |  а).

Пусть а ф  0 и Ъ\\а. Н айдем  такое х, что 6 =  ха. 
Если 6 =  0, то х =  0. Если 6 | | а ,  то берем х =
= = |6 | / | а | .  Рассмотрим вектор ха =  а. По о п р е 
делению умножения на число

| х а | = Ш | а |  =  | 6 |,

и так  как х  >  0, то х а \ \ а .  А так как Ь ] \ а ,  то  
ха  6 . Таким образом, |лга| =  | &| и х а \ \ Ъ ,  с л е д о 
вательно, ха =  6 .



Если Ь \ \  а, то берем х =  — | 6 | / | а | ,  и тогда из 
определения умножения на число

| ха | =  - Ш - |в  | =  | Ь |, и так как х а \ \ а ,  то х а \ \Ь .

Следорательно, ха  =  Ь. Теорема доказана. □  
Координаты вектора.
Теорема 2. Пусть в плоскости даны два неколли- 

неарных вектора а, Ъ. Тогда всякий вектор х в этой 
плоскости может быть представлен в виде

х  — ха +  уЬ,

и притом единственным образом.
(Говорят: вектор х разлагается по векторам а, Ъ.) 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отложим векторы а, Ь от

одной точки О: получим ОА =  а, ОВ =  Ь, и проведем 
прямы е О А, ОВ — обозначим их а, Ь. Согласно тео
реме 2 предыдущего параграф а всякий вектор в той 
ж е  плоскости однозначно разлагается на составляю
щие, параллельные прямым а, Ь:

* =  *а +  *г>- (О
Т ак  как векторы а, Ь параллельны прямым а, Ь, 

то по доказанной только что теореме 1 векторы ха, 
Хь  выражаются через векторы а, Ь:

х а =  ха, хь =  уЬ. (2)

Таким  образом, из (1) следует
х  =  ха +  уЬ. (3)

Это представление единственно, поскольку представ
ления ( 1 ), (2 ) единственны. □

Теорема 3. Если векторы а, Ь, с некомпланарны, 
то всякий вектор х выражается через них в виде

х =  ха +  уЬ-\- гс. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отложив векторы а, Ь, с от

одной точки О, получим ОА =  а, ОВ =  Ь, ОС — с 
и проведем прямые ОА, ОВ, ОС\ обозначим их а, Ь, с. 
П о теореме 2 предыдущего параграфа любой век
тор х однозначно разлагается  на составляющие по 
этим прямым:

х =  ха +  хь +  Хс. (4)



По теореме 1 существуют такие  числа х, у, г, что

х а =  ха, хь —  уЪ, х с =  гс, (5)

причем такие числа единственны. Из (4) и (5)

дс =  ха +  уЪ +  гс, (6)

причем х, у, г определены однозначно, так как  п р е д 
ставления (5), (4) единственны. □

Определение. Числа х, у  в теореме 2 и х, у, г  в  
теореме 3 называются координатами вектора х  о т н о 
сительно векторов а, Ь (в базисе а , Ь) и соответ
ственно относительно векторов а, Ь, с (в базисе а, Ъ, с) .

Теорема 2 утверждает: на плоскости при неколли- 
неарных векторах а, Ь всякий вектор х  имеет о т н о 
сительно них определенные координаты; он в ы р а 
жается через них по ф орм уле (3). Очевидно, вм есте  
с тем, что по той же формуле всякие два числа, з а 
данные в фиксированном порядке, определяют н е к о 
торый вектор х.

Аналогично, теорема 3 утверждает: при н ек о м 
планарных векторах а, Ь, с в пространстве в сяк и й  
вектор х  имеет относительно них определенные к о о р 
динаты; он выражается через них по формуле (6 ) .  
Очевидно, вместе с тем, что всякая упорядоченная 
тройка чисел х, у, г  определяет по той ж е ф о р м у л е  
некоторый вектор х.

Определение. Векторы а, Ъ на плоскости и а, Ь, 
с — в пространстве называются основными (или, к а к  
говорят, они образуют базис).

Значение координат вектора состоит не то л ько  
в том, что они задают вектор, но и в том, что о п е р а 
ции сложения и умножения вектора на число п р е д 
ставляются такими же операциями с координатами, 
т. е. справедлива следующая

Теорема 4. При сложении векторов их координаты 
складываются, так что координаты суммы равны  
суммам соответственных координат.

При умножении вектора на число его координаты 
умножаются на то же число, так что координаты 
произведения вектора на число равны произведениям  
координат на это число.

Д л я  того чтобы доказать эту теорему, нужно у ст а н о 
вить основные свойства умнож ения вектора на число.



Алгебраические свойства умножения вектора на 
число. Из определения умножения вектора на число 
непосредственно вытекают три свойства умножения.

1. Если а  =  0 или х  =  0, то ха =  0 (так как по 
первому условию | ха\  =  \х\ |а ) ).

2 . 1 а =  а для всякого вектора а.
3. (— 1) а =  а.
Далее, умножение вектора на число обладает 

тремя «вычислительными» свойствами или, как еще 
говорят, для него выполняются следующие три «за
кона».

4. Сочетательный закон (ассоциативность): для 
любого вектора а  и любых чисел х, у

х (уа) =  (ху) а.
5. Распределительный закон (дистрибутивность) 

для численных множителей: для любого вектора а 
при любых числах х, у

(х +  у) а =  ха +  уа. *
6. Распределительный закон (дистрибутивность) 

для умножаемых векторов: для любого числа х и лю 
бых векторов а, Ь

х (а +  Ь) =  ха +  хЬ.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  (4) Достаточно рассмотреть 

случай, когда х ф  0, у ф  0, а ф  0. Сравним векторы 
(ху)а  и х(уа) .  Д ли н ы  их очевидно равны. Если 
ху  >  0 , то либо х >  0 , у >  0, либо х <  0, у  С  0 . 
В первом случае умножение на у  и х не изменяет 
направления, во втором — изменяет его дважды, так 
что по-прежнему х(уа)  1 1  (ху)а.

Если ху  <  0, то один из сомножителей, скажем, 
х >  0, а другой у  <  0. Поэтому при умножении на у, 
потом на х направление изменяется так, что 
х (уа) а как и (ху)а.

Таким образом, во всех случаях х ( у а ) \ \ ( х у ) а .  □
Д окаж ем первый распределительный закон (5):

(х +  у) а =  ха +  уа.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если одно из чисел х, у 

равно нулю или а  =  0, то формула очевидна. П о
этому допустим, что х ф  0, у ф  0, а ф  0. Если х, у  
одного знака, то векторы ха, уа, (х - \ -у )а  одинаково



направлены и длина вектора х а - \ - у а  равна сум м е 
длин векторов ха и уа, как  и длина вектора (х -f- 
+  у)а. Это легко вычислить. Т ак  как х, у  о д н о ю  
знака, то \х -{- у\ =  \х \- \- \у \ .  Поэтому

\{х +  у ) а \  =  \х  +  у \ \ а \  =  ( \ х \  +  \ у \ ) \ а \  =
=  \ х \ \ а \  +  \ у \ \ а \ .

С другой стороны, так как х, у  одного знака, то в е к 
торы ха, уа  одинаково направлены, и потому дли н ы  
их складываются, так что

| ха  +  уа  | =  | ха | +  | уа \ =  \ х \ | а | + 1  у | | а |.

Итак, векторы (х +  у)а  и ха  +  уа  сонаправленны, 
и длины их равны, поэтому они сами равны, что и 
требовалось доказать.

Допустим теперь, что х, у  разных знаков. Е сли  
при этом х  +  У =  0, то

(х +  у) а =  0 и ха  +  уа  =  ха — ха =  0 .

Если ж е  х  +  у Ф  0, то либо ( —я ) ,  либо (—у)  того  
же знака, что х  +  у. Допустим, это (—у). Тогда по 
доказанному

(х +  у) а — уа =  (х +  у  — у) а =  ха,

откуда (х +  у) а =  ха +  уа. □
Д окаж ем  второй распределительный закон (6 ) :

х (а +  Ь) =  ха  +  хЬ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если х  =  0 или хотя бы  
один из векторов а, Ь нулевой, то равенство очевидно. 
Поэтому допустим, что х  ф  0, а ф  О, b ф  0. П усть, 
кроме того, а Я  Ъ. Тогда склады ваем  а и 6 по п р а 
вилу параллелограмма: отклады ваем  от точки О в е к 
торы ОА =  а, О В =  Ь и получаем 0£) =  а  +  6 
(рис. 53). Если х  >  0, то векторы ха, хЬ п р ед став 

ляются отрезками ОА', OB'  (где О А '  =  хОА, O B '  =  
=  хОВ),  и получается п араллелограм м  OA'D'B', п о 
добный первоначальному (рис. 53). Поэтому O D ' =
— xOD, т. е.



Следовательно,

хО А  +  хОВ  =  х  (ОЛ +  Об); 

таким образом, ха  +  хЬ =  х (а  +  Ь) при х  >  0.

в в

Если х  <  0, то нужно только заменить векторы на 
противоположные и применить гомотетию с коэффи
циентом | л: | (рис. 54). □

§ 4. Скалярное произведение

Угол между векторами. Углом между двумя не
нулевыми векторами а, Ь называется угол, образован

ный представляющими их 
направленными отрезка

ми ОА =  а, ОВ — Ь, от
ложенными от одной 
точки.

Лемма. Этот угол не 
зависит от точки О (без 
этого свойства его нель
зя было бы считать уг
лом между векто
рами) .

Действительно, пусть (неколлинеарные) векторы
а, Ь отложены от точек О, О', так что (рис. 55)

Тогда
О А =  О ' А ' =  а, О В ^ О ' В '  =  Ь. 

~АВ — ~АЪ' =  Ь — а.

Поэтому треугольники ОАВ и О'А'В' равны «по трем 
сторонам». С тал о  быть, их соответственные углы



равны, так что Z . 0  =  ¿L0', что и требовалось д о к а 
зать. □

Угол между векторами а, Ъ обозначается Z (а, Ь).
Ортогональность. Два свободных ненулевых век 

тора называются ортогональными, если угол между 
ними равен 90°, т. е. если представляю щ ие их н а 
правленные отрезки, отложенные из одной точки, пер
пендикулярны. Нулевой вектор считается ортогональ
ным любому. Обозначение — то же, что для перпен
дикулярности: а L  Ь и т. д.

Скалярное произведение. Скалярным произведе
нием двух ненулевых векторов назы вается  произведе
ние их длин на косинус угла м еж ду  ними. Д л я  век
торов а, Ь оно обозначается ab  (или а-Ь), так  что по 
определению

аЬ — \ а \ - \Ь \  - cos z  («, Ь). ( 1 )

Если же хотя бы один из векторов а, Ь нулевой, то 
ab =  0.

Отметим два важных частных случая.
1. Если а — Ь, то Z( f l , »)  =  0 и | а | =  | 6 |. П оэто

му а - а  =  | а | 2. Произведение а -а  обозначается а2 и 
называется скалярным квадратом или просто квадра
том вектора.

2. Д л я  ненулевых векторов а, Ь их скалярное про
изведение равно нулю тогда и только тогда, когда 
cos Z (а, Ъ) =  0, т. е. векторы а и Ъ ортогональны: 
a L b .  Итак, ab —  0 равносильно тому, что a L b .

Алгебраические свойства скалярного умножения 
(в них а, Ь, с — любые векторы и х  — любое число).

(I) Коммутативность: ab =  Ьа.
(II) Ассоциативность по отношению к числовому 

множителю: (xa)b — x(ab).
(III) Дистрибутивность относительно сложения: 

а(Ь  +  с) == аЪ +  Ъс.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  I. Ясно из определения по 

формуле ( 1 ).
II. Если х  =  0 при а =  0 или Ь =  0 , то равенство 

верно: обе его части — нули.
Пусть х  ф  0, а ф  0, b Ф  0. Тогда

(ха) Ь =  | ха  11 b | eos ¿  (xa, b) — | x  11 a  11 b | cos z  (xa, b).
(2)



Если х >  0, то \ х \  =  х и х а \ \ а ,  так  что Z  {ха, Ь) =  
=  Z  (а, Ь). Поэтому

{ха) Ь =  х | а | | Ь ] cos Z  (а, Ь) =  х {аЬ).

Если х <  0, то ] х | =  — .V. Но ха f J, а, так что (рис. 56)

L(a,b)_________ _
д '  х а .  О а  А

Рис. 56

Z  (ха, Ь) — л  — Z  (а, Ъ) и cos Z  (ха, Ь) =  — cos Z  (а, Ь). 
Поэтому из (2)
(ха)Ь =  — х \ а  |[ 6 | (— cos Z (а, Ь)) =  х \ а \ \Ь  |cos Z  (а, Ь);

таким образом, формула (II) верна во всех случаях.
III. Д ля  доказательства 

дистрибутивности докажем 
сначала важные фор
мулы:

(а +  Ь)2 =  а 2 +  62 +  2а&,
(а -  tí? =  а2 +  б2 -  2аЬ. ( ’

Действительно, если один 
0 а А из векторов нулевой, то

Рис. 57 формулы очевидно верны.
Пусть векторы а, b не 

равны нулю. О тлож ив их от одной точки, получим 
(рис. 57)

О А — а, ОВ — Ь, АВ =  Ъ — а.

По известной формуле косинусов
А В 2 =  О А2 +  О В2 — 20  А ■ О В ■ cos О

или в векторах
(а — 6)2 =  1 а Р +  I Н 2 — 2 1 а | • | & I • cos Z  (а, Ь),

и, по определению скалярного произведения,
( a - b ) 2 =  a2 +  b2- 2 a b .



Так как а - (— 6 ) =  — аЬ (по свойству II скалярного 
произведения), то

(а +  Ь)2 =  а2 +  Ь2+ 2 а Ь .

Отметим еще, что из доказанных формул (3) непо
средственно следует, что

(а +  Ь)2 (а — Ь)2 =  2 (а2 +  Ь2). (4)

Теперь обратимся непосредственно к доказатель
ству дистрибутивности.

Пусть даны три вектора а, Ъ, с. П оложим

а +  Ь =  р, а +  с =  ч (5)
и применим формулу (4) к векторам р, ц\

(р +  я)2 +  (р — ч)2 =  2 (р2 +  Ч2).
Из (5) находим (пользуясь формулами (3))
(р _|_ 9)2 =  (2а +  (Ь +  с))2 =  4а2 +  (Ь +  с)2 + 4 а ( Ь  +  с).

Кроме того, (р — Ч)2 =  ( Ь - с ) 2, и т ак  как  (6 +  с ) 2+  
+  (Ь — с ) 2 =  2 (Ь2 +  с2), то

(р +  ч)2 + ( р ~  Ч)2 =  4с (6 +  с) +  4а2 +  2 (Ь2 +  с2).

Вместе с тем, из (5),

2 (р2 +  ч2) =  2(а  +  Ь)2 +  2(а +  с)2 =
=  4 а2 +  2 Ь2 +  2с2 +  4 аЬ +  4 ас.

Сравнивая это с предыдущей формулой, в силу 
равенства (4) получаем

а(Ь +  с) =  аЬ +  ас,

что и требовалось доказать. П
Замечание. Работа силы Г на пути в вы раж ается

формулой
уу = | ^ |  - 1* 1  ■ »)•

т е. =  Пусть на тело действуют две силы 
Р и Ра. Тогда работа их равнодействующей Г =  /ч  +  
+  будет

(*, +  Р 2)« =  ^ г *  +  1 72 '« -

То есть работа суммы сил равна сумме их работ: 
работы складываются вместе с силами.



Д иагональ параллелепипеда. Пусть ОА =  а, 
О В =  Ъ, ОС =  с — векторы, идущие по ребрам парал 
лелепипеда, и OD =  d  — вектор диагонали. Тогда 
d  — a +  b +  c. Поэтому если а, Ь, с — длины ребер 
и а ,  р, у — углы между OS и ОС и т. д., то

d2 =  d 2 =  (а +  b +  с)2 =

=  а 2 +  62 -{- с2 -f- 2ab -(- 2Ьс +  2са =
=  а 2 +  Ъ2 +  с2 +  2ab cos у +  2be cos а +  2са cos р.

Проекция вектора на ось. Осью называют прямую, 
на которой указано направление. Пусть а — данный 
вектор и е ось. Представим вектор а отрезком
А В  — а и спроектируем на ось е. Пусть А', В ' —  про

екции точек А, В. Проек
цией вектора на ось на
зывают длину отрезка 
А'В',  если направление

вектора А 'В '  совпадает 
с направлением оси, и 
длину А 'В '  с минусом,в ‘ А'

Рис. 58 если направление А 'В '  
противоположно направ
лению оси (рис. 58).

Н аправление оси можно указать  единичным век
тором е. Тогда проекция на ось равна

а е  =  | а | с о э  Z  (а, е).

(Д о каж и т е  это.) Тут заключен, между прочим, тот 
вывод, что проекция на ось не зависит от выбора 
точки А, от которой откладывается вектор а.

С калярное произведение в координатах.
Теорема 1 . Если основные векторы единичные и 

взаимно ортогональные, то скалярное произведение 
любых двух  векторов равно сумме произведений их 
одноименных координат.

Н а плоскости

ab — ajftj -(- а2Ь2. (6)

В частности, если а =  Ь, то получаем а? =  а\-\-а\.



В пространстве

аЪ =  ü]b\ +  а2Ь2 -Ь афг, (7)
а 2 — а* +  а\ +  а\. (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть основные векторы на 
плоскости в\, е2 единичные и взаимно ортогональные, 
т. е.

в\ =  *2 =  1 ’ в 1е2 =  ^

Векторы а, Ъ в той же плоскости представляю тся че
рез е\, е2:

а =  а[е1 +  а2е2, b =  blel +  b2e 2.

Выполняем умножение, пользуясь свойствами с к а 
лярного произведения:

аЬ =  (а,е, +  а2е2) (6 ,е, +  Ь2е2) =

=  a lble2i +  a ,62e,e2 +  a2b[e2e l +  a2b2e\.

Отсюда ввиду (9) получаем выражение (6 ).
Рассмотрим в пространстве три основных вектора 

еь  е2, е3. Если они единичные и взаимно ортогональ
ные, то

е\ =  е\ =  е \ = \ ,  е,е3 =  е2е3 =  e3e, =  0 . ( 10)

Векторы а, Ь в пространстве представляются через 
эти векторы:

а =  ate¡ +  а2е2 +  а3е3, Ъ =  Ь{е{ +  Ь ^ 2 +  Ь3е3. И

Выписав произведение аЬ и воспользовавшись (10), 
получим подобно предыдущему вы раж ение (7). □  

Если е — единичный вектор, то его проекции на 
оси или, что то же, скалярные произведения е^е, е2е, 
е3е суть не что иное, как косинусы углов a i ,  Ог, &з, 
которые он образует с осями (поскольку | e | =  1 и
|е , |  =  Ы  =  Ы = 1 ):

е,е =  cos Z («i, е) =  cosa!,  

е2е —  cos Z («2. е) =  cos “ 2- 
е3е — cos Z  (e3, e) —  cos o3.



Это так  называемые «направляющие косинусы» век
тора е. Т ак  как е2 =  1 , то

cos2 а, +  cos2 а2 +  cos2 а3 =  1 .

§ 5. Координаты в пространстве

Прямоугольные координаты. Забыв пока о векто
рах, опишем, как вводятся в пространстве прямо
угольные координаты.

^Возьмем какую-нибудь плоскость а  и введем на 
ней прямоугольные координаты х, у. Любой точке М 
в пространстве отнесем три координаты: две коорди

наты х, у  — это коорди
наты ее проекции Ма на 
плоскость а ,  а третью ко
ординату 2 определяем 
так: | г |  равно расстоя
нию точки М  от плоско
сти ос, причем г >  0 с од
ной какой-нибудь сторо
ны от нее, z  <  0 с другой 
стороны и z =  0 на са 
мой а  (рис. 59). Так как 
расстояние от точки до 

плоскости равно длине перпендикуляра, опущенного 
из точки на плоскость, то | z |  =  MAfa .

Т а к  каждой точке пространства однозначно отно
сятся три координаты х, у, z : координата х  считается 
первой, у  — второй, z  — третьей.

О братно: если заданы любые три числа в опреде
ленном порядке хо, г/о, z0, то найдется точка М с ко
ординатами х =  х0, у  =  ¡/о, z  =  г0.

Действительно, берем на плоскости а  точку М а 
с координатами х =  х0, у  =  у 0. Если г0 =  0, то это 
и есть точка М. Иначе проводим из Ма перпендику
ляр  к плоскости а  на длину | г 0| в ту сторону, где 
г  >  0 , если 2о >  0 , и в обратную сторону, если 20 <  0 . 
Конец М  этого перпендикуляра и будет иметь коор
динаты  х0, у 0, zQ. □

В изложенном определении прямоугольных коор
динат координата z  занимает особое положение. 
О днако нетрудно определить координаты так, чтобы 
все три играли одинаковую роль.



Выберем в пространстве какую-нибудь точку О и 
проведем через нее три взаимно перпендикулярные 
прямые. Введем на них координаты с общим началом  
в точке О (рис. 60) и назовем эти координаты х, у, г. 
Проведенные прямые называются осями координат : 
«ось х», «о'сь у», «ось 2». «Плоскостью ху»  н азы вается  
плоскость, проходящая через оси х и у. А налогично 
определяются плоскости хг  и уг. (В предыдущ ем 
определении координат плоскостью ху  была исходная 
плоскость а.)

Рис. 60 Рис. 61

Определим координаты любой точки М  сл ед у ю 
щим образом. Берем ее проекции Мх, М у, М г на  оси 
и координаты их на осях принимаем за координаты  
х, у, г  точки М (рис. 61). (Убедитесь, что это те  ж е  
самые координаты, какие были определены сн ач ал а .)

Принято изображать координатные оси^ так , к ак  
на рисунке 61. Ось 2 считается вертикальной, н а п р а в 
ленной вверх; оси х, у с ч и т а ю т с я  горизонтальными: 
ось х — направленной вперед (на зрителя) ,  ось у  —  
вправо. Такая система координат называется правой. 
Если представить себе винт, ввинчивающийся в п о 
ложительном направлении по оси г, то головка винта 
должна вращаться от положительной полуоси х  к  п о 
ложительной полуоси у. Если изменить н ап р ав л ен и е  
оси х (или любой другой) на противоположное, то 
получится «левая» система координат. Ей со о твет
ствует не обычный, а левый винт.

Нахождение координат точки и, обратно, н а х о ж 
дение точки с данными координатами прощ е всего 
представлять так. Опускаем из М  перпендикуляр



М М а на плоскость ху, из точки Ма опускаем перпен
дикуляр МаМх на ось х. Длины отрезков, взятые 
с должными знаками, и дадут координаты точки М: 
М М а дает г, М аМ х даст у, М хО дает

Точку с данными координатами х0, у 0, г0 находим 
построением в обратном порядке: сначала строим 
точку М х, затем по перпендикуляру к оси х  — точку 
М а и, наконец, по перпендикуляру к плоскости ху  на
ходим М (х о, у 0, 20).

Координаты и векторы. Радиус-вектор точки. Си
стему координат можно задать, указав ее начало О 
и единичные векторы по осям. Это одинаково воз
мож но на плоскости и в пространстве; различие лишь 
в том, что на плоскости задаются два вектора, а в 
пространстве — три. Если строится прямоугольная си
стема координат, то векторы берутся взаимно орто
гональными, Расссмотрим введение координат в про
странстве (на плоскости все будет аналогично и толь
ко несколько проще).

Выберем в пространстве точку О и три взаимно 
ортогональных единичных вектора /, к:

*2 =  /2 =  й2 = 1 , ц  =  ¡к =  Ы =  0. ( 1)

К а ж д а я  точка М  оказывается концом вектора ОМ. 
Он называется радиус-вектором точки М. С другой 
стороны, всякий вектор г, если его отложить от точ
ки О, задает некоторую точку М — конец радиус-век
тора ОМ =  г. Вектор г  определяется своими коорди
натам и х, у, г  относительно основных векторов ¡, /', 
Вместе с ним определяется и точка М:

ОМ =  г  =  1х +  ¡у 4- кг. (2)

Координаты радиус-вектора ОМ и принимаются за 
координаты точки М.

Убедимся, что это те ж е  координаты, какие были 
определены в предыдущем пункте. Отложим векторы
I, /, к  от начала О, получим «трех вектор ни к» Оцк  из
векторов OA — i, ОВ =  /, ОС =  Л. Проведем прямые
О А, ОВ, ОС — это будут оси координат х, у, г; на
правление на них указывается векторами I, /, 6 
(рис. 62). К



Из равенства (2), ум нож ая на г, /, к, находим

х — 1г, у — ¡г, г  =  кг, (3)

т. е. х, у, г  — это проекции радиус-вектора г на оси  
координат. Если Мх, М у, М г — проекции точки М  на
оси, то проекции на оси вектора г =  ОМ — это д л и н ы  
отрезков 0 М Х, 0 М У, ОМг с соответствующим зн ако м . 
Если, например, Мх на положительной полуоси, то  н а 
правление ОМх совпадает е  направлением оси х  и 
проекция на ось х, по определению, полож ительна;

в противном случае она отрицательна. Поэтому к о о р 
динаты проекций точки М  на осях — это те же с а м ы е  
х, у, г, что находятся по формулам (3).

Общие прямолинейные (аф ф инны е) координаты . 
Можно взять любые три некомпланарных в ек то р а  
в\, в 2 , е3. Вместе с точкой О они образуют трехвектор- 
ник Ов\е2е3 (рис. 63). Радиус-вектор представляется 
в виде

ОМ =  г =  х {е { +  х 2е2 +  х3е3.

Числа х\, Х2 , х3 задают радиус-вектор и тем сам ы м  —  
его конец, точку М, т. е. они служ ат  ее координатами 
относительно трехвекторника Ое\е2е 3.

Таким образом в пространстве вводятся к о о р д и 
наты относительно любого трехвекторника; а н а л о 
гично на плоскости вводятся координаты о т н о си 
тельно любого двухвекторника.

Геометрически эти координаты определяю тся  
так. Векторы е\, е2, ез откладываю тся от н ач ал а  О;



получаем О А =  е\, О В  =  е2, ОС =  е3. Проводим пря
мые ОА, ОВ, ОС — это будут оси х\, х 2, х 3; на них за 
даем направления по векторам е\, е2, е3 и тем самым 
определяем положительные и отрицательные полуоси 
(рис. 63). На осях вводим координаты: если М  — 
точка на оси х\, то ее координата Х\ определяется из 
формулы

ОМ =  х 1е1.

То есть если ОМ  ^  еи то =  ~ | ~ у ~: если ж е ОМ
I ОМ | п ‘то х 1 =  — 11 е | - . Другими словами, если точка М ле

ж ит на положительной полуоси х\, то х\ >  0 ; если же 
на отрицательной полуоси, то х\ <  0. А | л:! | — это, 
можно сказать, длина отрезка ОМ, измеренная в мас
штабе | | . Так ж е  определяются координаты на осях 
Х2 , х 3 (т. е. аналогично определению координат при 
единичных векторах на осях).

Координаты точки М  в пространстве находим, про
ектируя ее на оси параллельно координатным пло
скостям. Именно, проекция на ось М\ — это такая 
точка на оси х\, что прямая ММ\ параллельна пло
скости х2х3. Это равносильно тому, что М 1 — это точ
ка, в которой плоскость, проходящая через М  парал 
лельно плоскости х 2х 3, пересекает ось х\. Аналогично 
находятся проекции М 2, М3 точки М  на оси х2, х3.

Отрезки ОМ\, ОМ 2, ОМ3 на осях служ ат ребрами 
параллелепипеда с диагональю ОМ (рис. 6 4 ,6 ) .  (Осо
бые случаи, когда точка М  лежит на одной из коор-



динатных плоскостей или на какой-либо оси, л егко  
рассматриваются дополнительно.)

Аналогично, на плоскости координаты х\, А'г о п р е 
деляются для точки М из разл о ж ен и я  ее радиус-век
тора:

ОМ  =  г =  e ,x t +  е2х2.

Оси координат проводятся через О вдоль векторов 
е\, е2 и координаты на них определяю тся как и выше. 
Координаты точки М определяются по ее проекциям

JUi, М 2 вдоль прямых, параллельны х осям. Вектор ОМ  
служит диагональю параллелограм м а со сторонами

ОМ{, ОМ2 (рис. 64, а).
Читателю стоит рассмотреть эти построения на 

плоскости и в пространстве: к а к  определяют ко о р д и 
наты точк 1 и как по данным координатам н аходят  
точку.

Введенные здесь координаты на плоскости и в п р о 
странстве называют аффинными (в случае плоскости 
они упоминались в гл. I, § 4 ) .  Их называют косо
угольными  (в отличие от прямоугольных), когда в е к 
торы е ь е2, е3 единичные, т. е. когда на осях обычный 
масштаб, но они не взаимно перпендикулярны.

Вектор в системе координат. При данных о сн о в 
ных векторах всякий вектор задается  своими ко о р д и 
натами. Пусть вектор а отлож ен  от точки А, т ак  что
получаем направленный о трезок  А В  =  а. Точки А, В
задаются радиус-векторами О А, О В:

О А =  е,а, +  е2а2 +  е

ОВ — еф | -Ь е2Ь2 +  03&3,

где аи . . . ,  Ь3 — координаты точек А, В. Так к а к  
АВ — О В  — О А, то

АВ  =  ех (bi — а,) +  е2 (b2 — а2) +  е3 (¿>3 — а3).

То есть мы получаем результат:
Координаты вектора, представленного направлен

ным отрезком, равны, разностям координат его ко нц а  
и начала. □



§ 6. Правые и левые тройки векторов. Векторное 
произведение. Смешанное произведение

Упорядоченной тройкой или просто тройкой век
торов называется совокупность трех векторов, в ко
торой указан  их порядок: какой является первым, 
какой — вторым, какой  — третьим.

При записи тройки векторов они всегда распола
гаются в порядке их номеров.

Тройка некомпланарных векторов называется 
правой (левой),  если эти векторы, отложенные от 

2 одного начала, располага
ются так же, как расстав
ленные (примерно под пря
мыми углами) пальцы пра
вой (левой) руки: большой 
палец — по первому векто
ру, указательный — по вто
рому, средний — по треть
ему (рис. 65).

Тройку векторов, отло
женных от одной точки — 

Рис. 65 общего их начала, — будем
называть трехвекторником. 

Если векторы компланарны, трехвекторник назо
вем плоским. Соответственно только что данном у 
определению различаю тся правые и левые трехвек- 
торники. Так как  векторы всегда можно отложить от 
одной точки, то говорим ли мы здесь о тройках или 
трехвекторниках — безразлично. Точно так  же систе
ма прямолинейных координат называется правой 
(левой), если основные ее векторы образуют правую 
(левую) тройку.

Указанное правило различения правых и левых 
троек равносильно каждому из следующих четырех.

1. Трехвекторник правый, если третий вектор на
правлен от плоскости двух первых в ту сторону (в то 
полупространство), куда движется правый винт, 
когда его головка вращается от первого вектора ко 
второму (рис. 66 , а ) .  Если то же будет для левого 
винта, то трехвекторник левый.

2 . Трехвекторник правый, если при взгляде на 
него изнутри построенного на нем параллелепипеда 
(из первого квад р ан та  построенной на нем системы



координат) векторы видны так, что переход от п ер 
вого ко второму и дальше — к третьему — происхо
дит против часовой стрелки (рис. 66, 6 ). Если ж е  
это переход по часовой стрелке, то трехвекторник 
левый.

3. Трехвекторник правый, если при взгляде на 
плоскость первых двух векторов со стороны третьего 
поворот от первого ко второму виден как  идущий п ро
тив часовой стрелки. Е сл и — по часовой стрелке, то 
трехвекторник левый.

4. Трехвекторник правый, если после того, как  вы 
встали на плоскость двух первых векторов со стороны 
третьего и протянули правую руку по первому век 
тору, второй вектор оказался направленным вперед 
(рис. 66, в). У левого трехвекторника — то же д л я  
левой руки.

(Придумайте еще правила для  правого (левого) 
трехвекторника.)

Различение правых и левых троек векторов имеет 
важное значение в физике — в законах  электромагне
тизма. Например, направление напряжения магнит
ного поля вокруг проводника с током определяется 
«по правилу правой руки».

Но в геометрии самой по себе нет ни правого, ни 
левого, — ни пальцев, ни винтов, ни часовых стрелок. 
Поэтому данные наглядные определения правых и л е 
вых троек не относятся к самой геометрии. В ней 
должно быть принято определение, основанное только



на ее собственных понятиях; как его можно дать, мы 
сейчас скажем.

Определение. Выберем какой-нибудь прямоуголь
ный трехвекторник и назовем его основным. Правыми 
будем назы вать  трехвекторники, которые можно' полу
чить из основного непрерывным движением и изме
нением векторов без того, чтобы трехвекторник ста
новился плоским. В противном случае трехвекторник 
назовем левым.

При этом можно доказать, что левые трехвектор
ники такж е переводимы друг в друга, непрерывно 
и без обращ ения в плоские. Если две тройки векто
ров либо обе правые, либо обе левые, то говорят, 
что они одной ориентации. Если же одна пра
вая, другая л евая ,  то говорят, что они разной ориен
тации.

Если основной трехвекторник представить паль
цами правой руки, то мы получим наглядное разли
чение правых и левых трехвекторников. Но в самой

геометрии понятие пра
вое и левое чисто услов
ны, реально в ней только 
то, что есть два вида 
трехвекторников — две их 
разные ориентации.

Векторное произведе
ние.

Определение. Вектор
ным произведением  век

тора а на не коллинеарный ему вектор Ь называют 
вектор, обозначаемы й я Х ^ ,  который определяется 
следующими трем я условиями:

1 ) длина вектора  а Х Ь  равна произведению длин 
векторов а  и & на синус угла между ними:

I а. X  Ь | =  | а | • | Ъ | • sin Z  (а, Ь).
2 ) вектор а Х Ь  ортогонален обоим векторам а,Ь\
3) вектор а X  b направлен так, что векторы а, Ь, 

а Х &  образую т правую тройку (рис. 67).
Если векторы а и Ъ коллинеарны, то положим 

а X  Ь =  0.
Модуль векторного произведения а Х &  равен пло

щади параллелограм м а, сторонами которого служат 
векторы а, Ь, отложенные от одной точки. Это следует



из того, что площадь S  такого п араллелограм м а как  
раз равна | а |  |&| sin ¿L(a, 6 ).

Если векторы а, Ь неколлинеарны, то, отложенные 
от одной точки, они определяют содерж ащ ую  их пло
скость, и вектор а Х Ь ,  ортогональный этим векторам, 
перпендикулярен этой плоскости.

Ввиду этих двух замечаний мож но векторное про
изведение геометрически определить так.

Векторное произведение а Х Ь  неколлинеарных  
векторов а, Ь по модулю равно площ ади построенного 
на них параллелограмма, перпендикулярно его пло
скости, и образует с а, Ь правую тройку.

Из определения векторного произведения следует:
Векторное произведение равно н у лю  тогда и толь

ко тогда, когда сомножители коллинеарны.
Алгебраические свойства векторного произведения 

(в них а, Ь, с — любые векторы и X — любое число).
1. Антикоммутативность: а X  Ь =  — b X  в-
2. Ассоциативность по отношению к численному 

множителю:
Я, {а х  Ь) =  (Яа) х  ь.

3. Дистрибутивность относительно сложения:
а Х ( Ь + с )  =  а Х Ь  +  а Х с .

Первые два свойства легко устанавливаю тся из 
определения. Перестановка векторов а, Ъ изменяет 
направление вращения от первого сомножителя ко 
второму. О втором свойстве можно заметить, что оно 
очевидно при X >  0, а при X <; О вектор Ха направ
лен противоположно а и вращение от Ха к 6 противо
положно вращению от а к Ь.

Трудность представляет доказательство  третьего 
свойства — дистрибутивности. Д л я  его доказательства 
заметим следующее: если вектор а  единичный и Ь 
ему ортогонален, то вектор а X  b получится, если по
вернуть Ь в плоскости, перпендикулярной а, на пря
мой угол в таком направлении, чтобы он образовы
вал с а  и & правую тройку (наглядно: при взгляде 
на плоскость со стороны а поворот долж ен  быть ви
ден как происходящий против часовой стрелки).

Л емм а 1. Пусть а, Ъ — два неколлинеарных век
тора, вектор &1 получен проектированием вектора Ь 
на плоскость а, перпендикулярную а. Утверждается,



что а .Х Ь  =  а Х & ь  При этом векторное произведение 
в X  61 направлено в плоскости а  по лучу, перпенди
кулярному Ь \, так что тройка 6 i, а Х Ь \ ,  я  правая 
(наглядно: при повороте винта от Ь{ к а Х Ь х он дви
жется по а ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Площади параллелограм
мов, натянуты х на векторы а, 6 и а, Ь\, равны, так 
как Ьх — высота параллелограмма (рис. 68). Н аправ
ление ж е  вектора  а X  Ьи очевидно, то же, что у а  X  Ь.

Оно перпендикулярно плоско
сти векторов а, 6 ; вращение 
же от а к 6 и от а к 6 , идет 
в одном направлении. □  

Лемма 2. Векторное про
изведение а  X  Ъ можно полу
чить следующим образом:

а) проектируем 6 на пло
скость а ,  перпендикулярную  
а: пусть Ьх — эта проекция;

б) умножаем полученною 
проекцию — вектор Ьх — на | а | ;

в) полученный вектор 
|а |  -6 , поворачиваем на 90° в 
плоскости а  в направлении, 
при котором винт идет вдоль а.

Полученный вектор и будет векторным произведе
нием а Х Ь .

Действительно, по лемме 1 , a X b  =  a X & i  и на
правление вектора a X & i  определяется как сказано 
здесь, в л ем м е  2. Его длина I c X é i l  равна | а |  16,1 
поскольку &1 _1_ а. □

Теперь д о каж ем  дистрибутивность:

а Х ( Ь  +  с) =  а Х Ь  +  а Х с .
Будем получать  стоящие здесь произведения, как ука
зано в лемм е 2. При этом:

а) проекция суммы Ь +  с равна сумме проекций:
(Ь +  с), =  6 , +  с,;

б) умножение на | а |  дает

I а |(6 +  с), = |  а | 6, +  | a f ( 1 )

в) при повороте взаимное расположение векторов 
сохраняется, т а к  что сумма переходит в сумму (диа

Рис. 68



гональ параллелограмма поворачивается вместе со 
сторонами, (см. рис. 69).

Следовательно, из (1) получаем

а Х ( Н с )  =  « Х Н « Х с .  □
Выражение векторного произведения в коорди

натах. Пусть, как принято, ¿, /, 1г обозначаю т основ
ные векторы правой системы координат, так  что они

1 ) единичные, 2 ) взаимно перпендикулярные, 3) об
разуют правую тройку. Тогда из определения вектор
ного произведения непосредственно следует, что

* Х / =  *. /  X  * — * Х *  =  /,
/  X  < =  — *, к X  /  =  — », » X  * =  — /\
»X ¿ =  о, / Х /  =  о, * х *  =  о.

Пользуясь этими равенствами и правилами действия 
с векторным произведением, найдем выраж ение для 
произведения любых двух векторов:

а Х Ь  =  (ш, +  ]а2 +  ка3) X (*7>, +  ]Ь2 +  кЬ3).

Согласно правилам действия перемножаем эти суммы 
почленно, но помним о порядке сомножителей (их 
нельзя переставлять). Так как * X  < =  /  X  /  =  ^ X  £ =  
=  0, то получаем

а X  Ь =  (I X  /) аф2 +  (/ X  *) о2&1 +  (г X  *) а Л  +
+  (к х  ¿) а3̂ 1 +  (/ X  к) а2Ь3 +  (к X  /) о А -



Р асп о л агаем  члены по порядку векторов i, /, k и тогда 
получаем

a X b  =  i (а2Ь3 — аф2) +  j  (a3b{ — axb3) +  k (аф2 — а26 ,).

Смешанное (скалярно-векторное) произведение.
Смешанным, или скалярно-векторным, произведением 
тройки векторов а , Ь, с называется скалярное произ
ведение первого вектора на векторное произведение 
второго на третий:

(abc) =  а (6 X  с).

(П орядок  сомножителей важен, так как с Х Ь  —  
=  — ( & Х с ) ;  но вместе с тем a(b  X  с) =  (b X  с)а.)

Теорема 1. Смешанное произведение (abc) =  О 
тогда и только тогда, когда векторы а, Ь, с компла

нарны. Если же они не ком
планарны, то (abc) равно 
по модулю объему парал
лелепипеда с ребрами а, Ь, 
с (отложенными из одной 
точки) ; (abc) >  0, если 
тройка а , Ь, с правая, 
(abc) <  0, если она левая.

Д о к а з а т е л  ь с т в о. 
Д окаж ем  сначала вторую 

Рис- 70 часть теоремы как более со
держательную.

Пусть а, Ь, с — правая тройка векторов; мы их от
клады ваем  от одной точки. По определению

(abc) =  а (& Х с) =  | а | |& Х с |  cos <р, (2)

где ф — угол между векторами а и b X  с. Построим 
на векторах а, Ь, с параллелепипед. Одна из его гра
н е й — параллелограмм со сторонами Ь, с. Примем ее 
за основание. По свойству векторного произведения 
ее площ адь равна (рис. 70)

S =  \ b X c \ .  (3)

Д ругое ребро а образует с перпендикуляром к пло
скости основания, направленным как & X  с, угол <р. 
И так  как  тройка а, Ь, с правая, то вектор а направ
лен в ту же сторону, что b X  с. Поэтому угол ф



острый, COS ф >  О и

| а ] cos ф =  h (4)

— это высота параллелепипеда.
Объем параллелепипеда вычисляется по ф орм уле

V =  Sh,
и из формул (3), (4) получаем

V = |  b X  с || а | cos ф.

Сравнивая с (2), получаем
(abc) =  V,

что и требовалось доказать для правой тройки.
Если тройка векторов а, Ь, с левая, то векторы а  

и & Х с  направлены в разные стороны от плоскости 
векторов b , с. Поэтому угол ф тупой, cos ф <  0, и 
вместо (4) будет | а | с о з ф  =  —ft. Поэтому получается, 
что (abc) —  — V.

Итак, вторая часть теоремы доказана. Д о к а ж е м  
первую ее часть.

Допустим, что (abc) — О, но векторы а, Ь, с неком 
планарны. Тогда по доказанному было бы (abc) =
— ± V ,  где V — объем построенного на них п а р а л л е 

лепипеда, т. е. было бы (abc) ф  0. Значит, если 
(abc) — 0, то векторы компланарны.

Пусть теперь векторы а, Ъ, с компланарны. Если
Ь, с коллинеарны, то b X  с =  0 и (abc) =  0 ; если 
а —  0, то опять (abc) =  0. Если же а ф  0 и Ь, с  не- 
коллинеарны, так что Ь Х с ф О ,  но все три вектора 
компланарны, то, значит, a l f t X c  и а ( 6 Х с )  — 0 , 
что и требовалось доказать.

Таким образом, теорема доказана полностью. □  
В определении произведения (abc) векторы иг

рают разную роль, но у параллелепипеда, на них по
строенного, они — ребра и, стало быть, равноправны . 
Поэтому из доказанной теоремы вытекает 

Следствие 1.
(abc) =  (Ъса) =  (cab). (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В доказательстве теорем ы  1 
применительно к произведению (Ьса) п араллелеп и пед  
будет тот же, и только за основание будет принята  
другая грань, построенная на векторах с, а. П оэтом у

4 А. Д. Александрой, И. Ю. Нецветаев



(bca) =  ± V ,  и именно (Ь с а )=  V, так  как тройка Ь,
с, а  правая, если а, Ь, с правая. То же будет для 
тройки с, Ъ, а. □

Т ак  как  с X  b =  — (b X  с), то
(асЬ) =  д (с X  &) =  — а (Ь У .с )  — — (abc)

и тройка а, с, Ь левая, если а, Ь, с правая. Отсюда 
и из равенств (5) вытекает

Следствие 2. При перестановке любых двух век
торов — сомножителей — произведение (abc) меняет 
знак. □

Выражение смешанного произведения в коорди
натах . Пусть в некоторой правой прямоугольной си
стеме координаты векторов а, Ь, с будут (аи а2, а3) 
и т. д. Тогда, пользуясь выражением в координатах 
для  скалярного произведения и векторного произве
дения, по формуле (2 ) получим

(abc) =  a (b X  с) =
=  а, (Ь2с3 — Ь3с2) +  а2 (Ь3с1 — Ьхс3) +  а3 (Ьхс2 — Ь2с{). (6)

С тоящ ая  справа величина есть не что иное, как опре
делитель:

0,1 0,1 аз
(abc) =  2̂ ¿з

1 Сг Сз

Действительно, разлагая  этот определитель по 
элементам  первой строки, мы получим формулу (6).

Таким образом, смешанное произведение векторов 
равно определителю из их координат (относительно 
основной правой прямоугольной системы коорди
н ат) .  □

Об ориентации. Если тройка а, Ь, с правая, то 
(abc) >  0 , если левая, то (abc) <  0 , и вследствие (6) 
это равносильно тому, что такие же знаки имеет 
определитель из координат вектора.

Это можно превратить в определение, которое бу
дет выглядеть так:

П усть в пространстве выбрана система прямо
угольных координат, которая принята за основную. 
Т огда  тройка некомпланарных векторов называется 
правой, если определитель из их координат относи
тельно основной системы положителен; в противном



случае тройка называется левой. (П одразум евается ,  
что в определителе порядок строк соответствует п о 
рядку векторов в тройке, и порядок столбцов —  по
рядку координат в основной системе.) О сн о вн ая  
система координат — тройка ее основных векторов  — 
правая, так как определитель из их координат о т н о 
сительно них самих равен единице:

о О 
о 1 0 = 1 .
0 О 1

Данное формальное определение «правого» и « л е 
вого» дает ясное алгебраическое основание д л я  их 
различения. При этом очевидно, что непрерывным 
изменением векторов нельзя правую тройку перевести  
в левую, не делая «по пути» векторы ко м п л ан ар н ы 
ми, так  как нельзя от положительных значений о п р е 
делителя перейти к отрицательным, не проходя через 
нуль, если элементы определителя изменяются не
прерывно.

Несколько сложнее доказать, что всякую пр аву ю  
(как и левую) тройку можно непрерывно перевести  
в любую другую правую (соответственно — в л ев у ю ) ,  
не делая векторы компланарными.

Г л а в а  I V 

СФЕРА, ПРЯМ АЯ, ПЛОСКОСТЬ

§ 1. Расстояние между точками. Сфера.
Плоскость

Теорема 1. В прямоугольных координатах х, у, г 
расстояние между точками А ( ха, у а, ?а) и В ( х в, У в, 
гв) выражается как корень квадратный из Суммы 
квадратов разностей их координат:

\АВ\ =  V {хв -  х А)2 +  (ув -  уА)2 +  (гв -  г А)\ (1)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  К вадрат  вектора А В  р ав ен  

сумме квадратов его координат (в прямоугольной си 
стеме координат, когда основные векторы единичные 
и взаимно перпендикулярные). Вместе с тем к о о р 
динаты вектора АВ  равны разностям координат его



конца и начала: Х в —  Ха и т .  д. Из э т и х  двух фактов 
непосредственно следует формула (1).  □

Уравнение сферы. Сфера есть геометрическое 
место (множество) точек, удаленных на заданное рас
стояние от одной точки — центра сферы; их расстоя
ние от него — это радиус сферы. Таким образом, 
если О — центр, а Я —  радиус сферы, то она является 
множеством всех таких  точек М, что ОМ2 =  Я2.

В прямоугольных координатах расстояние вы ра
ж ается  формулой ( 1 ). Поэтому если х0, у 0, ^  — ко
ординаты центра О и х, у, г  — координаты произ
вольной (переменной) точки М  сферы, то

(х — х0)2 +  (у — г/0)2 +  (г — г0)2 =  Я2. (2)

Это уравнение сферы: ему удовлетворяют коорди
наты  всех ее точек и никаких других.

Если возвести уравнение (2) в квадрат и раскрыть 
скобки, то оно примет вид

* 2 +  У2 +  22 +  ах +  Ьу +  сг +  й =  0. (3)

Аналогично вопросу, рассмотренному в связи 
с уравнением окружности, можно поставить вопрос: 
при каких условиях на коэффициенты а, . . . ,  й урав
нение (3) представляет сферу и что оно вообще мо
ж ет  представлять? Ответ: кроме сферы оно может 
представлять точку и пустое множество. (Выясните, 
когда имеет место каж ды й из этих случаев.)

Уравнение плоскости.
Теорема 2 . Всякая плоскость представляется в 

прямоугольных координатах линейным уравнением, 
вида

ах +  Ьу -\- сг (I =  0 . (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а  — данная плоскость 
и А, В — такие точки, что отрезок АВ  перпендикуля
рен плоскости а  и делится ею пополам. Плоскость а  
является  геометрическим местом (множеством) то
чек М, для которых АМ  =  В М *). Если в равенстве 
А М 2 =  ВМ2 выписать квадраты расстояний в коор-

!) Это свойство плоскости легко доказывается из соответ- 
ствующ его свойства прямой. Если М  — какая-либо точка, то про
водим через нее и точки А, В  плоскость и в ней применяем тео
рем у о прямой.



динатах, то квадраты координат уничтожатся и м ы  
получим равенство вида (4 ) .  Этот вывод соверш енно  
аналогичен соответствующему выводу уравнения п р я 
мой на плоскости. □

§ 2. Прямая н а  плоскости

Прямоугольные координаты на плоскости м о ж н о  
задавать  началом координат О и единичными в е к т о 
рами по осям: » по оси х, /  — по оси у  (рис. 71). О н и  
взаимно ортогональны в силу взаимной п ерпендику
лярности осей. Так что

¿2 =  /2 =  1 ( I/ =  0. (1)
Эти векторы служат основными векторами.

Вектор г =  ОМ, проведенный из начала в т о ч к у  
М, — «радиус-вектор» точки М  — представляется в 
виде:

г == х1 +  у]. (2 )

Здесь х, у  — координаты точки М. По исходном у 
обычному определению это координаты проекций М х,

Му точки М  на оси (рис. 71).  Согласно с этим они 
являются проекциями радиус-вектора г на оси. С к а -  
лярно умножая (2 ) на / и на /, найдем (б л аго д ар я
Ш )

ОМх =  I\г =  х, О М у =  / г  =  у. (3)

П рямая, очевидно, может быть задана какой-либо 
точкой А, через которую она  проходит, и ненулевым



вектором N, ей перпендикулярным — «вектором нор
мали» или «нормалью  N  к прямой» (рис. 7 2 )1).

Теорема 1. П рямая на плоскости представляется 
линейным уравнением

ал: +  £н/ +  с — О, 

причем а, Ь -*■ это координаты вектора нормали Ы,
- с  =  Н-1)А — скалярное произведение вектора нор
мали на радиус-вектор точки А на прямой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М(х,  у ) — какая-либо 
точка прямой, заданной точкой А и нормалью N.
Тогда (если М  отлична от А) АМ  ±  N,  так  что
~ А М ^  =  0. Если ж е  М совпадает с Л, то АМ  =  0,
поэтому такж е А М - № =  0. С другой стороны, для 
всякой точки М,  не лежащей на данной прямой, век
тор АМ  не ортогонален N. Таким образом, точка М 
лежит на прямой тогда и только тогда, когда
~ А М ^  =  0. Это равенство представляет поэтому 
уравнение прямой, стоит лишь развернуть его в ко
ординатах.

Пусть х, у —  координаты точки М и а, о — коор
динаты нормали ЛГ, так что ОМ =  *лг +  ¡у и N  =  
=  1а +  ]Ь. Тогда

АМ =  ОМ — ОА =  ( 1 х  +  1 у )  — ОА,

и потому из равенства А М ^  =  0 следует, что 

АМ  ■ N  =  {1 Х +  ]у) (¿а +  ]Ь) — О А ■ N  =  __^
— ах -\- Ьу — О А • N  =  0,

что и требовалось доказать. □
Таким образом мы не только передоказали еще 

раз  прежнюю теорему 1 .2.1 о представлении прямой 
линейным уравнением, но и выяснили геометрический 
смысл его коэффициентов.

Нетрудно д оказать  и обратную теорему.
Теорема 2. Всякое линейное уравнение представ

ляет прямую, причем коэффициенты при х, у это

■ ) Нормалью  называется прямая, перпендикулярная прямой 
(или плоскости).



координаты некоторой нормали к прямой, а свобод
ный член равен взятому с обратным знаком скаляр
ному произведению этой нормали на радиус-вектор 
какой-либо точки прямой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дано уравнение
ах +  Ьу +  с =  0.

Берем вектор N  с координатами а, Ь и такую точ
ку А, что Ы-ОА =  — с (такую, точку легко найти  
хотя бы на прямой, идущей через О по вектору N .  
Укажите как).  Через точку 
А проводим прямую I, пер
пендикулярную вектору N.
Тогда по предыдущей тео
реме уравнение этой пря
мой и будет данным 
(рис. 73). □

Вспомним еще теорему: 
два уравнения задают о д 
ну и ту ж е  прямую тогда 
и только тогда, когда их 
коэффициенты пропорцио
нальны (дополнение к теореме 1.2.1). Читатель сам  
ее докажет, заметив, в первую очередь, что векторы 
N 1 , N 2 перпендикулярны одной прямой, тогда и т о л ь 
ко тогда, когда они параллельны  и, стало быть, по
лучаются один из другого умножением на число (ср. 
доказательство теоремы 3, § 3 ). □

Важный частный случай уравнения прямой — т а к  
называемое уравнение в нормальной форме. Это т а 
кое уравнение, в котором вектор нормали к прямой  
единичный, так  что а2 +  Ь2 —  1.

Теорема 3. Всякая прямая может быть представ
лена уравнением в нормальной форме :

ах-\-Ьц — р\ а2 +  &2 = 1 ,  р ^ О .  (4)
В нем р — расстояние прямой от начала О (т. е. 

если р 0 — длина опущенного на нее из О перпен
дикуляра) и а, Ь — координаты нормали, направлен
ной от прямой в сторону от начала (или в лю б у ю  
сторону, если прямая проходит через начало).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть п  — единичный в е к 
тор нормали к прямой и а, Ь — его координаты, т а к  
что а 2 +  Ь2 —  1.



По теореме 1 прямая представляется уравнением 
ах  +  Ьу =  — с.

Если ж е она проходит через начало, то с —  0, и 
уравнение прямой будет

ах  +  Ьу =  0

в согласии с утверждением теоремы.
Пусть прям ая не проходит через начало, и пусть

О Р — опущенный из него перпендикуляр — направ
ленный отрезок. Тогда если нормаль направлена по
нему, то ОР — рп, где р =  | ОР | — длина перпендику
л я р а — расстояние от О до прямой. Поэтому
ОР-п =  р >  0 и нормаль л направлена в сторону от

начала, если ее откладывать от точки на прямой 
(рис. 74, а ) .  Вместе с тем согласно теореме 1

— с =  ОР ■ п — р.

Таким образом, уравнение прямой имеет вид а х +  
-f- Ьу =  р, причем а, Ь, р имеют именно тот смысл, 
какой указан в теореме. □

Следующая теорема устанавливает замечательное 
свойство уравнения в нормальной форме.

Теорема 4. Е сли  прямая задана уравнением в 
нормальной форме, то для всякой точки М( х , у )  ве
личина

ах  +  by — р =  ± d

представляет собой расстояние от точки до прямой 
со знаком плюс, если М лежит от прямой с той сто
роны, куда направлена нормаль, и со знаком минус,



если М лежит с противоположной стороны (и, зна 
чит, с той стороны, где лежит начало О, если пря
мая через него не проходит) (рис. 7 4 ,6 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть п рям ая q зад ан а  
уравнением вида ( 4)— в нормальной форме.

Заметим, что для точек прямой сказанное в тео 
реме верно, так  как d =  0. Возьмем какую-либо 
точку М ( х , у ) ,  не леж ащ ую  на данной прямой q, 
и пусть MQ  — опущенный из нее перпендикуляр на 
данную прямую q.'М ы  имеем

QM =  ОМ — OQ,  (5)

и если п( а , Ь)  единичная нормаль, то

nQM =  ±  1 QM \ =  á z d .  (6)

Причем nQM  =  +  d, если М  л еж и т  с той стороны,
куда направлена я, и nQM =  —d  в противоположном 
случае.

Вместе с тем, по представлению скалярного произ
ведения в координатах,

пОМ — ах-\- by, (7)

a nOQ =  р — расстояние от О до прямой с соответ
ствующим знаком.

Таким образом, из полученных равенств (5), (6 ) ,
( 7)

± d  =  nQM =  пОМ — nOQ =  ах  +  by — р,

что и требовалось доказать. □
Координаты единичного вектора — это косинусы 

углов, которые он образует с положительными н а 
правлениями осей. Поэтому если а  — угол нормали 
с положительной полуосью х, то

а =  cos a, b —  s in  а.

Поэтому уравнение в нормальной форме можно н а 
писать в виде:

х  eos а +  у  sin а  =  р.

Если прямая задана каким-нв^удь уравнением 
ах +  by +  с =  0 ,



то переход к нормальной форме состоит, во-первых, 
в переходе к единичной нормали, т. е. к замене а, 
Ь и с соответственно на

а Ь с
±-\/а2+ Ь 2 ’ ± У а 2+ й 2 ’ ± л / а 2+ Ь 2

Во-вторых, зн ак  у корня нужно выбрать так, чтобы 
свободный член получился отрицательным (если 
только с --5̂ 0 ) ,  т. е. у корня берется знак, противо
положный знаку  с.

Если п рям ая зад ан а  общим линейным уравнением 
а х - \ -Ь у - \ - с  —  0, то расстояние й  можно найти по 
формуле

, | ах  +  Ьу +  с |

(Докажите это.)

§ 3. Плоскость и прямая

Общее уравнение плоскости. Выведем уравнение 
плоскости; этот вывод проводится совершенно так 
же, как вывод уравнения прямой на плоскости (§ 2 ).

Пусть д ан а  некоторая плоскость а  и выбрано 
начало отсчета О, из которого проводятся радиус- 
векторы. Возьмем на плоскости а  какую-нибудь точ
ку Мо, и пусть п  — какая-нибудь нормаль плоско
сти а, т. е. перпендикулярный ей ненулевой вектор. 

П роизвольная точка М лежит на плоскости а

тогда и только тогда, когда вектор М йМ  перпендику
лярен нормали п  или М совпадает с М0. Это равно
сильно тому, что равно нулю скалярное произведе

ние векторов п и МоМ :

п ■ М0М  =  0 .

Если г, г0 —  радиус-векторы точек М, М о, то

М0М —  г — г0. Поэтому написанное равенство равно
сильно таким:

п ( г  — г 0) =  0 ; nr =  q (с/ =  п г0). ( 1 )

Итак, точка М  леж ит на данной плоскости в том 
и только в том  случае, когда ее радиус-вектор удо



влетворяет уравнению ( 1 ), в котором п  — нормаль и 
г0 — радиус-вектор, какой-либо точки данной плоско
сти. Это значит, что (1) есть уравнение плоскости 
в векторной форме (см. рис. 75, а на с. 110).

Из доказанного выводится
Теорема 1. В прямоугольных координатах всякая 

плоскость задается уравнением первой степени.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По д оказанном у плоскость 

задается уравнением (1). Выразим в нем скалярное 
произведение через координаты. Координаты  данного 
вектора нормали п обозначим а, Ь, с. Координаты 
радиус-вектора г точки М на плоскость — это ее ко
ординаты х, у, г. Согласно выраж ению  скалярного 
произведения в координатах

пг — ах +  Ьу +  сг.

Поэтому из второго уравнения (1), полагая  ц — — й, 
получаем

ах +  Ьу +  сг +  й  =  0 . (2)

Это и есть уравнение данной плоскости, поскольку 
оно — только переписанное в координатах ее вектор
ное уравнение (1). Теорема доказана .  □

Перепишем еще в координатах первое из уравне
ний (1). Если х0, г/о, 20— координаты радиус-вектора 
г0, то координаты вектора г — г0 суть х  — Хо, у  — Уо, 
г — 2о- Поэтому первое уравнение ( ! )  в координатах 
выглядит так:

а (х — х0) +  Ь (у — Уо) +  с (г — г0) =  0. (3)

Это уравнение плоскости, проходящей через точку 
(яо, Уо, 2о) и имеющей нормаль с координатами 
а, Ь, с.

Теорема 2 (обратная теореме 1). Всякое уравне
ние первой степени в прямоугольных координатах в 
пространстве задает плоскость.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дано уравнение пер
вой степени

ах +  Ьу +  сг +  й —  0. (4)

Подберем какие-нибудь х0, уо, г 0, удовлетворяю щ ие 
этому уравнению, так  что

ах о +  Ьуй +  сг0 +  с1 == 0 .



Вычитая из (4), получим

а (х — х0) +  Ъ (у -  у0) +  с (г — г0) =  0. (5)

Сравнив это  уравнение с уравнением (3), видим, что 
оно представляет  плоскость, проходящую через точку 
Мо(хо, г/о, 2о) и перпендикулярную вектору п —  
=  {а, Ь, с). А уравнение (5) по его выводу равно
сильно ( 4 ) 1).  Следовательно, и уравнение (4) задает 
плоскость. Теорема доказана. □

Т еорем а 3. Д ва уравнения первой степени задают 
одну и ту же плоскость в том и только в том случае, 
когда одно получается из другого умножением на 
численный множитель.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны два уравнения

а х  +  Ь у + с г  +  с1 =  0, а,* +  Ъху  +  схг  +  с11 =  0. (6)

Если одно получается из другого умножением на 
некоторое число, то уравнения, очевидно, равносильны
и, стало быть, задаю т одну и ту ж е  плоскость.

Н уж но доказать  обратное: если уравнения (6) з а 
даю т одну и ту же плоскость, то одно получается из 
другого умножением на число.

Допустим, уравнения задаю т плоскость а. Тогда 
а, Ь, с и а ь  Ь\, й  являются координатами векторов, 
перпендикулярных а  и, стало быть, коллинеарных. 
Поэтому они пропорциональны:

а1— Ы,  Ьх =  ХЬ, с1 — кс. (7)

П одставляя  (7) во второе уравнение (6), получаем

Я (ах +  Ьу +  сг) +  й\ —  0 ,
откуда

с11 =  — Я {ах +  Ьу +  сг).

И так  к а к  из первого уравнения (6) й =  — (ах +  
+  Ьу +  с г ) , то

йх =  Хй.

') Уравнения называются равносильными,  если всякий на
бор переменных, удовлетворяющий первому, удовлетворяет и 
второму, и обратно, т. е. в координатах равносильные уравнения 
это такие, которые задаю т одну и ту ж е фигуру — одно и то ж е  
множество точек. Это относится к любым уравнениям, не только 
первой степени.



Вместе с (7) это и значит, что второе уравнение по
лучается из первого умножением на число, что й тре
бовалось доказать. □

Говорят, что коэффициенты уравнений пропорцио
нальны, и пишут:

й\ Ь1 С\ й\
а Ь с й

Эта запись и означает, что существует такое число Я,, 
что а х — Ха, . . . ,  й\ =  М .  Она условна, т а к  к а к  не 
исключает нуля в знаменателе. Но если, например, 
с == 0 , то и С\ —  0 .

Уравнение плоскости в нормальной форме. Век
торным уравнением плоскости в нормальной форме 
называется такое ее уравнение ( 1 ) ,  в котором п — 
единичный вектор нормали и р ¡ ^ 0 , т. е. уравнение 
вида

л г  =  р; | п  | =  1 , р ^ О .  (8)

Неравенство р 0 всегда можно обеспечить, меняя, 
если нужно, знаки в обеих частях равенства.

В таком случае р — это расстояние плоскости от 
начала, а нормаль п направлена от плоскости в сто
рону, противоположную той, где лежит начало  (если 
же оно лежит на самой плоскости, то направление п 
безразлично).

Действительно, пг =  р >  0 тогда и только тогда, 
когда векторы я, г не нулевые и образую т острый 
угол (рис. 75, а).

Вектор я  единичный, поэтому п г — это проекция 
вектора г на луч, идущий из начала в направлении я, 
т. е. это длина перпендикуляра, опущенного из начала 
на данную плоскость. А это и есть расстояние от на
чала до плоскости. □

Расстояние от точки до плоскости. Д л я  уравнения 
в нормальной форме выполняется следую щее краси
вое соотношение. ~~

Теорема 3. Д л я  всякой точки М если ее радиус- 
вектор г подставим в нормальное уравнение плоско
сти а, то получим

п г  —  р  =  ±  <7,

где ц — расстояние от точки М до плоскости а. Знак  
плюс имеет место, если точка М и начало О лежат



с разных сторон от плоскости-, если же ■— с одной сто
роны, то имеет место минус (на самой плоскости, 
разумеется, <7 =  0 ).

Действительно, пусть М — точка, не леж ащ ая на 
данной плоскости а, а М 0 — точка на а  (рис. 75 ,6 ).

Р ассм отрим  скалярное произведение М0М-п,  где п — 
единичная нормаль к а ,  направленная, как в нор
мальном  уравнении. Тогда если точка М  лежит от 
плоскости а  со стороны, противоположной той, где

л еж и т  начало, то  УИ0М - п > 0 .  Если же — с той же

стороны, где начало, то МйМ- п  <  0.

П о абсолютной величине это скалярное произве
дение есть не что иное, как длина проекции отрезка 
МоМ на прямую вдоль и, т. е. длина перпендикуляра, 
опущенного из точки М  на плоскость а. А это то же, 
что расстояние ц от М до а:

| М^М ■ п\  — д. (9)
Теперь заметим, что

М0М  =  г  — г0, 

где г, Гц — радиус-векторы точек М, М0. Поэтому 

М0М ■ п =  пг — пг0.

А  т а к  к а к  точка Ма лежит на плоскости а, то по 
уравнению  ( 1 )

пгй =  р.



Таким образом,

М0М п — пг  — р.

Сравнивая с (9) и вспоминая о знаке произведе

ния М0М-п,  получаем, что
ПГ — р =  ±  <7,

где ^ — расстояние от точки М с радиус-вектором г 
до плоскости а  и знаки «— » или « + »  берутся в з а 
висимости от того, лежит ли точка М  от плоскости а  
со стороны начала или с противоположной стороны. 
Что и требовалось доказать. □

Чтобы получить нормальное уравнение плоскости 
не в векторах, а в прямоугольных координатах, до 
статочно выразить в координатах произведение яг. 
Тогда мы получим

ах +  Ьу +  сг  =  р, 

и так как вектор я  единичный, то
а2 +  62 +  с2 = 1 . ( 10 )

Координаты единичного вектора — это не что иное 
как его «направляющие косинусы». Если дано  у р а в 
нение плоскости в общем виде

А х +  Ву +  Сг +  й  =  0, (11)

то для того, чтобы получить из него нормальное у р а в 
нение, нужно обеспечить равенство (10) и р ^ О .  Д л я  
этого делим на ±  А2 В2 +  С2 и берем знак , п р о ти 
воположный знаку £) (чтобы при переносе свободного 
члена в правую часть там было р >  0 ).

Если ж е  не заботиться о знаке, то м о ж н о  
сформулировать такой результат: расстояние точки 
М(х, у, г) до плоскости с уравнением (11) есть

_  Ах +  ВУ +  Сг +  °
4  ~  V А 2 +  В 2 +  С2

Замена координат в пространстве. П олученную  
формулу можно применить к случаю, когда р а с с м а т 
ривается одна из координатных плоскостей некоторой  
прямоугольной системы координат, отличной от  ис
ходной. Расстояние до этой плоскости равно (по



модулю ) соответствующей координате в этой системе. 
Т аким  образом, мы получаем важное следствие — то, 
что переход от одной прямоугольной системы коор
д и н ат  в пространстве к другой осуществляется по л и 
нейным формулам. (Д ля плоскости аналогичный 
ф а к т  был доказан  в главе I.) Воспользоваться этим 
нам  придется при классификации поверхностей вто
рого порядка в гл. V.

Уравнение плоскости в отрезках на осях. Т ак н а
зы вается  уравнение вида

а  Ь с

Во-первых, это — уравнение плоскости, так как оно 
первой степени. Во-вторых, а, Ь, с — это координаты 
тех точек на осях, где их пересекает данная пло
скость. Например, при у  — г  =  0, т. е. на оси х, по
лу чаем  х  — а, т. е. а — это длина отрезка оси х  от 
н ач ал а  до точки пересечения, взятая с должным 
знаком .

О бщ ее уравнение приводится к такому виду, если 
все коэффициенты не равны нулю: делим на свобод
ный член и меняем знак.

Задачи.
1. Рассмотрите плоскости, в уравнениях которых 

р авны  нулю по одному, по два коэффициента и сво
бодный член такж е может равняться нулю.

2. При каком условии плоскость может быть з а 
д а н а  уравнением вида г  =  к,\Х +  к2у  +  /? Каков гео
метрический смысл ¿ 1, к 2, /?• Чему равен тангенс угла 
н аклон а  плоскости к плоскости г  — О?

3. Плоскость, проходящая через три точки М0,
М и М 2, перпендикулярна М 0М\  X  М аМ 2. Точка М л е 
ж и т  в этой плоскости тогда и только тогда, когда
векторы  М 0М и М0М2, М 0М компланарны. Выразите 
это условие через смешанное произведение и полу
чите уравнение плоскости в векторной форме, а т а к 
ж е  в координатах (с определителем).

З а д а н и е  плоскости двухвекторником. Зададим не
которую плоскость а  любой ее точкой Л е а  и парой 
л е ж а щ и х  в а  неколлинеарных векторов т и п  
(рис. 76). Векторы т  и п называются направляю
щ ими векторами плоскости а. Они образуют базис



в плоскости а. Любой вектор АХ,  где X  — п р о и зв о л ь 
ная точка плоскости а , можно разложить по в е к т о 
рам т  и п (так как 
АХ\\ а):

АХ =  tm  - f  sn. (12)

П оскольку ОХ — ОА-\-
+  АХ, то, подставляя в 

это равенство выражение
( 1 2 ) и полагая, как и
раньше, ОА =  г0 и ОХ —
— г, окончательно полу
чаем

г — г0-1- tm +  sn. (13) Рис. 76

Это уравнение задает плоскость а  в пространстве: 
положение любой точки Х е а  определяется за д а н и е м  
упорядоченной пары действительных чисел (¿ ,&), п р и 
чем каждой такой паре соответствует некоторая т о ч 
ка плоскости а. Точка А отвечает паре (0 ,0).

Это — параметрическое задание плоскости.

§ 4. Прямая в пространстве

Параметрические и канонические уравнения пря
мой. Всякий вектор, не равный нулю, н аправленны й  
вдоль прямой, называется 
ее направляющим векто
ром.

П рямая /, очевидно, з а 
дается любой лежащей на 
ней точкой М0 и направ
ляющим вектором V.  О т 
кладываем от точки М о век

тор М 0М 1 =  V  и проводим 
прямую М аМ х (рис. 77).

Точка М  лежит на прямой / тогда и только то гд а ,

когда вектор М0М коллинеарен V,  т. е. когда с у щ е 
ствует такое число что



Если ОМ0 — г 0, О М  — г — радиус-векторы точек М0 
и М ь то М0М — г  — г 0, и потому (1) означает

г  =  +  г0. (2)

При каждом / это дает радиус-вектор некоторой 
точки М  на прямой /; с изменением / «от — оо до 
+  оо» точка «пробегает» прямую.

Уравнение (2 ) определяет, таким образом, пря
мую, задавая каж дую  ее точку значением перемен
ной Эта переменная в такой ее роли называется 
параметром, и уравнение (2 ) называется (вектор
ным) уравнением прямой в параметрической форме.

Его можно переписать в виде трех уравнений для 
каждой из координат точки на прямой: если а, Ь, с — 
координаты вектора V,  то

л: =  а/ +  х0, у  — Ы +  у0, г  =  с/ +  г0. (3)

Это равносильно тому, что разности х  — хо, у — уо, 
г  — г0 пропорциональны координатам а, Ь, с:

х  — х 0 _  у — у 0 г  — г 0 
а Ь с

Эти равенства понимаются так: там, где знамена
т е л ь — нуль, числитель тоже равен нулю. Равенства 
(4) с этим условием равносильны равенствам (3). 
А равенства (3) задаю т прямую. Стало быть, и р а 
венства (4) определяют прямую. Другими словами: 
равенства (4) представляют уравнения прямой, 
проходящей через точку (хо, уо, г0) вдоль вектора 
(а ,Ь, с) .  (Эти уравнения называют каноническими.) 

Прямая, проходящая через две точки. Если М 1 —

еще одна точка прямой, то вектор М0М\ идет вдоль 
прямой и поэтому в уравнении (2 ) можно взять

V — М 0М { =  Г] — Го, (5)

где г\ — радиус-вектор точки М\.
Подставляя это в (2), получим

г =  (г, — Г0)^  +  Г0 =  (1 — 0^0  +  ^ !  (6)

— параметрическое уравнение прямой, проходящей 
через две данные точки с радиус-векторами п ,  г0.



Координаты вектора МоМ\ — это разности коорди
нат точек М\, Мо■ Поэтому из (5)

а =  х 1 — хй, Ь — у  ̂ — уо, с =  2 , — г0.

П одставляя эти значения в (4 ) ,  получаем
х  — х 0 __  у — у  о _  г  — г 0 ^
•̂ 1 — Х0 у  1 У 0 20

Это, стало быть, уравнения прямой, проходящей че- 
рез точки М0 (хо, уо, , М\(х\ ,  у \, г { ) .

Прямая как пересечение двух плоскостей. П р я м ая  
представляет собою пересечение двух плоскостей, 
поэтому она задается системой двух уравнений,

задающ их эти плоскости (рис. 78). Плоскости пересе
каются по прямой, если их нормали неколлинеарны. 
В векторной форме их уравнения будут

п (г  — г0) =  О, щ { г  — г,) =  0 .

Направляющ ий вектор прямой, по которой о н и  
пересекаются, ортогонален их нормалям. В качестве  
него можно взять векторное произведение п X  п \ 
(оно отлично от нуля, поскольку п, П\ неколлинеар- 
ны). Поэтому если г0— радиус-вектор какой-нибудь 
общей точки плоскостей а ,  а ь  то прямую их п ересече
ния можно задать параметрическим уравнением

г — ( п Х щ ) 1  +  г 0.



Задачи.
1. Отсюда получите уравнение в координатах 

вида (4), где в знаменателях будут координаты век
торного произведения.

2. Найти условия параллельности и перпендику
лярности плоскостей и прямых, когда они заданы 
в векторной ф орм е или в координатах уравнениями 
вида

ах  +  Ьу +  сг +  й  =  О,
х  — *0 У — Уа ^  г  — 2 р 

к I т

Всего 6 случаев: по два (параллельность и пер
пендикулярность) д л я  двух плоскостей, для двух пря
мых, для прямой и плоскости.

§ 5. О задании поверхностей и линий уравнениями

Общие задачи аналитической геометрии в про
странстве. Они те же, что на плоскости: представлять 
фигуры уравнениями и системами уравнений в коор
динатах и из исследования уравнений выводить за 
ключения о геометрических свойствах фигур; выяс
нять, какие фигуры представляют уравнения того или 
иного вида. (П омим о уравнений, фигуры могут з а 
даваться такж е неравенствами.) Исследуемые фи
г у р ы — прежде всего те, которые задаю тся простей
шими уравнениями; при этом принято говорить не 
вообще о фигурах, а о поверхностях (а в случае си
стем двух уравнений — о линиях  или кривых). По 
числу координат рассматриваются уравнения с тремя 
переменными х, у , г  (т. е. х, у, г — произвольные ве
щественные числа).  При этом уравнением  с тремя 
переменными назы ваю т соотношение вида Р(х,  у, г) =  
=  0, где Р ( х , у , г )  — какая-нибудь функция перемен
ных х, у, г.

Пусть в пространстве дана какая-нибудь поверх
ность и вместе с тем выбрана некоторая система ко
ординат. Как и в случае произвольной фигуры, урав
нением данной поверхности (в выбранной системе 
координат) н азы вается  такое уравнение с тремя 
переменными, которому удовлетворяют координаты 
каждой точки, л е ж а щ е й  на данной поверхности, и не



удовлетворяют координаты никакой точки, не л е ж а 
щей на ней.

Если уравнение дано и мы отвечаем на вопрос 
«что такое определяемая им поверхность», то удобно 
пользоваться следующей формулировкой:

«Поверхность, определяемая данным уравнением 
(в некоторой системе координат), есть геометриче
ское место точек, координаты которых удовлетворяют 
этому уравнению »1).

Современной терминологии более соответствует 
выражение не «геометрическое место», а множество 
точек, что, впрочем, одно и то же. (Употребляется 
и слово «фигура».) При этом имеется в виду множ е
ство всех точек, координаты которых удовлетворяют 
уравнению.

Примеры к этим общим определениям даю тся 
уравнениями сферы и плоскости.

В пространственной аналитической геометрии л и 
ния или, что то же, кривая рассматривается как пере
сечение двух поверхностей и соответственно опреде
ляется системой двух уравнений.

Если F ( x , y , z )  =  0 и Ф(х,  у, z) =  0 суть уравнения 
двух поверхностей, пересекающихся по линии L,  то  
линия L  есть геометрическое место общих точек этих 
поверхностей, т. е. точек, координаты которых удов
летворяют одновременно и уравнению  F(x,  у, z) —  О, 
и уравнению Ф (х, у, г) =  0. Говорят: два эти у р ав 
нения совместно определяют линию  L.

Пример представляет задание прямой двумя л и 
нейными уравнениями — соответственно тому, что 
прямая является пересечением двух плоскостей.

Если даны уравнения трех поверхностей, то общ ие 
точки этих поверхностей — те, координаты которых 
удовлетворяют одновременно всем трем уравнениям 
(и то же для любого числа поверхностей).

Алгебраические уравнения и алгебраические по
верхности. Основным предметом изучения в простран
ственной аналитической геометрии служ ат поверхно
сти, определяемые в прямоугольных координатах 
алгебраическими уравнениями. При этом алгебраиче-

‘) Данные здесь определения взяты из книги Е ф и м о в  Н. В. 
Краткий курс аналитической геометрии. —  М.: Гостехиздат, 1954. 
С. 1 1 0 -1 1 1 .



ским назы вается уравнение Р(х,  у, г)  =  0 , в котором 
левая часть представляет собою многочлен относи
тельно х, у, г  с численными коэффициентами, кото
рые, как обычно в алгебре, обозначают в общем виде 
буквами. Степень многочлена Р — наибольшая из 
степеней составляю щ их его одночленов — называется 
степенью уравнения. Поверхность, которая в неко
торой системе прямоугольных координат определяется 
алгебраическим уравнением степени п, называется ал
гебраической поверхностью порядка п (или просто 
поверхностью порядка п). Так, плоскость есть поверх
ность порядка один (первого порядка),  а сфера — 
поверхность порядка два (второго порядка).

Нетрудно доказать, что если поверхность пред
ставляется в одной системе прямоугольных координат 
уравнением степени п, то она представляется урав
нением той же степени и в любой другой системе пря
моугольных координат. Следовательно, порядок по
верхности не зависит от системы координат, а харак
теризует саму поверхность.

Вообще свойство, выраженное в прямоугольных 
координатах, является геометрическим — принадле
жит самой фигуре — если оно одинаково имеет место 
в любой системе прямоугольных координат. (Иначе 
оно относится к фигуре в связи с данной системой 
координат.)

Следует заметить, что общая теория алгебраиче
ских поверхностей выходит за пределы аналитической 
геометрии и входит в предмет особой области мате
м атики— так  называемой алгебраической геометрии.

Критика. Все сказанное повторяет применительно 
к геометрии в пространстве то, о чем говорилось в 
отношении геометрии на плоскости. И соответственно 
тому, что там было сказано, сказанное здесь надо по
нимать с известной долей критики и с условностью. 
Это относится в первую очередь к основным поня
тиям уравнения и поверхности.

1. В уравнении Р( х , у , г )  =  0 левая  часть есть 
функция трех переменных х, у, г  и, как  «выражение», 
может не содерж ать  части этих переменных, подобно, 
например, уравнению  х — 0. (Впрочем, если написать 
в виде х  +  у +  г  —  у —  2 =  0, то стоящее слева выра
жение будет содерж ать  у  и г, — смотря как понимать 
слово «содержит».)



Поэтому запись уравнения сам а  по себе его не 
определяет: долж но быть указано, к каким перемен
ным оно относится (как для функции требуется ука
зать область задания):  так, например, уравнение 
можно рассматривать для двух переменных (на пло
скости), или для трех (в пространстве), или для од
ной переменной.

Постоянная — тоже функция: функция, равная од
ному и тому ж е числу во всей области  задания, в 
пространстве — для всех х, у, г. Поэтому формально 
равенства 1 = 0 , 0 =  0 тоже являю тся  уравнениями. 
Первое никогда не выполняется и, стало  быть, задает 
пустое множество, второе выполняется при любых 
х, у, z  и, следовательно, определяет все пространство.

Можно исключить эти «уравнения нулевой сте
пени», включив в определение уравнения, что его ле
вая часть F ( x , y , z )  есть функция, отличная от по
стоянной.

Когда уравнение рассматривается как  задающее 
кривую (или поверхность), необходимо указывать не 
только область определения, но и то, к каким коор
динатам оно относится. Н апример, я спрошу: что 
задает уравнение у  =  1? Вы, вероятно, ответите: 
«прямую» (или «плоскость»), а я скаж у: «окруж
ность в полярных координатах, я обозначил радиус 
игреком».

2. Всякую фигуру, задаваемую  системой двух 
уравнений, можно задать одним уравнением. Д ей 
ствительно, если фигура задается системой

{F (х, у, z) — 0, G{x, у, г) =  0), 
то она же, очевидно, задается одним уравнением 

F2 (х, у, z) +  G2 (х, у, z) =  0.
Самый простой пример. Ось z  задается  как пере

сечение двух координатных плоскостей х  =  0 , у =  0 , 
и она же задается уравнением х2 +  у 2 =  0. В этом 
смысле она является, согласно данному выше о б 
щему определению, алгебраической поверхностью 
второго порядка.

Вообще пересечение любого числа фигур, з а д а н 
ных уравнениями F\ — 0, . . . ,  Fn =  0, можно задать  
одним уравнением

F \ +  . .. +  f  я =  0.



Точка ( 0 ,0 ,0 )  представляется пересечением трех 
плоскостей х  =  0 , у  =  0, 2  =  0 и вместе с тем — од
ним уравнением

х 2 у2 г2 =  0 ,

так  что она то ж е  поверхность второго порядка.
Вообще термин «поверхность» (как и «кривая») 

имеет в аналитической геометрии смысл, отличный 
от того, к а к  его понимают в других частях геометрии 
в согласии с наглядным представлением.

3. Объединение фигур, представляемых уравнения
ми /Г1 =  0 , . . . ,  Fn =  0, представляется одним урав
н ением— их произведением F{- . . .  -Fn —  0.

Уравнение может представлять пустое множество, 
как в простейшем случае х2 +  1 =  0. Если уравнение 
G =  0 представляет  пустое множество, то

FG =  0

представляет то же, что F —  0.
4. Если пользоваться модулем (как  |х |  и т. п.), 

то неравенства можно записывать в виде уравнения. 
Всякое нестрогое неравенство можно привести к виду 
F{x, у, г) ^  0, а это равносильно уравнению:

F — \F\  =  0.

(А каким уравнением (с модулем) можно задать 
строгое неравенство?)

Цилиндры, проекции. В аналитической геометрии 
цилиндром  называю т фигуру, образованную парал
лельными прямыми, т. е. являющуюся объединением 
этих прямых; соответственно эти прямые называются 
образующими цилиндра. Фигура, через каждую точку 
которой проходит образующая данного цилиндра так, 
что к а ж д ая  образующая цилиндра ее пересекает и 
притом в одной точке, называется направляющей ци
линдра. О бычно это некоторая кривая, и цилиндр 
наглядно представляет собою бесконечную поверх
ность. П рим ер  — круговой цилиндр, направляющей 
которого служ и т окружность, а образующие перпен
дикулярны ее плоскости (рис. 79). П лоскость— тоже 
цилиндр, направляю щей его служит прямая. Особая 
роль цилиндров в аналитической геометрии состоит 
в том, что это поверхности, которые задаются уравне



ниями, не содержащими одной из координат. Это 
можно выразить утверждением:

Теорема. Уравнение F(x , y)  —  0 в прямоугольных  
координатах х, у, z  задает цилиндр с образующими, 
параллельными оси z.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Действительно, при таком 
уравнении, когда даны х0, у0, удовлетворяю щ ие ему, 
значение координаты z
остается ничем не свя
занным: она может при
нимать любое значение.
Это и значит, что прямая 
х  =  х0, у =  уо, парал
лельная оси z, содержит
ся в фигуре с данным 
уравнением, и так  как 
это верно для любых 
( х 0, Уо ) ,  удовлетворяю
щих уравнению, то вся фигура покрыта такими пря
мыми. Т. е. она представляет собой цилиндр с обра
зующими, параллельными оси г. □

С другой стороны, если имеется цилиндр, то вы
берем прямоугольные координаты так, чтобы ось z 
была параллельна его образующим. О бразую щ ие пе
ресекают тогда плоскость x if , ' и точки пересечения 
образуют ф и г у р у  — направляющую цилиндра. П ред
ставляя ее уравнением F{x,y)  — 0, получим тем са
мым уравнение цилиндра.

Если поверхность, заданную уравнением F (х, у, z) =  
=  0, мы пересечем плоскостью z — с =  const, то по
лучим кривую L, задаваемую системой д в у х  урав
нений: {F(x, у, с) =  0, z с =  0}. В первом уравне
нии только две переменных, и оно зад ает  поэтому 
в пространстве цилиндр с образующими, п ар ал л ел ь 
ными оси z, а на плоскости ху  — кривую с тем же 
уравнением F( x , y , c )  =  0. Эта кривая является  проек
цией кривой L.

Такими соображениями постоянно пользуются, на
пример, изучая форму поверхности по ее сечениям, 
когда в сечениях получаются уже ^известные кривые.

Цилиндры представляют собой частный случай 
поверхностей, образуемых (иногда говорят порождае
мых) прямыми; эти прямые назы ваю т прямолиней
ными образующими или, короче, образующими



поверхности, а сами поверхности называют линейча
тыми. Примером может служить конус, как его пони
маю т в аналитической геометрии, — поверхность, об
р азу ем ая  прямыми, проходящими через одну точку.

Г л а в а  V  

ПОВЕРХНОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

§ 1. Р азн ы е типы поверхностей второго порядка

О пределение. Подобно кривой второго порядка, 
поверхностью второго порядка — сокращенно ПВП — 
назы вается  множество точек, прямоугольные коорди
наты которых удовлетворяют уравнению второй сте
пени:

&цХ а̂22у  Н- а33г2 “I- 2апху 2а^ух  —|-
+  2а13хг  +  2 ахх +  2 а2у +  2 а3г  +  =  0 . ( 1 )

П редполагается, что хотя бы один из коэффициен
тов при членах второй степени не равен нулю (иначе 
уравнение было бы первой степени).

Это свойство сохраняется при преобразовании 
к лю бым другим прямоугольным координатам. Это 
доказы вается  буквально так же, как в случае КВП 
(т. е. в случае уравнения с двумя переменными).

При преобразовании координат координаты х,у,  г  
вы р аж аю тся  через «новые» координаты х', у', г '  ли
нейно. Поэтому степень уравнения не может повы
шаться. Н о и понизиться она не может, так как иначе 
при обратном  преобразовании не получалось бы урав
нение второй степени.

З а д а ч а ,  как  и в случае КВП, состоит в том, чтобы 
выяснить, какие есть типы П ВП, какого геометриче
ского вида. Но прежде чем перечислить их, устано
вим одно их общее свойство.

Л ем м а. Пересечение П В П  с плоскостью пред
ставляет собой КВП, кроме того особого случая, 
когда оно оказывается всей плоскостью. (Подобно 
тому, как  К В П  может представлять собой прямую 
или две прямых, П В П  может быть плоскостью или 
парой плоскостей, задаваемых, например, уравнением 
г 2 =  а 2 (так  что г  — ± а  и 2 =  0 , если а =  0).)



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны какая -то  П В П  
и некоторая плоскость а. Можно преобразовать  ко
ординаты так, чтобы она стала плоскостью х =  0 . 
Уравнение данной П ВП будет иметь тот ж е  вид (1)- 
Уравнение сечения этой П ВП плоскостью а  полу
чается из него, если в нем положить 2 =  0 , т ак  что 
получится уравнение без г. Д ля  этого уравнения есть
разные возможности.

а) Оно содержит члены второй степени и, стало
быть, представляет КВП.

Однако члены второй степени могут исчезнуть 
(если все они содержали г ) .  Тогда мож ет быть ещ е 
три случая:

б) Получается линейное уравнение: оно представ
ляет прямую, а прямая тоже есть КВП.

в) Линейных членов тоже не будет (если они со
держали только г ) ,  и останется только свободный 
член: уравнение будет а0 =  0 ; и если а0 ф  О, 
оно представляет пустое множество, которое тож е 
есть КВП.

г) Наконец, может случиться, что все члены ис
чезнут и уравнение сведется к 0 =  0. Оно всегда вы 
полняется, ему удовлетворяют любые х, у, т ак  что 
оно представляет всю плоскость. □

Этот разбор разных случаев поучителен, он п о ка
зывает, как за деталями могут обнаруж иваться  воз
можные существенные особенности рассматриваемого
вопроса. п о п

Оказывается, есть 15 разных типов 11Ы1.
Перечислим их, указав  уравнения, которыми они 

задаются в подходящих координатах. Эти уравнения 
называются каноническими.

1. Эллипсоид (рис. 80)

В частности, при а =  Ь =  с получаем сферу 

х2 +  у 2 +  г2 =  а2.

Из уравнения (2) очевидно, что



Это значит, что эллипсоид содержится в прямоуголь
ном параллелепипеде, задаваемом неравенствами (3 ) 
(рис. 81).

Сечение эллипсоида плоскостью 2 =  0 представ
ляет  эллипс

То ж е  верно для сечений плоскостями х  =  0, у — 0.

Пересечением эллипсоида с плоскостью, если он во
общ е имеет с нею общие точки, будет либо эллипс,

2 Z

Рис. 80 Рис. 81

либо одна точка. В c a 
ca мом деле, эллипсоид

Д алее  идут два типа 
ПВП, называемых гипер
болоидами.

ограничен. Поэтому по 
доказанной лемме это пе
ресечение может быть 
только ограниченной 
КВП, т. е. либо эллип
сом, либо одной точкой. 
В последнем случае пло
ск о сть— касательная к 
эллипсоиду (.рис. 82).

Рис. 82

2 . Однополостный гиперболоид (рис. 83)

3- Двуполостный гиперболоид (рис. 84)



(числа а, Ь, с в уравнениях (2), (4), (5) н азы в а ю т  
полуосями эллипсоида и гиперболоидов).

Плоскость 2 =  0 пересекает первый гиперболоид
д;2

по эллипсу —г- +  -р- =  1.
Это сечение называется горловым-, от него г и п е р 

болоид расширяется в обе стороны.

У двуполостного гиперболоида иначе: н и к ак а я  
плоскость z — zo при | z o | < c  его вовсе не пересе
кает. Действительно, при z  — zo уравнение (5) д ает

ъ2 1 < 0 .

А это уравнение определяет пустое множество.
Следовательно, двуполостный гиперболоид состоит 

из двух «полостей», разделенных целым слоем м еж д у  
двумя параллельными плоскостями г  =  ± с .

Плоскость у  — 0 пересекает гиперболоиды по ги
перболам (рис. 85, а, б)

х2 22 __. х2 __ _____ __ .
а2 с2 ’ а 2 с2

Аналогично, плоскость х — 0 пересекает ги пербо
лоиды по гиперболам. Впрочем, всякая плоскость, 
проходящая через ось г, пересекает гиперболоиды по 
гиперболам. Действительно, по доказанной л ем м е  се
чения представляют собою КВП. В данном сл у ч ае



непосредственно видно, что эти кривые состоят из 
двух бесконечных ветвей (не прямых). А из всех КВП 
т а к  устроены только гиперболы.

4. Конус  (рис. 8 6 )

* I У
а 2 Ь2 =  0 .

Эта поверхность состоит из прямых, пересекаю
щ ихся в одной точке — вершине конуса (при выбран
ных координатах, когда уравнение имеет написанный 
вид, вершина — в начале координат).

Рис. 85 Рис. 86

Действительно, если хо, уо, 20 удовлетворяют дан 
ному уравнению, то ему удовлетворяют такж е х =  
=  у  =  уо(, г  — г $  при любом Эти равенства 
с параметром I представляют прямую (если не все 
Хо, Уо, 20 равны нулю), проходящую через начало и 
точку (хо, уо, го) . Значит, вместе с любой своей точкой 
(*о, Уо, 2о) конус содержит и всю такую прямую. Он 
состоит из таких прямых — образующих.

Поверхности всех четырех указанных типов имеют 
по три плоскости симметрии — это координатные 
плоскости (так как в уравнение входят только х2, 
у 2, г 2, и поэтому при перемене знака любой из коор
ди н ат  уравнение не изменяется — например, при пе
рем ене знака 2 , т ак  что поверхность симметрична от
носительно плоскости 2 =  0 ).

Все эти поверхности имеют центр симметрии: их 
уравнения не изменяются при перемене знака всех 
трех координат, так  что поверхности симметричны от
носительно начала координат.



Рассмотрим еще некоторые сечения всех четы рех  
поверхностей.

Если в уравнении любой из них взять z  — co n s t ,  
то получим уравнение вида

х2 и2 =  р  =  const. аг ' г

Если р >  0, то это уравнение представляет э л л и п с  
на плоскости ху. Это означает, что каждая из р а с 
сматриваемых поверхностей пересекается плоскостью  
2 =  const по эллипсу, если плоскость ее действительно 
«пересекает». При р <  0 пересечение пусто; при р  =  О 
оно представляет собой о д н у 'т о ч к у  (с х — у  —  0 ) ,  
в этом случае плоскость— касательная.

Все эти эллипсы подобны, так как их полуоси  
равны а - \ /р .  Ьл/р,  и, значит, их отношение не з а 
висит от р.

Если а =  Ь, то эти эллипсы представляют собою  
окружности и, стало быть, рассматриваемые п о в е р х 
ности — всех четырех типов — представляют соб ой  
поверхности вращения. Эллипсоид получается в р а щ е 
нием эллипса вокруг оси, гиперболоиды — в р ащ ен и ем  
гипербол, конус — вращением прямой.

Сечения конуса плоскостями, не проходящими ч е 
рез вершину, представляют, согласно лемме, К В П .  
Если плоскость пересекает одну половину конуса, и 
притом все его образующие, то сечение ограничено  
и оно — эллипс; если плоскость параллельна одной из  
образующих, то сечение состоит из одной бесконечной 
линии и, стало быть, является параболой. Если ж е  
плоскость пересекает обе половины конуса, то  с е 
чение— гипербола (рис. 23).

Д ал ее  идут поверхности, канонические уравнения  
которых не содержат z2. Это прежде всего п а р а б о 
лоиды; их два типа.

5. Эллиптический параболоид  (рис. 87)

6 . Гиперболический параболоид  (рис. 8 8 )



Сечения этих поверхностей плоскостью у  =  0 (как и 
х =  0 ) представляют собой параболы

х2 — 2a2z  (y2 =  2b2z  и y2 =  — 2b2z).

Сечения же плоскостями z  =  р — const >  0 пред
ставляют собой у эллиптического параболоида эл
липсы

г2 и%
- У +  £ - 2  р.

В частности, это окружности, если а =  Ь\ тогда это — 
параболоид вращения.

У гиперболического параболоида сечгния плоско
стями z  — р =  const  ф  0 представляют собой гипер
болы

—  -  =  2 d  п2 hi ZP-

Сечение плоскостью 2  =  0 представляет собой пару 
прямых.

Параболоиды имеют по две плоскости симметрии: 
х — 0 и у  =  0 , но не 2 = 0 ; и они не имеют центра 
симметрии.

Цилиндры. Д а л е е  следуют поверхности, представ
ляю щие собою цилиндры, направляющими которых 
служ ат  кривые второго порядка. Такой цилиндр по
лучается, если через все точки данной КВП провести 
прямые, перпендикулярные плоскости, содержащей 
эту КВП. Так как типов КВП всего 8 , то и цилинд
ров, на них построенных, 8 типов. Особый случай 
представляет КВП, являю щ аяся пустым множеством;



через нее не проходит никакая прямая. Этому со о т 
ветствует ПВП, являющаяся пустым множеством. 
Без этого' особого случая имеется 7 видов КВП и со 
ответственно 7 видов цилиндрических ПВП. Вот три  
вида цилиндров на конических сечениях.

З а  ними идут ПВП, состоящие из плоскостей (это  
тоже цилиндры, поскольку плоскость «состоит» из 
параллельных прямых).

10. П ара пересекающихся плоскостей (рис. 92)

11. П ара параллельных плоскостей (рис. 93)

2

Рис. 89 Рис. 90

(, Эллиптический цилиндр (рис. 89)

8 . Гиперболический цилиндр (рис. 90)
£ 1 _
а2 О'

9. Параболический цилиндр (рис. 91)
у2 =  2рх.

у 2 — к2х2 =  0 , к Ф  0 .

у2 - к 2 =  0 .

12. Плоскость (рис. 94)

</2 =  0 .

5 А. Д . Александров, Н. Ю. Н ецветаев



Рис. 95 Рис. 96 Рис. 97



13. Прямая  — «цилиндр», построенный на одной 
точке (рис. 95)

* 2 +  у1 =  0 .

Остаются еще два особых случая.
14. Одна точка (рис. 96)

;г  +  Г + 22 =  0

15. Пустое множество (рис. 97);  его представляют 
три типа канонических уравнений

х* +  у* +  г 1 =  - 1, х2 +  г/2 =  -  1 , г * = - 1 .

Сопряженные гиперболоиды. Асимптотический ко
нус. Рассмотрим однополостный и двуполостнын ги
перболоиды, представлен
ные уравнениями 

1,2 ~2Г—  4-а2 Ь2
хг ■ у2 
а 2 Ь2

1,

с одинаковыми полуосями
а, Ь, с (рис. 98).

Сечения их плоскостью 
у — 0 представляют собой 
сопряженные гиперболы

1 ,

_
а 2 1.

Аналогичное верно для сечений плоскостью х =  0 
и вообще для сечений плоскостями, проходящими че
рез ось г, как  в этом можно убедиться. Соответ
ственно и сами гиперболоиды называю тся сопряжен
ными.

Рассмотрим вместе с ними конус К , представляе
мый уравнением

г2 4. I I  _
а “ Ь2 с 2 : 0 .

Покажем, что при удалении точки по гиперболоиду  
(так что абсолютная величина ее координаты г



неограниченно возрастает) точка эта неограниченно 
приближается к конусу К. ;г! !

Пусть М (х, у, г )  — точка на гиперболоиде, а 
Ы (х ,у ,г ' )  — точка на конусе К  с теми же х, у  (т . 'е .  
с той же проекцией на плоскость 2 =  0). Пусть, для 
простоты, 2 , г '  >  0. Расстояние МЫ =  \ г — г ' \ .

Вычитая из левы х частей уравнений гиперболои
дов левую часть уравнения конуса, найдем для пер
вого гиперболоида

■ ^ Г -  — 7 Г = 1 ,  I * '  - 2 | ( 2 ,  +  2 ) = С 2,

и для второго точно так же \ г '  — г \ ( г '  г)  — с2.
Таким об р азо м ,  для точек на обоих гиперболои

дах расстояние их от соответствующей точки конуса 
будет

Поэтому при (г '  г)-*-оо получается \г' — г |-> 0 ,  
т. е. точки М и N  неограниченно сближаются. □

Это свойство выражают, говоря, что конус /(  яв
ляется асимптотическим конусом обоих гипербо
лоидов.

Сечения этих гиперболоидов плоскостями, прохо
дящими через ось г  — ось гиперболоидов, — представ
ляют собою гиперболы, а образующие конуса К  яв
ляются их асимптотами.

Будем изменять полуоси гиперболоидов в одно и 
то же число раз,  заменяя а на ра  и т. д. Так что 
уравнения получающихся гиперболоидов можно за 
писать так:

При р  —>- 0 эти уравнения «переходят» в уравнение' 
конуса К. Это значит, что при пропорциональном не
ограниченном уменьшении полуосей оба гиперболои
да стягиваются к конусу. Можно сказать, что при из
менении парам етра  р, когда он проходит через нуль, 
один гиперболоид «превращается» в другой, проходя 
через их общий асимптотический конус.

Пропорциональное изменение полуосей есть не что 
иное, как гомотетия с центром в центре гиперболои



дов — начале координат. Бесконечное гомотетичное 
сжатие гиперболоидов стягивает их к асимптотиче
скому конусу.

§ 2 . Приведение квадратичной формы 
к каноническому виду

Нам надо доказать, что все П В П  исчерпываются 
пятнадцатью их типами, рассмотренными в § 1. Д ля  
этого нам понадобится один важ н ы й  результат из 
алгебры.

Определение. Квадратичной формой  (двух, трех 
и т. д. переменных) называют однородный многочлен 
второй степени. Например

2х2 +  3 ху +  4 у 2 +  г 2

— квадратичная форма от трех п ер ем ен ны х 1). Форма 
имеет «канонический вид» или является «суммой 
квадратов», если в ней нет членов с произведениями 
переменных, а только члены с их квадратам и (при 
них возможны и отрицательные коэффициенты).

Удобно представлять переменные к а к  прямоуголь
ные координаты в пространстве, и соответственно 
форма представляется как задан н ая  на пространстве 
(квадратичная) функция точки X ). Кооординаты 
можно преобразовывать (не сдвигая н ач ала) ,  и фор
ма будет изменяться по своему виду.

Теорема 1. Всякую квадратичную форму трех пе
ременных можно превратить в «сумму квадратов» 
путем подходящего преобразования переменных, со
ответствующего переходу от одних прямоугольных  
координат к другим.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим квадратичную 
форму Б трех переменных х, у, г. Представим пере
менные как  прямоугольные координаты  в простран
стве, так что форма ^  будет заданной  на простран
стве функцией точки / ( X ). Рассмотрим ее на единич
ной сфере 5 , т. е. на сфере радиуса единица, с урав
нением

х2 +  у 2 +  г 2 =  1 . ( 1)

') Вообще, формой  называют однородный многочлен от 
нескольких переменных, степени, п, если составляющ ие его одно
члены имеют вид ах?'  . .  ■ х к т с к> 4- . . .  4- к т =  п.1 • ... т



С алгебраической точки зрения это значит, что мы 
связываем переменные х, у, г  условием ( 1).

Итак, / ( X ) будет обозначать данную квадратич
ную форму как  функцию на сфере 5. Эта функция 
непрерывная и поэтому достигает на сфере 5  своего 
наибольшего значения; обозначим его а. Оно дости
гается в некоторой точке А.

Повернем оси координат так, чтобы ось х  про
шла через точку А. Докажем, что тогда в этих новых 
координатах, которые мы обозначим такж е х, у, г, 
форма Т7 представляется в виде

/  =  ах2 +  й  {у, г),  (2)

где О (у, г )  — квадратичная форма только двух пере
менных, т. е. в формуле (2 ) члены с произведениями 
ху, хг  отсутствуют, а коэффициент при х2— это, как 
было обозначено, наибольшее значение формы на 
сфере 5 , т. е. при условии (1).

Допустим, форма в новых координатах имеет об
щий вид

а пх2 +  2а12ху +  . . .

По выбору координат наибольшее значение (при ус
ловии ( 1 ) )  достигается на оси х, т. е. при х  =  I, 
у  =  2  =  0. А это значение будет Оц. Значит, оц =  с, 
как  и записано  в формуле (2 ).

Допустим, вопреки тому, что нужно доказать, что 
« 1 2 ^ = 0  (если <212 =  0 , то рассмотрим а 13). Положим 
2 =  0. Ф орма примет вид (так как  ац  =  а)

/  =  ах2 +  2 а12ху  +  а^у2. (3)

Мы рассматриваем  ее при условии (1), т. е. (так как 
2 =  0 ) при

х 2 +  у 2 =  1, х =  V 1 — У1- 

Поэтому из (3) получаем

/■ =  а (1 — у 2) -1- 2апу  У 1 — у 2 +  а22у 2. (4)

Возьмем у  того же знака, что ап', тогда

а12у >  0.

Заметим еще, что при | у | < 1  У 1  — у2 >  I — \у\.



Поэтому заменяя в (4) л / \  — if- на меньшую вели 
чину и объединяя все члены с у 2, можно написать:

f >  а +  2а12у  +  су2.

Если у  достаточно мало, то величина \с у2\ будет 
мала в сравнении с а Х2у, а поэтому окаж ется

2а 12у  +  су2 >  О,
и в результате

f >  а.

Но это противоречит тому, что а — это наибольшее 
значение функции f при условии (2). Следовательно, 
не может быть a i2 ф  0, т. е. а\2 =  0 .

Совершенно так  же должно быть и а 13 =  0.
Таким образом, форма имеет вид (2).
Теперь достаточно привести форму G (y, z)  к сумме 

квадратов поворотом осей у , z, и мы приведем исход
ную форму F к сумме квадратов. Теорема д о к а 
зана. О

§ 3. Классификация ПВП

Выше в § 1 были перечислены 15 типов П'ВП. Д о 
кажем теперь, что других ПВП не бывает.

Теорема 1. Каждая ПВП принадлежит к одному  
из 15 типов, перечисленных б § 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проводится совершенно по
добно тому, как  в § 7 гл. II было доказано, что есть 
только 8 типов КВП.

Пусть дано какое-либо уравнение второго поряд
ка с тремя переменными, которые понимаем как пря
моугольные координаты в пространстве. П остараемся 
преобразовать координаты так, чтобы уравнение при
няло канонический вид — один из тех, что указан 
в § 1.

Прежде всего, согласно доказанной в § 2 теореме, 
можно выбрать координаты так, чтобы квадратичная 
форма, которую образуют члены второй степени, при- 
велась к сумме квадратов. Поэтому уравнение в этих 
координатах х, у, z  будет иметь вид

а пх2 +  а22у 2 +  a33z 2 +  2щх +  2а2у  +  2a3z  +  а0 =  0 . ( 1)

Дальш е будем подбирать перенос н ачала  коорди
нат. Докажем, что если а ц  ф  0, то можно перенести



начало, сделав преобразование

х =  х' +  Р, (2)

так  что член с х исчезнет (если его нет, то и перенос 
равен нулю: р =  0). Аналогичное, конечно, верно для 
у  и г.

П одставляя  в уравнение (1) выражение (2), .по* 
лучим, обозначая члены без х многоточием:

а \ \ (х ' р)2 +  (х' +  р) +  • • • =
=  а пх'2 +  2 апх'р +  ^пР2 +  2а, х' +  2а,р +  . . .

Если а ,,  Ф  0, то можно взять

«1
Яц

Тогда а и р а \  == 0, так  что члены с х' исчезают и 
остается только а \ \ (х ' )2.

Теперь мы различаем три возможных случая:
I. В (1) есть все три квадрата.
II. В (1) только два квадрата.
III.  В (1) только один квадрат.
Случай I. В этом случае согласно доказанному 

можно, перенося начало, исключить все первые сте
пени переменных. Уравнение (1) приведется к виду 
(для простоты обозначаем новые переменные х' как 
стары е и новый свободный член обозначаем так 
ж е  а 0)

а-\\Х2 +  0.22У2 +  ai3z 2 -|- аа =  0 . (3)

(1 ,1 )  Пусть а0 Ф  0. Тогда, разделив на —а 0, мож
но переписать уравнение в виде

а пх2 +  а 22{/2 +  а 33г 2 =  1. (4)

(I, 1А) Пусть все коэффициенты положительны. 
Тогда (4) можно переписать (полагая йц =  а~2 
и т. д.) в виде

а2 62 с2

Уравнение представляет эллипсоид.
(I, 1Б) Пусть один коэффициент в (4) отрицате

лен: скаж ем , а 33 <  0. Тогда, полагая ац  =  а~2,



а22 =  Ь~2, а 3з =  — с > получим
х2 . у2 г2 _  . 
а2 Ь2 с2

Уравнение представляет однополостный гиперболоид.
(I, 1В) Пусть два коэффициента в (4) о тр и ц а

тельны: скажем, 6 ц С  0, а22 <  0, азз >  0. Тогда, по
лагая

_2 _ _2 _ _2
й ц  =  — а. , Й22 = =  ^  ’ Я 3 3  =  С  I

получим

^ ___. _г̂  ______  ̂ — 4- ___— =  — 1
а2 Ь2 с2 ’ ' '  а2 Ь2 с2

(5)
Это — уравнение двуполостного гиперболоида. (П о 
нятно, что знаки коэффициентов могут р асп р еде
литься иначе, но тогда переименуем координаты так, 
чтобы получались нужные уравнения (5).)

(I, 1Г) Пусть все три коэффициента в (4) о т р и ц а 
тельны. Тогда уравнение (4) не может вы полняться 
ни при каких х, у,  г. Оно, стало быть, п редставляет  
пустое множество.

(I, 2) Теперь рассмотрим случай, когда в (3) а0 =  0, 
так что уравнение приобретает вид

а пх2 +  а22у 2 4 - азгг 2 =  0 . (6)

(1,2А) Если здесь все коэффициенты одного з н а 
ка, то уравнение выполняется только при х  =  у  =  
=  г  =  0 , т. е. оно представляет точку.

(I, 2Б) Пусть первые два коэффициента — одного 
знака, а третий — другого. Можно считать, что д ва  
коэффициента положительные, а один — о тр и ц ател ь 
ный (иначе меняем р левой части знак) .  Тогда п оло
жим оц =  а -2, а 22 == Ь~2, азз — — с~2 и получим

____£1 _ п
а2 Ь2 с2

Это — уравнение конуса.
Случай II. Теперь рассмотрим второй с л у ч а й ,—  

когда в ( 1) один коэффициент при квад р атах  равен  
нулю. Можно считать, что а 33 =  0, но а п Ф  0, а 22 ф  
Ф  0. Тогда члены первой степени с х и у  мож но и с
ключить, но г  может остаться.



( I I ,  1) Пусть уравнение имеет вид

а пх2 +  а22у 2 +  2а6г  +  а0 — 0, а3 Ф  О.

Тогда полагаем

2 =  2 '  — , 2  а32 +  Оц =  2а3г'

и делим  на — а 3. Уравнение примет вид (обозначаем 
г '  через г)

а пх2 а 22у 2 =  2г.

(II,  1А) Если ац , а22 >  0, то полагаем йц =  а~2, 
а 22 =  Ь~2 и получаем

—  4- —  =  2?
а 2 ^  62 ^

Это — уравнение эллиптического параболоида.
Если йц, Й22 <  0, то заменяя г  на —г  (перевора

ч ивая  ось г ) ,  получим йц, й22 >  О, т. е. тот же ре
зультат.

(II,  1Б) Если же йц, й22 разных знаков, то можно 
считать  ац  > 0 , а 22 <  0 и переписать уравнение 
в виде

у 2 ,.2
_ -----У— — 2га3 Ь2

Это — уравнение гиперболического параболоида.
(11 ,2) Теперь рассмотрим случай, когда уравнение 

(3) имеет вид

апх2 +  а22у 2 +  «о — 0 -

Тут можно действовать совершенно так же, как в слу
чае, когда уравнение имело вид (3).

(II,  2А) Если а 0 Ф  0, то, деля на — а 0, получаем

а их2 +  а 2,,у'1 =  I.

(а )  Если йц, й22 >  0, то уравнение приводится 
к  виду

£ 1 - 4 - 1 1 = 1
а 2 Ь2 *•

Это — эллиптический цилиндр.



(б) Если йц >  0, ¿22 <  О, то уравнение п р и в о 
дится к виду

Это — гиперболический цилиндр. (Если ж е  а м С  О, 
¿22 >  0 , то переименовываем координаты.)

(в) йп <  0 , ¿22 <  0 , тогда уравнение не у д о в л е 
творяется ни при каких х, у  и представляет пустое  
множество.

(II, 2Б) Если а0 =  0, то  уравнение имеет вид  
а пх2 +  а22у'г =  0.

(а) Если а п , «22 разных знаков, то у р ав н ен и е  
можно написать в виде

Это — пара пересекающихся плоскостей: а у  =  ± Ь х .
(б) Если а п , Ü22 одного знака, то уравнение в ы 

полняется только при х  =  у  =  0. Это — прямая: ось  г.
Случай III. Рассмотрим третий случай, к о гд а  в 

уравнении ( 1) только один квадрат, например у 2; 
тогда можно исключить член с у в первой степени  
и получить уравнение

а22у 2 +  2щх +  2 а3г  +  а0 =  (). (7)

(III ,  1) Пусть а 3 ф  0 (или а \ ф 0 ) .  Тогда м о ж н о  
исключить а0, как выше в (II,  1 ).

Если ai Ф  0 и а 3 Ф  0, то повернем оси х, г ,  
т. е. произведем преобразование вида (вы пиш ем 
только х)

х =  х cos а  — z  sin а,
где

0,\ . — docos а =  —/ sin а =  — .... ...... .■,
V a  l + a 3 V a l + a 3

так  что

ахх +  a3z  =  V a i +  Яз х.

После этих двух преобразований и деления н а  а 22 
уравнение примет вид

у 2 — 2 рх  =  0 , у 2 =  2 рх.

Это — параболический цилиндр.



( Ш , 2) Пусть в уравнении (7) нет членов первой 
степени. Тогда оно имеет вид

Я п Г  +  «о =  0.

.{Ill, 2А) Если ао=/=0, а х \ ф  0 и а 0, а п разных 
знаков, то

а0
Эта пара параллельных плоскостей: у = ± д / —а и/а0.
(III,  2Б) Пусть ао Ф  0, а ц ф 0 ,  но а о, а п  одного 

зн ака .  Тогда уравнение не имеет решений и пред
ставляет  пустое множество.

( I l l ,  2В) Пусть а 0 =  0. Уравнение будет у 2 =  0. 
Оно представляет одну плоскость — плоскость хг.

§ 4. Прямолинейные образующие ПВП

Прямолинейные образующие есть у конусов и ци
линдров, но они есть еще у П ВП двух других типов.

Прямолинейные образующие гиперболического па
раболоида.

Теорема 1. У гиперболического параболоида есть 
д в а  семейства прямолинейных образующих: через 
каждую его точку проходит по образующей из одного  
и из другого семейства.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим гиперболический 
параболоид с уравнением

Рассмотрим так ж е  прямые L, задаваемые систе
м ами уравнений

где р  — произвольное число.
П одставляя во второе уравнение выражение для р 

из первого, получаем уравнение параболоида ( 1). 
Значит, любые х, у, удовлетворяющие уравнениям 
( 2 ) ,  удовлетворяют и ( 1), т. е. каждая точка любой 
прямой принадлежит параболоиду. Другими сло
вами, все прямые /, в нем содержатся (рис. 99).

Убедимся, что через каждую точку параболоида 
проходит прямая Возьмем точку параболоида



М( х 0,уо, го)  и ПОЛОЖИМ В (2)

Тогда при х =  х0, у  =  уо, г  =  г 0 оба уравнения (2) 
удовлетворяются, потому что точка М на параболой-

Х̂
де и, значит, 2г0 =  -£■ -  -р- • Стало быть, через т о ч 
ку М проходит прямая 

Следовательно, парабо
лоид покрыт прямыми 
Они — его образующие.

Рассмотрим теперь 
прямые, задаваемые си
стемами уравнений 

X . и
Т  +  Т  =  ? ’

/  х и \  п (3)
ч [ т -  т ) = 2г р"сЗД

Д ля них совершенно аналогично получается тот ж е  
вывод: они покрывают параболоид — являются его 
образующими. □

К аж дая образующая одного семейства п ересекает  
каждую образующую другого семейства.

В этом убеждаемся, реш ая  совместно ур авн ен ия  
(2 ) и (3 ) при любых данны х р  и <7; координаты  
точки пересечения:

х — ( ( Цр ) ,  У =  ~^(.Ч Р)> г ~ ~ 2  РЧ-

Прямолинейные образующие однополостного ги
перболоида.

Теорема 2. У однополостного гиперболоида есть 
два семейства прямолинейных образующих: ч ер ез  
каждую его точку проходит по образующей из о д 
ного и из другого семейства.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим однополостный
X̂  2̂

гиперболоид, записав его уравнение в вид е^ г  =  

__  ̂ у2 т е

*т-т)(т+т)-0 -*) (>+*)• (1)



Рассмотрим т ак ж е  пары уравнений

(2)
где р,  д — произвольные числа, не равные одновре
менно нулю. При данны х р, д эти уравнения опреде
ляю т некоторую прямую Ь.

Перемножая левые части и правые части уравне
ний (2 ) и сокращ ая рд  (если рд ф  0 ), получаем из

Р =  0, д ф О .  Следовательно, и при р или д, равных 
нулю, прямая Ь содержится в гиперболоиде.

Покажем, что через каждую точку гиперболоида 
проходит прямая Возьмем на гиперболоиде точку 
М (*0, Уо, 2о). Н ужно найти такие р я д ,  чтобы выпол
нялись равенства

Если в первом равенстве хотя бы один из множите
лей при р я д  отличен от нуля, то полагаем

(2) уравнение (1).  Это зна
чит, что каж дая точка пря
мой а тем самым и вся 
прямая, содержится в ги
перболоиде (рис. 10 0).

Этот вывод сделан при 
рд ф  0. Но если р 11 =  0, то 
по условию либо р  =  0 , а 
<7 ф  0, либо наоборот. Д о 
пустим, <7 =  0, р Ф  0. Тогда 
уравнения (2 ) дают:

Рис. 100 и уравнение ( 1) выполнено. 
Аналогичное получим при

(3)

2о 
С *

(4)

и первое равенство (3) выполняется. Второе тоже 
выполняется, так  к ак  при подстановке в него р я д



из (4) получаем уравнение (1 ) ,  которое выполняется, 
поскольку точка М (х0, у0, 20) л еж и т  на гиперболоиде.

Если первое равенство сводится к 0 =  0, то берем  
второе и полагаем

г  а с ’ ч  ' Ь

Здесь <7 =7̂ = 0, так  как у0 — Ь (  поскольку в первом

равенстве (4) 1 — — 0^ . Если эти значения р и <7

подставить в первое равенство (3), то получим у р а в 
нение ( 1 ), которое выполняется, так  как то ч ка  
М (х0, г/о, г 0) лежит на гиперболоиде.

Итак, через каждую точку гиперболоида проходит 
прямая Ь. Он покрыт этими прямыми; они — его о б 
разующие. Совершенно такой ж е  вывод получается 
для прямых с уравнениями

Нт + т) = «('-1). *(т-Я-К> + 1)
□  (5)

Любые две образующие из разных семейств п ер е
секаются, кроме того случая, когда они параллельны. 
Это, естественно, доказывается тем, что уравнения 
(2) и (5) с данными р  и ^ решаются совместно. 

Тогда получается, что они разреш им ы  всегда, кроме 
того случая, когда рд =  — 1. А в этом случае прямы е 
параллельны, как можно убедиться (ввиду н ер азр е
шимости уравнений они не пересекаются, но они 
могли бы скрещиваться).

Образующие гиперболоида вращения. Рассм отрим  
однополостный гиперболоид вращения. Он симметри
чен относительно плоскости своего горлового сечения 
и относительно всякой плоскости, проходящей через 
ось вращения (при каноническом уравнении эта ось —  
ось 2 ; плоскость горлового сечения — плоскость 2 = 0 ) .

Пусть О — центр гиперболоида, А — точка на го р 
ловой окружности и отрезок О А — это радиус го р л о 
вой окружности, он перпендикулярен оси. О б р азу ю 
щие гиперболоида, проходящие через точку А, п ер 
пендикулярны ОА и образуют с направлением оси 
равные углы. Это ясно из симметрии. При отраж ении 
в плоскости, проходящей через ось и точку А ,



они должны переходить одна в другую, так  же, как при 
отражении в плоскости горлового сечения. Проходя
щ ая через них плоскость перпендикулярна ОЛ; она 
пересекает гиперболоид по этим двум образующим.

Так как гиперболоид при вращении вокруг оси пе
реходит сам в себя, то его образующие переходят 
в образующие. О дна из рассмотренных образующих 
при вращении д ает  образующие одного семейства, 

другая — другого семейства
(рис. 10 1).

Русский инженер В. Г. Ш у
хов (1853— 1939) предложил в 
1896 г. конструкции из металли
ческих балок, располагаемых 
так, как расположены образую
щие гиперболоида вращения. Т а
кие конструкции оказались лег
кими и прочными; они применя
ются для устройства водонапор
ных башен и высоких радиомачт. 

Можно изготовлять зубчатые 
Рис. 101 колеса в форме гиперболоидов

вращения с зубцами, идущими 
по образующим из одного семейства. Передача про
исходит с одного такого колеса на другое с осями, 
расположенными под углом. Важно, что зубцы пря
мые и могут быть сравнительно длинными, а усилие 
распределяется на всю их длину.

Поверхность с прямолинейными образующими. 
Поверхностей с одним семейством прямолинейных об
разующих — необозримое количество, но двумя семей
ствами. оказывается, обладают только однополостные 
гиперболоиды и гиперболические параболоиды (не 
считая, конечно, плоскости — у нее не только два, 
а бесконечно много семейств прямолинейных обра
зующих) .

Теорема 3. Поверхность с двумя семействами пря
молинейных образующ их  — это, не считая плоскости, 
либо однополостный гиперболоид, либо гиперболиче
ский параболоид.

Эта теорема является, можно сказать, следствием 
другой не менее замечательной теоремы.

Теорема 4. Прямые, пересекающие три попарно^ 
скрещивающиеся прямые, образуют однополостный



гиперболоид или гиперболический параболоид. При  
этом в случае гиперболоида нужно к указанным пря
мым присоединить еще три «особых» прямых, каждая 
из которых пересекает только две  из данных и парал
лельна третьей данной прямой.

Параболоид получается, если три данные прямые 
параллельны одной плоскости; если такой плоскости 
нет — получается гиперболоид.

Три данные прямые будут принадлежать одному  
семейству прямолинейных образую щ их получающейся 
поверхности, а те прямые, которые их пересекают 
(,включая три «особых») образуют другое их се
мейство.

Задачи
1. Проведите во всех деталях выводы, кратко у к а 

занные в тексте:
а) о втором семействе образую щ их параболоида,
б) о втором семействе образую щ их гиперболоида,
в) о пересечении образующих параболоида,
г) о пересечении образующих гиперболоида 

(явно выпишите формулы для координат точки пере
сечения через параметры р, <7; р', </' образующих о д 
ного и другого семейств и вцясните, при каких п ар а 
метрах образующие параллельны).

2. Выведите уравнение гиперболоида, получаю
щегося при вращении прямой с вокруг другой п р я
мой а; прямые скрещиваются, основание О их общего 
перпендикуляра на прямой а неподвижно.

3. Д окаж ите: если три прямы е попарно скрещ и
ваются, то через каждую точку любой из них прохо
дит прямая (и притом только о д н а ) ,  которая пересе
кает две другие, или пересекает одну и параллельна 
другой. А что будет, если две из трех прямых не скре
щиваются и в других случаях взаимного располож е
ния трех прямых? (Какие вообще возможны случаи 
взаимного расположения трех прямых?)

4. Д окаж ите: если на поверхности с двумя семей
ствами прямолинейных образую щ их есть прямая, им 
не принадлежащая, то поверхность — плоскость.

5. Покажите, что у параболоида образующие о д 
ного семейства параллельны одной плоскости, о б р а 
зующие другого — параллельны другой плоскости.

6 . Покажите, что образующие гиперболоида п а 
раллельны образующим асимптотического конуса.



Во второй части мы начинаем подробное аксиома
тическое построение элементарной геометрии. Оно яв
ляется как бы тем стержнем, вокруг которого строит
ся весь курс. Это построение продолжается и в 
третьей, и в шестой (последней) части.

Аксиоматика евклидовой геометрии, которую мы 
предлагаем в этой части, заведомо избыточна: она 
включает в себя аксиомы измерения величин — длин 
отрезков, мер углов, площадей простых плоских фи
гур, объемов простых тел. Поэтому здесь не разви
вается подробно теория измерения геометрических 
величин, а ее изложение откладывается до шестой ча
сти. Там же будет дана другая, более экономная ак
сиоматика евклидовой геометрии.

Здесь же, в первых двух главах, исходя из пред
ложенной аксиоматики, выведены основные теоремы 
элементарной геометрии (или указан путь, на кото
ром они могут быть легко получены).

Третья глава  посвящена более специальным во
просам элементарной геометрии.

Следует отметить, что в этой части подробно об
суждаются различны е возможные подходы к опреде
лениям основных понятий школьной геометрии — от
резка, прямой, угла, многоугольника, многогранника, 
геометрического тела и т. д.

Г л а в а  I 
АКСИОМЫ ГЕОМЕТРИИ

§ 1, Общее понятие об основаниях геометрии

Основания геометрии образуются теми ее поня
тиями и положениями, исходя из которых можно ее 
развивать путем чисто логических рассуждений.

Положение, принимаемое без доказательства в ка 
честве исходного, отправного для данной теории, в ча-



стности для геометрии, называется аксиомой. Аксиомы 
говорят об основных понятиях теории.

Совокупность аксиом, леж ащ их в основаниях тео 
рии, называют аксиоматикой этой теории; говорят 
также: «система аксиом».

К аксиоматике можно относить и основные поня
тия, и тогда слова основания геометрии и аксиом а
тика геометрии означают одно и то же. К основаниям 
можно еще относить доказательства исходных тео 
рем и обоснование важнейших понятий, таких, как, 
скажем, понятие площади.

Доказательством называется, вообще, убедитель
ное рассуждение. Положение (утверждение) теории, 
которое доказывается или подлежит доказательству, 
называется теоремой. Обычно, тем более в школьном 
изложении геометрии, в доказательствах используют 
наглядные соображения. Но при строго логическом 
изложении это нужно исключить, и доказательство 
должно опираться только на уж е установленные по
ложения. А так  как они, в свою очередь, тоже д о л ж 
ны на чем-то основываться, то приходим к тому, что 
в основе должны лежать некоторые положения, при
нимаемые без доказательства, т. е. аксиомы.

Аналогичное выполняется для понятий и их опре
делений. Обычно определение состоит в том, что опре
деляемое понятие разъясняется через другие, можно 
сказать, к ним сводится. Но нельзя сводить одни по
нятия к другим до бесконечности. Поэтому должны 
быть исходные понятия, которые принимаются без 
предварительных определений. Все, что от них тре
буется, высказывается в аксиомах (поэтому говорят, 
что аксиомы служ ат  «скрытыми» определениями  ос
новных понятий).

Понятия могут быть двух типов: одни описывают 
объекты, такие как «точка», «прямая», «круг» и т.п., 
другие описывают отношения объектов друг к другу, 
такие как «прямые пересекаются», «точка лежит вну
три круга» и т. п.

Основные понятия при изложении геометрии мож 
но выбирать по-разному, например, мы примем за ос
новное понятие «отрезок», тогда как чащ е принимают 
«прямую». В качестве аксиом тоже можно брать р аз
ные положения геометрии; такие возможности мы 
рассмотрим специально в части 6 .



Аксиоматика излагается так, что сначала перечис
ляются основные понятия, а потом формулируются 
аксиомы. Например, примем следующие основные по
нятия.

О б ъ е к т ы :  точки, прямые.
О т н о ш е н и е :  точка принадлежит прямой.
Сформулируем аксиому: каждые две точки при

надлежат некоторой прямой (или, как чаще говорят, 
через каж д ы е две точки проходит прямая).

Геометрия возникла из практики, в частности, из 
измерения земли; само слово «геометрия» означает 
«землемерие». Греческий ученый Евдем Родосский 
(4 в. до н .э .)  писал: «Геометрия была открыта егип
тянами и возникла из измерения земли. Это измере
ние было им необходимо вследствие разливов Нила, 
постоянно смывавших границы (участков земли). Нет 
ничего удивительного в том, что эта наука, как и дру
гие, возникла из потребностей человека. Всякое воз
никающее знание из несовершенного состояния пере
ходит в совершенное. Зарож даясь  путем чувственного 
восприятия, оно постепенно становится предметом на
шего рассмотрения и, наконец, делается достоянием 
разума».

Так геометрические знания, зародившиеся из чув
ственного восприятия в практике, стали достижением 
разум а в логической системе «Начал» Евклида 
(ок. 300 г. до н. э.). Однако с современной точки 
зрения эта система далеко не совершенна. Принятое 
теперь понимание оснований геометрии сложилось 
лишь к концу XIX столетия.

Согласно происхождению геометрии, ее основания 
л еж а т  фактически в практике: для планиметрии, мож
но сказать , — в измерениях земли. Соответственно, 
наиболее естественные логические основания геомет
рии, содерж ащ иеся в ее аксиоматике, должны воз
можно ближ е выражать ту же практику, лишь пред
ставляя ее в идеализированном виде. Так мы и 
подойдем к основаниям планиметрии. К. основа
ниям стереометрии мы обратимся, опираясь на пла
ниметрию.

З ам ечания . 1. Слово «аксиома» происходит от гре
ческого и означает «достойное признания»; прежде и 
понимали «аксиому» как положение, достойное при
знания ввиду его очевидности, не требующее доказа



тельства, безусловное. В этом смысле и теперь гово
рят, например, о моральных аксиомах.

Аксиомы геометрии тоже толковали к ак  «не тре
бующие доказательства по очевидности». Например, 
в известном учебнике геометрии Киселева т а к  и было 
написано: «Аксиомы. Так называют истины, которые 
вследствие своей очевидности принимаются без д о к а
зательства» ‘) . Но понимание это изменилось; в «Сло
варе русского языка» дается определение: «Аксио
м а — положение, принимаемое без д оказательства  в 
качестве исходного, отправного для данной теории. 
Неоспоримая истина, совершенно очевидное утвер
ждение».

Таким образом, прежнее значение слова «аксиома» 
толкуется теперь как  вторичное. В науке ж е  «аксио
ма» понимается всегда в смысле первого определе
ния; его мы и воспроизвели в начале наш его изло
жения.

Соответственно от аксиом, в принципе, не тре
буется ничего, кроме того, чтобы они д ав ал и  основа
ние теории. Но в геометрии, поскольку она нераз
рывно связана с наглядным содержанием, пренебре
гать очевидностью аксиом не следует.

2. Термином «геометрия» обозначают теперь мно
гие теории, порой довольно далекие от первоначаль
ной элементарной геометрии. Но мы, говоря о гео
метрии, будем иметь в виду обычные — евклидовы — 
планиметрию и стереометрию, пока не перейдем, 
указав на это явно, к другим теориям, вклю чаемы м 
в геометрию (см. части 3 и 6 ).

§ 2. Основные понятия аксиоматики планиметрии

Согласно общему плану, указанному в § 1 , изло 
жение аксиоматики начинается с перечисления основ
ных понятий — объектов и отношений. М ы прини
маем за

О с н о в н ы е  о б ъ е к т ы :  1) точки, 2) отрезки.
О с н о в н ы е  о т н о ш е н и я :  1) точка служит 

концом отрезка, 2 ) точка лежит на отрезке, 3) два 
отрезка равны  друг другу, или, как мы будем т а к ж е  
говорить, один отрезок равен  другому.

‘) К и с е л е в  А. П. Элементарная геом етрия.— М., 1914.



Точки обозначаются, как обычно: А, В, М и т. п., 
отрезки  — а, Ь и т. п. Если точка С лежит на отрезке 
а, то кратко  пишем: С на а 1) (см. рис. 1).

Точки, лежащ ие на отрезке, а также его концы 
считаю тся точками чтого отрезка, т. е. принимаем оп
ределение: точка А принадлежит отрезку а, если она

А С ВI-------------------- 1------------1
а

Рис. 1. Точки А, В  — концы отрезка а, С — лежит на а

леж и т  на нем или служит его концом. Это обозна
чаем так : Л е а  (не смешивать с «Л на а»!).

Теперь, пользуясь основными понятиями, опреде
лим некоторые другие понятия, относящиеся к отрез
кам (не придерживаясь принятой в школе формы 
определения с глаголом «называется»),

1. О трезок а содержится в отрезке Ь (в записи 
а а Ь ) ,  если все его точки являются также точками 
отрезка  Ь (рис. 2 , а),  

ь

I --------«---------V
а

а

с а-
■ А ,

''----------------^  V '  И'----------------- ----------------- 'а ь £>
в  3

Рис. 2. а — а содержится в Ъ\ б — а и Ъ образуют с, в  — а и 6
составляют с\ г — а и Ь налегают друг на друга

2. Отрезки а, Ь образуют отрезок с (в записи с =  
=  а [ ] Ь ) ,  если они содержатся в с и у с нет точек, 
не принадлежащ их им (рис. 2 ,6 ) .  Дословно так же 
определяется, что несколько отрезков образуют один 
отрезок.

*) Говорят также: «точка лежит внутри отрезка»; но всегда 
говорят: «на прямой», «тна стороне треугольника» и т.п. В ыраж е
ние «на отрезке» короче, чем «внутри отрезка», и более соответ
ствует наглядному представлению, когда отрезок рассматрива
ется сам  по себе, а не как часть прямой.



3. Отрезок с составлен из отрезков а, Ь, если с  =  
=  а и Ь и отрезки а, Ь не имеют общих точек, к р о м е  
одного общего конца (рис. 2, в). Вообще, о тр езо к  с 
составлен из нескольких данных отрезков, если они 
образуют его и попарно не имеют общих точек , 
кроме концов.

4. Отрезок а отложен вдоль  отрезка Ь от его 
конца А, если у этих отрезков есть общий конец  А 
и один из них содержится в другом. Мы говорим 
также, что такие отрезки налегают друг на д р у г а  
(рис. 2, г).

5. Два отрезка пересекаются, если у них есть 
единственная общая точка, леж ащ ая  на них обоих 
(рис. 3).

Подчеркнем, что при аксиоматическом излож ении  
основные понятия заранее н§ определяются; все, что 
от них требуется, должно быть высказано в а к с и о 
мах. Но смысл основных понятий и содерж ание а к 
сиом отражают то, откуда они возникли. Н аш и о сн о в 
ные объекты можно определить из их исходного н а 
глядного смысла.

Точка — это мысленный образ предельно точно 
указанного места, так  что в нем уже не различаю тся  
разные места. По Евклиду «точка — это то, что не 
имеет частей».

Отрезок — это мысленный образ туго н ат я н у 
той нити.

Однако такие определения носят «предматемати- 
ческий» характер, и их не следует смешивать с м а т е 
матическими определениями, поскольку в них у ч а 
ствуют не математические понятия, такие как  «место» 
или «нить».

Аксиомы планиметрии мы делим на две группы:
а) Линейные аксиомы. В них не присутствует 

представление о плоскости, так что они могли бы о т 
носиться к точкам и отрезкам, лежащ им на одной 
прямой. Поэтому мы и называем их линейными.



б) Плоскостные аксиомы. Они касаются фигур, не 
укладывающихся на прямой.

Говоря здесь о прямой и плоскости, мы понимаем 
их в наглядном смысле; понятие о них в нашу аксио
матику не включается, так  что сказанное представ
ляет  собой только пояснение к разделению аксиом на 
«линейные» и «плоскостные».

Так как аксиомы должны давать исчерпывающее 
основание для вывода теорем без всяких ссылок на 
наглядные представления, то в них указываются, в 
частности, и такие свойства основных объектов, ко
торые при наглядном понимании представляются на
столько очевидными, что их не стоит упоминать, как 
например, первая из линейных аксиом, с которой на
чинается следующий параграф.

Линейные аксиомы мы делим в свою очередь на 
две подгруппы:

а) «Аксиомы связи» — связи точек и отрезков. Эти 
аксиомы касаются только отношений точек и отрез
ков: точка служит концом отрезка и точка лежит на 
отрезке.

б) Аксиомы равенства и измерения отрезков.
Замечания. 1. Мы излагаем основания планимет

р и и — геометрии на плоскости. Само понятие пло
скости в них не упоминается; в них плоскость — это, 
т ак  сказать, та среда, то пространство, где выпол
нены высказываемые далее аксиомы и соответственно 
«разыгрывается», имеет место основанная на них гео
метрия.

2. В обыденной речи говорят не «отрезок», а «пря
м а я » — «проведем прямую», «иди по прямой» и т. п. 
Но при этом никто не имеет в виду «бесконечную 
прямую во всей ее бесконечности», — в отличие от 
того, как это принято теперь в геометрии. Понятие 
«конечной прямой» — отрезка — первично и берется 
из практики, а понятие «бесконечной прямой» возни
кает  из представления о возможности продолжать от
резок  за оба конца без ограничения. В современном 
изложении начал геометрии все переворачивается: 
бесконечная прямая принимается за нечто первичное, 
а отрезок определяют как часть прямой.

Однако в геометрии прямые в их актуальной бес
конечности почти не встречаются, а всюду фигури
руют отрезки. Д а ж е  параллельные прямые, появ



ляясь в определении и в аксиоме о параллельны х, 
дальш е не нужны: всегда имеют дело не с ними, 
а с параллельными отрезками. Далее. Отрезок и з о 
бражается, например, чертой на бумаге, но подобное 
изображение (модель) бесконечной прямой у ж е  не
возможно: бесконечная — значит, уходящая за в сяк и е  
пределы Вселенной. В учебниках и преподавании 
геометрии говорят о прямой, проведенной на ч е р 
теже, но на нем проводят конечную прямую — о т р е 
з о к — с той точностью, с какой позволяют ср едства  
черчения. Поэтому, строго говоря, в преподавании 
допускается путаница и некоторый обман.

Наконец, можно заметить, что в « Н а ч ал а х »  
Евклида прямая понимается как конечная. Е щ е Л о 
бачевский имел в виду конечную прямую, ко гд а  
писал: «Величина прямой линии определяется с р а в н е 
нием ее с д ругой»1). В учебнике Киселева р а з л и 
чаются «конечная» и «бесконечная» п р я м ы е 2).  П а 
раллельные — это конечные прямые, которые не п е 
ресекаются, как их ни продолжать.

§ 3. Линейные аксиомы связи и их первые следствия

К ак уже сказано, эти аксиомы касаются т о л ьк о  
отношений точек и отрезков.

¡1 (аксиома существования). Существует хотя бы  
один отрезок; у каждого отрезка есть два и только 
два конца; кроме того, на каждом отрезке лежит хотя 
бы одна точка.

1г (аксиома проведения отрезка).  Каждые д ве  
точки служат концами отрезка, и притом только о д 
ного. Другими словами: каждые две точки можно со 
единить отрезком, и притом единственным.

Отрезок с концами А, В обозначаем обычно А В  
(или ВА) .

13 (аксиома деления отрезка) .  Всякая точка, л е 
жащая на отрезке, делит его на два отрезка, т. е. 
если С на АВ, то АВ составлен из АС и ВС.

14 (аксиома соединения отрезков). Два отрезка, 
имеющие две общие точки, образуют один отрезок ; 
его концами служат два из их концов.

’) См. Об основаниях геометрии.— М.; Л., 1956. С. 32.
2) К и с е л е в  А. П. Элементарная геометрия. — М.: П р о с в е 

щение, 1980. С. 4.



То есть либо концы этого отрезка — это концы 
одного из данных отрезков (рис. 4, а),  либо один из 
его концов — это конец одного из двух данных отрез
ков, а другой — конец другого отрезка (рис. 4 ,6 ) .  Ко
нечно, может быть, что одна пара концов или даж е 
обе совпадают (рис. 4, в).

Эта аксиома вы раж ает  тот простой факт, что если 
провести через две данные точки несколько разных

отрезков, то они вместе 
образуют один отрезок.

Первые теоремы о 
связи точек и отрезков. 
Эти теоремы устанавли
вают совершенно ясные 
наглядно свойства отрез
ков, но тем поучительнее 
их скрупулезное д оказа
тельство, основанное 
только на аксиомах.

Теорема 1. Точка, ле
жащая на отрезке, не мо
жет быть его концом. 
(Стало быть, и конец не 
может лежать  на от
резке.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если точка С на АВ, то по 
аксиоме 13 она делит отрезок АВ на АС  и ВС. Это, 
в частности, означает, что точка С отлична от Л и 
от В. Но если бы С была концом отрезка АВ, то она 
совпадала бы либо с А,  либо с В (так как у отрезка 
только два конца). Противоречие. □

Теорема 2. Если С ( = А В  и О е Д В ,  то СО с  Л 8 . 
Если при этом М на СО, то и М на АВ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть С и О е  АВ  и М на 
СО. Если точки С и О совпадают с Л и В, то по ак 
сиоме 12 отрезок СО  совпадает с АВ, так  что М 
на АВ.

Допустим, что только одна из точек С, О совпа
д ает  с А или В: скаж ем , О совпадает с Л, а С отлична 
от  В. Тогда, во-первых, отрезок СО — тот же, что АС, 
т а к  что М на АС. Во-вторых, так как точка С  при
надлежит АВ, но отлична от Л и В, то С на АВ. Сле
довательно (по аксиоме деления 13), точка С делит 
А В  на АС  и ВС, и т а к  как М на АС, то 1) М е Л В ;

ч лг
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Рис. 4.
а  — АВ  и СО образуют АВ\
б — А В и С£) образуют АО-,

в  — А В и СВ образуют А В



2) М  отлична от Л и С (по теореме 1); 3) М  о т л и ч н а  
от В, т ак  как у отрезков АС, В С  общая только т о ч к а  
С (по аксиоме деления). Следовательно, М  на А В  
что и требовалось доказать.

Пусть теперь обе точки С, О отличны от ко н д о в  
отрезка АВ  и, значит, л е ж а т  на АВ. Точка С д е л и т  
АВ  (по аксиоме деления), и О лежит либо на А С
л, ' П УСТЬ- например, О на АС. Тогда если
м  на с  и ,  то, по предыдущему выводу, М на А С  
а потому такж е  на АВ  (опять по предыдущему в ы 
воду), что и требовалось д оказать .  □

Из теоремы 2 следует
Теорема 3. Отрезок определяется своими точками: 

если у отрезков а и Ь одни и те же точки, т. е. а <^Ь  
и о а  й, то это один и тот же отрезок.

(У отрезка два рода точек: те, которые л е ж а т  на 
нем, и концы. Поэтому надо доказать, что у отрезков  
а и Ь концы одни и те же. Ведь логически мыслимо, 
что конец одного отрезка оказы вается  внутри другого; 
и надо вывести из аксиом, что это невозможно, ко гд а  
а с й и & с а . )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  а а Ь  и Ь с :  а. То, 
что а а  Ь, означает, в частности, что концы отрезка а  
содержатся в Ъ, и потому, в силу теоремы 2 , точки, 
леж ащ ие на а, лежат такж'е на Ь. Но так как Ь ст а, 
то, точно так же, точки, л еж а щ и е  на Ь, леж ат на а. 
Таким образом, точки, л еж а щ и е  на отрезках а и Ъ 
одни и те же. Значит (в силу теоремы 1), их концы 
одни и те же, так что, по аксиоме 1г, а и Ь — это один 
отрезок. □

Теорема 4. Если отрезки с общим концом имеют 
еще одну общую точку, то они налегают дрцг на  
друга.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть  отрезки АВ, А С  
имеют общую точку помимо А. Тогда, по аксиоме 14, 
они образуют один отрезок, концами которого с л у ж а т  
две из точек А, В, С, т. е. этот отрезок либо АВ, л и б о  
АС, либо ВС. Но в последнем случае выходило бы, 
что А на ВС, и, по аксиоме деления отрезка, А В  и 
А С  не имели бы общих точек, кроме А. Поэтому о т 
резки АВ, АС  образуют вместе либо АВ, либо А С .
В первом случае Л Я г э Л С ,  во втором — АС А В ,  
т. е. отрезки налегают один на другой, что и т р еб о 
валось доказать. □



§ 4. Аксиомы равенства и измерения отрезков

Здесь мы формулируем те аксиомы, в которых уча
ствует отношение равенства отрезков и вводится дли
на отрезка. Д лину отрезку измеряют, сравнивая отре
зок  с тем отрезком, который принят за масштаб, и 
находят численное значение длины в данном мас
штабе, т. е. при данной единице измерения. Теорети
ч е с к и  измерение предполагается абсолютно точным, 
т а к  что каждому отрезку  соответствует^ определенная 
длина, вы раж аем ая  вещественным (действительным) 
числом. Это мы принимаем здесь как аксиому. А те 
аксиомы, которые обеспечивают абсолютно точное 
измерение отрезков, и сам идеальный процесс изме
рения будут рассмотрены позже в части 6 «Основа
ния геометрии».

Сформулируем аксиомы:
II! (аксиома откладывания отрезка).  Вдоль лю

бого отрезка от лю бого из его концов можно отло
жить отрезок, равны й любому данному, и притом 
только один.

Иг (аксиома д лины ).  Если некоторому отрезку е 
отнесено число единица, то каждому отрезку можно 
сопоставить положительное число — его численную 
длину в масштабе е — так, чтобы были выполнены 
условия :

а) равные отрезки имеют одну и ту же длину,
б) если С на А В, то длина отрезка АВ равна сум

ме длин отрезков АС, ВС. (Здесь, как и дальше, мы 
говорим «длина» вместо «численная длина в данном 
масштабе».)

И 3 (аксиома существования отрезка данной дли
ны). При любом данном масштабе е при всяком по
ложительном числе I существует отрезок с длинои,
равной I. „.V

Обозначение. В этой главе (и только в ней.) 
равенство отрезков будем обозначать знаком ^ . Д л и 
ну отрезка (в каком-либо масштабе) будем обозна
чать как модуль: |Л В |  и т. п.

В этом обозначении условие 2 аксиомы Иг запи
шется так:

Если С на А В, то | Л В | =  |Л С | +  | £ С | .
Напомним, что длина отрезка называется также 

расстоянием м еж д у  его концами. Расстояние от



точки до нее самой полагается равным нулю, т е 
|Л Л |± = 0 .

Замечание. Сама по себе длина есть величина и 
не зависит от масштаба; она получает численное зн а 
чение при измерении тем или иным масштабом. Н а 
пример, 3 см и 30 мм — это одна и та  ж е длина, а чис
ленные значения разные. Об этом не надо забывать, 
когда мы говорим о «длине», подразумевая, однако, 
ее численное значение при каком-либо масштабе. 
(О понятии величины см. часть 6 .)

Аксиому П 2 можно пересказать, введя сначала оп
ределение.

Численной длиной в масштабе е называется ф унк
ция отрезка, положительная, р а в н а я  единице для о т 
резка е и обладаю щая свойствами а ) ,  б) из аксиомы 
Нг, т. е.

а) она имеет одно и то ж е  значение для равных 
отрезков;

б) ее значение для любого отрезка равно сумме 
ее значений для отрезков, из которых он составлен.

Аксиома П 2 утверждает: При данном отрезке е 
существует функция с указанными свойствами. Т. е. 
каждый отрезок имеет численную длину в данном 
масштабе е.

Эта аксиома о существовании численной длины 
дополняется теоремой о ее единственности.

Теорема 1. При данном масштабе е указанная  
функция единственна, т. е. каждый отрезок имеет 
единственную вполне определенную численную длину.

Кроме того, выполняется следую щ ая теорема о з а 
мене масштаба, из которой вытекает  теорема 1.

Теорема 2. При перемене масштаба численная 
длина изменяется на положительный множитель, 
именно, если е, е' — два масштаба и 1(a),  I'(а) —  
длины любого отрезка а в этих масштабах, то

I' (а) =  с ■ 1(a), с =  co n s t  >  0 . ( 1)

Если взять а =  е, то так как l ( e ) =  1, получаем, что 

с =  1'(е),  и если взять а =  е', то получаем с =  ~цё7) ' 
Таким образом, из (1)

1'(а) =  1 ' ( е ) 1 ( а ) ^ Щ



Т. е. при переходе к «новому» масштабу е'  от «ста
рого» е длина делится на длину отрезка е' в «старых» 
единицах е.

Теорема 1 является частным случаем теоремы 2, 
соответствующим тому, что масштаб е «меняется» на 
тот же е. Тогда к ак  1(е) =  1, так и 1 ' ( е ) =  1. Поэтому, 
полагая в ( 1 ) а — е,  получим с =  } и I' (а) — 1(а),  т. е. 
длира любого отрезка та же самая, как и утверждает 
теорема 1. Т еорема 1 доказана. □

Все это можно понять так, что длина может из
меряться не только разными масштабами, но и р аз
ными способами. Тогда, как утверждает теорема 2, 
если выполнены условия а), б), длина зависит только 
от масштаба.

Теорему 2 мы докажем дальше — в конце этого 
параграфа, и читатель, которому ее доказательство 
представится трудным, может принять ее либо как 
аксиому П 4 о замене масштаба, либо как теорему, 
доказательство которой пока откладывается.

А теперь д о каж ем  некоторые теоремы о длине о т 
резков.

По аксиоме П 2 у равных отрезков длины равны; 
верно такж е  обратное:

Теорема 3. Если длины двух отрезков (в каком- 
либо данном масштабе) равны, то и сами эти от
резки равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть у отрезков АВ, СО 
длины равны: |Л В ] =  |С О |,  Отложим вдоль АВ  
отрезок АМ, равный СО; по аксиоме Щ  это воз
можно. По аксиоме П2, |ЛМ | =  |С О | ,  так  что \ АВ\  =  
=  \ АМ\ .

Если А М  совпадает с АВ,  то это значит, что отре
зок СО равен АВ,  как утверждает теорема.

Допустим, что А М  не совпадает с АВ.  Но так как 
АМ налегает на АВ,  то либо АМ  содержится в АВ,  
так  что М на АВ,  либо, напротив, <4В с  ЛМ и Б на 
АМ.  В первом случае, по аксиоме Иг, \ АВ\  =  \ АМ\  +  
+  |7ИВ|. Тогда так  как | А Ш | > 0  (по аксиоме П2), то 
\ А В \ > \ А М \ ,  вопреки тому, что \ АМ\  =  \ АВ\ .  Стало 
быть, М не мож ет лежать на АВ.

Если ж е В на АМ,  то | АМ\  =  | АВ  | +  \ В М \ , так что 
\ А М \ > \ А В \ ,  вопреки тому, что | АМ\  =  |Л В | ..Стало 
быть, В не мож ет леж ать  на АМ.

Остается лиш ь та возможность, что отрезки АМ и



АВ  совпадают, и так как АМ  ^  СО, то АВ  ^  СО, что 
и требовалось доказать. □

Из теоремы 3 вместе с аксиомой П 2 следует 
Теорема За. Равенство отрезков равносильно р а 

венству их численных длин (в любом данном мас
штабе). □

Равенство чисел рефлексивно, симметрично и 
транзитивно. Поэтому из теоремы За вытекает

Следствие. Отношение равенства отрезков реф лек
сивно, симметрично и транзитивно ' ) .  □

Впрочем, равенство отрезков симметрично по по
нятию, ведь оно выражено так: два отрезка равны 
друг другу.  Ввиду этого транзитивность означает, что 
два отрезка, равные одному и тому ж е  отрезку, равны 
друг другу. Рефлексивность означает, что всякий от
резок равен самому себе.

Теорема 4. Между точками М лю бого данного от
резка АВ и числами *6е[0 ,  \ А В\ ] ,  заключенными  
между нулем и длиной | Л б |  отрезка АВ, имеется 
взаимно однозначное соответствие, при котором каж
дому х отвечает такая точка М, что \ АМ\  =  х. При  
этом если О <С х х <  х2, то для соответствующих точек 
М ь М 2 будет А М Х с Л М 2 и \М 1М 2 \ =  х 2 — х и 

Д о к а з а т е л ь с т в о .  К аждому отрезку АМ  от
вечает определенная длина (по аксиоме 112) . 
Если М на АВ, то, по аксиоме 112, \АВ \ =  \ АМ\  +  
- \ - \ MB \ , тгк что \ А М \ < \ А В \ .

Вместе с тем по аксиоме П 3 д ля  каждого х >  О 
существует отрезок длины х. По аксиоме II, равный 
ему отрезок А М  можно отложить вдоль АВ,  и \ АМ\  =  
=  х по аксиоме Иг. Такой отрезок А М  только один. 
Если х <С \ АВ\ ,  то А М с А В  и точка М  лежит на
АВ.  (Если бы было А В а А М  или А В  ^  АМ,  то из 
аксиомы П 2 получалось бы, что \ АВ\  ьС |ЛЛ1|, во
преки тому, что \ АМ\  =  х <  | АВ  |.)

Итак, каждой точке М  на А В  соответствует длина 
х — \ А М \ < \ АВ\ ,  и обратно, если 0 <  * <  | Л 5 | ,  то 
на АВ есть единственная точка М  такая ,  что \ АМ\  =  
=  х. Таким образом, между точками М и числами х

) Пусть ^  — некоторое отношение каких-либо объектов 
а, Ь, с и т .д ., так что пишем аЯЬ и т. п. Рефлексивность озна
чает, что аЯа  для всякого а, симметричность — что если аНЬ,  
то й#а; транзитивность — что если аЯЬ и ЬЯс, то аЯс.



из промеж утка (0, \ А М \ ) имеется взаимно однознач
ное соответствие.

При этом если М\  на ЛМ 2, то, по аксиоме П2, 
\А М 2\ =  \ А М у\ +  \М 1М2\, Тогда | ЛЛ^ | <  | ЛМ2| и 
I М 1М 21 =  | А М 21 — | А М 11 =  х2 — XI.

П окаж ем , что и обратно: если х\ <  х2 и точки Ш\, 
М 2 таковы, что |Л М 1| — хи |Л М 2| =  х 2, то М\ на ЛМ2,
и, по доказанному, \ МХМ2\ =  \ АМ2\— \АМ\ \  =  х2 — х\.

Действительно, допустим вопреки утверждению, 
что М, не на А М 2. Тогда, поскольку М 2 делит АВ  
на А М 2 и  ВМ 2, М х на ВМ2, и, по только что дока
занному, | В М 2 \ >  |В М 1 |. Но так как

| В М 21 +  [ М2Л | =  | АВ | =  | В М { | + 1М ХА | ,
то, выходит, Х 2 =  \ АМ2\ < \ А М Х\ =  Х и  вопреки тому, 
что х2 >  Х\ .  Следовательно, М\  на А М 2, что и требо
валось доказать. □

Д о казан н ая  теорема означает, что порядок распо
ложения точек на отрезке — такой же, как порядок 
чисел от нуля до длины отрезка (в каком угодно дан
ном м а сш т а б е ) .

Доказательство теоремы 2 о замене масштаба. 
Согласно теореме За равенство отрезков равносильно 
равенству их длин. Кроме того, по аксиоме Из при 
данном м асш табе существуют отрезки любой данной 
длины, т. е. длины принимают все возможные положи
тельные значения.

Таким образом, при данном масштабе каждому 
классу равных отрезков соответствует положительное 
число, и обратно — каждому положительному числу 
отвечает класс отрезков такой длины. Короче, между 
положительными числами и классами равных отрез
ков имеется взаимно однозначное соответствие. К аж 
дый класс равных отрезков может быть представлен 
положительным числом. Поэтому если 1(а) — длина 
в масш табе е, а 1'(а) — в масштабе е', то 1'(а) зави
сит только от 1(а) ,  так  что можно написать:

I'(а) =  1(1 (а)), (2)
и ¡ (1(а) )  есть просто функция положительного числа 
х — 1{а) .

Если отрезок с складывается из а и Ь, то по усло
вию б) аддитивности аксиомы П 2

1(с) =  1(а) +  1(Ь) и I' (с) =  I' (а) +  I' (Ь).



Т. е., пользуясь (2), получаем /  (/ (а) +  I (b)) =  f (I (а)) +  
+  f(l(b)).  Или, полагая 1(а) =  х, 1(Ь) =  у,  имеем

Итак, длина отрезков в новом м асш табе представ
ляется как функция f(x)  с условиями:

а) она определена для всех х >  О,
б) она положительна: f(x)  >  О,
в) аддитивна, т. е. f (х +  у)  =  f (x)  +  f ( у ) . 
Оказывается — и это мы сейчас докаж ем  — что

функция с такими условиями имеет простой вид: 
f ( x ) = c x ,  где с =  const >  0. А так  как  при х =  
=  1{а) f (х) =  f ( l ( a ) )  — I'(а),  то выходит, что

что и утверждает теорема 2 о замене масштаба.
Таким образом, для доказательства этой теоремы 

нам достаточно доказать следующую теорему.
Теорема 5. Если функция f (x) ,  определенная для 

всех х >  0 , положительна и аддитивна, т. е.

то f(x) =  сх, где с =  const >  0 .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть / (х) — функция с у к а 

занными свойствами. Из (1) следует, что f ( 2х) =
=  f ( * ) +  / ( * ) =  2 /(х ) .  Отсюда f (3x)  =  f ( 2 x ) + f { x )  =
=  [(3х),  и продолжая (по индукции), получим при 
любом натуральном п

Полагая здесь х =  — у  ( т ,  п — натуральные), полу-

f ( x  +  y) =  f(x) +  f(y) .

Г (а) =  cl (а).

f ( x  +  y) =  f(x) +  f (у). (1)

f (их) =  nf (х). (2)

чим

/  (my) =  f ( n ~  у ) =  nf  «/) ;
т. е.

А так как из (2) f ( my)  =  mf ( y ) ,  то
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Т аким  образом, полагая у — \, получим, что при
^  тлюбом рациональном —

/(г )  =  г/(1) =  сг, С =  П  1). (3)

Пусть Х\ >  х2, так  что Х\ =  х-з. +  у, у  >  0 .  Тогда 

/  (*1) =  /  (*г +  У) =  /  (*г) +  / ( « / ) > /  (•*!)•
Поэтому если х  — любое вещественное число и п ,  г% — 
такие  рациональные числа, что

Г, <  X <  Г2,
то

/  (п) < / ( * ) < /  (г2).
П оэтому из (3)

сг, < / ( * ) <  сл2.

Беря  последовательность чисел п ,  г2 (г| <  л: <  г2), 
сходящ ихся к х, получим отсюда (в пределе), что 
/ ( * ) =  сх, что и требовалось доказать. □

§ 5. Прямая. Понятие фигуры

П рям ая . Любой отрезок АВ  можно неограниченно 
продолж ать  за каждый из его концов, откладывая 
вдоль него отрезки АМ, ВЫ все большей и большей 
длины (что возможно в силу аксиом П 3, II ,) .  Так мы 
получаем прямую, представляя ее себе как неограни
ченно продолжаемый в обе стороны отрезок или как 
результат  такого продолжения — как всю бесконеч
ную прямую. Выразим это представление в виде оп
ределения:

Прямой  называется объединение всех отрезков, со
держ ащ и х  какие-либо две данные точки.

Если это точки А, В, то соответствующая прямая 
обозначается (АВ).

Напомним, что объединением некоторых фигур 
назы вается фигура, содержащая все точки этих фи
гур и никакие другие. Вместо слова «фигура» можно 
говорить «множество точек». Т ак  что объединение фи
гур определяется так  же, как  объединение любых 
множеств.

Теорема 1. Через каждые две точки проходит пря
мая, и притом только одна.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  То, что через к а ж д ы е  две 
точки проходит прямая, содержится в определении  
прямой {поскольку по аксиоме 12 есть отрезок, со еди 
няющий эти точки). Остается доказать, что п р ям ая ,  
содержащ ая две данные точки, только одна. Д л я  
этого достаточно убедиться, что если точки С, О  при 
надлежат прямой (А В ), то она является т а к ж е  п р я 
мой (СО)  (поэтому если у  двух прямых есть д ве  о б 
щие точки М, Ы, то они являются прямыми (МЫ) ,  
т. е. это одна прямая).

Итак, пусть С, О — две точки прямой ( АВ) .  Это 
значит, что есть отрезки, содержащие точки А,  В,  С 
и А, В, £). По аксиоме 14 они образуют один о т р е 
зок а; он содержит как  точки А,  В, так  и С,  О.

Пусть теперь Ь — какой-либо из отрезков, о б р а 
зующих прямую ( АВ) ,  т. е. содержащий точки А,  В.  
По той же аксиоме 14 он образует с отрезком а  один 
отрезок с, который тем самым содержит точки С,  й
и, стало быть, содержится в прямой (СО) .  И так ,  к а ж 
дый из отрезков, образующих прямую ( АВ) ,  со д ер 
жится в прямой (СО) .  Следовательно, ( А В ) с ^ ( С О ) .

Но, беря отрезок Ь из тех, что образуют прям ую  
(.СО), мы точно так  ж е  убедимся, что (СО)  с ;  ( А В ) . 
Следовательно, (АВ)  и (СО)  — это одна и та  ж е  п р я 
мая, что и требовалось доказать. □

Луч (полупрямая). Луч мы представляем себе 
как отрезок, неограниченно продолжаемый за  один 
из его концов или как результат такого п р о д о л ж е 
ния — бесконечный луч. Это приводит к определению.

Лучом  называется объединение всех отрезков с о б 
щим концом, проходящих через общую точку. О бщ ий 
конец этих отрезков называется началом  л у ча .  
О точке луча, не являющейся его концом, говорят, что 
она лежит на луче. Луч с началом О, проходящ ий 
через точку А, обозначается О А.

Если точка В лежит на луче ОА, то луч О В  со 
впадает с лучом ОА.

Всякая точка прямой делит ее на два луча: с л у 
жит общим началом двух лучей, не имеющих кроме  
нее других общих точек и образующих вместе всю  
прямую.

Вывод этих двух утверждений мы оставляем  чи 
тателю в качестве задачи. (В первом случае м ож но 
воспользоваться тем, что отрезки ОА, ОВ  н ал егаю т



д р у г  на друга; во втором можно опираться на аксиому 
о  делении отрезка.)

Несколько другие определения прямой и луча. 
Д а н н ы е  выше определения прямой и луча можно пе
ресказать ,  пользуясь понятием геометрического ме
ста  или, что то же, множества точек.

Прямая есть геометрическое место (множество) 
точек, принадлежащих отрезкам, содержащим какие- 
л ибо две данные точки.

Геометрическим местом точек с данным условием 
(подчиненных какому-либо условию) называется фи
гура, содержащая все точки с этим условием и не 
с о д ер ж ащ ая  никаких других.

П р я м ая  (АВ)  как  фигура, служащая объедине
нием всех отрезков, содержащих точки А, В,  тем са
мым содержит все точки, каж дая  из которых принад
л е ж и т  вместе с А, В одному отрезку, и не содержит 
никаких других точек. Стало быть, она является гео
метрическим местом этих точек. Оба определения 
прямой равносильны.

Совершенно так ж е  можно дать определение луча.
Л уч  — это множество (геометрическое место) то

чек, принадлежащих отрезкам, имеющим общий ко
нец и содержащим данную точку.

К ак  уже сказано, «геометрическое место точек» и 
«множество точек» означает одно и то же, так  же 
к ак  и слово «фигура». В настоящее время принято 
говорить «множество точек», а термин «геометриче
ское место» встречается только в школьных учебни
ках. Мы будем употреблять термин «фигура» хотя бы 
потому, что он короче, и будем говорить о множестве 
точек, когда явно имеется в виду какое-либо условие, 
налагаем ое на точки. (Вспомним определения окруж 
ности, эллипса, гиперболы и т. д.)

Замечание. Прежде, до появления теории мно
ж еств , около 100 лет назад, термин «множество то
чек» не употреблялся. Фигура мыслилась как нечто 
целое, не состоящее из точек, но как «место точек» — 
«место», на котором или в котором лежат точки. Те
перь говорят, что «фигура состоит из точек». Но со
стоят ли отрезок или окружность из точек подобнб 
тому, как  куча песка состоит из песчинок? Такое 
представление спорно — оно и не нужно для геомет
рии. Нужно только, что фигура определяется своими



точками, как об этом уже говорилось в связи с з а д а 
нием фигур уравнениями. Остальное — дело скло н н о 
стей, кому интуитивно ближе одно или другое пред-- 
ставление о фигурах.

Некоторое время назад в учебниках геометрии 
было введено понятие множества — фигура о п р ед ел я 
лась как множество точек и д аж е  говорилось, что т е 
перь отказались от старого представления фигуры к а к  
места точек, но для этого не было точных логических 
оснований, а только интуитивное представление.

Аксиоматика фигуры. Геометрия, можно с к а 
з а т ь ,— это наука о фигурах. Поэтому для ее о сн о в а 
ний нужно определить, что называется в геометрии 
фигурой. Простейшие фигуры — точки и о т р е з к и —- 
мы ввели в аксиоматике к ак  основные объекты. Н о  
выше мы определили прямые, лучи, и могли о п р ед е 
лить окружности, эллипсы и др. Однако в эти о п р е 
деления входит понятие фигуры или множества т о 
чек. Если определять, как это делалось, фигуру к а к  
вообще множество точек, то следует спросить: что 
такое множество? Ответ, который обычно дают, с о 
стоит в том, что множество — это вообще со во ку п 
ность и состоит из точек. Однако мы уже зам етили , 
что предположение, скажем, об отрезке как со с т о я 
щем из точек спорно и не нужно для геометрии. В п о 
нятии фигуры важно лишь то, что фигура о п р ед ел яет
ся своими точками.

Итак, для того чтобы иметь полные аксиометри- 
ческие основания геометрии, нужно включить в них 
аксиомы, определяющие понятие фигуры. (Ч итатель ,  
которому излагаемая далее аксиоматика фигуры п о 
кажется трудной для понимания, может ее п р о п у 
стить, оставаясь с обычным интуитивным п р ед ст ав 
лением о фигурах. К аксиоматике фигуры мы ещ е  
вернемся в последней части курса вместе с более г л у 
боким изложением оснований геометрии).

В аксиоматике, фигуры принимаются о с н о в н ы е  
о б ъ е к т ы :  точки и фигуры  — и о с н о в н о е  о т н о 
ш е н и е :  точка принадлежит фигуре, или, что то ж е :  
фигура содержит точку.

Принадлежность точки А  фигуре Б обозначается , 
как  обычно, Л е Р .  Точки здесь, конечно, те же, что  
в принятых выше аксиомах.

Формулируем аксиомы фигуры; их всего три.



1. Основная аксиома фигуры. Фигура опреде
ляется принадлежащими ей точками, т. е. если фи
гуры Т7, Т7'  таковы, что каж дая  точка, принадлеж а
щ ая  Т7, принадлежит такж е Т7', и обратно: каж дая  
точка, принадлеж ащ ая Р ,  принадлежит такж е Р, то 
Р  и Р' — это одна и т а  же фигура.

Эта аксиома не только соответствует представле
нию о фигурах, но вы раж ает то, как мы судим о со
впадении или различии фигур, определенных разными 
способами. Мы проверяем, является ли лю бая точка 
одной фигуры т ак ж е  точкой другой, и обратно. Н а 
пример, допустим, фигура Т7 задана геометрическим 
условием и мы наш ли ее уравнение в координатах 
х, у. Мы говорим, что уравнение задает фигуру 
если координаты каждой ее точки удовлетворяют 
уравнению, и, обратно, каж дая  пара х , у , удовлетво
ряю щ ая уравнению, служит координатами некоторой 
точки фигуры Р. Совершенно так же проверяется 
совпадение фигур, заданных разными геометриче
скими условиями (точно так же отображение одной 
фигуры на другую определяется по точкам).

2 . Аксиома точки. Точка есть фигура. Она при
надлежит сама себе и никакие другие точки ей не 
принадлежат. (Это соответствует определению в «Н а
чалах» Евклида: «Точка — то, что не имеет частей».)

3. Аксиома зад ан и я  фигуры. Д ля всякого усло
вия, налагаемого на точки, существует фигура , ко
торая содержит все точки, удовлетворяющие этому 
условию, и не содержит никаких других. При этом 
условие, о котором идет речь, должно быть выражено 
в понятиях, фигурирующих в принятой аксиоматике 
(иначе оно не имеет смысла в геометрии, поскольку 
она полностью строится на принятых аксиомах).

Кроме того, разумеется, условие, налагаемое на 
точки, должно быть вполне определенным, т. е. для 
кдждой точки долж но быть однозначно определено 
(в принципе проверяемо), выполняется это условие 
для  нее или нет.

При нашей аксиоматике то условие, например, 
что точка принадлежит данному отрезку АВ,  является 
определенным — проверяемым. Также проверяемо, на
пример, и то условие, что точка М находится на дан 
ном расстоянии от данной точки А, т. е. отрезок АМ  
имеет данную длину. Условие может, конечно, выра



жаться не прямо через понятия, входящие в акси ом ы , 
а через такие, которые к ним сводятся, — наприм ер , 
как расстояние от точки до данной прямой и т. п.

Могут быть также условия, которые не в ы п о л 
няются ни для какой точки (например, что при д а н 
ных точках А, В \ А В \ >  \ АМ\  +  \ В М \ ). Тогда ф и гу р а ,  
определяемая таким условием, не содержит точек : 
о н а — пустое множество. Это не исключается, и, с о 
ответственно, пустое множество тоже считается ф и г у 
рой — фигурой без точек.

П рям ая (А В ) определена выше тем, что ей п р и 
надлежат все те и только те точки М,  каж дая  из к о 
торых принадлежит вместе с Л и В одному отрезку .  
Такое условие допускается аксиомой 3, и, с л е д о в а 
тельно, прямая есть фигура. Совершенно так ж е  и 
луч является фигурой.

О точках, принадлежащих фигуре, имея в виду их 
все, мы будем говорить, что они образуют эту ф и 
гуру, и что она является множеством этих точек.

Так как по нашей аксиоматике условие, что т о ч к а  
принадлежит данному отрезку АВ, «проверяемо», то  
согласно аксиоме 3 задания фигуры точки о т р езк а  
АВ  образуют фигуру. Вместе с тем, согласно д о к а 
занной выше теореме, отрезок определяется п р и н ад 
лежащими ему точками так  же, как фигура. П оэтом у  
мы можем принять, что отрезок АВ является ф и гу 
рой, образованной его точками. То есть мы прин и 
маем как определение:

Отрезок является фигурой , образованной его точ
ками. Отношение: точка принадлежит отрезку и т о ч к а  
принадлежит фигуре в этом случае понимается к а к  
одно и то же.

Аксиомы фигуры позволяют принять ф орм альное  
определение:

Фигура  — это то, что под этим названием у д о в 
летворяет аксиоме фигуры.

Говоря «множество точек» или «геометрическое 
место точек», мы имеем в виду то же самое: « м н о ж е
ство точек с таким-то условием» — это то же, что  
«фигура, образованная точками с этим условием». 
«Образованная» не означает здесь ничего кроме того , 
что согласно аксиоме 1 фигура определяется своими 
точками. Связывать с этим такое представление, что  
фигура состоит из точек, к а к  вещество из молекул,



совершенно необязательно. (В аксиоматике геомет
рии, данной Гильбертом, прямая мыслится как само
стоятельный объект, которому принадлежат точки, но 
который ни в каком смысле из них не состоит.)

§ 6 . Плоскостные аксиомы и их первые следствия

Пусть а — какой-нибудь отрезок и а — содержа
щ ая его прямая.

Мы говорим, что точки С, О леж ат с одной сто
роны  от прямой а и отрезка а, если отрезок СО не 
имеет с а общих точек.

Точки Л, В л е ж а т  с разных сторон от прямой а 
и отрезка а, если отрезок АВ  пересекает прямую а 
(рис. 5).

III] (аксиома деления плоскости). Д ля каждого 
отрезка и содержащей его прямой есть не лежащие 
на ней точки и все они делятся на два класса: точки 
каждого класса лежат с одной стороны от прямой, 
точки из разных классов  — с разных сторон.

Т. е. если точки А, В лежат с разных сторон от 
прямой а, то к а ж д ая  не леж ащ ая на ней точка лежит 
с одной стороны от прямой либо с точкой Л, либо 
с точкой В.

Полуплоскость. Точки одного класса (из указан 
ных в аксиоме l i l i )  вместе с точками самой прямой 
образуют, как принято говорить, полуплоскость. Д ру
гими словами: фигура, образуемая точками прямой и 
точками одного класса, называется полуплоскостью, 
ограниченной данной прямой. Приняв это определе
ние, аксиому деления плоскости можно выразить так:

Л

а

в
Рис. 5



III'. Всякая прямая делит плоскость на две п олу
плоскости. Обе они содержат эту прямую.

Замечание. Полуплоскость, из которой исключена 
ограничивающая прямая> назы вается  открытой; 
а когда хотят подчеркнуть, что в полуплоскость вклю 
чена ограничивающая прямая, то полуплоскость н а 
зывают замкнутой.

Угол. Углом  мы называем просто пару (несовпа
дающих) отрезков с общим концом; эти отрезки —  
стороны угла, их общий конец — его вершина.

Однако значение имеют только те свойства угла, 
которые не изменяются, если заменить его стороны 
на любые отрезки, на них налегаю щ ие, с общим кон
цом в той же вершине. О таких  парах отрезков ады 
говорим, что они представляют или образуют один и 
тот же угол  и такж е служат его сторонами. То есть 
можно сказать, что угол рассматривается с точностью 
до «удлинения или укорочения» сторон. В этом смысле 
мы понимаем выражение « д ан 
ный угол». Он задается двум я 
сторонами, и если их заменить 
другими, налегающими на д а н 
ные, то это будет все тот ж е  
«данный угол» и новые стороны 
будут все так  же его сторонами, а

Ниже будет доказана
Теорема 1. Для взаимного  

расположения двух отрезков с 
общим концом есть три и только три возможности-.

(а) Каждый из отрезков лежит целиком с одной  
стороны от другого, т. е. все его точки, кроме одного  
конца, лежат с одной стороны (рис. 6 ).

(б) Отрезки составляют один отрезок (рис.  7) .
(в) Отрезки налегают д р уг  на друга.
Соответственно различаются три вида углов: угол

с наложенными сторонами — нулевой-, в дальнейшем 
этот случай исключается из рассмотрения. Угол со 
сторонами, составляющими один отрезок, — р а зв е р 
нутый. Угол, образованный отрезками, леж ащ им и 
каждый с одной стороны от другого, — настоящий 
или, как обычно говорят, неразвернутый.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Пусть даны 
отрезки АВ, АС. Если отрезок А В  не имеет (кроме 
точки А)  общих точек ни с каким  отрезком, со д ер 



жащим АС,  то он лежит по одну сторону от АС  (по 
самому определению расположения с одной стороны).

Допустим, о трезок  АВ имеет, помимо А, еще об
щую точку с отрезком а, содержащим АС. В таком 
случае по аксиоме соединения отрезков 14 отрезки АВ  
и а образуют один отрезок МЫ. Так что А В и АС  со
держатся в МЫ. М ожно считать, что точка А лежит 
на МЫ (если бы А совпадала, например, с М, то 
можно продолжить отрезок МЫ за точку М ) .

Точка Л делит отрезок МЫ на АМ  и АЫ, и воз
можны два случая:

1) АВ, А С  содерж атся в одном из этих отрезков. 
Тогда один из них (более длинный), как  следует из

1 | I_________I_________ I
Ь А а  N С А В М

Рис. 7 Рис. 8

теоремы 4, § 4, содержит другой, т. е. они налегают 
друг на друга.

2) АВ, А С  содержатся в разных отрезках АМ, 
АЫ, например, А В а А М ,  А С с А Ы  (рис. 8 ). Тогда 
точки В, А,  С расположены на отрезке МЫ в порядке 
возрастания длин  отрезков МВ,  МА,  МС  (согласно той 
ж е  теореме 4, § 4 ) .  Поэтому точка Л леж ит на отрез
ке ВС. А это и значит, в силу аксиомы 13 деления от
резка, что отрезки АВ, АС  образуют один отрезок ВС.

Таким образом, теорема 1 доказана. □
Если отрезок а служит стороной, а его конец Л — 

вершиной неразвернутого угла, то говорим, что угол 
отложен от отрезка  а, от его конца Л по ту сторону 
от отрезка а, где леж и т  другая сторона угла.

Угол обозначается либо вершиной, либо сторо
нами: Z O — угол с вершиной О, — угол со сто
ронами а, Ь; когда ж е  стороны обозначаются кон
цами, то угол со сторонами А В , А С  обозначается ВАС  
или САВ (или ¿ .В А С ,  Z C Л B ).

Поперечиной угла назовем отрезок с концами, на 
сторонах угла. Поперечины АВ, А 1В, углов О, 0 1 на
зываем соответственными, если ОА О 1А 1 , ОВ 0 \В \  
(рис. 9).

Углы мы назы ваем  равными, если у них есть рав
ные соответственные поперечины (рис. 1 0 ).



Ш 2 (аксиома равных углов и отклады вания угла).  
У равных углов все соответственные поперечины 
равны. От любого данного отрезка от данного его  
конца и по данную сторону от него можно отложить

Рис. 9

Рис. 10

угол, равный данному неразвернутому углу, и это 
можно сделать единственным образом.

Поясним наглядный практический смысл этой а к 
сиомы. Представим себе угол, начерченный на какой- 
нибудь плоской поверхно
сти; чтобы начертить рав
ный угол в другом месте, 
можно приложить к сторо
нам начерченного угла два 
стержня, как-то скрепив их 
в вершине, и перенести их 
в нужное место. Д ля того
чтобы при перенесении от- _____________________
резки не «разболтались» и <7 
угол не изменился, мы скре- Рис- 11
пим их какой-нибудь попе
речиной (рис. 1 1 , поперечина здесь не отрезок, а ре
альный стержень). Перенеся угол с поперечиной и 
начертив по нему угол в нужном месте, мы и проде
лываем операцию, о которой в отвлеченном виде 
сказано в аксиоме Ш 2.



Введем ещ е аксиому о мере углов, аналогичную 
аксиоме П 2. Д л я  этого нам потребуется следующее

Определение. Будем говорить, что отрезок с про
ходит внутри угл а  аЬ, если один конец отрезка с 
находится в вершине угла и отрезок с или его про
должение пересекает какую-нибудь поперечину угла 
аЬ. (Тогда луч, идущий из вершины угла вдоль от
резка с, пересекает всякую поперечину угла, как это 
будет доказано.)  Если же угол развернутый, то вся
кий отрезок, исходящий из его вершины и не нале
гающий ни на одну из сторон, считается проходящим 
внутри этого угла.

Ш 3 (аксиома меры угла). Если некоторому углу  
е отнесено число единица, то каждому углу  можно 
сопоставить положительное число — численную меру  
этого угла  в  масштабе е, — чтобы выполнялись усло
вия :

(а) Равные углы  имеют одну и ту же меру.
(б) Если отрезок с проходит внутри угла аЬ, то 

мера угла  аЬ равна сумме мер углов ас и Ьс.
Д ал ее  мож но было бы принять аксиому существо

вания угла с данной мерой, меньшей меры разверну
того угла (аналогично аксиоме П 3 существования 
отрезка данной длины). Но в этой аксиоме нет на
добности, т а к  как, во-первых, существование угла 
с данной мерой может быть доказано, а во-вторых, 
оно в элементарной геометрии не используется (в ней 
имеют дело с тригонометрическими функциями, а они 
определяются через длины отрезков).

Наконец, можно было бы принять для углов ак 
сиому о зам ене масштаба: при изменении масштаба 
все численные меры углов умножаются на одно и то 
же число. Но это можно доказать совершенно так же, 
как доказы вается  аналогичное утверждение для от
резков (,§ 4, теорема 2). Разница лишь в том, что 
мера углов ограничена: она не может превосходить 
меру развернутого угла. Однако это не изменяет до
казательства. Отсюда же следует и единственность 
численной меры угла.

Из определения равенства углов вытекает важное 
для их измерения следствие:

Теорема 2. Все развернутые углы  равны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Стороны развернутого угла 

О образуют один отрезок. Поэтому если на них взяты



точки А, В, то поперечина АВ  содерж ится в этом от
резке и, следовательно, содержит вершину угла О, и, 
по аксиоме П 2 сложения длин отрезков, \ АВ\  =  
=  \АО\  +  \ ВО\ .  Поэтому если на сторонах другого 
развернутого угла О' взяты такие точки А', В', что 
О 'А '^ О А ,  О'В' ^  ОВ, то Л ' В ' ^ А В  (см. теорему За, 
§ 4). Это значит, что соответственные поперечины 
равны, так что углы равны, что и требовалось д о ка
зать. □

В геометрии принято измерять углы двумя мас
штабами: градусами и радианами. По определению, 
градус 1° — это такой угол, что развернутый угол 
равен 180°, а радиан — это такой угол, что развер 
нутый угол равен л  радианов.

Фундаментальное различие между мерой углов и 
длиной отрезков состоит в том, что есть геометриче
ски выделенные углы, как развернутый угол или пря
мой угол, но никаких гео
метрически выделенных 
отрезков нет.

Как сторона неразвер
нутого угла расположена 
по одну сторону от дру
гой его стороны, так  по 
ту же сторону распола
гается и всякая попере- О А А, а 
чина угла. Это непосред
ственно следует, в силу Рис. 12 
теоремы 1, из того, что
концы поперечины расположены на сторонах угла. 
На том же основании заключаем, что всякий отрезок 
с концом в вершине угла, пересекающий поперечину, 
лежит с той ж е  стороны (рис. 1 2 ).

Теорема 3. Если отрезок, проведенный из вершины  
угла, пересекает какую-либо его поперечину, то он 
или некоторое его продолжение (не за  вершину) пе
ресекает любую другую  поперечину.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть имеется угол аЬ 
с вершиной О, и пусть отрезок ОС  пересекает попе
речину АВ( А  на а, В на Ь\ см. рис. 12). Это значит, 
что точки А, В л еж ат  с разных сторон от отрезка 
ОС, и, стало быть, как следует из теоремы 1, сто
роны угла аЬ леж ат  с разных сторон от ОС. Поэтому 
если А\ на а, В 1 на Ь, то отрезок А\В^ пересекает



отрезок с, содержащий ОС. Вместе с тем отрезки Ь 
и ОС  л е ж а т  с одной стороны от а. Поэтому отрезок 
А \В \  пересекает с в точке, леж ащ ей с той же стороны 
от а, т. е. в точке, принадлежащей отрезку ОС или 
его продолжению за точку С, что и требовалось до
казать. □

Треугольником  будем называть объединение трех 
отрезков, соединяющих попарно три точки, не л е ж а 
щие на одном отрезке. Эти точки — вершины тре
угольника, отрезки — его стороны. Треугольник обо
значается  своими вершинами: ЛВС  (или А А В С )  
и т. п.

Теорема 4. Если прямая не проходит ни через 
одну из вершин треугольника и пересекает его сто
рону, то она пересекает еще одну и только одну его 
сторону.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть прямая а пересекает 
сторону А В  треугольника АВС  и не проходит через 
вершину С. Тогда точки А, В леж ат  по разные сто
роны от прямой а, и по аксиоме деления плоскости 
точка С  леж и т  по одну сторону от нее либо с точкой
А, либо с В.

В первом случае, когда С и Л леж ат  с одной сто
роны от прямой а, то С, В — с разных сторон; тем 
самым п рям ая  а пересекает отрезок ВС  и не пересе
кает АС.  Во втором случае, напротив, прямая а пере
секает А С  и не пересекает ВС. Теорема доказана. □

Т еорем а 5. Если два разных угла  аЬ, ас отложены 
по одну сторону от отрезка а, то либо отрезок Ь про
ходит внутри угла  ас, либо с — внутри угла аЬ.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть углы аЬ, ас с вер
шиной О отложены по одну сторону от отрезка а. 
Возьмем на сторонах а, Ь точки А, В и еще точку й  
на продолжении отрезка а за вершину О. Проведя 
о тр езки  А В, ВО, АО, получим треугольник АВО  
(рис. 13).

П р я м ая  с, содержащая отрезок с, пересекает сто
рону А О  треугольника АВО  в точке О и не проходит 
через вершину В, стало быть, по теореме 4, она пе
ресекает  ещ е одну сторону.

Допустим, она пересекает сторону АВ  в некото
рой точке С (рис. 14). Сторона АВ  — это поперечина 
угла  аЪ. Поэтому отрезок ОС  проходит внутри этого 
угла. О трезок с на прямой с имеет тот ж е конец О и



расположен с той ж е  стороны от а. П оэтом у он н але
гает на ОС  и, стало быть, проходит внутри у гла  аЬ.

Допустим теперь, что прямая с пересекает сторону 
£)В в некоторой точке С' (рис. 15). П роведя  отрезок  
АС', получим треугольник АС'О. П р ям ая  5, со д е р ж а 
щая отрезок Ь, пересекает сторону А О  треугольника

а

Рис. 13 Рис. 14

АС'О  и не проходит через вершину. О на поэтому 
пересекает одну из сторон АС' или ЪС'. Н о  сторону 
ОС' она не может пересекать, так как  пересекает  ее 
продолжение в точке В. Поэтому Б пересекает АС',  и 
это значит, что отрезок Ь 
проходит внутри угла ас 
(как это заключаем подоб
но предыдущему выводу об 
отрезке с ) .

Таким образом, выходит, 
что либо с проходит внутри 
угла аЬ, либо Ь — внутри 
угла ас, что и требовалось Рис. 15
доказать. □

По аксиоме Ш 3 меры равных углов равны. Вместе 
с этим выполняется и обратное утверждение.

Теорема 6 . Если меры углов равны, то и сами 
углы равны.

Эго аналогично тому, что по теореме 3, § 4, от
резки равны, если их длины равны.

Так же, подобно следствию теоремы За, § 4, об 
отрезках выполняется аналогичная теорема об углах.

Теорема 7. Равенство углов рефлексивно, симмет
рично и транзитивно.

Доказательства теорем 6  и 7 совершенно а н а л о 
гичны доказательствам соответствующих утверж дений  
из § 4 об отрезках. Нужно лишь пересказать те д о к а 
зательства применительно к углам. Читатель  проделает



это в качестве упражнения. (В доказательстве теоре
мы 6 нужно воспользоваться теоремой 5.) □

Смеж ны е углы. Прямые углы. Д ва  угла назы 
ваю тся  смежными, если у них одна сторона общая, 
а две другие образуют один отрезок (продолжают 
друг  друга, рис. 16). Эти стороны образуют, стало 

быть, развернутый угол. Поэто
му, в силу аксиомы 1П 3 меры 
угла, сумма мер смежных углов 
равна мере развернутого угла 
(которая, по теореме 2 , одна и 
та же для всех развернутых уг
лов и равна 180°).

Рис. 16 Отсюда, в силу теоремы 6,
следует, что углы, смежные рав

ным углам , равны. В частности, вертикальные углы, 
определяемые как смежные с одним и тем же углом, 
равны.

Угол, равный своему смежному, называется пря
мым. И з предыдущего ясно, что угол, равный пря
мому, сам прямой.

Т еорем а 8 . Все прямые углы  равны. Мера прямого 
у гл а  составляет половину меры развернутого угла.

Д о к аж ем  это со всеми ссылками. Прямой угол 
равен  своему смежному. Поэтому, в силу аксиомы 
Ш з, их меры равны и, так как  сумма этих мер равна 
мере развернутого угла, то мера прямого угла равна 
половине меры развернутого угла. Следовательно, 
меры у всех прямых углов равны. В силу теоремы 6 , 
все прямые углы равны. Что и требовалось дока
зать. □

Зам ечание. В .«Началах» Евклида равенство пря
мых углов принято без доказательства, как аксиома. 
Именно, IV постулат Евклида гласит: «Все прямые 
углы  равны».

В § 1 следующей главы мы докажем существо
вание прямых углов.

§ 7. Аксиома параллельных
К  плоскостным а к с и о м а м  принадлежит в качестве 

последней аксиомы планиметрии аксиома параллель
ных. Мы сформулируем ее не для прямых, как это 
обычно принято, а для отрезков, поскольку отрезки 
сл у ж а т  у нас основными объектами.



IV! (аксиома параллельных отрезков). Е сли от
резки АС, ВО равны, лежат по одну сторону от от
резка АВ и образуют с ним прямые углы, то отрезок  
СО равен АВ (рис.  17).

Замечание к аксиоме IV]. Отрезки, о б л а д а ю щ и е  
свойствами отрезков АС, ВО, фигурирующими в а к 
сиоме, мы называем параллельными. Любые р а в н ы е

в_________ п в______________л______ о______________V

А с  а с  р - м

Рис. 17 Рис. 18

друг другу отрезки АМ, ВЫ, налегающие на о тр езк и
АС, ВО, обладают теми ж е  свойствами, и, по аксиом е, 
М Ы ^ А В .  Таким образом, параллельные о тр езк и  
можно продолжать сколь угодно далеко, и о тр езк и  
Р(3 между их точками Р,  (2, для которых А Р  =  ВС 
все равны друг другу 
(рис. 18). Как говорят, 
отрезки АМ,  ВЫ прохо
д я т — расположены — на 
постоянном расстоянии 
друг от друга, как рель
сы прямой линии ж елез
ной дороги (рис. 19).
«Параллельный» по-гре
чески и означает «иду
щий рядом».

Легко доказать — и 
это будет сделано в § 2 Рис. 19
гл. II, — что отрезок СО
в аксиоме образует с АС  и ВО прямые углы (и т а к  
ж е  любой отрезок Р(3 образует прямые углы с А Р ,  
В(2). Фигура АВОС  представляет собой п р ям о у го л ь 
ник. Другими словами, аксиома IV! вы раж ает  тот  
хорошо известный из практики факт, что м о ж н о  
строить прямоугольники с любыми сторонами. П р я м о 
угольниками являются наиболее часто встречаю щ иеся



в быту фигуры: полы, стены, окна, стекла, листы бу
маги и т. д., и т. п.

Обычно принимают аксиому, говорящую о парал
лельных прямых. Напомним, что в планиметрии две 
прямые называются параллельными, если они не 
имеют общих точек; в этом случае такж е говорят, что 
одна прямая параллельна  другой. Д ля параллельных 
прямых а, Ь применяется обозначение: а\\Ь или Ь\\а.

Аксиома параллельных прямых. Д ля  каждой 
прямой а и не лежащей на ней точки А существует 
не более одной прямой, параллельной данной прямой 
а и проходящей через точку А.

То, что через данную точку А, не лежащую  на 
данной прямой а, проходит по крайней мере одна 
прямая, параллельная а, легко доказывается (это 
прямая, перпендикулярная перпендикуляру АВ  к пря
мой а, как доказано дальш е в § 2 гл. II).  Аксиома 
утверждает, что так ая  прямая только одна.

Здесь говорится о прямых во всем их бесконеч
ном протяжении, поэтому аксиома не имеет прямого 
практического содержания, и для наглядного ее пони
мания требуется представить себе бесконечные 
прямые.

Обходясь без представления о прямых, взятых во 
всем их бесконечном протяжении, имеют в виду ко
нечные, но неограниченно продолжаемые прямые (от
резки) и говорят: прямые параллельны, если они не 
пересекаются, как их ни продолжать. (Когда говорят 
о параллельных линиях в практике, то имеют в виду, 
что они приходят на постоянном расстоянии (о чем 
сказано выше), но едва ли, что они при бесконечном 
продолжении не пересекутся. В геометрии же поль
зуются признаками параллельности, в которых речь 
идет, на самом деле, об отрезках и углах.) Аксиома 
параллельных прямых проще по формулировке, но 
дальш е от практики, чем аксиома параллельных от
резков.

Представление о бесконечной прямой было чуждо 
грекам; у Евклида роль аксиомы параллельных играл 
пятый постулат, утверждающий: «Если из концов 
данного отрезка проведены в одну сторону от него 
два  отрезка, образующие с ним углы, в сумме мень
шие развернутого угла , то сами эти отрезки или их 
продолжения пересекаются (имеется в виду продол



жение в ту же сторону от данного отрезка, см . 
рис. 2 0 )*).

Это утверждение равносильно следующему:
При всяком данном отрезке А В и данных д в у х  

углах а,  р, в сумме меньших развернутого, существует 
(можно построить) треугольник со стороной А В  и  
прилежащими иглами А —- 
=  а  и В =  р.

Отрезки, проведенные в 
одну сторону от отрезка 
АВ  под данными углами, со 
гласно V постулату пересе
кутся, так  что и получится 
нужный треугольник. П о 
этому V постулат имеет 
практический смысл усло
вия, при котором можно по
строить треугольник с дву- Рис. 20 
мя данными углами.

Все три аксиомы: параллельных отрезков, п а р а л 
лельных прямых, пятый постулат — равносильны. Э то  
мы докажем позже, в § 2, гл. II.

Замечание. Сложность V постулата и то, что он  
вовсе не так  очевиден, к ак  остальные, вызвала п о 
пытки вывести его из других предпосылок гео м ет
рии — попытки, длившиеся со времен Евклида св ы ш е 
2 000  лет, пока не было осознано, что такой вы в о д  
невозможен. Геометрия, в которой этот постулат о т р и 
цается, была построена Н. И. Лобачевским (1792—  
1856) и Я. Бояи (1802— 1860) в 20-х годах XIX в.

Учителю полезно иметь в виду разные формы а к 
сиомы параллельных — хотя бы для возможности в ы 
бора.

§ 8. Аксиомы стереометрии и их первые следствия

В аксиоматике стереометрии наряду с основными 
понятиями планиметрии вводятся новые объекты —  
плоскости и отношение — точка принадлежит п л о с к о 
сти или, что то же, плоскость проходит через точку .

') Буквально формулировка в «Н ачалах» Евклида несколько 
иная, но в точности равносильная. В других списках «Н ачал»  
то ж е утверждение фигурирует как XI аксиома.



Вводится определение: отрезок содержится (лежит) 
в  плоскости, если все его точки принадлежат этой 
плоскости; так ж е  определяется, что прямая содер
жится в плоскости.

Аксиомы образую т три группы: 1) линейные,
2 ) плоскостные, 3) пространственные.

Линейные аксиомы дословно повторяют линейные 
аксиомы § 3, 4.

Плоскостные аксиомы повторяют плоскостные ак 
сиомы § 6 , 7  с той разницей, что теперь к трем из 
них добавляется указание, что они относятся к к а ж 
дой плоскости. Именно:

Аксиома деления плоскости. На каждой пло
скости по отношению ко всякому содержащемуся 
в ней отрезку различаются две стороны.

Аксиома откладывания угла. На каждой пло
скости по данную сторону от лежащего в ней отрезка, 
от данного его конца можно отложить угол, равный 
данному.

Аксиома параллельных. На каждой плоскости... 
и далее формулируется аксиома параллельных отрез
ков или прямых.

Формулировки остальных аксиом можно не менять.
Пространственные аксиомы; их всего три.
Пр.1. Через каждые три точки проходит плоскость.
Пр.2. Существуют четыре точки, не лежащие в од

ной плоскости.
Пр.З. Если две плоскости имеют общую точку, то 

их пересечение представляет собой прямую. (П ря
мая определяется через отрезки, как это сделано 
в § 5).

Так как линейные аксиомы тут те же, что в пла
ниметрии, то можно воспользоваться всеми выводами 
из них, полученными раньше. В частности, имеет 
место

Теорема 1. Через каждые две точки проходит пря
мая, и притом только одна. □

Теперь докаж ем следующую теорему.
Теорема 2. Если прямая имеет с плоскостью две 

общие точки, то она содержится в этой плоскости.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть две точки А, В пря

мой а леж ат в плоскости а . К точкам А, В можно



присоединить какую-нибудь точку С, не лежащую в ос 
(как это следует из аксиомы Пр.2). Через точки А ,
В, С проходит плоскость |3 (аксиома Пр.1). По а к 
сиоме Пр.З плоскости а  и |3 пересекаются по прямой. 
Эта прямая содержит точки А, В. Но по теореме 1 
через две точки проходит только одна прямая. Это, 
стало быть, и есть данная п р ям ая  а, и она л еж и т  
в плоскости а.  Что и требовалось доказать. □

Из теорем 1, 2 очевидно вытекает
Следствие. Во всякой плоскости каждые две точ

ки можно соединить отрезком, и притом только 
одним. □

Вместе с линейными и плоскостными аксиомами 
это приводит к выводу:

Теорема 3. На каждой плоскости выполняется п л а 
ниметрия. □

Установим еще два свойства плоскости как ф и 
гуры в пространстве.

Теорема 4. Через каждые три точки, не лежащие 
на одной прямой, проходит плоскость, и притом 
только одна.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть А, В, С — точки, не 
лежащ ие на одной прямой. Ч ер ез  них, по аксиоме 
Пр.1, проходит плоскость. Эта плоскость а  только 
одна, потому что всякая д ругая  плоскость |3, им ею 
щая с а  общие точки, пересекает а  по прямой ( а к 
сиома Пр.З) и, стало быть, не может иметь с а  о б 
щих точек, не лежащих на одной прямой. Теорема 4 
доказана. □

Следствие 1. Через прямую и не лежащую на ней  
точку проходит плоскость, и притом только одна.

Следствие 2. Через две пересекающиеся прямые  
проходит плоскость, и притом только одна.

Оба следствия выводятся из теоремы 4 с исполь
зованием теоремы 2. Читатель докаж ет  их самостоя
тельно. □

Теорема 5. Всякая плоскость а  делит все не при
надлежащие ей точки на два таких класса, что отре
зок, соединяющий точки одного класса, не пересе
кает а, а отрезок, соединяющий точки разных к л а с
сов, пересекает а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Берем какую-нибудь точку 
А, не принадлежащую а, и относим в класс Л ,  вместе 
с точкой А, все такие точки М, что отрезок АМ  не



имеет с а  общих точек; все остальные точки, не при
надлежащие а,  относим в класс

Пусть М, N  — две точки, отличные от А и не ле
жащие в плоскости а.  Через точки А, М, N  проходит 
плоскость р (аксиом а Пр.1). Отрезки АМ, AN, МЫ 
леж ат в р (следствие теорем 1, 2). Если плоскость р 
не имеет с а  общ их точек, то, очевидно, М, N  е  7^, и 
отрезок МЫ не имеет с а общих точек.

Допустим, плоскости а и р  имеют общую точку. 
Тогда, в силу аксиомы Пр.З, они пересекаются по 
прямой. Эта п р ям ая  а разбивает плоскость р за выче
том самой прямой а на две открытые полуплоскости 
(в силу аксиомы деления плоскости). Из определения 
классов Т7!, ясно, что точки одной из этих полу
плоскостей ВХОДЯТ В ^ 1, точки другой — в I*2. По свой
ству полуплоскостей, если точки М, N  принадлежат 
одной из них, то  отрезок МЫ не пересекает пря
мую а. Если ж е  точки М, Ы принадлежат разным по
луплоскостям, то отрезок МЫ пересекает прямую а. 
А так как точки полуплоскостей содержатся в клас
сах 1 и Рг, то получаем сказанное в теореме: МЫ 
не пересекает а ,  если точки М, Ы из одного класса, 
и пересекает, если точки из разных классов; что и 
требовалось д оказать .  □

Дополнение. Д ругой  вариант аксиом стереометрии. 
Считая планиметрию  известной, можно, переходя 
к стереометрии, принять, что на каждой плоскости 
выполняется планиметрия. Подобная аксиоматика 
удобна при таком  изложении геометрии, когда сна
чала излагается планиметрия, а потом — стереомет
рия (при этом безразлично, на каких аксиомах строит
ся сама планиметрия).

Такое излож ение дано в книге: Александров А. Д., 
Вернер А. Л., Р ы ж и к  В. И. Геометрия. 9— 10. Учеб
ное пособие для  школ и классов с углубленным изу
чением математики. М., Просвещение, 1984. Там ис
пользуется понятие величины — расстояния между 
точками, — но его можно заменить численным рас
стоянием. Тогда аксиомы стереометрии представляют
ся следующим образом (с теми же основными объ
ектами и отношениями):

1. (Аксиома расстояния.) Каждым двум точкам 
сопоставлено расстояние — положительное число (или 
величина).



2. (Аксиома плоскости.) Существует хотя бы одна 
плоскость, и на каждой плоскости выполняется пла
ниметрия. При этом численная длина каждого от
резка равна данному по аксиоме 1 расстоянию между 
его концами.

Д альш е следуют три пространственные аксиомы — 
те же, что и выше: Пр. 1, Пр. 2, Пр. 3.

Г л а в а  II

НАЧАЛА ЭЛЕМЕНТАРНОЙ ГЕОМ ЕТРИИ

§ 1. Треугольники, перпендикуляры

Напомним, что треугольником мы называем фи
гуру, образованную тремя отрезками с попарно об
щими концами, не содержащимися в одном о т р езк е ') .  
Стороны, вершины, углы треугольника определяются 
как обычно, так  же как равенство треугольников — 
по равенству сторон и соответственных углов. Из 
того, что вершины не содержатся в одном отрезке, 
следует, что углы треугольника настоящие, и каж дая 
сторона служит поперечиной противоположного угла 
(см. теорему 1, § 6 , гл. 1).

Выполняются три классические теоремы о равен
стве треугольников (только мы устанавливаем их 
в ином п о р яд ке) :

(I) по трем сторонам,
(II) по двум сторонам и угл у  между ними,
(III) по стороне и двум прилежащим углам.
Д о к а з а т е л ь с т в о  (I).  П усть у треугольников

АВС, А 1В {С 1 равны стороны: А В  =  А \В Х и т. д. 
Ввиду этих равенств отрезки ВС, В\С\ являются 
соответственными поперечинами углов А, А\. По 
условию ВС  =  В\С\. Значит, / —А =  /_А\.  Анало
гично доказывается, что А.В — и A C = Z C l  
(рис. 2 1 ). □

') Треугольником называют и каркас, и часть плоскости, 
как в словах: «треугольник из проволоки» или «вырежьте тре
угольник из бумаги», и три точки, не леж ащ ие на одной прямой 
я  три соединяющие их отрезка.



Д о к а з а т е л ь с т в о  (II).  Пусть у треугольников 
ЛВС, Л ^ С ,

А В  =  А 1В Ь ЛС =  Л,СЬ /  Л =  /  Л,.

Ввиду первых двух равенств у углов Л, А у попере
чины ВС, В \С \  соответственные, и по равенству углов 
они равны. Поэтому из (I) треугольники равны 
(рис. 22). □

бис. 21

Д о к а з а т е л ь с т в о  (III) .  Пусть у треугольни
ков Л В С  и А \В \С \

А В  =  А ХВ Ь ¿ А = Л А 1, / В = / В г.

Отложим вдоль Л 1С 1 отрезок А ^ 2, равный АС. Тогда 
ввиду (II) треугольник А \В \С 2 равен А Л В С . Стало 
быть, его угол В\ равен углу В  в треугольнике АВС.  
По аксиоме откладывания угла, угол, равный В, мо
жет быть здесь только один, так что угол В х тут один 
и тот же (в А Л ^ С ,  и Д Л ^ С г ) .  Тем самым 
А Л 1В 1С2 совпадает  с А Л 1В 1С 1, и, значит, А Л 1Б 1С 1 =  
=  А А В С  (рис. 23). □

Перпендикуляры. Мы говорим, что отрезок а 
перпендикулярен  отрезку Ь, если сами эти отрезки



или их продолжения пересекаются под прямым углом. 
В записи: а _1_ Ь.

Теорема 1. Д л я  всякого отрезка а и лю бой  точки 
А через нее проходит отрезок, перпендикулярны й  а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Принципиально различаю т
ся два случая: а) точка А лежит на каком-нибудь от
резке, содержащем а; б) это не так.

С л у ч а й  б ).  Возьмем на а  какую-либо точку В, 
и пусть ВС — один из отрезков, на которые В делит
а. Проведем отрезок АВ\  возьмем угол А В С  и от-

Рис. 24

ложим от В С  равный ему угол А \В С  с другой сто
роны от отрезка ВС. На его стороне мы можем взять 
точку А\ с А \В  =  А В  (рис. 24).

Точки А  и А \  лежат с разных сторон от а, по
этому отрезок А А \  пересекает некоторый отрезок а', 
содержащий а, в какой-то точке В .  М ож ет случиться,



что Б  совладает  с точкой В, т ак  что отрезки А В  и 
А ХВ  образую т один отрезок А А и Тогда углы, обра
зуемые ими с отрезком ВС, смежные, а так как 
по построению они равны, то они прямые, так что 
А В  ±  а.

Пусть точка Б  отлична от В, так  что имеются два 
треугольника А В Б  и А ХВБ.  У них ВА  =  В А и сторона 
В Б  общ ая  (и так  как отрезок равен самому себе, 
то стороны В Б  равны). Кроме того, углы при вер
шине В  равны  либо по построению, либо как см еж
ные построенным равным углам А В С  и А {ВС. П о
этому треугольники А В Б  и А ХВ Б  равны, и, стало 
быть, равны  их углы Б. А так  как  они смежные, то 
значит прямые. Таким образом, А А х± .а .

С л у ч а й  а ) .  Пусть, для простоты, точка А ле
жит на отрезке а, так  что имеем на а отрезки АВ,  
А В \.  П ользуясь  только что изложенным построением, 
построим где-нибудь прямой угол Отложим рав
ный ему угол В А С  от отрезка А В ,  от его конца А.

Он прямой, поскольку равен пря
мому углу. Следовательно, АС X 
Х а .  □

Это построение как бы воспро
изводит откладывание прямого угла 
с помощью угольника.

Д ля доказательства единствен
ности перпендикуляра нам нужна 

Л емма (обратная теореме о сум
ме смежных у гл о в ) . Если у  двух  
углов  одна сторона общая, а две  
другие расположены по разные  
стороны от нее, и в сумме углы  со
ставляют 180°, то они смежные. Д о 
кажите это самостоятельно. □  

Теорема 2. Перпендикуляр, про-
Рис. 25 веденный из данной точки к дан

ному отрезку, единственный.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим противное, и 

пусть отрезки А В , А С  перпендикулярны ВС. Продол
жим отрезок А В по другую сторону от ВС  на отре
зок В А '  =  А В .  Треугольник А 'В С  равен А  АВС.  П о
этому их углы  С  равны. Применяя предыдущую лем
му, приходим к противоречию (рис. 25). □



§ 2. Параллельность. Метрические соотношения 
в треугольнике

В связи с аксиомой IV! «о параллельны х отрез
ках» мы назвали параллельными равные отрезки АС,  
ВО, проведенные в одну сторону из концов какого- 
либо данного отрезка А В  перпендикулярно к нему. 
Аксиома утверждает, что в таком случае СО =  А В  
(рис. 17).

Лемма 1 . П араллельны е отрезки п ер п енд и куляр н ы  
также отрезку СО.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведя отрезок ЛО, полу
чим два треугольника ЛВО и ЛСО (рис. 26). У них

В и в 2?

Рис. 26 Рис. 27

А С  =  BD  по условию, А В  =  CD по аксиоме, сторона 
ЛО — общая. Поэтому углы этих треугольников р ав 
ны, в частности Z  В  =  Z. С. Но угол В  по условию 
прямой. Следовательно, и угол С прямой, так  что 
АС  ±  СО. Д ля BD  вывод тот же. □

Таким образом, здесь все отрезки играют попарно 
одинаковую роль: противоположные равны и в общих 
концах взаимно перпендикулярны; короче, они о б р а 
зуют прямоугольник.

Сумма углов треугольника. Вот еще одна пере
формулировка V постулата.

Лемма 2. Сумма углов  прям оугольного  треуголь
ника равна развернутому углу .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть A B C  — треугольник 
с прямым углом Л. Проведем отрезок BD,  равный 
АС,  в ту же сторону от А В  под прямым углом к А В  
(рис. 27). Получаем прямоугольник. Треугольники 
A B C  и D B C  равны по трем сторонам. Т ак  как  они 
составляют прямоугольник, то сумма всех их углдв 
составляет четыре прямых угла. А значит, у одного 
треугольника сумма углов равна двум прямым. О



Из доказанного очевидно вытекает 
Следствие. У прямоугольного треугольника два  

уг л а  острые, и их сумма равна прямому углу.  □  
Л е м м а  3. Во всяком треугольнике два угла острые. 

Е с л и  в треугольнике Л ВС у гл ы  А , В острые, то ос
но вание  высоты СН лежит на А В .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если в треугольнике один 
угол прямой, то два другие острые (предыдущее след
ствие).  Допустим, в треугольнике А В С  угол В тупой.

А M B A  в н в
Рис. 28 Рис. 29

П роведем высоту СН. Если бы точка Н  леж ала  на 
луче В А ,  то у прямоугольного треугольника С ВН  угол 
В  был бы тупой (рис. 28), что невозможно. Значит, Я  
л еж и т  с другой стороны от точки В, и мы имеем пря
моугольный треугольник А С Н ,  причем В  на А Н .  Его 
углы А , С острые. Значит, и углы А, С треугольника 
А В С  острые (рис. 29).

Пусть у треугольника А В С  углы А, В  острые. 
Если бы основание Н  высоты СН  не лежало на АВ,  
то мы имели бы прямоугольный треугольник с тупым 
углом — или А Л С Я  с углом А  (рис. 30), или А Н С В  
с  углом В. Но ни то, ни другое невозможно. Лемма 
до казан а .  □

Будем  обозначать прямой угол (точнее, его вели
чину) буквой d.

Т еорем а 1. Сумма углов  любого треугольника 
р авна  2 d, т. е. развернутому углу .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дан треугольник 
А В С .  По лемме 3 у него два угла острые, пусть это 
будут углы А, В. Тогда по той ж е лемме 3 основание 
Н  высоты СН  лежит на А В .  Поэтому имеем два п ря
моугольных треугольника Д Д С Я  и А ВСН  (рис. 30). 
С уммы их углов равны 2d, так  что у обоих вместе



4 й. Но углы при И  дают 2й. Поэтому сумма о с т а л ь 
ных углов равна 2с!:
Z - ‘4 + Z B + z C l +  / С 2= / 4 + / В - | - / С  =  2йу

что и требовалось доказать. □
Углы при параллелях  и секущей. О пределим  

параллельные отрезки а, Ь (короче — п а р а л л е л и ) к а к  
такие, у продолжений которых а, Ь есть общий п ер 
пендикуляр (т. е. такой отрезок А В ,  что А  е  а, В  е  Ь, 
А В ± . а  и АВЛ_ Ь ) .  Д оказанн ая  в начале п а р а г р а ф а  
лемма 1 равносильна следующему.

Л емма 1а. Е сли  вдоль параллельн ы х отрезков а, Ь 
от концов их общего перпендикуляра А В  отложить 
в одну сторону равные отрезки АС, ВО, то СО  — 
также их общий перпендикуляр. При этом он р а ве н  
А В  (см. рис. 26). □

Сказанное можно выразить еще так.
Из каждой точки одного из па р а ллельн ы х  отрез

ков идет ко второму или его продолжению их о б щ и й  
перпендикуляр.  (Здесь второй отрезок п р ед ставл яет
ся, если нужно, продолженным так, чтобы на нем с а 
мом был конец общего перпендикуляра.)

Отрезок, пересекающий две параллели — п а р а л 
лельные отрезки, — называется секущей. Углы с вер 
шинами в точках пересечения А, В  объединяются, как  
обычно, в пары, как  внутренние накрест л е ж а щ и е  
и т. д. Им можно дать формальные определения. В н у 
тренние — это углы, образуемые отрезком А В  с от
резками, на которые параллели делятся точкам и  А  
и В. Накрест лежащие  — это те, стороны которых л е 
ж ат  по разные стороны от А В ,  а вершины — у одного 
А, у другого В. Соответственные — это такие  два 
угла, один из которых внутренний, а другой верти
кальный накрест леж ащ ем у (рис. 31).

Теорема 2. Внутренние накрест леж ащие у г л ы  при  
параллелях  равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точки А, В  л е ж а т  на 
параллельных отрезках а, Ь: А на а, В  на Ь. П р о в е 
дем отрезок А В  и из точки А —  перпендикуляр АС  
к отрезку Ъ. В силу леммы 2 он такж е перпендику
лярен а (рис. 32). Треугольник А В С  прямоугольный, 
поэтому в нем / , А - \ -  / . В  =  й . А так  как А В Л -а , ,  то 
углы при А с общей стороной А В  составляют прямой 
угол, т. е. /~ А -\- ¿ .А \ =  й. Вместе с предыдущ им



равенством это дает  ¿ В = £ А \ ,  что и требовалось 
д о казать .  □

Отсюда ввиду определения соответственных углов 
непосредственно вытекает

Следствие. Соответственные углы  при параллелях  
равны .  □

Н ач ал а  тригонометрии. Тригонометрию мы начнем 
с отношения проекции наклонной к самой наклонной, 
т. е. с  косинуса острого угла.

Наклонная и проекция определяются как обычно. 
Н а к л о н н а я  к отрезку о — это отрезок, не перпенди
кулярны й а, с концом, принадлежащим а. Проекция  
о тр езк а  А В  на прямую а это такой отрезок А 'В ',  
содерж ащ ийся в а, что А А '  н В В ' _1_ а (рис. 33) (или 
А '  совпадает с А,  либо В'  — с В ) .

Отношение отрезков мы определим как отношение 
их длин, измеренных в произвольном масштабе. Из 
теоремы  5, § 4 о замене масштаба следует, что у к а 
занное  отношение не зависит от того, в каком мас
ш табе  выражены длины отрезков. Поэтому его можно 
записы вать  как отношение самих отрезков: а/Ь.

Л е м м а  4. Пусть А В , В С  — отрезки, составляющие 
од и н  отрезок АС, и А 'В ' ,  В 'С '  — их проекции на  
од и н  и тот же отрезок. Тогда если А В  =  ВС, то 
А 'В '  =  В 'С '  (рис. 33).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполнены условия 
л ем м ы  и А В  =  ВС. Отрезки А А ',  В В '  перпендику
л яр н ы  одному отрезку, а значит, имеют общий пер
пендикуляр А 'В '.  Поэтому согласно лемме 1а у них 
(или у  содержащих их отрезков) есть общий перпен
ди к у ляр  А В и причем А В 1 =  А 'В '.  Если В\ =  В, то 
все просто. Если В \ Ф  В, мы получаем треугольник 
А В \ В  с прямым углом В\ и с А В \ = А ,В '  (рис. 34).



Совершенно так же можно построить треугольни к  
ВС \С  с прямым углом С и с ВС\ =  В'С'.

У этих треугольников, по условию, равны ги п о т е 
нузы: А В  =  ВС.  Кроме того, их углы В, С равн ы  к а к  
соответственные (поскольку отрезки В В '  и С С '  п а 
раллельны; рис. 34). А т а к  как углы В и С\ п р ям ы е,  
то и другие их углы — А, В  — равны (как следует  из

того, что сумма всех углов одна и та ж е). С л е д о в а 
тельно, треугольники равны, так что АВ\ =  В С Х. А т а к  
как А В Х =  А 'В '  и В С ^ В ' С ' ,  то А 'В '  =  В 'С ',  что и 
требовалось доказать. □

Замечание. Утверждение, что углы В к С в  р а с 
сматриваемых треугольниках А В В и В С С Х со о тв ет 
ственные, основано на том, что эти треугольники л е 
ж ат  с одной стороны от Л С (не считая, конечно, с а 
мого отрезка АС) .  Это так, потому что угол В^ВС^  
прямой и, стало быть, меньше угла В^ВС, т а к  что 
отрезок ВС\ проходит между ВВх и ВС.

Теорема 3. Отношение проекции к наклонной о д н о  
и то же для наклонных и проекций, образую щ их р а в 
ные углы.

Д окаж ем сначала частный случай этой теорем ы .
Теорема За. Отношение проекции к н а к л о н н о й  

одно и то же для  наклонны х и проекций, о б р а з у ю 
щ их один и тот же угол, когда  наклонные, как  и  п р о 
екции, налегают друг на друга.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отрезок а — н а к л о н 
ная к некоторому отрезку а', точка А — ее конец  на 
а'. Возьмем на а какой-нибудь отрезок е, и п усть  

— его проекция на а'. Будем  измерять отрезки  А В ,



налегающие на а, масштабом е, а отрезки А М ',  на
легаю щ ие на а', — масштабом е' (рис. 35).

Пусть отрезок А М  составлен из некоторого числа 
п-х  долей отрезка е. Тогда, как следует из леммы 4,

его проекция А М '  состав
лена из такого же числа 
п-х долей отрезка е'. П о
этому длины отрезков 
АМ, А М '  в масштабах е, 
е' численно равны. Так 
как длина любого отрез
ка является пределом 
длин отрезков, составлен
ных из целых долей мас- 

А м '  а '  штаба, то тот же вывод
Рис. 35 верен для любого отрез

ка с наклонной а и его 
проекции с'. Обозначая длины в масштабах е и е' 
через I и это можно записать так:

Г ( с ' ) =1 { с ) .
, I (с')

П о правилу замены масш таба I'(с') =  ~ ц 7 ) '  Поэтому

Это и значит, что отношение проекции с' к наклон
ной с одно и то же для любой наклонной с. Теорема 
За доказана. □

а 5
Рис. 36

Докажем теперь теорему 3 в общем случае. Пусть 
имеются две наклонные, образующие со своими про
екциями равные углы с вершинами А, В. Отложим 
вдоль них от точек А, В  равные отрезки а, Ь, и пусть 
а ’, Ь' —  их проекции (рис. 36). Отрезки а, Ь служат 
гипотенузами, а а', Ь' — катетами двух прямоуголь-



ных треугольников с углами А, В. Так как а =  Ь 
и ZЛ  =  Z^J> то треугольники равны и, стало б ы ть ,
а' =  Ь'. П о э т о м у . По доказанному выше, д л я
любой наклонной с и ее проекции с', налегающих н а
а и а', имеет место равенство Следовательно,

с' Ь' 
с Ь

Этим равенством и вы раж ается  сказанное в т е 
ореме. □

Теорема Пифагора. Д о к а з а н н а я  теорема 3 п р е д 
ставляет основание для вывода всех соотношений м е 
ж ду  сторонами и углами треугольников, п р е ж д е

всего — теоремы Пифагора (рис. 37): квадрат г и п о 
тенузы равен сумме квадратов катетов.

Пусть а, Ь — катеты, с —  гипотенуза, са, Сь — п р о 
екции катетов на гипотенузу. По лемме 4 основание 
высоты лежит на гипотенузе, и поэтому са +  сь =  с.

Из теоремы 3 заключаем, что ■ ~  =  ~ .  так что а2 —
—  с-са. Аналогично, Ь2 = с с ь .  И, складывая, получаем  
а2 +  Ь2 =  с2. □

Из теоремы Пифагора очевидно следует 
Теорема 4. Проекция м еньш е наклонной.  □
Отсюда выводится:
Теорема 5. Сумма д в у х  сторон треугольника  

больше третьей. (Так к ак  эта третья сторона есть  
либо сумма, либо разность проекций двух других с т о 
рон; рис. 38, а, б.) □

Тригонометрические функции. Теоремы о треуголь
никах. Теорема 3 равносильна тому, что отнош ение 
проекции и наклонной зависит только от угла м е ж д у  
ними, т. е. является его функцией. Это — к о си н ус

7 А. Д . Александров, Н. Ю. Нецветаев



острого угла А  (угол между наклонной и проекцией 
острый), обозначается cos Л. Косинус смежного с ним 
тупого угла определяется как то же отношение с ми
нусом. Косинус прямого угла полагают равным нулю.

Отношение перпендикуляра, опущенного из конца 
наклонной, к наклонной — то же, что отношение про
тиволежащего катета  к гипотенузе,— зависит только 
от угла, так как  из теоремы Пифагора следует, что

(т)2==1 - ( 4 )2= 1- соз2л.
Отношение а/с есть синус угла Л, обозначается 
sin  Л. Синус см еж ного с ним угла определяется тем 
ж е  отношением.

Далее устанавливаю тся две основные теоремы 
о треугольниках: теорема синусов и обобщенная 
теорема Пифагора, которую обычно называют теоре
мой косинусов.

Теорема синусов. В о  всяком треугольнике стороны 
относятся как синусы  противолежащих углов:

sin A  sin В  sin С

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля высоты, опущенной из 
вершины С, по сам ом у определению синуса, имеем:

h =  a sin В =  Ъ sin Л.

Отсюда sin А sin В Ана-а Ь
логично получаем равенство

sin A sin С
а с П

Обобщенная теорема Пи
фагора (теорема косину
сов). Во всяком треуголь
нике

с2 =  а2 +  Ь2 — 2ab cos С.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пользуясь теоремой П иф а
гора и определением косинуса, получаем (рис. 39):

с2 =  h2 +  a2, h2 =  Ь2 — агь< 

ab =  b cos С, аъ +  ас =  а.



Отсюда выводится утверждение теоремы. (В первых 
двух равенствах знаки ас, аь не имеют значения!) □

Подведем итог.
Основные соотношения в треугольнике.
1. Сумма углов равна 180°.
2. Теорема синусов (тройное равенство).
3. О Т П — обобщенная теорема П иф агора (три р а 

венства) .
4. Выражение площади (три равенства) .
С помощью этих теорем можно получить, в прин

ципе, все теоремы о треугольниках. Например, тео 
ремы о подобии.

1 . Е сли  у  двух  треугольников у гл ы  равны, то сто
роны пропорциональны.  Непосредственно выводится 
из теоремы синусов.

2. Если  стороны пропорциональны, то углы  равны.
Из ОТП следует: если стороны пропорциональны,

то косинусы углов равны, а значит, и углы равны.
3. Если  две пары сторон пропорциональны  и у гл ы  

между ними равны, то все стороны пропорциональны  
и углы  равны.

Из ОТП следует, что при условиях этой теоремы 
третьи стороны тоже пропорциональны, и тогда р а 
венство углов следует из 2 .

Читатель детально проведет все эти выводы и т а к 
же проведет выводы других теорем о треугольниках, 
как указано далее в задачах.

Задачи.
1. Если с2 =  а 2 +  Ь2, то Z  С =  90°, — обратная 

теорема Пифагора.
2. Если у двух треугольников две стороны одного 

равны двум сторонам другого, а углы между ними 
не равны, то третья сторона там  больше, где угол 
больше, и обратно: угол больше, где сторона больше.

3. Во всяком треугольнике сторона меньше суммы 
и больше разности двух других, например, а +  b >
>  с > \ а  —  Ь\.

4. В треугольнике против большей стороны л еж и т  
больший угол, и обратно. (С помощью теоремы си 
нусов.)

5. Теорема синусов следует из ОТП. Именно,

. „  с ■sj'l (a2b2 -f  Ь2с2 +  с2а 2) — (а 4 +  Ь* +  с4)
S i n  С —  2abc ’



sin Стак  что отношения —-—  и т. п. равны друг 
другу.

6. Во всяком треугольнике

cos В  — cos С =  а ° (с +  b — а) (с — b).

Отсюда следует, что против большей стороны лежит 
больший угол, и обратно.

7. П лощ адь  треугольника вы раж ается  формулой
Герона ( в  ней a +

S  =  ^ / p ( p  — a)(p — b)(p — c) .

Выводится из того, что S =  -i- ab sin С,' и результата 
задачи 5.

8. Пусть в А А В С  точка D на АВ.  Тогда если 
A D  =  Ci, B Ú  =  с2 и CD - d, то

^  а2с\ +  b2c¡
U C¡C¿-

Найдите отсюда медиану и биссектрису. В случае бис-
cb са т .  ,сектрисы c¡ =  -  + -¿-, с2 =  — ь . Наидите сумму

квадратов медиан.
9. Во всяком треугольнике с =  a cos В  +  b cos А 

(геометрически очевидно, но можно вывести из ОТП, 
сложив а2 и Ь2).

10. Во всяком треугольнике sin С =  sin  A cos В +  
+  s i n £ c 0sy4, — следует из 9 и теоремы синусов.

11. Тот факт, что сумма углов треугольника равна 
180°, можно вывести из ОТП. (Это следует из 10: 
sin A cos В +  s in  В  cos А =  sin (А +  В ) , т ак  что либо 
Z C =  Z A  +  Z B ,  либо Z A  +  Z B =  180° — Z C .  При
меняя тот ж е  вывод к Z A  и Z B  вместо Z C ,  убе
димся, что Z A - \ - Z B - \ - Z C  =  180°.)

П араллельны е прямые. Завершим этот параграф 
традиционными теоремами о параллельных прямых. 
(Впрочем, как  ясно из вышеизложенного, в элемен
тарной планиметрии можно обойтись параллельными 
отрезками.) В заключение мы еще раз  обсудим, бо
лее подробно, эквивалентные формулировки аксиомы 
параллельных.



Теорема 6. Через каждую точку лю бой  из д в у х  
прямых, перпендикулярны х одному отрезку, проходит 
общий перпендикуляр  этих прямых-, все  эти перпенди
куляры  равны  друг другу.

Это непосредственно следует из леммы 1, стоит 
лишь вместо отрезков с общим перпендикуляром 
представить себе содержащие их прямые. □

О прямых в теореме 6 говорят, что они располо
жены на постоянном расстоянии друг  от друга (по
скольку расстояние отмеряется по перпендикуляру). 
Прямые, которые не имеют общих точек, называются 
параллельными.  Прямые, расположенные на постоян
ном расстоянии, очевидно параллельны . Верно т а к 
же обратное; это вытекает из следующей «основной 
теоремы о параллельных».

Теорема 7. Через каждую точку А , не лежащую  
на данной прямой а, проходит только одна прямая,  
параллельная а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Опустим из Л на а перпен
дикуляр А В  и проведем через Л перпендикулярную 
ему прямую Ь. Она параллельна а.

Пусть Ь' — какая-либо проходящ ая через Л пря
мая, отличная от Ь. Она пересекает Ь, и потому один 
из ее лучей с с началом Л леж ит с той же стороны 
от Ь, что и прямая а. Пусть а  — угол, который луч с 
образует с перпендикуляром А В .  Возьмем на с т а 
кую точку С, что А В  =  А С  соэ а .  Это равенство озна
чает, что А В  — это проекция отрезка АС;  стало быть, 
точка С леж ит на прямой а, т. е. п р ям ая  Ь' ее пере
секает, и теорема 7 доказана. □

Аксиома параллельных прямых. Обычно прини
мают не нашу аксиому о параллельны х отрезках, 
а аксиому о параллельных прямых:

Через каждую точку, не леж ащ ую  на данной пря
мой а, проходит не более одной прямой, п а р а ллель 
ной а.

А то, что есть хотя бы одна параллельная ,  дока
зывается (без всякой аксиомы о параллельны х пря
мых или отрезках).  Именно:

Через каждую точку А, не леж ащ ую  на данной 
прямой а, проходит прямая, п а р а л л ел ь н а я  а. Это 
прямая, перпендикулярная п ер п ен д и куляр у  А В  к пря
мой а.



Выполняется и более общее утверждение, изве
стное из курса средней школы (тоже доказываемое 
без всяких аксиом о параллельных):

Теорема 8. Е сли  прямые а, Ь, проходящие через 
точки А , В, образуют с отрезком А В  с одной стороны 
от него углы , равны е в сумме 2й  — двум  прямым у г 
лам, то эти прям ы е параллельны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть прямые а, Ь, как ска
зано, образую т с отрезком А В  углы с одной стороны, 
в сумме равны е 2й. Тогда с другой стороны — сумма 
углов та ж е  самая (так как те углы смежные,

>с
А .

Рис. 40

рис. 40). Допустим, вопреки утверждению, что пря
мые а, Ь пересекаются в какой-то точке С, так что 
имеем треугольник АВС.

Построим с другой стороны от А В  треугольник 
А В С и равный А А В С ,  но расположенный так, что его 
угол А  равен  углу В  в А А В С ,  и тогда его угол В 
равен углу А  в А А В С .  Тогда при точках А  и В углы 
обоих треугольников дают в сумме 2й  — развернутый 
угол. Поэтому отрезки АС  и Л С] образуют один от
резок С С Х, т ак  же, как отрезки В С  и ВС\ образуют 
один отрезок СС\.

Выходит, что точки С и С] соединены двумя отрез
ками. А это невозможно (по аксиоме). Следователь
но, прямые а, Ь не пересекаются, что и требовалось 
доказать. □

То, что сумма односторонних углов Л, В — с од
ной стороны от отрезка А В  — равна развернутому 
углу, равносильно тому, что равны углы при Л и В 
с разных сторон от А В  — накрест леж ащ ие углы (по
скольку углы при Л, как и при В, смежные и в сум
ме равны развернутому).

Поэтому из доказанного следует:
Теорема 9. Е сли  накрест лежащие углы  равны, то 

а\\Ъ. □



Если принять аксиому параллельных, то можно 
доказать такж е обратное.

Теорема 10. Е сл и  прямые а, Ь п а р а ллельн ы , то 
накрест лежащие углы  при отрезке А В  с концам и  на 
прямых а, Ь равны.

Действительно, так как прямая Ь, проходящ ая че
рез данную точку В  и параллельная данной прямой а, 
только одна, то она и есть та, для которой накрест 
лежащий угол при точке В  равен углу при А. □  

Теорема 11. Е сли  принята аксиома о п а р а л л ел ьн ы х  
прямых, то выполняется аксиома п а р а л л е л ь н ы х  от
резков: если отрезки А В  и ВО равны  друг  другу,  
лежат с одной стороны от 
отрезка А В и перпендику
лярны ему, то СО = А В .

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Так как отрезки АС, ВО  
перпендикулярны АВ,  то 
прямые АС, ВО  параллель
ны (по доказанному). Поэто
му накрест леж ащ ие углы 
при точках А и О  равны Рис- 41
(рис. 41). Следовательно, у
треугольников А С О  и ВАЕ> равны углы А  и £> и заклю 
чающие их стороны: А В  общая и А С  =  ВО .  Следо
вательно, А В  =  СО, что и требовалось д оказать .  □  

Таким образом, мы доказали, что при аксиоме па
раллельных прямых выполняется аксиома п араллель
ных отрезков. А так  как выше было д оказано  обрат
ное, то аксиомы равносильны.

Постулат Евклида утверждает:
Если прямые а, Ь, проходя через концы  отрезка 

АВ, образуют с ним с одной стороны углы , в  сумме  
меньше 2й, то эти прямые пересекаются, причем с 
той же стороны от АВ.

Оставим последнее уточнение — и без него по
стулат равносилен аксиоме параллельных. Действи
тельно, все четыре угла, какие образуют прямы е а, Ь. 
с отрезком А В ,  составляют в сумме 4с1, так  что 
либо с обеих сторон от А В  суммы углов равны 2(1, 
либо с одной стороны сумма меньше 2й. В первом 
случае прямые параллельны (по теореме 8), и, ста
ло быть, во втором случае, если выполнена аксиома



параллельны х, они пересекаются, т. е. выполнен по
стулат  Евклида.

Если же выполнен этот постулат, то во втором 
случае прямые пересекаются. Это значит, что пря
мая Ь, проходящая через точку В  и параллельная а, 
только одна — та, для которой сумма углов с одной 
стороны как  раз равна 2й. Значит, выполнена ак 
сиома параллельных.

Д оказательство  того, что при аксиоме параллель
ных выполняется постулат Евклида в полном объеме: 
с утверждением о том, с какой стороны пересекаются 
прямые, мы оставляем читателю в качестве задачи. 
Понятно, задача состоит в возможно более непосред
ственном доказательстве, потому что если считать 
доказанной  теорему о сумме углов треугольника, то 
утверждение, что прямые пересекаются с той сторо
ны, где сумма углов меньше 2(1, становится оче
видным. □

§ 3. Н ачал а  стереометрии: прямые и плоскости 
в пространстве

Исходные факты, касающиеся прямых и плоско
стей, изложены в § 8, гл. I. З а  ними следует рас
смотрение взаимного расположения двух прямых, 
в частности, доказывается теорема: через точку вне 
данной прямой а проходит прямая, ей параллель
ная ‘), и притом только одна.

Удобный способ дальнейшего изучения взаимного 
располож ения прямых и плоскостей дает применение 
векторов. Проследим это на основных примерах.

Векторы и операции с ними (скалярное произве
дение в том числе!) были определены в гл. III, ч. 1, 
отправляясь  от направленных отрезков. Напомним:

Д в а  направленных отрезка А В ,  СО имеют одно 
н ап равлен ие— сонаправлены, если при продолжении 
они не расходятся, т. е. каковы бы ни были налегаю
щие на А В  и СО равные отрезки А Н , СЫ, расстояние 
МЫ  ограничено: меньше некоторой константы с.

Д в а  направленных отрезка представляют один и 
тот ж е  вектор (равны как векторы), если они сона
правлены  и равны по длине.

'') Прямые в пространстве называются параллельными, если 
они л еж а т  в одной плоскости и не имеют общих точек.



Были доказаны:
Теорема 1. Д ва  направленны х отрезка, с о н а п р а в -  

ленные с третьим, сонаправлены.
Теорема 2. Д в а  направленны х отрезка А В ,  С О  

сонаправлены тогда и только тогда, когда они л и б о  
лежат на параллельных прям ы х по одну сторону от 
прямой АС, либо лежат на  одной прямой и о д и н  и з  
лучей  А В , С й  содержит другой.

Отсюда сразу выводится
Теорема 3. Д ве  прямые, параллельны е третьей, 

параллельны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть прямые а, Ь п а р а л 

лельны прямой с. Тогда, опираясь на теорему 2, м о ж 
но, взяв на с направленный отрезок СС1, в з я т ь  н а
а и Ь отрезки А А {, В В {, сонаправленные с ним. 
По теореме 1, они сонаправлены друг с другом. А  с т а 
ло быть, по теореме 2, они леж ат  на п а р ал л ел ь н ы х  
прямых, так что а\\Ь, что и требовалось д о к аза ть .  □

Точно так же, как в гл. III  ч. 1, могут быть п о л у 
чены все результаты о векторах, которыми мы зд есь  
будем пользоваться.

Д алее  на основе угла между векторами м о ж н о  
определить угол между прямой и плоскостью . 
В частности, вводится понятие перпендикулярности.

Перпендикуляры к плоскости.
Теорема 4. Вектор, перпендикулярный к д в у м  не  

коллинеарным векторам, леж ащим в данной п л о с к о 
сти, перпендикулярен ко всякому вектору, л еж а щ е м у  
в той же плоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а, Ъ — два н еколли- 
неарных вектора в плоскости а  и вектор с им п е р 
пендикулярен, так что ас =  Ьс =  0.

Всякий вектор р  в той ж е  плоскости п р ед став л яе т 
ся как сумма векторов р\, р 2, коллинеарных а  и Ъ, т а к  
что р\С — р 2с =  0. Поэтому

ср  =  С (р, +  р2) =  с р { +  ср2 =  0,

т. е. с А - р ,  что и требовалось доказать. □
Д оказанная теорема очевидно равносильна сл е 

дующей (в которой уж е нет речи о векторах).
Теорема 5. Прямая, перпендикулярная д вум  п е р е 

секающимся прямым, леж ащим в данной плоскости,  
перпендикулярна всякой прямой, лежащей в этой



плоскости, и тем самым перпендикулярна этой п ло 
скости. □

Этот признак перпендикулярности позволяет до
казать , что:

(1) Через л ю б у ю  данную точку проходит пло 
скость, перпендикулярная данной прямой, и притом 
только одна.

(2) Через всякую  точку плоскости проходит пря
мая, перпендикулярн ая  этой плоскости, и притом 
только одна.

Читатель либо вспомнит, либо сам найдет д о каза 
тельства этих утверждений.

(3) Прямая, па р а ллельн а я  прямой, перпендику
л я р н о й  плоскости, перпендикулярна той же плоскости. 
Это можно вывести из того, что на параллельных 
прямых можно взять равные векторы и их скалярные 
произведения с векторами в плоскости равны.

(4) Прямые, перпендикулярные одной плоскости, 
параллельны .  Выводится из (3).

Двугранный угол измеряется углом, образуемым 
леж ащ им и на гранях отрезками, перпендикулярными 
ребру. Эти отрезки на каждой грани параллельны, 
и потому угол один и тот же, из какой точки ребра 
ни проведены отрезки (рис. 42).

Равенство углов между отрезками, представляю
щ ими те же самые векторы, лежит в основе опреде
ления скалярного произведения.

Три перпендикуляра.
Теорема 6. Пусть А  — точка вне плоскости а, и 

пусть прямая а и отрезок В С  лежат на а, причем  
С ^ а  и В С  ±  А В  (рис. 43). Возможны три перпен
дикулярности:

Рис. 42 Рис. 43



а) А В  _1_ а, б) СА _1_ а, в) СВ  _1_ а. Утверждается, 
что если выполнены две из них, то выполняется и  
третья.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть и Ф  О — вектор н а  
прямой а. Напишем скалярное произведение

а ■ А В  =  а ■ (СВ — СА) —  а ■ СВ  — а ■ СА.  ( 1)

Поэтому если два из трех скалярных произведений

а ■ АВ, а  ■ СВ, а ■ С А равны нулю, то равно нулю  и 
третье. А так  как равенство нулю скалярного п р о и з 
ведения равносильно взаимной перпендикулярности 
сомножителей, то получаем:

(а) Если СА Х а и  СВ  _1_ а, то А В  1 а .  А так  к а к  
по условию еще А В  _1_ ВС  и В С  а  а, то выходит, что

вектор А В  перпендикулярен двум векторам а и В С ,

леж ащ им в плоскости а. Значит, А В  _]_ а.
(б) Если А В  1  а  и СА а, то СВ 1  а.
(в) Если А В  1  а  и СВ  1  а, то СА ±  а. □
Случай (а) дает способ опускания перпендику

ляра  из данной точки А на плоскость а, вы раж енны й  
следующей теоремой. В этом заключено и д о к а з а 
тельство существования перпендикуляра, опускаемого

Теорема 7. Пусть А  — точка вне плоскости а  и а  —  
прямая в а. Опускаем на а перпендикуляр  А С  и че
рез С проводим в а  прям ую  Ь ±  а. П ер п енд и к уля р  
А В, опущенный на Ъ, будет перпендикулярен к а .  □

Случаи (б) и (в) дают следующую теорему (н а 
зываемую теоремой о трех перпендикулярах).

Теорема 8. Пусть из точки А на плоскость а  о п у 
щен перпендикуляр АВ, в плоскости а  проведена п р я 
мая а и на ней взята точка С ( Ф В ) .  Утверждается, 
что А С  _1_ а тогда и только тогда, когда В С  _1_ а  
(рис. 43). □

Отрезок ВС  представляет собой проекцию о тр езк а  
А С  — наклонной АС  — на плоскость. Поэтому д а н н а я  
теорема кратко формулируется так:

Теорема 8'. Прямая перпендикулярн а  н а к ло н н о й  
тогда и только тогда, когда  она п ерпендикулярн а  
проекции этой наклонной.



При а - А В  =  0 из формулы (1) следует, что

а АС =  а -  ВС. (2 )

Равенство (2) вы раж ает  даж е больше: скалярное 
произведение единичного вектора а  на какой-либо 
вектор Ъ представляет собой проекции векторов
С Д  СВ  на прямую а. Поэтому равенством (2) вы
р аж ается

Теорема 9. Пусть А С  — наклонная к данной пло 
скости, ВС  — ее проекция на эту плоскость и а — пря
м а я  в этой плоскости, проходящая через точку С. 
Тогда проекции отрезков АС, ВС на прямую а 
равны.  □

П араллельные плоскости — это плоскости, не имею
щие общих точек. Их можно охарактеризовать так: 
Плоскости п а р а ллельн ы  тогда и только тогда, когда 
у  них есть общ ий перпендикуляр.  (Докажите.)

Поэтому из существования перпендикуляра, опу
щенного на плоскость из данной точки, следует: че
р ез  каждую точку, не лежащую на данной плоскости, 
проходит плоскость, ей параллельная.

Д алее  известна
Теорема 10. Е сл и  плоскость а  содержит две пере

секающиеся прямые, параллельные двум прямым в 
плоскости р,  то а | | р .

Д окаж ите ее разными способами, в частности, 
пользуясь перпендикулярами.

Из доказанных теорем можно вывести теорему, 
связанную с определением угла между прямой и пло
скостью.

Теорема 11. Угол между наклонной к плоскости ос 
и ее проекцией на  а  — наименьший из всех углов,  
образуемых на клонной  с прямыми, проходящими в а  
через конец н а к л о н н о й ') .  ^

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть длина наклонной АС  
равна единице. Тогда длина ее проекции CD на пря
мую а, проходящую через С, равна косинусу угла Д 
между А С  и CD: CD =  cos p. A длина проекции ВС

*) То, что прямые проходят через конец наклонной, на са
мом деле не имеет значения, так как прямая, скрещивающаяся 
с данной, образует с ней, по определению, такой ж е угол, как 
прямая, ей параллельная.



наклонной на плоскость а  р а в н а  .косинусу угла  у  
между Л С и ВС  (рис. *44). И так ,

соэР =  С/), соэ у =  ВС.

Вместе с тем, по теореме 9, СО  есть проекция о т 
резка В С  на прямую а. П оэтом у  СО <  ВС, и, сле-

довательно, cos р <  cos у. А т а к  как  косинус — ф у н к 
ция убывающ ая, то р >  у, что и требовалось д о к а 
зать. □

§ 4. Фигуры с внутренними точками

Общие понятия границы и внутренности фигуры 
(множества точек) относятся к топологии (см. часть 5 ) .  
Здесь мы определим их на плоскости и в простран
стве, в понятиях нашей аксиоматики планиметрии и 
стереометрии. Ролъ, какую в планиметрии играет  
круг, в стереометрии играет шар.

Определение. Точка Л считается граничной  д л я  
данной фигуры, если сколь угодно близко к ней есть 
как точки, принадлежащие фигуре, так  и точки не 
принадлежащие ей, т. е. те и другие точки есть во 
всяком круге (шаре) с центром Л (рис. 45). Г ранич
ные точки фигуры образуют ее границу.  Граничная 
точка может принадлежать фигуре, а может и не при
надлежать ей. Множество (ф и гура) ,  не содержащ ее 
ни одной своей граничной точки, называется откры
тым, а содержащее всю свою границу — замкнутым.

Точка фигуры, не являющейся ее граничной точ
кой, называется внутренней. Это, стало быть, т а к а я



Точка, с центром в которой существует круг (шар), 
целиком содерж ащ ийся в фигуре (точки В, С на 
рис. 45). Внутренние точки фигуры образуют ее 
внутренность. О фигуре, содержащейся во внутренно
сти фигуры /% говорят, что она содержится (лежит) 
внутри Р.

Точку назы ваю т внешней  для фигуры, если с цен
тром в ней есть круг (шар), не содержащий точек 
фигуры (точка Б  на рис. 45). Это равносильно тому, 
что точка не принадлежит ни фигуре, ни ее границе.

Замечание. Подчеркнем, что на плоскости гранич
ные и внутренние Точки определяются с помощью 
кругов, описываемых вокруг точки, а в простран
ст в е— с помощью шаров. Соответственно граница или 
внутренность фигуры определяются на плоскости 
или в пространстве. Например, на плоскости круг 
имеет внутренние точки, и его границей служит 
окружность. Но рассматриваемый как  фигура в про
странстве круг не имеет внутренности — все его точки 
граничные. С каж ем , основание кругового цилиндра — 
это часть границы цилиндра.Вместе с тем мы говорим
о точках внутри его основания, так  же как о точках 
внутри граней многогранника, и т. п., имея в виду, 
что вокруг этих точек есть круги, содержащиеся 
в грани. (В аналогичном смысле говорят о точках 
«внутри» отрезка.)

Теорема 1. Отрезок, соединяющий точку, лежащую  
внутри фигуры, с точкой, лежащей вне фигуры, пере
секает границу  ф игуры  (т. е. содержит хотя бы одну  
граничную точку, рис. 46).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точка А  лежит внутри 
фигуры О, а точка  В  — вне О. Проведем отрезок АВ.

Рис. 45 Рис. 46



На нем есть такие точки М, что отрезок А М  содер
жится внутри в  (поскольку вокруг А  есть круг, со
держащийся в б ) .  Пусть а — супремум длин таких 
отрезков АМ ,  и пусть АС  — отрезок длины а. Точка С 
не лежит внутри С, так как иначе имелся бы содер
жащий ее отрезок внутри С и длина а =  \АС\  не 
была бы супремумом длин отрезков АМ,  содерж а
щихся внутри (?. Точка С не леж и т  так ж е  вне С, так  
как иначе вокруг нее был бы круг (ш ар),  не содер
жащий точек из в ,  и сколь угодно близко к С не 
было бы точек из О.

Таким образом, С не леж ит ни внутри, ни вне б ,  
а стало быть, лежит на границе, что и требовалось 
доказать. □

Следствие. Ломаная, соединяю щ ая точку внутри 
фигуры с точкой вне фигуры, пересекает границу  
фигуры.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н уж но воспользоваться 
индукцией по числу звеньев ломаной и применить 
предыдущую теорему 1. Подробности остаются чи
тателю. □

Замечание. Доказанная теорема связывается 
с тем наглядным представлением, что граница фигуры 
отделяет ее внутренность от 
внешних точек, или что она 
ограничивает  фигуру.

Однако граница фигуры 
может очень мало соответ
ствовать такому наглядному 
представлению, как пока
зывают два следующих при
мера.

Пример 1. Окружность Рис. 47
круга служит его границей
в наглядном смысле и ограничивает его. Но возьмем 
фигуру /% представляющую собой круг с исключен
ным радиусом г и с радиусом, продолженным на 
отрезок а (рис. 47). Граница этой фигуры представ
ляет собой объединение окружности, ее радиуса г и 
отрезка а. В наглядном смысле трудно сказать, что 
такая граница ограничивает фигуру р.

Пример 2. Пусть Т7— множество точек с рацио
нальными координатами х, у  в квадрате  <3 : 0 ^  х  ^  
^  1, 0 ^ г / ^ 1 .  Границей этого множества служит



весь квад рат  <2. Здесь нельзя сказать, что граница 
«ограничивает» фигуру

З ам кн у тая  область. Выделим фигуры, границы 
которых не имеют таких особенностей, как в при
мерах 1 , 2 .

Определение. Замкнутой областью называется фи
гура со следующими свойствами:

( 1 ) она обладает  внутренними точками;
(2 ) она содерж ит свою границу;
(3 ) ее граница является такж е границей ее внут

ренности;
(4) лю бые две ее внутренние точки можно соеди

нить ломаной, содержащейся целиком внутри фигуры.
Если фигура удовлетворяет условиям (1) — (3), то 

мы говорим, что ее граница ограничивает  ее (и также 
ограничивает ее внутренность). Соответственно мы 
говорим, что фигура Б ограничивает фигуру в ,  если 
^  служит границей фигуры О, удовлетворяющей 
условиям ( 1 ) — (3).

Например, окружность ограничивает круг, а сфе
р а — шар; п рям ая  ограничивает полуплоскость, пло
скость ограничивает полупространство.

Определение. Фигура называется ограниченной  
(по разм ер ам ) ,  если расстояния между ее точками 
ограничены, т. е. существует такой отрезок й, что вся
кий-отрезок , соединяющий точки фигуры, по длине 
не превосходит й.

Н а плоскости это равносильно тому, что фигура 
содержится в некотором круге (достаточно взять 
круг радиуса й  с центром в любой точке фигуры). 
В пространстве это равносильно тому, что фигура 
содержится в некотором шаре.

Согласно данным определениям, замкнутая огра
ниченная область — это ограниченная фигура с ука
занными выш е свойствами 1—4.

В пространстве такая фигура называется телом 
(иногда условие ограниченности от тела не требует
ся).  Н а плоскости такую фигуру назовем площадкой.

Предостережение. Как это ни удивительно, одна 
и та же ф игура  может ограничивать не две, а три
и... даж е  бесконечно много замкнутых областей. Со
ответственно, ограниченная фигура может на пло
скости ограничивать несколько и даж е  бесконечное 
число площ адок, а в пространстве — тел. К  счастью,



поденные «чудовища» водятся лиш ь в очень глубоких 
теоретико-множественных дебрях, и к «фигурам» их 
можно отнести лишь довольно условно. В случае 
многоугольных и многогранных фигур, к изучению 
которых мы переходим, ничего похожего не бывает. 
Тем не менее и здесь аккуратность в определениях не 
помешает.

Треугольник с внутренностью. Треугольник, пони
маемый не как  фигура из трех отрезков, а как огра
ниченная ими «часть плоскости», можно определить 
следующим образом.

Треугольник с внутренностью или плоский тре
у го л ь н и к —  это площадка, ограниченная тремя отрез
ками (т. е. граница ее представляет собой тре
угольник).

Теорема 2 . Плоским треугольником будет фигура, 
образованная отрезками, проведенными из вершины  
треугольника во все точки противоположной стороны. 
И з какой вершины проводятся отрезки — б езразлич
но: фигура получается одна и та же.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Внутренние точки указан 
ной фигуры Т  — это те, которые л еж а т  на отрезках, 
проведенных из вершины в точки на противополож
ной стороне. То, что вокруг 
каждой точки можно опи
сать круг, содержащийся в 
Т, очевидно, и доказатель
ство мы оставляем читате
лям, так ж е  как доказа
тельство того, что границу 
фигуры Т образуют стороны 
треугольника.

Нужно еще доказать, 
что фигура получается одна
и та же, из какой бы вершины ни проводить отрезки 
до противоположной стороны. То есть если А В С — 
треугольник и М  — точка на отрезке А й  с концом £) 
на ВС, то М  такж е  лежит на отрезке В Е  с концом Е  
на А С  и на отрезке С/7 с концом Е  на АВГ (рис. 48).

Действительно, пусть точка О на В С  и точка М  
на А Б .  Отрезки АО  и А С  сл у ж ат  поперечинами 
угла В. Поэтому отрезок В М  при продолжении за 
точку М  пересечет, согласно теореме 3 § 6, гл. I, сто
рону АС. Это завершает доказательство теоремы 2. □



Зам ечание. В определении плоского треугольника 
как  площ адки, ограниченной треугольником, не за 
ключен способ определять, какие точки принадлежат 
площадке, а какие — нет. Д оказанная  теорема 2 дает 
такой способ отличать внутренние точки от внешних. 
Достаточно из какой-нибудь вершины провести через 
данную точку М  отрезок, равный наибольшей из сто
рон треугольника. Он пересечет противоположную 
сторону тогда и только тогда, когда точка М  внут
ренняя (докаж ите).

Отметим ещ е две теоремы.
Теорема 3. Точка А лежит внутри треугольника 

тогда и только тогда, когда на стороне треугольника 
найдется такая точка В, что луч  А В  при продолжении 
за точку В  не содержит точек сторон треугольника.

Т еорема 4. П лоский треугольник является пересе
чением трех полуплоскостей, каждая из которых 
ограничена прямой, проходящей через две вершины, 
а сама содержит третью вершину.

Д о к а з а т е л ь с т в а  оставляем читателю. □
Угол к а к  «часть плоскости». Плоским неразвер

нутым угло м  называется замкнутая область (на пло
скости), ограниченная двумя лучами, не образующи
ми одну прямую. Эти лучи — стороны угла, их общее 
начало — верш ина  угла (поскольку лучи ограничи
вают область, то у них начало общее).

П лоский  развернутый угол  — это полуплоскость, 
у которой на ограничивающей ее прямой отмечена 
точка — вершина угла; лучи, на которые та делит 
прямую,— стороны угла.

Плоский угол обозначают его сторонами, если 
ясно, о каком из двух углов идет речь.

Теорема 5. Д в а  луча с общим началом ограничи
вают два плоских  угла, при этом каждая точка, не 
леж ащая на данных лучах, принадлежит одному и 
только одному из этих углов.  (Это очевидно... но, 
с точки зрения аксиоматического построения плани
метрии, нуждается в доказательстве.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если два луча образуют 
одну прямую, то они ограничивают две полуплоско
сти. Поэтому для  развернутых углов сказанное в тео
реме непосредственно, следует из того, что прямая 
делит плоскостт. на две полуплоскости.



Пусть теперь а, Ь —  два луча с общ им началом О, 
не образующие одной прямой, т. е. образую щ ие не
развернутый угол аЬ. Пусть аБ — содерж ащ и е их пря
мые. П рям ая а ограничивает две полуплоскости: 
одна из них содержит луч ¿» — обозначим ее Р а, дру
г у ю — С}а. Аналогично, прямая Б ограничивает полу
плоскости Рь,  <2*, где Рь =э а. Один плоский угол V, 
ограниченный лучами а, Ь, является пересечением 
полуплоскостей Р а, Рь, другой, является  объеди
нением полуплоскостей

лучи а, Ь служ ат общей
границей углов V, . Остальные точки угла  V леж ат  
внутри обеих полуплоскостей Р а, Р ь, а остальные 
точки угла № — внутри хотя бы одной из полупло
скостей (2д, <3 Ь. Следовательно, эти точки внутренние 
и для самих углов V, №. ¡3

Таким образом, мы приходим к результату: 
Теорема 6. Д в а  луча с общим началом  ограничи

вают два плоских  у г л а : один является пересечением,  
а другой — объединением полуплоскостей, ограничен
ных прямыми, содержащими эти лучи.

(Формально это верно и для развернутого угла: 
в этом случае одна полуплоскость пересекается сама 
с собой, другая — объединяется сама с собой.) □  

Определение. Плоский угол — объединение двух 
полуплоскостей — называется сверхтупым.

Замечание. Можно определить плоские неразвер
нутые углы несколько иначе. По отношению к двум 
лучам а и Ь, составляющим неразвернутый угол, все 
лучи, исходящие из вершины, кроме самих лучей а 
и Ь, делятся на два класса: класс Р 1 тех лучей, ко
торые проходят внутри угла аЬ, т. е. пересекает 
его поперечины, и класс Ръ всех остальных лучей. 
Плоские углы образуются лучами этих классов с

Точка, принадлеж а
щая лучу а, принадлежит 
прямой а и, стало быть, 
является граничной для 
полуплоскостей Р а, (За- 
Поэтому она граничная и 
для углов V, №. Анало
гичное верно для точек 
луча Ь. Следовательно, Рис. 49



присоединением самих лучей а, Ь. (Это дает способ 
определять, какому из углов принадлежит данная 
точка.)

Определение. Плоский угол, вершина которого 
служ ит центром окружности, называется централь
ны м  у г л о м  этой окружности (рис. 50). Пересечение 
его с кругом называется сектором этого круга, и тогда 
угол назы вается углом  этого 
сектора. Если угол разверну
тый, то сектор — полукруг.

Рис. 50 Рис. 51

Многоугольники и площадки. М ногоугольником  
н азы ваю т фигуру, образованную отрезками А 1А 2, 
А 2А 3, . . . ,  А пА\ с условиями:

(а) эти отрезки не имеют общих точек, помимо 
концов, здесь они обозначены в круговом порядке 
(в частности, точки А\,  . . . ,  А п все различны),

(б) никакие два смежных отрезка не образуют 
одного отрезка. При этом условии отрезки называют
ся сторонами многоугольника; их концы — его вер
шины. Поскольку вершин — п, то многоугольник на
зы вается  п-угольником.

М ногоугольником  с внутренностью — короче, пло
ским м ногоугольником  — называется площадка, гра
ницей которой служит многоугольник (ее стороны 
и верш ины  — это его стороны и вершины). Вообще, 
п лощ адка ,  граница которой состоит из конечного 
числа отрезков, называется многоугольной. Но она 
мож ет не быть плоским многоугольником, когда огра
ничена несколькими многоугольниками (рис. 51). Их 
верш ины называются вершинами  площадки.

Выполняется важ ная
Т еорем а 7. Всякий многоугольник ограничивает 

п ло ски й  многоугольник (и при этом только один\).
Д оказательство  этой теоремы мы наметим в конце 

п ар агр аф а .



Всякий достаточно малый круг с центром в в ер 
шине плоского многоугольника делится сторонам и, 
сходящимися в этой вершине, на два сектора, из ко
торых только один содержится в этом многоуголь
нике (рис. 52). Угол этого сектора и н азы вается  
углом  многоугольника при данной вершине.  У м ного
угольной площадки несколько углов могут иметь об
щую вершину (рис. 51).

Впрочем, под углом плоского многоугольника (как  
и многоугольной площадки) понимают обычно не 
столько фигуру, сколько соответствующую величину.

Замечание. Термин «многоугольник» употребляю т 
в разных смыслах, называя им ( 1 ) многоугольник 
как  он определен выше; (2 ) вообще зам кнутую  л о 
маную, не исключая пересечений; (3) многоугольник 
с внутренностью; (4) многоугольную площадку, тогда 
многоугольник в нашем смысле называют простым 
многоугольником.

Многогранные углы. Многогранники. М н о го гр а н 
ным углом  называется фигура, образованная конеч
ным числом плоских углов с общей вершиной и по
парно общими сторонами, которые все мож но обойти 
от одного к другому — смежному по стороне, — при
чем эти углы не имеют других общих точек, кром е 
как  принадлежащих общим сторонам (рис. 53). 
Если обозначить плоские углы их сторонами, то 
можно сказать, что многогранный угол — это фигура, 
образуемая плоскими углами а \й 2, а 2а 3, ••• ,  впЯь 
причем эти углы не имеют общих точек, помимо п ри 
надлежащих их общим сторонам а\, а 2, ■ ■ ■, а„ (ко 
торые попарно различны). Это определение а н а л о 
гично определению замкнутой ломаной или много
угольника.



Если смежные по стороне углы лежат в одной 
плоскости, то их можно объединить, так что соседних 
углов, леж ащ их в одной плоскости, не останется. Если 
н икаки е два соседних угла не лежат в одной пло
скости, то углы называются гранями  многогранного 
угла. Углы, образующие многогранный угол, могут 
бы ть развернутыми и сверхтупыми. (В частности, 
двугранны й угол с точкой, отмеченной на его ребре 
в качестве вершины, подпадает под данное определе
ние многогранного угла. Но его не принято числить 
среди многогранных углов.)

Определение. М ногогранник  (как поверхность) — 
это  фигура, образованная конечным числом много
угольны х площадок так, что выполнены два условия:

(а) Если точка А является вершиной одной из 
площ адок, то плоские углы всех площадок, которым 
эта  точка принадлежит, образуют вокруг нее много
гранный угол; при этом если точка А лежит на сто
роне какой-либо площадки, то она считается верши
ной развернутого угла в этой площадке.

(б) От каждой площадки к любой другой можно 
перейти по смежным площадкам, т. е. имеющим об

щую сторону или отрезок сто
роны.

Смежные площадки, л е ж а 
щие в одной плоскости, мож
но заменить на одну площ ад
ку. Это, очевидно, не нарушит 
условий ( 1 ), (2 ).

Площ адка, не леж ащ ая  в 
одной плоскости ни с какой 

смежной, называется гранью  многогранника. Точка, 
явл яю щ аяся  вершиной какой-либо грани, называется 
вер ш и но й  многогранника. Сторона или отрезок сто
роны площадки, соединяющий две вершины (но не 
содерж ащ ий  вершины), называется ребром. У много
гран н ика  на рис. 54 грань Р  — не многоугольник, и 
у  многогранного угла в вершине А один плоский 
угол больше развернутого.

И з условия (а), определяющего многогранник, 
следует, что для взаимного расположения двух гра
ней имеются только следующие возможности: ( 1 ) о ни  
не имею т общих точек, (2 ) имеют одну общую вер
шину, (3) имеют одну общую сторону, (4) имеют

Рис. 54



несколько общих вершин и л еж ат  в одной плоскости
(5) имеют несколько общих вершин и, мож ет быть,' 
несколько общих отрезков сторон, причем все эти 
вершины и отрезки содерж атся в одной прямой 
(рис. 55).

Вообще, многогранник может иметь слож ное 
строение — гораздо более сложное, чем привы каю т

представлять себе, имея в качестве примеров только 
пирамиды, призмы, простейшие выпуклые м ного
гранники.

Многогранник называется выпуклым,  если он р а с 
полагается по одну сторону от плоскости к а ж д о й  
своей грани (не считая, конечно, самой грани). Г р а 
ни выпуклого многогранника — выпуклые м ного
угольники. Каждые две либо не имеют общих точек, 
либо имеют общую сторону — ребро,— либо то л ько  
одну общую вершину. Но на рис. 556, в даны прим еры  
многогранников совсем другого строения.

Многогранником с внутренностью или телесным  
многогранником  называют тело, ограниченное м н о го 
гранником в смысле данного здесь определения. 
И выполняется

Теорема 8. Всякий многогранник ограничивает  
телесный многогранник (и притом только о д и н \ ) .

Доказательство наметим в конце параграфа.
Замечание. Многогранником (или полиэдром) н а 

зывают также вообще любое тело, ограниченное к о 
нечным числом многоугольных площадок. (Т ако е  
тело уже может не быть телесным многогранником!) 
Д л я  различения можно говорить «многогранное тело». 
Такие тела могут, вообще, иметь очень сл о ж н о е

Рис. 55



строение — полости и другие особенности; мы их не 
перечисляем, а иллюстрируем на рис. 56. Ребром 
тел а  называется сторона или отрезок стороны огра
ничивающей его площадки, по которому она смежна 
с площадкой, леж ащ ей в другой плоскости. Смежные 
площ адки, леж ащ ие в одной плоскости, образуют 
одну грань, если только они не разделены таким реб
р о м — одним или несколькими (площадки Р, (2 на 
рис. 56 разделены ребром).

Многогранниками называют также вообще много
гранные поверхности, составленные из конечного чис
л а  многоугольных площадок, обычно с условием, что 
у каждой  площадки лю бая данная ее сторона либо 
общ ая  у нее с одной и только одной площадкой, либо 
«свободна» — не принадлежит никакой другой пло
щадке. Кроме того, требуется, чтобы все площадки 
с любой данной вершиной можно было обойти одну 
за другой, переходя только через их стороны, содер
ж ащ и е  эту вершину. Такой многогранник представ
ляет  собой поверхность с краем, образованным сво
бодными сторонами площадок. При таком понимании 
термина «многогранник» многогранник в смысле пер
вого данного выше определения называют замкнутым.

О различении внутренних и внешних точек. Как 
уже было замечено в связи с определением плоского 
треугольника, само определение внутренних и внеш
них точек не заклю чает в себе способа их различать. 
П ока  нет способа, позволяющего установить различие 
за  конечное число операций, оговоренных в опреде
лении фигуры, мы не имеем основания признать пло



ский многоугольник фигурой в элементарной г е о 
метрии.

Мы укажем такой способ, затем наметим д о к а з а 
тельство теоремы 7 о том, что всякий многоугольник 
ограничивает плоский многоугольник, и д о к а з а т е л ь 
ство аналогичной теоремы д л я  многогранников. П р и  
этом мы уже не будем следовать аксиоматической 
строгости, а положимся на очевидность.

Следующая теорема дает способ различать м е ж д у  
собой внутренние и внешние точки плоского м н о го 
угольника.

Теорема 9. Точка является внутренней д ля  д а н н о го  
плоского многоугольника тогда и только тогда, к о г д а  
лю бой проведенный из нее луч ,  не заклю чаю щ ий н и 
какой стороны ограничивающего многоугольника, п е 
ресекает его в нечетном числе точек. (При этом с ч и 
тается, что луч, проходя через вершину, п ересекает  
многоугольник только в том случае, если сходящ иеся  
в вершине стороны л еж ат  по разные стороны от 
него.) В частности, плоский многоугольник о п р ед е л ен  
своей границей однозначно.

Д о к а з а т е л ь с т в о  наглядно очевидно. Луч, и с 
ходящий из внутренней точки, должен выйти из м н о 
гоугольника, пересекая его границу в какой-то точке. 
Д алее  он может опять войти в многоугольник, но 
тогда он должен из него выйти. Поэтому общее число  
пересечений вместе с первым будет нечетным.

Если же луч исходит из внешней точки, то, в о й д я  
в многоугольник, он должен из него и выйти. П о 
этому число пересечений будет четным.

(Д ля проверки нет надобности проводить б е с к о 
нечный луч, достаточно провести отрезок длиной не 
меньше полупериметра многоугольника.) □

Доказательство теоремы 7. Пусть дан многоуголь
ник Р. Выберем какой-нибудь луч а, не п а р а л л е л ь 
ный никакой стороне многоугольника; лучи, со н а-  
правленные с а, назовем допустимыми.

Все точки плоскости, не принадлежащие са м о м у  
многоугольнику, разделим на два класса О и Н .  
В класс О отнесем такие точки М, что допустимый 
луч, идущий из М, пересекает многоугольник Р  в н е 
четном числе точек. В класс Н  отнесем все д р у ги е  
точки, т. е. такие, что исходящий из них допустимый 
луч пересекает многоугольник Р  в четном числе точек .



Точки класса й  в совокупности с точками много
угольника Р  и образую т плоский многоугольник, 
ограниченный многоугольником Р. Это и надо пока
зать. Прежде всего, нетрудно убедиться в том, что 
многоугольник Р  является границей фигуры, образо
ванной точками класса  й — в частности, она есть от
крытое множество. Остается доказать, что эта фигура 
ограничена и что лю бые две ее точки соединены в ней 
ломаной. Д оказательство  довольно просто, и мы 
оставляем его читателю. □

Обратимся к многогранникам.
Теорема 10. Точка является внутренней д ля  телес

ного многогранника тогда и только тогда, когда л ю 
бой проведенный из нее луч, не задевающий ребер  
и не проходящий через вершины ограничивающего  
многогранника, пересекает его грани в нечетном чис
л е  точек. В частности, телесный многогранник одно
значно определяется своей границей.

Д о к а з а т е л ь с т в о  совершенно аналогично до
казательству теоремы 9. □

Доказательство теоремы 8. Оно проводится по 
тому же плану, что и доказательство теоремы 7. 
П равда, возникающие при этом технические трудно
сти более серьезны. Восстановление деталей и по
дробный вывод мы оставляем читателю в качестве 
(не очень простого, но интересного и поучительного) 
упражнения. □

Заключительные замечания. Теоремы 9 и 10 прак
тически дословно переносятся на случай многоуголь
ных площадок и многогранных тел соответственно. 
Можно сформулировать и доказать подобные ан а 
логи и для теорем 7, 8. Но здесь еще нужно точно 
описать граничные фигуры — т. е. границы площадок 
и тел. (Кстати, сделать  это проще, чем дать опреде
ления многоугольника и многогранника.) Все это мы 
тоже предоставляем дотошному читателю.

Отметим еще, что всякая многоугольная пло
щ адка и, в частности, всякий плоский многоуголь
ник составляются из треугольников, точно так  же, 
как  всякое многогранное тело и, в частности, вся
кий телесный многогранник составляется из тетра
эдров. (Точный смысл э т и х . утверждений наглядно 
ясен.)



§ 5. Отображения. Наложения; их общие свойства

Отображения. В геометрии рассматриваю т разн о 
образные отображения фигур в пространстве и на 
плоскости, в частности, отображ ения всего простран
ства или плоскости.

Отображение фигуры У7 в фигуру О состоит в том, 
что каждой точке фигуры Р  ставится в соответствие 
точка — одна единственная — из фигуры С. О точке 
М', соответствующей точке М  при отображении /, го
ворят, что она является образом  точки М, и пишут 
М ' =  1(М) .  Если все точки фигуры в  являются о б 
разами точек фигуры У7, то говорят, что фигура В  
отображается на  С.

Отображение по определению сопоставляет точке 
единственную точку, но мож ет сопоставлять одну 
и ту же точку разным точкам. Т ак  происходит, напри
мер, при проектировании на плоскость, когда одной 
точке N  в проекции фигуры Р соответствуют все точ
ки этой фигуры, лежащие на проектирующей прямой, 
проходящей через N.  Если при данном отображении 
такого нет и разные точки отображ аю тся на разны е 
точки, то отображение назы вается  взаимно одно
значным.

Пусть отображение / фигуры У7 на б  взаимно 
однозначно. Тогда каждая точка N  из С соответ
ствует одной (единственной) точке М  из У7. И о б р ат
но: каждой точке N  из й  соответствует одна точка М  
из У7. А это значит, что задано отображение фигуры 
С на У7, обратное отображению /. Его обозначают /~'.  
Отображение, имеющее обратное, называют обра
тимым.

Из данных определений непосредственно следует, 
что если отображение /  обратимо и / - ‘ — обратное 
ему отображение, то само /  — обратное для / - '  (по
тому что если / сопоставляет точке М  точку N. то /_1 
сопоставляет точке N  точку М ) .

Пусть заданы два отображения: отображение /  
фигуры У7 на О и отображение g  фигуры в  на Н. 
Если при отображении / точка М  из У7 отобразилась 
в точку N из С, а затем при отображении ^  точка N  
отобразилась в точку Р  из Н, то тем самым М  ото 
бразилась на Р. Это записывается так: Р  =  ^ / (М )  
(сначала /  отображает М  в УУ, а потом отображает



N  в Р).  В результате  получается отображение фи
гуры F на Н. Это отображение h называют компози
цией  отображения f  с последующим отображением g  
и пишут h =  g f  или h =  g ° f .  Композицией называют 
как  само отображ ение h, так и последовательное 
применение нескольких отображений.

Тривиальным примером отображения является 
тождественное отображение фигуры самой на себя — 
такое, когда каж д о й  точке фигуры сопоставляется 
она сама. Если произвести сначала отображение f  
фигуры F на G, а потом обратное отображение f-1, 
то каж дая точка фигуры F отображается обратно 
в саму себя. То есть получим тождественное отобра
жение. О бозначая его idp, можно записать /  lf  =  idf, 
и совершенно т а к  ж е  f f~] =  ido-

При рассмотрении отображений вместо того, что
бы говорить «точка М отображается в точку N », 
сплошь и рядом говорят «точка М  переходит в N». 
Хотя она никуда не переходит. Н ельзя двигать 
точки пространства; тем не менее, наглядно отобра
жения нередко представляют как перемещение и де
формацию фигуры, как результат перемещения ее 
точек.

Неподвижной точкой отображения называют т а 
кую точку, которую оно «оставляет на месте», т. е. 
отображает саму в себя: f (Л) =  А.

Пример. П оворот круга вокруг центра представ
ляет его взаимно однозначное отображение на себя, 
ы центр является неподвижной точкой этого отобра
жения. Обратным отображением будет поворот в об
ратную сторону на тот же угол.

Взаимно однозначное отображение фигуры на 
себя называют ее преобразованием. Впрочем, преоб
разованиями назы ваю т и отображения на другую фи
гуру; говорят, например, что окружность «преобра
зуется» в эллипс при сжатии.

Замечание. Отображение фигуры (множества) на 
фигуру (на множество) называется сюръективным 
отображением или, коротко, сюръекцией.  Взаимно 
однозначное отображение называется инъективным 
отображением или, короче,— инъекцией.  Взаимно 
однозначное отображение одного множества на 
другое назы ваю т биективным, короче, — биек
цией.



Наложения. Наложением  фигуры Р мы н азы 
ваем ') ее отображение, при котором каждым двум 
точкам А, В  сопоставляются такие  точки А', В', что 
отрезки А 'В ',  А В  равны: А 'В '  =  А В .

Точки, на которые отображ аю тся точки фигуры Р, 
образуют некоторую фигуру р '.  И мы говорим: ф и
гура Т7 налагается на Р'.

Тождественное отображение фигуры Р очевидно 
является ее наложением самой на себя.

Наложение, очевидно, взаимно однозначно: р а з 
ные точки отображаются на разные, поскольку

=  А 'В '.  Поэтому наложение обратимо. Д ля  него 
есть обратное отображение.

Отображение, обратное налож ению,  — тоже н а ло 
жение. (Потому что если при прямом отображении 
точкам А, В  отвечают А', В',  то при обратном — точ
кам А', В '  отвечают точки А, В,  а так  как А 'В '  —  
=  АВ,  то так  ж е А В  =  А 'В '.)

Композиция наложений является наложением.
Действительно, пусть при наложении /  фигуры Р  

на Р' точки А, В  отображаются в А ',  В', а при нало
жении фигуры Р' на / 7" точки А', В '  переходят в А ",  
В". Тем самым точки А, В  отображ аю тся в А", В".  
А так как  при наложениях А 'В '  =  А В  и А ''В "  =  
=  А 'В ',  то А " В "  =  АВ,  т. е. получается наложение 
фигуры Т7 на Р".

Свойства наложений. Н алож ение по определению 
сопоставляет парам точек А, В  такие  пары А', В', что 
отрезки А В  и А 'В '  равны. Оно поэтому сохраняет все 
геометрические соотношения. Перечислим ряд основ
ных свойств наложения. В последующих формулиров
ках о наложении явно не говорится: оно подразу
мевается.

1. Наложение сохраняет расстояние между точ
ками, измеренное в каком бы то ни  было масштабе. 
Это служит только иным выражением того, что точ
кам А, В  сопоставляются такие точки А', В', что 
А 'В '  =  А В .

2. Е сли  точки А, В, С отображаются в А ', В', С', 
то ¿ А В С  =  ¿ А 'В 'С '  (как следует из определения 
равенства углов).

*) Употребляются также термины «движение» и «переме
щение».



3. Е сли  точки А , В, М, N  отображаются в А ', В', 
М', Ы' и М  принадлежит отрезку А В ,  то М '(= А 'В ' ,  
а если N  ф  А В ,  то №  ф. А'В'.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Это следует из того, что 
точка С принадлеж ит отрезку |Л В |  тогда и только 
тогда, когда \ АС\  +  \СВ\  =  \ АВ \ .  Подробнее: если 
М  е  АВ,  то

\ А М \  +  \ М В \  =  \ АВ \ .

А тогда по сохранению расстояний
| А 'М ' \  +  \ М' В ' \  =  \ А 'В '  |,

и, значит, М '  е  А В .
Если Л / ^ Л В ,  то | Л А/' | +  |А^В | ф  \ АВ \ ,  и тогда 

такж е \ А 'Ы ' \ - \ - \ к 'В ' \ Ф \ А 'В ' \ ,  т. е. Ы ' ф А ' В ’.
4. Образом отрезка является отрезок.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть концы отрезка А В

отобразились в точки А', В'. Тогда по предыдущему 
лю бая точка Х ^ А В  отображается в точку X '  е  
е  А 'В '. И если Г е Л ' В ' ,  то ввиду равенства А В  =  
=  А 'В '  на отрезке АВ  есть так ая  точка, У, что 
АУ =  А'У'.  Это точка отобразится на У'. Таким об
разом, весь отрезок А 'В '  оказывается образом А В .

5. Образом плоского треугольника служит плоский  
треугольник. Это следует из 4, поскольку треуголь
ники заполняю тся отрезками, соединяющими вер
шину с точками противоположной стороны.

6. Образом луч а  служит луч  и образом прямой —  
прямая. Это следует из 4, так как луч, как и прямая,

представляется как объ
единение отрезков.

7. Образом плоскости 
служит плоскость, а по
луплоскости  — полупло
скость.

Действительно, пло- 
Рис. 57 скость можно предста

вить как  объединение 
расширяющихся треугольников, а полуплоскость 
как объединение расширяющихся треугольников с ос
нованиями на прямой, ограничивающей полупло
скость. П оэтому сказанное следует из 5 и 6 (рис. 57).

8. Образы параллельны х прямых и плоскостей па
раллельны .  Д л я  прямых ссылаемся на п. 6.



9. Образом тетраэдра служит тетраэдр, образом  
пространства — пространство, образом полупростран
ства — полупространство.

Доказывается аналогично 5 и 7.

§ 6. Равенство фигур

Фигуры называются равными  (или конгруэнтны
ми) ,  если между их точками существует такое взаим
но однозначное соответствие, что отрезки, соединяю
щие соответственные точки, равны: если точкам А,  В  
соответствуют А ',  В', то А В  =  А 'В '.

То же определяют через наложение одной фигуры 
на другую. Иначе говоря:

Фигура  Т7 равна  Т7', если существует наложение фи
гуры  Т7 на Р', короче: если можно Т7 наложить на  Т7'.

Согласно определению наложения, это значит, что 
каждой паре точек А, В фигуры Р соответствует 
такая пара А', В '  в фигуре Т7', что А 'В '  — А В .  Ввиду 
обратимости наложения каждой паре точек С', £>' 
из Т7' соответствует такая пара точек С, £) из Р, что 
С й  =  С'О'. Соответствие пар точек, стало быть, 
взаимно. И, следовательно, как фигура Р'  равна / \  
так и обратно: Р равна Р'. Таким образом, фигуры Р 
и У7' равны друг другу. Поэтому второе определение 
равенства фигур через наложение равносильно пер
вому.

Замечание. Однако логически эти определения су
щественно различны. В первом обе фигуры играют 
одинаковую роль: они равны друг другу ,  отношение 
их равенства симметрично. Во втором фигуры играют 
разную роль: в нем одна фигура Т7 отображ ается  — 
налагается — на другую Р’, и тогда говорится, что 
Т7'  равна Р. Но то, что верно т ак ж е  обратное: Р 
равна Р ', доказывается. Другими словами, симметрич
ность равенства не выражена в определении, а до
казывается.

Ввиду равносильности обоих определений равен
ства фигур можно дальше пользоваться любым из 
них. И из свойств наложений следует:

Д ве  фигуры, равные третьей, р авны  друг другу.
Каждая фигура,  очевидно, равна  сама себе, по

скольку каждой ее точке А  можно сопоставить 
ту же А.



В итоге нами получена
Т еорем а 1. Отношение равенства фигур реф лек

сивно, симметрично и транзитивно, т. е. является от
нош ением эквивалентности. □

Р авенство  отрезков, углов и т. д. Д о данного 
здесь общ его определения равенства фигур мы поль
зовались понятиями равенства отрезков, равенства 
углов и равенства треугольников. Нужно выяснить 
отношение этих понятий равенства к общему опре
делению.

Н ачнем с равенства отрезков. Оно понимается 
у нас двояко. Во-первых, равенство отрезков введено 
в аксиоматике как основное отношение, оно тем са
мым определяется аксиомами, и по понятию не яв
ляется равенством отрезков как фигур.

Во-вторых, поскольку было доказано, что всякий 
отрезок является  фигурой, то к отрезкам применимо 
понятие равенства фигур: можно говорить о равен
стве отрезков в смысле равенства их как фигур; 
когда меж ду их точками устанавливается должное 
соответствие (при аксиоматически понимаемом р а 
венстве отрезков ни о каком соответствии их точек 
нет речи).

О днако оба понятия равенства оказываются рав
носильными.

Т еорема 2. Д в а  отрезка равны  как фигуры тогда 
и только тогда, когда они равны в аксиоматическом 
смысле.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отрезки А В , СИ рав 
ны аксиоматически.

М еж ду точками отрезка А В  и числами х  из про
межутка [О, \ АМ\ ]  имеется взаимно однозначное со
ответствие, сохраняющее порядок и расстояния 
(см. теорему I. 4.4).

Если отрезок СО равен АВ,  т. е. \ СБ\  =  \ АВ\ ,  
то для него есть такое же соответствие. Поэтому 
если мы сопоставим точкам М ^ А В  такие точки 
Ы ^ С И ,  что |Л М | =  |СЛ^|, то и получим соответ
ствие, при котором отрезкам ММ\  соответствуют рав
ные им отрезки М , .

Следовательно, равные отрезки АВ,  СИ равны как 
фигуры.

Д о к аж ем  обратное утверждение.



Пусть отрезки А В  и СО равны  как фигуры. Тогда ,  
в частности, паре А, В отвечает такая  пара А ',  В',: 
что А 'В '  =  АВ.  Если бы отрезок А 'В '  не совп адал  
с СО, то он был бы меньше СО. А тогда для п ар ы  
СО не нашлось бы в отрезке А В  такой пары С 1; И \,  
что было бы С \0\  =  СО! Отрезки А В , СО не могли 
бы быть равными как фигуры. Следовательно, п ар е  
концов А, В  необходимо соответствует пара С, Ь, т. е. 
А В  =  СО, что и требовалось доказать. □

Поскольку равенство фигур можно определять  
наложением, то доказанную теорему можно сф орм у
лировать так:

Отрезки накладываются один на другой тогда 
и только тогда, когда они равны, (в аксиоматическом  
см ы сле ) .

Равенство углов. Угол, к ак  он был определен, 
не является фигурой. Но можно с ним сопоставить 
фигуру, фиксировав на его сторонах определенные 
отрезки, отложенные от вершины. Если у двух углов  

сложить на сторонах соответственно равные отрезки,

то их можно сравнивать как  фигуры (рис. 58). Это 
приводит к следующей теореме.

Теорема 3. Пусть на сторонах д вух  углов О, О '  
отложены равные отрезки О А  =  О'А', О В  == О 'В ' ,  
так что получаются две ф игуры  — объединения этих  
отрезков по два. Углы О, О' р а вн ы  тогда и только  
тогда, когда равны эти фигуры.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство  углов определено 
равенством соответствующих поперечин, и у равных 
углов все соответственные поперечины равны. А если

8 А. д. Лдею'еи-. <!<*», П. 50. ГТег"«-т!-.-м



вспомнить, какие поперечины называются соответ
ственными, то становится очевидным, что равенство 
углов равносильно равенству фигур, составленных из 
равных отрезков на их сторонах. □

Теорема 4. Равенство треугольников, определен  
ное по равенству соответственных сторон и углов,  
равносильно их равенству как фигур.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме 2 равенство сто
рон в аксиоматическом смысле равносильно их р а
венству как  фигур, а по теореме 3 равенство углов 
равносильно равенству соответствующих фигур. □  

Теорему 3 можно еще формулировать как теорему
о наложимости.

Теорема За. Углы, равны тогда и только тогда, 
когда, один накладывается на другой «с точностью 
до укорочения и ли  удлинения сторон», т. е., иначе 
говоря, если взять их стороны равными. □

Аналогично выполняется теорема о треугольниках. 
Далее, пользуясь доказанными теоремами и опре

делением плоского треугольника (с внутренностью), 
нетрудно доказать, что плоские треугольники, ограни
ченные равными треугольниками, равны; так  сказать, 
соответствие пар точек МЫ == М'Ы', устанавливаемое 
на границе, распространяется внутрь.

§ 7. П лощ адь и ее применения

Обоснование измерения площади представляется 
еще более сложным, чем обоснование измерения 
длины отрезков. Поэтому мы также откладываем это 
обоснование до раздела «Основания геометрии», 
а здесь примем существование площади как аксиому. 
То, что у каж дого  многоугольника есть определенная 
площадь, принимается в школьном изложении без 
всяких оговорок, к ак  нечто само собой разумеющее
ся. Но если подходить более серьезно, то это нужно 
формулировать явно, в виде аксиомы, если мы остав
ляем это без доказательства, как  существование 
длины. Д л я  формулировки аксиомы введем понятие 
многоугольной фигуры на плоскости.

Определение. Многоугольной фигурои  назовем 
объединение конечного числа многоугольных площа
док. Будем говорить, что фигура ^  составлена из фи
гур Р ь  •••> р п. если она СЛУЖИТ их объединением



и никакие две из них не имеют общих внутренних 
точек.

Аксиома площади. Е сли  некоторому квадрату Е  
отнесено число единица, то каждой многоугольной  
фигуре Р можно сопоставить положительное число  — 
ее численную  площадь 8{ Р)  в  масштабе Е, —  так, 
чтобы бы ли выполнены у с л о в и я :

а) равные фигуры имеют одинаковую  площадь-,
б) если фигура Р составлена из фигур /**!, р 2> то 

ее площадь равна сумме их площ адей.
Свойство б) называется аддитивностью. (Здесь, 

как и дальше, говоря «площадь», мы подразумеваем 
ее численное значение в каком-либо масштабе.)

Обратим внимание на полную аналогию этой а к 
сиомы с аксиомой длины П 2, § 4 гл. I. Второе 
условие на длину в ней можно сформулировать 
так:

б ) Е сли  отрезок а составлен из отрезков а ь а 2, 
то его длина  равна сумме их длин.

Аналогично можно пересказать условие в аксио
ме Ш 3 о мере угла, § 6 гл. I.

За  квадрат  Е, служащий масштабом измерения 
площади, принимают квадрат со стороной, равной 
масштабу измерения длин, — «единичный к в ад р ат » 1). 
Тогда из аксиомы площади легко выводится:

Теорема 1 . Площадь прям оугольника  равна пр о 
изведению длин  его сторон.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прямоугольник, независимо 
от его расположения, задается  длинами сторон. 
И так как у равных фигур площ ади  равны, то пло
щадь прямоугольника Р является функцией длин его 
сторон а, Ь\ 5 ( Р ) =  ¡(а,  Ь).

Фиксируем какое-либо Ь и рассмотрим прямо
угольники, у которых одна сторона равна этому Ь. 
Д ля  них определим величину

* (а> = ж т г  (1)

')  В принципе это не обязательно, но существенно тем, что 
позволяет вы раж ать площади через длины (как. например, пло
щадь прямоугольника чепез длины сторон) без множителей, за 
висящих от масштаба. В практике единицы площади согласу
ются с единицами длин не так просто; например, 1 гектар — 
»то площадь квадрата со стороной 100 метров.



Если прямоугольники со сторонами а ь Ь и а2, Ъ 
«прижать» друг к другу стороной, равной Ь, то полу
чится прямоугольник со сторонами а 1 +  а 2, Ь. По 
аддитивности площади } ( а \ а 2> Ь) — К а ь Ь) ~Ь 
+  / ( а 2, Ь). П оэтому

Я (а1 +  а2) =  £  +  £  («2)-

Кроме того, очевидно, £(1) =  1, так  что функция g  
удовлетворяет всем условиям, определяющим длину 
отрезка, и, стало  быть (по теореме 1.4.1 единствен
ности длины), ц ( а ) = а .  Поэтому из (1)

¡{а,  Ь) =  Г(1, Ъ)а. (2)

Стороны а , Ъ играют одинаковую роль. Поэтому со
вершенно т а к  ж е  ¡ ( а , Ь ) = { ( а , \ ) - Ь ,  откуда

/ ( 1, &) =  / ( 1, 1) 6. (3)

Но / ( 1 , 1 ) — это площадь квадрата со стороной еди
ница, так что }( \ ,  1 ) =  1. Поэтому из (3) /(1 , Ь ) = Ь ,  
и из (2 ) получаем

/  (а, Ь) =  аЬ,

т. е. 5 ( Р ) =  аЬ,  что и требовалось доказать. □
Теперь мы можем доказать единственность числен

ной площади и теорему о замене масш таба такие 
же, как в случае длины и меры угла. Ограничимся 
единственностью (тем более, что из нее нетрудно 
вывести ф орм улу замены масш таба).  Поскольку к а ж 
дая многоугольная фигура составляется из треуголь
ников, то достаточно доказать, что численная пло
щадь треугольника зависит только от масштаба, т. е. 
вычислить ее. Это мы сейчас и сделаем.

Теорема 2. П лощ адь треугольника равна половине  
произведения основания на высоту.

(Эта к р а т к ая  условная формулировка означает: 
численная площ адь треугольника равна половине 
произведения длины какой угодно его стороны на 
длину проведенной к этой стороне высоты (при усло
вии, что площ адь  измеряется в масштабе единичного 
квадрата) .)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Прямоугольный треугольник 
(рис. 59) представляет собою «половину» прямоуголь



ника, поэтому его площадь равна половине произве
дения его катетов.

Пусть теперь дан какой-либо треугольник ЛВС.  
Проведем из вершины С высоту С И  — перпендикуляр 
к прямой ЛВ.  Возможны три 
случая:

1 ) точка И  совпала с од
ной из вершин А  или В 
(рис. 60, а ) ;

2) точка Н  лежит на сто
роне А В  (рис. 60 ,6 );

3) II  лежит на продолже
нии стороны А В  так, что, на
пример, В  на А Н  (рис. 60, в); 
если А на ВН,  то можно изменить обозначение А  
на В.

В первом случае треугольник прямоугольный, 
и его площадь 5  =  ~ \  АВ  | • | СН  |.

а б
Рис. 60

Во втором случае треугольник слагается  из двух 
прямоугольных, и

S  =  ± \ A H \ - \ C H \  +  ± \ B H \ - \ C H \  =  ± - \ A B \ - \ C H \ .

В третьем случае A  A B C  получается из А  А Н С  
«вычитанием» А ВНС,  и потому

5  =  у |  А Н  \ - \ C H \ - - \ B H \ - \ C H  | =  ± |  Л й | -  \ СН\ .  □

Следствие. Произведение стороны на  опущ енную  
к ней высоту одно и то же д ля  всех трех сторон тре
угольника-. a h a =  bhb — chc (так к а к  оно равно уд
военной его площади). □



П риложения. Выражение для площади треуголь
ника позволяет легко получить выражение для пло
щадей параллелограмма, трапеции, правильного мно
гоугольника — вообще для любой многоугольной пло
щадки, поскольку ее можно разбить на треуголь
ники.

Но главное — это возможность еще раз получить 
ряд  основных результатов планиметрии, не имеющих 
прямого отношения к площади (ср. § 2 ), прежде 
всего, доказать  теорему Пифагора и ввести тригоно
метрические функции.

Теорема Пифагора. Д л я  всякого прямоугольного  
треугольника площадь квадрата, построенного на ги
потенузе, р а вн а  сумме площадей квадратов, построен
ных на катетах.

а

Р и с . 61 Рис 62

Д о к а з а т е л ь с т в о  непосредственно получается 
из сопоставления рисунков 61, а, 61,6. (То, что на 
рисунке 6 1 ,6  у четырехугольника, вписанного в квад
рат со стороной а +  Ь, углы прямые, следует из того, 
что каж ды й из них получается вычитанием из р аз
вернутого суммы острых углов прямоугольного тре
угольника.) □  СО I V  п и  

Д ругое доказательство видно на рис. Ь2. ( к в а д 
рат построенный на гипотенузе, составляется из тех 
же ’частей, что и фигура из квадратов, построенных
на катетах.) □

Синус и косинус. Синус угла в прямоугольном тре
угольнике есть отношение противолежащего катета 
к гипотенузе. Но для того чтобы такое определение 
было правомерным, должна быть доказана

Т еорема 3. В прямоугольном треугольнике отно
шение катета к гипотенузе зависит только от вели 
чины противолежащего катету угла.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в треугольниках
ABC, A i B xCx углы С, С\ — прямые и углы А,  Ах р а в 
ны (рис. 63). Н а катетах А С  =  b, АхСх =  b x отлож им  
равные отрезки A D  =  A\D \ — d. Проведем перпенди
куляр DE  =  h к гипотенузе A B  =  с. Если точка Е i— 
такая точка на А \В \,  что А \ Е \ = А Е ,  то треуголь
ники A D E  и A \ D {E X равны (по двум сторонам и 
углу между ними). Поэтому отрезок DiEi  перпенди
кулярен А \ В Х.

Рассмотрим треугольник А В Э .  У него Б Е —-вы 
сота, опущенная на А В ,  а ВС =  а — высота, опущ ен
ная к АО. Поэтому

\ А В \ - \ й Е \  =  \ А й \ - \ В С \ ,  т. е. ск =  ай,  

откуда

Рассмотрев треугольник А х В хОх, совершенно так 
же получим, что (так как \А\Эх\  =  й, \йхЕх\  =  к)

О] __ й
с 1 й ‘

Вместе с (4) это дает
а ! __ а
с ,  ~ ~  с ’

что и требовалось доказать. □



Д о казан н ая  теорема 3 означает, что отношение 
противолежащего катета к гипотенузе есть функция 
величины угла. Это и есть синус угла:

— =  sin А.с (5)

К атет  Ь, прилежащий к углу А,  противолежит углу В,
и поэтому — =  sin В. А  т ак  как Z B  =  90°— z '.А,
то s in  В является такж е функцией величины угла А.  
Эта функция — отношение прилежащего катета к ги
п отен узе— есть косинус  угла А:

- ~ -  =  c o s A .  (6)

Рассм атривая  наклонную с, ее проекцию b и опу
щенный из ее конца перпендикуляр а, можно в опре

делениях (5), (6) синуса и 
косинуса иметь в виду эти 
величины. И затем опреде
лить синус и косинус для 
тупых углов, а такж е для 
нулевого, прямого и развер
нутого угла, придавая при 
этом проекции знак минус, 
когда угол больше прямого 
(рис. 64).

В самой элементарной геометрии нужны только 
углы, не большие развернутого. На определении си
нуса и косинуса для сверхтупых углов и далее — для 
отрицательных и больших 360° — мы сейчас не оста
навливаемся.

Рис. 64

§ 8. Площадь и объем

В предыдущем параграфе было дано определение 
площ ади для многоугольных фигур, но в элементар
ной геометрии определяют площадь и других фигур: 
круга, кругового сектора и др. Трудность состоит в 
том, что нельзя приписать площадь со свойствами, 
указанны ми в «аксиоме площади», любым фигурам, 
нужно выделить фигуры, для которых это возможно. 
Это можно сделать, например, так.

Определение. Назовем площадку простой, если 
она ограничена конечным числом «криволинейных от



резков» — таких кривых, каж дая  из которых взаимно 
однозначно проектируется на прямолинейный отрезок 
(как сами прямолинейные отрезки, дуги окружности, 
части синусоиды и др., см. рис. 65).

В аксиоме площади можно заменить многоуголь
ные фигуры на «простые» фигуры, т. е. составленны е 
из конечного числа простых 
площадок. Так получаем 
«обобщенную аксиому пло
щади».

По этой аксиоме, если 
простая фигура р  состав
лена из двух У7!, Р2, то ее 
площадь 5 (Р )  =  5 (р ! )  +
+  5 (^ 2), и, значит, 5 ( / ) >
> 5 ( Л ) ,  поскольку 5 ( / 72) >
>  0. Это обосновывает вы
вод площади круга из пло- Рис. 65 
щадей вписанных и описан
ных многоугольников1). Как и выше, единственность 
площади доказывается. Аналогично можно о п ред е
лить объем.

Определение. Назовем тело простым, если  оно 
ограничено конечным числом криволинейны х п л о щ а 
док, т. е. таких фигур, каж д ая  из которых взаи м н о  
однозначно и взаимно непрерывно проектируется на 
простую плоскую площадку. В частности, кри вая  
площадка сама может быть простой плоской п л о щ а д 
кой. Круговые цилиндры и конусы, шары, ш ар о вы е  
сегменты дают примеры «простых тел».

Аксиома объема. Е сл и  некоторому к у б у  Е  отне
сено число единица, то каждой фигуре Е, составлен
ной из конечного числа простых тел, можно сопоста
вить положительное число V (Р) — численны й об ъем  
фигуры Р в масштабе Е, — и притом так, что в ы п о л 
нены условия:

*) Площадь можно вообще определить таким способом: ф и
гура имеет площадь 8 (Р ) ,  если 5 ( / г) есть точная верхн яя  и, 
одновременно, точная нижняя граница площадей многоугольных 
фигур, заключающихся в р  и содержащих Р. Н о тогда  надо 
доказывать, что так определенная площадь обладает свойствам и 
аддитивности. Д ля круга это было бы не нужно. Н о к ак  без 
этого вывести площадь сектора? (Ведь сектор можно составить  
из других секторов.)



а) равны е фигуры имеют один и тот же объем-,
б) если  фигура И составлена из фигур Р ь / ’’г 1). 

то ее объем равен сумме их объемов  (аддитивность);
З а  куб Е примем «единичный куб», т. е. куб с дли

ной ребра, равной единице в принятом масштабе 
длин. Площ адь будем измерять единичными квад
ратам и .

Т еорем а 1. Объем простого прямого цилиндра,  
основанием  которого является простая фигура, р а 
ве н  произведению  площ ади  основания на высоту2).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Цилиндр определяется 
своим основанием и длиной образующей — для пря
мого цилиндра это то же, что высота. Поэтому объем 
1 /(С) прямого цилиндра С зависит только от основа
ния В  и высоты к  в данном масштабе:

V (С) =  V (В, К).

Рассмотрим все прямые цилиндры с каким-либо 
зад ан н ы м  основанием В  и образуем функцию

У(В, к )  т
У(ВГГР  ()

Очевидно, £ ( / 1 ) > 0  и £ ( 1 ) =  1. Два цилиндра с вы̂ - 
сотам и  /11, к 2 составляются в цилиндр с высотой 
/г1 _|_ /¿2; его объем равен сумме их объемов. Поэтому

, , ч V  (В,  й, +  й2) V  (В,  А,) , У ( В ,  А2) _  
ё К П 1 - \ - П 2) — !) — у  !) -Г у (В' !)

=  £ ( ¿ 1) +  &№)•

Т ак и м  образом, функция ё(Н)  удовлетворяет всем 
условиям, определяющим длину, и, стало быть, 
g ( h )  =  Л. Поэтому из (1)

V (В,  /г) =  У [В, 1) • /г. (2)

*) 'Го есть И есть объединение р 1 и /"г, и /ч , Р% не имеют 
общ их внутренних точек (в пространстве)

2) Ц илиндром  здесь называется фигура, обрадованная рав
ными параллельными отрезками (образующ ими), конин кото
ры х заполняют какую-либо плоскую фигуру (основание), при
чем  образующие леж ат с одной стороны от плоскости Цилиндр 
прям ой , если образующие перпендикулярны плоскости осно
вания.



Убедимся, что величина 5 ( В ) =  У (В, 1) есть  п л о 
щадь основания В.

Действительно, очевидно, 5  (В)  >  0, и если В  есть 
единичный квадрат Е 0, то прямой цилиндр с о сн о 
ванием Е 0 и высотой к —  1 представляет собой е д и 
ничный куб Е,  так что

5 ( £ 0) =  1/ ( £ 0, 1) =  У (£) =  1 .

Д алее, если основания В,  В '  прямых цилиндров С, С'  
с равными высотами равны, то цилиндры равн ы . П о 
этому если В  =  В',  то

V (В,  1) =  1/ ( В ' ,  1), т. е. 5  (В) =  8  (В').

Наконец, если основание цилиндра С со став л яется  
из двух В 1, В 2, то цилиндр С составляется, с о о т в е т 
ственно, из двух цилиндров С ь С2 той ж е  вы соты . 
И его объем V(С) =  У (С 1) +  У (С2), так что

У ( В 1 +  В2, 1 ) =  1 /(В „  1 ) +  т >  1),

т. е. 5 (В] +  В 2) =  5 (Й!) +  5 ( £ 2) (аддитивность).
Таким образом, величина 5 ( В ) — ]/(В,  1) у д о в л е 

творяет всем условиям, определяющим площ адь; она, 
стало быть, и есть площадь основания В,  и из (2)

У(С) =  У{В,  /г) =  5 ( В) - й ,

что и требовалось доказать. □
Когда объемы прямых цилиндров определены , 

объем других тел можно находить, разбивая т е л о  на 
тонкие слои, которые приближенно заменяются п р я 
мыми цилиндрами с простыми основаниями. С т р о го е  
оформление этой процедуры представляет и н т е гр и р о 
вание *).

На этом пути доказываются и единственность о б ъ 
ема, и формула замены масштаба. Интересно, что 
уже объем тетраэдра нельзя найти, не прибегая  т а к  
или иначе к предельному переходу и не вводя д о п о л 
нительных требований в аксиому объема — таких , н а 
пример, как «принцип Кавальери».

*) См., например, А л е к с а н д р о в  А. Д. ,  В е р н е р  А.  Л. ,  
Р ы ж и к  В. И. Геометрия. Пособие для школ с углубленны м  
изучением математики. — М.: Просвещение, 1987.



Г л а в а  III

С П Е Ц И А Л Ь Н Ы Е  ВОП РОСЫ  ЭЛЕМЕНТАРНОЙ ГЕОМЕТРИИ

§ 1. Задачи  на построение

В задачах на построение речь идет о построении 
геометрических фигур данными средствами — обычно 
с  помощью циркуля и линейки. При этом имеются 
в  виду идеальные построения: пользование линейкой 
о зн ач ает  возможность проводить «прямые», т. е. от
р е зк и  произвольной длины; пользование циркулем 
о зн ач ает  возможность описывать окружность с лю 
б ы м  центром любого радиуса. Эти возможности были 
вы р аж ен ы  в «Н ачалах» Евклида в качестве первых 
постулатов: 1 ) от одной точки до другой можно про
вести  прямую; 2 ) всякую прямую можно продолжить;
3 ) вокруг каждой точки можно описать окружность 
л ю б ы м  радиусом.

Помимо построений циркулем и линейкой можно, 
конечно, рассматривать построения с помощью других 
средств. Но такую возможность вместе с общим 
в згл яд о м  на геометрические построения мы обсудим 
в конце- раздела о построениях, а сейчас сосредото
чим ся на построениях циркулем и линейкой. Простей
ш и й  пример дает известное решение задачи: разде
л и т ь  отрезок пополам. Описываем вокруг концов дан 
ного  отрезка А В  окружности радиусами, равными 
А В ,  и соединяем их точки пересечения С, D. Суще
ствование этих точек, к а к  и то, что отрезок CD пе
р есекает  АВ,  строго говоря нужно доказать. Это мы 
сейчас  сделаем.

Теорема 1. Е сли  прям ая содержит точку внутри 
к р уга ,  то она пересекает его окружность в двух  
точках.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть точка А  прямой а 
л е ж и т  внутри круга с центром О ф  а и радиусом R  
(рис. 66). Тем самым | О Л | < 7 ? ,  и если ОВ —  перпен
д и к у ля р  к прямой а, то  | О Б | ^ | О Л ^ ,  и, стало быть, 
\О В  \ <  R. Если точки С, D на прямой а леж ат  с р а з 
ны х сторон от В  и | В С  | 2 =  | BD  | 2 =  R 2 — | ОВ  | 2, то 
| ОС] =  |O D | =  /?. Следовательно, в этих точках (и 
то л ько  в них!) прямая и пересекает окружность. □

При помощи этой теоремы может быть доказана



Лемма. Косинус угла  принимает все зна чен и я  от
1 до — 1 .

Воспользуемся известным определением косинуса  
с помощью окружности (рис. 67). Выберем ед и ни ч 
ный отрезок. Опишем окруж ность таким р ад и у со м  
(«единичную окружность»). Проведем в ней д и а 
метр й. Косинус угла определяется как  в з я т а я

с должным знаком длина проекции радиуса, о б р а 
зующего данный угол с «начальным радиусом». Р а с 
стояния ОМ  от точек д иам етр а  d  до центра О п р и 
нимают все значения от 0 до 1 (по теореме 4, § 4 
гл. I) .  Поэтому если дано число р  между 1 и — 1, 
то берем точку М  так, что ± \ О М \  =  р. П р о в о д и м  
через эту точку М  пря
мую, перпендикулярную 
диаметру d. Она пересе
кает окружность. Про
ведя радиус в точку пе
ресечения и получим угол
а, у которого cos а  =
=  р. □

Теперь рассмотрим 
пересечение окружно- Рис. 68
стей.

Теорема 2 . Д ве  окружности пересекаются (в д в у х  
точках) тогда и только тогда, когда расстояние м е ж д у  
их центрами меньше суммы и больш е разности и х  р а 
диусов  (рис. 68).

Радиусы, проведенные в точку пересечения, в м е 
сте с отрезком, соединяющим центры, образуют т р е 
угольник. Поэтому вы сказанная теорема равн о си л ьн а  
следующей.



Теорема 2а. Три отрезка могут служить сторо
нам и треугольника тогда и только тогда, когда какой- 
ли б о  один из н и х  м еньш е суммы и больше разности 
д в у х  других.

В треугольнике сказанное выполняется для к а ж 
дой стороны, в силу известной теоремы (см., напри
мер, теорему II. 2.5). Поэтому вопрос состоит, соб
ственно, в доказательстве  обратной теоремы. Но мы 
докаж ем  теорему 2 а полностью.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В треугольнике со сторо
нами а, Ь, с и углом у  против с

c2 =  a2 +  b2 — 2 a b c o s y ,  cos у =  а + 2̂ — — . ( 1) 

Откуда
. , а2 +  Ь2 -  с2 +  2аЬ (а +  Ь)2 
1 + C 0 S Y  = --------------- 2aft-------------- = -----------ш

и так  как — 1 <  cos 7 <  1 , то из (2 ) и из (3)

а +  b >  с >  | а — b |. (4)

Этим доказана известная теорема, что сторона тре
угольника меньше суммы и больше разности двух 
других. (Выведите (4) из (2) и (3).)

Докажем обратное утверждение. Пусть а, Ь, с — 
длины отрезков с неравенствами (4). Положим

°2 + 0&2. ~  с-  =  р,  т. е. с2 =  а2 +  Ь2 — 2abp.
2 ab  ^

Тогда подобно (2) и (3) получим

1 +  р >  0, 1 — р >  0, т. е. - 1 < р < 1 .

Т а к  как косинус принимает все значения между 1 
и то существует такой угол у, что cos у —  р.

Треугольник с данными сторонами а, b и углом у 
меж ду ними сущ ествует (его можно построить). В т а 
ком треугольнике третья сторона как раз равна с. 
Теорема доказана. □

Основные построения. Перечислим основные з а 
дачи  на построение, решения которых даются в 
школьном курсе (они будут дальше считаться извест
ными без оговорки). Некоторые из этих построений



мы показываем на рисунках с краткими у казан иям и  
в скобках.

1 . Отложить вдоль данного отрезка А В  отрезок  
АЕ, равный данному СБ. (Описываем вокруг ц ен тр а  
А окружность радиусом, равным СО, и, если нуж но, 
продолжаем А В  за точку В  до пересечения с ней, 
рис. 69.)

2. Построить сумму и разность данных отрезков. 
(Даны А В  и СО. Продолжая А В  за  точку В, о т к л а 
дываем на продолжении отрезок, равный СО. П о л у 
чаем сумму. Разность — отклады ваем  меньший на 
большем.)

3. Отложить от данного отрезка угол, р а в н ы й  
данному.  (Описав окружность вокруг вершины О 
данного угла, отсекаем на его сторонах равные о т 
резки ОА, ОВ. Вокруг конца 0 \  данного отрезка п р о 
водим окружность Р того ж е  радиуса, получаем о т 
резок О \А 1 — О А,  налегающий на данный. Вокруг А \  
описываем окружность О радиусом АВ.  Если В \  —  
точка пересечения Р и О, то О ф у  — сторона нужного  
угла.)

4. Построить сумму и разность данных у гл о в .  
(Получается применением предыдущего построения.)

5. Найти середину отрезка. (Указано на с. 236.)
6. Построить биссектрису угла .  (На сторонах у гл а  

откладываем от вершины равны е отрезки ОА, О В.  
Вокруг Д и В проводим окружности, например, р а 
диусом | /4В |.  Соединяем дальню ю  точку пересечения 
и вершину.)

7. Восстановить перпендикуляр  к прямой в д а нной  
ее точке. (Построение такое же, к ак  в 6, потому что 
перпендикуляр — это биссектриса развернутого у гла .)



8. Опустить перпендикуляр  из данной точки на 
данную  прямую.  (Берем  на данной прямой а точку В 
и вокруг данной точки А  описываем окружность ра
диусом А В. П усть она пересечет а в точке С ф  В. 
Д альш е действуем так  же, как при делении отрезка 
В С  пополам. (А к а к  быть, если окружность имеет 
с прямой а только одну общую точку В ?))

9. Провести через данную точку прямую, парал
лельн ую  данной. (Н а  данной прямой а берем какую- 
нибудь точку В, соединяем её с данной точкой А. 
Через А проводим прямую, образующую с А В  такой же 
угол, как А В  образует  с данной прямой, но на проти
воположной стороне от А В  (рис. 70). Другое построе
ние, более короткое, можно 
основать на том, что парал
лелограмм — это четырех
угольник с равными проти
воположными сторонами.)

В

Рис. 71

10. Разделить данный отрезок в данном отноше
нии, заданном к а к  отношение данных отрезков а : Ь 
и ли  как отношение целых чисел п : т. (Построение 
ясно из рисунка: А В  — данный отрезок, под углом от
ложим сумму отрезков АС =  а и СО  =  Ь. Если Е 
на А В  и С Е \\йВ ,  то А Е : В Е =  а :  Ь. Если дано отно
шение п : /тг, то берем какой-либо отрезок с, строим 
а =  пс, Ь —  тс  и проводим изложенное построение 
(рис. 71). В частности, так получается построение
данной доли отрезка АВ,  если взять п  =  1, т =

« А - 1.)
Во всех рассмотренных построениях нужно (а) до

казать, что они действительно дают нужный резуль
тат, (б) посмотреть, какие возможны варианты (на
пример, при построении биссектрисы окружности во
круг А я В  пересекаются в двух точках; что эти точки 
дадут?).



Решение задачи на построение. В нем различают 
четыре этапа:

1 ) поиск решения (анализ);
2 ) описание найденного решения или его факти

ческое выполнение (что, впрочем, обычно не тре
буется) ;

3) доказательство того, что найденное построение 
действительно решает поставленную задачу;

4) исследование решения.
В описании построения известные основные по

строения, как правило, просто указываю тся. Иссле
дование состоит в выяснении того, всегда ли задача 
имеет решение; если не всегда, то при каких конкрет
ных данных и сколько именно решений имеет задача.

При этом разными  считаются решения, дающие 
неравные фигуры (или если и равные, то различно 
расположенные относительно данной фигуры, с ко
торой связывается построение).

Задачи на построение треугольников.
1. Построить треугольник по д вум  сторонам и 

угл у  между ними. Решение очевидно; построение 
всегда возможно. Оно единственно в силу теоремы 
о равенстве треугольников.

2 . Построить треугольник по стороне и двум при
лежащим углам.  Построение очевидно. Но оно дает 
результат лишь при условии, что сумма данных углов 
меньше развернутого. (Пятый постулат Евклида как 
раз и состоял в утверждении, что требуемое построе
ние получится, если сумма данных углов меньше 
двух прямых.) Решение единственно (т. е. все такие 
треугольники равны друг другу).

2а. Построить треугольник по стороне и двум у г 
лам, не обязательно прилежащим к данной стороне. 
Третий угол находится путем вычитания двух д ан 
ных из развернутого. Сколько возможно решений? 
Когда три, два, когда одно?

3. Построить треугольник по трем сторонам. З а 
дача разрешима, если наибольший из данных отрез
ков меньше суммы двух других. Р еш ение единственно.

4. Построить треугольник по д вум  сторонам и 
угли, противолежащему одной из них.

Р е ш е н и е .  Н а одной из сторон данного угла от
кладывается отрезок, равный данному, представляю 
щему собой сторону треугольника. Вокруг его конца



описывается окружность радиусом, равным другой 
стороне. Д л я  этой окружности возможны 4 случая: 
а) она не имеет с другой стороной угла общих то
чек, б) они друг друга касаются, в) пересекаются 
в двух точках, г) пересекаются только в одной точке 
(рис. 72а, б, в, г) .  Фиксация этих возможностей и точ
ное указан ие  того, при каких условиях реализуется 
каж д ая  из них, и представляет исследование задачи. 
П роведите его.

5. Построить треугольник по стороне, сумме двух  
других  сторон и углу , прилежащему к данной стороне.

П о и с к  р е ш е н и я  (анализ).  Допустим, задача 
решена, т. е. мы имеем треугольник A B C  с данной 
стороной А В  =  с, суммой сторон A C - \ - C B  =  d, уг
лом А =  а  (рис. 73). Продолжив сторону А С  на от
резок CD  =  СВ,  получим треугольник A B D  со сторо
нами А В  =  с, A D  =  d  и углом А =  а. Вместе с ним 
получим т а к ж е  равнобедренный треугольник BCD', 
В С  =  CD.

Отсюда выводим решение задачи. Строим тре
угольник A B D  с углами А —  а  и сторонами А В  =  с, 
A D  =  d. Н аходим на AD  такую точку С, что CD =  
=  СВ, т. е. что A B C D  равнобедренный. Тогда тре
угольник A B C  и дает решение задачи. Точку С можно 
найти, проводя перпендикуляр к отрезку BD  через 
его середину или откладывая у точки В  угол, равный 
Z D  (пользуясь характерными свойствами равно
бедренного треугольника: в первом случае совпаде
нием медианы и высоты, во втором — равенством уг
лов при основании).

И с с л е д о в а н и е .  Сумма двух сторон треуголь
ника больш е третьей, поэтому должно быть d >  с. 
При этом условии AD  >  А В ,  и потому Z D <  Z B .



Поэтому равнобедренный треугольник B C D  можно 
построить, т. е. при построении угла D B C ,  равного 
Z.D, точка С будет на AD. При d >  с решение всегда 
возможно. Оно единственно, поскольку построение 
треугольника BC D  проводится однозначно.

6. Построить треугольник по стороне с, сумме  
д вух  сторон d и у г л у  у, противолежащему данной  
стороне.

П о и с к  р е ш е н и я .  Допустим, имеется треуголь
ник A B C  с указанными данными: А В  =  с, А С  +  
+  СВ =  d, Z C  —  y  (рис. 74). Продолж ив отрезок

Рис. 73 Рис. 74

А С  на CD =  СВ,  получим отрезок A D  —  d\ затем по
строим треугольники A B D  и BCD. Последний тре
угольник равнобедренный, и угол С —  у  д л я  него
внешний. Поэтому / . D  — ^ - y .  Это приводит нас
к следующему решению. Если построить треугольник
A B D  по сторонам А В  —  с, AD —  d  и углу D =  у,
то, построив в нем равнобедренный треугольник 
BCD, найдем искомый треугольник A B C .

О п и с а н и е  п о с т р о е н и я .  Строим A A B D  по
данным сторонам А В  — с, AD  — d  и углу D —  —  'у.
Это построение описано в решении задачи  4. Д опу
стим, что оно проходит и мы получаем треугольник
ABD . Затем строим равнобедренный треугольник 
BCD  с вершиной С на AD  (так же, как  в предыду
щей задаче). Получаем треугольник A B C ,  который 
и нужно было построить.

Д о к а з а т е л ь с т в о  того, что он и есть искомый 
треугольник. Действительно, А В  —  с и А С С В  —
—  A C + C D  —  d,  так  как по построению СВ —  CD.



Н аконец, Z С =  у , так  как С — внешний угол равно
бедренного треугольника BCD,  в котором В =  /  D =

1
=  т ^ -

И с с л е д о в а н и е .  В задаче 4 треугольник полу
чается не всегда, и, кроме того, могут получаться 
два треугольника. Что будет в условиях решаемой 
здесь задачи с построением треугольника A B D ?

В условиях задачи долж но быть d > c — сумма 
двух сторон больше третьей. Поэтому в A A B D  A D  >
>  АВ.  Кроме того, если р =  А Е  — перпендикуляр 
из А  на прямую BD,  то должно быть А В  ^  АЕ,  т. е. 
с ^  р.  'Данный угол С =  у
меньше развернутого, так  ^
что Z D  — - ^ y  — острый.
Поэтому основание Е, пер-

Рис. 75 Рис. 76

пендикуляра А Е  лежит на луче DB,  а из прямоуголь
ного треугольника AED  имеем А Е  =  AD  sin D,  т. е.

p =  d  sin (рис. 75).
Мы приходим к следующим случаям:
(а) Если c < d s i n - 7j-, т. е. данная сторона с 

меньше катета прямоугольного треугольника с гипо
тенузой d  и углом Y '  то задача  не имеет решения.

(б) Если c =  d s i n ^ - ,  то получается один тре
угольник A D B  —  он же A D E  — и соответственно один 
треугольник АСВ.



(в) Если d >  с >  d  sin , то получаются два  т р е 
угольника A D B U A D B 2 (с A B í =  А В 2 =  с) и соот
ветственно два треугольника А С \ В и А С 2В 2 (рис. 76).

Треугольники АС\В\, АС2В2 равны и отличаю тся 
только расположением сторон. В случае (б), когда
с =  d  sin -у , треугольник АСВ  один: он равнобедрен
ный (почему?).

7. Построить треугольник по двум углам и пери
метру.

Р е ш е н и е .  Треугольники с двумя данными у г л а 
ми подобны, их стороны пропорциональны и, следо
вательно, относятся как  периметры. Поэтому, по
строив один такой треугольник, по нему получим по
добный ему с данным периметром р.

Строим какой-нибудь А А В С  с данными углами
А, В. Откладываем вдоль луча АВ  отрезки АВ,  
ВС'  =  ВС, C'D =  АС. Н а  луче АС  отклады ваем о т 
резок AD¡, равный данному отрезку р, и известным 
приемом делим его на отрезки A B U BiC\, C\D\,  п ро
порциональные АВ, ВС', C'D. Эти отрезки и д аю т 
стороны искомого треугольника (рис. 77).

Решение единственно, так  как данная величина 
(отрезок) р единственным образом разлагается  на 
слагаемые, пропорциональные данным величинам  
(отрезкам).

Отметим, что при решении сколько-нибудь с л о ж 
ных задач на построение поиск решения задачи  обы ч
но состоит в следующем. Предполагаем, что тр еб у е
мая фигура построена, и исследуем ее в связи с д а н 
ными задачи с тем, чтобы найти путь от этих дан ны х  
к тем, по которым фигура строится просто. Т а к  и 
были решены задачи 5, 6, 7.



§ 2. Решение задач  на построение

Метод подобия. Метод, примененный в решении 
последней задачи 7, это «метод подобия». Он приме
ним тогда, когда, исключив одно из условий задачи, 
можно построить фигуру, подобную искомой. П о
строив какую-нибудь такую фигуру, ее подобно пре
образую т так, чтобы получить нужную фигуру.

Этот метод, в частности, всегда приложим, когда 
нужно построить треугольник по двум данным углам 
и еще по какой-нибудь линейной величине (по от
резку):  ею может быть периметр (как в решенной 
задаче  7), сумма двух сторон, высота и т. д., и т. п.

Приведем пример другого рода задачи, решаемой 
методом подобия.

Задача .  Построить окружность, касающуюся сто
рон данного (неразвернутого) угла и проходящую че
р ез  данную точку А внутри угла.

Р е ш е н и е .  Строим окружность, касающуюся 
сторон данного угла. Д ля этого откладываем на сто
ронах угла от его вершины О равные отрезки и в их 
концах проводим перпендикуляры к сторонам; в их 
пересечении получаем центр 5  окружности, он лежит 
на биссектрисе угла. Из вершины угла проводим луч 
через точку А. Он пересекает окружность в двух точ
ках  В, С. Находим на биссектрисе точки 5 Ь 5 2 такие, 
что 0 5 : 0 5 1  =  0 6 : 0 / 1 ,  0 5  : 0 5 2 =  ОС : ОЛ. Это и 
будут центры окружностей с требуемыми свойствами.

Метод двух геометрических мест. Этот метод при
меним тогда, когда нужно’ построить точку М, удов
летворяющую двум условиям. Тогда строим, если 
возможно, два геометрических места точек, удов
летворяющих одному и другому из этих условий, 
в пересечении этих геометрических мест получаем 
точку М.

Применение этого метода можно видеть в простей
ших построениях, когда проводится окружность — 
геометрическое место точек, удаленных от данной 
точки на данное расстояние. Так, при построении 
треугольника по трем сторонам ищется его ®еР" 
ш ина С, находящаяся на данных расстояниях а, Ь от 
двух других вершин — А, В. Описываются окружно
сти вокруг А и В радиусами Ь и а, и в их пересече
нии получают вершину С.



Приведем интересный пример задачи, реш аем ой  
методом геометрических мест.

Задача. На прямой I даны четыре точки А, В, С, 
И. Требуется найти такую точку М, из которой от
резки АВ, ВС, СО видны под равными углами, т е 
А А М В  == / .В М С  — Z САШ (рис. 78).

Рис. 78

П о и с к  р е ш е н и я .  Требование задачи можно п е 
рефразировать так, что в треугольниках АМ С  и ВЛЮ  
отрезки МВ, МС  должны быть биссектрисами. П о  
известному свойству биссектрисы она делит противо
положную сторону на отрезки, пропорциональные 
сторонам. Следовательно, должно быть

АМ : СМ =  АВ : СВ, ВМ : ОМ  =  ВС : СО. (1)

Первое равенство означает, что точка М п рин адле
жит геометрическому месту точек, отношение р а с 
стояний которых от двух данных точек А, С равно  
А В : С В  (т. е. такое же, как у точки В).  Это гео м ет 
рическое место есть окружность (окружность А п о л 
лония; ) 3, гл. I, ч. 1) или прямая, если АВ — В С  
Совершенно так же точка М должна принадлеж ать  
геометрическому месту точек, отношение расстояний 
которых от точек В и О равно ВС : СО. Это то ж е  
окружность или прямая. Искомая точка М д о лж на  
быть точкой пересечения этих окружностей или пря 
мой с окружностью. (Прямые здесь не могут пере 
секаться, так как обе они перпендикулярны прямой 
на которой лежат точки А, В, С, О. Таким образом  
сразу  видно, что задача не всегда имеет р еш ен и е )  

П о с т р о е н и е .  Положим А В а, ВС  =  Ь, СО  —
— с. Окружность, описываемая точками М с первым 
условием (1). пересекает прямую I в точке В  и еш* 
в такой точке В, что АЕ : СЕ — АВ : СВ == а : Ь. Ц ентр



этой окружности — середина отрезка ВЕ. Если а >  Ь, 
то АЕ  =  АВ  +  ВС  +  СЕ =  а +  Ъ +  х и

а  +  Ь +  х  а  , а +  Ь
-----1-------1------=  ~ г\ Х =  0 --------- г .х  Ь а — Ь

Точка Е леж ит так, что С находится между В 
и Е. Отсюда выводим построение, каким можно най
ти точку Е и центр окружности. Если Ь >  а, то точка 
Е  лежит с другой стороны, так что А находится 
между В и Е.

Аналогичный вывод делаем для другой окруж 
ности.

И с с л е д о в а н и е .  Задача  интересна, в частности, 
условием ее разрешимости, которое выглядит не
сколько неожиданно.

Если средний отрезок Ь меньше крайних а и с, то 
решение есть (в крайности допустимо а =  Ь <  с или 
а  >  Ь =  с). Если Ь не меньше а и с, то решения нет. 
Оба вывода можно сделать из наглядных соображ е
ний (проведите их). Таким образом, если, скажем, 
а <  Ь, то должно быть с >  Ь. Вопрос в том, каковы 
точные соотношения между а, Ь и с.

Из расположения окружностей можно вывести, 
что они пересекаются, только если

3ас >  Ь ( а +  Ь +  с),
т а к  что

\ + — \ + - ~  

а > 6 7 Т Х ; С > Ь ^ 1 ± -
с а

Поэтому, в частности, решение вообще возможно 
только, если а  >  Ь, каким бы ни было при этом с.
(Проведите детально все выводы.)

Метод преобразований. Этот метод состоит в том, 
что фигура, входящ ая в данные задачи, или ее часть 
подвергается преобразованию — переносу, симметрии 
и т. п., после которого решение получается про
сто. Приведем пример применения центральной сим
метрии.

Задача. Дана точка 4 и две фигуры Л , Рг- Тре
буется провести через точку А такой отрезок с кон
цами в Л  и Р'г. чтобы точка А делила его пополам.



Разумеется, сами фигуры Р и Р2 должны строиться 
циркулем и линейкой; в простейшем случае это п р я 
мая и окружность.

Р е ш е н и е .  Строим фигуру Р 3, симметричную Р 2 
относительно точки А. Ьсли Р$ и имеют об щ у ю  
точку В, то отрезок ВС  с концом С, симметричным 
В относительно А, решает задачу. (Опишите п острое
ние фигуры и исследуйте задачу, когда ф и гуры  

Р2 — прямые, когда обе они — окружности, или  
одна — прямая, другая — окружность.)

Следующая задача дает пример применения п е 
реноса.

Задача. Даны две окружности К\, К2 и прямая а. 
Построить отрезок, равный данному (1, параллельный
а, с концами на К\, К2.

Р е ш е н и е .  Переносим окружность К2 п а р а л л е л ь 
но прямой а на отрезок с1. Точка ее пересечения с К 1 
и будет концом искомого отрезка (рис. 79). (О п и 
шите построение в дета-

чи на построение трапе-
о Pur* 7Qции такж е решаются с rHL-

помощью переноса. В пер
вой из них переносится боковая сторона, во в т о 
р о й — диагональ. Вектор переноса задается меньш им 
из оснований трапеции.

Задача. Построить трапецию по основаниям и б о 
ковым сторонам.

Р е ш е н и е .  Строим треугольник с основанием, 
равным разности данных оснований трапеции, и б о 
ковыми сторонами, равными боковым сторонам т р а 
пеции (рис. 80, а ) .  Затем достраиваем его до т р а 
пеции.

Опишите построение и у каж ите  условие р а з р е ш и 
мости задачи.

Задача .  Построить трапецию по основаниям и 
диагоналям.

лях. М ежду прочим, 
реносить можно в де 
направлениях. Исслед; 
те задачу: выясните 
ловия ее разрешимое 
определите, когда ско. 
ко возможно решений.)

Следующие две зада- d а



Р е ш е н и е .  Строим треугольник с основанием, 
равным сумме оснований трапеции, и с боковыми сто
ронами, равными данным ее диагоналям (рис. 80 ,6).  
К ак  из этого треугольника получить нужную трапе
цию, очевидно.

Исследуйте решение. Выясните, когда построение 
возможно. Убедитесь в единственности решения.

в с

Рис. 80

Правильные многоугольники. З адача  построения 
правильного многоугольника обычно ставится так: 
вписать в окружность правильный п-угольник (с дан
ным п ) .

Рис. 81

Проще всего эта задача решается для шестиуголь
ника, так как его сторона равна радиусу окружности. 
Треугольник вписывается в окружность по шести
угольнику— соединением его вершин через одну. Впи
санный квадрат, очевидно, строится проведением двух 
взаимно перпендикулярных диаметров. Правильный 
пятиугольник строят по правильному десятиуголь
нику, соединяя вершины через одну



Вписанный правильный десятиугольник строится 
так.

Допустим, построение выполнено. Сторона д е с я 
тиугольника является основанием АВ  равнобедрен
ного треугольника ABO  с боковой стороной R и углом 
О при вершине в центре окружности О, равным

360° =  36° (рис. 81, а). Поэтому углы при основа

нии равны: -^-(180° — 36°) =  72° =  2 ■ 36°.
Следовательно, биссектриса одного из этих углов 

А делит треугольник ОАВ на два треугольника А О С  
и ABC, являющихся равнобедренными (по равенству 
углов при основании). При этом у треугольника A B C  
угол В при основании такой же, как у А О А В .  П о 
этому треугольники подобны и

ж = - ж Ь  а в > =  а о - в с . (2)

Кроме того, ВС =  ОВ — ОС  =  О А — АВ. Поэтому, 
полагая АВ =  х (и так как О А — R ) , получаем из (2)

x2 =  R ( R -  х), х2 +  Rx -  R2 =  0.

Положительный корень этого уравнения

- R  +  л/ W  л/5 -  1 
2 2

Отрезок длины х строится так. Строим прям о
угольный треугольник с катетами R и ^ - / ? ;  его гипо
тенуза будет

V /^ 2 + T /?2 =  4 - V 5  R.

Вычитая отрезок -у /? ,  получаем (рис. 81, б)

x = 4 - ( V 5  -  1)/?.

Если построен правильный n -угольник, то правиль
ный 2п-угольник строится очевидным образом путем 
деления пополам центрального угла, опирающегося 
на сторону я-угольника. Т ак  можно строить 2тп- 
угольник. В частности, по квадрату  строится восьми
угольник, по шестиугольнику — двенадцатиугольник.



Итак, циркулем и линейкой строятся правильные 
л-угольники с п —  3, 4, 5, 6, 8, 10, . . .

Но для п =  7, 9, И , 13 построение невозможно. 
Однако оно возмож но для 17-угольника. Все это 
имеет алгебраическое основание, которое сейчас бу
дет указано.

Вопрос о разрешимости задач на построение цир
кулем и линейкой. Коротко можно сказать  так. Д ля 
того чтобы зад ач а  на построение циркулем и линей
кой была разреш има, необходимо и достаточно, чтобы 
алгебраически она сводилась к решению уравнений, 
корни которых находятся посредством рациональных 
операций и операции извлечения квадратного корня 
(рациональные операции — это четыре действия ариф
метики: сложение, вычитание, умножение и деление).

Докажем необходимость. Пусть задача геометри
чески разрешима циркулем и линейкой. Введем на 
плоскости систему прямоугольных координат. То, что 
в задаче дано, и то, что надо построить, алгебраи
чески задается координатами точек и длинами отрез
ков (как, скажем, координаты центра и радиус ок
ружности). Реш ение задачи на построение сводится 
к нахождению точек пересечения (включая касание) 
прямых и окружностей, причем прямые задаются на
бором точек, через которые они проводятся, а окруж
ности— своими центрами и радиусами: Координаты 
точек пересечения находятся по этим данным посред
ством рациональных операций и извлечения квадрат
ного корня, что и требовалось доказать (как факти
чески находятся координаты точек пересечения — по
лезно вспомнить).

Докажем обратное. Если задача на построение 
алгебраически реш ается с помощью рациональных 
операций и извлечения квадратного корня, то она 
разрешима циркулем и линейкой.

Для доказательства достаточно убедиться, что 
указанные алгебраические операции могут быть осу
ществлены посредством построения циркулем и линей
кой. Эти операции должны производиться над дли
нами отрезков или, что равносильно, координатами 
точек. Геометрически им должны соответствовать по
строения с отрезками. Сложение и вычитание отрез
ков производится известным путем (вычитание боль
шего отрезка из меньшего недопустимо в отличие от



вычитания чисел, но это можно обойти откладыва
нием отрезков на разных полуосях координат).

Умножение и деление отрезков в прямом смысле 
невозможно. Но это обходят тем, что по трем данным
отрезкам а, Ъ, с можно построить отрезок й =  -^-Ь,

где отношение отрезков ----- это то же, что отноше
ние их длин. Отрезок й строится из подобия й : Ь =  
=  а : с известным путем 
(рис. 82).

Фиксируем отрезок е дли
ны | е | =  1 .

Если длины представлены
отрезками а, Ь, то отрезок

а а  й
й' =  — Ь представляет произ- рис 82
ведение длин | а | |Ь | .

Аналогично, отрезок ¿ 2 =  - | - е  представляет ^ -----
частное длин | а | , \Ь\.

_Пусть, наконец, нужно извлечь корень: найти 
V I а I • Число \а \  представлено отрезком а. Найдем 
такой отрезок ¿ 3, что | йъ\2 =  | а | • | е \ . (Например, вы
соту в прямоугольном треугольнике с отрезками гипо
тенузы, равными а и е.) Тогда

\Л3 \ =  л / \а \ \ е \  =  л / \ а \ .

Таким образом, утверждение доказано. □
Из доказанного становится достаточно очевидным, 

что разрешимость задачи на построение с помощью 
циркуля и линейки является редким исключением, по
скольку разрешимость уравнений только с извлече
нием квадратного корня является исключением.

Построение правильного /г-угольника алгебраи
чески сводится к решению уравнения хп =  \. Это 
уравнение имеет п корней, которые на комплексной 
плоскости представляются точками на единичной о к 
ружности, служащими вершинами правильного п- 
угольника. Выражение корней в квадратных р ад и ка
лах относится к вещественной и мнимой части. К ак  
доказал Гаусс (1801 г.), оно возможно тогда и только 
тогда, когда

« =  2т  • Р1 ■ . . .  • ра,



где т — лю бое неотрицательное целое число, а р\, . . .
. . . ,  /?$ — попарно различные простые числа, предста
вимые в виде

2 к
Р =  22 + 1

с каким-либо целым А. При £ =  О, 1, 2, 3 получаем 
р — 3, о, 17, 257, поэтому 17-угольник строится цир
кулем и линейкой.

Три классические задачи рассматривались еще 
древними: трисекция угла, удвоение куба, квадра
тура круга. Все они не разрешимы циркулем и ли
нейкой.

П ервая зад ач а  состоит в том, чтобы разделить дан
ный угол на три равные части. Эта задача приводится 
к кубическому уравнению и разрешима циркулем и 
линейкой лиш ь в исключительных случаях: напри
мер, прямой угол делится, но уже угол в 60° не де
лится на три равные части.

Задача  удвоения куба состоит в том, чтобы по
строить по данному отрезку а такой отрезок х, чтобы 
куб с ребром х  имел вдвое больший объем, чем куб 
с ребром а. Это сводится к уравнению хг =  2а 3, но 
^ 2 в квадратны х радикалах не выражается.

Задача  квадратуры  круга состоит в том, чтобы по
строить квадрат, площадь которого равна площади 
данного круга. Это очевидно приводится к уравнению 
х2 = л .  А так  как  я  — число трансцендентное, то за 
дача не разреш им а никакими алгебраическими сред
ствами.

Трансцендентность числа я  доказал  в 1882 г. не
мецкий м атематик К. Л. Ф. Линдеман (1852— 1939).

О построениях вообще. Вообще под построением 
в геометрии понимают конечную последовательность 
действий, которые считаются возможными в силу ого
вариваемых условий; каждое из них дает какую-ни
будь фигуру, — как  отрезок, точку пересечения отрез
ков и т. п. П ри построениях циркулем и линейкой 
такими действиями являются проведение «прямых» и 
окружностей.

В чисто отвлеченном понимании, соответствующем 
аксиоматическому изложению, никаких «действий» 
быть не может. «Действие», дающее какую-то фи
гуру, обозначает только утверждение: «существует



такая-то фигура». Так, мы говорим, например: «про
ведем отрезок АВ»,  но это значит «существует отре
зок с концами А, В». Построение, в отвлеченном 
понимании представляет собой последовательность 
таких утверждений, возможных в силу принятых усло
вий. При построениях циркулем и линейкой эти усло
вия утверждают существование прямых, проходящих 
через две данные точки, окружностей с любыми цен
трами и радиусами.

При аксиоматическом изложении геометрии усло
вия, определяющие возможные построения, заклю 
чаются, прежде всего, в самих аксиомах. При приня
той нами аксиоматике допустимыми построениями яв
ляются: проведение отрезка между двумя точками, 
откладывание отрезка, равного данному, и отклады
вание угла, равного данному. При этом, как уже ска
зано, эти «построения» не означают ничего, кроме 
утверждаемого аксиомами идеального, мыслимого су
ществования объектов, о которых идет речь. Вместе 
с тем эти аксиомы выражают в отвлеченной форме 
совершенно реальные построения. Д л я  них можно 
указать инструменты — это: 1 ) линейка, по которой 
можно проводить отрезки, отмечать на ней и перено
сить отрезки, равные данным, 2 ) угольник с подвиж
ными сторонами и поперечиной для отклады вания уг
лов (рис. 83).

Можно доказать, что эти средства равносильны 
линейке и циркулю, т. е. всякая задача ,  реш аемая 
посредством линейки и циркуля, реш ается такж е по
средством линейки с возможностью отмечать отрезки 
и угольника, и обратно.

Выше была доказана теорема о существовании 
перпендикуляра к прямой (гл. II, § 1). Это д оказа
тельство представляет собой построение перпендику
ляра, основанное на аксиомах — на проведении отрез
ков и откладывании угла. Вот еще один пример.

Построение середины отрезка. И з  конца А отрез
ка А В проводим отрезок АС  под углом и из конца 
В — отрезок ВБ,  равный АС  и под равным углом 
к ВА по другую сторону от АВ  (рис. 84). Тогда СИ 
пересекает АВ  в середине. (Нужно преж де всего до
казать, что СО пересечет отрезок А В, а не его про
должение. Дальнейшее сравнительно просто. Если 
воспользоваться тем, что уже известно существование



середины О, то доказательство упрощается: проведите 
СО, £Ю.)

Заметим , что принятая нами аксиома существова
ния отрезка данной длины дает основание отклады
вать при построениях отрезки данной длины. Это рав
носильно применению идеальной абсолютно точной 
измерительной линейки. Но это не соответствует, 
можно считать, характеру геометрических построений. 
Дальш е, в части «Основания геометрии», будут даны 
аксиомы, в которые не входит понятие длины.

Построения в пространстве. Когда говорится о по
строениях в пространстве, то так ж е  имеют в виду не 
столько реальные построения, сколько утверждения 
о существовании объектов: «Проведем плоскость че
рез точки А, В, С» означает: «фиксируем, что суще
ствует плоскость, проходящая через точки А, В, С». 
Аналогичный смысл имеет «проведение» прямых в 
пространстве.

Соответственно построение фигуры фактически оз
начает доказательство ее существования, основанное 
на аксиомах.

Рассмотрите основные построения в пространстве:
1 ) прямой, параллельной данной; 2 ) прямой, перпен
дикулярной данной (восстановление и опускание пер
п ен ди куляра);  3) прямой, перпендикулярной плоско
сти; 4) параллельных плоскостей и др.

Здесь  мы будем считать понятия кривой и поверх
ности интуитивно ясными. Подробнее они обсуж
даются в частях 4 и 5.

Рис. 83 Рис. 84

§ 3. Выпуклые фигуры



Выпуклые кривые. Будем рассматривать  фигуры 
на плоскости. Л оманая  называется выпуклой,  если 
она расположена с одной стороны от каж дой  прямой, 
содержащей ее звено (рис. 85). Аналогично опреде
ляется выпуклый  многоугольник как  лом аная ,  а так 
ж е  как часть плоскости, ограниченная простой зам 
кнутой ломаной (рис. 86).

Эти определения, известные еще из школьного 
курса, обобщаются на другие фигуры.

Определение. Прямая называется опорной  прямой 
данной фигуры, если она имеет с фигурой или с ее 
границей хотя бы одну общую точку, но вся фигура 
лежит с одной стороны от этой прямой, т. е. в одной 
ограниченной ею полуплоскости. Говорят: прямая 
опорная к фигуре Г в точке А, если она при этом 
проходит через точку А фигуры Р (рис. 87).

Название «опорная» выражает то наглядное пред
ставление, что фигура как бы опирается на прямую. 
Пользуясь понятием опорной прямой, можно переска
зать данное выше определение выпуклой ломаной. 
Ломаная называется выпуклой, если к а ж д ая  прямая, 
содержащая ее звено, служит ее опорной прямой. 
Многоугольник выпуклый, если каж д ая  прямая, со
держ ащ ая его сторону, является его опорной прямой. 
Это определение применяется такж е к многоуголь
нику с внутренностью.

Обобщая, вводят следующие
Определения. Кривая называется выпуклой,  если 

в каждой ее точке у нее есть опорная п рям ая  
(рис. 88). Площадка, как и замкнутая область, н азы 
вается выпуклой, если в каждой точке ее границы 
у нее есть опорная прямая (рис. 89).

9  А. Д. Александров, Н. Ю. Нецветаев

Рис. 85 Рис. 86 Рис. 87



В ы пуклая  ломаная и выпуклый многоугольник 
подпадаю т под эти определения, так  как каждая точ
ка ломаной принадлежит какому-нибудь ее звену.

Опорная плоскость. Выпуклая поверхность. Мно
гогранник называется выпуклым, если он лежит по 
одну сторону от плоскости каждой своей грани

(рис. 90). Это определение одинаково относится как 
к  многограннику — фигуре, составленной из много
угольников, так  и к телесному многограннику.

К а к  и для многоугольников, эти определения из 
школьного курса обобщаются.

Определение. Плоскость называется опорной пло
скостью данной фигуры, если она имеет с фигурой 
или ее границей хотя бы одну общую точку, но вся 
фигура содержится в одном полупространстве, огра
ниченном этой плоскостью (рис. 91). Говорят: пло
скость опорная  к фигуре Т7 в точке А, если она при 
этом проходит через точку А фигуры Р.

П ользуясь  понятием опорной плоскости, можно 
пересказать  определение выпуклого многогранника. 
М ногогранник выпуклый, если каж дая  плоскость, со



держащ ая ее грань, является для него опорной. О б о б 
щая, вводим

Определение. Поверхность называется выпуклой,  
если в каждой ее точке у нее есть опорная плоскость 
(рис. 92).

Выпуклый многогранник подпадает под это о п р е
деление, так как каж д ая  его точка п ринадлеж ит к а 
кой-нибудь его грани.

Выпуклые фигуры. Есть другое понятие вы п у к
лости, применяемое одинаково к фигурам к ак  на пло
скости, так и в пространстве.

Фигура называется выпуклой, если вместе с к а ж 
дыми двумя своими точками она содержит и соеди
няющий их отрезок (на рис. 89 фигура вы пуклая , на 
рис. 87 — не выпуклая).

Теорема 1 . Фигура на плоскости, обладающ ая вн у
тренними точками и содержащая свою границу, в ы 
пукла тогда и только тогда, когда в каждой точке 
границы у нее есть опорная прямая (или, если ф и 
гура ограниченная, можно сказать, когда она о гр ан и 
чена выпуклой кривой) (рис. 89).

Совершенно такая  же теорема, связы ваю щ ая вве
денное здесь понятие выпуклой фигуры с п ред ы д у
щим, выполняется в пространстве.

Теорема 2 . Фигура в пространстве, обладаю щ ая  
внутренними точками и содержащая свою границу,  
является выпуклой тогда и только тогда, когда  
в каждой точке границы у  нее есть опорная плоскость 
(или, если фигура ограниченная, можно сказать ,  
когда она ограничена выпуклой поверхностью).

Выпуклость извне и внутри. Можно ск азать ,  мы 
имеет два понятия выпуклости: внешнее и внутреннее. 
Фигура выпукла извне, если в каждой точке границы  
у нее на плоскости есть опорная прямая, а в про
странстве— опорная плоскость. Это вполне с о г л а 
суется с наглядным представлением о выпуклой ф и 
гуре и выпуклом теле.

С другой стороны, фигура выпукла внутри, если 
можно любые две ее точки соединить в ней отрезком . 
В случае, если у фигуры есть внутренние точки и она 
содержит свою границу, это равносильно тому, что 
из каждой внутренней точки можно дойти до лю бой  
точки границы, идя по прямой, как в комнате, где нет 
закоулков. Две сформулированные теоремы означаю т,



что д л я  содержащих свою границу фигур с внутрен
ними точками оба понятия выпуклости равносильны. 
Т а к а я  фигура, выпуклая извне, выпукла такж е вну
три, и обратно. Полное доказательство теорем 1, 2 не 
совсем просто, и мы не будем его излагать в полной 
общности, а ограничимся случаем многоугольников и 
многогранников.

Выпуклые многогранники и многоугольники. Р ас 
сматриваю тся плоские многоугольники и телесные 
многогранники.

Теорема 3. Многоугольник или многогранник, вы
пуклы й внутри, является выпуклым также извне.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть многогранник Р  — 
выпуклый внутри. Возьмем какую-либо его грань С}. 
Д о к аж ем ,  что он расположен по одну сторону от со
д ер ж ащ ей  ее плоскости а.

Допустим противное: пусть у многогранника Р 
есть точки Л и Б, леж ащ ие по разные стороны от

(2 оказывается внутри многогранника и, значит, не 
м ож ет  быть его гранью. Следовательно, многогранник 
л еж и т  по одну сторону от плоскости грани, что и тре
бовалось  доказать.

Д л я  многоугольника доказательство совершенно 
т ак о е  же. Разница лишь в том, что вместо грани бе
рется сторона (2 и строятся треугольники с верши
нами А, В и основанием С?. □

Т еорема 4. Многоугольник или многогранник, вы
пуклый извне, является выпуклым также внутри.

М ы докажем даж е  более общую теорему для лю 
бых площадок и тел, поскольку доказательство ни
чуть не сложнее.

Теорема 5. Площадки и тела, выпуклые извне, яв
ляются выпуклыми и внутри.

Рис. 93

плоскости а  (рис. 93). 
Тогда, поскольку много
гранник Р выпуклый вну
три, он должен содер
ж ать  всякий отрезок, со
единяющий А или В с 
точками грани С}, т. е. он 
должен содержать пира
миды с вершинами А, В 
и общим основанием (?. 
Но тогда многоугольник



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть тело Р  вы п укло  
извне, так  что в каждой точке его границы есть о п о р 
ная плоскость. Докажем, что тогда отрезок, с о е д и 
няющий любую его внутреннюю точку А с какой -н и 
будь другой его точкой б ,  содержится в теле Р. Д е й 
ствительно, допустим противное: пусть на отрезке А В  
есть точка С, не принадлеж ащ ая телу Р. Тогда но 
теореме II. 4.1 на этом отрезке есть точка гр ан и ц ы  
тела. В этой точке, по условию, есть опорная пло- 
кость. Эта плоскость а  не может проходить ч ер ез  
точку А, так  как та ле
жит внутри Р: иначе с 
обеих сторон от плоско
сти а  лежали бы точки 
тела и плоскость а  не 
была бы опорной (рис.
94). Следовательно, пло
скость а  пересекает отре
зок А В. Но тогда точки Рис. 94 
А и В леж ат с разных
сторон от нее, а это противоречит тому, что они п р и 
надлеж ат телу и плоскость а  — опорная к нему.

Итак, отрезок, соединяющий две точки тела Р,  из 
которых хотя бы одна внутренняя, содержится в Р.

Пусть теперь точки А, В л еж ат  на границе т е л а .  
По самому определению тела его граница я в л я е т с я  
границей его внутренности. Тем самым сколь угодно  
близко к граничным точкам А, В есть внутренние 
точки тела. Мы можем, стало  быть, взять точки А п, 
В п (/2 = 1 , 2, . . . )  так, что А „ —>А , В п -+ В .  Тогда о т 
резки А пВ п «сходятся» к отрезку АВ. Так как то ч к и  
А п, Вп внутренние, то, по доказанному, о тр езк и  
А пВп содержатся в теле и д а ж е  внутри него. П о э т о м у  
и отрезок АВ  содержится в теле, что и требовалось  
доказать.

Доказательство теоремы для площадки то ж е  с а 
мое. Нужно только в первой части д о казательства ,  
рассматривая отрезок АВ, сослаться на сущ еств о в а 
ние опорной прямой; она разделит точки А и В. Ч и 
татель сам проведет это доказательство. □

О выпуклых фигурах. Речь идет о выпуклых ф и 
гурах в общем их определении — изнутри. Т ак ая  ф и 
гура на плоскости или в пространстве не о б я з а н а  
иметь внутренние точки. Пример представляют о тр езо к ,



прямая, одна точка, пустое множество. (По опре
делению фигура выпукла, если для каждых двух ее 
точек отрезок, их соединяющий, содержится в фи
гуре; так что если двух точек нет, то условие выпол
нено.)

Теорема 6. Пересечение любой совокупности вы
пуклых фигур есть выпуклая фигура.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Точки А, В, принадлежа
щие пересечению фигур, принадлежат каждой из них. 
Поэтому если фигуры выпуклы, то и отрезок А В со
держится в них всех и, значит, содержится в их пе
ресечении. Значит, оно выпукло. □

Следствие 1. Пересечение выпуклой фигуры с пло
скостью есть выпуклая фигура. □

Следствие 2. Пересечение выпуклой фигуры с по
лупространством представляет собой выпуклую фи
гуру.  □

В этом смысле всякая плоскость, пересекающая 
выпуклую фигуру, делит ее на две выпуклые фигуры.

Доказательство очевидно из рис. 95. □
Площадь выпуклой поверхности. Площадь много

гранной поверхности естественно считать равной сум
ме площадей ее граней. Площадь поверхности вы
пуклого тела можно тогда определить как инфимум 
площадей заключающих это тело замкнутых много
гранных поверхностей. При этом достаточно бграни- 
читься выпуклыми многогранными поверхностями, 
описанными вокруг исходного тела, т. е. такими, грани 
которых леж ат в его опорных плоскостях.

Пользуясь таким определением, можно, например, 
показать, как это делается в школьном курсе, что 
площадь сферы радиуса ^  равна 4л/?2. Д ля  случая

(Точки исходной фигуры, 
лежащие на самой деля
щей плоскости, можно 
отнести к каждой из по
лучающихся выпуклых 
фигур.)

Теорема 7. Проекция 
пространственной выпук
лой фигуры на плоскость 
есть выпуклая фигура  
(это верно для каждой 
параллельной проекции).

Рис. 95



выпуклых поверхностей, образую щ их лишь часть г р а 
ницы выпуклого тела, наше определение требует н е 
которой модификации. Подробнее понятие площ ади  
поверхности (как и длины кривой) обсуждается в ч а 
сти 4. А в следующем п ар агр аф е  мы узнаем, к а к  
найти площадь произвольного сферического много
угольника.

§ 4. Многогранные углы и сферические 
многоугольники

Связь многогранных углов и сферических много
угольников. Пусть V — многогранный угол с ребрам и  
Й1, . . . ,  а п; они перенумерованы последовательно, т а к  
что угол V состоит из плоских углов а,а2, а2а 3, . . .  
. . . ,  апа,\. (Двугранный угол мы, как и раньше, не 
причисляем к многогранным углам.) Опишем вокруг 
его вершины единичную сферу. Всякий плоский угол 
с вершиной О пересекает ее по ду
ге большого круга с концами в точ
ках, где сферу пересекают лучи — 
ребра угла. Таким образом, много
гранному углу а\ . . .  ап соответ
ствует на сфере многоугольник 
Л] . . .  А п (рис. 96).

И обратно: если на сфере дан 
многоугольник А, . . .  А„, стороны Рис. 96
которого — дуги больших кругов, то 
ему соответствует многогранный угол с вершиной 
в центре О сферы и с ребрами ОА\, . . . ,  ОАп.

Если 0  ̂— угол (величина плоского угла ака к+\) 
между ребрами ак, ак+] (полагаем ап+1 =  «1), то д л и 
на соответствующей стороны А кА к+1 сф ериче
ского многоугольника равна 0/гЯ, где #  — радиус 
сферы. (Углы измеряем в радианах.)

Касательная плоскость к сфере перпендикулярна 
радиусу, проведенному в точку касания. Поэтому к а 
сательные к дугам — сторонам многоугольника А\ . . .  
. . .  А п — в любой его вершине перпендикулярны и ду 
щему в нее ребру многогранного угла. А угол м еж ду  
касательными — это, по определению, угол между д у 
гами, к которым они проведены. Таким образом, углы  
сферического многоугольника А { . . .  А п равны д в у 
гранным углам многогранного угла а,\ . . .  ап.



Так между многогранными углами и сферическими 
многоугольниками устанавливается полное соответ
ствие: плоским углам  соответствуют стороны, дву
гранным углам — углы между сторонами (при вер
шинах).

Определение. Многогранный угол называется вы
пуклым, если он расположен по одну сторону от пло
скости каждой своей грани, т. е. в одном ограничен
ном ею полупространстве.

Нетрудно видеть, что среди плоских углов выпук
лого многогранного угла нет развернутых и сверх* 
тупых.

Лемма. Через вершину выпуклого многогранного 
угла проходит такая плоскость, что весь он лежит 
с одной стороны от нее.

Действительно, пусть V — какой-либо выпуклый 
многогранный угол. Тогда плоскости двух граней, 
смежных по произвольному его ребру а, ограничивают 
полупространства, содержащие многогранный угол V. 
Так что он содержится в пересечении этих полупро
странств. Это значит, что он содержится в двугран
ном угле №, ребром которого служит прямая а, со
держащ ая ребро а самого угла V. Луч а', дополни
тельный ребру а на этой прямой, не принадлежит углу 
V, так как тот не двугранный. Поэтому через вершину 
угла V можно провести такую плоскость, что луч а' 
проходит с одной стороны от нее, а все ребра угла V 
и, значит, сам угол V располагаются с другой сто
р о н ы 1). Эта плоскость не будет иметь с углом V ни
чего общего кроме вершины; так что угол V за выче
том вершины содержится внутри ограниченного этой 
плоскостью полупространства. □

Все это переносится на сферические многоуголь
ники.

Определение. Сферический многоугольник назы
вается выпуклым, если он лежит по одну сторону от 
каждой большой окружности, проходящей вдоль од
ной из его сторон (рис. 97).

')  Например, проведем биссекториальную полуплоскость а  
двугранного угла W  и спроектируем на нее все ребра угла V. 
Это будут лучи, проведенные из вершины О угла V. Проведем 
из О в той же полуплоскости луч р, образующий с а ' еще 
меньший угол. Тогда проходящая через луч р плоскость, пер
пендикулярная а ,  будет обладать указанным свойством.



Лемма. Д ля выпуклого сферического многоуголь
ника есть полусфера, внутри которой он содержится.

Это полусфера, ограниченная окружностью, к о т о 
рую высекает на сфере плоскость, проходящая ч ер ез  
вершину многогранного угла и не имеющая с ним д р у 
гих общих точек (рис. 98). □

Замечание. У выпуклого многогранного угла к а ж 
дый плоский угол меньше развернутого. Только т ак о й  
угол может не иметь с плоскостью ничего общ его, 
кроме вершины. Соответственно, стороны выпуклого 
многоугольника на сфере меньше большой полуок
ружности.

Определение. Для выпуклого многогранного у г л а  
естественно определяется соответствующий телесный 
угол  как пересечение всех содер
жащих его полупространств, ог
раниченных плоскостями его пло
ских углов. Аналогично вы пук
лый многоугольник с внутрен
ностью на сфере получается как  
пересечение полусфер, со д ер ж а
щих данный выпуклый много- Рис. 99 
угольник и ограниченных б оль
шими окружностями, содерж ащ ими его стороны  
(рис. 97).

Трехгранные углы и треугольники. Трехгранным 
углам соответствуют сферические треугольники. И те, 
и другие могут быть и не выпуклыми (рис. 99). Н о  
мы будем рассматривать только выпуклые тр ех гр а н 
ные углы и соответственно — только выпуклые с ф е р и 
ческие треугольники. У выпуклых трехгранных углов, 
как у всяких выпуклых многогранных углов, плоские 
углы меньше развернутого. Верно и обратное.



Лемма. Если у  трехгранного угла все плоские углы  
меньше развернутого, то он выпуклый.

Действительно, если через два ребра трехгранного 
угла провести плоскость а, то третье ребро оказы
вается с какой-то одной стороны от нее, и если пло
ские углы, которые оно ограничивает вместе с двумя 
другими ребрами, оба меньше развернутого угла, то 
и эти плоские углы леж ат  с той же стороны от пло
скости а  (рис. 100). Таким образом, трехгранный 
угол, у которого плоские углы меньше развернутого, 
располагается с одной сторо- п
Н1

гр

Теорема 1. У выпуклого трехгранного угла каж
дый плоский угол  меньше суммы двух других. Соот
ветственно-. у  выпуклого сферического треугольника 
каждая сторона меньше суммы двух других.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть имеется выпуклый 
трехгранный угол V с вершиной О, и пусть а, Ь, с — 
его плоские углы. Если все эти углы попарно равны, 
то утверждение теоремы очевидно выполнено.

Допустим, например, что, угол а больше Ь. Возь
мем на ребрах, противолежащих углам Ь, с, точки
В, С и проведем отрезок ВС. Получаем треугольник 
ОВС. В нем Z O  =  a > b .  Поэтому можно провести 
в этом угле отрезок OD до стороны ВС, образующий 
с ОС угол, равный b (рис. 101).

На ребре, противолежащем углу а, возьмем такую 
точку А, что О А — OD. Тогда треугольники ODC  и 
О АС  равны. П оэтому CD — С А и треугольник CAD 
равнобедренный, поэтому в нем угол D острый.

Следовательно, угол D в треугольнике ABD  тупой, 
и потому противолеж ащ ая ему сторона большая. Так 
что АВ  >  BD.

с

Рис. 100 Рис. 101



Теперь посмотрим на треугольники ОАВ  и OBD. 
У них ОА =  OD и сторона ОБ  общ ая . Поэтому в том 
из них угол при О больше, у которого противолежа
щая сторона больше. И так как А В  >  BD, то, значит,

Z  А О В >  /  DOB.

Прибавляя к обеим частям этого неравенства равные 
углы Z D O C  =  Z A O C  — b, получим

Z  АО В +  z  АОС  >  Z  ВОС,

т. е. с +  Ь >  а, что и требовалось доказать. □
Из доказанной теоремы 1 легко следует 
Теорема 2 . Сумма плоских углов  трехгранного 

(выпуклого) угла  меньше 2л.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а, Ь, с -— плоские 

углы выпуклого трехгранного угла. Продолжив за 
вершину ребро, общее для углов а,
Ь, получим трехгранный угол с пло
скими углами я — а, я  — Ь, с м е ж 
ными с а, Ь, и с углом с. На сфере 
это соответствует тому, что мы 
продолжаем стороны а, Ь сфериче
ского треугольника ABC  и полу
чаем сферический треугольник Л В С ' 
со сторонами я  — а, п — Ь, с п , пп
(рис. 102). Рис- 102

Применяя к полученному трехгранному углу (или, 
что равносильно, к треугольнику A BC ')  предыдущую 
теорему 1 , можно написать

(я — а) +  (я — Ь) >  с.

Отсюда a -J- b +  с <  2я, что и требовалось дока
зать. □

Д оказанная  теорема обобщается на любой выпук
лый многогранный угол.

Теорема 3. Сумма плоских углов  выпуклого много
гранного угла  меньше 2я.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о каж ем  теорему индук
цией по числу граней угла. По теореме 2 данное 
утверждение верно для трехгранных углов. Допустим, 
что оно верно для n -гранных углов, и докажем его 
для (п +  1)-гранных углов.

Вместо многогранных углов мож но рассматривать 
многоугольники на единичной сфере. Пусть имеется



выпуклый сферический (п +  1) -угольиик. Возьмем 
какую-либо его сторону АВ и продолжим соседние ей 
стороны АР,  £(2 за  точки А, В до их пересечения; 
пусть С — точка пересечения (рис. 103). Получаем 
п-угольник со сторонами СР, СС<?. Он выпуклый — как 
и тот многоугольник, из которого он получен^ (так же 
лежит по одну сторону от каждой большой окруж
ности, содерж ащ ей его сторону).

По предположению сумма длин сторон этого мно
гоугольника меньше 2я. Но она больше, чем у исход
ного, так  как  он получен из него заменой стороны АВ  
на АС  +  ВС.

Следовательно, и у исходного («■ +  1) -угольника 
сумма длин сторон меньше 2л. Теорема 3 доказана. □

Д р у г о е  д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  3. 
Пусть дан выпуклый многогранный угол V с реб
рами а и • ••, я„. Через его вершину проходит пло
скость, не имею щ ая с ним других общих точек. Если

о

Рис. 103 Рис. 104

ее сдвинуть параллельно в ту сторону, где располо
жен угол V, то она пересечет все его ребра и грани, 
и мы получим пирамиду с вершиной О и боковыми 
ребрами О А ,, . . . ,  ОАп. У основания пирамиды п вер
шин А ь . . . ,  А п, а потому сумма его углов а,- равна

^ а , = ( п - 2 ) я .  (1)
Ы1

При каждой вершине Л г грани образуют трехгранный 
угол; его плоский угол, принадлежащий основанию, 
меньше суммы двух других. Поэтому сумма углов 
основания меньше суммы всех углов р,-, у» боковых



граней при каждой вершине А,- (рис. 104). То есть
П п

ü  «; <  £  (Pí +  Y,)- (2)i =1 í=l '  7
гс

Но £  (p¿ +  y<) — это сумма всех углов всех п боко

вых граней без суммы их углов при вершине О, т. е.
« п

X  (Рг +  У<) =  ш т —  £  6 /, ' (3)

П
где 2  б,-— сумма всех углов при О.

Сопоставляя ( 1), (2), (3), получаем 
А
2 ,  ct¿ =  (/г — 2) л <  пл  — XI б,-,
* — I i =. I

откуда
п

X  бг- <  2л, 
г-н

что и требовалось доказать. □
Полярный многогранный угол. Пусть V — выпук

лый многогранный угол, точка О — его вершина, лучи 
а ь . . . ,  ап— его ребра; a¡a2, 
а2а3, . . . ,  апа\ — его плоские уг
лы. Проведем из О лучи Ь\,
• • ■, Ь„, каждый из которых пер
пендикулярен соответствующей 
грани угла V:

¿>i -L апаь b2 J .  a¡a2, . . .
■ ■ • , Ьп ±  ап_ 1ап. (4)

Они ограничивают плоские углы 
b\b2, Ь2Ь3, . . . ,  ЬпЬ\ (рис. 105).
Эти плоские углы образуют мно
гогранный угол W  с ребрами Рис. 105 
b i, . . . ,  Ьп. Этот угол называется 
полярным углу V. Так как  b\ _L а па и b2J _ a ¡ a 2, то 
ребро ai перпендикулярно Ьх и Ь2 и тем самым пер
пендикулярно плоскости плоского угла b\b2\ а х _L b\b2. 
То же верно для ребра а2 и угла Ь2Ь$ и т. д. Т ак  что

«i 1  Ьф2, а2 1  Ь2Ь3, ап ±  ЬпЬх. (5)



Это аналогично (4) и, значит, угол V является по
лярным для угла  отношение полярности симмет
рично. Угол V? такж е выпуклый (докажите).

Граням угла V отвечают перпендикулярные им 
ребра полярного угла и обратно.

Угол меж ду перпендикулярами Ь1, Ь2 к граням апа\, 
а \ а 2 равен дополнению угла между этими гранями до 
развернутого, т. е. плоский угол Ь\Ъч равен дополне
нию двугранного угла при ребре а\ до я. И так в обе 
стороны (рис. 106; взгляд вдоль ребра 01).

Рис. 106

И так, если а — плоский угол одного из взаимно 
полярных углов  и а  — двугранный угол другого при 
перпендикулярном ребре, то

а а =  я.

Сумма углов сферического многоугольника. В слу
чае плоскости сумма углов любого п-угольника равна 
(п — 2 ) я. Н а  сфере это уже не так.

Теорема 4. Сумма двугранных углов (выпуклого) 
п-гранного угла  больше (п — 2) л.

То ж е  верно для углов сферического п-угольника, 
или, что равносильно: сумма углов, смежных с уг
лам и  выпуклого сферического многоугольника, 
меньше 2л.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ограничимся случаем вы
пуклого угла. Пусть 1/  — выпуклый многогранный
угол и а , ..........а п— его двугранные углы. Возьмем
угол №, полярный V. Его плоские углы а р . . . ,  ап свя
зан ы  с а р . . . ,  ап так , что

а '= =  л — а, и т. д.



По теореме 3 £  а\ <  2л. Поэтому

А  "
2 , (л — а,) <  2л и £ « / > ( «  — 2 ) л,
*“ 1 1=1

что и требовалось доказать. □
В частности, у трехгранного угла и соответственно 

у сферического треугольника

° 1  +  а 2 +  « з  >  л .

Площадь сферического многоугольника. Следую 
щая далее теорема 6 устанавливает, что суммы углов 
в теореме 4 больше (п — 2) л на площ адь п-уголь
ника. ■’

Теорема 5. Площадь выпуклого сферического тре
угольника, расположенного на единичной сфере, вы
ражается через его углы следующим о б разом :

5  =  а  -|- р -{- у — л.

(На сфере радиуса Я имеем 5  =  (а  +  (3 +  ^ —— л ) # 2.) | н -г  г
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Т — сферический тре

угольник с углами а,  р, у  при вершинах А, В, С. П р о 
ведем большие окружности вдоль сторон А В, АС.  Они 
пересекутся в точке А', симметричной А (относи
тельно центра сферы), и ограничат два двуугольника

Рис- 107 Рис. 108

с углом а  (рис. 107). Их площадь S(D,4) составляет  
такую долю площади всей сферы, какую составляет 
2а  от полного угла вокруг А, т. е. от 2л:

S(D„) =  4 j i -g -  =  4a. (6)

Совершенно так  же, проводя большие окруж ности  
вдоль сторон ВА, ВС  и СА, СВ  (рис. 108), получим



фигуры Ов, £>с с площадями

5 (О в) =  4р, 5 ( О с) =  4у. (7)

П а р ы  проведенных больших окружностей, прохо
д ящ и х  через А , В, С, пересекаются соответственно 
в точках В', С', симметричных точкам А, В , С. 
Т ак  что получаются два симметричных треугольника 
Т =  А В С  и Т' =  А'В'С', 5(7 ') =  5 ( Г ' ) .

Фигуры Д 4, Ос покрывают всю сферу, но при 
этом покрывают треугольники Т, Т  трижды, т. е. два 
лиш них раза . Поэтому

6' (Ол) +  5  (Ов) +  5  (Ос) =  4л +  25 (Т) +• 25 (Г )  =
=  4л +  4Я (Т).

П ользуясь  (6) и (7), получаем

4 (а +  р +  у) =  4я +  45 (Г).
Отсюда

Я (Г) =  а +  Р +  V -  л,

что и требовалось доказать. □
Теорема 6. Площадь сферического п-угольника на 

единичной сфере выражается через его углы  а ь . . .
. . . ,  а „  формулой

5 = £ а г - ( г с -  2) л,  (8)

т. е. она равна разности суммы его углов и суммы 
угл о в  плоского п-угольника.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р — выпуклый сфе
рический многоугольник. Проводя диагонали из к а 
кой-нибудь его вершины, разобьем его на (п 2 ) 
треугольника. Сумма их площадей даст площадь 
5 ( Р ) ,  а эта сумма равна сумме их углов минус 
(п — 2 ) я. Сумма же их углов равна сумме углов мно
гоугольника Р. Поэтому и получается (8).

Если многоугольник не выпуклый, то его, вообще 
говоря, нельзя разбить диагоналями из одной вер
шины. Но его вообще можно разбить на треугольники 
и получить ту же формулу (8). Но проводить этот 
вы вод  мы не будем. □



§ 5. Тригонометрия трехгранных углов 
и сферических треугольников

Мы рассматриваем выпуклые трехгранные углы  и 
соответственно — выпуклые сферические треугольники, 
опуская указание на их выпуклость,— она будет п о д 
разумеваться.

Если а — длина стороны треугольника на сф ер е  
радиуса R, то соответствующий плоский угол (в ра-
дианной мере) равен Но мы будем р ассм атривать
треугольники на единичной сфере — с / ? = 1 .  Т огда  а 
одинаково обозначает и длину стороны, и меру угла. 
Так будем понимать sin а и т. п. Д ля того чтобы пе
рейти к треугольникам на сфере любого ради уса  R,

. анужно брать sin и т. п.
Трехгранный угол с прямым двугранным углом. 

Прямоугольный сферический треугольник. С ф о р м у л и 
руем первое из двух равносильных друг другу у т в е р 
ждений.

Теорема 1. Пусть а, Ь — катеты и с — гипотенуза 
прямоугольного сферического треугольника, а  — угол ,  
противолежащий катету а. Выполняются три соотно
шения:

cos с г== cos a cos b — теорема косинусов, ( 1)
sin а — sin с sin а — теорема синусов, (2)
t g ¿ = t g c c o s a  — теорема тангенсов. (3)

Аналогично sin b =  sin с sin р, t g a  =  t g c c o s |3  и т.д.
Этой теореме соответствует теорема о тр ех гр а н 

ных углах.
Теорема 1а. Пусть в трехгранном угле один д в у 

гранный угол прямой, и пусть а, b — образую щ ие его 
плоские углы, с — ему противолежащий и а  —  д в у 
гранный угол, противолежащий а. Тогда для этих 
углов выполняются соотношения (1), (2),  (3).^

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дан трехгранный угол 
с такими углами, как сказано в теореме. Д л я  оп р е
деленности будем считать угол а  острым (это ничего 
не меняет). Пусть О — вершина и В — какая-нибудь  
точка на ребре угла р, противолежащего Ь.

Опустим из точки В перпендикуляр В С  на пло
скость угла Ь. Так как плоскость угла а п ерпендику



ляр н а  плоскости угла Ь, то перпендикуляр ВС  лежит 
в плоскости угла а и перпендикулярен плоскости угла 
b (рис. 109).

Если теперь СА — перпендикуляр к ребру угла а, 
то отрезок BÁ так ж е  перпендикулярен этому ребру — 
по теореме II. 3.8 «о трех перпендикулярах». Так как

О ВС  перпендикулярен плоско
сти угла Ь, то В С ± .А С .

Итак, мы имеем прямо
угольный треугольник A B C  и 
еще три прямоугольных тре
угольника О ВС, О АС, ОБА. 
У первого угол С прямой, у 
двух других угол А прямой.

У треугольника ОВС  угол
О — это угол а, поэтому

Рис. 109 ОС =  ОВ cosa.

У треугольника ОАС  угол при О — это угол Ь и 
угол А прямой. Поэтому

О А =  ОС ■ cos b,

и, применяя предыдущее равенство, получаем 
ОА =  ОВ cos a cos b.

У треугольника ОВА  угол при О — это угол с, и 
угол А прямой. Поэтому

О А =  OB  cos с.

Сравнивая с предыдущим равенством, получаем 
cos с — cos a cos b.

Таким образом, равенство (1) — теорема косину
сов — доказано.

Д л я  доказательства двух других соотношений (2),
(3) обратимся к треугольнику ABC. В нем угол С 

прямой, стороны — отрезки АВ, АС  — перпендику
л яр н ы  ребру О А. Поэтому угол А — это угол а  при 
этом  ребре и

ВС =  АВ sin а, АС =  АВ cos а. (4)

Д алее ,  отрезок В С  — это катет в прямоугольном 
треугольнике ОВС, противолежащий углу а.



Аналогично АВ — катет в треугольнике ОАВ,  п р о 
тиволежащий углу с. Поэтому

ВС =  ОВ sin а, АВ =  ОВ  sin с.

Подставляя эти выражения в первое из р авен ств  
(4), получим

sin а =  sin с sin а.

Это теорема синусов (2).
Теперь обратимся к треугольникам ОАВ  и О А С .  

В первом из них угол при А прямой, а угол при  О 
равен с. Поэтому

АВ — О A tg  с.

В треугольнике ОАС  угол А прямой, а угол при О 
равен Ь. Поэтому

АС =  0  A tg  b.

Подставляя эти два равенства во второе р авен ство
(4) и сокращая на ОА, получаем

tg b =  tg  с cosa .

Таким образом, соотношение (3) тоже доказано. □  
Соотношения в произвольном выпуклом сф ер и 

ческом треугольнике или трехгранном угле.
Теорема 2. Пусть а, Ь, с — стороны, а, р, у — п р о 

тиволежащие им углы сферического треугольника. 
Выполняются соотношения:

sin a  sin В sin V „ „------ == — =  ——----- теорема синусов,
sin о sin о sin с

cos с =  cos a cos b +  sin a sin b cos у — теорема косинусов

и аналогично для cos a, cos Ь.
Этому соответствует теорема о трехгранных у г л а х .  
Теорема 2а. Для плоских углов а, Ь, с и противоле

жащих им двугранных углов  а ,  р, у трехгранного 
угла выполняются указанные в теореме 2 соотноше
ния — теоремы синусов и косинусов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обе теоремы — синусов и 
косинусов — доказываются для сферических т р е у г о л ь 
ников совершенно аналогично тому, как это д е л а е т с я  
для плоских треугольников при помощи р езу л ь тато в  
для прямоугольных треугольников.



'  Пусть дан сферический треугольник АВС,  в нем 
/АЛ — а, ^ В  =  р, / С  — у  (р, у Ф  90°) и ВС  — а, 
СА =  Ь, АВ =  с, см. рис. 110.

Проведем из вершины А высоту А Н 1).  Получаем 
д ва  прямоугольных треугольника АНВ, АНС.  Пола-

гая  AH =  h и пользуясь теоремой синусов, получим 
sin h — sin с sin р, sin h =  sin b sin y.

Отсюда
sin § __ sin y
sin b sin с

Аналогично, проводя высоту из вершины В, no-
sin a  sin V „лучим, что ^ ■ — . ПоэтомуJ sin а  sin с J

sin а  __ sin Р __ sin у
sin a  sin b sin с

и теорема синусов доказана.
Д окаж ем теорему косинусов. С этой целью приме

ним теорему косинусов для прямоугольных треуголь
ников к A Á H C .  Тогда, полагая ВН — а с, получим

cos с =  cos ас cos h. (5)

Если точка Н лежит на ВС, то ВС  =  ВН  +  НС. 
Если же В на НС, то ВС — НС — ВН (рис. 110). По
л а г а я  СН — а ь, имеем:

либо а — аь +  ас, либо а =  аь — ас,
т а к  что

ас =  ±  (а — аь). (6)

')  В трехгранном угле с вершиной О этому соответствует  
плоскость, проходящ ая через ребро ОА перпендикулярно грани



Кроме того, из треугольника А Н С  видно, что cos b —  
— cos Оь cos h, т. e.

I c o s b ( 7 \cos h = ---------• U )
COS Clb

Теперь, пользуясь (6) и (7),  получим из (5) (п о 
скольку косинус сохраняется при перемене з н а к а  
угла)

cos с —  cos (а а ь) - (8)

a так как cos (а — аь) =  cos a cos а* sin a sin аь, то
, , . . cos Ь 

cos с — cosa cos b +  sin a sin ab ■ (y )

Применив теорему тангенсов для  прямоугольных т р е 
угольников к А  А НС, получим:

tga¿ =  tg ftcosY.

Подставляя это в (9), получаем

cos с — cos a cos b +  sin a sin b cos у.

Мы предполагали, что либо точка Н лежит на 
стороне ВС, либо В — на НС. Но есть еще в о з м о ж 
ность, что С лежит на ВН. Тогда ВН — ВС -)- СН , т. е.

а с =  а  +  а ъ.

В таком случае в формуле (8) вместо cos (а — а ь) 
будет стоять cos(a +  ai,), и поэтому в (9) второй член 
будет с минусом. Но в этом случае в треугольнике 
АНС  угол при С равен л  — у, так что tg  а ь =  
=  tg  b cos (я — 7 ) =  —tg  Ь cos у.

Таким образом, «минус на минус дает плюс», и 
получается та же формула (9) теоремы косинусов. □  

Д р у г о е  д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  к о 
с и н у с о в .

Пусть дан трехгранный угол с вершиной О и р е б 
рами О А, ОВ, ОС. Пусть а, Ь, с — его плоские углы, 
противолежащие соответственно ребрам ОА, ОВ, ОС,  
а у  — двугранный угол при ребре ОС  (рис. 111). С ч и 
таем а, b ф  90°.

Возьмем на ребре ОС единичный вектор е, и пусть 
d, h — такие перпендикулярные ему векторы, что е +  d  
оказывается на ребре ОА, а е +  h — на ОВ.



Вычислим скалярны е произведения этих векторов 
на ребрах. Т ак  как  е2 =  1 и e_ L d ,  то e(e  +  d ) =  1.

С другой стороны, угол между е и е -f- d  — это угол 
между ребрами ОС  и ОЛ, т. е. угол Ь. Поэтому

е (е +  d) =  | е | [ е +  d | cos b =  [ е +  d  | cos b.

Вместе с предыдущим равенством это дает

| е - М |  cos 6 =  I, j e X+ d \ = c o s  b. (10) 

Совершенно аналогично, беря e(e- \ -h) ,  выводим, что

I е +  А | cos а  =  1, — 1-.д| = Co sa .  (11)

Теперь вычисляем:

(е +  d) (е +  А) =  1 +  dh
(поскольку е2 =  1 и е _L d и А, т. е. ed =  eh =  0 ) .

С другой стороны, угол ме
жду (e +  d ) и (e +  h) — это 
угол между ребрами ОА, OB, 
т. е. угол с.

Вместе с предыдущим вы
ражением это дает
I е +  d  11 е +  А | cos с — 1 -f- dh.

Отсюда, пользуясь формулами 
(11), (10), получаем

cos с =  cos a cos b +

Рис. 111 ^  ] е +  d | | е +  А | '

Вычислим второй член этой формулы. Вспомним, 
что векторы d, А перпендикулярны ребру ОС. П о
этому угол между ними равен двугранному углу у 
при этом ребре. Следовательно,

dh  =  | d \ ■ I A I • cos у- (13)
Далее, так  как  Le,  то (e -f- d) — гипотенуза 

в прямоугольном треугольнике с катетами d, е. По 
построению вектор е лежит на ребре ОС,  е - f  d — на 
ребре ОА. П оэтому угол, противолежащий катету 
d, — это угол Ь. Таким образом,

I d  | =  | е +  d\  sin b. (14)



Совершенно аналогично выводим, что
I А 1 =  1 е + Л  I э т  а. (15)

Теперь, пользуясь (12)— (14), получаем 
йк

d\ sin a sin b cos Y-

Подставляя это в (12), получаем
cos с =  co sa  cos b +  sin a sin b cos у. □

Теорема 3 (вторая теорема косинусов). Для трех
гранного угла  (или сферического треугольника) при 
тех же обозначениях, что в теоремах 2, 2а, выпол
няется равенство

eos у =  — cosa  cos p +  sin a sin p cos с (16)

и аналогично для cos a, cos p.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д ля  данного трехгранного 

угла с плоскими углами а, Ь, с и двугранными углами 
а, р, у построим полярный ему трехгранный угол. 
У него плоские углы будут а' — я — а ,  Ь '=  я  — Р, 
с' — я  — у и двугранный угол у' — я  — с. По теореме 
косинусов

cos с' =  cos a' cos b'  +  sin a' sin b' cos у'.

Это и даст (16). □
Выводы из первой и второй теорем косинусов.

В качестве следствий теорем косинусов мы получим 
здесь теоремы, уже доказанные в предыдущем п а 
раграфе независимым путем (см. теоремы 1, 2, 3, § 4 ) .  
Однако проследить имеющиеся здесь связи будет по
учительно. Теоремы 4, 5 мы формулируем для сфери
ческих треугольников, опуская у ж е  неоднократно по
вторявшийся пересказ для трехгранных углов.

Теорема 4. В треугольнике сумма двух сторон 
больше третьей.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме косинусов
cos с =  cos a cos b +  sin a sin b cos Y-

Поскольку заведомо cos у >  — 1, то
cos с >  cos a cos b — sin a sin b =  cos (а +  Ь).

И так как косинус — убывающая функция угла, то 
с <  а +  Ь, что и требовалось доказать .  □



Теорема 5. Сумма углов треугольника больше я:

« +  ß +  Y >  л.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как c o s c < l ,  то из 
второй теоремы косинусов

cos у <  — cos а  cos ß +  sin а  sin ß =  — cos (а ß).

Или так  как  cos у =  — cos (л — у ) ,  то cos (я — у) >  
> c o s ( a + ß ) .  И так как косинус — убывающая 
функция угла, то я  — у <  а  +  ß и а  - f  ß +  Y >  я. □  

Теорема 6. Сумма плоских углов  трехгранного 
угла меньше 2л.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  У трехгранного угла, по
лярного данному, двугранные углы будут а' — л — а, 
ß ' =  я — Ь, у '  =  я  — с, и так как по предыдущему 
а '  +  ß' +  у ’ >  л, то Зя — (а +  й +  с ) > л ,  т. е.

а +  b +  с <  2л. □

Замечание. (Переход к плоскости.) При малом х
х2sin л: =  х (1 +  е), cos л: =  1 -----(1 +  б),

где е и б — бесконечно малые вместе с х (обе порядка 
х2). Поэтому для  малых сферических треугольников 
получаем из теоремы синусов

sin а __ а ,
" s iñ T -  Т '  ■*" 

и из теоремы косинусов —

(а2 +  Ь2 — 2ab cos y) =  1 +  Л

с бесконечно малыми |,  т}. Поэтому в пределе полу
чаются теоремы синусов и косинусов для плоских тре
угольников.

Если с мало, то cos с = 1  — е, где е стремится 
к нулю вместе с с (г ~  с2). Поэтому из второй тео
ремы косинусов
eos y =  — cos а  cos ß +  sin а sin ß — ó =  — cos (а+ ß ) —ö.

Это равенство означает, что а  +  ß +  у  близко к я, и 
что при с - > 0 ,  когда 6-»-0, а  +  Р + ? - » ч т .  Вторая 
теорема косинусов в пределе переходит в теорему 
о сумме углов треугольника.



Основной предмет третьей ч а с т и —р азл и ч н ы е  кл ас
сы (точнее, группы) преобразований фигур в евкли
довом пространстве. С наибольшей полнотой в главе I 
изучены важнейшие преобразования — наложения, 
т. е. преобразования, сохраняющие расстояния (их 
также называют движениями или перемещениями) 
С наложениями тесно связано понятие о симметрии 
фигур, их «правильности».

В последующих трех главах классы преобразова
ний последовательно расширяются: подобия сохра
няют отношение отрезков, аффинные преобразова
н и я — отношения параллельных отрезков, а проек
тивные преобразования — лишь прямолинейность 
расположения точек.

Каждой группе преобразований отвечает совокуп
ность свойств фигур, сохраняющихся при этих пре
образованиях. Выделение этих свойств — аффинных, 
проективных — приводит к «другим геометриям» — 
аффинной и проективной. Именно таким путем (а не 
аксиоматическим) мы излагаем основные положения 
этих геометрий.

В последней главе этой части, расш иряя аксиома
тику евклидовой геометрии, мы строим основы мно
гомерной евклидовой геометрии.

Г л а в а  I 

НАЛОЖ ЕНИЯ

§ 1. Отдельные виды наложений

Параллельный перенос. Он определяется одина
ково на плоскости и в пространстве. Параллельным  
переносом или, короче, переносом (или еще сдвигом) 
фигуры называется такое отображение, при котором 
точки смещаются в одном и том ж е  направлении 
на равные расстояния, т. е. при переносе фигуры



каждым двум ее точкам X, У сопоставляются такие 
точки X', У', что (рис. 1)

ХХ' =  У Г.  (1)

Это равенство означает, что направленные отрезки
XX', УУ' представляю т один и тот ж е  вектор. Стало 
быть, перенос — это отображение, при котором все

У'

X'

X
Рис. 1 Рис. 2

точки смещ аются на один и тот же вектор — «вектор 
переноса». Т ак  что если этот вектор обозначить то
для всех точек фигуры XX' =  t.

Теорема 1. Параллельный перенос характеризуется 
тем, что он сохраняет расстояние и направление, т. е. 
каждым двум  точкам X, У сопоставляет такие точки 
X', У', что (рис. 2)

Г Г  =  ХУ. (2)

(Так как  отображение, сохраняющее расстояние,— 
это наложение, то перенос можно определить как на
ложение, сохраняю щее направление.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Сказанное следует из того, 
что равенства (1) и (2) равносильны. □

Композиция параллельных переносов есть парал
лельный перенос, и отображение, обратное парал
лельному переносу, есть параллельный перенос.

Это непосредственно следует из того, что пере
н о с — это отображение, сохраняющее расстояние и 
направление.

П араллельны й  перенос задается одной парой со
ответствующих точек: если указано, какая точка А'



соответствует данной точке А, то к а к ая  точка X' от
вечает любой другой точке X, определяется равен
ством

XX' =  А А'.

П ара точек А, А' задает вектор переноса а  =  АА'.
При переносе на вектор а радиус-вектор ОХ  произ
вольной точки X  получает слагаемое а:

ОХ' =  ОХ +  а.

Поэтому если х, у, г  — координаты точки X, а х', у', 
г ’ — точки Х'\ а, Ь, с — координаты вектора а, то

х' =  х - \ - а ,  у' — у  +  Ь, г '  =  г - \ - с .

Так представляется перенос в координатах в про
странстве. На плоскости — так же с двумя координа
тами.

Перенос любой фигуры можно распространить на 
все пространство, перенося любую точку X  на век
тор переноса а.

Между векторами и переносами есть полное соот
ветствие: 1) каждый вектор определяет перенос, и 
обратно: каждый перенос задается вектором; 2) сло
жению векторов соответствует композиция переносов 
(она представляется сложением векторов этих пере
носов); 3) противоположный вектор соответствует об
ратному переносу.

Сказанное требует уточнения. Перенос, как вся
кое отображение, определяется парами соответствен
ных точек. Поэтому переносы разных фигур — это 
разные отображения, если они задаю тся одним и 
тем же вектором, но на разных фигурах. Перенос 
точки А в точку А' — не то же, что перенос точки
В — в В', хотя векторно может быть А А' =  ВВ'. П о
этому точное соответствие между векторами и пере
носами есть только тогда, когда берутся переносы 
всего пространства или плоскости, если имеются 
в виду векторы на плоскости.

Центральная симметрия. Ц ентральная  симметрия 
определяется одинаково и на плоскости, и в про
странстве.



Точки А, А' называются симметричными относи
тельно точки О, если она служит серединой отрезка 
АА'  (рис. 3 ) .  Точка О считается симметричной сама 
себе (относительно О ) .

Д в е  фигуры  называются симметричными относи
тельно точки О, если они образованы попарно сим
метричными точками, т. е. для каждой точки одной 
фигуры есть точка, симметричная ей относительно О 
в другой фигуре, и обратно (рис. 4).

В частности, фигура может быть симметрична 
сама себе. Тогда для каждой ее точки в ней есть 
точка, симметричная относительно О. В таком случае 
точка О называется центром симметрии фигуры,

а сама фигура — центрально симметричной (относи
тельно О) (рис. 5). Примеры: шар симметричен от
носительно своего центра, параллелепипед — относи
тельно точки пересечения диагоналей, круговой ци
линдр — относительно середины своей оси, и т. д.

Центральной симметрией с центром О называется 
отображение, сопоставляющее каждой точке отобра
ж аемой фигуры точку, ей симметричную относи
тельно О.

Отношение между симметричными точками взаим
но: если А' симметрична А, то и А симметрична А'; 
поэтому отображение, обратное центральной симмет
р и и ,— это та же центральная симметрия.

Теорема 2. Центральная симметрия сохраняет рас
стояния, а все направления изменяет на противопо
ложные. То есть если при центральной симметрии 
точкам X, У соответствуют точки X', У', то

Рис. 3 Рис. 4 Рис. 5



Обратно: отображение с такими свойствами есть ц ен
тральная симметрия.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть при симметрии с ц е н 
тром О точки X, У отображаются в X', У'. Тогда, к а к  
следует из определения центральной симметрии,

Вместе с тем ХУ =  ОУ 
этому из (3) следует

О Г  =  - О Х ,  О У ' = - О У .

^  “ ** ох, г у ' = о г ОХ'.

(3)

По -

Х’У  =  -  ОУ 4- ох =  -  ХУ.

Обратно. Пусть имеется отображение фигуры 
сохраняющее расстояние и изменяющее н аправление 
на противоположное. Возьмем какую-либо точку 
А <= Т7, и пусть А' =  ¡ (А ) — ее образ, О — середина
отрезка АА' (или сама точка 
А, если А' совпадает с А ).  
Возьмем любую точку Х е / 1 
и ее образ X' =  Ц Х ).  По усло
вию расстояние А Х  сохраняет
ся, а направление А Х  изменя
ется на противоположное, по
этому

Аг

А'Х'

Вместе с 
(рис. 6)

=  — АХ. (4) Рис. 6

тем, поскольку О — середина АА',  то

О А' =  — О А. (5)
Кроме того,

О Х ==О А  +  АХ, ОХ' =  ОА? +  А7! ' .

Из этих равенств в си л у (4) и (5) следует 

ОХ' =  -  ОХ.

Стало быть, точка X' симметрична X относительно 
точки О; и так как это верно для любой точки X  
данной фигуры, то рассматриваемое отображ ение f 
есть ее центральная симметрия, что и требовалось 
доказать. □



Ц ентральная симметрия задается одной парой со
ответствующих точек: если А отображается на А', то 
центр — это середина отрезка АА'.

Т ак  как центральная симметрия сохраняет рас
стояния, то она представляет собою наложение, и 
доказанную  теорему можно выразить так:

Центральная симметрия — это наложение, изме
няющее все направления на противоположные.

Ц ентральная симметрия любой фигуры естественно 
распространяется на все пространство. Каждой точке 
сопоставляется точка, ей симметричная относительно 
того ж е центра. Так же распространяется на всю пло
скость центральная симметрия плоской фигуры.

Н о между центральной симметрией на плоскости 
и в пространстве есть очень существенная разница.

Н а  плоскости центральная симметрия представ
л яет  собой поворот на 180° вокруг центра симметрии, 
как  это непосредственно видно, но в пространстве 
она к повороту не сводится.

Отражение (зеркальная симметрия). Скользящее 
отражение. На плоскости зеркальную симметрию 
представляет отражение относительно прямой, в про
странстве ее представляет отражение относительно 
плоскости.

Точки Л, А' называются симметричными относи
тельно плоскости а, если отрезок АА' перпендикуля
рен этой плоскости и делится ею пополам (рис. 7). 
Л ю б а я  точка плоскости а  считается симметричной 
сам а  себе относительно этой плоскости.

Совершенно так же определяются точки, симмет
ричные относительно какой-либо прямой: нужно 
только в данном определении заменить плоскость на 
прямую  (рис. 8). Д альш е мы будем формулировать 
определения и результаты для отражения относи
тельно плоскости; для отражения относительно пря
мой на плоскости они совершенно аналогичны.

Д в е  фигуры  называются симметричными относи
тельно плоскости, если их точки попарно симметричны 
относительно этой плоскости, т. е. каждой точке од
ной фигуры отвечает симметричная ей точка другой 
фигуры, и обратно. Если эти фигуры совпадают, т. е. 
если это одна фигура, то говорят, что она симмет
рична  относительно данной плоскости и что эта пло
скость является ее плоскостью симметрии (рис. 9 ) .



Отображение фигуры, при котором каждой ее 
точке соответствует точка, симметричная ей относи
тельно данной плоскости, называется отражением ф и
гуры. относительно этой плоскости (или симметрией 
относительно этой плоскости).

Симметричность точек очевидно взаимна: если А'  
симметрична А, то А симметрична А'. Поэтому о т р а 
жение самому себе обратно.

Теорема 3. Отражение сохраняет расстояния.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отражение происхо
дит в плоскости а. Введем прямоугольные ко о р д и 
наты так, чтобы а  была плоскостью 2 =  0. Тогда о т 
ражение представляется как перемена знака г: точке  
А (х , у, г)  сопоставляется точка А'(х, у , —г).  В в ы 
ражение расстояния входит квадрат разности к о о р д и 
нат; он не изменяется при перемене их знака. П о 
этому и расстояние не изменяется, что и требовалось  
доказать.

В случае отражения относительно прямой а на 
плоскости вводим координаты, при которых эта  а  
была бы прямой у  =  0 (т. е. осью х),  и повторяем  
предыдущее рассуждение. □

Отражение задается парой соответственных точек. 
Плоскость отражения проходит через середину с о е д и 
няющего их отрезка перпендикулярно ему.

Отражение фигуры в данной плоскости очевидны м 
образом распространяется на все пространство.

Теорема 4. Наложение пространства, при котором  
все точки некоторой плоскости неподвижны, является  
либо отражением относительно этой плоскости, л и б о  
тождественным отображением.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Наложение отображает пря
мые на прямые и сохраняет углы. Поэтому если все 
точки плоскости неподвижны, то прямые, ей перпен
дикулярные, отображаю тся на себя. Отсюда следует 
сказанное (как?). □

Совершенно так  ж е  наложение плоскости, при ко
тором все точки некоторой прямой неподвижны, яв
ляется либо отражением относительно этой прямой, 
либо тождественным отображением.

Скользящим отражением называется композиция 
отраж ения в плоскости с переносом, параллельным 
этой плоскости. На плоскости скользящее отраж е
ние — это композиция отражения относительно пря
мой и переноса вдоль этой прямой. Порядок, в каком 
производятся отражение и перенос, безразличен: эти 
отображения перестановочны (как легко непосред
ственно убедиться).

Симметрия (отражение) относительно прямой в 
пространстве. Это отображение определяется до
словно так же, как отражение относительно прямой 

на плоскости. Точка А' симметрич
на точке А относительно прямой а, 
если отрезок А А' перпендикулярен 

в  прямой а и делится ею пополам 
(рис. 10). Точки прямой а симмет
ричны сами себе. Отражение в пря
мой а состоит в том, что каждой 
точке А ставится в соответствие 
точка А', симметричная А относи
тельно прямой а. Это отображение 
сохраняет расстояния. Д ля  д о каза 

тельства введем координаты с осью г  по прямой а. 
Тогда отражение в прямой а изобразится переме
ной знаков у л: и у. точки (х, у , г) переходят в 
(— х, —у , г ) ,  и из формулы для расстояния следует, 
что оно сохраняется.

В каждой плоскости а, перпендикулярной оси а, 
происходит центральная симметрия относительно точ
ки пересечения а и а. Поэтому как центральная сим
метрия в плоскости есть поворот на 180° вокруг 
центра, так симметрия относительно прямой в про
странстве есть поворот вокруг нее на 180°.



§ 2. Повороты

Поворот в плоскости. В ы р аж ая  наглядное п р е д 
ставление о повороте вокруг точки, его о п р ед ел яю т  
следующим образом. Поворот фигуры Р вокруг то ч ки

состоит В том, что ее точкам X  сопоставляю тся 
точки X' так, что

1) отрезки ОХ, ОХ'  равны;
2) углы между отрезками ОХ, ОХ'  равны д л я  всех 

точек Л и откладываются от ОХ  к ОХ'  в одну и ту  ж е  
сторону (по часовой стрелке, рис. 11, а, или п ротив  
часовой стрелки, рис. 11,6).

Рис. 1 1

Если точка О принадлежит Р, то она со п о ста в 
ляется сама себе. Точка О называется центром п о в о 
рота.

Однако, как уже говорилось, в геометрии нет ч а 
совых стрелок, поэтому данное определение нужно д о 
полнить определением того, что значит «поворот 
в одну сторону». Это нужно определить для поворота  
на угол, меньший 180°.

Рассмотрим два отрезка ОХ, ОУ, которым с о п о 
ставлены отрезки ОХ', О У', образующие с ними н е 
развернутые углы. Ту полуплоскость, ограниченную 
прямой ОХ, где лежит отрезок ОХ', обозначим Р х ; д о 
полнительную полуплоскость обозначим <2*. Тот ж е  
смысл для отрезка ОУ имеют обозначения Р у, <2у

Д о о п р е д е л е н и е .  Отрезки ОХ, ОУ, «переходя» 
в О Х , О У , поворачиваются в одну сторону, к о гд а  
выполнено следующее:

1) если О У а Р х, то О Х а С } у (рис. 12,а, б) ,
2) если же ОУ с: (?х, то ОХ с= Р у (рис. 13, а, б ) . 

Первое означает: если отрезок ОУ лежит с той ж е  
стороны от ОХ, что и ОХ', то отрезки ОУ' и О Х

10 Л. Д . Александрой, 1!. 10. П сцоетаев



л е ж а т  с разных сторон от ОУ. (Наглядно это озна
чает, что отрезок ОУ поворачивается в направлении 
о т  ОХ.)  Во втором случае соотношение обратное.

Хотя в данном определении отрезки ОХ, ОУ 
внешне играют разную  роль, оно на самом деле со
вершенно симметрично. При перемене X и У местами 
получаем то ж е самое.

Рис. 12

(Например, поменяем ролями X и У в условии 1), 
т а к  что пусть ОХ а  Р у ■ Тогда не может быть ОУ с; 
с :  Р х, потому что в этом случае по 1) было бы 
О Х  <=’ (¿у. Стало быть, если ОХ <= Ру, то ОУ с: (¿х-)

Определим еще повороты с помощью полярных 
координат.

Эти координаты задаются началом О, начальным 
лучом и направлением отсчета углов. А оно задается 
указанием полуплоскости, ограниченном лучом а (т е 
прямой, содержащ ей луч а ) ;  если сторона Ь угла аЬ 
леж ит в этой полуплоскости, угол считается положи
тельным, в противном случае он считается отрица
тельным (или сверхтупым).

Определяем поворот. Пусть О — центр П0В°Р° 
примем его за начало полярных координат г, 0. н о -



ворог фигуры вокруг О на угол а  в том же н а п р а в 
лении, в каком отсчитывается угловая координата, 
состоит в том, что каждой точке Х(г,  6) фигуры Т7 
сопоставляется точка X'(г,  0 +  « ) .  Поворот в о б р а т 
ную сторону сопоставляет точке Х(г,  0) точку Х' ( г ,  
0 а ) .  (Если углу а  приписывать знак тот же, что и
0, то можно считать, что точ- 
ке Х(г ,  0) сопоставляется 
Х'(г,  0 +  а ) ; рис. 14.)

Это определение не з ав и 
сит от выбора начального л у 
ча системы координат г, 0.
При замене начального луча а 
угловая координата 0 з а м е 
няется на 0" =  в Н- 0О. П оэто 
му поворот, сопоставляя углу

(в+7)+в1-в“+Т>вляет углу °'=е +в» у°л
Поворот. Таким образом, поворот состоит в том  

что угловая координата изменяется на угол п о во р о та’ 
Отсюда, очевидно, следует, что композиция поворо-

в вокруг одного центра представляется слож ением  
углов этих поворотов (конечно, с учетом зн ака  и 
с точностью до слагаемых, кратных 2л). О братн ы й  
поворот получается при перемене знака угла.

1еорема 1. Поворот вокруг  точки сохраняет р а с -  
стояния.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть при повороте во кр у г  
точки О точки X, У перешли в X', У'. Введем п о л я р 
ные координаты с центром О. При повороте у гловы е 
координаты 0, 0, точек X, У получают одно и то ж е  
слагаемое — угол поворота а. Поэтому если 0', в ' — 
координаты точек X', У', то ’ *

0'-е; =  е —ег

Эти разности — это углы меж ду ОХ  и О У, ОХ' и О У',
они стало быть, равны. А так  как  ОХ =  ОХ', ОУ' = ’
— К, то так же Х'У' — ХУ, что и требовалось д о 
казать. О

Поворот в пространстве. П оворот в пространстве 
происходит вокруг прямой, называемой осью п о в о 
рота, и, коротко говоря, состоит в том, что в п л о с к о 
стях, перпендикулярных оси, происходит поворот н а



один и тот ж е  угол в одну сторону вокруг точки 
пересечения плоскости с осью (рис. 1о).

Точнее, поворот фигуры Р вокруг прямой а эт 
отображение, при котором каждая точка л е г  ото
бражаемся в точку X' так, что 1) проекция точек X 
^  на прямую а одна и та же, 2) если это точка О, 
то  отрезки ОХ, ОХ' равны, 3) углы, образуемые <£- 
пезками ОХ, ОХ' равны для всех X, 4) все отрезки 
ОХ  переходя в ОХ',  поворачиваются в одну сторону.

Последнее означает, что проекции любых двух отрез
ков ОХ, О\ХI на плоскость, перпендикулярную пря
мой а, поворачиваются в одну сторону (здесь 1 
проекция точки X, на а).  Это можно представить ещ 
так  Через каж дую  точку X,  не леж ащ ую  на пря
мой а проходит полуплоскость Ях,  ограниченная 
этой прямой. Т ак ая  полуплоскость пересекает любУ‘°  
плоскость а ,  перпендикулярную а, по лучу с началш* 
в точке О в которой а  пересекается с а. Поворот 
в плоское™ а  определяет поворот полуплоскостей 
Я у И так во всех плоскостях а  происходят согласо 
ванные повороты; о них говорится, что они происхо
дят  в одном направлении  (рис. ). „пуппиаРТ пас- 

Теорема 2. Поворот вокруг прямой сохраняет рас

^ Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть при повороте вокруг 
прямой а точки А, В  перешли в А', Я -  ЕслиI они ле
ж ат  в одной плоскости, перпендикулярной а, то 
ДВ  _  Д'В', поскольку в каждой такой плоскости про
исходит поворот.



Пусть точки А, В л еж ат  в разных плоскостях 
а,  ̂ р, перпендикулярных а , и переходят в точки А', 
В . Пусть С — проекция точки А на плоскость В. М о ж 
но, конечно, считать, что точка С такж е «поворачи
вается» вместе с другими в плоскости р и переходит 
® • Тогда как АС\\а, так и А'С'Ца, так что АС  и 
л перпендикулярны обеим плоскостям а , (3. С тало 
быть, А'С' =  АС  (так как а | |0 ,  то отрезки АС, А 'С '  
равны как общие перпенди
куляры параллельных пло
скостей). Поэтому если С 
совпадает с В, то А 'В '=
— АВ.

Допустим, С не совпа
дает с В. Тогда В С ± А С  
(рис. 17) (так как А С _1_ р).
Треугольник А В С  прямо
угольный и

А В 2 =  АС2 +  ВС2.

Треугольник А'В'С' тоже 
прямоугольный, так как 
А 'С'  _!_ р. Кроме того, А'С' =
= А С  и В ' С ' =  ВС, поскольку в плоскости р проис
ходит поворот. Из всего этого следует, что

А 'В ' 2 =  А'С '2 +  В'С'2 =  А С 2 +  ВС2 =  А В 2.

Итак, А 'В ' =  А В ,  что и требовалось доказать. □

Рис. 18

О преобразованиях говорят, что они коммутирую
щие (перестановочные), если их композиция не зав и 
сит от порядка,^ в котором они производятся. П оворо
ты вокруг одной оси коммутируют; их композиция со
ответствует сложению углов поворота (со знаком).



Композиция двух поворотов вокруг пересекаю
щихся осей, как  будет доказано, представляет собою 
поворот вокруг третьей оси, проходящей через точку 
пересечения данны х осей. Но повороты вокруг раз
ных осей вообще говоря, не коммутируют. Если К ь 
р  — повороты вокруг пересекающихся осей, то, во
обще говоря, повороты и /?1#2 происходят вокруг 
разных осей. Н а  рис. 18 изображены повороты куба
вокруг осей а\, а 2.

Винтовое наложение. Винтовым наложением назы
вается композиция поворота и переноса вдоль оси 
поворота (т. е. на вектор, ей параллельный).

Порядок переноса и поворота при этом безразлич
н ы  они коммутируют.

Винтовое наложение, как композиция наложении, 
действительно является наложением.

Перенос и поворот можно рассматривать как 
частные случаи винтового наложения: с нулевым по
воротом и с нулевым переносом.

Зеркальный поворот. Зеркальным поворотом 
зывается композиция поворота и отражения относи
тельно плоскости, перпендикулярной оси^поворота.

Как к о м п о з и ц и я  наложений зеркальный поворот
является наложением.

Пусть а — ось поворота, а — плоскость, в которой 
происходит отражение, О — их точка пеР ^ е ч ^ и я .  
При отражении все точки плоскости а  неподвижны 
так что в ней происходит только поворот вокруг 
точки О И он определяет поворот вокруг оси (как 
отмечено вы ш е). Отсюда, между прочим, ясно, что 
порядок поворота и отражения в зеркальном пово
роте безразличен: они коммутируют.

Угол поворота, входящий в зеркальный поворот, 
называется углом  этого зеркального поворота. О тра
жение можно рассматривать как зеркальный поворот
с нулевым углом поворота.

Противоположный случай — зеркальный поворот 
с наибольшим возможным углом, т. е. с поворотом 
на все 180°, представляет собою центральную симмет
рию с центром О. .

Действительно, возьмем какую угодно точку л ,  
и пусть В, С — ее проекции на плоскость а  и ось а,
так что ОА — ОВ  +  ОС. При повороте на 180° в пло



скости а  вектор ОВ переходит в OB' — _ОВ, а ОС
не изменяется. Но при отражении относительно пло

скости ос вектор ОВ' уже не изменяется, а вектор 

ОС переходит в ОС =  ОС. Поэтому в результате 
ОА переходит в ОА', так что

О А ' =  ОВ' +  О С '=  — ОВ — ОС =  — ОА.

Это и означает, что происходит симметрия — отраж е
ние относительно центра О. □

Замечательно, что здесь расположение плоскости 
отражения и оси поворота не играет роли, лишь бы 
они были перпендикулярны и пересекались в точке О. 
При любом таком их расположении получается цен
тральная симметрия.

Пример. Пример фигуры, совмещающейся сама 
с собой зеркальным поворотом, представляет много
гранник, называемый «антипризмой». Он строится 
так. v

Возьмем правильный /г-угольник Р х и проведем 
через его центр прямую а, перпендикулярную его 
плоскости я ь  Возьмем любую плоскость a | |« i  и про
изведем зеркальный поворот, состоящий из о тр аж е
ния относительно плоскости а  и поворота вокруг п ря
мой а на угол <р =  (в любую сторону). Такой
зеркальный поворот f переводит многоугольник Pi 
в многоугольник Р 2, лежащий в плоскости ссг[|cti 
и имеющий центр в точке ее пересечения с осью а.

Вершины многоугольника Р% будут расположены 
над лучами, идущими из О через середины сторон 
многоугольника Pi (рис. 19). Соединяя вершины мно
гоугольника Р 2 с концами соответствующих сторон 

1, получаем сеть ребер многогранника. Этот много
гранник «антипризма» — переводится сам в себя 
зеркальным поворотом f, в чем непосредственно у б еж 
даемся из того, что его основания переводятся друг 
в друга этим зеркальным поворотом. Н о этот много
гранник совмещается сам с собою поворотом только 
на угол 2ф. Это, между прочим, служ ит основанием 
рассматривать зеркальный поворот к ак  одно преоб
разование, не разлагая  его на поворот и отражение.



Простейший случай «антипризмы» получаем, когда 
__треугольник; тут «антипризмой» является окта

эдр (рис. 20).

Можно сказать, еще проще, когда Р х — «двууголь
ник», т. е. отрезок, тогда получаем тетраэдр (рис. 21). 
Убедитесь!

Более наглядно называть антипризму «скрученная 
призма».

§ 3. Основные теоремы о наложениях.
Их классификация и композиции

Формулировка теорем.
Теорема 1. Всякое наложение в пространстве пред

ставляет собою одно из трех:
а) винтовое наложение, включая частные случаи

переноса и поворота;
б) скользящее отражение, включая частный слу

чай отражения',
в) зеркальный поворот, в частности, центральную

симметрию.
Это значит, что любые две равные фигуры совме

щаются одна с другой одним из указанных наложе
ний. Или еще: каким наложениям ни подвергать ф и
гуру, как  ее ни двигать, ни крутить, ни отражать 
в плоскостях, а результатом будет одно из трех ука
занных наложений.

В планиметрии выполняется сходная 
Теорема 2. Всякое наложение в плоскости пред

ставляет собою одно из трех:



а) перенос,
б) поворот,
в) скользящее отражение, в частности, одно отра

жение относительно прямой.
Эта теорема является прямым следствием преды

дущей, потому что всякое наложение в плоскости 
можно рассматривать как наложение в пространстве. 
Достаточно представить плоскость погруженной в про
странство и из наложений, возможных в пространстве, 
выделить те, которые сохраняют плоскость — отобра
жают ее саму на себя. □

Теоремы 1, 2 о конкретном виде наложений до
полняются теоремами о композиции.

Теорема 3. В пространстве всякая композиция пе
реносов и поворотов {и, стало быть, вообще винтовых 
наложений) представляет собой винтовое наложение. 
Включение же в нее отражения дает либо зеркаль
ный поворот, либо скользящее отражение.

Теорема 4. На плоскости композиция переносов и 
поворотов представляет собою либо перенос, либо 
поворот. Включение же в нее отражения дает сколь
зящее отражение.

Д альш е мы уточним эти теоремы, у казав  в каких 
случаях получается то или иное наложение. Тео
ремы 3, 4 (с их упомянутыми уточнениями) о казы 
ваются следствиями следующей замечательной тео
ремы.

Теорема 5. Всякое наложение является компози
цией отражений-, в пространстве — относительно пло
скостей, на плоскости — относительно прямых. П ере
нос и поворот (одинаково на плоскости и в простран
стве) являются композициями двух отражений. Вин
товое наложение — композицией четырех отражений. 
Скользящее отражение и зеркальный поворот — ком
позицией трех отражений ’).

Отсюда следует:
Композиция четного числа отражений представ

ляет собой перенос, поворот или винтовое н алож е
ние; композиция нечетного числа отраж ений пред
ставляет собою скользящее отражение или зеркальный

•) На плоскости нет ни винтового наложения, ни зеркального 
поворота, так что к ней относится здесь только скользящее 
отображение.



поворот. Отсюда легко получить и такое след
ствие.

Обозначим для краткости наложения перечислен
ных в теореме 1 трех типов цифрами I, II, III и их 
композиции обозначим как произведения I X  I и т. п. 
Тогда можно утверждать: композиции I X  I, II X  Н, 
III  X I I I ,  II X I I I  дают I, а композиции 1 Х П ,  1 Х Ш  
даю т II или III.

Н алож ения первого и второго рода. Наложения 
делятся  на два класса: переносы, повороты и винто
вые налож ения называются наложениями первого  
рода\  наложениями второго рода  называются сколь
зящ ие отраж ения и — в пространстве — еще зеркаль
ные повороты.

Н алож ение первого рода можно осуществить не
прерывным движением, т. е. пусть, например, дано 
винтовое наложение S, слагающееся из переноса 
вдоль оси а на вектор с и поворота вокруг оси а 
на угол а. Мы представляем себе винтовые наложе
ния S t, соответствующие значениям параметра t от О 
до 1, с той ж е  осью а, переносами wa et и поворотами 
на углы a t  (в ту же сторону). Когда t изменяется 
от  О до 1, то мы получаем непрерывное винтовое 
движение, приводящее к данному наложению 5.

Напротив, отражение нельзя осуществить непре
рывным рядом наложений. Поэтому наложения вто
рого рода нельзя осуществить непрерывным дви
жением.

Рассмотрим наложения в пространстве. При опре
делении векторного и смешанного произведения 
векторов было введено понятие ориентации трехвек- 
т о р н и к а .  Н аглядно различаются правые и левые трех- 
векторники, и наглядно очевидно, что непрерывным 
движением нельзя превратить правый трехвекторник 
в левый или наоборот: левый — в правый. Но при 
отраж ении  такое «превращение» как раз и происхо
дит. Строго ориентация трехвекторника определяется 
по отношению к данной системе координат знаком 
смешанного произведения. При наложении абсолют
ная величина смешанного произведения, очевидно, не 
изменяется (так как она равна объему параллелепи
педа, построенного на трехвекторнике). При непре
рывном движении знак, очевидно, не может изменить
ся, а при отражении он изменяется на обратный.



В частности, если векторы а, b расположены в пло
скости, в которой происходит отражение, а третий 
вектор с ей перпендикулярен, то при отраж ении  он 
заменяется на —с и произведение (abc) меняет 
знак.

Таким образом, наложения первого и второго рода 
различаются тем, что первые сохраняют ориентацию, 
а вторые ее изменяют. Кроме того, первые могут осу
ществляться непрерывным рядом наложений — непре
рывным движением, для вторых это невозможно. Н а 
ложения первого рода соответствуют реальны м  пере
мещениям тел, наложения второго рода соответствуют 
отражению в зеркале, когда правое меняется на 
левое.

На плоскости различие наложений первого и вто
рого рода аналогично.

Доказательство основной теоремы о налож ениях  
в пространстве. Здесь мы докажем теорему, из кото
рой теорема 1 вытекает непосредственно благодаря  
теореме 3 о композициях. А эта теорема будет д о к а 
зана в следующем параграфе.

Теорема 6. Наложение однозначно задается нало
жением четырех точек, не лежащих в одной плоско
сти. Подробнее:

Пусть в пространстве даны четыре точки А, В,
C, D, не леж ащ ие в одной плоскости, и еще такие 
точки А', В', С', D', что А'В' =  АВ, В'С' =  В С  и т. д., 
так  что отображение точек А на А', В на В' и т. д. 
представляет собою наложение. Тогда для  любой 
фигуры, содержащей точки А, В, С, D, и, в частности, 
для всего пространства существует, и притом един
ственное, наложение, при котором происходит у к а 
занное наложение точек А, В, С, D.

Это наложение можно получить композицией пе
реноса, двух поворотов и, может быть, еще отражения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть даны точки А, В, С,
D, не лежащие в одной плоскости, и такие точки А', 
В', С', D', что А'В' =  АВ  и т. д. Будем переводить 
точки А, . . . ,  D  в А ' ......... D' наложениями всего про
странства.

1) Произведем перенос, который переведет точку 
А в А'. Остальные точки перейдут в некоторые точки 
В 1, Ci, D i, причем равенства отрезков сохранятся: 
A'Bi — АВ, BiCi =  В С  и т. д.



2) Теперь переведем В\ в В' поворотом вокруг оси, 
проходящ ей через точку А'. Ось берется, понятно, 
перпендикулярной плоскости А 'В 'В Х (рис. 22). (Если 
В х и без того совпадает с В', то поворот не нужен 
или, формально, — он тождественный.)

При этом повороте точки С и перейдут в к а 
кие-то С2, /^2* Равенства отрезков сохранятся.

3) Теперь переводим С2 в С', оставляя А', В' на 
месте. Д л я  этого производим поворот вокруг прямой 
А'В',  который переводит С2 в С' (рис. 23). Это воз
мож но, т ак  как треугольник А'В'С2 равен треуголь
нику А'В'С'  по трем сторонам.

она совпадает с О' (рис. 24, а ) ,  либо расположена по 
др у гу ю  сторону от плоскости [А'В'С') и симметрична 
£>' относительно этой плоскости (рис. 24-, б ) . ^(Иначе 
говоря , если два тетраэдра А'В'С'О' и А В С и з

Рис. 22 Рис. 23

С '

Му д л я  точки Оз есть только две возможности: лиоо



с равными ребрами имеют общую грань, то они си м 
метричны относительно плоскости {А'В'С').  Это 
утверждение читатель д окаж ет  сам.) Во втором с л у 
чае точка £>3 переводится в £>' отражением.

Итак, мы перевели точки А, В, С, £) в точки А', 
В', С', О' переносом, двум я поворотами и, м о ж е т  
быть, еще отражением. Т ак  как все эти о то б р аж ен и я  
представляют наложение пространства на себя и к о м 
позиция наложения есть опять наложение, то, зн ачит ,  
доказано, что точки А, В, С, О  переводятся в А', В', 
С', £)' наложением всего пространства.

Остается доказать, что такое наложение е д и н 
ственное. А это вытекает из следующего простого  
утверждения.

Лемма. Положение точки в пространстве о д н о 
значно определяется ее расстояниями от четырех то
чек, не лежащих в одной плоскости. Значит, если точ
ки А , В, С, £) перешли в  определенные точки А ',  В', 
С', й ',  то и все точки пространства заняли определен-  
нов положение- наложение определено однозначно.

Д о к а з а т е л ь с т в о  л е м м ы  просто. Точки, р а с 
положенные на данных расстояниях от каж д о й  из 
точек А, р ,  С, Б, леж ат  на сферах с центрами в этих  
точках. Две сферы с центрами А, В пересекаются по 
окружности. Третья сфера с центром С пересекает  
эту окружность в двух точках, симметричных о т н о 
сительно плоскости (А В С ). Расстояние до четвертой 
точки выбирает из этих двух симметричных то ч ек  
одну. □

Таким образом, теорема 6 полностью д о казан а .  □
По теореме 3 о композициях, композиция п ереноса  

и двух поворотов есть винтовое движение, а с д о б а в 
лением отражения — зеркальный поворот либо с к о л ь 
зящее отражение. Таким образом, мы получаем т е о 
рему 1 о конкретном виде всякого наложения. □

Наложения в плоскости. Здесь мы д о к а ж е м  
теорему о наложениях в плоскости, аналогичную т е о 
реме 6. Из нее теорема 2 о виде наложений в п л о 
скости вытекает непосредственно благодаря теорем е 4
о композициях. Саму же эту теорему мы д о к а ж е м  
дальш е в следующем параграфе.

Теорема 7. Наложение плоской фигуры однозначно  
определяется наложением трех точек, не леж ащ их  
на одной прямой. Подробнее:



Пусть на плоскости а  даны три точки А, В, С, не 
л е ж а щ и е  на одной прямой, и еще такие точки А , В , 
С  что А'В' =  АВ, В ' С  =  ВС, C'A' =  СА, так  что 
отображ ение точек А на А', В на В , С на С пред
ст а в л я ет  собою наложение. Тогда существует, и при
т о м  единственное, наложение всей плоскости а  на 
себя ,  при котором происходит указанное наложение
т о ч ек  А, В, С.

Это наложение можно получить как композицию  
переноса, поворота и еще, может быть, отражения от
носительно прямой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть на плоскости даны 
точки Л, В, С, не л еж ащ ие на одной прямой, и такие 
точки А', В', С', что А'В' — АВ, В С ,
—  С А. Будем переводить точки А, В, С в л  , о  , и 
наложениями всей плоскости.

1) Произведем перенос, которым переведем точ
к у  Л в А'. Точки В, С перейдут при этом в какие-то 
точки В\, Си причем равенство отрезков сохранится, 
т а к  что А'В\ =  АВ, В \С\  — ВС, А С\ А \.

2) Поворотом вокруг точки А' переведем точку
J3 в В'

1 Точка С, перейдет в некоторую точку С2, ПР«4^  
павенство отрезков сохранится, так что будет А С2— 
I Z a ' C x =  A'C', В 'С 2 =  В ' С ^ В ' С ' .  Ввиду этих р а 
венств треугольники А'В'С' и А'В'С2 равны. Поэтому 
д л я  точки С2 возможны только два положения: либо 
о н а  совпадает с С', либо симметрична С' относитель
но прямой А'В'. В последнем случае нужно еще про
извести отражение относительно этой прямой.

Итак, доказано, что точки А, В, С переводятся 
в  А' В', С' композицией переноса, поворота и, воз
м ож на, отражения. Единственность наложения пло
скости, переводящего точки А, В, С в Л , а  , с  . с л е 
д у ет  из того, что положение точки на плоскости 
определяется расстояниями от трех точек, не л е ж а 
щ их на одной прямой. Доказательство этого очевидно. 
(Ср. с предыдущей леммой.) Теорема 7 доказана. U

По теореме 4 о композиции наложении, на пло
скости композиция переноса и поворота есть поворот 
или перенос, а с добавлением отражения композиция 
д а е т  скользящее отражение. Таким образом, мы 
ещ е  раз получаем теорему 2 о наложениях пл
скости. □



Вариант доказательства теоремы 1. Пусть, к а к  и 
раньше, точки А, В, С, О не л еж а т  в одной плоскости  
и точки А', В', С', О' таковы, что А'В' =  АВ, В 'С '  =  
=  ВС  и т. п. Покажем, к ак  путем отражений п е р е 
вести А, В, С, О в А', В', С', И ’.

Произведем отражение гА, переводящее А в А '  
(относительно какой плоскости?). Точки В, С , £> п е 
рейдут в некоторые В и С и Е>х. (Если точки А и А '  
совпадают, то можно произвести отражение о тн о си 
тельно любой проходящей через них плоскости. Т а к  
же действуем и далее.)

Произведем отражение г в, переводящее В 1 в В. 
Оно происходит относительно плоскости, проходящ ей 
перпендикулярно В'В ] через точку А' и биссектрису 
угла между А'В' и А ' В Х, поскольку А'В' =  А ' В Х. 
Точка А' останется на месте, В 1 перейдет в В', а С\,  
£>1 перейдут в некоторые С2, Ь 2.

Произведем отражение гс, переводящее С2 в С'. 
Оно происходит относительно плоскости, проходящ ей 
через отрезок А'В', так что точки А' и В' о стаю тся  
на месте (убедитесь!).

Итак, в результате трех отраж ений гА, гв, гс то ч ки  
А, В, С отобразились на А', В', С'. При этом д л я  
точки Д  есть две возможности: 1) точка Б  о т о б р а з и 
лась на ту сторону от плоскости (А'В'С'), где л е 
жит й',  и тогда она совпала с /) ' .  2) Точка Ь  о т о б р а 
зилась в точку £ 3, леж ащ ую  с другой стороны о т  
плоскости (А'В'С').

В первом случае мы получили нужное н алож ен и е. 
К ак композиция трех отраж ений г а , г в, г с, о н о  я в 
ляется зеркальным поворотом или скользящим о т р а 
жением.

Во втором случае, чтобы перевести точки А , В,
С, £) окончательно в А', В', С', Ь', нужно произвести  
еще отражение го в плоскости (А'В'С'). В этом с л у 
чае наложение представляется композицией четы рех  
отражений и, следовательно, представляет собой в и н 
товое движение (в частности, перенос или п о в о 
рот). □

§ 4. Теоремы о композиции

Композиции наложений на плоскости. Зд есь  мы 
докажем теорему 4 из § 3 сн ачала  в несколько н епол  
ном виде.



Теорема 1. Композиция переноса и поворота есть 
перенос или поворот, а с добавлением отражения — 
скользящее отражение (в теореме 4 § 3 говорится 
о любых композициях переноса и поворотов; для них 
доказательство будет дано дополнительно).

Вместе с этим будет установлена часть теоремы 5 
§ 3 о композициях отражений, относящаяся к плос
кости.

Начнем с представления переноса и поворота ком
позициями отражений. Доказательство соответствую
щих утверждений не составляет особого труда и пред
лагается читателю в качестве интересных упражнений.

Л емм а 1. Композиция двух отражений относитель
но параллельных прямых представляет собою перенос 
в перпендикулярном им направлении. Если отраж е
ние происходит сн ачала  относительно прямой а, по
т о м — относительно Ь и расстояние между а и Ь равно 
й, то перенос происходит в направлении от а к & пер
пендикулярно этим прямым на расстояние 2 й ') 
(рис. 25). Отсюда следует:

а) Прямые, отраж ения относительно которых дают 
перенос, можно параллельно переносить (сохраняя 
расстояние между ними), а перенос будет получаться 
один и тот же. б) Всякий перенос представим как 
композиция отраж ений  относительно двух прямых, 
перпендикулярных направлению переноса.

Л емм а 2. Композиция отражений относительно 
д в ух  пересекающихся прямых представляет собою 
поворот вокруг точки их пересечения. Причем если 
отраж ение происходит сначала относительно пря
мой а, а потом — относительно прямой Ь и угол 
между ними равен а,  то поворот происходит в на
правлении от а к Ь на угол 2а  (рис. 2 6 )2). Отсюда 
следует:

а) Всякий поворот представим как композиция 
отражений относительно двух пересекающихся пря
мых.

б) Прямые, отражения относительно которых 
д аю т  данный поворот, можно поворачивать вокруг

*) Прежде всего заметим, что точки прямой а при первом 
отражении остаются на месте, а при втором как раз переме
щ аю тся на 2й.

2) Прежде всего заметим, что прямая я как раз поворачи
вается на 2ос.



точки их пересечения, сохраняя угол между ними. 
Поворот будет получаться один и тот же. Поэтому 
одну из них всегда можно выбрать произвольно 
(лишь бы она проходила через центр поворота).

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Докажем п ер 
вую часть теоремы 1:

Композиция поворота (не тождественного) и пе
реноса дает поворот.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть сначала происходит 
поворот вокруг точки О, а потом перенос. П р едста
вим (согласно лемме 1) перенос отражениями с н а 
чала относительно прямой а , проходящей через О, 
а потом относительно другой прямой Ь. Поворот 
представим (согласно лемме 2) отражениями так , 
что второе отражение происходит относительно п р я 
мой а, первое — относительно некоторой прямой с. 
Тогда из этих отражений относительно с, а, а и Ь — 
останутся только отражения относительно с и Ь, т. е. 
поворот.

Если сначала происходит перенос — потом пово
рот, рассуждаем аналогично (проведите эти р ас су ж 
дения).

Теперь докажем вторую часть теоремы 1:
Композиция переноса или поворота с отражением 

дает скользящее отражение (в частности, одно отра
жение).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о к аж ем  это сначала д ля  
композиции переноса и отраж ения. Д л я  этого р а з л о 
жим перенос в композицию двух: один из них п р о и з
водится вдоль прямой, относительно которой проис
ходит отражение, другой — ей перпендикулярно. Этот



последний вместе с отражением дает отражение отно
сительно параллельной прямой (как непосредственно 
выводится из леммы 1 ).

Теперь докажем, что композиция поворота и от
ражения тоже дает скользящее отражение. Пусть сна
чала происходит поворот, а потом отражение относи
тельно прямой а. Представим поворот композицией 
отражений относительно двух прямых, из которых 
вторая Ь параллельна а. Композиция отражений от
носительно прямых а и Ь дает перенос, так что мы 
получаем уже рассмотренную композицию переноса 
и отражения. При другом порядке: сначала отраже
ние, потом поворот, вывод будет тот же самый.

Итак, теорема 1 доказана, а вместе с тем завер
шено доказательство теоремы 2 § 3 о видах отра
жений на плоскости. □

Композиции отражений в пространстве. Наложе
ния, заданные на плоскости а, переносятся в про
странство по перпендикулярам, и всякие наложения

в пространстве, сохраняю
щие какую-либо плоскость 
и ограничиваемые ею полу
пространства, получаются 
таким путем. Отражению 
относительно прямой а со
ответствует при этом отра
жение относительно плоско
сти (перпендикулярной а  
и проходящей через пря
мую а). Переносу отвечает 
перенос, параллельный пло

скости а. Повороту — поворот вокруг оси, перпен
дикулярной плоскости а  в центре поворота (рис. 27). 
Эти связи позволяют пересказать выводы предыду
щего пункта применительно к пространству. Так, по
лучаем

1. Композиция двух отражений относительно па
раллельных плоскостей представляет собой перенос 
в перпендикулярном им направлении. Если отраже
ние происходит сначала относительно плоскости ос, 
потом — р, то перенос происходит от а  к р (на удвоен
ное расстояние между а и р ) .

Всякий перенос можно представить как компози
цию отражений относительно двух параллельных пло



скостей. Причем эти плоскости можно параллельно 
переносить, сохраняя расстояние между ними; отра
жения относительно них будут давать один и тот же 
перенос.

2. Композиция отражений относительно двух пере
секающихся плоскостей представляет собою поворот 
вокруг прямой их пересечения. Всякий поворот пред
ставляется как композиция отражений относительно 
двух плоскостей; пересекающихся по оси поворота. 
Причем эти плоскости можно поворачивать вокруг 
оси, сохраняя угол между ними, и поворот будет один 
и тот же.

Для трех плоскостей есть две возможности рас
положения: они либо пересекаются в одной точке, 
либо параллельны одной прямой. Этому соответ
ствуют два утверждения о композиции трех от
ражений.

3. Композиция отражений относительно трех пло
скостей, параллельных одной прямой, представляет 
собой скользящее отражение (в частности, одно от
ражение). И всякое скользящее отражение можно 
представить как композицию трех отражений. Это 
сводится к соответствующему утверждению для на
ложений в плоскости, перпендикулярной трем данным 
плоскостям. Два отражения дают перенос или пово
рот, и потому данное утверждение равносильно тому, 
что в плоскости композиция поворота или переноса 
с отражением есть скользящее отражение. (Подроб
ности остаются читателю.)

На этом прямые следствия утверждений, касаю
щихся наложений в плоскости, кончаются.

4 . Композиция трех отражений относительно пло
скостей, пересекающихся в одной точке, представляет 
собой зеркальный поворот.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отражения последо
вательно происходят относительно плоскостей а, р, у, 
пересекающихся в одной точке. Повернем плоскости 
а, р вокруг прямой их пересечения так, чтобы пло
скость р перешла в р' 1  у  (а  перейдет в некую а ') .  
Теперь повернем р' и у вокруг прямой их пересечения 
так, чтобы у перешла в у' А. а' (Р' перейдет в Р"). 
Мы получили а' 1  у' и Р" -1_ у'. Тут уже видно, что 
композиция отражений относительно этих плоскостей 
есть зеркальный поворот (рис. 28).



Композиция наложений в пространстве. Здесь мы 
докажем теорему 3, § 3, о композициях, хотя и не 
в полном объеме, но именно так, как она использует
ся в доказательстве теоремы 1 § 3, о видах наложе
ний в пространстве. Там наложение было представ
лено переносом и двумя поворотами вокруг пересе

кающихся осей с возмож
ным добавлением отраже
ния. Вот мы и докажем: 

Теорема 2 . Указанная 
композиция наложений без 
отражения, представляет со
бою винтовое наложение, а 
с добавлением отражения — 
скользящее отражение или 
зеркальный поворот.

Д о к а з а т е л ь с т в о  
разбивается на доказатель
ства трех утверждений.

1. Композиция двух поворотов вокруг пересекаю
щихся осей представляет собой поворот (вокруг оси, 
проходящей через точку пересечения осей).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть два поворота проис
ходят последовательно вокруг пересекающихся осей. 
Пусть а  — плоскость, проходящая через эти оси. 
Тогда мы можем представить каждый из поворотов 
композицией двух отражений так, чтобы у каждого 
одно из отражений происходило относительно плоско
сти а. Первый поворот представляем так, чтобы это 
отражение было вторым, а второй — так, чтобы оно 
было первым. Первый поворот представляется отра
жениями сначала относительно подходящей плоско
сти р, а потом — а ;  второй — сначала относительно ос, 
потом относительно подходящей плоскости у. При 
последовательном осуществлении этих отражений от
ражения относительно плоскости а  взаимно компен
сируются. Поэтому останутся только отражения от
носительно плоскостей (5 и у. Они дают некоторый 
поворот, который, таким образом, и представляет 
композицию двух данных поворотов. □

2. Композиция переноса и поворота представляет 
собою винтовое наложение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть происходят последо
вательно перенос и затем поворот. Разложим пере



нос на два: один Тх вдоль оси поворота, другой Г2 — 
перпендикулярно ей. В плоскости, перпендикулярной 
оси, перенос Т2 и поворот представляется (согласно 
связи наложений в плоскости и в пространстве) как 
перенос и поворот. По доказанному выше их компо
зиция представит поворот в плоскости, а он, в свою 
очередь, определяет в пространстве поворот вокруг 
оси, перпендикулярной плоскости и, тем самым,— па
раллельной оси исходного поворота.

Поэтому оставшийся перенос Ть параллельный 
оси, дает в сочетании с этим поворотом винтовое на
ложение, что и требовалось. □

Если сначала производится поворот, потом — пе
ренос, то вывод тот же.

3. Композиция винтового наложения и отражения 
представляет собой зеркальный поворот или сколь
зящее отражение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть происходит компози
ция винтового наложения с отражением относительно 
плоскости а, пересекающей его ось в некоторой точ
ке О. Представим перенос, входящий в данное винто
вое наложение, отражениями относительно двух пло
скостей [3, (Зь из которых р! проходит через точку О. 
Поворот, входящий в данное винтовое наложение, 
представим как композицию отражений относительно 
двух плоскостей; обе они проходят через ось и зна
чит— через точку О.

Таким образом, у нас получаются отражения от
носительно четырех плоскостей, проходящих через 
точку О, и еще отражение относительно плоскости р.

Соединяя попарно отражения относительно пло
скостей, проходящих через точку О, получили два 
поворота, а их композиция представляет собой один 
поворот, т. е. два отражения.

Вместе с отражением в плоскости р это дает три 
отражения. А по утверждению 4 предыдущего пункта 
они дают зеркальный поворот или скользящее отра
жение. □

Таким образом, теорема 2 полностью доказана, 
а вместе с этим завершается доказательство теоре
мы 1 § 3, о видах наложений в пространстве. □

Завершение доказательства теорем о композициях 
наложений. Так как доказаны теоремы о видах на
ложений на плоскости и в пространстве, то тем



самым доказано, что композиции наложений могут 
давать лишь наложения этих видов. А сведение на
ложений к композициям отражений вытекает из до
казанного выше.

Без ссылки на теоремы о видах композиции можно 
рассудить так. Как доказано, в плоскости поворот 
с переносом дает поворот. Поэтому поворот можно 
представить как композицию поворота вокруг лю
бого другого центра с переносом. В пространстве это 
позволяет переносить ось поворота, компенсируя это 
добавлением переноса, перпендикулярного оси пово
рота. Поэтому если даны два винтовых движения, то 
можно добавлением переноса привести к тому, что 
их оси будут пересекаться. Это дает один поворот 
в композиции с переносами. А это приводит к винто
вому наложению.

Так любую композицию винтовых наложений, 
объединяя их попарно, можно привести к винтовому 
наложению.

Добавление отражения дает, как уже доказано, 
скользящее отражение или зеркальный поворот. □

§ 5. Симметрия

Общее понятие симметрии. Симметрией фигуры 
вообще называется свойство фигуры, состоящее в 
том, что существует ее (нетождественное) наложение 
самой на себя. Само слово «симметрия» происходит 

от греческого и означает в переводе 
соразмерность.

Примеры симметрии плоских фи
гур дают правильные многоугольни
ки. Примеры симметрии простран
ственных фигур дают правильные 
призмы и пирамиды: они совмещают
ся сами с собой, например, поворо
тами вокруг оси, перпендикулярной 
плоскости основания и проходящей че
рез его центр (рис. 29).

Понятие симметрии понимают нередко в более 
узком смысле, включая в него на плоскости только 
симметрию относительно прямой и центральную сим
метрию, а в пространстве — симметрию относительно 
плоскости, относительно прямой и центральную сим-

>

Рис. 29



метрик». Соответствующие наложения сами себе об- 
ратны, и в фигуре с такой симметрией каждой точ
ке А соответствует симметричная точка А', причем 
сама А симметрична А'. Симметрия относительно пря
мой а в пространстве означает, что фигура совме
щается сама с собой при повороте на 180° вокруг 
оси а. Каждой точке А сопоставляется при этом т а 
кая точка А', что отрезок АА' перпендикулярен оси 
и делится ею пополам.

Однако мы будем понимать симметрию в общем 
смысле, как она определена в начале и как ее пони
мают, в частности, когда говорят о симметрии кри
сталлов. При этом наложения фигуры на себя назы
ваются преобразованиями симметрии.

Их основное свойство выражает
Теорема 1 . Композиция наложений фигуры на 

себя, так же как и отображение, обратное наложе
нию фигуры на себя, является опять ее наложением 
на себя.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Композиция наложений, 
как и отображение, обратное наложению, является 
наложением. Вместе с тем, если отображения 5, 5 '  
отображают фигуру У7 на себя, то, произведя сначала 
отображение 5, а за ним Б', отобразим Р на себя. 
Точно так же, если 5  отображает Р на себя и обра
тимо, то обратное отображение, возвращая «все на 
прежние места», тем самым отобразит фигуру Р 
на себя.

Из этих замечаний очевидно следует сказанное в 
теореме. □

Следствие. Все наложения какой-бы то ни было 
фигуры на себя образуют группу — ее группу сим
метрии.

Это следует из того, что совокупность отображе
ний какого-либо множества на себя представляет со
бою группу тогда и только тогда, когда входящие 
в нее отображения обратимы, вместе со всяким ото
бражением эта совокупность содержит ему обратное, 
а вместе с двумя отображениями — содержит их ком
позицию (в любом порядке). Тождественное отобра
жение, служащее единицей (нейтральным элементом) 
группы, принадлежит совокупности, как композиция 
любого из входящих в нее отображений с ему об
ратным. □



Взаимно однозначные или, что равносильно, обра
тимые отображения множества на себя называют 
такж е его преобразованиями. Так, в частности, гово
рят о преобразованиях симметрии.

Замечание. Доказанная теорема и ее следствие 
имеют совершенно общее основание. Вообще, если 
взаимно однозначные отображения какого-либ.о мно
жества на себя что-нибудь сохраняют, то их компо
зиции и обратные отображения тоже это сохраняют 
(как, например, наложения сохраняют расстояния, 
вращения оставляют на месте центр или ось и т. п.).

Элементы симметрии ограниченных фигур. Фигура 
тем симметричней, чем обширнее ее группа симмет
рии. Самая симметричная фигура — все пространство: 
его группа симметрии — это группа всех вообще на
ложений. Но мы рассмотрим сначала симметрию 
ограниченных фигур.

Если фигура допускает какое-либо наложение 
на себя, то она допускает (согласно теореме 1 ) и его 
композиции самого с собой: Я Я, (/?•/?)■/? и т. д .—• 
произвольное число раз. Отсюда ясно, что наложения 
ограниченной фигуры на себя не могут включать ни 
переносов, ни винтовых наложений, ни скользящих 
отражений. Поэтому группа симметриии ограничен
ной фигуры может включать только повороты, отра
жения и зеркальные повороты; последние — только 
для пространственных фигур: на плоскости их нет.

Ось, вокруг которой происходят повороты, совме
щающие фигуру саму с собой, называется ее осью 
симметрии. Наибольшее число поворотов вокруг нее, 
совмещающих фигуру с собой, включая тождествен
ный поворот, называется порядком оси. Так, у пра
вильной п-угольной призмы есть ось симметрии п-го 
порядка, проходящая через центры оснований. Ось 
фигуры вращения — это ее ось симметрии бесконеч
ного порядка.

Плоскость, отражение относительно которой сов
мещает фигуру саму с собой, называется ее пло
скостью симметрии. Ось поворота, входящего в зер
кальный поворот, который совмещает фигуру саму 
с собой, называется ее зеркальной осью симметрии. 
Порядком  этой оси также называется наибольшее 
число связанных с нею наложений — зеркальных и 
обычных поворотов, включая тождественный.



Все вместе эти оси и плоскости симметрии назы 
вают элементами симметрии фигуры. К ним присо
единяется центр симметрии в качестве особого эл е
мента симметрии (потому что, хотя центральная сим
метрия— это зеркальный поворот второго порядка, 
ось его неопределенная).

Зеркальный поворот вокруг данной оси а с л а 
гается из поворота вокруг оси а на некоторый угол ф 
и отражения относительно перпендикулярной ей пло
скости а. Точка пересечения оси а и плоскости а  слу
жит при этом неподвижным центром. Повторение д ан 
ного зеркального поворота приводит к повороту на 
угол 2ф, но без отражения в плоскости а, поскольку 
повторение отражения в данной плоскости дает т о ж 
дественное преобразование.

В случае многогранника повторение зеркальных 
поворотов вокруг зеркальной оси симметрии должно 
привести к тождественному преобразованию — к по
вороту на «все» 360°, без отражения. Поэтому число 
этих зеркальных поворотов четное. Зеркальная ось 
всегда четного порядка 2п и является вместе с тем 
осью симметрии п-го порядка с поворотами на 2ф.

У куба есть зеркальная ось 6-го порядка, прохо
дящая по диагонали через противоположные вер
шины; она же ось 3-го порядка (рис. 30). У правиль
ного тетраэдра есть зеркальная ось 4-го порядка, 
проходящая через середины противоположных ребер 
(рис. 31).

При наложении фигуры на себя ее элементы сим
метрии, очевидно, переходят в такие же элементы 
симметрии.



Все элементы симметрии ограниченной фигуры пе
ресекаются в одной точке.

Если есть центр симметрии, то он и является этой 
точкой. Если бы какая-либо ось или плоскость сим
метрии не проходила через центр, то поворот вокруг 
такой оси или отражение в плоскости давали бы еще 
один центр. А композиция симметрий в двух центрах 
дает перенос. Фигура не могла бы быть ограниченной. 
Можно также заключить, что если бы, например, две 
оси не пересекались, то фигура не была бы ограни
ченной. (Доказательство мы оставляем читателям.)

Конечные группы симметрии — это группы сим
метрии правильных призм и правильных многогран
ников (которые мы рассмотрим в следующем пара
графе), другие конечные группы симметрии — это 
подгруппы этих групп.

У фигур вращения имеется ось бесконечного по
рядка. Если же их две, то они пересекаются, и всякая 
прямая, проходящая через ту же точку, оказывается 
осью симметрии бесконечного порядка, как у шара.

Из выводов предыдущего параграфа о композиции 
поворотов вокруг пересекающихся осей следует, что 
композиции поворотов вокруг двух осей симметрии 
порождают повороты вокруг третьей оси.

Симметрия неограниченных фигур. У неограни
ченных фигур могут быть элементы симметрии, свя
занные с переносами. Простейшие примеры пред
ставляют точки на прямой на равных расстояниях 
одна от другой, квадратная сетка на плоскости или 
в пространстве кубическая «решетка» (рис. 32). Фи
гура может также иметь винтовую симметрию, т. е. 
совмещаться сама с собой винтовым наложением 
(рис. 3 3 ), или симметрию скользящего отражения 
(рис. 34).

Представляют особый интерес правильные системы 
фигур (в частности, точек) на плоскости и в про
странстве— такие, в которых каждая фигура может 
быть совмещена с каждой наложением, совмещаю
щим всю систему саму с собой. Особое значение 
правильных систем состоит в том, что они служат 
геометрическими моделями расположения атомов в 
кристаллах. В кристалле атомы или их комплексы 
образуют кристаллическую решетку, которая и изо
бражается правильной системой фигур.



На плоскости примером правильной системы м о
жет служить «паркет» — система равных многоуголь
ников, покрывающих всю плоскость, прилегая друг  
к другу по сторонам. Паркеты из правильных много
угольников составляются только из треугольников,
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Рис. 32 Рис. 33 Рис. 34

квадратов и шестиугольников (рис. 35) (доказывает
ся, например, из подсчета углов). Паркеты из равных 
выпуклых многоугольников с числом сторон больше

6
Рис. 35

6 невозможны (можно также доказать из подсчета 
углов).

Симметрия в природе, в искусстве и т. д.
Помимо кристаллов, симметрия в природе наблю 
дается у живых организмов. Подавляющее большин
ство животных, по крайней мере со стороны внеш 
него строения, имеют вертикальную плоскость си м 
метрии; совсем особенную симметрию имеют морские 
звезды (рис. 36). У растений наблюдается симметрия 
цветов, симметрия листьев (рис. 37), в частности, 
винтовая симметрия. Конечно, речь может идти лиш ь 
о конечном числе листьев; ограниченная фигура не 
может иметь, строго говоря, винтовую симметрию как



самосовмещаемость винтовым движением. Но можно 
обобщить понятие симметрии, связанной с переносом,

Рис. 36 Рис. 37

считая фигуру симметричной, если ее части допу
скают перенос или винтовое движение, совмещающее

их с другими частями фигуры так, что при бесконеч
ном продолжении фигура имела бы симметрию в ис
ходном определении.

В таком же смысле можно говорить о перенос
ной симметрии кристаллической решетки или чугун-



ной решетки (рис. 38), бордюра или орнамента 
(рис. 39).

В архитектуре симметрия зданий и фасадов иг
рает существенную роль, как геометрическая основа 
прекрасного (рис. 40).

§ 6. Правильные многогранники

Виды правильных многогранников. Многогранник 
называется правильным, если у него все ребра равны, 
все плоские углы на гранях равны, все двугранные 
углы равны.

Из равенства ребер и плоских углов следует, что 
грани правильного многогранника представляют со
бой равные правильные многоугольники.

Аналогично из равенства плоских и двугранных 
углов следует, что все многогранные углы при верши
нах равны. Многогранным углам соответствуют сфе
рические многоугольники на единичной сфере. В д ан 
ном случае у этих многоугольников стороны и углы 
равны. Поэтому они равны и являются правильными 
совершенно аналогично плоским многоугольникам. Они 
выпуклые, как и плоские правильные многоугольники.

Правильные многогранники определяют нередко 
несколько иначе (в школьных учебниках). Много
гранник правильный, если он выпуклый, все его 
грани — равные друг другу правильные многоуголь
ники и во всех вершинах сходится одинаковое число



граней. Это определение равносильно предыдущему, 
но то определение ясно показывает, в каком смысле 
многогранник правильный: все его соответственные 
элементы — ребра и углы — равны (подобно пра
вильному многоугольнику). Кроме того, при втором 
определении равенство всех двугранных углов тре
бует особого доказательства!) (о чем в школьных 
курсах не говорят).

Из школьного курса известно, что есть пять и 
только пять типов правильных многогранников:

1) тетраэдр (в переводе с греческого 4-гранник, 
рис. 41);

2) куб (гексаэдр — 6-гранник, рис. 42);
3) октаэдр (8 -гранник, рис. 43);
4) додекаэдр (12-гранник, рис. 44);
5) икосаэдр (20-гранник, рис. 45).

')  Выполняется общ ая теорема: у выпуклых многогранни
ков, одинаково составленных из соответственно равных граней, 
соответственные двугранные углы равны (теорема была доказа
на Коши и доказательство ее непросто). М ожно сослаться на 
эту теорему. Это, очевидно, нужно только в случае, когда в 
вершинах сходится более 3-х граней.



Вопрос состоит в том, чтобы: (I) указать построе
ние этих многогранников и тем самым убедиться, что 
такие правильные многогранники действительно су
ществуют; (II) доказать, что других правильных мно
гогранников н е т ') .

Рассмотрим оба вопроса совместно. Мы устано
вили, что многогранные углы правильного многогран
ника выпуклы.

Сумма плоских углов выпуклого многогранного 
угла меньше 360°. Угол правильного п-угольника ра-осло
вен 180°------ — . Поэтому если выпуклый многогран
ный угол составлен из т таких углов, то должно быть

180т (1 — ^-) <  360, т. е. т (  1 - - | )  <  2,

откуда

т п 2

Кроме того, очевидно т ^  3 и п ^  3. Поэтому т и 
п <  6, и есть только следующие возможности:

п 3 3 3 4 5

т 3 4 5 3 3

Три случая треугольных граней, один — четырех
угольных и один — пятиугольных.

Треугольники, сходящиеся в одной вершине, обра
зуют боковую поверхность правильной пирамиды. 
Тетраэдр представляет собою правильную трехгран
ную пирамиду со всеми равными гранями.

Октаэдр составляется из двух пирамид с квадрат
ным основанием. Другой возможности для того, 
чтобы в вершине сходилось по 4 треугольника, нет. 
(Если взять три квадрата, лежащ ие в трех взаимно 
перпендикулярных плоскостях, с попарно общими диа
гоналями, то их стороны дадут ребра октаэдра.)

*) Рассматривают еще «правильные многогранники» в дру
гом смысле: такие у которых «грани» — плоские замкнутые ло
маные — звездчатые. Но это — многогранники в другом смысле.



Икосаэдр составляется из двух правильных пяти
угольных пирамид, прилегающих основаниями к 
«скрученной призме» с пятиугольными основаниями 
и с 10 правильными треугольными боковыми гранями 
(рис. 46). (Впрочем, еще нужно убедиться, что все 
многогранные углы будут равны.)

Куб строится очевидным образом.
Для построения додекаэдра складываем два пра

вильных пятиугольника по стороне так, чтобы к ним 
по двум сторонам можно было при
ложить еще один такой же пятиуголь
ник. Этого, очевидно, можно добить
ся, если, сложив два пятиугольника, 
увеличивать затем двугранный угол 
между ними. По симметрии пятиуголь
ник так же можно будет приложить 
к двум другим сторонам (у другого 
конца общей стороны; рис. 47). Так 
складывая пятиугольники, построим 
их пояс вокруг одного из них. Это 
даст половину додекаэдра, другая 
построится так же. Углы будут схо
диться по доказанному — из симмет
рии.

Между правильными многогранниками есть двой
ственность. Центры граней одного служат верши
нами другого, и обратно.

Тетраэдр двойственен тетраэдру (рис. 48). Ок
таэдр — кубу, и куб — октаэдру (рис. 49). Икосаэдр — 
додекаэдру, и додекаэдр — икосаэдру (рис. 50). По
этому, построив додекаэдр, можно по центрам его 
граней построить икосаэдр.

Из построения додекаэдра ясно, что другого вы
пуклого, и тем более правильного, многогранника, со
ставленного из правильных пятиугольников, быть не 
может. Многогранник, у которого по пять треуголь
ников сходится в вершине, двойственен многогран
нику с пятиугольными гранями, т. е. додекаэдру. Сле
довательно, он — икосаэдр.

Симметрия правильных многогранников.
Теорема 1. Рассмотрим данный правильный мно

гогранник Р. Пусть А — его вершина, а — ребро с кон
цом А, а  — грань со стороной а. Для любых других 
аналогичных его элементов А', а', а' существует

Рис. 46



Рис. 47

Рис. 49

Рис. 50

Рис. 48
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наложение многогранника Р на себя, переводящее А' 
в А, а' в а, а' в а.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Переносом многогранника 
переведем вершину А' в А. Поворотом многогранника 
вокруг А переведем перенесенное ребро а' в а. Пово
ротом многогранника вокруг ребра а приведем (пе
ренесенную и повернутую) грань а'  в совпадение 
с гранью а. Так как грани равны, то грань а' пол
ностью совместится с а.

Так как двугранные углы равны, то для граней р 
и р', смежных с а  и а ', есть только две возможности: 
1) р ' совпадает с р; 2) р' не совпадает с р, но будет 
симметрична р относительно плоскости грани а. В та
ком случае отражением в этой плоскости переведем 
Р' в р.

Итак, наложением всего многогранника Р мы со
вместили вершину А' с А, ребро а' — с а, грани а', р', 
смежные по ребру а', — с гранями а, р, смежными по 
ребру а.

Убедимся, что при этом многогранник оказывается 
совмещенным сам с собой. Две грани многогранного 
угла при вершине А совпали ( а ' с а , р ' с р ). Перей
дем к граням у  и у', соседним с р. Двугранные углы, 
которые они образуют с р, равны и расположены 
с одной стороны — с той же, с какой лежит грань а. 
Поэтому грань у' совпадает с у. Так убедимся, что 
многогранные углы при вершине А совпали. Переходя 
к другой вершине, соединенной с А ребром, анало
гично убедимся, что и при этой вершине многогран
ные углы совпадают. И так пройдя по всему много
граннику, убедимся, что он совпал сам с собой, что 
и требовалось доказать. □

Свойство правильных многогранников, установлен
ное доказанной теоремой, означает, что они обла
дают, так сказать, максимальной мыслимой симмет
рией. Наложение, совмещение многогранника самого 
с собою, неизбежно совмещает какую-то вершину А' 
с А, ребро а' — с а, грань а' — с а, и примыкающую 
грань р' — с р. Наложение этим вполне определено, 
оно только одно. Поэтому максимальное число воз
можных наложений будет тогда, когда каждую сово
купность А, а, а, р можно перевести в каждую. А это 
так у правильных многогранников.





Очевидно, верно и обратное. Если многогранник 
обладает такой максимальной симметрией, то он пра
вильный (так как ребро а совмещается с а', угол на 
грани а'  при вершине Л совмещается с таким же 
углом, и двугранный угол между а' и р' совмещается 
с углом между а  и р — так что все ребра и углы 
равны ).

Число наложений, совмещающих правильный мно
гогранник сам с собою, равно 2 те, где т — число 
ребер, сходящихся в одной вершине, и е — число вер
шин; те наложений первого рода и те — наложений 
второго рода. Они и образуют группу симметрии пра
вильного многогранника.

Группы симметрии у куба и октаэдра совпадают 
ввиду их двойственности. Так же совпадают группы 
симметрии у додекаэдра и икосаэдра. Группа тетра
эдра является подгруппой группы куба, как видно из 
возможности вложить тетраэдр в куб (рис. 51, а).

Наиболее интересные элементы симметрии — это 
зеркальные оси: 4-го порядка у тетраэдра, 6-го 
порядка — у куба, 10 -го порядка — у додекаэдра 
(рис. 51,6). Убедитесь, что это так, определив, как 
расположены эти оси.

Оси симметрии и плоскости симметрии куба изо
бражены на рис. 51, в, г. Рассмотрите элементы сим
метрии других правильных многогранников.

Г л а в а  II 

ПОДОБИЯ И ИНВЕРСИИ

§ 1. Преобразования подобия

Общие свойства подобий. Отображение фигуры 
называется отображением подобия (или подобием), 
если при нем отношения расстояний между точками 
сохраняются, так что все расстояния изменяются 
в одно и то же число раз; выраженные в каком-либо 
масштабе, они умножаются на одно и то же число — 
коэффициент подобия.

Всякое наложение — это подобие с коэффициен
том единица. Простейшее подобие, отличное от нало
жения, представляет гомотетия.

Гомотетия с центром О и коэффициентом И ф  0 — 
это такое отображение, при котором всякая точка М



переходит в такую М', что ОМ' =  & • ОМ (рис. 52, а, 6 
для к >  О, & < 0 ) .  В частности, при к = — 1 гомоте
тия представляет собой центральную симметрию.

При гомотетии с коэффициентом & все векторы 
умножаются на />.

Действительно, если при гомотетии с центром О и 
коэффициентом к точки X, У перешли в X', У' то 
(рис. 52)

О Х ' =  кОХ, ОУ' =  кОУ.

А так как ХУ =  ОУ — ОХ и Х'У' =  ОУ' — ОХ', то 

Г У ' =  кХУ. □

Поэтому гомотетия с коэффициентом ^ представляет 
собой подобное преобразование с коэффициентом | £ | .

Рис. 52

Теорема 1 . Всякое подобие является композицией 
гомотетии с тем же коэффициентом и наложения.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть фигура р  путем по
добия отображена на Р  с коэффициентом подобия к. 
Подвергнем фигуру У7 гомотетии с тем же коэффициен
том и с любым центром. Она перейдет в фигуру В"-, 
и так как все расстояния умножаются на й, то они 
станут такими же, как в фигуре /?/. Поэтому фигуру 
Р" можно отобразить на Р' наложением. Таким об
разом, Р отображается на Р' в результате гомотетии 
и наложения, что и требовалось доказать. □

Теорема 2 . Композиция подобий с коэффициентами 
¿ 1, &2 есть подобие с коэффициентом / г ^ -  Отображе-



ние подобия обратимо, причем отображение, обрат
ное подобию с коэффициентом к, является подобием 
с коэффициентом 1 /к.

Доказательство очевидно. □
Теорема 3. При подобном отображении отрезки 

отображаются на отрезки, причем равенство отрезков 
сохраняется, углы отображаются на равные, плоскости 
отображаются на плоскости, всё — как при наложе
ниях (см. § I. 1 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о  совершенно аналогично до
казательству аналогичных свойств наложений (§ ] ) . □

Поскольку при преобразовании подобия плоско
сти, как и пространства, отрезки переходят в от
резки и равенство отрезков сохраняется, а в простран
стве плоскости также переходят в плоскости, то все 
отношения, определяемые аксиомами, сохраняются. 
При этом подобные преобразования как плоскости, 
так и пространства, в силу теоремы 2 , образуют груп
пу. Поэтому можно сказать, что все свойства фигур 
евклидовой геометрии инвариантны (неизменны) от
носительно группы подобий.

Отметим в дополнение интересное свойство по
добий.

Всякое подобное преобразование плоскости, как и 
пространства, отличное от наложения, имеет одну не
подвижную точку. Оно представимо поэтому как ком
позиция гомотетии с поворотом (может быть, тожде
ственным), или с зеркальным поворотом вокруг оси, 
проходящей через центр гомотетии, или с отраже
нием в плоскости, проходящей через центр гомотетии 
(впрочем, отражение можно считать частным случаем 
зеркального поворота, когда сам поворот тожде
ственный) .

§ 2. Инверсии

Определение. Инверсией (плоскости) относитель
но окружности с центром О и радиусом Я назы
вается такое отображение, при котором каждая точ
ка М, отличная от О, отображается в такую точку М', 
что а) М' лежит на луче ОМ, б) ОМ'-ОМ =  Я2 
(рис. 53).

Поскольку здесь



то инверсию называют такж е преобразованием об 
ратных радиусов.

Из (1) ясно, что если ОМ =  /?, то О М '— ОМ , и 
так как точка М' лежит на том же луче, идущем из
О, что и точка М, то в данном случае М' просто со вп а 
дает с М. То есть все точки ок
ружности К  с центром О и ра
диусом Р остаются на месте.

Если же ОМ <  Я, то ОМ' >
>  /?, и если ОМ >  /?, то ОМ' <
С  /?. То есть внутренность круга 
с окружностью К  отображается 
на его внешность, а внешность — 
на внутренность. Причем точки остаются на тех ж е  
лучах, идущих из О. Поэтому инверсия представляет 
собою как бы отражение в окружности. Ее т а к  и 
можно назвать: отражение в окружности.

Точка О — центр инверсии — никуда не отоб ра 
жается. Когда точка М приближается к О: О М ^ О ,  
то О М ' оо. Поэтому естественно счи
тать, что центр О отображается в бес
конечность. Дополняя плоскость бес
конечно удаленной точкой, можно 
сказать: при инверсии центр отобра
жается в бесконечно удаленную точ
ку, а бесконечно удаленная точка — 
в центре').

Дополнив плоскость бесконечно 
удаленной точкой, будем считать, что 
прямая — это «окружность, проходя
щая через бесконечно удаленную точ
ку». Пока мы уславливаемся об этом 
чисто формально; хотя наглядно оче
видно, что при бесконечном увеличе
нии радиуса окружность, проходящая через две д а н 
ные точки, «распрямляется» и в пределе переходит 
в прямую (рис. 54).

Приняв введенное условие о прямых, мы объеди
няем в понятие обобщенная окружность настоящие 
окружности и прямые. Это позволяет сформулировать 
важное свойство инверсии очень коротко.

*) Так ж е вводят бесконечно удаленную точку на ком 
плексной плоскости в теории функций комплексной перем енной.



Теорема 1. Инверсия переводит обобщенные ок
ружности в обобщенные окружности.

В развернутом виде это означает, что инверсия 
переводит:

а) всякую настоящую окружность, не проходящую 
через центр инверсии, — в окружность такого же рода;

б) всякую настоящую окружность, проходящую 
через центр инверсии, — в прямую;

в) всякую прямую, не проходящую через центр,— 
в окружность, проходящую через центр;

г) всякую прямую, проходящую через центр,— 
саму в себя.

При этом в случаях б), в), г) нужно иметь в виду 
то условие, что центр переходит в бесконечно удален
ную точку, а она — в центр; без этого нужно огова
ривать, что центр не имеет ни образа, ни прообраза, 
так  что он должен быть исключен. __

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть г  =  ОМ, г ' — ОМ' 
радиус-векторы точки М и ее образа при инверсии 
в окружности К с центром О и радиусом а. Из опре
деления инверсии

В прямоугольных координатах с началом О полу-

Рассмотрим кривую, представляемую уравнением

Исключая случаи, когда это точка или пустое мно
жество, кривая с таким уравнением — окружность, 
если Ъ ф  0, или прямая, если Ь =  0. Подставляя х и у 
из (2 ) и избавляясь от знаменателя, получим

чаем

(2)

Ь {х2 +  у2) +  сх +  йу +  е =  0 . (3)

а4Ь +  сРсх' +  й2 йу' +  е {х'2 +  у' ) — 0, (4)

т. е. уравнение того же вида, и, стало быть, представ
ляющее окружность, если е ф  0, и прямую если 
е =  0.



Теорема доказана, и остается только просмотреть, 
когда получается каждый из четырех случаев, у к а за н 
ных в развернутой формулировке. Читатель сам легко 
это сделает. □

Инверсия сохраняет углы. Подробно понятие кри 
вой и угла между кривыми обсуждается в части IV.

Л емма. При инверсии, сопоставляющей друг д р у гу  
точки А, А', окружность, проходящая через эти точки, 
отображается на себя.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если инверсия относительно 
некоторой окружности С сопоставляет друг другу 
точки А, А', то, значит, она проходит между ними, 
так что одна из точек А, А' находится внутри круга 
с окружностью С, а другая — вне. Поэтому если о к 
ружность К проходит через точки А, А', то она пере
секает окружность С. Точка пересечения В, как п ри
надлежащая С, переходит сама в себя. С ледова
тельно, окружность К переходит в окружность, про
ходящую через те же точки А, А', В. Но через три 
точки может проходить только одна окружность. С л е 
довательно, окружность К  отображается сама на 
себя, что и требовалось доказать. □

Теорема 2 . При инверсии углы между кривыми  
сохраняются, т. е. две кривые, пересекающиеся под  
некоторым углом, переходят при инверсии в кривые, 
пересекающиеся в соответственной точке под таким 
же углом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть кривые ¿ 1, /,2 пере
секаются в некоторой точке А и при инверсии пере
ходят в кривые Ь\, Ь'2, пересекающиеся в соответ
ствующей точке А'. Построим окружности К\, Кг, про
ходящие через точки А, А'  и имеющие в точке А 
те же касательные, что кривые Ь\, Ь2. Согласно д о к а 
занной лемме эти окружности перейдут при данной 
инверсии в себя. А угол, который они образуют друг  
с другом в точке А', равен углу, какой они образую т 
в точке А. ‘Стало быть, и кривые которых они к а с а ю т 
ся, образуют те же углы. □

Следующая теорема устанавливает такое свойство 
инверсии, которое позволяет строить для всякой д а н 
ной точки ее образ ири инверсии относительно д а н 
ной окружности.

Теорема 3. При инверсии относительно окруж 
ности круга К точки М, М', которые переходят д р у г



в друга, связаны следующим образом. Если точка М' 
лежит внутри круга и служит серединой хорды А В, 
то М лежит вне круга и прямые МА, МВ служат его 
касательными (рис. 55).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть О — центр круга К- 
Треугольник ОАМ прямоугольный; О А — его катет, и 
если ЛГ — середина хорды АВ, то АМ' А-ОМ. По

этому, согласно известному свой
ству высоты прямоугольного тре
угольника, ОМ-ОМ' =  ОЛ2, что 
и доказывает утверждение тео
ремы. □

Инверсия в пространстве. 
В пространстве инверсия опреде- 

рис 55 ляется буквально так же, как на
плоскости: задается точка О — 

центр инверсии и длина Я — радиус инверсии, и каж
дой точке М ставится в соответствие точка М', лежа
щая на том же луче с началом О и такая, что ОМ' X  
X  ОМ =  Я2-

Все точки сферы радиуса Я с центром О остаются 
на месте. Каждая плоскость, проходящая через О, 
отображается на себя, и в ней происходит инверсия 
с центром О и радиусом Я-

Если дополнить пространство бесконечно удален
ной точкой и считать плоскость «обобщенной сферой», 
проходящей через эту точку, то можно высказать тео
рему:

Теорема 4. При инверсии «обобщенные сферы» пе
реходят в «обобщенные сферы».

Эта теорема подробно раскрывается подобно тео
реме 1. Доказательство ее аналогично. □

Из теоремы 4 следует, что и в пространстве «обоб
щенные окружности» переходят в «обобщенные ок
ружности».

Теорема 5. Инверсия сохраняет углы между кри
выми.

Доказательство аналогично доказательству тео
ремы 2 . □

Замечание 1. Пусть М, М '— точки, соответствую
щие друг другу при инверсии относительно окруж
ности С радиуса Я, и пусть А, ¡г' — их расстояния от 
С со знаком (считаем /г >  0 для точки внутри окруж
ности С и к' <  0 для точки вне окружности). Тогда



выполняется равенство

Когда окружность С, «расширяясь», переходит в пре
деле в прямую с при R-+- оо , тогда А '->---- А, т. е.
в пределе инверсия дает отражение относительно 
прямой с.

Замечание 2 . Отображение, сохраняющее углы 
между кривыми, называется конформным. На пло
скости существует чрезвычайно много конформных 
отображений. Так, внутренность круга допускает кон
формное отображение на любую односвязную о б 
ласть (т. е. такую, в которой всякая замкнутая кри
вая может быть стянута в точку). Это теорема Ри- 
мана. Конформные отображения на плоскости пред
ставляются аналитическими функциями комплексной 
переменной, и всякая такая функция задает конформ
ное отображение.

Но в пространстве всякое конформное отображе
ние любой области является композицией инверсий и 
отражений относительно плоскостей — «инверсий» о т 
носительно сфер бесконечного радиуса. (Это теорема 
французского математика Ж . Лиувилля (1809— 1882).)

Г л а в а  III

АФФИННЫЕ П РЕО БРА ЗО В А Н И Я  
И АФФИННАЯ ГЕОМ ЕТРИЯ

§ 1. Параллельное проектирование

Будем считать всякую прямую параллельной с а 
мой себе ').

Аналогично, будем считать отрезки, лежащие на 
одной прямой, параллельными.

Определение. Параллельным проектированием на  
плоскость а  вдоль прямой а, пересекающей а, н азы 
вается отображение, сопоставляющее точке X ту точку

')  Это необходимо, когда рассматривается какое-либо м но
жество параллельных прямых а, Ь, с и т. д. Известно, что если 
а || b и b || с, то а II с. Поэтому если а || b, b || с, то с II а, и мы л о 
гически приходим к тому, что а И а. К огда мы говорим о п р я 
мых, параллельных данной прямой а, то естественно, вклю чать в 
них ее саму и говорить, что все они друг другу параллельны.



X', в которой проходящая через X прямая, парал
лельная а, пересекает плоскость а  (рис. 56). О пря
мой а говорят, что она задает направление проекти
рования.

Основные свойства параллельного проектирования 
выражаются следующей теоремой, известной еще из 
школьного курса.

Теорема 1. При параллельном проектировании для 
прямых и отрезков, не параллельных направлению 
проектирования, выполняются следующие свойства.

1. Проекция прямой есть прямая, проекция от
резка — отрезок.

2. Проекции параллельных прямых параллельны.
3. Отношение длин проекций параллельных от

резков равно отношению длин самих этих отрезков. 
Другими словами, при параллельном проектировании 
отношения параллельных отрезков сохраняются.

Мы докажем эту теорему, рассмотрев, что происхо
дит при проектировании с векторами.

Отображения векторов. При отображении какой- 
либо фигуры Р точкам сопоставляются точки, и 
соответственно фигурам, содержащимся в Р, сопо
ставляются фигуры. А что происходит при этом с век
торами— направленными отрезками? Даем опреде
ление.

Если при некотором отображении точки X, У ото
бражаются на X', У,  то вектору ХУ сопоставляется
вектор Х'У. То есть образом данного вектора счи
тается вектор, начало и конец которого являются об
разами начала и конца данного вектора ХУ (рис. 57).



(Что происходит при этом с точками, лежащими 
на отрезке ХУ, не играет роли; с ними может ничего 
не происходить, если отображение на них не распро
страняется, как, например, при отображении (сж а
тии) окружности в эллипс и т. п.)

Замечание. Вводя понятие вектора, мы различали 
конкретные и абстрактные — свободные — векторы. 
Конкретный вектор изображается направленным от
резком, но фактически в понятии о нем играют роль 
только его начало и конец. «Конкретный вектор» — 
это упорядоченная пара точек, а не фигура, и отре
зок с нею связывается лишь для наглядности.

Для конкретных векторов определяется равенство 
(равные векторы представляют один абстрактный, 
свободный, вектор); операции с векторами опреде
ляются на основе перенесения вектора к любому на
чалу, т. е. всякий данный конкретный вектор можно 
заменить равным вектором. Поэтому рассматривать 
такие отображения векторов, при которых нарушает
ся их равенство, имеет мало смысла.

Векторы при параллельном проектировании. З а 
метим, что если мы хотим, пользуясь векторами, до
казать, что при параллельном проектировании от
резки проектируются в отрезки, то рассматривать век
торы как направленные отрезки нецелесообразно 
(раз еще нужно доказать, что отрезок отображается 
на отрезок). И поэтому тоже векторы нужно рас
сматривать как упорядоченные пары точек и пони
мать отображения векторов как было только что оп
ределено.

Итак, рассмотрим проектирование вдоль прямой а 
на плоскость а.

Как было доказано, каждый вектор однозначно 
разлагается на составляющие: одну — параллельную 
плоскости а, другую — параллельную прямой а.

Теорема 2. При разложении вектора ХУ на со
ставляющие, параллельные плоскости а  и прямой а, 
составляющие на плоскости а  получаются параллель
ным проектированием вдоль прямой а. То есть если
X > ¥ проекции точек X, У, то вектор Х 'У  и есть
составляющая вектора ХУ на плоскости а  (рис. 57).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для доказательства доста
точно вспомнить, как строятся составляющие



вектора, параллельные данной плоскости и данной
прямой. --- >.

Пусть дан вектор — направленный отрезок ХУ, 
строим его составляющие вдоль прямой а и пло
скости а. __>

Через начало вектора ХУ проводим плоскость р, 
параллельную а , и из конца вектора проводим пря
мую Ь, параллельную прямой а. Точка У ее пересе-
чения с плоскостью р и дает конец_вектора ХУ", слу
жащего составляющей вектора ХУ на плоскости р. 
Проводя через X и У прямые, параллельные а, до 
пересечения с плоскостью а, получаем в ней точки
X', У'. При этом, как очевидно1), будет Х'У' =  ХУ"’
Итак, Х'У*— это составляющая вектора ХУ на пло
скости а  при его разложении вдоль прямой о и 
вдоль плоскости а. Вместе с тем проведенное^ по
строение этой составляющей представляет собой не 
что иное, как параллельное проектирование точек л , 
У на плоскость а  вдоль прямой а. Теорема 2 дока
зана. □

Из этой теоремы следует
Теорема 3. При параллельном проектировании со

храняются линейные соотношения между векторами,
т. е. если АВ =  р с Ь  +  го А'В' =  рС'Э' +  ЦЕ'?'. 
Тем самым равным векторам отвечают равные (на
пример р =  1 , 9 =  0), сум м е-сум м а, произведению 
на число — произведение на то же число.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Основное свойство состав
ляющих любых векторов состоит в том, что линеи- 
ным соотношениям между векторами соответству 
такие же соотношения между их составляющими. ¿Это 
заключает в себе сказанное в теореме 3. П

Теперь свойства, указанные в теореме 1, вытекают 
из теоремы 3 благодаря с л е д у ю щ е м у  п р е д л о ж е н и ю .

Лемма. Если при некотором отображении сохра
няются линейные соотношения векторов, то при этом

1) Прямые X X ',  У У' параллельны и стало быть лежат в 

„„„„оси V. Эта "“ ? " ; у?е|,^ Т х ' Г  I?»™»У “  
^ Г ' ^ “ иЫИЛ ' Г - с , 5 ™ы параллелограмма », >«™т.
х г  =  г г .



отображении выполняются свойства, указанные в тео
реме 1 , для отрезков и прямых, не отображающихся 
в точку. 1 ) отрезки (1'прямые) отображаются на от
резки (прямые), 2) параллельные — на параллель
ные, 3) отношения параллельных отрезков сохра
няются.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Отрезок А В заполняется

концами векторов АХ =  рАВ с 'р е  [0, 1]. Параллель
ные отрезки соответствуют параллельным (коллинеар- 
ным) векторам. Отношение таких отрезков — это от
ношение этих векторов, точнее — если А В = р С В ,  то 
АВ =  \р\СО. Поэтому вместе с сохранением линей
ных соотношений между векторами отрезки отобра
жаются на отрезки, параллельные — на параллель
ные и отношения отрезков сохраняются, что и тре
бовалось доказать. □

Вместе с этим доказана и теорема 1. □
Проектирование с плоскости на плоскость.
Теорема 4. При параллельном проектировании 

с плоскости на плоскость линейные соотношения ме
жду векторами сохраняются и новые не появляются 
(подразумевается, конечно, что прямая, вдоль которой 
происходит проектирование, пересекает обе пло
скости) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проектирование с одной 
плоскости а  на другую р в направлении прямой а, 
пересекающей обе плоскости, устанавливает взаимно 
однозначное соответствие между точками этих пло
скостей, так что как плоскость а  проектируется на ¡3 
вдоль прямой а, так и р проектируется на а  вдоль 
той же прямой. Поэтому, согласно теореме 3, линей
ным соотношениям между векторами на одной плос
кости соответствуют такие же соотношения на дру
гой, и обратно.

Стало быть, если бы при проектировании с пло
скости а  на р появлялись новые линейные соотноше
ния между векторами, то при обратном проектиро
вании— с р на а  — они должны были бы дать линей
ные соотношения на плоскости а , но, значит, они не 
были «новыми». Следовательно, никаких новых ли
нейных соотношений между векторами при проекти
ровании с одной плоскости на другую не появляется, 
что и требовалось доказать. □



Замечание. Пусть иа — вектор на плоскости а  (па
раллельный а ) .  Проектируя вдоль прямой а на пло
скость р, мы разлагаем его на составляющие: и р — 
на р и на — вдоль а, так что иа — ир +  иа. Отсюда 
Ир =  иа — иа, т. е. мы так же разлагаем вектор на 
плоскости р (рис. 58) и так же, проектируя вдоль а

с р на а, разлагаем любой 
вектор г»р плоскости р: г>р =  
— Уа -{- "Оа- ЯСНО, ЧТО ЭТИ 
разложения равносильны.

Спроектировав пло
скость а  на р вдоль прямой 
а, можно затем спроектиро
вать р на а  вдоль какой-ли
бо прямой Ь, или спроекти
ровать р на у, а потом — у 

Рис. 58 на а, и т. п. Так комбини
руя проектирования с одной 

плоскости на другую, можно получать отображения 
данной плоскости а на себя. При этом, поскольку при 
каждом проектировании с плоскости на плоскость не 
исчезают и не появляются линейные зависимости век
торов, то и при получающемся отображении плоско
сти на себя линейные соотношения векторов сохра
няются и новые не появляются.

Отображения, обладающие таким свойством, на
зываются аффинными. Их мы дальше и рассмотрим.

§ 2. Аффинные отображения и аффинная геометрия

Определения. Отображение какой-бы то ни было 
пространственной или плоской фигуры в простран
ство называется аффинным, если оно сохраняет ли
нейные соотношения между векторами и не вводит 
новых.

Первое условие означает, что если в фигуре есть 
такие точки А, В, . . . ,  й, Н, что при некоторых чис
лах р, . . . , ,  5

р А В +  . . .  + 5 (? Я  =  О, 

то для образов этих точек А', В', . . . ,  С , Н'

р А 'В '+  . . .  + $ С 'Н '  =  0.



Второе условие означает, что и обратно: если 
в фигуре Т7', полученной из Т7 аффинным отображе
нием, есть такие точки Р', С}', . . . ,  X', У', что при не
которых числах &, . . . ,  п

к Р ^ '  . .. +  пГУ' =  О,

то и в исходной фигуре .Р для соответствующих то
чек Р, <2, . . . ,  X, У (прообразов Р', (?' . . .  и т. д.) 
выполняется аналогичное равенство.

Свойство фигуры называется аффинным, если оно 
сохраняется при любых аффинных отображениях.

Аффинной геометрией называется та часть гео
метрии, в которой изучаются аффинные свойства 
фигур.

Из определения аффинного отображения непо
средственно следует, что всякое свойство фигур, ко
торое может быть выражено через линейные соотно
шения между векторами,, является аффинным.

Из теоремы 4 предыдущего параграфа следует, 
что параллельное проектирование с плоскости на 
плоскость является аффинным отображением. Как 
отмечено в конце предыдущего параграфа, всякое 
отображение, получающееся в результате ряда про
ектирований с плоскости на плоскость, является аф
финным. Оно относится к плоским фигурам, но, конеч
но, возможны разнообразные аффинные отображения 
пространственных фигур.

Простым примером аффинного свойства фигуры 
может служить наличие у нее центра симметрии. 
Центр симметрии О характеризуется тем, что для
всякой точки М фигуры есть такая М', что ОМ' =
=  —ОМ. Это свойство выражено через линейное со
отношение векторов и, стало быть, аффинно.

Общие свойства аффинных отображений.
Теорема 1. При аффинном отображении отрезки 

отображаются на отрезки, причем параллельные — 
на параллельные с сохранением отношений', плоские 
фигуры отображаются на плоские фигуры-, прямые — 
на прямые, плоскости — на плоскости, полуплоско
сти— на полуплоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  То, что при аффинном ото
бражении отрезки отображаются на отрезки, парал



л ельны е— на параллельные с сохранением отноше
ния, следует из определения аффинного отображения 
в силу леммы, доказанной в предыдущем параграфе.

Плоскость есть множество концов векторов, отло
женных от одной точки и выражающихся через два 
неколлинеарных вектора. Поэтому плоскость отобра
жается на плоскость и, аналогично, плоские фигуры — 
на плоские фигуры. (Ср. с теоремой 2 ниже.) □

То, что отношения параллельных отрезков сохра
няются, означает, что у всех параллельных друг дру
гу отрезков длины изменяются в одно и то же число 
раз; другими словами, все эти отрезки претерпевают 
одинаковое растяжение или сжатие. Таким образом, 
при аффинном преобразовании в каждом направле
нии происходит равномерное растяжение или сжатие.

Из доказанной теоремы следует, что все свойства 
фигур, основанные на отношениях параллельных 
отрезков (в частности, отрезков, лежащих на одной 
прямой), являются аффинными. Теоремы, их выра
жающие, принадлежат аффинной геометрии. Приме
ром может служить та теорема о медианах тре
угольника, что они пересекаются в одной точке и де
лят друг друга в отношении 1 : 2 .

Теорема 2 . Аффинное отображение всякой фигуры 
можно распространить на все пространство, причем 
единственным образом, если в фигуре есть три не
компланарных вектора. Если же все векторы в ней 
компланарны, но есть неколлинеарные, то аффинное 
отображение однозначно распространяется на опре
деляемую ими плоскость.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть в фигуре в  есть та 
кие точки А, . . . ,  У7, что векторы АВ, СЕ), ЕЁ неком
планарны. Тогда всякую точку М в пространстве 
можно задать вектором

АМ =  хАВ +  у с Ь  +  гЁР\ 
х, у, г  — координаты точки М относительно трехвек- 
торника с началом А и векторами, равными АВ, СО, 
ЕТ.

При аффинном отображении фигуры б  эти век
торы отобразятся в независимые векторы, и будет



Этим однозначно определено отображение всего про
странства на себя. В частности, векторы ХУ  в самой
фигуре б  выражаются через АВ, Сй, ЕР. То есть 
фигура О преобразуется вместе с пространством.

Если в фигуре нет трех независимых векторов, 
т. е. она содержится в некоторой плоскости а , то при 
а финном отображении это свойство сохраняется; 
образ фигуры будет содержаться в некоторой плоско
сти р. Чтобы распространить отображение на все про
странство, можно добавить к фигуре точку, не л е ж а 
щую в плоскости а, и задать ее образ, лишь бы он 
не лежал в плоскости р. □

Теорема 3. Композиция аффинных отображений 
есть аффинное отображение. Всякое аффинное ото
бражение обратимо, и отображение, обратное аффин
ному, аффинно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Первое утверждение оче
видно, так как если отображения что-то сохраняют, 
то и композиция их это сохраняет. При аффинном 
отображении никакие две точки не отображаются на 
одну, потому что если две точки А, В отображаются
на одну А', то, значит, вектор АВ  отображается на 
нулевой, а это исключено определением аффинного 
отображения. Следовательно, аффинное отображение 
взаимно однозначно и тем самым обратимо.

Если бы при обратном отображении исчезала к а 
кая-нибудь линейная связь между векторами, то это 
значило бы, что при прямом отображении она появ
ляется. А это противоречит второму условию в опре
делении аффинного отображения. А если бы при 
обратном отображении появлялась какая-нибудь л и 
нейная связь векторов, то это означало бы, что при 
прямом отображении она исчезает вопреки опреде
лению аффинного отображения. Теорема 3 д о к а 
зана. □

Аффинное отображение плоскости на себя, как 
и пространства на себя, называется аффинным пре
образованием плоскости, и соответственно — про
странства.

Из теоремы 3 непосредственно следует
Теорема 4. Аффинные преобразования плоскости, 

как и аффинные преобразования пространства, об
разуют группу. □



Об определении аффинных отображений. Опреде
ление аффинного отображения можно несколько 
упростить. Первое его требование — сохранение линей
ных связей векторов — остается, но второе — то, что 
не появляется новых таких связей, — можно заменить 
более простым: сохраняется независимость векторов, 
т. е. образы неколлинеарных векторов неколлинеар- 
ны, некомпланарных — некомпланарны. То, что это 
условие выполнено, если вообще не появляется новых 
линейных связей, очевидно. То, что верно также об
ратное, доказывает следующая лемма.

Лемма. Если при отображении, сохраняющем ли
нейные соотношения между векторами, сохраняются 
неколлинеарность и некомпланарность векторов, то 
вообще не появляется новых линейных соотношений.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть, например, в отобра
жаемой фигуре F есть векторы а, Ь, с, d, причем 
а, Ъ, с независимы и

ра +  qb +  тс +  sd =  0 .

При отображении по первому условию получим век
торы с такой же зависимостью

ра' +  qb' +  rc' - f  sd' =  0 . (1 )

Допустим, появилась также другая зависимость
рха' +  q{b' +  Гус' +  s ,d ' =  0 . (2)

Умножая это равенство на s, а предыдущее — на si 
и вычитая, исключаем вектор d' и получаем формулу 
вида

р2а' +  q2b' +  г2с' =  0 ,

где р 2 =  ps\ — pis и т. д.
Если векторы а', Ь', с' независимы как и а, Ъ, с, 

то должно быть
P2 =  q2 =  r2 =  0 ,

т. е.
p i i p ^ s i ’.s ,  q{ :q =  s2 :s,  r l : r  =  s l :s.

А это значит, что равенство (2) равносильно (1), т. е. 
вовсе не представляет новую зависимость векторов.

Стало быть, если некомпланарные векторы остают
ся некомпланарными, то новых зависимостей не по
является.



В случае плоскости все векторы компланарны. 
Тогда аналогично, — рассматривая зависимость вида 
ра с)Ь г с =  0, — доказываем, что если неколли- 
неарные векторы остаются неколлинеарными, то но
вых зависимостей не появляется. □

Хотя мы и упростили несколько определение а ф 
финного отображения, оно, тем не менее, остается 
довольно сложным, так как основано на понятиях 
векторной алгебры и недостаточно геометрично. П о 
этому существенно определить аффинные отображ е
ния более геометричными и менее сложными усло
виями. Это можно сделать, если рассматривать а ф 
финные отображения не любых фигур.

Сформулируем два рода таких условий; первые 
относятся к такому случаю, когда отображению под
вергается область, во втором речь идет об отображ е
нии всей плоскости или всего пространства.

Теорема 5. Отображение плоской или простран
ственной области, при котором параллельные отрезки 
отображаются на параллельные отрезки, является аф 
финным.

Теорема 6. Отображение плоскости или простран
ства на себя аффинно, если при нем всякие три точки, 
лежащие на одной прямой, переходят в точки, опять 
лежащие на одной прямой.

Или: взаимно однозначное отображение плоско
сти или пространства, при котором прямые отоб ра
жаются на прямые, аффинно.

При таком отображении пересекающиеся прямые 
переходят в пересекающиеся, и поэтому, как можно 
доказать, плоскость отображается на плоскость. П о 
этому параллельные прямые отображаются на п а р а л 
лельные (в силу взаимной однозначности). Но чтобы 
свести вывод к теореме 5, нужно доказать, что о т 
резки отображаются на отрезки, а это не просто.

Теоремы 5 и 6 мы доказывать не будем. □

§ 3. Разложение аффинных отображений 
на простейшие

Наложение как аффинное отображение.
Теорема 1 . Всякое наложение есть аффинное ото

бражение.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Наложение любой фигуры 

можно распространить на все пространство; поэтому



можно рассматривать наложение, определенное во 
всем пространстве.

Согласно определению аффинных отображений мы 
должны убедиться в том, что наложение сохраняет 
линейные соотношения между векторами и не вво
дит новых. При этом достаточно ограничиться про
веркой того, что линейные соотношения сохраняются. 
Тогда в том, что новых соотношений не появится, 
убеждаемся, применяя доказанное к обратному на
ложению.

Доказательство разбивается на три части. Сначала 
мы проверим, что образы равных направленных от
резков равны. Затем — что произведение вектора на 

число переходит в такое же произ
ведение. И, наконец, что образ сум
мы векторов равен сумме их об
разов.

Векторное равенство АВ =  Сй  
равносильно тому, что у отрезков

А 0 А й , ВС середина общая (рис. 59).
Рис. 59 При наложении середина перехо

дит в середину, поэтому и равен
ство векторов сохраняется. Это позволяет заменять 
вектор любым равным — образ его также заменяет
ся равным.

В равенстве рАВ — СИ можно вектор СЕ) заме
нить равным, отложенным от точки А, так что
рАВ =  АЕ. Это равенство означает, во-первых, что 
|р |  \АВ\ =  \А Е \ ; а соотношение длин при наложении 
сохранится. Во-вторых, если р <  0, то точка А лежит 
на отрезке ВЕ\ если же 0 <  р <  1, то точка Е лежит 
на отрезке АВ, и если р >  1, то В на АЕ. Все эти 
соотношения при наложении сохраняются, так как 
отрезки отображаются на отрезки и длины »т сохра
няются.

В сумме АВ +  СИ — ЕЕ можно заменять СЪ и 

ЕЕ равными векторами, отложенными от точек В и
А, так что будет АВ +  Вй — АО. А такое равенство 
очевидным образом сохраняется вообще при любом 
отображении, так как оно не выражает ничего боль
шего, как то, что имеются точки А, В, О. □



Представление аффинного отображения через р а с 
тяжения и наложения. Простейшим аффинным п ре
образованием плоской фигуры, не сводящимся к н а 
ложению, является равномерное растяжение или с ж а 
тие к прямой по перпендикулярному ей направлению. 
Т. е. это такое преобразование, при котором все р а с 
стояния от данной прямой изменяются в одно и то 
же число раз и каждая точка остается при этом на 
том же перпендикуляре к этой прямой с той же от 
нее стороны. Если эту прямую принять за ось х п р я 
моугольной системы координат, то преобразование 
представится так, что каждая точка (х, у) переходит 
в такую точку (х',у'), что

где к >  0 одно и то же для всех точек. Это & —  
«коэффициент растяжения», причем если к >  1 , то

происходит в самом деле растяжение в /г раз, если 
же 6 <  1 , то сжатие в 1 ¡к раз (случай 6 =  1 , как это 
принято, формально не исключается). См. рис. 60, а, в.

Нетрудно доказать, что такое преобразование в 
самом деле аффинно, т. е. сохраняет линейные связи  
векторов и не вводит новых. Действительно, преобра
зование ( 1 ) очевидно сохраняет по отдельности

=  х, у'  =  ку, ( 1)

а 6
Рис. 60

6



линейные связи координат х и координат у (х вовсе 
не меняется, а у всех у  общий множитель, который со
кратится во всякой формуле уз, =  \̂У\ +  ^ / 2) • Ли
нейные же связи векторов равносильны таким же 
линейным связям их координат. Таким образом, эти 
связи сохраняются. Обратное преобразование имеет
такой же вид: х =  х', У — \ у'- Поэтому оно так же
сохраняет линейные связи векторов. А это значит, 
что прямое преобразование не вводит новых линей
ных связей. Итак, преобразование (1) аффинно.

Роль таких простейших преобразований показы
вает следующая теорема.

Теорема 2. Всякое аффинное преобразование на 
плоскости представляет собой композицию наложения 
и двух растяжений во взаимно перпендикулярных на
правлениях от двух  взаимно перпендикулярных 
прямых.

Поскольку наложение не изменяет ни формы, ни 
размеров фигуры, то теорема означает, что изменение

их, вызываемое аффинным пре
образованием, (рис. 61), сводит
ся к двум сжатиям или растя
жениям (причем, конечно, одно 
из них может отсутство
вать) .

Если оси х, у  направлены 
по направлениям растяжения 

Рис. 61 (сжатия), то преобразование,
слагающееся из этих двух 

растяжений, состоит в том, что всякая точка (х, у) 
переходит в точку (х', у') с

х' =  к1х, у' — Ь2х. (2)

Теорему можно так  и формулировать: при всяком 
аффинном преобразовании можно выбрать прямо
угольные координаты, х, у так, что преобразование 
представится формулами (2 ) с последующим наложе
нием (впрочем, можно сначала произвести необходи
мое наложение, а потом растяжения (сжатия)).

В пространстве простейшим аффинным преобразо
ванием, не сводящимся к наложению, является рас
тяжение или сжатие к плоскости по перпендикуляр
ному ей направлению. Все расстояния от данной пло



скости изменяются в одно и то же число раз, и к а ж 
дая точка остается при этом на том же перпендику
ляре к этой плоскости с той же от нее стороны. Если 
ввести прямоугольные координаты так, чтобы эта 
плоскость была плоскостью ху  (2 =  0), то указанное 
преобразование представится так, что каждая точка 
(х, у, г) переходит в такую точку (х ',у ' ,г ') ,  что

х' =  х, у' =  у, г '  =  кг. (3 )

То, что такое преобразование в самом деле аффинно, 
доказывается буквально так же, как в случае пло
скости, и аналогично теореме 2 выполняется

Теорема 3. Всякое аффинное преобразование в 
пространстве представляет собой композицию нало
жения и трех растяжений (сжатий) во взаимно пер
пендикулярных направлениях от трех взаимно пер
пендикулярных плоскостей.

Если оси х, у, 2 направлены по направлениям у к а 
занных в теореме растяжений, то преобразование, со
стоящее из этих растяжений, представляется как т а 
кое, при котором каждая точка (х, у, г) переходит 
в такую точку (хг, у', г'), что

*' =  £,*, у ' =  к2у, г ' =  к3г. (4)

Теорему можно так и формулировать: при всяком аф
финном преобразовании в пространстве можно вве
сти прямоугольные координаты так, что преобразо
вание представится формулами (4) «с точностью до 
наложения», т. е. с добавлением наложения.

Доказательства теорем 2 , 3. Как было указано 
в предыдущем параграфе, при аффинном отображе
нии в каждом направлении происходит равномерное 
растяжение. Длины всех параллельных друг другу 
отрезков изменяются в одно и то же число раз, умно
жаются на одно и то же число — коэффициент рас
тяжения (возможно, < 1).

Теорему 2 можно дополнить:
Теорема 2а. Растяжения в двух взаимно перпен

дикулярных направлениях, которые согласно теоре
ме 2 дают вместе с наложением данное аффинное 
преобразование, происходят в тех направлениях, в 
которых коэффициент растяжения имеет наименьшее 
и наибольшее значения.



С указанным экстремальным свойством этих рас
тяжений и связано доказательство теоремы 2. Оно 
основано на свойстве наименьшего растяжения, вы
раженном в следующей лемме. В ней имеется в виду 
аффинное преобразование плоскости.

Лемма 1. Прямые, перпендикулярные направлению 
наименьшего растяжения, остаются ему перпендику
лярными.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть имеется некоторое 
аффинное преобразование. В направлении каждой 
прямой происходит равномерное растяжение. Пусть 
а — проходящая через точку О прямая, растяжение 
вдоль которой наименьшее (рис. 62). Возьмем на 
ней какую-нибудь точку А, отличную от О, и прове
дем через нее прямую Ь, перпендикулярную а. В ре
зультате произведенного аффинного преобразования 
точка О перейдет в О', прямая а перейдет в какую-то 
прямую а', точка А — в точку А', прямая Ь — в пря
мую Ь'. Докажем, что Ь' ±  а'.

Допустим противное, и пусть с' — прямая, прохо
дящая через О' перпендикулярно Ь', а с — та прямая, 
которая перешла в с' при рассматриваемом преоб
разовании. Пусть С — точка пересечения прямой с 
с прямой Ь, и С' — образ этой точки-—точка пересе
чения прямой с' с прямой Ь' (рис. 63).

Таким образом, О’С  _1_ Ь', и, стало быть,

О'С' <  О'А'.

Вместе с тем О А 1. Ь, и потому

О О О  А.



Из этих двух неравенств следует, что

О'С'  „  о ' А '
ОС <  ОА ■

Это неравенство означает, что растяжение в на
правлении прямой с меньше, чем в направлении пря
мой а. Но это противоречит выбору прямой а как 
такой, в направлении которой растяжение наимень
шее. Следовательно, предположение, что прямая Ь', 
в которую перешла Ь, не перпендикулярна прямой а', 
неверно, и значит Ь' _1_ а', что и требовалось дока
зать. □

Теперь укажем кратко доказательство теоремы 2-,
Пусть дано некоторое аффинное преобразование 

плоскости. Добавив к нему подходящий перенос, 
обеспечим, что некоторая точка будет неподвижной. 
Затем, добавив подходящий поворот, обеспечим, что 
прямая а, проходящая через О в направлении наи
меньшего растяжения, остается на месте, как и ее 
лучи с началом О (прямая не переворачивается). 
Тогда согласно доказанной лемме прямая Ь, перпен
дикулярная а, тоже останется на месте, и если ее 
лучи с началом О меняются местами, то, добавив от
ражение в прямой а, обеспечим, что они остаются 
на месте.

Итак, добавив к данному аффинному преобразо
ванию подходящее наложение, мы получаем аффин
ное преобразование, при котором прямые а и Ь и их 
лучи переходят в себя. При аффинном преобразовании 
параллельные прямые переходят в параллельные, 
поэтому прямые, параллельные прямым а и Ь, 
остаются им параллельными и только перемещаются 
согласно растяжениям вдоль этих прямых. А это 
и значит, что аффинное преобразование состоит из 
растяжений вдоль прямых а и Ь.

Тем самым исходное преобразование является 
композицией этих растяжений с наложением (обрат
ным тому, каким мы привели к неподвижности пря
мые а и Ь). Теорема 2 доказана. □

Из доказательства следует, что одно из растяже
ний, из которых слагается здесь аффинное преобра
зование,— это растяжение с наименьшим коэффи
циентом, как и сказано в теореме 2а. В том, что



другое растяжение оказывается наибольшим, можно 
убедиться, выразив растяжение в любом данном на
правлении через растяжение по двум взаимно пер
пендикулярным прямым а и Ь. Но можно сослаться 
на обратное отображение. При обратном отображе
нии прямые а и Ь будут также оставаться на месте, 
но наименьшее растяжение соответствует наиболь
шему в прямом отображении. Следовательно, это 
наибольшее растяжение происходит как раз вдоль 
прямой Ь. □

Теорема 3 об аффинном преобразовании простран
ства доказывается аналогично. Начинаем с того, что 
подобно доказанной лемме 1 доказываем:

Лемма 2. При аффинном преобразовании про
странства все плоскости, перпендикулярные направ
лению наименьшего растяжения, остаются ему пер
пендикулярными.

Доказательство совершенно аналогично доказа
тельству леммы 1 . □

Далее замечаем, что в параллельных плоскостях 
произведены одинаковые аффинные преобразования. 
В плоскости, перпендикулярной прямой а, вдоль ко
торой происходит наименьшее растяжение, аффин
ное преобразование представляется согласно тео
реме 2 .

Так придем к доказательству теоремы 3. Читатель 
сам проведет это доказательство. П

Замечание. В доказательствах теорем 2, 3 допу
щен пропуск: нужно было доказать, что при аффин
ном преобразовании всегда есть направление наи
меньшего растяжения. Это доказывается обычным 
приемом анализа, если доказать, что коэффициент 
растяжения в каждом направлении является непре
рывной функцией направления. На доказательстве мы 
не останавливаемся.

§ 4. Представление аффинных отображений 
и наложений в координатах

Теорема 1. Аффинное преобразование представ
ляется в аффинных координатах линейными форму
лами с определителем, отличным от нуля. То есть 
в случае плоскости координаты точки М'(х',у'), на 
которую отображается точка М( х , у ) ,  выражаются



формулами вида
х' =  аих +  al2y  -f  Ьи Д|1 

у =  а2Ух а22г/ +  Ь2, а 21 а22121 Ф О .  (1)

В пространстве же, если точка М( х , у , г )  отобра
жается на М '  (х', у', г ' ) , то

Х1 ^ 11*1 “Ь а \2х2 “I-  а \зх з ~Ь ^ 1>, а 11 0.\2 О, !3
Х 2 а 2\Х [ “1“ а 22Х 2 а 23Х 3 ~Ь ^2’ а21 Я 22 а23 

а 31 ¿*32 ^33
0 . (2)

Х3 =  а31Х1 +  а32Х2 +  аззхз +  Ь3’

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для плоскости. Пусть на 
плоскости введена система координат с началом О 
и основными векторами е и е2. Пусть произведено 
аффинное преобразование, при котором начало О 
отобразилось на точку 0'(Ь],Ь2), а векторы ер е2 — 
на е\, е ’г  Возьмем произвольную точку М ( х и х2), 
и пусть ее радиус-вектор будет

ОМ — е 1х 1 +  «2*2. (3)

При аффинном отображении линейные соотношения 
сохраняются. Поэтому если М'(х^, х ' ) — та точка, на 
которую отобразилась точка М, то

О ' М ' =  е'1х 1 + е ' 2х2. (4)

Вместе с тем радиус-вектор этой точки М'  в основных 
векторах представляется формулой

ОМ' =  е {х[ +  е2х'2. (5)
И так как

ОМ' =  0 0 '  +  О'М'; 0 0 '  — Ь =  е ф х +  е2Ь2, 
то из (4) и (5) получаем

ОМ' =  е,х' +  ейх'2 =  +  е'2х2 +  е Д  +  е2Ьг  (6) 

Векторы е\, е'2 выражаются через векторы е,, е2:

е 1 = = а и е 1 + а 21е 2’ е 2 =  а \2е 1 +  а 22е 2- 

Подставив эти выражения в (3), получим

е 1Х 1 " Ь  е 2 х 2 ~  ( а | 1 * 1  “ Ь  а \2 Х 2  “ Ь  ^ 1)  е \  +  • • •



Так как разложение вектора по двум независимым 
векторам е и е2 единственное, то множители при е\ 
и е2 в обеих частях равны, поэтому получаем фор
мулы

Х[ ~  а\\Х1 ~Ь а12Х2 ^ 1’

Х2 '̂21*̂1 ^22̂ 2 ^2’

Аффинное отображение обратимо, поэтому как х\, х2 
выражаются через хи х2)так и обратно: хь х2 должны 
выражаться через х\, х'2, т. е. уравнения ( 1 ) должны 
быть однозначно разрешимы относительно хи х2. Не
обходимым условием такой разрешимости системы 
уравнений является неравенство нулю ее определи
теля; так что определитель в (7) отличен от нуля, 
что и требовалось доказать.

Доказательство для пространства отличается от 
приведенного доказательства для плоскости только 
тем, что появляется третья координата вместе с 
третьим базисным вектором. Читатель сам изложит 
для себя получающийся таким образом вывод. □  

Представление наложения в прямоугольных коор
динатах. Наложение представляет собою аффинное 
преобразование, поэтому оно представляется в коор
динатах таким же образом. Однако если пользовать
ся прямоугольными координатами, то коэффициенты 
в формулах ( 1 ), (2 ) обладают особыми свойствами, 
такими же, как в преобразовании прямоугольных ко
ординат. Именно в матрице (таблице) этих коэффи
циентов сумма их квадратов в каждой строке, как и 
в каждом столбце, равна единице, а суммы произве
дений одноименных коэффициентов из двух разных 
строк, как и двух разных столбцов, равна нулю. Для 
двух переменных — формулы ( 1 ) — сказанное выра
жается так: для строк

а2п +  а212 =  а\х +  а 2̂ =  1 , а, ,а21 +  аХ2а22 О

и аналогично для столбцов. Для трех переменных — 
формулы (2 ) — для первых строк

аП +  аП +  й13 =  1 > 1^1 +  а 12а22 +  а 13а23 =  0

и аналогично для других строк и для столбцов.



Матрица с такими свойствами называется ортого
нальной, а преобразование переменных с такой мат
рицей называется ортогональным.

Это свойство матрицы коэффициентов обусловлено 
их геометрическим смыслом, который мы сейчас вы
ясним, доказав следующую теорему.

Теорема 2 . Наложение представляется в прямо
угольных координатах ортогональным преобразова
нием. Его коэффициенты — это косинусы углов между 
исходными базисными векторами и теми, в какие 
они преобразуются при наложении.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем его для случая 
пространства. В пространстве формула (6 ) для р а 
диус-вектора ОМ' примет вид

е 1 Х \ +  е 2 Х 2 +  e 3 X 3 =  е '\Х \ +  е 2 Х 2 +  e 3X 3 +  е А  +  e 2 b 2 + e 3 b 3 -

(8)
Векторы ер как и е', единичные и взаимно ортого
нальные:

е? =  е2 = ез = 1 . С1е2 =  е2ез =  езе1 ==0- 

Поэтому, умножая (8) на е\, е2 и е3, получим

Х1 =  М )  х , +  М )  Х2 +  ( е / 3) *3 +  6 ,,
х2 =  (е2е,) x l +  (е2е') х2 +  (е2е') х3 +  Ь2,

х'з =  (*з<) +  (ез<) х 2 +  (ез<) хз +  На

стоящие здесь скалярные произведения и есть коэф
фициенты ац в формуле. Так как векторы е'. единич
ные и взаимно ортогональные, то скалярные произве
дения e,e', е2е'., еге\ суть не что иное, как коорди
наты^ векторов ех, е2, е3 относительно векторов 
e i> е2> ез- А так как сами eit е2, е3 единичные и взаим 
но ортогональные, то для них сумма квадратов коор
динат равна единице, а сумма произведений их одно
именных координат, т. е. их скалярное произведение, 
равна нулю.

Аналогично видно, что коэффициенты прл Х\ — 
это координаты вектора в\ относительно векторов 
ei’ е2’ ез< и тот же смысл имеют коэффициенты при 
Хг и хз. А так как векторы е\, е2, е'3 единичные и



взаимно ортогональные, то и для коэффициентов по 
столбцам получается то же: суммы квадратов равны 
единице, а суммы попарных произведений из разных 
столбцов равны нулю.

Итак, доказано, что матрица коэффициентов а,* 
ортогональная.

Так  как векторы ег, е' единичные, то скалярное 
произведение их — это косинус угла между ними:

а1к =  е/ к  =  С05 ¿ К  О -

что и требовалось доказать. □
Замечание о гладких отображениях. Аффинные 

отображения играют важную роль не только сами по 
себе, но и потому, что всякое «не слишком скверное», 
«гладкое» отображение является аффинным «в беско
нечно малом», т. е. во всякой малой области с точ
ностью до величин, пренебрежимо малых в сравнении 
с размерами самой области. Так, всякая упругая де
формация представляет для малого куска деформи
руемого тела его аффинное отображение с точностью 
тем большей, чем меньше кусок. Поэтому для такого 
куска деформация представляет собою, в согласии 
с теоремой 3 , § 3, сочетание перемещения с растяже
нием по трем взаимно перпендикулярным направле
ниям, тем точнее, чем меньше рассматриваемый кусок. 
При упругой деформации плоской пластинки или 
пленки, скажем, из резины каждый малый ее кусок 
испытывает в соответствии с теоремой 2 § 3 некото
рое перемещение и растяжение по двум взаимно пер
пендикулярным направлениям (опять-таки, тем точ
нее, чем меньше кусок).

Перемещение не приводит к деформации, так что 
деформация в собственном смысле слова всегда сво
дится в малых частях деформируемого тела к растя
жениям или сжатиям по трем или двум взаимно 
перпендикулярным направлениям. Одно из них — на
правление наименьшего растяжения, другое — направ
ление наибольшего растяжения.

Математически это представляется для плоских 
фигур так.

Пусть б  — область на плоскости а, и пусть за
дано ее отображение / в плоскость р (может быть, 
совпадающую с а). Пусть в плоскостях а, р введены



координаты х, у и и, v — прямоугольные или, вообще, 
аффинные. Отображение } представляется так, что 
каждой точке М(х,  у)  из области G ставится в соот
ветствие точка N(u,  и):

и =  и(х,  у), v =  v(x,  у).

Обратное отображение представляется аналогично:

х =  х(ы, у), у  =  у  (и, v).

Пусть фигурирующие здесь функции дифферен
цируемы. Тогда обозначая через их, . . . ,  Vy частные 
производные от и, v по х и у, получаем дифферен
циалы:

du =  ux dx -j- U y d y ,  dv =  vxdx ~\-vy dy, (9)

и аналогично dx, dy  выражаются через du, dv. П о 
этому формулы (9) обратимы, так что определитель 
не равен нулю:

0 . (Ю)их иу

Возьмем точку (хо, уо) из области О и положим

«о =  и (х0, г/0), v0 =  v (х0, г/0), 
и — «о =  Аи, у — у0 =  Ду, X — х0 =  Ах, у  — у 0 =  Д у .

Согласно известным выводам дифференциального 
исчисления приращение функций и, у будет

Аи — ихАх-\- иу Ау +  е, V Ах2 +  Ау2,

Av =  vxAx+vyAy-\-e2■̂ /'KjF+Ay2,
где их, . . . ,  ьу — частные производные в точке (х0, у 0),  
т. е. некоторые числа, а еь е2->- 0 при

V Ах2 + А у 2 ->• 0 .

Если пренебречь членами с еь е2, то формулы (11) 
ввиду условия ( 10 ) представляют аффинное отобра
жение.

В трехмерном случае вывод будет аналогичным.

12 А. Д. Александров, Н. Ю. Нецветаев



Г л а в а  IV 

ПРОЕКТИВНАЯ ГЕОМЕТРИЯ

§ 1. Проективная плоскость и проективная геометрия

Проективная геометрия возникла из изучения про
ектирования фигур на плоскость из какой-либо точ
к и — центра проекции. При проектировании с пло
скости а  на плоскость а '  из центра О точке М е  а  
сопоставляется точка М' е  <х', в которой прямая ОМ

состоит в том, что если плоскость а' не параллельна 
плоскости а, то прямая ОМ может оказаться парал
лельной плоскости а'. Тогда точки М' не̂  существует, 
точка М не имеет проекции. Чтобы обойти это, счи
тают, что такая прямая ОМ «пересекает» плоскость 
а', но только в «бесконечно удаленной точке». Когда 
точка М, двигаясь по прямой в плоскости а, прибли
жается к такому положению, то прямая ОМ стано
вится параллельной плоскости а', проекция точки 
М __точка М' — удаляется в бесконечность. Но те
перь мы считаем, что она приближается к соответ
ствующей бесконечно удаленной точке (как на 
рис. 68).

Считается, что все бесконечно удаленные точки 
плоскости образуют на ней одну «бесконечно уда
ленную прямую». Это обосновывается из свойств 
проектирования. Для этого рассмотрим проекции пря
мых и докажем, что проекция прямой, вообще го
воря, представляет собой прямую.

Рис. 64 Однако тут есть суще
ственная трудность. Она



Действительно. Возьмем в плоскости а  какую-ни
будь прямую а. Через нее и через центр проекции О 
проходит плоскость (рис. 65). Эта плоскость р со 
держит все прямые, вдоль которых проектируются 
точки прямой а. Поэтому проекции всех этих точек, 
образуя проекцию прямой а, образуют вместе с тем 
пересечение плоскости р с плоскостью проекции о/. 
А пересечение двух плоскостей представляет собою 
прямую а'. Значит, проекция прямой есть прямая. 
Кроме одного случая!

Если плоскость р параллельна плоскости а ' ,  то 
никакой такой прямой а' нет.

Но прямые, проходящие через центр О и леж ащ ие 
в плоскости р, и тем самым параллельные плоскости 
а', по условию «пересекают» ее в бесконечно удален
ных точках. Соответственно мы считаем, что п л о 
скость р «пересекает» плоскость а/  по «бесконечно 
удаленной прямой», которая образуется всеми б ес 
конечно удаленными точками плоскости а' (рис. 6 6 ).

Кроме того, можно заметить, что у всех прямых 
плоскости а, пересекающих прямую а, точки их п е 
ресечения с а проектируются в бесконечно удаленные 
точки. Поэтому считать, что проекция прямой есть 
прямая, можно, только учитывая бесконечно удален
ные точки.

Именно имея в виду все эти оговорки, мы и 
сказали, что проекция прямой, «вообще говоря»,

Рис. 65 Рис. 66



представляет собой прямую. Но теперь можно утвер
ждать:

Проекция всякой прямой представляет собой пря
мую, поскольку к прямым присоединяется бесконечно 
удаленная прямая, образованная всеми бесконечно 
удаленными точками плоскости.

На плоскости а  тоже вводится бесконечно удален
ная прямая, так что и ей приписывается проекция.

Это та прямая Ь, по которой плоскость а'  пересе
кается плоскостью 7 , проходящей через центр О па
раллельно плоскости а  (рис. 67; плоскость у  и «пе
ресекает» а  по бесконечно удаленной прямой).

На всякой прямой есть одна бесконечно удален
ная точка, в которой она пересекает бесконечно уда
ленную прямую. Параллельные прямые сходятся

«пересекаются» в бесконеч- 
но удаленной точке. Это 

” соответствует тому, что
когда точка, двигаясь по 

\  прямой, удаляется в бес-
________ \  ^  конечность, пересекающие-

4 ^  ся в ней прямые «прибли- 
Рис. 68 жаются к параллельности»

(рис. 68).
То же получается при проектировании. Пусть А — 

такая точка плоскости а, что прямая ОА параллельна 
плоскости проекции а', так что точке А соответствует 
бесконечно удаленная точка А'. Прямые, проходящие 
на плоскости сс через точку А, в проекции уже не пе
ресекаются, так как у точки А нет проекции, т. е. 
в проекции получаются параллельные прямые. Но так 
как точке А сопоставлена бесконечно удаленная точка



А', то мы должны считать, что эти параллельные п р я 
мые пересекаются в точке А' (рис. 69).

Итак, плоскость дополняется бесконечно удален
ными точками; они образуют бесконечно удаленную  
прямую-, каждая другая (обычная) прямая содержит 
одну бесконечно удаленную точку, й все параллельные 
друг другу прямые пере
секаются в одной беско
нечно удаленной точке.
Тем самым всякие две 
прямые пересекаются-, па
раллельные— в бесконеч
но удаленной точке, а 
бесконечно удаленная 
прямая пересекается со 
всякой прямой в ее бес
конечно удаленной точке.

При этих условиях 
(уже без всяких огово- Рис. 69
рок) прямые при проек
тировании отображаются на прямые, и точки, л е ж а 
щие на одной прямой, отображаются в точки, л е ж а 
щие на одной прямой.

Прямая, дополненная бесконечно удаленной точ
кой, называется проективной прямой. У прямой бес
конечно удаленная точка о д н а , . и когда точка дви
жется по прямой в бесконечность в одну или другую 
сторону, она в обоих направлениях «стремится» к бес
конечно удаленной точке. Это значит, что прямая з а 
мыкается в бесконечно удаленной точке. Проективная 
прямая представляет собой замкнутую линию.

Плоскость, дополненная бесконечно удаленными 
точками и вместе с ними — бесконечно удаленной 
прямой, называется проективной плоскостью при ус
ловии, что эти точки признаются равноправными 
с обычными точками и бесконечно удаленная п ря 
мая — равноправной с обычными прямыми. Равно
правность эта проявляется в том, что все точки и 
прямые переходят одни в другие при проектировании. 
Конечно, это понятие «равноправности» несколько не
определенно; строгое его определение будет дано 
дальше.

Спроектировав плоскость а  на а', можно затем 
спроектировать а' на а  из другого центра или



параллельным проектированием. В результате полу
чается проективное отображение проективной пло
скости а  самой на себя. Подобную операцию можно 
повторять. При этом как при каждом проектирова
нии, так и при их композиции, прямые будут отобра
жаться на прямые.

Вообще проективным преобразованием проектив
ной плоскости называется ее отображение самой на 
себя, при котором прямые отображаются на прямые. 
(Преобразуемость одних прямых в другие и опреде
ляет их «равноправие».)

Проективным называется свойство, сохраняющееся 
при любых проективных преобразованиях.

Проективная геометрия на плоскости изучает про
ективные свойства фигур на проективной плоскости, 
не выделяя бесконечно удаленные элементы; для нее 
все точки и все прямые одинаковы. Фигуры, преоб-

прямые от пересекающихся и этим придает единооб
разие формулировкам и доказательствам теорем.

С другой стороны, поскольку проективная пло
скость получается из обычной прибавлением прямой, 
то, приняв какую-либо прямую на проективной пло
скости за бесконечно удаленную, получаем обычную 
аффинную плоскость. Тогда теорема ^проективной гео
метрии сводится к теореме аффинной геометрии, и ее 
можно доказывать, пользуясь аффинной и даже 
евклидовой геометрией.

Пример, демонстрирующий пользу обоих сделан
ных замечаний, представляет теорема Дезарга. Фор- 

улируем ее для проективной плоскости (рис. 70).

разуемые одна в другую, 
имеют одни и те же про
ективные свойства; они 
с точки зрения проектив
ной геометрии эквива
лентны.

Рис. 70

Переход от проектив
ной плоскости к аффин
ной. Теорема Дезарга.
Дополнение обычной пло
скости бесконечно уда
ленной прямой позволяет 
в целом ряде случаев не 
отличать параллельные



Теорема 1 (Дезарг). Пусть у  двух треугольников 
вершины и соответственно стороны приведены в со
ответствие. Тогда если при этом оказывается, что 
прямые, проходящие через соответственные вершины, 
пересекаются в одной точке, то точки пересечения 
прямых, проходящих вдоль соответственных сторон, 
лежат на одной прямой.

И обратно: если точки пересечения прямых, 
проходящих вдоль соответственных сторон, лежат 
на одной прямой, то прямые, проходящие через 
соответственные вершины, пересекаются в одной 
точке.

Обозначим, как обычно, соответствующие вершины 
треугольников А, В, С и А', В', С'. Точки пересечения 
прямых АВ  и А'В', ВС и В'С', СА и C'A' обозначим 
D, Е, F. Тогда теорема выглядит так.

Если прямые АА', ВВ', СС' пересекаются в одной 
точке, то точки D, Е, F лежат на одной прямой, и 
обратно: если D, Е, F — на одной прямой, то АА', 
ВВ', СС' пересекаются в одной точке.

Заметим, что в проективной геометрии прямая — 
замкнутая линия, поэтому отрезок не определяется 
своими концами: есть два отрезка с одними и теми же 
концами. Соответственно треугольник ABC  не яв
ляется определенным в обычном смысле. Поэтому, 
может быть, лучше говорить о двух тройках точек 
А, В, С и А', В', С', не лежащих каждая на одной 
прямой.

Переведем теперь теорему Д езарга на язык евкли
довой геометрии. Тогда для прямых, проходящих че
рез соответственные вершины, надо различать два 
случая: 1 ) либо они пересекаются, 2 ) либо они па
раллельны. Для прямых, проходящих вдоль соответ
ственных сторон, придется различать три случая: 
1 ) они пересекаются в точках одной прямой, 2 ) они 
параллельны (три пары параллельных прямых),
3) прямые одной пары параллельны, прямые двух 
других пар пересекаются в точках, лежащих на пря
мой, параллельной прямым первой пары.

Итого, в теореме при ее формулировке для обыч
ной плоскости будет 2 X 3  =  6 случаев.

С другой стороны, можно превратить данную тео
рему в теорему на обычной плоскости, приняв пря
мую, на которой лежат точки пересечения прямых,



идущих вдоль сторон, за бесконечно удаленную. 
Тогда теорема примет такой вид.

Теорема 2. Пусть вершины и соответственно сто
роны двух треугольников приведены в соответствие 

Пусть при этом оказывается, что 1) прямые, со
единяющие соответственные вершины, пересекаются 
в одной точке или параллельны, 2 ) соответственные 
стороны в двух парах параллельны. Тогда и стороны 
третьей пары параллельны.

Обратно: если соответственные стороны парал
лельны (в каждой из трех пар),  то прямые, прохо
дящие через соответственные вершины, пересекаются
либо параллельны.

В этом виде обе части теоремы, прямая и обрат
ная, вполне доступны доказательству на уровне 
школьного курса. Докажем, например, вторую часть.

Пусть АВ\\А'В', ВС\\В'С', СА\\С'А'. Проведем пря
мые АА', ВВ'. Допустим, они пересекаются в неко-

р В

А

О
Рис. 71 Рис. 72

торой точке О.
Так как АВ\\А'В', то

О А/О А' =  ОВ/ОВ'. О)



прямым АС, ВС, перейдут в эти прямые. Вместе 
с этим точка их пересечения С' переходит в С.

Следовательно, эти точки С, С' лежали на одной 
прямой, проходящей через О.

Если АА'\\ВВ', то тот же результат дает парал
лельный перенос, совмещающий А с А'. (Убедитесь!)

Итак, вторая часть теоремы доказана.
Первая ее часть доказывается сходным приемом, 

и читатель сам проделает это доказательство. □
Перейти от доказываемой таким образом теоремы 

из элементарной геометрии к теореме Дезарга в ее 
общем виде можно совсем просто и не ссылаясь на 
проективную геометрию.

Пусть на плоскости а  даны треугольники АВС, 
А'В'С'. Воспользуемся введенными выше обозначе
ниями (рис. 70). Пусть/), Е — точки пересечения пря
мых АВ, А'В' и ВС, В ’С .  (Если, скажем, ВС\\В'С', то 
берем^ прямые СА, С'А', если же СА\\С'А' или 
АВ\\А'В', то это случай, который уже рассмотрен 
в доказанной теореме.) Проводим прямую ОЕ. Берем 
точку О — центр проекции вне плоскости а  и прово
дим плоскость р через О и прямую ИЕ. Проводим 
плоскость у|| р и проектируем на нее плоскость а. 
Так как уНР» то прямая Г)Е спроектируется в беско
нечно удаленную прямую, т. е., попросту говоря, пря
мые АВ, А'В' и ВС, В'С' спроектируются в парал
лельные. Мы получим, таким образом, конфигурацию, 
рассматриваемую в теореме 2. Эта теорема доказана, 
а значит — возвращаясь на плоскость а  — доказана 
и теорема Дезарга. □

Содержащийся в изложении прием сведения тео
рем и построений проективной геометрии к элемен
тарной геометрии продуктивно работает и в других 
случаях. Рассмотрим несколько примеров в качестве 
задач.

Теорема 3 (Паскаль). Прямые, проходящие вдоль 
противоположных сторон шестиугольника, вписанного 
в коническое сечение, пересекаются в точках, лежа
щих на одной прямой.

Переведите в теорему элементарной геометрии и 
докажите.

Теорема 4. Если точка А лежит вне конического 
сечения, то через нее проходят две касательные к 
нему. Пусть р( А)  — прямая, проходящая через точки



касания. Теорема утверждает: для точек А, лежащих 
на прямой, не пересекающей коническое сечение, пря
мые р(А)  проходят через одну точку.

И сторические замечания. Изучение центрального 
проектирования возникло в связи с потребностью пра
вильного изображения предметов, как мы их видим,— 
в перспективе, можно сказать, в проекции на пло
скость зрения (упрощенно можно считать, что изобра
жение предметов на сетчатке глаза получается проек
тированием по лучам света с центром ^проекции в 
центре зрачка). Перспективным (линеинои перспекти
вой) и называется способ изображения пространствен
ных фигур на плоскости посредством центрального 
проектирования. Глядя вдаль, мы видим параллель
ные линии сходящимися в общую точку: плоскость 
равнины, простирающейся перед взором, проектирует
ся на плоскость зрения.

Теория перспективы возникла из потребностей ар
хитектуры и живописи. Некоторые ее законы были из
вестны еще древнегреческим геометрам. Ею занима
лись крупнейшие художники Возрождения Леонардо 
да Винчи (1452— 1519) и Альбрехт Дюрер (1471 — 
152П‘ ими были написаны книги о перспектаве.

Основы проективной геометрии заложил француз
ский инженер, архитектор и математик Жерар де-  
заог (1591 — 1661). Ему принадлежит принципиальная 
заслуга — понятие о бесконечно удаленных точках, он 
же открыл и доказал одну из основных теорем про
ективной геометрии — теорему Дезарга, которую м

Т° Л Проект ив на я3 ̂ о м  етр и я была развита^ .оформи-

селе (1788— 1867) «Трактат о проективных свойствах 
* иДф >> вышедшей в 1822 г. Понселе был офицером 
наполеоновской армии, попал в плен и написа^ в°аИ 
трактат в 1813-1814 гг., находясь в плену в Сара

Т0ВДостойно внимания, что « а  область г~ м е гр и ^ н е  
только возникла из потребностей 
обязана своим
и инженерам. Только позже ей им- « 
тельное аксиоматическое обоснование.



§ 2. Проективная плоскость как связка прямых.
Координаты

Когда плоскость дополнена бесконечно удален
ными точками, то между ее точками и прямыми, про
ходящими через центр проекции О, устанавливается 
взаимно однозначное соответствие. Прямые, парал
лельные плоскости, тоже «пересекают» ее, но в беско
нечно удаленных точках.

Множество всех прямых, проходящих через одну 
точку О, называется связкой прямых с центром О. 
Установленное взаимно однозначное соответствие то
чек дополненной плоскости и прямых связки позво
ляет рассматривать вместо точек — прямые связки, 
вместо дополненной плоскости — связку прямых. (Вы
года состоит в том, что в 
связке все прямые равно
правны, на плоскости же 
нужно еще условиться 
считать бесконечно уда
ленные точки равноправ
ными с обычными и оп
ределить, в каком смыс
ле они считаются равно
правными.)

Прямые, проходящие 
через центр О и точки 
прямой на проектируе- Рис. 73
мой плоскости (включая
бесконечно удаленную точку), покрывают плоскость, 
проходящую через центр О (рис. 73). Поэтому если 
мы вместо точек дополненной плоскости рассматри
ваем прямые связки с центром О, то роль прямых 
будут играть плоскости, проходящие через О, — «пло
скости связки».

Так мы приходим к определению. Проективной 
плоскостью называется связка прямых в евклидовом 
(или аффинном) пространстве при условии, что пря
мые связки считаются точками, а плоскости связки — 
прямыми.

При таком взгляде строение самих прямых не иг
рает роли. Выступая как точки, они становятся тем, 
что, по определению Евклида, «не имеет частей». 
Каждая из них фигурирует как нечто целое. Такой



взгляд служит прекрасной иллюстрацией отвлечен
ного понимания геометрии, когда она относится к объ
ектам «произвольной природы». В данном случае 
роль точек играют прямые связки в евклидовом про
странстве.

Теперь мы можем по-новому определить, что пони
мается под проективными преобразованиями и про
ективной геометрией.

Проективной геометрией на проективной плоскости 
называется аффинная геометрия связки прямых. При 
этом прямые связки рассматриваются как точки этой 
геометрии без всякого внимания к их внутренней 
структуре.

Проективным преобразованием проективной пло
скости называется аффинное преобразование связки 
(сохраняющее ее центр), точнее: отображение мно
жества прямых связки на себя, происходящее при ка
ком-либо аффинном ее преобразовании. (Это опреде
ление равносильно данному выше, гласящему, что 
проективные преобразования — те, которые отобра
жают прямые на прямые, т. е. плоскости связки — на 
плоскости связки. Докажите!)

Хотя представление проективной плоскости в виде 
связки прямых позволяет дать точные определения 
без особых оговорок о бесконечно удаленной прямой, 
все же замена плоскости связкой делает наглядные 
представления более сложными. Поэтому рассуждают 
обычно на плоскости и рисуют соответствующие ри
сунки. Однако каждый способ рассмотрения имеет 
свои преимущества, и ими можно пользоваться со
вместно. В следующем пункте мы рассмотрим с этой 
точки зрения конические сечения.

Конические сечения. Может быть, самый яркии 
пример, поясняющий проективную точку зрения, по 
которой фигуры, проективно преобразуемые друг 
в друга, представляют не более как разные экземп
ляры одной и той же фигуры, дают конические сече
ния. С проективной точки зрения между ними мало 
разницы Разница между ними обусловлена только 
тем, как они располагаются относительно бесконечно 
удаленной прямой. Эллипс не имеет с нею ничего об
щего, параболы она касается, а гиперболу она пере
секает. Но в проективном смысле особой бесконечно 
удаленной прямой просто нет. Ведь все прямые рав



ноправны. Поэтому не различаются и конические се
чения.

Раскроем эти краткие замечания более точно. Вос
пользуемся представлением проективной плоскости 
связкой прямых.

В связке прямых с центром О круговой конус 
с вершиной О, вообще конус второго порядка с вер
шиной О, представляет собой вполне определенную 
фигуру, а его сечения разными 
плоскостями — это конические се
чения. В чем их различие?

Пусть коническое сечение К 
получено в пересечении конуса С 
с плоскостью а (рис. 74). Пло
скость р, проходящая через 
центр О параллельно а, пред
ставляет в связке ту прямую, ко
торая оказывается бесконечно 
удаленной на плоскости а  (пря
мые, лежащие в плоскости р, па
раллельны плоскости а ) .  Следо
вательно, конические сечения 
различаются тем, какая плос
кость связки играет в ней роль 
бесконечно удаленной прямой.

Итак, конические сечения — КВП, не вырождаю
щиеся и не распадающиеся на прямые, — представ
ляются в связке конусами второго порядка Все эти 
конусы преобразуются один в другой аффинными 
преобразованиями связки. Поэтому с точки зрения 
проективной геометрии они эквивалентны — «проек- 
тивно равны». Никаких конических сечений разных 
типов в проективной геометрии нет. Разные кониче
ские сечения есть на обычной (евклидовой или аф 
финной)^ плоскости. Эта плоскость возникает из про
ективной, когда выделяется прямая, которая считает
ся бесконечно удаленной. В связке это соответствует 
тому, что в ней выделяется плоскость связки, пред
ставляющая в связке выделяемую прямую. В зависи
мости от расположения этой плоскости относительно 
конуса и получаются разные случаи соответственно 
разным коническим сечениям. Случай, когда пло
скость не имеет с конусом общих точек, кроме вер
шины, соответствует эллипсу; если плоскость касается



конуса — это соответствует параболе, а когда пло
скость пересекает конус — гиперболе.

Когда в евклидовом пространстве конус пересе
кается разными плоскостями, получаются, скажем, 
разные эллипсы. Но все эллипсы аффинно эквива
лентны. Их различие появляется только в евклидо
вой — метрической геометрии.

То же верно для других типов конических се
чений.

Однородные координаты. Введем в пространстве 
аффинные координаты х и х2, х3 с началом в центре 
связки О. Если а — прямая связки и А( а и а2, а3) — 
какая-либо ее точка, отличная от О, то координаты 
любой точки Х( х и х2, х3), отличной от О, на прямой а 
представляются в виде

Х 1 —  1й11аь х2 =  1а2, х3 =  1а3, 1 ф 0 .

Таким образом, каждая прямая связки задается 
координатами хи х3, х3, не равными одновременно 
нулю и определенными с точностью до произвольного 
общего множителя, отличного от нуля. Это выра
жают говоря, что прямую задает отношение этих ко
ординат: ( x r . X 2 - . X s ) .  Так определяемые с точностью 
до множителя координаты называются однородными. 
И  так  как прямая связки — это точка проективной 
плоскости, то эти же однородные координаты служат 
координатами точек проективной плоскости.

Уравнение плоскости, проходящей через начало, 
имеет вид

а 1дс1 +  а2х2 +  а3х3 =  0 (а* +  а\ +  а23 Ф  0). (1)

Это ж е представляет уравнение прямой на проектив
ной плоскости в однородных координатах.

Поскольку однородные координаты определены 
с точностью до множителя, то соотношение между 
ними может иметь смысл только, если оно само одно
родно т е сохраняется при умножении входящих 
в него координат на любой множитель, отличныи от 
нуля. Например, равенство х{ +  *2 =  1 в однороДН“ * 
координатах бессмысленно, так как не сохраняется 
при умножении Хи %2 на какое-либо 1 =7= 1) /•

Связь с обычными координатами на плоскости. 
Выясним связь однородных координат с обычными



аффинными или прямоугольными координатами на 
плоскости.

Рассмотрим связку прямых с центром О. Возьмем 
какую-нибудь плоскость а, не проходящую через О, 
и введем на ней координаты х, у. (Ради простоты 
можно представлять их прямоугольными, а начало их 
Оа расположенным в основании перпендикуляра, 
опущенного из О на плоскость а  (рис. 75).) Введем 
в пространстве координа
ты х и Х2 , хз с началом 
в центре связки О. Ось х3 
направим из О через Оа, 
а оси хи х2 проведем па
раллельно осям х, у. Тог
да плоскость дг3 =  0 па
раллельна плоскости а, 
и мы можем считать, что 
плоскость а  представ
ляется уравнением х3=
=  1. В плоскости х3 =  0 
координаты хи х2 вводим
так же, как х, у  — на плоскости а, т. е. переносим 
их значения по прямым, параллельным оси х3. Тогда 
точки плоскости а  имеют координаты х\ =  х, х2 =  у, 
х3 — 1.

Теперь перейдем к однородным координатам, т е 
введем произвольный множитель t Ф 0 ,  так что для 
точек плоскости будет

Рис. 75

Х\ (х, х2 — (у, х̂

Отсюда
х — Х\

Хз ’ У
Х 2

Хъ

(2)

(3)

Прямые связки, параллельные плоскости а. «пе
ресекают» ее в бесконечно удаленных точках.' Они 
лежат в плоскости^ х3 =  0 . Поэтому х3 =  0 представ
ляет уравнение той прямой, которая на плоскости а  
оказывается бесконечно удаленной.

Это и соответствует тому, что по формулам (3) 
при х3 — 0, грубо говоря, координаты х и у  стано
вятся бесконечными. Или, выражаясь более кор
ректно, значение х3 недопустимо, а это и значит, что 
на плоскости а нет бесконечно удаленной прямой. Она



присоединяется к а  введением однородных коорди
нат с допущением хз =  0 .

Формулы (3) задают переход от аффинных коор
динат х, у  к однородным. Достаточно в формулы
с х, у  подставить вместо них Хз

*2
Хз

и для удобства

избавиться от знаменателя. Эти же формулы заДзют 
переход от однородных координат х\, Х2 , Хз к аффин
ным х, У (когда исключается значение х3 =  0, соот
ветствующее бесконечно удаленной плоскости).

Теорема 5. Проективное преобразование проектив
ной плоскости представляется в однородных коорди
натах линейным (однородным) преобразованием вида

Х\ —  а \\Х\ +  а |2Х2 а 13Х3- 

х'2 =  а2 ̂  +  а22х2 +  «23X3, 

х'ъ =  а31*, +  аз2х 2 ^  аззхз’

а\\ а 12 ап
0-21 #22 а2Ъ
а 31 Д32

Ф 0. (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проективное преобразова
ние проективной плоскости, когда она представлена 
как связка прямых, является, по определению, аф
финным преобразованием связки, сохраняющим ее 
центр Если начало аффинных координат положено 
в центре связки, то аффинные преобразования пред
ставляются в координатах формулами вида ( ). Ф 
финные координаты с началом в центре связки яв
ляются однородными координатами на проективной 
плоскости (представленной связкой прямых). с»тим
теорема 5 доказана. □  „„-„пт,

Теорема 6. Проективное преобразование плоскости 
представляется в аффинных координатах как дробно-
линеиное, т. е.

,  _  а ц х  +  « 12.У +  «1» 
х  ~ ~  азIX  +  а Ъ2у  +  «зз

а 2 \ Х  - г  « 2 2 У +  « 2 3

у  а Ъ1Х +  «32 У +  «зз

О ц  « 1 2  « 1 3

а 21 «22 «23 
аз! «32 «зз

Ф о.

Докажите!
Проективное аффинное отображение области. Если 

рассматривать отображение ограниченных областей 
на ограниченные области, так что никакая беско
нечно удаленная точка не вмешивается, то проектив
ное отображение можно определить очень просто.



Проективное отображение ограниченной области — 
это такое ее взаимно однозначное отображение, при  
котором отрезки отображаются на отрезки.

Аффинное отображение, напомним, подчиняется до
полнительному требованию, что параллельные отрез
ки отображаются на параллельные (теорема III. 2.5).

Доказательство мы не приводим.
квп на проективной плоскости. Кривые второго 

порядка задаются в однородных координатах одно
родными уравнениями второй степени (это ясно по 
свойству однородных координат и из перехода в урав
нении КВП от прямоугольных координат к однород
ным координатам); т. е. в таком уравнении слева 
стоит квадратичная форма:
«11*1 "f- «22*2 ^  з̂з*з 2ii|2̂  1-̂ 2 +  2а23х2х3 -(- 2а31̂ 3х1 =  0 .

По теореме, доказанной в § 2, гл. V, ч. 1, квадра
тичную форму можно линейным преобразованием 
привести к «сумме квадратов», так что уравнение 
примет вид:

й и Х \  “ t"  а 22Х2 “ Ь  a 33X 3 =  О '

Произведем еще линейное преобразование

х 1 =  V l  а 11 I Х 1< Х 2 = =  л / (  «22  | Х 2* Д:з = = л / | а 3 з | * 3 -  

Тогда уравнение примет вид

e i X l "I”  е 2Х 2 ~ Ь  e 3 * 3  =

где в{, в2 , е3 равны -j-1 или — 1, или 0 , в зависимости 
от знака ап, ^22, азз- Умножение на — 1 не нарушает 
уравнения, поэтому можно считать, что число поло
жительных квадратов не меньше числа отрицатель
ных и, разумеется, переменные можно обозначать про
извольно. В результате получаем пять возможных 
случаев:

1) x2 +  xl +  xl =  0, 2) x\ +  x l - x l  =  0,

3)х *  +  х1 =  0, 4 )х 2 -л г |  =  0, 5) jcf =  0.

Первое уравнение представляет пустое множество, так  
как все однородные координаты не могут равняться 
нулю. Второе представляет коническое сечение — ко
нус в связке прямых.



Третье уравнение, х̂  +  х% =  0, представляет в 
связке одну прямую — ось хз, т. е. точку (0 , 0 , х3) на 
проективной плоскости.

Следующее уравнение 4) представляет на проек
тивной плоскости пару пересекающихся прямых

X 1 “}“ Х 2 О, Х 1 Х2 '==1 0.

Последнее уравнение 5) представляет в связке 
плоскость Х\ =  0 , т. е. прямую на проективной пло
скости.

Те же случаи получаются из выводов § 7 гл. II ч. 1, 
где рассматривались КВП на евклидовой плоскости: 
три конических сечения теперь объединены, также 
объединены пересекающиеся и параллельные прямые^; 
параллельные пересекаются в бесконечно удаленной 
точке.

Замечание. Однако тут есть особенность. Рассмот
рим второе уравнение, оно представляет коническое 
сечение. В нем значение Хз =  0 невозможно, так как 
если х3 =  0, то х2 +  х2 =  0 ,  и должно быть Х\ —  
== х2 =  0 , т. е. все три координаты — нули, что исклю
чено. Итак, Хз ф  0, а потому можно разделить на Хз 
и получить из формулы 2)

х2 +  у2 =  1.

Это окружность или эллипс в подходящих аффинных 
координатах. А где гипербола с параболой? Разделив
на Хг и положив х =  — , у — -т~, получим:

*2 х2
х2 — у2 — 1 , т. е. г/2 +  1 — х2 =  0 .

Это гипербола. Но исключено значение хг — 0, кото
рое в самом уравнении х\-\- х\ — х\ =  0 возможно. 
Исключая значение х2 =  О, мы делаем прямую х2 =  0 
бесконечно удаленной, а так как значение х2 = 0  воз
можно, то кривая пересекает бесконечно удаленную 
прямую. А где же все-таки парабола? Положим

Хз Х2 == Х2> Хз Х2 Х3 .

Тогда уравнение 2) станет
х2 х2х3 =  0 .



Или, полагая =  х =  - ^ ,Хй Xi
У2 — х.

Заметим еще, что в § 1 гл. II, ч. 1, рассматривая 
КВП на евклидовой плоскости, мы получили пустое 
множество при двух уравнениях

Х2 _|_ у 2 _J_ ! =  0> X 2 +  1 =  0 .

Первое соответствует уравнению 1 ) .  А  второе?
В однородных координатах, полагая х =  — , по-*3

лучим х2 +  х2 =  0. Это точка (0, хг, 0), а не пустое 
множество! Однако эта точка лежит на бесконечно 
удаленной прямой х3 =  0. Поэтому ее на евклидовой 
(и на аффинной) плоскости нет.

Обычная точка получается сжатием окружности 
(или эллипса) к центру. Точка на бесконечно удален
ной прямой получается, если «раздвигать» гиперболу, 
беря ее вещественную полуось а -+ о о  и мнимую полу
ось b =  const, например b — 1. Это можно понимать 
как сжатие к бесконечно удаленной точке.

§ 3. Принцип двойственности

В связке между прямыми и плоскостями имеется 
простое взаимно однозначное соответствие: каждой 
прямой соответствует перпендикулярная ей плоскость, 
и каждой плоскости — перпендикулярная ей прямая. 
Другими словами, можно сказать: в связке имеется 
взаимно однозначное соответствие прямых и плоско
стей по их взаимной перпендикулярности (рис. 76).

Если прямая а лежит в плоскости р, то перпенди
кулярная ей плоскость а проходит через прямую Ь, 
перпендикулярную плоскости р. Это значит, что если 
а и а  соответствуют друг другу по перпендикуляр
ности и а содержится в плоскости р, то а проходит 
через прямую Ь, соответствующую плоскости р 
(рис. 77). Таким образом, указанное сопоставление 
прямых и плоскостей устанавливает соответствие ме
жду тем, что прямая лежит в плоскости, и тем, что 
плоскость проходит через прямую.

Для того, чтобы выразить это соответствие бо
лее четко, вводят термин «инцидентность». Прямая



инцидентна плоскости, если лежит в ней; плоскость 
инцидентна прямой, если содержит эту прямую. Та
ким образом, они друг другу инцидентны. Отношение 
инцидентности взаимно.

Это позволяет выразить отмеченное свойство соот
ветствия прямых и плоскостей очень просто: соот
ветствие прямых и плоскостей по перпендикулярности 
сохраняет инцидентность.

Если от связки перейти к проективной плоскости — 
если толковать связку как проективную плоскость, то 
прямые связки представят точки, а плоскости связки — 
прямые. Соответствие прямых и плоскостей связки 
будет соответствием точек и прямых проективной 
плоскости. Инцидентность будетьинцидентностью то
чек и прямых, и она сохраняется при данном соответ
ствии: точкам, лежащим на прямой, соответствуют 
прямые, проходящие через точку, и обратно. Такое 
соответствие называют коррелятивным или поляр
ным — полярностью. Прямая, соответствующая точ
ке, — это ее поляра; точка, соответствующая пря
мой — ее полюс. При этом можно иметь в виду любое 
соответствие точек и прямых, сохраняющее инци
дентность, не обязательно устанавливаемое так, как 
это мы сделали, сопоставляя в связке прямые и пло
скости по взаимной перпендикулярности. Мы только 
указали конкретный вид полярного соответствия и, 
что самое главное, доказали этим, что такое соответ
ствие существует. (Кстати, на обычной плоскости его 
нет!)

а

Рис. 76 Рис. 77



Существование полярного соответствия приводит 
к замечательному выводу, называемому принципом 
двойственности. Всякому верному утверждению о точ
ках и прямых проективной плоскости, касающемуся 
их инциденции, соответствует также верное утвержде
ние, в котором точки и прямые меняются местами 
с сохранением инциденций. Короче: каждой теореме 
отвечает двойственная ей по полярности теорема. 
Доказав одну, мы «даром» получаем вместе с нею и 
другую — ей двойственную.

Пример тому дает теорема Дезарга. Сформули
руем ее — первую из двух доказанных выше, см. тео
рему 1, § 1.

Пусть даны две тройки точек А, В, С и А', В', С', 
не лежащих каждая на одной прямой — не инцидент
ных каждая с одной прямой, — причем точки троек 
поставлены в соответствие: Л с Л' и т. д. Пусть пря
мые АА', ВВ', СС' пересекаются в одной точке, иначе 
говоря, прямые, инцидентные с точками А и А', В и 
В', С и С', инцидентны с одной точкой Р. Тогда, 
утверждает теорема, точки пересечения трех прямых: 
АВ с А'В', ВС с В'С', СА с С  А' лежат на одной пря
мой. Иначе говоря, три точки, инцидентные с пря
мыми АВ, А'В' и т. д., инцидентны с одной прямой.

Сформулируем двойственное утверждение.
Пусть даны две тройки прямых а, Ь, с и а', Ь', с', 

не инцидентные каждая с одной точкой (т. е. не про
ходящие каждая через одну точку), причем прямые 
троек поставлены в соответствие: а с а '  и т. д. Пусть 
точки пересечения прямых а с а', Ь с Ь\ с с с' лежат 
на одной прямой (инцидентны с одной прямой р). 
Тогда три прямые, проходящие через точки пересече
ния прямых а с Ь и а' с Ь' и т. д., проходят через одну 
точку — иначе говоря, эти три прямые инцидентны 
с одной точкой.

Читатель узнает в этой формулировке теорему, об
ратную предыдущей, — вторую часть теоремы Де
зарга. По принципу двойственности она уже доказана, 
когда доказана предыдущая теорема. Доказывая ее, 
мы «зря старались», не зная еще принципа двой
ственности.

Общее полярное соответствие. Мы определили по
лярность, отправляясь от соответствия прямых и 
плоскостей связки по взаимной перпендикулярности.



Но это можно обобщить, применяя к данной поляр
ности любое проективное преобразование. Действи
тельно, проективное преобразование сохраняет инци
дентность, переводя точки в точки и прямые в прямые. 
Если его добавить к полярному преобразованию, то 
получится преобразование, опять сохраняющее инци
дентность и сопоставляющее точкам прямые, а пря
мым— точки, т. е. получается, полярность.

В связке это соответствует тому, что к сопоставле
нию прямых и плоскостей по взаимной перпендику
лярности применяется аффинное преобразование.

Дополнение к принципу двойственности. Соответ
ствие между прямыми и плоскостями связки по их 
взаимной перпендикулярности очевидно взаимно не
прерывно. (Просто угол между плоскостями равен 
углу между перпендикулярными им прямыми, так что 
когда один из них стремится к нулю, то и другой 
стремится к нулю.)

Когда прямая связки описывает плоский угол 
между двумя прямыми а, Ь, то перпендикулярная ей 
плоскость зачерчивает двугранный угол между соот
ветствующими плоскостями а, |3 (а вернее, два взаим
но вертикальных двугранных угла).

На проективной плоскости плоскому углу отвечает 
отрезок с концами в точках А, В, соответствующих 
прямым а, Ь. Двугранному углу отвечает угол между 
прямыми — часть плоскости, зачерчиваемая прямой, 
поворачивающейся вокруг данной точки от одного по
ложения к другому.

Двойственность гладких кривых. Гладкая кривая 
имеет в каждой точке касательную прямую и яв
ляется огибающей семейства своих касательных. Ее 
можно рассматривать двояко: как определяемую 
своими точками или как определяемую прямыми. Ка
сательная— это прямая, «проходящая через две бес
конечно близкие точки кривой», а точка огибающей 
семейства прямых — это точка «пересечения двух 
бесконечно близких прямых семейства». Более точно, 
касательная к кривой в точке А — это прямая, 
служащая пределом прямых, проходящих через точ
ку А и другую точку кривой — М, когда М «стре
мится» к Л. Точка огибающей кривой на прямой а 
семейства — это точка, служащая пределом точек, ле
жащих на прямой а и другой прямой т семейства,



когда т стремится к а. В этих определениях ясно 
видна их двойственность, так что по принципу двой
ственности можно переходить от одного взгляда на 
кривые к другому — двойственному. Это вовсе не зна
чит, что любая гладкая кривая сама себе двойственна 
в том смысле, что полярное преобразование перево
дит ее точки в касательные и обратно. Но это значит, 
что полярность сопоставляет выпуклой кривой вы
пуклую кривую, меняя ролями точки и касательные.

Простейший пример двойственности для кривых 
представляют вписанные и описанные многоуголь
ники. Вписанный многоугольник задается верши
нами— точками, лежащими на кривой; описанный 
многоугольник задается сторонами — прямыми, ка
сающимися двойственной кривой. По двойственности 
сторонам и диагоналям вписанного многоугольника 
соответствуют точки пересечения сторон описанного 
многоугольника, и обратно.

Рассмотрим для примера теорему Паскаля. У ше
стиугольника, вписанного в коническое сечение, точки 
пересечения прямых, проходящих вдоль противопо
ложных сторон, лежат на одной прямой.

Двойственной ей будет такая теорема. У шести
угольника, описанного вокруг кривой, двойственной 
коническому сечению, диагонали, соединяющие про
тивоположные вершины, пересекаются в одной точке. 
(Читатель проверит двойственность этого утвержде
ния теореме Паскаля IV. 1.3.)

Оказывается, как мы сейчас докажем, что кривая, 
двойственная коническому сечению, сама является ко
ническим сечением. Теорема, двойственная теореме 
Паскаля, называется теоремой Брианшона (по имени 
доказавшего ее математика). Ее достаточно формули
ровать для окружности (поскольку все конические се
чения в окружность проективно преобразуются):

У шестиугольника, описанного около окружности, 
диагонали, соединяющие противоположные вершины, 
пересекаются в одной точке.

Автополярность конических сечений. Конические 
сечения не только двойственны друг другу, но более 
того:

Теорема 1. Каждое коническое сечение полярно 
самому себе, короче, автополярно, т. е. существует 
полярное преобразование, которое сопоставляет



каждой точке конического сечения его касательную 
в этой точке, и обратно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим в связке пря
мых круговой конус Ко, У которого прямой угол рас
твора— угол между противоположными образую
щими, т. е. лежащими в одной плоскости с осью 
конуса. Плоскость, проходящая через вершину перпен
дикулярно образующей, касается конуса по противо
положной образующей. Стало быть, соответствие пря
мых и плоскостей по взаимной перпендикулярности 
сопоставляет образующим конуса его касательные 
плоскости, и как очевидно и обратное, касательным 
плоскостям — образующие.

Тут образующей сопоставляется плоскость, касаю
щаяся конуса вдоль другой образующей — противопо
ложной. Но если заменим в связке все прямые на 
симметричные им относительно оси конуса, то обра
зующие конуса заменятся на противоположные. В ре
зультате получим соответствие прямых и плоскостей, 
при котором каждой образующей конуса соответ
ствует плоскость, касательная к конусу вдоль той же
образующей.

Далее можно аффинным преобразованием всей 
связки превратить конус Ко в любой данный конус 
второго порядка К 1). В результате^получим полярное 
соответствие, при котором каждой образующей ко
нуса К соответствует его касательная плоскость, ка
сающаяся вдоль этой образующей.

Рассматривая связку как проективную плоскость, 
мы получаем на ней полярное соответствие точек и 
прямых, при котором конус К  представляет кониче
ское сечение, у которого полученная полярность сопо
ставляет каждой точке касательную прямую в этой 
же точке.

Так как конус К — любой конус второго порядка, 
то он представляет любое коническое сечение.

*) К онус Ко, У которого угол раствора прямой, задается в 
подходящ их координатах уравнением х2 +  у2 — г — 0. Уравне-

* 2 I Л ____ £ _  =  0 задает конус второго порядка об-
НИ а2 ^  Ь2 с2

, х  , _  у , ___ £. „и
щего вида. Преобразованием х  — д , у ь с

переводится в Ко-



Таким образом автополярность любого кониче
ского сечения доказана. □

Полярность, связанная с коническим сечением. 
Выясним, как при данном коническом сечении К  уста
новить на всей плоскости то полярное соответствие, 
при котором точкам данного конического сечения К 
соответствуют касательные в них же.

Пусть К — данное коническое сечение. Его каса
тельные в точках А, В пересекаются в некоторой точ
ке Р. Так как точки А, В соответствуют прямым а, Ь, 
то точка Р, где пересекаются эти прямые, соответ
ствует прямой р, проходящей через А и В. Точка Р — 
это полюс прямой р, а прямая р — поляра точки Р 
(рис. 78). Для наглядности можно представлять себе,

что коническое сечение К — окружность. Так как че
рез каждую точку Р вне конического сечения — вне 
его внутренней области (как вне круга)— проходит 
две касательные к нему, то данное построение сопо
ставляет каждой внешней точке Р прямую р, пере
секающую коническое сечение.

Если Р и Рч — Две точки вне конического сечения 
и <7 — проходящая через них прямая, то ей соответ
ствует точка (3 , где пересекаются поляры р\, рг точек 
Р ь Р2. Эта точка лежит внутри конического сечения. 
Прямая q будет ее полярой.

Если точка Р  движется по прямой д, то ее поляра 
вращается вокруг точки <2 (рис. 79).

В итоге каждой точке — вне или внутри кониче
ского сечения — сопоставляется поляра, и каждой 
прямой — полюс.

Полярность относительно окружности. Можно счи
тать какую-либо прямую, не пересекающую кониче
ское сечение, бесконечно удаленной прямой, а само 
коническое сечение — окружностью. Тогда установ



ленное полярное соответствие связано с окружностью 
и выражает факты элементарной геометрии. Прежде 
всего можно заметить, что касательные к окружно
сти, пересекающиеся в бесконечно удаленной точке, 
т. е. параллельные, касаются окружности в диамет
рально противоположных точках. Прямая, проходя
щая через них, проходит через центр — это диамет
ральная прямая, или, как принято коротко говорить 
в теории кривых второго порядка, — диаметр. Таким 
образом, полярой р бесконечно удаленной точки Р 
служит диаметр.

Когда бесконечно удаленная точка Р движется 
по бесконечно удаленной прямой, т. е. когда на
правление параллельных прямых поворачивается, 
диаметр р вращается вокруг центра. Поэтому центр 
окружности является полюсом бесконечно удаленной 
прямой.

Теперь обратимся к обычным точкам вне круга. 
Полярное соответствие означает следующее.

Теорема 2. Каждой точке Р вне круга сопоставим 
прямую р, проходящую через те точки, где касатель

ные, проведенные через Р, 
касаются окружности кру
га. Тогда если точка Р за
черчивает какую-нибудь 
прямую *7, то соответствую
щая прямая р вращается 
вокруг одной точки <3 (со
вершая полный оборот; 

р рис. 80). Тем самым вы
полняется и обратное: если 

Рис. 80 какая-либо прямая р вра
щается вокруг некоторой 

заранее выбранной точки С?, то соответствующая этой 
прямой точка Р зачерчивает прямую <7, соответствую
щую точке <2 . □

Эту теорему можно считать прежде всего теоремой
о касательных к окружности, так как она говорит
о прямых, проходящих через точки касания. Стоит 
внимательно рассмотреть данную теорему и попытать
ся доказать ее «в лоб»—-средствами элементарной 
геометрии, вовсе не ссылаясь на соображения двой
ственности из проективной геометрии.



§ 4. Проективное пространство
Проективное пространство можно получить, по

полняя евклидово пространство бесконечно удален
ными точками, которые образуют бесконечно удален
ную плоскость: каждая другая плоскость пересекает 
ее по своей бесконечно удаленной прямой. Парал
лельные плоскости пересекаются по бесконечно уда
ленной прямой — она у них общая. Так же как парал
лельные прямые пересекаются в их общей бесконечно 
удаленной точке.

Пространство, пополненное таким образом беско
нечно удаленной плоскостью, становится проективным 
пространством, когда бесконечно удаленные его 
элементы — точки, прямые, плоскость, — полагаются 
«равноправными» с соответствующими обычными его 
элементами. Точно это можно определить с помощью 
проективных преобразований.

Проективным преобразованием пополненного про
странства называется такое его взаимно однозначное 
отображение на себя, при котором прямые отобра
жаются на прямые, плоскости — на плоскости, без раз
личия между обычными и бесконечно удаленными.

Благодаря таким преобразованиям пополненное 
пространство и становится проективным, где уже нет 
особых бесконечно удаленных элементов. Поэтому 
можно дать такое его определение.

Проективным пространством называется простран
ство, пополненное бесконечно удаленными элемен
тами, если в нем введены проективные преобразо
вания.

Свойство фигур называется проективным, если оно 
сохраняется при любых проективных преобразова
ниях— инвариантно относительно этих преобразо
ваний.

Проективной геометрией в пространстве называет
ся теория — область геометрии, — в которой изучаются 
проективные свойства фигур.

Подобно тому как проективную плоскость можно 
представить связкой прямых, так и проективное про
странство можно представить связкой прямых, но уж е  
в четырехмерном пространстве. Прямые связки слу
жат при этом точками проективного пространства.

Проективным преобразованием является отобра
жение связки на себя — ее прямых на прямые,—



вызываемое любым аффинным преобразованием 
объемлющего евклидова пространства, сохраняющим 
центр связки.

Прямые проективного пространства представляют
ся (двумерными) плоскостями связки, т. е. проходя
щими через ее центр, а плоскость представляется 
трехмерными плоскостями связки. В каждой из них 
содержится трехмерная связка, которая и представ
ляет ее — эту проективную плоскость.

Совершенно так же, как при изображении проек
тивной плоскости связкой прямых, вводятся одно
родные координаты; теперь их четыре: х\, х2, хз, Х4- 
Они определены с точностью для любого отличного 
от нуля общего множителя. Как говорят, определено 
их отношение (х\ : х2 : х3 : х4) . Оно задает прямую 
связки и тем самым — точку проективного простран
ства. (В объемлющем пространстве, содержащем 
связку, хи Х2 , хз, Х4 — это какие-либо аффинные ко
ординаты с началом в центре связки. На прямой 
связки они отличаются только общим множителем.)

Аффинное преобразование объемлющего простран
ства, сохраняющее центр связки, представляется в 
координатах линейным преобразованием (с определи
телем, отличным от нуля). Это линейное преобразова
ние, в котором координаты х\, хг, хз, х\ рассматри
ваются как однородные координаты точек, и пред
ставляет проективное преобразование проективного 
пространства.

Как от проективной плоскости можно перейти об
ратно к аффинной, фиксируя какую-нибудь прямую 
в качестве бесконечно удаленной, так и от проектив
ного пространства можно перейти к аффинному, фик
сируя какую-нибудь плоскость и приняв ее за беско
нечно удаленную. Аффинные преобразования про
странства— это его проективные преобразования, при 
которых некоторая плоскость отображается сама на 
себя в качестве бесконечно удаленной.

Так же как в случае проективной плоскости, это 
дает средство доказательства теорем проективной гео
метрии о фигурах, не пересекающих все плоскости 
пространства.

Пусть фигура Р не имеет с плоскостью а  общих 
точек. Примем эту плоскость за бесконечно удален
ную; фигура Т7 окажется в аффинном пространстве, и



подлежащее Доказательству свойство окажется ее 
аффинным свойством. Можно даже принять простран
ство за евклидово, введя в нем соответствующее рас
стояние. Свойство фигуры Р можно будет выразить 
и доказать в этих условиях — в евклидовом простран
стве. Но так как это свойство по его формулировке 
проективное, то оно и будет доказано в этом его ка
честве. Проективное — значит, не изменяется при лю
бых проективных преобразованиях; значит, доказав 
его^в дополнительных условиях, мы доказали его во 
всей общности.

В проективном пространстве можно рассмотреть 
поверхность второго порядка, так же как на проек
тивной плоскости рассмотрены КВП. Проведите сами 
проективную классификацию ПВП. Обратите внима
ние на то, что эллипсоид, двуполостный гиперболоид
и эллиптический параболоид попадают в один к л а с с_
представляют одинаковые поверхности, только по- 
разному расположены относительно плоскости, приня
той за бесконечно удаленную. Другой гиперболоид — 
однополостный — и гиперболический параболоид тоже 
попадают в один класс. Очевидно, наличие прямоли
нейных образующих есть проективное свойство Ц и
линдры— это конусы с бесконечно удаленной вер
шиной... ¥

Разберите все случаи в зависимости от расположе
ния бесконечно удаленной плоскости.

Теорема Дезарга. Докажем теорему Дезарга в 
проективном пространстве. Отличие от обычной сте
реометрии только в том, что две прямые, лежащие 
в одной плоскости, всегда пересекаются.

Пусть у двух треугольников вершины поставлены 
в соответствие, и тем самым поставлены в соответ
ствие и стороны. Теорема утверждает: если прямые 
соединяющие соответственные вершины, пересекаются 
в одной точке, то точки пересечения прямых, содер
жащих соответственные стороны, лежат на одной пря
мой, и обратно: если точки пересечений прямых, со
держащих соответственные стороны, лежат на одной 
прямой, то прямые, проходящие через соответствен
ные вершины, пересекаются в одной точке.

Собственно говоря, треугольники здесь ни при 
чем, а речь идет о двух тройках точек и проходящих 
через них прямых; так и сформулируем теорему.



Теорема (Дезарг). Пусть точки А, В С не лежат 
на одной прямой, как и точки А', В', С . Тогда если 
прямые АА', В В', С С' пересекаются 
точки пересечения прямых АВ с А В , АС с А С , а с  
с В'С' лежат на одной прямой. И обратно: если точки 
пересечения прямых АВ с А'В', АС с А'С , ВС с В С

лежат на прямой, то прямые АА', ВВ', С С  пересе
каются в одной точке.

Д о к а з а т е л ь с т в о  при условии, что точки л , 
В, С к А' ,В', С' лежат в разных плоскостях а, а  .

Докажем первое утверждение теоремы. Пусть пря
мые АА', ВВ' пересекаются в точке О. Тогда они ле
жат в одной плоскости и в той же плоскости лежат 
прямые АВ, А'В'. Следовательно, они пересекаются. 
Но эти прямые лежат в плоскостях а, а', а поэтому 
их точка пересечения лежит на прямой, по которой 
эти плоскости пересекаются (рис. 81).



Тот же вывод верен для прямых АС, А С' и ВС, 
В С'. Первая часть теоремы доказана.

Пусть прямые АВ и А'В' пересекаются. Следова
тельно, они лежат в одной плоскости, а потому пря
мые АА', ВВ' лежат в той же плоскости и, стало быть 
пересекаются в некоторой точке О.

Совершенно так же убедимся, что прямые АА', СС'  
тоже пересекаются в одной точке Оь а прямые 5 .6 ', 
С С' в какой-то точке 0 2. Тогда прямая АА' прохо
дит через точки О, Ои В В '— через О, Ог, СС' — че
рез Оь 0 2. Поэтому если бы точки О, О,, 0 2 не л е 
жали на одной прямой, то они определяли бы пло
скость и вместе с ними все точки А ........ С' лежали
в одной плоскости вопреки условию. Следовательно, 
точки О, 0 \ ,  0 2 лежат на одной прямой.

Но О, О) лежат на прямой АА', а потому 0 2 тоже 
лежит на прямой АА'. А так как в О) пересекаются 
прямые ВВ', СС', то выходит, что все три прямые 
АА', ВВ', СС' пересекаются в одной точке, что и тре
бовалось доказать.

^Случай, когда точки А, В, С, А', В', С' лежат в од
ной плоскости, был рассмотрен раньше путем сведе
ния к элементарной геометрии посредством введения 
бесконечно удаленной прямой. Но можно обойтись без 
этого с помощью вспомогательного построения. Д о 
кажем таким приемом первую часть теоремы Дезарга 
в случае, когда точки А, В, С, А', В', С' лежат в од
ной плоскости.

Итак, пусть эти точки лежат в плоскости а, и 
пусть прямые АА', ВВ', СС' пересекаются в точке О 
(рис. 82).

Проведем через нее прямую /, пересекающую пло
скость а, и возьмем на ней две точки Ои 0 2. Прямые 
0 {А, 0 2А' лежат в плоскости, проходящей через пря
мые I и АА'. Поэтому они пересекаются в некоторой 
точке А". Совершенно так же убедимся, что прямые 
0\В, 0 2В' и 0\С, 0 2С' пересекаются в некоторых точ
ках В", С".

Так мы получаем две тройки точек А, В, С и А", 
В", С", а также А', В', С' и А", В", С", лежащие 
в разных плоскостях, для которых выполнено условие 
теоремы (прямые АА", ВВ" и А'А", В'В" пересе
каются в точках О] и 0 2).



Плоскость а  пересекается с плоскостью точек А", 
В", С" по некоторой прямой а. Эту прямую прямая 
А"В" пересекает в некоторой точке С0. Но по дока
занному прямые АВ, А'В' пересекаются с А"В" на

прямой а. Тем самым они пересекаются друг с другом 
в той же точке С0. Аналогично, на прямой а лежат 
точка Ло пересечения прямых ВС и В'С' и точка В о 
пересечения прямых АС  и А'С'.

Таким образом, все три пары прямых АВ,  ̂ А В 
и т. д. пересекаются в точках, лежащих на одной пря
мой, что и требовалось доказать.

Доказательство второй части теоремы Дезарга 
для того же случая мы оставим читателю. □



Г л а в а  V

МНОГОМЕРНАЯ ЕВК Л И Д О В А  ГЕОМЕТРИЯ

§ 1. Аксиомы я-мерного пространства.
Векторы и координаты

Идея многомерного евклидова пространства очень 
проста. На прямой точка задается одной координа
той; на плоскости— двумя координатами, в обычном 
(трехмерном) пространстве — тремя координатами. 
Дальше можно мыслить четырехмерное пространство, 
где точка задается четырьмя координатами, и вообще' 
п-мерное пространство, где точка задается п коорди
натами, а натуральное число п может быть любым 
данным.

Координаты можно представить себе как прямо
угольные, так что п координатам соответствует п 
взаимно перпендикулярных прямых — осей координат. 
В четырехмерном пространстве их четыре — к осям 
х, у, 2 добавляется ось /; оси пересекаются в начале 
координат О. Через каждые две оси проходит пло
скость, так что есть, в частности, две плоскости ху  и 
г(. У них только одна общая точка — начало коорди
нат. Таким образом, та аксиома, что две плоскости 
с общей точкой пересекаются по прямой, отпадает. 
Ье нужно заменить другой. А в остальном, можно ска
зать, аксиомы п-мерной геометрии совершенно сходны 
с аксиомами стереометрии. Сформулируем их.

Аксиоматика я-мерной евклидовой геометрии.
О с н о в н ы е  о б ъ е к т ы :  1) точки, 2) отрезки 

3) плоскости. '
О с н о в н ы е  о т н о ш е н и я :  1) точка служит кон

цом отрезка, 2) точка лежит на отрезке, 3 ) точка при
надлежит плоскости, 4) отрезки равны.

А к с и о м ы  д е л я т с я  на:  1 ) линейные, 2) пло
скостные, 3) пространственные. Линейные аксиомы те 
же, что в планиметрии; плоскостные аксиомы те же, 
но,̂  как и в стереометрии, их нужно относить к каж 
дой плоскости. Пространственных аксиом три:

Пр. 1 (аксиома плоскости). Каждые три точки 
принадлежат плоскости.

Пр. 2 (аксиома общей прямой). Если у двух пло
скостей есть две общие точки, то они пересекаются 
по прямой.
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Пр. 3 (аксиома числа измерений). Существует п и  
не более взаимно перпендикулярных прямых, т. е. пе
ресекающихся в общей точке и образующих попарно 
прямые углы  (определение прямого угла то же, что
в планиметрии).

Можно дать определение: п-мерная евклидова гео
метрия— это теория, которая строится на указанной 
аксиоматике; п-мерное евклидово пространство это 
множество некоторых элементов — «точек», в котором 
выполнены указанные аксиомы, так что в нем опре
делены отрезки и отношение их к точкам и друг 
к другу!) .

Если п — 2, то пространство — это плоскость и 
теория — это планиметрия; аксиомы Пр. 1, 2 фор
мально выполнены, но оказываются бессодержатель
ными.

При п >  2 существуют точки, не лежащие в од
ной плоскости (как высказывалось в аксиоме сте
реометрии), потому что на плоскости нет трех взаим
но перпендикулярных прямых.

Совершенно так же, как в стереометрии, в общем 
случае п ^  3 доказываются теоремы.

1. Через каждые две точки проходит прямая, и 
притом только одна (впрочем, это следует из одних
линейных аксиом).

2. Если прямая имеет с плоскостью две общие 
точки, то она вся содержится в этой плоскости. Точно 
так же отрезок, соединяющий две точки плоскости,
содержится в ней.

Отсюда и из плоскостных аксиом, так же как в $ о 
гл. I ч. 2, вытекает важное заключение.

На всякой плоскости выполняется планиметрия.
Далее, так же как в § 6 гл. I ч. ,2, доказывается, 

через три точки, не лежащие на одной прямой, так 
же как и чер^'З две пересекающиеся прямые, как и 
через прямую и не лежащую на ней точку, проходит 
плоскость, и притом только одна.

*) Можно сказать: в этом множестве — в пространстве 
выделены (определены) подмножества, называемые «отрезками», 
причем у каждого отрезка из принадлежащих ему точек от
мечены две — «концы», и между отрезками установлено отно
шение «равенства», все это подчиняется сформулированным 
аксиомам.



(Заметим, что при п =  3 из высказанных аксиом 
следует, что две плоскости, имеющие хотя бы одну 
общую точку, пересекаются по прямой, как это ска
зано в аксиомах стереометрии.)

Векторы и координаты. Опираясь на сформулиро
ванные начальные выводы, можно определить век
торы и операции с ними буквально так же, как это 
сделано в трехмерном пространстве. Прослеживая оп
ределения и выводы главы о векторах (часть 1, гл. I I I ) , 
можно убедиться, что в них число измерений про
странства не играет роли нигде, кроме как в разло
жении векторов на составляющие. (Читателю полезно 
пройти по главе о векторах и убедиться в сказанном.) 
Таким образом, мы можем в n -мерном пространстве 
применить без всяких изменений понятие вектора, 
сложение векторов, умножение на число и скалярное 
произведение.

Пользуясь этим, введем в п-мерном пространстве 
прямоугольные координаты.

По аксиоме числа измерений в пространстве есть п 
и не более взаимно перпендикулярных прямых е\, 
е2, . . . ,  еп. На них зададим единичные векторы e lt 
е2, еп. Они взаимно ортогональны, поэтому их 
скалярные произведения равны нулю, и мы имеем 
равенство

Покажем, что всякий вектор а представляется через 
эти векторы:

где коэффициенты (ае,)— координаты вектора а  от
носительно векторов е\, . . . ,  еп — представляют собой 
скалярные произведения а  на векторы е,.

Для доказательства возьмем какой угодно вектор 
а и рассмотрим вектор

если i =  /, 
если i Ф  /. (1)

П
(2)

П
с — а — 2  ег (аег). (3)

Найдем его скалярное произведение на какой-либо из



векторов ек.
п

cek =  aek - Y j  (e*e¿) (ae¡). (4)
i = 1

Но ввиду равенств (1) все произведения eke¡ равны 
нулю, кроме екек =  1. Поэтому в правой части 
равенства (4) остается только член (екек) (аек) =  аек, 
и мы получаем

сек =  аек — аек -=  0.

Таким образом, выходит, что либо вектор с равен 
нулю, либо он ортогонален всем ек. Но последнее ис
ключено.

Действительно, по аксиоме Пр. 3 есть не более п 
взаимно перпендикулярных прямых e¡, . . . ,  е„, пере
секающихся в общей точке О. Если бы вектор с был 
отличен от нуля, то отложив его от точки О и про
ведя вдоль него прямую, мы получили бы еще 
( / г + 1)-ю прямую, перпендикулярную всем прямым 
е\, е2, . . . ,  еп. Это противоречит аксиоме. Следова
тельно, с =  0 , и тем самым выполняется равенство (2):  
всякий вектор а представйм в таком виде через век
торы еи е2, . . . , еп. □

Пусть теперь Al — произвольная точка и ОМ =  г — 
ее радиус-вектор. Мы определяем ее координаты x¡ 
как скалярные произведения

x¡ =  re¡ — ОМ • et (i =  1, 2, . . ., п) . (5)

Это — координаты относительно основного /г-вектор- 
ника Ое i е2 . . .  е„\ осями координат служат взаим
но перпендикулярные прямые, существующие со
гласно аксиоме Пр. 3.

Так в n -мерном пространстве оказываются вве
денными прямоугольные координаты. Каждой точке 
М однозначно соответствует набор ее координат 
(хи а'2, хп), и разным точкам — разные наборы, 
так что точки однозначно задаются своими координа
тами.

Действительно, допустим, точки М, N имеют одни 
и те же координаты x¡, х2, . . . ,  х„. Это значит, со
гласно определению координат формулой (5), что



ОМ • ег =  0~лГ• е, (г =  1, 2, . . п), т. е.

(ОМ — б~М) =  0.

Так что либо вектор ОМ — ОЫ нулевой, либо он пер
пендикулярен всем е,-. Последнее, однако, противоре
чило бы аксиоме числа измерений. Следовательно,
ОМ О N =  0, т. е. точки М и N  совпадают — это 
одна точка, что и требовалось доказать.

Убедимся еще, что каждому набору чисел хи х2,
. . . ,  хп соответствует точка с такими координатами. 
Она определяется как конец радиус-вектора

ОМ =  £  е1х1. (6)
Умножая скалярно на любой вектор ек, получаем 
ввиду формул ( 1)

ОМек =  X (екед х1 =  хк ,
т. е. хк и есть координата точки М.

Подведем итог, формулируя его как доказанную 
теорему.

Теорема 1 (о координатах). В п-мерном простран
стве можно ввести координаты, в которых осями слу
жат те п взаимно перпендикулярных прямых, суще
ствование которых утверждает аксиома числа измере
ний. Если в\, . . . ,  еп — единичные векторы вдоль этих 
прямых и О — точка их пересечения, то координаты 
точки М определяются из скалярного произведения:

х1 =  е,ОМ ( / = 1 ,  . . ., п).

Этим между точками и наборами чисел Х\, . . . , х„ ус
танавливается взаимно однозначное соответствие. □ 

Эти же координаты получаются, как и в трехмер
ном пространстве, если проектировать точку М на 
оси. Именно, проводим через данную точку М и к-ю 
ось прямую ек — плоскость и в этой плоскости 
спроектируем точку М на эту прямую. Координата 
проекции и будет равна хк.

Теперь обратимся к длине. Длина |а |  вектора а 
связана с его скалярным произведением самого на 
себя:



Вместе с тем по формуле (2)

а =  Е  е1аь аь =  (««<)•
Поэтому, выполняя скалярное возведение в квадрат 
и пользуясь соотношениями ( 1), получим (все произ
ведения I ф  /, исчезают и остаются только квад
раты е\ =  1)

1« р = , > = ( Е « , , ) ’ = Е 4  ( ? )

Отсюда выводится:
Теорема 2 (о длине отрезка). Длина отрезка скоп

цами А ( х п), В(х[,  . . . ,  х'п), или, что то же, 
расстояние |ЛВ | между этими точками выражается
формулой ______________ _ _

| АВ | =  Л/ ( х 1 -  х{)2 +  . . .  +  (*„ -  КТ-  (8)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если О, как и выше, начало 
координат, то по формуле (6 )

га > п
ОА  =  Е  е,хр ОВ =  Е  е.х\.

Поэтому

АВ =  ОВ -  ОА =  Е  е1 (х[ -

Откуда по формуле (7) получаем

\АВ  |2= 1 ( ^ - ^ ) 2>1= 1
что и дает формулу (8). □

Шар и сфера определяются в п-мерном простран
стве буквально так же, как в трехмерном. Повторите 
эти определения; напишите уравнение сферы и нера
венство, задающее шар, в п-мерном пространстве.

§ 2. Прямые и плоскости разного числа измерений
Параллельные прямые определяются в многомер

ном пространстве так же, как в трехмерном, и так же 
доказываются теоремы:

1. Через точку, не лежащую на данной прямой, 
проходит прямая, ей параллельная, и притом только 
одна.



2. Две прямые, параллельные одной и той же 
прямой, параллельны друг другу.

Доказательство такое же, как в § 3 гл. II, часть 2.
Доказательства других теорем из стереометрии, 

данные в том же параграфе, также переносятся на 
случай пространства любого числа измерений, по
скольку они основаны на применении векторов. Убе
дитесь в этом, проследив эти доказательства.

Однако есть разница в понятии параллельных пло
скостей. В трехмерном пространстве, в отличие от 
плоскости, прямые не считаются параллельными, если 
они всего лишь не пересекаются: они могут скрещи
ваться. Так же в многомерном пространстве парал
лельность плоскостей или прямой и плоскости не 
определяется тем, что они только не пересекаются.

Для определения параллельности воспользуемся 
понятием о параллельном переносе. Он определяется 
буквально так же, как на плоскости или в трехмер
ном пространстве. Это отображение, при котором 
точки X переходят в такие точки Y, что все векторы
XY равны.-

Иными словами, все точки переносимой фигуры 
переносятся на один и тот же вектор. Все свойства 
переноса, установленные в § 2 главы о наложениях, 
равно относятся к многомерному пространству.

Теперь даем определение. Прямые или плоскости 
параллельны, если одна переводится в другую пере
носом. Прямая параллельна плоскости, если она не 
лежит в этой плоскости, но ее можно отобразить в 
эту плоскость переносом.

Легко убедиться, что эти определения в случае 
трехмерного пространства равносильны обычным. 
(Докажите это.) Но, скажем, в четырехмерном про
странстве £ 4 прямая может «скрещиваться» с пло
скостью— не пересекать ее и не быть ей парал
лельной. Например, возьмем в Е4 две плоскости Р, 
Q, имеющие только одну общую точку О 1), и в од
ной из них — прямую а, не проходящую через О. Она 
не пересекает другую плоскость и не помещается 
в нее переносом (убедитесь в этом, рассмотрев про
ходящую через О прямую ¿>||а).

‘) Например, плоскость Р, проходящую через оси е1, ег, а 
<3 — через оси е3, е4.



Точно так же две плоскости, имеющие общий пер
пендикуляр, могут не быть параллельными, как в 
трехмерном пространстве две прямые с общим пер
пендикуляром не обязаны быть параллельными.

Через данную точку плоскости в более чем трех
мерном пространстве проходит не одна перпендику
лярная ей прямая. В четырехмерном пространстве 
перпендикуляры к плоскости образуют плоскость. Так, 
перпендикуляры в точке О к плоскости, проходящей 
через оси координат в\, ег, заполняют плоскость, про
ходящую через ег, е4. (Убедитесь в этом.)

Общее понятие плоскости. Если пространство бо
лее чем трехмерное (не выполняется аксиома пере
сечения плоскостей), то в нем наряду с обычными 
двумерными плоскостями есть другие фигуры, также 
называемые плоскостями.

Определение. Плоскостью, вообще, называется та
кая фигура, которая содержит по крайней мере три 
точки, не лежащие на одной прямой, и имеете с каж
дыми двумя своими точками содержит всю содержа
щую их прямую, но при этом не является всем про
странством. Обычная двумерная плоскость, очевидно, 
подпадает под это определение ').

Теорема 1. Всякая недвумерная плоскость пред
ставляет собою евклидово пространство, т. е. в ней 
выполняются аксиомы, определяющие евклидово про
странство, с теми же двумерными плоскостями, какие 
имеются в объемлющем пространстве2) .

Через всякие три точки любой данной плоскости 
проходит содержащаяся в ней двумерная плоскость.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р — данная плоскость 
в каком-либо евклидовом пространстве и А, В, С — 
какие-либо три ее точки. По определению плоскости 
она содержит прямую АВ, но не сводится к ней. По

■) Обобщая, можно определить плоскость общим условием, 
что она вместе с любыми двумя точками содержит и проходя
щую через них прямую. Тогда «плоскостью» может быть: 1) пу
стое множество, 2) одна точка, 3) прямая, 4) все пространство. 
Первые три возможности исключаются требованием, что плоскость 
содержит по крайней мере три точки не на прямой; четвер
тая — исключена последней оговоркой в определении.

2) Вообще, фигура может быть евклидовым двумерным про
странством и в этом смысле плоскостью, вовсе не будучи пло
скостью в объемлющем пространстве, как, например, параболи
ческий цилиндр с точки зрения его внутренней геометрии.



этому если точка С оказалась на этой прямой, то 
можно взять точку Э, не лежащую на прямой АВ. 
Если С не лежит на ЛБ, то й  и есть С.

Плоскость Р, по ее определению, содержит пря
мые АВ и АО. Через эти прямые проходит двумерная 
плоскость (}, образованная пересекающими их пря
мыми. Все эти прямые будут содержаться в плоско
сти Р (в силу определения плоскости). Следовательно, 
в Р содержится двумерная плоскость (2, проходящая 
через данные точки А, В, С, что и требовалось 
доказать.

Итак, первая аксиома евклидова пространства 
выполнена. Вторая выполняется очевидно, поскольку 
она выполняется в объемлющем пространстве для лю
бых двух плоскостей с двумя общими точками. □

Число измерений плоскости можно определить, как 
в пространстве, числом взаимно перпендикулярных 
прямых. Прямую можно считать одномерной пло
скостью.

Плоскость Р можно назвать параллельной плоско
сти С7, если существует перенос, помещающий ее в 
плоскость С?, т. е. такой перенос /, что ¿Р с: С}. Мы 
пишем: Р ||0  (но это значит, что <2||Р, только если 
tP =  (2, так что С} перемещается в Р обратным пере
носом ¿-‘).

В четырехмерном пространстве есть трехмерные 
плоскости: каждая из них — это трехмерное евкли
дово пространство. Если две такие плоскости имеют 
общую точку, то их пересечение представляет двумер
ную плоскость. (Рассмотрите на примере плоскостей, 
«натянутых» на оси координат.)



В четвертой части мы изучаем кривые и поверхно
сти в трехмерном пространстве. Основной инструмент 
для исследования кривых — это естественная пара
метризация. С ее помощью мы даем первоначальные 
определения большинства вводимых дифференциаль
но-геометрических понятий, а затем уже приводим 
чисто геометрические определения. Глава о кривых 
заканчивается «натуральными уравнениями», описы
вающими вид кривой вне зависимости от ее располо
жения в пространстве.

Для исследования поверхностей мы рассматриваем 
лежащие на них кривые: с их длиной и кривизной 
естественно связываются первая и вторая основные 
формы поверхности. В конце второй главы рассмат
риваются локально кратчайшие кривые — геодезиче
ские. Это аналоги прямых на плоскости, — они играют 
важную роль при изучении внутренней геометрии на 
искривленной поверхности.

Глава  I
Д И Ф Ф ЕРЕ Н Ц И А Л Ь Н А Я  ГЕОМЕТРИЯ КРИВЫХ

§ 1. Элементарные кривые на плоскости 
и в пространстве. Способы их задания

Для изучения кривых необходимо иметь их точное 
определение. Мы ограничимся здесь тем, что дадим 
определение элементарной кривой. Множество С (на 
плоскости или в пространстве) называется элемен
тарной кривой, если оно является образом отрезка 
при некотором непрерывном взаимно однозначном 
отображении этого отрезка в плоскость или в про
странство.

Примеры. Простейшие элементарные кривые — это 
отрезки прямых, дуги окружностей, эллипсов, гра



фики непрерывных функций, заданных на отрезке, 
и т. п. Простые конечнозвенные ломаные тоже будут 
элементарными кривыми в нашем определении 
(рис. 1).

Образы концов отрезка называются концами эл е 
ментарной кривой, а образ любого отрезка, содерж а
щегося в исходном отрезке, называется дугой. О че
видно, что всякая дуга элементарной кривой сама яв 
ляется элементарной кривой.

Если элементарная кривая С есть образ отрезка 
[а, b] при взаимно однозначном и непрерывном ото
бражении F: [a, i)]-> R 3, то положение любой точки Р  
на кривой С определяется одним-единственным чис
лом i e [ a ,  6], образом которого эта точка является: 
P — F(t ) .  Переменная t называется параметром кри
вой С. Разным значениям параметра соответствуют 
различные точки кривой С. Отображение F будем на
зывать параметризацией кривой С. У одной и той же 
элементарной кривой может быть много различных 
параметризаций. Кривую, снабженную параметриза
цией, будем называть параметризованной кривой 
(рис. 2 ).

Фиксируем систему координат. Пусть точка Р  =  
=  F(t)  имеет координаты х, у, z. При изменении 
параметра t они тоже будут меняться — каж д ая



координата является некоторой функцией от I:

С * = мо.
] у =  М ) ,  (1)
I 2 =  !г (0 .

где ¡1, ¡2, f з— непрерывные числовые функции, задан
ные на отрезке [а, Ь] (рис. 3).

Функции ¡и /2, Н полностью описывают парамет
ризацию У7 и называются ее координатными функ
циями. Соотношения х — ¡и У =  ¡2, г  =  /з называют
ся уравнениями параметризованной кривой С.

Если /: [a, 6] -> R  — непрерывная функция, то ее 
график является плоской элементарной кривой, до
пускающей параметризацию x —'t, y =  f(t ) .  Как мно
жество кривая С задается уравнением y =  f(x).  Та
кое задание кривой называется явным (рис. 4). Про
странственная кривая допускает явное задание, если 
она обладает параметризацией вида x — t, y — f{t),  
z  — g( t ) .  Такая кривая как множество может быть 
задана системой уравнений y =  f(x),  z =  g(x) .

Не все кривые допускают явное задание.
Пример. Любая дуга окружности, большая 180°, 

не допускает явного задания.



Для нас основной интерес будут представлять кри
вые, обладающие параметризацией с некоторыми
дополнительными свойствами. Пусть Р: [ а , 6]—>-1̂ 3 __
параметризация кривой С, а / 1, /2, / з — ее координат
ные функции. Параметризация р  называется регу 
лярной, если, во-первых, функции 2̂, /з гладкие 
(т. е. достаточное число раз непрерывно дифференци
руемые) и, во-вторых, при каждом значении пара
метра / 6= [а, Ь\ производная по крайней мере одной

из этих функций не обращается в нуль. (Последнее 
условие'удобно записать в виде: (^))2 +  (í“) ) 2 +
+  (/з(0 ) 2 0-) Кривая, обладающая регулярной па

раметризацией, называется гладкой (ср. рис. 5). При 
необходимости мы будем без дополнительных огово
рок требовать повышенной гладкости, т. е. существо
вания у функций fu f2, /3 
непрерывных производ
ных до п-го порядка 
включительно при неко
тором п ^  2 .

Из теоремы о неявной 
функции следует, что в 
окрестности каждой своей 
точки гладкая кривая до
пускает явное задание.
Другими словами, всякая достаточно малая дуга 
гладкой кривой является графиком некоторого глад
кого отображения (в подходящей системе координат).

Пример. Рассмотрим отображение [a, b] R2 
заданное формулой: /(*) =  (cos x, sin х). Его графи
ком в R3 будет отрезок винтовой линии. Он лежит 
на цилиндре радиуса 1 с осью Ох (рис. 6 ).



Рассмотрим произвольное биективное непрерыв
ное, а значит, и монотонное отображение <р некото
рого отрезка [с, й\ в отрезок [а, Ь]: =

Если Р: [а, &]-»- К3 — параметризация кривой С, 
то сквозное отображение й: [с,с?]—»-Я3, определяемое

по формуле G(t) =  F(cp(t)), также будет парамет
ризацией кривой С. Говорят, что она получается из 
параметризации F при помощи замены параметра 
t =  Если ф (а) =  с и ф ( b ) = d ,  то ф есть моно-

' ’’ ' тонно возрастающая
функция, а если ф(а) =  
=  d, ф (Ь) — с, то ф — мо
нотонно убывающая 
функция (рис. 7).

Каждая параметриза
ция определяет некото
рый порядок точек на 
кривой. Если две пара- 

Рис. 8 метризации связаны воз
растающей заменой па

раметра, то они определяют один и тот же порядок, 
а если они связаны убывающей заменой параметра 
то разный. Чтобы фиксировать порядок точек на кри
вой, достаточно указать начальную и конечную точки 
кривой (обе они являются концами кривой).

Элементарную кривую, у которой фиксированы на
чальная и конечная точки, назовем ориентированной.



Всякая дуга ориентированной кривой сама ориенти
рована. В дальнейшем мы будем под кривой обычно 
подразумевать элементарную ориентированную кри
вую. Ориентацию удобно указывать стрелкой (рис. 8).

Замечание. Для того чтобы параметризация 0 (т ) ,  
полученная из регулярной параметризации /г(/) при 
помощи замены ¿ — ф(т), также была регулярной, 
необходимо и достаточно, чтобы замена была неосо
бой, т. е. чтобы функция <р(т) была непрерывно диф
ференцируемой, а ее производная ф'(т) нигде не 
обращалась в нуль (она будет всюду положительной 
или всюду отрицательной). (Докажите это!)

До сих пор мы рассматривали кривую как мно
жество точек или фигуру на плоскости или в про
странстве. При параметризации кривой параметр 
играет роль координаты в этом множестве. (Коорди
натной функцией служит функция, обратная пара
метризации.) Возможен и другой, очень плодотвор
ный взгляд на кривую, как на траекторию движущей
ся материальной точки — птицы, рыбы, самолета 
и т. п. (рис. 9). (Например, летящий по инерции ка
мень описывает параболу.) Здесь роль параметра 
играет время, прошедшее, например, от начала дви
жения. Этот подход позволяет использовать в геомет
рии такие понятия из механики, как скорость, уско
рение, путь и т. п.



§ 2. Вектор-функции одного переменного

Рассмотренные нами в § 1 способы задания кри
вых связаны с координатами и используют числовые 
функции. Часто удобен бескоординатный способ за- 
дания; когда для параметризации кривой исполь
зуются вектор-функции. Здесь мы коротко изложим 
связанные с ними понятия и формулировки. Почти 
все доказательства опускаются.

Пусть каждому числу / е | а ,  Ь] по некоторому 
правилу поставлен в соответствие вектор v(t )  трех
мерного евклидова пространства. Тогда будем гово
рить, что на отрезке [а, Ь] определена вектор-функ- 
ция v( t ) .  Таким образом, вектор-функция — это функ
ция со значениями в множестве (свободных) векторов 
трехмерного евклидова пространства. Часто для на
глядности векторы — значения вектор-функции — 
представляют направленными отрезками (рис. 10).

Если, например, отложить все векторы v( t )  из одной 
и той же точки О — начала отсчета, то их концы об
разуют некоторое множество точек, которое назы
вается годографом вектор-функции v( t ) .  Таким об
разом, годограф — это множество точек, радиус-век
торы которых являются значениями вектор-функции 
(рис. 1 1 ).

Пусть на промежутке [а, b] задана вектор-функ
ция v(t).  Говорят, что вектор а есть предел этой 
вектор-функции в точке t0 е  [а, Ъ], если

Рис. 10 Рис. 11

lim | V (0 — а | =  0 .
! t о

В таком случае используют запись: я =  lim и (/).
i —> io

Вектор-функция v( t )  называется непрерывной в точке



t0, если
V (¿о) =  lim V (t).

t- t̂a
Если вектор-функция v(t )  непрерывна во всех точках 
промежутка [а,Ь],  то говорят, что она непрерывна 
на [ а ,b].

Для вектор-функций определены те же алгебраи
ческие операции, что и для обычных векторов: это 
сложение, вычитание, умножение на числовую функ
цию, скалярное, векторное и смешанное произведе
ния. Вводятся они поточечно:

(v +  w)  (/) =  v(t) +  w (t),

(V — w) (t) =  V (t) — w (t),
( f - v )  (t) =  f ( t ) - v( t ) ,

(v ■ w) (t) =  v{t) ■ w (t),
( v X w )  (t) =  v { t ) Xw( t ) ,

(u, V, w ) ( / )  =  (u(t) ,  v(t) ,  w  (t)).

Говорят, что вектор-функция v{i )  дифференци
руема в точке t o ^ \ a , b \ ,  если при t-*-to существует 
предел отношения (v (t) — v{ t 0) ) /  (t — t0) . Этот пре
дел называется производ
ной вектор-функции v(t)  
в точке t0 и обозначает
ся через v' ( t0) (рис. 12):

г 11 \  V  ( t )  —  V  ( / „ )ü ( / 0) =  lim w  °'
t t о

Если вектор-функция РИС 12
дифференцируема в не
которой точке, то, очевидно, она и непрерывна в этой 
точке. Если вектор-функция 1)(1) имеет производную 
в каждой точке отрезка [а, Ь], то говорят, что она 
дифференцируема на всем, отрезке [а, Ь\.

Разобьем промежуток [а, Ь\ на п частей точками
а =  * о <  ¿1 <  ¿2 <  • • • < t fг=~b.

Пусть б — максимальное из чисел при ¿ —
=  0, . . . ,  п — 1. Составим интегральную сумму

П— I
<*п =  £  »(*/)&+, -1 = 0



где т/ е  [ti, ti+i \ .  Будем говорить, что вектор-функция 
v ( t )  интегрируема,  если для произвольного выбора 
тi существует предел интегральных сумм ап при 
ô —>-0. Этот предел будем называть о п р е д е л е н н ы м  и н 
тегра лом  от вектор-функции v ( t )  и обозначать его 
как обычно:

Из неравенства треугольника для векторов можно 
вывести полезное неравенство для вектор-функций:

Доказывать различные свойства вектор-функций 
проще всего в координатах. Фиксируем в простран
стве декартову систему координат х у г  с началом в 
некоторой точке О. Если I, /, /г — орты координатных 
осей, то

где ^ 1(0 . М О .  уз(0 — координаты вектора • »(О- 
Функции «1(0 , Уг(0 М О  называются координат
н ы м и  ф у н к ц и я м и  вектор-функции и(/) (рис. 13).

Нетрудно доказать, что вектор а =  а^  +  а2] +  
+  а 3к является пределом функции v(t )  в точке и  
тогда и только тогда, когда его координаты а%, а2, аз 
являются пределами координатных функций ^ ( О .  
Уг(0 » ° з ( 0 - И3 этого легко следует, что если

ь

а

Ь Ь

а а

V (0 =  V[ (0 i +  V2 (t) }  +  V3 (t) k,

v(t) =vi(t)i + vz(t)j+ü3(t)/(

Рис. 13



f ( t )~^a,  u( t ) - +a,  v ( t ) - +b ,  w (t) > с при t - + t0, то

v (t) -f  w (t) - >b  +  c, v (t) — w (t) ->• b — c,
f(t) ■ v (t) a b, v (t) ■ w (t) b ■ c,

v (t) X  v» (t) b X  с, (u (t), v (t), w  (<t)) - y  (a, b, c).

Кроме того, ясно, что вектор-функция v( t )  непре
рывна в точке t0 (на всем отрезке [а, b]) тогда и 
только тогда, когда в точке t0 (на отрезке [а,  Ь\ ) 
непрерывны ее координатные функции. Из этого сле
дует, что если функции f ( t ) ,  u( t ) ,  v( t ) ,  w( t )  непре
рывны в точке t0 (на отрезке [а, Ь]),  то вместе 
с ними непрерывны функции и +  v, и — v, f-u,  u- v ,  
u X v ,  (u , v , w ).

Нетрудно доказать, что вектор-функция v ( t )  диф
ференцируема в точке /0 е [ а ,  Ь\ тогда и только 
тогда, когда в этой точке дифференцируемы коорди
натные функции V \ { t ) ,  v2(t),  v3( t) .  При этом

V' (*о) =  V\ (*о) * +  °2 ('„) /  +  ü3 ( g k -

Если v( t )  дифференцируема на всем отрезке [а,  Ь],  
то ее координатные функции также дифференцируе
мы. Верно и обратное утверждение. При этом если 
f( t ) ,  u( t ) ,  v( t ) ,  w( i )  дифференцируемы на [a, b ] , то

(v +  «О' =  v' +  w', (v — w)' =  v' — w',
(f ■ v)' =  f'v  +  fv', (v  ■ w)' =  v' ■ w -f- v ■ w',

(v X  =  ï ' X ®  +  t| X  « Л

(u, v, w)' =  (u', v, w) -f- (u , v', w) +  (и, v, w').

Аналогично обстоит дело с интегрируемостью. 
Вектор-функция v(t )  интегрируема тогда и только 
тогда, когда интегрируемы ее координатные функции 
*>1, v2, v3. При этом

b b b b 

 ̂ v  (0 dt =  i   ̂ u, (/) dt +  /   ̂ v2 (0 dt -f- k   ̂ u3 (t) dt.
a a a  a

Ясно теперь, что всякая непрерывная вектор-функция 
интегрируема.



Если функция у Щ  имеет непрерывную производ
ную, то справедлива формула Ньютона — Лейбница

ь
V (Ь) —  V (а) —  ̂ у'  (0  Ш.

а

Векторные уравнения кривых. Как мы скоро убе
димся, вектор-функции очень удобны для описания 
и исследования кривых. Если /ч [а, — пара

метризация некоторой кри
вой С, то ей соответствует 
вектор-функция f, опреде
ленная по формуле

/ (0 — OF (t).

Функция F однозначно вос
станавливается по вектор- 
функции f. Координатные 
функции у /  и F, как видно 
из определения, совпадают. 
Вектор-функция f назы

вается векторной параметризацией кривой С (рис. 14).
Если радиус-вектор OF{t)  обозначать через г, то ра
венство

r =  f{t)

называется векторным уравнением кривой С. Кри
вую С при этом можно рассматривать как годограф 
вектор-функции f{t ) .

Вектор-функция f непрерывна в силу непрерывно
сти отображения F. Если кривая С гладкая, a F — 
ее регулярная параметризация, то функция f непре
рывно дифференцируема на отрезке [а, Ь], причем ее 
производная нигде не обращается в нуль:

Г (0 Ф  о.
Закончим параграф одной леммой о вектор-функ

циях, которой мы часто будем пользоваться при изу
чении кривых.

Лемма. Пусть v (t) — вектор-функция, дифференци
руемая всюду на отрезке [а, b]. Тогда для того, чтобы



ее модуль |t>(f)| был постоянной функцией, необхо
димо и достаточно, чтобы v ( t )  была всюду ортого
нальна своей производной v' ( t ) :  v( t ) -v ' ( t )  =  0 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Ясно, что |t>(/)| — постоян
ная функция тогда и только тогда, когда v2( t )— по
стоянная функция. Но производная этой функции как  
раз и совпадает с 2v(t )  -v' (t) =  0. Осталось заметить, 

, что равенство нулю производной равносильно по
стоянству самой функции. □

В дальнейшем все параметризации у нас будут 
только векторными. При этом мы позволим себе 
отождествлять точку с ее радиус-вектором и писать
f ( t ) = P  вместо f(t) =  OP.

§ 3. Касательная кривой

Пусть С — гладкая элементарная кривая, a f ( t )  — 
вектор-функция, задающая ее регулярную парамет
ризацию. Если Р =  f ( t0) — точка кривой, то вектор 
f'(to) называется касательным вектором кривой С  
в точке Р (рис. 15).

Если вектор-функция 
f(t )  описывает перемещение 
материальной точки вдоль 
кривой С, то вектор f'(to) 
будет вектором скорости 
этой точки в момент време
ни t0 (рис. 16).

Касательные векторы в 
одной и той же точке, соот
ветствующие различным параметризациям, колли- 
неарны и, значит, могут отличаться только множи
телем.

Действительно, если £(т) =  /(ф(т)) — другая п а 
раметризация той же кривой, причем ¿о =  ф(то), то 
вектор £'(то) =  / ' ( ф (т о ) )  •ф'(то) очевидно коллинеарен 
вектору Г (t0) =  Г(ф(т0)). □

Прямая, проходящая( через точку Р в направле
нии касательного вектора f'(to),  называется каса 
тельной прямой в точке Р  (рис. 17). Параметриче
ское уравнение касательной прямой имеет вид

r(r)  =  f(t0) +  x f  (/„).





Примеры. 1. Касательная прямая к отрезку в лю
бой точке совпадает с прямой, на которой лежит этот 
отрезок (рис. 18, а).

2 . Касательная к дуге бкружности совпадает 
с обычной касательной к самой окружности (в той же 
точке, рис.' 18, б).

3. Касательная к графику гладкой функции ?{х) 
в точке (*о,/(л:о)) имеет уравнение (рис. 18,в)

У =  /  (*о) +  Г («о) ■ (* — *о).

Наше определение касательной не очень геомет- 
рично, хотя удобно на практике. За основу другого 
определения можно взять следующее важное свойство 
касательной. Пусть — точка кривой С, близкая 
к точке Р.

Теорема. При стремлении точки (2 кривой С к точ
ке Р предел отношения расстояния б от точки (2 до 
касательной прямой в точке Р к расстоянию й от <2 
до Р равен нулю:

Касательная является единственной прямой, обла
дающей этим свойством (рис. 19).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть =  Положим
 ̂ (о, &1=РС}  =  1У) — f(to) (рис. 20). Р ас

стояние й от точки (2 до точки Р  равняется |А / | ,  
а расстояние б от точки (2 до касательной в точке Р



равняется |Д/ Х П М  | :|Г(М  |. Наконец,

l im  4
=  l im

t io

Ö/M
d /M =

lim
t -> t о

6
A t\

'\

lim 
t -yt  0

I Af 
1 A t x r  (io)

Hm
t -yta

,1U
\< lim

t t 0

< 
< • 1 Г  (<0) 1

I Г «о) X Г (tо)
I f  ('о)

Первая часть теоремы доказана.
Пусть теперь I — произвольная прямая, проходя

щая через точку Р, а Ъ — ее направляющий вектор.

Обозначим через öi расстояние от точки Q до пря
мой I (рис. 21). Воспроизводя для прямой I преды
дущие выкладки, получаем, что

l im  A l  l f ' ( * o ) X 6 J
с  Л »  ч -  | Г « о ) М » 1  '

Осталось заметить, что этот предел равен  ̂нулю в 
том и только в том случае, когда векторы / (¿о) и " 
коллинеарны, т. е. когда прямая I является касатель
ной. Теорема доказана. □

Плоскость, содержащая точку Р и ортогональная 
касательной прямой, называется нормальной пло
скостью кривой С в точке Р (рис. 22).

§ 4. Длина кривой
Пусть элементарная кривая С параметризована 

вектор-функцией /: [а, Ь] Я3. Выберем на отрезке 
[а, Ь] п — 1 точек, разбивающие его на п частей: 
а <  и <  Ь <  ■■■ <  и~\ <  Ь. Для удобства обозна
чений положим * о =  а, ¿„ =  6. Ломаная с вершинами



в точках / ( /0), /(/«) называется вписанной
в кривую С (рис. 23).

Интуитивно кажется ясным, что длина кривой С 
(если о ней вообще можно говорить) не должна силь
но отличаться от длины вписанной ломаной при ус
ловии, что у ломаной достаточно много звеньев 
и все они достаточно малы (рис. 24). Это приводит

нас к следующему определению. Длиной кривой С 
называется предел, к которому стремится длина впи
санных в нее ломаных при неограниченном возраста
нии числа звеньев ломаной и неограниченном убыва
нии их длин. Отметим, что условие убывания длин 
звеньев можно заменить другим, равносильным ему 
условием: надо потребовать, чтобы

max {ti + i — t {) -*  0 .
i — 0, . . . ,  n — 1

Нетрудно видеть, что этот предел (конечный или 
бесконечный) всегда существует: это есть не что иное, 
как супремум длин ломаных, вписанных в кривую.

Кривая С называется спрямляемой, если ее длина 
конечна.

Теорема. Всякая элементарная гладкая кривая С 
спрямляема. Ее длина S может быть найдена по 
формуле

ь
S = \ \ f { t ) \ d t ,

а

где f: [a, b] -> R3 — произвольная регулярная пара
метризация кривой С.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Оценим разность между 
длиной ломаной и интегралом модуля производной.



Для этого введем обозначения:
1—1’

Тогда имеем

г = 1 а
л

+

Ё | 4 Л - Ё 1 ' ; 1 4 <
1=1 1=1 

&

+

I +  н .

Второе слагаемое по мере уменьшения звеньев лома
ной стремится к нулю по определению интеграла. 
Осталось доказать, что к нулю стремится и первое 
слагаемое. Преобразовывая, получаем неравенство:

I
4 1 ' ‘ ■ ' • ' ' 1 

Оценим отдельно каждое слагаемое в этой сумме:

<а

(И

Так как функция ГЦ) непрерывна на замкнутом ин
тервале [а, Ь\, то она и равномерно непрерывна. Это 
значит, что для любого е >  0 найдется такое б >  0 , 
что если х, у е [ а , Ь ]  и \х — г/[ <  б, то |/(*) —
— /(у) | <  е. Поэтому если все отрезки \ti-\ti\ по 
длине меньше б, то |Г ( 0 ~ / г 1 < 8 для любого 
е  [¿,-1, ti\, и, следовательно,

и
I А;/ — Г <М I <   ̂ е ' ^ ^ ==8‘ Д -̂

Окончательно получаем, что для достаточно мелких 
разбиений

П п

I <  Е  (е • А(-0 =  е • Е д ,<  =  е ( /„  — /„).
£=1 1=1



Отсюда в силу произвольности выбора числа е сле
дует, что первое слагаемое стремится к нулю. □  

Примеры. 1. Если Д, f2, fa — координатные функ
ции вектор-функции f, то формула длины кривой при
мет вид

ь
S = \ V ( ï \ ( t ) f + ( r 2(t)f +  (f'3 ( t ) f d t

а
или, короче,

S = \ ^ f i + f 2 + f s d t .
а

2. Если кривая С плоская и явно задана уравне
нием г/ =  /(х), то, подставляя в предыдущую форму
лу t =  х, f t ( x ) = x ,  f2(x) =  f(x),  fs ( x ) = Ù ,  получаем

ь ______
S =  J V l  +  f d x .

a

Естественная параметризация. Длину дуги можно 
использовать для введения одной очень удобной па
раметризации кривой С. Зададим на промежутке 
[ауЬ] функцию ф(/) по формуле

t

4>(0 =  $ l f  М Idx.
а

Ясно, что г|)(0 равняется длине дуги с началом в 
/ (а)  и концом f( t ) .  Функция ( )̂ гладкая: очевидно, 
,ф/ (г‘) == |Г (0  | • Она монотонно возрастает (поскольку 
ее производная | / ' ( 0 | положительна) и отображает 
отрезок [а, Ь] в отрезок [0 , 5 ].

Рассмотрим обратную функцию ср =  г|Н: [0, S]->  
->[а, Ь],

<p(s) =  o |r’ (s),

и параметризацию g(s)  кривой С, получающуюся из 
параметризации f(t )  при замене параметра i =  <p(s):

g(s) =  f (  ф (s)).

Такая параметризация называется естественной па
раметризацией кривой С (рис. 25). (Другие названия:



натуральная параметризация или параметризация 
длиной дуги.) Параметром в этой параметризации 
служит 5 — длина отрезка кривои. Это и есть так 
называемый естественный параметр. Параметризация 

) получается из £(«) при обратной замене пара
метра 5 =  г|) ( 0  •

Рис. 25

Важное свойство естественной параметризации со
стоит в том, что касательный вектор при такой пара
метризации имеет единичную длину (рис. 26)

^ Н е 

действительно, поскольку 

ф'(5) =  ( ' Г 1)/ («) =
то

I g'  (s) I =  I f  (ф (s)) ф' (s) I =

Ф' (ф (s)) I f' (Ф (s)) I ’ 

Г  (Ф («)) 1.
I f  (Ф (*)) I

Этим своим свойством и тем, что g(0) совпадает 
с началом кривой, естественная параметризация опре
делена однозначно.

Пр имер. Уравнения х — eos t, у =  sin t при í e  
е  [0 , к] задают естественную параметризацию верх
ней единичной полуокружности.

В дальнейшем мы будем обозначать вектор g' (s) 
через t  и называть его единичным вектором касатель
ной или единичным касательным вектором кривой 
в точке g(s) .

§ 5. Кривизна кривой. Соприкасающаяся плоскость

Пусть С — гладкая кривая, a g(é) — ее естествен
ная параметризация. Рассмотрим произвольную точ
ку Р =  g{so) на кривой С и вектор g"(so) второй 
производной функции g в этой точке. Этот вектор



называется вектором кривизны кривой С в точке Р  
и обозначается через 1г (рис. 27):

* == ё" (в0).

Его длина к — 1&] называется кривизной кривой С 
в точке Р.

Поскольку |£ ' (5 ) | 2= 1, то вектор /г =  (яо) ор
тогонален вектору g'(so) и, следовательно, лежит

в нормальной плоскости. Если, й ф  О, то Л ф  0 и пря
мая, проходящая через точку ,Р в направлении век
тора /г, называется главной нормалью кривой С в 
точке Р. В этом случае единичный вектор п — И/к 
называется единичным вектором главной нормали 
(рис. 28).

Таким образом, имеет место равенство

Это так называется «первая формула Френе».
Кривизна позволяет определить, насколько дан

ная кривая отличается от прямой. Так, кривизна 
прямой во всех точках равна нулю. Верно и обрат
ное: если кривизна кривой равна нулю во всех точ
ках, то кривая является отрезком прямой. (Докажите.)

Пример. Кривизна дуги окружности радиуса R во 
всех точках равняется 1 /R. (Проверьте.)

Величина, обратная кривизне, называется радиу
сом кривизны кривой в данной точке.

Пусть f ( t )— произвольная параметризация кри
вой С. Пусть она связана с естественной парамет
ризацией g(s)  при помощи замены параметра:



5 =  -ф (¿) =   ̂ | / '  (т) ] йх, причем 5о =  'ф(/о). Вектор
о

П *о) может не быть коллинеарным вектору кривиз
ны к =  но его проекция [/"(¿о) ] 1 на нормаль
ную плоскость коллинеарна вектору к. Действитель
но, /'(/о) — ^(^о) Следовательно,

Г  ((о) =  ё" (*о) • (V  Ш  +  ё'  (*,) ■ Г  (/о).
Так как первое слагаемое лежит в нормальной пло
скости, а второе — на касательной прямой, то первое

слагаемое и равняется 
нормальной составляю
щей вектора /"(¿о) (рис. 
29):

(Механический смысл 
этой формулы заключа
ется в том, что нормаль
ное ускорение материаль
ной точки, движущейся 
по кривой С, зависит 

только от скорости: оно прямо пропорционально квад
рату скорости, а коэффициентом пропорциональности 
служит вектор кривизны.)

В нашем определении кривизна й является функ
цией точки Р, но часто удобно считать, что она зави
сит от естественного параметра 5 или от того же па
раметра что и функция f. Найдем выражение кри
визны через первую и вторую производные функции 

' (Г а о))х '/. Ясно, что k(t0) =  | (ío) [2 

угол между векторами f'(to) и ,

\ (f"(to))4 =  \f"(to)\- s in« 

Окончательно получаем 

k(t0)

или, короче,

Обозначим через а  
’(t0). Тогда 

|Г(*о)ХГ «о)|
IГ (*о)|

Г  (/о) X г  (/о) |
I Г  (*о)|3

IГ X Г I



Пример. Кривизна плоской кривой, заданной урав
нением в явном виде у =  Цх) ,  вычисляется по фор-

I I Т  Г

муле к =  /2 • Отметим, что в тех точках, где
первая производная обращается в нуль, кривизна 
просто равна модулю второй производной: к =  | / " | .

Пусть в точке Р кривая С имеет ненулевую кри
визну. Как мы видели, векторы /'(¿о) и Г  (¿о) всегда 
лежат в плоскости, натянутой на векторы < и л. Эта 
плоскость называется со
прикасающейся плоско
стью кривой С в точке Р 
(рис. 30, 31). В качестве 
нормального вектора к 
ней можно взять единич
ный вектор Ь — / X  я, ко
торый называется векто
ром бинормали в точке Р.
Нетрудно видеть, что в 
каждой точке кривой С, 
где кривизна отлична от 
нуля, векторы t, п, Ъ об
разуют правую тройку взаимно ортогональных век
торов. Эта тройка векторов называется базисом  
Френе. (Другие названия: репер Френе, трехвектор- 
ник Френе, сопровождающий трехвекторник и т. п.) 
(рис. 32). Очевидно, что

и Г  (<о) X  Г  (/о) 
1 Г 0 о ) Х Г ( * о ) |  '

Соприкасающаяся плоскость плоской кривой 
всегда совпадает с той плоскостью, в которой лежит 
кривая.

Соприкасающаяся плоскость обладает одним в а ж 
ным свойством, которое можно взять за основу при 
геометрическом ее определении:

Теорема. Пусть <} — точка кривой С, близкая  
к точке Р. При стремлении точки к точке Р отно
шение расстояния 6 от точки (2 до соприкасающейся 
плоскости в точке Р к квадрату расстояния й от С2 
до Р стремится к нулю-.





Если кривизна кривой С в точке Р отлична от н уля , 
то единственной плоскостью, обладающей таким 
свойством, будет соприкасающаяся плоскость 
(рис. 33).

 ̂(Сформулированная теорема означает, что в к а ж 
дой точке кривая с точностью до величин второго 
порядка малости приближается плоской кривой — 
своей проекцией на соприкасающуюся плоскость в 
этой точке.) Этот факт мы оставим без доказатель
ства, тем более что нигде не будем его использо
вать. □

Плоскость, проходящая через точку Р и содержа
щая векторы b и t, называется спрямляющей пло
скостью кривой С в точке Р  (рис. 34).

§ 6. Кручение кривой. Формулы Френе
Пусть С гладкая кривая, a g  (s) — ее естествен

ная параметризация. В этом и двух следующих пара
графах мы будем предполагать, что во всех своих 
точках кривая^ С имеет ненулевую кривизну. В част
ности, в любой ее точке Р  =  g ( s 0) определены сопри
касающаяся плоскость и вектор бинормали

ь (So) =  t (So) X П ( s 0) =
k

Рассмотрим вектор b'(so) первой производной от 
функции b(s) .  Он ортогонален вектору t ( s0), по
скольку
Ь' (s) =  [í (s) X  я (s)]' =  Г (s) X n ( s )  +  t (s) X  n' (5) =

=  t ( s ) X  « '  (s).

(Поясним третье равенство. Первое слагаемое в л е 
вой его части равно нулю, поскольку векторы Г и п 
коллинеарны (первая формула Френе).) Далее, век
тор b (sq) ортогонален вектору b (so) ввиду постоян
ства модуля вектор-функции b(s) .  Следовательно, 
вектор b (S q) коллинеарен вектору n(so).  Поэтому вы
полняется равенство вида

b' (sQ) =  — х п  (s0),
Число х называется кручением кривой С в точке Р. 
Выписанное равенство носит название «третьей фор
мулы Френе». Абсолютным кручением ¡к| в точке Р
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называется абсолютная величина вектора Ь (яо)
М  =  |6'(50Н

Кручение характеризует отличие пространственной 
кривой от плоской, поскольку, очевидно, кручение 
плоской кривой в каждой точке равно нулю. Не- 
трудно видеть, что если кручение кривой в каждой 
точке равно нулю, то эта кривая лежит в некоторой
плоскости (рис. 35).

Абсолютное кручение можно определить более 
геометрически. Если С — близкая к Р точка кривой 
С а 0 _угол между соприкасающимися плоскостями

Ь = сопэ!

Рис. 35

а р ~* Iх !

кривой С в точках Р  и (3, то при стремлении точки (2 
к точке Р отношение угла 0 к расстоянию между  ̂ <2 
и Р стремится к определенному пределу, который и 
равен абсолютному кручению кривой С в точке Р

(рис. 36): Нгп тгр- =  1 к I-
С Р ^

Кручение допускает и несложное кинематическое 
истолкование. Представим себе, что некоторая пло
скость перемещается в пространстве, причем ее фик
сированная точка с единичной скоростью движется 
по кривой, фиксированная прямая в каждый момент 
времени касается кривой в этой точке, а сама пло
скость все время является соприкасающейся пло
скостью кривой. Тогда такое перемещение будет ре
зультатом поступательного движения и двух враще
ний— вращения этой плоскости вокруг бинормали 
и ее вращения вокруг касательной. Угловая^ скорость 
первого вращения равна кривизне^кривой, а вто
рого — абсолютному кручению кривой в точке сопри
косновения. Знак кручения связан- с направлением



вращения: в случае, когда вращение происходит про
тив часовой стрелки, если смотреть из конца каса
тельного вектора, то это плюс, а если по часовой 
стрелке — то минус (рис. 3 7 ).

Полученные нами ранее вы
ражения для производных по ес
тественному параметру вектор- 
функций t  и 6 представляют со
бой две из трех формул Френе 
(называемых также формулами 
Френе — Серре). Эти формулы 
дают разложение по базису Фре
не {*, п, Ь} производных от вхо
дящих в него векторов:

*' (5) =  & (х) п (в),
п' (5) =  -  к (5) * (.5) +  X (5) Ъ (5),
Ь' («) =  — К ($) п ($).

Первая и третья формулы нам уже известны. Вторая 
формула из них следует:

я' =  ( Ь X t У  =  Ь ' X t  +  Ь X t '  =
=  — х (га X  0  +  £ (6 X  п) =  кЬ —

Иногда, имея в виду уравнение кривой г =  е ( 5) 
к числу формул Френе относят и формулу t  =  г'.

§ 7. Вычисление кручения

Пусть по-прежнему £($)— естественная парамет
ризация гладкой кривой С, имеющей в каждой точке 
ненулевую кривизну.

формулами*Френе;3 КРУте"ИЯ КрИВ° Й °

в '  (*) =  #, § "(з) =  кп, 
ё'"  («) =  (кп)' =  к'п +  Ы  =

=  ¿ 'я  +  к ( -  ы  +  *Ь) =  -  кЧ +  к'п +  кхЬ.

^ Д см°трим тепеРь смешанное произведение (#',
если ппиККаК смешанное произведение не изменится, 
если прибавить к одному сомножителю или вычесть

14*



из него линейную комбинацию двух других, то
(р' (S) в"  (S), (S)) =  (t, kn, -  kH +  k'n  +  kxb) =  
( g ( s ) , g K ) , g  = i t t k n > k Kb )  =  k'-(s)-*{s).

Окончательно получаем
(*'. g", g"') x = ------ p

В этой формуле k и х  являются функциями пара-

1 Мы нашли короткую формулу для вычисления 
коучения кривой, но ею можно пользоваться, только 
если кривая снабжена естественной параметризацией, 
а это бывает на практике крайне редко. Выведем 
формулу для кручения при произвольной параметри-

ЦПусть f i t ) — произвольная, a g(s) естественная 
параметризации кривой С, связанные заменой пара

метра s =  ^( t )  =  \ \ f ' ( x) \ dx.  Тогда непосредственным
а

вычислением убеждаемся в том, что

Г (t) =  g'  (s) • V  (0 .
/" (/) =  g" (s) • [ф' (t )f  +  g' (s) V  (0 .

f "  (t) =  g'"  (s) • [it)' (013 +  (s) V  (0 ■ф" (0  +  S ' ( s)

Отсюда следует, что g
(/', f", =  ё"’ s'") ■ V 6.

при этом =  Пользуясь этим и тем, что
£ _  IГ X f" 1 д из формулы для кручения в естествен
ной параметризации получаем окончательно

_  (Г, Г. Г")
% — I f ' X f ' T  ■

Это формула для вычисления кручения в произволь
ной параметризации.

§ 8 . Натуральные уравнения кривой
С каждой гладкой кривой, кривизна которой во 

всех точках отлична от нуля, мы связали три функ
ции: s( t ) ,  М О. х ( 0 .  к0Т°Рые могут быть наидены 110



произвольной параметризации f ( t )  этой кривой. Спра
шивается: определяют ли эти функции полностью кри
вую и нет ли между ними каких-либо соотношений?

Мы можем наложить на них только тривиальные 
ограничения. Функции эти непрерывны, кроме того, 
k(t )~> 0, s'(t)^>  0 при любом /. Легко видеть, что от 
трех функций можно перейти к двум, взяв за пара
метр длину дуги s. Тогда k(s)  и x(s) будут функ
циями, связанными непосредственно с кривой (и на
правлением на ней). Нам остается узнать, определяют 
ли они кривую однозначно и нет ли между ними ка
ких-либо соотношений (таких, как sin' =  cos и sin2 4 - 
-|- cos2 =  1).

Теорема. Пусть С\ и С2— две гладкие кривые, 
имеющие одинаковую длину, и g'i(s), g2(s)— ux есте
ственные параметризации. Если в соответствующих 
точках эти кривые имеют одинаковые кривизну и кру
чение:

( s ) ^ k 2(s), xl (s) =  x2(s),

то существует наложение, переводящее кривую Су 
в кривую С2. Другими словами, кривизна и кручение 
определяют кривую с точ
ностью до положения в 
пространстве.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Совместим наложением 
реперы Френе обеих кри
вых в начальных точках, 
соответствующих значе
нию параметра s =  0 : 
пусть g l (0) =  g2( 0),
МО) =  *2(0), п\ (0) =  Рис. 38
=  «2(0 ), 6 1(0 ) = 62(0).
В этих условиях требуется доказать, что кривые со
впадают: g i ( s ) = g 2(s). Мы будем рассматривать t u 
t2, щ, п2, bi, Ъ2, k\, k2, хь %2 как функции параметра s, 
но для краткости всюду опустим аргумент (рис. 38).

Рассмотрим функцию £(s), определенную по фор
муле

i  (s) =  í, • t¡ +  Щ ■ n2 +  &1 • &2-

Докажем, что эта функция — постоянная. Для этого 
продифференцируем |(s ) ,  пользуясь формулами



Френе, и приведем подобные:
I' (s) =  t[ ■ t 2 +  * г  t'2 +  n[- n2 +  «! ■ К  +  К ■ Ъ2 +  bi ■ Ь'2 =

-- ¿ 1 « ! # 2 +  k2txn2 —  (&1* 1 ~~ ^ i& l )  Я 2 (& 2^2  ^ ^ 2)  Щ
— у,хп1Ъ2 — кфхЩ, =  0 .

Следовательно, g(s) =  £(0) =  3. Это означает, что 
t l ( s ) = t 2{s),  т. е. g [ ( s ) ^ g 2{s). Поскольку у вектор-
функций gi (s)  и g2(s) в каждой точке равны произ
водные и совпадают их начальные значения (g'i(O) — 
=  g2(0)), то эти функции равны: g x (s) =  g2(s) . Тео
рема доказана. □

Можно показать, что между кривизной и круче
нием нет нетривиальных соотношений. Более точно, 
для любых непрерывных функций h(s)  и r |(s) , опре
деленных на отрезке [0,5], первая из которых поло
жительна, существует гладкая кривая С, кривизна и 
кручение которой определяются этими функциями.

k =  h(s), x =  r|(s).
Доказательство этого факта мы не приводим. Оно ис
пользует теорему существования решения у̂  системы 
обыкновенных дифференциальных уравнений.

Соотношения k =  h(s),  x =  T|(s ) называются на
туральными уравнениями кривой С. Их достоинство 
заключается в том, что они никак не зависят от вы
бора координат.

Как мы уже знаем, кривая С ими определена одно
значно с точностью до положения в пространстве.

Г л а в а  II

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н А Я  ГЕОМЕТРИЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ

§ 1. Элементарные поверхности в евклидовом 
пространстве. Способы их задания

Пусть Ф — множество в евклидовом пространстве 
R3 Множество Ф называется элементарной поверх
ностью, если при проекции на некоторую плоскость 
оно взаимно однозначно и взаимно непрерывно ото
бражается на открытую область в этой плоскости 
(рис. 39).

Примеры. 1. Любая плоская область является эле
ментарной поверхностью.



2. Сфера не является элементарной поверхностью, 
хотя таковой будет всякая достаточно малая сфери
ческая область.

Если мы фиксируем плоскость, фигурирующую 
в определении элементарной поверхности, то получим 
возможность явно задать элементарную поверхность 
Ф. Пусть П — рассматриваемая плоскость. Введем 
в пространстве декартову систему координат хуг  так, 
чтобы плоскость П совпадала с координатной пло
скостью ху. Тогда проекция на плоскость П точки 
с координатами х, у, г  будет иметь координаты х, у, 0 .

Если область U сг П — образ элементарной поверх
ности Ф при проекции на П, то множество Ф будет 
графиком некоторой непрерывной функции f (x, y) ,  оп
ределенной в области U. Поэтому множество Ф можно 
задать уравнением

Такое задание называется явным, а само уравнение 
называется уравнением элементарной поверхности Ф 
в явном виде (рис. 40).

Для многих целей элементарную поверхность Ф 
удобно рассматривать как образ области и  при ее 
отображении в пространство Й3, которое точке с ко
ординатами х, у  ставит в соответствие точку с коор
динатами х, у, 1(х,у) .  Это пример параметрического 
задания элементарной поверхности Ф.

Вообще, если элементарная поверхность Ф яв
ляется образом плоской области V при непрерывном 
взаимно однозначном отображении Р: У —>-Я3, то это 
отображение Р называется параметризацией элемен
тарной поверхности Ф. Элементарная поверхность,

Z

Рис. 39 Рис. 40

z  =  f(x,  у).



снабженная параметризацией, называется параметри
зованной элементарной поверхностью. Координаты в 
плоскости I?2, в которой лежит область V, будем для 
определенности обозначать буквами и и и. Значе
ниями двух параметров и и о полностью определяется 
положение любой точки Р на поверхности: Р =
— Р{и , и). Числа и И и будем также называть вну
тренними координатами точки Р. Если точка Р имеет 
координаты х, у , г, то при изменении параметров и 
и V координаты х, у, г  тоже будут меняться — каждая 
из них является некоторой функцией от и и у:

*  =  / , ( « ,  о ) ,  0  =  Ы « .  *0.  2  =  М « .  ®). ( О

где /ь /2. / з — непрерывные числовые функции, задан
ные в области V. Функции /ь /г, {з полностью описы
вают параметризацию Р и называются ее координат
ными функциями. Соотношения х =  1\, у = ^ и ,  г =  Ь 
называются уравнениями параметризованной элемен
тарной поверхности Ф (рис. 41).

Для нас основной интерес будут представлять эле
ментарные поверхности, обладающие параметриза
цией с некоторыми дополнительными свойствами. 
Пусть .Р: V-»- И3 — параметризация элементарной по
верхности Ф, а / ь Ь, Ь — ее координатные функции. 
Если, во-первых, функции /г, /з непрерывно диффе
ренцируемы и, во-вторых, при каждом значении па
раметров и и и в точке (и, у) не обращается в нуль 
по крайней мере один из трех определителей

Рис. 41

д/, дЬ д}2 <5/3
ди ди д и ди ди ди

д}е ди дЬ
до ди

д}2 д}3
ди ди до до

то параметризация Т7 называется регулярной.



Элементарная поверхность, обладающая регуляр
ной параметризацией, называется гладкой. При не
обходимости мы будем требовать от поверхности без 
дополнительных оговорок повышенной гладкости, т. е. 
существования у функций ¡\, ¡2, /з непрерывных ча
стных производных всех порядков до п включительно, 
при некотором п ^  2 .

В случае явно заданной элементарной поверхности 
имеется простой достаточный критерий гладкости.

Рис. 42

Если г =  [ (х, у)  — явное уравнение элементарной по
верхности Ф, то для того, чтобы Ф была гладкой, до
статочно, чтобы функция ! была непрерывно диффе
ренцируемой. (Обратное, вообще говоря, неверно.)

Рассмотрим произвольное взаимно однозначное и 
взаимно непрерывное отображение <р некоторой пло
ской области № на область V (рис. 42):

<р: ХР-*У,  (I, л )’- * ( « .  о).

где и =  ф1 (Е, г]), V == фг( »̂ Л)• Если /7: па
раметризация элементарной поверхности Ф, то сквоз
ное отображение в:  Я3, определенное по формуле 
0(1,ц)== <ра(1 ,Л)).  также бУДет параметри
зацией для Ф. Говорят, что она получается из пара
метризации Т7 при помощи замены внутренних коор
динат и =  9 1 (1 , 11), У =  ф2( | , 11)-



Для того чтобы параметризация (7 (1, 11) элемен
тарной поверхности Ф, полученная заменой (и, и) =  
=  ф(£, г]) из регулярной параметризации Т7, была 
также регулярной, необходимо и достаточно, чтобы 
замена была неособой, т. е. чтобы функции ф[ и фг 
были непрерывно дифференцируемы и якобиан за
мены не обращался в нуль:

д<Р1 д<р2
дида

д ф! <3ср2 Ф  0 .
ди да

(Для доказательства воспользуйтесь правилом диф
ференцирования сложных функций.)

Всюду ниже в этой главе мы для краткости будем 
пользоваться термином поверхность, имея при этом 
в виду только гладкие элементарные поверхности.

§ 2. Вектор-функции двух переменных
В предыдущем параграфе мы рассмотрели различ

ные способы задания поверхностей. Они связаны 
с некоторой системой координат в пространстве и ис
пользуют числовые функции двух переменных. Как 
и в случае кривых, часто мы будем пользоваться бес- 
координатным способом задания, при котором для па
раметризации поверхности служит вектор-функция 
двух переменных.

Вектор-функция двух переменных определена в не
которой области И? с: К2 и ставит в соответствие каж
дой точке ( х ^ ) ^ ] ^  вектор у(х , у )  трехмерного 
пространства (рис. 43). Все, что касается пределов, 
непрерывности и алгебраических операций над та
кими вектор-функциями, дословно повторяет уже из
вестное нам о вектор-функциях одной переменной. 
Так же вводятся координатные функции VI, и2, Уз 
(рис. 44). Небольшие отличия касаются дифференци
рования: вместо одной производной у функции двух 
переменных есть две частные производные. Они обо
значаются путем добавления к обозначению исходной 
функции нижних индексов, соответствующих перемен
ным, по которым производится дифференцирование:
*>х(х, у), VI, {х, у), а также и'х (х, у), дхи и т. п.



Отметим, что если вместо х н у ,  стоящих в скобках, 
можно подставлять конкретные числа, то х и у, стоя
щие в качестве индексов, образуют единой символ  
с обозначением функции.

Рис. 43 Рис 44

Частные производные координатных функций функ
ции V (л:, у) совпадают с кооодинатными функциями 
ее частных производных.

Если Р: V Я3 — параметризация поверхности Ф, 
то вектор-функция /, определенная по формуле

/(и, о) =  5 7 ( ^ 7 ) ,
называется векторной параметризацией поверхности 
Ф (рис. 45), а соотношение

г — /  {и, а)

называется ее векторным уравнением. В силу непре
рывности функции Ё вектор-функция /  также непре
рывна. Если поверхность Ф гладкая, а Р  — ее регу
лярная параметризация, то функция / непрерывно 
дифференцируема в области V, причем ее частные



производные в каждой точке линейно независимы:

{и, V) X  /в (и, V) ф  0.

В дальнейшем мы будем пользоваться только вектор
ными параметризациями, причем, как и в случае кри
вых, не будем различать точку и ее радиус-вектор и 
будем использовать запись \ (и,  V)  =  Р вместо/(«, и) =

=  ОР.

§ 3. Кривые на гладкой поверхности

Пусть Ф — гладкая поверхность, заданная уравне
нием

Г =  /(«, и),

где /: У -> Я 3 — ее регулярная параметризация. Пусть 
ы =  ср1(*), у =  {р2(0  — уравнения некоторой парамет-

Рис. 46

ризованной кривой С в области V. На поверхности Ф 
кривой С соответствует кривая C =  f ( C) ,  которая 
в пространстве задается векторным уравнением

г  =чН0>

где г|)(0 =  7(ф1(0> ф г (0 )  (рис. 46).
Теорема. Если кривая С гладкая, то и кривая  С

тоже будет гладкой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Во-первых, ясно, что если 

функции f ( u , v ) ,  ф1(0 и фг(^) п Раз непрерывно диф
ференцируемы, то и их композиция будет п раз 
непрерывно дифференцируемой. Далее, воспользуемся



равенством

^  (О =  К  (ЧР1 (0 . Ф2 (0 )  • (0  +  и  (ф, (0 . Ф2 (0 )  ' Ф2 (0 -  (2)

Так как в любой точке (и, и) векторы частных прои з
водных / ц и линейно независимы, и при любом / 
хотя бы одно из чисел ф, (/), ф ,(0  не равно нулю, то 
и ф '(/) 0. Следовательно, ф ' ( 0  есть регулярная па-

раметризация кривой С, которая, таким образом, я в 
ляется гладкой. Теорема доказана. □

Параметрические уравнения кривой С в области V
«  =  ф! ( / ) ,  И = ф о ( 0

называются внутренними уравнениями  кривой С  на 
поверхности Ф.

Особый интерес представляют кривые, которые я в 
ляются образами отрезков в области V, параллельных 
осям координат (рис. 47).
Они задаются внутренними 
уравнениями вида

ы =  /, u =  o0 =  const;
и =  и0 — const, v =  t

и называются координатны
ми линиями на параметри
зованной поверхности Ф. Рис. 48 
Мы теперь можем дать гео
метрическое истолкование векторов частных п роиз
водных функции /(и, и). Из формулы (2) видно, что 
векторы fu(uo,vo) и / о(ы0, ио) — касательные к коорди
натным линиям в точке Р  — f(uo,Vo) . Поскольку по
верхность Ф гладкая, a f ( u , v )  — ee регулярная 
параметризация, то векторы fu{uo,v0) и f v { u0, v 0J



неколлинеарны, и угол между ними равен углу между 
координатными линиями в точке Р (рис. 48).

В дальнейшем мы будем рассматривать только 
гладкие кривые на поверхности, заданные своими ре
гулярными параметризациями.

§ 4. Касательная плоскость поверхности

Пусть Ф с  К3 — гладкая поверхность, а Р  — неко
торая ее точка. Говорят, что прямая касается поверх
ности Ф в точке Р, если она является касательной 
прямой в точке Р  некоторой кривой, лежащей в по
верхности Ф и проходящей через точку Р  (рис. 49).

Теорема 1. Все прямые, касающиеся поверхности 
Ф  в точке Р, лежат в одной плоскости.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть поверхность Ф за
дана уравнением

Тогда, как видно из формулы (2) § 3, касательный 
вектор в точке Я =  /(ио, ^о) любой кривой, проходя
щей через точку Р  и лежащей в поверхности Ф, яв
ляется линейной комбинацией векторов частных 
производных fu(uo, оо) и / ц(ыо, Уо)-Следовательно, каж
дый такой вектор, если его отложить из точки Р,  бу
дет лежать в плоскости, проходящей через эту точку 
и содержащей векторы /„(м0, и о) и fv(uo,v 0) (рис. 50). 
Ясно, что в этой же плоскости лежат и все рассматри
ваемые касательные прямые. Теорема доказана. □

Плоскость, в которой лежат все прямые, касаю
щиеся поверхности Ф в точке Р,  называется касатель
ной плоскостью. Мы будем обозначать ее через ТРФ.

Если г  — / (« ,  и) — уравнение поверхности, то в ка
честве нормального вектора к касательной плоскости

Рис. 49 Рис. 50

г  = / ( « ,  а).



в точке Р =  1(иц, ио) естественно взять векторное про
изведение fu{Uo, У0)Х М и о ,  ио), поскольку векторы 
М но, ^о) и Мио, о0) заведомо в ней лежат (рис. 51). 
В этом случае векторное уравнение касательной пло
скости имеет вид

( г  —  /  (и 0, и 0) .  /и  (« 0 . V о), / 0 (« о , у 0))  =  0 .

В координатах это уравнение принимает вид

где х0 =  ¡ 1  («о, Уо), ¿/о =  /г («о, и0), г0 =  /з(«о, «о). Ц и 
ничный вектор нормали к поверхности в точке Р  о ре- 
деляется по формуле

Эта формула задает нормаль поверхности Ф как век
тор-функцию внутренних координат и и и (рис. 52).

Касательная плоскость с точностью до величин 
первого порядка малости приближает поверхность 
в данной ее точке. Более точно, пусть (2 — точка по
верхности Ф, близкая к точке Р. При стремлении 
точки <2 к точке Р отношение расстояния к от точки <3 
до касательной плоскости Грф'/с расстоянию от ф до  
Р стремится к нулю:

X — х0 У — у о г  — г„
Ь»иЛ («о, »о) <Эи/2 («о. »о) д ии  («о, »о) =  0 , 
дъ!\ («о, 0о) д ьи  («о, »о) <ЭаЬ («о, »о)

и х .  и
\ f uXf v \

П(“1,ЦУ

П(“4,Ч>
Р ис. 51 Р ис. 52

Нт -775- =  0.

Касательная плоскость — единственная, о б л а д а ю 
щая этим свойством (рис. 53).



Доказывать этого мы не будем.
С касательной плоскостью в точке Р  связано одно 

очень удобное явное задание поверхности Ф в неко
торой малой окрестности этой точки.

Теорема 2. Пусть Ф — гладкая поверхность и Р — 
произвольная ее точка. Рассмотрим декартову систему 
коо'рдинат, начало которой совпадает с точкой Р, 
а ось г  направлена по нормали к поверхности. (При 
этом оси х и у  окажутся лежащими в касательной

плоскости ТРФ.) Тогда у  точки Р найдется окрестность 
в  поверхности, которую в координатах х, у, г  можно 
задать явным уравнением

где  функция ¡ { х , у )  определена и непрерывно диффе
ренцируема в некоторой достаточно малой окрестно
сти точки (0,0) на плоскости х, у, причем в самой 
точке (0, 0) имеют место соотношения

Кроме того, если поверхность Ф допускает п раз не
прерывно дифференцируемую регулярную параметри
зацию, то функция ¡ ( х , у )  тоже п раз непрерывно 
дифференцируема (рис. 54).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть поверхность Ф за
дана уравнениями

Рис. 53 Рис. 54

2  =  / ( * ,  У),

/ (0 , 0) =  М 0 ,  0) =  / ,(0 ,  0) =  0.

{ * = М “ > V),
у  =  ?2{и, V), 

г  = / 3 (и, и),



Ф О .

причем fx ( uq, у0) =  /2 («о, v0) =  /3 («о, Уо) =  0. Рассмот
рим проекцию поверхности Ф на плоскость ху.  При 
этой проекции точка с внутренними координатами 
(и, v) отображается в точку с координатами f i (u, v) ,  
Ым, v).  Рассмотрим векторы частных производных 
(где dufi = ( f i ) u  и т. д.):

fu =  idJu  d j 2, d j 3), 
h  =  (dvfi, d vf2, d j 3).

Поскольку, в силу выбора системы координат, век
торы fu(uo,Vo), f v (uo,vo) лежат в плоскости ху,  то

д и!ъ («о- и0) =  д J 3 («о, v0) =  0.

Следовательно, в силу линейной независимости векто
ров /и(ы0, ^о) и /„ ( н 0, у0) получаем

d uf  1 («о, fo) d uf 2 ( и 0, у 0) 

d v f  1 (wo, у о) ^ 0/2  (ыо> v 0)

Если мы рассмотрим теперь отображение области 
V в плоскость ху,  заданное формулами

x =  f x{u,v) ,  y  =  f2( u, v ) ,

то из теоремы об обратной функции будет следовать, 
что в некоторой окрестности Uq точки (0,0) опреде
лено обратное отображение и — щ { х , у ) ,  v =  ф2(х, у).  
Теперь ясно, что искомую функцию / можно опреде
лить по формуле

/ ( * >  */) =  / 3(<Pi(*.  У),  ф2 ( * .  У))-

То, что /(0 ,0 )  =  0, очевидно. То, что /*(0,0) =
— М  0,0) =  0, следует из того, что в точке (и0, и о) =  
=  (ф1 (0, 0), ф2(0, 0)) частные производные функции 
/з обращаются в нуль. Наконец, если параметризация 
f ( u, v )  непрерывно дифференцируема п раз, то вместе 
с ее координатными функциями f u /2 п раз непре
рывно дифференцируемы функции ф! и ф2. Теперь 
функция / непрерывно дифференцируема п раз как 
композиция функций фь ф2 и п раз непрерывно диф
ференцируемой функции /3. Теорема 2 доказана. □  

Направления на поверхности. Пусть I — некоторая 
прямая, проходящая через точку Р  поверхности и ле
жащая в касательной плоскости ТРФ. Будем говорить, 
что кривая С на поверхности проходит через точку Р



в направлении прямой I, если I — касательная кривой 
С в точке Р  (рис. 49). Если через точку Р проходят 
две кривые С х и С2, то углом между ними назовем 
угол между их касательными в этой точке. Очевидно, 
что угол между кривыми зависит только от их на- 
правлений в точке Р  (рис. 55).

Рассмотрим плоскость, перпендикулярную каса
тельной плоскости ТРФ  и пересекающую ее по пря
мой I, которая по-прежнему проходит через Р. Из 
доказанной выше теоремы 2 следует, что пересечение

этой плоскости с достаточно малой окрестностью 
точки Р на поверхности является гладкой кривой (это 
график сужения функции { из теоремы на прямую /) 
Эта кривая называется нормальным сечением поверх
ности Ф в точке Р в направлении прямой /. Оче
видно, что I — касательная прямая этого нормального 
сечения. Более общим образом, касательная к кривои 
на поверхности всегда лежит в пересечении соприка
сающейся плоскости кривой и касательной плоскости 
поверхности (рис. 56). (Проверьте это!)

§ 5. Первая квадратичная форма поверхности.
Измерение длин кривых и углов между ними

Длина кривой на поверхности. Пусть ф  — гладкая 
поверхность, заданная векторным уравнением г 
=  /(ы, V ) .  Рассмотрим гладкую кривую С на поверх
ности Ф заданную внутренними уравнениями и =  
=  ф1( 0 .  ’ О =  ф а(0 . где Нас интересует
длина 5  кривой С. В пространстве кривая С задана 
векторным уравнением г =  ср(0> гДе <р(0 =  / (Ф '^ Ь  
ф2( 0 ) -  Теперь длину 5 можно найти по известной
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формуле, см. § I. 4:
ь

5 =   ̂I ф' (О I М .
а

Вычислим длину вектора (р'((). По формуле (2) § 3

ч>' (0 =  Г и (ф. (О, ф2 (0) • ф! (0 +  /„ ( ф ,  (0, ф2 (0) • ф2 (0.
или, более коротко,

ч>' =  7« (фр ф2) • ф! +  и  (ф,. ф2) • Фз-
Далее получаем, для краткости опуская /,
IФ ' ( 0 12 = !  ¥  12 =  ф ' - ф '  =

(ф,- ф2) ф;2+ 2  /„  (фр ф2) и  (ф,  , ф2) Ф;Ф; + ц  (ф г  ф2) Ф; 2.

Введем обозначения. Положим 
Е{и,  и) =  Ц (и, V),

Р ( и .  ъ )  =  ! и ( и ,  V)  • / , ( « ,  V) ,

О (и, и ) = / 2 (Ц) у).

Тогда формула для квадрата длины вектора го'(Л 
примет вид
I <р' (0 |2 =  Е (Фр ф2) Ф;2 +  2Р (Ф], ф2) ф[ф' +  С (ф,, ф2) Ф;2.

Наконец, подставляя корень из этого выражения в 
формулу длины, получим: 

ь _______________
5  =  5 л / я  (Фр ф2) фГ +  ж  (Ф„ ф2) Ф;Ф' +  с  (Фр ф2) ф'2 л .

(*)
Имея в виду внутренние уравнения кривой С и опу
ская для краткости аргументы у функций Е, р ,  в ,  эту 
формулу часто записывают так

5 = $  л М т г Г +  » " ■ £ - * ■  + о  ( - ё у *  -

ь

=  5 V 2 Р и ^ ( +  Л .
а



(Но нельзя забывать, что Е, F и G — это не числа, 
а числовые функции , зависящие от внутренних коор
динат и и v\)

Первая квадратичная форма поверхности. На пер
вый взгляд, формула (*) кажется сложнее, чем ис-

Г ^ходное выражение S  ̂ \<f'\dt .  Однако полученная
формула (») имеет следующее важное преимущество: 
в ней выделены функции Е, F и G, которые не зави
сят от выбора кривой С, а зависят только от поверх
ности и ее параметризации. Если ищутся длины сразу 
нескольких различных кривых на поверхности, то 
удобно сначала найти функции Е, F и G, а потом под
ставлять В формулу (*) ФУНКЦИИ ф! ( 0 .  Фг(0 и пРе" 
делы интегрирования, которые отвечают той или дру
гой кривой.

Кроме того, эта формула дает возможность гово
рить о длине кривой на поверхности, когда известны 
ее внутренние уравнения и функции Е, F и G, а точ
ный вид параметризации неизвестен (т. е. не задан 
точный вид поверхности). Это важно при общем изу
чении поверхностей (ср. § 12).

Определение. Функции Е, F, G называются коэф
фициентами первой квадратичной формы поверхности 
ф , а сама первая квадратичная форма I определяется 
по формуле

I (фр Фг) =  Е ' ф|2 +  ‘ ч'\Уг +  G ‘ ф2 •
(Другое название — первая основная или первая фун
даментальная форма поверхности.) Можно заметить, 
что матрица

(Г о )
является матрицей скалярного произведения в каса
тельной плоскости к поверхности, записанная в ба
зисе f u . f v -

Пример. Д ля поверхности, заданной явным уравне
нием z  =  f ( x , y ) ,  коэффициенты первой квадратичном 
формы имеют вид:

Е(х,  у) =  \ + Р х (х, у),

F(x,  y) =  fx (x, У) ■ fu (x, У),
G (х, у) =  1 +  f* (х, у).



Угол между кривыми на поверхности. Пусть С х 
и С2— две кривые на поверхности Ф, заданные своими 
внутренними уравнениями

« =  Ф ,(0 ,  v=<p2(t); ы =  г М 0 .  г '= 'Ф 2 (0-

Если С] и С2 проходят через одну и ту же точку 
7> =  /(ио, г>о) на поверхности, то при помощи коэффи
циентов Е,  / \  С первой квадратичной формы можно 
найти угол 0 между этими кривыми в точке Р  (он ра 
вен углу между касательными прямыми этих кри
вых). Если Ио =  ф 1 (М =  ф1 (т0) , £>0 =  ф2(*о)= ^ 2 (то), 
то

п _  ф' « о )  • Г  (То)
I Ф ' ( * о )  I • I (То) Г  

где, как и раньше, <р' =  /ц ■ +  /„ • ф2 и Ц>' =  / иг|>{ +  ■ 
"Ь — касательные векторы к кривым С{ и С2. 
Положим для краткости

Ч>'=Ч>'(*<>)’ Ч>1 =  ф1(/о)- 
^1>' = Ч > '  ( х 0) ,  ^  =  ^ ( т о)-

fu(U■0> «о), / в ==/и(^0> щ),
£  =  £  (и0, гд>), ^ =  ^(«0, Уо), Сг =  О(ы0> и0).

Тогда скалярное произведение в числителе рассматри
ваемой дроби можно найти по формуле

ч>' • 1|>' =  (ф;/„ +  Ф^„) • +  ¥ 210) =

=  Е ■ фМ  +  Е (ф ^2  +  Ф-Ж) +  0 Ф2^2-

Длины векторов ф' и г])' находятся по формулам

I ф' I =  ^ Е ф;2 +  2/?Ф;Ф' +  а ^ 2 = .  ^ / \  (Ф;, <$,

I ч>' I =  +  +  =  V 1 М * ^ ) -

Выясним теперь геометрический смысл коэффи
циентов первой квадратичной формы. £ и б  пред
ставляют собой квадраты масштабов координатных 
линий — длины малых дуг координатных и- и и-ли- 
ний примерно в л/Е  и У  О раз больше соответствую
щих дуг в области V. Геометрический смысл



коэффициента F сложнее:
^  l - l f i l - c o s  (й,

где 0J — угол между координатными линиями. От
сюда

Fcos ш =  .—  . 
л/ E G

В частности, чтобы координатные линии в каждой 
точке были ортогональны, необходимо и достаточно, 
чтобы F =  0.

Выясним геометрический смысл выражения
^ EG — F2, которое понадобится нам в дальнейшем: 

EG — F2 — f i f i  -  f i f i  cos2 со =  f i f i  s in2co =  (f„ X  f„)2.

Таким образом, число л / E G — F2 равняется площа
ди параллелограмма, натянутого на векторы част

ных производных fu и fv 
(рис. 57).

Внутренняя геометрия 
поверхности. Подведем 
итоги. Как мы видели, для 
определения длины кри
вой на поверхности со
вершенно не нужно знать, 

Рис. 57 что из себя представляет
поверхность. Достаточно 

знать ее первую квадратичную форму. Это же отно
сится и к углу между кривыми. Как мы увидим 
в § 10, площади фигур на поверхности тоже могут 
быть найдены только по коэффициентам Е, F и G. Го
ворят, что первая квадратичная форма отвечает за 
внутреннюю геометрию поверхности. (Подробнее 
см. § 12.)

На поверхности внутренние координаты можно вы
бирать многими способами. С точки зрения вычисле
ний было бы разумно выбрать их так, чтобы упро
стить коэффициенты первой квадратичной формы.

Оказывается, что на всякой поверхности коорди
наты можно ввести так, чтобы Е (и, v ) =  1, F(u,  v) =  0. 
При этом функция G(u, v) ,  в принципе, может быть 
любой положительной. Такая система называется по- 
лугеодезической (см. § 15).



Другой удобный вид координат — изотермические 
или конформные координаты. В этой системе F(u,  v) s= 
=  О, E( u , v )  =  G( u , v ) .  Эти координаты замечательны 
тем, что лежащие в области V прообразы «маленьких 
фигур» на поверхности Ф почти подобны им, а углы 
между кривыми сохраняются.

Наконец, упомянем чебышевские координаты: 
в них E ( u , v ) == G(u,  и) =  1. Здесь длины координат
ных линий вообще не меняются, a F( u , v )  равняется 
косинусу угла между координатными линиями: F =  
=  cos со. Эти координаты применяются в задачах, 
связанных с раскроем (ткани, металла и т. п.).

§ 6. Кривизна кривой на поверхности. Вторая 
квадратичная форма

Пусть Ф — гладкая поверхность, параметризован
ная вектор-функцией f ( u, v) ,  а С — гладкая кривая на 
этой поверхности, заданная своими внутренними урав
нениями u — y x(t),  v =  q>2 (t),  которым соответствует 
ее параметризация <p(t) =  /(cpb ф2) . Пусть Р =  ф(/о) — 
точка на кривой С. Най
дем формулу для кри
визны кривой С в точке 
Р. Обозначим через 0 угол 
между нормалью п по
верхности Ф в точке Р и 
главной нормалью m кри
вой С в точке Р  (рис.58).

Рассмотрим естествен
ную параметризацию 
i|)(s) кривой С. Пусть она 
соответствует внутренним Рис. 58
уравнениям u =  i|)i(s),
w =  iM s) ,  и пусть при этом /5= i | ; ( s 0). Кривизна k 
кривой С в точке Р Вычисляется по формуле (см. 
гл. I, § 5)

Чтобы найти ф"(50), продифференцируем выражение 
для i j / ( s ) :

Ч>' («) =  f a ( ^ Р  Ф2) +  f v  ( ^ Р  % )  *2-



Проделав несложные вычисления, получим 

V  (S) =  f ua (Ф р  % )  'Ф? +  2 fuv  (Ф р  'Ы  'Ф Ж  +

+  Ы 1f p  ^ 2) < + / , № >  +

При скалярном умножении на вектор га последние 
два слагаемых дадут нуль, так как первые производ
ные вектор-функции f ортогональны вектору га.

Для скалярных произведений на вектор га вторых 
производных вектор-функции f приняты специальные 
обозначения:

L(".  v ) = f uu{u, а) • п(и,  v),
М (и, v) =  fuv{u, v) ■ п{и,  у),
N (и, v) =  f vv{u> v) ■ п(и,  v),

или, короче,
L =  fuu • я, М =  fuv • га, jV f v v -n.  

Пользуясь этими обозначениями, можно записать 

k • cos 0 =  Ц>" («о) • « fai (so). («о)) =  • « =
=  L (ф,, ф2) <  +  2М (*,, -ф2) • +  Л/ (ф,, Ч>2)

где значения функций -ф,, t|>2, ф', ■»])' берутся в точке s0. 
Более краткая запись:

k • cos0 =  l  ■ -ф;2 +  2 м  • +  n  ■ ч>2*-

(Но нельзя забывать, что L, М и ЛГ— числовые функ
ции двух переменных и и и!)

Вернемся к исходной параметризации <р(0- 11°"
, , ч Ч>' (I) , , Ч>1 *Р2

скольку Ц- (S) =  ( (|/ (щ - , ТО М»! ^ Т фП"’ 2 _  ТфТ ’
где все значения берутся по-прежнему в so и to- Под
ставляя в предыдущую формулу, получим

2 f t  /2 
L ■ ф| +  2М ■ Ф[Ф2 +  N ■ ф2

k  • COS 0 = ------- 72------ 1 , , , „ 7г ■
Е ■ ф, +  2F ■ Ф!Ф2 +  G ■ Ф2

Функции L, М, N называются коэффициентами 
второй квадратичной формы, а сама вторая форма 
определяется по формуле

II (фр Ф2) — L-  ф[ +  2 М ■ Ф̂ Фг +  N ■ ц>2 .



Часто удобно считать вторую квадратичную форму 
функцией, определенной на множестве касательных 
векторов или просто на касательной плоскости ТРф.

Теперь полученное выражение для кривизны кри
вой С в точке Р принимает вид

__ П(ф,, фд)
I (<р{, Ф2 ) ' cos 9

Нормальная кривизна поверхности. Особый инте
рес представляют кривые, для которых cos0  =  ± l ,  
т. е. те кривые, чья соприкасающаяся плоскость 
в точке Р перпендикуляр
на касательной плоско
сти Трф.  Пусть I — каса
тельная прямая кривой 
С в точке Р. Рассмотрим 
плоскость, проходящую 
через / и нормаль к Ф в 
точке Р. Ее пересечение 
с достаточно малой окре
стностью точки Р на по
верхности Ф дает нам не
особую кривую С0 — нор
мальное сечение поверх
ности Ф в направлении Рис. 59 
касательной /. Если 0О —
угол между главной нормалью ш 0 к С0 и нормалью 
п к поверхности в точке Р,  то c os 0o = ± l .  Пусть 
k0 — кривизна этой кривой в точке Р.  Тогда число

kn =  kо • cos Q0 =  I I/I

называется нормальной кривизной поверхности Ф 
в направлении касательной I (рис. 59).

Теорема 1 (Мёнье). Кривизна k кривой С на по
верхности зависит только от угла  0 и нормальной кри
визны kn в направлении касательной этой кривой. Она 
может быть вычислена по формуле

cos 0

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть кривая С0 парамет
ризована вектор-функцией р(т), причем P  =  p(xo), 
а соответствующие внутренние уравнения имеют вид



и =  р 1 ( т ) , а =  рг(т). Так как в точке Р у кривых С 
и Со общая касательная, то ф/ (/0) =  ар '(т0) для неко
торого а ф О .  Следовательно, ф'(70) =  а р '(т0), ф' (¿0) =  
=  а р '( т 0). Тогда в точке Р  имеем окончательно

II (ф р  фз) _ II (орр а р ')  а 2П (рр  Рз) _

I (ф р  ф ')  I (арр  а р ')  а 21 (р ', р ')

II (р р  Ро)
—  =  Йп • С0Э 0п —

I (р^ р»)
Что и требовалось доказать. □

Нормальную кривизну кп поверхности Ф в направ
лении касательной I будем также называть нормаль
ной кривизной кривой С в точке Р  и обозначать так 
же:

Если две кривые на поверхности Ф, проходящие 
через точку Р, имеют в ней общую касательную, то, 
очевидно, их нормальные кривизны в .этой точке со
впадают.

Если й — вектор кривизны кривой С в точке Р, то 
его скалярное произведение на вектор нормали п

равно нормальной кри- 
ф I визне кривой С в точке Р:

Ы ■ п =  | к | • соэЭ =
=  к ■ соэ 0 =

Проиллюстрируем по
нятие нормальной кри
визны.

Теорема 2. Если две  
кривые на поверхности Ф 

Рис. 60 проходят через точку Р
и имеют в ней общую со

прикасающуюся плоскость, не совпадающую с каса
тельной плоскостью ТРФ, то их кривизны в этой точке 
равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть две кривые С\ и С2 
проходят через точку Р. Очевидно, что прямая, по 
которой пересекается с касательной плоскостью ТРФ 
их общая соприкасающаяся плоскость, является об
щей касательной этих кривых. Следовательно, их нор
мальные кривизны в точке Р  совпадают:

М С ,)  =  М Са).



Если 0 — угол между соприкасающейся плоскостью 
этих кривых и нормалью к поверхности в точке Р, то, 
по теореме Мёнье,

k (С,) =  | =  -1 =  k (С2),v А/ cos 0 cos 0 \ ¿n

где k(C\ ) ,  k { C2) — кривизны кривых Ci и C2 в точке P.  
Теорема 2 доказана. □

Следствие. Кривизна кривой, лежащей на п о вер х 
ности, в каждой точке равна кривизне сечения п о вер х 
ности соприкасающейся плоскостью кривой в этой же 
точке (рис. 60). □

§ 7. Соприкасающийся параболоид

Здесь мы займемся локальным описанием поверх
ности с точностью до бесконечно малых второго по
рядка.

Пусть Р  — произвольная точка гладкой поверх
ности Ф. Для изучения нормальных кривизн в точке 
Р  перейдем к явному заданию поверхности Ф. Р а с 
смотрим декартову систему координат xyz, начало ко
торой совпадает с точкой Р, 
а ось z  направлена по нор
мали к касательной плоскости 
ТРФ.  Тогда, как показано в 
§ 4, некоторая достаточно ма
лая окрестность точки Р  на 
поверхности Ф обладает яв
ным заданием

z  =  f(x,  у),

где функция f {x, y)  определе
на и непрерывно дифферен
цируема в некоторой окрестности точки (0,0) на пло
скости ху  (рис. 61), причем

/(0, 0) =  f x (0, 0) =  fy (0, 0) =  0.

Оказывается, что за счет поворота осей х и у  
можно еще более упростить ситуацию и добиться 
того, чтобы в новых координатах х и у  в точке (0, 0) 
обращались бы в нуль не только функция /  и ее 
первые частные производные, но и смешанная ча
стная производная:

Рис. 61



Вместо того чтобы доказывать это непосредственно, 
мы воспользуемся известными результатами о поверх
ностях второго порядка.

Рассмотрим функцию f ( x , y ) ,  определенную по 
формуле

f (х,  у) =  1  (fxx (0, 0) х2 +  2fxy (0, 0) ху  +  ¡уу (0, 0) ф).

Это многочлен второй степени, причем все частные 
производные первого и второго порядка у f и у / в на
чале координат равны. Нетрудно убедиться, что это

выполняется и в любой 
другой системе коорди
нат (с тем же началом).

Функция f допускает 
важное геометрическое ис
толкование: число f (x о, у о) 
равняется половине про
изведения нормальной 
кривизны поверхности Ф 
в точке Р ( 0, 0, 0) в на
правлении прямой х у о —
— ухо =  0 на квадрат рас
стояния точки (лг0, Уо) от 
точки Р.  Это можно уви
деть из формулы для 
нормальной кривизны и 

того, что коэффициенты первой и второй квадра
тичных форм в точке Р  в параметризации (и, v, f(u,  у ) ) 
вычисляются по очевидным формулам

Е — \ , F =  0, G =  l;
L =  fxx (0, 0), М =  fxy (0, 0), N =  f yy (0, 0).

Поверхность F, заданная уравнением 

z  =  f {x,  у),

называется соприкасающимся параболоидом поверх
ности Ф в точке Р. Фактически F может представлять 
собой эллиптический или гиперболический параболо
ид, параболический цилиндр или плоскость (рис. 62).

Соприкасающийся параболоид F обладает рядом 
замечательных свойств, каждое из которых можно 
было бы при его определении взять за основу.



Во-первых, как мы уже знаем, р  является граф и 
ком половины от второй квадратичной формы II 
в точке Р, если II рассматривать как функцию на 
касательной плоскости ТРФ.

Во-вторых, в точке Р  у поверхностей Т7 и Ф н ор 
мальные кривизны в любом направлении совпадают.

Наконец, при помощи формулы Тэйлора можно 
показать, что соприкасающийся параболоид Т7 с то ч 
ностью до малых второго порядка приближает поверх
ность Ф в точке Р. (Здесь мы условно причисляем 
плоскость и параболический цилиндр к параболои-

Более точно, пусть С? — точка поверхности Ф, 
близкая к точке Р, а С} '—-такая точка параболоида 
Р, что прямая <2'(3 перпендикулярна плоскости ТРФ. 
Тогда при стремлении точки ф к точке Р отношение 
квадрата расстояния от ()' до (} к расстоянию от С? 
до Р стремится к нулю (рис. 63):

ГЯНгп =  0. 
<1-*р РС}2

Соприкасающийся параболоид — единственный, о б л а 
дающий этим свойством.

Типы точек на поверхности. Можно произвести 
классификацию точек поверхности в соответствии с т и 
пом соприкасающегося параболоида. Пусть по-преж
нему Р — соприкасающийся параболоид поверхности 
Ф в точке Р.

Р  называется точкой эллиптического типа, если 
Т7 — эллиптический параболоид (рис. 64). Р  н а зы 
вается точкой гиперболического типа, если Р — гипер
болический параболоид (рис. 65). Р  называется т о ч 
кой параболического типа, если Р  — параболический



цилиндр или плоскость (рис. 67, 68). Точка Р  эллип
тического типа называется точкой округления  или 
омбилической, если Т7 — параболоид вращения 
(рис. 66). Наконец, точка Р  параболического типа 
называется точкой уплощения, если Р — плоскость.

Можно показать, что в окрестности точки эллип
тического типа поверхность лежит по одну сторону от 
своей касательной плоскости (рис. 69,а), а в окре
стности точки гиперболического типа поверхность пе
ресекается с касательной плоскостью по двум кри
вым (рис. 69,6). В окрестности точки параболиче
ского типа ничего определенного про расположение 
поверхности относительно касательной плоскости 
заранее сказать нельзя.



§ 8. Главные кривизны и формула Эйлера

Пусть £  — соприкасающийся параболоид поверх
ности Ф в точке Р. Из аналитической геометрии и з 
вестно, что поворотом осей уравнение параболоида р  
можно привести к виду

г  =  ^{1г1х2 +  &2г/2).

Рассмотрим касательную прямую I, проходящую 
через точки Р  и (х0,уо).  Нормальную кривизну по
верхности Ф в точке Р в направлении прямой I можно 
вычислить по формуле (см. § 6)

k„ 11 (*о> У о) ¿1*0 +  к2Уо 
*0 +  00

=  k 1 2 . 2  
4  +  Уо

k —*2 2 i 2 *5 + г/51 (*о> Уо)

Если обозначить через 0 угол между осью х и п р я 
мой /, то формулу можно записать в виде (рис. 70):

k n (0) =  k x COS2 0 +  &2 s i n 2 0- 

Из этой формулы следует, что если k\ <  k2, то 
k x — 'kx cos20 +  sin20 ^  kn (0) ^  k2cos2Q +  k2 sin20 =  k 2,

причем равенство в одном из неравенств может иметь 
место только в том случае, когда cos 0 =  0 или 
sin 0 =  0, т. е. когда прямая 
/ совпадает с одной из ко
ординатных осей. Если же 
k\ =  k2, то А>„(0) =  k\.

Таким образом, мы до
казали следующую теорему 
Эйлера.

Теорема 1 (Эйлер).
В каждой точке гладкой по
верхности существуют две  
перпендикулярные касатель
ные прямые 1\ и 12, в на
правлении которых нор
мальная кривизна поверхности принимает наибольшее  
и наименьшее значения k\ и £2. Если I — произволь
ная касательная прямая, образую щ ая угол  0 с п ря
мой 1\, то нормальная кривизна в направлении I вь  
числяется по формуле Эйлера

=  £, cos20 &2 sin20- □



Наибольшую и наименьшую нормальные кривизны 
поверхности в точке Р называют ее главными кри
визнами в этой точке, а направления, в которых до
стигаются главные кривизны, называются главными 
направлениями. Как мы видели, если главные кри
визны в точке Р  различны: ф  к% то главные на
правления определены однозначно и они перпенди
кулярны друг другу. Если же главные кривизны 
равны: /¿1 =  &2, то любое направление будет главным.

Гауссова кривизна и средняя кривизна. Произве
дение главных кривизн ки £2 обозначается через К  
и называется гауссовой кривизной поверхности 
в точке Р:

В то время как сам соприкасающийся параболоид 
Т7 определяется главными кривизнами /ц, &2 и глав
ными направлениями /ь /2, его тип полностью опре
деляется произведением  главных кривизн к ^ ч - К ' .  

если £1^2 >  0, то Р — эллиптический параболоид; 
если кхк2 <  0, то Р — гиперболический парабо

лоид;
если к\к2 === 0, то Р — параболический цилиндр или 

плоскость.

Таким образом, тип точки Р на поверхности пол
ностью определяется гауссовой кривизной К  поверх
ности в этой точке:

если К >  О, то Р  — точка эллиптического типа
(рис. 71, 72);

если К  <  0, то Р — точка гиперболического типа 
(рис. 73);

если К =  0, то Р — точка параболического типа 
(рис. 74).

К  =  к1 ■ /г2.

т к2  ̂® к,,к2< О
Рис. 72Рис. 71



Полусумма главных кривизн Ы\, &2 обозначается 
через Я  и называется средней кривизной  поверхности 
в точке Р :

и  (¡2
=  2 ■

(Из формулы Эйлера следует, что число И равняется 
нормальной кривизне в направлении биссектрисы 
угла, образованного главными направлениями.)

/г, > о , к2< О 

Рис. 73 Рис. 74

Глрвные кривизны ¿ 1, £2 в точке Р  полностью 
определяются гауссовой кривизной К  и средней кри
визной Н : по теореме Виета и &2 являются кор
нями уравнения

*2 -  2Их +  К  =  0.
Заметим еще, что Р  является точкой округления тогда 
и только тогда, когда Н — К, а точкой уплощения — 
тогда и только тогда, когда 
Н =  К =  0.

Наконец, отметим одно 
важное свойство главных 
направлений. Мы сформу
лируем его в том виде, в ко
тором оно будет нами ис
пользоваться в § 11.

Теорема 2 (Родриг).
Пусть f { u , v )  — параметри
зация гладкой поверхности Ф, и Р  =  / ( Ыо,у0) — точка 
на поверхности. Если направления координатных л и 
ний в точке Р  являются главными, то выполняются 

■равенства
Пи («0, ^о) =  — К!и («0. щ), 
п о (м0> у о) =  (и 0, Vо),

где и £2— главные кривизны в точке Р  (рис. 75).

15 а . Д . Александров, Н. Ю. Нецветаев



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нетрудно видеть, что спра
ведливость доказываемых равенств зависит не от 
конкретного выбора системы внутренних координат 
и, V, а только от направлений координатных линий 
в точке Р. Поэтому достаточно проверить доказы
ваемые равенства непосредственно, воспользовавшись 
для этого, например, явным заданием поверхности

2 =  ф (дс, у),
при котором

ф (0, 0) =  Фх (0, 0) =  фу (0, 0) =  фхг/ (0, 0) =  0,

а точка Р  имеет координаты 0, 0, 0. Соответствующая 
параметризация имеет вид /(и , и) =  (и, о, ф(ы, у) ) .  
Рассмотрим вектор-функцию N  (и, и) =  {и, V) X  
Х М « > «).  Тогда

,  ч N  (и,  и)

_  У ц  (ц , о) • I N  («, О) I — N  (и, о) • да  1 ЛГ (Ц, о) I 
«в (и. --------------------------1 ЛГ («, о) |2 ‘

Поскольку ^ (и , ») =  (1,0, ф*(И, » ) ) ,  и ( и ,  V) =  (0, 1, 
фу(и, и )), то нетрудно видеть, что

М(ы, о) =  (— Ф*. — Ф». 0 .
N„(11, ») =  (— Фхх. 0. °).

| N  (и, о)| =  д / (Рх +  (,)̂ +  1’

д и\ Я ( и ,  о)|
1л Ай  + +

где для краткости опущены аргументы и, V у функций 
Фя, фу» Ф**, фуу‘ Далее, ясно, что

ЛГ(0, 0) =  (0, о, 1),
N„(0, 0) =  (— *„ о, 0), |^(0, 0)1=1,

и что функция д и(М(и,  и)) в точке (0,0) обращается 
в нуль. Подставляя, получаем требуемое равенство:
Пи(0> о, =  ( - » „ 0 .0 ) - 1 - ( 0 .0 ,1 )  0 _ (_ кь  0> 0) =

=  - 6 , - ( , ( 0 , 0 ) .

Равенство л а (0, 0) =  — ¿2Ы 0>0) проверяется анало
гично. □



§ 9. Нахождение главных направлений 
и главных кривизн

Пусть Ф — гладкая поверхность, заданная вектор
ным уравнением г =  /(ы, и), а Р  = / ( « 0, ^о) — точка 
на ней. Рассмотрим в касательной плоскости ТР Ф  
аффинную систему координат г|, в которой векторы 
/ и(0,0) и МО, 0) будут направляющими векторами 
осей |  и т). В такой системе точка с радиус-вектором 
/(«о, ио) +  Ы и (0, 0) +  Ло/0(0, 0) будет иметь коорди
наты |о, Ло- Будем рассматривать первую и вторую 
квадратичную формы как функции на плоскости 
ТрФ'.

К1, л) =  ^ 2+ 2 ^ л  +  Сл2,
II (1, л) =  Д 2 +  2М |л +  ЛЛл2.

Тогда нормальная кривизна поверхности Ф в точке Р  
в направлении прямой, проходящей через точку Р  
и точку с координатами (Ео, Ло), вычисляется по фор
муле

и 1-с „  \ _  11 <1о, Ло)
(1о> Ло) ~  I (|о, ло) ’

Главные направления. Следовательно, весь вопрос 
о нахождении главных направлений сводится к на
хождению точек максимума и минимума функции 
к(1,  Л).

Пусть &(|о, Ло) — главная кривизна, причем ло^О.
Положим =  — . Тогда

и Ло

ь №  ,  1Г(1о.^о) Я/§ +  2 ^ 0 +  С 
^ (1о, Ло) — —

I ( | 0, Чо) и \  +  2M t 0 +  N  '

Введем обозначения:

Ф, (i) =  EÍ2 +  2Ft +  G, ф2 (/) =  LÍ2 +  2Mt +  N. 

Тогда

•

Поскольку, по предположению, функция ф 2 до-
Ф1 (ч

стигает в точке t0 максимума или минимума, то ее 
производная должна обращаться в этой точке в нуль.



Так как
Ф2 (О V  ч>'2У )  ч>1 (<) — ф! (О Ф2 (О/  ф2 (О \  

ЧФ, ( 0 У ф? (О

то, приравнивая числитель нулю, получаем 
(2и  +  2М) (ЕР +  2/*7 +  С) —

-  (2Е1 +  2/=') ( I /2 +  2М(  +  ЛГ) =  0.

Сокращая на 2, раскрывая скобки и приводя по
добные члены, получим окончательно

/2 (¿/7 — МЕ)  +  /0 (¿0 -  ЛГ£) +  (МО -  ЫЕ) =  0.

Если | 0 Ф  0, то мы можем положить 50 =  ^  и рас-
60

смотреть функции
ф, («) =  Е  +  2 +  Оя2, %  (5) =  /. +  2М« +  Л^2.

Тогда Щ 0, Ло) =  - | ^ - .
Так же как в случае функций ф! и <р2, получаем, 

что я0 является корнем уравнения (*) ‘11,1 (*)— (5) Х 
X  ^  («)== 0. Подставляя вместо г!?,, г|э2, ф', ф 'их выра
жения через 5, деля на 2, раскрывая скобки и при
водя подобные члены, получим

(МЕ — ЕР)  +  50 (МЕ -  Ю)  +  (МР — МО)  =  0.

Если первое уравнение домножить на г)2 или второе 
домножить на — | 2, получится однородное уравнение 
относительно | 0 и г̂ о:

II а р  -  МЕ)  +  £„г]0 ( Ш -  МЕ) +  т)§ (МО -  МР) =  0.

Е го удобно записывать при помощи определителя:

=  0.
"По о̂'По £о 
Е Р  О 

Ь М N

Таким образом, решена задача отыскания главных  
направлений.

Главные кривизны. Чтобы найти главные кри
визны, можно было бы теперь решить одно из полу



ченных уравнений, а затем найти кривизну по общей 
формуле. Мы поступим иначе.

Предположим, что мы хотим найти направление, 
в котором нормальная кривизна принимает данное 
значение к. Для этого нам надо было бы решить 
уравнение

II (I, Л) =  I (I, п) к,

или, что равносильно,
(£. -  кЕ) I2 +  2 {М -  кР) Бл +  (Ы — кв)  ц2 =  0.

Это уравнение можно рассматривать как квадрат
ное, например, относительно \ /ц .  Если А — главная 
кривизна, то у него есть единственное решение и, 
следовательно, дискриминант равен нулю:

(¿, -  кЕ) [Ы -  кй) -  (М -  кР)2 =  0.

Отсюда получаем квадратное уравнение для нахож
дения главных кривизн к\, &2 в точке Р:

(Ей -  Р2) /г2 +  (Ш Р  — ЕЫ — ¿С) к +  (ЬЫ — М2) =  0.

Кроме того, из этого уравнения, в силу формул 
Виета, получаем важное следствие — выражение гаус
совой и средней кривизн через коэффициенты первой 
и второй квадратичных форм поверхности в данной 
точке:

^  и и  ¿АI - М г 
А «1«2 £(2 _ р2 »

2 Н =  к1 +  к9= Е" - ™  +  1'а ..

§ 10. Площадь поверхности

Дадим определение площади гладкой поверхности, 
исходя из того, что определение площади нам изве
стно для замкнутых плоских областей, ограниченных 
конечным числом гладких кривых.

Пусть Ф — гладкая поверхность, заданная урав
нением г =  }(и. , у) ,  где (и, и) е  V с  И2. Возьмем в 
области V некоторую замкнутую область Д  ограни
ченную конечным числом гладких кривых. Чтобы оп
ределить площадь ее образа — области 0  =  ( ( б )  — 
Поступим так. Разделим область В  на достаточно ма
ленькие (по диаметру) замкнутые области при



помощи кусочно гладких кривых. Соответственно и 
область О  на поверхности разобьется на области 
ограниченные кусочно гладкими кривыми. В каждой 
области £),• выберем произвольную точку Р,-. В ней 
проведем касательную плоскость Тр. Ф и область Д* 
спроектируем на эту плоскость. Если размеры обла
стей £>г достаточно малы, то при этом область Лг 
взаимно однозначно отобразится на некоторую пло
скую  область б/, площадь которой нам известна. Ка
жется правдоподобным, что площадь 5(£>;) должна 
«мало отличаться» от площади 5 (С ,) ,  а площадь 
всей поверхности должна «мало отличаться» от сум
мы площадей всех областей б,- (рис. 76).

Если при неограниченном уменьшении (по диа
метру) областей D,- сумма площадей областей G; бу
дет стремиться к некоторому пределу, то этот предел 
называется площадью  области D :

s ( D ) =  нш ( 2 > ( е , ) У
шах d  i J

Теорема. Всякая замкнутая и ограниченная об
ласть D с кусочно гладкой границей на поверхности Ф 
имеет определенную площадь. Эту площадь можно 
вычислить по формуле

S(D) =  5J V EG -  F2 du dv.
Ъ

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу аддитивности левой 
и правой частей доказываемого равенства достаточно 
ограничиться случаем, когда область D  настолько 
мала, что, например, допускает явное задание

2 =  ф(х, у),



где ф — гладкая функция, заданная в области О. 
Тогда, как известно из анализа, площадь области 
й  можно найти по формуле

5  (£>) =  ^  V 1 +  ‘Р* +  ^  йх &У-
а

Пусть переход от явного задания 2 — ф(х, у)  к пара
метрическому r =  f ( u , v )  осуществляется при помощи 
замены переменных

х =  1(и,  и) ,  у  — х\{и, V) .

Тогда, воспользовавшись формулой замены пере
менных под знаком двойного интеграла, мы получаем:

где J =  J(u,  v)=—, * . . , .
Но («. v) ïlo («. 0)

+  +  л) J d u  dv,
D

t u  (и , v) 1\u (u , v) — якобиан замены.
Поскольку, очевидно,

f(u,  v) =  (l (u,  v), Г)(и, v), ф (l {u,  v), ti(m, y))),
то

fu(u, t») =  ( |u, Ли, <P*ÊU +  фуЛи).
f a (u,  V) ( ^ 0 , T)B, ф *Е0 “Ь  фуТ1о)>

и, как нетрудно проверить,

L X i =  Ф*.  —  Ф у , 1) .

Отсюда V E G - F 2 =  | / „ Х / 0 I =  V 1 +  +  Ф* I Л , т - е- 
наш интеграл совпадает с указанным в формулировке 
теоремы. О

§ 11. Сферическое отображение поверхности

Для изучения искривленности поверхностей очень 
полезным оказывается некоторое их отображение в 
единичную сферу, которое мы сейчас опишем.

Пусть Ф — гладкая поверхность, Р  — произволь
ная ее точка. Пусть п — единичный вектор нормали



к поверхности в точке Р. Отложим вектор п из на
чала координат. Тогда его конец определит некото
рую точку Г (Р) единичной сферы 5 2 а  Я3. Построен
ное отображение Г поверхности Ф в единичную сфе
ру 5 2 называется сферическим или гауссовым ото
бражением (рис. 77):

Г: Ф - > 5 2.

(Стоит отметить, что при сферическом отображе
нии касательная плоскость к поверхности в точке Р  
параллельна касательной плоскости к сфере в точке 
Г(.Р)-) Образы точек и множеств при сферическом 
отображении называются их сферическими изобра
жениями (рис. 78).

Примеры. 1. Если Ф — область на сфере Б2, то ее 
сферическое отображение есть тождественное, а сфе
рическое изображение совпадает с Ф.

2. Сферическое изображение любой образующей 
на цилиндрической поверхности есть точка, а сфери
ческое изображение всей поверхности есть некоторая 
дуга большого круга на сфере.

3. Сферическое отображение плоской области есть 
постоянное отображение, а ее сферическое изображе
ние есть точка (рис. 79).

4. Сферическое изображение эллиптического или 
гиперболического параболоида есть открытая полу
сфера (рис. 80).

Из теоремы об обратной функции и теоремы Род- 
рига нетрудно вывести, что если Р  — точка эллипти
ческого или гиперболического тйпа, то в достаточно 
малой окрестности точки Р  сферическое отображение 
вааимно однозначно. Это означает, что в такой окре
стности не найдется двух точек, нормали к поверхно
сти в которых были бы друг другу параллельны.

При помощи сферического отображения можно 
дать геометрическую интерпретацию гауссовой кри
визны.

Теорема. Пусть и  — малая окрестность точки Р  
на поверхности Ф. Тогда при стремлении диаметра 
области и  к нулю  (другими словами , при стягивании 
ее к точке Р) отношение площади ее сферического 
изображения Г(1!) к площади самой окрестности и  
стремится к абсолютной величине гауссовой кривизны



Рис. 79



поверхности Ф в точке Р:

Нт =  1-й(С/)-»0 д Iи>
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Мы ограничимся случаем, 

когда точка Р  принадлежит к эллиптическому или 
гиперболическому типу. В этом случае отображение 
Г взаимно однозначно на (У и имеет место равенство

5  (Г (С/)) =  ^  | (и, 1>)Х«„(и. э)1 йийо,
№

где V? — координатная окрестность, соответствующая 
окрестности О: ¥  =  1~1{и )  (где /  параметризует Ф). 
С другой стороны, всегда

5  (17)  ̂  ̂ | (и. v ) X f Л u ,  v ) \ dudv .
У

По теореме о среднем значении получаем 

5  (Г (I/ )) =  ^<\j \ nu X n v \ d ud v  =
\У

=  I пи (и', и') х  («', и') I • 5  (Ю ,  

S( U)  =  ^ \ f u X f v \ d u d v  =

=  1/„(“"> е " ) Х / Л « " .  0 1 - 5 ( П

где (и ',у ')^ .'№ , ( u " , v " ) ^ W  — некоторые точки. При 
стягивании области и  к точке Р  эти точки стремятся 
к (ц0, Ио). Поэтому

5(Г (С /)) ! » „ ( « ',  о ' ) Х п 0 (в '. о ' ) 1 _
* о 5 (£/) -  (ц,  „ „ в[) I и  («". V " )  х  и  («", V " )  |

(и", v")-+(Ue, Со)

_  | Пи («о, Рр) X  П „  (и „, Ор) |

_  I ! и  (“ о. Оо) X  /о  («о, «о) |

Значение полученного выражения проще всего под
считать, воспользовавшись теоремой Родрига. Если 
внутренние координаты выбраны так, что коорди
натные линии проходят через точку Р  в главных на
правлениях, то

я« («о, ио) =  — к^и («о. «о). я 0 («о, v0) =  — ^ 0 {иа, 1>0),



где и ¿2 — главные кривизны в точке Р. Поэтому
I Пи (и0, Ир) X п0 (ио, у0) | , , . „ , т .

1  и  ( « о ,  ю )  X  и  ( « о ,  К о ) I -  I *1  ■ * 2  I -  I А  ( Р )  I. 

что и требовалось доказать. □

§ 12. Внутренняя геометрия поверхности

^Определение. Пусть даны две поверхности —  ф  
и Ф. Предположим, что задано непрерывное биектив
ное отображение ¿: Ф —>-ф одной из них в другую. 
Такое отображение устанавливает взаимно однознач
ное соответствие между точками обеих поверхностей. 
При этом соответствии каждой кривой С на поверх
ности Ф отвечает некоторая кривая С на поверхности 
Ф, и наоборот:

С =  г(С), С =  I-1 (С).

Если при этом длина каждой кривой С равна дл и н е  
соответствующей кривой С, то говорят, что Ф п о л у 

чается из Ф при помощи изгибания, а само о то б р а 
жение I называется изгибанием  или изометрией  
(рис. 81, 82).

Внутренняя геометрия поверхности изучает те свой 
ства поверхностей и фигур на них, которые не м е
няются при изгибаниях. С этой точки зрения вся п л а 
ниметрия представляет собой внутреннюю геометрию



плоскости. Это вполне согласуется с тем обычным 
представлением, что в планиметрии изучаются свой
ства фигур, не меняющиеся при изометриях плоско
сти, т. е. наложениях.

Главным для нас будет следующий пример изги
бания. Пусть поверхности Ф и Ф параметризуются 
вектор-функциями f ( u , v )  и ¡(и,  и),  заданными в од
ной и той же области V, и пусть отображение / ста-  ̂
вит в соответствие точке Р на поверхности Ф точку Р

на поверхности Ф, имеющую такие же внутренние 
координаты (рис. 83):

/ ( / ( « ,  =  V).

Если при этом в соответствующих точках будут сов
падать коэффициенты первой квадратичной формы
поверхностей Ф и Ф:

Е(и,  ь ) ^ Ё { и ,  V),  /•" (и, о)==Р(м, о),

О (и, V) =  б  (и, V),

то, как это следует из формулы длины кривой на по
верхности, отображение г будет изгибанием. Обрат
ное утверждение тоже верно. Его доказательство мы 
оставляем читателю в виде упражнения.

Таким образом, можно сказать, что к внутренней 
геометрии относятся те свойства и величины, которые 
могут быть охарактеризованы или вычислены в тер



минах первой квадратичной формы поверхности. П о 
мимо длин кривых, это углы между кривыми и пло
щади фигур на поверхности.

В следующем параграфе мы докажем, что к внут
ренней геометрии относится и такая важнейшая х а 
рактеристика поверхности, как ее гауссова кривизна. 
Затем мы изучим еще некоторые объекты внутренней 
геометрии.

Замечание. Точно так же, как наложение (пер
вого рода) плоскости является результатом п ер ем е
щения, изометрию поверхности часто можно предста
вить в виде результата некоторого процесса. Д ля  бо
лее точной формулировки введем понятие непреры в
ного изгибания. Пусть поверхности Ф и Ф обладаю т 
параметризациями f ( u, v )  и f ( u , v ) ,  заданными в о д 
ной и той же области V. Пусть задана гладкая ве к 
тор-функция трех переменных F ( t , u , v ) ,  определен
ная при í е  [0, 1] и (и, v ) ^ . V .  Пусть для каж дого  
to ^  [0, 1] отображение F ( t o , u , v ) :  V —»-R3 является

регулярной параметризацией некоторой гладкой по
верхности Ф*0, причем F (0, и, v)  == f ( u, v) и F ( l ,  и, v)  == 
=  f ( u , v ) .  (В частности, ф 0 =  ф, =  ф.) Если при 
этом для любого <0 е  [0, 1] отображение поверхности 
Ф в поверхность Ф/а, заданное формулой

/(и, v ) ^ F ( t 0, и, v),

является изгибанием, то говорят, что F задает н е 
прерывное изгибание поверхности Ф в поверхность Ф. 
Из определения видно, что в этом случае отоб раж е
ние i поверхности Ф в Ф, заданное формулой

v ) ) = F {  1, и, v) =  f  (и, v), 

является изгибанием (рис. 84).



§ 13. Формула для гауссовой кривизны 
и следствия из нее. Основные 
уравнения теории поверхностей

В этом параграфе мы выведем замечательную 
формулу Гаусса, которая выражает гауссову кри
визну поверхности только через коэффициенты пер
вой квадратичной формы этой поверхности и их 
частные производные первого и второго порядка.

Уже из самого факта существования такой фор
мулы можно сделать несколько очень важных выво
дов. Первый вывод — инвариантность гауссовой кри
визны относительно изгибаний.

Теорема Гаусса (Шеогета е д г е д ш т 1)) .  Если одна 
гладкая поверхность получается из другой при по
мощи изгибания, то гауссовы кривизны этих поверх
ностей в соответственных точках совпадают. Другими  
словами, гауссова кривизна поверхности не меняется 
при изгибании. □

Таким образом, гауссова кривизна о т н о с и т с я  
к внутренней геометрии поверхностей. Как мы знаем, 
тип точки на поверхности определяется гауссовой 
кривизной поверхности в этой точке. Поэтому точку, 
например, эллиптического типа нельзя превратить 
изгибанием в точку гиперболического или параболи
ческого типа (рис. 85—87).

Другой вывод касается сферического отображения 
поверхности. Ясно, что при изгибании сферические изо
бражения всей поверхности и различных фигур на ней 
могут меняться. Однако площадь сферического изобра
жения фигуры при изгибании не меняется. Это сле
дует из т о г о ,  обстоятельства, что площадь сферическо
го изображения области й на поверхности совпадает 
с абсолютной величиной ее полной кривизны, кото
рая выражается интегралом ^  КйБ,  ср. § 11. А ука-

занный интеграл, в силу теоремы Гаусса, при изгиба
нии не изменяется (рис. 88). (Чтобы эти рассужде
ния имели силу, необходимо предположить, что сфе
рическое отображение является взаимно однозначным 
в области Й и той области ¿2, которая соответствует 
ей при изгибании.)

•) сд ге§ ш т  (лат.) — славная, отличная, превосходная.



Рис. 85

Рис. 87



Формула Гаусса. Перейдем к выводу формулы 
Гаусса. Пусть гладкая поверхность Ф задана парамет
рическим уравнением г =  / (и ,у ) .  Тогда ее гауссова 
кривизна в точке P  — f ( u, v ) ,  как было показано в 
§ 9, вычисляется по формуле

................. ,  ш - м 2
К, (и,  V) _^2 '

(Напомним, что коэффициенты Е, й ,  Ь, М,  N  пер
вой и второй квадратичной форм являются функция
ми от переменных и, и.) Как мы знаем, для коэффи
циентов Ь, М, N  имеются формулы

(/ии>
л / т  -  р 2

М--
V Е в  -  Р 2

(/»О
V Еа -  я  '

Отсюда получаем формулу для гауссовой кривизны 
в точке Р:

V  (7иИ> 1и. и ш  УУI Ти< 1у) ( /  ии* и* ?Х))
Д (и, V) — (£(3 — р 2)2 *

Чтобы преобразовать числитель к удобному для 
нас виду, воспользуемся следующей простой леммой 
из векторной алгебры.

Лемма. Пусть даны векторы а, Ь, с, а', Ь', с' е  И3. 
Тогда имеет место равенство, связывающее их ска
лярные и смешанные произведения:

( а - а ' )  (а - Ь ') { а - с )
(а, Ь, с) [а', Ъ', с') — (Ь-а') 

(с ■ а' )
( Ь Ь ' )  
(с- У )

(Ь-с)  
(с с' )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проверим эту формулу в 
координатах. Пусть вектор а имеет координаты а 1, 
а 2, а 3, вектор а'  имеет координаты а[, а ', а ' и т. д. 
Тогда требуемое равенство получается в результате 
несложных преобразований

(а, Ъ, с) {а', Ъ', с')
&2

С2

Г
а 2

Ь2 
/

Ьо Ь'Я

/  а\ а2 а$\ / а\ ь[ (а ■ а' ) ( а - Ь ' ) Ы- с ' )
= _

( Й1 ¿2 Ьз 1 а 2 ^2 С2 I = ( Ь - а ' ) (Ь- Ь' ) (Ь-с ' )
\  с. С2 Сз ) \  а3 Ъ з с3 / (с а' ) ( с - Ь ' ) ( с- с ' )

Лемма доказана. □



Применяя лемму к выражениям ( f u u , f u, f v ) ( f w ,  
f u , f v )  и ( f u v , f u , f v ) 2, получаем такую довольно гро
моздкую формулу для гауссовой кривизны:

| ( (fuu * fvv) (fuu * fu ) (tuu-fv) 1
К  (и, ü) /p(-¡ ri'ü » (fu ' fvo) (fu ' fu) (fu • fv) —

v ’ II (/■■/«,«,) ( f vfu)  ( fvfv)  I
I (fuv * fuv) (fuv ' fu) (fuv ' fü) [

— (fu' fuá) (fu ■ fu) (fu • fo) f .
I (f v f uv ) -(fv' fu) ( fvfv)  IJ

Пользуясь тем, что алгебраические дополнения левых 
верхних элементов выписанных определителей сов
падают, и тем, что f u - f u =  E ,  f u f v =  F ,  f v f v =  G,  по
лучим окончательно

v  . 1 ГК^ия'/оо fuv) {fuu ’fu) (fuu'fv) I
A ( Ы, o) =  , pG _  p 2)2 1 (fu-fvv) E f  —

I (fv • fvv) F G I
I 0 (fuv'fu) (fuv' fv) I ^

— I (fu • fuv) E F f •
I (fv • fuv) F G I J

оДля того чтобы получить выражение гауссо
вой кривизны, включающее только функции Е ,  F,  G  
и их частные производные, достаточно выразить функ
ции fuu • f »  f u ■ f uv ’ fuv • U ’ fv  • f v v ’ fuu ■ f v ’ fu ■ f vv И
fuu ' f Vv — fuv чеРез частные производные функций 
Е ,  F,  G.  Начнем с того, что, продифференцировав по 
и и по v соотношения

f í  =  E .  f l  =  G, f u - f v =  F,  

получим следующие тождества:

fuu fu ~2 Е и, f u • f uv =  —  Е 0,

f u v  f v  2 ^ и ’ f v  ’ f v v  r~T ~2 ^ v y  

f u u  f v  "I- f u  f u v  F u ,  f u  ' f v v  I f u v  f V -- E p.
Вычитая из последних двух равенств соответственно 
второе и третье равенства, получим:

f u u ' f v  Е и — E v , f u • f 00 =  F 0 -g" G u.



Далее, поскольку

(1ии ' К ) у  ~ К и о ' 1 о ~ ^ ^ ц и ' К о '  (^«0 ' ^>)в ^иио ' “Ь 

то
f  ии ^  их! (? и и  ' / . ) .  (^ и о  ^ !) )«  ^

— Гиу 2* *̂на 2~ ^ ии‘

Подставляя все эти выражения в полученную 
нами ранее формулу для гауссовой кривизны, мы 
приходим наконец к формуле Гаусса:

К  (и, р) =  ~Що~и~р^ ^

4 - 0 .  Г о

Основные уравнения теории поверхностей. Еще
одно важное следствие из формулы Гаусса состоит 
в том, что коэффициенты первой и второй квадратич
ных форм поверхности не являются независимыми. 
Как мы видели, формула Гаусса позволяет выразить 
функцию ЬЫ — М2 через функции б  и их част
ные производные. Напрашивается вопрос: существуют 
ли еще какие-нибудь зависимости между коэффициен
тами первой и второй квадратичных форм? Ответ на 
этот вопрос положительный. Имеются две формулы 
Петерсона — Майнарди — Кодацци, выражающие ли
нейные комбинации частных производных функций 

М, N  через сами эти функции и через функции Е, 
У7, в  и их частные производные:

— Ми =  ср(£, М, ЛГ; Е ......... С0),
М„ -  И и =  ф (¿, М, И; Е, . . . ,  Сс).

Д ругих зависимостей между Е, Т7, О, £, М, N нет.



Оказывается, что если в плоской области V з а 
даны шесть функций Ь, М, N. Е, б ,  для которых 
выполняются уравнения Петерсона — Майнарди — Ко- 
дацци, функция ЬЫ — М2 удовлетворяет уравнению 
Гаусса и функции Е, Е в  — Т72 всюду положительны, 
то указанные шесть функций являются коэффициен
тами первой и второй квадратичных форм некоторой 
гладкой поверхности, определенной ими однозначно 
с точностью до положения в пространстве. Это тео
рема Боннэ.

§ 14. Геодезическая кривизна и геодезические 
кривые

Определение. Пусть С — кривая на гладкой по
верхности Ф, а Ь — вектор кривизны в точке Р  этой 
кривой. .Вектор к раскладывается в сумму двух век
торов и первый из которых лежит в касатель
ной плоскости ТРФ, а второй ей перпендикулярен. 
Как мы знаем, длина век
тора равна абсолют
ной величине нормаль
ной кривизны кривой С 
в точке Р:

\ К \  =  \к„ I.

Длина вектора назы
вается геодезической кри
визной (без знака)  кривой С в точке Р  и обозна
чается через к8:

1*в 1 =  *в.

В силу перпендикулярности векторов ке и кп 
имеем:

где & = | й | — кривизна кривой С в точке Р  (рис. 89).
В качестве упражнения предлагаем читателю до

казать, что геодезическая кривизна кривой С  в точке 
Р  равна кривизне проекции этой кривой на касатель
ную плоскость ТрФ. В частности, на плоскости геоде
зическая кривизна всякой кривой в каждой точке 
совпадает с ее кривизной (рис. 90).



Если кривая С параметризована вектор-функцией 
<р(0, причем £* =  ф(^о), то, как нетрудно видеть, 
ее геодезическая кривизна в точке Р  может быть вы
числена по формуле

| ( « Р " ( 'о ) .  ф ' « о ) ,  » ) |  
й |ф'(<о)|*

где п — вектор нормали к поверхности в точке Р.
Геодезические кривые. Оказывается, что геодези

ческая кривизна относится к внутренней геометрии. 
(Мы оставим этот факт без доказательства.) Ввиду

этого особый интерес представляют кривые на по
верхности, геодезическая кривизна которых в каждой 
точке равна нулю. Такие кривые называются геоде
зическими. Они являются аналогами отрезков прямых 
на плоскости, кривизна которых в каждой точке 
равна нулю.

Из-за важности геодезических для внутренней 
геометрии укажем несколько'их свойств, каждое из 
которых может быть взято за определение. Если кри
вая С является геодезической, то:

а) вектор главной нормали кривой С в каждой 
точке совпадает с вектором нормали к поверхности 
(с точностью до знака) (рис. 91);

б) соприкасающаяся плоскость в каждой точке 
кривой С проходит через нормаль к поверхности;

в) спрямляющая плоскость кривой С в каждой 
точке совпадает с касательной плоскостью к поверх
ности;

г) кривая С в каждой точке имеет наименьшую 
кривизну среди всех кривых, проходящих через эту



же точку в том же направлении (т. е. она является 
«наипрямейшей» среди этих кривых);

д) если ф(^) — параметризация кривой С, то
(ф "(0 ,  ф '(0 .  я) ^  0.

Как известно, через каждые две точки на плоско
сти проходит единственная прямая. Для геодезиче
ских на поверхности это свойство, вообще говоря, мо
жет не выполняться. Две точки могут соединяться 
двумя, тремя, даже бесконечным числом геодезиче
ских, а могут и не соединяться ни одной. Однако вы
полнено другое, родственное свойство, а именно: 

Теорема. Через каждую точку в каждом направ
лении проходит единственная геодезическая. (По
скольку любая дуга геодезической сама есть геоде
зическая, то единственность требует пояснений. Под 
единственностью мы имеем в виду то, что любые 
две достаточно короткие ге
одезические, проходящие 
через одну и ту же точку в 
одном и том же направле
нии, являются дугами одной 
и той же большей геодезиче
ской, рис. 92.)

Чтобы доказать это, со- Рис. 92
ставим дифференциальное
уравнение геодезической. Пусть /(а ,  у )— параметри
зация поверхности Ф. Будем искать внутренние урав
нения геодезической в виде и =  ,̂ с/ =  -ф (/) . Тогда 
параметризация геодезической будет иметь вид

r = Ч > ( t ) = f ( t ,  г|) (/)).

Далее, по обычным формулам,

ф ' ( 0 = м * ,  Ч>(0) +  М Л  1>(0)ч|>'(0.
V '  (0 =  Гии V,  (0) +  2/но ((, -ф (0) Ч/ (/) +

+  ■ф(0)чЛ0 +  М ^, ф (0)1>"(0 .

Для краткости опуская аргументы / и -ф (^) у ф унк
ций, можно записать:

(<Р", Ф', и) =  (/„„ +  2 /во1|)' +  ?оаг|/2 +  / 0-ф", \ и +  f vx| / ,  п ) =

=  ( / « « +  +  Ь + и ъ ' ,  и + и ъ ' .  в).



Последнее слагаемое равняется —■$"•(/«> и,  я ) . Та
ким образом, равенство (ф", ф', п) =  0 равносильно 
такому равенству:

I гг __ ^цц +  З/цоф' +  /рр'ф'2, fu Ч* /рФ'. я)
^  _  (/и. /о, п)

Это равенство можно рассматривать как обыкновен
ное дифференциальное уравнение второго порядка 
относительно функции г|)(0- Теперь из теоремы су
ществования и единственности решений обыкновенных 
дифференциальных уравнений следует, что через каж 
дую точку в любом направлении проходит единствен
ная геодезическая (если интересующее нас направ
ление совпадает с направлением вектора fv, то мы 
можем поменять ролями координаты и и V).  □

Прямые на плоскости, очевидно, являются геоде
зическими. Нетрудно убедиться, что на цилиндре 
геодезическими являются окружности, винтовые ли
нии и прямые, а на сфере геодезическими являются 
окружности больших кругов. Поскольку через каж 
дую точку этих поверхностей в каждом направлении 
проходит линия одного из указанных типов, то д р у
гих геодезических на плоскости, цилиндре и сфере нет 
(рис. 93).

§ 15. Полугеодезическая параметризация 
поверхности. Экстремальное свойство геодезических

Определение. Параметризация /(и, и) гладкой по
верхности Ф называется полугеодезической, если все 
координатные линии одного семейства являются гео
дезическими и в каждой точке поверхности коорди
натные линии ортогональны (рис. 94).

Рис. 93



Способ построения полугеодезической парам етри
зации усматривается из определения. Пусть Ъ— про
извольная гладкая кривая на поверхности Ф, а ф ( / ) __
ее регулярная (дважды дифференцируемая) парам ет
ризация. Через каждую точку Р  =  ф (/) кривой Ь  
проходит вполне определенная геодезическая ор
тогональная кривой // (рис. 95). Будем считать ее

ориентированной таким образом, что в точке Р  к а 
сательные векторы кривых С/ и /, образуют с век
тором нормали к Ф правую тройку. Введем на кривой 
С( естественную параметризацию в которой
^(0 (0 )=  ф (0- Теперь мы можем рассмотреть вектор- 
функцию g( s , t ) ,  определенную в некоторой окрестно
сти Ц? отрезка [а, Ь] в плоскости по формуле

Из теоремы о зависимости решений дифференциаль
ного уравнения от коэффициентов и начальных д а н 
ных следует, что £■(«, ¿) — гладкая вектор-функция, 
а из теоремы об обратном отображении следует, что

► 1̂ 3 есть регулярная параметризация некото
рой окрестности £2 кривой £  в поверхности Ф. Тем 
самым мы построили в окрестности кривой Ь систему 
внутренних координат в, /, в которой сама кривая Ь 
будет задаваться уравнением 5 =  0, а геодезическая 
Си — уравнением / =  (рис. 96).

Рис. 94 Рис. 9.5

Рис. 96



Чтобы убедиться в том, что g( s , t )  есть полугеоде- 
зическая параметризация, осталось проверить орто
гональность координатных линий в каждой точке, 
т. е. равенство £  =  0. Так как любая кривая С(„ — 
геодезическая, то вектор всюду направлен по
нормали к поверхности. Но, очевидно, (5, /о) =  
=  ф"о)(5). Поэтому g s s ^ g t ^ 0 .  Как мы знаем (см. § 13), 
g ss . £, =  £ 5 — £*/2. Но при любом и

Е  (5> /0) =  (*, *0) =  К , )  (*)]2 ^  1

в силу естественности параметризации поэтому
=  0 и £* =  £ „ • £ < +  £ ^2  =  0. С другой стороны, 

по построению, £(0 , /) =  0. Поэтому Р(з,  ¿) 0, и, 
следовательно, построенная параметризация g(s ,  £) 
действительно полугеодезическая. □

Еще раз отметим, что в построенной параметри
зации £  =  1, £ = = 0 .  Как нетрудно убедиться, всякая 
параметризация, удовлетворяющая этому условию, 
заведомо является полугеодезической.

Теорема. Д уга  геодезической кривой С между точ
ками А и В будет кратчайшей среди всех кривых, 
лежащих на поверхности, с концами в этих точках.

если точки А и В доста
точно близки.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  
Применим описанную вы
ше конструкцию к слу
чаю, когда кривая Ь ор
тогональна геодезической 

Рис. 97 С в точке А. Мы получим
в (возможно, очень ма

ленькой) окрестности О точки А полугеодезическую 
параметризацию, которой соответствует система 
внутренних координат г. В этой системе кри
вая £  будет задаваться уравнением в =  0. Если точ
ка А имеет координаты (0, ¿о), то кривая С будет 
задаваться уравнением t — to■ Пусть точка В имеет 
координаты (0, яо) (рис. 97).

Рассмотрим любую другую кривую С с концами 
в Л и В. Для простоты предположим, что С — глад
кая  кривая, целиком лежащая в окрестности О. 
Пусть и ф1 (т), у =  ф2(т)— ее внутренние уравне
ния, где х е  [а, р ] . При этом, очевидно, ф1 (а) =  0,



Ф1 (Р) — «0. Если 5  (С) и 5  (С) — длины кривых С и С, 
то мы получаем неравенство:

Ясно, что 5(С) =  5(С) тогда и только тогда, когда 
Ф2 (т) =  0, (т) >  0, т. е. С =  С. Теорема доказана. □  

Заключительные замечания: поверхности постоян
ной гауссовой кривизны. Пользуясь полугеодезической 
параметризацией и формулой Гаусса, можно д о к а 
зать, что если у двух поверхностей в каждой точке 
гауссова кривизна равна одному и тому же числу 
К  ^  0, то эти поверхности локально изометричны: 
любой достаточно малый участок первой поверхности 
изометричен некоторому участку второй, и наоборот. 
Поэтому на поверхностях постоянной гауссовой к р и 
визны «в малом» выполняется сферическая 
геометрия (при К  >  0) или планиметрия (при К  =  
=  0). При К  <  0 на поверхности реализуется «в м а 
лом» геометрия Лобачевского, подробно излагаем ая 
в последней главе учебника. С виду эти три гес?метрии 
совершенно различны, что проявляется, например, 
в поведении суммы углов треугольника. Если на е в 
клидовой плоскости она равна я, то на сфере всегда 
больше, а на плоскости Лобачевского всегда меньше 
л, причем в обоих случаях отличие от л прямо п р о 
порционально площади треугольника. Объяснение 
этому дает теорема Гаусса — Боннэ. Она у т в е р 
ждает, что если а, р, у — внутренние углы треуголь
ной области А, ограниченной на гладкой поверхности 
тремя геодезическими, то

Для поверхности постоянной гауссовой кривизны в т о 
рое слагаемое в правой части равно произведению' 
гауссовой кривизны на площадь треугольника А. П р и 
веденную формулу легко обобщить на случай геодези
ческого многоугольнику.

Р
>  5 ф; (т) й?т =  | (Р) — ф1 (а) | =  | 501 =  5  (С).

а

Д



Ч а с т ь  5 

ТОПОЛОГИЯ

С первыми топологическими понятиями мы уже 
встречались во второй части книги, где определялись 
внутренние и граничные точки множества и т. п. При 
общем изучении топологии за основу, оказывается, 
удобнее всего взять понятие открытого множества.

Здесь мы начинаем с того, что определяем тополо
гическое пространство и изучаем его «геометрию» ис
ходя из аксиом. После того, как введены гомеомор
физмы, изучаются важнейшие топологические свойства 
пространств и множеств — связность и компактность. 
В заключение описывается классификация связ
ных компактных двумерных многообразий, к которым 
относятся такие интересные объекты, как лист Ме
биуса, бутылка Клейна, проективная плоскость и 
сферы с ручками.

Гла в а  I
ТОП О Л О ГИ ЧЕСКИ Е ПРОСТРАНСТВА 
И Н ЕП РЕ РЫ В Н Ы Е  ОТОБРАЖ ЕНИЯ

§ 1. Топология в множестве

Пусть X — произвольное множество. Топологиче
ской структурой или топологией в множестве X на
зывается совокупность £2 его подмножеств, для кото
рой выполнены три условия:

а) Объединение любого семейства множеств, при
надлежащих совокупности £2, также принадлежит со
вокупности £2;

б) пересечение любых двух множеств, принадле
жащих совокупности £2, также принадлежит совокуп
ности £2;

в) пустое множество 0  и все множество X  при
надлежат совокупности £2.

Множество X  с выделенной топологической струк
турой £2 называется топологическим пространством и



обозначается (X , £2) или просто X, если ясно, о какой 
топологической структуре идет речь. Элементы мно
жества X  называются точками пространства (X ,О ). 
Множества, входящие в выделенную совокупность й ,  
называются открытыми в X  множествами1). Условия 
а ) в) называются аксиомами топологической струк
туры. Они выражают следующие основные свойства 
открытых множеств:

а) объединение любого семейства открытых м н о 
жеств открыто;

б) пересечение любых д в ух  открытых множеств 
открыто;

в) пустое множество и все пространство открыты.
Заметим, что, как следует из б) по индукции,
б') пересечение любого конечного числа откры

тых множеств открыто.
Запишем аксиомы а ) —в) еще и при помощи 

формул.
а) Пусть {£/„}„ — семейство множеств и а, где 

индекс а  пробегает множество индексов I. Если £/а е  
<= £2 для каждого индекса а  из / ,  то и и  и а <= О.

б) Если и и и 2 е й ,  т о й  и х
в) 0 ,  О.
Наконец, утверждение б') означает, что если 11\,

П
^2 ........ Ул е й ,  то и (~| и 1 е  £2.

« = 1
Рассмотрим простейшие примеры топологических 

пространств.
1. Если £2 совпадает с множеством всех подмно

жеств множества X, то топологическое пространство 
(^, £2) называется дискретным. Мы видим, что в дис
кретном пространстве все множества открыты.

2. Если £2 содержит всего два множества: 0  и X, 
то топологическое пространство (X, £2) называется 
антидискретным пространством или пространством 
с тривиальной топологией. В антидискретном про
странстве только два открытых множества: пустое 
множество и все пространство. (Дискретное про
странство можно сравнить с мешком гороха, где

*) Буква й  соответствует букве О, с которой начинаются 
слова: открытый, open (англ.), offen (нем.;, ouvert (ф ранц.), 
все означающие одно и то же.



каждая горошинка — сама по себе, а антидискрет- 
НОе — с запутанным клубком ниток или тарелкой спа
гетти. Здесь роль точек играют отдельные горошины
и макаронины.)

3. Пусть X  есть луч [0, + о о ) ,  а □ состоит из 0 ,  
X и всевозможных лучей (а, +  °°), где а ^  0.

Для совокупности £2 аксиомы б) и в ) ,  оче
видно, выполнены, а аксиома а) просто означает, 
что объединение любого семейства таких лучей снова 
есть луч. Пространство (X, Й) называется стрел
кой.

Дискретная и антидискретная топологии сами по 
себе не слишком интересны, но мы постоянно будем 
пользоваться ими в качестве простейших примеров.

Дополнения открытых множеств имеют специаль
ное название.

Множество а  X называется замкнутым в про
странстве (X, &), если его дополнение Х \ ,Р  открыто,
т. е. Х Ч /7 е  £2.

Примеры. 1. В дискретном пространстве все мно
жества замкнуты.

2. В антидискретном пространстве только два 
замкнутых множества: пустое множество и все про
странство.

3. В стрелке замкнуты пустое множество 0 ,  весь 
луч [0, -(- оо) и отрезки вида |0, а.], где а ^  0.

Перечислим свойства замкнутых множеств, выте
кающие из аксиом топологической структуры.

Теорема.
а) Пересечение любого набора замкнутых мно

жеств замкнуто.
б) Объединение любых двух замкнутых множеств

замкнуто.
в) Пустое множество и все пространство зам

кнуты.
Из утверждения б) следует по индукции, что
б') Объединение любого конечного числа замкну

тых множеств замкнуто.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем со свойства в ) . Оно 

вытекает из аксиомы в) топологической структуры: 
пустое множество 0  замкнуто, поскольку открыто его 
дополнение — все пространство Х\ а все пространство 
X замкнуто, поскольку открыто его дополнение — пу
стое множество 0 .



Перейдем к свойству б). Пусть /?, <? с  X — за м 
кнутые множества. Это значит, что их дополнения 

и открыты. Чтобы доказать, что объеди
нение / ’и С тоже замкнуто, нужно проверить, что д о 
полнение множества Р и С? открыто. Но дополнение 
объединения двух множеств совпадает с пересече
нием их дополнений:

X \  (Р и С) =  (X \  Р) П (X \  в ) ').

Поэтому множество Х \ ( / 7и С )  открыто как пересе- 
чение двух открытых множеств (аксиома б) тополо
гической структуры).

Докажем, наконец, свойство а). Пусть {/’„} _
произвольное семейство замкнутых множеств про
странства. Это значит, что открыты их дополнения— 
множества о с е /. Чтобы доказать, что пере
сечение /•'„ тоже замкнуто, нужно проверить, что

дополнение множества (~| р а открыто. Но дополне-
ае /

ние пересечения нескольких множеств совпадает 
с объединением их дополнений:

П и {X \  Ра)-
а е  /  а  е /

Поэтому множество X \  П Р а открыто как объеди-
а  е /

нение нескольких открытых множеств (аксиома а) 
топологической структуры). □

На примере дискретного и антидискретного про
странств видно, что множество может быть одновре
менно открытым и замкнутым, а может не быть ни 
замкнутым, ни открытым (как закрытая, но не запер
тая дверь!).

Свойства замкнутых и открытых множеств в чем- 
то похожи. Важное различие между ними в том, что 
пересечение бесконечного семейства открытых мно
жеств не обязательно открыто, а пересечение беско
нечного семейства замкнутых множеств всегда зам 
кнуто; в то же время объединение бесконечного

*) Для обозначения дополнения множ ества иногда исполь
зуется значок С (стилизованная первая буква слова сошр1е- 

ЦС)Д° ПС ^  ПСС?" ^ огда запись становится симметричной:



семейства замкнутых множеств не обязательно зам
кнуто, а объединение бесконечного семейства откры
тых множеств всегда открыто. Например, на число

вой прямой Я1 имеем

П(-'-Ь '+!)=
=  [ - 1 .  1].

оо

1Д-1+-Ь 1-т]=я 
1

=  ( - 1 ,  1)1

Наконец, дадим еще одно определение. Топологи
ческой окрестностью точки х топологического про
странства X  называется всякое открытое множество 
I/, содержащее эту точку х (рис. 1). Часто мы будем 
опускать слово «топологическая» и говорить просто 
«окрестность».

§ 2. Метрика в множестве

Пусть М  — произвольное множество. Метрикой 
в множестве М  называется такая вещественная функ
ция р, определенная на множестве всевозможных пар 
элементов множества М:

р: М Х М - > 1 * ,  (х, у ) * - * р ( х ,  у),

что выполнены четыре условия:
а) функция р принимает только неотрицательные 

значения: р (х,  у ) ^ 0  для любых х, у  из М ;
б) р (*,*) =  0 для любого элемента х из М,  и если 

р (х , у)  =  0, то обязательно х =  у,
в) р (х, у)  =  р (у,  х)  для любых х, у  из М\
г) р(х, г)  5̂  р {х, у)  +  р(у,  2) для любых х, у, г

из М.  „ „
Множество М  с фиксированной метрикой р назы

вается метрическим пространством и обозначается 
(М, р) или просто М, если ясно, о какой метрике идет 
речь. Элементы множества М называются точками 
пространства (М, р). Значение метрической функции 
р на паре элементов х, у  называется расстоянием 
между точками х и у  и обозначается обычно симво



лом dist (л:, г/)1): d ist(x ,у) — р(х,  у ) . Это обозначение 
позволяет не указывать явно метрическую функцию. 
Условия а ) —- г ) называются аксиомами метрики. Они 
выражают основные свойства расстояния:

а) Неотрицательность: расстояние между двумя  
точками всегда неотрицательно.

б) Аксиома тождества: расстояние между точками 
равно нулю тогда и только тогда, когда точки совпа
дают.

в) Симметричность: расстояние от точки х до 
точки у равно 'расстоянию от точки у  до точки х.

Условие г ) называется неравенством треугольника, 
поскольку оно аналогично тому факту, что длина лю
бой стороны треугольника меньше суммы длин двух 
других его сторон.

Рассмотрим примеры метрических пространств.
1. Возьмем в качестве множества М произволь

ное множество и для любых х, у  из М  положим 
р ( х , у ) = 1 ,  если х Ф у ,  и р (х, у)  =  0, если х =  у.  Та
кая метрика называется симплициальной. В про
странстве с симплициальной метрикой расстояние 
между любыми двумя различными точками равно 1.

2. Возьмем в качестве множества М множество 
всех вещественных чисел R. Определим метрику р 
по формуле

Р(х,  У) =  \ х — у\ .

Это стандартная метрика на прямой.
3. Возьмем в качестве М «-мерное евклидово про

странство R", а в качестве метрики р — обычное 
евклидово расстояние между точками: если х =  {х \, . . .

хп), у = { у \ ,  . . . ,  у п) — точки пространства Rn, то

Р(*, У) =  У (*i -  Ух)2 +  (х2 -  у 2)2 Упу  .

4. Рассмотрим в качестве М  я-мерное проективное 
пространство, т. е. множество всех прямых в (п +  1)- 
мерном евклидовом пространстве Rre+!, проходящих 
через начало координат. При п =  2 это проективная 
плоскость, а при п — 3 — обычное проективное про
странство. Расстояние между двумя «точками» — пря
мыми U и /2 положим равным углу между U и 12.

*) От distance (фр., англ.) Ср. русское «дистанция».



Первые три аксиомы метрики, очевидно, выполнены. 
Четвертая аксиома — неравенство треугольника — вы
ражает тот факт, что в трехгранном угле каждый пло
ский угол меньше суммы двух остальных (см. ч. 2, 
гл. III, § 4, теорема 1).

Евклидово n -мерное пространство, — в первую оче
редь, плоскость и обычное трехмерное пространство — 
будут для нас основными примерами метрических 
пространств. Теорию метрических пространств можно 
считать разновидностью геометрии, построенной ис
ключительно на понятии расстояния.

Всякое подмножество А метрического простран
ства М  можно рассматривать как самостоятельное 
метрическое пространство. Для этого нужно опреде
лить расстояние между каждыми двумя его точками 
как расстояние между этими же точками в исходном 
пространстве М. Такая метрика называется индуци
рованной. Подмножество А, наделенное индуцирован
ной метрикой, называется метрическим подпростран
ством метрического пространства М.

Пусть М  — метрическое пространство, а — его 
точка, г — положительное число. Множество точек 
пространства М, удаленных от точки а на расстояние, 
не большее г, называется замкнутым шаром про
странства М  с центром в точке а и радиусом г и 
обозначается символом D r ( a ) 1). Множество точек, 
удаленных от точки а  на расстояние, меньшее г, назы
вается открытым шаром и обозначается Br (a )2). Н а
конец, множество точек, расположенных на расстоя
нии г от точки а, называется сферой и обозначается 
Sг (а) 3). Таким образом,

D ,(a) =  { i e M :  d ist(a, jc )< r } ,
Вr (a) =  {x <= M: dist (a, x) <  r),
S r (a) =  { x < = M : dist (a, x) =  r}.

Единичные замкнутый шар и сферу в евклидовом про
странстве R" обозначим через Ь п и S"-1. В случае 
когда М  — обычное евклидово пространство, метри
ческие сферы и замкнутые шары представляют собой

*) От disc — диск.
2) От B all (нем.), ball (англ.), balle (фр.).
3) От S phare  (нем.), sphere (англ.), sphere (ф р )-



хорошо знакомые нам геометрические фигуры — 
обычные сферы и шары.

Открытый шар радиуса е >  0 с центром в данной 
точке часто также называется г-окрестностью этой 
точки.

Подмножество А метрического пространства М  на
зывают ограниченным, если всевозможные попарные 
расстояния между его точками не превосходят неко
торого фиксированного числа й. Ясно, что в этом слу
чае все множество А содержится в шаре радиуса с1 
с центром в произвольной точке множества Л 1). Н а 
оборот, если множество А содержится в некотором 
шаре радиуса г  с центром в некоторой точке а, то 
оно ограничено в силу неравенства треугольника. Д ей
ствительно, пусть х, у  — две точки из А. Тогда

сНз1:(х, сИэ! (х, а)-|-сП81(а, у ) ^ .2 г .

Поэтому в качестве й можно взять число 2г.
Опишем теперь некоторую выделенную топологи

ческую структуру, которая существует во всяком мет
рическом пространстве М. Пусть £2(М) — семейство 
всех множеств 0 ,  которые вместе с каждой своей точ
кой х содержат некоторую ее шаровую окрестность, 
т. е.

и  «= О (М) <=> V* е= и  Эг  >  0: В, (х) сг и .

Пустое множество тоже считается принадлежащим 
семейству £2(М). (Пустое множество 0  никаких то
чек не содержит, и потому, как принято считать, «все 
его точки» обладают любым наперед заданным свой
ством. В частности, они содержатся в пустом множе
стве вместе со всеми своими шаровыми окрестно
стями.)

Теорема 1. Д ля  совокупности Щ.М) выполнены  
аксиомы топологической структуры.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с аксиомы а).П усть  
{Уа}1 е , -  произвольное семейство множеств, при
надлежащих совокупности £2(М). Чтобы доказать, что 
их объединение и  С!а также принадлежит совокуп-а е /
ности Й(М), найдем для произвольной точки

') Разумеется, если множество А  непусто. П устое множ е
ство считается ограниченным по определению.

16 А. Д . Александров, Н. Ю Нецветаеа



а е  (J Ua некоторую ее ш аровую окрестность V, CO-
ci е  /

держащуюся в множестве (J Ua. Воспользуемся тем,
а  е  /

что а  е  Uа’ для некоторого индекса а '  из 1. В мно
жестве Uа' вместе с точкой а содержится некоторая 
ее шаровая окрестность V. Тем более, V содержится
в множестве [J Ua, и, значит, окрестность V искомая.

а е /

Перейдем к аксиоме б). Пусть U\, U2— Два мно
жества, принадлежащие совокупности Й(М). Чтобы 
доказать, что их пересечение Ú\ П l ¡ 2  тоже принадле
жит совокупности Q(AÍ), найдем для произвольной 
точки а из U\ П U 2  некоторую ее шаровую окрест
ность, содержащуюся в множестве Ui f \ U 2. Пусть 
множество U\  содержит ерокрестность точки а, а мно
жество U 2  содержит ег-окрестность точки а, причем 
El, 62 >  0.

Обозначим через е меньшее из чисел еь е2. Тогда, 
очевидно, e-окрестность точки а содержится в каж 
дом из множеств U i и U2 , а значит, и в их пересече
нии U\ п и 2.

Наконец, проверим аксиому в). Все пространство 
М  заведомо принадлежит совокупности £2, поскольку 
с каждой своей точкой содержит все ее шаровые ок
рестности. Пустое множество 0  также принадлежит 
совокупности Q(AÍ). Теорема 1 доказана. □

Итак, мы проверили, что совокупность Q(AÍ) за 
дает топологию в множестве AÍ, которая называется 
метрической топологией. О метрической топологии ча
сто говорят, как о топологии, которую порождает 
метрика. Множества, входящие в совокупность Q{ M) ,  
называются открытыми подмножествами метриче
ского пространства М. Таким образом, открытыми 
в метрическом пространстве называются множества, 
которые вместе с каждой своей точкой содержат все 
достаточно близкие к ней точки.

Докажем, что всякий открытый шар В, (а) яв
ляется открытым множеством.

Пусть Ь — произвольная точка этого шара. Тогда 
d is t (a ,  Ь) <  г. Положим е =  г — dist (а, Ь). Достаточно 
убедиться в том, что точка Ь содержится в шаре 
Вг (а* вместе со своей e-окрестностью Вг {Ь).  Для 
этого проверим, что в шаре Вг (а)  содержится каждая



точка х е В 8(6), Но это следует из неравенства тре
угольника и того, что dist (jc, b) <  е:
dist (х, а ) <  dist (л:, Ь) +  dist (b, а) <  е - f  dist (b, а) =  г.

В частности, всякая г-окрестность точки метриче
ского пространства является ее топологической о кр е
стностью (в метрической топологии).

Пусть (J ,  Q) — топологическое пространство. Если 
топологическая структура Q порождается некоторой 
метрикой в множестве X, то топологическое простран
ство (X, £2) называется метризуемым. Две метрики, 
порождающие одну и ту же топологию, называются 
эквивалентными.

§ 3. Внутренность, замыкание, граница

Пусть А — подмножество топологического про
странства X.

Среди открытых множеств, содержащихся в мно
жестве А, есть наибольшее: это объединение всех т а 
ких множеств. Оно называется внутренней частью или 
внутренностью множества А и обозначается симво
лом int Л или, подробнее, ш ^ Л  ’).

Например, в случае когда X =  R — числовая пря
мая, имеем int [0, 1 ] =  (0,1).

Всякое открытое множество, очевидно, совпадает 
со своей внутренней частью, и наоборот, если множе
ство совпадает со своей внутренностью, то оно от
крыто:

А =  int А <=> Л е й .

Подобным образом среди всех замкнутых множеств, 
содержащих множество А, есть наименьшее: это пе
ресечение всех таких множеств. Оно называется з а 
мыканием множества А и обозначается символом 
с1Л или, подробнее, с1*Л2).

Например, когда X  =  R — числовая прямая, полу
чаем с1 (0, 1) — [0, 1].

Всякое замкнутое множество, очевидно, совпадает 
со своим замыканием, и наоборот, если множество

*) От intérieur (фр.) и interior (англ.). Другое расп ростра
ненное обозначение для внутренности — А.

2) От clôture (фр.) и closure (англ.). Другое расп ростра
ненное обозначение для замыкания — А.



совпадает со своим замыканием, то оно замкнуто:
А — с \ А < = > А  замкнуто.

Очевидно, что внутренность множества А содер
жится в его замыкании:

int А с= с1 А.
Точки, принадлежащие замыканию множества А, но 
не принадлежащие его внутренности, образуют гра
ницу  множества А. Граница обозначается символом 
fr А или, подробнее, fr / Л 1):

fr А — с1 А \  int А.
Например, в случае, когда X = R  — числовая пря
мая, имеем fr [0, 1] == fr (0, 1) =  {0, 1}, т. е. граница 
интервала состоит из двух точек — его концов.

Так как разность двух множеств равна пересече
нию первого множества с дополнением второго мно
жества, то

fr А =  с1 А \  int А =  с1 А Л (X \  int А).

Следовательно, граница fr А замкнута как пересече
ние двух замкнутых множеств.

Расположение точки относительно множества. При
надлежность произвольной точки пространства замы

канию, внутренности или 
границе множества может 
быть описана на языке 
окрестностей.

Определение. Пусть х е  
е !  — произвольная точка. 
Точка х называется (рис. 2):

а) внутренней точкой 
множества А, если она ле
жит в А вместе с некоторой 
своей окрестностью;

б) граничной точкой множества А, если всякая ее 
окрестность пересекается и с множеством Л, и с его 
дополнением Х \ Л ;

в) внешней точкой множества Л, если она лежит 
в дополнении множества Л вместе с некоторой своей 
окрестностью.

Рис. 2

*) От frontière (фр.) и frontier (англ.). Другое распростра
ненное обозначение для границы — дА.



Ясно, что каждая точка х ^  X является по о тн о 
шению к множеству А либо внутренней, либо гр ан и ч 
ной, либо внешней. Внутренние и граничные точки 
называются точками прикосновения множества А .  Т а 
ким образом, точка х е  X  является точкой прикосно
вения множества А, если всякая ее окрестность пере
секается с множеством А.

Теорема 1. а) Внутренность int Л всякого м нож е
ства А есть множество его внутренних точек.

б) Замыкание с1 Л всякого мноокества А есть м н о 
жество его точек прикосновения.

в) Граница fr Л всякого множества А есть м н о 
жество его граничных точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  а) Так как внутренность 
int Л открыта, то она является окрестностью для в с я 
кой своей точки. Поэтому все ее точки — внутренние 
для множества Л. Следовательно, множество int Л со 
держится в множестве внутренних точек м н о ж е 
ства Л.

Докажем обратное включение. Пусть а е  А  —• 
произвольная внутренняя точка. Она содержится в А 
вместе с некоторой своей окрестностью U. Т ак  как  
int Л — наибольшее открытое множество, с о д ер ж а 
щееся в Л, то окрестность U, а с ней и сама точка а 
содержится в множестве int Л. Следовательно, мно
ж ество-int Л содержит множество внутренних точек 
множества Л, а значит, в силу доказанного выше, и 
совпадает с ним.

б) Чтобы доказать, что множество с!Л совпадает 
с множеством точек прикосновения множества Л, про
верим, что совпадают их дополнения. Дополнение 
к множеству точек прикосновения совпадает с мно
жеством внутренних точек множества Х \ Л ,  т. е. 
с множеством шЦХХЛ). Но нетрудно показать, что и

X \  с1 Л =  int (X \  А).

в) С очевидностью следует из а) и б) и того, что, 
во-первых, fr Л =  с1 Л \ т £  Л, и, во-вторых, граничные 
точки множества — это те точки прикосновения, ко 
торые не являются внутренними. Теорема 1 д о к а 
зана □



§ 4. Подпространства топологического пространства

Подобно тому как всякое подмножество метриче
ского пространства наделяется метрикой, так всякое 
подмножество топологического пространства может 
быть наделено естественной топологической’ структу
рой. (Сравните с тем, что далеко не всякое подмно

жество группы является ее 
подгруппой, подмножество 
линейного пространства — 
его подпространством.)

Пусть А — произвольное 
подмножество топологиче
ского пространства (X, О) 
(рис. 3). Обозначим через 

совокупность всех под
множеств множества А, ко

торые являются пересечениями открытых множеств 
пространства X  с множеством А:

а А =  { и ( ) А:  и  с=0}.

Теорема 1. Совокупность £2л удовлетворяет аксио
мам топологической структуры.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с аксиомы а). Пусть 
{Ка}а е /  — семейство множеств, принадлежащих сово
купности £1а- Это значит, что каждое множество У0 
является пересечением некоторого открытого в X  мно
жества и а с множеством А:

Уа =  и а {\А.

Чтобы доказать, что их объединение и  Уа тоже
а е /

принадлежит совокупности Ол, представим множество 
у  V а в виде пересечения некоторого открытого мно-

жества с множеством А. Действительно,

и  11 (£/в ГМ) =  (  и ^ П Л ,
а  е /  а е /  \ а е /  /

где множество 1̂ и а открыто как объединение не-о е /
скольких открытых множеств.

Перейдем к аксиоме б). Пусть Уь У2— Два мно
жества из совокупности Йд. Чтобы доказать, что их 
пересечение V*! П У2 также принадлежит совокупности



£2, представим множество 1/]Л У2 в виде пересечения 
множества А с некоторым открытым множеством п ро 
странства X. Пусть и К2 =  С/2 П У» где 

У2— открытые множества. Тогда

Ух П У2 =  (£/, п А) п (и 2 () А) — (<и , л и 2) л А,

где множество ¿У 1 Л и 2 открыто как пересечение двух 
открытых множеств.

Наконец, аксиома в) очевидна: множества А и 0  
тривиальным образом представляются в виде пере
сечения открытых множеств пространства X  с мно
жеством А:

А =  Х[ \ А,  0  =  0 Л  А. □

Итак, мы проверили, что совокупность £2д задает то 
пологию в множестве А.  Говорят, что топология 
индуцируется топологией £2, и называют ее индуциро
ванной топологией. Множество А, снабженное инду
цированной топологией, называется топологическим 
подпространством топологического пространства 
(*, £2) и обозначается (Л, £2,,), или просто Л, если 
ясно, что речь идет именно об индуцированной топо
логической структуре. Множества, входящие в сово
купность £2л, называются открытыми в множестве А .  
Итак, открытыми в Л являются множества, высекае
мые в нем множествами, открытыми в пространстве 
X. Как обычно, множество О сг Л называется за м к н у
тым в множестве А, если его дополнение Л \ 0  от 
крыто в Л.

Георема 2. В множестве А замкнуты те и только 
те множества, которые являются пересечениями з а м 
кнутых множеств пространства X  с мноокеством А.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р — замкнутое мно
жество пространства X. Чтобы доказать, что множе
ство Р [ ) А  замкнуто в Л, нужно проверить, что его 
дополнение Л \ ( / ' Л Л )  =  Л \ / :' открыто в множестве 
Л. Для этого представим множество Л \ ,Р  в виде пе
ресечения множества Л с некоторым открытым мно
жеством пространства X:

А \ Р  =  А п ( * \ л .

где множество открыто как дополнение замкну
того множества Р.



Наоборот, пусть множество G а  А замкнуто в А.  
Это значит, что его дополнение y 4 \G  открыто в А.  
Это, в свою очередь, означает, что y 4 \G  =  A f| U для 
некоторого множества U,  открытого в X.  Множество 
X \ U ,  замкнутое в пространстве X, и дает в пересе
чении с множеством А множество G. Чтобы убедиться 
в этом, воспользуемся цепочкой равенств:

A ( \ ( X \ U )  =  A \ ( A Î \ U )  =  A \ ( A \ G )  =  G. □

§ 5. Непрерывные отображения

Непрерывность «в целом». Отображение одного 
топологического пространства в другое называется 
непрерывным в целом (или просто — непрерывным) , 
если при этом отображении прообраз любого откры
того множества открыт. Таким образом, если (X, Q*) 
и (У,Qr) — топологические пространства, a f: X - > Y  
отображение, то f непрерывно, если

U с= Qy =► / (U)ç= fi*-
Примеры. 1. Тождественное отображение любого 

топологического пространства X в себя непрерывно. 
Оно обозначается ici*:

id*: Х- *- Х,  х ь - > х .

2. Постоянное отображение всегда непрерывно. 
Пусть X, Y — топологические пространства, i/o ^  Y — 
точка, а / — постоянное отображение:

f: X - ^ Y ,  х ^ у 0.

Тогда прообраз любого открытого множества (Ус=У 
совпадает С X,  если г/о €Е U, и пуст в противном 
случае.

3. Любое отображение дискретного пространства 
в любое топологическое пространство непрерывно.

4. Любое отображение любого топологического 
пространства в антидискретное пространство непре
рывно.

5. Отображение включения в топологическое про
странство X  любого его подпространства А. Оно обо
значается через inа-



При отображении включения прообраз любого мно
жества В а  X  совпадает с пересечением этого м но
жества и подпространства А:

т ^ ( В )  =  В П А .

Поэтому прообраз любого открытого множества в X  
открыт в подпространстве А  по определению индуци
рованной топологии в А. Это доказывает, что отобра
жение шл непрерывно.

Непрерывность отображения в целом можно опре
делить и при помощи замкнутых множеств.

Теорема I. Отображение /: Х - + У  непрерывно  
в целом тогда и только тогда, когда при этом отобра
жении прообраз любого замкнутого множества А  
замкнут.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отображение /  не
прерывно. Чтобы доказать, что множество /- 1 (Л) 
замкнуто, проверим, что его дополнение Х \ / _ 1 (Л) 
открыто. Действительно, оно совпадает с прообразом 
дополнения множества А:

х \ г ' ( А )  =  г 1 < У \ А ) .

А множество /~1(5Л\ Л )  открыто как прообраз откры 
того множества У \Л  при непрерывном отображе*- 
нии /.

В обратную сторону доказательство проводится 
аналогично. □

Замечание. Важно отметить, что, в отличие от 
прообразов, при непрерывных в целом отображениях 
образы открытых (замкнутых) множеств вовсе не 
обязательно будут открытыми (замкнутыми). Чтобы 
убедиться в этом, вернитесь к примерам 3 и 4.

Отметим простое, но очень важное свойство не
прерывных отображений.

Теорема 2 . Композиция непрерывных отображе
ний непрерывна.

Более подробно, если X, У, X  — топологические 
пространства, а }: Х - + У  и Y->-Z  — непрерывные  
отображения, то их композиция g  ° f  : X  -*  Ъ есть не
прерывное отображение.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Обозначим через А сквозное 
отображение: Л =  £° / .  Д ля проверки его непрерыв
ности требуется доказать, что если V  с  1  — произ



вольное открытое множество, то его прообраз Л_1(£/) 
открыт в X. В самом деле, множество £ “ ‘ (¿0  открыто 
в У в силу непрерывности отображения g, а его про
образ открыт в X  в силу непрерывности 
отображения /. Осталось заметить, что к - 1 (11) =
=  / - 1(£Г1(£ /)) .

Следствие. Сужение непрерывного отображения 
непрерывно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если /: — непрерыв
ное отображение, а А —  подмножество пространства 
X, то сужение отображения / на А  непрерывно как 
композиция непрерывных отображений — включения 
А - + Х и { :

/ и  =  / ° 1пл. □

Определение. О браз топологического простран
ства при непрерывном в целом отображении часто 
называется непрерывным образом этого простран
ства.

Непрерывность в точке. Технически непрерывность 
конкретного отображения проще проверять в отдель
ных точках.

Определение. Отображение ¡: Х -*-У  называется 
непрерывным в  точке Хо е  X, если для всякой окре
стности V образа /Ч*о) этой точки существует окре
стность 1/ самой точки д:о, образ которой содержится 
в выбранной окрестности У:

/  (и) а  V.

В случае, когда X  и У — метрические простран
ства, в качестве II и V достаточно рассматривать 
шаровые окрестности; поэтому в этом случае наше 
определение непрерывности в точке равносильно 
классическому определению из математического ана
лиза:

Отображение /: Х-*~У непрерывно в точке х о ^ Х ,  
если для любого положительного числа е существует 
такое положительное число б, что образ любой точки 

удаленной от х 0 менее, чем на б, удален от 
образа точки х 0 менее, чем на е:

<1181 {х, х0) <  б =>- (I (х), /  (*0)) <  е.

Вернемся к топологическим пространствам.



Теорема 3. Отображение Х - + У  непрерывно в 
целом тогда и только тогда, когда оно непрерывно 
в каждой точке пространства X.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отображение /  непре
рывно в целом, а х о ^ Х — произвольная точка. Про
верим определение непрерывности в точке. Для про
извольной окрестности V точки {(х0) в качестве ис
комой окрестности и  можно взять множество / - 1 (У ): 
оно содержит точку х0 и открыто в силу непрерыв
ности в целом отображения /. Наконец, включение 
¡(С!)сг V очевидно.

Докажем обратное утверждение.
Пусть отображение / непрерывно в каждой точке. 

Нам нужно проверить, что прообраз произвольного 
открытого множества V с : У открыт в X. Д ля этого 
заметим, что каждая точка х 0 множества 
внутренняя, т. е. лежит в нем вместе с некоторой 
своей окрестностью £/. Наличие такой окрестности 
следует из непрерывности отображения /  в точке хо 
и того, что V является окрестностью точки Хо. □

Всюду в дальнейшем мы будем называть непре
рывные в целом отображения просто непрерывными.

§ 6. Гомеоморфизмы

Определение. Отображение одного топологиче
ского пространства в другое называется гомеомор
физмом, если оно непрерывно, обратимо и обратное 
к нему отображение тоже непрерывно ') .

Таким образом, если X  и У — топологические про
странства, то непрерывное отображение Х - + У  яв
ляется гомеоморфизмом, если /  обратимо (т. е. /  — 
биекция) и отображение р 1: ¥~*-Х  такж е непре
рывно.

Из непрерывности и обратимости отображения 
еще не следует непрерывность обратимого отобра
жения.

Контрпримеры. 1 . Пусть X =  {а, Ь) и У =  [с, ¿ } — 
двухточечные топологические пространства. Если про
странство X  дискретно, а пространство У антидиет 
кретно, то отображение ?:Х-*-У,  а*—* с ,

*) Иногда, особенно в старых книгах, используется термин 
«топологическое отображение».



очевидно, является непрерывным и обратимым. В то 
же время обратное отображение не будет непре
рывным.

2. Рассмотрим хорошо знакомое нам отображение 
f: [0, 2я)—►- S 1 с= R2 полуоткрытого интервала в еди
ничную окружность, заданное формулой f(t) =  
=  (cos t, s i ni ) .  Оно непрерывно и биективно. Но об
ратное отображение терпит разрыв в точке ( l .O ) e S 1.

Примеры гомеоморфизмов.
1. Биективное отображение дискретного простран

ства в дискретное всегда является гомеоморфизмом. 
Это очевидно.

2. Точно так же биективное отображение антидис- 
кретного пространства в антидискретное всегда яв
ляется гомеоморфизмом.

3. Менее тривиальный пример гомеоморфизма:

( “ f  ’ х ^ 1ё х -

Обратное отображение здесь — arctg: R - * ( —j ,  - j ) -

Сужение этого гомеоморфизма на интервал |о, у )

дает нам гомеоморфизм [\), +  °°), а суже
ние его на интервал (0, я /2) дает нам гомеоморфизм 
(О, f ) - ( 0, + с о ) .

Свойства. Перечислим простейшие, но очень важ 
ные свойства гомеоморфизмов.

Теорема 1 . а) Тождественное отображение любого 
топологического пространства в себя есть гомеомор
физм.

б) Отображение, обратное гомеоморфизму, есть 
гомеоморфизм.

в) Композиция двух гомеоморфизмов есть гомео
морфизм.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пункты а) и б) очевидны. 
Докажем пункт в). Пусть f : Х - ^ У  и g: Y - > Z — го
меоморфизмы. Тогда их композиция h =  g*f \  X - + Z  
непрерывна, так  как отображения f a g  непрерывны; 
отображение h — биекция, так как / и g  — биекции; 
наконец, обратное отображение h~l —  f~l o g~l: Z-*-X  
непрерывно, так  как f~l и непрерывны. □



Вот еще некоторые свойства гомеоморфизмов.
При гомеоморфизме образ любого открытого мно

жества открыт, а образ замкнутого множества 
замкнут.

Действительно, пусть /: Х - + У — гомеоморфизм, 
ё  =  ¡~и. У X  — обратное отображение и и  с  X  — 
открытое множество. Тогда множество /(¿У) =  ¿ р 1 (II) 
открыто в силу непрерывности отображения р  
(рис. 4).

Замкнутость образа замкнутого множества прове
ряется аналогично. □

Тем самым гомеоморфизм f: X - + Y  определяет 
взаимно однозначное соответствие между топологи
ческими структурами пространств X и У. Пользуясь 
этим, нетрудно показать, что если А а  X —  произ
вольное множество, то

/ (с1 А) =  с1 (/ (Л)), /  (int А) р= int а  (Л)),
/  (fr Л) =  fr (/(Л)),

а если Л есть окрестность точки х о б Х , то /(Л ) есть 
окрестность точки /(х 0) е  У, и т. д.

Таким образом, с топологической точки зрения го- 
меоморфные пространства устроены совершенно оди
наково— гомеоморфизм Х-*-У  отождествляет все яв
ления в пространствах X  и У, определяемые в терми
нах топологической структуры.

Здесь мы подошли к одному из важнейших опре
делений курса.

Определение. Говорят, что пространство X  гомео- 
морфно пространству У, если существует гомеомор
физм /: Х-*-У. Гомеоморфность мы будем обозначать



значком ^  или, подробнее, :

Х ^ У ,  Х ^ { У .

Предыдущая теорема 1 позволяет доказать, что:
Теорема 2. Отношение гомеоморфности являе’тся 

отношением эквивалентности. Для этого надо прове
рить три свойства, входящие в определение отноше
ния эквивалентности.

а) Р е ф л е к с и в н о с т ь .  Всякое топологическое 
пространство гомеоморфно самому себе:

Х ^ Х .

б) С и м м е т р и ч н о с т ь .  Если пространство X  
гомеоморфно пространству У, то и пространство У, 
в свою очередь, гомеоморфно пространству X:

X ^ У  =>У ^  X.

в) Т р а н з и т и в н о с т ь .  Если пространство X  го
меоморфно пространству У, а пространство У гомео
морфно пространству то пространство X  гомео
морфно пространству

х  з ё У, у  => х ^  г .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно указать соответ
ствующие гомеоморфизмы. В случае а) это тожде
ственное отображение ¡с1х. В случае б) это /~1: У —► 
-*-Х, где /: Х ^ У — исходный гомеоморфизм. Нако
нец, в случае в) это Х-+1,  где /: Х->-У  и g: У-*- 
-+ Z  — исходные гомеоморфизмы. При помощи сим
волики это записывается так:

а) X  ^ ы Х ;
б) Х З £ ГУ = > У ^ Г. , Х ;
в) х щ у , У ^ е г  =>- х е & ^ г .  □
Топологический тип. Таким образом, все топологи

ческие пространства разбиваются на классы эквива
лентности относительно отношения гомеоморфности. 
Эти классы называются топологическими типами. То
пологические пространства имеют один и тот же то
пологический тип в том и только в том случае, если 
они гомеоморфны.



Важной (особенно в методологическом отношении) 
является проблема гомеоморфизма. Она заключается 
в том, чтобы определить, гомеоморфны ли два данных 
топологических пространства. Такая постановка во
проса приобретает смысл, если речь идет о простран
ствах из какого-нибудь обозримого класса топологи
ческих пространств. Идеальное ее решение заклю 
чается в том, чтобы перечислить все топологические 
типы, встречающиеся в этом классе, и указать спо
соб, позволяющий отнести каждое пространство к 
своему типу.

Первое составляет содержание классификации, 
второе — алгоритмической классификации пространств 
данного класса.

Топологические свойства. В случае двух прост
ранств положительный ответ на вопрос об их гомео
морфности часто дать проще, чем отрицательный: 
в простых случаях обычно можно указать конкрет
ный гомеоморфизм одного пространства в другое. 
Доказать негомеоморфность двух пространств слож 
нее: для этого надо доказать, что искомого гомео
морфизма не существует. На помощь приходят то
пологические свойства. Так называются свойства 
топологических пространств, которыми гомеоморфные 
пространства обладают или не обладают одновремен
но. Примеры топологических свойств: конечность и 
счетность топологического пространства и топологии, 
метризуемость, дискретность и антидискретность.

Вообще, топологическим будет любое свойство, ко
торое можно сформулировать исключительно в тер
минах топологической структуры: открытых и зам к 
нутых множеств.

Топология как раздел геометрии. В XIX веке, когда 
предмет топологии ограничивался множествами в ев
клидовом пространстве, Ф. Клейн определил тополо
гию как часть геометрии, изучающую свойства фигур, 
сохраняющиеся при гомеоморфизмах. Это ставило ее 
в один ряд с другими разделами геометрии, такими 
как евклидова, гиперболическая, круговая, проектив
ная, аффинная и сферическая. Их задача, по Клейну, 
состояла в изучении тех свойств фигур, которые со
храняются соответственно при движениях евклидова 
и неевклидова пространства и круговых, проективных, 
аффинных и сферических преобразованиях.



Г л а в а  II 

ТОП ОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА

§ 1. Связность

Определение. Топологическое пространство назы
вается связным, если его нельзя разбить на два не
пустых открытых множества. В противном случае оно 
называется несвязным. Таким образом, пространство 
X  несвязно, если в нем найдутся два непустых от
крытых множества 11 и У, которые не пересекаются,

а в объединении д а
ют все пространство X  
(рис. 5):

и , и  ПУ =  0 .
"и У- и  [}У =  Х.

х Можно сказать, что связ
ное пространство «состоит 

Рис. 5 из одного цельного кус
ка» ') .

Поскольку, очевидно, разбиение на два непустых 
открытых множества одновременно является разбие
нием на два непустых замкнутых множества, то связ
ность можно переформулировать в терминах замкну
тых множеств:

Пространство связно тогда и только тогда, когда 
его нельзя  разбить на два непустых замкнутых мно
жества.

Так как дополнение к множеству непусто тогда 
и только тогда, когда само множество не совпадает 
со всем пространством, а дополнение к открытому 
множеству замкнуто, то мы получаем еще одно полез
ное определение связности:

Пространство X связно в том и только в том слу
чае, когда в нем имеется только два открыто-замкну
тых множества-, все пространство X  и пустое множе
ство 0 .

Примеры. 1. Любое антидискретное пространство 
связно.

*) Ср.: связное изложение чего-либо, связный рассказ. Не 
путать со словом «связанный»!



2 . Дискретное пространство, в котором больше од
ной точки, несвязно.

3. Вещественная прямая Я связна (см. ниже сл ед 
ствие из теоремы 2 ).

Определение. Подмножество А топологического 
пространства X  называется связным, если оно связно 
в индуцированной топологии как подпространство 
т. е. если топологическое пространство ( А , ЯД) связно.

Другими словами, множество А в топологическом 
пространстве X  связно, если его нельзя покрыть 
двумя открытыми в X  множествами и  и V так, чтобы 
каждое из них пересекалось с множеством А,  а пере
сечение всех трех множеств V, V и А было пусто:

и , У<=£2х , ( / Г ) А Ф 0 ,  У [ \ А Ф ® ,  и П У Г } А = 0 .

Примеры. 1 . Любое множество в антидискретном 
пространстве связно.

2. Любое множество в дискретном пространстве, 
состоящее по крайней мере из двух точек, несвязно.

3. Интервал (0, 1 ) с Я  связен. (Доказательство бу
дет дано ниже.)

4. Следующие множества несвязны в И: [0, 1) и 
и [2 ,3], N. О, любое конечное множество. Вообще, 
если множество А а  К содержит точки а и Ь, но не 
содержит некоторой промежуточной точки с: а <  
<С с <  Ь, то оно несвязно. Достаточно положить 
У =  (—°°. с), V — (с, + ° о ) .  Таким образом, если м но
жество в К. не является интервалом, оно несвязно. 
(Напомним, что интервалом называется подмнож е
ство прямой И, которое с каждыми своими двумя 
точками содержит все промежуточные точки. Бы ваю т 
открытые интервалы, или промежутки, конечные 
вида (а, Ь) и бесконечные вида ( — оо, а), ( а ,+ о о ) ,  
замкнутые интервалы, или отрезки (сегменты), вида 
[а, Ь] и полуоткрытые интервалы вида [а, Ь), (а ,Ь ],
(— оо, а\ и [а, + о о ). Для полноты к интервалам сле
дует отнести еще пустое множество 0 , точки — одно
точечные множества и всю прямую (—оо, оо).)

Критерий связности. Достаточный запас связных 
множеств в топологическом пространстве иногда по
зволяет судить и о связности всего пространства.

Теорема 1 (критерий связности). Д ля  того чтобы 
топологическое пространство было связно, необходимо



и достаточно, чтобы каждые две его точки содержа
лись в некотором связном множестве.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость этого усло
вия очевидна. Докажем его достаточность. Пусть 
X  — топологическое пространство, каждые две точки 
которого лежат в некотором связном множестве. 
Предположим, что пространство X  несвязно: X  =  
=  и  и V, где и  и V —  непустые открытые множества, 
пересечение которых пусто:

1 ) ф 0 ,  Уф (д ,  и  П У  =  0 .
Выберем в этих множествах по точке: пусть а е У ,
Ъ е  V. Пусть /(с = Х  — связное множество, содержа
щее выбранные точки а и Ь. Тогда множества II и V 
покрывают, очевидно, множество К, их пересечения 
с К  непусты, а пересечения всех трех множеств и , V 
и К  пусто: и ( ] У [ ] К < = и ( ] У  =  0 .  Мы получили про
тиворечие со связностью множества К. Теорема 1 
доказана. □

Связность интервалов. Применим полученный кри
терий связности к вопросу о связных множествах на 
прямой.

Лемма. Всякий отрезок [а, Ь] связен.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отрезок разбит на 

два открытых в нем множества: [а, Ь\ =  А У В. Д о
кажем, что если, например, а е Л ,  то множество В 
пусто. Для этого рассмотрим правый конец а  самого 
большого полуоткрытого интервала [а, а ) , содержа
щегося в множестве А. Поскольку множество В от
крыто, то нетрудно видеть, что а  ф. В. Следовательно, 
а е Л .  Но это означает в силу открытости множе
ства А, что а  =  Ь и А =  {а, Ь], а В =  0 .  Лемма до
казана.

Теорема 2. Подмножество А числовой прямой 
связно в том и только в том случае, когда А ин
тервал.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость этого усло
вия нам уже известна. Чтобы доказать его достаточ
ность, воспользуемся критерием связности и леммой. 
Действительно, если Л — интервал, то каждые две его 
точки а, Ь содержатся в связном множестве [а, о].

Следствие. Вещественная прямая Я связна. □
Связные множества. Рассмотрим теперь некоторые 

свойства связных множеств.



Теорема 3. Замыкание связного множества связно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим в топологиче

ском пространстве X  связное множество А. П редпо
ложим, что его замыкание с1 А несвязно. П усть 
с \ Л а и \ } ] / ,  где V  и V — открытые множества, ко 
торые имеют непустые пересечения с множеством 
с1 А, причем пересечение всех трех множеств £/, V 
и с1 А пусто:

и [ ] с \ А ф 0 ,  V [}с1 Аф= 0 ,  £ / ПУПс1Л =  0 .

Так как множество А связно, то его пересечение с о д 
ним из двух множеств и  и V  пусто. Пусть, например, 
и ( ) А  =  0 .  Это значит, что множество А содержится 
в замкнутом множестве Х \ [ / .  Но тогда и его за м ы 
кание с \А  тоже содержится 
в Х \ и ,  т. е. с \ А $ \ и  =  0 .
Полученное противоречие и 
доказывает теорему 3. □

Теорема 4. Объединение 
двух связных множеству 
имеющих по крайней мере 
одну общую точку, связно.

Д о к а з а т е л  ь с т в о.
Пусть А, В — связные под
множества топологического 
пространства X, имеющие непустое пересечение: А  П 
П В Ф  0  (рис. 6). Предположим, что их объединение 
С =  А \ } В  несвязно. Это значит, что С а 1 ] \ } У ,  гд е  
и  й V — открытые множества, имеющие общие точки 
с множеством С, причем пересечение всех трех м но
жеств и,  V к С пусто:

и ос ф  0 , Упс ф0,  ипупс =  0.
Тогда из связности множеств А и В  следует, что 
каждое из них целиком содержится в одном из м но
жеств 1) и V и не пересекается с другим (для п ро 
верки вернитесь к определению связного множ ества). 
Но пусть, например, А с  и .  Если теперь В  с= и,  то  
С [ } У ^ 0 ,  а если й с У ,  то А [ \ В с 2 и [ \ У [ \ С  =  0 .  
В обоих случаях получаем противоречие. Теорема 4 
доказана. □

Эту теорему теперь ничего не стоит обобщить н а  
случай произвольного семейства связных множеств, 
имеющих непустое пересечение.



Теорема 5. Объединение семейства связных мно
жеств, имеющих общую точку, само связно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть М а}а е /  — произволь
ное семейство связных множеств в топологическом 
пространстве X, а точка х$ — общая для всех мно
жеств Аа: х0 е= П А а- Согласно нашему критерию

а е  /
связности, для доказательства связности множества 
У Аа достаточно указать для двух его точек а и Ь

а е /
содержащее обе эти точки связное подмножество 
множества и  А а. Если, например, а е  А а и 6 е Л р

а  <= /
для некоторых индексов а, р е / ,  то таким множеством 
будет множество А а \]А$.  Его связность следует из 
предыдущей теоремы, поскольку множества А а и А  ̂
оба связны и имеют общую точку х0. □

К о м п о н е н т ы  т о п о л о г и ч е с к о г о  п р о с т р а н с т в а .  Особый 
интерес представляют максимальные связные под
множества топологического пространства. Для них 
существует специальное название (и даже несколько).

О п р е д е л е н и е . Компонентой связности простран
ства X называется всякое его связное подмножество, 
не содержащееся ни в каком строго большем связ
ном подмножестве пространства X.

Т е о р е м а  6. Д ве компоненты связности либо не пе
ресекаются, либо совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Объединение двух пересе
кающихся компонент по-доказаиному есть связное 
множество, которое к тому же содержит обе эти 
компоненты. По определению, компоненты должны 
совпадать с ним и, значит, друг с другом. □

Т е о р е м а  7 . Каждая точка содержится в некоторой 
компоненте связности пространства.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно заметить, что 
среди всех связных множеств, содержащих данную 
точку, существует наибольшее: это объединение всех 
таких множеств. Оно связно в силу доказанной выше
теоремы 5. □

Эти две теоремы в совокупности означают, что 
всякое топологическое пространство является объеди
нением своих попарно непересекающихся компонент 
связности. Другими словами, компоненты связности 
образуют разбиение  пространства. Компоненты связ



ности пространства называются такж е его связны м и  
компонентами или просто компонентами.

Теорема 8. Компонента связности является за м 
кнутым множеством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Замыкание компоненты 
связности есть связное множество, содержащее эту 
компоненту. По определению, компонента долж на 
совпадать с ним. Следовательно, она замкнута. □

Примеры. 1 . У антидискретного пространства, как  
и у любого связного пространства, всего одна компо
нента связности — все пространство.

2. В дискретном пространстве каждое одноточеч
ное подмножество образует отдельную компоненту.

3. В множестве рациональных чисел О, леж ащ ем  
на вещественной прямой, каж дая точка образует 
отдельную компоненту. Это, кстати, пример того, 
когда компоненты не открыты.

Связность и непрерывные отображения. Вернемся 
к связным пространствам. Представляется естествен
ным, что поскольку понятие связности определяется 
чисто в топологических терминах, то связность д о л ж 
на быть топологическим свойством. Мы докажем сей
час гораздо более сильное утверждение.

Теорема 9. Непрерывный образ связного простран
ства связен. Другими словами, если /: 1 ->- К — н е 
прерывное отображение и пространство X связно, то 
множество 1(Х) тоже связно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное. 
Пусть множество ¡{X) несвязно: ¡(X)  сг II и V, где и  
и У — открытые множества в У, которые имеют не
пустые пересечения с множеством / ( X ), причем пере
сечение всех трех множеств и,  V и /(А') пусто:

и Г \ ! ( Х ) Ф 0 ,  V П [ ( Х ) Ф 0 ,  и ( ) У Г \ } ( Х ) = 0 .

Это значит, что /->( 11) Ф 0 ,  ¡ - ' ( У ) ф 0  и / - ‘ ( ^ П  
Л У) — 0 .  В силу непрерывности отображения /  мно
жества и /_1(К) открыты, а из того, что 
/ ( Х ) с = и и У ,  следует, что /-> (¿7) и (У) =  X. Таким 
образом, мы получили разбиение пространства X  на 
два непустых открытых множества и / - ‘ (К ), 
в противоречие со связностью пространства X. Тео
рема 9 доказана. □

Следствие. Топологическое пространство, гомео- 
морфное связному пространству, само является



связным. Таким образом, связность является тополо
гическим свойством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /: Х - > У — гомеомор
физм и пространство X  связно. Тогда пространство У 
связно, как образ связного пространства X  при не
прерывном отображении □

Замечание. Разумеется, поскольку понятие связно
сти определялось в чисто топологических терминах — 
на языке открытых множеств, — то оно является 
топологическим. А так  как гомеоморфизм устанав
ливает взаимно однозначное соответствие между то
пологическими структурами двух пространств, то 
связность должна сохраняться при гомеоморфизмах, 
т. е. она является топологическим свойством. Для 
того читателя, которому все это уже понятно, доказа
тельство предыдущего следствия не нужно. Но, за
метим, наше «очевидное» объяснение занимает боль
ше места, чем упомянутое доказательство! (Это тот 
случай, когда «по длинной дороге езды три дня, а по 
короткой — и за месяц не доедешь».) В подобной си
туации мы еще не раз окажемся на протяжении этой 
главы.

§ 2. Линейная связность

Несмотря на то, что определение связности очень 
просто, его непосредственная проверка в конкретных 
случаях, например, для множеств в евклидовом про
странстве, несколько затруднительна. На помощь 
приходит другое, более сильное, но проще проверяе
мое топологическое свойство-—линейная связность.

Путь. Прежде всего дадим определение пути в то
пологическом пространстве.

Путем 5 в топологическом пространстве X  назы
вается непрерывное отображение в: [0, 1 ]-> Х  отрезка 
[0,1] в пространство X. Точка а =  х(0) называется 
началом  пути 5, а точка ¿ =  з(1) — его концом. Го
ворят также, что путь в соединяет точки а и Ь ') 
(рис. 7).

Определение. Топологическое пространство назы
вается линейно связным, если любые две его точки 
можно соединить путем.

1) Отметим некоторую разницу с привычным употреблением 
слова «путь». Обычно под путем понимают дорогу, а мы имеем 
в виду скорее движение  по этой дороге, т. е. прохождение пути;



Примеры. 1 . Всякое антидискретное пространство 
линейно связно.

2. Дискретное пространство, в котором больше 
одной точки, линейно несвязно.

3. Евклидово пространство К" линейно связно : лю
бые две точки а, й е  й" можно соединить равномер
ным прямолинейным путем (т. е. воспользоваться

хорошо известной нам параметризацией отрезка) 
я: [0, 1]-*- К», 5 ( 0 =  (1 — / ) а - Н6 .  Н '

Определение. Множество А в топологическом про
странстве X  называется линейно связным, если оно 
линейно связно в индуцированной топологии как под
пространство, т. е. если топологическое пространство 
(А, 12л) линейно связно.

Поскольку отображение в подпространство непре
рывно тогда и только тогда, когда непрерывна ком
позиция этого отображения с включением подпро
странства А в пространство X, то мы видим, что мно
жество А в топологическом пространстве X линейно  
связно тогда и только тогда, когда любые две его 
точки а, Ъ е  А можно соединить путем [0, 
целиком лежащим в А (т. е. * ( ( ) е ^  д л я ’любого 
* [0. 1]) (рис. 8).

Линейную связность различных множеств часто 
нетрудно проверить непосредственно.

Примеры. 1 . Любой интервал на прямой линейно 
связен.

2. Всякое выпуклое множество в евклидовом про
странстве линейно связно. В частности, любой шар 
О" линейно связен.

Свойства путей. Линейная связность во многом 
аналогична связности (это видно уж е из названия 
этих свойств). Поэтому неудивительно, что свойства

Рис. 7 Рис. 8



линейно связных множеств очень похожи на свойства 
связных множеств. Для доказательства этих свойств 
нам потребуются следующие простейшие свойства 
путей.

Если точку а можно соединить путем я с точкой 
Ъ, то и, наоборот, точку Ь можно соединить с точкой
а. Это можно сделать при помощи пути, обратного 
пути в. Он обозначается через я-1  и определяется 
формулой ')

. ; - • ( / )  =  5 ( 1  —  £) .

Можно сказать, что обратный путь х-1  состоит в про
хождении пути в в обратном направлении (рис. 9).

Рис. 9

Если точку а можно соединить путем в! с точкой 
Ь, а точку Ь — путем «2 с точкой с, то точку а можно 
соединить путем с точкой с. Это можно сделать пру 
помощи произведения путей в! и 5г- Произведение 
путей обозначается через и определяется фор
мулой

!«, (20, если t <* 2  ,
1

«2 (2/ — 1), если у  •

Можно сказать, что путь 5 г $2 состоит из двух 
половин — путей и Яг» каждый из которых прохо
дится с удвоенной скоростью (рис. 10).

Теорема 1. Объединение семейства линейно связ
ных множеств, имеющих общую точку, само линейно 
связно.

*) Н азвание «обратный путь» и обозначение в 1 несколько 
двусмысленны, поскольку путь — это отображ ение, а обратный 
путь обратным отображением не является. Мы надеемся, что 
это не вызовет недоразумений.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Хотя это утверждение и до
статочно очевидно, мы его докажем во всех де
талях.

Пусть {Ла}а е ; /— произвольное семейство линейно 
связных множеств в топологическом пространстве X, 
а точка х0 — общая для всех множеств А а: х0 е  Аа.

а  е  /
Как мы знаем, чтобы доказать линейную связность 
множества и  А а, нужно для произвольных двух

его точек а и Ь указать соединяющий их путь, кото
рый лежал бы в этом множестве. Если, например, 

и б е Л р  для некоторых индексов а , р е / ,  то 
в силу линейной связности множеств А а и точку а 
можно соединить в А а с точкой х 0 некоторым путем 
яь а точку х 0 можно соединить в Лц с точкой Ь не
которым путем 52. Тогда путь ЯгЯг, лежащий
в Аа и Ап с  и  Аа, соеди-

а <=/
няет точку а с точкой 
Ъ и является искомым 
(рис. 1 1 ). □

Компоненты линейной 
связности топологическо
го пространства. Особый 
интерес представляют Рис. 11
максимальные линейно
связные подмножества топологического пространства. 
Для них имеется специальное название.

Компонентой линейной связности пространства X  
называется всякое его линейно связное подмноже
ство, не содержащееся ни в каком строго большем 
линейно связном подмножестве пространства X.

Теорема 2. Д ве  компоненты линейной связности 
либо не пересекаются, либо совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Объединение двух пересе
кающихся компонент линейной связности, в силу тео
ремы 1 , есть линейно связное множество, которое 
к тому же содержит обе исходные компоненты. По 
определению, они должны совпадать с этим множе
ством и, значит, друг с другом. □

Теорема 3. Каждая точка пространства содер
жится в некоторой его компоненте линейной Связ
ности.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно заметить, что 
среди всех линейно связных множеств, которые со
держат данную точку, имеется наибольшее: им яв
ляется объединение всех этих множеств. Оно линейно 
связно в силу доказанной ранее теоремы 1 . □

Теоремы 2, 3 означают в совокупности, что вся
кое топологическое пространство является объедине
нием своих попарно непересекающихся компонент 
линейной связности. Другое название для компо
нент линейной связности — линейно связные компо
ненты.

Линейная связность и отображения. Вернемся к 
линейно связным пространствам. Нетрудно убедиться, 
что линейная связность — топологическое свойство. 
Это естественно, поскольку она определяется чисто 
в топологических терминах. Мы получим это в каче-

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем, что две произ
вольные точки a, b ^ f ( X )  можно соединить в f (X)  
путем. Пусть a — f (x) ,  b =  f (y) ,  где х, у ^ Х .  Тогда 
если s — путь, соединяющий в X  точки х  и у, то путь 
f  о s, соединяющий, очевидно, точки а и Ь, искомый 
(рис. 12 ). □

Пример. Окружность S 1 линейно связна, поскольку 
она является образом отрезка [0, 2л] при стандарт
ной параметризации f : [0, 2л] R2, f  (t) =  (cos t, sin t),

Следствие. Топологическое пространство, гомео- 
морфное линейно связному пространству, само яв
ляется линейно связным. Таким образом, линейная 
связность есть топологическое свойство.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если f : X - ^ - Y  есть гомео
морфизм линейно Связного пространства X  на про
странство У, то пространство У линейно связно, как

стве следствия из некото
рого более сильного ут
верждения.

Теорема 4. Непрерыв-

Рис. 12

/  ный образ линейно связ-
V ного пространства линей- 

но связен. То есть если 
1 /: X  У — непрерывное 

отображение и простран
ство X линейно связно, то 
и множество / ( X ) линей
но связно.



образ линейно связного пространства X  при непре
рывном отображении /. □

Связность и линейная связность. Выясним теперь 
соотношение между связностью и линейной связ
ностью.

Теорема 5. Линейно связное топологическое про
странство связно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть X  — линейно связное 
топологическое пространство. Чтобы доказать, что 
оно связно, воспользуемся критерием связности. Для 
этого нужно для произволь
ных точек a, í e X  найти 
содержащее их связное мно
жество. Если s : [0, 1] - * -  
путь, соединяющий точки а 
и Ь, то таким множеством 
будет множество s ( [ 0, 1]) —
«траектория» пути s, — кото
рое связно как образ связ
ного пространства [0, 1] 
при непрерывном отображе- Рис. 13
нии s. □

Обратное утверждение, вообще говоря, неверно: 
существуют связные, но не линейно связные про
странства.

Пример. Рассмотрим непрерывную функцию 
/: (О, - ] - > R ,  заданную формулой f (x)  — sin ~ . Пусть

А а  Я? — ее график. Множество А связно и даж е ли
нейно связно. Поэтому его замыкание с1Л (рис. 13) 
тоже связно. Но нетрудно видеть, что оно — это за 
мыкание— не линейно связно: точки отрезка с 1 /4 \Л  
нельзя соединить путем с точками из А  (наглядно это 
довольно очевидно, но мы не будем этого доказы 
вать, а оставим читателю в качестве не очень труд
ного упражнения).

Заметим, что попутно мы получили пример ли
нейно связного множества, замыкание которого уж е 
не линейно связно. Это еще одно различие между 
связностью и линейной связностью.

Критерий линейной связности. Бросается в гл аза  
некоторая экзотичность приведенного примера (для 
пространства X  —  el А  есть даже специальное на
звание— «польский отрезок»). Это не случайно.



Во многих важных ситуациях связность и линейная 
связность равносильны. Например, поскольку все ин
тервалы на прямой линейно связны, а все остальные 
подмножества прямой несвязны, то для подмножеств 
прямой эти свойства равносильны. Еще более широ
кий критерий линейной связности связных про
странств и множеств дается пунктом в) следующей 
теоремы (пункты а) и б) понадобятся нам в § 1 
гл. III).

Теорема 6. Пусть в топологическом пространстве 
X каждая точка обладает линейно связной окре
стностью. Тогда

а) компоненты пространства X являются одновре
менно его линейно связными компонентами;

б) компоненты пространства X открыты в нем\
в) если пространство X связно, то оно и линейно 

связно.
Доказательство основано на следующей лемме.
Л ем м а. Всякая линейно связная компонента L 

пространства X открыта.
Действительно, все точки множества L внутрен

ние, поскольку с каждой своей точкой множество L 
содержит ее линейно связную окрестность. П

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  6. Начнем 
с пунктов а) и б ) . Каждая компонента С простран
ства X  очевидным образом разбивается на линейно 
связные компоненты. Все они, в силу леммы, от
крыты. Следовательно, компонента С также открыта,
и пункт б) доказан.

Д алее, если бы этих линейно связных компонент 
было больше одной, то мы получили бы противоре
чие со связностью компоненты С. Следовательно, 
в разбиении участвует только одна линейно связная 
компонента L, и она, очевидно, совпадает со всей 
компонентой С. Этим доказан пункт а).

Пункт в) легко следует из пункта а). Если про
странство X связно, то X  является (единственной) 
своей компонентой. Тогда в силу пункта а) простран
ство X  является также своей линейно связной ком- 
понентой и, следовательно, линейно связно. Теорема о
полностью доказана. □

Следствие 1. Д ля  открытых множеств в евклиоо- 
вом пространстве связность и линейная связность 
равносильны.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть И с  1^ — произволь
ное связное открытое множество. Чтобы доказать его 
линейную связность, достаточно, в силу теоремы 6, 
у каждой его точки найти линейно связную окр е
стность. Такой окрестностью будет, например, лю 
бая достаточно малая шаровая 
окрестность этой точки. □

Напомним, открытое связ
ное множество в евклидовом 
пространстве называется об
ластью (рис. 14).

Следствие 2. Открытое мно
жество в евклидовом простран
стве имеет не более чем счет- рИс. 14 
ное число компонент.

Д о к а з а т е л ь с т в о  в качестве упражнения. 
(Надо воспользоваться, например, тем, что в каж дой 
компоненте должна содержаться точка, у которой 
все координаты — рациональные числа, а всего таких 
точек — счетное число.) □

§ 3. Хаусдорфовость

В определении топологического пространства уча
ствуют три аксиомы. Их уже достаточно для до
вольно содержательной теории. Но запас топологи
ческих пространств очень велик. Важнейшие из них — 
метризуемые — составляют лишь небольшую часть 
этого запаса. Поэтому часто ограничиваются р ас
смотрением пространств, удовлетворяющих различ
ным дополнительным требованиям. Среди таких тре
бований одно из важнейших — аксиома Х аусдорфа 
(иногда ее даже включают в число аксиом топологи
ческой структуры).

Определение. Топологическое пространство н азы 
вается хаусдорфовым, если любые две его различные 
точки обладают непересекающимися окрестностями. 
Таким образом, если А' — хаусдорфово топологиче
ское пространство, то для любых двух точек а, 6 е 1 , 
а ф Ь ,  найдутся такие множества и ,  1̂ е  й*, что 
в е ( / , / | Е У ,  и и  П У =  0  (рис. 15). (Окрестности и  
и V отделяют точки а и Ь друг от друга. П оэтому 
аксиому Хаусдорфа относят к числу аксиом отде



лимости: другое ее название — вторая аксиома от
делимости или аксиома Т2.)

Примеры. 1. Антидискретное пространство, в ко
тором больше одной точки, не хаусдорфово.

2. Дискретное пространство хаусдорфово.
3. Всякое метрическое пространство М хаусдор

фово. Если а, 6 е М — две его точки, то в каче-

Теорема 1 (замкнутость точек). В хаусдорфовом 
топологическом пространстве X одноточечные под
множества замкнуты.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть х0 е  X. Чтобы дока
зать, что множество {я0} замкнуто, достаточно прове
рить, что его дополнение Х \{*о}  открыто. Действитель
но, любая точка у е  А \ { ^ 0} обладает окрестностью V, 
не содержащей точки х 0 (в силу хаусдорфовости про
странства X ), и, следовательно, является внутренней 
для множества А \(л:о}. □

Следствие. В хаусдорфовом пространстве конеч
ные множества замкнуты.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно. □
Пределы последовательностей. Другое важное 

следствие хаусдорфовости касается сходящихся по
следовательностей.

Определение. Пусть в топологическом простран
стве X  дана последовательность точек а\, а2, . . .  
. . . а п, . . .  Точка а называется (топологическим) пре
делом  последовательности {ап}, если для любой ок
рестности и  точки а найдется такой номер Л/, что 
если п  >  Ы, то ап е  £/. В таком случае говорят, что 
последовательность {а„} сходится к точке а.

Примеры. 1. В антидискретном пространстве 
лю бая последовательность сходится к любой 
точке.

стве отделяющих окрестно
стей можно взять шаро
вые окрестности радиусом

сНэ! (а, Ь).

Рис. 15

Первые следствия из ак
сиомы Хаусдорфа. Из хаус
дорфовости следуют некото
рые очень естественные 
свойства топологического 
пространства.



2. Чтобы последовательность {ап} в дискретном 
пространстве сходилась к точке а, нужно чтобы 
все ее члены, начиная с некоторого, совпадали с точ
кой а.

Как обычно, дискретное и антидискретное про
странства демонстрируют две крайности. Вообще же, 
во многих случаях при помощи пределов можно опи
сать большинство топологических явлений, таких, как  
открытость и замкнутость множеств, непрерывность 
отображений и др. Мы не будем этим заним ать
ся, а ограничимся доказательством следующей тео
ремы.

Теорема 2 (единственность предела). В хаусдор- 
фовом пространстве X  последовательность {ап} имеет 
не более одного предела.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное. 
Пусть а и Ь — пределы последовательности {а„}, а I) 
и V — их непересекающиеся окрестности. Тогда, начи
ная с некоторого достаточно большого номера Ы, все 
члены последовательности {ап} будут лежать в и  и 
в V, что, очевидно, невозможно. □

Наследственные топологические свойства. Н етруд 
но показать, что хаусдорфовость «передается по н а 
следству» от пространства

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Если а, 6 е Д — две раз
личные точки, а и,  V с: Рис- 16 
с  X  — их непересекаю
щиеся окрестности в пространстве X, то множества 
и [ \ А  и У(]А будут непересекающимися о к 
рестностями этих же точек в подпространстве А

Топологические свойства, которые передаются т а 
ким образом от пространства к его подпространствам, 
называются наследственными.

Пример. Конечность, счетность и метризуемость — 
наследственные свойства, в отличие, например, от 
связности и линейной связности.

Теорема 3. Подпро
странство А хаусдорфова 
пространства X само яв
ляется хаусдорфовым.

ко всем его подпростран
ствам.

(рис. 16). □



§ 4. Компактность

Определение. Топологическое пространство назы
вается компактным, если всякое покрытие этого про
странства открытыми множествами содержит конеч
ное подпокрытие. Покрытия открытыми множествами 
будем в дальнейшем называть открытыми.

Пусть X  — топологическое пространство, а 
{ и а}а^ ,  — иекоторое его открытое покрытие:
У и а =  Х.  Тогда наше определение означает,

а е  /
что если пространство X  компактно, то среди мно
жеств и а найдутся несколько множеств: ¿ 7 ,  Иа2, 
. . . ,  11 ак (для некоторого /г е  N1), уже покрывающих 

к
его: Х =  и  и а{. М ножества и а^ . . ., и а/с и, образуют 

¿*=1
конечное подпокрытие открытого покрытия {[/а}ае_; .

Очевидно, для того чтобы пространство не было 
компактным, у него должно существовать открытое 
покрытие (заведомо бесконечное), никакая конечная 
часть которого не является покрытием.

Примеры. 1. Всякое антидискретное пространство 
компактно.

2. Всякое конечное топологическое пространство 
компактно.

3. Вообще, всякое пространство, в котором конеч
ное число открытых множеств, компактно.

4. Дискретное пространство с бесконечным числом 
точек не компактно.

Пример открытого покрытия, не обладающего ко
нечным подпокрытием, дается покрытием одноточеч
ными множествами.

5. Числовая прямая Я не компактна.
Конечным подпокрытием не обладает покрытие 

всевозможными открытыми промежутками вида 
(а ,Ь ), а, Ь ^  Я. Другой пример — покрытие лучами 
вида (а, +  оо), где а е И .

С другой стороны, покрытие всеми открытыми лу
чами (а, со), (— оо, а) заведомо содержит конеч
ное подпокрытие: (— сю, 1)11 (0, +  °о) =  Я.

Определение. Множество А в топологическом про
странстве X  называется компактным, если оно ком
пактно в индуцированной топологии, как подпро-



странство, т. е. если топологическое пространство 
(Л, £2л) компактно.

Теорема 1 . Подмножество А топологического п р о 
странства X  компактно тогда и только тогда, когда  
из любого его покрытия множествами, открытыми 
в X , можно выбрать конечное подпокрытие.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Начнем с необходимости 
этого условия. Пусть множество А  компактно, а 

произвольное его покрытие открытыми в 
пространстве X  множествами: Ас= [] Ца, и а <=&х .

Выделим в покрытии { и а} конечное подпокрытие. 
Для этого рассмотрим пересечения множеств и а 
с множеством А: положим у а =  и а [\А.  М ножества
Vа открыты в подпространстве А и, очевидно, о б р а 
зуют его покрытие: А =  А  П II и а =  II У а- В силу

а е /  о е /
компактности множества А,  из покрытия {Уа} г 
можно выделить некоторое конечное подпокрытие 
У«,, . . . .  Уак. Но тогда множества . . . ,  £/„ оче
видно, образуют искомое подпокрытие исходного по-

* *
крытия множества А: Л =  1/ а . с : и  и а..

Достаточность доказывается аналогично. □  
Компактность и замкнутость. Рассмотрим некото- 

рые свойства компактных множеств и пространств.
Теорема 2. Замкнутое подмножество А компакт

ного пространства X компактно.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 1 доста

точно из произвольного покрытия {£/<,}«;=/ множества 
А  открытыми в X  множествами выбрать конечное 
подпокрытие. Для этого добавим к этим множествам 
открытое множество Х \Л  и получим открытое по
крытие всего пространства X. В силу компактности 
пространства X, из этого покрытия можно выделить 
конечное подпокрытие, причем мы всегда можем счи
тать, что в это подпокрытие входит множество Х \ Л .  
Пусть, н&пример,

^  =  ^/а1 и. . . С/ «й и ( Х \ Л ) .

Очевидно, что множества и а^  ■■■, II ак образуют ис
комое конечное подпокрытие множества А.  □

17 А. Д . Александров, Н. Ю. Нецветаев



Однако из компактности множества его замкну
тость, вообще говоря, не следует (достаточно вспом
нить об антидискретном пространстве, где компактны 
все множества, а замкнутых — только два). Чтобы 
это выполнялось, достаточно потребовать хаусдорфо
вости пространства.

Теорема 3. Компактное подмножество А хаусдор- 
фова пространства X  замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Докажем, что Х \ Л  открыто. 
Д ля этого достаточно найти для произвольной точки 

х 0 из дополнения к множеству А 
окрестность, которая не пересека
лась бы с множеством А. В силу 
хаусдорфовости пространства X  у 
каждой точки х е Л  найдется окрест
ность и х, не пересекающаяся с не
которой окрестностью Ух точки хо 
(рис. 17).

Всевозможные окрестности и х, 
очевидно, образуют открытое покры- 

Рис' 17 тие множества Л: Л с  [)
1 еЛ

В силу компактности множества Л у этого покры
тия найдется некоторое конечное подпокрытие: Л с  
с ( / { | и . . .  I) и Хк для каких-то точек х ь . . . ,  ^ е Л .  
Теперь в качестве искомой окрестности точки Хо 
можно взять открытое множество VХх П • • • П Ухк\ оно 
не пересекается не только с множеством Л, но даже 
с большим множеством Vх) и • • • I) Ухк- (Действи- 

к
тельно, пусть х  е  (~) Vхь— произвольная точка. Так

как она принадлежит каждому из множеств . . .
. . . ,  УХк, то она не принадлежит ни одному из мно
жеств и х , . . . ,  и Хк. Значит, она не принадлежит и
их объединению.) □

Следствие. Компактное множество в метрическом 
пространстве замкнуто.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно воспользовать
ся предыдущей теоремой и тем, что всякое метриче
ское пространство хаусдорфово. □

Компактные множества в метрических пространст
вах, кроме замкнутости, обладают многими другими 
специфическими свойствами.



Теорема 4. Компактное множество А в метриче
ском пространстве М ограничено.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Нам нужно указать шар, 
целиком содержащий множество А. Пусть ü œ M —■ 
произвольная точка. Всевозможные открытые шары 
Вд (г) с центром в этой точке образуют, очевидно, 
открытое покрытие всего пространства М  и, в частно
сти, множества А. Так как множество А  компактно, 
то у этого покрытия найдется конечное подпокрытие. 
Пусть, например, Ас= Ba (ri) U . . .  UВ а (гА) для не
которых г\, . . . ,  rk >  0. Тогда в качестве искомого 
шара можно взять наибольший из шаров Ва (г,) : ясно, 
что Л с В а ( #) ,  где R =  ma x ( r u . . . ,  rk).

Таким образом, в метрическом пространстве ком
пактные множества замкнуты и ограничены.

В качестве следствия получаем одно важное свой
ство компактных множеств на числовой прямой.

Теорема 5. Компактное подмножество А числовой 
прямой R содержит свои точные верхнюю и нижнюю 
грани.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Так как  множество А  ком
пактно, то оно ограничено и обладает конечной точ
ной верхней гранью с: с =  sup А  =  sup x e R .  Числа,

х  е  А
меньшие числа с, верхней гранью для множества А  
уже не будут. Это значит, что в сколь угодно малой 
окрестности точки с имеются точки множества А . 
Следовательно, точка с является точкой прикоснове
ния множества А. Так как множество А  компактно, 
то оно замкнуто и должно содержать точку с.

Аналогично доказывается, что множество А  со
держит свою точную нижнюю грань. □

Компактные множества в евклидовом пространст
ве. По-доказанному, все они замкнуты и ограничены. 
(Этим и объясняется название «компактное» множе
ство.) Оказывается, верно и обратное: из замкну
тости и ограниченности множества в евклидовом про
странстве следует его компактность. Д ля доказатель
ства нам потребуется важный частный случай этого 
утверждения — компактность куба.

Теорема 6. п-мерный куб в евклидовом простран
стве R" компактен.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим для простоты 
изложения случай плоскости: п  —  2. Пусть Ко —



единичный квадрат. Докажем от противного, что мно
жество Ко компактно. Если это не так, то найдется 
такое открытое покрытие Г квадрата Ко, из которого 
нельзя выделить конечное подпокрытие. Разобьем 
квадрат Ко на четыре квадрата со стороной 1 /2. По 
крайней мере один из них не может быть покрыт 
конечным числом множеств из покрытия Г (в про
тивном случае мы нашли бы для каждого из этих 
квадратов конечное подпокрытие покрытия Г, и в со
вокупности эти подпокрытия дали бы конечное по
крытие квадрата К о )- Обозначим квадрат, для кото
рого из покрытия Г нельзя выделить конечное покры

тие, через Кь  Разделим и его 
на четыре квадрата, уже со 
стороной 1/4. Тот квадрат, для 
которого из Г нельзя выделить 
конечное подпокрытие, обозна
чим через /Сг- Повторяя эту 
процедуру, мы получим бес
конечную последовательность 
вложенных квадратов Ко, К \ ,  
К 3, ■ ■ ■, каждый следующий из 
которых по размерам вдвое 
меньше предыдущего, и ни 
один из них не покрывается 

конечным числом множеств из Г (рис. 18). Однако 
общая точка этих квадратов покрывается некоторым 
множеством из Г, а с ней должны покрываться этим 
множеством и все квадраты Кь с достаточно боль
шим (Действительно, пусть общая точка лежит в 
открытом множестве и  из Г вместе со своей е-окрест- 
ностью, где, скажем, е >  1/2*. Тогда все квадраты /О 
с г > й  леж ат в этой е-окрестности и тем более — 
в множестве и .)  Противоречие. □

Следствие. (Критерий компактности в евклидовом 
пространстве.) Д л я  того чтобы множество А в евкли
довом пространстве И" было компактно, необходимо 
и достаточно, чтобы оно было замкнуто и ограни
чено.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость этих усло
вий нам уже известна. Докажем их достаточность. 
Так как множество А ограничено, то оно содержится 
в некотором кубе. А поскольку всякий куб в евкли
довом пространстве компактен, то множество А ком



пактно как замкнутое подмножество компактного 
пространства. □

Примеры. Ш ары и сферы в евклидовом простран
стве компактны.

Компактность и отображения. Вернемся к компакт
ным пространствам. Нетрудно убедиться, что ком
пактность пространства является его топологическим 
свойством. Имеет место даже более сильное утвер
ждение.

Теорема 7. Непрерывный образ компактного про
странства компактен, т. е. если  /: X  -*■ У — непрерыв
ное отображение и пространство X  компактно, то и 
множество / ( X ) компактно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если открытые множества 
и а, а е / ,  покрывают множество !(Х),  то их прооб
разы множества / —1 (С/а), покрывают пространство X,  
В силу непрерывности отображения /  это покрытие 
открыто. Следовательно, из него можно выде
лить конечное подпокрытие. Пусть, например, 
Х  — }~1( и а^)и  . . .  \ Л ~ \ и ак). Но тогда, очевидно, 
/  (X) с: 11ах 0 • • • I) Уак, и множества £/«., / =  1 , . .  ., к, 
образуют искомое конечное подпокрытие исходного 
покрытия {£/„}„ □

Следствие. Топологическое пространство, гомео- 
морфное компактному пространству, само является 
компактным. Таким образом, компактность является 
топологическим свойством.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть /: Х-*~У — гомео
морфизм и Пространство X  компактно. Тогда про
странство У компактно, как образ компактного про
странства X  при непрерывном отображении /. □  

Попутно мы получаем еще одно следствие из до
казанной теоремы. Оно выражает важнейшее свой
ство компактных пространств и множеств, исключи
тельно полезное при доказательстве различных тео
рем существования.

Теорема 8. Непрерывная числовая функция на 
компактном пространстве ограничена и обладает наи
большим и наименьшим значениями. Другим и сло
вами, если X  И — непрерывная функция и про
странство X  компактно, то цайдутся две такие точки 
х\, Х2 ^ Х ,  что / (х\) }(х) ^ / (*2) для  любой точки 
х е ^ Х .



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Множество ¡ (X) компактно 
как образ компактного пространства X  при непре
рывном отображении /. Следовательно, оно содер
жит свои точные нижнюю и верхнюю грани ¡п{(/(Х)) =  
=  а и зи р (/(Х ))  =  Ь.

Пусть а =  {(х!) и Ь =  ! ( х 2) .  Тогда, очевидно, 
точки Х\ и х 2 —  искомые. Теорема 8 доказана. □

Критерий гомеоморфизма. Следующая наша цель 
состоит в доказательстве важного критерия того, ко
гда непрерывное отображение является гомеоморфиз
мом. Сначала дадим одно определение.

Непрерывное отображение называется замкнутым, 
если при этом отображении образы замкнутых мно
жеств замкнуты. Ясно, что всякий гомеоморфизм есть 
замкнутое отображение, и наоборот, если непрерыв
ное обратимое отображение замкнуто, то это гомео
морфизм.

Теорема 9. Непрерывное отображение компакт
ного пространства в хаусдорфово всегда замкнуто. 
Другим и словами, если  /: Х-*~У — непрерывное ото
бражение, пространство X компактно, а пространство

У хаусдорфово, то для лю
бого замкнутого множества 
Л с !  множество ¡ ( А ) а  У за
мкнуто. □

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Эта 
теорема немедленно следует из 
трех доказанных ранее теорем. 
Действительно, множество А  
компактно как замкнутое под
множество компактного про
странства X. Множество ¡(А)  
компактно как образ ком
пактного множества А при не

прерывном отображении /. Наконец, множество /(Л ) 
замкнуто как  компактное подмножество хаусдорфова 
пространства У. □

В качестве следствия мы получаем важный крите
рий гомеоморфизма.

Теорема 10. Непрерывная биекция /  компактного 
пространства X  на хаусдорфово пространство У яв
ляется гомеоморфизмом.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теоремы 9, отобра
жение  ̂ замкнуто, а, как отмечалось пятью абзацами



выше, если непрерывная биекция замкнута, то это — 
гомеоморфизм. □

Пример. Лю бая непрерывная биекция отрезка 
[0, 1 ] в себя есть гомеоморфизм. Этот факт довольно 
очевиден наглядно. График отображения в этом слу
ч ае — кривая без разрывов (рис. 19). И она же даст 
нам график обратного отображения, если ее отразить 
относительно прямой х  =  у.

Г л а в а  III 

МНОГООБРАЗИЯ

§ 1. Топологические многообразия 
с краем и без края

Понятие многообразия является одним из важней
ших в математике. Интересно, что, в сущности, это 
понятие, а такж е понятия размерности и края встре
чаются уже у Евклида. Начнем этот параграф  цита
той из Евклида («Начала», Книга I):

Определения.
1. Точка есть то, что не имеет частей.
2. Линия же — длина без ширины.
3. Края же линии — точки.

5. Поверхность есть то, что имеет только длину и 
ширину.

6. Края же поверхности — линии.

Точки, линии и поверхности — все это примеры 
многообразий. Фактически, многообразие — это такое 
топологическое пространство, в окрестности каждой 
точки которого можно ввести систему координат. Для 
более точного определения нам понадобится одно 
весьма специфическое топологическое свойство — ло
кальная евклидовость. Пусть п  — неотрицательное 
целое число. Через R+ будем обозначать замкнутое 
полупространство в евклидовом n -мерном простран
стве Rn, состоящее из точек, первая координата ко
торых неотрицательна (рис. 20):

R+ =  {(a:i.........х „ ) е  Rre:
(Заметим, что R“. =  R0 состоит из одной точки.)



Определение. Топологическое пространство X  на
зывается локально евклидовым размерности п, если 
всякая его точка х 0 обладает окрестностью и , гомео- 
морфной п-мерному евклидову пространству 1?" или 
полупространству И+ (рис. 21). Таким образом, в ок
рестности и  точки х0 можно ввести систему коорди
нат, в которой положение точек, близких к х 0, будет 
описываться п  параметрами. Допуская вольность 
речи, можно сказать, что вблизи точки х0 простран
ство X  «имеет п измерений». Поскольку я-мерное

евклидово пространство гомеоморфно открытому 
евклидову шару: 1̂ " ^  В4, то в приведенном опреде
лении вместо И" и Я+ можно говорить об открытом 
шаре и полушаре или просто об открытом множе-

К ТЬ + .
Примеры. 1. Топологическое пространство являет

ся локально евклидовым размерности 0 в том и 
только в том случае, если оно дискретно.

2. Числовая прямая К1, окружность Б1, луч 
[0, +  оо), интервал [0, 1 ), отрезок [0, 1] являются 
одномерными локально евклидовыми.

3. Локально евклидовыми размерности п являют
ся сами пространство Я" и полупространство К+, 
произвольные их открытые подмножества, п -мерная 
сфера Б" и п-мерный шар В п, а такж е я-мерное про
ективное пространство.

4. Любое открытое подмножество л-мерного ло
кально евклидова топологического пространства само 
является л-мерным локально евклидовым.

Рис. 26 Рис. 21



Локальная евклидовость — очень сильное требо
вание, но само по себе оно не гарантирует выполне
ния других довольно естественных топологических 
свойств. Приведем пример, который показывает, что 
локально евклидово пространство может не быть 
хаусдорфовым.

Пример. Рассмотрим множество X  на плоскости, 
состоящее из всех точек оси абсцисс и еще одной 
точки — например, точки с координатами (0, 1 ), рис. 22 : 
•Х’= Я 1 II {(0, 1)}<=я2 ') .  Вве
дем в множестве X  тополо- ;| 
гическую структуру: объ
явим открытыми те множе
ства в X, образы которых 1 1
при проекции р : X-*- К1 мно- ___________________ _ у х
жества X  на ось абсцисс от
крыты в Я1. В этой тополо
гии пространство X  локаль
но евклидово размерности 1 , 
поскольку его можно по- Рис- 22
крыть двумя открытыми
множествами, гомеоморфными числовой прямой: X  =
—  Я1 1)(-^\{(0 , 0 )} ). В то же время пространство X  
не хаусдорфово: точки (0, 0) и (0, 1 ) не обладаю т 
в нем непересекающимися окрестностями. Действи
тельно, пусть и  и V — произвольные окрестности этих 
точек. Тогда р(11) и р(У)  — окрестности точки 0 е  К1. 
Поскольку множества р(11) и р(У) заведомо имеют 
общие точки, отличные от 0, а прообраз любой та 
кой точки должен содержаться в то и и  Г[ 
П У Ф 0 .

В следующем основном определении нам будет 
удобно воспользоваться тёрмином «евклидово множе
ство»: открытое множество в «-мерном локально 
евклидовом пространстве назовем евклидовым, если 
оно гомеоморфно открытому множеству в полупро
странстве Я+ (т. е. пересечению с открытого 
множества в И").

Основное определение. Топологическое пространст- 
ство X  называется п-мерным топологическим м ного
образием, если оно:

а) локально евклидово размерности п;

*) Здесь I*1 =  {(*, у)  <= 1^21у  =  о}.



б) хаусдорфово;
в) обладает покрытием, состоящим из не более 

чем счетного числа евклидовых открытых множеств.
Условие в) означает, что пространство X  не слиш

ком велико. Часто его заменяют другими условиями: 
так  называемыми сепарабельностью или второй ак- 
оиомей счетности. Условие в) автоматически выпол
нено, например, для компактных локально евклидо
вых пространств. Без доказательства отметим, что 
йно гарантирует метризуемость пространства X  и 
д аж е  вложимость его в евклидово пространство до
статочно большой размерности.

В дальнейшем мы часто будем называть тополо
гические многообразия просто многообразиями.

Примеры. 1. Всякое не более чем счетное дискрет
ное пространство является нульмерным топологиче
ским многообразием. В то же вр«мя несчетное ди
скретное пространство (например, множество веще
ственных чисел, наделенное дискретной топологией) 
топологическим многообразием не является. Для него 
выполнены условия а) и б) определения, но не вы
полнено условие в ) : всякое евклидово открытое мно
жество в дискретном пространстве состоит из одной 
точки, и в силу несчетности пространства никакой 
счетный набор таких множеств покрытия не образует.

2. Пространство К", полупространство 1*+, их от
крытые подмножества, сфера Б4, шар В п — все яв
ляю тся л-мерными топологическими многообразиями. 
То, что они локально евклидовы, мы уже отмечали. 
Хаусдорфовость их очевидна. Наконец, что касается 
их евклидовых покрытий, то И", и их открытые 
подмножества сами образуют одноэлементные такие 
покрытия, а сфера Б" и шар О" могут быть покрыты 
двумя евклидовыми множествами: дополнениями «се
верного полюса» и «южного полюса» соответственно.

3. Открытое множество в «-мерном топологиче
ском многообразии само является п-мерным тополо
гическим многообразием.

Компоненты топологических многообразий. По
скольку всякое многообразие локально евклидово, то 
оно очевидным образом локально линейно связ
но. Теперь из теоремы 6 § 2, гл. II следует такой ре
зультат.



Теорема 1 . а) Компоненты топологического мно- 
гообразия являются одновременно его линейно с в я з
ными компонентами.

б) Компоненты п-мерного многообразия открыты, 
в нем и, следовательно, являются п-мерными м ного
образиями. □

Следующая теорема ограничивает возможное чис
ло компонент.

Теорема 2. Многообразие X  состоит из не б олее  
чем счетного числа компонент. Компактное м ногооб
разие имеет лишь конечное число компонент.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По определению, X  можно 
покрыть счетным числом евклидовых открытых мно-

оо

жеств: X —  и  и {. Каждое из открытых множеств V

будучи евклидовым, имеет, самое большее, счетное 
число компонент (см. гл. II, § 2, второе следствие из 
теоремы 6). Поскольку объединение счетного числа 
не более чем счетных множеств счетно, то мы полу
чаем, что X  можно покрыть счетным числом связны х

оо

множеств: Х =  и  А,. Далее, так как каж дая компо-

нента пространства X  содержит по крайней мере одно 
из множеств А;, причем разные компоненты, очевидно, 
содержат разные множества, то компонент не м ож ет 
быть больше, чем множеств Лу-; т. е. число компонент 
не более чем счетно.

Пусть теперь многообразие X  компактно. П о 
скольку его компоненты образуют, очевидно, откры 
тое покрытие пространства X, то X  можно, в силу 
компактности, покрыть конечным числом компонент. 
С другой стороны, в таком подпокрытии должны у ч а 
ствовать все компоненты. Следовательно, их число 
конечно. □

Информация без доказательства. Существуют с в я з 
ные (заведомо некомпактные) локально евклидовы 
хаусдорфовы пространства, не являющиеся многооб
разиями (они не допускают счетного покрытия о т
крытыми евклидовыми множествами).

Инвариантность размерности многообразия. О с т а 
новимся подробнее на понятии размерности м ного
образия. Вполне осмысленным является вопрос: лю- 
жет ли  многообразие размерности п быть одновре



менно многообразием размерности т при т ф п ?  
Ответ на него отрицательный. Таким образом, раз- 

ерность многообразия является его топологическим 
инвариантом. Д ля доказательства надо заметить, что 
в противйом случае мы нашли бы у некоторой точки 
многообразия окрестность, гомеоморфную одновре
менно открытому множеству в Я* и открытому мно
жеству в И". Это невозможно в силу следующей тео
ремы. Брауэра, которую такж е называют «теоремой 
об инвариантности области». Она утверждает, что 
свойство множества в евклидовом пространстве быть 
областью топологически инвариантно, другими сло
в а м и — это топологическое свойство.

Теорема 3 (Брауэра об инвариантности области). 
Е сли  множества А и В в евклидовом пространстве 

гомеоморфны и множество А открыто, то и мно
жество В открыто.

Следствие. Евклидовы пространства разных раз
мерностей негомеоморфны: если т ф  п, то 9= И".

Теорема Брауэра бессодержательна при л = 0  и 
несложно доказывается при п — 1. Уже при п =  2, 
а  тем более при л > 3  ее доказательство представ
ляет значительные трудности, хотя и может быть сде
лано совершенно элементарным.

Д о к а з а т е л ь с т в о  с л е д с т в и я .  Пусть, для 
определенности, т  <  п. Положим, в условиях тео
ремы 3, А —  Я" и В =  Я"1. Тогда теорема 3 утверж
дает; что 1?ш открыто в я»(?!). □

Край топологического многообразия. Точках0вл - 
мерном многообразии называется внутренней, если она 
обладает окрестностью, гомеоморфной евклидову про
странству ^  (не путать с внутренними точками мно
жества в топологическом пространстве!). Точка х 0на
зывается краевой, если у нее существует окрестность
и ,  гомеоморфная полупространству И+, причем свя
зывающий их гомеоморфизм [: и  -> переводит 
точку х 0 на границу полупространства И+ (ср. 
рис. 21). Краевые точки многообразия X  образуют 
его край, который обозначается через дХ. Многооб
разия, все точки которых являются внутренними, на
зываются многообразиями без края, а многообразия, 
у которых есть краевые точки, называются многооб
разиям и с краем. Многообразие без края называется



замкнутым, если оно компактно, и называется откры
тым, если у него нет компактных компонент.

Примеры. 1. Все точки в й ” и Б» являются вн у
тренними. В и Б" точки, не лежащие на границе, 
являются внутренними, а точки, лежащие на г р а 
нице— краевыми. Таким образом, И" и Б" — м ного
образия без края, причем Б" — замкнутое, а И "__о т 
крытое, а н Ъп — многообразия с краем.

2 . Примерами двумерных многообразий без к р а я  
являются поверхности в Я": кроме сферы это тор, 
крендель (все это замкнутые многообразия), однопо- 
лостный и двуполостный гиперболоиды (это о тк р ы 
тые многообразия) и т. п. (рис. 23).

Особо стоит отметить выпуклые многогранные по
верхности, такие как куб, призма, пирамида и т. д. 
Все они гомеоморфны сфере и тем самым являю тся 
замкнутыми двумерными многообразиями (рис. 2 4 ) .

3. Примерами двумерных многообразий с краем  
служат: а) замыкания различных плоских областей: 
кроме круга это кольцо, круг с дырами и т . п. 
(рис. 25); б) замыкания различных открытых м но
жеств в двумерных многообразиях без края: «сф ера 
с дырами», «тор с дырами», «крендель с дырой» и т п 
(рис. 26).

4. Интересным примером двумерного многообра
зия с краем в 1*3 является так  называемый лист М ё 
биуса. Он выглядит как результат склеивания концов 
перекрученной ^полоски бумаги (рис. 27). Лист М ё
биуса простейшая односторонняя поверхность. Ч то  
это значит? Обычно у поверхности две стороны: вы  
можете покрасить одну сторону, скажем, в синий цвет, 
а другую — в красный, так, что цвета нигде не будут 
граничить друг с другом. Н ачав же красить с л ю 
бого места лист Мёбиуса, вы непременно закраси те  
его целиком — «со всех сторон»! Две стороны исход
ной полоски бумаги отождествились при склеивании.

Инвариантность края многообразия. Наше оп ред е
ление внутренних и краевых точек может вы звать 
резонный вопрос: не может ли  внутренняя точка м н о 
гообразия одновременно являться краевой? (Д р у ги 
ми словами, не может ли многообразие без к р а я  
иметь непустой край?) Он сводится к вопросу о том , 
существует ли у - точки, лежащ ей на границе
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полупространства I*", окрестность в Д+, гомеоморф- 
ная евклидову пространству К". Ответ на этот вопрос 
отрицательный, как легко следует из теоремы Б раэура 
об инвариантности области. В частности, край з а м 
кнутого полупространства совпадает с граничной ги 
перплоскостью: <Ж+ =  К” Из этого следует, что 
край п-мерного многообразия с краем сам является  
( п —  1 ) -мерным многообразием без края. (Без о б р а
щения к теореме Брауэра легко показать, что имею т
ся только две возможности: <ЭЯ+ ^  Я"-1  или ¿Щ+ =
— К+. Во втором случае край любого п-мерного мно
гообразия с ним совпадал бы.)

Примеры. 1 . Край отрезка состоит из двух точек —  
его концов: <?[0, 1] =  {0, 1}.

2. Край круга есть окружность: <902 =  5 1.
3. Более общим образом, край я-мерного ш ара 

есть ( п — 1 ) -мерная сфера.
4. Край листа Мёбиуса гомеоморфен окруж 

ности Б 1.
5. Тор является краем ограниченной им части про

странства — полнотория.

§ 2 . Топологические многообразия 
малых размерностей

В топологии многообразий проблема гомеомор
физма (см. § 6 гл. 1) является центральной. Здесь 
мы расскажем о ее решении в простейших случаях: 
опишем топологическую классификацию одномерных 
и компактных двумерных многообразий (или, иначе 
говоря, поверхностей). При этом достаточно ограни
читься связными многообразиями.



Теорема 1. Всякое связное одномерное многообра
зие без края гомеоморфно числовой прямой Я1 или  
окружности Б 1. Всякое связное одномерное многооб
разие с непустым краем гомеоморфно отрезку I =  
е= [0, 1 ] или лучу  Н‘+ — [0, +  оо).

Э У теорему мы доказывать не будем. □
С другой стороны, ясно, что Б 1 ф. И1 и 1 ^ 1 ^ ,  — 

пространства Б 1 и I компактны, а и И1 нет.
Ручки, трубки, пленки. Для описания возможных 

топологических типов замкнутых двумерных много
образий нам понадобятся термины «ручка», «трубка»

и «пленка». Ручкой  будем называть часть двумерного 
многообразия, гомеоморфную тору с дыркой (рис. 28). 
Трубкой будем называть часть двумерного многооб
разия, гомеоморфную кольцу (кругу с дыркой). (Н а
звание это связано с тем, что трубка гомеоморфна

Ориентируемость. Назовем двумер
ное многообразие неориентируемым, 

„д если оно содержит хотя бы одну плен-
ис' ку, и ориентируемым в противном

случае.
Сферы с дырами. Напомним, что сферой с п ды

рами называется дополнение в сфере внутренности п 
попарно непересекающихся кругов. Сфера с одной 
дырой гомеоморфна кругу, сфера с двумя дырами 
гомеоморфна кольцу. Сфера с п дырами гомеоморфна 
кругу с п — 1 дырами (рис. 30). Все сферы с п ды
рами гомеоморфны. (Упражнение.)

Рис. 28

боковой поверхности прямого круго
вого цилиндра). Пленкой  будем на
зывать часть двумерного многообра
зия, гомеоморфную листу Мёбиуса 
(рис. 29).



Сф ры с ручками. Замкнутое двумерное многооб
разие называется сферой с р ручкам и, если в нем 
можно выделить р попарно непересекающихся ручек, 
замыкание дополнения к которым гомеоморфно сфере

с р дырами (рис. 31). Оказывается, все сферы с руч
ками ориентируемы. (Этого мы доказывать не будем.)

Все сферы с р ручками гомеоморфны. Вот другое 
их описание: ориентируемое двумерное многообразие 
гомеоморфно сфере с р ручками, если в нем можно

выделить р попарно непересекающихся трубок, замы
кание дополнения к которым гомеоморфно сфере 
с 2р дырами (рис. 32).

Примеры. 1. Тор гомеоморфен сфере с одной руч
кой (рис. 33).

2. Крендель гомеоморфен сфере с двумя ручками 
(рис. 34).

3. Еще одна стандартная поверхность, гомеоморф- 
ная сфере с р ручками (р =  4 ), изображена на 
рис. 35 и 36.

Рис. 30

Рис. 31



Рис. 32

Рис. 35



Оказывается, что всякая замкнутая ориентируемая 
поверхность гомеоморфна сфере с несколькими руч
ками. Доказательство этого факта мы отложим до§  4.

Сферы с пленками. Замкнутое двумерное много
образие называется сферой с q пленками, если в нем 
можно выделить <7 попарно непересекающихся пле
нок, замыкание дополнения к которым гомеоморфно 
сфере с <7 дырами.

Очевидно, что при <7 ^  1 сфера с <7 пленками не- 
ориентируема. (Так как неориентируемость, по на
шему определению, — это наличие на поверхности 
пленок.)

Пример. Нарисовать сферу с пленками довольно 
трудно: будучи неориентируемой, она не вкладывает
ся в трехмерное евклидово пространство. Однако изо
бразить ее все-таки можно. Например, вот так вы
глядит сфера с двумя пленками, иначе называемая

Рис. 37 Рис. 38

бутылкой Клейна (рис. 37 ,а, б). Н а рис. 37 ,а  и б 
изображено множество — образ сферы с двумя плен
ками при некотором ее отображении в Я3 (образы 
пленок заш трихованы). В этом множестве содержится 
двойная окружность, образованная точками, прооб
разы которых состоят из двух точек. Бутылка Клейна 
состоит из двух «половинок», гомеоморфных листу 
Мёбиуса (см. рис. 38, а, б).

Труднее изобразить сферу с одной пленкой — хо
рошо знакомую нам проективную плоскость.

Без доказательства отметим, что всякая зам кну
тая неориентируемая поверхность гомеоморфна сфере 
с несколькими пленками.

Модельные поверхности с краем. Назовем поверх
ность сферой с р ручками (пленкам и ) и г дырами,



если в ней можно выделить р попарно непересекаю- 
щихся ручек (пленок), не пересекающихся с краем 
поверхности, замыкание дополнения к которым го- 
меоморфно сфере с р +  г дырами.

Оказывается, что всякая ориентируемая компакт
ная поверхность гомеоморфна сфере с несколькими 
ручками и дырами, а всякая неориентируемая — 
сфере с несколькими пленками и дырами.

Д ля полноты классификации нужно' еще доказать, 
что сфера с пленками и дырами не гомеоморфна сфере 
с ручками и дырами и что сферы с разным количе
ством ручек (соответственно пленок) и дыр него- 
меоморфны. Этого мы здесь делать не будем. Зато 
в следующем параграфе будет указан способ, позво
ляющий узнать, какой из модельных поверхностей 
гомеоморфна данная поверхность.

Многообразия большей размерности. О трехмерных 
многообразиях известно немало, но до сих пор не 
доказана и не опровергнута важ ная гипотеза, выдви
нутая еще в начале XX в. французским математиком 
Анри Пуанкаре. Чтобы сформулировать ее, дадим 
одно определение. Топологическое пространство X  на
зывается односвязным, если оно линейно связно и вся
кое непрерывное отображение окружности в 
пространство X  можно продолжить до непрерывного 
отображения О2—>-Х всего круга Э 2. Нетрудно ви
деть, что сфера Б" односвязна при п ^  2.

Гипотеза Пуанкаре. Всякое замкнутое односвязное 
трехмерное многообразие гомеоморфно трехмерной 
сфере.

Как ни странно, аналоги гипотезы Пуанкаре, ка
сающиеся многообразий размерности 5. и больше, до
казаны. А недавно это сделано и для многообразий 
размерности 4. Более того, получена топологическая 
классификация вообще всех замкнутых односвязных 
четырехмерных многообразий.

§ 3. Триангуляции, клеточные разбиения.
Теорема Эйлера

В результате классификации каж дая компактная 
поверхность должна быть отнесена к какому-то опре
деленному типу. При этом мы получаем представле
ние ее в некотором каноническом виде. Для этого



■исходная поверхность должна с самого начала быть 
задана каким-либо способом. Из нашего чисто де
скриптивного (т. е. описательного) определения воз
можный вид такого задания не ясен. Оказывается, 
что удобно для представления поверхностей восполь
зоваться триангуляцией.

Триангуляции. Пусть Р — компактная поверхность. 
Топологическим треугольником *Г назовем ч^сть по
верхности Б, для которой установлен .гомеоморфизм

Рис. Зй

<р: А ->-7 с некоторым плоским треугольником Д. Об
разы сторон треугольника А назовем сторонами тре
угольника Т, а образы вершин — его вершинами. Ко
нечный набор треугольников Т\, . . . ,  Тк на компакт
ной поверхности Р образует ее триангуляцию, если 
выполнены следующие условия:

1) треугольники Т\.........Тк покрывают поверх
ность Р:

к
и  Т, =  Р-

¿=1

2 ) пересечение любых двух треугольников пусто 
или является их общей вершиной либо стороной;

3) если А =  ТгГ\Т1 — общая сторона треугольни
ков Т* и Г/, то отображение ф~' оф.  линейно отобра
жает отрезок ф г'(Л ) на отрезок Ф^ЧЛ) (рис. 39).

Условие 3 несущественно. Его выполнения всегда 
можно добиться, изменив гомеоморфизмы ф,-, если 
условия 1 и 2 уже выполнены.



Примеры. Такие выпуклые многогранники, как 
тетраэдр и октаэдр, дают триангуляцию двумерной 
сферы Б2, см. рис. 40, а ,б .  Существует триангуляция 
тора, в которой участвует всего 14 треугольников, 
Это — наименьшее возможное число треугольников 
в триангуляции тора. Пользуясь теоремой Брауэра об

а б
Рис. 40.

инвариантности области (§ 1 , теорема 3) при п —  2 , 
можно показать, что:

а) три треугольника в триангуляции не могут 
иметь общую сторону (т. е. одна сторона может при
надлеж ать только одному или двум треугольникам 
триангуляции);

б) дополнение объединения всех треугольников 
с данной вершиной до самой этой вершины всегда 
(линейно) связно.

Эти условия вместе с условиями 1—3 из опреде
ления триангуляции можно взять за основу при (чи
сто комбинаторном) аксиоматическом описании три
ангулированной поверхности.

Как оказывается (Радо, 1924 г.), любую компакт
ную поверхность можно триангулировать (некомпакт
ные поверхности тоже триангулируемы при надлежа
щем определении триангуляции). Особенно просто 
это сделать в случае поверхностей геометрического 
происхождения, которые мы главным образом и 
имеем в виду. Впервые необходимость триангуляции 
появилась при проведении измерений на земной по
верхности — в геодезии.

Клеточные разбиения поверхностей. Для наших 
целей удобнее воспользоваться не триангуляцией, а 
одним ее обобщением — клеточным разбиением. От
крытой клеткой размерности п  на поверхности назы



вается подмножество, гомеоморфное И", где л = 0  1 ,
2. (Заметим, что открытая клетка размерности п  я в 
ляется открытым множеством тогда и только тогда,

когда п =  2!) Разбиение У поверхности У7 на

открытые клетки Х\, . . . ,  Х к называется клеточным, 
если*выполняется следующее условие.

Д ля  каждой одномерной клетки Л* существует не
прерывное отображение отрезка I =  [0, 1 ] в поверх
ность Т7, сужение которого на интервал (0, 1 ) есть го
меоморфизм интервала (0, 1 ) на X¡, а образы концов  
отрезка I являются нульмерными клетками (которые, 
возможно, совпадают).

Край поверхности при этом тоже получает кле
точное разбиение, состоящее из нульмерных и одно
мерных клеток.

Примеры. 1. Каж дая триангуляция поверхности 
очевидным образом дает ее клеточное разбиение.

2. Выпуклые многогранники, такие как куб, пира
мида, призма, додекаэдр и т. п., доставляют клеточ
ные разбиения сферы (рис. 41).

3. Клеточные разбиения бывают намного более 
«экономными», чем триангуляции. Так, у сферы есть 
клеточное разбиение, состоящее из одной нульмерной 
и одной двумерной клетки, а у тора есть разбиение

к

/ — 7 1

Рис. 41



из одной нульмерной, двух одномерных и одной дву
мерной клетки (рис. 42).

Замкнутые клетки. Замыкание открытой клетки 
называется замкнутой клеткой. В отличие от случая 
триангуляции замкнутая двумерная клетка может 
быть не гомеоморфна многоугольнику. Так, в раз
биениях из примера 3 замкнутая двумерная клетка 
совпадает со всей поверхностью (точно так же и зам 
кнутая одномерная клетка может быть гомеоморфна

не отрезку I, а окружности Б1). Тем не менее спра
ведливо некоторое более слабое утверждение. Чтобы 
его сформулировать, нам понадобится понятие 
я-угольника при п —  0, 1 и 2. Впрочем, определение 
будет иметь смысл для любого п.

Рис. 43

Определение. При я ^  1 модельным п-угольником  
назовем круг, на границе которого отмечено п точек 
(рис. 43 ,а  — г). Нульугольником  назовем сферу с од
ной отмеченной точкой (рис. 43, д ) .

При я ^ г З  для модельного я-угольника существует 
гомеоморфизм его на любой обычный я-угольник, при 
котором отмеченные точки переходят в вершины, 
а дуги с отмеченными концами — в стороны. Каждый 
модельный я-угольник очевидным образом снабжает



ся клеточным разбиением, в котором участвую т п 
нульмерных, п одномерных и одна двумерная кл етка  
(исключение представляет нульугольник — у него 
одна нульмерная, одна двумерная и ни одной одно
мерной клетки).

Можно показать, что на всякую замкнутую д в у 
мерную клет ку можно так отобразить некоторый м о
дельный п-угольник, чтобы каждая его открытая клет
ка гомеоморфно отображалась на некоторую откры
тую клетку исходного разбиения  (той же разм ерно
сти). (При этом нульугольник может потребоваться 
только в том случае, если замкнутая клетка со вп а
дает со всей поверхностью и гомеоморфна сфере Б2.) 
При желании это свойство можно включить в оп ре
деление клеточного разбиения поверхности, тем более 
что в случае триангуляции оно выполнено автом ати
чески.

Пример. Рассмотрим куб А В С О А 'В 'С 'О '. Его по
верхность, гомеоморфная сфере, обладает клеточным

1
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Рис. 44

разбиением, в котором нульмерными клетками сл у 
ж ат вершины куба, а одномерными — ребра А А ',  
А 'Б  , БО ', Д 'С ', С'С, А 'В ', В В '. В этом разбиении 
всего одна двумерная клетка. Соответствующее ото
бражение многоугольника на замкнутую двумерную 
клетку (совпадающую со всем кубом) нетрудно по
строить, взяв за основу хорошо известную развертку  
куба (рис. 44).

Формула Эйлера. У одной и той же поверхности Р  
может быть много различных триангуляций и ещ е 
больше клеточных разбиений. Количество клеток 
в этих клеточных разбиениях тоже может быть с а 
мым различным. Но оказывается, что если из общ его 
числа нульмерных и двумерных клеток вычесть ко л и 
чество одномерных клеток, то результат не будет



зависеть от выбора разбиения. Полученное число на
зывается эйлеровой характеристикой поверхности У7 и 
обозначается %(Р). Если обозначить количество нуль
мерных, одномерных и двумерных клеток разбиения 
через ао, «1 и а 2 соответственно, то получим

ао — щ  +  а2 =  % (У7).

Эйлер впервые заметил, что в случае сферы всегда 
а 0 — сс1 +  а 2 ==2, т. е. х (52) =  2. В частности, имеет 
место

Теорема. Если дан выпуклый многогранник, у ко
торого В вершин, Р ребер и Г граней, то будет вы
полняться равенство

В — Р +  Г =  2.

Эта формула была известна еще Ферма и Декарту.
Нетрудно проверить на конкретных примерах кле

точных разбиений, что эйлерова характеристика 
сферы с р ручками и г дырами равна 2 — 2р — г, 
а эйлерова характеристика сферы с <7 пленками и г 
дырами равна 2 — <7 — г. Таким образом, эйлерова 
характеристика %(^)> число компонент края ^г  и 
ориентируемость или неориентируемость связной по
верхности образуют полный набор ее топологиче
ских инвариантов.

Доказательство топологической инвариантности 
эйлеровой характеристики поверхности выходит за 
рамки теоретико-множественной топологии. Здесь мы 
ограничимся тем, что докажем формулу Эйлера В
— р  Г =  2 для выпуклых многогранников.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы .  Будем после
довательно изменять разбиение сферы, соответствую
щее данному многограннику, стирая некоторые ребра 
и вершины и следя при этом за изменением чисел ао, 
а\ и а 2. В первый момент ао == В, а! =  Р, а 2 =  Г. Д а
лее будем поступать так. Каждый раз будем брать 
какое-нибудь ребро и начинать строить простую ло
маную, добавляя к нему по очереди еще не стертые 
ребра. Если в некоторый момент мы не сможем до
бавить к ломаной ребро, значит, мы нашли такую 
вершину, что все выходящие из нее ребра, кроме од
ного, уже стерты. Тогда сотрем эту вершину и это 
ребро. При этом соответствующая двумерная клетка



изменится (см. рис. 45), но общее количество д в у 
мерных клеток останется прежним.

Если обозначить через количество /-мерных 
клеток в получившемся разбиении, то мы получим

<  =  «*0 - 1 , « ; = ( * ,  — 1 , °2  — а2'

Легко видеть, что а' — а' +  а' =  а0 — а, +  а2.
Если ж е мы сможем построить из нестертых р е 

бер простую замкнутую ломаную, то после стирания

Рис. 45 Рис. 46

любого из входящих в нее ребер разделяемые ими 
двумерные клетки1) «сольются» в одну (рис. 46), и 
мы получим: а ' = а 0, <  =  0 , — 1, а' =  а2 -  1. П о-пре
жнему а ' — а | +  а ' =  а0 — а, +  а2.

Повторяя эту операцию, мы в конце концов при
дем к нульугольнику, у которого сс0 =  1, « 1  =  0, а 2 =  
=  1, и, следовательно, ао — «1 — ссг =  2. Поскольку 
значение рассматриваемого выражения а 0 — а,х +  а 2 
при переходе от исходного клеточного разбиения 
к нульугольнику нигде не менялось, то и для исход
ного многогранника имеет место равенство ао — 0С1 -+- 
+  с&2 =  2 , что и требовалось доказать. □

§ 4. Топологическая классификация 
ориентируемых замкнутых поверхностей

Наша цель здесь состоит в том, чтобы доказать 
следующую основную теорему.

Теорема 1 . Всякая замкнутая ориентируемая по 
верхность гомеоморфна сфере с несколькими р у ч 
ками.

Для доказательства воспользуемся очень удобным 
средством описания поверхностей, которое даю т в 
наше распоряжение клеточные разбиения. Чтобы

*) Это клетки, лежащие в разны х частях сферы, на которы е 
ее разбивает ломаная:



описать клеточное разбиение поверхности /?, изобра
зим на плоскости (отдельно друг от друга) все мно- 
тоугольники, соответствующие различным замкнутым 
клеткам, и пометим у этих многоугольников пары 
сторон, отображающиеся в одну и ту же одномерную 
клетку. Если одна из сторон в такой паре ориенти
рована, то сквозной гомеоморфизм определит согла
сованную ориентацию второй стороны. Такое семей
ство многоугольников, некоторые стороны которых 
объединены в пары и при этом согласованно ориен
тированны; будем называть выкройкой поверхности

р . Удобно стороны, образующие отмеченную пару, 
обозначать одной буквой, а ориентацию указывать 
стрелкой. Выкройку, состоящую из одного много
угольника, назовей разверткой поверхности Р.

Примеры. На рис. 47 приведена выкройка тет
раэдра, соответствующая его триангуляции, на 
рис. 48 — выкройка сферы с тремя дырами. На

рис. 49 изображены развертки известных правильных 
многогранников, на рис. 50 — развертки трубки, ли
ста Мёбиуса, тора, бутылки Клейна,, проективной 
плоскости (2 ш туки). На рис. 51 — развертка сферы 
с двумя ручками. Аналогично выглядит развертка 
сферы с произвольным числом ручек. Такая раз
вертка называется канонической. На рис. 52 изобра
жена развертка сферы с тремя дырами. Так же вы
глядит развертка сферы с большим'числом дыр.

Рис. 47

а

Рис. 48





Замечания. 1. В случае триангуляции удобнее от
мечать одной буквой не пары сторон, а вершины, со
ответствующие одной и той же вершине триангу
ляции.

2. Можно показать, что всякая выкройка опреде
ляет некоторую поверхность с краем так сказать, 
результат склеивания  (или сшивания) кусков вы
кройки по сторонам, объединенным в пары.

Приступим к доказательству теоремы. Пусть ^  
произвольная ориентируемая замкнутая поверхность. 
Рассмотрим какую-нибудь ее выкройку (например, 
выкройку из треугольников, соответствующую какой- 
нибудь триангуляции этой поверхности). Занумеруем 
произвольным образом отмеченные пары сторон мно
гоугольников, образующих выкройку.

Рассмотрим первую отмеченную пару сторон. Если 
это стороны разных многоугольников выкройки, то 
выбросим соответствующую им одномерную клетку 
из разбиения поверхности. При этом две двумерные 
клетки сливаются в одну. Новому разбиению будет 
отвечать выкройка, в которой вместо двух прежних 
многоугольников участвует один, соответствующий 
новой двумерной клетке, см. рис. 53. Если же эти 
стороны принадлежат одному и тому ж е многоуголь
нику выкройки, то изменим разбиение следующим 
образом.

С С

Рис. 51 Рис. 52



Разобьем одномерную клетку, соответствующую 
нашей паре сторон, на три. При этом придется доба
вить к разбиению и две одномерные клетки, каж дая 
из которых «начинается и оканчивается» в одной из 
новых нульмерных клеток. При этом прежняя дву
мерная клетка разобьется на три новых. Чтобы по
лучить соответствующую выкройку, надо заменить

Рис. 53

рассматриваемый многоугольник на те три, которые 
получаются из него при разрезании вдоль двух непе- 
ресекающихся отрезков, соединяющих отмеченные 
стороны. При этом образуются пять новых отмечен
ных пар сторон вместо одной исходной; см. рис. 54.

а ог а3

Рис. 54

Наш выбор ориентации для сторон, обозначенных 
буквой а, требует пояснений. Если бы одна из них 
была ориентирована в другую сторону, то средний 
четырехугольник, входящий в новую выкройку (на 
рис. 54 заштрихован) давал бы нам развертку листа 
Мёбиуса, содержащегося в поверхности А это не
возможно в силу ее ориентируемости. В частности, 
отдельно взятый средний четырехугольник образует 
развертку кольца.

^Теперь проделаем то же самое со второй отмечен
ной парой сторон, потом с третьей и т. д. (При этом 
мы не будем затрагивать пары сторон, образовав
шиеся на предыдущих этапах. Речь идет лишь об



исходно занумерованных парах.) По окончании этой 
процедуры мы получим выкройку исходной поверх
ности, в которой каждый многоугольник будет либо 
четырехугольником вида

либо иметь вид

Соответствующие замкнутые клетки будут гомео- 
морфны либо кольцу, либо сфере с дырами, причем

клетки последнего типа будут пересекаться только 
с кольцевыми клетками, т. е. с трубками. Таким об
разом, мы нашли несколько трубок, замыкание до
полнения к которым состоит из нескольких сфер 
с дырами. Д ля окончания доказательства нам потре
буется еще одно описание сфер с ручками.

Предположим, что в ориентируемой поверхности Б 
можно выделить несколько попарно непересекающих- 
ся трубок, так  чтобы замыкание дополнения к ним 
состояло из п  компонент, каждая из которых была 
бы гомеоморфна сфере с дырами (рис. 55). Тогда ин
дукцией по п  можно показать (как это намечено



ниже), что поверхность Р ёомеоморфни сфврс с руч
ками,.

Для п —  1 это выполняется по определению. Если 
п ^  2, то всегда найдутся две компоненты (на ри
сунке 55 это компоненты А и В) и «соединяющая их» 
трубка (на рис. 55 — трубка С), объединение кото
рых гомеоморфно сфере с дырами (рис. 56). Ясно,

Рис. 56

далее, что замыкание дополнения к остальным труб
кам (кроме трубки С) состоит уже из я — 1 компо
нент, каж дая из которых по-прежнему гомеоморфна 
сфере с дырами. Осталось воспользоваться индук
тивным предположением.

Теорема доказана. □
В качестве очень полезного и интересного упраж 

нения предлагаем читателю проследить все детали 
доказательства на примере многогранников, как они 
определены в § 4 гл. II ч. 2. А именно, докажите, что 
всякая замкнутая многогранная поверхность гомео
морфна гсфере с несколькими ручками.

18 А. Д . Александров, Н. Ю. Нецветаев



В заключительной части, во-первых, даются более 
глубокие, чем во второй части, основания евклидовой 
геометрии. А именно, приводится ее аксиоматика, 
в которой отсутствуют аксиомы о геометрических ве
личинах (длине отрезка, мере угла, площади, объ
еме). Эта аксиоматика уже не опирается на понятие 
действительного числа. Решению проблемы измере
ния геометрических величин посвящены, в основном, 
первые две главы этой части. В них же обсуждается 
важное понятие величины и дается его аксиомати
ческое определение.

Третья глава посвящена так называемым общим 
вопросам аксиоматики. Кроме того, в ней даются и 
сравниваются различные аксиоматики евклидовой 
геометрии.

Наконец в последней главе дается обзор различ
ных геометрий, начиная с геометрии Лобачевского и 
кончая псевдоримановой геометрией — математиче
ской основой общей теории относительности.

Г л а в а  I 

ОСНОВАНИЯ ГЕОМ ЕТРИИ

Теперь мы войдем в основания геометрии глубже, 
чем это было сделано в гл. I ч. 2. Там результаты из
мерения отрезков и углов — численная длина и мера 
угла — были введены прямо в аксиомах. Здесь же 
будут даны аксиомы, которые обеспечивают саму 
возможность измерения отрезков и углов. Кроме 
того, некоторые аксиомы, сформулированные в гл. I
ч. 2 , будут заменены другими, содержащими бо
лее слабые требования, или разделены на части 
так, чтобы каж дая аксиома выражала только одно 
условие. (Например аксиома, что две точки соеди
нимы отрезком, и притом только одним, содержит



два условия: существование отрезка и его единствен
ность.)

Основные объекты и отношения будут те ж е что 
в гл. I ч. 2.

§ 1. Линейные аксиомы

О с н о в н ы е  о б ъ е к т ы :  1 ) точки, 2) отрезки.
О с н о в н ы е  о т н о ш е н и я :  1 ) точка является 

концом отрезка, 2) точка лежит на отрезке, 3 ) два 
отрезка равны друг другу (обозначение: а — Ь).

Если точка М лежит на отрезке а или является 
его концом, то мы говорим, что она принадлежит 
отрезку, и применяем обычную запись М  е  а. Соот
ветственно применяем обычные обозначения: а с~ Ь, 
с =  а\}Ь,  где а, Ь, с — отрезки, и т. п.

I. Аксиомы связи отрезков и концов.
1ь Д ля каждого отрезка существуют две точки, 

являющиеся его концами.
Ь. Д ля  каждого отрезка существует не более  

двух точек, являющ ихся его концами.
13. Д ля  каждых двух точек существует отрезок, 

концами которого они являются.
14. Существует не более одного отрезка с данными  

■концами.
Эти аксиомы дают основание к тому, чтобы обо

значать отрезок его концами: А В  и т. п.
II. Аксиомы о точках на отрезках.
Н[. Д ля  као/сдого отрезка существует хотя бы 

одна лежащая на нем точка.
П2. Если С на АВ, то А В  =  АС[) ВС.
П3. Если С на А В . то АС  П ВС — С.
П4. Если один отрезок содержит конец и еще одну 

точку другого, то пни образуют один отрезок.
Отрезок не мыслится как множество точек, и по

тому, строго говори, нельзя сказать, что объедине
ние А С \ } ВС  есть отрезок. Равенство А В  =  АС[)  ВС  
означает, что: (!) ./¿ждая точка отрезка А В  принад
лежит АС  или В Г..' ¡2) точки отрезков АС,  ВС  при
надлежат АВ.  Тук. >! же смысл имеет утверждение 
аксиомы Щ: если отрезки а, Ь удовлетворяют ее усло
виям, то существует такой отрезок с, что с —  а и Ь 
в указанном выше смысле.

Равенство АСГ\ ВС =  С означает, что у отрезков 
АС,  ВС  есть едиис <енная общая точка С.



Аксиомы 112, Из выражают, что если С на А В , то 
отрезок А В  составлен из отрезков АС, ВС,  как это 
сформулировано в гл. I ч. 2. Понятно, что аксиомы 
Ц 2, П 3 выражают разные условия и поэтому разде
лены ') .

Условие аксиомы Щ  является частным случаем 
требования аксиомы 14 в гл. I ч. 2. Там говорится 
об отрезках, у которых есть, вообще, две общие точ
ки, здесь же одна из них является концом одного из 
отрезков. Сказанное в аксиоме 14 гл. I ч. 2 будет 
доказано в качестве теоремы.

Укажем основные следствия из высказанных ак
сиом. П режде всего напомним три теоремы, доказан 
ные в гл. I ч. 2 ; их доказательства сохраняются 
поскольку основаны на тех же аксиомах.

Теорема 1. Точка, лежащая на отрезке, не я в 
ляется его концом (а потому и конец не лежит на

^Теорема 2. Если точки С и В  принадлежат от
резку А В , то всякая точка, лежащая на СО, лежит
также на АВ. □  „я

Теорема 3. Отрезок определяется принадлежа
щими ему точками. □

Теперь две новые теоремы.
Теорема 4. Если С и О н а  АВ, С Ф  И, то либо С 

на А Б , либо О на АС  (иначе говоря, если С не на

ЛО,р[о  к а  з°а т е л ь с т в о. Пусть С, О на АВ п пусть 
при этом С не на АО. Докажем, что тогда /) на ЛС 
Т ак как  С не на АО, то, по аксиоме деления 112, с  
на В Б  Допустим, что И на ВС, и тем самым, по 
аксиоме 112, ВС =  В Б  11 ОС. Но это противоречит 
тому, что С на ВО. Следовательно, не может быть Г) 
на ВС, и, значит, по аксиоме П2, £> на АС, что и тре
бовалось доказать. □  „р  

Теорема 5. Если С на А В , а М на АС и N  на ВС,
то С на МЫ.

>) Собственно говоря, равенство А В =  Л С \}В С  т ._ е .ч т о  
отрезок служит объединением двух, выраж ает два условия. 
Г Г А В ^ С и В С  М А В с А С и В С .  П о то м у  аксиому Ш  
надо бы еще разделить на две: (а) если С на А м
¡го М е в А В  и, меняя обозначения, если М на ВС,  тс> М  <= А , 
(б) если С на А В  и М на АВ,  то М е Л С  или М е  ВС.



Д О К Й З Й Т С Л Ь С Т В О .  Так как N  на ВС, то, по 
теореме 4, С на АЫ. А так как М на ЛС, то ' п о 'той  
же теореме, С на ММ, что и требовалось доказать. □

Теорема 6. Если два отрезка а, Ь имеют две об
щие точки, то они образуют один отрезок: его кон
цами служат те концы отрезков а, Ь, которые н е  л е 
жат ни на а, ни на Ь.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отрезки а, Ь имеют 
две общие точки А, В. Если одна из них служ ит кон
дом одного из этих отрезков, то они образуют общий 
отрезок, по аксиоме Н4. Если же точка А  не является 
концом ни одного из отрезков а, Ь, то она леж ит на 
них обоих. По аксиомам деления Н2, 3, она делит 
каждый из них на два отрезка с общим концом А.

Пусть а и Ь\ — те из этих отрезков, которые содер
ж ат точку В, так что у них общий конец А  и еще 
общая точка В. По аксиоме П 4, они образуют один 
отрезок. Поэтому конец одного из них (отличный 
от А) содержится в другом. Но это — конец отрезка 
а  или Ь. Таким образом, для отрезков а и Ь вы пол
нены условия аксиомы П 4, и, стало быть, они о б р а
зуют один отрезок.

Концы этого отрезка не лежат ни на а, ни на Ь, 
как следует из теоремы 2 .

Таким образом, теорема 6 полностью д о к а 
зана. □

Так же, как в гл. I, ч. 2, мы говорим о двух от
резках с общим концом, что один налегает на д ру 
гой, или что они налегают друг на друга, если один 
из них содержится в другом.

Теорема 7. Если отрезки А В, АС  налегают на  
один и тот же отрезок А й , то они налегают друг на  
друга.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть отрезки А В, А С  н а
легают на АО. Если при этом, например, А В ^ А Б ,  
то тем самым А В  имеет общие точки с АС,  кроме А  
(так как либо АС  с  А й ,  либо Л Д сгЛ С ). Поэтому, 
согласно теореме 6, АВ  налегает на АС.

Остается допустить, что ни АВ,  ни АС  не содер
ж ат АО,  а стало быть, сами содержатся в А О  и не 
совпадают с АО.  Тогда В и С на АО.  И по теореме 4 
либо А В ^ А С ,  либо А С ^ А В .  А это и значит, что 
отрезки АВ,  АС  налегают друг на друга, что и тр е 
бовалось доказать. □



III. Аксиомы равенства отрезков.
III ,  (аксиома откладывания). Д ля  каждых двух  

отрезков АВ, СО существует отрезок АЕ, равный СО 
и налегающий на АВ.

Ш 2 (аксиома меньшего отрезка). Если, отрезок 
СО содержится в отрезке А В  и не совпадает с ним, 
то он не равен АВ.

Ш з (аксиома сравнения). Если отрезки равны од
ном у и тому же отрезку, то они равны друг другу.

1П4 (аксиома сложения). Если С на А В , С 1 на 
АгВг и АС  =  А £ и ВС  =  В,С,, то АВ  =  А\В\.

IV. Аксиома непрерывности.
IV!. Пусть все точки на отрезке АВ разделены на 

два непустых класса Л ,  ^2 так, что если М <= ^1 и 
Ы ^ Р 2, то АМ  с= АИ. Тогда на АВ  существует такая 
точка С, что если М  €= Р\, то АМ  а  АС, и если N  £= -/*2» 
то АЫ АС

А И  С и  В
I----------------------- 1-----------1----------1--------1
«к А  .

Рис. 1

Поясним наглядно смысл этой аксиомы. Пусть 
точки внутри отрезка А В  разделены на два класса 
Р\, ^г, как сказано в аксиоме. Представим себе, что 
точка непрерывно движется по отрезку от конца А 
к концу В. Она проходит сначала по точкам из Р\, 
а потом — по точкам из /*2- В каком-то месте должен 
происходить переход. Это и будет в точке С. Так как 
A M .cz АС  для всех точек М  из Р 1, то, значит, до С 
точка движется по точкам М  из /м, а потом по 
точкам N  из ^ 2, так как ЛЛГгэЛС. (К какому классу 
относится сама точка С — безразлично; ее можно от
носить к любому из них или к обоим сразу.) Пере
ход происходит в точке С. Если бы ее не было, т. е. 
аксиома не выполнялась, то при переходе от ^1 к ^  
происходил бы «скачок». Аксиома и выражает, что 
этого нет, что отрезок «непрерывен» (рис. 1̂ ).

Замечание. Среди перечисленных линейных ак
сиом нет аксиомы, которая обеспечивала бы суще
ствование хотя бы одного отрезка и даже хотя бы 
одной точки. Например, аксиома ¡1 говорит, что для 
каждого отрезка есть две точки, служащие его кон



цами, но это гарантирует существование этих точек, 
только если существует отрезок. Поэтому все л и н ей 
ные аксиомы имеют условный характер в том смысле, 
что если есть хотя бы две точки или хотя бы один 
отрезок, то аксиомы *говорят не о пустом м н ож е
стве... Аксиома, гарантирующая существование точек 
и отрезков, появится в качестве первой плоскостной 
аксиомы: существует три точки, не принадлежащие 
одному отрезку. С этой аксиомой условный характер  
линейных аксиом снимается.

§ 2 . Алгебра отрезков

В этом и следующем параграфах мы, на основе 
аксиом, высказанных в § 1, обоснуем измерение от 
резков. То есть мы докажем в качестве теорем то, 
что раньше в гл. I, ч. 2 было принято в аксиоме из
мерения. Измерение основано на сравнении и с л о ж е 
нии отрезков, а также делении отрезка на равны е 
части (деление масштаба нужно для более точного 
измерения).

Эти операции и составляют содержание «алгебры 
отрезков». На ее основе само измерение излагается 
в следующем параграфе.

Теорема 1. Отношение равенства отрезков реф 
лексивно, симметрично и транзитивно, т. е.\ 1) а — а,
2) если а =  Ь, то Ь =  а, 3) если а — Ь и Ь —  с, то 
а — с.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство отрезков симмет
рично по понятию, так как говорится: отрезки равны  
друг другу. Пусть теперь а —  Ь и Ь — с. По симм ет
ричности также с =  Ь, т. е. получаем, что отрезки 
а, с равны одному и тому же Ь, и, стало быть, по 
аксиоме П 13, а =  с: равенство транзитивно.

Докажем рефлексивность. Пусть а — данный от 
резок. Отложив вдоль него от какого-то его конца 
отрезок Ъ, ему равный, получим а — Ь, и, по сим 
метричности, Ь — а. По транзитивности: а =  а. □

Аксиому III! откладывания отрезка можно допол 
нить утверждением о единственности откладываемого 
отрезка; именно, выполняется

Теорема 2. При данных отрезках АВ и МЫ сущ е
ствует не более одного отрезка АС, налегающего ка  
А В  и равного ММ.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, есть два отрезка 
А С , AD, налегающих иа АВ  и равных MN. По ак
сиоме сравнения они равны друг другу, а по тео
реме 7 § 1 налегают друг на друга, т. е. либо АС с  
c zA D , либо A D c z A C .  Но если, скажем, 4 е  содер
жится в AD  и не совпадает с AD, то, по аксиоме Ш 2 
меньшего отрезка, он не равен AD. Получается про
тиворечие. Следовательно, двух отрезков АС, AD  
быть не может, и теорема доказана. □

Это позволяет формулировать аксиому отклады
вания lil i  с дополнением о единственности:

Вдоль любого отрезка от любого из его концов 
можно отложить отрезок, равный данному, и притом 
только один.

Теорема 3. Всякий отрезок можно продолжить за 
лю бой из концов, т. е. для всякого отрезка А В суще
ствует отрезок АС, составленный из А В  и ВС. При 
этом продолжить можно на отрезок ВС, равный лю 
бому заданному.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дан отрезок АВ. 
Возьмем на нем точку D. По аксиоме деления отрез
ка, D B czA B . Отложим вдоль DB отрезок DC, рав
ный АВ  (по аксиоме l i l i ) .  Точка С не может при
надлежать отрезку D B\ иначе получалось бы, что 
отрезок DC, равный АВ, содержится в АВ, вопреки 
аксиоме Шг о меньшем отрезке.

Отрезки АВ, DC  имеют общие точки D, В и, сле
довательно, образуют один отрезок. Это отрезок АС
(по аксиоме П4).

Вдоль отрезка ВС  можно отложить от точки В 
отрезок ВЕ, равный любому данному. Вместе с АС  
он образует (по аксиоме П4) один отрезок АЕ, и от
резок АВ  оказывается продолженным на отрезок ВЕ, 
равный данному. □

Сложение отрезков. Отрезок а называется суммой 
отрезков Ь, с, если он составлен из этих отрезков 
или из отрезков, им равных; в записи: а =  b с 
лли  а — с +  Ь, потому что когда отрезок а составлен 
из отрезков b и с, то порядок их не указывается.

Определенная таким образом операция сложения 
обладает следующими свойствами.

1. Суммы равных отрезков равны, т. е. если а =  
=  b +  c, ai — bi +  ci и Ь =  Ъи с — си то также а =  
s= а\. Это утверждается аксиомой сложения III*.



Поэтому можно считать, что запись Ь +  с об озна
чает любой такой отрезок а, что а =  Ь с; все такие  
отрезки равны. □

2. Любые два отрезка можно сложить, т. е. к а ки е  
бы не были отрезки Ь, с, существует такой отрезок а, 
что а - Ь - \ - с .

Действительно, любой отрезок Ь можно продол
жить за любой из концов на отрезок, равный д а н 
ному отрезку с (теорема 3 ). □

3. Если а — Ь +  с и а\ =  а, то ах =  Ь +  с, т. е. 
если отрезок а составлен из отрезков Ь, с и а\ =  а, 
то отрезок а1 составлен из отрезков, равных Ь, с.

Действительно, пусть отрезок а =  АВ  составлен 
из Ь =  АС  и с =  ВС, и пусть отрезок а х = А \ В 1 р а 
вен А В. Отложим вдоль него отрезок равный 
АС, а затем приложим к
А \С У отрезок С\В2, рав- д 1 £ 41 ^
ный СВ (рис. 2). Полу
чим отрезок А {В2, равный
А В (по аксиоме сложе- , е2. '  _ :------ 1------1-----------и--------------1ния). Он отложен вдоль А
А \В \, а стало быть, совпа
дает с ним (по теореме 2 Рис- 2
о единственности откла
дывания отрезка). Таким образом, выходит, что 
А 1В 1=  А хС1 -{-СхВ и т. е. а\ =  Ь +  сг поскольку о т 
резки А \С 1 и С\В\ равны Ь и с. □

Доказанное свойство можно выразить так: если 
точка С на АВ  и отрезок А\Ву равен АВ, то на нем 
есть такая точка Си что А \С \ =  АС, В\С\ =  ВС.

4. Сложение коммутативно и ассоциативно (пере- 
честительно и сочетательно) , т. е.

а +  Ь =  Ь +  а,
(я +  Ь) +  с =  а +  (Ь +  с).

Первое заключено в определении. Второе очевидно, 
если отрезки а, Ь, с обозначать А В, ВС, СО. Т огда

а +  Ь =* АС, (а +  Ь) +  с==АС +  СО =  АО,
а +  (Ь +  с) =  АВ +  (ВС +  СО) =  АВ +  ВО =  АО . П

Определение. Если для отрезков а, Ь существует 
такой отрезок с, что а =  Ь +  с, то мы говорим, что а



больш е Ь или, что то же, b меньше а; в записи а  >  b 
или b <  а.

Определение. Мы говорим, что отрезок с есть раз
ность отрезков а  и Ь, и пишем с =  а — Ъ, если а =
—  с  ь .  Если отрезок Ь  отложить вдоль а, то оста
ток и представляет разность а — Ъ (рис. 3).

Лемма. Если  а  >  b и а\ — а, Ъ\ — Ь, то также 
fl! >  bi и ах —  fri-= а —  Ь (т. е. если от равных от
нять равные, то получаются равны е).

Рис. 3 Рис. 4

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а >  Ь, так что есть 
такой отрезок с, что а —  Ь +  с. Пусть а\ =  а, Ь\ == Ь. 
Тогда, по аксиоме сложения, а — Ь +  с =  61 +  с. Так 
как  =  а, то 01 =  Ъ\ +  с, т. е-. «1 >  ¿>1 и а\ — Ь 1 — с. 
Поэтому а х — Ь\ =  а — Ь, что и требовалось дока
зать. □

Кратные отрезки и деление отрезка. Если п нату
ральное число, то определяем

па — а +  . . .  +  а\

п раз

а также определяем — а как такой отрезок Ь, что
/  I \  „  т

пЬ =  а, т. е. п \ ~ а )  =  а- Д алее> определяем —  а =

=  т а ^ . При этом т  (-^- а )  =  ^  та (доказатель
ство этого равенства оставляем читателю).

Теорема 4. Д л я  всякого отрезка а и всякого нату
рального п существует отрезок а.

Докажем это для п =  2, т. е. что у всякого от
резка АВ  есть середина — такая точка С, что А С — 
=  СВ.

Д ля этого заметим следующее: на всяком отрезке 
А В  есть такие точки М, И, что 2АМ  «С А В  я 2А N >
>  А В  (рис. 4).

Действительно, возьмем на отрезке А В какую-ни
будь точку Р Если 2А Р  ^  АВ  (рис. 5, а ) ,  то примем



за М  любую точку на А Р. Тогда заведомо будет 
2АМ  <  А В. Допустим, 2А Р  >  ЛВ, т. е. РВ  <с Л Р, та к  
что 2РВ  < Л В .  Тогда если отложить вдоль А В  отре
зок АМ , равный РВ, то и получим 2АМ  <  А В  
(рис. 5 ,6 ) .

Если 2ЛЛ1 С  АВ, то 2ВМ  >  А В , и поэтому, отло
жив от А  отрезок АЫ, равный ВМ, получим, что 
2АЫ >  А В.

м м

Рис. 5

Теперь обратимся к нахождению середины какого- 
либо данного отрезка АВ.

Разделим все точки на А В  на два класса Р и Р 2: 
в Р\ отнесем те точки М, для которых 2ЛМ <с А В \  
в Р2 отнесем все остальные точки, т. е. те Ы, для ко
торых 2АЫ  ^  АВ. Очевидно, при любых таких М, N  
будет А М  сг АЫ. Из доказанного только что замеча
ния следует, что в обоих 
классах есть точки. '------------------ 1-... I

Таким образом, наши А С И% В

классы ^ 1, Р2 — такие, о Рис. 6
которых говорится в ак
сиоме непрерывности. По этой аксиоме существует 
такая точка С, что для всех М  е  Р\ и всех Ы ^  Р2

АМ а  АС с :  АЫ. (1)

Отрезок ЛС и будет половиной А В, т. е. 2ЛС =  ЛВ.
Допустим, 2А С ф А В ,  и пует 2 А С < А В .  По до

казанному замечанию можно взять такой отрезок с, 
что 2с <  А В  — 2ЛС.

Отложим от точки С вдоль СВ  отрезок СМ 1 , р а в 
ный с (рис. 6). Получаем отрезок АМ \ — АС  
+  СМ! >  АС, т. е. АМ\ АС, и М \ е  Рз.

Вместе с тем (так как СМ\ —  с и 2с < Л В ~ —
— 2ЛС), 2АМ 1= 2 ( А С + С М 1) =  2АС +  2с <  2ЛС-+- 
-\-АВ  — 2АС  —  АВ, т. е. 2АМ\ <  А В , и, по определен 
нию класса Р\, М\ е  /4 . (?Г).

Это противоречие доказывает, что не может быть 
2АС  <  АВ.



Допустим, 2А С > А В .  Это равносильно тому, что 
2ВС  ■< АВ. Поэтому так же, как только что сделано, 
придем к противоречию. (Именно, укажем такую точ
ку Ы, что ВЫ зэ В С  и вместе с тем 2ВЫ <  ВА. Пер- 
рое равносильно А Ы с А С ,  второе ра&носильно 
2АЫ >  АВ, т. е. Ы е  2, так что из (1) А Ы ^ А С .  
Противоречие.)

Таким образом, существование середины у вся
кого отрезка и тем самым существование у  а дока^ 
зано.

Существование -—а устанавливается аналогично.
Но нам оно пока не понадобится, а потому остав
ляем его здесь без доказательства. Потом существо
вание а  автоматически последует из существова
ния отрезка любой данной длины. □

§ 3. Измерение длины
Сколь угодно большие и сколь угодно малые от

резки. Практический прием измерения длины состоит 
в откладывании масштаба и его долей. При этом воз
можность измерить, б принципе, любой отрезок лю
бым масштабом с любой точностью обусловлена 
двумя фундаментальными обстоятельствами.

(1) Любой отрезок, каким бы большим он ни 
был, можно перекрыть данным масштабом, отклады
вая его достаточной число раз.

(2) Любой данный масштаб (отрезок) можно раз
делить на’ сколь угодно малые доли, так что ими 
можно измерять сколь угодно малые отрезки и тем 
самым измерять любые отрезки с любой точностью.

В геометрии это выражается двумя теоремами.
Теорема 1. П ри любых двух отрезках а, Ь най

дется такое натуральное п, что па ^  Ь.
Теорема 2. П ри любых двух отрезках а, Ь найдет

ся такое натуральное п, что а ^ Ь  ^как доказано,

отрезок — а существует по крайней мере для

п =  2*).
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Пусть а, Ъ — 

данные отрезки. Допустим, вопреки доказываемому,



что при всяком п будет па <  Ъ. Это значит, что если 
откладывать на отрезке Ь, начиная от одного его 
конца Л, отрезки, равные а, то будем получать от
резки А А \, . А \А 2, . . . ,  содержащиеся в Ъ. Все их 
точки, кроме А, лежат на Ъ. Покажем, что суще
ствует такой отрезок АС, который содержит все эти 
отрезки Л/Л/+1, причем они исчерпывают все его 
точки, кроме С.

Может оказаться, что таким будет сам отрезок Ь. 
Если же это не так, то на Ь есть точки, не попадаю
щие в отрезки Л , Л / + 1. Соответственно разделим точки 
на отрезке Ь на два класса: в класс Р х отнесем точки 
всех отрезков Л ,Л г + ь  в класс Р2— все остальные 
точки. Очевидно, эти классы удовлетворяют условиям 
аксиомы непрерывности. Поэтому, согласно этой ак
сиоме, есть такой отрезок АС, что он содержит все 
точки класса Р\ и на нем нет других точек. Так что 
любой отложенный вдоль СА отрезок С£) содержит 
ТОЧКИ Л;.

Возьмем такой отрезок СО, равный а. Тогда ока
жется, что отрезок СИ, равный а, содержит внутри 
какой-то отрезок Л,Л/+ь тоже равный а. Но это про
тиворечит аксиоме меньшего отрезка.

Следовательно, не может быть, чтобы отрезками 
па  нельзя было покрыть отрезок Ь. Теорема 1 дока
зана. □

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Пусть а, Ь — 
данные отрезки. По теореме I существует такое п, что

пЬ 3̂= а. А это равносильно тому, что а. Тео

рема 2 доказана. □
Существование длины. Измерение длины путем 

откладывания масштаба и его долей, представленное 
в идеализированном виде, приводит к следующему 
результату.

Теорема 3 (о длине отрезка). П ри произвольно  
выбранном отрезке е каждому отрезку а однозначно 
сопоставляется число 1(а) так, что выполняются 
условия :

(а) 1(а) >  О,
(б) если а — Ь, то 1(а)— 1{Ь),
(в) 1(а +  6)== 1(а) +1(Ь) ,
(г) Ц е ) =  1.



Число 1(а)  называется численной длиной отрезка 
а в масштабе е (как говорят: «длина 5 см» и т. п.). 
«Число» всегда означает действительное число.

Теорема состоит из двух утверждений: существо
вание длины и ее единственность при данном мас
штабе. Д окаж ем  первое.

Теорема За. При данном отрезке е каждому от
резку а можно сопоставить положительное число 1(а) 
так, что будут выполнены условия  (б) — (г).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выбран отрезок е.
Обозначим его доли: еп =  -^ге.

Определим численную длину отрезков e¿. l ( e ) =  1, 
/ (еп) — -gr', для отрезков ke„, составленных из еп, по
лагаем

l (ken) =  -§r. (1)

Возьмем какой-либо отрезок а и, по теореме 2, 
найдем такое по, что еп ^  а при п ^  п0, так что от
резок еп укладывается на а. Вместе с тем, по тео
реме 1, при любом п  >  /г0 найдется такое т„ ,  что

ап =  тпеЛ <  а <  (тп +  1) еп. (2)

Если перейти от п  к п +  1, то к отрезку ап могут 
прибавиться некоторые отрезки ел+ь содержащиеся 
в а. Поэтому l ( a n+i 1{а„).

Таким образом, последовательность чисел 1(ап) — 
неубывающая и ограниченная. Следовательно, она 
имеет предел; мы принимаем его за длину отрезка о:

I (а) =  lim I (ап).
п-»оо

Если отрезок а '  равен а, то на нем укладывается 
столько, же отрезков, равных е„, и не более (как это 
непосредственно следует из выводов «алгебры отрез
ков»). Стало быть, для а' отрезки а'п равны а„. Тем 
самым

I (ar) =  lim I (aQ =  lim l (an) =  l (а).

Итак, если а' — а, то 1{а')— 1{а).



Пусть теперь а =  Ь -f- с. Отложив на b и с от
резки, равные еп, получим отрезки Ъп, сп, причем

Ь =  Ьп +  Р„, с =  сп +  уп,

где Рп, у п — «остатки» после откладывания отрезков, 
равных еп, так что рл и у п меньше еп. Не исключено, 
что отрезков р„, у п нет; можно тогда считать их «ну
левыми» отрезками. По правилам алгебры отрезков,

b +  с =  Ьп +  сп +  (Р„ +  Yn);

и так как рп, уп <  еп, то рге -(- у п <  2еп. Поэтому если 
откладывать отрезки еп на отрезке а =  Ъ +  с, то их 
уложится максимум на один больше, чем на & и с 
в сумме, т. е.

Ьп +  сп <  ап <  Ьа +  сп +  еп,

и, переходя к длинам, получаем

I Ю  + 1 (Сп) <  I (ап) <  I (Ьп) +  / (сп) +  -¿ г .

Поэтому в пределе при я  —>оо получим 
l(a) =  l(b) +  l(c).

Таким образом, условие (в) для длины выполнено, и 
теорема За доказана. □

Теорема 4. Всякие две функции отрезка I, удов
летворяющие условиям  (а) — (в), отличаются только 
постоянным множителем, т. е. Г (а) — k - 1 ( a ) , k  =  
=  const.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть I, I' — функции с ус
ловиями (а) — (в). Возьмем какой-нибудь отрезок е
и положим еп =  -̂ тг е. Из свойства (в) (аддитивности)
следует, что

2nl(en) =  l(2nen) ^ t ( e ) :  (3)

и то же для
Пусть а — какой-либо отрезок. Откладывая на нем 

отрезки еп, получим, по формуле (2),

тпеп <  а <  (тп +  \ ) е п.

Поэтому (пользуясь аддитивностью I) имеем

^rJ- (еп) I (а) <  (пхп -(- 1) / (<?„).



Отсюда, пользуясь (3) и деля на 1{е), получим

тп ^  Ца) ^  тп +  1 (4Л
~ W  ^  / (е) ^  2" • w

Применяя такой же вывод к функции I', получим

т п I ' (а) ^  т п + J _  ^

~ W  ^  V  (е) 2^  ' v ’

Эти неравенства (4), (5) верны при всяком п. По
этому

I' (а) __ I (а ) ,/ / * _  z / ч CS11  (6 )

что и требовалось доказать. □
Единственность длины. Из доказанной теоремы не

посредственно следует единственность длины при дан
ном масштабе:

Теорема 36. При данном масштабе е существует 
только одна функция отрезка 1(a) с условиями 

__ (г)
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если функции I, V опреде

лены при одном масштабе е, т. е. 1(e) =  1'(е) —  1, то 
из (6) следует Г (а) =  1(a). П

Теорема 5 (о замене масштаба). Если длины I, I 
определены при масштабах е, е', то

V (а) — 1(a) I (е) =  I (а) ■ ■

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если I при масштабе е, то 
1(e) =  1 и из (6) l ' ( a ) = l ( a ) l ' ( e ) .  И совершенно 
так  же, если l ' ( e ' )—  1, то 1(a) — V(a) l ( e  ). □

Т еорема 6 (о действиях с длинами). Отношение 
равенства, операции суммы, разности, отношения 
«больше —  меньше» для отрезков и их длин при лю 
бом данном масштабе полностью соответствуют друг 
другу; т. е. если а =  Ь, то 1(a)— 1(b), и обратно, 
если 1(a) =  1(b), то а =  Ь\ и аналогично для сумм
и т.д. . .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если а — Ъ, то 1(a) 
по условию (б). Докажем обратное. Пусть 1(a) =1( Ь) . 
Допустим, однако, что а ф  b и, скажем, а >  Ь, т. е. 
а = Ь - \ - с .  Тогда l (a) =  1(b) +  1(c) >  1(b)- Следова
тельно, необходимо а =  Ь.



Если а — Ь +  с, то 1(а) =  1(Ь) +  1{с) по условию
(в). Докажем обратное. Пусть 1(а) =  1(Ь) +  1(с) . По 
условию (в), 1(Ь) +  1(с) =  1(Ь +  с), так что 1(а) =  
=  /(6 + с). Отсюда, по только что доказанному, 
а =  Ь -\-с. Для разности доказательство анало
гично.

Если а > Ь ,  т. е. а — Ь +  с, то I (а) =  I (Ь +  с) и 
1(а)— 1(Ь)-{-1(с)'>1(Ь).  Докажем обратное. Пусть 
1(а) >  1(Ь) . Тогда не может быть ни а <  Ь, ни а =  Ь, 
так как было бы / ( а ) <  1(Ь) или 1(а)==1(Ь).  Следо
вательно, а >  Ь. □

Теорема 7 (об отрезке заданной длины). При лю 
бом. масштабе е для всякого положительного числа  
х  существует отрезок с длиной (в масштабе е), 
равной х.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть задан масштаб е; 
длину в этом масштабе обозначаем /. Пусть дано еще 
число х  >  0. Взяв целое п >  х, построим отрезок 
А В  — пе. На нем есть точки М, для которых 1(АМ)<С.
<  х  (например, АМ =  е, если <  х )  . Пусть
/ч — класс всех таких точек М, а Р2 — класс всех 
других точек Ы, лежащих на АВ. Очевидно, эти клас
сы удовлетворяют условиям аксиомы непрерывности. 
Поэтому существует такая точка С, что для всех 
М  е  / 71 и N <=

/ ( Л М ) < / ( Л С ) < / ( Л Л Г).

Отрезок АС  имеет нужную длину: 1(АС) =  х. Д ей 
ствительно, допустим, 1(АС)  <  х. Тогда возьмем от
резок Ь с 1 ( Ь ) < . х — 1(АС).  Отложив его на СВ,  по
лучим отрезок СО, и будет

I (АО) =  I [АС) +  I (СО) <  I (ЛС) + х - 1  (АС) =  х.

Тем самым D e . F i ,  и потому должно быть / ( Л Д ) ^  
^ / ( Л С ) ,  хотя 1 ( А Ъ ) >  1(АС).  Это противоречие по
казывает, что не может быть 1( АС) <.х .  Аналогично 
докажем, что не может быть 1 ( А С ) >  х. Следова
тельно, 1(АС) — х. Теорема 7 доказана. □

Теорема 7 вместе с теоремами 3 и 6 приводит 
к выводу:

Измерение отрезков, когда выбран масштаб, уста
навливает взаимно однозначное соответствие между



классами равных отрезков и положительными числа
ми, при  котором суммы отрезков и чисел соответствуют 
друг другу (а вследствие этого и разности, и отно
ш ения «больше — меньше» также соответствуют друг 
д ругу ) .

§ 4. Плоскостные аксиомы

Плоскостные, аксиомы, обосновывающие измере
ние углов, можно сформулировать следующим обра
зом, с наименьшим отклонением от аксиом, выска
занных в гл. I ч. 2. Вслед за четырьмя группами 
линейных аксиом они образуют пятую группу.

VI. Существует три точки, не лежащие на одном 
отрезке.

У2. Всякая прямая делит все не принадлежащие 
ей точки на два класса: «лежащие с одной и с другой 
стороны от нее».

Замечание. В гл. I ч. 2 аксиома деления плоскости 
содержала еще утверждение, что всегда есть точки, 
лежащие с разных сторон от прямой. Но теперь вве
дена аксиома Уь из которой это непосредственно сле
дует.

Действительно, если а — данная прямая, то, по 
аксиоме Уь существует точка А, не лежащая на ней. 
Возьмем на а точку В, проведем отрезок АВ  и про
должим за точку В. Его концы будут лежать с раз
ных сторон от а.

Помимо этого аксиома VI обеспечивает, вместе 
с аксиомами связи отрезков и точек, существование 
отрезков.

VI. Аксиомы угла.
Теперь, определив угол и поперечины, как в гл. I 

ч. 2, сформулируем аксиомы об углах.
VII (аксиома равных углов). Если у двух углов  

есть равные соответственные поперечины, то все их 
соответственные поперечины равны. Такие углы мы 
называем равными.

V12 (аксиома откладывания угла). От любого дан
ного отрезка от данного его конца и по данную сто
рону от него можно отложить угол, равный данному 
неразвернутому углу.

У13 (аксиома единственности). Угол, отложенный 
по аксиоме УЬ, единственный.



Замечание. Аксиома У1з на самом деле лиш няя: 
она выводится из других. Аксиомы УЬ.г можно з а м е 
нить более простыми. Но пока мы принимаем все три 
аксиомы ради простоты.

VII. Аксиома параллельных.
В гл. I ч. 2 были даны три формулировки этой 

аксиомы; можно принять любую из них. А можно, 
например, заменить аксиому параллельных отрезков 
следующей.

Существует хотя бы один прямоугольник, или  точ
нее: существуют такие четыре отрезка А В , АС , В Б  
С Д  что А С =  ВО, А В  =  С й , АС_1_АВ, А В А - В Б .

Другой вариант плоскостных аксиом:
В этом варианте аксиомы V и VI заменяются т а 

кими, которые говорят о треугольниках. Поэтому их 
можно объединить в одну группу:

V *. Аксиомы треугольника.
V ,* . Существуют три точки, не лежащие на од 

ном отрезке.
Отрезки АВ, ВС, СА, соединяющие три точки А, 

В, С, образуют треугольник. Поэтому эту аксиому 
можно назвать «аксиомой су
ществования треугольника».

\ 2 * •Если отрезок пересе
кает сторону треугольника, то 
он или его продолжение пере
секает еще одну сторону тре
угольника, либо проходит че
рез вершину. (Отрезок а пере- Рис. 7 
секает отрезок Ь, если у отрез
ков а, Ъ есть единственная общая точка, л е ж а щ а я  
на них обоих. Аналогично, прямая пересекает о тр е 
зок, если она содержит одну, и только одну л е ж а 
щую на нем точку; рис. 7.)

Эта аксиома называется «аксиомой П аш а» по 
имени немецкого геометра М. Паша (1843— 1930), 
впервые высказавшего ее в 1882 г. Ее обычно в ы р а 
жают в следующей равносильной форме:

Если прямая пересекает сторону треугольника и 
не проходит через его вершину, то она пересекает и 
другую сторону.

Аксиома деления плоскости, как будет доказано, 
следует из аксиомы Паша. Но аксиома Паша гораздо 
проще, так как говорит не о всей плоскости, а лиш ь



о том или ином треугольнике, — собственно, о конеч
ном числе точек.

Д ля  формулировки дальнейших аксиом примем оп
ределение. Пусть а — данный отрезок и Л — точка, не 
принадлежащая никакому отрезку, содержащему а. 
Мы говорим, что точка В лежит с той же стороны от 
отрезка а, что и точка Л, если отрезок АВ  не имеет 
общих точек ни с каким отрезком, содержащим а. 
Соответственно выражение: «с данной стороны от от
резка а» означает: с одной стороны с данной точкой. 
(К ак сказано, из аксиомы Паша следует, что есть 
только две «стороны» относительно любого данного 
отрезка, но для формулировки следующих аксиом это 
не нужно.)

У 3 * . Ес л и  АВ  =  А 'В ', АС  =  А'С', ВС =  В'С ', и 
если й , О' — такие точки на А В  и А 'В ', что АО =  
=  А гО', то также СБ —  С'О' (рис. 8).

£

V4 *. Д ля  любого треугольника ABC  и отрезка 
А 'В ', равного АВ, с любой данной стороны от А 'В ' 
существует такая точка С', что А 'С ' =  АС, В 'С  =  ВС  
(рис. 9).

Аксиома V3* заменяет аксиому VIi равенства уг
лов, а аксиома V 4 * — аксиому У1г откладывания 
угла; аксиома единственности VI3 следует из них.

Теперь ее можно выразить в виде следующей тео
ремы:

Если точки С, Ci лежат с одной стороны от от
резка АВ и АС =  А С и ВС =  ВС и то эти точки со
впадают.

Однако вывод аксиом VI из аксиом V3 , V4 мы 
излагать здесь не будем. Его можно найти в KĤ Je 
А л е к с а н д р о в  А. Д. Основания геометрии. М.: 
Наука, 1987. С. 150— 153.



Вывод аксиомы деления плоскости из аксиомы 
Паша.

Теорема 1. Если луч с началом в вершине у г л а  
пересекает одну поперечину, то он пересекает и в с я 
кую другую поперечину этого угла.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть луч а с началом 
в вершине угла пересекает поперечину АВ  (рис. 10). 
Тогда, по аксиоме Паша, он пересекает любую попе
речину АС, так как сторону ВС  треугольника Л В С  
он не может пересекать, поскольку содержит вершину 
угла. Точно так же луч пере- 
с
ч

Теорема 2. Прямая, пересекающая две стороны 
треугольника, не имеет с ним других общих точек.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть прямая а проходит 
через точки Р, на сторонах АВ, АС  треугольника 
АВС. Других общих точек с этими сторонами п р я 
мая а не имеет (если бы была еще общая точка В 1, 
например, с АВ, то прямая содержала бы АВ) .

Допустим, прямая а пересекает ВС  в точке /). 
Отрезок Р(3, как и сторона ВС,  являются поперечи
нами угла А. Поэтому луч А О  пересекал бы Р(± в н е 
которой точке К. Получалось бы, что отрезок А О  
имеет две точки на прямой а и, следовательно, содер
жится в ней; прямая а проходила бы через А,  что 
исключено. Теорема 2 доказана. □

Теорема 3. Выполняется утверждение аксиомы д е 
ления плоскости У2.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть а — данная прям ая. 
По аксиоме У: есть точка, не лежащая на а. Соеди

Рис. 9 Рис. 10



ним эту точку А  с какой-либо точкой Р е  а и 
продолжим отрезок А Р  за точку Р. Получаем отрезок
А В , пересекающий прямую а.

Точки М такие, что АМ  не имеет с а общих то
чек, относим в класс / \ 4, остальные точки, не принад
лежащие а, — в класс /7в‘, в этом классе точка В. 
Если М, М ' е  Ри  то М М ' не пересекается с а (так 
как иначе, по аксиоме Паша, а должна была бы пе
ресекать АМ  или АМ' ) .

Пусть Ы, Ы' е  ,Р2; это значит, что АЫ и АЫ' пере
секают а, а следовательно, по теореме 2, ЫЫ' не пе
ресекает а. Таким образом, все точки, не принадле
жащие прямой а, разделены на два класса, как и 
требуется аксиомой деления плоскости. □

§ 5. Алгебра углов. Измерение углов

Для углов имеет место «алгебра», аналогичная 
алгебре отрезков, с той, однако, разницей, что углы 
ограничены развернутым углом, а отрезки не огра
ничены.

Теорема I. Отношение равенства углов рефлек
сивно, симметрично и транзитивно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Равенство углов опреде
ляется равенством соответственных поперечин, т. е. 
через равенство отрезков. Поэтому оно так же реф-- 
лексивно, симметрично и транзитивно, как равенство 
отрезков (проследите это заключение в деталях). □

Дальнейшие выводы, относящиеся к алгебре уг
лов, основаны на теоремах о равенстве треугольни
ков. Эти теоремы доказаны в гл. II ч. 2 на основе 
аксиомы о равенствах углов, так что мы можем и 
теперь ими пользоваться, прежде всего, в следующей 
теореме о смежных углах.

Теорема 2. Углы, смежные равным углам, равны.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть О, 0 \  — равные углы 

(обозначаемые их вершинами). На их сторонах отло
жим равные отрезки: ОА =  0 \А \ — на общих сторо
нах этих углов и им смежных, и 0 8  =  0 \В Х —  на 
других сторонах. На продолжении этих сторон отло
жим также отрезки 0С  — 0\С \ (рис. 11), так что 
ВС — В\С\.

Треугольники ОАВ, О1Л 1В1 равны по Двум сторо
жам и углу между ними (так как ¿ 0 — ¿-Ох по ус



ловию). Поэтому ¿ £  =  ¿ £ 1  и А В  =  А \В 1 . И тре
угольники АВС,  А\В\С \ равны по двум сторонам и 
углу между ними { ¿ В  =  / В г).  Поэтому АС — А 1С1.

Таким образом, у треугольников ОАС, 0 \А 1С1 
стороны равны, а значит, равны их углы при верши
нах О, Оь что и требовалось доказать. □

Из теоремы 2 выводится обратная ей 
Теорема 3. Пусть углы аЪ, а\Ъх равны, угол Ьс — 

смежный с аЪ и к углу аф\ «пристроен» угол Ь\Си 
равный Ьс. Тогда этот угол оказывается смеж
ным с углом  й\Ь\ (рис. 12). («Пристроен» — значит,

сторона 1&1 у них общая, а а х и с\ лежат по разные* 
стороны от нее.)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть выполнены высказан
ные условия. Продолжив сторону а\ угла а ф 1 за вер-- 
шину, получаем угол Ь\С2, смежный с а\Ь\. И так как 
/а \Ь \  — / а Ь ,  то, по теореме 2, / Ь \ С 2 — ¿.Ьс. Но, по 
аксиоме откладывания угла, от отрезка Ь\ от данного 
его конца можно отложить по одну сторону от Ь\ 
только один угол, равный данному / Ь с .  Следова
тельно, / Ь\С\ совпадает с /ГЬ\С2, т. е. он смежный 
с а\Ь\, что и требовалось доказать. □

Мы говорим, что угол аЬ составлен из углов ас, 
Ьс, если отрезок с проходит в угле аЬ\ в этом случае 
мы также говорим, что /а Ъ  слагается из /.а с , / Ь с  
или является их суммой (рис. 13).



Если угол аЪ развернутый, то каждый отрезок с 
с концом в его вершине (не налегающий на его сто
роны) условимся считать проходящим внутри угла 
аЬ и угол аЬ считать составленным из углов ас и Ьс.

Углы эти, как было определено, 
смежны.

Для сложения углов выполня
ется теорема, аналогичная аксио
ме сложения отрезков.

Теорема 4 (о сложении углов). 
Углы, составленные из равных 
углов, равны, т. е. если отрезки с, 

Сх проходят внутри углов аЬ, а\Ь\ и при этом ¿-ас —  
=  /-й \С х, /-Ь с  —  /-Ьхси то также ¿ а Ь  =  ¿ -а ф х 
(рис. 14).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем доказательство 
для случая, когда «сумма» — настоящий (не развер
нутый) угол. Пусть даны углы аЬ, а\Ь\ с вершинами

О, О и причем угол аЬ — настоящий. Пусть отрезки с, 
С\ проходят внутри углов аЬ и аф и  причем =  
=  ¿а\С \, ¿ Ь с  —  Z&1Cl. Так как угол аЬ —  настоя
щий, то отрезок с пересекает какую-то его попере
чину АВ (А на а, В на Ь). Пусть С — точка пересе
чения отрезка с и поперечины АВ  (рис. 15). На от
резках а ь  Ь\, с 1 возьмем точки А\, В ь С\ так, что 
О И! =  ОА, 0 ^ 1  =  ОВ, 0 ,С , =  ОС (если отрезки а и 
Ьи с\ «не дотягивают» до этого, то их можно продол
ж и т ь ) .  Тогда, по равенству углов при О и Оь будет

Д  0ЛС =  Л 0 1Л1С1. Л 0 В С  =  Л 0 1В А -  (О

Тем самым углы при С и С\ в эти* треугольниках 
равны.



Но углы при С — смежные. Поэтому углы при Сх 
тоже смежные, как следует из теоремы 3 . Стало быть, 
отрезки А хСх, В\Сх образуют один отрезок А хВх- 
И так как, ввиду ( 1), А хСх =  А С ,  В х С х =  В С , то, по 
аксиоме сложения, также А х В х  —  А В .  Таким обра
зом, у треугольников О А В ,  0 \ А \ В х  все стороны равны,

•а значит, /_ О — / . 0 \ , т. е. аЪ =  что й тре
бовалось доказать. □

Теорема 4 сложения углов доказана, когда хотя 
бы один составной угол— наетоящий. Тогда выходит, 
что и другой — настоящий. Случай, когда оба угла 
развернутые, решается следующей теоремой.

Теорема 5. Все развернутые углы  равны. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  На сторонах двух развер

нутых углов О, 0 1 возьмем точки А, В  и А ь В, так, 
что ОА =  ОхАх, ОВ =  0 \В \.
Тогда, по теореме 1 § 6 гл. I, *------ 1------+----- 11------^
ч. 2 о расположении отрезков, Л' 1 1
отрезки ОА, ОВ и О1Ль
составляют отрезки АВ, А ХВ\  /1 1 о 11 а 
(рис. 16). Поэтому, согласно рис. 16
аксиоме сложения отрезков,
А В  — АхВх, т. е. поперечины равны, и, Стало быть, 
¿-О  =  /—0 \, что и требовалось доказать. □

Теперь мы обобщим понятие о сложении углов 
буквально так же, как мы обобщили в начале § 2 
понятие о сложении отрезков.

Определение. Мы говорим, что угол а  представ
ляет сумму углов р и у, и пишем а  — Р + - 7 , если угол 
а  составлен из углов, равных р и у, или, вообще, ра- 
.вен углу, составленному из таких углов.



Операцию сложения данных углов р и ■у можно 
представить так. Строим угол ас, равный р, и при
страиваем к нему угол сЬ, равный у, т. е. строим 
угол, равный у, со стороной с — той же, что у угла 
ас, но с другой стороны от нее (рис. 17). При этом 
может оказаться, что сторона с уже не будет прохо
дить между а и Ь: суммарный угол получится больше 
развернутого.

Дальше мы определим и рассмотрим такие углы, 
но пока мы этого делать не будем, ограничиваясь 
сложением углов, когда сумма оказывается, самое 
большее, развернутым углом.

Так же, как для отрезков, определяем при нату
ральном п  угол па  и угол •— а  (помня, что угол па
должен быть не больше развернутого).

Далее, так же, как для отрезков, определяем вы
читание углов: называем их разностью -у =  а  — р та
кой угол, что ¡3 +  V=  а > если есть такой у. Точно 
так же определяем: а >  р, если есть такой угол у, 
что а — Р +  -у (рис. 17).

Ка$ и для отрезков, доказывается
Теорема 6 . Если а  >  р и а\ =  а, Р1 =  р, то а\ >

>  Рь ой — р 1 =  а  — р.
Эта теорема отличается от соответствующей лем

мы из § 2 для отрезков лишь тем, что вместо концов 
А, В и подобных отрезков появляются стороны углов 
а, Ь и т. п. (большие буквы заменяются на строчные) 
и вместо откладывания отрезка вдоль данного от
резка появляеи откладывание угла с той же сто
роны, где дан г - угол.

а

Рис. 17



Соответственно и доказательство получается такой 
заменой в доказательстве для отрезков, а вместо 
ссылки на аксиому сложения отрезков ссылаемся на 
доказанную теорему о сложении углов.

Читателю полезно самому провести получающееся 
доказательство. □

В итоге получаем:
Теорема 7 (об алгебре углов). Д л я  углов наряду 

с основным понятием равенства определены опера
ции сложения и вычитания и отношение «больше — 
меньше». При этом оказывается, что эти операции и 
отношение обладают такими же свойствами, как для  
положительных чисел, не превосходящих какого-либо 
данного числа (соответственно тому, что углы  не 
больше развернутого). Именно, прежде всего выпол
няется следующее:

1. Д ля  любых двух углов а, р таких, что р <  р ', 
где р '— угол, смежный с а, определена их сумма.

2 . Выполняются переместительный и сочетатель
ный законы сложения. □

Выполняются также пять свойств, какие для от
резков сформулированы в конце § 2 .

Доказательства всех этих свойств получаются 
точно так же. Проследить все эти выводы мы предо
ставляем читателю в качестве очень полезного уп
ражнения, когда доказательство не просто повто
ряется, а повторяется с некоторыми небольшими из
менениями в других условиях.

В частности, при натуральном п, если а  =  р, то
— а =  — Р- Это включает, что половины равных углов

равны (и так как угол равен самому себе, то его 
половины равны; соответственно биссектриса угла 
только одна). Применяя это к прямому углу, т. е. 
к половине развернутого угла, получаем:

(1) Все прямые углы равны.
(2). Через данную точку на отрезке проходит 

только один перпендикуляр (один с точностью до 
удлинения и укорочения).

Сверхтупые углы. Прибавляя какой-нибудь угол 
к развернутому углу, получим «сверхтупой угол». Два 
неналегающих отрезка с общим концом определяют 
два угла, либо развернутые, либо если один не раз
вернутый, то другой сверхтупой. Он отличается тем,



что если продолжить сторону угла за вершину, то он 
представится как сумма развернутого и настоящего 
угла. Какую из сторон мы продолжим — не важно: 
углы, прибавляемые в каждом случае к разверну
тому,— вертикальные, а потому равны. Вообще, оп
ределяем два свер.хтупых угла как равные, если они 
получаются прибавлением к развернутым углам рав
ных углов. Мы получаем возможность складывать 
углы и тогда, когда в сумме получается сверхтупой 
угол. При этом аналогично теореме 4 выполняется

Теорема 8 . Если равные углы  а  =  а ь р =  Рх об
разуют в сумме сверхтупые углы  у — а +  Р, 71 =  
=  0С1 +  рь то у =  71 .

Д о к а з а т е л ь с т в о  читатель получит сам, поль
зуясь определением равенства сверхтупых углов и 
свойствами сложения и вычитания обычных углов. □

Сверхтупой угол, как и обычный угол, можно еще 
представлять как «часть плоскости» — как фигуру, 
образованную отрезками (лучами) с общим концом 
(когда говорят о том, чтобы вырезать угол из бу
маги, угол понимают в этом смысле). Сложение уг
лов заключается тогда в том, что сумма составляет
ся из слагаемых. Угол у является суммой углов а, р, 
если он служит их объединением и они имеют только 
общую сторону.

Стороны настоящего угла делят все отрезки, исхо
дящие из его вершины (не считая самих сторон), на 
два класса: те, которые проходят в угле, т. е. пере
секают его поперечину, и все остальные. Каждый из 
этих классов вместе со сторонами угла образует «пло
ский угол»: один меньше развернутого, содержащийся 
в полуплоскости, другой больше развернутого, содер
жащий полуплоскость, — сверхтупой.

Термин «плоский угол» выражает здесь то, что 
речь идет о «части плоскости».

Измерение углов. Для углов выполняется утверж
дение, совершенно аналогичное аксиоме непрерыв
ности.

Теорема 9. Пусть отрезки, проходящие в данном 
(настоящем) угле аЬ, разбиты на два класса Р\, .Рг 
так, что если й е  Р\ и е е  ^ 2, то угол ай не больше 
угла  ае. Тогда существует такой идущий внутри уг
ла  аЬ отрезок с, что для всех d e . F i  и 
Z  ай ^  А  ас ^  ае.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Проведем в угле аЬ попе
речину АВ.  Отрезки, проходящие в угле, пересекают 
ее, и этим осуществляется взаимно однозначное со
ответствие между отрезками, идущими в угле, и точ
ками поперечины. При этом соотношения углов ай  
и отрезков АИ а  А В  соответствуют друг другу. По
этому сказанное в теореме 9 автоматически следует 
из аксиомы непрерывности. □

Доказанное также автоматически приводит к тому, 
что измерение углов осуществляется подобно измере
нию отрезков. Достаточно повторить выводы § 3, з а 
меняя отрезки углами.

Так обосновывается измерение настоящих углов 
(поскольку лишь такие углы фигурируют в доказан
ной теореме). Но отсюда измерение развернутого и 
сверхтупых углов получаются тем, что мы представ
ляем их как суммы настоящих углов.

За единицу измерения углов принимают градус:
—  прямого угла. Это чистая условность, и включать
ее в аксиомы, как порой делают, нелепо, как будто 
геометрия зависит от единицы измерения углов.

Задача. Сформулировать для углов теоремы, ана
логичные теоремам об отрезках: о существовании по
ловины из § 2 и, далее, об измерении — все теоремы 
§ 3. Приведите их доказательства. (Не забудьте 
о том, что углы ограничены.)

§ 6. Пространственные аксиомы

Пространственные аксиомы были изложены в § 8 
гл. I ч. 2, и затем для пространства любого числа 
измерений — в § 1 гл. V ч. 3. Здесь мы повторим, 
а затем дополним это изложение.

В пространственной аксиоматике наряду с основ
ными понятиями планиметрии вводятся новые о б ъ 
е к т ы :  плоскости и о т н о ш е н и е  — точка принадле
жит плоскости, или, что то же, плоскость проходит 
через точку. Вводится определение: отрезок содер
жится (лежит) в плоскости, если все его точки при
надлежат этой плоскости; так же определяется, что 
прямая содержится в плоскости.

Аксиомы делятся на: 1) линейные, 2) плоскостные,
3) пространственные.



Линейные аксиомы дословно повторяют аксио
мы § 1.

Плоскостные аксиомы повторяют аксиомы § 4 
с той разницей, что теперь к трем из них (У2, У12, У Ь )1 
добавляется указание, что она относится к каждой 
плоскости.

Пространственные аксиомы. Их мы делим здесь 
на две группы: 1) аксиомы плоскости и 2) аксиомы 
размерности.

Аксиомы плоскости.
VI I Iь  Через каждые три точки проходит пло

скость.
V IН2. Если две плоскости имеют две общие точ

ки, то их пересечение есть прямая (т. е. в них обеих 
содержится прямая, которая содержит все их общие 
точки и никакие другие).

Аксиомы размерности.
IX. Существует п и не более взаимно перпендику

лярны х прямых.
Для трехмерного пространства аксиомы размер

ности можно формулировать так:
1X1. Существуют 4 точки, не лежащие в одной 

плоскости.
1Х2. Если две плоскости имеют общую точку, то 

они имеют по крайней мере еще одну общую точку. 
Другими словами: две плоскости не могут иметь 
только одну общую точку.

Первая из этих аксиом означает, что пространство 
не сводится к плоскости и, стало быть, не менее чем 
трехмерно. Вторая означает, что пространство не бо
лее чем трехмерно.

Аксиома IX тоже содержит два утверждения.
IX. 1. Существует п взаимно перпендикулярных 

прямых.
IX. 2. Существует не более п взаимно перпенди

кулярны х прямых. (Согласно определению равенства 
углов и прямого угла, две прямые а, Ь взаимно пер
пендикулярны, если у них есть единственная общая 
точка О и на а точки А, А \ и на Ь точка В ф  О 
такие, что ОА =  ОАи ВА —  ВА\.)

В аксиомах стереометрии (гл. 1 ч. 2) вместо двух 
аксиом У Ш 2 и 1Х2 была одна:

Пр. 3. Если две плоскости имеют общую точку, то 
их пересечение есть прямая.



Это очевидно следует из аксиом У Ш 2 и 1Х2.
Так же очевидно аксиомы У Ш 2 и 1Х2 следуют из 

Пр. 3.
Таким образом, аксиомы трехмерного простран

ства, изложенные здесь, и аксиомы стереометрии, из
ложенные раньше, равносильны.

Дополнение. Вводя в качестве основных объектов 
плоскости, мы отходим от той установки, что основ
ные понятия должны как можно ближе соответство
вать практике. Плоскость во всем ее бесконечном 
протяжении не только не имеет прямого прообраза 
в практике, но, собственно говоря, и не доступна 
прямому наглядному представлению. Можно, однако, 
дать аксиоматику пространства, в которой основные 
объекты только те же, что в планиметрии, а пло
скость определяется через них. Это можно сделать 
следующим образом.

Определение. Пусть А, В, С — три точки, не л е ж а 
щие на одном отрезке, так что имеется треугольник 
А ВС. Будем говорить, что точка М  п р инадлеж а п л о 
скости (ЛВС),  если существует содержащий ее от
резок, имеющий с треугольником АВС  две общие 
точки.

Плоскостью (АВС)  называем фигуру, образован
ную указанными точками М;  другими словами, пло
скость— это геометрическое место точек с указанным 
свойством.

Поскольку плоскость не включается в число основ
ных объектов, аксиомы надо формулировать без нее. 
В такой аксиоматике плоскостные аксиомы являю тся 
одновременно аксиомами стереометрии. Линейные 
аксиомы те же, что и раньше, но плоскостные а к 
сиомы изменяются. Определяем понятие угла так  
же, как и раньше. Дальше имеется в виду настоя
щий (не развернутый) угол. Вводим следующие а к 
сиомы.

V. Аксиомы угла.
VI. Существуют три точки, не принадлеж ащие од

ному отрезку (эта аксиома гарантирует существова
ние настоящего угла).

У2. Если отрезок, проведенный щ  вершины угла , 
пересекает какую-либо поперечину, то он и ли  его  
продолжение пересекают лю бую  другую. Мы говорим, 
что отрезок проходит внутри данного угла.



У3. Если у двух углов есть равные соответствен
ные поперечины, то все их соответственные попере
чины равны.

\ 4. Какие два угла  аЬ, ей ни заданы, существует 
такой угол ае, равный ей, что либо его сторона е 
проходит в угле аЬ, либо Ь проходит в угле ае, либо 
е совпадает с Ь. Угол откладывается, так сказать, 
в пространстве.

Аксиома параллельных отрезков. Если отрезки
АС , В Б  равны и перпендикулярны АВ, и АО, ВС пе
ресекаются, то С й  =  АВ  (оговорка о пересечении 
АО  и ВС заменит условие, что отрезки АС, ВО ле 
жат в плоскости).

Аксиома размерности. Существуют три и не боль
ше взаимно перпендикулярных отрезка, т. е. три от
резка, пересекающихся в одной точке и образующих 
прямые углы.

Сформулированные аксиомы позволяют доказать, 
что если плоскость понимается в смысле данного 
выше определения, то для плоскостей выполняются 
все аксиомы стереометрии, как плоскостные, так и 
пространственные. Однако доказательство этого не 
просто. И это естественно: чем меньше мы требуем 
в аксиомах, тем более длинный путь выводов надо 
пройти, чтобы прийти к нужным результатам.

§ 7. Понятие фигуры

Аксиоматическое определение понятия фигуры 
уж е было изложено в § 5 гл. I ч. 2. Здесь мы пред
ставляем его несколько иначе.

Аксиоматика фигуры.
О с н о в н ы е  о б ъ е к т ы :  1) точки, 2) фигуры. 

О с н о в н о е  о т н о ш е н и е :  точка принадлежит фи
гуре; в обозначении А е  Р и т. п.

Аксиомы.
1. Фигура определяется своими точками, т. е. если 

имеются фигуры Е\ и такие, что каждая точка, 
принадлеж ащая одной из них, принадлежит также 
другой и обратно, то Л  и Р2 — одна и та же фигура.

2. Точка есть фигура-, она принадлежит себе,• и 
никакие другие точки ей не принадлежат.

3. Д ля  всякого условия, налагаемого на точки, 
существует фигура, содержащая все точки с данным



условием и никакие другие. При этом имеется в виду  
условие, которое: 1) выражается через понятия, ф и 
гурирующие в принятой аксиоматике геометрии, и 
2) является проверяемым для каждой точки —  в ы 
полняется оно для нее или нет. (Эта аксиома ф и гу 
рировала в § 5 гл. I ч. 2 под номером 5).

При нашей аксиоматике, например, то условие, 
что «точка принадлежит данному отрезку», считается 
проверяемым.

Смысл этих аксиом был разъяснен при их и зл о 
жении выше (§ 5 гл. I ч. 2). Аксиома 3 вы раж ает по 
существу то же, что и определение геометрического 
места. Однако, как было там же отмечено, в ней 
содержится некоторая неопределенность: какие у с л о 
вия считаются «в принципе проверяемыми». Уточним 
это, сформулировав аксиому 3 для элементарной гео
метрии с нашей аксиоматикой.

Условие, налагаемое на точки, назовем эле м е н 
тарным, если оно может быть выражено в понятиях 
аксиоматики так, что его проверка для каждой точки 
проходит в конечное число шагов: при каждом ш аге  
либо устанавливается одно из основных отношений, 
либо производится «построение» из тех, какие д о п у 
щены аксиомами. Такими построениями являю тся 
проведение отрезка, откладывание отрезка или угла , 
равного данному (это мысленное построение есть не 
что иное, как фиксация существования указываемого 
объекта).

Аксиома 3' (аксиома геометрического места в э л е 
ментарной геометрии). Д л я  всякого элементарного 
условия, налагаемого на точки, существует ф игура, 
содержащая все точки с данным условием и ни к а ки е  
другие.

В предыдущем изложении аксиом фигуры (§ 5 
гл. I ч. 2) среди них были 1) «аксиома отрезка» о том, 
что отрезок есть фигура, 2) аксиомы об о п е р а 
циях с фигурами, как их объединение и др. Т е 
перь эти аксиомы представляются иначе— не к а к  а к 
сиомы.

То условие, что точка М  принадлежит д анном у 
отрезку АВ, считается проверяемым, оно, стало быть, 
элементарно. Поэтому согласно аксиоме 3' точки о т 
резка А В  образуют фигуру, обозначим ее АВ. В м е
сте с тем отрезок А В  определяется своими точками
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(теорема 3 § 1). Это позволяет отождествить фигу
ру А В  с самим отрезком АВ  и сказать: «отрезок есть 
ф игура» ').

Объединение и пересечение конечного числа фигур 
представляет собой фигуру, потому что условие, про
веряемое в конечное число шагов для каждой из дан
ных фигур, очевидно, проверяемо для них всех так 
ж е  в конечное число шагов. Если число фигур беско
нечно, то для них всех проверяемость условия само 
собой не обеспечена и требует особой проверки. Но, 
например, круг можно определить как объединение 
всех отрезков (на плоскости) с общим концом О, 
равных данному — радиусу. Принадлежит ли точка 
М  данному кругу, проверяется очевидно: проводим 
отрезок ОМ и вдоль него откладываем радиус.

Дополнение фигуры, очевидно, есть фигура, по
скольку при определении фигуры проверяется, вы
полняется для точки условие или нет; если нет, то 
точка и принадлежит дополнению.

В понятии элементарного условия можно иметь 
в виду не обязательно принятую нами аксиоматику, 
но и любую другую, которую можно назвать чисто 
геометрической, т. е. такую, в которой не фигури
руют ни действительные числа, ни величины... Напри
мер, если основным объектом считается прямая, то 
«построение» может состоять в «проведении» прямой 
через две точки.

Рассмотрим примеры, связанные с нашей аксиома
тикой. Окружность, круг, прямая, луч, полуплоскость 
определяются элементарными условиями. Эллипс 
с фокусами /?1, Р’г можно определить как геометри
ческое место таких точек М, что из отрезков, равных 
Р 1М, Р2М, составляется данный отрезок АВ. Это ус
ловие очевидно проверяемо: достаточно отложить от
резки, равные Р\М, Р2М, вдоль отрезка Л В от точек 
А , В.

Эллипс можно такж е определить условием, что 
отношение длины отрезка Р\М  к расстоянию точки М  
до  директрисы равно данному числу. Это условие не 
элементарно, так как требует измерения длины, кото
рое может не осуществиться в конечное число шагов.

*) Совершенно аналогично можно сказать, что «плоскость 
есть фигура».



Но то же условие можно сформулировать иначе: о т 
ношение отрезка Р\М к перпендикуляру МЫ, оп у
щенному на директрису, равно отношению данны х 
отрезков. Такое условие проверяемо построением.

В общем, аксиома 3', как она сформулирована, 
выражает понятие фигуры в элементарной геометрии 
и позволяет дать следующее определение.

Элементарной геометрией называется теория, пред
мет которой составляют фигуры, определяемые э л е 
ментарными условиями (как они были только что 
определены).

Можно, конечно, понимать «проверяемое условие» 
в более общем смысле, когда оно не будет элем ен
тарным, не проверяется в конечное число шагов, как, 
например, условие, требующее предельного перехода! 
Мы могли при прежде принятой аксиоматике с поня
тием численной длины считать проверяемым то усло
вие, что отрезок имеет данную численную длину при 
данном масштабе.

Вообще, понятие проверяемого условия, а значит 
и понятие фигуры, допускает разные градации. Н о  
первая и основная из них та, которая установлена 
определением элементарного условия и соответствую
щим ему понятием фигуры.

§ 8. Величина

Понятие величины является основным в точном 
естествознании; подавляющее большинство законов 
физики говорит о зависимостях между теми или ины
ми величинами. Простейшая из величин — это длина; 
из практики она вошла в геометрию. Как понятно 
каждому, длина обладает следующими свойствами, 
которые мы сформулируем на интуитивном уровне 
без строгости.

1. Длины можно складывать (длины складывают
ся, когда один отрезок прикладывается к другом у).

2. Если к данной длине прибавляется еще длина, 
то получается большая длина.

3. Результат сложения — сумма длин — не з а в и 
сит ни от порядка сложения, ни от того как объеди
няются слагаемые (коммутативность и ассоциатив
ность) .

4. Длина может непрерывно изменяться.



Эти свойства длины, если их выразить точно 
в общем виде как аксиомы, дают аксиоматическое 
определение общего понятия величины (или, уточ
няя, — аддитивной, положительной скалярной вели
чины; «аддитивной» потому, что для нее определено 
сложение1), «скалярной» — чтобы отличить от век
торных величин).

Аксиоматическое определение величины. Величи
ной  называется элемент множества (совокупности) 
«однородных величин», в котором определена опера
ция, называемая сложением , и выполняются следую
щие ее свойства (операция обозначается знаком + ) .

I. Аксиомы сложения.
11. Д ля каждых двух  величин а, b существует та

кая однозначно определенная величина с, что с =  
=  а +  Ь (иначе говоря, операция сложения сопостав
ляет каждой паре величин а, b определенную вели
чину с — «их сумму»).

12. а +  b =  Ь +  а.
13. (о b) -f- с =  а +  (& +  с ) .
II. Аксиома неравенства.
II. Д ля каждых двух  величин а, Ь верно одно из 

трех: либо 1) а =  Ь\ либо 2) существует такая одно- 
знйчно определенная величина с, что а =  Ь~\-^су либо 
наоборот: 3) существует такая величина d, что b =
=  а d. ,

В случае 2) говорят, что а больше Ь: а >  о; в слу
чае 3) — что b >  а. (Это вполне соответствует обы
денному понятию: больше та величина, которая по
лучается, когда к данной что-то прибавляют.)

Когда а =  Ь +  с, то полагают также с — а — Ь, 
т. е. если а >  Ь, то существует однозначно опреде
ленная величина — разность с =  а — Ъ.

III. Аксиомы непрерывности.
l i l i .  Д ля  всякой величины есть меньшая.
Ш 2. Всякая ограниченная сверху последователь

ность величин имеет точную верхнюю границу, т. е. 
если для последовательности величин а\, а%, а3, . . .  
есть такая с, что все ап íS с. т0 либо среди величин

')  Есть величины, для которых сложение не определено, 
например температура. Прибавляют не температуру, а количе
ство тепла. Зар яд  — величина, которая бывает положительной 
и отрицательной.



ап есть наибольшая, либо существует такая величина 
а, что все а„ <  а и при всякой величине b найдется 
такое п, что а -< ап -)- Ь (или, что то же, а — ап <  Ь) .

Замечание. Если аксиому IIIi заменить на проти
воположную, ту, что среди величин существует наи
меньшая, то получим определение дискретной в е 
личины, измеряемой натуральными числами, как чис
ленность совокупности предметов.

Выполняется следующая важнейшая теорема.
Теорема 1 (об измерении величин). Величинам  

(любого данного типа) можно взаимно однозначно 
сопоставить положительные числа так, что суммам  
величин будут отвечать суммы чисел. Такое соответ
ствие однозначно определяется выбором той вели 
чины е, которой сопоставляется число  1.

Такое сопоставление чисел величинам называется 
измерением, а величина е — единицей измерения или 
масштабом.

Доказательство этой теоремы, по существу, ана
логично доказательству теорем о численной длине 
в § 3. □

В планиметрии есть три величины: длина, угол 
(как величина) и площадь. Им можно дать следую- 
щие определения, совершенно сходные друг с другом.

Длиной отрезка называется величина, отнесенная 
отрезкам так, что выполнены два условия:

1. У равных отрезков длина одна и та же.
2. Если отрезок а составлен из отрезков a t и а2, 

то его длина равна сумме их длин.
Площадью фигуры, составленной из многоуголь

ников, называется величина, относимая таким фигу
рам, с двумя условиями:

1. У равных фигур площадь одна и та же.
2. Если фигура F составлена из двух фигур F u F2 

(т. е. служит их объединением, но эти фигуры не 
имеют общих внутренних точек), то площадь фигуры 
F равна сумме площадей фигур F\, F2. (Определе
ние площади для немногоугольных фигур сложнее и 
будет дано в гл. II.)

Величиной угла  называется величина, относимая 
углам так, что выполнены два условия:

1. У равных углов величина одна и та же.
2. Если угол а  составлен из углов а ь а 2, то его 

величина равна сумме их величин.



Следует оговорить, что величина угла — это вели
чина «с ограничением»: она не может быть больше 
величины развернутого угла или, при другом взгляде, 
больше двух развернутых углов. Поэтому здесь ак
сиомы сложения должны быть дополнены: существует 
такая величина й, что сумма а +  Ь определена лишь 
тогда, когда а ^  2(1 — Ъ, где 2(1 —  величина развер
нутого угла.

Величины всегда относятся к каким-либо объек
там, как «величина объекта данного класса», как 
длина, относящаяся к отрезкам (или вообще — 
к спрямляемым кривым), площадь к многоугольни
кам (или более общим фигурам с внутренностью), 
как в обыденной жизни и в физике масса или вес 
относится к телам и т. п. Величина — это свойство 
объекта данного класса, которое в каком-то отноше
нии может быть больше или меньше и притом так, 
что позволяет точное сравнение, называемое измере
нием. Поэтому говорят, что величина — это то, что 
можно измерить. Сложение же определяется не для 
любых величин. Но в математике имеют в виду толь
ко аддитивные величины.

Гла ва  II 
ПЛО Щ А ДЬ И ОБЪЕМ

§ 1. Определение площади

Площадь многоугольных фигур. Мы будем рас
сматривать только ограниченные фигуры, и слово 
«фигура» будет всегда обозначать плоскую ограни
ченную фигуру, т. е. такую, которая содержится в ка
ком-нибудь круге.

Будем говорить, что фигура составлена из не
скольких фигур, если она служит их объединением и 
никакие две из них не имеют общих внутренних то
чек. Под многоугольной фигурой будем всюду ниже 
понимать многоугольную площадку (см. § 4 гл. II
ч. 2), рис. 18. Проще говоря, многоугольная фигура — 
это объединение конечного числа треугольников.

Площадью многоугольной фигуры называется ве
личина, обладаю щ ая следующими двумя свойствами:

1) равные фигуры имеют равные площади',
2) если ф игура составлена из нескольких много



угольных фигур, то ее площадь равна сумме площ а
дей этих фигур.

Первое свойство — инвариантность, неизменяе
мость при перемещениях, второе — аддитивность; его 
достаточно требовать для того случая, когда фигура 
слагается из двух фигур.

Удобно ввести следующие обозначения.
Равенство фигур обозначим так: Р  ^  Р'. То, что 

фигура Р составлена из фигур Р и р 2 и т. д., будем 
обозначать как сумму: р =  р г р 2.
Площадь будем обозначать бук
вой 5.

Вместо самой площади как ве
личины удобно рассматривать ее 
численное значение при данной еди
нице измерения и дать следующее 
определение.

«Численной площадью» — чис
ленным значением площади фигуры 
Р при данной «единичной» фигуре 
Я — называется число 8(Р) ,  относимое многоуголь
ной фигуре, каждой — свое, так что выполнены ус
ловия:

1) £ ( / ? ) >  О,
2) если Т7^  Р',  то 5  {Р) =  Б (Р'),
3) 8(Р,  +  ^ а) =  Я (/? ,)+5(7? ,) ,
4) Б(Е)  =  1.
Последнее условие означает, что единичная фи

гура— это та многоугольная фигура Е, которой от
несено численное значение площади, равное единице. 
В качестве такой фигуры берут «единичный квадрат», 
т. е. квадрат со стороной, равной выбранной единице 
длины. Но это совершенно не обязательно: единич
ной фигурой может быть, в принципе, любая много
угольная фигура.

Заметим, что из аддитивности площади (свой
ства 2)) следует: если фигура Т7 содержит Р { и не со
впадает с Ри то Б(Р) >  3 ( Р 1).

Действительно, если Р :э  и Р ф  Т7), то очевидно 
Р =  Р' Ч- /"г, где Р2 — тоже многоугольная фигура 
(рис. 19).

По аддитивности 5 (^ )  =  5 (У7]) +  5 (/7г), и поэтому

5  (Р)> 5  (Р,).



Рис. 19

Дальше мы будем говорить о площади, допуская, 
что под «площадью» можно разуметь как саму вели
чину, так и ее численное значение при какой-нибудь 
единице измерения, которую можно для дальнейшего 
выбрать раз навсегда. В большинстве случаев удоб
нее иметь в виду именно численное значение, когда 
говорится о сложении и сравнении площадей (но не

об их измерении: измеряется ве
личина, а ее численное значе
ние— это результат измерения).

То, что у каждой многоуголь
ной фигуры, в частности у квад* 
рата, есть определенная площадь, 
представляется, в общем, как не
что само собой разумеющееся. 
Но можно задать следующий 
вопрос.

Представим себе, что, разбив 
квадрат или другой многоуголь
ник на какие-то многоугольники, 

мы перемещаем их так, чтобы они не налегали друг 
на друга. Мы будем получать различные новые фи
гуры. Не может ли при этом получиться такая фигура, 
которая уместится внутри первоначального много
угольника или внутри одной из полученных из него 
новых фигур? Если бы это случилось, то мы имели бы 
две фигуры, у которых, с одной стороны, площади 
должны быть равны, так как они составлены из по
парно равных фигур. С другой стороны, у фигуры, 
умещающейся внутри другой, площадь меньше. То 
есть получалось бы противоречие. Выходило бы, что 
понятие о равенстве или неравенстве площадей и, 
стало быть, само понятие о площади оказались ли
шенными смысла.

Мы скажем: «не может быть, чтобы одна фигура 
уместилась внутри другой, ведь у них площадь одна 
и та же». Но именно об этом и стоит вопрос: имеет 
ли смысл понятие площади? Иначе говоря: суще
ствует ли в самом деле такая величина, как площадь, 
у многоугольных фигур?

Можно поставить и другой вопрос. Площадь пря
моугольника определяют, покрывая его квадратами 
(рис. 20, а ) ,  и квадраты эти берутся такими, что 
стороны их параллельны сторонам прямоугольника.



А что будет, если брать квадраты, повернутые отно
сительно прямоугольника или, что равносильно, по
вернуть прямоугольник, как на рис. 20,6? Будет ли 
подсчет таких квадратов давать то же самое (в пре
деле, когда квадраты уменьшаются)? Иначе говоря, 
будет ли (в пределе) площадь маленьких квадратов, 
укладывающихся на прямоугольнике, той же самой, 
с точностью до квадратов, которые пересекаются со 
сторонами прямоугольника?

Рис. 20

Мы уверены, что результат будет тот же, потому 
что у фигуры есть определенная площадь, так что ее 
измерение должно давать всегда один и тот же ре
зультат. Но именно об этом и идет речь: существует 
ли у фигуры определенная площадь, независимая от 
того, как мы ее измеряем?

Приведенные рассуждения показывают, что суще
ствование площади, т. е. существование величины со 
свойствами 1, 2, вовсе не так очевидно, как кажется 
на первый взгляд. Существование ее нужно дока
зать ').

Доказательство может быть дано. Именно, дока
зывается следующая теорема.

Теорема I. Каждая многоугольная фигура имеет 
определенную площадь.

Для численных значений это можно выразить так.
При заданной единичной фигуре Е  каждой много

угольной фигуре отвечает, и притом единственная, 
численная площадь со свойствами 1, 2, 3, 4.

*) На этот вопрос обратил внимание итальянский математик 
Де-Цольт (в 1881 г.) и пытался решить его, но только потом 
это было строго сделано профессором университета в Одессе 
С. О. Ш атуновским, Д. Гильбертом и др.



Если фигура Е  заменяется другой Е', то все чис
ленные площади изменяются на один и тот же мно
житель:

к =  8' (Е)  =  щ ? у .

Ту 5ке теорему можно высказать иначе.
Существует, и притом единственная, функция со 

свойствами 1—4, определенная на множестве много
угольны х фигур. Функции, соответствующие разным 
«единичным» фигурам Е, отличаются множителем.

Площади общих фигур. Вслед за определением 
площади многоугольных фигур встает вопрос об оп
ределении площади для других фигур. Ее опреде

ляют, обобщая тот способ, ка
ким в школьном курсе находят 
площадь круга.

Пусть У7 — какая угодно 
данная фигура. Будем рассмат
ривать многоугольные фигу
р ы — содержащие Б и содер
жащиеся в Р\ первые обозна
чим й  и их площади — 5 ( 0 ) ;  
вторые обозначим Я и их пло
щади 5  (Я) (рис. 21). (Если 
многоугольных фигур Я, содер

жащихся в данной фигуре Р, нет, то считаем 5 (Я )  =  
=  0 .)

Если многоугольная фигура в  содержит / \  а Т7 
г э Я ,  то, очевидно, О =э Н, и, значит, 5 ( 6 )  (Я) 
(при этом 5 (б )  =  5 (Я) возможно только в том слу
чае, когда обе фигуры О и Я  совпадают и, значит, 
совпадают с Р, так что сама фигура Р — много
угольная) .

В качестве площади фигуры Р можно взять такую 
величину 8 ( Р ) ,  что для всех фигур О и Я

5  (О) > 5  (Р) (Я).

То есть за площадь фигуры Т7 принимается вели
чина, которая не больше площадей многоугольных 
фигур, содержащих Р, и не меньше площадей много
угольных фигур, содержащихся в

Однако площади фигур б  и Я  могут отличаться 
так, что между ними будет целый интервал величин,



и, стало быть, величина 5 (Р) не будет единственной. 
Площадь оказывается неопределенной. Она будет оп
ределенной, если разность площадей 5 ( 6 ) ,  5  (Я ) мо
жет быть сколь угодно малой.

Таким образом, мы приходим к окончательному 
определению, которое, как легко видеть, воспроизво
дит в общем виде школьное определение площади 
круга.

Площадью  фигуры Т7 называется величина, кото
рая не больше площадей многоугольных фигур, со
держащих / \  и не меньше площадей многоугольных 
фигур, содержащихся в ./*, при условии, что разности 
этих площадей могут быть сколь угодно малыми.

Мы говорим тогда, что фигура Т7 имеет опреде
ленную площадь. Всякая многоугольная фигура р  
попадает под это определение, поскольку тогда сама 
Р оказывается многоугольной фигурой, содержащей Р 
и содержащейся в Р.

Оказывается, что так определенная площадь и длй 
немногоугольных фигур обладает теми ж е свойства
ми, какие определяют площадь многоугольных фигур, 
т. е. выполняется

Теорема II. Определенная только что площ адь об
ладает свойствами инвариантности и аддитивности-.

1. Если фигура Р имеет определенную площ адь  
5 (У7), то всякая равная ей фигура Р' тоже имеет оп
ределенную площадь, и притом равную  5 ( / 7).

2. Если фигура Т7 составлена из фигур Р и р 2 с оп
ределенными площадями 8(Р{) ,  5  (Р2) , то она тоже 
имеет определенную площадь 5 ( / 7) и Б{Р)  =  5 ( / 71) +  
+  5 ( / 72).

Выразим условие, при котором фигура имеет оп
ределенную площадь, несколько иначе.

Если многоугольная фигура Н содержится в фи
гуре Р, то многоугольная фигура (5, содержащая Р, 
получается прибавлением к Н некоторой многоуголь
ной фигуры К — «разности» б  — Н. Эта фигура, оче
видно, содержит границу фигуры ^  (рис. 21, 22). Ее 
площадь равна разности площадей фигур б  и Я:

5  (К) =  5  (в) -  5  (Я).

Стало быть то, что площади фигур й  и Н  могут 
быть сколь угодно близки и тем самым фигура Р 
имеет определенную площадь, равносильно тому, что



площадь фигуры О — Я  может быть сколь угодно 
малой. То есть граница данной фигуры 7? может быть 
заключена в многоугольную фигуру сколь угодно ма
лой площади. И можно сформулировать: фигура 
имеет определенную площадь тогда и только тогда, 
когда ее границу можно заключить в многоугольную 
фигуру сколь угодно малой площади. Но если фи
гура может быть заключена в многоугольную фигуру 
сколь угодно малой площади, то ее площадь равна 
нулю (как, например, равна нулю площадь отрезка).

\

/ /
V

1,

Рис. 23

Это позволяет выразить полученное условие суще
ствования у фигуры определенной площади так.

Теорема 1. Фигура имеет определенную площадь 
тогда и только тогда, когда площадь ее границы  
равна нулю.

И можно пересказать теорему II:
Теорема На. Площадь фигур с определенной пло

щадью обладает теми же свойствами 1—4, как, в ча
стности, площадь многоугольных фигур.

Эта теорема будет доказана в следующих пара
графах.

К. определению площади можно подойти, исходя 
из способа ее измерения с помощью квадратных се
ток (рис. 23). Это обобщает тот прием, каким нахо
дят площадь прямоугольника или измеряют площадь 
практически с помощью палетки. Коротко можно ска
зать:

Площ адь фигуры можно определить как величину, 
измеряемую площадью квадратов сетки, содержа
щ ихся в фигуре и покрывающих фигуру, если у этих 
чисел есть общий предел.



Это определение одинаково для многоугольных и 
других фигур и равносильно данным выше. Н а  его 
основе и будут дальше доказаны теоремы I, II.

Замечание I. То условие, что фигура имеет опре
деленную площадь, если площадь ее границы равна  
нулю, мало наглядно и, что более существенно, само 
использует понятие площади. Однако заменить его 
другим не удается, и можно указать только те или 
иные более частные условия, когда оно выполняется. 
Следующее условие будет все же достаточно общим.

Назовем криволинейным отрезком такую ф и гу р у —■ 
кривую, — которая в подходящих координатах пред
ставляется уравнением y  =  f(x)  с непрерывной ф унк
цией f, заданной на каком-либо замкнутом проме
жутке. В § 8 будет доказана

Теорема III. Всякая фигура, ограниченная конеч
ным числом криволинейных отрезков, имеет опреде
ленную площадь; для таких фигур выполняется все 
то, что было сказано о площ ади многоугольных ф игур. 

Замечание 2. Приведем пример фигуры без опре
деленной площади. Представим себе прямоугольник, 
составленный из двух квадратов Р, Q с общей сто
роной. Пусть на одной стороне квадрата Р  введена 
координата х. Представим себе также фигуру /?, со
стоящую из всех лежащих в этом квадрате отрезков, 
параллельных другой его стороне и имеющих концы 
в точках с рациональными значениями координаты 
х. Эти отрезки плотно «штрихуют» весь квадрат. Фи
гура Р, составленная из квадрата Q и фигуры JR, со
держится в прямоугольнике Р - f  Q, содержит квад
рат Q, но большей многоугольной фигуры не содер
жит. Эта фигура F не имеет определенной площади.

В этом примере фигура F имеет часть R  довольно 
необычного «патологического» строения. Но можно 
привести примеры областей, которые не имеют опре
деленной площади. Эти примеры строятся не так  про
сто, и мы их здесь приводить не будем. Полезно, 
однако, знать, что даже не всякая область имеет 
определенную площадь в смысле принятого выше 
определения.

Это можно понять практически. Представим себе 
земельный участок, ограниченный с одной стороны 
оврагом с сильно изрезанным краем. Д ля владельца 
участка зигзаги края неудобны, и площадь участка



он  будет измерять без них. Но землеустроитель мо
ж е т  настаивать на том, чтобы учитывать и площадь 
«зигзагов». Таким образом, практически оказывается, 
что площадь можно оценивать по-разному. Матема
тическая идеализация и приводит к областям, не 
имеющим определенной площади из-за особенностей 
границы.

Замечание 3. Подобно тому как для многоуголь
ных фигур площадь есть функция со свойствами 1—4, 
т а к  можно сказать, что, вообще, площадь других фи
гур — это функция с теми же свойствами. Однако для 
того, чтобы функция была определена, нужно ука
зать  область ее задания, в нашем случае— множе
ство тех фигур, для которых она определена, но ха
рактеризуется другими свойствами, о чем мы здесь 
говорить не будем.

§ 2. Определение площади измерением

Представим себе, что плоскость разбита прямыми 
на единичные квадраты подобно клетчатой бумаге. 
Эти квадраты в свою очередь разбиты на меньшие 
равные квадраты, те на еще меньшие, и т. д. Так мы 
представляем себе последовательность все более 
уменьшающихся квадратных сеток, покрывающих 
плоскость. Эти сетки мы перенумеруем: первая, со
стоящ ая из единичных квадратов, вторая, третья 
и т. д.

Единичному квадрату и, соответственно, всем 
квадратам первой сетки припишем площадь, равную 
единице:

£ ( £ , ) =  1.

Если в л-й сетке единичный квадрат разделен на Л/„ 
квадратов, то каждому квадрату п-й сетки припи
сываем пло1цадь

Фигуре, составленной из квадратов сетки, припи
сывается площадь, равная сумме их площадей. (Мы 
говорим здесь «площадь» для краткости, хотя имеем 
в виду численную площадь; строго говоря, пока речь 
идет о числах, приписываемых фигурам в качестве 
их численной площади.)



Пусть теперь F —  какая-либо фигура. Сопоставим 
ей две фигуры из квадратов п -й сетки: Fln, Fen (i, е —  
первые буквы слов interior — внутренний, exterior — 
внешний). Фигура Fln состоит из всех квадратов п -й 
сетки, внутренности которых содержатся в F (рис. 23 ) .  
Фигура Fen состоит из всех квадратов п-й сетки, 
внутри которых есть точки из F (рис. 23). П лощ ади  
этих фигур обозначаем S {F‘n), 8(Р*а). Очевидно, к а ж 
дый квадрат из Fln входит в Fen> и поэтому

F Í ^ F l  (1)

Перейдем к ( п +  1)-й сетке. Каждый квадрат п -й 
сетки, входящий в фигуру F ln, разобьется на к в а д 
раты (я +  1)-й сетки. Внутренности их будут т а к ж е  
содержаться в фигуре F, и, стало быть, все они будут 
входить в фигуру F‘n+l. Поэтому Fln+i :z> F‘n (к к в а д р а 
там из F‘n могут прибавиться квадраты, с о д ер ж а 
щиеся в квадратах из F^¡). Соответственно

S ( F Í + , ) > S ( F ¿ ) .  (2)

Квадраты, входящие в фигуру F„+ь т. е. со д ер ж а 
щие внутри точки из F, будут, очевидно, содержаться 
в квадратах, составляющих фигуру Fen. П оэтому 
Fen+\CzFn, соответственно

S {F en+i ) < S { F en). (3)

Таким образом, переходя от первой сетки ко вто 
рой и т. д., мы получаем две последовательности чи
сел S ( F ‘a) и S(Fn).  При этом, ввиду (2),

S ( f í ) < S ( F j ) < 5 ( F j ) <  . . .

Эта последовательность ограничена (так как все к в а д 
раты фигур Fln содержатся в единичных квадратах , 
покрывающих фигуру F).

Таким образом, последовательность чисел 
неубывающая и ограниченная. Поэтому она им еет  
предел; обозначим его S¡(F),  т. е. положим

S¡(F) =  lim S  (/•’«)• (4)П~>оо '  '



Это число 5 , ( ^ )  мы назовем внутренней площадью  
фигуры

Расмотрим теперь последовательность чисел 5  (/•’«). 
И з (3) следует, что

5  (/=1) >  5  О I) >  Б (Ре3) >  .

Таким образом, числа 5  (р еп) образуют невозрас
тающую последовательность, и притом ограниченную, 
так  как все эти числа ^  0. Поэтому последователь
ность имеет предел; обозначим его 8 е(Р),  т. е. по
ложим

5 е (/*■) = П т  5 { К ) -  (5)П->оо
Э т о  число 8 е(Р) назовем внешней площадью фи

гуры Р.
Внешняя площадь всякой фигуры не меньше внут

ренней:
5 е (/=-)> $,(/=). (6)

Действительно, согласно (1) 8 { р п ) ^ 3 ( р ‘п) при 
всяком п. Поэтому такое же неравенство будет ме
жду пределами этих чисел, т. е. выполняется (6).

Определение. Если внешняя и внутренняя пло
щади фигуры равны, т. е. 8 е(Р) — 5 1(77), то их общее 
значение принимается за площадь фигуры Т7, и мы 
говорим: фигура Р имеет определенную площадь

5  (/=■) =  5« (/0  =  -5* (/=■). (7)

Таким образом, можно дать определение:
Площадью (численной площадью) фигуры ^назы

вается общее значение ее внешней и внутренней пло
щади, когда они равны.

Вначале фигурам, составленным из квадратов ка
кой-либо сетки, была приписана площадь — сумма 
площадей этих квадратов. Нужно убедиться, что это 
согласуется с данным общим определением площади.

Пусть фигура Т7 состоит из квадратов ш -й сетки; 
тем самым /7 =  /гт  =  г̂т  и при всех п > т  также 
р  =  р'п =  реп. Поэтому при всех п >  пг площадь, пер
воначально приписанная фигуре Р, будет

5  ( Р ) =  Э {Рп) =  5  {Ре„).



т. е. Я(Р)  является общим значением внутренней и 
внешней площади. Тем самым 5 ( / г) является пло
щадью фигуры Р в смысле данного общего опреде
ления.

Итак, мы сопоставили некоторым фигурам числа 
Б(Р)  по формуле (7) и назвали их площадью. Но 
нужно еще доказать, что эти числа действительно об 
ладают свойствами, характеризующими площадь, и 
выяснить, для каких фигур эти числа определены. 
Короче, нужно доказать, что они — те, о которых го
ворится в теоремах I, II. Это мы дальше и докажем. 
Попутно мы установим также основные свойства вну
тренней и внешней площади.

Здесь мы докажем теорему об аддитивности пло
щадей:

Теорема 1. Если фигуры /м, /•'г имеют определен
ную площадь и не имеют орщ их внутренних точек, 
то фигура Р\ +  Р2 тоже имеет определенную п л о 
щадь и

Эта теорема будет получена как следствие теоремы 
о «полуаддитивности» внешней и внутренней пло
щади.

Теорема 2. Д ля  любых двух  фигур Р\, /-г без об 
щих внутренних точек

(Такие же соотношения, как (1),  (2), выполняются 
для любого числа слагаемых Р\, Р2, • ••> Е к, что вы
водится из (1), (2) обычным путем.)

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Для внешней 
площади выполняется общее утверждение:

Лемма 1. Д ля  любых фигур р х, Р2 и их объеди
нения р! у Р2

§ 3. Аддитивность площади

5 (Р1 +  Р2) =  Б (/=■,) +  5 (Р2). О)

5, (Л +  р 2) >  (РЛ +  БЛР2). (2)

+  5 Л /?2).



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р =  Р] и Р2. Если 
квадрат п -й сетки входит в Реп, то это значит, по 
условию, что он содержит внутри себя точки из Р, 
Тем самым он содержит внутри себя точки хотя бы 
одной из фигур Р\, Р2, скажем, фигуры / ?1. Это зна
чит, что он входит в фигуру Р\, п.

Итак, всякий квадрат фигуры принадлежит 
хотя бы одной из фигур Рех,п, F2 . 1t. Площади же всех 
этих фигур слагаются из площадей составляющих их 
квадратов. Тем самым

5 ( ^ ) < 5 ( П  П) +  5 ( П „ ) .

Переходя к пределу при п-*- оо, получим

5 .  ( Л  < 5 ,  ( Л ) +  5 .  (^а). □

Лемма 2. Е сли  фигуры Рх, Р2 не имеют общих 
внутренних точек, то

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть фигура У7 составлена 
из Рх и /*2:

Р =  Рх +  Р2.
Пусть какой-то квадрат С} я-й сетки содержится 

в фигуре р\, п, т. е. внутренность его содержится в /м. 
Тем самым она содержится в Т7, и, значит, С} содер
жится в фигуре У7«. Вместе с тем внутренность этого 
квадрата не содержится внутри Р2, так как Рг не 
имеет с Р\ общих внутренних точек. Тем самым квад
рат С? не содержится в фигуре Р2, п. Аналогично, если 
квадрат содержится в Р2, п, то он не содержится 
в ^ ! ,п. Таким образом, мы видим, что фигуры Р \,п, 
Р2' П не имеют общих квадратов и все их квадраты 
входят в фигуру Р п. Тем самым для сумм их площа
дей получается, что

Я К » ) +  5 К  п) < 5 ( ^ ) .
Переходя к пределу при п-+оо, получаем

Яг (^ ,)  +  5 ,  (Т7*) <  (Т7) =  (Л  +  Р 2).

Таким образом, лемма 2 доказана. □
Вместе с леммой 1 они дают теорему 2. Е



Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Теорему 1 
можно сформулировать так:

Если фигура Т7 составлена из фигур  Т7,, р 2 с опре
деленной площадью, то она тоже имеет определенную  
площадь и

Я (У7) =  я  (Л) +  Я ( /у .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть фигура р  составлена 
из фигур Р\, р 2 с определенной площадью, т. е. 
5 е(Л )  =  5 , ( Л )  =  5 (Л ) ,  и то же для Р2. Тогда из 
лемм 1, 2

5 Л /г) < 5 ( ^ )  +  5 ( / 72),
(Р) ^  5 (Р,) +  5  (Р2).

А так как заведомо 5 ¡(/;) < 5 е( ^ ) ,  то получается, во- 
первых, что

5в (^) =  5 г (Р),

т. е. фигура Р  имеет определенную площадь 5  == 
=  S¡ =  Бе. И, во-вторых,

5  (Р) =  5 (/=',) +  5  (Р2).
Теорема 1 доказана. □

Монотонность площади.
Теорема 3. Если Р гэ У7', то

5,- ( Р ) >  Я ^ /7'), 8 е (Р) >  БАР ').
Поэтому если фигуры Т7, /•' имеют определенные пло
щади (т. е. у  них Б =  Эе =  5,-), то

5 (У7) >  5 (Г ).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р = э р ' .  Тогда в п -й 
сетке всякий квадрат, содержащий внутри себя точки 
из Р', тем самым содержит внутри себя точки из Р. 
Следовательно, р'пе с: и

5 ( К е) < 5 ( / 7*).

Переходя к пределу (при п-* -оо), получим:

5 . ( П < 5 в ( 0 .
Вывод для 5; аналогичен. Всякий открытый квадрат, 
содержащийся в р', содержится и в Р. Поэтому 
р'п‘ с : р ‘п, так что 3 (р 'п‘) < 5 ( / 7„) и в пределе 
¿■/(Т7' ) ^  8 ( Р) ,  что и требовалось доказать. □



§ 4. Фигуры с определенной площадью

Обозначение. Здесь для обозначения границы вос
пользуемся символом д (а не !г ) .

Теорема 1. Всякая многоугольная фигура имеет 
определенную площадь.

Эта теорема вытекает из следующей общей тео
ремы.

Теорема 2. Фигура имеет определенную площадь 
тогда и только тогда, когда внешняя площадь ее гра
ницы равна нулю .

Так как всегда то из 5 е(.Р) =  0 сле
дует 5 , ( / ?) =  0, т. е. Яе(/=■) =  Я.(Т7), и, значит, фигура 
У7 имеет определенную площадь, равную нулю. По
этому теорему 2 можно формулировать и так:

Теорема 2а. Фигура имеет определенную площадь 
тогда и только тогда, когда площадь ее границы 
равна нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  2. Теорема 2 
вытекает из следующего изящного утверждения.

Лемма 1. Д л я  всякой фигуры Т7

( / О -  5 г ( 0  =  5 Л ^ ) ,

где дР — граница  У7.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть -Р — данная фигура 

и др  _ ее граница. Рассмотрим в данной п-п сетке 
фигуры Ре„, /=1, (дР)еп. Покажем, что фигура (дР)*п 
состоит из тех квадратов фигуры Реп, которые не вхо
дят в Рп (рис. 23).

В самом деле, если квадрат <2 входит в Реп, но 
не в то это значит, что внутри него есть точки из 
Р, но также точки, не принадлежащие Р (иначе он 
содержался бы в Р‘п). Следовательно, внутри этого 
квадрата есть точки границы Р. Тем самым такой 
квадрат входит в (дР)еп.

Пусть теперь С? — квадрат, входящий в (дР)еп. Он 
содержит внутри себя точки из дР, т. е. точки гра
ницы фигуры Р. Тем самым он содержит внутри себя 
как точки, принадлежащие Р, так и точки, не при
надлежащие Р. А  это значит, что он входит в фигуру
Рп, но не в /‘‘п.



Таким образом, фигура (др)еп образуется всеми
квадратами, которые входят в Рп, но не в Р ‘п. По
этому для площадей выполняется равенство:

5 ( ^ )  - 5  (/=■') =  5 ((дР)‘п)- 
Переходя к пределу, получаем

Я. ( ^ - 5 ,  (¿4 ^ Б Л д Р ) ,
что и требовалось доказать. □

Из доказанной леммы сразу следует теорема 2.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  То, что фигура Т7 имеет оп

ределенную площадь, означает по определению, что 
8 е(Р) =  ^ ¡ ( Р ) . А из доказанной леммы следует, что 
это равносильно

(д /7) =  0 .
Теорема 2 доказана. □

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Теорема 1 
о том, что многоугольная фигура имеет определенную 
площадь, выводится из 
доказанной теоремы 2.
Для этого докажем три 
леммы.

Лемма 2. Если а — 
длина стороны квадрата 
данной сетки, то отрезок 
длины I пересекает не бо
лее 2 —■ +  4 квадратов.

Д о к а з а т е л ь с т в о .
Пусть дана квадратная 
сетка с длиной стороны 
квадрата, равной а. Сетка 
образована прямыми двух взаимно перпендикуляр
ных направлений. Любой данный отрезок образует 
с ними углы, в сумме равные 90°, и, стало быть, 
с прямыми одного из этих направлений — угол, не 
больший 45°. Такие прямые назовем горизонталь
ными, другие — вертикальными.

Вертикальные прямые делят плоскость на полосы 
ширины а. Отрезок, пересекая такую полосу, может 
пересекать, самое большое, два квадрата, иначе его 
угол с горизонтальной прямой был бы больше 45° 
(рис. 24).

Рис. 24



Если длина отрезка равна /, то он пересекает це
ликом никак не больше — полос. Вместе с ними она
пересекает самое большее 2 — квадратов.

У каждого из концов он может пересекать по од
ной полосе и, значит, еще по 2 квадрата. Так чтв
в целом он пересекает не более 2 — +  4 квадратов,
что и требовалось доказать. □

Л емма 3. Площадь отрезка равна нулю. 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть фигура У7 представ

ляет собою отрезок длины /. Пусть ап — длина сто
роны квадрата п -й сетки. Тогда, по доказанной лем
ме 2, отрезок пересекает не более 2 — 4 квадратовС1п
сетки. Значит, фигура состоит не более чем из 
такого числа квадратов. Поскольку площадь одного 
квадрата равна ап, то площадь фигуры оцени
вается так:

5  ( К )  <  (2  —  +  4) а2п =  2Шп +  4а\.\  ап /
Когда п - >  оо, то а„->  0, а 5  (р^)  -> (Р). Следова
тельно, З е{Р) =  0, что и требовалось доказать. □  

Л емма 4. Площадь объединения конечного числа 
фигур нулевой площади равна нулю.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если фигура У7 служит 
объединением фигур . . . ,  У7« ,то  по лемме 1 § 3

(Р) <  Я« (Л) +  (Р2) +  . . .  +  (Рт).
Поэтому если все фигуры Р\, . . . ,  Рт нулевой 

площади, то и 5 е(/7) =  0. □
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1 получается 

теперь сразу. Граница многоугольной фигуры состоит 
из конечного числа отрезков, а потому, как следует 
из лемм 4, 3, площадь ее равна нулю. Следовательно, 
согласно теореме 2, многоугольная фигура имеет оп
ределенную площадь. □

§ 5. Площади равных многоугольных фигур

Теорема 1. У равных многоугольных фигур пло
щади равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о  проходит в три этапа.



Равенство площадей для параллельно перенесен
ных фигур. у

Лемма 1. Площадь прямоугольника со сторонами 
параллельными линиям квадратной сетки, равна про
изведению длин его сторон.

Д о к а з а т е л ь с т в о  получаем обычным путем 
как в школьном курсе, беря квадраты, содержащиеся 
в данном прямоугольнике Р и покрывающие его, т. е. 
беря фигуры Р 1п и Реп. (Правда, в школьном курсе 
квадраты «накладывают» от двух сторон прямоуголь
ника, тут же они, вообще говоря, располагаются 
иначе. Но это несущественно.) □

Лемма 2. Фигуры, составленные из равны х пря
моугольников со сторонами, параллельными линиям  
сетки, имеют равные площ ади.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Из леммы 1 следует, что 
равные прямоугольники, о которых тут говорится 
имеют равные площади. ’
Следовательно, по а д д и т и в - ___________ ___________
ности площади, и фигуры,
составленные из них, имеют
равные площади, что и тре- р
бовалось доказать. □  ----------------

так же имеет место общее
утверждение: Если фигура Р состоит из внутренности 
и ее границы (т. е. фигуру р  ограничивает ее гра
ница дР, см. ч. II, гл. 2, § 2), то Р 1п а  Р а  р еп. Но 
если фигура имеет другое строение, то эти включе
ния могут не выполняться. Простейший пример: если 

внутренность квадрата ф п -й сетки с добавлен
ной стороной другого квадрата, то Р‘п =  К  =  0 ,  но 
<2Ф Р  и <£($ (рис. 25).

Лемма 4. Если одна многоугольная фигура п о лу 
чается из другой параллельным переносом, то их п ло 
щади равны.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть р, Р '— многоуголь
ные фигуры, и пусть р ' =  }р, где  ̂— параллельный 
перенос. Возьмем в п -й сетке фигуры Р 1п, р еп. По

угольных фигур Р всегда
Лемма 3. Д ля  много-

Это очевидно. □
Замечание. Совершенно Рис. 25



лемме 3, F ln <= F a  Fen. Поэтому также tFln a t F c z  tFen. 
Отсюда по монотонности площади

S { t F in ) < S ( t F X S ( t F en).

Фигуры Fn, Fen состоят из прямоугольников со сто
ронами на прямых сетки, поэтому согласно лемме 2

S (/F‘) =  S ( n ) .  S ( tF en) =  S (F en).

Благодаря этому предыдущие неравенства можно пе
реписать так:

S ( F ‘ ) < S ( / F ) < S ( F e„ ) .

При п -> о о  здесь крайние члены сходятся к S (F ) ,  
стало быть,

S (tF) =  S(F),

что и требовалось доказать. □
Квадраты каждой из наших сеток имеют одну 

и ту же определенную площадь и получаются друг 
из друга параллельными переносами. Если подверг
нуть их какому либо перемещению, то получатся 
опять сетки из равных и параллельно расположен
ных квадратов. Поэтому из леммы 4 вытекает:

Следствие. Квадратные сетки, получаемые из дан
ны х путем какого угодно перемещения, состоят каж
дая из квадратов одной и той же площади. Площадь 
каждого квадрата составляет поэтому такую же долю  
основного квадрата, как в данных сетках. □

(Но пока еще неизвестно, равны ли их площади 
площадям квадратов исходной сетки. Это надо дока
зать.)

Равенство площадей многоугольных фигур, полу
чаемых отражением.

Л емма 5. Если фигура F' получается из много
угольной фигуры F отражением в прямой, то она
имеет ту же площадь, что и F.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть F —  данная много
угольная фигура. Произведем отражение в какой-ни
будь прямой; обозначая его г, имеем фигуру F =  гг . 
Вместе с фигурой F подвергнем тому же отражению 
все наши квадратные сетки. Получим, как указано 
в следствии леммы 4, такие же сетки, только неиз
вестно, будет ли основной квадрат единичным. Ьсли



его площадь равна то все квадраты отраженных 
сеток будут тоже отличаться в к раз от площ ади 
соответствующих квадратов исходных сеток.

Фигуры Рп, К  перейдут при этом в фигуры гР {п , 
гРеп, построенные по п -й отраженной сетке так  же, 
как Р1„, Реп построены по исходной сетке. Поэтому от
ношения их площадей к площадям основных к в а д 
ратов будут одни и те же, так что

5  (гП ) =  кБ  (Р‘п), 5  (г/7*) =  кБ (Реп).

Так как, по лемме 3, с= Реп, то точно так  ж е
гР‘п с2  гР а  гРеп. Поэтому для площадей получаем:

5 (гП )  <  5 (г/7) <  5 (г/7*), 

или, принимая во внимание предыдущие равенства:

При переходе к пределу при п -> оо  площади Б^Рп),  
5  ( /7п) сходятся к 5  (Р), и потому получаем:

Следовательно,
5(гР) =  /г5(/7). (1)

Весь этот вывод применйм к любой многоуголь
ной фигуре и, значит, к гР. Поэтому, подставляя 
в последнее равенство г/7 вместо Т7, получим

¿'(гг/?) =  ¿5 (гР) =  11*8 (У7).

Но повторное отражение дает тождественное преоб
разование, так что ггР =  / \  Поэтому к2 =  1, и из (1) 
получаем, что

Я (г/7) =  5(7?),

что и требовалось доказать. □
Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Теорема 1 

о равенстве площадей равных многоугольных фигур 
непосредственно следует из доказанной леммы 5. 
Действительно, фигура, равная данной, получается 
из нее некоторым перемещением, а всякое перемеще
ние может быть получено как результат нескольких 
(не более 3) последовательных отражений (теорема



1.3.5, ч. 3). При каждом отражении многоугольная 
фигура, согласно лемме 5, переходит в многоуголь
ную фигуру с той же площадью. Поэтому то же бу
дет и при нескольких отражениях. Тем самым фи
гура, равная данной, имеет ту же площадь, что и 
требовалось доказать. □

§ 6. Окончание доказательства теоремы I

В § 1 была высказана теорема I:
Пусть выбран некоторый квадрат Е. Тогда каж

дой многоугольной фигуре Р может быть отнесена, 
и притом единственная, численная площадь, т. е. та
кое число Я(Р),  что будут выполнены следующие че
тыре условия :

1) 5 ( ^ ) > 0 ,
2) если Р ^  Р',то 5 ( / 7) =  5 ^ ' )  (инвариантность),
3) 5  +  / ’г) =  5  (Р\) +  5  (/•’г) (аддитивность),
4) 5 ( £ ) = 1 .

Е сли  вместо квадрата Е взять другой Е', то соответ
ствующие числа 5 '  отличаются от 5  только общим 
множителем:

5 ' ( / 0  =  6 5 ( Л ;  й =  У ( £ ) = 5 ( | т . (1)

В § 2 — 5 мы определили численные площади — 
числа 5 ( / 7), — в частности для многоугольных фигур, 
и доказали, что они действительно обладают свой
ствами 2, 3. Тем самым доказано существование чис
ленной площади у многоугольных фигур.

Остается доказать ее единственность при данном 
квадрате Е  и правило ее пересчета (1) для другого 
квадрата Е'.

Единственность численной площади.
Теорема 1. При данном единичном квадрате Е  

численная площадь многоугольных фигур определяется 
однозначно. То есть если многоугольным фигурам 
сопоставлены числа 5  со свойствами 1—4 теоремы I, 
то они представляют собою численные площади, оп
ределенные с помощью квадратных сеток.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Допустим, многоугольным 
фигурам отнесены числа 5 / (/7) со свойствами 1—4. 
Нужно доказать, что 5 , (/г) =  5 (Р ) .  По свойству 4, 
5 ' ( £ ) = 1 ,  и из инвариантности следует, что в каж 



дой нашей сетке квадратам отвечает одно и то ж е  
значение 8' (Е„).  Если в единичном квадрате их Nn 
штук, то Л/„5'(£'л) =  5 , ( £ ) =  1. Но точно так же, по 
нашему определению численной площади, Ып8 ( Е п) —  
=  1. Стало быть,

Я ' (£„) =  £ (£„).

Поэтому при любой фигуре Р

5 '  ( / ! )  =  Я (/=!). ( Я )  =  5  ( # ) .  (2)
Для многоугольной фигуры Р

Р‘п <= Р С  Реп,
и «разности» Р — р ‘п и Р% — Р представляют собою 
многоугольные фигуры (или пустое множество, если 
Р =  Р‘п)', по аддитивности

5 ' (/0 =  5 ' (П ) +  5 ' ( Р - Р ‘п),

а по свойству 1 5 '  (р  — Р 1п) >  0. Поэтому 5 '  (Р ) >
>  Б ' ( Р ‘п). Аналогично заключаем, что
Таким образом, в силу равенств (2) получаем, что

5  ( /= !)<  Я' (/=■)< 5  (Реп).

При я -+оо крайние члены сходятся к 5 (Р) и, стало  
быть, 5 ' ( / г) =  5 ( / г) , что и требовалось доказать. □  

Замена единицы площади.
Теорема 2. При замене единицы площади все чис

ленные ее значения для многоугольных фигур у м н о 
жаются на один и тот же множитель. Если Е ' — «н о 
вый» единичный квадрат и 5 ' — определенная по нем у  
численная площадь (т. е. когда 5 '(£ '/) = 1 ) .  то д л я  
фигуры ^

8' (Р) =  к8(Р),  * =  $ '(£ )  =

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Е'  — «новый» еди 
ничный квадрат и £ =  £ ' ( £ ) — численная площадь, 
какую получает при этом «первоначальный» единич
ный квадрат Е. «Новая» численная площадь всякой 
фигуры С, состоящей из квадратов я-й сетки, по
строенной по Е, будет равна сумме площадей 5 '  со 
ставляющих ее квадратов (согласно доказанным 
свойствам численной площади). Если квадрат Е п п -й



сетки составляет 1/ Ып квадрата Е, а число квадра
тов в фигуре О равно М п, то

ЯЧО) -  == Я (О) ^  (£),

так как Мп/Ы„ =  8 { й )  (по определению).
Поэтому для .фигур /гп, К ,  построенных для любой 

фигуры Е,
5 ' ( П )  =  5 ( П ) 5 ' ( £ ) ,

Я ' (/=•*) =  5  (/=■*) £ '(£)•

Д ля многоугольной фигуры (по лемме 3 §5)/*! с: 

с :  Е с :  К .  Поэтому

5 ' ( / г« ) < 5 '  ( ^ ) < 5 ' ( ^ ) ,  

и из предыдущих равенств

5  ( П )  5 '  (Е) <  5 ' (/=) <  5 (Еп) 5 '  (Е).

Пр и п —> оо величины 5 ( / гп)> 5 (^п) сходятся к Б(Р).  
Поэтому в пределе получаем

5  (/?) 5 '  (Е) >  5 ' (F) >  5 (/=■) 5 '  (£),

т. е. 5 / (/г) =  5 ( ^ ) 5 ' ( £ ) ,  что и требовалось дока
зать. □

С доказательством теорем 1, 2 теорема I дока
зана полностью. □

§ 7. Площадь немногоугольных фигур: 
теоремы II, Па

В § 1 были высказаны две теоремы о площади 
любых фигур, у которых площадь границы равна 
нулю. Теорема Па говорит, что численная площадь 
таких фигур удовлетворяет тем же условиям, что и 
площадь многоугольных фигур. Теорема II утверж
дает, что площади этих фигур можно находить, как 
находят площадь круга, по площадям «вписанных» и 
«описанных» многоугольных фигур. Здесь мы дока
жем сначала теорему Па, а потом — теорему II, и 
установим еще одно важное свойство фигур с опре
деленной площадью.



Нахождение площади посредством многоугольных 
фигур. Установим сначала общее условие существо
вания площади.

Теорема 1а. Если для фигуры F существуют такие 
фигуры G F и Н <zz F с определенными площадями, 
что разности их площадей сколь угодно малы, то F  
имеет определенную площадь и она равна общ ему  
пределу площадей S(G) ,  S ( H ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Если G z d  F z d  И и  фигуры 
G, Н имеют площади S ( G ) ,  S ( H ) ,  то (по тео
реме 3, § 3)

S ( G ) > S A n > S i ( F ) ^ S ( H ) .
Поэтому если разность S ( G ) — S{H)  может быть 
сколь угодно малой, то S e (F) =  S, (F) , т. е. F имеет 
определенную площадь S =  S e =  S,. И беря фигуры 
G„, Нп так, что S ( G n) — S(W„)->-0, получим, что

S(G„)->S(F), S { H n) ->S(F) .

Теорема 1а доказана. □
В частности, фигуры G, Н  могут быть много

угольными. Поэтому в доказанной теореме 1а содер
жится утверждение: если для  фигуры F существуют 
многоугольные фигуры G zd F и Н cz F со сколь  
угодно малой разностью площ адей, то F имеет опре
деленную площадь.

Выполняется также обратное утверждение: 
Теорема 16. Если фигура F имеет определенную  

площадь S ( F) ,  то существуют такие многоугольные 
фигуры Gn, Н п (п =  1, 2 , 3 ,  . . . ) ,  что Gn ^> F z d  Н п и

S  ( Gn) - ^ S ( F ) , S ( H n) -+S(F) .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По принятому здесь опре
делению площади

5  (F) =  lim S { F ln) =  lim S {F en).
T l->  oo n ~ >  oo

Фигура Fln состоит из квадратов, внутренности кото
рых содержатся в F. Построив внутри каждого т а 
кого квадрата квадрат, к нему достаточно близкий, 
можно получить многоугольную фигуру Нп с: F с пло
щадью, как угодно близкой к 5  ( д о 

получим такую последовательность многоуголь
ных фигур H n c:F,  что S ( H n) - ^ S ( F ) .



Фигура состоит из квадратов, внутри которых 
содержатся точки из У7. Но у фигуры Р могут быть 
еще точки, лежащ ие на сторонах квадратов сетки. 
Все такие стороны можно окружить прямоугольни
ками сколь угодно малой площади. Присоединив их 
к фигуре Реп, получим многоугольную фигуру <?„ 
с площадью, сколь угодно близкой к У7«. Получим 
такую последовательность многоугольных фигур 
С„ гэ /■■, что Теорема 16 доказана. □

Теорема 16 вместе о теоремой 1а дают:
Теорема 1. Ф игура  У7 имеет определенную пло

щадь в смысле определения с помощью квадратных 
сеток тогда и только тогда, когда существуют как 
содержащие ее, так и содержащиеся в ней много
угольные фигуры  С и Н (й  :=> И гэ Я) со сколь угодно 
малой разностью площадей Б ( б ) — 5  (Я). Площадь 
фигуры Т7 равна при этом общему пределу площадей 
5 ( 6 ) , 5 ( Я) .  □

Равенство площадей равных фигур.
Теорема 2. Е сли  фигура Р имеет определенную  

площадь, то всякая равная ей фигура тоже имеет 
определенную площ адь, и притом ту же самую.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Р — фигура с опреде
ленной площадью 5 (77), а Р' — фигура, ей равная, 
т. е. полученная из Р некоторым перемещением й : 
Р' =  йР. По теореме 16 существуют такие Оп, Я„ — 
многоугольные фигуры: Р Я„, что

¿ ( О * ) - ^ / 7), 5 ( Я „ ) - > 5 ( ^ .  (1)

Так как гэ Т7 =э Н п, то для фигур Сп, Н'п, получен
ных из в п, Н п тем же перемещением й, будет

с ; з Г э  я'.п п
Поэтому

${С'п) > 8 е { П > $ 1( П > 8 { Н ' п)' (2)

Но так как фигуры Сп, Н'п равны многоугольным 
фигурам Ол, Я„, то по теореме 1 § 5 их площади те 
же. Поэтому предыдущие неравенства (2) можно пе
реписать так:



По соотношениям (1) крайние члены здесь, при 
оо, стремятся к одному и тому ж е пределу 5( Р) .  

Поэтому в пределе получаем

5  (Р )>  Бе ( П  >  5 г ( П  >  5  (/=■),

т. е. ( Р ' ) ~ (/Г/) =  5 (Р). Это значит, что фигура Р' 
имеет определенную площадь и притом равную Б(Р) ,  
что и требовалось доказать. □

Совокупность фигур определенной площади. Сле
дующая теорема дает основание получать из фигур 
определенной площади другие такие фигуры.

Теорема 3. Объединение и пересечение любого ко
нечного числа фигур определенной площади, как и 
разность двух таких фигур, всегда оказывается фи
гурой с определенной площадью  (здесь «разность» 
фигур р, Р' —в обозначениях — это множество
всех точек, принадлежащих Р, но не принадлежа
щих Р').

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточно доказать ска
занное для двух фигур: если фигуры Р и р 2 имеют 
определенную площадь, то ее имеют также фигуры 
Л  I) р 2 , Л  П Г2, .РЛч.Рг. Наличие определенной пло
щади равносильно тому, что площадь границы равна 
нулю. Поэтому теорема сводится к тому, что если 
у Ри Р2 площадь границы равна нулю, то то же бу
дет и у фигур Р 1 и ^ 2, (]Р2> Р х \ Р 2.

Нетрудно доказать, что. границы трех последних 
фигур всегда содержатся в объединении границ са
мих Fi и Р2. (Это простое доказательство читатель 
может провести сам.) А по лемме 4 § 4, объедине
ние фигур нулевой площади тоже имеет нулевую пло
щадь.

Таким образом, если Б{дР1) =  5 ( д Р 2) =  0, то 
5  (дР\ и др 2) =  0, а вместе с этим равны нулю пло
щади границ объединения, пересечения и разности. 
Таким образом, теорема 3 доказана. □

Единственность площади.
Теорема 4. Площадь фигур, у  которых площадь 

границы равна нулю, определяется однозначно. 
То есть если для этих фигур заданы числа  5 '  с теми 
же условиями, как в теореме I, лиш ь с заменой усло
вия 1 на 5 '  ^  0, то эти числа совпадают с численной 
площадью  5.



Д о к а з а т е л ь с т в о .  Для площади многоуголь
ных фигур единственность установлена теоремой 1 
§ 6, а согласно теореме 1 площади других фигур оп
ределяются по площадям многоугольных фигур, по
этому их площади тоже определяются однозначно. 
Подробнее это соображение представляется следую
щим образом.

Пусть фигурам с определенной площадью сопо
ставлены числа 5 '  с указанными в теореме свой
ствами. Пусть Р з Я ,  где / \  Я  — фигуры с опреде
ленной площадью, тогда по теореме 3 Р \ Я  — тоже 
фигура с определенной площадью. Стало быть, по 
аддитивности чисел 5',

5 ' ( / ;) =  5 , (Я) +  5 , (/;’ \ Я ) ,

и так как 5 '  ^  0, то ¿'(У7) ^  5 ' ( Я ) .
Следовательно, если /■'—-данная фигура, а С, Я  — 

такие многоугольные фигуры, что С гз У7 гэ Я, то
5 ' ( С ) > 5 , ( Р ) > 5 ' ( Я ) .

Для многоугольных фигур единственность площади 
была доказана в теореме 1, § 6. Поэтому 5 '(С )  =  
=  5 ( 0 ) ,  5 ' ( Я )  =  £ ( / / ) ,  и последние неравенства 
можно переписать так:

5  (в) > 5 '  (Я).

По теореме 1 фигуры в ,  Я можно взять так, чтобы 
5((7) и 5 ( Я )  сколь угодно мало отличались от 5 (У7). 
Следовательно, Я '( Л  =  5 (У7). Теорема 4 доказана. □

Итак, мы доказали теорему Па: Д ля  фигур с гра
ницей нулевой площади однозначно определяется чис
ленная площ адь со свойствами:

1) ¿ ( Л ^ О ,
2) если Р ' У7, то 5 ( /7') =  5 ( / г),
3) 5 ( Л  +  /72) =  5 (^ ,)  +  5 ( Р 2),
4) 5 ( £ ) =  1.
В § 2 мы определили численную площадь 5, при

чем свойства 1), 4) выполняются для нее непосред
ственно; свойство 2) установлено теоремой 2, а 3) — 
теоремой 1, § 3; единственность (однозначность оп
ределения) доказана последней теоремой 4.

Таким образом, теорема II полностью доказана. □
Дополнение. Аналогично теореме 16 можно дока

зать, что: Д л я  любой фигуры Р и многоугольны



фигур О, Н, где й  гз Р гэ Н, будет

5 е (Р) =  Ы  5  (С), 5 г (Р) =  вир 5  (Н).

Отсюда аналогично теореме 2 доказывается что- 
Если Р ' ^ Р ,  то 5 е( П = 5 е(/7) ) 5 1( П  =  5 ,(> ) .  Сами 
теоремы 1 и 2 являются частными случаями этих 
общих утверждений.

§ 8. Еще о фигурах с определенной площадью

В нашем распоряжении есть два критерия того, 
что фигура имеет определенную площадь. Первый — 
это то, что площадь границы фигуры равна нулю. 
Второй состоит в том, что существуют две многоу
гольные фигуры со сколь угодно малой разностью 
площадей — содержащая данную фигуру и содержа
щаяся в ней. Но эти критерии недостаточно наглядны: 
они не позволяют по виду самой фигуры сразу опре
делить, что она имеет определенную площадь. По
этому желательно найти хотя бы и более частные, 
но наглядные условия; пока мы установили только 
одно такое условие — что фигура многоугольная. Но 
его можно значительно обобщить.

Теорема 1. Фигура имеет определенную площадь, 
если ее граница является объединением конечного 
числа фигур (линий),  каждая из которых представ
ляется в подходящих координатах уравнением у  =
— I (,л) с непрерывной функцией /  на каком-нибудь 
промежутке [а, Ь] (так называемых криволинейных 
отрезков).

Отложив пока доказательство этой теоремы, ука
жем другую.

Теорема 2. Фигура имеет определенную площадь, 
если ее граница не имеет внутренних точек1) и су
ществуют две такие пересекающиеся прямые, что 
всякая прямая, параллельная одной из них, пересе
кает границу по конечному числу (или даже по счет
ному множеству) отдельных точек и отрезков (либо 
вовсе ее не пересекает).

) Например, граница фигуры, состоящей из параллельных 
отрезков, плотно расположенных на квадрате, или фигуры, со
ставленной из всех точек квадрата с рациональными координа
тами, представляет собой квадрат.

2 0  А- Д.  Александров,  II. Ю. Псцпстаов



Если фигура содержит свою границу, то граница 
заведомо не имеет внутренних точек, так что в этом 
случае остается только второе условие теоремы.

Условия теоремы выполняются, например, для лю
бых выпуклых фигур и их объединений в конечном 
числе (многоугольные фигуры сюда включаются).

Однако эту теорему мы не будем здесь доказы
вать, так как ее доказательство сложно.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. Для доказа
тельства теоремы 1 достаточно доказать, что при ее 
условиях площадь границы фигуры равна нулю. 
То есть достаточно доказать, что если фигура служит 
объединением конечного числа кривых у — }(х) с не
прерывными функциями то ее площадь равна нулк). 
А для этого достаточно доказать то же для одной 
такой кривой, т. е. доказать следующее.

Лемма 1. Фигура (кривая),  представимая в пря
моугольных координатах уравнением у  — Цх) с не
прерывной функцией имеет нулевую  площадь.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть кривая Т7 задана 
уравнением у —  {{х) с непрерывной / на некотором

промежутке [а, о]. Функ
ция, непрерывная на за
мкнутом промежутке, рав
номерно непрерывна. Это 
значит, что при любом 
положительном е найдет
ся такое б >  0, что на 
всяком промежутке дли
ны, не большей 6, колеба
ние функции оказывается 
меньше е. Геометрически 

это означает, что кривая И над отрезком длины не 
больше б может быть заключена в прямоугольник 
с высотой е ; основание его параллельно оси х и не
больше б (рис. 26а).

Разделим весь промежуток [я, о] на промежутки 
с длинами бь б2, . . . .  бп, меньшими б. Тогда кривую 
Т7 можно включить в фигуру в ,  состоящую из пря
моугольников высоты е, расположенных над взятыми 
промежутками. Площадь такого прямоугольника 
5 & =  еб*. Поэтому площадь всей фигуры в  будет

5 ( С ) = 1 5 й =  е Е б  * =  е ( 6 - о ) .

Рис. 26а



Так как Р а  С, то 5« (У7) ^  5 ( 6 ) ,  и, стало быть,
$е (Р)^е(Ь  — а).

А так как  8 можно взять сколь угодно малым, то 
• М 7<) — и. 1 аким образом, лемма 1 доказан а ,  а вме
сте с этим доказана и теорема 1 . □

Площадь и интеграл. М еж ду  интегралом и пло
щадью есть хорошо известная связь, 
г непрерывная функция на промежутке
[а, Ь\. В прямоугольных координатах она представ
ляется кривой у  =  [(х). Эта кривая Р  вместе  с от
резком [а, Ь] и отрезками, приведенными из его кон- 
цов параллельно оси у, ограничивает некоторую фи- 
ГУРУ (понятно, что если конец кривой /** совпздзет 
с концом отрезка [а, Ь] ,  то отрезок из этого конца 
не проводится). Если кривая не имеет общих точек 
с осью х, то эта фигура представляет «криволиней
ную трапецию». Вообще говоря, фигура Т может со
стоять из двух фигур Т+ и 7"_ — расположенных над 
осью х  и под ней (рис. 26б). Отрезок [а, Ь] можно

отнести и к той, и к другой фигуре. (Тогда фигура Т+ 
ограничена кривой # =  /(*), где / ( х ) > 0 , и у  =  О 
там, где [ ( х ) ^ 0 ;  тут  она лежит на оси х. Д л я  Т - — 
аналогично.)

Согласно теореме 1, фигуры Т+, Т_ имеют опре
деленную площадь 5 (7 + ) ,  5 (Т -), и вместе с тем 

ь
$/(*) 0гЛ; =  5(Г+) - 5 ( 7 ’_).
а

Доказательство существования интеграла у  непре
рывной функции совпадает с доказательством  сущ е
ствования площади у  фигур такого вида, к а к  Т+ и 
Т_. Говоря геометрически, рассматриваю тся ступен
чатые фигуры, заключающие такую фигуру Т и



¡ г

Р ис . 27

заключенные в ней (рис. 27), и доказывается, что их 
площади имеют общий предел, когда Ц
которые разбивается промежуток 1а, Ь] безгранично 
измельчаются. Разность таких фигур образует мног - 
угольную фигуру, заключающую ту  кривую, которая 
угольную ф вместе с осью х ограничи

вает Т, и доказательство 
сводится к тому, что площа
ди таких фигур стремятся 
к нулю, т. е. площадь кри
вой .Р равна нулю. Именно 
это и было доказано выше 

■>. в лемме 1 .
г  Таким образом, суще

ствование интеграла непре
рывной функции и существо

вание площади у соответствующей фигуры Т — это 
одно и то же, и, доказав  выше существование ее пло
щади, мы фактически доказали существование инте
грала  непрерывной функции.

§ 9. Объем

Здесь мы будем рассматривать ограниченные фи
гуры в пространстве любого числа измерений Будем 
говорить, к а к  о фигурах на плоскости, что фигура 
составлена из нескольких фигур, если она служит 
их объединением и никакие две из них не имеют об
щих внутренних точек. Пишем Р =  ^1 4“ Р 2  "т • • ■ 
многогранной фигурой будем здесь понимать много
гранное тело (см. § 4 гл. II ч. 2) или, проще говоря 
объединение конечного числа тетраэдров (симплексов).

Понятие объема определяется так  же, как  поня
тие площади, с той лишь разницей, что на место мнсн 
гоугольных фигур ставятся многогранные фигуры, 
при этом все выводы, какие были сделаны для пло
щади, переносятся на объем.

Объемом многогранной фигуры называется 
чина со свойствами инвариантности и аддитивности, 
т. е.: 1 ) равные фигуры имеют один и тот ж е объем,
2 ) если фигура составлена из нескольких многогран
ных фигур, то ее объем равен сумме их объе„мо^ _  

Соответственно определяется численныи объем 
У (У7) при данной единичной фигуре Е. Это такое чи



ло, что: 1 ) У(/=' ) >  0 ; 2 ) если а* Р ,  то У (Р ) =  У (Р ')-  
3) 1/(Р1 +  Р2) = У ( Р , ) + У ( Р 2); 4) V (Е) =  1 . З а  £  
принимают единичный куб.

Аналогично теореме I § 1 о площади вы полняется
Теорема 1 . При заданной единичной фигуре Е 

каждой многогранной фигуре отвечает, и притом един
ственное, число со свойствами 1—4. Если ф игуру Е 
заменить на Е , то все численные объемы ум нож атся  
на один и тот же множитель :

1

V (Е ') ■

Д ля любых фигур принимают определение.
Объемом фигуры называется величина, которая  

не больше объемов многогранных фигур, содерж ащ их 
/% и не меньше объемов многогранных фигур, содер
жащихся в /\ при условии, что разности этих объе
мов могут быть сколь угодно малыми.

Тогда говорим, что фигура имеет определенный 
объем; иначе у нее нет определенного объема.

Теорема 2 . Фигура имеет определенный объем  
тогда и только тогда, когда объем ее границы равен  
нулю. Д ля таких фигур объем обладает всеми свой
ствами ооъемов многогранных фигур, указанны ми  
в  теореме 1 .

Доказательство теорем 1 , 2 может быть построено 
совершенно так  же, к ак  доказательство соответствую 
щих теорем для  площади, исходя из определения 
объемов по способу его измерения. Именно, объем 
можно определить к ак  величину, измеряемую объе
мом кубов решетки, заключающихся в фигуре и по
крывающих фигуру, если у  этих чисел есть общий 
предел.

Пространство разбивается на единичные кубы  Е и 
примыкающие друг к другу целыми гранями, т а к  что 
они образуют кубическую решетку. Этим куб ам  при
писывается значение I/(Е\) =  1 . Эти кубы д ел ятся  на 
равные кубы Ег, и получается вторая реш етка; если 
при этом каждый куб Е\ делится на N2  кубов Е2, то 
этим кубам приписывается объем V (Е2) — 1/Д̂ 2. З а 
тем кубы Е2 делятся на равные и т. д. Получаем по
следовательность неограниченно измельчающихся к у 
бических решеток.



Объем фигуры определяется с помощью этих ре
ш еток буквально так  же, к а к  определялась площадь 
с помощью квадратных клеток.

Последующие доказательства свойств объема про
исходят почти дословно т ак  же, к ак  для площади, 
лишь с тремя отличиями: 1 ) вместо квадратов нужно 
говорить о кубах;

2 ) вместо доказательства того, что площадь от
резка  равна нулю, нужно доказывать, что объем 
к в а д р а та  равен нулю (поскольку любой многоуголь
ник можно заключить в квадр ат ) ;

3 ) вместо отражения в прямой нужно при дока
зательстве инвариантности объема воспользоваться от
ражением  в плоскости.

В остальном все выводы проходят так  же, как  для 
площади. Они будут те ж е  и в п-мерном простран
с т в е — для я-мерного объема. Тогда в пункте 2)  ̂нуж 
но рассматривать не квадрат, а (п — 1 ) -мерный куб.

Читатель сможет сам проделать все эти выводы 
с немалой для себя пользой.

Достоинство проведенного выше доказательства 
существования площади состоит, между прочим, как  
раз в том, что оно без изменений переносится на 
объем любого числа измерений.

Г л а в а  III 

Д РУГИ Е ОСНОВАНИЯ ГЕОМЕТРИИ

§ 1. Координаты

Наши аксиомы обеспечивают возможность ввести 
прямоугольные координаты на плоскости и в про
странстве и тем опереть аналитическую геометрию на 
аксиоматическое основание. В том, как  при этом вво
д ятс я  координаты, нет ничего нового в сравнении 
с тем , к ак  это делается в аналитической геометрии; 
новое _ в  том, что нужно проследить, как  это осно
вы вается  на аксиомах и выводах из них, сделанных 
в гл. I.

Мы начинаем с того, что выбираем какой-либо от
резок и принимаем его за  масштаб длин. Тогда со
гласно выводам § 3  гл. I, каж дом у отрезку относится 
численная длина с известными свойствами, указан-



ными там же, и для каждого  действительного числа х 
существуют отрезки с численной длиной х.

Введем координаты на прямой. Д ля  этого до 
каж ем :

Каждая точка О любой прямой а делит ее (за  вы
четом самой точки О) на две полупрямые, т. е. на 
две такие фигуры, что отрезок, соединяющий точки 
одной полупрямой, не содержит точку О, а соединяю 
щий точки из разных полупрямых — содержит точку  
О внутри себя (т. е. точка О лежит на нем).

^ Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть дана прямая а  и на 
ней точка О (рис. 28). Возьмем на а еще точку А

— |— 1___ I 1_______ 1______
м в  О А м  а

Рис. 28

И, продолжив отрезок АО з а  точку О, получим о тр е 
зок АВ, на котором лежит О. Прямая а представляет  
л0 ' в ° бъедине11ие отрезков МЫ, содержащих точки 
Л, В. И так  как  точка О лежит на отрезке А В , то 
она лежит на каждом из отрезков МЫ (теорема 2 §  1 
гл. 1) и делит их на отрезки ОМ, ОЫ (по а к си о 
мам П2, 3) ;  считаем, что А <=ОМ, В(=ОЫ. О бъедине
ния этих отрезков за вычетом точки О и даю т п о л у 
прямые, на которые точка О делит прямую а. Д е й 
ствительно, если, например, точки Р, <2 л еж ат  на ОМ, 
то отрезок РС} не содержит О; напротив, если Р  иа 
ОМ и <3 на ОМ, то О на Р<3 (по теореме 5 § 1 гл. I ) .

Теперь вводим координаты на прямой. На данной 
прямой берем какую-либо точку О; она делит прям ую  
на две полупрямые; одну из них а+ называем п о л о 
жительной, другую а~ — отрицательной. Точке М  на 
прямой а относим число хм — «координату точки М » — 
по известному правилу: I) если М е я +, то х м =
— \ОМ\, т. е. равно численной длине отрезка ОМ ;
2) если М е  а~, то хм =  | ОМ |; 3) если М — О, то 
хм =  0.

Так между точками прямой и вещественными чис
лами устанавливается взаимно однозначное соответ
ствие. При этом отрезкам соответствуют числовые 
промежутки (замкнутые интервалы): точкам о тр езка  
МЫ отвечают — если хм <  х ы — числа х е [ х м ,  *лг], т, е .

л: <  При этом ] МЫ | =  х н — хы.



Эти известные утверждения доказываются на ос
нове теорем из «алгебры  отрезков» и доказанной 
здесь теоремы о разбиении прямой на полупрямые. 
Пооведите эти доказательства (например, _если М <= 
е  а ~ м  ^  а + 1 то О на МЫ по доказанной теореме, 
|МЛ/|’ ==|МО| +  |ОЛГ| по аксиоме сложения; т а к . к а к  
Л1 <=а+, М е а - ,  то по определению хм — — 
х — \ОМ\. Поэтому \МЫ\ =  хм — хм)-

Координаты на плоскости вводят известным путем 
к а к  в аналитической геометрии, используя проведе

ние перпендикуляров и аксио
му параллельных отрезков 
(проделайте соответствующие 
выводы с должными ссылка
ми). Координаты точки М 
это координаты х, у ее проек 
дий Мх, Му на взаимно перпен 
дикулярные оси х, у  (рис. 29) 

Рис 29 Таким образом, м еж ду точ
ками плоскости и парами ко 

ординат устанавливается взаимно однозначное соот 
ветствие. Точка представляется своими координата

Длина отрезка А В  выражается через координаты 
его концов известной формулой

| АВ | =  V кх А -  ХвТ +  (Уа -  УвУ- 0 )

Эта формула выводится, к ак  это сделано еще в § 3 
гл. I, ч. 1 из теоремы Пифагора, доказательство кото
рой указано в § 2, гл. II, ч. 2.

Координаты в пространстве. В пространстве есть, 
по крайней мере, 4  точки, не лежащие в одной пло
скости (по аксиоме IX, § 6 гл. I). Берем какую-ни
будь точку О и еще две  точки А, В. По  ̂аксиоме У 1111 
через них проходит плоскость. В этой плоскости а  
проводим через точку О две взаимно перпендику
лярные прямые а, Ь и вводим координаты х, у  
к а к  описано выше. Прямые а, Ь становятся осями

Далее, проводим через точку О прямую с, перпен
дикулярную прямым а и Ь, и вводим на ней коорди
нату  г с тем ж е  началом О. Прямая с становится
осью г.



Теперь каждой точке М  сопоставляются в к а ч е 
стве ее координат хм, ум, гм координаты ее проекций 
Мх, Му, Мг на оси х, у, г.

Однако нужно обосновать последние построения, 
начиная с проведения прямой с. Сделаем это (рис. 3 0 ) .

По аксиоме IX] сущ ествует точка С, не л е ж а щ а я  
в плоскости а. Через нее и прямую а проходит пло
скость р. В этой плоскости проводим через т о ч к у  О 
прямую й, перпендикулярную прямой а. Ч ерез  п р я 
мые Ь, с1 проводим пло
скость у.

Так как  прямые Ь, с1 пер
пендикулярны а, то в с я к а я  
прямая, проходящая в пло
скости у через точку О, пер
пендикулярна а 1). Поэто
му прямая с, проходящая 
в этой плоскости перпен
дикулярно прямой Ь, б у 
дет перпендикулярна и а, 
и Ь.

Итак, каждой точке М 
сопоставляется тройка (упо
рядоченная тройка) вещественных чисел х м , у м , 
гм — координаты ее проекций Мх,М у,М г на оси х ,у , г .

При этом оказывается выполненным и обратное : 
каждой тройке чисел хо, г/о, £о соответствует о п р ед е 
ленная (единственная) точка М с такими ко о р д и н а
тами: Хм — Хо, ум =  Уо, 2м =  20.

Пусть даны три вещественных числа х0, г/о, 2 о; н ай 
дем точку с такими координатами.

Если одно из чисел хо, у 0, г0 равно нулю, с к а ж е м ,  
2 0 =  0, то берем точку М  на плоскости г 0 =  0, т. е. 
на плоскости, содержащей оси х, у  с координатам и  
Хм =  Хо, Ум =  Уо-

Если все числа х0, г/о, £0 отличны от нуля, то берем  
на плоскости, содержащей оси х, у, точку N с ко о р д и 
натами х — х0, у =  уо (по доказанному о ко о р д и 
натах на плоскости т а к а я  точка есть, и притом

*) Этот известный факт мы здесь не доказы ваем. Д о к а з а 
тельство в понятиях элементарной геометрии без векторов м о ж 
но найти в школьных учебниках, например, в книге: А л е к 
с а н д р о в  А.  Д. ,  В е р н е р  А.  Л. ,  Р ы ж и к  В. И. Г ео м е тр и я  
9 — 10. — М.: Просвещение, 1984.



единственная). Через эту  точку и ось г  проводим пло
скость  а. На оси г  берем точку Мг с координатой 
г  —  г 0. В плоскости а  проводим отрезок ЫМ _1_ О Л/, 
равны й  ОМг и расположенный с той ж е  стороны, что 
и ОМг. Тогда ММ2 _1_ ОМг, так  что Мг есть проекция 
точки М на ось х и, стало быть, ее координата хм — %о 
(рис. 31).

Проекции точки М  на оси х, у  совпадают с проек
циями точки N вследствие известной теоремы «о трех

в случае плоскости, мы получаем возможность выра
ж а т ь  утверждения стереометрии на языке коорди
н а т — на языке алгебры и анализа. В частности, длина 
отрезка  вы раж ается  через координаты его концов из
вестной формулой.

Векторы. На плоскости, как и в пространстве, мож
но определить векторы и операции с ними, к ак  это 
сделано в аналитической геометрии, но строго ^опи
р ая сь  на каждом ш агу  на аксиомы и их ближайшие 
следствия. Пользуясь векторами, можно затем ввести 
координаты. Проследить такое аксиоматическое обос
нование векторного исчисления представит очень по
лезную задачу.

4) Д о к а з а т е л ь с т в о .  Точка N — проекция М на ot, ii 
пусть P e í ,  Треугольник MNP прямоугольный; угол  N прямой. 
П оэтом у |Л1Р|2 =  |МЛГ|2 +  |ЛГР|2. Отсюда следует, что \МР\ 
достигнет минимума вместе с |iVf|. А  минимальное расстоя
ние — по перпендикуляру. Следовательно, одновременно МР X  а 
и a  _L NP.

перпендикулярах». В бо
лее разумной форме она 
к ак  раз и утверждает , что 
если N — проекция точ
ки М на плоскость а  и 
а — прямая в плоскости
а ,  то проекции точек М 
а N на прямую а совпа
дают ') .

Рис. 31

В общем, введение 
координат устанавливает 
взаимно однозначное со
ответствие м еж ду  точка
ми пространства и трой
ками чисел. И так  ж е как



§  2 . Аналитические основания геометрии

В предыдущем параграфе было показано, что в в е 
дение прямоугольных координат обеспечено а к с и о 
мами. В частности, для плоскости это означает, что 
из принятых нами аксиом планиметрии вытекает; с у 
ществует такое взаимно однозначное соответствие 
м еж ду точками и парами чисел, при котором числен- 
(^)Я |Л1ИНа отРезка вы р аж ается  известной формулой

Оказывается, это можно положить в основание 
планиметрии вместо наших аксиом и дать таким о б 
разом чисто аналитическое ее обоснование в отличие 
от геометрического. Другими словами, можно не в в о 
дить координаты и не начинать аналитическую гео м е т 
рию, исходя из элементарной планиметрии, а наобо
рот. приняв за основу начала аналитической гео м ет 
рии, выводить из них планиметрию — ее геометриче
ские аксиомы и теоремы. То ж е  можно сделать д л я  
стереометрии, но мы ограничимся планиметрией, р ад и  
простоты.

Итак, следуя сказанному, мы принимаем сл ед ую 
щие исходные положения:

1. Точки плоскости поставлены во взаимно одн о
значное соответствие с парами чисел (х, у) (со все
возможными парами).

2. Каждой паре точек А, В сопоставляется число —  
«численное расстояние м еж ду ними'»-.

\АВ  I =  У (*д  — х в)2 +  (уА — ув)2 . ( 1 )

3. Геометрический смысл имеют те и только те  
соотношения, которые определяю тся через эти р а с 
стояния, и притом так, что они — эти соотношения—• 
сохраняются при умножении всех расстояний на л ю 
бой, но один и тот же положительный множитель.

Смысл этого последнего условия ясен: численное 
расстояние появляется, когда выбран масштаб, а при 
изменении масштаба все расстояния умножаются на 
одно и то ж е  число. Геометрические факты не з а в и 
сят от произвольно выбранного масштаба, п оэтом у 
они сохраняются при умножении всех расстояний на  
одно и то ж е  положительное число. Кроме того, т у т  
ж е  заключено условие, что сами  по себе значения



координат — числа х, у — не должны входить в гео
метрические утверж дения , потому что. координаты 
имеют геометрический смысл не сами по себе но 
только в отношении к данным осям координат. А по 
отношению к осям они определяются т а к ж е  через 
расстояния. Например, уравнение эллипса выражает 
не свойства эллипса самого по себе, а его свойства 
в  отношении к осям  тех координат, в которых запи
сано это уравнение. (Различие взглядов — геометри
ческого и аналитического (алгебраического) мы уж е 
обсуждали в ч. I, в главах , посвященных аналитиче
ской геометрии. Теперь его важно вспомнить, чтобы 
вводя аналитические — координатные основания 
геометрии, не потерять в них ее специфику.)

Приняв три сформулированные положения, можно 
д ать  соответствующее определение планиметрии.

Планиметрия — это теория, основанная на трех 
высказанных положениях, принятых в качестве ак
сиом. Эти аксиомы несколько необычны по содержа
нию и формулировкам, но раз мы их принимаем как 
основание теории, то они — ее аксиомы. Можно ска 
зать  они дают координатное, аналитическое основа
ние ’планиметрии. Впрочем, нужно еще доказать, что 
эти координатные аксиомы — сокращенно КА ^дей
ствительно дают основание планиметрии — той же, 
к а к а я  основана на геометрических аксиомах — сокра
щенно ГА. Д олж н а быть доказана следующая

Теорема 1. Обе системы аксиом КА и ГА равно
сильны, т. е.: 1 ) при геометрической аксиоматике вы
полняются три координатные аксиомы и 2) ооратно. 
при координатных аксиомах выполняются геометри
ческие аксиомы, если соответствующим образом оп
ределены их основные понятия.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Установим первое. Мы до
казали  в предыдущем параграфе, что при геометри
ческой аксиоматике две  первые координатные аксио
мы выполняются. Н ужно доказать, что третья тоже 
выполняется, т. е. нужно доказать такое утв

ЖАеВсе основные понятия геометрической аксиоматики 
определяются через расстояния ( 1 ) ,  взятые с точ
ностью до множ ителя. д

1. Точки приняты без определения в ГА как  
в  'КА, а потому не нуждаются в определении.



2. Точка М лежит на отрезке АВ. Это равносильно 
тому, что

| АМ\ +  \ВМ\ =  \ ЛВ\ (2)

и М отлична от А и В.
3. Отрезок АВ  — множество точек М с условием

(2) плюс сами точки А и В.
4. Точки А, В являются концами отрезка АВ , к а к  

он только что определен.
5. Отрезки АВ, СО равны, если |Лй| =  |С£| (это 

равенство, к ак  и (2 ), сохраняется при умножении р а с 
стояний на один и тот ж е  множитель).

Итак, все основные понятия ГА определяются че
рез численные расстояния, в зяты е  с точностью до 
множителя. В результате все три аксиомы КА выпол
няются в ГА — в геометрической планиметрии. Н уж но 
доказать  обратное, а именно:

При указанной только что интерпретации основ
ных понятий ГА все ее аксиомы выполняются в КА — 
в координатной планиметрии.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С делаем  прежде всего оче
видное, но важное замечание: соотношения, опреде
ляемые расстояниями, сохраняются при преобразова
ниях, сохраняющих расстояние.

Такими преобразованиями являю тся:

(I) х' =  х +  х0, у' =  у  +  г/0 — «перенос»;

(II) х' =  ах +  Ьу, о , ,о
у ' ==^ Ьх +  аи> а2 + Ь 2 =  1 , — «поворот»;

(III) х ' =  х, у' =  —у  — «отражение в прямой». 
Непосредственно проверяется, что при таких преоб
разованиях расстояние сохраняется.

Д ля  ( I ) ,  (III) это очевидно. Проверим для ( I I ) :

{ Х ' - Х '2 у + { У ' - У ' у  =

=  [а (х1 — х2) +  Ь (г/1-г/2)]2+ [ — Ь (х1—х2)+ а  {у{ — г/2)]2=  
=  а2 (.г , -  х2)2 +  Ь2 (у\ -  у2)2 +  Ъ2 ( * , - х2)2+ а 2 {ух- у 2)2 =

=  (* 1 —  х2?  +  (г/1 —  У2)2-

Теперь назовем лучом ОА, идущим из начальной 
точки О(хо,уо) через точку Л (х А,у А), множество



точек М с координатами

х =  х0 1 (х А — х0),
, ч / е  0 ,  оо .

У =  Уо +  ( ( у А — Уо),

В частности, луч, идущий из точки (0 ,0 )  через 
точку А, з ад ается  формулами х =  1хА, y  =  tyA.

Прямой, проходящей через точки А, В, назовем 
множество точек с координатами, выражаемыми т а 
кими ж е  формулами, но при пробегающем всю чис
ловую прямую от — оо до +  оо.

Всякий луч можно преобразованиями (I) ,  (II) 
перевести в луч, идущий из точки (0 , 0 ) по точкам 
( * . 0 ).

Действительно, во-первых, очевидно, что всякии 
луч можно преобразованием (I) перевести в луч, ис
ходящий из точки (0 ,0 ) .  (Если начало данного 
луча — это точка (хА,у А), то производим преобразо
вание х' — х  —  х а ,  у '  —  У —  У  а . )

Теперь мы имеем луч с началом в точке (0 ,0 ) .  
Пусть он проходит через точку (хА, у А), т а к  что он 
образован точками ЦхА, 1уА). Произведем преобразо
вание (I I ) ,  положив

6 =  га =  л/ха +  У‘а-
ГА А

Это допустимо, т а к  к ак  здесь а 2 +  6 2 =  1. Любая 
точка луча (¿Хл,/1/л) отобразится в точку с координа
тами

{хл +  Т 1  *Ул =  (ГА’

А Ах (3) 
у ' =  — (ХА + ¡ УА =  0 .

ГА ГА

Итак, точки луча отображаются в точки ((гА, 0 ) ,  т. е. 
луч отображается ’ на луч, идущий из (0 , 0 ) через 
(гл ,0 ) .  Одновременно прямая АВ  отображается на 
прямую у  =  0. Достаточно брать любые I в ( 3 ) , чтобы 
убедиться в этом.

Теперь обратимся непосредственно к доказатель
ству теоремы 1. Д о каж ем , что в КА выполняются все 
линейные аксиомы из ГА.



На прямой у =  о м еж ду точками и числами х  
имеется взаимно однозначное соответствие. При этом 
отрезок АВ  соответствует числовому промежутку 
с концами Ха, Хв. Поэтому можно непосредственно 
проверить, что все линейные аксиомы здесь выпол
няются (читателю полезно провести эту  проверку). 
В частности, аксиома непрерывности означает здесь 
следующее. Пусть хА =  а, х в =  Ь и а <  Ь. Пусть 
точки отрезка — промежутка [а, Ь] — разделены ме
ж ду  множествами /% Б' так , что д л я  х е /=■ и х' (= Т7'  
всегда х ^  х' и /% р' содержат числа, отличные от а  
и Ь. Пусть с — точная верхняя граница множества Р. 
Тогда, само собой, при всяком х ее Р  будет х ^  с. 
И при всяком / е Г  будет х ' ^  с. (Если бы в Р  
было какое-то х'0 <  с, то нашлось бы х 1 е  Р  такое, что 
х, >  х' вопреки определению множеств Р  и Р'.) Итак,
при всяких х е Р ,  х' <= Р' будет х ^  с <  х' или [ах] <=. 
а  [ас] сг [ а х 7]. Д ля  отрезков с концами в точках с т а 
кими координатами это значит, что А Х  сг А С  с :  АХ' — 
в согласии с аксиомой непрерывности.

Итак, линейные аксиомы выполняются на прямой 
У — О- А т а к  к ак  в нее можно перевести всякую  пря
мую, сохраняя расстояние, то и на всякой прямой эти 
аксиомы выполняются. И так  к ак  любой луч можно 
перевести в луч на прямой у  —  0 и обратно, то на 
всяком луче откладывается отрезок, равный данному.

Таким образом, все линейные аксиомы выпол
няются всюду. □

Теперь проверим, что выполняются т а к ж е  все пло
скостные аксиомы.

1. Аксиома деления плоскости. П р ям ая  у  =  0 раз
бивает все не лежащие на ней точки на два класса : 
у одних у  >  0, у  других у  <  0. Отрезок, соединяющий 
точки разных классов, содержит точку с у — 0. На 
отрезке же, соединяющем точки одного класса , у  со
храняет знак. Таким образом, утверждение аксиомы 
деления плоскости выполняется для  прямой у  =  0 . 
Любую прямую можно перевести в прямую у  =  0 пре
образованием всей плоскости, сохраняющим расстоя
ние. Поэтому и для всякой прямой утверждение а к 
сиомы выполняется. □

2 . Аксиомы угла . Углом  будем назы вать  пару л у 
чей с общим началом, не содержащ ихся в одной



прямой (это настоящий угол). Лучи — стороны угла, 
общее их начало — его вершина; понятие поперечины 
понимаем к а к  и раньше.

Возьмем какой-нибудь угол аЬ с вершиной (0 ,0 )  
и со стороной а, содержащейся в прямой у =  0. Пре
образованием плоскости, сохраняющим расстояние, 
переводим луч а в какой-либо данный луч а ь Тогда 
луч Ь перейдет в некоторый луч Ь\. Вследствие со
хранения расстояний все соответственные поперечины 
углов аЬ и а\Ъ\ равны. Значит, /.аЬ =  аф\.

Возможно, угол а\Ь\ отложен от луча а ,  не по ту 
сторону, к акую  мы могли заранее задать . Но тогда 
сначала заменим угол аЬ на яЬг, у  которого луч 
получается из Ь переменой знака у (т. е. преобразо
ванием ( Ш ) ) .  Очевидно, /.аЬ2 =  ¿.аЬ. Теперь пре
образование, переводящее луч а в а и переведет луч 
Ь2 в такой, который лежит от а { по другую сторону, 
чем Ь ь

Таким образом, угол, равный данному со сторо
ной на прямой у  — 0 , можно отложить от данного 
луча по любую сторону от него.

Если теперь дан любой угол аЬ и любой луч а ь 
то переводим угол аЬ в такой, у  которого сторона 
леж ит на прямой у  =  0. А потом этот угол перево
дим в угол со стороной « 1-

Таким образом, для всякого угла  аЬ есть при лю
бом данном луче 01 два  угла со стороной 01, равных 
¿.аЬ : один по одну сторону от а ь другой по другую.

Но этим еще аксиомы угла не доказаны: нужно 
еще д оказать :  1 ) единственность отложенного угла, 
2 ) равенство у  двух углов всех соответственных по
перечин, когда есть хотя бы одна пара равных. Д ля 
того чтобы установить это, докажем :

При любых двух данных различных точках А, В 
сущ ествует не более двух точек С, для  которых рас
стояния \АС\, | ВС\ имеют заданные значения, если 
есть две такие точки, то они леж ат по разные сто
роны от отрезка АВ.

Пусть сначала точки А и В — это (0>0) и 
Ь ф  0. Пусть г и г2 — данные расстояния от Л и с ,  так  
что если х, у  — координаты точки С,

Г2 =  х2 +  у\ 
г\ =  { х -  ъу +  у2 =  х1 +  У2 -  2Ьх +  Ь2.



Отсюда г\ =  г'\ — 2 Ь х Из этого равенства нахо
дим х, и тогда из первого равенства получаем не бо
лее двух возможных значений у. Д ва  значения у  р а з 
личаются только знаком, т. е. соответствующие точки 
Ci, С2 леж ат по разные стороны от прямой у  =  О 
(одно значение будет, когда у =  0, — точка С лежит 
на прямой у =  0 ).

Этот вывод мы получили, когда точки А, В л еж ат  
на прямой у =  0. Если теперь точки А, В любые, то 
мы можем перевести прямую АВ  в прямую у  =  0 пре
образованием всей плоскости, сохраняющей все р ас 
стояния. Точки А, В перейдут в некоторые Л0, В 0 
с  | А0В0\ =  \АВ\, и для них найдется не более двух  
точек С о с данными расстояниями |Л0С0| =  /'1, 
|В0С0| = г 2. Ввиду сохранения расстояний есть не бо
лее двух точек С на данных расстояниях от Л и В; 
и если их две, то они леж ат  по разные стороны от 
прямой АВ. □

Пусть теперь дан угол ab и от луча а х по данную 
от него сторону отложен угол а\Ь\. Допустим, есть 
еще другой угол а\Ь2, равный ab, по ту  ж е  сторону 
от луча а\. Тогда у углов аф\ и аф 2 есть соответ
ственные поперечины, которые равны, но концы на 
лучах Ь\ и У  них разные. Если О — начало луча а\, 
то это будут какие-то поперечины А В Х, А В 2 с |OBi| =  
=  |ОВ2| и \АВх\ =  \АВ2\. Но, по-доказанному, с од 
ной стороны от АВ\ может быть только одна точка 
с данными расстояниями от О и Л. Следовательно, 
предположенное невозможно. И, стало быть, угол аф\, 
равный ab, только один.

Теперь докажем:
Если у двух углов есть пара равных соответствен

ных поперечин, то все их соответственные поперечины 
равны, т. е. углы равны.

Допустим, у углов ab и а\Ь\ есть пара равных со
ответственных поперечин АВ, А\В{, т ак  что | ОА | =  
=  10\А [ |, |0B| =  | 0 IBi|, |ЛВ| =  |Л,В1 |. П о-доказан 
ному от луча fli можно отложить угол а\Ь2, равный 
углу  ab, с той ж е стороны, где лежит угол аф\. И т а к  
как  Za\b\ =  Z a b , то Za\b2 — /.аф\. По равенству 
этих углов у угла аф 2 есть поперечина Л 1В 2, соответ
ствующая и равная поперечине Л 1В 1 у гл а  aibi. При 
этом отрезок О1Л 1 общий у этих углов, т а к  что имеем 
|0,Л»1 =  Ю Л 1 ,  | 0 IB 1| =  | 0 1B2 |, I Л ,8 ,1  =  1 Л ,В2 |.



Но т а к  к ак  точки В и В2 л еж ат  с одной стороны от 
отрезка 0\А\, то они совпадают. Тем самым у  лучей 
Ь\, Ь2 есть общие точки В\, В2 и лучи совпадают. Это 
значит, что угол с одной поперечиной, равной соот
ветственной поперечине угла  аЬ, равен углу  аЬ, — 
у  них все соответственные поперечины равн.ы, что и 
требовалось доказать. □

И так , выполнение аксиом угла  проверено. □
3. Аксиома параллельности. Возьмем точки А (а, 0 ) ,  

В(Ь, 0) и С (а, с), ¿ ) ( 6 , с ) ;  а, Ь, с >  0. Отрезки АС, 
В Ь  равны, т. е. \АС\ =  \ВО\ — с, расположены с од
ной стороны от Л В и |С£>| =  |ЛВ|. Отрезки АС, В й  
образуют с АВ  прямые уплы, т. е. углы, равные своим 
см еж ным . Это проверяется совсем просто, так  как  по- 
доказанному углы равны, если у  них есть пара рав 
ных соответственных поперечин.

Таким образом, аксиома параллельных отрезков 
выполняется, когда отрезок АВ  лежит на прямой 
у  =  0. Но преобразованием, сохраняющим расстоя
ние, можно любой отре„зок перевести в отрезок на 
прямой у — 0. Следовательно, аксиома параллельных 
выполняется при любых отрезках АВ. □

Н а этом проверка аксиом завершается и таким 
образом доказано, что в аналитической геометрии, 
основанной на К А — на координатной аксиоматике — 
выполняется ГА — геометрическая аксиоматика. А так  
к а к  обратное уж е  было установлено, то, стало быть, 
доказан а  равносильность обеих аксиоматик, а с ней 
и теорема 1 . □

Аналитическая аксиоматика стереометрии. В ос
нову стереометрии можно положить следующие ко
ординатные аксиомы:

1 . Точки пространства поставлены во взаимно од
нозначное соответствие с тройками чисел х, у, г  — 
со всевозможными упорядоченными тройками. Эти 
числа называем координатами точки.

2. Каждой паре точек А, В сопоставлено число — 
«численное расстояние»

\ А В \ =  V  (ХА -  хв)2 +  (у А — У в)2 +  (г А — 2 в ?  ■

3. Геометрический смысл имеют те и только те 
соотношения, которые определяются через эти рас
стояния, и притом так, что они — эти соотношения —



сохраняются при умножении всех расстояний на одно  
и то же, но любое положительное число.

Отрезки, отношения точек к отрезкам определяю т
ся т ак  же, как  и выше — в случае планиметрии; р а 
венство отрезков определяется по равенству р ассто я 
ний между концами. Прямую АВ  можно определить 
к ак  множество точек с координатами х =  хА +  Ц хв —
— хА) и аналогично для у и г ;  / —оо, оо).

Плоскость можно задавать  тремя точками А , В, С, 
не лежащими на одной прямой, как  множество точек 
с координатами

Х =  Х А +  (  ( ХВ —  Х А)  +  5 (хс — Х А) ,

и аналогично для у  и г ;  ( и 5 принимают все зн ач е 
ния «от — о о  до +  О О ».

Координатные аксиомы равносильны геометриче
ским. Доказывать это мы не будем. Принципиально 
важный факт, что геометрию можно определять а н а 
литически, пользуясь координатами, выяснен на при
мере планиметрии.

§ 3. Аксиоматика в отвлеченном понимании;
ее модель, непротиворечивость, независимость, 

полнота

Аксиоматику геометрии с основными объектами — 
отрезками или прямыми — можно понимать д во яко :  
наглядно содержательно и отвлеченно.

В первом случае основные понятия — объекты и 
отношения — представляются в их исходном н а г л я д 
ном, хотя и идеализированном, смысле, а аксиом ы  
представляют собой описание свойств этих объектов 
и отношений. Так, например, отрезок мыслится в его 
обычном виде идеально тонкой черты на б ум аге  или 
натянутой нити.

В противоположность этому при отвлеченном по
нимании аксиоматики ее понятия толкуются к а к  о т 
носящиеся к объектам и отношениям «произвольной 
природы», лишь бы для них выполнялось сказан н о е  
в аксиомах. При таком понимании отрезок — это  
просто какой-то мыслимый объект, для которого в м е 
сте с другими объектами, называемыми отрезками  и 
точками, с отношениями м еж ду  ними, названными в 
аксиомах, выполняется все то, что сказано в акси о м ах .



Аналогичное можно сказать  о точках и об основных 
отношениях.

Эту отвлеченную точку зрения впервые особенно 
ясно выразил Гильберт, начав свои «Основания гео
метрии» следующими примечательными словами:

«М ы мыслим три различных системы вещей: вещи 
первой системы мы называем точками и обозначаем
А, В, С, . . .  \ вещи второй системы мы называем 
прямыми и обозначаем а, Ь, с, . . .  ; вещи третьей си
стемы мы называем плоскостями и обозначаем а, |3, 
V, . . .  Мы мыслим точки, прямые и плоскости в опре
деленных соотношениях и обозначаем эти соотноше
ния различными словами, как-то: «лежать» , «м еж ду» ,  
«конгруэнтный»... Точное и для математических целей 
полное описание этих соотношений достигается аксио
мами геометрии» ‘ ) .

Таким образом, точки, прямые, плоскости — это 
какие-то мыслимые вещи или, как  более принято 
у  нас говорить, объекты, находящиеся в некоторых 
отношениях, все необходимые для геометрии свой
ства  которых описываются аксиомами. Как бы под
черкивая это отвлечение от наглядных представле
ний, Гильберт говорит: «точка принадлежит прямой» 
и «прям ая принадлежит точке». Первая аксиома 
у  него звучит так : «Д л я  любых двух точек А, В суще
ствует  прямая а, принадлежащая каждой из этих 
д вух  точек А, В». Ни прямая, ни плоскость не мыс
л ятся  «состоящими из точек». Отвлечение от нагляд
ности в исходных формулировках обеспечивает уве
ренность, что все необходимое для логического по
строения геометрии действительно выражено в а к 
сиомах.

Т акж е с отвлечением от наглядности понимаются 
при абстрактном взгляде основные объекты и отноше
ния нашей, да и всякой другой аксиоматики. Поэтому 
на вопрос, что такое прямая в системе Гильберта, или 
отрезок — в нашей аксиоматике, так  ж е  как  отноше
ние «лежит на» и т. п., следует ответ: это то, о 
чем говорится в аксиомах.

Таким образом, в отвлеченном понимании аксиомы 
представляют собой определение основных объектов

*) Г и л ь б е р т  Д . Основания геометрии. — М.; Л ., ОГИЗ, 
1948 . С. 56.



и отношений. Отрезком называется то, что под таким  
названием фигурирует в аксиомах. И так  ж е можно 
определить другие основные понятия.

Такие определения называются аксиоматическими. 
Обычное определение понятия состоит в том, что оно 
разъясняется через другие. В отличие от этого в а к 
сиоматическом определении понятия разъясняю тся 
совместно, через их связь, к а к  это видно на примере 
определения отрезка.

Отвлеченно рассматриваемая аксиоматика с а м а  
по себе ни к чему сколько-нибудь определенному не 
относится, так  что не ясно, какой смысл она имеет, 
не представляет ли она просто набор слов? Д л я  а к 
сиоматики евклидовой геометрии это не так, потому 
что в ней, как  бы отвлеченно мы ее ни рассм атри
вали, заключен первоначальный реальный смысл. Но 
вот ’когда Лобачевский создавал  свою геометрию, 
смысл ее был неясен. На вопрос о ее предмете можно 
было ответить только, что это то, о чем мы р а с с у ж 
даем . Лобачевский называл свою геометрию «вооб
ражаемой». Предмет, к которому она могла отно
ситься, был открыт позже.

Вообще, для того чтобы отвлеченная аксиоматика 
получила более определенный смысл, нужно найти 
предмет, к которому она могла бы относиться, м о 
дель, где бы аксиоматика выполнялась, относясь 
к определенным объектам и отношениям.

Модель или, как  еще говорят, интерпретация а к 
сиоматики представляет собой, коротко говоря, сово
купность некоторых объектов с отношениями, д л я  
которых выполняются аксиомы.

Говоря подробнее, основные объекты и отношения 
аксиоматики сопоставляются объектам модели и оп 
ределенным имеющимся м еж ду  ними ^отношениям. 
Если при этом для объектов и отношений модели в ы 
полняется то, что говорится в аксиомах (если эти 
объекты и отношения назвать  словами, принятыми 
в аксиомах), то мы и получаем тем самым интерпре
тацию аксиоматики. Или, к а к  еще говорят, аксиом ы  
реализуются на данной модели. При этом имеют 
в виду математическую модель. Ссылка на то, что 
евклидова геометрия имеет реальный смысл, о б н ар у
живающийся на опыте, д л я  чистой математики не



годится, потому что опыт не может быть математи
чески точным.

Д ля планиметрии у нас уж е  есть готовая модель — 
ее дает координатная аксиоматика. В самом деле, 
в ней точкам сопоставляются пары чисел, и все даль
нейшие основные понятия получают представление 
в этих числах, и все аксиомы выполняются, как  по
казано в § 2. При этом не нужно относить коорди
наты к каким-то точкам, можно просто считать, что 
точка в модели и есть пара чисел. Тогда всякая  не
определенность в понятии точки исчезает, и мы полу
чаем числовую модель планиметрии.

Непротиворечивость, независимость, полнота. Д ля 
отвлеченной аксиоматики самой по себе неизвестно, 
не могут ли выводы из нее привести к противоречию, 
когда в одном выводе что-то утверждается, а в дру
гом оно ж е отрицается.

Т акая  аксиоматика заведомо не может быть реа
лизована и не имеет смысла. Если ж е такие противо
речия не могут получиться, аксиоматика называется 
непротиворечивой.

Вообще, рассматривают три существенных свой
ства аксиом: непротиворечивость, независимость, 
полноту.

1. Система аксиом называется, как  уж е  сказано, 
непротиворечивой, если из нее не следует какое-либо 
утверждение вместе с его ж е отрицанием.

В следующих д вух  определениях имеется в виду 
непротиворечивая система аксиом.

2 . Аксиомы называются независимыми, если ни 
одна из них не следует из других.

3. Система аксиом называется полной, если она 
не может быть пополнена, т. е. если к аксио
мам нельзя добавить никакой аксиомы, которая из 
них не следовала бы и вместе с тем им не проти
воречила. При этом, конечно, имеется в виду, что 
добавляемая аксиома касается тех ж е  основных по
нятий.

В этих определениях речь идет о том, что следует 
из аксиом. Здесь это можно понимать так : утверж де
ние В следует из системы аксиом А, если к ак  только 
выполняется А, т а к  выполняется В — во всякой мо
дели аксиом А выполняется утверждение В. Если ж е 
есть модель аксиом А, где В не выполняется, то, зна



чит, В не следует из А. Поэтому имеют место три 
утверждения.

1. Система аксиом непротиворечива, если она р еа 
лизуется в какой-нибудь модели (в модели не может 
быть противоречия, чтобы В выполнялось и одновре
менно не выполнялось).

2. В системе аксиом данная аксиома независима 
от других, если есть модель, где выполняются все 
аксиомы, кроме этой. Тем сам ы м  она, очевидно, не 
следует из других.

3. Система аксиом полная, если во всех ее моде
лях выполняется одно и то ж е , т. е. всякое утвер ж 
дение, выражаемое в понятиях аксиоматики, вер 
ное в одной модели, выполняется т а к ж е  во всякой 
другой.

Это равносильно полноте в предыдущем опреде
лении, что к аксиомам ничего нельзя прибавить. 
Действительно, если добавляемое утверждение В 
верно во всякой модели, значит там , где выполняются 
аксиомы, выполняется такж е  В, т. е. В следует из 
аксиом. Если ж е добавляемое утверждение В не в ы 
полняется ни в одной модели, то, значит, в них верно 
его отрицание, так  что добавление его ведет к проти
воречию.

Такие модели, в которых выполняется одно и 
то ж е (выражаемое в понятиях аксиоматики), 
называют изоморфными. Это понятие изоморфиз
ма определяется в общем виде следующим об
разом.

Представим себе две системы объектов с отноше
ниями м еж ду ними. Пусть м еж ду  объектами этих си 
стем, а т а к ж е  между отношениями установлено такое  
взаимно однозначное соответствие, что соответствен
ные объекты находятся в соответственных отноше
ниях. То есть если объекты а, Ь, . . .  одной системы 5  
находятся в отношении Я, то соответствующие им 
объекты а', Ь', . . .  системы 5 '  находятся в соответ
ствующем отношении Я', и обратно: если какие-то 
объекты системы 5 '  находятся в отношении Я', то 
соответствующие им объекты системы 5  находятся 
в соответствующем отношении. Такое соответствие н а 
зывается изоморфизмом. А системы, для которых м о
ж ет быть установлено такое соответствие, называю т
ся изоморфными.



Сказанное выш е о полноте системы аксиом выра
жают так : система аксиом полная , если все ее мо
дели (интерпретации) изоморфны.

Из определения изоморфизма ясно, что если в од
ной системе 5  выполняется некоторое утверждение, 
то соответствующее утверждение выполняется такж е  
в изоморфной системе 5  . Просто потому, что всякое 
утверждение касается  объектов и их отношений. 
Если назвать соответственные объекты и отношения 
одними и теми ж е  словами, то все, что относится 
к одной системе, будет буквально относиться и к дру
гой. Они представляются тогда совершенно одинако
выми. Так и модели полной системы аксиом одина
ковы. Но, конечно, только в отношении свойств, отно
сящихся к аксиоматике, так  как  в моделях могут 
быть и другие свойства (как, например, в указанной 
выше модели, когда  точка есть пара чисел, точки раз
личаются— ск аж ем , (0 , 0 ) и ( 1 , 1 ), — но это в нашей 
аксиоматике ничему не соответствует). В этом же 
смысле можно сказать , что полная аксиоматика оп
ределяет один определенный предмет или, как уточ
няют, один с точностью до изоморфизма.

Мы представляем себе плоскость к ак  вполне оп
ределенный «предмет», так  что в планиметрии какое- 
либо утверждение либо верно, либо неверно — гео
метрический факт имеет место или его нет. Поэтому 
аксиоматика планиметрии должна быть полной. Наша 
аксиоматика полная, как мы сейчас докажем.

Вообще три указанные свойства аксиоматики иг
рают существенно разную роль. Непротиворечивость 
обязательна, поскольку противоречивая система про
сто не имеет смысла. Независимость аксиом необяза
тельна, но если ее нет, т. е. есть аксиома, которая 
следует из других, то такая  аксиома лишняя и ее 
можно исключить. Желательно не иметь таких лиш
них аксиом, хотя их можно вводить для того, чтобы 
упростить доказательства теорем. Так мы могли бы, 
например, включить некоторые теоремы § 3 гл. I в а к 
сиомы.

Полнота, к а к  было объяснено, необходима для 
аксиом планиметрии. Но вообще в математике боль
шое значение имеют как раз неполные аксиоматики. 
Т акая аксиоматика определяет не один предмет тео
рии, а целый класс  их как  группы и кольца в ал



гебре (поскольку есть, например, неизоморфные 
группы) или разные типы пространств в обобщенной 
геометрии.

Выводы о нашей системе аксиом геометрии. К ак
уж е  было отмечено, у нас есть числовая модель п л а 
ниметрии. Точками в этой модели сл уж ат  пары чисел 
(х,у) ,  а прочие основные понятия определяются че
рез эти числа — как  это сделано в § 2. Наличие т а 
кой модели дает основание утверж дать , что

Наша система аксиом планиметрии непротиворе
чива,

или, более точно,
Наша аксиоматика планиметрии непротиворечива, 

насколько непротиворечива теория вещественных 
чисел.

Действительно, если бы из наших аксиом можно 
было бы вывести противоречие, то оно обнаруж ива
лось бы в модели, и тем сам ы м  — в теории вещ е
ственных чисел, на основе которой модель построена.

Тот ж е  вывод о непротиворечивости верен и д л я  
аксиом стереометрии, поскольку для нее тоже есть 
числовая модель. Мы только не провели доказатель 
ства того, что в модели, указанной в конце § 2 , д ей 
ствительно выполняются все аксиомы стереометрии.

Уточняя, мы сказали, что наш а система аксиом 
настолько непротиворечива, насколько непротиворе
чива теория вещественных чисел. Именно это и сл е 
дует из нашей числовой модели. А возможно ли про
тиворечие в этой модели — это у ж е  другой вопрос 
вопрос о непротиворечивости теории вещественных 
чисел Есть основание считать ее свободной от в о з 
можного противоречия. Но независимо от возможных 
сомнений в непротиворечивости вещественных чисел 
сделанный вывод о системе аксиом геометрии имеет
важный смысл.

Вещественные числа с л уж ат  основным предметом 
всей математики, через них определяются функции 
и комплексные числа и функциональные пространства 
и т. д. Поэтому, давая числовую модель аксиом гео 
метрии, мы тем самым логически включаем геом ет
рию в целостную систему математики. И непротиво
речивость оснований геометрии опирается таким об 
разом на широчайшее основание в математике. Ч то  
ж е  до окончательного доказательства  непротиворе



чивости, то оно не может быть дано: доказывая , мы 
чем-то пользуемся, и об этом тоже можно спросить; 
а не скрыто ли здесь возможное противоречие?

Об атимся к вопросу о полноте нашей системы а к 
сиом. Тут мы можем утверждать:

Наша аксиоматика планиметрии полная.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Исходя из аксиом, мы 

ввели на плоскости прямоугольные координаты и вы
вели формулу для  расстояния м еж ду точками. Стало 
быть, это можно сделать во всякой модели, где вы
полняются аксиомы. Значит, всякая  модель изо- 
морфна числовой модели, в которой точки — это пары 
чисел и расстояние задается той ж е  формулой. Та
ким образом, наша аксиоматика планиметрии полная.

То ж е верно для  аксиоматики стереометрии, по
скольку и в пространстве тоже вводятся координаты 
и все геометрические соотношения могут быть в них 
выражены.

О независимости наших аксиом планиметрии 
можно сказать , что есть независимые аксиомы но 
есть и зависимые.

Аксиома параллельных отрезков независима; это 
будет доказано потом.

Аксиома непрерывности независима (это доказы
вается числовой моделью, в которой, однако, фигури
руют не все вещественные числа лт, у, а только такие, 
которые получаются из ! применением действий типа 
а ± Ь , а Ь ,  л/а2 Ь2} .

В аксиоме откладывания угла требуется, что от
кладывается только один угол, равный данному. Это 
можно исключить: эта часть аксиомы зависима. Мы 
ввели ее для  простоты, поскольку ее доказательство 
достаточно сложно.

Выяснение независимости всех аксиом представ
ляет трудность.

Экзотическая модель планиметрии. Представим 
себе плоскость с прямоугольными координатами х ,у . 
Но будем считать отрезком, соединяющим точки

кривую, образуемую точками 
М( х, у )  с координатами

*  =  ^ ( 1  — +

0 =  0 -Ог/о + ^ь



Припишем «отрезку» АВ «длину»

\ А В \ =  л ] ( х \ - х 1 ) 2 + ( у 1 — у 0)2 (2)

и будем считать равными отрезки равной «длины». 
Все аксиомы будут выполняться.

Если х о ф х и  то, исключая из (1) параметр t, по
лучим уравнение вида

у =  kx3 +  I- (3)

А при хй =  х\ будет х =  х0, и при у о = у \  будет у  =  
=  г/о, т. е. «о трезки »— это дуги кубических парабол
(3 ) и отрезки прямых х =  const, у =  const.

Общий прием получения таких моделей состоит 
в следующем. Полагаем x =  f (x) ,  y =  g (y ) ,  где функ
ции /, g  обратимы. Отрезок х =  (1 — t)xo-\-tx\, у  =  
=  (1 — t)y 0 +  tyi заменяется кривой:

X — / -1  ((1 — Of (*о) +  tf (Xl))> 
у  =  g~l ((1 — t)g (х0) +  tg  (jCi))-

Расстояние будет

\АВ\ =  V(/ (*i) ~  f (*o))2 +  ig (* i) -  g  (*o))2 •

Вообще, произведем любое взаимно однозначное 
отображение плоскости на себя. Отрезки перейдут 
в какие-то фигуры, и соответственно все, что к а с а 
лось отрезков, будет касаться этих фигур. Так что 
получается модель планиметрии с этими фигурами 
в качестве «отрезков». В приведенном примере мы 
произвели преобразование, сопоставляя точкам (х,у)  
точки с координатами

x =  '\fx, у =  у-
Отрезок

X =  ( l — i) х0+ txu у =  (1 — 0  Уо +  *У\ 

перейдет в

х =  <\/(1 — t)xl  +  ttf, £ =  0 — *)Уо +  {Уу
п  _  т  _

Можно т ак ж е  взять x =  V * .  У =  V У с л1°быми не
четными п и т  и т. п.



Такие модели служ ат иллюстрацией к абстракт
ному ^взгляду на аксиоматику. «Отрезок» может быть 
любой кривой — лишь бы формально выполнялись 
требования аксиом.

§ 4. Разные системы аксиом

З ам кнуты е и незамкнутые аксиоматики. Системы 
аксиом, которые кладутся в основание геометрии, как 
и других теорий, могут различаться в целом ряде от
ношений. В предыдущем параграфе была представ
лена система аксиом планиметрии — всего из трех 
аксиом, — совершенно отличная от той, какую мы 
приняли с самого начала в гл. I. Главное различие 
этих двух  систем аксиом — геометрической (ГА) и 
координатной (К А )— заключается, конечно, не в том, 
что в одной аксиом довольно много, а в другой — 
мало. Главное различие в том, что считается заранее 
известным в одном и в другом случае. В КА исполь
зуются вещественные числа, а в ГА — ничто не пред
полагается известным заранее. Аксиомы ГА можно 
объяснить наглядно человеку, который не знает мате
матики. Но аксиомы КА будут понятны только тому, 
кто знает теорию вещественных чисел, и уж  во вся
ком случае он должен понимать формулу для рас
стояния.

Конечно, во всякой аксиоматике что-го подразу
мевается известным; минимально — это правила грам
матики, логика, а такж е  натуральные числа: один, два 
и т. п. Во всяком случае, без грамматики и логики 
ничего нельзя сформулировать. Как нельзя, напри
мер, вы сказать  аксиому о проведении отрезка без 
слова «сущ ествует»  или без равносильного выра
жения.

Если в аксиоматике используется только такой не
обходимый минимум, то мы называем ее замкнутой 
или исчерпывающей. Если ж е это не так , если в а к 
сиоматике подразумевается известным или само со
бой понятным что-либо сверх этого, скажем , поня
тие из другой теории, то такая  аксиоматика будет 
незамкнутой. Наша система аксиом ГА замкнута, си
стема КА — не замкнута.

Раньше, в гл. I ч. 2 мы ввели систему аксиом 
с теми ж е  основными понятиями, что ГА, и с во мно



гом сходными аксиомами, но включающую аксиомы 
длины и меры угла .  В этих аксиомах используются 
вещественные числа и, стало быть, т а к а я  система а к 
сиом тоже незамкнута. Ее можно обозначить к ак  
НГА — «не вполне геометрическая акси ом ати ка» ,  по
скольку она геометрическая, но отступает от чистои 
геометрии, включая понятия численной длины и меры 
угла.

Для того чтобы сделать незамкнутую аксиоматику 
замкнутой, исчерпывающей, ее нужно дополнить а к 
сиомами, говорящими об используемых в ней поня
тиях; в принципе это всегда можно сделать . Так, для 
того чтобы «зам кнуть»  систему КА, нужно добавить 
к ней аксиомы вещественных чисел. Этих аксиом, 
минимум, 18 (восемнадцать!) , так  что если приба
вить их к КА, то получится довольно внушительный 
список. Немудрено, что аксиом в КА мало: в ней 
много подразумевается известным!

Простейший случай не исчерпывающей аксио
матики— тот, когда в ней просто пропущены неко
торые аксиомы или, более того, — не выраж ены  в а к 
сиомах какие-либо основные понятия, которыми, од
нако, пользуются в доказательствах. Т ак  обстоит 
дело в «Н ачалах»  Е вкли да1) и во многих прежних 
и современных курсах геометрии, где н аряду  с аксио
мами опираются на очевидность. Но это «не тот сл у 
чай»; мы обращаем внимание на аксиоматики, ис
пользующие негеометрические понятия.

Системы аксиом, использующие вещественные 
числа и некоторые другие понятия, могут быть очень 
удобными, к а к  наша НГА; они распространяются и 
вводятся в школьные учебники. Но надо ясно пони
мать, что они не являются замкнутыми и, стало быть, 
сами по себе не дают исчерпывающих оснований гео
метрии.

») Евклид жил в Александрии в III в. до  н. э. —  в т. н^ эпо 
х у  эллинизма, наступивш ую  после походов А л ек сан д р а М ак 
донского. В его тр уд е  «Начала» были систем атизированы  и из
ложены в логической последовательности основы  геометрии, а 
так ж е элементы теории чисел и геометрически излож енной а л 
гебры. И зложению  предш ествую т определения основны х пон 
тий и формулировки основных положении г е о м е т р и и  —  п о ст у л а 
тов и «аксиом» (теперь это различие не д е л а е тся ). В этом отно- 
шении «Начала» положили начало аксиом атике.



В аксиоматике сплошь и рядом фигурирует поня
тие множества. Но оно настолько укоренилось в ос
новах математики, что его появление в аксиоматике 
можно не считать нарушением ее замкнутости: можно 
сказать ,  включающая его аксиоматика замкнута 
в р ам к ах  общей теоретико-множественной точки зре
ния. Конечно, у теории множеств есть свои аксиомы, 
и если иметь это в виду, то аксиоматику, использую
щую понятие множества, нельзя считать замкнутой. 
Однако аксиоматизированное понятие множества в 
полном объеме редко бывает нужно, а в элементар
ной геометрии оно вообще не нужно. Мы вовсе без 
него обошлись, введя аксиомы фигуры.

Итак, мы фиксируем фундаментальное различие 
двух  типов систем аксиом — замкнутых и незам
кнутых.

Различие аксиоматик по выбору основных понятий.
За этим следует другое существенное различие — по 
основным понятиям: какие объекты и отношения при
нимаются в аксиоматике за основные. Тут между си
стемами ГА и КА опять ж е есть громадная разница. 
В КА только один вид основных объектов — точки и 
никаких основных отношений; все определяется с по
мощью координат. В ГА, напротив, (в планиметрии) 
принимаются два  вида основных объектов: точки и от
резки, два  вида отношений точек и отрезков: точка — 
конец отрезка или лежит на отрезке, и отношение 
равенства отрезков.

Различие по основным объектам встречается как  
м еж ду  замкнутыми, так  и незамкнутыми системами 
аксиом. Например, у нас в ГА основными объектами 
являю тся отрезки, тогда как  обычно основными объ
ектами  с л уж ат  прямые. Соответственно изменяются 
и основные отношения, а вместе с этим и сами а к 
сиомы. Рассмотрим примеры.

Обратимся к аксиоматике стереометрии; она пред
ставлена у  нас в пяти вариантах: три незамкнутые 
в § 8 гл. I ч. 2 и две замкнутые в § 6  гл. I ч. 6 . 
Последний из этих двух вариантов отличается от всех 
остальных тем, что в нем плоскость исключена из ос
новных объектов. (Пространственные аксиомы в пер
вых вариантах  § 8 гл. I ч. 2 и § 6 гл. I ч. 6 одни и те 
ж е ; разница — в линейных аксиомах; в общем случае 
они включают понятие численной длины.)



Аксиоматика Гильберта. Из замкнутых геом етри 
ческих систем аксиом наиболее известна система а к 
сиом Гильберта1). В ней основными объектами я в 
ляются точки, прямые, плоскости, а основными^ отно
шениями служат : 1 ) точка принадлежит прямой, то ч 
ка принадлежит плоскости; 2 ) точка лежит м е ж д у  
двумя другими (это равносильно тому, что точка С 
лежит на отрезке с концами А, В)\ 3) отношение р а 
венства или, как  оно называется у Гильберта, конг
руэнтности; это, собственно, два отношения: р ав ен 
ство отрезков и равенство углов. При этом под от
резком понимается пара точек А, В вместе со всеми 
точками, лежащими м еж ду ними. Под углом пони
мается пара лучей с общим началом, не с о д е р ж а 
щихся в одной прямой, а луч АВ  определяется к а к  
совокупность таких точек М прямой АВ, что Л не 
лежит между М и В.

Аксиомы в системе Гильберта делятся на 5 групп: 
1 ) аксиомы принадлежности, 2 ) аксиомы п орядка , 
касающиеся отношения «м еж ду» ,  3) аксиомы конг
руэнтности, 4) аксиома параллельности, 5) аксиом ы  
непрерывности (их д в е — вместе они равносильны 
аксиоме непрерывности в нашей аксиоматике).

Можно в нашей аксиоматике исключить отрезки 
из основных объектов, а вместе с ними — и отношение 
точек к отрезкам. Вместо этого введем к ак  основное 
отношение точек: одна точка лежит м еж ду  д в у м я  
другими. Далее можно условиться: если точка С л е 
жит между точками Л и В, то будем говорить, что 
точка С «лежит на отрезке А В». Иначе говоря, мы 
определяем отрезок АВ  как  геометрическое место то
чек, лежащих между Л и В, плюс сами эти точки, 
при этом они называются концами отрезка А В . ( Д ан * 
ное определение отрезка согласуется с аксиомои гео
метрического места из аксиоматики фигуры.)

Например, аксиома деления отрезка выразится  
с понятием «м еж ду»  следующим образом.

п Д авид Гильберт ( 1 8 6 2 - 1 9 4 3 )  -  немецкий математик. 
В его работе «Основания геометрии», появившейся в первом в а 
рианте в 1899 году, была дана система аксиом геометрии; одна  
из первых систем и самая совершенная среди тех, где  акси ом а
тические основания геометрии были представлены так , как  
с тех пор понимают. Гильберт был крупнейшим м атем атиком  
своего времени и оказал чрезвычайное влияние на развитие м ате
матики в ряде направлений.



Если точка С м еж ду  А и В, то: 1 ) всякая другая 
точка М, леж ащ ая м еж ду А и В, лежит либо между 
А я С, либо м еж ду В и С; 2) всякая точка М, л е ж а 
щ ая  м еж ду  А и С, лежит т акж е  между А п В (и то 
ж е  для  точек М м еж ду  В и С — стоит лишь поменять 
обозначение А на В).

Читатель может рассмотреть наши аксиомы с точ
ки зрения замены формулировок с отрезками на фор
мулировки с отношением «м еж ду» .  Формулировки 
эти будут громоздкими. Недаром Гильберт, приняв, 
к а к  основное, отношение «м еж ду» ,  вводит тем не ме
нее, и понятие отрезка и, к ак  основное отношение, — 
равенство отрезков.

Равенство отрезков и углов устанавливается в 
практике не само собой, к ак  в аксиомах, а либо нало
жением, либо измерением (впрочем, измерение тоже 
состоит в наложении — масштаба на измеряемый 
предмет). Поэтому естественно принять наложение 
за  основное понятие геометрии.

Д ругие аксиоматики евклидовой геометрии. Одно
временно с появлением системы аксиом Гильберта 
была дана итальянским математиком М. Пиери си
стема аксиом только с двумя основными понятиями: 
«то ч ка»  и «движение» — то же, что наложение.

П ервая аксиома о движении утверждала, что дви
жение сопоставляет точкам точки. Понятия прямой 
и другие определялись через движение. Однако огра
ничение только понятиями точки и движения привело 
к чрезвычайной сложности аксиом, и система Пиери 
не получила распространения. Потом немецкий мате
м атик  Ф. Шур дал систему аксиом с теми же основ
ными понятиями, что у  Гильберта, кроме конгруэнт
ности: вместо этого вводится понятие движения и 
конгруэнтность определяется как  совмещаемость дви
жением (наложением).

Тогда ж е  в 1904 г. независимо от Гильберта
В. Ф. Каган ‘ ) дал систему аксиом, в которой рас
стояние между точками (или, что равносильно,— 
длина отрезка) определялось как  вещественное число. 
Тем самым эта система была незамкнута. Равенство

! ) Вениамин Федорович Каган (18 6 9 — 1953) был профессор 
ром М Г У  (с 1923 г.), создал ш колу в дифференциальной гео
метрии.



отрезков определялось равенством их длин. Т а к а я  з а 
мена геометрического равенства отрезков равенством  
их длин проводилась в учебниках, принятых у  нас 
в школе на протяжении последних 20 л е т 1).

Надо, однако, ясно понимать, что отнесение от
резку определенного числа в качестве его длины не 
соответствует ни практике, ни геометрии, потому что 
отрезок имеет определенную численную длину не сам  
по себе, а только при выборе единицы измерения, и 
при ее замене численная длина изменяется. И вовсе 
нелепо, когда в аксиомах вводится градусная  м ера  
углов, 180° у развернутого угла, как  будто если из
мерять угол другой единицей, то будет у ж е  д р у г а я  
геометрия2) .

В 1918 г. немецкий математик Г. Вейль д ал  си
стему аксиом, основанную на векторной алгебре. В ы 
теснение геометрии алгеброй распространилось и 
дошло до школьных учебников3).

Другие особенности аксиоматик. Помимо д в у х  от
меченных фундаментальных различий в системах  а к 
сиом — по тому, что предполагается известным, и по 
основным понятиям, системы аксиом могут р а зл и 
чаться и в других отношениях.

1. Самое простое — это различие «по ф орме», 
тогда системы аксиом отличаются только ф ормули
ровками и компоновкой аксиом: какие аксиомы  со 
единяются в одну или разделяются, а т а к ж е  к а к  они 
распределяются по группам. Так что тут на с а м о м  
деле не разные, а одна система аксиом, только в ы 
раж енная несколько разными способами.

Например, нашу аксиому II существования ко н 
цов отрезка, § 1 гл. 1 , можно разделить на три  и

‘ ) К о л м о г о р о в  А.  Н., С е м е н о в ,  Ч е р к а с о в  Р . С. 
Геометрия 6—8, 8-е издание. 19 8 0 —82 гг. (П ервоначально д л и н а  
в ней определялась как величина.) П о г о р е л о в  А . В . Г е о 
метрия 6 — 10.— М.: Просвещение, 1981.

2) Так же не отвечает ни практике, ни геометрии о п р ед ел  • 
ние равенства отрезков по равенству численных длин, с а н т и 
метровые отрезки на измерительной линейке равны по гео м етр и 
ческому сравнению, а не потому, что им отнесено число I.

3) См., например, принятый в недавнее время учебник с т е 
реометрии: К л о п с к и й  В. М. ,  С к о п е ц  3.  А..  Я г о д о в -  
с к и й  М. И. Геометрия 9 . — М.: Просвещение, 1975, где в к а ч е 
стве дополнения излагается аксиоматика Вейля.

21 А. Д . Александров, Н. Ю. Нецветаев



д а ж е  на четыре аксиомы (сделайте это). Можно 
было бы делить аксиомы на группы несколько иначе, 
например, относя аксиому деления плоскости к а к 
сиомам связи, поскольку в ней понятие равенства от
резков не участвует.

Разумно сравнивать системы аксиом по числу вхо
дящ их в них аксиом только в том случае, если раз
делить аксиомы, допускающие разделение; напри
мер, утверждение « у  отрезка есть два и только два 
конца»  делится на два :  у каждого отрезка есть 
д в а  конца; у  каждого  отрезка есть не более двух 
концов.

2. Более существенным является различие по а к 
сиомам, т. е. такое, когда системы аксиом отличаются 
хотя бы некоторыми входящими в них аксиомами по 
содержанию, а не просто по форме выражения. Так, 
например, получается, когда наша аксиома парал
лельных отрезков заменяется на аксиому параллель
ных прямых.

3. Варианты различия «по аксиомам» представ
л я е т  случай, когда системы аксиом отличаются «си
лой» условий, в крайнем случае, когда в одной си
стеме есть аксиома, выводимая из других, т а к  что 
заключенное в ней условие — лишнее, и такую  а к 
сиому можно исключить.

Интересный пример дает аксиома параллельных. 
Вместо нее можно требовать только, что существуют 
т а к а я  прямая а  и не леж ащ ая  на ней точка Л, что 
через эту точку проходит не более одной прямой, па
раллельной а. Отсюда, конечно, с помощью других 
аксиом, уж е  следует, что то ж е верно для любой 
прямой и любой не лежащей на ней точки. Совер
шенно так  ж е можно ослабить нашу аксиому парал
лельных отрезков, требуя только, что существуют т а 
кие точки Л, В, С, D, что отрезки АС, BD перпенди
кулярны АВ  и CD — АВ.

Аксиому деления плоскости можно заменить а к 
сиомой Паша, к ак  это и сделано выше.

Системы аксиом Д . Гильберта, Ф. Шура, Г. Вейля 
и модифицированная система аксиом А. В. Погорело- 
ва  изложены в книге: А л е к с а н д р о в  А. Д. Основа
ния геометрии. М.: Н аука ,  1987. Там ж е  дан обстоя
тельный очерк развития оснований геометрии.



Г л а в а  IV  

РАЗНЫЕ ГЕОМЕТРИИ

§ 1. Геометрия Лобачевского; ее модели

Геометрия Лобачевского строится на тех ж е  а к 
сиомах, что геометрия Евклида, с единственной з а м е 
ной аксиомы параллельных на противоположную:

Аксиома Лобачевского. На плоскости для  к аж до й  
прямой а через каждую не лежащую на а точку п р о
ходит по крайней мере две прямых, не пересекающих 
данную прямую а 1).

Поэтому в геометрии Лобачевского выполняю тся 
все теоремы евклидовой геометрии — планиметрии и 
стереометрии, — основанные на аксиомах за вычетом  
аксиомы параллельных. Но теоремы, связанные с этой  
аксиомой, заменяются существенно другими, которые, 
на первый взгляд, по большей части выглядят очень 
странно.

Здесь мы укаж ем  модель геометрии Лобачевского  
на плоскости и этим решим три задачи: 1 ) д о к а ж е м  
непротиворечивость геометрии Лобачевского на пло
скости; 2 ) докажем независимость аксиомы п а р а л 
лельных от других аксиом планиметрии; 3) п о к а ж е м  
наглядный смысл фактов геометрии Лобачевского, 
к ак  они представляются в модели, которая строится 
на обычной евклидовой плоскости, т. е., иначе говоря , 
в рамках  планиметрии.

Модель Пуанкаре геометрии Лобачевского. (Ф р а н 
цузский ученый Анри П уанкаре (1854— 1912)— к р у п 
нейший математик. Описываемая далее модель б ы л а  
предложена им в 1882 г.) Роль плоскости Л о б ач ев 
ского играет открытая полуплоскость; роль п р ям ы х  
выполняют содержащиеся в ней полуокружности с 
центрами на ограничивающей ее прямой и лучи, п ер 
пендикулярные этой прямой. Роль наложений в ы 
полняют композиции инверсий относительно этих

') Строго говоря, в изложенном виде аксиома Л о б а ч е в 
ского не является логическим отрицанием аксиомы п а р а л л е л ь 
ных прямых. Такое отрицание мож ет быть сф орм улировано  
следую щ им образом:

I Через некоторую точку п роходят две прямые, не п ересекаю 
щие некоторой третьей прямой.

С учетом остальных аксиом обе формулировки оказы ваю тся  
равносильными, как это станет ясно дальш е.



полуокружностей и отражений в лучах. Все аксиомы 
евклидовой геометрии здесь выполняются, кроме а к 
сиомы параллельных (рис. 3 2 ,а ) ,  тем самым в этой 
модели выполняется геометрия Лобачевского.

Опишем эту модель более подробно и докажем 
сказанное. Берем на обычной евклидовой плоскости 
какую-нибудь прямую р и ограниченную ею откры
тую  полуплоскость Р.  Прямую р назовем граничной 
прямой. Полуплоскость Р будет играть роль плоско
сти Лобачевского; мы будем называть ее «пло
скостью» в кавычках . Точками в модели будут точки

этой «плоскости», т. е. полуплоскости Р. За «прямые» 
в  модели принимаем, во-первых, содержащиеся в Р  
полуокружности, центры которых л еж ат  на гранич
ной прямой (рис. 32, а ) .  «Отрезок» АВ в модели — это 
д у га  такой полуокружности с концами А, В.

Подчеркнем, что конец «отрезка» не может быть 
концом полуокружности, представляющей прямую; ее 
концы исключены вместе с граничной прямой; «пло
ск о ст ь »— это откры тая полуплоскость. Точка «пря
мой» служит общим началом двух «лучей» — двух 
д у г  полуокружности ( с  исключенными концами). 
«У глом » назовем фигуру из двух «лучей» с общим 
началом, не содержащихся в одной «прямой»' 
(рис. 32, а ) . 1

Помимо указанны х «прямых» есть еще «прямые»— 
это полупрямые, перпендикулярные граничной пря
мой. Они являются пределами рассмотренных полу
окружностей (рис. 3 2 ,6 ) .  Когда центр полуокружно
сти удаляется по граничной прямой, а полуокружность 
проходит через данную точку, то она «распрямляется» 
и в пределе переходит в полупрямую. Поэтому мы

п 6
Рис. 32



дальше будем мыслить указан н ы е  полупрямые среди 
«прямых» модели в качестве полуокружностей, к а к  
«полуокружности бесконечного радиуса». Это позво
лит обойтись без скучных оговорок, касающихся этих  
полупрямых, причем, однако, следует помнить усл о в 
ность этого и быть готовым проверять утверж дения 
для таких «полуокружностей». («Отрезок» на такой  
«прямой» — это обычный отрезок, а «лучи» — один 
обычный луч, другой — отрезок с исключенным кон
цом на граничной прямой.)

Рассмотрим теперь в этой модели те аксиомы, 
в которые не входит понятие о равенстве отрезков 
и углов.

Аксиома параллельных д л я  прямых относится к  т а 
ким аксиомам. В данной модели она явно не вы п ол
няется: через точку А, не леж ащ ую  на «прямой» а,  
проходит бесконечно много «прямых», не имеющих 
с а общих точек (рис. 32, а ) ,

Все прочие аксиомы, говорящие о связи точек и 
отрезков или точек и прямых, о взаимном располож е
нии точек и прямых, здесь выполняются. Так, н а  
рис. 33 указано построение отрезка с данными к о н 
цами. Далее , возьмем полуокружность, представляю 
щую «прямую » в модели. Проведем прямую I, к а 
сающуюся этой полуокружности и параллельную г р а 
ничной прямой. Спроектируем полуокружность из е е  
центра на прямую / (рис. 3 4 ) .  Получим взаимно о д 
нозначное, сохраняющее порядок точек, соответствие 
м еж ду точками прямой и полуокружности, т. е. « п р я 
мой» модели. Все свойства, выраженные в акси ом ах , 
будут одни и те же. Они т а к ж е  очевидно выполнены 
на полупрямых, представляющих «прямые» м одели .

N

Р

Рис. 33 Рис. 34



Аксиома деления плоскости так ж е  выполняется. 
«П рям ая»  — полуокружность — делит плоскость на 
две области — внутреннюю и внешнюю. Это и бу
дут  «полуплоскости» в нашей модели. Из одной в дру
гую нельзя перейти по какой-либо дуге, не пересекая 
разделяющую их «прямую » — полуокружность.

Остается определить равенство «отрезков» и « у г 
лов» так, чтобы выполнялись соответствующие а к 
сиомы. Это мы сделаем , определив «наложение». Сна
чала определим «отражение в прямой». З а  «отраж е
ние в прямой» примем инверсию в той окружности, 
полуокружность которой представляет данная «пря
м ая» .  Если ж е  «п р ям ая »  — это полупрямая, перпен
дикулярная граничной прямой, то «отражением» в ней 
будет обычное отражение.

«Наложением» в модели называем любую компо
зицию «отражений». «Равными» считаем фигуры, в 
частности, «отрезки» и «углы», совмещаемые «нало
жением».

Это определение сразу приводит к выводу: углы, 
«равные» в модели, равны без кавычек — в обычном 
смысле. В самом деле, углы при инверсиях сохра
няются, т. е. преобразуются в равные, но они «равны» 
в модели по определению. Обратно: углы, «равные» 
в модели, — это те, которые преобразуются друг 
в друга «наложениями», т. е. инверсиями, и, стало 
быть, они равны в обычном смысле.

При инверсии в окружности с центром на гранич
ной прямой эта п р ям ая  и полуплоскость Р  отобра
жаю тся на себя. Поэтому содержащ аяся в Р полу
окружность с центром на граничной прямой отобра
ж ается  на такую  ж е  полуокружность. В модели это 
означает, что при «отражениях» «прямые» перехо
д ят  в «прямые». Очевидно, что т акж е  «лучи» перехо
д ят  в «лучи» и «отрезки» — в «отрезки».

Обратимся к откладыванию отрезков и углов в мо
дели. Понятия, относящиеся к модели, будем пред
варять знаком *.

Пусть даны точка А,  *луч а с началом А,  *отрезок 
А В  на этом *луче и *угол аЬ с вершиной А,  образо
ванный *лучом а  вместе с *лучом Ь. Пусть даны т ак 
ж е  точка А', исходящий из нее *луч а', и отмечена
* полуплоскость (2 , ограниченная *прямой, содержа
щей *луч а' (рис. 3 5 , а ) .  Нам нужно произвести *на



ложение, переводящее точку А в А', *луч а — в а' и 
*луч Ь — в *луч, лежащий в *полуплоскости <2 т ак ,  
что *угол, *равный аЬ, отложится от а' в эту *полу- 
плоскость.

Проведем прямую А А ', и пусть она пересекает 
граничную прямую р в точке О (рис. 3 5 ,6 ) .  Произ
ведем инверсию с центром О, которая переведет А  
в А'. *Луч а перейдет в *луч а"  с началом А', он об
разует с *лучом а' *угол а'а" ' ) .

а

А а

0_
й

Рис. 35

Проведем прямую  ̂ (без кавы чек) ,делящ ую  *угол 
а'а” пополам, и построим окружность с центром на 
граничной прямой, касающуюся прямой ц (кстати, 
укаж ите такое построение). Инверсия в этой о к р уж 
ности переведет *луч а" в а' (почему?). В смысле 
модели это значит, что *отражение в соответствую
щей *прямой переводит *луч а" в а ’. Таким образом, 
два  *отражения переводят точку Л в Л ' и *луч а — 
в а'. Вместе с *лучом вся содерж ащ ая его *прям ая 
а — полуокружность — переходит в *прямую а' — по
луокруж ность,— содержащую *луч а’ . *Полупло- 
скости, ограниченные *прямой а , отображаются на 
*полуплоскости, ограниченные *прямой а !. *Луч Ь, 
служащий стороной данного *у гла  аЬ, переходит 
в *луч Ь" с началом А'. Но он может оказаться не 
в той *полуплоскости, которая была заранее отмечена.

•) Если прямая А А ' параллельна граничной прямой р, то  
точка А  переводится в А ' отражением в прямой, перпендикуляр
ной р, т. е. *отражением в прямой, представляю щ ей п о луп р я
мую, перпендикулярную р.



Тогда нужно произвести еще *отражение в *прямой, 
содержащей *луч а', т. е. инверсию в окружности, со
держащей эту *прямую. При этом на самой *прямой 
а' ничего не происходит: все ее точки остаются непо
движными. И только *луч Ь" перейдет в *луч Ь, л еж а 
щий в указанной *полуплоскости.

Если на *луче а была отмечена какая-нибудь точ
ка В, и тем сам ы м  отмечен *отрезок АВ, то эта точка 
перейдет в определенную точку В' на *луче а' и 
*отрезок А В  — в *отрезок А'В' на этом *луче. Так 
мы получаем результат: на каждом *луче а' можно 
от его начала отложить *отрезок, *равный данному, 
т. е. для любого данного *отрезка А В  на данном 
*луче с началом А ' есть такая  точка В', что *отре- 
зок АВ  можно перевести в *отрезок А'В' путем Н а 
ложения.

Совершенно т ак  ж е то, что *луч Ь перейдет 
в *луч Ь', лежащ ий в нужной полуплоскости, что и 
*угол а'Ь' равен данному аЬ, позволяет утверждать:

От каждого *луча от его начала по данную сто
рону от *прямой, его содержащей, можно отложить 
*угол, равный данному.

Остается доказать , что *угол откладывается един
ственным образом, так  же, как  и *отрезок (или, по 
нашей аксиоме меньшего отрезка, отрезок, содержа
щийся в данном и не совпадающий с ним, не может 
быть равен ему).

Утверждение о единственности откладывания угла 
сводится, очевидно, к следующему:

Если *лучи Ь, с, исходящие из начала *луча а, об
разуют с ним равные углы и л еж ат  с одной стороны 
от него (в одной полуплоскости), то они совпадают.

Но *углы, равные в модели, равны в обычном 
«евклидовом» смысле, а для обычных углов сказан
ное, очевидно, верно. *Лучи Ь, с содержатся в окруж 
ностях с центрами на данной прямой р. Р аз  они об
разуют с *лучом а данный угол, то, значит, дана к а 
сательная к указанны м  окружностям в точке А. Но 
окружность с центром на данной прямой, касаю
щаяся другой прямой в данной ее точке, только одна. 
Значит, *лучи Ь, с совпадают. Итак, *угол отклады
вается единственным образом.

*Отрезок, *равный данному, т ак ж е  откладывается 
на данном *луче единственным образом. Действи



тельно, пусть *отрезок АВ, *равный данному, отло
жен на данном *луче а с началом А. Если бы можно 
было отложить другой *отрезок, АС, равный тому 
же, то это значило бы, что есть *наложение (отлич
ное от тождественного), отображающее *луч сам на 
себя. Оно отображает тогда на себя и всю содерж а
щую его *прямую — полуокружность а. Если ж е  *на- 
ложение переставляет *полуплоскости, ограниченные 
*прямой а, то добавив отражение в ней, можно до
биться того, что и полуплоскости эти будут отобра
ж аться  к а ж д а я  на себя.

В таком случае, ввиду сохранения углов, все 
*лучи, исходящие из точки А, будут  отображаться на 
себя. Значит, при такой композиции инверсий (и от
ражений в вертикальных лучах) все концы лучей на 
граничной прямой остаются на месте. Вместе с ними 
отображаются на себя все полуокружности с концами 
на граничной прямой, т. е. *прямые модели. Но к а ж 
дую точку можно получить в пересечении этих *пря- 
мых. Поэтому все точки отображаю тся на себя — 
«остаются на месте» — так  что рассматриваемое *на- 
ложение оказывается тождественным вопреки пред
положению.

Этим единственность отклады вания на данном 
луче отрезка, равного данному, доказан а .

На этом доказательство того, что в рассмотрен
ной модели выполняется геометрия Лобачевского, з а 
канчивается. Требование аксиомы меньшего отрезка, 
что в-ютрезок нельзя уместить ем у равный, заведомо 
выполн-яется при том, что уж е  доказано. Впрочем, до
казательство того, что оно выполнено, читатель мо
жет провести сам.

Описанную модель плоскости Лобачевского м ож 
но еще назвать конформной, поскольку в ней нало
жения представляются инверсиями — преобразова
ниями, сохраняющими углы.

М одель геометрии Лобачевского  в пространстве. 
Эта модель определяется аналогично модели на пло
скости.

За пространство принимается открытое полупро
странство Р. «Плоскостями» в нем сл уж ат  содерж а
щиеся в Р  полусферы с центрами на граничной пло
скости, а т ак ж е  перпендикулярные ей открытые по
луплоскости (рис. 36). За «п рям ы е»  принимаются



полуокружности, перпендикулярные граничной пло
скости (т. е. касательные к ним в концах перпенди
куляры  этой плоскости; центры их л еж ат  на гранич
ной плоскости), а т акж е  перпендикулярные ей лучи.

Роль «наложений» играют композиции инверсий 
в сферах с центрами на граничной плоскости и отра
жений в перпендикулярных ей плоскостях.

Проективная модель геометрии Лобачевского. Гео
метрия Лобачевского на плоскости представляется 
еще следующей моделью на обычной евклидовой 
плоскости.

Плоскость Лобачевского представляется внутрен
ностью круга  (рис. 37), прямые — хордами (с ис

ключенными концами, поскольку рас- 
/— сматривается только внутренность

/ круг а) .
/ __А Преобразования—отображения кру-

га на себя, переводящие хорды в хор- 
.-•''■у ды, — принимаются за наложения; так 

\  что равными считаются фигуры вну-
три круга, которые отображаются 

Рис. 37 одна на другую при таких преобразо
ваниях круга.

Преимущество этой модели в том, что прямые изо
бражаю тся очень наглядно: хордами — прямолиней
ными отрезками. Но зато в отличие от предыдущей 
модели угл ы  в смысле геометрии Лобачевского свя
заны с обычными евклидовыми углами очень сложно.

Геометрия Лобачевского в пространстве представ
ляется  аналогичной моделью. Пространством служит 
внутренность шара, прямыми — хорды с исключен



ными концами, наложениями — отображения ш ара на 
себя, переводящие хорды в хорды. Плоскости пред
ставляются внутренностями кругов, являю щ ихся пло
скими сечениями шара (это уж е  очевидно следует из 
того, что прямые изображаются хордами).

Указанную модель для плоскости и д л я  простран
ства мы назвали проективной, т ак  к ак  отображения, 
которые представляют здесь 
наложения, — это проективные 
преобразования соответственно 
круга и шара. Эта модель на
зывается так ж е  моделью Кэ- 
ли  — Клейна. Ее построил ан
глийский математик Кэли, но 
он не понял, что введенная им 
геометрия в круге и есть гео
метрия Лобачевского; это со
образил позже, в 1870 г., не
мецкий математик Клейн.

Модель геометрии Лобачев
ского на поверхности. О казы
вается, что геометрия Лобачев
ского реализуется на поверх
ностях постоянной отрицатель- Рис. 38 
ной кривизной: внутренняя
геометрия такой поверхности и есть геометрия Л о ба
чевского. Только не на всей плоскости, а на той ее 
части, которая может бы-ть представлена данной по
верхностью. Вместе с тем доказано, что не сущ ествует 
(в трехмерном евклидовом пространстве) никакой 
поверхности, которая своей внутренней геометрией 
представляла бы всю плоскость Лобачевского.

Во внутренней геометрии поверхности роль пря
молинейных отрезков играют кратчайшие линии (от
резки геодезических); роль наложений — такие ото
бражения фигур, содержащихся в поверхности, ко
торые сохраняют расстояния, измеряемые по этим 
кратчайшим линиям.

С амая известная из поверхностей постоянной от
рицательной кривизны — псевдосфера -— изображена 
на рис. 38.

Реализацию геометрии Лобачевского на поверх
ностях постоянной отрицательной кривизны устано
вил итальянский математик Бельтрами (в  1861 г .) .



Впрочем, еще за  30 лет до него это установил, соб
ственно, Миндинг — профессор университета в Дерпте 
(ныне Т ар ту ) ,  — но не понял этого.

§ 2. Факты геометрии Лобачевского

Аксиоматика геометрии Лобачевского полная — 
все ее модели изоморфны. Поэтому факты — теоремы 
этой геометрии можно наблюдать на любой модели.

Здесь мы укаж ем  ряд  фактов геометрии Лобачев
ского, которыми она отличается от геометрии Евкли
д а ,  преж де всего на плоскости. Мы иллюстрируем их 
на конформной или проективной модели.

1. По аксиоме Лобачевского на плоскости через 
точку А, не лежащ ую  на прямой а, проходит по край
ней мере две прямые, не пересекающие а.

Рис. 39

Если АВ  — перпендикуляр из А  на прямую а, то 
п р ям ая  Ь, проходящая через А перпендикулярно АВ  
(рис. 3 9 , а ) ,  заведомо не пересекает а (что доказы 
вается  т а к  же, к ак  в евклидовой планиметрии). По
этому в силу аксиомы Лобачевского есть прямая, про
ходящ ая  через А и образующая с АВ  с одной сто
роны острый угол, но не пересекающая прямой а. 
Пусть а  — точная нижняя граница таких углов. Пря
м ая  с, проходящая под таким углом к АВ, все еще 
не пересекает а. (Так как  иначе через А проходила



бы прямая, пересекающая а в более далекой  точке
и, стало быть, образующая с А В  больший угол.) В то 
ж е  время любая прямая, проходящая через А  и об
разующая с А В  угол, меньший, чем а ,  у ж е  пересе
кает а. Т акая  прямая с в геометрии Лобачевского 
называется параллельной  прямой а. Острый угол  а ,  
который она образует с перпендикуляром А В ,  н азы 
вается углом параллельности. По симметрии есть вто
рая прямая с', параллельная а, образую щ ая с А В  
угол а  с другой стороны. Эти прямые неограниченно, 
асимптотически приближаются к прямой а с одной 
и другой стороны, т. е. к одному ее лучу и к другом у.

В конформной модели эти прямые изображ аю тся 
окружностями, касающимися окружности, изобра
жающей прямую а, в 
точках на граничной 
прямой (рис. 39 ,6 ) .
В проективной модели 
параллельные прямые 
изображаются хордами 
с общим концом 
(рис. 39, б ) .

Угол параллельно
сти а  зависит от рас
стояния И =  \АВ\. С ростом й он убы вает и стремится 
к  нулю, как  видно на конформной модели (рис. 40).
Имеет место формула Лобачевского ~ 2  — е нк, гДе

& зависит от единицы измерения длины.
2. В геометрии Лобачевского не выполняется наша 

аксиома параллельных отрезков: если равные отрезки 
А С  и ВО проведены перпендикулярно о тр езку  А В  
в одну сторону от него, то С Б ф А В .  Более того, з а 
ведомо СБ  >  АВ ,  и с увеличением длин отрезков 
АС, ВБ  расстояние СИ неограниченно растет . Это 
значит, что прямые А С  и ВО  с общим перпендику
ляром А В  неограниченно расходятся в обе стдроны. 
Выполняется д а ж е  следующее.

Пусть прямая а перпендикулярна отрезку А В  в его 
середине. Тогда прямые, ей перпендикулярные и пе
ресекающие ее достаточно далеко от А В ,  не пересе
кают прямых АС,  ВО — леж ат в полосе м е ж д у  н и ш .

Это видно на проективной модели (рис. 4 1 ) .  Из 
симметрии относительно диаметра к р уга  ясно, что



хорда, перпендикулярная диаметру, изображает пря
мую, перпендикулярную прямой, изображаемой ди а
метром. Поэтому на рисунке хорды Ь, с — это пря
мые, перпендикулярные а. Посмотрите, как  это вы-

перпендикуляр и бесконечно расходятся друг от друга 
в  обе стороны, либо они параллельны и расходятся 
в  одну сторону, а в другую — асимптотически сбли
ж аю тся .

5. Из сказанного в 4 следует, что никакие две пря
м ы е не располагаются на постоянном расстоянии друг

от  д р уга .  Линия, проходящая на постоянном расстоя
нии от прямой — выпуклая кривая; она называется 
эквидистантой. При сдвиге вдоль прямой точки пло
скости, не лежащей на этой прямой, перемещаются 
по эквидистантам.

6 . Сум м а углов треугольника не равна л; она 
в с е гд а  меньше на величину, пропорциональную пло
щ ади  треугольника: а  +  р +  7  =  я  — ЬРБ, где к зави
сит от единицы измерения длины.

раж ается  в конформной мо
дели.

3. Во всяком сколь угодно 
малом угле (как  части плоско
сти) содержатся прямые, не
пересекающие его сторон. 
В частности, среди таких пря
мых есть и прямые, перпенди
кулярные биссектрисе. Это т а к 
ж е  видно на моделях (рис. 42).

Рис. 41
4. Если две прямые не пе

ресекаются, то они либо имеют, 
и притом единственный, общий

а ©
Рис. 42



7. Не существует треугольников сколь у го дн о  
большой площади. (Это у ж е  еГледует из преды дущ его :
т а к  как  а  +  р +  у >  0 , то k2s <  л, s <  )

8 . Нет подобных треугольников; если у  д в у х  тр е 
угольников углы равны, то треугольники равны . По
этому существует «абсолю тная» единица длины, оп
ределяемая самой геометрией, например, сторона р а в 
ностороннего треугольника с суммой углов 4р .

9. Длина окружности I не пропорциональна р а 
диусу г, а растет быстрее: / =  (ekr — e~kr) =

=  2л- -j^-shkr, где k — постоянная, у к азан н ая  вы ш е
(k r — безразмерная величина), и sh обозначает гипер
болический синус.

10. Предел бесконечно растущих окружностей, к а 
сающихся данной прямой в данной точке, — не эта  
прямая, а особая кривая, назы ваемая орициклом  (или 
предельной окружностью).

11. Через три точки, не лежащие на одной п р я
мой, проходит либо окружность, либо орицикл, либо 
эквидистанта.

Геометрия Лобачевского связана с евклидовой 
тем, что во всякой достаточно малой области  на 
плоскости Лобачевского приближенно вы полняется  
геометрия Евклида, тем точнее, чем меньше область . 
Если за такую область взять  круг радиуса г, то  отно
сительное отклонение от линейных соотношений ев
клидовой геометрии будет порядка (k r)2, к а к  в фор
мулах для суммы углов треугольника и длины о к р у ж 
ности (убедитесь из разложения в ряд ) .

§ 3. Многомерное евклидово пространство

Многомерное евклидово пространство у ж е  было 
рассмотрено в гл. V  ч. 3. Оно определяется геом етри 
ческими аксиомами, аналогичными аксиомам стерео
метрии; эти аксиомы изложены такж е в §  6  гл . I. Но 
совершенно так  же, к а к  была сформулирована в §  2 

гл. III «координатная аксиоматика» планиметрии и 
стереометрии, можно сформулировать координатную 
аксиоматику л-мерного евклидова пространства. 
Она состоит, можно сказать ,  в том, что сказан н о е



в  теоремах 1, 2 § 1 гл. V  ч. 3 принимается в качестве 
аксиом . Итак, формулируем.

Координатная аксиоматика я-мерного евклидова  
пространства.

О с н о в н ы е  е е  о б ъ е к т ы  — точки.
Аксиомы.
1 . Каждой точке М соответствует определенная 

( единственная) последовательность п чисел (х 1 ,х 2, . . .  
. . . ,  хп) — «координаты точки М», так что каж дая по
следовательность (х\, х2, . . . ,  хп) соответствует ка
кой-либо точке. Тем самым между точками и после
довательностями  (по п чисел) есть взаимно однознач
ное соответствие.

2. Каждой паре точек М ..........хга), М' ( * ' ............ л:')
поставлено в соответствие число

1ММ'\ =  Л/(х1 - х ' 1у +  . . .  + ( х п - х ' пу  (1)

—  численное расстояние меж ду точками.
3. Геометрическими считаются такие и только та

кие соотношения, которые определяются расстоянием 
м еж ду точками и сохраняются при умножении рас
стояний на один и тот же, но любой положительный 
множитель.

С помощью расстояния определяются отрезки, так  
ж е  к а к  это сделано в случае планиметрии, т. е. при 
п =  2 (в § 2, гл. I). Равенство отрезков определяется 
равенством расстояний м еж ду концами. Вместе с от
р езкам и  определяются прямые (так  ж е к ак  это сде
л ан о  в § 7 гл. I о фигурах). Наконец, определяются 
плоскости, например, так . Плоскость, проходящая че
рез  две  пересекающиеся прямые а, Ь, есть объедине
ние всех прямых, пересекающих обе прямые а и Ь, но 
в разных точках, с добавлением точки пересечения.

Таким образом, все основные понятия ГА — гео
метрической аксиоматики, изложенной в § 1, гл. V,
ч. 3 , — оказываются определенными с помощью рас
стояния. После этого доказывается, что при ук а за н 
ном их определении выполняется все сказанное в а к 
сиом ах  ГА (доказательство мы не даем, оно будет 
намечено в конце этого параграфа). С другой сто
роны, аксиомы КА — координатной аксиоматики — 
следую т из ГА, к а к  теоремы 1, 2 § 1 гл. V ч. 3. Таким



образом, обе системы аксиом — геометрические и ко 
ординатные — равносильны.

В КА основными — заранее не определимыми — 
объектами являются только точки. Если ж е  точку  
отождествить с набором ее координат, то ничего не 
определяемого не останется и мы получим числовую 
модель аксиоматики «-мерного евклидова простран
ства. Наличие такой модели доказы вает  непротиворе
чивость этой аксиоматики и в этом смысле — с у щ е 
ствование «-мерного евклидова пространства в к а ч е 
стве непротиворечиво мыслимого объекта (в м ер у  
того, насколько непротиворечива теория вещ ествен
ных чисел, из которых модель строится).

Введение координат в п-мерном евклидовом про
странстве доказывает, так ж е  к а к  в случае планимет
рии, что все возможные модели этого пространства 
(с данным п) изоморфны координатной модели. Т ем  
самым аксиоматика «-мерного евклидова простран
ства полная.

Замечание. Исторически понятие о многомерном 
пространстве возникло из той идеи, что можно м ы с 
лить пространство, в котором точка определяется не 
тремя, а большим числом координат. Соответственно 
координатное определение «-мерного пространства 
было первым, и вопрос о его непротиворечивости не 
стоял.

Групповое определение евклидовой геометрии.
Из того, что соотношения евклидовой геометрии в ы 
ражаю тся через расстояния, взятые с точностью до 
общего множителя, следует, что все эти соотношения 
сохраняются при любых отображениях, при которых 
расстояния только умножаются на одно и то ж е  чис
ло. С другой стороны, если некоторое соотношение 
сохраняется при любых таких  отображениях, с о х р а 
няющих расстояния с точностью до мнoжитeля¡ то 
оно от них только и зависит.

Таким образом, можно сказать , что евклидовой 
геометрии принадлежат все те-и только те соотнош е
ния, какие сохраняются при указанных преобразова
ниях ,— при которых все расстояния только у м н о 
жаю тся на общий множитель, или, что равносильно, 
сохраняются отношения расстояний. Такие п реобра
зования пространства образуют группу (уж е  в с в я зи  
с наложениями было отмечено, что обратимы е



отображения любого множества на себя, что-либо в 
нем сохраняющие, образуют группу). В планиметрии 
и стереометрии это преобразования подобия. Такое на
звание переносится в л-мерную геометрию. Поэтому 
можно сказать : евклидова геометрия любого числа 
измерений имеет своим предметом свойства фигур, 
сохраняющиеся при подобных преобразованиях или, 
как говорят, инвариантные относительно группы по
добных преобразований.

По первой координатной аксиоме каждой точке 
отнесен набор чисел — ее координат х\, х2, . . . ,  хп, и 
точки различаются координатами. Преобразование 
сопоставляет точкам  (х\, . . . ,  хп) точки (уи . . . ,  у п). 
Оно, стало быть, изображается преобразованием ко
ординат:

У\ =  /1 (*ь  • ■ •» * « ) .......... Уп =  /* (хи . . . .  *„). (2)
Условие состоит в том, что это преобразование 

может придавать расстоянию только множитель. Вме
сто расстояния можно, конечно, взять подкоренное 
выражение

(*, -  +  • • • +  к  -  О 2. (3)
и тогда условие приводится к тому, что должно быть

{ух- у [ ) 2+  . . .  + ( у „ - < ) 2=

=  Ч ( * 1 - ^ ) 2+  ••• + ( хп ~ хп)2] ’ (4)
где % зависит не от координат, а только от самого 
преобразования.

Теперь мы можем сформулировать:
Групповые аксиомы евклидова пространства.
1. Точки находятся во взаимно однозначном соот

ветствии с наборами чисел х и . . . ,  хп — их координат.
2. Геометрическим считается всякое выраженное 

в координатах соотношение, сохраняющееся при всех 
тех преобразованиях (2 ), при которых выполняется 
равенство (4 ).

Другими словами, геометрические — это те соот
ношения, которые инвариантны относительно группы 
подобий — преобразований (2) с условием (4).

Какие это преобразования — рассказывается в 
курсе алгебры. Т ак  ж е  как на плоскости и в трехмер
ном пространстве, это — ортогональные преобразова



ния с добавлением умножения на любое число, отлич
ное от нуля. То есть преобразования вида

Уу — А, {аиХх +  . . .  +  а ых п) +
.......................................................... (5)

Уп =   ̂(атХ\ +  +  аппхп) -+- Ьп

с условиями: сумма квадратов коэффициентов а,* 
в каждой строке равна единице, а суммы произве
дений одноименных коэффициентов из разных строк 
равны нулю:

а2к1+  + < = !  ( й = 1 , 
(6)а пак1 +  ■ • ■ +  а1пакп = =0 (г ф  6 ; г, к =  1 , . . ., п).

Аксиому 2 можно формулировать так :
2. Евклидовой геометрии принадлежат те и только 

те соотношения, которые инвариантны относительно 
группы подобий, т. е. преобразований вида (5) с у сло 
виями (6 ).

План построения геометрии на координатных а к 
сиомах. Рассмотрим «-мерное евклидово пространство 
с координатными аксиомами. К а ж д а я  точка опреде
ляется своими координатами (хи . . . ,  хп).

Подобно тому, как это можно сделать в стерео
метрии, определим конкретные векторы как  упорядо
ченные пары точек: А — начало, В — конец вектора 
■—---►
АВ.  Координаты вектора определяются как  разности 
координат конца и начала: х ^ — х  ̂ и т. д. Векторы 
равны, если равны их координаты: равные векторы — 
пары точек — являются представителями одного « а б 
страктного» вектора, который полностью характери
зуется координатами: а =  <аь . . . ,  а п>. (Не путать  
векторы с точками!)

Сложение векторов, умножение на число и с к а 
лярное произведение определяем формулами

а  +  Ь =  (а{ Ьь . . . ,  ап -{-Ьп),
Ха =  {Хаи . . . ,  Ал„), а 6 ==а16 1-(- . . .  +  апЬп.

Из последнего равенства следует , если положить 
•>

а& =  | ( ( а + 6)2 - « 2 - Ь 2) .

аа — а 2 и т. п.,



Тем самым скалярное произведение выражено через 
расстояние.

Если Х\, х п —  координаты точки М, то с ней 
связываем ее «радиус-вектор» с ее координатами г —

(Л-1, . . . , Ха).
Прямая, проходящая через точку с радиус-векто

ром х0, есть множество точек с радиус-векторами

*  =  л:0 +  а/, — о о < / < 4 - о о ,

а — направляющий вектор.
Плоскость можно задать ее точкой х0 и двумя не- 

коллинеарными друг  другу векторами а, Ь\ точки пло
скости имеют радиус-векторы

*  =  *0  +  а/ +  б5, —  оо < / ,  5  <  ОО. (7)

По векторам а, Ъ можно определить взаимно перпен
дикулярные единичные векторы

В ы раж ая  в (7) а  и 6 через е\ и е2, получим

*  =  *о +  е\1\ +  е4г-

Этим на плоскости введены прямоугольные коор
динаты t\, t2 (с основными векторами е2 и с нача
лом в точке Хо) .  С помощью этих координат убеж 
даемся, что на плоскости выполняется планиметрия.

Теперь у ж е  нетрудно проверить, что в простран
стве, определенном координатными аксиомами, вы
полняются геометрические аксиомы.

§ 4. Групповой принцип оснований геометрии

Наряду с евклидовой геометрией, которая состав
ляет наш главный предмет, во II и III частях и Ha? 
стоящей главе мы встретились, хотя и кратко, со сфег 
рической геометрией, с аффинной геометрией, с про
ективной и круговой геометриями и с геометрией 
Лобачевского. В общем — шесть разных «геометрий», 
причем все они обобщаются на произвольное число 
измерений. Однако при всем разнообразии их объеди
няет общий принцип, который может быть положен 
в их основание.



К аж д ая  из этих геометрий имеет своим предметом 
свойства фигур, сохраняющиеся при тех или иных 
преобразованиях. Эти преобразования пространства 
образуют соответствующую группу, т а к  что общее ос
нование указанных систем геометрии можно вы р а
зить так : в каждой из них изучаются свойства фигур, 
инвариантные относительно преобразований соответ
ствующей группы.

В евклидовой геометрии изучаются свойства фи
гур, сохраняющиеся при подобных преобразованиях, 
в сферической — при поворотах сферы. Предмет аф
финной геометрии составляют свойства, сохраняю
щиеся при аффинных преобразованиях, т а к  ж е  к а к  
в проективной геометрии изучаются свойства, сохра
няющиеся при проективных преобразованиях; в к р у 
говой геометрии — свойства, сохраняющиеся при 
преобразованиях, порождаемых инверсиями, включая 
отражения в плоскостях (как  инверсии в «сферах бес
конечного ради уса» ) .  Наконец, к геометрии Лобачев
ского относятся те свойства фигур, которые сохра
няются при наложениях в смысле этой геометрии; 
они были представлены в модели с помощью инвер
сий (§§ 1 , 2 ).

Во второй части предыдущего параграфа было 
дано формальное определение евклидовой геометрии 
произвольного числа измерений с точки зрения у к а 
занного группового принципа. Аналогично можно оп
ределить аффинную геометрию п измерений двумя 
условиями — аксиомами.

О с н о в н ы е  е е  о б ъ е к т ы  — т о ч к и .  Аксиомы 
следующие.

1. Точки находятся во взаимно однозначном соот
ветствии с наборами чисел дсь . . . ,  х„ — их координат.

2. Аффинной геометрии принадлеж ат те и только 
те соотношения, которые сохраняются при любых пре
образованиях, представляющихся в координатах как 
линейные, т. е. если точка (хи . . . ,  х„) переходит 
в точку (г/1, . . . ,  Уп),то

у , — а иХ1 -Ь . . .  +  а 1пхп +  Ьх,

Уп == ап.\Х\ +  • • • +  аппх п +  Ьп.
Поскольку преобразование по понятию обратимо, то 
эти формулы, должны быть обратимы  — так что опре



делитель из коэффициентов не равен нулю. Эти пре
образования образую т «аффинную группу», и пред
мет аффинной геометрии составляют ее инварианты.

Аналогично можно определить проективную гео
метрию п измерений, пользуясь однородными коорди
натами. Точка определяется п +  1 однородными ко
ординатами х\, . . . ,  хп+ь Преобразование изобра
жается однородными линейными формулами с опре
делителем, отличным от нуля, как  записано для п — 2 
в § 4 гл. III.

Эти преобразования образуют «проективную груп
пу» п измерений, и предмет проективной геометрии 
составляют ее инварианты.

Представлять подобным образом в координатах 
круговую геометрию и геометрию Лобачевского мы 
здесь не будем.

Отметим, что для  того, чтобы инверсии «действо
вали» в пространстве (как и в плоскости) взаимно 
однозначно, его нужно дополнить бесконечно удален
ной точкой. Поэтому преобразования, порождаемые 
инверсиями, заведомо нельзя представить в обыч
ных координатах (к ак  и проективные преобразования 
изображаются не в обычных, а в однородных коор
динатах) .

§ 5. Геометрия теории относительности

Н аряду с евклидовой геометрией рассматривают 
«псевдоевклидову геометрию». В координатах, когда 
точка определяется набором координат, с точки зре
ния группового принципа, изложенного в предыду
щем параграфе, это выглядит так.

Предмет евклидовой геометрии составляют инва
рианты преобразований, сохраняющих, с точностью до 
множителя, сум м у  квадратов разностей координат 
двух точек, т. е. обозначая разность буквой А —  
дельта:

(A* , ) 2 +  (A*2)2+  . . .  + (А х п)2. (I)

Предмет ж е псевдоевклидовой геометрии п изме
рений составляю т инварианты преобразований, кото
рые сохраняют, с точностью до множителя, величину



или вообще такую величину V, в выражение которой 
входит некоторое число тп квадратов со знаком ми
нус. Соответственно псевдоевклидова геометрия мо
жет быть в разных вариантах по числу отрицательных 
квадратов в выражении, которое сохраняется с точ
ностью до множителя ' ) .

При числе измерений п >  2, т. е. исключая слу
чай плоскости, это оказывается равносильно сохра
нению равенства V =  0. В частности, при одном от
рицательном квадрате, как в формуле (2 ) ,  это озна
чает сохранение равенства

(А*,)2 +  . . . +  (Д*п_ ,)2 -  (АХ п ) 2 =  0. (3)
Ограничимся этим случаем с одним отрицательным 
квадратом при числе измерений п — 4 (почему так  — 
будет ясно дальш е). Соответствующую псевдоевкли- 
дову геометрию можно определить так .

О с н о в н ы е  е е  о б ъ е к т ы  — точки.
Аксиомы или определяющие условия:
1. Каж дая точка задается упорядоченным набо

ром четырех чисел — координат х, у, г, t так, что ме
жду точками и всевозможными такими наборами 
есть взаимно однозначное соответствие.

2. Геометрический смысл имеют те и только те со
отношения, которые сохраняются при любых преобра
зованиях, не нарушающих равенства

(Ах)* +  (Ау)2 +  (Д2)2 -  (АО2 -  0, (4)

для любых двух точек, для которых оно выполняется.
Геометрия теории относительности. Обратимся от 

отвлеченно мысленных отношений геометрии к реаль
ной действительности, как мы можем ее себе пред
ставить в согласии с физикой.

Мир представляет собою множество событий, а 
событие характеризуется местом и временем, где и 
когда оно происходит. Место определяется тремя

’ ) Преобразование, сохраняющее какую -либо величину Р, 
сохраняет, очевидно, — Р. Поэтому преобразование, сохраняю
щее с точностью до множителя величину У с т  отрицательны
ми квадратами, сохраняет и величину — V с п —  т  отрицатель
ными квадратами. П оэтому псевдоевклидова геометрия, соответ- 
ствущ ая обоим случаям, — одна и та же. Соответственно, число 
возможных псевдоевклидовых геометрий п измерений равно п/2 
при четном п и (п —  1)/2 — при нечетном п.



координатами х , у , г, время события определяется по 
п ромеж утку  времени t, прошедшему от некоторого 
начального момента. Таким образом, каждому собы
тию соответствует свой набор четырех чисел х, у, г, 
£ — четыре координаты, три пространственные х, у, г  
и одна временная I. Мир имеет четыре измерения.

Координаты х, у, г мы представляем как  прямо
угольные, т а к  что расстояние г между двумя ме
с т а м и — точками (хь у 1, г\), (х2, у 2, г2) — выражается 
формулой

Г =  V  (*1 — Х2)2 +  (у1 — у 2)2 +  (2 , — г2)2. (5)

От одних событий к другим, от одного места к дру
гому распространяется свет, и вообще какое бы то 
ни было электромагнитное излучение — оно ж е по
ток фотонов. Д ля  краткости будем говорить, как  это 
принято, о свете.

Если скорость света обозначить с, то расстояние 
г, пройденное светом от момента /0 Д° момента /, бу
дет

г  =  С (/ — /0) .  ( 6 )

Поэтому закон распространения света от события 
(хо, уо, 20, to) — от вспышки в месте (х0, у0, г0) в мо
мент времени /0, представляется, в силу формулы (5), 
так :

л/(* — *о)2 +  (У ~  Уо)2 +  (г — 2о)2 =  с {I — /0). (7)

Возводя в квадрат  и обозначая разности буквой Д, 
получим закон распространения света в виде

(Ах)2 +  (Лг/)2 +  (Л2)2 -  с2 (А/)2 =  0. (8)

Во всех -этих выводах имеются в виду такие про
странственно-временные координаты х, у, г , (, в кото
рых распространение света представляется как  про
исходящее с постоянной скоростью во всех направ
лениях. Р азны е системы координат могут быть свя 
заны с разными телами, движущимися различным 
образом, и распространение света относительно них 
может выглядеть  по-разному, подобно тому, как  по- 
разному выглядит движение одних тел относительно 
других, к а к  мимо пассажиров «плы вут» дома.

Но можно считать твердо установленным, что си
стемы координат, в которых закон распространения



света представляется формулой (7) или (8 ) ,  сущ е
ствую т1). Назовем их лоренцевыми по имени физика 
Г. Лоренца, нашедшего формулы преобразования т а 
ких координат. Эти координаты связаны с так  н азы 
ваемыми инерциальными системами, по отношению 
к которым выполняется «закон инерции»: тело, не 
испытывающее воздействий, движется относительно 
этой системы прямолинейно и равномерно.

Д ля инерциальных систем выполняется ф ундамен
тальный закон природы — п р и н ц и п  о т н о с и т е л ь 
н о с т и :  по отношению к таким системам явления  
одной и той же природы протекают одинаково. (К а к  
для пассажиров в равномерно летящем самолете все 
происходит в самолете так, к ак  если бы он стоял на 
земле.)

Но не вдаваясь  в эти выводы физики, можно вы 
сказать принцип относительности просто в его м ате 
матическом выражении:
' Законы физики выражаются одинаково во всех ло- 
ренцевых системах координат. Эти координаты х а 
рактеризуются тем, что в них распространение света 
представляется формулой (8 ) .  Поэтому п р и н ц и п  
о т н о с и т е л ь н о с т и  м о ж н о  в ы р а з и т ь  т а к :

Выражения законов природы инвариантны при 
преобразованиях одной системы лоренцевых коорди
нат в другую, т. е. по отношению к таким преобразо
ваниям, которые оставляют неизменной ф ормулу за 
кона распространения света (7).

Этот ж е закон выражается формулой (8 ) ,  а если 
выбрать единицы измерения так , чтобы скорость света 
была с =  1 , то формула (8 ) приобретает вид:

(Ах)2 +  (А/у)2 +  (АгГ -  (АО2 =  0. (9)

Теперь подведем итог.
;К 1. Мир есть множество событий, и каж дое собы
тие задаетея четырьмя координатами х, у, г, I, при
чем существуют такие координаты — «лоренцевы», 
в которых закон распространения света вы раж ается  
формулой (9).

2. Выполняется принцип относительности, как он 
только что был сформулирован.

! ) Понятно, как д л я  каждого закона физики, сказанное 
верно лишь приближенно; однако с большой степенью точности.



Сравнив это с определением псевдоевклидовой 
геометрии, связанной с формулой (4), можно видеть 
полное совпадение.

В геометрии — в структуре мира основные объ
е к т ы — это события, подобно точкам.

Законы этой структуры, подобно аксиомам гео
метрии, следующие.

1. Каж дому событию можно сопоставить четыре 
координаты, х, у, г, t, так что меж ду событиями и на
борами координат устанавливается взаимно однознач
ное соответствие.

2. Объективный физический смысл имеют только 
те соотношения, которые сохраняются при любых 
преобразованиях, не нарушающих равенства ( 9 ) 1) .

Понятно, в законы физики входят разные физи
ческие величины помимо координат х, у, г, t, и они 
должны тож е соответствующим образом преобразовы
ваться . Но ограничимся тем, что может быть вы ра
жено в одних координатах (к ак  например, какой- 
нибудь закон движения материальной точки, когда 
ее координаты х, у, г  оказываются функциями . 
В координатах выражаются пространственно-времен
ные соотношения. И вывод, который мы получили, со
стоит в том, что общая структура таких соотноше
ний— пространственно-временная структура м и р а—- 
есть структура, или, другими словами, геометрия че
тырехмерного псевдоевклидова пространства.

§ 6 . Риманова геометрия и другие

Риманова геометрия, или, что то же, геометрия 
римановых пространств, представляет собой обобще
ние внутренней геометрии поверхностей на произволь
ное число измерений и так  ж е относится к я-мерной 
евклидовой геометрии, как  внутренняя геометрия по
верхностей— к геометрии на плоскости. Она названа 
по имени ее создателя Римана 2).

') Э ти преобразования можно назвать «общими преобразо
ваниями Лоренца», в отличие от специального их вида, к кото
ром у обычно применяют название «преобразования Лоренца».

2) Б ернхарт Риман (1826— 1 8 6 6 ) — немецкий математик, 
один из величайших математиков 19-го века; ему принадлежит 
р яд  ф ундаментальны х идей и результатов в разных областях  
математики. В 1854 году он прочел в Гёттингенском универси



Внутренняя геометрия поверхности определяется 
длинами кривых на ней, поэтому, с точки зрения своей 
внутренней геометрии, поверхность — это двумерное 
многообразие, в котором определены длины кривых, 
причем длина гладкой кривой вы раж ается  интегра
лом  ̂ ¿ я  от «линейного элемента» «¿у. Это соответ
ствует тому, что длины измеряются к ак  бы «беско 
нечно малыми ш агами» ¿я, — сумма их вдоль кривой 
и дает ее длину (так  пояснял сам Риман).

На гладкой поверхности во введенных на ней ко
ординатах квадрат линейного элемента в ы р а 
жается  как  квадратичная форма от дифференциалов 
координат — первая квадратичная форма поверхности.

Чтобы определить, что такое риманово простран
ство, достаточно перенести сказанное на п измерений.

Риманово пространство — это многообразие, в ко
тором определены длины кривых, причем длина кри
вой выражается интегралом  ̂ (1$ от «линейного эле
мента» ¿я. Это соответствует тому, что длины изме
ряются как  бы «бесконечно малыми ш агами» йэ\ с у м 
ма их вдоль кривой и дает ее длину 5 ==  ̂ йэ.

В координатах Х\, . . . ,  хп, введенных в многооб
разии или в его области, квадрат  линейного элемента 
йя2 выражается к ак  квадратичная форма от диффе
ренциалов координат:

П

^ 2=  X  ё1к^х1йхк, (1)
г. £ -1

где коэффициенты Циг являются непрерывными функ
циями точки—-ее координат Х \ ,  х п ', при этом

— Форма (1) положительная, т. е. принимает 
только положительные значения, кроме того случая , 
когда (1х\ =  . . .  =  йхп =  0 .

Задание с̂ 2 формулой (1) значит следующее. 
Если в многообразии или в некоторой его области,

тете лекцию «О гипотезах, леж ащ их в основании геометрии». 
В ней он ввел общее понятие о пространстве в м атем атике, 
включая функциональные пространства, указал  основы общ ей  
теории пространств с измерением длин, включающей риманову  
геометрию, и указал  на ее возможную связь с физикой. Л ек ц и я  
эта была опубликована только после его смерти, в 18 68  г.



где расположена кривая, введены координаты Х\,
. . . ,  х п, то кривая мож ет , быть задана параметриче
скими уравнениями

Предполагается, что эти функции имеют непрерыв
ные производные. Тогда, приняв для этих производ

ил
ных обозначение можно из ( 1 ) получить
выражение для элемента длины ¿ 5  данной кривой:

Т ак  к а к  коэффициенты g^k суть непрерывные функ
ции координат XI, . . . , х п, а на кривой л:! == ^(^) 
и т. д., то gik оказываются непрерывными функциями 
I, т а к  ж е  к ак  хь  . . . ,  х„. Поэтому интеграл имеет 
обычный смысл и сущ ествует1).

Т а к  ж е  к ак  на поверхности, расстояния в рима- 
новом пространстве м еж ду двум я  точками М, N мож 
но определить к ак  точную нижнюю границу длин

кривых МЫ,  соединяющих эти точки. Это будет

длина кратчайшей из кривых МЫ , если кратчайшая 
существует. Во всяком случае у  каждой точки есть 
т а к а я  окрестность, что любые две ее точки можно со
единить кратчайшей. Кратчайшие играют в римано- 
вой геометрии роль отрезков. Кривая, которая ока-

*) Риман ввел понятие о более общих пространствах, в ко
торы х такж е определены длины кривых, выражающиеся интег-

не обязательно  корнем из положительной квадратичной формы 
о т  дифференциалов координат йх\, . . . .  Лг„, а любой их поло
ж ительной функцией, зависящей такж е от точки — от самих 
координат, ¿5  =  ((хг, ¿х ¡) =  } (х и . . . ,  х п; <1х\, йхп) , причем
эта функция однородная относительно ..........йхп, т. е.
{(Х 1\ 'КйXI) =  | Л-1/(л:;; (1x1), что и позволяет представить дли ну  
интегралом.

*1 =  /1 (0....... (0; *е  К  М

и длина кривой представится интегралом:
* I / п

р алом от линейного элемента ¿5. Но представляется



зывается кратчайшей на каж дом  достаточно м ал о м  
участке, называется геодезической, так  ж е к а к  на 
поверхностях. Но большие дуги геодезических м о гут  
и не быть кратчайшими, как ,  например, дуги б о л ь 
ших кругов на сфере, большие полуокружности.

В малой окрестности любой точки геометрия ри- 
манова пространства мало отличается от евклидовой: 
тем меньше, чем меньше окрестность. Это основано 
на том, что преобразованием координат можно при 
вести квадратичную форму ёиг йхк в данной 
точке к виду £  йх\, т. е. к  квадрату  линейного э л е 
мента евклидова пространства в прямоугольных ко 
ординатах. Вблизи данной точки линейный элем ен т  
¿ 5  будет поэтому мало отличаться от евкли дова
л / Г  йх\. Поэтому и геометрия в окрестности б уд ет  
близка к евклидовой.

Точнее это можно выразить следующим образом .
В «-мерном римановом пространстве в окрестно

сти любой данной точки О можно ввести таки е  ко 
ординаты х\, . . . ,  хп, что расстояние \MN\_ м е ж д у  
любыми двумя точками М, N этой окрестности можно 
представить формулой

I МЫ ] =  л/(А*,)2+  + (Л *„)2' +  е, (2)

где АлГ], Ахп — разности координат точек М, Ы, 
а е таково, что — > 0, когда точки М, N прибли
жаю тся к О.

Начало координат можно взять в точке О и о бес
печить, что кратчайшие — геодезические линии, про
ходящие через нее, — будут представляться к ак  п р я 
мые уравнениями вида

х 1 =  а^ , . . ., хп =  апз. (3)

1 Длина отрезка такой линии будет точно п р ед став 
ляться евклидовой или пифагоровой формулой:

I МЫ ] =  Л/Ах21 +  . . .  +Ах"2. (4)

В частности, | ОМ |2 =  х\ +  . . .  +  х\.
Это позволяет определить угол — величину у г л а  

м еж ду  двумя линиями, исходящими из точки О, т а к



ж е  как  в евклидовом пространстве. А так  к ак  за О 
можно принять любую точку, то угол определяется 
м еж ду  любыми д ву м я  линиями, исходящими из од
ной точки. Точно т ак  ж е можно ввести другие поня
тия дифференциальной геометрии, поскольку они от
носятся к свойствам кривых и поверхностей «в точ
ке» , т. е. определяются их свойствами в сколь угодно 
малой ее окрестности (и поскольку отклонения от 
евклидовой геометрии не играют роли).

Но риманова геометрия вообще отличается от 
евклидовой и в м алы х областях, хотя и на величины 
более высокого порядка малости. По аналогии с по
верхностями, у которых гауссова кривизна относится 
к  их внутренней геометрии, говорят о «римановой 
кривизне», характеризующей отклонение геометрии 
данного риманова пространства вблизи данной его 
точки от евклидовой геометрии. Взятое в точном 
смысле, понятие кривизны риманова пространства 
сложно. Оно, так  ж е  как  на поверхностях, связано 
с отличием от я  сумм ы  углов треугольника, сторона
ми которого сл уж ат  кратчайшие линии.

О других «геометриях». При групповом принципе 
определения той или иной геометрии она вводится на 
пространстве в целом, и т а к  определяется, при дан 
ном числе измерений, ряд пространств: евклидовы, 
аффинные и др. Но в римановых пространствах гео
метрия определяется в бесконечно малых областях, 
можно сказать, дифференциально, и распространяет
ся интегрированием. Поэтому разных римановых про
странств любого данного числа измерений — целый 
континуум.

Этот «дифференциальный» принцип применяется 
т а к ж е  и в других случаях, порождая новые конти
нуумы разных пространств.

К ак  геометрия риманова пространства является 
евклидовой в малых областях с точностью до вели
чин высшего порядка малости, так  можно рассматри
вать  пространства, в которых в малых областях, тоже 
с точностью до величин высшего порядка, выпол
няется какая-либо другая  геометрия, например аф
ф инная,— это в пространствах так называемой аф
финной связности.

Особое значение имеют псевдоримановы простран
с т в а — такие, в малых областях которых с точностью



) малых величин высшего порядка выполняется 
:евдоевклидова геометрия.

В применении к физике эта геометрия четырех из- 
ерений служит математическим аппаратом теории 
;емирного тяготения, носящей название общей тео- 
ии относительности. Эта теория т ак  ж е обобщает 
эорию относительности, к ак  псевдориманова геомет- 
ия обобщает псевдоевклидову геометрию. Простран- 
тво и время можно разделять только в ограничен- 
ых пределах, вместе ж е  они образуют единую фор- 

1у существования материи — пространство-время, и 
еометрия его псевдориманова. «Кривизна» его про
шляется во всемирном тяготении — в этом, можно 
ж азать , и состоит сущность объяснения всемирного 
тяготения в общей теории относительности.

Здесь геометрия демонстрирует свое чрезвычайное 
значение в понимании самых фундаментальных з а к о 
нов мироздания, так  ж е  как  новейшие геометриче
ские теории находят применение в физике элем ен 
тарных частиц.

В общем, современная геометрия включает много
численные теории разного рода пространств и фигур 
в них, и далеко не все были здесь упомянуты. Но их 
объединяет общая основа, если не считать некоторых 
не очень значительных теорий.

Всякое пространство, которое определяют и ис
следуют в геометрии, представляет собой, за редким 
исключением, топологическое пространство, наделен
ное той или иной дополнительной структурой — м ет 
рикой, группой преобразований и т. д. и т. д. Но при 
всем их разнообразии все они выросли из зерна обыч
ного трехмерного евклидова пространства, из его 
углубленного изучения и обобщения, из связанны х 
с ним наглядных представлений как, скажем , преоб
разование фигур перемещением или проектированием 
с плоскости на плоскость, обобщаемое в общем гр у п 
повом принципе определения разных «геометрий», 
или измерение длин малым масштабом, которое л егло  
в основу римановой геометрии и ее обобщений.



АЛЕКСАНДРОВ Александр Данилович. 
НЕЦВЕТАЕВ Никита Юрьевич

ГЕОМЕТРИЯ

Редактор А. Л. Вернер  
Х удожественный редактор Т. Н. К ольченко  

Технический редактор С. Я. Ш кляр  
Корректор М. tí. Д ронова

ИБ № 41039

Сдано в набор 02.И .89. Подписано к печати 26.07.90. 
Формат 84ХЮ8/32. Бум ага тип. № 2. Гарнитура 
литературная. Печать вы сокая. Уел. печ. л . 35.28. 
Уел. кр .-отт . 35,28. Уч.-изд. л. 35,39. Тираж 63700 экз . 

З аказ  № 332. Цена 1 р. 50 к.

Издательско-производственное 
и книготорговое объединение сН аука» 

Главная редакция физико-математической литературы 
П7071 М осква В -71, Ленинский проспект. 15

Л енинградская типография № 2 головное предприя
тие ордена Трудового Красного Знамени Л енинград
ского объединения «Техническая книга» им. Евгении 
Соколовой Государственного комитета СССР по пе
чати. 198052 Ленинград Л-52, Измайловский про

спект, 29


